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Kurzfassung

Beim maschinellen Tunnelbau erm¤oglicht das Wissen ¤uber die geologische Beschaffenheit des
zu durchdringenden Bodens eine Anpassung des Vortriebsprozesses, sodass Sch¤aden aufgrund
von unvorhergesehenen geologischen ¤Anderungen reduziert und dadurch Kosten eingespart
werden k¤onnen. Eine zerst¤orungsfreie Erkundung des Bodens ist beispielsweise durch die Un-
tersuchung von seismischen Wellen m¤oglich, welche sich im Boden ausbreiten, an freien Ober-
�¤achen re�ektiert und an Grenz�¤achen von geologischen ¤Anderungen sowohl re�ektiert als
auch gebrochen werden. Daher enthalten die Seismogramme, welche an mehreren Positionen
aufgezeichnet werden, Informationen ¤uber die Geologie vor der Ortsbrust, welche es zu ex-
trahieren gilt. W¤ahrend g¤angige Migrationsmethoden vornehmlich nur die ersten Wellen, wel-
che von potentielle St¤ork¤orper re�ektiert wurden, analysieren, werden bei der Verwendung der
Full-Waveform-Inversion alle gemessenen Wellenformen f¤ur die Erkundung des Bodens einge-
setzt. Dazu werden die Unterschiede zwischen den gemessenen Wellenformen und den durch
ein synthetisches Bodenmodell approximierten Wellenformen durch eine r¤aumliche Anpassung
der Eigenschaften des synthetischen Bodenmodells minimiert. Anhand der r¤aumlichen ¤Ande-
rungen der Eigenschaften des abschließenden Bodenmodells ist eine akkuratere Vorhersage der
St¤ork¤orper potentiell m¤oglich.

In dieser Arbeit werden synthetische und experimentelle Daten verwendet, um das Potenzial
eines gradientenbasierten Ansatzes der Full-Waveform-Inversion f¤ur die seismische Vorauser-
kundung im maschinellen Tunnelbau konzeptionell zu untersuchen. F¤ur den gew¤ahlten Ansatz
werden sowohl die Wellenformen im Frequenzbereich approximiert als auch die Unterschiede
zwischen den berechneten und den vorgegebenen Wellenformen im Frequenzbereich minimiert.
Die unterschiedlichen Inversionsmethoden und -strategien sowie einige Aspekte, welche f¤ur
den Einsatz im maschinellen Tunnelbau zu ber¤ucksichtigen sind, werden erl¤autert. Anhand von
zweidimensionalen und dreidimensionalen synthetischen Tunnelumgebungen wird der Inversi-
onsansatz untersucht und veri�ziert. Dabei werden der Ein�uss von unterschiedlichen Mess-
anordnungen, von einer Unter- und ¤Ubersch¤atzung der wirkenden intrinsischen D¤ampfungs-
effekte sowie die Ef�zienz der simultanen Approximation der Quellfunktionen w¤ahrend des
Inversionsprozesses untersucht. Mit welcher Genauigkeit unterschiedliche Kombinationen von
St¤ork¤orpern detektiert werden k¤onnen, wird unter anderem durch einen Blindtest untersucht,
bei welchem die zu detektierenden St¤orungen vor der Inversion nicht bekannt waren. Mittels
der Daten eines kleinskaligen Laborexperiments wird der Inversionsansatz auch mit realen Da-
ten validiert. Die untersuchte Probe, in welcher sich ein zu detektierendes Loch be�ndet, besitzt
eine gewisse ¤Ahnlichkeit mit einer ober�¤achennahen Tunnelumgebung. Weitere Schritte, wel-
che f¤ur einen Einsatz den Full-Waveform-Inversion f¤ur die Vorauserkundung im maschinellen
Tunnelbau sinnvoll erscheinen, werden abschließend diskutiert.
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Abstract

In mechanized tunneling, damages due to geological changes can be reduced and therefore
costs can be saved by adapting the excavation process based on information of the geological
condition of the ground. Non-destructive exploration of the ground is possible, for example,
by investigating seismic waves that propagate in the ground. They are re�ected at free surfaces
and are as well re�ected as also refracted at interfaces of geological changes. Therefore, the
seismic records, which are recorded at several positions, contain information about the geology
in front of the tunnel face, which can be extracted. While migration methods that are used today
primarily analyze only the �rst waves which have been re�ected by potential disturbances,
all measured waveforms are used to explore the ground by using full waveform inversion. In
full waveform inversion, the differences between the measured waveforms and the waveforms
approximated with a synthetic model of the ground are minimized by spatially adjusting the
properties of the synthetic ground model. Based on the spatial changes in the properties of the
�nal ground model, a more accurate prediction of the disturbances may be possible.

In this work, synthetic and experimental data are used to conceptually investigate the potenti-
al of a gradient-based full waveform inversion approach for seismic exploration in mechanized
tunneling. For the proposed approach, the waveforms are approximated in the frequency domain
and the differences between the approximated and the real waveforms are also minimized in the
frequency domain. The various inversion methods, strategies and some aspects to be considered
for utilization in mechanized tunneling are explained. The inversion approach is investigated
and validated using two-dimensional and three-dimensional synthetic tunnel environments. The
in�uence of different measurement setups, an under- and overestimation of the intrinsic dam-
ping effects as well as the ef�ciency of the simultaneous approximation of the source signatures
during the inversion process are examined. The accuracy with which different combinations of
disturbances can be detected is investigated, among other things, by means of a blind test in
which the disturbances to be detected were not known before the inversion. The inversion ap-
proach is also validated with real data by using data from a small-scale laboratory experiment.
The examined test specimen, in which a hole to be detected is located, has a certain similarity
to a tunnel environment located near the earth’s surface. Finally, further steps that appear useful
for the use of full waveform inversion for exploration in mechanized tunneling are discussed.
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1

1. Einleitung

Seit dem Jahr 2008 lebt mehr als die H¤alfte der Erdbev¤olkerung in St¤adten. Des Weiteren wird
prognostiziert, dass in den n¤achsten Jahrzehnten die Weltbev¤olkerung auf ungef¤ahr 10 Mil-
liarden Menschen anwachsen wird. Da sich die Anzahl an Menschen, welche im l¤andlichen
Raum leben, voraussichtlich kaum ver¤andern wird, wird der Urbanisierungsgrad zunehmen.
Dadurch werden im Jahr 2050 voraussichtlich 70% der Erdbev¤olkerung im st¤adtischen Raum
leben, w¤ahrend sich die Weltbev¤olkerung im Vergleich zur Jahrtausendwende verdoppelt haben
wird (Broere, 2016).

Durch die zus¤atzliche Verwendung des unterirdischen Raums k¤onnten bestehende St¤adte an
die fortschreitende Urbanisierung angepasst und neue St¤adte in einer optimierten Weise geplant
werden. Durch die Verlagerung des Verkehrs, von Lagerst¤atten und von anderen Bauten, wie
beispielsweise Parkh¤auser oder Einkaufszentren, unter die Erdober�¤ache, w¤urde der oberirdi-
sche Raum entlastet werden. Dadurch k¤onnte mehr Wohnraum entstehen sowie der Lebensstan-
dard, aufgrund einer niedrigeren Belastung durch Verkehrsabgase oder Verkehrsl¤arm, erh¤oht
werden. Mehr Fl¤achen k¤onnten entsiegelt sowie mehr Gr¤un�¤achen angelegt werden. Des Wei-
teren sind unterirdische Bauten sicherer und widerstandsf¤ahiger gegen¤uber Naturkatastrophen
wie beispielsweise Erdbeben (Broere, 2016).

Durch das Bauen von Tunneln k¤onnen direkte und dadurch ef�ziente Verkehrswege f¤ur Per-
sonenkraftwagen, Lastkraftwagen und Schienenverkehr unterirdisch angelegt werden. Tunnel
bieten auch im außerst¤adtischen Bereich viele Vorteile, da einerseits die oberirdische Land-
schaft nicht bebaut werden muss, wodurch nat¤urliche Lebensr¤aume erhalten sowie Agrar�¤achen
weiterhin uneingeschr¤ankt genutzt werden k¤onnen. Andererseits k¤onnen durch Tunnel direk-
te Verkehrs- und Transportwege erschlossen werden, wodurch l¤angere und somit kosteninten-
sive Umwege, wie beispielsweise Gebirgs¤uberquerungen, vermieden werden. Beispielsweise
wurden und werden mehrere Tunnel f¤ur die Unterquerung der Alpen angelegt, wie die unter-
schiedlichen Gotthard-Tunnel (Gotthard-Scheiteltunnel, Gotthard-Basistunnel, Gotthard-Stra-
ßentunnel) oder der Brenner Basistunnel. Durch das Anlegen von Tunneln k¤onnen auch un-
terhalb von Fl¤ussen oder Meeren direkte Verbindungen realisiert werden, wodurch weite Um-
wege oder zus¤atzliche Schiffsfahrten vermieden und somit Zeit und Kosten eingespart werden
k¤onnen. Der Elbtunnel in Hamburg stellt ein Beispiel f¤ur eine Flussunterquerung dar. Ein sehr
prominentes Beispiel stellt zudem der Eurotunnel (engl. Channel Tunnel) dar, welcher unterhalb
eines Meeresarms des Atlantiks, dem ¤Armelkanal, verl¤auft und ¤uber Frankreich das europ¤aische
Festland mit Großbritannien verbindet. Viele Tunnel werden vornehmlich f¤ur den Schienenver-
kehr angelegt, bei welchem im Vergleich zu den ¤ublichen Kraftwagen weniger Treibhausgase
ausgestoßen werden. Somit k¤onnen Tunnel langfristig zu einer klimafreundlichen Verkehrswen-
de beitragen. Der Ausbau von direkten Transportwegen erh¤oht zudem die Planungssicherheit,
wodurch viele Unternehmen besser wirtschaften k¤onnen. Der Bau weiterer Tunnel erscheint,
aufgrund der Vorteile von Tunneln einerseits und aufgrund des erh¤ohten Bedarfs an platzspa-
renden L¤osungen in urbanen Regionen andererseits, notwendig.



2 1. Einleitung

1.1. Maschineller Tunnelbau

Im konventionellen Tunnelbau wird der Tunnel mittels Bohrens, Sprengungen und anderer ma-
schineller Arbeitswerkzeuge vorgetrieben, die nicht einer maschinellen Tunnelbohrmaschine
entsprechen. Dabei �ndet der Ausbau zyklisch statt, sodass nach der Abtragung des Gesteins
der Aushub abtransportiert und der neue Tunnelabschnitt befestigt werden m¤ussen. Durch den
konventionellen Tunnelbau k¤onnen unterschiedliche Tunnelpro�le erzeugt und auch w¤ahrend
des Vortriebs ver¤andert werden. Des Weiteren kann durch den offenen Zugang zur Ortsbrust
sehr individuell auf neue Problemstellungen reagiert werden, da sowohl die Vortriebsmethoden
als auch das Vorgehen bei der Befestigung der neuen Tunnelw¤ande �exibel angepasst werden
k¤onnen. W¤ahrend bei l¤angeren Tunnelabschnitten mittlerweile zunehmend maschinelle Tun-
nelbohrmaschinen eingesetzt werden, wird der konventionelle Tunnelvortrieb weiterhin vor-
wiegend f¤ur kurze Tunnelabschnitte oder f¤ur Tunnelabschnitte, die nicht gut zug¤anglich sind,
eingesetzt (ITA, 2009).

Beim maschinellen Tunnelbau werden zylinderf¤ormige Tunnelbohrmaschinen eingesetzt, mit
welchen runde Tunnelpro�le erzeugt werden. Die Tunnelbohrmaschinen verf¤ugen an der Orts-
brust ¤uber ein rundes Schneidrad, auf welchem unterschiedliche Abbauwerkzeuge befestigt
sind. Durch eine Rotation des Schneidrads wird das Gestein an der Ortsbrust abgetragen. Das
Schneidrad hat einen Durchmesser von bis zu 19 m, wodurch innerhalb der Tunnel auch mehr-
spurige Fahrbahnen oder Bahnschienen ¤uber zwei Ebenen realisiert werden k¤onnten. Vor al-
lem bei nicht standfestem Erdreich werden Tunnelbohrmaschinen verwendet, welche hinter
dem Schneidrat einen Schildmantel besitzen, welcher den ausgehobenen Hohlraum vor dem
Erdreich und somit auch vor m¤oglichen Ausbr¤uchen abschirmt sowie vor dem Eindringen
von Grundwasser sch¤utzt. Durch das Abst¤utzen des Erdreichs werden auch Setzungen an der
Erdober�¤ache minimiert. Die Ortsbrust kann zus¤atzlich mechanisch, durch Druckluft, mittels
Fl¤ussigkeiten oder durch Erddruck stabilisiert werden, wobei die Methode passend zum Bau-
grund ausgew¤ahlt werden muss. Im hinteren Teil des Schildmantels wird der Ausbau der Tun-
nelauskleidung mittels vorgefertigter Stahlbetonsegmente durchgef¤uhrt. Der Ringspalt, welcher
zwischen den Tunnelinnenschalen und dem Boden entsteht, wird mit einem speziellem M¤ortel
verf¤ullt. Nach der Installation der einzelnen Segmente der Tunnelinnenschalen kann sich die
Tunnelbohrmaschine an diesen ¤uber die Vortriebspressen abdr¤ucken und somit den Vortrieb
fortsetzen. Bei Doppelschild-Tunnelbohrmaschinen werden f¤ur den Vortrieb zus¤atzlich Hydrau-
likzylinder, welche als Gripper bezeichnet werden, verwendet, welche sich hinter dem ersten
Schild mit dem freigelegten Erdreich verspannen. Das Schneidrad wird mit dem ersten Schild
teleskopartig vorgetrieben, indem sich die Vortriebspressen ¤uber die Gripper am Erdreich ab-
dr¤ucken. Dadurch kann zeitgleich im zweiten Schild der Ausbau der Tunnelringe statt�nden.
Nach dem Ausbau der Tunnelschale kann sich die restliche Tunnelbohrmaschine zusammen
mit den Grippern ¤uber zus¤atzliche Hydraulikzylinder wieder an den Tunnelinnenschalen ab-
dr¤ucken und zum ersten Schild aufschließen. Dieses Vorgehen erm¤oglicht einen kontinuierli-
chen Vortrieb, bei dem keine zus¤atzlichen Stehzeiten f¤ur die Installation der Tunnelschalenseg-
mente notwendig sind. Lediglich in nicht standfestem Gestein, wie in geologischen St¤orzonen,
wird sicherheitshalber auf den gesonderten Vortrieb des ersten Tunnelschilds ¤uber die Grip-
per verzichtet, da sich diese an dem vermeintlich degradierten Erdreich, welches der Belastung
nicht standhalten k¤onnte, abst¤utzen m¤ussten. Hinter dem Kopf der Tunnelbohrmaschine be�n-
det sich eine sehr lange logistische Einheit, welche beim Vortrieb direkt mitgezogen wird. Der
Aushub wird direkt und automatisiert, beispielsweise ¤uber F¤orderb¤ander oder Rohrleitungen,
abtransportiert. In Abbildung 1.1 wird exemplarisch eine Doppelschild-Tunnelbohrmaschine
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Abbildung 1.1.: Doppelschild-Tunnelbohrmaschine der Herrenknecht AG, welche innerhalb
des Coca Codo Sinclair Hydropower Projectin San Miguel (Ecuador) ver-
wendet wurde und einen Durchmesser von 9.04 m besitzt. Das Bild wird ¤uber
die Homepage der Herrenknecht AG (2023) f¤ur die Nutzung in Druck- und
Online-Medien zur Verf¤ugung gestellt.

der Herrenknecht AGillustriert, bei der sowohl das Schneidrad, als auch beide Tunnelschil-
de, die Vortriebszylinder sowie ein Teil des Nachl¤aufers der Tunnelbohrmaschine zu erkennen
sind. Eine genauere Unterteilung und Beschreibung der unterschiedlichen Typen von Tunnel-
vortriebsmaschinen wird beispielsweise von Maidl u. a. (2013, Kapitel 1) durchgef¤uhrt.

Der maschinelle Tunnelbau verf¤ugt sowohl ¤uber Vor- als auch Nachteile gegen¤uber dem kon-
ventionellen Tunnelbau (Maidl u. a., 2013, Kapitel 1). Im Vergleich zum konventionellen Tun-
nelbau kann beim maschinellen Tunnelbau ein nahezu kontinuierlicher Vortrieb realisiert wer-
den, welcher h¤ohere Vortiebsgeschwindigkeiten und somit eine fr¤uhere Fertigstellung erm¤ogli-
chen kann. Durch die Hohlraumst¤utzung mittels der Tunnelschilde werden Ober�¤achensetzun-
gen minimiert und damit Bestandsbauten gesch¤utzt. Des Weiteren erh¤oht sich die Arbeitssicher-
heit der Belegschaft im Tunnel. Der direkte Ausbau mit den vorgefertigten Stahlbetonsegmen-
ten ist qualitativ hochwertig sowie wirtschaftlich. Dahingegen ist das Pro�l des entstehenden
Tunnels auf runde Querschnitte mit einem festgelegten Durchmesser beschr¤ankt. Die Planung
des Bauvorhabens ist aufwendiger und spezi�sch geschultes Personal ist erforderlich. Der Ein-
satz von Tunnelbohrmaschinen ist nur f¤ur l¤angere Tunnel ¤okonomisch sinnvoll. Auf geologische
¤Anderungen kann w¤ahrend des Vortriebs weniger �exibel reagiert werden.

Viele bestehende Tunnel wurden mittels des maschinellen Tunnelbaus konstruiert und wei-
tere Tunnel be�nden sich aktuell im Bau, wobei immer weitere Rekorde bei der L¤ange und
dem Durchmesser der Tunnel sowie den Vortriebsgeschwindigkeiten aufgestellt werden. Zu
den l¤angsten Tunneln, welche mittels maschinellen Tunnelbaus angelegt wurden, z¤ahlt bei-
spielsweise der Gotthard-Basistunnel mit einer Gesamtl¤ange von ungef¤ahr 57 km, welcher als
Eisenbahntunnel genutzt wird und durch die Schweizer Alpen verl¤auft. In seiner Konstruktions-
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phase be�ndet sich der Brenner Basistunnel, welcher vom ¤osterreichischen Innsbruck bis zum
italienischen Franzensfeste verlaufen und ¤uber eine Streckenl¤ange von ungef¤ahr 55 km verf¤ugen
wird, wobei dieser zusammen mit dem bereits bestehenden Inntaltunnel auf eine Gesamtl¤ange
von ungef¤ahr 64 km anwachsen wird.

Viele Erfahrungsberichte zum Bau eines Tunnels sowie Forschungsberichte zu der Aus-
wertung der Daten, welche bei der Konstruktion der Tunnel aufgenommen wurden, werden
ver¤offentlicht, wobei zum maschinellen Tunnelbau auch viel Grundlagenforschung betrieben
wird. Dabei werden viele Aspekte untersucht, beispielsweise wie Tunnel geplant werden soll-
ten, wie die logistischen Abl¤aufe w¤ahrend der Konstruktionsphase optimiert werden k¤onnen und
wie der Vortieb ef�zienter, sicherer sowie ¤okonomischer gestaltet werden kann. Des Weiteren
ist auch die Optimierung der Tunnelschalensegmente sowie die Untersuchung von fortschritt-
lichen Methoden f¤ur die Erkundung und Charakterisierung des Baugrunds Ziel der Forschung.
Dabei ist auch eine ganzheitliche Untersuchung der unterschiedlichen Aspekte des maschinel-
len Tunnelbaus wichtig, damit Synergien identi�ziert und genutzt werden k¤onnen. Der Son-
derforschungsbereich 837 �Interaktionsmodelle f¤ur den maschinellen Tunnelbau� (Meschke,
2018), in welchem die Untersuchungen dieser Arbeit durchgef¤uhrt wurden, besch¤aftigte sich
mit vielen der aufgef¤uhrten Aspekte und untersucht zudem wie Interaktionen zwischen den ein-
zelnen Disziplinen den maschinellen Tunnelbau verbessern k¤onnten. Einen ¤Uberblick ¤uber die
gewonnen Erkenntnisse geben Meschke u. a. (2023). Im Folgenden wird auf die Methoden und
die Forschung zur Vorauserkundung im maschinellen Tunnelbau eingegangen.

1.2. Vorauserkundung im maschinellen Tunnelbau

Geologische ¤Anderungen des Bodens, wie beispielsweise Schichtwechsel, Kl¤ufte, Einschl¤usse,
Findlinge, Schlitzw¤ande, R¤uckst¤ande von anderen Bauten sowie Wasserreservoirs k¤onnen zu
Problemen beim maschinellen Tunnelvortrieb f¤uhren. Beispielsweise k¤onnen durch br¤uchi-
ge Gesteinsformationen die Schneidwerkzeuge auf dem Schneidrad der Tunnelbohrmaschine
durch herabfallende Ausbr¤uche besch¤adigt sowie das Schneidrad blockiert werden. Durch das
Entstehen einer unregelm¤aßigen Form der Tunnelfront w¤urden die beim Vortrieb wirkenden
Kr¤afte und Momente ungleichm¤aßig verteilt werden, was zu Schwingungen des Schneidrads
und somit zu Besch¤adigungen der Abbauwerkzeuge f¤uhren kann. Der Tunnelausbruch k¤onnte
gr¤oßer als der Durchmesser des Schneidrads werden, was einerseits die Stabilit¤at des Bodens
degradieren und gleichzeitig die Setzungen an der Erdober�¤ache erh¤ohen k¤onnte. Des Weite-
ren k¤onnten auch Wassereinbr¤uche entstehen (Gong u. a., 2016). Somit k¤onnen ¤Anderungen
der Geologie vor der Tunnelfront zu generellen Sch¤aden sowie zu Stehzeiten der Tunnelbohr-
maschine und somit zu steigenden Kosten f¤uhren. Wenn geologische ¤Anderungen im Vorfeld
bekannt sind, dann kann der Vortrieb der Tunnelbohrmaschine dahingehend angepasst werden,
dass die Auswirkungen der entstehenden Probleme reduziert oder komplett vermieden werden.
Gong u. a. (2016) geben einen ¤Uberblick, wie m¤ogliche Probleme in unterschiedlichen B¤oden
vermieden werden k¤onnen. Somit erm¤oglicht eine fr¤uhzeitige Erkennung von geologischen
St¤orungen eine Reduzierung von Sch¤aden, Stehzeiten der Tunnelbohrmaschine und schlussend-
lich der entstehenden Kosten bei gleichzeitiger Erh¤ohung der Sicherheit vor Personensch¤aden
und vor Sch¤aden an Bestandsbauten durch die Reduktion von Ober�¤achensetzungen.

W¤ahrend der Planung des Tunnels werden im Vorfeld schon Untersuchungen des Bodens
durchgef¤uhrt und bereits vorhandene Informationen zu dem Baugrund zusammengetragen (ITA,
2015). Mehrere Bohrl¤ocher werden von der Erdober�¤ache aus gebohrt, sodass an einzelnen
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Stellen das vertikale Pro�l des Bodens untersucht werden kann. Mittels der Bohrl¤ocher kann
die Geologie des Bodens f¤ur die Detektion von vielen St¤ork¤orpern auf der k¤unftigen Tunnel-
achse nicht ausreichend aufgel¤ost werden, da die Bohrl¤ocher nur einen eindimensionalen Ein-
blick in die Beschaffenheit des Bodens erm¤oglichen, welcher auch nur in orthogonaler Richtung
zum Tunnel an einer einzelnen Stelle erfolgt. Des Weiteren ist das Bohren von Bohrl¤ochern in
schwer zug¤anglichen Bereichen der Ober�¤ache sowie an Stellen, an denen eine hohe ¤Uberla-
gerung zum Tunnel vorhanden ist, umst¤andlich (Li u. a., 2017). Daher ist die Erkundung des
Bodens unmittelbar vor der Tunnelfront erforderlich. Entsprechende Vorauserkundungsbohrun-
gen an der Tunnelfront in Richtung der Tunnelachse sind vor allem im konventionellen Tunnel-
bau ohne Tunnelschild gut durchf¤uhrbar, da der direkte Zugang zur Tunnelfront gew¤ahrleistet
ist. Im maschinellen Tunnelbau sind Vorauserkundungsbohrungen aufgrund des Tunnelschildes
und des Schneidrads nur umsetzbar, wenn entsprechende Aussparungen eingeplant wurden. Des
Weiteren sind Bohrungen an der Ortsbrust nicht bei jeder Art der Ortsbrustst¤utzung m¤oglich.
F¤ur Vorauserkundungsbohrungen m¤usste zudem der Vortrieb pausiert werden, wodurch ein ent-
scheidender Vorteil des maschinellen Vortriebs degradiert w¤urde. Im maschinellen Tunnelbau
werden Sondierungsbohrungen vornehmlich ¤uber die Decke des Tunnels oder ¤uber die Soh-
le des Tunnels durchgef¤uhrt, wodurch sich diese nicht auf der Tunnelachse be�nden (Kogler,
2008). Da diese weiterhin auch nur eindimensionale Einblicke liefern, m¤ussen die gewonnenen
Informationen f¤ur die Bereiche zwischen den Bohrl¤ochern interpoliert und auf die Tunnelachse
extrapoliert werden. Des Weiteren ist die Durchf¤uhrung der Vorauserkundungsbohrungen zeit-
und kostenintensiv (Li u. a., 2017).

Eine weitere M¤oglichkeit, um die Geologie des Baugrunds zu erkunden, sind Erkundungs-
stollen, wie sie beispielsweise f¤ur den Brenner Basistunnel eingesetzt wurden (Bergmeister u.
Reinhold, 2017). Dazu wird ein kleinerer Tunnel oder Stollen vor dem Bau der eigentlichen
Tunnelr¤ohren vorgetrieben. Dabei kann der abgetragene Boden gut charakterisiert sowie die
Erfahrungen des Vortriebs auf den Aushub der kommenden Tunnelr¤ohren gr¤oßtenteils ¤ubertra-
gen werden. Jedoch sind solche Erkundungsstollen sehr kostenintensiv und rentieren sich nur
bei Bauprojekten, bei denen eine komplexe Geologie erwartet wird, oder, wenn diese Stollen
w¤ahrend oder nach der Bauphase zus¤atzlich noch verwendet werden k¤onnen, wie beispielswei-
se f¤ur die Entw¤asserung oder f¤ur die Instandhaltung der Tunnel. Dennoch k¤onnten durch den
Einsatz von Erkundungsstollen St¤ork¤orper nicht erfasst werden, welche sich auf der Achse der
anderen geplanten Tunnelr¤ohren be�nden.

Geophysikalische Methoden, welche den Boden zerst¤orungsfrei untersuchen, wie das Bo-
denradar (engl. Ground Penetrating Radar) oder Methoden, welche auf die Ausbreitung und
Interaktion von seismischen Wellen mit potentiellen St¤ork¤orpern basieren, werden zunehmend
f¤ur die Vorauserkundung eingesetzt. Das Bodenradar stellt eine elektromagnetische Methode
dar, welche mit hohen Frequenzen arbeitet und ¤uber eine hohe Au�¤osung verf¤ugt, aber nur ei-
ne kurze Reichweite besitzt. Wenn f¤ur die elektromagnetischen Eigenschaften hohe Kontraste
vorliegen, dann verhalten sich die Methoden, welche die Daten des Bodenradars auswerten,
sehr sensitiv. Dadurch eignet sich das Bodenradar vor allem f¤ur die Identi�kation von Wasser-
reservoirs sowie von zerkl¤uftetem oder zerbrochenem Gestein (Li u. a., 2017). Die Verfahren,
welche auf seismischen Wellen basieren, besitzen eine gr¤oßere Reichweite und werden in den
kommenden Abs¤atzen verst¤arkt thematisiert. Eine Zusammenf¤uhrung der Erkenntnisse und In-
formationen von verschiedenen Ans¤atzen oder gar deren direkte Kombination stellen eine gute
M¤oglichkeit dar, um Uneindeutigkeiten bei der Charakterisierung des Bodens zu reduzieren und
somit die Prognosen ¤uber die Beschaffenheit des Bodens vor der Tunnelfront zu verbessern (Li
u. a., 2017).
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Abbildung 1.2.: Schematisches Szenario einer seismischen Messung f¤ur die Vorauserkundung
im maschinellen Tunnelbau. Die Positionen der Quellen und Empf¤anger soll-
ten einerseits passend zu der Methode gew¤ahlt werden, welche f¤ur die Auswer-
tung der Seismogramme verwendet wird, und andererseits muss die Installation
durchf¤uhrbar sowie ¤okonomisch sinnvoll sein.

Innerhalb dieser Arbeit wird eine Methode f¤ur die Vorauserkundung im maschinellen Tun-
nelbau untersucht, welche die Aufzeichnungen seismischer Wellen auswertet. Seismische Wel-
len sind elastische Wellen, welche sich zerst¤orungsfrei im Boden ausbreiten und daher keine
Setzungen und auch keine Degradierung der zu untersuchenden Geologie hervorrufen. F¤ur die
Vorauserkundung innerhalb einer Tunnelumgebung werden seismische Wellen k¤unstlich mit-
tels Sprengungen oder pneumatischen Schlagh¤ammern angeregt. Andere Ans¤atze verwenden
hingegen die Wellen, welche durch den Vortriebsprozess angeregt werden. Diese Wellen brei-
ten sich sph¤arisch im Boden aus, wobei die Ausbreitungsgeschwindigkeiten abh¤angig von den
elastischen Eigenschaften des Bodens sowie davon, ob sich die Wellen ¤uber einen Kompres-
sionsmechanismus oder einen Scherungsmechanismus fortbewegen, sind. Diese Raumwellen
werden entsprechend als Kompressions- und Scherwellen bezeichnet, wobei sich die Kompres-
sionswellen schneller im Boden ausbreiten. Erreicht eine Welle eine freie Ober�¤ache, wie die
Erdober�¤ache oder die Tunnelw¤ande, wird die Welle an dieser Ober�¤ache re�ektiert. Gleich-
zeitig werden dabei einerseits Ober�¤achenwellen initiiert, die sich mit unterschiedlichen Me-
chanismen entlang der Ober�¤ache ausbreiten, und andererseits wird ein Teil der seismischen
Energie der Welle in die jeweilig andere Raumwellenart umgewandelt, welche sich von der
Ober�¤ache ausgehend im Boden ausbreitet. Wenn eine Welle eine innere Grenz�¤ache zu ei-
nem Bereich des Bodens erreicht, welcher ¤uber andere Eigenschaften verf¤ugt, dann wird die
Welle an dieser Grenz�¤ache einerseits re�ektiert und andererseits gebrochen, wobei auch wie-
der Umwandlungen zu anderen Wellenarten auftreten k¤onnen. Die gebrochenen Wellen brei-
ten sich in dem zweiten Medium mit sich unterscheidenden Wellengeschwindigkeiten aus und
werden wiederum an weiteren Grenz�¤achen re�ektiert und gebrochen. Auch durch Wasser-
reservoirs und zerkl¤ufteten Boden wird die Ausbreitung von seismischen Wellen ver¤andert.
An unterschiedlichen Positionen k¤onnen die Verschiebungen, welche die seismischen Wellen
verursachen, aufgezeichnet werden, wobei diese Aufzeichnungen als Seismogramme bezeich-
net werden. In Abbildung 1.2 wird schematisch dargestellt, wie ein Szenario f¤ur die seismi-
sche Vorauserkundung im maschinellen Tunnelbau aussehen kann. Durch die Interaktionen der
seismischen Wellen mit potentiellen St¤ork¤orpern w¤urden sich in den Seismogrammen ande-
re Wellenformen ergeben als bei einer Wellenausbreitung in einem komplett homogenen Bo-
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den, da je nach der Position des Empf¤angers re�ektierte oder gebrochene Wellen zus¤atzlich
aufgezeichnet sowie andere Ausschl¤age ausbleiben w¤urden. Somit enthalten zwar die Seismo-
gramme Informationen ¤uber die geologischen Gegebenheiten vor der Ortsbrust, jedoch k¤onnen
die Seismogramme, aufgrund der re�ektierten, gebrochenen und umgewandelten Wellen, eine
vergleichsweise hohe Komplexit¤at aufweisen. ¤Uber die einzelnen Ausschl¤age k¤onnen nicht ein-
deutig R¤uckschl¤usse auf die Positionen, die r¤aumliche Ausdehnung und die Eigenschaften von
St¤orzonen gezogen werden. Daher untersuchen die etablierten seismischen Vorauserkundungs-
systeme vorwiegend nur die vergleichsweise gut identi�zierbaren ersten re�ektierten Raumwel-
len sowie deren Laufzeiten, wobei gr¤oßtenteils die Kompressionswellen betrachtet werden. Die
eingesetzten Migrationsmethoden ordnen datengesteuert die re�ektierten Wellen potentiellen
re�ektierenden Strukturen auf der Tunnelachse zu. Bei diesen Zuordnungen wird ¤ublicherwei-
se von einer Wellenausbreitung in einem unendlichen Raum ausgegangen, wodurch ignoriert
wird, dass mit den Tunnelw¤anden und der Erdober�¤ache freie Ober�¤achen vorhanden sind, an
denen Wellen re�ektiert werden. Die verwendbaren Messanordnungen beschr¤anken sich auf den
Einsatz von Quellen und Empf¤angern im Tunnel, was zur Folge hat, dass geologischen Struktu-
ren nur begrenzt r¤aumlich aufgel¤ost werden k¤onnen. Dennoch wurden verschiedene seismische
Vorauserkundungssysteme erfolgreich im maschinellen Tunnelbau etabliert und kontinuierlich
weiterentwickelt.

Das Tunnel Seismic PredictionSystem der Amberg Technologies AGwurde 1994 mit seiner
ersten Version (TSP 202) eingef¤uhrt (ITA, 2018). Zwei Fallbeispiele von Tunnelbauprojekten in
der Schweiz, bei denen diese Version des TSP Systems eingesetzt wurde, werden von Dickmann
u. Sander (1996) beschrieben. Das Tunnel Seismic PredictionSystem wurde in den letzten Jahr-
zehnten fortschreitend weiterentwickelt. In einer Fallstudie berichten Lu u. a. (2015) von der
Durchf¤uhrung der seismischen Vorauserkundung mittels des TSP 203Systems w¤ahrend des
Vortriebs des Qiyueshan-Tunnels in China. Dickmann (2014) erl¤autert die Vorz¤uge des TSP
303 Systems, welches dreidimensionale Abbilder des Bodens erstellt und insgesamt eine be-
nutzerfreundlichere Auswertung erm¤oglicht. Das TSP 303 PlusSystem wurde beispielsweise
w¤ahrend des Vortriebs vom Vorauserkundungsstollen des Brenner Basistunnels verwendet, wo-
von Schwarz u. Schierl (2017) berichten. Beim TSP 303werden vier Geophone verwendet,
welche die Verschiebungen von allen drei Raumrichtungen aufzeichnen, wodurch die unter-
schiedlichen Wellenarten voneinander separiert werden k¤onnen. Jeweils zwei Empf¤anger pro
Seite werden durch die unteren Seitenw¤ande des Tunnels mit einem Abstand von einigen Me-
tern zueinander in Bohrl¤ochern platziert. Diese be�nden sich, beispielsweise mit einem Abstand
von 65 m (Schwarz u. Schierl, 2017), vergleichsweise weit von der Ortsbrust entfernt. Mit einem
Abstand von mehreren Metern zu den beiden vorderen Empf¤angern wird eine vergleichsweise
hohe Anzahl an Bohrl¤ochern, beispielsweise 18 Bohrl¤ocher (Schwarz u. Schierl, 2017), in die
Seitenw¤ande des Tunnels eingelassen, in welchen Sprengladungen platziert werden. Die letz-
ten der jeweils 1.5 m voneinander entfernten Bohrl¤ocher be�nden sich wenige Meter vor der
Tunnelfront. Dabei wird ein Abstand von mehreren Metern zwischen den Empf¤angern und den
Sprengladungen gewahrt. Die Sprengladungen werden f¤ur die seismischen Messungen sequen-
tiell gez¤undet und erzeugen vornehmlich Raumwellen. Die Anregung weist ein gutes Verh¤altnis
zwischen Signal und Rauschen auf. Durch die hohe Anzahl an Quellen ist die Menge der auf-
gezeichneten seismischen Daten sehr hoch. F¤ur die Durchf¤uhrung der Sprengungen und somit
der Messungen m¤ussen der Vortrieb und m¤ogliche andere Prozesse, welche seismische Wellen
anregen k¤onnten, zeitweise pausiert werden. Je nachdem welches System f¤ur die Z¤undung der
Sprengladungen verwendet wird, dauert eine Messkampagne zwischen zehn Minuten und einer
Stunde (Schwarz u. Schierl, 2017). Dabei besteht auch die M¤oglichkeit, die unterschiedlichen
Sprengladungen zu verschiedenen Zeitpunkten des Vortriebs zu z¤unden, wobei sich dadurch ei-



8 1. Einleitung

nerseits die Position der Tunnelfront ver¤andert und sich andererseits die Stehzeit auf eine h¤ohe-
re Anzahl an Vortriebspausen aufteilt (Dickmann, 2014). Um die Geologie vor der Ortsburst
kontinuierlich erkunden zu k¤onnen, f¤uhrte die Amberg Technologies AGdas System TSPwE
(Tunnel Seismic Prediction while Excavation) ein, bei welchem nicht nur einzelne sporadische
Messungen mit vergleichsweise großen Abst¤anden durchgef¤uhrt werden, sondern alle 10�15 m
Messungen mit weniger Sprengladungen durchgef¤uhrt werden, wobei gleichzeitig kontinuier-
lich neue Empf¤anger installiert werden. Dies hat den Vorteil, dass St¤ork¤orper, welche zu Beginn
weit von der Ortsbrust entfernt waren und nur unmerkliche Ausschl¤age in den Seismogrammen
hervorgerufen haben, bei jeder folgenden Messung f¤ur einen neuen Tunnelfortschritt einen zu-
nehmend gr¤oßeren Ein�uss auf die seismischen Daten nehmen k¤onnen und somit sicherer sowie
besser identi�ziert werden k¤onnen (Dickmann u. a., 2019).

Auch mit dem TSP ImpactSystem der Amberg Technologies AGist das regelm¤aßige Durch-
f¤uhren seismischer Messungen m¤oglich. Dabei wird ein pneumatischer Schlaghammer auf ei-
ner Konsole hinter dem Schneidrad der Tunnelbohrmaschine mitgef¤uhrt und kurz bevor oder
nachdem die Zylinder der pneumatischen Pressen, welche f¤ur den Vortrieb des vorderen Tun-
nelschilds verantwortlich sind, eingezogen werden, gegen das freiliegende Erdreich gedr¤uckt.
Innerhalb einzelner Minuten werden mehrere Schl¤age mit dem pneumatischen Schlagham-
mer durchgef¤uhrt. Durch das Mitf¤uhren des Schlaghammers ver¤andern sich die Position der
Quelle und somit auch die relativen Entfernungen zwischen m¤oglichen St¤ork¤orpern und den
Empf¤angern, welche wieder ¤uber Bohrl¤ocher in die Tunnelw¤ande eingelassen werden, konti-
nuierlich (Amberg Technologies AG, 2023). Die Anordnung der Quelle und der Empf¤anger
¤ahnelt dabei der Anordnung des Integrated Seismic PredictionSystems der Herrenknecht AG.
Bei diesem System werden jedoch zwei pneumatische Schlagh¤ammer als Quellen eingesetzt,
welche sich jeweils auch ¤uber L¤ucken in den gegen¤uberliegenden Seitenw¤anden des Schilds
der Tunnelbohrmaschine gegen das Erdreich pressen. Die Messanker zum Aufnehmen der
seismischen Wellen werden auf der linken und der rechten Tunnelwand mit einem Abstand
von 10 m ins Gestein eingelassen (ITA, 2018). Der Bericht der International Tunnelling and
Underground Space Association(ITA, 2018) enth¤alt Fallstudien von dem Einsatz des Integrated
Seismic PredictionSystems beim Bau eines Tunnels f¤ur die Schnellzugverbindung zwischen
Tel Aviv und Jerusalem in Israel. Sowohl beim Einsatz des TSP ImpactSystems als auch bei
der Verwendung des Integrated Seismic PredictionSystems werden durch die pneumatischen
Schlagh¤ammer Tunnelober�¤achenwellen angeregt. Entlang des Tunnels breiten sich die Tun-
nelober�¤achenwellen bis zur Tunnelfront mit einer niedrigeren Dispersion als Raumwellen aus.
An der Tunnelfront �ndet eine Umwandlung der Tunnelober�¤achenwellen zu Scherwellen statt,
welche sich im Raum vor dem Tunnel ausbreiten. Durch potentielle St¤ork¤orper werden Scher-
wellen zur¤uck in Richtung des Tunnels re�ektiert, wo diese wiederum Tunnelober�¤achenwellen
anregen. Diese breiten sich erneut mit einer nur geringen Dispersion entlang des Tunnels aus,
wo sie von den Empf¤angern aufgezeichnet werden. Das Verh¤altnis zwischen Signal und Rau-
schen ist f¤ur zugeh¤orige Ausschl¤age in den Seismogrammen, aufgrund der niedrigeren Disper-
sion entlang des Wellenpfads, wodurch sie gut f¤ur die Vorauserkundung genutzt werden k¤onnen,
merklich besser (Jetschny u. a., 2010).

Ein weiterer Ansatz, um seismische Messungen m¤oglichst ohne Stehzeiten begleitend zum
Vortrieb durchf¤uhren zu k¤onnen, welcher beispielsweise von Br¤uckl u. a. (2008) untersucht wur-
de, ist die Verwendung von charakteristischen Ersch¤utterungen des Schneidrads w¤ahrend des
Vortriebsprozesses als Anregungen f¤ur die seismischen Untersuchungen. Diese Methode wird,
wie aus dem Beitrag von Chwatal u. a. (2021) hervorgeht, auch innerhalb von einigen Tunnel-
bauprojekten eingesetzt.
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W¤ahrend die bisher genannten Systeme im Hartgestein eingesetzt werden, wird von der
Herrenknecht AGmit dem Sonic Softground Probingauch ein System f¤ur Lockergestein so-
wie sandige, kieshaltige, wasserges¤attigte oder generell weiche B¤oden angeboten. Das Sys-
tem wird in Kombination mit Tunnelbohrmaschinen verwendet, welche die Ortsbrust mittels
Fl¤ussigkeits- oder Erddruck st¤utzen, wobei gleichzeitig der abzutragende Boden mittels ei-
ner Bentonitsuspension konditioniert wird. Dadurch wird der Kontakt zwischen dem Boden
und dem Schneidrad, auf welchem die Quellen und Empf¤anger installiert sind, sichergestellt.
Durch die Rotation des Schneidrads ver¤andern Quellen und Empf¤anger in Bezug auf m¤ogliche
St¤ork¤orper vor der Ortsbrust ihre relative Position. Die Quelle f¤uhrt Frequenzdurchl¤aufe von
0.5 kHz bis 4 kHz durch. Die re�ektierten seismischen Wellen werden von den Empf¤angern
aufgenommen und k¤onnen ¤uber eine Korrelation mit dem verwendeten Anregungssignal isoliert
werden. ¤Uber Migrationsmethoden k¤onnen anhand dieser Daten Re�ektoren lokalisiert werden.
Seismische Messungen k¤onnen sowohl w¤ahrend des Vortriebs als auch w¤ahrend betriebsbe-
dingter Stehzeiten und somit kontinuierlich erfolgen. Das Sonic Softground ProbingSystem
dient vor allem zur fr¤uhzeitigen Detektion von St¤ork¤orpern wie beispielsweise Schlitzw¤anden,
Spundw¤anden, Findlingen oder vertikaler geologischer Grenzschichten. Dabei k¤onnen St¤or-
k¤orper detektiert werden, deren Durchmesser 0.5 m ¤uberschreitet. Diese Au�¤osung ist im Ver-
gleich zu den anderen vorgestellten Systemen sehr hoch, welche nur St¤ork¤orper identi�zieren
k¤onnen, deren Durchmesser sich ¤uber mehrere Meter erstreckt. Jedoch kann mit dem Sonic
Softground ProbingSystem nur ungef¤ahr der Bereich 40 m vor der Tunnelfront effektiv unter-
sucht werden, w¤ahrend beispielsweise bei dem TSP 303System eine Reichweite von bis zu
150 m erreicht werden kann (ITA, 2018). Erstmal wurde das Sonic Softground ProbingSystem
beim Bau der vierten R¤ohre des Elbtunnels in Hamburg eingesetzt (Kneib u. a., 2000).

1.3. Full-Waveform-Inversion für die Vorauserkundung im maschinellen
Tunnelbau

Ein weiteres seismisches Verfahren f¤ur die Erkundung von geologischen Strukturen stellt die
Full-Waveform-Inversion dar, welche im Vergleich zu Migrationsmethoden alle aufgenomme-
nen Wellenformen ber¤ucksichtigt. Dies erm¤oglicht potentiell die Nutzung aller Informationen,
welche die aufgenommenen Seismogramme enthalten. Bei erfolgreichem Einsatz k¤onnen so-
mit detailliertere Abbilder der geologischen Beschaffenheit des betrachteten Bereichs des Bo-
dens erzeugt werden. F¤ur die Full-Waveform-Inversion wird anhand der bis dahin vorhandenen
Informationen zu den geologischen Eigenschaften des Bodens, beispielsweise aus Bohrloch-
Untersuchungen, ein anf¤angliches Bodenmodell generiert. Mit diesem Bodenmodell wird die
Ausbreitung der seismischen Wellen mit den jeweilig eingesetzten Quellen approximiert. Der
Unterschied zwischen diesen synthetischen und den gemessenen Seismogrammen wird durch
Anpassungen des Bodenmodells iterativ minimiert. Das Bodenmodell, mit welchem die gemes-
senen Wellenformen am besten reproduziert werden k¤onnen, spiegelt eine M¤oglichkeit wieder,
wie der Boden im untersuchten Bereich beschaffen sein k¤onnte. Der beschriebene schematische
Ablauf der Full-Waveform-Inversion wird in Abbildung 1.3 zus¤atzlich illustriert. Somit stellt die
Full-Waveform-Inversion ein Minimierungsproblem dar, bei welchem einerseits sichergestellt
werden muss, dass die sich ergebenden Bodenmodelle physikalisch sinnvoll sind. Andererseits
muss auch gew¤ahrleistet werden, dass aus den vielen lokalen Minima ein Minimum extrahiert
werden kann, welches sich m¤oglichst nah an dem globalen Minimum be�ndet und somit im Ide-
alfall die tats¤achliche Geologie ausreichend charakterisieren kann. Der Einsatz von Methoden,
welche die seismische Wellenausbreitung physikalisch richtig und mit einer gen¤ugenden Ge-
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Abbildung 1.3.: Schematischer Ablauf der Full-Waveform-Inversion.

nauigkeit approximieren k¤onnen, ist f¤ur die Minimierung der Unterschiede zwischen den Ver-
schiebungen essentiell. Bei der numerischen Modellierung der seismischen Wellenausbreitung
werden die freien Ober�¤achen, an welchen die Raumwellen re�ektiert und Ober�¤achenwellen
eingeleitet werden, mit ber¤ucksichtigt, wodurch der Ein�uss der Tunnelw¤ande und der Erd-
ober�¤ache auf die Wellenausbreitung in einem Tunnel nicht vernachl¤assigt wird. Im Vergleich
zu den g¤angigen Migrationsmethoden werden bei der Full-Waveform-Inversion alle re�ektier-
ten, gebrochenen und umgewandelten Wellenarten f¤ur die Rekonstruktion der Bodenbeschaf-
fenheit verwendet. Des Weiteren ist der Einsatz von Quellen und Empf¤angern an beliebigen
Positionen methodisch m¤oglich und f¤ur die Vorauserkundung sinnvoll. Beim iterativen Ablauf
der Full-Waveform-Inversion muss die seismische Wellenausbreitung sehr h¤au�g approximiert
werden. Da die Ausbreitung aller Wellenarten akkurat angen¤ahert werden muss, ist der Be-
rechnungsaufwand einer einzelnen Approximation vergleichsweise hoch. Das Zusammenspiel
dieser beiden Punkte f¤uhrt dazu, dass der Berechnungsaufwand, welcher sich f¤ur eine komplet-
te Full-Waveform-Inversion ergibt, deutlich h¤oher als f¤ur die g¤angigen Migrationsmethoden ist.
Der vortriebsbegleitende Einsatz der Full-Waveform-Inversion mit dreidimensionalen Boden-
modellen ist heutzutage noch nicht m¤oglich, da die Berechnungen mit den heutigen Rechen-
kapazit¤aten zu viel Zeit ben¤otigen w¤urden. Da sich aufgrund des technologischen Fortschritts
die m¤oglichen Rechenleistungen erfahrungsgem¤aß in vergleichsweise kurzer Zeit deutlich stei-
gern, wird der Einsatz der Full-Waveform-Inversion in Zukunft m¤oglich sein. Ob der Einsatz
der Full-Waveform-Inversion dann sinnvoll w¤are, wie der Inversionsprozess gestaltet werden
m¤usste und welche Vorteile dieser bieten w¤urde, muss im Vorfeld durch entsprechende Grund-
lagenforschung untersucht werden, damit ein zeitiger Einsatz f¤ur die seismische Vorauserkun-
dung im maschinellen Tunnelbau m¤oglich ist.

Durch die Arbeiten von Backus u. Gilbert (1968) und von Backus u. a. (1970) wurde die
Betrachtung einer inversen Problemstellung f¤ur die seismische Erkundung des Bodens zuneh-
mend untersucht (Tarantola, 1984b). Dabei war die Arbeit von Backus u. Gilbert (1968) auch
schon von großen Einschr¤ankungen aufgrund der damaligen niedrigen Rechenleistungen ge-
pr¤agt. Unter anderem durch Bamberger u. a. (1977) und Bamberger u. a. (1979) wurden ein-
dimensionale seismische inverse Problemstellungen untersucht, wobei der entwickelte Ansatz
von Bamberger u. a. (1977) r¤uckblickend als Full-Waveform-Inversion bezeichnet werden kann
(Fichtner, 2011, Abschnitt 1.3). Die daraus resultierende Arbeit von Bamberger u. a. (1982)
stellt voraussichtlich die erste Anwendung der adjungierten Methode, mit welcher der Gra-
dient eines Funktionals berechnet werden kann, f¤ur die seismische Erkundung dar (Fichtner,
2011, Abschnitt 8.1). Der Einsatz der Full-Waveform-Inversion anhand der akustischen Wel-
lengleichung wurde von Tarantola (1984a) untersucht, w¤ahrend Tarantola (1986) zeitnah seine
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Betrachtungen f¤ur den Einsatz der elastischen Wellengleichung erweiterte. W¤ahrend die bis-
her erw¤ahnten Ans¤atze das inverse Problem im Zeitbereich betrachteten, stellten beispielsweise
Pratt u. Worthington (1990) einen Ansatz vor, welcher f¤ur die Inversion der vollst¤andigen Wel-
lenformen im Frequenzbereich vereinfachend nur die akustische Wellengleichung betrachtet.
Fast zeitgleich untersuchte Pratt (1990) auch, wie die Full-Waveform-Inversion im Frequenz-
bereich unter Verwendung der elastischen Wellengleichung eingesetzt werden kann. Aufgrund
des vergleichsweise hohen Berechnungsaufwands beschr¤ankte sich der Einsatz zun¤achst nur
auf zweidimensionale Problemstellungen. Bei einer Verwendung der akustischen Wellenglei-
chung konnte die Full-Waveform-Inversion f¤ur dreidimensionale Anwendungen schon im ers-
ten Jahrzehnt des neuen Jahrtausends eingesetzt werden (Virieux u. Operto, 2009). Seitdem die
Full-Waveform-Inversion nicht mehr auf zweidimensionale Problemstellungen beschr¤ankt war,
wuchs das Interesse an ihr enorm, was ¤uber einen rapiden Anstieg der zugeh¤origen wissen-
schaftlichen Ver¤offentlichungen beobachtet werden konnte (Igel, 2016, Abschnitt 10.5). Mitt-
lerweile sind auch dreidimensionale Inversionen unter Verwendung der elastischen Wellenglei-
chung durchf¤uhrbar, welche aber mit vergleichsweise langen Berechnungszeiten verbunden
sind. Die Zusammenfassung zur Full-Waveform-Inversion von Virieux u. Operto (2009) so-
wie das Werk von Fichtner (2011) erm¤oglichen einen ¤Uberblick ¤uber die Methode und ihre
unterschiedlichen Auspr¤agungen. Die Full-Waveform-Inversion wurde erstmalig auf kontinen-
taler Skala von Fichtner u. a. (2009) eingesetzt, um die Struktur des oberen Erdmantels in der
Region von Australasien zu charakterisieren (Igel, 2016, Abschnitt 10.5). Auch der Einsatz
der Full-Waveform-Inversion f¤ur die Sichtung und Untersuchung von geeigneten Standorten
f¤ur die geothermische Erschließung (Schmelzbach u. a., 2016) sowie f¤ur die Bewertung von
potentiellen Endlagern f¤ur radioaktive Abf¤alle (Bentham u. a., 2018) erscheint aussichtsreich.
Um R¤uckschl¤usse ziehen zu k¤onnen, welches Potential Ans¤atze der Full-Waveform-Inversion
f¤ur großskalige Anwendungen haben k¤onnen, bieten sich kleinskalige Laborexperimente an,
im Rahmen derer sowohl die Eigenschaften des zu untersuchenden Objekts als auch die Mess-
anordnung vergleichsweise akkurat eingestellt werden k¤onnen. Entsprechende Studien wurden
beispielsweise von Pratt (1999) sowie von Bretaudeau u. a. (2013) durchgef¤uhrt.

Der Einsatz der Full-Waveform-Inversion f¤ur die seismische Vorauserkundung im maschi-
nellen Tunnelbau wurde f¤ur unterschiedliche Ans¤atze schon untersucht. Bharadwaj u. a. (2017)
verwenden f¤ur ihre Untersuchungen beispielsweise einen Ansatz, bei welchem die Wellenaus-
breitung sowie die adjungierte Wellenausbreitung, f¤ur die Bestimmung des adjungierten Gra-
dienten, im Zeitbereich approximiert werden. Die Bestimmung der adjungierten Quellfunkti-
on, der Quellfunktions�lter sowie der Faktoren, welche die Verbindung zwischen dem Boden
und den einzelnen Empf¤angern ber¤ucksichtigen, erfolgt hingegen im Frequenzbereich. Durch
die Anordnung der Quellen und Empf¤anger entlang einer Durchmesserlinie des Schneidrads
kann f¤ur diesen Ansatz ein zweidimensionales Bodenmodell verwendet werden. Mit diesem
Modell werden die horizontal polarisierten Scherwellen approximiert, deren Verschiebungen
f¤ur die Inversion verwendet werden. Des Weiteren erm¤oglicht der Einsatz eines zweidimen-
sionalen Modells, aufgrund des niedrigeren Berechnungsaufwands, eine vortriebsbegleitende
Inversion der Wellenformen f¤ur unterschiedliche Schnittebenen entlang der Tunnelachse. F¤ur
die Untersuchungen wurden einerseits synthetische Referenzseismogramme verwendet und an-
dererseits wurden f¤ur die Validierung dieses Ansatzes Messdaten aufgenommen, f¤ur welche ein
Betonrohr im Boden vergraben wurde, welches mittels der Full-Waveform-Inversion detektiert
werden konnte.

In der Studie von Liu u. a. (2022) wurden sowohl synthetische Wellenformen als auch Mess-
daten invertiert. Letztere wurden w¤ahrend des Vortriebs einer Tunnelbohrmaschine innerhalb
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des Yinsong-Wasserversorgungsprojekts in China aufgenommen. Der entwickelte Ansatz der
Full-Waveform-Inversion operiert im Zeitbereich, bedient sich der adjungierten Gradienten-
methode und verwendet f¤ur die Approximation der Wellenausbreitung in einer zweidimensio-
nalen Tunnelumgebung die akustische Wellengleichung, bei deren Nutzung Schereffekte ver-
nachl¤assigt werden. Neben anderen Methoden wird zur Regularisierung der Inversion nach ei-
nigen Iterationsschritten eine Korrektur der rekonstruierten akustischen Wellengeschwindigkeit
entlang eindimensionaler Linien durchgef¤uhrt, welche parallel zur Tunnelachse verlaufen. Die-
se Korrekturen sollen f¤alschliche ¤Anderungen innerhalb von St¤ork¤orpern unterdr¤ucken sowie
die Umrisse der St¤orungen besser hervorheben, ohne dabei die Laufzeiten und die Amplitu-
den der akustischen Wellen wesentlich zu ver¤andern, welche mit dem bis dahin rekonstruierten
Modell erzeugt wurden. Die Inversionsergebnisse, welche mit Erkenntnissen vom Vortrieb des
Tunnels abgeglichen wurden, machen einen vielversprechenden Eindruck.

Im Rahmen des Sonderforschungsbereichs 837 �Interaktionsmodelle f¤ur den maschinellen
Tunnelbau� wurde im Teilprojekt A2 �Entwicklung effektiver Konzepte der Vorauserkundung
im Tunnelbau mittels akustischer Verfahren� das Potential von vier unterschiedlichen Ans¤atzen
der Full-Waveform-Inversion untersucht:

� Unscented-Hybrid-Simulated-Annealing (UHSA)
� Unscented Kalman Filter-Controlled Parametric Level-Set-Method

(UKF-PaLS-Methode)
� Adjungierte Gradientenmethode (Zeitbereich)
� Adjungierte Gradientenmethode (Frequenzbereich)

Das Unscented-Hybrid-Simulated-Annealing und die UKF-PaLS-Methode stellen bayessche
Ans¤atze dar, die auf dem Unscented-Kalman-Filter (UKF) (Julier u. Uhlmann, 1997) basie-
ren und keine Gradientenmethoden verwenden. Von Nguyen u. Nestorovi·c (2016) wurde das
Unscented-Hybrid-Simulated-Annealing eingef¤uhrt, in welchem der metaheuristische Suchal-
gorithmus Simulated-Annealing mit dem Unscented-Kalman-Filter zur lokalen Minimierung
gekoppelt wurde. Sp¤ater wurde von Nguyen u. Nestorovi·c (2018) die UKF-PaLS-Methode vor-
gestellt, welche das Unscented-Kalman-Filter mit der Level-Set-Methode f¤ur die Parameteri-
sierung der Eigenschaften des Bodens kombiniert. Die am weitesten fortgeschrittenen Untersu-
chungen dieser Methoden von Trapp (2022) umfassen die Inversion von synthetischen Mess-
daten sowie von Messdaten aus kleinskaligen Laborexperimenten. Lambrecht (2015) sowie
Lamert u. Friederich (2019) untersuchen das Potential eines gradientenbasierten Ansatzes der
Full-Waveform-Inversion, welcher im Zeitbereich arbeitet. Dabei verwenden sie f¤ur die Berech-
nung der Wellenausbreitung und der adjungierten Wellenausbreitung einen von Lambrecht u. a.
(2018) entwickelten knotenweisen Ansatz der diskontinuierlichen Galerkin-Methode. Vorwie-
gend wurden synthetische Referenzdaten untersucht, wobei Lamert (2020) f¤ur die Validierung
des Inversionsalgorithmus auch Messdaten des kleinskaligen Laborexperiments von Trapp u. a.
(2019) verwendet. Der Einsatz eines gradientenbasierten Full-Waveform-Inversion Ansatzes,
welcher sowohl die Wellenfelder als auch die adjungierten Wellenfelder im Frequenzbereich
approximiert, besitzt sowohl Vorteile als auch Nachteile im Vergleich zu Ans¤atzen, welche die-
selben Operationen im Zeitbereich durchf¤uhren. Durch Musayev (2017) wurde ein entsprechen-
der Ansatz, vorwiegend unter Einsatz der akustischen Wellengleichung, f¤ur die Vorauserkun-
dung im maschinellen Tunnelbau untersucht. Durch die Verwendung der akustischen Wellen-
gleichung wurde die Ausbreitung von Scher- sowie Ober�¤achenwellen vernachl¤assigt, was f¤ur
konzeptionelle Untersuchungen pragmatisch ist, aber f¤ur die meisten realistischen Anwendun-
gen nicht ausreichend w¤are. Die Forschung von Musayev (2017) stellt einen großen Bestandteil
der Studie von Riedel u. a. (2021b) dar. Wang u. a. (2021) und Yu u. a. (2021) ver¤offentlich-
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ten kurze Zeit sp¤ater sehr ¤ahnliche Studien zum Einsatz von im Frequenzbereich operierenden
Ans¤atzen der Full-Waveform-Inversion f¤ur die Vorauserkundung im Tunnelbau, welchen die
akustische Wellengleichung zu Grunde liegt.

Im Rahmen dieser Arbeit werden die Untersuchungen von Musayev (2017) unter der Ver-
wendung der elastischen Wellengleichung fortgef¤uhrt. Dazu wird beispielsweise der Einsatz
von verschiedenen Messanordnungen anhand von synthetischen Referenzdaten untersucht. Des
Weiteren wird der entwickelte Ansatz anhand von Messdaten eines kleinskaligen Laborexperi-
ments validiert. Viele der folgenden Ergebnisse wurden schon in den Arbeiten von Riedel u. a.
(2019, 2021a, 2023a,b) und Mahmoudi u. a. (2023) ver¤offentlicht.

Die Grundlagen zur seismischen Wellenausbreitung im Zeit- und Frequenzbereich, die f¤ur die
folgenden Untersuchungen notwendig sind, werden in Kapitel 2 erl¤autert, wobei auch auf die
grundlegenden Aspekte der numerischen Modellierung seismischer Wellen eingegangen wird.
Der Ansatz der Finite-Elemente-Methode, welcher f¤ur die Approximation zeitharmonischer
Wellen eingesetzt wird, wird in Kapitel 3 genauer beschrieben. In dem Zusammenhang wird
mit der Methode der Perfectly-Matched-Layer auch der Ansatz eingef¤uhrt, welcher verwendet
wird, damit am Rand des betrachteten Modellbereichs die seismischen Wellen das betrachte-
te Gebiet verlassen k¤onnen, indem diese innerhalb einer d¤unnen Schicht m¤oglichst vollst¤andig
ged¤ampft werden. Um sicherzustellen, dass die numerische Berechnung der Wellenausbreitung
physikalisch sinnvolle Ergebnisse produziert, werden in Kapitel 4 einerseits analytische L¤osun-
gen der Wellengleichungen sowie andererseits synthetische Referenzl¤osungen f¤ur die Wellen-
ausbreitung in einer Tunnelumgebung f¤ur eine Veri�zierung verwendet. Der zu untersuchende
Frequenzbereichsansatz der Full-Waveform-Inversion wird in Kapitel 5, in Kombination mit
den verwendeten Minimierungsmethoden, eingef¤uhrt. In Kapitel 6 werden verschiedene Inver-
sionsergebnisse vorgestellte, welche mithilfe von synthetischen Referenzdaten berechnet wur-
den. Dabei wurden sowohl f¤ur zweidimensionale als auch f¤ur dreidimensionale Tunnelumge-
bungen der Einsatz von verschiedenen Anordnungen von seismischen Quellen und Empf¤angern
untersucht. Hervorzuheben sind die Blindtests, bei welchen im Vorfeld zu den Inversionen die
geologischen Gegebenheiten vor der Ortsbrust nicht bekannt waren, welche innerhalb der Re-
ferenzmodelle verwendet wurden, die f¤ur die Erzeugung der synthetischen Referenzseismo-
gramme zum Einsatz kamen. Eine Validierung des untersuchten Inversionsansatzes anhand von
realen Daten wird in Kapitel 7 durch das Invertieren von Messdaten eines kleinskaligen Ver-
suchsaufbaus durchgef¤uhrt. Eine Diskussion der Untersuchungsergebnisse �ndet in Kapitel 8
statt. Abschließend werden die Ergebnisse dieser Arbeit in Kapitel 9 zusammengefasst. Der
Anhang A enth¤alt einerseits die Gauß-Legendre-Integrationspunkte in Kombination mit den
zugeh¤origen Gewichtungsfaktoren f¤ur die unterschiedlichen Ansatzgrade eines eindimensio-
nalen Elements sowie eines Dreieckelements. Andererseits werden in Abschnitt A.3 auch die
Software und Programmiersprachen genannt, welche f¤ur die Berechnungen und Auswertungen
in dieser Arbeit verwendet wurden.
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2. Grundlagen

Die Untersuchung der seismischen Vorauserkundung im maschinellen Tunnelbau stellt eine
interdisziplin¤are Aufgabe dar. Der maschinelle Tunnelbau ist zwar vornehmlich dem Bauinge-
nieurswesen zuzuordnen, jedoch sind die einzelnen Aspekte in verschiedenen weiteren Diszi-
plinen oder Teildisziplinen angesiedelt. Die Charakterisierung des Bodenmaterials ist vornehm-
lich der Geologie und die Untersuchungen mittels seismischer Wellen der Geophysik zuzuord-
nen. Gleichzeitig sind die numerischen Ans¤atze, welche f¤ur die Approximation der seismischen
Wellenausbreitung eingesetzt werden, auch innerhalb der technischen Mechanik und somit all-
gemein im Ingenieursbereich g¤angige Verfahren. Entsprechend wird innerhalb dieses Kapitels
ein grober ¤Uberblick ¤uber einige mechanische, geophysikalische und mathematische Grund-
lagen gegeben, welche n¤otig sind, um die Untersuchungen in den folgenden Kapiteln besser
verstehen zu k¤onnen. Des Weiteren werden auch schon einzelne Methoden eingef¤uhrt, welche
in den folgenden Kapiteln verwendet werden. In Abschnitt 2.1 werden grundlegende Infor-
mationen zu Elastizit¤at und elastischen Wellen vermittelt, wobei auch die elastische Wellen-
gleichung eingef¤uhrt wird, welche die Grundlage f¤ur die Berechnung von seismischen Wellen
darstellt. Des Weiteren werden die unterschiedlichen Wellentypen vorgestellt, welche inner-
halb einer Tunnelumgebung auftreten und f¤ur deren Untersuchung relevant sind. Zudem werden
verschiedene Ph¤anomene erl¤autert, welche bei der Ausbreitung von seismischen Wellen beob-
achtet werden k¤onnen, wie geometrische und intrinsische D¤ampfung sowie die Re�exion und
Refraktion von seismischen Wellen an Ober�¤achen und Grenz�¤achen. Die Ausbreitung seis-
mischer Wellen innerhalb einer zweidimensionalen ober�¤achennahen Tunnelumgebung wird in
Abschnitt 2.2 detailliert betrachtet, um zu verdeutlichen, wie durch St¤ork¤orper Unterschiede
in den Seismogrammen hervorrufen werden, welche wiederum f¤ur die Vorauserkundung der
Geologie ausgewertet werden sollen. In Abschnitt 2.3 wird die Betrachtung von seismischen
Wellen und somit der elastischen Wellengleichung im Frequenzbereich eingef¤uhrt, wozu die
Fourier-Transformation sowie die diskrete Form der Fourier-Transformation betrachtet werden.
Die grundlegenden Aspekte f¤ur die numerische Modellierung von seismischen Wellen im Zeit-
und im Frequenzbereich werden in Abschnitt 2.4 betrachtet, wobei im Anschluss noch eine kur-
ze ¤Ubersicht zu einigen g¤angigen numerischen Verfahren f¤ur die Modellierung von seismischen
Wellen gegeben wird.

2.1. Elastische Wellen

Die folgenden Ausf¤uhrungen zu den Grundlagen elastischer Wellen basieren vorwiegend auf
den Lehrwerken von Clauser (2016, 2018) und Igel (2016), welche auch f¤ur eine ausf¤uhrlichere
Einleitung in die Seismik empfohlen werden. Zeitlich vor¤ubergehende elastische Auslenkun-
gen von Bodenmaterie, welche sich sowohl r¤aumlich als auch zeitlich ausbreiten, werden als
seismische Wellen bezeichnet (Clauser, 2018, Seite 10). Elastische Wellen stellen eine ¤uberge-
ordnete Kategorie zu den seismischen Wellen dar, f¤ur welche die Auslenkungen von Materie im
Allgemeinen betrachtet werden und somit nicht spezi�sch die Auslenkungen des Erdbodens.
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2.1.1. Zeitliche und r äumliche Darstellung von Wellen

Anhand von harmonischen Schwingungen k¤onnen, wie in Abbildung 2.1 dargestellt, grund-
legende Charakteristiken von Wellen erl¤autert werden. Die Periodendauer T beschreibt nach
welcher Zeit sich eine Welle an einem r¤aumlich festen Ort wiederholt. Der Kehrwert der Pe-
riodendauer ergibt die Frequenz f , welche angibt, wie h¤au�g sich eine Welle innerhalb einer
Zeiteinheit wiederholt (zeitliche Periodizit¤at). Innerhalb dieser Arbeit werden Frequenzen im-
mer in Wiederholungen pro Sekunde und somit in Hertz angegeben. F¤ur viele Anwendungen
wird die Kreisfrequenz ! ben¤otigt, f¤ur welche die Periodendauer auf den Umfang des Einheits-
kreises normiert wird:

! =
2�
T

= 2�f mit f =
1
T

: (2.1)

Die Kreisfrequenz wird in Radiant pro Sekunde angegeben. Die Wellenl¤ange � beschreibt nach
welcher Distanz sich eine Schwingung wiederholt, wenn beispielsweise harmonische Wellen
entlang einer r¤aumlichen Linie zu einem festen Zeitpunkt betrachtet werden (vergleiche mit
der rechten Seite von Abbildung 2.1). Mithilfe der Phasengeschwindigkeit v, welche beschreibt
wie schnell sich eine Welle f¤ur eine einzelne Frequenz fortbewegt, kann die Wellenl¤ange �
bestimmt werden:

� =
v
f

= 2�
v
!

: (2.2)

Die Phasengeschwindigkeit v von elastischen Wellen h¤angt einerseits von den elastischen Ei-
genschaften des betrachteten Mediums und andererseits von dem Ausbreitungsmechanismus ab.
Je nach Medium k¤onnte sich die Phasengeschwindigkeit f¤ur die jeweiligen Phasenfrequenzen
¤andern, wodurch sich eine einzelne Phasengeschwindigkeit von der Gruppengeschwindigkeit
unterscheidet, welche die Geschwindigkeit angibt mit der sich eine Gruppen von Wellen aus-
breitet. Dabei w¤urde es zu einer normalen Dispersion der Wellen kommen, welche aber in die-
ser Arbeit nicht ber¤ucksichtigt wird, da die Phasengeschwindigkeiten als konstant angenommen
werden.
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Abbildung 2.1.: Anhand der zeitlichen Ver¤anderung der Verschiebungen an einer r¤aumlichen
Position (links) kann das Zeitintervall T dargestellt werden, wobei A die Am-
plitude der harmonischen Auslenkungen darstellt. Die r¤aumliche Ver¤anderung
der Verschiebungen zu einem festen Zeitpunkt (rechts) erm¤oglicht eine Illustra-
tion der Wellenl¤ange � . Diese Abbildung wurde einer Abbildung von Clauser
(2016) nachempfunden.



2.1. Elastische Wellen 17

2.1.2. Spannungen und Dehnungen

Seismische Wellen werden durch das Einbringen von Energie in den Boden angeregt. Dabei
kann die Energie einerseits durch ein gr¤oßeres seismisches Ereignis erzeugt werden, wie die
Energie, die bei der Reibung zwischen zwei tektonischen Erdplatten freigesetzt wird. Ande-
rerseits besteht auch die M¤oglichkeit kontrolliert ¤uber k¤unstliche Quellen Energie in den Bo-
den einzubringen. Beispiele w¤urden dabei pneumatische H¤ammer oder Sprengungen darstellen.
Die Verschiebungen ux , uy und uz die ein Punkt eines K¤orpers 
 in die verschiedenen Raum-
richtungen x, y und z durch eine Anregung erf¤ahrt, sind absolute Gr¤oßen und sind nicht nur
von der Anregung, sondern auch von den Eigenschaften des K¤orpers, abh¤angig. Der Zusam-
menhang zwischen den Eigenschaften des betrachteten K¤orpers und den Verschiebungen wird
durch die Betrachtung der Verzerrungen und Spannungen in einem K¤orper ersichtlicher. Ver-
zerrungen beschreiben die relativen Auslenkungen eines Punktes im Verh¤altnis zu seiner Um-
gebung. Aufgrund des Einsatzes von nicht zerst¤orerischen Wellen werden nur elastische Wellen
betrachtet. Gleichzeitig werden nur sehr kleine Verzerrungen hervorgerufen, wodurch die Be-
trachtung von ausschließlich linearen Verzerrungen als Vereinfachung zul¤assig ist, sodass der
geometrisch nichtlineare Anteil der zugeh¤origen Taylorreihenentwicklung vernachl¤assigt wird.
F¤ur einen eindimensionalen Stab kann beispielsweise die Dehnung " ¤uber dem gesamten Stab
durch das Verh¤altnis zwischen der L¤angen¤anderung � l und der Ausgangsl¤ange l0 mit " = � l=l0
beschrieben werden. In einem zwei- oder dreidimensionalen K¤orper treten neben Streckungen
und Stauchungen in den Normalenrichtungen (" xx , " yy , " zz) auch Scherungen (" xy , " xz , " yz)
auf, welche durch Verschiebungen tangential zu den Normalenrichtungen entstehen. Die linea-
ren Verzerrungen lassen sich aus den ¤ortlichen ¤Anderungen der Verschiebungen ableiten:

" xx =
@ux
@x

; "yy =
@uy
@y

; "zz =
@uz
@z

; "xy = " yx =
1
2

�
@uy
@x

+
@ux
@y

�
;

" xz = " zx =
1
2

�
@uz
@x

+
@ux
@z

�
; "yz = " zy =

1
2

�
@uz
@y

+
@uy
@z

�
:

(2.3)

Mehrdimensionale Verzerrungszust¤ande k¤onnen durch den Verzerrungstensor zusammenge-
fasst werden:

" =

0

@
" xx " xy " xz

" yx " yy " yz

" zx " zy " zz

1

A =
1
2

�
r 
 u + ( r 
 u)T�

= rsymu

mit u = ( ux ; uy; uz)T und r =
�

@
@x

;
@
@y

;
@
@z

� T

:

(2.4)

Da orthonormale Basisvektoren zum Aufspannen der Tensoren und Vektoren verwendet wer-
den, werden diese bei den verwendeten Notationen nicht angegeben. Durch das dyadische Pro-
dukt 
 wird ein Tensor durch zwei Vektoren aufgespannt, w¤ahrend der Nabla-Operator r die
partiellen ¤ortlichen Ableitungen enth¤alt. Die lokale Belastung von einem Punkt eines K¤orpers,
welche aufgrund einer Verzerrung entsteht, wird durch die innere Spannung beschrieben. Die
verschiedenen Spannungskomponenten und somit der Spannungszustand eines Punkts kann f¤ur
lineare Verzerrungen durch den Cauchy-Spannungstensor � zusammengefasst werden:

� =

0

@
� xx � xy � xz

� yx � yy � yz

� zx � zy � zz

1

A (2.5)
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Der Cauchy Spannungstensor ist aufgrund der Drehimpulsbilanz symmetrisch. Das verallge-
meinerte Hookesche Gesetzt stellt eine lineare Beziehung zwischen dem Cauchy-Spannungs-
tensor und dem linearen Verzerrungstensor dar:

� = C : " (2.6)

Dabei stellt C den vierstu�gen Elastizit¤atstensor dar, w¤ahrend das doppelte Skalarprodukt durch
(:) dargestellt wird. F¤ur die betrachteten in�nitesimal kleinen Verzerrungen gen¤ugt die Verwen-
dung von linear elastischen Materialmodellen zur Beschreibung des Verhaltens des Bodens. So-
mit ist der Elastizit¤atstensor C in dieser Arbeit unabh¤angig von den vorliegenden Verzerrungs-
zust¤anden. Der Elastizit¤atstensor C ist ein vierstu�ger Tensor mit 81 Komponenten. Aufgrund
der Symmetrie des Verzerrungs- und Spannungstensors bel¤auft sich die Anzahl der unabh¤angi-
gen Komponenten auf 36 Komponenten. ¤Uber die zweite Ableitung der Form¤anderungsenergie
erschließt sich, dass auch der Elastizit¤atstensor eine Symmetrie aufweist, wodurch dieser nur
noch 21 unabh¤angige Komponenten f¤ur den allgemeinen anisotropen Fall besitzt (Gross u. a.,
2018). F¤ur isotropes Material, welches im folgenden angenommen wird, kann der Elastizit¤ats-
tensor durch zwei unabh¤angige Komponenten beschrieben werden. G¤angige Materialkonstan-
ten f¤ur die Beschreibung des Elastizit¤atstensors stellen beispielsweise die erste Lam·e-Konstante
� und die zweite Lam·e-Konstante � , welche auch dem Schermodul entspricht, dar. Mittels der
Einsteinschen Summenkonvention kann der Elastizit¤atstensor sehr kompakt dargestellt werden:

Cijkl = �� ij � kl + � (� il � jk + � ik � jl ) : (2.7)

Dabei handelt es sich bei � ij um das Kronecker-Delta, welches den Wert 1 annimmt, wenn beide
Indizes gleich sind, und den Wert 0 annimmt, wenn sich die Indizes unterscheiden. F¤ur Anwen-
dungen im Ingenieursbereich werden auch h¤au�g der Elastizit¤atsmodul E in Kombination mit
der Querkontraktionszahl � verwendet. W¤ahrend der Elastizit¤atsmodul die Proportionalit¤ats-
konstante zwischen Spannung und Dehnung bei einer uniaxialen Belastung darstellt, beschreibt
die Querkontraktionszahl das negative Verh¤altnis zwischen der Dehnung in Querrichtung und
der Dehnung in der Belastungsrichtung. Aufgrund der Symmetrien des Elastizit¤atstensors C
kann " in Gleichung 2.6 vereinfacht durch r 
 u statt durch rsymu ersetzt werden, was durch
die Additionen beim doppelten Skalarprodukt zu den selben Ergebnissen f¤uhrt. Mit der Voigt-
Notation (�)Voigt k¤onnen der Spannungs-, Dehnungs- und Elastizit¤atstensor in Gleichung 2.6,
durch eine Reduzierung von redundanten Informationen, vereinfacht dargestellt werden (Voigt,
1910):

� Voigt =

0
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0 0 0 0 0 �

1

C
C
C
C
C
C
A

0

B
B
B
B
B
B
@

" xx

" yy

" zz

2" yz
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= CVoigt " Voigt: (2.8)

Auch die Berechnung des Verzerrungstensors " Voigt kann ¤uber die Voigt-Notation vereinfacht
dargestellt werden:

" Voigt =

0

B
B
B
B
B
B
@

" xx

" yy

" zz

2" yz

2" xz

2" xy

1

C
C
C
C
C
C
A

=

0

B
B
B
B
B
B
B
B
@

@
@x 0 0
0 @

@y 0

0 0 @
@z

@
@y

@
@x 0

0 @
@z

@
@y

@
@z 0 @

@x

1

C
C
C
C
C
C
C
C
A

0

@
ux

uy

uz

1

A = D x u; (2.9)
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wobei D x den zugeh¤origen Differentialoperator darstellt. Die Voigt-Notation erm¤oglicht eine
einfachere Implementierung der Spannungs-Dehnungs-Beziehung innerhalb von numerischen
L¤osungsverfahren, wodurch die computergest¤utzten Rechenoperationen schneller durchgef¤uhrt
werden k¤onnen und weniger Speicherplatz ben¤otigt wird.

Im Rahmen dieser Arbeit wird anisotropes und poroelastisches Verhalten nicht betrachtet.
Des weiteren wird auch kein gesch¤adigtes Bodenmaterial untersucht und auch die Auswirkun-
gen von Kl¤uften werden nicht betrachtet. Eine numerische Modellierung von Kl¤uften wurde
von M¤oller u. Friederich (2019) im Rahmen eines knotenweisen diskontinuierlichen Galerkin
Ansatzes implementiert. Lamert (2020) verwendete von dieser Implementierung erzeugte Wel-
lenformen, um zu untersuchen, ob bei der Interpretation der Ergebnisse einer Full-Waveform-
Inversion im Zeitbereich eine Unterscheidung zwischen Kl¤uften und Schichtwechseln m¤oglich
ist.

2.1.3. Elastische Wellengleichung

Aus dem zweiten Newtonschen Gesetz leitet sich der Impulssatz bzw. der Impulserhaltungssatz
her, welcher zur elastischen Wellengleichung f¤uhrt:

� (x) •u(x; t) � r � � (x; t) = f (x; t) mit � (x; t) = C(x) : (r 
 u(x; t)) ; (2.10)

wobei (�) das einfache Skalarprodukt darstellt. Die Dichte an einer r¤aumlichen Position x wird
durch � (x), die Beschleunigung, welche die zweite partielle zeitliche Ableitung darstellt, wird
durch •u und der aktuelle Zeitpunkt wird durch t gekennzeichnet. Die wirkenden ¤außeren Belas-
tungen werden durch f (x; t) dargestellt und werden innerhalb der angewandten Seismik ¤ubli-
cherweise durch k¤unstliche Quellen eingeleitet. Durch das L¤osen von Gleichung 2.10, welche
eine hyperbolische partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung darstellt, kann die Ausbrei-
tung von elastischen Wellen beschrieben werden. An den freien Ober�¤achen @
, wie beispiels-
weise der Erdober�¤ache und den Tunnelw¤anden, verschwinden die Schubspannungen sowie die
orthogonal zur Ober�¤ache wirkende Normalspannung:

� (x; t) � n(x) = 0 8 x 2 @
: (2.11)

Bei dieser Randbedingung, bei welcher ein Wert f¤ur die Ableitung der gesuchten Gr¤oße, der
Verschiebung u, vorgegeben wird, handelt es sich um eine Neumann-Randbedingung. Die in
Gleichung 2.10 wirkenden ¤außeren Belastungen f (x; t), welche sowohl von der r¤aumlichen
Position x als auch von der Zeit t abh¤angig sind, k¤onnen bei der Anregung durch eine einzelne
k¤unstliche Punktquelle auch durch das folgende Produkt dargestellt werden:

f (x; t) = � (x � x s) h(t) d (2.12)

Dabei wird die Belastungsrichtung durch den Einheitsvektor d angegeben, w¤ahrend die zeit-
abh¤angige Quellfunktion h(t) den zeitlich ver¤anderlichen Verlauf der Belastung angibt. Die
Dirac-Delta-Funktion � (�) stellt einen Einheitsimpuls dar (Clauser, 2018):

� (x) =

(
1 f¤ur x = 0

0 sonst
mit

Z 1

�1
� (x)dx = 1: (2.13)

Somit besitzt die Funktion � (x �x s) an der r¤aumlichen Position der Quelle x s eine integrierbare
Singularit¤at und besitzt ansonsten den Wert 0. F¤ur die meisten Anwendungen in der Seismolo-
gie werden gr¤oßere seismische Events, wie die Reibung zwischen tektonischen Erdplatten, als
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Abbildung 2.2.: Ricker-Signal hR(t) mit einer Zentralfrequenz von f R = 500 Hz sowie einem
Zeitversatz von tR = 0.002 s (links) und Toneburst-Signal hTB(t) mit einer Zen-
tralfrequenz von f TB = 500 Hz sowie einer Anzahl von NTB = 3.5 Oszillationen
(rechts).

Quellen verwendet. Die zugeh¤origen Scherungen und daraus folgenden Spannungs¤anderungen
k¤onnen ¤uber einen Momententensor S(t) n¤aherungsweise dargestellt werden (Fichtner, 2011):

f (x; t) = �r (� (x � x s) S(t)) : (2.14)

Der Momententensor kann auch f¤ur die Darstellung von Sprengstoffquellen verwendet werden
(Igel, 2016):

Sexpl(t) = S0(t)I (2.15)

Dabei werden durch S0(t) der zeitliche Verlauf sowie die Intensit¤at der Sprengung angegeben,
w¤ahrend I den Einheitstensor darstellt.

Innerhalb dieser Arbeit wird f¤ur die Quellfunktion h(t) einfachheitshalber fast immer ein
Ricker-Signal hR(t) verwendet (Ricker, 1953), welches die negative zweite zeitliche Ablei-
tung einer Gauß-Funktion darstellt und h¤au�g bei seismischen Untersuchungen eingesetzt wird
(Wang, 2015):

hR(t) =
�
1 � 2� 2f 2

R (t � tR)2�
exp

�
�� 2f 2

R (t � tR)2�
: (2.16)

Wie auf der linken Seite von Abbildung 2.2 dargestellt wird, stellt das Ricker-Signal ein sehr
kompaktes und zeitlich symmetrisches Signal dar, welches vor allem durch seine Spitzenfre-
quenz f R und den zeitlichen Versatz des mittleren Ausschlags tR charakterisiert wird. In Kapi-
tel 7 wird des Weiteren auch ein Toneburst-Signal hTB(t) verwendet:

hTB(t) =

8
><

>:

0 f¤ur t < 0s
sin(2�f TB t) (1 � cos(2�f TB t=NTB)) f¤ur 0s � t < N TB=fTB

0 f¤ur t � NTB=fTB

; (2.17)

welches auf der rechten Seite von Abbildung 2.2 illustriert wird und auch schon von Trapp
(2022) f¤ur Messungen innerhalb eines kleinskaligen Laborexperiments verwendet wurde. Die
zugeh¤orige Spitzenfrequenz wird durch f TB und die Anzahl der verwendeten Oszillationen
durch NTB angegeben. Das Toneburst-Signal besitzt ein schmaleres Frequenzspektrum als das
Ricker-Signal, was in Unterabschnitt 2.3.2 durch Abbildung 2.11 genauer betrachtet wird.
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Durch die Verwendung der Dirac-Delta-Funktion aus Gleichung 2.13 f¤ur die Quellfunktion
mit h(t) = � (t � t � ) kann die Antwort des betrachteten Mediums auf ein Impulssignal bestimmt
werden, wobei t � den Zeitpunkt kennzeichnet, wann die Impulsbelastung wirken soll. Die sich
ergebenden Verschiebungen werden als Greensche Funktionen g(x; t ) bezeichnet und stellen
die universale L¤osung der elastischen Wellengleichung f¤ur das betrachtete Randwertproblem
dar. Somit enthalten ausschließlich die Greenschen Funktionen Informationen ¤uber den Aufbau
und die Eigenschaften des betrachteten Mediums. F¤ur die Bestimmung der Greenschen Funk-
tionen kann Gleichung 2.10 umformuliert werden:

� (x)•g(x; t) � r � C(x) : (r 
 g(x; t)) = � (x � x s) � (t � t � ) d: (2.18)

Durch die Faltung der Greenschen Funktionen g(x; t) mit einem beliebigen Quellsignal h(t)
k¤onnen die Verschiebungen u(x; t) berechnet werden, welche mit diesem Quellsignal entstan-
den w¤aren:

u(x; t) = h(t) � g(x; t) (2.19)

Dieser Vorgang wird als Konvolution bezeichnet, w¤ahrend der inverse Prozess als Dekonvoluti-
on bezeichnet wird. Durch die Konvolution wird erm¤oglicht, dass f¤ur die synthetisch berechne-
ten Greenschen Funktionen, ohne weiteren numerischen Aufwand, die Verschiebungen f¤ur viele
unterschiedliche Quellsignale bestimmt werden k¤onnen. Die Dekonvolution erm¤oglicht hinge-
gen, dass beispielsweise bekannte ¤uberlagernde St¤orsignale aus aufgezeichneten Seismogram-
men entfernt werden k¤onnen. Auf Konvolution und Dekonvolution wird in Unterabschnitt 2.3.2
erneut eingegangen.

2.1.4. Wellenarten

Innerhalb von Festk¤orpern treten unterschiedliche Arten von Wellen auf, welche sich durch
ihre Ausbreitungsgeschwindigkeit, ihre Schwingungsbewegung und ihre Polarisation (Schwin-
gungsebene) unterscheiden. Vor allem kann grundlegend zwischen Raum- und Ober�¤achenwel-
len unterschieden werden.

Raumwellen

Raumwellen breiten sich innerhalb eines Mediums aus und k¤onnen in zwei Wellenarten un-
terteilt werden. Die Kompressionswellen, welche in Abbildung 2.3 illustriert sind, breiten sich

Kompressionswellen

gestauchte Bereiche

gestreckte Bereiche

ungestörter Bereich

Ausbreitungsrichtung

x
yz

Abbildung 2.3.: Schematische Darstellung von Kompressionswellen.
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Abbildung 2.4.: Schematische Darstellung von Scherwellen.

durch die Streckung und Stauchung des Bodens aus. Dabei schwingen die Partikel in Rich-
tung der Ausbreitungsrichtung, weswegen sie auch als Longitudinalwellen bezeichnet werden.
W¤urde beispielsweise inmitten eines Mediums mittels einer punktuellen Quelle eine Anregung
in eine Raumrichtung erfolgen, dann w¤urden in dieser Richtung Kompressionswellen angeregt
werden. Da jedoch durch diese gerichtete Anregung in Festk¤orpern auch eine Scherung statt�n-
det, w¤urden gleichzeitig auch Scherwellen orthogonal zur Anregungsrichtung emittiert werden.
Durch die Scherwellen werden die Partikel tangential zur Ausbreitungsrichtung der Welle po-
larisiert, was in Abbildung 2.4 illustriert wird und weswegen die Scherwellen auch als Trans-
versalwellen bezeichnet werden. Aufgrund der unterschiedlichen Ausbreitungsmechanismen
breiten sich Kompressionswellen schneller als Scherwellen aus, weswegen sie auch als Prim¤ar-
oder P-Wellen bezeichnet werden, wobei ihre Ausbreitungsgeschwindigkeit mit vp quanti�ziert
wird. Scherwellen breiten sich langsamer aus und werden als Sekund¤ar- oder S-Wellen be-
zeichnet, weswegen ihre Geschwindigkeit mit vs bezeichnet wird. Die Wellengeschwindigkei-
ten sind von der Dichte und den elastischen Eigenschaften des betrachteten Mediums abh¤angig.
F¤ur seismische Betrachtungen emp�ehlt sich die Verwendung der Kompressions- und Scher-
wellengeschwindigkeiten als elastische Konstanten. Die Formeln zur Umrechnung der Lam·e-
Konstanten � und � , des Elastizit¤atsmoduls E , der Querkontraktionszahl � und der Dichte � in
die Wellengeschwindigkeiten vp und vs sowie f¤ur die umgekehrten Umrechnungen, werden in
Tabelle 2.1 zusammengefasst. Weitere elastische Konstanten, wie der Kompressionsmodul und
der Longitudinalmodul, welche teilweise auch f¤ur die Beschreibung des elastischen Verhaltens
von Kompressionswellen verwendet werden, werden nicht n¤aher betrachtet. Der Elastizit¤atsten-
sor aus Gleichung 2.7 kann auch in Abh¤angigkeit von den Wellengeschwindigkeiten darstellt
werden:

Cijkl = �
��

v2
p � 2v2

s
�

� ij � kl + v2
s (� il � jk + � ik � jl )

�
: (2.20)

Der Elastizit¤atstensor in Abh¤angigkeit von den Wellengeschwindigkeiten aus Gleichung 2.20
hat in der Voigt-Notation die Form:

CVoigt = �
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Tabelle 2.1.: Formeln mit welchen die unterschiedlichen elastischen Materialkonstanten inein-
ander umgerechnet werden k¤onnen.

Ober� ächenwellen

Ober�¤achenwellen breiten sich entlang von freien Ober�¤achen aus, wobei ihre Amplituden
h¤oher ausfallen als die der Raumwellen und mit zunehmender Entfernung von der Ober�¤ache
exponentiell abnehmen. Die Wellengeschwindigkeiten von Ober�¤achenwellen sind frequenzab-
h¤angig (dispersiv), wodurch sich die Komponenten niedriger Frequenzen schneller ausbreiten
als die Anteile h¤oherer Frequenzen, was auf die unterschiedlichen Eindringtiefen der Wellen
f¤ur verschiedene Frequenzen zur¤uckzuf¤uhren ist.

Rayleigh-Wellen werden durch Kompressionswellen und vertikal polarisierte Scherwellen
angeregt und stellen eine Kombination von longitudinal und tangential polarisierten Wellen dar
(vergleiche Abbildung 2.5). Die Bewegung der Partikel �ndet in elliptischer Form statt, wobei
bis zu einer Entfernung von 19% der Wellenl¤ange der Rayleigh-Welle zur Ober�¤ache die Polari-
sierung der Wellen r¤uckw¤arts gerichtet zu der Ausbreitungsrichtung rotiert (retrograd). In einer

Rayleigh-Wellen

ungestörter Bereich
Erdober�äche

Ausbreitungsrichtung

x
yz

Abbildung 2.5.: Schematische Darstellung von Rayleigh-Wellen.
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Love-Wellen
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Abbildung 2.6.: Schematische Darstellung von Love-Wellen.

Entfernung zur Ober�¤ache von genau 19% der Rayleigh-Wellenl¤ange �nden nur Auslenkungen
in vertikaler Richtung statt, w¤ahrend in gr¤oßerer Entfernung zur Ober�¤ache die Polarisierung
der Wellen vorw¤arts gerichtet zu der Ausbreitungsrichtung rotiert (prograd). Freund (1998) gibt
eine recht spezi�sche Ann¤aherung f¤ur die Ausbreitungsgeschwindigkeit von Rayleigh-Wellen
vr in Abh¤angigkeit von der Querkontraktionszahl � und der Scherwellengeschwindigkeit vs an:

vr =
0:862 + 1:14�

1 + �
vs: (2.22)

F¤ur plausible Querkontraktionszahlen breiten sich die Rayleigh-Wellen mit vr � 0:9vs etwas
langsamer als Scherwellen aus.

Love-Wellen entstehen nur an freien Ober�¤achen, an welchen die Scherwellengeschwindig-
keit vs mit zunehmender Entfernung zur Ober�¤ache zunimmt. Horizontal polarisierte Scherwel-
len, welche ¤uberkritisch an der freien Ober�¤ache und der unteren Grenz�¤ache der betrachteten
Schicht re�ektiert wurden, ¤uberlagern und verst¤arken sich gegenseitig, wodurch eine Ober-
�¤achenwelle entsteht, die horizontal polarisiert ist, was in Abbildung 2.6 schematisch illustriert
wird. Die Love-Wellen breiten sich mit einer h¤oheren Geschwindigkeit als die Rayleigh-Wellen
aus. F¤ur kleine Wellenl¤angen entspricht die Geschwindigkeit von Love-Wellen der Scherwel-
lengeschwindigkeit der oberen Bodenschicht, w¤ahrend sie f¤ur gr¤oßere Wellenl¤angen der Scher-
wellengeschwindigkeit der unteren Schicht entspricht.

Tunnelober� ächenwellen

In einer Tunnelumgebung treten an den freien Ober�¤achen der Tunnelw¤ande auch Ober�¤achen-
wellen auf. Diese Tunnelober�¤achenwellen werden auch h¤au�g als T- oder TS-Wellen bezeich-
net. Aufgrund der Kr¤ummung des Tunnels weisen diese Wellen, je nach Wellenl¤ange und somit
je nach Frequenz, unterschiedliche Charakteristiken auf, was von Jetschny u. a. (2010) genauer
untersucht wurde. Um eine Einordnung vornehmen zu k¤onnen, wann welche Charakteristiken
dominieren, kann das Verh¤altnis zwischen der Wellenl¤ange der Tunnelober�¤achenwellen � T
und dem Durchmesser d des Tunnels eingef¤uhrt werden:

w =
� T

d
: (2.23)

F¤ur ein Verh¤altnis von ungef¤ahr w < 0:6 Verhalten sich die Ober�¤achenwellen wie Rayleigh-
Wellen, da die Kr¤ummung der Ober�¤ache von den Wellen kaum wahrgenommen wird. Bei
einem Verh¤altnis von ungef¤ahr w > 1:2 verhalten sich die Tunnelober�¤achenwellen fast wie
Scherwellen, da die Wellen orthogonal zur Ausbreitungsrichtung polarisiert sind und sich die
zugeh¤orige Wellengeschwindigkeit der Scherwellengeschwindigkeit ann¤ahert. In dem ungef¤ah-
ren Bereich von 0:6 < w < 1:2 treten beide Wellenarten in einer gemischten Form auf.
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2.1.5. Dämpfung von Wellen

Die Energiedichte von Wellen nimmt durch die geometrische Ausbreitung der Wellen ab, da
sich die selbe Energie ¤uber ein zunehmendes Volumen verteilt. Dieses Ph¤anomen wird als geo-
metrische D¤ampfung bezeichnet. Raumwellen breiten sich sph¤arisch aus, weswegen von einer
sph¤arischen Divergenz gesprochen wird. Dabei verteilt sich die kinetische Energie ¤uber die ku-
gelf¤ormige Ober�¤ache der Wellenfronten, wodurch die Energiedichte mit zunehmender Entfer-
nung r zum Ausgangspunkt mit dem Faktor 1=r2 abnimmt. Ober�¤achenwellen sind an die freien
Ober�¤achen gebunden. Zwar treten noch Auslenkungen unterhalb der Ober�¤ache auf, jedoch
entfernen sich diese nicht weiter von dieser. Somit breiten sich Ober�¤achenwellen zylindrisch
aus, wobei die H¤ohe dieser zylindrischen Ausbreitung als konstant angenommen werden kann.
Die Energiedichte nimmt mit dem Faktor 1=r ab, da sich die kinetische Energie mit steigendem
Abstand r zum Ausgangspunkt ¤uber einen gr¤oßer werdenden Umfang verteilt. Dies hat zur Fol-
ge, dass Ober�¤achenwellen im Vergleich zu Raumwellen weniger stark bei ihrer Ausbreitung
geometrisch ged¤ampft werden, wodurch sie ¤uber gr¤oßere Amplituden verf¤ugen. Bei Tunnelo-
ber�¤achenwellen hat dies den Vorteil, dass das Verh¤altnis zwischen den Amplituden und dem
Messrauschen sehr gut ist, wodurch mehr Informationen ¤uber die Tunnelober�¤achenwellen ge-
wonnen werden k¤onnen als ¤uber die Raumwellen (Bohlen u. a., 2007). Die Energie der Wellen
wird des Weiteren auch durch Streuungen aufgrund der Heterogenit¤at der B¤oden sowie durch
die Aufspaltung der Wellen an Schichtgrenzen in gebrochene und re�ektierte Wellen weiter
r¤aumlich verteilt und somit abged¤ampft.

Ein Verlust von kinetischer Energie, welcher als Absorption bezeichnet wird, kann durch
Umwandlung von kinetischer Energie in W¤armeenergie, u.a. aufgrund der Reibung an Korn-
grenzen, entstehen. Des Weiteren kann Energie auch durch kleinere Sch¤adigungen des Bodens
verloren gehen. Um den Energieverlust beschreiben zu k¤onnen, wird der Qualit¤atsfaktor Q ein-
gef¤uhrt, welcher das reziproke negative Verh¤altnis zwischen dem Energieverlust pro Schwin-
gung � W und dem zugeh¤origen H¤ochstwert der Form¤anderungsenergie W darstellt (Igel, 2016,
Abschnitt 2.3.1):

1
Q(! )

= �
� W
2�W

: (2.24)

Dabei k¤onnen die Qualit¤atsfaktoren in Abh¤angigkeit von der Frequenz variieren. H¤ohere Qua-
lit¤atsfaktoren beschreiben eine geringe Absorption von Energie, w¤ahrend niedrige Qualit¤ats-
faktoren einen h¤oheren Energieverlust beschreiben. Die D¤ampfung nimmt mit steigender Fre-
quenz zu, da ¤uber die selbe Distanz mehr Schwingungen durchlaufen werden. Da die Absorp-
tion von Energie vornehmlich auf die Reibung an Korngrenzen zur¤uckzuf¤uhren ist, erfahren
Scherwellen aufgrund ihres Ausbreitungsmechanismus eine st¤arkere D¤ampfung als Kompressi-
onswellen, wodurch auch Ober�¤achenwellen einer ausgepr¤agteren D¤ampfung unterliegen. F¤ur
die Beschreibung dieses D¤ampfungsverhaltens werden einzelne Qualit¤atsfaktoren f¤ur die unter-
schiedlichen elastischen Konstanten eingef¤uhrt, wie beispielsweise Qp und Qs f¤ur die Kompres-
sionswellengeschwindigkeit vp und die Scherwellengeschwindigkeit vs.

2.1.6. Akustische Wellengleichung

Einen Sonderfall von Gleichung 2.10 stellt die akustische Wellengleichung dar, welche f¤ur Gase
und viele Fluide verwendet werden kann, f¤ur deren Schermodul � � 0gilt. Durch das Wegfallen
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des Schermoduls vereinfacht sich das verallgemeinerte Hookesche Gesetzt in Gleichung 2.6
unter Verwendung von Gleichung 2.7 zu:

� ij = �� ij � kl
@ul
@xk

= �� ij
@uk
@xk

= � (r � u)
| {z }

�p

I ; (2.25)

wobei der skalare Druck p eingef¤uhrt werden kann, w¤ahrend I den Einheitstensor darstellt.
Durch das Einsetzen des rechten Ausdrucks von Gleichung 2.25 in Gleichung 2.10 ergibt sich:

� •u + rp = f : (2.26)

Durch die Division durch die Dichte � und die Anwendung des linksseitigen Skalarprodukts
mit dem Nabla-Operator r ergibt sich:

�
1
�

•p + r �
�

1
�

rp
�

= r �
�

1
�

f
�

mit �
1
�

•p = r � •u: (2.27)

Die zweite zeitliche Ableitung der Verschiebung •u kann wie dargestellt durch die zweite zeitli-
che Ableitung des skalaren Drucks •p ersetzt werden. Unter der Annahme, dass sich die Dichte
� ¤ortlich langsamer ver¤andert als der skalare Druck p, kann Gleichung 2.27 durch eine Multi-
plikation mit der negativen ersten Lam·e-Konstante � vereinfacht werden zu:

•p(x; t) �v2
p(x)� p(x; t) = �v2

p(x) r� f (x; t) mit � = r�r =
@2

@x2
+

@2

@y2
+

@2

@z2
: (2.28)

Das Skalarprodukt aus zwei Nabla-Operatoren ergibt den Laplace-Operator � , w¤ahrend der
Quotient aus der ersten Lam·e-Konstante � und der Dichte � das Quadrat der Kompressionswel-
lengeschwindigkeit v2

p ergibt, da f¤ur den Schermodul � = 0 angenommen wird (Fichtner, 2011,
Abschnitt 2.3). Bei der Bedingung, dass die Spannung am freien Rand gleich Null ist, wird
f¤ur die akustische Wellengleichung keine Neumann-Randbedingung, sondern eine Dirichlet-
Randbedingung vorgegeben, bei welcher nicht der Wert f¤ur die Ableitung der gesuchten Gr¤oße,
hier der Druck p, sondern der Wert der Gr¤oße selbst vorgegeben wird:

p(x; t) = 0 8 x 2 @
: (2.29)

Gleichung 2.28 beschreibt nur die Ausbreitung von Kompressionswellen, wobei die Kompres-
sionswellen, welche durch eine Re�exion von Scherwellen entstehen w¤urden, nicht ber¤uck-
sichtigt werden. Des Weiteren k¤onnen auch keine Ober�¤achenwellen beschrieben werden. Die
numerische Berechnung des skalaren Druckfeldes p der akustischen Wellengleichung ben¤otigt
einen geringeren Rechenaufwand als die numerische Berechnung der vektoriellen Verschiebun-
gen der elastischen Wellengleichung, da die Anzahl der Freiheitsgrade deutlich reduziert wird.
Da ¤uber die akustische Wellengleichung insbesondere Gase und Fluide beschrieben werden
k¤onnen, bietet sich eine Anwendung f¤ur die Unterwasserakustik an. Jedoch ist auch ein Einsatz
zur Erkundung des Bodens sinnvoll, wenn f¤ur Anwendungen nur die ersten Kompressions-
wellen ber¤ucksichtigt werden sollen. Dazu m¤ussen die Scher- und Ober�¤achenwellen, welche
bei der Aufzeichnung eines Seismogramms aufgenommen werden, vernachl¤assigt werden. Ei-
nerseits ist dies ¤uber eine Betrachtung der Laufzeiten der Wellen m¤oglich und anderseits gibt
es auch Methoden, welche den sich unterscheidenden Frequenzgehalt der Wellen nutzen, um
entsprechende Bestandteile der Scher- und Ober�¤achenwellen aus den Seismogrammen her-
auszu�ltern (Wang u. Ling, 2016). Des Weiteren eignet sich die Verwendung der akustischen
Wellengleichung gut f¤ur erste Untersuchungen von Konzepten, welche f¤ur die Verwendung der
elastischen Wellengleichung vorgesehen sind. Tarantola (1984a) hat beispielsweise zuerst das
Konzept der Full-Waveform-Inversion f¤ur die akustische Wellengleichung eingef¤uhrt bevor er
das Konzept auf die elastische Wellengleichung ausgeweitet hat (Tarantola, 1986).
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2.1.7. Re�exion und Refraktion von Wellen

An freien Ober�¤achen werden elastische Wellen re�ektiert, wobei neben der Anregung von
Ober�¤achenwellen die einfallenden Wellen auch umgewandelt werden, sodass beispielsweise
durch eine einfallende Kompressionswelle sowohl eine Kompressions- als auch eine Scherwelle
re�ektiert wird. An Grenz�¤achen tritt neben einer teilweisen Konversion auch eine Brechung
bzw. Refraktion der einfallenden Wellen auf.

F¤ur die weitere Betrachtung des Verhaltens von elastischen Wellen an Grenz�¤achen sind die
De�nitionen von Wellenfronten und Wellenstrahlen notwendig. Eine Wellenfront wird durch
die Orte innerhalb des Wellenfeldes beschrieben, an welchen sich die Partikel des Mediums
zu einem Zeitpunkt im selben Auslenkungszustand be�nden (Clauser, 2018). Daher werden
die Wellenfronten durch die Tangenten der sich ausbreitenden Welle gekennzeichnet. Wellen-
strahlen stellen hingegen die senkrecht zu den Wellenfronten stehenden Trajektorien und so-
mit die Ausbreitungsrichtung dar. Eine Wellenfront wird aufgrund der sph¤arischen Ausbrei-
tung der Wellen durch mehrere Wellenstrahlen beschrieben. Wellenstrahlen sind eine Hoch-
frequenzn¤aherung der Wellengleichung ( �Cerven·y, 2001) und k¤onnen mathematisch einfacher
beschrieben werden.

Das Huygenssche Prinzip besagt, dass jeder Punkt auf einer Wellenfront als Ausgangspunkt
f¤ur eine neue elementare Kugelwelle betrachtet werden kann (Clauser, 2018). Die Interfe-
renz der Wellenfronten der neuen kugelf¤ormigen Elementarwellen stellt die neue Wellenfront
dar. ¤Uber das Huygenssche Prinzip kann mithilfe von Abbildung 2.7 beschrieben werden,
wie Wellen an Grenz�¤achen re�ektiert und gebrochen werden. Dazu wird im Folgenden ein
akustisches Medium betrachtet, wodurch keine Scherwellen sowie keine Umwandlungen von
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Abbildung 2.7.: Veranschaulichung und Herleitung des Snelliusschen Re�exions- und Bre-
chungsgesetzes an einer Grenz�¤ache mittels des Huygensschen Prinzips. Diese
Abbildung wurde einer Abbildung von Lowrie (2007) nachempfunden.
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Kompressions- in Scherwellen und andersherum betrachtet werden m¤ussen. Eine ebene Wellen-
front bewegt sich durch das erste Medium mit einer Wellengeschwindigkeit von vp1

und trifft
unter einem Winkel ' 1 zum Lot auf die Grenz�¤ache zum zweiten Medium. W¤ahrend die einfal-
lende Wellenfront den Punkt A schon zum Zeitpunkt t0 erreicht, kommt sie erst zum Zeitpunkt
t3 an Punkt B an. An jedem Punkt, an welchem die einfallende Wellenfront auf die Grenz�¤ache
trifft, werden nach dem Huygensschen Prinzip neue sph¤arische Elementarwellen ausgel¤ost, wo-
bei in Abbildung 2.7 zur Veranschaulichung nur die Elementarwellen von drei Punkten auf der
Geraden AB zu den Zeitpunkten t1, t2 und t3 betrachtet werden. Da die Elementarwelle in
Punkt A fr¤uher ausgel¤ost wird als in den anderen betrachteten Punkten, hat sich diese fr¤uher
weiter ausgebreitet. Die Wellengeschwindigkeit vp2

des zweiten Mediums ist h¤oher als die Wel-
lengeschwindigkeit des ersten Mediums, wodurch sich die neuen Elementarwellen schneller
von der Grenz�¤ache entfernen als im ersten Medium. Durch das Anlegen einer Tangente an
die Elementarwellen eines Zeitschritts ergibt sich die Wellenfront des Zeitschritts. Die Wel-
lenstrahlen verlaufen, wie beschrieben, orthogonal zu den Wellenfronten. Die sich ergebenden
Winkel der Wellenstrahlen, welche im Punkt A re�ektiert und gebrochen werden, lassen sich
¤uber geometrische Betrachtungen der Wellenfronten der re�ektierten und gebrochenen Wellen
zum Zeitpunkt t3 sowie der Wellenfront der einfallenden Welle zum Zeitpunkt t0 in Kombina-
tion mit den Wellenstrahlen herleiten. Dazu wurden die zugeh¤origen Schnittpunkte C, D und E
zus¤atzlich gekennzeichnet. Das Dreieck, welches sich aus den Punkten ABC zusammensetzt,
besitzt die selbe Form und Gr¤oße wie das Dreieck, welches sich aus den Punkten ABD zusam-
mensetzt. Daraus folgt, dass der Winkel des re�ektierten Wellenstrahls zum Lot dem Winkel
' 1 des einfallenden Wellenstrahls entspricht. Der Winkel zwischen den Geraden AB und AC
sowie zwischen den Geraden AB und BD ist gleich der Einfallswinkel ' 1, w¤ahrend der Win-
kel zwischen den Geraden AB und BE dem Winkel ' 2 entspricht, in welchem der Strahl der
einfallenden Welle im zweiten Medium vom Lot weggebrochen wird. Somit k¤onnen die Stre-
cken BC, AD und BE einerseits ¤uber eine trigonometrische Betrachtung mittels der Strecke AB
und andererseits auch mit den Wellengeschwindigkeiten vp1

und vp2
unter Verwendung der Zeit

(t3 � t0), welche zwischen der Ankunft der einfallenden Wellenfront in Punkt A bei t0 und in
Punkt B bei t3 vergangen ist, berechnet werden:

BC = AB sin(' 1) = vp1
(t3 � t0) = AD;

BE = AB sin(' 2) = vp2
(t3 � t0):

(2.30)

Durch eine Division der beiden Zeilen von Gleichung 2.30 kann das Snelliussche Brechungs-
gesetz hergeleitet werden:

sin(' 1)
vp1

=
sin(' 2)

vp2

: (2.31)

Die Quotienten aus Gleichung 2.31 bleiben f¤ur einen Strahl ¤uber seinen kompletten Laufweg
hinweg konstant. Wenn das zweite Medium eine h¤ohere Wellengeschwindigkeit aufweist als das
erste Medium, dann wird der Strahl der einfallenden Welle vom Lot weggebrochen, w¤ahrend
dieser beim umgekehrten Fall zum Lot hin gebrochen wird. Das Snelliussche Brechungsge-
setz kann auch ¤aquivalent ¤uber das Fermatsche Prinzip hergeleitet werden, nach welchem ein
Wellenstrahl dem Weg folgt, f¤ur welchen er am wenigsten Zeit ben¤otigt.

Bei der Betrachtung eines elastischen Mediums �ndet an einer Grenz�¤ache auch eine Um-
wandlung von den einfallenden Kompressionswellen in Scherwellen statt, sowohl bei der Re�e-
xion als auch bei der Refraktion. Das Snelliussche Brechungsgesetz bleibt zwar g¤ultig, jedoch
unterscheiden sich die Scherwellengeschwindigkeiten einerseits untereinander und andererseits
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Abbildung 2.8.: Re�exion, Brechung und Konversion von Wellenstrahlen an einer Grenz�¤ache
von zwei elastischen Medien. Diese Abbildung wurde einer Abbildung von
Clauser (2016) nachempfunden.

unterscheiden sie sich von den Ausbreitungsgeschwindigkeiten der Kompressionswellen, wes-
wegen die Scherwellen an einer Grenz�¤ache in anderen Winkeln re�ektiert und gebrochen
werden. Um dies zu beschreiben kann das Snelliussche Brechungsgesetz aus Gleichung 2.31
verallgemeinert werden:

sin(' 1)
vp1

=
sin(' 2)

vs1

=
sin( 1)

vp2

=
sin( 2)

vs2

; (2.32)

wobei die zugeh¤origen Winkel und Wellenstrahlen in Abbildung 2.8 illustriert werden. Die
Quotienten in Gleichung 2.32 bleiben, wie auch schon die Quotienten in Gleichung 2.31, ¤uber
den gesamten Laufweg eines Wellenstrahls konstant.

2.1.8. Zweidimensionale Modellierung

Aufgrund der Geometrie einiger Randwertprobleme k¤onnen diese auf die Betrachtung eines
ebenen Kontinuums reduziert werden. Dabei wird zwischen einem ebenen Spannungszustand
(ESZ) und einem ebenen Verzerrungszustand (EVZ) unterschieden. Beim ebenen Spannungs-
zustand werden ¤ublicherweise ebene, d¤unnwandige Bauteile betrachtet, welche in ihrer Ebene
belastet werden. Die Normalspannung orthogonal zu der Ebene des Bauteils sowie die zugeh¤ori-
gen Schubspannungen sind im Vergleich zu den restlichen Spannungskomponenten sehr klein,
weshalb diese n¤aherungsweise vernachl¤assigt werden k¤onnen. Bei einem Bauteil, welches sich
in der x-y-Ebene be�ndet, w¤urde entsprechend n¤aherungsweise � zz = � xz = � yz = 0 gel-
ten. Die Dehnung in orthogonaler Richtung zu der Bauteilebene (" zz) kann jedoch nicht ver-
nachl¤assigt werden. Durch diese Erkenntnisse kann die Spannungs-Dehnungs-Beziehung aus
Gleichung 2.8 vereinfacht werden. Ein ebener Verzerrungszustand kann hingegen angenom-
men werden, wenn in der orthogonalen r¤aumlichen Richtung zu einer Ebene sich weder die
Geometrie noch die Belastung ver¤andert. Dadurch w¤urde bei der Betrachtung einer x-y-Ebene
" zz = " xz = " yz = 0 gelten. Die Normalspannung in orthogonaler Richtung zu der betrachteten
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Ebene (� zz) verschwindet zwar nicht, aber k¤onnte durch die anderen beiden Normalspannun-
gen bestimmt werden (Gross u. a., 2018). Die Spannungs-Dehnungs-Beziehung in der Voigt-
Notation aus Gleichung 2.8 k¤onnte somit vereinfacht werden zu:

� EVZ
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0
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Eine Untersuchung von ebenen Randwertproblemen bietet die Vorteile, dass eine numerische
Berechnung deutlich schneller durchgef¤uhrt werden kann und auch die Auswertung der Ergeb-
nisse ¤ubersichtlicher wird. Des Weiteren k¤onnen zweidimensionale Berechnungen Einblicke in
Problemstellungen erm¤oglichen, wenn f¤ur die Berechnungen mit dreidimensionalen Modellen
die vorhandenen Rechenkapazit¤aten zu niedrig sind. F¤ur die Seismik wird bei einer zweidi-
mensionalen Modellierung ein ebener Verzerrungszustand angenommen. Wie schon beschrie-
ben, w¤urde dadurch sowohl eine Symmetrie des Bodens als auch der Belastungen in die dritte
Raumrichtung vorausgesetzt. Eine Punktquelle in einem zweidimensionalen Modell w¤urde so-
mit ¤ubertragen auf ein dreidimensionales Modell eine Quelle darstellen, welche sich ¤uber eine
Linie in der symmetrischen Raumrichtung erstreckt. Dadurch breiten sich die angeregten Wel-
lenfronten zylindrisch statt sph¤arisch aus, was zu einer sich unterscheidenden geometrischen
Dispersion f¤uhrt, da die Energiedichte f¤ur sich zylindrisch ausbreitende Wellen mit zunehmen-
der Entfernung r zur Quelle reziprok und somit um den Faktor 1=r abnimmt. Entsprechend
k¤onnen die Seismogramme, welche mit einem zweidimensionalen Modell berechnet werden,
nicht direkt mit synthetischen oder gemessenen Seismogrammen verglichen werden, welche
durch eine Anregung ¤uber eine Punktquelle in einem dreidimensionalen Gebiet entstanden sind
(Igel, 2016, Abschnitt 3.3.1). Eine M¤oglichkeit, um die Seismogramme eines zweidimensiona-
len und eines dreidimensionalen Modells ann¤aherungsweise vergleichbar machen zu k¤onnen,
stellt das Bleistein-Filter (Bleistein, 1986) dar, auf welches in Abschnitt 7.2 detaillierter einge-
gangen wird.

F¤ur zweidimensionale Tunnelmodelle bedeutet die Annahme von Symmetrie in die dritte
Raumrichtung, dass statt eines zylindrischen Tunnels ein quaderf¤ormiger Tunnel betrachtet
wird, wobei der Tunnelboden und die Tunneldecke eine unendliche Ausdehnung in der drit-
ten Raumrichtung besitzen. Dadurch sind die Bereiche des Erdreichs ober- und unterhalb des
Tunnels st¤arker von einander separiert, da sich keine seismischen Wellen neben dem Tunnel in
den jeweils anderen Bereich ausbreiten k¤onnen und da keine Tunnelober�¤achenwellen entste-
hen, welche die Tunnelw¤ande radial umlaufen. Dennoch ist eine Betrachtung von zweidimen-
sionalen Tunnelmodellen sinnvoll, um erste Erkenntnisse zu der Ausbreitung und Inversion von
seismischen Wellen zu gewinnen.

2.2. Seismische Wellenausbreitung in einer Tunnelumgebung

Innerhalb dieser Arbeit wird der Ein�uss der Tunnelbohrmaschine, des eingebrachten Ring-
spaltm¤ortels sowie der Tunnelinnenschalen auf die seismische Wellenausbreitung vernachl¤as-
sigt. Der schalenf¤ormige metallische Aufbau einer Tunnelbohrmaschine sollte nur einen gerin-
gen Ein�uss auf seismische Wellen haben, da die einzelnen Bestandteile im Vergleich zu dem zu
untersuchenden Boden sehr d¤unn sind. Des Weiteren muss eine feste Verbindung zwischen den
Bestandteilen der Tunnelbohrmaschine und dem Boden bestehen, damit die seismischen Wellen
an den Grenz�¤achen ¤ubertragen werden k¤onnen, was jedoch an den meisten Stellen nicht sicher-
gestellt w¤are. Daher erscheint die Vernachl¤assigung des Ein�usses der Tunnelbohrmaschine f¤ur
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die Untersuchungen innerhalb dieser Arbeit vertretbar, vor allem vor dem Hintergrund, dass das
Ziel dieser Arbeit die Untersuchung der generellen Tauglichkeit der Full-Waveform-Inversion
f¤ur die Vorauserkundung im maschinellen Tunnelbau darstellt. Einfachheitshalber wird in die-
ser Abhandlung auch nicht die ¤Anderung der Bodeneigenschaften ber¤ucksichtigt, welche sich
f¤ur zunehmende Tiefen durch den zunehmenden Druck ergibt, welcher auf das Gewicht der
oberen Bodenschichten zur¤uckzuf¤uhren ist. Die in Unterabschnitt 2.1.4 vorgestellten Wellen-
typen sowie die in Unterabschnitt 2.1.5 und in Unterabschnitt 2.1.7 vorgestellten Ph¤anome-
ne, Prinzipien und Gesetzte zur geometrischen Dispersion sowie zur Re�exion und Refraktion
von Wellen k¤onnen bei der Betrachtung der seismischen Wellenausbreitung f¤ur ein de�niertes
Randwertproblem gut identi�ziert werden. Um direkt auch einen Einblick zu gew¤ahren, wie
sich seismische Wellen in einer Tunnelumgebung verhalten, wird die seismische Wellenaus-
breitung in Abbildung 2.9 f¤ur eine zweidimensionale ober�¤achennahe Tunnelumgebung dar-
gestellt, wobei die seismischen Wellen f¤ur verschiedene Zeitpunkte von links nach rechts und
von oben nach unten illustriert werden. Der Durchmesser des betrachteten Tunnels betr¤agt 8 m
und die Tunnelachse be�ndet sich 34 m unter der Erdober�¤ache. Der Boden verf¤ugt ¤uber ei-
ne Kompressionswellengeschwindigkeit von vp = 3800 m/s, eine Scherwellengeschwindigkeit
von vs = 2200 m/s und ¤uber eine Dichte von � = 2400 kg/m3. Auf der Tunnelachse be�ndet
sich ein quadratischer St¤ork¤orper mit den Abmaßen 20 m � 20 m, dessen vordere Kante sich
bei x = 70 m be�ndet. Der St¤ork¤orper verf¤ugt mit vp = 2800 m/s und vs = 1600 m/s ¤uber de-
gradierte Wellengeschwindigkeiten w¤ahrend die Dichte konstant bleibt. Die Erdober�¤ache und
die Tunnelw¤ande agieren nach Gleichung 2.11 als re�ektierende Ober�¤achen. An den restli-
chen R¤andern der dargestellten Tunnelumgebung verlassen die seismischen Wellen das darge-
stellte Gebiet. Intrinsische D¤ampfungseffekte wurden bei der dargestellten Wellenausbreitung
nicht ber¤ucksichtigt. Ein k¤unstliches Signal wird in horizontaler Richtung ¤uber eine Quelle in
den Boden eingebracht, welche sich in der Mitte der Tunnelfront be�ndet. Dabei wurde ein
Ricker-Signal mit einer Spitzenfrequenz von 500 Hz verwendet. Exemplarisch werden in Ab-
bildung 2.10 die zugeh¤origen Seismogramme betrachtet, welche an sechs unterschiedlichen
Empf¤angern aufgezeichnet werden, die sich sowohl an den Tunnelw¤anden als auch an der Erd-
ober�¤ache be�nden. Diese Verschiebungen in x- und y-Richtung werden zus¤atzlich noch mit
den Verschiebungen verglichen, welche sich bei einer Wellenausbreitung in der selben Tun-
nelumgebung ergeben w¤urden, wenn kein St¤ork¤orper vorhanden w¤are. Dabei sind die in Ab-
bildung 2.9 dargestellten Zeitpunkte in Abbildung 2.10 durch die horizontalen grauen Linien
gekennzeichnet. Die ersten Verschiebungen an den Empf¤angern, welche sich am Tunnel be-
�nden, sind erwartungsgem¤aß verh¤altnism¤aßig groß. Beim ersten Zeitpunkt in Abbildung 2.9
bei t1 = 0.00658 s sind die Kompressionswellen zu sehen, welchen direkt die langsameren
Scherwellen folgen, die durch die horizontale Quelle indirekt in vertikaler Richtung angeregt
werden. Eine Unterscheidung der beiden Wellentypen ist ¤uber die roten Pfeile m¤oglich, wel-
che die Richtungen und Betr¤age der Verschiebungen kennzeichnen. Am Tunnelboden und der
Tunneldecke breiten sich zus¤atzlich Ober�¤achenwellen aus. Die Kompressionswellen erreichen
zum zweiten Zeitpunkt (t2 = 0.00958 s) die Erdober�¤ache, was auch ¤uber die Seismogram-
me des vierten Empf¤angers gut nachvollzogen werden kann. Anhand des dritten Wellenbilds
(t3 = 0.01258 s) wird sehr gut illustriert, dass die Kompressionswellen an der Erdober�¤ache
re�ektiert werden, wobei gleichzeitig durch die Kompressionswellen auch eine Initiierung von
Ober�¤achenwellen statt�ndet. Zeitgleich erreicht die vordere Wellenfront der Kompressions-
wellen die vordere Seite des St¤ork¤orpers. Beim vierten dargestellten Zeitpunkt (t4 = 0.01558 s)
kann beobachtet werden, dass einerseits die Kompressionswellen teilweise an der vorderen Kan-
te des St¤ork¤orpers re�ektiert wurden, was bei x � 60 m gut erkennbar ist, und andererseits, dass
sich die Wellen, welche am Materialkontrast nur gebrochen wurden, aufgrund der niedrige-
ren Wellengeschwindigkeiten des St¤ork¤orpers langsamer ausbreiten. Des Weiteren erreichen
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Abbildung 2.9.: Seismische Wellenausbreitung in einer Tunnelumgebung.
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Abbildung 2.10.: Vergleich der Seismogramme ux und uy f¤ur eine seismische Wellenaus-
breitung in einer ober�¤achennahen zweidimensionalen Tunnelumgebung, bei
welchem in dem einen Szenario ein St¤ork¤orper vor der Tunnelfront vorhan-
den ist und in dem anderen Szenario nicht. Die Ausbreitung der seismischen
Wellen wird in Abbildung 2.9 f¤ur einzelne Zeitpunkte visualisiert.

die urspr¤unglich emittierten Scherwellen die Erdober�¤ache. Die zugeh¤origen großen Verschie-
bungen am vierten Empf¤anger k¤onnen insbesondere bei der Verschiebung in x-Richtung u4

x in
Abbildung 2.10 leicht identi�ziert werden. Zudem wird auch ersichtlich, dass durch die Re�e-
xion der urspr¤unglich angeregten Kompressionswellen nicht nur Kompressionswellen zur¤uck
in den Boden emittiert wurden, sondern auch die Kompressionswellen teilweise in Scherwel-
len konvertiert wurden, welche sich durch die niedrigere Wellengeschwindigkeit langsamer als
die Kompressionswellen im Boden ausbreiten. Die Kompressionswellen, welche an der vorde-
ren Kante des St¤ork¤orpers gebrochen wurden, erreichen beim f¤unften dargestellten Zeitschritt
bei t5 = 0.01958 s die hintere Kante des St¤ork¤orpers und werden dort sowohl re�ektiert als
auch gebrochen. Durch die urspr¤unglich emittierten Scherwellen wurden an der Erdober�¤ache
Ober�¤achenwellen mit sehr hohen Amplituden induziert. Gleichzeitig werden durch die Re�e-
xion der urspr¤unglich angeregten Scherwellen an der Erdober�¤ache Kompressions- und Scher-
wellen in den Boden abgestrahlt. Zum sechsten dargestellten Zeitschritt (t6 = 0.02558 s) errei-
chen die urspr¤unglich emittierten Scherwellen und die Scherwellen, welche durch die Re�exi-
on der urspr¤unglich angeregten Kompressionswellen an der Erdober�¤ache entstanden sind, den
St¤ork¤orper. Des Weiteren kann beobachtet werden, wie die ersten Kompressionswellen, welche
an der vorderen Kante des St¤ork¤orpers re�ektiert wurden, an der Tunnelfront ankommen. Die
zugeh¤origen Ausschl¤age k¤onnen bei den horizontalen Verschiebungen des zweiten Empf¤angers
u2

x in Abbildung 2.10 gut identi�ziert werden, da diese die ersten erkennbaren Amplituden
sind, die sich von den Amplituden der Seismogramme unterscheiden, bei welchen sich kein
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St¤ork¤orper vor der Tunnelfront be�ndet. Zum siebten dargestellten Zeitschritt bei t7 = 0.02958 s
erreichen die Scherwellen, welche durch die Re�exion der urspr¤unglich emittierten Scherwel-
len an der Erdober�¤ache entstanden sind, die Tunneldecke. Diese initiieren einerseits Ober-
�¤achenwellen und erzeugen andererseits re�ektierte Wellen, welche sich wieder in Richtung
der Erdober�¤ache ausbreiten. Die hohen Verschiebungen, welche in x-Richtung angeregt wer-
den, k¤onnen ¤uber den dritten Empf¤anger u3

x gut identi�ziert werden. Zeitgleich erreichen die
Kompressionswellen, welche durch die Re�exion der urspr¤unglich angeregten Scherwellen an
der Erdober�¤ache entstanden sind, den St¤ork¤orper, durch welchen die Wellen re�ektiert und
gebrochen werden. Zum achten Zeitschritt bei t8 = 0.03558 s erreichen die Scherwellen, welche
durch die Re�exion der urspr¤unglich emittierten Scherwellen an der Erdober�¤ache entstanden
sind, die obere linke Ecke des St¤ork¤orpers. Verschiedene seismische Wellen, welche durch den
St¤ork¤orper gebrochen wurden, haben kurz zuvor den sechsten Empf¤anger erreicht was anhand
der Seismogramme u6

x und u6
y in Abbildung 2.10 durch die zus¤atzlich entstandenen Amplituden

ersichtlich ist. Anhand des neunten Zeitschritts bei t9 = 0.04058 s kann nachvollzogen werden,
wie sich die Wellen, welche sich zuvor innerhalb des St¤ork¤orpers ausbreiteten, verhalten, nach-
dem diese durch den Materialkontrast an der hinteren unteren Ecke des St¤ork¤orpers re�ektiert
und gebrochen wurden. Des Weiteren kommen erneut Kompressionswellen an der Tunnelfront
an, welche durch den St¤ork¤orper re�ektiert wurden, was auch anhand der Verschiebungen u2

x
in Abbildung 2.10 ersichtlich ist. Der zehnte und letzte dargestellte Zeitschritt geh¤ort zu dem
Zeitpunkt t10 = 0.04858 s. In dem Bereich unmittelbar vor dem Tunnel treten kaum noch Wel-
len mit h¤oheren Amplituden auf. Lediglich schw¤achere Wellen, welche zuvor an verschiedenen
Grenz�¤achen re�ektiert wurden, sind zu erahnen. Die Scherwellen, welche durch die Re�exion
der urspr¤unglich angeregten Scherwellen an der Erdober�¤ache entstanden sind, n¤ahern sich der
unteren Ecke des St¤ork¤orpers. Im hinteren Bereich der betrachteten Tunnelumgebung sind viele
gebrochene und re�ektierte Wellen zu beobachten, f¤ur welche kaum noch der vorherige Wel-
lenpfad nachvollzogen werden kann. Diese Wellen f¤uhren zu zus¤atzlichen Ausschl¤agen in den
Seismogrammen u6

x und u6
y am sechsten Empf¤anger in Abbildung 2.10, welche bei homogenen

Bodeneigenschaften nicht vorhanden w¤aren. F¤ur die Zeit nach dem letzten dargestellten Zeit-
schritt kann anhand der Seismogramme in Abbildung 2.10 beobachtet werden, wie weitere klei-
nere Amplituden entstehen, die auf eine Interaktion der seismischen Wellen mit dem St¤ork¤orper
zur¤uckzuf¤uhren sind. Auff¤allig sind zudem die sich wiederholenden Amplituden der Verschie-
bungen in x-Richtung des dritten Empf¤angers u3

x , welche darauf zur¤uckzuf¤uhren sind, dass Wel-
len unabl¤assig zwischen der Erdober�¤ache und der Tunneldecke hin und her re�ektiert werden.
Dieses Ph¤anomen ist auf die Betrachtung einer zweidimensionalen Tunnelumgebung zur¤uck-
zuf¤uhren, bei welcher eine Symmetrie in die dritte Raumrichtung angenommen wird. Daher
wird, wie schon in Unterabschnitt 2.1.8 beschrieben, anstelle eines ¤ublichen zylinderf¤ormigen
Tunnels implizit ein unendlich breiter quaderf¤ormiger Tunnel betrachtet. Durch die Kr¤ummung
eines zylindrischen Tunnels w¤urden die seismischen Wellen einerseits in mehrere Richtungen
gestreut und andererseits w¤urde ein Großteil der Wellen sich seitlich vom Tunnel weiter in den
umgebenden Boden ausbreiten. Des Weiteren w¤urden auch Tunnelober�¤achenwellen entste-
hen, welche sich entlang des Tunnelumfangs ausbreiten w¤urden, wodurch die Bereiche ober-
und unterhalb des Tunnels nicht mehr strikt separiert w¤aren. Die Unterschiede der Wellenfor-
men f¤ur eine seismische Wellenausbreitung mit und ohne St¤ork¤orper sind im Verh¤altnis zu den
Betr¤agen der ersten Amplituden sehr klein. Zwar kann ¤uber die ersten Unterschiede des Seismo-
gramms in x-Richtung des dritten Empf¤anger u3

x mittels der Laufzeiten der Kompressionswellen
die Entfernung von dem ersten Re�ektor zur Tunnelfront vergleichsweise simpel abgesch¤atzt
werden, jedoch lassen sich die anderen zus¤atzlichen Amplituden nicht h¤andisch auf bestimm-
te geologische Gegebenheiten zur¤uckf¤uhren, obwohl diese durch eine erh¤ohte Interaktion mit
dem St¤ork¤orper mehr Informationen ¤uber diesen enthalten. Bei der Full-Waveform-Inversion,
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welche in Abschnitt 1.3 eingef¤uhrt wurde und deren zu untersuchender Ansatz in Kapitel 5 ge-
nauer vorgestellt wird, werden alle Wellenformen eingesetzt, um die Bodeneigenschaften vor
der Tunnelfront schematisch zu rekonstruieren.

2.3. Elastische Wellen im Frequenzbereich

Selbst komplizierte Wellenformen k¤onnen als eine ¤Uberlagerung von harmonischen Schwin-
gungen verschiedener Frequenzen dargestellt werden. Dabei erm¤oglicht die Betrachtung von
den Amplituden der einzelnen Frequenzen Aufschluss ¤uber verschiedene Charakteristiken der
Wellenformen. Zudem lassen sich frequenzspezi�sche St¤orsignale aus den Messdaten heraus�l-
tern. Die Abspeicherung von Messdaten in ihrer spektralen Form ben¤otigt zudem weniger Spei-
cherplatz. Die numerische Approximation der Wellenausbreitung im Frequenzbereich birgt hin-
gegen zus¤atzliche Vorz¤uge (siehe auch Unterabschnitt 2.4.2). Einerseits k¤onnen Modelle, wel-
che intrinsische D¤ampfungseffekte ber¤ucksichtigen, einfacher implementiert werden. Zus¤atzli-
che Anregungen durch weitere Quellen k¤onnen im Frequenzbereich mit nur einem niedrigen
zus¤atzlichen Rechenaufwand approximiert werden. Des Weiteren kann die Diskretisierung des
betrachteten Randwertproblems f¤ur jede Frequenz individuell angepasst werden, wodurch f¤ur
niedrige Frequenzen weniger Rechenzeit ben¤otigt wird, w¤ahrend f¤ur h¤ohere Frequenzen eine
optimale Au�¤osung gew¤ahrleistet werden kann. Somit k¤onnen die Stabilit¤atsprobleme, welche
bei der Approximation von seismischen Wellen im Zeitbereich auftreten k¤onnen, vermieden
werden (Marfurt, 1984).

2.3.1. Fourier-Transformation

Um eine zeitabh¤angige Funktion f (t) in eine frequenzabh¤angige Funktion F (! ) zu ¤uberf¤uhren
kann die Fourier-Transformation eingesetzt werden (Clauser, 2018):

F (! ) =
Z 1

�1
f (t) exp(� i !t ) dt: (2.34)

Dabei stellt i die imagin¤are Einheit dar, welche durch i =
p

�1 de�niert ist. Die komplexe
Funktion F (! ) setzt sich aus einem reellen Anteil Re(F (! )) und einem imagin¤aren Anteil
Im(F (! )) zusammen:

F (! ) = Re( F (! )) + i Im( F (! )) ; (2.35)

wobei sich der Betrag von F (! ) und somit das Amplitudenspektrum wie folgt berechnen l¤asst:

jF (! )j =
p

(Re(F (! ))) 2 + (Im( F (! ))) 2: (2.36)

Eine Umwandlung des Frequenzbereichssignals F (! ) wieder in das Zeitbereichsignal f (t)
erm¤oglicht die inverse Fourier-Transformation:

f (t) =
1

2�

Z 1

�1
F (! ) exp(i !t ) d!: (2.37)

In anderer Fachliteratur unterscheiden sich die Formeln f¤ur die Fourier-Transformation von
Gleichung 2.34 und Gleichung 2.34. Fichtner (2011) verwendet beispielsweise andere Fakto-
ren vor den Integralen, w¤ahrend Jensen u. a. (2011) das Vorzeichen im Exponenten zwischen
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den beiden Transformationen vertauschen. Die Hin- und R¤ucktransformation bleiben zwar je-
weils zueinander konsistent, jedoch k¤onnen bei Abgleichen oder Operationen im Frequenz-
bereich Fehler entstehen, wenn den Referenzl¤osungen oder den anderen Funktionen eine sich
unterscheidende Fourier-Transformation zugrunde liegt. Beispielsweise w¤urde bei einer Vertau-
schung des Vorzeichens des Exponenten bei Hin- und R¤ucktransformation der imagin¤are Anteil
von F (! ) auch das Vorzeichen wechseln.

2.3.2. Elastische Wellengleichung im Frequenzbereich

Durch die Anwendung der Fourier-Transformation auf den zeitabh¤angigen Verschiebungsvek-
tor u(x; t) kann der komplexe Verschiebungsvektor u(x; ! ) hergeleitet werden, welcher von
der Kreisfrequenz ! abh¤angt:

u(x; ! ) =
Z 1

�1
u(x; t) exp(� i !t ) d!: (2.38)

Die Frequenzbereichsform des Beschleunigungsvektors •u(x; t) kann mithilfe der inversen
Fourier-Transformation hergeleitet werden, indem die doppelte partielle Ableitung nach der
Zeit t ins Integral gezogen wird:

•u(x; t) =
@2

@t2

�
1

2�

Z 1

�1
u(x; ! ) exp(i !t ) d!

�

=
1

2�

Z 1

�1
(i ! )2 u(x; ! ) exp(i !t ) d!

=
1

2�

Z 1

�1
�! 2 u(x; ! ) exp(i !t ) d!:

(2.39)

Die elastische Wellengleichung im Frequenzbereich nimmt somit die folgende Form an:

�! 2� (x)u(x; ! ) � r � (C(x) : ru(x; ! )) = f (x; ! ); (2.40)

wobei der komplexe Belastungsvektor f (x; ! ) die Fourier-Transformation von f (x; t) darstellt.

Um bei der numerischen L¤osung von Gleichung 2.10 im Zeitbereich intrinsische D¤ampfungs-
effekte ber¤ucksichtigen zu k¤onnen, muss umst¤andlich mit Ged¤achtnisvariablen gearbeitet wer-
den, welche viel Arbeitsspeicher ben¤otigen und zus¤atzlich den Berechnungsaufwand erh¤ohen.
Im Frequenzbereich gen¤ugt hingegen eine Modi�kation der elastischen Materialeigenschaften.
Innerhalb dieser Arbeit wurden dazu die Kompressions- und Scherwellengeschwindigkeit mit-
tels des Kolsky-Futterman-Modells (Kolsky, 1956; Futterman, 1962) in komplexe Wellenge-
schwindigkeiten ¤uberf¤uhrt (Virieux u. Operto, 2009; Brossier u. a., 2010a):

~vp(x; ! ) = vp(x)
�

1 +
jlog(!=! r)j

�Q p
+ i

sign(! )
2Qp

� � 1

;

~vs(x; ! ) = vs(x)
�

1 +
jlog(!=! r)j

�Q s
+ i

sign(! )
2Qs

� � 1

:

(2.41)

Durch j� j wird die Betragsfunktion, durch log(�) der Logarithmus zur Basis 10 sowie durch
sign(�) die Signum-Funktion dargestellt, welche das Vorzeichen der eingef¤ugten Variable zu-
r¤uckgibt. Die zugeh¤origen Qualit¤atsfaktoren Qp und Qs, welche schon in Unterabschnitt 2.1.5
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Abbildung 2.11.: Real- und Imagin¤arteile der Frequenzbereichsdarstellung des Ricker-Signals
hR(! ) (links) und des Toneburst-Signals hTB(t) (rechts) mit jeweils einer Zen-
tralfrequenz von f R = f TB = 500 Hz. Sowohl ein Ricker-Signal ohne Zeitver-
satz tR = 0 s als auch eines mit einem Zeitversatz von tR = 0.002 s sind darge-
stellt. Beim Toneburst-Signal wurde eine Anzahl von NTB = 3.5 Oszillationen
verwendet.

eingef¤uhrt wurden, beschreiben das D¤ampfungsverhalten des betrachteten Mediums und sind
eigentlich frequenzabh¤angige Gr¤oßen. Innerhalb dieser Arbeit wird angenommen, dass die Qua-
lit¤atsfaktoren ¤uber die betrachteten Bereiche n¤aherungsweise konstant sind. Durch die Verwen-
dung von dem Verh¤altnis der betrachteten Kreisfrequenz ! und der Referenzkreisfrequenz ! r,
f¤ur welche die Qualit¤atsfaktoren bestimmt wurden, stellen die komplexen Wellengeschwindig-
keiten ~vp und ~vs frequenzabh¤angige Gr¤oßen dar.

Die einzelnen Bestandteile des Belastungsvektors f (x; t) in Gleichung 2.12 k¤onnen auch
mittels der Fourier-Transformation in ihre Frequenzbereichsform ¤uberf¤uhrt werden:

f (x; ! ) = � (x � x s) h(! ) d: (2.42)

Das durch Gleichung 2.16 beschriebene Ricker-Signal hR(t) kann im Frequenzbereich folgen-
dermaßen beschrieben werden:

hR(! ) =
2

f R
p

�

�
!

2�f R

� 2

exp

 

� i tR! �
�

!
2�f R

� 2
!

: (2.43)

Die Frequenzbereichsformen des Ricker- und Toneburst-Signals, welche durch Abbildung 2.2
im Zeitbereich dargestellt wurden, werden in Abbildung 2.11 illustriert. Dabei ist sowohl eine
Ber¤ucksichtigung der reellen als auch der imagin¤aren Anteile essentiell. Wenn f¤ur das Ricker-
Signal hR(! ) kein Zeitversatz verwendet wird, verschwindet der imagin¤are Anteil, w¤ahrend der
reelle Anteil dem Betrag des Ricker-Signals f¤ur beliebige Zeitvers¤atze entspricht. Durch Ab-
bildung 2.11 wird gut ersichtlich, dass das Toneburst-Signal, wie schon in Unterabschnitt 2.1.3
angedeutet, ein merklich schmaleres Frequenzspektrum als das Ricker-Signal besitzt.

Auch die Form der elastischen Wellengleichung zur Bestimmung der Greenschen Funktio-
nen aus Gleichung 2.18 kann in ihre Frequenzbereichsform ¤uberf¤uhrt werden. Aufgrund der
in Gleichung 2.13 gegebenen Identit¤at f¤ur die Integration der Dirac-Delta-Funktion ergibt sich
dabei f¤ur die Fourier-Transformation von � (t � t � ):

Z 1

�1
� (t � t � ) exp(� i !t ) dt = 1; (2.44)
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womit sich die folgende Gleichung ergibt:
�
�! 2� (x) � r � C(x) : r

�
g(x; ! ) = � (x � x s) d: (2.45)

Die in Gleichung 2.19 eingef¤uhrte Konvolution zweier Funktionen stellt im Frequenzbereich
eine einfache Multiplikation dar (Igel, 2016, Abschnitt 2.8):

u(x; ! ) = h(! ) g(x; ! ); (2.46)

weswegen f¤ur Konvolutionen und Dekonvolutionen die zeitabh¤angigen Funktionen zun¤achst in
den Frequenzbereich ¤uberf¤uhrt und dort verrechnet werden. Das Ergebnis wird anschließend
zur¤uck in den Zeitbereich transformiert. Innerhalb dieser Arbeit wurden bei numerischen Ap-
proximationen der Frequenzbereichsform der elastischen Wellengleichung immer die Green-
schen Funktionen g(x; ! ) berechnet, da die Konvolution der Greenschen Funktionen mit der
Quellfunktion ohne großen Rechenaufwand im Nachgang durchgef¤uhrt werden kann.

2.3.3. Akustische Wellengleichung im Frequenzbereich

Durch die Fourier-Transformation der akustischen Wellengleichung aus Gleichung 2.28 ergibt
sich die folgende Helmholtz-Gleichung (Ajo-Franklin, 2005; Jensen u. a., 2011):

! 2

v2
p(x)

p(x; ! ) + � p(x; ! ) = r � f (x; ! ); (2.47)

welche auch f¤ur die Belastung durch eine Impulsanregung dargestellt werden kann:
�

� +
! 2

v2
p(x)

�
g(x; ! ) = � (x � x s): (2.48)

Dabei stellt g(x; ! ) eine skalare Greensche Funktion dar. Durch die ¤Uberf¤uhrung der Kompres-
sionswellengeschwindigkeit vp mittels des Kolsky-Futterman-Modells aus Gleichung 2.41 in
eine komplexe Wellengeschwindigkeit ~vp kann beim numerischen L¤osen von Gleichung 2.48
auch viskoakustisches Materialverhalten angen¤ahert werden.

Auch die Frequenzbereichsform der akustischen Wellengleichung bietet sich, neben der Mo-
dellierung von nicht scherungsf¤ahigen Materialien, f¤ur die Verwendung bei ersten Anwen-
dungstests an, da die Berechnung der skalaren Druckverteilung weniger rechenintensiv ist.
Entsprechend wurde die akustische Wellengleichung schon f¤ur konzeptionelle Untersuchungen
f¤ur die Anwendung der Full-Waveform-Inversion zur Vorauserkundung im Tunnelbau durch
Musayev (2017), Riedel u. a. (2021b), Wang u. a. (2021) und Yu u. a. (2021) eingesetzt.

2.3.4. Diskrete Fourier-Transformation

W¤ahrend die Bestandteile der vorgestellten Wellengleichungen als kontinuierliche Gr¤oßen be-
trachtet werden k¤onnen, liegen in der Seismik die Datens¤atze in zeitlich diskreter Form vor.
Daher muss die diskrete Form der Fourier-Transformation (DFT) f¤ur diese Datens¤atze verwen-
det werden. F¤ur die kontinuierliche Vorw¤arts-Transformation aus Gleichung 2.34 ergibt sich die
folgende diskrete Form:

F (! ) =
N tX

n=0

f (t0 + n� t) exp(� i !n � t) � t: (2.49)
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Dabei gibt N t mit N t = Tges=� t die Anzahl der Zeitschritte an, wobei Tges das betrachtete Zei-
tintervall, � t das Zeitinkrement und t0 den Zeitpunkt des ersten Datenpunkts darstellt. Durch
die Skalierung von jedem Summanden mit dem Zeitinkrement � t wird sichergestellt, dass die
Amplituden im Frequenzbereich auch bei einer feineren Au�¤osung der Zeitskala und somit bei
einer steigenden Anzahl an Zeitschritten N t f¤ur das selbe Zeitintervall Tges konstant bleiben.
Die Nyquist-Frequenz ! Nyq = �= � t gibt an bis zu welcher Frequenz ein Datensatz in seine
spektralen Anteile zerlegt werden kann. Dabei wird sichergestellt, dass f¤ur die harmonischen
Funktionen wenigstens zwei Zeitschritte pro Periode vorliegen. Um die Qualit¤at der aus dem
Zeitbereich transformierten Daten im Frequenzbereich zu verbessern und die Annahme der pe-
riodischen Fortsetzung der Daten zu unterdr¤ucken, werden einerseits Fensterfunktionen auf die
Daten im Zeitbereich angewendet und andererseits werden im Anschluss dem Zeitsignal zus¤atz-
lich weitere Nulleintr¤age hinzugef¤ugt. ¤Ublicherweise wird beim Einsatz einer Fensterfunktion
das komplette Signal mit einer Funktion multipliziert, welche die R¤ander des Signalintervalls
sanft gegen Null konvergieren l¤asst, damit kein sprunghafter Abfall des Signals auftritt, wel-
cher zu falschen Werten im Frequenzbereich gef¤uhrt h¤atte. Unterschiedliche Fensterfunktionen
sowie deren Charakteristiken werden beispielsweise von Butz (2009, Kapitel 3) erl¤autert. Da
bei den betrachteten Seismogrammen in dieser Arbeit der Boden zu Beginn einer Messung
ruht, sind die ersten Messwerte des Signals ¤ublicherweise gleich Null. Entsprechend werden
einfachheitshalber nur die letzten Messwerte der Seismogramme so skaliert, dass diese sanft
gegen Null konvergieren. Dazu wurde entweder eine Kosinus- oder eine cos2-Funktion ver-
wendet, wobei diese ¤ublicherweise nur mit den letzten 5% der Messdaten multipliziert wurden.
Beim Hinzuf¤ugen von Nulleintr¤agen an das Ende der Daten, dem sogenannten Zero-Padding,
wird die Qualit¤at der Frequenzbereichsl¤osung zwar durch mehr Eintr¤age verbessert, jedoch wird
auch der Rechenaufwand f¤ur die Transformation erh¤oht. F¤ur einen ef�zienten Einsatz der Fast-
Fourier-Transformation sollte die Anzahl der Eintr¤age eines Signals eine Zweierpotenz darstel-
len.

Durch das numerische L¤osen der elastischen Wellengleichung im Frequenzbereich aus Glei-
chung 2.40 f¤ur mehrere Frequenzen k¤onnen auch f¤ur unterschiedliche Positionen die zugeh¤ori-
gen frequenzabh¤angigen Seismogramme berechnet werden. Um diese Seismogramme mit zeit-
abh¤angigen Referenzseismogrammen vergleichen zu k¤onnen, kann die diskrete Form der inver-
sen Fourier-Transformation eingesetzt werden:

f (t) =
1

2�

N !X

k= � N !

F (k� ! ) exp(i � !kt ) � !: (2.50)

Statt auch die negativen Frequenzen, deren Werte f¤ur die reellen Anteile achsensymmetrisch und
f¤ur die imagin¤aren Anteile punktsymmetrisch sind, f¤ur die Bildung der Summe zu verwenden,
kann Gleichung 2.50 auch einfach mit dem Faktor 2 multipliziert werden:

f (t) =
1
�

N !X

k=0

F (k� ! ) exp(i � !kt ) � !: (2.51)

Um zu veranschaulichen, wie Seismogramme im Frequenzbereich aussehen, wurden exem-
plarisch die Seismogramme f¤ur die Verschiebungen des sechsten Empf¤angers in y-Richtung
u6

y aus Abbildung 2.10 mittels der diskreten Fourier-Transformation in den Frequenzbereich
¤uberf¤uhrt. Die reellen und imagin¤aren Anteile sowie die urspr¤unglichen Seismogramme aus
dem Zeitbereich werden in Abbildung 2.12 f¤ur die Szenarien, bei welchen sich ein St¤ork¤orper
und kein St¤ork¤orper vor der Tunnelfront be�nden, zusammengestellt. W¤ahrend im Zeitbereich
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Abbildung 2.12.: Vergleich der Seismogramme in y-Richtung des sechsten Empf¤angers u6
y aus

Abbildung 2.10 im Zeit- und Frequenzbereich f¤ur eine zweidimensionale Tun-
nelumgebung mit und ohne St¤ork¤orper vor der Tunnelfront.

die Unterschiede zwischen den Amplituden auf vornehmlich weitere eintreffende Wellen zu-
r¤uckf¤uhrbar sind, die durch Interaktionen der urspr¤unglich eingebrachten Wellen mit dem St¤or-
k¤orper initiiert wurden, sind die Unterschiede zwischen den Seismogrammen im Frequenzbe-
reich deutlich weniger illustrativ. Auff¤allig ist jedoch, dass durch die zus¤atzlichen Wellenfor-
men, welche in der Zeitbereichsdarstellung des Seismogramms f¤ur eine Wellenausbreitung mit
St¤ork¤orper entstehen, die Amplituden im Frequenzspektrum zunehmen. Aufgrund der schlech-
teren Interpretierbarkeit der Seismogramme im Frequenzbereich, ist bei der Untersuchung von
neuen Randwertproblemen eine Transformation der Seismogramme in den Zeitbereich mittels
der diskreten Form der inversen Fourier-Transformation zu empfehlen.

2.4. Numerische Modellierung von seismischen Wellen

F¤ur mehrere simple Randwertprobleme wurden zwar schon analytische L¤osungen der elas-
tischen Wellengleichung aus Gleichung 2.10 formuliert (Pilant, 1979), jedoch ist dies nicht
f¤ur komplexe Randwertprobleme mit inhomogenen Eigenschaften des Bodens m¤oglich. Daher
werden die zugeh¤origen L¤osungen der partiellen Differentialgleichung numerisch angen¤ahert.
W¤ahrend im Zeitbereich das Wellenfeld f¤ur eine fortschreitende Zeit in die Zukunft extrapo-
liert wird, werden im Frequenzbereich zeitharmonische Wellen f¤ur verschiedene Frequenzen
betrachtet. Verschiedene Techniken wurden bereits f¤ur die Modellierung seismischer Wellen
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eingesetzt, von denen einige in diesem Abschnitt kurz angesprochen werden. Bei allen nume-
rischen Techniken wird das kontinuierlich de�nierte Verschiebungsfeld u(x; t) oder u(x; ! )
durch eine diskrete ¤ortliche Approximation mittels einer begrenzten Anzahl an Koef�zien-
ten �u1; � � � ; �uN angen¤ahert, welche sich in dem N -dimensionalen Vektor �u zusammenfassen
lassen, wobei �u die Koef�zienten f¤ur alle Verschiebungsrichtungen enth¤alt. Die Koef�zien-
ten repr¤asentieren entweder diskrete Werte des Wellenfeldes oder stellen die Koef�zienten
von Polynomfunktionen dar, welcher f¤ur die Approximation des Wellenfeldes verwendet wer-
den. Wie fein ein Wellenfeld aufgel¤ost werden muss, h¤angt vornehmlich von den auftretenden
Wellenl¤angen � ab, welche, wie in Gleichung 2.2 dargestellt, von den Wellengeschwindigkei-
ten des Bodens und den angeregten Frequenzen abh¤angen. Da Scherwellen eine niedrigere Ge-
schwindigkeit besitzen, sind die Wellenl¤angen der Scherwellen � s ausschlaggebend f¤ur den
r¤aumlichen Diskretisierungsgrad. Durch die r¤aumliche Diskretisierung der elastischen Wellen-
gleichung entsteht ein algebraisches System aus Differentialgleichungen, welches immer durch
die kanonische Zeitbereichsform:

M •�u(t) + K �u(t) = �f (t); (2.52)

oder die entsprechende Frequenzbereichsform dargestellt werden kann:

L(! ) �u(! ) = �f (! ) mit L(! ) := �! 2 M + K : (2.53)

Dabei stellt M die Massenmatrix, K die Stei�gkeitsmatrix, L die Impedanzmatrix, •�u die Ko-
ef�zienten f¤ur die zweite zeitliche Ableitung der Verschiebungen und �f die diskrete Form der
¤außeren Belastungen dar, wobei die Massen-, die Stei�gkeits- und die Impedanzmatrix ¤ubli-
cherweise d¤unn besetzt sind (Fichtner, 2011, Kapitel 2).

2.4.1. Numerische Modellierung von seismischen Wellen im Zeitbereich

F¤ur viele Methoden im Zeitbereich werden die Massen- und die Stei�gkeitsmatrix des gesam-
ten Systems nicht explizit berechnet, da h¤au�g nur die Produkte der Vektoren und Matrizen
ben¤otigt werden, welche lokal bestimmt werden k¤onnen. F¤ur manche numerische Ans¤atze bie-
tet sich eine Geschwindigkeits-Spannungs- oder Verschiebungs-Spannungs-Formulierung von
Gleichung 2.52 an, auf welche an dieser Stelle nicht detaillierter eingegangen wird. Durch die
Verwendung einer Finite-Differenzen-Approximation zweiter Ordnung f¤ur die zweite zeitliche
Ableitung der Verschiebungskoef�zienten •�u kann in Kombination mit Gleichung 2.52 exem-
plarisch ein explizites Zeitintegrationsschema formuliert werden (Fichtner, 2011, Kapitel 2):

�u(t + � t) = 2 �u(t) � �u(t � � t) + � t2 M � 1
� �f � K � �u(t)

�
; (2.54)

wobei die aktuelle Zeit t um das Inkrement � t erh¤oht wird. Um die Verschiebungen der n¤achs-
ten Zeitschritte berechnen zu k¤onnen, muss nur die Massenmatrix einmalig invertiert werden,
w¤ahrend die verbleibenden Operationen deutlich weniger rechenintensiv sind. Numerische Ver-
fahren, welche einerseits zu leicht invertierbaren Massenmatrizen f¤uhren sowie einen m¤oglichst
hohen Grad der Parallelisierung erm¤oglichen, k¤onnen generell von niedrigen Berechnungszei-
ten pro�tieren. Neben Finite-Differenzen-Verfahren wird vorwiegend das Newmark-Verfahren
als Zeitintegrationsverfahren f¤ur die Verschiebungs-Formulierung aus Gleichung 2.52 verwen-
det, w¤ahrend bei der Geschwindigkeits-Spannungs-Formulierung die Leapfrog-Methode am ge-
br¤auchlichsten ist. Das Finite-Differenzen-Verfahren zweiter Ordnung, das Newmark-Verfahren
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und die Leapfrog-Methode sind alle explizite Verfahren, da der folgende Zeitschritt nur von den
vorherigen Zeitschritten abh¤angt, wodurch sie gleichzeitig auch nur bedingt stabil sind. ¤Uber
die CFL-Stabilit¤atsbedingung (Courant, Friedrichs u. Lewy, 1928) kann das Zeitinkrement � t
beschr¤ankt werden, um numerische Instabilit¤at zu vermeiden. Die CFL-Bedingung besitzt ¤ubli-
cherweise die Form:

� t � c
hmin

vmax
; (2.55)

wobei hmin den kleinsten Abstand im Berechnungsgitter repr¤asentiert, w¤ahrend vmax die h¤ochste
Wellengeschwindigkeit im betrachten Gebiet darstellt, welche voraussichtlich eine Kompressi-
onswellengeschwindigkeit sein wird. Die Konstante c ist sowohl von der Methode, welche f¤ur
die r¤aumliche Diskretisierung verwendet wird, als auch von dem eingesetzten Zeitintegrations-
verfahren abh¤angig. Die CFL-Bedingung stellt dabei eine notwendige, aber keine hinreichende
Bedingung dar (Igel, 2016). Die vornehmliche Beschr¤ankung auf bedingt stabile Zeitintegrati-
onsverfahren ist einerseits auf deren gute Leistungsf¤ahigkeit zur¤uckzuf¤uhren und andererseits
resultieren die auftretenden numerischen Fehler h¤au�g aus Ungenauigkeiten, welche durch die
r¤aumliche Diskretisierung entstehen (Fichtner, 2011, Kapitel 2).

Die r¤aumliche Diskretisierung muss, wie zuvor schon beschrieben, so fein gew¤ahlt werden,
dass alle auftretenden Wellenl¤angen, welche von den Wellengeschwindigkeiten des betrachteten
Gebiets und den angeregten Frequenzen abh¤angen, ausreichend approximiert werden k¤onnen.
Eine feinere Diskretisierung reduziert den kleinsten Abstand des Berechnungsgitters hmin aus
Gleichung 2.55, was gleichzeitig zu einer Reduktion des zul¤assigen Zeitinkrements � t f¤uhrt.
Dies hat zur Folge, dass f¤ur ein betrachtetes Gebiet der Diskretisierungsgrad mit steigender
Anregungsfrequenz erh¤oht werden muss, was zu einem gr¤oßeren Differentialgleichungssystem
f¤uhrt, welches aufw¤andiger zu berechnen ist. Gleichzeitig m¤ussen durch das reduzierte Zei-
tinkrement � t mehr Zeitschritte berechnet werden, um das selbe Zeitintervall T abbilden zu
k¤onnen, wodurch der Berechnungsaufwand weiter steigt. Die Wahl eines soeben ausreichenden
Diskretisierungsgrads ist f¤ur eine k¤urzere Berechnungszeit empfehlenswert.

Um die Berechnung der seismischen Wellenausbreitung ef�zient zu gestalten, wird ¤ubli-
cherweise nicht die ganze Erde numerisch angen¤ahert, sondern nur der Teilabschnitt appro-
ximiert, welcher f¤ur eine Anwendung von Interesse ist. An den Grenzen dieses approximier-
ten Gebiets entstehen k¤unstliche R¤ander, die in der Realit¤at nicht vorhanden w¤aren. Wenn die
emittierten Wellen diese R¤ander erreichen, entstehen Re�exionen, welche zu unphysikalischen
Wellenformen im Berechnungsgebiet f¤uhren, die den numerischen Fehler deutlich ¤ubersteigen
(Fichtner, 2011, Kapitel 6). Bei der Modellierung der seismischen Wellenausbreitung im Zeit-
bereich k¤onnen das betrachtete Gebiet und das betrachtete Zeitintervall so gew¤ahlt werden,
dass die seismischen Wellen, die von den k¤unstlichen R¤andern re�ektiert werden, nicht inner-
halb dieses Zeitintervalls die verwendeten Empf¤anger erreichen. Jedoch muss auch dazu ein
¤uberdimensioniertes Modell verwendet werden, wodurch der Berechnungsaufwand steigt. Um
Re�exionen von Wellen an den k¤unstlichen R¤andern zu unterdr¤ucken, wurden verschiedene
Ans¤atze von absorbierenden Randbedingungen und absorbierenden Randschichten entwickelt,
sodass die Wellenausbreitung eines unendlichen Gebiets imitiert werden kann. Bei absorbieren-
den Randbedingungen werden die r¤aumlichen und zeitlichen Ableitungen an den k¤unstlichen
R¤andern vorgegeben. Dabei werden Wellen, welche orthogonal in den jeweiligen k¤unstlichen
Rand einfallen, sehr gut absorbiert, w¤ahrend Wellen, welche um einen geneigten Winkel eintref-
fen, nahezu komplett re�ektiert werden. Besonders problematisch sind ober�¤achennahe Rand-
wertprobleme, bei welchen die Rayleigh-Wellen mit dem unteren Rand interagieren. Zudem
kann bei absorbierenden Randbedingungen numerisch instabiles Verhalten auftreten, weshalb
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Vorsicht bei der Anwendung geboten ist. Zwar k¤onnen manche der genannten Probleme durch
die Verwendung von absorbierenden Randbedingungen, f¤ur welche Ableitungen h¤oherer Ord-
nung verwendet werden, ¤uberwunden werden, jedoch f¤uhrt dies zumeist zu nicht-lokalen Be-
rechnungsschemas, welche zudem einen sehr hohen Berechnungsaufwand erfordern (Fichtner,
2011, Abschnitt 6.1). Beim Einsatz von absorbierenden Randschichten werden d¤unne Bereiche
an den k¤unstlichen R¤andern hinzugef¤ugt. Innerhalb dieser Bereiche werden die Amplituden der
eindringenden Wellen schnell, aufgrund einer Modi�kation der elastischen Wellengleichung,
reduziert. Eine besonders ef�ziente Technik stellt die Methode der Perfectly-Matched-Layer
(PML) dar, bei welcher die eindringenden Wellen innerhalb von besonders d¤unnen Schichten
exponentiell ged¤ampft werden (Fichtner, 2011, Kapitel 6). Die PML-Methode wurde erstmals
von Berenger (1994) eingef¤uhrt und wurde von anderen Wissenschaftlern weiterentwickelt bzw.
modi�ziert. Festa u. a. (2005) formulierten beispielsweise eine gefaltete (engl. convolutional)
Variation der Methode der Perfectly-Matched-Layer, deren absorbierenden Schichten in die-
ser Arbeit als C-PMLs bezeichnet werden. Diese C-PMLs besitzen ein besseres absorbierendes
Verhalten f¤ur Rayleigh-Wellen, welche sich in ober�¤achennahen Bereichen nahezu parallel zur
unteren Grenzschicht des Berechnungsgebiets ausbreiten. W¤ahrend im Zeitbereich, aufgrund
des begrenzten Zeitintervalls, nur wenige Interaktionen der seismischen Wellen mit den k¤unst-
lichen R¤andern auftreten, sind f¤ur viele Anwendungen oder zumindest f¤ur anf¤angliche Unter-
suchungen Techniken, wie die absorbierenden Randbedingungen, welche zu einer merklichen
Reduktion der Amplituden f¤uhren, ausreichend. Da zudem der Einsatz von PMLs und C-PMLs
im Zeitbereich ¤ublicherweise rechenintensiver als die Verwendung von absorbierenden Rand-
bedingungen ist, �nden die absorbierenden Randbedingungen, trotz ihrer niedrigeren Ef�zienz,
weiterhin Anwendung.

Die in Unterabschnitt 2.1.5 beschriebene intrinsische D¤ampfung kann bei der Modellie-
rung seismischer Wellen im Zeitbereich durch die Einf¤uhrung von Ged¤achtnisvariablen rea-
lisiert werden. Dadurch m¤ussen neben der elastischen Wellengleichung auch eine modi�zier-
te Form der Spannungs-Dehnungs-Beziehung (vergleiche Gleichung 2.6) sowie die zugeh¤ori-
gen gew¤ohnlichen Differentialgleichungen der Ged¤achtnisvariablen gleichzeitig gel¤ost werden
(Fichtner, 2011, Kapitel 5), was den Berechnungsaufwand zus¤atzlich erh¤oht.

2.4.2. Numerische Modellierung von seismischen Wellen im Frequenzbereich

Wie in Gleichung 2.53 veranschaulicht wird, stellt die diskretisierte Form der elastischen Wel-
lengleichung im Frequenzbereich f¤ur jede Kreisfrequenz ! lediglich ein lineares Gleichungs-
system dar. Im Gegensatz zum Zeitbereich muss der Diskretisierungsgrad nur gen¤ugen, um
die k¤urzesten Wellenl¤angen ausreichend approximieren zu k¤onnen, welche f¤ur die betrachtete
Kreisfrequenz ! auftreten. Daher kann beim selben betrachteten Gebiet f¤ur niedrigere Frequen-
zen eine geringere Diskretisierung als f¤ur h¤ohere Frequenzen verwendet werden. Des Weiteren
wird im Gegensatz zum Zeitbereich der Berechnungsaufwand bei einer feineren Diskretisierung
nicht gleichzeitig durch weitere Faktoren, wie die Reduzierung des Zeitinkrements, erh¤oht. Die
Implementierung von intrinsischer D¤ampfung ist zudem durch die Verwendung des Kolsky-
Futterman-Modells aus Gleichung 2.41 vergleichsweise einfach. Das lineare Gleichungssystem
aus Gleichung 2.53 kann einerseits recht schnell mit iterativen Gleichungsl¤osern gel¤ost wer-
den. Andererseits bietet sich eine Zerlegung der Impedanzmatrix L(! ) in eine linke und eine
rechte Dreiecksmatrix mittels eines direkten Gleichungsl¤osers an. Durch diese Faktorisierung
k¤onnen im Folgenden durch simple Matrixmultiplikationen mit einem verschwindend geringen
zus¤atzlichen Berechnungsaufwand f¤ur die selbe Kreisfrequenz ! weitere Verschiebungskoef-
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�zienten �u(! ) f¤ur andere Belastungskoef�zienten �f (! ) berechnet werden. Somit bieten sich
direkte Gleichungsl¤oser insbesondere f¤ur Anwendung an, bei welchen viele Quellen verwendet
werden. Das L¤osen der Impedanzmatrix von großen dreidimensionalen Randwertproblemen
mit einer sehr hohen Anzahl an gesuchten Verschiebungskoef�zienten ist mit einem direkten
Gleichungsl¤oser kritisch, da die Algorithmen f¤ur die Faktorisierung mittels des Einsatzes von
Mehrkernprozessoren mit geteilten Speicherpl¤atzen nicht ef�zienter werden (Virieux u. Operto,
2009). F¤ur die numerische Modellierung von seismischen Wellen im Frequenzbereich wurde
im Rahmen dieser Arbeit ausschließlich der PARDISO-Solver verwendet (vergleiche Schenk u.
G¤artner, 2004). Die Berechnung von zeitabh¤angigen Seismogrammen mittels der Modellierung
von seismischen Wellen im Frequenzbereich durch den anschließenden Einsatz der inversen
Fourier-Transformation ist sehr rechenintensiv, da Gleichung 2.53 f¤ur ein breites Spektrum an
einzelnen Frequenzen gel¤ost werden muss, wobei der Berechnungsaufwand f¤ur h¤ohere Frequen-
zen aufgrund der h¤oheren Anforderungen an die Diskretisierung zus¤atzlich steigt. Das h¤au�ge
Invertieren der Impedanzmatrix L(! ) f¤ur verschiedene Kreisfrequenzen in Kombination mit der
diskreten inversen Fourier-Transformation ist im Normalfall deutlich aufw¤andiger als die nume-
rische Berechnung der Wellenausbreitung im Zeitbereich, bei welcher ein Großteil des Rechen-
aufwands, je nach Methode, lediglich aus einer Vielzahl von Matrix-Vektor-Multiplikationen
besteht.

Die Verschiebungskoef�zienten der zeitharmonischen Wellen �u(! ) f¤ur eine Kreisfrequenz !
entsprechen einer Modellierung von Wellenformen ¤uber eine unendlichen Zeit. Dadurch k¤onnen
einerseits im Frequenzbereich die Amplituden nicht einzelnen spezi�schen Wellentypen zuge-
ordnet werden und andererseits k¤onnen einzelne Zeitfenster von Messdaten, welche durch eine
diskrete Fourier-Transformation in den Frequenzbereich ¤uberf¤uhrt wurden, nicht mit den im
Frequenzbereich approximierten Verschiebungen verglichen werden. Letzteres ist vor allem bei
der Full-Waveform-Inversion von Nachteil, da die Seismogramme ein ausreichend langes Zeit-
intervall abdecken m¤ussen, um alle wesentlichen Wellen, die in der betrachteten Umgebung auf-
treten, enthalten zu k¤onnen. Gerade in der ober�¤achennahen Seismik w¤urden dadurch teilweise
Re�exionen von Strukturen, wie beispielsweise von Geb¤auden oder bestehenden Tunnelsyste-
men im urbanen Raum, mit aufgezeichnet werden, welche bei einer Inversion eines entspre-
chenden Gebietes zu Problemen f¤uhren k¤onnten, wenn diese nicht aus dem Datensatz entfernt
werden. Im Zeitbereich hingegen w¤urde die M¤oglichkeit bestehen einfach nur ein k¤urzeres Zei-
tintervall zu betrachten.

Der ef�ziente Einsatz von absorbierenden Randbedingungen oder Randschichten ist im Fre-
quenzbereich besonders entscheidend, um mit einem begrenzten Gebiet die Wellenausbreitung
f¤ur eine unbeschr¤ankte Umgebung zu imitieren. W¤ahrend im Zeitbereich, bei nicht optimal
funktionierenden absorbierenden R¤andern, nur wenige abgeschw¤achte Re�exionen der k¤unstli-
chen R¤ander f¤ur ein beschr¤anktes Zeitintervall auftreten, w¤urden bei der Modellierung von zeit-
harmonischen Wellen im Frequenzbereich unendlich viele Re�exionen der seismischen Wellen
zwischen den k¤unstlichen R¤andern mit modelliert. Lediglich bei der Modellierung von starker
intrinsischer D¤ampfung w¤urden sich die Wellen, welche an den k¤unstlichen R¤andern re�ek-
tiert wurden, nicht zur¤uck an die Messpunkte ausbreiten. Um entsprechend große Fehler bei
der Approximation von zeitharmonischen Wellen zu vermeiden, m¤ussen die absorbierenden
R¤ander m¤oglichst ef�zient gestaltet werden. F¤ur die Modellierung von seismischen Wellen im
Frequenzbereich werden in dieser Arbeit C-PMLs verwendet, welche in Abschnitt 3.1 genauer
beschrieben werden.
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2.4.3. Numerische Verfahren für die Modellierung von seismischen Wellen

Ein simples, aber dennoch sehr ef�zientes Verfahren zum L¤osen von partiellen Differential-
gleichungen stellt die Finite-Differenzen-Methode dar, welche das erste numerische Verfah-
ren war, das f¤ur die seismologische Forschung eine breite Anwendung fand (Igel, 2016, Ka-
pitel 4). Bei dieser Methode werden die ¤ortlichen partiellen Ableitungen aus Gleichung 2.10
¤uber Differenzenquotienten zwischen einzelnen Punkten angen¤ahert. F¤ur eine akkurate und ef-
�ziente Berechnung sollten die Diskretisierungspunkte, von welchen sehr viele ben¤otigt wer-
den, gleichm¤aßig verteilt sein, was insbesondere bei heterogenen Bodeneigenschaften zu Pro-
blemen f¤uhrt. Um den effektiven Gitterabstand zu reduzieren, ohne dabei die Anzahl an Ko-
ef�zienten f¤ur die Approximation zu erh¤ohen, wird h¤au�g ein ineinander versetztes Berech-
nungsraster (engl. Staggered Grid) verwendet. F¤ur dieses Berechnungsraster werden beispiels-
weise bei der Geschwindigkeits-Spannungs-Formulierung von Gleichung 2.52 die einzelnen
Geschwindigkeits- und Spannungskomponenten an unterschiedlichen versetzten Positionen dis-
kretisiert, wodurch ein Finite-Differenzen-Schema vierter Ordnung eingef¤uhrt werden kann, oh-
ne dass das zu l¤osende Gleichungssystem sich vergr¤oßert. Die Implementierung der Neumann-
Randbedingungen ist, vor allem durch das ineinander versetzte Berechnungsraster, umst¤andli-
cher als bei anderen Methoden, weshalb unterschiedliche Methoden f¤ur die Implementierung
von freien Ober�¤achen entwickelt wurden (vergleiche Fichtner, 2011, Unterabschnitt 3.2.3).
Die Finite-Differenzen-Methode wurde bereits sowohl f¤ur Anwendungen der Full-Waveform-
Inversion im Zeitbereich (z.B. Igel u. a., 1996) als auch im Frequenzbereich (z.B. Pratt, 1999;
Pratt u. Shipp, 1999) erfolgreich eingesetzt.

Eine weiteres Verfahren zum L¤osen von partiellen Differentialgleichungen stellt die Finite-
Elemente-Methode dar, welche zuerst in der Festk¤orpermechanik zum Einsatz kam (Igel, 2016,
Kapitel 6). Dazu wird die starke Form der elastischen Wellengleichung aus Gleichung 2.10 oder
Gleichung 2.40 in die zugeh¤orige schwache Form ¤uberf¤uhrt, welche eine integrale Formulierung
darstellt. Die ¤Uberf¤uhrung der elastischen Wellengleichung von der starken Form in die schwa-
che Form wird in Abschnitt 3.2 detaillierter erl¤autert. Das betrachtete Gebiet wird entsprechend
in sich nicht ¤uberlappende Teilgebiete unterteilt, welche die Finiten-Elemente darstellen. Die
Elemente k¤onnen sehr unterschiedliche Formen besitzen, wodurch eine Anpassung an kom-
plexe Geometrien des betrachteten Gebiets m¤oglich ist. Innerhalb dieser Elemente werden die
Verschiebungen durch Polynome approximiert, welche, je nach Anforderung, linear oder von
h¤oherer Ordnung sein k¤onnen. Die Kontinuit¤at der Verschiebungen zwischen den einzelnen
Elementen muss bei der Finite-Elemente-Methode explizit gew¤ahrleistet werden. Das entste-
hende System f¤ur die Berechnung der Koef�zienten der Polynome f¤uhrt zu Gleichung 2.52
oder Gleichung 2.53. Bei der Herleitung der schwachen Form aus der starken Form der elas-
tischen Wellengleichung wird auch ein Ober�¤achenintegral extrahiert, welches das Skalarpro-
dukt des Cauchy-Spannungstensors und des Normalenvektors der Ober�¤ache enth¤alt. Indem
dieses Integral einfach gleich Null gesetzt und somit vernachl¤assigt wird, wird die Neumann-
Randbedingung aus Gleichung 2.11 implizit schon erf¤ullt. Die urspr¤ungliche Form der Finite-
Elemente-Methode wird im Zeitbereich nur selten f¤ur die Modellierung von seismischen Wellen
eingesetzt, da die sich ergebende Massenmatrix M des gesamten Systems keine diagonale Form
besitzt, weshalb die Invertierung zu einem hohen Berechnungsaufwand f¤uhrt (Fichtner, 2011,
Abschnitt 2.6). Des Weiteren lassen sich die Berechnungsschritte der Finite-Elemente-Methode
schlechter parallelisieren als bei Methoden, welche zu einem komplett expliziten Schema f¤ur
die Zeitintegration f¤uhren. Da die diskretisierte Form der elastischen Wellengleichung im Fre-
quenzbereich aus Gleichung 2.53 ein lineares Gleichungssystem darstellt, welches immer gel¤ost
werden muss, stellt die Tatsache, dass die Massenmatrix M nicht diagonal ist, keinen Nach-
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teil dar, da die Stei�gkeitsmatrix K auch keine diagonale Form besitzt. Innerhalb dieser Ar-
beit wird die Finite-Elemente-Methode in Kombination mit hierarchischen Ansatzfunktionen
h¤oherer Ordnung (Szab·o u. a., 2004) verwendet, um Gleichung 2.53 zu l¤osen. Der Grad der
Diskretisierung kann dabei sehr einfach f¤ur h¤ohere Kreisfrequenzen durch das Hinzuf¤ugen von
weiteren Ansatzfunktionen erh¤oht werden. Der genannte Ansatz der Finite-Elemente-Methode
wird in Kapitel 3 detaillierter vorgestellt.

Die Spektrale-Elemente-Methode ist die Methode, welche zurzeit am h¤au�gsten f¤ur die nu-
merische Approximation von seismischen Wellen verwendet wird (Igel, 2016, Kapitel 7). Das
betrachtete Gebiet wird, wie bei der Finite-Elemente-Methode, in einzelne Elemente unterteilt,
wodurch erneut auch komplexere Geometrien abgebildet werden k¤onnen und gleichzeitig wer-
den die Neumann-Randbedingung aus Gleichung 2.11 wieder implizit erf¤ullt. Bei der in der
Seismik am weitesten verbreiteten Variante der Spektrale-Elemente-Methode werden f¤ur die
Approximation der Verschiebungen innerhalb der Elemente Lagrange-Polynome h¤oherer Ord-
nung in Kombination mit einem Integrationsschema verwendet, welches die Gauß-Lobatto-
Legendre-Punkte verwendet (Fichtner, 2011, Abschnitt 2.6). Durch diese Kombination wird
die Massenmatrix M , bei einer Verwendung von ausschließlich ebenen Viereckelementen und
r¤aumlichen Hexaederelementen, zu einer Diagonalmatrix, deren Invertierung trivial ist. Da-
durch k¤onnen mit einem expliziten Zeitintegrationsschema die Verschiebungskoef�zienten f¤ur
die folgenden Zeitschritte durch simple Matrix-Vektor-Operationen berechnet werden, ohne
dass große lineare Gleichungssysteme gel¤ost werden m¤ussten (Igel, 2016, Kapitel 7). Des Wei-
teren ist eine ef�ziente Parallelisierung des Berechnungsalgorithmus gut m¤oglich. Um die Me-
thode m¤oglichst ef�zient zu halten, m¤ussen die Elementtypen auf Viereck- und Hexaederele-
mente beschr¤ankt werden, wodurch die Erstellung eines Berechnungsnetzes essentiell ist, wel-
ches ein numerisch stabiles Verhalten in Kombination mit der Verwendung eines m¤oglichst
großen Zeitinkrementes sowie gleichzeitig eine Ber¤ucksichtigung von allen relevanten geome-
trischen Details erm¤oglicht. F¤ur die Spektrale-Elemente-Methode sind sehr leistungsstarke und
gleichzeitig frei zug¤anglichen Codes vorhanden, welche ¤uber die Internetseite der
Computational Infrastructure for Geodynamics(http://geodynamics.org) bezogen werden k¤on-
nen, welche durch die US National Science Foundation¤uber die Zusch¤usse EAR-0949446und
EAR-1550901�nanziell unterst¤utzt wird. Diese Codes werden in dieser Arbeit f¤ur die Model-
lierung von elastischen Wellen im Zeitbereich verwendet, wobei der SPECFEM2D Code f¤ur
zweidimensionale und der SPECFEM3D Cartesian Code f¤ur dreidimensionale Randwertpro-
bleme eingesetzt wird (Komatitsch u. Vilotte, 1998; Komatitsch u. Tromp, 2002a,b; Tromp
u. a., 2008; Xie u. a., 2014).

Da die Spektrale-Elemente-Methode nur f¤ur Viereck- und Hexaederelemente zu einem gut
parallelisierbaren Berechnungsschema f¤uhrt, ist eine Ber¤ucksichtigung von komplexen Geome-
trien kaum m¤oglich, ohne dass dabei der Zeitschritt unverh¤altnism¤aßig stark, aufgrund des Ein-
satzes von verh¤altnism¤aßig kleinen Elementen in entsprechenden Bereichen, reduziert werden
muss. Um dieses Problem zu adressieren wurde der Einsatz der diskontinuierlichen Galerkin-
Methode f¤ur die Seismologie untersucht, welche eine Finite-Elemente-Methode darstellt. Der
gr¤oßte Unterschied zur ¤ublichen Finite-Elemente-Methode besteht darin, dass bei der diskonti-
nuierlichen Galerkin-Methode die Elemente nicht ¤uber Kontinuit¤atsbedingungen, sondern
durch numerische Fl¤usse verbunden sind. Die Massen- und Stei�gkeitsmatrizen der Elemen-
te ¤ahneln denen der ¤ublichen Finite-Elemente-Methode, jedoch werden diese f¤ur gew¤ohnlich
nicht zu den zugeh¤origen Systemmatrizen assembliert, da die Elemente lokal betrachtet wer-
den und nur ¤uber die numerischen Fl¤usse mit den angrenzenden Elementen verbunden sind.
Dadurch ist der Einsatz von Dreieck- und Tetraederelementen, mit welchen komplexe Struk-

http://geodynamics.org
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turen besser diskretisiert werden k¤onnen, mit weniger Nachteilen verbunden. Dabei k¤onnen
die Ansatzgrade der Polynome, welche f¤ur die Elemente verwendet werden, erh¤oht werden,
ohne die lokale Natur des Berechnungsschemas zu beeintr¤achtigen, wodurch eine ef�ziente Im-
plementierung durch einen hohen Parallelisierungsgrad m¤oglich ist. Die Implementierung der
Parallelisierung ist jedoch aufgrund der hohen lokalen Flexibilit¤at der Methode sehr anspruchs-
voll. Jedoch ist im Vergleich zu anderen Methoden die Anzahl der Freiheitsgrade des Systems
h¤oher, da die Punkte an den Elementgrenzen doppelt berechnet werden m¤ussen, um die nu-
merischen Fl¤usse bestimmen zu k¤onnen. Dieser Effekte verst¤arkt sich insbesondere, wenn statt
ebenen Problemen r¤aumliche Probleme betrachtet werden (Igel, 2016, Kapitel 9). Ein knoten-
weiser Ansatz der diskontinuierlichen Galerkin-Methode (Lambrecht u. a., 2018) wurde bereits
von Lambrecht (2015), Lamert u. Friederich (2019) sowie von Lamert (2020) eingesetzt, um
den Einsatz der Full-Waveform-Inversion im Zeitbereich f¤ur die Vorauserkundung im maschi-
nellen Tunnelbau zu untersuchen. Dabei wurden synthetische Daten und Messdaten aus einem
kleinskaligen Laborexperiment mittels des adjungierten Gradienten invertiert.

Weitere Verfahren f¤ur die numerische Approximation der seismischen Wellenausbreitung,
wie die Finite-Volumen-Methode oder die Pseudospektrale-Methode werden hier nicht weiter
beleuchtet. Einen guten ¤Uberblick ¤uber die Methoden sowie eine entsprechende Einf¤uhrung in
die Implementierung der Methoden bietet das Lehrwerk von Igel (2016).
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3. Numerische Approximation von zeitharmonischen Wellen

Innerhalb dieser Arbeit wird, wie schon in Abschnitt 1.3 angegeben, ein Ansatz der Full-
Waveform-Inversion verwendet, welcher im Frequenzbereich operiert. Um diesen ef�zient ge-
stalten zu k¤onnen, werden auch die Verschiebungen im Frequenzbereich numerisch approxi-
miert. Die wesentlichen Aspekte f¤ur die Modellierung von elastischen Wellen im Frequenzbe-
reich wurden schon in Unterabschnitt 2.4.2 beleuchtet. F¤ur die Modellierung von zeitharmoni-
schen Wellen ist der erfolgreiche Einsatz von absorbierenden R¤andern essentiell, um die Wel-
lenausbreitung in einem unendlichen Gebiet anzun¤ahern, obwohl nur ein begrenztes Gebiet f¤ur
die Berechnung verwendet wird. F¤ur den verwendeten numerischen Einsatz werden mit der Me-
thode der gefalteten Perfectly-Matched-Layer (C-PML) absorbierende Randschichten verwen-
det, deren Funktionsweise und Implementierung in Abschnitt 3.1 erl¤autert werden. Wie schon in
Unterabschnitt 2.4.3 angegeben wurde, wird f¤ur die Approximation der elastischen Wellen die
Finite-Elemente-Methode verwendet. Entsprechend werden in Abschnitt 3.2 die ¤Uberf¤uhrung
der starken Form der elastischen Wellengleichung in die zugeh¤orige schwache bzw. integrale
Form sowie deren Diskretisierung erl¤autert. Wie schon in Unterabschnitt 2.4.3 angedeutet wur-
de, wird f¤ur die Finite-Elemente-Methode ein Ansatz h¤oherer Ordnung eingesetzt, bei welchem
hierarchische Ansatzfunktionen verwendet werden. Die zugeh¤origen eindimensionalen Ansatz-
funktionen werden in Abschnitt 3.3 eingef¤uhrt und zudem wird auch erl¤autert, wie diese f¤ur
den Einsatz von ebenen Viereck- und Dreieckelementen sowie von r¤aumlichen Hexaeder- und
Prismenelementen erweitert werden. Dabei wird auch darauf eingegangen, wie sichergestellt
werden kann, dass die Moden, die aus den Ansatzfunktionen entstehen, zueinander konform
ausgerichtet sind, um sicherzustellen, dass die Finiten-Elemente an ihren Grenzen sich zuein-
ander konform verhalten. Zuletzt wird in Abschnitt 3.4 vorgestellt, nach welcher Logik der
Ansatzgrad der hierarchischen Ansatzfunktionen, in Abh¤angigkeit von der betrachteten Kreis-
frequenz und den vorliegenden Wellengeschwindigkeiten, automatisch f¤ur die Berechnungen
der Wellenfelder angepasst wird.

3.1. Die Methode der gefalteten Perfectly-Matched-Layer

Wie schon in Abschnitt 2.4 beschrieben wurde, sind absorbierende Randschichten im Ver-
gleich zu absorbierenden Randbedingungen ef�zienter bei der Unterdr¤uckung von unrealis-
tischen Re�exionen von Wellen an den k¤unstlichen R¤andern des betrachteten Gebiets. Die
Perfectly-Matched-Layer Methode ist ein besonders ef�zientes Verfahren der absorbierenden
Randschichten, welche erstmals von Berenger (1994) vorgestellt wurde. Um innerhalb der
PMLs die einfallenden Wellen zu absorbieren, werden die reellwertigen Koordinaten x, y und
z innerhalb der Randschichten durch die komplexwertigen Koordinaten ~x, ~y und ~z ersetzt.
Die Absorption soll dabei durch eine Koordinatendehnung innerhalb der imagin¤aren Ebene
erm¤oglicht werden. Dieses Vorgehen wird im Folgenden exemplarisch f¤ur die Koordinate in
x-Richtung genauer betrachtet, wobei dieses Schema auf die anderen Raumrichtungen ¤ubertra-
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Abbildung 3.1.: Schematische Darstellung eines betrachteten Gebiets 
 , welches von PMLs

 PML mit unterschiedlichen Schichtdicken L x , L y und L z umschlossen wird.
Die lokalen Koordinaten x �

b, y�
b und z�

b der gegen¤uberliegenden R¤ander b sind
schematisch dargestellt.

gen werden kann:

~x = x0
b +

xZ

x0
b

" x (x �
b(x0))dx0 mit x �

b = x �
b(x) =

�
�x � x0

b

�
� f¤ur b= 1; 2: (3.1)

Dabei wird durch x �
b die lokale Position innerhalb einer PML-Schicht in Abh¤angigkeit von der

betrachteten Position x und in Abh¤angigkeit von der Position der inneren Grenzschicht x0
b be-

schrieben. ¤Uber die Variable b wird angegeben, ob es sich um die PML-Schicht in positiver
(b = 1 ) oder in negativer Koordinatenrichtung (b = 2 ) handelt. In Abbildung 3.1 wird exem-
plarisch ein zu betrachtendes Gebiet 
 dargestellt, welches von PML-Schichten 
 PML mit den
Abmaßen L x , L y und L z umgeben ist, wobei sich die Dicken der sich gegen¤uberliegenden PML-
Schichten unterscheiden k¤onnten. Die lokalen Koordinaten x �

b sind mit ihren Ausgangslagen x0
b

auch illustriert. Die Streckfunktion " x (x �
b), welche in Gleichung 3.1 integriert werden muss,

beschreibt, wie die Koordinate innerhalb der imagin¤aren Ebene gestreckt wird:

" x (x �
b) = 1 +


 x (x �
b)

i !
; (3.2)

wobei 
 x (x �
b) die D¤ampfungsfunktion darstellt, welche gleichf¤ormig von dem Wert 0 an der

inneren Grenzschicht bei x �
b = 0 auf einen de�nierten Wert an der ¤außeren Grenzschicht bei

x �
b = L x anw¤achst. Somit w¤urde sich f¤ur die Streckfunktion am inneren Rand der PML-Schicht

" x (x �
b = 0) = 1 ergeben. Durch diesen �ießenden ¤Ubergang soll sichergestellt werden, dass

m¤oglichst keine Wellen an den Grenzschichten zu den PML-Schichten re�ektiert werden. In
dieser Arbeit wurde f¤ur das D¤ampfungspro�l folgende Funktion verwendet:


 x (x �
b) = cPML

�
1 � cos

�
�
2

x �
b

L x

��
: (3.3)

Dabei stellt die Variable cPML, bis zu deren Wert die D¤ampfungsfunktion am Ende der PML-
Schicht anw¤achst, einen numerischen Parameter dar, welcher in Abh¤angigkeit von den Abma-
ßen und der Diskretisierung der PML-Schichten sowie in Abh¤angigkeit von den elastischen
Eigenschaften, die innerhalb der PML-Schicht verwendet werden, gew¤ahlt werden muss. Da-
bei ist eine m¤oglichst akkurate Bestimmung von cPML essentiell, um eine optimale D¤ampfung
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der Wellen, welche in die PML-Schichten eindringen, zu bewirken. Bei der Verwendung der in
Gleichung 3.2 angegebenen Streckfunktion wird in der Literatur h¤au�g von der Standardfor-
mulierung der Perfectly-Matched-Layer Methode gesprochen (Fichtner, 2011, Abschnitt 6.3).
Diese wurde vor allem f¤ur die Absorption von Raumwellen entwickelt, weswegen mit dieser gu-
te Ergebnisse beim numerischen L¤osen der akustischen Wellengleichung erzielt werden. Daher
wurde die Standardformulierung der Perfectly-Matched-Layer Methode auch von Riedel u. a.
(2021b) bei der Untersuchung des Einsatzes der Full-Waveform-Inversion zur Vorauserkundung
im maschinellen Tunnelbau verwendet, da f¤ur diese Studie als Vereinfachung die akustische
Wellengleichung verwendet wurde.

Bei der Verwendung der elastischen Wellengleichung werden f¤ur die Approximation der Wel-
lenausbreitung in ober�¤achennahen Gebieten jedoch h¤au�g �ache Berechnungsmodelle ver-
wendet, um die Berechnung ef�zient gestalten zu k¤onnen. Dadurch interagieren die entstehen-
den Rayleigh-Wellen an den freien Ober�¤achen (z.B. an der Erdober�¤ache) mit der unteren
PML-Schicht. Da sich die Wellen nahezu parallel zur absorbierenden Schicht bewegen, entsteht
eine Interaktion mit der Unterseite des Berechnungsmodells, welche zu f¤alschlichen Re�exio-
nen von Wellen f¤uhrt. Um diese Re�exionen zu vermeiden wurde eine Methode mit gefalteten
Perfectly-Matched-Layer von Festa u. a. (2005) eingef¤uhrt, welche im Vergleich zur Standard-
formulierung lediglich eine modi�zierte Streckfunktion verwendet. Der Streckfunktion wird
nur eine Grenzkreisfrequenz ! c im Nenner des zweiten Terms aus Gleichung 3.2 hinzugef¤ugt:

" x (x �
b) = 1 +


 x (x �
b)

! c + i !
: (3.4)

Durch diese Ab¤anderung verh¤alt sich Gleichung 3.4 wie ein Butterworth-Filter (Festa u. a.,
2005), welches die Polstelle der Streckfunktion bei 1=! in den imagin¤aren Bereich verschiebt.
Wenn das Verh¤altnis zwischen der Kreisfrequenz und der Grenzkreisfrequenz !=! c steigt, dann
n¤ahert sich die Streckfunktion aus Gleichung 3.4 der Formulierung aus Gleichung 3.2 an,
w¤ahrend sich bei einem sinkenden Verh¤altnis die PMLs zunehmend wie das ¤ubliche Berech-
nungsgebiet verhalten, wodurch die sonst auftretenden Fehler bei niedrigen Frequenzen vermie-
den werden k¤onnen (Fichtner, 2011, Abschnitt 6.3). Aufgrund der zu betrachtenden Tunnelgeo-
metrien treten selbst bei tie�iegenden Tunnelumgebungen Ober�¤achenwellen auf, weswegen
innerhalb dieser Arbeit nur C-PMLs verwendet werden. Dabei wurden mit ! c = 0:99! bei der
Modellierung von zeitharmonischen Wellen gute Ergebnisse erzielt.

In Bereichen, in denen sich die PML-Schichten von zwei oder drei Raumrichtungen ¤uber-
lappen, werden f¤ur alle betroffenen Richtungen komplexwertige Koordinaten verwendet. Durch
das Ersetzten der reellwertigen Koordinaten durch die komplexwertigen Koordinaten ver¤andern
sich in der Frequenzbereichsform der elastischen Wellengleichung aus Gleichung 2.40 die
r¤aumlichen Ableitungen. F¤ur eine PML-Schicht in x-Richtung kann die r¤aumliche Ableitung
der komplexwertigen Koordinate ~x ¤uber die Kettenregel bestimmt werden:

@
@~x

=
@x
@~x

@
@x

=
1
" x

@
@x

: (3.5)

Entsprechend m¤ussen der elastischen Wellengleichung, an den passenden Stellen, die Kehr-
werte der Streckfunktionen hinzugef¤ugt werden. Bei einer sp¤ateren Integration der elastischen
Wellengleichung innerhalb einer PML-Schicht ¤uber ein Volumen V , ¤uber eine Fl¤ache A oder
¤uber eine Strecke S mittels der reellwertigen Koordinaten x, y und z m¤ussen die zu integrieren-
den Terme auch mit der Determinante der Jacobi-Matrix det

� ~J
�

multipliziert werden, um die
zugeh¤orige Koordinatentransformation zu ber¤ucksichtigen. ¤Uber die Jacobi-Matrix ~J k¤onnen
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die Ableitungen der reellwertigen Koordinaten x ¤uber die Ableitungen der komplexwertigen
Koordinaten ~x ausgedr¤uckt werden, was im Folgenden f¤ur den dreidimensionalen Fall darge-
stellt wird:
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Die Jacobi-Matrix ~J beinhaltet somit alle ersten Ableitungen der komplexwertigen Koordinaten
~x nach den reellwertigen Koordinaten x . Da die einzelnen Komponenten der komplexwertigen
Koordinaten ~x jeweils nur von den entsprechenden Komponenten der reellwertigen Koordinate
x abh¤angig sind, stellt die Jacobi-Matrix ~J eine Diagonalmatrix dar, deren Determinante ent-
sprechend nur aus dem Produkt der diagonalen Elemente besteht:

~J =

0

@
" x 0 0
0 " y 0
0 0 " z

1

A mit det
� ~J

�
= " x " y" z: (3.7)

Auf die Jacobi-Transformation wird in Unterabschnitt 3.2.2 ausf¤uhrlicher eingegangen. Durch
eine Modi�kation der Eigenschaften der Medien innerhalb der PML-Schichten k¤onnen die
Streckfunktionen elegant hinzugef¤ugt und zusammengefasst werden. Die Dichte � auf der lin-
ken Seite von Gleichung 2.40 kann durch die komplexwertige Dichte ~� ersetzt werden (Pled u.
Desceliers, 2022):

~� = � det
� ~J

�
= �" x " y" z; (3.8)

w¤ahrend der Materialstei�gkeitstensor Cijkl durch den komplexenwertigen Materialstei�gkeits-
tensor ~Cijkl ersetzt werden kann:

~Cijkl =
det

� ~J
�

" i " k
Cijkl =

" x " y" z

" i " k
�

��
v2

p � 2v2
s
�

� ij � kl + v2
s (� il � jk + � ik � jl )

�
: (3.9)

Der komplexwertige Materialstei�gkeitstensor ~Cijkl besitzt zwar weiterhin seine großen Sym-
metrieeigenschaften ~Cijkl = ~Cklij , verliert jedoch gegen¤uber dem reellwertigen Materialstei�g-
keitstensor Cijkl seine kleineren Symmetrieeigenschaften mit ~Cijkl 6= ~Cjikl und ~Cijkl 6= ~Cijlk

(Pled u. Desceliers, 2022). Wenn eine Koordinate innerhalb eines betrachteten Bereichs einer
Randschicht, welche auch aus sich ¤uberschneidenden Randschichten bestehen kann, nicht kom-
plexwertig ist, dann ist der Wert der zugeh¤origen Steckfunktionen " x , " y oder " z gleich 1.

Einen sehr detaillierten ¤Uberblick ¤uber die Methode der Perfectly-Matched-Layer f¤ur die
Ausbreitung von elastischen Wellen in unbegrenzten Medien und ¤uber die neusten Entwicklun-
gen dieser Methoden geben Pled u. Desceliers (2022).

3.2. Finite-Elemente-Methode

Wie bereits in Unterabschnitt 2.4.3 angegeben wurde, muss f¤ur den Einsatz der Finite-Elemente-
Methode die starke Form der elastischen Wellengleichung in die schwache Form ¤uberf¤uhrt wer-
den. Dazu wird das Prinzip der virtuellen Arbeit verwendet, wozu Gleichung 2.40 mit der vek-
toriellen Testfunktion w(x) multipliziert und ¤uber das Volumen V des K¤orpers 
 integriert
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wird (Zienkiewicz u. a., 2013):
Z




�! 2� (x) u(x; ! ) �w(x) dV �
Z




(r � � (x; ! )) �w(x) dV =
Z




f (x; ! ) �w(x) dV 8 w(x):

(3.10)

Dabei stellt die Testfunktion w(x) eine beliebige und differenzierbare Funktion dar. ¤Uber die
partielle Integration kann der Term des zweiten Integrals aus Gleichung 3.10 umformuliert wer-
den:

(r � � (x; ! )) � w(x) = r � (� (x; ! ) � w(x)) � � (x; ! ) : (r 
 w(x)) : (3.11)

Das Volumenintegral des linken Summanden aus Gleichung 3.11 kann mittels des Integralsatzes
von Gauß zu einem Integral ¤uber die Ober�¤ache des K¤orpers @
 umgeformt werden:

Z




r � (� (x; ! ) � w(x)) dV =
Z

@


�
� (x; ! ) � n(x)
| {z }

= 0

�
� w(x) dA = 0: (3.12)

Das Skalarprodukt des Cauchy-Spannungstensors � (x; ! ) und des Normalenvektors n(x) ver-
schwindet an einer freien Ober�¤ache, wodurch sich auch das Ergebnis des Integrals zu 0 ergibt.
Somit wird die Neumann-Randbedingung aus Gleichung 2.11 direkt implizit erf¤ullt, was ein we-
sentlicher Vorteil im Vergleich zu anderen numerischen Methoden, wie der Finite-Differenzen-
Methode, ist. Unter Ber¤ucksichtigung von Gleichung 3.11 und Gleichung 3.12 ergibt sich aus
Gleichung 3.10 die integrale Form der elastischen Wellengleichung:
Z




�! 2� (x) u(x; ! )�w(x) dV +
Z




� (x; ! ) : (r 
 w(x)) dV =
Z




f (x; ! )�w(x) dV 8 w(x):

(3.13)

Durch die dargestellten Umformungen wird der Grad der partiellen Differentialgleichung von
Grad zwei auf Grad eins reduziert, wodurch nur die ersten r¤aumlichen Ableitungen ben¤otigt
werden. Des Weiteren m¤ussen bei dieser Form der elastischen Wellengleichung alle auftreten-
den Funktionen nur abschnittsweise de�niert sein, was das L¤osen der Integrale vereinfacht.

3.2.1. Finite-Elemente-Diskretisierung

Entsprechend wird der betrachtete K¤orper 
 in Ne sich nicht ¤uberlappende Elemente aufgeteilt
(Kuhl, 2005, Abschnitt 3.2):


 �
N e[

e=1


 e mit 
 i \ 
 j = ; 8 i 6= j: (3.14)

Dabei wird jedoch die Form des K¤orpers ¤ublicherweise so gut wie n¤otig angen¤ahert, wobei eine
h¤ohere Anzahl an Elementen Ne diese Approximation verbessert. Die Grundform eines Finite-
Elemente-Netzes wird ¤uber einzelne Knoten konstruiert, welche sich an den Schnittpunkten
der einzelnen Elementgrenzen be�nden. Je nach Ansatz der Finite-Elemente-Methode k¤onnen
auch noch weitere Knotenpunkte eingef¤uhrt werden, welche sich nicht an den Elementgrenzen
be�nden w¤urden. Innerhalb der Elemente werden gesuchte Feldgr¤oßen ¤uber die Kombination
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von Formfunktionen bzw. Ansatzfunktionen N (x) und den zugeh¤origen Koef�zienten �ue an-
gen¤ahert, wobei aus Gr¤unden der Leserlichkeit die Abh¤angigkeiten von der Kreisfrequenz ! im
Folgenden vernachl¤assigt werden:

ue(x) � N (x) �ue 8 x 2 
 e; (3.15)
we(x) � N (x) �we 8 x 2 
 e: (3.16)

Dabei k¤onnen die Ansatzfunktionen N (x) Polynome unterschiedlichsten Grades sein, welche
st¤uckweise innerhalb der einzelnen Elemente de�niert sind. Bei vielen Ans¤atzen der Finite-
Elemente-Methode stellen die Verschiebungskoef�zienten �ue eines Elements e die Knotenver-
schiebungen des Elements dar, ¤uber welche mit den Ansatzfunktionen die Verschiebungen ue

innerhalb des betrachteten Elements interpoliert werden. Bei dem verwendeten Ansatz m¤ussen
neben den Knotenverschiebungen auch noch zus¤atzliche Verschiebungskoef�zienten bestimmt
werden, welche ¤uber entsprechende Ansatzfunktionen verschiedene Kanten- und Fl¤achenmo-
den ann¤ahern.

Um die r¤aumliche ¤Anderung der Eigenschaften eines K¤orpers zu beschreiben, k¤onnen diese
auch ¤uber eine Kombination aus Koef�zienten und Ansatzfunktionen angen¤ahert werden:

vp(x) � vph
(m; x) =

NmX

m=1

mm N m
m (x); (3.17)

vs(x) � vsh(m; x) =
NmX

m=1

mNm+ m N m
m (x); (3.18)

� (x) � � h(m; x) =
NmX

m=1

m(2Nm+ m) N m
m (x); (3.19)

m = ( vp1
; vp2

; � � �; vpN m
; vs1 ; vs2 ; � � �; vsN m

; � 1; � 2; � � �; � Nm)T: (3.20)

Die Koef�zienten aller Eigenschaften des diskretisierten Gebiets werden in dem Vektor m zu-
sammengefasst, wobei f¤ur jede Eigenschaft Nm Koef�zienten verwendet werden. Dabei k¤onnen
die diskreten Formen der Kompressionswellengeschwindigkeit vph

, der Scherwellengeschwin-
digkeit vsh und der Dichte � h ¤uber Formfunktionen N m(x) beschrieben werden, welche aber
nicht den Ansatzfunktionen entsprechen m¤ussen, welche f¤ur die Approximation der Verschie-
bungen verwendet werden. Da der Materialstei�gkeitstensor C(x) ¤uber die Dichte und die Wel-
lengeschwindigkeiten bestimmt werden kann, wird dieser auch ¤uber die Koef�zienten der dis-
kretisierten Eigenschaften m approximiert:

C(x) � C(m; x): (3.21)

Innerhalb dieser Arbeit werden die Eigenschaften in den Knoten des Finite-Elemente-Netzes
diskretisiert, welche mittels der Ansatzfunktionen linear in die benachbarten Elemente interpo-
liert werden. Bei anderen Anwendungen werden h¤au�g die Eigenschaften eines K¤orpers auch
als Gr¤oßen approximiert, welche ¤uber die jeweiligen Elemente konstant sind, wodurch abrupte
¤Anderungen der Eigenschaften besser dargestellt werden k¤onnen.

Mithilfe des Differentialoperators D x aus Gleichung 2.9 kann die elementweise de�nierte
Differentialoperatormatrix B(x) in Voigt-Notation eingef¤uhrt werden, welche die r¤aumlichen
Ableitungen der Ansatzfunktionen enth¤alt:

" e
Voigt(x) � D x N (x) �ue = B(x) �ue 8 x 2 
 e; (3.22)

(r 
 w(x))e
Voigt � D x N (x) �we = B(x) �we 8 x 2 
 e: (3.23)
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Unter Zuhilfenahme des verallgemeinerten Hookeschen Gesetzes in Voigt-Notation aus Glei-
chung 2.8 kann dadurch die integrale Form der elastischen Wellengleichung aus Gleichung 3.13
f¤ur die einzelnen Elemente durch die folgenden Integrale angen¤ahert werden:

Z


 e

�! 2� h(m; x) (N (x) �ue)(N (x) �we) dV

+
Z


 e

(B (x) �we) CVoigt(m; x)(B (x) �ue) dV

=
Z


 e

f e (N (x) �we) dV 8 �we:

(3.24)

Da die Koef�zientenvektoren der Verschiebungen �ue und der Testfunktionen �we nicht von der
r¤aumlichen Position x abh¤angen, k¤onnen die Integrale aus Gleichung 3.24 vereinfacht werden:

�! 2

0

@
Z


 e

� h(m; x) N T(x) N (x) dV

1

A �ue +

0

@
Z


 e

B T(x) CVoigt(m; x)B (x) dV

1

A �ue

=
Z


 e

N T(x) f e dV 8 x 2 
 e:

(3.25)

Der in Klammern gesetzte Ausdruck des ersten Summanden aus Gleichung 3.25 kann zu der
Elementmassenmatrix M e und der in Klammern gesetzte Ausdruck des zweiten Summanden
kann zu der Elementstei�gkeitsmatrix K e des Elements e zusammengefasst werden:

M e =
Z


 e

� h(m; x) N T(x) N (x) dV; (3.26)

K e =
Z


 e

B T(x) CVoigt(m; x) B (x) dV: (3.27)

Diese Elementmatrizen nehmen innerhalb der Elemente e, welche sich in dem absorbieren-
den Bereich der PML-Schichten 
 PML be�nden, durch die Verwendung der komplexwertigen
Dichte ~� aus Gleichung 3.8 und des komplexwertigen Materialstei�gkeitstensors ~C (vergleiche
Gleichung 3.9) die folgende Form an:

M e =
Z


 e
PML

" x (x) " y(x) " z(x) � h(m; x) N T(x) N (x) dV; (3.28)

K e =
Z


 e
PML

" x (x) " y(x) " z(x)
" i (x) " k(x)

Cijkl (m; x)
@Nlp(x)

@xk

@Njo (x)
@xi

eo 
 ep dV: (3.29)

Durch die Verwendung der Einsteinschen Summenkonvention f¤ur die Berechnung der Stei�g-
keitsmatrix eines Elements innerhalb einer PML-Schicht kann der komplexwertige Material-
stei�gkeitstensor ~C implementiert werden, welcher, wie in Abschnitt 3.1 beschrieben, nicht
mehr ¤uber die kleineren Symmetrieeigenschaften des reellwertigen Materialstei�gkeitstensors
C verf¤ugt. In Gleichung 3.29 werden durch e die orthonormalen Basisvektoren des euklidischen
Vektorraums dargestellt. F¤ur die verwendeten Indizes gilt i; j; k; l = 1; 2 f¤ur zweidimensiona-
le Randwertprobleme und i; j; k; l = 1; 2; 3 f¤ur dreidimensionale Randwertprobleme. F¤ur die
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Streckfunktionen nehmen die Indizes die den Zahlen zugeh¤origen Koordinatenrichtungen (x, y,
z) an. Die Indizes ound p nehmen alle nat¤urlichen Zahlen von 1 bis zur Anzahl der lokalen Frei-
heitsgrade des Elements an. Die rechte Seite von Gleichung 3.25 kann zum Elementlastvektor
�f e zusammengefasst werden:

�f e =
Z


 e

N T(x) f e dV: (3.30)

Aufgrund der Integrationseigenschaften der Dirac-Delta-Funktion � (x�x s) aus Gleichung 2.13,
kann beispielsweise der Elementlastvektor �f e f¤ur eine Punktquelle (vergleiche Gleichung 2.12)
angegeben werden, ohne dass eine Integration durchgef¤uhrt werden muss (Fichtner, 2011, Un-
terabschnitt 4.2.4):

�f e = N T(x s) d; (3.31)

wobei d erneut als Einheitsvektor die Richtung der Belastung angibt. Somit �ndet durch die
Auswertung der Ansatzfunktionen N an der Position der Quelle x s eine Ann¤aherung der Im-
pulsquelle statt.

Die Elementmatrizen und die Elementlastvektoren k¤onnen im Anschluss zu der globalen
Massenmatrix M , der globalen Stei�gkeitsmatrix K und dem globalen Lastvektor �f assembliert
werden:

M =
N e[

e=1

M e; K =
N e[

e=1

K e; �f =
N e[

e=1

�f e; (3.32)

wodurch sich aus der integralen Form der elastischen Wellengleichung das lineare Gleichungs-
system ergibt, welches schon in Gleichung 2.53 eingef¤uhrt wurde:

�
�! 2 M + K

�
�u = L �u = �f : (3.33)

Bei der Assemblierung aus Gleichung 3.32 werden die Eintr¤age der lokalen Freiheitsgrade den
Eintr¤agen der globalen Freiheitsgrade zugeordnet, wobei die Eintr¤age unterschiedlicher Ele-
mente aufsummiert werden. Die Impedanzmatrix L stellt dabei eine d¤unn besetzte Matrix dar.

3.2.2. Konzept der isoparametrischen Elemente

Die Elemente im physikalischen Raum m¤ussen einerseits einer ausreichenden Ann¤aherung der
Geometrie des betrachteten K¤orpers gen¤ugen und andererseits gew¤ahrleisten, dass Gebiete fei-
ner aufgel¤ost werden, in welchen ein h¤oherer Verschiebungsgradient erwartet wird. F¤ur die
dabei entstehenden Elemente ist eine Bestimmung der Ansatzfunktionen N (x) in Abh¤angig-
keit der physikalischen Koordinaten x sehr umst¤andlich. Daher werden isoparametrische Refe-
renzelemente in einem nat¤urlichen Raum mit den nat¤urlichen Koordinaten � eingef¤uhrt. ¤Ubli-
cherweise besitzen die einzelnen Komponenten j der nat¤urlichen Koordinaten � entweder den
Wertebereich � j 2 [�1; 1] oder � j 2 [0; 1] . F¤ur diese lokalen Koordinaten k¤onnen die zugeh¤ori-
gen Ansatzfunktionen N (� ) und die Differentialoperatormatrizen B(� ) in einer standardisierten
Form de�niert werden. Jedoch m¤ussen f¤ur einige Berechnungen im nat¤urlichen Raum Gr¤oßen
aus dem physikalischen Raum ¤uberf¤uhrt werden, wie beispielsweise die Position der Quelle x s.
Des Weiteren kann die numerische Integration der Elementmatrizen im nat¤urlichen Raum bes-
ser durchgef¤uhrt werden. Die isoparametrischen Elemente, welche innerhalb dieser Arbeit zum
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Einsatz kommen, werden in Abschnitt 3.3 genauer vorgestellt. Im Folgenden werden die Um-
formungen thematisiert, welche f¤ur alle Elemente gleich sind, wobei diese f¤ur dreidimensionale
Elementtypen vorgestellt werden.

Die Ansatzfunktionen N , welche nur in dem jeweiligen Element de�niert sind, werden in
Abh¤angigkeit von den nat¤urlichen Koordinaten � de�niert:

N (� ) =
�
N 1(� ) N 2(� ) � � � N N (� )

�
mit N i (� ) =

0

@
N i (� ) 0 0

0 N i (� ) 0
0 0 N i (� )

1

A ; (3.34)

wobei N hier die Anzahl aller Moden des Elements, wie beispielsweise Knoten-, Kanten-,
Fl¤achen- oder Raummoden, darstellt, welche ¤uber die Ansatzfunktionen approximiert werden.
Die Strukturierung der Submatrizen N i erm¤oglicht einerseits die Berechnung vieler Gr¤oßen
¤uber einfache Matrizenoperationen und andererseits werden direkt die Freiheitsgrade in alle
Raumrichtungen ber¤ucksichtigt. Mithilfe der Ansatzfunktionen k¤onnen auch ¤uber die lokalen
Koordinaten � eines Elements die zugeh¤origen physikalischen Koordinaten x berechnet wer-
den:

x(� ) = N (� ) xe mit xe = ( xe1; ye1; ze1; � � �; xeN ; yeN ; zeN )T; (3.35)

wobei xe die physikalischen Koordinaten der Knoten von Element e sowie die Koef�zienten
f¤ur die Ansatzfunktionen anderer Moden, welche nicht mit einem Knoten assoziiert sind, dar-
stellt. Die Koef�zienten der Ansatzfunktionen, welche nicht zu einem Knoten geh¤oren, sind
innerhalb dieser Arbeit gleich 0. Somit werden nur lineare Abbildungsfunktionen verwendet,
was bei der Beschreibung der verwendeten hierarchischen Ansatzfunktionen in Abschnitt 3.3
ersichtlich wird. Die Verschiebungen k¤onnen auch ¤uber die lokalen Ansatzfunktionen approxi-
miert werden:

u(� ) = N (� ) �ue mit �ue = ( ue1
x ; ue1

y ; ue1
z ; � � �; ueN

x ; ueN
y ; ueN

z )T: (3.36)

Das Differenzieren nach den nat¤urlichen Koordinaten � muss bei Betrachtungen innerhalb des
physikalischen Koordinatensystems x durch den Einsatz der Kettenregel erfolgen. Die entste-
henden Ableitungen k¤onnen dabei in der Jacobi-Matrix J(� ) zusammengetragen werden:

@
@�

= J(� )
@

@x
,

0

B
B
B
B
B
B
B
@

@
@�1
@

@�2
@

@�3

1

C
C
C
C
C
C
C
A

=

0

B
B
B
B
B
B
B
@

@x
@�1

@y
@�1

@z
@�1

@x
@�2

@y
@�2

@z
@�2

@x
@�3

@y
@�3

@z
@�3

1

C
C
C
C
C
C
C
A

0

B
B
B
B
B
B
@

@
@x
@
@y

@
@z

1

C
C
C
C
C
C
A

: (3.37)

Mithilfe von Gleichung 3.35 k¤onnen die Eintr¤age von der Jacobi-Matrix berechnet werden:

@x(� )
@�j

=
@N (� )

@�j
xe; (3.38)

wobei Gleichung 3.38 verdeutlicht, wie die einzelnen Zeilen der Jacobi-Matrix berechnet wer-
den. Somit sind f¤ur de�nierte Ansatzfunktionen N (� ) alle n¤otigen Gr¤oßen gegeben, um die
Jacobi-Determinante bestimmen zu k¤onnen. Um den Differentialoperator D x aus Gleichung 2.9
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in Abh¤angigkeit von den nat¤urlichen Koordinaten � darstellten zu k¤onnen, werden jedoch die in-
versen Ableitungen ben¤otigt. Die zugeh¤origen Kettenregeln werden mittels der inversen Jacobi-
Matrix zusammengefasst:

@
@x

= J � 1(� )
@
@�

,

0

B
B
B
B
B
B
@

@
@x
@
@y

@
@z

1

C
C
C
C
C
C
A

=

0

B
B
B
B
B
B
@

@�1
@x

@�2
@x

@�3
@x

@�1
@y

@�2
@y

@�3
@y

@�1
@z

@�2
@z

@�3
@z

1

C
C
C
C
C
C
A

0

B
B
B
B
B
B
B
@

@
@�1
@

@�2
@

@�3

1

C
C
C
C
C
C
C
A

: (3.39)

Beim Invertieren der Jacobi-Matrix J(� ) aus Gleichung 3.37 muss sichergestellt werden, dass
f¤ur die Determinante der Jabobi-Matrix det

�
J(� )

�
> 0 gilt. In Kombination mit den Eintr¤agen

der inversen Jacobi-Matrix kann mit D � das Pendant zu dem Differentialoperator D x de�niert
werden. Die in Gleichung 3.22 und Gleichung 3.23 eingef¤uhrte Differtialoperatormatrix B(x)
kann durch den Einsatz des Differentialoperators D � f¤ur die Anwendung im nat¤urlichen Koor-
dinatensystem � angepasst werden:

B(� ) =
�
B 1(� ) B 2(� ) � � � B N (� )

�
mit B i (� ) = D � N i (� ): (3.40)

Des Weiteren m¤ussen die Integralgrenzen des betrachteten Elements 
 in den nat¤urlichen Raum
¤uberf¤uhrt werden. Dazu muss das in�nitesimale Volumen dV in den nat¤urlichen Raum ¤ubertra-
gen werden:

dV = d x dy dz = det
�
J(� )

�
d� 1 d� 2 d� 3: (3.41)

Dar¤uber hinaus m¤ussen die zugeh¤origen Grenzen der Integrale an die der nat¤urlichen Koordina-
ten angepasst werden, welche verallgemeinert durch die jeweilige untere � u

j und obere Grenze
� o

j dargestellt werden k¤onnen. F¤ur die Massen- und Stei�gkeitsmatrix des Elements e aus Glei-
chung 3.26 und Gleichung 3.27 ergibt sich somit:

M e =

� o
3Z

� u
3

� o
2Z

� u
2

� o
1Z

� u
1

� h(m; x(� )) N T(� ) N (� ) det
�
J(� )

�
d� 1 d� 2 d� 3; (3.42)

K e =

� o
3Z

� u
3

� o
2Z

� u
2

� o
1Z

� u
1

B T(� ) CVoigt(m; x(� )) B (� ) det
�
J(� )

�
d� 1 d� 2 d� 3: (3.43)

Zuletzt m¤ussen diese Integrale gel¤ost werden. Dabei kann eine analytische Integration sehr
aufw¤andig sein und f¤ur einige Elemente ist eine analytische L¤osung der Integrale nicht m¤oglich.
Daher wird eine numerische Integration eingesetzt. Bei der Gauß-Quadratur werden alle orts-
abh¤angigen Gr¤oßen an mehreren Gauß-Punkten � GP

g , welche die Integrationspunkte darstellen,
ausgewertet, mit einem Gewichtungsfaktor wGP

g multipliziert und f¤ur alle Gauß-Punkte aufsum-
miert:

M e =
NGPX

g=1

wGP
g � h(m; x(� GP

g )) N T(� GP
g ) N (� GP

g ) det
�
J(� GP

g )
�
; (3.44)

K e =
NGPX

g=1

wGP
g B T(� GP

g ) CVoigt(m; x(� GP
g )) B (� GP

g ) det
�
J(� GP

g )
�
: (3.45)
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F¤ur unterschiedliche Elementtypen variiert die Anzahl NGP und die Position der Gauß-Punkte
sowie die zugeh¤origen Gewichtungsfaktoren. Um eine ausreichend genaue Integration durch-
f¤uhren zu k¤onnen, muss bei der Verwendung von Polynomen h¤oherer Ordnung f¤ur die Ansatz-
funktionen auch eine h¤ohere Anzahl an Gauß-Punkten verwendet werden.

3.3. Hierarchische Ansatzfunktionen h öherer Ordnung

Der Polynomgrad der Ansatzfunktionen N (� ) bestimmt grundlegend, wie akkurat Verschiebun-
gen approximiert werden k¤onnen. Zuerst werden die Ansatzfunktionen eines eindimensionalen
Elements in Unterabschnitt 3.3.1 betrachtet, da die Ansatzfunktionen von ebenen und r¤aumli-
chen Elementen h¤au�g nur eine Kombination dieser Ansatzfunktionen darstellen. Dabei wird
auf die Unterschiede zwischen den hierarchischen und den Lagrange-Ansatzfunktionen einge-
gangen. In Unterabschnitt 3.3.2 wird erl¤autert, wie die Ansatzfunktionen der ebenen Element-
typen konstruiert werden, w¤ahrend die Konstruktion der Ansatzfunktionen der r¤aumlichen Ele-
menttypen in Unterabschnitt 3.3.3 beschrieben wird. Des Weiteren wird in Unterabschnitt 3.3.4
darauf eingegangen, wie sichergestellt werden kann, dass die Ansatzfunktionen von benach-
barten Elementen am ¤Ubergang von dem einen zu dem anderen Element zueinander konform
sind.

3.3.1. Eindimensionale Ansatzfunktionen

Das zu betrachtende eindimensionale Element besitzt im nat¤urlichen Koordinatensystem � 1 den
Wertebereich � 1 2 [�1; 1]. F¤ur den Einsatz von ausschließlich linearen Ansatzfunktionen wer-
den an den Enden des Elements Knoten verwendet, an welchen das Element mit anderen Ele-
menten in Verbindung stehen kann. Die linearen Ansatzfunktionen f¤ur das vorgestellte isopara-
metrische Element sind:

N1(� 1) =
1
2

(1 � � 1) ; N2(� 1) =
1
2

(1 + � 1) : (3.46)

Die Ansatzfunktionen aus Gleichung 3.46 nehmen an dem Knoten, zu welchem sie jeweils as-
soziiert sind, den Wert 1 an, w¤ahrend die jeweils andere Ansatzfunktion an dem Knoten, zu
welchem sie nicht geh¤ort, den Wert 0 annimmt. Durch die linearen Ansatzfunktionen wird eine
lineare ¤Anderung der Verschiebungen innerhalb eines Elements angen¤ahert, wodurch die Kno-
tenverschiebungen ¤uber Gleichung 3.36 in das Element hinein interpoliert werden. Der Ansatz-
grad p der linearen Ansatzfunktionen betr¤agt p = 1. Da das kurvige Verhalten von Wellenfeldern
nur rudiment¤ar durch abschnittsweise lineare Funktionen approximiert werden kann, sollten
mit p = 2 wenigstens auch quadratische Ansatzfunktionen eingesetzt werden. F¤ur viele Anwen-
dungen der Finite-Elemente-Methode ist bei der Verwendung von h¤oheren Ansatzgraden mit
p � 2 der Einsatz von Lagrange-Ansatzfunktionen g¤angig, f¤ur welche f¤ur jede Erh¤ohung des
Ansatzgrads ein Knoten hinzugef¤ugt wird, welcher sich innerhalb des eindimensionalen Ele-
ments be�ndet. Bei ebenen und r¤aumlichen Elementen w¤are die Anzahl an zus¤atzlichen inneren
Knoten entsprechend h¤oher. Um alle Bereiche im Element m¤oglichst gleichm¤aßig ann¤ahern zu
k¤onnen, sollten die Abst¤ande zwischen den einzelnen Knoten m¤oglichst gleichm¤aßig sein. Da-
durch ver¤andern sich die Positionen der inneren Knoten bei jeder Erh¤ohung des Ansatzgrads.
Die zugeh¤origen Ansatzfunktionen k¤onnen ¤uber die Positionen der Knoten berechnet werden,
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Abbildung 3.2.: Verlauf der Lagrange-Ansatzfunktionen N Lag
i (� 1) der Ansatzgrade p = 1 bis

p = 4 f¤ur ein eindimensionales Element mit dem Wertebereich � 1 2 [�1; 1].

wobei � j
1 die Position des j -ten Knotens angibt (Szab·o u. Babu�ska, 2011, Abschnitt 2.5):

N Lag
i (� 1) =

p+1Y

j =1 ;j 6= i

� 1 � � j
1

� i
1 � � j

1

mit N Lag
i (� j

1) = � ij und
p+1X

i =1

N Lag
i (� 1) = 1

f¤ur i; j = 1; 2; � � �; p + 1:

(3.47)

Alle entstehenden Ansatzfunktion sind Polynome vom Grad p und besitzen weiterhin die Inter-
polationseigenschaften, dass die Ansatzfunktionen am assoziierten Knoten den Wert 1 besitzen
und an allen anderen Knotenpositionen den Wert 0 annehmen. Die Lagrange-Ansatzfunktionen
f¤ur die Ansatzgrade p = 1 bis p = 4 werden in Abbildung 3.2 illustriert. Bei der Berechnung von
zeitharmonischen Wellen nehmen die Wellenl¤angen mit zunehmender Frequenz ab, was sich
¤uber Gleichung 2.2 erschließt. Bei einer schrittweisen Erh¤ohung der Frequenz bei der Approxi-
mation der zeitharmonischen Wellen muss dadurch auch die Diskretisierung erh¤oht werden, um
diese k¤urzeren Wellenl¤angen ausreichend approximieren zu k¤onnen. Der Einsatz der Lagrange-
Ansatzfunktionen h¤atte den Nachteil, dass bei einer Erh¤ohung des Ansatzgrads p einerseits,
durch die Erh¤ohung der Anzahl der inneren Knoten, ein neues Finite-Elemente-Netz generiert
werden muss und andererseits, dass die Ansatzfunktionen erneut berechnet werden m¤ussten so-
wie die Zuordnung der globalen Freiheitsgrade wiederholt werden m¤usste. Beim Einsatz von
hierarchischen Ansatzfunktionen werden die linearen Ansatzfunktionen aus Gleichung 3.46 bei
einer Erh¤ohung des Ansatzgrads p sukzessiv um jeweils ein Polynom vom Grad p erg¤anzt. Da-
bei ist die entstehende Mode nicht zu einer Knotenverschiebung assoziiert, sondern wird ¤uber
einen Koef�zienten skaliert, welcher durch das L¤osen des sp¤ateren linearen Gleichungssystems
bestimmt werden muss. Die hierarchischen Ansatzfunktionen h¤oherer Ordnung verschwinden
an der unteren und oberen Grenze des betrachteten Intervalls, wodurch die Kompatibilit¤at der
Verschiebungen an den Knoten einfacher gew¤ahrleistet werden kann. Das zugrundeliegende
Finite-Elemente-Netz muss entsprechend nicht mit steigendem Ansatzgrad p angepasst wer-
den, sondern nur neue Ansatzfunktionen und Freiheitsgrade m¤ussen erg¤anzt werden. Dadurch
bietet sich der Einsatz dieser Ansatzfunktionen f¤ur die Berechnung von zeitharmonischen Wel-
lenfeldern f¤ur sukzessiv steigende Frequenzen an und entsprechend werden die hierarchischen
Ansatzfunktionen in der vorliegenden Arbeit verwendet. Die eindimensionalen hierarchischen
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Abbildung 3.3.: Verlauf der linearen Ansatzfunktionen N1(� 1) und N2(� 1) sowie der hierarchi-
schen Ansatzfunktionen bis zu einem Ansatzgrad von p = 5 f¤ur ein eindimen-
sionales Element mit dem Wertebereich � 1 2 [�1; 1].

Ansatzfunktionen h¤oherer Ordnung lassen sich ¤uber die Legendre-Polynome `n (� 1) berechnen
(Szab·o u. Babu�ska, 2011, Abschnitt 2.5):

N i (� 1) =

r
2i � 3

2

� 1Z

� 1

` i � 2(� 0) d� 0

=
1

p
4i � 6

(` i � 1(� 1) � ` i � 3(� 1))

f¤ur i = 3; 4; � � �; p + 1: (3.48)

Die linearen Ansatzfunktionen N1(� 1) und N2(� 1) aus Gleichung 3.46 werden zusammen mit
den hierarchischen Ansatzfunktionen aus Gleichung 3.48, bis zu einem Ansatzgrad von p = 5,
in Abbildung 3.3 illustriert. W¤ahrend die ersten beiden Legendre-Polynome `0(� 1) und `1(� 1)
vergleichsweise simpel sind, lassen sich die h¤oheren Legendre-Polynome `n (� 1) ¤uber eine Re-
kursionsformel bestimmen (Szab·o u. Babu�ska, 2011, Anhang A.6):

`0(� 1) = 1 ; (3.49)
`1(� 1) = � 1; (3.50)

`n (� 1) =
2n � 1

n
� 1 `n� 1(� 1) �

n � 1
n

`n� 2(� 1): (3.51)

Die Legendre-Polynome `n (� 1) besitzen die folgende Orthogonalit¤atseigenschaft:
1Z

� 1

` i (� 1) ` j (� 1) d� 1 =
2

2i + 1
� ij ; (3.52)

wodurch f¤ur die Ansatzfunktionen N i (� 1) die folgende Eigenschaft gilt:
1Z

� 1

dN i

d� 1

dN j

d� 1
d� 1 = � ij f¤ur

(
i � 3 und j � 1

i � 1 und j � 3
: (3.53)

Die Orthogonalit¤atseigenschaft aus Gleichung 3.53 f¤uhrt dazu, dass die Eintr¤age der einzelnen
Polynomgrade innerhalb der Stei�gkeitsmatrix K Submatrizen bilden, wenn alle Freiheitsgrade
der Moden eines Polynomgrads global durchnummeriert werden, bevor mit der Nummerierung
des jeweils n¤achsten Polynomgrads begonnen wird (Szab·o u. a., 2004).
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3.3.2. Ansatzfunktionen ebener Elemente

F¤ur ebene Randwertprobleme werden ¤ublicherweise Viereck- oder Dreieckelemente verwen-
det. Die in dieser Arbeit verwendeten Referenzelemente im nat¤urlichen Raum werden in Ab-
bildung 3.4 dargestellt. Die Knoten sowie die Kanten der Referenzelemente sind logisch durch-
nummeriert, wobei die Orientierung der Kanten, welche jeweils durch zwei Knoten aufgespannt
werden, durch einen Pfeil angegeben wird. Die Freiheitsgrade, welche den Moden an den Ele-
mentgrenzen zugeordnet werden, teilen sich die benachbarten Elemente. Um sicherzustellen,
dass die Moden der aneinander angrenzenden Elemente zueinander kompatibel sind, k¤onnen
beispielsweise bei den Moden an den Elementkanten die Orientierungen der Kanten mit den
Orientierungen der Kanten des Referenzelements verglichen und angepasst werden, worauf in
Unterabschnitt 3.3.4 genauer eingegangen wird.

Meistens stellen die Formfunktionen ebener Elemente eine Kombination von zwei eindi-
mensionalen Ansatzfunktionen beider Raumrichtungen dar, wobei diese Kombination durch
Multiplikation dieser Ansatzfunktionen erreicht wird. W¤ahrend der Ansatzgrad der Formfunk-
tionen im eindimensionalen Fall eindeutig angegeben werden kann, k¤onnen im ebenen und
r¤aumlichen Fall unterschiedliche Kombinationen der eindimensionalen Ansatzfunktionen ver-
wendet werden. Ein g¤angiger Kombinationsraum ist der Trunk-Raum, welcher h¤au�g auch als
Serendipity-Raum bezeichnet wird. Bei diesem Raum werden nicht alle Ansatzfunktionen ei-
nes Ansatzgrades p kombiniert, sondern nur diese, f¤ur welche die Summe der Ansatzgrade
der zu kombinierenden Funktionen kleiner oder gleich p w¤aren, wobei f¤ur die Kantenmoden
auch Kombinationen ber¤ucksichtigt werden, f¤ur welche die Summe der Ansatzgrade beider
Funktionen kleiner oder gleich p + 1 ist. Somit w¤urden Fl¤achenmoden einerseits fr¤uhstens ab
einem Ansatzgrad von p = 4 ber¤ucksichtigt und andererseits w¤are der Ansatzgrad der einzel-
nen kombinierten Formfunktionen niedriger als der gew¤ahlte globale Ansatzgrad. Des Weite-
ren ist auch die Verwendung des Tensor-Produkt-Raums sehr g¤angig, bei welchem alle ein-
dimensionalen Ansatzfunktionen bis zu dem de�nierten Ansatzgrad p miteinander kombiniert
werden. Somit w¤urden Fl¤achenmoden deutlich fr¤uher ber¤ucksichtigt. Bei der Verwendung des
Tensor-Produkt-Raums entstehen mehr Freiheitsgrade, wodurch zwar die Approximation der
zu bestimmenden Feldgr¤oßen pr¤aziser wird, jedoch erh¤oht sich auch der entstehende Berech-
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Abbildung 3.4.: Isoparametrisches Referenzelement eines Viereckelements (links) und eines
Dreieckelements (rechts).
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nungsaufwand (Szab·o u. Babu�ska, 2011, Abschnitt 5.2). F¤ur die Berechnungen in dieser Arbeit
wurde ausschließlich der Tensor-Produkt-Raum verwendet.

Im Folgenden wird die Konstruktion der Ansatzfunktionen von Viereck- und Dreieckelemen-
ten einzeln betrachtet.

Ansatzfunktionen des ebenen Viereckelements

Die Ansatzfunktionen des ebenen Viereckelements aus Abbildung 3.4 (links) werden innerhalb
des Raums 
 V

ref = [ �1; 1]�[�1; 1]de�niert. F¤ur die Generierung der Ansatzfunktionen des ebe-
nen Viereckelements werden die eindimensionalen Ansatzfunktionen aus Gleichung 3.46 und
Gleichung 3.48 miteinander kombiniert, wobei zwischen den sich ergebenden Knotenmoden
N V;n

i;j (� 1; � 2), Kantenmoden N V;e
i;j (� 1; � 2) und Fl¤achenmoden N V;f

i;j (� 1; � 2) unterschieden werden
kann:

N V;n
i;j (� 1; � 2) = N i (� 1) N j (� 2) f¤ur i; j = 1; 2; (3.54)

N V;e
i;j (� 1; � 2) = N i (� 1) N j (� 2) f¤ur

(
i = 1; 2 und j = 3; � � �; p

j = 1; 2 und i = 3; � � �; p
; (3.55)

N V;f
i;j (� 1; � 2) = N i (� 1) N j (� 2) f¤ur i; j = 3; � � �; p: (3.56)

Die Knoten- und Kantenmoden werden mithilfe von ein oder zwei linearen Ansatzfunktionen
erzeugt. Da die eindimensionalen hierarchischen Ansatzfunktionen h¤oherer Ordnung an den
Grenzen ihres Wertebereichs gleich Null werden, stellen die Fl¤achenmoden innere Moden dar.
Die unterschiedlichen Moden f¤ur die Ansatzgrade von p = 1 bis p = 4 werden in Abbildung 3.5
veranschaulicht, wobei auch die Nummerierung der Ansatzfunktionen f¤ur die Zuordnung zu
den lokalen Freiheitsgraden schematisch angegeben wird. Da alle Ansatzfunktionen bis zu dem
ausgew¤ahlten Ansatzgrad verwendet werden, bel¤auft sich die Anzahl der lokalen Freiheitsgrade
eines Elements, bei der Verwendung des Tensor-Produkt-Raums, auf (p + 1) 2.
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Abbildung 3.5.: Knoten-, Kanten- und Fl¤achenmoden eines ebenen Viereckelements, welche
durch die Verwendung von hierarchischen Ansatzfunktionen in Kombination
mit dem Tensor-Produkt-Raum ab dem jeweiligen Ansatzgrad p f¤ur die Appro-
ximation der Feldgr¤oßen hinzugef¤ugt werden.
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Bei der numerischen Integration der Elementmatrizen, welche in Gleichung 3.44 und Glei-
chung 3.45 gegeben sind, werden die Gauß-Punkte von Viereckelementen ¤uber die Kombination
der Gauß-Punkte von zwei eindimensionalen Elementen generiert, welche jeweils entlang der
beiden nat¤urlichen Raumrichtungen � 1 und � 2 ausgerichtet sind, wobei hier exemplarisch eine
Funktion f (� 1; � 2) betrachtet wird:

1Z

� 1

1Z

� 1

f (� 1; � 2) d� 1d� 2 =
NGPX

i =1

NGPX

j =1

wi wj f (� i
1; � j

2): (3.57)

Dabei werden die zugeh¤origen Gewichtungsfaktoren wi und wj miteinander multipliziert und
die Werte der Funktion f (� 1; � 2) an den Positionen der Gauß-Punkte xi i

1 und � j
2 ausgewertet

sowie ¤uber die Anzahl der Gauß-Punkte NGP von beiden Richtungen aufsummiert (Szab·o u.
Babu�ska, 2011, Anhang B.1). Die eindimensionalen Gauß-Legendre-Integrationspunkte, wel-
che f¤ur unterschiedliche Ansatzgrade empfohlen sowie in dieser Arbeit verwendet werden, sind
in Tabelle A.1 in Anhang A bis zu einem Ansatzgrad von p = 6 aufgelistet. Dabei wurde auch
ber¤ucksichtigt, dass f¤ur die Integration der Massenmatrizen M e eine h¤ohere Anzahl an Gauß-
Punkten ben¤otigt wird, als bei der Integration der Stei�gkeitsmatrizen K e, welche nur die ersten
Ableitungen der Ansatzfunktionen enthalten.

Ansatzfunktionen des ebenen Dreieckelements

Dreieckelemente besitzen den Vorteil, dass mit ihnen auch die Geometrie von komplexeren
Strukturen ef�zient in ein Finite-Elemente-Netz ¤uberf¤uhrt werden kann. Jedoch ist die Qualit¤at
der Approximationen niedriger als die Qualit¤at bei der Verwendung von Viereckelementen. Ins-
besondere bei der Verwendung von linearen Ansatzfunktionen ist die Qualit¤at vergleichsweise
niedrig, weshalb generell wenigstens der Einsatz eines Ansatzgrads von p � 2 zu empfeh-
len ist. Ein m¤ogliches Referenzdreieckelement, welches in dieser Arbeit verwendet wird, ist
in Abbildung 3.4 (rechts) dargestellt. Die beiden nat¤urlichen Koordinaten � 1 und � 2 besitzen
einen Wertebereich von � 1; � 2 2 [0; 1]. Beide Koordinaten sind durch eine Nebenbedingung
voneinander abh¤angig, sodass f¤ur diese Dreieckelemente die Ansatzfunktionen f¤ur den Raum

 D

ref = f(� 1; � 2)j0 � � 1 � 1; 0 � � 2 � 1; � 1 + � 2 � 1g de�niert werden. Die linearen Ansatz-
funktionen eines Dreieckelements, welche die Knotenmoden darstellen, sind:

N D;n
1 (� 1; � 2) = 1 � � 1 � � 2; N D;n

2 (� 1) = � 1; N D;n
3 (� 2) = � 2: (3.58)

F¤ur den Einsatz hierarchischer Ansatzfunktionen h¤oherer Ordnung kann das Dreieckelement
auch als ein kollabiertes Viereckelement betrachtet werden. Wie Zaglmayr (2006, Abschnitt 5.2)
anschaulich er¤ortert, erm¤oglicht diese Betrachtung, in Kombination mit der Verwendung von
skalierten Legendre-Polynomen, dass die eindimensionalen hierarchischen Ansatzfunktionen
aus Gleichung 3.48 auch f¤ur die Konstruktion der hierarchischen Ansatzfunktionen h¤oherer
Ordnung f¤ur den Wertebereich des vorgestellten Dreieckelements verwendet werden k¤onnen.
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Abbildung 3.6.: Knoten-, Kanten- und Fl¤achenmoden eines ebenen Dreieckelements, welche
durch die Verwendung von hierarchischen Ansatzfunktionen in Kombination
mit dem Tensor-Produkt-Raum ab dem jeweiligen Ansatzgrad p f¤ur die Appro-
ximation der Feldgr¤oßen hinzugef¤ugt werden.

F¤ur die Kantenmoden ergeben sich die folgenden Ansatzfunktionen:

N D;e
i;j = N i +1

�
N D;n

r (� 1; � 2) � N D;n
q (� 1; � 2)

N D;n
q (� 1; � 2) + N D;n

r (� 1; � 2)

�
�
N D;n

q (� 1; � 2) + N D;n
r (� 1; � 2)

� i

mit i = 2; � � �; p

und fj; q; r g =

8
><

>:

f1; 1; 2g f¤ur Kantenmoden von Kante e1

f2; 2; 3g f¤ur Kantenmoden von Kante e2

f3; 1; 3g f¤ur Kantenmoden von Kante e3

:

(3.59)

Dabei stellt qden Index des ersten Knotens und r den Index des zweiten Knotens des betrachte-
ten Linienelements ej dar. Der Index i gibt hingegen den Ansatzgrad p der entstehenden Mode
an. Die Ansatzfunktionen der Fl¤achenmoden k¤onnen durch die folgende Gleichung beschrieben
werden:

N D;f
i;j = N i +1

 
N D;n

2 (� 1) � N D;n
1 (� 1; � 2)

N D;n
1 (� 1; � 2) + N D;n

2 (� 1)

!
�

N D;n
1 (� 1; � 2) + N D;n

2 (� 1)
� i

� N D;n
3 (� 2) ` j

�
2N D;n

3 (� 2) � 1
�

mit i = 2; � � �; p � 1 und j = 0; � � �; p � 3 und i + j � p � 1;

(3.60)

wobei die Legendre-Funktionen erneut durch ` j dargestellt werden. Die Ansatzgrade der ein-
zelnen Bestandteile von Gleichung 3.60 werden durch die Indizes i und j bestimmt, wobei im
Gegensatz zum Viereckelement erst ab dem Ansatzgrad p = 3 Fl¤achenmoden hinzugef¤ugt wer-
den. Die unterschiedlichen Moden, welche f¤ur die jeweiligen Ansatzgrade hinzugef¤ugt werden,
sind f¤ur Dreieckelemente in Abbildung 3.6 bis zum Ansatzgrad p = 5 illustriert. Bei einer Be-
trachtung von zwei miteinander verbundenen Dreieckelementen wird ersichtlich, dass die sel-
ben Moden entstehen w¤urden, welche sich f¤ur ein Viereckelement ergeben w¤urden. So w¤urden
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beispielsweise die Kantenmoden an dem ¤Ubergang der beiden Dreieckelemente zusammen die
Fl¤achenmoden generieren, welche bei den Dreieckelementen scheinbar fehlen, wie beispiels-
weise f¤ur p = 2. Die Anzahl der lokalen Freiheitsgrade l¤asst sich mit 1

2(p + 1)( p + 2) f¤ur den
jeweiligen Ansatzgrad berechnen. F¤ur die numerische Gauß-Legendre-Integration wurden die
Gauß-Punkte f¤ur Dreieckelemente von Cowper (1973) verwendet, welche symmetrisch inner-
halb des Elements angeordnet sind. ¤Uber kleinere Tests wurde festgestellt, dass f¤ur die meisten
Ansatzgrade p Gauß-Punkte eingesetzt werden sollten, welche laut Cowper (1973) h¤oheren
Ansatzgraden zuzuordnen sind. In Tabelle A.2 in Anhang A sind die Gauß-Punkte und Ge-
wichtungsfaktoren zusammengefasst, welche innerhalb dieser Arbeit f¤ur die Ansatzgrade p = 1
bis p = 5 f¤ur die numerische Integration von Dreieckelementen verwendet werden. Da sich die
Integrationsgrenzen der Dreieckelemente von denen der Viereckelemente unterscheiden, ergibt
sich f¤ur die Integration einer Funktion f (� 1; � 2) die folgende Gleichung:

1Z

0

1� � 2Z

0

f (� 1; � 2) d� 1d� 2 =
1
2

N D
GPX

i =1

wD
i f (� D;i

1 ; � D;i
2 ): (3.61)

Dabei wird bei den Gauß-Punkten und den Gewichtungsfaktoren f¤ur Dreieckelemente zus¤atz-
lich der hochgestellte Index D verwendet, um eine Unterscheidung zu den Gauß-Punkten und
Gewichtungsfaktoren des eindimensionalen Elements zu erm¤oglichen.

3.3.3. Ansatzfunktionen r äumlicher Elemente

F¤ur die Approximation von r¤aumlichen Strukturen werden r¤aumliche Elementtypen verwen-
det. Dabei sind die vier g¤angigsten Typen das achteckige Hexaederelement, das sechsecki-
ge Prismenelement, das f¤unfeckige Pyramidenelement sowie das viereckige Tetraederelement.
Hexaeder- und Tetraederelemente werden am h¤au�gsten verwendet, da Hexaederelemente, wie
die ebenen Viereckelemente, qualitativ hochwertigere Approximationen als die anderen Ele-
menttypen erm¤oglichen, w¤ahrend mit Tetraederelementen hingegen bei der Diskretisierung be-
liebige K¤orperformen sehr gut angen¤ahert werden k¤onnen. Die Qualit¤at der Approximationen
ist bei der Verwendung von Prismen- und Pyramidenelementen h¤oher als beim Einsatz von
Tetraederelementen, jedoch bleibt die Qualit¤at gleichzeitig niedriger als bei der Verwendung
von Hexaederelementen. Dennoch bieten diese Elementformen mehr M¤oglichkeiten ein gut
konditioniertes Finite-Elemente-Netz zu erzeugen. Innerhalb dieser Arbeit wurden vorwiegend
Hexaederelemente verwendet, wobei der zus¤atzliche Einsatz von Prismenelementen die Dis-
kretisierung des zylindrischen Tunnels maßgeblich vereinfacht hat. Durch die Reduzierung der
Kantenl¤angen, in den Bereichen wo Prismenelemente verwendet wurden, konnte die etwas nied-
rigere Qualit¤at der Approximationen kompensiert werden. Entsprechend wird im Folgenden auf
die hierarchischen Ansatzfunktionen der Hexaeder- und Prismenelemente eingegangen. Wie
schon bei den ebenen Elementen in Unterabschnitt 3.3.2 wird auch f¤ur r¤aumlichen Elemente
der Tensor-Produkt-Raum verwendet.

Ansatzfunktionen des r äumlichen Hexaederelements

Innerhalb des Raums 
 H
ref = [ �1; 1]3 werden die Ansatzfunktionen des r¤aumlichen Hexaede-

relements de�niert. In Abbildung 3.7 wird das zugeh¤orige isoparametrische Referenzelement
dargestellt, welches innerhalb dieser Arbeit f¤ur die Hexaederelemente verwendet wird. Dabei
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Abbildung 3.7.: Isoparametrisches Referenzelement eines Hexaederelements.

werden die Orientierungen der Kanten ¤uber die zugeh¤origen Pfeile angegeben, w¤ahrend die
Orientierung der Fl¤achen ¤uber die Reihenfolge der zugeordneten Knoten de�niert wird. F¤ur
die Ansatzfunktionen des Hexaederelements werden die eindimensionalen Ansatzfunktionen
aus Gleichung 3.46 und Gleichung 3.48 in Abh¤angigkeit von jeweils einer nat¤urlichen Raum-
richtung � i miteinander multipliziert, wodurch jedes Hexaederelement bei der Verwendung des
Tensor-Produkt-Raums (p + 1) 3 lokale Freiheitsgrade besitzt. Die sich ergebenden Knotenmo-
den N H;n

i;j;k (� 1; � 2; � 3), Kantenmoden N H;e
i;j;k (� 1; � 2; � 3), Fl¤achenmoden N H;f

i;j;k (� 1; � 2; � 3) und inne-
ren Moden N H;int

i;j;k (� 1; � 2; � 3) des Ansatzgrads p k¤onnen durch die folgenden Gleichungen de�-
niert werden (Szab·o u. a., 2004):

N H;n
i;j;k (� 1; � 2; � 3) = N i (� 1) N j (� 2) Nk(� 3) f¤ur i; j; k = 1; 2; (3.62)

N H;e
i;j;k (� 1; � 2; � 3) = N i (� 1) N j (� 2) Nk(� 3) f¤ur

8
><

>:

i; j = 1; 2 und k = 3; � � �; p + 1

i; k = 1; 2 und j = 3; � � �; p + 1

j; k = 1; 2 und i = 3; � � �; p + 1

;

(3.63)

N H;f
i;j;k (� 1; � 2; � 3) = N i (� 1) N j (� 2) Nk(� 3) f¤ur

8
><

>:

i = 1; 2 und j; k = 3; � � �; p + 1

j = 1; 2 und i; k = 3; � � �; p + 1

k = 1; 2 und i; j = 3; � � �; p + 1

;

(3.64)

N H;int
i;j;k (� 1; � 2; � 3) = N i (� 1) N j (� 2) Nk(� 3) f¤ur i; j; k = 3; � � �; p + 1: (3.65)

F¤ur die numerische Integration einer Funktion f (� 1; � 2; � 3) werden, wie schon f¤ur die Integration
des Viereckelements aus Gleichung 3.57, die Gauß-Legendre-Punkte und Gewichtungsfakto-
ren eines eindimensionales Elements aus Tabelle A.1 f¤ur die drei Raumrichtungen miteinander
kombiniert:

1Z

� 1

1Z

� 1

1Z

� 1

f (� 1; � 2; � 3) d� 1d� 2d� 3 =
NGPX

i =1

NGPX

j =1

NGPX

k=1

wi wj wk f (� i
1; � j

2; � k
3 ): (3.66)
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Ansatzfunktionen des r äumlichen Prismenelements

Die Ansatzfunktionen des Prismenelements k¤onnen durch die Kombination der Ansatzfunktio-
nen eines ebenen Dreieckelements mit den Ansatzfunktionen eines eindimensionalen Elements
generiert werden (Zaglmayr, 2006, Unterabschnitt 5.2.5). Somit werden die Ansatzfunktionen
des Prismenelements im Raum 
 P

ref = 
 D
ref � [�1; 1] de�niert. Die Anzahl der lokalen Frei-

heitsgrade w¤urde sich, bei der Verwendung des Tensor-Produkt-Raums, auf 1
2(p + 1) 2(p + 2)

belaufen. Das Referenzelement, welches f¤ur die Prismenelemente verwendet wird, wird in Ab-
bildung 3.8 illustriert. Zwei der Ober�¤achen des Prismenelements sind Dreieck�¤achen, w¤ahrend
drei weitere Ober�¤achen Viereck�¤achen sind. Die Orientierung der Fl¤achen wird ¤uber die Zu-
ordnung der Knoten festgelegt. Die Ansatzfunktionen der Knotenmoden des Prismenelements
N P;n

i;k (� 1; � 2; � 3) ergeben sich aus der Kombination der linearen Ansatzfunktionen des Dreieck-
elements N D;n

i (� 1; � 2) aus Gleichung 3.58 mit den linearen Ansatzfunktionen des eindimensio-
nalen Elements Nk(� 3) aus Gleichung 3.46:

N P;n
i;k (� 1; � 2; � 3) = N D;n

i (� 1; � 2) Nk(� 3) f¤ur i = 1; 2; 3 und k = 1; 2: (3.67)

Die Ansatzfunktionen der Kantenmoden N P;e
i;j;k (� 1; � 2; � 3) verschiedener Ansatzgerade setzen

sich einerseits aus den Ansatzfunktionen h¤oherer Ordnung f¤ur die Kantenmoden des Dreieck-
elements N D;e

i;j (� 1; � 2) aus Gleichung 3.59 und den linearen Ansatzfunktionen des eindimensio-
nalen Elements Nk(� 3) aus Gleichung 3.46 zusammen:

N P;e
i;j;k (� 1; � 2; � 3) = N D;e

i;j (� 1; � 2) Nk(� 3) f¤ur i = 2; � � �; p und j = 1; 2; 3

und k = 1; 2:
(3.68)

Die Ansatzfunktionen N P;e
i;k (� 1; � 2; � 3), f¤ur die Kantenmoden deren Kanten in Richtung der � 3-

Koordinate verlaufen, werden andererseits durch die Kombination der linearen Ansatzfunktio-
nen des Dreieckelements N D;n

i (� 1; � 2) aus Gleichung 3.58 und der hierarchischen Ansatzfunk-
tionen h¤oherer Ordnung des eindimensionalen Elements Nk(� 3) aus Gleichung 3.48 konstruiert:

N P;e
i;k (� 1; � 2; � 3) = N D;n

i (� 1; � 2) Nk(� 3) f¤ur i = 1; 2; 3 und k = 3; � � �; p + 1: (3.69)

Bei den Ansatzfunktionen f¤ur die Fl¤achenmoden muss auch zwischen den dreieckigen und den
viereckigen Ober�¤achen unterschieden werden. Die Ansatzfunktionen der Moden der dreiecki-
gen Ober�¤achen N P;f

i;j;k (� 1; � 2; � 3) entstehen durch die Kombination der Ansatzfunktionen der
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Abbildung 3.8.: Isoparametrisches Referenzelement eines Prismenelements.
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Fl¤achenmoden des Dreieckelements N D;f
i;j (� 1; � 2) aus Gleichung 3.60 und der linearen Ansatz-

funktionen des eindimensionalen Elements Nk(� 3) aus Gleichung 3.46:

N P;f
i;j;k (� 1; � 2; � 3) = N D;f

i;j (� 1; � 2) Nk(� 3) f¤ur i = 2; � � �; p � 1

und j = 0; � � �; p � 3 und i + j � p � 1 und k = 1; 2:
(3.70)

Die Ansatzfunktionen f¤ur die Fl¤achenmoden der viereckigen Ober�¤achen N P;f
i;j;k (� 1; � 2; � 3) las-

sen sich aus den Ansatzfunktionen der Kantenmoden des Dreieckelements N D;e
i;j (� 1; � 2) aus

Gleichung 3.59 und den hierarchischen Ansatzfunktionen h¤oherer Ordnung des eindimensio-
nalen Elements Nk(� 3) aus Gleichung 3.48 konstruieren:

N P;f
i;j;k (� 1; � 2; � 3) = N D;e

i;j (� 1; � 2) Nk(� 3) f¤ur i = 2; � � �; p

und j = 1; 2; 3 und k = 3; � � �; p + 1:
(3.71)

Die Ansatzfunktionen der inneren Moden der Prismenelemente N P;int
i;j;k (� 1; � 2; � 3) ergeben sich

aus der Kombination der Ansatzfunktionen der Fl¤achenmoden des Dreieckelements N D;f
i;j (� 1; � 2)

aus Gleichung 3.60 und der hierarchischen Ansatzfunktionen h¤oherer Ordnung des eindimen-
sionalen Elements Nk(� 3) aus Gleichung 3.48:

N P;int
i;j;k (� 1; � 2; � 3) = N D;f

i;j (� 1; � 2) Nk(� 3) f¤ur i = 2; � � �; p � 1

und j = 0; � � �; p � 3 und i + j � p � 1 und k = 3; � � �; p + 1:
(3.72)

F¤ur die Gauß-Legendre-Integration werden die Gauß-Punkte und Gewichtungsfaktoren des
Dreieckelements f¤ur den jeweiligen Ansatzgrad aus Tabelle A.2 mit den Gauß-Punkten und
Gewichtungsfaktoren des eindimensionalen Elements aus Tabelle A.1 kombiniert:

1Z

� 1

1Z

0

1� � 2Z

0

f (� 1; � 2; � 3) d� 1d� 2d� 3 =
1
2

N D
GPX

i =1

NGPX

j =1

wD
i wj f (� D;i

1 ; � D;i
2 ; � j

3) (3.73)

Aufgrund der sich unterscheidenden Integrationsgrenzen der ersten beiden nat¤urlichen Raum-
richtungen � 1 und � 2 muss, wie schon in Gleichung 3.61, zus¤atzlich der Faktor 1

2 ber¤ucksichtigt
werden.

3.3.4. Konformit ät an den Grenzen hierarchischer Elemente h öherer Ordnung

Bei der Verwendung von Lagrange-Ansatzfunktionen (vergleiche Gleichung 3.47) ist die Kon-
tinuit¤at an den Elementgrenzen stets gew¤ahrleistet, da die zu berechnenden Freiheitsgrade aus-
schließlich globalen Punkten zugeordnet sind. Bei der Verwendung der hierarchischen Ansatz-
funktionen h¤oherer Ordnung wird die Kontinuit¤at an den Elementgrenzen nicht implizit gew¤ahr-
leistet. Wenn beispielsweise zwei Viereckelemente an einer Kante verbunden sind und diese
Kante beim ersten Element der Kante e1 des Referenzelements aus Abbildung 3.4 entspricht,
w¤ahrend die selbe Kante beim zweiten Elemente der Kante e2 des Referenzelements entspricht,
dann wird bei der lokalen Betrachtung der Elemente eine entgegengesetzte Orientierung der
Kante angenommen. Da bei der Berechnung der Verschiebungen mittels Gleichung 3.35 die
lokalen Ansatzfunktionen beider Elemente mit dem selben Koef�zienten multipliziert werden,
verhalten sich die Kantenmoden f¤ur ungerade Ansatzgrade nicht konform, was in Abbildung 3.9
anschaulich f¤ur den Ansatzgrad p = 3 illustriert wird. Dieses Konformit¤atsproblem kann f¤ur alle
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Abbildung 3.9.: Veranschaulichung von nicht konformen (links) und konformen Kantenmoden
(rechts) hierarchischer Ansatzfunktionen an den Grenzen von zwei Viereckele-
menten, wobei der Ansatzgrad der dargestellten Kantenmodep = 3 betr̈agt.

Kanten und Fl̈achen von allen Elementtypen auftreten. Durch eine Anpassung des Vorzeichens
der betroffenen Ansatzfunktionen, kann dieses Problem für die Kantenmoden behoben werden.
Bei Flächenmoden kann dieses Problem teilweise durch die Kombination eines Vorzeichen-
wechsels mit einer Veränderung der Zuordnung der Freitheitsgrade eines Elements behoben
werden. Dabei k̈onnen generell zwei unterschiedliche Strategien unterschieden werden. Einer-
seits kann die lokale Orientierung einer Kante während der Assemblierung der Systemmatrix
(hier der ImpedanzmatrixL) durch einen Vorzeichenwechsel der betroffenen Einträge ber̈uck-
sichtigt werden. Andererseits können die Orientierungen der Kanten auf der globalen Ebene
vorab de�niert werden, sodass diese bei der Berechnung der Elementmatrizen lokal verwendet
werden k̈onnen (Zaglmayr, 2006, Abschnitt 5.2).

Bei der verwendeten Programmierung werden alle Bestandteile des Finite-Elemente-Netzes
als eigene Objekte initialisiert, wobei die Objekte von Kanten-, Flächen- und Volumenelemen-
ten durch die Zuordnung von Knotenobjekten generiert werden, denen gleichzeitig auch die je-
weiligen untergeordneten Objekte zugeordnet sind. Bei dieser Zuordnung werden zwar globale
Orientierungen von Kanten, Flächen und Volumenelementen festgelegt, jedoch werden diese
nicht mit Hinblick auf die Konformiẗat an den Elementgrenzen optimiert, wie von Zaglmayr
(2006, Abschnitt 5.2) gehandhabt. Um die Orientierung der einzelnen Objekte festzustellen,
werden die globalen Objekte mit den Referenzelementen aus Abbildung 3.4, Abbildung 3.7
und Abbildung 3.8 verglichen, wobei sich die Nummerierung nur aus der Reihenfolge der Kno-
ten bei der Initialisierung der Elemente ergibt. Nicht konforme Orientierungen der Kanten-,
Flächen- und Volumenelemente werden bei der Assemblierung der Systemmatrix angepasst.

Konformit ät von Kantenmoden

Da die eindimensionalen Ansatzfunktionen von geraden Ansatzgradenp achsensymmetrisch
sind (vergleiche Abbildung 3.3), wird bei den Kantenmoden, welche mit diesen Ansatzfunktio-
nen konstruiert werden, keine Korrektur bei der Assemblierung benötigt. Für ungerade Ansatz-
grade sind die eindimensionalen Ansatzfunktionen hingegen punktsymmetrisch, wodurch bei
der Assemblierung für die Freiheitsgrade der zugehörigen Kantenmoden ein Vorzeichenwech-
sel durchgef̈uhrt werden muss, wenn die lokale Orientierung der Kante im Element nicht mit
der globalen Orientierung̈ubereinstimmt.
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Konformit ät von Fl ächenmoden von Viereckelementen

Die Sicherstellung der Kontinuität zwischen zwei Flächenelementen ist hingegen komplizierter.
Bei Viereckelementen gibt es acht unterschiedliche Ausrichtungen, die ein lokales Flächenele-
ment zu dem globalen Flächenelement haben kann. Einerseits kann der Normalenvektor der
Fläche in zwei unterschiedliche Richtungen zeigen, wobei die Normale durch die Umlaufrich-
tung der Knoten de�niert wird. Andererseits können f̈ur beide Orientierungen des Normalen-
vektors die Fl̈achen um 0� , 90� , 180� und 270� rotiert sein. Des Weiteren können beide eindi-
mensionalen Ansatzfunktionen, welche für die Konstruktion der Ansatzfunktion der Flächen-
mode verwendet werden, achsen- oder punktsymmetrisch sein. Das richtige Vertauschen der
lokalen Freiheitsgrade im Vorfeld zur Assemblierung in Kombination mit einer gegebenenfalls
nötigen Korrektur des Vorzeichens ermöglicht eine Wahrung der Kontinuität an zwei aneinan-
dergrenzenden Viereckelementen. Bei richtiger Anwendung kann dieses Konzept für alle vier-
eckigen Fl̈achen zwischen zwei Hexaederelementen, zwei Prismenelementen oder zwischen
einem Hexaeder- und einem Prismenelement eingesetzt werden.

Konformit ät von Fl ächenmoden von Dreieckelementen

Bei den Grund- und Deckel�̈achen von Prismenelementen sowie bei den Flächen von Tetra-
ederelementen sind die Flächen, welche an das nächste Element grenzen, Dreieckelemente. Für
die Fl̈achenmoden dieser Dreieckelemente ist die Herstellung von Konformität nicht durch ein-
fache Anpassungen bei der Assemblierung möglich, da die Fl̈achenmoden eines Ansatzgrades
bei einer Rotation des Elements nicht den jeweils anderen Moden entsprechen, was in Abbil-
dung 3.6 ersichtlich ist. F̈ur Prismenelemente wurde dieses Problem in dieser Arbeit umgangen,
indem bei der Erstellung von dem Finite-Elemente-Netz ein zweidimensionales Netz in die drit-
te Raumrichtung so ausgeweitet wurde, dass die dreieckigen Grund- und Deckel�ächen eine
zueinander konforme lokale Orientierung aufweisen. Für Tetraederelemente, welche im Rah-
men dieser Arbeit nicht verwendet werden, wurden beispielsweise durch Ainsworth u. Coyle
(2003) komplexe Strategien ersonnen, um Konformität an den Grenz�̈achen zu geẅahrleis-
ten, bei denen beispielsweise mit zwei unterschiedlichen Referenzelementen gearbeitet wird.
Generell scheint bei der Verwendung von Prismen- und Tetraederelementen der Einsatz einer
globalen De�nition der Orientierungen von Kanten und Flächen, wie durch Zaglmayr (2006,
Abschnitt 5.2) vorgestellt wurde, empfehlenswert, durch welche die lokalen Referenzelemente
direkt richtig nach den globalen Orientierungen ausgerichtet werden können.

3.4. Automatische Anpassung des hierarchischen Ansatzgrades

Für steigende Frequenzenf bzw. Kreisfrequenzen! verkleinern sich die Wellenlängen� . Um
das Wellenfeld weiterhin mit einer ausreichenden Genauigkeit zu bestimmen, muss der Ansatz-
gradp der hierarchischen Ansatzfunktionen erhöht werden. Ein pauschaler Einsatz eines sehr
hohen Ansatzgrades stellt sich als unökonomisch heraus, da für niedrige Frequenzen ein un-
verḧaltnism̈aßig hoher Rechenaufwand entstehen würde. Daher wurde im Rahmen dieser Arbeit
der Ansatzgrad, wie im Folgenden erläutert, automatisch angepasst. Da die Wellenlängen, wie
in Gleichung 2.2 dargelegt, von den Wellengeschwindigkeiten des Bodens abhängen, muss auch
bei einer Ver̈anderung der diskretisierten Bodeneigenschaftenm während der Full-Waveform-
Inversion der Ansatzgrad angepasst werden. Da die Wellenlängen der Scherwellen kürzer sind



72 3. Numerische Approximation von zeitharmonischen Wellen

1
2 ! p2 ! p2 2! p2

1

2

3

4

!

p

p(! )

log2

�
4

!
! p2

�

Abbildung 3.10.: Anpassung des hierarchischen Ansatzgradsp in Abhängigkeit von der ver-
wendeten Kreisfrequenz! . Über die Grenzkreisfrequenz! p2, bis zu welcher
die Verwendung des Ansatzgradsp = 2 ausreichend erscheint, werden sowohl
die diskretisierten Wellengeschwindigkeiten als auch die Längen der Kanten
des Finite-Elemente-Netzes berücksichtigt.

als die Wellenl̈angen der Kompressionswellen, ist die Scherwellengeschwindigkeitvs für die
Berechnung des Ansatzgrads ausschlaggebend. Eine Ausnahme besteht beim Einsatz der akus-
tischen Wellengleichung, für welche dann die Kompressionswellengeschwindigkeitvp für die
Berechnung des Ansatzgrades herangezogen wird. Zuerst wird ein Mittelwert der diskretisierten
Scherwellengeschwindigkeiten�vsh berechnet und in Abḧangigkeit von der Differenz der höchs-
ten und niedrigsten Scherwellengeschwindigkeit wird dieser, wie in Gleichung 3.74 dargestellt,
sicherheitshalber nach unten, und damit zu niedrigeren Wellenlängen, korrigiert:

�vsh =

R

 vsh d

R


 d

� 0:1 (vsh;max � vsh;min ) : (3.74)

Für einen Ansatzgrad vonp = 2 wurde ausgiebig untersucht, wie viele Elemente zur Diskreti-
sierung einer Wellenlänge eingesetzt werden sollten. Dabei wurde eine Diskretisierung durch
fünf Elemente als ausreichend befunden. Mit dieser Erkenntnis kann unter Einsatz von Glei-
chung 2.2 eine Grenzkreisfrequenz! p2 bestimmt werden, bis zu welcher eine Diskretisierung
mit dem Ansatzgradp = 2 ausreicht:

! p2 =
1
5

2�
�vsh

�l
: (3.75)

Dabei stellt�l das arithmetische Mittel der Kantenlängenledge
e aller Ne Kanten des verwendeten

Finite-Elemente-Netzes dar, wobei zusätzlich ein Sicherheitsfaktor von 1.05 hinzugefügt wird:

�l = 1:05
1

Ne

NeX

e=1

ledge
e : (3.76)

Wenn die Grenzkreisfrequenz! p2 überschritten wird, soll der Ansatzgrad aufp = 3 erḧoht wer-
den. F̈ur die Grenzkreisfrequenzen der folgenden Ansatzgrade wird jeweils der doppelte Wert
der jeweiligen vorherigen Grenzkreisfrequenz verwendet. Somit ergibt sich eine Berechnungs-
formel für den Ansatzgrad, welche in Gleichung 3.77 dargestellt und deren Verlauf in Abbil-
dung 3.10 illustriert ist:

p(! ) = max
�

2;
�

log2

�
4

!
! p2

���
: (3.77)
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Dabei stellt der Operatord�e eine Funktion zum Aufrunden auf die nächste ganze Zahl dar. Um
möglichst immer einen stetigen Verlauf des Wellenfelds zu gewährleisten, wird wenigstens ein
Ansatzgrad vonp = 2 verwendet. Ẅahrend der Full-Waveform-Inversion wird der Ansatzgrad
zum Beginn einer Frequenzgruppe, welche in Abschnitt 5.2 eingeführt werden, neu berechnet,
wobei der Ansatzgrad der höchsten Frequenz der aktuellen Frequenzgruppe für alle Frequenzen
der Gruppe eingesetzt wird. Wenn die Differenz der längsten und der k̈urzesten Kantenlänge des
Finite-Elemente-Netzes zu groß wird oder die Unterschiede zwischen den räumlich diskretisier-
ten Wellengeschwindigkeiten zu groß werden, emp�ehlt sich eine zusätzliche Anpassung des
Ansatzgrads.
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4. Veri�zierung der numerischen Modellierung

Für eine erfolgreiche Inversion von Seismogrammen ist es notwendig sicherzustellen, dass
durch den in Kapitel 3 vorgestellten Ansatz der Finite-Elemente-Methode physikalisch richtige
Wellenfelder berechnet werden, welche einen möglichst geringen numerischen Fehler aufwei-
sen. Dabei muss der Grad der Diskretisierung der Wellenfelder passend zu den zu untersuchen-
den Frequenzen angepasst werden sowie die Diskretisierung der künstlichen absorbierenden
Ränder im Zusammenspiel mit den zugehörigen Parametern bestimmt werden. Für die Bestim-
mung der Diskretisierung und damit für die Bestimmung des Ansatzgrades müssen neben der
Frequenz auch die Bodeneigenschaften des betrachteten Gebiets berücksichtigt werden, wie es
schon in Abschnitt 3.4 beschrieben wurde. Auch der numerische Parameter für die Perfectly-
Matched-LayerscPML muss f̈ur jedes Problem individuell angepasst werden.

Für einzelne Randwertprobleme wurden analytische Lösungen der elastischen Wellenglei-
chung gefunden (vergleiche Pilant, 1979). Durch einen Abgleich der numerischen Lösung der
elastischen Wellengleichung mit der zugehörigen analytischen L̈osung f̈ur ein Randwertpro-
blem kann sichergestellt werden, dass das gewählte numerische Verfahren physikalisch sinn-
volle Ergebnisse erzeugt, was dann auch auf andere Randwertprobleme, welcheüber eine ver-
gleichbare Diskretisierung verfügen,übertragen werden kann. Des Weiteren besteht auch die
Möglichkeit einen etablierten numerischen Algorithmus, welcher ausreichend veri�ziert wurde,
für die Generierung einer Referenzlösung f̈ur ein komplexeres Randwertproblem einzusetzen.

Eine umfangreiche Veri�zierung des verwendeten Ansatzes der Finite-Elemente-Methode
für die Lösung der akustischen Wellengleichung wurde von Musayev (2017) sowie von Riedel
u. a. (2021b) durchgeführt. Musayev (2017) f̈uhrte auch erste Veri�zierungen für numerische
Lösungen der elastischen Wellengleichung durch. Einige der folgenden Veri�zierungen wurden
auch schon von Riedel u. a. (2023a) veröffentlicht.

In diesem Kapitel wird zun̈achst eine Veri�zierung der numerischen Lösung der elastischen
Wellengleichung durch einen Abgleich mit der analytischen Lösung f̈ur ein zweidimensiona-
les homogenes unendliches Gebiet in Abschnitt 4.1 durchgeführt, welche auch zur Identi�zie-
rung des numerischen ParameterscPML eingesetzt wird. In Abschnitt 4.2 �ndet ein Abgleich
mit einzelnen Seismogrammen statt, welche für eine zweidimensionale Tunnelumgebung mit-
tels des SPECFEM2D Codes berechnet wurden. Des Weiteren wird auch betrachtet wie sich
die Wellenfelder im Frequenzbereich für verschiedene Frequenzen und für homogene sowie
inhomogene Bodeneigenschaften verändern. Der Ein�uss von viskoelastischen Effekten in ei-
ner zweidimensionalen Tunnelumgebung wird in Abschnitt 4.3 untersucht. Die Veri�zierung
des Finite-Elemente-Ansatzes für dreidimensionale Probleme �ndet in Abschnitt 4.4 durch den
Abgleich mit der zugeḧorigen analytischen L̈osung f̈ur ein homogenes unbegrenztes Gebiet
statt. In Abschnitt 4.5 werden Seismogramme einer dreidimensionalen Tunnelumgebung, wel-
che mittels des SPECFEM3D Cartesian Codes berechnet wurden, im Frequenzbereich mit der
zugeḧorigen L̈osung des verwendeten Finite-Elemente-Ansatzes abgeglichen.



76 4. Veri�zierung der numerischen Modellierung

4.1. Veri�zierung für ein zweidimensionales unendliches Gebiet

Die analytischen Greenschen FunktionengA
x und gA

y für ein zweidimensionales unendliches
Gebiet mit homogenen Eigenschaften sind unter anderem durch Pilant (1979) gegeben, wobei
Min u. a. (2000) eine anschaulichere Darstellungsweise verwenden:

gA
x (r; �; ! ) =

i
4�v 2

p
cos(� ) sin(� )H (2)

0

�
r

!
vp

�

�
i

4�v 2
s

cos(� ) sin(� )H (2)
0

�
r

!
vs

�

�
i

2�v p

cos(� ) sin(� )
r!

H (2)
1

�
r

!
vp

�

+
i

2�v s

cos(� ) sin(� )
r!

H (2)
1

�
r

!
vs

�
;

(4.1)

gA
y (r; �; ! ) = �

i
4�v 2

p
cos2(� )H (2)

0

�
r

!
vp

�

�
i

4�v 2
s

sin2(� )H (2)
0

�
r

!
vs

�

+
i

4�v p

cos2(� ) � sin2(� )
r!

H (2)
1

�
r

!
vp

�

+
i

4�v s

sin2(� ) � cos2(� )
r!

H (2)
1

�
r

!
vs

�
:

(4.2)

Dabei k̈onnen der Winkel� und der radiale Abstandr zwischen der betrachteten Position(x; y)
und der Position der Punktquelle(xs; ys), welche in positivey-Richtung wirkt, berechnet werden
über:

� = arctan
�

x � xs

� (y � ys)

�
und r =

q
(x � xs)

2 + ( y � ys)
2: (4.3)

Die Greenschen Funktionen hängen des Weiteren von der betrachteten Kreisfrequenz! , der
P-Wellengeschwindigkeitvp, der S-Wellengeschwindigkeitenvs sowie von der Dichte� ab.
Für die Darstellung der analytischen Lösung werden die Hankel-FunktionenH verwendet,
welche lineare Kombinationen von Lösungen der Besselschen Differentialgleichung darstel-
len ([Williams, 1999, Kapitel 4). Dabei gibt der untere Index die Ordnung und der obere Index
die Gattung der Hankel-Funktion an. Beim Abgleich von Lösungen im Frequenzbereich muss,
wie in Unterabschnitt 2.3.1 beschrieben, berücksichtigt werden, wie die zugehörige Form der
Fourier-Transformation geẅahlt wurde. Daher werden in Gleichung 4.1 und Gleichung 4.2 im
Vergleich zur analytischen L̈osung von Min u. a. (2000) die Hankel-Funktionen der zweiten
Gattung statt der ersten Gattung verwendet, welche sich durch das Vorzeichen des imaginären
Anteils unterscheiden. Des Weiteren musste die analytische Lösung auch aufgrund der Verwen-
dung eines anderen Koordinatensystems angepasst werden.

Die Veri�zierung wird für ein zweidimensionales Gebiet mit den Abmaßen 106 m� 48 m
im folgenden exemplarisch illustriert. Für die numerische Berechnung des Wellenfeldes verfügt
dieses Gebiet an allen Seitenüber 3 m breite C-PMLs, welche in Abschnitt 3.1 eingeführt wur-
den. Der Ursprung des Koordinatensystems be�ndet sich an den unteren inneren Grenzen der
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Abbildung 4.1.: Vergleich von den numerisch berechneten (links) und den analytischen Green-
schen Funktionengx und gy (rechts) f̈ur ein zweidimensionales unbegrenztes
Gebiet.

PMLs. Das Designgebiet wird durch 5088 Viereckelemente, welche alle die Abmaße 1 m� 1 m
besitzen, diskretisiert, wobei die PMLs entsprechend eine Breite von drei Elementen aufweisen.
Für die Wellengeschwindigkeiten wurdenvp = 3800 m/s undvs = 2200 m/s sowie f̈ur die Dichte
wurde � = 2400 kg/m3 verwendet. Die in positivey-Richtung wirkende Punktquelle be�ndet
sich an den Koordinatenxs = 20 m undys = 21 m. In Abbildung 4.1 k̈onnen die numerischen
und analytischen Wellenfelder für eine Frequenz von 500 Hz visuell verglichen werden. Dabei
wurde einerseits ein Ansatzgrad vonp = 3 für die hierarchischen Ansatzfunktionen verwendet
sowie anderseits für den numerischen Parameter der PMLs der WertcPML = 25 000 bestimmt.
Die inneren Grenzen der PMLs sind gestrichelt dargestellt. Unterschiede zwischen den Wellen-
feldern k̈onnen nur im Bereich der PMLs beobachtet werden, was plausibel ist. Für eine akkura-
tere Bestimmung der Genauigkeit der numerischen Lösung werden die reellen und imaginären
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Abbildung 4.2.: Vergleich von den Real- und Imaginärteilen der numerisch berechneten und
der analytischen Greenschen Funktionengx undgy für ein zweidimensionales
unbegrenztes Gebiet entlang einer Linie.

Anteile der Greenschen Funktionen entlang einer Linie, welche vonx = � 3 m undy = � 3 m
bisx = 103 m undy = 45 m schr̈agüber das Gebiet verläuft, in Abbildung 4.2 verglichen. Dabei
schneidet diese Linie nicht die Position der Quelle, bei welcher aufgrund der Singularität ein
größerer numerischer Fehler auftreten würde. Die numerischen Greenschen Funktionen wei-
chen entlang der Linie nur im Bereich der PMLs signi�kant von den analytischen Werten ab.
Da jedoch auch kleine numerische Fehler Ein�uss auf den Erfolg der Inversion haben könnten,
wird für den Real- und den Imaginärteil der Greenschen Funktion iny-Richtung der auf den je-
weils maximalen Wert des Betrags der zugehörigen analytischen L̈osung normierte Betrag der
Differenz von numerischer und analytischer Lösung in Abbildung 4.3 betrachtet. Die normierte
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Abbildung 4.3.: Darstellung der normierten Differenz der numerisch berechneten und der ana-
lytischen Greenschen Funktion iny-Richtunggy für ein zweidimensionales un-
begrenztes Gebiet entlang einer Linie.
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Differenz bleibt abseits der absorbierenden Ränder jeweils konstant unter 0.005 und beträgt je-
weils im Durchschnitt 0.0012, womit der numerische Fehler vergleichsweise klein ist. Somit ist
eine ausreichend physikalisch richtige Lösung der elastischen Wellengleichung bei adäquater
Wahl der Diskretisierung und des numerischen ParameterscPML geẅahrleistet. Jedoch treten bei
diesem Randwertproblem nur Raumwellen auf, weshalb durch diesen Abgleich noch nicht si-
chergestellt ist, dass der Finite-Elemente-Ansatz einerseits beim Auftreten von Ober�ächenwel-
len mit entsprechenden Re�exionen und Umwandlungen von Wellen an den freien Ober�ächen
und anderseits auch für �ache ober�ächennahe Tunnelumgebungen gute Approximationen für
die Lösung der elastischen Wellengleichung ermöglicht.

4.2. Veri�zierung für eine zweidimensionale Tunnelumgebung

Um sicherzustellen, dass der implementierte Ansatz der Finite-Elemente-Methode auch für die
Randbedingungen einer ober�ächennahen Tunnelumgebung physikalisch sinnvolle Ergebnisse
bei der L̈osung der Wellengleichung erzeugt, werden Seismogramme für eine zweidimensionale
Tunnelumgebung mit dem SPECFEM2D Code berechnet, wofür auch C-PMLs verwendet wer-
den, um Re�exionen von den künstlichen Begrenzungen des Designgebiets zu unterdrücken,
und mit Seismogrammen, welche mit dem vorgestellten Frequenzbereichsmodell berechnet
wurden, verglichen. Dies bietet die M̈oglichkeit einerseits die Modellierung von Ober�ächen-
wellen sowie die Modellierung von Re�exionen und Umwandlungen von Wellen an den freien
Ober�ächen zu veri�zieren. Andererseits kann auch die Funktionsfähigkeit der C-PMLs inner-
halb eines �achen Berechnungsgebietsüberpr̈uft werden. Ein̈ahnlicher Abgleich wurde schon
von Musayev (2017) durchgeführt und wird an dieser Stelle der Vollständigkeit halber mit einer
anderen zweidimensionalen Tunnelumgebung durchgeführt.

Für die verwendete Tunnelumgebung wurde das in Abschnitt 4.1 verwendete Modell durch
das Entfernen der oberen PML und das Hinzufügen eines Tunnels angepasst. Die genauen Ab-
maße f̈ur das zweidimensionale Tunnelmodell werden in Abbildung 4.4 angegeben. Auch die
Bodeneigenschaften wurden mit den Wellengeschwindigkeitenvp = 3800 m/s undvs = 2200 m/s
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Abbildung 4.4.: Darstellung der zweidimensionalen ober�ächennahen Tunnelumgebung, wel-
che f̈ur die Veri�zierung mittels des SPECFEM2D Codes verwendet wird. Die
verwendete Quelle und die betrachteten Empfänger sind gekennzeichnet.
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sowie mit der Dichte� = 2400 kg/m3 wie für das zweidimensionale unendliche Gebiet in
Abschnitt 4.1 geẅahlt. Eine Punktquelle, welche in horizontaler Richtung an der Tunnelfront
wirkt, wird verwendet. Diese Quelle emittiert ein Ricker-Signal mit einer Zentralfrequenz von
500 Hz in den Boden. Da kein Zeitversatz verwendet wird, im Gegensatz zu dem in Abbil-
dung 2.2 illustrierten Ricker-Signal, beginnen die Seismogramme bei negativen Zeitwerten.
Für das Quellsignal wurde zusätzlich ein Skalierungsfaktor von 106 verwendet, um einigerma-
ßen realistische Verschiebungen zu berechnen. Für die Veri�zierung werden Seismogramme
an 15 Empf̈angern aufgenommen. Dabei werden die Verschiebungen in horizontaler und ver-
tikaler Richtung betrachtet. Die Positionen und Nummerierung der Empfänger sind in Abbil-
dung 4.4 ersichtlich. Da zwei Empfänger verḧaltnism̈aßig nah an der Quelle platziert wurden,
werden die 3 m vor der Tunnelfront durch 151 Dreieckelemente diskretisiert. Der Einsatz von
den Dreieckelementen ermöglicht eine sehr feine Diskretisierung mit 21 Elementen entlang
der 8 m hohen Tunnelfront, welche kontinuierlich in die etwas gröbere, aber dafür strukturier-
tere Diskretisierung der restlichen Tunnelumgebung durch 4562 Viereckelemente, welche die
Abmaße 1 m� 1 m besitzen,̈ubergeht. Die Bodeneigenschaften und die Diskretisierung sind
vergleichbar mit dem Beispiel aus Abschnitt 4.1, wodurch der numerische Parameter der PMLs
mit cPML = 25 000übertragen werden kann. Für die Erzeugung von Seismogrammen im Zeit-
bereich mittels des vorgestellten Frequenzbereichsmodells wurden die Verschiebungen an den
Empf̈angern f̈ur die Kreisfrequenzen! 2 [20, 10 000] rad/s in 20-rad/s-Schritten berechnet und
mit der diskreten Fourier-Transformationen in den Zeitbereich transformiert. Dabei wurde der
Ansatzgradp mit steigenden Frequenzen, wie in Abschnitt 3.4 beschrieben, erhöht, um eine
ausreichende Genauigkeit bei der Berechnung der Wellenfelder zu gewährleisten. Die berech-
neten Seismogramme werden in Abbildung 4.5 für die Verschiebungen inx-Richtungux und
in Abbildung 4.6 f̈ur die Verschiebungen iny-Richtunguy mit den Seismogrammen vergli-
chen, welche mittels des SPECFEM2D Codes berechnet wurden und als Referenz dienen. Die
Seismogramme stimmen größtenteils sehr guẗuberein. Lediglich f̈ur die Empf̈anger f̈unf bis
acht, welche sich an der Tunneldecke und an der Erdober�äche im Bereich oberhalb des Tun-
nels be�nden, treten auffällige Unterschiede auf. Exemplarisch wird dieser Unterschied durch
den Vergleich der normierten Differenz zwischen den Seismogrammen beider numerischer Al-
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Abbildung 4.5.: Vergleich der Seismogramme für Verschiebungen inx-Richtungux des Fre-
quenzbereichsmodells mit Seismogrammen, welche mittels des SPECFEM2D
Codes erzeugt wurden, für die in Abbildung 4.4 illustrierte Tunnelumgebung.
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