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Kurzfassung

Bei Formgedichtnislegierungen handelt es sich um vielversprechende Materialien fiir die in-
dustrielle Anwendung. Eine Voraussetzung fiir diese ist jedoch eine detaillierte Kenntnis der
innerhalb des Materials stattfindenden mikrostrukturellen Anderungen sowie die Beriicksichti-
gung dieses Wissens in Materialmodellen, die somit in der Lage sind, das daraus resultieren-
de komplexe Materialverhalten vorherzusagen. Die herausragenden Eigenschaften von Form-
geddchtnislegierung ergeben sich aus der diffusionslosen Phasentransformation zwischen den
beiden Festkorperphasen Austenit und Martensit. Die vorliegende Arbeit behandelt parallel zur
Phasentransformation stattfindende irreversible Prozesse, die in der funktionalen Degradierung
der herausragenden Eigenschaften infolge zyklischer Belastungen resultieren.

Die drei préasentierten Materialmodelle basieren auf der variationellen Methode des Prinzips
des Minimums des Dissipationspotentials. Der sogenannte Effekt der funktionalen Ermiidung
wird in den ersten beiden Modellen durch zusitzliche Beriicksichtigung plastischer Deforma-
tionen bzw. irreversibler Transformationsvorginge abgebildet, die parallel zu den reversiblen
Phasenumwandlungen stattfinden. Die simultane Entwicklung der mikrostrukturellen Effekte
wird darin durch eine gekoppelte Dissipationsfunktion beriicksichtigt. Um ebenfalls den Ein-
fluss thermischer zyklischer Belastungen zu untersuchen, speichert das dritte Materialmodell
die Transformationshistorie des Korpers. In den drei Modellansédtzen wird die polykristalline
Struktur des betrachteten Materials durch Verwendung einer sich entwickelnden Orientierungs-
verteilung beriicksichtigt. Zusitzlich dazu wird fiir das erste Modell eine getrennte Auswer-
tung der Mikrostrukturdnderung fiir jedes einzelne Korn auf der Grundlage einer kombinierten
Voigt/ReuB3-Energiegrenze prisentiert. Fiir die ersten beiden Modelle erfolgt die Implementie-
rung im Rahmen der Finite-Elemente-Methode. Simulationsergebnisse sowohl fiir die Mate-
rialpunktsebene als auch fiir makroskopische Randwertprobleme zeigen schlieBlich die Funk-
tionalitét des jeweiligen Materialmodells und somit die Moglichkeit die Kopplung der Phasen-
transformation mit irreversiblen Effekten und damit verbunden die funktionale Ermiidung abzu-
bilden. Die Ergebnisse werden in diesem Zusammenhang anhand des Beispiels eines zyklisch
belasteten Zugstabs mit experimentellen Daten verglichen.



Summary

Shape memory alloys are attractive materials for industrial applications. A requirement for this
usage is a detailed knowledge of the microstructural processes as well as the consideration of
that knowledge in materials models which are thus able to predict the related complex material
behavior. The outstanding properties of shape memory alloys are a result of the diffusionless
solid-solid transformation between austenite and martensite. The present thesis deals with ir-
reversible processes which simultaneously take place to the phase transformation and which
result in the functional degradation of the outstanding properties due to cyclic loading.

The three presented material models are based on the variational method of the principle of
the minimum of the dissipation potential. In the first two approaches, the so-called effect of
functional fatigue is modeled by additional consideration of plastic deformation or respectively
of irreversible transformation processes which are concurrently taking place to the reversible
phase transitions. Thereby, the simultanous evolution of the microstructural effects is considered
by a coupled dissipation function. To also examine the influence of thermal cycling, the third
material model saves the transformation history of the body. In the three material models, the
polycrystalline structure is considered by use of an evolving orientation distribution function. In
addition, for the first model an evaluation of the change in microstructure is presented, which is
taken place separately for each individual grain and which is based on a combined Voigt/Reuf3
energy bound. Furthermore, for the first two models the implementation in a finite-element
framework is introduced. Finally, simulation results for the material point level as well as for
macroscopic boundary value problems prove the individual material model’s functionality and
thus, ability to display the coupling of phase transformations with irreversible effects as well as
the related effect of functional fatigue. In that regard, the results of a wire, which is cyclically
loaded on tension, are compared with experimental data.
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Symbolverzeichnis

Nachfolgend werden die in dieser Arbeit verwendeten Symbole und Abkiirzungen vorgestellt.
Des Weiteren werden einzelne verwendete mathematische Operatoren erldutert. An dieser Stelle
wird jedoch auch auf die jeweiligen Unterkapiteln verwiesen, siehe vor allem Kapitel 2.1 Zur
kompakteren Ubersicht werden die Komponenten der tensoriellen GroBen nicht aufgefiihrt.
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1 Einleitung

Formgedichtnislegierungen werden fiir vielfdltige industrielle Anwendungen genutzt. In der
Medizintechnik bestehen beispielsweise kardiovaskuldre Implantate, wie Stents, und orthopédi-
sche Implantate, wie chirurgische Heftklammern und Knochenplatten, aus Formgedéchtnisle-
gierungen. Neben seiner Zugehorigkeit zur Gruppe der ,intelligenten” Werkstoffe und der da-
mit verbundenen automatischen Anpassung an duflere Einfliisse, siehe z.B. Wagner| (2005), liegt
ein wesentlicher Vorteil dieses speziellen Werkstoffs in seiner guten Biokompatibilitit, die ihn
fiir die Nutzung in der Medizin befdhigt. Des Weiteren kann der namensgebende Effekt des
Formgedichtnis vor allem fiir kardiovaskulidre Eingriffe von Nutzen sein, da das jeweilige Im-
plantat durch reines Erwédrmen in seine gewiinschte Form und Lage gebracht werden kann und
so grofere operative Eingriffe unnotig macht, siehe beispielsweise Machado u. Savi| (2003). In
Machado u. Savi (2003)) wird ebenfalls eine detailliertere Erlduterung der medizinischen An-
wendungsmoglichkeiten fiir Implantate, aber auch Instrumente gegeben. Eine deutlich weniger
filigrane Anwendungsmoglichkeit wird hingegen in|Song u. a. (2006)) prasentiert. Darin wird die
Nutzung von Nickeltitan basierten Formgedéchtnislegierungen in Bauwerken vorgestellt, bei-
spielsweise fiir Dampfungselemente des Erdbebenschutzes. Das letzte an dieser Stelle genannte
Anwendungsbeispiel umfasst die Nutzung in der Luft- und Raumfahrt, siehe Hartl u. Lagoudas
(2007). So konnen zum Beispiel Torsionsrohre innerhalb der Tragflachen und Aktoren an Sa-
telliten aus Formgedichtnislegierungen verwendet werden. Ein ausfiihrlicher Uberblick iiber
weitere Einsatzmoglichkeiten des betrachteten Materials findet sich beispielsweise in Jani u. a.
(2014) und |Van Humbeeck! (1999).

Eine Voraussetzung fiir die industrielle Anwendbarkeit ist eine genaue Kenntnis des Mate-
rialverhaltens von Formgedichtnislegierungen. Dieses Materialverhalten wird innerhalb jener
auBergewohnlichen Klasse an Legierungen vor allem durch die diffusionslose Transformati-
on zwischen einer austenitischen Phase und verschieden orientierten Martensitvarianten be-
einflusst. Diese Mikrostrukturinderung kann sowohl durch aufgebrachte mechanische Bean-
spruchungen als auch thermisch induziert werden und ist verantwortlich fiir die spéter ndher
erlduterten maBgeblichen Effekte der Pseudoplastizitidt und Pseudoelastizitit. Experimentelle
Beobachtungen konnten jedoch zeigen, dass die Phasentransformation von irreversiblen Pro-
zessen begleitet wird und das zyklische Belastungen somit einer funktionalen Degradierung
der Materialeigenschaften unterliegen, siehe beispielsweise [Eggeler u. a.| (2004), Simon u. a.
(2010) und Krool u. a.[(20135)). Dieser Effekt wird als funktionale Ermiidung bezeichnet und im
Rahmen dieser Arbeit basierend auf vorherigen variationellen Modellen zur Beschreibung der
Phasentransformation in polykristallinen Formgedichtnislegierungen modelliert, siehe Hackl
u. a. (2004a) und Junker| (20144a)).

Variationelle Methoden im Allgemeinen sind durch die Formulierung eines Energieterms
gekennzeichnet, der — je nach gewihlter Betrachtung der Dissipation durch die inneren mi-
krostrukturellen Prozesse — minimiert oder maximiert wird. Die dieser Arbeit zugrunde liegende
Methode ist das Prinzip des Minimums des Dissipationspotentials. Sie ermdglicht die Herlei-
tung von Evolutionsgleichungen fiir interne Variablen, die zur Beschreibung der mikrostruktu-
rellen Anderungen eingefiihrt werden, und somit eine Vorhersage des Materialverhaltens. Im



2 1 Einleitung

Rahmen dieser Arbeit werden verschiedene Modellansitze préasentiert. Ergidnzend zu einer in-
ternen Variable, die die reversible Phasentransformation beschreibt, wird je eine weitere interne
Variable definiert, die zur Beschreibung der irreversiblen Prozesse und damit des Effekts der
funktionalen Degradierung dient. Des Weiteren wird je nach betrachtetem Modell basierend
auf Junker| (2014a) eine interne Variable zur Beriicksichtigung des polykristallinen Charakters
der betrachteten Materialstruktur eingefiihrt.

Nach dieser kurzen Einleitung im ersten Kapitel wird in Kapitel [2|ein Uberblick der in dieser
Arbeit verwendeten mathematischen und mechanischen Grundlagen geliefert. Neben der Vor-
stellung verwendeter Notationen und grundsitzlicher mathematischer Begrifflichkeiten werden
ebenso die fiir die Materialmodellierung besonders bedeutenden ersten beiden Hauptsitze der
Thermodynamik eingefiihrt. Ausgehend von diesen Sitzen wird das Prinzip des Minimums des
Dissipationspotentials fiir einen allgemeinen Fall vorgestellt und, anhand des Beispiels klas-
sischer Plastizitit, die Herleitung verschiedener Arten von Evolutionsgleichungen verdeutlicht
und im Anschluss deren Unterschiede diskutiert. AbschlieBend wird zur methodischen Ein-
ordnung des verwendeten variationellen Prinzips dieses dem hiufig innerhalb der Mechanik
verwendeten Hamilton-Prinzip gegeniibergestellt.

Darauf folgend liefert Kapitel [3] einen Einstieg in die werkstoffwissenschaftlichen Kennt-
nisse liber Formgedichtnislegierungen und deren bisherige Umsetzung innerhalb der Materi-
almodellierung. Zunichst werden die grundlegenden Eigenschaften wie die Gitterstruktur der
einzelnen Phasen und die Effekte der Pseudoelastizitidt und Pseudoplastizitit vorgestellt, um im
Anschluss daran die experimentellen Beobachtungen beziiglich der zyklischen mechanischen
Beanspruchung und des damit verbundenen Effekts der funktionalen Ermiidung zu présentie-
ren. Des Weiteren wird innerhalb dieses Kapitels ein Uberblick iiber die bisherigen Modell-
ansitze fiir Formgedichtnislegierungen des Lehrstuhls fiir Mechanik-Materialtheorie an der
Ruhr-Universitdt Bochum und dariiber hinaus — zur Einordnung der geleisteten Arbeit in einen
gesamtwissenschaftlichen Kontext — iiber andere Materialmodelle zur grundlegenden Modellie-
rung von Formgedichtnislegierungen, aber auch zur Beschreibung des Effekts der funktionalen
Degradierung présentiert.

In Kapitel @ werden drei wesentliche Modellansitze zur Beschreibung der simultan zur Pha-
sentransformation stattfindenden Prozesse prisentiert. Dazu wird jeweils das bereits fiir den all-
gemeinen Fall prisentierte Prinzip der minimalen Dissipation auf das im vorherigen Abschnitt
vorgestellte Materialverhalten angewendet und so Evolutionsgleichungen zur Vorhersage der
funktionalen Ermiidung in polykristallinen Formgedichtnislegierungen hergeleitet. Der erste
Modellansatz in Kapitel wurde bereits in 'Waimann u. a.| (2016) veroffentlicht und bildet die
wihrend der Transformation ablaufende plastische Deformation der jeweiligen Struktur ab. Die
polykristalline Struktur wird zunéchst durch die Betrachtung einzelner Korner und anschlieBend
durch die inJunker (2014b)) veroffentlichte reprisentative Orientierungsverteilungsfunktion ver-
wirklicht. Diese wiederum aufgreifend erfolgt die Modellierung der funktionalen Degradierung
im zweiten Materialmodell in Kapitel {.2] durch die Unterteilung der Phasentransformation in
einen reversiblen und einen irreversiblen Prozess. Diese Art der Modellierung wurde ebenso
bereits in Waimann u. a. (2017) vorgestellt. Die zugehorige Herleitung erfolgt — wiederum die
Uberlegungen in Kapitel 2| aufgreifend — fiir zwei unterschiedliche Arten von Evolutionsglei-
chungen, ratenabhingigen bzw. ratenunabhingigen Typs. Neben der Prisentation des Berech-
nungsalgorithmus auf der Skala des Materialpunkts wird weiterhin eine Moglichkeit der experi-
mentell basierten Kalibrierung der zur Beschreibung der funktionalen Ermiidung verwendeten
Materialparameter vorgestellt. Als letztes Modell wird in Kapitel ein weiteres Material-
modell prasentiert, das die Transformationshistorie des Materials speichert und so auch in der



Lage, ist die funktionale Ermiidung wihrend des thermischen Zyklierens abzubilden.

Erste Ergebnisse fiir Berechnungen auf Materialpunktebene werden fiir die drei unterschied-
lichen Modellansitze im Anschluss daran in Kapitel [5] vorgestellt. Die Simulationen bilden
darin zyklische Zug- und Scherversuche ab. Dariiber hinaus wird der Einfluss unterschiedlicher
Umgebungstemperaturen und angenommener Kornorientierungen untersucht und ein erster Ver-
gleich mit experimentellen Beobachtungen durchgefiihrt.

Um die Grundlage fiir makroskopische Berechnungen zu liefern, wird in Kapitel [6] eine kur-
ze Einfiihrung in die Finite-Elemente-Methode fiir nichtlineare Materialmodelle gegeben und
gezeigt, wie die ersten beiden Materialmodelle innerhalb der Methode beriicksichtigt werden
konnen. Auf diese Ausfiihrungen folgend werden in Kapitel [7] zahlreiche makroskopische Si-
mulationen fiir die beiden Modellansitze présentiert. Diesbeziiglich erfolgt fiir das Beispiel des
zyklisch beanspruchten Zugdrahts neben der Verwendung unterschiedlich feiner Netze eine Ge-
geniiberstellung mit experimentellen Beobachtungen.

Die vorliegende Dissertation schlieft mit einer Zusammenfassung und Disskussion der erhal-
tenen Ergebnisse sowie einem Ausblick auf weitere Modellerweiterungen und -untersuchungen
in Kapitel [§]






2 Mathematische und mechanische Grundlagen

2.1 Verwendete Notation

In diesem Unterkapitel werden zur besseren Lesbarkeit der Arbeit die verwendeten Schreibwei-
sen und Operationen vorgestellt. Die Ausfiihrungen basieren dabei auf|Altenbach u. Altenbach
(1994)), Gurtin u. a.| (2010) und Willner (2003)).

Ein Tensor wird hinsichtlich seiner Stufe eingeordnet: Ein Skalar stellt einen Tensor nullter
Stufe, ein Vektor einen Tensor erster Stufe und eine Dyade einen Tensor zweiter Stufe dar.
Unter dem Begriff Tensor versteht man im Allgemeinen eine lineare Abbildung. Im konkreten
Fall eines Tensors zweiter Stufe 1" und

v=Tu 2.1

stellt 7' folglich die lineare Abbildung eines Vektors w auf einen anderen Vektor v dar, siehe
Gurtin u. a.[(2010). Tensoren lassen sich auf unterschiedliche Weise schreiben. Ein allgemeiner
Tensor zweiter Stufe kann symbolisch als A und in Matrixschreibweise als

A A Agg
A= Ay Ay Ay (2.2)
Azp Asy  Asg

geschrieben werden. Die symbolische Schreibweise hat zwar den Vorteil sehr iibersichtlich zu
sein, ist fiir konkrete Rechenoperationen jedoch eher ungeeignet. Dazu wird an dieser Stelle
die Basisdarstellung eines Tensors eingefiihrt. Ein allgemeiner Tensor des beispielsweise drei-
dimensionalen Euklidischen Vektorraums £ kann demnach als Linearkombination der die or-
thonormale Basis des Raumes aufspannenden Basisvektoren e;, e; und es dargestellt werden.
Fiir einen Tensor erster Stufe bedeutet dies

a = aje; + ases + ases (23)

oder im Fall eines Tensors zweiter Stufe
A = Z Z Aijeiej . (24)
i J

An dieser Stelle wird nun des Weiteren die Einsteinsche Summenkonvention eingefiihrt. Diese
schreibt vor, dass iiber einen innerhalb eines Ausdrucks zweimal auftretenden Index summiert
werden muss. Es gilt also

Clibi = Z aibi = a1b1 + CLQbQ + CL3b3 , (25)

was eine deutlich verkiirzte Schreibweise ermoglicht. Mit Hilfe dieser Summationsvereinba-
rung lasst sich der allgemeine Tensor A in Abhingigkeit der Basisvektoren e; und e; schreiben
als

A= Aijeiej . (26)
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Auch Tensoroperationen konnen durch die Notation in Basisvektoren dargestellt werden, wo-
durch vor allem Operationen mit Tensoren hoherer Stufe deutlich tibersichtlicher gestaltet wer-
den. Die erste Operation, die Anwendung innerhalb dieser Arbeit findet, ist das einfache bzw.
doppelte innere Produkt. Das innere Produkt zweier Tensoren erster Stufe a und b wird auch
als Skalarprodukt bezeichnet und kann durch

a-b=|a|l|b|cos”]a,b] 2.7)

berechnet werden, wobei Z [a, b] den Winkel zwischen den beiden Tensoren darstellt und | ()|
ihre Linge mit

la| = Vi . (2.8)

Bevor nun das innere Produkt zweier allgemeiner Tensoren betrachtet wird, wird zunichst das
Kronecker-Delta ¢;; eingefiihrt. Dieses wird durch die Skalarmultiplikation zweier Basisvek-
toren berechnet. Die Linge dieser Vektoren der orthonormalen Basis ist jeweils 1 und die ein-
zelnen Vektoren bilden ein Rechtssystem. Sie stehen folglich senkrecht zueinander. Der Win-
kel zwischen den einzelnen Basisvektoren angegeben in Bogenmal} ist demnach also 0 oder
I1/2 — je nachdem, ob gerade zwei gleiche oder zwei unterschiedliche Basisvektoren betrachtet
werden. Das Kronecker-Delta liefert folglich fiir gleiche Indizes 7 und 7 den Wert 1 und fiir
unterschiedliche Indizes den Wert 0. Es lédsst sich schreiben:

0 . .
5ij =€;-€; = { wenn e 7& J . (29)

1 wenni =7

Das innere Produkt zweier Tensoren erster Stufe kann dann in Basisdarstellung mit Hilfe des
Kronecker-Deltas durch

a - b = ;€; * bjej = aibjei . ej = aibj&-j = aibi (210)
und beispielsweise fiir einen Tensors zweiter Stufe A mit einem Tensor erster Stufe b durch

A-b= Az-jez-ej . bkek = Aijbkez-ej c e = Aijbkeiéjk = Aijbjei (211)
berechnet werden. Das doppelte innere Produkt existiert in zwei Varianten. Die jeweilige Mul-
tiplikation ergibt sich fiir zwei Tensoren zweiter Stufe zu

A:B= Az-jeiej . Bklekel = Az‘jBkl(;ik(Sjl = Az’jBij (212)
und

A--B= Aijeiej . 'Bklekel == Az]Bklélléjk = AZ]Bﬂ . (213)

Sobald also mindestens einer der beiden Tensoren symmetrisch ist und entsprechend A = A"
und/oder B = BT, gilt A;; = Aj; und/oder B;; = Bj; und die beiden Produkte liefern ein
identisches Ergebnis.

Eine weitere im Rahmen dieser Arbeit bedeutende Tensoroperation ist das dyadische Pro-
dukt. Das dyadische Produkt wird in der symbolischen Schreibweise durch ® oder das einfache
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Weglassen eines Multiplikationssymbols gekennzeichnet. Fiir zwei Tensoren erster Stufe kann
es durch

a®@b=ab=ab;ee; (2.14)

formuliert werden. Anders als das innere Produkt, was zur Minderung der Stufe des resultieren-
den Tensors fiihrt, wird diese durch das dyadische Produkt erhoht.

Als besonderer Tensor wird abschlieBend der Nabla-Operator V vorgestellt. Er ist als

0
: | 2.1
V " e; (2.15)

definiert und enthilt so die partiellen Ableitungen nach den jeweiligen Koordinaten z;. Das in-
nere Produkt des Nabla-Operators mit einem allgemeinen Tensor wird als Divergenz bezeichnet
und berechnet sich im Fall eines Tensors erster Stufe durch
aai
8951- '
Das dyadische Produkt des Operators mit einem Tensor wird als Gradient bezeichnet, fiir den
Fall der Anwendung auf eine skalare Funktion f von @ ergibt sich

8fe'
6:1:1» v

Der Gradient der skalaren Funktion ist somit ein Tensor erster Stufe, der die einzelnen Rich-
tungsableitungen von f enthilt.

diva =V -a = (2.16)

gradf =V f = (2.17)

2.1.1 Voigt- und Mehrabadi-Cowin-Notation

Um eine kompaktere Berechnung beispielsweise der Spannung o zu ermoglichen, werden die
Voigt- und die Mehrabadi-Cowin-Notation eingefiihrt, siehe Mehrabadi u. Cowin| (1990). Be-
trachtet man das Hookesche Gesetz

oc=E:e, (2.18)

so handelt es sich bei dem Spannungstensor o und dem Dehnungstensor € um Tensoren zweiter
Stufe:

011 012 013 €11 €12 €13
o = 021 O22 023 , &€= €21 €22 E23 . (2.19)
031 032 033 €31 £32 €33

Der Steifigkeitstensor [ ist ein Tensor vierter Stufe. Unter Ausnutzung der Symmetrie Eigen-
schaften des Spannungs- und Dehnungstensor, 0;; = 0;; bzw. £;; = €j;, sowie des Steifigkeits-
tensors, Eiikm = Ejikm = Ejimr = Egmgi, lasst sich das Hookesche Gesetz in Voigt-Notation
schreiben als

o1 Einn Eip Ei3 Euy Eis Eg €11

092 Eio Eg Eoz Koy Eps Ko €92

o33 | _ | Eiz Koy sz Egy Egs Ese | | €33 (2.20)
023 Eiy Eoy Esy Ky Eyus Ege 2e03 | 7 '
013 Eis Eos Es5 Ey5 Ess Ese 2e13

012 ElG EZG IE:36 IE:46 E56 ]E66 2512
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Bei der Voigt-Notation handelt es sich um eine weitverbreitete Matrixschreibweise. Die Mehra-
badi-Cowin-Notation ist eine tensorielle Schreibweise, die angewendet werden muss, wenn die
Steifigkeit [£ beispielsweise in eine bestimmte Kornorientierung gedreht wird. Diese Art der
Notation stellt sicher, dass die tensoriellen Eigenschaften der einzelnen Gréen erhalten bleiben.
Das Hookesche Gesetz ldsst sich in Mehrabadi-Cowin-Notation durch

o1 Ei K1z Eiz  V2Ey V2E;5 V2Eg €11
022 Eio Koo Eozs  V2Ey 2By 2Ey €92
033 _ Ei3 Eos Ess  V2Es3s V2Es; 2Es €33
V203 | | V2B V2B, V2Es 2By 2B 2Ry | V2
V20 13 \/§E15 \/§E25 \/§E35 2Ey5 2Es5 2Es6 V2e 13
V201 V2Ei5 V2Ey V2Ezs 2Es  2Ess 2K V2e1s
2.21)

ausdriicken. Gegeniiber der urspriinglichen Schreibweise in Gleichung (2.18) handelt es sich
bei dem Spannungs- und Dehnungstensor nur noch um Tensoren erster Stufe und bei dem
Steifigkeitstensor lediglich um einen Tensor zweiter Stufe. Im Rahmen dieser Arbeit wird
die Mehrabadi-Cowin-Notation fiir den ersten prisentierten Modellansatz verwendet, wenn der
Steifigkeitstensor [ in die einzelnen Kornorientierungen gedreht wird. Wird der urspriingliche
Steifigkeitstensor vierter Stufe [E mit Hilfe des Rotationstensors

Qu Q2 Q3
Q= Qu Qn Qx (2.22)
@31 @32 @33
gedreht, kann diese Operation durch
E’/rnnop = qu@rn@so@tqurst (2.23)

geschrieben werden. In Mehrabadi-Cowin-Notation hat der Rotationstensor die Gestalt:

Quc (Q)

1 1 %3 V2Q12Q13 V2Q11Q13 V2Q11Q12
3 2 Q3 V2Q22Q23 V2Q21Qa3 V2Q22Q21
Q3 Q3 Q% V2Q33Q32 V2Q33Q31 V2Q31Q32

V2Q21Q31 V2Q22Q32 vV2Q23Q33 Q20Q33 + Q23Q32 Q21Q33 + Q31Q23 Q21Q32 + Q31Q20
V2Q11Q351 V2Q12Q32 vV2Q13Q33 Q12Q33 + Q32Q13 Q11Q33 + Q13Q31 Q11Q32 + Q31Q12
V2Q11Q21 V2Q12Q22 vV2Q13Q23 Q12Q23 + Q22Q13 Q11Q23 + Q21Q13 Q11Q22 + Q21Q12

(2.24)

und die Rotation des Steifigkeitstensors [Ey;¢ erfolgt durch

~T ~ ~
ve = Qe - Enc - Quie - (2.25)

Detailliertere Ausfiihrungen zu den einzelnen Notationen konnen Mehrabadi u. Cowin| (1990)
entnommen werden.

2.2 Der Begriff des Funktionals und seine Variation

Wihrend eine Funktion einen Zahlenwert auf einen anderen abbildet, beschreibt der Begriff
Funktional die Abbildung einer Funktion auf einen Zahlenwert. Ein Beispiel hierfiir ist die
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Berechnung der Linge einer Funktion f(z) durch

- [

Das Funktional F ordnet somit — unabhiingig von der Art der eingesetzten Funktion f — dieser
einen Zahlenwert bzw. die skalare GroBe der Linge zu. Des Weiteren wird nun im Zusam-
menhang der Funktionale der Begriff der Homogenitit eingefiihrt, der aber gleichsam auch fiir
Funktionen gilt. Ein Funktional F[f(z)] ist genau dann homogen kten Grades, wenn die Glei-
chung

Ff (ax)] = o F[f (z)] (2.27)

erfiillt wird. Die Variable « in Gleichung (2.27)) stellt darin eine beliebige skalare Grof3e dar,
siehe beispielsweise in [Willner (2003).

Werden nun Minima und Maxima eines Funktionals gesucht, so wird die Bestimmung dieser
Extrema als Variationsrechnung bezeichnet. Detaillierte Ausfithrungen zur Variationsrechnung
finden sich z.B. in Elsgolc| (1970), Kielhofer (2010) und |Lanczos (1970).

In nachfolgenden Kapiteln wird das Minimum eines Funktionals gesucht. Da aufgrund der
Beschaffenheit des spiter eingefiihrten Funktionals kein Maximum vorliegen kann, reicht es
aus, den stationdren Punkt zu berechnen ohne weitere Bedingungen an diesen zu stellen. Im
Zusammenhang eines Funktionals bedeutet der Begriff Minimum, dass die Funktion f(x) ge-
sucht wird, fiir die das Funktional F[f(z)] den kleinsten Wert liefert.

In diesem Sinne wird zunéchst der Begriff der Gateaux-Differenzierbarkeit eingefiihrt. Ein
Funktional F'[f(z)] ist genau dann in f und Richtung 0 f Gateaux-differenzierbar, wenn

DF (f) (6f)  lim 21 001 =T L]

a—0 6%

(2.28)

existiert. Ist die Gateaux-Ableitung und somit die Variation des Funktionals J.F in alle mogli-
chen Richtungen ¢ f null

DF (f) (6f) =0F =0 Vof (2.29)

so heiBt f stationdrer Punkt von F und das Funktional ist extremal, siche hierzu beispielsweise
Kielhofer (2010) und Willner (2003)).

2.3 Legendre-Transformation

Die Legendre-Transformation ermdglicht im Allgemeinen das Ersetzen einer Ausgangsfunk-
tion F'(uq,...,uyn) durch eine Funktion G(vq,...,uN) verbunden mit einem Variablenwechsel
von u = {uy,...,ux} zu v = {vq,...,ux}. Diese Variablen konnen ineinander transformiert
werden und auch die beiden Funktionen sind unter spéter genauer spezifizierten Vorausset-
zungen in beide Richtungen ineinander umwandelbar. Detaillierte Ausfiihrungen zur Legendre-
Transformation finden sich beispielsweise in Lanczos (1970), Kielhofer (2010) und Rockafellar
u. Wets|(1998).
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Zum genaueren Verstiandnis des Transformationsvorgangs wird zunéchst die Funktion
f=(u—2)? (2.30)

betrachtet und eine neue Variable v eingefiihrt, die die partielle Ableitung der Ausgangsfunktion
f nach u beschreibt:

_9f _
=5 =
Durch Umformen von Gleichung (2.3T) kann nun die Ausgangsvariable u als Funktion der
neuen Variable v geschrieben werden:

v 2(u—2). (2.31)

1
U= 51} + 2. (2.32)

Nachfolgend wird eine neue Funktion f* eingefiihrt. Diese hat die allgemeine Form

o= Z uv; — f
= > ui(v) v — f (i (v)) (2.33)

und ist somit eine Funktion der neuen Variablen v;. Geometrisch betrachtet kann f* auch als
Achsenabschnitt einer Tangente an die Funktion f an der Stelle u betrachtet werden. Dabei wird
der Achsenabschnitt jedoch nicht als Funktion der Stelle v ausgedriickt, sondern als Funktion
der Steigung v der Tangente, siehe hierzu Abbildung [2.1] Fiir die untersuchte Funktion ldsst
sich f*(v) dann schreiben als

o= u@o—f(u))

1 1 2
= (§U+2)U—(§U+2_2)

1
_ 1”2 Loy (2.34)

Wird diese neue Funktion nun schlieBlich — dquivalent zum Vorgehen bei der Ausgangsfunktion
jedoch diesmal nach der neuen Variable — abgeleitet, so ergibt sich die Ausgangsvariable u:

08]; :%v+2=u. (2.35)
In Abbildung werden sowohl die Ausgangsfunktion f(u) (links) als auch ihre Legendre-
Transformation f*(v) (rechts) dargestellt. Die Betrachtung der Stelle © = 5 verdeutlicht da-
rin exemplarisch die geltenden Zusammenhiénge. Fiir diese Stelle ist der Wert der Legendre-
Transformation bei v(5) durch den Achsenabschnitt der Tangente an f bei v = 5 gegeben.
Umgekehrt entspricht der Achsenabschnitt der Tangente von f* an der Stelle v(5) dem Wert
der Ausgangsfunktion bei u(v(5)) = 5. Beide Funktionen lassen sich folglich durch die glei-
che Vorgehensweise in einander transformieren. Damit diese Transformationen jedoch eindeu-
tig sind und somit sowohl f* die Legendre-Transformierte von f als auch umgekehrt f die
Legendre-Transformierte von f* ist, miissen zwei Bedingungen erfiillt sein: zum einen muss
die Ausgangsfunktion stetig differenzierbar sein, damit es {iberhaupt moglich ist ihre Ableitung
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zu bilden; zum anderen muss diese Ableitung eindeutig nach der Ausgangsvariable umgeformt
werden konnen. Bei trigonometrischen Funktionen oder anderen Funktionen mit mehreren Ex-
trema kann der partiellen Ableitung und somit der Steigung der Funktion keine eindeutige Stelle
zugeordnet werden. Daher ist die Transformation nur umkehrbar, wenn die Ausgangsfunktion
konvex ist.

f(u) £ (v)

A

60 60

40 ) 40

0| &7 *(v(5))
v(5)u-f*(v(5))
i > U

> L 5 10 THU(v(5)))-

FE)

Abbildung 2.1: Legendre-Transformation: Ausgangsfunktion f(u) (links), Funktion f*(v)
(rechts).

Im allgemeineren Fall der Legendre-(Fenchel)-Transformation ist die transformierte Funkti-
on als

fr(v) = sup {u-v—f(u)} (2.36)

definiert, wobei aufgrund der Ubersichtlickeit auf die symbolische Schreibweise zuriickgegrif-
fen wird, vergleiche Gleichung (2.33). Wird die neu eingefiihrte Variable v wieder als partielle
Ableitung bzw. Steigung der Ausgangsfunktion f (u) betrachtet, so ist die Zuordnung der neu-
en und alten Variable fiir allgemeine und somit auch nicht-konvexe Funktionen nicht eindeutig.
Geometrisch betrachtet ist es somit im Fall einer nicht-konvexen Funktion moglich, fiir den
gleichen Wert von v unterschiedliche Funktionswerte von f* zu berechnen, sieche Abbildung
Durch Erweiterung der Gleichung in um das Supremum bzgl. der Ausgangsvaria-
ble wird die Eindeutigkeit der auch als konvex-konjugiert bezeichneten Funktion sichergestellt.
Dies geschieht jedoch auf Kosten der Umkehrbarkeit der Legendre-Transformation im Fall ei-
ner nicht-konvexen Funktion, siehe [Lanczos| (1970) und Kielhofer (2010).

f(u)
A

60

40

20

Abbildung 2.2: Legendre-Transformation einer nicht-konvexen Funktion.
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2.4 Erster und zweiter Hauptsatz der Thermodynamik

Sowohl das fiir die Modellierung der funktionalen Ermiidung verwendete Prinzip des Mini-
mums des Dissipationspotentials als auch das vergleichend herangezogene Hamilton-Prinzip
beinhalten die spiter erlduterte thermodynamische Triebkraft. Beide Methoden resultieren in
Materialmodellen, die, auch wenn sie nicht explizit auf die Hauptsidtze der Thermodynamik
zuriickgreifen, diese dennoch erfiillen. Daher werden an dieser Stelle der erste und zweite
Hauptsatz vorgestellt. Detaillierte Ausfiihrungen hierzu finden sich in Demtroder|(2017)), Miiller
(2016) und |Gurtin u. a.| (2010).

Der erste Hauptsatz der Thermodynamik beschreibt die Energieerhaltung eines Systems
E+K=W+Q. (2.37)

Der Energiezustand eines Systems wird darin mit Hilfe der inneren Energie £ und der kineti-
schen Energie /C beschrieben. Diese Energie kann sich nur durch dem System zugefiihrte oder
entzogene Wirme oder die Arbeit dulerer mechanischer Krifte dndern. Diese Anderung wird
durch die Rate der jeweiligen GroBen erfasst, die mit (-) gekennzeichneten GroBen meinen die
Ableitung nach der Zeit. Wird dem System keine Energie zugefiihrt, bleibt die Energie konstant

und die zeitliche Anderung ist somit null.

Die thermische Leistung Q kann durch

Qz—/q-nd/H—/th (2.38)
r Q

berechnet werden und beriicksichtigt sowohl den Wirmestrom q, der iiber den Rand I' der be-
trachteten Region in das System flie3t, als auch eine Warmequelle h. Die Grofle n symbolisiert
den Normalenvektor, der senkrecht auf dem Rand I" steht. Durch Anwendung des Gauf3schen
Integralsatzes kann der Ausdruck (2.38)) auch in der Form

Q:—/V-qdv+/hdv (2.39)
Q Q
geschrieben werden.

Bei den externen mechanischen Kriften wird zwischen Volumenkriften f und Randlasten
unterschieden. Die mechanische Leistung VV dieser duleren Lasten wird durch

W:/t-vdA—l—/f-vdV (2.40)
r Q

berechnet. Darin verkorpert v die Geschwindigkeit bzw. die zeitliche Ableitung der Verschie-
bung u, da v = u gilt. Basierend auf der Cauchy-Hypothese, werden die Randlasten durch
den Traktionsvektor beschrieben, der durch ¢ = o - n berechnet werden kann. Es handelt sich
somit um den Anteil der Spannung o, der senkrecht auf den Rand wirkt. Wird des Weiteren die
Impulsbilanz

V.-o+f=pu (2.41)

genutzt, so kann W durch

: 1
W:/i (—p|v|2) dV+/a:édV (2.42)
qdt \ 2 0
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berechnet werden. Folglich kann die Energiezufuhr durch duflere mechanische Lasten in einen
Anteil aufgeteilt werden, der direkt zur Beschleunigung des Korpers fiihrt und somit die kine-
tische Energie beeinflusst, und einen Anteil, der durch Anderung des Dehnungszustandes die
innere Energie des Systems angeht.

Die kinetische Energie wird durch

K= / lpyvﬁ 1% (2.43)
02

beschrieben. Die innere Energie eines Korpers mit Volumen 2 kann mit Hilfe von

5:/\IldV+/93dV (2.44)
Q Q

berechnet werden. Darin ist ¥ die freie Helmholtz-Energie und 6 die absolute Temperatur, fiir
die § > 0K gilt. Die thermodynamische Grofle s ist als spezifische Entropie definiert. Fiir
die Interpretation der Entropie im physikalischen Kontext gibt es in der Literatur verschiedene
Ansitze, beispielsweise von Gurtin u. a. (2010), Demtroder| (2017) und Miiller (2016). Wéhrend
in (Gurtin u. a.[(2010) die Entropie als Mall der Unordnung innerhalb eines Systems verstanden
wird, die aus der auf den Einfluss der Wirme zuriickzufiihrenden Fluktuation der Atome re-
sultiert, interpretiert Demtroder| (2017)) sie als MaB fiir die Wahrscheinlichkeit, dass ein System
von einem in den anderen Zustand wechselt. Diese Wahrscheinlichkeit ist proportional zu der
Anzahl der moglichen Wege den jeweiligen Zustand zu erreichen. Eine weitere Moglichkeit der
physikalischen Deutung der Gré8e Entropie wird in [Miiller (2016) préasentiert. Darin trifft die
Entropie eine Aussage liber die Verfiigbarkeit von Energie bzw. deren Qualitit. Umso weni-
ger Energie des Systems wieder nutzbar ist, desto hoher ist die Entropie. Sie beschreibt somit
in gewissem Male irreversible Prozesse innerhalb des betrachteten Systems. Aufgrund dieser
Unumkehrbarkeit der Prozesse innerhalb eines Materials kann der zweite Hauptsatz der Ther-
modynamik formuliert werden, der besagt, dass die Entropie immer nur wachsen kann und ihre
zeitliche Anderung daher immer positiv sein muss.

Zundchst wird jedoch der erste Hauptsatz weiter betrachtet. Dazu werden die Ausdriicke
(2.39), (2.42),(2.43)) und (2.44)) in die Bilanzgleichung eingesetzt und diese Gleichung
schlieBlich weiter vereinfacht. Weiterhin gilt der Hauptsatz fiir jedes beliebig kleine Volumen
und lésst sich daher in seiner lokalen Form schreiben. Die Umformung ergibt schlieBlich:

. d d/1 a/1 ,

U+ Sgs)+ = (= - 2 (= e—V.-q+h 2.4

+dt<8)+dt(2p|v|) dt(2p|v\)+a E-V.q+ (2.45)
U+0s+05 = o:6—-V-q+h. (2.46)

Der zweite Hauptsatz der Thermodynamik schreibt nun die oben genannte Nichtnegativitit
der absoluten Entropieproduktion H vor:

H:/(swrv-g—ﬁ)dvzo. (2.47)
Q 0 0

Diese Entropieproduktion ergibt sich aus der inneren Entropieproduktion abziiglich des Entro-
pieflusses iiber die Grenzen des betrachteten Volumens, der in Gleichung mit Hilfe des
Wirmestroms und einer Warmequelle sowie der absoluten Temperatur als Proportionalitétsfak-
tor beschrieben wird, vergleiche Gleichung (2.39). Diesem letzteren Zusammenhang liegt die
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Hypothese zu Grunde, dass Entropie und Wirme in die gleiche Richtung flieBen, wobei die
Temperatur die Grofle des Entropieflusses beeinflusst. Hohere Temperaturen fiihren somit bei
gleichem Wirmestrom zu einem geringerem Entropiefluss als niedrigere Wert fiir 6. Die abso-
lute innere Energieproduktion $ muss also mindestens so grof sein wie der Verlust durch den
Energiefluss. Da der zweite Hauptsatz fiir beliebig kleine Volumina erfiillt sein muss, lésst er
sich in der lokalen Form

. q h
S = V.= —-
s+ 0 0
1 1 h
— & -V -0— —a- —_ — > .
s-l—eV q 92q \Y, 0 >0 (2.48)

ausdriicken, wobei S die Entropiedichte beschreibt.

Wird der erste Hauptsatz (2.46) nun nach & umgeformt und in (2.48)) eingesetzt, so ergibt
sich durch Umformung schlieBlich fiir den zweiten Hauptsatz:

1 . .

08:—§q~V0—\I/—85+0':é:20. (2.49)
In (2.49) wird der erste Teil 6S als Dissipation bezeichnet und beschreibt die Energie, die
wihrend der Belastung des Korpers beispielsweise durch die Anderung der Mikrostruktur oder
thermische Einfliisse in nicht mehr nutzbare Energie umgewandelt wird. Der zweite Teil wird
auch als Clausius-Duhem-Ungleichung bezeichnet.

Wird der zweite Hauptsatz der Thermodynamik nun unter Beriicksichtigung einer allgemei-
nen internen Variable A — hier exemplarisch ein Tensor erster Stufe — interpretiert, so hat diese
zunichst einmal einen Einfluss auf die freie Energie. Es gilt folglich ¥ = ¥(e, 0, A) und die
Rate der freien Energie kann mit Hilfe der Kettenregel durch

.oV ov. ov .
UV=—:16+—0+—- A 2.50
9e T 0" T oA (2.50)
berechnet werden. Wird (2.50) nun in (2.49)) eingesetzt so kann
1 ov ovy . ov .
——q- 20 ) e —))-—=— . A> :
74 V9+(0' 85) € (8+89)9 A A>0 (2.51)

geschrieben werden. Uberlegungen nach Coleman u. Noll|(1963) folgend kann diese Gleichung
weiter interpretiert werden: Durch die Tatsache, dass durch den Wirmestrom ein entgegenge-
richteter Temperaturgradient resultiert und somit

q~—Vb (2.52)

gilt, ist der erste Summand automatisch positiv. Des Weiteren muss die Ungleichung auch ohne
Existenz einer internen Variable und fiir einen isothermen Zustand sowie auch fiir eine konstante
Dehnung erfiillt werden. Demnach lassen sich Spannung und Entropie mit Hilfe des zweiten
und dritten Summanden von durch

ov ov
-, = —— 2.53
779 T 0 (2:33)
ermitteln. Als Resultat bleibt schlieBlich die Gleichung
LYY >0, (2.54)

oA
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die zur Definition der thermodynamischen Triebkraft durch

ov
——=P 2.55
A (2.55)
fiihrt. Diese Kraft gibt somit auch an, in welche Richtung die Anderung der internen Variable

erfolgt.

2.5 Prinzip des Minimums des Dissipationspotentials

Effekte wie Plastizitét, Schiadigung oder Phasenumwandlungen werden anhand einer verinder-
ten Mikrostruktur des jeweils betrachteten Materials deutlich. Beschrieben wird der Zustand
dieser Struktur durch interne Variablen, wie beispielsweise plastische Dehnungen, Schidigungs-
male oder Volumenanteile einzelner Phasen. Ziel eines Materialmodells ist die Vorhersage der
Entwicklung dieser Mikrostruktur und somit der internen Variablen infolge einer Belastung des
Materials sowie der damit verbundenen nicht-linearen Spannungsantwort des Materials.

Das Prinzip des Minimums des Dissipationspotentials (PMDP) ist eine energiebasierte Me-
thode zur Bestimmung von Evolutionsgleichungen fiir die internen Variablen. Die Methode bie-
tet den Vorteil einer leichten Einbeziehung von zu erfiillenden Nebenbedingungen. Es kann des
Weiteren gezeigt werden, dass die Methode mit dem Hamilton-Prinzip fiir nicht-konservative
Kontinua und eine Energie, die nicht von dem Gradienten der internen Variable abhédngt, liber-
einstimmt, siche Kapitel

Das Prinzip der Dissipationsminimierung wurde ausfiihrlichst in |Carstensen u. a.| (2002), Or-
tiz u. Repetto (1999) und Hackl u. Fischer| (2008) prisentiert sowie schlieBlich in Junker u. a.
(2014) fiir nicht-isotherme Problemstellungen erweitert. Ausgangspunkt ist die Formulierung
einer Lagrange-Funktion £ fiir ein Material, dessen Mikrostruktur durch eine allgemeine in-
terne Variable A beschrieben wird, die hier die Dimension eines Tensors erster Stufe hat. Die
Lagrange-Funktion besteht im wesentlichen aus zwei Komponenten: aus der Rate der freien
Helmholtz-Energie ¥ und einer Dissipationsfunktion D. Sie kann geschrieben werden als

L:=U+D. (2.56)

Die Funktion D gibt an, wie viel Energie durch die Anderung der Mikrostruktur dissipiert.
Aufgrund des zweiten Hauptsatzes der Thermodynamik (2.49) ist die einzige Bedingung fiir
D, dass die Dissipationsfunktion fiir alle Anderungen der Mikrostruktur und somit fiir jede
zulissige Anderung der internen Variable A einen nicht negativen Wert annimmt, d.h.

D>0 VA, A. (2.57)

Die Wahl des Ansatzes von D entscheidet iiber die Art der Evolution der internen Variable
A und es konnen beispielsweise homogene Funktionen ersten oder zweiten Grades gewéhlt
werden.

Der Ansatz nach von Mises

D=r A] (2.58)

mit r; als Dissipationsparameter, ist homogen ersten Grades (vergl. Gleichung (2.27))) und resul-
tiert in einer ratenunabhéngigen Evolution der internen Variable A. Wie in spiteren Ausfiihrun-
gen im néchsten Unterkapitel [2.6] gezeigt wird, stellt der Dissipationsparameter eine FlieBgrenze
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bzw. eine Energiebarriere dar, die iiberwunden werden muss, damit die ratenunabhingige Mi-
krostrukturdnderung beginnen kann. Der zweite betrachtete Ansatz mit viskosem Parameter 7

T2 2

2

D=-_"=|A (2.59)

ist homogen zweiten Grades. Die mit Hilfe dieser Dissipationsfunktion erhaltenen Entwick-
lungsgleichungen sind viskosen Typs und somit zeit- bzw. ratenabhéngig. Eine Kombination
beider Ansitze

2

D=nr A (2.60)

. T2
A( T2
T3

fiihrt zu Evolutionsgleichungen elasto-viskoplastischer Art.

Die Rate der freien Helmholtz-Energie in Gleichung kann durch Anwendung der Ket-
tenregel berechnet werden und lédsst sich unter Verwendung der Definition der thermodynami-
schen Triebkraft in Gleichung schreiben als

. OU . .

\IJ—a—A-A——P-A. (2.61)
Verglichen mit entfallen an dieser Stelle die Terme beziiglich der Rate der priméren
Variablen € und 6, da diese bei der Losung des Minimierungsproblems beziiglich der Rate
der internen Variable keinen Einfluss ausiiben und daher — zwecks einer kompakteren Schreib-
weise — direkt vernachléssigt werden konnen. Zur Berechnung der Evolutionsgleichungen der
Mikrostruktur wird die Lagrange-Funktion nun beziiglich der Rate der internen Variable mi-
nimiert. Dabei konnen, wie bereits erwédhnt, besonders leicht Nebenbedingungen beriicksich-
tigt werden. Dies geschieht im Fall von zu erfiillenden Gleichungen durch Lagrange-Parameter
und im Fall von Ungleichungen mit Hilfe von Kuhn-Tucker-Parametern. Diese zusitzlichen
Bestandteile der Lagrange-Funktion werden durch den Summanden cons beriicksichtigt. Das
Minimierungsproblem ldsst sich somit insgesamt schreiben durch

L= (e,0,A)+D <A, A) teons = min, (2.62)
worin die Abhingigkeit der Energie von der Dehnung € und der Temperatur 6 beriicksichtigt
wird. Prinzipiell muss, um den gefundenen Punkt eindeutig als Minimum zu identifizieren,
die zweite Ableitung iliberpriift werden. Dieser Schritt kann jedoch vernachlissigt werden, da
die vorgegebene konvexe Energiefunktion keine Maxima zuldsst. Der zusétzliche Anteil cons
fiir die Nebenbedingungen sorgt dafiir, dass der zu minimierende Ausdruck bei Nichteinhal-
tung der Bedingungen durch Addition eines Summanden bestraft wird. Die Minimierung des
Ausdrucks gewihrleistet somit automatisch, dass diese erfiillt werden. Im Fall erster Ordnung
homogener Dissipationsfunktionen kann die FlieBfunktion durch die Betrachtung der Legendre-
Transformation von D bestimmt werden. Dies wird im Detail in Kapitel ] gezeigt.

2.6 Gegentuberstellung elasto-plastischen, visko-elastischen und
elasto-viskoplastischen Materialverhaltens

Wie bereits erwihnt, bestimmen die im vorherigen Abschnitt [2.5] vorgestellten Dissipations-
funktionen (2.58)-(2.60), welcher Art die resultierenden Evolutionsgleichungen sind. Die in
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Kapitel 4] vorgestellten Materialmodelle zur Bestimmung der funktionalen Ermiidung in Form-
geddchtnislegierungen beinhalten verschiedene Ansitze fiir die Dissipation. Um die Art der
resultierenden Evolutionsgleichungen besser nachvollziehen zu konnen, wird in diesem Un-
terkapitel das Beispiel der Plastizitit betrachtet. Zur Beschreibung der Mikrostruktur wird die
plastische Dehnung ep eingefiihrt. Des Weiteren werden zunichst die entsprechenden Evolu-
tionsgleichungen fiir eine elasto-plastische, eine viskose und eine elasto-viskoplastische Ent-
wicklung von ep hergeleitet, um daran den Unterschied zwischen den verschiedenen Arten der
Evolution zu verdeutlichen, siehe fiir vertiefende Informationen auch|Wriggers|(2013)) und Lub-
liner (1972). Zur besseren Ubersichtlichkeit wird an dieser Stelle auf die Beriicksichtigung der
Volumenerhaltung als Nebenbedingung verzichtet.

Fiir den Fall auftretender plastischer Effekte kann die elastische Dehnung e, aus der Dif-
ferenz der totalen Dehnung e abziiglich der plastischen Dehnung berechnet werden. Dadurch

wird die freie Helmholtz-Energie durch den Ausdruck
1
\I/:§(€—€p):E:(€—sp) (2.63)

beschrieben, worin der Tensor [E die Materialsteifigkeit darstellt. Die Triebkraft der plastischen
Dehnung kann mithilfe von Gleichung (2.55) berechnet werden. Der resultierende Ausdruck

P=—— —FE: (e — = 2.64
Ber (e —ep)=o0 (2.64)
entspricht der Spannung o.

Wird im ersten Beispiel nun ein erster Ordnung homogener Ansatz fiir die Dissipationsfunk-
tion gemaB Gleichung (2.58)) gewihlt

D = r |€P| , (265)
so kann die Lagrange-Funktion aufgestellt und schlieBlich minimiert werden:

L=—-P: ép + 1 |€p| — mm . (266)

€p

Die Ableitung der Dissipationsfunktion D ergibt aufgrund der gesuchten Ableitung einer Be-
tragsfunktion das Subdifferential

Ep .
oD ™My g 0
o = ey p7 0 (2.67)
€p BB <r ép=0
so dass fiir alle ép # 0
P4+ — (2.68)
€p]

geschrieben werden kann. Durch Umformung ergibt sich schlielich die elasto-plastische Evo-
lutionsgleichung

ép = P (2.69)

mit dem Konsistenzparameter 5 = |ép| /r1. Zur Bestimmung der FlieBfunktion wird des Wei-
teren die Legendre-Transformation

D = sup {P :ép—r|ép|} (2.70)
€p
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betrachtet. Durch Einsetzen der Evolutionsgleichung der plastischen Dehnung (2.69) und Um-
formung der Gleichung, kann der Ausdruck

D* :sup{@ (P P—rf)} (2.71)

ép r1

geschrieben werden. Der erste Faktor — der Konsistenzparameter 3 — ist automatisch > (. Damit
die Funktion weiterhin beschrinkt bleibt, muss fiir den Klammerterm

P=P:P-12<0 (2.72)

gelten. Er wird des Weiteren als FlieBfunktion & mit dem Dissipationsparameter r; als Fliel3-
grenze bezeichnet und es ergeben sich folglich die Kuhn-Tucker-Bedingungen

>0, <0, fP=0. (2.73)
Das Spannungs-Dehnungs-Diagramm und die Evolution der plastischen Dehnung in Abbil-

C A cp A

> >
€

m

Abbildung 2.3: Spannungs-Dehnungs-Diagramm und Evolution der plastischen Dehnung bei
elasto-plastischer Evolution der plastischen Dehnungen.

dung [2.3] zeigen qualitativ das resultierende Materialverhalten. Die Spannungen steigen bis
zum Erreichen der FlieBgrenze r; linear an und bleiben dann durch die lineare Entwicklung
plastischer Dehnungen konstant. Im Spannungs-Dehnungs-Diagramm bildet sich ein deutliches
Spannungsplateau.

Der zweiter Ordnung homogene Ansatz der Dissipationsfunktion (2.59)), hier
D= % EY (2.74)

liefert durch Minimierung der Lagrange-Funktion die visko-elastische Evolutionsgleichung

Ep = lP , (2.75)
)
wobei 5 nun als viskoser Parameter bezeichnet werden kann. Anders als in dem vorherigen
elasto-plastischen Ansatz kommt es durch das viskose Materialverhalten zu einer kontinuierli-
chen Evolution der plastischen Dehnung, die schon von Beginn an einen Einfluss auf die Span-
nungsentwicklung hat und diese dampft, siche Abbildung 2.4 Das Materialverhalten ist somit
stark abhiingig von der Wahl des viskosen Parameters und der Zeitdiskretisierung.
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C A SPA

> >
€

m

Abbildung 2.4: Spannungs-Dehnungs-Diagramm und Evolution der plastischen Dehnung bei
viskoser Evolution der plastischen Dehnungen.

Der gemischte Ansatz (2.60) hat fiir das betrachtete Problem schlieBlich die Form
. rg .
D =r |ép| + 52 ep|® . (2.76)
Die Minimierung der Lagrange-Funktion liefert

Py 7«1% +roép = 0 (2.77)
P

und ergibt durch Umformung die Evolutionsgleichung

ép = 1 (P _ rlé—P> . (2.78)

T2 |€p|

Es wird die Annahme getroffen, dass die normierte Rate der plastischen Dehnung der normier-
ten Triebkraft entspricht

Ep P

_— =, (2.79)

érl [P
da auf Grundlage des zweiten Hauptsatzes der Thermodynamik, siehe Gleichungen (2.54)) und
(2.55), die Evolution der internen Variable in Richtung der Triebkraft stattfindet. Damit ergibt
sich durch Umformung von Gleichung schlieBlich die elasto-viskoplastische Evolutions-
gleichung

1 P
= — (P — o —
T ( “rm)

P

(|P|—T1)ﬁ-

(2.80)

1
T2
Aquivalent zu dem Vorgehen bei dem elasto-plastischen Materialverhalten wird die Legendre-

Transformation der Dissipationsfunktion betrachtet:

D*:sup{P:ép—ﬁ |ép|—%|ép|2} : 2.81)

€p
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Durch Umformung von Gleichung (2.77)) und anschlieBendes Einsetzen ergibt sich

€ . Ty .
D" = SUP{M(P3(P—T2€P)—T%)_§2’€P|Q}

€ € r
= sup [£e] (P:P—r}) —MP Croép —— |ép* b, (2.82)
ép T N——— T 2
>0 ;:@éo <0 <0

woraus sich die FlieBfunktion
=P P} (2.83)
ableiten ldsst. Damit lésst sich die Evolutionsgleichung schlieBlich schreiben als

1 P

—p, . 2.84
T +|P‘ ( )

Ep =
Die Notation @ gibt an, dass falls die FlieBfunktion negativ ist, diese den Wert 0 zuriickliefert
und somit keine Evolution der plastischen Dehnung stattfindet. Es wird folglich nur mit dem
positiven Anteil von ® gerechnet.

Die Auswirkungen der elasto-viskoplastischen Evolution von ep werden anhand von Abbil-
dung|2.5|deutlich. Dargestellt werden die Kurven des ratenabhiingigen Modells fiir unterschied-
lich groBe Schrittweiten und somit Belastungsgeschwindigkeiten. Der viskose Parameter sowie
die maximale Belastung sind fiir beide Kurven gleich. Wenn die Schrittweite in entsprechender
Hohe gewihlt wird, kann eine Kurve dhnlich der des elasto-plastischen Materials erreicht wer-
den (schwarze Kurve). Erfolgt die Lastaufbringung in sehr kurzer Zeit und dementsprechend
mit einer relativ grolen Schrittweite, so reicht die viskose Entwicklung der internen Variable
nicht aus, einen weiteren Anstieg der Spannung zu verhindern. Die Spannung wichst somit
trotz iiberschrittener FlieBgrenze weiter an (graue Kurve).

C A SPA

> >
€ €

Abbildung 2.5: Spannungs-Dehnungs-Diagramm und Evolution der plastischen Dehnung bei
elasto-viskoplastischer Evolution der plastischen Dehnungen.

Diese Charakteristik der elasto-viskoplastischen Evolution wird auch anhand von Abbil-
dung [2.6] deutlich. Die Richtung der Evolution wird in beiden Fillen durch die thermodyna-
mische Triebkraft P vorgegeben. Bei elasto-plastischem Materialverhalten und nicht Einhal-
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ten der FlieBbedingung ® < 0 sorgt der Konsistenzparameter J dafiir, dass die interne Va-
riable so berechnet wird, dass die FlieBgrenze wieder exakt eingehalten wird. Bei der elasto-
viskoplastischen Evolution erfolgt die Entwicklung der internen Variable zwar auch in Rich-
tung der Triebkraft, jedoch wird die GroBe der Evolution durch das Zeitinkrement At und den
viskosen Parameter bestimmt, hier zusammengefasst in Atp = At /r. Ist das Zeitinkrement At
zu klein und erfolgt die Lastaufbringung somit sehr schnell, so reicht die Entwicklung der in-
ternen Variable nicht aus, damit die FlieBgrenze wieder eingehalten wird und die Spannung ist
zu hoch. Verglichen mit der elasto-plastischen Evolution kann die ratenabhéngige Entwicklung
vor allem durch geringere Berechnungszeiten liberzeugen.

elasto-plastisches
Materialverhalten

BP
At, P

elasto-viskoplastisches
Materialverhalten

elastisches Materialverhalten

O

Abbildung 2.6: Einhaltung der Fliefunktion bei elasto-plastischem und elasto-viskoplastischen
Materialverhalten.

2.7 Gegenuberstellung des Prinzips des Minimums des
Dissipationspotentials und des Hamilton-Prinzips

Die Ausfiihrungen zum Hamilton-Prinzip basieren im Wesentlichen auf Junker (2016), wo
sich auch detailliertere Informationen sowie Anwendungsbeispiele fiir die erstmals in Hamilton
(1834) und Hamilton| (1835) vorgestellte Methode finden lassen. Das Hamilton-Prinzip basiert
auf dem Prinzip der virtuellen Arbeit, siehe beispielsweise Bruhns| (2003) und Reddy| (2002),
und kann auch in die Lagrangesche Bewegungsgleichung tiberfiihrt werden, siehe z.B. Bedford
(1985)). Ein Material, dessen Mikrostruktur sich in einer sollchen Art entwickelt, dass dadurch
ein Teil der Energie dissipiert, wird als nicht-konservativ bezeichnet. Fiir nicht-konservative
Kontinua wird der stationdre Punkt eines Energiefunktionals Z gesucht. Dieses Funktional setzt
sich aus der Differenz der kinetischen Energie I, der Gibbs-Energie G und der Arbeit W der
nicht-konservativen Krifte zusammen. Das stationire Problem ldsst sich somit mit Hilfe der
Gateaux-Ableitung als

to
0T = / (5K —6G +oW)dt=0 VY ou, 6A (2.85)
t1

schreiben und gilt fiir alle Variationen der priméren Variablen — hier der Verschiebungen u —
und der internen Variablen A, siehe Bedford (1985)). Die kinetische Energie K kann Gleichung
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(2.43) entnommen werden. Jedoch wird sie aufgrund der Beschriankung auf quasi-statische Pro-
bleme innerhalb dieser Arbeit vernachlissigt. Die Gibbs-Energie ldsst sich durch

g— [vav— [ fuav- [touda (2.86)
Q Q T

berechnen. Sie setzt sich folglich aus einem Anteil der inneren Energie zusammen, der sich
durch Integration der freien Energie ergibt, sowie einem Anteil, der durch die Wirkung duferer
Krifte entsteht, siehe hierzu auch Lubliner (2008). Dieser zweite Anteil entspricht der mecha-
nischen Arbeit der konservativen Krifte, die eine direkte Anderung der Gibbs-Energie bewirkt.
Im Gegensatz dazu erfolgt die Beriicksichtigung der nicht-konservativen Krifte durch W. Die
dissipativen Prozesse werden mithilfe der internen Variablen A beschrieben. Des Weiteren wird
inJunker|(2016)) an dieser Stelle wiederum eine Dissipationsfunktion D [vergleiche Kapitel 2.5]]
verwendet, deren Ableitung nach der Rate der internen Variable A die dissipative Kraft P er-
gibt:

~ JD

A (2.87)

Die Grofe P entspricht dann der Kraft, die ,,entlang* der internen Variable Arbeit verrichtet und
so die Umwandlung der Energie in beispielsweise nicht mehr nutzbare Wirmeenergie bewirkt.
Die Arbeit der nicht-konservativen Krifte ist somit durch

W= / P AdV (2.88)
Q

gegeben.

Unter der Voraussetzung eines quasi-statischen Problems und der Annahme, dass die Gibbs-
Energie nun nicht nur von dem Verschiebungsfeld u, sondern auch von der internen Variable A
abhingt, kann das Hamilton-Prinzip aus Gleichung (2.85)) umformuliert werden zu

—5G (u, A) + W (A,A) —0  Voéu, A (2.89)

Das Anwenden der Variation auf die einzelnen Energieterme (2.86) und (2.88)) ergibt

Y v
0G = /6—-(5udV+/a—-(SAdV—/f-éudV—/t-éudA (2.90)
o Ou o OA Q r
SW = /13~<5AdV. (2.91)
Q
Diese Ausdriicke lassen sich anschlieBend in Gleichung (2.89) einsetzen, die fiir alle Variatio-

nen du und OA erfiillt sein muss. Da diese unabhingig voneinander sind, kann eine separate
Betrachtung erfolgen und es ergeben sich die beiden Gleichungen:

_/a_\ll.gudV+/f.5udV+/t-5udA =0 (2.92)
Qau (¢} I
oV ~

— —-5AdV+/P-<5AdV = 0. (2.93)
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Der erste Ausdruck ist bekannt als Prinzip der virtuellen Arbeit. Die zweite Gleichung muss
fiir jedes beliebig kleine Volumen und alle moglichen §A erfiillt sein. Es lédsst sich somit unter
Beriicksichtigung der Definition der dissipativen Kraft (2.87)

ov 9D
’ _ 2.94
(9A+8A (254

schreiben. Umgestellt und unter Anwendung der Definition der thermodynamischen Triebkraft
P aus Gleichung (2.55)) folgt die Biot-Gleichung

9D _p (2.95)
OA

Wird fiir die Dissipationsfunktionen nun eine der Gleichungen aus dem vorherigen Kapitel
verwendet, ergibt sich beispielsweise fiir den erster Ordnung homogenen Ansatz aus Gleichung
(2.58)) das Subdifferential

A )
oD "M A;éO
= A‘ (2.96)
EEl<m A=0

und die Evolutionsgleichung der allgemeinen internen Variable A kann schlieflich in Abhéngig-
keit des Konsistenzparameter 5 = ‘A‘ /71

A=pBP firA+#0 (2.97)

geschrieben werden. Die resultierende Evolutionsgleichung ist elasto-plastischen Typs und ent-
spricht der im vorherigen Kapitel mit Hilfe des PMDP am konkreten Fall der Plastizitit
hergeleiteten Evolutionsgleichung (2.69).

Das eigentliche Ziel ist der Vergleich zwischen PMDP und Hamilton-Prinzip. Wie im vor-
angegangenen Kapitel [2.5] ausfiihrlich beschrieben, sieht das PMDP eine Minimierung der
Lagrange-Funktion vor, siehe Gleichung (2.62), und somit

—P-A+D — min. (2.98)
A

Wird nun die erste Ableitung nach der Rate der internen Variable A gebildet, ergibt sich

oD

+ = =0. 2.99
OA (299)

Das Prinzip des Minimums des Dissipationspotentials stimmt folglich mit dem Hamilton-Prinzip
fiir nicht-konservative Kontinua iiberein, falls die Gibbs-Energie nicht von dem Gradienten der
internen Variable abhingt.
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3 Materialeigenschaften von Formgedachtnislegierungen
und deren Berlicksichtigung in anderen Materialmodellen

Formgedichtnislegierungen (FGL) sind aufgrund der Komplexitit ihres Materialverhaltens The-
ma zahlreicher vergangener, aber auch aktueller Studien. In dem ersten Unterkapitel wird
zunichst eine kurze Einfithrung zu Formgedéchtnislegierungen gegeben und es werden so die
herausragenden experimentell beobachteten Eigenschaften von FGL vorgestellt. Neben der Vor-
stellung der wesentlichen Eigenschaften wird dabei besonders auf den in der vorliegenden
Arbeit modellierten Effekt der funktionalen Ermiidung eingegangen. AnschlieBend wird in
den nachfolgenden Unterkapiteln ein kurzer Uberblick iiber die bisherigen Arbeiten am Lehr-
stuhl fiir Mechanik-Materialtheorie an der Ruhr-Universitit Bochum sowie iiber Modellie-
rungsansitze anderer Forschungsgruppen gegeben. Aufgrund der zahlreichen existierenden wis-
senschaftlichen Untersuchungen ist es weniger Ziel, einen Komplettiiberblick zu liefern, als
viel mehr einen Einblick in andere Herangehensweisen zu bieten, um so das dieser Arbeit zu
Grunde liegende Modell in den wissenschaftlichen Kontext einordnen, aber auch von anderen
Materialmodellen abgrenzen zu konnen.

3.1 Materielle Besonderheiten von Formgedachtnislegierungen

Experimentelle Abhandlungen, wie beispielsweise Otsuka u. Ren (2005), Otsuka u. Wayman
(1999) und insbesondere beziiglich der funktionalen Ermiidung von FGL Eggeler u. a. (2004),
Wagner (2005), [Simon u. a.|(2010) und KrooB u. a. (2015), liefern einen detaillierten Uberblick
tiber das aullergewohnliche Materialverhalten von FGL und dienen als Grundlagen dieses Un-
terkapitels.

Malgeblich das namensgebende Formgedichtnis und die Superelastizitdt machen Formge-
dichtnislegierungen zu interessanten Materialien fiir die industrielle Anwendung. Zuerst ent-
deckt in der Legierung Au-47.5 At.-% Cd, konnten diese Eigenschaften in zahlreichen weiteren
Legierungen nachgewiesen werden, siehe fiir eine detaillierte Ubersicht Lagoudas (2008), Ot-
suka u. Wayman|(1999) und Wei u. a. (1998)). Demnach existieren beispielsweise kupferbasierte
Legierungen, die sich vor allem durch eine hohe elektrische und thermische Leitfahigkeit und
eine grole Verformbarkeit auszeichnen, sowie mallgeblich preisgiinstige eisenhaltige Form-
geddchtnislegierungen. Die hinsichtlich ihrer Attraktivitdt fiir die industrielle Nutzung {iber-
zeugenste FGL ist jedoch Nickeltitan (NiT1). NiTi verfiigt liber herausragende Eigenschaften
beziiglich seiner Duktilitdt und Festigkeit und ist zudem noch sehr korrosionsbestindig. Ein
Nachteil und somit Motivation fiir intensive Forschungen im Bereich der Fe-basierten FGL ist
jedoch der hohe Preis von NiTi. Neben den entsprechenden Legierungen verfiigen weiterhin
auch gewisse Keramiken und Polymere, wie z.B. Gummi, iiber ein Formgedichtnis. Der Ef-
fekt der scheinbaren Erinnerung an ihre urspriingliche Form kann in manchen der sogenannten
Formgedichtniskeramiken (FGK) durch ein elektrisches Feld initiiert werden, was eine sehr
schnelle Transformation ermoglicht. FGK zeichnen sich allerdings vor allem durch ihre poten-
tielle Einsatzfihigkeit bei relativ hohen Temperaturen verglichen mit den FGL aus, die jedoch
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gleichzeitig auf deutlich geringere Dehnungen beschrinkt ist, siehe |Otsuka u. Wayman| (1999)
und Wei u. a.| (1998)).

Zuriickzufiihren sind die Effekte des Formgedichtnis und der Superelastizitit in FGL auf
eine im Material stattfindende diffusionslose Festkorpertransformation zwischen der bei rela-
tiv hohen Temperaturen stabilen austenitischen und der bei niedrigeren Temperaturen stabilen
Phase Martensit, siehe (Otsuka u. Wayman| (1999)). Im Folgenden wird nun das Atomgitter fiir
die Formgedichtnislegierung NiTi betrachtet. Die diffusionslose Phasenumwandlung findet in
dieser speziellen Legierung zwischen der Hochtemperaturphase Austenit und zwolf verschie-
denen Martensitvarianten statt. Die austenitische Phase besitzt ein kubisch-flichenzentriertes
Atomgitter. Die Einheitszelle der sogenannte B2-Struktur wird in Abbildung [3.1] dargestellt.
Sie verfiigt iiber eine symmetrische Anordnung der Nickel- und Titanatome.

=
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©

Abbildung 3.1: B2-Kristallstruktur des Austenits nach Otsuka u. Ren| (2005).

Abbildung [3.2] zeigt die monokline B19” Struktur des Martensits. Abgebildet werden zwei
verschiedene Varianten des Martensits, diese beiden lassen sich, ebenso wie die weiteren zehn
Varianten, durch Spiegelung und Rotation ineinander iiberfiihren. Das abgebildete Atomgitter
zeichnet sich durch eine kubisch-raumzentrierte Struktur aus, siehe |Otsuka u. Renl (2005)).
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Abbildung 3.2: B19’-Kristallstruktur des Martensits nach Otsuka u. Ren! (2005).

Zuweilen erfolgt die Umwandlung der austenitischen B2-Struktur in die martensitische B19’-
Struktur nicht direkt, sondern es kommt zunéchst zur Bildung der sogenannten R-Phase bevor
das Material dann in den entgiiltigen martensitischen Zustand iibergeht. Die Ursache fiir die Bil-
dung dieser Phase mit trigonaler oder rhomboedrischer Kristallstruktur liegt in der Vorbehand-



3.1 Materielle Besonderheiten von Formgedéchtnislegierungen 27

lung des Werkstoffs. Sie wird ausgelost durch eine thermomechanische Behandlung des Bau-
teils und thermisches Zyklieren, siehe hierzu z.B. Bhattacharya (2003) und Otsuka u. Wayman
(1999). Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wird lediglich die einstufige Phasenumwandlung
behandelt. An entsprechender Stelle wird jedoch auf eine mogliche Einbindung der R-Phase
und der damit verbundenen zweistufigen Transformation verwiesen.

Die Umwandlung der Gitterstruktur ist weiterhin mit einer dazu nétigen Dehnung verbunden.
Diese Dehnung wird auch als Transformationsdehnung [Bhattacharya (2003)], superelastische
Dehnung [Otsuka u. Wayman, (1999)] oder Bain-Dehnung bezeichnet, wobei sich letztere mit
Hilfe der sogenannten Bain-Matrix berechnen lésst, siehe beispielsweise in Bhattacharya|(2003)
und Le (2010). Bei der Transformationsdehnung bzw. Bain-Matrix handelt es sich um eine ex-
perimentell messbare Grofle. Beispielsweise in Bhattacharyal (2003)) sind diese fiir unterschied-
liche FGL zu finden. Die unterschiedlichen Phasen zeichnen sich weiterhin durch verschiedene
Steifigkeiten aus. Auch die damit verbundenen elastischen Konstanten waren in der Vergan-
genheit bereits Objekt experimenteller Studien. Fiir NiTi sind sie beispielsweise in Wagner u.
Windl (2008)) dokumentiert.
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Abbildung 3.3: Entwicklung des Martensitgehalts \y; bei thermischer Belastung nach [Wagner
(2005).

Abbildung [3.3] zeigt eine thermisch induzierte Phasenumwandlung, beispielsweise zu finden
in [Wagner (2005). Dargestellt wird die schematische Entwicklung des Martensitgehalts \y; ei-
ner Probe, die zunichst erwirmt und anschlieBend abgekiihlt wird. Zu Beginn des Versuchs (0)
liegt eine Temperatur 0 vor, die kleiner als die sogenannte Martensit-Finish-Temperatur Mp ist.
Das Material besteht somit ausschlieBlich aus den zwolf unterschiedlichen Martensitvarianten.
Wird die Probe nun erwarmt und erreicht schlieSlich eine Temperatur § > Ag, beginnt die Um-
wandlung der Niedrigtemperaturphase Martensit in die Hochtemperaturphase Austenit, die bei
der sogenannten Austenit-Finish-Temperatur Ar abgeschlossen ist. Wird die rein austenitische
Probe nun wieder abgekiihlt, beginnt ab der sogenannten Martensit-Start-Temperatur Mg die
Umwandlung in die unterschiedlichen Martensitvarianten. Diese Temperatur ist kleiner als A,
wodurch es zu der charakteristischen Hysterese kommt. Bei Erreichen der Martensit-Finish-
Temperatur Mp ist die Phasentransformation abgeschlossen und die Probe erneut in einem rein
martensitischen Zustand, siehe z.B. Otsuka u. Wayman (1999) und Wagner| (2005)). Eine zykli-
sche Durchfiihrung dieses Versuches und eine damit verbundene Verschiebung der Transforma-
tionen zu niedrigeren Temperaturen wird beispielsweise in |Burow| (2010) und Miyazaki u. a.
(19864) untersucht.
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Anders als bei klassischen Stahllegierungen, siehe Hornbogen u. a.|(1973), kann die Phasen-
transformation in Formgedichtnislegierungen nicht ausschlieBlich durch thermische, sondern
auch durch mechanische Belastungen ausgelost werden. Unterschieden werden hierbei zwei
wesentliche Effekte: die Pseudoplastizitit und die Pseudoelastizitidt. Ausfiihrliche experimen-
telle Untersuchungen zu beiden Effekten finden sich in Otsuka u. Wayman| (1999), Bhattacharya
(2003) und |Otsuka u. Ren|(2005)).
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Abbildung 3.4: Schematische Darstellung der Pseudoplastizitit anhand eines Spannungs-
Dehnungs-Temperatur-Diagramms nach 'Wagner (2005).

Im ersten Fall der Pseudoplastizitiit wird eine Probe betrachtet, die eine Ausgangstempera-
tur von 6 < My besitzt. Die Probe ist also in einem rein martensitischen Zustand und besteht
aus unterschiedlichen Martensitvarianten (@), die jeweils einen Elastizititsmodul von F; be-
sitzen. Wird die Probe nun einer Verschiebung ausgesetzt, so verhilt sie sich zunichst linear-
elastisch, siehe Abbildung [3.4] Wird eine gewisse Spannung erreicht beginnt das Entzwillingen
der Struktur, d.h. die beziiglich der Belastung ungiinstigen Martensitvarianten wandeln sich bei
konstant bleibender Spannung in giinstige Varianten um. Nach abgeschlossener Transformation
und somit nach Bildung einer komplett geordneten Martensitstruktur, beginnt das Material sich
zunichst wieder elastisch zu Verformen, bevor es dann zur Bildung von plastischen Dehnungen
und schlieBlich zum Versagen der Probe kommt. Wird die Probe jedoch vorher entlastet, ver-
formt sie sich elastisch zuriick. Ahnlich wie bei der klassischen Plastizitit verbleibt jedoch bei
vollstdndiger Entlastung eine Verformung. Wird die Probe nun erwirmt und die Temperaturen
Ag und letztendlich auch Ap iiberschritten, wird die geordnete Martensitstruktur in Austenit
umgewandelt und die fiir die Verformung verantwortlichen Transformationsdehnungen zuriick-
gebildet. Das Abkiihlen der Probe unter die martensitischen Umwandlungstemperaturen Mg
und M ldsst die Probe schlieBlich in ihren Ausgangszustand zuriickkehren, sodass wieder eine
rein martensitische verzwillingte Struktur bestehend aus verschiedenen Martensitvarianten und
ohne verbleibende Deformation vorliegt. Neben der Bezeichnung Pseudoplastizitéit wird dieser
Prozess auch als Einwege- oder Formgedichtniseffekt bezeichnet, siehe beispielsweise Otsuka
u. Wayman| (1999) und Wagner| (2005)).

Der zweite wichtige Effekt, der priagend fiir die herausragenden Eigenschaften von Form-
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gedichtnislegierungen ist, ist wie bereits genannt die Pseudoelastizitit, auch als Superelastizitit
bezeichnet. Die betrachtete Probe befindet sich zu Beginn des Versuchs (0) in einem rein aus-
tenitischen Zustand, sie ist also einer Temperatur § > My ausgesetzt. Wird nun eine Verschie-
bung aufgebracht, verformt sich die Probe mit dem Elastizititsmodul £, bis zum Erreichen
einer Spannung oy linear-elastisch, siehe Abbildung [3.5] Anschliefend beginnt die Transfor-
mation von Austenit in entzwillingten Martensit, d.h. es bilden sich die auf die Belastung be-
zogenen gilinstigsten Martensitvarianten. Wie bei dem Einwegeeffekt entsteht auch in diesem
Versuch bis zum Abschluss der Umwandlung ein Spannungsplateau. Jede weitere Belastung
fiihrt anschlieBend zu einem erneuten Anstieg der Spannung, gefolgt von plastischen Verfor-
mungen sowie schlieflichem Versagen des Bauteils. Die Entlastung fiihrt hingegen zunéchst
zu einer linear-elastischen Spannungs-Dehnungs-Beziehung. Wird jedoch eine Spannung o,
erreicht, bildet sich fiir die weitere Entlastung wiederum ein Spannungsplateau: der Marten-
sit wird zuriicktransformiert in den Austenit. Ist die Umwandlung abgeschlossen, liegt wieder
ein rein austenitisches Gefiige vor und die Probe verformt sich linear-elastisch zuriick in ihren
Ausgangszustand, siehe auch hierzu z.B. Otsuka u. Wayman| (1999) und Wagner (2005).
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Abbildung 3.5: Schematische Darstellung der Pseudoelastizitit anhand eines Spannungs-
Dehnungs-Diagramms nach [Wagner (2005).

3.1.1 Funktionale Ermiidung wahrend des pseudoelastischen Materialverhaltens

Aufgrund der Thematik der vorliegenden Arbeit wird an dieser Stelle ein besonderes Augen-
merk auf die funktionale Ermiidung gelegt. Ermiidung im Allgemeinen meint die Veridnderung
der Materialeigenschaften sowie Schidigung in Folge einer wiederholten Belastung und kann
auf verschiedenen Ebenen stattfinden, siehe [Suresh (1998). Eine detaillierte Auseinanderset-
zung mit der Definition von Ermiidung sowie eine Zusammenstellung verschiedener Arten, wie
beispielsweise Kriechermiidung oder thermomechanische Ermiidung, kann Suresh| (1998)) und
Bolotin (1999) entnommen werden.

In [Otsuka u. Wayman| (1999) und Morgan u. Friend (2001) wird zwischen drei Arten von
Ermiidung in Formgedéchtnislegierungen unterschieden: einer Ermiidung in Gestalt eines Bruchs
durch mechanisches Zyklieren bei einer konstanten Temperatur, einer durch thermisches Zy-
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klieren ausgeltsten Divergenz der physikalischen, mechanischen und funktionalen Materialei-
genschaften und letztlich ein abnehmendes Formgedichtnis, fiir das vor allem NiTi anféllig ist,
siehe Otsuka u. Wayman| (1999) und Morgan u. Friend (2001)). In|[Eggeler u. a. (2004)) wird hin-
gegen — die letzten beiden Gruppen zusammenfassend — nur zwischen zwei wesentlichen Arten
der Ermiidung differenziert: der strukturellen und der funktionalen Ermiidung. Die strukturel-
le Ermiidung umfasst dabei — wie in (Otsuka u. Wayman| (1999) — das Versagen eines Bauteils
durch zyklische Beanspruchung, das nicht nur in FGL auftritt. Explizit gemeint ist damit ei-
ne wachsende Schidigung des Bauteils, die zur Rissbildung und schlieBlich zum Bruch des
selbigen fiihren kann. Die funktionale Ermiidung meint die Degradierung funktionaler Eigen-
schaften, siehe Eggeler u. a. (2004).

Deutlich wird das im Rahmen dieser Arbeit behandelte Phinomen der funktionalen Ermii-
dung anhand eines zyklischen Belastungsversuchs nach beispielsweise (Gall u. Maier (2002),
Ibarra u. a.| (2007), Miyazaki u. a. (1986b) und Delville u. a.[(2011). Die Abbildungen und
zeigen die experimentellen Daten sowie die schematische Aufarbeitung eines zyklischen
Zugversuchs nach |Wagner| (2005). Die zu Beginn rein austenitische und sich somit pseudoela-
stisch verhaltende Probe wird wiederholt be- und entlastet. Diese zyklische Belastung fiihrt zur
Abnahme der Plateauspannungen o); und o,,,. Dabei sinkt das obere Plateau stirker ab, was
zu einer Verkleinerung der Hystereseschleife fiihrt. Des Weiteren bildet sich eine mit jedem
Zyklus wachsende bleibende Dehnung ¢,.s. Sowohl die Absenkung der Spannungsplateaus, als
auch die Bildung der verbleibenden Dehnung sind zwischen dem ersten (Vi = 1) und zwei-
ten Lastzyklus (/V,yx = 2) besonders deutlich zu erkennen, konvergieren jedoch in spiteren
Lastzyklen gegen einen stabilen Zustand (NVyopy)-

o [MPa]
600 -

Abbildung 3.6: Spannungs-Dehnungs-Diagramm eines zyklischen Zugversuchs nach [Wagner
(2005)).

Der maBigebliche Ausloser der funktionalen Ermiidung ist die Zunahme der Versetzungs-
dichte wihrend der Transformation von Austenit zu Martensit, sieche beispielsweise Filip u.
Mazanec| (1996), [Eggeler u. a.| (2004), Simon u. a.| (2010) und Krool u. a.| (2015). Abbildung
[3.8] zeigt die in[Simon u. a.|(2010) veréffentlichte Transmissionselektronenmikroskopie (TEM)
einer thermisch induzierten Umwandlung von Austenit zu Martensit. Die Pfeile innerhalb der
Abbildung dienen lediglich der besseren Orientierung. Die oberen drei Abbildungen wurden
dabei wihrend der Transformation von Austenit zu Martensit aufgenommen, die unteren Bilder
wihrend der Riicktransformation, wobei diese unterschiedliche Bereiche des Werkstoffs zei-
gen. Durch das Absinken der Temperatur formt sich in dem urspriinglich reinem Austenit (1)
eine nadelformige Martensitstruktur (2), die mit sinkender Temperatur weiter wéchst (3). Wird
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Abbildung 3.7: Schematische Darstellung des zyklischen Zugversuchs nach Wagner| (2005)).

durch eine erneute Erwdrmung der Probe nun die Riicktransformation ausgelost, verschwindet
die Martensitnadel und hinterldsst als graue Linien erkennbaren Restmartensit, sowie wihrend
der Transformation gebildete Versetzungen, die als schwarze Linien erscheinen, siehe [Simon
u. a. (2010).

Abbildung 3.8: TEM einer thermisch induzierten Phasenumwandlung aus Simon u. a.[ (2010),
Nachdruck mit Genehmigung von Elsevier.

In Krool u. a.[(2015) wird diese Stabilisierung des Martensits durch gebildete Versetzungen
aufgegriffen. Abbildung zeigt TEM Aufnahmen eines in 1000 Lastzyklen durchgefiihrten
Zugversuchs. Die Versetzungen sind darin mit einem schwarzen Pfeil markiert und so vornehm-
lich in den helleren — martensitischen — Bereichen vorhanden (1). Die Vergroerung des durch
den Kreis gekennzeichneten Ausschnitts zeigt anhand der Lichtreflexionen das Atomgitter sta-
bilisierten Martensits. Die experimentellen Studien weisen somit eine erhohte Versetzungsbil-
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dung nahe der Phasengrenzen und infolge derer eine Martensitstabilisierung nach, die wiederum
die funktionale Degradierung der Materialeigenschaften zur Folge hat, siehe KrooR u. a./(2015).
Gleichzeitig kann der Effekt der Stabilisierung jedoch auch geheilt werden. Unter dem Begriff
Heilung wird nach Wagner u. a.| (2008) die thermische Behandlung eines zyklierten Bauteils
gemeint, durch die der stabilisierte Martensit reduziert und somit die funktionale Stabilitét des
Werkstoffs verbessert werden kann.

Abbildung 3.9: TEM nach einem zyklischen Zugversuch aus KrooB u. a. (2015)), Nachdruck mit
Genehmigung von Springer Nature.

3.2 Uberblick iiber eine Auswahl bisheriger Materialmodelle

Es existieren zahlreiche wissenschaftliche Arbeiten, um die im vorangegangenen Kapitel behan-
delten herausragenden Eigenschaften von Formgedichtnislegierungen auch durch Simulationen
abbilden zu konnen. Zunichst liefert dieses Unterkapitel einen Uberblick iiber das zugrunde-
liegende Ausgangsmodell und dessen bisherige Erweiterungen. AnschlieBend werden einige
wesentliche Materialmodelle fiir Formgedichtnislegierungen vorgestellt und des Weiteren eine
Auswabhl jener prisentiert, die bereits den Effekt der funktionalen Ermiidung beriicksichtigen.

3.2.1 Bisherige Modellierung von Formgedachtnislegierungen am Lehrstuhl fiir
Mechanik-Materialtheorie

Das Ausgangsmodell fiir die vorliegende Arbeit basiert auf dem bereits in [Hackl u. a.| (2004al)
und [Hackl u. a.|(2004b) vorgestellten ersten Modellansatz fiir polykristalline Formgedachtnisle-
gierungen. Darin erfolgt die Beriicksichtigung einzelner Korner und somit des polykristallinen
Charakters durch Verwendung einer einzigen Martensitphase, die durch Rotation ihrer Trans-
formationsdehnung H , in eine beliebige Anzahl an Orientierungen iiberfiihrt wird. Unter Ver-
wendung des Rotationstensors @’ der Orientierung j kann die rotierte Transformationsdehnung
durch

HI = (Qj)T H, Q (3.1)
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berechnet werden. Zwecks einer universellen Anwendbarkeit greift das variationelle Material-
modell bereits auf die in Abschnitt 2.5 beschriebene Methode des Prinzips des Minimums des
Dissipationspotentials und somit eine Lagrange-Funktion £ zuriick, die zur Modellierung der
experimentell erkennbaren Hysterese die Dissipation infolge der Phasentransformation durch
Verwendung einer Dissipationsfunktion D beriicksichtigt:

L=V (H¢+D (g) s min.. (3.2)

In diesem ersten Modell wird aufgrund der vorherrschenden gro3en Deformationen der Hencky-
Tensor H als VerzerrungsmaB verwendet. Die mikrostrukturellen Anderungen werden durch
den Volumenanteil &/ der unterschiedlichen Orientierungen beriicksichtigt. Als Energie ¥ wird
die relaxierte freie Energie verwendet. Unter Verwendung der Energie der einzelnen Korner

U =_(H —HJ):A: (H —HJ)+¢ (3.3)

kann die relaxierte Energie mittels Konvexifizierung durch

N N
U, = inf {Zgiqﬂ Y ¢H = H} (3.4)
HY o

j=1

hergeleitet werden. In Gleichung (3.3) entspricht H’, der Dehnung im Korn j. Bei dem Ten-
sor vierter Stufe A handelt es sich um den Elastizititstensor und ¢/ beschreibt die kalorische
Energie des Materials, wobei sich diese Grofle lediglich hinsichtlich der betrachteten Phase,
nicht aber der Orientierung, unterscheidet. Aus den Berechnungen ergibt sich die Verteilung
der transformierten Korner bzw. die Reorientierung des vorhandenen Martensits. Ein in |Hackl
u. a.| (2008)) vorgestellter Vergleich des Materialmodells mit experimentellen Ergebnissen zeigt
jedoch, dass durch diesen ersten Modellversuch zwar qualitativ gute Ergebnisse erzielt werden,
diese aber quantitativ das tatsichliche Materialverhalten noch nicht widerspiegeln konnen. Die
Berechnungen des urspriinglichen Modells erfolgen auf Grundlage einer ReuB3-Energiegrenze,
die wiederum eine untere energetische Grenze darstellt. Bei dieser durch Konvexifizierung er-
haltenen Energie handelt es sich um eine vergleichsweise grobe Art der Energierelaxierung, die
jedoch, wie in[HacklI u. a. (2008) und spiter gezeigt, analytisch durch Gleichung (3.4) berechnet
werden kann.

In Govindjee u. a. (2007) findet sich eine detaillierte Gegeniiberstellung dieser unteren Reuf3-
Energiegrenze und einer oberen Laminatgrenze, die die Zwillingsbildung wihrend der mar-
tensitischen Phasentransformation mitberiicksichtigt, siche Abbildung [3.10} Eine Gegeniiber-

Austenit

Abbildung 3.10: Laminatstruktur, bestehend aus Austenit und zwei Martensitzwillingen, siehe
Govindjee u. a.|(2007).
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stellung liefert fiir gegebene Volumenanteile eines Einkristalls beinahe iibereinstimmende Er-
gebnisse fiir die beiden unterschiedlichen Energieansitze. Diese Untersuchungen werden in
Heinen u. Hackl| (2007) und |[Heinen u. a.| (2008) mit Bezug auf Formgedichtnislegierungen
weiter ausgeweitet. Dazu wird ein Einkristall mit n unterschiedlichen Martensitvarianten und
mit der linearisierten Dehnung e als Verzerrungsmal} betrachtet. Auf Kosten der dadurch im
Vergleich zu dem Ursprungsmodell Hackl u. a. (2004a)) nicht vorhandenen Hysterese wird auf
die Beriicksichtigung der Dissipation verzichtet, da diese die Differenzen zwischen den einzel-
nen Energieansitzen verringern wiirde. Durch den Vergleich der durch reine Energieminimie-
rung erhaltenen Phasen kann jedoch wieder gezeigt werden, dass die ReuB3-Grenze ein gutes
energetisches Werkzeug zur Modellierung mehrphasiger Materialien darstellt. Die Ausweitung
der Energiebetrachtung auf Polykristalle in [Hackl u. Heinen (2008b) erfolgt im Gegensatz zu
dem Ausgangsmodell [Hackl u. a.|(2004a) durch Beriicksichtigung verschiedener Korner 7, die
jeweils einen Volumenanteil einer austenitischen und verschiedener Martensitphasen /\g besit-
zen, siche Abbildung Die Energiebetrachtung zeigt jedoch fiir nicht gegebene, sondern

Austenit
Martensit 1

Martensit 2

Abbildung 3.11: Polykristall, Phasenzusammensetzung.

mit Hilfe der ReuB3-Energie berechnete Volumenfraktionen deutliche Abweichungen der Reuf3-
Energiegrenze von der oberen Laminatgrenze. Als Ursache fiir die Abweichungen wird das
Ignorieren der Kompatibilitidtsbedingung zwischen der Verformung der einzelnen Korner ge-
nannt. In derselben Arbeit wird des Weiteren der Einfluss einer zusétzlichen oberen Grenze, der
sogenannten Taylor-Grenze, untersucht. Die Energie Wy, ist dann durch

N
Uragior = Y &/ min ¥/ (3.5)
j=1

gegeben, wobei der Index : fiir die unterschiedlichen Phasen steht. Die Taylor-Grenze stellt eine
obere Grenze dar und zeigt Differenzen im Fall vorgegebener Volumenanteile. Bei Verwendung
der minimierenden Volumenanteile im Fall einer reinen Taylor-Grenze fiir geringe Belastungen
und im Fall einer gemischten Energiegrenze und somit einer ReuB3-Grenze auf Kornebene und
einer Taylor-Grenze auf Materialpunktebene fiir groere Belastungen, ergibt sich jedoch eine
nahezu identische Energie wie durch Verwendung der Laminatgrenze.

Unter weiterer Verwendung der Reul3-Energiegrenze und somit einer am Materialpunkt als
konstant angenommenen Spannungsverteilung erfolgt die Materialmodellierung von FGL in
Hackl u. Heinen| (2008a) unter Beriicksichtigung einer linearisierten Dehnung e als Verzer-
rungsmall. Der polykristalline Ansatz wird des Weiteren unter Verwendung eines Young-Mal3es
hinsichtlich einer vorherrschenden Textur untersucht. Der zuvor linearverteilte Volumenanteil
der einzelnen Korner j wird folglich durch

fj (Qj) = kﬂa}% [npref : Qj : n{l,0,0},k} ! (3.6)

=1,...,



3.2 Uberblick iiber eine Auswahl bisheriger Materialmodelle 35

angenommen. Darin entspricht .1 ¢ o) . den sechs unterschiedlichen austenitischen Normalen-
vektoren

+1 0 0
T {1,0,0},k € 0 ) +1 ) 0 b (37)
0 0 +1

der Tensor n . beschreibt die aus der Vorbehandlung resultierende bevorzugte Kornorientie-
rung. Der Volumenanteil ¢’ richtet sich somit nach der Wahrscheinlichkeit ein Korn gewisser
Orientierung vorzufinden. Diese Textur und somit eine nicht gleichférmige Verteilung unter-
schiedlich orientierter Korner ist dabei eine Folge der Vorbehandlung des Werkstoffs. Beispiels-
weise durch den Prozess des Walzens sind in der untersuchten Probe bestimmte Kornorientie-
rungen wahrscheinlicher zu finden als andere. Das ratenunabhingige Materialmodell zeigt so
die Entwicklung der austenitischen und der n» martensitischen Volumenanteile in jedem einzel-
nen Korn.

In|Bartel u. Hackl (2009) wird nachfolgend der Einfluss unterschiedlicher Dissipationsfunk-
tionen D auf das einkristalline Modell mit oberer Laminatgrenze aus Heinen u. Hackl| (2007)
bzw. [Heinen u. a.| (2008) untersucht. Wihrend die Ansétze von von Mises und Tresca

s 'DZTli

1=0

D:rl‘}\ >\7,

(3.8)

ein ratenunabhingiges Materialverhalten zur Folge haben, weist der Ansatz nach Perzyna

n

D:T’lz

=0

12
A ‘

A

‘|‘7”2

(3.9)

ein ratenabhingiges Materialverhalten und somit eine gewisse Zeitabhéngigkeit auf.

Erste Finite-Elemente-Berechnungen erfolgen schlieBlich fiir das in|Hackl u. Heinen (2008a)
prasentierte Modell in Junker u. Hackl (2011b), wodurch das im Experiment beobachtete ma-
kroskopische Verhalten in Form des fiir FGL charakteristischen Last-Verformungs-Diagramms
abgebildet werden kann. Die Arbeit umfasst weiterhin eine detaillierte Untersuchung des Ein-
flusses einer vorherrschenden Textur sowie eine Analyse der Orientierung der umgewandelten
Korner. Das prisentierte Berechnungsbeispiel eines Zugstabs zeigt — verbunden mit einer wei-
testgehend homogenen Phasentransformation — netzunabhingige Ergebnisse.

Die direkt folgenden Arbeiten der Forschungsgruppe des Lehrstuhls fiir Mechanik-Material-
theorie widmen sich vor allem der Beriicksichtigung thermischer Einfliisse auf Formgedicht-
nislegierungen. Aufgrund der bis zum derzeitigen Zeitpunkt vorhandenen Beschrinkung des
Prinzips des Minimums des Dissipationspotentials auf isotherme Prozesse, wird dazu das in
vielen Fillen identische Ergebnisse liefernde Prinzip der maximalen Dissipation verwendet,
siehe Junker u. Hackl (2011a)). Die Beriicksichtigung der temperaturabhiingigen Stabilitéit der
einzelnen Phasen erfolgt in Junker u. Hackl (2011a) durch Beriicksichtigung der kalorischen
Energie nach Huo u. Miiller; (1993)). Diese kann fiir jede einzelne Phase 7 in Abhingigkeit der
Temperatur # und Referenztemperatur 6y ,der Wiarmekapazitit ¢y und den Materialkonstanten
a; und b; durch

¢i = co(0 — Or) — cpfln (;) + a; — b;0 (3.10)
R
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bestimmt werden. Ergidnzend wird angenommen, dass die Dissipation abhingig von dem Auste-
nitgehalt ist. Dieser funktionale Zusammenhang beriicksichtigt die unterschiedlichen Energie-
mengen, die zur Bildung eines neuen martensitischen oder austenitischen Nukleus oder dessen
Wachstum notwendig sind. Dariiber hinaus wird im Rahmen der Finite-Elemente-Berechnungen
eine Regularisierung eingefiihrt. Diese in |Dimitrijevic u. Hackl (2008)) vorgestellte Methode
basiert auf der Idee der Einfiihrung einer weiteren skalaren Variable . Die urspriingliche Ener-
gie W, wird dann um einen Energieterm W), ergénzt, der mit der internen Variable der Volu-
menfraktion A gekoppelt ist, sowie um einen Anteil Wy, der fiir groBe Gradienten zu einer
Erhohung der Energie fiihrt und folglich im Rahmen der Minimierung zu einer Bestrafung des
Materialverhaltens fiihrt. Die freie Energie setzt sich somit wie folgt zusammen:

U =", 0,A)+ Uy, (A ¢)+ Vo, (Vi) . (3.11)

Da im Rahmen des Prinzips des Minimums des Dissipationspotentials die Energie nicht abhiin-
gig von dem Gradienten der internen Variable sein darf, ist es so iiber den Kopplungsterm
moglich, indirekt auch Gradienten der internen Variable zu bestrafen. Die zugehorigen Ergeb-
nisse sind damit im Vergleich zu vorangegangenen Berechnungen in der Lage, lokale Effekte
abzubilden. Eine hinsichtlich der Dissipation und des angewendeten Prinzips modifizierte Versi-
on des Materialmodells findet sich in Junker u. Hackl (2014)). Die Abhéngigkeit der Dissipation
von dem Austenitgehalt wird auf die Rate dessen und die Temperatur ausgedehnt, so dass auch
indirekt die Abhiingigkeit von den einzelnen Transformationstemperaturen beriicksichtigt wer-
den kann. Das Materialmodell ist damit in der Lage, die thermisch induzierte Phasenumwand-
lung und zugleich den Einfluss unterschiedlicher Belastungsgeschwindigkeiten abzubilden.

Die in Junker u. a.| (2014) présentierte Herleitung des Prinzips des Minimums des Dissipa-
tionspotentials fiir nicht-isotherme Prozesse ermoglicht im Folgenden die deutlich iibersichtli-
chere Modellierung der thermomechanischen Kopplung auf Grundlage des Minimumprinzips,
siehe Junker u. Hackl|(2013). Die in dieser Arbeit verwendete und inJunker (2014b) vorgestellte
reprasentative Orientierungsverteilungsfunktion sieht des Weiteren die Erfassung des polykri-
stallinen Materials durch die Beriicksichtigung dreier Eulerwinkel o als weitere interne Varia-
blen vor. Mit Hilfe dieser Winkel und dem von ihnen abhingigen Transformationstensor Q(cx)
werden die in den nachfolgenden Kapiteln noch niher betrachteten effektiven Transformations-
dehnungen 7 in die fiir das Material energetisch giinstigste Richtung rotiert:

Mot = Q ()" 7 Q () . 3.12)

In Kombination mit der Transformationsdehnung der jeweils aktiven Martensitvariante, geben
die Eulerwinkel die Richtung an in der sich der Martensit entwickelt. Die Phasenanteile wer-
den nun nicht mehr in jedem Korn einzeln berechnet, sondern gemittelt fiir den ganzen Ma-
terialpunkt, sieche Abbildung Durch diese erhebliche Reduktion wird das Materialmodell
hinsichtlich seiner numerischen Effizienz erheblich verbessert.

Die nachfolgende Verdffentlichung Junker| (2014a)) dient schlieBlich der weiteren Effizienz-
steigerung des Modells. Die Temperatur beeinflusst darin zum einen die Dissipation wihrend
der Transformation und zum anderen die kalorische Energie. Die Stabilitdt der Berechnungen
wird durch Verwendung eines zusitzlichen zweiter Ordnung homogenen Ansatzes fiir die Dis-
sipation und somit einer Evolution elasto-viskoplastischer Art der Volumenanteile und einer
Entwicklung viskosen Typs der Eulerwinkel weiter verbessert. Die prédsentierte Arbeit umfasst
des Weiteren unterschiedliche Finite-Elemente-Berechnungen, deren Ergebnisse anhand eines
Zugversuchs mit experimentellen Daten verglichen werden. In Junker (2014b) werden diese
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[] Austenit
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Abbildung 3.12: Reduktion des polykristallinen Ansatzes durch die dynamische Orientierungs-
verteilungsfunktion, siehe Junker| (2014b).

Berechnungen unter Nutzung eines erster Ordnung homogenen Ansatzes der Dissipation (ver-
gleiche Gleichung (2.60)) und somit einer ratenunabhingigen Evolution der Phasenanteile des
Weiteren unter Nutzung experimentell bestimmter Transformationsdehnungen fiir CuAINi und
NiTi wiederholt.

Die bis zu diesem Zeitpunkt vorhandene Abhingigkeit der Modelle von Materialparametern,
die zwecks Vergleich mit Experimenten giinstig gewihlt und somit von phianomenologischem
Charakter sind, wird schlieBlich durch Junker u. a.[(2015) ausgerdumt. Die in Junker u. a.[(2015))
prasentierten Ausfiihrungen zeigen die Kalibrierung der Materialparameter auf energetischer
Ebene. Diese Kalibrierung mittels dynamischer Differenzkaliometrie, sieche Abbildung
ermoglicht durch die Berechnung der kalorischen Energie ¢ und des Dissipationsparameters r
in Abhingigkeit der Transformationstemperaturen Mg, My, Ag und Ap, sowie des experimen-
tell gemessenen Wirmestroms q eine Vorhersage des komplexen Materialverhaltens. Die so be-
rechneten Parameter werden schlieBlich in Junker u. Hackl (2016)) auf das Materialmodell aus
Junker (2014a)) angewandt. Die Wirksamkeit dieser Kalibrierung kann durch den Vergleich mit
experimentellen Ergebnissen nach Schafer u. Wagner| (2009) nachgewiesen werden. In|[Junker

q [W/gl4

M—>A

>
0 [K]

Abbildung 3.13: Dynamische Differenzkaliometrie zur Kalibrierung der Materialparameter,
siehe Junker u. a. (2015)).

u. Hempel| (2017) erfolgte schlieBlich eine Erweiterung des Materialmodells zur Beriicksichti-
gung klassischer Plastizitit mit isotroper Verfestigung. Ansitze fiir kinematische Verfestigung
konnen [Waimann u. a.| (2015) entnommen werden. Das dort prisentierte Modell bezieht sich
zwar nicht direkt auf Formgedéchtnislegierungen, der gezeigte Ansatz fiir die transformations-
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induzierte Plastizitét in polykristallinen Stdhlen ist allerdings {ibertragbar.

Zur kompakteren Ubersicht der bereits verdffentlichten Materialmodelle des Lehrstuhls fiir
Mechanik-Materialtheorie werden in Abbildung die Zusammenhinge, Besonderheiten und
Weiterentwicklungen der einzelnen Modelle zusammenfassend und kompakt dargestellt. An
dieser Stelle erfolgt auch die Einordnung der im Rahmen dieser Arbeit vorgestellten Ansitze
fiir die funktionale Ermiidung durch Kopplung mit plastischen Deformationen nach Waimann
u. a.| (2016)), durch Beriicksichtigung einer irreversiblen martensitischen Volumenfraktion nach
Waimann u. a.[(2017) und Waimann u. a.| (2018) und schlieBlich durch Speicherung der Trans-
formationshistorie zur gleichzeitigen Abbildung der Ermiidung durch thermisches Zyklieren,
siehe Kapitel 4.3] dieser Arbeit.

3.2.2 Modellierung von Formgedachtnislegierungen anderer Forschungsgruppen

Uber den am Lehrstuhl fiir Mechanik-Materialtheorie verwendeten Modellansatz hinaus gibt
es zahlreiche weitere Materialmodelle, die das Verhalten von Formgedéchtnislegierungen dar-
stellen. Bei einer Vielzahl handelt es sich bei diesen um variationelle Ansitze, bei denen ein
in Abhingigkeit von der Mikrostruktur aufgestellter Energieterm minimiert oder im Fall eines
betrachteten Dissipationsansatzes entsprechend maximiert wird. In /Govindjee u. Miehe (2001)
erfolgt die Modellierung basierend auf dem Prinzip maximaler Dissipation. Das auf isotropes
Materialverhalten begrenzte Modell basiert auf der Annahme einer unteren Energiegrenze sowie
einer durch die Phasenumwandlung ausgelosten Dissipation an Energie. Der gewihlte Ansatz
resultiert in einer ratenunabhédngigen Phasentransformation. Basiert das in (Govindjee u. Miehe
(2001) vorgestellte Modell noch auf der Annahme infinitesimal kleiner Deformationen, so wird
diese Theorie in [Stein u. Sagar| (2008) schlieBlich hinsichtlich finiter Deformationen erweitert.
Dazu wird die verwendete ReuB3-Energiegrenze der Phasenmischung unter Verwendung eines
Neo-Hooke-Materials fiir groBe Deformationen verallgemeinert.

Das in Stupkiewicz u. Petryk (2002) prisentierte Materialmodell modelliert den Effekt der
Pseudoelastizitit ausgehend von einer verschachtelten zweiphasigen Laminatstruktur auf mi-
krostruktureller Ebene. Des Weiteren muss zunéchst ein Grenzwert der thermodynamischen
Triebkraft iiberwunden werden, bevor die martensitische Transformation initialisiert werden
kann. Das in |Govindjee u. Hall (2000) vorgestellte ratenabhéngige Materialmodell hingegen
basiert auf Konzepten der Wahrscheinlichkeitstheorie. Die definierten Transformationswahr-
scheinlichkeiten der einzelnen Phasen werden darin mit Hilfe eines Eyring-Modells angenom-
men. Diese Wahrscheinlichkeit steht dabei in einem exponentiellen Zusammenhang zu der
Grofle des transformierenden Bereichs, der Temperatur sowie einer Energiebarriere, die das
Material tiberschreiten muss, damit es liberhaupt zur Phasenumwandlung kommt. Es bilden
sich folglich die fiir den vorherrschenden Belastungszustand wahrscheinlichsten Phasen, wobei
die Transformation durch das zunichst notwendige Uberwinden einer die jeweiligen Phasen
stabilisierenden Energiebarriere gedampft bzw. verzogert wird.

In dem eher phdnomenologischen Modell nach |Panico u. Brinson| (2007) werden ratenun-
abhéngige Evolutionsgleichungen vom Biot-Typ vorausgesetzt und damit verbunden eine je-
weilige Entwicklung der Volumenfraktionen sowie der inelastischen Dehnung durch martensi-
tische Reorientierung und die Transformationsdehnung wieder in Richtung der thermodynami-
schen Triebkrifte. Das priasentierte Modell wurde in Stebner u. Brinson|(2013) schlieBlich unter
Berticksichtigung eines expliziten Integrationsverfahrens und einer abgewandelten und mathe-
matisch fortan weicheren Fliefunktion fiir die Bildung der Transformationsdehnung modifi-
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ziert. Diese Fliefunktion dient darin der Verbesserung der numerischen Implementierung und
somit einer deutlichen Stabilisierung des Algorithmus.

Weiterhin gibt es eine Vielzahl an Modellen, die in der Lage sind die funktionale Degradie-
rung der FGL wihrend der zyklisch wiederholten Belastung vorherzusagen. Eine grundsitzliche
Unterscheidung der Modelle kann aufgrund der Interpretation der mit dem Zyklieren auftre-
tenden Effekte erfolgen. Die erste Gruppe der Modelle bindet die grundsitzlichen Materialei-
genschaften, wie beispielsweise die kalorische Energie oder die FlieBgrenze zum Beginn der
Phasentransformation, an die Zyklenzahl oder dquivalente Faktoren zur Beurteilung der bereits
erfahrenen Transformationen. Das Resultat sind Materialmodelle, die in der Regel eine gute Ab-
bildung des jeweils modellierten Versuches ermdoglichen, jedoch auch meist keine universelle
Anwendbarkeit aufweisen konnen. Zudem handelt es sich bei der Zyklenzahl um keine physika-
lische Grofle, was den phianomenologischen Charakter dieser Modelle unterstreicht. Die zweite
Klasse der Materialmodelle umfasst jene, die die funktionale Degradierung mit Hilfe von plas-
tischen bzw. irreversiblen Effekten innerhalb des Materials modellieren. Im Unterschied zur
Beriicksichtigung klassischer Plastizitit, wie beispielsweise in Junker u. Hempel (2017) und
Govindjee u. Kasper| (1999), die bei deutlich hoheren Spannungen als die Phasentransformati-
on stattfindet, erfolgt das Auftreten der Irreversibilitdten wihrend der Phasentransformation.

Die eher phanomenologische Herangehensweise von |(Grossmann u. a. (2010) greift den in
Shaw|(2000) vorgestellten Ansatz auf. Dieser beriicksichtigt die Phasentransformation von Aus-
tenit in Martensit durch ein klassisches J2-Plastizitdtsmodell mit isotroper Verfestigung. Darin
erfolgt die Modellierung einer klar erkennbaren Phasenfront durch eine nicht-konvexe Energie-
dichtefunktion. Die damit verbundenen mathematischen Diskontinuititen resultieren in einem
Spannungsabfall wéahrend der Umwandlung und folglich einer stark netzabhingigen Lokali-
sierung der Phasentransformation. In|Grossmann u. a. (2010) wird dieses Entfestigungsmodell
durch Beriicksichtigung einer von der Zyklenzahl abhingigen FlieBspannung erweitert, um den
Effekt der funktionalen Ermiidung abbilden zu kénnen. Aufgrund des gewéhlten Plastizitdtsan-
satzes kann die Riicktransformation durch die beiden Modelle jedoch nicht erfasst werden.

Das in Bartel u. a.| (2016) vorgestellte Modell widmet sich ebenfalls der Berechnung kla-
rer Phasengrenzen, die sich innerhalb eines Drahtes bewegen konnen und versucht somit die
im Experiment deutlich zu erkennenden Transformationsfronten, siehe z.B. [Shaw u. Kyriaki-
des (1997), abzubilden. Diese Fronten werden als Diskontinuitdten innerhalb des Dehnungs-
feldes aufgefasst und ihre Bewegung auf Grundlage kinematischer Betrachtungen modelliert.
Durch energetische Minimierung resultiert eine ratenabhiingige Evolution der Position der Pha-
sengrenzen vom Biot-Typ, siehe hierzu Kapitel 2.5] Zur Beriicksichtigung der funktionalen
Ermiidung werden, wie bereits in den vorherigen Modellen, exponentielle Funktionen ein-
gefiigt, die die Transformation mit zunehmender Anzahl des Passierens der Transformations-
front an der jeweiligen Position beeinflussen. Durch diesen Modellansatz kann das Spannungs-
Dehnungs-Diagramm eines zyklischen Zugexperiments sowohl fiir eine gleichbleibende als
auch fiir eine zunehmende maximale Dehngrenze abgebildet werden.

Ein letztes Beispiel fiir die Modellierung der funktionalen Ermiidung durch Verwendung der
Zyklenzahl stellt das Modell von |Abeyaratne u. Kim (1997) dar, das auf dem in |Abeyaratne
u. Knowles (1993) vorgestellten Ausgangsmodell basiert. Auf Grundlage eines gewdhlten ab-
schnittsweise linearen Spannungsverlaufs werden die Gibbs-Energien aller Phasen berechnet.
Dabei ist die Phase mit der geringsten Energie stabil. Uberschreitet die Differenz zwischen
den instabilen und der stabilen Phase einen Schwellenwert, so wird die Phasenumwandlung
initialisiert. Der Einfluss des Zyklierens wird durch eine exponentielle Abhéngigkeit dieses
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Schwellenwertes von der Zyklenzahl erreicht. Zwar ist es durch diesen Modellansatz méglich,
die Plateauabsenkung abzubilden, jedoch kommt es nicht zur Bildung bleibender Dehnungen.

Ein erstes Beispiel fiir die Verwendung physikalischer Groen zur Beschreibung des Degra-
dierungseffekts wird in |Bo u. Lagoudas| (1999) und [Lagoudas u. Entchev| (2004) vorgestellt.
Das in |Boyd u. Lagoudas| (1996) bzw. Lagoudas| (2008)) vorgestellte Ausgangsmaterialmodell
beriicksichtigt die martensitische Volumenfraktion als interne Variable. Die in |Boyd u. Lagou-
das| (1996) dargestellten Evolutionsgleichungen fiir die Volumenfraktion und die damit ver-
bundene Transformationsdehnung korrespondieren mit der Coleman-Noll-Methode und somit
mit dem ersten und zweiten Hauptsatz der Thermodynamik. Der verwendete Transformations-
tensor ist darin je nachdem, ob es sich um die Umwandlung von Austenit in Martensit oder
um die Riicktransformation handelt, abhiingig von dem Spannungsdeviator oder proportional
zur vorhandenen Transformationsdehnung. Das durch zusitzliche Beriicksichtigung der Kuhn-
Tucker-Bedingungen resultierende Materialmodell zeigt eine ratenabhingige Evolution der Mi-
krostruktur. Die in Bo u. Lagoudas| (1999) und Lagoudas u. Entchev|(2004) vorgestellten Erwei-
terungen des Modells aus Boyd u. Lagoudas (1996) beriicksichtigen plastische Effekte wihrend
einer thermisch bzw. spannungsinduzierten Transformation. Die entstehenden plastischen Deh-
nungen werden durch die Bildung entzwillingten Martensits hervorgerufen, fiir dessen Ent-
wicklung ein exponentieller Ansatz angenommen wird. Um die Verdnderung der Spannungs-
Dehnungs-Hysterese zu beriicksichtigen, werden innerhalb des Materialmodells des Weiteren
fiir charakteristische Materialparameter ebenfalls exponentielle Funktionen angenommen, die
diese Parameter und somit die Eigenschaften der Hysterese in Verbindung zu der akkumulierten
entzwillingten martensitischen Volumenfraktion setzen. Ein detaillierter Uberblick der umfas-
senden Studien iiber FGL der Forschergruppe findet sich in Lagoudas| (2008).

Ein weiteres energetisch motiviertes Modell, das den kumulierten Martensit als verantwort-
lich fiir das Materialverhalten wihrend des Zyklierens zeichnet, wird in|Zaki u. Moumni| (2007b)
vorgestellt. Die Energie setzt sich darin aus den einzelnen Energien der vorhandenen Phasen so-
wie einem Anteil, der die Interaktion jener Phasen beschreibt, zusammen. Durch Interpretation
der thermodynamischen Triebkrifte als Subdifferentiale eines formulierten Pseudopotentials
der Dissipation werden Triebkrifte hergeleitet, die zusammen mit Kuhn-Tucker-Bedingungen
die Veridnderung der Mikrostruktur regeln. Die im zweiten Teil der Veroffentlichung von |[Zaki u.
Moumni|(2007a)) vorgestellte Modellierung wiederholter Belastungen erfolgt durch Einfiihrung
eines lokalen Spannungsfeldes, das die Umwandlung von Austenit in Martensit begiinstigt. Die
Evolution dieses internen Spannungsfeldes sowie der bleibenden Dehnung erfolgt dabei mitun-
ter durch die Multiplikation mit einer exponentiellen Funktion des kumulierten Martensits.

In |Auricchio u. a. (2007) wird das zyklische Materialverhalten durch Integration einer in-
elastischen Dehnung in das urspriingliche Modell |Auricchio u. Petrini| (2004) beriicksichtigt.
Das thermodynamisch konsistente Ausgangsmodell basiert wiederum auf der Wahl ratenu-
nabhingiger Evolutionsgleichungen fiir die Transformationsdehnung und der Erfiillung der
Kuhn-Tucker-Bedingungen sowie folglich einer die Zug-Druck Asymmetrie erfiillenden Fliel3-
funktion. Durch die in |Auricchio u. a.| (2007) vorgestellte Erweiterung kommt es durch eine
Kopplung reversibler und irreversibler Vorginge zu einer erhohten Triebkraft des reversiblen
Prozesses infolge der irreversiblen Dehnungsanteile und einer Reduktion der Triebkraft der ir-
reversiblen Dehnung durch die reversible Transformationsdehnung. Dieser Ansatz wird in Bar-
rera u. a.| (2014} durch die Interpretation der inelastischen Dehnung als Tensor der funktionalen
Ermiidung erweitert. Neben der zusitzlichen Beriicksichtigung makroskopischer Plastizitit und
einer verdanderten Rate der Dissipationsfunktion werden makroskopische Bereiche eingefiihrt,
die infolge der erfahrenen inelastischen Deformation fortan keine Phasenumwandlung mehr
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erfahren konnen.

Weitere Materialmodelle fiir die funktionale Ermiidung wihrend des Zyklierens finden sich
beispielsweise in Lexcellent u. Bourbon| (1996). Darin sind — dhnlich wie in dem in dieser
Arbeit vorgestellten Modell — die nach Entlastung in jedem Zyklus bleibenden Martensitanteile
ausschlaggebend fiir das Materialverhalten. In|Tanaka u. a./(1995) werden eine makroskopische
bleibende Spannung und Dehnung sowie ein makroskopischer Martensitgehalt als zusitzliche
interne Variablen beriicksichtigt und so mit Hilfe eines exponentiellen Ansatzes der genannte
Effekt abgebildet.

Das als letztes Beispiel im Rahmen dieser Arbeit aufgefiihrte und in Bouvet u. a. (2004)
beschriebene Materialmodell beriicksichtigt zwei angenommene Fliegrenzen fiir die Span-
nungen, die angeben, ob in dem Material eine Transformation von Austenit in Martensit oder
die entsprechende Riicktransformation stattfindet. Ausgehend von diesen FlieBgrenzen wird die
Entwicklung der effektiv vorhandenen Transformationsdehnungen bestimmt. In der in |Saint-
Sulpice u. a.| (2009) vorgestellten Modellerweiterung werden diese FlieBgrenzen durch eine an-
genommene Abhidngigkeit von dem momentanen sowie minimalen und maximalen Martensit-
gehalts des vorherigen Zyklus unter zu Hilfenahme von logarithmischen und exponentiellen
Ansitzen modifiziert und so die funktionale Degradierung abgebildet.
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4 Variationelle Materialmodelle zur Modellierung irreversibler
Prozesse in polykristallinen Formgedachtnislegierungen

In Kapitel [2.5| wurde bereits das Prinzip des Minimums des Dissipationspotentials vorgestellt.
Dieses wird nun fiir die Entwicklung dreier Materialmodelle zur Beschreibung der funktio-
nalen Ermiidung in polykristallinen Formgedéchtnislegierungen verwendet. Das erste Modell
verkniipft die Phasentransformation zwischen Austenit und Martensit mit der Formation pla-
stischer Dehnungen. Wird die polykristalline Struktur im ersten Ansatz durch Auswertung fiir
jedes einzelne Korn beriicksichtigt (Modell 1a), so wird im zweiten Modell (Modell 1b) eine
sich entwickelnde Orientierungsverteilungsfunktion nach Junker| (2014b) verwendet, die erheb-
lich zur Optimierung der Berechnungszeiten beitriagt. Ebenfalls unter Berticksichtigung des so
reduzierten polykristallinen Ansatzes, erfolgt die Prisentation des zweiten Materialmodells mit
simultaner Entwicklung irreversiblen Martensit und des dritten Modells zur gleichzeitigen Mo-
dellierung des Materialverhaltens wihrend des thermischen Zyklierens. Fiir das zweite Mate-
rialmodell wurden des Weiteren sowohl ratenunabhéngige (Modell 2a) als auch ratenabhéngige
Evolutionsgleichungen (Modell 2b) fiir die Phasentransformation hergeleitet. Das dritte Mate-
rialmodell (Modell 3) basiert schlieBlich auf der Speicherung der Transformationshistorie und
ist unter gleichzeitiger Annahme einer irreversiblen Dehnung in der Lage sowohl die Effekte
wihrend des thermischen als auch wihrend des mechanischen Zyklierens abzubilden. Die Be-
trachtungen des Modells 1a wurden bereits in Waimann u. a.| (2016) veroffentlicht. Modell 2a
wurde auf Materialpunktseben in Waimann u. a.| (2017) vorgestellt und hinsichtlich der Finite-
Elemente-Implementierung in Waimann u. a.| (2018) présentiert.

4.1 Variationelle Modellierung polykristalliner
Formgedachtnislegierungen unter Beriicksichtigung plastischer
Dehnungen — Modell 1a

Das in diesem Kapitel vorgestellte Materialmodell beriicksichtigt die Bildung plastischer Deh-
nungen wihrend der Phasentransformation. Nach der Einfiihrung der verwendeten internen Va-
riablen, mit deren Hilfe das komplexe Verhalten auf Mikrostrukturebene (vergl. Kapitel
beschrieben werden kann, erfolgt die Beschreibung der verwendeten kombinierten Voigt/Reul3-
Energiegrenze. Im Anschluss daran wird der erstmals in [Waimann u. a.| (2016) verwendete ge-
koppelte Ansatz fiir die Dissipationsfunktion vorgestellt, um nachfolgend basierend auf dem
Prinzip des Minimums des Dissipationspotentials ratenunabhingige Evolutionsgleichungen fiir
die verwendeten internen Variablen herzuleiten. Die durchgefiihrte Legendre-Transformation
liefert die das Materialmodell komplettierende FlieBfunktion. Eine detaillierte Beschreibung
des prisentierten Modellansatzes sowie detaillierte Simulationen auf Materialpunktebene wer-
den bereits in Waimann u. a.[ (2016)) vorgestellt.
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4.1.1 Interne Variablen

Innerhalb des auf Plastizitit basierenden Materialmodells wird die Mikrostruktur unter Bertick-
sichtigung zweier interner Variablen beschrieben.

Die betrachtete polykristalline Struktur besteht aus /N unterschiedlich orientierten Kérnern
und wird durch Betrachtung jedes einzelnen Korns j mit einer zufillig gewihlten, aber festen
Kornorientierung o/ = {7,197, w’} umgesetzt, siche Abbildung {4.1| bzw. Hackl u. Heinen
(2008a). Bei der ersten internen Variable handelt es sich dann um den Volumenanteil der je-

[C] Austenit [ Martensit

Abbildung 4.1: Polykristalline Struktur unter Beriicksichtigung einzelner Korner, Waimann
u. a. (2016)), [Waimann u. a. (2017).

weiligen austenitischen bzw. n martensitischen Phasen innerhalb des jten Korns /\Z . Darin be-
schreibt der Index ¢« = 0 den Austenit und dementsprechend 0 < ¢ < n eine der martensitischen
Varianten.

Wie in Kapitel [3.1.1] dargestellt, kommt es jedoch wihrend der Transformation von Austenit
zu Martensit zu einer Versetzungsbildung, die wiederum in der Stabilisierung gewisser Mengen
an Martensit resultiert. Die explizite Modellierung von Versetzungen findet auf einer niedrige-
ren Skala statt. Die Modellierung auf dieser Skala hitte zur Folge, dass es nicht mehr moglich
wire, die Phasen durch eine Volumenfraktion zu erfassen, da die exakte Verteilung innerhalb
des Korns inklusive klarer Phasenfronten von Bedeutung wire. Diese Art der Modellierung
resultiert in einem erheblich groeren Berechnungsaufwand. Um diesen zu umgehen, wird an-
stelle einer Versetzungsdichte eine plastische Dehnung 6{% der Phase 7 im jten Korn eingefiihrt
und somit auf eine homogenisiertere Beschreibung zuriickgegriffen.

Die Einfiihrung interner Variablen geht einher mit Nebenbedingungen, die diese erfiillen
miissen. So gilt fiir die einzelnen Komponenten der Volumenfraktion A, dass diese nicht ne-
gativ sein kdénnen

N> 0 Vi, 4.1)
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Des Weiteren muss die Massenerhaltung erfiillt werden, dies bedeutet konkret
Y M=1 vj. (4.2)
i=0

Gleichung muss auch fiir die Phasenzusammensetzung wihrend der Initialisierung, also
zu Beginn der Berechnung, erfiillt sein. Da das Anwachsen eines Volumenanteils automatisch
mit der Abnahme eines anderen einhergeht, kann also alternativ die Einhaltung der Bedingung

dMN=0 v (4.3)
=0

zum Erhalt der Masse gefordert werden.

Zusitzlich zu den Nebenbedingungen fiir die Phasentransformation gilt im Fall der Plastizitét
die Volumenerhaltung und damit unter Verwendung des Einheitstensors I

e, I=0 VYij. (4.4)

4.1.2 Freie Helmholtz-Energie mit kombinierter Voigt/ReuB-Energiegrenze

Bei der Wahl der Energie fiir das polykristalline Material wurde angenommen, dass die einzel-
nen Korner die gleiche Verformung erfahren und somit die resultierende Dehnung am Material-
punkt konstant sein muss. Die Modellierung erfolgt daher unter Verwendung einer kombinierten
Voigt/ReuB3-Energiegrenze, d.h. einer Reu-Grenze auf Kornebene und einer Voigt-Grenze auf
Materialpunktebene. Wie in Abbildung 4.2| dargestellt hat die verwendete kombinierte Energie
zur Folge, dass die Spannung innerhalb jedes Korns konstant ist, sich aber zwischen den ein-
zelnen Kornern unterscheidet. Fiir die Dehnung gilt des Weiteren, dass sie zwar innerhalb eines
Korns variieren kann, jedoch die fiir jedes Korn gemittelten Dehnungen iibereinstimmen, sieche
Hackl u. Heinen! (2008a). Die Energie des Polykristalls hat unter Verwendung dieser kombi-

F
<+

(¢

min

Abbildung 4.2: Spannungsverteilung unter Verwendung der kombinierten Voigt/ReuB3-
Energiegrenze, Waimann u. a.[(2016).

nierten Energiegrenze die Form
N 1 ) _ .
Uyp =Y & (E(s—é{?—'ﬁj):ﬂyz(s—é%)—ﬁ])+c]> . 4.5)
j=1

Die Variable 7, beschreibt die experimentell bestimmbare Transformationsdehnung der einzel-
nen Phasen. Des Weiteren wird das austenitische System zur Referenzkonfiguration gewihlt.
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Die Transformationsdehnung des Austenits 77, entspricht somit 0. Zur Beriicksichtung der Ori-
entierung des jeweils betrachteten Korns j wird die Transformationsdehnung mithilfe des Ten-
sors @ in die durch die anfinglich gewihlten Eulerwinkel o/ = {(, ), w} beschriebene Orien-
tierung rotiert. Der Rotationstensor @’ (c) kann mit Hilfe von

COS Y cosw — cossinpsinw — cosv coswsing — cospsinw  sin¥sin @
Q () = | coswsing+ cosvcospsinw  costcospcosw —singsinw  — cos psind
sin ¥ sinw cosw sin ¥ cos v

(4.6)

berechnet werden. Fiir die Phase ¢ im Korn mit der Orientierung j ist die rotierte Transformati-
onsdehnung dann durch

nl=(Q) m @ 4.7

gegeben. Der Tensor E; ist die Steifigkeitsmatrix der einzelnen Phasen, die ebenfalls mit Hilfe
des Rotationstensors aus Gleichung (4.6) gemdB Gleichung (2.23)) in die jeweilige Kornorien-
tierung iiberfiihrt werden kann:

]Eg,mnop = f]m in go ngi,q’/‘st . (48)
Fiir den Fall einer isotropen Steifigkeitsmatrix kann diese Rotation entfallen, da sie invariant
beziiglich jeder beliebigen Drehung ist. Die Variable c¢; beschreibt die kalorische Energie der
Phasen und ist abhidngig von der Temperatur 6. Sie beriicksichtigt die bei unterschiedlicher
Temperatur unterschiedlich groBe Stabilitit der einzelnen Phasen, siehe Huo u. Muller (1993).
Die in Gleichung (4.5)) durch ()j gekennzeichneten effektiven GroBen fiir die plastische und die

Transformationsdehnung, den Steifigkeitstensor und die kalorische Energie lassen sich dann fiir
jedes Korn j durch

B[S E)” Sy e,
=0 =0

7 = i ! &= i Nei . (4.9)
i=0 1=0

-1

berechnen.

Eine im Detail durchgefiihrte Energierelaxierung wird anhand des aufgrund zweier verwen-
deter Volumenanteile komplexeren zweiten Materialmodells in Kapitel vorgestellt.

Abschliefiend ldsst sich die in Kapitel [5.1] verwendete effektive plastische Dehnung des Ma-
terialpunktes €p berechnen. Im Fall der kompletten Entlastung ist die Spannung o = 0. Da die
effektive Dehnung aufgrund des bei Entlastung rein austenitischen Materials ebenfalls in jedem
Korn j null ist, gilt fiir die Dehnung € = €p. Die Spannung ergibt sich dann zu

N
oc=Y IF:(ep—¢&})=0. (4.10)

J=1

Dieser Ausdruck lésst sich schlieBlich nach der gesuchten effektiven plastischen Dehnung um-
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formen:
N N 4
SR e = 3 O &)
j=1 j=1

N -1 N
Ep = (Zgﬂ'lﬁ:ﬂ) > PR e (4.11)

j=1 j=1

4.1.3 Dissipationsfunktion

Wie in Kapitel [2.5] vorgestellt, beriicksichtigt die Dissipationsfunktion den Anteil der Ener-
gie, der aufgebracht werden muss, um die Anderung der Mikrostruktur herbeizufiihren. Dabei
gilt als einzige Bedingung, dass die Dissipationsfunktion fiir jede mogliche Anderung der in-
ternen Variable einen nicht-negativen Wert aufweist, siehe auch |[Hackl u. Fischer| (2008 und
Carstensen u. a.| (2002)). Des Weiteren kann, wie bereits in Kapitel [2.6] gezeigt, liber die Art
der Wahl von D auch bestimmt werden, welcher Art die resultierenden Evolutionsgleichungen
entsprechen. Aufgrund der direkt miteinander verkniipften Phasentransformation und Bildung
plastischer Dehnungen, wird die erstmals in|Waimann u. a. (2016) verwendete gekoppelte Dissi-
pationsfunktion angewendet. Diese ermoglicht die Beriicksichtigung von simultan ablaufenden
mikrostrukturellen Verdnderungen und hat fiir den vorliegenden Fall die bereits in Waimann
u. a. (2016)) présentierte erster Ordnung homogene Form

n

N n
DESSENDY ()\g) + kY )b, (4.12)
j=1

=0 i=0

wobei 7/ den — hier orientierungsabhiingigen — Dissipationsparameter beschreibt, siehe auch
die Ausfiihrungen in Kapitel 2.5] Im Zusammenhang mit der spiter berechneten FlieSfunktion
wird ersichtlich, dass es sich bei 77; um eine gewisse Energiebarriere handelt, die zunichst
iiberwunden werden muss, bevor die Mikrostrukturdnderung stattfinden kann. Der Parameter
k7 kann unter zur Hilfenahme der plastischen FlieBgrenze des Materials Y, durch

2
k= (E> (4.13)

i

berechnet werden. Er beriicksichtigt die unterschiedlichen FlieBgrenzen der betrachteten Pro-
zesse und somit die unterschiedlichen Mengen an Energie, die notig sind, um eine Phasentrans-
formation durchzufiihren bzw. plastische Dehnungen zu bilden. Fiir den Fall reiner Plastizitit
und folglich nicht stattfindender Phasenumwandlungen lésst sich die Dissipationsfunktion aus
Gleichung (@.12)) vereinfacht durch

(4.14)

schreiben und hat somit — von der phasenweisen Betrachtung auf Kornebene abgesehen — ei-
ne dhnliche Gestalt wie die Dissipationsfunktion bei klassischer Plastizitit mit der plastischen
FlieBgrenze als Dissipationsparameter, vergleiche Gleichung (2.65).
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4.1.4 Das Prinzip des Minimums des Dissipationspotentials angewandt auf die
funktionale Ermiidung unter Verwendung der plastischen Dehnung

Auf Grundlage des bereits in Kapitel beschriebenen Prinzips des Minimums des Dissipa-
tionspotentials werden in diesem Kapitel nun Evolutionsgleichungen fiir die beiden internen
Variablen, den Volumenanteil A und die plastische Dehnung ep, hergeleitet. Die Ausfiihrungen
wurden bereits in[Waimann u. a. (2016) vorgestellt und werden an dieser Stelle aufbereitet.

Wie bereits in Kapitel [2.5|beschrieben, beruht das PMDP auf der Idee, eine Lagrange-Funktion
zu minimieren, die im Wesentlichen aus zwei Anteilen besteht: der Rate der freien Helmholtz-
Energie und der Dissipationsfunktion. Zur Berechnung der Energierate werden zunichst die
thermodynamischen Triebkrifte gemiB Gleichung (2.55]) berechnet:

ov

Pr = — (4.15)
Py = ov (4.16)
8€p

Im Korn mit der Orientierung j lauten die Triebkrifte fiir die Phasenumwandlung und die pla-
stische Deformation dann fiir die Phase ¢

Pl = ¢ (% ()" (B) ol + (eh+m)) ol — ci) (4.17)
P{:’z — gj)\zo-j ) (4.18)

Die Rate der Energie unter Verwendung der kombinierten Voigt/Reu3-Energie kann schlielich
mit Hilfe der Kettenregel als

N n N n
\PVR:_ZZP%Z‘)"?_ZZP%W#% (4.19)
j=1 i=0 j=1 i=0

geschrieben werden. Zusammen mit der Dissipationsfunktion aus Gleichung (4.14)) sowie den
Nebenbedingungen in den Gleichungen (4. 1))-(4.4)) kann die Lagrange-Funktion aufgestellt wer-
den:

n

N n
S 5 SRR 3) e TS it > (3) + Y el
1=0

7j=1 1=0 7=1 =0 j=1 i=0
+ Z K Z M — Z Z N+ Z Z k&l T — min. (4.20)
= J=1 =0 7=1 =0 A €p

Ein grofler Vorteil des PMDP liegt in der einfachen Beriicksichtigung von Nebenbedingun-
gen durch die Addition eines entsprechenden Terms zur Lagrange-Funktion. Bei der Beriick-
sichtigung dieser Nebenbedingungen wird im Wesentlichen zwischen Gleichungen und Un-
gleichungen unterschieden. Zur Beriicksichtigung der Gleichungen (4.3)) und (4.4)) werden die
Lagrange-Parameter fﬁ% und m%)i eingefiihrt. Bei Nichterfiillung der jeweiligen Gleichungen sor-
gen sie dafiir, dass die Lagrange-Funktion wichst, was durch die Minimierung verhindert wird.
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Der Kuhn-Tucker-Parameter 7%1. dient der Beriicksichtigung der Ungleichung (.1]). Fiir ihn gilt
der Ausdruck

; {o A >0V (N=0AN\>0)
i = .

4.21
>0 else ( )

Auch der Kuhn-Tucker-Parameter sorgt folglich fiir eine Bestrafung des Energieterms bei Ver-
letzung der Nichtnegativitdt der Volumenfraktionen.

Die Minimierung der Lagrange-Funktion (4.20) beziiglich der Volumenfraktion ergibt

oc
N

J J)\J
+ S
Vo () + 0 S

Die obige Gleichung gilt lediglich fiir Werte der Raten der internen Variablen, die nicht dem
Nullvektor O entsprechen. Diese Beschrinkung folgt aufgrund der Ableitung der Dissipations-
funktion. Wie bereits in Kapitel [2.6] gezeigt, ergibt sich durch die Ableitung von D ein Subdif-
ferential, siehe Gleichung (2.67).

= —Pi, + K — 7 =0. (4.22)

Zur Weiteren Beriicksichtigung der Nebenbedingungen fiir die Volumenanteile wird die akti-
ve Menge A’ verwendet. Sie umfasst alle Phasen einer Kornorientierung ;, deren Volumenanteil
)\g positiv ist. Des Weiteren sind diejenigen Phasen inbegriffen, deren Volumenanteil zwar noch
null ist, die sich durch eine positive Rate )\g desselben jedoch bilden werden:

AT = (il > 0bufil (M =0) A (X >0)} (4.23)

Zur Bestimmung des Lagrange-Parameters /#f wird zunidchst fiir jedes Korn j die Ableitung
nach der Volumenfraktion in Gleichung (.22) iiber alle n’; aktiven Phasen aufsummiert

j 0 o\
5‘77’] Zk;e.Ag\ >\Z i g
+nyky = 0

ke Al \/Z?:o <>\f) + K Z?:o é{% : é{%

Y Pl 4l = 0, (4.24)

ke AL

worin der zweite Summand aufgrund der einzuhaltenden Nebenbedingung (4.3)) und der Kuhn-
Tucker-Parameter aufgrund seiner Definition in Gleichung (4.21) fiir die aktive Menge zu null
werden. Wird der Ausdruck schlieBlich nach dem gesuchten Parameter 7. aufgelst, ergibt sich

. 1 .
Wh=— Y Pl (4.25)

n .
A ke A]

Um eine kompaktere Schreibweise der Evolutionsgleichung fiir die Volumenfraktionen zu ermdogli-
chen, werden zwei GroBen definiert: der Konsistenzparameter 57 und der aktive Deviator dev 4; P,
Der Konsistenzparameter ist durch

' \/Z?o <)‘3> + k7 Z?:o é%i : é%n’
B = .

rJ

(4.26)
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gegeben. Der aktive Deviator der Phase 7 im Korn mit der Orientierung j kann unter Verwen-
dung des berechneten Parameters % durch

. . 1 .
dev Pf; == Pf, — — Y Pl (4.27)
A keas

berechnet werden und stellt so die Triebkraft der einzelnen Phasen einer energetisch gewichte-
ten und gemittelten Triebkraft aller existierenden Phasen im Korn gegeniiber. Mit diesen beiden
GroBen kann die Ableitung nach )\f in Gleichung schlieBlich nach der gesuchten Evolu-
tionsgleichung fiir die Volumenanteile umgeformt werden:

. J , :

N = %devm Pl VYie A. (4.28)
Wiihrend also der Deviator der Triebkrifte angibt, welche Phasenanteile sich in welcher Groflen-
ordnung zueinander dndern, gibt der Konsistenzparameter die Gesamtgro3enordnung der Trans-
formation an.

Zur Ermittlung der Evolutionsgleichung fiir die Formation plastischer Dehnungen wird die
Minimierung der Lagrange-Funktion in Gleichung (4.20)) beziiglich der Rate dieser plastischen
Dehnugen durchgefiihrt. Die Ableitung nach &}, lautet somit

oL . 5jrjkjé{)i

i —P.,. +
9&l . Pi n .. ] N . i
P \/Zz‘o </\2> + kY o €pi ¢ Epy

+ kb, I =0 (4.29)

und gilt fiir den Fall, dass A und é{; nicht dem Nullvektor entsprechen. Zur Bestimmung des
Lagrange-Parameters x7,, wird die Summe iiber die Spur der Gleichung betrachtet:

Erikiel, I

—P), I+
\/Z?:o (Af) + K Z?:o é{% : é{%‘

+3kh, =0. (4.30)

Da aufgrund der geforderten Volumenerhaltung in Gleichung @4) &}, : I = 0 gilt, kann 7,
durch

. 1 .

fip; = g Ppi i 1 4.31)
berechnet werden. Durch Umformung von Gleichung (4.29) kann schlieBlich die Evolutions-
gleichung der plastischen Dehnungen in der Phase 7 im Korn mit der Orientierung j formuliert
werden

g _ P i e A

€p; = Sj_kjdeVPPi Vie A s (432)
wobei vorausgesetzt wird, dass sich plastische Dehnungen nur in vorhandenen und damit akti-
ven Phasen der Menge A’ bilden konnen. In Gleichung [#32) beschreibt dev P4, den plasti-
schen Deviator:

) . 1 .
devPp, = Ph, — o (Ph - I) 1. (4.33)
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Die Triebkraft der plastischen Deformation entspricht der mit den Volumenanteilen der Pha-
sen und Kornorientierung multiplizierten Spannung o, siehe Gleichung (4.18). Bei dem plasti-
schen Deviator handelt es sich dann um einen mit beiden Faktoren multiplizierten Spannungsde-
viator. Die ermittelte Evolutionsgleichung korrespondiert somit mit den Evolutionsgleichungen
der klassischen Plastizitit, sieche beispielsweise Wriggers| (2013)).

Die Gegeniiberstellung der beiden Evolutionsgleichungen (4.28)) und (#.32) zeigt des Weite-
ren, dass diese den gleichen Konsistenzparameter 37 beinhalten. Dies ist eine Folge der gekop-
pelten Dissipationsfunktion und hat eine simultane Entwicklung der beiden internen Variablen
zur Folge. Um den Konsistenzparameter zu bestimmen, wird eine Legendre-Transformation der
Dissipationsfunktion durchgefiihrt. Den Erlduterungen in Kapitel 2.3 folgend kann diese fiir das
betrachtete Materialmodell durch

N =n N n
D* = sup {Z D deva Pl M4 devP, c &l — D‘A} (4.34)

Aép | j=1 i=0 j=1 i=0

geschrieben werden. Gleichung (4.34) kann durch Einsetzen der Evolutionsgleichungen fiir die
internen Variablen A und ep wie folgt umgeformt werden:

N n N n
D* = sup {ZZdeVAjP%i N ZZdevP{,i > D‘A}

Aép | j=1 i=0 j=1 i=0
N n ' 5
= sup {ZZdew% & =_dev 4 P, +ZZdeVP : —devPﬂ D‘A}
Aép \ j=1 i=0 j=1 i=0
N 1 n ' )
= sup g = (dev 4 PT devP}, : devP), — & (r7) ’A
Aép ;:/0./ f] — ffk‘ Z )

v~

=P3<0

(4.35)

Da der erste Faktor, der Konsistenzparameter /37, jeden beliebigen positiven Wert annehmen
kann, muss der zweite Faktor der Gleichung < 0 sein, damit die Legendre-Transformierte wei-
terhin begrenzt ist. Des Weiteren kann der zweite Faktor der Gleichung als FlieBfunktion ®’
bezeichnet werden. Die FlieBfunktion hat folglich die Form

-5 Z dev 4 PL,)’ ZdevP - devPl, — & (7). (4.36)

Die aus den in Gleichung (#.33) herausgestellten Eigenschaften der beiden Faktoren 37 und ®’
folgenden Zusammenhinge

pF>0, <0,  F=0 (4.37)

sind auch als Kuhn-Tucker-Bedingungen bekannt.
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4.1.5 Gewahlte Ansatze fiir die Modellparameter

Zur Abbildung des experimentell beobachteten Effekts der funktionalen Ermiidung werden, wie
bereits in [Waimann u. a.| (2016) vorgestellt, Ansitze fiir den Dissipationsparameter 7/ und den
Kopplungsparameter &/ angenommen. Wie in den Ausfiihrungen in Kapitel|3.1|gezeigt fiihrt die
Bildung von Versetzungen wihrend der mechanisch induzierten Phasentransformation zu einer
Begiinstigung der Transformation von Austenit zu Martensit und einer benachteiligten Riick-
transformation. Wie bereits in Kapitel 4.1.Terldutert, werden die Versetzungen im vorliegenden
Materialmodell indirekt durch die plastische Dehnung beriicksichtigt. Die Transformationsrich-
tung und damit, ob eine Umwandlung von Austenit in Martensit oder umgekehrt erfolgt, wird
durch den aktiven Deviator des Austenits dev 4; P%O gekennzeichnet. Fiir den Dissipationspara-
meter wird ausgehend von dem Ausgangswert 7, der Ansatz

- [(1 _ arctan (s deV_AjP%O)> f (é{a) N (l N arctan (s :eVAjP%O)) fi (5{3)]

2 T 2
(4.38)

gewihlt. Darin haben die Faktoren f; und fi; aufgrund der experimentell beobachteten Konver-
genz die jeweils exponentielle Form

fi(er) = exp(~bi|eh])
fi(gh) = 1+bu(1— fi(eh)) (4.39)

mit den konstanten Faktoren b; und by;. Der Faktor f; beriicksichtigt somit die bei wachsender
Anzahl an Versetzungen abnehmende Menge an Energie, die notig ist, um Austenit in Mar-
tensit umzuwandeln, der Faktor fi; hingegen die gleichzeitig erschwerte Riicktransformation.
Aufgrund der Fallunterscheidung der Transformationsrichtung wird diese mit Hilfe des aktiven
Deviators des Austenits beriicksichtigt. Ein negativer Deviator deutet somit auf eine Abnah-
me des Austenits und ein positiver Wert fiir diesen auf eine Zunahme hin. Um an dieser Stelle
eine Heaviside und somit unstetige Funktion zu vermeiden wird die inverse Winkelfunktion
arctan(x) in Gleichung (4.38) verwendet. Der Parameter s steuert darin die Steigung wihrend
des Wechsels der Transformationsrichtung. Die Funktion fiir den Parameter 77 wird zur besse-
ren Veranschaulichung in Abbildung dargestellt. Fiir den Kopplungsparameter &/ wird der
Ansatz

, Yo\ 2 .
ko= (r_ﬂ> frr (g{_,) (4.40)
gewihlt. Darin beriicksichtigt die Funktion fi
. 1 . . -1
fui (80) = — (b— &b| — 1) (4.41)
111

mit dem konstanten Faktor by die experimentell zu beobachtende konvergierende Zunahme der
bleibenden Dehnung, siche Waimann u. a./(2016)). Diese Konvergenz ist ebenfalls auf Grundlage
der Versetzungstheorie zu begriinden, siehe beispielsweise Taylor (1934) und Le| (2010). Fiir
die Bildung neuer Versetzungen ist umso mehr Energie notig je mehr Versetzungen bereits im
Material vorhanden sind.
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Abbildung 4.3: Funktion des Dissipationsparameters 7/ in Abhiingigkeit der effektiven plasti-
schen Dehnung und der Transformationsrichtung.

4.1.6 Orientierungsverteilungsfunktion zur Beriicksichtigung einer Textur

Wie beispielsweise in |Laplanche u. a.| (2015) untersucht, kann eine thermomechanische Vor-
behandlung von Formgedichtnislegierungen zu der Entwicklung einer Textur fiihren. Dies be-
deutet, dass — durch beispielsweise Warm- oder Kaltwalzen — bestimmte Kornorientierungen
wahrscheinlicher auftreten als andere. In Hackl u. Heinen| (2008a) wird die Wahrscheinlich-
keit einzelne Kornorientierungen vorzufinden mit Hilfe eines Young-MaBes beriicksichtigt. Die
Orientierungsverteilung kann durch

¢ = max [rper Q- npoopn] (4.42)

=1,...,

berechnet werden, wobei @’ der bereits bekannte Rotationstensor der Kornorientierung j ist.
Bei 7, handelt es sich um die bevorzugte Orientierung, in Kapitel [5.1.1]sowie Waimann u. a.
(2016) wird diese zu {1,0,0} gewihlt. Die Vektoren m(; oy beschreiben die austenitschen
Normalenvektoren:

+1 0 0
N0k € o |, [ x|, o : (4.43)
0 0 +1

Mit Hilfe des Faktors ¢ ldsst sich der stochatische Einfluss regulieren und folglich, wie stark
die Textur ausgeprigt ist. Des Weiteren muss eine Normierung der Verteilungsfunktion (#.42))
erfolgen

gj

Tyl

(4.44)

da fiir die Volumenanteile die Bedingung Zj\le &/ = 1 erfiillt sein muss. Nihere Informationen
zu diesem Ansatz zur Beriicksichtigung einer Vortextur finden sich in Hackl u. Heinen (2008a)),
im Rahmen dieser Arbeit wird die resultierende Orientierungsverteilungsfunktion lediglich auf-
gegriffen, siehe Kapitel [5.1.1]
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Algorithmus 1: Algorithmus des Modells 1a unter Beriicksichtigung plastischer Deh-
nungen, sieche Waimann u. a.| (2016).

Input: 1, X/, sP

Calc: (dev 4 PL,)"* = (dev 4 PL)" (e, X L)

Calc: (devP,)"* = (devPJ O (et )\l ,eh)

Cale: (7)) = (r9)! ()1, (dev a4 Pho)'), (k) = (K1) ((h))

Calc: &7 = &7 (e AL L, (r7))
Set: A = A, el =gl Al = A, 3. =0
while 35 : &7 > toldo

] .

() = () 4 gj (devy PL) Vie Al
. iz - ,

(el)H! = (eL) + fj(ij)l (devPiL )" Vie A

Cale: & = (el A bt ()

if 3j : ® > tol then

B+ + tol i} ,
(AL = ()] + %(d VPl Vie Al
tol

b+t = ey + PO oy vie
Calc: q)lt — (I)lt(l() l+1 )\lt lt (rj)l)

Gr =B — mtoht

if 3 : 4} < —tol then

B L ABORT
Calc: A1

Update: A" = A\, elft =gl Al = A1

CONTINUE with next load step: [ +1 — 1 4 2

4.1.7 Algorithmische Implementierung des Materialmodells

Der verwendete Berechnungsalgorithmus des Materialmodells wird in Algorithmus (1| vorge-
stellt. Die Implementierung erfolgt dabei unter Verwendung eines expliziten Eulerverfahrens,
siehe [Schifer (2013)). Demnach wird die Rate einer beliebigen internen Variable A durch

. Al+1 . Al
A= ——17— 4.45
A7 (4.45)
approximiert, wobei [ + 1 auf den aktuellen und / auf den vorherigen Lastschritt verweist und
es sich bei At um das Zeitinkrement handelt. Unter Beriicksichtigung dieser Diskretisierung
konnen die internen Variablen des momentanen Lastschrittes mit Hilfe der ratenunabhéngigen
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Evolutionsgleichungen durch
41 B Dk
0" = '+ (e Pl L
-j I+1 . -j l ,Brjr d P] % 4.46
(ePi) = (ePi) +%( ev Pi) |4 (4.46)

berechnet werden. Darin beschreibt ﬁ% den Konsistenzparameter multipliziert mit dem Zeitin-
krement: 3}, = 37 At. Die Schreibweise ()l* impliziert des Weiteren, dass die betroffenen Kraft-
grofen beziiglich der aktuellen Dehnung &'*! und der internen Variablen des vorherigen Be-

rechnungsschrittes A’ berechnet werden, somit gilt (dev 4 P%Z.)l* = (dev P%Z) " (e, N, eh)
und (devP{)i)l* = (devP{)i)l* (e, N €b).

Zur Berechnung der mikrostrukturellen Anderungen werden also fiir jeden Lastschritt zu-
niichst ausgehend von der aktuellen Dehnung €' sowie den Volumenfraktionen A' und den
plastischen Dehnungen €L, des vorherigen Lastschrittes der aktive Deviator und der Deviator
der plastischen Deformation berechnet und die Modellparameter 77 und k7 bestimmt. Im An-
schluss daran erfolgt eine Uberpriifung der FlieBfunktion ®7. Erfiillt diese unter Gewihrung
einer Toleranz tol in jeder Orientierung j die Kuhn-Tucker-Bedingung aus Gleichung
®7 < tol, so kommt es zu keiner Evolution der internen Variablen und es kann nach der Spei-
cherung der internen Variablen als Ausgangswerte fiir den nédchsten Lastschritt direkt mit die-
sem fortgefahren werden. Existiert jedoch eine Orientierung in der die Toleranz der FlieBgrenze
nicht eingehalten wird, erfolgt eine Aktualisierung der internen Variablen mit Hilfe der gewihl-
ten Diskretisierung aus Gleichung (#.46). Um den Konsistenzparameter ﬁff SO zu bestimmen,
dass die Kuhn-Tucker-Bedingungen wieder erfiillt werden, wird das Newton-Verfahren ange-
wendet, siehe hierzu beispielsweise Hermann| (2011). Die benétigte Steigung der Funktion wird
dabei numerisch durch Storen des Konsistenzparameters um einen Wert tol;; berechnet. Wird
der Konsistenzparameter ﬁ% gefunden und schliellich die FlieBgrenzen in allen Kornern ein-
gehalten, kann unter Verwendung der aktualisierten internen Variablen als Ausgangswerte mit
dem nichsten Lastschritt fortgefahren werden.

4.1.8 Modifizierung zur effizienteren Beriicksichtigung der polykristallinen Struktur —
Modell 1b

Das in diesem Kapitel vorgestellte Modell zur gleichzeitigen Abbildung plastischer Deformatio-
nen wihrend der Phasentransformation beriicksichtigt den polykristallinen Charakter des Ma-
terials durch Verwendung der in Kapitel vorgestellten kombinierten Voigt/Reul3-Energie-
grenze. Diese hat zur Folge, dass die Auswertung des Materialmodells und somit die Berech-
nung der internen Variablen getrennt fiir jedes Korn geschieht, siehe die Evolutionsgleichungen
(4.28) und {@.32) sowie die FlieBfunktion in (4.36) bzw. (@.37). Diese Berechnung der Mi-
krostruktur je Korn resultiert in einem erheblichen Berechnungsaufwand. Um diesen zu reduzie-
ren, wird an dieser Stelle die bereits in Junker (2014b) eingefiihrte und auch in den nachfolgend
prasentierten Materialmodellen verwendete dynamische Orientierungsverteilungsfunktion vor-
gestellt. Statt also jedes Korn einzeln zu betrachten, wird der Materialpunkt als Ganzes in den
Blick genommen, siehe Abbildung 4.4] Zur Beriicksichtigung der unterschiedlich orientierten
Korner werden die Eulerwinkel o = {, 9, w} als interne Variablen eingefiihrt. Sie beschrei-
ben die Richtung, in der die Transformation stattfindet. Diese modifizierte Betrachtungsweise
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des Polykristalls hat zur Folge, dass auch die anderen beiden internen Variablen A und ep als
gemittelter Wert fiir den Materialpunkt berechnet werden.

[] Austenit
B Martensit 1

B Martensit 2

Abbildung 4.4: Polykristalline Struktur unter Berticksichtigung der
Orientierungsverteilungsfunktion.

Anstelle der kombinierten Voigt/ReuB3-Energie aus Gleichung (4.5)) wird nun der Ansatz

1 _
\Prelzé(e—ép—QT-ﬁ-Q):E:(s—ép—QT-f]-Q>+é (4.47)

fiir die freie Helmholtz-Energie gewihlt, der eine ReuB3-Energiegrenze auf Materialpunktebene
beriicksichtigt. Die effektiven GroBen lassen sich — dquivalent zu Gleichung (4.9) — nun fiir den
gesamten Materialpunkt giiltig durch

i A (E)

n= i Aim; E= M. (4.48)
=0 -

berechnen. Der in Gleichung verwendete Rotationstensor @ ist nun nicht mehr abhingig
von den zu Beginn gewihlten konstanten Winkeln eines jeden Korns, sondern von der internen
Variable a. Es gilt also Q = Q(a) mit dem bereits in Gleichung eingefiihrten Rotations-
tensor

-1

E =

COS (p coOsw — cos¥sin psinw —cosvcoswsinp — cospsinw  sin¥sin @
Q () = | coswsiny + cosvcospsinw  cosvcospcosw —singsinw  — cos psin ¥
sin ¥ sinw cosw sin v cos v
(4.49)

Dieser ist somit nicht mehr statisch, sondern wird sich belastungsabhédngig mit der internen
Variable a entwickeln. Anders als bei dem unmodifizierten Ansatz, werden bei den spéteren
Berechnungen isotrope Steifigkeitsmatrizen [E; verwendet und somit kann auf eine Rotation der
effektiven Steifigkeitsmatrix [ verzichtet werden.

Aus der modifizierten Energie lassen sich anschlielend die Triebkréfte der internen Variablen
berechnen. Die Triebkraft der Eulerwinkel kann durch

W OV 0Q
Cda  0Q oa
berechnet werden. Die verwendete Ableitung der Energie nach dem Rotationstensor @ hat die
Form

OV,
oQ

Py = (4.50)

— _9.Q-o 4.51)
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und die Ableitungen von @ nach den Eulerwinkeln o« = {(, J, w} lassen sich jeweils durch

0Q —sinpcosw — coscos psinw — cost cosw cos p + sinpsinw  sin v cos
— = coSw cosp — cossinpsinw  — cosdsinpcosw — cos psinw  sin @ sin ¥
s 0 0 0
0Q sin ¢ sin  sin w sin ¢ cos w sin cos ¥ sin ¢
— = | —sindcosysinw —sinvcospcosw — cosycosv
09 . .
cos ¥ sinw cosw cos —sinv
e, —cossinw — cos¥sinpcosw  cosvsinwsing —cospcosw 0
— = | —sinwsinp + cos¥cospcosw —cosdcospsinw —sinpcosw 0 (4.52)
Ow sin v cos w — sinw sin ¥ 0

bestimmen, siehe hierzu |Junker (2014b)).

Die Form der Triebkrifte von A und ep entspricht im Wesentlichen den Gleichungen (4.17)
und (4.18)), wobei auch hier eine Betrachtung der GréBen auf der Materialpunktebene erfolgt
und nicht auf Kornebene:

1 _
Pr; = 50:(Ei) 1:a+(€Pi+QT'ni'Q):a'_Ci
Pp; = Mo (4.53)

Die Spannung in Gleichung kann dabei durch
o=E:(e-Q" - n-Q—¢p) (4.54)

berechnet werden.

Die Dissipationsfunktion (4.12)) wird des Weiteren um einen Anteil beziiglich der Eulerwin-
kel ergénzt. Dieser Anteil Dy wird in Anlehnung an Junker (2014a)) zweiter Ordnung homogen
gewdhlt und hat die Form

r
Dr =01, (4.55)
wobei 7 den viskosen Parameter und  := Q - Q' den schief-symmetrischen Tensor der
Winkelgeschwindigkeiten beschreibt. Dessen euklidische Norm kann durch
19 = \/§<gb2+192+2<pwcosﬁ+w2> (4.56)

berechnet werden und gewihrleistet im Gegensatz zu den Winkelgeschwindigkeiten Objekti-
vitit, sieche Junker| (2014a)) and Junker| (2014b). Der in Gleichung (#.53) aufgefiihrte Divisor
von 2 dient, wie im Folgenden ersichtlich, lediglich der Vereinfachung der resultierenden Glei-
chungen. Da der Dissipationsparameter rg ein zu bestimmender Modellparameter ist, hat der
Faktor keinerlei physikalisch-relevanten Einfluss.

Die modifizierte Lagrange-Funktion kann als

n

EZ_iPTij\i_iPPiZépi—PR~d—|—7’

.\ 2 n
1=0

=0 =0 =0
2 . . n . n
+ % <§02 + 192 + 29@0..1 cos v + w2> + KT )\l — ’YTi)\i + Z Hpiépi I
=0 i=0 1=0
— min . 4.57)

A,ép,d
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geschrieben werden. Die Bestimmung der Evolutionsgleichungen fiir A und ep erfolgt — wie in
analoger Weise bereits in Kapitel vorgestellt — durch Minimierung der Lagrange-Funktion
und anschlieBende Umformung. Aufgrund der dquivalenten Vorgehensweise nicht detailliert
hergeleitet, ergeben sich die Evolutionsgleichungen zu

/.\i = BdeVAPTZ' VZGA
Ep; = %devai Vie A. (4.58)

Die entsprechenden Deviatoren konnen in Anlehnung an die Gleichungen #.27) und #.33)
darin durch

dev 4 Pr; == Pp; — — Z Pry, devPp; := Pp; — E (Pp; - I I (4.59)
A LA 3
berechnet werden. Auch die FlieBgrenze kann, dquivalent zum in Kapitel .1.4] hergeleiteten
Vorgehen, durch die Legendre-Transformation der Dissipationsfunktion ermittelt werden und
hat somit die Form

P = Z (dev 4 Pr;)* Z devPp; : devPp; — 12 (4.60)
=0 =0

Sowohl die Evolutionsgleichungen als auch die FlieBgrenze der simultan ablaufenden Pha-
sentransformation und plastischen Deformation stimmen folglich mit den Gleichungen (4.28)),
(4.32) und @.36) iiberein und unterscheiden sich lediglich beziiglich der betrachteten Skala:
wird die Mikrostruktur im Ausgangsmodell fiir die Korner einzeln ermittelt, so erfolgt die Be-
rechnung im modifizierten Modell gemittelt fiir den gesamten Materialpunkt. Gleiches gilt fiir
die automatisch resultierenden Kuhn-Tucker-Bedingungen:

B3>0, ®<0, pd=0. 4.61)

Die Evolutionsgleichungen der neu eingefiigten internen Variable der Eulerwinkel kann durch
die Ableitung der Lagrange-Funktion nach der Rate der Eulerwinkel & ermittelt werden.
Die Minimierung liefert folglich

aE——P +V2rg (¢ + wcos V) =0
0
oL
— = —Py+ V2rgd =0
EY) 9 R
oL
i —P, 4 V2rg (& + ¢ cos ) =0. (4.62)

Durch Umformung von Gleichung (4.62)) folgen direkt Evolutionsgleichungen fiir die drei Eu-
lerwinkel ¢, 9 und w
1 1

\/_TR o2 d (P, — P, cos 19)

0= , (4.63)
\/_ TR X

L P,— P, 9

W= \/_rRl—COSQﬁ( cos V) )

die mit den in Junker (2014a) hergeleiteten Ausdriicken iibereinstimmen, siehe auch Junker
(2014b)). GemiB des gewihlten rein zweiter Ordnung homogenen Ansatzes fiir die rotations-
bezogene Dissipationsfunktion in Gleichung (4.55)) sind diese Evolutionsgleichungen visko-
elastischen Typs.
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4.2 Variationelle Modellierung polykristalliner
Formgedachtnislegierungen unter Berlicksichtigung irreversiblen
Martensits — Modell 2

In diesem Unterkapitel erfolgt die Beriicksichtigung der irreversiblen Prozesse wihrend der
Phasentransformation und somit die Abbildung des Effekts der funktionalen Ermiidung durch
die Unterteilung der Phasenumwandlung in einen reversiblen und einen irreversiblen Prozess.
Dazu werden — dquivalent zum Vorgehen im vorangegangenen Kapitel — zunéchst die internen
Variablen definiert. Nach der detaillierten Herleitung der relaxierten Helmholtz-Energie des po-
lykristallinen Materials unter Verwendung einer Reu3-Energiegrenze werden im Anschluss ver-
schiedene konkrete Ansitze fiir die Dissipationsfunktionen prasentiert. Abschlieend werden
unter Verwendung des Prinzips des Minimums des Dissipationspotentials die Evolutionsglei-
chungen fiir die internen Variablen hergeleitet und das Materialmodell wiederum durch Anwen-
dung einer Legendre-Transformation und somit eine berechnete FlieBfunktion vervollstindigt.
Die Herleitungen erfolgen zunichst fiir das bereits in Waimann u. a.| (2017) und [Waimann u. a.
(2018) vorgestellte Modell 2a mit ratenunabhéngiger Phasentransformation. Zudem wird ein
weiterer Modellansatz 2b mit ratenabhéngiger Transformation présentiert. Das Unterkapitel en-
det mit einer experimentell basierten Kalibrierung der verwendeten Modellparameter zur Mo-
dellierung der funktionalen Ermiidung.

4.2.1 Interne Variablen

Wie in(Waimann u. a./(2017)) beschrieben, werden die mikrostrukturellen Prozesse innerhalb des
polykristallinen Materials, die fiir die Phasenumwandlung und die damit verbundene funktio-
nale Degradierung wéhrend der zyklischen Belastung von FGL verantwortlich sind, im zweiten
prasentierten Modellansatz durch drei interne Variablen beschrieben.

Zur Beriicksichtigung der polykrystallinen Struktur von Formgedéchtnislegierungen wird der
bereits in Kapitel 1.8 vorgestellte Ansatz der sich entwickelnden Orientierungsverteilungs-
funktion nach |Junker| (2014b)) aufgegriffen, sieche Abbildung Bei der ersten internen Varia-

[] Austenit [l reversibler Martensit [Jl] irreversibler Martensit

Abbildung 4.5: Polykristalline Struktur unter Beriicksichtigung der Orientierungsverteilungs-
funktion (Modell2),Waimann u. a.| (2017).

ble handelt es sich somit um das bereits bekannte Set an Eulerwinkeln a = {¢, ¥, w}, das die
Richtung, in der die Transformationen stattfinden, beschreibt. Die zweite interne Variable ist
der bereits im vorangegangenen Kapitel verwendete reversible Volumenanteil der unterschied-
lichen Phasen A. Jede Phase ¢ hat demnach einen Volumenanteil )\;, wobei wiederum A, die
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austenitische Phase und \;~( eine der n unterschiedlichen Martensitvarianten beschreibt. Die
ersten beiden Variablen « und A reichen nun also aus, um die polykristalline Struktur auf der
einen Seite und die reversible Phasentransformation auf der anderen Seite wiederzugeben.

Die nachfolgend in Kapitel préasentierten Berechnungen des Plastizitatsmodells des vor-
herigen Unterkapitels {.1] zeigen eine Schwachstelle des Modellansatzes zur Abbildung des
Effekts der funktionalen Ermiidung. Das urspriingliche Materialmodell zeigt somit keine Sta-
bilisierung des Martensits durch die plastischen Dehnungen. Dies fiihrt zur Modellierung der
irreversiblen Prozesse durch die Einfiihrung des irreversiblen Volumenanteils p. Anstelle also
die experimentell beobachteten Versetzungen zu modellieren, wird deren direkte Auswirkung —
der stabilisierte Martensit — beriicksichtigt. Die Phasentransformation teilt sich folglich in einen
reversiblen und einen irreversiblen Anteil auf.

Wiederum ist die Verwendung interner Variablen an die Einhaltung unterschiedlicher Neben-
bedingungen gekniipft. Neben der diesmal fiir beide Volumenanteile zu erfiillenden Nichtnega-
tivitit

Ai
Pi

0 Vi
0 Vi. (4.64)

AVARLY,

sowie der Massenerhaltung

zn:)\i—l—zn:pi:l. (4.65)
=0 =0

bzw.
DN+ pi= (4.66)
=0 =0

gelten im vorliegenden Materialmodell weitere Nebenbedingungen beziiglich der Stabilisierung
des Martensits. Aufgrund der Irreversibilitit des Volumenanteils p muss sichergestellt werden,
dass dieser nicht abnehmen kann. Fiir die Rate der irreversiblen Volumenfraktionen muss folg-
lich

pi >0 Vi (4.67)

gelten. Experimentell begriindet durch den stabilen Zustand, gegen den das Material konver-
giert, wird des Weiteren ein maximaler absoluter irreversibler Volumenanteil p,,,, eingefiihrt,
sodass fiir den absoluten Anteil der irreversiblen Volumenfraktion p

p = Z Pi < Pmax (468)
=0
gilt und nur eine gewisse Menge Martensit im Material stabilisiert werden kann. Das Material

verfiigt folglich indirekt {iber eine maximale Versetzungsdichte.

Die letzte zu erfiillende Nebenbedingung resultiert aus der experimentellen Entdeckung, dass
wihrend des Zyklierens lediglich eine Stabilisierung des Martensits, nicht aber des Austenits
stattfindet. Daher ist der entsprechende Volumenanteil des irreversiblen Austenits stets

po=0. (4.69)
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4.2.2 Freie Helmholtz-Energie mit ReuB-Energiegrenze

Die Energie des Austenits und der einzelnen martensitischen Varianten kann in Abhédngigkeit
der absoluten Dehnung in der Phase i €; und der Temperatur ¢ geschrieben werden als

\Ifi(ei,ﬁ):%(si—QT~ni~Q) Ei: (- Q" m-Q) +¢(0) . (4.70)

Die in den einzelnen Phasen vorherrschende elastische Dehnung e.; entspricht der totalen Deh-
nung abziiglich der Dehnung, die fiir die Transformation von Austenit zu Martensit aufgebracht
werden muss:

ceai=€—-Q"-m,-Q. (4.71)

Bei m); handelt es sich wiederum um die Transformationsdehnung der einzelnen Phasen. Wie
bereits in Kapitel vorgestellt, erfolgt die Berechnung der internen Variablen nicht fiir je-
des Korn einzeln, sondern fiir den gesamten Materialpunkt. Mithilfe des in Gleichung
eingefiihrten Transformationstensors @ («) kann 7, in die gemittelte Orientierung der trans-
formierenden Korner gedreht werden. Diese wird basierend auf Junker (2014b) durch die nun
verdnderlichen Eulerwinkel o definiert. Wie in Kapitel 4.1 handelt es sich bei dem Tensor E,;
um die Steifigkeitsmatrix und bei ¢; um die kalorische Energie der Phase .

¥ [GPa] 4

T+
3

N2

Abbildung 4.6: Energie der einzelnen Phasen (1D), Junker (2011).

Um nun die Gesamtenergie des Materialpunktes zu beschreiben, wird — den Ausfiihrungen
aus|Junker| (2011) folgend — zunichst die Energie des Austenits, W, und zweier exemplarischer
reversibler Martensitvarianten, ¥; und W,, fiir den eindimensionalen Fall betrachtet, siche Ab-
bildung[4.6] Die Transformationsdehnung des Martensits ist dabei durch die skalare GroBe 7,
gegeben. Die kalorische Energie des Austenits ist ¢y, die des Martensits ist 0 GPa. Fiir die an-
genommene vorherrschende Temperatur befindet sich das Material im unbelasteten Fall ¢ = 0
folglich in einem rein austenitischen Zustand und wird sich daher pseudoelastisch verhalten.
Des Weiteren wird die Dissipation in Folge der Phasenumwandlung und somit die Energie, die
aufgebracht werden muss, um die Mikrostrukturanderung herbeizufiihren, zur besseren Veran-
schaulichung nicht mitberiicksichtigt.
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Anhand von Abbildung 4.6 wird deutlich, dass je nachdem, was fiir eine Dehnung ¢ vorgege-
ben wird, eine andere Phase die geringste Energie vorweisen kann. Fiir das Material ist es somit
giinstiger, sich in die Phase mit der geringsten Energie umzuwandeln. Die minimale Energie
ist in Abbildung eingezeichnet. Ein Material, das zur Minimierung seiner Energie dieser
Kurve folgt, wird sich, sobald die Energie einer anderen Phase als der Ausgangsphase geringer
ist, schlagartig komplett in die neue Phase umwandeln. In der Realitit zeigt sich jedoch, dass
einzelne Phasen nicht plotzlich einen anderen Zustand annehmen, sondern sich nach und nach
umwandeln. Dies bedeutet im Umkehrschluss, dass das Material wihrend der Transformation
anteilig aus mehreren Phasen bestehen kann. Die Energie der Phasenmischung ist durch die
sogenannte konvexe Hiille gegeben, die in Abbildung [4.8]dargestellt ist.

¥ [GPa] 4
\
LIJZ \LIJ1 \Pmin
\
\
\
\
== >
N € [']
C0

Abbildung 4.7: Minimale Energie am Materialpunkt (1D), Junker| (2011).

¥ [GPa] 4

conv
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Abbildung 4.8: Konvexe Hiille (1D), Junker (2011).
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Wird das betrachtete Material nun aus der Ruhe heraus positiv belastet, so wandelt sich der
Austenit langsam in die Martensitvariante 1 um. Eine Druckbelastung fiihrt hingegen zur Bil-
dung von Martensitvariante 2.

Um die konvexe Hiille fiir den komplexeren dreidimensionalen Fall zu berechnen, wird die
groBte untere Schranke fiir die mit den Volumenanteilen \; und p; gewichtete Summe der Pha-
senenergien gesucht. Die Minimierung erfolgt beziiglich der in den einzelnen Phasen vorhan-
denen totalen Dehnung ¢;, als deren Mittelwert € angenommen wird. Folglich gilt die Neben-
bedingung

> (Aitp)ei=¢ (4.72)

i=0
und die relaxierte Energie kann basierend auf Hackl u. Heinen| (2008a)) durch

\Ilrel = inf {Z ()\z + pz) \Ifl Z ()\Z + pz) g; = 6} (473)

.
* Li=0 i=0

formuliert werden. Zur Erfiillung der Nebenbedingung wird der Lagrange-Parameter o ein-
gefiihrt. Durch Anwendung der Minimierung folgt

b Li=0 i=0

Wird der Ausdruck umgeformt und anschlieBend iiber alle Phasen aufsummiert

Nitp)e—Q -(Ni+p)n-Q = N+p)E o (4.75)
= ()\i+Pi)€z‘—QT'ZO\H‘M)’U@"Q = Z(Ai+Pi)E;130’, (4.76)
=0 i=0 =0

ergibt sich der Lagrange-Parameter mit
c=E:(e-Q" ' 7n-Q-Q"-v-Q) 4.77)

und entspricht somit der am Materialpunkt vorherrschenden Spannung. Als Resultat der durch-
gefiihrten Relaxierung folgen effektive GroBen fiir den Steifigkeitstensor £ sowie die Transfor-
mationsdehnungen:

-1

E= Y (\+p) @) =) Am;
i=0 =0
v=) p;. (4.78)
1=0

Dabei stellt 17 die effektive reversible Transformationsdehnung dar und © den entsprechend
aus den irreversiblen Transformationsdehnungen der einzelnen Phasen v; berechneten irrever-
siblen Tensor. Verglichen mit dem Plastizititsmodell in Kapiteld.1] beziehen sich die effektiven
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GroBen auf den gesamten Materialpunkt, wihrend sie in Gleichung (4.9) fiir jedes Korn sepa-
rat berechnet werden. Die relaxierte Energie kann dann durch Umformung und Einsetzen von

Ausdruck (4.76))

n

Uy = (Ni + pi) (% (e:~ Q% - m;- Q) :Ei:(ei—QT_ni.Q)—O—Ci)

<.
[e=]

n

(()\H-pi)&—QT'()\i—l-pi)m'Q) iEi3(€i—QT'm‘Q)+5
0

DO | —

)

()\z—l—p,)Ez_lo'El(ez—QTan)—i—E

I
DN | —
INgE

1=0

3 |l

1
52 Nitp)o:(e-Q m-Q)+e (4.79)

%

Il
=)

schlieBlich durch

Va=3(-Q" 7 Q@-Q" 0 Q) E:(c-Q" 7 Q-Q 5 Q)+c 450

berechnet werden, wobei die effektive kalorische Energie analog zu den effektiven GroB3en

(4.78)) durch

=0

definiert wird. Die prisentierte untere Begrenzung der Energie stimmt mit der sogenannten
ReuB-Energiegrenze iiberein, die voraussetzt, dass die Spannung am Materialpunkt in jeder
Phase gleich ist, Hackl u. Heinen| (2008al).

Wie bereits in Kapitel [3.T|erwihnt, kann es bei einer entsprechenden Vorbehandlung der FGL
Nickeltitan zu der Umwandlung des Austenits in die sogenannte R-Phase kommen, bevor der
Werkstoff in einen martensitischen Zustand iibergeht, siehe z.B. Bhattacharya (2003). Um diese
zweistufige Phasentransformation in dem vorliegenden Materialmodell oder dem im vorherigen
Kapitel {.T] prasentierten Ansatz zu beriicksichtigen, muss die interne Variable der reversiblen
Volumenfraktionen A lediglich um die Anzahl der moglichen Varianten der R-Phase erweitert
werden und fiir diese Werte fiir die Transformationsdehnung und die kalorische Energie bekannt
sein, siehe hierzu auch Fechte-Heinen| (2007).

4.2.3 Dissipationsfunktion

Wie in Waimann u. a. (2017) dargestellt, setzt sich die Dissipationsfunktion im vorliegenden
Fall der drei internen Variablen aus zwei Bestandteilen zusammen

D=Dr+Dr. (4.82)

Der erste Anteil bezieht sich auf die sich @ndernden Eulerwinkel und somit die dynamische
Anpassung der gemittelten Orientierung der transformierenden Korner. In Anlehnung an Junker
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(2014a) wird fiir die Dissipationsfunktion Dy wieder der bereits in Gleichung (4.55]) verwendete
und zweiter Ordnung homogene Ansatz

2 .

Dy — %m (£ + 9 + 20 cos 9 + ) (4.83)

gewdhlt. Er beinhaltet den viskosen Parameter rg, siche Junker (2014a)) and Junker (2014b)).

Der zweite Anteil der Dissipationsfunktion (4.82)) bezieht sich auf die im Material stattfin-
dende Transformation zwischen der Austenitphase und den einzelnen Martensitvarianten. Im
betrachteten Fall liegt die Annahme zu Grunde, dass die reversible Phasentransformation von
Austenit zu Martensit zwangsldufig mit Versetzungsbildung und somit der Stabilisierung von
kleinen Mengen Martensit begleitet wird. Diese beiden Prozesse sind folglich untrennbar mit-
einander verkniipft, weshalb wie bereits im vorherigen Modell in Kapitel 4.1.3] der erstmals in
Waimann u. a.| (2016) vorgestellte gekoppelte Ansatz fiir die Dissipationsfunktion verwendet
wird. Dieser hat nach /Waimann u. a. (2017 die Form

n

1=0

=0

Der Dissipationsparameter 7 ist wiederum ein MaB fiir die Energiemenge, die notig ist, um
die jeweiligen mikrostrukturellen Anderungen herbeizufiihren. Durch die Faktoren f und g in
Gleichung (4.84) ist es moglich, die unterschiedlichen Energiemengen zu beriicksichtigen, die
jeweils fiir die Bildung von reversiblen und irreversiblen Phasen notig sind. Ausgehend von
der Annahme, dass fiir die Bildung von irreversiblem Martensit deutlich mehr Energie auf-
gebracht werden muss als fiir den reversiblen Prozess, wird fiir g ein konstanter Wert > 1
gewihlt. Wie bereits in Kapitel [3.1] gezeigt, fiihrt die Versetzungsbildung zu einer Stabilisie-
rung des Martensits. Aufgrund der bereits erlduterten Zusammenhinge wird auf eine explizite
Beriicksichtigung von Versetzungen verzichtet und stattdessen der absolute Anteil irreversiblen
Martensits p = > p; verwendet, um eine implizite Aussage iiber die Versetzungsdichte zu
treffen. Ausgehend von der Annahme, dass diese irreversiblen Effekte die Bildung von Marten-
sit begiinstigen und seine Riicktransformation erschweren, wird fiir den Faktor f

(1.0+ fop) M— A (485)

{(1.0 —fip) A=M
f=

angenommen und somit eine stiickweise lineare Funktion. Die in erster Ordnung homogene Dis-
sipationsfunktion in Gleichung (4.84)) liefert Evolutionsgleichungen elasto-plastischen Typs fiir
die Phasenumwandlung. Des Weiteren soll das Modell auf Finite-Elemente-Ebene hinsichtlich
ratenabhéngiger Evolutionsgleichungen untersucht werden. Hierzu wird die Dissipationsfunk-
tion um einen zweiter Ordnung homogenen Anteil erweitert, vergl. Kapitel Es folgt

Dt =rm; 2”: <f)\z)2 + i (9:)* + % (i <f/\z)2 + Zn: (9[%‘)2) (4.86)

=0 1=0 =0

mit dem viskosen Parameter 7.
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4.2.4 Das Prinzip des Minimums des Dissipationspotentials angewandt auf die
funktionale Ermiidung unter Verwendung der irreversiblen martensitischen
Volumenfraktion

Im Folgenden wird nun das Prinzip des Minimums des Dissipationspotentials zur Beschreibung
der funktionalen Ermiidung angewandt. Dies geschieht unter Verwendung der erster Ordnung
homogenen Dissipationsfunktion in Gleichung (4.84)) bzw. der aus einem erster Ordnung homo-
genen und einem zweiter Ordnung homogenen Anteil zusammengesetzten Dissipationsfunktion
in Gleichung und der freien Helmholtz-Energie aus Gleichung (4.80). Das Resultat sind
Evolutionsgleichungen fiir die internen Variablen A, p und «. Die gezeigten Herleitungen wur-
den bereits in Waimann u. a.| (2017) bzw. [Waimann u. a. (2018)) veroffentlicht und werden an
dieser Stelle nur wiedergegeben.

Zunachst wird wie bereits in Kapitel 4.1|die zu minimierende Lagrange-Funktion aufgestellt.
Ihr erster Bestandteil, die Rate der freien Helmholtz-Energie in Gleichung (4.80), kann mit
Hilfe der Kettenregel zu

Uy = — z": Pr; (j\i + pi) — Pr-« (4.87)
i=0

bestimmt werden. Darin sind Pr; und Py die thermodynamischen Triebkrifte, die sich als
negative Ableitung der Energie W nach den internen Variablen berechnen lassen

Ow

Pr= %
Ov

Pp = —%

p, = ¥ (4.88)
[9Je"

Im Fall der relaxierten freien Helmholtz-Energie aus Gleichung sind die Triebkrifte der
reversiblen und irreversiblen Phasentransformation identisch und lauten fiir die einzelnen Pha-
sen konkret

a‘Ilrel 8‘I;re1
Py = ———_
1
= Q''n-Qio+ o () io—c. (4.89)

Die Triebkrifte zur Beriicksichtigung der dynamischen Anpassung der Eulerwinkel lauten unter
Verwendung der Ableitungen 0V, /0Q

a\Ijrel -
9Q

und 0Q /Ocx aus Gleichung (4.52)

—2(n+v)-Q-o (4.90)

N a\Ijrel X 8Q

Pr= 0Q oo’

(4.91)
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vergleiche hierzu Kapitel 4.1.8]bzw. Junker (2014b).

Analog zum in Kapitel gezeigten Vorgehen, wird auch im vorliegenden Materialmodell
zur Erfiillung der Nebenbedingungen zwischen Gleichungen und Ungleichungen unterschieden
und diese mittels Lagrange- und Kuhn-Tucker-Parametern beriicksichtigt. Die zu erfiillenden
Bedingungen fiir die Volumenanteile werden in Kapitel 4.2.1] vorgestellt. Die zu erfiillenden
Gleichungen beziiglich der Massenerhaltung in (4.66)) und der ausschlielichen Stabilisierung
des Martensits in (4.69) werden mit Hilfe der Lagrange-Parameter « und ¢ beriicksichtigt. Die
Bedingungen der Nichtnegativitit der reversiblen und irreversiblen Volumenanteile in (4.64),
der Irreversibilitdt von p in (4.67) sowie des einzuhaltenden Maximalwerts fiir den totalen ir-
reversiblen Volumenanteil in (4.68)) werden als Ungleichungen durch Verwendung der Kuhn-
Tucker-Parameter vy;, ¥,i, 7, und 7, einbezogen. Diese Parameter sind durch

0 fN>0V(\=0AX>0) 0 ifp>0V(pi=0Ap >0)
'7)\1': ’}/pi:

>0 else >0 else
B 0 if p; >0 R 0 if prax — ZT‘_O pi >0
P = = = 4.92
e {> 0 else e {> 0 else ( )

definiert und nehmen somit nur Werte groBer null an, so die jeweiligen geforderten Nebenbe-
dingungen nicht erfiillt werden.

Unter Verwendung der Rate der freien Helmholtz-Energie (4.87), der aus den Gleichungen
(4.83) und (@.84) bzw. (4.86) zusammengesetzten Dissipationsfunktion (4.82)) und der mit Hilfe
der Lagrange- und Kuhn-Tucker-Parameter beriicksichtigten Nebenbedingungen, lisst sich die
Lagrange-Funktion schlieBlich schreiben als

ﬁZ—ZPTi <)\’L+p2> —PR'O'é—FD—l-KZ(}\H',Oi)+LP0—Z%¢X¢
i=0 i=0

=0
=X Vi = Y Ao = (pmax -3 pz-) — min (4.93)
=0 =0 i=0 &P,

und beziiglich der Raten der internen Variablen minimieren. In den nichsten beiden Unterkapi-
teln [4.2.5] und .2.6| werden nun fiir beide vorgestellten Varianten der Dissipationsfunktion die
Evolutionsgleichungen fiir die internen Variablen hergeleitet.

4.2.5 Materialmodell mit ratenunabhangiger Phasentransformation — Modell 2a

Zur Berechnung von ratenunabhingigen Evolutionsgleichungen fiir die Phasenumwandlung
wird die erster Ordnung homogene Dissipationsfunktion aus Gleichung (4.84)) verwendet und
der in Gleichung (4.93) aufgestellte Ausdruck der Lagrange-Funktion beziiglich der Raten der
internen Variablen minimiert. Wie bereits in Waimann u. a.[(2017) priasentiert, 1dsst sich fiir die
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Lagrange-Funktion unter Beriicksichtigung von (4.84))

L==Pr-(A+p)— Po-étrm i(f&)2+i(gm>2
=0 1=0
+ @ (gbz +192+2<,bw00579+w2> +ﬁg ()\1+pz> + Lpo

— Z %\z‘);z’ — Z VpiPi — Z NpiPi — Yo (pmax - Z Pz’) — min (4.94)
i=0 i=0 i=0 i=0

Qb

schreiben. Zur anschlieBenden Minimierung werden die Ableitungen nach i, p; und & gleich
null gesetzt. Die Ableitungen nach den einzelnen Eulerwinkelraten entsprechen den im voran-
gegangenen Kapitel hergeleiteten Ausdriicken, siehe Gleichungen (4.62). Folglich ergeben sich
ebenso die hier zur besseren Ubersichtlichkeit erneut aufgefiihrten Evolutionsgleichungen der
Eulerwinkel a = {¢, ¥}, w} visko-elastischen Typs aus Gleichung (4.63):

1 1 3
h = P,— P, ¥
14 V2rg 1 — cos? 9 (P cos )
. 1
Y= P,
\/517’R ﬁ 1

= P,— P ¥

V2rg 1 — cos? 9 (  cos V) )
vergleiche Junker (2014a)) bzw. Junker| (2014b).

, (4.95)

w

Fiir die Ableitungen nach den einzelnen reversiblen und irreversiblen Volumenanteilen folgt
fiir den Fall, dass A # 0 bzw. p # 0

oL 2\,
v —Pr; + TT{ + K= Y =0
Ve () X 0
oL 2p;
5, =P ngp K=Y =T =0, (4.96)

+
N2
VS () 4 Sy (o0
vergleiche hierzu das Subdifferential in Gleichung (2.67).

Des Weiteren werden zwei aktive Mengen eingefiihrt, die aktive reversible Menge .4, und
die aktive irreversible Menge A,. Die aktive reversible Menge A, umfasst alle aktiven Phasen,
deren Volumenanteil grofer als null ist sowie bisher nicht gebildete Phasen, die aufgrund einer
positiven Rate im Begriff sind, zu entstehen. Die aktive Menge der reversiblen Phasen lisst sich
also zusammenfassend schreiben als

Av={iln >0y u{il (i =0y A (A > 0) } (4.97)

vergleiche hierzu Gleichung (4.23). Der Definition fiir die aktive Menge der irreversiblen Pha-
sen A, liegen grundsitzlich die gleichen Uberlegungen zu Grunde. Zusitzlich werden jedoch
die Nebenbedingungen der Irreversibilitdt (4.67)), der auschlieBlichen Stabilisierung des Mar-
tensits (4.69) und des Maximalwerts pp.x (4.68) beriicksichtigt. Somit folgt — falls die Nicht-
negativitdt zum Zeitpunkt der Initialisierung erfiillt ist — fiir die aktive Menge der irreversiblen
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Phasen

A, = {2 (i > 0) A (p; > 0) A (Z pi < pmax) } . (4.98)

Wird das Gleichungssystem (4.96) nun erst umgeformt und anschliefend fiir alle aktiven rever-
siblen und irreversiblen Phasen aufsummiert, so ergibt sich

ZPTk__ZPTl (%—i—w)ﬁ—o. (4.99)

ke Ay leA,

Dabei ist n 45 die Anzahl der aktiven reversiblen Phasen und dementsprechend n 4, die Anzahl
der aktiven irreversiblen Phasen. Die Kuhn-Tucker-Parameter entfallen, da sie durch ihre De-
finition in den aktiven Phasen den Wert null besitzen. Durch Umformung von lasst sich
schlieBlich der Lagrange-Parameter « durch

1 1
7 > ken, Pre+ = ZleAp Pry
nA/\ nAp

f2

ermitteln. An dieser Stelle wird zur Verkiirzung der Schreibweise wieder der aktive Deviator
fiir die Phasentransformation eingefiihrt, der die einzelnen Triebkréfte einander gegeniiberstellt
und so die Richtung der Transformation beschreibt. Er ldsst sich durch

K = (4.100)

deVAPTi = PTi — K (4101)

berechnen. Die Ableitungen (4.96) konnen dann schlieBlich fiir die aktiven Phasen umgeformt
werden zu den Evolutionsgleichungen fiir die reversiblen und irreversiblen Volumenanteile

A = %dev APr; Vi€ A,
% , (4.102)
pi=—devaPr, VieA,
9
wobei der Konsistenzparameter 3, der — wie bereits erwidhnt — die Gesamtgroenordnung der
Transformation beschreibt, durch

. VSt () 4 X

rT1

(4.103)

definiert ist.

Nachfolgend muss nun noch festgelegt werden, wie dieser Konsistenzparameter [ bestimmt
werden kann. Dazu wird — analog zum zuvor vorgestellten Materialmodell in Kapitel 4.1] —
die Legendre-Transformation der transformationsbezogenen Dissipation betrachtet, sieche auch
Kapitel [2.3] Diese lautet unter Beriicksichtigung der geforderten Nebenbedingungen

D} = sup {devPT . ()\ + p) —Dr

va

Ay A Ap} : (4.104)



4 Variationelle Materialmodelle zur Modellierung irreversibler Prozesse in polykristallinen

70 Formgedichtnislegierungen

wobei insgesamt die symbolische Schreibweise verwendet wird, siehe auch Kapitel 2.1 Nach
dem Einsetzen der Evolutionsgleichungen (4.102)) in (#.104)) 14sst sich der Ausdruck schlieBlich

in
)
) - T%15}
Ap

1 1
= sup —devaPr -devaPr| + —devyPr-devaPr| — 3,
VN S Ay 9 A,

<0

B

f2 devAPT

D = sup{deVAPT- <

Ap

+ %dGV_APT
g

Ay

n

—7T1 Z (f)\z>2 + zj: (96:)°

1=0

+ %dev AP
g

Avp f2

= sup {devAPT . (ﬁdevAPT
: "

J/

(4.105)

umformen. Durch die Nichtnegativitit des Konsistenzparameters 3 muss der zweite Faktor stets
< 0 sein, um eine Begrenzung der Legendre-Transformierten zu gewéhrleisten. Die so erhaltene
FlieBfunktion & lasst sich also in Abhéngigkeit vom aktiven Deviator zu

1 1
¢ := —devyPr-devyPr| + —devaPr-devaPr| — i (4.106)
f A9 Ap
bzw. umformuliert zu
1 1
=,/ mzdevaPr-devyPr| + —devaPr-devyPr| —rri, (4.107)
f A9 A,

bestimmen. Die aus den in Gleichung (4.105)) herausgestellten Eigenschaften der beiden Fakto-
ren 5 und $ folgenden Kuhn-Tucker-Bedingungen

B3>0, P <0, BP =0 (4.108)

komplettieren das Materialmodell mit ratenunabhingiger Evolution der reversiblen und irre-
versiblen Volumenanteile. Die FlieBfunktion gibt somit an, ob das Material eine Pha-
senumwandlung erfahrt oder nicht. Der Konsistenzparameter 3 regelt, wie viel Umwandlung
stattfinden muss, bis die FlieBgrenze wieder eingehalten wird.

Der nachfolgend dargestellte Algorithmus [2|zeigt die Implementierung des vorgestellten Ma-
terialmodells auf Materialpunktebene. Zur Berechnung der aktualisierten internen Variablen
wurde das bereits in Kapitel d.1.7|vorgestellte explizite Eulerverfahren verwendet, sieche[Schifer
(2013). Unter Beriicksichtigung der entsprechenden Werte des vorherigen Lastschritts / konnen
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Algorithmus 2: Algorithmus des Modells 2a auf Materialpunktebene, Waimann u. a.
(2017) entnommen.

Input: 1, o, X, p!

Calc: (Po)" = (Po)" (e, a!, AL, p!)

Calc: dev 4 P = devPli(e! ol X, p)

Calc: ' = f!(p', (devaPiy)")

't = '+ Atg (P — Plrcosd') /(1 — cos® ')
I = 9+ Aty Pl

Wt = W' + Atg (Plr — PLcosd)') /(1 — cos® ')

Calc: & = d(e't! o, N, p)
Set: )\l+1 _ )\l,pl+1 — pl,Al :AH_l,Alp — -Af;_l,ﬂT =0

while ¢ > tol do

A=\ (??)2devAP% Vie A
Pt = pl + %devAP%*i Vie A
Calc: & = O(e't! ol AT pHth)

if & > tol then

B (Y Z
+ tol
plt = pb + —(BT 5 © lt)devAP%"; Vie Ai,

Calc: Plt — (I)lt(l()€l+1, Oél, Alt, plt)
pr = Br — mt(ﬂlt
if St < —tol then

L ABORT

Y TES BT AS
Cale: A\, A,
Update: ol = al+1, )‘l _ AH—l’ pl — pl+1,Al)\ — Al/\+1,Alp — Ai;rl

CONTINUE with next load step: [ +1 — [ 4 2
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die internen Variablen des momentanen Lastschrittes /4 1 mit Hilfe von Gleichung (4.45) durch

P = o+ Aty PY — P cos ?9)

1 — cos2d) ( ¥
9t = 9+ AtRPf;

+1 l % I
w = w + AtRm (Pw - P(p COS ’19) (4109)
s ]
AFT = A f—gdev AP 4, (4.110)
Pt = ply 5—§devAPlT*|Ap 4.111)
g

diskretisiert werden. Darin ist der Parameter Aty = At/\/2rg sowie Sy = BAt. Durch den
Index (-)** wird weiterhin festgelegt, dass die Triebkrifte mittels der momentanen makrosko-
pischen Dehnung €'*! und den internen Variablen des vorherigen Lastschrittes A’ berech-
net werden. Folglich gilt fiir die Triebkrifte Py = P4 (e'*!,a!, X', p') und entsprechend
P} = P§ (7' al, N, p'). Des Weiteren werden die beiden Arten der Evolution der Eu-
lerwinkel und der Phasenanteile getrennt voneinander und nicht gekoppelt ausgewertet. Die
Berechnung der Phasenanteile erfolgt somit in Abhingigkeit der Eulerwinkel des vorherigen
Lastschritts und umgekehrt.

Die Implementierung orientiert sich im Wesentlichen an dem bereits in Kapitel vorge-
stellten Algorithmus. In jedem Lastschritt werden zu Beginn die Triebkrifte der Eulerwinkel,
der aktive Deviator der Phasentransformation und der Faktor f in Abhingigkeit des aktuel-
len Dehnungstensors e't! und der internen Variablen des vorherigen Zeitschritts A’ berechnet.
Nach der viskosen Aktualisierung der Eulerwinkel wird die FlieBfunktion der Phasenumwand-
lung ® zunichst berechnet und anschlieBend iiberpriift, ob diese eine Toleranz tol einhélt. Wird
die FlieBgrenze iiberschritten, erfolgt die Berechnung des Konsistenzparameters mithilfe des
Newton-Verfahrens, siehe hierzu beispielsweise |[Hermann| (2011]). Als Tangente wird wieder-
um eine numerische gewdhlt, die durch Stéren des Konsistenzparameters um einen Wert tol;
berechnet werden kann. Wird der Konsistenzparameter St zur Wiedereinhaltung der FlieBfunk-
tion gefunden, werden die aktualisierten reversiblen und irreversiblen Volumenfraktionen fiir
den nichsten Zeitschritt gespeichert und mit diesem fortgefahren.

Die Implementierung des hergeleiteten Modells im Rahmen der Finite-Elemente-Methode
wird in Kapitel [6.3] gezeigt. Berechnungsergebnisse fiir das vorgestellte ratenunabhéngige Mo-
dell mit simultaner Entwicklung irreversiblen Martensits werden sowohl fiir die Materialpunkt-
ebene in Kapitel als auch fiir ganze makroskopische Korper basierend auf der genannten
Finite-Elemente-Methode in Kapitel [/.2| vorgestellt.

4.2.6 Materialmodell mit ratenabhéangiger Phasentransformation — Modell 2b

Eine zweite im Rahmen dieser Arbeit vorgestellte Moglichkeit der Modellierung der funk-
tionalen Ermiidung durch irreversiblen Martensit ist die einer Phasentransformation elasto-
viskoplastischen Typs, siehe Kapitel Die einzige Anderung im Vergleich zum ratenun-
abhingigen Modellansatz ist die Ergédnzung der Dissipationsfunktion um einen zweiter Ord-
nung homogenen Anteil, wie in Gleichung (4.86) dargestellt. Die Energie sowie die thermody-
namischen Triebkrifte bleiben, verglichen mit den in Modell 2b in Kapitel 4.2.5] verwendeten
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GroBen, unverdndert. Fiir die Lagrange-Funktion folgt
. i N2
L==Pr-(A+p) = Pa-ctrm |3 (FA) + (06)’
=0 i=0
rro [ 2, .2 V2R [y io . 9
—|—7<;<f/\l> +;(9Pz‘))+ 5 (cp +9 +2<,0wcosz9+w)
+ K Z (Az + f)i) + Lpo — Z ’Y/\z‘);i — Z:Ypip'i - Z’_Ypi/jz' — Y (pmax - sz)
i=0 =0 i=0 i=0 i=0
— min . (4.112)

a,pA

Die Terme innerhalb von Gleichung (4.112)), die abhingig von der Rate der Eulerwinkel &
sind, haben sich im Vergleich zu Gleichung nicht veridndert. Daher bleiben auch die
Evolutionsgleichungen identisch zu denen des ratenunabhingigen Modells in Gleichung (4.93).
Die Ableitungen des Ausdrucks nach den reversiblen und irreversiblen Volumenfraktionsraten
A und p liefern jedoch die Gleichungen

oL i :

—— == Pri+rofP = A fih R = =0

5, Vi

oL )i . L
Z—PTi+TT192L.+TT292P¢+I€—%¢—Vpi =0, (4.113)

% Vi
wobei, um eine kompaktere Schreibweise zu ermoglichen, die Variable A mit

A= () + Y ) (4.114)
1=0 =0

eingefiihrt wurde. Die Gleichungen (4.113)) konnen schlieflich in

. 1 s
)\i = —— [ devP ; — T 2 Vi € A
- ( T T1f \/K) A
b= 1 (devPy — rog? L vie A (4.115)
) TT292 Ti T1 \/K p .

umgeformt werden. Fiir den Lagrange-Parameter « folgt, analog zur Herleitung in4.2.5] wieder
Gleichung (4.100) und somit der aktive Deviator nach Gleichung 4.101).

Die Legendre-Transformation zur Ermittlung der FlieBfunktion lésst sich dann fiir den Fall
der Evolution elasto-viskoplastischen Typs schreiben als

Dy = sup {deVAPT . ()\ + p) — rp VA — %A'AA A Ap}
Ap

\/K rT1 [ T2
= B Pr — o) —r2, | — —=A . 4.11
S;g) { - <devA T 7 <)\ + p) rTl) 5 'AA NA, (4.116)
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Werden die umgeformten Evolutionsgleichungen (4.115]) der aktiven Phasen

A |
TTlﬁ = —TTQ)\—FFdeVPT

1
TTI% = b+ devPr (4.117)

in (4.116) eingesetzt, so folgt vereinfachend

Dy = sup {Dfm + D1, + D13
AP

A, /\Ap} (4.118)

mit den drei Summanden

. o () 3 <gpi>2(1

1
—devy Pt -devy Pt + —2deVAPT -devy Pt — r%1>
g

T'T1 R I? g
gr[) ::ggﬂ
N2
i (75) + S o |
D’}Q = - (deVAPT . TTQA + deV_APT . T’Tgp>
T o
>0 >0
<0
Dyy = _% < (f/\z> + (9Pi)2> . (4.119)
i=0 i=0 ,
<0

Die innerhalb der Ausdriicke (4.119) verwendeten Faktoren, die die Quadrate des aktiven De-
viators bzw. der Raten der internen Variablen enthalten, sind automatisch groer null. Dariiber
hinaus ist mit Verweis auf den zweiten Hauptsatz der Thermodynamik, wonach gilt

dev4Pr-A >0, devaPr-p>0, (4.120)

auch der zweite Faktor des Summanden D7, nicht negativ. Die resultierenden Aussagen iiber
die Definitionsbereiche der einzelnen Summanden sind in Gleichung (.119) gekennzeichnet.
Damit die Funktion D fiir jede beliebige Anderung der Volumenanteile begrenzt bleibt, muss
der mit ® gekennzeichnete Ausdruck demnach kleiner gleich null sein. Fiir die FlieBfunktion
folgt also der gleiche Ausdruck wie fiir das Modell 2a in Gleichung (@.106), so dass wieder

1 1
® .=, /—dev Pt -dev,4Pr| + —QdeVAPT ~dev Pr| —rqp 4.121)

f? Ay 9 A,

angenommen werden kann. Mit Hilfe der Fliefunktion lassen sich nun die Evolutionsgleichun-
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gen umformen zu

. 1 dev Pr; :

)\7; = f2 [ oV Vi € A)\

T2 dev P dev P
\/ZkeAA ka> + 2 iea, < g Tl)
1 dev Pr; .
b = (@] SR VieA,, (4122

rT2g” devP. devP.
S () S, ()’

wobei die Annahme getroffen wird, dass der Anteil der jeweiligen Volumenfraktionsinderung
an der Gesamtmikrostrukturdnderung durch Phasentransformation dem mit den jeweiligen Vor-
faktoren 1/f? bzw. 1/¢g? multiplizierten korrespondierenden Anteil der Triebkraft entspricht
und somit

f)\Z . l deVPTi
n )2 n . B f ev 2 ev 2
\/Zi:o <f>‘z> +2ico (9p:)" \/Zk‘GAA <%) + ZZGAP (%)
9p 1 dev P,

\/Z?:O <f}\i>2 + 300 o (9p)° ! \/ZkeAA (%)2 +2 e, <@>2
(4.123)

gilt.

Die Implementierung des nun komplettierten Materialmodells erfolgt, wie in Algorithmus
[ dargestellt. Der einzige Unterschied im Vergleich zu dem Algorithmus [2] des Modells 2a
besteht in der ratenabhingigen Evolution der Volumenfraktionen. Die Diskretisierung dieser
ergibt unter abermaliger Nutzung eines expliziten Eulerverfahrens

At
A= N = - T deva P (4.124)
(f) ‘deVA P i
At T
I+1 T T1 I+
= +— devy P 4.125
p i g* ‘dev ) 2 ‘] ATl ( :

mit dem Parameter At = At/rrs.

4.2.7 Experimentell basierte Kalibrierung der Modellparameter

In den vorangegangenen Abschnitten wurden im Wesentlichen vier Modellparameter, die im
direkten Zusammenhang mit dem Phinomen der funktionalen Ermiidung stehen, eingefiihrt.
Zunichst wird der Maximalwert der totalen irreversiblen martensitischen Volumenanteile py,.x,
der die experimentell beobachtete Begrenzung der irreversiblen Prozesse miteinbezieht, be-
trachtet. Die Faktoren g, f; und f, beriicksichtigen die unterschiedliche Menge an Energie, die
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Algorithmus 3: Algorithmus des ratenabhédngigen Modells auf Materialpunktebene [Wai-
mann u. a. (2017).

Input: 1, o, X, p!

Cal(:: (Pa)l* = (Pa)l* (€l+17al7 Al7pl)

Calc: (devPr)" = (devaPr)” (e, ad, X, p)
Calc: f! = fi(p!, (devaP}))

Pl = ol + Aty (Pf;‘ — P% cos 791) /(1 — cos? )
O =9 4 Atg Py

Wt = wh 4+ Atg (Pl — Pl cosd') /(1 — cos® ')
Calc: & = d(e't! ol N, p)

Set: AH_l _ Al’lerl — pl’Al — -Al/\+1,v4i) — Ai)+l

if ® > tol then

At
AN = o T dev, Pl Vie AL
(fl) ‘deVA PT'L"
At T
I+1 l T T1 L . l
i =i+ - —|devy Py, Vie A
(9)2 ’deVA PTi|l g

Calc: A\, ALF
Update: o = o™, X' = X, pf = pl*1, AL = A, AL = AL

CONTINUE with next load step: [ +1 — 1 4 2

wihrend der irreversiblen und reversiblen Transformation dissipiert, wobei die letzteren beiden
zusitzlich die Bildung von Martensit favorisieren und seine Riicktransformation erschweren.

Wie bereits in Waimann u. a. (2017)) veroffentlicht, lassen sich diese Modellparameter anhand
experimenteller Daten bestimmen und das Materialmodell so kalibrieren. Als Grundlage hierfiir
dient der zyklische Zugversuch nach Wagner (2005).

Der maximale totale irreversible Volumenanteil kann durch Betrachtung des Spannungs-
Dehnungs-Diagramms des ersten und konvergierten Zyklus bestimmt werden. Zur besseren
Ubersicht wurden in Abbildung beide Zyklen schematisch dargestellt. Im vorliegenden
Modell wird die verbleibende Dehnung im konvergierten Zustand £X°™ als Transformations-
dehnung der irreversiblen Phase v interpretiert. Bei der Transformationsdehnung 77 handelt es
sich wie in Kapitel [3.1] beschrieben um eine experimentell bestimmbare Grofe. Sofern also
experimentelle Daten fiir 1 vorliegen, siehe z.B. Wagner u. Windl (2008)), lassen sich diese
einfach in dem Modell beriicksichtigen. In den nachfolgenden Berechnungen werden jedoch

vereinfachend

1 0 0 o 0 0 -7 0 0
m=n0 - 0 n,=n( 0 1 0 =1 0 -0 0 (4.126)
0 0 —p 0 0 —b 0 0 1
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als Transformationsdehnungen gewihlt. Darin sind 7) und © konstante Materialparameter. In
Kombination mit der auf sie angewandten Rotation kann so jede experimentell beobachtete
Transformationsdehnung in jedem energetisch giinstig orientierten Korn abgebildet werden.
Der einzige Nachteil, den diese Vorgehensweise gegeniiber der Verwendung der exakten expe-
rimentellen Transformationsdehnungen hat, ist, dass nicht mehr eindeutig gesagt werden kann,
welche tatsdchliche Martensitvariante gebildet wird. Dieser Nachteil ist allerdings im Angesicht
der deutlich kiirzeren Berechnungszeiten hinnehmbar und deckt sich des Weiteren mit anderen
Materialmodellen, die direkt die Transformationsdehnung als interne Variable verwenden, siehe
z.B.|Auricchio u. a. (2007). Die verbleibende Dehnung ist dann nidherungsweise durch

€MV 2% Prnax] (4.127)
gegeben, es handelt sich folglich um die maximale irreversible Transformationsdehnung. Dieser
Ausdruck ldsst sich schlieBlich nach dem zu bestimmenden Parameter p,,, umstellen

6konv

~

Pmax X ——— , (4.128)
Ul

welcher sich mithilfe der aus dem Experiment in Abbildung abgelesenen verbleibenden
Dehnung berechnen lisst.

o [MPa] 4

I (1' fo) I

r
/ B furT1

I

konv
res

konv

>
e []

€

Abbildung 4.9: Zyklischer Zugversuch nach Wagner| (2005), schematisches Spannungs-
Dehnungs-Diagramm des ersten und des konvergierten Zyklus.

Zur Bestimmung der Faktoren f; und f> werden ebenso der erste und der konvergierte Zyklus
miteinander verglichen. An dieser Stelle empfiehlt sich eine genauere Interpretation des Dissi-
pationsparameters 7. Dieser steuert, wie viel Energie durch die Phasenumwandlung dissipiert,
und ist somit fiir den Fall einer rein reversiblen Transformation proportional zur Hysteresenhohe
bzw. zum Abstand des oberen und unteren Plateaus von der Hysteresenmitte. Im Fall der zusitz-
lichen irreversiblen Transformation wurde unter anderem der Faktor f in die Dissipationsfunk-
tion eingefiigt. Dadurch ist nun nicht mehr nur r1;, sondern vielmehr das Produkt rr; f
proportional zum Abstand der Plateaus. Wie in Abbildung schematisch dargestellt, muss
somit dieser effektive Dissipationsparameter im konvergierten Zustand fiir das obere Plateau
deutlich abnehmen und entsprechend fiir das untere Plateau groer werden. Diese Verdnderun-
gen werden durch die Faktoren f, und f, beriicksichtigt, die aus den experimentellen Werten
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berechnet werden konnen und somit die resultierenden effektiven Dissipationsparameter des
konvergierten Zustands fiir das obere und untere Plateau liefern. Fiir die Transformation von
Austenit zu Martensit ergibt sich folglich (frr1)a—m = forr: und fiir die Riicktransformation
entsprechend (frri)m—sa = furTi. Wie in Gleichung (4.85) beschrieben, handelt es sich bei
dem Faktor f um eine lineare Funktion des totalen irreversiblen Volumenanteils. Im betrachte-
ten konvergierten Zustand entspricht dieser seinem Maximalwert p,,., und es gilt somit

1'0_f1,0max - fo
1.0+ fopmax = Ffu- (4.129)

Die beiden Faktoren f; und f, konnen also durch

1- o)
i = J
pmax
=1
fa = / (4.130)
pmax

bestimmt werden. An dieser Stelle soll jedoch nicht unerwiihnt bleiben, dass in den Uberlegun-
gen der Einfluss der irreversiblen Transformation auf die Hysteresenbreite nicht beriicksichtigt
wurde. Dieser ist jedoch aufgrund der ausschlieBlich reversiblen Transformation im konvergier-
ten Zyklus sowie der geringen irreversiblen Umwandlung im Vergleich zum reversiblen Prozess
vernachlissigbar.

Zuletzt bleibt die notige Bestimmung des Materialparameters g, der steuert, wie viel irrever-
sibler Martensit — in Relation zu reversiblem — wihrend der Transformation entsteht. Dazu wird
der erste Zyklus betrachtet. Analog zu der Bestimmung von py,.x 14sst sich die totale irreversible
Volumenfraktion des ersten Zyklus p' aus der abgelesenen verbleibenden Dehnung des ersten
Zyklus ! bestimmen durch

res

= . (4.131)

Des Weiteren wird angenommen, dass im Zustand der maximal aufgebrachten Dehnung ein
rein martensitisches Material vorliegt. Der absolute Anteil an irreversiblem Martensit ergibt
sich dann durch Integration der Evolutionsgleichung von p iiber die Zeit und Summierung der
einzelnen Martensitvarianten. Er entspricht, da wihrend der Riicktransformation durch die Ir-
reversibilititsbedingung die irreversiblen Volumenanteile konstant bleiben, p'. Somit gilt

Z/pidt:ﬁ1~ (4.132)
=1

Der totale reversible Martensitanteil ergibt sich dann durch entsprechende Integration und Sum-
mierung der Rate A und kann in Abhingigkeit von p ausgedriickt werden, vergleiche hierzu die
Evolutionsgleichungen in und (@.122). Dabei wurde vorausgesetzt, dass die reversi-
blen und irreversiblen Martensitvarianten aktiv sind, da sie durch den gleichen aktiven Deviator
aktiviert werden und die Irreversibilidtsbedingung erst wihrend der Riicktransformation an Be-
deutung gewinnt, wo sie die Riicktransformation des irreversiblen Martensits verhindert. Der
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totale reversible Martensitanteil entspricht dann bei vollstindiger Transformation des Austenits
1 — p'. Somit gilt:

n n 2

; g . _
E:/)\idt:§:/ﬁpidt:1—pl. (4.133)
i=1 =1

Der Faktor g ist ein konstanter Parameter. Der Faktor [ ist eine lineare Funktion von p. Néhe-
rungsweise wird fiir f jedoch f = f( p'/2) angenommen, so dass sich der nun konstante Faktor
g%/ f* aus dem Integral ziehen ldsst. Dann ergibt sich der Faktor g2 schlieBlich durch Umfor-

mung der Gleichungen (4.132) und (4.133)):

23 pidt =1—p"
2
97251 —1_ 4
2 1 — =1
o e _ %. (4.134)
o [MPa]
600 -

e [-]

Abbildung 4.10: Zyklischer Zugversuch nach [Wagner (2005), Spannungs-Dehnungs-
Diagramm des ersten und des konvergierten Zyklus.

Abbildung zeigt die Messdaten des zyklischen Zugversuchs nach Wagner (2005). Aus
den zur Verfiigung gestellten experimentellen Daten aus |Wagner (2005) konnten die hier gerun-
det dargestellten verbliebenen Dehnungen mit !, = 0.00155 und X" = 0.00718 entnommen
werden. Da sich das obere Plateau in etwa bis zur Mitte der urspriinglichen Hysterese absenkt
und eine Dissipation von null physikalisch nicht sinnvoll ist, wird der Faktor des oberen Plate-
aus mit f, = 0.00001 angenommen. Durch Betrachtung der Absenkung des unteren Plateaus
folgt der Faktor f, = 1.16980. Unter Verwendung des Materialparameters 77 = 0.055 ergeben
sich schlieBlich die in Tabelle {.] fiir die funktionale Ermiidung verantwortlichen Parameter,

mit denen in den nachfolgenden Kapiteln gerechnet wird.
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Pmax | 0.130[-]
fi 7.665 [-]
fa 1.302 [-]
g° 27.742[-]

Tabelle 4.1: Experimentell gestiitzte Materialparameter zur Modellkalibrierung.

4.3 Variationelle Modellierung der funktionalen Ermiidung wahrend des
thermischen Zyklierens — Modell 3

Die Modellierung der mechanisch induzierten funktionalen Ermiidung basiert auf der Bildung
irreversiblen Martensits und spiegelt somit das experimentell untersuchte Materialverhalten
wieder, siehe beispielsweise Eggeler u. a.[(2004). Fiir eine zyklisch aufgebrachte thermische Be-
lastung wurden unterschiedliche Effekte dokumentiert, die teilweise trotz gleicher untersuchter
Legierungen im Widerspruch zueinander stehen, siehe Otsuka u. Wayman|(1999). Zwar wird in
manchen Quellen, wie beipielsweise Perkins u. Muesing|(1983), durchaus eine Bildung irrever-
siblen Martensits und eine dadurch resultierende begiinstigte Transformation von Austenit zu
Martensit und erschwerte Riicktransformation beschrieben, jedoch ist vor allem in neueren Un-
tersuchungen keine Bildung permanenten Martensits unter zyklischer Belastung dokumentiert.
Des Weiteren kommt es im Fall der Untersuchung eines nicht vorgedehnten Materials unter zy-
klischer thermischer Belastung beispielsweise nach Miyazaki u. a.[(1986a) zu einem Abfall der
Transformationstemperaturen.

Abbildung [.11] zeigt schematisch das in Burow| (2010) dokumentierte Materialverhalten.
Die Wirmestromspitzen weisen darin auf den Umwandlungsprozess hin und verdeutlichen so
das Absinken der Transformationstemperaturen unter zyklisch aufgetragener thermischer Bela-
stung. Die in spiteren Lastzyklen auftretende zweistufige Umwandlung wéhrend des Abkiihl-
vorgangs, verbunden mit der Bildung der sogenannten R-Phase, wurde im Rahmen dieser Arbeit
nicht beriicksichtigt.

q [W/gl4
— N, =1
— = N,=2
; ‘ Nkonv
L ME—A
“«— a
0 M, M i
A, A |
l.\/lmm..u;..m.@ —————
‘ i
>
0 [K]

Abbildung 4.11: Schematische Darstellung des zyklischen Temperaturversuchs nach Burow
(2010).

Zur Modellierung des Materialverhaltens werden drei interne Variablen verwendet. Bei der
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ersten internen Variable handelt es sich um die reversible Volumenfraktion A, die — wie bereits
in den ersten beiden Modellen — die Nebenbedingung der Nichtnegativitit und die Massener-
haltung erfiillen muss:

N> 0Vi, ZAZ:O. (4.135)

1=0

Zur Modellierung der funktionalen Degradierung wird — anstelle der irreversiblen martensi-
tischen Volumenfraktion einer jeden Martensitvariante — p als Gesamtmal} der bereits statt-
gefundenen Phasentransformationen und damit verbundenen Bildung irreversibler Dehnungen
betrachtet. Zur Beriicksichtigung der Transformationshistorie wird fiir p die Nebenbedingung

p= )A) (4.136)

gefordert. Die irreversible Dehnung v entspricht dann nicht mehr der Transformationsdehnung
der irreversiblen Phasen, sondern kann durch

v = k(p) (4.137)

berechnet werden. Die Funktion & (p) wird mit

+ Ky (4.138)

angenommen. Der Faktor k; definiert somit die Gré8enordnung der Formation, der Faktor k-
die Konvergenz der bleibenden Dehnungen. Die Richtung der irreversiblen Dehnung ist mit
M = Y .,M; gegeben. Ahnlich wie bereits in Modell 2 erfolgt die Bildung der bleibenden
Dehnungen also in Richtung der Transformationsdehnungen.

Die freie Helmholtz-Energie aus Gleichung (4.80) wird des Weiteren um einen zusétzlichen

Term W, 4 ergéinzt, der von der Temperatur 6 und der Historienvariable p abhéngt:
1 — _

Unot = 5(6-QT7-Q-Q"-v-Q):E:(e-Q"7-Q-Q"-v-Q)
+c(0) + ( ,0) . (4.139)

Die effektiven Werte fiir die Transformationsdehnung, die Steifigkeitsmatrix und die kalorische
Energie berechnen sich wie bereits in Kapitel 4.1.2|durch

-1

e=Y X (4.140)
Die kalorische Energie c¢; hat nach|Huo u. Miiller (1993) die Form

= cp(0 — Or) — cpfln (;) + a; — b0 (4.141)
R

mit der Referenztemperatur fr, der Warmekapazitit ¢y und den Faktoren a; und b;. Fiir die
Berechnungen ist lediglich die Differenz der Energien der einzelnen Phasen von Bedeutung, da
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abhéngig von deren Verhiltnis zueinander die Transformation einsetzt bzw. endet. Des Weiteren
unterscheidet sich die kalorische Energie lediglich fiir den austenitischen und martensitischen
Zustand, nicht aber fiir die einzelnen Martensitvarianten. Daher wird basierend auf Junker u.
Hackl (2014) und Junker| (2011)) lediglich die Differenz der Energien

Ac = Aa — AbY (4.142)

mit den konstanten Faktoren Aa und Ab betrachtet.

Der zusitzliche Energieanteil der Temperatur und der Transformationshistorie wird durch

1 ks
v 0) = —In (k 1) —k
p@(p7 ) 1+exp<0M_9) (k4n( 4p+ ) 3p>
1 ks
(11— | 1) — 4.14
( 1+6Xp<(9M—(9)) (k4n(k4p+ ) ]{750) ( 3)

angenommen, darin sind k3, k4 und k5 eingefiihrte Modellparameter. Er beriicksichtigt die bei-
spielsweise in|Burow| (2010) dokumentierte Verschiebung der Transformation zu tieferen Tem-
peraturen wihrend des thermischen Zyklierens. Die Funktion wird in Abbildung [4.12] darge-
stellt. Oberhalb der Temperatur 6y = (As + Ms)/2 fiihrt eine durch den Parameter p gespei-
cherte vorherige Phasentransformation zu einer Erhohung der vorhandenen Energie, wihrend
diese bei Temperaturen 6 < ) reduziert wird. Mit Hilfe des modifizierten Energieterms

Abbildung 4.12: Funktion des zusitzlichen Energieterms W 4(p, 0).

konnen die Triebkréfte der internen Variablen A, o und p bestimmt werden. Die Spannung wird
dazu analog zu Gleichung durch

c=E:(e-Q" ' 71-Q-Q"-v-Q) (4.144)

berechnet. Die Triebkraft der Phasentransformation Pt sowie der Eulerwinkeldnderung Py
entsprechen im Wesentlichen den bereits in den vorangegangenen Kapiteln verwendeten Grofen,
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vergleiche Gleichungen (@.89) und #.91). Sie haben im vorliegenden Fall die Form

Pr; = QT'm'Q30'+%Ui(Ei)1¢0'—Ci

Pr = 2(?‘7—1—1})-@-0:% (4.145)

mit der Ableitung des Rotationstensors nach den Eulerwinkeln nach Gleichung (4.52). Die
Triebkraft der neuen internen Variable p ergibt sich mit

F1ko T - 1 ( ks )
P, = —=— n-Q:0— —k
’ (k2p+1)2Q Qe I+exp(Oy—0) \kap+1
1 ks
1— — ks | . 4.146
+( 1+6Xp<9M—9)> (k4p+1 5) ( )

Fiir die Dissipationsfunktion wird ein ratenunabhéingiger Ansatz fiir die Entwicklung der
Volumenfraktion und der bereits aus den vorherigen Kapiteln bekannte und urspriinglich in
Junker| (2014b) vorgestellte ratenabhédngige Ansatz fiir die Eulerwinkelevolution verwendet:

D =TT ()\0, deVAPTQ)

)\‘ +%R 19 . (4.147)

In Gleichung entspricht 2 wiederum dem schief-symmetrischen Tensor der Winkel-
geschwindigkeiten aus Gleichung (4.36). Basierend auf [Junker u. Hackl (2014) und [Junker
(2011) wird zur Abbildung der thermisch induzierten Umwandlung der Dissipationsparameter
der Phasentransformation 71 als Funktion des Austenitgehalts und der Transformationsrichtung
formuliert. Die Transformationsrichtung wird — wie bereits in den vorangegangenen Kapiteln —
durch den nachfolgend definierten aktiven Deviator des Austenits dev 4 Prg beschrieben. Unter
Verwendung des Parameters s = 10000, der lediglich die Sensibilitdt der Aktivierungsfunktion
beeinflusst, wurde somit der Ansatz

1
= . —rag) A 4.14
T 1+ exp (—sdev.4Prop) (ras - (rac = 7as) do) (:148)

1
+ 1 + exp (sdev_4Pro)

(rame + (rvs — 7vie) Ao) (4.149)

gewdhlt. Darin sind die Faktoren 7as, 7a¢, 7\ und ¢ die Dissipationsparameter der austeniti-
schen bzw. martensitischen Start- und Finish-Temperaturen Ag, Ap, Mg und Mp. Diese konnen
unter Verwendung der Anzahl der Martensitvarianten n und in Abhédngigkeit der kalorischen
Energiedifferenz aus Gleichung (4.142) durch

n

rr (0) = o |Ac (0)] (4.150)

berechnet werden. Sie haben somit die Form
n

n
T'As = nt 1 |AC (As)| TAf = n——H |AC (Ap)l

n [ n
Ms = m— ] |Ac (Ms)| IME = ] |Ac (Mg)| . (4.151)
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Detailliertere Ausfiihrungen zur Bestimmung des Dissipationsparameters konnen Junker u. Hackl
(2014) entnommen werden.

Unter Bertiicksichtigung der freien Energie (4.139)), der Dissipationsfunktion (4.147) und der
Nebenbedingungen fiir die internen Variablen in den Gleichungen (4.135)) und @.136) kann
schlieBlich die Lagrange-Funktion aufgestellt werden. Sie nimmt die Form

. . . . /"‘R n . . . n .
£ = —PTA—PRa—Ppp+TT)>\)+7HQH2+K,T 4_50)\7;+Hp (’)\’ —p) — '_EO’}/TZ')\Z‘
— min (4.152)

Aop

an und wird im Anschluss beziiglich der Raten der internen Variablen minimiert. Die folgenden

Herleitungen stimmen im Wesentlichen mit den Berechnungen der vorherigen Kapitel iiberein.

In Gleichung (4.152)) sind 1 und x, Lagrange-Parameter und ~r; der durch

yTi = ' ( ) (4.153)
>0 else

definierte Kuhn-Tucker-Parameter, vergleiche Gleichung (4.21)). Fiir die Ableitung und die dar-
aus bestimmten Evolutionsgleichungen der Eulerwinkel ergeben sich die bereits in den Kapi-
teln[4.1.8lund[4.2.3|vorgestellten Relationen, siche beispielsweise die Evolutionsgleichungen in
(4.95)) und Junker| (2014b) bzw. Junker (2014a)).

Die Differenzierung der Lagrange-Funktion nach A und p ergeben

oL A Ai

—— = —Prit+rry—+rr+K,0— =71 =0 (4.154)
o\ )\’ )\’

oL

% —P,—£,=0, (4.155)

wobei sich letztere direkt nach dem Lagrange-Parameter x, in

=-P

p

(4.156)

umformen ldsst. Durch Aufsummieren der ersten Gleichung (4.154)) iiber die aktive Menge A,
siehe Gleichung (4.97), ergibt sich der Lagrange-Parameter st zu

1
Ky =— Y Pry. (4.157)
TLA ke A,
Unter Verwendung des zuvor bereits erhaltenen Deviators der aktiven Phasen

deVAPTi = PTi — RT (4158)

ergibt sich durch Umformung von Gleichung (4.154) die Evolutionsgleichung fiir die Volumen-
fraktion

N\ = BdevPr; Vi€ Ay (4.159)
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mit dem Konsistenzparameter
A
= . 4.160
e — (4.160)

Aufgrund der Nebenbedingung (#.136) lisst sich die Evolutionsgleichung der internen Variable
p als

p = p|devPr| 4.161)
formulieren.

Um abschlieBend noch die FlieBfunktion des betrachteten ratenunabhédngigen Falls zu bestim-
men, wird die Legendre-Transformation der Dissipationsfunktion fiir die Phasentransformation
betrachtet. Diese lisst sich schreiben als

Dy = sup{PT‘)'\—/iTZ)'\i—ﬁp }\)_TT‘}\“AA}
A =0
A
= sup (devaPr - devaPr — (rT—-Pp)2)'AA (4.162)
PN B Ny

und — wie bereits in den vorangegangenen Kapiteln — so umformen, dass der Ausdruck fiir die
Fliefunktion abgelesen werden kann:

® := dev 4 Pr - dev Py — (rp — P,)>. (4.163)

Das Materialmodell zur Beschreibung der thermisch induzierten funktionalen Ermiidung wird
schlieBlich durch die wiederum automatisch resultierenden Kuhn-Tucker-Bedingungen

>0, ®<0, [d=0 (4.164)

komplettiert. Durch Betrachtung der FlieSfunktion in Gleichung wird deutlich, dass die
neue interne Variable zur Berticksichtigung der Transformationshistorie einen direkten Einfluss
auf die FlieBgrenze fiir das Einsetzen der Phasentransformation hat. Diese Eigenschaft ist ver-
gleichbar mit isotroper Verfestigung, siehe Wriggers| (2013)).
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5 Numerische Ergebnisse auf Materialpunktebene

In dem nun folgenden Kapitel werden Ergebnisse fiir Berechnungen auf Materialpunktebene
prisentiert. Die Prisentation erfolgt fiir alle in Kapitel {] vorgestellten Modelle unter Beriick-
sichtigung der jeweiligen Modifikationen. Zur kompakteren Schreibweise wird die in Tabelle
[5.1] vorgestellte Nummerierung der einzelnen Materialmodelle vorgenommen. Bei dem ersten
Materialmodell handelt es sich um das in Kapitel 4.1] prasentierte Modell mit simultaner Ent-
wicklung plastischer Dehnungen. Die Auswertungen auf Materialpunktebene erfolgen fiir Mo-
dell 1 sowohl unter Verwendung der statischen Orientierungsverteilungsfunktion und somit der
vorgestellten kombinierten Voigt/Reu3-Energiegrenze als auch unter Beriicksichtigung der sich
entwickelnden Orientierungsverteilung mit Hilfe der Eulerwinkel als zusitzliche interne Va-
riablen, wie in Kapitel .1.§] prasentiert. Im zweiten Materialmodell liegt die Ursache fiir die
funktionale Ermiidung in der Stabilisierung des Martensits und der damit verbundenen Bil-
dung einer irreversiblen Volumenfraktion. Die Modelle 2a und 2b zeigen jeweils Berechnungen
fiir eine ratenunabhéngige bzw. ratenabhingige Entwicklung der Mikrostruktur, siehe Kapitel
Der letzte im Rahmen dieser Arbeit prisentierte Modellansatz 3 aus Kapitel dient der
gleichzeitigen Abbildung der funktionalen Ermiidung wéhrend des thermischen Zyklierens un-
ter Berticksichtigung der Transformationshistorie und sich bildenden bleibenden Dehnungen in
Richtung der Transformationsdehnungen.

Modell 1 Simultane Formation plastischer Dehnungen
a | statische Orientierungsverteilungsfunktion Kapitel 4.1
b | dynamische Orientierungsverteilungsfunktion Kapitel 4.1 .8|
Modell 2 Simultane Entwicklung irreversiblen Martensits
mit dynamischer Orientierungsverteilungsfunktion
a | ratenunabhingige Phasentransformation Kapitel 4.2.5
b | ratenabhingige Phasentransformation Kapitel 4.2.6
Modell 3 | Gleichzeitige Abbildung thermischer Ermiidungseffekte
mit dynamischer Orientierungsverteilungsfunktion Kapitel

Tabelle 5.1: Ubersicht iiber die unterschiedlichen Modellansitze.

Das erste berechnete Randwertproblem auf Materialpunktebene ist ein zyklischer Zugver-
such. Der vorgegebene Dehnungstensor hat die Gestalt

1 0 O
e=¢| 0 —v O (5.1)
0 0 —-v

mit einem gleichmiBig zyklisch zu- und abnehmendem Wert fiir & € {0,0.06125} sowie dem
konstanten belastungsrelevanten Parameter 7 = 0.44. Die maximale Dehnung in Zugrichtung
von 0.06125 entspricht dabei der maximalen Dehnung im Experiment nach [Wagner| (2005). Fiir
das zweite Berechnungsbeispiel auf Materialpunktebene — den zyklischen Scherversuch — wird
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als Dehnungstensor

00
01 (5.2)
10

m
I
~«<
o O O

mit 7 € {0,0.06152} angenommen.

An dieser Stelle wird des Weiteren angemerkt, dass in den einzelnen Zyklen der Material-
punktsberechnung keine vollstindige Entlastung bis € = 0 erfolgt. Um sich den experimentel-
len Untersuchungen anzupassen, wird lediglich bis & = 0 entlastet und im Anschluss mit der
jeweiligen Belastung fortgefahren.

Fiir die Simulationen wird auf zwei unterschiedliche Materialdatensitze zuriickgegriffen. Fiir
die Simulationen des Modells 1a werden die bereits in Junker (2011) verwendeten Daten — die
Transformationsdehnungen sowie die Steifigkeitstensoren der einzelnen Phasen — der Legie-
rung NiTi genutzt. Aufgrund der Rotation des Steifigkeitstensors erfolgen sdmtliche Berech-
nungen fiir diesen Materialdatensatz in Mehrabadi-Cowin-Notation, siche Kapitel bzw.
Mehrabadi u. Cowinl (1990). Wie bereits in Kapitel erwihnt, entspricht durch die Wahl
des Austenits als Referenzzustand 77, dem Nulltensor 0. Die entsprechenden Dehnungen der
zwolf martensitischen Varianten sind durch

= (1, 1, N2, N, Tlas 3) N7 = (A1, o, A1, g, =T, — 1)

= (A1, 1, 2y — 4, —Ta, ) M = (. Mo, Aty —a, —7s, )

= (1, 1, N2, Mg, —Tay =) Mo = (2, 1, A1, M3, Fay 1)

= (1, M, oy —Tla, g, —13) - Mo = (o, 1, T3, —Ta, =)

= (1, T2, M, as Mg a) My = (o, 1, 1, — s, Aay =)

= (s s iy =Tlas g, —00) My = (s sy, =g, — s ) (5.3)

mit den Parametern 7); = 0.02381, 7, = —0.02480, 13 = 0.10646 und 7, = 0.07027 gegeben.
Die Steifigkeitstensoren von Austenit (z = 0) und Martensit (¢ < 0) sind

140 110 110 0 O
110 140 110 0 O
110 110 140 0 O

223 129 99 0 7 O
129 241 125 0 -9 O
99 125 200 0 4 O

O OO OO
>

Eo=1 "9 0 0 32 0 GPa, Bizo=1 o o o 7 0 —s |F%
0 0 0 0 32 7 -9 4 0 21 0
0 0 0 0 0 32 0 0 0 -8 0 77

(5.4)

wobei der Tensor des Martensits noch in die einzelnen Orientierungen der verschiedenen Va-
rianten gedreht werden muss. Diese Rotation erfolgt in der verwendeten Mehrabadi-Cowin-
Notation unter Anwendung von den in Kapitel prisentierten Gleichungen und
(2.25), siehe Mehrabadi u. Cowinl (1990). Die Berechnung der Steifigkeitstensoren der ein-
zelnen Martensitvarianten erfolgt somit durch

£ = (Que (M) B~ Quo (M), (5.5)
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Die Orientierung der Varianten sind darin durch die Rotationstensoren

100 100 ~100 001
M,=[ 010 Mi=|0-10]| M;=( 001 ]| My=| 010
001 00 1 010 ~100

10 0 100 10 0 00 1
M,=[01 0 Ms;=|001 Mg=|00-1| My=[0-10
00 —1 010 01 0 100
~100 100 001 00 —1
Ms=| 010 M¢g=[001]| Mg=[o010 Myuy=|010
001 0-10 100 10 0

(5.6)

gegeben, siehe Junker (2011).

Der zweite verwendete Materialdatensatz wird fiir die Berechnungen unter Beriicksichti-
gung der sich entwickelnden Orientierungsverteilungsfunktion verwendet. Statt der zwdlf un-
terschiedlichen Martensitvarianten werden lediglich drei Varianten betrachtet. Fiir die Festle-
gung der Transformationsdehnungen der einzelnen Phasen werden gemifl Gleichung ({.126))
7 = 0.055 und 7 = 0.45 gewdhlt. Somit folgt fiir die nahezu volumenerhaltenden Transforma-
tionsdehnungen der Martensitvarianten

1 0 0 —-0.45 0 0
n, =0.055] 0 —0.45 0 1y = 0.055 0 1 0
0 0 —0.45 0 0 —0.45
—0.45 0 0
15 = 0.055 0 —-0.45 0 | . 5.7
0 0 1

Die Transformationsdehnung der Referenzphase Austenit entspricht wiederum dem Nullten-
sor: 1, = 0. Des Weiteren werden fiir Austenit und Martensit unterschiedliche Steifigkeiten
verwendet. Die Berechnung der isotropen Steifigkeitsmatrix erfolgt fiir eine allgemeine Phase ¢
in Abhéngigkeit von dem Elastizitdtsmodul £; und der Querkontraktion v; durch

11_;?;1 11_?”1? I—Z%Vi 8 8 8
1—3% 17/2Vi 11—_2;i
.= B =%, 1o 12, 0 0 0 , (5.8)
1+ 0 0 0 05 0 0
0 0 0 0O 05 0

0 0 0 0 0 05

wobei die Voigt-Notation verwendet wird. Die entsprechenden Zahlenwerte fiir £; und v;, die
kalorische Energie c; und der Dissipationsparameter rr; finden sich in Tabelle [5.2]
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Ey 83.0 [GPa]
Eivo 30.0 [GPa]
2 0.35[-]
Vi>0 0.35[-]
Co —0.036 [GPa]
Ci>0 0.0 [GPa]
11 0.008 [GPa]

Tabelle 5.2: Materialparameter fiir Beispielrechnungen.

5.1 Simulationen auf Materialpunktebene des Modells fiir
Phasentransformationen mit simultaner Entwicklung plastischer
Dehnungen — Modell 1

In den nachfolgenden Unterkapiteln werden verschiedene Ergebnisse fiir das Materialmodell
mit simultaner Bildung plastischer Dehnungen vorgestellt. Zunichst folgen dazu Simulationen
fiir das Modell 1a mit der statischen Orientierungsverteilungsfunktion und unter Beriicksich-
tigung des ersten Materialdatensatzes fiir die Legierung NiTi, siehe Gleichungen (5.3)-(5.6).
Nach der Berechnung eines zyklischen Zugversuchs werden die verwendeten Modellparameter
variiert, um deren Einfluss auf das Materialverhalten zu untersuchen. Die dargestellten Ergeb-
nisse stimmen zwar nicht mit den in Waimann u. a.| (2016) prédsentierten Simulationen iiberein,
jedoch orientieren sich die gewéhlten Randwertprobleme und deren Analyse an diesen. Nach-
folgend wird die Simulation des zyklischen Zugversuchs unter Verwendung des Modellansatzes
1b und somit einer dynamischen Orientierungsverteilungsfunktion wiederholt. Fiir die letzteren
Simulationen wird der reduzierte, zweite Materialdatensatz aus den Gleichungen und
sowie die Materialparameter aus Tabelle [5.2] zu Grunde gelegt.

5.1.1 Zyklischer Zugversuch unter Beriicksichtigung des Modells 1a

Bei der ersten Berechnung handelt es sich — wie bereits erwdhnt — um einen zyklischen Zug-
versuch. Die in 4000 Lastschritten je Zyklus aufgebrachte Dehnung kann Gleichung ent-
nommen werden. Fiir die Berechnung wurden zwanzig zufillig generierte Kornorientierungen
(N = 20) gewihlt. Diese sind gleichmé@Big verteilt und haben folglich den gleichen Volumenan-
teil & = 1/N. Die fiir die ersten Simulationen gewiihlten Materialparameter konnen Tabelle
entnommen werden. Abbildung zeigt das resultierende Spannungs-Dehnungs-Diagramm

br 700 [-]
b 0.7[-]
bir | 0.004 [-]
Yy | 3.0[GPa]

Tabelle 5.3: Gewdihlte Parameter des Modells fiir Phasentransformationen mit simultaner Bil-
dung plastischer Dehnungen, [Waimann u. a.| (2016).

und die zugehorige Entwicklung der internen Variablen, des iiber die einzelnen Korner gemit-
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telten Austenitgehalts \y = Z;VZI & )\g und der Komponente der gemittelten plastischen Deh-
nung nach Gleichung (4.11)) in Zugrichtung. Das Spannungs-Dehnungs-Diagramm zeigt den
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Abbildung 5.1: Zugversuch mit 10 Zyklen und 20 Orientierungen, Modell la, oben links:
Spannungs-Dehnungs-Diagramm, unten links: Austenitgehalt, unten rechts:
plastische Dehnung, vergleiche Waimann u. a. (2016).

erwarteten Effekt der funktionalen Ermiidung: die Formation einer bleibenden Dehnung und
das Absinken beider Spannungsplateaus. Durch die in Kapitel gewdhlten Ansitze fiir den
Dissipationsparameter 7/ und den Kopplungsparameter &7 in den Gleichungen und
zeigt sich eine stirkere Absenkung des oberen Plateaus gegeniiber dem unteren. Des Weiteren
stellt sich ein konvergierendes Verhalten ein, das auch anhand der Entwicklung von &p,, zu
erkennen ist. Diese effektive plastische Dehnung nimmt mit jedem Lastzyklus zu, jedoch zeigt
sich kein stetiges Wachstum der plastischen Dehnung. Wihrend der Belastung kommt es — be-
ginnend mit dem zweiten Zyklus — zu einer Abnahme der plastischen Dehnung wihrend der
Belastung. Zwar kommt es bei der Bildung von Versetzungen, umso mehr bereits vorhanden
sind, zu einer gegenseitigen Ausloschung dieser, der Grund fiir die Abnahme von &p,, liegt
allerdings in der Umwandlung der einzelnen Phasen. Durch die Transformation von Austenit
in Martensit kommt es zur Reduktion der Volumenfraktion Ao und damit zu einer veridnderten
Wichtung bei der Berechnung der effektiven plastischen Dehnung. Die Betrachtung des Auste-
nits zeigt eine fiir die einzelnen Lastzyklen iibereinstimmende Evolution des Austenitgehalts.
Die experimentell beobachtete Bildung stabilisierten Martensits, siche beispielsweise Kroof
u. a.[ (20135)), kann von dem ersten Modellansatz nicht abgebildet werden.

Aufgrund der verwendeten Voigt-Energiegrenze auf Materialpunktebene stellt sich des Wei-
teren ein unterschiedlicher Spannungszustand fiir die einzelnen Kornorientierungen ein. Die
einzelnen Spannungs-Dehnungs-Diagramme werden in Abbildung dargestellt. Darin zeigt
sich deutlich, dass die einzelnen Korner bei unterschiedlichen aufgebrachten Dehnungen be-
ginnen zu transformieren. Die verschiedenen positiven und negativen Steigungen der Kurven
wihrend der Transformation resultieren dabei aus der Betrachtung im globalen Koordinatensy-
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stem.
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Abbildung 5.2: Zugversuch mit 10 Zyklen und 20 Orientierungen, Modell 1a, Spannungs-
Dehnungs-Diagramme der 20 Kornorientierungen, vergleiche [Waimann u. a.
(2016).

Nachfolgend soll nun eine Vortextur nach Hackl u. Heinen! (2008a) beriicksichtigt werden,
siehe Kapitel 4.1.6] Der Faktor ¢ aus Gleichung (4.42), der angibt, wie stark die Textur aus-
gepragt ist, wird im vorliegenden Fall mit ¢ = 5 gewihlt. Im Vergleich zur gleichméBigen
Verteilung der einzelnen Kornorientierungen im ersten Berechnungsbeispiel ergibt sich die in
Abbildung [5.3] (links) prisentierte Orientierungsverteilung. Die einzelnen Korner zeigen nach
wie vor die in Abbildung [5.2] dargestellten Spannungsverldufe. Der Grund dafiir ist, dass bei
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17
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Abbildung 5.3: Zugversuch mit 10 Zyklen, 20 Orientierungen und Vortextur (¢ = 5), Modell 1a,
links: Orientierungsverteilung, rechts: Spannungs-Dehnungs-Diagramm, ver-
gleiche Waimann u. a.[(2016).

Betrachtung der FlieBfunktion (4.36) fiir jedes einzelne Korn die Volumenfraktion &/ aus dieser
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herausgekiirzt werden kann. Die durch die Orientierungsverteilungsfunktion nun unterschied-
liche Wichtung der einzelnen Korner resultiert in dem in Abbildung (rechts) dargestellten
Spannungs-Dehnungs-Diagramm. Dieses zeigt — verglichen mit der Berechnung ohne Vortextur
— eine nahezu gleichbleibende Spannung wihrend der Phasentransformation und stimmt somit
mit den experimentell begriindeten Erwartungen iiberein.

Um abschlielend weiter zu untersuchen, wie stark die Phasentransformation in den einzelnen
Kornorientierungen ausgeprigt ist, werden Ergebnisse einer Simulation mit 1000 verschiedenen
Orientierungen prisentiert. Der in Abbildung [5.4{(/inks) dargestellte Verlauf fiir das Spannungs-
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Abbildung 5.4: Zugversuch mit 10 Zyklen und 1000 Orientierungen, Modell 1la, links:
Spannungs-Dehnungs-Diagramm, rechts: Orientierungsverteilung.

Dehnungs-Diagramm stimmt qualitativ mit den Berechnungen fiir 20 Orientierungen in Abbil-
dung [5.1] iiberein. In Abbildung [5.4] (rechts) werden zwei der drei zufillig generierten Winkel
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Abbildung 5.5: Zugversuch mit 10 Zyklen und 1000 Orientierungen, Modell la, Phasen-
transformation der einzelnen Korner wihrend der Belastung im ersten Zyklus
(schwarz: Ay = 0, weif3: \g = 1), oben links: | = 500, oben rechts: | = 1000,
unten links: [ = 1500, unten rechts: | = 2000.

9 und w’ der einzelnen Korner dargestellt. Abbildung|5.5|zeigt die Entwicklung des Martensits
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wihrend der Belastungsphase des ersten Zyklus. Die in 2000 Schritten aufgebrachte Verschie-
bung wird dazu jeweils nach 500 Schritten dargestellt. Die Farbe Weill kennzeichnet darin einen
rein austenitische Zustand (\y = 1), die Farbe Schwarz einen martensitischen (A\g = 0). Es zeigt
sich die bereits in Fechte-Heinen| (2007) ringformige Orientierungsverteilung der Korner, die
die stirkste Transformation von Austenit zu Martensit erfahren. Die aus Abbildung [5.2] ge-
wonnene Erkenntnis, dass die Transformation in den einzelnen Kornern bei unterschiedlichen
Belastungen beginnt, wird vor allem durch die Lastschritte [ = 500 und [ = 1000 unterstrichen.
Des Weiteren wird deutlich, dass einzelne Kornern gar keine bzw. nur eine geringe Phasenum-
wandlung zeigen.

Das prisentierte Materialmodell zeigt somit insgesamt die Fihigkeit, den Effekt der funktio-
nalen Ermiidung mit Hilfe einer simultanen plastischen Deformation vorherzusagen. Die Mo-
dellierung ist jedoch aufgrund der gewihlten Ansiitze fiir den Kopplungsparameter &’ aus Glei-
chung und den Dissipationsparameter 77 aus Gleichung abhingig von zusitzlichen
Modellparametern. Um den Einfluss der bis dato nicht experimentell bestimmten Parameter zu
untersuchen, wird im nachfolgenden Kapitel eine Parameterstudie présentiert.

5.1.2 Parameterstudie fiir Modell 1a anhand des zyklischen Zugversuches

In diesem Unterkapitel werden nun Parameterstudien fiir jene Modellparameter vorgestellt, die
einen Einfluss auf den Effekt der funktionalen Ermiidung haben. Diese Parameter sind die pla-
stische FlieBgrenze Y| sowie die Faktoren b, b;; und byyy, siehe Kapitel Die Parameterstu-
die und die daraus gewonnenen Erkenntnisse iiber die verwendeten Modellparameter wurden
bereits in [Waimann u. a.| (2016) préisentiert und werden an dieser Stelle nur anhand der leicht
verdnderten Simulationen wiederholt. Wie bereits in|Waimann u. a.[(2016) werden in den Abbil-
dungen den urspriinglichen Berechnungen (Mitte) Berechnungen mit einem héheren und einem
niedrigerem Wert fiir den jeweiligen variierten Parameter gegeniibergestellt.
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Abbildung 5.6: Zugversuch mit 10 Zyklen und 20 Orientierungen, Modell la, Variation der
plastischen FlieBgrenze, links: Yy = 2.0 [GPa], Mitte: Yy = 3.0 [GPal, rechts:
Yy = 4.0 [GPa], vergleiche Waimann u. a.[(2016).

Die plastische FlieBgrenze Y, beeinflusst den Kopplungsparameter 7, siche Gleichung (#.13)).
Abbildung [5.6] zeigt das resultierende Materialverhalten fiir Yy = {0.0004,0.004, 0.04} GPa.
Daraus wird ersichtlich, dass je geringer die plastische FlieBgrenze ist, desto mehr plastische
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Dehnungen gebildet werden. Durch den geringeren Wert fiir Y; resultiert gemafl Gleichung
ein kleinerer Wert fiir &7 und damit eine stirkere Evolution der plastischen Dehnung, sie-
he Gleichung (4.32). Des Weiteren kommt es fiir einen kleineren Wert fiir Y}, zu einem groferen
Plateauabfall zwischen den ersten Zyklen, wihrend ein relativ groler Wert fiir die plastische
FlieBgrenze in einer eher gleichformigen Abnahme der Transformationsspannungen resultiert.

Der Faktor fiy; stellt die Konvergenz der Menge an bleibenden Dehnungen sicher und sorgt
somit fiir eine Erh6hung des Kopplungsparameters &’ bei wachsenden plastischen Dehnungen,
siehe Gleichung (4.40). Gleichung zeigt den Einfluss des Faktors byyp auf fiy;. Die Si-
mulationsergebnisse fiir by; = {0.0004,0.004,0.04} [-] werden in Abbildung préasentiert.
Aus den dargestellten Spannungs-Dehnungs-Diagrammen und der abgebildeten Evolution der
plastischen Dehnung wird ersichtlich, dass ep je geringer der Faktor by ist, desto schneller
konvergiert. Durch die frilhere Konvergenz wird insgesamt eine geringere Menge an plastischer
Dehnung gebildet und die Plateaus senken sich ebenfalls deutlich schwicher ab.
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Abbildung 5.7: Zugversuch mit 10 Zyklen und 20 Orientierungen, Modell la, Variation des
Faktors by, links: bir = 0.0004 [-], Mitte: by = 0.004 [-], rechts: by = 0.04
[-], vergleiche Waimann u. a.[(2016).
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Abbildung 5.8: Zugversuch mit 10 Zyklen und 20 Orientierungen, Modell 1a, Variation des Fak-
tors by, links: by = 200 [-], Mitte: by = 700 [-], rechts: by = 1200 [-], vergleiche
Waimann u. a. (2016).
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Die abschlieend variierten Parameter sind die Faktoren b; und by;, die iiber die Gleichungen
(4.38), und einen Einfluss auf den Dissipationsparameter 77 ausiiben. Der Faktor by
wirkt sich auf die Berechnung des Faktos f; in Gleichung aus, der wiederum beriicksich-
tig, dass durch eine wachsende Menge an Versetzungen bzw. groere plastische Dehnungen der
Dissipationsparameter 7 fiir die Transformation von Austenit zu Martensit abnimmt und diese
folglich erleichtert wird, siehe Gleichung (4.38)) und Abbildung[4.3] In Abbildung [5.8| wird die
Spannungsentwicklung und die Evolution der plastischen Dehnung fiir by = 1200 [-], den Re-
ferenzwert by = 700 [-] und b; = 200 [-] dargestellt. Wihrend die plastische Dehnung nur eine
leichte Abnahme zeigt, resultiert ein hoherer Wert des Faktors b; demnach in einer grofleren
Absenkung der Spannungsplateaus zwischen den einzelnen Lastzyklen. Die geringeren Aus-
wirkungen auf ep sind durch die Abnahme der Spannung zu erkléren, die iiber die Triebkraft in
Gleichung einen wesentlichen Einfluss auf die Evolution der plastischen Dehnung hat.

Analog zum Faktor b; beeinflusst der Parameter b;; die Berechnung des Faktors fi; in Glei-
chung (@.39). Letzterer beriicksichtigt durch eine Erhdhung des Dissipationsparameters 7/ die
Erschwerung der Riicktransformation aufgrund der gebildeten plastischen Dehnungen, siehe
Gleichungen (4.38) bzw. Abbildung [4.3] Abbildung [5.9] zeigt den Einfluss unterschiedlicher
Werte von b;; auf die Entwicklung der Spannung und der plastischen Dehnung. Explizit wur-
den Simulationen fiir b;; = 1.0 [-], b;; = 0.7 [-] und by = 0.4 [-] durchgefiihrt. Es zeigt sich wie
bereits bei der Variation des Faktors by kein wesentlicher Einfluss auf die Evolution von ep. Das
untere Spannungsplateau senkt sich jedoch, je hoher der Faktor ist, stirker ab.
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Abbildung 5.9: Zugversuch mit 10 Zyklen und 20 Orientierungen, Modell 1a, Variation des Fak-
tors byy, links: by = 0.4 [-], Mitte: by = 0.7 [-], rechts: by = 1.0 [-], vergleiche
Waimann u. a. (2016).

Der Einfluss der Modellparameter, die zur Abbildung des Effekts der funktionalen Ermiidung
eingefiihrt wurden, konnte abschliefend gezeigt werden, vergleiche Waimann u. a.[(2016). Wei-
tere Berechnungen auf Finite-Elemente-Ebene konnen Kapitel [7.1|enthnommen werden.

5.1.3 Zyklischer Zugversuch unter Berlicksichtigung des Modells 1b

Der in Kapitel [5.1.1] prisentierte Zugversuch wird nun unter Verwendung der sich dynamisch
entwickelnden Orientierungsverteilungsfunktion aus Modellansatz 1b wiederholt. Als Startwert
fiir die Eulerwinkel wird zunéchst die zufillig generierte Kombination «; gewihlt. Neben dem
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Abbildung 5.10: Zugversuch mit 10 Zyklen und anfinglichen Eulerwinkeln o, Modell 1b,
oben links: Spannungs-Dehnungs-Diagramm, oben links: relative Eulerwin-
keldnderung, unten links: Austenitgehalt, unten rechts: plastische Dehnung.
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Abbildung 5.11: Zugversuch mit 10 Zyklen und anfinglichen Eulerwinkeln o, Modell 1b,
oben links: Spannungs-Dehnungs-Diagramm, oben links: relative Eulerwin-
keldnderung, unten links: Austenitgehalt, unten rechts: plastische Dehnung.
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nun genutzten zweiten Materialdatensatz, siche Gleichungen und (5.8) sowie Tabelle[5.2]
wird auf die gleichen Parameter wie fiir das Modell 1a zuriickgegriffen, sieche Tabelle Ab-
bildung zeigt das Spannungs-Dehnungs-Diagramm sowie die relative Entwicklung der Eu-
lerwinkel, die Evolution der austenitischen Volumenfraktion Ay und der plastischen Dehnung in
Zugrichtung cp,,.. Ebenso wie das Modell 1a mit der statischen Orientierungsverteilungsfunk-
tion ist auch der Modellansatz 1b in der Lage, den Effekt der funktionalen Ermiidung qualitativ
abzubilden. Es zeigt sich sowohl die experimentell beobachtete, unterschiedlich stark ausge-
pragte Absenkung des oberen und unteren Spannungsplateaus als auch eine bleibende Dehnung
nach jedem Belastungszyklus. Es ergeben sich im Vergleich zu den Ergebnissen in Abbildung
[5.1]jedoch auch einige signifikante Unterschiede. Zum einen kommt es zu einem deutlich kon-
stanteren Verlauf der Spannung wéhrend der Transformation, zum anderen kommt es zu einer
schnelleren bzw. dadurch auch stirkeren Entwicklung der Mikrostruktur. Wihrend der Austenit
in Modell 1a nur bis zu einem Gehalt von etwa 70 % umgewandelt wird, fiihrt die Beriicksich-
tigung des Modellansatzes aus Junker (2014b) bei gleicher Belastung zu einer Umwandlung
von bis zu ca. 25 %. Diese Entwicklung spiegelt sich ebenso in der Formation der plastischen
Dehnungen wieder. Wihrend die nach den einzelnen Zyklen vorhandene palstische Dehnung
insgesamt wichst, wird auch der Effekt der Abnahme wihrend der Transformation von Auste-
nit zu Martensit verstérkt.

Der charismatischste Unterschied ist jedoch die anhand des Spannungs-Dehnungs-Diagramms
ersichtliche Spannungsspitze im ersten Lastzyklus. Die Ursache dieser Spannungserhohung
liegt an der Wahl der Startwerte fiir die Eulerwinkel. Diese Winkel dndern sich lediglich wihrend
des ersten Belastungszyklus und bleiben anschlieBend konstant. Eine giinstigere Wahl hier in
Form von oy = {0, 11/2, 0} fiihrt wie an den Ergebnissen in Abbildung deutlich zu einem
direkten Ubergang des elastischen Materialverhaltens zum Spannungsplateau ohne Bildung ei-
ner Spannungsspitze. Die Eulerwinkel entwickeln sich nicht und behalten die zur Initialisierung
gewidhlten Werte. Das weitere Materialverhalten und somit die Entwicklung der plastischen
Dehnung und des Austenits bleiben jedoch weitestgehend unveridndert. Der Einfluss der Eu-
lerwinkel wird anhand von Modellansatz 2 in den nachfolgenden Kapiteln noch detaillierter
untersucht.

5.2 Simulationen auf Materialpunktebene des Modells fiir
Phasentransformationen mit simultaner Stabilisierung des Martensits

In diesem Kapitel werden Ergebnisse fiir Berechnungen auf Materialpunktebene fiir Modell 2
vorgestellt. Die Simulationen erfolgen dabei sowohl fiir Modell 2a mit ratenunabhéngigen Evo-
lutionsgleichungen fiir die Volumenanteile als auch fiir die Verwendung des ratenabhingigen
Ansatzes. Fiir Modell 2a werden unter Verwendung des in Kapitel dargestellten Ausgangs-
materialmodells und der in Kapitel bestimmten und in Tabelle gesammelten Modell-
parameter zwei Belastungsfille behandelt. Dies ist zum einen ein zyklischer Zugversuch, der
diesmal auch mit den experimentellen Daten aus Wagner| (2005) verglichen wird, und zum an-
deren ein zyklischer Scherversuch, der zeigt, dass der Modellansatz auch fiir andere Lastfélle
verwendet werden kann. Diese umfassendere Einsetzbarkeit wird spéter durch die in Kapitel
gezeigten Finite-Elemente-Berechnungen weiter verdeutlicht. Um auflerdem anhand des Zug-
versuches den Einfluss der Temperatur auf die Materialmodelle zu untersuchen, wird der kalo-
rische Anteil der Energie ¢ im nachfolgenden Unterkapitel variiert. Das Kapitel endet mit der
Berechnung des zyklischen Zugversuchs auf Basis des ratenabhingigen Materialmodells aus
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Kapitel 4.2.6 Anhand dieser Simulationen werden die Unterschiede der verschiedenen Evo-
lutionsarten deutlich. Alle nachfolgenden Berechnungen des zweiten Materialmodells basieren
auf dem zweiten Materialdatensatz — bestehend aus Gleichungen (5.7) und und Tabelle
5.2]

5.2.1 Zyklischer Zugversuch unter Beriicksichtigung des Modells 2a

Als erstes Berechnungsbeispiel fiir das in Kapitel .2.5] vorgestellte Materialmodell erfolgt der
zyklische Zugversuch. Fiir die Berechnung wird Algorithmus 2] verwendet. Zur Initialisierung
wird zunichst ein rein austenitisches Material gewihlt. Die Belastung wird unter Verwen-
dung des Dehnungstensors € aus Gleichung in 200 Lastschritten aufgebracht und unter
Berticksichtigung der gleichen Schrittweite im Anschluss bis zu einer Spannung o = 0 wie-
der entlastet. Ausgehend von zufillig generierten Startwerten fiir die Eulerwinkel und somit
a; = {2.6260, 1.8406, 5.9814}, ergeben sich mit dem viskosen zeitdiskretisierten Parameter
Atr = 10.0 1/GPa die in den Abbildung dargestellten Ergebnisse fiir zwanzig Lastzyklen.
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Abbildung 5.12: Zugversuch mit 20 Zyklen und anfinglichen Eulerwinkeln «;, Modell 2a,
oben links: Spannungs-Dehnungs-Diagramm, oben rechts: relative Eulerwin-
keldnderung, unten links: Austenitgehalt, unten rechts: totaler irreversibler
Volumenanteil.

Das Spannungs-Dehnungs-Diagramm [5.12] (oben links) zeigt das erwartete Materialverhal-
ten: Vor allem das obere Spannungsplateau nimmt wihrend des Zyklierens ab und es bildet
sich eine kumulierende bleibende Dehnung nach jedem einzelnen Belastungszyklus. Die Span-
nungsspitze wihrend des ersten Zyklus steht in Relation zu den urspriinglich gewihlten Eu-
lerwinkeln. Diese entwickeln sich nur innerhalb des ersten Zyklus und nehmen den beziiglich
der Belastung energetisch giinstigsten Wert an, sieche Abbildung|[5.12](oben rechts). Der Auste-
nitgehalt )\ (unten links) wird annidhernd linear umgewandelt, jedoch kehrt das Material
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nie wieder in seinen rein austenitischen Anfangszustand zuriick. Dies wiederum hingt zusam-
men mit dem gebildeten irreversiblen Martensit, dessen Absolutwert p = >, p; in Abbildung
(unten rechts) dargestellt wird. Der totale irreversible Martensit konvergiert genau wie die
Spannung und der austenitische Volumenanteil gegen ein stabiles Materialverhalten.

Um den Einfluss der gewihlten Eulerwinkel weiter herauszustellen, zeigt Abbildung|5.13|das
Spannungs-Dehnungs-Diagramm sowie die Entwicklung fiir den ersten Zyklus unter Verwen-
dung drei verschiedener wiederum zufilliger Werte fiir «c. Die Berechnungen wurden fiir die
bereits bekannte Winkelkombination at; = {2.6260, 1.8406, 5.9814} sowie

oy = {5.9725, 1.2051, 3.4680}, a3 = {3.8594, 2.0726, 1.2739} (5.9
durchgefiihrt.
oxx [MPa] Zai F_]
1000 ) 4 ==
800 oy o
L 2
600 B
400} nf—— —
200/// J FEEEEEEEE
o [T
0 o g [] ey
0.00 001 002 003 0.04 005 0.6 0. 001 0.03 0.04 0.05 0.06

Abbildung 5.13: Zugversuch mit drei unterschiedlichen anfinglichen Eulerwinkeln
o (schwarz), o (strichliert), as (gepunktet), Modell 2a, links: Spannungs-
Dehnungs-Diagramm, rechts: absolute Eulerwinkelidnderung.

Die Spannungs-Dehnungs-Diagramme (links) zeigen den Einfluss von a. Fiir verschie-
dene Ausgangswerte der Eulerwinkel ergibt sich eine unterschiedlich gro3e Spannungsspitze zu
Beginn der Umwandlung von Austenit in Martensit. Nachdem die Winkelkorrektur stattgefun-
den hat, vergleiche hierzu @ (rechts), sind die Spannungs-Dehnungs-Kurven identisch. Bei
genauer Betrachtung der Entwicklung der Eulerwinkel ergeben sich jeweils die konvergierten
Werte

o™ = {I1,1.9208, 21T}, a5™ = {2I1,1.1553, 11}, 5™ = {3.9401,11/2,11/2} .

(5.10)

Dabei ist auffallend, dass die Werte von aX°™" und a°™ fiir den ersten und dritten Winkel — ¢

und w — identisch sind. Fiir die drei konvergierten Winkelkombinationen resultieren die deutlich
unterschiedlichen Rotationstensoren:

-1 0 0 -1 0 0
konv 0 0343 0939 |, Q™= 0 —0.404 —0.915
0 0.939 —0.343 0 —0.915 0.404
0 0.698 —0.716
konv — 0 0.716 0.698 | . (5.11)
1 0 0
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Fiir die ersten beiden gewihlten Konfigurationen ergibt sich bei der Phasenumwandlung eine
Bildung der ersten Martensitvariante. Fiir die sich deutlich von den anderen beiden Beispie-
len abhebende Berechnung mit Startwert s konvergieren die Winkel gegen komplett unter-
schiedliche Werte und es kommt des Weiteren zu einer Bildung der dritten Martensitvariante.
Die Initialisierung der Eulerwinkel beeinflusst folglich nicht nur die Eulerwinkel selbst und
das Spannungsverhalten, sondern auch, welche Martensitvariante die energetisch giinstigste ist.
Betrachtet man die mit Hilfe der Rotationstensoren rotierten Transformationsdehnungen n); der
jeweils gebildeten Martensitvariante, wird der Grund fiir die Bildung unterschiedlicher Varian-
ten deutlich:

Thot = (Qkonv)T ;- Qkonv
0.095 0 0
MNrot1 = Mot2 = Mot = 0 —0.02475 0 . (512)
0 0 —0.02475

Es zeigt sich somit, dass die jeweils rotierten Transformationsdehnungen fiir die unterschiedli-
chen Winkelkombinationen identisch sind und zudem fiir diesen Belastungsfall der unrotierten
Transformationsdehnung entsprechen. Der Martensit bildet sich somit zwar in unterschiedlich
orientierten Kornern, aber unter Einbezug der jeweiligen Varianten in gleicher Richtung.

Diese Erkenntnis dient als Motivation fiir den Fall der zyklischen Zugbelastung direkt oy =
{0,11/2,0} als Startwert fiir die Eulerwinkel anzunehmen. Fiir den zweiten Winkel ¢ wird aus
numerischen Griinden ein Wert ungleich null angenommen. Abbildung|[5.14]zeigt das Spannungs-
Dehnungs-Diagramm (oben links), die Evolution der Eulerwinkel (oben rechts), des Austenit-
gehalts (unten links) und schlieBlich des totalen irreversiblen Volumenanteils (unten rechts).
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Abbildung 5.14: Zugversuch mit 20 Zyklen und anfinglichen Eulerwinkeln o, Modell 2a,
oben links: Spannungs-Dehnungs-Diagramm, oben rechts: absolute Eulerwin-
keldinderung, unten links: Austenitgehalt, unten rechts: totaler irreversibler
Volumenanteil.
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Anders als bei den vorherigen Ergebnissen wechselt das Materialverhalten nun direkt vom
linear-elastischen Bereich zum oberen Spannungsplateau ohne Bildung einer Spannungsspitze,
da aufgrund der energetisch giinstigen Ausgangskonfiguration fiir o keine Korrektur der Win-
kel notig ist. Die Evolution des Austenits und die Bildung des irreversiblen Martensits bleiben
jedoch weitestgehend identisch.

Abbildung [5.15] zeigt den Vergleich des Spannungs-Dehnungs-Diagramms aus Abbildung
mit den experimentellen Ergebnissen aus [Wagner (2005). Zwar kann die nach jedem Bela-
stungszyklus bleibende Dehnung von dem Materialmodell gut abgedeckt werden, jedoch erfolgt
vor allem die Absenkung des oberen Spannungsplateaus deutlich schwécher als im Experiment.
Unter Berticksichtigung der Tatsache, dass fiir die Berechnung am Materialpunkt jedoch ein
Dehnungstensor angenommen wurde, und der Simulation somit nicht der gleiche Belastungs-
zustand wie im Experiment vorliegt, kann angemerkt werden, dass die Ergebnisse zumindest
eine gute qualitative Ubereinstimmung mit den experimentellen Daten zeigen. Eine genauere
quantitative Validierung des Modellansatzes wird auf Ebene der Finite-Elemente-Berechnungen
erfolgen, wenn den Berechnungen ein Randwertproblem zugrunde gelegt wird, das den Expe-
rimentaufbau zumindest ndherungsweise abbilden kann.
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600 |
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200/

0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06
Abbildung 5.15: Vergleich des Spannungs-Dehnungs-Diagramms des Modells 2a auf Material-

punktebene mit experimentellen Daten (grau) des Zugversuchs nach |Wagner
(2005).

5.2.2 Zyklischer Scherversuch unter Beriicksichtigung des Modells 2a

Um aber dennoch zu zeigen, dass das Materialmodell mit den in Kapitel bestimmten
Modellparametern auch fiir andere Lastfille anwendbar ist, erfolgt als zweites Berechnungs-
beispiel ein zyklischer Scherversuch mit vorgegebenem Dehnungstensor nach Gleichung (5.2).
Der viskose Parameter wurde mit Atg = 5.0 1/GPa festgelegt und die Belastung wird in 200
Zeitschritten pro Be- und Entlastung aufgebracht.

Abbildung zeigt die Ergebnisse einer Berechnung fiir 20 Lastzyklen und mit o als
Startwert fiir die Eulerwinkel. Diese zeigen wie bereits die Ergebnisse des Zugversuchs die ex-
perimentell beobachtete Absenkung der Spannungsplateaus sowie eine akkumulierte bleibende
Dehnung. Das Materialmodell ist also auch fiir diese Belastungsart in der Lage die Mikrostruk-
turentwicklung qualitativ abzubilden.
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Abbildung 5.16: Scherversuch mit 20 Zyklen und anfidnglichen Eulerwinkeln o;, Modell 2a,
oben links: Spannungs-Dehnungs-Diagramm, oben rechts: relative Eulerwin-
keldinderung, unten links: Austenitgehalt, unten rechts: totaler irreversibler
Volumenanteil.
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Abbildung 5.17: Scherversuch mit 20 Zyklen und anfidnglichen Eulerwinkeln
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Die Winkel konvergieren in diesem ersten Scherversuch gegen die Werte
af™ = {I1/4,11/2,11/2} . (5.13)

Werden diese Winkel nun als Ausgangswert fiir die Berechnung des Scherversuchs verwendet,
verhilt sich das Material wie in Abbildung dargestellt. Genau wie zuvor im Zugversuch
ergibt sich weder eine Spannungserhthung im ersten Zyklus, noch eine Evolution der Euler-
winkel. Das iibrige Materialverhalten bleibt jedoch im Wesentlichen durch den verdnderten
Startwinkel unbertiihrt.

5.2.3 Einfluss der Temperatur unter Beriicksichtigung des Modells 2a

Im Anschluss soll nun der Einfluss der Temperatur auf das Materialverhalten untersucht werden.
In Junker (2011) wird bereits eine thermomechanische Kopplung vorgestellt, die den Einfluss
der Temperatur auf die Phasenumwandlung in Formgedichtnislegierungen ohne den Effekt der
funktionalen Ermiidung wiedergibt. Im Rahmen dieses Kapitels wird jedoch nicht der Einfluss
eines sich mit der Zeit dndernden Temperaturfeldes untersucht, sondern der unterschiedlicher
konstanter Umgebungstemperaturen. Diese Temperatur beeinflusst die kalorische Energie c, sie-
he dazu auch Huo u. Miiller (1993)). Demnach wird der Einfluss einer unterschiedlichen Tem-
peratur auf das Materialverhalten wihrend eines zyklischen Zugversuches durch Beriicksichti-
gung eines anderen — aber dennoch konstanten — Wertes der kalorischen Energie verwirklicht.
Abbildung zeigt Ergebnisse des gleichen Zugversuchs wie in [5.14] mit den Ausgangs-
winkeln o, jedoch bei einer niedrigeren Temperatur und somit einem betraglich niedrigeren
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Abbildung 5.18: Zugversuch mit 20 Zyklen, oy und ¢y = —0.026 GPa, Modell 2a, oben
links: Spannungs-Dehnungs-Diagramm, oben rechts: absolute Eulerwin-
keldnderung, unten links: Austenitgehalt, unten rechts: totaler irreversibler
Volumenanteil.
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Abbildung 5.19: Zugversuch mit 20 Zyklen, oy und ¢y = —0.046 GPa, Modell 2a, oben

links: Spannungs-Dehnungs-Diagramm, oben rechts: absolute Eulerwin-
kelinderung, unten links: Austenitgehalt, unten rechts: totaler irreversibler
Volumenanteil.

temperaturabhéngigen Energieanteil mit ¢) = —0.026 GPa. Entsprechend zeigt Abbildung|5.19|
Ergebnisse bei einer hoheren Temperatur und somit ¢y = —0.046 GPa.

Wihrend die qualitative Entwicklung der Mikrostruktur auch verglichen mit der Berechnung
fiir co = —0.036 GPa, siche Abbildung[5.14] bei allen Temperaturen gleich ist, so unterscheiden
sich die einzelnen Simulationen beziiglich des Beginns der Phasenumwandlung und folglich der
Hohe der Spannungsplateaus. Allgemein beeinflusst die kalorische Energie demnach die Mit-
te der Hystereseschleife. Bei niedrigeren Temperaturen und somit einem niedrigerem Betrag
von ¢ ist der Austenit weniger stabil, siehe hierzu auch die Erkldrungen in Kapitel v.a.
aber Abbildung Dadurch kommt es zu einer fritheren Umwandlung in Martensit verbun-
den mit einer insgesamt niedrigeren Hystereseschleife. Umgekehrt ist der Austenit bei hheren
Temperaturen stabiler, er besitzt eine um ¢, geringere Energie und ist aus energetischer Sicht
— das Material strebt einen Zustand minimaler Energie an — giinstiger. Durch diesen betrag-
lich hoheren Wert von ¢ beginnt die Umwandlung zu Martensit entsprechend erst spéter und
die Hystereseschleife wird insgesamt — verglichen mit den urspriinglichen Ergebnissen — nach
oben verlagert.

5.2.4 Zyklischer Zugversuch unter Beriicksichtigung des Modells 2b

Die Berechnung des Zugversuchs auf Grundlage des ratenabhidngigen Modells erfordert die
Wahl des viskosen Parameters At in geeigneter GroB3enordnung. Zur Stabilisierung der Simu-
lation wurden jeweils 1000 Be- und Entlastungsschritte gewihlt. Der viskose Parameter wurde
mit 0.9 1/GPa festgelegt. Die Ergebnisse werden in Abbildung [5.20] dargestellt. Verglichen mit
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Abbildung 5.20: Zugversuch mit 20 Zyklen und anfidnglichen Eulerwinkeln o;, Modell 2b mit
Atr = 0.9 1/GPa, oben links: Spannungs-Dehnungs-Diagramm, oben rechts:
relative Eulerwinkelidnderung, unten links: Austenitgehalt, unten rechts: totaler
irreversibler Volumenanteil.
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Abbildung 5.21: Zugversuch mit 20 Zyklen und anfénglichen Eulerwinkeln oy, Modell 2b mit
At = 0.9 1/GPa, oben links: Spannungs-Dehnungs-Diagramm, oben rechts:
absolute Eulerwinkeldnderung, unten links: Austenitgehalt, unten rechts: tota-
ler irreversibler Volumenanteil.
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der ratenunabhéngigen Evolution der Volumenanteile, zeigt das ratenabhéngige Modell einen
qualitativ dhnlichen Verlauf. Der Effekt der funktionalen Ermiidung wird — auch bei Evolu-
tion von A und p elasto-viskoplastischen Typs — sowohl anhand der sinkenden Plateauspan-
nungen als auch durch die kumulierende bleibende Dehnung nach jedem Lastzyklus deutlich.
Ein Unterschied zum ratenunabédngigen Modell ist jedoch die im Vergleich spiter einsetzende
Riicktransformation von Martensit in Austenit und die daraus resultierende tiefere Hysteresen-
schleife.

AbschlieBend wurde fiir das ratenabhéngige Materialmodell eine Berechnung mit dem Start-
winkel oy durchgefiihrt. Es ergeben sich erneut qualitativ vergleichbare Ergebnisse zu den ra-
tenunabhidngigen Ergebnissen in Abbildung [5.14] die in Abbildung [5.21] dargestellt werden.
Jedoch resultiert auch hier das Modell 2b durch die verzogerte Entwicklung der Phasentrans-
formation in einer deutlich breiteren Hysteresekurve.

Zusammenfassend ldsst sich also anmerken, dass das ratenabhingige Modell fiir die durch-
gefiihrten Berechnungen am Materialpunkt zwar qualitativ in der Lage ist, die Absenkung der
Plateaus und die Bildung der bleibenden Dehnung abzubilden, dem ratenunabhéngige Modell
diese von einem quantitativen Standpunkt aus jedoch besser gelingt. Des Weiteren kommt auch
der numerische Vorteil, der durch die Entwicklung elasto-viskoplastischen Typs entsteht, zum
einen mit Hinblick auf die ohnehin schon sehr geringe Berechnungszeit am Materialpunkt und
zum anderen aufgrund der hoheren Anzahl an bendtigten Zeitschritten nicht zum Tragen.

5.3 Simulationen auf Materialpunktebene des Modells zur zusatzlichen
Abbildung der funktionalen Ermiidung wahrend des thermischen
Zyklierens

In diesem Unterkapitel werden nun abschlieBend Berechnungsbeispiele fiir das Materialmo-
dell 3 prisentiert. Das erste Berechnungsbeispiel zeigt den bereits fiir die vorherigen Modelle
prasentierten Zugversuch. Im zweiten Beispiel wird zudem die Simulation eines zyklischen
Temperaturversuchs prisentiert. Fiir die Berechnungen wird der zweite Materialdatensatz zu
Grunde gelegt, siehe Gleichungen und (5.8)) und Tabelle [5.2] Die verwendeten Material-
parameter konnen Tabelle [5.4] entnommen werden. An dieser Stelle sei wiederum darauf hin-
gewiesen, dass die Prisentation des Modells 3 im Rahmen dieser Doktorarbeit lediglich einem
Ausblick auf zukiinftige Untersuchungen dient. Weitere Auswertungen beziiglich des Einflusses
des thermischen Zyklierens auf die funktionale Ermiidung sowie ein experimenteller Abgleich
werden Thema zukiinftiger Untersuchungen sein.

ky 0.200[-] || Aa 0.129[-]
ko 0.100[-] || Ab 0.0005 [-]
ks 0.004[-] || rr | 0.008 [GPa]
k4 0.040[-] || Atg | 10.0[1/GPa]
ks 0.010[-]

Tabelle 5.4: Verwendete Materialparameter, Modell 3.
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5.3.1 Zyklischer Zugversuch unter Beriicksichtigung des Modells 3

Unter Verwendung des Dehnungstensors aus Gleichung und der anfinglichen Winkelkom-
bination a; wird die maximale Dehnung von 0.06125 in jeweils 200 Be- und Entlastungsschrit-
ten in zwanzig Zyklen aufgetragen. Die Temperatur die wihrend des zyklischen Zugversuchs
vorliegt wurde konstant mit 323.25 K angenommen. Die Simulation findet somit fiir den pseu-
doelastischen Bereich statt. Abbildung zeigt das Spannungs-Dehnungs-Diagramm sowie
die Entwicklung der Eulerwinkel «, des Austenits )y, der internen Variable p, die die Trans-
formationshistorie des Materials speichert, und der aus dieser vergangenen Transformation re-
sultierenden irreversiblen Dehnung v, in Zugrichtung. Das Spannungs-Dehnungs-Diagramm
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Abbildung 5.22: Zugversuch mit 20 Zyklen und anfinglichen Eulerwinkeln a;, Modell 3, oben
links: Spannungs-Dehnungs-Diagramm, Mitte links: relative Eulerwinkeldnde-
rung, Mitte rechts: Austenitgehalt, unten links: Transformationshistorie, unten
rechts: irreversible Dehnung.

zeigt anhand der zunehmenden bleibenden Dehnung und der abnehmenden Spannungsplateaus
den schlieBlich konvergierenden Effekt der funktionalen Ermiidung. Die Eulerwinkel zeigen
eine dhnliche Entwicklung wie bereits in den vorangegangenen Simulationen. Ihre Evolution
ist auf den ersten Belastungszyklus begrenzt und resultiert in der charakteristischen Bildung
einer Spannungsspitze innerhalb des ersten Zyklus. Die Umwandlung des Austenits erfolgt in



5.3 Simulationen auf Materialpunktebene des Modells zur zusétzlichen Abbildung der

funktionalen Ermiidung wahrend des thermischen Zyklierens 109

jedem Zyklus bis zu einem Restaustenitgehalt von ca. 30 %. Im Gegensatz zum vorangegange-
nen Materialmodell 2 ist die Transformation auf Materialpunktebene jedoch komplett reversi-
bel. Die bleibende Dehnung im Spannungs-Dehnungs-Diagramm korrespondiert des Weiteren
mit der gebildeten irreversiblen Dehnung, welche zwar von dem kontinuierlich wachsenden p
abhingt, jedoch durch den in Gleichung (4.138)) gewihlten Ansatz einen konvergierenden Cha-
rakter zeigt.

5.3.2 Zyklische Temperaturbelastung unter Berilicksichtigung des Modells 3

Als abschlieBendes Beispiel wird nun eine zyklische Temperaturbelastung simuliert. Beginnend
bei einer Ausgangstemperatur von 323.25 K wird diese in 200 Schritten auf 143.25 K abgekiihlt
und anschlieBend wieder erwédrmt. Dieser Temperaturzyklus wird insgesamt zwanzig Mal wie-
derholt. Die Simulationsergebnisse werden in Abbildung[5.23|dargestellt. Die Entwicklung des
Austenits zeigt die experimentell beobachtete Verschiebung der Transformation zu niedrigeren
Temperaturen, siehe beispielsweise Burow| (2010) bzw. Abbildung .11} Die Variable p zeigt
wie bereits im vorherigen Berechnungsbeispiel eine stetige Zunahme wiéhrend der Phasentrans-
formation, welche in einem Wachstum der irreversiblen Dehnung resultiert. Die Evolution der
Eulerwinkel zeigt, dass diese ihren urspriinglich durch o gewihlten Wert beibehalten. Auf-
grund der fehlenden vorgegebenen Dehnung und einer resultierenden Spannung o = 0 GPa
wird keine Kornorientierung begiinstigt. Die ausbleibende Evolution von o wird auch anhand
der Triebkraft aus Gleichung deutlich, da diese in Abhingigkeit der Spannung o be-
rechnet wird und somit ebenso einen Wert von null annimmt.
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Abbildung 5.23: Temperaturversuch mit 20 Zyklen und anfinglichen Eulerwinkeln o, Modell
3, oben links: Austenitgehalt, oben rechts: absolute Eulerwinkeldnderung, un-
ten links: Transformationshistorie, unten rechts: irreversible Dehnung.
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6 Finite-Elemente-Implementierung

Die Finite-Elemente-Methode (FEM) dient der numerischen Losung partieller Differentialglei-
chungen und ist dadurch ein viel genutztes Verfahren innerhalb der Ingenieurwissenschaften. In
den nachfolgenden Unterkapiteln wird zunichst der variationelle Ansatz der FEM angewandt
auf nichtlineare Materialmodelle vorgestellt. Die Nichtlinearitit bezieht sich an dieser Stelle
auf eine reine materielle Nichtlinearitit, die eine Folge der mikrostrukturellen Anderungen ist
und sich in einer nichtlinearen Konstitutivbeziehung zwischen Spannung und Dehnung dul3ert.
Geometrische Nichtlinearitdt und somit grole Deformationen werden innerhalb dieser Arbeit
nicht beriicksichtigt. Des Weiteren wird die FEM auf die zwei in den Kapiteln 4.1 bzw. 4.2] vor-
gestellten Ansédtze — mit simultaner Entwicklung plastischer Deformationen bzw. irreversiblen
Martensits— angewandt und so die zu 16senden Gleichungssysteme hergeleitet.

6.1 Variationelle Formulierung der Finite-Elemente-Methode flir materielle
Nichtlinearitat

Eine ausfiihrliche Aufarbeitung der Einbindung verschiedener Formen von Nichtlinearitét fin-
det sich beispielsweise in Wriggers (2013). Die folgenden Ausfiihrungen zur Finite-Elemente-
Methode konnen in detaillierterer Form beispielsweise in Zienkiewicz u. Taylor (2000a), Zien-
kiewicz u. Taylor (2000b) oder |Bathe (2006) gefunden werden.

Im Vergleich zu den Berechnungen am Materialpunkt konnen mit Hilfe der FEM sowohl
primére und sekundire Variablen, hier die Verschiebung und Spannung, als auch die die Mi-
krostruktur beschreibenden internen Variablen eines kompletten makroskopischen Koérpers be-
stimmt werden. Zur Klirung der folgenden Begrifflichkeiten stellt Abbildung [6.1] einen allge-
meinen Korper dar.

/r

c
I
o

\I\\\\\\\\\

/

=0 T

(@
22222

Abbildung 6.1: Allgemeiner Korper mit Volumen ().

Neben einem Volumen (2 besitzt der Korper einen Rand I'. Dieser ldsst sich je nach vorge-
gebenen Randbedingungen in einen Neumann-Rand I',, an dem Kraft- bzw. Spannungsrand-
bedingungen vorgegeben sind, und einen Dirichlet-Rand I';, an dem die primére Variable — im
betrachteten Fall die Verschiebung — vorgegeben ist, unterteilen. Ist die vorgegebene Verschie-
bung u = 0, so wird der Rand auch als homogener Dirichlet-Rand bezeichnet. Neben den am
Neumann-Rand vorgegebenen Traktionsspannungen t*, die sich mit Hilfe der Spannung o und
des Normalenvektors n2 durch

t=0o-n 6.1)
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berechnen lassen und im dargestellten Fall am freien unbelasteten Rand null sind, ist es des
Weiteren moglich Volumenkrifte f vorzugeben, die beispielsweise durch die Beriicksichtigung
des Eigengewichts der Struktur entstehen.

Ausgangspunkt des variationellen Ansatzes der Finite-Elemente-Methode ist die Formulie-
rung der Gibbs-Energie §

g:/\IJdV—/f-udV—/t-udA (6.2)
Q Q Iy

in Abhingigkeit der gesuchten primiren Variable u. Wie bereits in Kapitel erwihnt, setzt
sich die Energie darin aus einem internen und einem externen Anteil zusammen. Der interne
Anteil umfasst die liber das Volumen des betrachteten Korpers integrierte freie Energie W, die
zum einen von der Dehnung € und zum anderen von der Mikrostruktur und somit von allgemei-
nen internen Variablen A abhéngt. Der externe Anteil der Gibbs-Energie G ist durch die Arbeit
duBerer Krifte — der Traktionsspannungen ¢ und Volumenkrifte f entlang des Verschiebungs-
feldes u — gegeben.

Durch den Umstand, dass das Material den Zustand minimaler Energie anstrebt, l1dsst sich der
Energieausdruck in Bezug auf die primére Variable v minimieren. Folglich gilt, dass die Varia-
tion der Gibbs-Energie fiir jede beliebige Anderung des Verschiebungsfelds du verschwinden
muss

0G=0 (6.3)

und die Gibbs-Energie somit fiir w stationir ist. Die Variation von G (6.2) ldsst sich dann

0Gg = /5\IIdV—/f-5udV—/ t-oudA (6.4)
Q Q I
ov !
= —:5st—/f-6udV—/ t-oudA=0 You (6.5)
o Oe Q T,

schreiben, wobei zur Berechnung der Variation der freien Helmholtz-Energie die hier nicht
naher definierte interne Variable A als konstant angesehen wird und folglich nur die Variation
des von u abhidngenden Dehnungsfeldes de Einfluss nimmt. Die partielle Ableitung der Energie
nach der totalen Dehnung 0¥ /Oe entspricht der Spannung o. Die Variation der Gibbs-Energie
kann also

/a‘:éedV—/f-cSudV—/ t-oudA=0 You (6.6)
Q Q o

geschrieben werden. Sie hat somit die Gestalt des Prinzips der virtuellen Arbeit (PVA).

Die Grundidee der Finite-Elemente-Methode umfasst nun mehrere Schritte zur Vereinfa-
chung der partiellen Differentialgleichung (6.6), damit diese fiir komplexe makroskopische
Korper 16sbar wird. Eine Ubersicht der wesentlichen Schritte wird in Abbildung darge-
stellt. Zundcht erfolgt die Unterteilung des jeweils betrachteten Korpers in eine finite Anzahl
N E einzelner Elemente. Folglich setzen sich sowohl das Gesamtvolumen (2 als auch die Rinder
aus den Elementvolumen (). und Elementriandern I, bzw. I, wie folgt zusammen:

NE NE NE
Q=) Q, Tyu=) Tw, To=> T.. (6.7)
e=1 e=1 e=1
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E A \)

Abbildung 6.2: Ubersicht iiber die Finite-Elemente-Methode.

Damit lassen sich die einzelnen Integrale innerhalb des PVA nun ebenfalls elementweise aus-
werten und anschlieBend summieren

NE NE NE '
Z/azaedV—Z/ f-(SudV—Z/ t-dudd=0. (6.8)
e=1 Y8 e=1 Y e e=1 Y1oe

Beim Aufsummieren der elementweise ausgewerteten Terme muss die globale Knotennum-
merierung beriicksichtigt werden. Dieser Prozess wird als Assemblierung bezeichnet und bei-
spielsweise in [Fish u. Belytschko (2007)) anschaulich beschrieben.

Das Verschiebungsfeld innerhalb eines einzelnen Elements ldsst sich nun durch die Inter-
polation zwischen den Knotenverschiebungen der das Element begrenzenden Punkten o ap-
proximieren. Die gleiche Interpolation wird des Weiteren auf die Variation der Verschiebung
du sowie durch Verwendung des isoparametrischen Konzepts auf die Geometrie in Form der
physikalischen Koordinate = angewandt. Diese Methode wird als (Bubnov-)Galerkin Verfahren
bezeichnet. Verschiebungsfeld, Variation des Verschiebungsfelds und physikalische Koordinate
konnen dann durch

u=DN -u, ou = N -u, =N x (6.9

angendhert werden, wobei IN die zur Interpolation verwendeten Ansatzfunktionen enthélt und
du und & die Variation von u ausgewertet an den Elementknoten und die entsprechenden Kno-
tenkoordinaten bezeichnen. Zur genaueren Definition der Ansatzfunktionen N wird zunéchst
ein natiirliches Element vorgestellt. Der betrachtete Korper befindet sich im physikalischen Ko-
ordinatensystem mit den Koordinaten . Durch die Zerlegung in einzelne Elemente ist es nicht
immer moglich — teilweise aber auch nicht sinnvoll — ein gleichmifBiges Netz zu gewihrleisten.
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Aus diesem Grund wird ein natiirliches Koordinatensystem mit den natiirlichen Koordinaten
& verwendet. Abbildung zeigt exemplarisch zwei beliebige Elemente des physikalischen
Koordinatensystems, die sich beide auf das selbe Element im naturlichen dreidimensionalen
Koordinatensystem beziehen.

Da bei der Elementzerlegung im physikalischen Koordinatensystem hexagonale Elemente
verwendet werden, wird als natiirliches Element ein Wiirfel mit der dimensionslosen Kan-
tenlidnge 2 gewihlt, dessen Mittelpunkt im Koordinatenursprung liegt. Anstatt nun die Ansatz-
funktionen fiir jedes physikalische Element neu zu definieren, werden sie einmal im natiirlichen
Koordinatensystem formuliert. Im Rahmen dieser Arbeit wurden die trilinearen Ansatzfunktio-
nen

Ni© =@+ )&+ &+ D) No(©) =56+ (& +1) (6 1)
M@ =56 -1 &+ E+) No(§) = 56— 1) (E&+1) (& 1)
N (@) =& -1 (&-1E+1) N(©) =5E-DE-1 (&)
Ni®) = 5@+ (E&- D&+ Ne(®) = 5@+ &-1D(E—1) 610

verwendet. Mit Hilfe der Ansatzfunktionen und der Approximationen lassen sich nun
die entsprechenden Ausdriicke in dem PVA ersetzen. Die Berechnung der Dehnung e
erfordert jedoch eine genauere Betrachtung. Es gilt die Definition der Dehnung im Fall kleiner
Auslenkungen

:%(vww). (6.11)

Diese wird also aus der Ableitung der Verschiebungen nach den physikalischen Koordinaten
berechnet. Im Folgenden wird im Rahmen der Betrachtungen zur FEM die Voigt-Notation ver-
wendet, siehe hierzu auch Kapitel 2.1.1} Die Voigt-Notation ist darin und nachfolgend durch ( )
gekennzeichnet, siehe dazu auch Mehrabad1 u. Cowin| (1990). Damit ldsst sich die Berechnung
der Dehnung durch

E=B-u (6.12)

ersetzen, wobei die Differentialoperatormatrix B verwendet wird, die nun die Ableitungen nach
den physikalischen Koordinaten enthilt

0 0 0 T
R P R .
~ 0 0 0
B = — - — ) 6.13
0 81’2 0 8x1 81’3 0 ( )
0 0 0

Wird nun die Approximation der Verschiebung aus Gleichung eingesetzt
E=B N-a, (6.14)

so wird durch die Multiplikation von B - N die Ableitung der von den natiirlichen Koordinaten
abhédngigen Ansatzfunktionen nach den physikalischen Koordinaten benétigt, welche sich fiir
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jede einzelne Komponente k£ durch die Kettenregel berechnen ldsst

ON,(§)  ONp(§) 0§

oxr  0¢ oz
ONi (&) .,
—_— . .1
D€ J (6.15)
Darin ist J die Jacobi-Matrix
a.’L‘l 8:152 8333
06 06 9&
3x1 al'g 8[)’23 8N N
J = =— .z, 6.16
o6, 06 06 | oe " (10
(93:1 81'2 81'3
08 0§ O&3

die durch Verwendung der isoparametrischen Approximation, siche Gleichung (6.9)), bestimmt
werden kann. Der durch

B=B-N (6.17)

gegebene Ausdruck wird als Operatormatrix B definiert. Das PVA ldsst sich schlieBlich unter
der Beriicksichtigung beliebiger konstanter Werte von du

NE NE NE
_ T = il
Ru—g /QB -adV—g /QN-de—g /F N -tdA=0 (6.18)
e=1 e e=1 e e=1 oe

neu formulieren und wird fortan als Residuum R, bezeichnet.

Abschlieend wird eine weitere Vereinfachung beziiglich der Integration eingefiihrt. Die
Beriicksichtigung des natiirlichen Koordinatensystems fordert, dass die Integration im natiirli-
chen und nicht im physikalischen Koordinatensystem durchgefiihrt wird. Der Koordinaten-
wechsel in Bezug auf die Integrale geschieht unter zur Hilfenahme der Jacobi-Determinante
detJ. Des Weiteren kann im gewéhlten natiirlichen Element die GauB3-Quadratur angewandt
werden. Diese ist ein numerisches Verfahren, durch das es moglich ist, anstelle eine Integration
im Intervall von & € [—1, 1] durchzufiihren, die zu integrierende Funktion f (x) an speziellen
Stiitzstellen auszuwerten und diese mit Wichtungsfaktoren w; multipliziert aufzusummieren

1 1 gl
/ / / f($1,3?27373) dridzedrs = Zwiijkf (:Cliax2j7x3k) . (6.19)
—1J-1J-1 Y

Die Stiitzstellen {z1;, 2, T3, } werden auch als Gaupunkte G P bezeichnet und sind im vor-
liegenden Fall quadratischer Funktionen als

(6.20)
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definiert. Die Wichtungsfaktoren sind jeweils 1. Die Integrale iiber das Elementvolumen ), —
hier fiir eine allgemeine Funktion f (&) — lassen sich somit insgesamt durch die Summe der
Funktionswerte an den acht Gau3punkten

8
| F@sag) av =30 1 (GP)detd, (GP)) 621)
e j=1

vereinfachen.

Um nun die Nullstelle des Residuums in Gleichung (6.18) zu bestimmen wird aufgrund des
nichtlinearen Materialmodells das Newton-Raphson-Verfahren verwendet. Wie bereits erwihnt,
handelt es sich bei diesem Verfahren um eine iterative Methode zur Bestimmung von Nullstel-
len. Durch die Formulierung des Residuums R des Iterationsschrittes i + 1

dR!

R =Rl +
u " da

At =0 (6.22)

kann das Verschiebungsinkrement Au durch

S -1

dR! »

Au = — ( 1?“) - Ry, (6.23)
du

ermittelt werden. Darin entspricht R, dem Residuum aus Gleichung (6.18) ausgewertet fiir den
vorangegangenen Iterationsschritt und d R, /du der Tangentenmatrix, die durch Ableitung von
Gleichung (6.18)) nach den gesuchten Knotenverschiebungen bestimmt werden kann

dRr: JE dé NE dé
u _ BT. — BY.— .B . 24
di ; /Q 1wV ; /Q e B 6.24)

Die Verschiebung des Iterationsschritts ¢ 4+ 1 kann dann durch

ut =u + Ad (6.25)

ermittelt werden. Ist das fiir diese Losungsvariable ausgewertete Residuum null oder erreicht
zumindest eine gewihlte Toleranz, so kann die Iteration beendet werden. Ansonsten wird mit
dem nichsten Iterationsschritt fortgefahren bis dieser Zustand erreicht ist.

Im Fall der linearen Konstitutivbeziehung, gegeben durch das Hookesche Gesetz
c=E-¢, (6.26)

kann die in Gleichung (6.24)) auftauchende Materialtangente d&/dé einfach durch die Stei-
figkeitsmatrix [E identifiziert werden. Im Fall eines nichtlinearen Zusammenhangs zwischen
Spannung und Dehnung — zum Beispiel durch interne Variablen, die ihrerseits Einfluss auf die
Spannung nehmen, aber auch von der Dehnung abhédngen — hiingt die Materialtangente von der
Diskretisierung der internen Variablen und der Spannung ab, was anhand der folgenden Kapitel
veranschaulicht wird. Zur kompakteren Schreibweise wird dabei wiederum auf die in Tabelle
[5.1] eingefiihrte Nummerierung der einzelnen Modellansitze zuriickgegriffen.
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6.2 Implementierung des Materialmodells 1b

Da das Modell 1a aufgrund der getrennten Auswertung der Entwicklung der Mikrostruktur fiir
jedes Korn eine deutlich erhohte Berechnungszeit verlangt, wird zur Betrachtung der wihrend
der Phasenumwandlung stattfindenden plastischen Deformation auf Finite-Elemente-Ebene le-
diglich das Modell 1b mit der sich entwickelnden Orientierungsverteilungsfunktion aus Kapitel

verwendet.

Zur Implementierung des nichtlinearen Materialverhaltens muss nun — die Ausfiihrungen im
vorangegangenen Kapitel erginzend — zur Bestimmung der Tangentenmatrix d R, /d in Glei-
chung (6.24)) die totale Ableitung der Spannung nach der Dehnung bestimmt werden. Zur Be-
stimmung dieser Materialtangente dg/dé miissen dazu zunichst die Spannung und die Evolu-
tionsgleichungen fiir die internen Variablen diskretisiert werden. Zur zeitlichen Diskretisierung
der Entwicklungsgleichungen fiir die internen Variablen wird — in Ubereinstimmung zu dem in
Junker u. Hempel| (2017) prisentierten Vorgehen — ein Taylor-Polynom ersten Grades herange-
zogen, siehe beispielsweise in Hermann (201 1). Fiir eine allgemeine Funktion y(z), ldsst sich
der aktuelle Wert demnach durch

ay'

y (2" =y (2!) + 52| AT (6.27)

berechnen. Darin bezieht sich die Notation (-)!™! auf den aktuellen und ()" auf den vorherigen
Lastschritt. Sowohl die Funktion als auch ihre Ableitung werden folglich als Funktionen des
Wertes von x des vorherigen Lastschrittes berechnet. Das Inkrement Ax meint die Anderung
der Variable x zwischen den beiden Lastschritten.

Die interne Variable der Volumenanteile A des momentanen Lastschritts kann mit Hilfe des
Taylor-Polynoms durch

o'
A=A+ = At (6.28)
ot
zeitlich diskretisiert werden. Darin bezeichnet die partielle Ableitung OX/Jt die Rate der inter-
nen Variable und entspricht der in Kapitel hergeleiteten Evolutionsgleichung (4.38)). Wird
diese in (6.28) eingesetzt, so ergibt sich die explizite Berechnung

AT = A Brdevy PL (6.29)

e

worin die Variable fr = At verwendet wird. Der aktive Deviator in Gleichung (6.29) wird
folglich durch Verwendung der Dehnung und der internen Variablen des vorherigen Lastschritts
berechnet: dev 4 P, = dev4 Pr(e!, A'). Dem entsprechend wird auch der Konsistenzparame-
ter St mit Hilfe der Kuhn-Tucker-Bedingungen unter Beriicksichtigung der FlieBgrenze
® = ®(e', A™") — ausgehend von der Dehnung des vorherigen Lastschritts — bestimmt.

Die Verwendung der gleichen Diskretisierung wie in Gleichung (6.28)) auf die restlichen in-
ternen Variablen, die plastische Dehnung ep und die Eulerwinkel o, ergibt

ebt = pl+ Pr dev P, (6.30)
k "

ot = ol + Atg Pl (6.31)
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mit dem diskretisierten viskosen Parameter Atg = At/ v/2rgr und den Triebkriften der Euler-
winkel

(P, — P,cos?) /(1 — cos® )
Py = Py . (6.32)
(P, — Pycos?) /(1 — cos* V)

Ebenfalls auf Grundlage der Taylor-Reihenentwicklung und dquivalent zu Junker u. Hempel
(2017) folgt fiir die Spannungen aus (4.54))

l l

ot — ol g_‘: : (€l+1 _€1) n g_z '(al-i-l _al)
do |’ o |
o (=) + a—; (et —el) (6.33)

Diese Herangehensweise fiihrt zu einem sogenannten Operator Split und damit einer leicht
verzogerten Evolution der internen Variablen gegeniiber dem Dehnungs- bzw. Verschiebungs-
feld. Es kommt dadurch zu einer leichten Entkopplung, da im momentanen Zeitschritt nun
der Einfluss der eigentlich aktuellen internen Variablen auf das Verschiebungsfeld entfillt, je-
doch ist deren Auswirkung auf das Materialverhalten bei gentigend kleinen Schrittweiten ver-
nachlédssigbar gering.

Die partielle Ableitung d (o) /O (+) |' beschreibt die Ableitung der Spannung nach den je-
weiligen Variablen des vorangegangenen Lastschritts [, von dem die internen Variablen bereits
bekannt sind. Diese partiellen Ableitungen der Spannung konnen direkt aus Gleichung
berechnet werden:

l
g_z _ @ (6.34)
ao_ l B aQT - !
Oo — ok ( 9 ~n-Q) (6.35)
do | . -
% — EE'o-E:(Q" 0 Q+ep) (6.36)
l
370 _ _EAl'. (6.37)
P

Die fiir die Ableitung des Residuums (6.24) zu bestimmende Materialtangente kann dann durch
die totale Ableitung der diskretisierten momentanen Spannung (6.33) nach der momentanen
Dehnung €'*! unter Anwendung der Kettenregel durch

: 0N 9o
Oeltl  Qep

L oatt 0o
Oelt1 oA

15/e"

da.l—i—l 8_0'

deltl  Oe

l I+1
. Oep

oot (6.38)

ausgedriickt werden. Die darin auftauchenden Subtangenten 0 (-)""" /9e!*!, die die partielle
Ableitung der aktuellen internen Variablen A'"! nach der momentanen Dehnung beschreiben,
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ergeben sich durch die Unabhingigkeit der diskretisierten Evolutionsgleichungen (6.29)-(6.31))
zu null:

dalt! N1 delt!
Del+l 0, Del+l 0, Del+1 0. (639

Daraus resultierend ldsst sich die Materialtangente reduzieren und schlielich durch

do'*t ool -
— = —| =F! 6.40

deltt  Oe (6.40)
schreiben. Sie entspricht somit der Steifigkeitsmatrix der Phasenzusammensetzung des voran-
gegangenen Zeitschritts. Folglich ldsst sich die Tangentenmatrix d R, /du in Gleichung (6.24)
zur Durchfiihrung des Newton-Verfahrens zur Bestimmung der gesuchten Knotenverschiebun-
gen u berechnen, vergl. Junker u. Hempel (2017).

6.3 Implementierung des Materialmodells 2a

In Kapitel 4.2.5| wurde das Materialmodell zur Beschreibung der funktionalen Ermiidung mit
ratenunabhédngigen Evolutionsgleichungen fiir die reversiblen und irreversiblen Volumenanteile
hergeleitet.

Auf Grundlage der Taylor-Reihenentwicklung, siehe Gleichung und Junker u. Hempel
(2017), konnen dquivalent zum im vorangegangenen Abschnitt |6.2| prasentierten Verfahren die
Evolutionsgleichungen der internen Variablen der reversiblen und irreversiblen Volumenfrak-
tionen, A und p, sowie der Eulerwinkel o durch

A = A %devAPlT (6.41)
AL
ol = ol + Atg Py (6.42)
ptt = pl+ %devAPlT (6.43)
4
und die Spannung aus Gleichung (4.77)) durch
da |’ o |
ot = ol 4 a_‘: :(€l+1—€l)—|— a_g .(al+1_al)

oo ' oo |'

+ x| (AF =X + ol (P =Pl . (6.44)

ermittelt werden.

Die partiellen Ableitungen der Spannung 9 (o) /9 (-) |' werden wiederum mit Hilfe von Glei-
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chung (4.77) zu

a_o_l
Oe
oo |! _roQ"

do |' do| = = T l
N o =-E-E'0-E:(Q" n-Q)| (6.47)

= E (6.45)

(6.46)

l

ermittelt. Die fiir die Ableitung des Residuums (6.24)) benétigte Materialtangente resultiert
schlieBlich in

!
det!  Oo

_— = —E. 4
delt1 Oe (6.48)

Wie bereits fiir Modell 2b in Gleichung (6.40) handelt es sich bei der Materialtangente um die
effektive Steifigkeitsmatrix des vorherigen Lastschritts.

6.4 Implementierung des Materialmodells 2b

Aquivalent zum in den vorherigen Kapiteln prisentierten Vorgehen lisst sich ebenso die Ma-
terialtangente fiir das ratenabhiingige Materialmodell aus Kapitel berechnen. Die Dis-
kretisierung der Spannung ist identisch zu Gleichung und auch die Diskretisierung der
Eulerwinkel stimmt durch identische Evolutionsgleichungen mit den Formulierungen im vor-
herigen Unterkapitel iiberein. Der einzige Unterschied ergibt sich aus der Diskretisierung der
ratenabhiingigen Evolutionsgleichungen der reversiblen und irreversiblen Volumenanteile

At T
) (R U A | [ S R P 6.49
R R 4
At r
I+1 I T T1 I
= p+ 1— dev 4 P , 6.50
+

die aber ebenfalls auf Grundlage des Taylor-Polynoms erster Ordnung erfolgt. Aquivalent zu
Modell 2a mit ratenunabhéingiger Evolution der Volumenanteile, hidngen auch hier die Ent-
wicklungsgleichungen daher nicht von der momentanen maskroskopischen Dehnung &!*! ab.
Die partiellen Ableitung ergeben sich wiederum zu null und es folgt die gleiche Materialtan-

gente, wie bereits in Gleichung (6.40) bzw. (6.48) gegeben.
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7 Numerische Ergebnisse der Finite-Elemente-Berechnung

In diesem Kapitel werden Simulationsergebnisse fiir verschiedene Randwertprobleme prisen-
tiert. Die Berechnungen erfolgen, wie bereits erwéhnt, mit Hilfe der Software FEAP — A Finite
Element Analysis Program (University of California, Berkeley|(2003))) und auf Grundlage der in
den Kapiteln {4 und [f] hergeleiteten Ansitze. Die resultierenden Konturdiagramme wurden mit
Hilfe der Visualisierungssoftware PARAVIEW (National Technology & Engineering Solutions
of Sandia, LLC (NTESS), Kitware Inc.|(20035))) erzeugt und zeigen die von den GauBBpunktwer-
ten aus auf die Netzknoten extrapolierten Werte der einzelnen Grof3en.

Zur besseren Ubersicht wird auf die bereits in Tabelle veranschaulichte Nummerierung
der betrachteten Modelle verwiesen. Aufgrund des erheblichen Vorteils hinsichtlich der Re-
chenzeiten erfolgen die Simulationen auf Finite-Elemente-Ebene fiir das Materialmodell zur
Abbildung simultan stattfindender Phasentransformationen und plastischer Deformationen le-
diglich unter Verwendung der Eulerwinkel zur Beschreibung der polykristallinen Struktur (Mo-
dell 1b) aus Kapitel B.1.8] Zu diesem Zweck werden fiinf Probleme prisentiert. Bei dem er-
sten Berechnungsbeispiel handelt es sich um einen zyklisch beanspruchten Zugdraht mit zwei
unterschiedlich feinen Netzen. Das zweite Berechnungsbeispiel zeigt einen ebenso zyklisch
auf Zug beanspruchten Streifen. Die abschlieenden Beispiele der Lochscheibe, des Sinusrings
und der Feder zeigen eine mehrdimensionalere Anwendung des ersten Materialmodells mit ei-
ner deutlich lokaleren Auspridgung der stattfindenden Phasentransformationen und plastischen
Deformationen. Im Anschluss an die Auswertungen fiir den Modellansatz 1b werden Finite-
Elemente-Simulationen fiir die Phasentransformation mit gleichzeitiger Bildung irreversiblen
Martensits, siehe Kapitel vorgestellt. Im zweiten Kapitel werden dazu Ergebnisse fiir
das bereits in Waimann u. a. (2018]) veroffentlichte Modell 2a mit ratenunabhéniger Evolution
der Volumenfraktionen aus Kapitel prisentiert. Die bereits in [Waimann u. a.[ (2018) prédsentier-
ten Berechnungsbeispiele des Zugdrahts, der Lochscheibe, des Sinusrings und der Feder werden
um die Simulationen eines Streifens und eines Risses ergiinzt. Sie zeigen dabei die Auswirkun-
gen einer zyklischen Belastung und der einhergehenden funktionalen Ermiidung des jeweiligen
Bauteils. Der mal3gebliche Unterschied zwischen diesen Simulationen ist eine unterschiedlich
stark ausgeprigte Lokalisierung der auftretenden Effekte. Im Anschluss daran werden im drit-
ten Unterkapitel Berechnungen fiir das Materialmodell 2b mit ratenabhéngiger Evolution
der Phasenanteile gezeigt, um die bereits in Kapitel verdeutlichten Unterschiede beziiglich
der verschiedenen Materialverhalten zu belegen und die beiden Modellansétze 2a und 2b hin-
sichtlich der Rechenzeiten und numerischen Stabilitit zu vergleichen.

7.1 Finite-Elemente-Berechnungen fiir Modell 1b

7.1.1 Draht unter zyklischer Zugbeanspruchung

Bei dem ersten Randwertproblem, das fiir das Modell 1b auf Finite-Elemente-Ebene gelost
wird, handelt es sich um einen Draht, der einer zyklischen Zugbelastung ausgesetzt ist. Dieses
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erste Berechnungsbeispiel orientiert sich an dem in Wagner| (2005) durchgefiihrten Zugversuch.

u*=0 » u*

L8

\\\\\ A A A A A A A
A A

\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\ 1
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Abbildung 7.1: Zugdraht mit zwei unterschiedlichen Netzen (612 und 1020 Elemente), Rand-
wertproblem, Waimann u. a. (2018).

Der betrachtete Draht ist 51 mm lang, seine gedehnte Linge betrdgt 45 mm und er besitzt
eine Querschnittsfliche von 1.13097 mm?. Wie in Abbildung dargestellt, wird der Stab an
der linken Seite gehalten und an der rechten Seite durch eine Verschiebung u* zyklisch belastet.
Um die experimentellen Zugversuche nach Wagner| (2005) nachzuvollziehen, ist die maximale
vorgegebene Verschiebung 2.77875 mm. Der Draht wird in zehn Zyklen mit jeweils 4000 Bela-
stungsschritten be- und entlastet. Die Funktion der Verschiebung wird in Abbildung darge-
stellt. Darin markiert sind auch die Lastschritte, fiir die nachfolgend Strukturdiagramme fiir die

m Ausgabe A, o Ausgabe [,

Abbildung 7.2: Zugdraht, Modell 1b, vorgegebene Verschiebung der einzelnen Lastschritte mit
Markierung der ausgegebenen Belastungsschritte.

Entwicklung des Austenitgehalts A\ und der absoluten plastischen Dehnung |ep|,, . prdsentiert
werden. Diese absolute plastische Dehnung wird durch

NE 8

_ 1 _
|€Paps = mZZ\&D!i (7.1)

e=1 j=1

als Mittelwert der N E Elemente und acht Gaullpunkte berechnet und ist dadurch, dass we-
der die GroBe der Elemente noch des transformierenden Gebietes beriicksichtigt wird, eher als
qualitatives MaB fiir die Entstehung plastischer Deformationen zu verstehen. Diese erste Be-
rechnung wird fiir zwei unterschiedliche Netze durchgefiihrt, die sich wie in Abbildung
dargestellt durch eine abweichende Anzahl an Elementen in Léngsrichtung unterscheiden. Das
grobe Netz besteht aus 612, das feine aus 1020 Elementen. Die Startwerte fiir die Eulerwinkel
entsprechen den Werten aus Kapitel [5.2]und lauten somit c; = {2.6260, 1.8406, 5.9814}. Der
Viskositidtsparameter fiir die Entwicklung der Eulerwinkel ist mit 0.003 1/GPa angenommen.

Das resultierende Spannungs-Dehnungs-Diagramm sowie die Entwicklung der absoluten pla-
stischen Dehnung werden in Abbildung dargestellt. Zu Beginn der ersten Belastungspha-
se verhilt sich das rein austenitische Material linear-elastisch. Nach Erreichen einer gewissen
Spannung setzt die Phasentransformation ein und die Spannung bleibt — abgesehen von einer ab-
gebauten Erhohung zu Beginn aufgrund der Eulerwinkeldnderung — konstant. Zeitgleich kommt
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Abbildung 7.3: Zugdraht mit zwei unterschiedlichen Netzen (612 (strichliert) und 1020 Ele-
mente (grau)), Modell 1b, links: Spannungs-Dehnungs-Diagramm, rechts: pla-
stische Dehnung.

es durch die gekoppelten Evolutionsgleichung zur Bildung plastischer Dehnungen, siehe hierzu
auch die Strukturdiagramme fiir den ersten Belastungszyklus in den Abbildungen [7.4]und
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Abbildung 7.4: Zugdraht, Modell 1b, Austenitgehalt des ersten Zyklus, 612 Elemente.
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Abbildung 7.5: Zugdraht, Modell 1b, plastische Dehnung des ersten Zyklus, 612 Elemente.

Die Entwicklung der Mikrostruktur erfolgt zuniichst homogen (1) und bildet dann eine er-
kennbare Front aus, die sich von einem mittigen Bereich des Drahtes zu den Dirichlet-Réndern
ausbreitet (2)-(4). Die Entlastung des Bauteils fiihrt zunzichst zu einer linearen Abnahme der
Spannung bevor die Riicktransformation von Martensit zu Austenit einsetzt (5). Diese hat zum
einen die Bildung des unteren Spannungsplateaus zur Folge, geht allerdings des Weiteren mit
einer weiteren Zunahme plastischer Deformationen einher, die sich diesmal in der Nihe der
Dirichlet-Rénder beginnend weiter in die Mitte des Bauteils ausbreiten (5). Liegt wieder ein
rein austenitisches Material vor (6) erfolgt eine lineare Abnahme der restlichen Spannnung,
wobei bei totaler Entlastung o = 0 immer noch eine geringe Restdehnung vorliegt. Wird dieser
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Belastungszyklus nun wiederholt, bleibt die Entwicklung des Austenits in den einzelnen Zy-
klen gleich, siehe hierzu das Konturdiagramm des zehnten Zyklus in Abbildung Die beiden

1.0 -
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Abbildung 7.6: Zugdraht, Modell 1b, Austenitgehalt des zehnten Zyklus, 612 Elemente.

Spannungsplateaus — vor allem das obere — sinken jedoch mit wachsender Zyklenzahl ab und es
bleibt jeweils eine wachsende Dehnung nach jedem Zyklus zuriick. Diese steht im Zusammen-
hang mit der wachsenden plastischen Dehnung, siehe neben Abbildung|/.3|auch das Konturdia-
gramm des groben Netzes in Abbildung Wie bereits fiir die Materialpunktsuntersuchungen
in Kapitel [5.1] zeigt sich auch auf Finite-Elemente-Ebene der Effekt der abnehmenden plasti-
schen Dehnung, der in spéteren Zyklen wihrend der Transformation von Austenit in Martensit
auftritt. Dieser verhindert aber nicht das kontinuierliche Wachstum der bleibenden Dehnung
nach jedem Zyklus.
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Abbildung 7.7: Zugdraht, Modell 1b, plastische Dehnung nach den einzelnen Zyklen, 612
Elemente.

Der Vergleich des Spannungs-Dehnungs-Diagramms und der Entwicklung der absoluten pla-
stischen Dehnung fiir die beiden unterschiedlichen Netze in Abbildung zeigt eine liberein-
stimmende Spannungs-Dehnungs-Relation. Eine minimale Abweichung entsteht lediglich im
oberen Spannungsplateau nach Beendigung der Winkelkorrektur. Auch die Entwicklung der
plastischen Dehnung stimmt fiir die ersten Lastzyklen iiberein. Es entsteht jedoch eine leich-
te Abweichung durch eine stirkere Entwicklung von ep fiir das grobe Netz, die sich iiber die
einzelnen Belastungszyklen akkumuliert. Die Austenitentwicklung innerhalb des feinen Netzes
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wird fiir ausgewihlte Lastschritte in Abbildung|[/.8|dargestellt. Die Betrachtung der Konturdia-
gramme fiir die Austenitentwicklung im ersten und letzten Zyklus zeigt eine gute Ubereinstim-
mung, wobei auch hier eine leichte Abweichung des Austenitgehalts wihrend der ersten Bela-

stungsphase (2) zu erkennen ist. Abbildungen[7.9und[7.10]zeigen die Formation der plastischen
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Abbildung 7.8: Zugdraht, Modell 1b, Austenitgehalt des ersten und letzten Zyklus, 1020
Elemente.

Dehnung in der feiner vernetzten Struktur fiir den ersten und nach jedem weiteren Zyklus. Trotz
der leichten Abweichung innerhalb der absoluten plastischen Dehnungsentwicklung in Abbil-
dung zeigt sich durch Vergleich mit den Konturdiagrammen des feineren Netzes eine gute
Ubereinstimmung der Ergebnisse.
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Abbildung 7.9: Zugdraht, Modell 1b, plastische Dehnung des ersten Zyklus, 1020 Elemente.

Wie an der Absenkung der Spannungsplateaus und der Bildung einer bleibenden Dehnung
erkennbar, ist das Materialmodell mit gekoppelter Phasenumwandlung und plastischer Defor-
mation in der Lage den in Kapitel beschriebenen Effekt der funktionalen Ermiidung abzu-
bilden. Ein Vergleich der Spannungs-Dehnungs-Diagramme der Simulation aus Abbildung
mit den experimentellen Daten nach Wagnerj (2005) aus Abbildung [3.6] zeigt die gute qualitati-
ve Ubereinstimmung der experimentell beobachteten Effekte. Es zeigt sich jedoch auch, das im
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Abbildung 7.10: Zugdraht, Modell 1b, plastische Dehnung nach den einzelnen Zyklen, 1020
Elemente.

Rahmen der Modellierung eine deutlich geringere Menge bleibender Dehnungen gebildet wird.
Insgesamt handelt es sich bei dem Modell 1b dennoch um ein geeignetes Modell, eine erste
Abschitzung der mikrostrukturellen Veridnderungen sowie des komplexen Materialverhaltens
zu liefern.

7.1.2 Zyklisch belasteter Zugstreifen

Erginzend zum Beispiel des zyklisch belasteten Drahtes wird ein Streifen gleicher Linge be-
trachtet, der ebenso der gleichen wiederholten Belastung ausgesetzt ist, siche Abbildung
Wie bereits fiir den Zugdraht wurde auch der viskose Parameter mit 0.005 1/GPa und die anfdang-
liche Winkelkombination mit oy angenommen, siche Kapitel Die Konturdiagramme fiir
den Austenitgehalt und die absolute plastische Dehnung werden fiir die in Abbildung ge-
kennzeichneten Lastschritte erzeugt.
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Abbildung 7.11: Zugstreifen, Randwertproblem.

Abbildung zeigt die Beziehung zwischen Spannung und Dehnung sowie die Entwick-
lung der absoluten plastischen Dehnung. Die Spannung wurde dazu durch Division der auf-
summierten Reaktionskrifte an den Knoten mit vorgegebener Verschiebung durch die Quer-
schnitsfliche des Streifens von 2.244 mm? berechnet. Die Dehnung ergibt sich durch Division
der gemittelten Verschiebung durch die gedehnte Linge von 45 mm. Aufgrund der gewihlten
Winkelkombination o, und damit der giinstigen Initialisierung der Eulerwinkel zeigt sich be-
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m Ausgabe A, o Ausgabe |g|

Abbildung 7.12: Zugstreifen, Modell 1b, vorgegebene Verschiebung der einzelnen Lastschritte
mit Markierung der ausgegebenen Belastungsschritte.

reits auf Materialpunktebene ein Ausbleiben der Spannungserhohung im ersten Zyklus. Anson-
sten stimmt das Materialverhalten im Wesentlichen mit dem des Drahts iiberein. Auch anhand
dieses Beispiels zeigt sich der Effekt der funktionalen Ermiidung anhand der sinkenden Plateau-
spannungen und der Formation der bleibenden Dehnung. Auch kommt es wie bereits im ersten
Berechnungsbeispiel zum Abbau der plastischen Dehnung wihrend der Austennitabnahme in
den spiteren Belastungszyklen.
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Abbildung 7.13: Zugstreifen, Modell 1b, links: Spannungs-Dehnungs-Diagramm, rechts: pla-
stische Dehnung.

Anhand der Konturdiagramme fiir den Austenitgehalt des ersten und letzten Zyklus in den
Abbildungen[7.14{und wird die durch das Zyklieren unbeeindruckte, zundchst homogene-
re und spiter lokalere Phasenumwandlung deutlich, die stets komplett reversibel ist, siehe (6)
und (9. Diese Phasentransformation geht wiederum einher mit der Bildung der plastischen
Dehnungen, die aufgrund der gekoppelten Evolutionsgleichungen aus Gleichung (4.58) in den
gleichen Elementen wie die Transformation stattfindet, siehe das Konturdiagramm fiir den er-
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Abbildung 7.14: Zugstreifen, Modell 1b, Austenitgehalt des ersten Zyklus.
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Abbildung 7.15: Zugstreifen, Modell 1b, Austenitgehalt des zehnten Zyklus.
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Abbildung 7.16: Zugstreifen, Modell 1b, plastische Dehnung des ersten Zyklus.
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Abbildung 7.17: Zugstreifen, Modell 1b, plastische Dehnung nach den einzelnen Zyklen.
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sten Zyklus in Abbildung Ebenso wie bereits im Zugdraht jedoch im Streifen schwicher
ausgepragt zeigt sich wihrend der Riicktransformation eine verstérkte plastische Deformation
ausgehend von den Dirichlet-Rindern (5). Diese ist jedoch deutlich weniger lokalisiert ausge-
prégt als im vorangegangenen Berechnungsbeispiel. Abbildung zeigt ergdnzend zum Dia-
gramm in Abbildung|[7.13]den Anstieg der plastischen Dehnung anhand eines Konturdiagramms
der plastischen Dehnung nach jedem Belastungszyklus. Auch daran wird die qualitativ gleich
ausgeprigte Anderung der Mikrostruktur der beiden ersten Berechnungsbeispiele deutlich.

7.1.3 Lochscheibe unter zyklischer Zugbeanspruchung

Das dritte Berechnungsbeispiel fiir das Modell mit simultaner plastischer Deformation behan-
delt eine Scheibe mit quadratischem Grundriss mit einer Seitenlinge von 1.0 mm und einer
Dicke von 0.06 mm. In der Mitte der Scheibe befindet sich ein kreisrunder Ausschnitt mit ei-
nem Durchmesser von 0.2 mm. Der Korper wird mit Hilfe von 920 Elementen diskretisiert.
Wie in Abbildung dargestellt wird die Lochscheibe an ihrer linken Seite gehalten und
an der rechten durch eine zyklisch aufgetragene Verschiebung belastet. Der Maximalwert der
Verschiebung lautet 0.03 mm. Der Verlauf wird in Abbildung dargestellt. Fiir die Euler-

u*=0

t=0.06mm

wwo'
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22222222222
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Abbildung 7.18: Lochscheibe, Randwertproblem, Waimann u. a.[ (2018]).

m Ausgabe A, o Ausgabe g,
@

2000 20000

Abbildung 7.19: Lochscheibe, Modell 1b, vorgegebene Verschiebung der einzelnen Lastschritte
mit Markierung der ausgegebenen Belastungsschritte.
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Abbildung 7.20: Lochscheibe, Modell 1b, Austenitgehalt unterschiedlicher Lastschritte.
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Abbildung 7.21: Lochscheibe, Modell 1b, plastische Dehnung unterschiedlicher Lastschritte.
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winkel wurde die Winkelkombination a; und fiir den viskosen Parameter Aty = 0.005 1/GPa
angenommen.

Die Konturdiagramme fiir den Austenitgehalt und die plastische Dehnung werden fiir die in
Abbildung gekennzeichneten Lastschritten in den Abbildungen und dargestellt.
Das Kraft-Verformungs-Diagramm und die qualitative Entwicklung der absoluten plastischen
Dehnung werden in Abbildung prasentiert und zeigen wie bereits die vorherigen Berech-
nungen eine Entwicklung bleibender Dehnungen mit einhergehender Absenkung vor allem des
oberen Plateaus. Die Umwandlung von Austenit und Martensit, siche Abbildung tritt im
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101
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Abbildung 7.22: Lochscheibe, Modell 1b, links: Last-Verformungs-Diagramm, rechts: plasti-
sche Dehnung.

Fall der Lochscheibe deutlich lokalisierter auf als fiir die ersten beiden prédsentierten Rand-
wertprobleme. Nach der Initialisierung am Loch in der Mitte der Platte (1) breitet sich die Pha-
senumwandlung punktsymmetrisch weiter in die Struktur aus (2). Mit zunehmender Zyklenzahl
wird diese Punktsymmetrie immer mehr abgebaut, siche @, @, und , bis sich schlieBlich
eine immer mehr bogenartige Martensitstruktur (13) zeigt. Der maBgebliche Grund fiir die Ande-
rung der transformierenden Bereiche liegt in diesem Fall in der Initialisierung und Entwicklung
der Eulerwinkel. Wihrend die Startwerte oy eine punktsymmetrische Mikrostrukturinderung
begiinstigen, resultieren die sich in diesem Fall relativ langsam entwickelnden Winkel in einer
zunehmend achsensymmetrischen Transformation. Diese im Vergleich zu den Drahtbeispielen
in Kapitel auftretende langsamere Evolution fiihrt zu einem geringeren Spannungsun-
terschied zwischen dem ersten und zweiten Zyklus bzw. dem Ausbleiben der Bildung einer

Spannungsspitze, vergl. Kapitel

7.1.4 Sinusring unter zyklischer Druckbeanspruchung

Bei dem des Weiteren betrachteten sinusformigen Klemmring handelt es sich um ein Berech-
nungsbeispiel, das eine tatsdchliche Anwendung fiir die Industrie darstellt. Das Bauteil be-
sitzt einen inneren Radius von 2.75 mm, eine radiale Breite von 0.5 mm und eine Dicke in
z-Richtung von 0.187 mm. Die Amplitude der zu einem Ring geschlossenen Sinusfunktion be-
trigt 0.625 mm. Abbildung|[7.23|zeigt schematisch das betrachtete Randwertproblem. Die Struk-
tur wurde zur Analyse im Rahmen der Finite-Elemente-Methode in 1890 Elemente unterteilt.
Der Klemmring wird an den markierten Punkten gehalten und in zehn Lastzyklen mit jeweils
4000 Lastschritten und einer maximalen Verschiebung von —0.1 mm zusammengedriickt und
anschlieBend entlastet. Die Funktion der vorgegebenen Verschiebung wird wiederum zusammen
mit den markierten Lastschritten in Abbildung dargestellt. Als Initialisierungswinkelkom-
bination wird oy verwendet und der Viskositidtsparameter fiir die Entwicklung der Eulerwin-
kel wird mit 0.01 1/GPa angenommen. Das resultierende Last-Verformungs-Diagramm und die
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Abbildung 7.23: Sinusring, Randwertproblem, Waimann u. a. (2018).
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Abbildung 7.24: Sinusring, Modell 1b, vorgegebene Verschiebungen der einzelnen Lastschritte
mit Markierung der ausgegebenen Belastungsschritte.

Entwicklung der absoluten plastischen Dehnung werden in Abbildung dargestellt. Im Ver-
gleich zum vorherigen Berechnungsbeispiel der zyklisch banspruchten Lochscheibe zeigt sich
ein besonders starker Abfall der Plateauspannungen zwischen dem ersten und zweiten Last-
zyklus, der eine Folge der gewihlten Startwerte und des Viskositidtsparameters der Eulerwin-
kel ist. Nach der starken Korrektur von o im ersten Lastzyklus zeigt sich die konvergierende
Plateauabsenkung infolge der funktionalen Ermiidung mit gleichzeitiger Bildung plastischer
Dehnungen, genau wie bereits in den vorangegangenen Berechnungsbeispielen. Auch die Kon-
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Abbildung 7.25: Sinusring, Modell 1b, links: Last-Verformungs-Diagramm, rechts: plastische
Dehnung.

turdiagramme — fiir den Austenitgehalt in Abbildung und fiir die plastische Dehnung in
Abbildung — zeigen die simultane Entwicklung der beiden mikrostrukturellen Effekte.

Die Phasentransformation und somit auch die plastische Deformation beginnen dabei in der
unmittelbaren Nihe der Dirichlet-Rinder und breiten sich von dort aus weiter in den Ring aus
(1-(3). Diese stark ausgepriigten martensitischen Fronten ziehen sich ebenso bei der Entlastung
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Abbildung 7.26: Sinusring, Modell 1b, Austenitgehalt unterschiedlicher Lastschritte.
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Abbildung 7.27: Sinusring, Modell 1b, plastische Dehnung unterschiedlicher Lastschritte.
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aus dem Bauteil heraus (4) bis wieder ein vollstindig austenitischer Zustand vorliegt (5). Zum
Zeitpunkt der maximalen Belastung der spéteren Zyklen zeigt sich, dass der Bereich der keine
Mikrostrukturinderung erfihrt mit jedem Belastungsdurchlauf geringer wird (3), (6), und
(3. Die Bildung der plastischen Dehnung findet aufgrund der gekoppelten Evolutionsgleichun-
gen wiederum in den gleichen Bereichen wie die Phasenumwandlung statt , siche Abbildung

7.1.5 Feder unter zyklischer Zugbeanspruchung

Bei dem letzten Randwertproblem, das fiir das Modell mit simultaner Bildung plastischer Deh-
nungen betrachtet wird, handelt es sich um das stirker dreidimensional ausgeprigte Beispiel
einer Feder. Die Feder der Linge 21.8 mm und mit dem Durchmesser 6 mm besteht aus einem
Draht des Durchmessers 2 mm. Geometrie und Randbedingungen werden in Abbildung
dargestellt. Das Bauteil wird gemil} der in Abbildung prasentierten Verschiebungsfunkti-
on zyklisch bis zu einer maximalen Verschiebung von 12 mm belastet. Die Konturdiagramme

\%

P
N

21.8mm

Abbildung 7.28: Feder, Randwertproblem, Waimann u. a. (2018).
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Abbildung 7.29: Feder, Modell 1b, vorgegebene Verschiebungen der einzelnen Lastschritte mit
Markierung der ausgegebenen Belastungsschritte.

fiir die Austenitentwicklung und die plastische Deformation in den Abbildungen und
zeigen, dass die Mikrostrukturdnderung aufgrund der geringeren Belastung nur auf einen klei-
nen Bereich der Feder beschrinkt ist. Die Phasentransformation wird im Inneren der Feder
initialisiert (1) und breitet sich mit fortschreitender Belastung auf duBere Bereiche aus (2)-(3),
um diese mit einsetzender Riicktransformation wihrend der Entlastungsphase wieder zu verlas-
sen (4). Betrachtet man den Lastschritt maximaler Belastung spiterer Zyklen in (6),d0 und (3
zeigt sich, dass die zunehmende Zyklenzahl und gebildete Menge plastischer Dehnungen keinen
wesentlichen Einfluss auf die transformierenden Regionen hat. In eben diesen Regionen findet
die gekoppelte plastische Deformation statt, die im Beispiel der Feder ebenfalls stark lokalisiert
stattfindet und dementsprechend hauptsichlich im Inneren der Feder. Das resultierende Last-
Verformungs-Diagramm in Abbildung (links) zeigt wiederum den Effekt der funktionalen
Ermiidung: zum einen verschiebt sich die Hysterese zu betraglich geringeren Spannungen, zum
anderen bildet sich eine bleibenden Dehnung, die im Zusammenhang mit der in Abbildung
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Abbildung 7.30: Feder, Modell 1b, Austenitgehalt unterschiedlicher Lastschritte.
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Abbildung 7.31: Feder, Modell 1b, plastische Dehnung nach den einzelnen Zyklen.
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(rechts) dargestellten und insgesamt mit jedem Zyklus wachsenden absoluten plastischen
Dehnung steht.
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Abbildung 7.32: Feder, Modell 1b, links: Last-Verformungs-Diagramm, rechts: plastische
Dehnung.

7.2 Finite-Elemente-Berechnungen fiir Modell 2a

7.2.1 Draht unter zyklischer Zugbeanspruchung

Genau wie fiir Modell 1b wird auch fiir das ratenunabhéngige Modell mit simultaner Entwick-
lung irreversiblen Martensits der zyklierte Zugdraht als erstes Berechnungsbeispiel gewihlt. Die
sich an den experimentellen Untersuchungen nach Wagner| (2005) orientierenden Abmafe wur-
den bereits in Kapitel verwendet, siche Abbildung Die Verschiebungsfunktion ist in
Abbildungen abgebildet und beinhaltet wieder die linear in je 2000 Schritten aufgetragene
und zuriickgebildete maximale vorgegebene Verschiebung von u* = 2.77875 mm. Die folgen-
den Darstellungen und Ausfiihrungen wurden im Wesentlichen bereits in Waimann u. a.| (2018)
verOffentlicht. Abbildung gibt neben der linearen Verschiebungsfunktion einen Uberblick

m Ausgabe A, o Ausgabe p

Abbildung 7.33: Zugdraht, Modell 2a, vorgegebene Verschiebung der einzelnen Lastschritte mit
Markierung der ausgegebenen Belastungsschritte.

tiber die Lastschritte, fiir die Konturdiagramme fiir die Entwicklung des Austenitgehalts A\q und
des totalen irreversiblen Anteils an Martensit p prisentiert werden. Diese erste Berechnung wird
wieder fiir die zwei unterschiedlich feinen Netze mit 612 bzw. 1020 Elementen durchgefiihrt. Im
Rahmen dieser Arbeit nicht dargestellte Netzverfeinerungen in der Querschnittsebene ergaben
keinerlei Einfluss auf das Materialverhalten, weshalb auf eine Darstellung verzichtet wird. Fiir
die Eulerwinkel wurde als Startwert die Winkelkombination cr; = {2.6260, 1.8406, 5.9814}
gewihlt und ein Viskositédtsparameter von Atg = 0.003 1/GPa angenommen.

Abbildung(7.34]zeigt jeweils fiir beide verwendeten Netze die Spannungs-Dehnungs-Relation
sowie den Mittelwert des im gesamten Korper vorhandenen irreversiblen Martensits pays.
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Abbildung 7.34: Zugdraht mit zwei unterschiedlichen Netzen (612 (strichliert) und 1020 Ele-
mente (grau)), Modell 2a, links: Spannungs-Dehnungs-Diagramm, rechts: ir-
reversibler Martensit, Waimann u. a.[(2018)).

Genau wie auf Materialpunktebene ist das Materialmodell auch im Rahmen von Finite-
Elemente-Berechnungen in der Lage, die funktionale Ermiidung von Formgedéchtnislegierun-
gen abzubilden. Die resultierenden Spannungs-Dehnungs-Kurven zeigen das qualitative Verhal-
ten des im Experiment zyklisch beanspruchten Drahts. Wihrend des Zyklierens sinkt vor allem
das obere Plateau mit zunehmender Zyklenzahl ab. Durch die Anderung der Eulerwinkel kommt
es — genau wie auf Materialpunktebene, wo sich dieser Effekt durch eine Spannungsspitze im
ersten Zyklus deutlich macht — auch hier zu einem deutlichen Spannungsabfall zwischen erstem
und zweitem Zyklus infolge der Orientierungsanpassung. Des Weiteren wird der Effekt der zy-
klenweisen Spannungsreduktion begleitet von einer sich bildenden bleibenden Dehnung, die
der irreversiblen Transformationsdehnung entspricht. Diese ist ein Resultat der sich bildenden
irreversiblen martensitischen Volumenfraktion, die in Abbildung|[7.34]dargestellt wird. Darin ist
der stufenartige Verlauf der alleinigen Stabilisierung des Martensit wihrend der Transformati-
on von Austenit zu Martensit geschuldet. Auch dieser Effekt konnte bereits auf Materialpunkt-
ebene beobachtet werden, genau wie die auch hier ersichtliche Konvergenz der auftretenden
Phinomene. Ein Vergleich zwischen den Ergebnissen fiir die beiden unterschiedlichen Netze
zeigt des Weiteren, abgesehen von einer minimalen Abweichung im o-e-Diagramms wihrend
der Belastungsphase des ersten Zyklus, identische Verlidufe, sodass von Netzunabhingigkeit
ausgegangen werden kann.

Zum niheren Verstindnis der mikrostrukturellen Verdnderung innerhalb des betrachteten
Drahtes werden nun zunéchst die Konturdiagramme des Austenitgehalts Ao und des lokalen ir-
reversiblen Martensitanteils p fiir den ersten Zyklus im Draht dargestellt. Abbildung zeigt
die Entwicklung des Austenits im ersten Belastungszyklus fiir das grobe Netz.

Durch die vorgegebenen Randbedingungen entsteht im zu Beginn rein austenitischen Stab
ein nahezu homogener Spannungszustand, wodurch es zu einer zundchst homogenen Initiali-
sierung der Phasenumwandlung von Austenit zu Martensit im gesamten Stab kommt (1). Durch
den Einfluss der Lagerungsbedingungen sowie den die Lokalisierung begiinstigenden linearen
Zusammenhang zwischen dem Faktor f und dem totalen Wert des irreversiblen Martensits aus
Gleichung (4.85)) beginnt dann schlieBlich lokalisiert in der Mitte des Stabs eine stirker ausge-
prigte Phasentransformation, die sich mit zunehmender Belastung auf den kompletten gedehn-
ten Teil des Stabes ausweitet (2)-(4). Diese Lokalisierung der Phasentransformation stimmt mit
den experimentell beobachteten sich im Material ausbreitenden Phasenfronten iiberein, sieche
beispielsweise Schifer u. Wagner| (2009) und [Shaw u. Kyriakides| (1997). Die Entlastungsphase
bewirkt eine Riickumwandlung des Martensits (5) und schlieBlich, wenn die vorgegebene Ver-
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Abbildung 7.35: Zugdraht, Modell 2a, Austenitgehalt des ersten Zyklus, 612 Elemente, [Wai-
mann u. a. (2018]).

schiebung wieder den Wert 0 annimmt, ein beinahe rein austenitisches Material (6). Begleitet
wird diese reversible Transformation von der Bildung irreversiblen Martensits, siche Abbildung
Durch die anteilige Umwandlung des Austenits in stabilisierten Martensit ergibt sich der
Zuwachs an irreversiblen Phasen folglich auch in den gleichen Bereichen wie die Abnahme des
Austenits. Hieran wird auch erneut die allein wéhrend der Belastungsphase zunehmende und
schlieBlich auch bei vollstindiger Entlastung bleibende Martensitstabilisierung deutlich.
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Abbildung 7.36: Zugdraht, Modell 2a, irreversibler Martensitgehalt des ersten Zyklus, 612 Ele-
mente, (Waimann u. a.[(2018).
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Abbildung 7.37: Zugdraht, Modell 2a, Austenitgehalt des ersten Zyklus, 1020 Elemente, |Wai-
mann u. a. (2018]).

Die nun folgenden Ergebnisse fiir den ersten Zyklus des feineren Netzes werden in den Abbil-
dungen und dargestellt. Der Vergleich zeigt konsequenterweise fiir sowohl die Auste-
nitentwicklung als auch die Bildung der irreversiblen Fraktion eine zu Beginn etwas homogene-
re Entwicklung (2) und steht somit in Einklang mit den zuvor benannten leichten Abweichun-
gen innerhalb des Spannungs-Dehnungs-Diagramms. Diese Unterschiede in der Entwicklung
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der Mikrostruktur im Vergleich zum groberen Netz sind jedoch mit fortschreitender Phasen-
transformation nicht mehr erkennbar.
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Abbildung 7.38: Zugdraht, Modell 2a, irreversibler Martensitgehalt des ersten Zyklus, 1020
Elemente, [Waimann u. a.| (2018)).

Der Vergleich der Konturplots des Austenitgehalts fiir den letzten Zyklus in den Abbildun-
gen und zeigt ebenso zusammen mit den Diagrammen in Abbildung dass diese
Abweichungen ausschlieBlich auf den ersten Zyklus beschrinkt und somit beziiglich der Netz-
abhingigkeit gute Ergebnisse erzielt werden konnen.
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Abbildung 7.39: Zugdraht, Modell 2a, Austenitgehalt des zehnten Zyklus, 612 Elemente, |Wai-
mann u. a. (2018]).
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Abbildung 7.40: Zugdraht, Modell 2a, Austenitgehalt des zehnten Zyklus, 1020 Elemente, |Wai-
mann u. a. (2018]).

Auch die in den Abbildungen und dargestellte Entwicklung des Martensits nach
jedem der zehn Belastungszyklen bestétigt die beobachtete Netzunempfindlichkeit. Die Menge
an irreversiblen Martensit nimmt in jedem Zyklus mit zunehmend konvergierender Tendenz zu,

vgl. (rechts).
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Abbildung 7.41: Zugdraht, Modell 2a, irreversibler Martensitgehalt nach den einzelnen Zyklen,
612 Elemente, (Waimann u. a.[(2018)).
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Abbildung 7.42: Zugdraht, Modell 2a, irreversibler Martensitgehalt nach den einzelnen Zyklen,
1020 Elemente, 'Waimann u. a.[(2018)).

Wie bereits im Zusammenhang der Materialpunktsergebnisse gezeigt, kann der Einfluss der
Eulerwinkeldnderung durch eine gute Wahl der Initialisierungswinkel beschrinkt werden. Um
die Simulationsergebnisse mit dem in|Wagner (2005)) gezeigten Versuch zu vergleichen, werden
daher die Startwerte der Eulerwinkel mit oty = {0.0, I1/2.0, 0.0} angenommen, siehe hierzu
auch Kapitel [5.2] Abbildungen und stellen die Ergebnisse der Simulation mit 50
Lastzyklen und die experimentellen Daten fiir 20 Lastzyklen gegeniiber.

Das Spannungs-Dehnungs-Diagramm der Simulation zeigt eine deutlich verringerte euler-
winkelbedingte Absenkung der Plateaus zwischen erstem und zweitem Zyklus. Der Vergleich
mit dem Experiment zeigt, dass sich die Plateaus auf das gleiche Spannungsniveau absenken
und auch die bleibende Dehnung im Vergleich gute Ergebnisse erzielen kann. Jedoch konver-
giert das Materialmodell deutlich langsamer gegen den stabilisierten Zustand als das tatsichli-
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Abbildung 7.43: Zugdraht, Modell 2a, Vergleich zwischen Simulation (strichliert) und Experi-
ment Wagner| (2005) (grau), Spannungs-Dehnungs-Diagramm, [Waimann u. a.
(2018).
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Abbildung 7.44: Zugdraht, Modell 2a, Vergleich zwischen Simulation und Experiment Wagner
(2005)), irreversibler Martensit iiber den Lastschritten (Simulation), [Waimann
u. a.[(2018).

che Material im Experiment. Gerade in spiteren Lastzyklen der Simulation ist die Bildung irre-
versiblen Martensits und die damit verbundene Absenkung der Spannungsplateaus verglichen
mit dem Experiment zu gering. Eine mogliche Erkldrung fiir die langsamere funktionale Degra-
dierung sind im Materialmodell nicht beriicksichtigte lokale Defekte des Ausgangsmaterials,
wie beispielsweise Einschliisse, Versetzungen oder eine vorhandene Textur. Diese Inhomoge-
nitdten sind im Versuch, auch bedingt durch den Herstellungsprozess der FGL-Bauteile, nicht
zu vermeiden. Sie konnen somit zu einer lokalen Erh6hung des Spannungsfeldes sorgen und da-
durch verantwortlich fiir eine friiher einsetzende Transformation sein. Eine ndhere Betrachtung
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des ersten oberen Spannungsplateaus zeigt weiterhin, dass die Spannung schon wihrend des
ersten Lastzyklus absinkt. Auch dieser Effekt ist durch die mangelnde Lokalitdt der Simulation
zu erkldren. Somit findet, bevor sich eine klare Martensitfront im Stab bewegt, zunéchst eine
homogenere bzw. auf den mittleren Bereich des Stabes beschrinkte Phasentransformation statt.
Solange keine klare Front weiter in das rein austenitische Material wandert, erfihrt das Material
schon in diesem Lastzyklus die Auswirkungen des stabilisierten Martensits und — damit verbun-
den — des Faktors f. Die Phasentransformation von Austenit zu Martensit wird somit bereits im
ersten Zyklus favorisiert. Die Abbildung zeigt das Spannungs-Dehnungs-Diagramm fiir
das grobe Netz mit leicht verringertem Querschnitt in der Mitte des Stabes. Eine Initialisierung
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Abbildung 7.45: Zugdraht mit in seiner Mitte verringertem Querschnitt, Modell 2a, Vergleich
zwischen Simulation (strichliert) und Experiment Wagner (2005) (grau),
Spannungs-Dehnungs-Diagramm.
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Abbildung 7.46: Zugdraht mit in seiner Mitte verringertem Querschnitt, Modell 2a, Austenitge-
halt des ersten Zyklus, 612 Elemente.

der Martensitbildung wird somit durch die erhohte Spannung an der Einschniirung an dieser
Stelle begiinstigt, sieche hierzu die Konturdiagramme des Austenitgehalts im ersten Zyklus in
Abbildung Es zeigt sich, dass es durch diese geometrisch erzwungene Lokalisierung nun
nach einer deutlich kiirzeren Absenkung innerhalb des ersten Zyklus zu einer Stabilisierung der
Plateauspannung kommt. Der Effekt der funktionalen Degradierung innerhalb der simulierten
20 Lastzyklen ist jedoch auch hier nicht so stark ausgeprigt wie im Experiment|Wagner (2005).
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Die letzte Berechnung fiir den Draht untersucht nun den Einfluss unterschiedlicher maxi-
maler Verschiebungen wihrend des Zyklierens. Experimentelle Untersuchungen dazu finden
sich ebenfalls in Wagner| (2005). Diese Experimente zeigen, dass eine nach einigen Lastzyklen
durchgefiihrte Erh6hung der maximalen aufgebrachten Verschiebung zu einem Wiederanstieg
des Plateaus auf das Ausgangsniveau fiihrt, da dadurch Bereiche des Bauteils zum ersten Mal
eine Phasentransformation erfahren. Um diesen Versuch abzubilden, wurde der Draht mit gro-
bem Netz, wie in Abbildung dargestellt, zunidchst in vier Lastzyklen bis zu einer maxi-
malen Verschiebung von v* = 1.66725 mm = 60% v}, und anschlieBend zweimal bis zum
urspriinglichen Wert von u;, ... = 2.77875 mm gezogen.

max
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Abbildung 7.47: Zugdraht mit unterschiedlichen maximalen Verschiebungen, Modell 2a, vor-
gegebene Verschiebung der einzelnen Lastschritte mit Markierung der ausge-
gebenen Belastungsschritte, Waimann u. a.[ (2018]).
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Abbildung 7.48: Zugdraht mit unterschiedlichen maximalen Verschiebungen, Modell 2a,
Spannungs-Dehnungs-Diagramm, Waimann u. a.[ (2018).

Das Spannungs-Dehnungs-Diagramm in Abbildung zeigt das gewiinschte Materialver-
halten, das mit den Konturdiagrammen in den Abbildungen und erklart werden kann:
Die Bildung von reversiblen und irreversiblen martensitischen Phasen findet zunichst nur in-
nerhalb eines kleineren Bereichs in der Mitte des Stabes statt. Dieser transformierende Bereich
breitet sich aufgrund der geringeren aufgebrachten Verschiebung — anders als in den zuvor ge-
zeigten Zugversuchen — nicht auf den gesamten belasteten Teil des Drahtes aus, sondern bleibt
auf diesen kleineren Bereich beschrinkt. Das Zyklieren resultiert in einer Absenkung der Span-
nungsplateaus. Wird dann im fiinften und sechsten Zyklus die maximale Verschiebung wieder
erhoht, erstreckt sich die Phasenumwandlung erstmals iiber den gesamten Stab und es kommt,
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Abbildung 7.49: Zugdraht mit unterschiedlichen maximalen Verschiebungen, Modell 2a, Aus-
tenitgehalt unterschiedlicher Lastschritte, [Waimann u. a. (2018).
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Abbildung 7.50: Zugdraht mit unterschiedlichen maximalen Verschiebungen, Modell 2a, irre-
versibler Martensitgehalt unterschiedlicher Lastschritte,[Waimann u. a. (2018)).

sobald die Transformationsfront die Bereiche mit bereits vorhandenem irreversiblen Martensit
verldsst, zu einem erneuten Anstieg des oberen Plateaus bis zu seinem urspriinglichen Niveau.

Das Modell ist also auch in diesem Fall der unterschiedlichen Belastungsgrenzen in der La-
ge, das Materialverhalten und die damit verbundenen mikrostrukturellen Veridnderungen ab-
zubilden, auch wenn die Effekte aufgrund der geringeren Plateausenkung deutlich schwécher
ausfallen.

7.2.2 Zyklisch belasteter Zugstreifen

Als zweites Berechnungsbeispiel wird wiederum der zyklisch belastete Zugstreifen gleicher
Lédnge und Belastung wie der Zugdraht betrachtet, siehe auch Kapitel Das zugehori-
ge Randwertproblem wird in Abbildung die Verschiebungsfunktion in Abbildung
dargestellt. Die Belastung folgt bis zur gleichen maximalen Belastung wie im vorherigen Be-

m Ausgabe A, o Ausgabe p

Abbildung 7.51: Zugstreifen, Modell 2a, vorgegebene Verschiebung der einzelnen Lastschritte
mit Markierung der ausgegebenen Belastungsschritte.
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rechnungsbeispiel unter Verwendung des viskosen Parameters 0.005 1/GPa und mit der anfangs
angenommenen Winkelkombination a.

Das resultierende Materialverhalten wird anhand der Abbildungen 7.56|deutlich.
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Abbildung 7.52: Zugstreifen, Modell 2a, links: Spannungs-Dehnungs-Diagramm, rechts: irre-
versibler Martensit.
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Abbildung 7.53: Zugstreifen, Modell 2a, Austenitgehalt des ersten Zyklus.
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Abbildung 7.54: Zugstreifen, Modell 2a, irreversibler Martensitgehalt des ersten Zyklus.

Das Spannungs-Dehnungs-Diagramm und die Entwicklung des absoluten Martensits papg
werden in Abbildung dargestellt und es zeigt sich, wie beim Draht, die fiir die funktio-
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nale Ermiidung charakteristische Relation. Die Konturdiagramme fiir die Verteilung des Auste-
nits und des irreversiblen Martensits werden zu den in Abbildung gekennzeichneten Last-
schritten erstellt, siche Abbildungen Die Phasentransformation erfolgt innerhalb des
Zugstreifens in vergleichbarer Weise wie im Draht des vorherigen Unterkapitels. Wie anhand
des Konturdiagramms fiir den ersten Lastzyklus ersichtlich, zeichnet sich nach der zunichst
wieder homogen einsetzenden leichten ersten Transformation (1) jeweils eine deutlich lokalere
Martensitbildung in den dufleren Dritteln der Struktur ab, sieche @ Im Anschluss daran kommt
es allerdings auch in diesem Berechnungsbeispiel zur Bildung einer klaren Martensitfront in
der Mitte des Korpers (3). In spiteren Lastzyklen — siche hier anhand des letzten Zyklus in
Abbildung — wird die Phasenumwandlung direkt in der Mitte des Stabes initialisiert. Bei
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Abbildung 7.55: Zugstreifen, Modell 2a, Austenitgehalt des zehnten Zyklus.
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Abbildung 7.56: Zugstreifen, Modell 2a, irreversibler Martensitgehalt nach den einzelnen
Zyklen.

der Betrachtung der Entwicklung des irreversiblen Martensits des ersten Belastungszyklus wird
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des Weiteren deutlich, dass sich durch den identischen Belastungsvorgang die gleiche Menge
an Martensit stabilisiert — der Maximalwert ist somit fiir beide Konturdiagramme in etwa der

selbe, vergleiche Abbildungen [7.36][7.38|und [7.54]

7.2.3 Lochscheibe unter zyklischer Zugbeanspruchung

Das dritte Berechnungsbeispiel wurde ebenfalls bereits in Waimann u. a.| (2018) vorgestellt und
behandelt das in Abbildung présentierte Randwertproblem der zyklisch bis zu einer maxi-
malen Verschiebung von 0.03 mm belasteten Lochscheibe. Die Verschiebungsfunktion und die
ausgegebenen Belastungsschritte werden zur besseren Ubersicht in Abbildung dargestellt.
Die Eulerwinkel wurden mit «;, der viskose Parameter mit Atg = 0.005 1/GPa angenommen.
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Abbildung 7.57: Lochscheibe, Modell 2a, vorgegebene Verschiebung der einzelnen Lastschritte
mit Markierung der ausgegebenen Belastungsschritte, Waimann u. a. (2018)).

Abbildung zeigt das resultierende Last-Verformungs-Diagramm sowie die Entwicklung
des irreversiblen Martensits fiir zehn durchgefiihrte Lastzyklen mit jeweils 2000 Lastschrit-
ten. Wiederum ergibt sich das erwartete Materialverhalten mit konvergierendem Charakter. Das
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Abbildung 7.58: Lochscheibe, Modell 2a, links: Last-Verformungs-Diagramm, rechts: irrever-
sibler Martensit, Waimann u. a. (2018)).

Konturdiagramm in Abbildung zeigt die Evolution des Austenits mit einem Zwischen-
schritt des ersten Zyklus und dann — wie in [/.57| markiert — fiir den Zustand maximaler Bela-
stung einzelner spiterer Zyklen. Es zeigt sich eine — im Vergleich zu den vorherigen Berech-
nungsbeispielen — extrem lokal auftretende Phasentransformation. Diese findet in den ersten
Zyklen, beispielsweise (2), innerhalb der dargestellten Ebene punktsymmetrisch zum Mittel-
punkt der Struktur statt. Durch die Evolution der Eulerwinkel nimmt der transformierte Bereich
mit steigender Zyklenzahl jedoch eine zunehmend achsensymmetrische Form an, die schlie3-
lich eine bogenartige Gestalt hat (3. Die sich simultan bildenden irreversiblen Phasen treten
wieder in den gleichen Bereichen auf. Der irreversible Martensit wird nach den einzelnen Last-
durchliufen in Abbildung dargestellt.
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Abbildung 7.59: Lochscheibe, Modell 2a, Austenitgehalt unterschiedlicher Lastschritte, [Wai-
mann u. a. (2018]).
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Abbildung 7.60: Lochscheibe, Modell 2a, irreversibler Martensitgehalt unterschiedlicher Last-
schritte, Waimann u. a.| (2018)).
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7.2.4 Riss unter zyklischer Belastung

Als weiteres Beispiel, das die in|Waimann u. a.[(2018) prasentierten Berechnungen ergénzt, wird
an dieser Stelle das Randwertproblem eines sich zyklisch aufweitenden Risses vorgestellt. Das
Randwertproblem der in der Mitte bis zur Hilfte horizontal gerissenen quadratischen Scheibe
mit einer Seitenldnge von 100 mm wird in Abbildung dargestellt. Der betrachtete Korper

~1ttttteetd
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t=6.0mm \/

=N NN NN NN NN

100.0mm

Abbildung 7.61: Riss, Randwertproblem.

wird an seiner unteren Seite gehalten und an der oberen Seite einer Verschiebung von maximal
3.5 mm ausgesetzt. Die lineare Verschiebungsfunktion der zehn Lastzyklen wird in Abbildung
prasentiert und beinhaltet genau wie in den bisherigen Berechnungsbeispielen die Kenn-
zeichnung der Lastschritte fiir die eine Betrachtung des Austenits bzw. des irreversiblen Mar-
tensits erfolgt. Die Initialisierungswinkel nehmen die Werte oy an und fiir Atg wird 0.1 1/GPa
verwendet.
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Abbildung 7.62: Riss, Modell 2a, vorgegebene Verschiebungen der einzelnen Lastschritte mit
Markierung der ausgegebenen Belastungsschritte.

Die Konturdiagramme fiir A und p in Abbildungen[7.63|und[7.64]sowie die Last-Verformungs-
Kurve und die Entwicklung der effektiven irreversiblen Volumenfraktion in Abbildung
zeigen auch fiir dieses Berechnungsbeispiel das erwartete Materialverhalten und folglich die
funktionale Degradierung des Werkstoffs. Wie bereits die Lochscheibe in Abschnitt zeigt
auch das Beispiel des Risses die Entwicklung eines bogenformigen transformierenden Bereichs.
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Abbildung 7.63: Riss, Modell 2a, Austenitgehalt unterschiedlicher Lastschritte.
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Abbildung 7.64: Riss, Modell 2a, Martensitgehalt unterschiedlicher Lastschritte.
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Im Vergleich zum vorherigen Beispiel findet die Winkelkorrektur allerdings deutlich schneller
statt, wodurch eine betragliche Spannungserhohung wihrend der Transformation von Auste-
nit zu Martensit im ersten Belastungszyklus zustandekommt sowie eine starke Abnahme des
Betrags des Spannungsplateaus der Transformation von Austenit zu Martensit zwischen dem
ersten und zweiten Zyklus resultiert. Auch die durch die anfidngliche gewihlte Eulerwinkel-
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Abbildung 7.65: Riss, Modell 2a, links: Last-Verformungs-Diagramm, rechts: irreversibler
Martensit.

kombination bewirkte Asymmetrie der Transformation, siehe Abbildung @—@ nimmt
bereits wihrend des ersten Lastzyklus ab, siche (4) und (5), und damit im Vergleich zur Loch-
scheibe deutlich schneller. Fiir die weiteren Lastzyklen in (2) und (3 fiir den Zustand maxi-
maler Belastung dargestellt bleiben die transformierenden Bereiche dann nahezu identisch. Die
vergroferte Darstellung des Austenitgehalts in der Rissspitze in Abbildung verdeutlicht
des Weiteren die komplexe Transformationsstruktur aufgrund des durch den Riss entstehenden
Spannungsfeldes.
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Abbildung 7.66: Riss, Modell 2a, Austenitgehalt unterschiedlicher Lastschritte, vergrof3erte
Umgebung der Rissspitze.

Die Entwicklung der irreversiblen Volumenfraktionen zeigt sowohl in Abbildung als
auch anhand der Konturdiagramme in Abbildung die zunehmende Stabilisierung der mar-
tensitischen Phase in den transformierenden Regionen des betrachteten Korpers.
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7.2.5 Sinusring unter zyklischer Druckbeanspruchung

Das Randwertproblem des Sinusrings entstammt ebenfalls Waimann u. a. (2018). Das Rand-
wertproblem des aus 1890 Elementen bestehenden sinusformigen Klemmrings wird bereits in
dargestellt. Die maximale Verschiebung von —0.1 mm wird in zehn Lastzyklen mit jeweils
4000 Lastschritten aufgebracht und anschlieend entlastet. Abbildung zeigt die vorgege-
bene Verschiebungsfunktion sowie die Lastschritte, fiir die Konturdiagramme fiir die Entwick-
lung der Mikrostruktur préisentiert werden. Die Eulerwinkel wurden durch oy initialisiert und
fiir die Berechnung wurde ein Viskositdtsparameter fiir die Entwicklung der Eulerwinkel von
Atg = 0.01 1/GPa gewihlt. Das resultierende Last-Verformungs-Diagramm sowie die Ent-
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Abbildung 7.67: Sinusring, Modell 2a, vorgegebene Verschiebungen der einzelnen Lastschritte
mit Markierung der ausgegebenen Belastungsschritte, Waimann u. a.[(2018)).

wicklung des irreversiblen Martensits zeigen das gleiche Materialverhalten wie die vorherigen
Berechnungen, siehe Abbildung Durch die Winkelkorrektur entsteht nach dem ersten Zy-
klus eine deutliche Absenkung der Hysteresekurve. AnschlieBend ergeben sich genau wie fiir
den zyklisch beanspruchten Draht eine konvergierende Plateausenkung sowie eine ebenfalls
konvergierende bleibende Dehnung, die mit dem anfangs stiarker wachsenden irreversible Mar-
tensit korrespondiert.
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Abbildung 7.68: Sinusring, Modell 2a, links: Last-Verformungs-Diagramm, rechts: irreversi-
bler Martensit, Waimann u. a.[ (2018)).

Die Betrachtung der Konturdiagramme fiir die austenitische Volumenfraktion und den irre-
versiblen Martensit in Abbildung und zeigen wie bereits in den vorangegangenen
Beispielen der Lochscheibe und des Risses eine deutlich lokaler auftretende Phasentransfor-
mation verglichen mit den ersten beiden betrachteten Geometrien. Diesbeziiglich machen die
Diagramme fiir den ersten Zyklus in Abbildung deutlich, dass nahe den Dirichlet-Réndern
die Phasenumwandlung initialisiert wird und sich von dort aus der Martensit weiter in das Bau-
teil ausbreitet. Die Entlastung resultiert wiederum in einer Riicktransformation des Martensits.
Die des Weiteren prisentierten Diagramme spiterer maximaler Belastungen zeigen eine wei-
tere Verkleinerung der bleibenden austenitschen Bereiche. Die in Abbildung dargestellten
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Abbildung 7.69: Sinusring, Modell 2a, Austenitgehalt unterschiedlicher Lastschritte, Waimann
u. a.[(2018).
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Abbildung 7.70: Sinusring, Modell 2a, irreversibler Martensitgehalt unterschiedlicher Last-
schritte, Waimann u. a.| (2018)).
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Verteilungen des stabilisierten Martensits nach einzelnen Zyklen, zeigt dariiber hinaus die Ent-
stehung der irreversiblen Phasen in den transformierenden Bereichen und das anfangs deutlich
starkere Wachstum.

7.2.6 Feder unter zyklischer Zugbeanspruchung

Als abschlieBendes Randwertproblem fiir das ratenunabhéingige Modell mit simultaner Bildung
irreversiblen Martensits wird die Mikrostrukturinderung der bereits in Kapitel unter-
suchten Feder betrachtet. Die prisentierten Ergebnisse entstammen wiederum |Waimann u. a.
(2018)). Die Randbedingungen und die Geometrie konnen Abbildung entnommen werden.
In je 2000 Schritten pro Lastzyklus erfihrt die Feder die gleiche maximale Verschiebung von
12.0 mm. Abbildung zeigt die lineare Verschiebungsfunktion mit Kennzeichnung der Last-
schritte, fiir die nachfolgend Konturdiagramme der Mikrostruktur prasentiert werden. Das Last-
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Abbildung 7.71: Feder, Modell 2a, vorgegebene Verschiebungen der einzelnen Lastschritte mit
Markierung der ausgegebenen Belastungsschritte.

Verformungs-Diagramm in Abbildung zeigt den bereits aus den vergangenen Beispielen
bekannten Effekt der funktionalen Ermiidung mit ausgeprigter betraglicher Spannungssenkung
zwischen dem ersten und zweiten Zyklus, der wieder ein Resultat der Eulerwinkelanpassung
ist. Insgesamt stellt sich im betrachteten Beispiel fiir die vorgegebene Belastung nur eine ge-
ringe Umwandlung und damit verbundene Bildung irreversiblen Martensits ein, siche ebenfalls
Abbildung Die mikrostrukturellen Verdnderungen unter der zyklischen mechanischen Be-
lastung werden ebenfalls anhand der Konturdiagramme in den Abbildungen|[7.73|und[7.74]deut-
lich. Die Transformation wird wie bereits fiir Modell 1b in Kapitel in der Mitte der Feder
initiiert und breitet sich dann leicht weiter in @ulere Bereiche der Struktur aus. Es zeigt sich
jedoch eine stark lokalisierte Ausprigung der reversiblen und irreversiblen Phasentransforma-
tionen.
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Abbildung 7.72: Feder, Modell 2a, links: Last-Verformungs-Diagramm, rechts: irreversibler
Martensit, Waimann u. a. (2018)).
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Abbildung 7.73: Feder, Modell 2a, Austenitgehalt unterschiedlicher Lastschritte,[Waimann u. a.
(2018).
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Abbildung 7.74: Feder, Modell 2a, irreversibler Martensitgehalt nach den einzelnen Zyklen,
Waimann u. a. (2018)).
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7.3 Finite-Elemente-Berechnungen fiir Modell 2b

In diesem Unterkapitel werden einzelne der in Kapitel vorgestellten Berechnungsbeispiele
unter Beriicksichtigung der ratenabhédngigen Phasentransformation erneut aufgegriffen. Die —
so nicht anders vermerkt — fiir alle Simulationen verwendeten viskosen Parameter sind mit
Atg = 0.1 1/GPa und Att = 1.0 1/GPa festgelegt.

Die erste erneute Berechnung erfolgt fiir den zyklischen Zugversuch des Drahtes mit zwei
unterschiedlichen Netzen und den initialisierten Werten fiir die Eulerwinkel «;. Die Lastauf-
bringung erfolgt darin in lediglich 2000 Schritten pro Zyklus, siche Abbildung
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Abbildung 7.75: Zugdraht, Modell 2b, vorgegebene Verschiebung der einzelnen Lastschritte
mit Markierung der ausgegebenen Belastungsschritte.

Das Spannungs-Dehnungs-Diagramm in Abbildung zeigt einen identischen Verlauf fiir
die beiden unterschiedlich feinen Netze. Verglichen mit den Ergebnissen fiir die ratenunabhiingi-
ge Evolution, zeigt sich ausgelost durch den hoheren Wert von Aty ein groler Spannungsabfall
im ersten Belastungszyklus. Ansonsten stellt sich jedoch der gleiche qualitative Verlauf der
Kurven ein, die Plateauabsenkung und Ansammlung bleibender Dehnungen beinhaltend. Die
zu einzelnen Lastschritten erstellten Konturdiagramme (vergl. Abbildung — diesmal nur
dargestellt fiir das grobere Netz mit 612 Elementen — zeigen eine deutlich homogenere Pha-
senumwandlung innerhalb des ersten Zyklus, siche Abbildung Auch wenn dies hier nicht
dargestellt wird, tritt die Transformation auch in spiteren Lastzyklen nicht lokalisierter auf.
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Abbildung 7.76: Zugdraht mit zwei unterschiedlichen Netzen (612 (strichliert) und 1020 Ele-
mente (grau)), Modell 2b, 2000 Lastschritte je Zyklus, links: Spannungs-
Dehnungs-Diagramm, rechts: irreversibler Martensit.

Diese Homogenisierung wird auch anhand der Entwicklung des stabilisierten Martensits
deutlich. Auch dieser bildet sich gleichmifig iiber den gedehnten Bereich des Stabes verteilt,
siche Abbildung Dennoch zeigt die Entwicklung des irreversiblen Martensits nach den
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Abbildung 7.77: Zugdraht, Modell 2b, Austenitgehalt des ersten Zyklus, 612 Elemente, 2000
Lastschritte je Zyklus.

0.0279

0.02

0.01

@O©®»OEOO

0.0

Abbildung 7.78: Zugdraht, Modell 2b, irreversibler Martensitgehalt des ersten Zyklus, 612 Ele-
mente, 2000 Lastschritte je Zyklus.

einzelnen Lastzyklen in Abbildung dass sich verglichen mit Abbildung fiir das ra-
tenunabhédngige Materialmodell 2a vergleichbare Ergebnisse fiir die ratenabhédngige Evolution
ergeben. Das erste Berechnungsbeispiel wurde des Weiteren fiir eine Laustaufbringung in 1000
bzw. 4000 Schritten wiederholt. Die resultierenden Spannungs-Dehnungs-Diagramme werden
in Abbildung dargestellt. Durch den Vergleich des Materialverhaltens des ersten, zwei-
ten und zehnten Lastzyklus in Abbildung (links) wird die Zeitabhingigkeit des elasto-
viskoplastischen Materialmodells deutlich. Durch Verwendung der niedrigeren Anzahl an Last-
schritten kommt es zu einer schnelleren Lastaufbringung als im urspriinglichen Berechnungs-
beispiel. Wihrend sich die Eulerwinkel langsamer entwickeln und somit die Spannungsspitze
innerhalb des ersten Zyklus langsamer abgebaut wird, kommt es zu einem deutlich stirkeren
Zuwachs an irreversiblem Martensit, siehe (rechts). Umgekehrt wird die Spannungsspitze
innerhalb des ersten Zyklus durch die Berechnung mit 4000 Lastschritten je Zyklus deutlich
schneller abgebaut als in der Ausgangsberechnung und auch der irreversible Martensit ent-
wickelt sich deutlich langsamer. Es ist jedoch anzumerken, dass sowohl der absolute Wert p als
auch die bleibende Dehnung der unterschiedlichen Simulationen iibereinstimmen. Des Weite-
ren bleibt auch der Beginn der Riicktransformation nicht unbeeinflusst durch die unterschiedlich
schnelle Lastaufbringung: je mehr Lastschritte pro Zyklus verwendet werden, umso friiher setzt
die Phasentransformation von Martensit zu Austenit ein und umso schmaler ist auch die re-
sultierende Hysteresekurve, deren oberes Plateau jeweils gegen den gleichen Wert konvergiert.

Das zweite Berechnungsbeispiel mit elasto-viskoplastischer Evolution der Phasenanteile ist
die bereits vorgestellte Lochscheibe. Die Berechnung erfolgt wieder unter gleichen Randbedin-
gungen, aber diesmal, wie erneut in Abbildung dargestellt, unter Verwendung von 1000
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Abbildung 7.79: Zugdraht, Modell 2b, irreversibler Martensitgehalt nach den einzelnen Zyklen,
612 Elemente, 2000 Lastschritte je Zyklus.
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Abbildung 7.80: Zugdraht mit unterschiedlicher Anzahl an Lastschritten, Modell 2b, links:
1000 Schritte pro Zyklus, rechts: 4000 Schritte pro Zyklus.
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Abbildung 7.81: Zugdraht mit unterschiedlicher Anzahl an Lastschritten (1000 (gepunktet),
2000 (grau), 4000 (strichliert)), Modell 2b, links: Spannungs-Dehnungs-
Diagramm des ersten, zweiten und zehnten Zyklus, rechts: irreversibler
Martensit.
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Lastschritten je Zyklus und mit Hilfe von At = 0.9 1/GPa.
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Abbildung 7.82: Lochscheibe, Modell 2b, 1000 Lastschritte je Zyklus, vorgegebene Ver-
schiebung der einzelnen Lastschritte mit Markierung der ausgegebenen
Belastungsschritte.

Wiederum mit deutlich schnellerer Eulerwinkelkorrektur und somit gro3erer Spannungsspit-
ze innerhalb des ersten Zyklus, stellen sich dennoch gut vergleichbare Verldufe verglichen mit
dem ratenunabhingigen Modell 2a ein, siche Abbildung
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Abbildung 7.83: Lochscheibe, Modell 2b, 1000 Lastschritte je Zyklus, links: Last-
Verformungs-Diagramm, rechts: irreversibler Martensit.

Auch konnen die Konturdiagramme des Austenitgehalts in Abbildung und des totalen
irreversiblen Martensits in Abbildung die gleiche bogenartige Transformation bzw. irrever-
sible Martensitstruktur aufweisen. Jedoch stellen sich im Vergleich zu den ratenunabhéngigen
Berechnungen aufgrund der schnelleren Winkelevolution deutlich schneller symmetrische Ver-
teilungen des Martensits ein. Das Modell 2b ist folglich fiir nicht homogene Randbedingungen
in der Lage lokalisierte Phasenfronten darzustellen. Werden nun wiederum 2000 Lastschritte je
Zyklus verwendet und wird somit die Last deutlich langsamer aufgebracht, ergibt sich das in
Abbildung dargestellte Materialverhalten. Wie bereits am vorherigen Berechnungsbeispiel
des zyklisch belasteten Zugdrahts, setzt infolge der langsameren Lastaufbringung eine schnelle-
re Entwicklung der Eulerwinkel ein, was einen stidrker ausgeprigten Spannungsabfall innerhalb
des ersten Zyklus zur Folge hat. Des Weiteren tritt auch hier durch die langsamere Belastung die
Riicktransformation bereits bei einer hoheren Spannung auf verglichen mit der schnelleren Last-
aufbringung. Wiederum ist die Hysteresekurve schmaler verglichen mit Abbildung wobei
das obere Plateau wie im vorherigen Berechnungsbeispiel gegen den gleichen Wert konvergiert
und auch die bleibende Dehnung fiir beide Belastungsgeschwindigkeiten iibereinstimmt.

Die Moglichkeit, auch mit dem Materialmodell 2b lokale Phasentransformationen abzubil-
den, wird ebenfalls durch das zuletzt wiederholte Berechnungsbeispiel des Sinusrings gezeigt.
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Abbildung 7.84: Lochscheibe, Modell 2b, 1000 Lastschritte je Zyklus, Austenitgehalt unter-
schiedlicher Lastschritte.
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Abbildung 7.85: Lochscheibe, Modell 2b, 1000 Lastschritte je Zyklus, Martensitgehalt unter-
schiedlicher Belastungsschritte.
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Abbildung 7.86: Lochscheibe, Modell 2b, 2000 Lastschritte je Zyklus, links: Last-
Verformungs-Diagramm, rechts: irreversibler Martensit.
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Die Berechnung des Sinusrings erfolgt, wie in Abbildung dargestellt, zunichst unter Ver-
wendung von 2000 Lastschritten pro Zyklus verglichen mit dem Ausgangsmodell 2a. Wieder
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Abbildung 7.87: Sinusring, Modell 2b, 2000 Lastschritte je Zyklus, vorgegebene Ver-
schiebungen der einzelnen Lastschritte mit Markierung der ausgegebenen
Belastungsschritte.

stellt sich eine schnellere Korrektur der Eulerwinkel und damit ein schneller abgebauter Einfluss
dieser auf das Last-Verformungs-Diagramm in Abbildung ein. Der gebildete irreversible
Martensit p,1,s konvergiert gegen einen vergleichbaren Wert, wie in der ratenunabhéngigen Be-
rechnung. Auch zeigen die Konturdiagramme fiir die Entwicklung des Austenits und des totalen
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Abbildung 7.88: Sinusring, Modell 2b, 2000 Lastschritte je Zyklus, links: Last-Verformungs-
Diagramm, rechts: irreversibler Martensit.

irreversiblen Martensits in den Abbildungen und diesmal iibereinstimmende Ergeb-
nisse. Auch die deutlich schneller stattfindende Evolution der Eulerwinkel hat keinen wesentli-
chen Einfluss auf die reversiblen und irreversiblen Phasentransformationen.

Abbildung zeigt das Spannungs-Dehnungs-Diagramm sowie die Entwicklung des irre-
versiblen Martensits fiir eine Lastaufbringung in 4000 Schritten je Belastungszyklus. Aquivalent
zu den bisherigen Simulationen zeigt sich auch im Fall des Sinusrings eine schnellere Anpas-
sung der durch o gekennzeichneten Orientierung der transformierenden Korner und eine leicht
verzogert einsetzende Riicktransformation. Ansonsten stimmen jedoch auch in diesem Berech-
nungsbeispiel die bleibenden Dehnungen und der Anteil des irreversiblen Martensits sowie die
Entwicklung des oberen Plateaus iiberein.

Ein wesentlicher Vorteil der ratenabhéngigen Evolution der Phasenanteile verglichen mit der
ratenunabhédngigen Entwicklung kann vor allem in der Betrachtung der Rechenzeiten erwar-
tet. Tabelle liefert einen Uberblick iiber die einzelnen Berechnungszeiten und verwendeten
Lastschritte pro Zyklus fiir die Strukturen, die im Rahmen beider Modellansitze berechnet wur-
den. Daraus wird deutlich, dass — auch unter Beriicksichtigung der unterschiedlichen Zahl an
Lastschritten — das Modell 2b fiir die Drahtstrukturen geringere Berechnungszeiten benotigt als
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Abbildung 7.89: Sinusring, Modell 2b, 2000 Lastschritte je Zyklus, Austenitgehalt unterschied-
licher Lastschritte.
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Abbildung 7.90: Sinusring, Modell 2b, 2000 Lastschritte je Zyklus, irreversibler Martensitge-
halt unterschiedlicher Lastschritte.
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Abbildung 7.91: Sinusring, Modell 2b, 4000 Lastschritte je Zyklus, links: Last-Verformungs-
Diagramm, rechts: irreversibler Martensit.

Modell 2a Modell 2b

Zeit [s] | Lastschritte je Zyklus || Zeit [s] | Lastschritte je Zyklus

Draht, 612 Elemente 17307 4000 || 12917 4000
- - 9768 2000

- - 2954 1000

Draht, 1020 Elemente | 26724 4000 || 10982 2000
Sinusring 32957 4000 || 35671 4000
- — | 18092 2000

Lochscheibe 9260 2000 || 10666 2000
- - 4796 1000

Tabelle 7.1: Gegeniiberstellung der Berechnungszeiten der Modelle 2a und 2b.

das Modell 2a. Dieser deutliche zeitliche Vorteil ist ein Resultat des viskosen Updates der Vo-
lumenfraktion in der ratenabhédngigen Berechnung, wihrend im ratenunabhédngigen Modell 2a
in jedem Gaufpunkt das Newton-Verfahren angewendet wird, um die FlieBgrenze erneut einzu-
halten. Bei den geometrisch komplexeren Strukturen der Lochscheibe und des Sinusrings und
den damit verbundenen lokaleren Phasentransformationen, verfiigt jedoch das ratenunabhéngi-
ge Modell iiber einen — wenn auch geringen — zeitlichen Vorteil gegeniiber dem ratenabhéingigen
Modell. Ein weiterer Nachteil des Materialmodells 2b ist die Notwendigkeit der Wahl des vis-
kosen Parameters A¢r, der, wie anhand von Abbildungdeutlich, einen grofen Einfluss auf
das berechnete Materialverhalten hat.

Aufgrund der zeitlichen Diskretisierung der Spannung und der internen Variablen verfiigen
jedoch beide Modellierungsansitze mit jeweils ausschlieBlich zwei bendtigten Iterationen pro
Lastschritt iiber eine gute numerische Stabilitét.
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8 Fazit

In der vorliegenden Arbeit werden drei Materialmodelle vorgestellt, die simultan ablaufende
Prozesse wihrend der Phasentransformation in polykristallinen Formgedéchtnislegierungen ab-
bilden und so in der Lage sind, insbesondere den Effekt der funktionalen Ermiidung sowie die
damit verbundene Spannungsplateauabsenkung und Kumulation bleibender Dehnungen abzu-
bilden.

Die Materialmodellierung erfolgt dabei auf Grundlage der variationellen Methode des Prin-
zips des Minimums des Dissipationspotentials. Das erste Materialmodell berticksichtigt die
Bildung plastischer Dehnungen wihrend der Phasenumwandlung. Die beiden simultan ablau-
fenden mikrostrukturellen Prozesse konnen dabei unter Verwendung einer gekoppelten Dis-
sipationsfunktion abgebildet werden. Des Weiteren wird fiir die Dissipationsfunktion ein er-
ster Ordnung homogener Ansatz gewdhlt, der in ratenunabhéngigen Evolutionsgleichungen
fiir die beiden internen Variablen — der reversiblen Volumenfraktion und der plastischen Deh-
nung — resultiert. Die Modellierung der polykristallinen Struktur des Materials erfolgt zunéchst
durch die getrennte Auswertung fiir jedes einzelne Korn mittels einer kombinierten Voigt/Reul3-
Energiegrenze. In einer vorgestellten Modifizierung zur Verbesserung des Berechnungsauf-
wands wird der in Junker (2014b) prisentierte Ansatz mit einer sich entwickelnden Orien-
tierungsverteilungsfunktion verwendet. Dieser Ansatz beinhaltet drei Eulerwinkel als interne
Variable, die die gemittelte Orientierung der transformierenden Korner beschreiben und sich in
die energetisch giinstigste Richtung drehen. Die Beriicksichtigung der Eulerwinkel erfolgt un-
ter Verwendung eines zweiter Ordnung homogenen Ansatzes fiir die Dissipationsfunktion und
resultiert somit in ratenabhingigen Evolutionsgleichungen fiir diese Winkel.

Sowohl die Prisentation auf Materialpunktebene als auch die Finite-Elemente-Simulationen
zeigen die Moglichkeit des ersten Materialmodells die simultanen Prozesse der plastischen De-
formation und der Phasenumwandlung abzubilden. Durch die angenommenen nichtlinearen
Funktionen fiir die Materialparameter lisst sich zudem der Effekt der funktionalen Ermiidung
modellieren, der durch die Bildung einer bleibenden Dehnung und die Absenkung der Transfor-
mationsspannungen deutlich wird. Die im Rahmen des Materialmodells benotigten Parameter
werden auf Materialpunktebene variiert, um deren Einfluss auf die mikrostrukturellen Entwick-
lungen zu dokumentieren. Die Finite-Elemente-Implementierung erfolgt des Weiteren lediglich
fiir das modifizierte Modell, da eine in jedem Korn einzeln erfolgende Auswertung zu einem
erheblich groeren Berechnungsaufwand fiihren wiirde. Anhand des ersten Beispiels eines zy-
klisch auf Zug belasteten Drahtes, dessen Abmessungen und Belastungen mit experimentellen
Untersuchungen iibereinstimmen, wird zum einen die Unabhingigkeit der Ergebnisse von der
Vernetzung gezeigt, zum anderen wird durch den Vergleich mit experimentellen Daten nach
Wagner (2005) die qualitativ gute Abbildung des beobachteten Materialverhaltens festgestellt.
Auch die nachfolgenden Berechnungen eines Zugstreifens, einer Lochscheibe, des sinusformi-
gen Klemmrings und der Feder zeigen die teils sehr lokal ausgeprigte Phasentransformation
und gekoppelte plastische Deformation. Keine der Simulationen — weder am Materialpunkt
noch auf Finite-Elemente-Ebene — zeigt jedoch die experimentell beobachtete Bildung nicht
mehr zuriicktransformierender Martensitanteile.
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Die Beriicksichtigung eben dieses stabilisierten Anteils an Martensit bildet die Basis des
zweiten Materialmodells. Experimente zeigen, dass diese unumkehrbare Stabilisierung ein Re-
sultat der wihrend der Transformation gebildeten Versetzungen im Material ist, auf deren di-
rekte Beriicksichtigung zu Gunsten der numerischen Effizienz des Materialmodells verzichtet
wird. Vereinfachend wird die eher phdnomenologische Annahme getroffen, dass die diffusi-
onslose Phasentransformation zwischen Austenit und Martensit in einen reversiblen und einen
irreversiblen Anteil unterteilt werden kann. Diese beiden mikrostrukturellen Prozesse werden
durch die zum reversiblen Anteil zusitzliche Einfiihrung einer irreversiblen Volumenfraktionen
als interne Variablen in das Materialmodell integriert. Ihr simultanes Auftreten wird, wie be-
reits im ersten Modellansatz, durch Verwendung der gekoppelten Dissipationsfunktion erreicht.
Auch die polykristalline Struktur des betrachteten Materials wird wiederum unter Verwendung
der reprisentativen Orientierungsverteilungsfunktion nach Junker (2014b) angenommen. Die
Herleitung der Evolutionsgleichungen der internen Variablen erfolgt im Fall der Eulerwinkel
mit Wahl einer zweiter Ordnung homogenen Dissipation und somit unter Erhalt ratenabhéngi-
ger Evolutionsgleichungen. Fiir die Berechnung der Volumenfraktionen wird hingegen einem
erster Ordnung homogenen Ansatz eine Funktion gegeniibergestellt, die sich aus einem erster
Ordnung homogenen und einem zweiter Ordnung homogenen Ansatz zusammensetzt, um die
erhaltenden Evolutionsgleichungen elasto-plastischen und elasto-viskoplastischen Typs zu ver-
gleichen. Fiir die zur Modellierung des zyklischen Verhaltens verwendeten Modellparameter
wird eine experimentell basierte Kalibrierung préisentiert.

Die Vorstellung zahlreicher unterschiedlicher Simulationen auf Materialpunktebene und fiir
makroskopische Korper zeigt auch fiir das zweite Materialmodell die charakteristischen Effekte
der sinkenden Spannungsplateaus und der bleibenden Dehnung mit konvergierendem Charakter.
Zunichst erfolgt auf Basis des ratenunabhingigen Modells die Simulation des zyklierten Zug-
stabes. Anhand dieses ersten Beispiels kann sowohl durch Verwendung unterschiedlicher Netze,
als auch durch den Vergleich mit experimentellen Daten gezeigt werden, dass das Materialmo-
dell netzunabhingig und in der Lage ist, die komplexen mikrostrukturellen Entwicklungen ab-
zubilden, wenn auch die Konvergenz der Simulation langsamer erfolgt als im Experiment. Die
weiteren Beispiele des Zugstreifens, der Lochscheibe, des Risses und des Klemmrings zeigen
eine teils sehr deutliche Lokalisierung der Transformationen und damit verbundene klarere Pha-
senfronten. Durch das abschlieBende Randwertproblem einer zyklisch gedehnten Feder wird
zudem — anders als durch die vorherigen Berechnungen — eine stirker dreidimensional stattfin-
dende Mikrostrukturdnderung dokumentiert. Wesentliche Berechnungen auf Finite-Elemente-
Ebene werden im Anschluss fiir das Modell mit Evolution elasto-viskoplastischen Typs wie-
derholt und die Ergebnisse miteinander verglichen. Es zeigt sich, dass das ratenabhéngige Mo-
dell zwar grundsitzlich zu einer homogeneren mikrostrukturellen Entwicklung neigt, jedoch
bei inhomogenen Spannungsverteilungen mit den Ergebnissen des ratenunabhingigen Falls
tibereinstimmt. Anhand des zyklisch belasteten Zugdrahts wird auch fiir die Evolution elasto-
viskoplastischen Typs der Volumenanteile gezeigt, dass netzunabhéngige Ergebnisse erreicht
werden konnen. Ein wesentlicher Nachteil des ratenabhingigen Modells besteht jedoch in der
Wahl des verwendeten viskosen Parameters, der — wie gezeigt — einen erheblichen Einfluss auf
die Evolution des Austenits und der reversiblen und stabilisierten Martensitphasen hat.

Ein Vergleich der Finite-Elemente-Ergebnisse der ersten beiden Modell zeigt Ubereinstim-
mungen hinsichtlich der transformierenden Regionen. Der Grund dafiir liegt in der in beiden
Modellen berticksichtigten reversiblen Phasentransformation. Aufgrund der jeweils gewéhlten
Dissipationsfunktionen erfolgt eine klare Dominanz der reversiblen Transformation gegeniiber
der Entwicklung der irreversiblen Effekte. Der entsprechende Volumenanteil entwickelt sich da-
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her jeweils auf eine qualitativ &hnliche Weise, wobei die plastische Deformation bzw. Bildung
irreversiblen Martensits als Begleiterscheinung zur Umwandlung modelliert wird. Ein weiterer
Vergleich der Materialmodelle zeigt die Moglichkeit des zweiten Ansatzes, die Stabilisierung
des Martensits und damit ausbleibende Riicktransformation abzubilden. Zwar ist die Annahme
einer simultanen Bildung irreversiblen Martensits eher phinomenologischen Charakters, jedoch
kann auf die Verwendung exponentieller Zusammenhénge verzichtet werden und alle verwen-
deten Parameter des zweiten Modells lassen sich experimentell kalibrieren.

Das abschlieBend prisentierte dritte Materialmodell stellt einen ersten Ansatz zur Modellie-
rung thermischen Zyklierens dar. Da experimentell wihrend dieses zyklischen Lastfalls kei-
ne Bildung irreversiblen Martensits dokumentiert wird bzw. die Bildung von Versetzungen
im Gegensatz zum mechanischen Zyklieren nicht zur Begiinstigung der Phasentransformati-
on von Austenit zu Martensit fiihrt, konnen die vorherigen beiden Modellansétze nicht auf die
anderen betrachteten Temperaturbereiche tibertragen werden. Die Modellierung erfolgt durch
Einfiihrung einer skalaren Variable, die die Transformationshistorie des zyklierten Bauteils
speichert und einen Einfluss auf die Energie des Materials hat. Des Weiteren wird angenom-
men, dass sich in Richtung der Summe der Transformationsdehnung ein konvergierender An-
teil irreversibler Dehnungen bildet. Die polykristalline Struktur wird wiederum durch den in
Junker (2014b) présentierten Ansatz beriicksichtigt. Die Materialpunktergebnisse fiir das dritte
Modell zeigen sowohl fiir die Berechnungen eines zyklischen Temperaturversuchs als auch fiir
den bereits mehrfach prisentierten zyklischen Zugversuch qualitativ gute Ergebnisse: fiir den
Fall des thermischen Zyklierens kann die Absenkung der Transformationstemperaturen, fiir den
zyklischen Zugversuch die Plateausenkung und gleichzeitige Bildung bleibender Dehnungen
simuliert werden.

Zur weiteren Untersuchung der Materialmodelle bietet sich zunéchst eine detailliertere Va-
lidierung durch mehr experimentelle Daten an, um den Einfluss stochastischer Abweichungen
und experimentell bedingter Einfliisse zu minimieren und die langsamere Konvergenz der Simu-
lation gegeniiber dem Experiment weiter zu untersuchen. Besonders das dritte Materialmodell,
das neben der Modellierung der funktionalen Ermiidung durch das mechanische Zyklieren auch
die Degradierung wihrend einer zyklischen Temperaturbelastung beriicksichtigt, kann durch
Implementierung im Rahmen der Finite-Elemente-Methode weitergehend untersucht werden,
um gleichzeitig die fiir die unterschiedlichen Temperaturbereiche abweichenden Effekte zu mo-
dellieren. In diesem Zusammenhang stellt eine genauere Untersuchung der thermischen Effekte
einen weiteren interessanten Ansatzpunkt dar, der beispielsweise durch Beriicksichtigung einer
vollstindigen thermomechanischen Kopplung umgesetzt werden kann. Des Weiteren kann der
Effekt der Heilung untersucht werden, der die Wiederherstellung der funktionalen Eigenschaf-
ten durch thermische Behandlung beschreibt. Um jedoch die Ursache des komplexen Material-
verhaltens detaillierter zu betrachten, wird eine Modellierung der Effekte auf einer niedrigeren
Skala erfolgen. Auf dieser Skala kann dann durch Kopplung mit kristallplastischen Problemen
eine direkte Beriicksichtigung der Versetzungsbildung durchgefiihrt werden. Mit einem solchen
Modellansatz wird zwar die Berechnung makroskopischer Problemstellungen deutlich zeitauf-
wendiger und komplexer, jedoch kann auch der direkte Einfluss vorhandener Versetzungen,
Korngrenzen und eventuell auch anderer lokaler Effekte wie Seigerungen untersucht werden.
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