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Zusammenfassung

Im Rahmen dieser Arbeit wurde ein Materialmodell zur Beschreibung der Austenit-
Martesit Phasenumwandlung unter Beriicksichtigung der transformationsinduzierten Pla-
stizitat (TRIP) entwickelt. Das Modell ist zur Berechnung ausgedehnter Strukturen ein-
setzbar.

Eine lokale Betrachtung der Energie- und Entropiebilanz an der Phasengrenze bildet den
Ausgangspunkt zur Identifikation der thermodynamischen Kraft und des thermodynami-
schen Flusses bei Beschreibung der Transformationskinetik. Fiir beide Groflen muf fiir
den allgemein nichthydrostatischen Spannungszustand eine tensorielle Beschreibung ver-
wendet werden. Im zweiten Teil der Arbeit bilden diese Groflen die Basis zur Entwicklung
eines Stoffgesetzes zur Beschreibung des TRIP-Phénomens. Es wird das unterschiedliche
mechanische Verhalten der Phasen, insbesondere die stark unterschiedlichen Fliegrenzen,
beriicksichtigt.

Das entwickelte Modell wurde in das Finite Elemente Programm MARC implementiert,
womit sowohl das Material- als auch das Strukturverhalten simuliert wurde. Es konnten
sowohl die experimentell beobachtete starke Abhéngigkeit der Transformationskinetik von
dem elasto-plastischen Verhalten der Phasen als auch die Orientierungsabhéngigkeit der
Martensiteinschliisse von dem global herrschenden Spannungszustand aufgezeigt werden.

Summary

In this thesis, a model to describe the austenite martensite transformation was developed.
The transformation induced plasticity (TRIP) was taken into consideration. The model
can be used to design complex structures.

A local examination of the energy and entropy balance at the phase boundary serves as
the starting point for the identification of the thermodynamical driving force and the
thermodynamic flow. For both, a tensorial description is necessary for a general non-
hydrostatically stressed solid. In the second part, a material law for the description of
TRIP-Steels was developed based on the values derived in the first part. The different
mechanical behavior of the phases, especially the differing yield stresses, was taken into
account.

The model developed was implemented into the finite element program MARC. Simu-
lations of the material and the structural behavior were performed. The experimentally
observed strong dependence of the transformation kinetics on the yield stress of the austen-
ite and the dependence of the orientation of the martensite inclusion on the stress state
could be verified.
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1. Einleitung

Die Austenit-Martensit Phasentransformation ist ein in der Technik schon recht lange
bekannter und verwendeter Vorgang. Das klassische Anwendungsbeispiel ist das Héarten
eines Werkstiicks. Dabei wird ein auf hinreichend hohe Temperatur erhitztes Werkstiick in
ein Abkithlmedium, oftmals Ol oder Wasser, getaucht. Dadurch wird die hohe Abkiihlge-
schwindigkeit zum Erreichen der gewiinschten Strukturédnderung, der Austenit-Martensit
Transformation, erreicht. Das Martensit hat aufgrund seiner Kristallstruktur eine deut-
lich hohere Flieigrenze als das Austenit. Durch die hohe Temperaturdifferenz entsteht
aber auch eine hoher Temperaturgradient im Innern des Werkstiicks. Dieser fithrt zu Ei-
genspannungen, die so hoch sein kénnen, dafl der Werkstoff plastifiziert oder sogar reifit.
Nicht nur die Eigenspannungen fiithren zu plastischen Deformationen, auch die Umwand-
lung bedingt durch die Strukturéinderung eine Deformation des umgewandelten Materials
und damit auch eine unter Umsténden plastische Deformation des Gesamtwerkstoffes.

Eine weiteres Anwendungsfeld der Austenit-Martensit Umwandlung stellen die Form-
gedachtnismetalle dar. Diese sind in der Lage, sich nach einer Deformation durch Erwérmen
wieder an ihre urspriingliche Form zu ,erinnern®“. Dieser Effekt wird dadurch erreicht,
daf} es sich bei den auf den ersten Blick bleibenden Verformungen um keine plastischen
Deformationen handelt, sondern die Austenit-Martensit Transformation mit den dabei
auftretenden Deformationen durchlaufen wird. Durch das Erhitzen wird die Riicktrans-
formation eingeleitet, wodurch bei diesen Werkstoffen auch die Deformation aufgrund der
Transformation riickgingig gemacht wird. Ahnlich ist der Vorgang bei . superelastischen®
Materialien. Bei diesen reicht die Wegnahme der Last als Kriterium fiir die Riicktransfor-
mation aus. Der Werkstoff zeigt dadurch ein scheinbar gummielastisches Verhalten.

Obwohl Phasentransformationen bei technisch wichtigen Vorgéngen wie dem Hérten oder
Schweiflen von Werkstoffen auftreten, ist die Beschéftigung aus kontinuumsmechanischer
Sicht mit diesem Thema noch jung. So bestehen einerseits phinomenologische Modelle,
die zur Berechnung konkreter Strukturen eingesetzt werden konnen, aber in der Regel
nur Teilaspekte der Umwandlung modellieren. Andererseits gibt es mikromechanische
Modelle, die das lokale Verhalten des Werkstoffes gut abbilden, sich aber aufgrund des
numerischen Aufwands nicht zur Berechnung ausgedehnter Bauteile eignen.

Ziel dieser Arbeit ist es, die Vorgénge wiahrend der Austenit-Martensit Umwandlung unter
Beriicksichtigung der thermodynamischen Randbedingungen und der dissipativen Effekte
zu beschreiben. Sie soll ein Beitrag zu dem Ziel sein, ein Entwurf eines Bauteils unter
Beriicksichtigung der Form- und Gefiigedinderung wiahrend der Abkiihlung zu erreichen.
Zur Berechnung beliebiger Bauteilformen ist die Implementation des Materialmodells in
die Methode der finiten Elemente essentiell. Ein weiterer, aus diesem Argument folgen-
der Aspekt, ist die Frage der Identifikation der Modellparameter. Bei der Anpassung
von Materialmodellen an experimentelle Daten stellt sich das Problem, daf§ die Modelle
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zur Anpassung einen homogenen, genau definierten Temperatur und Spannungszustand
verlangen. Dieser ist aber aufgrund des gekoppelt thermomechanischen Problems experi-
mentell nur sehr schwer erreichbar. Eine Losungsmoglichkeit stellt hier die Methode der
finiten Elemente dar. Mit dieser steht eine M&glichkeit zur Verfiigung, den durchgefiihrten
Versuch soweit zu modellieren, dafl eine Anpassung an die gemessenen Daten, wie z.B.
der Temperatur auf der Oberfliche der Probe oder der resultierenden Normalkraft in der
Probe moglich ist.

Im folgenden Kapitel wird eine Einordnung der im Rahmen dieser Arbeit untersuchten
Phénomene sowohl unter thermodynamischen als auch unter mechanischen Gesichtspunk-
ten in das allgemeine Gebiet der Phasentransformationen vorgenommen.

Im dritten Kapitel werden zunéchst grundlegende Betrachtungen an einer Phasengrenze
gemacht und darauf basierend eine eindeutige Identifikation der thermodynamisch trei-
benden GriéBe der Phasentransformation vorgenommen. Diese Uberlegung und die zur
Ubertragung der lokalen Beschreibung notwendige Homogenisierung fiihrt auf die Er-
weiterung der skalaren Beschreibung der Massenanteile der Phasen auf eine auf einer
tensoriellen Groéfle basierenden Beschreibung der Transformationskinetik.

Darauf aufbauend wird im vierten Kapitel ein makroskopisches Stoffgesetz zur Beschrei-
bung der Austenit-Martensit Phasentransformation vorgestellt. Es berticksichtigt getrennt
das Verhalten des Austenits und des Martensits, so dal das stark unterschiedliche Mate-
rialverhalten der Phasen modelliert werden kann.

Im fiinften Kapitel wird das Strukturverhalten anhand zweier klassischer Versuche der
Hértereitechnik demonstriert. Besonderes Augenmerk wird dabei auf die Anwendung des
hier entwickelten Konzeptes gelegt.



2. Zum Begriff der transformationsindu-
zierten Plastizitat

2.1 Klassifikation von Phaseniibergingen in Feststof-
fen

Zunéchst soll hier zur Definition des behandelten Themenbereichs ein kurzer Uberblick
iiber Phasenumwandlungen in Feststoffen sowohl aus thermodynamischer als auch materi-
altechnologischer Sicht gegeben werden. Die zur Einteilung der Phaseniiberginge fithren-
den Kriterien und die Charakteristika der Arten der Phasentransformationen in Feststof-
fen sind in zahlreichen Lehrbiichern zu finden ([Ber93],[Haa84],[HW91]). Sie sollen hier
nur soweit dargestellt werden, wie es zum Verstdndnis des in dieser Arbeit gewéhltem
Vorgehen von Bedeutung ist.

Besonderes Augenmerk wird im folgenden auf die Austenit-Martensit Umwandlung ge-
legt. Die oftmals verwendete Unterscheidung von thermodynamischen und mechanischen
Aspekten ist nicht immer eindeutig. Einige Vorgénge lassen sich nicht eindeutig einem
Bereich zuordnen.Weiterhin interagieren thermomechanische und mechanische Phinome-
ne. Trotzdem, insbesondere im Hinblick auf die historische Entwicklung der Beschéftigung
mit diesem Gebiet, kann die Unterteilung aber doch als sinnvoll erachtet werden.

Der Begriff der Phase basiert auf der Moglichkeit eines Feststoffes bei gleicher chemischer
Zusammensetzung in verschiedenen Kristallgitterstrukturen zu existieren. So gibt es bei
Eisen (s. BERNS[Ber93))

e kubisch raumzentriertes a-Eisen (Martensit, Ferrit, Perlit),
e kubisch flachenzentriertes ~-Fisen (Austenit),
e kubisch raumzentriertes J-Eisen (J-Ferrit),

e c-Eisen in hexagonal dichtester Kugelpackung.

Zur Beschreibung von Phasenumwandlungen werden in der Regel die Volumenanteile oder
die Massenanteile der Phasen am Gesamtkorper verwendet. Im Gegensatz dazu verwendet
man bei der Beschreibung einer chemischen Umwandlung die Molanteile der beteiligten
Komponenten. Oftmals findet man in Abhandlungen zur Beschreibung der Phasentrans-
formation auch die Einbeziehung der Komponenten. Dies soll hier nicht weiter verfolgt
werden, wenn im folgenden von einem Anteil einer Phase gesprochen wird ist damit der
Massenanteil der Phase am Gesamtkorper gemeint



4 2. Zum Begriff der transformationsinduzierten Plastizitét

Die thermodynamische Beschreibung von Phasentransformationen basiert auf der Iden-
tifikation bestimmter energetischer Gréfien als die die Umwandlung bestimmenden Fak-
toren. Als die fiir Phaseniiberginge bestimmende Gréfle kann die freie GIBBs-Energie G
(auch freie Enthalpie)! identifiziert werden. Das Verhalten der freien GiBBS-Energie und
der freien HELMHOLTZ-Energie H fithrt zu einer Einteilung der Umwandlungsarten, die
entscheidende Aspekte der Transformationskinetik beschreibt.

100

d
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W |/ 80 |
mol ! - ; ‘
60 4 - I |
= L € ® : / ‘
= [ =] !
2 L = :
£ T T p—
€ | % | | |
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Abb. 2.1: links: Freie HELMHOLTZ-Energie H(T) des reinen Eisens.
rechts: Spezifische Wérmekapazitit c,(7") des reinen Eisens.
Gekennzeichnet sind die magnetische Umwandlung (7;), Strukturumwandlungen
(Tey, Tys) und Schmelzpunkt (Tj¢). (nach HORNBOGEN & WARLIMONT[HW91])

Betrachtet man die Abhéngigkeit der freien HELMHOLTZ-Energie von der Temperatur in
Abb.2.1, ist bei der Anderung des magnetischen Verhaltens bei der CURIE-Temperatur 7,
mit dem dort stetigen Verhalten ein anderer Verlauf als bei den Phaseniibergéingen o=y
und 7= ¢ zu beobachten. An diesen Stellen liegt ein Sprung vor. Der Unterschied wird
noch deutlicher, wenn man die spezifische Warmekapazitiat ¢, = (0H/0T), betrachtet .
Hier findet man bei der magnetischen Umwandlung ein Maximum, wéahrend sowohl bei
dem Ubergang zwischen a-Eisen und 4-Eisen, als auch bei dem = §-Ubergang Unstetig-
keiten vorliegen. Diese Unterschiede im Verlauf der freien Energie bilden die Grundlage
der EHRENFEST-Einteilung. Diese Einteilung besagt, dafl eine Phasentransformation n-
ter Ordnung vorliegt, wenn fiir die n-te Ableitung der Zustandsfunktion (hier die freie
HELMHOLTZ-Energie) zum ersten Mal eine Unstetigkeit auftritt. Umwandlungen erster
Ordnung laufen mit Hysterese ab, die durch den Energie- und Zeitbedarf von Keimbil-
dung und Wachstum bedingt ist, wihrend die Umwandlung zweiter Ordnung spontan den
Anderungen der Zustandsgrofe folgt.

Zur Klasse der Umwandlungen erster Ordnung gehoren die strukturellen Umwandlun-
gen, d.h. die Phasentransformationen. Im folgenden werden Umwandlungen dieser Art
naher untersucht. Dabei ist zunéchst wichtig auf die Anfinge der Untersuchungen dieser

'Eine Definition der hier genannten GréBen wird im Kapitel 3 vorgenommen.
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Umwandlungen zuriick zu blicken. Eine der ersten Beschreibungen der Gefiigeeigenschaf-
ten eines Werkstoffes in Abhéngigkeit der thermischen Randbedingungen basierte auf
einem Abschreckversuch. Dabei wird die zu untersuchende Werkstoffprobe zunéchst auf
eine Temperatur erhitzt, bei der nach hinreichend langer Haltezeit anzunehmen ist, dafl
eine homogene Phase vorliegt. Danach wird mit maximal erreichbarer Geschwindigkeit
auf eine bestimmte Temperatur abgekiihlt und diese gehalten. Abhéngig von der Hal-
tezeit stellt sich ein bestimmtes Gefiige ein. Die Gefiigeanteile in Abéngigkeit von der
Haltezeit werden fiir verschiedene Temperaturen in einem isothermen Zeit-Temperatur-
Umwandlungsschaubild (ZTU-Diagramm) zusammengefafit. In Abb.2.2 ist dies fiir einen
typischen Stahl zu sehen. Ein Schwachpunkt dieser Darstellungsart wird deutlich, wenn
man den Bereich der Martensitbildung betrachtet. Dort ist bereits fiir den Zeitpunkt
t = 1s ein Martensitanteil vorhanden, der sich auch bei weiterem Halten der Temperatur
nicht verédndert. Der Martensitanteil hatte sich bereits wihrend des in diesem Diagramm
nicht dargestellten Abkiihlungsvorgangs gebildet.
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Abb. 2.2: isothermes Zeit-Temperatur-Umwandlungs-Schaubild 42CrMo4 (nach WEVER &
ROSE[WRA58])
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Abhilfe schafft hier die Einfithrung des kontinuierlichen Zeit-Temperatur-Umwandlungs-
Schaubilds (s. Abb.2.3). In diesem wird eine Probe monoton abgekiihlt, die Abkiihlungs-
verldufe sind fiir verschiedene Geschwindigkeiten in dem Diagramm dargestellt. An den
Abkiihlungskurven werden die Gefiigeanteile vermerkt und die 1% bzw. 99%-Werte der
Phasenanteile besonders gekennzeichnet. Durch Verbinden dieser Punkte erhélt man die
Bereiche der einzelnen Phasen. Durch das Miteinbeziehen der Information iiber den Tem-
peraturverlauf ermoglicht diese Darstellung, eine schon kurz angesprochene Besonderheit
der Austenit-Martensit Transformation darzustellen: Die Transformation schreitet nur bei
weiterem Unterkiihlen voran, wird die Temperatur konstant gehalten, bleibt der Marten-
sitanteil konstant.
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2.2 Klassifizierung der Austenit-Martensit Transfor-
mation

Die Austenit-Martensit-Transformation 148t sich aufgrund der thermomechanischen Ge-
gebenheiten und der Bedeutung in der Anwendung in zwei Teilbereiche aufteilen:

e die weitgehend reversible Umwandlung
(in Formgedachtnismetallen, engl. shape memory alloys, SMA oder superelsatischen
Materialien)

e die mit Plastifizierung der Matrixphase einhergehende Umwandlung
(Umwandlungsplastizitét, engl. transfomation induced plasticity, TRIP)

Der aus thermodynamischer Sicht entscheidende Unterschied ist schon bei der Beschrei-
bung der SMA-Metalle genannt worden: Die Umwandlung in Formgedéchtnismetallen
geschieht weitestgehend reversibel wihrend, die bei TRIP-Stdhlen vorhandene Plastifizie-
rung der Matrixphase zu dissipativen Effekten fiihrt.

Abb. 2.4: links: Martensitplatten (weif}) in Austenitmatrix in einer Fe-C-Ni Legierung, die aus
dem Austenitbereich auf Raumtemperatur abgeschreckt wurden.
rechts: Martensitplatten in der Anordnung selbsakkommodierender Gruppen in einer
Cu-Zn-Al-Legierung (nach [HW91])

Der mechanische Vorgang bei einer Austenit-Martensit-Umwandlung kann in drei Teil-
vorgange unterteilt werden:

1) Mit der Austenit-Martensit-Umwandlung geht eine Deformation des umgewandel-
ten Gebietes einher, die sog. BAIN-Verzerrung. Diese basiert auf dem Umklappen
der Gitterstruktur von einer kubisch flichenzentrierten (kfz) in eine kubisch raum-
zentrierte (krz) Struktur. Zu beachten ist hier, daB die beiden Gitterstrukturen
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unterschiedliche Atomabstéinde aufweisen. Daher hat die krz-Gitterstruktur eine ge-
ringere Loslichkeit fiir Kohlenstoff. Dadurch ist die Umwandlung nicht unbehindert
moglich, die eingelagerten Kohlenstoffatome sorgen fiir grofle interne Verzerrungen.

2) Da die BAIN-Verzerrung eine grofie Deformation des umgebenden Gebietes bedin-
gen wiirde, ist es energetisch giinstiger, diese durch Zwillingsbildung oder Gleitung
abzufedern (s. Abb. 2.4)

3) Zur Erhaltung der Kritallgitterstruktur ist weiterhin eine Drehung des umgewan-
delten Gebietes notwendig.

Diese drei Vorgéinge fithren zu unterschiedlichen Orientierungsformen des Martensits: dem
Lattenmartensit, dem Plattenmartensit und dem e-Martensit.

Die BAIN-Verzerrung la3t sich in einem lokalen Koordinatensystem auf der Habitusebene
durch

b /2 0
=2 0 0 (2.1)
0 0 0

beschreiben. Die Unterteilung der Austenit-Martensit-Transformation findet sich in den
Komponenten dieses Tensors wieder. Bei der Transformation in SMA-Metallen ist der
Scheranteil v dominant, der Volumenanteil § kann vernachléssigt werden. Diese Ver-
nachléssigbarkeit des Volumenanteils trifft fiir die Umwandlung in TRIP-Stdhlen nicht
zu und ist der Grund fiir die plastische Verzerrung der Matrixphase.

AbschlieSend soll hier, nach der theoretischen Beschreibung der Unterteilung, auf die Kon-
sequenzen fiir die praktische Anwendung eingegangen werden. Die scherdominierte Um-
wandlung hat in Formged&chtnismetallen und superelastischen Werkstoffen inzwischen
eine weite Verbreitung gefunden. Diese Entwicklung hat erst kiirzlich eingesetzt und ent-
wickelt zur Zeit eine grofie Dynamik in verschiedenen Anwendungsgebieten. Die Wurzeln
der Anwendung der volumendominierten Umwandlung liegen deutlich weiter in der Ver-
gangenheit. Dieser Vorgang ist in der Anwendung als das Abschrecken des Metalls schon
seit den Anféngen der Industrialisierung bekannt. Trotzdem findet man nur wenige Mo-
delle zur Beschreibung dieses Vorgangs. So gibt es bisher nur eine Monographie, daf} sich
ausschlieflich mit dem Effekt der transformationsinduzierten Plastizitat auseinandersetzt
(MITTER[Mit87]). Es ist zu hoffen, daf verbesserte Modelle zur Beschreibung der bei der
Umwandlung auftretenden Vorgénge zu einem diesen Vorgang stérker beriicksichtigenden
Design sowohl der Materialien als auch der Strukturen fiihrt.

2.3 Modelle zur Beschreibung der Austenit-Martensit

Transformation

Die Beschreibung der transformationsinduzierten Plastizitdt und der Vorgénge in Form-
gedédchtnismetallen lassen sich insbesondere im Hinblick auf die Transformationskinetik,
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d.h. der Beschreibung der Phasenanteile und deren Verédnderung, nicht immer eindeutig
trennen. Es wird daher nicht immer explizit auf Unterschiede verwiesen.

2.3.1 Modellierungskonzepte

Bei der Beschreibung der Austenit-Martensit Transformation kann man grob zwei Model-
lierungskonzepte unterscheiden:

e phinomenologische Modelle

e mikromechanisch begriindete Ansétze.

Die phéanomenologischen Modellansétze nehmen die Betrachtungen der Mikromechanik als
Basis zur Formulierung makroskopischer Modellansétze. Aufbauend auf diesen Betrach-
tungen und dem makroskopischen Materialverhalten werden Evolutionsgleichungen zur
Beschreibung des Materialverhaltens aufgebaut. Da das makroskopische Materialverhal-
ten oft sehr komplex ist, ist auch das Finden geeigneter Beschreibungen unter Umsténden
nicht unproblematisch.

Mikroscherbander
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—
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00000000
LN N ) SV
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Einkristall (XX NXRNX)
\ Versetzung
Gitter

Abb. 2.5: Verschiedene Ebenen der Betrachtung eines Korpers (nach BRUHNS[Bru93))

Bei den mikromechanisch begriindeten Modellen wird von verschiedenen Modellierungs-
ebenen ausgegangen (s. Abb. 2.5):

e der Mikro-Skale des Kristalls
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e der Meso-Skale des polykristallinen Korngefiiges mit Korngrenzen und Kérnern in
unterschiedlichen Phasenzustdnden

e der Makro-Skale der zu beschreibenden Struktur.

Die Modellbildung ist bei richtiger Wahl der Beschreibungsebene in der Regel einfacher als
bei den phinomenologischen Modellen. Als Problem erweist sich aber die Ubertragung der
Ergebnisse von einer Ebene zur Néachsthéheren zum letztendlichen Ereichen der Makro-
Skale. Zur Losung bieten sich folgende Moglichkeiten an:

e Annahme eines konstanten Spannungsfeldes (SACHS-Ansatz)
(SacHs[Sac24], REUss[Reu29])

e Annahme eines konstanten Verzerrungsfeldes (TAYLOR-Ansatz)
(TayLoOR[Tay38], VoiaT[Voi89], FISCHER[Fis92])

e selbstkonsistente Formulierungen
(KRONER[Kro58], HILL[Hil65], MORI & TANAKA[MT73], MURA[Mur87|, BERVEIL-
LER, PATOOR ET AL. [PEBS8|[LB89][PSB99]|[DSB95], BUSSINK ET AL.[BIOV95],
WEN ET AL.[WDG99] )

e FEM-Simulation der Mikrostruktur im représentativen Volumenelement (RVE)
(REISNER ET AL.[RWF98|[RYF99], LEVITAS ET AL.[LIS98][ILS99][LS99], SIMONS-
SON & SJOSTROM[SS99])

Ein Nachteil der selbstkonsistenten Formulierungen ist, dafl von einer konkreten Geome-
trie der Einschliisse ausgegangen werden mufl. Weiterhin sind die Ergebnisse von dem ver-
wendeten Materialmodell abhéngig. Unter Verwendung der Methode der FEM-Simulation
der Mikrostruktur kénnen detaillierte Aussagen iiber Verzerrungen und Eigenspannungs-
zustdnde im RVE gemacht werden. Der numerische Aufwand ist unter Beriicksichtigung
der momentan verfiighbaren Rechnerkapazitédten zu hoch, um Strukturen mit Ausdehnun-
gen weit iiber der Grofle des RVE zu berechnen. Daher dienen diese Analysen eher der
fundierteren Beschreibung des Meso-Makro Ubergangs und koénnen somit eine Hilfestel-
lung bei der Beschreibung des makroskopischen Materialverhaltens geben.

2.3.2 Beschreibung der Transformationskinetik

Ein entscheidender Baustein fiir ein eine Phasenumwandlung beschreibendes Stoffgesetz
ist die Transformationskinetik, d.h. die Beschreibung der Anteile der betrachteten Phasen
am Gesamtkorper und deren Anderung.

Einleitend sollen hier einige bei der Austenit-Martensit Transformation wichtige Punkte
genannt werden:
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a) Die Transformation schreitet bei der Abkiithlung nur bei weiterem Erniedrigen der
Temperatur voran. Im Gegensatz dazu steht z.B. die Umwandlung von Austenit
nach Perlit oder Ferrit.

b) Die Transformation startet erst bei Uberschreiten einer gewissen Energiebarriere.
Dadurch ist eine Hysterese bei thermomechanisch zyklischen Prozessen gegegeben.
Diese zur Uberwindung der Energiebarriere notwendige Energie kann als thermody-
namisch treibende Kraft der Phasentransformation identifiziert werden.

¢) In TRIP-Stéhlen ist eine Mindestgeschwindigkeit der Anderung der energetisch trei-
benden Grofle notwendig. Ist diese nicht gegeben, werden sich statt Martensit andere
Gefiigeformen bilden. In manchen Werkstoffen, insbesondere bei Formdéchtnisme-
tallen (s. VIDEAU ET AL.[VCP96], dort mit sehr geringer minimaler Abkiihlungsra-
te) stockt dann nur die Austenit-Martensit Transformation und es bilden sich keine
andere Gefiigeformen. Diese Arten von Werkstoffen eigen sich daher besonders gut
zur experimentellen Untersuchung der Martensit-Austenit Phasentransformation.
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Abb. 2.6: Martensitanteil in Abhéngigkeit von der Temperatur fiir den Stahl 34 Cr 4 (nach
WEVER & ROSE[WR58])

Die Beschreibung des Massenanteils & der Martensitphase an der Gesamtmasse wurde
zunéchst als direkte Funktion von Temperatur und spéater auch der Spannung ausgedriickt.
Hier seien stellvertretend

KOISTINEN & MARBURGER[KM59] ¢ =1 —exp(—a(M; —1T))

BESSERDICH[Bes93] E=1—((T—My)/(Mg— Mg))"

TANAKA[Tan91] £=1—exp(—a(M; —T))exp(—a(Al + BV1y))
genannt (s. auch [Tam82]). Die Bezeichnungen sollen hier nur kurz erldutert werden. Es be-
zeichnet M, die Martensit-Start-Temperatur, d.h. die Temperatur, bei der bei Abkiihlung
die Transformation einsetzt, My die Martensit-Finish-Temperatur, also die Temperatur
am Ende der Umwandlung und [I,/5 die ersten zwei Invarianten des Spannungstensors.
Das Einsetzen der Transformation ist nicht nur von der Temperatur, sondern auch von
der globalen Spannung abhingig (Dies ist im Ansatz von TANAKA beriicksichtigt). In
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Abb.2.7 ist fiir eine Fe-Ni-C Legierung und einen Stahl die Spannung, die zu einem Ein-
setzen der Transformation fithrt in Abhéngigkeit von der Temperatur aufgetragen.Es ist

zu erkennen, dafl die FlieSgrenze des Austenits ein wesentlicher Einflufifaktor ist.
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Abb. 2.7: Abhéngigkeit der zum Einsetzen der Transformation notwendigen Spannung von der
Temperatur. Zuséatzlich ist die Fliespannung durch die runden Punkte gekennzeich-
net.

a) eine Fe-Ni-C Legierung.
b) der Stahl 60NCD11 (franz. Bezeichnung).
(nach GAUTIER & PATOOR[GP97])

Diese Erkenntnisse haben zur einer stédrkeren Beriicksichtigung der thermodynamischen
Zusammenhénge gefithrt. Zusammen mit den im vorangegangen Abschnitt erwdhnten
Uberlegungen zur energetisch treibenden Grofle der Umwandlung fithrten diese zur Ent-
wicklung energetischer Konzepte. Diese basieren auf einer Betrachtung der treibenden
Energie und bauen auf dieser Grofle ein Evolutionsgesetz fiir den Massenanteil ¢ auf.
Exemplarisch seien hier TANAKA ET AL. [Tan91][OFT93] mit

£ =—kV(1—8)(0G - 6Gy) (2.2)
genannt. 6G kennzeichnet hier die Energiedifferenz der freien GiBBS-Energie bei der Um-
wandlung, das Produkt £V kann als Materialparameter interpretiert werden.

Moderne Konzepte nutzen weitergehende energetische Uberlegungen auf Basis des er-
sten und zweiten Hauptsatzes der Thermodynamik zur Herleitung der Beschreibung der
Transformationskinetik. Es werden zur genaueren Beschreibung des Vorgangs interne Va-
riablen eingefiihrt, insgesamt folgt man dem Konzept der sog. unified laws. (PATOOR ET
AL.[PEB88], SuN, HWANG ET AL. [WH91],[SHY91],[SH93a],[SHI3b],[SLI6], SOUZA ET
AL.[SMZ98], TANAKA ET AL.[TFO99]). Ein Uberblick iiber thermodynamische Konzepte
zur Modellierung der Phasentransformation ist bei FISCHER ET AL.[FBT094] zu finden.
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2.3.3 Beschreibung der transformationsinduzierten Plastizitét

Der Begriff Umwandlungsplastizitdt wurde erstmals 1937 von WASSERMANN|[Was37]| und
1967 von ZACKAY[ZPFB67] mit der Bezeichnung TRIP verwendet. Der Vorgang be-
schreibt nach MITTER[Mit87] die plastische Deformation des Materials wihrend der Um-
wandlung bei Spannungen, die unterhalb der normalerweise gemessenen FlieSgrenze lie-
gen. Diese Deformation ist lastabhéngig und zeigt einen Orientierungseffekt. Zwei Beispie-
le fiir den Zusammenhang zwischen dem Verlauf der transformationsinduzierten Dehnung
wéahrend der Umwandlung und der angelegten Spannung finden sich in Abb.2.8.
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Abb. 2.8: Transformationsinduzierte Deformation in Abhingigkeit des Martensitanteils fiir ver-
schiedene Spannungen
a) Fe-20Ni-0.5C, b) Fe-25Ni-0.66C, nach GAUTIER & PATOOR|[GP97])

MITTER gibt in [Mit87] einen Uberblick iiber Modellierungskonzepte der transformati-
onsinduzierten Deformation, eine Diskussion unter Einbeziehung neuerer Konzepte findet
sich in [FST96]. Hier daher nur ein kurzer Abrifi.

Oftmals wird eine Aufspaltung der Dehnungsrate nach
€=¢E°+ &P +&v | (2.3)

(s. z.B. [SS99],[LS99]) vorgenommen, wobei £° die elastische Dehnungsrate, €° die in-
elastische Dehnungsrate aufgrund ,klassischer* Plastizitit und & die inelastische Deh-
nungsrate infolge der Phasentransformation kennzeichnen. FISCHER hat in [Fis92] unter
Annahme idealplastischen Materialverhaltens den Term

3
et = 5K*o—’ (2.4)
zur Beschreibung der transformationsinduzierten Deformation bei voller Umwandlung her-
geleitet. o’ kennzeichnet den deviatorischen Anteil der makroskopischen Spannung. Der
Parameter K* ist ein von der BAIN-Verzerrung und der Flielspannung der einbettenden
Matrix
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abhéngige Groéfle. Obwohl ein expliziter Wert vom Autor angegeben wird, empfiehlt er eine
experimentelle Anpassung. Der Ausdruck (2.4) ist eine Erweiterung des fiir den einaxia-
len Spannungszustand von GREEENWOOD & JOHNSON[GJ65] hergeleiteten Ansatz. Glei-
chung (2.4) wurde vor der auf mikromechanischen Uberlegungen basierenden Arbeit FI-
SCHERs unter Zuhilfenahme rein heuristischer Argumente aufgestellt (FRANITZA[Fra72],
LEBLOND ET AL.[LDD89]). Zur Beriicksichtigung des Umwandlungsvorgangs ist Glei-
chung (2.4) noch um eine Funktion f¢(¢) auf

(€)= DKo’ f(0) (2.5)

zu erweitern. Diese soll Phdnomene wie das Zusammenwachsen der einzelnen Phasenge-
biete oder die Geometrie der ,Phaseninseln® beriicksichtigen. Diese Funktion mufl den
Bedingungen f¢(§ = 0) = 0, f5(¢6 = 1) = 1 und 0 < f%(¢) < 1 geniigen. Eine Dis-
kussion verschiedener Ansitze findet man in DENIS ET AL.[DGS89]. Ohne Anspruch auf
Vollstandigkeit sollen hier

f5(€) =€&(1 —log€) LEBLOND ET AL.[LDDS9) :
fo(6) =€£12—-¢) DENIS ET AL.[DSB83], SIOSTROM|Sj583] (2.7)

genannt werden. Diese Ansétze wurden in einer Studie von VIDEAU ET AL.[VCP96]| mit
experimentellen Untersuchungen verglichen. Im Rahmen der Experimente wurde der Ein-
fluB des Spannungszustandes und dessen Orientierung auf die transformationsinduzierte
Plastizitét untersucht. Es zeigte sich im allgemeinen eine relativ gute Ubereinstimmung
der Ansitze (2.6) und (2.7) mit den experimentellen Daten, allerdings war ein starker
Einflul des Vorzeichens der Belastung zu beobachten. Dies impliziert eine Funktion der

Form f€ = fE(¢, o).
Zur Erlangung einer Formulierung in Raten ist Gleichung (2.5) nach der Zeit abzuleiten.
Unter Verwendung der Annahme einer konstanten globalen Spannung folgt

3 af(6) ;

épt:§K*o" 5 £ . (2.8)

Ein bisher bei der Modellierung mittels phénomenologischer Konzepte oftmals nicht ein-
gehend abgebildeter Effekt stellt die Orientierung der Martensitinseln bei Uberschreiten
der FlieBspannung des Austenits dar. Dieses Phdnomen ist in Abb.2.9 verdeutlicht. Die
FlieBgrenze des dort dargestellten Materials liegt bei ca. 400 M Pa. Zunéchst ist die Rich-
tung der herrschenden Spannung fiir die Orientierung der Martensitinseln nicht wichtig, es
ist keine Vorzugsrichtung der Einschliisse bemerkbar. Dies dndert sich schlagartig bei Er-
reichen der Flielspannung; nun richten sich einige Nadeln nach der angelegten Spannung
aus. Andere stehen als deren Zwillinge einen festen Winkel zur Spannungsrichtung.
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Abb. 2.9: Schliffbilder einer Fe-25Ni-0.66C Legierung fiir verschiedene Spannungen. Die
Belastungsrichtung war horizontal. (nach GAUTIER & PATOOR|[GP97])
links-oben 0 M Pa rechts-oben 285 M Pa
links-unten 500 M Pa rechts-unten 600 M Pa
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3. Thermomechanischer Rahmen

Im Rahmen dieses Kapitels werden die materialunabhéngigen Gleichungen zur Beschrei-
bung eines heterogenen Korpers hergeleitet. Materialunabhéngig heifit hier, dafl kein ex-
plizites konstitutives Gesetz angenommen wird. Es werden allgemein plastische Deforma-
tionenen zugelassen. Aulerdem habe der zu betrachtende Werkstoff eine grob mehrphasige
Struktur, die chemische Zusammensetzung soll sich nicht dndern.

Den betrogenen Korper kann man sich als aus verschiedenen Untermengen zusammenge-
setzt vorstellen:

e Es lassen sich in einem mehrphasigen Korper Bereiche homogenen Materials iden-
tifizieren.

e Diese Bereiche homogenen Materials sind durch Unstetigkeitsflichen getrennt.

Durch das gedankliche Zusammenfiigen dieser Komponenten entsteht in seiner Gesamtheit
der heterogene Korper. Diesem Gedankenmodell entsprechend gestaltet sich der Aufbau
dieses Kapitels: Nach einer allgemeinen Einfithrung und Vereinbarung der Bezeichnungen
werden die Bilanzgleichungen sowie die thermodynamischen Restriktionen eines homoge-
nen Koérpers préisentiert. Danach werden die Gegebenheiten an den Phasengrenzen néher
untersucht um abschlieflend diese Einzelbetrachtungen zu einer Gesamtbeschreibung des
heterogenen Korpers zusammenzufiihren.

3.1 Allgemeine Betrachtungen

3.1.1 Kinematik und Spannungsmafle

Die Position x eines Massenpunktes in der aktuellen Konfiguration B kann durch die
eindeutige, invertierbare Abbildung

x=x(X,1) (3.1)

in Abhéngigkeit von der Position X in der Referenzkonfiguration B, beschrieben werden.
Ausgehend von dem Deformationsgradienten

sollen im folgenden die in der Tabelle 3.1 zusammengefafiten Bezeichnungen zur Beschrei-
bung der Deformation und Spannungsmafle verwendet werden.
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Deformationsgradient F' F =%z

relative Volumenanderung .J J = det(F)
Rechts-Strecktensor U U-U=F" F
Links-Strecktensor V/ V.V=F F"
Rechter CAUCHY-GREEN-Tensor C C=F' - F=U.U
Linker CAUCHY-GREEN-Tensor b b=F - F'=v.V
GREEN-Verzerrungstensor E E=3(C-1
ALMANSI-Verzerrungstensor € e=11-b")
Geschwindigkeitsgradiententensor L L=F F'=%W%v
Deformationsgeschwindigkeitstensor D D=iL+L"
Spintensor W W =2L4L-L")
Rotationsgeschwindigkeitstensor 2 Q=R -R"
CAUCHY-Spannung o

gewichtete CAUCHY-Spannung S S=Jo

Erster P1oLA-KIRCHHOFF Spannungstensor P P=Jjo -FT
Zweiter PIOLA-KIRCHHOFF Spannungstensor Sy Sx =JF '.o-F 7T

Tabelle 3.1: Allgemeine Bezeichnungen

3.1.2 Differentiation nach der Zeit

Zur Sicherstellung der Forderung der Objektivitdat der das Stoffverhalten beschreibenden
EuLERschen Groflen wird fiir diese eine objektive Zeitableitung verwendet.

Ein moglicher Weg zur Herleitung einer objektiven Zeitableitung ist das Lie-Konzept
(MARSDEN & HucHES[MHS3|). Hierbei wird die abzuleitende Grofe in einen gegen das
urspriingliche Koordinatensystem nicht rotierten Raum transformiert, dort die Zeitablei-
tung durchgefiihrt und wieder zuriicktransformiert. Nutzt man die Referenzkonfiguration
als diesen nicht rotierten Raum, stellt sich das Problem, daf} die Transformationsoperatio-
nen (Pull-Back bzw. Push-Forward) abhéngig von der Darstellung des Tensors in ko- oder
kontravarianten Komponenten sind. Wird dagegen die Transformation bzgl. des durch die
multiplikative Zerlegung des Deformationsgradienten F' = R - U in einen rein rotatori-
schen Anteil R und den Rechts-Strecktensor U definierten Raums durchgefiihrt, fithrt
die Anwendung des Lie-Konzepts fiir einen beliebigen Tensor A auf die GREEN-NAGHDI-
Ableitung ([NW61],[GN65])

A=A-Q A+ A-Q . (3.3)

WICHTMANN[Wic96] nennt als Forderungen an eine objektive Zeitableitung die Eigen-
schaften der Invarianz, der Symmetrie, der Produktregel bzgl. einfachem und doppel-
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tem Skalarprodukt und der Isotropie-Eigenschaft. Diese sind fiir die GREEN-NAGHDI-
Ableitung erfiillt. Zusétzlich ist sie unabhéngig von dem verwendeten Stoffgesetz. Be-
trachtet man die Frage nach einer objektiven Zeitableitung eher an die Groéfle der Ver-
formungen und Verschiebungen als an ein bestimmtes Stoffverhalten gekoppelt, so sollte
diese Eigenschaft ein weiteres zu erfiillendes Kriterium bei der Wahl der Zeitableitung

sein. Eine weitergehende Diskussion zu der Frage der objektiven Zeitableitung findet sich
bei X1A0 ET AL.[XBM98| oder SCHIESSE[Sch98§].

3.1.3 LEGENDRE-Transformation

Die spezifische innere Energie u eines Massenpunktes kann als Funktion u = u(s, e, &;)
in Abhéangigkeit von der Entropie s, des reversiblen Anteils der Dehnung &, und einem
geeigneten Satz interner Variablen &; beschrieben werden. Diese internen Variablen sollen
sowohl zur mechanischen als auch zur thermischen Beschreibung des Materialverhaltens
verwendet werden. Da die Gréflen s und e, schlecht mefbar sind, ist es wiinschenswert,
sie durch die Temperatur 7" und die Spannung o zu ersetzen. Dies kann mit Hilfe der im
folgenden beschriebenen LEGENDRE-Transformation erreicht werden.

"A

-

-
Xz
X

Abb. 3.1: Tangenten an Kurve y = f(z)

Diese soll hier exemplarisch fiir den eindimensionalen Fall beschrieben werden. Eine wei-
tergehende Beschreibung findet sich z.B bei AAVATSMARK[Aav95].

Ein als gegeben angenommener funktionaler Zusammenhang zwischen einer Grofle x und
einer Grofle y sei durch

y = [f(z) (3.4)
gegeben. Nun soll die Groe x ersetzt werden. Fiir jedes x mit df/0x # oo kann eine
eindeutige Tangente mit der Steigung

_of
Oz

a (3.5)
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und dem Achsenabschnitt 9

b:f(ac)—a—ix:y—ax (3.6)
an die Funktion angelegt werden. Abb.3.1 verdeutlicht dieses Vorgehen. Es wurde dadurch
eine neue Funktion b = b(a) definiert; das Argument dieser Funktion ist nun a statt x.
Der gegebene Zusammenhang wird nun nicht mehr durch den Wert der Funktion an
einer bestimmten Stelle definiert, sondern durch die Gréfie der Steigung der Tangente in

Abhéngigkeit des Achsenabschnittes der Tangente.
Bezogen auf die innere Energie, kann man ausgehend von
u=u(s,e&;) (3.7)

die spezifische Entropie s mittels der LEGENDRE-Transformation ersetzen. Man erhéalt die
spezifische freie-HELMHOLTZ-Energie

ou
=u—5os 3.8
pi=u—ls (38)
Fiithrt man die Temperatur als
ou
T:=— 3.9
£l (3.9)
ein, folgt somit
o=, T1,§)=u—-"Ts . (3.10)

Ersetzt man die reversiblen Form#nderungen &, in Gleichung (3.10), gelangt man zur

spezifischen GIBBS-Energie
dyp
= — O 3.11
g=p—gie (3.11)

T

Fithrt man die gewichtete CAUCHY-Spannung S = py/p o mit der Definition

dp
= 12
S Poaer (3.12)
ein, folgt
1
g:g(T,S,Si)zw—%S: € . (3.13)

Unter Verwendung der Transformationsregeln aus der Tabelle 3.1 konnen alternative For-
men der Gleichung (3.13) hergeleitet werden (s. auch Mc VEAN[Mac68])!:

1
g=p—-0:e,=p——8Sk: E, . (3.14)
p

Eine LEGENDRE-Transformation der GiBBs-Energie bzgl. der Temperatur fithrt auf die
Enthalpie h mit

h::g—a—TT : (3.15)

IDie Definition von E, folgt aus thermodynamischen Uberlegungen.
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Nutzt man 9
g
= —— 1
s 5T (3.16)
folgt
h=g+sT . (3.17)

Eine weitere Legendre-Transformation bzgl. der gewichteten CAUCHY-Spannung fiihrt
wiederum auf die innere Energie iiber

oh
—p 2 1
u=nh 55 - : S (3.18)
und mit o
r = — —_— .1
€ PoaS (3.19)
auf .
u=h+—e,: S . (3.20)
Po

Fiir die Entwicklung der Stoffgesetze wichtige Bedingungen sind die auf der Annahme
des Vorhandenseins einer Integrabilitéitsbasis basierenden und somit die Gleichheit der
gemischt partiellen Ableitungen voraussetzenden MAXWELL-Beziehungen

)
- )
()
i(%ir) _ (g—gl. (3.24)

Die MAXWELL-Beziehungen bzgl. der internen Variablen &, bilden wichtige Einschrankun-

gen fiir die Entwicklung eines thermodynamisch konsistenten Stoffgesetzes (s. u.a.
[Sze89],[Wic96]).

Zusammenfassend sollen hier nochmals zur spéateren Referenz alle auf die Variablen s, T',
S und e, fithrenden Ableitungen aufgefiihrt werden:

T = %zg—i (3.26)
S = pogi:pogi (3.27)
e, = —po%:—po% . (3.28)
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3.2 Thermomechanik eines homogenen Stoffes

3.2.1 Bilanzgleichungen

Im folgenden Abschnitt werden die Bilanzgleichungen eines materiell homogenen Stof-
fes in lokaler und nichtlokaler Form jeweils fiir die LAGRANGEsche die EULERschen Be-
trachtungsweise? kurz aufgefithrt. Die Gleichungen finden sich in diversen Lehrbiichern
zur Kontinuumsmechanik (s. u.a. ALTENBACH & ALTENBACH[AA94], BECKER &
BURGER[BB75|, BETTEN[Bet93],MARSDEN & HuGHES[MHS83|) und sind hier zur spéte-
ren Referenz aufgefiihrt.

Die Bilanzgleichungen in lokaler Form sind in Tabelle 3.2 zusammengestellt. Es seien p
die Dichte in der aktuellen Konfiguration, p, die Dichte in der Referenzkonfiguration,
v = x die Geschwindigkeit eines Massenpunktes, w die Formé&nderungsleistung in ihren
verschiedenen Darstellungsformen (vgl. Mc VEAN[Mac68])

1 1 1 . 1 . 1
w=-06:D=—8S:D=—8Sk: E=—P:F=—P: (Wv) , (3.29)
P Po Po Po Po

q (bzw. Q = JF' - q) der gerichtete Wirmestrom, k volumenhaft angreifende Krifte
und r volumenhaft verteilte Energiequellen. Der Drallsatz ist hier nicht explizit auf-
gefithrt, da dessen Auswertung unter Annahme eines klassischen Kontinuums zu der
Bedingung der Symmetrie des CAUCHY-Spannungstensors und damit auch des zweiten
ProLA-KIRCHHOFF-Spannungstensors fithrt. Die Bilanzgleichungen fiir Masse, Impuls,
Energie und Entropie sind in der Tabelle 3.3 zusammengefaflt, die Darstellung in der
Referenzkonfiguration in der Tabelle 3.4. Die Umformung zwischen Randformulierungen
und Volumenformulierungen folgt mit Hilfe des GAuUsschen Integralsatzes (vgl. [AA94]):

/V¢ dv = /n¢ dA . (3.30)
B oB
aktuelle Konfiguration Referenzkonfiguration
Masse p+pV-v=0
Impuls pv =V .o+ pk pov = Vi - PT + pok
1 1
Energie t=w—-V-q+r t=w——V%-Q+r
p Po
1 1
Eutropie | §+ -V (%) — 20 S+ (%) ~ =20

Tabelle 3.2: Bilanzgleichungen fiir einen homogenen Stoff

2Die LAGRANGEsche Betrachtungsweise wird im folgenden auch als Darstellung in der Ausgangskon-
figuration bezeichnet, die EULERschen Betrachtungsweise als Darstellung in der aktuellen Konfiguration
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Masse

Impuls

Energie

Entropie

D 1
ﬁ/p<u+§v-v> dVv

. D
ﬁ/psd\/
B

Y

\ <5}

p+pV - -vdV

Q>

t

P

N V+/pv -ndA
V.o+pkdV

T-ndA—i—/pde

>
S
|
<4
Q
+ =
<
S
o
=

(v-aT—q)-ndA+/p(k-v+r) dVv

v @) +p<T> v

__[9q. r
- /T "dA+/p<T>dV
oB B

B R T — %\m\ B B
Q

Tabelle 3.3: Bilanzgleichungen fiir einen homogenen Stoff in der aktuellen Konfiguration

Masse

Impuls

Energie

Entropie

/Po dVp

/ pov dVy

D
o / poudVy
Bo

D 1
ﬁ/f’@(“ﬁ”'”) v
Bo

D
E/POSdVo

v

[ (oow) - N,
0Bg

/VX P74 pokdV

/P NdAo—l—/podeo

0By

/pow—VX'Q—i‘ponVb

By

/(v-P—Q)-NdA0+/p0(k-v+r) av;
880 O

/ V- ( >+p°<T>dVO
/Q NdA0+/po( )dVO

Tabelle 3.4: Bilanzgleichungen fiir einen homogenen Stoff in der Referenzkonfiguration
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3.2.2 Thermodynamische Konsistenz

Das hier verwendete Vorgehen entspricht dem von LEHMANN in [Leh89]. In zahlreichen
Arbeiten ([Rot91], [Poh93], [Wic96], [And97]) wurde dieser Rahmen erfolgreich zur For-

mulierung inelastischer Stoffgesetze angewandt.

Mittels der LEGENDRE-Transformationen (3.10) und (3.14) kann die Rate der inneren
Energie @ durch die Rate der GiBBS-Energie g als

. . : . 1y 1 v
u=g+Ts+ 8T +—S: e, +—8:¢,. (3.31)
Po Po
ersetzt werden. Damit folgt fiir die Energiebilanz aus Tabelle 3.2

. : . 1 v 1 v . 1
g+Ts+sT +—8S: e+ —S:e=w—-V-.q+r . (3.32)
Po Po P
Spaltet man die Forménderungsleistung w in einen reversiblen Anteil w, und einen irre-
versiblen Anteil w; auf, d.h.
W = W, + w; (3.33)

und wahlt als Ansatz fiir die reversible Forménderungsleistung

1
W, = —8 : &, (3.34)
Po

setzt das totale Differential der GiBBS-Energie g = ¢(S, T, E? )3 beziiglich eines homogenen
Stoffes

89 v

] S T — & 3.35

unter Beriicksichtigung der Definitionen der reverablen Forméinderung

dg
_ 3.36
Po 95 ( )
und der Entropie
9y

in Gleichung (3.32) ein, folgt unter Ausnutzung der Symmetrie der Spannungs- bzw.
Dehnungstensoren

1
Té:wi—;V-q—i—r—Z hg . (3.38)

9€;

3Die GiBBs-Energie ist hier nur von den das mechanische und thermische Verhalten eines homogenen
Stoffes beschreibenden Satzes interner Variablen E? abhéngig, da von einer Beschreibung eines Stoffes mit
festem Komponentenverhéltnis ausgegangen wird bzw. eine Beschreibung der Anderung des Verhéltnisses
hier nicht vorgenommen werden soll.
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Der zweite Hauptsatz der Thermodynamik stellt ein Postulat aufgrund von Erfahrungs-
werten dar: Er besagt, dal die interne Entropieproduktion immer gréfler oder gleich Null
sein muf3, d.h.

$; >0, (3.39)

wobei die Aufspaltung
$=58 + &, (3.40)

vorgenommen wurde. Der reversible Anteil s, in Gleichung (3.40) wird durch die Bertick-
sichtigung des Spezialfalles der Ungleichung (3.39) identifiziert, bei dem diese gerade als
Gleichung erfiillt ist. Es gelte daher

|
sr+;V-<2>—ﬁ=0 . (3.41)

Unter Ausnutzung der Differentiation

q\ TV-q—q-(VT)
v (T) _ = (3.42)
und dem Ausdruck (3.38) gelangt man zu
: , 1vrT

Folgt man der Argumentation KosiNskis[Kos75], kann der allgemeine Satz interner Varia-
blen &” in den das mechanische Verhalten beschreibenden Satz &2 und den das thermische
Verhalten beschreibenden Satz &! als

& =1{&.¢1} (3.44)
aufgeteilt werden. Nutzt man dies, folgt aus Gleichung (3.43)
1vVT
Ts; = w; — v T~ —.q>0 . 4
Y R CEL (3.45)

Die irreversible Leistung w; kann in einen dissipativen Anteil 1, und einen nichtdissipa-
tiven Anteil w;, mit
w; = Wy + W, (3.46)

und
wg > 0 (3.47)

aufgespaltet werden. Fiir den nichtdissipativen Anteil der irreversiblen Forménderungs-
leistung wird der Ansatz

wy, =T+ Z gp (3.48)

9€?
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gewdhlt. Der Term 7 beschreibt laut PAPE[Pap88] die Entropieproduktion aufgrund in-
terner Strukturdnderungen. Wird (3.48) in die Gleichung (3.43) eingesetzt, folgt
1vr

=Y a>0 . 4
a2 (3.49)

Ts; =wg+1Tn— Z@EQ

Die konstitutiven Beziehungen sind so zu wihlen, dal Gleichung (3.49) erfiillt wird. Es soll
bereits hier vereinfachend gefordert werden, daf§ eine Aufteilung der Entropieungleichung
in einen dem thermischen Problem zugehérigen Anteil

— -7 > )
Z 9E7 € g 20 (3.50)
und einen dem mechanischen Problem zuzuordnenden Anteil
Tsy, =wg+Tn>0 (3.51)

moglich ist. Statt der Erfiilllung der Ungleichung (3.49) wird als striktere Forderung die
Erfiillung der Ungleichungen (3.50) und (3.51) verlangt.

3.2.3 Thermomechanische Kopplung

Die das thermische Problem beschreibende Differentialgleichung soll hier hergeleitet wer-
den. Ausgehend von der kalorischen Zustandsgleichung (3.37) kann die Entropiednderung
als

g g 329
—5= S D2
5= o108 ° Tor! +26T8£h (3:52)
ausgedriickt werden. Definiert man die spezifische isobare Wirmekapazitit als
oh
Cp = <8T>S (3.53)
erhdlt man, unter Verwendung von (3.17) und (3.16)
D?g
Zusammen mit den Ausdriicken (3.38) und (3.52) kann dies verwendet werden, um
. 1 . 0 g ¥ 82 v
i —— V- - =c ' =T S 3.55
vt Zagh &= {8T€95 +ZaTagh 5} (3.55)

als die das thermische Problem beschreibende Differentialgleichung herzuleiten. Fiihrt
man die Abkiirzung

' . dg %, 0% v g Y
Bom = 10; — e T .
h W Z@gh &h +T{8T@SS+§;8T8§? £+ (3.56)
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ein, kann (3.55) in die Form

) 1 )
e,T = - V-q + hnom (3.57)

gebracht werden. Aus Gleichung (3.56) folgt unter Verwendung der Ausdriicke (3.46) und
(3.48)

; . 329 A 829 oh
= Tn+ TS —— & . .
o = v+ T+ {0 4 3 b v (3.58)

Zur konkreten Berechnung dieser Gleichung sind konstitutive Beziehungen fiir w,; und 7
zu finden, die zusammen mit dem Wéarmeleitungsgesetz die thermodynamischen Restrik-

tion (3.49) (bzw. (3.50) und (3.51)) erfiillen. In der Regel sind die Koppelterme in den
geschweiften Klammern vernachléssigbar.

3.3 Betrachtungen an der Phasengrenze

3.3.1 Bezeichungen

X, x=x(X,t)

Abb. 3.2: Darstellung der Umgebung einer Phasengrenze in der Referenzkonfiguration By und
der aktuellen Konfiguration B

Zunéchst sollen in diesem Abschnitt einige grundlegende Groflen definiert und Zusam-
menhénge erldutert werden. Diese Ausfithrungen finden sich in verschieden Schriften zur
lokalen Betrachtung an Phasengrenzen (z.B. KOsINSK1[Kos86], ERINGEN & SUHUBI[Ec74],
TRUESDELL & TOUPIN[TTG60]).

In Abb. 3.2 ist fiir die Referenzkonfiguration und die aktuelle Konfiguration die Umgebung
einer Phasengrenze dargestellt. Die Matrix- oder ,, Mutterphase“ soll durch einen hochge-
stellten ,,-“-Index gekennzeichnet werden, die Produktphase entsprechend durch ein hoch-
gestelltes ,+“. Wahrend im vorangegangenen B bzw. B, zur Kennzeichnung homogener
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Gebiete verwendet wurde, soll zur Kennzeichnung eines durch eine Unstetigkeitsfliche
durchschnittenen Koérpers die Bezeichnung R bzw. Ry verwendet werden. Die Umran-
dungen der betrachteten Gebiete werden durch ein vorangestellten , 0“gekennzeichnet.
In den Gleichungen, speziell in den Integralgleichungen zur Mittelung, soll ein A bzw.
Ay die Phasengrenze kennzeichnen. Dies ist eine verkiirzte Schreibweise der die Phasen-
grenze bestimmenden Gleichung: Die Position der Phasengrenze sei durch eine Funktion
A(z,t) = 0 in der aktuellen Konfiguration bzw. Ag(X,t) = 0 mit Ag(X,t) = A(x(X), 1)
in der Referenzkonfiguration beschreibbar.

Der Vektor n soll, falls im Zusammenhang einer Phasengrenze benutzt, normal auf der
Phasengrenze in Richtung der ,, Mutterphase“ stehen und durch

_ VA(z,1)

definiert sein. Fiir eine Darstellung in der Referenzkonfiguration ergibt sich fiir den ent-

sprechenden Vektor N
o VXAO(X7 t)

N = V) (3.60)

Die Geschwindigkeit der Phasengrenze wird durch den Vektor v, (bzw. vf fiir die Dar-
stellung in der Referenzkonfiguration) beschrieben, die Relativgeschwindigkeit normal zur
Phasengrenze berechnet sich in der aktuellen Konfiguration zu

up, = (A —v)-n (3.61)
und in der Referenzkonfiguration zu

 Oho/ot
| Vi Ao|

Uy = vft- (3.62)

Der Sprung einer nicht notwendigerweise skalaren Groéfle ¢ wird mit

9] == ¢ — o~ (3.63)

bezeichnet. Das Mittel der beiden Werte wird durch
I B
(0) =5 (67 +¢7) (3.64)

gekennzeichnet. Ist der Sprung [¢] = 0 und somit ¢™ = ¢~ = (¢), werden in den folgenden
Gleichungen die McCAULEY-Klammern weggelassen. Eine grundlegende, im folgenden
oftmals ohne weitere Erwihnung verwendete, Rechenregel soll an dieser Stelle noch kurz
benannt werden:

(p102] = (D1) [Pa] + [P1] (2) - (3.65)



28 3. Thermomechanischer Rahmen

3.3.2 Bilanzgleichungen

Das ausgehend von den integralen Bilanzgleichungen der Tabellen 3.3 und 3.4 zu den
Sprungebedingungen fiithrende Prozedere ist z.B. von BECKER & BURGER[BBT75],
CHADWICK[Cha76], MARSDEN & HUGHES[MHS83] oder TRUESDELL & TOUPIN[TTG60]
ausfithrlich erlautert worden und soll hier nur kurz skizziert werden.

Die in den folgenden vier Gleichungen verwendeten Symbole stellen nur Platzhalter dar.
Sie stehen in keinem Zusammenhang mit anderen in der Arbeit verwendeten Symbole. Die
Bilanzgleichungen der aktuellen Konfiguration aus Tabelle 3.3 kénnen in die allgemeine
Form

D
ﬁ/p(;SdV:—/w-ndA—k/pgodV (3.66)
B oB B

gebracht werden, wobei fiir ¢, w und ¢ die entsprechenden Ausdriicke einzusetzen sind.
Beriicksichtigt man die Vorschrift zur vollstéindigen Differentiation einer Groe ¢ = ¢(x, t)
D o¢
— )= -V 3.67
D’ = o TV (3:67)
folgt unter Verwendung des GAuUsschen Integralsatzes (3.30) das REYNOLDSsche-Trans-
porttheorem

D _ [ 09
Ftlg/gbdv_B/E dv +6£(¢v)-ndA . (3.68)

Denkt man sich den untersuchten Korper als ein durch zwei, durch die Phasengrenze A
getrennte, Einzelphasen zusammengesetzten Korper und formuliert die Bilanzgleichungen
sowohl fiir die beiden Phasen als auch fiir den Gesamtkorper, ergibt sich die Bedingung

[pp(vp —v)—w] - n+1=0 (3.69)

an der Phasengrenze. 1 bezeichnet eine flaichenhafte Produktion auf der Unstetigkeits-
flache. Setzt man nun die Bilanzgleichungen aus Tabelle 3.3 ein, erhélt man die Bilanz-
gleichungen fiir Masse, Impuls, innere Energie und Entropie an der Phasengrenze in der
aktuellen Konfiguration.

Dieses Prozedere kann vollig analog auch in der Referenzkonfiguration durchgefiihrt wer-
den. Es fiithrt unter Verwendung der Gleichungen der Tabelle 3.4 auf die entsprechenden
Bilanzgleichungen in der Referenzkonfiguration.

In der Tabelle 3.5 sind die Sprungbedingungen fiir beide Konfigurationen zusammenge-
fafit. In den Gleichungen fiir Impuls, Energie und Entropie wurde die Massenbilanz schon
ausgewertet.

3.3.3 Beschreibung der Transformationskinetik

In diesem Abschnitt soll fiir eine lokale Betrachtung an der Phasengrenze ausgehend von
den Bilanzgleichungen eine Bedingung fiir das Fortschreiten der Transformation erarbeitet
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aktuelle Konfiguration Referenzkonfiguration
Masse [ pu,) =0 [poUn] =0
Impuls puy [v] + [O'T-’I’L =0 poUn[v]+[P-N]=0
Energie pun[u]+[0'T~'v—q]J~n:O poUn [u] +[v-P—-Q]-N =0
Entropie | pu, [s] — [%] n=—35y <0 | poUn [s] — {%w NN = -5, <0

Tabelle 3.5: Sprungbedingungen in aktueller und Referenzkonfiguration

werden. Das hier beschriebene Vorgehen entspricht, soweit es die Herleitung des Tensors
des chemischen Potentials betrifft, dem von HEIDUG & LEHNER in [HL85] gew&hltem.
Darauf aufbauend wird eine Erweiterung der Beschreibung der Transformationskinetik
auf tensorielle GroBlen vorgeschlagen.

3.3.3.1 HabpamArD-Bedingung

Ein entscheidender Schritt im Rahmen des hier verwendeten Vorgehens ist die Anwendung
der HADAMARD-Bedingung. Daher soll hier zunéchst eine Méglichkeit zu deren Herleitung
kurz skizziert werden. Ausgehend von der Definition (3.2) des Deformationgradienten

F =Yz (3.70)

kann die schwache Form dieser Gleichung durch Integration iiber das Gebiet des unter-
suchten Korpers als

/deo - /medvO (3.71)
Bo Bo

formuliert werden. Wendet man den GAUSschen Integralsatz (3.30) auf den rechten Teil
der Gleichung an (s. auch OGDEN[Ogd97]), folgt

/deoz /w@NdAO . (3.72)
By 8B
Fiir die zeitliche Ableitung ergibt sich
D Dx DN
— | F = / — QN —dAg . .
Dt/ vy SSON+zo—-dd (3.73)
By 9By

Verallgemeinert man den von Gleichung (3.66) auf (3.69) fiihrenden Gedankengang auf
allgemeine tensorielle Groflen, folgt bei Annahme einer Bilanzgleichung in der LAGRAN-
GEschen Darstellung der Form

D
Ht/Advoz—/Bcle+/(Jcn/0 (3.74)
Bo 0By Bo
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mit den zu spezifizierenden Grélen A, B und C|, eine Sprungbedingung
[A]Uy — [B] =0, (3.75)

wobei angenommen wurde, dafl keine Produktion der untersuchten Grofle an der Phasen-
grenze vorliegt. Wendet man diese Gleichung auf (3.73) an, folgt unter Verwendung der
Kohérenzbedingung

[z] =0 (3.76)
der Audruck

DN

Multipliziert man nun von rechts mit IN folgt unter Beriicksichtigung der Orthogona-
litdt zwischen dem Normalenvektor IN und seiner zeitlichen Ableitung die HADAMARD-
Bedingung

[v|]=—[F-N|Uy . (3.78)

3.3.3.2 Herleitung der Tensors des chemischen Potentials

Setzt man die Energie-Bilanzgleichung der Referenzkonfiguration aus Tabelle 3.5 in die
Bilanzgleichung fiir die Entropie ein, erhélt man unter Beriicksichtigung der Definition
der freien HELMHOLTZ-Energie (3.8) und der Annahme

T]=0 (3.79)
den Ausdruck
[v-P]- N+ poUn [p] =T$py >0 . (3.80)

Unter Beriicksichtigung der Impulsbilanz und der HADAMARD-Bedingung (3.78) folgt bei
Beschrankung auf quasistatische Vorgénge

1
Tsy = poUn lcp——F-N-P-N}
Po

1
= poUn N - lgle— %FT : P] "N . (3.81)

Dies stimmt mit dem von HEIDUG & LEHNER|HLS85] erarbeiteten Resultat iiberein, wobei
von ihnen die Dichte der freien Energie ¢ = pgp verwendet wurde.

Setzt man die Definition des zweiten P1OLA-KIRCHHOFF-Spannungstensors ein, gelangt
man zu der Form
Tsn = poUn N - [pf] - N (3.82)

wobel die Definition des Tensors des chemischen Potentials

1
plt = p1ft — . C- Sk (3.83)
0
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verwendet wurde. ABEYARATNE & KNOWLES[AK90] und RANIECKI & TANAKA[RT92]
haben den Ausdruck (3.83) so erweitert, daf§ Trégheitseffekte des Materials beriicksichtigt
werden. Dies soll hier nicht weiter verfolgt werden, es bedeutet aber keine grundsétzliche
Einschrankung der folgenden Ausfithrungen. Eine ebenfalls von dem Stoffgesetzverhal-
ten unabhéngige Herleitung hat fiir den isothermen Fall GURTIN in [Gur95] gegeben.
Er spricht dabei aber vom ESHELBY-Tensor. Auf die Zusammenhénge zwischen dieser
Bezeichnung und der des Tensors des chemischen Potentials wird noch eingengangen.

HEeIDUG & LEHNER haben in [HL85| gezeigt, dafl an der Phasengrenze die Projektion
des Tensors des chemischen Potentials IN - uff - N im Gleichgewicht Null ist und somit
als die treibende Kraft der Phasentransformation identifiziert werden kann. Diese Formu-
lierung ist aber an die lokale Orientierung der Phasengrenze gekoppelt. Sucht man nach
einer Beschreibung der treibenden Gréfle der Phasentransformation, die von der lokalen
Orientierung der Phasengrenze unabhéngig ist, kann diese Projektion nicht durchgefiihrt
werden. Als von der Orientierung der Phasengrenze unabhéingige Grofle verbleibt daher
der Tensor des chemischen Potentials.

Es soll daher postuliert werden, dafl der Tensor des chemischen Potentials die Erweiterung
der skalaren thermodynamischen Kraft der Phasentransformation im hydrostatischen Fall
auf den allgemeinen Spannungszustand ist.

Die ersten Uberlegungen zur Erweiterung des chemischen Potentials wurden im Bereich
der Geophysik durchgefiihrt. Im Rahmen der Entwicklung eines ph&nomenologischen
Stoffgesetzes zur Beschreibung von Festkorpermischungen hat BOWEN([Bow67],[Bow76])
diese Erweiterung vorgenommen. Daher schliagt GRINFELD in [Gri91] den Term Bowen'’s
chemical potential tensor fiir diese neu eingefithrte Grofie vor.

Ein verwandter Zweig, der auch auf eine tensorielle Beschreibung von Unstetigkeiten fiihrt,
findet sich bei der Untersuchung von Materialdefekten. Wie schon angedeutet dhnelt der
Tensor des chemischen Potentials p in seiner Form dem oftmals im Rahmen dieser Un-
tersuchungen verwendeten ESHELBY-Tensor (von ESHELBY selbst auch als elastic energy-
momentum tensor bezeichnet ([Esh70])). MAUGIN[Mau93] definiert den quasistatischen
EsSHELBY-Tensor b als

b=pwl®—-C- Sk . (3.84)

Dieser Tensor ist i.a. nichtsymmetrisch, MAUGIN spricht aber von einer Symmetrie bzgl.
C, d.h.

ptc=c-(p") . (3.85)

Die Dualitat zwischen dem modifizierten energy-momentum tensor

S=b-P (3.86)

und der CAUcCHY-Spannung fiihrte zur Interpretation des Tensors X als material-
force ([Cha75]) und zum Konzept der FEshelbian mechanics (MAUGIN[MTO95]), laut
MAUGIN eine Mechanik im Materialraum im Gegensatz zur NEWTONschen Mecha-
nik im physikalischem Raum. Ahnlich argumentieren GURTIN[Gur95] und SIMHA &
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BHATTACHARYA[SB9S], diese sehen in der Projektion des ESHELBY-Tensors auf die Pha-
sengrenze die ,Kraft® in der Referenzkonfiguration, die eine Verdnderung der Position
der Phasengrenze hervorruft. So werden in Analogie zur Impulsbilanzgleichungen Bilanz-
gleichungen fiir diese Grofle sowohl in integraler als auch in lokaler Form aufgestellt. Die
integrale Form dhnelt dabei der Formulierung des ,,J-Integrals“. Die Form der lokalen For-
mulierung entspricht der Form der Impulsbilanz, so wird das Gleichgewicht zwischen der
Divergenz des ESHELBY-Tensors und den volumenhaft verteilten Anteilen? in der Form

Vi b+f=0 (3.87)

gefordert. Aufgrund der Ahnlichkeit mit der Spannung verwenden SIMHA & BHATTACHA-
RYA auch den Ausdruck configurational bulk stress.

KIENZLER & HERRMANN haben in [KH97| die Eigenschaften dieses Tensors wie die phy-
sikalische Interpretation der Komponenten, Invarianten und Eigenwerte mit Eigenrichtun-
gen und Extremwerte fiir den ebenen Fall ndher untersucht. Sie zeigen, daf} sich die Kom-
ponenten b;; des ESHELBY-Tensors als die Anderungen der Energiedichte pow aufgrund
der Translation eines Materialpunktes auf einer Materialgrenze mit Normalenrichtung x;
in x;-Richtung interpretieren lassen. Ubertriigt man diese Aussage auf den Tensor des che-
mischen Potentials, konnen die Komponenten pg des Tensors des chemischen Potentials
p't als die Anderung der spezifischen freien HELMHOLTZ-Energie aufgrund der Bewegung
einer Phasengrenze mit der Normalenrichtung x; in Richtung x; interpretiert werden.

Unter Beriicksichtigung der Herleitung der GroBen p® und b scheint die Aussage, dafl der
Tensor des chemischen Potentials die Verallgemeinerung des ESHELBY-Tensors auf einen
allgemein nichtisothermen Prozess ist, tragbar zu sein. Diese Aussage wird durch die von
SILHAVY in [Sil97] verwendete Bezeichnung unterstiitzt. Er definiert dort den isothermen
referenziellen ESHELBY-Tensor als

_ 1 0 (¢
. 1R——FT-P:—JFT-—<—) 3.88
@ . aF\7) (3.88)

was mit der hier verwendeten Definition des Tensors des chemischen Potentials iiberein-
stimmt (s. auch [SP97],[Sam97]). Dem widerspricht jedoch GRINFELD in [Gri91], der sich
auf die urspriinglich von ESHELBY selbst eingefiihrte Defintion ([Esh57],[Esh61]) bezieht.
Auf eine weitergehende Diskussion dieser Frage soll hier verzichtet werden.

3.3.3.3 Beschreibung der Phasenkinetik

Verwendet man als Verallgemeinerung des chemischen Potentials den Tensor des chemi-
schen Potentials, so stellt sich die Frage nach der thermodynamisch konjugierten Grofe.

“Diese volumenhaft verteilten Anteile werden laut GURTIN[Gur95] nicht durch ein Materialgesetz
sondern durch Gleichung (3.87) bestimmt. Weiter geht der Autor nicht auf diese Grofle ein, er bezeichnet
sie als in dem Rahmen der der von ihm in [Gur95] diskutierten Theorien als ,,generally unimportant®.
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Folgt man dem LEGENDREschen-Algorithmus, so sollte sie ein Tensor gleicher Stufe wie
der Tensor des chemischen Potentials sein. Fiihrt man den Tensor

m’ = poUy N ® N (3.89)
ein, so 1Bt sich Gleichung (3.81) in der Form
Tsy = [pf]: mf >0 (3.90)

darstellen.

Dies kann zur Definition der Dissipationsenergie aufgrund der Umwandlung bezogen auf
ein Fliachenelement in der Referenzkonfiguration

ngAO = TSA dAO (391)

genutzt werden. Unter Beriicksichtigung dieser Definition kann folgende Interpretation
des Tensors ' vorgenommen werden: der Anteil pyUyIN reprisentiert die umgewan-
delte Masse pro Zeiteinheit. Die Richtung IN kann als Richtung, in die sich ein auf der
Phasengrenze positionierter mitbewegter Beobachter befindet, interpretiert werden. Fiir
diesen Beobachter ist die Grole poUnIN daher ein an ihm vorbeilaufender Massenstrom.
Der Anteil N dAy ist das orientierte Flachenelement.

Es soll im folgenden ein auf der Beschreibung der Phasentransformation mittels des Ten-
sors des chemischen Potentials puf und der hier neu eingefiihrten kinematischen Groe
m” basierendes Stoffgesetz entwickelt werden.

Zur Einordnung der hergeleiteten tensoriellen Gréfien in klassische skalarwertige Beschrei-
bungen soll bereits hier auf eine Eigenschaft des Tensors ! hingewiesen werden. Die
Grofle

tr (m dAg) dt = poUy dAgdt (3.92)

entspricht dem in der Zeit dt von der durch die Bewegung der Phasengrenze durch dA
umgewandelten Masse. Weiterhin kann der Tensor pf fiir den hydrostatischen Span-
nungszustand o = —pl auf das skalare chemische Potential u = ¢ + p/p zuriickgefiihrt
werden. Bei Beschrankung auf den hydrostatischen Spannungszustand fallt die tensorielle
Beschreibung auf eine klassische Beschreibung mit der GiBBs-Energie als thermodyna-
misch treibender Kraft und der Anderung der Massenanteile als kinetische GroBe zuriick.
Dieser Umstand wird spéter weiter genutzt. Auf weitere Eigenschaften wird im Rahmen
der globalen Betrachtung eines heterogenen Stoffes eingegangen.

3.3.3.4 Beschreibung der transformationsinduzierten Deformation

Es soll in diesem Abschnitt untersucht werden, inwieweit die in den vorangegangenen
Ausfithrungen erarbeiteten Tensoren die lokale Beschreibung der transformationsindu-
zierten Dehnung, der BAIN-Dehnung, ermdoglichen.
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Die spannungsfreie Deformation aufgrund der Transformation des umgewandelten Gebie-
tes kann, bei Beschrankung auf infinitisimale Forménderungen, durch

e*:5N®N+%(N®Nl+NL®N) (3.93)

mit den Konstanten § und v beschrieben werden. Da in diesem Tensor ein Vektor N | zur
Beschreibung der Richtung der Scherung enthalten ist, reicht der Tensor rn® nicht aus, um
die Deformation zu beschreiben. Es mufl daher zur vollstdndigen Beschreibung noch eine
Bestimmungsgleichung fiir die Richtung IN | in der Habitusebene gefunden werden. Eine
Moglichlichkeit der Festlegung kénnte analog zur Uberlegung MAGEES[Mag66] zu einer
Abhéngigkeit der Ausrichtung der Deformation vom herrschenden Spannungszustand sein.
Weiterhin denkbar ist auch eine von p® abhingige Beschreibung.

An dieser Stelle soll auf diese Betrachtungen nicht weiter eingegangen werden, da im wei-
teren Verlauf ein makroskopisches Stoffgesetz zur Beschreibung der Austenit-Martensit
Transformation von TRIP-Stéahlen erarbeitet werden soll. Da die gegenseitige Beinflussung
der Martensiteinschliisse in weiten Bereichen der Umwandlung einen nicht vernachlissig-
baren Effekt darstellt, soll bei der Modellierung des makroskopischen Materialverhaltens
ein phdnomenologischer Ansatz verwendet werden. Die vorangegangenen Ausfithren soll-
ten nur verdeutlichen, daf der Tensor v’ allein nicht zur Beschreibung der transforma-
tionsinduzierten Dehnung ausreicht.

Es sei hier noch erwahnt, dafl eine andere Mdoglichkeit die Beschreibung der transformati-
onsinduzierten Dehnung in Abhéngigkeit vom chemischen Potential und Formulierung des
Massenumsatzes in Abhéngigkeit von der transformationsinduzierten Dehnung darstellt
(Lusk[Lus96]).

3.4 Thermomechanik eines heterogenen Stoffes

In diesem Abschnitt werden die bisher erarbeiteten Groflen durch Mittelung auf einen
ausgedehnten, heterogenen Korper iibertragen. Zunéchst werden diese auf einen durch
eine Phasengrenze durchschnittenen Korper bezogen, um dann auf einen allgemein mehr-
phasigen Korper iibertragen zu werden. Der Begriff |, ausgedehnter Korper® soll sich hier
zunéchst auf eine Umgebung nahe der Phasengrenze beziehen. Der Schritt zum représen-
tativen Volumenelement wird dann durch die Vereinigung der heterogenen und homogenen
Untermengen erreicht.

3.4.1 Mittelungsvorschriften

In Kapitel 3.4.2 werden die Energie- und Entropiebilanzgleichungen eines heterogenen
Korpers in der Referenzkonfiguration erarbeitet. Dazu sollen hier einige Voriiberlegungen
angestellt werden. Diese wurden implizit schon bei der Herleitung der Sprungbedingungen
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in der Referenzkonfiguration verwendet? Hier soll zum Verstdndnis der hergeleiteten For-
meln nochmals ein Teil des zu den Sprungbedingungen fithrenden Vorgehens vorgestellt
werden.

Der aus einem homogenen Korper ausstromende Anteil eines allgemeinen Flusses ¢ be-
rechnet sich in Gréflen der aktuellen Konfiguration mittels des Integrals tiber die Kérpero-
berfliche 0B zu

Brom = /¢-ndA . (3.94)
oB

Verwendet man die Transformation des Flachenelementes von der aktuellen in die Aus-
gangskonfiguration (s. u.a. [Kos86])

FT.ndA=JNdA, , (3.95)

folgt fiir die Darstellung in den Groflien der Referenzkonfiguration

Brom = / J¢-FT . NdA, . (3.96)
9By
Wendet man Gleichung (3.96) auf durch die Grenze A, getrennte, homogene Kérper R

und R unter Beachtung des Vorzeichens wie in Abb. 3.2 gekennzeichnet an, gelangt man
zu dem Ausdruck fiir einen heterogenen Kérper

b — / (J¢-F7) -NdAO—/[quF—T] _NdA, . (3.97)
ORo Ao

Zu einer analogen Formulierung fiir eine skalare Grofle ¢ gelangt man ausgehend von
einer alternativen Formulierung des REYNOLDSschen-Transporttheorem (3.68) und dem
Zusammenhang (3.95) als

. D ¢ .
cpom:—/ :/ it / FTNdA
h Dth(bdv y ey dVo+ [ poov dAg
0

0By
¢ .
- /poader /poqﬁv NdA, . (3.98)
Bo 9Bo

Erweitert man dies auf einen heterogenen Korper folgt unter Beachtung von (3.62)

D 0
Dtre/ po¢ dVo :R/po‘;f dVy —A/poUN (9] dAy . (3.99)

Die Anwendung der Gleichungen (3.97) und (3.99) soll hier fiir einige Gréfien demonstriert
werden. Fiir die Formanderungsleistung eines homogenen Kérpers

Wom = /v-P-NdAO (3.100)
0By
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fithrt die Anwendung der Gleichung (3.97) unter Einsetzen von J@F 7 = v - P zu dem
Ausdruck
W:/v-P-NdAO—/[v-P]-NdAO . (3.101)
dRo Ao

Der Vergleich von (3.100) und (3.101) verdeutlicht, daf der erste Term die Forménde-
rungsleistung aufgrund der von auflen angreifenden Kréfte widerspiegelt, wahrend der
zweite Term den durch die Phasentransformation bedingten Anteil reprisentiert. Daher
wird im weiteren die Definition der Formédnderungsleistung der Phasentransformation

W, = —/['v-P] . N dA, (3.102)
Ao

verwendet. Somit &8t sich (3.101) auch in der Form
W = Wiom + Wy (3.103)

darstellen.

Eine analoge Uberlegung fiihrt fiir den aus einem homogenen Kérper ausflieBenden Wirme-
strom

Qhom = / Q- NdA, (3.104)
0By

bei Anwendung der Gleichung (3.97) unter Einsetzen von JOF 1 = Q zu

Q= /Q-NdAO—/[Q]-NdAO . (3.105)

8R0 AO

Darauf basierend kann die zur Phasentransformation notwendige Warme als

Or =~ [ Q] N 4, (3.106)

definiert und Gleichung (3.105) in der Form
Q = Qnom + Qa (3.107)

neu formuliert werden.

Definiert man eine mittlere GREEN-LAGRANGEsche Dehnung als

1
E::—/ EdV, 3.108
MR £o 0 > ( )
(0]

folgt fiir deren zeitliche Ableitung unter Beachtung der Gleichung (3.99)

. pD._ 1 . 1
BE=—E- MR/ poEdVy — MA//)OUN [E] dA, . (3.109)
0 0
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Nimmt man an, dal die unmittelbar der Phasentransformation zugeordnete Deformation
die bisher erwéihnte spannungsfreie Deformation E* ist, folgt

= D - 1 ; poUn
E::—E:—/ Ed —/—E*dA . 11
M Lo Vo M 0 (3 0)

Dies stellt zu diesem Zeitpunkt noch keine Einschrankung dar. Es kann z.B. die plastische
Deformation aufgrund der Phasentransformation auch mit diesem Ansatz beschrieben
werden, da diese eher das umgebende Material betrifft als die Phasengrenze selbst.

Fiir den zweiten PIOLA-KIRCHHOFF Spannungstensor kann die Mittelung

- 1
Sk = M/pOSK vy (3.111)
Ro
und somit die Zeitableitung
- D - 1 , U
Si = — Sk = MR/ oSk dVy —A/ p‘}WN [Sx] dAo . (3.112)
0 0

verwendet werden. Eine Diskussion zur Frage der Verwendbarkeit der Volumenmittelung
der Spannungen findet sich im Abschnitt 4.1.2.

3.4.2 Bilanzgleichungen

Hier soll das im Abschnitt 3.3.2 zur Herleitung der Sprungbedingungen an der Phasen-
grenze verwendete Verfahren benutzt werden, um integrale Bilanzgleichungen fiir Energie
und Entropie zu erarbeiten.

Formuliert man die Bilanzgleichung fiir die Energie aus Tabelle 3.4 fiir zwei nicht von
Unstetigkeitsflichen durchschnittene Phasen R§ und R, und addiert die beiden Glei-
chungen, gelangt man zu

. D D
U = 5 U=7 [ poude
Ro
- /(v~P—Q)~NdA0+/po(k-v+r)dVo—/[v-P—Q]-NdAO
6720 Ro AO
- /(v-P—Q)-NdA0+/p0(k-v+r)d%+Wpt—QA (3.113)
0Ro Ro

mit den Vereinbarungen (3.102) und (3.106). Vergleicht man diesen Ausdruck mit dem fir
einen homogenen Korper aus Tabelle 3.4 unter Vernachliassigung der dynamischen Anteile

U:/(v-P-Q)-NdAO+/pO(k-v+r)dvo (3.114)
ORo Ro
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wird offensichtlich, dafl die beiden Terme Wpt und Q, die Anderung der inneren Energie
aufgrund der Phasentransfomation, die sog. ,latente Warme der Phasentransformation®
darstellen.

SILHAVY[Sil97] bezeichnet die gesamte, wihrend der Transformation aus Gleichung (3.113)
resultierende Wirme als latente Wiarme der Phasentransformation®. Hier soll aber als la-

tente Warme der Term ) _ _
Up = Qp — Wy (3.115)

aufgefait werden; dies entspricht der von WEVER & ROSE[WR58] implizit verwendeten
Definition.

Betrachtet man fiir die Referenzkonfiguration (s. Tabelle 3.4) den zweiten Hauptsatz,
kann unter Verwendung der Energiebilanz, der Transformation des REYNOLDSschen-
Transporttheorems (3.68) in die Referenzkonfiguration und der Gleichung (3.80) unter
der Annahme konstanter Temperatur der Ausdruck

/pO(Té—u)d%+ / N-P-vdA0+/[uR} - mFdA, > 0 (3.116)
Ro ORo Ao

erarbeitet werden. Analoges Vorgehen auf der Basis der Gleichungen fiir Energie und
Entropie aus Tabelle 3.4 fiihrt unter Vernachlédssigung der Volumenanteile k auf

/pO(TS—u)dVo—i- / N-P.vdAy>0 . (3.117)
Ro aRO

Der Ausdruck fiir einen homogenen Korper wurde also gerade um den Term

/ (1] - da, (3.118)

erweitert.

Soll ein eine Phasentransformation beschreibendes Stoffgesetz formuliert werden, so mufl
diese Ungleichung insgesamt erfiillt werden. In der Ungleichung représentieren die ersten
beiden Terme die Bedingung der thermodynamischen Konsistenz des Stoffgesetzes auf
der Meso-Ebene. Ist dieses thermodynamisch konsistent formuliert, so werden die ersten
beiden Terme grofler oder gleich Null sein. Der dritte Term spiegelt die Bedingung der
thermodynamisch konsistenten Beschreibung der Transformationskinetik wider. Im wei-
teren soll angenommen werden, dafl sowohl der Anteil der Meso-Stoffgesetze als auch der
Phasentransformation die Ungleichung jeweils getrennt erfiillen. Beriicksichtigt man eine
Abhéngigkeit der plastischen Deformationen der einzelnen Phasen von der Transformati-
on, so kann dies in der Ungleichung beriicksichtigt werden.

Auf der Basis dieser Bedingung wird in Kapitel 4.2 ein den letzten Term maximierendes
Stoffgesetz zur Beschreibung der Phasentransformation aufgebaut.

°In der angegebenen Literaturstelle wird die spezifische latente Wirme sowie ein anderes Vorzeichen
benutzt.
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3.4.3 Beschreibung der Transformationskinetik

Die im Abschnitt 3.4.1 eingefithrten Mittelungsvorschriften kénnen auch auf den Tensor

m® angewendet werden. So soll

M= /deAO (3.119)
Ao

definiert werden. Ay kennzeichnet nun hier die Grenze der betrachteten Phase zu allen
R
Nachbarphasen. Weiterhin kann ein Tensor £ mit

M

§ = N tot

(3.120)

definiert werden, wobei M die Gesamtmasse des betrachteten heterogenen Kérpers und
hier als konstant anzusehen ist. Aufgrund der Definition (3.120) folgt, daf die Ausfiithrun-

gen der Eigenschaften des Tensors M " auch in der Regel fiir den Tensor ER gelten.

Nachfolgend sollen einige Eigenschaften dieser Grofie aufgezeigt und deren Konsequenzen
fiir eine Implementation des Massenstromtensors in eine Formulierung zur Beschreibung
einer Phasentransformation gezeigt werden.

3.4.3.1 Bedingung der Konstanz der Gesamtmasse

Andert sich die Gesamtmasse eines heterogenen Kérpers wihrend einer Phasentransfor-
mation nicht, ist dies mit in die Konstitutivgleichungen einzubeziehen. Diese Forderung
kann in der Form

Y =0 (3.121)

formuliert werden, wobei £* = M“/M'™" der Massenanteil der Phase « an der Gesamtmas-
se ist (siehe auch Kapitel 3.4.5). Diese Bedingung sollte daher auch bei einer Beschreibung

mit Hilfe des Tensors M f erfiillt werden. Dazu soll seine Spur berechnet werden:
- R - R
tr(M > = tr /’m dA,
0

= /poUNtI'<N®N) dAO
Ao

= M (3.122)
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wobei der Ausdruck zur Berechnung der Massenénderung der untersuchten Phase

M= /pOUN d4, (3.123)
Ao

benutzt wurde. Aus Gleichung (3.122) folgt, daf die Spur des Tensors M " ein MaB fiir
die Massenénderung der Phase ist. Daher kann

M = tr (MR> (3.124)
formuliert werden. Beriicksichtigt man dies, 148t sich (3.121) in der Form

S tr (éR’“) ~0 (3.125)

reformulieren, der Index a kennzeichnet entsprechend die Phase a.

3.4.3.2 Anfangsbedingungen fiir die Transformation

In den bisherigen Ausfithrungen ist davon ausgegangen worden, dafl eine Phasengren-
ze existiert. Sollte aber ein homogener Stoff vorliegen, konnen die eine Phasengrenze
voraussetzenden Gleichungen nicht angewendet werden. Daher sol an dieser Stelle eine
Betrachtung dieses Zustandes vorgenommen werden.

Es wird im folgenden davon ausgegangen, dafl ein materieller Punkt als Sonderfall einer

Kugel mit gegen Null strebenden Radius angesehen wird. Es soll daher hier der Tensor
M" cines kugelformigen Einschlusses mit dem Radius R und einer homogenen Normalaus-
breitungsgeschwindigkeit Uy berechnet werden. Mit IN = (cos ¢ sin 6, sin ¢ sin 6, cos §)7

ergibt sich fiir M f

T

/mR R%sinfdy df
0

<
Il
StY~—5

) 100

= —mpoUvR*| 0 1 0
3 00 1
L {100

— ~mlo1o (3.126)
3o 01

Daraus folgt, daf der deviatorische Anteil von M* einer Phase bei gegen Null gehenden
Kugelanteil auch gegen Null streben mufl. Man kann postulieren, dafl dies fiir den Fall
eines zweiphasigen Stoffes daher sowohl fiir den Beginn der Transformation als auch fiir
deren Ende gilt. Eine Abschwéchung diese Postulats kann iiber die Argumentation erreicht
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werden, daf3 die zusammenwachsenden Inseln gleicher Phase nicht einen homogenen Stoff
ergeben sondern intern noch Phasengrenzen zwischen den zusammengewachsenen Inseln
der Produktphase existieren. Ein mogliches Beispiel sind Martensit-Martensit Phasen-
grenzen bei der Austenit-Martensit Umwandlung.

3.4.3.3 Symmetrieeigenschaften des Tensors M f
Fiir den lokalen Tensor
mf .= pUy N® N (3.127)

gilt aufgrund seiner Definition offensichtlich die Symmetrieeigenschaft
. R T . R
(mf) =m" (3.128)

Da die Symmetrieeigenschaft zweier Tensoren auch bei deren Addition und somit auch
bei der Integration erhalten bleibt, kann man daraus auch auf die Symmetrie des globalen

- R
Tensors M als

(MR>T = M" (3.129)

schlieen. Auf die Symmetrieeigenschaften wird bei den Présentation des konkreten Stoft-
gesetzes und der Diskussion der Ergebnisse nochmals nidher eingegangen.

3.4.3.4 Ein Beispiel zur Berechnung des Tensors M"

Zur Verdeutlichung der Eigenschaften des Tensors M" soll ein ebenes Problem wie in
Abb. 3.3 dargestellt ndher untersucht werden.

€2
Dicke ¢

T

€1

Abb. 3.3: Einschluss einer Phase «

Die Dicke t sei konstant, der EinschluB dehnt sich mit der Geschwindigkeit a/2 jeweils
an den kurz dargestellten Kanten und mit /2 an den langen Kanten orthogonal zu den

- R
Kanten aus. Die Berechnung des globalen Tensors M kann mit der bekannten Geometrie
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konkret erfolgen. In dem lokalen Koordinatensystem (&1, &;) werden die Komponenten von

+ R
M zu
L R ab 0

Die Darstellung des Tensors in Komponenten des globalen Koordinatensystems (ey, es)
ergibt sich iiber die Drehmatrix @ als

. R
ME=Q" M -Q (3.131)
mit .
cosa  sina
Q= ( —sina cosa ) (3.132)

Aufgrund der Struktur der Gleichung (3.132) selbstverstandhch aber hier doch erwédhnens-

wert ist der Umstand, dafl die Tensorkomponenten von M gerade die Komponenten
durch die Eigenwerte der Matrix Mm" aufspannbaren Diagonalmatrix sind und die Rich-
tungen der Eigenvektoren denen der Einheitsvektoren des lokalen Koordinatensystem
(€1, é2) entsprechen.

Basierend auf diesem Grundmodell werden nun einige Fallbeispiele untersucht:

(I) Es soll nun angenommen werden, daf§ der Winkel o den Wert von a = 45° annimmt.

- R
Die Komponenten des Tensors M lauten in diesem Fall

(3.133)

R ab+ba ab — ba
M pot 5 <ab—ba ab—i—ba)

Es soll zu diesem Beispiel nur festgestellt werden, dafl die sonst eher einfache Form
mit wenigen besetzten Komponenten des Tensors auf der Hauptdiagonalen verlo-

rengegangen ist und alle fiir das ebene Problem relevanten Komponenten besetzt
sind.

(II) Vereinfacht man das vorhergehende Beispiel auf den Fall eines isotropen Einschlus-
ses, d.h. setzt man b = a, konnen die Tensorkomponenten zu

- R aa 0
M —p0t< 0 m) (3.134)

berechnet werden. Dieses Beispiel deutet darauf hin, dafl bei isotropem Materialver-
halten und Orientierungsverteilung der Phasengrenzen der Kugelanteil des Tensors

M ausreicht, um die Transformationskinetik zu beschreiben.

(III) Nimmt man eine gleichverteilte Menge von Einschliissen in der umgebenden Matrix
an und berechnet die Mittelung iiber alle Orientierungen, folgt ausgehend von dem
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Tensor des ersten Fallbeispiels

27 .
1 - R 1 [ ab+ ba 0
| M = pot= . . 1
27r0/ dae= ot < 0 ab+ba ) (3-135)

Es ist also auch bei einer lokalen Anisotropie der Einschliisse bei einer gleichverteil-
ten Orientierung von einem gegen Null strebenden deviatorischen Anteil des Tensors

- R
M auszugehen.

3.4.3.5 Einschrinkungen bei der Verwendung des Tensors M f

Es soll hier bereits auf ein Problem bei der Verwendung des Tensors M f hingewiesen
werden. Da der Tensor Informationen iiber die Geometrie der Einschliisse beinhaltet, hat
er auch den sich ergebenen geometrischen Restriktionen zu unterliegen. Dies soll an einem
Beispiel erlautert werden. Es existiere zum Zeitpunkt ¢ = 0 eine Menge gleichverteilter,
wiirfelformiger Einschliisse mit den Kantenldngen xy und mit dem Mittelpunktsabstand
lo in allen drei Dimensionen (s. Abb. 3.4). Es habe bisher gleichméfliges Wachstum in
allen drei Richtungen geherrscht, daher berechnet sich M# zu

e s [100
MR:/M a=""1010] . (3.136)
3 \oo1

Es wird nun angenommen, dafl die Einschliisse in x;-Richtung wachsen, die anderen Rich-

tungen verdndern sich nicht. Es kann der Tensor M f Al
n 100
M =pyxii [ 0 0 0 (3.137)
0 00

berechnet werden. Integriert man die 11-Komponente, folgt

3 31’1/1’0—2 0 0
MR:% 0 10| . (3.138)
0 0 1

Das Wachstum in dieser Richtung kann aber nur so lange vorherrschen, bis die Einschliisse
zusammenwachsen. Dies ist bei z; = [, gegeben. Der Tensor M™% sollte daher zu diesem
Zeitpunkt diese Beschrinkung des weiteren Wachstum widerspiegeln. M7 hat den Wert

3[0/1‘0 -2

; 0 0
MR:% 0 10 (3.139)
0 0 1
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und €% den Wert
1_3 3[0/1’0 -2 0 0
gh =25 0 10| . (3.140)

30 0 01

Bisher ist es nicht gelungen, in der Struktur dieser Tensoren die geometrische Restriktion
zu identifizieren. Daher kann sie auch bei der Erarbeitung der Evolutionsgesetze nicht
beriicksichtigt werden.

0

E S H K A K - ﬁ;ﬂ
S H K A K - '
l

T2

1 T [T Il N n 1T
H—l'l—ﬂ

T e

Abb. 3.4: Gleichverteilte Einschliisse mit Mittelpumktsabstand. Der Abstand der Eischliisse
orthogonal zur dargestellten Ebene sei ebenfalls [y, deren Lénge in dieser Richtung
x3. Angedeutet ist die Ausdehnung der Einschliisse in z1-Richtung.

Weiterhin sind die bei der Integration erlangten Ergebnisse fiir den Tensor &7 nicht pfa-
dunabhéngig. Es konnen daher bei gleicher Gestalt zweier Einschliisse unterschiedliche
Werte des jeweiligen Tensors €7 aufgrund der unter Umsténden unterschiedlichen Gestalt
zu einem fritheren Zeitpunkt existieren®. Es ist daher eher die Rate SR ein Ma8B fiir die

Verinderung der Gestalt des Einschlusses als €% ein absolutes Maf$ fiir die momentane
Gestalt.

Ein moglicher Ausweg aus diesem Dilemma kann die Einfithrung einer relativen Gréfie

bieten. Definiert man
*R M R

6Das gleiche Problem stellt sich aber auch z.B. bei der Verwendung des GREEN-LAGRANGE-Tensors

(3.141)

“R
als Dehnungsmafl. Vor diesem Hintergrung ist auch der Vorschlag der relativen Grofle & zu sehen, die
bei Integration auf ein logarithmisches Maf fiihrt.
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folgt fiir das vorangegangene Beispiel bei allgeminer Ausdehnung in alle drei Richtungen

T i1/zr 0 0
E = 0 iz 0 . (3.142)
0 0 jﬂ‘g/ﬂ?g,

Fiir diese Grofle besteht in diesem Beispiel das Problem der Pfadabhéngigkeit nicht. Al-
lerdings besteht bei erst gerade einsetzender Transformation das Problem, das der Nenner
der Bestimmungsgleichung Null ist. Unter Berticksichtigung der Ahnlichkeit der Beschrei-
bung der Deformation eines Kérpers mit den dort eingefithrten Maflen und den hier zur
Beschreibung der Phasengrenze eingefithrten GroSen scheint die Ubertragung der Kon-
zepte auf das hier vorliegende Problem ein moglicher Weg zur Losung der aufgezeigten
Dilemmata sein.

Es soll aber hier, trotz der angesprochenen Probleme, zur Erlangung erster Ergebnisse
weiterhin die Grofe €7 verwendet werden.

3.4.4 Aufspaltung der Phasentransformationstensoren

Die vorangegangenen Ausfiithrungen haben gezeigt, dal der Tensor M " und somit auch

der Tensor £ zwei Charakteristika beinhalten: einerseits die direkt physikalisch, als zum
Massenzuwachs proportionale Gréfe interpretierbare Spur; andererseits die Richtungsin-

R
formation im deviatorischen Anteil. Daher soll hier eine Aufspaltung des Tensors £ in
diese Anteile vorgenommen werden. Es soll

£ =1 é E4€" (3.143)

gelten, wobei die Rate des Massenanteils § durch

§=tr (éR> (3.144)
definiert wird und somit fiir é’ f
. . 1 .
¢t =1 St (gR) (3.145)

folgt.

Wie bereits im Abschnitt 3.3.3 erwahnt 148t sich fiir den hydrostatischen Spannungs-
zustand der Tensor des chemischen Potentials auf das skalare chemische Potential
zuriickfithren. Setzt man den hydrostatischen Spannungszustand mit

oc=0l (3.146)
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an, folgt fiir den Tensor des chemischen Potentials

pf =1 <g0 - 5) . (3.147)
p
Dies verwendent 148t sich das skalare chemische Potential als
T (3.148)
P

definieren. Berechnet man die Spur des Tensors des chemischen Potentials und setzt den
CAUCHY-Spannungstensor ein, folgt

tr (pf) = ptr (1) - %} tr (o) . (3.149)

Fiir den hydrostatischen Spannungszustand folgt

= ;:tr (n) (3.150)

Es liegt daher auch eine Aufspaltung des Tensors des chemischen Potentials in einen
skalaren und einen deviatorischen Anteil nahe. Es soll daher

plf =1+ p" (3.151)
mit ]
R _ R4 = R
u=pt -1 3tr (;1, ) (3.152)

und g wie in (3.150) definiert gelten.

3.4.5 Erweiterung auf einen mehrphasigen Koérper

Die im Kapitel 3.4 durchgefiithrten Untersuchungen eines ausgedehnten, von einer Phasen-
grenze durchschnittenen Korper sollen in diesem Kapitel auf einen allgemein mehrphasi-
gen Korper iibertragen werden. Dazu wird vereinfachend angenommen, daf§ die 6rtlichen
Fluktuationen der Groflen innerhalb einer Phase gegeniiber den Unterschieden zwischen
den Phasen vernachléssigbar sind, und daher von homogenen Phasengréfien ausgegangen
werden kann. Im folgenden wird daher die Gréfe einer Phase durch einen hochgestellten
griechischen Index gekennzeichnet.
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OR

Abb. 3.5: Heterogener Korper mit vier Phasen «, 3,7, § in aktueller Konfiguration. Hervorgehe-
ben ist die Definition der Richtung des Normalenvektors n auf der Phasengrenze A*?

In Abb.3.5 sind die nachfolgend verwendeten Bezeichnungen verdeutlicht. So bestehe das
Gebiet des gesamten heterogenen Korpers R aus den Teilgebieten R® mit

R=UR" . (3.153)

Die einzelnen Teilgebiete R seien durch ihren Rand OR® begrenzt, analoges gelte fiir
das Gesamtgebiet R mit OR. Aus der Definition der Begrenzung der Phasen folgt die
Definition der Phasengrenze zwischen zwei beliebigen Phasen a und g als

AP = OR*(MOR" . (3.154)

Diese Defintion soll noch durch die Unterscheidung von A% und AP® erweitert werden,
welche iiber die Richtung des auf der Phasengrenze stehenden Normalenvektors definiert
wird. Fiir eine Phasengrenze A*? soll dieser in Richtung der Phase 3 zeigen, was fiir diese
Phasengrenze in Abb.3.5 verdeutlicht ist. Insofern beinflufit die Wahl der Integrations-
grenze den Integranten bei den Mittelungsvorschriften.

Fiir eine nicht notwendigerweise skalare Grofie ¢(X,¢) wird mit dieser Definition das
gewichtete Volumenintegral in der Referenzkonfiguration iiber die Phase o zu

¢(t) = —/pmb(X,t) dVp (3.155)
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mit
Mo = /pOdVO . (3.156)
Rg

Diese Definition ist nur zur Uberfithrung der im vorangegangenen Kapitel aufgefithrten
Integralformeln wichtig. Da die GroBe ¢(X,t) des Integranten konstant in der Phase ist,
konnte sie auch vor das Integral gezogen werden.

Weiterhin soll die Verwendung eines doppelten griechischen Index definiert werden: Diese
Schreibweise soll eine zwei benachbarte Phasen betreffende Grofie kennzeichnen. Sie soll in
der Form der Differenz zweier durch (3.155) definierter PhasengréBen verwendet werden,
d.h.

dP = ¢ — . (3.157)

Die zweite Verwendung eines doppelten griechischen Index soll zur Beschreibung eines
Flusses zwischen zwei Phasen dienen. Allgemein soll fiir eine Gréfie ¢

b8 = / 3(X) dA, (3.158)

5
Ag

gelten. @7 ist somit ein MaB fiir den Zuwachs des Volumenintegrals iiber R der spe-
zifischen GréBe ¢ in der Phase o aufgrund des Zuwachses aus der Phase (. Ein Beispiel
hierfiir ist die pro Zeiteinheit von der Phase (8 in die Phase o umgewandelte Masse, wenn
gz~5 = poUn gesetzt wird.

Verwendet man diese Vereinbarungen, kann die tensorielle Grofle zur Beschreibung des
Massenstroms zwischen den Phasen durch

M= / (X)) dA, (3.159)

8
Ag

beschrieben werden. Es folgt daraus sofort, daf3

- Raf

M Vi

-M (3.160)

gilt. Der Gesamtzuwachs fiir die Phase o berechnet sich dann iiber die Summation aller
Einzelzuwéchse

M =S M (3.161)
B

In Analogie zur Definition im Abschnitt 3.3.3 soll

- _R,af
- Rap M
mit . "
£ =Y"¢ (3.163)
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und der Massenteil der Phase « als
€Y =tr (&%) (3.164)

definiert werden.

Der Definition (3.157) folgend soll hier als Beipiel die Differenz des Tensors des chemischen
Potentials zweier Phasen spezifiziert werden. Es soll

plted .= pBf R (3.165)

mit den GroBen der entsprechenden Phasen p** und puf™? gelten.

Unter Verwendung der o.g. Vereinbarungen kénnen sowohl die Energie- als auch die Entro-
piebilanz neuformuliert werden. Es folgt aus (3.116) unter Beriicksichtigung der korrekten
Umwandlung des Fldchenintegrals der Forménderunsleistung in ein Volumenintegral

ST —a i)+ 3 phed g7 >0 (3.166)
@ )

Die Notation {a/f} soll hier die Summation iiber alle Phasengrenzen symbolisieren. Es
wird hierbei nur einfach iiber die Phasengrenzen summiert, d.h. wenn der Term {a/} in
der Summation bereits vorhanden ist, so darf {Sa} nicht vorkommen.

Aus der Energiebilanz (3.113) folgt unter Beriicksichtigung von (3.114) fiir die Anderung
der mittleren spezifischen inneren Energie

U

i=— =Y ¢+ Y Ppsed (3.167)
Mg {aB)

wobei h&*# die bei der Phasentransformation pro umgewandelte Masse freiwerdende Ener-
gie darstellt. Es ist moglich, diese Grole auf die im Abschnitt 3.4.2 definierten Groflen zu
beziehen. Da h%®? aber experimentell relativ leicht zu bestimmen ist, soll dieser Weg hier
nicht weiter verfolgt werden.
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4. Konstitutive Beziehungen

In diesem Kapitel werden die bisher hergeleiteten Grofien in ein Stoffgesetz zur Beschrei-
bung der Austenit-Martensit Phasenumwandlung unter Beriicksichtigung der plastischen
Deformation der einbettenden Matrix implementiert.

Das Modell beschrénkt sich ausschliefllich auf die Beschreibung der Austenit-Martensit
Phasentransformation und ist somit somit ein Zweiphasenmodell. Es wird angenommen,
da die Fluktuationen der Groflen innerhalb der einzelnen Phasen vernachlissigbar ge-
geniiber den Unterschieden zwischen den Phasen sind. Daher wird von homogenen Pha-
sengroflen ausgegangen.

MARC] 'MARC
l l
| |
: Transformationskinetik :
| |
| |
| . . |
| . 13 !
FEM- : | FEM-
(P . |
mech. L, 19,8 , L—D therm.
! Mittelung !
] ]
Problem : 15 T,T: Problem
| |
: (j'A émeso O'M é:meso :
| |
| |
: Meso-SG Meso-SG :
: Austenit Martensit :
| |
| |

Abb. 4.1: Schematische Darstellung der Zusammenhénge der Komponenten des Stoffgesetzes

Abbildung 4.1 verdeutlicht das Zusammenspiel der Komponenten. Die Symbole an den
Pfeilen verdeutlichen mehr den Informationsflul zwischen den Komponenten und re-
préasentieren nicht die real ausgetauschten Groflen. Auf die konkrete Implementation wird
im Anhang nidher eingegangen. Weiterhin sind schon vorgreifend die von dem FEM-System
MARC iibernommenen Aufgaben gekennzeichnet worden.
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Die Problembeschreibung 148t sich in folgende Bereiche unterteilen:

- Mittelung
- Transformationskinetik
- Meso-Stoffgesetz

- thermisches Stoffgesetz.

Der Aufbau des Kapitels folgt weitestgehend dieser Unterteilung. In den einzelnen Sek-
tionen werden zunéchst die Gleichungen der Komponenten aufgefiihrt, um im Anschlufl
daran deren Verhalten bei Variation der Bedingungen bzw. der Materialparameter zu
demonstrieren.

Die Phasen werden getrennt modelliert (Meso-Stoffgesetze). Somit kénnen die stark unter-
schiedlichen Fliefgrenzen des Austenits und Martensits beriicksichtigt werden. Die Ant-
worten der Meso-Stoffgesetze werden iiber eine geeignete Mittelungsregel auf die makro-
skopische Ebene transformiert.

Auf eine Unterscheidung der Austenit- und der Martensitphase bei der Behandlung des
thermischen Problems soll verzichtet werden, da die Unterschiede der thermischen Eigen-
schaften der Phasen als vernachléssighbar angenommen werden.

Das hier formulierte Stoffgesetz soll zur Beschreibung der umwandlungsbedingten Pla-
stizitdt (TRIP) wihrend der Austenit-Martensit Phasentransformation verwendet wer-
den. Aufgrund der technischen Bedeutung liegt das hauptséchliche Augenmerk auf der
Umwandlung von Austenit nach Martensit. Die Umwandlung in Gegenrichtung und die
Austenit-Martensit Phasentransformation in Formgedéchtnismetallen wird nur am Rande
und nur zur Erlauterung der Motivation einiger verwendeter Ansétze behandelt. Die Um-
wandlung des Austenits in andere Gefiigeformen als Martensit wird, wie bereits erwéhnt,
ebenfalls nicht beriicksichtigt. Weiterhin wird bei der Formulierung der Umwandlungs-
kinetik angenommen, daf§ die kritische Abkiihl- bzw. Deformationsgeschwindigkeit zur
Bildung von Martensit erreicht wird.

4.1 Mittelung

In diesem Kapitel wird eine andere Bezeichnungsweise als in den vorangegangenen Aus-
fiihrungen verwendet. Eine nicht indizierte Grofle soll nicht mehr eine lokale, auch im
RVE positionsabhingige, Grofle sondern die makroskopische, gemittelte Gréfle des RVE
darstellen. Dies ist moglich, da die Phasen als homogen angenommen wurden und somit
eine Grofe in den Phasen durch den Index der entsprechenden Phase gekennzeichnet wird.

Beispielsweise wird im nachfolgenden die GréBe E in Gleichung (3.110) als E bezeichnet.
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In dem untersuchten Zweiphasensystem kennzeichnet ein hochgestellter Index ,, A“ eine
GroBe der Austenit- und ein Index ,M* eine Groflie der Martensitphase . Weiterhin wird
vereinfachend zur Beschreibung der Transformationskinetik die Schreibweise

g.= ¢ (4.1)
und somit . _éR’MA )
und unter Erfiillung der Massenbilanz

R ¢ (4.3)
und
ght=1"—¢ (4.4)

verwendet. Analoge Vereinbarungen gelten dann auch fiir den Massenanteil £ = tr ().
Fiir die Differenz des chemischen Potentials soll die vereinfachende Schreibweise

poo= p'tt — A (4.5)

verwendet werden.

4.1.1 Mittelung der Verzerrungen

In Kapitel 2.3 wurden bereits einige Vor- und Nachteile verschiedener Homogenisierungs-
moglichkeiten erortert. Hier soll ein modifizierter TAYLOR-Ansatz wie von RANIECKI &
BrunNs[RB91] vorgeschlagen verwendet werden. Adaptiert man dieses Konzept auf die
voliegende Beschreibung in der Referenzkonfiguration, gilt fiir die Phasen a mit a €

{A.M}
E*=A": E+ BT -Ty)) + E"* (4.6)

mit der Eigendehnung E™“ und den Tensoren A und B“. In [RB91] werden einige
Spezialisierungen und Restriktionen bei der Wahl dieser Grofien aufgefithrt. Das Konzept
soll hier mit A =1 und B* = 0, d.h. in der Form

E*=FE+ E™" (4.7)
verwendet werden. Es gelte somit
[E] = E* — B (4.8)
Es wird angenommen, daB die Terme E™* und E™* konstant sind.

Unter Beriicksichtigung von Gleichung (3.109) und der Homogenitétsannahme gelte fiir
die globale GREENsche Dehnungsrate E (fiir kleine Forménderungen siehe z.B. [BCA99)):

B o= e 0-0B' - o A/ poUy [E] dA,

_ EAM 1 EPT (49)
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- AM
wobei unter Beriicksichtigung des verwendeten modifizierten TAYLOR-Ansatzes E== =
.M .M - PT
E =FE gelte. Die Grole E  sei durch

. 1
BT = —M/pOUN (E] dA, (4.10)
Ao

definiert, E™ wird iiber die Meso-Stoffgesetze berechnet. Fiir E"" sollen hier drei

Moéglichkeiten aufgezeigt werden.

Die erste Moglichkeit besteht in der direkten Integration des Terms (4.10). Dazu ist aber
eine konkrete Kenntnis der Geometrie der Phaseneinschliisse notwendig. Weiterhin wird
nur die transformationsinduzierte Dehnung bertiicksichtigt, die Deformation der umge-
benden Matrix und der sich bildenden Phase wird durch diesen Ausdruck nicht erfafit.
Daher ist dieser Ausdruck eher fiir Modelle interessant, die explizit die Mikrostruktur!
untersuchen und die Deformation der Phasen explizit erfassen

Eine weitere Moglichkeit der Beschreibung basiert auf der Verwendung der auf Basis
der additiven Aufspaltung der infinitisimalen Dehnungsrate nach Gleichung (2.3) fiir den
Term &77 erarbeiteten Formulierung. Zunéchst soll hier auf die Frage der Verwendbarkeit
dieser additiven Aufspaltung eingegangen werden, um im Anschlufl die Adaption an das
hier verwendete Zweiphasen-Konzept zu zeigen.

Vergleicht man die Struktur der zur Herleitung von Gleichung (2.4) verwendeten additi-
ven Aufspaltung der Dehnungsraten mit der Form des verwendeten Modells (4.9), wird
offensichtlich, da8 Gleichung (2.3) auch fiir das Zweiphasenmodell gilt. Bei beiden Model-
len wird in der Ratenformulierung der Anteil der transformationsinduzierten Dehnung zu
einem, wie auch immer gearteten, Anteil hinzu addiert.

Adaptiert man dieses Konzept auf das in dieser Arbeit vorgestellte Zweiphasenmodell,
ist eine Nédherung fiir die globale Groflie o’ zu finden. Diese soll durch das Mittel der
Spannungen der Einzelphasen angendhert werden. Weiterhin ist das fiir infinitisimale De-
formationen erarbeitete Ergebnis auf grofie Forménderungen zu iibertragen. Dies soll hier,
ohne weitere Interpretation der Gréflen, durch Ersetzen der Spannung durch den zwei-
ten P1oLA-KIRCHHOFF-Spannunstenstensor und der Dehnung durch den GREENschen-
Verzerrungstensor geschehen. Es gelte

S+ SO (411)

. pT 3
Bo=gk 2 o€

wobei fiir die Funktion f¢(¢) der Ausdruck

FEe) = (2-¢)¢ (4.12)

verwendet werden soll. Die gleichgewichtige Mittelung der Spannungen basiert auf der
Uberlegung, dafl die transformationsinduzierte Deformation eine an der Phasengrenze

Im Rahmen der bisher verwendeten Nomenklatur wire der Ausdruck Mesostruktur passender.
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definierte Grofe ist und daher von dem lokalen Spannungsmittel abhéngt. Bei homogenen
Phasengroen folgt damit (4.11). Aus (4.11) und (4.12) folgt

A M
S+ S :

B = 3K S 1-9¢ (4.13)

Es ist bei diesem Ansatz zu bemerken, dafl er einen Bruch im thermomechanischen Ge-
samtkonzept darstellt, da seine Herleitung rein auf mikromechanischen Uberlegungen ba-
siert. Ein eher in das Gesamtkonzept zu passen scheinender Ansatz ist die Formulierung
der transformationsinduzierten Plastizitdt auf Basis der Tensors des chemischen Potenti-
als p und der kinetischen Variable €. Der Tensor des chemischen Potentials enthilt durch
den in seiner Bestimmungsgleichung vorkommenden rechten CAUCHY-GREEN-Tensor C'
Informationen iiber den Sprung der Deformation an der Phasengrenze und somit der
transformationsinduzierten Dehnung.

Uberlegungen dieser Art kénnen aber nur unter Verwendung einer breiten experimentel-
len Datenbasis mehraxialer Untersuchungen vorgenommen werden. Da bisher nicht aus-
reichend Untersuchungen dieser Art vorliegen, soll an dieser Stelle dieser Ansatz nicht
weiter verfolgt werden.

4.1.2 Mittelung der Spannungen

Zur Mittelung der Spannungen sollen hier drei mdégliche Konzepte vorgestellt werden.
Diese sind nur als erste Anregungen zu verstehen. Zur Verifikation der Giiltigkeit der
Annahmen sind weitergehende experimentelle Untersuchungen unter besonderer Beriick-
sichtigung der hier angefiihrten Gegebenheiten notwendig.

4.1.2.1 Reine Volumenmittelung

Als erste Moglichkeit sei die Volumenmittelung der Spannung nach (3.111) genannt. Es
folgt damit
Sk = £SM 1 (1-€)Sp (4.14)

und daraus

Sk =€S0 +(1-€)Si +£(S¥ — 57) (4.15)

Bei dieser Art der Mittelung geht durch die Volumenmittelung die im Tensor & enthaltene
Information iiber die Orientierung der Einschliisse verloren. Das globale mechanische Ver-
halten ist das eines Stoffes in einer Beschreibung mit skalaren Groflen p und €. Es stellt
sich die Frage, inwieweit es sinnvoll ist, eine Volumenmittelung fiir die intensive Grofle
Spannung durchzufiihren.
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4.1.2.2 TIsotrope Tensorfunktion

Als eine Moglichkeit der Beriicksichtigung der Anisotropie soll hier die unter Beriicksich-
tigung der Eigenschaften der Grofle £ natiirlich erscheinende Erweiterung der Beziehung
(4.14) ohne mikromechanische Begriindung

Sk =sym (3&- S} +(1-3¢€)- Sp) (4.16)
und daraus
S = sym (3§-s¥+(1—3g)-5%+35- (s%—sg)) (4.17)

eingefithrt werden.

Fiir den hydrostatischen Fall fithrt (4.16) wieder auf (4.14). Ein Problem bei der For-
mulierung (4.16)/(4.17) ist, dafl auch bei Ende der Transformation mit tr(§) = 1 das
Materialverhalten des Austenits weiter Einflu auf des Gesamtverhalten des Materials
haben kann wenn &' # 0 gilt.

Es soll daher ein alternatives Konzept auf Basis einer isotropen Tensorfunktion erarbeitet
werden (s. u.a. BETTEN[Bet93]). Aufgrund der physikalisch eindeutig trennbaren Bedeu-
tung von kugel- und deviatorischen Anteil sollen diese getrennt behandelt werden. Es
ist daher die gemittelte Spannung S als isotrope Tensorfunktion von dem Skalar & und
den symmetrischen Argumenttensoren S+, 83 und ¢’ darzustellen. Ein moglicher Ansatz
stellt

Sk = €S%+(1—f)S?}+Kf£%(€’-S%+S%-£’)+K§(1—§)%(£’-S?}+S?}-£’)
= S+ (1-9Sk+ Ki¢sym (¢ 8)) + KS(1 - ¢) sym (¢'- S7) (4.18)

dar. K¢ ist ein an Versuche anzupassender Parameter. Der deviatorische Anteil hat in
dieser Formulierung einen reinen Orientierungscharakter. Da die Orientierung der Phasen
bei zwei Phasen aufgrund der gemeinsamen Grenze gleich ist, wurde £’ in gleicher Art auf
die Spannuntgstensoren der Phasen angewendet. Die Wichtung geschieht ausschlifilich
itber die Spur £. Es tritt allerdings bei dieser Art der Formulierung die physikalische
Bedeutung der Gréflen unter Umstédnden in den Hintergrund.

Bei Verifikationsrechnungen hat sich gezeigt, dal eine grole Abhéingigkeit des Material-
verhaltens von dem Parameter K¢ zu beobachten ist. Eine Anpassung kann nur auf Basis
experimenteller Untersuchungen erfolgen. Eine Schitzung ist nur sehr schwer méglich.

4.1.2.3 Adaption des Effektivspannungskonzeptes

Als dritte Moglichkeit sei hier eine Adaption des aus der Bruch- und Schadigungsmechanik
bekannten Effektivspannungskonzeptes (s. u.a. KAcHANOV[Kac58],KAcHANOV[Kac86],
RABOTNOV[Rab59]) genannt. Dazu hier zunéchst eine kurze Erldauterung des Vorschlages
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von MURAKAMI(|[MO81],[MR88]) und BETTEN[Bet82] zur Erweiterung des Konzeptes auf
allgemein mehrdimensionale Spannungszustéande.

Der die Schédigung beschreibende Tensor zweiter Stufe €2 beriicksichtigt laut
SCHIESSE[Sch94] , die Fliche der Projektionen aller in AV* enthaltenen N Defekte mit
der jeweiligen Grofle dAj (}) aus eine Ebene“. Fiir niherungsweise ebene Hohlrdume sei
er durch

3 al * * *
= A4 kz:l / n*® @ n*® dAg('“) (4.19)
9 k= AV *

Q

definiert, wobei dA7 (k) die Fliche, die der k-te Hohlraum auf der Korngrenze einnimmt,
n**) den Normalenvektor der Ebene dA;(k) und AAj die gesamte Fliche der Korngren-
zen in AV* bezeichnet. SCHIESSE diskutiert in [Sch94] die Definition dieses Tensors. Er
merkt an, dafl € durch die fehlende Volumenmittelung iiber AV* immer noch ein Mi-
krofeld und durch die Verwendung von AA7 als Bezugsfliche noch von der Korngréfie
AV* abhéngt. MURAKAMI verwendet diesen Tensor als Transformationstensor zwischen
der aktuellen geschidigten Konfiguration und der fiktiven ungeschéadigten Konfiguration.
Im Rahmen des von den Autoren entwickelten Konzeptes wird die Belastung der fiktiven
ungeschédigten Konfiguration & durch

6=1-Q) " 0o (4.20)

berechnet.

Die Ubertragung der Schidigungskonzepte auf die Beschreibung einer Phasentransforma-
tion kann gedanklich durch das Ersetzen des Hohlraums im Schédigungsmodell durch die
Produktphase (hier die Martensitphase) und des vorhanden Materials durch die Matrix-
phase (hier die Austenitphase) geschehen. Der Hohlraum beim Schidigungsmodell tragt
nicht zur Tragwirkung des Materials bei, insofern findet der Hohlraum kein Equivalent in
Gleichung (4.20).

Ziel der folgenden Ausfithrungen ist es, die Relation zwischen dem Tensor €2 des Effek-
tivspannungskonzeptes und dem Tensor &€ zu finden. Weiterhin wird Gleichung (4.20) so
erweitert, dal eine Anwendung bei der Beschreibung von Phasentransfomationen moglich
ist. Die Herleitung orientiert sich an dem Beispiel des quaderférmigen Einschlusses im
Abschnitt 3.4.3.5. Die hergeleiteten Gleichungen sind daher auch nur fiir den Fall qua-
derformiger Einschliisse giiltig.

Zunéachst soll die Grofle

MO0
A= 0 X 0 (4.21)
0 0 X

im Hauptachsensystem des Tensors £ definiert werden. Die Groflen \; entsprechen den
auf den Quaderabstand bezogenen Léangen des Quader in der entsprechenden Koordina-
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tenrichtung (vergl. auch Abb.3.4). Autbauend auf (4.21) kann der Tensor
1
Q:§>\><><>\ (4.22)
definiert werden. Dieser entspricht in dem untersuchten Beispiel dem Tensor €2 des Ef-

fektivspannungskonzeptes bei Anwendung des von BETTEN in [Bet82] présentierten Kon-
zeptes da

XAz 00
Q=] 0 XX 0 (4.23)
0 0 A

gilt.

Dem oben beschriebenen Gedankengang zur Anwendung des Effektivspannungskonzeptes
auf Phasentransformationen folgend soll die Spannungsmittelung durch

Sk =sym (- S} +(1- Q) S}) (4.24)
definiert sein. Daraus folgt fiir die Spannungsrate
Sk = sym (Q-S%+(1—Q)-S’I“<+Q- (S%—Sf})) . (4.25)

Fiir die bisher unbekannte Grole A kann eine Evolutionsgleichung formuliert werden.
Berticksichtigt man, dafl in dem untersuchten Beispiel

_ . AMdds 0 0
E=Q- A= 0 Jonr 0 (4.26)
0 0 AAiAs
gilt, kann fiir det(€2) # 0 ' ‘
A=Q'.¢ (4.27)

formuliert werden. Fiir den Beginn der Transformation ist aber 2 = 0, die Umformung
kann also nicht durchgefiihrt werden. Dieses Problem kann durch Ausnutzung des Umstan-
des, dafl zu Beginn der Transformation der deviatorische Anteil von £ Null ist, umgangen
werden. Setzt man & = 1£/3 und entsprechend A = 1), folgt aus (4.26)

%g’ =N\ (4.28)

Integriert man dies, folgt unter Beriicksichtigung der Anfangsbedingungen £(0) = 0 und
A0)=0

N=¢ . (4.29)
Es kann also bei vernachlédssigharem deviatorischen Anteil von & die Grofle A direkt be-

rechnet werden. Wird im Verlauf der Berechnung der deviatorische Anteil zu groff, kann
die weitere Entwicklung von X iiber (4.27) berechnet werden.
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Zum Vergleich der Konzepte soll hier ebenfalls der Fall £ = 0 untersucht werden. Es folgt
aus (4.24) mit (4.22) und (4.29)

S =B8N 4 (1-e¥3Hsd . (4.30)

Diese Gleichung erscheint einleuchtend, da eine einen Volumenanteil beschreibende Grofie
zur Flachenmittelung verwendet wurde. Aus Abb. 4.2 wird ersichtlich, dafl bei dieser Art
der Beschreibung die Spannung im Einschluf} einen relativ stirkeren Einfluf als bei der
reinen Volumenmittelung auf das Gesamtverhalten hat.

1 T T T T =
Effektivspannugskonzept —— -
0.8 Volumenmittelung ----- i —
0.6 |- -
S 7
s
0.4 e |
0.2 - i
0 el ! ! ! !
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
§

Abb. 4.2: Verdeutlichung des Einflusses der Spannungen der einzelnen Phasen

Abschlielend ist gerade bei den bei der Verwendung des Effektivspannungskonzept zahl-
reich auftauchenden Kritikpunkten (s. SCHIESSE[Sch94]) nochmals anzumerken, dafl die
hier prisentierten Konzepte nur mogliche Implementationen der thermomechanischen
Groflen der Phasentransformation darstellen. Im Hinblick auf Verfahren wie z.B. die der
selbstkonsistenten Formulierungen ([BZ79],[BB92]) oder der Adaption von Schiadigungs-
konzepten mit tensoriellen Fourierreihenentwicklungen ([Ona81],[Ona86],[OLS8S8], [Sch94])
sind vielfaltige andere Moglichkeiten denkbar. Nochmals ist aber, wie schon bei der Mit-
telung der Verzerrungen, auf die Notwendigkeit des Bezugs auf eine experimentelle Da-
tenbasis hinzuweisen.

4.2 Beschreibung der Transformationskinetik

Ein moglicher Ausgangspunkt zur Beschreibung der Transformationskinetik ist die Be-
dingung der Maximierung der Dissipation (ZIEGLER & WEHRLI[ZWS8T]). Dieses Konzept
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begriindet sich auf der Annahme, dafl immer ein Zustand maximaler Entropie angestrebt
wird. Als klassisches Beispiel der Anwendung dieses Prinzips ist die Herleitung der as-
soziierten Fliefregel der Plastizitdt zu nennen. Weiterhin bauen die sog. ,unified-laws*
zur Beschreibung von Schidigung (LEMAITRE[Lem92]) oder auch die zur Beschreibung
thermo-viskoelastischer Vorgidnge (HASLACH ET AL.[HJZ99]) verwendeten Stoffgesetze
auf diesem Postulat auf. FISCHER ET AL. haben in [FBTO94] das zu einer Evolutions-
gleichung fiir den Massenanteil fithrende Prozedere kurz beschrieben. Als weitere Motiva-
tion zur Anwendung des Konzepts sollen hier die Ahnlichkeiten zwischen den Gréfien der
Beschreibung plastischen Materialverhaltens und denen der Austenit-Martensit Phasen-
transformation zusammengefafit werden?:

¢

- Es muf} ein Energieniveau iiberschritten werden, damit die Evolution des Prozesses
fortschreiten kann. Dieses Niveau wird bei der Beschreibung plastischer Deforma-
tionen durch die Flieigrenze mit der Fliefunktion représentiert. In der klassischen
Beschreibung der Austenit-Martensit Phasentransformation mufl eine Minimaldiffe-
renz der GIBBS-Energie der Phasen vorliegen.

- Die Struktur der zu erfiillenden Dissipationsungleichung ist gleich. Der thermody-
namische Flufl ist die plastische Deformation bzw. das Fortschreiten der Transfor-
mation, die thermodynamische Kraft der Spannungsdeviator bzw. die Differenz der
chemischen Potentiale.

Als zusétzliche Restriktion bei der Beschreibung der Phasentransformation sind die Gren-
zen der die Massenanteile der Phasen beschreibenden Grofle zu beachten. Mogliche Schwie-
rigkeiten bei Einhaltung dieser Restriktion sind bereits im Abschnitt 3.4.3 aufgezeigt wor-
den.

Vernachléssigt man den Einflufl der Phasentransfomation auf die Beschreibung der Meso-
Stoffgesetze, kann die Bedingung der Maximierung der Dissipation basierend auf (3.166)
in der Form

p: & — Max (4.31)

unter Beachtung von '

u:€>0 (4.32)
beschrieben werden. Fiithrt man unter Beriicksichtigung der Analogie des zu iiberschrei-
tenden Energiepotentials eine Funktion F** = F*(pu, Ef) mit der bei fortschreitender Trans-

formation zu erfiillender Bedingung
F¢=0 (4.33)

und dem Satz interner Variablen zur Beschreibung der Phasentransformation Sf ein, kann
das durch (4.31) und (4.33) definierte Maximierungsproblem unter Verwendung der LA-

GRANGEschen Multiplikatorenmethode durch
i[u-é—AfFﬂzo (4.34)
o : .
2LEVITAS & STEIN haben in [LS97] einen dhnlichen Vergleich angestellt, dabei aber andere Groen
verglichen.
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beschrieben werden. Fithrt man die partielle Differentiation durch, erhélt man die Nor-
malenregel

¢ = <Xf>é ors (4.35)

Die McCAULEY-Klammern ()¢ wurden zur notwendigen Beriicksichtigung der Bedingung
des zweiten Hauptsatzes (4.32) eingefiihrt. Es gelte

¢ [ x wenn LC® >0 und F¢ =0
(z) _{ 0 sonst (4.36)
mit e
F
LC* = E i (4.37)

Diese Bedingung entspricht der als Belastungsbedingung bekannten Nebenbedingung der
Plastizitétstheorie.

Der Satz interner Variablen, der die Transformationskinetik beschreibt, soll zunéchst auf
zwei tensorielle und eine skalare Variablen spezialisiert werden:

¢ = {’yé,oﬁ, /‘65} . (4.38)
Fiir die Funktion F** = F(u,~¢, af, %) soll hier der Ansatz
F¢ = ('75 = ag) : (75 = af) — (k%) =0 (4.39)
verwendet werden. Fiir das totale Differential folgt

F¢ OF¢ - 9F¢ . QFt .
_a . '+—;7§+—;a§+—/{§: . (440)

o OFF
F op s 0~¢ oas kS

Unter Verwendung der partiellen Ableitungen

oF¢

= 27 (7 - p - o) (4.41)

g_zj — 2u- (v p—af) (4.42)

;ii = —2(¥* p—af) (4.43)
3 3

gz; _ _gié (4.44)

und unter Beriicksichtigung von ¢* = ¢(x%) folgt

. . £ .
,75_(,75,M_a5):ﬂ+u.(75.u_a5);'75:(75.'11,—a§):aﬁ—l—%%m . (4.45)
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In der Formulierung (4.39) sind @ und ¢ Variablen, die auch bei zyklischen Belastungs-
bzw. Temperaturpfaden eine Modellierung des Einsetzens der Phasentransformation und
deren Transformationskinetik ermoglichen. Sie finden in der Plastizitétstheorie ihre &qui-
valenten Gréflen in der kinematischen und der isotropen Verfestigung. Die Grofe 4¢ soll
sicherstellen, da8 die globale Massenkonstanz 0 < tr (&) < 1 gewéhrleistet ist. Es wird
daher verlangt, daf fiir den Fall tr (¢) = 1 die Anderung von F¢ nur von v¢ kompensiert
wird und sich die internen Variablen o und ¢ nicht #ndern. Es gelte daher fiir tr (£) = 1

. OF¢ OF¢ .
Fé&=— - ¢ — - ~f = 4.46
o Pt g (4.46)
und mit (4.41) und (4.42)
*yé-<'7§-,u—a5):ﬂ+u-<75~u—a§>:1}5:0. (4.47)

Da dies fiir beliebige p,v* und a® gelten soll, muf
ooy eyt =0 (4.48)
erfiillt werden. Somit folgt die fiir diesen Fall zu erfiillende Evolutionsgleichung fiir v¢ als

Eine Moglichkeit zur Erfiilllung dieser Bedingung ist die Formulierung der Evolutionsglei-
chung fiir 4¢ als ‘

= eyt (§) (4.50)
Zunichst soll weiterhin angenommen werden, dal 4¢ bei einsetzender Transformation
keinen EinfluB auf die Transformationskinetik hat. Daher soll die Anfangsbedingung

+(t5) = 1 (4.51)

mit dem den Beginn der Phasentransformation kennzeichnenden Zeitpunkt tg gelten. Wei-
terhin soll fiir 4¢ ein Update-Algorithmus bei wiedereinsetzender Phasentransformation
verwendet werden. Eine Mdoglichkeit mit ihren Implikationen fiir die Transformationski-
netik wird am Ende dieses Kapitels ercrtert.

Die weiteren Evolutionsgleichungen der internen Variablen sind so zu wihlen, daf sich
eine Anderung der Variablen auch zu einer Anderung von £ fiihrt. Es soll hier die Form

af = ¢ (4.52)
KE = (75 TR a§> D € (4.53)

mit den Anfangsbedingungen
ab(ty) =0 (4.54)

und
K(tg) = 0 (4.55)
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angenommen werden. Die Anfangsbedingungen beziehen sich auf den Beginn der Beschrei-
bung. Auch bei wiederholter zyklischer Belastung gehorchen diese internen Variablen nur
ihren Evolutionsgesetzen. Mit diesen Ansétzen folgt aus (4.45)

19¢° ;
A . —af):
(c + 28&5) (v m—af): & . (456)
Mit der Normalenregel (4.35) und der partiellen Ableitung (4.41) folgt fiir \¢

52175-(75#—015):/l—u-('rf-u—ag): (Bt -~ tr(8)

A
2 (C£+%g%§>(7s.”_as);75.(7§.M_a§)

(4.57)

und somit fiir &

€y —al) s g — S — o) (-t ~f ¢
e b — af P p—et) g (v —of): (p 'u‘v)tr(£)>
§=7 ('Y H )< (C§+%g—i§)(’75'ﬂ—af):75-(75-u—a5)

(4.58)

Dieses Stoffgesetz dhnelt in seinem Verhalten dem rein elasto-plastischer Stoffgesetze ohne
viskose Einfliisse. Es muf} fiir ein Fortschreiten der Transformation die thermodynamisch
treibende Kraft weiter in die entsprechende Richtung verédndert werden. Somit spiegelt
es das Verhalten bei einer Austenit-Martensit Umwandlung wider. Im Gegensatz dazu ist
z.B. bei einer Austenit-Perlit Umwandlung bei gleichbleibender thermodynamisch treiben-
der Kraft ein weiteres Fortschreiten der Transformation zu beobachten. Zur Beschreibung
dieses Verhaltens wire ein viskoser oder viskoplastischer Ansatz fiir das Stoffgesetz ange-
messen gewesen.

Fiir die Anpassung an experimentelle Daten ist die Spezialisierung des Stoffgesetzes auf
den hydrostatischen Spannungszustand sinnvoll. Setzt man

A
p=1u, ¥ =14, a*=1a*und £:§1§ , (4.59)
folgt fiir die Transformationsbedingung (4.39)
2
F¢ = (fygu - 0/5) —q° (4.60)
und (4.58)
. (1 — &)/
§= 3775( lgég)ﬁu : (4.61)
+ 2 Okt
Fiir die Evolutionsgleichungen der internen Variablen folgt
¥ = e (4.62)
: 1 ..
af = 3 33 (4.63)

KE = (yg,u—ozg)é : (4.64)



4.2. Beschreibung der Transformationskinetik 63

Offensichtlich wird in (4.61), da8 der gewiihlte Ansatz fiir 4¢ zu einem die Bedingung der
globalen Massenkonstanz erfiillenden Evolutionsgesetz gefiihrt hat.

2
A p = flo = [
o/
£=0
: OF¢
—\é
7}
H1

Abb. 4.3: Darstellung der FlieBkurve F€ im (u1, 2)-Raum

Als Nachteil des Ansatzes fiir F¢ ist zu sehen, daf die Randrestriktionen, unter denen
eine Beschreibung fiir £ zu erarbeiten ist, unter Umsténden nicht erfiillt werden: zum
einen ist &’(§ = 0) # 0, zum anderen ist nicht sichergestellt, dafl £&’(¢ = 1) = 0 gilt.
Eine graphische Interpretation dieses Umstandes findet man in Abb.4.3. Es ist fiir den
ebenen Fall im Raum der Hauptwerte (u1, p2) von p der Zustand der gerade einsetzenden
Transformation mit €& = 0 dargestellt. Die Bedingung (4.39) beschreibt fiir 4¢ = 1,
a® = 0 und x¢ = 0 einen Kreis im Raum der Hauptwerte (p1, j12). Fiir jeden Wert von
p mit g’ # 0 mufl wegen der Normalenregel (4.35) ein Wert fiir £ mit & # 0 berechnet
werden. Das gleiche Dilemma gilt fiir das Ende der Phasentransformation; geht man von
einer rein isotropen Beschreibung aus, kann der deviatorische Anteil nur weiter wachsen
und z.B. der Zustand &’(§£ = 1) = 0 nicht erreicht werden.

Ein moglicher Ansatz zur Umgehung diese Problems besteht in der Einfithrung eines
weiteren Terms in der Bedingung fiir das Einsetzen der Transformation (4.39) in der
Form

F¢ = (’yg T a€> . AS (’yg T ag) — ¢ (k) =0 (4.65)

mit dem Tensor vierter Stufe A% = A’S(éf). Mit diesem ist es, unter Umsténden unter
Einfiihrung weiterer interner Variablen, moglich, den aufgestellten Bedingungen zu folgen.
Eine graphische Interpretation ist Abb.4.4 dargestellt.
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Hier soll abschliefend eine Moglichkeit zur Realisierung des Update-Algorithmus disku-
tiert werden. Die Minimalanforderung an den Algorithmus ist, dal nach vollstdndig voll-
zogener Umwandlung bei Negation der Richtung der thermodynamisch relevanten Groflen
die interne Variable 4¢ bei Einsetzen der Transformation wieder den Wert 1 hat. Eine
Moglichkeit fiir diesen Algorithmus orientiert sich an dem von BRUHNS[Bru84] im Rah-
men eines viskoplastischen Stoffgesetzes fiir eine interne Variable verwendeten Ansatz.
Diese interne Variable soll eine verbesserte Erfassung des Materialverhaltens bei Bela-
stungsrichtungsdnderung bei plastischen Deformationen ermoglichen. Ob dies auch so auf
die Gegebenheiten einer Phasentransformation anzuwenden ist, ist experimentell zu iiber-
priifen.

Falls bei vorherigem Schritt LO¢ nicht erfiillt war, wird ¢ wie folgt belegt:

1 falls Probe jungfraulich
v = (4.66)

375 (sgn(ﬂg)\/@ + 1) sonst

wobei der Index o den Wert der Variablen bei letzter Erfiillung von LC¢ und F¢ kenn-
zeichnet. Fiir 3¢ soll o
_éid,

[€11€,]
gelten. Es muf} hier nochmals darauf hingewiesen werden, daf§ dies nur eine mogliche Form
des Update-Algorithmus darstellt. Genauere Aussagen lassen sich erst nach experimen-
teller Untermauerung des Gesamtkonzepts machen.

s (4.67)
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H2

Abb. 4.4: Darstellung der FlieBkurve F¢ im (u1, p2)-Raum, revidierte Form

4.3 Materialmodell der Meso-Ebene

Es wird im Rahmen dieser Arbeit ein elasto-viskoplastisches Materialmodell vom Uber-
spannungstyp, wie von BRUHNS ET AL. (s. z.B. [Bru84], [BP87]) vorgeschlagen, ver-
wendet. Aufbauend auf diesem Modell wurden einige Erweiterungen, z.B. zur verbesser-
ten Beschreibung von Kriech- und Relaxationsversuchen, vorgenommen ([Rot91], [BR94],
[Wes95]). Diese sollen aber hier nicht beriicksichtigt werden, da die Untersuchung die-
ser Vorgéange nicht im Mittelpunkt dieser Arbeit steht. Eine Implementation sollte aber
aufgrund der modularen Struktur des entwickelten Gesamtstoffgesetzes ohne Probleme
moglich sein. Das Stoffgesetz wird hier in der von o.g. Autoren verwendeten EULERschen
Formulierung présentiert. Die Berechnungen, die mit Hilfe des FEM-Programms MARC
durchgefiithrt wurden, verlangen eine Reformulierung der Gleichungen in der LAGRAN-
GEschen Darstellungsweise. Auf das notwendige Prozedere und die bei der Implementa-
tion in das Programmpaket zu beachtenden Besonderheiten wird im Anhang A n#her
eingegangen.

Ausgehend von der multiplikativen Zerlegung des Deformationsgradienten wird eine ad-
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ditive Zerlegung der Deformationsgeschwindigkeiten
D® = Dy + D, (4.68)

angenommen. Der elastische Anteil wird durch ein linear-elastisches, temperaturabhéngi-
ges Materialmodell

D® = M®:8% + M® §°+a°T+a* T (4.69)

beschrieben, wobei M® = M®(T') den Tensor der elastischen Nachgiebigkeit fiir die Phase
a und a® = a®(T') die thermische Ausdehnungs der Phase o beschreibt.

Das Konzept des Uberspannungsmodells basiert auf der additiven Zerlegung der ge-
wichteten CAUCHY-Spannung S in eine Gleichgewichtsspannung bei quasistatischer Pro-
zeBfiihrung S und eine Uberspannung S nach

S=5+8 . (4.70)

Es wird nun postuliert, da die Konsistenzbedingung der Plastizitdtstheorie nicht durch
den aktuellen Spannungszustand S, sondern durch die Gleichgewichtsspannung S erfiillt
wird.

Weiterhin wird angenommen, dafl das plastische und das viskoplastischen Dehnungsinkre-
ments die gleiche Richtung haben. Die Richtung des viskoplastischen Dehnungsinkrements
wird durch

o OF% [1OF®

und die des plastischen Dehnungsinkrements durch

)1 (4.71)

-

definiert. Es wurden dabei die Vereinbarung der Fliebedingung

—~

4.72)

n

o _ OF° (|OF°
P98 \|0S”

FY=f*—g¢g*r*,T)>0 (4.73)
mit
fo=(8"=¢): (87 -¢) (4.74)
und dieKonsistenzbedingung des Gleichgewichtzustandes

F*=f*—g*(r*,T)=0 (4.75)

mit

fr=(8-¢): (8" -¢) (4.76)
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verwendet. Weiterhin wurden die internen Variablen zur Beschreibung des inelastischen
Werkstoffverhaltens eingefiihrt: die kinematische Verfestigung ¢“ und die isotrope Verfe-
stigung k* mit der Funktion ¢* = ¢*(k*, T). Die Erfiillung dieser Gleichungen fiihrt zu
der Form

Dy =(2;) n; (4.77)
fiir die viskoplastische Verzerrungsrate. @5 = ®2(A%,T) kennzeichnet eine Uberspan-

nungsfunktion, welche im allgemeinen eine Funktion der Temperatur und der Uberspan-
nung

A= \Jfe =V (4.78)

ist und der Bedingung
YA =0,T)=0 (4.79)

geniigt. Die McCAULEY-Klammern in (4.77) werden durch

o J oz wenn A®>0und x>0
(z)y = { 0 sonst (4.80)
definiert.
Das Evolutionsgesetz fiir die kinematische Verfestigung laute
v
¢“=c"D; (4.81)
das fiir die isotrope Verfestigung
i =(8-¢"): Dy . (4.82)

Die Annahme der Richtungsgleichheit der inelastischen Deformationen (4.71) und (4.72)
fithrt zu einem Ausdruck der Form

s-¢ = ¢ (4.83)

(8 =) (8 =¢) (87 ¢): (87 ¢)
S — ¢ = \/? (8 -¢) (4.84)

Unter Zuhilfenahme dieser Gleichung kann die Evolutionsgleichung der isotropen Verfe-
stigung (4.82) auch in den Form

oder auch

RO = ?—Z (8" =¢*): Dy = g= (®5) (4.85)

dargestellt werden.

Im Abschnitt 4.6.2 finden sich Spezifikationen der Grofie ¢* und der Funktion @) zusam-
men mit einer kurzen Darstellung des Stoffgesetzverhaltens.
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4.4 Wairmeleitungsproblem

Es wird angenommen, daf§ die thermischen Eigenschaften der betrachteten Phasen néhe-
rungsweise gleich sind. Daher kann sowohl fiir Austenit als auch fiir Martensit das gleiche
Modell zur Beschreibung des Wirmeleitungsproblems verwendet werden. Da die Ausbrei-
tungsgeschwindigkeiten der Austenit-Martensit Transformation in der Grofenordnung der
Schallgeschwindigkeit des Werkstoffes liegen kénnen, soll hier das die endliche Ausbrei-
tungsgeschwindigkeit der Warme beriicksichtigende Wéarmeleitungsgesetz von MAXWELL-
CATTANEO([Die89],[Mit95],[Ner97]) in der Form

7, 4 +q=—-\VT (4.86)

verwendet werden. A\, und 7, sind temperaturabhéngige Materialparameter. Dies ist die
von den o.g. Autoren in der aktuellen Konfiguration verwendete Darstellung. Es wird hier
die Darstellung in der Referenzkonfiguration

T Q+Q=-NW%T (4.87)

verwendet. Es soll angenommen werden, da der bei der Ubernahme der Parameter ge-
machte Fehler vernachlassigbar ist.

Weiterhin soll vereinfachend angenommen werden, dafl der Anteil der inelastischen Form-
anderungen an der thermomechanischen Koppelung verglichen mit denen der Phasen-
transformation klein und daher vernachlédssigbar ist. Dies ist keine grundsétzliche Ein-
schrankung des vorgestellten Modells, sie ist hier nur zur besseren Identifikation der die
Phasentransformation betreffenden thermomechanischen Effekte vorgenommen worden.
Ferner wird eine direkte Proportionalitét zwischen dem umgewandelten Massenanteil und
der dabei dem thermischen Prozef ,,zugefiihrten“ Warme angenommen. Es gelte daher

b = AQE . (4.88)

AQ ist eine kalorimetrisch gut bestimmbare GroBe (s. BENDICK & PEPPERHOFF|BP82)),
Zahlenwerte sind im Anhang aufgefiihrt.

4.5 Thermodynamische Konsistenz

Vor der Spezifikation der Materialfunktionen soll in diesem Abschnitt auf die Frage der
thermodynamischen Konsistenz des entwickelten Stoffgesetzes eingegangen werden. Es
wurde im Kapitel 3 gezeigt, daBl das Gesamtstoffgesetz konsistent formuliert ist, wenn
die einzelnen Komponenten, d.h. jedes Meso-Stoffgesetz, das das thermische Problem
beschreibende Gesetz und die Beschreibung der Transformationskinetik thermodynamisch
konsistent formuliert ist.

Im Abschnitt 4.2 wurde die die Transformationskinetik beschreibende Formulierung unter
Ausnutzung der Maximierung der Dissipation hergeleitet. Sie erfiillt durch Verwendung
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der Mc-CAULEY-Klammern die Bedingung der thermodynamischen Konsistenz falls der
Nullpunkt des p-Koordinatensystems innerhalb des durch F¢ definierten Raums liegt.
Dies ist z.B. bei a® = 0 der Fall.

Hier soll daher noch auf die Erfiilllung der thermodynamischen Konsistenz des Meso-
Stoffgesetzes und des thermischen Stoffgesetzes eingegangen werden.

Wie in den Abschnitten 3.2.2 und 3.2.3 dargelegt, sind die Ansitze fiir wy und 7 so zu
wihlen, dafl die Ungleichung (3.49) unter Beriicksichtigung von (3.48) erfiillt ist.

Der Satz interner Variablen &) der das mechanische Verhalten beschreibt, soll hier dazu
verwendet werden, eine Beschreibung des inelastischen Materialverhaltens zu ermdoglichen.
Daher sollen die in dem vorangegangenen Abschnitt eingefiihrte isotrope und kinematische
Verfestigung zu dieser Menge gehéren, d.h.

& ={¢ k) (4.89)

Bezieht man diese Spezialisierungen auf eine Phase «a, kann fiir den dissipierenden Anteil
der inelastischen Arbeitsrate laut WICHTMANN[Wic96] der Ansatz

s Boz Qe « a 1 o' Qe a

wg =—(8 =¢%): Di+ —(8"-5"): Dj (4.90)

Po Po

gewdhlt werden. Der Parameter /¢ ist im allgemeinen von der Phase und allen Zu-
standsgrofen abhéngig. Fiir metallische Werkstoffe kann nach POHE[Poh93] der Wert
B = 0.9 angesetzt werden. Dieser Ansatz erfiillt die Vorzeichenbedingung (3.47) fiir w3
unter Beriicksichtigung der Evolutionsgleichung fiir D7 in der Form

g = () lo (A + BVg") >0 . (4.91)

Pp
Berechnet man damit wj unter Verwendung von (3.46), gelangt man zu

1 — B« —a [e]
wy, = P S : D} + B—Ca : DY . (4.92)
Po Po

Setzt man diesen Ausdruck fiir wy, mit (3.48) gleich, erhélt man

1% ° o, 09" % 09",
S :D}+—C": DYy =Tn"+ — : ¢ + K 4.93
” ” T o o
ANDING nennt in [And97] als eine Moglichkeit fiir n®
1 (67 o
Tﬁa:—<1—c (Z )>ca: D: | (4.94)
Po €0

wobei ¢§ = ¢*(k* = 0) ist. Hier kann die Forderung der thermodynamischen Konsistenz
im allgemeinen nur erfiillt werden, wenn die Gréfle ¢® streng monoton ist. Es sei hier schon
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im Vorgriff auf den Abschnitt 4.6.2.2 darauf hingewiesen, dafl dies auf eine Beschréinkung
fiir die Parameter ¢{ und c§ in der Form

E° 20"
0<cf< 5 [ e _ 2\1/301 (4.95)
(s —=1)(0§)" L1 =¥
und
g >1 (4.96)

fithrt. Die Definition der Gréflen U, U und of findet sich im Abschnitt 4.6.2.2.

Eine Moglichkeit zur Losung der Gleichung (4.93) unter Beriicksichtigung der Evolutions-
gleichungen der internen Variablen ¢* und « (4.81) und (4.82) ist

dg“ 1

= a 4.97
a¢” POCSC (4.97)
agoz 1— ﬁa

— ) 4.
e - (4.98)

Damit ist der Nachweis der thermodynamischen Konsistenz des viskoplastischen Basis-
modells erbracht.

Zur Vervollstdndigung des Nachweises der thermodynamischen Konsistenz fehlt nach den
Definitionen (4.92) und (4.94) noch der Nachweis, dafl Ungleichung (3.50) erfiillt ist, d.h.
es soll 5 1T
9 .
-y — & ———-q>0 4.99
gelten. Der Index a wurde in dieser Gleichung weggelassen, da, wie im Abschnitt 4.4
schon angesprochen, die Beschreibung des thermischen Problems als phasenunabhéngig
angenommen werden soll. Verwendet man

dg N
oel  pr,T

¢! (4.100)

und spezialisiert den Satz interner Variablen &7 nach KosiNski[Kos75] auf eine vektorielle
Variable &7 mit

gr=—T0q (4.101)
Ag
folgt
AN v 1VT
-2q-q——+-q>0 . 4.102
S (4.102)
Setzt man das verwendete Gesetz von MAXWELL-CATTANEO (4.86) ein, folgt die Bedin-
gung
1
—q-q>0 . (4.103)
Ag

Mit A\, > 0 kann die Giiltigkeit dieser Ungleichung sichergestellt werden.

Somit ist der Nachweis der thermodynamischen Konsistenz des Stoffgesetzes erbracht.
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4.6 Spezifikation der Materialfunktionen und Beispiel-
rechnungen

In diesem Abschnitt werden die noch offenen Materialfunktionen spezifiziert und deren
Einflul anhand von Beispielen verdeutlicht. Zunéchst wird dies fiir die Einzelkomponenten
des Stoffgesetzes vorgenommen, um im Anschlufl daran ausgesuchte Aspekte des Gesamt-
verhaltens des Stoffgesetzes zu illustrieren.

4.6.1 Transformationskinetik

Das besondere Augenmerk soll hier auf der Transformation von Austenit nach Martensit
liegen wéhrend die Riicktransformation nicht modelliert wird. Daher ist eine gleichzeitige
Verwendung eines isotropen und eines kinematischen Anteils in den Evolutionsgleichungen
nicht sinnvoll und experimentell auch nicht anpafbar. Es soll daher die Beschreibung des
kinematischen Anteils nicht verwendet werden. Dies stellt keine Wertung dar, ein Verzicht
auf die isotropen Anteil wire ebenfalls méglich gewesen. Somit gelte ¢¢ = 0 und damit
unter Beriicksichtigung der Anfangsbedingung fiir o (4.54) auch

ot =0 . (4.104)

Der Ansatz der Funktion ¢°(k¢) ist rein phinomenologisch begriindet. Wie in Abb.2.6 zu
sehen, setzt die Transformation nicht schlagartig ein. Nach einer Anfangsphase mit lang-
samer Transformationsgeschwindigkeit wird die héchste Geschwindigkeit bei etwa gleich-
verteilten Anteilen der Phasen erreicht um dann gegen Ende der Transformation wieder
langsamer abzulaufen. Ein méglicher Ansatz fiir ¢¢ ist

g () (1o () i) (a0
2

Der Parameter gS dient zur Beschreibung des Einsetzens der Transformation. Zu Beginn
einer hydrostatischen Transformation mufl der Grenzwert

g£

iiberschritten werden, um den Transformationsprozess zuzulassen. Fiir die in den Be-
rechnungen im Kapitel 5 verwendete Form der freien HELMHOLTZ-Energie folgt fiir eine
spannungsfreie Umwandlung die in der Abb. 4.5 dargestellte Abhéngigkeit der Martensit-
Start-Temperatur Mg von dem Parameter g5.
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700 F | | | -
500 —
S
|
300 -
100 | | |
0.5 0 2 1.5 2.0
di 10 ()]

Abb. 4.5: Abhéngigkeit der Martensit-Starttemperatur M von gg

In den Abbildungen 4.6,4.7 und 4.8 wird die EinfluB der Parameter ¢§, ¢§ und cg auf
das Transformationsverhalten demonstriert. Es sind dort Verhéltnisse wie bei einem iibli-
chen TRIP-Stahl angenommen mit g§ = 8.0 - 10'°(J/kg)?. Die Parameter ¢, ¢ und c§
bestimmen die Geschwindigkeit und den Verlauf den Transformation. c§ skaliert die Ge-
schwindigkeit der Transformation fiir den gesamten Bereich der Umwandlung. cg und c§
dienen der Beschreibung bei zunéchst verzogert, aber dann mit wachsender Phasengrenze,
schneller ablaufenden Phasentibergang.
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1.0 T T L ] I
//
/l
III
w 05/ —
i
," § =05-10°
i & =1.0-10° -----
j ¢; =20-10° -
L f =4.0-10°
Lo ! ! ! !
1.70 7 1.80 1.85
1045

1.65
Abb. 4.6: Abhéngigkeit der Transformationskinetik von cﬁ fiir cg = 2.0-10"4(J/kg)~! und

& =0.1 (& in J/kg)

1.85

1.80

0.0 LA | |
1.65 1.70 7
o 2]

Abb. 4.7: Abhéngigkeit der Transformationskinetik von ¢ fiir c§ =2.0-10% J/kg und cg =0.1

(¢§ in (N 'mm/kg)™)
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L0 T | P P |
///
/
/
w 05FE S =
//
/
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/ &=10-100 —
P ¢§=1.0-10"1 -----
/ g =10-1072-----
/ ¢§=10-1073 ~
] ] ] ]
1.65 1.70 7 1.80 1.85
102

Abb. 4.8: Abhingigkeit der Transformationskinetik von cg fiir c§ = 2.0-10° J/kg und cg =
2.0-1073(J/kg)~*

4.6.2 Meso-Stoffgesetz

In diesem Abschnitt werden die noch fehlenden Gleichungen und Parameter der Meso-
Stoffgesetze spezifiziert. Es wird hier, falls der Ausdruck fiir beide Phasen giiltig ist,
zur Vereinfachung der Schreibweise auf den griechischen Index zur Kennzeichnung einer
Phasengrofie verzichtet.

4.6.2.1 Herleitung der spezifischen freien HELMHOLTZ-Energie

In der Gleichung fiir den Tensor des chemischen Potentials (3.81) ist die freie HELMHOLTZ-
Energie enthalten. Da diese keine Prozefivariable ist und nicht direkt bestimmbar ist,
muB bei deren Verwendung eine nédhere Untersuchung zur deren Herleitung unternommen
werden. Das hier vorgestellte Prozedere orientiert sich an dem von RANIECKI und BRUHNS
in [RB91] vorgestellten Vorgehen. Dort wurde ausgehend von der Annahme der Konstanz
der isochoren Warmekapazitit ein expliziter Ausdruck der freien HELMHOLTZ-Energie
erarbeitet. Dabei wurde von elastischem Materialverhalten ausgegangen. Da in diesem
Rahmen der hier hergeleitete Ausdruck nur zur Beschreibung der Transformationskinetik
verwendet werden soll, ist der EinfluB der inelastischen Forménderungen auf die freie
HeELMHOLTZ-Energie in der Regel vernachlédssigbar. Sollte aber eine Abhéngigkeit der
Transformationskinetik von der Belastungsvorgeschichte bestehen, ist am Ende dieses
Abschnittes ein Hinweis auf die mogliche Erweiterung des hier verwendeten Konzepts zur
Beriicksichtigung dieser Phdnomene gegeben.
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Die isochore spezifische Warmekapazitit kann fiir Feststoffe nach der DEBYE-Theorie
([Cal70],[Mor72]) durch

Op 30p/T
v =3R 4D — | — 4.107
¢ [ ( T ) exp(©p/T) — 1 ( )
mit der DEBYE-Temperatur ©p und der DEBYE-Funktion®
3 7 Y3
D(x) = — / ——d 4.108
@ =/ a1 (1108)
ausgedriickt werden. Die Konstante R ist die spezielle Gaskonstante mit
R
R=—— 4.109
y (4109

und der allgemeinen Gaskonstante R, = 8.3143 J/(mol K) und der Molmasse M des un-
tersuchten Feststoffes. Betrachtet man den in Abb. 4.9 dargestellten Verlauf, ist schon bei
niedrigen Temperaturen eine geringe Abweichung der Wérmekapazitit von dem Grenz-
wert fiir T — oo von ¢, = 3R festzustellen. So betragt fiir Reineisen mit der DEBYE-
Temperatur von ©p = 430K ([BP82]) der relative Fehler bei Annahme einer konstanten
isochoren Wiarmekapazitéat bei 300K

<3R — cv(3OOK)
€300 =

(300K ) -100% = 9.56% . (4.110)

Betrachtet man den Temperaturbereich, in dem die Phasentransformation stattfinden
kann, ist der Fehler noch geringer. Bei 600K betréigt er

€600 — 252% . (4111)

Eine weitere Verringerung des Fehlers kann durch die Verwendung der Reihenentwicklung
der Gleichung (4.107) erreicht werden. Schon bei Verwendung der Ndherung

co = 3R [1 _ 2% (%Dﬂ (4.112)

liegen die Abweichungen bei e3gy = 0.7835% und egoo = 0.0475%.

Dieser Ansatz der isochoren Wérmekapazitit beriicksichtigt nur die chemische Zusam-
mensetzung des Werkstoffes. In der Praxis sind fiir Eisen oder Stahl auch die magneti-
schen Eigenschaften relevant. Diese fithren zu deutlich unterschiedlichen Verlaufen fiir die
einzelnen Phasen (vergl. HAASEN[Haa84|) und sind dafiir verantwortlich, daf§ bei hohen

3Es scheint bei CALLEN[Cal70] ein Druckfehler vorzuliegen; es wird hier die von MORILL[Mor72]
abgedruckte Gleichung verwendet. Diese fithrt auch auf den Verlauf der Warmekapazitdt in dem von
CALLEN présentiertem Diagramm
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Temperaturen das y-Eisen nicht mehr stabil ist und J-Eisen vorliegt. Die folgende Herlei-
tung basiert auf der Annahme, daf§ ¢, konstant ist. Dies schrinkt die Verwendbarkeit der
hergeleiteten Zusammenhénge nur teilweise ein. Vielfach sind die Ergebnisse auch bei ei-
ner beliebigen Funktion ¢, = ¢,(T") verwendbar. Auf diese Frage wird im weiteren Verlauf
im Bedarfsfall eingegangen.

1.00

0.75

0.50

cy/ 3R

0.25

0.00 . .
0.0 1.0 2.0 3.0
T/0p

Abb. 4.9: Abhéngigkeit der isochoren spezifischen Wirmekapazitit von der Temperatur

Die Definition der spezifischen isochoren Warmekapazitét lautet (siehe u.a. BAEHR[Bae66])

ou
L= () 4113
- (i), @
Die Definition der Entropie (3.16) 148t sich unter Beriicksichtigung von (3.12) in der Form
Oy
= —— 4.114
$=~3r (4.114)

ausdriicken. Nutzt man dies und setzt die Definition der freien HELMHOLTZ-Energie (3.10)
ein, erhélt man

0s
C”:T<6_T>V (4.115)

Die in diesem Rahmen benutzten internen Variablen &€ beschreiben die plastische De-
formation auf der Meso-Ebene. Da diese hier als isochor angenommen werden, ist die
Bedingung der Volumenkonstanz dquivalent zu der Bedingung der Konstanz der reversi-
blen Forménderungen, d.h. (4.115) und wird zu

O0s
¢ =T (a—T>€r . (4.116)
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Integriert man diese Gleichung erhélt man

T
= ¢, In — 4.117
s =cyln T + 50 ( )
mit der Integrationskonstante
S = 80(57‘755) . (4118)
Mit (4.114) kann die Form
T
o = (T — Tp) —chln? — 5o(T — Tp) + o (4.119)
0
mit der Integrationskonstante
wo = wo(er &) (4.120)

fiir die freie HELMHOLTZ-Energie gefunden werden.
Zau bestimmen sind nun noch die Integrationkonstanten ¢y und sg.

Dazu wird angenommen, daf} sich das elastische Materialverhalten durch den Zusammen-

hang
oS

e,

beschreiben 148t. Es soll hier L in eine Taylorreihe um 7j mit

L (4.121)

(e 9]

L=1I"- ; (T~ Ty)' LY (4.122)
mit
D =L(T="T) (4.123)
und 9L
L — (22 (4.124)
aTZ T=T

entwickelt werden. Gleichung (4.122) fiithrt unter Benutzung der MAXWELL-Beziehung
(3.22) und Beachtung der bisher hergeleiteten Form der Entropie (4.117) zur Bestim-
mungsdifferentialgleichung fiir sq

Psp 1 & 1

et o 3 m(T — T,y 'Y (4.125)
r =1 :

Aus dieser kann nach zweimaliger Integration bzgl. €, die Gréfle sy ndher als

1 > ] .
— e,  (T-T) LY : e, L&, + 5, 4.126
P 2" (g(i—l)!( * e) e (120
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spezifiziert werden, wobei die Integrationskonstanten 3, = B,(&7) und s, = s.(£7) ein-
gefithrt wurden. Beachtet man in Gleichung (4.126), dal s = so(€,, £7) und somit

880
— =0 4.127
o (1.127)
kann diese als )
so=—¢€-: Lo:e.+By: & + s« (4.128)
2po
mit
Lo=1LY (4.129)
und somit L als
L=I"—(T-Ty))L° . (4.130)

ausgedriickt werden. Es ist also maximal eine lineare Abhéngigkeit der Elastizitatsmoduls
von der Temperatur moglich. Es sei hier auch darauf verwiesen, dal die Annahme einer
konstanten isochoren Wiarmekapazitat zur Herleitung dieser Tatsache nicht notwendig
war.

Zur Bestimmungsdifferentialgleichung fiir ¢y gelangt man, indem man die Definition der
Spannung (3.12) in Gleichung (4.121) unter Beriicksichtigung von (4.119),(4.128) und
(4.130) einsetzt:
a2g00 1
=—Lg . 4.131
0e.>  po (4.13)

Integriert man (4.131) gelangt man unter Annahme der Anfangsbedingungen

0
voler =0)=0 , 2%, =0)=0 (4.132)
Oe,
zur Form fiir ¢q:
1
=_—¢,: Ly: g, 4.133
%0 2p05 0: € ( )

Unter Benutzung von (4.133), (4.128) und (4.119) gelangt man zur Form fiir die freie
HELMHOLTZ-Energie:

Y= isr :L:e.—(T—-T0)By: &+ c(T—Tp) — cq,TlnZ —s5.(T —=Tp) (4.134)
2po Ty

Sollte der Einfluf$ der inelastischen Formédnderungen vernachléssigbar sein, sind 3, und s,
Konstanten. Die hier gezeigte Vorgehensweise 148t sich auf eine den Einflufl der inelasti-
schen Belastungsgeschichte beriicksichtigende Beschreibung erweitern, indem fiir 3, und
s, analoge Uberlegungen wie fiir so und ¢y vorgenommen werden. Basierend darauf und
den im Abschnitt 3.1.3 aufgefithrten partiellen Ableitungen der GiBBs-Energie kénnen
diese Parameter weiter spezifiziert werden.
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Die kalorische und die thermische Zustandsgleichung werden somit zu

Op T 1
_ﬁ =S = Cy 1n TO + %er . L@ . Ep + IBO L Ep + Sy (4135)
I
Pog = S = L:e —(T—T)Bypo (4.136)

An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, dafl die Einfiihrung des Steifigkeitstensors M mit
M :=L" (4.137)
und des Tensor der Warmeausdehnung o mit
a =M : By (4.138)
auf die bekanntere Form der Gleichung (4.136) als
e=M:8+(T-T)a (4.139)

fiihrt.

Im folgenden sollen die bisher hergeleiteten Zusammenhénge zur Beschreibung der isoba-
ren Warmekapazitit c, genutzt werden. Unter Verwendung der Definition der isobaren
spezifischen Wérmekapazitit (3.53) und der Transformationsbeziehung zwischen der frei-
en Enthalpie h und der freien GIBBS-Energie g

h=g+Ts (4.140)

und der Darstellung der Entropie in Abhéngigkeit von der GiBBS-Energie und der Tem-
peratur

99
= —— 4.141
5= ~3r (4.141)
gelangt man zu der Bestimmungsgleichung fiir ¢, als
0s
=T | — . 4.142
N <8T> S i
Verwendet man die Gleichungen (4.135) und (4.139) gelangt man zu
1
p=c+—T[(M: S+T-T)a): Le:a+L:a: a (4.143)
Po
und unter Beriicksichtigung von (4.130) zu
1
p=C+—TM:8: Leg: a+a: Ly: o) . (4.144)

Po

Dieser Zusammenhang gilt fiir beliebige ¢, = ¢,(T).
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Beriicksichtigt man zunéchst nur die Temperaturabhéngigkeit von ¢, und setzt § = 0 in
(4.144), gelangt man zu

1
p=c+—Ta: L a . (4.145)
Po

Um die Moglichkeit zu einer Anpassung an Versuchsdaten zu geben, wird nun Isotropie
sowohl bzgl. der thermischen Ausdehnung in der Form

a=1la (4.146)

als auch bzgl. der elastischen Spannung-Dehnungsbeziehung mit (s. BETTEN[Bet93]) den
Komponenten von L als

Lijii = A0ij0m + (00 + udjn) (4.147)

wobei L = L;je;ejepe; mit den LAME-, Konstanten A und g angenommen. Aus (4.130)
folgt fiir diese
A= XN — (T —Tp)\° (4.148)

und
po=p’ = (T =To)p® . (4.149)

mit den Konstanten X°, X°, u® und p®. Der Elastizititsmodul £ = E(T) und die Quer-
kontraktionszahl v = v(T") lassen sich in Abhéngigkeit dieser Parameter durch

p(3A + 2p) A
=" 7 d v —— 4.150
Arp o YT a0y (4.150)

ausdriicken, die Inversion von (4.150) liefert

vE E
A= d p=77—"= 4.151
Aro)1—20) T o0 (4.151)
Unter Verwendung dieser Annahmen folgt aus (4.138)
L: a=1a(B3N+2u) = Bypo (4.152)
und impliziert somit die Form
Bo = 150 (4.153)
fiir B,. Der skalare Parameter 3, kann somit durch
L g (4.154)
a = .
3\ 1 2 00

mit der Warmeausdehnung « in Verbindung gebracht werden. Verwendet man den Ela-
stizitdtsmodul und die Querkontraktionszahl ergibt sich
1—-2v
o =
E

Bopo - (4.155)
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Gleichung (4.145) wird zu

1 Bopo \
=co+—T 30BN +2°) | - 4.156
o=t T 3042 () (4.156)
oder . . o2
0 1 —2v 2 2
cp:cv—i-%T o0 ( z > B 0% (4.157)
mit Ey = E(T = Ty) und v° = v(T = T).
Zur Berechnung des spannungsabhéngigen Anteils in (4.144) wird die Variable
ge=M:S (4.158)

verwendet, die im Verlauf der Berechnung des elasto-plastischen Verhaltens des Materials
bestimmt werden kann. Weiterhin sollen die Annahmen bzgl. der Materialisotropie (4.146)
und (4.147) gelten. Beriicksichtigt man dies, folgt

1 3X° +2u°

—TM:S8: Le: a=Tpy

tr(e.) . 4.159
po 3t 2 r(ee) (4.159)

FaBt man diese Uberlegungen zusammen, folgt fiir die isobare spezifische Wiarmekapazitit

3O 4+ 2u°

t . 4.1

1 Bopo ?
=c,+ —T 33N +2u%) | ——— T
Cp=C¢ +po (3N + M)<3)\+2PJ> + T Bo

Zur Berechnung der Differenz des chemischen Potentials zweier Phasen ist nicht der ab-
solute Wert, sondern nur die Differenz der freien HELMHOLTZ-Energie notwendig. Die
Differenz der isochoren Warmekapazitéiten der Phasen um den Umwandlungspunkt ist
vernachlassigbar gering. Da fiir den Bereich um diesen Punkt eine Ndherung erarbeitet
werden soll, werden diese hier als gleich angenommen. Es folgt fiir die Differenz der freien
HeLMHOLTZ-Energie Ap = ¢® — ¢” der Phasen o und 3 aus Gleichung (4.134)

1
Ap = 2—6?: L*: e — (T —1Ty)B5 : e
Po
—ief L P+ (T —Ty)BE - &°
2po
—As, (T — Tp) (4.161)

mit As, = s — s5.

Eine Aufteilung der freien HELMHOLTZ-Energie in einen chemischen Anteil
Ochem = (€, = 0) und einen mechanischen Anteil Qe = @ — Qerem ist hier sinn-
voll. Es gelte, einem Vorschlag FISCHERS[Fis97| folgend?, fiir den chemischen Anteil

4Hierbei wird der Koppelterm vernachlissigt.
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Aoehem = (¢ + S (T — To))(T — To) (4.162)
und fiir den mechanischen Anteil
1 1
Appmech, = —8%: M*: 8- _—8°: MP. SP
2po 2po
1 1
= —8%: g 80 ¢&F (4.163)

2po 2po

mit e, =&, — (T — Tp)cx.

4.6.2.2 Spezifikation der Parameter des Meso-Stoffgesetzes

Die Anpassung der Materialparameter kann durch Auswertung des Verlaufs der Spannungs-
Dehnungskurve bei einem einaxialen Spannungszustand erfolgen.

Im folgenden wird, um die Notation zu vereinfachen, der die Phase kennzeichnende Index
weggelassen. Die in diesem Abschnitt prasentierten Beziehungen lassen sich fiir jede Phase
aufstellen.

Im Rahmen diesen Arbeit wird der Ansatz

A AN
=27 (1 + &> (4.164)

verwendet, wobei 7, ¢4, und ¢5 im allgemeinen phasen- und temperaturabhéngige Parame-
ter und E der Elastizitdtsmodul der Phase « sind. Die Gréfie g in Gleichung (4.73) wird
durch

(k) = go (14 (ca = 1)(1 — 7)) (4.165)
mit den phasen- und temperaturabhéngigen Konstanten ¢; und ¢, berechnet.

Der Parameter ¢ der Gleichung (4.81) soll durch die Bezichung

2 EE 1
=S5 tEt =59 (cg — 1) cre™ " (4.166)

c

ausgedriickt werden. Als neuer Parameter wurde hier E; eingefiihrt. Dieser kann aus der
einachsialen Spannungs-Dehnungskurve durch

_da

Ei(e) = F

(4.167)

bestimmt werden (siehe auch Abb.4.10). Nimmt man an, dafl sich fiir den inelastischen
Bereich die Beziehung zwischen Spannungen und Dehnungen durch den Ausdruck

o l{?162 + k2€+ k‘g
n €+l€4

a(e)

(4.168)
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beschreiben 14t, wird E; zu

ki 4 2k kg + koky — k3
N (5 + k4)2

Ey(e) (4.169)

Die Parameter k; bis k4 sind i.a. temperaturabhéingig und von der Fliespannung o
abhéngig. Diese Abhéngigkeit kann bei dhnlichem Verlauf der plastischen Deformation
bei verschiedenen Temperaturen nédher spezifiziert werden, wenn die Parameter

EF = lim E(e) (4.170)
(o)
EY = E, (EO) (4.171)
1 .
Co = aslggo(a(a)—Et £) (4.172)

eingefithrt werden. Nimmt man zusétzlich die Kontinuitatsbedingung

00

o (E) = 0y (4.173)

hinzu, liegt ein System von vier Gleichungen zur Bestimmung der Parameter k; bis k4 vor.
Um die Abhéngigkeit der Parameter von dem Elastizitdtsmodul zu minimieren, werden
die dimensionslosen Parameter

EO
T, = Et (4.174)
und oo
| — 4.175
. (1175)
eingefiithrt. Mit diesen folgt
ky = EVYy (4.176)
CU\IIO + \1100(2\1100 - \I’() — 1)
ky = 4.1
2 0o U — U (4.177)
2 2
05 co(1 =) — (1 — V)
_ J0 4.1
ks i 7R (4.178)
s — Y+ 20, — 1
gy = J0C TR0 (4.179)

E T — U,
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oo

Cs00—

go

T >

€o €

Abb. 4.10: Bedeutung der Parameter EY, Ef° und c,, die Grofie E° ist nur zur Verdeutlichung
der Zusammenhiinge fiir € # oo eingezeichnet worden.

4.6.2.3 Fliefigrenze

Der temperaturabhéingige Parameter oy soll an MefBldaten angepafit werden.
BESSERDICH[Bes93] gibt die Flieigrenze von Austenit und Martensit des Werkstoffes
42CrMo4 bei verschiedenen Temperaturen an (Abb. 4.11 und 4.12). Es wurde ein Polyno-
mansatz zweiten Grades zur Beschreibung der Meldaten verwendet. Die Anpassung liefert
gute Ergebnisse im Falle des Austenits. Beim Martensit ist ein unphysikalisches Maximum
der FlieBgrenze zu beobachten. Dies kann auch durch einen Polynomansatz héherer Ord-
nung nicht unterbunden werden. Daher ist ein Polynomansatz fiir diese Gréfle nur bedingt
nutzbar. Hier

soll aber, um die Implementation des Stoffmodells vertretbar einfach zu halten, der in
Abb. 4.11 gezeichnete Ansatz verwendet werden. Die maximale relative Abweichung dieser
Funktion von einem angenommenen linearen Verlauf zwischen 20 C' und 200 C' betrigt
fiir diesen Temperaturbereich 2.37%.

Die in den Abbildungen 4.11 und 4.12 dargestellten Funktionen lauten

T T2 N
M _ -3
oy (T) = (1577 + 0.98885 ool 5.7835- 10 002> o (4.180)
und ) N
T T
A _ 4
oy (T) = (336 — 0.55009 s +2.3068 - 10 OCQ> p—; (4.181)
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Abb. 4.11: Fliefigrenze in Abhingigkeit von der Temperatur nach BESSERDICH[Bes93] und
angepafte Funktion o (T)
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Abb. 4.12: Fliegrenze des Austenits in Abhéngigkeit von der Temperatur nach
BESSERDICH[Bes93] und angepafite Funktion o' (T)

4.6.2.4 Darstellung des Stoffgesetzverhaltens

Das Verhalten des Meso-Stoffgesetzes mit den verwendeten Parametern soll hier Anhand
ausgesuchter Beispiele erldutert werden. Die Wahl der Parameter ist hier aufgrund fehlen-
der experimenteller Daten weitestgehend auf Basis von Untersuchungen anderer Stdhle
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vorgenommen worden (s. u.a. WESTERHOFF|[Wes95]). Sie orientiert sich aber an dem
bei 42CrMo4 zu beobachteten Verhalten. Die Parameter wurden so gewéhlt, dafi bei
verschiedenen Temperaturen dhnliches plastisches Verhalten zu beobachten ist. Fiir eine
bessere Abbildung des Materialverhaltens, insbesondere bei zyklischen Versuchen, ist eine
Temperaturabhéngigkeit aller elastisch-viskoplastischer Parameter vorzusehen. Die hier
gewihlten Parameter sind im Anhang B zusammengestellt.

In den Abbildungen 4.14, 4.15 und 4.16 ist das Stoffgesetzverhalten des Austenits im
elastischen Bereich und fiir leichte Plastifizierung fiir einen zyklischen Versuch, fiir ver-
schiedene Temperaturen und fiir verschiedene Dehngeschwindigkeiten dargestellt. Da sich
das Verhalten des Martensits mit den gewihlten Parametern nur durch die Flie3grenze
unterscheidet, ist fiir Martensit nur die Temperaturabhéngigkeit des Materialverhaltens in
Abb. 4.17 dargestellt. Die Versuche wurde mit der FEM-Implementation durchgefiihrt. Es
wurde ein Element wie in Abb. 4.13 dargestellt verwendet, die Belastung wurde durch eine
verdnderliche geometrische Randbedingung an der Oberkante der Elements aufgebracht.
Die Querkontraktion wurde nicht behindert, wodurch ein einaxialer Spannungszustand
erreicht wurde. In den o.g. Abbildungen ist daher ¢ = 0, und ¢ = ¢,, zu setzen.

!

T , i
, ’

Abb. 4.13: Modell zur Verdeutlichung des Verhaltens der Meso-Stoffgesetzes
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Abb. 4.14: Zyklisches Verhalten des Meso-Stoffgesetzes fiir Austenit bei T = 20 °C' und
e=5-10"3s"1

T= 20— ' '
P
400 =7 =600 °C - 7
T =800 °C -~
g .
S 200 gl —
% o‘ 2I5 5|0
' £[1077]

Abb. 4.15: Temperaturabhingigkeit des Meso-Stoffgesetzes fiir Austenit bei ¢ =5-1073 571
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Abb. 4.16: Spannung-Dehnungsverhalten des Meso-Stoffgesetzes fiir Austenit bei T = 20 C
fiir verschiedene Dehngeschwindigkeiten

2000 ! .
T= 20°C — —
T =200C ---
T =100 °C -
1500 - .
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S /{/’/
500 | s i
0 | | |
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e [1073]

Abb. 4.17: Temperaturabhingigkeit des Meso-Stoffgesetzes fiir Martensit bei é = 1.5-1072 57!
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4.6.3 Ausgewihlte Aspekte des Stoffgesetzverhaltens

Die folgenden Untersuchungen wurden mit einem axialsymmetrischen Modell einer Rohr-
probe, wie in Abb.4.18 dargestellt, durchgefiihrt. Die Randbedingungen wurden so gewéhlt,
daB ein reiner biaxialer Spannungszustand in der Form

on 0 o3
Sk= 0 0 0 (4.182)
013 0 0
erreicht wurde.
xTo,T
I1,T
xs3,p

Abb. 4.18: Modell zur Simulation kombinierter Zug/Torsionsversuche

4.6.3.1 Martensit-Start-Temperatur

Zur Ermittlung der Abhéngigkeit des Einsetzens der Transformation von Temperatur
und Spannung ist der in Abb.4.19 dargestellte Versuchsablauf simuliert worden. Es wurde
dazu zunichst bei einer Temperatur von T' = 560 °C' eine Zug- bzw. Torsionsbelastung
aufgebracht. Das Materialverhalten im Zugversuch bei dieser Temperatur ist in Abb.4.20
dargestellt. Als Definition der von Mises-Vergleichsspannung wurde

3
Uv:\/§S/K 0 8t = /ol + 302 (4.183)

verwendet (BETTEN|[Bet85]).
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.

~ Y
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L

t

Abb. 4.19: Schematische Darstellung des Versuchsablauf zur Bestimmung der Abhéngigkeit
des Einsetzens der Phasentransformation von Temperatur und Spannung. Umkreist
sind die in den Abbildungen 4.21 und 4.22 dargestellten Werte.

300

250

200

150

011 [MPCL]

100

20

0 | | |
2
€11 [1072]

Abb. 4.20: Materialverhalten des Austenits bei T'= 560 °C' im Zugversuch.
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Das Diagramm 4.21 stellt die Martensit-Starttemperatur M, in Abhéngigkeit von einer
Zugspannung dar. Die chemische Anteil der freien HELMHOLTZ-Energie wurde durch

T T J
A@chem = ((—108.34 + 0.167122(—= — 600))(—-= — 600)) — 4.184
Ponem = ((—108.34+ (5 — 600) (5 —600) 7 (4184
modelliert. Der Parameter gg wurde zu
J\2
€ 9
=1.45-10" | — 4.185
i () (1.155)

gewdahlt.

Es laft sich, solange die aufgebrachte Spannung unterhalb der FlieSgrenze des Auste-
nits ist, eine lineare Abhéngigkeit der transformationsinduzierenden Spannung von der
Temperatur beobachten. Dieses Verhalten kann mit den unterschiedlichen elastischen Ei-
genschaften des Austenits und des Martensits begriindet werden. In diesem Fall wurde fiir
den Elastizitdtsmodul des Martensits ein um 10% hoherer Wert als fiir das Austenit ange-
nommen. Dieser linearer Zusammenhang ist sowohl bei Zug- als auch bei Schubspannung
zu beobachten. Bei Torsionsbelastung ist die Verdnderung der Temperatur aber deutlich
geringer. Dieser Effekt konnte bei experimentellen Untersuchungen beobachtet werden

(vgl. [VCP96)).

500 T T T T
450
400 Zugversuch —s—
250 b Torsionsversuch —=—
300 -
250 |-
200 -
150 * =
100 —

50 =
0 L | | | | |

440 460 480 500 520 540
e

oy [M Pal

Abb. 4.21: Abhéngigkeit der Martensit-Starttemperatur My von der angelegten Spannung fiir
Zug und Torsion. Es wurden die Parameter (4.184) und (4.185) verwendet.

Ist eine Spannung erreicht, die bei weiterer Belastung zu einer merklichen plastischen
Deformation fiihrt, kann eine starke Abhéngigkeit der Temperatur von der angelegten
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Spannung beobachtet werden. Erreicht das plastische Verhalten des Austenits den li-
nearen Grenzfall, ist wiederum eine stirkere Verdnderung der Spannung zu beobachten.
Der Verlauf scheint auf eine Grenztemperatur hinzulaufen. Vergleicht man Abb.4.21 und
Abb.2.7a, erkennt man, dafl das Modell in der Lage ist, das Verhalten des Werkstoffes
qualitativ zu erfassen.

Bei Wahl anderer Parameter und Verdnderung des Einflusses der Spannung auf das che-
mische Potential ist nicht nur eine quantitative Verdnderung, sondern ein in weiten Teilen
qualitativ unterschiedlicher Verlauf zu beobachten. Es wurde im folgenden Parametersatz
durch Verdndern der Gleichgewichtstemperatur des spannungsfreien Anteils der freien
HELMHOLTZ-Energie ein deutlich geringerer Einflufl der Spannung modelliert. Fiir Ay pem
wurde

T T J
Apehem = ((—108.34 + 0.167122(—= — 1062.48))(—== — 1062.48)) — (4.186)
C C kg
gewahlt, weiterhin wurde
J 2
§5=4.0-10" = 4.187
90 kg ( )
gesetzt.
400 T T T T T
350 |

Zugversuch ——
300  Torsionsversuch —&—

. 250 F _

(=

i

=200 .

© 150 F —
100 | .
50 -

495 500 505 510 515
e

Abb. 4.22: Abhingigkeit der Martensit-Starttemperatur M, von der angelegten Spannung fiir
Zug und Torsion. Es wurden die Parameter (4.186) und (4.187) verwendet.

Das daraus resultierende Verhalten ist in Abb.4.22 abgestellt. Der Bereich bei Einsetzen
der plastischen Deformationen ist nun tiberproportional kleiner. Weiterhin hat sich das
Verhiéltnis von Zug- zu Torsionsversuch veréndert. Es ist bei dieser Parameterwahl fast
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keine Verdnderung der Martensit-Start-Temperatur bei Aufbringen einer Schubspannung
unter der Fliefigrenze zu beobachten. Auflerdem ist in diesem Fall kein asymptotisches
Einmiinden in eine Grenztemperatur feststellbar. Das Verhalten nach dem Spannungs-
plateau ist anndhernd linear.

Das Modell in der Lage, einige Phdnomene, die bei der Bestimmung der Temperatur-
bzw. Spannungsabhéngigkeit des Einsetzens der Transformation zu beobachten sind, zu
modellieren. Trotzdem koénnen einige Phdnomene, wie z.B. ein Abfallen der Martensit-
Start-Temperatur bei leichter plastischer Beanspruchung (GAUTIER|Gau85]) momentan
nicht abgebildet werden. Unter Umstédnden kann die Beriicksichtigung der plastischen De-
formationen bei Berechnung der freien HELMHOLTZ-Energie bessere Moglichkeiten bieten.

4.6.3.2 Transformationsinduzierte Plastizitit

Zur Ermittlung der transformationsinduzierten Plastizitdt wurde ebenfalls der im vor-
angegangen Abschnitt verwendete Versuch berechnet. In Abb.4.23 sind fiir verschiedene
axiale Vorbelastungen die Verldufe der 11-Dehnung dargestellt.

In den ersten 10 s des Versuchs wird bei der Temperatur von T' = 560 °C' eine Zugspannung
aufgebracht. Bei dem Verlauf fiir 013 = 140 M Pa ist aufgrund des Plastifizierens des
Materials die Dehnung iiberproportional grofS. Nach 10 s wird die Temperatur verringert,
nach einiger Zeit setzt die Transformation ein. Diese ist fiir Zugspannugen ungleich Null
an der transformationsinduzierten Dehnung erkennbar.

I | T T
0 ) 0 Tt Tt et -_-_-\\\:;:\ _
-0.5 \\\\ |
T \\\\ Ss
= o1 = 0MPa \\\
= 011 = H0MPa ----- "
w -1.0 o11= 9OMPa ------ N |
o1 = 140 M Pq -
15 F )
t[s]

Abb. 4.23: Dehnung €11 im Verlauf des Versuchs

Zur Berechnung der transformationsinduzierten Dehnung kann aufgrund des unterschied-
lichen Dehnungsniveaus bei Einsetzen der Transformation nicht die Differenz zwischen
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den Dehnungen unter Belastung und der Dehnung ohne Belastung verwendet werden. Es
wird daher der Zeitpunkt des Einsetzen der Transformation miteinbezogen. Als Definition
der transformationsinduzierten Dehnung gelte daher

€ij ‘= &ij — 6%:0 — (ﬁij(tg = 0) — 8%:0(256 = O)) (4188)
fir alle 4,7 € {1,2,3}, wobei der Zeitpunkt des Einsetzens der Transformation durch
¢ = 0 gekennzeichnet wird.

Der Verlauf dieser Grofle fiir die untersuchten Belastungen ist in Abb.4.24 dargestellt. Bei
Uberschreiten der Flielgrenze ist ein iiberproportionales Wachstum der transformations-
induzierten Dehnung erkennbar.

T I | |
S 011 = 50MPa e __
o11= 90MPa ----- )
o1 =140 MPa ------
0.6 - |
C\‘],;‘ L, I
s= 04f L .
) -
0.2 ///’ |
//’/
0.0 Z | | | |
0.0 0.2 0.4 ¢ 0.6 0.8 1.0

Abb. 4.24: Entwicklung der transformationsinduzierten Dehnung im Verlauf der Umwandlung

Schwichen zeigt die verwendete Modellierung bei Belastung in Druckrichtung. Es haben
von VIDEAU ET AL.[VCP96| durchgefiihrte experimentelle Untersuchungen gezeigt, dafl
bei Druckbelastung deutlich geringere transformationsinduzierte Dehnungen auftreten.
Dies kann mit der verwendeten Form (4.13) nicht modelliert werden. Wie aufgrund der
Struktur der Gleichung (4.13) zu erwarten, ist ein symmetrisches Verhalten bzgl. des
Vorzeichens der Belastung in Abb.4.25 zu beobachten.
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0.3 T T T I
o1 = 50MPa
0'11——5OMP(1, ————— ////
0.2 -
R //
=
0.1F _
0.0 | | | |
0.0 0.2 0.4 ¢ 0.6 0.8 1.0

Abb. 4.25: Entwicklung des Betrags der transformationsinduzierten Dehnung im Verlauf der
Umwandlung

4.6.3.3 Orientierungseffekt

Fiir die in den vorangegangenen Abschnitten beschriebenen Untersuchungen soll nun die
Entwicklung des Tensors £ wiahrend der Umwandlung dargestellt werden. Aufgrund der
wahrend der Umwandlung herrschenden Zugspannung in x;-Richtung ist ein stérkeres
Wachstum der 11-Komponenten als der 22- und 33-Komponenten des Tensors & zu er-
warten. Um ein relatives MafB fiir die Orientierung zu finden, wird die Komponente &;; auf
die Spur des Tensors, den Massenanteil £ = tr (§) bezogen. Der Verlauf fiir verschiedene
Zugspannungen ist in Abb.4.26 dargestellt.

Die Orientierungsausrichtung ist bei groflerer Spannung stérker, wiederum ist ein deutli-
cher Sprung bei Uberschreiten der FlieBgrenze zu beobachten (vergl Abb.2.9). Der Ori-
entierungseffekt ist bei Einsetzen der Transformation am gréfiten. Dies widerspricht der
im Kapitel 3 hergeleiteten Anfangsbedingung und ist auf das diese Regel miflachtende
Evolutionsgesetz fiir die Variable & zuriickzufiihren. Der qualitative Verlauf entspricht
aber dem auch bei Berechnungen auf mikromechanischer Ebene beobachteten Verhalten
([IMF95]). Es sollte daher tiberdacht werden, ob die Anfangsbedingung so strikt eingehal-
ten werden sollte oder ob eine Evolutionsgleichung, wie sie hier verwendet wurde, eher
dem experimentell beobachtetem Verhalten folgt.
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3&11/€

1.1 -

1.0 | | | |

Abb. 4.26: Entwicklung der relativen Ausrichtung im Verlauf der Umwandlung
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5. Strukturverhalten

5.1 Stirnabschreckversuch

Als erstes Berechnungsbeispiel wird hier ein Stirnabschreckversuch simuliert. Bei diesem
wird im Vorfeld des Versuches die Probe auf die Anfangstemperatur erwédrmt und dann
hinreichend lang zur Erzeugung eines homogenen Phasengebildes auf dieser Temperatur
gehalten. Oftmals handelt es sich bei der Probenform um zylindrische Vollproben. Eine
Stirnseite der Probe wird nun mit einem Abkiihlmedium, i.d.R. Wasser oder Ol, bestrahlt
(s. Abb.5.1). Abhéngig von dem verwendetem Material, dem Abkiihlmedium und deren
Temperaturen wird bis zu einer bestimmten Abstand von der Stirnfliche sie Abkiihlge-
schwindigkeit zur Martensitbildung ausreichen.

—t—
\ j# . il
-
J\b/, Probenhalterung
| —Probe

Blende

12,5t05

Wasserzufuhrung  Auffangbehalter

Abb. 5.1: Stirnabschreckversuch nach DIN 50191 (Nach [Kle93])

Zur Modellierung dieses Versuchs wurde das in Abb. 5.2 abgebildete Netz verwendet!.
Der Durchmesser des Zylinders betrigt 15 mm, die Liange 45 mm.? Die verwendeten Ele-
mente sind Vier-Knoten-Elemente mit Torsionsméglichkeit®. Das System aus 126 Ele-
menten und 148 Knoten hat somit, vor Abzug der Randbedingungen, 444 mechanische
und 148 thermische Freiheitsgrade. Es wurde von einer homogenen Anfangstemperatur
von 560 C ausgegangen, als thermische Randbedingungen wurden adiabates Verhalten

!Bei real durchgefiihrten Stirnabschreckversuchen wird wie in Abb.5.1 dargestellt die Probe senkrecht
gehalten und von unten mit dem Abkiihlmedium bestrahlt. Aufgrund von Koordiantenvereinbarungen im
FEM-System MARC liegt die Symmetrieachse bei den hier gezeigten Abbildungen. Die Zylinder wurde
von der rechten Seite aus abgekiihlt.

?Diese Abmessungen entsprechen nicht denen in der DIN 50191 vorgeschlagenen. Die konkrete Simu-
lation stand aufgrund der fehlenden Werkstoffkennwerte nicht im Vordergrund.

3In diesem Versuch wird die untersuchte Struktur keiner Torsionsbelastung unterworfen. Die tordier-
baren Elemente wurden aus programmtechnischen Griinden verwendet.
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an den Mantelseiten und der linken Stirnfliche angenommen. An der rechten Stirnfliche
wird eine konvektive Randbedingung modelliert, d.h. der WarmefluB q iiber der Ober-
fliche ist proportional zu der Temperaturdifferenz zwischen der Oberfliche (7s) und dem
Abkiithlmedium (7). Es gelte

4= h(T, - To) (5.1)

mit dem temperaturabhéngigen Parameter h = h(T'). Es wird dabei ein bilinearer An-
satz wie im Anhang beschrieben verwendet. Die Temperatur des Abkiihlmedium betragt
T, = 20 °C. Als mechanische Randbedingungen wurden an der linken Seite die Verschie-
bung in axialer Richtung verhindernde Loslager vorgesehen. Eines der Loslager verhindert
zur Vermeidung von Starrkorperbewegungen zusétzlich die Verschiebung in tangentialer
Richtung. Die Materialparameter sind im Anhang B.2 aufgefiihrt.

qg=0

qg=h(T-T)

Abb. 5.2: Zur Simulation des Abschreckversuch verwendetes FEM-Netz.In diesem Bild nicht
erkennbar ist, dafl eines der Auflager zusétzlich die Starrkorperrotation verhindert.

Da das Materialmodell nur die Umwandlung von Austenit nach Martensit, nicht aber
in andere Gefiigeformen, beriicksichtigt, ist der Versuch nur so lange durchgefiihrt wor-
den, wie bei Umwandlung die kritische Abkiihlgeschwindigkeit zur Bildung von Martensit
nicht unterschritten wurde. Temperaturverteilung, Massenanteil des Martensit und die
VON MisEs-Vergleichsspannung sind fiir diesen Zeitpunkt in Abb.5.3 dargestellt. An der
Stirnflache des Zylinders ist das Material in einer diinnen Schicht vollstindig umgewan-
delt. Fiir die Zeitpunkte t = 1.0s,t = 1.5s,t = 2.0s,t = 2.5s und t = 3.0 s sind die
in Abb.5.3 dargestellten Groéflen in der Abb.5.4 zu sehen. Es wurde dort nur das rechte
Drittel des Zylinders dargestellt.

Die VON MisESs-Vergleichsspannung ist vor der Umwandlung teilweise so hoch, daf} pla-
stische Deformationen des Austenits beobachtet werden kénnen. Nach der Umwandlung
konnte wiederum das elastische Materialverhalten des Martensits beobachtet werden.
Wiéhrend der Umwandlung verringert sich die vVON MISES-Vergleichsspannung eklatant.
Einige Zeit nach der Umwandlung ist dann ein unterschiedliches Verhalten im Innen-
teil und am Auflenrand zu beobachten: Wihrend die Spannung am Auflenrand auf dem
niedrigen Niveau verbleibt, baut sich im Kern wieder eine relativ hohe Spannung auf.
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Abb. 5.3: Temperatur 1", Massenanteil des Martensits & und VON MISES-Vergleichsspannung
zum Zeitpunkt ¢t = 3.8s. Die Verformungen sind 20-fach verstiarkt dargestellt.
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Abb. 5.4: Temperatur T', Massenanteil des Martensits £ und VON MISES-Vergleichsspannung
fiir verschiedene Zeitpunkte. Dargestellt ist jeweils nur das rechte Drittel des Zylin-
ders.
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5.2 Oberflaichenhirtung eines Zylinders

In diesem Abschnitt wird das Abschrecken eines Zylinders in Ol simuliert. Anhand die-
sen Beispiels soll die Ausrichtung des Tensors & nach dem wiahrend der Umwandlung
herschenden Spannungszustand demonstriert werden.

Bei diesem Vorgang wird der Zylinder, im Vorfeld des Versuchs hinreichend lang auf
der Austenitisierungtemperur gehalten und somit aus einer homogenen Austenitphase
bestehend, in kaltes Ol eingetaucht.

Der Eintauchvorgang mit der fortschreitenden Benetzung mit Ol wird nicht modelliert.
Die Berechnung geht von einem gleichzeitigen Einsetzen der Kiihlung auf der gesamten
Oberfliche aus. Aufgrund der Symmetrie wurde nur ein Viertel des Zylinders modelliert
und entsprechende thermische und mechanische Randbedingungen an den Symmetrieach-
sen vorgesehen (s. Abb.5.5). Die thermischen Anfangsbedingungen und Bedingungen bzgl.
des Abkiihlmediums wurden wie im vorangegangenen Versuch beschrieben gewéhlt.

In der Abb.5.6 sind die Eigenrichtungen und die Spur des Tensors &, der Massenanteil
des Martensits, fiir den Zeitpunkt ¢t = 1s dargestellt. Es wurde nur ein Ausschnitt des Zy-
linder dargestellt; nur der Bereich an der rechten oberen Ecke, in der die Transformation
bereits stattgefunden hat ist dargestellt. Es zeigt sich, dafl die Eigenrichtungen von & sich
nach den Eigenrichtungen der wéhrend der Umwandlung herrschenden Spannung ausrich-
ten (vergl Abb.5.7). Diese bleibt auch wéhrend des Abfallens der Spannung im Verlauf
der Umwandlung erhalten. Dafl die Eigenrichtungen des Tensors £ mit derm Verlauf der
Transformationsfront {ibereinstimmen ist zufillig.

Lo
T

Abb. 5.5: Zur Simulation des Versuchs verwendetes FEM-Netz. Die mechanischen Randbedin-
gungen sind wie im Versuch des Abschnittes 5.1 gewéhlt.
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Abb. 5.7: Eigenrichtungen des Spannungstensors fiir ¢ = 0.8s und t = 1.0 s. Die Grofle der
Pfeile entsprechen dem Wert des zugehorigen Eigenwertes.
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6. Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wurde, ausgehend von mikromechanischen Uberlegungen, eine Erwei-
terung der Beschreibung der Transformationskinetik auf tensorielle Grofien entwickelt.
Basierend auf der Identifikation des Tensors des chemischen Potentials (oder ESHELBY-
Tensors) als thermodynamisch treibende Kraft des Phaseniibergangs wurde die dazu ther-
modynamisch konjugierte Groe zur Beschreibung der Transformationskinetik eingefiihrt.
Diese ist, dem LEGENDREschen Algorithmus folgend, ebenfalls eine tensorielle Grofle. Die
Grofe beinhaltet nicht nur Informationen iiber die Massenanteile der Phasen sondern auch
iiber die Orientierung der Phasengrenzen. Es wurden physikalische Interpretationen der
neu eingefithrten Groflen aufgefiihrt sowie eine Einordnung klassischer skalarer Beschrei-
bungen in das neue Konzept vorgenommen. Mogliche Beschrénkungen und Probleme bei
Anwendung des Konzeptes wurden diskutiert.

Darauf aufbauend wurde im zweiten Teil der Arbeit ein thermodynamisch konsistentes
Stoffgesetz zur Beschreibung der Austenit-Martensit Phasentransformation entwickelt und
in eine gekoppelt thermomechanische FE-Formulierung implementiert. Besonderes Augen-
merk lag auf der Beriicksichtigung der Unterschiede des elasto-plastischen Verhaltens der
Phasen. Daher wurde das Materialverhalten der Phasen getrennt modelliert und {iber
eine Mittelungsstrategie auf die makroskopischen Grofien iibertragen. Ein Konzept zur
Entwicklung eines Stoffgesetzes auf Basis der tensoriellen Beschreibung der Transformati-
onskinetik wurde entwickelt und angewandt. Die Mdoglichkeit zur Berechnung kompletter
Strukturen wurde an zwei Beispielen demonstriert.

Das vorliegende Modell bietet aufgrund der eindeutigen Identifikation der thermodyna-
misch treibenden Kraft der Phasentransformation und einer thermodynamisch geschlos-
senen Beschreibung des Vorgangs die Moglichkeit, komplexe Abhéngigkeiten des Trans-
formationsverhaltens sowohl von der Temperatur als auch von der Gréfle und Richtung
der Spannung abzubilden. Zu einer Anpassung und damit einer definitiven Aussage zu der
Qualitdt des Modells fehlt zur Zeit die konsistente experimentelle Datenbasis. Es konnte
daher nur eine eine qualitative Anpassung des Stoffgesetzes vorgenommen werden.

Die mit dem Modell ermittelten Ergebnisse zeigen, dafl eine starke Abhéngigkeit des
Transformationsverhaltens von dem elasto-plastischen Verhalten der Matrixphase besteht.
Dies steht im Einklang mit experimentellen Untersuchungen. So konnte die starke Varia-
tion der Martensit-Start-Temperatur bei einer Spannung nahe der Fliefspannung des
Austenits verifiziert werden. Weiterhin konnte mit Hilfe der neu eingefiihrten tensoriellen
Beschreibung die spannungsabhingige Orientierung der Martensiteinschliisse bei Plasti-
fizierung der Matrixphase qualitativ modelliert werden. Aussagen iiber das mechanische
Verhalten wiahrend und insbesondere nach nicht vollstadndig durchgefiihrter Transforma-
tion konnten nicht gemacht werden, da ein grofler Einflufl der eingefiihrten Parameter auf
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das mechanische Verhalten zu beobachten war und daher zunéchst eine Anpassung dieser
Parameter an experimentelle Daten vorgenommen werden muf.

Mit der momentanen Implementation mufl das FE-Modell sehr sorgfiltig gewéhlt wer-
den. Wegen des starken Spannungsabfalls im Verlauf der Phasentransformation kommt
es bei einer zu groben Diskretisierung zu grofien Spannungsgradienten im Element. Es
ist zu hoffen, daff eine Losung mit adapitven Netzalgorithmen Abhilfe schaffen kann. Das
verwendete FEM-System MARC/Mentat stellt diese Moglichkeit zur Verfiigung.

Aufgrund des gekoppelt thermo-mechanischen Charakters des Problems ist es nahezu
unmoglich, im Versuch einen homogenen Zustand im untersuchten Probengebiet zu er-
reichen. Mit der entwickelten FE-Implementierung steht ein zur Anpassung der Modell-
parameter an experimentelle Untersuchungen notwendiger Baustein zur Verfiigung. Diese
kann, eingebettet in eine geeignete Optimierungstrategie, die Moglichkeit der Modellie-
rung des komplexen thermo-mechanischen Vorgangs geben und somit Basis einer Aussage
zur Qualitdt der Modellparamter bieten.

Ein Versuchsprogramm zur Anpassung der Modellparameter besteht aus drei Phasen.
Zunéachst sollten wegen der hohen Abhéngigkeit der Transformationskinetik von dem Ver-
halten der Einzelphasen detaillierte Informationen iiber das elasto-plastische Verhalten
der Einzelphasen bei moglichst vielen verschiedenen Temperaturen gesammelt werden.
Mit diesen Kenntnissen kénnen dann Abkiihlversuche bei verschiedenen Spannungenni-
veaus und Orientierungen durchgefithrt werden. Weiterhin kénnen Untersuchungen zum
Verhalten des Werkstoffs bei abgebrochener Transformation im Hinblick auf mogliches
anisotropes Verhalten aufgrund der Orientierung der Einschliisse zur einer weiteren Ver-
breiterung der Infromationsgrundlage zur Anpassung der Materialparameter dienen.



106 A. Aufbereitung des Stoffgesetzes zur Verwendung in dem FEM-System MARC/Mentat

A. Aufbereitung des Stoffgesetzes zur

Verwendung in dem FEM-System
MARC /Mentat

A.1 Allgemeines

An dieser Stelle soll kurz auf die Implementation des verwendeten Stoffgesetzes in das fini-
te Elemente Programm MARC eingegangen werden. Allgemeine Ausfithrungen zur Metho-
de der finiten Elemente und den bei der Implementation zu beriicksichtigenden Bedingun-
gen finden sich in zahlreichen Arbeiten ([Pit88],[Rot91],[K94], [Wes95],[Mit95],[And97])

und sollen daher hier nicht wiederholt werden.

Das in Kapitel 4 présentierte Stoffgesetz ist ein gekoppeltes thermomechnisches Pro-
blem. Zur Losung einer Problemstellung dieser Art stehen momentan zwei Moglichkeiten
im Rahmen der Methode der finiten Elemente zur Verfiigung: einerseits die Program-
mierung eines Elementes mit dem zusétzlichen Freiheitsgrad der Temperatur (s. z.B.
[Mie88],[Ree98]), andererseits die durch die Entkoppelung des Gesamtproblems in das
thermische und das mechanische Problem erreichte Beschreibung durch die beiden Teil-
probleme. Dieser Weg wurde in MARC verfolgt. Die Koppelung der beiden Probleme
wird durch die Temperaturabhéngigkeit aller Parameter und der Beriicksichtigung der im
mechanischen Problem freiwerdenden Wéarme im thermischen Problem erreicht.

Das finite Elemente Programm MARC bietet verschiedene Moglichkeiten der Implemen-
tation eines allgemein nichtlinearen Stoffgesetzes. Hier wurde die Routine UVSCPL ver-
wendet. Die in dieser Routine verwendeten Groflien beziehen sich auf die Gausspunkte
des verwendeten Elementes wodurch eine weitgehende Trennung von Stoffgesetz und Ele-
mentformulierung moglich ist. Es wird bei Aufruf der Unterroutine durch das Hauptpro-
gramm ein Dehnungsinkrement vorgegeben, in der Routine miissen die diesem Dehnungs-
inkrement entsprechende Spannungsinkrement, inelastische Dehnungsinkrement und die
inelastische Dehnungsrate zum Ende des Inkrements berechnet werden. Weiterhin kénnen
interne Variablen zur Beschreibung des Materialverhaltens definiert werden. Deren Inkre-
mente miissen ebenfalls berechnet werden. Die Steifigkeitsmatrix, der thermische Anteil
der Dehnung und sdmtliche, vom Hauptprogramm aus den in der Unterroutine berechne-
ten Inkrementen, integrierten Groflen stehen zur Verfiigung. In der Unterroutine wurde
zur Berechnung des Inkrements ein implizites Integrationsverfahren zur Integration des
in Raten formulierten Stoffgesetzes verwendet [Gam99).

Zur Beriicksichtigung grofier Formédnderungen stehen verschiedene Algorithmen zur Verfiigung.
Im Rahmen der hier durchgefiihrten Berechnungen wurden die Option der Berechnung
in der Total Lagrange-Formulierung gewahlt. Der oben erwidhnte Dehnungstensor ist da-
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her der GREEN-Verzerrungstensor E, die Spannung die zweite PIOLA-KIRCHHOFF Span-
nung. Die Formulierung des Meso-Stoffgesetzes soll im folgenden Kapitel durch Transfor-
mation der einzelnen Gréflen von der aktuellen in die Referenzkonfiguration iibertragen
werden ([Bat90]). Die fiir die Beschreibung in der aktuellen Konfiguration angepafiten
Materialparameter haben nur noch bedingt Bedeutung. Da aber in diesem Rahmen noch
keine konkrete Anpassung an experimentelle Ergebnisse vorgenommen wurde soll die-
ser Aspekt vernachldssigt werden. Die Beschreibung des Meso-Stoffgesetzes wurde in der
EuLERschen Bertrachtung dargestellt. Alle dort verwendeten tensoriellen Gréflen werden
durch entsprechende PULL-BACK Operationen in die Referenzkonfiguration transformiert.
Die resultierende Implementation ist bei der Aufstellung des Differentialgleichungssystems
zusammengefasst.

A.2 Programmierung der MAXWELL-CATTANEO Warme-
leitungsgleichung

Das FEM-System MARC bietet zur Berechnung von Wérmeleitungsproblemen nur die
Verwendung des FOURIERschen Warmeleitungsgesetz an. Die Implementation der MAXWELL-
CATTANEO-Wiérmeleitungsgleichung muf iiber die Moglichkeit der Definition einer laten-
ten Wéarme erreicht werden.

Es soll das Wirmeleitungsproblem
. 1 )
el =—— V- Q+ hyy, (A.1)
p

berechnet werden, wobei h,, die Koppelung zwischen dem mechanischen Problem und
dem thermischen Problem darstellt und sowohl Anteile aus der plastischen Verformung
des Materials als auch aus der Phasentransformation enthalten kann. Als konstitutives
Gesetz wird die MAXWELL-CATTANEO-Wérmeleitungsgleichung

7 Q+Q = -\%T (A.2)

mit den Parametern 7, und A verwendet. Setzt man (A.2) in (A.1) ein, gelangt man zu
pe, T = AT + Y - (1,Q) + phy (A.3)

Nimmt man den Parameter 7, als konstant an und vertauscht die Reihenfolge der Diffe-
rentiation, kann unter nochmaliger Verwendung der Gleichung (A.1) das Warmeleitungs-
problem unter Vernachlissigung der Anderung der Dichte p in die Form

. 9 . 9, . .
pe,T = AT + pT, (ahm ~ 5 (cpT>> +phm, (A.4)
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gebracht werden. Vergleicht man dies mit der von MARC([Pee91]) zur Verfiigung gestellen
Form des Wéarmeleitungsproblems

pe, T = AT +Q | (A.5)
kann die latente Warme @) des Wéarmeleitungsproblems in MARC als
. 9 . P .
Q = phm + PTq (ahm - a (CpT)> (A6)
identifiziert werden.

Ist der der Parameter ¢, durch eine Funktion ¢, = ¢,(T") beschreibbar, kann ) durch

) o . de.. . .
Q=phn+p1, (ahm - a—j’jTQ — cpT) (A7)

beschrieben werden. Die zur Berechnung des Ausdrucks (A.7) notwendigen Zeitableitung
werden durch eine numerische Differentiation iiber die Zeitschritte approximiert.
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B. Zusammenstellung des Differential-
gleichungssystems und der Parameter
zur Berechnung der Strukturen im
Kapitel 5

B.1 Differentialgleichungssystem

Das hier aufgefiithrten Differentialgleichungssystem stellt das in MARC programmierte
dar. Moglichkeiten wie z.B. die Temperaturabhéngigkeit der elastischen Parameter wer-
den im Hauptprogramm beriicksichtigt und miissen an dieser Stelle daher nicht program-
miert werden. Von der in das Hauptprogramm eingebundene Unterroutine wird verlangt,
dafl bei vorgegebenen Dehnungsinkrement das Spannungsinkrement, inelastische Deh-
nungsinkrement und und die inelastische Dehnungsrate am Ende des Inkrements berech-
net werden. Eine Beschreibung der Programmschnittstelle mit einer Auflistung der vom
Hauptprogramm zur Verfiigung gestellten Grofien findet sich in [Mar94], eine ausfiihrliche
Dokumentation des Programms ist vorhanden [OB99].

- Mittelung
E _ EPT 4 EMESO |
Sk = ESN+(1-98k+£(SH - S%)
§ = tr(§)
- Transformation ) u
EPT_BK*SK + Sk (1-6)¢

E=nf (2 ) <7§'(7€‘“)¢ﬂ—u-(vf-u): (uﬁl-;z-vﬁ)mr(;;r)>£

o () ()
£ o= —p 't ()
¥ pol ey
o= (v om): €
()6 = z wenn LC®* > 0 und F¢ =0
1 0 sonst
8;1,'“
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FC o= (v p): (v ) — g (59

¢ = g5+ C—z ((1 - &) (1 — exp (—cgng)) + cgcgng)
€3

po= 1¢—%C-(S}‘}—S%)

C = 2E+1
1
o = oMo (B Sk - B SY)
phem = (e + (T = To) (T — To)

- Meso-Ebene Austenit, o € {A, M}

Ea:EMESO _ E?—FE?
S%{ = M*: Ej
E. = E-E,—E,
E. = E.+Ey,
Eth = alT
Bl = (%) n;
. oFe (|oF~|\"
= as;“{<as;g>

Fe o= o= g6, T)
fro= (ST —¢t) (8K - ¢
A = S -V
(2)° z wenn A >0
v 0 sonst
A© A cg
Y = 24— |14+ —
e (1)
g (k%) = g§+ (9% —gg)(1 —e ™)

kY = (a’a — CR’O‘) E;

7

CR,oz _ CQE?
2 BE_ 1 p—
c = - — —(goo — qo)c1€

k152 + 2](31]646 + ]{32]{4 — kg
(e 4 ky)?
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ki = EY,
CO-\I’O -+ \1100(2\1100 - \IJO — 1)

ko —
2 0o T — U,
b — 08 co(1 =) — (1 — U, )?
5T F T — U,

(o) CU—\I10+2‘IIOO—1
ke = —

FE Uy — Uy

- Beschreibung der Warmeleitung (siche auch A.2)

7,Q+ Q= —\Y%T
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B.2 Parameter

allgemeine Parameter

Mp. = 55.84g/mol
AH,, = 1468-10*J/kg
AQ = 0.1175J/mm?
p = 893-10"%kg/mm?
¢ = —1083.4.J/(kgK)
& = 1.67122J/(kgK?)
Ty = 1062 C

Parameter des thermischen Problems

A = 0.034W/(mmK)
7, = 253-107%s
Cp aus Tabelle nach [BP82]
. { 0.002 (0.25 + T/(400 °C)) W/(mm?K) fiir 0°C < T < 300 C
0.002 (1.375 — T/(800 °C)) W/(mm2K) fir 300°C < T < 900 °C

elastische Materialparameter

EAT) = (2.06-107° —67.494T/ °C) MPa
EM(T) = (2.266-107° —74.243T/ °C) MPa
vM=p4 = 03
aM=a4 = 20-10°K!

viskoplastische Materialparameter

ofM(T) = (336 —0.55009T/ °C + 2.3068 - 10~*(T'/ °C)?) N/mm?
od(T) = (1577 +0.98885T/ °C' —5.7835- 1073 (T/ °C)*) N/mm?
M =ct = 1991072 MPa!
cM=cl = 3.06
W= = 8.08729-1071
W= = 1.60984-1072
cM=cA = 12482
cM=ct = 0.01MPa
M =cll = 87
/YM — ’7A - 8. 10—298—1
Parameter des Transformationsprozesses (sofern nicht anders angegeben)
g5 1.45 - 10% (J/kg)?
& = 4.0-10%J/kg
& = 1.0-107 (J/kg)™"
& = 01

5.2-107° MPa™*
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