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Zusammenfassung

Eis zeichnet sich durch sehr unterschiedliches Kraft-Verformungs-Verhalten aus, je nach-
dem, ob es in einkristalliner bzw. polykristalliner Form auftritt. In der vorliegenden Ar-
beit soll das Deformationsverhalten von polykristallinem Eis simuliert werden, indem der
Polykristall als Verbund von monokristallinen Eiskérnern betrachtet wird. Jedes einzel-
ne Korn wird durch ein mikromechanisches Stoffgesetz beschrieben. Die Simulationen
erfolgen mit Hilfe zweidimensionaler geometrisch und physikalisch nichtlinearer Finite-
Elemente-Berechnungen. Die Eigenspannungsentwicklung innerhalb des Polykristalls, die
Abhéngigkeit seines makroskopischen Spannungs-Dehnungs-Verhaltens von Kornform, -
anordnung und -orientierung werden untersucht.

Summary

The force-displacement behaviour of ice monocrystals and ice polycrystals is very dif-
ferent. In this thesis the deformation-behaviour of polycrystalline ice is simulated by
idealizing the ice polycrystal as a composite of single monocrystalline grains. Each grain
is described by a microscopic constitutive law. The simulations are carried out by means
of the two-dimensional geometrically and physically nonlinear finite-element method. The
development of the residual stresses inside the polycrystal, the dependence of its macro-
scopic stress-strain behaviour upon the shape and location of the grains and upon the
orientation of the microstructure of each grain is studied.
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1. Einleitung

Im Gegensatz zu anderen Werkstoffen erlangt Eis seine wirtschaftliche Bedeutung da-
durch, da8 es sich auf das Geschehen hiufiger in einer destruktiven als in einer konstruk-
tiven Weise auswirkt.

Als Konstruktionsmaterial spielt Eis eine Rolle in nordischen Landern mit einer lang an-
davernden Winterperiode, in denen z.B. zugefrorene Fliisse und Seen als Verkehrswege
bzw. als Veranstaltungsflichen genutzt werden. Im Offshore-Bereich dienen an der Kiiste
festgefrorene Eisdecken (z.B. in der Beaufort See) als Untergrund fiir die Geritschaften
zur Erdélerkundung. Mit fahrbarem Bohrgerét konnen diese Untersuchungen erheblich ko-
stengiinstiger durchgefiihrt werden als im Sommer von einem Schiff aus. In beiden Fillen
stellt sich die Frage nach der maximalen Tragfihigkeit des Eises. Falls diese nicht aus-
reicht, wird die Eisdecke durch Uberfluten mit Wasser oder Wasser-Verspriihen kiinstlich
verstarkt. In der Forschung wird die Verwendung von Eis als Baumaterial fiir Dauerfrost-
regionen untersucht. Bei Eiscomposites 148t sich die Festigkeit von Eis durch Einlagerung
von Fiberglas, Holzfasern, Altpapier und dhnlichem erhthen. Permacrete, eine Mischung
aus Boden und Eis kann in vergleichbarer Weise wie Beton eingesetzt und verarbeitet wer-
den. In Deutschland wurde die Wirkung des Eises als Bindemittel erfolgreich ausgenutzt.
Der Tunnelvortrieb im flieBgefahrdeten wassergeséttigten Schluff beim U-Bahn-Baulos 17
in Essen wurde dadurch ermdéglicht, daf3 der Firstbereich vereist wurde, um ihn gegen
nachrutschenden Schluff zu sichern (vgl. [hoc84]).

Mit iiberfrorenen Autoscheiben und eisglatten Straflen macht Eis in unangenehmer Art
und Weise auf sich aufmerksam und bleibt auch im Friihjahr in schlechter Erinnerung,
wenn aufgeworfene Strafilendecken aufgrund mangelhaft ausgefiihrter Frostschutzschich-
ten instand zu setzen sind.

Konstruktionen wie Briickenpfeiler, Kiistenbauwerke (Anlegestellen, Leuchttiirme ect.)
und Off-Shore-Einrichtungen (z.B. Erdélplattformen und -pipelines) vor sehr kostenin-
tensiven Schiaden aus Treibeisbelastungen zu bewahren, stellt den bemessenden Ingenieur
vor eine schwierige Aufgabe. Die einschligigen Regelwerke [eau90], [api88], [fip88] geben
ihm nur fiir wenige, abgegrenzte Fille unmittelbar nutzbare Formeln an, so z.B. die EAU
[eau90] fiir Flachenbauwerke und Pfihle bis zu 2m Durchmesser unter den Eisverhiltnis-
sen des norddeutschen Kiistenraums. Die obere Grenze der Belastung wird erreicht, wenn
das Eis beim Auftreffen auf das Bauwerk in Abhéngigkeit von der Bauwerksform, Bela-
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stungsgeschwindigkeit und Eisform durch Druckbruch. Schubbruch. Biegung oder Beulen
versagt  Dabel konnen zwei- oder dreidimensionale Spannungszustande im Eis aufrreten.
die bis hente wenig erforscht sind. Da die Biegefestigkeit von Eis klein gegeniiber der
Druckfestigkeit ist. haben manche Entwiirfe fiir Offshore-Bauwerke das Ziel. durch koni-
sche Bauteile das Eis durch Biegung urn die in der Eisebene liegenden Achsen zu hrechen.
Der anfwirtshrechende Konus hesitzt den Vorteil, dafl das ans dern Wasser gehohene Eis
cine zusatzliche fiir die Standsicherheit giinstige, nach unten wirkende Vertikalkraft er-
zeugt.

Dagegen dhnelt der Bug eines Eishrechers einemn abwirtsbrechenden Konus. Eishrecher
sind z.B. in Finnland unverzichtbar, da dort alle Hafen in den Winterrnonaten regelméafig
durch Eis blockiert sind. Die Hifen trotzdemn zuganglich zu halten, ist von grofem wirt-
schaftlichen Interesse. Hat man sich am Anfang des Jahrhunderts hauptsidchlich darauf
konzentriert, die Maschinenleistung der Eishrecher zu erhohen, ist man in den letzten
Jahrzehnten mehr und mehr dazn ihergegangen, durch cine ausgefeiltere Bugform die er-
forderlichen Eishrechkrifte 7 reduzieren. Durch Experimente mit verschiedenen Schiffs-
modellen gelang es in Finnland, die Rumpfform so zu optimieren, daff innerhalb von 10
Jahren der Encrgieverbrauch bei einem Eisbrechvorgang unter gleichen Randbedingungen
urn 20%, gesenkt werden konnte (vgl. MAATTANEN [Ma87]). Dazu wurden in sogenann-
ten Eistanks  das sind Versuchsbecken in der GroSe eines Schwimmbades, untergebracht
in cinern Kiihlhaus  die verschiedenen Schiffsmodelle mit Hilfe einer Schleppeinrichtung
durech eine kiinstliche Eisdecke gezogen und die dazu notwendigen Krifte gemessen. Aller-
dings stellen solche Experimente fiir die Optimierung eines Schiffrumpfes oder der Pfeiler
ciner Erdolplattform ein sehr zeit- und kostenintensives Unterfangen dar.

Die numerische Sirnulation als ein alternatives Vorgehen zu Experimenten in Eistanks
henotigt ein Werkstoffgesetz fiir Eis. Die Entwicklung dieses Gesetzes setzt die Kenntnis
der Materialeigenschaften des Eises voraus.

Eis gehort zur Klasse der Hochtemperaturwerkstoffe, da es sich in der Natur nahe an
seinem Schielzpunkt befindet. Es zeigt wie die meisten Materialien bei hohen homologen
Temperaturen eine deutliche Viskositat. Das gleiche Eis, das bereits unter seinem Eigen-
gewicht kriecht, kann auch nahe dem Gefrierpunkt unter geniigend hoher Belastungsge-
schwindigkeit (z.B. Hammerschlagen) wie Glas sprode zerspringen.

Den Wechselwirkungen zwischen den mikroskopischen Aufbau und den makroskopischen
Belastungen eines Werkstoffes wird in der Literatur viel Aufmerksamkeit gewidmet, z.B.
bei der Vorhersage von Walztexturen und deren Auswirkungen auf die Materialeigen-
schaften oder bei der Berechnung von Composites. Will man einen Werkstoff auch nahe
seines Bruchzustandes beschreiben, werden die Kenntnisse der Vorgédnge auf der Mikro-



ebene besonders wichtig. Dort werden durch Dehnungslokalisierung und/oder lokal hohe
Eigenspannungen die Schidigungsmechanismen initiiert, die schlieflich zu dem makros-
kopischen Versagen fiihren. Aufgrund seiner Transparenz bietet Eis die Moglichkeit, mit
relativ einfachen Mitteln einen zerstérungsfreien Einblick in die innere Struktur eines
Polykristalls zu nehmen und die Anderungen auf lokaler Ebene infolge einer dufleren Be-
lastung zu beobachten. So kann Hochtemperaturverhalten bei geméfligter Temperatur
untersucht werden.

Die vorliegende Arbeit setzt sich das Ziel, zu einem vertieften Verstandnis des Tragver-
haltens polykristallinen Eises beizutragen und so eine Grundlage zur Beurteilung und
Entwicklung von polykristallinen Stoffgesetzen zu schaffen. Ausgangspunkt ist das Ver-
formungsverhalten eines Bestandteils am Polykristall, eines einzelnen monokristallinen
Eiskorns. Polykristallines Eis wird modelliert als ein Verbund dieser Eiskorner. Fiir al-
le Korner wird das gleiche mikromechanische Stoffgesetz angenommen. Sie unterschei-
den sich nur hinsichtlich der Orientierung ihrer Mikrostruktur. Zweidimensionale Finite-
Elemente-Berechnungen von Druckversuchen an einem Modell-Polykristall ermdglichen
auf numerischen Wege die Beobachtung der Vorginge auf Kornebene. Wegen der Be-
deutung fiir die Auslosung von Schidigungsmechanismen wird besonderer Wert auf eine
moglichst unverfilschte Darstellung des sich entwickelnden Eigenspannungszustandes ge-
legt. Die Einsatzmoglichkeiten des in dieser Arbeit vorgestellten Modell-Polykristalls bei
der Anpassung an Versuche mit polykristallinem Eis werden untersucht. Die Arbeit glie-
dert sich wie folgt:

Nach der Vorstellung des verwendeten monokristallinen Stoffgesetzes werden die Stoffglei-
chungen fiir die Finite-Elemente-Formulierung aufbereitet, wobei der Wahl einer geeigne-
ten objektiven Zeitableitung eine besondere Bedeutung zuféllt.

Die Aufgaben der FE-Modellierung beinhalten zum einen die Entwicklung eines physika-
lisch und geometrisch nichtlinearen Scheibenelementes fiir den Werkstoff “monokristallines
Eis“, zum anderen fiir die Simulation von zweiaxialen Belastungsfillen ein automatisier-
tes Praprocessing, das die entsprechende Probenaufhdngung inklusive rechteckiger mono-
bzw. polykristalliner Eisproben vernetzt und die zum betrachteten Lastfall zugehorige
Macro-Befehlsliste zur Steuerung der FE-Rechnung erstellt.

Fir die Erklarung der Tragwirkung des Polykristalls ist die Kenntnis des Verformungs-
verhaltens seiner Bestandteile, der Einkristalle erforderlich. Deshalb werden zunéchst ein-
axiale Versuche an einem dieser Einkristalle simuliert. Das Verformungsverhalten 148t auf
grofe Eigenspannungen innerhalb des Polykristalls schliefen.




4 1. Einleitung

Zum Abschitzen der Grofle der Eigenspannungen wird der einfachste Polykristall, der
Zweikristall, durch ein rheologisches Modell beschrieben, das die Grundlage bestimmter
Stoffgesetze fiir polykristallines Eis darstellt, die die Eigenspannung als interne Variable
benutzen. Die Abhéngigkeit der Eigenspannungen von den Modellparametern wird dis-
kutiert.

Wie komplex die Eigenspannungsverteilung tatsachlich ist und wie inhomogen der Verzer-
rungszustand, wird exemplarisch an einem Modell-Polykristall aus 64 Koérnern im simu-
lierten Druckversuch aufgezeigt. Durch Herauszoomen einzelner Kérner wird im Detail die
Tragwirkung des Polykristalls erklart und eine Bewertung der Annahmen des Zweikristall-
Modells vorgenommen.

Im Hinblick auf die Verwendung des Modell-Polykristalls fiir die Anpassung an Versuche
mit plananisotropen polykristallinem Eis wird die Bedeutung der zu wihlenden Parame-
ter Kornform, -anzahl und Feinheit der Diskretisierung herausgearbeitet und die heuti-
gen Moglichkeiten und Grenzen des Einsatzes des Modell-Polykristalls fiir die Anpassung
erortert.




2. Monokristallines FEis

Monokristallines Eis I, weist ein ausgepragt anisotropes Materialverhalten auf. Seine
hexagonale Mikrostruktur (Index ,) wird durch die sogenannten basalen Ebenen senk-
recht zu der charakteristischen Richtung 73 gebildet (BISCHOFF-BEIERMANN und BRUHNS
[BBBY4]). Das Abgleiten dieser Ebenen stellt den inelastischen Hauptverformungsmecha-
nismus dar. Man veranschaulicht sich das gerne mit dem Spielkarten-Modell:

c-Achse
7 Yo 4 b
———
A - .
—_— L--ff' ———————— —_——
J V
A
’T J;
y i
lr ﬁ//
y s
y e 7/
I
A
7
{ r /4
—_ T L A . A
£ Karten — basale Ebenen

Abb. 2.1: Spielkarten-Modell

MIcCHEL [Mic78] vergleicht den Monokristall mit einem ,,pack of cards which deforms ve-
ry easily when a shear stress is applied parallel to the basal plane but has a very high
resistance to deformation when the stress is applied perpendicularly to this plane“. Der
Kartenstapel gleitet unter einer parallel zu den Spielkarten angreifenden Schubspannung,
der basalen Schubspannung 7, sehr leicht ab. Einer Last senkrecht zu den basalen Ebenen
setzt er einen viel grofleren Verformungswiderstand entgegen.

Diese leichte Abgleitbarkeit 148t monokristallines Eis an eine sehr viskose Fliissigkeit er-
innern. Eis als Newtonsches Fluid idealisiert konnte dann durch

o = 1N% (2.1)

beschrieben werden. 7 bezeichnet die dynamische Viskositat (vgl. GERSTEN [Ger74]) oder
die Dampferkonstante, wenn man die Beziehung (2.1) als die Beschreibung eines geschwin-
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digkeitsproportionalen Dampfers ansieht. Schaltet man diesen Démpfer zur Beriicksichti-
gung der elastischen Verformung in Reihe mit einer Feder, erhidlt man ein rheologisches
Modell fiir monokristallines Eis, das die Aufspaltung der Gesamtverzerrung in einen ela-
stischen und einen inelastischen (basalen) Anteil voraussetzt:

':)'ges = Yot + Vp- (22)

Mit 4o = 7/G folgt

= G(;Yges - 76) (23)

Scherversuche mit konstanter Abgleitgeschwindigkeit +,., liefern folgende fiir monokri-
stallines Eis typische Spannungs-Dehnungs-Kurve:

Th
'm Yges = konst.
Ty = konst.
Yges

Abb. 2.2: Prinzipieller Verlauf der Spannungs-Dehnungs-Kurve
bei Y405 =konstant

Am Anfang ist die basale Abgleitrate ¥, sehr klein: der Kristall verformt sich zunéchst
quasi rein elastisch. Im Spannungsmaximum hat die basale Dehnrate gerade die vor-
gegebene Gesamtdehnrate erreicht: der Spannungszuwachs 7, nach Gleichung (2.3) und
damit die elastische Dehnrate <, nach Gleichung (2.2) sind 0. Die Spannung fillr wie-
der ab. da % grofler als j4.5. also 3 < 0 wird. Ein Teil der Spannungen relaxiert her-
aus. bis ein stationérer Fliefzustand erreicht ist: Eine konstante Spannung infolge der




vorgegebenen konstanten Verzerrungsgeschwindigkeit stellt sich ein, beschreibbar durch
T, = 1+ = konstant; d.h. die Feder des zugrundegelegten rheologischen Modells ist
ganz entspannt, also Y4 = <. Dieser Zustand ist nicht mehr zu unterscheiden von
Kriechversuchen an monokristallinem Eis, bei denen STEINEMANN [STE58] nach einem
Ubergangsbereich einen linearen Anstieg von -, beobachtet hat (vgl. Abb. 2.3).

Yo

7, =konst.

’5’6 = ’yges =

s

Zeit

Abb. 2.3: Prinzipieller Verlauf der Kriechkurve

In beiden Versuchen ist der Ubergangsbereich am Anfang mit einem konstanten 7 nicht
zu beschreiben. Zur Entwicklung einer Evolutionsgleichung, etwa = f(n, ...), ist die
Kenntnis der Vorgidnge auf der Mikroebene von groflem Wert:

Das Abgleiten der basalen Ebenen geschieht nicht schlagartig um einen Gitterabstand,
sondern durch Wandern von Fehlstellen, den sogenannten Versetzungen. Dieser Vorgang
wird gerne verglichen mit dem stiickweisen Verschieben eines Teppichbodens, indem man
durch schnelles Anheben an einem seiner Enden eine Falte bis zum anderen Ende durch-
laufen 138t. Die Bewegung der Falte bzw. der Fehlstelle ist mit einem erheblich gerin-
geren Kraftaufwand verbunden, als fiir das gleichzeitige Losen aller Gitterbindungen in
der basalen Ebene aufgebracht werden miifite. In Versuchen ist eine Zunahme der Verset-
zungsanzahl beobachtet worden (vgl. FUKUDA UND HicasHi [FH69]). Versetzungsquellen
befanden sich haufig an Spannungskonzentrationen in der Nahe von vorhandenen polygo-
nalisierten Versetzungen oder Einschliissen. Die Zunahme der Versetzungsdichte bedeutet
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bei monokristallinem Eis eine Entfestigung des Kristalls, da die neu entstandenen Verset-
zungen jeweils an eine basale Ebene gebunden sind und sich gegenseitig nur unwesentlich
in ihrer Bewegung behindern.

Die basale Abgleitung ergibt sich als Funktion der Versetzungsdichte A nach der Gleichung
von (OROWAN [Oro34]) zu

Y =bAv(m) . (2.4}

Hierin ist b der Betrag des Burger-Vektors, und v(7,)} ist die mittlere Geschwindigkeit der
Versetzungen als Funktion der basalen Schubspannung. Mit einem linearen Ansatz fiir
v(r) folgt

Yo =bXkup T . (2.5)
Unschwer ist durch Vergleich mit Gleichung (2.1) die Identitét

n

zu erkennen, wenn verdnderliches 7 vorausgesetzt wird.

Fiir die Entwicklung einer Evolutionsgleichung A = f(), ...) ist zu beriicksichtigen, daB
die Versetzungsdichte bei den oben erwihnten Kriechversuchen gegen einen Grenzwert
streben muf, da sonst der lineare Verlauf der Abgleitung nicht zu modellieren ware. Al-
‘lerdings ist dieser stationdre Wert abhéngig von der anliegenden Spannung.

Wie stark in Abb. 2.2 das Maximum ausgeprigt ist, hingt davon ab, wie nahe die Verset-
zungsdichte ihrem stationéren Wert bei Erreichen des Maximums gekommen ist. Bei einer
groflen Anfangsversetzungsdichte und/oder sehr kleinen Gesamtverzerrungsgeschwindig-
keit 74.s kann die Versetzungsdichte im Spannungsmaximum ihren stationdren Wert er-
reichen, so da nach Gleichung (2.5) 4, nicht weiter zunehmen kann, und die Kurve im
weiteren als horizontale Gerade verlduft.
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2.1 Monokristallines Stoffgesetz

Dem verwendeten Stoffgesetz liegt die additive Aufspaltung des Tensors der Verzerrungs-
geschwindigkeiten in einen elastischen und einen inelastischen Anteil zugrunde:

d=d,+d;. (2.7)

Diese Aufspaltung ist gleichbedeutend mit der multiplikativen Zerlegung des Deformati-
onsgradienten in entsprechende Anteile

F=F,F;, (2.8)

da die elastischen Verformungen als klein im Vergleich zu den irreversiblen Deformationen
angenommen werden.

2.1.1 Elastischer Anteil

Fiir den elastischen Anteil d, wird ein hypoelastisches Stoffgesetz angesetzt mit einer noch

v
zu definierenden objektiven Zeitableitung (.):

d.=C'§& . (2.9)

Aus der hexagonalen Kristallstruktur des monokristallinen Eises ergibt sich sofort die
transversale Isotropie der elastischen Eigenschaften. Sie sind von beliebigen Rotationen
des Kristalls um die durch die Richtung 7i gekennzeichnete Achse, die sogenannte c-Achse
unabhingig (vgl. Abb. 2.1 und BiSCHOFF-BEIERMANN [BB92]). Die 21 Komponenten des
Elastizitatstensors C lassen sich aus 5 linear unabhéngigen Gréfien berechnen, die von
DANTL [Dan6g] als Funktion der Temperatur 7, in °C bestimmt worden sind:

c11=12.904 (1-1.489 - 10737,—1.85- 107572 )10°MPa  £0.3%
ciz= 6.487 (1-2.072 -107%7,-3.62-107572)10°MPa £ 2.0%
as= 5.622(1-1.874-107°T, J103MPa  +7.0%
c33 = 14.075 (1-1.629 - 1073T,~2.93 - 107672 )10°MPa  +0.4%
( )

caa= 2.819(1-1.601 - 10737,—3.62 - 1075T2)10MPa  +0.7%

In Kapitel 2.2.1 wird nach dem Ubergang auf die Matrizenschreibweise angegeben, wie
die dem Tensor C entsprechende 6 x 6-Matrix mit den c;; belegt ist.
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2.1.2 Inelastischer Anteil

Zur Beschreibung der irreversiblen Formédnderung d, wird das Stoffgesetz fiir den Eis-
monokristall von BISCHOFF-BEIERMANYN [BB92| verwendet. Entsprechend den zugrunde
licgenden mikromechanischien Ursachen wird der (isochore) inelastische Anteil des Tensors
der Verzerrungsgeschwindigkeiten d; in 3 Anteile aufgespalten:

d=dy+d,+d, ., tr{d;)=0. (2.10)

Sie werden durch die Verforrmungsmechanismen der basalen und der prismatischen Glei-
tung sowie durch axiale Lédngendnderung hervorgerufen. Die Materialfunktionen in den
Gleichungen fiir d, und d, wurden aufgrund mangelnder experimenteller Untersuchun-
gen nicht entwickelt. d; wird deshalb durch die dominierende basale Abgleitung d, allein
beschrieben. Fir sie 146t sich ein Stoffgesetz aus der Analyse der Versetzungsbewegung
angeben. Es verkniipft die Verzerrungsgeschwindigkeiten d, mit den Schubspannungen 7,
im zweidimensionalen Unterraum der basalen Gleitung in Abhéngigkeit von der Verset-
zrungsdichte A:

_
d, = TALE (2.11)
mit
/1
T = 576'7!): (212)
B =bAv(m), (2.13)
i= (L fummar—a) 2o 214
= Ter‘O,U.T)T dtn). 2.14)

Hierin ist b der Betrag des Burger-Vektors, v(7,) die mittlere Geschwindigkeit der Verset-
zungen als Funktion vom Betrag der maximalen hasalen Schuhspannung, d der Abstand
der Versetzungsquellen, p(7) die Versetzungsquellendichte und G der Schubmodul.

Die Schubspannungen 7, lassen sich berechnen aus der Beziehung:

rm=Ic. (2.15)

Dabei ist I* ein Einheitstensor (vierter Stufe) des zweidimensionalen Unterraums der
basalen Gleitung. In diesen Unterraum projiziert I® aus dem sechsdimensionalen Span-
nungsraum ¢en beliebigen Spannungszustand . Gleichung (2.15) fihrt auf
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Ty =A QoA+ 7o @R — 27 @ A(fon) . (2.16)

Die Rate 4, der basalen Abgleitung verhilt sich proportional zur mittleren Geschwindig-
keit der Versetzungen v gemélB der Orowangleichung (2.13) (OROWAN [Oro34]) und ist
iiber v(7) indirekt eine Funktion von 7, (vgl. a. Abb. 2.1).

Mit einem linearen Ansatz sowohl fiir die Geschwindigkeit v(7,) als auch fiir die Verset-
zungsquellendichte p(7), d.h. mit

'U(Tb) = k'vb Ty (2.17)

und
u(m) =mT (2.18)

werden die Gleichungen (2.11) und (2.14) umgeformt zu

1
db = -2— bkvb A Ty (2.19)
und 2k 2 k
y vb HiBop 4
A= g Tb/\+———3ﬂ_deTb (2.20)

mit den zusétzlichen Materialparametern ky, und y;.

2.2 Aufbereitung der Stoffgleichungen fiir die Finite-
Elemente-Formulierung

Fir die FE-Formulierung werden die Gleichungen des monokristallinen Stoffgesetzes in
Komponenten beziiglich globaler Koordinaten benétigt. Abb. 2.4 zeigt ein finites Element
als Ausschnitt eines Eiskorns. Die c-Achse bzw. der Normalenvektor 7 ist gegeniiber der
globalen z-Achse um den Anisotropiewinkel ¢ geneigt. In Richtung der c-Achse verliuft
die 3-Achse eines lokalen Koordinatensystems. Die zugehorige 2-Achse ist an der Schnitt-
linie der basalen Ebene mit der Zeichenebene angeheftet. Diese Geometrie wird bei der
Herleitung des monokristallinen Stoffgesetzes in globalen Koordinaten zugrundegelegt.
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c-Achse
z A
9

[+ -\,7 —l-
z Y

Abb. 2.4: Finites Element mit basaler Ebene

Es geniigt, die Rotation der basalen Ebene mit 4 allein, also nur mit einem Rotations-
freiheitsgrad zu beschreiben, da sich die in Kapitel 6 betrachtete polykristalline Eisform
unter der vorherrschenden ebenen Belastung durch ein zweidimensionales FE-Modell be-
schreiben 148t.

2.2.1 Elastischer Anteil

Zunichst soll die objektive Zeitableitung in Gleichung (2.9) gewihlt werden. Es erweist
sich als zweckméaBig, auf die Matrizenschreibweise iiberzugehen, d.h. Spannungen und Ver-
zerrungen als 6 x 1 Vektoren unter Ausnutzung des Botzmann-Axioms darzustellen. Ihre
Komponenten beziehen sich auf das lokale an die basale Ebene angeheftete Koordinaten-
system (vgl. Abb. 2.4). Darauf weist das Sternchen * im folgenden hin.

Die Spannungen sind linear mit den elastischen Verzerrungen verkniipft:
oc*=C"¢), (2.21)

oder in den Raten ausgedriickt
o"=C"¢]. (2.22)

Gleichung (2.22) entsteht durch materielle Ableitung der Gleichung (2.21) nach der Zeit;
d.h. die mitrotierende Basis des lokalen KOOS wird nicht mit abgeleitet, da die Tragheits-
krafte in den Gleichgewichtsbeziehungen und nicht in den Stoffgleichungen beriicksichtigt
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werden.

Z.B. lautet die Matrizengleichung (2.21) ausgeschrieben:

/0{1\ ci1 ¢z ¢z O 0 0 £ry

[op ciz ¢i1 ciz O 0 0 Erao

O33 _ @3 3 ¢33 0 0 0 €233 . (2.23)
033 0 0 0 2c4 O 0 €193

o3 0 0 O 0 2cq 0 Er31

o4 \0 0 0 O 0 (en—ca2) \8212)

Die Gréflen ¢;; sind im Kapitel 2.1.1 angegeben. Der 6 x 1 Vektor € enthélt nicht die
doppelten Werte der gemischt indizierten Komponenten, da zunéchst noch bewufit auf
die Voigtsche Notation verzichtet werden soll. Dadurch gestaltet sich die Herleitung des
Werkstoffgesetzes in globalen Koordinaten einheitlicher:

Die im lokalen Koordinatensystem angegebenen Vektoren der Spannungen und Verzer-
rungen werden mit Hilfe der gleichen Transformationsmatrix P auf das globale Koordi-
natensystem umgerechnet. Das Sternchen * fillt weg:

o"=Po , e;=Pe,. (2.24)

Die Transformationsmatrix P lautet

( 1 0 O 0 0 0)
0 c2 s —2¢ 0 O
0 s ¢2 2sc 0 0
P = 2.25
0 sc —sc c2—s2 0 0| ° (2.25)
0 0 0 0 C

wobel s und c fiir sin ¥ bzw. cos 9 stehen.

Wir wollen beide Schreibarten (2.21) und (2.22) des elastischen Stoffgesetzes parallel auf
das globale raumfeste KOOS transformieren und die Unterschiede herausarbeiten. Dabei
werden die beiden Gleichungen von links mit P~' multipliziert und die Darstellbarkeit
der Einheitsmatrix I als I = P P™! ausgenutzt:
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o*=C"¢] = Ple*=P'C*"PP ‘¢ = o=Ce, (2.26)
o*=C"¢& = P lo"=P'C"PP ¢} (2.27)
o (P lg*) — (P Yo =C{(P e}y — (P Vje’)} (2.28)
& 6 - (PY)Po =C{é. — (P Pe,) =§=C2% (229

Bei isotropen Materialverhalten fiihrt die Transformation (2.26) einfach auf ¢ = C* ¢,
da in diesem Fall C* und C = P~!' C* P {ihereinstimmen.
Fiir die in Raten angeschriebene Werkstoffbeziehung stellt man fest, daf sich fiir isotropes
Material die zusitzlichen Terme — (P~')' P o und — C (P™!) P e, gerade wegheben, also
cinfach & = C* ¢, gilt. Trotzdem reduziert sich die Bedeutung der Gleichung (2.29) nicht
auf die triviale Tatsache, daf} sie durch das Addieren der gleichen Grofie auf heiden Seiten
einer Gleichung entsteht. Vielmehr stellt nur §= C* &, das zu ¢* = C* ¢ #quivalen-
te Stoffgesetz in raumbezogenen Gréflen dar. Das Objektivititsprinzip (vgl. WEGENER
[Weg91]) verlangt, dafl nur objektive Grofien in Werkstoffgesetzen verwendet werden, d.h.
fiir diese Groflen muf folgende Transformationsvorschrift gelten, hier z.B. angeschrieben
tiir o:

o=P'lo". (2.30)

Fir die Transformation der materiellen Zeitableitung gilt:
g=Ple*, (2.31)
mit der sogenannten objektiven Zeitableitung
o=6—- (P )Po. (2.32)

Ein Beispiel soll den Unterschied zwischen & und & verdeutlichen:

Fiir einen zeitlich unverdnderlichen Spannungs- und Verzerrungszustand ¢* = 0 = €&/
ergibt sich ebenfalls = 0 =&,, aber & = (P~!) P ¢ # 0 (analog fiir &), wenn die basale
Ebene eine Starrkorperrotation mit (P~!) P # 0 erfihrt.

Erfordern die vorangehenden Uberlegungen schon im isotropen Fall die Verwendung ob-
jektiver Groflen im Stoffgesetz, so sind diese im anisotropen Fall unumginglich, da dann
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C # C* gilt, und sich die zusitzlichen Terme — (P~})'P o und — C (P~') Pe, nicht
mehr gegeneinander wegheben.

Gleichung (2.29) beriicksichtigt bereits die Rotation der basalen Ebenen infolge einer
Starrkorperrotation. Diese Beziehung 188t sich formal auf den Fall grofier Deformationen
erweitern, indem folgendes hypoelastisches Stoffgesetz angesetzt wird:

o= Cd,, (2.33)

mit C = P~ C* P, C~ nach Gleichung (2.23) und P nach (2.25). d. (hier als 6 x 1-Vektor
geschrieben) ist der elastische Anteil des Tensors der Verzerrungsgeschwindigkeiten d, der
als symmetrischer Anteil des Geschwindigkeitsgradienten bereits eine objektive Grofie dar-
stellt.

Damit erhalten wir gerade die inverse Formulierung von Gleichung (2.9).

Anstatt wie vorgestellt liber die Koordinatentransformation zur geeigneten objektiven
Zeitableitung der Spannungen zu gelangen, kann das Ergebnis auch analog zu dem Kon-
zept der Lie-Ableitung gewonnen werden, nach dem zuerst der auf die aktuelle Kon-
figuration bezogene Spannungstensor zuriickgezogen wird auf die Referenzkonfiguration
(pull-back: & * = P &), dann materiell nach der Zeit abgeleitet und anschlieffend wieder
,vorgeschoben“ wird auf die Momentankonfiguration (push forward: P~ &*):

=P ' (Po) =P 'Po+P 'Po=6+P'Po. (2.34)
Das fiihrt mit der Beziechung P! P = —(P-"l) P (aus der Ableitung der Identitiit
P P! = I nach der Zeit) gerade auf das Ergebnis (2.32).

In Tensorschreibweise lautet es

F=6-wo+tow (2.35)

und ist unschwer als die verallgemeinerte objektive Zeitableitung nach Jaumann zu er-
kennen mit w als Rotationsgeschwindigkeit der Gleitsysteme bzw. der basalen Ebene.

2.2.2 Inelastischer Anteil

Der Tensor der basalen Schubspannungen 7, und der Betrag 7, der maximalen basalen
Schubspannung aus den Stoffgleichungen (2.19) und (2.20) fiir den inelastischen Verfor-
mungsanteil sind noch beziiglich globaler Koordinaten anzugeben:
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T3 nach Gleichung (2.15) bzw. nach (2.16) stellt sich mit 7 = (0, sin ¥, cos 9)7 - vgl. Abb.
2.4 - und nach Ubergang auf die Matrizenschreibweise dar als

Ty = IbO' . (236)

In dieser Matrizengleichung sind 7, und o 6 x 1 Vektoren und I, ist die dem Tensor I b
entsprechende 6 x 6 Einheitsmatrix. Gleichung (2.36) lautet ausgeschrieben

To,. {0 0 0 0 0 0\ (0w
Th,, 0 2sin”29 —2sin’20 2 sindd 0 0] | oy
T, | _ 1|0 —2sin®20  2sin®20 —2sin4d 0 0f | o,
Th, . T 4]0 sin 49 —sin4d 4 cos? 29 0 0 (o]’
Th,. 0 0 0 0 4cos’d 2sin29| |0,
\ 7., / \0 0 0 0 2sin29 4sin?9 ] \Ozy)
(2.37)
und der Betrag der maximalen basalen Schubspannung 7, ergibt sich zu
1
Ty = \/{5(099 — 0,,) sin 20 + 0y, €08 20} + {04y sin g + 0, cos 9}2 . (2.38)

Damit schreibt sich der inelastische Anteil des Stoffgesetzes nach Gleichung (2.19) in der
Matrizendarstellung als

db:%‘bk‘ub/\IbO', (239)

mit der Evolutionsgleichung fiir A(7;) nach den Gleichungen (2.20) und (2.38).

2.2.3 Rotation der Mikrostruktur

Ausgangspunkt fiir die Herleitung einer Bestimmungsgleichung fiir die Geschwindigkeit
9, mit der die c-Achse und damit die basale Ebene rotiert, ist der Tensor der Rotationsge-
schwindigkeiten W. Er 148t sich unter der Voraussetzung kleiner elastischer Verformungen
additiv in den Spintensor w und den plastischen Spin W7 zerlegen:

W=w+W?. (2.40)
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ARAVAS UND AIFANTIS [AA91] geben fiir sie folgende geometrische Interpretation: w ist
die Geschwindigkeit, mit der die Gleitsysteme rotieren. Dann lautet die zeitliche Anderung
des die c-Achse kennzeichnenden Normalenvektors 7i:

R=wi. (2.41)

WP ist die mittlere Rotationsgeschwindigkeit aller materiellen Linienelemente in der Umi-
gebung des Beobachterpunktes, relativ zu einem Beobachter, der sich mit den Gleitsyste-

men bewegt:
WP=dri@n-nend,. (2.42)

Mit diesem Zusammenhang und mit w = W — WP? nach Gleichung (2.40) folgt
R=Wi—-(I-A®n)d. (2.43)

Die Anderung des Winkels 9 ergibt sich, indem die Beziehung

., di dA .
T T w (244)
mit dem Vektor %—"} skalar multipliziert wird:
. drit . o= _.
. b kvb .
=W, - 1 Alsin 29(0yy — 0,.) +2¢0829 0y,] . (2.46)

2.2.4 Monokristallines Stoffgesetz in globalen Koordinaten

Zur Verkniipfung des elastischen und inelastischen Anteils des Stoffgesetzes dient die zu
Gleichung (2.7) analoge Aufspaltung in der Matrizenschreibweise:
d=d.+d; (2.47)

Durch Einsetzen der Beziehungen (2.33), (2.19) und (2.36) fiir die elastischen und inela-
stischen Anteile der Verzerrungsgeschwindigkeiten wird Gleichung (2.47) in das monokri-
stalline Stoffgesetz, ausgedriickt in globalen Koordinaten, umgeformt:

d=C'¢& + 1o (2.48)
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Dabei bedeutet Ag:

1
/\kzibkvb/\'

(2.49)

Die Methode der Finiten Elemente benttigt die inverse Formulierung des Stoffgesetzes:

d=Cd - Cl,o,

oder ausgeschrieben:

—2Ca4 Mg

v
/g” ( Cn Ci Cis
Tyy Ciz2 Cyp Cy
3 2z _ Ciz Co3 Ciss
Gy Cia Co Cyy
g 0 0 0
kgzy 0 0 0
[0 0

2C1
2024
2C3
2Cu
0
0

0

oo o

0
2 Css

0

0 Cy —Cih 2C;
0-C; Cq —2Cin 00

o o o

0
2Cxe
2 Ces

0 0)
00

0 Cip ~Cin Ciz 00
0 0 O 0 c?sc
\0 0 O 0 scs?)
mit:

Cn=cn

Cra = c2cyy +5%cy3

Cis = sPc12 + cPorg

Ci4 = —sc ey +8CeCp3

02'2 = C4cll + 25202013 + S4C33 + 4S2C2C44

Coz = s?c?eyy + (st + ¢*)crz + s%c?esz — 4s?cPeyy

Cas = —sc3eyy + (sc® — s3c)erg +s%ceag + 2(sc® — s%c)eqy

Cs3 = stciy + 2s%c%ei3 + cteas + 4s%cPey

Csq = —sBc ey + (sc — sc®)eps +sc3ess + 2(sPc — sc®)cyy

Cyus = 5°c®cy; — 25%c%cy3 + s2c®cas + (c? — 5%)2cyq

1.2 1.2 2
055 = 587C11 — §S Cia2 + C°Cyq

2
Crse = —%sc ¢y + %sc C12 + SC Cyq
1.2 1.2 2
Ces = 5C°C11 — 5C°C12 +8"cy

In zweierlei Hinsicht bedarf es noch einer Modifikation:

(2.50)

(2.51)

Ci = 2s%c?
Cig = scfc? — s?)
Ciz = (02 — 82)2
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1. Im Hinblick auf das zu formulierende Prinzip der virtuellen Arbeit fiir die FE-
Methode muf} iberpriift werden, ob die im Stoffgesetz verwendeten Spannungs- und
Verzerrungsmafe zueinander konjugiert sind. Das soll zunachst gleichbedeutend mit
der Forderung sein, dafl das Skalarprodukt o - d aus den Vektoren o und d die
gleiche Elementarleistung ergibt wie das doppelt skalare Produkt o;d;; aus den
entsprechenden Tensoren. Diese Bedingung fiihrt direkt zur Voigtschen Notation, die
hier aber dahingehend modifiziert wird, dafl die einzelnen Komponenten weiterhin
doppeltindiziert bleiben. Anstelle der gemischtindizierten Komponenten in d treten
jetzt ihre zweifachen Werte. Dadurch erhilt die Matrix C eine symmetrische Gestalt,
was spéter von rechentechnischem Vorteil sein wird:

v
(g‘“\ (Cii Ciz Ci3 Ciu 0 0 [dy

Oyy Cia Cyp Cy Cyu 0 0 dyy

Ge:| _|Cizs Coz Cs3 C4 0 0 d..

cvfyz Ciuy Cy Cyy Cyy 0 0 2dy,

g 0 0 0 0 Cs Csl||2ds
0 0 0 0 Cy Culod

Foy/ 56 Ces ) y

0 0 0 00\ {om)
Ca —Cin 2C5 0 0] |0y

-2 C44 '\k (252)

0 0 0 c%scl||o.s
0 0 0 scs® J Try)

2. Die Beziehung (2.52) erscheint als ein dreidimensionales Werkstoffgesetz. Da es aber
voraussetzt, daf die c-Achse allein um die z-Achse rotieren kann, ist Gleichung (2.52)
nur auf bestimmte Belastungsfille anwendbar. Ebene Probleme wie der ebene Span-
nungszustand und der ebene Verzerrungszustand garantieren aus reinen Symmetrie-
betrachtungen heraus, da die c-Achse sich weder zur einen noch zur anderen Seite
aus der Ebene herausbewegt und stattdessen nur innerhalb der Ebene rotiert:

2.2.5 Ebener Verzerrungszustand und ebener Spannungszustand

Mit den Bedingungen fiir den ebenen Verzerrungszustandes EVZ

oy = gy = dgz = 0 (2.53)
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und denen des ebenen Spannungszustand ESZ

folgt:

v

Oyy

v

Ozz -

v

Oy
mit:

€11
Ceys

Ceis

_ . _V v __V
Ogzz = Ogy = Oz =0 =070 =0y =0z;
Y Yy

Cerz  Ceus dyy Ciny —Cipy 2ci31
Cepp Cens | |Gzz | —2Caa e | —Coyy Ciyy —2Ciy
Cesz Cess 2dy2 Cigy —Cigy  Cigg

iy, = 28°¢?

Ciy; = sc(c? — s?%)

Cizs = (02 _32)2

und fiir den ebenen Verzerrungszustand mit

CC]]
Ceys
Ceys
Cegy
Cegy

Cess

cieyy + 25%c?e3 + stegg + 4s%cPey

s?c?ey; + (s* + c)ers + s?c?egg — 4s%c?eyy

—sc®cy1 + (3¢ — s3¢)e3 + s3ceaz + 2(s¢3 — s3¢)cay
stcyy + 25223 + ctegs + 45%c?cay

—s¥cey1 + (s®c — sc?)eys + scieas + 2(s3¢ — sc3) ey

s2c?cy; — 28%c?ey3 + s2cPea3 + (€® — 5%)2cyy

sowie fiir den ebenen Spannungszustand mit

cell

Ceys

Ces

Ceay

Ceos

Cess

— 85— AU T (A2 2 2
Cerp = Ceyy — 11 (C Ci2 +8 613)
s w 2 2 2 2
Cop = Copy — o (c®ci2 + s°c13) (82 + ¢ cy3)
5 N 2 2
Cops = Cepy — c—l-l' (C Ci2+8 613)(—80012 + 8¢ 613)
1
3 — U ] 2 2
Ci,y = Chpy — o (s®c12 +c“c13)
s - v 2 2
Coy = Copy — . (s*c12 + c“c13)(—sceyp + scci3)
e, = ¢ — 1 (—sccia +sccy3)?
€33 ess 12 13

€11

(2.54)

(2.55)

(2.56)

(2.57)

(2.58)
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Der ebene Verzerrungszustand und der ebene Spannungszustand unterscheiden sich im
inelastischen Anteil des Stoffgesetzes nicht, da die basale Abgleitung d; keine Anderung
der Dicke in x-Richtung verursacht.

Ein Unterschied zwischen dem ESZ und EVZ koénnte noch in der Auswertung des Betrages
T, der maximalen basalen Schubspannung bestehen. 7, geht als Variable in die Evoluti-
onsgleichung (2.20) fiir die Versetzungsdichte ein:

Beim EVZ erfordert die Berechnung von 7, nach Gleichung (2.38) die Bestimmung der
Spannungen o,, und gy, die nicht als Belastung vorgegeben werden diirfen, sondern aus
der Verformungsbehinderung in x-Richtung herzuleiten sind. Abermals hilft die Forderung
nach Symmetrie bzgl. der y,z-Ebene weiter. Der Schubspannungsvektor £ als verjiingendes
Produkt aus dem Schubspannungstensor 7, mit dem Normaleneinheitsvektor 7i liegt in
der basalen Ebene. Innerhalb dieser Ebene darf £ nicht beliebig gerichtet sein, da ein
Herauszeigen dieses Vektors aus der y,z-Ebene gegen obige Symmetrieforderung bei ebenen
Problemen verstofit. Folglich gibt die Schnittlinie aus der basalen Ebene mit der y,z-Ebene
die Orientierung von £ wieder; d.h. seine x-Komponente

ty = Ozysin®d + 04, cosV (2.59)
mufl verschwinden. Also auch fiir den EVZ vereinfacht sich dann 7, zu:
1
7o = | §(Uyy ~ 03,) 8in 29 + 0,, cos 29 | . (2.60)

Die Gleichungen der abhéngigen Gro8en lauten fiir den ebenen Verzerrungszustand (mit
t, = 0 aus Gleichung (2.59))

o dyy
Oz = (012 Cl3 C"14) dzz (261)
2d,,
gwy = ga:z =0 (262)
und fiir den ebenen Spannungszustand
1 dyy
dzz - - 'CT_ (012 C'13 C'14) dzz (263)
11 2d

oy = dpy =0 . (2.64)
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3. Finite-Elemente-Modellierung

3.1 Vorbemerkungen

Fiir die Simulationsrechnungen wird das semikommerzielle Finite-Elemente-Programm
FEAP verwendet. Dieses Programm wurde von TAYLOR ([ZT89a] und [ZT89b]) speziell
zur Losung nichtlinearer Probleme entwickelt. Es nimmt dem Anwender den Zusammen-
bau der Elementmatrizen, die Losung des Gleichungssystems und die Speicherplatzverwal-
tung fiir die Elementdaten ab, erfordert aber eine benutzereigene Elementroutine, die die
Elementsteifigkeitsmatrix und die Elementlastvektoren zur Verfiigung stellt. Angelehnt
an ein Scheibenelement von WESTERHOFF [Wes95] wurde ein isoparametrisches Vier-
Knoten-Scheibenelement fiir monokristallines Eis entwickelt, das {iber kleine Verformun-
gen hinaus auch bei grofien Deformationen und grofien Starrkérperrotationen anwendbar
ist.

Dieses Kapitel gliedert sich wie folgt:

Im Abschnitt 3.2 wird die Update-Langrangesche Formulierung erldutert, das isoparame-
trische Element mit seinen Ansatzfunktionen vorgestellt, sowie die innerhalb der Gleich-
gewichtsiteration erforderliche Zeitintegration besprochen.

Die Verifikationsrechnungen im Abschnitt 3.3 zeigen die erfolgreiche programmtechnische
Umsetzung der FE-Formulierung.

Abschnitt 3.4 erldutert das Prdprocessing zum Erstellen der FE-Modelle von monokri-
stallinen und polykristallinen Eisproben fiir ein- bzw. zweiaxiale Versuche.
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3.2 Formulierung der Methode der Finiten Elemente

3.2.1 Grundlegendes Konzept

Das dieser Methode zugrunde liegende Konzept besteht in der Uberfiihrung eines Systems
partieller Differentialgleichungen in ein linearisiertes algebraisches Gleichungssystem, fiir
welches effektive Losungsverfahren zur Verfiigung stehen. Dazu wird das Differentialglei-
chungssystem in einen Integralausdruck {iber das zu untersuchende Gebiet umgeformt.
Durch Zerlegung des Gebietes in diskrete Teilbereiche (die finiten Elemente) kann das
Integral als Summe der Integrale iiber die Elemente dargestellt werden. Die Unbekannten
werden durch elementweise Ansatzfunktionen in Abh#ngigkeit der Elementknotenwerte
ausgedriickt. Einsetzen dieser Ansatzfunktionen in den Integralausdruck liefert ein alge-
braisches Gleichungssystem fiir die Knotenwerte. Nach dessen Losung kann mit Hilfe der
Ansitze eine Ndherungslosung fiir das gesamte Gebiet angegeben werden.

Die einzelnen Schritte zur Herleitung des hier verwendeten FE-Konzeptes stellen sich kurz
zusammengefafit folgendermaflen dar:

Aus dem Impulssatz fiir ein ruhendes, verformtes Koérperelement wird das Prinzip der
virtuellen Arbeit fiir groe Forméanderungen hergeleitet. Durch Anwendung der Update-
Lagrange-Formulierung gelingt es, die Volumenintegration zum Zeitpunkt ¢ + At auf das
bekannte Volumen zum Zeitpunkt ¢ zuriickzufithren. Die unbekannte Spannung zum Zeit-
punkt t+ At wird ersetzt durch die bereits im vorherigen Zeitschritt berechnete Spannung
und einen zu ermittelnden Zuwachs. Dieser Spannungszuwachs wird durch das inkremen-
tell zu formulierende Werkstoffgesetz beschrieben und entspricht damit einem Zuwachs
an Dehnung. Durch einen Polynomansatz fiir die Verschiebung mit den zu berechnenden
Knotenpunktverschiebungen als Freiwerte kann die Volumenintegration vorweggenommen
werden, so daf} ein lineares Gleichungssystem fiir die Knotenpunktverschiebungszuwéchse
verbleibt. Addiert zu der bekannten Verschiebung zum Zeitpunkt ¢ ergibt sich eine erste
Naherung fiir die Verschiebung zum Zeitpunkt ¢ + At. Mittels einer Zeitintegration zwi-
schen t und ¢ + At werden aus der Werkstoffbeziehung fiir die angeniherte Verschiebung
die entsprechenden Spannungen und internen Variablen berechnet und damit die rechte
Seite des Gleichungssystems neu bestimmt. Daraus resultiert ein weiterer Zuwachs. Die-
se Iteration wird solange fortgesetzt, bis ein geeignet zu wihlendes Konvergenzkriterium
erfiillt ist.
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3.2.2 Prinzip der virtuellen Arbeit fiir grole Forminderungen

Wird der Impulssatz fiir ein ruhendes, verformtes Korperelement
dive + pf =0 (3.1)

skalar mit der virtuellen Verschiebung §u multipliziert und anschliefend iiber das aktuelle
Volumen integriert, folgt mit Hilfe des Gauflschen Satzes das bezliglich der verformten
Konfiguration aufgestellte Prinzip der virtuellen Arbeit

/cr- S(eradu + (gradw)T) dV = /p 6udA+/pf su dV . (3.2)

Dabei wurden die Vertauschbarkeit der Gradientenbildung und Variation, die Symmetrie
des Spannungstensors o und das Theorem von Cauchy p = o n ausgenutzt.

Die linke Seite von Gleichung (3.2) stellt die virtuelle Forminderungsarbeit §W dar,
wihrend auf der rechten Seite die virtuelle Arbeit der dufieren flichenhaft verteilt angrei-
fenden Krifte § A4 und aller volumenhaft angreifenden Krifte § Ay steht.

3.2.3 Update-Lagrangesche Formulierung des Prinzips der vir-
tuellen Arbeit

In der Formulierung des Prinzips der virtuellen Arbeit gemaff Gleichung (3.2) sind alle
Groflen auf die unbekannte verformte Lage bezogen. Zur Auswertung der Integrale mufl
eine Transformation auf eine bekannte Konfiguration durchgefiihrt werden.

Bei dem vorliegenden geschwindigkeitsabhangigen Materialverhalten wird die Aufteilung
der Belastung in einzelne Belastungsschritte erforderlich, so dafl sich die Konfiguration des
zuletzt berechneten Schrittes anbietet. Dieses Vorgehen wird als Update-Lagrangesches
Verfahren bezeichnet.

Um die im folgenden auftretenden Grofien eindeutig zu bestimmen, wird die Bezeichnungs-
weise von BATHE [Bat90] {ibernommen: Linke obere Indizes kennzeichnen die Konfigu-
ration, in der die betreffende Grofle auftritt, wiahrend der linke untere Index die Bezugs-
konfiguration dieser Gréfie angibt. Bei Eindeutigkeit werden die linksstehenden Indizes
weggelassen.

Das Problem besteht nun darin, aus der bekannten Konfiguration zum Zeitpunkt ¢ die
neue Konfiguration zum Zeitpunkt ¢ + At zu berechnen. Dabei bezeichnet *+%tu die Ver-
schiebung aus der Ausgangskonfiguration zur Zeit t in die unbekannte Lage zur Zeit ¢+ At

Loty = L, b (3.3)
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Zunéchst soll die Integration in Gleichung (3.2) auf die Integration iiber ein bekanntes
Gebiet zurlickgefiihrt werden:
Mit den Definitionen

“NS = J(TAFTY) (Hhie ) (TR (3.0
fiir den 2. Piola-Kirchhoffschen Spannungstensor und
1
Hhle — 5 (Grad™™®*u + (Grad™™®'u)T) 4+ (Grad™*'u)T Grad**2'u ) (3.5)

fir den Green-Lagrangeschen Verzerrungstensor und unter Zuhilfenahme der Beziehungen

t+AtV t

p
J = v oty (3.6)
und |
(ALY T gl (AT < 5 6(grad™®tu + (grad®*2'u)T) (3.7)
148t sich die virtuelle Formadnderungsarbeit
1
W = / Al Eé(grad“'mu + (gradtt2tu)T) tHotqy (3.8)
t+ALYy
umformen in ein Integral iiber das bekannte Volumen *V:
SW = / tAtg | stHALo Ly (3.9)
ty

Nach MACVEAN [Mac68] stellen S und & zueinander konjugierte Spannungs- und Ver-
zerrungsmafle auch fiir den Fall der Anisotropie dar. Warend der 2. Piola-Kirchhoffsche
Spannungstensor einer anschaulichen Deutung kaum zugénglich ist, 14t sich der Green-
Lagrangesche Verzerrungstensor folgendermafien geometrisch interpretieren:

Betrachten wir dazu in Abb. 3.1 einen Quader in der Ausgangskonfiguration mit den
Abmessungen dxy, dyo und dz; in kartesischen Koordinaten. Der Korper sei mit einem
orthogonalen Netz von Materielinien {iberzogen. Fiir eine anfangs parallel zur x,-Achse
ausgerichtete Materielinie mit dem herausgegriffenen Langenstiick dxg 148t sich die neue
Lange dz infolge der Verformungen u, v, w in zy-, yo- und zp-Richtung berechnen zu

ou ov ow
dr = — dzp)2 —_— 2 — 2, 31
x \/( dzy + Bre z0)? + (9550 dzp)? + (81‘.0 dxzo) (3.10)

Entwickelt man den Wurzelausdruck in eine Potenzreihe und bricht nach dem 2. Glied
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ab. folgt:
dr = dzp[l + %{25—; + (%)2 + (j—;])z + (%)2} + - (3.11)
Dann 1afit sich die relative Langeninderung der Materielinie als Dehnung definieren:
Exg = ﬂgf—@ (3.12)
= o e b (R (R + () (3.13)

Dieser Ausdruck ist unschwer als zz-Komponente des Green-Lagrangeschen Verzerrungs-
tensors (3.5) zu erkennen. Die Ndherung in Gleichung (3.11) a8t sich umgehen, indem
die Dehnung im Gegensatz zu Gleichung (3.12) definiert wird als

Erz = (dx):d;ogzdx")2 (3.14)

und somit Gleichung (3.13) direkt aus Gleichung (3.10) folgt.

- v
To, U dz \ , dzo dzo
l Ow
dz0 diL‘O

Yo,V Zp, W dyo dz

S
dl‘g

Abb. 3.1: Lingeninderung einer Materielinie

Die Gestaltinderung des Quaders soll durch die Gleitung beschrieben werden (vgl. Abb.
3.2). Ein anschauliches Maf ist der Winkel 7, den zwei sich kreuzende Materielinien
miteinander einschlieffen. Im unverformten Zustand stehen die Materielinien aufeinan-
der senkrecht, d.h. v = n/2. Es 148t sich zeigen, dafl die xy-Komponente des Green-
Lagrangeschen Verzerrungstensors (3.5)

1. 0u ov Ju Ou ov Ovu ow ow

= ettt o
€ v 2 ayo 8:1:0 (91,'0 ayo 61:0 Byo a.’rg ayo

zuriickfithrbar ist auf

(3.15)

_ 1 |af]b]

Epy = cos vy, 3.16
v 2 dCEo dyo ' ( )
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Yo 1}

ay

= ¥

0

20

Abb. 3.2: Anfangs- und Momentankonfiguration des Quaders
mit
a-b
la [b]
und den Vektoren a und b der betrachteten sich kreuzenden Materielinien

ou v Ow\ Jou d  Ow\’
e 1 . . b = d —_— 1 _, — 3 .

cosy = (3.17)

die im unverformten Zustand die Langen dzy bzw. dyy besafien:

ag = dzo (1;0; 007 |, by = dyo (0;1; 0)F . (3.19)

Damit beschreibt die Beziehung (3.16) die Gleitung als die Hilfte des Cosinus des von
den betrachteten Materielinien eingeschlossenen Winkels vy, normiert mit dem Verhéltnis
der aktuellen zu den urspriinglichen Langen der infinitesimalen Teilstiicke auf den Mate-
rielinien. Analog zu diesen Ausfiihrungen lassen sich auch die anderen Komponenten des
Green-Lagrangeschen Verzerrungstensors herleiten.

In der Literatur (z.B. BETTEN [Bet93]) wird von der Differenz der Abstandsquadrate
zweier infinitesimal benachbarter Punkte in der aktuellen Konfiguration und in der Aus-
gangskonfiguration ausgegangen (vgl. Gleichung (3.14)) und & aus der Definition

dr dr — drgdry = drg2e dry (3.20)

bestimmt.
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Vor dem Hintergrund, dafl die Groflen S und e kaum bzw. - wie in dem kleinen Exkurs
ausgefiihrt - nur unter Aufwand anschaulich erldutert werden kénnen, beruht ihre Bedeu-
tung in der Mechanik auf dem mathematischen Kunstgriff, daf Operationen mit ihnen
beziiglich einer bekannten Konfiguration ausgefiithrt werden kénnen:

So lautet mit der auf das Ausgangsvolumen bezogenen Belastung HA&p das vollstandige

Prinzip der virtuellen Arbeit

/ HAtg | gL gy /”Agp L5 04 A ¢ /tp HOE | gtbt gy (3.21)

ty 04 %
Zur Losung von Gleichung (3.21) mit Hilfe der Verschiebungsmethode miissen alle auftre-
tenden Groflen als Funktionen des unbekannten Verschiebungsfeldes ausgedriickt werden.
Das dadurch entstehende nichtlineare Gleichungssystem in w wird durch geometrische
und physikalische Linearisierung geldst. Dazu werden Spannungen und Verzerrungen zer-
legt und das Spannungsinkrement tiber das Materialgesetz als Funktion der Verzerrungen
ausgedriickt.

3.2.4 Zerlegung von Spannungen und Verzerrungen

Der 2. Piola-Kirchhoffsche Spannungstensor wird zerlegt in einen bekannten Anteil zum
Zeitpunkt ¢ und den zu ermittelnden Zuwachs

HAG =S 1 A,S. (3.22)

Die Variation des Green-Lagrangeschen Verzerrungstensors wird in einen linearen und
einen nichtlinearen Anteil aufgespalten

6t+A:€ == (516 = 6{6 + 5{'] (3.23)
mit 1
d:e = 5(5 (Gradu + (Gradu)T) (3.24)
und ] B
& = 55 ((Gradu)” Gradu ) . (3.25)

Vernachlassigt man das Produkt der beiden kleinen Gréflen NS - 6,77, so ergibt sich aus
Gleichung (3.21)

/AtS SetdV + /:s mtdV = §Ay + 6 A, — /;s SetdV.  (3.26)
ty ty ty
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3.2.5 Einbau des Werkstoffgesetzes

Nach Gleichung (2.50) lautet das Werkstoffgesetz
g=Cd~ Cio (3.27)

mit

C.=MCI, (3.28)
und den Gleichungen (2.20) und (2.49) fiir die Entwicklung der Versetzungsdichte A als
interne Variable und mit Gleichung (2.46), welche die Anderung des Winkels 1 beschreibt,
von dem C und C; abhingen.

Um das Werkstoffgesetz in das Prinzip der virtuellen Arbeit nach Gleichung (3.26) einset-
zen zu konnen, mufl das Inkrement des 2. Piola-Kirchhoffschen Spannungstensors durch
den Zuwachs der Cauchy-Spannungen gemifl Gleichung (3.27) ausgedriickt werden. Eine
Integration des Werkstoffgesetzes von ¢ bis zum Zeitpunkt ¢ + At ist nicht ohne weiteres
moglich, da der Funktionsverlauf der von ¢ abhéngigen Groflen gerade gesucht wird, also
nicht bekannt ist. Wenn deshalb im folgenden diese GréBen konstant zu ihren bekannten
Werten zum Zeitpunkt ¢ gesetzt werden - das entspricht der expliziten Eulerintegration - ,
dann geschieht dies im Bewufitsein, daf} sich eine Gleichgewichtsiteration anschlieflen wird.

Mit der Niherung
LS =~ (S At (3.29)

reduziert sich das Problem der Integration auf die Bestimmung der substantiellen Zeita-

bleitung des 2. Piola-Kirchhoffschen Spannungstensors aus der Beziehung
Ia:%F{SFT, t <7 <t+AL. (3.30)

Die substantielle Zeitableitung der Gleichung (3.30) ergibt

T

o= LFSF + L(FSFT+ FI§F" + F{SF), (3.31)
p p
mit
F=LF. (3.32)
Zum Zeitpunkt 7 =t gilt
F=I,0=8,J=1, (3.33)

woraus sich mit der objektiven Zeitableitung nach Gleichung (2.35)

. H
'S =tF +iwlo —lotw— Gﬁa—ﬁLia——ﬁa’(ﬁL)T (3.34)
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ergibt. Mit w =W — W?  L=d+ W und p/p = —tr(d) folgt
S =& +tr(d)oc —do —ocd — WP o + WP, (3.35)

Der Dehnungsgeschwindigkeitstensor d 14afit sich unter der Annahme zeitlich konstanter

Geschwindigkeit
Dr Du u u ,
v oo dt ~ At aiso At At (3.36)
mit Hilfe der Verschiebungen ausdriicken:
Zum betrachteten Zeitpunkt 7 =1 fallen die aktuellen Koordinaten mit denen der Refe-

renzkonfiguration zusammen, d.h.

1 1
td = YN, (Gradu + (Gradu)") = NG (3.37)
Setzt man Gleichung (3.35) mit der Beziehung (3.37) und dem Werkstoffgesetz (3.27) in
Gleichung (3.29) ein, so erhillt man fiir den Zuwachs des 2. Piola-Kirchhoffschen Span-

nungstensors
DS ~ Cier— (Cio + WPa — o WAL + tr(4e) )i — 151 i0 — o & (3.38)
und damit fiir das Prinzip der virtuellen Arbeit:

C e + tr(ig)lo — glo — o g} - 6.e'dV + [ lo - 6, tdV 3.39)
i t t t
ty tv

= Ay + A4 —/;a §.etdV + At /(C,-a L WPo — o W?P) - §.etdV .
ty

t‘/’

Diese Gleichung stellt die linearisierte Form des Prinzip der virtuellen Arbeit (3.21) dar
und liefert nur eine erste Naherung fiir das gesuchte Verschiebungsfeld . Es soll aus-
driicklich darauf hingewiesen werden, daf sich die Ndherungen zur Berechnung des Span-
nungsinkrementes A .S nur auf die Ermittlung der Steifigkeitsmatrix beziehen. Die fir
die Gleichgewichtsiteration benétigten Spannungen werden ohne diese Ndherungen be-
rechnet. Als nichstes wird das Prinzip der virtuellen Arbeit fiir diese Iteration aufbereitet:

3.2.6 Inkrementelle Formulierung des Prinzips der virtuellen
Arbeit

Da das nichtlineare Gleichungssystem (3.21) fiir das Verschiebungsfeld u mit Hilfe ei-
ner Gleichgewichtsoperation gelost werden soll, mufi das Problem inkrementell in den
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Verschiebungen formuliert werden. Dazu wird die unbekannte Verschiebung ;u durch die

Folge % mit

Oy = Dy 4 Ay | i=1,2 (3.40)
angenidhert.
Dementsprechend wird auch die Verzerrung A% durch (it) € approximiert
Aty ~ (g (3.41)
Aus der Variation der Verschiebungen
§Wu = (0 Vu + Ay) = § AUy (3.42)
folgt,
§%e =5 ADe + 6 AUy (3.43)
wobei in
s AYe = %(5 Grad( A®u) + 6 Grad( ADwu)T
+6 Grad( A®u)T Grad(Yu)
+ Grad( “Hu)T § Grad( APu)) (3.44)
die in A®w linearen und in
s Ay = %(5 Grad( APu)T Grad(ADu)
+ Grad( ADu)T § Grad( APu) ) (3.45)

die in A®wu quadratischen Terme zusammengefafit sind. Fiir i = 1 wird ¢~ Du = @Oy =
0, und die Gleichungen (3.44) und (3.45) gehen in die entsprechenden Beziehungen (3.24)
und (3.25) iiber. Nach Aufteilung der Spannungen @S in den bekannten Anteil ~Y§
und das Inkrement A®S

ABg =g _ G-Dg (3.46)

stellt sich das Prinzip der virtuellen Arbeit folgendermafien dar:

[ 895 -500etav + [ A0S -5 AQyiav
ty ty

+ [C05 6 A0ntaV = 54y + 54, - [ VS5 a0 V. (3.47)
ty ty

Da das zweite Integral auf der linken Seite Gréfen enthédlt, die gegeniiber den restlichen
von hoherer Ordnung klein sind, wird es in der Iteration nicht beriicksichtigt. Fiir i = 1
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stimmt die Formulierung (3.47) mit der Gleichung (3.26) {iberein, wenn in beiden Féllen
das Inkrement AS in gleicher Weise angenédhert wird.

Das Inkrement A® S wird aus Gleichung (3.38) bestimmt, indem in ;&; aus der Beziehung
(3.37) das Verschiebungsfeld u durch A u ersetzt wird. Dann folgt mit der Bezeichnung

A%, = 2 (Grad( ADu) + Grad( APw)T) (3.48)

[N

das Spannungsinkrement

A0S ~ ,C A% + tr(A%e) o — Al o — to ¢
—{Cioc + WP o — c WP} At (3.49)

wobel der Klammerausdruck {---} und die Gréflen ,C und {o konstant mit ihren An-
fangswerten zum Zeitpunkt ¢ belegt sind.

Die Gleichungen (3.47) und (3.49) bilden zusammen den Ausgangspunkt fiir die inkre-
mentelle FE-Formulierung.

3.2.7 FElemente und Ansatzfunktionen

Es stellt sich nun die Aufgabe, geeignete Ansatzfunktionen mit zu bestimmenden Freiwer-
ten fiir das unbekannte Verschiebungsfeld A zu finden, um die Volumenintegration in
Gleichung (3.47) vorwegnehmen zu konnen. Diese Aufgabe wire unldsbar bzw. das Ergeb-
nis zu ungenau, wenn das ganze Gebiet auf einmal betrachtet wiirde, da das tatsdchliche
Verschiebungsfeld viel zu komplex ist. Stattdessen - und das ist gerade die Idee der Finite-
Elemente-Methode - wird der betrachtete Korper in einzelne diskrete Bereiche aufgeteilt.
Bei geniigend hoher Anzahl solcher finiten Elemente reicht auf Elementebene ein weniger
komplexer Ansatz aus, um gute Ergebnisse zu erzielen. Die Integrale {iber das ganze Ge-
biet im Prinzip der virtuellen Arbeit (3.47) werden dann durch die Summe der Integrale
iiber die Teilvolumina ersetzt. Um die Elementsteifigkeitsmatrix etc. zu bestimmen, mufl
Gleichung (3.47) fiir jedes Element angeschrieben werden. Erst durch den Zusammenbau
der Matrizen aus den einzelnen Elementen gemifl Gleichung (3.47) und nach Einarbeiten
der geometrischen Randbedingungen entsteht ein losbares lineares Gleichungssystem, aus
dem die Freiwerte fiir das gesamte Gebiet gleichzeitig bestimmmt werden kénnen.
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Abb. 3.3: Vierknotenelement

Bei zweidimensionalen Problemen hat sich die Aufteilung in Dreiecks- und Vierecksele-
mente bewahrt. Der Vorteil der Dreieckselemente liegt in der besseren Anpassungsmdoglich-
keit an komplizierte Geometrien. Schwierigkeiten treten jedoch nach GALLAGHER [Gal76]
durch geometrische Anisotropie und unterschiedliches Konvergenzverhalten bei verschie-
denen Netzen auf.

Die Wahl der Ansatze bei einem finiten Element hat entscheidenden Einflufl auf Rechen-
zeit, Genauigkeit, Konvergenzverhalten und numerische Stabilitdt der gesamten Rech-
nung.

Aufgrund der grofien Effektivitit (BATHE [Bat90]) finden isoparametrische Ansétze fiir
Vier-Knoten-Scheibenelemente Verwendung (vgl. Abb. 3.3):

x“thjx;" , a=12 , (3.50)
7=1
1
ADy* = 3" By Ay | a=12 , (3.51)
j=1
mit den Formfunktionen
h‘j:i(l"i'&j&)(l"*'njn) : (3.52)

Der Knoten j ist beziiglich des globalen z!, z*>-Koordinatensystems durch die Koordina-
ten z; und z7 und beziiglich des lokalen £, 7-Koordinatensystems durch die Koordinaten
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§; und 7; gekennzeichnet. Die Formfunktion h; hat am Knoten j den Wert 1 und sonst
0. Diese Form der Ansatzfunktion mit den Parametern A(")u;?‘ hat den Vorteil, daf8 die
zu berechnenden Freiwerte eine physikalische Bedeutung aufweisen. Es sind gerade die
Knotenwerte des unbekannten Verschiebungsfeldes A(?a im i-ten Schritt der Gleichge-
wichtsiteration.

3.2.8 Gleichgewichtsiteration

Der Ansatz (3.51) wird unter Verwendung der Gleichungen (3.44), (3.45), (3.48) und
(3.49) in das Prinzip der virtuellen Arbeit (3.47) auf Elementebene eingesetzt. Dabei 148t
sich die Variation § [ A®u] ausklammern. Die Flichen und Volumenintegration erfolgt
numerisch mittels der Gau3-Quadratur (optimierte Gewichtsfaktoren und Lage der Stiitz-
stellen).

Nach Zusammenbau der so berechneten Elementsteifigkeitsmatrizen und Elementlastvek-
toren erhdlt man das linearisierte Gleichungssystem fiir die Inkremente der Knotenpunkt-
verschiebungen

(K, + Kul [APu] = [R,] - [“VF] - {[R,]} . (3.53)

Darin bezeichnen [ K] und [ K, ] den linearen bzw. nichtlinearen Anteil der System-
steifigkeitsmatrix, der Lastvektor [ R, ] enthilt die Knotenlasten einschliellich der durch
Kondensation beriicksichtigten geometrischen Randbedingungen, [~ F ] umfaBt die aus
dem vorangegangenen Iterationsschritt stammenden Ungleichgewichtslasten, und [ Ry}
kann als viskoplastischer Lastvektor angesehen werden.

Die Lésung des Gleichungssystems liefert nur eine Nherung fiir [*+%tu |

(] = [Du] = [TDu] + [ADu]. (3.54)

Mit der modifizierten Newton-Raphson-Iteration kann die Losung verbessert werden, in-
dem die rechte Seite von Gleichung (3.53) als Funktion von [ ] neu berechnet wird.
Aus dem verbleibenden Residuum resultiert ein weiterer Verformungszuwachs usw.. Da-
bei wird konstant mit der Steifigkeitsmatrix zum Zeitpunkt ¢ gearbeitet. In den Vektor
der Ungleichgewichtslasten geht [a] allerdings nicht direkt ein, sondern nur iiber die
Spannung ¢~Y§ (vgl. Gleichung (3.47)).
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3.2.9 Zeitintegration

Nach jedem Schritt der Gleichgewichtsiteration miissen also die Spannungen S auf Ele-
mentebene neu ermittelt werden. Die Exaktheit einer FE-Analyse hédngt in erster Linie
davon ab, wie genau die rechte Seite des linearisierten Gleichungssystems (3.53) berechnet
wird, wéhrend das Konvergenzverhalten vor allem von der Steifigkeitsmatrix beeinflufit
wird. Um @S zu bestimmen, werden die konstitutiven Gleichungen (3.27) und (3.28)
numerisch von t bis ¢ + At integriert und daran anschliefend die Cauchy-Spannungen
in 2. Piola-Kirchhoffsche Spannungen transformiert. Fiir die Integration werden diese
Beziehungen zu einem Differentialgleichungssystem 1. Ordnung umgeformt, auf dessen
linker Seite nur die substantiellen Ableitungen der zu berechnenden Groflen steht, d.h.
die objektive Zeitableitung des Spannungsvektors nach Gleichung (2.32) ist einzusetzen.

hasale Ebene

5 .

3 331

T

Abb. 3.4: Finites Element mit basaler Ebene

Mit der auf das verwendete FE-Programm angepafiten Notation (vgl. Abb. 3.4) folgt:

oy = CepyV1g + Ceya V2,2 + Cepy (U1,2 + Uz,l)

—caa ky A (Ciy, (011 — 022) + 2615 012) + 20129 (3.55)
020 = Cepa V1,1 + Ceyy V22 + Cegy (V12 +V21)

+ C44 kv A (Ciu (0'11 - 0'22) + 2 Cizy 0'12) -2 0'12'1'9 (356)
F12 = Cepz V11 + Copg V22 + Cegy (V12 + V21)

— Casky /\(Cisl(all - 022) + Cigy 01'2) - (011 - 022) v (3~57)



36 3. Finite-Elemente-Modellierung

mit

: 1
9 = - (v2~v21) - Zkv Acy, (011 — 022) + o, 012) - (3.58)

[N

Der Anteil 26129 bzw. (011 — 022) 9 entstammt dem Term (P~1)' P in der objektiven
Zeitableitung (2.32). Durch Einsetzen von 9 und Hinzunahme der Evolutionsgleichung
(2.20) fiir die Versetzungsdichte A folgt das vollstindige Differentialgleichungssystem 1.
Ordnung:

011 = 012 (V12 — Va,1) + Cepy V11 + Cepy V22 + Ceyy (V12 + Ua1)
1
— Caa ky A (Ciyy (011 — 092) + 2¢45,012) — 5012 kv A (co, (011 — 022) + ¢4, 012) (3.59)

Oop = — 012 (V12 — V2,1) + Cepp Ur1 + Cepy V22 + Cegy (V1,2 + v21)

1
“+ C44 kv A (Ci“ (0’11 b 0’22) + 2Ci310'12) + -2— 012 kv A (Cﬁl (0’11 - 0'22) + Coy 0’12) (3.60)

012 = — % (011 — 022) (V1,2 = V21) + Cepz V1,1 + Cegy V22 + Cezy (V1,2 + 21)

1
— Ca4 ky A(Cig, (011 — 022) + CigyO12) + Z(Uu — 022)ky A(Cy, (011 — 022) + €9,012) (3.61)

. 1 1
’19 = 5 (U1,2 - 1}2’1) — Z k,, /\ (C.g1 (0’11 — 0’22) + 602 0'12) (362)

/.\ = —Cy s A+ Ch, T: , (3.63)

mit 7, nach Gleichung (2.60)

1
=g | co, (011 — 022) + Ca, 012) | (3.64)
und mit den Abkiirzungen

cy, = 8in29 , ¢y, = 2cos2¥ , (3.65)

2kvb 2”1 kvb
_ = LHB bk 3.66
T T % T 376G b (8.66)

1 1

Gy = 3 sin®29 , ¢ = 7 5in 49 , ciyy = c0s?20 (3.67)

sowie mit den Elastizitatskoeffizienten c,;; als Funktionen des Winkels 9, die getrennt nach
dem ebenen Verzerrungszustand und dem ebenen Spannungszustand in den Gleichungen
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(2.57) bzw. (2.58) aufgelistet sind.

In den konstitutiven Gleichungen treten die Geschwindigkeiten der Kérperpunkte abgelei-
tet nach den aktuellen raumfesten Koordinaten auf. Da die FE-Analyse nur Konfiguratio-
nen zu diskreten Zeitpunkten ergibt, muf} iiber den Geschwindigkeitsverlauf eine geeignete
Annahme getroffen werden. Die Zeitintegration benétigt die Geschwindigkeit zu einem be-
liebigen Zeitpunkt 7 innerhalb des Intervalls von t bis ¢t + At. Die Gleichgewichtsiteration
liefert ein ®u als Naherung fiir “*4*u. Daraus berechnen sich die Koordinaten “+4'z¢ des
Knotens j zum Zeitpunkt ¢ + At néherungsweise zu "*4'z¢ ~ fr2 + “ug. Im weiteren
wird der Iterationsindex ¢ der Ubersicht halber weggelassen. Bestimmt man die Ortsko-
ordinaten "z aus einer linearen Interpolation zwischen ‘z$ und *#¢z%, so entspricht dies
der Annahme einer konstanten Geschwindigkeit. Die Geschwindigkeit des Knotens j zum
Zeitpunkt 7 in o-Richtung errechnet sich dann zu:

T X t .o T X t e
% — ‘¢ % — *x°
TV = —2 I = 2 “E 3.68
7 T—1 AT ( )
also auch zu e .
% — g%
TVaj = ——’AT—’ . (3.69)

Durch Multiplikation mit den Formfunktionen h; und nach Anwendung der Einsteinschen
Summationskonvention ergibt sich das Geschwindigkeitsfeld zu:
h] T.’E]q . h] t.’I,‘;‘l T ta:a

Va = hj Vaj = AT = A7 . (370)

Dann folgt der Geschwindigkeitsgradient

O™, 9 ("z* - ‘iz™ 1 (o8h;,, Ohj, ., ah;
—_— ( AT ) = ( 3 z° J tl‘-) —_ 7 ’Uaj , (371)

A AT \gzh T8 gup I ] T ogh
bzw.
3, 1. . ,
EuS! = j( "32.71 hie — xz,E R ) Waj
8"'1)& 1 . , .
o2 'j(_ zly hig + T hyg) g (3.72)
oder auch
BTUQ 1 , , .
St = 7 (e L Ry — heg T i) o
v, 1 , . .
o2 7(_hk,ﬂ Tk hjg + hig T hjn) s (3.73)
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mit
Jo= wlew?, -l T,
= hie T} By Tx? — Py Ty hig Ta:? (3.74)
und
T§ = H*Atz;?‘ % + 'zf (1 — %) . (3.75)

Mit konstanter Geschwindigkeit ist der Geschwindigkeitsgradient als Funktion der lokalen
Koordinaten £ und 7 nur noch von den , Parametern“ "z abhéngig. An dieser Stelle wird
deutlich, daf trotz einer Zeitintegration die Belastung nicht in einem Schritt aufgebracht
werden kann, da die Annahme eines konstanten Geschwindigkeitsfeldes nur iiber einen
sehr kleinen Zeitraum At¢ hinnehmbar ist.

Das Differentialgleichungssystem erster Ordnung fiir die Spannungen und die internen
Variablen wird mit Hilfe eines Runge-Kutta-Verfahrens vierter Ordnung an den Gauf-
punkten gelost.

3.3 Verifikationsrechnungen

Die erfolgreiche programmtechnische Umsetzung der FE-Formulierung soll durch den
Vergleich zwischen der FE-Losung und dem Ergebnis der Stoffgesetzintegration (SG-
Integration) fiir einaxiale Zugversuche bestétigt werden. Gerechnet wird, sofern nicht
etwas anderes angegeben ist, mit einer Dehngeschwindigkeit von € = +£1.0-107% 57! bei
den weggesteuerten Versuchen und mit den Referenzwerten der Werkstoffparameter nach
BISCHOFF-BEIERMANN [BB92](S.39)(fiir eine Temperatur T=—5°C):

e Anfangsversetzungsdichte Ay = 1.0-10* m:nz
¢ Versetzungsquellenabstand d = 10.0 mm
e Versetzungsquellendichte p = 1.0+ 10° —l—=—

— -3 _m
Parameter k., = 8.06-107° 2~

Da in [BB92] mit einer isotropen Steifigkeit K,.; = 2000MPa gearbeitet wurde, die die
elastischen Eigenschaften dlterer Priiffmaschinen mitberticksichtigt, sollen zum Vergleich
mit der einaxialen Stoffgesetzintegration nach BISCHOFF-BEIERMANN die ¢;; in Gleichung
(2.23) zunéchst isotrop gewdhlt werden. Mit E = K,.; = 2000 MPa und v = 0.36 ergeben
sich folgende isotrope ¢;:
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. E
i 1-v) = 3.364-10°MP
W= Aoy LY =33 a
_ E
- = 1.893.10° MP
A T I i 2
sy = cl, = 1.893-10° MPa (3.76)
s = ¢ = 3.364-10>MPa
gy = 2 = 7.352-10° MPa
2(1+v)

Fir die FE-Nachrechnung der SG-Integration wird ein quadratisches finites Element mit
den Randbedingungen nach Abb. 3.5 einem weggesteuerten Zugversuch unterworfen. ¥
betrage 45°:

|

Tz
Vo = 45°

r

Abb. 3.5: Finites Element und Rand-
bedingungen fiir die FE-
Berechnung

Die Spannungs-Dehnungs-Kurve sowie die Entwicklung der Versetzungsdichte A aus der
FE-Rechnung stimmen sehr gut mit den entsprechenden Verlidufen nach BISCHOFF-BEIER-
MANN {iiberein {vgl. Abb. 3.6 und 3.7):
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Zugspannung [MPa]
2.00 |
FE-Rechnung
150
—O— SG-Integration
1.00 —+
>5—o = -5
50 —+
.00J='[=%=‘r=%=.'
.20 40 .60 .80 1.00 #1072
Dehnung
Abb. 3.6: FE-Nachrechnung der SG-Integration nach [BB92] fiir den Verlauf der Span-
nung
(]
50 —
*10°
40+
3.0 1T
20 -+ FE-Rechnung
1.0 —&—  SG-Integration
0 . , : + — it —]
20 40 60 .80 1.00 %1072
Dehnung
Abb. 3.7: FE-Nachrechnung der SG-Integration nach [BB92] fiir die Entwicklung der

Versetzungsdichte
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Fiir anisotrop elastisch basales Materialverhalten und fiir ein ¥y = —20° werden im Ka-
pitel 4.3 FE-Losung und Stoffgesetzintegration verglichen.

Fiir die Rechnung dort und fiir alle anderen Simulationen wird mit folgenden elastischen
Koeffizienten gearbeitet:

Um mit zu den oben angegebenen elastisch isotropen cfj vergleichbaren anisotropen c;; zu
rechnen, werden die anisotropen cf; aus Kapitel (2.1.1) skaliert mit dem Verhaltnis c}, /c},
= 2000 MPa / 12999 MPa = 0.2588. Dabei wurde v gerade so gewahlt, daf§ die neuen
%, und c%, mit den isotropen ci; und ci, iibereinstimmen. Das v ergab sich also mit den
alten cj; aus der Bedingung:

c% Ciq = wa (3-77)
11
woraus mit der Abkiirzung c—ié = ¢ folgt:
S
El-v)  _ _B (3.78)
(1+v)(1-2v) 2(1+v)
und damit:
1,

= =0.36. 3.79
v - 0.36 (3.79)

Dann lauten die neuen ey
cf, = 3.364-10° MPa
¢, = 1.696 - 103 MPa
¢§; = 1.468 - 10° MPa (3.80)
¢4 = 3.671-10°MPa
¢, = 7.352-10°MPa
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3.4 Diskretisierung einer Eisprobe mit Probenauf-
hingung

3.4.1 Anforderung an die FE-Struktur

Rechteckige mono- bzw. polykristalline Eisproben werden durch Vierknoten-Scheibenele-
mente vernetzt. Im Falle des Polykristalls tritt der Unterschied zwischen den einzelnen
Ko6rnern nur dadurch hervor, dafl den finiten Elementen des einen Korns andere Aniso-
tropiewinkel ¥y zugeordnet sind als denen des Nachbarkorns. Die Scheibenelemente sind
folglich an den Korngrenzen in gleicher Weise an ihren Eckknoten miteinander gekop-
pelt wie im Inneren eines Monokristalls (vgl. a. Kapitel 6.1). Folgende Ziele haben einen
entscheidenden Einflul auf die FE-Vernetzung:

1. Der Eigenspannungszustand zu einem bestimmten Belastungszeitpunkt soll durch
eine schlagartige Entlastung der Struktur ermittelt werden kdnnen.

2. Die makroskopische Spannung zu jedem Lastzeitpunkt interessiert besonders bei
den polykristallinen Versuchen.

3. Die Zuordnung der Attribute (Anisotropiewinkel 9;) zu jedem Korn soll fiir Netz-
verfeinerungen automatisch erfolgen.

4. Die Randbedingungen fiir die vernetzte Eisprobe sollen die Probenaufhdngung fiir
zweiaxiale Belastungstests simulieren.

Zu Punkt 1: Damit keinerlei Zwéngungsspannungen den Eigenspannungszustand im Poly-
kristall verfalschen, mufl der Polykristall ab dem Entlastungszeitpunkt einschlielich sta-
tisch bestimmt gelagert sein. Da das verwendete FE-Programm im Verlauf einer Rechnung
keine Anderungen des Profils der resultierenden Gleichungen zulift (vgl. FEAP-Manual
[TP90)), kénnen die Randbedingungen nicht verdndert werden. Ein zweiwertiges und ein
einwertiges Auflager reichen i.a. in den beiden Ecken des befestigten Randes der Struktur
nicht aus, da dieser Rand zumindestens beim Polykristall in mehrere Elemente unterteilt
und aufgrund der nicht befestigten Zwischenknoten ein unerwiinschter Biegespannungszu-
stand z.B. wahrend eines einaxialen Zug- bzw. Druckversuches in der Struktur verursacht
wird. Wird zudem solch ein Versuch weggesteuert gefahren, sind auf dem Rand mit der
vorgegebenen Verformung Verschiebungsrandbedingungen zu wahlen. Schlagartige Ent-
lastung bedingt eine spontan elastische Riickfederung, die gerade beim Polykristall von
Randknoten zu Randknoten unterschiedlich sein wird. Diese inhomogene Randverschie-
bung diirfte kaum vorab geschétzt werden kdnnen, um sie dann einfach vorzugeben.
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Ein anderes Vorgehen wurde deshalb gewihlt: Die Eisprobe wird mit Fachwerk(truss)-
Elementen gehalten, und wahrend des weggesteuerten Versuchs werden die Verformungs-
inkremente iiber ebenfalls diese Elemente aufgegeben.

Schlagartige Entlastung wird durch schlagartige Herabsetzung der Stabsteifigkeit erreicht.
Wie diese Stabsteifigkeiten zu wihlen sind, wird etwas spéater noch erldutert.

!

Zu Punkt 2: Die Verwendung von truss-Elementen bietet neben den unter Punkt 1 an-
gesprochenen Vorteilen die Mdglichkeit, die makroskopische Spannung ¥ als Summe der
Stabkrifte geteilt durch die Ausgangsquerschnittsflache bzw. die mittlere Verschiebung
des Probenrandes (bei Kriechversuchen und nach Entlastung) fiir jeden Belastungszeit-
punkt zu bestimmen.

Zu Punkt 3: Fir die Untersuchung, welch einen Einfluf} eine feinere Diskretisierung z.B.
auf den Verlauf der makroskopischen und mikroskopischen Spannungen hat, wird in
Abhéngigkeit von zwei Parametern ai und aj (je einen pro Koordinatenrichtung) jedes
Viertelkorn in ai X aj finite Elemente unterteilt, die FE-Struktur mit den truss-Elementen
und eine sogenannte E-Datei erstellt, in der den Strukturelementen die richtigen Kornat-
tribute zugewiesen werden. Diese Daten werden von der Eis-Element-Routine eingelesen
und stehen der FE-Berechnung zur Verfiigung.

Zu Punkt 4: Zu diesem Zweck sind an die Eisprobe rundherum Auflagerstibe angeschlos-
sen, liber die je nach Lastfallkombination Verformungs- oder Lastinkremente aufgebracht
werden kdnnen. Fiir die folgenden 8 ausgewahlten Lastfille (Variable sbela) wird die Liste
von Makrobefehlen, die die FE-Rechnung steuern (Newton-Raphson-Iteration, Zeitinte-
gration etc.), automatisch erstellt:

C Lastfall Belastung in: Steuerung:

C ibela 1-Richt. 2-Richt.  Wegst. Kraftst.
C ________________________________________________________

C 1 1 W
(e

C 2 2 W

G e e e e o e e e e e e e e e e e e o i
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C Lastfall Belastung in: Steuerung:
C ibela 1-Richt.  2-Richt. Wegst. Kraftst.

Eine Kombination dieser Lastfille mit Haltezeiten (Kriech- bzw. Relaxationsphase) und
mit der schlagartigen Entlastung zur Aufdeckung des Eigenspannungszustandes ist moglich.

3.4.2 Modul fiir das Praprocessing

Wie die Ziele der Punkte 1 bis 4 im vorhergehenden Abschnitt mit Hilfe des entwickelten
FORTRAN-Programmes wabeve umgesetzt wurden, soll im folgenden etwas detaillierter
beschrieben werden:

Beim Start der FE-Rechnung liest das Programm FEAP eine Eingabedatei i-file ein, in der
neben den mesh-Kommandos (Angabe der Knotenkoordinaten, Inzidenzen, Randbedin-
gungen, Materialdaten, Belastungen) gerade die macros for solution (Newton-Raphson-
Iteration, Zeitintegration, Ausgabe der Ergebnisse etc.) aufgelistet sind, die die FE-Rech-
nung steuern. Insbesondere kann in den mesh-Modus zuriickgesprungen werden, um La-
sten, Materialsteifigkeiten ect. zu ndern (vgl. Beschrinktheit dieser Anderungen nach
Punkt 1). Besondere Bedeutung fillt dem mesh-macro mate zu, mit dem die Materialda-
ten fiir die Eis- bzw truss-Elemente eingelesen werden. Wie unter Punkt 1 erldutert, kann
nach einer Belastungsphase die Anderung der Steifigkeiten bestimmter Auflagerstibe not-
wendig werden, etwa um schlagartige Entlastung zu simulieren.

Das Programm wabeve erstellt in Abh#ngigkeit von folgenden Parametern diesen i-file
sowie den E-file fiir die Kornattribute (siehe Punkt 3):
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Die Parameter lassen sich mehreren Klassen zuordnen:

¢ Parameter fiir die Lastfallkombination:

— Steuervariable ibela (s.o0.)

— Vorgegebene makroskopische Verzerrungs- bzw. Spannungsgeschwindigkeiten
in zwei Richtungen:
epslp, eps2p bzw.
siglp, sig2p

— Belastungszeitinkrement dt, ihre Anzahl 4t

— Haltezeitinkrement (Relaxation bzw. Kriechen) dtrk, ihre Anzahl itrk

— Entlastungszeitschritt dte, ihre Anzahl ite (aber 1. Entlastungszeitschritt mit
dt=0.001s)

e Parameter fiir die Ergebnisausgabe:
z file=file fiir die Bezeichnung der Dateien, die die Ergebnisse der FE-Berechnung
aufnehmen:

— 1-file und 2-file fiir die Ausgabe der makroskopischen Spannung
und der gemittelten Randverschiebungen in 1- bzw. 2-Richtung

— A-file fiir die Ausgabe der mikroskopischen Spannungen, internen Variablen
sowie der Greenschen Verzerrungen von Strukturelement-Nr. janfa bis ienda

e Parameter fiir die Geometrie (s.u.):

— Breite b und Hoéhe h der Eisprobe
— ews beschreibt die Kornform

— Probe besteht aus i Viertelwaben in 1-Richtung mal j Viertelwaben in 2-
Richtung

— jede Viertelwabe auf ai x aj finite Elemente verfeinerbar (s.a. oben unter Punkt
3)

— Eis/Stab—Steifigkeitsverhéltnis gs und —Nachgiebigkeitsverhiltnis gn

Die Parameter fiir die Geometrie sollen im folgenden n#her erliutert werden:

Die rechteckige Probe aus monokristallinem Eis wird mit quadratischen Strukturelemen-
ten vernetzt, die alle den gleichen Anisotropiewinkel dieses Einkristalls als Attribut besit-
zen. Der Polykristall hat zwar die gleiche Probenform, besteht jedoch aus verschiedenen
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Koérnern, deren Anzahl und Form vorgegeben werden miissen. Im Hinblick auf die Untersu-
chung, welch einen Einfluff die Kornform auf das Deformationsverhalten des Polykristalls
hat, erweist es sich als zweckméfBig, jedes Korn aus mindestens 4 Strukturelementen aufzu-
bauen und von dem allgemeineren Fall einer sechseckigen, d.h. wabenférmigen Kornform
auszugehen:

Die Probe aus Viertelwaben aufzubauen und jeweils vier Viertelwaben zu einem Korn
zusammenzufassen, bietet sich an, wenn man wie in Abb. 3.8 von einem Rechteckgitter
ausgeht, und in jeder zweiten Reihe zyklisch vertauscht die horizontalen Vierecksseiten
betragsméfig um den gleichen Winkel verdreht:

b2

L
b

Abb. 3.8: Waben, zugrunde lie-
gendes Rechtecknetz

In Abb. 3.9 ist die Viertelwabe einer 120°-Wabe vermaft:

wb = 1/Bws

Abb. 3.9: Viertelwabe
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Das feste Verhiltnis von Wabenbreite zur Wabenseite wb/ws = 1/2 /3 bedingt, da8§
z.B. mit vorgegebener Breite b und gewéhlter Anzahl i x j Viertelwaben das Programm
wabeve den Benutzer auffordert, die Anzahl j noch einmal einzugeben, und ihm dabei zwei
j-Werte und damit zwei Probenhshen h vorschlédgt, die der gewiinschten Probenhéhe am
nichsten liegen. Fiir andere ,, Neigungen“ ews als 1/4 ws kann die Hohe h frei gewdhlt und
so beliebige Wabenformen erzeugt werden; speziell fiir ews = 0 erhélt man rechteckige
Viertelkorner.

Fir die Verfeinerung der Diskretisierung wird jede Viertelwabe durch az x aj Elemente
ersetzt mit Hilfe des von FEAP (vgl. [TP90] oder [ZT89a]) zur Verfiigung gestellten
Makros bloc, das die Eckknoten der Viertelwabe als Referenzknoten benétigt:

bloc

4,ai,aj,1.Knoten,1.Element,material set number
1,x1,x2

2,x1,x2

3,x1,x2

4,x1,x2

Die Koordinaten x1 und x2 der Referenzknoten werden zeilenweise erzeugt und auf einem
Feld abgelegt, wobei in jeder zweiten Knotenreihe die Knoten um das MaB ews aus ihrer
Position im zugrunde liegenden Rechteckgitter (vgl. Abb. 3.9) abwechselnd nach oben und
unten verschoben werden.

In einem zweiten Schritt werden jeweils ai x aj Elemente mit dem Makro bloc in das von
den 4 Referenzknoten der Viertelwabe aufgespannte Viereck gelegt, wobei jeweils die Num-
mer des 1. Knotens und des 1. Elementes angegeben werden miissen. In diesem zweiten
Schritt wird auch die Element-Attribut-Zuordnung bestimmt und in der E-Datei abgelegt.

Durch Verwendung des bloc-Kommandos werden viele Knoten mehrfach erzeugt, die mit
Hilfe des tie-Kommandos vor dem Start der FE-Berechnung miteinander verbunden wer-
den. Uberzahlige Knoten werden gel6scht.
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|
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Abb. 3.10: Eisprobe mit truss-Elementen

Auf die anzuschlieBenden Fachwerkstiabe als Probenaufhingung (vgl. Abb. 3.10) soll hier
nur hinsichtlich der Wahl ihrer Steifigkeit eingegangen werden. Im Idealfall sollten die
iiber die truss-Elemente aufgegebenen Kraft- bzw. Weginkremente nur in der Eisprobe
Verformungen hervorrufen. Dazu miiiten die Stibe unendlich steif sein, was in der FE-
Simulation eine singuldre Steifigkeitsmatrix verursachen wiirde. Auch bei einem realen
Versuch sind die Verformungen der Probenaufthéingung zu beriicksichtigen.

Wie der Wert der gewéhlten ,sehr“ grofien Stabsteifigkeit fiir die Belastung und der der
»sehr” kleinen Stabsteifigkeit bei der Entlastung anschaulich interpretiert werden kann,
soll untersucht werden, um sich bei der Wahl dieser Werte nicht abhingig zu machen von
iterativen Versuchen, ,,was noch rechenbar ist“. Dabei wird von homogenen Verhéltnissen
ausgegangen und nur isotrop elastisches Materialverhalten fiir das Eis angesetzt.
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Abb. 3.11: Stab-Eis-Stab-Kette

In Abb. 3.11 wird die Eisprobe in horizontale Streifen unterteilt, die jeweils mit den iiber
ihre Einfluibreiten (1/2 h; und 1/2 h;) zugehérigen Auflagerstiben eine Kette bilden. Das
bei einer Wegsteuerung auf die Kette j aufgegebene Verformungsinkrement Aw; teilt sich
auf Eis und Stdbe wie folgt auf:

AU]' = Auej -+ QAUSJ' . (381)

Der Anteil der Verformung, der auf die Stibe entfillt, soll das Ma g (z.B. 0.1%) nicht
iiberschreiten:

Au; — Au,;
LA—J—EJ— < g (3.82)
7
2Au3j
< 3.83
Aug + 2Au,; ~ g ( )
2Ausj
— < . 3.84
Ao, =9 (3.84)

Unter Verwendung gleicher Stabldngen [, und Stabquerschnittsflichen A, des E-Moduls
E; ; fiir die Stébe j und des Eis-E-Moduls E;,, sowie nach Anwendung des Hookschen
Gesetzes fiir Eis und Stdbe folgt bei konstanter Kraft innerhalb der Kette j:

B Y(hit hy)d /b
2 (Ei,j ) A) / ls -

(3.85)
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Soll auf die Aufhdngung nach Gleichung (3.84) hochstens ein Anteil g der vorgegebenen
Verformung entfallen, so ist das Verhéltnis gs von Eissteifigkeit zur Stabsteifigkeit nach
der Beziehung (3.85) zu wihlen.

Bis auf die Stdbe, die die statisch bestimmte Lagerung gewahrleisten, sind bei schlag-
artiger Entlastung alle anderen in der Stabsteifigkeit so herabzusetzen, dal die dufleren
Zwangungsspannungen moglichst gering ausfallen, um den Eigenspannungszustand nicht
zu verfilschen:

Am Ende eines weggesteuerten Versuches wird die bis dahin aufgebaute vorgegebene Ver-
formung konstant gehalten:

Auj; = Au,; + 2Au;; = const. (3.86)

Nach Anwendung des Hookschen Gesetzes und Ausklammern der innerhalb einer Kette
konstanten Kraft F; , folgt mit gs nach der Definition (3.85) und mit og;, fiir die Spannung
im Eisstreifen:

(hi + hy) d By,

F;(1 4 gs) = Au; b (3.87)
2:‘3 b(l+gs) = Au,;. (3.88)

Infolge einer schlagartigen Entlastung soll die konstante Verformung Aw; nach
Auf + 280l = Au, (3.89)

moglichst ganz allein von der Stabverformung Auf}- kompensiert werden, so daf§ das als
elastisch angenommene Eis fast vollstindig zuriickfedern kann, also seine Verformung Auf}
hochstens den Anteil ¢ an der konstant gehaltenen dufleren Verformung Au; besitzt. Diese
Bedingungen lauten also:

Aufj q- Au; (3.90)

<
20uf, > (1—q)- Au;. (3.91)

Mit der Spannung £, nach der Entlastung folgt aus der Bedingung (3.90) mit Gleichung
(3.88)
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E

a—;fi b < qAu; = gq- c;;is b(1+gs) (3.92)
ok

& =2 < g{l1+gs). (3.93)
OEis

Mit der Spannung ¢f in den beiden Stiben der Kette und mit ihrem E-Modul Ef; nach
der Entlastung ergibt Bedingung (3.91) mit Gleichung (3.88)

E
Is_

E
E;

OE:s

2, 2 (1-q)Ay; = (1—q)- b(1+gs). (3.94)

is

Mit dem Gleichgewicht o%;, - £ (h; + h;)d = oF - A folgt:

b/ (B 3(h+h)d) _ g

1./ (EF, 4) S 1 (3.95)
<= gn = b/(E;:)?égZ)hj)d) < q. (3.96)

Fin kleines Verhiltnis gn von der Eisnachgiebigkeit zur Stabnachgiebigkeit nach Gleichung
(3.96) kann mit der Ungleichung (3.93) als kleiner Anteil der dufleren Zwingungsspannung
nach der Entlastung an der unmittelbar vor der Belastung anliegenden &dufleren Spannung
interpretiert werden, wenn gs nach Gleichung (3.85) klein genug gewéhlt wird, so dafl das
Produkt aus gn - gs als Groe 2.0rdnung vernachléssigt werden kann.

Die Stabsteifigkeiten spielen bei den Lastfallkombinationen im Zusammenhang mit den
Auflagerbedingungen an den von der Eisprobe entfernteren Stabenden eine Rolle. Un-
terschieden nach dem Belastungs- und Entlastungszustand werden in Abhéngigkeit von
den Lastfallen so viele Stibe wie moglich mit einer Steifigkeit in der Gréflenordnung der
Eissteifigkeit versehen, um zur Erreichung einer gut konditionierten Steifigkeitsmatrix die
Steifigkeitsunterschiede innerhalb der zu rechnenden Struktur mdéglichst gering zu halten.
Ohne hier zu sehr ins Detail gehen zu wollen, sei nur erwahnt, daf z.B. bei einer Kraft-
steuerung die Stabsteifigkeit des mit dem Kraftinkrement F;; beaufschlagten Stabes in
der GroBenordnung der Eissteifigkeit gewdhlt wurde, da die Verformung dieses Stabes bei
diesem Lastfall unerheblich ist. Ubrigens wird entsprechend der Abb. 3.11 — Au; ist nur
durch F;; zu ersetzen — das gesamte Kraftinkrement F' pro Belastungszeitschritt so auf
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die einzelnen Stdbe verteilt, dafi ein moglichst homogener Randspannungszustand erreicht
wird:

_ Fi; _ _F
O0berfl. = W = h—c—i (3.97)
mit h = Y imes hy, ¢ € [0, Naz), J € [1, Nmae + 1] und hg =0 = h,, . +1-
An den vertikalen Rindern unterscheiden sich fiir ews # 0 die der Korngrenze benach-
barten h; und h; erheblich voneinander.

Was die mit dem Programm wabeve erstellten FE-Strukturen leisten kénnen, wird bei den
in den nichsten Kapiteln folgenden FE-Simulationen préasentiert, deren Strukturen mit
dem aus wabeve entwickelten FORTRAN-Programm wabez2 vernetzt wurden. wabez2
unterscheidet sich insofern von wabeve, dafi zusitzlich in 2-Richtung gegeniiber der in
Abb. 3.8 abgebildeten Wabenstruktur am unteren und am oberen Rand jeweils eine Rei-
he abgeplétteter Viertelwaben, d.h. rechteckiger Viertelkorner, eingefiigt wurde, damit
innerhalb des Modell-Polykristalls die einzelnen Kérner eine méglichst gleiche Grofle auf-
weisen.

Im folgenden Kapitel zeigt die FE-Simulation eines Eis-Einkristalls im Druck- und Zug-
versuch, wie stark das Verformungsverhalten von der Art der Versuchsprobeneinspannung
abhingt und daf} die einaxiale Stoffgesetzintegration, die ja homogene Verhiltnisse in der
Probe voraussetzt, ganz spezielle Randbedingungen erfordert.
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4. Einkristall

4.1 FE-Simulation eines Druckversuches

Ein einzelnes monokristallines Eiskorn wird aus einer polykristallinen Eisprobe heraus-
gegriffen und sein Deformationsverhalten im simulierten einaxialen Druckversuch unter-
sucht.

Die Eisprobe ist doppelt so hoch wie breit. Ihre basalen Ebenen seien um 20° gegeniiber
den horizontalen Stirnflichen des Einkristalls geneigt. Das entspricht einem 9y von —20°.
Die Probe ist so gelagert, dafl an den Stirnflichen oben und unten die Querkontraktion
nicht behindert ist:

Au
Y
ALALLD
< b >1

Abb. 4.1: Geometrie eines Einkristalls im Druckversuch

Der Einkristall wird weggesteuert mit der Geschwindigkeit é = —1.4-107% 57! bis —8.2%
gestaucht. Der Monokristall antwortet unter der vorgegebenen vertikalen Verformung
nicht nur mit der zu erwartenden Querkontraktion, sondern neigt sich zusétzlich um ca.
15° zur Seite (vgl. Abb. 4.2). Die Spannungsverteilung ist sehr inhomogen. Die Verset-
zungsdichte A = Ay + A X hat ebenfalls nicht gleichméBig zugenommen.




I Einkristail

AN

Jy = —20° Ao = 104 L,

mm+

T TY
T

1LY
TITYY

AD[] AN

mnm 011
< 7.000E-01 < 7.300E+05
to BIBE-O1 to SOBE+0S
BB otommEs0 B o amEus

w00 [ to 05840
B tc w00 [ o 035408
B o000 vrEv0e
B >0 > v

L9 /3 A 15°
h T99 [MPEL] 011 [MP&] \“_.‘
J otBiED o Bo0E 2

& o -323+00 JE to 180060t
B o220 ] to 2400-00

— B to-usci00 [ to 320060
/ B o «o0e-0t ] to 4.0006-0
Iy M >—oocc-0 [l > 4.000e-00 \

Abb. 4.2: Verteilung der Spannungen und internen Variablen und die Verformung des
Fis-Einkristalls nach Abb. 4.1
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Die Basalen Ebenen haben ihre Neigung kaum geédndert. A4}, die Verinderung des Ani-
sotropiewinkels 9, liegt zwischen 0.7° an den Probenflanken nahe der linken oberen bzw.
rechten unteren Ecke und maximal 1.7° in der linken unteren und rechten oberen Ecke.
Die Ergebnisplots sind alle punktsymmetrisch zum Schwerpunkt des Einkristalls.

Mit Hilfe einer geometrischen Betrachtung soll das Verformungsverhalten des Einkristalls
erkldrt werden. Dabei wird nur die inelastische Forménderung, die basale Abgleitung,
berticksichtigt.

4.2 Geometrische Betrachtung

Das schon erwihnte Spielkartenmodell (vgl. Abb. 2.1) 148t sich folgendermafien modifi-
zieren (s. Abb. 4.3):

Nachdem der Kartenstapel zu einer Raute verschoben worden ist, wird eine rechteckige
Versuchsprobe ausgeschnitten. Die Karten bzw. basalen Ebenen schlieflen wieder einen
Winkel von 20° mit der Probenstirnfliche ein.

Um jetzt den Druckversuch in Richtung der Probenldngsachse, also parallel zu den schrég-
liegenden Probenflanken zu simulieren, kénnen der durch die gestrichelten Linien ange-
gebene Bezugsrahmen und die abgeschnittenen Karten als Fiihrung verwendet werden.
Druck 148t sich dann durch Zurtickschieben des Kartenstapels nach links und Zug durch
Verschieben nach rechts simulieren. Man stellt fest, dai die Stirnflichen keinen rechten
Winkel mehr mit den Probenflanken einschlieflen.

Wir kdnnen die Léngsachsen der verformten Proben miteinander zur Deckung bringen und
erhalten das in Abb. 4.3b gezeichnete Verformungsbild. Im Versuch wiirde das eine ro-
tierbare, d.h. die Stirnflichenneigung nicht behindernde Probenaufhédngung voraussetzen.
Gegentiber der vertikalen Lastrichtung haben sich die basalen Ebenen viel starker gedreht,
als fir den Fall der rotationsfesten Probenaufhingung (s. Abb. 4.3c und vgl. Abb. 4.3a
mit d). Dadurch, daf diese Probeneinspannung wie bei der zuvor gezeigten FE-Simulation
die Neigung der Stirnflichen unterdriickt, antwortet die Probe mit seitlichem Ausweichen.
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Modifiziertes Spielkarten-Modell

Verschieben —

Probenaufhdngung:
rotierbar rotationsfest
= f
:
o a
a) (b) (c) (d)

Abb. 4.3: Modifiziertes Spielkarten-Modell, Einflufl der Probenaufhingung
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4.3 FE-Simulation eines Zugversuches

Der Einkristall soll jetzt in einer rotierbaren Probeneinspannung weggesteuert mit der
Geschwindigkeit ¢ = 1.0 - 107% 57! gedehnt werden. Das erfordert in der FE-Umsetzung
ein spezielles Probenaufhingesystem, das in dem in Kapitel 3.4.2 entwickelten nicht ent-
halten ist. Dieses Aufhidngesystem wird mit truss-Elementen bewerkstelligt. Es entsteht
eine Kette aus oberer Aufhangung, Eisprobe und unterer Aufhdngung, die eine singulare
Steifigkeitsmatrix bewirkt. Durch Anschlufl zweier weicher horizontaler Hilfsstdbe wird
fiir eine regulire Steifigkeitsmatrix gesorgt:

Au IR ’

Probenaufhéngung —

Eisprobe
Hilfsstédbe

A

Abb. 4.4: Eiskorn in rotierbarer Probenein-
spannung

Nach 22.7% Dehnung erhalten wir mit einer Oberflaichenneigung von ca. 16° eine mit der
linken unteren Darstellung von Abb. 4.3 iibereinstimmende Verformung. Die Spannungs-
Dehnungs-Kurve fiir die FE-Simulation (o92) stimmt auch bis zu dieser relativ groSen
Verformung sehr gut mit der Spannungs-Dehnungs-Kurve (o) der einaxialen Stoffgesetz-
integration iiberein (vgl. Abb. 4.5). Der kleine Unterschied mag durch die gewisse Be-
hinderung der horizontalen Hilfsstibe hervorgerufen werden. Die Differenz zwischen der
makroskopischen Spannung ¥ und der Cauchy-Spannung o2 riihrt daher, dafl sich ¥ als
Quotient der dufleren Kraft zur Ausgangsquerschnittsfliche berechnet.

In der Tat setzt die Stoffgesetzintegration fiir den einaxialen Versuch gerade diese rotier-
bare Probeneinspannung voraus. Im Anhang wird gezeigt, wie das DGL-System (3.59) -
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3.63) auf den einaxialen Fall, d.h. auf die ausschliefhiche Belastung z.B. in 2-Richtung
reduziert und auf das Differentialgleichungssystem (3.53) fiir den einaxialen Zug- bzw.
Druckversuch bei BISCHOFF-BEIERMANN [BB92] zuriickgefithrt werden kann. Dabei er-
gibt sich neben der nicht verschwindenden Querkontraktion ¢y, auch eine Gleitung vs ;.
die gerade die Neigung der Probenstirnflichen beschreibt.

Da unter der rotierharen Probeneinspannung homogene Verhiltnisse in der Versuchsprobe
garantiert werden, reichte im simulierten Zugversuch ein finites Element fiir das Eiskorn.
Bei ¢y = 45° wird iibrigens bei der gleichen Dehnung von 22.7% erst eine Oberflichennei-
gung von ca. 5° erreicht. So ist die sehr gute Ubereinstimmung zwischen SG-Integration
und FE-Nachrechnung auch unter den Randbedingungen nach Abb. 3.5 verstandlich.

Zugspannung 300
3.00
200 +
2.00 -H 100 +
éU ‘ED 17?‘(‘)() +102
o
/
— 022
h>
00 +—+—+——+——————————— ]
05 10 15 20 25

Dehnung

Abb. 4.5: Vergleich der Spannungsverldufe: ¢ fiir die Stoffgesetzintegration,
799 als Cauchy-Spannung und ¥ als makroskopische Spannung fiir
die FE-Simulation, Ausschnittsvergrofierung fiir eine Dehnung bis
1%
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4.4 Vergleich unterschiedlicher Probeneinspannungen

Die Auswirkungen der unterschiedlichen Probenaufhidngungen auf die Entwicklung des
Anisotropiewinkels und die Spannung in dufilerer Lastrichtung soll hier vorgestellt wer-
den. Nur die Druckbelastung wird betrachtet. da diese den mafigeblichen Lastfall bei Eis
darstellt. Fiir den Fall der rotierbaren Probeneinspannung kann auf die einaxiale Stoffge-
setzintegration zuriickgegriffen werden (vgl. Kapitel 4.3). Grundlage fiir den Vergleich ist
die Forderung, dafl in der selben Zeit die gleiche rautenformige Gestalt fiir beide Arten
der Probeneinspannung erreicht werden soll. Dabei muf3 offensichtlich bei der rotations-
festen Probenaufhdngung nach Abb. 4.3 in vertikaler Richtung eine gréfiere Verformung
vorgegeben werden als bei der rotierbaren Einspannung. Bei gleicher Zeitdauer erforderte
dies in Kapitel 3.1 mit ¢ = —1.4 - 107* 57! einen ca. 40% gréfieren Wert gegeniiber dem
der Geschwindigkeit 2 = 1.0 - 107* 57!, mit der die Stoffgesetzintegration durchgefiihrt
wird.

Die Randbedingungen der FE-Simulation des Druckversuches entsprachen einer rotations-
festen Probeneinspannung. Die basalen Ebenen haben sich wenig gedreht. z.B. in Korn-
mitte nur um 1° (vgl. Abb. 4.6).

Die Stoffgesetzintegration setzt nach Kapitel 4.3 gerade die rotierbare Probenaufhdngung
voraus und liefert mit einer Drehung der basalen Ebenen um 14° ein Ergebnis, das der
rein geometrischen Betrachtung nach dem modifizierten Spielkarten-Modell (rein basale
Abgleitung) sehr nahe kommt. Der Unterschied beruht darauf, dafi bei der Stoffgesetz-
integration auch die elastische Verformung beriicksichtigt wird. Hier zeigt sich eine Ge-
setzmifigkeit, die fiir die Texturbildung im Polykristall wichtig ist, dafl sich namlich die
basalen Ebenen mehr und mehr senkrecht zur Drucklastrichtung orientieren.

Fir die Auswirkung einer grofien Drehung der basalen Ebenen auf den Spannungsver-
lauf werfen wir noch einmal kurz einen Blick zuriick auf die Abb. 4.3a. Am Ende des
Druckversuchs verlaufen die basalen Ebenen fast senkrecht zu den Probenflanken. d.h.
fast senkrecht zur Lastrichtung. Auf die basale Schubspannung entfillt nur noch ein sehr
kleiner Anteil der dufleren Last. Die basale Abgleitung wird kaum noch angetrieben. die
Probe kann sich zunehmend nur noch elastisch verformen. Die Spannung in 2-Richtung
steigt an (SG-Int.). Bei rotationsfester Probeneinspannung fallt die Spannung in Korn-
mitte immer weiter ab. Die makroskopische Spannung ¥ erreicht einen stationdren Wert.
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4.5 Schlufifolgerung

Wie die FE-Simulation mit behinderter Stirnflachenneigung zeigt, versucht das Eiskorn
unter der Last zur Seite auszuweichen. Wenn jetzt innerhalb des Polykristalls das Nach-
barkorn z.B. gerade in die entgegengesetzte Richtung auszuweichen versucht, dann werden
sich die Korner gegenseitig stark verspannen. Dieses Verhalten wird zum einen grofie Ei-
genspannungen im Polykristall verursachen zum anderen dafiir sorgen, dafl der Polykristall
i.a. wesentlich steifer als der Monokristall auf eine Belastung reagiert.

Zur Abschitzung der Grofe dieser Eigenspannungen wird der einfachste Polykristall, der
Zweikristall betrachtet.
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5. Zweikristall

5.1 Definition und Bedeutung von Eigenspannungen

Das Verformungsverhalten eines monokristallinen Eiskorns 148t darauf schliefen daf§ sich
die einzelnen Korner innerhalb eines Eis-Polykristalls gegenseitig stark verspannen und
hohe Eigenspannungen verursachen. Die Eigenspannungen spielen eine wichtige Rolle bei
der Auslésung und beim Antrieb von Schidigungsmechanismen in einem Werkstoff. Des-
halb ist es wichtig, sich iliber ihre GroéBle und ihre Wirkung eine genauere Vorstellung
zu verschaffen. Da man einem Kérper von aufien nicht ansehen kann, ob in ihm Eigen-
spannungen vorhanden und wie grof sie sind, ist man zu ihrer Bestimmung auf material-
zerstorende oder indirekte Verfahren angewiesen. Die ersteren Verfahren machen sich die
folgenden Wirkungen der Eigenspannungen zunutze (vgl. a. JOHNSON [JH95]):

Wird einem &uflerlich belasteten Koérper eben diese Last schlagartig entzogen, und der
Koérper in einzelne Stiicke getrennt, so weist die Tatsache, daff mindestens zwei vorher
parallele Fasern jetzt im freigeschnittenen, entlasteten Zustand nicht mehr gleich lang
und unterschiedlich gekriimmt sind, daraufhin, daf in dem Kérper Eigenspannungen ge-
herrscht haben miissen, die dafiir gesorgt haben, daff diese beiden Fasern kompatibel
miteinander verbunden waren. Kénnen alle freigeschnittenen Stiicke ohne Kraftaufwen-
dung wieder miteinander verbunden werden, so kann nicht geschlu3folgert werden, dafl
keine Eigenspannungen im Koérper geherrscht haben, da innerhalb jedes einzelnen Stiickes
noch Eigenspannungen wirken kénnten.

Indem z.B. aus der Oberflache eines Korpers Schichten abgetragen und ihre Riickfederung
bzw. die der Schnittkanten am Ko6rper gemessen werden, kann mit dem zweidimensionalen
Verzerrungszustand der Riickfederung liber das Hooksche Gesetz auf den zweidimensio-
nalen Eigenspannungszustand in der Oberflichenschicht geschlossen werden.

Aus dem zweiten Satz zur Wirkung der Eigenspannungen deutet sich an, daf sich Eigen-
spannungen klassifizieren lassen in Makro- und Mikroeigenspannungen. Nach MACHERAU
[MWW?73] stellen diese Begriffe eine sprachliche Abkiirzung dar, die aber vielleicht den
Zugang zu dem vollstindigen System aus Eigenspannungen I., II. und III. Art erleich-
tern. Diese lassen sich unter Benutzung des Wortes “homogen“ im Sinne von “konstant
in Grofle und Richtung” folgendermafen definieren [MWW73]:
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1. Eigenspannungen [. Art sind tiber grofere Werkstoftbereiche (mehrere Korner oder
mm - Bereiche) nahezu homogen. Die mit Eigenspannungen . Art verbundenen inne-
ren Kréfte sind beziiglich jeder Schnittflache durch den ganzen Wérper im Gleichge-
wicht. Ebenso verschwinden die mit ihnen verbundenen inneren Momente beziiglich
jeder Achse. Bei Eingriffen in das Krafte- und Momentengleichgewicht von Kérpern.
in denen Eigenspannungen I. Art vorliegen, treten immer makroskopische Mafidnde-
rungen auf.

2. Eigenspannungen II. Art sind iiber kleine Werkstoffbereiche (ein Korn oder Korn-
bereiche) nahezu homogen. Die mit Eigenspannungen II. Art verbundenen inneren
Krafte und Momente sind iber viele Kérner im Gleichgewicht. Bei Eingriffen in
dieses Gleichgewicht kdnnen makroskopische MaBanderungen auftreten.

3. Eigenspannungen III. Art sind {ber kleinste Werkstoffbereiche (mehrere Atomab-
stdnde) inhomogen. Die mit Eigenspannungen III. Art verbundenen inneren Kréfte
und Momente sind in kleinen Bereichen (hinreichend grofien Teilen eines Korns) im
Gleichgewicht. Bei Eingriffen in dieses Gleichgewicht treten keine makroskopischen
MafBdnderungen auf.

ug

Spannung o,
o

Cruck

\Korngrenzm /'r

Abb. 5.1: Mégliche  Uberlagerungen
von Eigenspannungen I., II.
und III. Art [MWWT3]
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Ein indirektes Verfahren, um die Grofle der Eigenspannungen in einem Polykristall ab-
zuschéitzen, besteht darin, den Polykristall als einen Zweikristall zu betrachten, der in
einem seiner beiden Kristalle die weniger leicht und in dem anderen die leichter verform-
baren Koérner des Polykristalls zusammenfaf3t und dann zu fordern, dafl im Sinne eines
einaxialen Taylor-Modells beide Ersatzkristalle sich nur gleich verformen diirfen. Man
kann auch die Taylorsche Annahme (TAYLOR [Tay38]) von gleicher duflerer wie inne-
rer Verzerrung auf das RVE mit einer begrenzten Anzahl von Kornern innerhalb eines
Polykristalls ansetzen, homogenen Spannungs- und Verzerrungszustand auf dem Rand
des RVE voraussetzen, da es als Punkt auf der Makroebene erscheint, und zur Bestim-
mung der maximalen Eigenspannung im RVE zwei nebeneinander liegende Koérner mit
dem grofitmoglichen Unterschied im Verformungswiderstand als einen Zweikristall sepe-
rat betrachten. Mit solch einem Modell, im weiteren Zweikristall-Modell genannt, kann
aus Kriechversuchen mit Lastwechsel an polykristallinem Eis die maximale Eigenspan-
nung abgeschitzt werden, wenn die verzogert elastische Dehnung gemessen wird. Mit
diesem Modell wird im folgenden Abschnitt die Grofle der Eigenspannung als Funktion
der Modellparameter bestimmt.
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Abb. 5.2: Zweikristall




5.2. Zweikristall-Modell 65

5.2 Zweikristall-Modell

Fiir einen Zweikristall, wie er etwa in Abb. 5.2 gezeigt ist, soll mit Hilfe eines einaxialen
Modells die maximale Grofle der Eigenspannungen in dem Zweikristall abgeschétzt wer-
den. Einige Kenngrofien und Begriffe werden anhand der Abb. 5.2 eingefiihrt:

Kristall 1 hat mit seiner Querschnittsfliche von b; x d den Anteil oy = b; / b am Gesamt-
querschnitt.

Verlaufen die basalen Ebenen unter 45° zur Lastrichtung, erreicht die basale Schubspan-
nung, der resolved shear-stress, den Maximalwert (vgl. o}, nach Gleichung 8.4 im Anhang).
Ein basales Abgleiten kann besonders leicht erfolgen. Demgegeniiber gleitet Kristall 1 mit
einem ¥ von 20° und einer kleineren basalen Schubspannung schlechter ab und ist in die-
sem Sinne weniger gut orientiert.

Wie sich in diesem Zweikristall bei einer ausgewihlten Belastungsgeschichte die Spannun-
gen umlagern und sich so ein Eigenspannungszustand einstellt, soll anhand eines Feder-
Dampfer-Modells, im folgenden Zweikristall-Modell genannt, erliutert werden (vgl. Abb.
5.3 zum Zeitpunkt £ < £g). Jeder Kristall wird idealisiert durch eine Feder fiir den elasti-
schen Anteil der Deformation und einen Dampfer fiir das Abgleiten der unterschiedlich
orientierten basalen Ebenen. Eine geeignete Vorrichtung stellt sicher, dafl beide Kristalle
in vertikaler Richtung die gleiche Verformung erfahren. Parameter dieses Modells sind:

E
e £ = —E—l als Verhéaltnis der effektiven E-Moduli der beiden Kristalle,
~ 2

Th

= 77— als Verhiltnis ihrer Dampferkonstanten,
2

e a; und (1 — ;) als ihre Querschnittsflachenanteile (vgl. a. Abb. 5.2).

[

Belastungsgeschichte nach Abb. 5.3

t=1%+0

Der Zweikristall wird zum Zeitpunkt ¢ = £;+40 schlagartig mit X-b d belastet und antwortet
mit der elastischen Verformung e, aufgrund der Spannungen %y und %5 in Kristall 1 bzw.
2 (s. Abb. 5.3 und Abb. 5.4):

Ee ZOUI/E]_ =00'2/E2 (51)

mit
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t <ty t=t+0 t=t -0 t=t,+0 t =1 + (At = 0)
E, Eo
Ee - 68 L— __—_—._ r- _—_ISZ A >
™ 712 I &TA Ié.zEfW EfI } P “r
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Abb. 5.3: Zweikristall-Modell und ausgewihlte Belastungsgeschichte
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Abb. 5.4: Entwicklung der Verzerrungen und der Spannungen im Zweikristall-Modell fiir die
Belastungsgeschichte nach Abb. 5.3 (qualitativ)

1
%, = a1+(1-a1)/E2 (5.2)

1/E

%= wr(-e)/E &9
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t=t1—0

Die duflere Lastspannung ¥ wird konstant gehalten bis zum Zeitpunkt ¢;. Infolge der
unterschiedlichen Démpferverformungen wahrend des Kriechprozesses beginnen sich die
Spannungen von dem gut orientierten Kristall 2 auf den schlechter abgleitbaren Kristall
1 umzulagern, d.h. die Feder des Kristall 1 wird zusétzlich um ¢; gedehnt, die Feder 2
um ¢, entspannt. Die Gesamtverformung hat zugenommen um:

gi=¢€f+ 6 (5.4)
t= tl +0
Zum Zeitpunkt t; wird schlagartig entlastet. Der Zweikristall federt insgesamt mit &,

zurlick. In den Verformungen der beiden Federn e bzw. ¢, driickt sich aus, daf} im Zwei-
kristall ein Eigenspannungszustand verbleibt:

Ogs1y — Ef E1 (55)
Ogsy = —¢€;- L (5.6)

Aus der Bedingung, daB die Eigenspannungen miteinander im Kraftegleichgewicht stehen,

opsion+0gs2 (1 —ay) =0 (5.7)
folgt eine Beziehung zwischen ¢; und e,

Ex g 03]

t=t;+At, At = o0

Der Eigenspannungszustand baut sich mit der Zeit mehr und mehr ab, was sich in der
verzogert elastischen Dehnung e, wiederspiegelt. Nach At — oo sind die Federn wieder
vollig entspannt, aber der Zweikristall hat nicht seinen Ausgangszustand zum Zeitpunkt
t < tp erreicht, da die Dampfer um A, > €, verformt bleiben (vgl. Abb. 5.3).

Im realen Versuch kann nur iiber die gemessene verzogert elastische Dehnung ¢4 auf die
Eigenspannungen zuriickgeschlossen werden. Dabei fallt der Ungleichung

A, > e, (5.9)
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die Bedeutung einer unteren Schranke fiir die Eigenspannungen zu (s.u.). Diese Unglei-
chung entstammt der Feststellung, daff die bis zum Entlastungszeitpunkt erreichte Dadmp-
ferverformung ¢, im lastanziehenden Kristall 1 nach Wegnahme der dufleren Last auf kei-
nen Fall kleiner werden kann, da die verbleibende innere Kraft Fr am Dampfer 1 zieht
(vgl. Abb. 5.5).

t=t+0

2L L L2 2227

¥

Fg

FE —~— TFE

[T
Ep _

) Fo

V

T

Abb. 5.5;: Innere Krifte zum Zeit-
punktt =% +0

Aus der Ungleichung (5.9) folgt mit der Identitét

cat+dp=¢ep+¢ (5.10)

nach Abb. 5.3 und unter der Verwendung von Gleichungen (5.5) und (5.1)

€q < &f
OES1
& gg <
d = B
o
o gy < 0E51 e
a
€d
o ogs1 > — %0 (5.11)

Eine obere Schranke fiir ogg; 148t sich aus der Forderung

e, < e, (5.12)
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ableiten, die bedeutet, daf sich die Feder 2 wéahrend des Kriechprozesses bis zum Entla-
stungszeitpunkt #; nur ganz entspannen kann. Wiirde sie dariiber hinaus noch gestaucht,
entfiele auf Kristall 1 eine gréfere Kraft, als von auflen wirkt. Das ist energetisch nicht
moglich. Mit den Beziehungen (5.1) und (5.5) folgt aus Ungleichung (5.12) weiter:

0
TES1
S g, <
z = El
0
g
S g, < . £f
JES1
£
& ops < L. (5.13)

Die Eigenspannung ogg; ist also nach unten und oben begrenzt durch

& 13
o1 f < ops1 < =L %y (5.14)

e z

0

Durch Vergleich der beiden Schranken lassen sich die mikroskopischen Verformungen ¢;
und ¢, gegeniiber den meflbaren makroskopischen Verformungen ¢4 und ¢, abschétzen:

< L (5.15)

Ausgehend von dieser Abschitzung wird in Kapitel 5.3 die physikalische Bedeutung der
Modellparameter diskutiert.

Die Eigenspannungen ogg) und ogs, lassen sich mit der Schrankenbeziehung (5.14) unter
Verwendung der Gleichungen (5.2), (5.8) und (5.7) folgendermafien eingrenzen:

1? €4 < JES1 < - ? (5 16)
Eoy+l—a e« - ¥ — Eay Ea+l-o '
aq
= - . . 5.17
Ogs2 = =OES1” T ;- (5.17)

Durch die gemessene verzogert elastische Dehnung ¢4 kénnen die Eigenspannungen in ih-
rem Betrag nach unten abgeschitzt werden. Ob in dem Kristall, der Last an sich zieht,
oder in dem, der sie abgibt, die betragsméfig groBere Eigenspannung herrscht, entscheidet
der Querschnittsfiichenanteil a;: Fiir oy = 1/2 sind ogs) und ogso betragsmifig gleich
grofB3. Fiir kleineres (grofleres) a; ist ogs, (0gs2) die betragsmiflig groflere Eigenspannung.

Jetzt soll untersucht werden, unter welchen Kombinationen der Modellparameter die Ei-
genspannungen im Zweikristall-Modell maximal werden. Dazu ist es zweckméflig, nicht
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die Eigenspannung direkt zu betrachten, sondern die Gesamtspannung &} im Kristall 1
bzw. den auf die &uflere Lastspanung ¥ bezogenen Wert &;. Im weiteren reicht es aus,
nur Kristall 1 zu betrachten und den Fall a; < 1/2, da dann auf jeden Fall im Kristall 1
die betragsmifig groflere Eigenspannung herrscht. Dann werden fiir Kristall 1 aber beide
Rollen zugelassen, die des lastanziehenden und die des lastabgebenden Kristalls.

Grenzlinien:

Abb. 5.6: Wertebereich fiir die Spannung in Kristall 1

Gegeniiber Abb. 5.3 ist in Abb. 5.6 der allgemeinere Fall dargestellt, dafl die duBere Last
2 nicht schlagartig, sondern linear ansteigend innerhalb der Zeit ¢, aufgebracht wird. Fiir
t, — 0 erhalten wir gerade die schlagartige Belastung. ¥ wird dann konstant gehalten
bis zum Zeitpunkt ¢;, danach schlagartig entfernt. Die eingezeichneten Grenzlinien haben
folgende Bedeutung:

e Grenzlinie 1 kennzeichnet den Verlauf von 4,, wenn sich Kristall 1 von vornherein
nur elastisch verformen kann, und Kristall 2 unendlich leicht basal abgleitet. ; kann
sich nicht oberhalb dieser Kurve bewegen, da dann Kristall 1 einen hoheren Zug
aushalten miiBte, als von aufilen liberhaupt wirkt, also Kristall 2 unter Druckzwang
gerat und zuséitzlich aktiv auf Kristall 1 einwirken, sprich an ihm ziehen miifite. Das
ist aus energetischen Griinden nicht moglich.

e Unterhalb Grenzlinie 2 kann &, ebenfalls nicht verlaufen, da dann Kristall 2 mehr
Zug, als von auBen wirkt, aufnehmen miiite (vgl. vorherigen Punkt).
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e Grenzlinie 3 ensteht unter der Annahme, dafl beide Kristalle sich nur elastisch

05,-Kurve bezeichnen, da es bei rein ela-

verformen konnen; man koénnte sie als
stischen Materialverhalten auf die Belastungsgeschwindigkeit nicht ankommt. Der
Abstand zur Zeitachse gibt an, um welch einen Betrag sich ; verringern wiirde,

wenn schlagartig entlastet wird.

e Grenzlinie 4 verlduft auf dem halben Abstand zwischen Grenzlinie 1 und 2. Liegt
g, oberhalb dieser Kurve, tragt Kristall 1 den gréferen Teil der Belastung.

Die aktuelle Eigenspannung ergibt sich als Differenz des Verlaufes der ,-Kurve zur Grenz-
linie 3.

Greifen wir uns eine prinzipiell mogliche &,-Kurve heraus:

Anfangs verlduft &, unterhalb Grenzlinie 3, Kristall 1 trdgt weniger als im rein elastischen
Fall. Da Kristall 2 letztendlich leichter basal abgleiten soll als Kristall 1 und damit Last
an Kristall 1 abgibt, steigt &, iiber diese Grenze an. Am Schnittpunkt mit der Grenzlinie
4 tragen beide Kristalle gerade die Halfte der dufleren Last, oberhalb dieser Linie tragt
Kristall 1 den grofieren Anteil, um ab dem Beriihrungspunkt mit Grenzlinie 1 die gesamte
duflere Last iibernommen zu haben. Mit weiterem Anstieg von ¥ steigt auch die aktuelle
Eigenspannung noch an, um dann ab ¢ = ¢, fiir konstantes 3 ebenfalls konstant zu blei-
ben. Wenn 32 zu schnell aufgebracht wird, also t, sehr klein ist, verschiebt sich der erste
Beriihrungspunkt mit Grnzlinie 1 in den Bereich, wo sie horizontal verlduft fiir ¢ < ¢,
oder es wird schon entlastet, bevor Kristall 1 die gesamte Last iibernommen hat. Zum
Zeitpunkt ¢; wird entlastet, die Eigenspannungen bauen sich wieder ab.

Die betragsméfliig maximalen Eigenspannungen ergeben sich unterschieden nach den Fallen
I und II zu:

I. Grenzlinie 4 “>% Grenzlinie 3 — maxr dgs1 = 1/a-%a

II. Grenzlinie 4 “<* Grenzlinie 83 — maz|0gs| = |- %3]

Mit %3y = %5, /% und %) nach Gleichung (5.2) folgt nach einer kleinen Umformung die
Ubereinstimmung des Fall I mit der oberen Schranke nach Schrankenbeziehung (5.16).
Einsetzen der oberen Schranke in Gleichung {5.17) liefert mit Beziehung (5.3) gerade
ogs2 = —%03, also den Fall II, nur in den Gréfien des Kristall 2 ausgedriickt.

Zu L: Verliuft °5; unterhalb der Hilfte der maximal von Kristall 1 aufnehmbaren Span-
nung, also %G, < 1/2-1/a, ergibt sich die betragsmifig grofite Eigenspannung zu
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1/a; — %5 > 1/2 - 1/a, fiir den Fall, daf} letztendlich Kristall 1 alles trigt. Nach
Abb. 5.7 verschwindet %, fiir £ — 0, und die maximale Eigenspannung wird mit

mazrdgs) = 1/ay fiir oy — 0 bgliebig grof.

Zu IL.: Ist %G, > 1/2-1/ay, wird die Eigenspannung betragsmifiig maximal %5, > 1/2-1/a,
wenn Kristall 1 seinen Lastanteil komplett an Kristall 2 abgegeben hat. Fir £ — co
geht °5; — 1/ nach Abb. 5.7 und damit maz |6gs:| = | — 1/01| gegen beliebig
hohe Werte fiir a; — 0.

E,

Abb. 5.7: Maximales Potential fiir die Eigenspannung dgs;

Die Fille T und II unterscheiden sich darin, daf einmal Kristall 1 die gesamte Last, das
andere Mal nichts trégt. Offensichtlich hiangt dies von 77, dem Verhéltnis der Dampfer-
konstanten ab, also davon, wie schlecht oder wie gut Kristall 1 im Verhiltnis zu Kristall
2 abgleitet. Fiir den Fall I ist man geneigt, 7 — oo und fiir den Fall II 7 — 0 anzuneh-
men und so die Kombinationen der Modellﬁarameter N, £ und oy gefu}lden zu haben,
fiir die sich betragsméfiig maximale Eigenspannungen eNrge~ben. Allerdings 148t sich nach
den Grenzwertsétzen fiir Funktionen mehrerer Variabler (vgl. BRONSTEIN [BS87]) nur die
eindeutige Aussage machen, daff kein Grenzwert existiert, wenn fiir zwei unterschiedliche
Pfade im Definitionsraum der Variablen zwei verschiedene Grenzwerte in der Funktion
dieser Variablen folgen. Ein Beispiel ist die Funktion z(z,, z3) zweier Verdnderlicher x,
und x5, die sich als eine Flache darstellt, die zwischen zwei zueinander windschiefen Gera-
den aufgespannt ist. Diese Geraden mégen fiir (z; = 0,z2 = 0) die z-Achse bei z; bzw 2,




5.2. Zweikristall-Modell 73

schneiden. Dann ergibt sich fiir die Grenzwertbetrachtung P{z; — 0, x, — 0) = P(0, 0)
einmal z;, wenn man der einen Geraden als Pfad folgt und 25, wenn man entlang der
anderen Geraden P(0, 0) ansteuert. Praktisch bedeutet dies, dafl in der Umgebung von
P(0, 0) sehr grofe Gradienten in der Funktion z auftreten, also fiir kleine Verdnderungen
der Variablen grofe Anderungen in den Funktionswerten zu erwarten sind. Wie sieht das
nun fiir die Eigenspannungen des Zweikristall-Modells als Funktion der Modellparameter
aus?

Die Dehnung ¢ des Zweikristall-Modells teilt sich fiir jeden Kristall in einen elastischen
und einen Dampferanteil auf, die durch die entsprechenden Spannungen ¢, und o, ersetzt
werden kdnnen:

g 1 (a1 . o 2 1))

Ey m E, m (5.18)
Fir die schlagartige Belastung ¢, — 0 und anschlieffendes Konstanthalten der dufleren
Lastspannung X lassen sich die Spannungen aufteilen in ihren Anteil aus der schlagartigen
Belastung und der sich mit der Zeit entwickelnden Eigenspannung:

o1 = ‘o1+0gs (5.19)

oy = %02+ 0pse (5.20)

Einsetzen von diesen beiden Beziehungen und der Forderung (5.7) in Gleichung (5.18)
filhrt auf eine Differentialgleichung fiir die Eigenspannung ogg;, deren Integration mit
dps1 = 0gs1/% folgendes Ergebnis liefert:

OES1 = [1 — exp(—X" t*)] pA (521)

it 1/E~1/
=1/n 1—
Z: = = al 3 (5‘22)
al+(1*—011)/E C¥1+(1—G'1)/17

. a]+(1—01)/:7
X'= /s (5.23)

und mit der dimensionslosen Zeit t* = —2 ¢.
2

Sollte sich bei Grenzwertbetrachtungen X* zu 0 ergeben und Z — oo gehen, d.h. sich fiir

. 0 . . . . .
dgs1 ein Ausdruck der Form ,, 5 “ ergeben, ist es vorteilhaft, die Exponentialfunktion als
Reihe zu entwickeln:
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= ¥ g% * 1 * gk
Ges = V" [l = S XU 4 S (X - L (XY E (5.24)
mit
1/E—1/77
Y* = ~ Tt (1-q). (5.25)

(o0 + (1 - )/ E)?

Z.B. 148t sich die Grenzwertbetrachtung fiir n—o00 ANE—=00 A o= 0, d.h, fiir
die Folge oder den Pfad limy_,q {7 = 1/k™, E = 1/k™, a; = kP} = {00, 00, 0} schreiben
als limy_,9 Ggs1(k) = Ggsi(m, n, p). Mit den Exponenten m, 1, p kann gesteuert werden,

welche Variable schneller gegen ihren Grenzwert geht. Auf diese Art und Weise erhalten
wir u.U. verschiedene Grenzwerte fiir unterschiedliche Pfade.

Die Grenzwertbetrachtungen, die fiir die Eigenspannungen Extremwerte ergeben, werden
nach den Fillen I und II getrennt aufgelistet. Z.B. bedeutet p < m < n < 2p bzw.
g <1< E < 2@, dafl o, langsamer als n,n langsamer als E E langsamer als mit
der dOppelten Geschwindigkeit von «; gegen den eigenen Grenzwert geht

Zu I.: Die Grenzwertbetrachtung £ — o0 A 7 — 00 A a; — 0 liefert 3 verschiedene

Grenzwerte, von denen { nach Abb. 5.7 am plausibelsten erscheint und —oo un-
ter 1I. betrachtet wird. Der dritte Grenzwert co ergibt sich fiir jede der folgenden

Bedingungen:
ap <N <FE < 2x
77>'01=E
n=wo » F
01>'n>'E

Bei der Grenzwertbetrachtung £ - 0 A 7 — oo A a; — 0 verschwindet die
Eigenspannung ganz. Offensichtlich ist die elastische Nachgiebigkeit so grof, dal
Kristall 1 mit °5; schon gleich Null praktisch keine Spannung mehr an sich ziehen
kann, obwohl fiir diese Grenzwertbetrachtung das Potential fiir die Eigenspannung
nach Abb. 5.7 am grofiten ist.

Zu II.: Die Grenzwertbetrachtung E—=o00AN—300Am = 0 (s. auch unter 1.) liefert

den hier interessierenden Grenzwert von —oo fiir jede der folgenden Bedingungen:

v < FE <71 <2m
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E = o >
E -0 =
oy — E >

[ . i

Bei der Grenzwertbetrachtung £ —+ o0 A 71 — 0 A oy — 0 ergibt sich —oo als

einziger Grenzwert in Ubereinstimmung mit Abb. 5.7.

Abb. 5.8: Abhiingigkeit des effektiven E-Moduls von der
Belastungsrichtung nach FLETCHER [Fle70]

Die Fille I und II sind in Bezug auf den Werkstoff Eis unterschiedlich zu bewerten, da bei
Eis das Verhiltnis F der effektiven E-Moduli nur Werte zwischen 0.67 und 1.5 annehmen

~

kann (vgl. Abb. 5.8). Damit der Fall IT im Vergleich zu Fall I die betragsmiBig grofere
Eigenspannung liefert, muf die Grenzlinie 3 oberhalb der Grenzlinie 4 verlaufen (vgl. Abb.
5.6); d.h. es muB gelten:

1

1
0=
> = 5.26
a1 2 o ? ( )
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woraus mit *5; = ¢, /¥ und Gleichung 5.2 folgt:

1
—_— :: .27
oy > 1+ E f (];‘—'J) (5.27)
Fiir den Fall I gilt gerade das <-Zeichen, d.h. Grenzlinie 3 liegt unterhalb Grenzlinie 4.
Fiir ausgewéhlte Werte von E aus seinem Definitionsbereich wird die Bedingung (5.27)

fir o) ausgewertet und fiir gpezielle a; die Eigenspannungen Ggg; nach Fall I und II
miteinander verglichen:

Fall I Fall II
E = 067 ap < 1/2 (0 < 0.6) (a; > 0.6)
E=10 a < 1/2 (> 1/2)
E =15 o < 0.4 a; > 04 (5 28)
zB. firF = 1.5 :
a; = 0.35 5ESI = 1.58 C_ngl = —1.28
Q) = 0.4 Ops) = 1.25 Ops1 = —1.25
Q@) = 0.45 Jgs1 = 1.00 Jgs1 = —1.22

Die eingeklammerten Ungleichungen riihren daher, da nur a; < 1/2 betrachtet zu wer-
den braucht (s.o.). Nur in dem Bereich £ €]1.0, 1.5) und fiir &; > maz(0.4, f(E)) nach
der Bedingung (5.27) liefert Fall IT die be;ragsmiiﬁig grofBere Eigenspannung, wenn Kristall
1 nach schlagartiger Belastung wéhrend des anschliefenden Kriechprozesses die gesamte
auflere Last abgegeben hat. Auf der Grenze oy = f(FE) sind die beiden entgegengesetz-
ten Extremfélle moglich: z.B. fir oy = f(E = 1.5) — 0.4 wird auf zwei Arten 1.25 als
Absolutbetrag der Eigenspannungen erreicht: Entweder gibt Kristall 1 seine gesamte Last
ab, was 0gs; = —1.25 zur Folge hat, oder Kristall 1 tragt die duflere Last allein, wodurch
sich in ihm ein &gg; von +1.25 aufbaut.

Veranschaulicht man sich die Grenzwertbetrachtung £ — oo A m—o00 Ao = 0
nach Abb. 5.9, erscheinen die unterschiedlichen Grenzwerte (s.0.) zunéchst paradox, da
Kristall 1 viel harter ,,aussieht als Kristall 2 und von Anfang an die gesamte duflere Last
ibernommen zu haben scheint.

Die Losung (5.21) der Differentialgleichungen, die den Zweikristall mit der in Abb. 5.3 dar-
gestellten Belastungsgeschichte beschreiben, zeigt jedoch, dafi Kristall 1 auch in dem Fall,
dafBl sowohl sein effektiver E-Modul E; > FE, als auch seine Dampferkonstante 7; > 1,
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grofer als die entsprechenden Werte von Kristall 2 sind, nach schlagartiger Belastung Last
an Kristall 2 abgeben kann. In diesem Fall wiirde die Amplitude (5.22) von &gg; negativ
werden, d.h. der Zahler 1/ E —1/7 wird kleiner 0. Lastabgabe ist also gleichbedeutend

mit’i} < {j‘ = n1/772 < El/E2 < Th/El < 772/E2-

L S

El E‘Z

™ Up]

S S S S S
-

oy — 0

Abb. 5.9: Veranschaulichung der Grenz-
wertbetrachtung £ — o0 A

~

n—->o0oha =0

Fiir die Frage, welcher Kristall nach schlagartiger Belastung im anschlieffenden Kriechpro-
zess noch zusétzliche Last von dem anderen Kristall ibernimmt, ist das groflere Verhéltnis
7;/ E; entscheidend, das aber allein keine Aussage iiber die Ursache der Spannungsumla-
gerung erlaubt.

DaB z.B. mit m/E; > m,/E. Kristall 1 Last anzieht, kann daran liegen, dafl er langfri-
stig den groferen Anteil und mehr als kurzfristig tridgt (wobei er kurzfristig vielleicht nur
den kleineren Lastanteil iibernimmt), oder dafl sich die Last langfristig auf beide Kristal-
le gleich verteilt, aber der andere Kristall kurzfristig den groferen Anteil getragen hat,
oder dafl Kristall 1 sowohl langfristig als auch kurzfristig weniger als der andere Kristall
tragt, aber langfristig einen grofleren Anteil als kurzfristig iibernimmt. Die Bedingungen
fiir diese verschiedenen Moglichkeiten kénnen angegeben werden, indem man bei der Be-
schreibung des Zweikristalls von den Kréften in jedem Kristall ausgeht. Darauf soll aber
an dieser Stelle verzichtet werden.
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5.3 Physikalische Bedeutung der Parameter

Nach der unteren Schranke (5.11) kann die Eigenspannung aus der im Versuch gemessenen
verzogert elastischen Dehnung abgeschitzt werden. Allerdings existiert aus energetischen
Griinden eine obere Schranke fiir die Eigenspannung. Stellt man unmittelbar obere und
untere Schranke einander gegeniiber, wie in der Ungleichung (5.15) geschehen, entsteht
nach Einsetzen der Beziehung (5.8) eine Schrankenbeziehung fiir die Modellparameter F

und o:
€4 < 1 —

, (5.29)

mit der sich aus dem gemessenen Verhiltnis der verzogert elastischen zur elastischen
Dehnung V = g4/e. eine Schranke fiir den Querschnittsflachenanteil «; ergibt:

1
<
= Vel

(5.30)
Den Versuchen von MELLOR und TESTA [MT69] an polykristallinen Eisproben 148t sich
ein sehr grofles Verhiltnis V' = 30 entnehmen. Bei Annahme elastischer Isotropie (E = 1)
beschriankt dies den Querschnittsflichenanteil des schlechter abgleitbaren Kristalls 1 auf
hochstens a@ = 3.2% (und fiir elastische Anisotropie bei £ = 0.66 und F = 1.5 auf

a; = 4.8% bzw. auf a; = 2.2%).

Soll mit dem Zweikristall-Modell die polykristalline Versuchsprobe beschrieben werden,
miifite man aus diesem Ergebnis schluf3folgern, daf§ die Eisprobe einen sehr kleinen ,,Hart-
kornanteil“ von 3.2% besitzt, der definiert sein mag als die Summe aller Kérner, deren
basalen Ebenen senkrecht zur aufgebrachten dufieren Lastrichtung stehen. Unterteilen wir
den Bereich der moglichen Lastrichtung in beliebig feine Winkelabschnitte, kénnen wir
auch fiir einen isotropen Polykristall (bei dem alle Kornorientierungen gleich gewichtet
sind) beliebig kleine ,Hartkornanteile“, wie sie oben definiert sind, erhalten. Die Frage
stellt sich nur, ob alle anderen Korner, auch die, die sich in ihrer Orientierung nur infini-
tesimal von der des Hartkornanteils unterscheiden, leicht genug abgleiten, oder ob nicht
doch eine Textur vorliegen miifite, d.h. dafl die Klassen, deren Kornorientierungen der des
»,Hartkornanteils* ,nahe“ sind, nicht im Polykristall auftreten diirfen, damit wirklich nur
der ,Hartkornanteil“ die gesamte duflere Last trigt. Dann ligen die wenigen schlecht ori-
entierten Korner wie eine 2. Phase in einer Matrix aus sehr leicht abgleitbaren Kérnern.
Bei zu kleinem ,Hartkornanteil ware dann kaum noch die Taylorsche Annahme nach
homogener Verformung zu halten, da man sich vorstellen kann, dafl die leicht abgleitbare
Matrix um die wenigen harten Kérner herumflief3t.




5.3. Physikalische Bedeutung der Parameter 79

Es kann noch angefiigt werden, dafi die Ungleichung (5.30) auch fir o = 1/2 erfiillt wer-
den kann; dann miiite Kristall 1 als eine Art 2. Phase einen effektiven E-Modul von 1/30
desjenigen von Kristall 2 haben. Die Eigenspannung in Kristall 1 betrdagt in diesem Fall
1.94% anstatt 30 X.

MELLOR und TESTA [MT69] postulieren fiir ihre Eisproben Isotropie: Zur Herstellung
der Proben wurden Eiskorner gesiebt, in eine vibrierende Form geschiittet und dieses Eis-
Luft-Gemisch mit destilliertem und entgastem Wasser gesittigt.

Das Zweikristall-Model kann das transiente Spannungs-Dehnungsverhalten einer polykri-
stallinen Eisprobe im einaxialen Versuch wiedergeben. Aber die Diskussion zeigt, daf sich
den Modell-Parametern nur eine ungefihre physikalische Bedeutung zumessen 1afit. Je ein-
deutiger die physikalische Bedeutung ist, desto leichter ist hidufig bei der Anpassung eines
Stoffgesetzes an einen Versuch die GréBenordnung der Parameter abzuschitzen. ASHBY
und DUVAL [ADS85] verwenden z.B. das rheologische Modell nach Abb. 5.10 mit den un-
terschiedlichen Léngen {4 und g fiir die beiden Feder-Dampfer-Elemente. Dann kann die
Stabsteifigkeit bei Konstanthalten des physikalisch bekannten E-Moduls variiert werden
durch Verianderung der Lange und der Querschnittsfiiche. Sie wenden dieses Modell auf
einen einzigen Kristall, auf das ,,average“ grain an, wobei ein Dampfer die basale und der
andere die prismatische Abgleitung dieses Kristalls reprisentieren. Die in diesern Modell
auftretende Spannungsumlagerung verwenden sie als interne Variable fiir ihr Stoffgesetz.
Welche physikalische Bedeutung z.B. den Langen l4 und [p zugewiesen werden konnte,
geben sie nicht an. Allerdings kénnen sie dadurch, dafl sie bestimmte Anforderungen an
ihr Modell stellen, Beziehungen entwickeln, aus denen sich diese beiden Parameter mit
Hilfe der im Versuch ermittelten Gréflen bestimmen lassen.
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Abb. 5.10: Rheologisches Modell des Stoffgeset-
zes von ASHBY und DuvaL [AD85]
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Verbindet man a; = 1/2 mit der Vorstellung, daf§ alle Korner gleich gro8 sind, dann
diirfte sich nach dem Zweikristall-Modell im Polykristall hochstens eine Eigenspannung
in der Gréfenordnung der von auflen anliegenden Lastspannung ¥ ergeben (vgl. Fall I in
Abschnitt 5.2). Dabei ist zu beachten, dafl diese Eigenspannung als eine II. Art zu be-
trachten ist, da sie im Modell als homogen verteilt iber das einzelne Korn vorausgesetzt
ist (vgl. a. Abschnitt 5.1).

Wesentliche Merkmale des in diesem Kapitel vorgestellten Zweikristall-Modells sind seine
Einaxialitdt und die Taylorsche Annahme der gleichen Endverformungen der beiden Kri-
stalle. Wie inhomogen sich ein der Realitdt schon ndher kommender Polykristall in seinem
Inneren verformt und wie komplex sich in ihm der Eigenspannungszustand ausbildet, wird
im n#chsten Kapitel vorgestellt.
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6.1 Vorbemerkungen

Von den verschiedenen Formen polykristallinen Eises wird im Rahmen dieser Arbeit das
sdulenférmige Eis 52 untersucht. Diese Eisform ist von besonderem Interesse, da es als
Meereis fast immer an Eis-Struktur-Interaktionen im Offshore-Bereich beteiligt ist (vgl.
a. SINHA [Sin78]). Es tritt auch als Frischwassereis auf. Im Laufe seines Wachstums ent-
wickelt es Kristallkérner, die nach einer Linge von wenigen cm ungiinstig orientierte
Korner so verdrangt haben, dal die Abweichung der c-Achsen von der Horizontalen nur
wenige Grad betriagt (MICHEL [Mic78]). In dieser horizontalen Ebene sind die c-Achsen
der in vertikaler Richtung langgestreckten Ko6rner regellos orientiert. Das Eis verhalt sich
demnach plananisotrop. Die Anisotropieachse liegt dabei parallel zur vertikalen Wachs-
tumsrichtung. Bei einer Konfrontation z.B. mit einer Erdélplattform wird das S2-Eis
hauptséichlich horizontal belastet. Dabei bildet sich i.a. durch die Rotation der c-Achsen
um die Anisotropieachse eine Textur aus, d.h. die c-Achsen liegen zwar immer noch in
der gleichen Ebene, aber ihre Richtungen sind nicht mehr gleichverteilt.

Dieses polykristalline Eis 148t sich sehr gut durch ein zweidimensionales FE-Modell be-
schreiben, mit dessen Hilfe die Antwort des Eises auf die vorherrschenden ebenen Be-
anspruchungszustdnde simuliert werden kann. Dabei soll das FE-Modell den Polykristall
als einen Verbund von monokristallinen Eiskornern idealisieren. Die Korngrenzen werden
als Schichten verschwindend geringer Dicke betrachtet, an denen von einem Korn zum
anderen schreitend ein Sprung in der Orientierung der benachbarten Koérner festzustellen
ist. Bei Temperaturen von knapp unter 0°C haben STEINEMANN [Ste58] und KETCHAM
uND HoBBs [KH69] Wassereinschliisse an den Tripelpunkten, also dort wo drei Korn-
grenzen zusammenstofen, in polykristallinem Eis beobachtet. Solche Wassereinschliisse
begiinstigen das Korngrenzgleiten, das Abgleiten der Koérner relativ zueinander. Bei dem
in der vorliegenden Arbeit betrachteten Temperaturbereich von —20°C bis —5°€ und bei
Spannungen von 102 MPa bis 1 MPa werden die inelastischen Verformungen nach SHOJI
und HiGasHI [SH78] durch Versetzungsbewegungen hervorgerufen. Im FE-Modell sind
deshalb keine Kontaktelemente an den Korngrenzen, also zwischen den Elementen unter-
schiedlicher Korner, eingefiigt worden, wie es zur Simulation von Korngrenzgleiten nétig
wire. Stattdessen wurden die gemeinsamen Knoten von Elementen verschiedener Kérner
fest miteinander gekoppelt. Einzelheiten zu der FE-Vernetzung von Modell-Polykristallen
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finden sich im Kapitel 3.4.2.

Das Kapitel 6 ist zweigeteilt:

In Kapitel 6.2 werden rechteckige Korner, wie sie im Kapitel 4 seperat getestet wurden
und in Kapitel 5 den Zweikristall gebildet haben, zu einem Modell-Polykristall aus 64
Kornern zusammengesetzt. Zur Beurteilung der Annahmen des Zweikristall-Modells nach
Kapitel 5.2, das bestimmten Stoffgesetzen fiir polykristallines Eis als Grundlage dient,
werden die Eigenspannungsverteilung und die innere Verformung des Polykristalls infolge
einer d4uBeren Belastung untersucht. Das dem Tragverhalten des Polykristalls zugrunde
liegende Prinzip wird durch Herauszoomen einzelner Kristalle erliutert und die Konse-
quenz auf den Verlauf der makroskopischen Spannung ¥ aufgezeigt.

Welche Bedeutung die zu wéhlenden Parameter Kornform, -anzahl und Feinheit der
Finite-Elemente-Diskretisierung im Hinblick auf die Verwendung des Modell-Polykristalls
fiir die Anpassung an Versuche mit polykristallinem Eis S2 haben, wird in Kapitel 6.3
herausgearbeitet.
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6.2 Der Modell-Polykristall aus Rechteckk6rnern im
simulierten Druckversuch

Der Polykristall nach Abb. 6.1 besteht aus 8 x 8 Rechteckkdrnern. Die Léinge der Probe
betragt das Doppelte ihrer Breite. Zur Erreichung einer isotropen Verteilung der Korn-
orientierungen, werden diese i.d. R. per Zufallsgenerator aus dem Wertebereich —90° <
¥ < 90° vorgegeben (vgl. a. Abb. 3.4). Ausnahmen von diesem Vorgehen werden spiter
noch erldutert. Senkrecht zur Bildebene verlaufen die basalen Ebenen. Ihre Schnittlinie
mit der Zeichenebene wird in jedem Korn durch einen kurzen Strich angedeutet. In Abb.
6.1 blickt man praktisch von oben auf eine z.B. auf dem Meer schwimmende rechteckige
S2-Eis-Platte.

Wie zuvor bei dem Einkristall in Kapitel 3.1 wird mit der Geschwindigkeit ¢ = —1.4 -
107% 57! ein weggesteuerter Druckversuch gefahren, diesmal bis 1% Stauchung.

2b

N1\
/
\ |

Abb. 6.1: Polykristall mit der Lage der basalen
Ebenen; auf die markierten Kérner wird
im Abschnitt 6.2.3 Bezug genommen!
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Abb. 6.2: Spannungsverteilung fiir o992, 011 und o; am Belastungsende
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6.2.1 Innerer Spannungszustand

Zur Festlegung der Grenzen, innerhalb derer die Spannungsverteilung angezeigt werden
soll, iibertragen wir das Ergebnis vom Zweikristall-Modell. Hat dort der weniger gut ori-
entierte Kristall 1 die gesamte &uflere Last am Belastungsende {ibernommen, erreicht in
ihm fiir o; = 1/2 die Spannung gerade das Doppelte der makroskopischen Spannung, und
Kristall 2 ist vollkommen spannungsfrei.

In diesen Grenzen 2 X bis 0 stellen wir oy am Belastungsende in Abb. 6.2 dar. Im Laufe
des Belastungsprozesses haben sich die Spannungen von den schwarz gekennzeichneten
Bereichen umgelagert hin zu den weifl unterlegten Stréngen. Die Umlenkung des Kraft-
flusses bewirkt auch senkrecht zur Lastrichtung, d.h. in 1-Richtung, Spannungen in der
Groflenordnung der makroskopischen Spannung. Die Verteilung der 1. Hauptspannung
o, unterscheidet sich insofern von oy, als dafl noch an einzelnen Stellen nahezu vertikal
ausgerichtete schwarze Strange auftreten. Sie riihren daher, dafl o9, in seinen schwarzen
Bereichen nicht nur auf 0 angestiegen ist, sondern dariiber hinaus an sehr wenigen Stellen
den Betrag der aufien anliegenden Druckspannung ¥ erreicht hat (siehe oge-Plot links
unten in Abb. 6.2). Im Vergleich dazu konnte sich Kristall 2 im einaxialen Zweikristall-
Modell nur vollstindig der &ufleren Belastung entziehen, aber nicht noch Spannungen
entgegengesetzten Vorzeichens aufbauen (vgl. Kapitel 5.2).

Wird jetzt zur Offenlegung des Eigenspannungszustandes schlagartig entlastet, d.h. mit
—2 belastet, erhalten wir fiir die Verteilung von g ein fast identisches Bild, wenn wir
die Grenzen von -2 bis 0 um | — | verschieben auf -1 bis 1 (s. Abb. 6.3). Nur in den
Randbereichen oben und unten haben sich wegen der erforderlichen Randspannungsfrei-
heit deutliche Veranderungen ergeben. Da auch vor der Entlastung keine duflere Last in
1-Richtung gewirkt hat, bleibt folgerichtig ¢; nahezu unverdndert. Die charakteristische
Zellstruktur in der Abbildung der 1. Hauptspannung hat sich schon bei o; am Belastungs-
ende angedeutet. Sie entsteht durch Superposition der schwarzen Flachen von o9, mit den
schwarzen Strédngen von o;;. Die schlechter orientierten Bereiche stehen unter Druck und
erzeugen in den sie umgebenden Zellwénden Zugspannungen.

Entlang der weiflen Strdnge im linken oberen Quadranten im Plot von o9, hat die Ver-
setzungsdichte um AM stark zugenommen. Offensichtlich mufiten dort in den schlechter
orientierten Kristallen sehr viele Versetzungen erzeugt werden, damit die vorgegebene ma-
kroskopische Verformung umgesetzt werden konnte. Im Vergleich dazu ist in dem rechten
weiflen Strang, der ab halber Hohe mehr und mehr nach links zur Mitte abknickt, kein
besonders grofier Zuwachs in der Versetzungsdichte zu beobachten.
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Abb. 6.3: Vertetlung der Eigenspannungen o9, o) und o} und der Verdnderung AM der Verset-
zungsdichte (Entlastung); auf die markierten Kérner im o1,-Plot wird im Abschnitt

6.2.3 Bezug genommen!
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6.2.2 Innerer Verformungszustand
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Abb. 6.4: Verschiebungsfeld Au in 2-Richtung, 29 =~ —211, 212 und Ay (Belastungsende)

Es soll noch einmal das Belastungsende betrachtet werden, um aufzuzeigen, wie inho-
mogen sich der Polykristall verformt hat. In Abb. 6.4 zeigt das Hélenlinienbild des Ver-
schiebungsfeldes Aw fiir die 2-Richtung, daff sich auf der linken Seite die vorgegebene
Verformung auf die obere Ecke konzentriert, wo die Hohenlinien im besonders geringen
Abstand verlaufen. Hier wird lokal eine Stauchung von iber 10% erreicli.
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Die Greensche Verzerrung e, ist dargestellt in den Grenzen 0% bis zur vorgegebenen ma-
kroskopischen Stauchung von 1%. Das Korn an der Stelle A ist z.B. kaum verzerrt und hat
vor allem eine Starkorperbewegung vollzogen. Das 1488t sich an dem grofien Abstand der
Hohenlinien des Verschiebungsfeldes nahe dem verschobenen Rand ablesen. Die Verfor-
mung konzentriert sich auf das schrigliegende weifie Band (im £25-Plot), wo Stauchungen
von iiber 1% erreicht werden (vgl. geringen Abstand der Hohenlinien in der Darstellung
von Au).

Bei der basalen Abgleitung bleibt das Volumen konstant. Da sich fiir die e;;-Verteilung ein
fast identisches Bild nur mit umgekehrten Vorzeichen ergibt, tibersteigt die inelastische
Verformung deutlich die elastische.

Die Gestaltinderung £, betrigt zwischen weniger als -5% in der linken oberen Ecke bis
iiber 3% an einzelnen Stellen im Polykristall. Die verschiedenen Rechteckkdrner sind in
diesem Plot besonders gut auszumachen. Unter den geeigneten Randbedingungen geht
mit der Gestaltdnderung auch eine Rotation der basalen Ebenen einher, wie die Ad-
Verteilung zeigt. Diese Rotation kann innerhalb des einzelnen Korns sehr inhomogen sein.
7Z.B. erkennt man im unteren rechten Viertel zwei dreiecksférmige Extrema, und zwar
unmittelbar am rechten Rand des Polykristalls und an der horizontalen Korngrenze zwi-
schen den beiden untersten iibereinander liegenden Kérnern: Diese Kérner sind gerade so
orientiert (fast spiegelbildlich zu ihrer Korngrenze, vgl. a. Abb. 6.1), daf} sie versuchen,
unter der vertikalen Drucklast nach rechts zur freien Oberfliche auszuweichen. Dabei
wiirden sich ihre basalen Ebenen tendenziell paralleler zu dieser Korngrenze orientieren.
Die Nachbarkorner behindern diese Verformung. Nur an der freien Oberfliche findet sie
statt. Infolgedessen werden die basalen Ebenen sehr stark gekriimmt, fast abgeknickt,
wie an dem sehr geringen Abstand der Hohenlinien abgelesen werden kann. So entwickelt
sich an den Hypotenusen der dreiecksformigen Extrema jeweils eine Kleinwinkelkorngren-
ze. Dieser mikromechanische Effekt wird hdufig bei Materialien mit nur einer effektiven
Abgleitebene beobachtet.

6.2.3 Die Tragwirkung des Polykristalls

Die Tragwirkung polykristallinen Eises soll an zwei Kornern in der Mitte des Polykristalls
aufgezeigt werden. Dort ist der in Kapitel 5.2 betrachtete Zweikristall eingebettet (vgl.
Abb. 6.1). Die benachbarten Kristalle verhindern, dafi das —20°-Korn wie im simulierten
Einkristallversuch zur Seite unter der Last ausweicht. Stattdessen vollzieht sich seine
Gestaltdnderung in der offenbar weniger stark behinderten Neigung seiner Stirnseiten.
Wie in der rotierbaren Probenauthangung (vgl. Abb. 4.3) kann so das Korn seine basalen
Ebenen tendenziell senkrechter zur dufferen Drucklastrichtung orientieren, und zwar hier
um maximal 4° (s. Abb. 6.5). Dadurch wird ein weiteres basales Abgleiten erschwert.
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Diese Ausrichtung der basalen Ebenen haben wir ebenfalls bei den beiden Randkornern
gesehen. Allerdings fiihren deren Ausgangsorientierung mit || > 45° dazu, da8 sich ihre
c-Achsen durch das seitliche Ausweichen schneller der Drucklastrichtung annihern als fiir
den Fall der Stirnseitenneigung. Mit dem modifizierten Spielkarten-Modell nach Kapitel
4.2 138t sich |9y = 45° als Grenze fiir dieses unterschiedliche Verhalten herleiten.

Auch bei den anderen Koérnern werden diese Drehungen der Mikrostruktur beobachtet,
obgleich im unterschiedlichen Ausmafl. Auf diese Weise bildet sich im Polykristall eine
Textur aus. Der Verformungswiderstand steigt an.

Die gegenseitige Behinderung der Kristalle am seitlichen Ausweichen fiihrt zu einer Ver-
spannung der Korner untereinander. Dadurch wird ein mehraxialer Eigenspannungszu-
stand hervorgerufen (s. Abb. 6.3). Die Eigenspannungsverteilung in jedem einzelnen Korn
ist i.a. sehr inhomogen. Allenfalls ist sie iiber sehr kleine Kornbereiche als homogen zu
bezeichnen (vgl. Abb. 6.5). Von Eigenspannungen III. Art kann noch nicht gesprochen
werden (vgl. Abb. 5.1), doch als Eigenspannungen II. Art klassifiziert unterscheiden sie
sich deutlich von den Eigenspannungen II. Art, die im Zweikristall-Modell nach Kapitel
5.3 homogen iiber jedem einzelnen Korn auftreten. Die inhomogenen Eigenspannungen
nach Abb. 6.5 aufintegriert fiir verschiedene Schnitte iiber die Querschnittsfliche mogen
zwar in der GroBenordnung der maximalen , Eigenkraft® von Kristall 1 fiir oy = 1/2 lie-
gen, aber die Taylorsche Annahme gleicher Verformung ist zumindest bei polykristallinem
Eis fragwiirdig. Bei 1% makroskopischer Stauchung treten lokal Stanchungen von 10% auf
(vgl. Abb. 6.4).

Bei einer makroskopischen Spannung von -3.8 MPa verbleibt im —20°-Korn in 2-Richtung
maximal eine Eigenspannung von -8 MPa und im —45°-Korn eine von 4 MPa. Senkrecht
zur globalen Lastrichtung treten im unteren Viertel des —20°-Korns, sowie durch ein Band
verbunden bis in die Mitte des —45°-Korns positive Eigenspannungen vom Betrage der
dufleren Spannung auf (vgl. Abb. 6.3). Das Zweikristall-Modell ist einaxial und kann diese
wichtigen Eigenspannungen senkrecht zur Lastrichtung nicht liefern. Aber gerade diese
Eigenspannungen sind mitverantwortlich bei der Entstehung und dem Antrieb von Spalt-
rissen, die sich unter Drucklast bevorzugt in Ebenen parallel zur Lastrichtung anordnen
koénnen.

Zur besseren quantitativen Einordnung werden diese Ergebnisse denen aus den simu-
lierten Einkristall-Versuchen in Abb. 6.6 gegeniibergestellt: Nach einer makroskopischen
Stauchung von nur 1% haben sich die basalen Ebenen des im Polykristall eingebetteten
—20°-Korns bereits um 4° aufgrund der Lokalisierung der Verformung gedreht, wahrend
A% im rotierbar eingespannten Korn nach der gleichen, aber jetzt homogen verteilten
Verzerrung nur 1° betrégt. Dagegen fillt die Strukturdrehung im einaxialen Druckversuch
sehr gering aus, wenn die Priifvorrichtung die Stirnflichenneigung des Korns behindert
(vgl. Kapitel 4.4).
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Die gegenseitige Verspannung der Kérner mit lokal sehr hohen Spannungswerten fithrt zu
einem Anstieg der Lastkapazitit des Polykristalls. Das spiegelt sich in der zeitlichen Ent-
wicklung seiner makroskopischen Spannung wider. Im Vergleich zum Einkristall-Versuch
kommt es nach dem Zwischenmaximum nicht mehr zu solch einem starken Abfall der
Spannung. Es ist im Anschlufl daran wieder ein Anstieg, eine Art Verfestigung. zu beob-
achten.
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Abb. 6.6: Vergleich: Polykristall - Einkristall
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6.3 Der Modell-Polykristall fiir die Anpassung an Ver-
suche mit S2-Eis

Soll mit Hilfe des vorgestellten Modell-Polykristalls eine Anpassung an den im Versuch an
S52-Eis ermittelten Verlauf der makroskopischen Spannung vorgenommen werden, miissen
eine geeignete Kornform, -anzahl und die erforderliche Feinheit der FE-Diskretisierung
bestimmt werden.

Da es dabei nicht um die genaue Modellierung der Zustandsdnderung auf der Mikroebene
geht, interessiert man sich fiir eine mittlere Form der Korner und fiir die Mindestanzahl
der Korner, die fiir ein isotropes Materialverhalten auf der Makroebene erforderlich ist.
Ab dieser Mindestanzahl sollten sich fiir unterschiedliche per Zufallsgenerator bestimmte
Verteilungen der Kornorientierungen die gleichen makroskopischen Kurven ergeben.

Ab einer geniigend feinen FE-Diskretisierung sollte sich der Verlauf der makroskopischen
Spannung fiir weitere Netzverfeinerungen nur noch unwesentlich andern.

Durch die Variation dieser Parameter werden ihre Bedeutung und Anhaltswerte fiir den
Modellierungs- und Rechenaufwand erarbeitet. Zur quantitativen Einschédtzung der Er-
gebnisunterschiede auf der makroskopischen Ebene sind die Verdnderungen auf lokaler
Ebene mit angegeben.

6.3.1 Variation der Kornformen und -anordnungen

Der bisher betrachtete Polykristall bestand aus Rechteckkornern, wie sie links oben in
Abb. 6.7 unter der Bezeichnung Rechteck-Gitter RG angeordnet sind. Aus der Werkstoff-
kunde (vgl. z.B. HONEYCOMBE [Hon84] und HAASEN [Haa84]) ist bekannt, dal beziiglich
des Kornwachstums eine instabile Situation vorliegt, falls in einem Punkt 4 Korngrenzen
zusammenstoen. Eine besonders stabile Situation ist erreicht, wenn sich drei Korngrenzen
unter 120° im Tripelpunkt treffen. Das fiihrt bei geradlinigen Kornseiten auf ein Sechseck
mit 120°-Innenwinkel.

Dieses Sechseck kann einmal auf eine seiner Seiten gelegt oder auf eine seiner Spitzen ge-
stellt werden, so daf eine vertikal angreifende duflere Last im ersten Fall in Richtung des
kiirzesten Abstandes der Sechseckseiten und im anderen Fall lings der grofften Verbin-
dungslinie zwischen zweil Eckpunkten wirkt. Welche Anordnung den grofleren Widerstand
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einer dufleren Last entgegensetzt, 1463t sich anhand der beiden mdoglichen Zwischenstufen
Maurerverband MA und MB abschéatzen, iiber die man vom Rechteck-Gitter RG zu einer
sechseckigen Kornform gelangt (vgl. Abb. 6.7):

e Im Maurerverband MA ist jede 2. Steinreihe um ein halbes Korn nach rechts verscho-
ben. Wird die halbe Kornstirnseite um 30° um ihren Mittelpunkt gedreht, entsteht
die Wabenstruktur WA mit 120°-Innenwinkel.

e Im Maurerverband MB ist jede 2. Steinreihe um ein halbes Korn nach oben verscho-
ben. Wird die halbe Kornlidngsseite um 8.2° um ihren Mittelpunkt gedreht, entsteht
die Wabenstruktur WB.

Mit dem gewahlten Winkel von 8.2° wird erreicht, daff beim Ubergang vom Verband MB
auf die Struktur WB die gleiche Kornfliche modifiziert wird wie beim Ubergang von MA
nach WA.

Beim Verschieben einer Steinreihe fallt rechts ein halbes Korn weg, links muf} ein halbes
Korn eingefiigt werden. Um lokal die Verdnderung moglichst gering zu halten, ist der
Anisotropiewinkel des unmittelbar benachbarten Korns in der gleichen Reihe als Attribut
gewidhlt worden.

Durch den Versatz der Kornreihen beim Maurerverband MA senkrecht zu einer vertikalen
Last verbindet man mit dieser Anordnung einen grofieren Zusammenhalt der einzelnen
Steine als beim Maurerverband MB. In der Tat reagiert der Maurerverband MA steifer
als MB, zumindestens in der Umgebung des Zwischenmaximums bis zum Minimum der
makroskopischen Spannungskurve nach Abb. 6.8. Dann drehen sich die Verhiltnisse um;
MA verlduft unterhalb von MB. Wahrend der Maurerverband MB und die zugehorigen
Wabenstruktur WB praktisch deckungsgleich sind, fallt MA gegeniiber WA mehr und
mehr ab. Abgesehen von einer sehr kleinen Umgebung des Zwischenmaximums erreicht
das Rechteckgitter RG die héchsten Werte in der makroskopischen Spannung. Dieser Kur-
ve liegen WB und MB ab dem Minimum noch am néchsten.
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Rechteck-Gitter RG
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Maurerverband MB Wabenstruktur WB

Abb. 6.7: Andere Kornformen und -anordnungen
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Abb. 6.8: Vergleich der makroskopischen Spannung % fiir verschiedene Kornformen
und -anordnungen
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Abb. 6.9: Vergleich der Spannung 99 in der Mitte des -20°-Korns fiir verschiedene
Kornformen und -anordnungen
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Lokal, in der Mitte des —20°-Korns ergibt sich nach Abb. 6.9 folgendes fiir die Spannung
099: Wiederum verlaufen die Kurven WB und MB in der Nihe von RG. Dagegen fillt die
Spannung fiir MA und WA nach einem Zwischenmaximum ab. Drei Punkte fallen beson-
ders auf: An der Stelle A entfernt sich die Kurve fir das Rechteck-Gitter von allen iibrigen
Graphen. Ab Punkt B bzw C tritt jeweils der Unterschied zwischen dem Maurerverband
und der zugehérigen Wabenstruktur zu Tage.

Wihrend sich lokal oy, fiir die verschiedenen Kornformen und -anordnungen qualitativ
und quantitativ erheblich unterscheiden, liegen die makroskopischen Kurven am Bela-
stungsende maximal um +5.5% von ihrem Mittelwert entfernt, d.h. in einer Bandbreite,
innerhalb derer die Ergebnisse von Versuchen an polykristallinen Eisproben streuen.

6.3.2 Variation der Kornorientierungen

Um mit der vom Programm wabez2 (vgl. Kapitel 3.4} erstellten Struktur einen einaxialen
Versuch an der Wabenstruktur WB nach Abb. 6.7 in 2-Richtung zu simulieren, wurde
einfach die wabez2-Struktur in 1-Richtung belastet. Vorher bot sich jedoch die Kontroll-
rechnung an, ob sich nicht der simulierte einaxiale Versuch an dem Rechteck-Gitter RG
jetzt durch einen einaxialen Versuch in 1-Richtung mit einem Ho6hen-Breiten-Verhaltnis
h/b = 1/2 gegenrechnen liefle. Dazu muf} jede basale Ebene zunichst an der 2-Achse ge-
spiegelt werden, d.h. alle ¥4 sind mit (-1) zu multiplizieren. Dann ist die Matrix aus 8 x 8
Kornattributen zu transponieren, und schliellich 90° zu allen alten mit (-1) skalierten J,
zu addieren.

Die einfachste Methode, einen neuen Satz an Kornattributen herzustellen, ohne noch ein-
mal den Zufallsgenerator zu bemiihen, besteht darin, bei obiger Kontrollrechnung die
Skalierung mit (-1) zu unterlassen. Dieses Vorgehen ist gleichbedeutend damit, nicht wie
im Polykristall nach Abb. 6.1 von unten links an die Kérner mit den 64 Attributen reihen-
weise zu belegen, sondern oben links mit der Zuweisung der ¥y zu beginnen. Damit sind
die Kornreihen einfach vertauscht, nicht gespiegelt. Der Vergleich der Ergebnisse dieser
mit RGV bezeichneten Kornanordnung mit denen des alten Rechteck-Gitters RG wird in
Abb. 6.10 vorgenommen:
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Abb. 6.10: Vergleich zwischen Rechteck-Gitter RG und Rechteck-Gitter RGV
(Kornreihen vertauscht)

In den makroskopischen Kurven ergibt sich am Belastungsende mit +9% Abstand vom
Mittelwert ein Unterschied, der fast doppelt so hoch ist wie der infolge der unterschiedli-
chen Kornformen und -anordnungen nach Kapitel 6.3.

3 steigt bei den vertauschten Reihen wesentlich stdrker an, als bei der urspriinglichen
J9-Zuordnung vom Rechteck-Gitter RG.

g22 im —20°-Korn verlduft nicht wie zuvor monoton, sondern &hnelt, allerdings mit aus-
gepragteren Extrema, vielmehr der makroskopischen Kurve.

Ab einer geniigend grofien Anzahl von Kérnern diirfte diese Reihenvertauschung keinen
Unterschied mehr in den makroskopischen Kurven bewirken, wohl aber auf der Mikro-
ebene. Die Anderungen auf der Mikroebene scheinen sich bei 64 Kornern noch auf die
Makroebene durchzuschlagen. Daf§ sich iiberhaupt durch die Vertauschung der Reihen
Unterschiede ergeben, 18t sich anhand Abb. 6.11 und der schon getroffenen Feststellung
erkldren, daB sich unter der auch lokal dominierenden dufleren Last die basalen Ebenen
senkrechter zur Drucklastrichtung orientieren aber mehr und mehr parallel zur Zugla-
strichtung drehen (vgl. a. Abb. 4.3a):
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Abb. 6.11: Beispiel fiir die mikromechanische Auswirkung
der Vertauschung der Kornreihenfolge von 1-3-5
auf 5-3-1

Die mittlere der drei hintereinander geschalteten Kornreihen nach Abb. 6.11 bestehe aus
einem Kristallpaar, dessen basalen Ebenen einen Winkel einschlieien, deren Winkelhal-
bierende sich nicht zu sehr von der Lastrichtung unterscheidet. Dieses Paar von basalen
Ebenen bildet eine Art Keil. Unter der Drucklast wird die Keilspitze in die nachste Korn-
reihe gedriickt, wo sie Querzug erzeugt. Das riickwirtige Ende des Keils bildet mit seinen
basalen Ebenen gebffnete Schenkel, in die die angrenzende Kornreihe hineindriickt. Sie
gerdt dann unter Querdruck. Auf den Keil wirkt an seinem riickwértigen Ende dann
Querzug und an seiner Spitze Querdruck. Jedesmal ist die duflere Drucklast zu iiberla-
gern.

Mit diesem speziellen Beispiel einer Keilwirkung wird schnell klar, daf} es sehr wohl einen
Unterschied macht, ob z.B. Kornreihe 1-2 links oder rechts von 3-4 angeordnet ist, da in
beiden Fillen wegen verschiedenen Vorzeichens in der Querbelastung die basalen Ebenen
in unterschiedliche Richtungen rotieren werden.

6.3.3 Verfeinerung der Diskretisierung

Zur Modellierung der lokal starken Kriimmung der basalen Ebenen reicht es nicht aus,
jedes Korn etwa nur durch ein finites Element zu beschreiben. Den Kurvenverldufen in
Abb. 6.8 und Abb. 6.9 liegt eine Dikretisierung von 4 x 8 Elementen pro Korn, d.h. von
insgesamt 2048 Elemente zugrunde. Eine 4-fach feinere Diskretisierung (d.h. 128 statt 32
Elemente pro Korn) liefert folgende Ergebnisse:

Alle Strukturen reagieren wesentlich weicher (vgl. Abb. 6.12 mit Abb. 6.8). Qualitativ
verlaufen die Kurven vollig analog. Allerdings kénnen WB und MB jetzt voneinander
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unterschieden werden. Die makroskopischen Kurven liegen am Belastungsende in der glei-
chen absoluten Bandbreite von 0.4 MPa; das entspricht einem prozentualen Abstand von
+7% vom Mittelwert. Aus den Kurven RG4 bis MA4 und aus den Verlaufen RG bis MA
188t sich jeweils eine mittlere Kurve konstruieren. Diese gemittelten Graphen liegen in
einem Abstand von +11% von ihrem gemeinsamen Mittel entfernt.

1Z| [MPal
380
3.40 +
RG4
3.00 + WB4
MB4
WA4
260 —+ MA4
1
220+
2
] "800 ¢ [s]

Abb. 6.12: Vergleich der makroskopischen Spannung ¥ fiir verschiedene Kornfor-
men und -anordnungen fiir eine 4-fach feinere Diskretisierung als in
Abb. 6.8

Auf lokaler Ebene fallt beim Vergleich von Abb. 6.13 mit Abb. 6.9 auf, daf} jetzt WA und
MA nicht mehr so stark abfallen; RG4 liegt deutlich oberhalb von RG. Bei MB und WB
hat die Verfeinerung nur eine geringe Anderung verursacht.
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Abb. 6.13: Vergleich der Spannung ogs in der Mitte des -20°-Korns fiir verschiedene
Kornformen und -anordnungen fiir eine 4-fach feinere Diskretisierung
als in Abb. 6.9

Auf makroskopischer Ebene ist damit der Einflufl der Diskretisierung (Abfall um 22%)
doppelt so grofl wie die Auswirkung verschiedener Kornformen und -anordnungen (Band-
breite von 2 - 5.5% = 11%) und noch deutlich grofer als der Unterschied 2 - 9% = 18%
infolge der Variation der Kornorientierungen.

Fiir weitere Netzverfeinerungen sollten die zur gleichen Kornform gehorenden Verlaufe
der makroskopischen Spannungen gegen eine Grenzkurve konvergieren. Dies soll wegen
des zu erwartenden Rechenaufwandes an einem ,,etwas kleineren“ Polykristall iiberpriift
werden:

Aus dem bisher betrachteten Polykristall nach Abb. 6.1 wird der linke untere Bereich mit
4 x 5 Kornern separiert, die Wabenstruktur WB gewahlt, aber jetzt mit gleichseitigen
120°-Waben. Bis zu 2% wird dieser neue Polykristall gestaucht.

Gestartet wird mit 4 FE-Elementen pro Korn. Fiir jede weitere Verfeinerungsstufe wird die
Elementanzahl pro Korn vervierfacht. Mit zunehmend feinerer Diskretisierung antwortet
der Polykristall weicher (vgl. Abb. 6.14). Die Kurven fiir die makroskopische Spannung
nahern sich aneinander an. Der anfingliche Wiederanstieg flacht wieder etwas ab. Zur
quantitativen Einordnung ist die makroskopische Spannungskurve fiir den 8 x 8 Polykri-
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stall WB4 mit eingezeichnet.

Offensichtlich bedarf es eines groflen Aufwandes hinsichtlich der Anzahl der Elemente
und damit hinsichtlich der Rechenzeit, um einen Verlauf der makroskopischen Spannung
zu erhalten, der sich fiir weitere Verfeinerungen kaum noch &ndert. Nach Abb. 6.14 ist
mindestens noch eine weitere, wenn nicht sogar zwei 4-fach feinere Diskretisierungen er-
forderlich. Dann sind wir bereits in der Gréflenordnung von insgesamt 20000 bzw. 80000
Elementen. Die Berechnungen erfolgten auf einer SUN-Workstation-Umgebung, bei der
man ab 10000 Elementen auf Schwierigkeiten wegen des begrenzten Arbeitsspeichers stief3.

|X| [MPa] fiir 4 x 5 Korner Elemente pro Korn:
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Abb. 6.5[4: Verlauf der makroskopischen Spannung ¥ fiir eine unterschiedliche Anzahl
von Elementen pro Korn
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6.3.4 SchluBfolgerungen

Ist allein die Entwicklung der makroskopischen Spannung X von Interesse, etwa fiir die
Anpassung an Versuchskurven, stellte sich die Frage, ob ein hoherer Aufwand in der Mo-
dellierung einer realitdtsniheren Kornform und -anordnung einen signifikanten Einflufl auf
den Verlauf von ¥ hat. Die Ergebnisse der betrachteten fiinf verschiedenen Kornformen
und -anordnungen lagen innerhalb des bei Eis-Versuchen iiblichen Streubereiches der Me8-
ergebnisse. Solange keine Rekristallisation und damit Kornwachstum und -abbau simuliert
werden soll, reicht es deshalb aus, die Korner nach der einfachst denkbaren Anordnung,
d.h. nach dem Rechteckgitter RG zu einem Modell-Polykristall zusammenzusetzen.

Selbstversténdlich sollten fiir die Anpassung an plananisotropes polykristallines Eis {S2-
Eis) gleich lange Kornseiten und gleiche Innenwinkel innerhalb eines Korns, also etwa
quadratische Korner gewahlt werden, um eine Anisotropie infolge ungleicher Kornabmes-
sungen in den verschiedenen Richtungen auszuschlieBen. Dariiber hinaus wird fiir diese
Anpassung eine grofe Anzahl von Koérnern erforderlich sein, damit fiir unterschiedliche per
Zufallsgenerator ermittelte J4- Verteilungen die makroskopischen Kurven auch im inelasti-
schen Bereich iibereinstimmen. 64 Korner scheinen bei weitem noch nicht auszureichen,
da allein die Vertauschung der Kornreihen noch eine deutliche Verdnderung in der makro-
skopischen Spannung verursacht. Die Anzahl der an den duflerlich unbelasteten Réndern
des Modell-Polykristalls liegenden Korner muf sehr klein im Vergleich zur Gesamtzahl der
Korner sein. Sonst ist der Anteil der Kérner zu grof}, die aufgrund der freien Oberfliche
weniger stark am seitlichen Ausweichen behindert werden (vgl. a. die beiden in Abschnitt
6.2.2 betrachteten Randkérner); d.h. die Randeffekte haben einen zu grofien Einfluff auf
den Verlauf von %. Bei insgesamt sehr wenigen Kornern sind die Randeffekte fiir verschie-
dene Verteilungen der Kornorientierungen trotz Gleichverteilung der Orientierungen sehr
unterschiedlich und damit auch der Verlauf von .

Zusammen mit der Anzahl der Korner bestimmt die Anzahl der finiten Elemente pro
Korn ganz entscheidend den Aufwand der FE-Berechnungen, wie an einem Polykristall
aus 20 Kornern fiir vier unterschiedlich feine Diskretisierungen aufgezeigt wurde.

Zur Zeit scheint bei vertretbaren Aufwand nur die Anpassung an Versuche mit Eis-
Polykristallen moglich zu sein, die aus wenigen Kornern bestehen: Thr gemessenes ma-
kroskopisches Materialverhalten wird nicht isotrop sein, so daBl man es nicht fiir die An-
passung von Werkstoffgesetzen fiir Eis-Polykristalle verwenden kann. Stattdessen diirfte es
besonders vielversprechend sein, sich auf die Modellierung der mikromechanischen Effekte
wie z.B. die Bildung von Kleinwinkelkorngrenzen zu konzentrieren.
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7. Zusammenfassung und Ausblick

Das Ziel der Arbeit bestand darin. zu einem tieferen Verstdndnis des Tragverhaltens
polvkristallinen Eises beizutragen. indem der Polykristall als Verbund seiner Gefligebau-
steine, der monokristallinen Eiskdrner, idealisiert wurde. Wichtigstes Werkzeug fiir die
Simulation von Zug-/Druckversuchen an den einzelnen Eiskérnern und an den aus ih-
nen zusammengesetzten Polykristallen war die geometrisch und physikalisch nichtlineare
Finite-Elemente Methode.

Das verwendete monokristalline Stoffgesetz entstammt in seinem inelastischen Anteil der
Arbeit von Bischoff-Beiermann [BB92]: fiir den elastischen Anteil wurde eirr hypoelasti-
sches Stoffgesetz und die fiir hexagonales Eis ), giiltige transversale Isotropie angesetzt.
Besonderen Wert wurde auf die Wahl der objektiven Zeitableitung gelegt. Indem dazu auf
die Matrizenschreibweise {ibergegangen wurde, konnte ausgehend von einer Transforma-
tionshetrachtung die verallgemeinerte objektive Zeitableitung nach Jaumann anschaulich
hergeleitet werden.

Im Kapitel 3 wurde die Grundlage fiir die Entwicklung eines geometrisch und physi-
kalisch nicht-linearen Vier-Knoten-Scheiben-Elementes fiir monokristallines Eis erldutert
und anhand von Verifikationsrechnungen die erfolgreiche Implementierung dieses Schei-
benelementes in.das Finite-Elemente-Programm FEAP gezeigt. Besonderen Wert wurde
auf die Simulation eines Versuchsstandes fiir biaxiale weg- und/oder kraftgesteuerte Ver-
suche an mono- bzw. polykristallinen Eisproben gelegt, wobei auch bei weggesteuerten
Versuchen zur Aufdeckung eines unverfilschten Eigenspannungszustandes eine schlagar-
tige Entlastung erreicht werden kann. Das dafiir entwickelte Modul beinhaltet die automa-
tische Vernetzung der mono bzw. polykristallinen Eisproben und der Probenaufhiangung
in Abhéngigkeit weniger Parameter und ordnet bei Verfeinerungen den neuen Elemen-
ten die zugehorigen Attribute (Kornorientierungen) zu. Mit einem Parameter lassen sich
Koérner zwischen mehr oder weniger wabenformigen bis rechteckigen Formen bilden. Das
Programmodul ist grundsétzlich auf unregelméfige Sechseckwaben erweiterbar, indem je-
der Wabeneckknoten nur um einen innerhalb eines Bereiches zufillig bestimmten Abstand
aus der Position der regelmifigen Kornform verschoben wird.

Fiir die Erklarung der Tragwirkung des Polykristalls ist die Kenntnis des Verformungsver-
haltens seiner Bestandteile, der Einkristalle erforderlich. Die Finite-Elemente-Simulationen
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von einaxialen Zug-/Druckversuchen an monokristallinem Eis dienten dazu, zunéchst
einmal eine Vorstellung davon zu vermitteln, wie stark das Deformationsverhalten des
Monokristalls von den Randbedingungen abhdngt. Durch Modifizierung des sogenann-
ten Spielkarten-Modells konnte das gegeniiber der elastischen Verformung dominierende
inelastische Deformationsverhalten anschaulich erklart werden. Dieses Kapitel endet mit
einem Vergleich der Ergebnisse fiir verschiedene Randbedingungen, denen der Einkristall
unterworfen sein kann, und mit der Schlufifolgerung, dafl sich zwei benachbarte Korner
innerhalb des Polykristalls stark gegeneinander verspannen und damit hohe Eigenspan-
nungen verursachen kdnnen.

In Kapitel 5 wurde anhand eines Modells fiir den einfachsten Polykristall, den Zweikristall
die Grofe dieser Eigenspannungen abgeschétzt, da hohe Eigenspannungen Schidigungs-
mechanismen auslosen und antreiben konnen. Mit Hilfe dieses Zweikristall-Modells als
eine Art einaxiales Taylor-Modell lassen sich aus Versuchsdaten bestimmter Belastungsge-
schichten die Eigenspannungen in einer Groflenordnung des 30-fachen Wertes der dufleren
Lastspannung abschétzen. Es wurde untersucht, wie grol und unter welchen Bedingun-
gen die Eigenspannungen im Zweikristall-Modell maximal werden kénnen: Als Bedingung
wurde gefunden, dafl die Modellparameter selbst extreme Werte annehmen miissen, so
daB die Schwierigkeit auftrat, ihnen iiberhaupt noch eine physikalische Bedeutung zu-
messen zu kénnen. Diese Schwierigkeit wurde vor dem Hintergrund diskutiert, dafl es
fiir die Anpassung eines Stoffgesetzes an Versuchsdaten wiinschenswert ist, aufgrund kla-
rer physikalischer Bedeutung der Modellparameter eine genauere Vorstellung von ihrer
GroéBenordnung zu besitzen.

Wie komplex die Eigenspannungsverteilung im polykristallinen Eis tatsichlich ist und wie
inhomogen der Verzerrungszustand, wurde exemplarisch an einem Modell-Polykristall aus
64 Kérnern im simulierten Druckversuch aufgezeigt. Konnte das Zweikristall-Modell als
einaxiales Modell nur die Eigenspannungen in Lastrichtung beschreiben, treten in dem
Modell-Polykristall auch Eigenspannungen senkrecht zur Lastrichtung auf und zwar in
einer mit dem Wert der aufien anliegenden Spannung vergleichbaren Gréfenordnung. Die
in Versuchen beobachteten Spaltrisse, die in Ebenen liegen, die die Drucklastrichtung
enthalten, werden von diesen senkrecht zur dufleren Lastrichtung wirkenden Eigenspan-
nungen verursacht. Die Taylorsche Annahme von gleichen Verzerrungen im Polykristall
gilt offensichtlich bei polykristallinem Eis auch nicht niherungsweise. Bei 1% makrosko-
pischer Stauchung ergaben sich im Inneren Stauchungen bis 10%.

Die Anderung der Korngestalt und die Kriimmung der basalen Ebenen wurden an ein-
zelnen Kristallen genauer untersucht. Es lieB sich zeigen, dafl die Tragwirkung des Po-
lykristalls in der Tat auf der gegenseitigen Verspannung der Kérner beruht, so dafl die
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Lastkapazitit des Polykristalls im Vergleich zu der des Monokristalls ansteigt.

Der vorgestellte Modell-Polykristall ist fiir die Anpassung an Versuche mit plananisotro-
pen polykristallinem Eis grundsitzlich geeignet. Die Form der einzelnen Korner ist weni-
ger entscheidend. Von besonderer Bedeutung sind eine geniigend feine Finite-Elemente-
Diskretisierung und eine sehr grofie Anzahl von Kérnern {(vgl. Schluifolgerungen in Kapitel
6.3.4).

Aufgrund der beiden letzten Punkte scheint zur Zeit bei vertretbaren Aufwand nur die
Anpassung an Versuche mit Eis-Polykristallen méglich zu sein, die aus wenigen Kornern
aufgebaut sind. Dann steht nicht mehr der Verlauf der makroskopischen Spannung im
Vordergrund, sondern die moglichst genaue Modellierung der mikromechanischen Effekte.
Dazu hat diese Arbeit auch bereits einen Beitrag geleistet, indem Effekte wie Gleitebe-
nenverkriimmung und die Bildung von Kleinwinkelkorngrenzen simuliert werden konnten.
Von besonderem Wert, diirfte es sein, die Modellierung von Mikrorissen hinzuzunehmen.
In dem Verformungsdiagramm nach SH0OJ1 und HiGasHI [SH78]|, das fiir die Verformungs-
mechanismen Grenzen als Funktion von Spannung und Temperatur angibt, kdnnte so ein
zuséitzlicher Bereich erschlossen werden, in dem ein erweitertes monokristallines Stoffge-
setz anwendbar ist. An welchen Stellen innerhalb des Modell-Polykristalls die Mikroschadi-
gung einsetzt, kann dann mit der im Versuch beobachteten Rifibildung verglichen werden.
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8. Anhang

Das DGL-System (3.59) - (3.63) 148t sich auf den einaxialen Fall reduzieren. Dazu sind
fiir die ausschlieflliche Belastung z.B. in 2-Richtung folgende Bedingungen zu stellen:

011 = 012 = V12 = 0. (81)

Da in 1-Richtung keine dufleren Lasten angreifen, miissen o, und o5 verschwinden. Eben-
so ist v12 = 0 zu verlangen, da sonst die Probenachse aus der 2-Richtung herauswandert,
und somit die Resultierenden der globalen o-Spannungen am oberen und unteren Ende
der Probe nicht mehr auf einer Wirkungslinie liegen wiirden. Das resultierende Moment
wiirde einen inhomogenen zweiaxialen Spannungszustand in der Probe verursachen, der
gegen die Voraussetzung der Homogenitdt und gegen die Bedingung verstdft, dafl in 1-
Richtung keine dufleren Lasten angreifen.

Uber die Geschwindigkeiten v1,1 und vs; der Querkontraktion bzw. der Gleitung kann
noch nichts ausgesagt werden.

Uber die Bedingung (8.1) hinaus ist zu verlangen:
6’11 = C.Tlg =0 . (82)

Da sich die o1;- und o15-Spannungen durch die Integration ihrer einfachen zeitlichen Ab-
leitungen berechnen lassen, miissen diese Ableitungen verschwinden, um die Bedingung
(8.1) zu erfiillen. Wahrend sich so bei 011 auch die objektive Zeitableitung wegen 612 =0
zu Null ergibt, verbleibt ein F1a= —ap ¥ # 0.

Bei'der vorliegenden Belastung treten in dem gesternten KOOS, das an der c-Achse an-
geheftet ist, alle drei Spannungskomponenten auf, besonders gerade die basale Schub-
spannung, die die basale Abgleitung antreibt. Dann werden bei sich dndernder &duflerer
Belastung auch die materiellen Zeitableitungen der gesternten GréBen auftreten. Ana-
log zu dem Fall eines zeitlich unverénderlichen Spannungszustands " = 0 und damit
=0, aber & = (P™})'P o # 0, muB jetzt erwartet werden, daf} sich &+ 0 ergibt. Hier
liegt der besondere Fall vor, dafl wir iiber die substantielle Zeitableitung innerhalb der ob-
jektiven Zeitableitung schon teilweise eine Aussage machen konnten, vgl. Bedingung (8.2).
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Zur besseren Veranschaulichung werden die gesternten und ungesternten Grofien einander
gegeniibergestellt. wobel o und o die durch die besonderen Randbedingungen des ein-
axialen Zug- und Druckversuchs vorgegebenen Groflen darstellen. Mit ihnen 148t sich nach
Gleichung (2.32) die objektive Zeitableitung berechnien und iiber die Transformationsvor-
schrift die entsprechenden gesternten Grofien. Der Kreis schliefit sich iber die Kontrolle.
dafl die materielle Zeitableitung von o* exakt ¢~ ergibt:

0 0 0
o = | T o = |odyp &= Ty (8.3)
0 — 022 v
c' = Po o =P g
sin? 9 &gy sin2 9 699 + 2 sind cos v gep VU
o’ = cos? v g9 c* = cos? U 0 — 2 sin v cos v ogp ¥
—sind cos¥ gqn —sin v cosv gy — (cos’ ¥ ~sin? ) oV
(8.4)
Mit den Bedingungen (8.1) und (8.2) reduziert sich das DGL-Svstem (3.39) - (3.63) auf
0 = cepn i + Cepy 22 + Ceyy 121
—ca ky Aciy, (—o9) (8.3)
022 = Cepp Uy + Ceyy V22 t Ceyy U2
+ Cq4 kv A Ciyy (—Ugg) (86)
0 = Co U1 + Cepy 22 + Ceyy U2
1 1 _
— Caa by A Cigy (—022) + Z(*Uzz)ku ey, (—o2) — 5 0222 (8.7)
. 1 1
g = - Z ko A Cy, (—022) - 5 21 (88)
/.\ = —C\ Tb/\ -+ Cxa T: s (89)

Die Gleichungen (8.5) und (8.7) stellen ein Gleichungssystem fiir die Querkontraktion ¢y ;
und die Gleitung v, ; dar. Auflésen ergibt:

* ) . Lk
(—Ceaa Cejz T Ceys ceza) U2,2 + ( Cess Ciyy

¥ A2
c‘?llcﬁaa Cela

i + Cey3 Ci’;l ) kv A J929

Vi1 =

(8.10)
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Ed *
(Cerg Cerp = Ceny Cess) V2,2 + ((Ceys iy = Cen Ciy V kv Ao

U1 = - 5 (8.11)
Cenr Cezz — Cepp
mit den Abkiirzungen
1
* * * — A -
Coss = Cen — 5022, Ciyy = CinCaa,  Ciyy = CiyCas + 7 0220 - (8.12)

Einsetzen in die Gleichungen (8.6) und (8.8) liefert die Differentialgleichungen des ein-
axialen Stoffgesetzes:

(5'22 = X’U2‘2 + Yk-uAO'QQ (813)
'19 = Zku/\O'QQ — R’U2‘2 (814)
i = —cCy To A + Cy, T: y (8.15)
mit
X = Cops + Ceys (_6533 Cers + Ceyg cezaz + ce2§ ( Cerz Ceyz — Ceyy ceza) (8.16)
Cenn 6633 - C!31:'.
Y = _C;;I + Cerz (_6533 Ci*u + Ceis CZHZ + 68223 (Cels ciﬁl — Ceyy C;;l) (8.17)
Cer1 Cezs — Ceps
1 1 Ceya €. = Ceyy CX
Z - = { 2z C-ﬁl _ €13 111* 6112 231 } (818)
22 Cepy Copy — Coyg
_ 1 Cerz Cerz ™ Ceyy Ceng
R = = - > (8.19)
2 Cenn ceaa - C6:13

und den Abkiirzungen nach den Gleichungen (3.65) - (3.67) und nach (8.12).

Bei (BiSCHOFF-BEIERMANN [BB92]) erwies es sich fiir die Anpassung an Versuche als
sinnvoll, die Abhidngigkeit des elastischen Anteils von der Kristallorientierung zu ver-
nachldssigen, da die elastischen Eigenschaften quasi nur von der Priifmaschine bestimmt
wurden. Dann reduzieren sich die fiinf linear unabhangigen Gréfen der Elastizitdtsmatrix
in Gleichung (2.23) fiir den isotropen Fall auf:

E ’
c1p = T+ (0=2) (1-v) (8.20)
Cl2 = E v (8.21)

L+v)(1-20)
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Cl3 = C12 (822)

€3z = (11 (8-23)
E

— 8.24

4T 91t (8:24)

mit dem Elastizitatsmodul F und der Querkontraktionszahl v. Mit den solchermaflen
definierten c;; miifiten sich die Gleichungen (8.13) - (8.15) reduzieren lassen auf die Bezie-
hungen (3.53) bei (BISCHOFF-BEIERMANN [BB92]). Die Uberpriifung dieser Vermutung
gestaltet sich sehr aufwendig, wenn man die c.,; als Funktionen des Anisotropiewinkels
einsetzt. Stattdessen nutzen wir aus, daf sie im isotropen Fall gar nicht von diesem Win-
kel abhéngen diirfen und wiéhlen 9 = 0. Damit reduzieren sich die c.,; beim vorliegenden
ESZ (einaxialer Versuch) auf (vgl. ¢ nach (2.58)):

C?z

Ceyy = — “CI—I + 1 (825)

Cop = — 2B 4 ey (8.26)
€11

Ceys = 0 (827)
2

Cepp = — 13 + C33 (828)
C1

Ceyg = 0 (8.29)

Ce33 = C44 (830)

X, Y, Z und R erhalten so im isotropen Fall die Werte:

X = F (8.31)
Y = - % sin® 29 (8.32)
Z = 1" sin® cos®*d mit 1* = 1022 (8.33)
1 - —==~
2¢u44
R =0 (8.34)

Eingesetzt in die Gleichungen (8.13) - (8.15) erhalten wir die Beziehungen (3.53) bei
(BISCHOFF-BEIERMANN [BB92]), wenn man nj als cosd, K als E, bk, als k,, Ap als A,
o als g und € als vy, identifiziert und 1* ndherungsweise gleich 1 setzt:

E
C.ng = E'UQQ - Z Sil’l2 29 k.u/\O'gg (835)
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9 = 1*sindcos®? k, Ao mit 1 = 1 (8.36)

/\ = —Cx Tb/\ + Cx, T: . (837)

Der zusédtzliche Faktor 1* wird dem Unterschied zwischen der objektiven Zeitableitung
¢ der bei BISCHOFF-BEIERMANN verwendeten Hencky-Dehnung € und dem hier verwen-
deten Tensor der Verzerrungsgeschwindigkeiten d zugeschrieben. Bei den in Versuchen
maximal beobachteten Spannungen von wenigen MPa liegt der Unterschied bei der Be-
rechnung von ¥ unter 0.1 %.
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