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Zusammenfassung

Das Ziel dieser Arbeit ist die simultane Identifikation materialabhingiger Koeffizienten
inelastischer Stoffgesetze.

Die Bestimmung der Parameter erfolgt, basierend auf den Daten experimenteller Grund-
lagenversuche, mit der Fehlerquadratmethode.

Zum Einsatz kommen stochastische und deterministische Optimierungsverfahren. Auf der
Grundlage des master-slave Paradigmas werden die Algorithmen parallelisiert.

Die Anpassung wird vervollstdndigt durch die Angabe von Fehlerschitzern und Konfiden-
zintervallen fiir die Modellparameter.

Zur Integration der konstitutiven Gleichungen werden implizite Verfahren eingesetzt.

Strukturrechnungen mit der Finite-Elemente-Methode zeigen die Giite der Materialpara-
meter zur Vorhersage des Deformationsverhaltens komplexer Bauteile.

Summary

The object of this thesis is the simultaneous model parameter estimation in the context
of constitutive laws for inelastic material behaviour.

The model parameters are estimated from experimental data with the least-squares cri-
terion.

Stochastic and deterministic optimization methods are used. The algorithms are paral-
lelized on the basis of the master-slave paradigma.

Since a complete parameter estimation requires error estimates and confidence regions
statistic methods are implemented.

Implicit methods are used to integrate the constitutive laws.

Structural calculations based on the FE-method show that the material coefficients are
suitable to predict the deformation of complex structures.
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1. Einleitung

Zur besseren Nutzung vorhandener Ressourcen ist eine genauere Beschreibung der mecha-
nischen Materialeigenschaften erforderlich. Dazu sind in der jiingeren Vergangenheit eine
Reihe von Modellen entwickelt worden, die es gestatten, die Eigenschaften von Werkstof-
fen unterschiedlicher Prégung so zu beschreiben, daf sie in herkémmlichen Berechnungs-
methoden, wie etwa der Finite-Elemente-Methode, eingesetzt werden kdnnen (siehe z.B.
[Brug4], [BP87], [Rot91], [BR94] und [Wes95]).

Eine genauere Beschreibung der Materialeigenschaften erfordert auf der anderen Seite je-
doch die Bestimmung zusétzlicher Materialparameter. Vereinheitlichte Werkstoffmodelle!
mit inneren Variablen zur Beschreibung des inelastischen Deformationsverhaltens me-
tallischer Werkstoffe enthalten Parameter, die an spezifische Werkstoffe mit Hilfe von
Experimenten angepafit werden miissen. Die Anzahl der zu identifizierenden Parameter
ist vom Modell abhdngig. Die Bestimmung dieser Parameter aus den Daten von Grund-
lagenversuchen ist Gegenstand der vorliegenden Arbeit, wobei der Schwerpunkt auf der
numerischen Realisierung liegt.

Als Identifikationsexperimente werden vorwiegend Versuche mit homogenen Deformatio-
nen und dabei meistens einaxiale Versuche herangezogen (siehe z.B. [Bru84], [BP87],
[Bra92], [Bra93], [SS94], [Kun94], [Kun95], [Thi95], [Thi%] und [GT96]). Ein anderer
Weg zur Identifikation von Materialparametern, ndmlich durch die Erzeugung mdoglichst
inhomogener Spannungs- und Dehnungsverteilungen im Mefigebiet, wird nur von wenigen
Autoren beschritten (siehe [MS94a], [KMK95], [Kre96] und [ADF*96]). Infolge der hohen
Kosten fiir die Identifikationsexperimente ist die Anzahl der durchzufiihrenden Versuche
beschrankt. Uber Versuchsserien, bei denen der Umfang des Datenmaterials eine stati-
stisch abgesicherte Identifikation aller Modellparameter zulafit, ist in der Literatur nichts
bekannt. Auch zu der Frage, wie sich die in den Experimenten zu erwartenden Streuun-
gen der MeBwerte auf die zu identifizierenden Parameter auswirken, gibt es nur wenige
Veréffentlichungen ([Bra93], [SS94], [GT96]). Der entscheidende Aspekt ist hierbei die
Prognosegenauigkeit der eingesetzten Werkstoffmodelle; nur im Falle hinreichend kleiner
Streuungen der Modellparameter kann man exakte Vorhersagen des realen Materialver-
haltens erwarten. Da in dieser Arbeit ein kompletter Satz monotoner und nichtmonotoner
einaxialer Versuche mit und ohne Haltezeiten zur Bestimmung der Modellparameter zur
Verfiigung stand, ist der Einsatz statistischer Methoden ein entscheidender Aspekt zur
Identifikation der Modellparameter.

Obwohl der funktionelle Zusammenhang der zur Beschreibung der Materialeigenschaften
bendtigten zusétzlichen Parameter im Rahmen der Prozefibeschreibung bekannt ist, kann
der Wertebereich der Parameter von vornherein nur sehr grob angegeben werden. Die

!Einen Uberblick iiber vereinheitlichte Werkstoffmodelle gibt beispielsweise die Arbeit von Rott [Rot91]



2 1. Einleitung

Parameter miissen iiber ein rechenzeitintensives stochastisches Suchverfahren bestimmt
werden. Zur Bestimmung der Parameter bietet sich eine Kombination von stochastischen
und deterministischen Algorithmen an. Es existiert eine grofie Zahl von Veréffentlichun-
gen {iber den Einsatz der Evolutionsstrategie zur Bestimmung von Materialparametern
(siehe z.B. [MH89], [Bra92], [Ber93], [Kun95), [Las95], [Mit95]) und [Thi95]). Uber die Ein-
satzmoglichkeiten deterministischer Verfahren ist dagegen nur wenig bekannt (siehe z.B.
[SS94], [MS94b], [Kun95] und [Thi95]). Aus diesem Grunde ist ein wesentliches Ziel der
vorliegenden Arbeit der gezielte Einsatz moderner Optimierungsverfahren zur Bestim-
mung der Parameter mit einem besonderen Augenmerk auf die Verkiirzung der bisher
bendtigten Rechenzeiten.

Weiterhin bietet sich bei der vorliegenden Problemstellung die Nutzung einer Vielzahl
von Rechnerstationen als parallel arbeitende, virtuelle Grofirechneranlage an, da sich zur
Durchsuchung des Parameterraumes einfache parallele Konzepte eignen, welche leicht um-
zusetzen sind (siehe z.B. [Ber93], [Mit95], [Las95]). Der Einsatz hoherer Parallelisierungs-
konzepte wird in [KMK95] demonstriert. Ein weiterer Schwerpunkt der Arbeit liegt daher
in der Parallelisierung der eingesetzten Algorithmen.

Obwohl eine Reihe von Autoren auf die numerischen Schwierigkeiten bei der Integrati-
on von konstitutiven Gleichungen hingewiesen haben und daher den Einsatz impliziter
Verfahren favorisieren (siehe z.B. [CK86], [HK87], [SW89] und [Bra92]), werden haufig
noch explizite Verfahren eingesetzt. Zur Klarung dieser Problematik werden in der vor-
liegenden Arbeit Methoden ermittelt, mit denen eine stabile und genaue Integration der
Werkstoffmodelle méglich ist.

Weitere Aspekte der numerischen Realisierung des Einsatzes moderner Optimierungsver-
fahren zur Identifikation der Modellparameter werden in der Arbeit ausfiihrlich diskutiert.
Als Beispiel seien hier nur die Gradientenbildung und die Gré8enordnungsproblematik der
Parameter genannt.

Die Einsatzfihigkeit der Werkstoffmodelle zur Losung praktischer Probleme des Maschi-
nenbaus 148t sich durch den Einbau dieser Modelle in Finite-Elemente Programme nach-
weisen, die in der Praxis verwendet werden. Dazu ist ein entsprechend modularer Aufbau
des Stoffgesetzes vonnéten. Zur Realisation kurzer Rechenzeiten auch bei umfangreichen
Problemen der Strukturmechanik, die entsprechend grofle Zeitschrittweiten verlangen, bie-
ten sich wiederum implizite Verfahren zur Integration der konstitutiven Gleichungen an.
Die erfolgreiche Umsetzung dieser Vorgehensweise wird anhand von Beispielrechnungen
nachgewiesen.




2. Das Materialverhalten metallischer
Werkstoffe

Fir die Verwendung eines Werkstoffs zur Herstellung von Maschinen, Tragwerken oder
Werkzeugen ist eine bestimmte Festigkeit, d.h. eine ausreichende Widerstandsfihigkeit ge-
geniiber der Einwirkung duflerer Krifte, erforderlich. Andererseits ist bei der Verarbeitung
der Werkstoffe eine moglichst gute Verformbarkeit erwiinscht. Daher gehoren Festigkeit
und Verformbarkeit zu den wichtigsten Werkstoffeigenschaften.

Bei der Reaktion eines Werkstoffs auf eine duflere Beanspruchung kénnen unterschieden
werden (siehe [Sch91]):

o reversible Verformung, bei der die Forminderungen nach Beendigung der Kraftein-
wirkung wieder verschwinden und der verformte Korper in seine urspriingliche Form
zuriickkehrt (elastische Verformung)

o irreversible (bleibende) Verformung, bei der die Form&nderungen auch nach Been-
digung der Krafteinwirkung erhalten bleiben (plastische Verformung)

o Schddigung und Bruch, also die Entstehung und Ausbreitung von Rissen bis zur
Trennung des Werkstoffs

Die vorliegende Arbeit beschaftigt sich in erster Linie mit dem zweiten Stadium, der
irreversiblen Verformung. Phinomene des dritten Bereichs werden beispielsweise in der
Arbeit von Mittelbach [Mit95] behandelt.

2.1 Plastizitat

Im Anschluf an die reversible Verformung kénnen entweder bleibende Verformungen auf-
treten oder aber die Bindungen zwischen den Atomen zerstort werden (Bruch). Wenn die
bleibenden Verformungen erst nach dem Uberschreiten eines Schwellenwertes (Flief- oder
Streckgrenze) erfolgen, so bezeichnet man sie als plastische Verformungen.

Die Plastizitdt ist eine auflerordentlich wichtige Werkstoffeigenschaft, denn auf ihr be-
ruhen die Fertigungsverfahren der Umformtechnik. Sie ist auferdem die Voraussetzung
dafiir, daf ortliche Spannungsspitzen an Kerben und Rissen durch plastische Verformung
abgebaut werden konnen, was die Bruchgefahr verringert.

Die Fahigkeit zur plastischen Verformung beruht vor allem auf der Entstehung und Be-
wegung von Versetzungen (siehe Kapitel 2.1.2).
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2.1.1 Zugversuch

Die meisten Untersuchungen iiber das mechanische Verhalten von Metallen beruhen auf
dem Zugversuch (siehe z.B. [Dom87]). Ein zylindrischer Probestab mit Zugenden gréfie-
ren Querschnitts, die zum Einspannen der Probe dienen, wird aus dem zu untersuchenden
Material hergestellt. Die Anfangsmefllinge Ly in dem Mittelteil der Probe hat einen kon-
stanten Querschnitt (prismatischer Koérper) und dient zur Ermittlung der auftretenden
Dehnung, wiahrend die Spannung aus der aufzuwendenden Zugkraft und dem Probenquer-
schnitt rechnerisch ermittelt wird. Die Spannungs-Dehnungs-Kurve hat prinzipiell die in
Abb. 2.1 dargestellten Merkmale:

? BN,
So
)
[ . .
cé Zugfestigkeit
5 A
g Streckgrenze Sw
S

Elostizitdtsgrenze
Hookesche Gerade

fonec = £

Dehnung € F

Abb. 2.1: Spannungs-Dehnungs-Diagramm fiir duktiles (1) und sprodes (2) Werkstoffverhalten
(aus [Sch9l))

Die relative Verlingerung oder Dehnung ¢ = (LZ—f"l der Probe wird als Funktion der
Zugspannung ¢ ermittelt. Im physikalischen Zugversuch wird die wahre Querschnittsfliche
Sw (siehe Abb. 2.1), die von der Querkontraktion des Materials und der vor dem Bruch
auftretenden Einschniirung der Probe beeinflult wird, der zur Verlangerung der Probe
aufzubringenden Kraft zugeordnet. Daraus wird die wahre Spannung (Abb. 2.1, Kurve 1b)

o(e) = % (2.1)

ermittelt. Im genormten technischen Zugversuch wird stattdessen die auf den Ausgangs-
querschnitt Sy (siehe Abb. 2.1) bezogene Nennspannung (Abb. 2.1, Kurve 1a)

o(e) = EFE (2.2)
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ermittelt. Die beiden daraus resultierenden Kurven unterscheiden sich mit zunehmender
Dehnung €, insbesondere nach Beginn der Einschniirung.

Der Verlauf des Probenverhaltens im Zugversuch in Abb. 2.1 weist einige charakteristische
Merkmale auf; so stellt man bei einer Belastung der Probe mit einer Zugspannung un-
terhalb der Elastizititsgrenze fest, dafl die Dehnung bei Entlastung auf Null zuriickgeht.
In diesem Bereich gilt das Hooke’sche Gesetz 2 = E, d.h. der Elastizitidtsmodul E kann
direkt im Zugversuch ermittelt werden.

Die Obergrenze des elastischen Bereichs wird als Streckgrenze oder Fliefspannung bezeich-
net; bei ihr beginnt die plastische Dehnung, das Fliefen. Da die praktische Bestimmung
dieser Grenze schwierig ist, bestimmt man die Spannung, die zu einer kleinen, aber gut
mefibaren plastischen Dehnung fiihrt, und bezeichnet sie als Dehngrenze.

Den weiteren Anstieg der Spannung mit zunehmender Verformung bezeichnet man als
Verfestigung. Sie wird durch den sogenannten Tangentenmodul E, = %E?- gekennzeichnet.

Am Ende dieses Bereiches, der durch die Zugfestigkeit gekennzeichnet ist, beginnt meist
an einer zufilligen Instabilitit der Probenoberfliche die FEinschniirung. Dort wird der
Zugspannungsanstieg durch Verfestigung nicht mehr vom Zugspannungsabfall durch die
Querschnittsabnahme kompensiert. Dadurch dndert sich der Kurvenverlauf entscheidend.

Der Zugversuch endet mit dem Bruch der Probe.

2.1.2 Verformung von Ein- und Vielkristallen

Das Verformungsverhalten einer vielkristallinen Probe folgt aus dem Verformungsverhal-
ten des Einkristalls durch geeignete Mittelung und Einhaltung von Randbedingungen wie
der des Zusammenhalts der Kristallite wahrend der Verformung (Kompatibilitatsbedin-
gung) (siehe [HW91]). Untersuchungen von Einkristallen im Zugversuch liefern deshalb
die Grundlage des Versténdnisses der plastischen Verformung. Im Einkristall, an den eine
Zugspannung angelegt wird, findet die Abgleitung vorwiegend in bestimmten, meist dicht
mit Atomen gepackten Ebenen und Richtungen des Kristalls statt, die man als Glest-
systeme bezeichnet, wobei die Gleitrichtung in der Gleitebene enthalten ist (siehe Abb.
2.2).

an‘aa el

55

Abb. 2.2: Plastische Verformung durch Abgleiten im idealen Gitter (aus [Sch91])
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Das Gleitsystem, fiir dessen Winkellage zu der von auflen angelegten Spannung sich die
héchste Schubspannung ergibt, wird zuerst betitigt (Schmidsches Schubspannungsgesetz).
Als Gleitebenen werden meist die am dichtesten mit Atomen besetzten Ebenen wirksam,
wahrend die Gleitrichtungen stets mit den Richtungen dichtester Packung in der Glei-
tebene iibereinstimmen.

Die meisten Metalle kristallisieren in einer der folgenden Strukturen (siehe Abb. 2.3):

1. hezagonal dichteste Kugelpackung; sie besitzt drei Gleitebenen. Beispiele hierfiir sind
Mangan und Zink.

2. kubisch-flichenzentriertes (kfz) Gitter mit vier Gleitebenen. Beispiele sind Kupfer,
Aluminium und das «-Eisen.

3. kubisch-raumzentriertes (krz) Gitter. Die Gleitebenen sind jeweils die Raumdiago-
nalen. Beispiele sind Natrium und das o-Eisen.

A\

hexagonal krz

) \‘L‘ !i.‘!:<.

Abb. 2.3: Gleitebenen im  hexagonalen, kubisch-flichenzentrierten und  kubisch-
raumzentrierten Gitter (aus [Sch91])

Die unterschiedliche Anzahl der Gleitebenen ist der Grund dafiir, daB8 sich kubisch kri-
stallisierte Metalle besser verformen lassen als solche mit hexagonalem Gitteraufbau.

In einem tatsichlichen Gitter liegen eine groie Zahl von Fehlstellen vor. Von diesen kommt
bei der plastischen Verformung den Versetzungen und deren Bewegung eine besondere Be-
deutung zu. Versetzungen entstehen entweder direkt beim Kristallisationsprozel infolge
stets vorhandener Spannungs- und Temperaturgradienten oder sie werden unter der Wir-
kung von Schubspannungen z.B. an Korn- und Phasengrenzen gebildet. In der Umgebung
einer Versetzung ist das Gitter verzerrt, wodurch sich ein Mikroeigenspannungsfeld um die
Versetzung aufbaut. Das Vorhandensein von Mikroeigenspannungen im Material ist fiir
den sogenannten Bauschinger-Effekt verantwortlich, der sich darin duflert, dafl bei einer
plastischen Verformung eines Korpers das plastische FlieBen bei einer Umkehr der Bela-
stung wesentlich frither einsetzt als vor der Lastumkehr.

Unter der Wirkung einer geniigend hohen Schubspannung kann sich eine Versetzung be-
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wegen (siche Abb. 2.4). Das Gleiten der Versetzungen kann nur in den entsprechenden
Gleitebenen erfolgen.

Abb. 2.4: Bewegung einer Versetzung durch das kubisch primitive Gitter (aus [Sch91])

Neben der Aktivierung bereits vorhandener Versetzungen wird bei der plastischen Ver-
formung eine grofle Anzahl neuer Versetzungen gebildet. Wihrend in gegliihten Metall-
kristallen die Versetzungsdichte zwischen 10% und 108cm=2 liegt, kann sie infolge einer
plastischen Verformung auf 10'° bis 10'2cm~2 ansteigen. Die Bildung neuer Versetzun-
gen, also die Erh6hung der Versetzungsdichte, ist von einer zunehmenden gegenseitigen
Behinderung der Versetzungsbewegungen begleitet. Die neugebildeten Versetzungen sind
nicht mehr gleichméfig verteilt, sondern ordnen sich in Form von Versetzungswinden (sie-
he [Ste95]) an. Damit nimmt die Zahl der Hindernisse fiir die Bewegung der Versetzungen
zu, und es mufl zur Aufrechterhaltung der plastischen Verformung eine héhere Spannung
aufgebracht werden.

2.1.3 Verformungstextur

Bei Vielkristallen ist zu unterscheiden zwischen einem makroskopisch isotropen und einem
anisotropen, d.h. richtungsabhingigen Verhalten. Bei Isotropie wird vorausgesetzt, dafl
der Vielkristall eine gleichm&Big haufige Verteilung der Orientierungen seiner Kristallite
besitzt. Wird aber ein vielkristallines Metall zum Beispiel durch Walzen verformt, so
treten mit dem Verformungsgrad zunehmende Abweichungen von der Isotropie auf, die
auf die Anisotropie der Verformung in den einzelnen Kristalliten zuriickzufiihren sind.

Die Abweichung von der regellosen Verteilung der Orientierungen nach der Verformung
wird Verformungstertur genannt.

2.1.4 Kriechen

Die plastische Verformung bei héheren Temperaturen hangt nicht nur von der Span-
nung, sondern auflerdem von der Zeit ab, was auf einen Anteil thermisch aktivierter
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Vorginge (siehe Kapitel 2.2) bei der Verformung zurtickzufiihren ist. Zur Untersuchung
dieses zeitabhingigen Verhaltens, des Kriechens, dient die Messung der zeitabhingigen
Dehnung im statischen Zugversuch. Die Probe steht dann entweder unter konstanter
Last (technischer Zeitstandversuch), oder aber unter konstanter Spannung (physikalischer
Kriechversuch). Dabei wird die Dehnung als Funktion der Zeit gemessen (siehe Abb. 2.5).

Dehnung € ’

b Leit ¢
Abb. 2.5: Physikalische Kriechkurven bei verschiedenen Temperaturen: 7y < Tp < T3 (aus
[HW91])

Bei konstanter Spannung kénnen die Kriechkurven in Abb. 2.5 in drei Bereiche eingeteilt
werden:

I In diesem Bereich iiberwiegt die Kriechverfestigung.

II Die Verfestigung und thermisch aktivierte, entfestigende Vorginge kompensieren
sich zu stationdrem Kriechverhalten.

IIT Die thermisch aktivierten Verformungsvorgénge mit Entfestigung iiberwiegen.

Wie in Abb. 2.5 zu erkennen ist, nimmt der stationire Kriechbereich mit steigender Tem-
peratur ab.

2.2 Thermisch aktivierte Reaktionen

Thermisch aktiviert ist jeder Vorgang, der durch thermische Anregung bewirkt oder be-
einflut wird (sieche [HW91]). Als thermisch aktivierte Reaktionen werden insbesondere
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Vorginge bezeichnet, bei denen Atome aufgrund thermischer Schwingungen ihre Gitter-
platze wechseln. Dabei treten insbesondere Wechselwirkungen zwischen Leerstellen und
Versetzungen auf.

Leerstellen sind in metallischen Werkstoffen immer vorhanden; sie liegen nach dem Ab-
schrecken von héheren Temperaturen oder nach plastischer Verformung vor. Bei thermi-
scher Aktivierung diffundieren sie bevorzugt an Gitterbaufehler. An Versetzungen entste-
hen dadurch Spriinge; bei Anlagerung von Leerstellen in grofler Zahl verlagern sich die
Versetzungen. Diese Verlagerung wird als Klettern bezeichnet und tritt insbesondere beim
Kriechen (siehe oben) auf.

2.2.1 Erholung

Erholung ist der Oberbegriff fiir alle thermisch aktivierten Reaktionen, die in gestérten
Kristallen beim Abbau der nicht im thermodynamischen Gleichgewicht stehenden Gitter-
baufehler ablaufen (sieche [HW91]). Die technisch wichtigste Auswirkung der Erholung ist
die Abnahme innerer Spannungen und der Streckgrenze.

Die Erholung plastisch verformter und verfestigter Kristalle besteht aus der thermisch
aktivierten Umordnung der Versetzungen zur Annihilation (Ausléschung). Fiir die Um-
ordnung gibt es zwei Moglichkeiten; entweder werden die Versetzungslinien durch Bewe-
gung auf Gleitsystemen gestreckt und teilweise durch Reaktionen von entgegengesetzten
Versetzungen aufgehoben (annihiliert), oder es erfolgt Klettern (siehe oben) durch Wech-
selwirkung mit Leerstellen. Die Versetzungsdichte wird nur teilweise abgebaut.

2.2.2 Spannungsrelaxation

Als Spannungsrelaxation wird die Erscheinung bezeichnet, da8 in einer vorbelasteten Pro-
be, die bei konstanter Dehnung und Temperatur gehalten wird, ein zeitabhingiger Span-
nungsabfall eintritt. Bei Temperaturen unterhalb vier Zehnteln der Schmelztemperatur
bleibt auch nach langen Zeiten eine Restspannung als Eigenspannung bestehen, bei héher-
en Temperaturen tritt im allgemeinen ein vollstdndiger Spannungsabbau ein.

Die Elementarvorgénge, die bei der Spannungsrelaxation ablaufen, sind bei tieferen Tem-
peraturen die gleichen, die bei der Erholung zum Abbau der inneren Spannungen fiihren.
Bei hoheren Temperaturen iiberlagern sich Kriechvorginge.

2.2.3 Rekristallisation

In verformten Metallen setzt bei Temperaturen oberhalb des Erholungsbereichs, d.h. bei
Temperaturen oberhalb der Hilfte der Schmelztemperatur, im allgemeinen Rekristallisa-
tion ein (siehe [HWO1]). Unter diesem Begriff werden alle Vorgiange der Neubildung und
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des Wachstums weitgehend versetzungsfreier Korner bis zum vollstdndigen Abbau des
Verformungs- und Erholungsgefiiges zusammengefafit.




3. Modellierung des inelastischen Verhal-
tens metallischer Werkstoffe

Wie in Kapitel 2 deutlich wurde, ist das makroskopische Antwortverhalten metallischer
Werkstoffe bei Beanspruchung durch mechanische Lasten geprdgt durch Mechanismen,
die im Mikrobereich des Materials wirken. Die Untersuchung dieser Mechanismen kann
auf verschiedenen Grdfienskalen erfolgen (siehe [Ste95]):

kr
Makroebene Scherbander

Kristallite

S, R

W

Mesoebene
Polykristall .
Oy Einschlusse
ececced
Mikroebene : : : : : : : :
Einkristall : : : g:::
\ Versetzung
Gitter

Abb. 3.1: Ebenen der Betrachtung eines Kérpers (aus [Bru93])

Bei der makroskopischen Betrachtung eines Kérpers (siehe Abb. 3.1) geht man von der
Idealisierung aus, daf sich ein Kérper als materielles Punktkontinuum beschreiben 148t
und leitet daraus die Vorstellung der Kontinuumsmechanik ab, daf die Kérperpunkte
stetig mit Masse und weiteren physikalischen Eigenschaften belegt sind (siehe [Bru93]).
Demzufolge kann die Beschreibung eines Korpers an einem reprisentativen Volumenele-
ment erfolgen.

Betrachtet man ein solches Volumenelement niher, so stellt man auf der Mesoebene der
Beschreibung des Koérpers fest, dafl das Kontinuum starke Inhomogenititen aufweist;
der polykristalline Korper besteht aus verschiedenen Kérnern unterschiedlicher Kristallite
(siehe Abb. 3.1). Die Korner sind regellos angeordnet und bilden an den Grenzen Korn-
grenzen. Die Giiltigkeit der Kontinuumstheorie 188t sich daher nur dadurch begriinden,
dafl das reprisentative Volumenelement immer noch eine Vielzahl von Kornern enthilt
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und der Korper dadurch lokal homogen ist (siehe [Bru93]).

Die Frage, wie Erkenntnisse aus der Mikroebene des Materials Eingang in die Formulie-
rung makroskopischer Stoffgleichungen finden, 148t sich nach Wegener [Weg96] auf zwei
Wegen beantworten; makroskopische Stoffgleichungen werden entweder durch Mittelungs-
vorschriften gewonnen oder in direkter Analogie zum mikromechanischen Verhalten kon-
struiert. Die Analogie 148t sich dadurch rechtfertigen, daf8 ja auch die mikromechanischen
Vorginge den gleichen physikalischen Prinzipien zu gehorchen haben wie die makroskopi-
schen. Der folgende Abschnitt ist daher der phdnomenologischen Beschreibung des Mate-
rialverhaltens metallischer Werkstoffe gewidmet.

3.1 Phinomenologische Beschreibung des Material-
verhaltens

Nach Haupt [Hau96] bestehen die Grundgleichungen der makroskopischen Kontinuums-
theorie aus den materialunabhéngigen Bilanzrelationen fiir den Impuls, den Drehimpuls,
die Energie und die Entropie, sowie den Materialgleichungen, die die individuellen Eigen-
schaften eines jeden einzelnen materiellen Kérpers darstellen.

Das Stoffgesetz verkniipft die durch die mechanischen und thermodynamischen Bilanz-
gleichungen festgelegten Zustandsvariablen Spannung o und Temperatur T eines Korper-
elementes mit dem aus seiner Kinematik resultierenden Verzerrungszustand e.

FElastisches Materialverhalten ist durch eine eindeutige Funktion zwischen Verzerrung,
Spannung und Temperatur gekennzeichnet:

e = eg(a,T)
(3.1)

Bei inelastischem Materialverhalten geht diese eindeutige Beziehung verloren; die Bezie-
hung zwischen Verzerrung, Spannung und Temperatur wird abhingig von der Prozef-
geschichte. Der Zusammenhang zwischen dem Verzerrungszustand € und den externen,
meBbaren Zustandsvariablen o und T la8t sich dann nur als Funktional der gesamtem
Geschichte der Variablen beschreiben (siehe [Hau96]).

Funktionale kann man entweder durch Integrale iiber den Verlauf der Eingangsprozesse
explizit darstellen, oder implizit durch Differentialgleichungen (Theorie der inneren Va-
riablen). Der implizite Weg zur Darstellung der Prozefigeschichte ist Gegenstand der in
dieser Arbeit verwendeten Modelle.

Grundlage der Modellierung bildet die bei Metallen libliche Trennung von reversiblen
und irreversiblen Prozessen. Darauf aufbauend spaltet man den Tensor der Verzerrungs-
geschwindigkeiten £ in einen Anteil €., dem die reversiblen elastischen Prozesse zugeord-
net werden kénnen, und in einen Anteil €;, der mit sdmtlichen irreversiblen Prozessen
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verkniipft ist, auf (siehe [Bru93}):
§.. = .ér + Q.i
(3.2)
& = &(A), A={gT)
Fiir die reversible Verzerrungsrate g, in (3.2) gilt der eindeutige funktionale Zusammen-
hang aus (3.1). Die Aufspaltung (3.2) basiert auf der Vorstellung einer virtuellen, span-
nungsfreien Konfiguration B* des Koérpers, aus der sich der aktuelle Zustand B durch eine

rein elastische Verformung berechnen l48t. Die Konfiguration B* wird als Zwischenkonfi-
guration bezeichnet (siche z.B. [Leh89)).

Wenn der inelastische Deformationsgradient F; den inelastischen Ubergang von der Aus-
gangskonfiguration B® des Kérpers in die Zwischenkonfiguration B* kennzeichnet und der
elastische Deformationsgradient F, den rein elastischen Ubergang von B* in die aktuelle
Konfiguration B, dann gilt fiir ein Linienelement d7* im Zwischenzustand B*:

di* = F; - di® (3.3)
Ebenso gilt im aktuellen Zustand B:
di =F, - di* (3.4)
Aus (3.3) und (3.4) folgt unmittelbar:
d#¢=F, F;-di® (3.5)

Mit Hilfe von (3.5) ist der Deformationsgradient F in einen elastisch reversiblen Anteil
F .. und in einen irreversiblen Anteil F; multiplikativ zerlegt worden:

F=F. F (3.6)

Die Zerlegung (3.6) ist bis auf eine Drehung eindeutig, da mit einer beliebigen orthogo-
nalen Matrix Q aus

(3.7)

die Zerlegung
F=F,/ F/ (3.8)

folgt, die dieselben Hauptdehnungen aufweist und zu einer durch Q gedrehten Zwischen-
konfiguration gehort.

Aus dem Deformationsgradienten F folgt der Geschwindigkeitsgradient L:
L=F.F! (3.9)
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Der symmetrische Tensor der Verzerrungsgeschwindigkeit D 148t sich mit Hilfe von (3.9)
ermitteln:

1 T
D=§~(L+L) (3.10)
Aus (3.9) und (3.10) folgt:

D= (BB +ET-F) (3.11)

Mit der multiplikativen Zerlegung (3.6) des Deformationsgradienten findet man aus (3.11):

1 . . . .
D = 3 : (Er : _‘F‘_r_l +F,.-F;. _F_,'—l : E,._l +E_T”T . E"T + _ET_T . E_i—T . _F._iT ) ErT)
(3.12)
Damit 148t sich der Tensor der Verzerrungsgeschwindigkeit D rein formal additiv in einen
reversiblen elastischen Anteil

1 . .
D =5 (E P,V 4+ F,T ~E,T) (3.13)
sowie in einen Anteil
1 . .
D;=z- (L F; BV E'+F T . FT-FT -LT) (3.14)

der mit den irreversiblen Prozessen verkniipft ist, aufspalten (siche [Bru92]). In (3.14)
wird deutlich, da88 die inelastischen Anteile D; nach wie vor unter dem Einflu} elastischer
Deformationen F,. stehen. Bei metallischen Werkstoffen kann man jedoch ausnutzen, dafl
die elastischen Deformationen klein sind. Daher gilt mit guter Naherung:

dF ~ F; - di® (3.15)

In diesem Fall ist die Zerlegung (3.6) eindeutig und die Verzerrungsgeschwindigkeit 148t
sich aufspalten:
D=D,+D, (3.16)

Mit dem Fuler-Almansi- Verzerrungstensor

e=5 (I-ET E7) (3.17)

besteht der Zusammenhang:
F -e+e- F-F! (3.18)
Im Rahmen einer geometrisch linearen Theorie darf man

D~¢ (3.19)
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annehmen (siehe [AA94]), so dal die Aufspaltung (3.2) verifiziert ist.

Die Erfassung der Belastungsgeschichte des Materials erfolgt durch eine Anzahl k interner
Variablen ¢,, deren Entwicklungsgesetze als Differentialgleichungen angegeben werden.
Durch die innere Variablen- Theorie 148t sich fiir die inelastische Verzerrungsrate €; eine
allgemeine Beziehung angegeben:

€ = iﬁ(A,A,Qh---,Qk), A:={e,T}
(3.20)
dn = dn(AAq,.. )

Um den durch (3.20) gegebenen Rahmen sinnvoll ausfiillen zu kénnen, sollten sich fiir die
einzufiihrenden internen Variablen physikalische Interpretationen oder zumindest Moti-
vationen angeben lassen (siehe [Bru93]). Nur auf diese Weise ist es tiberhaupt méglich, fiir
die noch offenen Evolutionsgleichungen der internen Variablen g, hinreichend zutreffende,
d.h. das beobachtete Materialverhalten widerspiegelnde Materialfunktionen anzugeben.

Die durch (3.2) und (3.20) gegebenen Materialgleichungen miissen mit den Bilanzrelatio-
nen vertraglich sein (siehe [Hau96]), d.h. keine Materialgleichung darf zu den Bilanzre-
lationen der Kontinuumsmechanik und der Thermodynamik im Widerspruch stehen. Die
Vertriglichkeit mit der Entropieungleichung (Prinzip der Irreversibilitit) ist unverzicht-
bar.

3.2 Quasistatische Theorie

Geht man zur Beschreibung des elastisch-plastischen Materialverhaltens von der Fliefitheo-
rie (siehe [Bat90]) aus, kennzeichnen zusitzlich zu den elastischen Spannungs-Verzerrungs-
Beziehungen drei weitere Eigenschaften das Materialverhalten:

1. eine Flieflbedingung, die den mehrachsigen Spannungszustand festlegt, bei dem das
plastische Flieflen beginnt,

2. ein Fliefigesetz, das die plastischen Verzerrungszuwichse mit den augenblicklichen
Spannungen und den Spannungszuwichsen infolge des Flieflens verkniipft und

3. ein Verfestigungsgesetz, das festlegt, auf welche Weise die FlieSbedingung wéhrend
des plastischen Flielens modifiziert wird.

Das rein elastische Materialverhalten wird als isotrop vorausgesetzt, was bei polykristal-
linen Metallen recht gut erfiillt ist. Weiterhin nimmt man an, dafl die inelastischen De-
formationen des Materials nicht mit Volumendnderungen verbunden sind (plastische In-
kompressibilitit) und die elastischen Deformationen klein bleiben (siehe [Bru92]).

Aus den klassischen Experimenten von Taylor und Quinney (1931) ist bekannt, daff die
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inelastische Verzerrungsarbeit zu etwa 90% in Wirme umgesetzt wird. Der restliche An-
teil von 10% ist in den durch die Versetzungen entstehenden Mikroeigenspannungsfeldern
gespeichert (sieche Kapitel 2). Wenn die inelastischen Verzerrungen daher nicht so lang-
sam erfolgen, daf} die erzeugte Warme nahezu vollstindig abgefiihrt werden kann, treten
Temperaturfelder auf und man erhilt einen gekoppelten thermo-mechanischen Prozefl. Als
Grenzwert fiir isotherme Prozefifiihrung gibt Bruhns in [Bru92| eine einaxiale Verzerrungs-
geschwindigkeit € = 107*...10731 an. Bei diesen Geschwindigkeiten ist bei metallischen
Werkstoffen der Zusammenhang zwischen den Spannungen und Verzerrungen nahezu un-
abhingig von der ProzeSgeschwindigkeit, so dafi die Zeit als unabhéngige Variable zur
ProzeBbeschreibung nicht benétigt wird.

Fiir isotropes reversibles Verhalten kann man niherungsweise das hypoelastische Gesetz*

. 1 . v . :
b= (2- o Sp(@) L) +a-AT L (3.21)

ansetzen (sieche [Bru92]). In (3.21) bezeichnet G den Schubmodul des Materials, der mit
dem Elastizitdtsmodul E iiber die Querkontraktionszahl v gemif der Beziechung
E

zusammenhingt. Wegen der angenommenen Inkompressibilitit der inelastischen Defor-
mationen kann man fiir die Fliefbedingung die allgemeine Form

F(g"\T,q1,...,q:) =0 (3.23)

ansetzten, wobei g’ den Spannungs-Deviator
g =0—-=--Spla) I (3.24)

bezeichnet, welcher nach der obigen Annahme fiir die inelastischen Formdnderungen ver-
antwortlich ist. Die Notation Sp(-) in (3.24) bezeichnet die erste Invariante des Tensors
a, die Spur. Der hydrostatische Spannungszustand g” = - Sp(e) - I ist fiir die rein
elastischen Volumendnderungen des Materials verantwortlich.

In dieser Arbeit findet die bei der Modellierung von Stihlen iibliche Flieibedingung nach
Melan und Prager (siehe [Bru92])

F = (g’ - g) : (g’ - g) -9(k,T)=0 (3.25)

Verwendung. Die durch (3.25) definierte Flieibedingung stellt anschaulich einen Zylin-
der im Hauptspannungsraum dar (siehe [Bat90]). Interpretiert man £ als Koordinaten

des Mittelpunktes dieses Zylinders und \/g - 9(k,T) als den Radius, so wird klar, daf

1Bin hypoelastisches Gesetz, also eine Ratenformulierung, ist eine schwichere Formulierung als ein
hyperelastisches Gesetz, welches aus einem Potential ableitbar ist (siehe Kapitel 3.4).
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die beiden Grofien € und « mit dem Verfestigungsgesetz zusammenhingen, welches die
Flielbedingung, also den Zylinder im Hauptspannungsraum, wahrend der plastischen De-
formationen des Materials modifiziert. £ und « sind dabei innere Variablen im Sinne der
innere Variablen-Theorie. Da g’ von deviatorischer Gestalt ist, muf entsprechend auch £

ein deviatorischer Tensor mit Sp (g) = 0 sein, um zu einem sinnvollen Ausdruck in der
Flieibedingung (3.25) zu gelangen.

Als FlieBgesetze verwendet man in der Regel sogenannte zugeordnete FlieSregeln (asso-
ciated flow rules) (siehe [Bru92|), die sich auf der Annahme griinden, daf8 die plastischen
Verzerrungszuwichse normal auf der Fliefifliche stehen. Dies fiihrt zu der Normalenregel:

) OF
E-i:)\'b‘-g—:?-/\-(g;'—g), A>0 (3.26)
In (3.26) bezeichnet der skalare Faktor A den sogenannten plastischen Multiplikator. Als
Bestimmungsgleichung fiir A verwendet man die Ableitung der FlieSbedingung; da F =0
gilt, muf} auch
oF ., OF . OF oF

(3.27)
SERCEPRCE RS

erfiillt sein. Die Beziehung (3.27) bezeichnet man als Konsistenzbedingung. Um aus (3.27)
den plastischen Multiplikator A ermitteln zu kénnen, bedarf es der noch fehlenden Evolu-
tionsgesetze fiir die bisher eingefiihrten inneren Variablen £ und «. Hier setzt die Aufgabe
des Stoffgesetzentwicklers an, da die Evolutionsgesetze nach hinreichender physikalischer
Interpretierbarkeit verlangen (siehe Kapitel 3.1).

Das in dieser Arbeit verwendete INTERATOM-Modell von Bruhns et al. (siehe z.B.
[Bru84], [BP87], [Rot91], [BR94] und [Wes95]) benutzt als Flieigesetz die Beziehung:

- LC ( oF
=T 4.-f-h oo
In (3.28) bezeichnet LC die sogenannte Belastungsbedingung (loading condition), die for-
dert, da§ der Spannungszuwachs fiir Spannungspunkte, die die Fliefbedingung erfiillen,

also auf dem Zylinder (siehe oben) liegen, nach auflen gerichtet sein muf, d.h. vom Zylin-
der weg zeigt:

(3.28)

oF
LC=—:0 .
C 32 oa>0 (3 29)
Danach treten inelastische Deformationen nur auf, wenn sowohl F' = 0 als auch LC > 0

erfiillt ist. Diese Forderung formuliert man in der Schalterfunktion:

2L , wenn F=0und LC >0
- (3.30)
0 , sonst
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Eine Entlastung des Materials ist daher rein elastisch. Die Grofie f in (3.28) dient als
Abkiirzung in der Pragerschen FlieSbedingung:

f= (g' ~§) : (g' - g) (3.31)
Mit (3.31) 148t sich (3.25) kurz als

F=f-g¢g=0 (3.32)

schreiben. Die GréBe h in (3.28) bezeichnet die Verfestigungsfunktion, fiir die in [Bru84]
B 1 9g(k,T)

h(k,T) = ¢k, T) + 2 T ok (3.33)

angegeben wird, wobei die Funktion ¢(x,T) noch zu spezifizieren ist. Als Evolutionsglei-
chungen der inneren Variablen £ und « dienen die Beziehungen:

é = c(K'aT)'éi

(3.34)
Kk = (l' - §) D Es

(3.34) unterscheidet sich vom klassischen Pragerschen Ansatz durch die Verwendung einer
Funktion ¢(k,T) anstelle einer Konstanten.

Im Hinblick auf die Implementierbarkeit des Modells in eine Finite-Elemente Formulierung
im Rahmen der Verschiebungsmethode (siehe Kapitel 7) erscheint es angebracht, das
durch (3.21), (3.28) und (3.34) gegebene Differentialgleichungssystem zu invertieren, d.h.
WeggréBen als Eingangsgrofien zu wihlen. Zu diesem Zweck bildet man zuerst die Spur
der Verzerrungsrate:

Sp(é) = (3.35)

1 1-2.v ) LC oF
26 1xy PO (S (?BE))

Durch (3.35) 148t sich in (3.21) die Spur der Spannungsrate eliminieren; dabei ist zu
beachten, das Sp (gg—) = 2- Sp(g’ — €) eine deviatorische Grofle ist, so daB die Spur
verschwindet. Deswegen gilt der einfache Zusammenhang:

14+v
1-2-v

Sp(@)=2-G- . Sp (&) (3.36)

Als Zwischenergebnis aus diesen Uberlegungen erhélt man:

1 &+ LC ( oF V=& + v
2.G T4 h e’ TE T2
Die Belastungsbedingung LC ist allerdings noch von den Spannungsraten g abhingig
(siehe (3.29)), die ebenfalls eliminiert werden miissen. Dazu bildet man:

1 (8F ., v OF LC ,OF OF
2.G'(F_¢"g—1+u ?93'1) da ) (338)

-Sp(€)-1 (3.37)

oF . .
g E= -Sp(a) - 777 $9s 72
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Unter Beachtung von g—g, 6 = LC, g—g, : I =0und gg : % = 4 - f erhdlt man aus

(3.38) die Belastungsbedingung:

LC = z (3.39)

Aus (3.37) und (3.39) ergibt sich:

1 OF , (OF
4-f-(1+h-g5) 92 = 'O

5=92.G | é+—2— . Sp(&) I —
6=2-G (§+1_2_U Sp(é) -1

)) (3.40)

Mit der Abkiirzung § = H-_hl'l'" folgt die gesuchte Spannungs-Dehnungsbeziehung:
2-G

. 6 O8F . ,OF
'SP(Q)'l—ﬂ'%ié‘<% ) (3.41)

%
y=2-G-| &
s e+ 25
Zur Spezifikation des noch unbestimmten Verfestigungsverhaltens des INTERATOM-
Modells bedarf es der Wahl einer geeigneten Verfestigungsfunktion ¢(«, T'). Zur Erfassung
einer nichtlinearen Verfestigung des Materials wird in [Bru84] die Beziehung
1 9g(x,T)
T) =co +w(k,T) — = L) 3.42
ol T) =+ (w,T) - 5 - 2L (342
mit der Funktion w(k,T) als Abweichung von der linearen Verfestigung angegeben. Un-
ter Zuhilfenahme des aus einaxialen Zugversuchen abgeleiteten Tangentenmoduls E;, der
wegen der vorausgesetzten Isotropie der Verfestigung « auch fiir mehrdimensionale Span-
nungszustinde Giiltigkeit besitzt?, 148t sich fiir die Abweichung von der linearen Verfesti-
gung
2 Et(Kf’ T)

3 ’ 1 _ Eg!K,T! - CO
E(T)

angeben. Aus (3.43) und (3.33) folgt die Funktion

w(k, T) = (3.43)

2 Eyx,T)

=37 EsT)

h(x,T) (3.44)

Fiir den von der isotropen Verfestigung « abhingigen Radius g(«,T) des durch die Flief-
bedingung aufgespannten Zylinders wird in [Bru84] die Funktion

g(k, T) = % op(TY - (1+ (ea(T) = 1) - (1 = e71(T1)) (3.45)

ZDer durch die FlieBbedingung aufgespannte Zylinder im Hauptspannungsraum kann sich beim
INTERATOM-Modell nur in alle Richtungen gleich aufweiten, d.h. eine Verfestigung in der einen Richtung
bewirkt auch eine Verfestigung in alle anderen Richtungen, wohingegen die Verschiebung des Zylinders
richtungsabhangig ist.
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gewihlt. Die Grofe op in (3.45) bezeichnet die aus einaxialen Zugversuchen zu bestim-
mende Fliefigrenze des jungfraulichen Materials. Aus (3.42), (3.43) und (3.45) folgt die
Funktion:

2. Bk, T 1
C(KZ, T) = i_—tEg— (AT ]) - 5 : O'F(T)2 . (CQ(T) — 1) G (T) . e_c‘(T)"“ (346)
E(T)

Die Bestimmung des von der isotropen Verfestigung « abhidngenden Tangentenmoduls F;
erfolgt im INTERATOM-Modell iiber eine sogenannte Strukturgeddchinisfunktion A(k),
die in [Bru84] zur besseren Beschreibung einaxialer zyklischer Versuche eingefiihrt worden
ist. Dabei stand das Bestreben im Vordergrund, den weichen Ubergang der Spannungs-
Dehnungskurve vom elastischen in den inelastischen Bereich im Modell abzubilden. Dazu

dient die Funktion:
[ |g(c=0)
A(k)=p- 2 _dk+ 3.47
(k)=p K/ o) q (3.47)

Das Integral in (3.47) 148t sich fiir eine gegebene Funktion g(x) auswerten; so folgt aus
(3.45) und (3.47):

Alk) = g=p- - 1\/5

. In (\/l (Cz —1)-emaF 4y~ \/C—z) . (\/_7(62 — 1) -e=ermin 4 ¢y + \/C_E))
(V=(2-1)-eomn b e~ Va) - (V=(2=1) - err + ey + /3)

In (3.47) bezeichnet x;, den Anfangswert der isotropen Verfestigungsvariable x zu Beginn
einer plastischen Deformation. Der Wert k;, wird wihrend einer plastischen Deformation
nicht verdndert. Ebenso werden die beiden Gréflen p und ¢ wahrend einer inelastischen
Deformation konstant gehalten und am Ende einer elastischen Verformung neu bestimmt.
Dies erfolgt durch die sogenannte updating-procedure (siehe [Brus4)):

P = mi“{Pi3 i‘(sign(ﬂ)-\/E+3)}
q = %~qr(sign(ﬂ)-\/ﬁ+1)

Die Grole 8 in (3.49) ist ein MaB fiir den Richtungswechsel der Belastung z.B. bei zykli-
schen Versuchen. Sie berechnet sich aus den Normalen an den durch die Fliebedingung
aufgespannten Zylinder im Hauptspannungsraum:

(3.48)

(3.49)

9F  oF
=22 . %%  0<p<1 (3.50)
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Der Ablauf der Berechnung ist nun folgender; man startet den Prozefi mit den Anfangs-
werten p = 1 und ¢ = 0. Am Ende der ersten inelastischen Verformung, die mit ¢ ge-
kennzeichnet wird (siehe (3.50)), gilt dann p; = p und ¢; = A(k). Diese Werte werden
gespeichert, bis wieder ein inelastischer Prozefi stattgefunden hat, dessen Endpunkt mit
J gekennzeichnet wird (siehe (3.50)). Dann erfolgt ein updating gemi8 (3.49) und (3.50).
Bei weiterer Be- und Entlastung wiederholt sich der Vorgang entsprechend.

Aus der Strukturgedichtnisfunktion A(k) 148t sich eine assoziierte Dehnung e(A(k)) be-
rechnen, die den aktuellen Verfestigungszustand des Materials widerspiegelt. Die Einfiihrung
der assoziierten Dehnung ermdéglicht einen Vergleich einer beliebigen mehraxialen Bela-
stung mit einaxialen Zugversuchen, welche aufgrund der Isotropie der Verfestigung x re-
prasentativ fiir das gesamte Verfestigungsverhalten sind. Bei einaxialen, monotonen Zug-
versuchen gilt fiir die Strukturgedachtnisfunktion A die Beziehung (siehe [Bru84]):

A(n)=ap-(e—%-a) , 0> 0F (3.51)

Setzt man voraus, dafi die Spannungs-Dehnungsbeziehung invertierbar ist, dann ergibt

sich aus (3.51) die assoziierte Dehnung £(A(k)). Als Spannungs-Dehnungsbeziehung wird

in [BP87]

a-et+b-e+c
d+e

o(e) = , 0> 0F (3.52)

angegeben. Aus (3.51) und (3.52) folgt:

b _ g4 Alx) L_d+.AJ"_)2 £+ A(k)- &
€(A(K))=—E2 =£ (2 o) _EFAK) (3.53)

@) ey E

Das nichtlineare Verfestigungsverhalten 148t sich im monotonen Zugversuch durch die
aktuelle Steigung der o — e-Kurve beschreiben. Der Tangentenmodul E; stellt sich dann
mit Hilfe von (3.52) als

Be = BelA() = Bil) = 52 =0+ 0SS

(3.54)

dar. Die vier noch unbestimmten Parameter a,b, ¢ und d in (3.54) miissen entsprechend
den obigen Annahmen aus monotonen, einaxialen Zugversuchen ermittelt werden. Um
die Parameter mit mefibaren Gréfen zu verkniipfen, wird in [BP87] der folgende Weg
beschritten; das asymptotisch linear-verfestigende Verhalten des Materials 148t sich durch
die letzte Steigung E,., der o — e-Kurve sowie den Ordinatenabschnitt c¢3 beschreiben
(sieche Abb. 3.2). Daraus folgt:

E—doo g

(3.55)
¢s = lim (0(e) — Bieo - €)
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Weiterhin zu erfiillen ist die Stetigkeitsforderung an der Flie8grenze

(%) =0
5 ) = OF
und die Bedingung fiir die Anfangssteigung der Kurve (sieche Abb. 3.2)

o
(%)=

6 [MPa]
300.0 T

I ®
2400 1

0 :—H—l—!—{—|—+—|—|—|-—H—H—{-—H—|—4—}—+—-O—|—+—|—H—I—l—i
005 010 05 020 025 030 ©

Abb. 3.2: Entwicklung des Tangentenmoduls E; im monotonen Zugversuch

(3.56)

(3.57)

Aus diesen vier Bedingungen (3.55), (3.56) und (3.57) folgen die gesuchten vier Parameter
a, b, ¢, d des gebrochen rationalen Ansatzes (3.54), ausgedriickt durch die mefibaren Gréfien

Ea or, Etm C3, Etoo:

azEtoo
b=Cg

o Eoo o Ei
D o) o D)

1 Bio o
- g (-2 5) -2

. (3.58)

Im Hinblick auf die Ermittlung der noch unbestimmten Parameter ¢; und c; fiir den von
der isotropen Verfestigung « abhingigen Radius g(k,T') (siehe (3.45)) des durch die Flie-
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bedingung aufgespannten Zylinders im Hauptspannungsraum wird das INTERATOM-
Modell im folgenden auf einaxiale Versuche spezifiziert. Im einaxialen Fall gilt:

e 0 0 £ 0 0
;e=|0¢ 0 |;€=0 -3¢ 0 |,
00 ¢ 0 0 -1

IQ

li
N
o o9
coo
oo o

(3.59)

19,
Il
7 N
Wit
[l ] q
I
Omp—- o
9
|
q
N—

Aus (3.59) wird deutlich, da8 zu einem einaxialen Spannungszustand aufgrund der Quer-
kontraktion ¢, des Materials ein rdumlicher Dehnungszustand gehort. Ebenso muf§ auch
die kinematische Verfestigung rdumlich sein, da gefordert wurde, dal £ genauso wie g’
ein deviatorischer Tensor ist.

Die Komponenten des Stoffgesetzes in yy— bzw. zz—Richtung kénnen dazu benutzt wer-
den, die bisher noch offene Querkontraktion ¢, des Materials zu bestimmen:

€= — - (%+% (u—%)) (3.60)

In (3.60) erkennt man die beiden Grenzzustdnde der Dehnung im einaxialen Zugversuch;
fir E; = F,, gilt €, & —v-€, was der rein elastischen Dehnung entspricht, und fiir £, = E;o
gilt £, = ——% - €, was der rein plastischen Dehnung entspricht, d.h. fiir groBe plastische
Forménderungen sind die elastischen Dehnungen vernachlissigbar. Unter Ausnutzung der
Beziehung (3.60) erhilt man die folgende einfache Form des INTERATOM-Modells fiir

einaxiale Versuche (siehe [BP87]):

g = Et(li) <€

£ = cr)- (1— %) € (3.61)

ko= g-g(n)- (1—E;(7'°)).e

Die mit (3.61) zu erzielenden Ergebnisse sind in den folgenden Abbildungen dargestellt;
dies ist zum einen die Simulation monotoner Zugversuche (Abb. 3.3), zum anderen die
Simulation zyklischer Versuche (Abb. 3.4) um beliebige Mitteldehnungen. Zusétzlich ist
in den Abb. 3.5 und Abb. 3.6 die Entwicklung der im INTERATOM-Modell verwendeten
inneren Variablen £ und « bei zyklischen Versuchen dargestellt.
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tq

Abb. 3.3: Simulation eines monotonen Zugversuches mit dem INTERATOM-Modell

6]
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Abb. 3.4: Simulation eines zyklischen Versuches mit dem INTERATOM-Modell
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Abb. 3.5: Entwicklung der kinematischen Verfestigung bei der Simulation zyklischer Versuche

g?;

Abb. 3.6: Entwicklung der isotropen Verfestigung bei der Simulation zyklischer Versuche



26 3. Modellierung des inelastischen Verhaltens metallischer Werkstoffe

3.3 Viskoplastisches Materialverhalten

In industriellen Anwendungen tritt das Problem der viskoplastischen Deformation metal-
lischer Werkstoffe besonders da auf, wo instationidre Temperaturfelder die Lebensdauer
von Maschinenteilen herabsetzen und dadurch die Standsicherheit der Maschine gefihr-
den. So treten insbesondere bei Turbinenschaufeln im praktischen Betrieb Haltezeiten
auf, die bei hohen Temperaturen infolge Kriechens die Lebensdauer der Schaufeln we-
sentlich herabsetzen (siche [BK87]). Aus diesem Grunde ist es auBerordentlich wichtig,
die Kriecheigenschaften der eingesetzten Stahle hinreichend genau simulieren zu kénnen,
um konkrete Prognosen iiber die Lebensdauer solcher hochbelasteten Maschinenteile ge-
ben zu kénnen.

In der Praxis werden dazu in erster Linie isotrope Kriechgesetze eingesetzt, wobei die
Kriechspannungen aus einer Verallgemeinerung von einachsigen Kriechgesetzen ermittelt
werden (siehe [Bat90]). Als isotropes Kriechgesetz wird z.B. in [MAR94] die Beziehung

. . oF
skriech <kriech
= C—_ 3.62
£ © oo (3.62)
verwendet. Das isotrope Kriechgesetz (3.62) basiert auf der von Mises-Fliefibedingung:
F=g:0"—gkT)=0 (3.63)

Die GroBe efriech in (3.62) bezeichnet eine aus dem allgemeinen, mehrachsigen Dehnungs-
zustand geeignet zu berechnende Vergleichsdehnung.

Wihrend des Kriechens nimmt die Kriechdehnungsrate ab (siehe Kapitel 2.1.4). Dieser
Effekt wird creep hardening (Kriechverfestigung) genannt und kann eine Funktion der Zeit
oder der akkumulierten Kriechdehnung sein. Dies fithrt zu unterschiedlichen Anséitzen zur
Berechnung der Kriechdehnungsrate; geht man von der bei einaxialen Versuchen gewon-
nenen Erkenntnis aus, daf die Kriechdehnung eine Funktion des Spannungsniveaus und
der Zeit ist, so kann man den einfachen Potenzansatz (power law)

kriech —

ey ap - oy - 1% (3.64)

machen. In (3.64) bezeichnet oy die von Mises-Vergleichsspannung (siehe z.B. [AA94]):

o' g (3.65)

[

gy =

Gleichung (3.64) kann dazu benutzt werden, die effektive Kriechzeit zu berechnen:

kriech \ o
t= (EV ) ’ (3.66)

ao-a“’,‘

Differenziert man 5r*** nach der Zeit, so erhilt man mit (3.66) die Vergleichsdehnungs-
rate:

riech | x4 crioch (1_.1_)
rkriech __ _ap a3 riec a
Ev e =ay? -0yt cay- (Ev ) 2 (3.67)
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Verwendet man die von Mises-Vergleichsdehnung (siehe z.B. [AA94])

El‘c;‘ieeh — \/g A gkriech . ékriech (368)
so erhilt man aus (3.67) und (3.62) das isotrope Kriechgesetz:
1——1-)
Qk iech _ aoz . O.V2 “ Qg - (\/5 . gkriech :éknech) . @ (369)

Im Hinblick auf die Implementierung des Gesetzes (3.69) in eine Finite-Elemente Formu-
lierung (siehe Kapitel 7.1.3) werden das Kriechdehnungsinkrement

A-E_kriech — ;kriech AL (370)
und das Spannungsinkrement

Ag =C - (Ae - Agtreh) (3.71)

mit der inkrementellen Elastizitdtsmatriz C bendstigt.

Ein anderer als der bisher beschriebene Weg zur Erfassung viskoplastischen Materialver-
haltens wird von Bruhns et al. mit dem INTERATOM-Modell beschritten; der Grundge-
danke der Modellierung besteht darin, nicht mehr von einem reinen Verfestigungsgesetz
und einem separaten Kriechgesetz auszugehen, sondern stattdessen beide praktisch re-
levanten Anwendungen in einem Stoffgesetz zu vereinigen. Aus diesem Grund wird das
INTERATOM-Modell als unified model oder vereinheitlichtes Werkstoffgesetz bezeichnet
(siehe [Rot91]).

Zur Realisation dieser vereinheitlichten Modellierung dient im INTERATOM-Modell das
Uberspannungskonzept von Perzyna (siehe [Rot91]); dieses Konzept geht von Spannungs-
zustinden aus, die {iber den von der verwendeten FlieSbedingung aufgespannten Zylin-
der im Hauptspannungsraum (siehe Kapitel 3.2) hinausgehen, d.h. Spannungen diirfen
grofler sein als von der FlieSbedingung vorgegeben. Um dies im Modell zu erfassen, be-
darf es einer Erweiterung der Nomenklatur gegeniiber Kapitel 3.2; im folgenden werden
Spannungszustinde, die wie bisher die FlieBbedingung erfiillen, zur Unterscheidung mit
& bezeichnet. Die aktuellen Spannungen, die auch jenseits der FlieBfliche liegen diirfen,
behalten ihre Bezeichnung o . Die Spannungen & werden auch als statische Gleichgewichts-
spannungen bezeichnet (siehe z.B. [Tsa96]).

Die folgenden Ausfiihrungen betrachten die Erweiterungen des INTERATOM-Modells
in der Fassung des Kapitels 3.2 zur Beschreibung viskoplastischer Prozesse. Beibehalten
wird die Trennung von reversiblen und irreversiblen Prozessen und das hypoelastische
Stoffgesetz:

= éf‘ + g.i

™.

(3.72)

. 1 . v .
& = 55 (6T @)
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Wie vorher erfolgt die Erfassung der Belastungsgeschichte durch 2 interne Variablen
und &:

é = C(K.,T) "E;
(3.73)
ko= (@'-6):&
Das Uberspannungskonzept von Perzyna setzt bei der Formulierung der inelastischen

Verzerrungsrate an; es wird zwar weiterhin die Normalenregel postuliert, allerdings tritt
eine neue Schalterfunktion hinzu (siehe [Rot91]):

E=<PANT)>- (3.74)

J@-8:@ -9

Die inelastische Verzerrungsrate €; nimmt nur Werte an, wenn die aktuellen Spannungen
o die Belastungsbedingung LC erfiillen und die FlieBbedingung F iibererfiillen:

®(A,T) , wennF >0und LC >0
L O(AT)>= (3.75)
0 , sonst

Als Konsequenz folgt aus (3.75), daBl quasistatische Zustinde mit dieser Formulierung
nicht mehr erfafit werden konnen, d.h. eine verschwindende Uberspannung fiihrt zu einem
rein elastischen Stoffgesetz. Zur Behebung dieses in der praktischen Anwendung nicht sehr
bedeutsamen Mankos dienen einige spiter erlduterte Erweiterungen des Modells.

Neu hinzugekommen ist in (3.74) die sogenannte Uberspannungsfunktion ®(A,T), fiir die
in [BP87] der Ansatz

e5(T)
B(A, T) = 2-(T) - E(% - (1 + 64’(‘—7,)) (3.76)

angegeben wird. Die Funktion (3.76) quantifiziert den Einflufl der Ubererfiillung der Flief-
bedingung auf die inelastische Verzerrungsrate g;. Als berechenbares Ma8 fiir die Grofle
der Abweichung des aktuellen Spannungspunktes & von dem durch die FlieBbedingung
aufgespannten Zylinder dient in (3.76) die verallgemeinerte Uberspannung A:

A=yf-3 (3.77)

Das inverse Stoffgesetz nimmt die einfache Form an (siehe [BP87)):

¢=2~G-(§'+1_1'2_V-Sp(g')~1—<<<I>(A,T)>>- z gﬁlé ) (3.78)
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Im Hinblick auf die spitere Bestimmung der drei Materialparameter v, ¢4 und ¢ in (3.76)
wird das INTERATOM-Modell (3.78) in [BP87] auf einaxiale Versuche spezifiziert:

5 = E-(e'—\/?@(A,T))
£ = c(n,T)~\/g-fI>(A,T)

ko= 1/;9(5,7’)-\/? LB(A,T) (3.79)
e b T

Mit dem Stoffgesetz (3.79) 148t sich vor allen Dingen der Einfluf der Dehngeschwindigkeit
bei monotonen, dehnungsgesteuerten Zugversuchen simulieren:

(o}
B ’*:JZ?:
A £ [1/s]
Ce— ¢ '
I A % ;
Mﬁﬁ —~&- 104
—e—| 10
—a—| 1073
—— 102
/ ——| 107!
J 2 £

Abb. 3.7: Einflul der Dehngeschwindigkeit bei monotonen, dehnungsgesteuerten Zugversuchen

Ebenso lassen sich mit (3.79) auch zyklische dehnungsgesteuerte Versuche (siehe Kapitel
3.2) beschreiben.

Das vorher erwihnte Manko des INTERATOM-Modells in der Form (3.78), dafl der
quasistatische Grenzfall nicht mit im Modell enthalten ist, fiihrte in den Arbeiten von
Rott [Rot91] und Westerhoff [Wes95] zu den im folgenden erliuterten Erweiterungen des
INTERATOM-Modells. Der Grundgedanke bei der Erweiterung des Modells war die Tren-
nung von plastischen und viskosen Effekten; es sollte zwar nach wie vor ein Modell zur
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Beschreibung samtlicher viskoplastischer Phinomene dienen, jedoch sollten innerhalb des
Modells Grenziibergéinge moglich sein, um das oben erwidhnte Manko zu beseitigen. Dies
fiihrte zu der Aufspaltung der Verzerrungsrate in einen elastischen Anteil €,., einen pla-
stischen Anteil €, und einen rein viskosen Anteil £,, wobei fiir den elastischen Anteil £,
nach wie vor das hypoelastische Stoffgesetz Giiltigkeit besitzt:

E = & tE =6 + 6+ &
(3.80)
1 v
: = _— |- . y). T
& 2-G (g 140 P *)

Durch die Aufspaltung (3.80) ist das INTERATOM-Modell nicht mehr im strengen Sinne
als unified (vereinheitlicht) zu bezeichnen, es sei jedoch betont, dafl es sich nach wie vor
um ein einziges Gesetz handelt. Fiir den viskosen Anteil der Verzerrungsrate gilt wie
vorher das Uberspannungskonzept von Perzyna:

a—-£

J@-9:@-9

Als Uberspannungsfunktion wihlt Rott in [Rot91] eine etwas modifizierte Funktion:

E, =< B(AT)> - (3.81)

)dn(T)

(A, T) = @R (3.82)
Die Gréfle A in (3.82) dient dazu, die Uberspannung A dimensionslos zu machen und
damit die Potenzbildung zu ermdglichen.

Ein wesentlicher Unterschied ergibt sich im erweiterten Modell allerdings fiir den Fall, daf3
die viskose Rate verschwindet, wenn keine Uberspannung vorhanden ist, also der quasi-
statische Grenzfall eintritt. In diesem Fall beinhaltet das INTERATOM-Modell immer
noch ein Fliefigesetz, welches sich durch die Normalenregel

. o'-§
@'-€x@'-¢) o' —¢
_‘_ = 2 ¢ = 3-83)
= I J@ -8:(@-¢ (

ausdriicken 148t. Da die inelastische Verzerrungsrate (3.83) aber von der Rate der stati-
schen Gleichgewichtsspannung &, also der Spannung auf der Flie8fliche, abhingt, mufl das
INTERATOM-Modell um eine Entwicklungsgleichung fiir & erweitert werden. In [Rot91]
wird die Beziehung

_5’;’ = ( A(A,U,T) 'i’ + B(E'a_ﬁ_, T) ' <g—l - Q,) > <3'84)

mit zwei noch ndher zu bestimmenden Materialfunktionen A(A,v,T) und B(g’,§,T)
angegeben. Fiir das Flieigesetz (3.84) gilt die urspriingliche Schalterfunktion, da8i Flie-
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und Belastungsbedingung von der statischen Gleichgewichtsspannung erfiillt sein miissen.
Im FlieBgesetz (3.84) erfolgt die Erfassung der Belastungsgeschichte wie vorher durch 2
interne Variablen « und §:

(3.85)
k= (Q' - §) : é.p
Fiir die Materialfunktion A(A,v,T), die wesentlich fiir die Entwicklung der statischen
Gleichgewichtsspannung & verantwortlich ist, wihlt Ro#t in [Rot91] die Beziehung:

A(A,’U,T) = al(A,T)-ag(v,T)

1—an(T
al(A,T) = tanh(a131(’_11'(')))- 1 . (tanh(alg(T) . A + a13(T)) - 1) + an (T) (386)
G0, T) = an(T)- e THE—0B@ L (] _ o0 Ty goad@)(o=sp) 2D

In (3.86) ist zu der vorher erliuterten verallgemeinerten Uberspannung A ein weiteres
skalares Ma8 v hinzugetreten, welches auch bei verschwindender Uberspannung (a;(A =
0,T) = 1) noch einen Beitrag zur Funktion A liefert. In [Rot91] dient v als Ma8 fiir die
Prozeflgeschwindigkeit bei beliebigen mehraxialen Belastungen des Materials. Als geeigne-
te Vergleichsgrofle wird die euklidische Norm der Rate der Deviatorspannungen gewahlt:

(3.87)

Die Grofle vy > 0 in (3.86) kennzeichnet den quasistatischen Grenzfall der Belastung,
bei dem die Last so langsam aufgebracht wird, daf die viskosen Effekte verschwinden.
Die zweite neu hinzugekommene Materialfunktion B(e’,£,T) dient im INTERATOM-
Modell vor allen Dingen zur realistischen Wiedergabe von Kriechprozessen. Da, wie vorher
erldutert, experimentelle Kriechkurven in erster Linie vom Spannungsniveau abh&ngen,
wihlt Rott in [Rot91] einen Ansatz in den effektiven Spannungen \/ (@' —§&):(e'-§):

B(a’,&,T) = d3(g’,T) - tanh (da(g’, T) - \[(&' — €) : (@' — ) + ds(e’, T)) + ds(a’, T)
(3.88)
Die Koeffizienten ds, d4, ds und dg in (3.88) sind von der Deviatorspannung abhingig:
ds = ps+ps-lle’lly +pss- e
dy = pn+pa-l|la|,+ pas- ||!Z'||§
ds = psi+ps2-lle’lly +psa- le’l; (3.89)
ds = pe+pe2-|la|l, + pes- ||££'||g

Die tanh-Funktion in (3.88) dient als 'Schalter’3, so da8 der EinfluS der Materialfunk-
tion B auf die Entwicklung der quasistatischen Gleichgewichtsspannung vom Wert des

3Eine tanh-Funktion erzeugt einen stetigen Ubergang, im Gegensatz zu den vorher eingefiihrten Schal-
terbedingungen, s.o.
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Argumentes der Funktion abhéngt, also der aktuellen Verfestigung und der Norm der De-
viatorspannung. Durch die richtige Einstellung der Materialparameter ist dieser Einflufl
zu steuern. Im Hinblick auf die Identifikation der 22 Materialparameter a;; , a2 , @13 ,
Qo1 , G2 , G23 , 24 , Q25 , A1 , d2 , P31 , P32 , P33 , P41, P42 » P43 , P51, Ps2 > Ps3 » Pel » Pe2 und
pes des erweiterten INTERATOM-Modells erfolgt die Spezifikation der Modellgleichungen
auf einaxiale Versuche; im viskoplastischen Fall gilt:

5 = E - é—<<B(U’£)'(1_@E(;—K))-(0~5)>>
= 1+( A(A‘v).E!tE(}'K—)Eggrcn ) Et(K.)
- \/§-<<<I>(A) > -sign (%-5—5))
€ = c(r)- (1 - Etl(aj‘x)) ' E:_En) (350

¢ = 3o (-5 5

g = (A(AV)-0)+ <K B(0,8) (0 —5)>

Entsprechend ergeben sich die Modellgleichungen im quasistatischen Grenzfall:

. E .
= T

. Ei(k) o

¢ = C(”“)'(l_ E )'Et(n)

ko= -23--g(fc)- (1— E‘é">) -E:—ZK) (3.91)

g = (A{)-d)

Wie vorher 148t sich auch mit dem erweiterten INTERATOM-Modell (3.90) der Einflul
der Dehngeschwindigkeit bei monotonen, dehnungsgesteuerten Zugversuchen erfassen:
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Abb. 3.8: Einflufl der Dehngeschwindigkeit bei monotonen, dehnungsgesteuerten Zugversuchen

3.3.1 Beschreibung von Kriechvorgingen

Die Beschreibung von Kriechvorgingen mit dem INTERATOM-Modell wird im folgenden
anhand einaxialer Kriechversuche erliutert, da sich die im Modell verwendeten Mechanis-
men dadurch besser beleuchten lassen. Im einaxialen Fall wird die Spannung o iiber die
Zeit konstant gehalten, wodurch die Spannungsgeschwindigkeit & verschwindet. In diesem
Fall gelten die konstitutiven Gleichungen (vergleiche (3.79)):

¢ = \/5 (A, T)

£ = cxT)- \/7 (A, T)

e o [ e o
A = \/(5 o€ (a—— €)= /ol 7)

Zur Erfassung des realen Kriechverhaltens des Materials, ndmlich der vorher erwidhnten
Kriechverfestigung, die eine Abnahme der Kriechdehnungsrate wahrend des Kriechens be-
wirkt, dient im Modell (3.92) der Abbau der Uberspannung A. Fiir kleiner werdende Werte
von A sinkt auch der Wert der Uberspannungsfunktion ® und damit die Kriechdehnungs-

l w
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rate €. Da die Spannung ¢ beim einaxialen Kriechen konstant bleibt, kann dieser Abbau
nur {iber das Anwachsen der inneren Variable £ erfolgen (siehe Abb. 3.9):

400.0

300.0 -
2000 -

100.0 -

T

Abb.

3.9: Anwachsen der inneren Variable ¢ bei Kriechversuchen

Stellt man sich wiederum den durch die FlieBbedingung aufgespannten Zylinder im Haupt-
spannungsraum vor, so bedeutet das in Abb. 3.9 dargestellte Anwachsen der inneren Va-
riable £, daB bei Kriechversuchen der Zylinder an den jenseits von ihm liegenden aktuellen

Spannungspunkt o

durch Verschiebung seines Mittelpunktes heranbewegt wird, und zwar

solange, bis der Spannungspunkt wieder die Fliebedingung erfiillt. Das auf diese Weise
zu erzielende Kriechverhalten des Modells ist in der folgenden Abbildung dargestellt:

€
020 -

015 -

010 -

005 1

E

000

Abb. 3.10:

+——t —t—t —f—t — [S]
25.0 50.0 75.0 100.0
Simulation von Kriechversuchen mit dem INTERATOM-Modell
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Ein anderer Weg zur Erfassung des Kriechverhaltens metallischer Werkstoffe wird im
erweiterten INTERATOM-Modell beschritten; im einaxialen Fall lauten die Modellglei-
chungen zur Beschreibung des Kriechens (vergleiche (3.90)):

(22 . —E_L(ﬂ
B( aE) (1 E ).(0__5_)>>+\/—§_:_<<(I)(A)>>.sign<§.5-—€)

T ST TEm
¢ = a0 (1-50) 5
i = % g(k) - (1—Eﬂéﬂ))- Ejn) (3.93)

6§ = <B(0,8): (c-3)>

Der wesentliche Mechanismus zur Erfassung der Kriechverfestigung im INTERATOM-
Modell in der Form (3.93) ist das Anwachsen der statischen Gleichgewichtsspannung &,
bis die aktuelle Spannung ¢ erreicht ist. Ebenso wichst aber auch die innere Variable £
weiter an, so dafl im erweiterten INTERATOM-Modell die Fliefliche sowohl im Haupt-
spannungsraum verschoben, als auch etwas vergroflert wird, da ja eine weitere Verfesti-
gung stattfindet. Als Resultat folgt wiederum, dafl das Kriechen solange erfolgt, bis die
Uberspannung A im Modell abgebaut ist (siehe Abb. 3.11).

300.0 T
I
200.0 +
100.0 —
0 e ——
5000.0 10000.0 15000.0 20000.0 t [S]
o o &

Abb. 3.11: Anwachsen der statischen Gleichgewichtsspannung & und der inneren Variable £
bei Kriechversuchen

Die mit den oben beschriebenen Mechanismen zu erzielenden Ergebnisse sind in der fol-
genden Abbildung dargestellt:
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010 -

005 -

o000 —t—"—————f—+—+—+—+—t—+—+—+—+—f—+——+—t t[S]

5000.0 10000.0 15000.0 20000.0

Abb. 3.12: Simulation von Kriechversuchen mit dem erweiterten INTERATOM-Modell

3.3.2 Beschreibung von Relaxationsvorgingen

Ebenso wie bei der Simulation der Kriechversuche in Abschnitt 3.3.1 beschrénkt sich
der folgende Abschnitt auf die Erliuterung der im INTERATOM-Modell enthaltenen
Mechanismen anhand einaxialer Versuche. Im einaxialen Fall wird die Dehnung ¢ Giber die
Zeit konstant gehalten, wodurch die Dehnungsgeschwindigkeit ¢ verschwindet. In diesem
Fall gelten die konstitutiven Gleichungen (vergleiche (3.79)):

5 = —E-\/g-Q(A,T)

£ = c(n,T)-\ﬁ.cp(A,T

 — [Toan s os8
R [ ReR Ry

Zur Erfassung des realen Relaxationsverhaltens des Materials dient im Modell (3.94),
wie vorher bei der Simulation von Kriechversuchen, der Abbau der Uberspannung A. Der
grundlegende Unterschied zu den Kriechkurven ist aber die Konstanz der inneren Variable
¢ bei Relaxationsversuchen. Der Abbau der Uberspannung findet dadurch statt, da8 der
aktuelle Spannungspunkt ¢ bis zur Fliefigrenze abfillt (siehe Abb. 3.13):
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Abb. 3.13: Konstanz der inneren Variable £ bei Relaxationsversuchen

Stellt man sich wiederum den von der FlieBbedingung aufgespannten Zylinder im Haupt-
spannungsraum vor, so bedeutet das in Abb. 3.13 dargestellte Verhalten, daf} sich der
aktuelle Spannungspunkt o bei der Simulation der Relaxation auf den Zylinder zu be-
wegt, bis die FlieBbedingung erfiillt ist. Das sich daraus ergebende Relaxationsverhalten
des Modells ist in der folgenden Abbildung dargestellt:

0
00 +—+————t—————t——t—t——t———+——  t |
] 25.0 50.0 75.0 100.0 []
-5.00 1
-IO.OO-J
-15.00 ’_'!
-2000 1

Abb. 3.14: Simulation von Relaxationsversuchen mit dem INTERATOM-Modell
Das erweiterte INTERATOM-Modell (vergleiche (3.90))

o &) (1 — B
b = —E-(<< Bl ,5)E((1K) = )-(a—a)>>+\/g-<<<I>(A)>>-sz'gn(§~a—€))
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. Et(K.) 5‘

= {1 . 3.95

é = a- (1-B2). 2 (3.95

¢ = 3o (-*2) 5

¢ = K B(o,6) - (c—5)>

verhilt sich in diesem Falle vollig analog; die statische Gleichgewichtsspannung & und die
innere Variable £ verindern sich wihrend der Relaxation nicht:

350.0

280.0

210.0

140.0

70.0

Abb. 3.15: Konstanz der statischen Gleichgewichtsspannung & und der inneren Variable £ bei
Relaxationsversuchen

Aus Abb. 3.15 wird ersichtlich, da8 der FlieBzylinder bei der Relaxation weder seine
Lage noch seine Grofle verdndert, stattdessen bewegt sich der aktuelle Spannungspunkt
o auf den FlieBzylinder zu, bis die FlieBbedingung erfiillt ist. Die mit dem erweiterten
INTERATOM-Modell zu erzielenden Ergebnisse sind in der folgenden Abbildung darge-
stellt:
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Abb. 3.16: Simulation von Relaxationsversuchen mit dem erweiterten INTERATOM-Modell

3.4 Thermodynamischer Rahmen fiir die Formulie-
rung von Stoffgesetzen

Wie bereits in Abschnitt 3.1 erwdhnt, miissen die Materialgleichungen mit der Entropie-
ungleichung (Prinzip der Irreversibilitit) vertriglich sein. Das folgende Kapitel ist daher
dem Nachweis dieser Vertriglichkeit fiir das in den Kapiteln 3.2 und 3.3 vorgestellte
INTERATOM-Modell gewidmet. Ausgangspunkt der Betrachtungen ist dabei die Auf-
spaltung der Formdnderungsleistung 1w nach Lehmann (siehe [Leh89]):

W = W+ W; =W +We+ Wy
1 .
Wy = —-g:€,
Po
: 8 .1 -\
Wwg = —-(@—€):g;+—-(a—8):¢&; (3.96)
Po - Po
. 11— - . .
o= L gie+ Logg,
Po Po —

Gleichung (3.96) besagt, daf} sich die gesamte Forminderungsleistung w additiv in einen
reversiblen Anteil w4, und einen irreversiblen Anteil w; aufspalten 148t. Der irreversible
Anteil 10; 148t sich weiter aufspalten in einen Anteil 14, der bei inelastischen Deformatio-
nen des Materials sofort dissipiert, d.h. in Warme umgesetzt wird, sowie in einen Anteil
1y, welcher in den bei inelastischen Deformationen entstehenden Mikroeigenspannungs-
feldern (siehe Kapitel 2) gespeichert wird. Aus den Arbeiten von Taylor und Quinney ist




40 3. Modellierung des inelastischen Verhaltens metallischer Werkstofte

bekannt, dafl der Anteil W, etwa 90% betrigt, daher 148t sich der skalare Faktor 8 ~ 0,9
angeben. Die Grofie pp in (3.96) bezeichnet die Dichte des Materials. Zu bemerken ist, daf§
in (3.96) wiederum zwischen den aktuellen Spannungen o, die auch jenseits der Fliefiaiche
liegen konnen (siehe Kapitel 3.3), und den statischen Gleichgewichtsspannungen & auf der
Flieffliche unterschieden wird. Entsprechend kennzeichnet & — £ die effektive Spannung.

Die Bilanzierung der spezifischen Entropie s erfolgt durch die sogenannte Gibb‘sche Glei-
chung (siehe [Leh89)):
o L9,

~ I n—.aé : € (3.97)

T-S=u')d+u‘)h—%-div(fj)+r
In (3.97) bezeichnet die Grofe v (@, T, k, §) die spezifische freie Enthalpie, die von der ak-
tuellen Spannung, der Temperatur und den im INTERATOM-Modell verwendeten inneren
Variablen abhéngt. Die Grofle r kennzeichnet spezifische Energiequellen im Material, die
beispielsweise aus chemischen Prozessen stammen kénnen. Die Gréfle ¢ bezeichnet den
Wiarmeflufvektor, der den durch die plastische Verformung des Materials entstehenden
Wirmestrom erfafit.

Nach Lehmann (siehe [Leh89]) 148t sich die Gibb‘sche Gleichung entsprechend der oben
getroffenen Annahme w = ), + w; weiter aufteilen. Zum einen lafit sich ein reversibler

Anteil T . o o0
T g . A oL A S
T 4 =y 5 div (T) T ook T :€-T-7 (3.98)

angeben, fiir den entsprechend auch T - §, < 0 moglich ist, sowie ein irreversibler Anteil
1
T-.éd=u';d—p—T-i]'~gmd(T)+T-1'7ZO (3.99)

der keinesfalls negativ werden darf. Die Gréfe 7) in (3.98) und (3.99) beschreibt die Entro-
pieproduktion aufgrund innerer Strukturinderungen des Materials, die bei der plastischen
Deformation mit dem Wandern von Versetzungen (siehe Kapitel 2) verbunden sind.

Fir die plastische Formanderungsleistung w, wird in [Leh89] der Ansatz

I Y
P K+-5g.§+T n—r (3.100)

Wy =

angegeben. Der Nachweis der thermodynamischen Konsistenz des INTERATOM-Modells
erfolgt dann durch die Befriedigung des Ansatzes (3.100) in Verbindung mit der Aufspal-
tung der Forméinderungsleistung (3.96) und den Nachweis der Erfiillung der Entropieun-
gleichung (3.99).

Dazu bedarf es eines Ansatzes fiir die Entropieproduktion aufgrund interner Strukturénde-

rungen des Materials:
. 1 c(x,T) .
_ 1 L) ). e 101

n po-T (1 c(f{ =0, T)) é & (3 )
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Der Ansatz (3.101) ist iiber die im INTERATOM-Modell verwendete Verfestigungsfunk-
tion c(k,T) (siche Kapitel 3.2) mit der Anderung der Versetzungsdichte, die die oben
erwihnte innere Strukturinderung des Materials bewirkt, verkniipft. Zu Beginn der pla-
stischen Deformation des Materials (¢ = 0) ist diese Entropieproduktion entsprechend
Null.

Weiterhin bedarf es eines Ansatzes fiir die spezifische freie Enthalpie:

12 2 1 )
'Ab(Q,T,h:,g) T G- (110) Sp(a) m'g_ a
(3.102)
o 1 1-p3
- —-AT-S + £ €6+ .
Po plo) 2-po-c(k=0,T) $:& Po *

Aus der thermischen Zustandsgleichung folgt in Verbindung mit dem Ansatz (3.102) das
hyperelastische Werkstoffgesetz:
o 1 ( v
- o —

I = wre il Gl s

U-Sp(g)-l,)+a-AT-L (3.103)
Aus der Forderung nach Erfiillung der Entropieungleichung (3.99) folgt die spezielle For-
derung zur Sicherung der thermodynamischen Konsistenz des INTERATOM-Modells:

¢k, TY<c(k=0,T) (3.104)

Die Ungleichung (3.104) schrinkt den zu verwendenden Typ von Funktionen fiir die Ver-
festigungsfunktion c(k,T) wesentlich ein; nur monotone Funktionen sind in der Lage,
die Forderung (3.104) zu erfiillen. Fiir die im INTERATOM-Modell verwendete spezielle
Funktion (3.46) 148t sich die Forderung (3.104) nur garantieren, wenn die thermodynami-
schen Restriktionen

1 2-F, ,
0<eg < 2‘! E:) —2'Et°°j| (3105)
(2—1)-0F* [1-20
o > 1

fir die Werkstoffparameter ¢; und ¢, erfiillt sind. Unter Berticksichtigung von (3.105)
erfiillt das INTERATOM-Modell die Entropieungleichung und ist damit thermodynamisch
konststent.

Ein zweiter Weg zur Erfiillung der Entropieungleichung wird von Chaboche in [Cha83]
gezeigt. Dazu wird die Existenz eines zweiten Potentials, des sogenannten Dissipations-
potentials

o=¢(a,Ke, K., T, 5, §) (3.106)
postuliert. In (3.106) bezeichnen K, = %‘f und K, = —g—% sogenannte verallgemeinerte

Krifte. Unter Verwendung des Potentials ¢ liefert eine verallgemeinerte Normalenregel
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den irreversiblen Anteil der Verzerrungsgeschwindigkeit und die Evolutionsgleichungen
der inneren Variablen. Fiir zeitabhangiges Materialverhalten ist die Normalenregel durch
die folgenden Beziehungen festgelegt:

op dp Oy
- - D = ——— 3.107
oK.’ 3 (3.107)

§~;=£. K=

Bei geeigneter Wahl eines Ansatzes fiir das Dissipationspotential 148t sich mit (3.107) ein
thermodynamisch konsistentes Stoffgesetz formulieren.

Als weitere Konsequenz aus der Thermodynamik ergibt sich die Moglichkeit der Anga-
be einer Entwicklungsgleichung fiir die Temperatur bei plastischen Deformationen. Da-

zu dient die kalorische Zustandsgleichung s = —g—#. in Verbindung mit der spezifischen
Wirmekapazitdt c, = —T - % =T- g—;. Als Entwicklungsgleichung fiir die Temperatur
ergibt sich:
¢ T=1g+T-H—r H div(q)+T Oy 1o+ 0% K+ O% €] (3.108)
pri = Waw L p M\ oToa T oTox " oTog %)

Unter Vernachléssigung der inneren Wirmequellen r und der gemischten Ableitungen folgt
aus (3.108) in Verbindung mit den Ansitzen (3.96) und (3.101) fiir adiabate Prozesse:

Pl ) ettt @—a) e+t (1o BT e,
o t=Li@-gisrr@-aarr (- 2500 a0 Gam)

Aus (3.109) folgt, daB in die Temperaturentwicklung zum einen der gesamte viskose Anteil
der Leistung eingeht, da die viskosen Prozesse vollstindig dissipativ sind, zum anderen
wird die Strukturdnderungsleistung in Warme umgesetzt.

3.4.1 Temperaturabhingiges Materialverhalten

Mit der im letzten Kapitel hergeleiteten Temperaturentwicklungsgleichung ist es moglich,
mit dem in Kapitel 3.3 vorgestellten INTERATOM-Modell adiabate Prozesse zu simulie-
ren, d.h. Prozesse, die so schnell ablaufen, da8§ die bei der plastischen Verformung entste-
hende Warme nicht nach au8en abgefiihrt werden kann, sondern am Ort ihrer Entstehung
verbleibt und somit fiir eine Temperaturerh6hung des Materials sorgt. Der Effekt ist eine
gegeniiber einem isothermen Prozef, der bisher stets vorausgesetzt worden war, zuneh-
mende Entfestigung des Materials bei steigender plastischer Verformung. Deutlich wird,
dafl beide Proze8fiihrungen, isotherme und adiabate, Grenzzustinde des realen thermo-
mechanischen Prozesses sind.

Fir das INTERATOM-Modell ergibt sich die Gleichung fiir die Temperaturentwicklung
bei adiabater Prozeffiihrung:

1 ®(A,T)

R

[

—§:(@-O+(e-a):(@-§
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(3.110)
+ (1—%) £ (Q,__))

Das Differentialgleichungssystem (3.79) fiir einaxiale Prozesse lautet dann:

¢ = E- (e'—\/?@(/\,:r))

T 3.\/g(fc7,’_l“)+§-/\+(1_c(cx:g,ﬂi“))'\/?€_(I,(A’T)

Cp Po

£ = ok,T)- \/g ®(A,T) (3.111)

P o= ,/g-g(n,T)-\/?cb(A,T)
- G 6T

Der entscheidende Unterschied von (3.111) zum Differentialgleichungssystem (3.79) ist die
Temperaturabhingigkeit aller Parameter c,, po, F, 0F, 1, €2, €3, Etoy Fico, ¥, €4, C5 des
INTERATOM-Modells. Die funktionale Abhidngigkeit der einzelnen Parameter von der
Temperatur ist in Kapitel 6.4 erliutert. Das Differentialgleichungssystem (3.111) ermdglicht
nun eine Abschidtzung des gréfftmoglichen Temperatureinflules bei der plastischen Ver-
formung. Entsprechend stellt das isotherme Stoffgesetz (3.79) eine untere Schranke fiir
den Temperatureinfiufl dar. Die folgende Abbildung zeigt einen Vergleich zwischen die-
sen beiden Grenzzustinden bei der Simulation eines zyklischen Versuches mit konstanter
Dehnschwingbreite und einer konstanten Dehngeschwindigkeit £ = 10"2%:
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Abb. 3.17: Vergleich zwischen isothermer (--:) und adiabater (—) Prozefifithrung bei zykli-
schen Versuchen

In Abb. 3.17 erkennt man deutlich den entfestigenden Einflul der Temperaturerhohung
bei der adiabaten Prozefifiihrung. Die zyklische Verfestigung beim isothermen Proze8 ist
entsprechend grofler. Aus der Differentialgleichung (3.111) folgt auch die Temperatur-
erh6hung bei den in Abb. 3.17 dargestellten zyklischen Versuchen:
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T[’C]
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Abb. 3.18: Temperaturerh6hung bei zyklischen Versuchen

Wie man in Abb. 3.18 sieht, erh6ht sich die Temperatur bei den zyklischen Versuchen
um ca. 15°C. Der Temperatureinfluf§ wird bei gré8eren Dehngeschwindigkeiten allerdings
noch wesentlich stirker, wie beispielsweise in der Arbeit von Mittelbach [Mit95] bei der
Simulation des Auftreffens eines Korpers auf eine Platte demonstriert wird.
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4. Experimentelle Strategien zur Ermitt-
lung der Modellparameter

Bei klassischen Identifikationsverfahren erfolgt die Minimierung eines Least-Squares Funk-
tionals, wobei zur Ermittlung der Versuchsdaten die zugehérigen Spannungs- oder Deh-
nungsfelder als homogen iiber die Materialprobe verteilt angenommen werden [ADF*96].
Zur Realisation entsprechender homogener Zustinde bieten sich verschiedene Versuchs-
arten an; als Beispiele seien hier die Torsions- und Zug-/Druckbelastung diinnwandiger
Hohlzylinderproben [Kik93], die Zugbelastung zylindrischer Vollproben [Wic96] und die
Zug-/Druckbelastung diinnwandiger Hohlzylinderproben [Wes95] genannt. Bei der Zug-
/Druckbelastung diinnwandiger Hohlzylinderproben bzw. zylindrischer Vollproben erhélt
man bei entsprechenden Versuchsbedingungen einen eindimensionalen Spannungszustand,
aber einen rdumlichen Verzerrungszustand (siche Kap. 3.2). Bei der Torsionsbelastung
diinnwandiger Hohlzylinderproben dagegen ist bei entsprechender Lasteinleitung sowohl
der Spannungs- als auch der Verzerrungszustand eindimensional.

Die dieser Arbeit zugrundeliegende Auswertung von Proben mit homogener Spannungs-
verteilung im Mefigebiet wird im folgenden Kapitel 4.1 dargestellt.

Geht man von der Annahme der Homogenitét der Spannungs- oder Dehnungsfelder zur Er-
mittlung der Versuchsdaten ab, so miissen die Inhomogenititen der Spannungen und Deh-
nungen im Rahmen einer Finite-Element Methode mitberiicksichtigt werden [ADF+96],
[KMK95], [Kre96], [MS94b].

Als Versuchsarten bieten sich hierfiir Belastungen von Proben mit ausgepridgt inhomo-
gener Spannungs-/Dehnungsverteilung an; als Beispiele seien hier die Zugbelastung einer
modifizierten CT-Probe [ADF*96] und die Biegebelastung einer gekerbten 4-Punkt Bie-
geprobe [KMK95|, [Kre96] genannt.

Ein kurzer Abrif} der Vorgehensweise bei der Auswertung von Proben mit inhomogener
Verteilung der Spannungen und Dehnungen im Mefigebiet mit Betonung der Unterschiede
zu der Vorgehensweise bei der Auswertung von Proben mit homogener Verteilung wird in
Kapitel 4.2 vorgestellt.

4.1 Auswertung von Proben mit homogener Span-
nungsverteilung im Mefigebiet
Die Grundlage dieser Arbeit bildet die Auswertung von Proben mit homogener Verteilung

der Mefiwerte. Die entsprechenden Versuche sind von Westerhoff durchgefiihrt und in sei-
ner Arbeit [Wes95] dokumentiert worden, so da8 hier auf eine ausfiihrliche Darstellung
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verzichtet wird.

Stattdessen wird in diesem Abschnitt das Augenmerk auf die Versuchsbedingungen ge-
legt. Insbesondere wird gezeigt, da8 die Annahme der Homogenitdt der Versuchsdaten im
Mefigebiet plausibel ist.

4.1.1 Werkstoff und Probenform

Das in Kapitel 3 vorgestellte INTERATOM-Modell zur Beschreibung des inelastischen
Verhaltens metallischer Werkstoffe ist speziell fiir rostfreie austenitische Stihle entwickelt

worden [Bru84]. Aus diesem Grund wurde von Westerhoff der hochwarmfeste austenitische
Stahl X 6 CrNi 18 11 ausgewahlt.

Bei Raumtemperatur besitzt dieser Stahl laut Stahischliissel [Weg92] und Dubbel [BK87]
die folgenden Eigenschaften:

Warmfestigkeit | Streckgrenze | Zugfestigkeit | Elastizitdtsmodul | Querkontraktionszahl
[°C] Re [omz| | Bom [ ] E [ v
\ 650 185 | 490—690 196000 | 0.3

Tabelle 4.1: Eigenschaften von X 6 CrNi 18 11 bei Raumtemperatur

Neben den in Tabelle 4.1 aufgefiihrten Eigenschaften besitzt der Stahl X 6 CrNi 18 11
bei Raumtemperatur ein ausgepragtes Verfestigungs- und Kriechverhalten, was ihn be-
sonders fiir die Kraftwerkstechnik zu einem sehr geeigneten Werkstoff macht, da er auch
unter langzeitiger mechanischer Beanspruchung gute Festigkeitseigenschaften zeigt.

Zur Realisation der zur einaxialen Anpassung vorausgesetzten Homogenitit der Versuchs-
daten im Messbereich sind von Westerhoff diinnwandige Hohlzylinderproben gew&hlt wor-
den (siehe Abb. 4.1). Bei geeigneter Versuchsdurchfiihrung kénnen die Spannungen als ho-
mogen angenommen werden. Das Versuchsprogramm umfafite dabei monotone Versuche
mit und ohne Haltezeiten sowie zyklische Versuche.
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Abb. 4.1: Geometrie der diinnwandigen Hohlzylinderprobe (aus [Wes95])
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4.1.2 Mefleinrichtung

Die in Abb. 4.1 dargestellten Képfe der Probe dienen zur Einspannung in die Priifmaschi-
ne. Die Funktionsweise der Priifmaschine ist in [Kik93], [Wes95] und [Fos96] ausfiihrlich
erliutert und soll hier nicht ndher betrachtet werden. Die in die Maschine eingespannte
Probe ist in der Abb. 4.2 zu erkennen:

Abb. 4.2: Hohlzylinderprobe bei Versuchsbeginn (aus [Wes95])

Die Priifmaschine verfiigt iiber interne Aufnehmer zur Messung von Kraft und Torsions-
moment bzw. von Weg und Verdrehung. Bei Benutzung dieser internen Wegaufnehmer
treten allerdings Fehler auf, die auf die elastische Verformung der Maschine, der Einspann-
vorrichtung und der Képfe der Probe sowie auf plastische Verformungen auflerhalb der
betrachteten Mefldnge zuriickzufithren sind [Wes95], [Wic96].

Zur Korrektur dieser Einfliisse bieten sich verschiedene Wege an; Wichtmann [Wic96]
fiihrt einen Korrekturfaktor fiir die gemessene Probenverlingerung ein, um den Einflu$§
der ungewiinschten plastischen Verformungen zu tilgen. Westerhoff verwendet externe
Wegaufnehmer, um genauere Messungen zu erzielen. Diese externen Aufnehmer sind di-
rekt auf der Probe plaziert, wie in Abb. 4.2 zu erkennen ist, so dafl die oben erwihnten
Einfilisse nicht mit in das Meflergebnis eingehen kénnen.

Die Verformung der Probe wurde zwischen den Tastspitzen der Aufnehmer gemessen, wo-
bei die untere Spitze fest anlag und die obere die Verformung an Dehnungsmefstreifen
weitergab (siehe Abb. 4.3).

Auf diese Weise ist der MeBbereich klar definiert. Von besonderem Interesse ist nun,
ob die zugrundegelegte Annahme der Homogenitit im Mefibereich plausibel ist. Kdrber
disskutiert in seiner Arbeit [K594] dieses Problem anhand der von Kikillus verwendeten
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Kragenproben [Kik93]. Dazu simulierte er das Strukturverhalten der Probe im Zugversuch
mit der Finite-Element Methode und kam zu dem Ergebnis, daf§ sich durch Modifizierung
der MeBlange deutlich bessere Ergebnisse erzielen lassen. In analoger Weise wird im fol-
genden das Strukturverhalten der von Wichtmann verwendeten zylindrischen Vollproben
im Zugversuch [Wic96] untersucht.

AN
%%

Y By

Abb. 4.3: Anklemmungsdehnungsaufnehmer (aus [Wes95])

Der komplette Gang der Rechnung mit der Diskretisierung der Geometrie der Probe ist in
Kap. 7.2.2 dargestellt. Als Ergebnis der Simulation zeigt sich die Spannungsverteilung in
der Probe laut Abb. 4.4. Man erkennt eine homogene Spannungsverteilung im Mefigebiet.
Die Einspannképfe der Probe verformen sich elastisch, was, wie oben beschrieben, einen
grofien Einflu auf das Meflergebnis hat, falls man die Verlingerung der Probe zwischen
den Einspannungen mifit. Ebenso zu erkennen ist die plastische Verformung der Radien
der Probe, so dafl die externen Wegaufnehmer in gentigendem Abstand zu plazieren sind,
um gute Meflergebnisse zu erhalten.

Diese Voraussetzung ist jedoch bei der Vorgehensweise nach Westerhoff erfiillt (sieche Abb.
4.3), so dafl insgesamt der Schluf8 zulidssig erscheint, dafl die im Mefibereich aufgenom-
menen Daten die Voraussetzung der Homogenitat mit hinreichender Genauigkeit erfiillen.
Es sei betont, daf§ fiir diesen Fall die Simulation des Versuches nicht notwendigerweise
mit Finite-Element Methoden erfolgen muf, was einen wesentlichen Unterschied zu der
in Kapitel 4.2 beschriebenen Vorgehensweise darstellt.
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Abb. 4.4: Normalspannung in der Zugprobe

4.2 Auswertung von Proben mit inhomogener Span-
nungsverteilung im Mef3gebiet

Im Gegensatz zu der im vorherigen Kapitel 4.1 beschriebenen Vorgehensweise zur Erzeu-
gung von Mefldaten, bei der ein grofles Augenmerk auf die Homogenitit der Spannungen
und Dehnungen im Mefibereich gelegt wurde, ist das Ziel der im folgenden dargestellten
Methoden, méglichst inhomogene Spannungs- und Dehnungsverteilungen im MeBgebiet
zu erzeugen. Durch diese Vorgehensweise werden eine Vielzahl der in Kapitel 2 beschriebe-
nen Mechanismen im Material gleichzeitig ausgelost, so dafi die so gewonnenen Meflwerte
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einen hohen Informationsgehalt aufweisen. Das Problem des Informationsgehalts in den
Mefidaten wird in Kapitel 6.3 ausfiihrlich erlautert.

Die Forderung nach starken Inhomogenitaten bedingt nun spezielle Probenformen, von
denen im folgenden exemplarisch eine herausgegriffen wird, um gegeniiber der in Kapitel
4.1 erlduterten Vorgehensweise Unterschiede herauszuarbeiten. Die folgenden Ausfiihrun-
gen stiitzen sich auf den in [ADF+96] versffentlichten Bericht.
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Abb. 4.5: CT-Probe bei Versuchsbeginn (aus [ADF¥96])

In Abb. 4.5 dargestellt ist die in [ADF+96] verwendete Probe; hierbei handelt es sich um
eine modifizierte CT-Probe ohne Anrifikerbe im Radiengrund. Bei Zugbelastung der Pro-
be wird sich im Bereich des Radiengrundes eine stark inhomogene Dehnungsverteilung
einstellen. Die Geometrie der Probe ist in Abb. 4.6 dargestellt.

Zur Bestimmung der flichenhaft verteilten Versuchsdaten werden regelmaflige, periodi-
sche Punkt- oder Kreuzraster, die fest mit der Oberfliche der Probe verbunden sind, in
unterschiedlichen Laststufen aufgenommen. Mit Methoden der digitalen Bildverarbeitung

werden die Rasterkoordinaten bestimmt und daraus die gesuchten Verschiebungen und
Dehnungen berechnet.

Die Beriicksichtigung von Inhomogenitdten bei der numerischen Simulation des Experi-
ments erfolgt im Rahmen einer Finite-Element Methode. Die zur Simulation bendétigte
Diskretisierung der Geometrie der Probe ist in Abb. 4.7 dargestellt. Da die Rasterkoor-
dinaten im allgemeinen nicht mit den Knotenpunkten des Finiten-Element-Netzes iiber-

einstimmen, ist zur Simulation der Verformung des Rasters eine geeignete Interpolation
zwischen den Knotenpunkten durchzufiihren.
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Abb. 4.6: Geometrie der CT-Probe (aus [ADF*96))

Aus den vorstehenden Ausfiihrungen leiten sich die wesentlichen Unterschiede der in den
Kapiteln 4.1 und 4.2 beschriebenen Vorgehensweisen ab.
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Abb. 4.7: Diskretisierung fiir die FE-Rechnung (aus [ADF*96))

Zusitzlich zu dem bei der Bestimmung plastischer Verformungen von metallischen Pro-
ben notwendigen versuchstechnischen Aufwand ist bei der Bestimmung materialabhingi-
ger Koeffizienten inelastischer Werkstoffgesetze aus Versuchen mit inhomogener Vertei-
lung der Spannungen und Dehnungen im Mefigebiet in jedem Anpassungsschritt eine
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FE-Analyse der gesamten Struktur durchzufiihren, was neben der in Kapitel 5.1 beschrie-
benen Zeitintegration der konstitutiven Gleichungen und den damit verbundenen Stabi-
litdtsproblemen (sieche Kap. 5.1.1) einen erheblichen zusitzlichen Aufwand mit weiteren
Fehlerquellen aus der Ortsdiskretisierung darstellt.

Bei der Auswertung von Proben mit homogener Verteilung der Spannungen im Mefibereich
stellt sich dagegen die Frage des Informationsgehaltes der Versuchsdaten, so dafl unter
Umsténden eine grofie Anzahl von unabhdngigen Versuchen gefahren werden miissen, um
zu aussagekriftigen Materialparametern zu gelangen. Die Diskussion dieser Fragestellung
wird in den Kapiteln 6.2 und 6.3 gefiihrt.



—

94 5. Numerische Methoden zur Ermittlung der Modellparameter

5. Numerische Methoden zur Ermittlung
der Modellparameter

In diesem Kapitel werden numerische Methoden présentiert, um die in Kapitel 3 be-
schriebenen Modelle an die mit den experimentellen Methoden aus Kapitel 4 gewonnen
Mefdaten anzupassen. Zu unterscheiden sind dabei nach [ADF*+96] zwei grofie Problem-
bereiche; dies ist zum einen die numerische Simulation des Experimentes, auch direktes
Problem genannt, zum anderen die Lésung des Schitzproblems der Modellparameter, was
in der Literatur! als inverses Problem bezeichnet wird.

5.1 Direktes Problem

Aufgrund der in Kapitel 4.1 beschriebenen Auswertung von Proben mit homogener Span-
nungsverteilung im Mefigebiet beschrinkt sich in der vorliegenden Arbeit das direkte
Problem auf die zeitliche Integration der einaxialen Modellgleichungen aus Kapitel 3 fiir
verschiedene Lastpfade.

5.1.1 Zeitintegration der konstitutiven Gleichungen

Samtliche in Kapitel 3 vorgestellten Modelle zur Beschreibung des inelastischen Verhal-
tens metallischer Werkstoffe stellen mathematisch gesehen ein System von gewdhnlichen
Differentialgleichungen erster Ordnung dar. Die numerische Simulation eines Experimen-
tes mit Hilfe dieser Differentialgleichungen fiihrt auf ein Anfangswertproblem.

Aufgrund der komplexen Struktur der Differentialgleichungen entziehen sich diese einer
Ldsung in geschlossener Form. Man ist daher auf numerische Verfahren zur Ermittlung
einer Niherungslosung des Anfangswertproblems angewiesen.

Als mogliche Verfahren stehen Ein- und Mehrschrittverfahren zur Verfiigung, sowohl im-
plizite als auch explizite (siehe z.B. [Bra90]). Dieser Abschnitt beschiftigt sich daher mit
der Auswahl geeigneter Verfahren zur Losung des Anfangswertproblems fiir die Differen-
tialgleichungssysteme aus Kapitel 3.

1Zu Lehrbuchversionen dieses Problembereiches siehe z.B. [Tar87) oder [DS83]
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In allgemeiner Form stellt sich das Anfangswertproblem wie folgt dar:

e
- = " @
g)=F (¥@t) , = : ,to<t<t, (5.1)
dm
mit den Anfangswerten: .
g (to) = %o (5.2)

Es werden also zu jedem Zeitpunkt £, beginnend zum Anfangszeitpunkt ¢, des Prozes-
ses bis zum Endzeitpunkt t., die Werte des Vektors 3§ der Zustandsgréfen gesucht, die
den aktuellen Zustand des Materials wahrend der Belastung beschreiben. Die Werte der
ZustandsgréBen zum Zeitpunkt ¢y miissen dabei bekannt sein. In (5.1) ist die allgemei-
ne Formulierung des Vektors % der Zustandsgroen im Rahmen der phinomenologischen
Beschreibung des Materialverhaltens (siehe Kapitel 3) mit m internen Variablen ¢, und
der Dehnung ¢ angegeben.

Einschrittverfahren, auf die sich diese Arbeit beschrinkt, berechnen mit an = 9, sukzes-
sive zu einem Niherungswert 3, fiir 4 (t,) einen Niherungswert 4., fir § (¢, + At,).
Dabei ist At, die Schrittweite. Entscheidend fiir den erfolgreichen Einsatz eines Ein-
schrittverfahrens sind eine méglichst hohe Konsistenzordnung, in der sich die Genauigkeit
des Verfahrens widerspiegelt, und gute Stabilitdtseigenschaften. Ein Einschrittverfahren
besitzt die Konsistenzordnung p, wenn mit 3, = ¥, fiir den lokalen Diskretisierungsfehler
(Fehler nach einem Schritt) gilt (sieche [RSW96]):

G — § (to + Ato) = O (A& fiir Aty — 0 (5.9)

Gleichung (5.3) sagt aus, daf§ der Fehler nach einem Schritt umso kleiner ist, und damit die
Genauigkeit des Verfahrens umso grofier, je hoher die Konsistenzordnung p des Verfahrens
ist. Die Notation O(-) in (5.3) driickt aus, daf8 die Gré8enordnung von 3, — ¥ (to + Atp)
hochstens die gleiche ist wie die von A#h*! (siehe [DS83)).

Eine formale Darstellung von verallgemeinerten Crank-Nicolson- Verfahren ist durch
Fpr = o + Ata- (1-6) F(@,) +6 - F (§,41)) (5.4)

gegeben. Der Klammerausdruck in (5.4) stellt die Verfahrensfunktion des Einschrittver-
fahrens dar. Kennzeichnend fiir ein bestimmtes Einschrittverfahren ist der Verfahrenspa-
rameter ©; so folgt fiir © = 0 aus (5.4) das explizite Euler- Verfahren der Ordnung p =1,
fiir © = 1 das implizite Fuler-Verfahren der Ordnung p = 1 und fiir © = % das Crank-
Nicolson-Verfahren

For = Fn + 5 (F@H)+F (far)) - Bt (5.5)

BO|
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der Ordnung p = 2 (siehe [Bra90]). Eine weitere Erh6hung der Ordnung der Einschritt-
verfahren 148t sich durch eine Vergréerung der Anzahl der Auswertungen der Funktion
F (3j(t)) im Zeitschritt erzielen. Auf diese Weise gelangt man beispielsweise zum klas-
sischen Rung-Kutta- Verfahren 4. Ordnung oder zu den Runge-Kutta Dormand-Prince-
Verfahren (siehe z.B. [RSW96] , [Bra90] oder [PTVF92]).

Eine hohe Ordnung des Verfahrens und damit eine gute Genauigkeit alleine reichen je-
doch nicht aus, um das durch (5.1) und (5.2) gegebene Anfangswertproblem erfolgreich
zu losen, weil die vorliegenden Differentialgleichungssysteme steif sind, wie im folgenden
verdeutlicht wird.

Der Stabilitdtsbegriff fir steife Differentialgleichungen wird anhand der skalaren Differen-
tialgleichung
y=A-y, ReA<O0 (5.6)

definiert (siehe [RSW96]) und auf Differentialgleichungssysteme der Form (5.1) erweitert.
Einschrittverfahren liefern fiir (5.6) eine Niherungslésung der Form

gn = [Ro(l)]n . ’LI:]O , = Atn . A (57)

mit der Stabilitdtsfunktion Ry(z). Ein Einschrittverfahren heifit A-stabil, wenn die Néhe-
rungslésung (5.7) fiir grole n begrenzt bleibt, d. h. wenn |Ro(z})| < 1V Re z < 0 gilt. Sie
heifit weiterhin L-stabil, wenn sie fiir negative, unendlich grofie Realteile des Argumentes
der Stabilitdtsfunktion abklingt, d. h. wenn limpg. .-, Ro(2) = 0 gilt.

Die Stabilitatsfunktion eines expliziten Einschrittverfahrens ist ein Polynom in At,, die
eines impliziten Verfahrens eine gebrochen rationale Funktion. Aus diesem Grund kann
die Beziehung |Ro(z)] < 1 V Re z < 0 bei einem expliziten Verfahren nur in einem
beschrinkten Gebiet, dem sogenannten Stabilititsgebiet, erfiillt sein (siehe Abb. 5.1).

O DOPRIB
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Abb. 5.1: Stabilititsgebiete des expliziten Euler-Verfahrens und des Runge-Kutta Dormand-
Prince-Verfahrens 5. Ordnung DOPRI5 (aus [RSW96])
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Abb. 5.1 zeigt den Vergleich zwischen den Stabilitdtsgebieten des expliziten Euler-Verfahrens
1. Ordnung und des Runge-Kutta Dormand-Prince-Verfahrens 5. Ordnung. Fiir das Euler-
Verfahren ergibt sich als Stabilititsbereich gerade der Einheitskreis, wahrend das Dormand-
Prince-Verfahren einen etwas grofleren Bereich aufzuweisen hat. Eine unbegrenzte Schritt-
weite und damit einen Stabilitdtsbereich iiber die gesamte linke Halbebene kénnen jedoch
nur implizite Verfahren aufweisen. Fiir ein gegebenes A in (5.6) bedeutet dies eine starke
Einschrankung an die Schrittweite At, der Integration bei Benutzung eines expliziten
Verfahrens. Analoge Einschrankungen ergeben sich fiir Differentialgleichungssysteme der
Form (5.1) (sieche [RSW96]).

Welche Folgen die Verletzung des Stabilititsbereiches bei der Wahl eines expliziten Ver-
fahrens zur Integration der Differentialgleichungssysteme der Form (5.1) aus Kapitel 3
haben kann, wird anhand des folgenden Beispiels verdeutlicht:

Simuliert wurde ein monotoner Zugversuch mit konstanter Dehngeschwindigkeit ¢ =
10_2% bis zu einer Dehnung ¢ = 1%. Als Werkstoffmodell wurde das in Kapitel 3.3 be-
schriebene viskoplastische INTERATOM-Modell gewéihlt. Der freie Scharparameter in
diesem Beispiel ist der Modellparameter y(T) aus der Uberspannungsfunktion (3.76).
Zur numerischen Integration des fiir diesen Versuch giiltigen Differentialgleichungssystems
(3.79) wurden zwei Verfahren gewihlt. Als erstes das klassische Runge-Kutta-Verfahren
4. Ordnung mit einer Schrittwestensteuverung, die auf folgender Schatzung des lokalen Feh-
lers (5.3) basiert: 3

Es werden mit ein- und demselben Verfahren ausgehend von %, zwei Naherungswerte fiir
¥ (t» + At,) bestimmt; zum einen mit der Schrittweite At, der Wert %, ., , zum anderen

durch zwei Schritte mit der Schrittweite A—Z‘n der Wert fin +1 - Die Differenz der beiden Wer-
te dient als Fehlerschitzer (siehe z.B. [Bra90]). Effektivere Fehlerschitzer erhilt man bei
den eingebetteten Verfahren, wie dem vorher beschriebenen Dormand-Prince-Verfahren
(siehe z.B. [RSW96]).

Das andere eingesetzte Verfahren ist das A-stabile Crank-Nicolson-Verfahren (5.5), wel-
ches keine Schrittweitensteuerung benétigt. Die anfingliche Schrittweite beider Verfahren
wird identisch gewahlt. Da die Eingangsgr6fie des Differentialgleichungssystems (3.79) bei
monotonem Zug die vorgegebene Dehngeschwindigkeit € darstellt, erscheint es angebracht,
die Schrittweite At, von dieser Grofle abhingig zu machen. Aus diesem Grund wird fiir
die Schrittweite der Ansatz

At,, = 10~ (10810(E)+k) (5.8)

gewihlt. Mit der Konstanten k in (5.8) 148t sich eine gleichmaBig dichte Anzahl von
Dehnungspunkten wihrend der Simulation des Zugversuchs erzielen. Im vorliegenden Fall
wird k = 5 gewahlt. Die minimale Schrittweite des Runge-Kutta-Verfahrens wird auf 1_010'6
der anfinglichen Schrittweite (5.8) festgelegt?.

Die mit den beiden oben genannten Verfahren erzielten Ergebnisse sind in Abb. 5.2 und
Abb. 5.3 dargestellt:

2Schrittweitensteuerungen miissen immer minimale und maximale Werte beinhalten, um einen re-
guliren Programmablauf zu gewihrleisten (siehe [Bra90], S. 147)
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Abb. 5.2: Explizite Integration des INTERATOM-Modells mit dem Runge-Kutta-Verfahren 4.
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Abb. 5.3: Implizite Integration des INTERATOM-Modells mit dem Crank-Nicolson-Verfahren
2. Ordnung

In Abb. 5.2 erkennt man die Verletzung des Stabilititsbereiches des Runge-Kutta-Verfahrens
aus dem instabilen Verlauf der Kurve mit y(T) = 10721, Eine erfolgreiche Anwendung des
Runge-Kutta-Verfahrens auf das obige Problem liefle sich nur iiber eine extreme Verkleine-
rung der Schrittweite erzielen, bis der Schritt innerhalb des Stabilitdtsbereiches verlduft.
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Dies fiihrt allerdings zu einem enormen Anwachsen der Rechenzeit, weswegen explizite
Verfahren fiir das vorliegende Problem nicht geeignet sind.

Das Crank-Nicolson-Verfahren dagegen hat trotz 1000-fach gréBerer Schrittweite, die sich
auflerdem nicht dndert, keinerlei Probleme, die Zugkurven stabil und genau zu integrie-
ren. Diese Erfahrung deckt sich mit vielen aus der Literatur bekannten Problemen bei der
numerischen Integration konstitutiver Gleichungen; so schreiben Stein und Wriggers in
[SW89], daB sich heute implizite Verfahren zur Integration der nichtlinearen Materialge-
setze durchgesetzt haben. Braasch berichtet in [Bra92] von der Uberlegenheit impliziter
Verfahren gegeniiber expliziten. Cordts und Kollmann geben in [CK86] einen Uberblick
iber die Problemstellung der Zeitintegration verschiedenster Werkstoffgesetze und ent-
wickeln ein implizites Zeitintegrationsschema fiir das Modell von Hart. Hartmann und
Kollmann vergleichen in [HK87] das einaxiale Antwortverhalten der inelastischen Model-
le von Hart und Miller und kommen zu dem Schluf}, daf§ insbesondere fiir das Modell von
Hart das implizite Integrationsschema am effizientesten ist.

In dieser Arbeit sind daher alle Ergebnisse mit dem Crank-Nicolson-Verfahren (5.5) bzw.
mit der verbesserten Version des fractional step Algorithmus erzielt worden. Das fractional-
step-Verfahren besteht aus einer mehrmaligen Anwendung des Crank-Nicolson-Verfahrens
innerhalb eines Zeitschrittes, dabei wird eine geeignete Kombination von stabilisierenden,
gldattenden und weit tragenden Teilschritten gewahlt. Die Ordnung ist um 1 héher als
beim Crank-Nicolson-Verfahren. Zu Details dieses Verfahrens siehe z.B. [Bra90].

Die Anwendung des Crank-Nicolson-Verfahrens (5.5) auf Differentialgleichungssysteme
der Form (5.1) fiihrt in jedem Zeitschritt auf ein nichtlineares Gleichungssystem fiir die
unbekannten Werte der Zustandsgréfien §,,,:

gg—l)-l - gn - % ) (F(g‘n) +‘l—;" (’!75.]-?-1)) ' Atn = 6’ .7= 01 11 s (59)
Die Lésung von (5.9) kann aufgrund der Nichtlinearitit nur iterativ erfolgen; aus diesem
Grunde ist in (5.9) der Iterationsindex j angegeben. Die richtige Methode zur Lésung von
(5.9) ist das Newton- Verfahren3. Als Startwerte der Iteration Q‘,(f_?_l setzt man die bekann-
ten Werte der Zustandsgréen 4, ein. Bei der Iteration sollte man nicht mehr als drei
Schritte ausfiihren, sondern zur Steigerung der Genauigkeit lieber die Schrittweite At,
herabsetzen.

Bei der Anwendung des Newton-Verfahrens auf Gleichung (5.9) wird zuerst eine Such-
richtung 39 ermittelt. Dazu 16st man das lineare Gleichungssystem:

L(G) -5 = (80 - 9. - 5 (F@)+F(#)) a6)  G10)

3Nach Braess kommt weiterhin im Prinzip noch die Fixpunktiteration in Frage, jedoch fillt man
durch die Einfiihrung dieser Iteration 'durch die Hintertiir’ wieder auf ein explizites Integrationsverfahren
zuriick, wodurch die Stabilit4tseigenschaften verloren gehen (siehe [Bra90], S. 156)
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mit der Jacobi- bzw. Funktionalmatriz

Ju = %’2 - E-M-Atn
oy 2 oy
des nichtlinearen Gleichungssystems (5.9). Zur Ldsung des linearen Gleichungssystems
(5.10) wurde in dieser Arbeit das Gaufsche Eliminationsverfahren [Bra90] verwendet.

(5.11)

Nach Bestimmung der Suchrichtung fiihrt man einen Newton-Schritt zur Bestimmung
der gesuchten ZustandsgréBen durch. Fiir den allgemeinen Fall des gedimpften Newton-
Verfahrens mit einem Didmpfungsparameter oz < 1 lautet die Iterationsvorschrift:
Setze ¥, = ﬂsfll + a - 39 und priife, ob

< (1 - 3) :

- 4

Guns = G = 5 (@) + F (§0n) - A

(5.12)
20 _a L open a0 Y.
yn-[—]_ - yn - 5 (F (yn)+F(yn+l)) Atn
gilt. Eine geeignete Vektornorm || - || in (5.12) ist z.B. die durch die Anfangswerte der
Iteration gewichtete euklidische Vektornorm:
— — 1 A - —
Yoy — Yp — 5 . <F (yn)+F(yn+l)) 'Atn =
(5.13)

m+1

>

0
k=1 |yf(h21k - Ynp —

(Fe @) + Fi (1)) - A
(Fe @)+ Fe (3%)) - At

Durch die Normierung (5.13) sind alle Summanden gleichwertig, und man hat eine sinn-
volle GréBe zur Steuerung der Iteration. Die Liniensuche (5.12) wird durch Halbierung des

Schrittweitenparameters a fortgesetzt. Nach erfolgreicher Liniensuche setzt man g’ﬁf}f’ =

ﬂﬁﬁl + o - 3 und startet einen neuen Iterationsschritt. Die Iteration wird solange fort-

gesetzt, bis die Norm Iﬂf:ll) -7, — 3 (1_7" () + F (Q’ff:ll))) -Atn" hinreichend klein
ist oder der Iterationsindex j die Zahl 3 iibersteigt. Festzuhalten bleibt, dal man im Falle
des geddmpften Newton-Verfahrens zwei ineinander geschachtelte Schleifen zu durchlaufen
hat; eine innere fiir die Schrittweitensuche und eine duBere der Iteration. Das ungeddmpfte
Newton-Verfahren (o = 1) hingegen enthélt nur eine Schleife.

Ynt1g = Yngp —

N [N

Entscheidend bei der Anwendung des Newton-Verfahrens zur Lésung der nichtlinearen
Gleichungen (5.9) ist die Sicherung der Konvergenz des Verfahrens. Kollmann beschaftigt
sich in [Kol86] mit dieser Fragestellung und kommt zu dem Ergebnis, dafi die maximal
zuldssige Schrittweite bei der numerischen Integration der konstitutiven Gleichungen (5.1)
mit dem Crank-Nicolson-Verfahren vom betragsgréiten Eigenwert A der Jacobi-Matrix
(5.11) des nichtlinearen Gleichungssystems (5.9) in der Form

1
At, <

Amaz = 1 <kmn [ Ael (5.14)
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abhingt. In der vorliegenden Arbeit erwies sich die Abschitzung (5.14) allerdings in den
meisten Fillen als zu konservativ.

Die bei der Anwendung des Crank-Nicolson-Verfahrens zur Integration der Modellglei-
chungen aus Kapitel 3 benétigten Jacobi-Matrizen der nichtlinearen Gleichungssysteme
(5.9) sind fiir verschiedene Lastpfade im Anhang aufgefiihrt.

5.2 Inverses Problem

Die Anpassung der Modelle an einen Satz von Mefidaten fiihrt in der Regel zu unterbe-
stimmten Modellparametern (siehe [Tar87]). Dafiir gibt es im wesentlichen zwei Griinde:

e Der erste Grund ist der Mangel an Information in den Mefidaten; man versucht,
einen kompletten Kurvenverlauf aus einer begrenzten Anzahl an Funktionswerten
zu bestimmen. Die eindeutige Bestimmung einer Kurve ist jedoch nur méglich, wenn
man alle Punkte kennt.

e Der zweite Grund sind die unvermeidbaren MefBfehler bei den Versuchen; die Streu-
ung der MeBwerte durch die Mefifehler fiihrt zu einer Unsicherheit in der Kenntnis
der Modellparameter.

Die beiden oben genannten Griinde fiihren dazu, da8 das inverse Problem im allgemeinen
keine eindeutige Losung besitzt. Die berechnete Losung hingt von den Lésungsverfahren
und den benutzten Schitzern ab. Im Sinne der Mathematik nennt man das inverse Pro-
blem daher schlecht gestellt (siche [Tar87]).

Die Wahl der richtigen Methode zur erwartungstreuen Schitzung der Modellparameter
der in Kapitel 3 vorgestellten Modelle ist in erster Linie durch die Art der bei den in Kapi-

tel 4 vorgestellten Versuchen auftretenden Meﬂfehler bestimmt. Im Falle normalverteilter
-1 (uw—ml)

Mefifehler mit der Verteilung e erhilt man eine Optimierungsaufgabe
mir der £,-Norm, wie im ndchsten Abschnitt gezeigt wird. Sind dagegen Zweifel an der
Normalverteilung angebracht, beispielsweise bei signifikanten Ausreiflern der Meflwerte,

_ y;—y!zi;al,...,am ’ |

i

kommt man zu robusteren Methoden. So fiihrt die Ezponentialverteilung e

siehe [HG72]) zu der 4-Norm, die CauchyVerteilun 1 siehe [HG72
( [ ]) 1 (a g 1+4- (y’_y(x‘ i1, )) ( [ D

zur £.-Norm (siehe [Tar87]). Die £,-Norm weist dabei eine signifikante Unempfindlichkeit
gegeniiber Ausreiflern der Mefiwerte auf (siehe [PTVF92]).

Die vorliegende Arbeit geht von normalverteilten Mefifehlern aus und beschrinkt sich
daher auf die im folgenden erliuterte Fehlerquadratmethode.
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5.2.1 Fehlerquadratmethode

Die Fehlerquadratmethode beruht auf der Fragestellung nach der Wahrscheinlichkeit der
gemessenen Daten. Dazu geht man von der Annahme aus, dafl die Wirklichkeit durch ein
Modell beschrieben wird, wobei ein Satz von Parametern noch fixiert werden mufB. In die-
sem Fall 148t sich die Frage nach der Wahrscheinlichkeit der Realisation eines bestimmten
Datensatzes fiir einen gegebenen Satz Modellparameter stellen. Wenn diese Wahrschein-
lichkeit klein ist, 148t dies den Schluf zu, dafl die betrachteten Modellparameter nicht die
richtigen sein werden. Auf der anderen Seite sollte der Datensatz fiir die richtige Wahl
der Modellparameter nicht zu unwahrscheinlich sein.

Um diesen Sachverhalt zu quantifizieren, geht man von normalverteilten Mef3fehlern jedes
Mefipunktes y; um den wahren Wert y (z;; a1, ..., an) aus. Weiterhin wird angenommen,
dafl die Standardabweichungen ¢ dieser Normalverteilungen an jedem Meflpunkt iden-
tisch sind. Dann ist die Wahrscheinlichkeit, dal der Datensatz gemessen wird, gerade das
Produkt der Wahrscheinlichkeiten jedes MeBpunktes (siche [PTVF92]):

n vi~v(z5:01.am) 2
II {e‘%'( g ) -Ay} .y max (5.15)

i=1
In (5.15) bezeichnet die Gréfle Ay eine feste Streuung an jedem Mefpunkt. Ohne diese
wire die obige Wahrscheinlichkeit immer gleich Null. Die Aufgabe der Fehlerquadrat-
methode ist nun gerade die Mazimierung der Wahrscheinlichkeit (5.15). Lost man die
Aufgabe erfolgreich, so hat man einen erwartungstreuen Schitzer der Modellparameter
gefunden. Die Maximierung von (5.15) ist aufgrund der Monotonie identisch mit der Mi-
nimierung des negativen Logarithmus der Wahrscheinlichkeit (siehe [PTVF92]). Auf diese
Weise erhilt man die Wahrscheinlichkeit der Mefidaten (z;,3;) , ¢ =1,...,7n zu gegebenen
Modellparametern a; , j =1,...,m:

—n-log Ay — min (5.16)

i(yi—y(ze;al,--.,am))

202

Da die Anzahl n der MeBwerte und die Streuung Ay in (5.16) konstant sind, haben sie im
Prinzip keinen Einfluf§ auf das Minimum. L&t man weiterhin eine separate Standardab-
weichung jedes Mefipunktes zu, so gelangt man zu einer Mazimum-Likelihood-Schitzung
der Modellparameter, also einer Schéitzung, die das beobachtete Verhalten mit maximaler
Wahrscheinlichkeit wiedergibt (siehe [PTVF92]):

- 1 i (yi_y(mi;ala~“lam))2 :
a _ — . —) l'Il 5'17
f(a) 2 ; o? dell}rzlm ( )

Die Fehlerquadratfunktion (5.17) wird in der Literatur (siehe z.B. [DS83]) hiufig in Vek-
tordarstellung geschrieben. Auf diese Weise gelangt man zur Least-Squares-Anpassung der
Modellparameter:

f(&'):%-F(&)T-Q~F(&'),F:IR’"—)IR",n>m (5.18)
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In (5.18) bezeichnet # (@) den von m Modellparametern abhingigen Vektor der Residuen
oder Schitzfehler:

7@ = (r (@) ,r2(@),...,7.(8)) , (@) = (i —y(zi;a1,...,am)) ,i=1,...,n
(5.19)

Die Standardabweichungen o; werden in der Diagonalmatrix G angeordnet:
G.g,‘= ,i:l,...,n (520)

Sinnvoll ist die Least-Squares-Anpassung, wenn eine wesentlich grofiere Anzahl von Mef-

werten als von Modellparametern vorliegt.
(]

5.2.1.1 Optimalititsbedingungen

Dieses Kapitel beschaftigt sich mit der Frage, wann die Optimierungsaufgabe (5.17) als
gelost betrachtet werden kann. Oft gibt es eine Reihe von lokalen Lésungen des Optimie-
rungsproblems, die eine mehr oder minder gute Anpassung des Modells an die Medaten
liefern. Aus diesem Grund wird im folgenden zwischen globalen und lokalen Optima un-
terschieden.

In mathematischer Schreibweise formuliert man (5.17) als Optimierungsaufgabe (siehe
[GT9I3)):

(#) —s min (5.21)
ZeG

In (5.21) bezeichnen:

f:G—> R Zielfunktion
GCR® zuldssiger Bereich
£eqG zuldssige Losung

Man hat also die Aufgabe zu 16sen, das Minimum einer Funktion f von n Verédnderlichen
& in einem Bereich G zu suchen, der eine Teilmenge des n-dimensionalen Parameterraums
IR" ist. Der zul#dssige Bereich G sei durch Nebenbedingungen in Form von Ungleichungen
gegeben:

G={8€R" :9;(&)<0,j=1,..,m} (5.22)

Gleichung (5.22) besagt, daf§ die Suche nach dem Optimum der Funktion f durch m be-
liebige Funktionen g; (£) eingeschrankt wird, fiir die jeweils gefordert wird, daB sie nicht
positiv werden. Fiir den Spezialfall der freien Minimierung von f darf m auch 0 sein. Die
Funktionen g; in (5.22) werden als Restriktionen bezeichnet.

Eine optimale Lésung von Problem (5.21) hat definitionsgemafl zwei Forderungen zu
erfiillen:

i) & €G
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(i) fE)<f@E)VEEG

Forderung (i) besagt, daBl die optimale Lésung &* im zuldssigen Gebiet liegt und (ii), dal
der Funktionswert an dieser Stelle kleiner ist als alle anderen im zuldssigen Gebiet.

Die Frage, ob es iiberhaupt eine Lésung von (5.21) gibt, wird durch den Satz von Weier-
strafl beantwortet (siche [GT93]):

Wenn
(i) GC IR, G# 0, G eine abgeschlossene und beschrinkte Menge ist und
(ii) f stetig auf G ist,

dann gilt:

= Problem (5.21) besitzt mindestens eine optimale Losung.

Aufgrund der oben beschriebenen Multimodalitit der Zielfunktion kommt man zur For-
mulierung einer lokalen Lésung von Problem (5.21); man verlangt nicht mehr, daf§ die
Lésung fiir das gesamte Gebiet G gilt, sondern nur noch fiir einen Teilbereich:

i) 22 eG
i) f(@)YL f(@)VYEeGnNU(Z")
Die Umgebung U ist wie folgt definiert:
U@E)={2eR":||£-2"|<e, >0} (5.23)

(5.23) bezeichnet eine passende e-Umgebung der optimalen Lésung " mit einer geeigne-
ten Vektornorm ||-{|.

Eine globale Lésung von Problem (5.21) 148t sich durch Einschrankungen an die Zielfunk-
tion und den zuladssigen Bereich erreichen. Wenn z.B.

(i) G eine konvexe Menge ist und

(ii) f eine konvexe Funktion,
dann gilt:

= Jede lokale Losung von (5.21) ist auch eine globale Lésung.
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Eine konvexe Menge enthilt dabei mit zwei beliebigen Punkten auch stets die Verbin-
dunggslinie zwischen den beiden. Eine konvexe Funktion ist durch ihre Kriimmung ge-
kennzeichnet. Um handliche Optimalititsbedingungen herzuleiten, stellt man weitere For-
derungen an die Funktionen f und g;. Im weiteren wird vorausgesetzt, daf

[ gj : R® — IR zweimal stetig differenzierbar

sind. Unter diesen Voraussetzungen lassen sich fiir die beiden Grundtypen von Opti-
mierungsaufgaben Optimalitétskriterien angeben. Als erster Typ wird betrachtet:

(i) Aufgaben ohne Nebenbedingungen:

f (&) — min (5.24)
Zemrn
Fiir eine konvexe Funktion f lautet die notwendige und hinreichende Bedingung fiir ein
Minimum von (5.24):

Vi@E)=0 (5.25)
Dabei bezeichnet . .
a — % :Et
V(&)= ( J;i": )""’6{315:" )) € R (5.26)

den Gradientenvektor im Minimum. In Worten ausgedriickt verlangt (5.25), daf der Gra-
dient der Zielfunktion f im Minimum verschwindet, so dafl f an dieser Stelle eine hori-
zontale Tangente besitzt.

Der zweite Typ von Aufgaben ist der allgemeine Fall der Minimierung einer Zielfunktion
unter Beriicksichtigung von Nebenbedingungen:

(ii) Aufgaben mit Nebenbedingungen:

f (&) —s min (5.27)
ZeG
G={€eR":4;(£)<0,5j=1,..,m} (5.28)

Die vorher gestellte Forderung nach dem Verschwinden des Gradientenvektors ist beim
Typ (ii} zu stark. Die Herleitung geeigneter Kriterien bedingt zusétzliche Forderungen
an die Restriktionsfunktionen. Dabei ist eine Restriktion aktiv, wenn sie am Ort des
Minimums greift. Weiter davon entfernt liegende Restriktionen brauchen fiir die folgenden
Uberlegungen nicht betrachtet zu werden. Zur Festlegung, welche Restriktionen aktiv sind
und welche nicht, definiert man die Indexmenge der aktiven Restriktionen:

Io (&) = {j € {L,..,m} : g; (&) = 0} (5.29)

(5.29) driickt aus, da8 nach Kontrolle aller Restriktionen diejenigen markiert werden,
deren Wert gerade an der zulédssigen Grenze liegt. Wir verlangen von den aktiven Restrik-
tionen folgende Regularititsbedingungen:
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a) g5, j =1,...,m, sind konvexe Funktionen.

b) Vg, (&%), j € Iy (&°), sind linear unabhéngig.

Mit Hilfe der Indexmenge (5.29) lassen sich notwendige und hinreichende Bedingungen
fiir das Vorliegen eines Minimums definieren, die sogenannten Kuhn- Tucker-Bedingungen
(siehe [GT93)):

Vi@EY+ Y, ul-Vgi(&)=0,u >0, € L(&) (5.30)
jEIo(f:*)

(5.30) besagt, dal Zahlen u} > 0 existieren, fiir die die Bedingung V f (£*)+ %, (@) u-

Vg; (8*) = 0 erfillt ist, wenn die Restriktionen aktiv sind. Wenn keine Restriktion ak-
tiv ist, geht die Forderung (5.30) in (5.25) iiber. Anschaulich besagen die Kuhn-Tucker-
Bedingungen, daf§ der negative Gradient der Zielfunktion im Minimum innerhalb des
Kegels liegen muf}, der von den Gradienten der aktiven Restriktionen aufgespannt wird
(siche Abb. 5.4).

\
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Abb. 5.4: Kuhn-Tucker-Bedingungen (aus [GT93])

Einen Uberblick iiber weitere Moglichkeiten zur Kennzeichnung von Minima der Zielfunk-
tion gibt die Arbeit von Mahnken [Mah92].

5.2.1.2 Approximation von Gradienten

Um eine Optimierungsaufgabe erfolgreich zu 16sen, braucht man in der Regel Informatio-
nen iiber die ersten Ableitungen der Zielfunktion f und der Restriktionen g;. Der folgende
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Abschnitt beschéftigt sich daher mit der Bereitstellung der zur Charakterisierung eines
Minimums notwendigen Information iiber die Gradienten der Zielfunktion.

Im vorliegenden Fall der Minimierung einer Fehlerquadratsumme fiir die in Kapitel 3 be-
schriebenen Modelle st68t man auf eine Besonderheit; wie in Kapitel 5.1.1 beschrieben,
handelt es sich bei den Modellen um Differentialgleichungssysteme 1. Ordnung, deren
Losung in die Fehlerquadratsumme eingeht. Da diese Losung nach Kapitel 5.1.1 jedoch
numerisch ermittelt wird, 148t sich in der Fehlerquadratsumme kein analytischer Ausdruck
fiir die Modelle angeben. Entsprechend ist es dann auch nicht méglich, fiir die ersten Ab-
leitungen der Zielfunktion analytische Ausdriicke zu finden. Man ist daher auf numerische
Verfahren zur Bestimmung der Gradienten angewiesen. Dies sind in erster Linie Appro-
ximationen von Gradienten durch Differenzenquotienten (siehe z.B. [DS83]).

Im einfachsten Fall einer Funktion f einer Veridnderlichen z und einer Sekantenappro-
ximation des Gradienten durch den vorwirtsgenommenen Differenzenquotienten erhilt

e df(z) _fla+h)—f(c) _Af
, ) flz - f(z) _
flo)=——=~ s == (5.31)
In (5.31) bezeichnet h die Schrittweite, um die z verindert wird, um die Steigung der
Kurve f(z) zu approximieren. Eine exakte Kenntnis dieser Steigung la8t sich jedoch nur
fiir den Grenziibergang h — 0 erzielen, was jedoch aus numerischen Griinden nicht méglich
ist, wie die folgenden Ausfilhrungen verdeutlichen.

Bei der numerischen Berechnung des Gradienten von f macht man zwei Fehler; der erste
ist der sogenannte Abbruch- oder Diskretisierungsfehler E,, der ausdriickt, wie genau die
Sekantenapproximation den wahren Kurvenverlauf wiedergibt:

flath)—f(z) _ df(x) Af _ (=)
EA = h e dz_ | — |_h e dz (532)
dz dx

Desweiteren macht man bei der numerischen Berechnung von Funktionswerten auf einem
Rechner mit einer begrenzten Rechengenauigkeit Fehler durch Aufrunden bzw. Abbrechen
reeller Zahlen nach einer gewissen Anzahl Nachkommastellen (siche z.B. [DS83]). Aus
diesem Grund 148t sich fiir die Funktion f(z) nur eine Niherung

fz)=1l=z)-1+40) Gl <n (5.33)

angeben. Die Groflie {; in (5.33) quantifiziert den Fehler, den man bei der Berechnung
macht. Zur Abschitzung dieses Fehlers dient die Fehlergrenze n. Analog zu (5.33) macht
man auch bei der Berechnung des Funktionswertes an der Stelle £ + h einen Fehler (5, der
wiederum durch n abgeschdtzt wird.

fflx+h)=flz+h)-(1+G) y [Gl <1 (5.34)

Von entscheidender Bedeutung fiir die Groe der Ungenauigkeit bei der Berechnung der
Funktionswerte ist die Fehlergrenze 7.

Im Fall, daB ein analytischer Ausdruck fiir die Funktion gegegeben ist, 148t sich die Unge-
nauigkeit leicht ermitteln; dazu fiihrt man die sogenannte Maschinengenauigkeit macheps
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ein (siehe [DS83]). Zur Bestimmung der Maschinengenauigkeit dient das einfache Pro-
gramm:

macheps =1

WHILE 1+ macheps >1 DO (5.35)
macheps
macheps = —

Mit dem Programm (5.35) findet man beispielsweise auf einer SUN Sparc-Station 10/20
bei einer Rechnung mit doppelter Genauigkeit den Wert:

macheps = 27 ~ 1.11022302 - 10716 (5.36)

(5.36) besagt, dafl der Rechner 53 Halbierungsschritte ausfithren kann, bevor die Unter-
scheidung zweier fast gleichgroler Zahlen auf der 16. Nachkommastelle scheitert. Bei einer
Rechnung mit einfacher Genauigkeit wiirde die Unterscheidung entsprechend friiher schei-
tern.

Aus (5.33) und (5.34) folgt:
Af*=Af+G-flz+h) -G fz) (5.37)
mit: Af = f(z+h)— f(z)

Der zweite Fehler bei der Sekantenapproximation von Gradienten ist daher der sogenann-
te Rundungsfehler Eg, der ausdriickt, wie stark die Ungenauigkeit der Berechnung der
Funktionswerte in die Approximation eingeht.

Af* — Af

Aus (5.37) und (5.38) folgt:
ER= <2'f($+2)f" (1 ~f($) (539)

Beide Fehler, Abbruch- und Rundungsfehler, iiberlagern sich bei der konkreten Problem-
stellung zum Gesamtfehler E¢, so daf3

Ec=FE,+ Egr (5.40)

gilt. Dabei zeigt sich die typische Gegenldufigkeit der Effekte, wie in Abb. 5.5 dargestellt
ist:
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3*10™4
2%10-4| Gesamtfehler

4t Abbruchfehler
1*1074] .

Rundungsfehler
— h
0.0 0.0002 0.0004 0.0006 0.0008 0.001

Abb. 5.5: Gegenliufiges Verhalten von Abbruch- und Rundungsfehlern

Wie aus Abb. 5.5 deutlich wird, sinkt der Abbruchfehler mit kleiner werdender Schritt-
weite h, weil die Sekantenapproximation der wahren Steigung immer genauer wird. Ge-
genteilig verhalt sich der Rundunggsfehler; je grofler die Schrittweite h wird, desto weniger
geht die Genauigkeit der Berechnung der Funktionswerte in die Sekantenapproximation
ein. Durch die Uberlagerung dieser beiden Effekte entsteht das sogenannte Schrittwei-

tendilemma, welches in vielen anderen Bereichen der Numerik ebenso von Bedeutung ist
(siehe [Bra90], S. 64).

Bei dem in dieser Arbeit vorliegenden Fall, dafl der Funktionswert das Ergebnis der Inte-
gration eines Differentialgleichungssystems ist, hingt der zweite Fehler nicht mehr nur von
der Maschinengenauigkeit ab; wesentlich ist die Genauigkeit des benutzten Integrations-
verfahrens (siehe Kapitel 5.1.1). Daher ist der zweite Fehler nicht eigentlich ein Rundungs-
fehler, sondern der Fehler bei der Auswertung des Differentialgleichungssystems, also ein
Diskretisierungsfehler. Eine allgemeine Abschatzung der Fehlergrenze n kann nicht ange-
geben werden.

Zur Lésung des Schrittweitendilemmas betrachtet Stewart in [Ste67] die folgende quadra-
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tische Funktion®:

f@)=a-z2+b-z+c (5.41)
Aus (5.41) folgt:
_f(:l:+h,)=f(a:)+h~%+a~h2 (5.42)
Der wahre Gradient von (5.41) lautet:
df(z) _
S =2-a b (5.43)
Fiir den Abbruchfehler gilt in diesem Fall:
a-h
dz

Der Rundungsfehler ergibt sich zu:

‘ 2-|f(=)]
Er<n {|h-("—{,(§l+a~h)|+1} (5.45)

Als beste Kompromifilosung des oben beschriebenen Dilemmas wird im allgemeinen an-
gestrebt (siche Abb. 5.5):

EA =~ ER
Aus (5.44) und (5.45) folgt dann der Kompromifi:

_|h|.n.‘ﬂx_)

S| =g rah

=0 (5.46
1o 0 (5.46)

d
lol- [T v anf <2011 L2

l df ()

Zur Auflésung der Gleichung (5.46) dienen die folgenden Fallunterscheidungen:

1. a > 0= sign(h) = sign (%(fl)
2. a < 0= sign(h) = —sign (id(f—))

Anschaulich verlangt man durch 1. und 2., daf} die Sekante bei der Approximation immer
vom Scheitelpunkt der Parabel (5.41) wegfiihrt. Die weitere Auflésung der Gleichung
(5.46) fiihrt auf die folgenden beiden Fallunterscheidungen; fiir f(z) > 0 folgt aus (5.41):

h3-a2+h2~a.ﬂ—)—h-n-(M)Q—z-n.f(z)-g-@—)zo

z 0 (5.47)
dz dz dz » &2 '

4Quadratische Funktionen werden oft benutzt, um Funktionen zu approximieren, daher ist eine qua-
dratische Funktion durchaus reprisentativ fiir die Problemstellung
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2

h3-a2+h2-a-d—{i(?zc—)—h-n-(d—1;%c—)) +2-n-f(a:)-%(:cx—)=o , a<0 (5.48)

Fiir f(z) < 0 folgt aus (5.41):
2

h3-a'-’+h2-a-@;(m—x)—h-n-(%(zi)) +2-n-f(x)-%(;fl=0 , a>0 (5.49)
2

h3-a2+h2-a-g%—h-n-(d—{ii‘i)) —2-n-f(x)-—c%)—=0 , a<0 (5.50)

Fiir die optimale Schrittweite h zur Losung von (5.47) bis (5.50) gilt nach Dennis und
Schnabel [DS83] die einfache Abschitzung:

h = /1 - max (|z|, typ(z)) - sign(z) (5.51)

In (5.51) bezeichnet typ(-) die Grifenordnung einer Zahl und sign(-) deren Vorzeichen.
Eine einfache Abschédtzung der Gréflenordnung einer Zahl z liefert:

10int(logm(]m|)+0.30103) . falls |I| >1
typ(m) = { 10int(log10(|z|)—0.69897) : falls 0< |$' <1 (552)

Die Grofle int(-) in (5.52) bezeichnet den ganzzahligen Anteil einer Zahl. Die Faustformel
(5.51) 148t sich problemlos auf den allgemeinen Fall einer quadratischen Funktion von n
Veranderlichen erweitern:

f(i):%.iT.A-5+5T--5+c (5.53)

Aus (5.53) folgt:
- - - of(@) 1 A
f(¢+hj'ej)=f($)+hj'%ij—)+§‘aﬁ'h§ (5.54)

In (5.54) bezeichnet €; den Einheitsvektor in j - Richtung und h; die Schrittweite zur
j-ten Komponente z; des Vektors &. Der wahre Gradientenvektor von (5.53) lautet:

Vi@)=A-2+b (5.55)
Entsprechend ergibt sich der Abbruchfehler:
1
3 %4j - h
Eq= |22 (5.56)
Oz
und der Rundungsfehler:
Er<n 2-|(@)] +1 (5.57)
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Man erkennt sofort die Analogien zum eindimensionalen Fall:

hj = h
1 N
i-ajj = a (558)
8f(®) . di(a)
Jz; dz

Aufgrund der Analogien (5.58) bleiben alle vorher gewonnenen Ergebnisse giiltig; man
braucht nur die entsprechenden Komponenten in die Faustformel (5.51) einzusetzen und
kommt so zu der einfachen Abschitzung (siche DS83, S. 103):

h; = /1 - max (|z;], typ(z;)) - sign(z;) (5.59)

5.2.1.3 Nichtlineare Least-Squares-Verfahren

Der folgende Abschnitt zeigt spezielle Losungsmethoden fiir das in Kapitel 5.2.1 vorge-
stellte Least-Squares-Problem (5.18). Diese Lésungsverfahren nutzen die spezielle Struktur
der Least-Squares-Funktion (5.18) zur Losung des Problems aus (siehe [DS83)). Dies ist
der wesentliche Unterschied zu den in Kapitel 5.2.1.4 vorgestellten Optimierungsverfah-
ren, wie im folgenden deutlich wird.

Im Sonderfall, daf genauso viele MeBwerte wie zu bestimmende Modellparameter vorlie-
gen, geht das Least-Squares-Problem (5.18) iiber in die Losung von n Gleichungen mit
n Unbekannten. Dieser Fall ist so zu behandeln wie in Abschnitt 5.1.1 beschrieben. Im
reinen Least-Squares-Fall mit mehr Meflwerten als zu schitzenden Modellparametern geht
man von einem quadratischen Modell der Least-Squares-Funktion f (@) von m Modell-
parametern a; um einen gegebenen Parametersatz @ aus. Die notwendige Bedingung
fiir ein Minimum der quadratischen Approximation von f (@) in einem Punkt @+ fihrt
unmittelbar zur Iterationsvorschrift des Newton- Verfahrens:

-1

@+l = gt - (l (@) 2(a*) +5(a)

In (5.60) bezeichnet # (@) wie vorher den Vektor der Residuen oder Schétzfehler,

(@) -7 (@) (5.60)

ar; ({1‘) ]
Ba; '’

7

J (@), = J (@) € IR™*m (5.61)

die Jacobi- oder Funktionalmatrix und die Matrix

§@=§mav%@ (5.62)
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die Informationen aus den zweiten Ableitungen der Least-Squares-Funktion. Das reine
Newton-Verfahren (5.60) zeichnet sich dabei durch lokale guadratische Konvergenz aus,
was durch folgende Beziehung quantifiziert wird (siehe [GT93]):

2

—n

|a*+ - a <c||a*-a| Yekxk>0,c>0 (5.63)

Gleichung (5.63) besagt, daf ab einer bestimmten Anzahl k Iterationen der Abstand der
Iterierten @**! vom Minimum &" der Fehlerquadratsumme quadratisch abnimmt. Ein
Problem des reinen Newton-Verfahrens ist allerdings die Bereitstellung der in der Matrix
S (@) enthaltenen Information iiber die zweiten Ableitungen der Fehlerquadratsumme.
Aus diesem Grund wird vielfach diese Information vernachlissigt, d.h. S (@) = 0 gesetzt.
In diesem Fall spricht man vom Gauss-Newton- Verfahren (siehe [DS83]). In der Regel ist
nur noch mit linearer Konvergenz zu rechnen.

Eine andere Darstellung des Gauss-Newton-Verfahrens wird von Braess in [Bra66] be-
nutzt, um eine Didmpfung auf natiirliche Weise einzubringen und auch Restriktionen in
den Parametern zuzulassen. Anstatt von (5.18) geht es von dem aus der Taylorreihenent-
wicklung der Funktionen y (z;; ay, . . ., @) im Punkt @ folgenden quadratischen Ausdruck

(yz- —y(zsd},...,ak) = Vy (.’v,-;a’f,...,afn)T- (a- a"))z

— min 5.64
Cri2 dcirm ( )

aus. Mit (5.64) ist ein quadratisches Programm definiert, welches mit dem Verfahren von
Wolfe (sieche [CW66]) gelost werden kann.

Es wird in jedem Iterationsschritt getestet, ob die Losung zu einer Verkleinerung der Feh-
lerquadratsumme fiihrt. Ist das der Fall, hat man die Naherung a@**' gefunden. Andernfalls
fiihrt man einen Halbierungsschritt aus, d.h. man halbiert die Anderung gegeniiber &* und
wiederholt den Test. Ist @ nicht schon ein Minimum der Fehlerquadratsumme, so fillt
der Test nach einer endlichen Anzahl von Halbierungschritten, welche in der Praxis auf
ca. 10 zu begrenzen ist, positiv aus (siehe [Bra66}).

Eine Umsetzung findet das Verfahren von Wolfe in dem von Braess entwickelten Pro-
gramm SQUFIT (siehe [Bra76]).

5.2.1.4 Allgemeine Optimierungsverfahren

In diesem Abschnitt werden allgemeine Lésungsmethoden fiir das Least-Squares-Problem
(5.18) vorgestellt, welche —im Gegensatz zu den nichtlinearen Least-Squares-Verfahren
aus Kapitel 5.2.1.3— nicht mehr von einer Fehlerquadratsumme als zu minimierender
Funktion ausgehen. Sie sind prinzipiell genauso geeignet, das vorliegende Schatzproblem
der Modellparameter zu 16sen. Insbesondere sind sie auch geeignet, eine grofie Zahl von
Parametern zu optimieren, was besonders auf den im folgenden vorgestellten Algorithmus
von Schittkowski zutrifft (siehe z.B. [MS94a] und [MS94b)). Da das erweiterte INTERATOM-
Modell aus Kapitel 3.3 eine grofiere Zahl von Parametern enthélt, wurde in dieser Arbeit
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—neben dem in Kapitel 5.2.1.3 beschriebenen Gaufl-Newton-Verfahren— auch das Ver-
fahren der sequentiellen quadratischen Programmierung benutzt.

Der Grundgedanke der allgemeinen Optimierungsverfahren ist wie vorher die lokale Ap-
prozimation der Zielfunktion f im Iterationspunkt @& durch ihre nach dem quadratischen
Glied abgebrochene Taylor-Reihe. Die notwendige Bedingung fiir das Vorliegen eines Mi-
nimums des lokalen Modells von f im Punkt #**! fiihrt dann unmittelbar zur Iterations-
vorschrift des Newton- Verfahrens (vergleiche Gleichung (5.60)):

F4 = g - v () v () (5.65)

Wie man in (5.65) erkennt, gehen im vorliegenden Fall der Minimierung einer Fehler-
quadratsumme die einzelnen Summanden, sprich die Residuen, nicht mehr mit in die
Tterationsvorschrift ein; stattdessen werden nur noch die ersten und zweiten Ableitun-
gen der Summe benotigt. Dies ist der wesentliche Unterschied zu den vorher diskutierten
Least-Squares-Verfahren.

Das reine Newton-Verfahren zeichnet sich, wie vorher, durch lokale quadratische Kon-
vergenz aus, was wiederum durch Gleichung (5.63) quantifiziert wird. Das Problem der
Bereitstellung der Information tiber die Kriimmung der Zielfunktion durch die zweiten Ab-
leitungen von f, welches bereits in Abschnitt 5.2.1.3 diskutiert wurde, besteht auch hier.
Dies fiihrt zu verschiedenen Varianten des Newton-Verfahrens, von denen hier nur einige
genannt werden sollen. Verzichtet man ganz auf die Kriimmungsinformation, d.h. setzt
man V2f (&) = I, gelangt man zum Verfahren des steilsten Abstiegs mit lokaler linearer
Konvergenz. Ein weiterer Weg ist die iterative Bestimmung der Kriimmungsinformati-
on durch die ersten Ableitungen von f; dies fiihrt zu den sogenannten Quasi-Newton-
Verfahren. Popular ist hier die Aufdatierungsformel von Broyden, Fletcher, Goldfarb und
Shanno, welche auch unter dem Namen des Verfahrens der variablen Metrik bekannt
ist. Zu Einzelheiten der vorgenannten Verfahren siehe z.B. [GT93|, [DS83], [Brad0] oder
[Mah92].

Eine spezielle Form des Newton-Verfahrens ist von Bertsekas fiir Probleme mit einfachen
Restriktionen entwickelt worden (siehe [Ber82]):

G={feR":2%<z;<1z% i=1,..,n} (5.66)

Nach Gleichung (5.66) geht man in diesem Fall davon aus, daf§ fiir die zu optimieren-
den Parameter & nur obere und untere Schranken existieren, die den zulissigen Bereich
markieren. Um die Zuldssigkeit der Iterierten zu sicher, fiihrt Bertsekas einen Projekti-
onsoperator:

P.R"—G, (P {:.i-:'})1 = min (max (z%;, Z;),2%),t=1,...,n (5.67)

ein. Durch P werden Iterierte, die auflerhalb des zuldssigen Bereiches G liegen, auf die
nichstliegende Schranke projiziert. Die Iterationsvorschrift des Newton-Verfahrens nimmt
dann die folgende Form an:

' = P{&* - o - H,' - V(@) ,k=0,1,... (5.68)
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Die Funktionsweise des Projektionsverfahrens 148t sich anhand der folgenden Abbildung
verdeutlichen:

= f(x)

P {x® — HOY s}

\ - T2

%k — HIY f0)

x(¥)

Abb. 5.6: Beispiel fiir eine Suchrichtung ohne Abstiegseigenschaft (aus [Mah92])

In Abb. 5.6 ist der Fall einer Funktion zweier Veradnderlicher dargestellt, die beide vor-
zeichenbeschrdnkt sind. Die aktuelle Iterierte liegt an der Schranke fiir ;. Die Newton-
Richtung fithrt direkt ins Minimum der Funktion, welches jedoch auferhalb des zuléssigen
Bereichs liegt. Der Projektionsoperator (5.67) erzeugt eine Suchrichtung ohne Abstiegs-
eigenschaft, so daf§ das Verfahren an der Schranke terminiert wird.

Die im Verfahren benutzten Iterationsmatrizen besitzen die Form:

, 0 , fallsi#jundie LY oderj e I}
H" = 7k 5.69
o= { el | L 69

Im Falle, dafl keinerlei Restriktionen verletzt werden, gehen die Iterationsmatrizen in die
Hesse-Matriz der zweiten Ableitungen der Zielfunktion {iber. Falls Restriktionen aktiv
sind, werden die Nebendiagonalelemente der Iterationsmatrizen zu Null gesetzt, wodurch
die Suchrichtung beeinflult wird. Zur Kennzeichnung, welche Restriktionen verletzt wer-
den, dient wiederum die Indexmenge der aktiven Restriktionen (siehe Abschnitt 5.2.1.1),
die hier die folgende Form annimmt:

It = {1,

P! —k
oder z°; — g, < z;F < 2°; und ):9(: ) < 0}

—+k
N

¥ < z;* < 2% + & und

(5.70)
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In (5.70) wird eine e-aktive Umgebung der Schranken eingefiihrt, die das Problem des Zick-
Zack- Verhaltens beheben soll (siehe z.B. [GT93] oder [Mah92|). Punkte in der Umgebung
der Schranken werden vom Algorithmus wie Randpunkte behandelt.

Weiterhin fiihrt Bertsekas eine Dimpfung in das Verfahren ein, welche auf der Armijo-
Methode beruht (siehe z.B. [GT93]):

ar = max{a € S:f(i:'k+a~c_ik) gf(i:'k)+a-5on(ik)T~&k}

(5.71)
S = {2-i}‘f°0c1R+, 5 € (0,1)

J:
Gleichung (5.71) besagt, dafl die Schrittweite & in Richtung des vermeintlichen Abstiegs

- K
d]c solange halbiert wird, bis der neue Funktionswert f (:i:'k +oa-d ) unterhalb der soge-

nannten Armijo-Geraden f (:i:'k) +a-6-Vf (:i:’k)T .d" verliuft (siche Abb. 5.7).

f(x+ a-d)

fF(xX)+ a6 Vf(x) a*

Abb. 5.7: Armijo-Schrittweite

Durch (5.71) ist fiir einen festen Parameter § stets ein hinreichender Abstieg gesichert.

Ein Weg zur Lésung von Optimierungsproblemen mit nichtlinearen Restriktionen wird von
Schittkowski in [Sch81] gezeigt; er geht von einer Folge von quadratischen Ersatzproblemen
zum Ausgangsproblem aus und gelangt so zur Methode der sequentiellen quadratischen
Programmierung fiir Probleme mit nichtlinearen Restriktionen:

G={EeR" :9;(&)=0,j=1,..,m, g; (&) 20, j =m.+1,...,m} (5.72)

Wie aus (5.72) deutlich wird, sind sowoh! eine Anzahl m, beliebiger Gleichheitsrestrik-
tionen als auch eine Anzahl m — m, beliebiger Ungleichheitsrestriktionen zugelassen. Der
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Grundgedanke des Verfahrens ist die Uberfiihrung des durch (5.72) restringierten Aus-
gangsproblems in ein unrestringiertes Problem. Die Bestimmung einer Suchrichtung im
Parameterraum G C R" erfolgt durch die Konstruktion und anschlieBende Losung eines
Subproblems. Bei der Konstruktion des Subproblems nutzt man die Aquivalenz der Opti-
malititskriterien des Subproblems und der Lagrange-Funktion des Ausgangsproblems

L@, )= 1)~ 31505 (@) (5.73)

aus. Mit Hilfe von (5.73) erfolgt die Konstruktion eines quadratischen Subproblems mit
linearen Restriktionen:
1 - — —
5 d -V%,L (& ") d+ V(@) d- min! (5.74)
dec

Die Nebenbedingungen des Subproblems (5.74)

G={dem g () + g (&) d=0, =1, m. |
(5.75)
9; (55k) + Vy; (53'k)T d>0, j=m+1, m}

stimmen dabei mit denen des Ausgangsproblems bis zu Termen erster Ordnung iiberein.
Schittkowski verwendet die Iterationsvorschrift:

—k+1 =k =k
T _ T . d _
(’l_)'k-‘-l)_(i)'k)—'-ak (ﬂk_ak),k—o,l,... (576)

T
In der Iterationsvorschrift (5.76) kennzeichnet (5:"‘, i:"‘) einen Vektor, der als Unbekann-

tenvektor fiir eine Bewertungs- oder Meritfunktion ® angesehen werden kann. Der Vektor

-k

d ist ein Korrekturschritt, der durch die Losung des Subproblems (5.74) erhalten wird.
In diesem Sinne ist das restringierte Ausgangsproblem in ein unrestringiertes Problem mit
der Merit-Funktion:

@ (2,6)= @) + Yov;0;(8)+g 705 (@

j=1
(5.77)
. - 2 < ;
4 i vj'gj(;c)+%'T'9j(m) , g (&) >-%
j=me+l _% ) Bi‘ ,  Sonst

als Zielfunktion tiberfiihrt worden. Merit-Funktionen haben dabei die Eigenschaft, daB die

erste Komponente ihres Sattelpunktes (2%, v )T mit dem Minimalpunkt der Zielfunktion
f (&%) zusammenfillt. Zu Details dieser Problematik siehe z.B. [Mah92].

Die Lésung d" des Subproblems (5.74) wird als Suchrichtung fiir die Merit-Funktion (5.77)
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aufgefafit. Die Lange des Suchschrittes wird dabei in eix}.em Schrittweitenalgorithmus, z.B.
nach Armijo (sieche Gleichung (5.71)), bestimmt. Die Anderung des Straf- oder Penalty-
Parameters r in (5.77) erfolgt durch eine Aufdatierungsvorschrift.

Eine Umsetzung findet das Verfahren der sequentiellen quadratischen Programmierung in
dem Programm NLPQLD von Schittkowski (siehe [Sch81]).

5.2.1.5 Evolutionsstrategien

Die in den beiden vorherigen Abschnitten vorgestellten Optimierungsverfahren zeichnen
sich durch eine hohe Konvergenzgeschwindigkeit in der Ndhe des Minimums der Fehler-
quadratsumme aus. Wenn man jedoch wenig tiber die Modellparameter weif}, so sind die
Startwerte der Parameter unter Umstinden weit vom Minimum entfernt. In diesem Fall
benutzt man stochastische Suchverfahren zur Auffindung hinreichend guter Startwerte fiir
die Modellparameter. Prinzipieller Vorteil dieser Methoden ist die geringe Anforderung an
die Zielfunktion der Optimierung; so ist fiir die stochastische Suche lediglich zu fordern,
daf die verwendete Zielfunktion fiir alle Parameter aus dem zuldssigen Gebiet auswert-
bar ist. Héhere Anforderungen beziiglich Stetigkeit und Differenzierbarkeit brauchen im
Gegensatz zu den Algorithmen aus den Kapiteln 5.2.1.3 und 5.2.1.4 nicht gestellt zu wer-
den. Nachteil der stochastischen Suchverfahren ist die gegeniiber den deterministischen
Verfahren wesentlich gréfiere Rechenzeit.

Nach [SHF94) unterscheidet man bei modernen stochastischen Suchverfahren in erster Li-
nie zwischen genetischen Algorithmen und Evolutionsstrategien. Genetische Algorithmen
sind iterative Prozeduren, die eine Population P von mdéglichen Lésungen des Minimie-
rungsproblems der Zielfunktion f (&) unterhalten:

'P(t) = (fél(t)si2(t)i L ¢£n(t)> (578)

Jede Struktur #;(t) in der Population P ist bei den genetischen Algorithmen eine Fol-
ge von Bindrzeichen®, so daf8 die Bedeutung der Parameter dem Algorithmus verborgen
bleibt. Dies ist als der wesentliche Unterschied zu den Evolutionsstrategien anzusehen.

Wiéhrend eines Iterationsschrittes, der als Generation bezeichnet wird, wird die aktuelle
Population P(t) ausgewertet und auf der Basis dieser Auswertung eine neue Populati-
on von moglichen Losungen des Optimierungsproblems gebildet. Die Ausgangspopulation
P(0) wird iiblicherweise aus Zufallszahlen generiert, da man in der Regel nichts iiber die
Parameter weiff. Die Strukturen in der Population P(t + 1) werden durch eine zufalls-
basierte Auswahlprozedur aus der aktuellen Population P(t) ermittelt, und zwar so, dal
die Haufigkeit, mit der eine bestimmte Struktur ausgewidhlt wird, proportional zu der
Giite des Parametersatzes ist. Das bedeutet, wenn der Parametersatz @;(t) doppelt so
gut ist wie alle anderen Parametersitze in P(¢), dann soll &;(¢) auch zweimal in P(t + 1)
vorkommen. Damit enthélt die neue Population exakte Duplikate der Parametersétze aus

Zur Problematik der Datenverarbeitung auf Digitalrechnern siehe 2.B. [BK87]
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der alten Population.

Um auch andere Punkte im Parameterraum zu erreichen, werden durch Verwendung
idealisierter genetischer Rekombinationsmechanismen Variationen in die neue Populati-
on P(t + 1) eingefiihrt. Der wichtigste Rekombinationsmechanismus wird als crossover
bezeichnet. Durch den crossover-Operator tauschen zwei Strukturen in der neuen Po-
pulation Teile ihrer biniren Zeichenfolgen miteinander aus. Dies 148t sich beispielsweise
dadurch erzielen, dafl man einen Punkt in den Zeichenfolgen zufillig auswahlt und alle
Teile rechts davon austauscht. Dieser Punkt wird im folgenden durch einen Doppelpunkt
':* gekennzeichnet. Sei zum Beispiel

z; =100 : 01010 (= 138) (5.79)

und
Ty = 010: 10100 (= 84) (5.80)

Der crossover-Punkt *:’ sei so gew#hlt wie angegeben. Dann wiirden die neuen Strukturen
das Aussehen
#, =100 : 10100 (= 148) (5.81)

und
Zy = 010: 01010 (= 74) (5.82)

haben. Der crossover-Mechanismus dient zwei zusammenhdngenden Suchmechanismen;
zuerst stellt er neue Suchpunkte innerhalb eines bereits in der Population vorhandenen
Schemas zur Verfiigung. Im obigen Beispiel sind sowohl z; als auch #, Reprisentanten
des Schemas 100ffififii. Durch Auswertung des Parameters Z, gewinnt man daher weitere
Informationen {iber diesen Teil des Parameterraumes. Als zweites gewinnt man Informa-
tionen iiber Teile des Parameterraumes, die vorher nicht erfafit wurden; so reprisentiert
der Parameter ¥, das Schema [1001§}i, welches vorher gar nicht vorhanden war. Wenn
dieses Schema einen geringen Wert der Zielfunktion aufweist, wird es sich im Laufe der
Iterationen weiter durchsetzen.

Abbruchkriterien der genetischen Algorithmen sind hinreichend gute Werte der Zielfunk-
tion oder eine maximale Zahl an Zielfunktionsauswertungen.

Als weiterfithrende Literatur sei das Buch von Goldberg [Gol89] empfohlen. Einen Uber-
blick gibt das Buch von Schineburg, Heinzmann und Feddersen [SHF94], welches sich auch
mit den Evolutionsverfahren auseinandersetzt. Eine Umsetzung finden die genetischen Al-
gorithmen beispielsweise in dem Programm GENESIS 5.0 von Grefenstette [Gre90]. Einen
Vergleich zwischen den oben beschriebenen genetischen Algorithmen und den im folgen-
den beschriebenen Evolutionsstrategien stellen Schwefel, Hammel und Béck in [SHB94]
bei der Anwendung auf stetige Zielfunktionen an; es zeigt sich eine deutliche Uberlegen-
heit der Evolutionsstrategien, so dafl in dieser Arbeit ausschliefllich Evolutionsstrategien
zur Anwendung kamen. Genetische Algorithmen bieten dagegen grofie Vorteile bei dis-
kontinuierlichen Zielfunktionen, von denen hier jedoch nicht ausgegangen werden kann.

Evolutionsstrategien gehen auf Rechenberg [Rec73] und Schwefel [Sch95] zuriick. Die Stra-
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tegie nutzt —wie auch die genetischen Algorithmen— Mechanismen der natiirlichen Evo-
lution wie Mutation, Rekombination und Selektion, um verbesserte Parametersitze zu
finden. Das allgemeine Schema einer Evolutionsstrategie wird durch

(1/p+,2) (5.83)

gekennzeichnet. In (5.83) bezeichnet der Parameter p die Anzahl der Eltern in einer Po-
pulation von Parametersitzen (siehe oben), p die Anzahl der zur sezuellen Rekombination
ausgewidhlten Eltern und A die Anzahl der Nachkommen. Die Steuerungsparameter ’+’
und ’,’ entscheiden dariiber, ob die Eltern in der neuen Generation weiterleben diirfen
(’+’) oder nicht (*,").
Der Mutationsoperator ist, wie in der Natur, verantworlich fiir eine Weiterentwicklung in-
nerhalb einer Population. Kleine Variationen der Parametervektoren der Eltern kreieren
neue Nachkommen:

B, =3L+8y 2 (5.84)
In (5.84) bezeichnet der Index N die Nachkommen, der Index F die Eltern und der

Index g die aktuelle Generation. Die kleinen Variationen werden durch normalverteilte
Zufallszahlen Z mit dem Mittelwert 0 und der Stendardabweichung o = ﬁ (n = Anzahl

der Parameter), multipliziert mit der Schrittweite 5"?\,, erzeugt. Die Schrittweite gi, paft
sich selbststindig an die Topologie der Zielfunktion an; wenn es nur kleine Bereiche der
Zielfunktion gibt, fiir die das Prinzip der strengen Kausalitit gilt, wird sich die Schrittweite
so anpassen, dafl nur kleine Variationen der Parameter entstehen. Die Steuerung der
Schrittweite erfolgt durch o wg -

oy =065 & (5.85)
mit einem Steuerungsparameter E:' Die Komponenten §; werden entweder auf % oder %
gesetzt, je nach lokaler Struktur der Zielfunktion.

Eine verfeinerte Strategie der Schrittweitensteuerung verfolgen Ostermeier, Gawelczyk
und Hansen in [OGH94]:

&, = &L+69-8

scal *

I

69t = 9-(exp(|zg| (2 ﬁ >_ 14

1
1 1
- o 1 ~3 "
gy iz —— 35
scal scal |Z | 2\/5_1 +0

In (5.86) geht, abhingig von der Anzahl n der Parameter und damit der Gréfie des Opti-
mierungsproblems, Information aus vorherigen Optimierungsschritten iiber die Topologie

(5.86)

[N
-t
N——
S——
Sk
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der Zielfunktion in die Festlegung der Suchrichtung sowie der Schrittweite der Suche mit
ein. Dabei wird, im Gegensatz zu (5.84), sowohl eine globale Schrittweite §¢ fiir alle Pa-
rameter, als auch eine individuelle Schrittweite éfca, verwendet.

Der Mutation vorgeschaltet ist die Rekombination. Im biologischen Vorbild werden die
A Nachkommen aus der Rekombination der p Eltern gebildet. In der Evolutionsstrategie
sind die Komponenten der Rekombination die Elemente der Parametervektoren. Der Vek-
tor der Nachkommen wird durch eine normalverteilte Zufallsauswahl aus den Elementen
der p Eltern gebildet.

Im Anschlufl an die Erzeugung der Nachkommen erfolgt die Selektion der Parameter; da-
zu miissen simtliche Parameter durch Einsetzen in die Zielfunktion ausgewertet werden.
Dann entscheidet der Wert der Zielfunktion iiber die Giite der Parameter. Entscheidend
fiir den Fortschritt der Evolution ist die gewahlte Strategie; im Falle der ’+’-Strategie wer-
den aus der Menge der Eltern und der Kinder die besten herausgesucht. Dies beinhaltet
die Gefahr der Stagnation der Evolution, da gewisse Bereiche der Zielfunktion die Opti-
mierung dominieren kénnen. Im Gegensatz dazu sichert die ’,’-Strategie, bei der nur aus
den Kindern die besten ausgewshlt werden, den stetigen Fortschritt der Evolution, wobei
die Gefahr besteht, daff kurzzeitig auch Verschlechterungen der Parametersidtze moglich
sind.

Ausfiihrlich beschrieben sind alle vorgestellten Evolutionsmechanismen in den Biichern
von Rechenberg [Rec73] und Schwefel [Sch95]. Eine praktische Umsetzung der oben be-
schriebenen Methoden ist durch das Programm evoC 2.0 von Trint und Utecht [TU94]
gegeben.

Evolutionsverfahren sind prinzipiell in der Lage, zumindest in die Nihe des gesuchten
globalen Minimums der Fehlerquadratsumme zu gelangen. Dem steht jedoch die in der
Praxis immer begrenzte Rechenzeit im Weg, so dafl im allgemeinen die Zahl der Ziel-
funktionsauswertungen des Algorithmus nicht ausreicht, diese optimale Losung zu finden.
Aus diesem Grund ist man bestrebt, die Anzahl der Zielfunktionsauswertungen bei der
evolutiondren Suche signifikant zu erh6éhen. Dabei kommt einem die implizite Parallelitdt
der Evolutionsalgorithmen zugute, da der Parameterraum von beliebig vielen Evolutions-
algorithmen gleichzeitig durchsucht werden kann, ohne daf sich die Verfahren gegenseitig
stéren. Daraus folgt, daf§ mit gréfer werdender Anzahl an eingesetzten Verfahren die
Kenntnis {iber die Zielfunktion zunimmt.

Die Durchsuchung des Parameterraums a8t sich auch so organisieren, daf8 zwischen den
eingesetzten Verfahren periodisch Parametersitze ausgetauscht werden, so daff nach einer
endlichen Zeit der beste Parametersatz allen Algorithmen zur Verfiigung steht. Zu De-
tails der impliziten Parallelitidt der verschiedenen Ebenen der Evolutionsverfahren siehe
die Arbeit von Schdneburg, Heinzmann und Feddersen [SHF94].

Ein populdres Konzept bei der Organisation der parallelen Durchsuchung des Parame-
terraums einer beliebigen Zielfunktion ist das sogenannte Master-Slave Paradigma (siehe
Abb. 5.8):
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Tasks
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Abb. 5.8: Master-Slave Paradigma (aus [GBD*94])

In Abb. 5.8 bildet man einen sogenannten pool of tasks, also eine geordnete Menge von
Aufgaben, die in diesem Fall die gesamte Anzahl an Evolutionen beinhaltet. Der Master
iibernimmt die Uberpriifung des Abbruchkriteriums, ob iiberhaupt noch Aufgaben zu erle-
digen sind, oder ob Wert der Zielfunktion bereits hinreichend klein ist, so dafl eine weitere
Suche nicht mehr notwendig ist. Weiterhin iibernimmt der Master die Verschickung des
jeweils besten Parametersatzes aus den von den einzelnen Evolutionsalgorithmen zuriick-
gesendeten Parametersitzen, und damit die globale Bewertung der Parameter. Aufgabe
der Slaves ist nun die eigentliche Evolution; dabei teilt ihnen der Master mit, wieviele
Generationen sie ihre Suche durchfiihren diirfen und versorgt sie mit guten Startparame-
tern. Damit wird klar, dafl Zielfunktionsaufrufe nur auf der Ebene der Slaves stattfinden
und der Master selbst nur indirekt Informationen iiber die Topologie der Zielfunktion
sammelt.

Mit dem Master-Slave Konzept liegen im Zusammenhang mit der Bestimmung der Pa-
rameter viskoplastischer Werkstoffmodelle durch Evolutionsstrategien viele Erfahrungen
vor; so verwendet Bergmann [Ber93] das Programm PVM [GBD*94] —das auch in dieser
Arbeit benutzt wurde (siehe unten)— zur Organisation dieses Konzeptes in einem Netz-
werk heterogener Workstations. Lassota untersucht in [Las95| die Effizienz des Master-
Slave Konzeptes. Mittelbach verwendet in [Mit95] das Konzept zur Bestimmung der Pa-
rameter eines Kontinuums-Damage-Modells.

Zur praktischen Umsetzung der Parallelisierung der Evolutionsstrategie diente in dieser
Arbeit das System Parallel Virtual Machine (PVM), welches das sogenannte message
passing-Modell zum Datenaustausch zwischen den parallelen Prozessen verwendet. Die
Vernetzung der einzelnen Prozessoren zu einem wirtuellen Parallelrechner {ibernimmt der



5.2. Inverses Problem 83

sogenannte daemon, ein Kommunikationsprogramm®, welches zu Beginn einer paralle-

len Berechnung von Hand auf einem der eingesetzten Rechner gestartet werden muf.
Anschliefend kann der Master gestartet werden, welcher mit Kommunikationsroutinen
aus der PVM-Programmbibliothek ausgestattet sein muf8. Der daemon startet dann auf
den ausgewahlten Rechnern die Slaves, die ebenfalls {iber die Kommunikationsroutinen
verfiigen. Bei der Verschickung von Daten im virtuellen Parallelrechner miissen Adressat
und Absender eindeutig bekannt sein; hierzu dient im PVM-System der sogenannte task
identifier (TID), der vom Nutzer des Programms nicht beeinflufit werden kann, um die
Eindeutigkeit nicht zu gefahrden. Weiterhin miissen Art, Grofle und Inhalt der Daten
eindeutig angegeben werden, um einen korrekten Datentransfer zu erméglichen.

Wesentliche Aspekte beim Einsatz des PVM-System auf einem Netz heterogener Worksta-
tions, die zudem noch durch weitere Anwendungen stark unterschiedlich ausgelastet sein
koénnen, sind die Dateniibertragungszeiten und die dynamische Auslastung der eingesetzten
Rechner [GBD194]. Eine geeignete Parallelisierung der Programme und die Organisation
der eingesetzten Rechner soliten dafiir Sorge tragen.

5.2.1.6 Skalierung der Modellparameter

Ein wesentlicher Aspekt bei der Minimierung beliebiger Zielfunktionen ist die Grifen-
ordnung der Parameter; falls diese Gréfienordnung zwischen den einzelnen Parametern zu
stark variiert, ist der erfolgreiche Einsatz aller vorgenannten Verfahren in Frage gestellt
(siehe [DS83)). Die Grofienordnung 148t sich dabei durch die in Kapitel 5.2.1.2 verwendete

Formel
loint(logw(|a:l)+0.30103) , falls |$| >1

typ(z) = { 10int(logo(l=|)~0.69897) , fallsO< |z} <1

abschitzen. Stellt man nun fest, dafl die Parameter der Zielfunktion stark unterschiedli-
che GréBlenordnungen aufweisen, ist eine Skalierung der Parameter dringend geboten. Die
folgenden Ausfiihrungen dienen der Erlduterung der Skalierung und stiitzen sich auf die
Arbeit von Dennis und Schnabel [DS83].

Der Grundgedanke der Skalierung 148t sich an dem einfachen Fall einer Funktion f ei-
ner Verdnderlicher = darstellen; geht man davon aus, daB der Parameter z eine extre-
me GréBenordnung besitzt, z.B. 1073, so besteht die Aufgabe der Skalierung darin, die
Gréfenordnung in den Bereich von 10° zu iiberfiihren, ochne am Wert der Zielfunktion f
etwas zu verdndern. Anschaulich wird die Vorgehensweise durch die folgende Abbildung:

(5.87)

8Ein bekanntes Beispiel fiir ein daemon-Programm ist das mail-Programm, welches im Hintergrund
lauft und die ein- und ausgehenden elektronischen Briefe auf einem Computer verwaltet
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Abb. 5.9: Skalierung von Modellparametern

Wie in Abb. 5.9 ersichtlich ist, fiihrt die Transformation des Parameters x zu einer Ziel-
funktion f(£), die dieselben Funktionswerte wie die urspriingliche Funktion f aufweist.
Der neue Parameter Z weist jedoch eine wesentlich giinstigere Gréflenordnung auf, was
fiir die Minimumsuche von grofiem Vorteil ist’.

Im allgemeinen Fall einer Funktion f n Verdnderlicher £ definiert man daher:

8

=T % (5.88)
7@ = r@d
Nach [DS83] erhilt man dann den Gradientenvektor
Vi(@) =TT Vf(&) (5.89)
und die Hesse-Matrix der zweiten Ableitungen
Vif(2) =0T -V (2)-T (5.90)

von f. Die Transformationsmatrix T ist typischerweise eine Diagonalmatrix mit den Ele-
menten:

(I)ii = (typ (zi))_l (5.91)

In der Regel mufl die Transformationsmatrix T nach jedem erfolgreichen Optimierungs-
schritt neu berechnet werden, so dafl man zu einer dynamischen Skalierung gelangt.

"Die Skalierung ist bei Gradientenverfahren wichtig, wihrend sie auf Newton-Verfahren keinen Einflu
hat (siehe [DS83])
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5.2.2 Fehlerschitzer und Konfidenzintervalle fiir die Modellpa-
rameter

Die alleinige Anpassung der Modellparameter an die Mefldaten mit den in den vorheri-
gen Kapiteln vorgestellten Methoden reicht nicht aus. So bestimmen die Streuungen der
Meflwerte an den einzelnen Meflpunkten wesentlich die Anpassung des Modells, wie aus
der folgenden Abbildung am Beispiel der Anpassung einer Ausgleichsgerade an eine Reihe
von Mefipunkten mit individueller, normalverteilter Streuung hervorgeht:

LI ]

Geradengleichung y =a-z + b §

)
' fily) = e exp [—‘—’4—2-”20‘ ]
X

il e e MeBwerte

Abb. 5.10: Maximum-Likelihood-Anpassung (aus [Bra93])

Aus Abb. 5.10 folgt unmittelbar, dafi die Grofle der Standardabweichung o; der einzel-
nen Mefiwerte entscheidend ist fiir die Genauigkeit der Kenntnis der Modellparameter;
im Beispiel fiir die Kenntnis der Parameter a und b. Aus diesem Grund gehért zur An-
passung der Modellparameter immer auch die Abschétzung des Einflusses der Meffehler
auf die Parameter [PTVF92]. Als Ma8 fiir die Sensitivitdt der Modellparameter dient die
Kovarianzmairiz C der Fehlerquadratsumme:

@ = 3 7@ -G 7@
(5.92)
¢ = V@)

Die durch die MeSBfehler verursachten Streuungen der Modellparameter sind die Haupt-
diagonalelemente der Matrix C in (5.92). Die Wechselwirkung oder Korrelation zwischen
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den Unsicherheiten in den Modellparametern kennzeichnet man durch die Korrelations-

koeffizienten:
Ci;

p(ai,a;) = ——2—;
\/Cii - Cjj

Im Falle der linearen Unabhdngigkeit der einzelnen Modellparameter sollte sich die unsi-
chere Kenntnis eines Parameters nicht auf die Kenntnis eines anderen Parameters auswir-
ken, so dafl man in diesem Falle mit Werten fiir die Korrelationskoeffizienten nahe Null
rechnen kann. Erhilt man dagegen Werte fiir p = 11, bedeutet dies, dafl die Unsicherheit
der Kenntnis des einen Parameters einen grofien Einflu auf die Kenntnis des anderen
hat, d.h. durch die Ungenauigkeit des einen Parameters 148t sich der andere auch nicht
bestimmen. In diesem Fall spricht man von linear abhdngigen Parametern, so dal man
keine eindeutige Losung seines Schitzproblems finden kann. Ein Ausweg hieraus ist die
Einbringung weiterer Information in das Schitzproblem; sei es durch a-prior: Information
iiber die Losung oder durch weitere Mewerte zur besseren Einschitzung des unbekannten
Funktionsverlaufes (siehe [Tar87] oder [PTVF92]).

Zur Berechnung der Kovarianzmatrix (5.92) sind einige weiterfithrende Uberlegungen not-
wendig; schreibt man die einzelnen Elemente der Matrix V2f (&)

azf(a):ii . ay(x‘i;al)'-':a'm)‘ay(zi;ah"';am)
8ai8a; = o? day, Oa,

1< plaa;) < +1 (5.93)

i=1

(5.94)

, &y (zi;a1,. . ., Gm)
- (yi_y(xnala'“)a'm))' aakaa;

an, so findet man, dal die zweiten Ableitungen des Modells bei einer hinreichend gu-
ten Anpassung durch die Summation iiber alle n Mefipunkte aus der zweiten Ableitung
der Fehlerquadratsumme herausfallen, da der Term (y; — vy (zi; @1,--.,@m)) dann ledig-
lich die normalverteilten Meffehler reprisentiert (siche [PTVF92]). Hat man allerdings
eine schlechte Anpassung des Modells, so hat die Hinzunahme der Terme der zweiten
Ableitungen des Modells fatale Folgen, da in diesem Fall die Residuen unter Umstédnden
alle ein gleiches Vorzeichen besitzen, was zu vollig falschen Ergebnissen fiihrt. Aus diesen
Griinden wird in dieser Arbeit immer mit der Naherung

PI@ gL (i an) By(eion. .o
a0q; 2 Oax Oa,

(5.95)

gearbeitet. Dies steht im Einklang mit der in [PTVF92] beschriebenen Vorgehensweise.

Ein Weg zur Bestimmung der Streuungen der Modellparameter ohne Berechnung der
Kovarianzmatrix (5.92) ist die Erzeugung von simulierten Mefdaten (siche [PTVF92]).
Diese Vorgehensweise ist an einige grundsétzliche Annahmen gebunden; zur Verdeutli-
chung dient die folgende Abbildung:
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Abb. 5.11: Ermittlung der Verteilung von Modellparametern aus einer unendlich grofien An-
zah] von Versuchen (aus [PTVF92))

Die gesuchte Verteilung der Modellparameter ergibt sich aus einer wiederholten Realisa-
tion der unbekannten wahren Parameter @i.,. durch die Messungen. Die anschlieflende
Anpassung liefert Parametersitze @y, @,, @z, @s, . . . (sieche Abb. 5.11), deren Unterschiede
die gesuchte Streuung widerspiegeln. Eine exakte Kenntnis der Modellparameter und ihrer
Streuungen 148t sich allerdings nur fiir eine unendliche Anzahl Wiederholungen desselben
Experimentes erzielen; fiir eine sehr gute Kenntnis wird eine ausreichende Anzahl Wie-
derholungen benétigt. Haufig ist diese Vorgehensweise jedoch nicht méglich. So steht dem
gerade in der vorliegenden Arbeit der hohe Preis eines einzelnen Versuchskirpers (siehe
Kapitel 4) im Wege, zudem 148t sich mit einer Probe nur ein einziger Versuch fahren!
Aus diesem Grund ist man auf eine andere Vorgehensweise angewiesen. Dazu nimmt man
an, daf sich die unbekannte Verteilung @; — @, durch die Verteilung &'(3) a, abschitzen
188t, wobei @, einen aus einer realen Messung bestimmten Parametersatz und @ *(’)
aus simulierten Mefdaten bestimmten Satz darstellt (siehe Abb. 5.12).

einen
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Abb. 5.12: Monte-Carlo Simulation eines Experimentes (aus [PTVF92])

Die Grundvoraussetzung fiir diese Vorgehensweise ist die bestmdogliche Kenntnis der in die
Messungen eingehenden Mefifehler; sind diese ausreichend bekannt, lassen sich mit einer
geetgneten Verteilung synthetische Mefidaten erzeugen, beispielsweise durch Aufbringen
eines weiflen Rauschens auf das Modell mit den Parametern @y. Bei dieser Vorgehenswei-
se ist der Nachweis der Eignung der benutzten Verteilung zwingend geboten, andernfalls
hat man keine Gewihr, da8 die simulierten Mefidaten irgendeine Beziehung zu den realen
Mef3daten besitzen.

Zum Nachweis der Eignung einer beliebigen Verteilung dient der y2-Anpassungstest. Die-
ser Test wird im folgenden anhand der Normalverteilung demonstriert; seien eine Anzahl
Werte y; , 2 =1,2,...,n, gemessen worden, so lassen sich diese in Klassen einteilen (siche
[BK87]). Dazu erfolgt eine Einteilung des Wertebereiches Ymin bis Ymax in k gleich breite,
abgeschlossene Klassen. Dabei ist etwa k = 10 zu wihlen, was sich jedoch noch dndern
kann (siehe unten). Die Klassenmitten y; , 7 = 1,2,...,k, sind die arithmetischen Mittel-
werte der Klassengrenzen. Die Besetzungszahlen n; geben an, wieviele Werte in die j-te
Klasse fallen. Die relative Hdufigkest fiir das Auftreten des Wertes y; wird mit

=2, Ynj=n, S hi=1 (5.96)

<
Il

—
<

—

bezeichnet. Die Darstellung der relativen Hiufigkeiten erfolgt im sogenannten Histogramm
als Funktion der Klassenmitten durch eine Treppenkurve der Haufigkeitsdichte der Stich-
probe. Sie stellt eine Naherung fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte der Grundgesamtheit
dar.

Aufgabe des x2-Anpassungstests ist es dann, zu einer gegebenen Verteilungsfunktion die
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Néherung h; fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte gegen die angenommene Wahrscheinlich-
keitsdichte p; zu testen. Dazu dient die Fehlerquadratsumme [HG72):

zk: —n ;) (5.97)

J:]_ p]

Die Berechnung der Wahrscheinlichkeitsdichte p; erfolgt im Beispiel der Normalverteilung
mit Hilfe der normierten Verteilungsfunktion ®,, welche in Tabellen ausgewertet ist (sie-
he z.B. [BK87]). Sei eine Klasse durch die untere Schranke a und die obere Schranke b
gegeben. Wenn aus den Mefiwerten y; , @ = 1,2,...,n, der Mittelwert 4 und die Stan-
dardabweichung ¢ bestimmt worden ist, dann gilt fiir die Intervallwahrscheinlichkeiten:

(@ (£2) -8 (£2) : a<b<up

Pla<Y <b)=19 & (&%) +8 (5E) : a<p<b (5.98)

| @0(’1_;&)_@0(9_;&) : p<a<b

Um in (5.97) zu.einem sinnvollen Vergleich zu gelangen, muf} die Anzahl k der Intervalle
so gewihlt werden, daBl die Bedingung n - p; > 5 erfiillt ist [HG72]; erst dann kann der
x2-Test erfolgreich durchgefiihrt werden.

Der eigentliche Test besteht in der Wahl einer Irrtumswahrscheinlichkeit o (z.B. 5%), die
ein seltenes Ereignis kennzeichnet, welches nicht eintreten sollte. Im Falle der Normal-
verteilung erhilt man aus (5.97) eine zu priifende Verteilung mit k¥ — 2 Freiheitsgraden.
Der mazimal zuldssige Wert fiir x? kann dabei Standardwerken entnommen werden, z.B.
[PTVF92]. Ist der mit (5.97) ermittelte Wert fiir x2 kleiner als der maximal zulissige, ist
das durch o gekennzeichnete seltene Ereignis nicht eingetreten und die zugrundegelegte
Hypothese der Normalverteilung braucht nicht verworfen zu werden. Es sei angemerkt,
dafB dies kein Nachweis der Normalverteilung ist; es wird lediglich bewiesen, daf die Nor-
malverteilung zutreffen konnte!

Mit der so ermittelten Streuung o 138t sich ein weifes Rauschen erzeugen, das auf das
Modell mit den Parametern @, aufgebracht werden kann. Auf diese Weise 148t sich eine
beliebige Menge synthetischer Mefdaten erzeugen, so daf8 dieser Vorgehensweise nur die
Rechenzeit bei der Anpassung der Modellparameter c'iE’) an die simulierten MeBldaten im
Wege steht. Allerdings ergeben sich hier ausgezeichnete Moglichkeiten der Parallelisierung
(siehe Kapitel 5.2.1.5).

Die Verteilung der Parametersitze c'iﬁ") — ay faBBt man in der Regel in Form von Konfiden-

zintervallen zusammen; die Aussage eines solchen Konfidenzintervalls ist dann beispiels-
weise:

"Es existiert eine Wahrscheinlichkeit von 99%, daf3 die wahren Parameter @sy. in dem
Konfidenzintervall um die Parameter @, liegen.”

Die folgende Abbildung zeigt ein Konfidenzintervall im Falle zweier Modellparameter a,
und as:
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Abb. 5.13: Konfidenzintervalle in 1 und 2 Dimensionen (aus [PTVF92])

Die Wahl der Konfidenzintervalle ergibt sich auf natiirlichem Wege; fiir den gemessenen
Datensatz hat die Fehlerquadratsumme f (&) ihr Minimum in den Modellparametern .
Wenn der Vektor @ von @, weg verindert wird, so steigt der Wert der Fehlerquadrat-
summe an. Der Bereich, in dem die Fehlerquadratsumme um nicht mehr als einen Betrag
Af wichst, definiert ein Konfidenzintervall um a@,. Die Konfidenzintervalle der einzelnen
Parameter ay, as,...,an sind dabei Projektionen des gesamten Intervalls in die entspre-
chenden Unterrdume (siche Abb. 5.13).

Im Falle der Normalverteilung der Meffehler gelten die einfachen Zusammenhénge:

Af < 1 definiert das 68.3% Konfidenzintervall, welches gerade der Standardabweichung
o der Normalverteilung entspricht. Entsprechend gilt fiir 2 - ¢ das Konfidenzintervall
Af <4 (£95.4%).

Fiir weitere Informationen zu den simulierten Mefdaten sei [PTVF92] empfohlen.
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6. Bestimmung der Parameter des
INTERATOM-Modells

Die in diesem Kapitel dargestellte Schitzung der Parameter des in Kapitel 3 vorgestellten
INTERATOM-Modells griindet sich auf die von Pitzer in [BP87] und Rott in [Rot91]
vorgeschlagene Anpassungsstrategie. Die genannten Autoren schlagen eine Aufspaltung
der temperaturabhingigen! Freiheitsgrade des Modells in drei Kategorien vor:

(i) Parameter, die das elastische Verhalten des Materials beschreiben, wie der Elasti-
zitdtsmodul F, die Querkontraktionszahl v und der thermische Ausdehnungskoeffi-
zient a,

(ii) Parameter, die die geschwindigkeitsunabhéngige statische Theorie charakterisieren,
wie zum Beispiel die anfingliche FlieBspannung o und der Tangentenmodul E; und

(iii) Parameter, die die Geschwindigkeitsabhingigkeit des Materials erfassen.

Die Parameter der ersten Kategorie lassen sich nach [BP87] durch Standard-Versuche? im
Bereich elastischer Deformationen des Materials bestimmen.

Die Parameter der zweiten Kategorie werden nach [BP87] aus einaxialen, quasistatischen,
monotonen bzw. zyklischen Versuchen ermittelt, das heifit aus Versuchen, die mit sehr klei-
nen Dehngeschwindigkeiten gefahren werden, oder alternativ aus dynamischen Versuchen
mit einer Reihe von Haltezeiten und anschlieBender Extrapolation der Relaxationspunk-
te. Dieser alternative Weg zur Ermittlung einer quasistatischen Kurve wird ebenso von
Haupt in [HK95] vorgeschlagen.

Westerhoff geht in [Wes95] einen anderen Weg zur Ermittlung einer quasistatischen Grenz-
kurve; er verwendet monotone Zugversuche mit einer Reihe von Haltepunkten der Span-
nung und anschlieBender Extrapolation der Kriechpunkte. Seinen Ergebnissen zufolge
liegt eine quasistatische Grenzkurve noch wesentlich unter der Kurve mit der hiufig als
quasistatisch bezeichneten Dehnungsrate® von & = 10‘5§ [Wes95].

Zur Bestimmung der Parameter der dritten Kategorie werden von Rott in [Rot91] mo-
notone, dehnungsgesteuerte Zugversuche bei verschiedenen Dehngeschwindigkeiten sowie
Kriechversuche mit unterschiedlichen Spannungsniveaus gewihlt. Westerhoff ermittelt die
Parameter der dritten Kategorie aus monotonen, spannungs- bzw. dehnungsgesteuerten

1Zur Erfassung der Temperaturabhéngigkeit der Parameter siche Kap. 6.4
2Zur Beschreibung des Standard-Zugversuches siehe [Dom87) S. 304 ff.
3 Bruhns bezeichnet in [Bru84] Dehngeschwindigkeiten < 10781 als quasistatisch



92 6. Bestimmung der Parameter des INTERATOM-Modells

Zugversuchen, Kriechversuchen mit unterschiedlichen Spannungsniveaus und Relaxations-
kurven mit unterschiedlichen Dehnungspunkten.

In den folgenden Abschnitten 6.1 - 6.3 werden —basierend auf der oben erwihnten
Strategie— fiir den in Kapitel 4.1.1 beschriebenen austenitischen Stahl X 6 CrNi 18
11 die Ergebnisse der Anpassung des INTERATOM-Modells mit Hilfe der in Kapitel
5 erliuterten Methoden zur Identifikation der Parameter an die von Westerhoff [Wes93]
durchgefiihrten Versuche? vorgestellt.

6.1 Bestimmung der elastischen Kenngréfien

Der Bereich elastischen Materialverhaltens wird durch den Elastizitdtsmodul charakte-
risiert. Die Abgrenzung des elastischen Bereichs vom Bereich plastischer Deformationen
erfolgt durch die anfingliche FlieBspannung. Das vorliegende Kapitel beschreibt die Be-
stimmung dieser Gréflen aus den Meflidaten von Versuchen mit dem austenitischen Stahl
X 6 CrNi 18 11. Zur Bestimmung des Elastizitidtsmoduls dienen sdmtliche von Westerhoff
[Wes95] durchgefiihrten monotonen Zugversuche:

woy o(MPa)
30004
4x
X
20004 13x

000 1

- 00 ettt}
025 0% 075 100 ,q?

€

Abb. 6.1: 24 monotone, dehnungsgesteuerte Zugversuche mit den drei unterschiedlichen Deh-
nungsgeschwindigkeiten ¢ = 10751 (13 Versuche), ¢ = 107*1 (7 Versuche) und
€ = 10731 (4 Versuche) (aus [Wes95])

4sieche Kap. 4.1
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Der Elastizitatsmodul von X 6 CrNi 18 11 stellt die Steigung der Hookeschen Geraden
dar. Um diesen Proportionalitatsbereich festzulegen, bedarf es einer geigneten Definition
der Fliegrenze des Materials (siehe [Fos96]).

In Tabelle 4.1 wurde fiir X 6 CrNi 18 11 eine Streckgrenze R, von 185"%» 5 angegeben.
Da nur bei kohlenstoffarmen, gegliihtem Stah! eine natiirliche Streckgrenze zu beobachten
ist3, stellt dieser Wert eine Niherung fiir die Fliegrenze durch Einfiihrung eines geeigne-

ten Offset-Mafes® fiir die erste nichtproportionale Dehnung dar.

In dieser Arbeit findet die von Phillips et al.” eingefiihrte Definition der FlieSgrenze Ver-
wendung (siehe Abb. 6.2):

- Die Fliespannung ist der Schnittpunkt der elastischen Gerade mit einer Regressi-
onskurve durch die ersten Mefipunkte, die von der linear-elastischen Geraden ab-
weichen.

13

Abb. 6.2: Festlegung der Flieigrenze nach Phillips et al. (aus [Fos96])

Bei der Durchfilhrung des Verfahrens wird zuerst ein geignetes Regressionsfenster fiir
die gemessenen Spannungen bestimmt, innerhalb dessen ein elastisches Verhalten des
Materials sicher angenommen werden kann. Dazu dienen die Spannungen o, und oyin.
Anschliefend erfolgt eine lineare Regression fiir diesen Bereich mit dem linearen Ansatz:

o=a+b ¢ (6.1)

Als Schitzer fiir den gesuchten E-Modul wird die Steigung b; der Regressionsgeraden
(6.1) verwendet, d.h.:

Sgiehe [Dom87), S. 312 f.
bsiche [Fos96]
Tsiehe [Fos96], S. 47 f.
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Mit dem so festgelegten E-Modul erfolgt eine ndherungsweise Berechnung der plastischen

Dehnung £?'%*t: gem#8:
o a)
gPlot g — — + — 6.3
5T (6.3)
Mit (6.3) 148t sich die oben erwihnte Offset-Dehnung e?'*" festlegen. Wenn e?t die-
sen Wert tiberschreitet, wird plastisches Verhalten des Materials angenommen. Mit ef,ﬁ‘:t'
und einer weiteren, geeignet anzusetzenden plastischen Dehnung eP!%% wird ein zweites

max
Regressionsfenster festgelegt.

Die Regression in diesem Bereich-liefert:

0'=a2+b2-e (64)
Der Schnittpunkt der beiden Geraden (6.1) und (6.4) stellt eine Naherung fiir die gesuchte
FlieBgrenze or des Materials dar:
a) — asg
by — by
Aufgrund der Streuungen der Meflwerte sind die Werte fiir ay, by, as, b, samtlich feh-
lerbehaftet (siehe Kapitel 5.2.2); die Ungenauigkeiten in den Parametern werden durch

die jeweiligen Standardabweichungen® S,,, S, S,,, S, beschrieben. Aus dem Fehlerfort-
pflanzungsgesetz® folgt die Standardabweichung der geschitzten FlieSgrenze op:

b2 2 a) — ap 2 bl 2 a; — as 2
= .52 =1 .82 —— | .52 L =) .82
S"'“’\J(bz-bl) S’“*(”‘ (bz—bl)z) S‘“*(bz—bl) S‘”(”Z (bz—bl)z) %
(6.6)

Zur Festlegung der Regressionsfenster werden fiir den austenitischen Stahl X 6 CrNi 18
11 die Werte gewé&hlt:

apza1+b1 . (65)

Omin = 20 N2
mm
Cmax = 120 -
mm

(6.7)
Pl = 0.002%

ePlast — 0,02%

Die Regressionsanalyse der Daten aus Abb. 6.1 liefert fiir den Elastizitdtsmodul E und
die FlieBBgrenze o bei Raumtemperatur die Werte:

E = 20573445224
mm

(6.8)
N

159 £ 5——
mm

H

or

8siehe Kapitel 5.2.2
9siehe z.B. (BK87), S. A 86 f.
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Westerhoff kommt in [Wes95] zu vergleichbaren Ergebnissen; er gibt fiir den Elastizitdts-
modul 206000m’:’n 7 und fiir die anfingliche FlieBspannung 164.2-1; an. Damit liegt die
FlieBgrenze des Materials deutlich unter dem in Tabelle 4.1 angegebenen Wert, was letzt-
lich auf das verwendete Offset-Mafi zuriickzufiihren ist. Zur Diskussion des Einflusses des
Offset-Mafles auf die Bestimmung der Fliefigrenze des Materials sei an dieser Stelle auf

die Arbeit von Fossd [Fos96] verwiesen.

Der Wert des Elastizitatsmoduls liegt, unter Beriicksichtigung des Streubandes, leicht
liber dem in Tabelle 4.1 angegebenen Wert, was aber ebenso an die Festlegung des pro-
portionalen Bereichs gekoppelt ist.

Weiterhin von Bedeutung ist die Verteilung des Elastizitdtsmoduls iiber alle Proben der
Charge. Aufgrund der relativ umfangreichen Stichprobe erscheint es angebracht, die zu-
grundegelegte Normalverteilung der Modellparameter durch einen entsprechenden Anpas-
sungstest nachzupriifen. Dazu dient der in Kapitel 5.2.2 beschriebene x2-Anpassungstest.

o+

6 1

31
e n'p(i)
| — | m(i)

0 L o ettt E
190000.0 200000.0 210000.0 220000.0

Abb. 6.3: Verteilung des Elastizitdtsmoduls in einer Charge

Abb. 6.3 zeigt die Haufigkeit m(7) des Auftretens eines bestimmten Wertes des E-Modules
in einem passend gewidhlten Intervall!® zusammen mit der aus der zugrundegelegten Nor-

10Dje Intervalle miissen stets gentigend MeBwerte enthalten, um zu einer sinnvollen statistischen Aus-
sage zu gelangen, siehe z.B. [HG72]
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malverteilung des F-Modules folgenden wahrscheinlichen Haufigkeit n*p(7). Deutlich wird
aus Abb. 6.3 die geringe Abweichung der Hiufigkeiten.

Der x2-Anpassungstest liefert bei einer zugrundegelegten Irrtumswahrscheinlichkeit von
5% und einem Freiheitsgrad der Verteilung einen Wert. fiir 2 von 0.105 gegeniiber einem
grofitmoglichen Wert von x2_, s = 3.8, so daf die Hypothese der Normalverteilung nicht
verworfen werden muf.

Die weiterhin zu bestimmenden elastischen Parameter wie die Querkontraktionszahl v und
der thermische Ausdehnungskoeffizient o werden aus der Literatur [BK87| iibernommen,
so gilt zB. o =12-107%4.

6.2 Bestimmung der Parameter des quasistatischen
Modells

Der Bereich plastischen Materialverhaltens wird durch die Modellparameter der zweiten
Kategorie charakterisiert. In diesem Abschnitt wird die Identifikation dieser Parameter
beschrieben, die das geschwindigkeitsunabhingige Verfestigungsverhalten des Materials
erfassen.

Das nichtlineare Verfestigungsverhalten 148t sich im monotonen Zugversuch durch die ak-
tuelle Steigung der o —e-Kurve beschreiben. Fiir den Verlauf der —e-Kurve wird in [BP87|
und [Rot91] eine gebrochen-rationale Funktion mit asymptotisch linear-verfestigendem
Materialverhalten!! angegeben. Der Tangentenmodul E; stellt sich dann als

=dcr(e)_ d-(b—a-d)—c

B de (d+e)?

(6.9)

dar (siehe Gleichung (3.54) sowie [Wes95], S. 143). Das asymptotisch linear-verfestigende
Verhalten 138t sich dabei durch die letzte Steigung Eio, der o — e-Kurve sowie den Ordi-
natenabschnitt ¢z beschreiben. Entsprechend werden die vier Freiheitsgrade a, b, c,d des
gebrochen rationalen Ansatzes (6.9) durch die meibaren Grélen F,op, Fy,, €3, Eioo aUS-
gedriickt (siehe [BP87) sowie Kapitel 3.2).

Als Grundlage der Anpassung der Parameter dienen die von Westerhoff [Wes95] bei einer
niherungsweise quasistatischen Geschwindigkeit é¢ = 10751 durchgefiihrten monotonen
Zugversuche (siehe Abb. 6.4).

giehe Kapitel 3.2




6.2. Bestimmung der Parameter des quasistatischen Modells 97

250.0

200.0

150.0

100.0

50.0

Y

r—t————t——t—t—t——— £
0.006 0.008 0.01

00 0002 0004

Abb. 6.4: Monotone Zugversuche bei einer niherungsweise quasistatischen Geschwindigkeit

Die Anpassung erfolgte mit der Fehlerquadratmethode aus Kapitel 5.2.1. Als Restriktio-
nen sind dabei zu beachten:
E Z Eta 2 Et 2 Etoo (610)

Die Beziehung (6.10) besagt, daf# der Tangentenmodul mit wachsender Verfestigung des
Materials stets monoton abnehmen muf. Fiir die Freiheitsgrade des Modells (6.9) ergibt
dies die beiden Restriktionsfunktionen:

ai(a,b,c,d) = E—

d+ %

(6.11)

b—op-(1-2-%)

g2(a,b,¢c,d) = it —a>0
Weiterhin gilt die Stetigkeitsforderung fiir ¢ = 9£; diese ergibt die Gleichung'?:
2

a- (%) +b-{%E)+c

93(a, b, ¢,d) = (E) (E) —op=0 (6.12)

d+ %

12Gleichheitsrestriktionen kénnen immer dazu benutzt werden, einen Freiheitsgrad des Modells zu
eliminieren [Pr”88], was laut Braess [Bra76] zu einer Verbesserung der Problemstellung fiihrt
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Fir die mefibaren Parameter E,, ¢3, Fioo lassen sich nun leicht gute Startwerte zur Opti-
mierung angeben; im vorliegenden Fall (siehe Abb. 6.4) werden gewahlt:

N
E? = 100000

mm?
N
A = 100—— (6.13)
N
Ep, = 1000—;
mm

Die Least-Squares-Funktion beinhaltet neben den Residuen die Streuungen der MeBwerte
an jedem Meflpunkt. Um zu einer sinnvollen Abschitzung dieser Ungenauigkeiten zu ge-
langen, bieten sich im wesentlichen zwei Wege an:

Dort, wo eine Anzahl wiederholter Versuche vorliegt (siehe Abb. 6.1), 148t sich die Streu-
ung der MeBwerte durch Definition von Vergleichsdehnungspunkten und geeigneter Inter-
polation der Mefiwerte direkt ermitteln (siche Abb. 6.5):

+ o : + 4 t
0.00085 0.0009 0.00095 0.001 0.00105

Abb. 6.5: Streuung der Spannung ¢ bei einer Referenzdehnung ¢ = 0.1% und Mittelwert ¢

Bei den in Abb. 6.5 dargestellten —naherungsweise quasistatischen— monotonen Zugkur-
ven mit einer Dehngeschwindigkeit é = 10751 (siche Abb. 6.4) ergibt sich beispielsweise
bei einer Referenzdehnung ¢ = 0.1% und linearer Interpolation zwischen den MeBpunkten
eine Streuung der Spannung o:

N
mm?2

Sy lezo01% = 2.344 (6.14)

Aufgrund des geringen Umfangs der Stichprobe kann (6.14) jedoch nur ein grober Anhalt
fiir die Streuung sein. Zudem ist die oben beschriebene Vorgehensweise nur fiir wenige
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Bereiche der Spannungs-Dehnungskurve anwendbar, da mit wachsender Dehnung immer
weniger Mefdaten zur Verfiigung stehen (siche Abb. 6.4).

Als weiterer Weg bietet sich daher die Nutzung von Informationen aus der Anpassung
des Modells an die Melwerte an [PTVF92|. Diese Vorgehensweise bedarf zweier Grund-
annahmen:

(i) Alle Mefipunkte besitzen dieselbe Standardabweichung und

(ii) das Modell liefert, die bestmogliche Anpassung an die Mefipunkte.

Annahme (i) fiihrt nun dazu, dafl eine unabhéngige Einschitzung der Giite der Anpassung
nicht mehr mdéglich ist [PTVF92]. Ebenso muf die Fehlerquadratsumme hinreichend klein
sein, um eine sinnvolle Abschitzung der Streuungen vornehmen zu kénnen. Wenn die
Voraussetzungen erfiillt sind, folgt aus der Minimierung der Fehlerquadratsumme ein a
posteriori-Schitzer der Varianz [PTVF92]:

2 e (U —y(ziia,...,0m))°
S*= ; — (6.15)
Die Minimierung der Fehlerquadratsumme erfolgte mit dem in Kapitel 5.2.1.3 beschrie-
benen nichtlinearen Least-Squares Verfahren SQUFIT [Bra76] von Braess. Aufgrund der
guten Startwerte der Optimierung und der leichten Nachpriifbarkeit des gefundenen Op-
timums durch Ausmessen der Kurven kann auf ein globales Suchverfahren (siehe Kapitel
5.2.1.1) verzichtet werden. Das Ergebnis der optimalen Anpassung des Modells (6.9) an
die Mefiwerte ist in Abb. 6.6 dargestellt:

c
250.0 T
200.0 1
150.0 +
1000 ¥
500 + —e&— | Modell
(0] Messwerte
0.0 +—4 —t—f——t —t +—4 +—— g
0.0015 0.003 0.0045 0.006 0.0075

Abb. 6.6: Optimale Anpassung des Modells (6.9) an die Mefiwerte
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Nach der Anpassung 148t sich die unbekannte Varianz der MeBwerte aus (6.15) bestimmen;
nachzupriifen ist aber die zugrundegelegte Normalverteilung der Mefiwerte und die obige
Annahme (i). Dazu ist in Abb. 6.7 die Verteilung der Residuen nach der Anpassung
aufgefiihrt:

6 -- .......... n*p(i)

................ ] — | m{i)
e

20 -15 -10 05 00 05 10 15 20 Y Yi

Abb. 6.7: Verteilung der Residuen nach Minimierung der Fehlerquadratsumme

Abb. 6.7 zeigt die Hiufigkeit m(i) des Auftretens eines bestimmten Wertes des Residu-
ums in einem passend gew#hlten Intervall zusammen mit der aus der zugrundegelegten
Normalverteilung der Residuen folgenden wahrscheinlichen Haufigkeit n * p(i). Deutlich
wird aus Abb. 6.7 die geringe Abweichung der Haufigkeiten.

Der x2-Anpassungstest liefert bei einer zugrundegelegten Irrtumswahrscheinlichkeit von
5% und drei Freiheitsgraden der Verteilung einen Wert fiir x2 von 6.401 gegeniiber einem
groftmoglichen Wert von x2_, 05 = 7.815, so dal die Hypothese der Normalverteilung
nicht verworfen werden muf3.

Analog zur obigen Argumentation brauchen auch die beiden Grundannahmen (i) und (ii)
nicht verworfen zu werden, so daf sich die Vorgehensweise der Erzeugung synthetischer
MeBwerte auf diese Weise rechtfertigen 148t.

Als Streuung der Spannung o folgt aus der statistischen Analyse:

N

mm

(6.16)
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Deutlich wird aus (6.14) und (6.16) der grofie Unterschied zwischen der Streuung der
Mefiwerte einer Probe und der Streuung der Mefiwerte in einer Charge gleichen Materials.
Dies zeigt den grofien Einfluf des Probenmaterials; zu einem analogen Ergebnis kommt
Kikillus bei der Bestimmung der Harte der Proben aus derselben Charge, weswegen er
die Proben in Gruppen einteilt [Kik93].

Die mit der Streuung (6.16) erzeugten synthetischen Mefidaten sind zusammen mit den
ihnen zugrundeliegenden realen Mefldaten in der Abb. 6.8 dargestellt:

250.0 T
2000

1500 1

1000

50.0 1

1 PO )

0.0 ————r—{—
0.0015
¢® o

———t——— £

0.003 0.0045 0.006 0.0075

Abb. 6.8: Vergleich der simulierten Daten (- -) mit den Mefiwerten (—)

Aufgrund der Annahme (ii) der bestmdglichen Wiedergabe der Mefidaten durch das Mo-
dell besitzen die synthetischen Mefldaten exakt dieselbe statistische Beziehung zu den
optimal angepafiten Modellparametern wie die nicht realisierten Mefidaten zu den unbe-
kannten wahren Parametern!?, so da8 sie ein adiquates Surrogat darstellen.

Zur Bestimmung der Streuung der Modellparameter wurden jeweils 1000 Monte Carlo
Simulationen durchgefiihrt. Die Ergebnisse sind in Tabelle 6.1 aufgelistet:

13siehe [PTVF92], S. 685
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Versuch | Anfangstangentenmodul | Endtangentenmodul | Ordinatenabschnitt

Nr. B, 2] B, [ 2] s [
1 193785 4013 196.1
+2904 +33 0.2
2 138032 2973 200.1
+2286 +28 +0.2
3 183256 3244 198.7
+5094 +36 +0.1
4 144750 3045 198.4
+2104 +112 +0.5
5 170590 3411 198.9
+2305 +5 +0.1
6 167885 3187 198.9
+1292 +6 +0.1
T 166383 3312 198.5
+S5, +21575 +376 +1.3

Tabelle 6.1: Verteilung der Parameter des Tangentenmoduls bei quasistatischen Zugver-
suchen und Mittelwerte

Auf das Nachpriifen einer Verteilung der Modellparameter aus Tabelle 6.1 analog zum
Nachweis der Normalverteilung des Elastizitdtsmoduls in Kapitel 6.1 wird hier aufgrund
des geringen Umfangs der Stichprobe jedoch verzichtet.

Zur Beschreibung des zyklischen Verfestigungsverhaltens sind im INTERATOM-Modell
weitere Freiwerte enthalten (siehe Kapitel 3.2). Die Identifikation dieser Pararmeter ist
Gegenstand der folgenden Ausfiihrungen.

Das zyklische Verfestigungsverhalten des Materials stellt sich wie in Abb. 6.9 dar:
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¢ = 10751

Abb. 6.9: Zyklische Versuche (aus [Wes95])

Abb. 6.9 zeigt drei verschiedene zyklische Versuche mit den konstanten Dehnschwingbrei-
ten Ae = 2% , Ae = 1.5% und Ae = 0.5%. Die drei Zyklen wurden von Westerhoff bei
einer quasistatischen Geschwindigkeit von é = 107%1 ermittelt. Man erkennt in jedem
der drei Zyklen die zyklische Verfestigung, die laut Westerhoff [Wes95] nach ungefahr 20
Zyklen erreicht ist.

Das INTERATOM-Modell erfafit das zyklische Verfestigungsverhalten durch eine Ent-
wicklungsgleichung fiir den Radius der Fliefifliche im Rahmen der gewihlten Fliefitheorie
(siehe Kapitel 3.2). In [BP87] und [Rot91] wird fiir den aktuellen Radius der Fliefliche
die Beziehung

9(k) = go + (90 — 90) - (1 — ™) (6.17)
angegeben. In Gleichung (6.17) bezeichnet
2
Jo=3- o’ (6.18)

den anfinglichen Radius der Fliefifliche. Fiir den Radius g,, der Fliefliche im Grenzzu-
stand der Verfestigung wird in [BP87] und [Rot91] der Ansatz

Jeo = C2° Jo (619)

gemacht. Das INTERATOM-Modell besitzt daher zwei Freiheitsgrade ¢, und c,, die aus
den in Abb. 6.9 dargestellten zyklischen Versuchen bestimmt werden miissen. Die Anpas-
sung erfolgte mit der in Kapitel 5.2.1 beschriebenen Fehlerquadratmethode, und zwar mit



104 6. Bestimmung der Parameter des INTERATOM-Modells

dem in Kapitel 5.2.1.4 beschriebenen Optimierungsverfahren NLPQLD von Schittkowski
[Sch81], sowie mit dem Evolutionsverfahren evoC von Trint und Utecht [TU%M].

Die zum vorliegenden Anpassungsproblem gehérige Fehlerquadratsumme 148t sich im Fall
zweier Modellparameter anschaulich darstellen:

f(CbCZ) Cy

Abb. 6.10: Fehlerquadratsumme zu den Zyklen

Abb. 6.10 offenbart einen ungiinstigen Verlauf der Zielfunktion zur Bestimmung der beiden
Parameter ¢; und ¢;. Das Minimum der Fehlerquadratsumme ist in einem langgestreck-
ten, hyperbelférmigen Tal zu suchen, dessen Boden nur geringe Gradienten aufweist. Diese
Form der Zielfunktion zeugt von einer fast linearen Abhédngigkeit der beiden Parameter.
Es ist daher angebracht, eine andere Verfestigungsfunktion g(«) fiir das INTERATOM-
Modell zu wihlen, welche einen giinstigeren Verlauf der Zielfunktion aufweist. Wiinschens-
wert wire eine konvexe Funktion. Die Angabe einer solchen Verfestigungsfunktion ist je-
doch a priori nicht moglich. Aus diesem Grunde wird in dieser Arbeit die Funktion (6.17)
beibehalten. Die ungiinstigen Form der Zielfunktion fithrt dazu, dafl deterministische Op-
timierungsverfahren (siche Kapitel 5.2.1.4) nur im Falle guter Startwerte der Optimie-
rung erfolgreich eingesetzt werden koénnen. So findet das oben genannte Verfahren von
Schittkowski bei schlechten Startwerten nur ein lokales Minimum; beispielsweise fiihrt der
Startparametersatz ¢; = 0.001 und ¢; = 20.0 nach 4 Iterationsschritten zu dem Ergebnis
¢; = 0.0011 und ¢; = 17.0, was nach Abb. 6.10 und Abb. 6.11 noch weit weg vom Op-
timum ist. Zum Auffinden von Startwerten in der Néhe des gesuchten Minimums eignen
sich in besonderer Weise Evolutionsverfahren (siche Kapitel 5.2.1.5). Die folgenden Er-
gebnisse wurden mit dem Programm evoC [TU94] in paralleler Version eingebettet in das
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Programm PVM [GBD*94] erzielt. Initialisiert wurde eine (1/1,10) - Evolutionsstrategie,
also eine Strategie mit einem Elter und zehn Nachkommen, die fiir jeweils 20 Genera-
tionen auf jedem der eingesetzten Rechner innerhalb des Master-Slave-Konzeptes! (siehe
Kapitel 5.2.1.5) isoliert ablief. Die Steuerung der Schrittweite der Mutationen beriicksich-
tigte Informationen aus vorhergehenden Evolutionsschritten.

In der Abb. 6.11 ist die Suche nach dem globalen Minimum der Fehlerquadratsumme mit
dem oben beschriebenen Evolutionsverfahren dargestellt:

200 1
1801
16.0
14.0 T
1201
1001

80+

6.0t

401
201

3
+ N s 1 — ]

I + t + L | La— 1 C
10 2 5 03 2 5 102 1

Abb. 6.11: Auffinden guter Startwerte mit der Evolutionsstrategie

In Abb. 6.11 erkennt man deutlich, wie die Evolutionsstrategie dem Verlauf der in Abb.
6.10 dargestellten Zielfunktion folgt; nach einer anfinglichen Suche in der Umgebung des
Tales folgt das Evolutionsverfahren genau dem hyperbelférmigen Verlauf des Talgrundes.
Mit den so gefundenen Werten der Parameter ¢; und ¢, aus (6.17) lassen sich die in den
Kapiteln 5.2.1.3 und 5.2.1.4 beschriebenen Verfahren erfolgreich einsetzen.

Die Minimierung der Fehlerquadratsumme unterliegt dabei verschiedenen Restriktionen;
zum einen sind das die in Kapitel 3.4 hergeleiteten thermodynamischen Restriktionen fiir
die Parameter ¢; und c;, die die Befriedigung der Entropieungleichung sichern:

1 2-E, ]
0<qg< . —2-Biol,a>1 6.20
1 (62—1)'UF2 [1_% L 2 ( )

14Es wurden 12 Rechner mit dynamischer Auslastung eingesetzt




106 6. Bestimmung der Parameter des INTERATOM-Modells

Zum anderen ergeben sich Restriktionen aus numerischer Sicht; dies wird deutlich, wenn
man die im INTERATOM-Modell enthaltene Strukturgedichtnisfunktion A(x) (siehe Ka-

pitel 3.2) betrachtet:
Alg)=p- / ik + q (6.21)
2 Valx)

Wertet man das in (6.21) enthaltene Integral fiir die Funktion (6.17) aus, so findet man:

1
Ci - \/EE |
n (\/— ey —1)-e—err ¢y — \/0_2) . (\/_7(02 —1)- e+ oy + \/C-z')
(V= (e —1)-eamin 0 — /55) - (V=(e2=1) e+ o+ /55)

Alk) = g—p- (6.22)

Der im Zahler des Argumentes des Logarithmus enthaltene Exponentialterm — (¢; — 1) -
e~°* in (6.22) wird fiir groe Werte von ¢; und & sehr klein. Das wird dann relevant,
wenn die GréB8enordnung in den Bereich der Maschinengenauigkeit macheps (siehe Kapitel
5.2.1.2) kommt. In diesem Fall kann der Rechner den Ausdruck —(cy — 1) - e * + ¢
nicht mehr von ¢, unterscheiden!®, so da der Zahler des Logarithmus zu Null wird und
damit den Definitionsbereich des Logarithmus verletzt. Um diesen Fall auszuschliefien,
wird daher gefordert:

(ca — 1) - €7 > macheps (6.23)

Die Maschinengenauigkeit macheps in (6.25) besitzt beispielsweise auf einer SUN Sparc-
Station 10/20 den Wert!6:
macheps = 1.11022302 - 10716 (6.24)

Numerische Rechnungen sollten so verlaufen, dal man deutlich weg von den Rundungen
bleibt, z.B. oberhalb von 10~!2. Die Forderung (6.23) fiihrt daher zu der numerischen
Restriktion:

— —-12 -1

< In(10="%) + In (¢, ) (6.25)
G

Aus (6.25) und (6.24) ergibt sich ein maximal zuldssiger Wert Kgren, fiir die isotrope

Verfestigungsvariable « (siehe Abb. 6.12):

25.32 -1
= PRI L (6.26)

18Zur Problematik der Maschinengenauigkeit bei der Arithmetik mit endlicher Genauigkeit siche auch
[DS83], S. 10 .
16Zur Ermittlung der Maschinengenauigkeit sieche Kap. 5.2.1.2
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Abb. 6.12: Numerische Restriktion Kgren, fiir die isotrope Verfestigung

Die endgiiltige Anpassung der Parameter ¢; und ¢; in (6.17) an die Zyklen in Abb. 6.9
unter Beriicksichtigung der Restriktionen (6.20) und (6.25) erfolgte mit dem in Kapitel
5.2.1.4 beschriebenen Optimierungsverfahren NLPQLD von Schittkowski [Sch81].

Entscheidend bei der Auffindung der Werte fiir die Materialparameter, die in der Lage
sind, das Verfestigungsverhalten des Materials bei Raumtemperatur addquat zu beschrei-
ben, ist die Menge an Informationen, die in die Parameter eingeht. Zur Verdeutlichung
dieser Problematik wird im folgenden die Anpassung an die einzelnen Zyklen vorgenom-
men und mit den so gefundenen Parametern versucht, die jeweils nicht in die Anpassung
miteinbezogenen Zyklen zu beschreiben. Das Resultat dieser Vorgehensweise ist die je-
weils sehr gute Modellierung des angepafiten Zyklus, aber die teilweise sehr ungenaue
Wiedergabe der nicht mitangepaBiten Zyklen, so daf sich eine befriedigende Losung des
Optimierungsproblems nur iiber die Hinzunahme sdmtlicher Informationen iiber das Ver-
festigungsverhalten des Materials erzielen 148t.

Abb. 6.13 zeigt die Anpassung an den Zyklus mit Ae = 2%, der entsprechend auch gut
vom Modell wiedergegeben wird. Die beiden Zyklen mit Ae = 1.5% und Ae = 0.5% wer-
den dagegen nicht richtig erfat. Bei der Anpassung an den Zyklus mit Ae = 1.5% (siehe
Abb. 6.14) und an den Zyklus mit Ae = 0.5% (sieche Abb. 6.15) ergeben sich analoge
Ergebnisse. Erst die gleichzeitige Anpassung an alle drei Zyklen (sieche Abb. 6.16) liefert
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das gewiinschte Ergebnis.

Abb. 6.13: Ergebnis der Anpassung an den Zyklus mit Az = 2%

Abb. 6.14: Ergebnis der Anpassung an den Zyklus mit Ae = 1.5%
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Abb. 6.15: Ergebnis der Anpassung an den Zyklus mit Ae = 0.5%

Abb. 6.16: Ergebnis der Anpassung an alle drei Zyklen gleichzeitig

Die Anpassung an alle drei Zyklen gleichzeitig (siche Abb. 6.16) ergibt einen Parame-
tersatz, der in der Lage ist, das Verfestigungsverhalten des Materials insgesamt gut zu
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erfassen. Die gesuchten Werte der Parameter ¢; und ¢, bei Raumtemperatur lauten damit:

mm?

N

0.0199 =% 0.0005

9]

(6.27)
¢ = 3.06+0.02

Aus der statistischen Analyse (siche Kapitel 5.2.2) folgen die Korrelationen zwischen den
beiden Parametern ¢; und c;:

( p 1 C2
a 1.0 | -081
C2 —0.81 1.0

Tabelle 6.2: Korrelationskoeffizienten

Aus Tabelle 6.2 folgt eine starke negative Korrelation zwischen den Parametern ¢; und
3, die auf die lineare Beziehung

mm?

) = —0.037 N

er+k; kER (6.28)

hindeutet. Die statistische Analyse bestétigt die in Abb. 6.10 zu erkennende lineare
Abhangigkeit zwischen den Parametern. Setzt man die lineare Abhéngigkeit (6.28) in die
Verfestigungsfunktion (6.17) ein, so erhilt man die modifizierte Verfestigungsfunktion:

o 0037
9(x) = go + (9o — 90) * (1 —ekx. (ecﬂ 7 '*) ) (6.29)
Der Parameter ¥ mufl wiederum aus den zyklischen Versuchen aus Abb. 6.9 bestimmt
werden.
Die Anpassung ergibt:

2

mm
Ek = 0.1 0.0007
0.15 £ 0.0007 =
' (6.30)
¢ = 3.06£0.01
Der neue Korrelationskoeffizient p(k,c;) zu den Parametern (6.30) lautet:
p(k,c) = —0.38 (6.31)

In diesem Fall ergibt sich durch Einsetzen der linearen Abhangigkeit eine Verbesserung
der Situation.
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6.3 Bestimmung der Parameter des viskoplastischen
Modells

Als dritter und letzter Bereich der Anpassung des INTERATOM-Modells verbleiben die
Parameter der dritten Kategorie, die das viskose Materialverhalten erfassen. Typische
viskose Phanomene sind in den Abb. 6.17 bis Abb. 6.20 dargestellt:

4@.0:- O'(MPG)

0.0 +—— +—- ¢ e
050 100 . 150 200 4102

£

Abb. 6.17: Dehnungsgesteuerte Zugversuche (aus [Wes95])

o = 320M Pa
o = 245M Pa
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Abb. 6.18: Kriechversuche bei verschiedenen Spannungsniveaus (aus {Wes95))
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Abb. 6.19: Relaxationsversuche (aus [Wes95])
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Abb. 6.20: Relative Abnahme der Spannung bei Relaxationsversuchen (aus [Wes95])

Die Versuche wurden von Westerhoff bei Raumtemperatur durchgefiihrt. Abb. 6.17 zeigt
sechs monotone Zugversuche mit jeweils konstanter Dehngeschwindigkeit € von einer qua-
sistatischen Geschwindigkeit 10> bis zu einer Geschwindigkeit von 102, Man erkennt
die nichtlineare Zunahme der Spannung pro Dekade der Geschwindigkeit und damit eine
positive Dehnratenabhingigkeit des Materials. Das in bestimmten Temperaturbereichen
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zu beobachtende Phinomen der negativen Dehnratenabhéangigkeit, welches auf die Reckal-
terung des Materials zuriickzufithren ist, wird in [Wic96] ausfiihrlich untersucht.

Das in Kapitel 2.1.4 beschriebene Kriechverhalten ist in Abb. 6.18 zu erkennen. Abhéngig
vom Niveau der Spannung zu Beginn des Kriechvorganges akkumuliert eine mehr oder
weniger grofe Kriechdehnung. Dabei gilt: Je hoher das Spannungsniveau war, desto grofier
die akkumulierte Dehnung.

Die Abb. 6.19 und Abb. 6.20 zeigen das in Kapitel 2.2.2 beschriebene Phinomen der Span-
nungsrelaxation. In Abb. 6.20 erkennt man die Abhéingigkeit der Gréfe der relaxierten
Spannung von der Geschwindigkeit des vorhergehenden monotonen Zugversuches. Hierbei
gilt: Je groBler die Geschwindigkeit des monotonen Zugversuches war, desto starker nimmt
die Spannung mit der Zeit ab.

6.3.1 INTERATOM-Modell

Das INTERATOM-Modell erfafit das viskose Verhalten des Materials im Rahmen des
Uberspannungskonzeptes von Perzyna (siehe Kap. 3.3) durch die Uberspannungsfunktion
®(A). In [Brus4], [BP87] und [Rot91] wird fiir die Uberspannungsfunktion die Beziehung

A A oD
bzw. fiir konstante Prozeftemperatur
A AN

angegeben. Das INTERATOM-Modell besitzt daher drei Freiheitsgrade v , ¢4 und cs,
die aus den Mefiwerten der in den Abb. 6.17 bis Abb. 6.20 dargestellten Versuche zu
bestimmen sind. Die Anpassung erfolgte mit der in Kapitel 5.2.1 beschriebenen Fehler-
quadratmethode.

Die Least-Squares-Funktion beinhaltet neben den Residuen die Streuungen der Mefiwer-
te an jedem Meflpunkt. Um zu einer sinnvollen Abschitzung dieser Ungenauigkeiten zu
gelangen, wird, wie in Kapitel 5.2, die aus der Anpassung des INTERATOM-Modells
folgende Information herangezogen. Voraussetzung ist wiederum die optimale Anpassung
des Modells an die Meflwerte.

Die Minimierung der Fehlerquadratsumme erfolgte mit dem in Kapitel 5.2.1.3 beschrie-
benen nichtlinearen Least-Squares Verfahren SQUFIT [Bra76] von Braess. Als Startwerte
der Optimierung wurden gewéhlt:
1
v = 107%=
s
N
Cy = 0.01 2
mm

Cy, = 8.0

(6.34)
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Das Ergebnis der optimalen Anpassung des INTERATOM-Modells an die Mewerte am
Beispiel des monotonen Zugversuches mit der Dehngeschwindigkeit ¢ = 10'4§ aus Abb.
6.17 ist in Abb. 6.21 dargestellt:

250.0 1
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Abb. 6.21: Optimale Anpassung des INTERATOM-Modells an die MeBwerte

Nach der Anpassung 148t sich die unbekannte Varianz der Meflwerte aus (6.15) bestimmen;
nachzupriifen ist aber die zugrundegelegte Normalverteilung der MeBwerte. Dazu ist in
Abb. 6.22 die Verteilung der Residuen nach der Anpassung aufgefiihrt:
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.............. 20 L.
15 ::
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Abb. 6.22: Verteilung der Residuen nach Minimierung der Fehlerquadratsumme
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Abb. 6.22 zeigt die Haufigkeit m(z) des Auftretens eines bestimmten Wertes des Residu-
ums in einem passend gewéahlten Intervall zusammen mit der aus der zugrundegelegten
Normalverteilung der Residuen folgenden wahrscheinlichen Hiufigkeit n * p(z). Deutlich
wird aus Abb. 6.22 die geringe Abweichung der Hiufigkeiten.

Der x*-Anpassungstest liefert bei einer zugrundegelegten Irrtumswahrscheinlichkeit von
5% und einem Freiheitsgrad der Verteilung einen Wert fiir x? von 1.554 gegeniiber einem
groftmoglichen Wert von x2_;05 = 3.842, so daff die Hypothese der Normalverteilung
nicht verworfen werden muf.

Als Streuung der Spannung o folgt aus der statistischen Analyse:

N

— (6.35)

Se |é=1o—4§ = 0.7

Die mit der Streuung (6.35) erzeugten synthetischen Mefdaten sind zusammen mit den
ihnen zugrundeliegenden realen Mefidaten in Abb. 6.23 dargestellt:
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Abb. 6.23: Vergleich der simulierten Daten (---) mit den MeSSiwerten (—)

Zur Bestimmung der Streuung der Modellparameter wurden aufgrund der im Vergleich
zu Kapitel 6.2 wesentlich gréfleren Rechenzeiten jeweils 10 Monte Carlo Simulationen
durchgefiihrt. Die so erzielten Ergebnisse sind in Tabelle 6.3 aufgelistet:
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Dehngeschwindigkeit _

5 % ’YE} C4 m):,,p] Cs

1073 1.0.107% 6.95-10"* | 8.041
+2.12-1073¢ | £8.17-10"% | £0.199

1074 1.0.10°% 8.56-10"% | 7.298
+5.59 10734 | £4.09-10~* | £0.062

107° 0.58-1073% | 3.18.107° 7.52
+8.6-1073 | £3.89-.107% | £1.89

Tabelle 6.3: Abhéingigkeit der Viskositdtsparameter von der Dehngeschwindigkeit

Tabelle 6.3 zeigt uneinheitliche Werte fiir die Modellparameter bei den unterschiedlichen
Geschwindigkeiten. Hinzu kommen grofle Streuungen der Parameter -y und ¢4, so daf diese
beiden Parameter noch mit grofien Unsicherheiten behaftet sind. Die Grundproblematik
bei dieser Vorgehensweise ist der Informationsgehalt in den Parametern; die Parameter
kénnen jeweils sehr gut den Prozefl beschreiben, aus dem sie ermittelt worden sind, jedoch
sind sie nicht in der Lage, auch andere Prozesse zu erfassen.

€

0.005

0.01  0.015 002 0025 0.03

Abb. 6.24: Anpassung an den dehnungsgesteuerten Zugversuch mit € = 10‘2%
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Abb. 6.25: Anpassung an den dehnungsgesteuerten Zugversuch mit € = 10‘5%

In Abb. 6.24 wurde die Anpassung an den monotonen Zugversuch mit é = 10‘2% aus
Abb. 6.17 vorgenommen, welcher von dem so ermittelten Parametersatz auch optimal
wiedergegeben wird. Die in der Abbildung dargestellte Simulation der anderen Zugversu-
che aus Abb. 6.17 schligt jedoch fehl, da die entsprechende Information nicht mit in die
Parameter eingegangen ist.

Die gleiche Situation ergibt sich fiir die Anpassung an die quasistatische Zugkurve aus
Abb. 6.17; in diesem Fall enthalten die Parameter iiberhaupt keine Informationen iiber
das viskose Verhalten des Materials, so dafl eine Simulation von Zugversuchen mit héher-
er Dehngeschwindigkeit nicht méglich ist. Diese Ergebnisse flihren unmittelbar zu der
Schluffolgerung, daf nur die gleichzeitige Anpassung an alle monotonen Zugkurven einen
Parametersatz liefern kann, der iiberhaupt in der Lage ist, das viskose Materialverhalten
zu beschreiben.

Zur Auffindung guter Startwerte zur Minimierung der Fehlerquadratsumme aus allen mo-
notonen Zugversuchen dient, wie in Kapitel 6.2, ein Evolutionsverfahren. Die folgenden
Ergebnisse wurden mit dem Programm evoC [TU94] in paralleler Version eingebettet in
das Programm PVM [GBD*94] erzielt. Initialisiert wurden jeweils eine (1/1,10) - Evo-
lutionsstrategie und eine (1+1,10) - Evolutionsstrategie, also eine Strategie mit einem
Elter und zehn Nachkommen, die fiir jeweils 20 Generationen auf jedem der eingesetzten
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Rechner innerhalb des Master-Slave-Konzeptes'” (siche Kapitel 5.2.1.5) isoliert abliefen.

Bei dieser Art der Optimimierung zeigte sich deutlich die Uberlegenheit der *,-Strategie
gegeniiber der ’+'-Strategie, da die erste nicht dazu neigt, in lokalen Optima zu verharren
[Rec73], [Sch95) und [SHF94] (siehe Abb. 6.26).

f('Y, C4, Cs )
2507 ..
N
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1100 +
1050 4
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950+ R
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i i ] 'l
T

o012 3 45 67 89 1011121314 15 fteration

Abb. 6.26: Vergleich der '4'-Variante (- --) der Evolutionsstrategie mit der ’,-Variante (—)

Unter der in Abb. 6.26 angegeben Abszissenbeschriftung ’Iteration’ ist dabei die Anzahl
der vom Master-Prozef8 gefundenen Verbesserungen der Zielfunktion f (vy,cq,cs) zu ver-
stehen. Man erkennt die wesentlich grofiere Geschwindigkeit der ’,’-Strategie.

Mit den so gefundenen Startwerten der Optimierung erfolgte die endgiiltige Anpassung
der Parameter v , ¢4 und ¢s. Zum Einsatz kam dabei das in Kapitel 5.2.1.4 beschriebene
Optimierungsverfahren NLPQLD von Schittkowsk: [Sch81]. Das Ergebnis der Anpassung
an sdmtliche monotone Zugversuche aus Abb. 6.17 zeigt Abb. 6.27:

17Es wurden 12 Rechner mit dynamischer Auslastung eingesetzt
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Abb. 6.27: Ergebnis der Anpassung an dehnungsgesteuerte Zugversuche
Die gesuchten Werte der Parameter v , ¢, und ¢5 bei Raumtemperatur lauten somit:
-20 —201
vy = 1.0-107 £5.67-10

S
N
mm?

cq = 1.0-100*+1.34-107*
cs = 4.040.047

(6.36)

Aus der statistischen Analyse (siehe Kapitel 5.2.2) folgen die Korrelationen zwischen den
Parametern:
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o cs cs |
v 1.0 T 099 [ —0.51
ca | 099 | 1.0 | —0.46
cs | —0.51| —0.46 | 1.0 |

Tabelle 6.4: Korrelationskoeffizienten

Aus Tabelle 6.4 folgt eine starke positive Korrelation zwischen den Parametern v und c4.
Ebenso sind diese beiden Parameter mit starken Streuungen behaftet, so dafl die bisher
herangezogenen Versuche zur Bestimmung dieser Gréflen noch nicht ausreichen. Diese
Ergebnisse decken sich mit den von Thielecke in [GT96] aufgezeigten Problemen bei der
Anpassung des Modells von Steck [Ste95] an Versuche mit reinem Aluminium. Aus die-
sem Grunde werden im folgenden weitere Versuche in die Optimierung einbezogen. Dies
sind zuallererst die in Abb. 6.18 dargestellten Kriechversuche, da Kriechen gleichsam als
Synonym fiir viskoses Materialverhalten anzusehen ist. Ausgehend von den in (6.36) ange-
gebenen Materialparametern wurden mit dem oben erwihnten Verfahren von Schittkowsk:

die Kriechkurven aus Abb. 6.18 angepafBt; die Ergebnisse zeigt Abb. 6.28:
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Abb. 6.28: Ergebnis der Anpassung an Kriechversuche

Aus Abb. 6.28 wird deutlich, da§ die Kriechkurve mit dem niedrigsten Spannungsniveau
nur sehr ungenau vom Modell erfasst wird. Die Ursache hierfiir ist in dem einfachen Ansatz
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fiir die Uberspannung zu suchen; da das angegebene Spannungsniveau von 185-2; wenig

iber der in Kapitel 6.1 ermittelten anfianglichen FlieBgrenze des Materials liegt, kann
sich in der Uberspannungsfunktion (6.33) wihrend des der Kriechkurve vorausgehenden
monotonen Zugversuches nicht geniigend Uberspannung aufbauen, um diese Kriechkurve
addquat zu beschreiben.

Die so gefundenen Werte der Parameter vy , ¢4 und ¢z lauten:

1
vy = 69-1072+13-107%=
S

N

g = 1.0-107'+53-107°—
mm

¢ = 3.76 £0.018

(6.37)

In (6.37) zeigt sich eine signifikante Verkleinerung der Streuung der Parameter gegeniiber
den Werten in (6.36). Daraus folgt, dal die Hinzunahme weiterer Information in die
Anpassung zu einer Verbesserung der Kenntnis der gesuchten Parameter fiihrt. Proble-
matisch bleibt noch die in Tabelle 6.5 zu erkennende starke positive Korrelation zwischen
den Parametern v und cg4.

el v | e | e |
~ [ L0 | 099 [—0.23
ca| 099 | 1.0 |—-012
cs | =023 —0.12| 1.0

Tabelle 6.5: Korrelationskoeffizienten

Dies deutet darauf hin, dafl die bisher verwendeten Versuchstypen unter Umstinden nicht
dazu ausreichen, die Modellparameter entsprechend anzuregen, so dafl zur Verbesserung
der Kenntnis dieser Parameter weitere Versuchstypen, wie zum Beispiel Torsionsversuche
an diinnwandigen Rohrproben, in das Anpassungsproblem miteinzubeziehen sind (siehe
Kapitel 4).

6.3.2 Erweitertes INTERATOM-Modell

Das erweiterte INTERATOM-Modell (siehe Kapitel 3.3) unterscheidet bei der Beschrei-
bung des viskosen Materialverhaltens zwischen der in Abb. 6.17 dargestellten Dehnra-
tenabhéingigkeit des Materials und Kriechprozessen (siehe Abb. 6.18). In [Rot91] sowie
[BR94] werden fiir die Dehnratenabhéngigkeit des Materials die beiden Funktionen

AAv,T) = an(A,T) - as(v,T)

a(A,T) = tanlll(_(_zlzzfllgg)— T (tanh(a1n(T) - A + a13(T)) = 1) + an (T) (6.38)
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@@, T) = ag(T)- @0l =8D (1 _ g\ (T)) - emn(T)o-v0)®

und
da(T)

®(A,T) = ™R _ 1 (6.39)
angegeben. Der Ansatz (6.39) stellt analog zu (6.32) die Uberspannungsfunktlon im Rah-
men des Uberspannungskonzeptes von Pe'rzyna, dar Die Gréfie A dient dazu, die Uber-
N 5 festgelegt. Die Materialfunktion
A(A, v, T) steuert im Modell die Entwicklung der quasmtatlschen Gleichgewichtsspannung
(siche Kapitel 3.3) und ist sowohl von der Uberspannung A als auch von einem geeigneten
Ma$ fiir die Geschwindigkeit des Prozesses abhingig. In dieser Arbeit wird als Maf§ die
euklidische Norm der Rate der Deviatorspannungen verwendet:

(6.40)

Im einaxialen Fall lautet (6.40):
v=1[="]|d] (6.41)

Der qilasistatische Grenzfall ergibt sich fiir v — 0, wobei die Proze3geschwindigkeit, jedoch

nicht verschwinden darf. Aus diesem Grund wird vorab die quasistatische Geschwindigkeit
N

mm? - 3

gewadhlt. Die realistische Beschreibung von Kriechprozessen erfolgt im erweiterten

INTERATOM-Modell durch eine weitere Materialfunktion B(g’, £, T), fiir die in [Rot91]

sowie [BR94] der Ansatz -

B(e’,¢,T) = da(e’, T) - tanh (di(e’, ) J(a’ - &) : (&' — &) +ds(e’, T)) +ds(e’, T)
(6.43)

v = 107% (6.42)

angegeben wird. Im einaxialen Fall lautet (6.43):

B(O’,E,T) = d3(0’,T) - tanh (d4(0’,T) . ﬁ . (g 0 — 6)2 + d5(0’, T)) +d5(0’,T) y (6.44)

mit den von der Deviatorspannung abhangigen Koeffizienten:

) 2
d3 = pa1+ps2-y/z-0+py---0

3 3

2 2
di = pa+ps- 3 0+P43'§'0

(6.45)

2 2
ds = psi+psa-yfz-0+Dpsz-z-0

3 3

2 2
ds = pe + Pe2 - 3 0+Pe3'§'0
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Das erweiterte INTERATOM-Modell besitzt damit bei konstanter ProzeBtemperatur 22
Parameter a1 , @12 , @13, a1 , a2 , G23 , Q24 , Q25 , d1 , d2 , P31 , P32, P33 , Pa1 » P42 »
P43 » P51 > P52 , P53 » De1 » Pe2 und ps3, die aus den Meflwerten der in den Abb. 6.17 bis
Abb. 6.20 dargestellten Versuche zu bestimmen sind. Die Anpassung erfolgte mit der in
Kapitel 5.2.1 beschriebenen Fehlerquadratmethode, und zwar mit dem in Kapitel 5.2.1.4
beschriebenen Optimierungsverfahren NLPQLD von Schittkowski [Sch81], sowie mit dem
Evolutionsverfahren evoC von Trint und Utecht [TU94].

Basierend auf den Erfahrungen aus der Anpassung des INTERATOM-Modells in Ab-
schnitt 6.3.1 wird das erweiterte Modell von vornherein an simtliche Versuche gleichzeitig
angepaflt, wobei nach Rott [Rot91] zu unterscheiden ist zwischen der Anpassung an mono-
tone Zugversuche, die in erster Linie von der Materialfunktion A(A,v,T) erfafit werden,
und der Anpassung an Kriechversuche, fiir welche die beiden Funktionen ®(A,T) und
B(a’,€,T) eingefiihrt wurden.

Aus diesem Grund wird zuerst die Anpassung an die in Abb. 6.17 dargestellten mono-
tonen Zugversuche vorgenommen. Zur Auffindung guter Startwerte zur Minimierung der
Fehlerquadratsumme aus allen monotonen Zugversuchen dient, wie in Kapitel 6.3.1, das
Programm evoC [TU94]. Das Ergebnis der evolutiondren Suche ist in Abb. 6.29 darge-
stellt:

1

——1 E

0.0 ® —t + } + i
4 0.006 0.012 0.018 0.024 0.03

Abb. 6.29: Auffinden guter Startwerte mit der Evolutionsstrategie

Mit den so gefundenen Startwerten der Optimierung erfolgte die endgiiltige Anpassung
der Parameter. Zum Einsatz kam dabei das in Kapitel 5.2.1.4 beschriebene Optimierungs-
verfahren NLPQLD von Schittkowski [Sch81]. Das Ergebnis zeigt Abb. 6.30:
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3500 T
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0.01 0.015 0.02 0.025
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Abb. 6.30: Ergebnis der Anpassung an dehnungsgesteuerte Zugversuche

Die gesuchten Werte der Parameter aj; , ajp , a13 , @21 , @22 , Q23 , Q24 , Azs , d1 , da , P31
y D32 , P33 , Pa1 » P42 , Pa3 , Ds1 , Ps2 , Ps3 , Pe1 , Pe2 und pg3 bei Raumtemperatur lauten

somit:

a

a2
a3
az
az:
Q23
24
ass

dy
Dar

D32
D33

Y25

1000 + 6628

2
mm

0.027 £ 0.006——
N

—0.1+£0.18

0.008 + 0.105

—1.56 + 7.65

0.067 + 0.238

—7.66+ 5.87

0.1 +0.13

6.518 -107° £ 2.074 - 107°
3.01 +£0.12

2.68-107% + 0.0211

s
mm?

N.s
1.88-107% +£1.65-10"

1.72-107 £ 0.0013

4
g MM

N2.s

2

0.16 + 3.8 - 101
810175
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D42

Das
Ds1

Ds2

Ds3

De1

De2

De3

4

-5 1y mm
4.44-107°£1.74-10 NT
6
_7 mm
4.26 - 107" £ 814297895 B

—14.98 £ 4.4.10

2
—0.224+5.17- 10147

4
-5 1pmm
-3.07-107° £ 9.38-10 NT

1
1.7-107° & 0.017;

2
mm

3.94-1071° £+ 0.001
N

-]

mm?

N2.s

1.63-107% +£1.87 1077

Aus der statistischen Analyse (siche Kapitel 5.2.2) folgen die Korrelationen zwischen den

Parametern:
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Tabelle 6.6: Korrelationskoeffizienten
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In (6.46) zeigen sich grofle Unsicherheiten in der Kenntnis der Parameter der Material-
funktion B(g’,£,T). Dies deutet darauf hin, dafl die Parameter fiir diese Art der Pro-
zefifithrung keine Bedeutung besitzen. Zur Verifikation dieses Sachverhaltes werden daher
im folgenden die entsprechenden Parameter in der Gré8enordnung ihrer Streuung variiert
und anschlieflend die monotonen Zugversuche aus Abb. 6.17 simuliert. Abb. 6.31 zeigt
das Ergebnis dieser Vorgehensweise bei einer Anderung des Parameters p,, von 0.16%13

14 mm?,
auf 1075

35001
2800 T
2100 §
140.0

70.0

0005 001 0015 002 0025 0.03

Abb. 6.31: Redundanz der Parameter der Materialfunktion B bei monotonem Zug

Wie man in Abb. 6.31 erkennt, weichen die Kurven trotz der oben beschriebenen drama-
tischen Variaton des Parameters in B nicht von den in Abb. 6.30 dargestellten Kurven ab.
Dies bestétigt die von Rott in [Rot91] getroffene Feststellung, daf die Materialfunktion B
fiir die Beschreibung von monotonen Zugversuchen ohne Bedeutung ist!®.

Die statistische Analyse der Parameter liefert also die richtigen Hinweise auf Redundan-
zen im Modell bei bestimmten ProzeSfithrungen.

In (6.46) zeigen sich weiterhin Unsicherheiten in der Kenntnis der Parameter der Ma-
terialfunktion A; ebenso sind die Parameter sowohl untereinander als auch mit den Pa-
rametern der Uberspannungsfunktion ® stérker korreliert. Analog zur Anpassung des
INTERATOM-Modells in Abschnitt 6.3.1 wird daraus die Schlu8folgerung gezogen, da8

18 Rott setzt daher die Funktion B bei der Anpassung des Modells an monotone Zugversuche zu Null
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die bisher herangezogenen Versuche zur Bestimmung der Parameter nicht ausreichen.

Als weitere Versuchstypen werden daher, wie vorher, die in Abb. 6.18 dargestellten Kriech-
versuche herangezogen. Die Ergebnisse dieser Anpassung zeigt Abb. 6.32:

002 1

._B_

Modell

0OIST et c

Messwerte

+

Modell

ul

Messwerte

—_—

Modell

Messwerte
Modell
Messwerte

0.0 sttt t—t—t—} —t————t—t—tf e+t .It[s]
50000 100000 150000 200000 250000

+
—y—
X

—r—H—H

Abb. 6.32: Ergebnis der Anpassung an Kriechversuche

Aus Abb. 6.32 wird deutlich, da vom erweiterten INTERATOM-Modell auch die Kriech-
kurve mit dem niedrigsten Spannungsniveau von 1852 erfaft wird.

mm?2
Als letztes wird das erweiterte INTERATOM-Modell an die Relaxationsversuche aus Abb.
6.19 und Abb. 6.20 angepafit. Das Resultat ist in Abb. 6.33 dargestellt:
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15.0
——f——t—t :_‘_:“.: ——t—t— t[S]
5.0 90000 135000 180
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-25.0 —o— | Modell
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Abb. 6.33: Ergebnis der Anpassung an Relaxationsversuche

Aus Abb. 6.33 wird deutlich, daBl das Relaxationsverhalten des Materials durch das er-
weiterte INTERATOM-Modell sehr gut erfafit wird; alle Kurven geben das Niveau des
Spannungsabfalls wieder. Bemerkenswert ist, dal die Vorgeschichte der Relaxationsversu-
che ebenso gut von den Parametern beschrieben wird, so dafl man davon ausgehen kann,
einen Parametersatz fiir das erweiterte INTERATOM-Modell ermittelt zu haben, der das
viskose Materialverhalten von X 6 CrNi 18 11 insgesamt gut erfaffit. Diese Parameter
lauten wie folgt:

a3 = 171 & 1625

4 = 0.064:I:0.006m]? i
a3 = —02640.2

am = 0.03240.55

4y = —214+21

Gys = 0.0540.14

Gy = —6.16%2.02

as = 0.004 £ 0.09
d, = 80-10712+92.10718
dy = 5.01%0.032
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ps1 = 2.8-10‘9i0.00025%
2

p; = 3.3-107°4+1.01- 10—527?18

P33 = 3.8-10_14:t2.0-10—9]7\7;2ni (6.47)

Py = 0.15+38. 101””;‘

P = 4.45-107°+£1.74- 10”7”T";4

pas = 4.24-1077 ﬂ:814297895"‘]\,—";6

ps1 = —14.57+9.4-10%

ps2 = —0.22+52- Jgumm

ps3 = —3.1-107°4+9.4- 10107"]\]_”;4

Pe1 = 0.00032ﬂ:0.00049l

Per = 4.9-1071 +638. 10—“]37”3
mm?

Pe3 = 4‘3'10_13i1'45'10_8N2.3

In (6.47) zeigt sich insgesamt ein gutes Bild beziiglich der Unsicherheit in der Kenntnis
der Modellparameter, obwohl die Streuungen zum Teil um Zehnerpotenzen grofier als die
Werte sind. Hierin zeigt sich die Notwendigkeit, weitere Versuche mit in das Anpassungs-
problem einzubeziehen. Deutlich verbessert gegeniiber den beiden vorherigen Anpassun-
gen ist die Kenntnis der Parameter d; und d, der Materialfunktion ®. Die Situation fiir die
Parameter ps; , ps2 , P33 , Pe1 , Pe2 Und pes der Materialfunktion B stellt sich unverdndert
dar. Bemerkenswert ist, daf sich die Parameter py; , p42 , P43 , P51 , P52 und ps3 so gut wie
nicht gedndert haben, so dafl der Schlul gezogen wird, dafl diese Parameter redundant
sind. Die Materialfunktion B 1488t sich daher vereinfachen:

B(0,T) = ds(0,T) +ds(0,T) = dr(0,T) (6.48)
mit
2 2
d7 = (ps1 + pe1) + (P32 + Pe2) A = - 0+ (P33 + pes) = - 0 (6.49)
N v 7/ ~ - / 3 —— 3
P71 P72 P73

Mit den Parametern des reduzierten Ansatzes ergeben sich exakt dieselben Kurven wie
in Abb. 6.33, so dafl sich die Reduktion als sinnvoll erweist.

Die Korrelationstabelle fiir den urspriinglichen Ansatz fiir die Materialfunktion B ist auf
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der folgenden Seite dargestellt. Signifikant ist in Tabelle 6.8 die deutliche Reduktion der
linearen Abhéngigkeiten zwischen den Parametern der Materialfunktion A und den Pa-
rametern der Uberspannungsfunktion ®. Hierin zeigt sich der Zugewinn an Information
aus den Relaxationsversuchen.

Die Korrelationsmatrix fiir die Koeflizienten des reduzierten Ansatzes fiir die Material-
funktion B ist in Tabelle 6.7 dargestellt.

P ain | a2 a3 a1 a2 a3 | ayq | a2s dy dz P71 P12 P13
aiy 1.0 | —0.4 0.8 0.0 0.0 0.2 05 | -0.2 | —0.6 0.0 0.3 -0.3 0.3
a2 1.0 -0.7 | ~0.1 | —0.1 | —0.3 | 0.1 0.5 0.2 0.0 —0.2 0.2 —0.3
a3 1.0 0.0 0.0 0.4 0.6 | -03 | —0.3 0.1 0.1 -0.1 0.1
ag 1.0 1.0 -09 | 0.0 | —-0.9 0.0 —-0.1 | —-0.3 0.3 —-0.4
a2 1.0 -09 | 0.0 | —0.9 0.0 -0.1 | —-0.3 0.3 ~0.4
asg - 1.0 0.0 0.7 -0.1 0.1 0.3 —0.4 0.4
aq 1.0 0.0 —0.1 0.3 —0.2 0.2 —0.3
azs 1.0 0.0 0.1 0.2 -0.2 0.3
dy 1.0 -04 | -0.1 0.2 -0.2
dy 1.0 -0.4 0.4 —0.4
4] 1.0 -1.0 1.0
P72 1.0 —-1.0
P13 1.0

Tabelle 6.7: Korrelationskoeflizienten

Die Parameter p7; , pr2 und pr3 sind nahezu unabhéngig von den Parametern der anderen
Materialfunktionen, jedoch zeigen sie eine lineare Abhingigkeit voneinander. Hier bedarf
es weiterer Versuche, um die Abhéngigkeit zu reduzieren.
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Tabelle 6.8: Korrelationskoeffizienten
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6.4 Erfassung der Temperaturabhingigkeit der Mo-
dellparameter

Wie in Kapitel 3.4.1 dargelegt wurde, ist das INTERATOM-Modell auch in der Lage,
Prozesse mit Temperaturentwicklung zu beschreiben. Dazu wihlt man geeignete Ansétze
fiir die Temperaturabhéngigkeit simtlicher Parameter des Modells. Die Bestimmung der
Parameter dieser Ansédtze ist Gegenstand des vorliegenden Kapitels.

Zur Erfassung der Temperaturabhingigkeit der Parameter des INTERATOM-Modells
wird in [Bru84] der folgende Weg angegeben:

Der in den Kapiteln 6.1 bis 6.3 beschriebene Weg zur Anpassung der Modellparame-
ter ist fiir dieselben Versuchstypen bei verschiedenen Temperaturniveaus zu wiederho-
len. Auf diese Art und Weise gewinnt man jeweils einen kompletten Parametersatz des
INTERATOM-Modells bei verschiedenen Temperaturen. Anschliefend 148t sich durch
Wahl eines geeigneten Ansatzes die Temperaturabhingigkeit der Parameter beschreiben.

Diese Vorgehensweise ist an drei wesentliche Voraussetzungen gekniipft:

- Es ist dafiir Sorge zu tragen, daf die Versuche wirklich isotherm ablaufen, d.h. so
langsam, dafl die bei der plastischen Verformung der Proben entstehende Wirme
vollstandig nach auflen abgefiihrt wird.

- Weiterhin ist wesentlich, dafl bei jedem Temperaturniveau ein vollstindiger Satz
Versuche vorliegt, um iiberhaupt geniigend Information zur Bestimmung der Para-
meter zu besitzen.

- Entscheidend ist, da bei jeder Anpassung grofie Sorgfalt darauf verwendet wird,
das absolute Minimum der jeweiligen Fehlerquadratsumme zu bestimmen, damit
{iberhaupt ein sinnvoller Vergleich der Parameter bei verschiedenen Temperaturen
moglich ist.

In diesem Kapitel wird auf die in [Bru90] angegebene Anpassung des INTERATOM-
Modells an Versuche mit dem austenitischen Stahl X 2 CrNiMo 18 10 zuriickgegriffen,
um den prinzipiellen Weg zur Ermittlung der Temperaturabhingigkeit der Parameter zu
beleuchten.

In [Bru90] werden die folgenden Werte fiir die Parameter in Abhangigkeit von der Tem-
peratur angegeben:
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Tabelle 6.9: Elastizititskennwerte

Temperatur _
T[°C| a ;15] E {mffﬁ] v
600 18.7-107° | 1.45-10° | 0.3
550 18.5-107° | 1.49-10° | 0.3
450 18.1-107° | 1.57-10° | 0.3

' Tabelle 6.10: Statische Materialkennwerte

Temperatur
T[OC] or [m]:,'n2'| Eto [#-‘ Etoo [E%ﬁ] C3 [ml,vnz] (5] [me:;] C2
600 72.6 1.25.10° 2110 1394 |[1.276-1071 | 16.2
550 74.6 1.3-10° 2125 141.75 | 1.129-10°1 | 18.1

450 78.7 1.41-10° 2215 1479 [1.417-10°1] 134
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Tabelle 6.11: Dynamische Materialkennwerte

Temperatur
T [°C] y H Ca [m?’n,l Cs
600 1.0-107%° [ 7.0-107* | 7.0
550 80-1078(4.0-107%[9.25
450 70-107%0 [ 1.4.10"2 | 12.4

Fiir die funktionale Abhingigkeit
[Bru84] die Ansitze angegeben'®:

I

i

der Modellparameter von der Temperatur werden in

01—112'T
au'E(T) =a12-(a1 -‘-az‘T)
as2 — a3z T

= aqo—an-T

a]_g ‘T

ayr-e” +a19—-a20-T

—aja—ay3-T

e (6.50)

a16—ais-T
et16—ais

e—aza+021'T
a24 — Qa5 'T+0.25 'T2

as —az T

Um eine lineare Least-Squares Anpassung der Parameter a; bis a3z aus (6.50) an die Werte
aus den Tabellen 6.9 bis 6.11 zu ermdglichen, miissen die Ansédtze zum Teil umformuliert

werden:

¢c3(T) wird vereinfacht als lineare Funktion angenommen:

c3(T) =ai9g—ay-T (6.51)
Die Gleichungen fiir ¢;(T'), ¢o(T') und +(7T") werden logarithmiert:
In (Cl (T)) = —Q13°* T - a4
In (CQ(T)) = —Q15-" T+ a6 (652)
In(v(T)) = aa-T—ax

19Der Ansatz fiir E;, ist nicht in [Bru84] enthalten
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Entsprechend lauten die Werte aus Tabelle 6.10 und 6.11:

Temperatur
T [°C] In(y) In(e;) | In{e)
600 —59.867 | —2.0589 | 2.785
550 —62.393 | —2.1813 | 2.896
450 —67.132 | —1.954 | 2.595

Damit ergibt sich ein lineares Least-Squares Problem fiir alle zu bestimmenden Parameter.
Die Koeffizienten ay4, ags und age des Ansatzes fiir ¢4(T") sind durch die drei Punkte aus
Tabelle 6.11 vollstandig bestimmt. Fiir alle anderen Parameter ergibt sich ein identisches
Anpassungsproblem; es sind jeweils drei Punkte (z,41) , (Z2,%2) und (z3,y3) gegeben,
durch die eine Ausgleichsgerade y = m - z + k gelegt werden soll. Aus der Least-Squares
Schitzung folgen die gesuchten Koeffizienten:

3 (zy - n+Ta-yp+x3-vs) — (T + T2+ 73) (11 + 92+ ¥3)
3-(a? + 2 + x3) — (z, + T2 + z3)°

m =

(6.53)

k= (t+z2+2d) - (m+yet+ys)~ (@1 +T2+33) (1 Y1+ T2 Yo + T3 - Ya)

6.54
3‘(:c¥+a:%+:c§)—(x1+:c2+:r3)2 (6:54)

Nach Einsetzten der entsprechenden Werte aus den Tabellen 6.9 bis 6.11 erhilt man fiir
den Temperaturbereich 450°C < T < 600°C die folgenden Modellparameter:

E(T) = (193000 ~ 80 %) m]:; .
op(T) = (96.7 —0.04. %) mjxl _
Ew(T) = (189143—107-%) m]xﬂ
Eio(T) = (2539 —0.73- %) mj'r\; _
aT) = (1736 0.057- %) .
a(f) = (etsr-omntd) (6.55)

[

1.95-1.52-10~2- ;%

eo(T) =
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YT) =

c(T) =

Cs (T) =

T
( o —88:9+0.048- @) 2

T
(0.115 —-33-107%. —+423.1077.

1
s

°C

T
28.41 — 0.035 - —

°C

T? N
(°:C)*} mm?

Die Ubereinstimmung der Ansitze (6.50) mit den Werten aus den Tabellen 6.9 bis 6.11 ist
in den Abb. 6.34 bis Abb. 6.43 dargestellt. Es zeigt sich jeweils eine sehr gute Wiedergabe
des zugrundeliegenden Trends.
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Abb. 6.34: Temperaturabhéingigkeit des Ela- Abb. 6.35: Temperaturabhingigkeit
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7. Berechnung des Bauteilverhaltens mit
der Finite-Elemente-Methode

7.1 Verschiebungsmethode

7.1.1 Gleichgewichtsbedingungen fiir finite Elemente

Die Gleichgewichtsbedingungen eines Massenpunktes lauten in vektorieller Form (zentra-
les Kriftesystem):

Z_Fz =0 (7.1)

Multipliziert man (7.1) skalar mit einem Verschiebungsvektor, so bleibt diese Beziehung
gilltig [BLY4].
S F;-4;,=0 (7.2)

Der Verschiebungsvektor ist dabei nicht funktional gebunden, sondern willkiirlich. Er ist
auch nicht real, sondern gedacht. Die in (7.2) auftretenden Terme lassen sich als Arbeiten
deuten, die die Krifte F'; auf den Wegen ; leisten.

Mit dem auf LAGRANGE zuriickgehenden Begriff der "virtuellen Arbeit”
A=F.bd (7.3)

wurde Gleichung (7.2) als Prinzip der virtuellen Verriickungen formuliert:

Notwendig und hinreichend dafiir, daf sich ein Punkt unter der Wirkung angreifender
Krifte im Gleichgewicht befindet, ist, daf8 bei jeder beliebigen virtuellen Verriickung des
Punktes die Summe der virtuellen Arbeiten der angreifenden Krifte verschwindet:

Das Prinzip der virtuellen Verriickungen (7.4) ist daher den Gleichgewichtsbedingungen
(7.1) aquivalent [BL94].

Das Prinzip (7.4) gilt nicht nur fiir den Massenpunkt, sondern allgemein fiir beliebige
Korper. Sind die Kérper deformierbar, so miissen auch virtuelle innere Krifte berechnet
werden [Wes95]:

/g.agzv - /5-5&dV+/f-5ﬁdA (7.5)
v Vv A
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In (7.5) bezeichnet 8(-) eine virtuelle Gréfe, die Vektoren & und f die volumen- bzw.
flichenhaft angreifenden Krifte, 4’ = [tz Uy, u,] die Verschiebungen,
el = [eea, Eyyr Ezzs Yay> Vyzs V22| die Verzerrungen und ol = (0221 Oyys Ozzs Oy, Oyz, 03] die

Spannungen.

Die linke Seite von (7.5) ist die virtuelle innere Arbeit, die die aktuellen Spannungen ent-
lang der virtuellen Verzerrungen leisten, die rechte Seite von (7.5) ist die virtuelle duflere
Arbeit, die die aktuellen Krifte an den virtuellen Verschiebungen leisten.

Die virtuellen Verschiebungen 44 in (7.5) miissen kinematisch méglich, d.h. mit den geo-
metrischen Rand- und Ubergangsbedingungen vertriglich sein [BL94]. Die aktuellen Span-
nungen o missen aus den Verzerrungen mit Hilfe eines passenden Materialgesetzes ermit-
telt werden.

Bei der Methode der finiten Elemente wird der kontinuierliche Korper naherungsweise
dargestellt als eine Gruppierung diskreter finiter Elemente, die in den Knotenpunkten
auf den Randern der Elemente miteinander verbunden sind. Die im lokalen Koordinaten-
system z,y, 2 gemessenen Verschiebungen @™ (z,y,2) innerhalb des m -ten Elementes

werden als Funktionen der Verschiebungen U der n Knotenpunkte der finiten Elemente
dargestellt [Bat90]:

~
—

ﬁ'(m) (1‘, Y, z) = -Ii(m) (a:,y, z) U (76)

In (7.6) bezeichnet H' (M) (z,v, 2) die Verschiebungsinterpolationsmatriz und

U = [ff 1 ﬁg, ceny Ijn] die Verschiebungen der n Knotenpunkte der finiten Elemente mit

den U; als Verschiebung eines Knotens in beliebiger Richtung. Mit der Verschiebungs-
annahme (7.6) kénnen durch Differenzieren die entsprechenden Element-Verzerrungen
ermittelt werden:

E(m) (m’ Y, z) = —_B_(m) (ﬂ:, Y, z) . Ij" (77)

Die Matrix B™ (z,y, z) in (7.7) bezeichnet man als Verzerrungs- Verschiebungsmatriz.

Die Spannungen o™ in einem finiten Element folgen aus den Verzerrungen ™ durch

ein geeignetes Materialgesetz. Mit der Verschiebungsannahme (7.6) und den Verzerrungen

(7.7) folgt aus dem Prinzip der virtuellen Verriickungen (7.5) fiir eine virtuelle Einheits-
T

verschiebung U =1 beziiglich der Knotenpunktsverschiebungen der Gruppierung von
m finiten Elementen [Bat90]:

z / Q(m)T g™y = Z / _Il(m)T ] l—;(m)dv n Z / E(m)T . f(m)dA (7.8)
™ y(m) ™ yim) ™ A(m)
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Mit den Abkiirzungen
R=Y [ B 8"+ y [ BT F a4 (7.9)
™ y(m) ™ Alm)
als Vektor der dueren Knotenpunktkréfte und

F=y [ B™ .oy (7.10)

™ y(m)

als Vektor der Knotenpunktkrifte aus den Element-Spannungen kénnen die Gleichge-
wichtsbedingungen fiir den zu untersuchenden Kérper als

R-F=0 (7.11)

geschrieben werden.

7.1.2 Inkrementelle Formulierung

Das Grundproblem jeder nichtlinearen Berechnung besteht darin, zu jedem Zeitpunkt £
das Gleichgewicht zwischen den dufleren Lasten und den Knotenlasten zu erreichen. Die
Gleichung

'R—F =0 (7.12)
beschreibt diesen Zustand zum Zeitpunkt ¢ [Bat90]. Die Beziehung (7.12) driickt das
Gleichgewicht des Korpers in der augenblicklichen, deformierten Geometrie aus, wobei
alle Nichtlinearitdten in Betracht zu ziehen sind.

Die Inkrementallésung geht von der Annahme aus, da8 fiir einen bestimmten Zeitpunkt
t die Losung bekannt ist und daf sie fiir den Zeitpunkt ¢ + At gesucht wird, wobei At ein
passend gewihlter kleiner Zuwachs der Zeit ist.

Die Gleichgewichtsbedingung (7.12) lautet zur Zeit ¢ + At:

HALR _ AR — (7.13)
Da die Losung zur Zeit ¢ bekannt ist, kann man

HAR R (7.14)

schreiben, wobei F' der Zuwachs der Knotenpunktkrafte ist, der dem Zuwachs der Element-
Spannungen zum Zeitpunkt ¢+ At entspricht. Dieser Vektor kann unter Verwendung einer
Tangentensteifigkeitsmatriz 'K angendhert werden, die den geometrischen und materiellen
Bedingungen zur Zeit ¢ entspricht:

F=K.U (7.15)

=
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In (7.15) bezeichnet ¥/ den Vektor der inkrementellen Knotenpunktverschiebungen. Mit
(7.14) und (7.15) folgt aus der Gleichgewichtsbedingung (7.12):

'K .U =" (7.16)

Wenn man (7.16) nach U auflost, ergibt sich eine Naherung fiir die Verschiebungen zur
Zeit t + At:

A =T + U (7.17)

Die exakten Verschiebungen zur Zeit ¢ + At sind diejenigen Verschiebungen, die den
gerade wirkenden Lasten “+AtR entsprechen. Mit (7.17) kann jedoch nur eine N&herung fiir
t+A47 herechnet werden, da nicht die exakte Steifigkeitsmatrix 2K verwendet wird. Um
die Naherung fiir **2J zu verbessern, wird das folgende vereinfachte Newton-Raphson-
Iterationsverfahren angewendet {Bat90] (siehe Abb. 7.1):

g AT = srag _ eraptd (7.18)

t-l-Att_j'(i) — H_Atl-']"-(i—l) + AU“-(")
fiir 1 = 1,2, 3,... mit den Anfangsbedingungen:

—_

erap® o (7.19)

t+Atfj‘(°) — tfj‘

AR(O) -------------- 4 d

t
U I+AIU
Au®

AUP
AU?

Abb. 7.1: Schema der Newton-Raphson-Iteration
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In jedem Iterationsschritt wird n&iherungsweise, aber von Schritt zu Schritt immer bes-
ser, der Lastvektor ‘*2!R berechnet. Dieser liefert einen immer kleiner werdenden Ver-
schiebungszuwachs. Die Iteration wird solange fortgesetzt, bis der nicht ausbalancierte

Lastvektor AR“_]) oder die Verschiebungsinkremente AU ® hinreichend klein sind. Eine
grofere Konvergenzgeschwindigkeit der Iteration erhidlt man, wenn man statt der Tan-
gentensteifigkeitsmatrix K jeweils die aktuelle Steifigkeitsmatrix *2% @1 verwendet.
Die aktuelle Steifigkeitsmatrix muf} allerdings in jedem Iterationsschritt neu berechnet
werden. Diese Berechnung erh6ht den Aufwand betréichtlich.

7.1.3 Verwendung von Materialgleichungen

Im Rahmen der inkrementellen Formulierung geht man von der Annahme aus, daf§ fiir
einen bestimmten Zeitpunkt ¢ die Spannungsverteilung bekannt ist und daf sie fiir den
Zeitpunkt t + At gesucht wird, wobei At ein passend gewahlter kleiner Zuwachs der Zeit
ist. Verlangt wird daher in jedem Zeitschritt At die Berechnung des Spannungszuwachses
Ag 7u einem gegebenen Dehnungsinkrement Ag, welches aus den vorgegebenen Verschie-
bungen folgt.

In Index-Schreibweise lautet das Schema zur Berechnung der aktuellen Spannungen [MAR94]:

AO’ij = Cijrs . (AE,-S - Aefiaat') (7.20)
=AE:Lnat.
t+AL ¢t
oy = 05+ AO’{J‘

In (7.20) bezeichnet C die inkrementelle Elastizititsmatriz des Materials. Die hochge-
stellten Indices elast. und plast. kennzeichnen die elastischen bzw. plastischen Anteile des
Dehnungsinkrementes Ag. Beispiele fiir Elastizititsmatrizen finden sich fiir die verschie-
densten Anwendungsfille in [AA94].

Aufgabe des Stoffgesetzes ist es, zu einem gegebenen Zeitschritt At und zu einem ge-
gebenen Dehnungsinkrement Ag das inelastische Dehnungsinkrement AgP®** zu liefern.
Durch die Formulierung (7.20) ist es méglich, sehr allgemeine Stoffgesetze fiir verschie-
denste Anwendungsfille zu verwenden.

Bei Verwendung eines elastisch-plastischen bzw. elastisch-viskoplastischen Materialgeset-
zes ist zu beachten, dafl bei der Berechnung der aktuellen Spannungen die Fliefgrenze
des Materials im Rahmen der zugrundegelegten FlieBtheorie eingehalten wird. Hat man
beispielsweise einen elastischen Spannungszustand ‘e zum Zeitpunkt ¢ und berechnet mit
dem Stoffgesetz einen Spannungszuwachs Ag, so da8 die aktuelle Spannung 2% jenseits
der Fliefigrenze des Materials liegt, mufl man den Zeitschritt At aufteilen:

At = Atelust +Atplast. (721)
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In (7.21) bezeichnet At*** den Anteil des Zeitschrittes, fiir den die aktuelle FlieSgrenze
des Materials mit einem elastischen Schritt exakt erreicht wird.

Die Aufgabe besteht dann darin, fiir ein gegebenes elastisches Stoffgesetz die Grofe die-
ses Zeitschrittes zu bestimmen. Bei Verwendung des hypoelastischen Stoffgesetzes (3.21)
erhilt man den Zeitschritt A¢#**** durch Berechnung des Spannungszustandes

v

t+At"“"g:ig+2.G. (é_}_—
1-2.p

. Sp(g) - ;) . Agelast. (7.22)

und anschliefendem Einsetzen in das zugrundegelegte Fliefigesetz als einfache Nullstel-
lensuche des FlieBgesetzes als Funktion des elastischen Zeitschrittes At****, Die Nullstel-
lensuche kann hierbei mit einem einfachen Verfahren, beispielsweise einem
Bisektionsverfahren[Bra90], erfolgen.

7.1.4 Isoparametrische Finite-Element-Matrizen

Der Grundgedanke fiir die Formulierung von isoparametrischen Elementen ist es, die Ver-
bindung zwischen den Elementverschiebungen @™ (z,y, z) und den Element-

Knotenpunktverschiebungen U direkt zu erreichen und damit die Berechnung der Ver-
schiebungsinterpolationsmatrix H™ (z,y, z) zu vermeiden. Dies geschieht durch Verwen-
dung von Interpolationsfunktionen, die auch Formfunktionen genannt werden. Damit wer-
den die Elementmatrizen auf direktem Weg gewonnen.

7.1.4.1 Elemente fiir Kontinua

Die Koordinateninterpolationen fiir ein allgemeines dreidimensionales Element sind [Bat90]:

q
r = Z h,‘ X3 (7.23)
=1
q
y= Z hi -y
=1

q
z=2h,~z,-
=1

In (7.23) bezeichnen z,y, z die globalen Koordinaten in einem beliebigen Punkt des Ele-
mentes und z;,¥;,2; , 1 = 1,2,...,q die Koordinaten der ¢ Elementknoten. Die Interpo-
lationsfunktionen h; sind definiert im natiirlichen Koordinatensystem des Elementes, das
die Komponenten 7, s, hat, die jeweils von —1 bis +1 laufen kdnnen (sieche Abb. 7.2).

Die Fundamentaleigenschaft der Interpolationsfunktionen h; ist, daf sie im natiirlichen
Koordinatensystem r,s,t am Knoten i den Wert 1 und an allen anderen Knoten den
Wert 0 haben.



146 7. Berechnung des Bauteilverhaltens mit der Finite-Elemente-Methode

Abb. 7.2: Isoparametrisches 8-Knoten Volumenelement

Fiir das isoparametrische 8-Knoten Volumenelement aus Abb. 7.2 ergeben sich die Form-
funktionen [MAR94]:

b = %-(1+r)~(1+s)-(1+t) (7.24)
hy = %-[l—r)'(l—i-s)-(l—#t)

' 1

hg = g-(l+7‘)-(l—s)-(1—t)

Bei der isoparametrischen Formulierung werden die Element-Verschiebungen in der glei-
chen Weise wie die Geometrie interpoliert, d.h. es werden analog zu (7.23) die Beziehun-
gen:

g
w=3 hi-u (7.25)

i=1

q
’U=Ehi'v,‘

=1
9
w=> h; w;
i=1

verwendet. In (7.25) bezeichnen u, v, w die lokalen Element-Verschiebungen in einem be-
liebigen Punkt des Elementes und u;,v;, w; , i = 1,2,...,q die entsprechenden Element-
verschiebungen in den ¢ Elementknoten. Es wird also angenommen, dafl jeder Knoten-
punktkoordinate, die zur Beschreibung der Geometrie des Elementes erforderlich ist, eine
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Knotenpunktverschiebung entspricht.

Zur Berechnung der Steifigkeitsmatrix eines Elementes ermittelt man zuerst die Verzerrungs-

Verschiebungsmatrix B™ (z,y,z). Da die Element-Verschiebungen (7.25) im natiirli-
chen Koordinatensystem des Elementes definiert sind, werden die Ableitungen nach z, y, z
durch die Ableitungen nach r, s, t ausgedriickt. Dies geschieht durch den Jacobischen Ope-
rator J:

P o oy 0 r
or & or or 8x
o || o & 02 |.| 2
8s - 8s 8s &8s 8y (726)
P} o oy o Fl
at Lo ot ot d 8z
J

Die Jacobi-Matrix J gewinnt man dabei durch Differentation von (7.23) mit den Form-
funktionen (7.24). (7.26) 148t sich invertieren, wenn die Elemente nicht zu stark verzerrt
sind [Bat90]. Daraus folgen die Ableitungen der Elementverschiebungen u,v,w nach den
lokalen Koordinaten z, y, 2:

Ou Bv Ow Su Oy Buw
8x 8z Oz 8r 8r Or
u & Bw | _ -1, | u By Bw
8y oy oy - "1 8s 0O8s Os (727)
ou Oy OSw du Sv Ow
0z 8z 8z ot ot ot

Mit (7.27) 148t sich die Verzerrungs-Verschiebungsmatrix B™ (z,y, z) berechnen. Daraus
folgt die auf die lokalen Element-Freiheitsgrade bezogene Element-Steifigkeitsmatrix:

K™ = / / / B™T . g™ . B . det [J] drdsdt (7.28)
t 8 7

Um den Rechenaufwand zu reduzieren, wird das Integral (7.28) numerisch ausgewer-
tet, beispielsweise durch Gauf-Quadratur [Bra90]. Die numerische Integration der Matrix
K™ erfolgt dabei analog zum eindimensionalen Fall elementweise.

Die Berechnung des Lastvektors R erfolgt, ebenfalls zur Reduktion des Rechenaufwandes,
durch numerische Integration der Volumen- bzw. Flachenintegrale in (7.9).
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7.2 Beispiele

Die folgenden Beispielrechnungen sind simtlich mit dem kommerziellen Finite-Elemente
Programm MARC [MAR94] durchgefiihrt worden. Zu diesem Zweck wurde das in Kap. 3
vorgestellte INTERATOM-Modell in das Programm MARC implementiert!.

Als Schnittstelle zum Einbau beliebiger Stoffgesetze gemi8 (7.20) dient dabei die Benutzer-
Unterroutine UVSCPL [MARY4]. Sie erlaubt die Berechnung der aktuellen Spannungen
gemif (7.20) zu einer vorgegebenen inkrementellen Elastizititsmatrix C und einem vor-
gegebenen Dehnungsinkrement Ag. Das benutzereigene Programm mufl dazu in der Lage
sein, durch Zeitintegration der konstitutiven Gleichungen (siehe Kap. 5.1.1) am Ende eines
Zeitinkrementes das erforderliche inelastische Dehnungsinkrement Ag?®** zur Verfiigung
zu stellen. Zur Sicherstellung der Stabilitit der Integration wurde dazu ein implizites Ver-
fahren, die Trapezregel (siche Kap. 5.1.1), gewéhlt.

Weiterhin ist in der Routine zu gewéahrleisten, daf die aktuelle FlieBgrenze des Materials
innerhalb einer vorgegebenen Genauigkeit auf jedem inelastischen Lastpfad eingehalten
wird. Dazu diente die in (7.21) und (7.22) beschriebene Vorgehensweise.

Die Erstellung der Finite-Elemente-Netze mit den in Abb. 7.2 dargestellten isoparame-
trischen 8-Knoten-Elementen erfolgte mit dem kommerziellen Praeprozessor MENTAT
[MARY4]. Die Berechnung der Steifigkeitsmatrizen (7.28) der Elemente sowie der Last-
vektoren (7.9) und die anschlieflende Newton-Raphson-Iteration (7.18) wurde vom Haupt-
programm MARC iibernommen.

7.2.1 Isoparametrisches 8-Knoten Element unter zyklischer Be-
lastung

Das erste Beispiel dient in erster Linie zur Verifikation der Implementierung des
INTERATOM-Modells in das Programm MARC. Zu diesem Zweck wurde ein einzelnes
8-Knoten-Element gewahlt und einer zyklischen, weggesteuerten Belastung unterworfen,
so daf} der sich einstellende Spannungszustand homogen bleibt.

Dadurch erhdlt man prinzipiell dieselben Ergebnisse wie bei den Verifikationsrechnungen
in Kap. 3.2. Die Giite der Ubereinstimmung zwischen der FE-Rechnung und der reinen
Zeitintegration des INTERATOM-Modells in Kap. 3.2 verifiziert die Implementierung.

1 Zu Details der Implementierung zeitunabhingiger Plastizitiitsmodelle in Finite-Elemente Programme
siehe z.B. [KK76]
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Abb. 7.3: Isoparametrisches 8-Knoten-Element

In Abb. 7.3 dargestellt ist das isoparametrische 8-Knoten-Element mit den vorgegebenen
Verschiebungen. Das Element hat die Abmafie 10mm - 10mm - 100mm. Vorgeschrieben
sind auf dem rechten Rand die Verschiebungen in z,y, z -Richtung ohne Behinderung
der Querkontraktion des Elementes, so dafl keine Spannungskomponenten aus Zwingung
entstehen konnen. Auf dem linken Rand sind die Verschiebungen in z -Richtung vorge-
schrieben, und zwar gemaf des Lastpfades in Abb. 7.4.
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tablet wmc

displacement

2 2 ] 10 14 18 22 26 30 34 36 42 48 50

i3 J L 4 2 40 4 9

o 0.2 0.4 0.6 0.8 1
time (x108+5)

Abb. 7.4: Lastpfad

Aus den AbmafBlen des Elementes folgt unmittelbar eine maximale Dehnung wihrend der
Belastung von £, = 2%. Die Dehngeschwindigkeit im Zyklus betrigt ¢ = 10‘5%.
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Inc : 9887 wm
Times : 1.0008+05

-2,7500+02

-2.T750+02

-2.6000+02

Job1

Comp 33 of Siress 1

Abb. 7.5: Normalspannungsverteilung im Element

Am Ende der Belastung erhilt man eine Normalspannungsverteilung im Element geméf
Abb. 7.5. Es zeigt sich eine homogene Spannungsverteilung, wie sie aus den vorgegebenen
Randbedingungen folgen mufl. In Abb. 7.6 ist die Verteilung der Verfestigungsvariablen &
des INTERATOM-Modells dargestellt, hier zeigt sich ebenfalls eine homogene Verteilung.
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2nd State Varfable 1

Abb. 7.6: Isotrope Verfestigung im Element

.Zur Uberpriifung der Ubereinstimmung der FE-Rechnung mit der reinen Stoffgesetz-
Integration aus Kap. 3.2 ist in Abb. 7.7 die Entwicklung der Normalspannung in einem
Knoten wéhrend der zyklischen Belastung aufgetragen. Da die Verteilung der Spannung
homogen ist, gilt Abb. 7.7 fiir alle Knoten des Elementes.
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Job1 wm
Comp 33 of Stresa Node 4 (x100)
a4
_——"/"’
r’/_,—-""
— [+ |
/
"
fmre
——-"”‘ ——/
|1 [
| "1 "]
s M e ==
- !
-2 2
Comp 33 of Total Strain Node 4 (x.01) 1

Abb. 7.7: Entwicklung der Normalspannung wihrend der Belastung

In Abb. 7.7 erkennt man die ausgezeichnete Ubereinstimmung der Kurve mit der in Abb.
3.4 dargestellten zyklischen Verfestigung. Ebenso zu beachten ist die sehr gute Erfassung
der aktuellen Fliefigrenze des Materials. Dies zeigt die Giite der in (7.21) und (7.22)
beschriebenen Vorgehensweise.

Als letztes ist die Entwicklung der isotropen Verfestigungsvariablen & zu iiberpriifen. Diese
wird wieder an einem Knoten aufgenommen, der wegen der Homogenitit fiir alle Knoten
gilt.
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Job1 SOMaRC
2nd State Vartable Node 4 (x100)

25

Comp 33 of Total Strain Node 4 (x.01) 1

Abb. 7.8: Entwicklung der isotropen Verfestigungsvariablen x

In Abb. 7.8 zeigt sich wiederum eine ausgezeichnete Ubereinstimmung der Kurve mit der
in Abb. 3.6 dargestellten Entwicklung der Verfestigung, so daff insgesamt die Implemen-
tierung des INTERATOM-Modells in das kommerzielle FE-Programm MARC verifiziert
ist.
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7.2.2 Zugprobe in Anlehnung an DIN 50125

Das im folgenden beschriebene Beispiel diente in Kap. 4.1 zur Rechtfertigung der einaxia-
len Vorgehensweise zur Identifikation der Modellparameter des INTERATOM-Modells.
Die grundsitzliche Voraussetzung einer solchen Vorgehensweise ist die Homogenitit der
Spannungs-/Dehnungszustinde im Mefibereich. Liefert die Finite-Elemente-Analyse eine
inhomogene Verteilung der Meflwerte, so muf} ein anderes Vorgehen zur Ermittlung der
Modellparameter gewihlt werden [ADF*96).

Eine homogene Spannungsverteilung kann man beispielsweise in schlanken Zugstdben
oder in diinnwandigen Rohren erwarten. Aus diesem Grund sind von Wichtmann [Wic96]
Zugproben in Anlehnung an die DIN 50125, Form C, verwendet worden. Die numerische
Simulation einer solchen Probe im Zugversuch zeigt die Notwendigkeit der Verwendung
externer Wegaufnehmer zur Messung der Verlingerung der Probe, wie sie von Westerhoff
[Wes95] benutzt wurden. Eine andere Méglichkeit der Erfassung von Inhomogenitéten im
MeBbereich stellt die Ermittlung von Korrekturfaktoren dar; diese Vorgehensweise ist in
[Wic96] beschrieben.

Die Geometrie der Zugprobe ist in Abb. 7.9 dargestellt.

N k.2
i ¢ X
hv.vurd
J [ U .._.._____..._____.____,_.._qu.: ‘-———&"
© <
S
©
B 40,1 +l>.la
15 20 120 20 15

Abb. 7.9: Geometrie der Zugprobe (aus [Wic96])

Die Probe nach Abb. 7.9 besteht aus Einspannkdpfen zur Fixierung der Probe in der
Priifmaschine sowie aus der eigentlichen Rundprobe zur Messung der plastischen Verfor-
mung im Zugversuch. Die folgenden Bilder verdeutlichen die homogene Spannungsvertei-
lung im Mittelstiick der Probe, so daf die von Westerhoff [Wes95] ermittelten Mewerte
hinreichend reprisentativ fiir das Verhalten des Materials sind.
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Abb. 7.10: FE-Diskretisierung der Zugprobe

In Abb. 7.10 dargestellt ist die Diskretisierung der Zugprobe aus Abb. 7.9 mit anfing-
lich 256 isoparametrischen 8-Knoten-Volumenelementen. Die Diskretisierung wurde noch
verfeinert, so da8 die im folgenden présentierten Ergebnisse mit 2048 Elementen ermit-
telt wurden. Zur realistischen Erfassung der Einspannung der Probe in die Priifmaschine
gemifl Abb. 4.2 ist zu beriicksichtigen, daf8 die Einspannképfe der Probe durch die Vor-
spannung der Schrauben der Halterung fixiert werden und daf entsprechend das Material
in der Mitte der Képfe frei flielen kann. Aus diesem Grund werden nur an den Randkno-
ten der Kopfe die Verschiebungen in z, y -Richtung vorgeschrieben. Ebenso wird die Last,
also die Verschiebung in z -Richtung, nur an den Knoten auf der Innenseite der Kopfe
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vorgeschrieben.

Die Belastung erfolgt mit einer Dehngeschwindigkeit von & = 10‘5%. Im Mittelstiick der
Probe ergibt sich eine maximale Dehnung wihrend der Belastung von e, = 2%.

Am Ende der Belastung erhilt man eine Normalspannungsverteilung in der Probe gemif3
Abb. 7.11. Man erkennt eine homogene Spannungsverteilung in der Probenmitte, so dafl
in diesem Bereich aufgenommene Mef3werte die Voraussetzung der einaxialen Anpassung
gemif Kap. 4.1.2 erfiillen.

Im Ubergang zu den Einspannképfen zeigt sich eine stark inhomogene Spannungsvertei-
lung. In den Kopfen selbst ist die Spannung homogen, bis auf den Bereich in der Mitte
der Kopfe, der durch Einzug des Materials wihrend des Zugversuches Zugspannungen
aufweist. Dies verdeutlicht die oben erwihnte Einspannsituation.

Ein Flielen des Materials findet nur in der Probenmitte statt, dies wird deutlich an der
Darstellung der Verteilung der isotropen Verfestigung in der Probe in Abb. 7.11.
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Inc : 113
Time : 2.000e+03

1.100e402

3.000e+-01

-5.000e301

Comp 39 of Stress 1

Abb. 7.11: Normalspannungen in der Probe

In Abb. 7.11 zeigt sich, dafl die Einspannkopfe wahrend des gesamten Zugversuches rein
elastisch bleiben, so daf ihre elastische Verformung bei einer Bestimmung der Verlange-
rung der Probe aus der Verschiebung der Einspannungen das Meflergebnis stark beein-
trichtigen wiirde. Dies verifiziert den von Westerhoff [Wes95] gewihlten Weg zur Bestim-
mung der MeBwerte.
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Inc : 113
Time : 2.0008+03

4.0000+00

2.0000+00

0.000e+4-00

Abb. 7.12: Isotrope Verfestigung in der Probe

Zum Vergleich mit den in Kap. 6.2 vorgestellten monotonen Spannungs-Dehnungskurven
ist in Abb. 7.13 der Verlauf der Normalspannung iiber der Dehnung in der Probenmitte
aufgetragen. Aufgrund der Homogenitét lassen sich dieselben Kurven durch reine Zeitin-
tegration des Stoffgesetzes bereitstellen. Der Vergleich mit den Verifikationsrechnungen in
Kap. 3.2 zeigt entsprechend eine ausgezeichnete Ubereinstimmung.
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7. Berechnung des Bauteilverhaltens mit der Finite-Elemente-Methode

Comp 33 of Stress Node 739 (x100)

2.65

Job1

Comp 33 of Tolal Straln Node 739 (x.01)

Abb. 7.13: Normalspannungsverlauf im homogenen Bereich der Probe




161

8. Zusammenfassung und Ausblick

In der vorliegenden Arbeit wurden die Parameter vereinheitlichter Werkstoffmodelle mit
der Fehlerquadratmethode aus den Daten von Grundlagenexperimenten geschitzt. Zum
Einsatz kamen stochastische und deterministische Optimierungsverfahren. Dabei liefer-
ten die stochastischen Algorithmen die Vorgaben fiir die deterministische Optimierung.
Die stochastischen Verfahren wurden basierend auf dem master-slave-Konzept paralleli-
siert. Dadurch liefl sich die Anzahl der Zielfunktionsaufrufe, und damit die Chance, das
globale Optimum zu finden, um ein vielfaches erh6hen. Aufgrund der stark unterschiedli-
chen Gréflenordnung der Parameter, die sich noch dazu im Verlauf der Anpassung stark
indern kann, lieflen sich beide Verfahrenstypen -deterministische und stochastische- nur
durch den Einbau einer dynamischen Skalierung erfolgreich anwenden. Ebenso erforderte
die Sensitivititsanalyse der Parameter eine Beriicksichtigung der Groflenordnungsproble-
matik. Es zeigte sich, dafl das Optimierungsproblem der Parameter durch die Kombination
von deterministischer und stochastischer Vorgehensweise erfolgreich zu lésen ist.

Ein Schwerpunkt der Arbeit bestand in der Bereitstellung der numerischen Vergleichswer-
te zur Optimierung. Dabei zeigte sich anhand von ausgew&hlten Beispielen, daf8 explizite
Verfahren, unabhingig von ihrer Genauigkeit, aufgrund der numerischen Steifheit der kon-
stitutiven Gleichungen nicht dazu in der Lage sind, die konstitutiven Gleichungen iiber
einen weiten Bereich des Parameterraumes und mit vertretbaren Rechenzeiten stabil zu
integrieren. Ein Einsatz dieser Verfahren wiirde aber auch die Sensitivititsanalyse der
Parameter zerstoren, so daf sich die Notwendigkeit ergab, implizite Verfahren zur Inte-
gration der konstitutiven Gleichungen zu verwenden. Diese Verfahren erlaubten eine weite
Variation der Modellparameter bei groflen Zeitschrittweiten ohne numerische Probleme,
so daf sich die oben genannten Optimierungsverfahren erfolgreich anwenden lieflen.

Eine Anpassung der Modellparameter an Versuche ist erst vollstindig, wenn man den
EinfluB der Mefifehler auf die Kenntnis der Parameter kennt. Daher bestand ein weite-
rer wesentlicher Punkt der Arbeit darin, diese Unsicherheiten abzuschitzen. Zum Einsatz
kamen dabei sowohl die aus der Least-Squares Anpassung folgende Kovarianzmatrix als
auch simulierte Mefidaten, die die statistische Grundlage fiir die Berechnung der Ver-
trauensbereiche der Parameter lieferten. Durch die statistische Analyse wurden lineare
Abhéngigkeiten zwischen den Modellparametern aufgedeckt, die sich durch die Hinzu-
nahme weiterer Experimente in den Anpassungsprozef reduzieren lieen. Ebenso liefen
sich die Streuungen der Modellparameter verkleinern. Dadurch lieen sich Parametersétze
erzielen, mit denen eine Prognose des Deformationsverhaltens realer Bauteile maoglich ist.

Zur konkreten Vorhersage des Deformationsverhaltens komplexer Strukturen dient in die-
ser Arbeit die Finite-Elemente-Methode. Um die Anwendbarkeit der Werkstoffmodelle fiir
die Praxis zu dokumentieren, wurde auf ein kommerzielles Finite-Elemente-Programm mit
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weiter Verbreitung in der Industrie zuriickgegriffen. Um auch bei komplexen Strukturen
kurze Rechenzeiten zu ermdoglichen, was grofie Zeitschrittweiten voraussetzt, wurde zur
Integration der konstitutiven Gleichungen wiederum ein implizites Verfahren eingesetzt.
Der Vergleich der Finite-Elemente-Berechnungen mit Verifikationsrechnungen zeigt die
Giite der Prognosen.

Die statistische Analyse der Modellparameter zeigt deutlich Schwéchen in der Formulie-
rung der Materialfunktionen auf. Daher wurde die im erweiterten INTERATOM-Modell
enthaltene Materialfunktion B, welche das Kriechverhalten des Modells steuert, neu for-
muliert. Da die Korrelationen zwischen den Modellparametern gezielte Hinweise auf Ver-
besserungen geben, steht mit dem in dieser Arbeit aufgezeigten Weg zur Identifikation
der Parameter ein addquates Handwerkszeug zur Verfiigung, mit dem in vertretbarer
Zeit durch -unter Umsténden mehrmalige- Umformulierung der Materialfunktionen und
anschliefende Neuanpassung der Materialparameter eine geeignete Modellformulierung
gefunden werden kann.

Eine weitere starke Verkleinerung der.Rechenzeiten bei der Anpassung der Parameter
148t sich durch eine stirkere Ausnutzung der im AnpassungsprozeB enthaltenen paralle-
len Abliufe erzielen. So bietet insbesondere die Sensitivititsanalyse der Modellparameter
eine Parallelisierungsmdglichkeit innerhalb des master-slave-Konzeptes, so daf} sich unter
Einsatz des bewdhrten PVM-Systems die vorhandene Rechnerkapazitét voll ausschépfen
148t. Ebenso 148t sich die Berechnung von Konfidenzintervallen mit Hilfe simulierter Mef-
daten hervorragend auf der Basis des master-slave-Konzeptes parallelisieren, wodurch
innerhalb sehr kurzer Rechenzeiten eine breite statistische Grundlage fiir die Parameter
geschaffen werden kann.

Aufgrund der statistischen Analyse der Materialparameter erscheint es angebracht, eine
Reihe von weiteren Grundlagenexperimenten mit dem Probenmaterial durchzufiihren. Als
Beispiel sei hier die Torsionsbelastung diinnwandiger Hohlzylinderproben genannt. Die so
gewonnenen Mefidaten lassen sich in das Least-Squares Problem miteinbeziehen, so dafl
man insgesamt zu besser durch Mefinformationen abgestiitzten Parametern gelangt, was
sich in einer deutlichen Verkleinerung der Standardabweichungen und Korrelationen der
Parameter duflern sollte.

Ein wesentlicher Aspekt der Anpassungsproblematik ist der Vergleich zwischen den aus
homogenen Versuchen gewonnen Parametern und den bei gleichem Probenmaterial durch
inhomogene Versuche identifizierten Parametern; zum einen sollte es mit den auf den bei-
den unterschiedlichen Wegen gewonnenen Parametersitzen moglich sein, die Deformation
der jeweils anderen Proben zu simulieren, zum anderen sollten sich die Parameter bei
einer erfolgreichen Anpassung nicht allzusehr voneinander unterscheiden. Im Falle, da8 es
eine eindeutige Losung des Identifikationsproblems gibt, sollte sich dieser Parametersatz
auf beiden Wegen finden lassen. Da ein derartiger Vergleich bisher nicht veréffentlicht
worden ist, 148t sich tiber die Eignung der beiden oben genannten Wege zur Identifikation
der Modellparameter keine Aussage treffen.
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A. Jacobi-Matrizen

Das vorliegende Kapitel enthélt die zu den nichtlinearen Gleichungssystemen (5.9) gehéren-
den Jacobi-Matrizen des INTERATOM-Modells gemaf (5.11) fiir die in dieser Arbeit
beschriebenen Lastfille.

A.1 Einaxiale Stoffgesetzformulierungen

A.1.1 Elastisch-plastisches Dgl.-System

Elastisch-plastisches Dgl.-System nach Gleichung (3.61):

ag
- €
g= ¢ (A.1)
K
Jin 1
Jl2 =
J13 =0
Ju = —A;"-é-ag‘:‘)
J21 =0
Joo =1
J23 = 0
J24 = 0
Ju = 0 (A.2)
Jg = 1
b = e [ (1-5) s (250
Jyg = 0
Jg = 0
J43 = 0

At 3, Bglx Ei(k) 3 1 3E(k)
= 1—=—"".¢.|—2__8& . |12 Z. R
Jus 2 ¢ !2. 3. g(k) (1 E >+ 2 9(x) ( E 0k )
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A. Jacobi-Matrizen

Ableitung der Materialfunktion g(x) nach Gleichung (3.45):

9g(k) _ 2 o
-—-5;—)2.3—.0'%,.61.(62_1).6 1

Ableitung der Materialfunktion ¢(x) nach Gleichung (3.46):

dc(k) 1 e
B :-é-aﬁ--cf-(cQ—l)-e E 4

2, O0B:(x)
3 ar

(1- 2

Ableitung des Tangentenmoduls E; = E;(e(A(k))) mit der Kettenregel

OEy(e(A(k))) _ OEi(e) 9e(A) 0A(k)
0K ~ Oe O0A oK
Ableitung der Materialfunktion A(k) nach Gleichung (3.48):

oA(x) _
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p
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Ableitung der Materialfunktion e(A) nach Gleichung (3.53):
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on 2o (3-1) 2,4(%—#;%)2_(% ‘)
RO

Ableitung der Materialfunktion E;(e) nach Gleichung (3.54):

OE(e) 2-(d-(a-d—b)+0)
o (e + d)®

A.1.2 Elastisch-viskoplastisches Dgl.-System

Elastisch-viskoplastisches Dgl.-System nach Gleichung (3.79):

Transformation der Spannung o:

(A.3)

(A.4)

(A.5)

(A.6)

(A7)

(A.8)

(A.10)
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Ableitung der Materialfunktion ®(A) = &(c*, ¢, &, k) nach Gleichung (3.76):
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Ableitung der veraligemeinerten Uberspannung A nach Gleichung (3.79):
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Elastisch-viskoplastisches Dgl.-System nach Gleichung (3.90):
o
J= Z (A.14)
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Im folgenden werden die Abkiirzungen
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(f2)° fa 2 9(x)

Ableitung der Materialfunktion B(o,£) nach Gleichung (6.44):

0B(0,€) _ dds 3 /2 2
N S
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9dy \/i. 2.0-._./;‘ +d4.M+%
Y 4 P 2 (3 ) \/m EZ %
’ 3 (2 2 ? ey
cosh | dy \/5-(5»0—5) +dy
6d3(0’) _ 2 4
p = D32 §+p33 3 o
Ody (o 2 4
"'-84(5_—) = P4a2- g + P43 - é‘ N (A.16)
ods(o) _ 2L 4.,
Py = D52 3 D53 3
—8d6(0') = . _2_ + . é .o
9o = De2 3 De3 3
3.4 g
dy 27
8B(o,€) $(30-¢)

= ds- 5
% (cosh (d4~\/g-(§-a—§)2+d5))

Ableitung der Uberspannungsfunktion ®(A) = &(s, £, &) nach Gleichung (6.39):

0%(0,6,r) _ (§ 0-¢) cdy - dy - (2)%_1) et (§)”
9o A-(A+y9)
3 —_
20er) _ (3:6=9) (B e
Y- A-(A+5)
6<I)(0'1§)K‘) = tgn -dy - dp - (é) . -ed"(%)d2
ok 2-A- /g
Im folgenden werden die Abkiirzungen
fo = ar(A)-(aa - ap - ags - (v —wp)on) . o ()
+ (1 - 021) ‘ Qg - A5 ° (v - Uo)((m_l) ’ 3024.(1}_”0)025)
i = E
5 T T A(B=E)
14 S5
E. (EE‘-E)
foe = (1 4 A.(i‘_&))z
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verwendet.

Ableitung der Materialfunktion A(A,v) = A(e,d,&, k) nach Gleichung (6.38):

0A(0,5,£,K) %ﬁ‘a2(”)+f4‘\'/§'f5'(—(%Ll-(%-(a—&)—kB)—\/g-%)

oo 1= fay/2 fo o
a2 foz) 2
801(1\) _ 1-— al . %'(':zi'”“f)
do tanh(a;3) — 1 (cosh (aiz - A + a13))?
! _EL!
dA(0,5,8, k) f4‘\/g‘f5'B' lEf
95 1~f4-\/§-f6-f1
80.1( ) 1—EL —
0A(0,3,6%) _ 3 '“’2(“)”“'\/g'f""(—g_Ef_l'%?'(”—”)—‘/g‘%g (A.18)
o€ 1“f4'\/§’f6'f1
3.¢0o
a2 * 32 " 2
8a1 (A) _ 1-ay ) '2"(5'”"5)
3{ tanh(alg) -1 (COSh (alg <A+ 013))2
by () 7| a(8) NI e
o ‘az(U)+1f4'\'/;' 13 AE=E fit fs- (B‘(U—U)“%?"‘ \,/; m)
0A(0,0,6,k) B
Ok 1—f4‘\/§'f6'f1
;)
dai(A) l—an Gr2” 5-3\%
Ok tanh(ai3) —1 (cosh (a12 - A + a13))?

A.1.3 Dgl.-System fiir Kriechprozesse

Dgl.-System fiir Kriechprozesse nach Gleichung (3.92):

1
g= ( 3 ] (A.19)

I _ﬁ\f@s_)
27 Ty Y3 aE

At, [2 3%(0,&, k)

J13 = —_—— —_

2 3 oK
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Jg = 0
Jp = 1-
Jag = —
Jsi = 0
Jip = —
Jzz = 1-—

At,
2

B o)

2 0%(s,¢, k)

(k) - \/;

9

2 | 0c(k)
2 122 a(o6 + et
280,60
o

8g(r)
. I
[2 - /9(x)

) @(J,f, K’) + g(K') -

Dgl.-System fiir Kriechprozesse nach Gleichung (3.93):

=1
B 2 E,
_ _Au B (1-%)
- 2 o¢ E,
-V
2 | E?
=0
At
= 1—-=".[-B
1- =2 [-B]
= _At" a_Bi( -G
- T eV
0
0
— _At", _().B (1_%)
= > clk E
1 — &
= 1_%. c(x) 0B ( B
2 0¢ E,

A vV QI &

8%9(a,&, k)
. Ok

8%(0, &, k)

oK

|

(A.20)

(A:21)

(A.22)
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At, o fow) (1-%) &
- _ B-(c—25)- 5.

Jas (o — ) ( o E, 5 c(k)

Jg =0
At, 3 B-(1-%)

Jo = =5 =3 gt 2R
At, | [3 oB (1— 2

Jy = - 2 g('ﬂ)'—ég'(Tf)“(U—U)]

At,
Jyu = 1——/-

B(U—a) %.8_%(&21. —B _i. é.g(/{')
2. g(k) E, E? 2

2

2

A.1.4 Dgl.-System fiir Relaxationsprozesse

Dgl.-System fiir Relaxationsprozesse nach Gleichung (3.94):

(A.23)

o

At, 2 0%(0,¢, k)
. f

Aty o \/2 89(0, ¢, k)
2 377 o

Aty o [2 02(0.¢K)
2 3 0K

At, 2 9%(0,¢, k)
-5 .C(K).\/;.T

At, 2 0®(0,&, k)
_T.c(,{). R

At, [2 [30(”) - ®(0,£,K) + c(K) -

2 V3 ok

At, 08(0,¢,k
_ 2t .,/g(,c).%
At, [~ 0%(0,¢ k)
2 g(")'a—g

1 (A.24)

0%(0,¢, k)
ok }

At, Bg(x) 99(a,¢, n)]
1-— . I -B(o, &, k) + k). 2o
2 |2 /otm (0,€, k) +1/9(x) B
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Dgl.-System fiir Relaxationsprozesse nach Gleichung (3.95):

o
j= g (A.25)
K
At, (1-%) /B ] \/5 d
Ju = 1+— E[ E, (6 (0 -3) B)"‘ 3 B0
at, | B‘(l—%‘)}
Jo = —/-E-|-
2 { E,
At, . [oB (1-%) \F 6%
= —.E. —_ . — 0 —_ . —_—
J13 5 66 Et (0' 0')+ 3 8&
At, | 2 _ \f 8%
J14 = —é—'E —BE?-(O'—O')"F 3‘_6;
At, |0B _
Jan = - 7 '[%'(U"U)‘FB]
At,
Jog = 1-— 9 ‘[_B]
At, |6B
Jog = —T‘[E‘(U_U)]
Juu =0
At, oB ) (1-%)
Jy = —T’I:C(ﬂ)‘(gg‘(a_a)*‘B)' E, (A.26)
At B-(1-5)
Jy = 5 [—C(K)‘ E,
At, oB (1-%&) )
J33 = 1- 5 C(Ii)‘a—g'——Et—'(U_O')
At ( dc(k) (1_%) o5,
Jag = —_m —&). . Ir
A, [ 3 B _ (1-%)
R (G- G-0+8)- S5
At, | [3 B-(1-%)
Jip = 5 T 5'9"3) E,
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Jiz = =
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A.2 Dreidimensionale Stoffgesetzformulierungen

A.2.1 Elastisch-plastisches Dgl.-System

Elastisch-plastisches Dgl.-System nach Gleichung (3.41):

=T

g = (011,092, 033, 012, 013, 023, €11, €22, €33, E12, €13, €23, K) (A.27)

Im folgenden werden die Abkiirzungen

fr = (1—%-—E~}(§,—'ﬂ-(1—2-u))
fo = (04 =€) + (0hy — Ex)* + (0% — Exa)” ‘

+ 2- (01 = €12)" + (013 — £10)" + (0B — €as)”)
fo = én-(o —&u) +Exn- (05 — €22) + €33 (035 — E33)
+ 2 (€1a- (01 — &12) + €13 (013 — &13) + €23+ (093 — €23))

[ = f(o11,09,033,012, 013,093, &11, €22, €33, €12, €13, €23, K, €11, €20, €33, €12, €13, E23)
_ﬂ'_‘).)
_ -2 5
fr fs
verwendet.

Es werden nur die wichtigsten Teile der Jacobi-Matrix dargestellt. Die anderen Ableitun-
gen ergeben sich vollig analog, so dafl sie keiner weiteren Erliuterung bediirfen.

An E of(- / 2
Jig = 1- 2t ‘1+1/. _3');(11).(011—511)"5‘.1((')]
At, E [ of(- '
At, E [ 8f(: '
At B[ () 7

—_— — . - l —
Jig = 2 1+v | dor (o1 fll)_

_ Atn E [ af() / ]

s = - 2 1+v __ doy3 -(011—511)-

_ At'n E [ af(') ! ]

Jie = - 2 1+v _—3023 '(011—511)_
At, FE [ Af( ,

2 .1+l/. L_ngg

Jis = -

“(on *Ell)l
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At, E [ 8f(- ,
Jig = - 2 1+v r 31;5.3) (on —.gu)w
At, E [ af() :
Jie = - 2t '1+1/. —3";.52)‘(‘711_511)
At, E [ 8f() :
J111 = - 5 .1+1/‘ —3'253)'(011“611)
I ]
At, E [ of( , ]
Jiiz = - 2 1+v {_ 3-2(23)'(011—511)
. E [ a5() ., '
Jiis = —A; e gi)'(an_fn)
af() (1 - 28) 3o (2-én—én—ias) fs—fo-3(2- (01 —&u) — (09 — &22) — (083 — Eua,
don fr f82
of(-) (1 - 25 ) 3 (2én—éu—éan) fo—fo- §(2- (03 — &) — (011 — &u) — (033 ~ &3,
30’22 f7 f82
af () (1 - EtEn)) . 5-(2-€33— €11 —€22)- fa— fo- 2 (2 (053 — &a3) — (01; — &11) — (0%, — oo,
0033 f7 f82
i(') (1"@27&1).2'512'fs—f9'4'(012—§12)
0012 fz f3
20 (1“%22)_2'513'f8—f9‘4'(013—€13)
80'13 f7 f82
of () (1_%‘3@)_2'6'23'f8—f9'4‘(023—523)
30'23 f? f82
of() _ (1=E) (en)-fo+ fo-2-(oh — &)
O0én fz 13
9f() _ (1= (—én) fo+ fo-2- (ohy—Ex)
0822 fz 13
af() _ (1=2F) (éw) fo+ o2 (oh— &)
0&33 fz f8
of(1) (1_%ﬂ)_(—2'512)‘fs+f9'4'(012-€12)
0612 Iz 13
of(-) (1 - %ﬁ) (=2-é13) - fat+ fo-4- (013 — &1a)
O&13 fz fE
af(+) _ (1 - EtER ) (=2-¢é53) - fa+ fo-4- (023 — §3)
0€a3 fz 18
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DE;(x)

o) _ (3 ae) 4,

Ok f? s
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