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Zusammenfassung

Bei der Berechnung von Werkstoffen und Bauteilen unter der Wirkung
auBlerer Lasten kann es zu erheblichen Abweichungen vom realen Verhal-
ten kommen, wenn der Einflul der Mikrostruktur unberiicksichtigt bleibt.
In der vorliegenden Arbeit werden kontinuumsmechanische Modelle von
Medien mit Mikrostruktur untersucht. Es wird dabei insbesondere auf die
variationelle Formulierung der Bruchmechanik, das Homogenisationspro-
blem fiir inhomogene Medien und die Versetzungstheorie eingegangen. Zur
Ilustration der dargestellten Theorie werden einige Beispiele (Spannungs-
singularitit, Eingrenzungssitze) prisentiert.







Vorwort

Es ist bekannt, daBl die Mikrostruktur von Bauteilen und Werkstoffen de-
ren mechanisches (allgemeiner: physikalisches und chemisches) Verhalten
mafigebend beeinflufit. Um dies zu illustrieren, nehmen wir das einfache
Beispiel eines Werkstoffs oder Bauteils mit einem oder mehreren Rissen
(oder Mikrorissen). Das Verhalten der Materialien mit Rissen wird génz-
lich anders sein als das von Materialien ohne Risse. Die vorhandenen Ris-
~ se losen die Verbindung zwischen den Teilchen, die an den Riflufern des
Korpers liegen, und fithren zur Spannungskonzentration an der Rififront,
wenn der Korper z.B. unter Zugkriften beansprucht wird. Sind in der Um-
gebung der Riifront nur elastische Verformung moglich, dann wird ein sin-
guldres Spannungsfeld gebildet, was dazu fiithrt, daf§ bei einem eventuellen
Rifiwachstum ein Teil der Energie zur Rififront flieBt (Energiefreisetzungs-
rate). In diesem Fall wird sich der Rif§ unter einem kritischen Wert der
dufleren Belastung ausbreiten und zum Sprédbruch fiihren. Die andere
Moglichkeit ist mit einer Bildung von Versetzungen in giinstig gelegenen
Gleitebenen verkniipft, die von der Rififront nach vorn oder schriag nach
vorn weglaufen. Sie transportieren damit die Energie in die weitere Umge-
bung der Rififront. Man spricht von einer plastischen Zone. Der Riff kann
sich ausbreiten, wenn die verbleibende Energie dafiir noch ausreichend ist,
jedoch wird die Art des Riflwachstums oder der Riflausbreitung ginzlich
anders sein als beim Sprédbruch (man spricht dann von einem Z&hbruch).

Das néchste Beispiel sind Vielkristalle und Verbundwerkstoffe, deren
mechanisches und physikalisches Verhalten auch stark von ihren Mikro-
strukturen geprédgt ist. Wenn man solch eine Mikrostruktur kennt (Geo-
metrie, Anteile der Phasen oder Komponenten, u.s.w.), kann man oft die
effektiven Elastizitdtsmoduln, elektrische Leitfihigkeit, Wirmeleitfihig-
keit, u.s.w. aus ihr niherungsweise bestimmen. Dabei spielen Eingren-
zungssitze der dualen Variationsprinzipien eine wichtige Rolle. Sie konnen
zur Optimierung der mechanischen und physikalischen Eigenschaften von
vielen Verbundwerkstoffen sehr niitzlich sein.

Als letztes Beispiel betrachten wir makroskopische Erscheinungen wie
die Gleitung, plastische Verformung, Materialverfestigung oder Bildung
eines Scherbandes, die man nur verstehen kann, wenn man die mikrosko-
pische Kristallstruktur und ihre Defekte (Versetzungen) beriicksichtigt.
Im Rahmen der Kontinuumsmechanik fiihrt dies zu einer neuen Zustands-
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grofle der Theorie, ndmlich dem Tensor der Versetzungsdichte, welche die
Einfiihrung einer weiteren Langenskala mit sich bringt. Eine Konsequenz
davon ist, daf} die Bilanzgleichungen und die damit verbundenen Konsti-
tutivgleichungen der klassischen Kontinuumsmechanik nicht ausreichend
sind, um alle Groflen einer Theorie mit Mikrostruktur, insbesondere die
Bewegung der Versetzungen, zu bestimmen. Die wichtigsten Begriffe des
generalisierten Kontinuums mit Mikrostruktur sind die Momentenspan-
nungen infolge der Versetzungsdichte und die inneren Konfigurationsspan-
nungen aufgrund der stetig verteilten Versetzungen. Diese Begriffe miissen
die Schliiselrolle in allen Bilanz- und Konstitutivgleichungen der Verset-
zungstheorie iibernehmen.

Die obengenannten Problemen werden in der vorliegenden Habilitati-
onsschrift behandelt. Die Ergebnisse, die in dieser Arbeit vorgestellt wer-
den, wurden erhalten wiahrend meiner wissenschaftlichen Tatigkeit am
Lehrstuhl fiir Allgemeine Mechanik der Ruhr-Universitédt Bochum, zuerst
als Humboldt Stipendiat, danach als Assistent, und zuletzt als Oberin-
genieur. Ich danke Herrn Professor Stumpf fiir seine Anregung zu dieser
Habilitationsschrift und fiir seine stetige Unterstiitzung. Den Herren Prof.
Kréner (Stuttgart) und Prof. Bruhns (Bochum) gilt mein herzlicher Dank
fiir die Ubernahme der Koreferate sowie fiir viele wertvolle und lehrreiche
Hinweise zum Inhalt der Schrift.
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Kapitel 1

Einleitung

Das Konzept der Energie und der damit verbundenen Variationsprinzipien
spielt eine zentrale Rolle bei der Untersuchung des Gleichgewichts und der
Bewegung von Korpern mit Rissen. Griffith war der erste, der die kriti-
sche Rifllinge durch die Bedingung bestimmt hat, dafl die erste Ableitung
der gesamten Energie des Korpers mit Rissen als Funktion der Rifllange
verschwindet [1,2]. Dazu fiihrte er den Begriff der Oberflichenenergie ein,
der zuvor nicht in der Elastizitdtstheorie zu finden war. Dieses ist eines
der ersten Charakteristika fester K6rper, das mit der Mikrostruktur ver-
kniipft ist. Irwin [3] hat die Beziehung zwischen dem Energiezuflufi und
dem Spannungsintensititsfaktor [4,5] hergeleitet. Der durch Eshelby [6]
eingefiihrte Energie-Impuls-Tensor und das J-Integral (Sanders [7], Che-
repanov [8], und Rice [9]) sind nun im allgemeinen Fall die Gréflen, die
den Energiezuflufl und das Rifiwachstum bestimmen (siehe auch [10, 11]).
Im dynamischen Fall haben Eischen und Herrman [12] das Riflausbrei-
tungskriterium wieder mit dem Energiezuflul zur Riflfront formuliert.

In der nichtlinearen Elastizitdtstheorie kann man das nichtlineare J-In-
tegral als den Ausdruck fiir den EnergiezufluBl bei Gurtin [13], Herrman
[14] und Batra [15] finden (siehe auch [16]). Freund [17] und Gurtin und
Yatomi [18] haben das dynamische Riflproblem betrachtet.

In allen zitierten Arbeiten kann man die unausgesprochene Beziehung
zwischen der Herleitung des J-Integrals einerseits, und der Variationsrech-
nung des Energiefunktionals andererseits, bemerken. Trotzdem ist das
statische Randwertproblem fiir einen elastischen Korper mit Rissen im
Gleichgewicht erst in unseren Arbeiten [19-22] mit Hilfe einer Variations-
ungleichung formuliert worden. Das Variationsprinzip lautet: Ein elasti-
scher Kérper mit Rissen kann sich nur im Gleichgewicht befinden, wenn

1




2 KAPITEL 1. EINLEITUNG

die Variationen seiner gesamten Energie, einschlieBlich der Energie der
RiBoberflache, fiir alle zuléssigen virtuellen Konfigurationen nicht negativ
sind. Als zuldssig betrachten wir auch die Konfigurationen mit virtuel-
lem RiBwachstum, und um die eventuelle Rilumlenkung beschreiben zu
kénnen, lassen wir auch zu, da8 dieses Riiwachstum in beliebige Richtun-
gen erfolgen kann. Dies ist neu im Vergleich zu den bekannten Variati-
onsprinzipien, weil es sich hier um ein Problem mit unbekannten inneren
Rindern (Rissen) des Kérpers handelt, die sich dndern kénnen (dhnliche
Probleme findet man in der Theorie der Phasenumwandlung). Durch vir-
tuelle Anderung der Risse wird nicht nur die Oberflichenenergie einen
Zuwachs erfahren, sondern auch die elastische Energie des Korpers. Den
negativen Zuwachs der elastischen Energie durch Rifiwachstum definiert
man als den Energiezuflul zur Rififront. Letzterer 148t sich durch das ska-
lare Produkt des J-Integral-Vektors mit dem virtuellen Riiwachstumsvek-
tor ausdriicken [22]. Aus dieser Variationsungleichung folgen nicht nur die
Grundgleichungen und Randbedingungen der nichtlinearen Elastizitéts-
theorie, sondern auch die Randbedingungen an der Riffront, betrachtet
als Rifiwachstumskriterium. Dieses Kriterium besagt: Der Rif§ befindet
sich dann und nur dann im Gleichgewicht, wenn der J-Integral-Vektor vom
Betrag kleiner oder gleich der doppelten Energiedichte der Oberfliche ist.

Wenn das statische Riflproblem keine stabile Lésung hat, dann wird
der RiB sich sehr schnell ausbreiten, bis der Kérper zum Bruch kommt.
Will man die dynamischen Prozesse der Rilausbreitung beschreiben, dann
kann man dies, wie wir gezeigt haben, mit Hilfe einer Evolutionsunglei-
chung machen. In dieser Evolutionsungleichung mufi man nicht nur die
d’Alembertschen Hilfskrifte, sondern dariiberhinaus auch den Zuflufl der
kinetischen Energie zur Rifront beriicksichtigen [22]. Dies fiihrt dazu, da§
in den dynamischen J-Integral-Vektor noch die kinetische Energiedichte
einflieBen muf. Die Randbedingungen an der Rifront erméglichen es, die
Position der laufenden Rif}front sowie die bevorzugte Ri8ausbreitungsrich-
tung zu bestimmen.

Die obengenannten Ergebnisse wurden auf elastoplastische Kérper mit
Rissen bei grofen Dehnungen in unseren Arbeiten [23,24] verallgemei-
nert. Wir werden hier eine solch komplizierte Theorie nicht prasentieren.
Die Arbeiten [25-37] sollen einen Uberblick iiber dieses schnell wachsen-
de Forschungsgebiet geben. Ich méchte den interessierten Leser auf eine
hochinteressante Arbeit von Rice [38] aufmerksam machen, in der er ein
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Kriterium fiir die Versetzungsbildung vorgeschlagen hat, das den Ener-
giezuflufl (oder das J-Integral) mit einer neuen mikroskopischen Material-
charakteristik, ndmlich der Bildungsenergie der Versetzungen (stacking
energy), verkniipft.

Dank der Singularitdt der Spannungs- und Dehnungsfelder an der Rif3-
front ist der Energiezuflufl und das J-Integral nicht gleich Null. Aber das
singuldre Verhalten des Verschiebungsgradienten widerspricht den An-
nahmen der linearisierten Theorie. Die erste Untersuchung des Rifipro-
blems im Rahmen der nichtlinearen Elastizitdtstheorie ist in [39] vorge-
nommen worden. Knowles und Sternberg [40,41] waren die ersten, die
gezeigt haben, dafl bei Riflproblemen von hyperelastischen Materialien
die Bestimmung der singulidren Spannungs- und Dehnungsfelder stark von
dem asymptotischen Verhalten der freien Energiedichte bei groen Verfor-
mungen abhiangt. Weil es unmoglich ist, dieses Verhalten aus den experi-
mentellen Daten zu gewinnen, mufl man verschiedene Annahmen treffen.
In [40,41] ist die Energiedichte als Potenzfunktion des durch Blatz und
Ko [42] vorgeschlagenen Ausdrucks angenommen worden. Die Untersu-
chung ist fiir den durch Zugkrifte enstehenden ebenen Dehnungszustand
an der rechten Rifispitze durchgefithrt worden, und die asymptotischen
Strukturen der entstandenen statischen Spannungs- und Dehnungsfelder
wurden griindlich analysiert. Der Singularitdtsgrad sowie der Hauptterm
der Deformation sind durch Lésung eines nichtlinearen Eigenwertproblems
bestimmt worden, das auch fiir spatere Untersuchungen von grofler Be-
deutung ist. Knowles [43] hat die asymptotische Analyse fiir den durch
Schub entstehenden Deformationszustand durchgefiihrt, wobei das Ma-
terialverhalten eine Klasse von sogenannten generalisierten, inkompres-
siblen, neo-Hookeschen Materialien darstellt. Dariiberhinaus hat er mit
Sternberg [44,45] bei diesem Problem eine interessante Moglichkeit en-
deckt, wie das Gleichungsystem seine Elliptizitdt in der Umgebung der
Rifspitze verlieren kann (siehe auch die spiteren Untersuchungen von
Abeyaratne und Yang [46] und Silling [47,48]). Ferner hat ein Beitrag von
Stephenson zu den Rifiproblemen [49] auf sich aufmerksam gemacht. Er
hat die gleiche Rikonfiguration und das ebene Rifiproblem wie in [40,41]
betrachtet. Die Materialien sind hyperelastisch und inkompressibel ange-
nommen, aber im Gegenteil zu [40,41] ist die Energiedichte als Summe von
zwei Potenzfunktionen der ersten Grundinvariante des Cauchy-Green De-
formationstensors angenommen (sogenannte generalisierte Mooney-Rivlin
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Materialien mit zwei Potenzindizes). Dariiberhinaus wurden die Randbe-
dingungen allgemeiner als in [40,41] betrachtet, um zu priifen, ob eine
Analogie zu dem in der linearen Bruchmechanik bekannten antisymme-
trischen Erscheinungsbild (Modus) besteht. Stephenson hat die asympto-
tische Struktur der singuldren Deformation analysiert. Aulierdem hat er
bewiesen, daf} es in dem betrachteten Modell keine Analogie zum Modus
IT gibt, und der Rif} sich immer &ffnen wird.

In [50] haben wir die asymptotische Analyse des Rifiproblemes fiir den
ebenen Deformationszustand und fiir eine allgemeine Klasse von kompres-
siblen Materialien durchgefiihrt, die dem Polykonvezititskriterium und
bestimmten Wachstumsbedingungen geniigen (siche Ogden [51,52] und
Ball [53]). Die Energiedichte wird als eine Funktion der Hauptstreckun-
gen angenommen, die ziemlich kompliziert von den Grundinvarianten des
Cauchy-Greenschen Deformationstensors abhdngt und ein verwickeltes
Verhalten bei grofien einachsigen Dehnungen aufweist. Aufgrund der Po-
lykonvexitat garantiert das Ogden-Ballsche Konstitutivgesetz immer die
Elliptizitdt des Gleichungssystems und die daraus folgende Existenz der
Losung des Randwertproblemes in einem geeignet gewéhlten Funktions-
raum (Ball [53]). Wir betrachten die Rikonfiguration und die dufleren
Randbedingungen, welche zu spannungsfreien Bedingungen auf den Ri-
Bufern in der Nihe der Rifispitze fithren. Wir haben dann die Methode
der asymptotischen Analyse von Knowles und Sternberg [40,41] weiter-
entwickelt, so dafl sie auf Riflprobleme fiir kompressible Materialien an-
gewandt werden kann. Obwohl sich die Ogden-Ballsche Energiedichte mit
mehreren Potenzindizes bei groflen Verformungen komplizierter verhilt
als die von [40,41], hat unsere Analyse gezeigt, dafl der Singularitétsgrad
und der Hauptterm der Deformation genau gleich sind. Der Grund dafiir
ist, daB8 auch fiir die Ogden-Ballschen Materialien die Jakobische Determi-
nante der Deformation weniger singuldr ist als die erste Grundinvariante
des Dehnungstensors in der Umgebung der Riflspitze. AuBerdem ist fiir
eine Teilklasse von betrachteten Materialien die Jakobische Determinante
asymptotisch konstant geblieben, und so kénnen die Ergebnisse von Ste-
phenson [49] aus den unseren hergeleitet werden, wenn die Energiedichte
nur von zwei Potenzindizes abhingt. Im Vergleich zu [49] gibt es nur
Anderungen bei den Nebentermen der Deformation infolge der Kompres-
sibilitdt und den kleineren Potenzindizes. Wir haben gezeigt, da8l man die
Deformation mit Hilfe einer Zusammensetzung aus einer Starrkérperrota-
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tion und einer darauf folgenden parallelen Verschiebung eines sogenannten
kanonischen Feldes erhalten kann. Das Adjektiv kanonisch wird hier fiir
die Kennzeichnung eines Feldes mit sich 6ffnenden Riflufern benutzt, das
dem symmetrischen Modus in der linearen Bruchmechanik vergleichbar
ist. Folglich existiert keine Analogie mit dem antisymmetrischen Modus
in der linearen Bruchmechanik, und der Rifl wird sich immer unter dem
Winkel von 180° 6ffnen. In der nichtlinearen Bruchmechanik gibt es daher
(fiir ebene Probleme) nur einen Spannungsintensitétsfaktor, der allerdings
nur aus der Lésung des globalen Rifiproblems bestimmt werden kann. Ei-
ne parallele Analyse ist fiir die Hadamardschen Materialien durchgefiihrt
worden [54].

Die Spannungssingularitit ist mit den Annahmen der Kontinuumsme-
chanik verkniipft, sie bildet mehr oder weniger genau das tatséichliche
Verhalten von Materialien in der Umgebung der Rifispitze ab. Barenblatt
fand aber eine solche Singularitdt physikalisch sinnwidrig und hat ver-
sucht, sie durch Einfilhrung einer Kohisivkraft zu beseitigen [55]. Das
Model mit Kohéasivkraft ist in letzter Zeit durch die Moglichkeit einer
Verstiarkung des Rifles durch sich iiberbriickende Fasern wieder interessant
geworden [56-62]. In einem solchen Model nimmt man an, da8 das Mate-
rial en gros linear elastisch ist, jedoch die gegeniiberliegenden Riffufer eine
Anziehungskraft erfahren werden, die von ihren relativen Verschiebungen
abhingt. Die oben genannten Autoren haben enweder durch numerische
Berechnungen oder durch asymptotische Analyse fiir den speziellen Fall
des sehr langen Rifles gezeigt, dafl die Losung des Rilproblemes die gleiche
Spannungssingularitéit besitzt, und dafl die Kohésivkraft bestenfalls den
Spannungsintensititsfaktor mindern kann. Es bleibt denoch eine Frage:
wird diese Spannungssingularitit auch nach der Einfiihrung der Kohisiv-
kraft auf jeden Fall auftreten? In [63] haben wir diese Frage durcheine
direkte Variationsrechnung positiv beanwortet. Die variationelle Formu-
lierung des Rifiproblemes mit Kohésivkraft [58] unterscheidet sich von
der Griffithschen Formulierung dadurch, dafl in der Gesamtenergie statt
der Energie der Rifloberflichen eine Kohésivenergie steht, deren Betrag
von der relativen Rifitrennung abhingt. An der Rifispitze ist sowohl die
Rifitrennung als auch die Kohisivenergie gleich Null. Dies fiihrt zu einer
wesentlichen Anderung der Energiebilanzgleichung. Bei einem Riwachs-
tum wird die Gesamtenergie auf ein Teil reduziert, der dem negativen J-
Integral gleich ist. Mit Hilfe der direkten Variationsrechnung kénnen wir
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eine obere Schranke fiir die Energiefreisetzungsrate bestimmen, die dann
zu einer unteren Schranke fiir das J-Integral fithrt. Wir kénnen damit be-
weisen, dafl die Kohé#sivkraft die Spannungssingularitét nicht beseitigen
kann. Unsere Methode kann auch benutzt werden, um den Spannungsin-
tensitatsfaktor ndherungsweise zu bestimmen.

Die oben genannten Ergebnisse sind der nichtlinearen Bruchmechanik
gewidmet und sind im zweiten Kapitel zusammengefalt. Es ist nicht die
Absicht dieser Habilitationsschrift, die umfangreiche Literatur der linearen
und nichtlinearen Bruchmechanik vollstindig zu présentieren. Der inter-
essierte Leser mag die Arbeiten [64-69] konsultieren, um einen Uberblick
iiber theoretische und experimentelle Methoden sowie die vielfiltigen An-
wendungsmoglichkeiten der Bruchmechanik zu erhalten.

Das dritte Kapitel ist der Untersuchung des physikalischen und me-
chanischen Verhaltens inhomogener Medien gewidmet, deren Charakte-
ristika mit dem Ort variieren. Wichtige Beispiele sind Vielkristalle und
Verbundwerkstoffe in allen méglichen Auspragungen (Schichtstrukturen,
Faserstrukturen usw.). Dabei ist ein numerisches Verfahren zumindest un-
praktisch, wenn iiberhaupt méglich. Das liegt nicht nur daran, daf§ die
zur Zeit bekannten Finite-Elemente-Programme solche komplizierten Pro-
bleme noch nicht behandeln kénnen, sondern vielmehr daran, daf§ man
auch nicht die vollstindigen Informationen iiber die Mikrostruktur zur
Verfiigung hat. Zu Hilfe kommt dabei die Idee der Homogenisation. Letz-
tere hat eine lange Geschichte, beginnend mit den Arbeiten von Max-
well [70] und Rayleigh [71]. Eine exakte mathematische Problemstellung
fiir periodische Medien ist aber erst in der Arbeit von Bachvalov [72]
formuliert worden (siehe auch [73,74]). Die damit verbundene Definition
der G-Konvergenz ist in [75] gegeben. Wir prisentieren hier die wesentli-
chen Aspekte des Homogenisationsproblemes im Hinblick auf die direkte
Variationsrechnung (zur variationell-asymptotischen Methode und deren
Anwendungen in vielen unterschiedlichen Gebieten weisen wir auf [76]
bzw. [77-90] hin). Wir formulieren némlich ein Problem der Mechanik
inhomogener Medien als ein Variationsproblem mit einem kleinen Para-
meter, der die charakteristische Linge der Inhomogenitat aufweist. Wir
konnen dann dieses Problem bei dem Grenziibergang, bei dem dieser klei-
ne Parameter gegen Null geht, asymptotisch analysieren. Als Ergebnis er-
halten wir sowohl fiir periodische als auch fiir zuféllige Medien die dualen
Zellprobleme, mit deren Hilfe die sogenannten effektiven Charakteristika
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der homogenisierten Medien bestimmt werden koénnen. Dabei brauchen
diese effektiven Charakteristika nicht immer exakt bestimmt zu werden;
oft ist es ausreichend, ihre Grenzen zu kennen [91-93]. Im abschlieBenden
Abschnitt dieses Kapitels prisentieren wir die Bestimmung der dualen
Schranken fiir die effektive Leitfihigkeit des Verbundwerkstoffs [94-96].
Unser Ziel ist es, alle gegebenen Informationen iiber die Mikrostruktur
auszunutzen, um moglichst enge Schranken fiir die effektive Leitfahigkeit
herzuleiten. Zuerst stellen wir Ungleichungen fiir die effektive Leitfahigkeit
mit Hilfe der dualen Variationsformulierungen auf. Um daraus Schranken
zu erhalten, mufl man einige Koeffizienten berechnen, die von der Mi-
krostruktur abhangen. Man kann zeigen, daf8 die somit erhaltenen Schran-
ken enger sind, als die von Haghin-Shtrikman [97]. Es wird gezeigt, daB die-
se Koeffizienten fiir ein Modell bestimmt werden kénnen, welches ein Ag-
gregat elliptischer, zweischichtiger Einschliile von unterschiedlicher Grofle
darstellt, die den Raum fiillen. Als Konsequenz werden neue Schranken
fiir die effektive Leitfihigkeit solch eines Modells des Verbundwerkstoffs
hergeleitet. Fiir ein entsprechendes Modell der Verbundwerkstoffe kénnen
wir folgendes feststellen: Wenn die Leitfdhigkeit der Einschlukomponen-
te kleiner als die der Matrixkomponente ist, dann besitzen die Verbund-
werkstoffe mit Kugel-Einschliissen die kleinste effektive Leitfahigkeit, mit
Platten-Einschliissen die grofite und mit Nadel-Einschliissen eine mittlere.
Wenn die Leitfahigkeit der EinschluBkomponente grofler als die der Ma-
trixkomponente ist, dann gilt die umgekehrte Reihenfolge. Diese Methode
kann auch zur Eingrenzung der Elastizitdtsmoduln angewendet werden
(siehe [98-100]).

Im letzten Kapitel dieser Arbeit formulieren wir eine Elastoplastizitét
bei groflen Verformungen unter Beriicksichtigung der Mikrostruktur des
Materials mit stetig verteilten Versetzungen. Es ist bekannt, dafl in der
nichtlinearen Makro-Elastoplastizitidt (ohne Beriicksichtigung der Mikro-
struktur) die elastische und plastische Rotation nicht eindeutig bestimm-
bar sind. Um diese Schwierigkeit zu iiberwinden, sind unterschiedliche
Theorien vorgeschlagen worden. Einige Autoren fiihrten eine zusitzli-
che Konstitutivgleichung fiir den sogenannten plastischen Spin ein (siehe,
u.a., [101-104]). Im Gegensatz dazu haben Stumpf und Badur [105] und
unabhingig davon Nemat-Nasser [106] bewiesen, da8 der plastische Spin
von der elastischen und plastischen Dehnungsrate abhidngt und deswegen
keiner zusétzlichen Konstitutivgleichung bedarf. Was die Wahl einer ge-
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eigneten objektiven Deformationsrate betriftt, welche in die Konstitutiv-
gleichung eingehen soll, kann man verschiedene Vorschliage in der Literatur
finden [107-118]. Der alternative Weg, den wir hier gewéhlt haben, ist mit
der Beriicksichtigung der Mikrostruktur von plastisch verformten Kristal-
len, ndmlich der Bewegung von Versetzungen, verkniipft. Unser Ziel ist
es, ein Kontinuumsmodell elastoplastischer Kérper bei grofen Dehnungen
zu konstruieren, in dem die elastischen und die plastischen Rotationen
eindeutig bestimmt werden kénnen (siehe auch [119-132]). Dabei spielen
in solch einer Theorie mit Mikrostruktur zwei Begriffe eine wichtige Rol-
le: die Momentenspannungen infolge der Versetzungsdichte und die auf
Versetzungen wirkenden Konfigurationsspannungen.

. Bei der Enwicklung geeigneter Modelle der finiten Elastoplastizitat war
das Konzept der Kristallreferenz und der damit verbundenen lokalen Zwi-
schenkonfiguration eines elastoplastischen Kérpers am schwierigsten und
kontroversesten (siehe [119-137]). Um die Spannungen iiberall im Kérper
durch eine elastische Deformation auf Null zu reduzieren mufl man, geméaf
Kréner [122], folgendes Gedankenezperiment machen. Man zerschneidet
den Korper im verformten momentanen Zustand in infinitesimale Ele-
mente und 148t die Versetzungen frei laufen. Nachdem alle Versetzungen
die Elemente durchlaufen haben erhilt man einen Zustand, in dem je-
dem Atom des Braivaiskristalls ein Basisdreibein zugeordnet ist und zwi-
schen allen Basisdreibeinen ein natiirlicher Fernparallelismus entstanden
ist. Man kann intuitiv erwarten, dafl die Elemente nach diesem Gedan-
kenexperiment irgendwie zueinander isomorph sein miissen. Noll [124] war
der erste, der diese Idee in eine exakte mathematische Formulierung durch
Einfiihrung von einigen Begriffen (Korpermannigfaltigkeit, lokale Konfi-
guration, uniforme Referenz, materieller Isomorphismus) iiberfithrt hat
(siehe auch [125]). Obwohl Noll’s Theorie mathematisch perfekt ist, ist es
unmoglich, eine dynamische Theorie elastoplastischer Kérper mit Verset-
zungen in deren Rahmen zu konstruieren. Dafiir gibt es zwei Griinde. Zum
ersten wird die uniforme Referenz in Noll’s Theorie als Charakteristikum
des Materials betrachtet, so dafl die Bewegung von Versetzungen gar nicht
beriicksichtigt werden kann. Zum zweiten tragen die Versetzungen einen
Anteil zur Energiedichte des Korpers bei, und dies fithrt unmittelbar dazu,
dafl Momentenspannungen entstehen (eine sehr klare Interpretation kann
man in [123,138] finden). Mann kann diese Schwierigkeiten vermeiden,
indem man das Material mit Versetzungen als ein orientiertes Kontinuum
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gemiB Toupinscher Definition betrachtet [139], und folglich die Nollsche
konstante uniforme Referenz durch eine zeitabhingige Kristallreferenz er-
setzt, die dariiberhinaus noch variiert werden muf}. Wir wollen kurz an
dieser Stelle die Kritik von Anthony [140-142] am Konzept der Kérper-
mannigfaltigkeit diskutieren. Nach Anthony kann ein plastisch verform-
ter Korper gar nicht als eine Korpermannigfaltigkeit modelliert werden,
weil die Bewegung von Versetzungen ein Deformationschaos verursachen
wird [143], und dadurch alle inneren materiellen Zusammenhinge zer-
rissen werden. Dies trifft zu, wenn die kristalline Struktur in fast allen
materiellen Punkten geschidigt ist. Wenn man aber annimmt, da8, trotz
einer hohen Versetzungsdichte, der Bereich, in dem die kristalline Struk-
tur geschidigt ist, nur einen kleinen prozentuellen Anteil verglichen mit
dem gesamten Bereich des Koérpers darstellt, dann kann man eine kri-
stallographische Orientierung fiir jedes makroskopische Volumenelement
definieren [144,145]. Obwohl die durch Versetzungsbewegung entstande-
nen elementaren Gleitungen (slips) von diskreter Natur sind, kénnen die
damit verbundene elastische und plastische Deformationen auf dem Ni-
veau der Kontinuumstheorie als stetig differenzierbar angenommen wer-
den. Der zweite Kritikpunkt von Anthony [142], daf§ die Versetzungsdichte
nur ein gemitteltes Mafl zur Beschreibung des Versetzungsnetzwerks sei,
trifft auch nicht immer zu, denn dies hingt wesentlich von der Wahl der
charakteristischen Lange ab. Wahlt man die letztere kleiner als den mitt-
leren Abstand zwischen den Versetzungen, erhélt man eine vollstindige
Beschreibung des Versetzungsnetzwerks.

Obwohl die zum Konzept der Kristallreferenz fithrenden physikalischen
Motivationen ganz unterschiedlich sind, sieht die dadurch entstandene
geometrische Struktur in allen Theorien dhnlich aus. Es existiert ndmlich
eindeutig ein Kristallzusammenhang infolge des Kristallparallelismus, des-
sen Kartansche Torsion als Versetzungsdichte [120,122,146] (oder als Inho-
mogenitit, in Nollscher Terminologie [124]) identifiziert werden kann. Fer-
ner existiert auf der Kérpermannigfaltigkeit eine Riemannsche Struktur,
die von der Kristallreferenz induziert wird und entsprechend eine Metrik
und einen torsionsfreien Zusammenhang erzeugt. Die Darstellung dieser
Metrik beziiglich der Anfangsbeschreibung ist mit dem plastischen Deh-
nungsmaf zu interpretieren. Die Differenz zwischen dem Riemannschen
Zusammenhang und dem Kristallzusammenhang ist als Kontorsion defi-_
niert. Torsion und Kontorsion bestimmen einander. Im Rahmen unseres
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kinematischen Modells kénnen wir sowohl Dehnungsmafle als auch Ver-
setzungsdichten auf der Kérpermanigfaltigkeit und im euklidischen Trans-
lationsraum definieren. Besonders interessant ist die Definition der soge-
nannten relativen Zeitableitungen fiir rdumliche Tensoren beziiglich der
Kristall- und Momentanreferenz [133-135, 147]. Es ist anzumerken, da8
die Zeitableitung beziiglich der Momentanreferenz mit der Lie-Ableitung
beziiglich des rdumlichen Geschwindigkeitsfeldes zusammenfallt.

Es ist nun klar, da8 die Bestimmung der Kristallreferenz aus der ge-
gebenen Metrik und Torsion ein sehr wichtiges Problem der finiten Ela-
stoplastizitit ist. Letzteres ist rein kinematisch und dhnlich dem Problem
der Bestimmung des Verschiebungsfeldes aus dem gegebenen Dehnungs-
feld in der klassischen Kontinuumsmechanik, mit dem wesentlichen Unter-
schied, daf3 die Unbekannte in unserem Problem ein Zweibein-Tensorfeld
ist. Wir leiten ein System von Differentialgleichungen erster Ordnung fiir
die elastische Umkehrdeformation her. Die Integrabilitdtsbedingung die-
ses Gleichungssystems entspricht der bekannten Eigenschaft des Kristall-
zusammenhangs, dal nimlich deren Kriimmung verschwinden mufl. Wenn
diese Bedingung erfiillt ist, kann man das Gleichungssystem entlang be-
liebiger Wege, die zwei Punkte des Korpers verbinden, integrieren, was
es ermOglicht, sowohl die elastische Umkehrdeformation als auch die Kri-
stallreferenz zu bestimmen, vorausgesetzt die Momentankonfiguration ist
bekannt. Wir haben eine Formel hergeleitet, die der von Cesaro [148] in
der linearen Kontinuumsmechanik und der von Pietraszkiewicz [149] und
Pietraszkiewicz & Badur [150] in der nichtlinearen Kontinuumsmechanik
dhnlich ist. Zuweilen ist es zweckméfig, die polare Zerlegung zu benutzen,
um die elastische Deformation als Produkt von Rotation und Streckung zu
reprasentieren. Letztere kann dann durch das elastische Dehnungsfeld mit
Hilfe der linearen Algebra bestimmt werden. Fiir die elastische Umkehr-
rotation kann man ein Differentialgleichungssystem erster Ordnung her-
leiten, dessen Integrabilitdtsbedingung véllig dquivalent dem Verschwin-
den der Kriimmung des Kristallzusammenhangs ist. Die Losung dieses
Gleichungssystems kann in Form einer Tensorreihe préisentiert werden.
WEeil die Darstellungen von Metrik und Torsion beziiglich der Anfangsre-
ferenz mit der plastischen Dehnung bzw. mit der Versetzungsdichte zu-
sammenfillt, sind die Bestimmungen der plastischen Deformation und
Rotation aus den letzteren duale Probleme beziiglich der oben betrach-
teten Probleme, die analog gelost werden konnen. Es ist interessant, die
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linearisierte Kinematik herzuleiten und die Ergebnisse mit der bekannten
Theorie von Kroner [122,138] zu vergleichen. Solch eine Linearisierung ist
durchgefiihrt worden, und der Vergleich zeigt, dafl sich die linearisierten
Formeln auf die von Kréner reduzieren.

Die oben hergeleiteten Ergebnisse kénnen dann benutzt werden, um
die Wahl der minimal benétigten Zustandsgréfien in der finiten Elasto-
plastizitdt mit sich variierender Kristallreferenz zu treffen (cf. {122,123,
126,128]). Weil die mit der Kristallreferenz assoziierte Metrik und Torsi-
on deren vollstindige Charakteristika sind, miissen sie die Rolle von Zu-
standsgroflen spielen und daher als Argumente in die freie Energiedichte
des Korpers eingehen. Wir zeigen, dafl die freie Energiedichte, als Funkti-
on der elastischen Dehnung und der Versetzungsdichte, dem Prinzip der
Bezugsindifferenz genauso wie dem Prinzip der Anfangsdeformationsin-
differenz, das wir in [128] eingefithrt haben, geniigt. Die Statik nichtli-
nearer Korper mit Versetzungen, die wir hier konstruieren, basiert auf
dem Prinzip der virtuellen Arbeit und auf dem Ansatz der freien Energie-
dichte pro Kristallvolumeneinheit (cf. [126,151,152]). In der klassischen
Theorie von Kréner [122,138] handelt es sich hauptséichlich um kleine
elastische und plastische Distorsionen. In [151] ist-von Kroner die Forde-
rung gestellt worden, daf die freie Energiedichte nur von der elastischen
Dehnung und von der Versetzungsdichte abhingen darf, wihrend in [152]
die Bilanzgleichung fiir den Mikroimpuls untersucht wurde. Wir haben
von der multiplikativen Zerlegung des Deformationsgradienten in elasti-
sche und plastische Anteile Gebrauch gemacht, um die Makro- und Ver-
setzungsbewegung vollstindig beschreiben zu kénnen. Das Material mit
Vesetzungen kann als orientiertes Kontinuum im Sinne von Toupin [139]
interpretiert werden (siehe auch das dhnliche Kontinuum mit internen
Freiheitsgraden von Sedov und Berdichevsky [126]). In einem Punkt un-
terscheidet sich dennoch unsere Theorie wesentlich von der Toupinschen.
Unsere Energiedichte geniefit ndmlich noch eine zusitzliche Invarianzei-
genschaft beziiglich der Gruppe aller plastischen Anfangsdeformationen.
Dies fiihrt zu den Bilanzgleichungen des Mikroimpulses und des Mikrodre-
himpulses. Die Momentenspannungen miissen mit den auf die Versetzun-
gen wirkenden internen Konfigurationsspannungen im Gleichgewicht sein.
Letztere setzen sich zusammen aus dem Eshelby Spannungstensor infolge
des umgebenden elastischen Feldes [6], [127] und einem zusétzlichen Term,
der die Wechselwirkung zwischen den Versetzungen charakterisiert. Die-
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se Konfigurationsspannung oder Konfigurationskraft taucht immer wie-
der auf, wenn man ein Kontinuum mit verdnderlicher Mikrostruktur be-
handelt (vergleiche mit der Phasenumwandlungstheorie [153-155] und der
nichtlinearer Bruchmechanik [19-24, 50,156, 157]).

Im Rahmen einer Mechanik generalisierter Kontinua [126,139] formulie-
ren wir ein Bilanzgleichungssystem, inklusive der Entropieerzeugungsun-
gleichung, fiir ein beliebiges Volumen der Anfangskonfiguration. Ein aqui-
valentes Gleichungssystem beziiglich der Momentanreferenz wird eben-
falls hergeleitet. Wenn die internen Spannungen und Momentenspannun-
gen raten-unabhéngig sind, dann kann man die Entropieerzeugungsunglei-
chung beziiglich der Anfangsreferenz benutzen, um die Konstitutivglei-
chungen konsistent mit dieser Ungleichung herzuleiten. Andernfalls mufl
man die internen Spannungen und Momentenspannungen in reversible und
irreversible Anteile zerlegen, um die Entropieerzeugungsungleichung auf
eine Dissipationsungleichung zu reduzieren. Letztere kann benutzt wer-
den, um die Konstitutivgleichungen, die die Dehnungs- und Versetzungs-
rate enthalten, zu begriinden. Wir analysieren Spezialfalle und zeigen,
daf sich unsere Theorie auf die von Noll [124] und Wang [125] reduziert,
wenn die Kristallreferenz als konstant angenommen wird (deren Variation
wird also nicht zugelassen). Die linearisierte Statik fallt mit der bekann-
ten Kronerschen Theorie [122,138] zusammen. Wir untersuchen auch den
Fall, daf die Kristallreferenz zeit-abhéngig ist, aber keine Variation zulafit
(dies entspricht einer konventionellen Elastoplastizitét ohne Mikrostruk-
tur). Die Momentenspannungen verschwinden dann, und die Konstitutiv-
gleichungen reduzieren sich auf die von [133-135]. Wir zeigen auch, da8
das Modell von Naghdi und Srinivasa [144,145] aus unserer Theorie durch
eine spezielle Wahl der Dissipationsfunktion hergeleitet werden kann.




Kapitel 2

Nichtlineare Bruchmechanik

2.1 Vorbemerkungen und Vereinbarungen

Wir bezeichnen den dreidimensionalen euklidischen Raum durch £. Ele-
mente z,y,... des Raumes £ nennt man Raumpunkte. Der Translations-
raum von £ ist durch V bezeichnet; er ist ein dreidimensionaler Vektor-
raum. Elemente u,v,... von V nennt man Raumvektoren. Das skalare
Produkt von zwei Vektoren u,v € V ist durch u - v, oder durch g(u,v)
bezeichnet. Die quadratische Form g ist positiv und entspricht der rdum-
lichen Metrik, die auf V definiert ist. Der Dualraum von V ist durch V*
bezeichnet. Die Metrik g bildet zwar einen Isomorphismus zwischen V
und V*, jedoch werden wir solch einen Isomorphismus nicht benutzen, um
V* mit V identifizieren zu kénnen. Das Vektorprodukt von zwei Vektoren
u, v ist durch u X v bezeichnet.

Der Tensorraum auf V), r-fach kontravariant und s-fach kovariant, ist
durch T7(V) bezeichnet; seine Elemente sind mit fettgedruckten Buch-
staben gekennzeichnet. Zum Beispiel entspricht 7}(V) dem Raum der
linearen Abbildungen von V auf sich selbst. Man nennt die Identitéts-
abbildung auf V Einheitstensor und bezeichnet sie durch 1. Zuweilen ist
es zweckmaifig, Tensoren auch in Komponentenschreibweise zu prasentie-
ren. Dabei benutzt man hiufig kartesische Koordinaten. Wenn es nicht
gesondert angemerkt wird, vereinbaren wir, daf§ die grolen und kleinen
Indizes die Werte 1,2,3 annehmen; es gilt aulerdem die Einsteinsche Sum-
mationsvereinbarung,.

Es sei U irgendein offener Bereich von £. Man nennt die Abbildung t :
U — T7(V) ein Tensorfeld (r-fach kontravariantes und s-fach kovariantes),
daB auf U/ definiert ist. Man sagt, da ein Tensorfeld t zur Klasse C* gehort

13
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(stetig differenzierbar), wenn ein Tensorfeld dt : & — T7, (V) existiert,
so daB

t(z +u) = t(z) + (dt(z))u+ e(z,u), zel,ue,

wobei fiir alle z € U

|1111|I—I>10 me(:c, u)=0

gilt. Das Tensorfeld dt wird eindeutig bestimmt durch t und wird die
Ableitung von t genannt.

Wir nehmen an, dal der Leser mit der Tensorrechnung auf Mannig-
faltigkeiten vertraut ist (die Lehrbiicher von Abraham, Marsden & Ra-
tiu [158], oder Sternberg [159] sind empfehlenswert). Es sei M eine dif-
ferenzierbare Mannigfaltigkeit. Der Tangentenraum im Punk X € M ist
durch Tx M bezeichnet, das Tangentenbiindel auf M - durch T M. Es sei
ferner N eine andere differenzierbare Mannigfaltigkeit, und ¢ : M — N
eine differenzierbare Abbildung. Die assoziierte tangierende lineare Abbil-
dung von TM in TN ist durch T¢ : TM — TN bezeichnet. Es seien
nun E, F zwei Vektorrdume und ¢ : E — F eine lineare Abbildung. Die
transponierte Abbildung von ¢ kennzeichnet man durch 7, sie ist eine
lineare Abbildung zwischen den Dualriumen F*, E*, ¢ : F* — E*, wel-
che mit Hilfe von < ¢7(8),u >=< B, p(u) > definiert ist, wobei 8 € F*,
u € E, und < .,. > das Produkt zweier dualer Tensoren bezeichnet.

2.2 Variationsprinzipien der Bruchmechanik

2.2.1 Statik

Wir setzen voraus, dafl ein nichtlinearer hyperelastischer Kérper schon
in seiner Anfangskonfiguration einen Rif§ hat. Letzterer 148t sich durch
eine glatte Flache & mit glattem Rand S modellieren. Die Anfangskon-
figuration nimmt den Bereich Bs = B\ (S U 8S) des dreidimensionalen
euklidischen Raumes £ ein, wobei B C £ ein offener zusammenhingender
Bereich ist. Der duflere Rand des Koérpers in seiner Anfangskonfiguration
fallt zusammen mit 9B, der innere Rand - mit SUJS. Die kartesischen Ko-
ordinaten der materiellen Punkte in einem raumfesten Koordinatensystem
sind duch Xy, K = 1,2, 3 gekennzeichnet. In der verformten Konfigura-
tion haben dieselben materiellen Punkte neue Koordinaten z;, die durch
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folgende Gleichungen
;= ¢i(X1)X21X3): 1=1,2,3,
oder x=¢(X), X € Bs, (2.2.1)

beschrieben werden. Die Koordinaten z; durchlaufen den Bereich ¢(Bs)
der verformten Konfiguration. Wir setzen voraus, daf ¢;(Xx) eine eindeu-
tige und umkehrbare Abbildung von Bs auf ¢(Bs) ist, die den folgenden
Bedingungen geniigt

0
00Xk
Die Funktionen ¢; sind nicht auf S U 0S definiert. Die Grenzwerte von
#(X) an den beiden Seiten der Fliche S werden durch ¢* und ¢~ be-
zeichnet. Sie beschreiben die zwei Flichen des gedffneten Risses in der
verformten Konfiguration (Abb.2.1).

0 < J=det

<o, VXg € Bs.

¢@B)

¢

Abbildung 2.1: Verformung eines Korpers mit einem Rif§

Es ist offensichtlich, daB ¢t und ¢~ nicht unbedingt gleich sein miissen.
Das heifit, die Funktion ¢(X) kann einen Sprung auf S aufweisen. Wir
miissen auch zulassen, da8 der Deformationgradient F = 8¢/0X in der
Umgebung der RiBfront 0S singulir werden kann, in dem Sinne, daf
F — oo wenn X — 0S. Der Grund, warum eine solche Singularitit auf-
tritt, mag in der Geometrie des Korper mit Rif} liegen. Es ist zumindest
nicht auszuschlieen, dafl eine solche Singularitit in Kérpern mit unter-
schiedlichem mechanischen Verhalten auftreten kann.

Wir definieren die Menge der zuldssigen Konfigurationen, die wir durch
C bezeichnen, wie folgt

C={xX)|XeBs=B\(2Udx),x2S,
0< J=detdx/0X < 00,x =r(X) auf 08,}. (2.2.2)
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Diese Definition erlaubt es, einen Korper mit eventuell wachsendem Rif§
betrachten zu konnen. Dabei ist ¥ eine beliebige Flache, die S als Teil-
flache enthilt. Die Kontinuitdt und Glattheit von 3 sind vorausgesetzt,
aufler auf Punkten von 08, auf denen die Fliche %, im allgemeinen Fall
Knicke entlang der RiBfront erleiden kann (Abb.2.2).

a: 2

47

Abbildung 2.2: Ein virtueller Riff mit Knicken entlang der Rififront

Weil die Funktionen x(X) an dieser Fliche einen Sprung erfahren kdnnen,
nennen wir ¥ die Sprungflache. Es ist auch anzunehmen, dafl der Defor-
mationsgradient F = 9x/0X ein singuldres Verhalten in der Umgebung
der Rififront 92 haben kann. Die Funktionen r(X) auf dem Teil 0B, des
duBeren Randes geben die kinematischen Randbedingungen vor.

Wir driicken nun die gesamte Energie eines homogenen hyperelasti-
schen Kérpers mit einem Rif, der infolge der Konfiguration x(X) mit der
Sprungfliche Y entstanden ist, wie folgt aus

Elx(X)] = [, WE(x),9)dv+ [ 2vda
+ [, 0 dv =~ [ t-xda, (2:2.3)

in voller Ubereinstimmung mit Griffith’s grundlegenden Ideen [1,2]. In die-
ser Formel (2.2.3) bezeichnen wir mit W (F,d) die freie Energiedichte pro
Volumeneinheit, mit v die Energiedichte der Sprungfliche pro Flichen-
einheit (der Faktor 2 ist dadurch entstanden, da§ der Rif§ zwei Ufer hat),
mit 1 (x) das Potential der Volumenkraft, mit dv und da entsprechend die
Volumen- und Flichenelemente im dreidimensionalen euklidischen Raum
€. Der Tensor F = 0x/0X ist der Deformationsgradient, wirend ¥ die
vorgegebene Temperatur bezeichnet (wir betrachten isotherme Prozesse).
Da die Temperatur konstant bleibt, ist es nicht nétig, sie in der Liste der
Zustandsgréfien zu erwdhnen. Auf dem restlichen Teil OBr des dufleren
Randes 0B ist die “tote” Last t als statische Randbedingung vorgegeben.

Wir wollen nun die Variation der Energie definieren. Fiir diesen Zweck
betrachten wir eine Einparameterfamilie der zuldssigen Konfigurationen
x = x(X,€) € C mit den Sprungflichen S¢, die von ¢ abhdngen. Wir
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nehmen an, daf
S D8 DS fir €>e>0, S =8 wenn e—0,

x(X,0) = ¢(X).
Die Variation der gesamten Energie (2.2.3) kann man dann wie folgt de-
finieren

d
0B = —Elx(X,¢)]| . (2.2.4)

e=0
Nun formulieren wir das Variationsprinzip der gesamten Energie fiir einen
Korper mit einem Rif3: Der Koérper mit dem Rifl kann sich nur im stabilen
Gleichgewicht befinden, wenn die Variationen seiner gesamten Energie § E
fiir alle moglichen Familien zuldssiger Konfigurationen nicht negativ sind

6E >0 Vx(X,e) €C. (2.2.5)

Es gibt keine prinzipiellen Schwierigkeiten, das oben formulierte Variati-
onsprinzip auf Kérper mit mehreren Rissen zu verallgemeinern. Deswegen
konzentrieren wir uns hier einfachheitshalber auf den Fall, dal der Korper
nur einen einzigen Ri8 hat. Es ist hier anzumerken, da88 das Variations-
problem (2.2.5) nicht standard in dem Sinne ist, da8 die Menge C der
zuldssigen Konfigurationen keinen linearen Funktionsraum bildet. Denn
aufgrund der Bedingung (2.2.2) und der unterschiedlichen Definitionsbe-
reiche kann man zwei unterschiedliche, zuldssige Konfigurationen nicht
addieren.

Um die Konsequenzen aus (2.2.5) ziehen zu kénnen, mul man die Va-
riation der gesamten Energic §E gemif der Definition (2.2.4) bestim-
men. Die Schwierigkeiten solch einer Bestimmung sind mit den verénderli-
chen Integrationsbereichen Bs. und Sprungflichen &€ verkniipft. Um diese
Schwierigkeiten zu iiberwinden,. versuchen wir jetzt eine Familie von ein-
deutigen und bereichsweise stetig-differenzierbaren Abbildungen von B
auf sich selbst

Y =Y(X,¢)

einzufiihren, so dafl
Bs — Bse, S — SE,
Y Y

Y(X,e)=X, wenn e=0, oderwenn X € 9B.
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Der Sinn solcher Abbildungen ist es, die Integrale in Glg. (2.2.3) auf ei-
ne solche Form zu bringen, daf sie sich nun iiber die konfigurationsun-
abhingigen Integrationsbereiche Bs und S erstrecken. Als eine Art des
“Variablenwechsels”, werden die Abbildungen Y (X, ¢) Parametrisierung
des Mediums genannt. Durch solch einen Variablenwechsel kann man die
vor dem Integralzeichen stehende Ableitung in (2.2.4),(2.2.5) unter das
Integral bringen

6 fo WE())dv =38 /s W (xy) det Yx do

= [ (W + W det Yx) dv
S

= /B [tr(PTéxy) + WDivsY] dw.
S

Von nun an bezeichnen wir mit § unter dem Integralzeichen die partielle
Ableitung nach € bei festem X mit darauf folgendem Einsatz von € = 0.

Zum Beispiel 5
Y = —Y(X,e .
Oe ( )X=COIlSt,e=0
Der erste Piola-Kirchhoffsche Spannungstensor P ist durch P = dW/9F

gegeben. Es ist leicht ersichtlich, da§
Sxy = (6x)x — F(6Y)x,

wobei 3
ox = —x(Y(X,e¢), .
X = B (YX,e),e) X=const,e=0
Deswegen gilt
) /B Wy = /B ’ [tr(PToxx) + tr(BT6Yx)] dv, (2.2.6)

wobei der Tensor
B=-F'P+WwW1

dem Eshelby-Tensor [6] entspricht. Im Hinblick darauf, da$§ die Funktionen
¢(X) und andere Feldgréflen einen Sprung auf S und ein singuldres Ver-
halten in der Umgebung von S haben kénnen, machen wir die folgenden
Schritte mit dem Ziel, das Gauss Theorem spéter auf das Integral (2.2.6)
anzuwenden. Wir ersetzen den Integrationsbereich Bs durch By, der den
inneren Rand Sy hat, welcher einen kleinen Abstand h von 4S8 aufweist
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Abbildung 2.3: Der Integrationsbereich B,

(Abb.2.3). Nun diirfen wir das Gauss Theorem auf das Integral (2.2.6)

iiber B;, anwenden. Nachdem wir A gegen null gehen lassen, erhalten wir
schiefilich

6 f, Wdv= /; _(~DivP-8x — DivB-§Y) du
+ [[(=éx*P*N +bx~P~N) + 6Y-(-B* + B")N] da
~ [s36¥ds+ [ 5, X PN da, (2.2.7)

wobei ds das Langenelement im Raum &£ bezeichnet, die Indizes +, —
markieren die Grenzwerte der Feldgréfien auf den zwei Seiten der Sprung-
fliche S, und N ist der dulere Normaleneinheitsvektor in der Anfangs-
konfiguration (auf S weifit er die Richtung + auf). Schlieilich ist J der
Energiezufluvektor zur Rififront, der sich wie folgt ausdriicken 1483t

— — 1 T
I = lim, A Brods = lim, J(~FTPx + W) ds, (2.2.8)

wobei I" eine geschlossene Kurve ist, die in der zu S senkrechten Ebene
liegt und den Punkt X € 08 enthalt und gegen denselben schrumpft, wenn
der Umfang |T'| gegen Null tendiert. Wir bezeichnen durch & den dufleren
Normaleneinheitsvektor an I'. Bei der Herleitung von (2.2.8) haben wir
angenommen, dafl die folgende asymptotische Eigenschaft

lim [ Prds=0

[F|»0/T
gilt. Dies bedeutet nichts anderes, als da die Newtonsche Kraft, die auf
die Rif}front wirkt, gleich null ist.
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Die Variation der Oberflichenenergie und der anderen Energieanteile
in der Gesamtenergie (2.2.3) la8it sich durch folgende Formel ausdriicken

) /‘S 2yda=— /S AHSY -nda + [3 $276Y v ds, (2.2.9)

J/BSC vdv = /BS f-(—=dx +F8Y)dv

— [ = $7)5Y -nda, (2.2.10)

6/38Tt-xda = /63Tt-6xda. (2.2.11)

Dabei ist N der Normaleneinheitsvektor zu S, H die mittlere Kriimung der
Fliache S, und f = —gradiy die Volumenkraft. Der Normaleneinheitsvek-
tor v steht senkrecht zur Randkurve S und bestimmt die transversale
Richtung der Erweiterung von S nach &¢ (Abb.2.4).

5t &

s IS

Abbildung 2.4: Normaleneinheitsvektoren vy, v,

Wir kombinieren letztendlich die Formeln (2.2.7), (2.2.9)-(2.2.11), um
den folgenden Ausdruck fiir die Variation der gesamten Energie zu erhal-
ten

6B = [, [~(DivP +£)-dx + (-DivB-§Y + £ - F§Y)] dv
S
+ [{(=6x* P*N +6x~PN)
+6Y[(-B* +B7)N - 4yHN - (¢* — 47 )N]} da

+ [ = 3)6Yds+ | 5, 6X-(PN —t)da. (2.2.12)

Wir analysieren die Variationsungleichung (2.2.5), deren linke Seite nun
durch die Formel (2.2.12) ausgedriick wird. Es ist leicht ersichtlich, da8 die
Variationen dy und 4Y in dem Bereich Bgs sowie dx auf der Fliche 0Br

beliebig sein kénnen. Dagegen miissen sich die Variationen §x und §Y auf
S und 88 einigen Beschriankungen unterwerfen, die wir nun bestimmen
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werden. Wenn sich die Ufer des verformten Risses nicht miteinander in
Kontakt befinden, dann kann die Variation éx auf S offensichtlich belie-
bige Werte annehmen. Wenn dies nicht der Fall ist, dann bezeichnen wir

die Teilflichen von S, deren Punkte sich nach der Verformung miteinander
in Kontakt befinden, durch S* und S~

ot(nt) =0 (1), nieS*, a=12.

Dabei ist die Fliche S durch ein zweidimensionales krummliniges Koordi-
natensystem 7, beschrieben. Die griechischen Indizes nehmen die Werte
1 und 2 an. Fiir die Punkte der verformten Riffufern, die sich im Kontakt
befinden, gilt die folgende Beschriankung

[0x*(n3) — 6x~ (nz)]'m > 0, (2.2.13)

wobei n, der gemeinsame Normaleneinheitsvektor zu den verformten Kon-
taktoberflichen, die Richtung + aufweist (Abb.2.5). Die Formel (2.2.13)
bedeutet nichts anderes als die Bedingung, da88 eine Durchdringung der
Riflufer ineinander nicht erlaubt ist. Wir lassen dagegen zu, daf3 die Ri-

&’ &

Abbildung 2.5: Die Riufer im Kontakt

Bufer aneinander ohne Reibung rutschen kénnen und deswegen die virtuel-
len Tangentialverschiebungen dx*-¢ , beliebige Werte auf S* annehmen
kénnen, wobei ¢ , = 8¢/0n, ist. Ferner, weil S¢ 2 S ist, miissen wir §Y
wie folgt einschranken

Y -n=0 auf S,

5Y-V1 > 0, 5Y-l/2 = 0, (2.2.14)
0Y-wv3 — beliebig auf 88,
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wobei v3 der Tangentenvektor an 48 ist und die drei Vektoren v, v, v3
eine orthonormierte Basis im Punkt X € S bilden.

Unter Beriicksichtigung aller Beschrinkungen fiir die Variationen, kann
man zeigen daf (2.2.5), (2.2.12)-(2.2.14) auf folgende Gleichungen fiihren

DivP+f=0, P= ow in Bg, (2.2.15)
oF
¢=r(X) auf 0B;, Pn=t auf 08Br, (2.2.16)
P*N=0 auf S\S%, (2.2.17)
P*Ny/A/a|,s = P"Ny/A/d|,. = —pn,
p>0 auf ST, (2.2.18)

I =vI-J <2y, (2.2.19)
Js=Jwv3=0 auf 88,

wobei
A = det |Aaﬂ|, Aaﬂ = X,a‘X,,@)

a =det|ayg|, @ap=¢ 0.
Man kann priifen, dafl die Gleichung J3 = 0 aufgrund von (2.2.15)-(2.2.18)
und (2.2.19); identisch erfiillt wird.

Zusammenfassend fithren die Gleichungen (2.2.15)-(2.2.19) zu einem
statischen Randwertproblem, dessen Ldsungen alle moglichen Gleichge-
wichtskonfigurationen des Korpers mit dem Riff bestimmen. Es ist inter-
essant anzumerken, daff das Riflwachstumskriterium (2.2.19); entkoppelt
von allen anderen Gleichungen steht. Deswegen kann man in der Praxis
erst das Teilsystem von (2.2.15)-(2.2.18) auflésen, um die verformte Kon-
figuration x(X) und das Spannungsfeld P zu bestimmen. Dann berechnet
man mit Hilfe von (2.2.8) den J-Integral-Vektor und priift dabei die Un-
gleichung (2.2.19). Es ist nicht schwer zu zeigen, dafl das Teilsystem von
(2.2.15)-(2.2.18) aus der Variationsungleichung

§E > 0. (2.2.20)

hergeleitet werden kann. Die Ungleichung (2.2.20) gilt fiir alle Einparame-
terfamilien der zuldssigen Konfigurationen mit der fizierten Sprungfliche
S und kann mit Hilfe der bekannten numerischen Verfahren behandelt
werden.
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2.2.2 Dynamik

Wir betrachten nun den Fall, daf kein stabiles Gleichgewicht des Kérpers
mit dem Rifl moglich ist, und der Rif} sich sehr schnell durch den Korper
ausbreitet, bis er dann in Teile zerfillt. Wir beschreiben die Bewegung des
Korpers mit einem sich ausbreitenden Rifl durch folgende Gleichungen

x=¢(X,t), X€eB =B\ (S5UdS), (2.2.21)

wobei S; die Sprungﬂé'.che‘ zur Zeit t ist, und S; O S;, t > 7. Zu jeder Zeit
ist die Funktion ¢(X,t) eine eindeutige und umkehrbare Abbildung von
B; auf einen offenen Bereich ¢;(B;) . Es ist anzumerken, daf} die materielle
Konfiguration B;, die man als Bezugskonfiguration zur Zeit ¢ gewéhlt hat,
von der Zeit abhingt. Deswegen, ist das dynamische Rifiproblem auch
in der Bezugsbeschreibung ein Problem mit einem unbekannten inneren
Rand &;, der bestimmt werden muf}, wie alle anderen Gréflen (Spannun-
gen, Dehnungen, etc.). Wir lassen ein singuldres Verhalten des Geschwin-
digkeitsfeldes ¢ in der Umgebung der Rififront 8S; zu, wobei der iiber
einer Grifle stehende Punkt ihre Zeitableitung bei festem X bedeutet

. 0
= Zo(X,t .
¢ ot $(X.1) X=const

Wir werden erst den Energieerhaltungssatz fiir einen hyperelastischen
Korper mit einem Rif} analysieren, welcher offensichtlich folgende Form
hat

d
—(B+K)=0, (2.2.22)
wobei _
E= /BtU(F,n) dv+/&2fyda

+/Bt¢(¢) dv—/aBTt-gbda, (2.2.23)

K= lpoq‘b‘q'b dv. (2.2.24)
B; 2

Das Funktional E entspricht der potentiellen Energie des Kérpers mit
dem Rif} einschliellich der Energie der Riloberflichen, das Funktional K
der kinetischen Energie des Korpers. Wir bezeichnen mit pg die Dichte,
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mit U(F, n) die innere Energiedichte des Kérpers pro Volumeneinheit, mit
F = 0¢/0X den Deformationsgradienten, und mit n die lokale Entropie,
die wir als Konstante wihrend der betrachteten Bewegung annehmen wer-
den. Da die Entropie konstant bleibt, ist es nicht nétig, sie in der Liste
der Zustandsgréfien der Funktion U zu erwdhnen. Die anderen Bezeich-
nungen, wie v, (), t, ¢ sind oben schon erliutert worden. Wegen der
verinderlichen Integrationsbereiche B; und Sprungflichen &; ist es schwie-
rig, die Zeitableitungen E und K zur Zeit t = 7 zu bestimmen. Um diese
Schwierigkeit zu iiberwinden, filhren wir eine zeitabhingige Familie von
Parametrisierungen X’ = X’(X, ) ein, so daf

Bt '}E? BT) St ';(? ST)

X'(X,t) =X, wenn t=r7, oderwenn X € JB.

Man bemerkt, dafl das Funktional E von (2.2.23) in genau der gleichen
Art und Weise von t abhéingt, wie das Funktional (2.2.3) von €. Deswegen
kann man sofort zeigen, dafl zur Zeit 7 die folgende Gleichung gilt

B [ [(DWP + 15,6 + (-DWVBX+1. FX ] o
+ /S [(_6T¢+'P+N + 57-¢_'P_N) + X'.(_B+ + B—)N:| da
+ [s @i —0)X'ds+ [ 5,¢(Tn—t)da. (2.2.25)

Dabei haben wir schon die Eigenschaft X'-n = 0 auf S, beriicksichtigt. In
Glg. (2.2.25) sind der Spannungstensor P und der Eshelby-Tensor B wie

folgt definiert
oU

P=— = —FT .

5’ B F'P+U1
Der Zuflufl der potentiellen Energie zur Rififront ist durch

— T = 1 _FT
J= |11:II£1>0 /l‘f Bkds = II‘I:IIHO I‘f( F Pk + Uk)ds,

gegeben, wobei die geschlossene Kurve I'; in der zu 0S5, senkrechten Ebene
liegt und den Punkt X € 3S; enthidlt und gegen denselben schrumpft,
wenn ihr Umfang gegen null tendiert. Das Symbol §,¢ bezeichnet die
Zeitableitung von verketteten Funktionen bei festem X

0
6, = —(X' (X, t),t ;
*= 5 (XX, 1), X=const,t=r
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Es ist zu betonen, daf ;¢ nicht gleich der materiellen Geschwindigkeit
¢ ist. Wir bestimmen nun K

K= %m /B , %pog'b-ésdet XY dv
= /B , (po®-6-¢p + -;-pog'b-g'bDivX’) dv. (2.2.26)
Es ist leicht zu sehen, dafl
6.0 =¢+FX', 6,¢=¢+FX, (2.2.27)

wobei ¢ die materielle Beschleunigung bedeutet. Wenn man die Ablei-
tung 4,¢ von (2.2.27) in Glg. (2.2.26) einsetzt und vom Gauss Theorem
Gebrauch macht, ergibt sich

K= /B , po@-(6:¢ — FX') dv — /6 N Q-X'ds, (2.2.28)
wobei

Q= li /F , —;-poq;b-qbnds (2.2.29)

11m
[T'r|—0

ist. Der Vektor Q kann als der Zufluf der kinetischen Energie zur Riflfront
interpretiert werden.

Mit Beriicksichtigung von Gln. (2.2.25)-(2.2.29) erhélt man den Ener-
gieerhaltungssatz fiir den Kérper mit Rif in der Form

E+T= /s,{ (po — DivP — £)-8;¢ + [-DivB-X' + (f — ppp)-FX'} dv
+ /&[(—thb*-P*N +6;¢~ P~N) + X'-(-B* + B~)N] da
+ [ @1 =DX'ds+ [ Gi¢-(Pn—t)da=0, (22.30)

wobei der Vektor I den gesamten Energiezuflufl zur Rififront bedeutet,
welcher sich wie folgt berechnen 148t (siehe auch [12,13,21,22])

1 . .
— T _FT - .
I= lim A [SFTPr+ (U + 5podp¢)s] ds. (2.2.31)

Wir gehen nun zur Formulierung einer variationellen Evolutionsunglei-
chung der dynamischen Bruchmechanik iiber. Zu diesem Zweck fiithren
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wir die zwei folgenden Mengen ein. Die erste ist die Menge der zulédssigen
Konfigurationen C;, die wie folgt definiert ist

C: = {X(X, t)|X € th = B\ (Et U BEt), )ITER I
0<J=detxx <oo,x=r(X) auf 0B}

Die zweite, die wir durch P; bezeichnen, ist die Menge der Parametrisie-
rungen Y (X, t), welche den fogenden Bedingungen geniigt

Bt ? B)jt, St ? Et,

Y(X,t)=X wenn X € 9B.

Auf der Menge C; definieren wir das Energiefunktional
Elx(X,t)] = /th U(F(x)) dv + /& 2vyda + /th Y(x) dv — /aBTt-x da.

Nun formulieren wir das Variationsprinzip: Fiir die aktuelle Konfigura-
tion eines hyperelastischen Korpers mit einem Rif gilt die variationelle
Evolutionsungleichung

SE + [, pod(bx ~ FoY)dv— [ Qé6Yds >0 (2.2.32)

zu jeder Zeit ¢ und fiir alle Variationen der zuldssigen Konfigurationen
éx und der Parametrisierungen §Y. Dariiberhinaus fordert das Variati-
onsprinzip noch, dafl Glg. (2.2.32) identisch dem Energieerhaltungssatz
(2.2.30) wird, wenn &y und 8Y durch die Geschwindigkeiten §,¢p und X’
der tatsdchlichen Funtionen entsprechend ersetzt werden. Dabei ist die
Variation des Energiefunktionales in (2.2.32) wie folgt definiert

d A
OF = aE[X(Xati 6)]

)
=0

0
Jx - aX(Y(Xa t’ 6)1t7€)

0
oY = EY(X, t, 6)

)
X,t=Cconst,e=0

X, t=const,e=0 '

Hier sind x(X,t,¢) € C; und Y(X,t,e) € P; beliebige generalisierte
Kurven in den entsprechenden Mengen, die den folgenden Bedingungen
geniigen

x(X,1,0) = ¢(X,1),
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Y(X,t,0) = X.

In der Ungleichung (2.2.32) entspricht der zweite Term der virtuellen Ar-
beit der d’Alembertschen Hilfskrifte. Es ist anzumerken, dafl dieser Term
nicht von den Parametrisierungen Y (X, 1, ¢) abhingt. In der Tat ergibt
sich aus der Definition der Variation

0
ox = FoY = 3€X(X’t’ e) X,t:COIlSt,e=0.
Der letzter Term von (2.2.32) ist nicht standard. Dessen Einfiigung in
Glg. (2.2.32) kann durch den Vergleich von (2.2.32) mit (2.2.28),(2.2.30)
begriindet werden. Dennoch dient die Analyse der Energiebilanzgleichung
nur als heuristisches Argument fiir die Akzeptanz des Postulates (2.2.32).
In dhnlicher Weise erhalten wir aus (2.2.32)

[, {(pod — DIvP +£):6x + [~DivB-6Y + (£ — poh)- FSY]} do
+ [ [(~6x* P*N + 6x~P~N) +§Y.(-B* + B")N] da
+ [, (@1 —T)6Y ds+ Jo, 6X-(Pn —t)da > 0. (2.2.33)

Die kinematischen Beschrankungen auf éx und 0Y sind wie folgt vorge-
schrieben

ox*(nx) = x~(nz)lm >0, n3 €S,
5Y n=0 auf S, (2.2.34)
0Yw; >0, 0Ywvy=0, 6Yv3— beliebigauf 3968;.

Wie bisher bedeuten S;t und S; die Teilflichen von &;, deren materiel-
le Punkte sich zur Zeit ¢ im Kontakt miteinander befinden: ¢*(n}) =
&~ (n5) , nE € SE; n ist der Normaleneinheitsvektor zu der gemeinsamen
verformten Kontaktfliche. Die Vektoren v;,vs,v3 bilden die orthonor-
mierte Basis im Punkt X € 9S; , wobei v3 der Tangentenvektor an 0S5;
ist, und v; die transversale Richtung der Erweiterung von &; auf S; be-
deutet.
Die Gleichungen (2.2.33),(2.2.34) liefern

X o ou ..
DivP -+ f= P0¢, P = ﬁ n Bt,

¢ =r(X) auf 0B;, Pn=t auf 9Br,
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P*fn=0 auf S;\S7, (2.2.35) .

P*NyA/a|,s =P "NyA/a|- =-pn, p>0 auf S,
I|=vI-I1<2y, Ii=Iv3=0 auf 3JS,.

Die letzte Bedingung (2.2.35) kann man wie folgt auslegen: der Betrag des
gesamten Energiezuflues zur Riflfront mufl kleiner oder gleich der dop-
‘pelten Energiedichte der Oberflichen sein. Diese Bedingung ist dennoch
nicht ausreichend fiir die Bestimmung der Ausbreitungsrichtung des Ri-
Bes. Um detaliertere Informationen zu gewinnen, benutzen wir nun den
zweiten Teil des Postulates. Nach dem wir dx und §Y durch §;¢ und
X' entsprechend in Glg. (2.2.33) ersetzen, unter Beriicksichtigung von
(2.2.34),(2.2.35), konnen wir sie auf folgende Form bringen

[, (~6:6* PN + 6, P~N) da
o
+, s (2A-=T)X'ds =0. (2.2.36)

Der Vektor A kennzeichnet die transversale Richtung der RiBlausbreitung,
und entsprechend, A-X’ die transversale Geschwindigkeit der Rif3front. Die
Gleichung (2.2.36) fithrt zu folgenden Beziehungen

p>0= (¢ (1) — ¢ ()n=0 auf S,

p=0=[¢" (n}) - & (n)]mp >0,

I <2y=X'=0 (keine Rifausbreitung), (2.2.37)

I=2y=X'A>0, 29A=L

Die letzte Beziehung von (2.2.37) bestimmt die Richtung der RiBausbrei-
tung, die mit der Richtung von I zusammenfillt. Der Rif} wird sich deswe-
gen in die Richtung des maximalen Energiezuflusses ausbreiten, der gleich
der doppelten Energiedichte der Oberflichen ist.

Die Gln. (2.2.35),(2.2.37) bilden zusammengesetzt ein korrektes Rand-
wertproblem fiir einen Koérper mit einem Rif, von denen Gebrauch ge-
macht werden muf}, um sowohl seine Bewegung als auch die Kontakt-
flichen und die Rifront zu bestimmen.
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2.2.3 Linearisierung

In diesem Abschnitt préisentieren wir die linearisierte Version der nichtli-
nearen Bruchmechanik, die wir oben formuliert haben.

(a) Statik. Wir nehmen an, da8 sowohl die Verschiebungen
wX)=¢(X)-X, XeB\S, (2.2.38)

als auch die Verschiebungsgradienten iiberall klein sind. Weil dann der
Unterschied zwischen der Anfangs- und der Momentankonfiguration klein
ist, darf man diese identifizieren. Die Gro8- und Kleinschreibweisen sind
deswegen unwesentlich. Man darf auch die Metrik mit 1 sowie ko- mit
kontravarianten Tensoren identifizieren.

Wir fithren einen Sobolev-Raum (H(Bg))? aller vektorwertigen Funk-
tionen auf By, ein, die quadratisch integrierbar sind und quadratisch inte-
grierbare Ableitungen aufweisen

(HI(BE))S = {'Ual'Ua undfua,b € LI(BE), 'UalaBz = 0}.
Die Norm eines Elementes v des Raumes kann wie folgt definiert werden
| v 1= /,_(vava + vapvas) dv.

Wegen des singuldren Bereiches By, schliefit diese Definition eine eventuelle
Singularitdt von v,y in Punkten von 0% nicht aus.
Nun betrachten wir die folgende Menge

Cx = {va|va € (H'(B))’,
(vf-v])n,>0,X, €L}, (2.2.39)
wobei n, der Normaleneinheitsvektor ist, der die Richtung + aufweist. Es

ist leicht ersichtlich, dafl Cs; konvex ist. Nun definieren wir die Menge der
zuldssigen Verschiebungen als die Vereinigung von Cy mit ¥ 2 S

C=|J Cs. (2.2.40)
28

Fiir ein beliebiges Verschiebungsfeld v € Cy, definieren wir das Energie-
funktional eines Korpers mit der Sprungfliche ¥ durch

E[v] = -/Bs We(v))dv+ fz2fyda

+ Bgf~vdv—f88Tt . v da. (2.2.41)
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Der Tensor € entspricht dem Dehnungstensor, der sich wie folgt aus-
driicken 148t

1
eab(va) = E(va,b + 'Ub,a)- (2.2.42)

Die anderen Bezeichnungen bleiben wie bisher.

Wir betrachten nun eine Einparameterfamilie von zuldssigen Verschie-
bungen v = v(e) € C mit den Sprungflichen &¢, die den folgenden Bedin-
gungen geniigen

82828 fir €>e¢>0, 88 wenn €— 0,

v(0) = w.

Die Variation der gesamten Energie (2.2.41) kann man dann wie folgt
definieren

5E = EdZE[v(e)] L (2.2.43)

Das Variationsprinzip der linearisierten Bruchmechanik lautet
0E >0, VveC, (2.2.44)

wenn w das Verschiebungsfeld im Gleichgewichtszustand ist. Mit dem
gleichen Verfahren erhilt man aus (2.2.44)

ow
O€ap ,

1
€ab = ‘2‘('wa,b + wb,a)a

Oap+ fo=0, o=

we,=0 auf OB;, ouny=1t, auf OIBr,
(wh —w ), >0 auf S, (2.2.45)
ohny=0ony = —png, p>0 auf S,
(w} —w)n, >0=p=0,

IJal < 2y, J3 = 0,
wobei der J-Integral-Vektor sich wie folgt berechnen 148t

J, = |11“i|I—I>10 /1“ (—obcWeaks + W) ds. (2.2.46)
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Wenn die elastische Energiedichte niherungsweise durch eine positive
quadratische Form angegeben ist

1
W = _2'Cabcd€ab €cd,

mit Cg.g dem Tensor 4-er Stufe der Elastizitdtsmoduln, dann wird das
Problem (2.2.45) zu einem klassischen Rifiproblem. Es ist zu betonen, daf
auch in diesem Fall das Riproblem im Ganzen nichtlinear bleibt, was
schon an den Randbedingungen auf § und 4S5 zu sehen ist. Aufgrund
dieser Nichtlinearitét wird sich der Korper mit dem Rif§ unterschiedlich
verhalten, z.B. bei Zug und Druck. Diese Tatsache spielt eine sehr wichtige
Rolle bei der Methode der Homogenisation. Man kann némlich zeigen [74],
daBl die effektiven Elastizitdtsmoduln eines Korpers mit vielen Rissen un-
terschiedlich bei Zug und Druck sein kénnen. Das Problem (2.2.45) ohne
die letzte Ranbedingung kann als ein Extremalproblem formuliert werden.
Mit Hilfe der Korn Ungleichung kann man die Existenz- und Eindeutig-
keitsdtze dafiir beweisen. Man kann auch die Finite-Elemente-Methode
direkt anwenden, um eine diskrete Formulierung des Riflproblems zu ge-
winnen.

(b) Dynamik. Die Bewegung eines Korpers mit einem Rif} wird be-
schrieben durch

x=X+w(X,t), XeB. (2.2.47)
Wir nehmen an, daf

wq € Cs, = {va|vgund vap € (H'(Bs,))3,
(wF—v)n, >0 auf S, w,€ (LY(Bs,))3}.

a

Es sei nun C; die Menge der zuléssigen Verschiebungen, die als Vereinigung
von Cy, definiert ist

Ctz U C);t.

528
Auf C; definieren wir das Energiefunktional durch die Formel

Elv] = /th

+ /th f.ovdv— [ t-vda. (2.2.48)

Ue(v))dv+ [; 2vda
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Wir fithren auch die Menge P; der Parametrisierungen Y (X, t) ein, die
den folgenden Bedingungen geniigen

B: ;’ By, & ? 24,

Y(X,t)=X, wenn X €9B.

Dann wird die linearisierte dynamische Bruchmechanik wie folgt formu-
liert: Bestimme w, € C; so, da8 die Ungleichung

SE + [, potia(Sve — w4p8Y3) dv

- /as Q.0Y,ds > 0 (2.2.49)

fiir beliebige Familien von zuldssigen Verschiebungen v,(X,, t, €) € C; und
Parametrisierungen Y5(X,,t, €) € P; gilt. Dabei ist @), gegeben durch

1 .
Qo= 1 /Ft Epowbwaﬁad&

= lim
|Te| =0

Wir fordern zusétzlich, dal die Gleichung (2.2.49) zur Identitit wird, wenn
das tatsdchliche Verschiebungsfeld fiir die Familie der zulassigen Verschie-
bungen gewahlt wird.

Als Konsequenzen des oben formulierten Postulates erhalten wir

oU
aeab ,

Oabp + fa = potg, Oab =

1
€ap = E(wa,b + wb,a)a

w,=0 auf 0B;, ouny,=t, auf OIBr,
(wt —w)n, >0 auf S8,
ohmy =0y, =—png, p>0 auf 8,
(Wl —w)ne>0=p=0, (2.2.50)
IIaI <2y, I1=0,
p>0=[wh—d|n,=0 auf &,
p=0= [ —g]ne 2 0,
[Ta| <2y = X. =0 (keine RiBausbreitung),
Ia] =27 = XX 20, 29X, =1,




2.3. SPANNUNGSSINGULARITAT 33

wobei der Vektor I, sich durch die folgende Gleichung berechnen 148t

. | I
I, = |1l:|r£>10 /r t[_o'bc'wc,a'{'b + (U + -ipowbwb)ma] ds.

Der Vektor I, bezeichnet den Zufiufl der gesamten Energie zur Rifront.

2.3 Spannungssingularitét

2.3.1 Problemstellung

Wir betrachten wieder einen nichtlinearen hyperelastischen Kérper, der
in seiner Anfangskonfiguration einen Rif} enthilt, mit denen er sich nach
der Verformung im Gleichgewicht befindet. Wenn keine Volumenkraft auf
den Koérper wirkt, dann miissen die folgenden Gleichungen erfiillt werden

DivP = 0, (2.3.1)

PFT = FPT, (2.3.2)
oW

P=—= (2.3.3)

Dabei ist P der erste Piola-Kirchhoffsche Spannungstensor und W (F) die
elastische Energiedichte (pro Volumeneinheit der Anfangskonfiguration).
In dem Fall, daB} irgendein Kontakt ohne Reibung zwischen den verformten
Riflufern auftritt, miissen, wie wir im Abschnitt 2.2.1 gezeigt haben, die
folgenden Randbedingungen erfiillt werden

x=r(X) auf 8B,, PN=t auf 06Br, (2.3.4)
PEN =0 auf S\S%, (2.3.5)

P*NyA/al,x = P"NyA/al,z = ~pn,
p>0 auf S7. (2.3.6)

Das Randwertproblem (2.3.1)-(2.3.6) ist nur dann korrekt gestellt, wenn
eine richtige Wahl fiir die Energiedichte W (F) getroffen wird. Geméifl dem
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Objektivitatsprinzip [160] mufl diese Funktion W (F) der folgenden For-
derung

W (QF) = W(F) (2.3.7)

fiir alle eigentlich orthogonalen Rotationen Q geniigen. Dies bedeutet, daf3
die Energiedichte W nur vom rechten Cauchy-Greenschen Deformations-
tensor C = FTgF abhiingen darf, mit der Konsequenz, da8 Glg. (2.3.2)
aufgrund (2.3.7) automatisch erfiillt wird. Weil wir in diesem Abschnitt
keine zeitabhingigen Probleme behandeln, kénnen wir einfach g mit 1
identifizieren und schreiben C = FTF. Wenn das Material die zusétzliche
Eigenschaften von Homogenitit und Isotropie besitzt, dann wird W nur
noch von den Grundinvarianten Iy, I, I3 des Tensors C abhingen

W =W(h, L, I), (2.3.8)
wobei
I =trC, I, =detCtrC™!, I3=detC = J? (2.3.9)

und tr den Spuroperator bezeichnet. Wir nehmen im folgenden an, dafl
letzteres zutrifftt. Wenn wir die Hauptstreckungen, oder, was dem gleich
ist, die Eigenwerte des Rechts-Streck Tensors U = (C)l/ 2 durch A\f, A2, A3
bezeichnen, dann lassen sich die Grundinvarianten Iy, I5, Is durch Ay, A2, A3
wie folgt ausdriicken

I =X+ )2 + )2
L= 23+ 202 + 022 (2.3.10)
I3 = A2)2)2,

Aus Gln. (2.3.3), (2.3.8) und (2.3.9) folgt (siehe, z.B., [161])

oW (oW oW\ __,. oW
pos[D . (2L, 00 s 00

— -Tc-1, 3.1
A, + T FTC (2.3.11)

Nach Angabe der Energiedichte (2.3.8) wird das System von Gleichun-
gen (2.3.1),(2.3.11) mit der Randbedingungen (2.3.4)-(2.3.6) abgeschlos-
sen beziiglich der drei unbekannten Komponenten des Ortsvektor x(X)
mit der Sprungfliche S. Die verformte Konfiguration x(X) gehort zur
Menge der zuldssigen Konfigurationen ¢ = {y(X)|X € Bgs,detyx >
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0,y(X) = r(X) auf 8B,}, welche stetig differenzierbar in Bs sind und
eine beschrankte Gesamtenergie haben

Ely(X)] = [, W(F)dv - /; 5, b Y da < +oo. (2.3.12)

Die Vorausetzung (2.3.12) charakterisiert véllig den Singularitétsgrad des
Deformationsgradienten F = 9x/0X in der Umgebung der Rififront.

Es ist interessant anzumerken, da Gln. (2.3.1)-(2.3.6) aus der fol-
genden Variationsungleichung hergeleitet werden kénnen (siehe auch Ab-
schnitt 2.2.1)

68 = LEly(X,9] >0,
de =0

Vy(X,e) € C, y(X,0)=x(X). (2.3.13)

Wenn die Energiedichte polykonvex ist und bestimmten Wachstumsge-
setzen geniigt, dann ist es plausibel, die Existenz von Lésungen der Glg.
(2.3.13) in einem geeignet gewihlten Funktionsraum zu erwarten (siche
Ciarlet [161]).

Nun wollen wir uns auf einen speziellen Fall des ebenen Deformati-
onszustandes beschrinken. Es sei nun Bg ein zylindrischer Bereich mit
einem Querschnitt @z = Q\ £ (ein Stab), wobei £ einer Sprunglinie ent-
spricht. Wir wahlen ein kartesisches Koordinatenssystem X;, Xs, X3 mit
der X3-Achse parallel zur Stabachse von Bg so dafl (siehe Abb.2.6)

S=Lx(0<X;3< L),
Bs=0Q¢x (0< X3 <L) (2.3.14)

Ein ebener Deformationszustand parallel zur Ebene X3, X5 ist dann cha-
rakterisiert durch

To = To(Xy), o, =12
oder L= ;(x), I3 = X3, (2.3.15)

wobei (X1, X3) = (X1, X3), (r1,22) = (21, 22). In diesem Abschnitt benut-
zen wir deutsche Buchstaben fiir ebene Vektoren und Tensoren.

Die Komponenten des Deformationsgradienten F und des Deformati-
onstensors C sind von X3 unabhéngig und sind gleich

Fa):) = 80:2, & = 6}:/6%,
Foa=0, Fp=0, F=I, (2.3.16)
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Abbildung 2.6: Reduzierung von 3 auf 2 Dimension

CEA = CEA’ C= 3T3,
Css=Css =0, Ca=1. (2.3.17)

Man kann die Grundinvarianten Iy, I, Is durch Einsetzen von (2.3.17) in
(2.3.9) bestimmen

L=I+1 L=J°+I I=J (2.3.18)
wobei
I =tr€=tr(3'F), J=det3. (2.3.19)

Unter Beriicksichtigung von (2.3.8), (2.3.18) fiihren wir die folgenden No-
tationen ein :
W(F)=W(I, I, I3)

=W +1,1+J%J% =®(,J). (2.3.20)
Beim ebenen Deformationszustand hingt die Energiedichte also nur von
I, J ab. Wir analysieren nun die Konstitutivgleichung (2.3.11). Aus Gln.

(2.3.11), (2.3.16), (2.3.17) kann man sehen, da8 P von X3 unabhingig ist,
mit

Pyy = Fo3 =0,
oW o oW
P33 =2 3_I1 + 3—I2(I2 - I3) + -5}-3-13 . (2.3.21)

Ferner, gilt (vergleiche mit der Identitdt von Hamilton-Kelly im dreidi-
mensionalen Fall)

e2-ICc+J* =0, (2.3.22)
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mit J, dem 2-D Einheitstensor. Eine ziemlich einfache Berechnung unter
Beriicksichtigung von (2.3.11), (2.3.16)-(2.3.20) und (2.3.22) zeigt, da8

0o® 0%

PaA =P, =2— 4+ —Jg T .3.
A ‘BA T 23I+3JJ3 (2323)
Die Gleichgewichtsbedingung (2.3.1) vereinfacht sich zu

Div = 0, (2.3.24)

wobei Div hier den 2-D Divergenzoperator bezeichnet. Weil wir den ebe-
nen Deformationszustand (2.3.15) betrachten, miissen wir auch anneh-
men, dafl auf dem Seitenrand des Stabes Bs gilt

r3=X3, ra=1(%X) auf 009, x (0,L);
t3 =10, to=1t(X) auf 009r x (0,1, (2.3.25)
wahrend an seinen Enden gilt
z3=X3 an X3=0,L (2.3.26)

(keine Verschiebung in Xj3-Richtung). Folglich sind die zweidimensionalen
Randbedingungen

r=1v(%X) auf 0Q,,

PN =t(X) auf 99r, (2.3.27)
PEN =0 auf £\ LE (2.3.28)

PN D/d|y+ = P~NYD/d|,- = —pn,
p>0 auf LT, (2.3.29)

Die Linien £* sind die Projektionen von 8* auf die Ebene (¥, X3), D =
X, Xp,d=rplet N, und n sind ebene Vektoren analog zu r,t,N,
und n. Wir nehmen an, da £* streng im Innern von £ liegt, und da8
in der Nihe der Rifispitze die Rifufer vollig spannungsfrei sind (siehe
Abb.2.7). Genauso wie im dreidimensionalen Fall fordern wir, daf die
Lésungen von (2.3.24), (2.3.23),(2.3.27)-(2.3.29) zur Menge der zulissigen
Konfigurationen mit beschrinkter Gesamtenergie gehéren

U={y(X)|X € Qr,J =detdy/0X > 0, = ¢(X) ondQ,,
Ey(%)] = /Q,; &(I,J)da — /8 o, F0ds < +oo}. (2.3.30)
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Kontaktzone

Abbildung 2.7: Querschnitt eines Stabes mit Rif§

Es sei nun D die Klasse aller {p,p}, welche sowohl den Gleichungen
(2.3.16), (2.3.23), (2.3.24), als auch den inneren Randbedingugen (2.3.28),
(2.3.29) fiir B geniigen. Dann ist es nicht schwer zu zeigen, dafl wenn {f, p}
zur Klasse D gehort, das gleiche auch fiir {Q(§ — 9°), p}, mit einem be-
liebigen konstanten Vektor n° und einer beliebigen konstanten Drehung
Q, gelten muB. Der Garant dafiir ist die Objektivitdt der Konstitutivglei-
chung (2.3.23) und die Form der Randbedingungen (2.3.28), (2.3.29).

Wir wollen nun folgendes zu einem Erhaltungssatz der 2-D Elastosta-
tik anmerken: Fiir eine beliebige Kurve G, die als Grenze eines finiten
reguldren Teibereichs von Qp dient, gilt

[ (-5 + a¥) ds =, (2.3.31)

wobei £ der duflere Normaleneinheitsvektor ist (siche Eshelby [6]). Der von
ihm eingefiihrte Tensor —F7 + ®J ist mit diesem Satz (2.3.31) verbun-
den und wird Energie-Impuls-Tensor genannt, oder Tensor des chemischen
Potentials, wie man ihn in der Theorie der Phasenumwandlung nennt.
Diesen Tensor kann man als Gréfle, die die Inhomogenitiat des Materials
charakterisiert, betrachten.

Die Linearisierung des oben gestellten ebenen RifSproblems bei kleinen
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Verschiebungsgradienten fithrt zu dem entsprechenden 2-D Randwertpro-
blem der linearen Bruchmechanik (siehe [9], und Abschnitt 2.2.3). Wir
wollen hier die von der linearen Bruchmechanik bekannten asymptotischen
Formeln fiir die Verschiebungs- und Spannungsfelder w°, o° in der Nihe
der Riflspitze angeben. Zu diesem Zweck fithren wir einlokales zweidimen-
sionales kartesisches Koordinatensystem X;, X5 ein, mit dem Ursprung an
der Rif}spitze 0L und mit der Basis j;, j2, wobei j; und j2 als Tangential-
und Normaleneinheitsvektoren zu £ auf 0L definiert sind. Wir fiihren auch
ein lokales polares Koordinatensystem r, 8 ein, so dafl (siche Abb.2.6)

X, =rcosf, Xy=rsiné, (2.3.32)

mit r > 0,8 € [—x, 7]. Die Linie £ 148t sich lokal beschreiben durch

X2=0, X <0

oder, was dem gleich ist

§=+xm, r>0. (2.3.33)

Gemafl dem Superpositionsprinzip der linearen Elastostatik, kann man die
singuldren Felder w°, o° durch die Summe zweier Felder, die den Modi I
und IT entsprechen, iiberlagern (Abb.2.8).

Modus 1 Modus 2

Abbildung 2.8: Symmetrische und antisymmetrische Modi
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Fiir den symmetrischen Modus bei r — 0 gilt

K 12 ¢ 6
wd = ( ’ ) cos o (1 — 21/+sin25) + o(r'/?),

p \2r

o AT N (g g ¢ /2
wp = (27r) sin 5 (2 v + cos 2) + o(r'/%),

a -1/2 6 .8 .3 -1/2
o1 = Ki(2mr) ™ cos 2 1- sin 7 sin 50 + o(r=*),

o —-1/2 4 .0 .3 -1/2
059 = K1(2mr) ™/ cos 3 1 +sin 5 sin —2—9 + o(r=*),

6 6 3

0%y = K (2mr) Y2 sin 5 Cos 5 cos -2—9 + o(r~1/3. (2.3.34)

Fiir den antisymmetrischen Modus bei » — 0 gilt

wi _7(%) s1n§(2—2v+cos 5) + o(r'*),
. Ky(r\72 @ . 9 9) 1/2
Wy = 7 (57—1_) COSE (—-2 -+ 2v +sin 3 + O('I‘ ),

6 6
oy = K2(27rr)—1/2 sin 3 (—2 — Ccos 2 cos 39) + 0(7.-—1/2)’

4 8
o1y = K2(27rr)—1/2 cos 5 (1 — sin ESin ge) + 0(,.—1/2)’

0
03y = Ky(2mr)~Y2sin 5 cos g COs —23:9 + o(r~1?. (2.3.35)

Dabei ist x4 der Schubmodul und v die Poissonsche Zahl. Die Propor-
tionalitdtsfaktoren K; und K> heissen entsprechend symmetrischer und
antisymmetrischer Spannungsintensitatsfaktor. Unser Ziel ist es, dhnliche
singuldre Felder in der Umgebung der Rifispitze zu finden, die im Rah-
men der finiten Elastostatik unter Beriicksichtigung grofler Rotationen
und Dehnungen sowie nichtlinearen Materialverhaltens von gummiartigen
Werkstoffen auftreten sollen.

2.3.2 Ogden-Ballsche Materialien

Das mechanische Verhalten von hyperelastischen Materialien ist vollig be-
stimmt durch die spezifische Form der Energiedichte W (F). Fiir gum-
miartige Materialien sind unterschiedliche Formeln vorgeschlagen worden
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(siehe Blatz und Ko [42] und Ogden [51,52]). Wir beschrinken uns ein-
fachheitshalber auf isotrope und homogene gummiartige Materialien und
benutzen die Hauptstreckungen A;, A2 und A3 als unabhingige Zustands-
groBen der Energiedichte

W(F) = W (A1 Az, ). (2.3.36)

Die Funktion W(Al, A2, A3) mufl symmetrisch beziiglich Austausch je zwei-
er von Ay, Ay und A3 sein. In diesem Abschnitt betrachten wir eine Klas-
se von gummiartigen Materialien, die Ogden [51,52] eingefiihrt hat und
Ball [53] danach leicht modifiziert hat. Fiir o > 1 sei

d1( i, ) = AT + A + A,
¢2()\i: a) = ()\2)\3)a + ()\3)\1)a -+ ()\1)\2)0. (2.3.37)
Dann ist die Energiedichte wie folgt gegeben

W (F) = i Au (N, o)

+ Ii‘BMﬁz()\i, Bo) + g(Md2)3). (2.3.38)

Hier sind oy > ... > ap > 1,61 > ... > By > 1, und A,, By positive
Konstanten. Wir nehmen dazu noch an, daf g(J) eine konvexe Funktion
in dem Intervall 0 < J < oo ist, g(1) = 0, und daf g(J) den folgenden
Wachstumskriterien geniigt

g(J) > 00 bei J—0,
und
g(J) = CJ" + o(J7),y > max{a, 1 } (2.3.39)
bei J — oo.

Wir nehmen an, daf die asymptotische Formeln, die durch Ableitungen
von (2.3.39) entstanden sind, ebenso gelten.
Es ist bekannt, da8 fiir die Klasse von Materialien (2.3.38), (2.3.39) mit
1 1
a > 2, - + % <1, (2.3.40)
das Materialgesetz die Elliptizitdt des Gleichungsystems und die damit
verbundene Existenz der Losung des Randwertproblems in irgendeinem

geeignet gewihlten Funktionsraum garantiert (siehe Ball [53]) 1. In der

1Ball hat den Existenzssatz auch unter schwiicheren Annahmen bewiesen.
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folgenden Analyse nehmen wir die Bedingungen (2.3.40) an.

Im 2-D Fall ist es offensichtlich, daf} die spezifische Form der Energie-
dichte ®(I, J) das Materialverhalten des ebenen Deformationszustandes
vollig bestimmt, soweit es die Spannungen in der Ebene betrifft (cf. For-
mel (2.3.23)). Um diese Funktion von (2.3.38) auszudriicken, beachten wir
zunichst, daB A;, Ay die Eigenwerte des Tensors €/2 sind, mit € von Glg.
(2.3.17), wihrend

Ag=1 (2.3.41)

fir die ebene Deformation parallel der X-Ebene gilt. Fiihrt man folgende
Bezeichnungen fiir die Energiedichte in dem 2-D Fall ein

W1, A2, 1) = QA1 Ao

= Q(M(1,J), A(L,J)) = ®(1, J), (2.3.42)
kiirzt man Glg. (2.3.38) zu
N
Q(/\l, /\2) = ElAcgb(/\,,, Oic) + h(/\1)\2). (2.3.43)
Hier sind
d(A, @) = AT + 2§ — 2, (2.3.44)
M
hMJ) = g(J)+ 3 By(J* - 1). (2.3.45)
b=1

Man kann e, mit e =1,... ,N < L+ M erneut ordnen, soda oy > ... >
ay > 1. Die Koeffizienten ay, ... ,an werden (elastische) Potenzindizes
genannt. Manchmal lassen wir den Unterindex 1 des gréfiten Potenzindex
fallen und schreiben einfach a; = . Aus Gln. (2.3.39), (2.3.45) folgt, daB
h(J) eine konvexe Funktion auf (0, 0o) ist, die den folgenden Wachstums-
kriteria

h(J) 5 0o bei J =0,

und

h(J)=CJ"+0o(J"), v>m (2.3.46)
bei J — o0



2&&%mwm&mmmmmﬁT 43

geniigt. Man bemerkt, daf§ die durch die Ableitungen von (2.3.46) entstan-
denen asymptotischen Formeln ebenfalls gelten. Aus (2.3.40) erhalten wir
die Bedingung

ay > 2. (2.3.47)

Nun driicken wir A1, Ay durch I, J aus. Anwendung von (2.3.22) zeigt,
daB A3, A2 die Wurzeln der folgenden Gleichung sind

y Iy +J*=0. (2.3.48)

Daraus ergeben sich

A= %(I — VI = 4J2),

A3 = %(I + VI? - 4J?). (2.3.49)
Weil Ay, A positiv sind, miissen I und J den Ungleichungen geniigen
I>0, J>0, I-2J2>0. - (2.3.50)

Wir nennen den durch (2.3.50) beschriebenen Bereich in der (7, J)-Ebene
“zilsssigen” Bereich der Invariantenebene (siehe Abb.2.9).

J

Unverformter
Zustand

1 (I,J)

2 I

Abbildung 2.9: “Zulédssiger” Bereich der Invariantenebene

Nun nimmt die 2-D Energiedichte ®(, J) die Form an

B(1,J) = 3 Al J.a) + h(J), (2.3.51)

c=1

wobei

(1, J,0) = [5(1 - V4P
+ B+ VE=IR)Ph, -
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Die ersten und zweiten partiellen Ableitungen von ®(7, J) und ihre asym-
ptotischen Eigenschaften sind im Anhang zusammengefafit.

Bevor wir zur Analyse des asymptotischen Feldes in der Umgebung der
RiBspitze iibergehen, ist es sehr wichtig, das Verhalten hyperelastischer
Materialien bei einer rein homogenen ebenen Deformation

n=MX), rp=>XX z3=2X; (2.3.53)

verstehen zu kénnen (cf. auch Knowles und Sternberg [40]). Durch Be-
rechnen von § und € gemif (2.3.16), (2.3.17) erhalten wir

(a0 _ (A3 o) .
=) e s
Aus (2.3.23),(2.3.42),(2.3.54) ist leicht zu sehen dafl

oQ oQ

Pu=75— Pr=7— Pr=Pa=0
o e (2.3.55)

Wenn das Ogden-Ballsche Material zusétzlich einer einachsigen Dehnung
parallel zur X,-Achse unterworfen ist, die einer Hauptstreckung Ay =
A > 1 entspricht, und A\; = A()\z) die darauffolgende senkrechte Haupt-
streckung parallel zur X;-Achse ist, dann

P, de) = Pu(A(A), A) = 0. (2.3.56)
Betrachten wir die Gleichung
5[9)

= — = 0. 2.3.57
P oh o (2:3:57)
Mit Hilfe von (2.3.43)-(2.3.45) formen wir (2.3.57) um
' N
K S A B =0, (2.3.58)
3)\1 c=1

mit A'(J) = 6h/8J. Aufgrund der Konvexitit der Funktion hA(J) und
den asymptotischen Eigenschaften (2.3.44) hat Glg. (2.3.58) eine einzige
Waurzel A\; = A()) fiir alle hinreichend grofen A. Wenn A — oo, dann
verhilt sich die Hauptstreckung A\; = A()) wie folgt

AL = qO/)\ + O()\_l), ) (2.3.59)
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mit g als der einzigen Wurzel der Gleichung h'(g) = 0. Wir merken an,
da8 allgemein g # 1 gilt (cf. Glg. (2.3.45)), jedoch bedeutet dies nicht,
daBl die Energie des Zustandes (2.3.53), (2.3.59) kleiner als die des natiirli-
chen Zustandes ist, denn der Béitrag & A.¢(\,, o) zur Energie mufl auch
beriicksichtigt werden.

Gemif (2.3.59) bleibt die Jakobische Determinante des homogenen ein-
achsigen Dehnungszustandes asymptotisch konstant bei A\s = A — 00 :

J=MA)=¢q+o(1) bei X — oc. (2.3.60)

Diese Formel spielt eine wichtige Rolle in der folgenden Analyse.

2.3.3 Der Hauptterm der Deformation

In diesem Abschnitt wollen wir den Hauptterm der Deformation in der
Umgebung der Riffspitze fiir Ogden-Ballsche Materialien bestimmen. Zu
diesem Zweck betrachten wir erneut die im Abschnitt 2.3.1 eingefiihr-
ten lokalen zweidimensionalen Koordinatensysteme X, X2 und r, 8 (siche
Abb.2.6). Unter Verwendung der Koordinatentransformation von ¥;, %,
nach r, 6 gemif (2.3.32) 148¢ sich der Deformationsgradient §F von (2.3.16)
in der Form schreiben

1.
5= Ir® b+ ;}'. ® &,. (2.3.61)

Hier benutzen wir den iiber einer Grofle stehenden Punkt fiir die Ablei-
tung nach 6, und ® fiir das Tensorprodukt. Wir fithren zwei aufeinander
senkrechte Einheitsvektoren ¥ = (cos,sin 8) und ¥ = (—sin 8, cos ) ein,

fiir die der folgende Zusammenhang besteht )

L =CE bo=1F, (2.3.62)

mit &, dem in der Anfangskonfiguration definierten 2-D Permutationsten-
sor. Auf dhnliche Weise konnen wir Glg. (2.3.24) umschreiben

1.
Divip = Bt + ~Pea = 0. (2.3.63)

Durch Einsetzen von P gemif (2.3.23) in (2.3.63) unter Beriicksichtigung
von (2.3.62) und der folgenden Identitit

FT=-J"ege, (2.3.64)
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mit ¢, dem in der verformten Konfiguration definierten 2-D Permutations-
tensor, kann man die Gleichung (2.3.63) transformieren

q’( )+2(6@) +(aq>) 4—26—‘1’1
257k )s 1), 5 T\a7) 2t

do\ 1. (0d
+9 (61) LI (ﬁ) =0 (23.65)

Aufgrund der Annahme iiber die spannungsfreien Randbedingungen an
den RifBufern in der Umgebung der Riflspitze erhalten wir

P =0 fir 6 ==Lm und kleine r >0

(2.3.66)
oder, mit (2.3.33) und (2.3.64)
o1, 0% . _
QE—x —57%r = 0 fir 6= (2.3.67)

Gln. (2.3.65), (2.3.67) sind die zweidimensionale Gleichgewichtsbedingung
und die spannungsfreien Randbedingungen beziiglich des polaren Koordi-
natensystems, die fiir beliebige Formen der Energiedichte ®(I, J) gelten.
Unser Ziel ist es, die asymptotische Struktur der Lésung von (2.3.65),
(2.3.67) fiir die spezielle Klasse (2.3.51) der Energiedichte zu untersu-
chen. Um die Singularitit des Deformationsgradienten infolge des Risses
beschreiben zu kénnen, suchen wir die Funktion z(r,6) in der Form

t(r,0) =1 +r"u(f) +o(r™) bei r—0. (2.3.68)
Dabei ist t° ein konstanter Vektor und m irgendeine Konstante zwischen
0<m<L (2.3.69)

Aufgrund des positiven Exponenten m garantiert Glg. (2.3.68), da8 ¢ bei
dem Grenziibergang r — 0 beschrankt bleibt und r° dem Ortsvektor
der Riflspitze in der verformten Konfiguration entspricht. Andererseits,
fiihrt die Bedingung m < 1 zu einem lokalen Dehnungszustand mit einer
groflen Hauptstreckung in der Ndhe der Riflspitze, dessen Giiltigkeit auch
fir andere elliptische Materialien bewiesen worden ist (cf. Knowles und
Sternberg [40, 41], und Stephenson [49]). Dies vollendet die Motivation
fiir den Ansatz (2.3.68),(2.3.69). Wir bestimmen den kleinsten Exponent
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m € (0, 1) und den Vektor u(f) in Glg. (2.3.68) konsistent mit den Gleich-
gewichtsgleichungen (2.3.65),(2.3.51) und den Randbedingungen (2.3.67).
Zuerst berechnen wir den Deformationgradienten § gemif (2.3.61)

F=r""Y+o(r™1), (2.3.70)

f=mu® ¥ + uk,. (2.3.71)

Man kann sehen, da8 der konstante Vector t° in (2.3.68) keinen Einflufl
sowohl auf §, als auch auf Glg. (2.3.65) hat. Nun bestimmen wir die
Grundinvarianten I, J gemafl Gln. (2.3.19), (2.3.70), (2.3.71)

I=tc(F'%)
= 72D (2 + i1) + o(r¥ ™), (2.3.72)

J =det §F = r2™ Vel + 0(7‘2('""1))
= 2™ D (11 — wpty) + o(rX™ D), (2.3.73)
Wir nehmen an, daf8
J=r*H(0) +o(r*), H(#) >0, (2.3.74)

mit s einer unbekannten Konstanten und H () einer unbekannten Funkti-
on, welche nicht identisch null auf [—m, 7] sein darf. Aus (2.3.73), (2.3.74)
folgt dann 2(m — 1) < s und

Uty — Uy =0 wenn 2(m - 1) < s, (2.3.75)

m(yity — iqug) = H(0) >0 - (2.3.76)
wenn 2(m—1)=s.

Wir beweisen nun, da8 der zweite Fall zu einem Konflikt mit Glg. (2.3.74)
fithrt. Denn, wenn (2.3.76) gilt, dann werden I und J asymptotisch dqui-
valent sein und J ~ r2™=DH(f) — oo bei r = 0 (wegen m < 1). GemiB
dem Wachstumskriterium (2.3.46) konnen wir die folgenden zwei domi-
nanten Terme in Glg. (2.3.65) belassen

oo\ . o0d
(W) , L — (57) p L, = 0 (2.3.77)
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und die restlichen Terme als klein vernachldssigen. Dementsprechend kon-
nen wir auch eine asymptotische Aquivalenz fiir ®;(7, J) nehmen

B, = %il = Oy 7 4 o(J7Y), (2.3.78)

Durch Einsetzen von (2.3.78) in Glg. (2.3.77) und unter Beriicksichtigung
von (2.3.76) erhélt man die folgende Gleichung

2(m — 1)H" lett — mH"2Heu= 0. (2.3.79)

Nun ergibt sich durch Multiplikation von (2.3.79) mit u und durch Ge-
brauch von (2.3.76)
m—1
m

2 HY=0= H(§) =0, (2.3.80)
was Glg. (2.3.74) widerspricht.
Der erste Fall (2.3.75) fithrt zu

w=alU() auf [-m 7], a0, " (2.3.81)

wobei a ein konstanter Vektor und U(f) eine unbekannte Funktion ist.
Wir betrachten wieder die Invariante I geméi8 (2.3.72)

I =22+ ) =2 (m?U? + U, (2.3.82)
a® = a-a.

Wir nehmen an, dafl U keine doppelte Nullstelle auf [—x, #] hat, so daf§
der Koeffizient bei #2(™~1 in (2.3.82) nirgendwo auf [—=, 7] verschwinden
kann. Dies bedeutet abermals, dafl I — oo bei » — 0 oder, was das gleiche
bedeutet, dafl eine der Hauptstreckungen, sagen wir, Ay — oo bei r — 0.
Ferner nehmen wir an, daf§ in der Umgebung der spannungsfreien Riflufer
ein lokaler einachsiger Dehnungszustand mit Ao — oo auftritt. Aufgrund
des heuristischen Argumentes, von dem wir am Ende des Abschnittes 3.3.2
gesprochen haben-(cf. (2.3.60)), kommen wir zur Aussage (2.3.74) mit

2(m-1)<s<0, (2.3.83)

H(xm)=0 wenn 2(m-1)<s<0, H(xm)=¢y wenn s=0,

wobei gy die Wurzel der Gleichung A/(g) = 0 ist. Gln. (2.3.74) und (2.3.83)
vereinfachen betrédchtlich die asymptotische Analyse unseres Problems,
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denn statt der komplizierten Ausdriicke fiir die Ableitungen von ®(, J) in
Glg. (2.3.65) kénnen wir von nun an ihre asymptotisch dquivalenten Aus-
driicke mit dem Fehler o(J/I), verglichen mit 1, einsetzen (siche Anhang).
Folglich kann man zeigen, dafl im Rahmen der Approximation (2.3.68) die
zwei Terme

od o0d

(57) L& md - (57), %

klein im Vergleich zu den restlichen Termen sind, und da8 ®;(1, J) ersetzt
werden kann durch die Formel

2®(I,J) = 2%? ~ Aral®? ! 4 o(1027h, (2.3.84)

deren formelle Ableitungen nach » und 6 auch gelten. Durch Multipli-
kation von Gleichung (2.3.65) mit a und darauffolgender Division durch
Ayaa®r™=1(@1) ynd durch den anschlieBenden Grenziibergang r — 0

unter Beriicksichtigung von (2.3.84) und ihrer Konsequenzen erhalten wir
die Gleichung

-(%(G“/HU) +m[(m —1)(a—1) - 1)]GY* U =0, (2.3.85)

mit
G =mU? 4+ U2 (2.3.86)
Analog zu dem fiihren Gln. (2.3.84) und (2.3.67) zu den Randbedingungen
U(£r) = 0. (2.3.87)

Gln. (2.3.85),(2.3.87) stellt ein nichtlineares Eigenwertproblem dar, daf}
schon mehrmals durch die asymptotische Analyse von anderen RifSproble-
men im Rahmen der finiten Elastostatik hergeleitet wurde [40,41,43,49],
mit der in [40] gegebenen Lésung. Der einzige Eigenwert m € (0,1) ist
gleich

m=1-1/a (2.3.88)
und entspricht der Eigenfunktion
, 2k cos?(8/2)]"/*
U(6) = sin(6/2) [1 " 11w, a)

x [w(8, @) + k cos 9]*/2, (2.3.89)
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wobei
w(8,a) = [1 —k*sin? ]2, k= (a-2)/a. (2.3.90)

Man kann die Giiltigkei dieser Losung direkt priifen, indem man Glg.
(2.3.89) in (2.3.85) einsetzt und die folgenden Formeln benutzt

cos 6 + w(8, o)

U= 2sin @ U,

" 1 2k?cosf

U=-7 [1 + 6. +k } U, (2.3.91)
G= %(1 — k%) (14 k)[w(8, @) + kcos ], (2.3.92)

welche die Konsequenzen aus (2.3.89) sind. Man beachte, dafi U(#) un-
endlich glatt auf [, 7] ist und folgende Eigenschaften besitzt

U@g)>0 (0<6<m), U®O)=0,
U(-8)=-U(6) (-r<6<m), (2.3.93)

U@B)>0 (-m<8<m),

U(-7) =U(x) =0. (2.3.94)

2.3.4 Die Nebenterme der Deformation

Die asymptotische Darstellung des lokalen Deformationsfeldes durch Gln.
(2.3.68), (2.3.81), (2.3.89) liefert nur eine schwache Schitzung

J ~ o(r!™V) bei r— 0. (2.3.95)

Um deswegen die asymptotischen Annahmen (2.3.83) zu bestétigen, und
dabei die noch unbekannte Funktion H(6) zu bestimmen, miissen wir die
weitere asymptotische Analyse fiir Nebenterme durchfithren. Mit dem Ziel,
Glg. (2.3.68) zu verfeinern, ersetzen wir sie durch

t(r, ) =° + ar™U(8) + r™ 0(6) + o(r™), (2.3.96)
m > m,
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mit m' einem anderen unbekannten Exponenten und v(6) einem unbe-
kannten Vektor. Der Deformationsgradient ist dann gegeben durch

F ="+ ™ lg 4 o(r™ Y, (2.3.97)
mit f aus (2.3.71) und
g=mo®t+0® k. (2.3.98)

Wir berechnen die Grundinvarianten I, J nach den Gleichungen (2.3.19),
(2.3.97), (2.3.98)

I = 7'2(m—1)(12G + 2,’.m+m'—2K + O(Tm+m‘_2), (2399)
J = ™8 — |/ UT) + o(r™™2), (2.3.100)

mit G aus (2.3.86) und
K = mm/Ux + Ux, (2.3.101)
wobei y und ¥ die folgenden Griéflen bezeichnen
x = a0,V = a-ev. (2.3.102)

Durch Vergleich der zwei asymptotischen Formeln (2.3.74) und (2.3.100)
fiir J, beschlieft man, dafl

m+m' -2<s5<0, (2.3.103)

und ferner

mU¥ —m'U¥ =0 auf [-m,n] (2.3.104)
wenn m+m —2< s,

mU¥ — m'U¥ = HB) auf [—m, 7] (2.3.105)

wenn m+m' —2=s.
Wenn m +m' — 2 < s, stellt (2.3.104) eine Gleichung fiir ¥ dar. Fiir
m' = 2+ s—m enthilt Glg. (2.3.105) noch eine unbekannte Funktion H(6)

und deswegen kann ¥ in diesem Fall nicht bestimmt werden. Dennoch ist
es leicht ersichtlich, dafl wenn o < 4

s=0, und H(6) = q¢ = const. (2.3.106)
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Nimmt man in der Tat erst s < 0 an, dann kann man mit Hilfe von
(2.3.65) und der Bedingung o < 4 zeigen, dal H(8) = 0, was Glg. (2.3.74)
widerspricht. Deswegen analysieren wir den Fall mit dem kleinsten Wert
s = 0. Durch Multiplikation von (2.3.65) mit ea, unter Beriicksichtigung
von « < 4, was die dominanten Terme iibrig 148t, ergibt sich

2 (H(HE))aml = 0= K(H() =0, (2.3.107)

was dquivalent zu (2.3.106) ist.

Wir betrachten nun den Fall o > 4. Um eine zusétzliche Gleichung fiir
VU zu erhalten, multiplizieren wir Glg. (2.3.65) mit ea und vernachlissigen
dort die minoranten Terme. Wir erhalten damit

0P 2 m -1 (6(13 m' -1 (6(1)) 2_m—-1
261m U+ 2 6]) rm/r™ W — 57 ra2r™1U
0P m'—1 0P m'—=1, 0o 2 m—1yy __
26IT \I'+2(al> U+ (6]) ma*r™ U =0. (2.3.108)
Analog zu dem folgt aus (2.3.67)
0d 1. 0P 5 .
——ym'= m =0 3.1
26I \I'+6Jma,r U (2.3.109)
fir 8 =4+

In (2.3.108), (2.3.109) enthalten die Ableitungen ®;, (®;), und (®,) ¢ die
Terme (j,¢y7, h'(J) und h”(J). Unter Beriicksichtigung der asymptoti-
schen Formeln (2.3.46) und (A.11)-(A.18) des Anhangs kann man zeigen,
da8 fiir s(y — 2) < 2(m — 1){(a/2 — 2) nur die Terme h'(J),h"(J) do-
minant sind. Gln. (2.3.108), (2.3.109) fithren dann zu H = 0, was Glg.
(2.3.74) widerspricht. Wir betrachten den kleinsten Wert s = m+m'—2 =
(m — 1)(a — 4) /(v — 2). Unter Beriicksichtigung aller dominanten Terme
in (2.3.108), (2.3.109) erhalten wir

G(¥ + m™¥) + (a/2 - 1)GY + (a — 2)m/(m — 1)GY

+ (/2= 2)2(m— 1) +m+m' - 2QUH — (/2 - 2)mG—GUH
. HY 2 . .
_mUH+l/")’(’)’— I)W[mUH~ (m+m’_2)UH] =:0,

(2.3.110)
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mit v = C/(aA;), und G, K, H gemiB (2.3.86), (2.3.101) und (2.3.105).
Die Durchfithrung der gleichen Schritte fiir (2.3.109) liefert die Randbe-
dingung

H(tm) =0, oder ¥(xm)=0. (2.3.111)

Wir wollen nun die Gleichung fiir y herleiten. Durch Multiplikation von
(2.3.65) mit a und Vernachlissigen der minoranten Terme erhalten wir

—) ) (a®r™ U + 7™ 1y)
T ' ,
+ ZE(mzazrm‘lU + m/2r™ 'lx) |
od

+2 (3—1) r(ma®™ U +m/r™1x) =0. (2.3.112)

Auf shnliche Weise folgt aus (2.3.67), (2.3.96)

2—%?((127"”“1(7 +r™ %) =0 (2.3.113)
fuir 6=+

Aufgrund (2.3.99) und infolge der asymptotischen Formeln aus dem An-
hang kann man die Funktion 2®;(I, J) durch

od ’ . K
hliuli (m~1)(a—2) ¢ 2 Nef2-1 | _ m'-m_fY
2 i Arar (a*G) [1 + (o = 2)r a?G’]

+ AgaprMm D=2y ®/2-1 wenn m/ =m + (0 — a)/a, (2.3.114)

oder durch

o i_g K
e~ (m—1)(a-2)( ,2r\2/2-1 — ) —m_—__
2 3] Ajor (a“G) [1 + (a = 2)r a2G’]

wenn m' <m+ (o — o) /a, (2.3.115)
ersetzen. Es gelten auch die formelle Differentiation von (2.3.114) oder von
(2.3.115) nach r und 6. Wenn man Gln. (2.3.112), (2.3.114)-(2.3.115) zu-

sammensetzt und beachtet, da U Glg. (2.3.85) geniigt, kann man schlie-
fen, daB§ auf [, 7]

Y=0 wenn m<m <m+(a¢—mx)/a, (2.3.116)
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A2a2 a — Oy
Y =

(a2G)cx2/2—-a/2+1([“] + m2U)

B Ao o —2
wenn m =m+ (o — )/, (2.3.117)
wobei Y eine Hilfsfunktion darstellt, welche wie folgt definiert ist
Y = G(X + m?x) + 2K (U + m2U) + (o/2 — 1)Gx
+ (o= 2)[m'(m — 1)Gx + m(m' + m - 2)KU + KU]. (2.3.118)

In (2.3.118) sind G und K durch (2.3.86) und (2.3.101) gegeben. Ferner
filhrt die Randbedingung (2.3.113) zu

x(£m)=0 wenn m<m <2-m. (2.3.119)

Gln. (2.3.116), (2.3.118) stellen zusammen mit (2.3.119) ein Eigenwert-
problem fiir x mit dem Eigenwert m’ dar. Andernfalls ist Glg. (2.3.117)
eine inhomogene Differentialgleichung fiir y, die zusammen mit der Rand-
bedingung (2.3.119) gelost werden muB, falls ein ay existiert so da m' =
m+(a—az)/a < 2—m (oder, dquivalent, ap > a—2; cf. (2.3.88), (2.3.103),
(2.3.117)). Andererseits ist Glg. (2.3.104) ein unkonventionelles Eigenwert-
problem fiir ¥. Um diese Gleichung lésen zu kénnen, brauchen wir noch
einige zusitztliche Informationen. Diese Informationen erhilt man durch
die Annahme, daf die Lésung ¥ von (2.3.104) unendlich glatt sein mu8,
was als Konsequenz der Elliptizitdt der Gleichgewichtsgleichungen zu be-
trachten ist (siehe auch [40, 41, 49]). Dies gilt auch fiir die inhomogene
Differentialgleichung (2.3.105),(2.3.106).

Wir fiihren nun die einzelnen Méglichkeiten auf, Gleichungen (2.3.104),
(2.3.105), (2.3.106), (2.3.110), (2.3.111), (2.3.116), (2.3.117), (2.3.119) zu
l6sen. Zuerst bezeichnen wir mit m + (@ — ag)/a = m] den assoziierten
Wert von (2.3.117), falls es ay gibt, so da oy > o — 2, ferner mit m;
den Eigenwert von (2.3.104), und mit mj den Eigenwert von (2.3.116),
(2.3.119), beide im Intervall (m, 2 — m) liegend. Wir bezeichnen auch mit
my=2-m+(m—1)(a—4)/(y— 2) den assoziierten Wert von (2.3.110),
(2.3.111). Wenn zumindest eines von den obengenannten Problemen eine
Losung im Intervall (m, 2 — m) hat, wihlen wir fiir m' den kleisten Wert

m' = min{m}, m}, mj, mj}
und fiir x (oder ¥) die entsprechende Lésung, und annullieren alle an-

deren. Falls zwei, drei oder sogar vier Werte gleich m’' sind, miissen die
entsprechenden Lésungen kombiniert werden.
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Wenn letztendlich keines von den Problemen irgendeinen Wert im In-
tervall (m, 2—m) hat, dann ist offensichtlich m’ = 2—m und sowohl die in-
homogenen Gleichungen (2.3.105), (2.3.106), als auch (2.3.117), (2.3.119)
(mit der Annahme, da ap = o — 2) oder (2.3.116), (2.3.119) (falls ap <
o — 2) miissen fiir ¥ und x geldst werden.

Alle obengenannten- Probleme, aufer Gln. (2.3.110), (2.3.111), und
(2.3.117), (2.3.119), sind schon in (40,41, 49] gel6B8t worden. Wir fassen
deren Lésungen zusammen. Zuerst betrachten wir Glg. (2.3.104). Auf-
grund der Annahme iiber die unendliche Glattheit von Lésungen kann
man zeigen, dafl der kleinste Eigenwert mf > m gleich [40]

my=2m=2-2/a (2.3.120)
ist und die assoziierte Eigenfunktion durch
U = pU?, (2.3.121)

gegeben ist, wobei b eine Konstante ist. Zusitzlich mufl mj im Intervall
(m,2 — m) liegen, was nur mdglich ist, wenn

a< 3. (2.3.122)

Wenn « > 3 ist, dann besitzt das Problem (2.3.104) keinen Eigenwert
in (m, 2 —m). Mit dem Ziel, die Funktion ¥ fiir 3 < o < 4 zu bestimmen,
betrachten wir die inhomogenen Gleichungen (2.3.105), (2.3.106). Gemi8
[49] hat die unendlich glatte Losung des Problems (2.3.105), (2.3.106) auf
[—7, 7] die Form

U(8) = goLa(6, @) = — (“/2) I 5/2),9. 6 + kcos 6™
X %,F(I/Q— 1/m,l/2;3/2—1/m;cosz(pg)—ksingoo , (2.3.123)

mit m' = 2 — m, wobei

V2 [1 + ksin? 6 — w(8, ) cos 6]/
w(f, o) + kcos b

Cos p = , (2.3.124)

und F die hypefgeometrische Funktion bezeichnet 2. Man kann aus Glg.

2Siehe z.B. [162], p.556.



56 KAPITEL 2. NICHTLINEARE BRUCHMECHANIK

(2.3.123) und aus bekannten Eigenschaften der hypergeometrischen Funk-
tion priifen, dafl

Ly(0, ) = —2(cx/2)2(2m)™™ /m/,
(me/2)'*(/2)"T'(3/2 — 1/m)
L = . (2.3

1(£7,0) — T im . (2312)
Wenn « > 4 ist, dann muf} die Funktion ¥ durch das Problem (2.3.110),
(2.3.111) bestimmt werden. Unter Beriicksichtigung der Paritit von U(6)
kann man zeigen, da8 ¥ eine gerade Funktion ist: U(f) = ¥(-6),0 €
[—, 7). Folglich kann man Glg. (2.3.110)} auf das Halbintervall [0, 7] be-

schrianken und fiir sie die folgenden Randbedingungen aufstellen

¥(0) =0, ¥(x)=0. (2.3.126)
Die Losung zu Gln. (2.3.110), (2.3.126) hat die Form
() = a2 [,(9), (2.3.127)
wobei Ly (6) der folgenden Gleichung geniigt
G(Ly 4+ m™Ly) + (a/2 — 1)G Ly + (o — 2)m!(m — 1)GLy

+ [(0/2 =2)2(m = 1)+ m+m' = 2)UH,

GU . H]™?
?Hz ~mUHy + vy(y — I)W_—2

x [mUHy — (m+m' —2)UH,] =0, (2.3.128)

—(a/2 - 2)m

mit Hy = mULy — m'ULy > 0. Es ist leicht zu sehen, da$ Glg. (2.3.128)
einen singuldren Punkt 6§ = 7 hat. Weil Hy(m) = 0 ist, kann man den
nichtlinearen Term von (2.3.128) in der Umgebung des singuldren Punktes
vernachlissigen. Dann wird die assoziierte charakteristische Gleichung 3
zwei Wurzeln 71 und r2 mit 1 < r; < 2 haben (die Verldufe von r; und o
in Abhingigkeit von a € (4,10),y = o + 1 sind in Abb.2.10 dargestellt).

Wegen der Beschrinkung Hs > 0 kann man mit Hilfe der numerischen
Integration von (2.3.128) zeigen, dafl die nichttrivialen Lsungen L2(6) zu
(2.3.128), (2.3.126) nur dann existieren, wenn Ly(0) = —by < —be < 0 ist.
Die Funktionen I, und H, haben dann eine Singularitit von (7 — §)712
in der Umgebung des Punktes § = w. Die graphische Darstellung der

3Siehe Kamke [163].
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Abbildung 2.10: Wurzeln der charakteristischen Gleichung

Funktionen Lo(6, by, o, 7,v) und Hy mit by = b, die durch numerische
Integration fiir & = 4.5,y = 5.5 und v = 1 berechnet worden sind, ist in

Abb.2.11 gegeben. Man kann sehen, da H, iiberall im Intervall (—, )
positiv ist. -

vH |

20.0

15.0 >

10.0 /

O0=Z—F -
0 v Winkel ©

-5.0

-10.

0
0.0 1.0 2.0 3.0 4.0

Abbildung 2.11: Lésung der Glg. (2.3.128)

Wir wollen nun x bestimmen. Zuerst betrachten wir das Eigenwertpro-
blem (2.3.116), (2.3.119). Sein kleinster Eigenwert mj ist gegeben durch
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(siehe [41,49)])

1
my = o (k+ k2 + 16m/a), (2.3.129)

der der folgenden Eigenfunktion entspricht

x(68) = cM(6, @)

[ 41+ ksin®0 — w(8, ) cos b
— L Y S— —
lw(6, ) + k cos ] {a2 [w(8,0) + kcos b2

wobei ¢ eine Konstante und w(f, @) und k durch Glg. (2.3.90) definiert
sind. Dieser Eigenwert von (2.3.129) geniigt der Bedingung (2.3.103) so
lange die Ungleichung gilt

1} . (2.3.130)

a<T. (2.3.131)

Zuletzt wollen wir das inhomogene Problem (2.3.117), (2.3.119) fiir x
betrachten, unter der Annahme, dafl es ein o gibt, so dal as > o — 2.
Wir zerlegen x in eine gerade und eine ungerade Funktionen durch

x=x+x" auf [-m 7], (2.3.132)

wobei
X' (0) = %[x(f’) - x(-8)], (2.3.133)
X'(6) = 50(6) + x(~6)) (2.3.134)

fiir alle 6 € [—, 7). GemsB Gln. (2.3.132), (2.3.134), (2.3.117), (2.3.119)
kénnen wir die Gleichungen fiir ' und x” auf [0, 7] wie folgt trennen

G(¥ +midx) + 2K (U + m?U) + (a/2 = 1)GY’
+ (o = 2)fmi(m ~ 1)GX' +m{r +m — 2)K'D]

_ _(chz c; - czz (a2G)>/*~o/2([] + m2U), (2.3.135)
A a-—

G(" +mE") + 2K"(U + m*U) + (a/2 - 1)GX"
+ (o = 2)[m)(m = 1)GX" + m(m} + m — 2)K"U + K"U] =0, (2.3.136)
wobei

K =Ux +mmiUx, K'"=Ux"+mm\Uy" (2.3.137)
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Ferner fithren (2.3.132), (2.3.119) zu

X (my =0, x'(0)=0, (2.3.138)
¥'(r) =0, x"(0) = 0. (2.3.139)
Wir wenden auf (2.3.135), (2.3.138) die Transformationen an
V2 [1 + ksin? 6 — w(8, o) cos §]*/
a w(6,a) + kcos 6
Wi(p) = [w(8, @) + k cos 8] ™ x/(8), (2.3.141)

cosp = , (2.3.140)

wobei 8 € [0, ). Nach langwierigen Berechnungen mit Hilfe von (2.3.91),
(2.3.92) und der folgenden Formeln

- 2_1 ksi
¢ = kcozz(ez(f ’ a), ¢ = k 5 lwk(;tl;?a, (2.3.142)
kann man zeigen, daf (2.3.135), (2.3.138) sich reduziert auf
Wigo + MWy = Dycosp auf * [0,7/2] (2.3.143)
Wi(0) =0, Wi(r/2) =0, (2.3.144)
wobei
)2 o (2a0n — 1)(a — az + 1)
a1 | az/2—a/2+1
Dy = —’i’ﬁz e ’“@;‘g e (?thﬁ) . (2:3.145)
Folglich
Wi(p) =djcosp, dy=Di/(\%-1). (2.3.146)

Fiir x'(#) haben wir dann
2 /
X' (8)=diM(,a,00) = dll/a——[w(ﬁ, ) + kcosf]™ 1
x [1 4 ksin®§ — w(f, o) cos A]/2. (2.3.147)
Nach der Transformation

Wa(p) = [w(b, a) + kcosb]~™1x"(6), (2.3.148)
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# € [0, 7] und unter Beriicksichtigung von (2.3.140) erhalten wir aus Gln.
(2.3.136), (2.3.139)

Wapp + AWy =0 auf [0,7/2), (2.3.149)
Wa(0) =0, Wa(n/2) =0, (2.3.150)

mit A? aus (2.3.145). Die Lésung zu (2.3.149), (2.3.150) ist gegeben durch
Wa(p) = dcos 2, (2.3.151)

mit d einer beliebigen Konstanten, natiirlich unter der Voraussetzung, dafl

_ (2a— a2 —1)(a—ay+1)

A2
a—1

=4. (2.3.152)

Fiir x"(#) erhalten wir dann

X”(g) = dM2(0; «, a2)
1+ ksin®6 — w(b,a)cosf
(/2)%[w(8, @) + k cos ]2

Wir kombinieren Gln. (2.3.147) und (2.3.153), um die Lésung x(#) von
(2.3.115), (2.3.117) in der folgenden Form darzustellen

= djw(8, @) + kcos ™ { 1} . (2.3.153)

x(6) = diMi(8, o, as) + dM2 (8, o, aa), (2.3.154)

mit d =0 wenn 2a— g — 1) (@ —ap+ 1) /(a0 — 1) # 4.

2.3.5 Katalog von kanonischen Feldern

Wir fassen nun die asymptotischen Felder in der Umgebung der Riflspitze
fiir die Ogden-Ballschen Materialien zusammen. Zu diesem Zweck benut-
zen wir nun die wichtige Bemerkung am Ende des Abschnitts 2.3.1, die
die Invarianz des lokalen Feldes beziiglich beliebiger paralleler Verschie-
bungen und Starrkérperrotationen betrifft. Wir wenden auf ¢ — °, mit g
aus (2.3.96), eine zusitzliche Starrkdrperrotation an, die durch folgende
orthogonale Matrix Q7 definiert ist 4

aT = (a”/ a —a/ a) . 0= ( a2/a a1/ "’) (2.3.155)

a/a ay/a —/a as/a)’

4Diese schéne Idee ist von Stephenson [49] vorgeschlagen worden.
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Die Berechnung von r* = 3% (r —1°) unter Beriicksichtigung von (2.3.102)
liefert

1 U 4
= —Er’" U(6) + o(r™), (2.3.156)
1 .. '
r =ar™U(6) + a—rm x(6) + o(r™). (2.3.157)

Wir werden dieses spezielle Feld kanonisches Feld nennen, weil es einem
representativen Element der Menge D von lokalen singulidren Feldern ent-
spricht. Um alle anderen Elemente von D zu erhalten, benutzen wir einfach

die Umkehrformel
r=1r"+ 91, (2.3.158)

mit r° und £ einem beliebigen konstanten Vektor und einem. eigentlich

orthogonalen Tensor.
Wir analysieren das kanonische Feld (2.3.156), (2.3.157) fiir die folgen-
den Fille.

Fall 1

Die Energiedichte enthilt nur einen Potenzindex a = a; oder as < o — 2.
In diesem Fall existiert kein Wert m{ = m + (¢ — a2)/a im Intervall
(m,2 — m), und deswegen miissen nur mj, my und mj beriicksichtigt
werden. \
(a) @ > 7. Es gibt keine Eigenwerte mj und mj im Intervall (m, 2—m).
Daraus ergibt sich
m = mly =2 = m+ (m — 1)(a - 4)/(y — 2),
x=0, (2.3.159)

und ¥ ist durch (2.3.127), (2.3.128) gegeben. Wir merken an, daf§ die
Jakobische Determinante der asymptotischen Formel gentigt

J = pm=1(e=4)/(v-2) Hy(6) + o(r(m—l)(a—4)/('r—2) ), (2.3.160)

und das kanonische Feld (2.3.156), (2.3.157) iiberall im Intervall (-, )
eine lokal umkehrbare Abbildung darstellt, aufer in den Endpunkten 6 =
Zm. Um die Approximation in ihren Umgebungen zu verbessern, ersetzen
wir Glg. (2.3.156) durch

]_ ' ]. " "
H= oY) ~ =™ X(6) +o(r™), (2.3.161)
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Die Berechnung der Jakobischen Determinante zeigt
J = p™m2H (G) + rm 2N () + o(r™™ 2, (2.3.162)
wobei
N(§) =mUX —m"X. (2.3.163)

Wir nehmen an, da8 N (%) # 0 ist. Durch Vergleich (2.3.162) mit (2.3.60)
kann man schlieBen, daBl

m+m'-2=0, m"=2-m. (2.3.164)

Einsetzen von (2.3.161), (2.3.157) in Gln. (2.3.65), (2.3.67), darauffolgende
Multiplikation mit ea und zuletzt die Beriicksichtigung nur der dominan-
ten Terme fithrt auf

N(#) =mUX —m"UX = g, (2.3.165)

mit gy der Wurzel der Gleichung h'(q) = 0. Die Lésung von (2.3.165) liefert
X = q0L1 (9, Ol), (23166)

mit L;(8, @) aus (2.3.123). Das kanonische Feld (2.3.157),(2.3.161) stells
nun iiberall eine lokal umkehrbare Abbildung dar.

(b) 4 < @ < 7. In diesem Fall besitzt das Problem (2.3.114), (2.3.117)
einen Eigenwert mj € (m,2 — m) (cf. (2.3.121), (2.3.131)), das durch
(2.3.129) charakterisiert ist. Wenn o und + so vorgegeben sind, dal m} >
mj);, dann miissen wir das kanonische Feld durch (2.3.159), (2.3.161)-
(2.3.166) angeben. Falls m§ < mjj, dann

¥ =0, (2.3.167)

m/ = my, und x ist durch (2.3.130) gegeben. Eine Verfeinerung analog
zum Fall (a) kann durchgefiihrt werden, die dann zu (2.3.161)-(2.3.166),
mit m’ durch m) ersetzt, fiihrt.

(c) 3 < @ < 4. Wir haben die gleiche Situation wie in (b). Der ein-
zige Wert ist m’' = mfj, mit m§ aus (2.3.129), ¥ = 0 und yx ist durch
(2.3.130) charakterisiert. Verfeinerung von (2.3.156) durch Betrachtung
von (2.3.161) zeigt

mUX —m'"UX =¢q, m'=2-m, (2.3.168)
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auf [—m, ). Folglich,
X = qoL:(8, @), (2.3.169)

mit L;(6, a) aus (2.3.122). Dann wird J ~ ¢ und das kanonische Feld
wird iiberall umkehrbar.

(d) 2 < a < 3. Beide Eigenwerte mjy und mj liegen in (m,2 — m),
aber mj < mb. Wir wihlen m' = mj, mit mj aus (2.3.129), ¥ = 0 und
x = c¢M(6, ) mit M(6,a) aus (2.3.130). Durch Ersetzen von (2.3.156)
durch (2.3.161) erhalten wir Gln. (2.3.163), (2.3.168), was dazu fithrt, dafl

m'=2m=2-2/a, X =bU2 (2.3.170)

Um die regulire Jakobische Determinante zu gewinnen, ersetzen wir Glg.
(2.3.161) durch

1 " "
0= —%rzmwz — =™V (6) + o(™), (2.3.171)
mit m” > 2m. Wir erhalten damit _
mUY —m"UY =0 (2.3.172)
mUY —m"UY = ¢ (2.3.173)

auf [—m, x|, fiir 2m < m” < 2 —m oder entsprechend fiir m"” = 2 — m.
Daraus ergibt sich

m'=2-m=1+1/q,
Y = qLi(8,a), (2.3.174)

mit L;(6, a) durch (2.3.122) definiert, und, deswegen ist die Jakobische
Determinante konstant im Rahmen dieser Approximation: J ~ .

Fall 2

Die -Energiedichte enthilt einige Potenzindizes und s > a — 2. Dann
mufit der Wert m) von (2.3.115), (2.3.117) beriicksichtigt werden. Die
Verfeinerungen von r} kénnen analog zu dem ersten Fall durchgefiihrt
werden. Wir fassen hier nur die Ergebnisse zusammen.

(a) & > 7. Wenn o, @2 und vy so vorgegeben sind, daf m} > m/, dann
ist das kanonische Feld durch Gln. (2.3.157), (2.3.161) charakterisiert,
mit m’ = my, x(6) = 0 und m”, X(6) aus (2.3.164), (2.3.166). Falls m) >
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m}, dann m’ = m} , x(8) ist durch (2.3.154) gegeben, und ¢} ist durch
(2.3.161), (2.3.166), mit m' durch mjj ersetzt, beschrieben.

(b) 4 < a < 7. Wenn mj; < min{mj, mj} dann ist das kanonische
Feld durch (2.3.157), (2.3.161) mit m’ = m} charakterisiert, wobei x(8) =
0, ¥(8) aus (2.3.117), (2.3.118), m” und X (6) aus (2.3.164), (2.3.166). Falls
my > min{mj, mj} miissen wir m’ = min{m], m3} wihlen. Es kommt
dann darauf an, ob mj < m] oder mj > mj, x() mu8 entsprechend durch
(2.3.130) oder durch (2.3.154) charakterisiert werden. Wenn mj = m/,
dann

m' =mj =m;,
x(8) = cM(8, ) + di My (0, o, ap) + d Mo (8, @, a3). (2.3.175)

Die Funktion z} ist dann durch (2.3.161)-(2.3.166) gegeben, wobei m'
durch mj ersetzt ist.

(c) 3 < a < 4. Das kanonische Feld ist durch (2.3.157), (2.3.161) ge-
geben. Der Wert m’ und die Funktion x(#) sind nun analog zum Fall (b)
definiert, wihrend m” und X durch (2.3.168), (2.3.169) gegeben sind.

(d) 2 < a < 3. Das kanonische Feld ist 'durch (2.3.157), (2.3.171)
gegeben. Der Wert m’ und die Funktion x(6) sind analog zu dem Fall (b)
definiert, wihrend m” und Y durch (2.3.174) gegeben sind.

Fall &

Die Energiedichte enthilt einige Potenzindizes und o = « — 2. Dann
wihlen wir m] = 2 — m und die Charakteristiken des kanonischen Feldes
kénnen genau so beschrieben werden wie im Fall 1. Es ist interesant anzu-
merken, daf} fiir 2 < o < 4 unser kanonisches Feld mit Stephenson’s Feld
durch Einsetzen von gy = 1 zusammenfillt. Man kann dies durch Betrach-
tung des Grenzfalls von inkompressiblen Materialien mit J = 1 und durch
asymptotische Analyse des Verhalten der Energiedichte (2.3.51) zeigen. Es
is leicht zu sehen, daf} fiir ap = @ — 2

(1) = A% + AIo/* 4 o(1%/771), (2.3.176)

und daf die durch Ableitungen von (2.3.176) entstandenen asymptoti-
schen Formeln auch gelten (cf. mit dem Anhang). Dieser Ausdruck ist
nichts anderes als Stephenson’s Energiedichte (siehe [49]).
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Man merkt, daf die Grenzfille « = 3 und o = 4, in denen einige “pa-
thologische” Eigenschaften auftreten kénnen 8 , einfachheitshalber iiber-
haupt nicht analysiert worden sind. Wir haben auch die Analyse der wei-
teren Nebenterme von r5 in Abhingigkeit von kleineren Potenzindizes fal-
lengelassen. Denoch kann in diesen Fillen, wie auch im Fall o = 2, was
der Hadamard Energiedichte zuordnet ist, die asymptotische Analyse des
singuldren Feldes auf 4hnliche Weise durchgefithrt werden (siehe [54]).

Als Illustration betrachten wir nun einen Spezialfall der Energiedich-
te (2.3.51) mit drei Potenzindizes, der von Ogden [51, 52] vorgeschlagen
wurde

o =50, ay=2,0, a3=13. (2.3.177)

Man kann leicht bestimmen, daf3
1
m=0,8 ms= 5B+ V73) =~ 1, 154. (2.3.178)

Wenn v > 2 + (1 — m)(a—4)/(2 — m — m3) = 6,35, dann wird m} > mj
, und das kanonische Feld wird durch (2.3.157), (2.3.161)-(2.3.166) mit
m' = mj definiert, wobei x(0) durch (2.3.130) bestimmt ist und m' in
(2.3.161), (2.3.166) durch m/; ersetzt werden muff. Wenn 5 < v < 6,35
dann wird das kanonische Feld durch Gln. (2.3.157),(2.3.159), (2.3.161)-
(2.3.166) charakterisiert.

2.3.6 Charakteristika singuléirer Felder

Gemi8 der Komposition (2.3.158) kann man das lokale Deformationfeld ¢
aus dem kanonischen Feld ¢* herleiten, indem man die Starrkérperrotation
£ und die darauffolgende parallele Verschiebung t° auf letzteres anwendet
(siehe Abb.2.12).

Weil Starrkdrperbewegungen keinen Einflul auf Dehnungs- und Span-
nungszustinde haben, kann man alle Charakteristika singuldrer Felder
durch die des kanonischen Feldes bestimmen. Zuerst ist es leicht zu sehen,
daf}, in erster Approximation, das kanonische Feld den folgenden Symme-
trieeigenschaften geniigt

n(r,0) =n(r,—6), r(r,6)=—r(r,-6). (2.3.179)

SSiehe [49)].
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Verformter
Rif8

Kanonigches
Feld < _RiRspitze-
Verschiebung

Unverformter Rifd

Abbildung 2.12: Komposition ¢ = z° + ",

Wir werden das Sternzeichen * bei ¢ fallenlassen, weil wir uns im weite-
ren nur mit dem kanonischen Feld beschiftigen werden. Die Symmetrie-
eigenschaften (2.3.179) sind mit der Paritit von U(6), L1(6, ), La(6, @)
verkniipft (cf. die Formeln (2.3.93), (2.3.123), (2.3.126)). Ferner bestim-
men wir die Plazierung der Riflufer § = +m nach der Verformung. Aus
(2.3.157), (2.3.161), (2.3.127), (2.3.169), (2.3.171), (2.3.174) folgt

_%Tmf,a(a—4)/(7—2)L2(0, bOa a,’, V)
£(r,6) ~ { —2r'*qo L1 (6, @)
s sy (2.3.180)

wenn 4 < ,3 < a <4 bzw. 2 < a <3, und
12(r, 0) ~ ar'~YeU (8, ). (2.3.181)

In Gln. (2.3.180), (2.3.181) zeigen wir nur die Hauptterme von g; und .
Mit Beriicksichtigung von (2.3.89), (2.3.124), (2.3.127) erhilt man

_%Tmf,a'(a—4)/("1—2)L2 (71', bO; a,”, V)

11 9)™ T(3/2-1
£i(ry ) ~ § — Lyl o GalT TER-0/m)

_(;17.2-2/%(2/0[)1; (2.3.182)
in den drei obengenannten Fillen, und
ta(r, £1) ~ £ar! "2/ )2, (2.3.183)

Gemai8 (2.3.182), (2.3.183) werden die zwei Riflufer in die folgenden Kur-
ven iiberfiihrt

12 = £K(a, v, v)a|al™i—Day, |(1-1/e)/ma (2.3.184)
1 <0,K(a,y,v)#0
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(@—1)/(ar+1)

2 , (2.3.185)

2 = £K(a, go)a” g
1 <0,K(a,q0) #0;

12 = £K (o, b)a®|r1/a|*?, (2.3.186)
n< O,K(a,b) 7& 0;

in den drei obengenannten Fillen.

Es folgt aus (2.3.184)-(2.3.186), dal die Riflufer sich an der Rif3spit-
ze immer 6ffnen werden, und daf es keinen zum antisymmetrischen Mo-
dus der linearen Bruchmechanik analogen Modus gibt (cf.(2.3.35)). Diese
Schluffolgerung kann man ebenso durch eine Stabilitdtanalyse erzielen,
denn wenn ein solcher Modus existierte, dann wiirde dies zu einem unend-
lich groflen Druckspannungszustand an irgendeinem Riflufer fithren, dem
das Material gar nicht widerstehen kénnte (vergleiche mit dem Eulerschen
Stab). Der Offnungswinkel zwischen den Rifufern erreicht bei  — 0 in
allen betrachteten Fillen 180° (siche Abb.2.12). Folglich sieht das kano-
nische Feld in der nichtlinearen Bruchmechanik &nhlich aus wie das Ver-
schiebungsfeld des Modus I in der linearen Bruchmechanik (cf. (2.3.34)).
Um ferner ein beliebiges singulidres Feld infolge beliebiger Rilkonfigurati-
on und Lastfille zu erhalten, mufl man statt des in der linearen Theorie
iiblichen Superpositionsprinzips die Komposition (2.3.158) benutzen. Wir
nennen den Koeffizienten a von (2.3.181) auch Spannungsintensitéitsfaktor
(analog zur linearen Bruchmechanik). Es ist hier zu betonen, da§ sowohl
der Spannungsintensititsfaktor a als auch die Rotationsmatrix £ und der
konstante Vektor r° nur nach Auflésung des globalen Rilproblems be-
stimmt werden kénnen. Wenn dennoch die duflere Belastung hinreichend
klein ist, darf man annehmen, daf§ die Lésung des nichtlinearen Rifipro-
blemes niherungsweise durch die Lésung des linearisierten RiBproblems
in allen Punkten weit weg von der Riflspitze ersetzt werden kann. Die-
se Annahme erlaubt es, den Spannungsintensitéitsfaktor a mit Hilfe des
Erhaltungssatz (2.3.31) und der bekannten Lésung des linearisierten Rif3-
problems fiir kleine Belastungen zu bestimmen (siehe [40,41,49]).

Wir fassen nun die asymptotischen Formeln fiir die wichtigsten Charak-
teristika des kanonischen Feldes zusammen. Zuerst prisentieren wir den
Deformationsgradienten in der Form

F=1®F1+i2®F2 (2.3.187)
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wobei die Hauptterme von §; und ¥, durch

F1 ~ r[l*(0-4)/(7-2)]/0!0,(“—4)/(7"2)—1[—mQthl - L2E2],

(2.3.188)

1 .
F1~ rl/az[—(l + l/a)QQthl — qOLlfz], (2.3.189)

1 .

Fy ~ r1‘2/°‘;[—2(1 — 1/2)bU%, — 26U UYy), (2.3.190)

in den drei betrachteten Fillen gegeben sind, und
Fo ~ v Y%[(1 - 1/0)U%; + Uty). (2.3.191)

Die Jakobische Determinante 148t sich wie folgt ausdriicken

J ~ (r~Yog) =902 f,(9) 4 g, (2.3.192)
J ~ qQo, (23193)

wenn 4 < o bzw. 2 < o < 4. Durch Gebrauch von (2.3.23), kombiniert
mit (2.3.187), konnen wir den Spannungstensor 8 wie folgt ausdriicken

P=)1@P1+)2®F2, (2.3.194)
wobei der singularste Spannungsvektor B2 durch
Py ~ 124 0a(a® G2 (1 - 1/ ) Uty + Uty (2.3.195)

gegeben ist. Aus Gln. (2.3.51), (2.3.187)-(2.3.193) und aus der asympto-
tischen Eigenschaft der Funktion {(I, J, o) folgt daB der singularste Term
der Energiedichte die Potenz r—! enthélt

& ~ r1A;a*GY2. (2.3.196)

Die Formel (2.3.196) garantiert, dafl das in diesem Abschnitt beschriebene
singulére Feld in der Umgebung der Riflspitze der Menge U der zuléssigen
Konfigurationen mit finiter Energie angehért (siehe (2.3.30)) 6.

Die asymptotischen Formeln (2.3.180)-(2.3.181) und ihre Konsequen-
zen spielen eine Schliisselrolle bei der Lésung des nichtlinearen Randwert-
problems (2.3.24), (2.3.23), (2.3.27)-(2.3.29).

%Dies gilt fiir beide, nichtlineare und linearisierte, Theorien.
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Nachdem man die Lésung des singuldren Rifiproblemes gefunden hat,
mufl man noch das Rilwachstumskriterium iiberpriifen (siche Abschnitt
2.2.2)

13 < 2, (2.3.197)

mit v der Energie der Rifloberflichen und § dem Vektor des Energiezu-
flusses zur Rifspitze, welcher sich wie folgt berechnen 148t

T
3= lim [[(~3"Pe+ oY) ds (2.3.198)

Hier bezeichnen wir durch G die geschlossene Kurve, die den Punkt X €
L enthilt und gegen denselben schrumpft, wenn ihr Umfang |G| gegen
null tendiert, durch € den &ufleren Normaleneinheitsvektor an G (siche
Abb.2.13).

X2

Rif}

Abbildung 2.13: G-Kontur.

Man bemerkt, da8 der Erhaltungssatz (2.3.31) nicht direkt auf das
Integral (2.3.198) angewandt werden kann, da G in Glg. (2.3.198) kei-
ne Grenze eines finiten reguliren Teilbereichs von Q ist. Aber aus Glg.
(2.3.31) folgt, dal das J-Integral asymptotisch wegunabhéngig ist (siehe,
z.B., [50]). Wir kénnen deswegen das Integral (2.3.198) iiber einen kleinen
Krels mit ds = rdf,t = ¥, = (cos#,sinf) bestimmen und dann'r gegen
null gehen lassen. Dies erlaubt es, nur den singulérsten Term von r~! in

dem Integral zu belassen, um das Integral und den Vektor J bestimmen
zu kénnen. Aus (2.3.92), (2.3.187)-(2.3.196) und (2.3.198) folgen

J2 =0, (2.3.199)
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Aa—1)2]""* 7 [ cosb  a .,
=4 |22 &
J1 1! 7 ] /7r o(0.a) + 7 sin” 6
o? o? |
—Iw(ﬁ,a) cosH——4—cos20 df, (2.3.200)

wobei w(f, ) die in Glg. (2.3.90) eingefiihrte Hilfsfunktion ist. Durchfiih-
rung einer elementaren Integration in (2.3.200) liefert

T /92 a/2-1
31 = Ala,a':‘): ('&5) (a - l)a_l. (23201)

Gemif der Formeln (2.3.199), (2.3.201) liegt der Vektor des Energiezuflus-
ses genau in der Tangentialebene zur Riloberfliche, was bedeutet, dal eine
RiBumlenkung fiir solche Klasse von gummiartigen Materialien unmdoglich
ist. Um die Effekte der Rifumlenkung beschreiben zu kénnen, miissen
wir wahrscheinlich nicht die isotropen und homogenen Materialien, son-
dern die Materialien mit stochastischen Mikrostrukturen betrachten, deren
Oberflichenenergie vom Winkel zur Rifloberfliche abhéngt. Aus (2.3.197)
und (2.3.201) folgt, dafl fiir das Riflwachstumskriterium nur der einzige
Spannungsintensititsfaktor a bestimmt werden mufl. Wir merken auch,
daf} infolge Glg. (2.3.199) die Methode des virtuellen Riwachstums, die
die Ableitung der Energie entlang der tangentiale Richtung des Riflwachs-
tums bestimmt (siehe [164]), effektiv fiir die Berechnung des Energiezu-
fluBes zur Riffront (oder der Energiefreisetzungsrate) sein mag.

2.4 Kohisivkraft und Spannungsingularitit

2.4.1 Problemstellung

Wir betrachten einen linear-elastischen Korper, deren Anfangskonfigura-
tion den Bereich Bs = B\S des dreidimensionalen euklidischen Raumes
einnimmt, wobei 68 der duBere Rand und S = S U 88 der innere Rand
sind. Die Flache S§ beschreibt einen Riff des Korpers in seiner Anfangs-
konfiguration. Nun wird der Kérper so belastet (z.B. durch Zugskrifte),
daf} seine materiellen Punkte die Verschiebungen w;(z;) (mit z;, z2, 23 den
kartesischen Koordinaten) erfahren werden und dadurch ein Spannungs-
feld o;;(zk) hervorgerufen wird. Wenn keine Volumenkraft auf den Kérper
wirkt, dann muf} die folgende Gleichgewichtsbedingung erfiillt werden

Oijg — 0, (2.4.1)
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mit f; = 0f/0z;. Wenn das Material homogen und isotrop ist, dann gilt
nach dem Hookeschen Gesetz

Oij = AWk ;05 + u(w,-,j + 'wj,,-). (2.4.2)
Die Randbedingungen auf der dufleren Oberfliche 0B sind
w; =0 auf OB, (2.4.3)

aijnjzti auf aBt, (2.4.4)

mit 0B, und 9B;, den disjunkten Teilflichen von 4B, auf welchen die
Verschiebungen w; und Lasten ¢; entsprechend vorgegegben sind, und mit
n; dem duBleren Normaleneinheitsvektor. Wir werden nur solche Lastfille
analysieren, die dazu fithren, daf sich die Riflufer 6ffnen (sie werden sich
also in der verformten Konfiguration nicht in Kontakt miteinander be-
finden). Unter Beriicksichtigung einer Kohisivkraft gelten die folgenden
Randbedingungen auf

a;']inj = a{_,,-nj = f,;([w_,;]). (2.4.5)

Die Indizes +, — kennzeichnen die Grenzwerte der Feldgrofien auf den zwei
Seiten von 2 ,n; entspricht dem Normaleneinheitsvektor, der die Richtung
+ aufweist, f; ist die Kohasivkraft, die von der relativen Verschiebung
[w;] = w§ — w; der gegeniiberliegenden Riflufern abhingt. Barenblatt
folgend [55] setzen wir die Existenz eines Potentials fiir die Kohasivkraft
voraus

fi = 0¢/0[wy], (2.4.6)

wobei die Funktion ¢([w;]) bei steigender Riftrenung sehr schnell ihr Ma-
ximum erreicht und dann von dort an konstant bleibt (man nennt sie die
Kohisivenergie, siche Abb.2.14).

Das Randwertproblem (2.4.1)-(2.4.6) kann mit Hilfe des folgenden Va-
riationsprinzips formuliert werden. Wir fithren einen Sobolev-Vektorraum
(H'(Bs))? aller quadratisch integrierbaren Verschiebungsfelder mit qua-
dratisch integrierbaren Ableitungen in Bgs und mit der verschwindenden
Verschiebung auf 8B, ein. Man bemerkt, dal aufgrund des singuldren
Bereichs Bgs eine mogliche Singularitit des Verschiebungsgradienten in
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2y

(w] [w]

cr

Abbildung 2.14: Kohésivkraft und ihr Potential

Punkten von 08 nicht auszuschlieflen ist, auch wenn die Verschiebungs-

felder und ihre Ableitungen quadratisch integrierbar sind. Nun betrachten
wir die folgende Menge Cs C (H'(Bs))?

Cs = {u,- | U; € (Hl(Bs))3, (U,;I- - u,-_)n,- >0,2; € S} (2.4.7)

Fiir ein beliebiges Verschiebungsfeld u; € Cs definieren wir das Energie-
funktional durch

I('u,,) = /B.s W(ui,j) dv — /(l;Bt t,"ui da + /‘; qﬁ([u,]) da, (248)

mit W (u; ;) = (1/2)A(wi;)+(1/4) pu; j+u;) (i j+u;;) der Verformungs-
energiedichte. Berechnet man die Variation dieses Energiefunktionals und
macht man von den bekannten Argumenten der Variationsrechnung Ge-
brauch (siehe, z.B. [76]), kann man zeigen dafi Gln. (2.4.1)-(2.4.6) die
Euler-Lagrangeschen Gleichungen von (2.4.8) sind. Man bemerkt, da8 die
durch das letzte Integral in (2.4.8) gegebene Kohésivenergie positiv ist,
was die Existenz eines Minimals (Minimizer) des Funktionals (2.4.8) ga-
rantiert.

2.4.2 Energiefreisetzungsrate

Um die Anderung der Gesamtenergie infolge eines virtuellen Riwachs-
tums bestimmen zu kénnen definieren wir die Menge C der zuldssigen
Verschiebungsfelder als die Vereinigung von Cy mit ¥ 2 S. Fiir ein be-
liebiges zuldssiges Verschiebungsfeld u;(z;) € C mit einer Sprungfliche
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Y. O § definieren wir das Energiefunktional durch
Iw) = [, Wluij)do— [ twida+ [ (lul)da. ~ (249)

Nun betrachten wir eine Einparameterfamilie der zuldssigen Verschie-
bungsfelder u;(z;,¢) € C mit den Sprungflichen 8¢, die den folgenden
Bedingungen geniigen

S D8 DS fir €>e>0, S=S, wenn e— 0,

ui(.’L‘i, 0) = w,—(mi).

Die Variation der Gesamtenergie bei dem Gleichgewichtsverschiebungsfeld
beziiglich der Familie u;(x;, €) ist definiert durch - '
d
0l = a[(ui(wi, E)) ‘e=0 . (2.4.10)
Die Schwierigkeiten solch einer Variationsrechnung von (2.4.10) sind mit
den verdnderlichen Integrationsbereichen Bse und Sprungflichen S¢ ver-
kniipft. Um diese Bereiche und Fliachen zu fixieren, fiihren wir eine Familie
von Parametrisierungen y;(2;, €) ein (sieche [19-22] und Abschnitt 2.2), die
den Bereich Bg auf Bse, und die Flache S auf §¢ transformierén und den
folgenden Bedingungen geniigen

yi(zi,€) =xz; wenn €=0 oder ;€ IB.

Mit Hilfe dieser Familie der Parametrisierungen als eine Art des Variablen-
wechsels kann man die Variation (2.4.10) bestimmen. Die Variation der
Verformungsenergie haben wir schon bestimmt (siehe [19-22,165] und Ab-
schnitt 2.2). Wir wollen jetzt die Variation der Kohésivenergie bestimmen.
Nach dem wir ein zweidimensionales krummliniges Koordinatensystem 7,
auf der Flache S eingefiihrt haben, konnen wir schreiben

5 [, #([w)) da = & [ $([ui(yi, €), €)])VA<dn, (2.4.11)

wobei
A®=det |Azgl, Alp = Yialip.

Es ist leicht ersichtlich, daf3
5\/71_6- = \/ZA"ﬁmi,adyi,ﬂ.
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Hier nehmen die griechischen Indizes die Werte 1 und 2 an, A = det | Ay
, wobei Aug = ;47;p die Metrik der Fliche S und A*# der assoziierte
kontravariante Metrik Tensor ist. Die vor den griechischen Indizes stehen-
den Kommata kennzeichnen die kovariante Ableitung auf S. Anwendung
des Gauss Theorems und Umformung von (2.4.11) liefern

5 [, (luda= [, o ][5 u] - [ ][wg,ﬂ]Aa 38y~ 2([w) Hnidy) da,

wobei n;, der Normaleneinheitsvektor, die Richtung + aufweist, und H
die mittlere Kriilmmung von S bezeichnet. Im Gegensatz zur Griffithschen
Theorie gibt es hier keinen Anteil zur Energieinderung aus der Kohesiv-
energie, die durch das Oberflichenintegral auf S gegeben ist. Dies kann
man durch die Tatsache erkliren, da8 ¢([w;]) = 0 auf 8S ist.

Die Variation der Gesamtenergie 148t sich also wie folgt ausdriicken

d
6I=/ (—03j,50u; — p,U,Jin dv+/{ —ofouf + o6u; )n; 8_[1;)45—-][51“]

+ (( #1..1 + Mz;;)nj a[ J] [wﬂ,ﬂ]AaﬂmZ a ([wl])Hn‘L)éyt} da

- ./;8 Ji0y; ds + ./(;Bt(aijnj - t,;) da. (2.4.12)

Hier entspricht ¢;; dem Cauchyschen Spannungstensor, p;; ist der Eshelby-
Tensor, der wie folgt definiert ist

pij = —0kjwii + W(w;;)d;,
und J; ist der J-Integral-Vektor
Ry

= I%‘iII—I)IO/;‘(-Ukjwk'inj -+ Wm) ds, (2.4.13)

mit I' der Kontur, die den Punkt z; € 0S5 enthélt und gegen denselben
schrumpft, wenn ihr Umfang gegen null tendiert, und k; dem Norma-
leneinheitsvektor an I'. Wenn man das tatsichliche Verschiebungsfeld w;
als Minimal des Funktionals (2.4.8) in Glg. (2.4.12) einsetzt, dann redu-
ziert sich der letztere aufgrund Gln. (2.4.1)-(2.4.6) und der Tatsache, da8
dy;n; = 0 auf S ist, zu

6T = — [ Jibyids. (2.4.14)

Wir nennen den Ausdruck (2.4.14) die Energiefreisetzungsrate.
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2.4.3 Energieminimale und Spannungssingularitit

Nun beschrinken wir uns auf das ebene Rilproblem fiir einen unbegrenz-
ten Kérper mit einem Rif8 auf dem Interval £ = (—a,a) der z-Achse
(Abb.2.15).

<>
<>
>
B &>
<>
6
<«
<> T
<>
<>

Ri

Abbildung 2.15: Riflkonfiguration

Es sei nun p(z) die Normalspannung in y-Richtung, die durch die La-
sten erzeugt wiirde wenn es keinen Rifl gibe. Wir nehmen an, dafl die
relative Verschiebung ¢(z) = [ws] der RiSufer (oder kurz die Riftren-
nung) die normale Richtung aufweist (das heiit, y-Richtung). Eliminiert
man in dem Energiefunktional die Terme, die das bekannte stetige Ver-
schiebungsfeld enthélt, erhilt man damit

I= [, \z W (uqap) da — /_aa p(z)o(z) dz
+ [ ¢(p(@)) do. (2.4.15)

Wendet man das Gauss Theorem auf den ersten Term der rechten Seite
von Glg. (2.4.15) unter Beriicksichtigung von W = (1/2)0agtas (o, 8 =
1,2) an, reduziert man (2.4.15) zu

1= [* an(@)p(e)dz - [* p(e)p(s)do

2J-a
+ [ d(p(a)) de.
. (2.4.16)

Das Verschiebungsfeld u, mit der Riftrenung ¢(z) kann durch stetig ver-
teilte Versetzungen mit einer unbekannten Versetzungsdichte p(z) auf £
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dargestellt werden. Solche stetig verteilten Versetzungen erzeugen die fol-
genden Zugspannungen auf £

a p(y) b

—ey—z 4y, T 2n(l—v)

0929 (:I: (2. 4, 17)
Hierbei ist v die Poissonsche Zahl, auflerdem bedeutet das Symbol + das
Integral vom Cauchyschen Typ. Bei der Herleitung (2.4.16) haben wir
von der Tatsache Gebrauch gemacht, daf§ das durch p(z) erzeugte Span-
nungsfeld 0,3 den Gleichgewichtsbedingungen geniigt. Da die Ritrennung
durch die Versetzungsdichte ausgedriickt werden kann

o=-[ ply)dy,

oder p = —dy/dz, kann man Glg.(2.4.16) wie folgt umformen

I-—/ [ |z =yl (2)¢'(v) dedy
~ [ pa)e(e)dz+ [ $(p(a)) da. (2.4.18)

Nun reduziert sich das Variationsproblem (2.4.8) auf die Bestimmung der
Minimale des Funktionals (2.4.18). Die Funktion In|z — y| in (2.4.18)
kann im Sinne einer Distribution interpretiert werden (siehe [166]). Der
erste Term von (2.4.18) ist eine positive quadratische Form, weil er dem
ersten Integral von (2.4.15) gleich ist. Der dritte Term von (2.4.18) ist
ebenfalls positiv. Deswegen kann man den Existenzsatz fiir Minimale von
(2.4.18) leicht priifen. Die Euler-Lagrangesche Gleichung fiir Minimale hat
die folgende Form

[ (“’(y) dy + fp(2)) = p(a), (2.4.19)

mit f = d¢/de. Das Integral auf der linken Seite der Glg. (2.4.19) ist sin-
guldr und muf als Integral vom Hadamardschen Typ interpretiert werden
(siehe [167]) oder, was dem gleich ist, als Faltungsprodukt von ¢(z) (das
auBerhalb [—a,a] Null gesetzt ist) mit der generalisierten Funktion z~2.
Zur Glg. (2.4.19) miissen auflerdem noch die Randbedingungen gestellt
werden, die die verschwindende Rifitrennung an den Rilspitzen bedeuten

w(—a) = ¢(a) =0. (2.4.20)
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Probleme dieses T'yps sind erstmals systematisch durch Nemat-Nasser und
Hori behandelt worden [60]. Die Methode der asymptotischen Analyse
von (2.4.19), (2.4.20) ist in der letzten Zeit extensiv enwickelt worden
( [56-62]).

Mit ¢ (z, a) bezeichnen wir die Lésung des Problems (2.4.19), (2.4.20),
die einem Minimal des Funktionals (2.4.18) mit dem Parameter a ent-
spricht. Wenn wir nun ¢n,,(z,a) als eine Familie der zuldssigen RiBtren-
nungsfelder betrachten und die Formel (2.4.14) darauf anwenden, dann
ergibt sich aufgrund der vorhandenen Symmetrie

Im(a) = —=2Jy(a). (2.4.21)

Dementspechend muf} das gleiche ebenfalls fiir das J-Integral gelten, wenn
die Ableitung des Minimums der Energie I,,,(a) nicht verschwindet. Letz-
terer ist fiir den Modus I gleich

Jy = IQT”K?, (2.4.22)
wobei Ky der Spannungsintensitatsfaktor ist (siehe, z.B., [21]). Folglich
kann I, nur negativ oder gleich Null sein, und wenn I < 0, dann werden
die Minimale von (2.4.8) die quadratische Wurzel-Singularitit bei den
Spannungen haben.

Um die Ungleichung I, < 0 zu priifen ist es ausreichend, eine obere
Schranke fiir das Minimum der Energie /,,(a) als Funktion der Rillinge
festzustellen. Zuerst kann man leicht sehen, da8 I,,(a) < 0 fiir alle a > 0.
Wenn wir in der Tat ¢ = 0 in das Funktional (2.4.18) einsetzen, erhalten
wir 1(0) = 0. Wir werden hier einfachheitshalber nur homogene Lasten
betrachten, so da p(z) = p =const gilt. Wir nehmen das Kohésivpotential
in der Form an

2 A
_J et fir o< o

mit ¢ einer Konstante von der Ordnung eines zehntels des Young’schen
Modulus und v der Oberflichenenergie. Wir wahlen die folgende “Ver-
suchsfunktion”

=2 V2 (2.4,24)

Y T%D
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Die Versetzungsdichte p* ist gleich

. dp* pT
=" = mDva? — 22’
und die Spannung o3,(z), die sich durch (2.4.17) berechnen 148, bleibt
konstant

(2.4.25)

059 = —D. (2.4.26)

Wenn man ¢*(z) in das Funktional (2.4.18) einsetzt und Glg. (2.4.26)
beriicksichtigt, erhdlt man

2.2 .
I{p*) = —% + f_a z,zﬁ(%\/a? - z?) dz. (2.4.27)

Wir nehmen erst an, daf a klein ist, so daf pa/wD < ¢g. Dann kénnen wir

#(p*) = cp*? ersetzen, was zu einer expliziten Bestimmung des Integrals
in (2.4.27) fithrt

p?. at 4 sz ad

) =-"5 t32p

Wenn a grof} ist, ersetzen wir einfach ¢ durch 2+ und erhalten damit die
Ungleichung

(2.4.28)

2a2

I(*) < —%D— + 2va. (2.4.29)

In beiden Fillen sind die oberen Schanken fiir das Minimum der Energie
asymptotisch dquivalent zu —pZa?/4D, wenn a — 0 oder @ — oo, siche
Abb.2.16.

Die Kurve I,,(a) muf unter der Kurve I(p*(z,a)) liegen, mit der Kon-
sequenz, dafl seine Ableitung fiir beide, kleine und grofie a, negativ sein
mufl. Weil diese Funktion nirgendwo eine positive Ableitung hat, darf sie
nur isolierte stationire Stellen oder Intervalle mit verschwindender Ablei-
tung haben. Lésungen, welche diesen stationiren Stellen oder Intervallen
entsprechen, haben keine Spannungssingularitit und kénnen daher Ba-
renblattsche Felder genannt werden.

Aus den hier erhaltenen Ergebnissen kénnen wir die folgende Schluf3-
folgerung ziehen: Die Einfiihrung der Kohisivkraft kann nicht die Span-
nungssingularitit der Minimale des Energiefunktionals beseitigen. Es ist
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Abbildung 2.16: Minimum der Energie I,,,(a) und seine obere Schranke

nicht schwer zu zeigen, daf diese Schulfolgerung unabhingig von der kon-
kreten Form des Kohisivpotentials ist, vorausgesetzt daBl ¢ ~ cp™ fiir
kleine ¢, mit m > 1. Daraus folgt, dafl der richtige Weg, um das Gleichge-
wichtsfeld als Energieminimal zu bestimmen und gleichzeitig eine Span-
nungssingularitit zu vermeiden, der ist, neue nichtlineare Konstitutivglei-
chungen einzufiihren. Die Prozefizone (wo die Materialentfestigung durch
Bildung von Mikroporen auftreten kann [64]) mufl vor der Rifispitze ge-
sucht werden, und nicht an den Riflufern, deren Kohésivkraft bestenfalls
nur den Spannungsintensitatsfaktor mindern kann.




Kapitel 3

Mechanik mikroinhomogener
Materialien

3.1 Variationsmethode der Homogenisation

3.1.1 Problemstellung

Viele Probleme der Mechanik und Physik kénnen wie folgt formuliert
werden: Man bestimme die Minimale des Funktionales

I(w) = [, L(a(z), , V) dv, (3.1.1)

wobei V' einen Bereich des dreidimensionalen euklidischen Raumes be-
zeichnet, u eine (vektorwertige) Funktion auf V ist, und a(z) die physika-
lischen Charakteristika des Mediums darstellen. Wenn die letzteren sich
schnell von Punkt zu Punkt &ndern, so dafl die charakteristische Linge
¢ dieser Anderung sehr viel kleiner als die MaBstibe des Bereiches V ist,
dann sagt man, dal das Medium mikroinhomogen ist. Wichtige Beispie-
le sind Vielkristalle und Komposite (Verbundwerkstoffe) in allen mégli-
chen Konformationen (Schichtstrukturen, Faserstrukturen etc.). Eine nu-
merische Lésung des Problemes (3.1.1) ist zumindest unpraktisch, wenn
iiberhaupt moglich. Die Griinde dafiir sind, dafl erstens die zur Zeit be-
kannten Finite-Elemente-Programme solche komplizierten Probleme noch
nicht behandeln kénnen, und dal man zweitens auch nicht die vollstandi-
gen Informationen iiber die Mikrostruktur zur Verfiigung hat. Zu Hilfe
kommt dabei dann die Methode der Homogenisation (siehe [72-74]).
Wir fithren einen dreidimensionalen Raum R, der sogenannten schnel-
len Variablen y ein, die als dimensionslos betrachtet werden. Es sei A(y)
eine (im allgemeinen tensorwertige) Funktion auf R,, deren charakteristi-

80
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sche Lange 1 ist. Man setzt

a(z) = A (E)
€
in (3.1.1) ein und untersucht das Variationsproblem in Abhéngigkeit des
Parameters ¢ bei dem Grenziibergang ¢ — 0. Wenn dabei die Minimale
i des Funktionales (3.1.1) gegen irgendeine Funktion 9 gehen, die un-
abhéngig von ¢ ist und als Minimal des folgenden Funktionales

I(v) = [, I(v, Vv) dv (3.1.2)

dient, dann sagt man, daB das Funktional (3.1.2) ein homogenisiertes
Funktional von (3.1.1) ist.

Eine Angabe der Funktion A(y) bedeutet die Angabe einer Realisierung
der Mikrostruktur. Das Problem der Homogenisation besteht in einer Be-
schreibung von Realisierungen oder Klassen von Realisierungen, die den
Ubergang von (3.1.1) zu (3.1.2) erméglichen. Dazu muf auch das homo-
genisierte Funktional (3.1.2) aus (3.1.1) bestimmt werden. Ein wichtiges
Beispiel von mikroinhomogenen Medien ist das periodische Medium, des-
sen Funktion A(y) eine periodische Funktion von y ist. Wenn A(y,w)
ein zufilliges Feld ist, mit dem Parameter w (Nummer der Realisierung)
aus einer Menge Q, auf welchem ein zufilliges MaBl p vorgegeben ist,
dann spricht man von einem zufélligen Medium. In diesem Fall werden
die Minimale des Funktionales (3.1.1) von der Realisierung abhéngen. Im
weiteren wird klar, daBl die Homogenisation praktisch fiir jede Realisie-
rung durchgefiihrt werden muf, und da die homogenisierte Lagrangian
L dabei im allgemeinen auch von der Realisierung abhingt. Deswegen in-
tessesieren wir uns dafiir, Mengen von Realisierungen zu finden, die die
Unabhingigkeit der Lagrangian L von der Realisierung garantieren.

3.1.2 Homogenisation periodischer Medien

In dem Raum R, betrachten wir ein Gitter, das durch die Gittervektoren
T (p=1,2,3) gebildet wird, mit den Gitterpunkten nP7,) (mit n? den
ganzen Zahlen). Jedem Gitterpunkt nPr, wird eine Zelle Z,, zugeordnet,
die ein Parallelepiped ist, dessen Kanten die Vektoren 7, sind und dessen
Mittelpunkt mit dem Gitterpunkt nP7 ;) zusammenfillt. Die Zelle Zy wird
auch durch Z hezeichnet. Die dualen Vektoren des Umkehrgitters sind
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durch 7® bezeichnet (die Indizes befinden sich also oben). Sie werden
durch die Gleichung

TeHT? =4
bestimmt.

Die Funktion A(y) wird innerhalb irgendeiner Zelle angegeben und 148t
sich dann auflerhalb periodisch fortsetzen. Sie kann bereichsweise stetig
sein, insbesondere brauchen die Werten von A(y) an den gegeniiberliegen-
den Seitenflichen nicht unbedingt gleich zu werden. Ein Spezialfall von
bereichsweise stetigen Funktionen A(y) sind die bereichsweise konstanten
Funktionen, deren Wert in irgendeinem Teilbereich E (Einfiigung) gleich
ar, und in Z \ E gleich ay ist (siehe Abb. 3.1). Das Problem der Homoge-

Abbildung 3.1: Ein periodisches Medium

nisation reduziert sich nun auf die Untersuchung des Funktionales

Iw)=[ L (A (2) u, V'u,) dv, (3.1.3)

das von dem Parameter ¢ abhingt. Nun suchen wir Minimale des Funk-
tionales (3.1.3) in der Klasse folgender Funktionen

u=U (%,m,e) , (3.1.4)

wobei U(y, z, ¢) periodische Funktionen mit den Perioden 7, beziiglich
y sind. Dann ist die Ableitung von u gleich

1
Vu = EVyU + V.U,
wobei V, und V, die Ableitung nach y bzw. die Ableitung nach 7 bei
festem y bezeichnet. In der ersten Approximation kann man Vu durch
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Vu = (1/€)V,U ersetzen, deswegen nimmt das Funktional (3.1.4) die
folgende Form an

I0)= [ L (A (g) U, %va) &z. (3.1.5)

Nun betrachten wir die Abbildung y — = : * = ey. Infolge dieser
Abbildung werden die Zellen Z, des Raumes R, in die viel kleineren Zellen
Z,, mit der Kantenlinge der Ordnung e iiberfiihrt, die den Bereich V fiillen.
Das Integral von (3.1.5) 148t sich dann als Summe der Integrale iiber die
Zellen umschreiben

s 2(a(3), v (Ene), 20 (Z0,6)) (3.1.6)

Nur die Integrale iiber die Zellen, welche sich strikt innerhalb des Bereiches
V befinden, flieBen in diese Summe ein. Die Integrale iiber die Zellen
an der Grenze des Bereiches V' konnen vernachlissigt werden, da deren
Anzahl verglichen mit der Zahl der iibrigen Zellen klein ist (sie ist von der
Ordnung 1/€? verglichen mit der Ordnung 1/€%).

In jedem Integral iiber die Zelle Z, kann man die Abhingigkeit der
Funktion U von der langsamen Variablen x vernachlissigen, dabei

1 A
/Z,,_n Ldz =6 /Z L (A(y), Uly, =€), -VyU(y, 2, e)) d’y.

Infolge der Periodizitat beziiglich y kann man die Integrale iiber Z, durch
das Integral iiber Z ersetzen. Folglich 148t sich die Summe (3.1.6) nihe-
rungsweise wieder als Integral ausdriicken

by (|_;|/ZL (A(y)’ Uly,, G)éva (y,rv,e)) d3y) dz. (3.1.7)

Die Bestimmung von Minimalen des Funktionales (3.1.7) reduziert sich
auf die Bestimmung von Minimalen des folgenden Funktionales iiber die
Zelle

M(U) = Ié_l [, LAG), U, 2,,=V, U (52, 0) dy,  (318)

wobei die Uy, z, €) periodische Funktionen beziiglich y sind. Bei diesem
Variationsproblem kann man z einfach als Parameter betrachten.
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Die weiteren Schritte hingen wesentlich davon ab, wie sich die Mini-
male des Funktionales (3.1.8) bei ¢ — 0 verhalten. Wir analysieren den
Fall, bei dem die Minimale von (3.1.8) unabhiingig von y sind. Typische
Lagrangian, fiir die diese Eigenschaft gilt, ist die Lagrangian quasilinea-
rer elliptischer Gleichungen (z.B. L = 1/2A%(y, U)U,U ;, mit AY einem
positiv definiten Tensorfeld 2-ter Stufe). Dann ergibt sich

U = v(z)

mit v(z) einer noch beliebigen Funktion von z. Sie bilden zusammen eine
Menge M, im allgemeinen Schema der variationell-asymptotischen Me-
thode [76].

Wir fixieren v und verfeinern die Minimale von (3.1.3) durch

u=v+U'(y,z,¢), (3.1.9)

wobei U’ periodisch beziiglich y und asymptotisch kleiner als v ist. Die
Allgemeinheit wird nicht verletzt, wenn U’ folgender Einschrankung un-
terworfen wird

1
U'>=0 c>=— [ .d%. 3.1.10
Gilt diese Einschrinkung, 148t sich v als Mittelwert (iiber die Zelle) des
Feldes u interpretieren

v(z,€) =< u(y,z,€) > . ’ (3.1.11)

Setzt man (3.1.9) in das Funktional (3.1.3) ein und vernachlissigt man
den Term V,U’, der asymptotisch kleiner als (1/€)V,U’ ist, erhilt man
folgendes Funktional

L (A, v+ U Voo + %V,,U’) &z, (3.1.12)

Die Funktion U’ in dem zweiten Argument der Lagrangian L kann ver-
nachlissigt werden, denn sie ist asymptotisch klein verglichen mit v. Macht
man die Umformungen analog zu den oben durchgefiihrten Schritten, kann
man zeigen, dafl die Bestimmung von U’ sich auf die Bestimmung der Mi-
nimale des folgenden Funktionales

1 [—
7] /ZL (A(y),v, Vv + CVyU) dy (3.1.13)
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reduziert, wobei U’ der Menge periodischer Funktionen angehért, welche
der Einschrankung (3.1.10) geniigen. Es ist offensichtlich, da8 das Funktio-
nal (3.1.13) invariant beziiglich der Verschiebung von U’ um eine beliebige
Konstante ist, deswegen hat die Einschridnkung (3.1.10) keinen Einfluf} auf
sein Minimum, sie ist nur fiir die Bestimmung von U’ wichtig. Man kann
nun die neue unbekannte Funktion ¢ durch U’ = €1 einfiihren, um das
Funktional (3.1.13) unabhingig von € zu machen

% [ L(A(),v, Vov + V) dy (3.1.14)

Das heiit, die Minimale von (3.1.14) sind unabhingig von e. Wir gehen
davon aus, dafi das Funktional (3.1.14) ein einziges Minimal " besitzt,
und sein Minimum L(v, Vo) ist. Dann reduziert sich die Bestimmung von
v auf die Bestimung der Minimale des folgenden Funktionales

I(v) = fV L(v, Vv) d*z. (3.1.15)

Sind die Minimale von (3.1.14) und (3.1.15) bekannt, dann lassen sich die
Minimale des Problemes (3.1.3) asymptotisch wie folgt ausdriicken

iz, €) = 0(z) + e (y, v, Vo). (3.1.16)

GemaB dieser Gleichung gilt 4 — ¥ bei € — 0. Dies gilt nicht mehr fiir die
Ableitung von 4, denn

Vi = Vo + V3. (3.1.17)

Um die Ableitung von 4 zu bestimmen, mufl man also auch das Zellpro-
blem l6sen. Qualitativ 148t sich die Losung des Problemes (3.1.3) wie in
Abb.3.2 darstellen: Einer langsam verinderlichen Funktion ist eine schnel-
le periodische Oszillation iiberlagert. Infolge der Periodizitit wird der Mit-
telwert von V4 iiber die Zelle mit Vi zusammenfallen.

Im folgenden wird das Funktional (3.1.14) konvex beziiglich v ange-
nommen, deswegen ist L das Minimum von (3.1.14)

_ o1 .
L(v,Vv) = inf [, L(A(), v, Vo + V1) & (3.1.18)

in der Menge periodischer Funktionen 1. Mit Hilfe von (3.1.18) kann man
obere Schranken fiir L erhalten.
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Abbildung 3.2: Graphische Darstellung der Losung

Wir untersuchen das duale Problem von (3.1.18). Dazu fithren wir die
Variablen p dual beziiglich Vu ein, und wenden die Fenchel-Transforma-
tion [168] auf die Funktion L(a,u, Vu) beziiglich Vu an. Das Ergebnis be-
zeichnen wir durch L*(a,u, p). Man formt das Variationsproblem (3.1.18)
um

L =i1$f < L>= igfsup <p-(Vv+ V) - L*(Av,p) >.
P

Daher ist es ausreichend, nur die Funktionen p zuzulassen, die der folgen-
den Identitdt < p- V¢ >= 0 fiir alle periodischen Funktionen % geniigen.
Diese Identitit ist dquivalent zu

diVyp = O, [p](s)ll(s) = 0. (3.1.19)

Das Symbol [p](;) bedeutet hier die Differenz der Werte von p an den
gegeniiberliegenden Seitenflichen der Zelle, und v, ist der entsprechende
Normaleneinheitsvektor. Daraus ergibt sich

L(v,Vv) = sup(< p > -Vu— < L*(4,v,p >), (3.1.20)
P

wobei das Maximum in der Menge aller p gefunden werden muf8, die den
Einschriankungen (3.1.19) geniigen.

Das oben hergeleitete duale Variationsproblem l&8t sich in eine elegante
Form umschreiben, wenn man die Fenchel-Transformation auf die Funkti-
on L(v, Vv) anwendet. Bezeichnet man durch L*(v, p) das Ergebnis, kann
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man.zeigen, dafl

I_/* D) = 1 * ‘ 1
('U, p) p€(3.1.%g¥<p>=f) <L (A, v, p) > (3 1 21)

Mit Hilfe von (3.1.21) kann man untere Schranken fiir L erhalten.

3.1.3 Homogenisation zufilliger Medien

Die Homogenisation zufilliger Medien kann analog zu der obigen Herlei-
tung durchgefithrt werden. Wir beginnen mit der Definition des raumli-
chen Mittelwertes einer Funktion. Es sei Z ein Wiirfel (oder eine Kugel),
dessen Volumen gleich 1 ist und dessen Mittelpunkt sich im Ursprung
des Koordinatensystemes befindet. Wir bezeichnen durch AZ den Wiirfel
mit der Kantenlidnge A. Es sei ferner f(y) eine Funktion, und es existiert
folgender Grenzwert fiir einen beliebigen konstanten Vektor ¢

.1 3
<f>=fim s [, S+9

Er wird rdumlicher Mittelwert der Funktion f genannt.

Wir betrachten nun eine stetige Funktion der schnellen und langsamen
Variablen f(y, z), fiir die ein raumlicher Mittelwert bei jedem z existiert.
Dann gilt )

e—0

lim/Vf (Es-,cu) 3z = /V < f(y,z) > d°z. (3.1.22)

Zum Beweis von (3.1.22) zerschneidet man den Bereich V' in kleine Wiirfel

Z., mit der Kantenlinge A, so da8 die Funktion f (z /e, z) innerhalb jedes
Wiirfels als konstant beziiglich z betrachtet werden kann. Weil A >> ¢ ist,

gilt .
T Tn
/2,, f (?a:) diz ~ A3 (ﬁ /,\zf (y + A-Z,m) day)

~< fy,2) > A
wobei man eine Variablentransformation (z — z,) /e = y durchgefiihrt hat,
mit z,, dem Mittelpunkt des Wiirfels Z,, und A = A/e. Daraus ergibt sich
(3.1.22).
Es sei nun A(y) irgendeine Realisierung des Mediums. Wir suchen dann
die Lésung des Homogenisationsproblemes in der Form

U= U(E,m,e),
6 .
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wobei die Funktion U(y,z,¢) iiberall in R, definiert ist. In der ersten
Approximation gilt Vu = (1/€)V,U, folglich nimmt das Integral (3.1.3)
gemif (3.1.22) die folgende Form an

f, <L (A(y), U(y,z, e),%VyU (y,, e))> dz. (3.1.23)

Aus (3.1.23) folgt, daB sich das Problem in der ersten Approximation auf
die Untersuchung des Minimums des Funktionales iiber die Zelle reduziert

<L (A(y), Uly,z,e), %vyv(y, , e))'> | (3.1.24)

Das Argument z kann in (3.1.24) als Parameter betrachtet werden.

Wir nehmen wieder an, dafl die Minimale des Funktionales (3.1.24)
unabhéngig von y sind: U(y, z,€) = v(z). Die Funktionen v(z) bilden zu-
sammen eine Menge M, im allgemeinen Schema der variationell-asympto-
tischen Methode [76]. Wir fixieren v und suchen die Lésung in der Form

u=v+U'(y,z,¢), (3.1.25)

wobei die Funktion U’ asymptotisch kleiner als v ist. Fiir U’ wird die
folgende Einschrinkung angenommen

<U >=0. (3.1.26)

Sie bedeutet, daB v =< u >. Einsetzen von (3.1.25) in das Funktional
(3.1.3) und Durchfiihrung dhnlicher Schritte wie bisher liefert

Jy <L (A(y)’ v(z), Vo + %VyU'(y, z, 6))\) d’z. (3.1.27)

Mit Hilfe der Variablentransformation U’ = ey reduziert sich das Varia-
tionsproblem auf die Untersuchung der Minimale des folgenden Funktio-
nales

< L(A(y),v, Vo + V1)) >, (3.1.28)

wobei v und Vv als gegebene Funktionen betrachtet werden kénnen. Die
Vorausetzung, dafl “U’ asymptotisch kleiner als v” ist, bedeutet, daf

YO L0 b ly| = 0. (3.1.29)

|y|
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Wie im Fall periodischer Medien nennen wir das Problem (3.1.28) mit den
Einschrinkungen (3.1.26) und (3.1.29) auch Zellproblem.

Die Minimale ) des Funktionales (3.1.28) sind unabhéngig von € und
die Losung u 148t sich in folgender Form ausdriicken

u = v+ e(y, v, Vo). (3.1.30)
Das Minimum des Funktionales (3.1.28) wird durch L(v, Vv) bezeichnet
L(v, Vv) = ixqu < L(A(y),v, Vv+ V,(y)) >, (3.1.31)

wobei die ¥ den Einschrinkungen (3.1.26) und (3.1.29) geniigen. Die Phy-
sikalische Bedeutung von 1 verlangt oft, dal sowohl 4, als auch ihre Ab-
leitung bei |y| — oo beschréinkt bleiben.

Wir formulieren nun das duale Variationsproblem. Wendet man also
die Fenchel-Transformation an, erhilt man

L(v,Vv) = sgp(< p > -Vu— < L*(A(y),v,p)) >), (3.1.32)

wobei das Minimum in der Menge der v gesucht werden muf}, welche den
folgenden Bedingungen geniigen

divyp =0, pbeschrinkt im Unendlichen (3.1.33)
Genauso wie fiir periodische Medien gilt

L(v.p) = PE(3.1.§?%f<p>=f) < L*(A{v),v,p) > - (3.1.34)

Man kann die dualen Probleme (3.1.31) und (3.1.32) benutzen, um die
oberen und unteren Schranken fiir L zu erhalten.

3.2 Eingrenzungen der effektiven Leitfdhigkeit iso-
troper Materialien

3.2.1 Problemstellung

Wir untersuchen nun die effektive elektrische Leitfahigkeit eines isotropen
Verbundwerkstoffs (Komposit), der den Bereich V' des dreidimensionalen
Raumes einnimmt. Dieser Werkstoff besteht aus n isotropen und homo-
genen Komponenten (Phasen), die die Bereiche V,, C V einnehmen und
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die elektrischen Leitfahigkeiten o, (o = 1,. .. , n) besitzen. Man fiihrt eine
Funktion der Leitfahigkeit ein
n
0= 0uXa
a=1

wobei x,(z) die charakteristische Funktion darstellt, welche gleich 1 in V,
und 0 in R3 \ V,, ist. Dann i8¢ sich das urspriingliche Variationsproblem
wie folgt formulieren: Man bestimme das Minimum des Funktionales

1 .
I=/V§0($)|ch|2d3:z: (3.2.1)

in der Menge der elektrischen Potentiale ¢, welche noch bestimmten Rand-
bedingungen auf V geniigen. Es geht also hier um die Homogenisation
eines zufilligen Mediums, und das Problem (3.2.1) reduziert sich auf das
Problem (3.1.31) mit

L= %a(y)(e +V)-(e + Vyib),

wobei e = Vv das gemittelte elektrische Feld bezeichnet. Man kann ein
Volumen Z so wihlen, da8 der rdumliche Mittelwert von L mit ausreichen-
der Genauigkeit durch das Integral von L iiber Z ersetzt werden kann.
Solch ein Volumen wird reprédsentativ genannt. Ohne die Allgemeinheit
zu verletzen kann man |Z| = 1 setzen. Weil L eine quadratische Form
ist, ist es offensichtlich, dafl auch die homogenisierte Lagrangian eine qua-
dratische Form beziiglich e wird. Das heifit, fiir makroskopisch homogene
Materialien gilt [94-96]

oe-e=inf [ o(e+E)(e+E)dy (3.2.2)

wobei o, die effektive Leitfahigkeit des Verbundwerkstoffs bezeichnet. Das
Minimum des Funktionales mufl im Raum C aller quadratisch integrier-
baren elektrischen Felder E gesucht werden, welche den folgenden Ein-
schrankungen geniigen

rotE =0 oder E =V, /ZEd3y =0. (3.2.3)

Statt die Losung des schwierigen Problemes (3.2.2) zu finden kann man
irgendein “Testfeld” E* wahlen, es in das Funktional einsetzen und eine
obere Schranke fiir o, erhalten

oce-e < I(EY). (3.2.4)
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Unser Ziel ist es, alle gegebenen Informationen iiber die Mikrostruktur
des Verbundwerkstoffs auszunutzen, um moglichst enge Schranke fiir o,
herzuleiten. Wenn nur o, und die Volumenanteile der Komponenten f,
bekannt sind, dann sind die Schranken von Hashin und Shtrikman fiir
Zweikomponenter Verbundwerkstoffe in dem Sinne optimal, da$ sie durch
eine geeignete Wahl der Mikrostruktur erreicht werden kénnen (siehe den
Beweis in [97] und die Verallgemeinerung dieses Ergebnises in [169-171]).
Einige Autoren [172-176] haben Schranken fiir o, durch die statistischen
Charakteristika der Mikrostruktur, wie z.B. die sogenannten Zwei- und
Drei-Punkt- Korrelationsfunktionen, hergeleitet. Aufgrund der kompli-
zierten Prozeduren, die man fiir die experimentelle Bestimmung solcher
Funktionen braucht, ist eine Herleitung der Schranken fiir o, ohne die-
se Funktionen unzweifelhaft interessant vom praktischen Standpunkt aus.
Im folgenden stellen wir Ungleichungen fiir o, mit Hilfe der dualen Varia-
tionsformulierungen auf. Um daraus die Schranken zu erhalten, muff man
einige Koeflizienten berechnen, die von der Mikrostruktur abhingen. Man
kann zeigen, dafl die somit erhaltenen Schranken enger sind, als die von
Hashin-Shtrikman. Es wird gezeigt, daf diese Koeffizienten fiir ein Modell
bestimmt werden kénnen, welches ein Aggregat elliptischer zweischichti-
ger Einschliile von unterschiedlicher Grofe ist, die den Raum fiillen. Als
Konsequenz werden neue Schranken fiir die effektive Leitfahigkeit fiir solch
ein Modell des Verbundwerkstoffs hergeleitet.

3.2.2 Herleitung der Ungleichungen

Da der Mittelwert des elektrischen Feldes E iiber Z null ist, 148t sich das
Funktional (3.2.2) wie folgt umschreiben

I(E) =0¢e-e+ /Z[(a — ag)(e + E)-(e + E) + oyE - E] d%,

wobei gy irgendeine positive Zahl ist. Bezeichnet man durch < E >, den
Mittelwert des elektrischen Feldes iiber Z,

<E>.=f;' [, Edy,
dann kann man den ersten Term unter dem Intergralzéichen umformen zu
/(e = a0)(e + E)-(e + E)dy

= i] fa(aa - 0’0)(8-{- <E >Ol)v'(e+ <E >°‘) + U(E)’ (325)
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U(E) = 3" (0u — 00) [, (B+ < E >o)-(B— <E >,) d%. (3.2.6)

a=1 «

Auf die Summe von (3.2.5) wenden wir nun die Legendre-Transformation
an durch Einfithrung von Variablen P,

)E fa(oa — a0)(e+ < E >,)-(e+ < E >,)
a=1

n

=23 f,Pa(e+ < E >4) — 3(P), (3.2.7)
a=1
P, = (04 — 0p)(e+ < E >,), (3.2.8)

wobei ®(P) die folgende Funktion bezeichnet

$(P) = 3" futTe .

a .
a=1l1 Oaq— 00

(3.2.9)

Nun untersuchen wir statt des Funktionales (3.2.2) ein neues Funktional

Ip(E) = ooe - e+ [ [0E - E + 2(e + E)-P] d’

- ®(P)+U(E) (3.2.10)
auf der folgenden Menge der Felder P
P=Y Pu,xa, P.=konst. (3.2.11)
a=1

Aus den angegebenen Formeln folgt, daf Ip(E) = I(E) wenn P, der Glei-
chung (3.2.8) geniigt. Der Unterschied zwischen dem Funktional (3.2.10)
und dem Hashin-Shtrikmanschen Funktional auf der Menge der P von
(3.2.11) ist der zusitzliche Term U(E), der die Fluktuation des elektri-
schen Feldes innerhalb jeder Komponente des Verbundwerkstoffs beriick-
sichtigt.

Nun wé&hlen wir ein elektrisches “Testfeld” wie folgt. Zuerst suchen wir
das Minimum des folgenden Funktionales

Jio (00E - E + 2P - E) d'y, (3.2.12)
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wobei P = ¥%_, P,x,, in R®, P, = konst, und die Felder E den folgenden
Einschriankungen geniigen

E = Vu, /Ed3y=0,

u-—o(I I) bei |y| = oo.

Es sei E das Extremalfeld des Funktionales (3.2.12). Dann setzen wir das
Testfeld gleich E*(y) = E(y),y € Z. Es ist leicht nachzupriifen, daf} (siehe
auch [97])

Ef = -— 2 P -VVu,

00 a=1

J(0E"E" + 2E*.P) dy < [ (0oBE +2EP) dy

«PL-PL. 3.2.
300 Z faPy (3.2.13)
Hierbei sind
P,=P,-P, P=[Pdly= S Pafa,
a=1

und u, bezeichnet das Gravitationspotential infolge einer Einheitsmassen-
dichte in Z,

V -Vu, =xo oder wu,= /z G(y — z) d°z,

(41

1

Aus Gln. (3.2.11), (3.2.13) folgt
Ip (E*) < ogge-e
+leP-L§ > fiP Py 3 fo _pp ] +U(E"). (3.2.15)
300 a=1 a=10a — 00

Es sei nun P* der stationire Punkt des Ausdrucks in den Klammern von

(3.2.15)

_ op€
(1-w/3) (3 +72-)’

On—09
O

(3.2.16)
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Mit Hilfe der iiblichen Algebra kann man zeigen, da P} und < E* >, Glg.
(3.2.8) geniigen. Folglich erhilt man durch Einsetzen von P* in (3.2.15)

oe-e < I(E") < Ip.(E*)
< 1+ ) e (3.2.17)
S 0pe - € 1—W/3 . 2.

Macht man von Gleichungen (3.2.6), (3.2.9), (3.2.13), (3.2.14), (3.2.16)
und von der makroskopischen Isotropieeigenschaft des Verbundwerkstoffes
Gebrauch, erhilt man

U(E*) = (_m—i E (O'a Go)Cae - e, (3218)

Ca=ff[(%+ i )_l— }

05 — 0p

-1
1 oy
(§ + o, — 0_0) - W:| Caﬁ’)’a
1 1 1
Capy = 3tr /, (VVug — 20apL)-(VViy = 20ey1) dy. (3.2.19)

Hier entspricht d,5 dem iiblichen Kronecker-Symbol, trA =’A11 + Ay +
Ajss. Es ist offensichtlich, dal C, > 0 ist. Aus (3.2.17), (3.2.18) folgt die
Ungleichung

W — 0
< 1 C.l . 2.
”“-""[ tiowa T (1-—W/3)2E ] (3:2:20)
Nimmt man 0p > Oyax = max{oy,...,0,}, dann wird die letzte Summe

von (3.2.20) negativ und kann deswegen vernachléssigt werden, was zu ei-
ner schwicheren Ungleichung fithrt. L48t man dann oy gegen omax gehen,
erhilt man die obere Schranke von Hashin-Shtrikman. Die engere Schran-
ke kann hergeleitet werden, wenn man die Werte der Koeffizienten C, von
(3.2.19) zur Verfiigung hat, die die Mikrostruktur charakterisieren.

Die duale Ungleichung fiir o, kann analog dazu hergeleitet werden. Hier
beginnt man mit dem dualen Variationsproblem (Vgl. mit (3.1.34))

~1s s s
0. J-i=jf K(QJ),

K@3) = [ o7 (+3)-G+T)d,
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mit j einem beliebigen konstanten elektrischen Stromungsfeld und 7 dem
Raum aller quadratisch integrierbaren elektrischen Strémungsfelder, die
den folgenden Einschrinkungen geniigen

. _ 3 —
div] =0, /Zde_o.
Dann kann man zeigen, daf} die duale Ungleichung die folgende Form hat

__w 1
14+2W'/3 (1 +2W'/3)2

o7t < (op) ™" [1

<& aifos’ - (32.21)
a=1

wobei of irgendeine positive Zahl ist, W’ und C! durch die Formeln
(3.2.16) und (3.2.19) angegeben sind, wenn man dort oy durch o] ersetzt.
Aus (3.2.21) folgt ebenso die untere Schranke von Hashin und Shtrikman,
wenn man o < Opiy = min{oy,... ,0,} nimms, danach die letzte Summe
in (3.2.21) vernachlissigt und o} gegen omm gehen 14Bt.

3.2.3 Anwendung der Ungleichungen

Wir betrachten nun das folgende Modell eines Zweikomponenten-Verbund-
werkstoffs. Es sei F; ein Ellipsoid, dessen Hauptachsen in der Relation
aj : ag : a3 stehen, welches von der .ersten Komponente (Einschluf}) be-
setzt ist: E; C Z;. Dieses Ellipsoid ist umrandet von einer Ellipsoid-Schale,
welche von der zweiten Komponente (Matrix) besetzt ist: E, \ E; C Z.
Wir wihlen das Ellipsoid E; mit den gleichen Hauptachsen, die in der glei-
chen Relation sind, so da8 die Relation der Volumina der Ellipsoide gleich
|E;|/|Es| = f1 ist. Nun wird der Korper des Verbundwerkstoffs isotropisch
und homogen durch unendlich viele solcher zweischichtigen Ellipsoide von
unterschiedlicher Gréfle, aber mit der gleichen Hauptachsenrelation, voll
besetzt.

Als reprisentatives Volumen Z wihlen wir die Kugel, deren Mittel-
punkt mit dem Ursprung des kartesischen Koordinatensystems zusam-
menfillt. Fir jedes Paar der Ellipsoide (E;, E,) wihlen wir ein lokales
kartesisches Koordinatensystems 3/, so dafl E;, E, durch die Gleichungen

A\ 2 N\ 2 ” 2
) (8 () < v

€1 €2 €3
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y/ 2 Y 2 I\ 2
) +(5) () 52 e
€1 €y €3

beschrieben werden, wobei y' = Ay + yo, mit A der Transformationsma-
trix, yo dem Mittelpunkt von E;, E,, und €, €5, €3 den Hauptachsen von
E,. Es ist bekannt aus der Potentialtheorie [177], daf3

1
/Z G(y — z) d’z = GUYi + konst, 4y € Z,

1
/Z Gy —z)d’z = Swigtiy; + konst, y € B, (3.2.22)

/Z Gy —z)dz = %wijygy;- +konst, y € E;,

wobei w;; = w;d;; (keine Summe) und
_ @1a2a3 [ ds
T h @t @t @t @)

Die Konstanten in (3.2.22) spielen keine Rolle bei der Bestimmung von
C, und kénnen daher unberiicksichtigt bleiben.

Fiir solch ein Aggregat der zweischichtigen Ellipsoide gilt die folgende
Eigenschaft

(3.2.23)

le\E, Gly-a)dz=fi /E Gy —z)d’z (3.2.24)
fiir jedes z € E;,. Sie ist die Konsequenz der Formel
/E,- Gly—z)d’z = fi /Ea G(y — z) d°z,

die fiir jedes £ € R3\ E, und jedes E, gilt, wenn man bemerkt, da88 der
ganze Bereich durch solche Ellipsoide besetzt ist. Unter Beriicksichtigung
von (3.2.22)-(3.2.24) kann man u, bestimmen

uy = /E‘Gd%ﬁu le\E‘Gd%

1 1 1
= Ewijyéy} + f1 (6%% - §wijy£y;'), y € E;,

w=[ Gdo+ [ Gds

1 1
=90 + hlGyws — swivyi), v € E\E, (3.2.25)
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u2=/ZQGd3$=/ZGd3$—/ZIGd3m

1
=gW¥%i— U, Y € K,

wobei g(y) das folgende Gravitationspotential bezeichnet

d3x
g(y) =/E,- G(y"x) dz =_/E4 m, T ERa\Ei.

Aus Gln. (3.2.19), (3.2.25) ergibt sich

1
Cii1 =Cip=—Cia = §f1f22(wiwz' —1/3),

Cy = [@Jr a0 )’1 _ (l_,_ 90 )_1]2%flf§(w,-w,-—1/3),

o1 — 0p 3 09 — 0y

1
Co1 = Copp = —Chpp = §[f12f2(wz'wi -1/3)+4], (3.2.26)

1 o \7' (1 o 1
Cy = [(5 * 01— ao) - (§ * oy — ao) ] §[f12f2(wiwi — 13+,

mit
5 = B \Eq h,ij(h,ij - 2f1w,-j) dsy

Bz
- - I VRN n E)

wobei E; und E, die Ellipsoide mit der Hauptachsenrelation a; : a3 : a3
und den Volumina f; bzw. 1 sind. Die Formeln fiir C!, haben die gleiche
Gestalt, wenn man oy statt o einsetzt.

In dem Fall der Kugel-Einschliisse haben wir w; =wy = w3 =1 /3 und
Ci = C] = 0. Wahlt man oy = 0 = 02, dann fallen die obere und untere
Schranke (3.2.20) bzw. (3.2.21) mit dem genauen Wert von o, zusammen
(siehe [97])

O, = 01 (1 + ].-—-LVV/B) , W= f1(1/3 + (0’2/0’1 - 02))‘1.

In dem Fall der Ellipsoid-Einschliisse kann man die Koeffizienten C», C§
nur numerisch bestimmen. In diesem Zusammenhang scheint die folgende
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Formel hilfreich zu sein

b1b2b3 00 y% y% yg ds
o (b% + + ~1

h =
+s5 bB+s bB+s

wobei by, bs, bs die Hauptachsen von E; sind,
Ry = (b} + 5) (83 + )(83 + 9),
und ¢ ist die gréte Wurzel der Gleichung

oYL ¥y

bi+& BB+¢ B+E

Nach der Bestimmung von é wihlen wir o (o) so, da8 die obere (untere)
Schranke deren Minimum (Maximum) einnimmt. Zur [llustration nehmen
wir 03 = 1,07 = 10 und bestimmen die obere und untere Schranke in drei
Fillen: 1)a; : a3 : a3 = 3 : 4 : 5 (Ellipsoid-Einschliisse), 2)a; : a3 : a3 =
1:1: 10 (Nadel-Einschliisse) und 3) a; : a3 : a3 = 1: 10 : 10 (Platten-
Einschliisse). Das Ergbenis der Berechnung ist in der Tabelle 1 préisentiert.

fi 01 03 05 07 09

o}, 1.65 3.08 4.71 6.58 8.77
o 158 2.81 4.10 557 7.69
ol 141 2.35 3.42 4.88 7.42
0% 1.27 1.95- 2.90 4.40 7.26
a%’, 1.38 2.22 3.19 4.61 7.31
ol 1.27 1.96 2.90. 4.40 7.27
ol 127 1.89 2.81 432 725
o, 124 1.87 2.80 4.32 7.23

Tabelle 1: Obere und untere Schranke.

Die Indizes u, [ kennzeichnen die obere und untere Schranke, wihrend die
Indizes hs, e,n, p entsprechen den Schranken von Hashin-Shtrikman und
den Schranken fiir die Fille 1), 2) bzw. 3).

Aus diesem Ergebnis kann man folgende SchluBifolgerung ziehen: Mit
dem gleichen Volumenanteil der Komponenten und wenn o) < 09, besitzen
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die Verbundwerkstoffe mit den Kugel-Einschliissen die grofite Leitfahig-
keit ., mit den Platten-Einschliissen die kleinste und mit den Nadel-
Einschliissen die mittlere. Wenn o7 > o3, dann gilt die umgekehrte Reihen-
folge. In dem Fall, daB w;w; — 1/3 klein ist (wie fiir Ellipsoid-Einschliisse),
liegen die Schranken so nah beieinander, daf} sie eine gute Bestimmung
fiir o, sein konnen.




Kapitel 4

Versetzungstheorie

4.1 Kinematik

4.1.1 Korper, Bewegung und Referenzen

Um einen elastoplastischen Korper mit Versetzungen durch ein Kontinu-
um modellieren zu kénnen werden wir vom Konzept der Mannigfaltigkei-
ten Gebrauch machen. Wir beginnen mit der Identifizierung des Kérpers
mit einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit B (der Dimension 3). Materi-
elle Punkte, die zu B gehoren, sind durch X,Y, ... gekennzeichnet. Eine
Bewegung von B ist durch eine Einparameterfamilie von Plazierungen
oder Abbildungen ¢; : B — £ beschrieben

z=¢(X,t), XeB, ek (4.1.1)

Wir setzen voraus, dafl die Abbildung ¢ umkehrbar und auflerdem so oft
wie benbtigt stetig differenzierbar ist. Die mit ¢ assoziierte tangierende
Abbildung in X, die durch Kx = T'¢ |x bezeichnet und Distorsion genannt
wird, entspricht der linearen Transformation von TxB in V. Von grofler
Bedeutung ist das Konzept der lokalen Konfiguration in X (Noll [124]),
welches als eine Aquivalenzklasse aller Plazierungen mit der gleichen Dis-
torsion in X definiert ist. Die Distorsion Ky kann als Repréisentant dieser
Klasse angesehen werden. Eine Funktion K auf B, deren Werte lokale
Konfigurationen bilden, wird Referenz fiir B genannt. Wenn es eine glo-
bale Plazierung ¢ gibt, so dafl die Referenz K mit T'¢ identifiziert werden
kann, dann nennen wir K eine Beschreibung fiir B. Andernfalls wird K
anholonome Referenz genannt.

Zwei wichtige Beispiele von Beschreibungen sind: K; = T'¢; (Momentan-
oder Eulersche Beschreibung) und Ky = T'¢y (Anfangs- oder Lagrangesche

100
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Beschreibung). Zwischen ihnen gilt der folgende Zusammenhang

K¢ = FKy, (4.1.2)

wobei F die Gesamtdeformation des Korpers ist. Weil ¢ als eindeutig und
umkehrbar vorausgesetzt wird, ist die Deformation F eine umkehrbare
lineare Abbildung von V auf V. Dariiberhinaus nehmen wir an, dafl

J=detF >0,

so daB8 F eine orientierungserhaltende Deformation ist 1.

Es ist die spezifische Besonderheit eines elastoplastischen Kérpers, dafl
die Gesamtdeformation F dessen Spannungszustand nicht vollstindig cha-
rakterisieren kann. Wir betrachten in der Tat einen Kérper, welcher schon
nichthomogene plastische Verformungen erlitten hat, und stellen uns das
folgende Gedankenexperiment: Man zerschneide den verformten Korper in
infinitesimale Elemente und reduziere die Spannungen in den Elementen
durch elastische Deformationen auf Null. Wenn keine plastische Defor-
mation vorhanden wire, dann wiirden nach diesem Gedankenexperiment
die Elemente die unverformte Konfiguration einnehmen. In diesem Fall
wiirde die Gesamtdeformation F den Spannungszustand des verformten
Kérpers vollstandig charakterisieren. Infolge der inhomogenen plastischen
Deformation werden aber die Elemente im allgemeinem Fall nicht in ihren
unverformten Zustand zuriickkehren, sondern eher in irgendeinen span-
nungsfreien Zwischenzustand iibergehen. Zwei Bemerkungen iiber solch
einen spannungsfreien Zwischenzustand miissen gemacht werden. Erstens
hingt der spannungsfreie Zustand nicht davon ab, wie die Elemente pla-
stisch verformt sind. Zweitens gestalten die Elemente, nachdem sie in den
spannungsfreien Zustand iibergegangen sind, keine mégliche globale Kon-
figuration mehr. Man spricht von einer Inkompatibilitdt infolge der inho-
mogenen plastischen Deformation.

Vom mikroskopischen Standpunkt aus kann ein spannungsfreier Zu-
stand nur realisiert werden, wenn jedem Atom (z.B. im Bravaiskristall) ein
Punkt eines perfekten Kristallgitters zugeordnet ist (abgesehen von klei-
nen thermischen Schwingungen der Atome um diese Lage). Abb. 4.1 zeigt
ein perfektes Kristallgitter (ohne Defekte) im zweidimensionalen Fall, bei

1Dies bedeutet einfach, dafl ein wiirfelférmiges infinitesimales Element durch solch eine Deformation
(Streckung mit darauffolgender Rotation) seine Orientierung beibehilt.
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dem die Gitterpunkte (Atome) durch Translationsvektoren me; + ne; ge-
kennzeichnet werden kénnen, mit m,n = 1,2,.... Man kann das Null-
Niveau der freien Energie diesem Zustand zuweisen. Dank der defektfreien
Anordnung der Atome kann man auch Vektoren auf natiirliche Weise par-
allel verschieben. Folglich kann man erwarten, dal gleiche Belastungen,
durch die die Elemente in ihrem spannungsfreien Zustand beansprucht
werden, zu gleichen Abweichungen fithren.
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Abbildung 4.1: Ein perfektes Gitter

Bei dem was wir gerade besprochen haben ist es einleuchtend, daf
man den spannungsfreien Zustand der Elemente bestimmen muf}, um de-
ren mechanisches Verhalten vollstindig zu charakterisieren. Dies ist die
physikalische Motivation fiir uns, den Begriff der zeitabhingigen Kristall-
referenz K, einzufiihren?, die anholonom ist, mit der Eigenschaft, daf
®(X,Y) = K1 (X)K;(Y) einen Kristallparallelismus (einige Autoren zie-
hen das Wort Fernparallelismus vor) von Ty B auf T'x B fiir beliebige Punk-
te X,Y € B erzeugt. Mit anderen Worten ist ¢ = K;c ein kristallo-
graphisch konstantes Vektorfeld fiir einen beliebigen konstanten Vektor

c € V. Wir nehmen folgende Zusammenhinge zwischen den drei Referen-
zen an (siche Abb.4.2)

K; = F°K,, (4.1.3)

R, = FPK,, (4.1.4)

wobei F¢ und F? die elastische und plastische Deformation sind3. Wir set-
zen voraus, daf diese Tensorfelder so oft wie benétigt stetig differenzierbar

2In ingenieurméssiger Sprache nennt man die lokale Konfiguration K;x lokale spannungsfreie Zwi-
schenkonfiguration.

3Genauer genommen miissen wir annehmen, daB K, = FYKy,K; = F4Kp, mit F5 der plastischen
Anfangsdeformation, und F? = FYF}. Da F§ a priori vorgegeben sein soll, kann man einfachheitshalber
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sind. Ferner miissen sie den folgenden natiirlichen Forderungen gentigen
JP=detFP >0, J®=detF°®>0.

Diese bedeuten, da8 F? und F*° orientierungserhaltende Deformationsfel-
der sind. Folglich haben sie Umkehrdeformationsfelder, die durch FP~!
bzw. F¢~! bezeichnet sind. Aus (4.1.2)-(4.1.4) folgt die multiplikative Zer-
legung der Gesamtdeformation (siehe Abb.4.2)

F = F°F?, (4.1.5)

Abbildung 4.2: Schematische Darstellung der Kérpermannigfaltigkeit B, die Anfangs- Ky,
Kristall- K;, und Momentan- K; Referenz und die assoziierte multiplikative Aufspaltung
der Gesamtdeformation.

Die Zerlegung (4.1.5) ist erstmalig in der Arbeit von Bilby et al. [121]
als eine grundlegene Annahme eingefiihrt worden, um die Kinematik ste-
tig verteilter Versetzungen herzuleiten. In ihrer Arbeit werden F, F¢, FP
“shape deformation, lattice deformation, and dislocation deformation” ge-
nannt. Wir benutzen hier die gleiche Terminologie wie Kréner [122,123)
und Lee [137], der dariiberhinaus noch die Unabhingigkeit der freien Ener-
giedichte von der plastischen Deformation gefordert hat, um geeignete

annehmen, dal F§ = 1. Sowohl die elastische und plastische Deformation, als auch die Kristallreferenz
mogen im allgemeinen von der Temperatur abhiingen. Weil die Dynamik und Thermodynamik spéter
in den Abschnitten 4.4 und 4.5 behandelt werden, beschranken wir uns hier und in den Abschnitten 4.2
und 4.3 auf isotherme Prozesse.
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Konstitutivgleichungen fiir elastoplastische Korper bei grofien Dehnungen
herzuleiten.

Im Zusammenhang mit der Zerlegung (4.1.5) diskutieren wir noch iiber
ein Cosserat-Kontinuum, dessen Kinematik z.B. in [178, 179] untersucht
wurde. Fiir ein Cosserat-Kontinuum nimmt man traditionell an, dafl die
Rotation eine unabhingige kinematische Gréfe ist (siehe, z.B. [180,181]).
Das heifit also, daf die materiellen Punkte noch zusatzliche Freiheitsgrade
besizen, die mit einer unabhéngigen Rotation verbunden sind. Im Gegen-
satz dazu sind die Versetzungen in Kristallen entstanden, deren materielle
Punkte nicht unbedingt rotatorische Freiheitsgrade besitzen. Man spricht
von einer Orientierung in Kristallen nur beziiglich mehrerer benachbarter
materiellen Punkte [182]. Deswegen kann man die in [178] vorgeschlagene
multiplikative Zerlegung des unabhingigen Rotationstensors in die ela-
stischen und plastischen Anteile im Rahmen der Versetzungstheorie nicht
physikalisch interpretieren. Ebenso hat die in [179] vorgeschlagene additive
Zerlegung des Verzerrungsmafles infolge der Rotation keine Verwandschaft
mit Versetzungen.

4.1.2 Zusammenhang, Torsion und Kriimmung

Wir betrachten nun ein Tensorfeld auf B als eine Abbildung t : B — T7 (V)
von B in T7(V) (r-fach kontravariant und s-fach kovariant), und es sei
K = d¢ fiir irgendein ¢. Mit Hilfe dieser Beschreibung K = T'¢ konnen
wir ein neues Tensorfeld

einfithren, das durch
dgt = d(to ¢™1) 0 ¢, (4.1.6)

definiert ist und Ableitung von t beziiglich K genannt wird, mit d der
bekannten Ableitung fiir Tensorfelder auf dem Raum £ (siehe Abschnitt
2.2.1). Wenn K anholonom ist, dann kann die Ableitung beziiglich K wie
folgt definiert werden

dgt = dgt(KK™1), (4.1.7)

wobei K eine beliebige Beschreibung ist. Selbstverstindlich ist diese Defi-
nition unabhéngig von der Wahl von K.
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Um das Verstédndnis des Folgenden zu erleichtern erinnern wir den Leser
an einige Fakten aus der Differentialgeometrie (siehe [158,159]). Es sei
to € TB ein Vektorfeld und f eine Funktion auf B. Die Ableitung von f
in Richtung 1o ist definiert als

w[f] = (dxf)(Kro). (4.1.8)

Es ist nicht schwer, die folgende Eigenschaften zu priifen

ro[f + g] = ro[f] +m[g], w[fg] = fro[g]+ gwolf]. (4.1.9)

Tatsichlich kann jedes Vektorfeld to mit einer Abbildung f — w[f], die
Gln. (4.1.9) geniigt, identifiziert werden. Es seien nun t0; und toy zwei
Vektorfelder auf B. Die Liesche Multiplikation von to; und tv, ist durch
den folgenden Kommutator definiert:

[t01, 12][f] = to1[r0a[f]] — to2[toy[f]]. (4.1.10)
Das Liesche Produkt zweier Vektorfelder kann als folgendes Vektorfeld
[m1, mz] = K*l[dK(sz)]Kml — dK(Km 1)Kt'02],

identifiziert werden, wobei K eine beliebige Beschreibung ist. Die Liesche
Multiplikation geniigt den folgenden Eigenschaften

[to1, t0,] = —[toy, toy],

[to1, fro,] = ft01, 105] + t04[f]t0,,
[[101, to,], tos] + [[tos, toy], toy] + [[to,, tog], 03] =0 (Jakobi).

Wir definieren einen Zusammenhang auf B als eine bilineare Abbildung
V :TB x TB — TB, die jedem Paar von Vektorfeldern to;, tu; auf B ein
drittes Vektorfeld zuordnet, das durch Vy, to; bezeichnet und kovariante
Ableitung von to, lings to; genannt wird, so daf§

1. Vi, %02 linear beziiglich beider to; und to; ist,
2. V fro, 102 = fV, 10y fiir jede skalare Funktion f,

3. Vi, (f102) = fViy, 02 + (101[f])102.
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Man bemerkt, dafl die dritte Regel dhnlich der Regel fiir die Ableitung
des Produktes ist.

Die Kartansche Torsion eines Zusammenhanges V ist ein (1,2)-Tensor
t: TB x TB — TB, der wie folgt definiert ist

t(t‘nl, mg) = lemz — Vi, t0; — [t’Ol, mg]. (4.1.11)

Aus dieser Definition folgt, daf t beziiglich der beiden kovarianten Indizes
schief-symmetrisch ist

t(ml, mz) = —t(mz, ml).

Wir nennen einen Zusammenhang torsionsfrei, wenn sein Torsionstensor
verschwindet.

Der Kriimmungstensor eines Zusammenhanges V ist ein (1,3)-Tensor
t:TB xTB xTB — TB, der wie folgt definiert ist

t(to, 102, 103) = Vi, Vi, 103 — Vi, Vi, 103
- V[wl'm2]m3. (4112)
Es ist offensichtlich, daf t schief-symmetrisch im folgenden Sinne ist
t(toy, toy, to3) = —t(toy, 10y, 103).

Es gilt eine wichtige Beziehung zwischen der Torsion und der Kriim-
mung eines Zusammenhanges. Sie geniigen ndmlich der Bianchi-Identitét

2 {Viwg ({101, 102)) + {103, [r0g, t0,])

—t(ml,mz,m3)} = 0. (4.1.13)

Um letztere zu priifen, wenden wir Vy,, auf (4.1.11) an, was dazu fiihrt,
daf

vwa (t(mla mZ)) - vmavwl 131 D) + Vm3Vm2m1 + Vma [ml, mz] = ().

Die zyklische Summe der linken Seite dieser Gleichung bleibt unveréndert,
wenn der dritte Term durch eine und der vierte durch zwei zyklische Per-
mutationen von toj, tos, to3 ersetzt wird. Deswegen haben wir

g_: h{vma(f(ml, 192)) ~ Vio, Vi, 103 + Vig, Vi, 101 + Vi, [101, 105]}
zyklisc
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= Y. {Vi,(t(tor,102)) — [Vi,, Vin, 102 + Vi, [103, 101]} = 0.

zyklisch
Unter Beriicksichtigung der Definitionen (4.1.11) und (4.1.12) erhalten wir

k%; h{Vma(t(ml, 103)) — t(toy, 1oy, 103)
zyklisc

+t(109, [103, 101]) + [t0s, [103, 104]]} = 0.

Gemif der Jakobischen Identitit tragt der letzte Term nicht zur Summe
bei, was zu (4.1.13) fijhrt.

Es seien nun V und V* zwei Zusammenhénge auf B. Aus der Definition
des Zusammenhanges ist leicht zu ersehen, daf§ die Differenz

9=V-V*

mit einem (1,2)-Tensorfeld auf B identifiziert werden kann. Wir werden
spater erfahren, daf8 diese Differenz nur von den Christoffel-Symbolen der
Zusammenhinge abhingt.

4.1.3 Kristallzusammenhang und Versetzungsdichte

Wir betrachten wieder die Kristallreferenz K. Wir sagen, daf} ein Vektor-
feld ¢ auf B kristallographisch konstant beziiglich K; ist, wenn

K.c =c = konst mit c € V.

Dieses Vektorfeld ist das “Pull-back” (Riickwirts-Transformation) des
konstanten raumlichen Vektors ¢ durch K;! in irgendeinem Punkt Y mit
darauf folgender paralleler Verschiebung K;!(X)K;(Y) zu allen Punkten
der Kérpermannigfaltigkeit (Fernparallelismus). Wir suchen nun einen Zu-
sammenhang V, so da8l V,,¢ = 0 fiir ein beliebiges konstantes Vektorfeld
¢ und ein beliebiges Vektorfeld o gilt. Solch ein Zusammenhang (wenn
er existiert) wird Kristallzusammenhang genannt. Wir zeigen nun, daf er
durch K; wie folgt eindeutig bestimmbar ist [124,125]

Vi, 102 = K ' di, (K;102) Ko, (4.1.14)

wobei t9; und tv, beliebige Vektorfelder auf B sind. Zuerst zeigen wir,
dafl diese Formel allen nétigen Eigenschaften des Kristallzusammenhan-
ges geniigt. Es ist offensichtlich, dal V¢ = 0 wenn ¢ konstant ist, weil
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dann K;c¢ = ¢ = konst. Die Linearitit beziiglich vo; und o, ist auch of-
fensichtlich, und die Produktregel folgt aus der Giiltigkeit der dhnlichen
Regel fiir die relative Ableitung. '

Um die Eindeutigkeit des Kristallzusammenhanges zu priifen, nehmen
wir an, es gibe noch einen anderen Kristallzusammenhang V'. Bezeichnet
man die Differenz der beiden Zusammenhinge durch 9y = Vi — V;,,,
dann kann man festellen, dal 9y ¢ = O fiir alle konstanten Vektorfelder .
Wir haben aber am Ende des vorherigen Abschnitts festgestellt, dafl 9
mit einem Tensorfeld identifiziert werden kann. Weil dann ¢ beliebig ist,
koénnen wir daraus schlieflen, dal ?y, = O fiir beliebige tv, und deswegen
vV=V.

Wir zeigen nun, daf die Kriimmung des Kristallzusammenhanges V
verschwindet (siehe auch [124]), d.h. letzterer folgender Identitit geniigt

T(10y, 10y, t03) = vmlvwgms - vmnglma
~V{tw1,105]103 = 0. (4.1.15)

Es sei in der Tat ¢ ein beliebiges konstantes Vektorfeld auf B. Weil V
der Kristallzusammenhang ist, gilt Vi, ¢ = 0 fiir alle to; € TB. Folglich
zeigt die Definition (4.1.12), daB +(to;, tv,, ¢) = 0 fiir alle to,, t0, € TB.
Daraus folgt, dafl die Gleichung (4.1.15) gelten muf}. Hierbei mufl man be-
tonen, daf} es sich in unserem Kontinuumsmodell nir um die sogenannten
translatorischen Versetzungen handelt. Im allgemeineren Rahmen unter
Beriicksichtigung von Disklinationen braucht die Kriimmung nicht unbe-
dingt zu verschwinden (siehe [165,183]).

Von wichtiger Bedeutung in der finiten Elastoplastizitat mit Mikro-
struktur ist die Kartansche Torsion des Kristallzusamenhanges

I(ml, mz) = lemg —- szml - [ml, wz]. (4.1.16)

Wir bestimmen nun die rdumliche Darstellung des Kristallzusammenhan-
ges (4.1.14) und der Kartanschen Torsion (4.1.16) beziiglich verschiedener
Referenzen. Durch Einsetzen von (4.1.4) in (4.1.14) kénnen wir die kova-
riante Ableitung (4.1.14) in folgender Form ausdriicken

Vw102 = K5 [DW; + FP(DFP) W] W, (4.1.17)

wobei W, = Kytw;, Wy = Kgtoy, und D dié Ableitung beziiglich K,y
bezeichnet, D = dg,. Der Ausdruck in den eckigen Klammern stellt ein
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(1,1)-Tensorfeld auf V dar und kann in Komponenten wie folgt geschrieben
werden

(Wa)fs = (Wa)% + Tho(W2)C, (4.1.18)
wobei
Pge = (FF)a(FP)g . (4.1.19)

Hier bedeutet das Komma vor den Indizes die partielle Ableitung beziig-
lich der entsprechenden Koordinaten . Gemi8 (4.1.18) und (4.1.19) kann
man die GréSen 'S, Christoffel-Symbole des Kristallzusammenhanges
beziiglich der Anfangsreferenz nennen. Mit der Formel fiir das Liesche
Produkt

[to1, 0] = Ko [(DW2) Wi — (DW1) W]

und mit (4.1.17) 148t sich der Torsionstensor (4.1.16) wie folgt schreiben
t(101, 102) = Ko [T(W31, Wa)],

T(W1, W) = FF7[((DFP)W,)W; — ((DFP)W;)Wo], (4.1.20)
oder in Komponenten
(T)go = Fﬁo - FéB = (Fp_l)ﬁ[(Fp)g‘,B - (Fp)%,o]- (4-1-21)

Es ist leicht zu sehen, dafl T schief-symmetrisch beziiglich der kovari-
anten Indizes ist. Dieses Tensorfeld erhilt man als das “Push-forward”
(Vorwirts-Transformation) von t in die Anfangskonfiguration.

Auf shnliche Weise kann die gleiche kovariante Ableitung (4.1.14) auf
B mit Hilfe von (4.1.3) auch wie folgt dargestellt werden

Wmlmz = ]Kt_l [d_Wz + Fe(dFe—l)Wz]Wh (4.1.22)

mit w; = Kito;, wy = Kitos, und mit d, der Ableitung beziiglich K.,
d = dg,. In Komponenten kann der Ausdruck in den Klammern in (4.1.22)
wie folgt geschrieben werden

(Wa)y = (W2)§ + Yo (W2)°, (4.1.23)

4Wir benutzen grofigeschriebene Indizes filr die Koordinaten in By, kleingeschriebene Indizes fiir die
Koordinaten in By, und griechische Indizes fiir die anholonome Basis infolge von K;.
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mit den Christoffel-Symbolen, die durch

Yoe = (F)alF)e (4.1.24)

C,

definiert sind. Damit kann der Torsionstensor (4.1.16) beziiglich der Mo-
mentanreferenz wie folgt dargestellt werden

t(tvy, my) = K ' [t(wy, wa)],

t(wr, wa) = FE[((dF°* Dwy)wy — ((dF* 1wy )wa), (4.1.25)
oder in Komponenten
()5 = e — ¥ = (F)al(FD% — (FDi. (4.1.26)

Der Tensor t kann als das “Push-forward” von t in die Momentankonfi-
guration interpretiert werden (siehe [120]).

Durch Einsetzen von W; = FP~ 1, Wy = FP 1w, in (4.1.20), unter
Beriicksichtigung der Definition (4.1.7), kénnen wir den Torsionstensor £
beziiglich der anholonomen Kristallreferenz wie folgt darstellen

1oy, 0,) = K1 [H(Wy, W2)],

T (W1, W) = FP[((dFP )W) Wo — ((dFP~ )W) W], (4.1.27)

(®)5, = (FP)EIE)5, — FP)754l
Auf dhnliche Weise folgen aus (4.1.25)

i(ml) m2) = K;,‘-l [E(V_Vl’ W2)]a

T (Wi, Wa) = FE((dF)W )Wy — ((dF€)W)W1), (4.1.28)

()5, = (F)2IF)5, — (F)54],
mit w; = Kitoy, Wy = K;tv,, und mit d der Ableitung beziiglich K, (in
Komponenten wird sie durch das Komma vor den griechischen Indizes
bezeichnet). Wir interpretieren t als die tatsiichliche Versetzungsdich-
te, die nicht als Charakteristikum des Materials vorgegeben ist, sondern
nur durch die interne Dynamik der Versetzungen bestimmt werden kann
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(cf. [124,125]). Aus Gln. (4.1.20), (4.1.25), (4.1.27), (4.1.28) kénnen die
folgenden Beziehungen hergeleitet werden

{(Wl, Wg) = FPT(WI, W2),

()5, = P)X(T)5c(F)F (FP)T, (4-1.29)

t(W1, W3) = Folt(wy, wy),

()5, = Fa()5(F)5(FO)s. (4.1.30)

Wir sehen, da$ t das “Push-forward” (durch F?) von T und das “Pull-
back” (durch F¢) von t ist.

Wir geben nun die geometrische Interpretation des Tensors t [120,123].
Wir wihlen eine geschlossene Kontur ¢(s) in der Momentankonfiguration
und betrachten folgendes Integral

(b)* = — §(Fe")g da. (4.1.31)

Wenn das Integral fiir alle geschlossenen Konturen verschwinden wiirde,
wire durch Glg. (4.1.31) die Kompatibilitit der elastischen Deformation
gegeben. Aber wie wir schon im Abschnitt 4.1.1 erwéhnt haben, ist dies im
allgemeinen Fall nicht so, und das Integral mifit den Inkompatibilitdtsgrad
der elastischen Deformation. Man kann zeigen, daf} das Integral (4.1.31) im
Grenzfall des Kontinuumsmodells mit dem Burgers-Vektor zusammenfillt
(wenn man die Gitterkonstante gegen null gehen 148t). Die mikroskopische
Darstellung wiirde sich wie in Abb.4.3 widerspiegeln.

0o 0 o 0 0o 06 o 0 O o O

G O

3

\.)7 o

b6 O

S O

a) b)

Abbildung 4.3: Definition des Burgers-Vektors: a)Frank-Umlauf in der Momentankonfi-
guration; b)Kristallreferenz.
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Mit Hilfe des Stokesschén Theorems 148t sich das Integral (4.1.31) um-
schreiben

- 1 e—1\«a e~1\a c
(B)* = 5 [Pz, — (F 7)) da® A da’, (4.1.32)
4
wobei A die Fliche mit dem Rand c ist, und dzb A dz¢ das orientierte

Flachenelement bedeutet. Fiir gentigend kleine Konturen c ergibt sich aus
(4.1.32)

(B)* = S(F)z, — ()5, da A do. (4.1.33)

Transformiert man den Burgers-Vektor vorwarts in die Momentankonfi-
guration, erhilt man

(b)* = S(F)al(®)2, — (F)pcl da’ A da®

DO | =

= %(t)ﬁc dz® A dz°. (4.1.34)

Dieses Ergebnis liefert die préizise geometrische Interpretation der Verset-
zungsdichte.

4.1.4 Riemannsche Strukturen, Dehnungsmafle
und Kontorsion

Wir definieren skalare Produkte u13d Metriken auf 7 infolge der drei Re-
ferenzen Ky = d¢o, K¢ = d¢;, und K; wie folgt

B (1o, tog) = g(Koto;, Kotoy), & = Kj gKo,

g(ro1, 102) = g(Keroy, Kitwo), g =K gk, (4.1.35)
§(roy, ) = g(Kroy, Ktoy), 8 = K gK..

Diese Metriktensoren erzeugen drei Riemannschen Strukturen auf B rela-
tiv zu den drei oben genannten Referenzen. Man sagt, &, g, und g sind

die “P_ull—ba,cks” der Metrik g auf V durch die Operationen mit Ky, K;,
bzw. K, (siche [158,184]). Aus (4.1.35) folgt

g=KICK,, C=FTgF, (4.1.36)
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mit C dem rechten Cauchy-Greenschen Deformationstensor. Auf dhnliche
Weise stellt man fest, dafl

& =Kl cK; c=FTgF

& =KIePK;,, & =FrTgFrl, (4.1.37)
g= KT(—:eK‘, e = FeTgFe.

Mit Hilfe der Pull-back- und Push-forward-Operationen kann man auch
folgende elastische und plastische Deformationstensoren erhalten

§=KIC’K,, CF=FrTgF? (4.1.38)

=K cK, c*=FTgF (4.1.39)

Die Formeln (4.1.36)-(4.1.39) stellen die gesamten, elastischen und pla-
stischen DehnungsmafBle beziiglich der Anfangs- und Momentanreferenzen
dar. Aus (4.1.36) und (4.1.37) folgt

¢ = Fr~TCFr (4.1.40)
oder in Komponenten
(€)as = (C)an(FP )5 (F*~)5. (4.1.41)

Man kann auch unterschiedliche torsionsfreie Zusammenhinge V°, V,
und V* eindeutig definieren, die mit den Metriktensoren &, g bzw. g
assoziiert sind, deren Parallelverschiebungen die entsprechenden skalaren
Produkte nicht dndern (der Fundamentalsatz der Riemannschen Geome-
trie). Es ist nicht schwer zu zeigen, daf die Kriitmmungen von V° und V
verschwinden (dank der Kompatibilitit der Gesamtdeformation), hinge-
gen verschwindet die Kriimmung von V* im allgemein nicht (siehe [124]).

Um die Beziehung zwischen V und V* herzuleiten, betrachten wir fol-
genden Ausdruck

¥ = Vi — V3, = dtv. (4.1.42)

Das (1,2)-Tensorfeld ? wird Kontorsion der Kristallreferenz K; genannt.
In der Anfangsbeschreibung hat sie die folgenden Komponenten

Dgg =T3¢ — {3¢} » (4.1.43)




114 KAPITEL 4. VERSETZUNGSTHEORIE

wobei {‘gc} die Christoffel-Symbole des Riemannschen Zusammenhanges
sind
1, -
{fc) = a(cp NAP[(CP)pp,c + (CP)op,s — (CP)Be,D) - (4.1.44)
Weil der Riemannsche Zusammenhang torsionsfrei ist, ist {ﬁc} symme-

trisch beziiglich der Indizes B, C. Die Gleichung (4.1.42) 148t sich relativ
zur Momentanbeschreibung wie folgt umschreiben

be = Yoe — {fc} (4.1.45)
mit
B = 5 Ute + ()eas = (e (41.46)

Macht man von den Eigenschaften der Kristallreferenz K; Gebrauch (siehe
[124]), kann man zeigen, dafl

2g (101, (dt03)105) = g(to3, (tro1)1o,)
— g(voy, (twy)103) — §(1a, (fros)t,). (4.1.47)

Beziiglich der Anfangsbeschreibung ist dies dquivalent zu
2(CP)apDgp = (CP)a8(T)ép — (C*)cB(T)pa
— (C?)pB(T) 0 (4.1.48)

Auf dhnliche Weise erhalten wir die d4quivalente Formel beziiglich der Mo-
mentanbeschreibung

2(c®)abdleg = (€*Jab(t)ea — (*)es(t)aa — (€*)ap(t)ze- (4.1.49)

Gemaf Glg. (4.1.48) bestimmen Kontorsion und Torsion einander gegen-
seitig. Es ist auch bemerkenswert, da8 Vg = 0, deswegen kann das Heben
oder Senken der Indizes mit Hilfe von g mit der kovarianten Ableitung V
vertauscht werden.

4.1.5 Geschwindigkeit und relative Raten

Die Geschwindigkeit und Beschleunigung eines materiellen Punktes X zur
Zeit t sind die folgenden raumlichen Vektoren

.0,
%= 2 $(X,1), (4.1.50)
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2
gt—)'c = g—thS(X, t). (4._1.51)
Von hier an wird der iiber einer Gréfle stehende Punkt die partielle Zeit-
ableitung bei festem X bedeuten. Nimmt man die Bewegung als regulér
an, kann man X durch X = ¢;!(z) ausdriicken und in Gln. (4.1.50),
(4.1.51) einsetzen, was zu der Geschwindigkeit und der Beschleunigung

beziiglich der Momentanbeschreibung fiihrt

X =

v(z,t) = x(¢71(2), 1), (4.1.52)
a(z, t) = x(¢; (), 1). (4.1.53)
Es gilt der folgende Zusammenhang zwischen a und v
9
a= 6—: + v - gradv. (4.1.54)

Wir setzen die Existenz einer Massenform dm auf T'B voraus. Die Mas-
se eines Teilkérpers U von B ist als m(U) = J; dm definiert. Wir kénnen
das Volumenelement dv auf V durch Ky, K;, und K, riickwirts transfor-
mieren, um die entsprechenden Volumenelemente dbg, dv und do auf TB
zu erhalten. Wir fithren dann die Massendichten vy, t, und ¥ beziiglich der
entsprechenden Referenzen Ky, K, und K, wie folgt ein

todoo = tdo = tdo = dm  (Erhaltung der Masse). (4.1.55)
Gemif dieser Definitionen und gemif Gln. (4.1.2)-(4.1.4) gilt
v =tJ =tJ. (4.1.56)

Bezeichnet man p(z,t) = v(X,t) und leitet man die erste Gleichung von
(4.1.56) partiell nach der Zeit ab, erhilt man den Erhaltungssatz der Mas-
se beziiglich der Momentanbeschreibung

%’;— + divpv = 0. (4.1.57)

Wir betrachten nun verschiedene Raten der Deformation und der Ver-
setzungsdichte. Sei irgendein Tensor auf der Kérpermannigfaltigkeit B ge-
geben, kann man dessen Rate durch die materielle Zeitableitung berech-

nen (d.h., die partielle Zeitableitung bei festem X). Beispiele von solchen
Raten sind |

1
§=2KdK;,, d= 5(1Tg +gl), (4.1.58)
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g =2Kld’K,;, d°= %(YPTg + gP?), (4.1.59)
i(ml, mg) = Kt-IQQ(V‘Vl, Wg), Wy = Kmh Wy = Ktmz, (4.1.60)
27(W1, Wa) = [((d1P)Wo) W1 — ((dTP) W)Wy, (4.1.61)

mit 1 = FF-1 1P = FPF?-!, Die Tensoren d und d” entsprechen der gesam-
ten Deformationsrate bzw. der plastischen Deformationsrate, wohingegen
der Tensor Z die Rate der Versetzungsdichte bezeichnet.

Betrachtet man einen objektiven rdumlichen Tensor, kann man des-
sen objektive Rate mit Hilfe einer sogenannten relativen Zeitableitung
beziiglich einer Referenz K definieren, indem man ihn zur Kérpermannig-
faltigkeit durch K riickwérts transformiert, dann die partielle Zeitablei-
tung bei festem X berechnet, und zuletzt das Ergebnis durch die gleiche
Referenz K vorwirts transformiert. Wir bezeichnen solch eine Zeitablei-
tung durch £x. Anhand dieser Definition kann man leicht nachpriifen,
daf§

gt =St (4.1.62)

fiir jeden rdumlichen Tensor t, mit £, der Lieschen Ableitung beziiglich
des Geschwindigkeitsfeldes v. Es ist bemerkenswert, dafl die relative Zeit-
ableitung einer skalaren Funktion mit deren materieller Zeitableitung zu-
sammenfallt

0
thf = a—{ -}-V'dngf = D,f.
Es folgt direkt aus der Definition der Zeitableitung beziiglich der Referenz

K und aus Gln. (4.1.39)-(4.1.41), (4.1.24)
Lg,c =0, %thg =d, %Lugc" = d?, (4.1.63)

Lg.c® =d, (4.1.64)

1 t=2 =Igxt=z, 4.1.65
9 K.
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1 - _
Z(Wl, Wg) = §Fe[((d lp)Fe-1W2)W1 — ((d lp)Fe—lwl)Wz], (4.1.66)

mit d? = Fe-TdPFe~! d = F*"dF®. Den Tensor z nennen wir (riumliche)
Versetzungsénderungsrate. Die Eigenschaften (4.1.63)-(4.1.66) werden in
den folgenden Untersuchungen der Konstitutivgleichungen eine sehr wich-
tige Rolle spielen.

4.2 Bestimmung der Kristallreferenz

4.2.1 Differentialgleichung fiir die elastische Umkehrdeforma-
tion.

In den Abschnitten 4.1 haben wir festgestellt, daf} solch wichtige kinema-
tische GréBen wie die Metriken (Dehnungsmafle) und die Torsion (Verset-
zungsdichte) durch die Kristallreferenz definiert sind. Nun betrachten wir
das umgekehrte Problem: Man bestimme die Kristallreferenz aus den vor-
gegebenen Metrik- und Torsionsfeldern. Beziiglich der Momentanbeschrei-
bung kann man das Problem wie folgt stellen: Bestimme F¢~! aus den
vorgegebenen Feldern c® und t, vorausgesetzt die Momentankonfiguration
ist bekannt. Es gibt sechs unabhingige Komponenten des symmetrischen
Tensors c® und neun unabhingige Komponenten des schief-symmetrischen
Tensors t, aus denen neun Komponenten des Tensors F¢~1 bestimmt wer-
den sollen. Es ist offensichtlich, daf} einige Zusatzbedingungen erfiillt wer-
den miissen, um das Problem l6sbar zu machen.

Zuerst stellen wir die Differentialgleichung fiir F¢~! auf. Durch Ablei-
tung von F¢~1 beziiglich K, erhalten wir

dFel = Felq, (4.2.1)
oder in Komponenten,
(F e = F)3% (4.2.2)

In dem vorliegenden Abschnitt 4.2 werden wir fast alle Formeln explizit in
Komponenten prisentieren. Gemafl Glg. (4.1.24) sind die GréBen 4f, die
Christoffel-Symbole des Kristallzusammenhanges beziiglich der Moment-
anreferenz. Weil c® und t als vorgegeben angenommen sind, kann man 7§,
durch (c®)gp und (t)§, mit Hilfe der Gln. (4.1.45) und (4.1.49) wie folgt
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ausdriicken
1= {8} + = () U ao+ (otp = (hed
+ 2 [0~ (Da®a (™) — ()] (423)

Glg. (4.2.2) kann dann als das System der partiellen Differentialgleichun-
gen fiir die neun Komponenten von F¢~! angesehen werden. Die Existenz
der Lésung des Gleichungssystems (4.2.2) wird garantiert, wenn folgende
Integrabilitatsbedingungen erfiillt werden

(Fe g — FNpa=0. (4.2.4)

Unter Beriicksichtigung von (4.2.2) berechnen wir die zweite Ableitung
von Fe~!

(F* g = (F*N)a [Vavis + Vib,e] - (4.2.5)

Aufgrund von (4.2.5) bekommen die Integrabilititsbedingungen (4.2.4)
die folgende Form

(Fe~hape =, (4.2.6)

. mit

Thod = YoYap — VEVo + Voo — Voo.a- (4.2.7)

Glg. (4.2.7) stellt nichts anderes als die Komponenten des Kriimmungs-
tensors T von (4.1.15) beziiglich der Momentanreferenz dar (Vgl. iibli-
che Biicher iiber die Differentialgeometrie, z.B. [159]). Folglich verlangen
die Integrabilititsbedingungen (4.2.6), da§ der Kriimmungstensor (4.2.7)
identisch Null sein musf.

Treffen die Integrabilititsbedingungen (4.2.6) zu, kann man Glg. (4.2.2)
integrieren, um F¢~! zu bestimmen. Dafiir nimmt man irgendeinen festen
Bezugspunkt Xy des Kérpers zu Hilfe. Es sei ¢(s) eine Kurve, die Xj
mit einem anderen Punkt X verbindet, so daf} ¢(0) = X. Beziiglich der
Momentanbeschreibung wird diese Kurve durch folgende Gleichung be-
schrieben

z® = z%s), z%(0) = zj. (4.2.8)




4.2. KRISTALLREFERENZ 119

Multipliziert man beide Seiten der Glg. (4.2.2) mit dem Tangentenvektor
z'° der Kurve (der Strich bedeutet hier die Ableitung nach s), erhélt man

d
£F6‘1 = F¢lp, (4.2.9)

wobei der Tensor p folgende Komponenten hat
pf =44z’ (4.2.10)

Damit ist das Gleichungssystem (4.2.2) fiir Fé~! in die lineare gewdhn-
liche Differentialgleichung fiir F¢~! entlang der Kurve c(s) umgewandelt
worden, mit dem Tensor p als gegebener Funktion von s. Dazu braucht
man noch folgende Anfangsbedingungen fiir F¢~! in s = 0" (an der Stelle
Xo)

Fe (X)) =F¢L. (4.2.11)

Da der Links-Streck-Tensor v¢ der polaren Zerlegung von F¢ aus der Me-
trik c® bestimmt werden kann, miissen nur drei Komponenten des Rota-
tionstensors am Punkt X° vorgegeben werden. Die Lésung von (4.2.9),
(4.2.11) lautet (siche [185])

Fel = Fglw,, (4.2.12)

mit w, dem Matrizant von (4.2.9), der durch die Matrizenreihe -

w, =1+ /08 p(r)dr + /08 U()Tp(rl) d'rl] p(r)dr+... (4.2.13)

zu berechnen ist. Hierbei ist 1 der Identitdtstensor. Infolge der Integrabi-
lititsbedingungen (4.2.4) wird die Losung F~! unabhéngig von der Wahl
der Kurve ¢(s) sein. Deswegen wird die Lésung (4.2.12)-(4.2.13) eindeu-
tig sein, wenn der Korper einfach zusammenhingend ist. Die Formeln
(4.2.12), (4.2.13), die fiir die nichtlineare Versetzungstheorie gelten, sind
Analog zu den Formeln von Cesaro [148] fiir das Verschiebungsfeld in der
linearen Elastizitdtstheorie und von Pietraszkiewicz [149] und Pietrasz-
kiewicz & Badur [150] in der nichtlinearen Elastizitdtstheorie.

4.2.2 Differentialgleichung fiir die elastische Umkehrrotation.

Um die elastische Umkehrrotation zu bestimmen betrachten wir die linke
polare Zerlegung

Fe=v°R®, Fel!=Re1lve ! (4.2.14)
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mit R® dem eigentlich orthogonalen elastischen Rotationstensor und v*
dem elastischen Links-Streck-Tensor. Die Gleichung (4.2.14); nimmt in
Komponenten die Form an

(P = RT(v* 5. (4.2.15)

Da der Streck-Tensor v®~! aus ¢® mit Hilfe der linearen Algebra bestimmt
werden kann, reduziert sich das Problem der Bestimmung von F¢! aus
c® und t auf das Problem der Bestimmung von R®! aus den gleichen
Tensorfeldern. Wie stellen nun die Differentialgleichung dafiir auf. Leitet
man beide Seiten von (4.2.15) ab, erhilt man

(F e = (R (v + (RI(V i (4.2.16)
Durch Einsetzen von (4.2.16) in (4.2.2) ergibt sich
(R*5, = (RENG, (4.2.17)
mit
Moo = [(vD2ve — (v (v (4-2.18)

Weil v*~! und 4§, als Funktionen der Tensorfelder c¢® und t ausgedriickt
werden kénnen, (Vgl. (4.2.3)) kann Glg. (4.2.17) als das System der par-
tiellen Differentialgleichungen fiir R®~! angesehen werden, mit den Koef-
fizienten A}, als bekannten Funktionen von X. Man bemerkt, daf die Ko-
effizienten A\¢, aufgrund der Orthogonalitit von R®~! schief-symmetrisch
beziiglich der kovarianten Indizes sein miissen.

Die Integrabilitdtsbedingungen fiir (4.2.17) lauten

R g — RN =0. (4.2.19)

Durch dhnliche Transformationen wie im Abschnitt 4.2.1 kénnen wir Glg.
(4.2.19) umformen

(RE)%kig =0, (4.2.20)
mit \

ki = Aeeddp — MdeAep T Adb.e — Aobd- (4.2.21)
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Die Integrabilititsbedingungen (4.2.19) verlangen also, dafl der Tensor kj,,
von (4.2.21) verschwindet. Um zu zeigen, dafl (4.2.20) und (4.2.6) gleich-
wertig sind, stellen wir den Zusammenhang zwischen dem Kriimmungs-
tensor rf,; und dem Tensor kf,; her. Mit Hilfe der Definition (4.2.18) von
@ driicken wir 72, durch Mg, und (v®~1)¢ aus und setzen dies in die Glei-
chung (4.2.7) ein. Nach einigen Umformungen kann man priifen, daf§

rhea = (Vo )5(vO)] Keu: (4.2.22)

Da v® positiv definit ist, wird der Kriimmungstensor rf,; dann und nur
dann verschwinden, wenn das gleiche mit dem Tensor kj_; passiert. Damit
haben wir die Gleichwertigkeit von (4.2.20) und (4.2.6) bewiesen.

Treffen die Integrabilititsbedingungen (4.2.20) zu, kann man die Glei-
chung (4.2.17) analog zu der Prozedur im Abschnitt 4.2.1 integrieren. Es
sei wieder ¢(s) eine Kurve, die X, mit einem anderen Punkt X verbindet.
Durch Multiplikation beider Seiten von (4.2.17) mit dem Tangentenvektor
2'° der Kurve erhalten wir

d

EERH =R*q, (4.2.23)
mit
g = N4z’ " (4.2.24)
Die Lésung von (4.2.23) lautet
R*! = R¢ 1w, (4.2.25)

mit v, dem Matrizant von (4.2.23), der durch die Matrizenreihe

v, =1+ ["q(r)dr+ [ [ a(n)dn]a(r)dr+. .. (4.2.26)

zu berechnen ist.

4.2.3 Duale Probleme fiir die plastische Deformation und pla-
stische Rotation.

Durch die Tatsache, dal C? und T die dualen Reprasentanten der Metrik
bzw. der Torsion beziiglich der Anfangsbeschreibung sind, kann das duale
Problem der Bestimmung F? und R? aus den gegebenen CP und T auf
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dhnliche Weise gelost werden. Wir werden keine detaillierte Herleitung
geben, sondern einfach die Formeln ohne Beweis angeben.
Das System der partiellen Differentialgleichungen fiir F? lautet

(F")3,c = (F?)4TGp, (4.2.27)

wobei I'4,, die Christoffel-Symbole des Kristallzusammenhanges beziiglich
der Anfangsbeschreibung sind. Da CP und T als bekannt angenommen
worden sind, kénnen I'4 durch sie mit Hilfe von Gln. (4.1.43) und (4.1.48)

ausgedriickt werden. Namlich,
1
Pc = {fc} + Déc = 5(CF 4P [(C?)pp ¢ + (CP)ep,B — (CP)BC,D)

+ 2 [Ty~ (C)on(TBH(CT P4 ~(CPhen(TIZ(CP)P4].

(4.2.28)
Die Integrabilititsbedingungen fiir (4.2.27) sind ‘
(FPY4Rfcp =0, (4.2.29)
mit
Ricp =TésTEp —TpsTés +Thpc —Tonp (4.2.30)

Glg. (4.2.30) stellt nichts anderes als die Komponenten des Kriimmungs-
tensors T von (4.1.15) beziiglich der Anfangsbeschreibung dar.

Treffen die Bedingungen (4.2.29) zu, kann die Lésung von (4.2.27) in
folgender Form prisentiert werden

F? = F2Q,, (4.2.31)

mit F} dem vorgegebenen Wert von F? an der Stelle X und mit €2, dem
folgenden Matrizant

Q=1+ ["P(r)dr+ [ [ P(n)dn|P(r)dr+.... (4.2.32)
Die Komponenten des Tensors P in (3.6) sind
P4 =T%X°, (4.2.33)

mit X'’ dem Tangentenvektor der Kurve ¢(s) in der Anfangskonfigura-
tion. Infolge der Integrabilitdtsbedingungen (4.2.29) wird die Lsung F?
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unabhingig von der Wahl der Kurve ¢(s). Deswegen wird die Lésung
(4.2.31)-(4.2.32) eindeutig sein, wenn der Kérper einfach zusammenhin-
gend ist.

Zur Bestimmung der plastischen Rotatlon betrachten wir die rechte
polare Zerlegung

F? = RPU?, (4.2.34)

mit R? dem eigentlich orthogonalen plastischen Rotationstensor und U?
dem plastischen Rechts-Streck-Tensor. Die Gleichung (4.2.34) in der Kom-
ponentenform lautet

(F")g = (R)Z(U")5. (4.2.35)
Es gelten die Differentialgleichungen fiir R?
(R))%c = (R?)3AGE, (4.2.36)
mit
A = [(U")ET6p — (UP)pq] (UP)3. (4.2.37)
Die Integrabilitdtsbedingungen fiir (4.2.36) verlangen, dafl
(RP)SK§op =0, (4.2.38)
wobei
Kfpe = AspADp — AppAle + Abpc — AGep- (4.2.39)
Man kann priifen, dafl
Rfep = (UP)5(UP ) EK Bep- (4.2.40)

Shield hat die analoge Formel der nichtlinearen Elastizitatstheorie herge-
leitet [186]. Aufgrund der Positivdefinitheit von UP wird der Kriimmungs-
tensor R{-p dann und nur dann verschwinden, wenn das gleiche mit dem
Tensor Kfqp geschieht. Damit ist die Gleichwertigkeit von (4.2.29) und
(4.2.38) bewiesen.

Treffen die Integrabilitdtsbedingungen (4.2.38) zu, kann man (4.2.36)
wie bisher integrieren. Die Losung von (4.2.36) lautet

R? = R3Y,, (4.2.41)
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wobei Y, der Matrizant von (4.2.36) ist, der durch die Matrizenreihe

Yo=1+ [ Q)dr+ [ [ Qn)dn|Q(r)dr+.... (4.2.42)
zu berechnen ist. Der Tensor Q in (4.2.42) ist gegeben durch

Q4 = AApx'°. (4.2.43)

4.2.4 Linearisierung.

Es ist interessant, die Linearisierung der in den Abschnitten 4.1, 4.2 her-
geleiteten Gleichungen durchzufiihren, um sie mit der bekannten Kréner-
schen Theorie [122,138] zu vergleichen. Wir approximieren die Deforma-
tionsfelder F, F?, F¢ wie folgt

F=1+2,
FP=1+p0° (4.2.44)
Fe — 1 +ﬁ6’

wobei 3, 87 und B° klein verglichen mit 1 sind. In diesem Fall unter-
scheiden sich die Referenzen Ky, K; und K; nur um kleine Distorsionen
voneinander, so daf sie miteinander identifiziert werden kénnen. Folglich
braucht man nicht die grof8geschriebenen, kleingeschriebenen und grie-
chischen Indizes zu unterscheiden. Man kann auch die Metrik g mit 1
identifizieren, und es gibt keinen Unterschied zwischen ko- und kontrava-
rianten Tensoren. Setzt man (4.2.44) in (4.1.5) und vernachlissigt man
die kleineren Terme, erhilt man die additive Zerlegung

8 =%+ 8P (4.2.45)

Auch die symmetrischen und schief-symmetrischen Anteile von 3 setzen
sich additiv aus

e==-(B+8")=¢€+¢, (4.2.46)

N | =

w = —;-(w ) (4.2.47)
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zusammen, wobei €°, €” und w®, w? die Dehnungen (symmetrischen Antei-
le) und Rotationen (schief-symmetrischen Anteile) von 3° bzw. 37 sind.
Fiir die Metriktensoren CP und c¢® erhilt man niherungsweise

CP = FPTF? ~ 1 4 2¢, (4.2.48)

¢ =FTF 1~ 1 - 2¢. (4.2.49)

Man kann sehen, dafl es bequemer ist, in der linearisierten Theorie die
kleinen Dehnungsmafle €? und €® statt C? und c® zu benutzen.

Wir betrachten nun die Versetzungsdichten T und t. Wir linearisieren
(4.1.40) und (4.1.41) und erhalten

(T)abc ~ (.Bp)ac,b - (,Bp)ab,c, (4.2.50)
(t)abc ~ —[(ﬂe)ac,b - (ﬂe)ab,c]- (4251)

Durch Subtraktion von (4.2.51) von (4.2.50) ergibt sich |
(T)abc - (t)abc ~ (,B)ac,b - (B)ab,c- (4.2.52)

Da T das “Pull-back” von t ist, ist es ndherungsweise gleich t in der
linearisierten Theorie. Glg. (4.2.52) lautet dann

(B)act — (B)ase = 0. (4.2.53)

Dies bedeutet einfach, dafl die Gesamtdistorsion 3 kompatibel sein mu8,
oder was dem gleich ist: Es existiert ein Verschiebungsfeld w, so da

(B)ab = (W)a,p- A (4.2.54)

Wie auch fiir die Dehnungsmafle ist es bequemer, in der linearisierten
Theorie einen Tensor 2-ter Stufe a zu benutzen, der mit T wie folgt
verbunden ist

1
Qgp = Esbcd(T)a,cd, (4.2.55)

mit €4, dem Levi-Civita-Tensor. Glg. (4.2.50), durch den Tensor o aus-
gedriickt, nimmt die folgende klassische Form an [122]

a=rot3, (a=Vxg3). (4.2.56)
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Der Tensor e wird in der linearisierten Theorie die Versetzungsdichte
genannt. Glg. (4.2.51) liefert

rot3° = —a, (VxpB°=-a). (4.2.57)

Die Differentialgleichung fiir die elastische Umkehrdeformation (4.2.1)
lautet nach der Linearisierung

~(B%)acp = —[(€)ba,ec + (€°)cap — (€°)bc,al
+ Sl (E)abe = (B — (t)sal (4.25%)
Die linearisierte Integrabilititsbedingung (4.2.6) reduziert sich auf
Tabed = [~ (€°)dabc + (€°)avac + (€°)capd — (€°)chad]
+ %[(t)adb ~ (t)dbs — (t)sda,c — %[(t)acb — (t)cba = (t)bca),d = 0. (4.2.59)

Multipliziert man (4.16) mit iEiabsjcd und berechnet man die symmetri-
schen und schief-symmetrischen Anteile, erhilt man zwei Gleichungen:

a;j; =0, (divaa=0), (4.2.60)

und
e 1
Eiab€jcd(€%)db,ac + E(&_'z'ababj,a + €jab0ia) =0,
oder, in Kronerscher Notation,

inke® — (o X V) gy = 0. (4.2.61)

Sie sind zuerst in der Arbeit von Kroner [122] hergeleitet worden.
Analog dazu kann man zeigen, daBl die linearisierte Gleichung von
(4.2.17) fiir den elastischen Rotationstensor

rotw® = —rote® — a. (4.2.62)

gleichwertig ist.

Es ist leicht zu sehen, daf§ die linearisierten Gleichungen fiir die plasti-
sche Deformation und fiir die plastische Rotation dquivalent zu (4.2.58)
und (4.2.62) sind. Eine Dualitdt dieser Art kommt zustande dank der
additiven Zerlegung des kompatiblen Gesamtverschiebungsgradienten 3
gemifB Glg. (4.2.45).
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4.3 Statik

4.3.1 Freie Energiedichte und Objektivitatsprinzip

Wir betrachten einen elastoplastischen Kérper mit stetig verteilten Ver-
setzungen unter der Voraussetzung, dafl die Temperatur konstant bleibt.
Wir postulieren die Existenz einer freien Energiedichte pro Kristallvolu-
meneinheit des Korpers. Beziiglich der Kristallreferenz hingt diese freie

Energiedichte sowohl von der elastischen Deformation F¢ als auch von
deren Ableitung d F¢ ab,

to = (X, F°, dF°). (4.3.1)

Der Spannungszustand im elastoplastischen Korper ist entstanden durch
dessen elastische Deformation, was zur Speicherung der Energie im Kérper
fithrt. Deswegen erwarten wir, wenn wir eine zusétzliche Starrkérperbe-
wegung auf die aktuelle Bewegung des Kérpers iiberlagern, da8 dessen
Energie unverindert bleibt. Uber solch eine skalare Grofie sagt man, sie
sei bezugsindifferent [187)].

Es seien ¢(X,t) und ¢*(X,t) zwei Bewegungen des Korpers. Keine von
ihnen ist im allgemeinen eine Starrkdrperbewegung. Diese Bewegungen
unterscheiden sich voneinander um eine Starrkdrperbewegung, wenn zu
jeder Zeit der folgende Zusammenhang gilt

¢"(X,1) = c(t) + Qt)[¢(X, ) — =], (4.3.2)

mit ¢(t) einem zeitabhingigen Punkt, Q(¢) einem zeitabhingigen orthogo-
nalen Tensor, und zj einem festen Punkt. Man sagt, eine skalare Funktion
sei bezugsindifferent, wenn sie bei Uberlagerung einer Starrkérperbewe-
gung (4.3.2) ihre Werte nicht dndert. Wir wollen nun zeigen, daf§ wenn
die freie Energiedichte (4.3.1) bezugsindifferent ist, sie nur von X, € und
t abhingen darf.

Zuerst stellen wir fest, da8, wenn die Starrkrperbewegung (4.3.2) iiber-
lagert wird, sich dann auch die Momentanreferenz geméif

Kf = QK. (4.3.3)

dndert. Die Kristallreferenz bleibt unveridndert fiir beide Bewegungen.
Deswegen dndert sich die elastische Deformation gemé8 (4.1.3) wie folgt

F* = QF®. (4.3.4)
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Weil die Ableitung d beziiglich der gleichen Kristallreferenz K; zu berech-
nen ist, erhdlt man

dF® = QdF°. (4.3.5)
Mit Hilfe der Definitionen (4.1.28) und (4.1.37)3 kann man festellen, da8
die folgenden Gleichungen _
¢ = F* gF* = FTQ gQF° =¢° (4.3.6)
und
t* (W1, Wa) = F* (A F*") W) W1 — ((dF")W1) W,
= F Q7 [((QdF*)W2) W1 — ((QdF)W1) W] = £(Wy, W2) (4.3.7)
gelten. Jede Funktion, die nur von X,&® und t abhingt, wird deswegen
bezugsindifferent.
Nun betrachten wir zwei Bewegungen ¢(X,t) und ¢*(X,t) mit der
gleichen elastischen Dehnung €° = €* und der gleichen Versetzungsdichte
t = t*. Wir wollen zeigen, daf diese Bewegungen sich voneinander um eine

Starrkorperbewegung unterscheiden. Es seien K; und K} die Momentan-
referenzen dieser Bewegungen, die durch

K = Q(X,t)K;, F* =Q(X,t)F*, (4.3.8)

miteinander verbunden sind, wobei Q(X,t) irgendein Deformationsfeld
ist. Wir miissen beweisen, dal Q orthogonal ist und nur von ¢ abhingt.
In der Tat folgt aus der Bedingung €¢ = ¢* und (4.3.8)

FoTgFe* = FTQT(X,1)gQ(X,t)Fe = FTgFe, (4.3.9)
Deswegen geniigt Q(X,t) der Identitét
QT (X,1)gQ(X,t) =g, (4.3.10)

oder, was dem gleich ist, Q(X, t) ist orthogonal. Setzt man (4.3.8); in die
Definition (4.1.28) ein und benutzt man die Identitdt t = t*, erhilt man
somit

Fe*—l[((JFe*)W2)“—,1 _ ((JFS*)\TVl)Wg]
= F'Q((QdF*)w2) W1 — ((QF®) Wy )Ws]

+F'Q 7 (d Q(F*Wy)) W1 — (dQ(F°W1))Wo]
= Fe Y ((dFe) W)Wy — ((dF)Wq)Wy]. (4.3.11)

sl
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Aus (4.3.11) folgt die Identitat
FB—IQ_I[(JQ(FG\Wz))Wl - (JQ(FeV—V'I))Wz] = 0. (4.3.12)

Ersetzt man die Ableitung d in (4.3.12) durch d gemi8 (4.1.7), kann man
~ zeigen, daf

Q' [((dQ)w2)w1 — ((dQ)w1)ws] = 0. (4.3.13)

Gln. (4.3.10) und (4.3.13) stellen das Problem der Bestimmung des Defor-
mationsfeldes Q dar, mit der Besonderheit, dafl dessen Metrik gleich g ist
und dessen Torsion verschwindet (cf. das Problem der Bestimmung von
F? aus C? und T im Abschnitt 4.2.3). Es ist leicht nachzupriifen, da3 die
Christoffel-Symbole von Q verschwinden, und die Gleichung fiir Q lautet

dQ = 0. (4.3.14)

Die Lésung (4.3.14) ist offenbar Q = Qq(t) (Q ist unabhingig von X).
Gemaifl dem Prinzip der Bezugsindifferenz miissen die Energien dieser Be-
wegungen gleich sein und wir erhalten

o = (X, e, T). (4.3.15)

Diese Formel stimmt mit der Kronerschen Forderung iiberein, dafl die freie
Energiedichte nur von der elastischen Dehnung und von der Versetzungs-
dichte abhingen darf [151].

Man erkennt auch den Unterschied zwischen (4.3.15) und der Formel,
die fiir die freie Energiedichte im von Davini vorgeschlagenen Modell de-
fektiver Kristalle bestimmt wurde (siche [188]). Davini hat nicht von der
multiplikativen Zerlegung der Gesamtdeformation in elastische und plasti-
sche Anteile Gebrauch gemacht. Zuséitzlich hat er die Gesamtdeformation
mit Absicht aus der Konstitutivliste herausgenommen. Die freie Energie-
dichte in Davinis Theorie hiangt also von der Metrik, die durch die Git-
tervektoren (Direktoren) erzeugt wird, und von den Maflen der Defekte
(Versetzungs- und Fehlstellendichte) ab. Da die inelastischen Deformatio-
nen die Direktoren und dadurch auch die Metrik &ndern konnen, hingt
die freie Energiedichte in seiner Theorie nicht nur von der Metrik ab,
die infolge der elastischen Deformation erzeugt wird, sondern auch von
der Versetzungsdichte. Dies scheint im Konflikt mit der oben erwihnten
Kronerschen Forderung zu sein.




130 KAFPITEL 4. VERSETZUNGSTHEORIE

Wenn die plastische Deformation fehlt, so da F? = 1, und F¢ = F
kompatibel wird, dann wird & = C, und t = 0. Die Formel (4.3.15)
reduziert sich in diesem Fall auf die bekannte Formel fiir hyperelastische
Korper

W = W(X, C). (4.3.16)

Weil €° und t die “Pull-backs” der Metrik g bzw. der Torsion t sind,
kénnen wir sie als Funktionen von F¢ g, und t betrachten (Vgl. mit den
Formeln (4.1.31) und (4.1.37)). Dadurch wird ® auch eine Funktion von
X, F¢, g, und t. Damit wird die freie Energie pro Volumeneinheit beziiglich
der Momentanreferenz K; die folgende Form annehmen

w = J (X, e (Fe, g), T(Fe, t)) = w(X, F4, g, t), (4.3.17)
wobei
Jel = det Fe L. (4.3.18)

Man bemerkt, daf8 t ein objektiver Tensor 3-ter Stufe ist, der sich unter
einer iiberlagerten Starrkérperbewegung wie folgt transformiert

t*(w, w3) = Qt(w1, wa),

wobei wi = Qw,, w3 = Qw,. Die Funktion @ kann im allgemeinen Fall
von F¢ explizit abhingen. Nur in speziellen Fillen (z.B. bei isotropen
Materialien) hangt @ nicht explizit von F¢, sondern nur von ¢ ab. Un-
ter der iiberlagerten Starrkoperbewegung muf diese freie Energiedichte
bezugsindifferent sein, so daf

w(X, QF° g, t*) = w(X,F° g,t). (4.3.19)

Analog dazu wird die freie Energie pro Volumeneinheit der Anfangskon-
figuration, bezogen auf die Anfangsbeschreibung Ky, die folgende Form
annehmen

W = JPw(X,e*(F?, C), t(F?, T)) = W(X,F?,C,T), (4.3.20)
mit

J? = det F?, (4.3.21)
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in voller Ubereinstimmung mit dem Kovarianz-Prinzip. Man kann damit
die Dualitit und die Gleichwertigkeit zwischen der Anfangs- und Momen-
tanbeschreibungen erkennen (siehe [135,184,189,190]). Besteht der Kérper
in allen Punkten aus dem gleichen Material (homogener Kérper), wird die
freie Energiedichte W explizit unabhéangig von X, so daf

W = JP(e%(F?, C), t(F?, T)) = W(F?,C, T). (4.3.22)

Einfachheitshalber werden wir im weiteren nur homogene Materialien be-
trachten, deren freie Energiedichte durch (4.3.22) gegeben ist.

Die Formel (4.3.1) geniigt noch einem weiteren wichtigen Kriterium:
Die freie Energiedichte pro Kristallvolumeneinheit eines Kérpers héngt
nimlich nur von den Momentan- und Zwischenzustinden ab, aber sie ist
unabhingig von der Anfangsreferenz. Dies bedeutet, dal wenn wir der
Anfangskonfiguration eine beliebige Anfangsdeformation iiberlagern, und
die Kristall- und Momentanreferenzen unverandert lassen, dann wird die
Energie v unverindert bleiben. Wir nennen diese Eigenschaft das Prinzip
der Anfangsbezugsindifferenz.

Es sei X der Ortsvektor eines beliebigen Punktes X in einem aus-
gewihlten Koordinatensystem. Die iiberlagerte Anfangsdeformation trans-
formiert X in die neue Lage X* wie folgt

X* = ®(X). (4.3.23)
Durch (4.3.23) wird sich die Anfangsreferenz &ndern gemif
Ki = FoKo, (4.3.24)
wobei Fy die folgende Anfangsdeformation ist '
Fo = D%. (4.3.25)

Da die Kristall- und Momentanreferenz unveriandert bleiben, fithren die
Formeln (4.1.2)-(4.1.4) zu den folgenden Transformationsregeln

F* = FF;!, F™ =F’F;!, F* =F°. (4.3.26)

Einfachheitshalber leiten wir die Transformationsregel fiir DF? direkt in
Komponenten her

o (F-1\D p\a (F—1\D
Doy, = AEBEDI) _ BT

= (F)} =(F3)5(F5 ") + (F))p

d(Fyo")B

oXE (FoHE. (4.3.27)
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Gemaf des Prinzips der Anfangsbezugsindifferenz mufl die freie Ener-
giedichte pro Kristallvolumeneinheit tv(c? t) unter den Transformatio-
nen (4.3.23), (4.3.26) und (4.3.27) unveréndert bleiben. Die Gruppe aller
Transformationen, die durch (4.3.23) charakterisiert ist, wird die Gruppe
der Anfangsdeformationen genannt. Die Energiedichte (4.3.22) ist somit
invariant, bis zum Faktor J?, beziiglich der Gruppe der Anfangsdeforma-
tionen (4.3.23). Dies hat viele weitgehenden Konsequenzen, von denen wir
im folgenden noch sprechen werden.

4.3.2 Prinzip der virtuellen Arbeit

Wir betrachten nun Ky als eine gewahlte feste Referenz, und es seien X
und x die Ortsvektoren des Punktes X in der Anfangs- bzw. Momentan-
konfiguration. Dann ist es offensichtlich, dal F = Dx. Die Energie eines
beliebigen Teilkdpers U kann in folgender Form ausgedriickt werden

I= [ W(F,F?, DF?)dv, (4.3.28)
Uy

mit Uy = ¢o(U), W der freie Energiedichte beziiglich der Anfangsreferenz,
die im allgemeinen eine Funktion von F,F? und DF? ist. Wir analysie-
ren zuerst die allgemeine Situation, und werden spéiter die Energiedichte
(4.3.22) betrachten.

Es seien nun x(X, €) und F?(X, ¢) Einparameterfamilien der Konfigu-
rationen bzw. der plastischen Deformationen. Wir definieren eine virtuelle
Anderung (0%, 6FP) (Variationen) wie folgt

ox OF?
(6x,0FP) = ('é: |e=0, B le=0)- (4.3.29)
Wir fordern, da8 das Prinzip der virtuellen Arbeit
I= : d 5FP >) d.
) /aua(pOB ox+ < poB% 0F? >) dv
(P, d SFP 4.3.3
+ /wo( Sx+ < P4, 6FP >) da (4.3.30)

fiir jeden Teilkérper U gelten muB, mit py der Massendichte, B und B¢
der duBeren Makro- bzw. Mikrokraft, P, der Makrolast, P¢ der Mikro-
last® (der kleine Index d dieses (1,1)-Tensors kennzeichnet die Wirkung

5Die Tatsache, daB die Mikrolast auf dem Rand des Kérpers vorgegeben sein muf, bedeutet, daff wir
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auf Versetzungen) und da der Flichenform in V. Die Variation des Ener-
giefunktionales I ist wie folgt definiert
d

6 = EI[X(X, €), FP(X, €)] |e=o0 - (4.3.31)
Ein etwas anderer Standpunkt iiber zuldssige Variationen und Thermo-
dynamik, wenn es um Versetzungen und Plastizitiat geht, ist in Ericksens
Arbeit [192] besprochen worden. Die Herleitung der Bilanzgleichungen fiir
die unterschiedlichen Kontinua mit Mikrostruktur findet man in dem Buch
von Capriz [193].

Wir berechnen nun die Variation von I (siehe z.B. [76])

e (3 )+ ()

oF ’ oF?’
oW
-_— p
+ < o5 O OF >) dv. (4.3.32)

Setzt man die Formeln §F = Déx und § DF? = DSF? in (4.3.32) ein und
integriert man sie partiell, erhilt man

ow oW
7 SsFPN — (Di p
oI = f ( <D1v o7 ,6x> <6F OF > <D1vaDFp,(5F >) dv
ow oW
hl _ p
t o << 6FN 6x> <6DF N, éF >) da, (4.3.33)

wobei N der dulere Normaleneinheitsvektor auf 04y, dem Rand von Uy,
ist. Kombiniert man (4.3.33) mit (4.3.30), kann man folgende Gleichge-
wichtsbedingungen herleiten

L OW

DivP B=0, P=g — .3.34
ow
i d d —_ = d = .
DivP* 4+ ppB*—~J =0, P SDF’ (4.3.35)

uns auf der zum Cauchyschen Niveau niichsthheren Ebene der detaillierten Beschreibung des Kontinu-
ums befinden (das Niveau der Mikrostrukturmechanik, in Kr8nerscher Terminologie [151]). Deswegen
sollte man F? nicht als die interne Variable in Kestinscher Definition [191] behandeln, sondern muf
es als die mikroskopischen Freiheitsgrade betrachten, die im Prinzip mefibar und kontrollierbar sind.
Natiirlich ist die Methode der praktischen Messungen der Mikrolast noch nicht so weit fortgeschritten,
so dafl dies ein Forschungsbereich der Zukunft fiir die Experimentatoren ist.
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mit Div dem Divergenz-Operator, der mit der Ableitung D assoziiert ist,
und J dem folgenden Tensor

_ow
~ 9FF’

Wir nennen P den (ersten Piola-Kirchhoffschen) Makrospannungstensor,
P¢ den Mikrospannungstensor (2-fach kontravarianten und einfach kova-
rianten, mit den Komponenten (P%)48), und J die innere Konfigurations-
spannung ((1,1)-Tensor). Die Randbedingungen fiir P und P? lauten

J (4.3.36)

PN=P,, (4.3.37)

PN = P¢, (4.3.38)

Wir berechnen nun P,P% J unter der Vorausetzung, da8 die gespei-
cherte Energiedichte durch (4.3.22) gegeben ist. Man kann direkt priifen,
daBl

P=FS, S= W _ JPFP-1gFP-T, (4.3.39)
oC
o
S =2 3.
5 =2-, (4.3.40)
oW
d _ _pr-Tqd d _

P Frist, 8f=2or (4.3.41)
SUW) = JPFP154(w)FP T, (4.3.42)

O

=d _ oYW
8= 2= (4.3.43)

Der (0,2)-Tensor S ist offenbar symmetrisch und entspricht dem zweiten
Piola-Kirchhoffschen Spannungstensor in der Elastizitits- und Elastopla-
stizitdtstheorie. Der (2,1)-Tensor S ist schief-symmetrisch beziiglich sei-
ner kontravarianten Komponenten und wird Mikromomentenspannung ge-
nannt. Wir zeigen die Berechnung von J in Komponenten mit Hilfe von
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(4.3.36) und (4.3.22)

| oW aJr . O (55
NA= W | i1 2 :
)= 595 o e~ B 7 B(ers B(FP) g
A \8
L P o 0(t)

. (4.3:44)
DF»

a(t)"s O(Fr)§
Es ist leicht zu sehen, dafl mit Hilfe der Definition der Determinante

0J?

— (1A
s = 7 (4.3.45)

Wir berechnen nun den zweiten Term in (4.3.44). Durch Ableitung von
(4.1.41) ergibt sich

e p—1\C
gEFz)i - aﬁFﬂ)? (ClonlE™)s

o(Fr-1)P
P~1C(C)ep—=eil. 4.3.46
+(F )7( )C'D 3(F—”)ﬂ ( )
Mit Hilfe der Identitit FP~'F? = 1 kann man zeigen, dafl
B(F”'l)? p—11C (p—1\ A4
—_— = —(F" il o 4.3.4
e =~ OE )] (4.3.47)

Setzt man (4.3.46) und (4.3.47) in den zweiten Term von (4.3.44) ein und
macht man von der Formel (4.3.39) Gebrauch, erhilt man

o 3(¢%)ys

2 A
0(€%) s O(FP)% |p

= —(F"1H)%(C)cp(S)PA. (4.3.48)

Zur Bestimmung des letzten Termes von (4.3.44) merken wir an, dafl
gemaf (4.1.20) und (4.1.29) (oder (4.1.27))

€)% = [(F")D o — EE ) (EHS(EFF]. (4.3.49)

Durch Ableitung von (4.3.49) analog zu der vorherigen Berechnung und
mit Hilfe von (4.3.47) ergibt sich

B(E)IB — (T p— T p-1 ‘
o] = ORI O (4.3.50)
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Setzt man dies in den letzten Term von (4.3.44) ein und beriicksichtigt
man (4.3.42) und (4.3.43), erhilt man

SPY:
. B_m 9(t)5s
a(t)5; O(F?)g

= )P )

DF»
= (F)2(T)ép(SH)3* (4.3.51)

Kombiniert man letztendlich (4.3.45), (4.3.48) und (4.3.51), erhélt man
(@) = (@2 [~(Q)on(8)4 + Wah + (T)Ep(H34] . (4.3.52)

Die Konfigurationsspannung ist also das “Pull-back” (mit einem Bein)
zu der Kristallreferenz von dem Tensor in den eckigen Klammern, der
wiederum die Summe des Eshelby-Tensors —CS+W 1 und des Tensors mit
den Komponenten (T)2,(S%)54 darstellt. Die Physikalische Bedeutung
des ersten Tensors entspricht der Wirkung des umliegenden elastischen
Feldes auf die Versetzungen [6,127], der zweite Tensor weist hingegen auf
die Wechselwirkung zwischen den Versetzungen hin.

Gemif (4.3.41) ist der Mikrospannungstensor P¢ schief-symmetrisch
im Bezug auf die kontravarianten Komponenten. Setzt man voraus, daf}
die dufleren Krifte gleich Null sind, und wendet man den Div-Operator
auf (4.3.35) noch einmal an, mufl man die Identitét

Div] =0 (4.3.53)

erhalten. Wir priifen (4.3.53) direkt in Komponenten. Zuerst schreiben
wir (4.3.52) als Ausdruck von P und P4 um

(Da = EFg {Wé5 — gu(P)*(F)js

~(PHGAF) s — (F)hcl} . (43.54)

Wendet man den Div-Operator auf (4.3.54) an, erhilt man
(34 = (B2, {Weh - guPYA(F) — (PYGAIE?)E, 5 — (B )

+ (F*7)Z {W,5 — 9as(P24 (F)5 — 9a(P)** (F)} 4

— (PHGALE)E 5 — (F) 0] —~(PYGAE")E 4 — (F)cal} . (4.3.55)
Mit Hilfe der Identitsit FP~1FP = 1 kann man die folgende Formel priifen
(B )on = ~(E (G (4:3.56)
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Durch Einsetzen von (4.3.56) in (4.3.55) und unter Beriicksichtigung von
(4.3.34) und (4.3.35) kann man festellen, daf die rechte Seite von (4.3.55)
verschwindet. Es ist bemerkenswert, dafl, wenn die duflere Makrokraft
nicht gleich null ist, die duflere Mikrokraft auch nicht identisch null an-
genommen werden darf, sonst wird die Theorie inkonsistent. Wir be-
schrianken uns im weiteren einfachheitshalber auf den Fall der verschwin-
denden dufleren Krifte.

4.3.3 Invarianzeigenschaften und Bilanzgleichungen

Im Abschnitt 4.3.1 haben wir angenommen, dafl die Energiedichte eines
elastoplastischen Kérpers mit Versetzungen bezugsindifferent beziiglich
der Gruppe aller Verschiebungen und Rotationen des euklidischen Raumes
€ ist. Dies bedeutet, dafl das Energiefunktional (4.3.28) unter beliebiger
iiberlagerten Starrkérperbewegungen

"=z+c (4.3.57)
und .
" =2+ Qu (4.3.58)

unverdndert bleibt. Folglich muf die Variation des Energiefunktionales
01 fiir die folgende Familien infinitesimaler virtueller Verschiebungen und
plastischer Deformationen

bx=d, 6F° =0, (4.3.59)

0x =wx, O6FP =0, - (4.3.60)

verschwinden. Hierbei entspricht d € V einem beliebigen konstanten Vek-
tor, w einem beliebigen konstanten Tensor, der der Identitit (gw)? =
—gw geniigt ( die sogenannten infinitesimalen Erzeugenden der Transfor-
mationen). Durch Einsetzen von (4.3.59) und (4.3.60) in die Gleichung
(4.3.30), und mit Hilfe der Identitdt 6] = 0 erhalten wir die folgenden
Bilanzgleichungen fiir die stationdren Funktionen

o Prda=0, (4.3.61)

/Wo x x P, da = 0. (4.3.62)
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Die Gleichungen (4.3.61) und (4.3.62) entsprechen der Bilanz des Makro-
impulses bzw. des Makrodrehimpulses in der Integralform.

Wir leiten nun andere Bilanzgleichungen her, die mit der Invarian-
zeigenschaft der Energiedichte fo (oder W, genau bis zum Faktor J?)
beziiglich der Gruppe der Anfangsdeformationen (4.3.23) assoziiert sind.
Wir werden jetzt explizit in Komponenten arbeiten. Wir betrachten die
folgende Einparameterfamilie der homogenen Anfangsdeformationen

X*4 = (Fo)4XB, Fy=konst. (4.3.63) .

Die homogenen Deformationen Fy(c) hingen von dem Parameter o so
ab, dafl Fy(0) = 1. Deswegen ist (4.3.63) eine Untergruppe der Gruppe
(4.3.23) und es gelten die Transformationsregeln (4.3.26) und (4.3.27). Da
die freie Energiedichte fo anfangsbezugsindifferent ist, gilt die Identitét

W (F*, F”*, (DF?)*) = det F** tv(F, F?, DF?) (4.3.64)

mit F* F?* und (DF?)* aus (4.3.26) bzw. (4.3.27). Wir leiten (4.3.64) nach
« ab, setzen dann a = 0 ein, und benutzen die Kettenregel und folgende
Formeln

d *\a- — a B
EE(F )4 o (F)5(Go)a,
d L 3
T FE = @)3(Go)d, (4.3.65)
a=0 )
d X «
E(FP)B,C = (FP)D,C(GO)IB?"{- (Fp)aB,D(GO)g,
wobei
Go= ~Fy' (4.3.66)
da” ® |a=0 3.

Unter Beriicksichtigung von (4.3.34), (4.3.35), (4.3.36) und (4.3.45) erhal-
ten wir

9a(PYH(F)5(Go)4 + (34 (F")3(Go)]
+ (P)a’ [(F7)30(Go)B + (F")3,p(Go)8] = Wo5(Go)]. (4.3.67)

Weil Gy beliebig ist, folgt aus (4.3.67), daf
9a(P)4(F) + () (F")3
+PHA[(F)p,5 — (F))3,0]) = W5, (4.3.68)
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Es ist leicht zu sehen, dafl Glg. (4.3.68) gleichwertig mit Glg. (4.3.52) ist.
Die Invarianzeigenschaft von tv beziiglich (4.3.23) fiihrt also zu der Bilanz

des Mikroimpulses (4.3.35), die sich in Integralform wie folgt schreiben
128t

— d g _
/uo Jdv + /wo P da = 0. (4.3.69)

Wir wahlen nun eine Familie von inhomogenen Anfangsdeformationen,
so daf

(Fo')5 = (A0)5oXC + (Bo)g, A, By = konst, (4.3.70)
(Ao)éc = (AO)é‘B'
Durch nochmalige Ableitung von (4.3.64) nach « bei o = 0, unter Beriick-

sichtigung der Regel (4.3.27) und der Bilanz des Mikroimpulses (4.3.68),
erhalten wir

(PY)aC(F")3(Ho)pe = O, (4.3.71)
wobei
Ho=-2Ag . (4.3.72)
da  la=0
Da F? und Hj beliebig sind folgt aus (4.3.72) und (4.3.70)3, daf
(P)EC = — (P42, (4.3.73)

Die Gleichung (4.3.73) nennen wir Bilanz des Mikrodrehimpulses. In In-
tegralform lautet sie

S JPHEC + (PHP dv = 0. (4.3.74)

Die Bilanzgleichungen (4.3.69) und (4.3.74) konnen auch direkt aus dem
Prinzip der virtuellen Arbeit (4.3.30) hergeleitet werden.

4.3.4 Gleichgewichtsbedingungen beziiglich der
Momentan~- und Kristallreferenzen

Durch Umformung von (4.3.61) und (4.3.62) mit Hilfe der bekannten
Euler- und Piola-Identitidten kénnen wir die Bilanzgleichungen beziiglich
der Momentanbeschreibung

/o¢ 0 vda=0, (4.3.75)
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/; s X X Ovda=0, (4.3.76)

aufstellen, mit &, = on, & dem Cauchyschen Spannungstensor, der mit
P durch

o= J 'PFT, (4.3.77)
verbunden ist. Gln. (4.3.75) und (4.3.76) lauten in lokaler Form
dive =0, (4.3.78)

ol =o. (4.3.79)

Wir analysieren nun die iibrigen Bilanzgleichungen des Mikroimpul-
ses und des Mikrodrehimpulses beziiglich der Momentanbeschreibung. Zu
diesem Zweck fithren wir die Tensoren p? und j ein, die sich durch P4 und
J wie folgt ausdriicken lassen

(p9)a = I (PO (F) (), (4.3.80)

j=JIFT, (4.3.81)

Driickt man P? durch p? aus, setzt man es dann in (4.3.35) und macht
man von der Piola-Identitdt Gebrauch, erhilt man die Gleichung

divp? - j = 0. (4.3.82)
Analog dazu ergibt sich aus (4.3.80) und (4.3.73)
(r9)a = -(P9)%- (4.3.83)

Es folgt aus den Definitionen (4.3.17), (4.3.77) und (4.3.80) der Ausdruck
fiir die Mikrokraft j

(3)2 = (F)E [~ (8)ca(o)® + 0] + (t)% (03], (4.3.84)
wobei o4 der Momentenspannungstensor ist, der mit p¢ durch
o = -FTpi o= 2%::”—. (4.3.85)

verbunden ist.
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Es ist auch moglich, die Bilanzgleichungen beziiglich der Kristallrefe-
renz aufzustellen. Mit diesem Ziel priifen wir zuerst die folgende Identitét

div(Je 'R = Je iz, (4.3.86)
wobei der Vektor 7 sich wie folgt ausdriicken 148t

(7)s = (V) = (F)2I(F )50 — (F)assl- (4.3.87)

Die Formel (4.3.86) stellt eine Verallgemeinerung der bekannten Piola-
Identitdt dar (denn wenn F°¢ kompatibel wire, wiirde die rechte Seite
von Glg. (4.3.86) verschwinden, so daf§ wir die Piola-Identitéit erhalten
wiirden). Wir beweisen (4.3.86) direkt in Komponenten mit Hilfe der De-
finitionen der Determinante und der relativen Ableitung

(J Fp) s = T (F)GFTNT(F) + T (F)py
= 7 [(F)LF )2+ (F)5 o (P )]
= JH [~ (e (Fe)e s + (FD2(F)g0] = J7H(F)s.
Wir definieren den Spannungstensor p wie folgt

p=JoFT, (4.3.89)

(p)aa — Je(a)ab(Fe_l)f.

Dieser Tensor spielt die gleiche Rolle in Bezug auf die Kristallreferenz wie
der erste Piola-Kirchhoffsche Spannungstensor beziiglich der Anfangskon-
figuration. Driickt man mit Hilfe von (4.3.89) & durch p aus und setzt
man das Ergebnis in die Bilanz des Makroimpulses (4.3.78), erhilt man

B + @) ()5 =0, (4.3.90)
oder in absoluter Notation
divg p + pF = 0. (4.3.91)

Bei der Herleitung von (4.3.90) haben wir nur von der Identitét (4.3.86)
Gebrauch gemacht. Die Gleichung (4.3.90) ist zuerst von Noll [124] und
Wang [125] hergeleitet worden. Die Bilanz des Drehimpulses veridndert
sich zu

sT =5 s§5=F"1p. (4.3.92)
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Wir fithren den folgenden Momentenspannungstensor beziiglich der Kri-
stallreferenz ein

(5487 = —Je(pYE(F=1)f (B2, (4:3.98)

Durch Einsetzen von p? als Funktion von 5¢ in die Bilanzgleichung (4.3.82)
und unter Beriicksichtigung der Identitit (4.3.86) kann man priifen, daf

)
(phe, — (3)5 = =T [(8E7 (F)5 + (5457 (F9)},
+EHE (F)5(7)y] — ()5 =0. (4.3.94)

Multipliziert man diese Gleichung mit Jé(F° 1) und benutzt man die
Definition des Torsionstensors (4.1.28), erhilt man

(8%t + (59" Oy + 6V (F)y — (e = 0, (43.95)
wobei
(= J*@alF*Hj- (4.3.96)
Aus (4.3.17), (4.3.89), (4.3.92) und (4.3.93) folgt
(1o = —(€)ap(B)* + 08 + (£)35()7- (4.3.97)
Die Bilanz des Mikrodrehimpulses folgt nun aus (4.3.83) und (4.3.93)
) = -7, (43.98)

4.4 Dynamik

4.4.1 Prinzip der stationiren Wirkung

Durch Einfithrung der kinetischen Energie kann man die im Abschnitt 4.3
hergeleiteten Ergebnisse mit Hilfe des Variationsprinzips der stationiren
Wirkung auf die Dynamik verallgemeinern. Wir nehmen das Wirkungs-
funktional eines elastoplastischen Korpers mit Mikrostruktur in der Form

T .
I, ¥ = [* [ L(kF*F,F?, DF?)dvdt (4.4.1)
0 .
an, wobei

L(%, FP; ¥, F?, DFP) = pg|K (kx, FP) — E(F, F?, DFP)]. (4.4.2)
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Die Funktion £, Lagrangian genannt, ist die Differenz der kinetischen
Energie pgK und der inneren Energie po E(F, F?, DF?) pro Volumeneinheit
der Anfangskonfiguration, wobei po(X) = to(X) die Massendichte ist. Die
kinetische Energie pro Masseneinheit 148t sich durch

Caon Lol _ape
K (%, %) = gad e’ + £ 9ap247 (F7) 5 (F7)5 (4.4.3)

ausdriicken, wobei Z4P ein konstanter symmetrischer Tensor 2-ter Stufe

ist. Der erste Term von (4.4.3) entspricht der kinetischen Energie der Ma-
krobewegung, wahrend der zweite Term die kinetische Energie der Ver-
setzungsbewegung bezeichnet. Wie auch bei der freien Energie pro Vo-
lumeneinheit der Anfangskonfiguration nehmen wir an, da8 die innere
Energiedichte von F?, C und T wie folgt

poE = pyE(F?, C, T) = JP¢(c°(F?, C), t(F?, T)) (4.4.4)

abhingt, mit é(c¢,t) der inneren Energie pro Kristallvolumeneinheit, die
eine Funktion nur von € und t ist (Vgl. die Formel (4.3.20) fiir die freie
Energiedichte). Letzteres bedeutet, dal die innere Energiedichte invariant
beziiglich der Gruppe aller Starrkérperbewegungen sowie der Gruppe aller
Anfangsdeformationen (4.3.23) (genau bis auf den Faktor JP) ist.

Nimmt man an, daf§ die dufleren Krifte und Lasten gleich Null sind,
formuliert man das Prinzip der stationdren Wirkung wie folgt

5I1x, F?] = 0. (4.4.5)

Hier ist die Variation des Funktionales I analog zu (4.3.76) definiert. Wir
berechnen nun die Variation des Wirkungsfunktionales (4.4.1)

T . .
5 = /0 /B [06M - 6% + pp < M%, §F? > — < gP,6Dx >
— < J,6F? > — < P4 §DF? >] dvdt. (4.4.6)
In (4.4.6) sind die folgenden Felder eingefiihrt

0K
= —1— = X . .
M=g g = (4.4.7)
oK :
d_ M4 = g ,=4B(Fr)8 4.4.8
oFP *) ( )a 9ap ( )B’ ( )
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OE
P=pyg == , : 4.4.9
08 B g pr (4.4.9)
OF
J=pp— 4.
P OF?|p ppv’ (4.4.10)
OF
P? = . 44.
P S DF (g g (44.11)

Wir nennen M Impuls der Makrobewegung (Makroimpuls), M? Impuls
der Versetzungsbewegung (kurz Mikroimpuls), P Makrospannungstensor,
J inneren Konfigurationspannungstensor, und P4 Mikrospannungstensor.

Integriert man (4.4.6) partiell und setzt man die Variationen am Rand
OUy und zu t = 0, T gleich Null, erhilt man

T .
6l = /0 /B _[(—poM + DivP) - dx
+ < (—poM? + DivP? — J), 6F? >] dvdt = 0. (4.4.12)

Da dx und SF? beliebig sind, erhilt man aus (4.4.12) die folgenden Glei-
chungen der Bewegung

poM = DivP  (Makrobewegung), (4.4.13)

poM? = DivP? —J  (Versetzungsbewegung). (4.4.14)

Aus (4.4.4) und den Definitionen (4.4.9)-(4.4.11) kénnen die folgenden
Konstitutivgleichungen hergeleitet werden

P=FS, S= 2,;0% — Jopr-1gpeT, (4.4.15)
_ ae
S= 2%, (4416)
Ak
p? — _pr-Tgd d _ 4
FP~'S8% S 2p0_8T’ (4.4 17)

S4W) = JPFP 14 (w)FPT, (4.4.18)
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51 =2— (4.4.19)

(@) = @S |-(O)on(S)™* + poEét
+ (T)én(8H)3%] - (4.4.20)

Gln. (4.4.13)-(4.4.19) stellen ein korrektes Gleichungsystem fiir die unbe-
kannten Funktionen x und F? dar. Um es 16sbar zu machen braucht man
noch zusédtzliche Rand- und Anfangsbedingungen analog zu der Elasti-
zitatstheorie.

Wie die innere Energiedichte ist das Wirkungsfunktional (4.4.1) auch
invariant beziiglich der Gruppe aller Starrkdrperverschiebungen und Starr-
korperrotationen des euklidischen Raumes £. Deswegen kann man mit
Hilfe des Noetherschen Theorems (siche z.B. [184]) wieder (4.4.13) und
auch die folgende Gleichung herleiten

PFT = FPT, (4.4.21)

die die Bilanz des Makrodrehimpulses fiir stationire Funktionen darstellt.
Aufierdem ist die innere Energiedichte #(c?,t) invariant beziiglich der
Gruppe aller Anfangsdeformationen (4.3.23). Wiederholt man die glei-
che Prozedur wie im Abschnitt 4.3.3, kann man die Gleichungen (4.3.68)
und (4.3.73) erhalten. Die Gleichung (4.3.68) kann entweder als die Bi-
lanz des Mikroimpulses, oder als die Definition der Konfigurationsspan-
nung betrachtet werden. Die Gleichung (4.3.73) entspricht der Bilanz des
Mikrodrehimpulses.

Alle diese Bilanzgleichungen lassen sich in Integralform wie folgt for-
mulieren

Bilanz des Makroimpulses

d
% L oM dv = A . Pvda, (4.4.22)

Bilanz des Makrodrehimpulses
% / _pox x Mdv = A .o X X Py da, (4.4.23)

Bilanz des Mikroimpulses

d
=, poMidv=—[ Jdv+ [ Pida, (4.4.24)




146 KAPITEL 4. VERSETZUNGSTHEORIE

Bilanz des Mikrodrehimpulses
L [(PH2 + PSP dv =0, (4.4.25)

fiir beliebige Teilkérper U, mit der Konfigurationsspannung J von (4.4.20).
Mit Hilfe der Gleichungen der Bewegung (4.4.13) und (4.4.14) kann man
letztendlich die Bilanz der Energie herleiten

jt / po(K + E) dv = / [P, - %+ < P, F? >] da. (4.4.26)

Die rechte Seite von (4.4.26) entspricht der Leistung aller 4ufieren Krifte.
Man kann sehen, dafl die innere Konfigurationsspannung keinen Beitrag
zu dieser Leistung liefert. Um (4.4.26) zu priifen entwickelt man die rechte
Seite zu

d

= I, — J po(E +E)dv= [ (oM %+ < poM*, F? >) do

-{-fu (< gP,F >+ < J,F? > + < P4 DF? >)dv, (4.4.27)
0

dann macht man von den Gleichungen der Bewegung (4.4.13) und (4.4.14)
Gebrauch, um das erste Integral in (4.4.27) durch

d . a . .
= ., K dv = L (DivP -+ < —J + DivP%, F? >) dv (4.4.28)

zu ersetzen. Setzt man nun (4.4.28) in (4.4.27) ein, kiirzt man dann die
gleichen Terme und integriert zuletzt partiell, kann man die rechte Seite
von (4.4.26) erhalten.

4.4.2 Bilanzgleichungen in der Anfangsbeschreibung

Im voherigen Abschnitt blieben thermodynamische Einfliisse unberiick-
sichtigt. Im allgemeinen Fall ist aber die plastische Deformation oft von
Wirmeflul und Temperaturdnderung begleitet. In diesem Fall ist das
Prinzip der stationdren Wirkung, das wir oben formuliert haben, nicht
mehr geeignet. Wir werden nun die Bilanzgleichungen formulieren, so daf
sie den WarmefluB und die Clausius-Duhemsche Ungleichung auf eine
natiirliche Weise beriicksichtigen kénnen.

Es seien nun po(X) = t(X, 0) die Massendichte, X(X, ¢) die Geschwin-
digkeit, M (X, t) der Makroimpuls, M¢(X,t) der Mikroimpuls, P(X,t) der
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erste Piola-Kirchhoffsche Spannungstensor, J(X,t) der innere Konfigura-.
tionsspannungstensor, P4(X,¢) der Mikrospannungstensor, K (X,t) die
kinetische Energiedichte und E(X,t) die innere Energiedichte, beide pro
Masseneinheit, Q(X,t) der Wirmefluvektor, ©(X,t) die Temperatur,
und N(X,t) die Entropie pro Volumeneinheit der Anfangskonfiguration.
Nun postulieren wir die folgenden Bilanzgleichungen

Erhaltung der Masse

d
- L pJdv =0, (4.4.29)

Bilanz des Makroimpulses

d
= L _poMdv = i . Pvda, (4.4.30)

Bilanz des Makrodrehimpulses

d
Et-/uo pox X Mdv = /’;uox x P, da, (4.4.31)
Bilanz des Mikroimpulses
d
= = f poMido =~ [ Jdv+ / P? da, (4.4.32)
Bilanz des Mikrodrehimpulses

S [PHEC +PHP v =0, (4.4.33)

Bilanz der Energie

d
dt/ po(K + E) dv-/ [P, - x
+ < P4 FP > —Q,]da, (4.4.34)

Entropieerzeugungsungleichung

/ poN dv > — /6 el (4.4.35)

fiir beliebige Tei]kérper U. Im Vergleich mit (4.4.26) ist die Bilanz der
Energie (4.4.34) allgemeiner; sie kann damit den Warmeflu$§ beriicksichti-
gen. Die Ungleichung (4.4.35) ist neu zu den bisher bekannten Gleichun-
gen und entspricht die Entropieerzeugungsungleichung in der Integral-
form. Mit Hilfe iiblicher Prozeduren erhilt man die Bilanzgleichungen in
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der lokalisierten Form. Die lokalisierten Gleichungen von (4.4.29)-(4.4.33)
ergeben sich wie folgt
Erhaltung der Masse

pJ = po, (4.4.36)
Bilanz des Makroimpulses
poM = DivP, (4.4.37)
Bilanz des Makrodrehimpulses
S=S87, P=FS, (4.4.38)
Bilanz des Mikroimpulses
poM? = DivP? — J, (4.4.39)
Bilanz des Mikrodrehimpulses
(PHZC = —(PHP. (4.4.40)

Wir zeigen nun, wie man die Bilanz der Energie und die Entropieunglei-
chung in der lokalisierten Form herleiten kann. Durch partielle Integration
von (4.4.34) erhilt man

d . . :
_AOPO(K+E) dv = /uo[DlvP~x+<gP,F >

dt
+ < DivP%, ¥? > + < P DF? > —DivQ|da. (4.4.41)
Subtrahiert man mit Hilfe von (4.4.28) die Rate der kinetischen Energie
von (4.4.41), erhélt man
d : .
ad = P
dtfuopoEdfu fuo[< gP,F>+<JF?> |
+ < P4, DF? > -DivQ|da. (4.4.42)

Da (4.4.42) fiir beliebige Teilkorper Uy gelten muB, folgt die Bilanz der
Energie

poE + DivQ =< gP,F>+ < J,F* > + < PY, DF? >
(4.4.43)
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In (4.4.43) betrachten wir die innere Energie pro Masseneinheit als Funk-
tion von F,FP, DF? und von der Entropie N. Man kann diese Bilanzglei-
chung in einer anderen Form présentieren. Dafiir benutzt man, dafl

D= %c = %(FTgF + Figk), (4.4.44)
1. 1 :
Z(Wl, W2) = ET(WI’ Wz) = —EFP—IFP[T(Wl, W2)]

+ P H((DEPY W)W, — (DE?)W)Wal. (4.4.45)

Man ersetzt nun P und P? in der rechten Seite von (4.4.43) durch S und
S¢ gemas (4.4.15); und (4.4.17);. Mit Hilfe von (4.4.44) und (4.4.45) formt
man die Bilanz der Energie um

poE+ DivQ =<S, D>+ < J FP >+ <S4 Z >, (4.4.46)

wobei .
J=J+ §FP~T(sd: T),

=@+ 5ENEHEP (AL (4447

Die Interpretation von J im Zusammenhang mit der Energiebilanzglei-
chung (4.4.46) kann gefunden werden, wenn die innere Energie pro Mas-
seneinheit als Funktion von F?, C, T und N betrachtet wird

E = E(F?,C, T, N) = JP¢(c*(F?, C), t(F?, T), 7). (4.4.48)
Wir werden im nichsten Abschnitt zeigen, dafl
. )]
J= PO .
OFP|cp N

Axuf shnliche Weise ergibt sich aus (4.4.35) die lokalisierte Entropieun-
gleichung

DivQ  Grad®
5 < 52 , Q> . (4.4.49)

Wir fithren die freie Energie pro Masseneinheit wie folgt ein

¥ =E - Ne. (4.4.50)

poN > —
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Sie wird als Funktion von F, F?, DF? und von der Temperatur © betrach-
tet. Die Zeitableitung von (4.4.50) liefert

¥ =FE-N6—Ng,
oder
ON=E—-NO -V, (4.4.51)

Kombiniert man (4.4.51) mit (4.4.49) und beriicksichtigt man, da8 © po-

sitiv ist, erhélt man

Grad®
S

Einsetzen von E aus (4.4.43) in (4.4.52) liefert

po(E = N© — &) > —DivQ+ < Q> (4.4.52)

po(N@ +¥)— < gP,F > — < J,FP >

<Pl DE? > + < Grad®

,Q><0. (4.4.53)

Man betrachtet (4.4.53) als die lokalisierte Form der Entropieerzeugungs-
ungleichung, durch die die mégliche Funktionalform der Konstitutivglei-
chungen eingeschréinkt werden kann und soll. Mit Hilfe von (4.4.46) 148t
sich Glg. (4.4.53) in eine andere Form umschreiben

po(NO +¥)— <S8, D> - < J,FP>

N R C.i s

,Q><0, (4.4.54)

mit J aus Glg. (4.4.47). Hierbei wird die freie Energie pro Masseneinheit
als Funktion von F?, C, T und © betrachtet

¥ = ¥(F?,C, T, ) = JPh(c(F”, C), t(F?, T),H).
(4.4.55)

4.4.3 Bilanzgleichungen in der
Momentanbeschreibung

Fiir die numerische Berechnungen ist die Formulierung der Bilanzgleichun-
gen und der Entropieerzeugungsungleichung beziiglich der Momentanbe-
schreibung von vorrangiger Bedeutung. Es seien dafiir p(x,t) = v(X,t)
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die Massendichte, v(x, t) das riumliche Geschwindigkeitsfeld und o (x, t)
das Cauchysche Spannungsfeld beziiglich der Momentanbeschreibung. Die
iblichen Prozeduren mit Hilfe der Euler- und Piola-Identitéten ermdogli-
chen es, die Gleichungen (4.4.36)-(4.4.38) zu folgenden Bilanzgleichungen
zu transformieren

Erhaltung der Masse

Dyp + p divy =0, (4.4.56)
Bilanz des Makroimpulses
pDiv = pb + dive, (4.4.57)
Bilanz des Makrodrehimpulses
ol =o, (4.4.58)

mit D; der materiellen Zeitableitung in der Momentanbeschreibung. Der
Cauchysche Spannungstensor ist mit dem ersten Piola-Kichhoffschen Span-
nungstensor durch (4.3.77) verbunden.

Wir betrachten nun die Bilanz des Mikroimpulses und des Mikrodre-
himpulses. Fiihrt man den Mikrospannungstensor p? und den Konfigura-
tionsspannungstensor j durch (4.3.80) und (4.3.81) ein, reduziert man mit
Hilfe der Piola-Identitét (4.4.39) zu

poM? = J(divp)FT - JjFT (4.4.59)

Multiplikation von (4.4.59) mit J~IFT liefert
Bilanz des Mikroimpulses

pp = divp? — j, (4.4.60)
wobei
pu=MFT, (4.4.61)

Es ist leicht die
Bilanz des Mikrodrehimpulses

(P = (%)% (4.4.62)

zu erhalten.
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Wir leiten nun die Bilanz der Energie her. Dafiir bezeichnen wir durch
e die innere Energie pro Masseneiheit, die als Funktion von F¢~! g, ¢t und
von der Entropie 1 betrachtet wird

e =é(F g t,1). (4.4.63)

Da e eine skalare Funktion ist, mufl sie unter einer Referenzinderung
unverandert bleiben. Deswegen mufl die materielle Zeitableitung von e
gleich E sein

Die = E. (4.4.64)

Aufler o, 0%, j und q aus Gln. (4.3.77), (4.3.85) fithren wir noch folgende
Tensoren ein

()8 = ()5 + ()l R, (4.465)

q= J_IFQ. (4.4.66)

Durch Multiplikation der Bilanz der Energie (4.4.46) mit J~! und unter
Beriicksichtigung von (4.4.64)-(4.4.66) transformieren wir (4.4.46) zu der
Bilanz der Energie

pDie + divq =< o, d >+ <j,PF 1> 4 <ol z>, (4.4.67)

mit d der Gesamtdehnungsrate und z der Versetzungsinderungsrate.
Wir fiihren die freie Energie pro Masseneinheit wie folgt ein

1) =e —nb, (4.4.68)

mit § dem Temperaturfeld. Dann 148t sich die Entropieerzeugungsunglei-
chung (4.4.54) in folgender Form schreiben

p(nDif + Dpp)— < o,d > — < j, PR >
gradé
0

Im néchsten Abschnitt werden wir die Konstitutivgleichungen konsistent
mit (4.4.69) herleiten. '

—-<otz>+< ,q><0. (4.4.69)
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4.5 Konstitutivgleichungen: Allgemeine
Theorie und Spezialmodelle

4.5.1 Thermodynamische Betrachtung

In diesem Abschnitt ziehen wir die Konsequenzen der Entropieerzeugungs-
ungleichung, die sich beziiglich der Anfangsbeschreibung gemis8 (4.3.52)
wie folgt ausdriicken 148t

po(NO+0)— < gP,F > — < J FP >

— <P DF?P> + < Grad®

©

,Q><0, (45.1)

wobei P, P4, und J der erste Piola-Kirchhoffsche Spannungstensor, der
Mikrospannungstensor bzw. der Konfigurationskrafttensor sind. Wir neh-
men an, daf die Entropieerzeugungsungleichung (4.5.1) fiir beliebige re-
guldre Bewegungen des Korpers mit Versetzungen gilt. Ferner fordern wir,
daf die freie Energiedichte pro Masseneinheit ¥ gemis$ (4.4.4) und (4.4.50)
die folgende Funktionalform annimmt

¥ = U(F, F?, DF?, ©). (4.5.2)

Wir berechnen nun die Rate der freien Energiedichte

. ov ov
— FP
U= aFF>+<ﬁwF>
ov oV .
p -
6DFP’DF > +ae® (4.5.3)

wobei ¥ /OF die partielle Ableitung von ¥ nach F bezeichnet. Einsetzen
der Formel (4.5.3) in die Entropieerzeugungsungleichung (4.5.1) liefert

+ <

< (p gi gP)F>+<(p0£\¥——J) FP >
ov d » ov Grad®
- <0
+<(p0c’)DFP P?), DF >+po(6e+N)@ 5 ,Q><0

(4.5.4)

Zuerst nehmen wir an, die Grofien P,P¢ J und N seien unabhingig
von den Raten F, F?, DF? und ©. Dann kann man mit Hilfe der bekannten




154 KAPITEL 4. VERSETZUNGSTHEORIE

Vorgehensweisen von Coleman und Noll [194] die folgenden Konstitutiv-
gleichungen herleiten

P= g oy - (4.5.5)
J= po% b pEro’ (4.5.6)
Pt = p ;;‘i’,p erno’ (4.5.7)
N=- % N (4.5.8)

Wie wir oben angenommen haben, gilt Glg. (4.5.1) fiir beliebige Prozesse
(¢¢, F?, DF?, ©). Zum Beweis von (4.5.5)-(4.5.8) wahlen wir zuerst ¢; und
F? unabhingig von der Zeit; dann muf} gelten

oV : Grad®
po(-ag + N)o+ < )

Nimmt man an, da8 (8% /960 + N)© fiir bestimmte ¢, F? und alle ©(X, t)
nicht verschwinden wiirde. Dann kann man © zu einem ©’ #ndern, so
daBl ©(X,ty) = ©'(X,tp) und G(X,to) = a@’(X,to), wobei « eine be-
liebige vorgegebene Konstante ist. Man kann dann diese Konstante « so
wihlen, dafl die Entropieungleichung verletzt wiirde. Folglich erhdlt man
den Zusammenhang (4.5.8). Hilt man nun F? und © fest und 148t ¢; va-
riieren, kann man Glg. (4.5.5) herleiten. Nun hélt man © fest und wéhlt
F? homogen (unabhingig von X) und beliebig, so da DF? = 0, erhilt
man (4.5.6). Die Gleichung (4.5.7) kann hergeleitet werden, wenn man ©
festhilt und FP beliebig variieren 148t.

In der finiten Elastoplastizitit mit Mikrostruktur nimmt aber die freie
Energiedichte eine spezifische Form an

¥ = pylJP0(8°(FP, C),1(FP, T),8) = ¥(F?,C, T, ©), (4.5.10)

,Q ><0. (4.5.9)

mit to(&% t) der freien Energie pro Kristallvolumeneinheit, die den Prinzi-
pien der Bezugsindifferenz und der Anfangsbezugsindifferenz geniigt. Wie-
derholt man die Berechnungen analog zu denen im Abschnitt 4.3.2, kann
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man zeigen, dafl (4.5.5)-(4.5.7) folgenden Gleichungen dquivalent sind

0¥
S = 200 , (4.5.11)
oC Fr,T,0
@) = @S [-(C)en(8)P* + pol 64
+(T)ép(S%)3"], (4.5.12)
0¥
S? = 2p9— : (4.5.13)
oT Fr.C,0

Man kann auch zeigen, dafl der Tensor J von (4.4.47) sich wie folgt be-
rechnen 14}t
3 ov

C,T,0

Wir beweisen (4.5.14) direkt in Komponenten. Wendet man die Ketten-
regel der Ableitung auf die verkettete Funktion ¥ von (4.5.10) an, erhilt
man

(J)A =p 6_\1! =p _6_\?_
° T a(Fr)g F,DF?,0 " 8(FP)g C,T,0
oy (T)ép
+p —_— AT G . (4.5.15
0 6(T)163'D Fr,C,0 6(FP)A DF? ( )
Mit Hilfe der Formeln (4.1.21) und (4.3.47) ist es leicht zu priifen, da8

O(T)Ep —1\B A
——== = —(F? T)ep- : 4.5.16
B(Fp)ﬁ DE? ( )a( )CD ( )

Einsetzen von (4.5.16) in (4.5.15) unter Beriicksichtigung von (4.4.47) und
(4.5.13) liefert (4.5.14).

Mit Hilfe der Push-forward-Operation durch F koénnen die folgenden
Konstitutivgleichungen beziiglich der Momentanbeschreibung hergeleitet
werden

¥ =P(F,g,t,6)
= py Je (et (Fe L, g), t(Fe 1, t),0), (4.5.17)
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34
o = 2p—¢ , (4.5.18)
08 |pe-1,4.6
()2 = (F), [—(g)cd(a)d” + 88+ (£)(a )], (4.5.19)
ot = 220 , (4.5.20)
ot Fe~lg0
il
n=-=77 - (4.5.21)
00 Fe-lgt
Der Tensor j aus (4.3.66) 1aBt sich wie folgt ausdriicken
;09
1= pam (4.5.22)
OFe-1 g0

Die Konstitutivgleichungen (4.5.18)-(4.5.22) konnen auch direkt aus der
Energiebilanz (4.3.68) und der Entropieerzeugungsungleichung (4.3.70)
beziiglich der Momentanbeschreibung hergeleitet werden.

Wir betrachten nun den Fall, daBl die Makro- und Mikrospannungen
auch von den Raten F, F?, DF? und © abhingig sind. In diesem Fall gibt
es kein allgemeines “Rezept”, wie man die Konstitutivgleichungen aus der
Entropieerzeugungsungleichung herleiten kann. Wir kénnen aber anneh-
men, da der Makrospannungstensor P, der Mikrospannungstensor P¢
und der Konfigurationspannungstensor J sich in zwei Anteile aufspalten
lassén

P=P;+P,, (4.5.23)
P?¢ = P{ 4 P, (4.5.24)
J=J1+Jy (4.5.25)

wobei die GroBe mit dem Index 1 sowie die Entropie N durch Gln. (4.5.5)-
(4.5.8) gegeben sind, d.h. sie sind rate-unabhingig. Damit sind nur noch
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die Groflen mit dem Index 2 von den Raten der gesamten und plasti-
schen Deformationen sowie von der Versetzungsinderungsrate geméaf Glg.
(4.4.45) abhingig. Die geleistete Arbeit durch die Spannungen mit dem
Index 1 wird als wiedergewinnbar betrachtet. Hingegen wird die geleistete
Arbeit durch die Spannungen mit dem Index 2 zu einem méglichen Entro-
piezuwachs fiihren und wird deswegen dissipativ genannt. Einsetzen von
(4.5.23)-(4.5.25) in die Entropieerzeugungsungleichung (4.5.1) liefert

0 =<gPy,F>+<Jy,F?> + < P% DF? >

< _Grad@
C)

Wir nennen ¢ Dissipationsfunktion, die sich noch weiter umformen 148t

,Q>>0. | (4.5.26)

0 =<89,D >+ < B, L? >

G
+<84Z>+< - rgde,Q>20, (4.5.27)
wobei
S, =F 1P,
S¢ = —F*Tpg, (4.5.28)

" 1
B, = J,F? + 5(33: T).

Der Tensor Sy (S9) entspricht einem Anteil des zweiten Piola-Kirchhoff-
schen Spannungstensors S (bzw. S%), welcher rate-unabhingig ist. Der
Tensor B, ist auch rate-unabhingig und leistungskonjungiert zu L? =
FP~'F?, Die Ungleichung (4.5.27) kann daher als Dissipationsungleichung
beziiglich der Anfangsbeschreibung betrachtet werden. Unter Beriicksich-
tigung von (4.5.27) reduziert sich die Energiebilanzgleichung (4.4.43) zu
poN + Div (8—) = %. (4.5.29)
Letztere kann als die Entropiebilanzgleichung angesehen werden, mit Q/©
dem Entropieflul und /0 der Entropieerzeugung [195].
Es gibt unterschiedliche Méglichkeiten, die Konstitutivgleichungen kon-
sistent mit der Ungleichung (4.5.26) herzuleiten. Zum Beispiel kann man
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annehmen, dafl die Dissipationsfunktion o positiv definit ist und von so-
genannten “thermodynamischen Fliissen” D, LP, Z und Grad® homogen
abhingt

o = 6(F,F?, DF?,©;D,1” Z,Grad®). (4.5.30)

Dann lassen sich die “thermodynamischen Krifte” Sy, B, S¢ und -Q/©
wie folgt ausdriicken

oo
Sy = /\16—D, (4.5.31)
~ 0o
By = \— 5.
2 Azc’)LP’ (4.5.32)
0o
4 _ )
52 -—_— )\38Z, (4.5.33)

1 lilo)

~82 = M5Grade’
wobei die A-Faktoren aus dem Homogenitatsgrad der Dissipationsfunkti-
on & beziiglich der entsprechenden “Fliisse” bestimmt werden sollen. Glg.
(4.5.31) beschreibt die Viskositit infolge der Makrobewegung (wie im Fall
der Navier-Stokesschen Fliissigkeiten oder nichtlinearer viskoser Fliissig-
keiten). Glg. (4.5.32) kann fiir die plastische FlieBbedingung benutzt wer-
den, wenn der Homogenitatsgrad der Dissipationsfunktion & beziiglich
L? gleich 1 ist. Glg. (4.5.33) beschreibt die Viskositit infolge der Verset-
zungsbewegung, und letztendlich beschreibt Glg. (4.5.34) die nichtlineare
Wirmeleitung elastoplastischer Korper.

(4.5.34)

4.5.2 Klassische Modelle

Die im Kapitel 4 vorgeschlagene Theorie umfafit eine umfangreiche Klasse
von bekannten Modellen der Kontinuumsmechanik. Im folgenden listen
wir einige von ihnen auf.

1. Ideale Fliissigkeiten (und Gase). Die plastische Deformation F? ist
dem Identitdtstensor gleichgesetzt, und folglich, F¢ = F. Die freie Ener-
giedichte hangt nur von J und © ab

¥ =¥(J,8).
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Als Konsequenz verschwinden der Mikroimpuls und die Mikrospannung,
der Cauchysche Makrospannungstensor ist hingegen hydrostatisch

¥
o =po BJg (4.5.35)

Die Entropie 188t sich durch Glg. (4.5.7) ausdriicken. Es gibt in diesem
Modell keine Abhéingigkeit des Spannungstensors von den Raten, und die
Dissipationsfunktion ¢ ist fiir adiabate Prozesse gleich Null. Die Gleichung
der Versetzungsbewegung (4.4.39) erfiillt sich automatisch, wenn B¢ und
P¢ gleich Null gesetzt werden. Die Gleichung der Makrobewegung (4.4. 37)
reduziert sich zur Eulerschen Gleichung.

2. Viskose Fliissigkeiten. Der Unterschied zu dem vorherigen Fall ist,
daB ein Anteil des Makrospannungstensors von der Gesamtdehnungsrate
abhingt. Umformen der Dissipationsungleichung (4.5.26) beziiglich der
Momentanbeschreibung liefert

add
o=<0oyd>+ < —ng, q>>0. (4.5.36)

Nun konnen wir annehmen, daf8 die Dissipationsfunktion o von d und
gradf homogen abhingt, und daf sich die Konstitutivgleichungen konsi-
stent mit (4.5.36) wie folgt ausdriicken lassen

oo
oy = /\1%,
oo
—a/f="% dgradf’

Diese Gleichungen sind dquivalent zu (4.5.31) und (4.5.34), vorausgesetzt
die Dissipationsfunktion & hiangt von F' explizit ab. Der Spannungstensor
o ist durch Glg. (4.5.35) gegeben. Wenn die Dissipationsfunktion o eine
quadratische Form von d und grad#f ist, dann entspricht dieses Modell der
Navier-Stokesschen viskosen Fliissigkeit.

3. Elastischer Korper. Wir setzen F? = 1,F°¢ = F. Die freie Ener-
giedichte hingt nur vom Dehnungstensor C und von der Temperatur ©
ab

¥ = ¥(C, 0).

Folglich verschwinden die Mikrogréfien und die Gleichung der Verset-
zungsbewegung (4.4.39) erfilllt sich automatisch. Der Makrospannungs-
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tensor S und die Entropie N sind durch

v

a_C)

bzw. (4.5.8) gegeben. Es gibt keine Abhingigkeit von den Raten. Ein
Modell mit Viskositéit infolge der Makrobewegung ist auch moglich, wenn
man S; von (4.5.31) in die Konstitutivgleichungen einbezieht.

4. Elastischer Korper mit feststehenden Versetzungen (Noll-Wangsche
Materialien). Man kann annehmen, dafl die plastische Deformation F? mit
der Zeit konstant bleibt, folglich hingt die Kristallreferenz K nur von X
ab, und sie darf nicht variiert werden (Noll-Wangsche Theorie). Dies be-
deutet, dafl wir es mit sogenannten einfachen Koérper mit eingefrorenen
Versetzungen zu tun haben. Beschrankt man sich auf isotherme Prozesse,
kann man annehmen, daf} die gespeicherte Energie von der Versetzungs-
dichte t unabhingig ist® '

W = W (F,FP) = W(F?, C) = JPw(c(FP, C)). (4.5.37)
In diesem Fall dient die Gleichung (4.3.34) als Definition der Mikrokrifte,
die sich mit der inneren Konfigurationsspannung im Gleichgewicht befin-
den muf. Das Prinzip der Anfangsbezugsindifferenz gilt immer noch fiir

to, aber wegen der Abwesenheit von t in der gespeicherten Energiedichte
erhilt man die andere Konsequenz

1= T ETep £ W), (4.5.38)
OF?|re

Wenn die dulere Makrokraft fehlt, dann kann man priifen, daf
DivJ = 0. (4.5.39)
Wendet man in der Tat den Div-Operator auf J von (4.5.38) an, erhalt

man
Daa = ® )3 (—9a(P)4 (F) — 9a(P)*(F)b,4 + W,5)
+ (FP 1B (D)A(FP)E. (4.5.40)
Wir berechnen nun die partielle Ableitung von W gemif (4.5.37)
W,p = gas(P)*(F)}y 5 + (3)(F*)4 - (4.5.41)

In ingenieurmissiger Sprache sagt man: die Eigenenergie der Versetzungen ist vernachldssigbar
verglichen mit der Energie infolge der elastischen Deformation.

S =
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Setzt man (4.5.41) in (4.5.40) und beriicksichtigt man die Gleichgewicht-
bedingungen (4.3.34), kann man feststellen, da8 (4.5.39) gilt. Wir bezeich-
nen durch A den folgenden Tensor

A=CS-W1, J=-FrTA, (4.5.42)
Dann geniigt A der folgenden Gleichung
(A)Gu + (A)G(F)F(F )5, =0. (4.5.43)

Es folgt aus der Bilanz des Makrodrehimpulses, da3 A symmetrisch beziig-
lich des Tensors C ist

AC =CAT”. (4.5.44)

Gln. (4.5.43), (4.5.44) sind zuerst in [127] hergeleitet worden. Weitere
Entwicklungen des Noll-Wangschen Modells findet man in [196-199].

4.5.3 Linearisierte Theorie

Wir betrachten wieder die Deformationsfelder F, F?, F¢ von (4.2.44). In
diesem Fall unterscheiden sich die Referenzen Ky, K; und K, voneinander
nur um kleine Distorsionen, so dafl sie miteinander identifiziert werden
kénnen. Folglich braucht man nicht die grofigeschriebenen, kleingeschrie-
benen und griechischen Indizes zu unterscheiden. Man kann auch die Me-
trik g mit 1 identifizieren, ebenso kann man Tangenten- und Cotangen-
tenrdume identifizieren. Alle Formeln, die im Abschnitt 4.2.4 hergeleitet
worden sind, gelten auch hier. Wir erhalten insbesondere die additive Zer-
legung des gesamten (kleinen) Dehnungstensors in elastische und plasti-
sche Anteile. Die finite Versetzungsdichte T kann durch die linearisierte
Versetzungsdichte (4.2.56) ersetzt werden. Beschrénkt man sich auf die
Statik unter der Vorausetzung, dafl die Temperatur konstant bleibt, dann
kann man die gespeicherte Energiedichte pro Volumeneinheit in folgender
Form annehmen

w = (e, o) = (e — €°,rot["). (4.5.45)

Die Gleichgewichtsbedingungen (4.3.78), (4.3.79) bleiben nach der Li-
nearisierung unverdndert

dive = 0, (4.5.46)
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ol =o. (4.5.47)

Wir zeigen nun, wie Gln. (4.3.82), (4.3.83) und (4.3.84) linearisiert werden
konnen. Wihlt man den schief-symmetrischen Mikrospannungstensor p?
zur Befriedigung der Glg. (4.3.83), kann man den folgenden Tensor 2-ter
Stufe 7 mit den Komponenten

1
Tab = —-ésbcd(pd)acd (4548)

einfithren. Dieser Tensor ist durch p? eindeutig bestimmt (gemsf der
Vektordarstellung schief-symmetrischer Tensoren). Wir nennen 7 auch

Momentenspannungstensor. Einsetzen von (p%)ae = —eabeTaq in die Glg.
(4.3.82) liefert

rotT +j =0, (4.5.49)
oder in Komponenten
EbedTad,c + Jab = 0.

Linearisiert man (4.3.84), kann man zeigen, da8} die innere Konfigurations-
spannung niherungsweise gleich dem negativen Cauchyschen Spannungs-
tensor ist

j = -0, jab = —0gb- (4.5.50)
Deswegen reduziert sich die Bilanz des Mikroimpulses (4.5.49) zu
rotr —o =0. (4.5.51)

Gemaif (4.5.45) haben wir die folgenden Konstitutivgleichungen

ow Ow

o = aee = 5; (4552)
ow
= — 4.5.53
™= (4.5.53)
Die linearisierte Konfigurationsspannung ergibt sich zu

ow
j=—0=—. 4.5.54
j=-o=52 (4.5.54)
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Die linearisierten Gleichungen (4.5.46), (4.5.47) und (4.5.51) sind nicht
identisch mit den bekannten Kroénerschen Gleichungen. Letztere lassen
sich in unserer Notation wie folgt ausdriicken (siehe [138], Gln. (41),(42))

Oijj = 0, (4.5.55)

Tij,j — €ijkOik = 0, ’(4.5.56)

mit o;; einem unsymmetrischen Spannungstensor. Die Anwesenheit die-
ses unsymmetrischen Spannungstensor ist damit verbunden, daf§ Kroner
in seiner Arbeit keine Bilanzgleichung des Drehimpulses aufgestellt hat,
oder was dem gleich ist, seine Energiedichte als Funktion von 3° und
o angenommen hat (siehe [138], Formel (40)). Eliminiert man den schief-
symmetrischen Anteil von 8° in der Kronerschen Energiedichte und macht
man von dem Variationsprinzip der virtuellen Arbeit Gebrauch, kann man
die Gleichungen identisch mit (4.5.46), (4.5.47) und (4.5.51) herleiten. Es
ist bemerkenswert, dal Kroner in der Anwendung auf konkrete Probleme
immer den symmetrischen Spannungstensor benutzt hat, der den Gleich-
gewichtsbedingungen (4.5.46) und (4.5.47) geniigt.

Da die elastische Dehnung und die Versetzungsdichte klein sind, kann
man die gespeicherte Energiedichte durch eine quadratische Form von €°
und a approximieren

1 1
w= ECabcd(ea)ab(ee)cd + §Aabcd(a)ab(a)cd. (4.5.57)

In (4.5.57) nehmen wir explizit an, daf keine Kopplung zwischen €® und
a vorhanden ist. Die Koeffizienten Cypeg und Agpeq miissen den folgenden
Symmetrieeigenschaften geniigen

Cabed = Cbacd = Cabde = Cedab, (4.5.58)
und
Agbed = Acdap- (4.5.59)

Gln. (4.5.58) und (4.5.59) reduzieren die Zahl der unabhingigen Koeffi-
zienten von 81 auf 21 fiir Cypq und auf 45 fiir Ageq im allgemeinen Fall
der Anisotropie. Deren weitere Reduzierung ist auch méglich fiir spezielle
Klassen der Kristallsymmetrie.
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Gemif (4.5.57) lassen sich die Spannung und Momentenspannung wie
folgt ausdriicken

Oab = Cabea(€%)ea, 4 (4.5.60)

Tab = Agbed(Q)cd- (4.5.61)

Nach (4.5.60) kann man zuerst das Spannungsfeld innerhalb des Kérpers
bestimmen, vorausgesetzt die Versetzungsdichte c ist vorgegeben. Kroner
folgend fithren wir ein Tensorfeld der Spannungsfunktionen 'y ein, so daf

o = inky. (4.5.62)
Es ist leicht, die folgenden Identitdten nachzupriifen
divink =0, ink def =0, (4.5.63)

die analog zu den bekannten Formeln mit div, grad und rot in der Vek-
toranalysis sind (siehe [122,138]). Deswegen geniigt das Spannungsfeld
von (4.5.61) den Gleichgewichtsbedingungen (4.5.46) und (4.5.47) iden-
tisch. Driickt man nun mit Hilfe des Hookeschen Gesetzes (4.5.59) die
Dehnung €® durch & und dann durch das Tensorfeld x durch (4.5.61) aus
und setzt man das Ergebnis in die Inkompatibilititsgleichung (4.2.61) ein,
dann erhilt man die Feldgleichung fiir . Letztere kann fiir viele spezielle
Probleme gelost werden [122,138].

4.5.4 Zusammenhang mit der Elastoplastizitit

1. Elastoplastische Korper mit Mikrostruktur (Modell ohne Dissipation
von Le und Stumpf [129]). In diesem Modell nimmt man an, daf§ kei-
ne Abhingigkeit von Raten vorhanden ist. Dann lassen sich die Konsti-
tutivgleichungen durch (4.5.5)-(4.5.8) (oder durch (4.5.18)-(4.5.21)) aus-
driicken (siche [129]). In der Statik reduzieren sich die Gleichungen zu
denen von Kréner [138].

2. Elastoplastische Kérper mit Mikrostruktur (Modell mit Dissipation
von Naghdi und Srinivasa [144,145]). In diesem Modell sind die kinetische
und freie Energiedichte durch (4.4.3) und (4.4.55) gegeben. Die Konstitu-
tivgleichungen fiir P und P fallen mit (4.5.5) und (4.5.7) zusammen. Die
innere Konfigurationsspannung J setzt sich additiv gemé8 (4.5.26) zusam-
men, wobei J; sich durch (4.5.6) ausdriicken 148t. Der Tensor Jo hingt
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von der Rate der plastischen Deformation F? ab. Dieser Tensor spielt
eine zentrale Rolle bei der Verfestigung des Materials mit Versetzungen.
Um die Konstitutivgleichung fiir ihn aufstellen zu konnen, fiihrten Naghdi
und Srinivasa Gleitungssysteme ein (siehe [200-204]), die durch die Vek-
toren s(®) n*) charakterisiert sind, wobei s® die Gleitrichtung und n®)
die Normalrichtung zur Gleitebene sind, und der Index k(k = 1,... ,N)
die Nummer des Gleitungssystems bedeutet. Es seien ferner (sgk), n((,k)) die
entsprechenden Vektoren in der Anfangskonfiguration. Weil diese Vekto-

ren mit dem Kristall festverbunden sind, kann man zeigen, daf3
s®) = Fes(()k), n® = J taFe“Tngk).

Durch Verallgemeinerung des Ergebnises von Taylor und Elam [200] (Vgl.
auch [204]) stellten dann Naghdi und Srinivasa den folgenden Zusammen-
hang zwischen der kristallographischen Gleitung und der makroskopischen
Deformation fest

. N
FP = 3" (4®sk @ n{P)F?, (4.5.64)
k=1

wobei 4(®) die Gleitungsrate des k-ten Gleitungssystems bedeutet. Das
Gleitungssystem p(k) wird aktiv genannt, wenn 4P(k) = 0 ist. Andernfalls
wird es passiv genannt. Zum Beispiel hat ein f.c.c Kristall 12 Gleitebenen.
Nimmt man an, zur Zeit seien nur 3 davon aktiv, sagen wir, die 1-te, 7-te
und 9-te Gleitebene, dann gilt p(1) = 1,p(2) = 7, p(3) = 9. Nun 148% sich
Glg. (4.5.64) wie folgt ausdriicken

v _ <= (k) . p(K)
EP = kz_:l PRA W (R<8), 478 50, (4.5.65)

wobei
Ay = [s5 @ nfIE”.

Aus Glg. (4.5.64) folgt
JP = %(det FP) = [(det F?)FP~T].FP = 0,

oder, was dem gleich ist, J? = det F? = 1.
Glg. (4.5.65) stellt eine Zwangsbedingung fiir die Rate der plastischen
Deformation dar. Es.ist von der Kontinuumsmechanik bekannt [187], da8
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eine solche Zwangsbedingung zu einer zusétzlichen Kraft (oder Spannung)
fithrt. Nun machten Naghdi und Srinivasa die innere Konfigurationsspan-
nung J, verantwortlich fiir die Reaktion auf die oben genannten Zwangs-
bedingung. Sie haben J; in zwei Teile aufgeteilt und hierfiir die folgenden
Konstitutivgleichung konsistent mit (4.5.28) vorgeschlagen

Jy =K, + Ks (4.5.66)
Ky Do) _ ey wemn 470 >0, (4.5.67)
| Apgey |l Kpky Wenn ¥#® <o,

mit 4P(®) der Gleitungsrate des k-ten aktiven Gleitungssystems, 1 einem
“Viskositédtskoeffizienten” und rc;'f(k) den skalaren Funktionen, welche fiir
die Materialverfestigung verantwortlich sind. Diese Konstitutivgleichun-
gen sind 3hnlich dem bekannten Schmid-Gesetz (siehe z.B. [203]). An ei-
nem Beispiel der ebenen Deformation eines Einkristalls haben Naghdi und
Srinivasa dann den Verfestigungseffekt infolge der Lokalisierung von pla-
stischer Deformation in der Néihe des Scherbandes sowie der Lokalisierung
der Versetzungsdichte gezeigt.

3. Makroskopische Elastoplastizitit. Es gibt zwei Wege, den Ubergang
der in diesem Kapitel vorgeschlagenen Versetzungstheorie zu der makro-
skopischen Elastoplastizitit [105,117,118,135,137,147)) zu erhalten. Bei
dem ersten Weg geht man von dem Modell mit Mikrostruktur, aber oh-
ne Dissipation, aus. Die Annahme iiber eine mdégliche Nichtkonvexitit
der gespeicherten Energie fithrt dann zu der Koexistenz unterschiedlicher
Phasen und Konglomeratsbildung (siehe z.B. [155,205,206]). Die Dissi-
pation ist dann als die Leistung durch die Konfigurationsspannungen, die
auf die bewegten Phasengrenzen wirken, definiert. In dem Fall der 1-D
Elastizitdat hat Knowles gezeigt, dafl ein Phasenbildungskriterium und ein
kinetisches Gesetz postuliert werden miissen, um das Problem korrekt zu
formulieren.

Der zweite Weg ist direkt. Wir nehmen wieder an, da8 die freie Energie-
dichte pro Kristallvolumeneinheit nicht von der Versetzungsdichte abhingt

¥ = ¥ (F?, C, 8) = p; 1 JPiv(c5(F?, C), ©). (4.5.69)



4.5. KONSTITUTIVGLEICHUNGEN 167

Die plastische Deformation darf aber beliebig variieren, was im Gegensatz
zur Noll-Wangschen Theorie steht. In diesem Modell dient die Gleichung
(4.3.34) wieder als Definition der Mikrokrifte. Die Mikrospannung und die
Momentenspannung verschwinden, was dazu fiithrt, dafl sich die Entropie-
erzeugungsungleichung auf die folgende Form reduziert [135]

po(N® +¥)— < gP,F > + < Gr;dG’ Q ><0. (4.5.70)
Durch die Zeitableitung von ¥ in (4.5.69) erhilt man
ov ov o
“° fr £
b=< oo P>+ <o F > 220, (4.5.71)
Setzt man (4.5.71) in (4.5.70) ein, kann man sie wie folgt umschreiben
3\11 \Ix .
- < gT‘I’ FP > Gra‘d@ Q><0. (4.5.72)

Die Prozedur analog der im Abschnitt 4.5,1 fithrt zu den folgenden Kon-
stitutivgleichungen

v
— -1
P = pog o o’ (4.5.73)
v
=— — 4.5.74
N 8@ F.F? ( > )

Infolge (4.5.69) 148t sich die Konstitutivgleichung (4.5.74) auch wie folgt
schreiben
A

S =256

(4.5.75)

e

Die Ungleichung (4.5.70) reduziert sich zu der Dissipationsungleichung
Grad®©

<

<JFP>+ 5 —Q><0, (4.5.76)
wobei
o
= pp——o  =FrT(- U1). 4.5.
J panpce FP~T(-CS + pp¥1) (4.5.77)
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Le und Stumpf folgend fithren wir das folgende Tensorfeld k ein

k=g'cs - gL (4.5.78)
Wir nennen k plastischen Spannungstensor [50]. Man bemerkt, da8 k sym-
metrisch ist, was die Konsequenz der Symmetrie von A beziiglich C ist
(siehe Abschnitt 4.5.2). Multipliziert man (4.5.76) mit JP~!, kann man sie
zu der Dissipationsungleichung beziiglich der Kristallreferenz transformie-
ren [135]

_ z 0
—<kd>+< gmg“‘* ,q><0. (4.5.79)

Wir zeigen die Herleitung von (4.5.79) direkt in Komponenten. Durch
Multiplikation des ersten Termes auf der rechten Seite von (4.5.76) mit
JP~! und unter Beriicksichtigung von (4.5.77) erhilt man

JP1 < J,FP >= Jr Y (FP1) B[ (C) po(8)%A
+pobog] (F7)5. (4.5.80)

Ersetzt man C, S und po¥ durch €, 5 bzw. o gemi8 (4.1.41), (4.3.39) und
(4.5.69), kann man (4.5.80) auf die Form bringen

TPl < 3, FP >= [~ (%) ay(8)" + 00 55) ()5 (4.5.81)

‘wobei 7 = FPFP~, Durch das Heben des Index o des Tensors in den
Klammern und das Senken des gleichen Index von I? mit Hilfe von g und
unter Beriicksichtigung der Symmetrie von k sowie der Definition (4.1.59)
ergibt sich

1< 3 FP>= — <k,d? >. (4.5.82)

Zur Umformung des zweiten Termes auf der rechten Seite von (4.5.76)
bemerken wir, dafl

Q)4 = /(FP1A(g)*, ©=4. (4.5.83)

Einsetzen von (4.5.83) in den zweiten Term von (4.5.76) mit darauf fol-
gender Multiplikation mit JP~! liefert

Grad®
e

- 15 — =\ e.a =\
Jrt < ,Q >= 20 4(FP);(@)* = (@) (4.5.84)
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In dem letzten Schritt von (4.5.84) haben wir die Definition der relativen
Ableitung (4.1.7) benutzt. Kombination von (4.5.82) und (4.5.84) fiihrt
zu (4.5.79).

In der finiten Elastoplastizitit fordert man, dafl die plastische De-
formationsrate bestimmten Einschrinkung geniigt. Als solch eine Ein-
schrankung schlagen wir vor: Die plastische Deformationsrate d? ist so
lange Null, wie der plastische Spannungstensor k sich noch innerhalb ei-
ner konvexen Flieffliche befindet

f(k)<0=d"=0. (4.5.85)

Wir nehmen an, dafl es keine Kopplungseffekte zwischen Warmeleitung
und plastischem Fliefen gibt, und wir bezeichnen —gra,dlgté /8 durch f.
Dann formulieren wir die Normalitétsregel, oder, was dem gleich ist, das
Prinzip vom Maximum der Dissipationsrate [207-210] wie folgt

k =03D?, f=v9D", v=D"5;D"q)7", (4.5.86)

mit
D? =D?(d?,4) >0, D'=D"g,0) >0. (4.5.87)
Die Dissipationsfunktionen D? und D" sind positiv definit, konvex und
unterhalb-stetig beziiglich ihrer Argumente d? bzw. § angenommen wor-
den. Das Symbol 9 bezeichnet die Unter-Ableitung (subdifferential) konve-
xer Funktionen [168]. Als Beispiel von Dissipationsfunktionen kann man

in dem Fall isotroper Materialien, die den generalisierten Gesetzen von
v.Mises und Fourier geniigen, folgende betrachten

:Dp(ap '9‘) _ 00(2/3)1/2[gavgﬂ6&zﬂ(i’;6]l/2: gaﬁ&ﬂﬂ =0
R +00: sonst (4.5.88)
N T
DM(,0) = —90p7°7"- (4.5.89)

Hier entspricht oy der Flielspannung in dem einachsigen Zugsversuch und
k der Wirmeleitfihigkeit. Aus (4.5.89) folgt, daB v = 1/2 und damit
reduziert sich (4.5.86)2 zu der Gleichung von Fourier

q = —kgradg,f. (4.5.90)




170 KAPITEL 4. VERSETZUNGSTHEORIE

Ferner nimmt man in der Praxis oft an, dafl keine Volumeninderung in-
folge des plastischen Flielens stattfindet

p=po, tr(g'd?)=0. (4.5.91)

Diese Bedingung schlie8t den Fall automatisch aus, bei dem die Dissipati-
onsfunktion von (4.5.87) gegen unendlich geht. Es ist bemerkenswert, dafl
wihrend D" eine quadratische Form von § darstellt (Onsagersches Prin-
zip), DP hingegen nur eine homogene Funktion ersten Grades beziiglich
d? ist. Dies kann man durch den Vergleich des Mechanismus der Wrme-
leitung mit dem Wesen des plastischen Flieflens erkldren. Im letzteren
Fall muf3 ein kritischer Wert des plastischen Spannungstensors erreicht
werden, um das plastische Flieflen zu iniziieren (vergleiche mit dem dhnli-
chen Mechanismus der trockenen Reibung). Diese Erkliarung stimmt auch
mit unserer Einschrankung (4.5.85) iiberein. Auf der anderen Seite kann
man zeigen, daf} die Gleichung (4.5.86); der konventionellen Fliebedin-
gung (4.5.85) (mit konvexer FlieBfliche) und dem assoziierten FlieBgesetz
dann und nur dann dquivalent ist, wenn die Dissipationsfunktion homo-
gen ersten Grades beziiglich d? ist. Die Gleichung (4.5.86); stellt dann die
(mehrdeutige) Beziehung zwischen k und d” dar. Natiirlich ist die Dissi-
pation selbst eindeutig bestimmt durch d?. Um Glg. (4.5.86); in gew8hn-
licher Form zu présentieren, wenden wir die Fenchel-Transformation [168]
auf die Dissipationsfunktion DP an. Damit erhalten wir das sogenannte
plastische Potential @(k, #). Die Konstitutivgleichung (4.5.86); ist dann
aquivalent der FlieBregel

d? = dp(k,6). (4.5.92)

Fiir die Dissipationsfunktion (4.5.88) nimmt das plastische Potential die
folgende Form an

= { 0 [(9arr95 — 39apgs) FPRMV2 < 00(2/3)/2

+o00: sonst (4.5.93)
Glg. (4.5.86) und (4.5.92) und ihre dquivalenten Versionen in der Anfangs-
und Momentanbeschreibung sind zuerst in unserer Arbeit [135] hergeleitet
worden.




Kapitel 5

Schluflbemerkungen

In dieser Habilitationsschrift haben wir versucht, einige Aspekte des kon-
tinuumsmechanischen Modellierens von Medien mit verdnderlicher Mi-
krostruktur darzustellen. Dabei kann man sehen, wie wichtig, aber auch
vielfaltig und schwierig die Mikrostrukturen fiir das Verstindnis des Ver-
haltens von Bauteilen und Werkstoffen sind. In der Bruchmechanik fiihrt
die Riflausbreitung zum Konzept der Konfigurationskraft, die auf die Rif3-
front wirkt. Damit ist auch die Energiefreisetzungsrate verkniipft, die man
durch das J-Integral bestimmen kann. Letzteres hingt wesentlich davon
ab, wie sich die Spannungssingularitdt in der Nihe der Riifront verhilt.
Dies wird in der nichtlinearen Theorie nicht mehr universell, sondern durch
das asymptotische Verhalten der Energie bei groen Verformungen be-
stimmt. Man kann die Spannungssingularitit in der nichtlinearen Theorie
nicht beseitigen, aber das asymptotische Verhalten des Spannungsfeldes
im Vergleich mit dem in der linearen Theorie wird ganz anders sein. Es
existiert zum Beispiel wegen Instabilitdat kein antisymmetrischer Modus.
Man benétigt die Losund des Randwertproblems fiir Kérper mit Ris-
sen, um den Spannungsintensititsfaktoren zu ermitteln. Hierbei mégen
die Finiten-Elemente- und Grenzflichenelemente-Methoden sehr niitzlich
sein. Dies gilt auch fiir das Problem der Homogenisation inhomogener
Medien, bei dem man die dualen Zellprobleme im allgemeinen nur nume-
risch 16sen kann. Oft ist es aber ausreichend, die dualen Schranken fiir die
effektiven Charakteristika herzuleiten. Am schwierigsten ist das Modellie-
ren von Korper mit Versetzungen, deren Bewegung neue Freiheitsgrade
in die Theorie bringen, was dazu fiihrt, da8 man den Rahmen der Konti-
nuumsmechanik erweitern mufl. Im Vordergrund der Theorie stehen nun
die Begriffe der Konfigurationsspannung sowie der Momentenspannung,
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die mit der Versetzungsdichte verbunden sind. Die gespeicherte Energie-
dichte pro Kristallvolumeneinheit darf nur von der elastischen Dehnung
und von der Versetzungsdichte abhidngen. Die im Rahmen der generali-
sierten Kontinuumsmechanik hergeleiteten Bilanzgleichungen spielen als
Feldgleichungen die gleiche Rolle wie die Maxwellschen Gleichungen fiir
die Elektrodynamik. Mit der Untersuchung der Konstitutivgleichungen
fiir solch eine komplizierte Theorie wird gerade erst begonnen, und man
kann hier viele unerwartete Effekte und Ergebnisse erwarten. Zuletzt ma-
chen wir eine Bemerkung iiber den Vergleich der Versetzungstheorie mit
Experimenten. Bis vor kurzen gab es noch keine quantitative dynamische
Messung der Versetzungsdichte fiir Proben mit dem Maflstab der Ordnung
von lcm. Die neuerscheinende Arbeit von Tanner und Bowen [211] dis-
kutiert das Problem und zeigt dabei, daf3 die topographische Technik mit
der synchronisierten Rontgenstrahlung fiir diesen Zweck vielversprechend
ist. Dies wird ein Forschungsbereich der Zukunft sein.




Anhang

Wir prisentieren hier die ersten und zweiten Ableitungen der 2-D Energie-
dichte ®(1, J), die durch Gln. (2.3.51) und (2.3.52) im Kapitel 2 angegeben
ist. Berechnung der ersten Ableitungen von ®(I, J) liefert

0 X

W =(§1ACCI(IQ J,OZC), (A'l)
0o X ,
‘57 =Y Al(1, J,ac) + B(J), (A.2)
c=1

wobei h'(J) = 0h/dJ. Mit (I, J,a) und {;(I,J, o) bezeichnen wir die
folgenden Funktionen

o af2
¢, J, @) = EEYNDLE {E(I+ NI 4J‘2)]

af2

-Bu-vE=am]|"}, s

CJ(L'L‘O[): i )1/2{[%(I_ VI2—4J2)

a/2-1
i |
- e vEmm " g

Ferner berechnen wir die zweiten Ableitungen von ®(Z, J)

02d XN
W = ;ACCII(I1 Ja O{c), (A'5)
Fo R N
6[6.] = 21 ACCIJ(I) J) aC)) . (A"6)
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o'd XN "

52 = ZIACCJJ(I, J,ac) + B'(J), (A.7)
=

wobei h"(J) = 8%h/0J%. Hier sind

1101 [0 T

~feT e mtm

x {B(I _ ﬁz‘??ﬁ)]a/z + B—(I + m)]a/z} (A8)

2

20 1 af2
Ca(l,J, @) = (2 _CZJ2)3/2 {[5(1 + m)]

U

2

2(1? — 4J%)
x{[ (I - \/Iz—m)rz_ [ (I+m)]“ 1}, (A.9)

a/2-1

it~ {17

x {E(z - m)rﬂ—z + E(z + m)] G/H} . (A.10)

Mit der Annahme daf§ J/I klein im Vergleich mit 1 ist, kénnen wir die
Formel (A.3)-(A.4), (A.8)-(A.10) durch ihre asymptotischen Aquivalenten
(mit Fehlern von o(J/I) verglichen mit 1) ersetzen

(1, J, ) ~ gI"‘/H (A.11)
¢r(I,J, o) ~ aI"‘/z YJ/D(J/1)*2 - 1], (A.12)
Crr(l, J, a) ~ —(a/2 1)1%/%-2, (A.13)
Cra(I, J,a) ~ I°‘/2 2(J/D[4— o — a(J/1)*7Y,

CraI, Jy @) ~ a®/*2[(a— 2)(J/1)*% — 1]. (A.15)
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Fiir o > 2 kénnen die Formeln (A.12), (A.14), (A.15) noch weiter verein-
facht werden

¢, J, @) ~ —ad®/1(J/T), (A.16)
(I, J,a) ~ 3(4 — a)I?2(J/ 1), (A.17)

CJJ(I) J1 a) ~ "aIa/2—2- (A.].B)
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