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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Einfiihrung

Praxisorientierte Elastizititsprobleme der Statik und Dynamik lassen sich in den wenigsten
Fillen ausreichend mit analytischen Berechnungsverfahren 16sen. Der Anwendungsbereich ana-
lytischer Verfahren wird haufig durch Vorgaben der Bauteilgeometrie sowie der Rand- und
Anfangsbedingungen eingeschriankt. Numerische Verfahren finden dann ihre Anwendung.

Die Bedeutung numerischer Verfahren zur Lésung komplexer Problemstellungen ist mit den
Moglichkeiten des Einsatzes leistungsfihiger Computer in stindigem Wachstum. Diese Ent-
wicklung wird unter anderem davon geprigt, dafl die Hardwarekosten in letzten Jahren stark
gefallen sind. So spielen die Kosten fiir die Hardware gegeniiber den Softwarekosten fast kei-
ne Rolle mehr. Viele Simulationsberechnungen sind heute bereits mit Hilfe preiswerter PC’s
moglich, die zur Grundausstattung jedes Biiros gehoren.

Zu den numerischen Methoden, die fiir physikalisch-technische Probleme weite Verbreitung ge-
funden haben, gehoéren die sogenannten Netzmethoden. Die wichtigsten Verfahren in der Kon-
tinuumsmechanik sind die Finite Elemente Methode (FEM) und die Randelementemethode
(REM oder Boundary Element Method BEM).

Wihrend die FEM bereits einen sehr hohen Entwicklungsstand erreicht hat, in der Ingenieur-
ausbildung einen festen Platz einnimmt und in der Praxis vielseitig Verwendung findet, stellt
die REM noch ein relativ neues Berechnungsverfahren dar. In der Lehre ist diese Methode noch
wenig verbreitet und wird oft nur am Rande behandelt. So ist der Einsatz bis heute noch immer
unter einschldgigen Fachleuten verbreitet, wihrend die meisten Berechnungsingenieure wenig
iiber dieses Verfahren wissen.

Unabhéngig davon stellt sich fiir den Berechnungsingenieur die Frage, welche Methode fiir seine
Problemstellungen am giinstigsten einzusetzen ist, bzw. ob eine Kombination verschiedener
Verfahren méglich und sinnvoll ist. Als wichtigste Kriterien fiir diese Entscheidung sind die zu
erwartende Giite der Ergebisse, die dafiir erforderliche Zeit und die praktische Handhabung des
jeweiligen Verfahrens zu nennen.
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Wihrend sich auf der einen Seite Einsatzgebiete herauskristallisiert haben, fiir die eines der
Verfahren unter den genannten Kriterien als das beste angesehen werden kann, gibt es Berei-
che in denen alternativ beide Verfahren eingesetzt werden konnen. Ein solcher Bereich ist die
lineare Dynamik geschlossener Gebiete.

Die FEM bietet hier eine Vielzahl von effektiven Losungsalgorithmen an. Sie verlangen nach
einer Aufteilung des zu untersuchenden Bauteils in Elemente. Bei 3D-Problemen bedeutet dies
die Diskretisierung des gesamten Bauteilvolumens in Volumenelemente. In der Praxis erweist
sich die Modellbildung komplexer Bauteile als sehr miihsam und zeitaufwendig, ebenso wie
spitere Anderungen des Rechenmodells. Es ergeben sich meist umfangreiche mathematische
Modelle, welche in grofie mit speziellen Verfahren jedoch sehr effektiv losbare Gleichungssyste-
me iibergehen.

Die REM geht in der Anwendung auf linear-elastische statische und dynamische Probleme
von dem Grundprinzip aus, das der Zustand im Innern des Korpers eindeutig bestimmt ist,
wenn die Spannungen und Verschiebungen an der Oberfliche bekannt sind. Daher ist nur die
Aufteilung der Oberfliche (des Randes) in Elemente erforderlich. Die Dimension der zu dis-
kretisierenden Geometrie reduziert sich dabei um eins. Die Anzahl der Freiheitsgrade und die
Grofle des mathematischen Modells ist daher wesentlich kleiner als bei der FEM. Als Nachteil
sind jedoch vollbesetzte, im allgemeinen nicht symmetrische Systemmatrizen zu nennen, die bei
dynamischen Untersuchungen zudem frequenzabhingig bzw. zeitabhingig sind.

Die Spannungsberechnung und die Berechnung von Verschiebungen im Innern von Elemen-
ten erfolgt bei der FEM in einer Nachlaufrechnung mit den Ableitungen der Formfunktionen.
Dies fiihrt besonders bei der Spannungsberechnung oft zu fehlerhaften Ergebnissen an den Ele-
mentiibergingen. Glattungsverfahren sind erforderlich. Auch treten Probleme auf, wenn sich
komplexe Spannungsverldufe nicht mit den Formfunktionen darstellen lassen, z.B. in der Néhe
von Spannungssingularititen.

Bei der REM werden Gréflen im Innern von Bauteilen direkt mit Identitdten ebenfalls in einer
Nachlaufrechnung bestimmt. Selbst durchgefiihrte statische Spannungsuntersuchungen zeigen
bei dhnlichen Modellen oft wesentlich bessere Ergebnisse als bei der FEM. Dies ist auch bei der
dynamischen Berechnung zu erwarten.

1.2 Stand der Forschung

Die Entwicklungsgeschichte der REM in der Anwendung auf elastodynamische Problemstellun-
gen wird vielfach in der Literatur beschrieben ([68], [27], [31], [18]). Hier wird deshalb nur ein
kurzer Uberblick iiber die Entwicklung der Zeitverlaufsberechnung und die Ermittlung modaler
Parameter mit der REM gegeben.
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1.2.1 Zeitverlaufsberechnungen mit der REM

Dynamische Berechnungen mit Hilfe der REM wurden Ende der 60er Jahre zuerst auf der Basis
von Fourier- und Laplace-Transformation im Frequenzbereich bzw. Bildbereich durchgefiihrt
([61], [58]). Bei diesen Verfahren ergeben sich prinzipiell der Statik dhnliche Gleichungssysteme.
Sie kénnen daher als eine direkte Weiterentwicklung der Verfahren, die in der Statik eingesetzt
wurden [214], angesehen werden. Zeitverldufe ergeben sich durch Riicktransformation der im
Frequenz- bzw. Bildbereich gewonnen Informationen in den Zeitbereich.

Direkte Zeitverlaufsberechnungen auf der Basis zeitabhingiger Fundamentalldsungen kommen
seit Ende der 70er Jahren zum Einsatz ([53], [174], [177]) und werden auf verschiedenste Pro-
blemstellungen angewendet. Die Steigerung der Effizienz solcher Verfahren ist heute ein breiter
Forschungsschwerpunkt ([231], [182], [132], [82], [220], [68], [4], [52]).

Neben diesen kommen noch spezielle Verfahren zum Einsatz, wie DRM (Dual Reciprocity
Method) und MRM (Multiple Reciprocity Method) (Literatur siehe unten). Ziel dabei ist es,
frequenz- bzw. zeitunabhéingige Systemmatrizen zu erzeugen, auf die dann die numerische Inte-
gration im Zeitbereich angewendet werden kann (Ein vollstindiger Uberblick der Entwicklung
dieser Verfahren wird in [3] gegeben.).

Die Modalanalyse stellt noch ein relativ neues Einsatzgebiet in Kombination mit der REM dar
({192}, 84), [156], [157], [77]).

1.2.2 Ermittlung modaler Parameter mittels REM

Die Problematik der REM zur Berechnung von Eigenfrequenzen und Eigenformen besteht darin,
daB die im Frequenzbereich resultierenden Systemmatrizen frequenzabhingig sind und den
Frequenzparameter in stark-nichtlinearer Form enthalten.

Anfingliche Eigenfrequenzermittlungen verliefen folglich so, da der Frequenzbereich mit vor-
gegebener Schrittweite durchlaufen wurde. Fiir die so gegebenen konkreten Frequenzen wurden
die Systemmatrizen aufgestellt und dann entweder dynamische Nachgiebigkeiten oder Deter-
minantenwerte berechnet ([65], [64], [145]).

Als weitere Entwicklung sind die Entwicklung von Verfahren, die auf partikuliren Losungen
beruhen ([20], [210], [212], [211]) und die prinzipiell Zhnliche DRM zu nennen ([2], [47], [187] ,
[186], [37], [188], [189], [190], [191], [192], [204], [84], [123]). Diese Verfahren haben genau wie
die spiter entwickelte MRM ([198], [197], [125], [124]) und #hnliche auf Reihenentwicklungen
als Funktion des Frequenzparameters beruhenden Verfahren ([139], [140]) das Ziel, frequenzu-
nabhingige Systemmatrizen zu erzeugen. Die so erzeugten Systemgleichungen kénnen mit Hilfe
von Matrizenexpansionen auf lineare Gleichungen zuriickgefiihrt werden. Diese sind dann fiir
lineare Eigenwertloser zugénglich ([20], [139], [140]).

In jlingerer Zeit werden, besonders in Kombination mit der MRM, iterative Verfahren zur
Eigenwertanalyse eingesetzt ([118], [119], [120], [123], [122], [121], [126], [127], [125], [124]). Die
praktische Anwendung bleibt jedoch fast ausschlieflich auf skalare Probleme (3D-Helmholtz-
Gleichung) beschrénkt.
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1.3 Ziel dieser Arbeit

Das dynamische Verhalten geschlossener, dreidimensionaler, linear-elastischer Bauteile kann, je
nach Problemstellung, auf verschiedene Arten untersucht werden. Die am hiufigsten eingesetz-
ten Methoden sind dabei Verfahren, die auf der Fourier- oder Laplace-Transformation beruhen,
direkte Zeitlosungsalgorithmen und die Modalanlayse. Wihrend diese Verfahren fiir die FEM
bereits hoch entwickelt sind und groie Verbreitung gefunden haben, ist die Anwendung in Kom-
bination mit der REM noch relativ neu und teilweise unerforscht. Besonders auf dem Gebiet
der Modalanalyse sind bisher kaum Untersuchungen durchgefiihrt worden.

Die Problematik des Einsatzes der REM in der Modalanlyse liegt in der effektiven Bestimmung
von Figenfrequenzen und Eigenformen sowie der Ubersetzung der modalen Informationen in
den Zeitbereich.

Die Eigenwertbestimmung wird mafigeblich von der numerischen Integration, die zum Aufstellen
der Systemmatrizen erforderlich ist, und den Eigenwertalgorithmen bestimmt. Die numerische
Integration beeinfluflt sowohl die Geschwindigkeit der Eigenwertsuche als auch die erforderliche
Genauigkeit der Eigenwerte. Daher miissen speziell auf die Singularititen der REM zugeschnit-
tene Integrationsverfahren gefunden werden, mit denen die Systemmatrizen mdoglichst schnell
aufgestellt werden konnen.

Auf die Systemmatrizen sind Verfahren anzusetzen, mit denen die Eigenwerte und Eigenformen
moglichst effektiv berechnet werden kénnen. Wichtig dabei ist die exakte Untersuchung nahe
zusammenliegender und mehrfacher Eigenwerte.

Beim Ubersetzen modaler Informationen in den Zeitbereich ist zu beachten, daf die System-
matrizen der REM im allgemeinen nur in begrenzten Frequenzbereichen mit Hilfe von frequen-
zunabhidngigen Systemmatrizen angenidhrt werden konnen, und sich somit unterschiedliche Sy-
stemmatrizen zur Bestimmung der Eigenvektoren ergeben. Zudem ist die Systemmatrix, die die
Koeffizienten der bekannten Randgré8en enthilt, nur fiir Sonderfille eine quadratische Matrix
und damit invertierbar (siehe Grundlagen).

Ziel dieser Arbeit ist daher der Einsatz der REM in Kombination mit der Mo-
dalanalyse zur Lésung dreidimensionaler, linear-elastischer Probleme der Dynamik.

Der Einsatz der Modalanalyse mit der REM erfordert:

o Aufstellen der Systemmatrizen der REM (Kapitel 2),

¢ Bestimmung von Eigenfrequenzen und Eigenformen mit Hilfe dieser System-
matrizen (Kapitel 3),

o Ubersetzung der modalen Informationen in den Zeitbereich, um zeitabhingi-
ge Verschiebungen und Spannungen zu bestimmen (Kapitel 4).
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Dazu werden in Kapitel 2 zunichst die Grundlagen der Randelemente-Methode bis zum ef-
fektiven Aufstellen der Systemmatrizen erliutert.

Ausgehend vom Prinzip der gewichteten Residuen werden die Randintegralgleichungen fiir 3D
lineare Akustik und Dynamik hergeleitet.

Die lineare Akustik wird hier neben der Dynamik zusétzlich behandelt. Sie ist zur Erlduterung
prinzipieller Verfahren wegen ihrer kompakteren Darstellungsmoglichkeiten gegeniiber der Dy-
namik besser geeignet, ohne die Problematik zu vereinfachen.

Weiter werden die Ortsdiskretisierung sowie die verwendeten Elementtypen beschrieben.

Ein Hauptmerk gilt speziellen Verfahren der numerischen Integration, die zur effektiven Berech-
nung der Systemmatrizen eine wichtige Rolle spielen. Zudem werden Reihenentwicklungen der
Fundamentallésung in Abhéingigkeit des Frequenzparameters angegeben, die zur Generierung
frequenzunabhingiger Systemmatrizen benétigt werden. Ziel dabei ist es, die REM so aufzube-
reiten, dafl sie zur Eigenwertanalyse effektiv eingesetzt werden kann.

Grundsitzliche Verfahren zur Eigenwertanalyse mittels REM werden in Kapitel 3 vorgestellt.
Mit im Frequenzbereich abschnittsweise frequenzunabhingigen Systemmatrizen werden Itera-
tionsverfahren entwickelt, die besonders in der Nihe der Eigenfrequenzen mit der Singulérwert-
zerlegung arbeiten. Zudem werden Verfahren eingesetzt, die mit Hilfe der Giinther’schen Ex-
pansion zu linearen Eigenwertproblemen fiihren. Solche Verfahren haben besonders bei nahe
zusammenliegenden und mehrfachen Eigenfrequenzen eine grofie Bedeutung und werden mit
iterativen Verfahren kombiniert.

Die Berechnung von zeitabhidngigen Zustandsgréfien mit Hilfe verschiedener Lésungstechni-
ken der REM wird in Kapitel 4 beschrieben. Hierbei wird der Schwerpunkt auf die Mo-
dalanalyse gesetzt, deren wichtigste Einsatzgebiete angegeben werden. Es wird ein Verfahren
vorgestellt, mit dem zeitabhangige Systemantworten bei beliebiger transienter Belastung und
beliebigen Anfangsbedingungen mit der REM ermittelt werden kénnen. Eine Erweiterung auf
die Berechnung von Verschiebungen und von Spannungen im Innern eines Bauteils wird vor-
genommen und an Beispielen verifiziert. Parallel zu den Berechnungen mit der REM werden
FEM-Berechnungen durchgefiihrt und die Ergebnisse verglichen.

Eine Zusammenfassung und Ausblick mit Vorschlagen fiir zukiinftige Forschungsvorhaben bil-
den Kapitel 5.

Im Anhang werden zu verschiedenen Aspekten, die in den Kapiteln 2-4 behandelt werden,
Ergénzungen aufgefiihrt.

Zuletzt werden die verwendeten Literaturquellen angegeben.



Kapitel 2
Grundlagen

In diesemn Kapitel werden zuerst die Differentialgleichungen der linearen Akustik und der linea-
ren Dynamik angegeben. Anschlielend werden mit dem Prinzip der gewichteten Residuen die
zugehorigen Integraldarstellungen abgeleitet. Die Algebraisierung erfolgt mit Hilfe der REM
unter Verwendung von Fundamentallésungen und lokalen Elementansitzen. Zuletzt wird die
numerische Integration beschrieben, die zum Aufstellen der Systemmatrizen der REM einge-
setzt wird.

2.1 Differentialgleichungen

Die Losung physikalischer Problemstellungen fiihrt in vielen Fillen auf ein System von Differen-
tialgleichungen mit vorgegebenen Randbedingungen. Diese sind dann vielfach Ausgangspunkt
unterschiedlicher rechnerischer Untersuchungen. Fiir den Berechnungsingenieur ist es daher von
auflerster Wichtigkeit, die Voraussetzungen, die bei der Herleitung von Differentialgleichungen
getroffen wurden, genau zu kennen. Nur dann ist es ihm méglich Berechnungsergebnisse korrekt
zu interpretieren, und zur praktischen Lésung von Problemen einzusetzen.

Dies gilt natiirlich auch fiir die spéter gezeigte Eigenwertanalyse. Diese wird je auf eine skalare
und eine vektorielle Differentialgleichung angewendet.

Als skalare Differentialgleichung tritt die Helmholtz-Gleichung auf, die bei der Beschreibung
zeitharmonischer skalarer Wellenausbreitung (z.B. in der linearen Akustik) eine grofie Rolle
spielt.

Die Navier’sche- (bzw. Lamé-Navier’sche-) Gleichungen fiir zeitharmonische Problemstellungen
der Dynamik sind die zu untersuchenden vektoriellen Differentialgleichungen.

Dabei wird sich auf dreidimensionale (3D) Problemstellungen beschrinkt. Das Gebiet ), fiir
das die Differentialgleichungen Giiltigkeit haben sollen, wird durch den Rand TI' begrenzt.
Jedem Punkt auf dem Rand ist eine Flichennormale zugeordnet, die im folgenden mit 7
bezeichnet wird und senkrecht auf der Randfliche stehen soll (Bild 2.1).
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Abbildung 2.1: 3D-Gebiet mit Berandung und der Fliachennormalen 7

2.1.1 Helmbholtz—Gleichung

Skalare Wellenausbreitungsvorgéinge in einem ruhenden, idealen Gas unter Annahme adiabater
Zustandsanderungen werden durch die zeitabhingige, partielle 3D-Wellengleichung

L@t - VP u@t) = b@ ) (2.1)

c2

beschrieben. u(Z,t) stellt dabei eine kleine (linearisierte) Druckschwankung um einen stati-
schen Ruhedruck dar, ¢ ist die Schallgeschwindigkeit. In b(Z,?) sind innere Krifte und die
zeitliche Anderung des zugefiihrten Volumenstroms zusammengefafit.

Da das Anfangswertproblem in der Akustik nicht relevant ist, transformiert man die Wel-
lengleichung in den Frequenzbereich. Dies fiihrt fiir verschwindende Belastung b(Z,t) auf
zeitharmonische Zustandsgrofien und zur Helmholtz-Gleichung

V2 u(Z,w) + kK u(f,w) = 0
‘ (2.2)
mit:  k = — (Wellenzahl)

c

(Obwohl es sich in Gleichung (2.2) bei u um die Schalldruckamplitude handelt, wird die
Bezeichung u der Einfachheit halber beibehalten.).
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Zur Losung der Gleichung (2.2) sind die zu erfiillenden Randbedingungen zu beachten. Diese
werden iiber den Druck u und dessen Ableitung in Normalenrichtung p = g-,%: =7 -grad u
formuliert.

In den spéiter beschriebenen Beispielen werden Randbedingungen des Typs

auf T4
p = ﬁ auf Fg (23)

|
[~}

mit: I' = F1+F2

u.a. mit schallharten Winden angesetzt. Dann gilt mit der Dichteinderung p und dem Ge-
schwindigkeitsvektor # des Luftteilchens in einem kartesischen Koordinatensystem (Schall-
schnelle)

v
p=—p- =0, (2.4)

da die Wand unbeweglich ist und damit keine Beschleunigung vorhanden ist.

Der Einbau anderer Randbedingungen wird in der Literatur ausfiihrlich beschrieben und hier
nicht weiter behandelt.

2.1.2 Navier’sche-Gleichungen

Hergeleitet wird das Bewegungsgleichungssystem eines dynamisch belasteten, linear elastischen
Kontinuums. Dabei wird ein dreidimensionaler, homogener Kérper mit isotropem Materialver-
halten angenommen. Initialspannungen, z.B. durch Temperatur hervorgerufen, werden nicht
beachtet. Eine Volumenmomentendichte soll nicht vorliegen, es gilt das Bolzmann’sche Aziom.

Die Gleichgewichtsbedingung an einem infinitesimal kleinen Volumenelement des Gebietes 2 ,
das durch den Rand I = I'; + I'; begrenzt wird, lautet unter Beachtung des Trigheitsterms

0iji(T,t) + b(Z,t) = pu(Z,1) . (2.5)

Diese Gleichung wird die Cauchy’sche Bewegungsgleichung genannt. In Gleichung (2.5) sind die
Volumenlasten in b; zusammengefafit, p ist die konstant angenommene Dichte des Korpers.
Die Angabe der Zeit- und Ortsabhéingigkeit (Z,t) wird zur einfacheren Darstellung in der
weiteren Herleitung nicht mehr angegeben.

Mit Hilfe eines Stoffgesetzes wird der Zusammenhang zwischen Verzerrungen und Spannungen
hergestellt. Fiir linear-elastische Materialien 148t sich das Stoffgesetz als erweitertes Hooke ’sches
Gesetz ausdriicken

gi5 = Cijkl Ekl . (2-6)
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Fiir isotropes Material gilt der Zusammenhang

Oij = 2 b & + A 55_7' Erk . (27)

A und p sind die Lamé’schen Konstanten, die sich aus Elastizititsmodul und Querkontrak-
tionszahl iiber die Beziehungen

Ev
AR e s g
(2.8)
E
b= G =501y

ausdriicken lassen (G = Schubmodul).

Der Zusammenhang zwischen Verzerrungen und Verschiebungen 148t sich iiber die identische
Erfiillung der Kompatibilitdtsbedingungen

1
& = 3 (wij + uj) (2.9)
formulieren.

Die Kombination der Gleichungen (2.5) bis (2.9) liefert schliefilich die Navier’schen - Bewe-
gungsgleichungen (auch Lamé-Navier’sche Bewegungsgleichungen)

(XA + u) Upgi + M Uspr T+ b, = piu; . (2.10)

Diese Gleichungen werden hiufig mit Hilfe der Wellengeschwindigkeiten

A+ 2
@ p

¢ = ,
p

(2.11)

umgeformt zu

b; ..
(c3 — ) upki + € uijos + , = u (2.12)

¢, ist die Wellengeschwindigkeit einer Longitudinalwelle (rotationsfreie Welle) und ¢, ist die
Scherwellengeschwindigkeit (Aquivoluminalwelle). Warum es sich bei diesen Gréen um Wellen-
geschwindigkeiten handelt, 148t sich mit Hilfe der Helmholtz-Zerlegung des Verschiebungsfeldes
# in einen rotationsfreien und einen divergenzfreien Anteil zeigen. Hier wird auf die Literatur
verwiesen ( [1], [72], [263] ).
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Transformation in den Frequenzbereich

Die zeitharmonische Darstellung ergibt sich mit Hilfe der Fouriertransformierten der Navier’schen-
Bewegungsgleichungen und »; = (%, w)

(A + ﬂ)uk,k,’ + p U + by = —p w? u; . (2.13)

Zur Lésung der Bewegungsgleichungen (2.13) sind die Randbedingungen zu beachten

e geometrische Randbedingungen: v, = @, auf I')

e statische Randbedingungen: p, = px auf I'y

Darin sind p; die Randspannungen, die sich aus dem Spannungstensor ableiten lassen
P = Ok T4 (2.14)

mit
2Gv

Ok = T o Oik Umm + G (uip + ki)
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2.2 Das Prinzip der gewichteten Residuen

Zur numerischen Losung von Differentialgleichungen werden hiufig Naherungsverfahren ein-
gesetzt, deren Unbekannte im gesamten Gebiet (Gebietsverfahren) oder nur auf dem Rand
(Randverfahren) liegen. Die wichtigsten dieser Verfahren sind das Finite Differenzen Verfah-
ren, die Finite Elemente Methode und das Randintegralverfahren. Alle diese Verfahren kénnen
mit dem Prinzip der gewichteten Residuen hergeleitet werden, obwohl sie in ihrer Anwendungs-
form recht unterschiedlich erscheinen.

Mit diesem Prinzip werden nun Differentialgleichungen in Integralgleichungen iiberfiihrt. Die
grundlegenden Betrachtungen werden dabei mit Hilfe einer skalaren Funktion u(Z) auf einem
Gebiet €2, das durch den Rand I" begrenzt wird, durchgefiihrt (Bild 2.1) (siehe auch Herleitung
der Differentialgleichungen).

Der die Differentialgleichung beschreibende Differentialoperator wird mit L bezeichnet. Wird
nun fiir die Funktion u(Z) eine Naherung @(Z) gewihlt, lift sich ein Fehler f(Z) definieren

Lla@) ] = @) - (2.15)

Fiir diesen Fehler wird nun ein globales Fehlermaf vereinbart, indem f(Z) mit einer Wich-
tungsfunktion w(Z) multipliziert (Gewichiung des Residuums) und das Integral iiber dem
Gebiet € gebildet wird

F = fn £(2) w(@) d2 . (2.16)

Dieses Fehlermaf} verschwindet fiir eine beliebige Wichtungsfunktion dann, wenn auch der Feh-
ler f(Z) identisch verschwindet. Daher wird gefordert

F = /n f@ w@)dd =0 . (2.17)

Das Fehlermafl existiert dann, wenn der Integrand in Gleichung (2.17) mindestens stiickweise
stetig ist [12]. Dies bedeutet, dafl stiickweise stetige Funktionen als Ansatz- und Wichtungs-
funktion verwendet werden kénnen. Diese erméglichen eine wesentlich einfachere numerische
Problembehandlung, da ihr Einsatz zu diskreten Berechnungsverfahren fiihrt.

Mit Hilfe des gewichteten Residuums bzw. des globalen Fehlermafles werden nun die Integral-
gleichungen ausgewihlter Differentialgleichungen aufgestellt. Die Anwendung findet statt fiir
die

o Poisson-Gleichung

e Helmholtz—Gleichung

o Navier'sche-Gleichung
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Die Helmholtz-Gleichung und die Navier’sche-Gleichung wurden im letzten Abschnitt hergelei-
tet. Die Poisson—Gleichung stellt den statischen Fall der Helmholtz-Gleichung dar und ergibt
sich aus dieser durch den Grenziibergang £ — 0.

Die folgenden Betrachtungen beziehen sich wiederum auf ein 3D-Gebiet Q mit dem Rand
I' = Ty + I'y (siehe Bild 2.1). Die Herleitungen der Integralgleichungen werden nun fiir die
oben aufgefiihrten Gleichungen getrennt durchgefiihrt.

Poisson—-Gleichung

Diese Gleichung wird hier gesondert neben der Helmholtz-Gleichung behandelt, weil die zu-
gehorige Integraldarstellung mehrfach zur Erliuterung der prinzipiellen Verfahren zur Eigen-
wertanalyse (sieche Kapitel Figenwertanalyse) eingesetzt wird.

Die Poisson-Gleichung lautet mit dem Laplace-Operator (V?) und den Randbedingungen

Viu(@) = bZ) in Q

v = 4 auf T4 (2.18)
du _
p = 57_{ = D auf Fz

Das globale Fehlermafl wird mit der Wichtungsfunktion u* aufgestellt (Auf die Koordinaten-
angabe (Z) wird im folgenden verzichtet.)

/szuu'dﬂ - /ﬂbu" o . (2.19)

Die linke Seite der Gleichung wird mit Hilfe zweifacher partieller Integration (siehe Anhang E)
beziiglich der Raumkoordinaten z; umgeformt zu

ou ou*
2 x — 2 . x x _ T .
/Qvuuda /ﬂVuudQ+/r-—6ﬁ,udF [ Seud (2.20)
Mit p* = Ou*/d7 folgt aus Gleichung (2.19)
2y *dl - *udll = budQ . 2.21
/QVuudQ+/rpud /Fpud /ﬂu (2.21)

Durch geeignete Wahl der Wichtungsfunktion kann diese Integraldarstellung weiter vereinfacht
werden. Dies wird spiter gezeigt.
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Helmholtz—Gleichung

Die Integraldarstellung der Helmholtz-Gleichung

Viu + Ky = 0 (2.22)

kann direkt aus der Integraldarstellung der Poisson-Gleichung abgelesen werden, wenn dort
b= —k? u eingesetzt wird

/v’u*udg+/pu*dr-/p*udr=—k2/uu*dQ . (2.23)
Q T T 0
Navier’sche-Gleichung
Die Navier’sche-Gleichung im Frequenzbereich lautet in Indexschreibweise

()\ + u) Uii; + U Uji + bj + pw2 u; = 0 . (224)

Das Fehlermafl wird mit den Wichtungsfunktionen u} gebildet

/Q[(A+ﬂ)u5,ij+ﬂUjl{i]u;dQ:—/nl:bj-'—pwzuj]u;dﬂ . (2.25)
Die linke Seite wird durch zweifache partielle Integration (siche Anhang E) umgeformt
/Q [(X 4+ p)uyy + pougg | up dQ = /Q [(/\ + op) Ui+ #U;,u] u; df}
+ /P[(/\+ﬂ)u,-,,-u;nj+puj|;u;ni]dI" (2.26)
_ /1; [(,\ + p) ul; uing + p.u;,iujn,-] dar
Die Randintegrale lassen sich {iber die Randspannungen ausdriicken

/F[()\+;L)u,-,iu;nj+uuj,iu;ni]dI‘ = /I:p,u;dl’
(2.27)

/F[(A+u)u;,,.ujn,-+#u;,iujn,-]dr /Pp;.u,-dr
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Damit folgt die Integraldarstellung
/;z [()\ + ) g+ g+ pw2u’;] u; d) + /ij u; d + /rpj u; dl — /Fp; u; dl' = 0. (2.28)

Reduktion der Integralgleichungen

Durch geeignete Wahl der Wichtungsfunktion «* bzw. u} wird nun das Gebietsintegral in
den Integralgleichungen beziiglich des Differentialoperators in Anwendung auf die Wichtungs-
funktion ersetzt.

Poisson—Gleichung

Die Wichtungsfunktion u»* wird so gewihlt, daf} sie die Poisson-Gleichung
Vi = - §(z) (2.29)

im unberandeten 3D-Gebiet erfiillt. Die Funktion §(Z*) ist die Dirac-Funktion mit Belastungs-
punkt Z*. Sie wird iiber die integrale Aussage mit einer belicbigen Funktion f(Z) definiert

| £@ 8@ e = { f@) & eq (2.30)

0 : sonst.

Mit dieser Eigenschaft folgt fiir das Gebietsintegral
/ V2 ot wdQ) = / wl=6E)]dY = —u@) = - . (2.31)
Q Q
Damit ergibt sich die Integraldarstellung
—u+/rpudI‘—/Ppud[‘=/nbudQ . (2.32)

Diese Gleichung wird fiir verschwindende Volumenlasten zu einer reinen Randintegraldarstel-
lung. Sie gilt nach der Herleitung fiir Punkte (Z*) im Innern des Gebietes §2 . Fiir Randpunkte
ist eine Grenzbetrachtung erforderlich.
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Helmholtz—Gleichung

Als Wichtungsfunktion wird die Losung aufgrund einer Dirac-Belastung der skalaren Wellen-
gleichung im Frequenzbereich

VZur + K ut = — 6(Y) (2.33)

gewihlt. Damit folgt fiir das Gebietsintegral
/Q[Vzu* Rt udQ = /Q u[—-6@EF)]dY = —u@) = - . (2.34)

Hier ergibt sich eine reine Randintegraldarstellung, weil die Helmholtz-Gleichung ohne Volu-
menbelastung angesetzt wurde

—ut 4+ /I:pu*dr‘—/rp'udr‘ =0 . (2.35)

Im Kapitel Figenwertanalyse wird als Wichtungsfunktion die Losung der Poisson-Gleichung
(2.29) gewihlt. Die Verwendung dieser Losung 148t das Volumenintegral auf der rechten Seite
der Gleichung (2.23) nicht verschwinden. Die Integralgleichung dndert sich zu

—ui+/rpu'dI‘— /Fp'udF= —k2/nuu'dQ . (2.36)

Der Vorteil dieses Vorgehens besteht darin, daB die Randintegrale nicht mehr vom Frequenzpa-
rameter k abhingig sind. Diese Tatsache wird im Kaptitel Eigenwertanalyse zur Formulierung
alternativer Randintegralverfahren (Dual Reciprocity Method, Multiple Reciprocity Method) ge-
nutzt.

Navier’sche-Gleichung

Die Wichtungsfunktion ist die Lésung der Navier’schen-Gleichung im Frequenzbereich aufgrund
einer Einheitslast. Diese Einheitslast kann nun in alle 3 Koordinatenrichtungen wirken. Dement-
sprechend ergibt sich fiir die Wichtungsfunktion eine Matrizendarstellung. uj; bedeutet die
Verschiebung eines Gebietspunktes in j-Richtung aufgrund Dirac-Belastung am Punkt Z* in
i-Richtung und ist Losung von

(A + p)ugy + pugs + pwiup; = — & 6(Z-3Y) (2.37)
bzw. abkiirzend

L* = - §;8(2-2% . (2.38)
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Aus dem ersten Volumenintegral der Gleichung (2.28) folgt damit
/n L Uy dQ = — L Uj 51:_7' 5(5—5') dQ = — uk(:i:'i) = - u}c (239)

sowie die Integraldarstellung

—u;;+fnbju;,.d9+/rp,-u;jdr— /Fp;jujdr=o . (2.40)

Pk, ist der zu uy; korrespondierende Randspannungszustand. Dieser kann aus den Spannungen

Ofik = AUkmm 0 + 1 (Ul:i,j + uij,i)
(2.41)

—_— N *x
Pj = TN Og

bestimmt werden.

In [187] wird die Verwendung der Fundamentallosung der statischen Navier’schen-Gleichungen
gezeigt. Diese fithrt zu einem nicht-verschwindenden Volumenintegral aufgrund des Trégheits-
terms, aber zu frequenzunabhingigen Randintegralen.

2.3 Fundamentallésungen

Die speziellen Wichtungsfunktionen, die sich aufgrund der Dirac-Belastung ergeben, werden als
Fundamentallosungen bezeichnet. Diese Fundamentallésungen lassen sich fiir viele Differential-
gleichungen herleiten und sind auch fiir die hier untersuchten Differentialgleichungen bekannt.
Auf eine Herleitung wird verzichtet, da diese vielfach in der Literatur in ausgezeichneter Form
durchgefiihrt wird. Hier werden die Fundamentallésungen mit Literaturquellen angegeben.

Mit 7 wird der Abstand vom Belastungspunkt Z* (Quellpunkt) zum Punkt & (Aufpunkt), bei
dem die Fundamentallésung betrachtet wird, bezeichnet.

Poisson—Gleichung

In ([34], [50]) wird die Fundamentalldsung angegeben

v o= 1
T 4wy
(2.42)
N ou* 1 or
p = = -

an 47 R
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Helmbholtz-Gleichung
Die Fundamentallésung 148t sich beispielsweise aus [50] entnehmen
. __ 1 —i kT
T dnr ¢
(2.43)
ou* 1 1 : or
S = - 4k | ceikr 2L
P = B el ERSLI R o
Navier’sche-Gleichung
Ausfiihrliche Herleitungen dieser Fundamentallésung sind in ([74], [1], [22]) zu finden.
Fundamentall6sung
x* 1 6
U = m(iﬂl)—xmw)
Y o= Y1 — Y3ty
1 _fwr
P = - € s
c? ¢
= 1 — S 2
vz ( w? 12 TWT )
]_ _fwr
13 = ; e
by = | — % %\ & (2.44)
w? r? iwr ) c2
X = X1X2 — X3X4
x1 = ¥
3c? 3¢,
Xz = (1~w2r2+iwr)
X3 = 3

w? r? Twr cf,

3 :
X4=(1— P+3Cp)ci
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Fundamentalrandspannung

. 1 or or
i = 1n [A (5{_/"51:{"'71/{7‘,_1) + B%T,H‘,j + Cnjry

dp X
A= — — =
dr T

4
p = Ax _ 2dx
T dr

o (o) (-2 8)

dr dr 27 T
dy +1,b11,b2+1,b31/)4_iw

(2.45)

B3 S l'ehu

PPy + %%11’4 + 1 Y5 — Y3 s

dr T T Cs

dx X1 X2 X3 X4 1w W

— — —_ + — — —_— —_—

ar . - e X1 X2 + , XsXa + X1 Xs — X3 Xe

Eine ausfiihrliche Interpretation der einzelnen Bestandteile der Fundamentalldsung 148t sich in
[15] nachlesen.

2.3.1 Reihenentwicklungen der Fundamentallgsung

Hier wird zum einen eine Taylor-Reihe mit Entwicklungspunkt w = 0 , zum anderen eine
Taylor-Reihe mit variablem Entwicklungspunkt w, angegeben.

Taylor-Reihe mit Entwicklungspunkt w =0

Die Fundamentalltsung und die Fundamentalrandspannung werden in Taylor-Reihen mit Ent-
wicklungspunkt w = 0 entwickelt (Maclaurin’sche Form der Taylor-Reihe). Die Reihenent-
wicklung wird durchgefiihrt, indem die Funktionen A, B, C, % und x in Reihen entwickelt
und mit dem Index N versehen werden. Die Reihenentwicklungen von Fundamentallésung und
Fundamentalrandspannung setzen sich aus diesen Koeflizienten zusammen.

Die Reihenentwicklung wird zum einen durchgefiihrt, um bereichsweise frequenzunabhingige
Systemmatrizen zu erzeugen, zum anderen ist sie erforderlich, um das Starrkdrperkriterium
(siehe spiter) einsetzen zu kdnnen. Zudem 148t sich zeigen, da die Singularititen beziiglich
der Abstandsvariablen 7 nur in den frequenzunabhingigen (statischen) Anteilen enthalten
sind. Die Reihenentwicklung ist in Anhang C aufgefiihrt.

Die dort mit dem Index reg bezeichneten Ausdriicke sind sowohl fiir verschwindendes 7 als auch
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fiir verschwindendes w regulir. Sie werden spiter zur indirekten Berechnung der integralfreien
Terme und der Cauchy-Integrale bendtigt.

Die Fundamentallfsungen der Statik ergeben sich fiir w = 0.

Taylor-Reihe mit variablem Entwicklungspunkt wp

Im Anhang D ist eine weitere Taylor-Reihenentwicklung der Fundamentallésung aufgefiihrt.
Dabei ist der Entwicklungspunkt der Reihenentwicklung variabel. Dargestellt werden nur die
ersten beiden Ableitungen der Fundamentallésung und der Fundamentalrandspannung, um den
enormen Aufwand dieser Reihenentwicklung zu verdeutlichen.

Diese Reihenentwicklung wird spater zur Erzeugung bereichsweise frequenzunabhingiger Sy-
stemmatrizen, die in Kombination mit dem QZ- bzw. QR-Algorithmus benétigt werden, einge-
setzt.

Die Fundamentallésung wird in eine Taylor-Reihe mit variablem Entwicklungspunkt wp als
Funktion der Kreisfrequenz w entwickelt

= M) (W —wo)”
u‘f-(w) = u’f.(wo) + Z J
(v} LY 1 awﬂ " n!
= UZj’o + u:j,l w4+ ...+ u:j,m'wm + .
(2.46)
x  0"p};(w) (w — wo)™
pij(w) = pj(wo) + 3
1) 1] = awn o TL'

= p:j’o + p:j,llw + ... + p:],mwm + ...

Werden die Terme uf;,, und pj;,, nun einzeln fiir sich in die Randintegralgleichung eingesetzt
(siehe spiter), lassen sich frequenzunabhiingige Systemmatrizen B,, herleiten. (siehe auch

Verfahren zur Eigenwertanalyse).

2.4 Herleitung der Randintegralgleichungen

Nachdem die Integraldarstellungen der Differentialgleichungen mit Hilfe des Prinzips der ge-
wichteten Residuen unter Verwendung der Fundamentallésung als Wichtungsfunktion aufge-
stellt worden ist, wird nun untersucht, wie diese Integraldarstellungen fiir Punkte #* auf dem
Rand I' aussieht. Dies ist erforderlich, da die Integralgleichungen in der gezeigten Form nur
fiir Punkte des Gebiets {2 definiert sind.

Gelingt es, die Integraldarstellungen auch fiir Randpunkte aufzustellen, so lassen sich diese
(mit Ausnahme der Volumenlasten) ausschliellich durch Randgré8en beschreiben. Erst dann
werden die Integralgleichungen mit Hilfe der Randelementemethode numerisch l6sbar.
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Beim Ubergang des Quellpunktes Z* auf den Rand, zeigen die im letzten Abschnitt angegebe-
nen Fundamentallésungen singuldres Verhalten. Fiir den 3D-Fall ist die Fundamentallésung «*
schwach-singulér, wihrend die korrespondierende GroBle p* stark-singuldres Verhalten aufweist

u*=0(%) , p*=o(ri2) (2.47)

(mit dem Landau-Symbol O ).

Nach Wheeler und Sternberg [263] ergibt sich fiir Randpunkte ein zusétzlicher Term
/I‘p*udF=£p*udF+ciui . (2.48)

D.h. neben dem als Cauchy’scher Hauptwert zu berechnenden Integral ¢ p* u dI’ ergibt sich
T

ein integralfreier Term.

Die Berechnung des integralfreien Terms, der von der Singularitit der Fundamentallésung und
von der Geometrie in der Umgebung des betrachteten Randpunktes #* abhingt, geschieht fiir
alle Differentialgleichungen bzw. Integraldarstellungen auf gleiche Weise. Hier wird deshalb der
Grenziibergang auf den Rand nur fiir das Beispiel der Navier’schen-Gleichung untersucht.

Verschieben des Quellpunktes auf den Rand

Wie im Abschnitt Fundamentallosungen gezeigt wurde, besteht die Fundamentalldsung der zeit-
harmonischen Navier’schen-Gleichung aus einem statischen Anteil, der alleine fiir das singulire
Verhalten verantwortlich ist, und einem Restterm, der reguldres Verhalten zeigt. Daher geniigt
es, wenn die Grenzbetrachtung nur fiir den statischen Anteil durchgefiihrt wird.

Der Grenziibergang wird prinzipiell wie folgt durchgefiihrt.

Der Rand des Gebietes wird in einen Kugelabschnitt um den zu betrachtenden Quellpunkt
und eine Restfliche aufgeteilt. Der Kugelmittelpunkt wird dabei auf den wahren Rand gelegt,
gehort aber fiir diese Betrachtung zum Innern des Gebietes (2, (Bild 2.2). Strebt nun der
Kugelradius ¢ gegen Null, wird der Kugelmittelpunkt zu einem Randpunkt.

Grenzbetrachtung

Gegeben sei ein Punkt Z* auf dem Rand T' eines Gebietes . Eine Kugel mit dem Mit-
telpunkt bei #' und Radius ¢ trennt den Rand T, von T ab. Ubrig bleibt ein Gebiet
Qo = Q—Q, . Die Oberfliche von 2, wird durch I'; beschrieben. Fiir das Gebiet )y gilt
die Integralgleichung (siehe Gleichungen 2.28 und 2.38)

/n L u;de + /n by dQ = - J L Pty dl + / L Pywdl (249)
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Qg
Abbildung 2.2: Aufspaltung des Integrationsgebiets

mit /ﬂ L*u;d2 = 0, da 2 & Qp . (2.50)
0
Nun ist zu untersuchen, wie sich die Integrale verhalten, wenn der Radius £ verschwindet.

Linke Seite der Gleichung (2.49)
lim fn by ujy A = fn bj uy; dO (2.51)

Rechte Seite der Gleichung (2.49)

/F [ujpzj - uszj] dl' = /

[ Lldr+ fr L (2.52)

Zuerst werden die Integrale iiber I'; betrachtet. . bildet die Kugeloberfliche der Kugel mit
dem Radius ¢ .

1. Integral

Mit der Einfiihrung von Kugelkoordinaten (Bild 2.3, [95]) iiber die Beziehungen

Ty = € sind cosp
zy = € sind sing (2.53)
T3 = € cos? ,

folgt mit Hilfe der Jacobi-Determinante | J | = €2 sind fiir die Abbildung eines Flichenele-
mentes in den Kugelkoordinaten

dU =e?sind dd dp . (2.54)
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Da uj; eine Singularitit der Ordnung O (%) besitzt und in der Nihe von 7' |p;| < oo
gilt, folgt flir verschwindenden Radius ¢

lim | uj,p;dl = 0

X3

e{(%)

=4

X,

Abbildung 2.3: Einfiihrung von Kugelkoordinaten

2. Integral

Das zweite Integral iiber I'. verschwindet nicht, da pj; eine Singularitét der Ordnung O (r%)
besitzt und der Integrand somit die Ordnung O (1) hat.
Die Grenzbetrachtung ¢ — 0 fiihrt daher zu integralfreien Termen, die in einer Matrix ¢
zusammengefafit werden

lim /P pi; w dF = u lim /F phdl = d,ul . (2.55)

Damit gilt zusammenfassend fiir die Integrale liber I',

lim/r [uj Dri — Upj pj] dt = ¢;u; . (2.56)

-0

Fiir die Integrale iiber I' — I', folgt

lim [ [wph; — ]| dF = /P [ty ~ ulyp; | T . (2.57)

0
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Die Existenz dieser Integrale wird in [104] nachgewiesen. Dabei ist, wie bereits bemerkt, das
Integral

I = lim Uj P, Al (2.58)

e—0 Jr-T,

im Sinne eines Cauchy’schen Hauptwertes zu verstehen.

Berechnung der Matrix ¢' der integralfreien Terme

¢ wird die charakteristische Funktion des Gebietes ), genannt. In [103] wird die Glei-
chung zur Berechung dieser Matrix fiir beliebig geformte Randgeometrien in der Umgebung des
Quellpunktes angegeben. Fiir technisch wichtige Ecken und Kanten gibt [95] die Lésung fiir
den 3D-Fall in einer Form an, die eine direkte Berechnung der Terme aus ¢ ermoglicht.

Dabei wird die Ecke bzw. Kante durch die Konfiguration in Bild (2.3) angegeben. Die Ko-
effizienten der symmetrischen Matrix ¢* ergeben sich fiir einen konstanten Winkel 9 =1 zu

; Y3 — s1n(2 @3) — sin(2 ¢1)
Cuzh',[(221+ )4

+ (1=2v) (02 — 1) (1 — cosd) ]

) (2 — 3 cosd + cos®D)

‘ B (5 00) — s
d o= k| (<P22¢P1 _ sin( ‘P2)43m(2 1)

+ (1-20) (p2 — 1) (1 — cosd) |

) (2 = 3 cosd + cos®d)

s = £ [(p2—w1) (1= cos®d) + (1= 2) (o2~ 1) (1 —cosD)]

. 9 Ced 2 R X
Ciz - (sm P2 2sm $1) ) (2 — 3 cos? + cos?)
¢y = & ( singy —sing, ) sin®d)
cs = K (cospy —cospy ) sin®d)
P 1
87 (1 — v)

Eine dhnliche Schreibweise dieser Formeln ist fiir ¢; = 0 in [16] zu finden. Zu bemerken ist,
daf fiir glatte Rédnder gilt
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In dhnlicher Weise lassen sich die integralfreien Terme der skalaren Gleichungen berechnen. Es
ist an dieser Stelle zu bemerken, dafl die explizite Berechnung der integralfreien Terme und der
Cauchy’schen Hauptwerte fiir die hier dargestellten Fille umgangen werden kann (eine Ausnah-
me bilden die spiter gezeigten Hybridelemente), wenn der Starrkdrperansatz eingefiihrt wird.
Die Verwendung des Starrkérperansatzes ist jedoch weniger effektiv als die direkte Berechnung,
da die Integranden mit Hilfe von Reihenentwicklungen berechnet werden miissen.

Zusammenfassung der Integralgleichungen

Poisson—Gleichung

~du + [ purdr - [ pudr = [ouwaa . (2.59)
r r 9]

Helmholtz—Gleichung
—c"u"+/rpu‘dI‘—/rp‘udI‘=0 . (2.60)

Mit der statischen Fundamentallésung (Losung der Poisson-Gleichung) als Wichtungsfunktion,
andert sich die Integralgleichung zu

—c‘ui+/pu'dI‘ —/p‘udI‘ = —szuu‘dQ . (2.61)
r r Q

Navier’sche-Gleichung

— ;b +/Qu,;j b; dS2 +/Fu;jpjdr - /Fp;jujdr —0 . (2.62)

Gleichung (2.62) ist die Somigliana-Identitdit zur Verschiebungsberechnung.

Es ist zu erkennen, daB es sich fiir nicht-verschwindende Volumenlasten noch nicht um reine
Randintegralgleichungen handelt. In den meisten technisch interessanten Problemstellungen
ist es jedoch mdglich, die Volumenintegrale in Randintegrale umzuformen. Dies geschieht fiir
Eigengewichtskrifte und Zentrifugalkrifte, also Krifte, die aus Potentialen abgeleitet werden
kénnen, mit Hilfe spezieller Lésungen. Die Multiple Reciprocity Method eignet sich ebenfalls
dazu, Volumenintegrale in eine Summe von Randintegralen zu transformieren. Hier wird auf
die entsprechende Literatur (speziell [197]) verwiesen.

Im folgenden wird angenommen, daf§ Volumenbelastungen auf den Rand transformierbar sind
(dann entstehen noch zusitzliche Integrale mit bekannten Gréfien). Auf die Beriicksichtigung
dieser Integrale wird jedoch aus Griinden der kompakteren Darstellung verzichtet.
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2.5 Algebraisierung der Randintegralgleichungen

Die Algebraisierung wird am Beispiel der Navier’schen-Gleichung vorgefiihrt. Die entsprechen-
den Herleitungen fiir die skalare Poisson- oder Helmholtz-Gleichung kénnen daraus durch Re-
duktion der vektoriellen Gréflen auf skalare Grofilen entnommen werden und ergeben keine
zusitzlichen Schwierigkeiten.

Zur besseren Anschauung wird nun die Matrizenschreibweise eingefiihrt.

Einfithrung der Matrizenschreibweise

U1 D1
U= | up P =1 Dp
U3 D3
un® u' ugt put P2t piat
L 3 — * —
= ug® ugt upt P = | pa* p2* pxn’
ua*  usz* uas® Pt P32’ Dpas”

Damit folgt die Matrizenrandintegralgleichung
dat+ [pad = [wpd . (2.63)

Zur numerischen Losung der Gleichungen wird der Rand des Gebietes I' in Integrations-
abschnitte (Elemente) eingeteilt. Fiir die Randverschiebungen und Randspannungen werden
lokale Ansitze gewéhlt, die als Koeffizienten die jeweiligen Knotenwerte enthalten

i@ = NTi; 7= Np; . (2.64)

#; und p; sind Knotenverschiebungen und Knotenrandspannungen, N die Matrix der Form-
funktionen des betrachteten Elementes.

Die lokalen Ansitze gelten nur fiir das jeweilige Element, fiir das sie angesetzt werden und sind
auBerhalb dieses Elementes zu Null definiert.

Dieses Vorgehen entspricht dem Einsatz von stiickweise stetigen Funktionen, die bei der Her-
leitung der Randintegralgleichungen mit dem Prinzip der gewichteten Residuen zuldssig sind.
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Fiir eine Zerlegung des Randes in n Elemente folgt

dat 4 ([ g ) = ([ g (2:65)

) j=1 3

bzw. unter Beriicksichtigung der lokalen Ansitze

dat+ Y[ p N g = Y([ v NTdD) 5 (2.66)
i=1 T~
Abkiirzend kann geschrieben werden

n n
_Cf TARE S E ij -‘j Z —g-ij _:1 . (267)
i=1

=
I

=1

Diese Gleichung gilt fiir jeden Quellpunkt z* . Jeder Randpunkt kann als Quellpunkt ange-
nommen werden. Das Ergebnis ist nach Zusammenfassen der entsprechenden Koeffizienten von
hy, und ¢t zu

by = ¢ + hy (2.68)
ein Gleichungssystem in der abgekiirzten Form
Gp=Hid . (2.69)

Dabei wird beim Aufbau der Systemmatrizen H und G beriicksichtigt, da die Koeffizienten,
die zu ein und derselben Randgréfle gehdren, zusammenzufassen sind.

Dieses Gleichungssystem ist unabhingig von der Art des Randwertproblems. Werden nun Rand-
bedingungen beriicksichtigt, treten sowohl auf der rechten als auch auf der linken Seite der Glei-
chung unbekannte und bekannte Randgréfen auf. Zur Bestimmung der unbekannten Gréflen
ist eine Umordnung des Gleichungssystems erforderlich

Bi=Af=F . (2.70)

Die Lésung dieses Gleichungssystems liefert die unbekannten Randgréfien .

Die Integrale, die sich mit Hilfe der Elementansétze ergeben, haben je nach gewahltem Rand-
elementtyp anderes Aussehen in der Schreibweise mit lokalen Koordinaten (siehe Randelement-
typen). So ergeben sich fiir Viereckselemente Integrale des Typs

o= [ [ w6 N6 | 1 (6 | da e
(2.71)

o= [ pee) NG | 166 | dde
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und fiir Dreieckselemente

o= [ [0 NE6) | L (6.6 | da de
(2.72)

1=
fa = [ [ 66 N6 | 660) | do d

Die Behandlung dieser Integrale wird spiter im Abschnitt Numerische Integration ausfiihrlich
erldutert.

Starrképeransatz

Es wird gezeigt, wie die Matrix ¢’ der integralfreien Terme gemeinsam mit den Integralen, die
als Cauchy-Hauptwerte zu verstehen sind, mit Hilfe des Starrkérperansatzes indirekt berechnet
werden kénnen. Diese indirekte Berechnung wird hier nur zu Testzwecken (Uberpriifung der
numerischen Integration stark-singulirer Integrale) verwendet. Aus Griinden der Effizienz beim
Aufstellen der Systemmatrizen werden spiter nur die direkten Verfahren eingesetzt.

=11

Die fiir einen auf dem Rand TI' des Gebiets 2 liegenden Quellpunkt Z* auftretenden in-
tegralfreien Terme und Cauchy-Hauptwerte werden nach der Diskretisierung des Randes mit
Hilfe von Elementen und Knoten in einer Matrix d* zusammengefaft

dt = ¢ + p* N; Jdl' . (2.73)

ry —

Darin ist N; die zum Randknoten Z*! gehorende Formfunktion beziiglich des Elementes j

und J die Jacobi-Determinante der Transformation.

Die Matrix ¢* ist, wie in den Grundlagen gezeigt, nur von der Ordnung der Singularitit von
p* und der Randgeometrie in der Umgebung von #* abhingig. Fiir die hier untersuchten
Fundamentallgsungen tritt fiir den statischen Fall und den dynamischen Fall kein Unterschied
in der Singularitit auf. D.h. ¢’ ist fiir Statik und Dynamik im Frequenzbereich gleich. Es gilt

Cotat = Cign - (2.74)
Gleichung (2.73) kann sowohl fiir die Statik als auch fiir die Dynamik aufgestellt werden

_‘;m = -Q.istat +¢ N; J dU

atat

(2.75)
din = Chym + ﬁj Dy Ni 7 dT
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Aus den Gleichungen (2.74) und (2.75) folgt

—zyn = —-ita.t + Aj [Etiyn - Qtvtat] Ni J dr' . (276)

Die Differenz | Pon ~ Ditar | ist reguldr, wie im Abschnitt iiber die Fundamentallsungen
gezeigt wurde (siehe Reihenentwicklungen).

Sind die statischen Koeffizienten d:,,, bekannt, kénnen die entsprechenden dynamischen Ko-
effizienten dfzyn mit Hilfe einer Integration regularer Funktionen bestimrut werden.

7Zu bestimmen ist noch d,,, . Dies wird mit Hilfe des in der Literatur hiufig sogenannten
Starrkérperansatzes ausgefiihrt.

Fiir abgeschlossene Gebiete 2 gilt in der Statik fiir vernachlissigbare Volumenbelastung das
Gleichungssystem in der abgekiirzten Form

Gi=Hi . (2.77)

Wird nun angenommen, dafl keine Randspannungen auftreten (kriftefreies System), und wird
fiir @ eine Starrkérperverschiebung der Gréfle ,,1“in eine der Koordinatenrichtungen angesetzt,
folgt

Hiyyr =0 . (2.78)

Starrkérperverschiebungen konnen gleichzeitig in alle drei Koordinatenrichtungen gewahlt wer-
den. Die Gréfle der jeweiligen Starrkérperverschiebung wird wieder zu ,, 1 “gesetzt

100100 0
Uler = 010010 0 (2.79)
001001 I
Damit folgt
HUgpwr =0 . (2.80)

D.h. aber, daB die jeweiligen Submatrizen h; aus H , die ja die integralfreien Terme ge-
=i

meinsam mit den Cauchy-Hauptwerten des Randpunktes Z* enthalten, iiber die Summe der
Nebendiagonalelemente berechnet werden kénnen

hy = — Y by (K = Knotenzahl) . (2.81)
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2.6 Spannungsberechnung mit der REM

Die Spannungsberechnung mit der REM erfolgt in einer Nachlaufrechnung im Anschlufl an die
Berechnung der unbekannten Randgréien. D.h. das Randverschiebungsfeld und das Randspan-
nungsfeld des Bauteils sind als bekannt vorauszusetzen.

Der Spannungszustand eines homogenen Korpers aus isotropem Material kann mit Hilfe des
Hooke’schen Gesetzes und mit ¢ = def @ iiber die Verschiebungen ausgedriickt werden

2Gv

Diese Gleichung kann auf zwei Arten geldst werden. Zum einen durch numerische Differenta-
tion des Verschiebungsfeldes, zum anderen durch das Einsetzen der abgeleiteten Somigliana-
Identitat.

Die letztere Methode liefert eine Randintegralgleichung zur Bestimmung des Spannungstensors,
die Somigliana-Spannungsidentitit, die fiir die hier betrachteten Fille Statik und Frequenzbe-
reich prinzipiell das gleiche Aussehen hat

2Gv . . .
Oij = L[ Oij Uppyn + G (U; + ujk,i)] px dl’

1-2v
(2.83)
2Gv . . .
- fI‘ [1 — o 8ij Pkym T G (pik,j + ij,i)] ug dl'
bzw. in abkiirzender Schreibweise
oij = -/;‘Dkij pr dl' — /I:Skij ug dl' . (2.84)

Skij und Dy;; stellen die Fundamentalspannungskerne dar, die sich aus Gleichung (2.83) ablesen
lassen.

In [74] werden diese Spannungskerne fiir Statik und Frequenzbereich explizit angegeben.

Die Identitidt (2.83) gilt fiir Punkte im Innern des Korpers. Die Behandlung von Spannungen
auf dem Rand wird in ( [92], [74], [114] und [155] ) ausfiihrlich beschrieben und hier nicht weiter
betrachtet.
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2.7 Randelementtypen

Es wurde bereits gezeigt, dal der Rand TI' eines Gebietes {2 beim Einsatz der Randelemen-
temethode in Integrationsabschnitte (Elemente) unterteilt werden mufl. Die Oberfliche eines
3D-Gebietes wird mit zweidimensionalen Elementen diskretisiert. Als Elementtypen werden
Vierecks- und Dreieckselemente mit quadratischen Geometrieansitzen verwendet.

Zudem werden noch ebene Rechteckselemente und Dreieckselemente vorgestellt, da sie bei der
Diskretisierung eine grofie Rolle spielen und wegen ihrer einfachen Handhabung oft in Kombi-
nation mit den erstgenannten Elementen verwendet werden.

Mit diesen Elementtypen ist die angeniherte oder exakte Abbildung fast jeder beliebigen Ober-
fliche maglich.

Fiir Sonderbereiche (z.B. Bruchmechanik), die hier nicht betrachtet werden, sind zudem spezi-
elle Elementtypen entwickelt worden.

2.7.1 Viereckselemente
Quadratischer Geometrieansatz

Die Geometrie des Randstiicks, das durch eine Element abgebildet werden soll, wird durch
lokale Geometrieansitze angenihert, die als Koeffizienten die jeweiligen Knotenwerte enthalten
(Bild 2.4). Die Elementkanten werden dabei durch quadratische Polynome beschrieben (deshalb
quadratische Ansditze)

£(6,6) = N (&4,6)F . (2.85)

Z; sind die Ortskoordinaten der jeweiligen Knoten, N(&;, &») ist die Matrix der Formfunktionen
des jeweiligen Elementes. (£),£2) sind die lokalen Koordinaten (siehe Bild 2.5)

&
€2

Diese lokalen Ansitze gelten nur fiir das jeweilige Element, fiir das sie definiert sind. Der
lokale Ansatz kann entweder mit 8 (Element der Serendipity-Klasse, [275]) oder mit 9 Knoten
(Element der Lagrange-Klasse) erfolgen. Die Formfunktionen der Ansétze werden am Ende des
Abschnitts tabelliert wiedergegeben.

-1
-1

1
1

IN A
IN A

Linearer Geometrieansatz (Rechteckselement)

Als weiteres Element wird hier das ebene Rechteckselement angegeben. Dieses hat nur Geome-
trieknoten in den Ecken. Die Beschreibung der Elementgeometrie erfolgt durch

Bn&) = 2 [f1+ T+ & (T — %) + & (5H - )] . (2.86)

DN =
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Abbildung 2.4: Randabschnitt angenihert durch Viereckselement

® ® —9
1 8 4

1y
5

—» T @

2 6 3
® *— ®

Abbildung 2.5: Definition lokaler Koordinaten und lokaler Knoten

Die Transformation des Flachenelementes dI' in globalen Koordinaten zu einem Flichenele-
ment in lokalen Koordinaten geschieht mit Hilfe der Jacobi-Matriz (darin 77 = (z1,24,23) )

or o

% X 7% dé1 déy = | J(&,&) | d& dé (2.87)

dl"=}

mit | J(£,&) | als Jacobi-Determinante der Transformation. Fiir Rechteckselemente ergibt
sich eine konstante Jacobi-Determinante

| J| = —Z— ( mit F = Elementfliche ) . (2.88)
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2.7.2 Dreieckselemente
Quadratischer Geometrieansatz

Die Geometrieansétze sind prinzipiell die gleichen wie beim Viereckselement. Hier werden jedoch
nur 6 Knoten pro Element eingesetzt. Fiir die lokalen Koordinaten (£),£;) , die in Bild (2.7)
angegeben werden, gilt

&
&

(1 ~&)
1. (2.89)

IN A
IN A

Abbildung 2.7: Definition lokaler Koordinaten und lokaler Knoten
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Linearer Geometrieansatz

Das Dreieck hat nur Geometrieknoten in den Ecken und ist damit ein ebenes Element. Die
Elementgeometrie wird durch die Gleichung

£(6,&) = (5H —H) & + (5 — 23) & + 23 (2.90)

beschrieben. Die Jacobi-Determinante ist konstant

|J| =2 F ( mit F = Elementfliche ) . (2.91)
Formfunktionen
N; 9-Knoten 8-Knoten
1 66 - 166 +1) i1-8)1+&)(-&+&-1)
2 66 - 166 -1) -1 -&)(-6-&~1)
3 GG +1)6E 1) H+6)1-8)(6 - & -1)
4 & +1)6E+1) 1+8)(1+&)(E+E-1)
5 e -101-8) :(1-&)(1-¢€)
6 11—k -1) ;1-)(1-&)
7 %51(514”1)(1—53) %(14‘51)(1—52)
8 s(1- )& +1) (1= +&)
9 (1-&)(1-£&) —

Tabelle 2.1: Formfunktionen des Viereckselements

N; 6-Knoten

1 267 -4

2 23 - &

3 1 —3& — 36 + 4616, + 267 + 263
4 461 &

5 461 - &~ &)

6 46 (1 - & — &)

Tabelle 2.2: Formfunktionen des Dreieckselements
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2.7.3 Verschiebungsansitze

Fiir die Randverschiebungen und Randspannungen werden lokale Ansitze gewihlt, die die je-
weiligen Knotenwerte als Koeffizienten enthalten

@ = NT; 7= NTp; . (2.92)

Dabei werden fiir Verschiebungen und Randspannungen jeweils die gleichen Formfunktionen
verwendet, obwohl auch unterschiedliche Ansétze maglich sind.

Der Ansatzgrad wird hier konstant, linear oder quadratisch gewéhlt. Bei konstanten Ansitzen
wird angenommen, dafl die Verschiebungen und Randspannungen innerhalb eines Elementes
niherungsweise konstant angenommen werden kdnnen und entsprechen den jeweiligen Grofien
im Elementmittelpunkt.

Bei linearen und quadratischen Ansitzen werden die gleichen Formfunktionen wie fiir die Be-
schreibung der Geometrie gewihlt.

Bezeichnungen

Je nach Ansatzgrad fiir Zustandsgrélen (Verschiebungen und Randspannungen) und Geome-
trie, wird eine Einteilung der Elemente in Klassen vorgenommen.

Eine Einteilung findet statt in

e isoparametrische Elemente (Ansatzgrade der Zustandsgréfien und der Geometrie gleich),
e superparametrische Elemente (der Ansatzgrad der Geometrie ist grofier),
e subparametrische Elemente (der Ansatzgrad der Zustandsgrofien ist grofler).

In den spiteren Untersuchungen werden hauptsichlich subparametrische Elemente (lineare Geo-
metrie, quadratische Ansétze fiir die Zustandsgrofien) verwendet.
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2.7.4 Hybridelemente und diskontinuierliche Elemente

Die bisher beschriebenen Elemente gehoren fiir lineare und quadratische Ansitze der Zustands-
groBen zu den kontinuierlichen Elementen. Sie werden als kontinuierlich bezeichnet, weil sie an
ihren Grenzflichen nicht nur Geometrieknoten mit benachbarten Elementen gemeinsam haben,
sondern auch die Knoten der Zustandsgrofien. An diesen Knoten ist dann die Stetigkeit der
Verschiebung gewihrleistet. Liegt ein solcher Knoten beispielsweise an einer Ecke oder Kante
(bzw. allgemein an einer Stelle, an der die Flichennormalen der an den Knoten angrenzen-
den Elemente nicht alle gleich sind), so ist zwar die Verschiebung stetig, die Randspannungen
werden aber i.a. unterschiedlich sein (siehe Bild 2.8). Dies ist besonders bei der Formulierung

Abbildung 2.8: Kante mit zwei Elementen I und II

der Randbedingungen zu beachten. So diirfen pro Knoten nur eine unbekannte (bei skalaren
Problemen) bzw. drei unbekannte GréSen (bei vektoriellen Problemen) auftreten.

Da an Ecken und Kanten unterschiedliche Randspannungen pro Knoten auftreten kénnen,
ergeben sich in den Systemgleichungen

Gp = Hi
(2.93)
Bif = Af = F

rechteckige Systemmatrizen G und A. Fiir die Lésung des Gleichungssystems spielt dies keine

Rolle, da die bekannten Randspannungen in einem Vektor F zusammengefalit werden.

Vielfach ist es jedoch wesentlich weniger aufwendig, bei der Modellbildung auf diskontinuierli-
che Elemente zuriickzugreifen. Diese Elemente unterscheiden sich in der Geometriebeschreibung
nicht von kontinuierlichen Elementen. Lediglich die Knoten der Verschiebungs- und Randspan-
nungsansitze liegen nicht mehr auf den Elementrandern, sondern sind ins Innere des Elementes
verschoben. Dies fiihrt zu unstetigen diskontinuierlichen Verschiebungsverldufen an den Ele-
mentgrenzen, jedoch bei der Modellbildung zu Vereinfachungen.
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K
-

Abbildung 2.9: Beispiel: Knotenlage bei diskontinuierlichen Elementen

In den Tabellen (2.3, 2.4) werden die Formfunktionen angegeben und die Bilder (2.10) und
(2.11) zeigen die Skizzen zur Lage der lokalen Knoten. Dabei wird bei den Viereckelementen
ay = a; = a3 = a4 = a gesetzt. Die allgemeine Formulierung mit a; wird in [213] angege-
ben. Die kontinuierlichen Elemente lassen sich mit @ = 1 direkt aus den diskontinuierlichen
herleiten.

Bei Dreieckselementen gelten die Abkiirzungen

é-ll _ 61 —ag §12 62 — a4

a4 a4

(2.94)
£3—ay

gy = 222 H=1-6t-4

a4

Nachteile beim Einsatz von diskontinuierlichen Elementen

Diskontinuierliche Elemente fiihren, neben den Unstetigkeiten im Verschiebungsverlauf, zu einer
grofien Anzahl neuer Knoten. Die Gréfle der Systemmatrizen wird daher i.a. stark ansteigen. Bei
der Modellerstellung ergeben sich keine Anderungen gegeniiber den kontinuierlichen Modellen,
da die Geometrie gleich bleibt, und die Lage der Knoten fiir die Zustandsgréien automatisch
berechnet werden kann. Ebenfalls kénnen die Knotengréien mit Hilfe der Formfunktionen auf
die Elementrander umgerechnet werden. Damit ist u.a. die Grée der Unstetigkeit quantifizier-
bar.

Um eine Reduktion der Freiheitsgrade beim Einsatz von diskontinuierlichen Elementen zu er-
zielen, werden Hybridelemente formuliert.
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Abbildung 2.10: Definition lokaler Koordinaten und lokaler Knoten
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Abbildung 2.11: Definition lokaler Koordinaten und lokaler Knoten
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N; 9-Knoten

1 S -a)%&+a)

2 Y& -a)%(&-a)

3 Ha+af(e-a)

4 SE+a)% & +a)

5 @ -a)xla—&)a+ &)

6 26 —-a)gl—-&)a+é)

7 S +a)gzl—-&)a+&)

8 e +aiza-6&)a+é)

9 ala—&)(a+&)Ha—&)a+6)

Tabelle 2.3: Formfunktionen des diskontinuierlichen
Viereckelementes

N; 6-Knoten

1 261 - ¢,

2 285 - ¢,

3 1= 3¢, — 3¢, + 48,6, + 267 4 2¢'2
4 48, &

5 4¢,(1-¢,~-¢,)

6 46 (1 =&, - &)

Tabelle 2.4: Formfunktionen des diskontinuierlichen
Dreieckselementes
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Einsatz von Hybridelementen

Bei Hybridelementen werden nur die Knoten ins Elementinnere verschoben, die an eine Kante
oder Ecke stoen bzw. bei denen eine Anderung der vorgegebenen Randspannung auftritt. Die
restlichen Knoten verbleiben auf den Elementrindern.

Abbildung 2.12: Beispiel: Knotenlage bei Hybridelementen

Die Formfunktionen entsprechen denen der diskontinuierlichen Elemente, die Parameter a;
sind lediglich entsprechend zu wahlen.

Bild (2.12) verdeutlicht eine Problematik der Hybridelemente bei der numerischen Integra-
tion. Wird die Elementeinteilung entsprechend des linken Bildes vorgenommen, ergeben sich
Integrale des Typs, wie sie auch bei kontinuierlichen Elementen auftreten. In der Praxis werden
jedoch die Knoten der ZustandsgroBen sehr nahe an die Rénder der Elemente gelegt, damit
der Einflufl der Unstetigkeit in den Verschiebungen moglichst klein bleibt. Soll dann von einem
solchen Knoten aus {iber ein benachbartes Element integriert werden, so ergeben sich fast-
singuldre Integrale. Die Losung solcher Integrale ist i.a. mit sehr viel numerischem Aufwand
verbunden und fiihrt zu uneffektiven Berechnungen.

Wird hingegen eine Knotenwahl wie auf dem rechten Bild getroffen, treten zwar keine fast-
singulédren Integrale auf, jedoch ergeben sich stark-singulire Integrale. Zur Verdeutlichung kann
man sich vorstellen, da von dem Knoten auf der Ecke iiber das darunterliegende Element
integriert wird. Es tritt ein stark-singuléres Integral auf, welches nicht vom Starrkérperkriterium
erfafit wird. Dies geschieht deshalb nicht, weil der Eckknoten nicht zum unteren Element gehort
und damit auch keinen Anteil zu den Diagonalelementen liefert. Das stark-singulire Integral ist
direkt zu losen. Die Verfahren dazu werden im Abschnitt Numerische Integration behandelt.
Sie sind meist sehr viel effektiver als die Integration fast-singulirer Integrale.
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2.8 Numerische Integration

Im Abschnitt 2.4 wurden die Randintegralgleichungen hiergeleitet. Mit Hilfe einer Diskretisie-
rung des Randes in Elemente wurde das gesamte Integrationsgebiet (der Rand T') in Integra-
tionsabschnitte aufgeteilt. Unter Beriicksichtigung der lokalen Anséitze fiir die Zustandsgrofien
gilt fiir einen Randpunkt Z*

é @t i / NTdr) i; = / NTdD) ;. (2.95)

Die Integranden der zu losenden Integrale bestehen aus bekannten Funktionen. Fiir ebene
Elemente ist die analytische Integration beziiglich der einzelnen Elemente méglich ([63], [10],
[161]). Fiir gekriimmte Elemente mufl die Integration numerisch durchgefiihrt werden. Eine
analytische Integration ist wegen der komplexen Struktur der Integranden mit ortsabhingiger
Jacobi-Determinante nicht moglich.

Die numerische Integration kann nach zwei grundsitzlichen Verfahren erfolgen. Zum einen
stehen die Quadraturformeln nach Newton-Cotes zur Verfiigung ([275], [24]), zum anderen die
numerische Integration nach Gauf-Legendre, die hier als Standard-Gaufl-Verfahren bzw. GauSi-
Quadratur bezeichnet wird.

Mit der Newton-Cotes-Quadratur ist mit (n+1) Funktionswerten (Stiitzstellen) die fehlerfreie
Integration eines Polynoms n-ter Ordnung moglich. Die Gauf-Quadratur erlaubt mit n
Funktionswerten die exakte Integration eines Polynoms (2n—1)-ter Ordnung. Die Verwendung
der GauB-Quadratur ist wegen der geringeren Anzahl von Funktionswerten in den meisten
Fillen vorteilhaft.

Hier bezieht sich daher die Darstellung der numerischen Integration auf die GauB-Quadratur.

Bei der numerischen Integration spielt die Abstandsvariable r , die den Betrag des Abstands
vom jeweiligen Quellpunkt Z#* zu einem Stiitzpunkt i# der numerischen Integration angibt,
eine wichtige Rolle (siehe Bild 2.13).

Abhingig vom Betrag dieser Variablen, sind unterschiedliche Integrationsverfahren anzuwen-
den. Die Integrale, die zu 16sen sind, werden in Klassen eingeteilt. Fiir 75, > Tyren; sind die
hier betrachteten Integranden im allgemeinen regulédr ( 7,,;, ist der minimale Abstand vom
Quellpunkt zum Element, {iber das momentan integriert wird, 7g.en, stellt eine untere Grenze
dar, bis zu der die Integranden als regulir betrachtet werden kdnnen). Die Integrale konnen
dann mit dem Standard-GaufB-Verfahren gel6st werden.

Fir 7min < Tgrens spricht man von fast-singuldren Integralen. Fiir den Fall, dafl der Quellpunkt

Punkt des Elementes ist, auf dem die Aufpunkte Z liegen, heiflen die Integrale singuldre
Integrale. Integrale der Ordnung O (%) (Fundamentallosung) heifien fiir den 3D-Fall schwach-

singuldr, die der Ordnung O (;15) (Fundamentalrandspannung) sind stark-singuldr.

Je nach Typ der Integrale sind unterschiedliche Verfahren einzusetzen, um eine effektive nume-
rische Berechnung zu erméglichen. Dazu werden alle auftretenden Integrale direkt berechnet.
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Abbildung 2.13: Abstand r vom Quellpunkt zu einem Integrations-
punkt in einem anderen Element

Das Starrkérperkriterium (siehe Algebraisierung der Randintegralgleichungen) wird wegen der
erforderlichen Reihenentwicklung nur in der Programmtestphase zu Vergleichsrechnungen ein-
gesetzt.

Hier wird nun ein Konzept vorgestellt, bei dem die reguliren Integrale mit dem Standard-Gauf-
Verfahren berechnet werden. Die anderen Integraltypen werden mit Verfahren behandelt, die
eine nichtlineare Koordinatentransformation gemeinsam haben. Es ist zu bemerken, dafl neben
dem Einsatz der nichtlinearen Transformation noch eine Reihe anderer Transformationen zum
Einsatz kommen. Weit verbreitet ist die Transformation von lokalen Koordinaten in Polarko-
ordinaten.

Die einzelnen Integrationsverfahren werden nun vorgestellt und an Beispielen getestet.

2.8.1 Regulire Integrale
Gau3-Quadratur

Das Verfahren wird hier nur prinzipiell vorgefiihrt. Eine ausfiihrliche Darstellung ist in [40]
zu finden. Zuerst erfolgt die Behandlung eines eindimensionalen Integrals, die Erweiterung auf
zweidimensionale Integrale wird anschlieBend durchgefiihrt.

Die Aufgabe besteht darin, eine Naherungslosung fiir das Integral

+1

I= [ fed (2.96)

1

zu bestimmen. Dabei ist bereits eine Koordinatentransformation auf ein lokales Koordinaten-
system mit den Grenzen (—1< ¢ <1) erfolgt.

Mit Hilfe der Legendre-Polynome (Kugelfunktionen) gelingt es, das Integral durch eine Summe
von Produkten von n variablen Gewichtsfaktoren w; und Stiitzstellen (Gaufkoordinaten)
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f(&) anzundhern. Die n Stiitzstellen ¢; sind dabei die Nullstellen des n-ten Legendre-
Polynoms im Abschnitt (-1 < ¢ <1)

n

I~ wfE) . (2.97)

i=1
Bei zweidimensionalen Integralen in lokalen Koordinaten

+1 +1

1= [ [ ) dade (298)

f2=-1 £{1=-1

wird genau wie bei der analytischen Auswertung mehrdimensionaler Integrale vorgegangen. Mit
der Gaufl-Quadratur wird zuerst das innere Integral ausgewertet

I =~ z% w; / f(&, &) dé, ; (2.99)
1= -1

dann die Auswertung des dufleren Integrals hinzugenommen

] N3

Y Z F&6) wiw; . (2.100)

j=1 i=1
Darin sind w;, w; die Wichtungsfaktoren und &;, §; die Gauflkoordinaten.

Diese Integrationsformeln gelten fiir Gebiete, die nach einer Koordinatentransformation auf
lokale Koordinaten als Einheitsquadrat darstellbar sind. Prinzipiell lassen sich damit alle hier
auftretenden reguliren Integrale numerisch auswerten. Wird das Element in Dreieckskoordina-
ten abgebildet, kénnen spezielle Integrationsformeln eingesetzt werden.

So 148t sich das Integral
+1 1-&

f(&, &) d& do (2.101)

£2=0 £1=0

~
il

nach einem Vorschlag von Hammer [101] mit Hilfe einer Einfachsumme (non-product-Formel)

3 (€ E) w (2.102)

j=1

N =

darstellen.

Wichtungsfaktoren und GauBkoordinaten sind fiir unterschiedliche Polynomgrade n tabelliert
( [236], [234], [235] ). Die Wahl der Integrationsordnung fiir die Integranden, die bei der Rand-
elementemethode auftreten, 148t sich nach einem Vorschlag in [59] effektiv abschétzen.

Die restlichen Integraltypen neben den reguldren Integralen werden, wie bereits angegeben, mit
Verfahren geldst, die auf der nichtlinearen Transformation basieren. Diese Transformation wird
nun kurz beschrieben.
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2.8.2 Nichtlineare Transformation

Die nichtlineare Transformation wird zur Transformation eines Integrals in lokalen Koordinaten
(&1,&2) in ein Integral in Koordinaten (p;, p2) eingesetzt. Diese Transformation wird, dhnlich
der Transformation in Polarkoordinaten, erst dann angewendet, wenn das Element iiber das
integriert werden soll, in Abhingigkeit von der Lage des Quellpunktes Z* in dreieckige In-
tegrationsabschnitte eingeteilt worden ist. Diese Abschnitte stellen dabei keine Elemente dar,
sondern sind lediglich als Integrationsgebiete zu verstehen. Bild (2.14) zeigt die Aufteilung eines
ins lokale Koordinatensystem transformierten Vierecksgebietes in vier Abschnitte. Dabei wird
angenommen, daB der singulire Punkt #* zum Element gehort.

182

81

II o IV
xl

ITII

Abbildung 2.14: Elementaufteilung in Abhéngigkeit des singuldren Punktes

Nach der Elementunterteilung in dreieckige Abschnitte, wird nun fiir jedes dieser Dreiecke die
nichtlineare Transformation durchgefiihrt. Sie lautet

51 = (1 —‘Pl) EP) + m (1 - P2) f§2) + p1 p2 E%a)
(2.103)
&= (A=-p) &P + p (1—p) €2 + pr oo &8

Dabei sind die Eckknoten des Dreiecks nach Bild (2.15) definiert. Die Koordinaten .EJ(-i) stel-
len dabei die lokalen Koordinaten der Eckknoten (i) dar. Der Quellpunkt liegt jeweils beim
lokalen Knoten (1) mit den lokalen Koordinaten 53(-1) . Bild (2.15) stellt zudem die Anderung
des Integrationsgebiets dar. Die Transformation hat die Jacobi-Determinante

b aé‘ 35 *
| Ine | o X ) Iy m (2.104)

&) (67 - &) - &2 (P - e + 878 - & |
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Py
(+1,+1)
4 @ ® 3
Py
1 @ @
(1,0 (0,0) 2

Abbildung 2.15: Transformation von lokalen zu nichtlinearen Koordinaten

Hier ist bereits zu bemerken, daB die Jacobi-Determinante J%, = |Jyz| die Integranden um
eine Ordnung regularisiert, da

lim (p—‘) —o0@) . (2.105)

(Pl ,1‘)—')0 T

Die nichtlineare Transformation wird nun zur Berechnung fast-singulirer, schwach-singulirer
und stark-singulirer Integrale eingesetazt.

2.8.3 Fast-singulire Integrale

Fast-singulire Integrale treten dann auf, wenn der Quellpunkt Z* nahe dem Rand liegt, iiber
den integriert werden soll ( Tmin < Tyrens ) (siche Bild 2.16).

Abbildung 2.16: Quellpunkt 7* nahe dem Aufpunkt Z#
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Die Integrationskerne sind im mathematischen Sinn zwar regulir, sie dndern sich aber um
den Quellpunkt sehr stark. Das Standard-GauB-Verfahren ist nur mit sehr hohen Stiitzstel-
lenzahlen fiir diese fast-singuldren Integrale einsetzbar und daher nicht effektiv. Alternative
Integrationsverfahren sind deshalb erforderlich.

Im hier gezeigten Verfahren wird zuerst der Punkt eines Elementes bestimmt, der den geringsten
Abstand zum Quellpunkt hat. In Abhéngigkeit von diesem Punkt (Projektionspunkt) erfolgt
eine Aufteilung des Elementes in Integrationsgebiete. Diese haben den Projektionspunkt als
singuliren Punkt gemeinsam.

Die anschlieflend durchgefiihrte nichtlineare Transformation regularisiert um eine Ordnung.
Zuletzt wird eine Radialtransformation durchgefiihrt. Hier kommt die L=% Transformation
zum Einsatz.

Fiir singuldre Integrale kann das Verfahren in dhnlicher Weise angewendet werden. Dabei
entfillt natiirlich die Projektion des Quellpunktes.

Nichtlineare Transformation und Radialtransformation

Fiir die Integrale iiber ein Element kann abkiirzend geschrieben werden

I = / ;{; dT (@=1,2,3 bei 3D-BEM) . (2.106)
r

Im folgenden werden die Losungsschritte kurz dargestellt.

a.) Transformation in das lokale Koordinatensystem

+1 41
I = / / ;é- Jdé dé;  (J = Jacobi-Determinate) (2.107)
.|

b.) Ermittlung des Projektionspunktes

Zuerst muBl der Punkt des Elementes ermittelt werden, der zum Quellpunkt den geringsten Ab-
stand hat. Fiir gekriimmte Elemente wird diese Aufgabe numerisch mit dem Newton-Verfahren
gelost.

Fiir die hiufig auftretenden ebenen Elemente wird der Durchstopunkt einer Geraden, die in
Richtung der Flichennormalen des Elementes zeigt, mit der Elementebene bestimmt. Je nach
Lage des Projektionspunktes zum Element ist eine Fallunterscheidung erforderlich.

Hier soll der Projektionspunkt Z** im Element liegen (Bild 2.17).
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Abbildung 2.17: Projektion des Quellpunktes auf das Element

c.) Aufteilung des Integrationsgebietes (Abb. 2.14) und nichtlineare Transformation

Die nichtlineare Transformation fordert eine Aufteilung des Integrationsgebietes in dreieckige
Teilintervalle. Die Integrale iiber die Teilintervalle miissen berechnet und addiert werden. Diese
ergeben das Integral iiber das Element. Die nichtlineare Transformation ist fiir jedes Teildreieck
durchzufiihren.

Fiir das Integral folgt
1

1
L=/ L7 T or doy dp (2.108)
0 0

~

d.) Radialtransformation

R wird als neue Variable eingefiihrt

prdpy = r*dR = /@ + & dR . (2.109)

Damit folgt fiir das innere Integral aus I;

1 f R(l)f pdp
I(p) = /—aJpl dpy = / L i dr mit:R:/—ll-——& . (2.110)
o " RO Vot + a2

Das Integral wird durch ' * regularisiert. Die Integration kann mit dem Standard-GauB-Verfahren
durchgefiihrt werden. R wird analytisch fiir verschiedene o bestimmt. Da die Integrationsker-
ne unterschiedliche Ordnungen a aufweisen, ist es zur effektiven Berechnung sinnvoll, fiir alle
Kerne eine einheitliche Radialtransformation zu verwenden. In der Praxis hat sich die L%
Transformation bewihrt [109]. Dabei gilt

R = —(p + d)7'f
(2.111)
re = [(-R)® - d]|-5-(-R)™
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Andere Radialtransformationen sind in [107], [106] [108] dargestellt. Bei sehr kleinen Abstiinden
ist in radialer Richtung zusitzlich eine Aufteilung des Integrationsgebietes moglich.

Numerische Beispiele
1. Wiirfel unter Normalspannung (Bild 2.18)

Ein Wiirfel wird bis auf zwei gegeniiberliegende Seiten jeweils in Richtung der Flichennormalen
eingespannt. An den freien Seiten wird eine entgegengesetzte, jedoch vom Betrag gleich grofle
Verschiebung u, in Richtung der Flichennormalen vorgegeben. Dadurch entsteht iiberall im
Wiirfel die gleiche Lingsspannung o,..

Bild (2.18) stellt die auf die analytische Lésung o, (Stabtheorie) normierten Lingsspannungen
On = O0zz/ 0. (REM, 6 Elemente, Modell shnlich Bild 3.4) in unmittelbarer Nihe einer der
verschobenen Endflichen (z << 1) dar.

Der Wert fiir den Punkt auf dem Rand (z = 0) wird mit Hilfe der hypersinguldren Span-
nungsidentitit berechnet.

Dies ist erforderlich, da die Integranden zur Spannungsberechnung beim Ubergang auf den
Rand hypersingulir ( O (}3) ) werden. Die Behandlung solcher hypersinguliren Integrale wird
in ( [93], [96], [114] ) ausfiihrlich beschrieben und in [155] angewendet.

(’n
1.07

1.02

[
(=]
>
L
LU LRRARARRANRRA NI R AN LN RN R N NN RN RN IR RN RSN RERRRERE RN AR

1L nnInAllllnllnllnnlunl|||lhlnluuluu!unhnllnnhnllu_u!nnl|n:|uul|rnhln[nnl
0 .02 .04 .06 .08 .10 .12 .14 .16 .18 -6 .20
*10° X

Wirfel unter Normalspannung, BEM, 6 Elemente

Abbildung 2.18: Rechenbeispiel Wiirfel: Spannungen in Randnéhe
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2. Integration iiber ein Testrechteck

Untersucht wird die Integration fast-singulirer Integrale iiber ein Testrechteck. Der Quellpunkt
liegt im Koordinatenursprung. Der nichste Punkt des Elementes zum Quellpunkt ist ausschlag-
gebend fiir die Elementaufteilung in Dreiecksgebiete und ist der Schnittpunkt der linken Ele-
mentkante mit der Abszisse (siehe Bild 2.19).

RS

0.5

I
i *

ii x* X1

T o 2.0 )
III
I
0.5

Abbildung 2.19: Elementaufteilung bei fast-singuldren Integralen

Integriert werden die Funktionen

ldI‘

on

I
T

=3 |

(2.112)

T
r

Die Ergebnisse werden fiir unterschiedliche Stiitzstellenzahlen angegeben (Tabelle 2.5). Als
Vergleichsdaten werden die analytischen Ergebnisse aufgefiihrt. Zudem werden die Ergebnisse
angegeben, die sich ergeben, wenn die Integrale als reguldr betrachtet und mit der non-product-
Formel nach Hammer unter Verwendung von 13 Stiitzstellen berechnet werden.

Die gleiche Untersuchung wird mit einer rechteckigen Fliche durchgefiihrt, die sich von der
Fliche in Bild (2.19) nur dadurch unterscheidet, dafl das Element bei z; = 0.5 die linke und
bei z; = 2.5 die rechte Kante hat. Die Ergebnisse sind in Tabelle (2.6) dargestells.
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n I L

2 .67945399718D+00 .48030530297D+00

3 .67854313093D+00 .47794630770D+00

4 .67851976652D+00 .47784471663D+00

5 .67851927634D+-00 .47784131374D+00

6 .67851926822D+00 .47784121701D+00

7 .67851926815D+-00 .47784121467D+00

8 .67851926815D+-00 .47784121463D+00

9 .67851926815D+00 .47784121462D+-00

10 .67851926815D+00 .47784121462D+-00

20 .67851926815D+-00 .47784121462D+00

Exakt .67851926815D+-00 .47784121462D+00

Dreiecke 13 .67851933621D+-00 .47784081315D+-00

Tabelle 2.5: Integration iiber eine quadratische Fliche

Die Ergebnisse der Tabellen (2.5) und (2.6) zeigen, daB bei der Berechnung mit nichtlinearer
Transformation Resultate erzielt werden koénnen, die gleich den analytischen Ergebnissen sind.

Die Genauigkeit ist dabei vom kleinsten Abstand des Quellpunktes zum Element abhingig. Je

kleiner der Abstand, desto hoher muBl die Stiitzstellenzahl sein. Die Integration mit der non-
product-Formel liefert bereits bei den hier relativ grofi gewdhlten Abstdnden zwischen Quell-
punkt und Element keine befriedigenden Ergebnisse mehr.

In Bild (2.20) werden die Ergebnisse der Berechnung mit der nichtlinearen Transformation
(10 x 10 Stiitzstellen) und den non-product-Formeln (7 und 13 Stiitzstellen) fiir den variablen
Abstand a verglichen.

Es zeigt sich, daf fiir kleine Abstéinde Quellpunkt/Element auf jeden Fall die Regularisierung
einzusetzen ist, da sonst die Fehler der Integration nicht mehr abschitzbar sind.
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n I I
2 .15564810690D+01 .14595658184D+01
3 .15454024932D+01 14426641286 D+01
4 .15434823643D+01 14356977378 D+01
) .15431887737D+01 .14340562504D+-01
6 .15431479701D+-01 .14337468885D+-01
7 .15431425419D+-01 .14336940757D+01
8 .15431418282D+01 14336854918 D+-01
9 .15431417336D+01 .14336841289D+01
10 .15431417210D+01 .14336839153D+01
20 .15431417190D+01 .14336838763D+-01
Exakt .15431417190D+01 .14336838763D+01
Dreiecke 13 .156428961753D+-01 .14314157858D+01

Tabelle 2.6: Integration iiber eine Rechteckfliche

1.0 1
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Abbildung 2.20: Unterschiedliche Verfahren fiir fast-singulire Integrale im Vergleich
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2.8.4 Schwach-singulire Integrale

Die Losung schwach-singulirer Integrale ( O (%) ) stellt keine Probleme dar, da mit Hilfe der
Regularisierung die Singularitit aufgehoben werden kann [262], [6], [98], [161], [L06]. Es ist prin-
zipiell das gleiche Vorgehen wie bei fast-singuliren Integralen anzuwenden. Je nach Lage des
singuliren Punktes (Quellpunkt) Z*, ist eine Elementaufteilung im lokalen Koordinatensystem
in Integrationsabschnitte erforderlich. Bei der hier eingesetzten nichtlinearen Transformation
ergibt sich dann fiir alle Elementtypen eine gleiche Behandlung der einzelnen Integrationsab-
schnitte. Je nach Lage des Quellpunktes (die Lage ist von den verwendeten lokalen Ansitzen
fiir die Zustandsgréflen abhingig), ergeben sich fiir dreieckige und viereckige Elemente die in
Bild (2.21) dargestellten Aufteilungen. Der schwarze Punkt gibt jeweils die Lage des singuliren
Punktes an.

III I I11

II II

Abbildung 2.21: Elementaufteilung als Funktion des Quellpunktes

Beispiel quadratisches Gebiet

Untersucht wird das schwach-singulére Integral {iber einer quadratischen Grundfiiche der Grofle
8 x 8 (Einheiten). Der Quellpunkt liegt im Elementinnern. Es erfolgt eine Aufteilung in 4
Integrationsgebiete iiber die mit jeweils 7 x 7 Stiitzstellen integriert wird (Bild 2.22). Die
Resultate sind in Tabelle (2.7) angegeben. Dort sind auch das analytische und das Ergebnis
einer Rechnung, bei der die Integrale als regulir (rein formal, 20 x 20 Stiitzstellen) betrachtet
werden, angegeben.

Probleme treten bei schwach-singularen Integralen dann auf, wenn die Elemente sehr grofie
Lingen-Breitenverhiltnisse aufweisen (Bild 2.23). Solche relativ langen Elemente treten z.B.
beim Einsatz adaptiver Netzverfeinerungsverfahren auf. Dann empfiehlt es sich, das Element
vor der Integration in zwei Abschnitte aufzuteilen. Dabei entsteht ein (moglichst) quadratisches
Gebiet, welches den Quellpunkt enthilt, und ein Restgebiet auf das die regulire Integration
angewendet werden kann.
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Abbildung 2.22: Quadratisches Gebiet der Kantenlinge 8x8

1/r I
nichtlinear 25.0145659
analytisch 25.0145659

regulir 29.0474390

Tabelle 2.7: Integration der Funktion 1/r iiber eine quadratische Fliiche

—

xi

singuldres Gebiet
I

regulires Gebiet

II

Abbildung 2.23: Aufteilung des Integrationsgebietes in zwei Teilgebiete
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2.8.5 Stark-singulire Integrale

Die Integrale beziiglich der Fundamentalrandspannung p}; (Dynamik) bzw. p* (skalare
Differentialgleichung) besitzen im Dreidimensionalen die Ordnung O (;‘;) . Fiir den Fall, dafl
der Quellpunkt #* zum Element gehért, {iber das integriert werden soll, werden die Integrale
stark-singuldr und im allgemeinen unbegrenzt. Die Fundamentalrandspannung pj; zeigt nun
aber gewisse Symmetrieeigenschaften in der Umgebung des Quellpunktes. Die Integrale, die
neben dem integralfreien Glied auftreten (sieche Grundlagen), werden daher endlich und als
Cauchy-Integrale oder Cauchy-Hauptwerte bezeichnet. Die Endlichkeit der Integrale 148t sich
an einem eindimensionalen Beispiel darstellen.

Dazu wird ein uneigentliches Integral, das in einem Intervall a < ¢ < b definiert und beim
Punkt z, a < £ < b unbeschrinkt ist, betrachtet [4]. Der singulire Teil des Integranden
wird durch eine Funktion 1 beschrieben, der reguldre Teil f(t) ist mindestens C° -stetig.
Fiir ein solches Integral existiert bei symmetrischer Umgebung & des Quellpunktes z der
Cauchy-Hauptwert

t—=zx t—=zx

FICRA. lim l f(t) dt + f S8 dt] : (2.113)

a

Ebenfalls kann dieses Integral durch eine Summe von zwei Integralen, die nur gemeinsam exi-
stieren, ausgedriickt werden

t—=zx £—0 t—=zx
a L o T—E€

(2.114)

t—z £—+0 t—=z
z lr+e

fbi@dt = lim /b FAORYN Zfﬁtfﬂdt:

Die letzten Integrale der rechten Seiten der Gleichungen (2.114) heben sich fiir ein symmetri-
sches Ausschlufigebiet £ nur dann gegenseitig auf, wenn fiir die Integranden I gilt

lim I(z +¢€) = — lim I(z —¢) . (2.115)

Diese Bedingung ist fiir die hier zu untersuchenden Integrale gegeben. Die verbleibenden Inte-
grale der Gleichung (2.114) sind fiir den Fall, dai f(t) C!-stetig ist, identisch mit einseitigen
Finite Part Integralen [4]. Diese sind begrenzt, miissen aber fiir die numerische Losung aufbe-
reitet werden. Dazu sind unterschiedliche Verfahren entwickelt worden [153].

Eine wichtige Methode ist die Singularitit-Subtraktion ( [94], [99], [4] ). Dieses Verfahren wird
hier eingesetzt und nun beschrieben.
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Singularitit-Subtraktion

Prinzipiell funktioniert dieses Verfahren so, daf} der regulire Teil des Integranden in eine Taylor-
Reihe mit dem Quellpunkt als Entwicklungspunkt entwickelt wird. Werden nun eine endliche
Zahl Reihenglieder von der reguldren Funktion abgezogen und auf der anderen Seite wieder
hinzuaddiert, &ndert sich das Integral nicht. Wird z.B. nur das erste Glied f(z) einer Taylor-
entwicklung berticksichtigt, ergibt sich

ey

;%dt = /—f(t)_f($)dt+f(a:); Lo

i—=zx t—=x

2]

(2.116)

b b b

f(®) f(t) - fl=) 1

at = [ dt ¢ dt
ft—x J t—z +f($)$ t—zx

D.h. die Integrale werden in regulire Integrale (erste Integrale auf der rechten Seite von Glei-
chung 2.116) und in Restintegrale aufgespalten. Die reguliren Integrale kénnen mit Hilfe des
Standard-Gauf-Verfahrens gelést werden. Die Restintegrale sind, wie gezeigt, begrenzt und
kénnen aufgrund ihres einfachen Aufbaus analytisch gelést werden

{1
ft—zdt — Inja — z|

(2.117)

Pl
f dt = Infb—z|
J t—z

Mit Hilfe dieses Verfahrens werden nun die stark-singulidren Integrale des 3D-Gebietes nume-
risch gelost. Dabei wird vorausgesetzt, dal sich die unbegrenzten Terme in der Umgebung
des Quellpunktes gegenseitig autheben, die Integrale daher begrenzt bleiben und als Cauchy-
Hauptwerte zu behandeln sind. Das dies fiir die zweidimensionale Oberfliache erfiillt ist, wird
vorab gezeigt.

Die stark-singulidren Integrale der 3D-Randelementemethode werden in ihrer Singularitit von
Termen der Form

T; 1 z; —
_ i lam -3 2.
I r? r? r (2.118)

gepragt. Fiir die zweidimensionale Oberflache gilt (siehe Bild 2.24)

o
g -z _ (cosﬁ) ‘ (2119)

sin ¥

Damit wird der Integrand beziiglich seines Vorzeichens von den Funktionen cos? und sin?
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Abbildung 2.24: Ausschufigebiet in der Umgebung des Quellpunkts

bestimmt. Bei einem Winkelsprung von 7 tritt ein Vorzeichenwechsel auf, d.h. es gilt

!i.i% Ir=¢19) = - }:1_% Ir=¢,9+m) . (2.120)

Damit ist gewéhrleistet, dafl sich die unbegrenzten Terme gegenseitig aufheben, d.h.

f“.dr:limf L.dl . (2.121)

-0
r r-r.

Die Aufgabe besteht also darin, die Cauchy-Hauptwerte fiir Punkte des Randes I' eines
Gebietes 2 zu bestimmen.

Die Darstellung bezieht sich dabei auf die 3D-Dynamik. Da sich die Fundamentalrandspannung
im Frequenzbereich als Summe eines stark-singuldren statischen Anteils und eines reguldren
Restterms darstellen 148t, brauchen sich die Betrachtungen nur auf den statischen Anteil zu
beziehen. Die Integrale des Restterms kénnen mit Hilfe des Standard-Gau$-Verfahrens separat
berechnet werden. Aus Griinden der iibersichtlichen Darstellung wird hier auf die Kennzeich-
nung mit dem Index stat verzichtet.

Die Integrale haben die Form

f py N dl = lim / py N dl . (2.122)

'-T¢

Darin ist N* die nicht-verschwindende Formfunktion am Quellpunkt.
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Grenzen m Elemente an den Quellpunkt, setzt sich das Integral aus einer Summe von Teilin-
tegralen {iber die einzelnen Elemente zusammen

m
lim / py N'dl = lim 3 / py NP M de de, (2.123)
r-T, 7=l pnZpn
J™ stellt dabei die Jacobi-Determinante der einzelnen Elemente dar, die sich bei der Transfor-
mation von globalen zu lokalen Koordinaten ergibt. Die Integrale iiber die einzelnen Elemente

werden nun getrennt voneinander integriert.

Der erste Schritt besteht darin, dal mit Hilfe einer geeigneten Transformation eine Regulari-
sierung der Integranden um eine Ordnung vorgenommen wird. Ublich ist die Transformation
nach Polarkoordinaten. Hier wird aber mit der nichtlinearen Transformation gearbeitet, um
fiir alle Elementtypen eine einheitliche Behandlung zu erzielen. Diese Transformation wurde
bereits vorher behandelt, eine Regularisierung um eine Ordnung findet mit Hilfe der Jacobi-
Determinante statt.

Damit folgt fiir das Integral iiber ein Element

[ vy N de de = / / (o1, p2) dpy dpa (2.124)
rn-I'p p2=0 p1=a
mit: F; = p; N'J" I ;1

Auf das rechte Integral der Gleichung (2.124) wird die Subtraktions-Methode angewendet.
Dazu ist der Integrand in eine Laurent-Rethe mit dem Quellpunkt als Entwicklungspunkt zu
entwickeln. Die Laurent-Reihe ist deshalb gegeniiber der Taylor-Reihe vorzuziehen, weil eine
Aufsplittung des Integranden in einen singuldren und einen reguldren Teil nicht méglich ist. Die
Reihenentwicklung geschieht in der Form, dafl die einzelnen Glieder des Integranden in Reihen
entwickelt werden

(2.125)
31‘1561] {3%352]
i _— _|_ __>=
([Mapl NS A Il T
Damit
r= i+ 4+t = oA+ A+ A
r=pmA  mit: A= A2+ A} + A3 (2.126)
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Mit den dargestellten Gliedern der Reihenentwicklung wird eine neue Funktion F; gebildet
. 1
Fi(pr,p) = o filp) - (2.127)

Darin ist f;; eine regulire Funktion. Damit besitzt F; die gleiche Ordnung der Singularitit
wie F',;j s d.h.

lim (F; — F;) = O(1) . (2.128)

p1—0 g

Unbekannt ist noch die untere Integrationsgrenze beziiglich p, . Fiir die Umgebung des sin-
guldren Punktes gilt

e = (5 — @) (& - 3}) = o} A?
(2.129)
— a = -% = ﬂE
Endgiiltige Formulierung
m 1 1
I =1mY [ [ Fieue)dede
n=1 =0 pi=a(e)
m 11
1=1mY [ [ (Fienm) - FZ(oum) ) do dpo (2.130)
n=1 pa=0 p1=c
1 1
. = f.";'(P2)
+ ll_% Z _/ _/ T dp dp;

Das letzte Integral der Gleichung (2.130) wird beziiglich der Koordinate p, analytisch integriert

1

. / n 1 n 1
lim / fi5(p2) In. 5 dpy = / 2 (02) hzdn . (2.131)

p2=0 p2=0

Dies gilt unter der Voraussetzung, daf die unbegrenzten Terme in der Summe iiber alle an den
Quellpunkt angrenzenden Elemente verschwinden

1
. m . 1
ll_l;% Ine ( > _/ 5(2) In— dpgj =90 . (2.132)

n=1 p2=0 'B
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Damit folgt die Formulierung, die der numerischen Integration zuginglich ist

Ma

n

11
/ _/ ( Fj(p1, p2) — Fij*(py, p2) )dm dp;
1 p2=0 pr=

(2.133)

+
NE
~

f2(p2) In % dpa

1,

E
Il

0

Die Losung des Integrals kann nun numerisch mit dem Standard-Gaufi-Verfahren durchgefiihrt
werden. Dazu ist allerdings noch eine lineare Koordinaten-Transformation erforderlich

1
pp = §(<P1+1)

(2.134)
1
p2 = 5(4#’2 + 1)
. 1 . .
mit: J = 1 Jacobi-Determinante
Damit
m 1 1
Z _/ / (‘Pl,‘Pz F,-’;*(cm,wz) ) J do; dpy
n=1 pr=—1 p1=-
(2.135)
m 1 1 1
+ 2 / fi5(2) lnﬁ J* dyo mit:  J* = 3
n=l =1
Beispiele

Anhand zweier Beispiele wird die Berechnung stark-singulirer Integrale gezeigt. Untersucht
wird ein quadratisches, ebenes Gebiet, das ein Oberflichenelement einer 3D-Oberfliche dar-
stellen kann. Fiir dieses Gebiet existiert eine analytische Losung [244].

Integration iiber eine quadratische Fliche

Uber einer quadratischen Fliche (Bild 2.25) wird das Integral

I=[2gr (2.136)
/
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—

berechnet. Der Quellpunkt Z* befindet sich auf dem Element, das Integral ist folglich stark-
singulédr. Die Integration erfolgt in der Weise, dal das Integrationsgebiet in 4 Dreiecksflichen
aufgeteilt wird (Bild 2.26). Die Integrale iiber die Dreiecksflichen werden getrennt voneinander
berechnet und ergeben als Summe das Integral iiber die quadratischen Fliche. Tabelle (2.8)

X2 1€,
1.0
o Xi(E =03 E,=02)
2 gl,xl
1.0 2.0
-1.0

Abbildung 2.25: Integration iiber ein quadratisches Element

X2 8,
1.0
I
IT xi 51 X1
1.0 2.0
IV
IIT
-1.0

Abbildung 2.26: Aufteilung des Integrationsgebietes in 4 Dreiecksflichen

stellt die Ergebnisse fiir verschiedene Stiitzstellenzahlen der GauBlintegration dar. Die Doppelin-
tegrale ergeben sich korrekt jeweils zu Null, die dargestellten Werte sind also identisch mit den
Einfachintegralen und werden mit nichtlinear bezeichnet. Zum (rein theoretischen) Vergleich
werden die Ergebnisse angegeben, die sich bei Betrachtung des Integrals als reguléres Integral
ergeben (was natiirlich fehlerhaft ist !). Das analytische Ergebnis wird nach [244] berechnet. Es
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zeigt sich, daf8 bereits mit 7 Stiitzstellen ein ausreichend gutes Ergebnis erzielt wird. Die re-
gulére Integration liefert selbst bei 20 Stiitzstellen unbrauchbare Ergebnisse. Die Ergebnisse aus

nxn nichtlinear regular
4x4 .87894960040D+ 00 -.46487196990D+01
5x5 .87901165872D+00 .55899486288D+00
6x6 .87901728630D+-00 .35351275436D 402
=7 .87901783049D+00 -.47515612752D+00
8x8 .87901788474D+00 .82763592274D+01
9x9 .87901789028D+00 -.27216690777D+00
10x10 .87901789085D+00 .36435480285D+00
20x20 .87901789092D+00 .11343452329D+01
exakt .87901789092D+00 .87901789092D+00

Tabelle 2.8: Integration iiber eine quadratische Fliche

Tabelle (2.8) konnen direkt mit denen in [95] verglichen werden. In [95] ist das gleiche Beispiel
aufgefiihrt, wird aber mit anderen Transformationen und anderer Aufteilung (4 Rechtecke) des
Integrationsgebietes berechnet. Es ist zu beachten, daf§ in [95] eine Aufteilung in 4 Rechtecke
erfolgt, die jedoch zur Integration wieder in jeweils 2 Dreiecke zerlegt werden. Uber diese wird
dann mit Hilfe der Radialtransformation integriert. D.h. es werden bei gleicher Stiitzstellenzahl
pro Dreieck doppelt so viele Gesamtstiitzstellen gewihlt als bei der hier dargestellten Losung.
Dies ist bei einem direkten Vergleich der Ergebnisse zu beachten.

Integration iiber eine quadratische Fliche, mehrere Elemente

Die Integration erfolgt wiederum iiber das quadratische Gebiet, das in Bild (2.25) dargestellt
ist. Nun wird das Integrationsgebiet aber in 4 viereckige Elemente mit quadratischen Geome-
trieansitzen eingeteilt. In Bild (2.27) ist die Aufteilung dargestellt. Die Koordinatenangaben
beziehen sich auf das lokale Koordinatensystem. Diese Aufteilung bewirkt, daf§ die Doppelinte-
grale nicht verschwinden. Die Gesamtergebnisse sind natiirlich identisch mit denen des letzten
Beispiels und werden fiir unterschiedliche Stiitzstellenzahlen nach Einfach- und Doppelintegra-
len getrennt und als Summe aller dieser Integrale in Tabelle (2.9) dargestellt.

Das gleiche Integrationsgebiet wird nochmals, jedoch fiir eine andere Lage des Quellpunktes
betrachtet (Bild 2.28). Die Ergebnisse sind in Tabelle (2.10) dargestellt. Die Ergebnisse in den
Tabellen (2.9) und (2.10) zeigen, daf bereits mit Integrationsordnungen 7x 7 sehr gute Ergeb-
nisse erzielt werden. Die Gesamtergebnisse konnen direkt mit den Ergebnissen in [95] verglichen
werden. Die Teilergebnisse sind unterschiedlich, da die Elementaufteilung wegen fehlender An-
gaben nur ungefihr gleich gewihlt werden konnte. In [95] wird mit der Radialtransformation
als Regularisierung gearbeitet, wihrend hier die nichtlineare Transformation eingesetzt wird.
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Abbildung 2.27: 1. Aufteilung des Integrationsgebietes in 4 Teilfiichen
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Abbildung 2.28: 2. Aufteilung des Integrationsgebietes in 4 Teilflichen
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n=4 T/ To [ r*

Element I | doppel | .21963246329D-02 | .47013718701D+00

einfach | .31864830280D+00 | -.18536906014D-+00

Element IT | doppel | .33452037668D+00 | .32717879232D+00

einfach | -.64472000261D+00 | -.40537727660D-+00

Element III | doppel | .73036153763D+00 | -.12943567717D+00

einfach | .95556790282D-01 | -.33944570729D+00

Element IV | doppel | .53149189742D-01 | -.40271180165D-01

einfach | -.13689403087D-01 | -.25410877016D+00

GESAMT .87602311607D+00 | -.55669169221D+-00

EXAKT .87901789092D+00 | -.55875805922D4-00
n=>5 Ty /" To [T

Element I | doppel | .22210949057D-02 | .47019244307D+00

einfach | .31859529534D+00 | -.18538265893D+00

Element IT | doppel | .33791973591D+400 | .32483074461D+00

einfach | -.64420374957D+00 | -.40641795690D+00

Element IIT | doppel | .73045266651D+00 | -.12954966823D-+00

einfach | .95592724420D-01 | -.33949409201D+00

Element IV | doppel | .52714106888D-01 | -.39624011081D-01

einfach | -.14040031215D-01 | -.25379852877D+00

GESAMT .87925184319D+00 | -.55924372825D+00

EXAKT .87901789092D+00 | -.55875805922D+00
n==6 Ty /1’ To [ T

Element I | doppel | .22165763806D-02 | .47019370078D+00

einfach | .31860031334D+00 | -.18538419543D-+00

Element II | doppel | .33753795115D+4-00 | .32510719207D+-00

einfach | -.64430652683D4-00 | -.40628503562D+-00

Element III | doppel | .73046479880D+00 | -.12954723717D+00

einfach | .95597640764D-01 | -.33949398564D+-00

Element IV | doppel | .52805523726D-01 | -.39551092032D-01

einfach | -.13992937879D-01 | -.25374537676D-+00

GESAMT .87892333945D+-00 | -.55870602979D--00

EXAKT .87901789092D+-00 | -.55875805922D4-00
n=7 Ty [ T? To [ T*

Element I doppel | .22169513560D-02 | .47019308364D+-00

einfach | .31859999784D+00 | -.18538390548D+00

Element II | doppel | .33760719345D-+00 | .32508226058D+00

einfach | -.64428905430D+00 | -.40629978808D+00

Element IIT | doppel | .73046502338D+00 | -.12954630923D+00

einfach | .95597760904D-01 | -.33949362833D+00

Element IV | doppel | .52816642314D-01 | -.39560725503D-01

einfach | -.13985255742D-01 | -.25374939049D+00

GESAMT .87902925920D+00 | -.55875840289D+00

EXAKT .87901789092D+00 | -.55875805922D+00
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n=2_8 ry/r’ ro [ r?
Element I doppel | .22169415561D-02 | .47019316297D+00
einfach | .31860000885D+00 | -.18538393433D+00
Element II | doppel | .33759915850D+00 | .32508357794D+00
einfach | -.64429175834D+00 | -.40629841198D+00
Element III | doppel | .73046496017D+00 | -.12954625487D+00
einfach | .95597737032D—-01 | -.33949360337D+00
Element IV | doppel | .52815497767D-01 | -.39562300283D-01
einfach | -.13985749269D-01 | -.25375040004D+00
GESAMT .87901679626D+00 | -.55875816395D+00
EXAKT .87901789092D+00 | -.55875805922D+00
n=29 ry/r Ty [T
Element I | doppel | .22169395149D-02 | .47019315637D+00
einfach | .31860000918D+00 | -.18538393225D+00
Element II | doppel | .33760037774D+00 @ .32508364289D+-00
einfach | -.64429136916D+00 | -.40629850385D+00
Element III | doppel | .73046495424D+00 | -.12954625692D+00
einfach | .95597734490D-01 | -.33949360388D+00
Element IV | doppel | .52815278840D-01 | -.39562198897D-01
einfach | -.13985886010D-01 | -.25375036919D+00
GESAMT .87901803884D+00 | -.55875806573D4-00
EXAKT .87901789092D+00 | -.55875805922D+-00
n =10 ry/r? ra /T
Element I | doppel | .22169398925D-02 | .47019315670D+-00
einfach | .31860000909D+00 | -.18538393236D+00
Element II | doppel | .33760024212D+00 | .32508359786D+00
einfach | -.64429142170D+00 | -.40629850407D+00
Element I1I | doppel | .73046495419D+00 | -.12954625741D+00
einfach | .95597734451D-01 | -.33949360407D+00
Element IV | doppel | .52815288618D-01 | -.39562170886D-01
einfach | -.13985883395D-01 | -.25375035274D+00
GESAMT .87901786326D-+00 | -.55875806697D-+00
EXAKT .87901789092D+00 | -.55875805922D+00
n = 20 ry/ ro [T
Element I doppel | .22169398584D—-02 | .47019315670D+00
einfach [ .31860000910D+00 | -.18538393236D+-00
Element II | doppel | .33760025812D+00 | .32508360550D+00
einfach | -.64429141574D+-00 | -.40629850282D+00
Element III | doppel | .73046495423D+00 | -.12954625743D+00
einfach | .95597734465D-01 | -.33949360408D+00
Element IV | doppel | .52815292177D-01 | -.39562171861D-01
einfach | -.13985881288D-01 | -.25375035288D+-00
GESAMT .87901789092D+00 | -.55875805922D+00
EXAKT .87901789092D+00 | -.55875805922D+00

Tabelle 2.9: 1. Integration iiber eine quadratische Fliche
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Grundlagen

n=4 Ty /12 T [ 12
Element I | doppel | -.10196996967D+01 | .91076856470D+00
einfach | -.13920035247D4-00 | -.81650102523D-01
Element IT | doppel | .12087952243D+01 | .73468925516D+-00
einfach | .17609925619D+-00 | -.97611999887D-+00
Element III | doppel | -.82105880026D+00 | -.10326221527D+01
einfach | -.92899029740D+00 | -.23370111627D-01
Element IV | doppel | -.26250057952D+-00 | .87912047768D+00
einfach | -.33338609342D+00 | -.42824774450D+00
GESAMT -.21199413393D+-01 | -.17431812690D-01
EXAKT -.21141749212D4-01 | .00000000000D+00
n=>5 T,/ 7r? Ty [ T?
Element I | doppel | -.10202353584D+01 | .90964373188D+00
einfach | -.13945884331D4-00 | -.82116992796D-01
Element IT | doppel | .12091038040D-+01 | .73397347828D+-00
einfach | .17628343979D+00 | -.97634219922D+-00
Element IIT | doppel | -.81929725993D+-00 | -.10146857313D+01
einfach | -.92085843550D+00 | -.19027918235D-01
Element IV | doppel | -.26238240948D+-00 | .87949285829D-+00
einfach | -.33327759254D+00 | -.42820523103D+-00
GESAMT -.21101226554D+01 | .27319958947D-02
EXAKT -.21141749212D+01 | .00000000000D+00
n=_=6 Ty /T To [T
Element I | doppel | -.10204068300D+-01 | .90961116801D+00
einfach | -.13954621836D-+00 | -.82128812969D-01
Element II | doppel | .12090689554D+01 | .73399110260D-+-00
einfach | .17626299542D+-00 | -.97632568729D+-00
Element III | doppel | -.82192080969D+00 | -.10175508951D+01
einfach | -.92285445927D+-00 | -.19017553502D-01
Element IV | doppel | -.26241887517D+-00 | .87950747749D+00
einfach | -.33328225473D+-00 | -.42819143211D+00
GESAMT -.21150974964D+-01 | -.10463284912D-03
EXAKT -.21141749212D+-01 | .00000000000D-+00
n=717 T|1/7"2 T,z/‘l"2
Element I | doppel | -.10204287388D+-01 | .90962547544D+00
einfach | -.13955714361D+00 | -.82121801777D-01
Element II | doppel | .12090645287D+-01 | .73398906625D+-00
einfach | .17626510528D4-00 | -.97632674567D-+00
Element III | doppel | -.82113480048D+00 | -.10173514889D--01
einfach | -.92250953516D-00 | -.19219404272D-01
Element IV | doppel | -.26242024285D-+00 | .87950360792D4-00
einfach | -.33328347771D4-00 | -.42819206147D-+00
GESAMT -.21140043047D+01 | -.93352500020D-04
EXAKT -.21141749212D4-01 | .00000000000D+-00
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n=238 ry/r* ro /T
Element I | doppel | -.10204294016D+01 | .90962865050D+00
einfach | -.13955753615D+00 | -.82120270452D-01
Element II | doppel | .12090648139D+01 | .73399040751D+00
einfach | .17626490070D+00 | -.97632669496D+00
Element III | doppel | -.82128874937D+00 | -.10173014291D+01
einfach | -.92254467861D+00 | -.19149636286D-01
Element IV | doppel | -.26241987858D+00 | .87950345694D+00
einfach | -.33328341591D+00 | -.42819219784D+00
GESAMT -.21141939456D+01 | .32286278223D-04
EXAKT -.21141749212D+01 | .00000000000D+00
n=29 ry /[ r ro [ T2
Element I | doppel | -.10204291457D+01 | .90962897884D+00
einfach | -.13955741738D+00 | -.82120114091D-01
Element II | doppel | .12090649803D+01 | .73399028430D+-00
einfach | .17626491946D+00 | -.97632669533D+00
Element ITI | doppel | -.82126898414D+00 | -.10173260152D+-01
einfach | -.92254672601D+00 | -.19165132286D-01
Element IV | doppel | -.26241986487D+00 | .87950349364D+00
einfach | -.33328340394D+-00 | -.42819219077D+00
GESAMT -.21141756422D+01 | -.73908534136D-05
EXAKT -.21141749212D+01 | .00000000000D+00
n =10 ry/ ra [ r?
Element I | doppel | -.10204290898D+01 | .90962898257D+00
einfach | -.13955738988D+00 | -.82120112091D-01
Element II | doppel | .12090649606D+01 | .73399026865D4-00
einfach | .17626491783D+00 | -.97632669566D+00
Element III | doppel | -.82126946923D+00 | -.10173198721D+-01
einfach | -.92254465393D+00 | -.19162705505D-01
Element IV | doppel | -.26241986825D+00 | .87950349506D+00
einfach | -.33328340460D+00 | -.42819218952D+00
GESAMT -.21141739973D+01 | .11714046081D-05
EXAKT -.21141749212D+01 | .00000000000D+00
n =20 ry/ r ra /1’
Element I | doppel | -.10204290842D+01 | .90962897683D+-00
einfach | -.13955738700D+00 | -.82120114814D-01
Element IT | doppel | .12090649590D+01 | .73399027122D+00
einfach | .17626491795D+00 | -.97632669561D+00
Element III | doppel | -.82126989726D-+00 | -.10173208210D+01
einfach | -.92254515661D+00 | -.19162921770D-01
Element IV | doppel | -.26241986835D+00 | .87950349472D+-00
einfach | -.33328340471D+00 | -.42819218960D-+00
GESAMT -.21141749212D+01 | .14505063817D-12
EXAKT -.21141749212D+01 | .00000000000D+00

Tabelle 2.10: 2. Integration {iber eine quadratische Fliche



Kapitel 3

Eigenwertanalyse mit der
Randelementemethode

In diesem Kapitel werden zuerst grundsétzliche Verfahren zur Eigenwertanalyse mit Hilfe der
REM vorgestellt. Es folgt die Untersuchung der bei der Eigenwertanlyse benétigten REM-
Systemmatrizen. Anschlielend werden Methoden zur Bestimmung von Eigenfrequenzen mit
der REM entwickelt und an Beispielen getestet.

3.1 Verfahren zur Eigenwertanalyse mit der Randele-
mentemethode

3.1.1 Einleitung

In diesem Abschnitt werden verschiedene Verfahren zur Aufbereitung der Randelementemetho-
de fiir die Eigenwertanalyse gezeigt. Diese Verfahren werden anhand der Helmholtz-Gleichung
vorgestellt, da diese eine iibersichtliche Darstellung erméglicht.

Die Helmholtz-Gleichung (siche Grundlagen) ist eine partielle Differentialgleichung der ska-
laren Zustandsgrofie Schalldruck (bzw. Schalldruckinderung um einen statischen Druck). Die
zugehorige Fundamentallosung ist in kompakter Form darstellbar. Die hier gezeigten Untersu-
chungen beziehen sich auf dreidimensionale Gebiete.

Die Anwendung der anschlieBend erlduterten Verfahren auf die Dynamik ergeben prinzipiell
keine neuen Probleme gegeniiber der Akustik. D.h. die Verfahren kénnen direkt auf Pro-
bleme der Dynamik iibertragen werden. In der Dynamik liegt die vektorielle Navier’sche—
Differentialgleichung vor, die skalare Fundamentallésung der Akustik expandiert zu einer Matrix
von Fundamentallésungen (siehe Kapitel 2). Die Darstellung ist wesentlich aufwendiger als bei
der skalaren Formulierung, liefert aber keine neuen Erkenntnisse. Daher wird auf die Darstel-
lung der Dynamik verzichtet und an den entsprechenden Stellen auf die Literatur verwiesen.
Die Verfahren, die nun vorgestellt werden, unterscheiden sich in erster Linie durch die Art der
als Gewichtungsfunktion verwendeten Fundamentallsung.
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Untersucht werden direkte Verfahren, Reihenentwicklungsverfahren, die DRM (Dual Recipro-
city Method), die MRM (Multiple Reciprocity Method) sowie das Verfahren der partikuldren
Lésungen. Bis auf die direkten Verfahren, haben sie das Ziel, frequenzunabhingige Systemma-
trizen zu erzeugen und damit eine Linearisierung der Eigenwertaufgaben vorzubereiten.

(Bemerkung: Fiir die DRM und MRM werden in der Literatur durchweg die englischen Be-
zeichnungen verwendet. Diese werden auch hier iibernommen. Eine Ubersetzung ins Deutsche
findet nicht statt.)

Problemstellung

Gegeben ist ein geschlossenes Gebiet (2 mit Berandung I' = I'y + Iy, auf dem die
Helmholtz-Gleichung

Viu+ k2u = 0 (3.1)

gelten soll. u stellt den Schalldruck dar, k ist der Frequenzparameter. Der Rand I’ ist
in Gebiete 'y und TI'; aufgeteilt. Auf I'; ist der Schalldruck, auf T'; die Schallschnelle
vorgegeben

U = U auf I
(3.2)

P=3==7p auf [y

Gesucht sind die Eigenwerte k; fiir das Gebiet ) mit den vorgegebenen Randbedingungen.

3.1.2 Verwendung der Fundamentallésung der Helmholtz-Gleichung

Die Fundamentallésung und ihre Ableitung nach der Flichennormalen # lautet

w -1 kr
vo= 47Tr ¢
(3.3)
ou* 1 1 ) or
* - _ . - ik L—ikr 0
P o7 irr [r+’ ] ¥ o7

Wird diese Fundamentallésung verwendet, ergeben sich in der resultierenden Integraldarstel-
lung keine Volumenintegrale aufgrund von Tragheitstermen

cut = /Pu"pd[‘ — /Fp*udl‘ . (3.4)

Der Frequenzparameter k tritt in stark-nichtlinearer und transzendenter Form in «* und p* auf.
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Die Diskretisierung der Randes fithrt zu der Matrizengleichung (siehe Kapitel 2)

G(k) plk) = H(k) (k) . (3.5)

Einbau der Randbedingungen und Umordnen der Gleichungen nach bekannten Randgréfien f
und unbekannten Randgroflen Z liefert

B(k) (k) = Ak) fk) . (3.6)

Fiir die Eigenwertberechnung gilt :

nk) = det[B(k)] = 0 . (3.7)

Die Losungsverfahren dieses Eigenwertproblems werden spiter in diesem Kapitel vorgestellt.

3.1.3 Reihenentwicklungen mit variablem Entwicklungspunkt

Mit Hilfe von Reihenentwicklungen der Fundamentallsungen sollen frequenzunabhéngige Sy-
stemmatrizen erzeugt werden. Diese werden spiter bei der Eigenwertanalyse eingesetzt.

Die Fundamentallésung (3.3) wird in eine Taylor-Reihe mit variablem Entwicklungspunkt ko
als Funktion des Frequenzparameters k entwickelt

. 0"u*(k)

’Ul‘(}c) - ’U,*(ko) + 21 akn (k—ko)u

n!

ko

= wug + u-k+ ...+ u, k™ 4+ ..

ou* ©  grp* (k)

. . k — ko)™
P = 25 = gy + 3 T2 Eob)

n!

n=1 ko

= py + Pk + ...+ P KT+ L
Dieser Reihenansatz wird in die Randintegralgleichung der Helmholtz-Gleichung (3.4) eingesetzt

dul = /u‘de‘—/p‘udI‘
r r

Q
&
Il

it /[-‘(u(‘,+u‘1‘-k+...+u;'n-k’"+...)de

- /F(PS +pi-k+ ... +ph, k™ + ...)udl
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cul = /Pusde‘+ ...+k’"/ru:‘npdl‘+...

- [ pudr - =k [ phud - (39)

Die Integrale der einzelnen Reihenglieder in Gleichung (3.9) lassen sich nun getrennt berech-
nen. Es ergeben sich frequenzunabhingige Systemmatrizen B; , die mit Potenzen k* zu
multiplizieren sind. Damit 148t sich die frequenzabhingige Systemmatrix B(k) mit Hilfe von
p frequenzunabhingigen Systemmatrizen B; niherungsweise ausdriicken und wird (nur an
dieser Stelle) mit B(k) bezeichnet

B(k) ~ B(k) = By+B,k+Byk*+...+B, k* . (3.10)

Die Matrix B(k) ist nur in einem bestimmten Frequenzbereich Ak giiltig, der von der
Anzahl der beriicksichtigten Reihenglieder und der Lage des Entwicklungspunktes k, abhingig
ist (siehe Bild 3.1). Die Breite des Frequenzbereichs Ak ist fiir eine vorgegebene Anzahl
Reihenglieder vom maximal im Modell auftretenden Abstand Quellpunkt/Aufpunkt r = e
abhingig. Fir p=05 und 7, = lm ergibt sich beispielsweise Ak = 7.

A

o Ak

_—/-‘\ ’//’
~_ | <

kAnfang 1(0 kEndo:

Abbildung 3.1: Giiltigkeitsbereich Ak der Matrix B(k)

Die frequenzunabhingigen Systemmatrizen B; werden fiir jeden zu betrachtenden Frequenz-
abschnitt Ak nur einmal aufgestellt. In diesem Frequenzabschnitt werden dann fiir beliebige
Frequenzen k Systemmatrizen B(k) mit Hilfe der Gleichung (3.10) aufgestelit. Neben den

Matrizen B; brauchen sonst keine anderen Systemmatrizen bestimmt zu werden.

Es ist zu bemerken, da8 die frequenzunabhéngigen Matrizen zwar prinzipiell getrennt berechnet
werden, die praktische Durchfilhrung aber so aussieht, dafl alle Matrizen gleichzeitig aufgestellt
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werden. D.h. die numerische Integration wird nur einmal, jedoch mit mehreren unterschiedli-
chen Integranden durchgefiihrt. Der Aufwand zum Erstellen von p Matrizen B, erfordert
daher nur unwesentlich mehr numerischen Aufwand als das Erstellen der frequenzabhingigen
Systemmatrix B(k) fiir einen konkreten Frequenzwert & .

Die Ableitungen der Fundamentallésung der Dynamik, die zur Reihenentwicklung erforderlich
sind, werden bis zum quadratischen Glied im Anhang D angegeben. Im Anhang C ist zudem eine
Taylor-Reihe mit Entwicklungspunkt w = 0 angegeben. Deren Einsatz macht Untersuchungen
im tieffrequenten Frequenzbereich moglich.

In den folgenden Abschnitten werden Verfahren vorgestellt, die mit den frequenzunabhingigen
Matrizen arbeiten. Die Matrizen werden sowohl bei den spiter beschriebenen direkten und
iterativen Verfahren zur Eigenwertanalyse eingesetzt wie auch beim TS-Algorithmus und bei
der Linearisierung des Figenwertproblems mit Hilfe der Giinther’schen Expansion (QR/QZ-
Algorithmus).

3.1.4 Verwendung der Fundamentalldsung der Poisson-Gleichung

(In der Dynamik wird analog die Fundamentalldsung der Statik eingesetzt [187], [186], [37], [188],
[189], [190], [191], [192], [195].)

Statt der im letzten Abschnitt beschriebenen Fundamentallésung der Helmholtz-Gleichung,
wird die Fundamentallésung der Poisson-Gleichung (siehe Grundlagen)

V2ot = - 6(F) (3.11)

als Gewichtungsfunktion verwendet. Diese lautet fiir den 3D Fall

. 1
vo= 4Tmr
(3.12)
. Out 1 or
po= on  4dnr? on

Die resultierende Integraldarstellung der Helmholtz-Gleichung mit u* als Gewichtungsfunkti-
on, enthilt nun ein Volumenintegral

it * * 2 *
dut = /Fpudl"+/rupd[‘+k/nuu(:c)dﬂ. (3.13)

Mit u(z) werden hier die Verschiebungen im Innern des Gebietes 2 gekennzeichnet. Rand-
grofen werden wegen der iibersichtlicheren Darstellung nicht mit Koordinatenangaben verse-
hen. In Gleichung (3.13) liegt der Frequenzparameter %k explizit vor, da k in u* und p* nicht
auftaucht. Allerdings ist ein Volumenintegral auszuwerten.

Das Volumenintegral kann auf verschiedene Arten gelost werden. Diese Verfahren werden im
folgenden kurz vorgestellt.
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Volumenzellen-Integration

Bei dieser Methode wird neben der Diskretisierung des Randes auch das Gebiet {2 in Integra-
tionsgebiete eingeteilt. Unter Verwendung lokaler Ansétze wird iiber diese Teilgebiete integriert.
Der Vorteil der Randelementemethode, die Diskretisierung nur des Randes, geht dabei verloren.
Die Diskretisierung des Gebietes und des Randes fiihrt zu der Matrizengleichung

Hi - G§ = KREdx) . (3.14)

Darin ist #(z) der Vektor der Schalldruckwerte an den konkreten Stiitzstellen in € , die
Matrix F enthalt die Integrale der Produkte von Fundamentallésung und Formfunktionen
iber den Volumenzellen.

Die letzte Gleichung gilt fiir Kollokationspunkte (Quellpunkte) auf dem Rand des Gebietes.
Fiir Innenpunkte gilt die Gleichung mit dem Geometriekoeflizienten ¢ = 1 in der Form

ﬁ(ﬂ:) + Hi 'l_L‘ — Qtﬁ = k2 Fi 'l-l:(x) . (3‘15)

Nun werden die Randbedingungen in die Gleichungen (3.14) und (3.15) eingebaut und die
Gleichungen nach bekannten und unbekannten GroSen geordnet. Der Vektor Z enthilt die
nichtverschwindenden Groéflen auf dem Rand

DZ = K Ei(r) (3.16)
i(z) + D;7 = Kk*F;i(z) . (3.17)

Der Vektor # wird eliminiert, indem Gleichung (3.16) mit D~! muitipliziert wird und das
Ergebnis in Gleichung (3.17) eingesetzt wird.

£ = Kk D'Fi)
i(z) + D; (k* D' Fil(z)) = K F;il(x) (3.18)
= d(c) = k¥ (E; - D;D'F) i(z)

Mit den Abkirzungen X = 1/k* und Z = (E;
Eigenwertproblem

D, D! _F_) ergibt sich das spezielle

Z i(r) = i) . (3.19)

Die Matrix Z ist unabhingig vom Frequenzparameter k bzw. M . Die Eigenwerte kénnen

mit Standardverfahren (z.B. QR-Algorithmus) bestimmt werden.
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Dual Reciprocity Method (DRM)

Bei der DRM wird durch Hinzunahme einer weiteren Integralgleichung das Volumenintegral
I = & /ﬂ u* u(z) O (3.20)

eliminiert. Die zusétzliche Integralgleichung resultiert aus der Annahme, da «(z) in Q aus
einem Potential abgeleitet werden kann. Die Poisson-Gleichung

ViU(z) = u(x) (3.21)

soll gelten. Die zu dieser Gleichung zugehoérige Integraldarstellung mit der Fundamentallésung
der Poisson-Gleichung «* kann z.B. mit Hilfe des Reziprozititssatzes hergeleitet werden (daher
der Name DRM des Verfahrens)

i i . . 0Y(z)
¢ v(z) + /I:p U(z) dI' /I:u e dr
(3.22)
— 2 » - _ *
= /ﬂv O(z) u* dQ fﬂu(x) u* dQ
Fiir das Volumenintegral I kann geschrieben werden
- oY (z)
— L2 * —_ L2 ¢\t * _ *
I—k/nu u(z) dQ = k[c‘l’(m)+/rp ¥(z) dT fru = dI‘] . (3.23)

Diskretisierung des Randes und Hinzunahme der Randintegrale der Helmholtzgleichung fiihrt
mit ¥ ' = 0¥/0i zu

Hi - Gf = -k* (H¥@@) - G¥') . (3.24)

Die Funktion ¥(z) ist darin noch unbekannt. Sie mu8 aus Gleichung (3.21) bestimmt werden.
Dies ist im allgemeinen nicht direkt moglich. Daher wird fir %(z) ein Ansatz der Form

N+L

u(z) = i(r) = Z_l Cn(z) o (3.25)

gewihlt. Cp,(z) sind dabei bekannte Funktionen, «,, sind unbekannte Koeffzienten. N
ist die Anzahl der Stiitzstellen auf dem Rand, L ist eine Anzahl von Stiitzstellen in £ , die
optional zusitzlich beriicksichtigt werden (siehe Bild 3.2)
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N+L

¥(z) = Y Dn(z) om

m=1

(3.26)
oY(x) R+l 6D, (z) N
on "

‘I'Zaﬁzz

m=1

N Randknoten

Abbildung 3.2: Rand- und Innenknoten bei der DRM

Die Gleichung (3.24) kann mit diesen Funktionen und der Abkiirzung S = (HD -~ GT)C™!
und dem Einsetzen von Stiitzstellenkoordinaten in ein allgemeines Eigenwertproblem umge-
formt werden [123]

¥ = D&
V' = Ta&
(3.27)
a =C'a
> Hi - G§ = kS84

Nach Einfiilhrung der Randbedingungen ist dieses Eigenwertproblem mit dem Frequenzpara-
meter k losbar

Ki = KB®Mi . (3.28)

MitA = K'M und X = # folgt das spezielle Eigenwertproblem

[N
)
I
>
3]

(3.29)
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Nardini und Brebbia weisen darauf hin, dafl wegen der nichtsymmetrischen Matrix A einige
Eigenwerte komplex sein kénnen. Diese Eigenfrequenzen treten jedoch bei hoheren Frequenzen
auf, die im allgemeinen von geringerem Interesse sind. In [84] wird ebenfalls auf das Auftreten
solcher Eigenfrequenzen hingewiesen, die physikalisch nicht interpretiert werden kénnen. Da sie
aber einen relativ groflen Imaginirteil besitzen, ist eine Trennung von physikalisch sinnvollen
Eigenwerten moglich.

In [2] wird das Verfahren angewendet, ohne die Matrix C zu invertieren.

Probleme treten mit den frei zu wihlenden Funktionen C,, auf. Nardini und Brebbia empfehlen
Funktionen der Typenklassen

e Elemente des Pascal’schen Dreiecks,
e Trigonometrische Funktionen,

e Funktionen der Abstandsvariablen 7,

deren Qualitit aber vorweg nicht abgeschitzt werden kann. Eine ausfiihrliche Darstellung von
Funktionen ist in [47] nachzulesen.

Als Beispiel wird C,, = R - 7, gewidhlt [119] ( R = beliebige Konstante, z.B. grofite
Geometrieabmessung, 7, = Abstand vom jeweiligen Quellpunkt zu einem Randstiitzstellen-
punkt).

Mit dieser Wahl der Funktionen C,, folgt

— 1 2 1 3
Dm = 4er ger

(3.30)

_ /1 1 ,\ Or
Im = (2Rr’"_§rm)5}*{

Die Auswahl von Innenpunkten stellt ein weiteres Problem der Methode dar. Die Lage dieser
Innenpunkte ist entscheidend fiir die Qualitét der Ergebnisse, und die Auswahl erfordert viel
Erfahrung. Prinzipiell ist die Losung auch ohne Innenpunkte méglich, fiihrt aber in der Praxis
zu weniger guten Resultaten [204] .

Die Anwendung der DRM auf Probleme der Dynamik wurde erstmals in [187] und in weite-
ren Verdffentlichungen derselben Autoren ( [186],[37],[188],[189],[190],[191],{192] ) ausfiihrlich
beschrieben (Die Bezeichung DRM wird dort jedoch erst ab 1986 verwendet.).

In [204] werden die Anwendungen der DRM auf verschiedenen Gebieten zusammengefafit.
Sowohl die Wahl der Funktionen C,, usw. als auch Kriterien zur Auswahl von Innenpunkten
werden in diesen Verdffentlichungen angegeben bzw. diskutiert.

Weitere Anwendungen auf Probleme der Elastodynamik sind in [84] aufgefiihrt.
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Multiple Reciprocity Method (MRM)

Bei dieser Methode wird durch wiederholten Einsatz von Reziprozititsbeziehungen und den
daraus resultierenden Integralgleichungen versucht, das Volumenintegral schrittweise in eine
Summe von Randintegralen zu transformieren.

Die Fundamentallsung der Poisson-Gleichung wird hier mit uj bezeichnet.

Im ersten Schritt wird eine Funktion u} erzeugt, die die Poisson-Gleichung V? u! = wu}
erfiillt. Fiir diese neue Fundamentallésung wird das Reziprozititstheorem angewendet. Es folgt
die Integralgleichung

2 % 2 * _ * * _
/QV ur u(z) dQ + k /s;ulu(m)dﬂ /I:pludl"—l—/rulpdl" 0 . (3.31)

Darin ist p} = Ou}/07 .

Mit VZu} = wu} folgt schlieflich

* — L2 * * _ *
/nuo u(z) dQ = —k /Qulu(:):) o + /Fpludr /Pulde . (3.32)

D.h. das Volumenintegral wird durch ein anderes Volumenintegral plus Randintegrale ersetzt.
Im zweiten Schritt wird iiber die Poisson-Gleichung V? uj = u} eine weitere Fundamen-
tallosung definiert. Analog zum Vorgehen des ersten Schritts folgt

* L2 * * _ -
/Qulu(a:)dﬂ = —k /Quzu(x) a0 + /Ppgudr /Pqudr . (3.33)

Dieses Verfahren wird schrittweise wiederholt. Schliellich folgt fiir ausreichend grofles n die
Konvergenz des Volumenintegrals gegen Null (Beweis des Konvergenzkriteriums siche [198])

¢ ut + é (—k2y /;[p; u — u}p]dF = (=)™ (k¥ /Qu; u(z)dQ . (3.34)

bzw. fiir ausreichend grofles n und verschwindendes Volumenintegral
cut + Y (—KEY /F [p;u - u;p] ar =0 . (3.35)
i=0

Damit liegt eine reine Randintegraldarstellung vor. Diskretisierung des Randes und Einfiihrung
von Matrizen liefert

SRy [Ha-gp] =0 (3.36)

=0
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Die Matrizen H; und G; sind dabei frequenzunabhéngig.

Mit den Abkiirzungen

(3.37)

(o
I
Q
|
i
[
+
+
T
i
=
Q

folgt

Hi = G§ . (3.38)

Fundamentalldsungen u} , die sich mit Hilfe der Poisson-Gleichungen bestimmen lassen, lauten

o1 2-1
A N R T
(3.39)
o= L UL, O
i = h ir 29 a7

u* und p¥ sind fiir 5 > 1 reguldre Funktionen).
j J

In ([198], [197]) wird der Beweis gebracht, daff sich die gleichen Matrizen H; und G;

ergeben, wenn der Realteil der Fundamentallosung der Helmholtz-Gleichung in eine Taylor-
Reihe mit Entwicklungspunkt kp =0 entwickelt wird. In diesem Sinne ist das Verfahren dann
auch zu betrachten. Fiir groe k sind daher mehr Reihenglieder erforderlich als fiir kleine % .

Die Losung des Eigenwertproblems kann mit den Verfahren durchgefiihrt werden, die im spiter
in diesem Kapitel vorgestellt werden.

Die Anwendung der MRM auf Probleme der Dynamik wird in [198] beschrieben. In ([139], [140])
wird die MRM mit anschlieBender Matrizenexpansion auf akustische Probleme angewendet.

Methode der partikuliren Lésungen

Ahnlich dem Ansatz der DRM wird hier fiir u(z) ein Ansatz mit vollstindigen Polynomen
gewihlt

u(z) = i4(z) = Y, Cn(z) om (3.40)

(Verwendete Formelzeichen siche DRM).

Mit diesem Ansatz werden iiber die Poisson-Gleichung

Viul(z) = -k a(w) (3.41)



3.1 Verfahren zur Eigenwertanalyse mit der Randelementemethode 77

partikulire Losungen u°(z) bestimmt. Die zu dieser Poisson-Gleichung gehérende Integraldar-
stellung mit der Fundamentallésung der Poisson-Gleichung u* als Gewichtungsfunktion lautet

¢ utl + _/P ptuldl - ./r u*p® dl' = k? / u* d(z) dQ (3.42)
Q

bzw. in Matrizenschreibweise

Hi® - Gp® = k¥ By i(z;) . (3.43)

Mit der Integraldarstellung der Helmholtz-Gleichung unter Verwendung der Fundamentallésung
der Poisson-Gleichung

1,1 * _ * — 2 *
éu +/Pp w dT /Fu pdl = k /Qu u(z) df2 (3.44)
bzw.

Hi - Gp = K B u(z;) (3.45)

folgt durch Subtraktion der letzten beiden Matrizengleichungen
Hi - Gp=H#’-Gp° + E . (3.46)
wobei sich B = k2 [ Bu(z;) — By @(z;)] aus den Integralen des Typs
E = K /Q o [u(z) — @(z) ] dO (3.47)

zusammensetzt. Durch geeignete Wahl von 4(z) kann das Residuum E vernachlissigbar
klein gemacht werden.

Es ist zu erkennen, daf} dieses Verfahren fiir «°(z) = —k® ¥(z) der DRM entspricht.

Das Eigenwertproblem ergibt sich analog zu dem der DRM. Ansitze 4(z) und partikuldre
Loésungen sowie praktische Anwendungsbeispiele fiir Akustik und Dynamik werden z.B. in ( [20],
[210], [212], [211]) gezeigt.
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3.2 Einleitende Bemerkungen zur Eigenwertanalyse mit
der Randelementemethode

3.2.1 Rechts- und Linkseigenwertproblem

Wie bereits zu Anfang dieses Kapitels hergleitet, ergibt sich mit Hilfe der Randelementemethode
folgendes Eigenwertproblem

Bk =10 . (3.48)

Nichttriviale Lésungen Z # 0 sind nur dann vorhanden, wenn die notwendige Bedingung fiir
die Existenz von Eigenwerten

n(k) = det [B(k)] = 0 (3.49)

erfiillt ist. Dies ist das charakteristische Polynom der Gleichung (3.48). Die Funktion (k)
ist also nach Nullstellen hin zu untersuchen. Die Frequenzparameter k;, fiir die n(k) = 0
erfiillt ist, sind die Eigenwerte (Eigenfrequenzen), die zugehorigen Losungsvektoren Z sind die
Eigenvektoren (Eigenformen).

Der Eigenwertaufgabe (3.48) ist die Aufgabe der konjugiert komplexen, transponierten Matrix
B (k)

B'(k)g =0 |, (3.50)
die auch in der Form

—

" B(k) = 0 (3.51)

geschrieben werden kann, zugeordnet. Beide Eigenwertaufgaben (3.48), (3.50) haben die glei-
chen Eigenwerte. Die Eigenvektoren werden Linkseigenvektoren 7 und Rechtseigenvektoren
7 genannt.

Im folgenden Text sind mit der Bezeichnung Figenvektoren jeweils die Rechtseigenvektoren
gemeint.

Eine Variante des Eigenwertproblems

Hier soll noch auf eine Variante ( [118], [119], [120], [123], [122], [121], [126], [127], [125], [124] )
des Eigenwertproblems eingegangen werden.

Ausgangspunkt ist die Gleichung

Bk)E = AK)f=F . (3.52)
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Nach Cramer kann eine Komponente z; iiber die Determinanten berechnet werden

_ det [R'(k) |
Ti = oo [B(k) ] (3.53)
R*(k) entsteht aus B(k) , indem die i —te Spalte durch F ersetzt wird
E* = (51) s igm—ls Fl) Z;YI'L-(~11 L )E‘n) . (354)

Die Belastung f wird nun so gewihlt, daB nur die m — te Komponente ungleich Null ist

- : j =m
fi = (3.55)
0 : sonst .
Damit folgt fiir R*
—B—* = (bla ve ‘m—ls -7 6m;gm+1: v 7311) . (356)

Die Determinante von R* wird in anderer Form ausgedriickt

det [R'(K)] = ndet[B(K)]
(3.57)
_.E = (31, PN )g‘m-la —am,gm+1, e ,gn.)
Weiter folgt
. n(k) det [ R(k) |
' det [ B(k) ]
(3.58)
det [ B(k) ]
> k) = TR

Die charakteristische Gleichung des Eigenwertproblems ergibt sich mit der Forderung 7 = 0.
Die Komponente z; kann beliebig vorgew#hlt werden. Hier wird z; = 1 gesetzt

(k)

det | B(k)} . (3.59)

det | B(K)

Vorteile dieser Methode sind die Normierung des Determinantenwertes sowie bessere Konver-
genz gegen Null im Bereich der Eigenwerte. Als Nachteile sind die Auswertung zweier Matrizen
und die Problematik des Falls der singuldren Matrix R 2zu nennen.
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3.2.2 [Eigenschaften der Matrix B(k) bei den Eigenwerten k;

Bei den Eigenfrequenzen wird 7(k) = det [B(k) ] =0 . Die Matrix B(k) wird fiir die Fille, wo
der Frequenzparameter gleich einem Eigenwert ist, singuldr. Der dann vorliegende Rangabfall
gibt die Vielfachheit des jeweiligen Eigenwertes an und ist entscheidend fiir die Bestimmung
der Eigenvektoren.

D.h. neben der Forderung der verschwindenden Determinante kann auch der Rangabfall als
Kriterium fiir die Existenz von Eigenwerten herangezogen werden. Der Rangabfall kann z.B. mit
Hilfe der Eigenwertzerlegung oder der Singuldrwertzerlegung ermittelt werden. Diese Verfahren
werden spéter erliutert.

3.2.3 Ermittlung von Eigenvektoren

Fiir einen Rangabfall d =1 gibt es zu jedem Eigenwert k; genau einen linear unabhingigen
Eigenvektor Z;, alle iibrigen sind zu diesem proportional. Der Eigenvektor ist nur bis auf einen
willkiirlichen Faktor festlegbar. D.h. der Eigenvektor gibt eine Richtung vor, seine Linge ist
frei wihlbar ( [276], [277] ).

Fir d > 1 (mit d = p =Vielfachheit des Figenwertes) existieren genau d > 1 linear

-

unabhéngige Vektoren. Lsungen :E,-(I) bis :vi(d) kénnen durch Vorgabe von d Komponenten
ermittelt werden. Die allgemeine Losung mit d freien Parametern ¢, wird folgendermaflen
angegeben:

g o= as® + .+ . (3.60)
Bei mehrfachen Eigenwerten der Vielfachheit p > 1 konnen i.a. nur die Schranken fiir den
moglichen Rangabfall
1 <di < (3.61)
angegeben werden.

Bei d; < p; fehlen (d; — p; ) Eigenvektoren (sie fallen zusammen). Diese fehlenden Eigenvek-
toren kénnen mit Hilfe der Rekursionsformeln

Blk)#® = 0
B(k)#® =z (3.62)
B(k:) —-2_(3) 5,:(2)

als Hauptvektoren bestimmmt werden.

In den hier untersuchenden Systemen tritt in der Systemmatrix B(k;) jeweils ein Rangabfall
d; = p; auf. Der Fall d; < p; tritt z.B. bei Systemen mit kritischer Ddmpfung auf,
wird hier aber nicht weiter betrachtet. Mehrfache Nullstellen treten in physikalischen Systemen
nur sehr selten auf, da Symmetrieen i.a. nicht wirklich vorhanden sind (Toleranzen). Erst die
mathematische Beschreibung des physikalischen Systems fiihrt zu solchen Erscheinungen.
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3.2.4 Verwendete Fundamentallésung

Die hier durchgefiihrten Untersuchungen beziehen sich ausschlielich auf geschlossene Gebiete.
Zudem werden ungeddmpfte Systeme vorausgesetzt. Am Beispiel der Fundamentallosung u*
der Helmholtz-Gleichung

Vit + k*ut = 6p + 40 (3.63)

wird erldutert, welche Teile der Fundamentallésung zur Eigenwertbestimmung beriicksichtigt
werden miissen.

Die Fundamentalldsung lautet

ut = 4;1”_ [ cos(kr) + isin(kr)] = up + 1 - u) (3.64)

Diese Fundamentallosung besteht aus zwei Anteilen. Zum einen aus dem Realteil u} , der
Losung der Gleichung

Vg, + k*uy = 6g (3.65)
ist und dem Imaginérteil u} , der die homogene Differentialgleichung
Vi + Krup = 0 (3.66)

erfiillt. Der Realteil u}, ist zwar fiir sich schon Losung der Gleichung (3.63), der Imaginérteil
u} wird aber zum Befriedigen der Sommerfeld’schen Abstrahlbedingung hinzugefiigt. Bei den
hier betrachteten geschlossenen Gebieten liegt jedoch keine Wellenabstrahlung und damit ver-
bundene geometrische Dampfung vor. Als Folge verschwinden die Integrale des Imaginérteils
iiber dem geschlossenen Gebiet. Der Imagindrteil braucht daher theoretisch nicht beriicksich-
tigt zu werden. Auf beiden Seiten der Somigliana-Identitét tritt fiir den Imaginéirteil das gleiche
Integral auf. In der Systemgleichung BZ = A f_’ ergeben sich daher keine zusétzlichen resul-
tierenden Terme.

Beim untersuchten Eigenwertproblem B Z = 0 bleiben jedoch die Imaginérteile vorhanden, da
nur eine der beiden Systemmatrizen beriicksichtigt wird. Sie konnen als zusétzliche Forderung
eingesetzt werden.

So gilt bei der Berechnung mit der reellen Matrix B (d.h. nur die reelle Fundamentallésung
wird verwendet) n(k) = det [ B(k)] = 0 als einzige Forderung. Wird der Imaginérteil jedoch
beachtet, ergibt sich fiir 7(k) = 0 die zusétzliche Bedingung, daf der Imaginérteil ebenfalls
verschwinden muf.

Diese zusitzliche Bedingung fiihrt in der praktischen Anwendung, besonders bei der Unter-
suchung mehrfacher Nullstellen des charakteristischen Polynoms, zu besser interpretierbaren
Ergebnissen und liuft darauf hinaus, das Betragsminimum von 7(k) zu lokalisieren.
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Die Verwendung der komplexen Fundamentallésung fiir geschlossene Gebiete stellt also kein
Fehler dar. Sie fiibrt zu einer in der praktischen Anwendung hilfreichen Zusatzbedingung zur
Identifikation von Eigenwerten.

Diese Uberlegungen gelten in gleicher Weise auch fiir die Dynamik. Auch hier ist die Berechnung
sowohl mit reeller als auch mit komplexer Fundamentallésung moglich.

Im folgenden Abschnitt wird die Verwendung der beiden Fundamentallosungen (rein reell und
komplex) zur Bestimmung von Eigenfrequenzen untersucht. Dabei wird jeweils der direkt er-
mittelte Verlauf von 7 = n(k) dargestellt.

3.2.5 Direkte Losung der charakteristischen Gleichung
Bei der direkten Losung wird n(k) fiir konkrete Werte k; berechnet und als Funktion von

k; dargestellt. Anhand der Kurvenverldufe konnen die Eigenwerte abgeschétzt werden. Diese
sind allerdings nur im Rahmen der Schrittweite genau.

Die Berechnungen werden zum einen nur mit dem Realteil u} der Fundamentallésung u* und
zum anderen mit u* selbst durchgefiihrt. Im ersten Fall ergibt sich eine reelle Systemmatrix
B , im zweiten Fall ist B komplex.

3.2.6 Testbeispiele fiir die direkte Losung

Zwei Testbeispiele werden behandelt. Ein Beispiel, das auf der (skalaren) Helmholtz-Gleichung
basiert und ein Beispiel aus der Elastodynamik (vektorielles Differentialgleichungssystem).

Wiirfel als Akustik-Beispiel
Als Beispiel soll ein Wiirfel dienen, bei dem an einer Seite ein Schalldruck (Schalldruckénderung

um einen statischen Ruhedruck) u = 0 vorgegeben wird. Auf den anderen Auflenseiten soll die
Schallschnelle in Normalenrichtung mit gradu - 7@ = 4, = 0 vorgegeben sein (siehe Bild 3.3).

Analytische Losung

Die analytischen Losungen ([148],[198]) werden durch die Gleichung (3.67) beschrieben

kg = ”'\J(Lﬂm)2+(%)2+(tzzé)2 (3.67)

mit m,n,t=0,1,2,...

Die Eigenwerte kg , die untersucht werden, sind in Tabelle (3.1) angegeben (analytische Werte,
mit p =Vielfachheit der Nullstelle, Nr.= Nummerierung der Eigenwerte im folgenden Text).
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X

(Restl. Flachen: -T2 = 0)
dn

Lx=Ly=Lz=L

Abbildung 3.3: Modell des Akustik-Wiirfels

Nr. p mnt ke
1 1 000 5.23
2 2 001,110 | 15.71
3 3 002,021,201 | 26.18
4 3 003,131,311 | 36.65
5 4 013,103,230,320 | 38.12

Tabelle 3.1: Vielfachheit p der Eigenwerte kg des Akustik-Wiirfels
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Drei unterschiedliche Diskretisierungsmodelle werden verwendet. Die Modelle unterscheiden
sich nicht in ihren Abmessungen, lediglich die Anzahl der Elemente pro Seitenfliche ist ver-
schieden. Die Seitenlingen L werdenzu L, = L, = L, = L = 0.3 m gewihlt.

Zum Einsatz kommen Randelemente mit quadratischen Ansitzen fiir Druck und Schallschnelle
(9-Knoten Elemente) sowie linearer Geometriebeschreibung.

Modell mit 6 Elementen und 26 Knoten

/G

Abbildung 3.4: Diskretisierungsmodell mit 6 Randelementen
Modelle mit 54 und 150 Elementen

Pro Wiirfelseite erfolgt eine Einteilung in 9 bzw. 25 Elemente. Das Modell mit 54 Elementen
hat 164 Knoten, das mit 150 Elementen hat 452 Knoten (Bild 3.5).

Bereich um den 1. Eigenwert

Dargestellt werden zuerst die Determinanten fiir alle drei Modelle bei reeller Rechnung (Abb.
3.6, 3.7). Es folgen die entsprechenden Kurven fiir komplexe Rechnung (Abb. 3.8, 3.9, 3.10).
Dabei werden sowohl Real- und Imaginéirteil als auch der Betrag der Determinanten angege-
ben. Der Eigenwert wird mit den drei Modellen exakt abgebildet, da selbst das Modell mit 6
Elementen die zugehorige Eigenform relativ gut wiedergeben kann.

Die Determinantenwerte werden jeweils auf den ersten Wert im Intervall normiert. Diese Nor-
mierung ist erforderlich, da sich die Determinante im gesamten betrachteten Frequenzbereich
sehr stark in ihrer Grofle andert.
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Abbildung 3.5: Diskretisierungsmodelle mit 54 (links) und 150 Elementen
Bereich um den 2. Eigenwert

Angegeben wird der Betrag der Determinantenwerte (Abb. 3.11, 3.12), da er einen direkten
Vergleich von komplexer und reeller Rechnung erlaubt. Mit dem Modell aus 6 Elementen kann
die Lage des Eigenwertes nur grob mit Hilfe der komplexen Rechnung abgeschitzt werden. Bei
der reellen Rechnung ergeben sich zwei Nulldurchginge in der Nidhe des zweifachen Eigenwertes.
Das Modell ist zu grob, um die entsprechenden Eigenformen abzubilden.

Bereich um den 3. Eigenwert

Hier werden nur die Ergebnisse des Modells mit 54 Elementen dargestellt. Das Modell mit
6 Elementen ist zu grob, das mit 150 Elementen liefert anndhernd die gleichen Kurven. Mit
Hilfe des Betrags wird gezeigt, dafl bei reeller Rechnung wiederum das Problem auftritt, die
Nullstelle genau zu lokalisieren (Abb. 3.13).

Bereich um den 4. und 5. Eigenwert

Es werden nur die Betréige der Determinanten fiir komplexe und reelle Rechnung dargestelit.
Dabei werden das Modell mit 54 Elementen und das Modell mit 150 Elementen verglichen
(Abb. 3.14, 3.15).

Bei der reellen Rechnung ergibt sich zwischen der 3-fach und der 4-fach Nullstelle ein physika-
lisch nicht zu erklirendes Minimum fiir das Modell mit 150 Elementen. Die Eigenwerte kénnen
jedoch an den Stellen des Betragsminimums der komplexen Rechnung eindeutig gefunden wer-
den. Das Modell mit 54 Elementen erlaubt nur eine grobe Abschitzung der Eigenwerte. Eine
ausreichende Abbildung der Eigenformen ist mit diesem Modell nicht mehr moglich.
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det B
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Abbildung 3.6: Betrag bei reeller Rechnung

det B(K)
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Abbildung 3.7: Determinante bei reeller Rechnung
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|det B(lo))

1.0

8 F
F

6 F

4 F

2 F
:

0. -
- T S SO VOO NS SN SN N S TN Y DUUURD ORI T S T TN T [ WO U0t VAU Y N S Y N ENS NS TR N
3 32 34 36 18 4 42 44 46 48 5 52 54 56 58 6 6.2 k6.4
Ruhr-Universitit Bochum
st fr Mechank |det(B)] Elemente: 6 - 54-- 150 - - m,n,t =0,0,0

Abbildung 3.8: Betrag bei komplexer Rechnung
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Abbildung 3.9: Realteil bei komplexer Rechnung
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det B(K)y,,
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Prof. Dr.-Ing. H.Waller

Abbildung 3.10: Imaginirteil bei komplexer Rechnung

|det B(K)|
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|det(B)] Elemente: 6 - 54 - -

Abbildung 3.11: Betrag bei komplexer Rechnung
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|det B(K)|
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Abbildung 3.12: Betrag bei reeller Rechnung
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Abbildung 3.13: Betrag bei komplexer und reeller Rechnung
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Abbildung 3.14: Betrag bei komplexer Rechnung
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Abbildung 3.15: Betrag bei reeller Rechnung
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Einseitig eingespannter 3-D Balken

Ein einseitig eingespannter Balken (Abb. 3.16) wird auf seine Eigenfrequenzen hin untersucht.
Dabei wird die Berechnung mit reeller und mit komplexer Systemmatrix B durchgefiihrt.
Dargestellt werden die Frequenzbereiche in der Umgebung der ersten drei Lingsseigenfrequen-
zen, der ersten drei Torsionseigenfrequenzen und der ersten sechs Biegeeigenfrequenzen. Da der
Balken beziiglich seiner Breite und Hohe Symmetrie aufzeigt, treten die Biegeeigenfrequenzen
mit der Vielfachheit p =2 auf. Lings- und Torsionseigenfrequenzen besitzen die Vielfachheit
p = 1. An dieser Stelle werden jeweils nur 3 Kurvenverlidufe abgebildet (Abb. 3.17, 3.18, 3.19).
Weitere Kurvenverldufe sind im Anhang B dargestellt. Als analytische Vergleichswerte dienen

Abbildung 3.16: Modell eines einseitig fest eingespannten Balkens: L = 10b, b= h

die Eigenfrequenzen der elementaren Stab- und Torsionsstabtheorie sowie der Balkentheorie
nach Timoshenko ( [160], [246], 247] ). In Tabelle (3.2) sind diese Werte neben den mit &hn-
lichem Modell berechneten FEM-Werten dargestellt. Die FEM-Daten stehen in Klammern.

Vergleich der Determinantenverlidufe von FEM und BEM

Die Determinantenverlidufe werden zum einen mit der Randelementemethode, zum anderen mit
der Methode der Finiten Elemente berechnet und auf gleiche Art normiert. Hier werden nur drei
Kurvenverldufe (Abb. 3.20, 3.21, 3.22) dargestellt. Die restlichen Kurven befinden sich ebenfalls
in Anhang B. Es zeigt sich wiederum, daB bei einfachen und doppelten Nullstellen mit dem
Realteil der Systemmatrix gearbeitet werden kann. Es treten keine nennenswerten Unterschiede
zwischen der Rechnung mit reeller und komplexer Systemmatrix auf.

Der Vergleich mit den Ergebnissen der FEM zeigt gute Ubereinstimmung. Unterschiede in den
Eigenfrequenzen sind zwar erkennbar, jedoch relativ gering.
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Zug Biegung Torsion
w-s w-s w-s
0.71 (0.71)
4.32 (4.33)
7.85 (7.85)

11.11 (11.11)

11.48 (11.58)
21.06 (21.43)

23.55 (23.56)

32.39 (33.32)

33.32 (33.31)
39.25 (39.27)

44.90 (46.76)

55.55 (55.55)

Tabelle 3.2: Erste Eigenfrequenzen eines einseitig eingespannten
Balkens (FEM-Werte in Klammern)

Ergebnisdiskussion

Die Analyse der direkt berechneten Determinantenwerte zeigt, daB je nach Vielfachheit des
jeweilig zu untersuchenden Eigenwertes, unterschiedliche Kriterien zur Bestimmung des Eigen-
wertes anzuwenden sind. Bei einfachen Nullstellen liegt der Eigenwert dort, wo der Nulldurch-
gang der Determinante ist. Bei mehrfachen oder nahe zusammenliegenden Eigenwerten sind
spezielle Verfahren anzuwenden. Diese werden spiter anhand von Beispielen erlautert. Fiir Ei-
genwerte mit einer Vielfachheit p > 2 empfiehlt es sich beispielsweise, mit der komplexen
Matrix zu rechnen und das Betragsminimum zu suchen.

Im folgenden Abschnitt werden nun Verfahren vorgestellt, die die effektive Bestimmung von
Nullstellen erlauben. Dabei wird zwischen Methoden unterschieden, die auf einer Matrizenex-
pansion basieren und solchen, die als iterative Suchverfahren bezeichnet werden kénnen. Zu
der ersten Sorte zdhlen QR- und QZ-Algorithmus mit vorheriger Reihenentwicklung der Sy-
stemmatrix B und Giinther’scher Matrizenexpansion, zur zweiten Sorte zihlen Newton- und
Sekantenverfahren sowie der TS-Algorithmus.

Es ist noch zu bemerken, dafl sich in beiden Beispielen die Determinantenwerte iiber dem un-
tersuchten Frequenzbereich sehr stark in ihrer Gréfle indern. Da iterative Verfahren aber einen
Vergleichswert als Abbruchkriterium haben miissen, ist der Einsatz des Determinantenwertes in
Kombination mit iterativen Verfahrens problematisch. Es ist deshalb sinnvoller, mit einer an-
deren GroBe als der Determinante zu arbeiten. Spater in diesem Kaptitel werden solche Grofien
mit Hilfe der kleinsten Singuldrwerte bestimmt.
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Abbildung 3.17: Betrag bei komplexer und reeller Rechnung
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Abbildung 3.18: Betrag bei komplexer und reeller Rechnung
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Abbildung 3.19: Betrag bei komplexer und reeller Rechnung
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Abbildung 3.20: Vergleich FEM mit BEM
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Abbildung 3.21: Vergleich FEM mit BEM
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Abbildung 3.22: Vergleich FEM mit BEM
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3.2.7 Formen der Systemmatrix B(k)

Wie bereits gezeigt, ist es besonders in Frequenzbereichen mit mehrfachen oder nahe zusammen-
liegenden Eigenwerten sinnvoll, mit der komplexen statt der reellen Systemmatrix zu arbeiten.
Die komplexe Systemmatrix B(k) kann nun auf verschiedene Arten eingesetzt werden.

Als erstes wird direkt mit der komplexen Matrix gearbeitet. Die resultierenden Determinan-
tenwerte sind komplex. Die verwendeten Eigenwertldsungsverfahren miissen sowohl mit dem
Realteil als auch mit dem Imaginérteil bzw. dem daraus zu berechnenden Betrag arbeiten.

Die zweite Moglichkeit besteht darin, die komplexe Matrix in eine reelle Matrix mit doppelter
Seitenlinge zu expandieren

I
|
<

BE = aus: B =U+ iV . (3.68)

<
I<

Die Determinante von BT entspricht dem Betragsquadrat der Determinante von B , die
Determinantenwerte sind daher reelle Gréfien.

Eine dritte Maglichkeit besteht in der Multiplikation der Matrix mit ihrer konjugiert komplexen
transponierten Matrix B* . Das Produkt hat ebenfalls das Betragsquadrat der Determinante
von B als Determinante, eine reelle Grofle. Die so entstandene Matrix ist zudem hermitesch.
Spezielle Verfahren kénnen angewendet werden, die diese Eigenschaft ausnutzen. Zudem kann
der Speicherbedarf fast halbiert werden, d.h. der bendstigte Speicherplatz ist gleich dem einer
reellen Matrix gleicher Kantenlénge.

Es gilt:

det [BE] = det|[BB"] = |det [B]|* . (3.69)

Die Berechnung mit B® und B B* (bzw. B* B) hat den Vorteil, da direkt die Grofie zur
Verfiigung steht, deren Minimum die Lage eines Eigenwertes anzeigt: der Betrag der Determi-
nante von B .

Als Nachteil der Verwendung von BT ist der doppelte Speicherplatzbedarf gegeniiber B zu
nennen. Fiir die Rechnung mit B B* ist eine zusitzliche Multiplikation erforderlich.

Bei der Berechnung zeigen sich nur unwesentliche Unterschiede in den Ergebnissen. In Tabelle
(3.3) werden die Resultate der drei Moglichkeiten verglichen. Dargestellt sich die Determinan-
tenwerte bzw. Betragsquadrate fiir den im letzten Abschnitt dargestellten Akustik-Wiirfel (54
Elemente) im Bereich um den 4. Eigenwert ( siehe Tabelle 3.1). Die Werte sind jeweils auf den
Determinantenwert bei der Wellenzahl k = 36.128 1/m normiert.
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k
e 36.20 36.25 36.30

|det [B]|* | 1.071379 | 1.040707 | 0.9144718

det | B?] 1.071326 | 1.040714 | 0.9144209

det [ B B* ] | 1.071467 | 1.040780 | 0.9143875

Tabelle 3.3: Determinantenwerte bei beliebig ausgewahlten
Frequenzen fiir verschiedene Formen der Systemmatrix

3.3 Linearisierung des Eigenwertproblems der REM

In den folgenden Abschnitten werden Verfahren vorgefiihrt, die auf der Linearisierung des Ei-
genwertproblems basieren. Die Linearisierung setzt eine Reihenentwicklung der Systemmatrix
B(k) mit Hilfe einer endlichen Anzahl frequenzunabhéngiger Matrizen (die als Matrizentu-
pel bezeichnet werden) voraus. Mit der Reihenentwicklung und der damit vorgenommenen
Giinther’schen Expansion gelingt die Linearisierung. Der Einsatz linearer Eigenwertloser wird
moglich.

3.3.1 Giinther’sche Expansion von Matrizen

Eine nichtlineare Eigenwertaufgabe der Form

B(k)Z=0 (3.70)

mit dem (Rechts-)Eigenvektor Z und dem Matrizentupel

B(k) ~ By+B k+By k*+...+B, k* , (3.71)

kann mit Hilfe elementarer Substitutionen in ein lineares Eigenwertproblem transformiert wer-
den (siehe [276] [277]). Fiir die Berechnung des Eigenvektors gilt :

T =3 ; ki=2 .. kK-%=17 (3.72)

By % +B &i+...+B,%, =0 . (3.73)



98 Eigenwertanalyse mit der Randelementemethode

Mit der Regel

:I—}',;+1=k'.’f,' mit: ’l:=0, l,...,p-]. ,

die sich aus der Definition (3.73) ergibt, kann das lineare Block-Matrizensystem

A =k-CZ (3.74)
mit
T=p-1 _'B-p—2 *El —EO
I 0
A = 0
|0 I 0
B, 0 0
0 I
g =
0 I
=T = N 5
E = (Zpo1; Tpay .. ; 5)T

aufgestellt werden. Wobei die nicht aufgefiihrten Elemente von A und € zu Null gesetzt
werden.

Analog kann fiir die Berechnung der Linkseigenvektoren ¢ die Eigenwertgleichung
§T B(k) =0 (3.75)

aufgestellt werden. Fiir die Linkseigenvektoren kann man die gleichen Substitutionen wie bei
den Rechtseigenvektoren einfiithren

F=% ; ki=H ; K-7=10 (3.76)

= i1 = k7 i=0,1, ... p—1
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Somit éndern sich die Matrizen A und C fiir die Bestimmung der Linkseigenvektoren nicht.
Lediglich die Position des Vektors verschiebt sich analog der Eigenwertgleichung (3.75)

7A=4kiC
(3.77)
. :'T - - - \T
mit:  § = (Gp-15 T2 ... Yo)

A und C haben die GréBe n* = p-n. Dem Nachteil eines stark gestiegenen Speicherplatzbe-
darfes aufgrund der groeren Matrizen, steht der Vorteil gegeniiber, da8 fiir die Berechnung der

Eigenwerte und Eigenvektoren ein linearer Eigenwertloser (QR- bzw. QZ-Algorithmus) benutzt
werden kann.

Ist die Matrix B, invertierbar, kann Gleichung (3.74) in das spezielle Eigenwertproblem

é_l

(NN
By
I
byl
~
8By

(3.78)

iberfiihrt werden.
Die folgende Untersuchung zeigt jedoch, daff dies nicht méglich ist. Die Matrix B, ist singulér.

Betrachtet wird das Beispiel des Akustik-Wiirfels mit 54 Elementen (siehe Bilder 3.3 und 3.5).
Die Konditionszahlen ; (basierend auf der euklidischen Norm) der Matrizen B; des Matri-
zentupels werden in Tabelle (3.4) aufgefiihrt. Die Konditionszahlen sind auf die Konditionszahl
der Matrix B, kp = 8753 normiert. Die Matrizen sind bei einer beliebigen Wellenzahl kg,
die einen ausreichenden Abstand von einem Eigenwert hat, entwickelt worden.

i Ki

1.00D+-00
1.03D+-08
1.69D4-03
1.01D4-08
1.23D+05
1.16D4-07
0.85D+-07
7 1.13D+-07

[=> B L B L~ T T o ]

Tabelle 3.4: Konditionszahlen der Matrizen B;

Die Konditionszahlen zeigen, dal das spezielle Eigenwertproblem in dieser Form nicht aufge-
stellt werden kann. Um dennoch mit dem speziellen Eigenwertproblem arbeiten zu konnen,
wird die Berechnung mit dem inversen Eigenwert eingefiihrt.
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Berechnung mit dem inversen Eigenwert

Ausgangsgleichung ist das Matrizenpolyom B(k) mit dem zugehérigen Eigenwertproblem

Bk)Z = (By+B, k+ByK*+...4+B, k)% = 0 . (3.79)

Diese Gleichung wird durch k* dividiert

1 k k2 . .
(ﬁoy+ﬁlﬁ+ﬁ2§+"'+ﬁp)m=0 . (3.80)
Die Substitution & = % bzw. k" = k]—,. filhrt zum Eigenwertproblem
Bk) # = B, + Bpoyk + ... + By K1 4+ By )T = 0 . (3.81)

Die Giinther’sche Expansion dieses Matrizenpolynoms liefert folgende Matrizen

—£&£3 —§2 O '—ﬁp—-l —ﬁp
I 0
A = 0
0 I 0
(3.82)
By, 0 0
0 I
C =
0 I

Die Matrix B, ist dann invertierbar, wenn am Entwicklungspunkt kein Eigenwert vorliegt.
Liegt ein Eigenwert vor, ist eine Reihenentwicklung nicht mehr erforderlich, da der Eigenwert
bereits gefunden wurde. Die Matrizenexpansion kann mit einem anderen Entwicklungspunkt
neu beginnen. Ist die Matrix B, fast-singulir (der letzte Singuldrwert ist relativ klein bzw.
mehrere Singulidrwerte sind klein), empfiehlt es sich, Verfahren auf die vorliegenden Matrizen
A und C anzuwenden.
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Bei invertierbarem B, kann das allgemeine Eigenwertproblem (3.74) in das spezielle iiberfiihrt
werden. Dazu wird das Matrizenpolynom mit By' von links multipliziert

(B'B, + By'B,.1 6 + ... + B! By + [kZ = 0 . (3.83
£9 p 29 p—1 =0

Die Giinther’sche Expansion fiihrt mit der Abkiirzung B;! B, = B zu den beiden Matrizen

-B! -B; ... —-B,, -B,
I 0
A = 0
0 I 0
(3.84)
c =1

Die Art der Expansion entscheidet nun dariiber, welche Verfahren zur Losung des linearisierten
Eigenwertproblems eingesetzt werden konnen.

Wird das allgemeine Eigenwertproblem geldst (wenn B, nicht invertierbar ist) kann der QZ-
Algorithmus eingesetzt werden, da er speziell fiir diesen Fall entwicklelt worden ist.

Der QR-Algorithmus kann eingesetzt werden, wenn das spezielle Eigenwertproblem ( B, ist
invertierbar) méglich ist. Diese beiden Verfahren werden in folgenden Abschnitt kurz beschrie-
ben.

3.3.2 QR-Algorithmus zur Losung des speziellen Eigenwertproblems

Der QR-Algorithmus dient zur Losung des speziellen Eigenwertproblems

[~
8y

A = k (3.85)

QR-Zerlegung einer Matrix
Jede Matrix Ao der Grofie n x n kann in das Produkt einer unitdren Matrix @ und einer

oberen Dreiecksmatrix R, zerlegt werden. Fiir reguldre Matrizen A, kann die Zerlegung mit
Hilfe des modifizierten Gram-Schmidt Verfahrens erfolgen [39]

A = @ B = R = Q 4 . (3.86)
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Nun wird eine neue Matrix A; definiert, die aus einer Ahnlichkeitstransformation hervorgeht
und damit die gleichen Eigenwerte wie A, hat

4 = B Q) = @, 4 Q@ - (3.87)
Dieser Schritt wird wiederholt, es werden weitere Ahnlichkeitstransformationen durchgefiihrt
A = Q,- 4; Q: . (3.88)

Die Matrix A4;,, konvergiert dabei gegen eine obere Dreiecksmatrix. Bei ausreichend kleinen
Nebendiagonalelementen unterhalb der Hauptdiagonalen, kdnnen die Eigenwerte als Hauptdia-
gonalelemente von A;,; abgelesen werden.

Modifikationen des QR-Algorithmus

Die Konvergenz des Verfahrens kann gesteigert werden, wenn bei jedem Iterationsschritt eine
Spektralverschiebung vorgenommen wird

A = @ B +a0al = R = Q (3.89)

Damit folgt
Ay = —Ei;Q_:"‘Uil = @

A QY . (3.90)
Der Rechenaufwand wird verringert, wenn vor der Iteration eine orthogonale Ahnlichkeitstrans-
formation der Matrix A4, auf Hessenberg-Form erfolgt. Der QR-Algorithmus liefert bei der so
erzeugten Bandstruktur besonders schnell die gewiinschten Ergebnisse.

Eine Hessenberg-Matrix ist eine Matrix, die sich als Summe einer Dreiecksmatrix und einer
Matrix, die nur eine Kodiagonale direkt neben der Hauptdiagonalen ungleich Null hat, ergibt.

Transformation auf Hessenberg-Form

Mit Hilfe der Transformationsmatrix Q wird die Matrix A; in eine Hessenberg-Matrix
H, iiberfiihrt. Dazu wird die Gleichung

Ay T = kL% (3.91)

mit einer unitiren Matrix @ erweitert

x

4 @

x

QzZ =kQQ07z . (3.92)
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Ein neuer Vektor Z wird eingefiihrt

Q% = 7
(3.93)
= A4 Q7=krQ Z
Multiplikation von links mit Q liefert
QA Q7 =K1z (3.94)
oder
HyzZ = k12 . (3.95)

Die Transformationsmatrix Q ergibt sich dabei iterativ als Produkt vieler Einzelmatrizen. Die
Eigenwerte des Systems dndern sich durch die Umformungen nicht.

Der QR-Algorithmus ist nun auf das transformierte Problem anzuwenden.

3.3.3 QZ-Algorithmus zur Losung des allgemeinen
Eigenwertproblems

Ist die Umformung des allgemeinen Eigenwertproblems wegen (Fast-) Singularitdt der Matrix
B nicht moglich, mufl das allgemeine Eigenwertproblem direkt geldst werden.

Zur Losung dieser Problemstellung (singuldre oder fast-singulire Matrix B, und damit auch
C ), ist der QZ-Algorithmus entwickelt worden ([184], [136], [206], [207], [181], [80]). Dieser st
das allgemeine Eigenwertproblem, ohne dabei C zu invertieren und stellt die Verallgemeinerung
des QR-~Algorithmus dar.

Ausgangspunkt ist der Satz iiber die Allgemeine Schur Zerlegung, dessen Beweis in [85] und
[184] aufgefiihrt wird. Fiir die beiden Matrizen A € C™*® und C € C™™ existieren unitére
Transformationsmatrizen @ und Z , so dafi Q* AZ = T und Q" CZ = S obere
Dreiecksmatrizen sind. Die Eigenwerte des allgemeinen Eigenwertproblems k; ergeben sich zu

ki = t; I Sz ?é 0 . (396)

Sii

Fiir den Fall s; = 0 ist eine Fallunterscheidung beziiglich des Eigenwertes erforderlich [184].

Diese Fille treten aber fiir den hier betrachteten Problemkreis nicht auf, da mit s; = 0 die
Matrix B, singulér ist und damit ein Eigenwert gefunden ist. Die Reihenentwicklung kann
mit einem anderem Entwicklungspunkt erneut erfolgen.

Nun werden die Einzelschritte des QZ-Algorithmus kurz erlautert.
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1. Schritt (Vorbereitungsschritt)

Im ersten Schritt erfolgt die Transformation der Matrix C auf obere Dreiecksform

E)t
il
)
[Cn

Natiirlich mufl die Transformation mit ¢ auf der linken Seite der Gleichung AZ =kC7%F
ebenfalls ausgefiihrt werden

[N

4,=Q (3.97)

Jetzt erfolgen die Transformationen von A, auf Hessenberg-Form, ohne daf QO die Dreiecks-
form verliert.

Diese Transformationen werden iterativ durchgefiihrt und bestehen aus zwei Teilschritten.

Im ersten Teilschritt erfolgt eine Transformation mit der Absicht, A, auf Hessenberg-Form zu
bringen. Diese Transformation ist natiirlich auch auf C, anzuwenden, wobei deren Drejecks-
form zunachst verloren geht

Ala = _Q_lAO
(3.98)

Qla = Ql QO

Im zweiten Teilschritt wird eine weitere Transformation durchgefiihrt. Diese bringt C,, zuriick
auf Dreiecksform, ohne das Ergebnis der Transformation des ersten Teilschrittes auf A, auf-
zuheben

(3.99)
Clb = Qm Z_l

Diese Art der Transformation wird solange durchgefiihrt, bis die Matrix A; Hessenberg-Form
annimmt. Abkiirzend wird gesetzt

A= A
(3.100)

¢ = Cy
Der Vorteil dieser Vorabrechnung liegt darin, dafl bei weiteren Transformationen weniger Re-
chenaufwand erforderlich ist. Die Vorziige der Hessenberg-Matrix und der Dreiecksmatrix kénnen
bei den folgenden Operationen (Multiplikationen, Matrizenzerlegungen) vorteilhaft eingesetzt
werden.

2. Schritt (eigentlicher QZ-Schritt)

Nun wird ein Algorithmus gesucht, der die Matrix A auf Dreiecksform reduziert, wobei die
Dreiecksform von C nicht zerstort werden darf.
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Dazu werden zuerst (rein formal!) D = A ¢ und CE=F gesetzt und damit das
allgemeine Eigenwertproblem (formal) in das spezielle Eigenwertproblem iiberfiihrt

s
8]y
li
=
I
Ry
4
>
8y
il
=
I~
Hli

(3.101)

Analog zum QR-Algorithmus wird eine QR-Zerlegung mit Spektralverschiebung durchgefiihrt

D=@QR+ol
(3.102)
QD = R+0Q
Einsetzen von D = A Q_l fithrt zu
QA = RC+0QC
(3.103)
QA -0C) = RC=3S8

A

Da R und C Dreiecksform haben, mufl S auch Dreiecksform besitzen. Die Transformation

von S auf Dreiecksform wird schrittweise durchgefiihrt. Pro Iterationsschritt werden dabei
zwei Teilschritte durchlaufen.

1. Teilschritt

Durch Multiplikation mit @, wird (A — o C) spaltenweise auf Dreiecksform gebracht. Diese
Transformation wird auch mit der Matrix C durchgefiihrt. Diese Matrix verliert dabei ihre
Dreiecksform. Um diese Dreiecksform wieder herzustellen, erfolgt eine weitere Transformation
der Form

(3.104)
_Q1Q-Z-l =G

Diese Schritte werden solange wiederholt, bis S Dreiecksform angenommen hat.
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2. Teilschritt

Nun wird

|Q=

A =QAz=82Z+0Q (3.105)
gebildet. Erst wenn A; Dreiecksform hat, wird der Algorithmus gestoppt. Ist dies nicht der
Fall wird der Algorlthmus mit 4; und C; wiederholt. Als Ausgangsgleichung dient dann
A Z = k C, % .Nach n Iterationen sind A, und C, auf Dreiecksform gebracht. Die
Eigenwerte kénnen aus den Diagonalelementen berechnet werden (s.o.).

Berechnung der Eigenvektoren beim QZ-Algorithmus

Fiir die Berechnung der Eigenvektoren beim QZ-Algorithmus wird zunichst die Eigenwertglei-
chung betrachtet. Fiir den Rechtseigenvektor gilt:

Ai = kC7F
Qf_iZ_'R = kQQZ“ﬂ
(3.106)
A,z = kC, Zr
mit: % = Z Zr

Wobei @ die Multiplikationen aller Transformationen links von f_i bzw. Q sind und Z die

Multiplikationen aller Transformationen rechts von A bzw. G . Diese Gleichung kann man
so umformen, dafl auf der rechten Seite der Nullvektor steht

A

kC)7Zr =0 . (3.107)

(-An -

form. Somit kann durch Einsetzen von k& und rekursiver Ermittlung des letzten Elementes
von Zp der Eigenvektor berechnet werden. Z ist durch die Definition Z = Z Zp ebenfalls
gegeben.

Da An und C,, obere Dreiecksform besitzen, hat der Klammerausdruck ebenfalls Dreiecks-

Auf dhnliche Weise erfolgt die Berechnung des Linkseigenvektors. Jedoch gilt hier :

=7 Q . (3.108)
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3.4 Iterative Losungsverfahren fiir das nichtlineare
Eigenwertproblem

Die bisher beschriebenen Verfahren basieren auf einer Reihenentwicklung der Systemmatrix
B(k) und anschliefender Polynomexpansion, die z.B. als Giinther’sche Expansion ausgefiihrt
werden kann. Der grofie Vorteil dieses Vorgehens besteht in der Einsatzméglichkeit linearer
Eigenwertloser. Nachteilig ist jedoch die Grofie der resultierenden Systemmatrizen A und C .
Wihrend B(k) die Grofie n x n hat, haben A und C die Seitenlinge n* =p n (o ist
der Grad des Matrizenpolynoms).

Dem praktischen Einsatz sind durch den enorm gestiegenen Speicherplatzbedarf Grenzen ge-
setzt. In diesem Abschnitt werden daher Verfahren vorgestellt, die mit Matrizen der urspriing-
lichen Dimension n x n der Matrix B(k) arbeiten.

Die Verfahren werden zuerst allgemein vorgestellt, dann speziell auf die gegebene Problemstel-
lung angewendet.

Die Aufgabe besteht darin, Nullstellen der stetigen Funktion 7(k) = det [ B(k) ] in einem
Intervall I = [a,b] zu bestimmen.

3.4.1 Intervallschachtelungsverfahren

Bei den Intervallschachtelungsverfahren wird versucht, zunichst ein Teilintervall Iy C I 2zu
finden, in dem 7(k) eine Nullstelle besitzt. Mit Hilfe eines Testpunktes ky wird dann ein
neues Intervall I; C I bestimmt. Das Intervall Iy = [ao,bo] kann mit Hilfe zweier Punkte
ag, ba, a < ag < by < b ermittelt werden, wenn gilt

n(ao) + n(bo) < 0 . (3.109)

Die Funktion n(k) wechselt dann im Intervall I, mindestens einmal das Vorzeichen und
besitzt damit in I, mindestens eine Nullstelle.

In den weiteren Schritten wird nun die Nullstelle kg als Endpunkt eines Intervalls I; = [a;, b;]
mit n(a;) - n(b;) < 0 angenommen.

Die Vorschrift dafiir lautet:

1. ky; wird vorgewdhlt mit a; < ky; < b;

2. falls n(kn;) = 0 ist kn; = kg, sonst wird gesetzt

a; : nla;) nlkn;) < 0
® Gj+1 =
kn; @ sonst
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knj o mles)-nlkny) < 0
bj : sonst

Spezielle Verfahren werden nach der Wahl des Testpunktes ky; unterschieden. Hier werden
das Intervallhalbierungsverfahren und die Regula Falsi angegeben.

Intervallhalbierungsverfahren (Bisektionsmethode)

Der Testpunkt ky; wird nach folgender Vorschrift bestimmt:

a,j—{-bj

: (3.110)

kNj =

Bei jedem Schritt wird ein Teilintervall halber Linge gewihlt, indem n(k) das Vorzeichen
wechselt. Bereits nach 10 Schritten ist das aktuelle Intervall I; auf 1/1024 des gegebenen
Intervalls I reduziert.

Regula Falsi

ky; wird als Nullstelle der Sekante durch die Punkte [a;,7(a;)] und [b;,7(b;)] gewahlt

bj—aj

knj = a; )ﬂ(aj) - (3.111)

() — nley
nk)

N (bj)

aj ki

N (aj)

Abbildung 3.23: Regula Falsi
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3.4.2 Newton-Verfahren

Eine Funktion 7(k) kann mit Hilfe ihrer Taylorentwicklung niherungsweise ausgedriickt wer-
den. Wird die Taylorentwicklung nach dem linearen Glied abgebrochen, folgt

n(kiv) =~ nlk) + n'(k) (kir — k) . (3.112)

Wird nun gefordert, da8 bei k;;; eine Nullstelle der Taylorentwicklung liegt n(k;11) = 0,
folgt die Iterationsformel

-k n(k:)

) (3.113)

kit
Die Funktion wird durch eine Gerade angenéhert, die im Entwicklungspunkt k; den gleichen

Funktionswert und die gleiche Steigung wie die Funktion selbst hat. Die Nullstelle der Geraden
wird als ndchste Naherung an die Nullstelle kz der Funktion gewéhlt.

Mnk)

n(k;) -

\ k
k; Ki+i

Abbildung 3.24: Newton-Verfahren

Newton-Verfahren héherer Ordnung

Sollen Iterationsformeln hoherer Ordnung p hergeleitet werden, ist die Taylorreihe erst nach
dem Glied der Ordnung p abzubrechen. Wird die Taylorreihe beispielsweise nach dem qua-
dratischen Glied abgebrochen, ergibt sich die Iterationsformel

g 0k n(k:) " (k:)
ko = k- T (0 SRR ) 1

Die Konvergenzkriterien solcher Iterationsformel sind jedoch sehr schwer zu iiberpriifen ([248]).
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3.4.3 Sekantenverfahren

Dieses Verfahren zeigt gegeniiber der Regula Falsi bessere Konvergenz, die EinschlieBungsei-
genschaft (Nullstelle immer zwischen a; und b; ) geht aber verloren.
Nach der Newton’schen Interpolationsformel bis zum linearen Glied gilt

n(kiv1) = n(k) + n'(k:) (ki — ki) . (3.115)
Daraus folgt
n(k:)
kivi = ki — —=% . .

Die Ableitung 7'(k;) kann folgendermaflen ausgedriickt werden:

W(k) = lim n(ki+1) — n(ks)

ki—vkiyy kipn — k;

(3.117)

Fiir k;y, in der Nidhe von k; kann 7'(k;) durch den Differenzenquotienten angenihert werden

/ ki - ki
Hik) ~ M kfl) Z( ) . (3.118)
i+l T v

Diese Gleichung wird in die Iterationsformel eingesetzt

kivi — ki
n(kip1) — n(k:)

kivo = kinn — n(kig1) (3.119)

Geometrisch bedeutet dies, daB8 die Sekante durch die Punkte [k;,n(k;)] und [k;r1, n(kit1)]
gelegt, und der Schnittpunkt der Sekante mit der Abszisse k;i» berechnet wird (Bild 3.25).
Der Vorteil des Sekantenverfahrens gegeniiber dem Newton-Verfahren liegt darin, daB 7'(k)
nicht ausgewertet werden mu8f.

Statt der Interpolation mit Hilfe einer Geraden kann das Verfahren auch alternativ mit qua-
dratischer Interpolationsformel benutzt werden. Die auftretenden Ableitungen werden durch
Differenzenquotienten angenéhert.

3.4.4 Konvergenzordnungen der einzelnen Verfahren

Jedem der Verfahren wird eine Konvergenzordnung zugewiesen ([29]). Sie charakterisiert die
Konvergenzgeschwindigkeit in der Néhe der Losung und ist ein Ma8 fiir die Giite des Verfah-
rens.
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N (k)

n(k;) -

AN
k; LS % k

ki+2

Abbildung 3.25: Sekantenverfahren

Ein Verfahren hat mindestens die Ordnung p (p > 1) , wenn fiir 2 — 0o
| kin — kel < Clhk = kgl (3.120)

mit einer Zahl C > 0 gilt. Das [terationsverfahren heifit dann auch Verfahren p-ter Ordnung.
DaB die Konvergenzordnung auch ein Maf} fiir die Konvergenzgeschwindigkeit ist, 148t sich wie
folgt erkldren.

Wird angenommen, daBl | k;1+; — kg | < 1 und C sich nicht allzusehr #indert, konvergiert
ein Iterationsverfahren umso schneller, je gréfler die Ordnung p ist.

Die Herleitungen der Konvergenzordnungen der einzelnen Verfahren ist sehr aufwendig. In [248]
werden die Herleitungen fiir das Newton- und das Sekantenverfahren gezeigt. In [29] wird die
Konvergenzordnung fiir die Regula Falsi angegeben. Eine Zusammenfassung wird in der fol-
genden Tabelle (Tab. 3.5) angegeben. Bei der Bisektionsmethode ist die Ordnung p nicht im
Sinne der Gleichung (3.120) definiert. Es gilt die Abschiitzung

1
|kN1‘. - kE| < ﬁ (bo - aa) (3.121)

Fiir das Newton-Verfahren und das Sekantenverfahren gelten Kriterien fiir die Konvergenzei-
genschaft. Erst wenn diese erfiillt sind, nehmen die Verfahren lokale oder globale Konvergenz
(Newton-Verfahren) bzw. lokale Konvergenz (Sekantenverfahren) an. Die Kriterien werden in
der spiter aufgefilhrten Anwendung der Verfahren dargestellt.



112 Eigenwertanalyse mit der Randelementemethode

Verfahren Konvergenzordnung
Regula Falsi 1
Newton-Verfahren 2
Sekanten-Verfahren 1,618

Tabelle 3.5: Mindestkonvergenzordnung von Iterationsverfahren

In der Literatur (z.B. [248],[102]) werden die vorgestellten Verfahren in Beispielen fiir verschie-
dene Funktionen verglichen. Newton- und Sekantenverfahren zeigen bei Beriicksichtigung der
Konvergenzkriterien die geringste Anzahl von Iterationen zur Anniherung an eine Nullstelle
mit vorgegebener maximaler Abweichung.

Daher werden diese beiden Verfahren nun als Grundlage zur Entwicklung geeigneter Verfahren
zur Lésung der charakteristischen Gleichung det[B(k)] = 0 gewihlt.

3.4.5 Newton-Verfahren in der Anwendung

Im folgenden wird gezeigt, wie das Newton-Verfahren auf die charakteristische Gleichung 7(k) =
det | B(k) | angewendet wird.

Die Iterationsformel lautet
dn
k,;+1 = k, - ﬂ(ki)/az(k,) . (3122)

In dieser Gleichung ist :‘i—;l(k.-) eine noch unbekannte Grofie. Diese wird nun bestimmt.

Dazu wird zunéchst ein linearer Ansatz fiir die Systemmatrix B(k + Ak) gewihlt

B(k + Ak) ~ B(k) + B'(k) Ak . (3.123)

Damit folgt das Eigenwertproblem zu

[B(k) + B'(k) Akl 2 = 0 . (3.124)

Jetzt ist das kleinste |Ak| gesucht, welches diese Gleichung erfiillt.

Das weitere Vorgehen kann auf verschiedene Arten erfolgen. Diese werden spiter ausfiihrlicher
erldutert. Prinzipiell wird die letzte Gleichung dabei von links mit B~! multipliziert.
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Mit der Abkiirzungen E = B! B' und Ak = p folgt die Gleichung

I+ Epz=0 . (3.125)

Die Matrix E p wird fiir kleine p als kleine Stérung der Einheitsmatrix betrachtet.
Fiir die Determinante gilt dann niherungsweise

% o Odet(L
det[I + Ep] =~ det[I] + > > L, u eij - (3.126)

i=1 j=1

Da Q%Q die Anderung nur eines Elementes ans I beschreibt, folgt aufgrund des Aufbaus
von I

I 0 : i #7j
3‘26;(—) - (3.127)
i 1 @ 4= .
Aus Gleichung (3.126) ergibt sich
n
1+ pd e =0 . (3.128)
Die gesuchte GréBe p = A k kann durch Umstellen bestimmt werden
1
p o= - = = Ak . (3.129)
Y e
i=1
Da angesetzt wurde
ki = ki + Ak = (k)/ ( D (3.130)
folgt mit
d 1
po= Ak = = (k) Zk) - 5— (3.181)
schliellich die gesuchte Iterationsformel
1
ki+l = ]C,‘ - ry (3132)
_Z €ii

i=1

Es wurde darauf hingewiesen, dafl die Matrix E auf verschiedene Arten aufgestellt werden
kann. Die beiden wichtigsten Methoden werden nun kurz beschrieben.
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Aufstellen der Stérungsmatrix E pu
Ist die Matrix B(k) regulir, kann die LU-Zerlegung mit Pivotisierung effektiv eingesetzt
werden. Wird die Matrix B(k) jedoch im Laufe der Iteration zunehmend singulir, stellt

die Singuldrwertzerlegung das stabilere Verfahren dar. Beide Methoden werden im Anhang
grundsitzlich beschrieben. Hier erfolgt nun die Anwendung.

Die LU-Zerlegung mit Pivotisierung

Ausgangsgleichung ist das Eigenwertproblem mit linearem Ansatz fiir B

[B(k) + Bk)ul £ =0 . (3.133)

Nun wird die Matrix B bei gleichzeitiger Pivotisierung in das Produkt einer unteren und einer
oberen Dreiecksmatrix mit Hilfe der LU-Zerlegung zerlegt: PB = LU .

[LU + PB'pl% =0
[I+ L'PBU p] 2 =0 (3.134)
[L+Eu]E =0
mt E = L'PB U™
Die Singulirwertzerlegung
Die Matrix B(k) wird mit Hilfe der Singuldrwertzerlegung in das Produkt
Bk) = QLp (3.135)

3, ist eine Diagonalmatrix reeller Koeffizienten.

zerlegt. @ und P sind dabei unitire Matrizen,
Einsetzen in das Eigenwertproblem liefert

(3.136)

¥
+
<
(o]
o

s
8]

I

=71
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Die einzelnen Zeilen 7 der letzten Gleichung werden durch die Diagonalelemente X; dividiert
(Sind diese Null, ist der Eigenwert bereits gefunden, der Algorithmus kann gestoppt werden.)

(=/}

L+ EuZ =
(3.137)
mt: E = 2'Q"B'P

Bemerkungen zu den beiden Verfahren

Nahert man sich im Laufe des Iterationsprozesses dem Eigenwert, werden die Diagonalele-
mente sehr klein. Die Bildung der Matrix U~! ist daher numerisch nicht sehr stabil. Die
Singularwertzerlegung funktioniert auch bei singuliren Matrizen stabil. D.h. in unmittelba-
rer Nihe des Eigenwertes empfiehlt es sich, statt der LU-Zerlegung die Singularwertzerlegung
einzusetzen.

Singulirwertzerlegung

Wird B(k) singulir (bzw. numerisch singuldr), kann dies mit Hilfe der verschwindenden
Singuldrwerte festgestellt werden (Anwendung dieses Kriterium: siehe T'S-Algorithmus).

LU-Zerlegung mit Pivotisierung

Die Singularitit von B kann mit Hilfe der verschwindenden Diagonalelemente von U festge-
stellt werden.

Abschitzung der Qualitit des Startwertes beim Newton-Verfahren

Die Konvergenzbedingung fiir den Startwert k, wird aufgestellt. Dazu ist die Berechnung der
Funktion 79 = det [ B(ko) | und deren ersten beiden Ableitungen erforderlich.
Mit py = ki — ko folgen die Abschitzungen fiir die Ableitungen zu

. _ dn(k) )
M= =
k=ko
(3.138)
d? n(k) o
" — = 9 1 !
o d k? bk ﬂg { + /1'0}

In der zweiten Ableitung tritt g auf. Dieses kann niherungsweise mit Hilfe der Differenzen-
rechnung bestimmt werden

do = = {ulka + ) — (b)) . (3.139)
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Darin ist ¢ eine kleine Abweichung von kg .

Mit den Ableitungen 7 und 7", kann das Konvergenzkriterium angewendet werden. Kon-
vergenz zu einem Wert kg liegt dann vor, wenn gilt

| k1 — ko | |mg |
[ 5 |

| ho | = 1 (3.140)

3.4.6 Sekantenverfahren in der Anwendung

Das Sekantenverfahren kann in der bereits beschriebenen Form direkt zur Nullstellensuche
eingesetzt werden, da Ableitungen des charakteristischen Polynoms nicht explizit berechnet
werden miissen, sondern durch Differenzen angenihert werden.

Hier wird das Sekantenverfahren nun angewendet, um eine mehrfache Nullstelle zu lokalisieren,
d.h. die Stelle zu finden, wo der Betrag von 7(k) minimal ist. Dabei wird von einer komplexen
Systemmatrix ausgegegangen. Fiir reelle Matrizen verschwindet der Imaginarteil.

Die komplexe Determinante n(k) = det[B(k)] = detBr + i detB; wird zum Betrag
genommen und die Ableitung nach dem Frequenzparameter durchgefiihrt

|det [B]| = i/detB® + detB,’
(3.141)
d|det[B] | ,  detBp detBy' + detB; detB,'
ol Btk LT R det [ B =
dk [ det [B]] |det [B]|
Wie beim Newton-Verfahren gezeigt, gilt niherungsweise
= (det[B(k)]) = (detBp)' + i(detB;) = Y ein (3.142)

i=1

Mit E e;; 1 ist es also méglich, (det [ Bg]) und (det [ By])' zu bestimmen. Damit kann

| det [ B ] | berechnet werden.
Ein Eigenwert tritt dort auf, wo |det[B]| = 0 ist. Die Aufgabe besteht nun darin,
diese Nullstellen von (| 7]) = (| det [ B]|)’ mit Hilfe des Sekantenverfahrens zu bestimmen.

Mit der Abkiirzung f(k) = f = | 5| folgt die Iterationsformel

kiva = kiyi — flkin) Fik, l+; — ki(ki) - (3.143)
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Abschitzung der Qualitit des Startwertes des Sekantenverfahrens

Zur Abschitzung des Startwertes sind f' und f” erforderlich ([248]). Diese Ableitungen
kénnen aber nur mit sehr groem Aufwand iiber Differenzenquotienten niherungsweise berech-
net werden. Diese Abschitzung erfordert also wesentlich mehr Aufwand als fiir einen Itera-
tionsschritt. Da der Startwert aber entscheidend fiir die Konvergenz des Verfahrens ist, wird
im folgenden eine Kombination von Newton- und Sekantenverfahren vorgeschlagen, die eine
Uberpriifung des Startwertes erlaubt.

3.4.7 Kombinatien von Newten- und Sekantenverfahren

Handelt es sich beim zu untersuchenden Eigenwert um einen Eigenwert der Vielfachheit p = 1,
so kann das Newton-Verfahren mit der reellen Matrix eingesetzt werden.

Liegt ein Eigenwert mit einer Vielfachheit p > 2 vor, wird die Rechnung mit der komplexen

Matrix durchgefiihrt. Der Eigenwert liegt dort, wo das Betragsminimum des Determinanten-
wertes ist.

Um dieses Minimum zu finden, wird zuerst das Newton-Verfahren mit der Funktion n(k)
durchgefiihrt. Tritt wihrend der Iteration eine Verletzung des Konvergenzkriteriums auf, startet
das Sekantenverfahren mit der Ableitung | n |’ und fiihrt im Laufe des Iterationsprozesses zu
deren Nullstelle.

Die Vorgehensweise wird an einem Beispiel erlautert.

Beispiel f(k) = sin(k) — 1.1

Untersucht wird die Funktion f(k) = sin(k) — 1.1 . Diese Funktion hat im Bereich
0 < k < = absolut den kleinsten Wert bei kg = 3 - Dieses Minimum soll aufge-
funden werden. Dazu wird zuerst das Newton-Verfahren auf f(k) angewendet. Bei Abbruch
durch Verletzen des Konvergenzkriteriums, wird mit dem Sekantenverfahren, angewendet auf
| f(k) |", fortgefahren. In Bild (3.26) ist der Startwert fiir das Newton-Verfahren bei k£ = 0.1
gewiahlt und mit NEO bezeichnet. Mit zwei Newton-Iterationen wird die Abzisse &k = 1.56
( NE2) erreicht. Dort wird das Konvergenzkriterium nicht erfiillt. Das Sekantenverfahren wird
nun auf die Ableitung des Determinantenbetrags angewendet. Mit 3 Iterationsschritten des Se-
kantenverfahrens wird der Wert k£ = 1.57079633 erreicht, der mit dem analytischen Wert
k = 7 gut iibereinstimmt. Die Abweichung der Steigung vom exakten Wert Null liegt in der
GréBenordnung 1071® . Wird nur ein Sekanten-Iterationsschritt ausgefiihrt liegt dieser Fehler
bei 1073 . In Tabelle (3.6) sind die Ergebnisse der Iteration aufgefiihrt.
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det(B) - |det(B)|-- |det(B)| - -
o [ ab hier 3 Sekantenschritte L
i \\‘\ /Minimalstellq o .
s | \‘\\
5 | I | P
= N f—
| |Startwert NEO .- NE2
N " NEO = Startwert des Newton-Verfahrens
i . NEi = i-te Ndherung mit Newton
T Die Minimalstelle wird ab NE2 in 3 Sekantenschritten gefunden
'lIIIIIIIJIIllllllllllllllljlll[lll
0 5 1 1.5 2 25 3 K
Ruhr-Universitit Bochum N -
Aot 0 Mechantk det(B) - |det(B)|-- |det(B)|’ - - det(B) = sin(k)-1.1

Abbildung 3.26: Kombination von Newton- und Sekantenverfahren

3.4.8 Durchlaufen eines Frequenzbereichs:
Einsatz der inversen Funktion

Ist eine Nullstelle der Determinante oder das Minimum des Betrags gefunden, besteht nun die
Aufgabe darin, das nichstgelelegene lokale Maximum der Determinante zu finden. Gelingt dies,
kann von dort die nichste Nullstelle bzw. das nédchste Betragsminimum gesucht werden. Dazu
wird mit der invertierten Funktion gearbeitet. Da das Konvergenzkriterium zur Bestimmung
der Startwertqualitit benotigt wird, wird zuerst das Newton-Verfahren eingesetzt. Anschlie-
Bend, wenn das Konvergenzkriterium versagt, kommt das Sekantenverfahren zum Einsatz (bei
ausreichender Nihe zur Maximalstelle, die durch die Inversion zur Minimalstelle wird).

Definition der inversen Funktion f(k)

Fiir das Newton-Verfahren werden die inverse Funktion und ihre Ableitungen definiert

fk) = f

f !

f "

= m mit: (k) = det [ (B(k) ]
_ _711]_2' (3.144)
TP L

U
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ITER | Verfahren k det [ B(k) ] |det [ B(k) ]|’
0 Newton | .100000000D+00 | -.100016658D+-01 | -.995004165D+00
1 Newton | .110518834D+01 | -.206451236D+00 | -.448966152D+00
2 Newton | .156502531D+01 | -.100016652D+00 | -.577098521D-02
1 Sekante | .157101299D+01 | -.100000023D+00 | .216666178D-03
2 Sekante | .157079633D+01 | -.100000000D+00 | -.115751637D-08
3 Sekante | .157079633D+01 | -.100000000D+00 | -.612323376D-16

Tabelle 3.6: Iterationsprozel des kombinierten Verfahrens

Fiir die Ableitungen gilt niherungsweise mit g = (ki) — k)

7= -2 5§ = El % (3.145)
P n

w _ N ’ » o _ 1 1 ' 6

7 —‘?(1+ﬂ)—’f —jn—u;( — i) (3.146)

Mit diesen Groéfien sind sowohl das Konvergenzkriterium als auch der niachste Naherungswert
des Newton-Verfahrens berechenbar

b = b - L =

ki + u
f

(3.147)

Mit dem Sekantenverfahren wird die Stelle gesucht, wo der Betrag von f sein Minimum hat
(dort hat |n| das Maximum). Die Ableitung der Betragsfunktion wird gebildet

1 1
| f(k) | k) | ~ V& + B2 (3.148)
| fk) 1" = (—gg = RH) |fI° (3.149)

mit:

g = Re(n), b = Sm(y)

Um ein lokales Maximum zu finden wird zuerst das Newton-Verfahren mit der inversen Funk-
tion eingesetzt. Bei Verletzen des Konvergenzkriteriums wird das Sekantenverfahren mit der
Ableitung des Betrags der inversen Funktion eingesetzt.
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Beispiel n(k) = sin(k) — 1.1

Untersucht wird die Funktion n(k) = sin(k) — 1.1 . Diese Funktion hat im Bereich
/2 < k < 57/2 absolut gesehen ein Maximum bei kg = 37/2 . Diese Stelle soll
aufgefunden werden. Dazu wird zuerst das Newton-Verfahren auf f(k) = 1/n(k) angewen-
det. Bei Abbruch durch Verletzen des Konvergenzkriteriums, wird mit dem Sekantenverfahren,

angewendet auf | f(k) |/, fortgefahren.

*10

5

1/det(B) - 1/|detB)|- - (1/|detB)])’ - -

ab hier 6 Sekantenschritte

/ Minirnalstelle

Die Minimalstelle wird ab NE3 in 6 Sekantenschritten gefunden

NEO = Startwert des Newton-Verfahrens

NEi = i-te Naherung mit Newton
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Abbildung 3.27: Kombination von Newton- und Sekantenverfahren

In Bild (3.27) ist der Startwert fiir das Newton-Verfahren k& = 1.9 gewihlt und mit NEO

bezeichnet. In Tabelle (3.7) sind die Iterationsschritte aufgefiihrt.

Iteration | Verfahren k f(k) |f k)|’
0 Newton | .190000000D+01 | -.650618458D+401 | .136849889D+02
1 Newton | .237542491D+01 | -.245929201D+01 | .435811109D+01
2 Newton | .293972720D+01 | -.111172534D+01 | .121083671D+01
3 Newton | .385787358D+01 | -.569286721D+00 | .244443815D+00
1 Sekante | .403344055D+01 | -.532415166D+00 | .178009502D+-00
2 Sekante | .448559709D+01 | -.482068786D+00 | .522535951D-01
3 Sekante | .467347538D+01 | -.476362202D+00 | .882808186D-02
4 Sekante | .471166963D+01 | -.476190535D+00 | .163117157D-03
5 Sekante | .471238864D+01 | -.476190476D+00 | .778520587D-07
6 Sekante | .471238898D+01 | -.476190476D+00 | .125285168D-13

Tabelle 3.7: IterationsprozeB des kombinierten Verfahrens
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3.5 TS - Algorithmus
3.5 Taylor-Entwicklung des Schur-Komplements
(TS-Algorithmus)

Eine Matrizengleichung mit der vom Frequenzparameter k = w/c ( ¢ = Wellengeschwindig-
keit) abhiingigen Matrix B(k) der Grofle n x n und den Vektoren Z und 7

Bkyz = 7 (3.150)
wird in Blockmatrizen aufgeteilt (Diese Blockaufteilung dient der Herleitung einer reduzierten
Systemmatrix Bj,..4(k) , die spiter definiert wird.).

Die Grofle der Blockmatrizen ist in Abbildung (3.28) abzulesen.

B..(k) Bu(k z; 3
E(k) — ——J.‘I( ) -—Jk( ) ; 7= ] : F= 7 (3151)
By;(k) Bj(k) T Tk
n
n-m

n-m

Abbildung 3.28: Blockaufteilung der Matrix B(k) in 4 Untermatrizen

Mit den Blockmatrizen wird die Matrizengleichung in zwei Teilgleichungen aufgespalten. Durch
Multiplikation der zweiten Teilgleichung mit —B,.(k) By (k) und anschliefender Addition
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der beiden Gleichungen, reduzieren sich die Matrizen zu (der Frequenzparameter k wird hier
zur einfacheren Darstellung weggelassen)

B;i T+ By T = T;

By &+ By T = T | —Ejkﬁi:kl
—Bj By By; T — By By Bu Zx = —Bj Big i (3.152)
~Bjr B Bij % — Bjx & = —Bj Bl 7
= (Bjj —Bj B By) &; = 75— By Byl 7
Das Eigenwertproblem ergibt sich fiir # = 0 . Mit den Substitutionen
Bjirea(k) = Bjj(k) — Bj(k) Bii (k) By,(k) (3.153)
fj = fjred
vereinfacht sich Gleichung (3.150) zu
Biirea(k) Tirea = 0. (3.154)

Birea(k) wird als Schur-Komplement bezeichnet.

Die Entwicklung des Schur-Komplement in eine Taylor-Reihe mit Entwicklungspunkt A ergibt

. 1 .
.Bjjred(k) = —B-jjred(A) + B.jjred(A) ' f + 5 - ﬂjjred(A) ' £2 +.o.. f =k-A

Mit () = 8/6k, () = 8%/ak2. ‘ﬂ,.ed(A) und Bjj,.ed(A) werden durch partielles Ableiten
bestimmt

Bjirea(A) = Bj;(A) — By(A) Bix (A) By;(A)
Bjjred(A) = B_‘I_‘l (A) ' Jk(A) EJ:I(A) EkJ(A)

— Bj(A) By (A) Byy(N)
— Bj(A) Bii(A) By(A)

Biirea(d) = Bj;(A) — Bix(A) Bii(A) By;(A) (3.155)
— Bj(A) B (A) Biy(A)
— Bj(A) Bt () By(n)
- Qij(A) ﬁkk (A) By;(A)
— 2By (A) Bu(h) By(A)
— 2 Bu(A) Bi(A) By(A)
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Wird B(A) vor der Blockzerlegung mit Hilfe einer Diagonaltransformation (siehe Anhang A)
LB(A) R = B(A) = diag [ (B(A)] auf Diagonalform gebracht, so verschwinden B & und B,

Bjr(A) = Bi;(A) =0 . (3.156)

Die Gleichungen (3.155) vereinfachen sich deshalb zu

—.B—jjred(A) = —JJ (A)
B_jjred(A) = ——JJ(A) (3157)
Bijrea(A) = Bj;(A) = 2 By(A) B (A) Byj(A)

Da B(A) = diag [ B(A) ], gilt die Gleichung

L . 1
By (A) = diog [ By (A)) = diag [ 7 -

] 7 i=m+1,...,n

In Gleichung (3.157) werden die ersten beiden Ableitungen der Systemmatrix nach dem Fre-
quenzparamter k bendtigt. Wenn B als Matrizenpolynom vorliegt, kann dies auf die folgende
Art geschehen

g_f = B = B +2Byk+3Bsk*+...+ 0B, k!

(3.158)
2 .
S - B=2Bt6Bik+12B, K+ +o(o—1) B,k

Anschliefend sind die Transformationen L B(A) R = B(A) L B(AR= _B(A) durch-
zufiihren.

Wird die Taylor-Entwicklung nach den ersten drei Gliedern abgebrochen, so entsteht ein Matri-
zenpolynom zweiten Grades mit £ = k — A als Variable. Die Determinante dieses Polynoms
wird zu Null gesetzt, da mit det [ Bjjrea ] = 0 auch det [ B(k) | = 0 ist

Bjjred(k) = —B:-jjred(A) + Bjjrcd(A) ’ B ]TEd(A) ’ Ez

l\DIP—'

= A+ 4 £E+4,-&
- "J_j(A) (3.159)

[ ] [ ]
SN
I I
Jooe
=

®
o
i
J.

=
!
Jow
=
Z
£

E
E
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Fiir kleine reduzierte Matrizen kann die Determinante explizit ausgerechnet werden. Bei grofie-
ren Problemen kann der QR- bzw.QZ-Algorithmus mit vorangegangener Giinther’scher Expan-
sion eingesetzt werden. Die Expansion der quadratischen Ersatzaufgabe (3.159) sieht dann wie
folgt aus

Bijrea(k) Fjrea = [Ao+ A1 € + Ay €] Tjroa = 0

A; 7 = €£C; 7 (3.160)
mit:
Q l _-[. Q j"re
A; = O = o=
—A-O -Al Q A2 6 -'Ejred

Von den resultierenden Werten ¢; wird der Betragskleinste ausgewahlt [277]. Der neue Ent-
wicklungspunkt ergibt sich zu A;;; = A; + §;. Alternativ zur Auswahl des betragskleinsten
& , kann auch der Wert ausgewahlt werden, bei dem die Determinante von B minimal ist. Die
Berechnung der Determinantenwerte ist fiir grole Dimensionen m allerdings sehr aufwendig,
wird aber fiir m = 1 eingesetzt.

Iterativ werden so neue Entwicklungspunkte A;;; berechnet. Der Algorithmus wird dann
gestoppt, wenn A; in ausreichender Nihe zu einem Eigenwert liegt.

Fiir den Sonderfall, da8 die Matrix B der Gréfle n x n in Blécke der Seitenldngen, die sich aus
m = 1 ergeben, aufgeteilt wird, reduziert sich die Matrix B;;(k) zum Skalar b;;(k). Die
Rechteckmatrizen B,;(k) und Bj;,(k) werden zu Spalten- und Zeilenvektoren mit (n — 1)
Elementen (siehe Bild 3.29)

-B-jj(k) - bjj(k) ﬂjk(k) - E};:(k) -B-kj(k) - gkj(k)

Abbildung (3.29) verdeutlicht diese Blockaufteilung einer Matrix der Grée nx n in (1,n—1)
fiir ein beliebiges Skalar b;;.

Das Schur-Komplement verindert sich somit zu :
bijrea(k) = bj;(k) — BlL(k) By} Bis(k)

Die Reihenentwicklung des Schur-Komplements bis zum quadratischen Glied mit Entwicklungs-
punkt A, ergibt

- -~ T 1
bjjrea(k) = bjjrea(A) + bjjrea(A) - €+ 5

> biirea(A) - €2 (3.161)
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Abbildung 3.29: Blockaufteilung (j,k) der Matrix B(k)

Wegen B;I; = ékj = { folgt

14

bjjred(A) = Z_’n’(A)
sired(A) = bj(A) (3.162)
bired(A) = bi3(A) — 2 BR(A) By (A) Biy(h)

et

Da B(A) = diag [ B(A)] ist, gilt die Gleichung

3jjred(A) = .l—;jj (A)-2- ;i’jki(/\) . ﬁ : ;blcji(A) mit i# j X (3.163)

Es ergibt sich ein Polynom zweiten Grades mit £ = k— A als Variable. Dieses Polynom wird
zu Null gesetzt, da mit bjjrea(k) = 0 auch det [ B(k)]| = 0 ist

~ - Z 1 =
bjjfed(k) = bjjrcd(A) + bjjred(A) £+ 5 ’ bjjred(A) '52
= gq+a-f+a-=0 . (3.164)

. a0 = bj(A)
o a = by

o @ = Fbi(A) = D bwilA) BEh(A) bus(A)  mitii#
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Aus dieser quadratischen Gleichung werden £; und £, ermittelt. Da zwei & -Werte zur
Verfiigung stehen, kann entweder der betragskleinste Wert gewihlt werden, oder es wird derje-
nige § -Wert zur Ermittlung des néchsten Entwicklungspunktes gewihlt, dessen Determinante
det [ B(A+¢&) ] den kleineren Wert annimmt und somit die bessere Niherung an den gesuch-
ten Eigenwert ist. Mit dem neuen Entwicklungspunkt wird der TS-Algorithmus wiederholt. Der
Abbruch dieses Iterationsprozesses erfolgt, wenn A; ~ k; ist.

3.5.1 Praktische Anwendung des TS-Algorithmus

Die praktische Anwendung hiingt in starkem Mafle von der Art der verwendeten Diagonaltrans-
formation ab. Hier wird der Einsatz der Eigenwertzerlegung und der Singuldrwertzerlegung
dargestellt. Beide Verfahren sind im Anhang A erlidutert. Als Beispiel 1 wird zuniichst der
einseitig eingespannte Balken (Bild 3.16) betrachtet.

Eigenwertzerlegung

Bei der Eigenwertzerlegung sind die Elemente der aus der Transformation resultierenden Dia-
gonalmatrix die Eigenwerte der Matrix B(k;), also die Eigenwerte der Matrix B fiir einen
konkreten Wert k; des Frequenzparameters k. D.h. mit dem TS-Algorithmus wird z.B. fiir
m =1 der kleinste Eigenwert minimiert bzw. dessen Nullstelle in Abhéngigkeit von & gesucht.
Um abschitzen zu kénnen, ob der 'TS-Algorithmus diese Aufgabe {iberhaupt ausfiihren kann,
werden in den folgenden Abbildungen die Eingangsdaten fiir den Algorithmus dargestellt.
Eingangsdaten sind die Daten, mit denen der Algorithmus arbeiten mufi. Wird z.B. m =1
gewihlt, sind die Eingangsdaten die kleinsten Eigenwerte als Funktion des Frequenzparameters.
Fir m = p sind die Eingangsdaten das Produkt der g -kleinsten Eigenwerte. Bild (3.30) zeigt
den Verlauf des kleinsten Eigenwertes iiber k. Die Bilder (3.31) und (3.32) zeigen Ausschnitte
des Bereichs der beiden nahe zusammenliegenden Lings— und Biegeeigenfrequenzen.

Es zeigt sich, dafl der TS-Algorithmus mit m = 1 angewendet nur dann Ergebnisse liefert,
wenn der Startpunkt der Iteration ausreichend nahe am Eigenwert k; gewihlt wird. Ansonsten
ist keine Konvergenz zu erwarten. Der Algorithmus wird z.B. in den Konvergenzbereich eines
anderen Eigenwertes springen. Damit wird aber ein Eigenwert iibersprungen.

Erst bei grofiem m (hier im Beispiel wird m = 42 gewihlt) funktioniert der TS-Algorithmus
zufriedenstellend. Die Abbildungen (3.31) und (3.32) zeigen die Eingangsdaten fiir m = 24
und m = 42 . Bei m = 24 ist die Anzahl der beriicksichtigten Eigenwerte noch zu gering.
Fiir m = 42 ergibt sich qualitativ der gleiche Verlauf, wie ihn auch det [ B(k) ] liefert. Die
Nullstellen kénnen mit Hilfe des Verfahrens bestimmt werden.

Allerdings ist dazu die Auswertung der Determinante einer m xm -Matrix und die Bestimmung
der Nullstellen des zugehorigen charakteristischen Polynoms erforderlich. Diese Aufgabe kann
mit der oben bereits gezeigten Giinther’schen Expansion und des QR- bzw. QZ-Algorithmus
gelost werden.

Grofler Aufwand ist erforderlich, wenn der Startwert fiir den TS-Algorithmus nicht ausreichend
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Abbildung 3.30: Der kleinste Eigenwert von B{k(w)] iiber der Frequenz

nah zum zu untersuchenden Eigenwert gewihlt werden kann. Befindet sich der Startwert jedoch
in der Nidhe des Eigenwertes, fiihrt das Verfahren unter Verwendung der Eigenwertzerlegung
zur Nullstelle.

Singulidrwertzerlegung

Die Elemente der Diagonalmatrix sind die Singularwerte der Matrix B(k;). Fiir m = 1 wird mit
dem TS-Algorithmus also der kleinste Singuldrwert minimiert. Die Eingangsdaten fir m =1
(d.h. der kleinste Singuldrwert als Funktion des Frequenzparameters) und fiir m = 2 sowie
m =3 (Produkt der zwei bzw. drei kleinsten Singulirwerte) sind in den Bildern (3.33), (3.34)
und (3.35) fiir ausgewiahlte Frequenzbereiche und in Bild (3.36) fiir den gesamten untersuchten
Frequenzbereich dargestellt. In Bild (3.37) wird die Konditionszahl « (w) = g—g(% der Matrix
B(w) dargestellt ( SW(n) ,SW(1) : kleinster und gréBter Singulirwert von B(w) ).

Es zeigt sich (Bild 3.36), daf8 die Beriicksichtigung der letzten drei Singuldrwerte bereits zu
der fiir die Iteration erforderlichen glatten Kurve fiihrt. Die Minimierung nur des letzten Sin-

guldrwertes ( m = 1 ) kann nicht ausgefiilhrt werden, da die Konvergenz nur fiir Startwerte in
unmittelbarer Nahe des untersuchten Eigenwertes gewihrleistet ist.

Fiir m = 3 kann die Losung der quadratischen Ersatzaufgabe entweder mit der Giinther’schen
Expansion und anschlielendem Einsatz des QR- bzw. QZ-Algorithmus oder durch explizites
Avusrechnen der Determinante erfolgen. Im letzten Fall ergibt sich ein Polynom 6. Ordnung als
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Abbildung 3.31: Darstellung der kleinsten Eigenwerte {iber der Frequenz

charakteristisches Polynom. Die Nullstellen sind mit Hilfe numerischer Verfahren (z.B. Newton-
Iteration) fiir einen vorgegebenen Frequenzbereich zu berechnen.

Die Koeffizientenmatrix zum reduzierten Eigenwertproblem
Bjjred(k) Tjred = [Ao+ Ay E+ Ay ) Fjrea (3.165)

sieht wie folgt aus:

aon + am & + a &

= 0. (3.166)

ao33 + as3 € + ags &2

Mit Hilfe der Singulirwerte lassen sich also Eingangsdaten fiir die iterativen Verfahren fin-
den, die iiber dem gesamten Frequenzbereich annéhernd von der gleichen Gréfienordnung sind
(mit Ausnahme der Nihe der Eigenwerte). D.h. der erforderliche Vergleichswert fiir das Ab-
bruchkriterium der Iterationsverfahren kann beispielsweise fiir w = 0 , also mit der statischen
Systemmatrix berechnet werden.

Wichtig ist auch die Tatsache, daf nur die kleinsten Singuldrwerte oder Eigenwerte eingesetzt
werden. Diese lassen sich effektiv z.B. mit Hilfe der inversen Vektoriteration nihrungsweise
bestimmen.
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Abbildung 3.32: Darstellung der kleinsten Eigenwerte iiber der Frequenz
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Abbildung 3.33: Darstellung der kleinsten Singuldrwerte iiber der Frequenz
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Abbildung 3.34: Darstellung der kleinsten Singulirwerte iiber der Frequenz
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Abbildung 3.35: Darstellung der kleinsten Singulidrwerte iiber der Frequenz



3.5 TS - Algorithmus 131
P(S“é) n(n-1)
9 | n(n-1)(n-2
: o ni)n-2)
8 E PN —_\“\
7
s b
5 _é le| |
4 z— I'l‘l "'Il
C A n
3 N
2 ; ",' ' ‘ '
1 ; l"‘l. y,
0 - '
tIIIIIAIJ;II|IIIJAI4LIIllllllllllllllll!IllllllllllilI!Il
0 5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 45*10 mS
uhr-Universitit Bochum . . -1 -2
Rggg%ﬂ;:?&ﬁﬂ Produkte P(SW) der 3 kieinsten SW: n=kleinster SW 222-13% )
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Abbildung 3.37: Darstellung der Konditionszahl der Matrix B(w)
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Beispiel 2: dicke Platte

Als weiteres Beispiel wird eine rundum fest eingespannte, rechteckige Platte (sieche Bild 3.38)
betrachtet. Der Frequenzparameter wird auf die erste Eigenfrequenz normiert. Dargestellt wird
der Frequenzbereich ab dem zweiten Eigenwert. Verglichen werden die Berechnungen mit kom-
plexer und reeller Systemmatrix. Der Bereich um den ersten Eigenwert wird weggelassen, da
hier keine Unterschiede zwischen den Verldufen bei komplexer und reeller Berechnung auftreten.

Zum einen wird der kleinste Singulidrwert (Bilder 3.39, 3.40), zum anderen wird das Produkt der
letzten 5 Singulidrwerte (Bilder 3.41,3.42) dargestellt. Zuletzt wird die Konditionszahl gezeigt
(Bild 3.43), die prinzipiell den Kehrwert des kleinsten Singuldrwertes darstellt.

Es ist zu erkennen, daf die reelle Rechnung zu einer Anzahl von Eigenfrequenzen fiihrt, die
physikalisch keine Bedeutung haben. Diese kénnen mit Hilfe der komplexen Rechnung aus-
geschlossen werden. Physikalisch sinnvolle Eigenwerte sind fiir komplexe und reelle Rechnung
gleich.

SLLLLLLLLL

[/

Abbildung 3.38: Dicke Rechteckplatte mit rundum fester Einspannung

Beispiel 3: Einseitig eingespannte Welle-

Eine einseitig eingespannte Welle (siehe Bild 3.44) wird beziiglich der ersten vier Eigenfre-
quenzen (Eigenformen Bild 3.45) untersucht. Dargestellt werden Produkte der kleinsten Sin-
gulirwerte als Funktion der Frequenz (Bilder 3.46 und 3.47) sowie die Konditionszahl der
frequenzabhingigen Systemmatrix B(w) (Bild 3.48).
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Abbildung 3.39: Rechteckplatte: kleinster Singuldrwert {iber der normierten
Frequenz (reelle Rechnung)
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Abbildung 3.40: Rechteckplatte: kleinster Singuldrwert iiber der normierten
Frequenz (komplexe Rechnung)
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Abbildung 3.41: Rechteckplatte: Produkt der kleinsten Singulirwerte iiber der
normierten Frequenz (reelle Rechnung)
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Abbildung 3.42: Rechteckplatte: Produkt der kleinsten Singuldrwerte iiber der
normierten Frequenz (komplexe Rechnung)
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Abbildung 3.43: Rechteckplatte: Konditionszahl der Matrix B iiber der
normierten Frequenz (komplexe Rechnung)

Abbildung 3.44: Dicke Welle mit einseitig fester Einspannung
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Abbildung 3.45: Erste vier Eigenformen der Welle (links fest eingespannt)
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Abbildung 3.46: Welle: kleinste Singulirwerte (komplexe Rechnung)
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Abbildung 3.47: Welle: Produkt der kleinsten Singuldrwerte iiber der
normierten Frequenz (komplexe Rechnung)
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Abbildung 3.48: Welle: Konditionszahl der Matrix B iiber der normierten
Frequenz (komplexe Rechnung)
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Kombination von Eigenwertzerlegung und Singulidrwertzerlegung

Die Singuldrwertzerlegung liefert schon fiir m = 5 Eingangsdaten, die vom TS-Algorithmus
verarbeitet werden kénnen. Es empfiehlt sich jedoch ca. 10 Singulérwerte bei der Berechnung
mitzunehmen. Der TS-Algorithmus minimiert dann das Produkt der m kleinsten Singuldrwer-
te.

Da die Singuldrwerte jedoch positive reelle Zahlen sind, kénnen Nullstellen in der praktischen
Rechnung nur als lokale Minima lokalisiert werden. Die Eigenwertzerlegung mit m =1 fiihrt
aber immer zu einem Nulldurchgang beim Eigenwert.

Eine Kombination von Singulidrwert— und Eigenwertzerlegung sieht daher so aus, dafl zuerst die
Singulidrwertzerlegung eingesetzt wird. Bei ausreichender Nihe zum gesuchten Eigenwert (Kri-
terium: Rangabfall) wird die Eigenwertzerlegung eingesetzt. Diese fiihrt dann zum Eigenwert
beim Nulldurchgang des kleinsten Eigenwertes.
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3.6 Beispiele zur Eigenwertberechnung

3.6.1 Akustik-Wiirfel mit 54 Elementen

Untersucht werden die ersten beiden Eigenwerte in z-Richtung des Wiirfels (Bild 3.5, links,
Tabelle 3.8). Ergebnisse werden mit QZ, QR, TS, Newton (NE) und Sekantenverfahren(SE)
ermittelt und mit dem jeweiligen analytischen Wert normiert. Anschliefend werden die Eigen-
formen dargestellt. Tabelle (3.9) enthilt die auf gleiche Art normierten ersten Komponenten des
1. und des 2. Eigenvektors im Vergleich. Diese sind fiir alle Verfahren bei gleicher Normierung
annihernd gleich grofl. In den grafischen Darstellungen der Eigenformen ergeben sich keine
Unterschiede. Ein Vergleich der Rechnungen mit komplexer und reeller Systemmatrix ergibt
keine nennenswerten Abweichungen. Lediglich bei mehrfachen Nullstellen treten Unterschiede
auf, die spater diskutiert werden.

. k2
kian k2an

QZ | 1.0001 | 1.0008
QR | 1.0001 | 1.0008

TS 1.0001 1.0008

NE 1.0001 1.0008
SE 1.0001 1.0008

Tabelle 3.8: Normierte 1. und 2. Eigenfrequenz

1. Eigenvektor | 2. Eigenvektor
QZ 5.2332 15.672
QR 5.2333 15.672
TS 5.2333 15.445
NE 5.2333 15.445
SE 5.2333 15.445

Tabelle 3.9: Normierte 1. Komponente des 1. und 2. Eigenvektors

Alle Verfahren fiihren zu den gleichen Eigenwerten. Unterschiede zu den analytischen Werten
sind nicht durch die Verfahren, sondern durch die Diskretisierung des Randes bedingt.
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Bei den folgenden Darstellung der Eigenvektoren (Abb. 3.49, 3.50) ist der Schalldruck jeweils
in Richtung der Flichennormalen aufgetragen. Die Eigenformen werden in der Darstellung mit
Hilfe von Geraden angendhert.
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Abbildung 3.49: Eigenvektoren der Eigenwerte 000 (links) und 001

Abbildung 3.50: Eigenvektoren der Eigenwerte 000 (links) und 001 (Draufsicht)
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1. Eigenwert des Akustik-Wiirfels

Nun erfolgt eine detaillierte Untersuchung des 1. Eigenwertes. Die Iterationsverfahren werden
vom gleichen Startwert aus gestartet und mit dem gleichen Abbruchkriterium gestoppt. Dar-
gestellt werden neben dem Determinantenwert auch die beiden kleinsten Singuldrwerte. Die
Frequenzen werden auf die jeweiligen analytischen Werte normiert.

Newton-Verfahren

Iteration | ki/kian det [ B | SV(n) SV(n-1)
0 0.668450 | .316095D+10 | .177360D+00 | .389494D+00
1 1.204103 | .166288D+09 | .603468D-01 | .155144D+-00
2 0.857906 | .646037D+09 | .596148D-01 | .353987D+-00
3 1.014037 | .385272D+08 | .496329D-02 | .306208D+-00
4 1.000036 | .906804D+05 | .113060D-04 | .318866D+00
5 1.000069 | .202120D+00 | .252023D-10 | .318837D+00
6 1.000069 | .337375D-06 | .420671D-16 | .318837D+00

TS-Algorithmus

Tabelle 3.10: Iterationsschritte des Newton-Verfahrens

Iteration | ki/kian det [ B ] SV(n) SV(n-1)
0 0.668450 | .316095D+10 | .177360D+00 | .389494D+00
1 0.943799 | .307496D+11 | .177360D+00 | .389494D+00
2 0.999916 | .842643D+08 | .214742D-01 | .356401D+00
3 1.000069 | .429355D+03 | .552734D-04 | .318977D+00
4 1.000069 | .265199D-04 | .281596D-09 | .318838D+-00

Tabelle 3.11:

Sekanten-Verfahren

Iterationsschritte des T'S-Algorithmus

Tteration | kj/kian det [ B | SV(n) SV(n-1)
0 0.668450 | .316095D+10 | .177360D+00 | .389494D+00
0 0.859436 | .635866D+09 | .588700D-01 | .353949D+00
1 0.907528 | .358407D+09 | .367106D-01 | .354332D400
2 0.969654 | .969214D+08 | .112997D-01 | .346678D+00
3 0.992681 | .218648D+08 | .268104D-02 | .325561D+00
4 0.999391 | .196499D+-07 | .244634D-03 | .319454D4-00
5 1.000052 | .466906D+05 | .582161D-05 | .318852D4-00
6 1.000069 | .103963D+03 | .129632D-07 | .318837D+00
7 1.000069 | .552220D-02 | .688561D-12 | .318837D+-00

Tabelle 3.12: Iterationsschritte des Sekanten-Verfahrens
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2. Eigenwert des Akustik-Wiirfels

Beim zweiten Eigenwert liegt bei den analytischen Ergebnissen eine doppelte Nullstelle vor (Die
Eigenwerte 001 und 110 ). Wegen der Diskretisierung des Randes ergeben sich hier aber zwei
unterschiedliche Figenwerte in unmittelbarer Nachbarschaft. Der Unterschied kommt zustande,
weil zwei von der Form véllig unterschiedliche Eigenformen vorliegen. Wiahrend 001 eine
Eigenform in 2z -Richtung ist, liegt bei 110 keine Beteiligung einer Schwingungskomponente
in 2z -Richtung vor.

Die Rechnungen mit komplexer und reeller Systemmatrix ergeben einen unterschiedlichen Ab-
stand der beiden Eigenwerte. Bei der Rechnung mit reeller Matrix liegen die beiden Eigenwerte
weiter auseinander als bei der komplexen Rechnung. Die Iterationsverfahren kénnen bei der re-
ellen Rechnung beide Eigenwerte lokalisieren. Bei der komplexen Rechnung ist dies nicht mehr
moglich.

Hier empfiehlt es sich, das Sekantenverfahren auf die Ableitung des Betrags der Determinante
nach dem Frequenzparameter anzuwenden. Die Bilder (3.51) und (3.52) zeigen die normierten
Determinantenwerte bzw. ihre Ableitungen als Funktion des normierten Frequenzparameters.
Das Sekantenverfahren liefert genau die Stelle des Nulldurchgangs der Ableitung durch die
Abzisse.

det B(k/k2) 7 det B(0)
20 |
15 +
10 +
05 +
0.
lluln|1||!|n|||;|111|1||||||!nn|||1|l|nn||||b||||||||11||1|:||u||||||||||
997 .998 999 1.000 1.001 1.002 1.003 1.004
k/kg
Ruhr-Universitit Bochum detB
nstitut fir Mechanik : Breell-, B komplex - - —_—
P?ﬁtlu)trslng.:lc.\;?llel | det@) | 'B_ ’= p detB g

Abbildung 3.51: Normierte Betragswerte der Determinante im Bereich des 2. Eigenwertes

QZ/QR liefern die Eigenwerte, zu denen die Eigenvektoren physikalisch sinnvoll sind. Die ande-
ren Verfahren liefern bei nahe zusammenliegenden Figenwerten keine verlidfllichen Ergebnisse,



3.6 Beispiele zur Eigenwertberechnung 143

det B(WK2) 7 det B(0)
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Abbildung 3.52: Normierte Ableitungen der Determinantenbetrige um den 2. Eigenwert

da nur eine der beiden Nullstellen gefunden wird. Welcher der beiden Eigenwerte gefunden
wird, hingt dabei vom Startwert ab. Dem Anwender wird auch nicht iiber die verschwindenden
Singulirwerte mitgeteilt, dafl zwei Eigenwerte in unmittelbarer Néhe vorliegen, da jeweils nur
der kleinste Singulidrwert verschwindet. Der Anwender mufl daher annehmen, dafl eine einfache
Nullstelle vorliegt (Dies ist mathematisch korrekt, da die Eigenwerte sich ja leicht unterscheiden.
Der Rangabfall darf daher nur eins sein.).

Um nun alle Eigenwerte in einem bestimmten Frequenzbereich auffinden zu kénnen, wird ein
kombiniertes Verfahren vorgeschlagen.

3.6.2 Kombination von Iterationsverfahren und QZ-/QR-Algorithmus

Mit Hilfe der Iterationsverfahren wird sich dem Eigenwert gendhert. Bei ausreichender Néhe
(iiber kleinsten Singuldrwert abschitzbar), wird der QZ-Algorithmus eingesetzt. Es ist dann
ausreichend mit p = 2 fiir die Reihenentwicklung des Matrizenpolynoms (siehe Gleichungen
3.8 und 3.10) zu arbeiten. Der QZ-Algorithmus liefert dann alle Eigenwerte und Eigenvektoren,
auch wenn sie sehr nahe zusammenliegen.

Tabelle (3.14) zeigt die Ergebnisse mit Hilfe des kombinierten Verfahrens fiir das Wiirfelbeispiel
an ausgewdhlten Eigenwerten. Die Rechnung wurde mit komplexer Systemmatrix und QZ-
Algorithmus durchgefiihrt. Die Vielfachheit p bezieht sich auf die analytischen Ergebnisse, die
mit k;,, bezeichnet werden.
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Tabelle (3.13) zeigt die Ergebnisse fiir die beiden Systemmatrizen und die verschiedenen Verfah-
ren. QZ- bzw. QR-Algorithmus liefern beide Eigenwerte sowie die zugehérigen Eigenvektoren.
Die Eigenvektoren sind fiir beide Arten der Berechnung bei gleicher Normierung jeweils iden-
tisch, obwohl sie bei anderen Frequenzen auftreten.

Eigenwert B(k) Newton Sekante TS QZ/QR
001 reell 0.99990 0.99990 0.99990 0.99990
001 komplex 1.00082 1.00091 1.00253 1.00079
110 reell 1.00305 1.00305 0.99991 1.00305
110 komplex 1.00082 1.00091 1.00253 1.00104

Tabelle 3.13: Normierte Eigenwerte 001 und 110 bei reeller
und komplexer Rechnung

mnt p ki/kian
001 2 1.00080
110 1.00104
002 3 1.00220
021 1.00258
201 1.00206
003 3 1.00186
131 1.00298
311 1.00529
013 4 1.00512
103 1.00511
230 1.00820
320 1.00814

Tabelle 3.14: Mehrfache Eigenwerte (komplexe Rechnung)
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3.6.3 Einseitig eingespannter Balken mit 42 Elementen

Ein einseitig eingespannter Balken wird auf seine Eigenfrequenzen hin untersucht. Berechnet
werden die ersten drei Léngseigenfrequenzen, die ersten drei Torsionseigenfrequenzen und die
ersten sechs Biegeeigenfrequenzen (Tabellen 3.15, 3.16, 3.17). Da der Balken beziiglich sei-
ner Breite und Hohe Symmetrie aufzeigt, treten die Biegeeigenfrequenzen mit der Vielfachheit
p = 2 auf. Lings- und Torsionseigenfrequenzen besitzen die Vielfachheit p = 1. Die Ergebnisse
sind nach den in der Bildunterschrift angegebenen Grofien normiert (In den Formeln bedeuten:
¢, = Druckwellengeschwindigkeit, A = Querschnittsfiiche, I = Torsionstrigheitsmoment,
I, = I, = I = Flachenmoment zweiter Ordnung, I, = polares Flichenmoment zweiter
Ordnung, F = E-Modul, G = Schubmodul, ! = Stablinge.).

Eigenwert | p FEM Newton | Seckante TS QZ/QR

1.Biegung | 2 | 1.86987 | 1.86927 | 1.86902 | 1.86920 | 1.86934
1.86934

2.Biegung | 2 4.60679 | 4.60339 | 4.60290 | 4.60349 4.60383
4.60383

3.Biegung | 2 7.53409 | 7.52161 | 7.52017 | 7.51983 7.51743
7.51743

4.Biegung | 2 | 10.24783 | 10.21181 | 10.21319 | 10.21421 | 10.21566
10.21566

5.Biegung | 2 12.77450 | 12.70616 | 12.70834 | 12.70758 | 12.70898
12.70898

6.Biegung | 2 | 15.13567 | 15.02355 | 15.02361 | 15.02298 | 15.02290
15.02290

Tabelle 3.15: Normierte erste 6 Biegeeigenfrequenzen Ap: )} = w?

cp- I )

Bei der letzten Biegeeigenfrequenz ergeben sich mit Hilfe des QZ-Algorithmus zwei Eigenwerte
mit konjugiert komplexem Imaginirteil. Dieser ist zwar verschwindend klein, deutet aber dar-
auf hin, daf hier nach dem Betragsminimum der Determinante zu suchen ist. Dazu eignet sich
das vorher beschriebene Sekantenverfahren in Anwendung auf die Ableitung des Betrags der

Determinante nach der Frequenz. Dieses liefert die Eigenfrequenz beim gleichen Werte wie der
QZ-Algorithmus.
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Tabelle 3.17: Normierte erste 3 Torsionseigenfrequenzen ky-

Eigenwert | p FEM Newton | Sekante TS QZ/QR
1.Zug 1.00012 | 0.99999 | 0.99999 | 0.99999 1.00385
2.Zug 1 1.99947 | 2.00019 | 2.00019 | 2.00019 1.99963
3.Zug 1 3.00063 | 3.00102 | 3.00102 | 3.00093 2.99965

Tabelle 3.16: Normierte erste 3 Lingseigenfrequenzen k; = :cl,, + 0.5

Eigenwert | p FEM Newton | Sekante TS QZ/QR

1.Torsion 1.04333 | 1.03883 | 1.03883 | 1.03883 1.03892

2.Torsion | 1 2.13068 | 2.11788 | 2.11788 | 2.11788 2.11790

3.Torsion | 1 3.21804 | 3.20011 | 3.20011 | 3.20011 3.20011

T m

! o2
- +0.5 mit ¢

=IQ
=
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3.7 Bestimmung von Eigenvektoren mit der
Singulidrwertzerlegung

Bei den iterativen Verfahren zur Eigenwertbestimmung wird u.a. die Singuldrwertzerlegung
eingesetzt. Mit dieser werden nun ebenfalls die Eigenvektoren bestimmt.

Rechtseigenvektoren

Das Eigenwertproblem lautet

Bw)Zw) =0 . (3.167)

Die Systemmatrix B(w) wird fiir den Eigenwert w; aufgestellt. Diese singulire Matrix wird
mit Hilfe der Singularwertzerlegung zerlegt

B(w) Ti(w)) = (QZPT); Zi(w) =0 . (3.168)

Linksmultiplikation mit QT liefert

-

(ZET) Zi(w) =0 . (3.169)

Da Y. die Diagonalmatrix der Singularwerte ist und der letzte Singularwert fiir einen Eigenwert
der Vielfachheit p =1 zu Null wird, verschwindet die letzte Zeile von ( £ PT); identisch.

Das verbleibende Gleichungssystem wird gelést, indem die letzte Komponente von Z;(w;) 2zu
eins vorgegeben wird und die rechte Spalte von ( £ PT); auf die rechte Seite der Gleichung
(3.169) geschrieben wird. Da jede Zeile des resultierenden Gleichungssystems j mit ¥; mul-
tipliziert wird, braucht die Multiplikation mit ¥ in Gleichung (3.169) nicht explizit ausgefiihrt
zu werden.

Es folgt das Gleichungssystem

) P12 p'{(n—l) I —Pin
p%:;—l)l P%;—l)z p’(I;z—l)(n—l) ; Z(n-1) ; _p%;,—l)n
(3.170)
bzw. Efed,i Treai = ﬁ'ed,i

Die Losung ergibt mit der vorgegebenen Komponente z,; den Rechtseigenvektor zu w; .
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Bei Eigenwerten der Vielfachheit p > 1 sind p Singularwerte verschwindend. D.h. es miissen
p-fach p Komponenten von Z; so vorgewiahlt werden, dafl die resultierenden Eigenvektoren
orthogonal zueinander sind.

Fiir p =2 beispielsweise werden je zweimal die letzten beiden Komponenten von Z; vorge-
geben

1 Tin-1)i = 0 und Tni = 1
) (=1 ™ (3.171)
2] x(n—l)i =1 und Tni = 0

Bei der Wahl 1) verschwindet die vorletzte Spalte von ( PT); , die letzte Spalte stellt mit
negativem Vorzeichen die rechte Seite f:ed,i dar.

Bei der Wahl 2) verschwindet die letzte Spalte von ( PT); , die vorletzte Spalte stellt mit
negativem Vorzeichen die rechte Seite f;ed‘i dar.

Es ergeben sich zwei Eigenvektoren, die eine Figenebene iiber die Beziehung

T = O.'fl + ﬁ 52 (3172)

aufspannen. @ und £ sind beliebige Konstanten.

Als Beispiel dazu wird eine einseitig eingespannte Welle (siehe Bild 3.44) untersucht (Die Dis-
kretisierung erfolgte mit quadratischen Elementen, die hier in der Darstellung mit Hilfe von
Geraden angenihert werden.). Bild (3.45) zeigt die ersten vier Eigenformen der Welle. Wegen
der Rotationssymmetrie treten die Biegeeigenfrequenzen mit der Vielfachheit p =2 auf. D.h.
zu jeder Biegeeigenfrequenz lassen sich zwei Eigenvektoren bestimmen, die die Eigenebene nach
Gleichung (3.172) aufspannen.

Die Bilder (3.53) und (3.54) zeigen jeweils die Komponenten des freien Wellenendes der beiden
Eigenvektoren senkrecht zur Wellenachse bei den ersten beiden Biegeeigenfrequenzen. Durch
geeignete Wahl von « und 5 sind die beiden Eigenvektoren so normiert, daf sie senkrecht aufein-
ander stehen. Die Linien CL geben die Lage des Mittelpunktes der Endflichen in unverformter
Lage an.

Linkseigenvektoren
Das Eigenwertproblem wird hier mit der transponierten (bei komplexer Rechnung mit der
konjugiert komplexen, transponierten) Systemmatrix aufgestellt

BT (w) fw) = 0 . (3.173)

Fiir die Systemmatrix BT (w) kann mit Hilfe der Singulirwertzerlegung fiir einen Eigenwert
w; geschrieben werden
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BT(w) #i(ws) = (QZPE)T Gi(w) = (PEZQT )i Gilwi) = 0 . (3.174)

Linksmultiplikation mit PT liefert

(2@ Gilw) =0 . (3.175)

In gleicher Weise wie beim Rechtseigenwertproblem ergibt sich bei Vorgabe der letzten Kom-
ponente des Eigenvektors ein Gleichungssystem fiir die restlichen Komponenten in der Form

QT gred,i = ﬁred,i . (3 . 176)

~red,

Die Losung ergibt mit der vorgegebenen Komponente y,; den Linkseigenvektor zu w; .
Eigenvektoren mehrfacher Eigenwerte werden analog den Rechtseigenvektoren bestimmt.
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CL

Abbildung 3.53: Endflichenverschiebungen bei der ersten Biegeeigenfrequenz

CL

cL

Abbildung 3.54: Endflichenverschiebungen bei der zweiten Biegeeigenfrequenz
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3.8 Zusammenfassung der Eigenwertanalyse

In diesem Kapitel werden verschiedene Verfahren zur Eigenwertanalyse des nichtlinearen Ei-
genwertproblems, das sich bei der REM ergibt, eingesetzt.

Neben den direkten Verfahren, bei denen ein Frequenzbereich mit vorgegebener Schrittweite
durchlaufen wird und die nur im Rahmen der Schrittweite genau sind, werden sowohl iterative
Verfahren als auch Methoden eingesetzt, die auf der Linearisierung des Eigenwertproblems
beruhen.

Bei allen Verfahren erweist es sich als sinnvoll, mit bereichsweise frequenzunabhingigen System-
matrizen zu arbeiten. Dazu werden Reihenentwicklungen der Fundamentallésungen angegeben,
die das Aufstellen solcher Matrizen erméglichen.

Es zeigt sich, daf ein sicheres Auffinden der Eigenwerte nur unter Verwendung sowohl des
Realteils als auch des Imaginirteils der Fundamentalldsung des Frequenzbereichs méglich ist.
Dies bedeutet den Einsatz komplexer Systemmatrizen.

Rechenzeit und Speicherbedarf lassen sich jedoch reduzieren, wenn statt mit der Systemmatrix
B mit der hermiteschen B* B gerechnet wird. Diese Matrix benétigt nur den Speicherplatz
einer reellen Matrix mit gleicher Anzahl Zeilen und Spalten. Zudem sind die Eigenwerte gleich
den Singuldrwerten von B und damit, genau wie die Determinantenwerte, reelle Grofien.

Beim Newton-Verfahren und dem TS-Algorithmus sind Diagonalzerlegungen der Systemma-
trix erforderlich. Es erweist sich als sinnvoll, hier die Singuldrwertzerlegung einzusetzen, da
diese auch fiir singuldre Matrizen sehr stabiles Verhalten zeigt. Zudem erweisen sich die klein-
sten Singuldrwerte der Systemmatrix B als stabiles Kriterium zum Auffinden von Eigenwer-
ten. Wihrend die Determinante im gesamten Frequenzbereich sehr starken Schwankungen der
Grofie unterliegt und ein Abbruchkriterium der Iterationsprozesse nur sehr schwer festzulegen
ist, konnen entweder der kleinste oder das Produkt von wenigen kleinsten Singuldrwerten als
sicheres Abbruchkriterium angesetzt werden. Als Vergleichswert fiir den Abbruch der Iteration
dienen die entsprechenden Werte der statischen Rechnung. Die Giite dieses Abbruchkriteriums
wird an mehreren Beispielen gezeigt.

Der TS-Algorithmus wird zudem mit Hilfe der Singularwertzerlegung und der Eigenwertzer-
legung eingesetzt. Dabei wird wéhrend des Iterationsprozesses entweder der kleinste oder das
Produkt der n kleinsten Singulirwerte minimiert. Die kleinsten Singuldrwerte lassen sich ef-
fektiv mit Hilfe der inversen Vektoriteration in Anwendung auf die Matrix B* B berechnen.
Bei ausreichender Nihe zum Eigenwert wird dann die Eigenwertzerlegung eingesetzt, die den
kleinsten Eigenwert oder Produkte der kleinsten Eigenwerte minimiert. Die Eigenwerte haben
den Vorteil, dafl sie im Gegensatz zu den stets positiven Singuldrwerten vorzeichenbehaftet
sind.

Zum Durchlaufen gréfierer Frequenzbereiche wird die inverse Funktion definiert. Zuerst wird
mit Hilfe iterativer Verfahren und einer Funktion (die z.B. als Produkt der 3 kleinsten Sin-
gulirwerte definiert werden kann) ein Eigenwert bestimmt. Anschlielend wird mit Hilfe der
inversen Funktion das nichste Maximum iterativ aufgesucht. Von dort aus startet dann erneut
der Iterationsprozel mit der eigentlichen Funktion.
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Die Linearisierung des Eigenwertproblems erfolgt mit Hilfe der durch die Reihenentwicklung der
Fundamentallésung gewonnenen, frequenzunabhingigen Systemmatrizen und anschlieSender
Giinther’scher Matrizenexpansion.

Es wird gezeigt, wie neben dem QZ-Algorithmus auch der QR-Algorithmus eingesetzt werden
kann. Dieser wird unter Einsatz des inversen Eigenwertes auf das spezielle Eigenwertproblem
angewendet und benotigt deshalb nur den halben Speicherbedarf des QZ-Algorithmus, der auf
das spezielle Eigenwertproblem angesetzt wird.

Die Kombination von iterativen Verfahren und Linearisierung sowie QR~ und QZ-Algorithmus
wird eingesetzt, um nahe zusammenliegende und mehrfache Eigenwerte sicher aufzufinden.
Dazu werden zuerst die iterativen Verfahren eingesetzt. Bei ausreichender Nahe zum Eigenwert
erfolgt die Linearisierung des Eigenwertproblems mit Hilfe nur weniger frequenzunabhingiger
Systemmatrizen.

In Beispielen werden die verschiedenen Methoden verglichen.



Kapitel 4

Berechnungen im Zeitbereich mit der
Randelementemethode

Die grundsitzlichen Verfahren zur Berechnung zeitabhingiger Losungen von partiellen Differen-
tialgleichungen werden beschrieben (Die Entwicklungsgeschichte dieser Verfahren wird ausfiihr-
lich z.B. in [68], [27], [31] und [18] beschrieben.). Zur Erliuterung der Verfahren wird eine
skalare Wellengleichung im 3D-Raum mit Anfangsbedingungen und Randbedingungen auf dem
Rand T' = I'y + I'; mit verschwindenden Volumenlasten b(Z,t) =0 gewihlt (siche Grund-
lagen)

= i(%,t) — V2u(f,t) =0 (4.1)

Anfangsbedingungen: u(Z,t=0) = ug

W(Z,t=0) = 19 = v

( )= = (4.2)
Randbedingungen: u(Z,t) = @ T el

p(ft) = 28 =5  Fel,

Gesucht ist nun das dynamische Verhalten des Systems, welches durch die Differentialgleichung
beschrieben wird. Je nachdem welche physikalischen Gréflen gefragt sind, kénnen verschiedene
Verfahren eingesetzt werden:

1. direkte Zeitbereichsverfahren
2. Fourier—Transformation
3. Laplace-Transformation

4. Modalanalyse

Diese Verfahren werden nun kurz beschrieben.



154 Zeitbereichsberechnung mit der REM

4.1 Direkte Zeitbereichsverfahren

Direkte Zeitbereichsverfahren werden dann eingesetzt, wenn zeitabhingige Losungen u(Z, 1)
direkt gesucht sind. Mit ihnen wird die Systemantwort durch direkte, meist numerische Inte-
gration bestimmt. Direkte Verfahren erlauben zudem die effiziente Behandlung nichtlinearer
Problemstellungen und eignen sich fiir Aufgaben mit hohem Frequenzgehalt. Sie werden so-
wohl fiir erzwungene als auch fiir freie Schwingungen mit vorgegebenen Anfangsbedingungen
eingesetzt.

Der Einsatz direkter Lésungsverfahren in Kombination mit Randelementen wird besonders zur
Losung von Wellenproblemen in halbunendlichen und unendlichen Gebieten eingesetzt, da die
Effekte der Wellenabstrahlung erfait werden. Hier ist aber zu bemerken, dafi, dhnlich wie im
Frequenzbereich, Anteile von sog. fiktiven Eigenfrequenzen bei solchen Auflenraumproblemen
auftreten, die zu Verfilschungen fiihren und die besonderer Techniken bediirfen [36].
Ausfiihrliche Beschreibungen der Geschichte der Zeitverlaufsberechnung mit Randelementen
werden in ([36], [68]) gegeben.

Beim direkten Lésungsverfahren wird das Prinzip der gewichteten Residuen mit einer orts-
und zeitabhingigen Fundamentallssung u*(Z,t,Z,7) als Gewichtsfunktion angewendet. Die
Fundamentalldsung ist die Lésung der Gleichung (4.1) in einem unendlichen Vollraum mit einer
Impulslast zum Zeitpunkt 7 am Ort Z* ([68], [22], [182])

— it - V2t = §(Z,t,27) (4.3)
c
und lautet fiir 3D-Gebiete
. 1 T
2t = 5t — - —
(4.4)
. ou* 1 1 T 1. T ar
*( 2 ri - = ——5t-——-—- _6t___‘ )"—
Pt 2% 7) on dwr ( r ( c 7) +c ( c 7) of

Mit dieser Fundamentalldsung wird Gleichung (4.1) gewichtet und die Integration iiber Raum
und Zeit ausgefiihrt

1 sty .. . .rer o t o . e s i
_EE/; /QU(:B,T) u*(Z,t,z°,7) d d7'+/0 /QV w(Z, 1) u(Z,t,27)dQdr=0 . (4.5)
Der erste Ausdruck wird zweifach nach der Zeit partiell integriert

¢ , t ,
/0 /ﬂ iW(Z,7) u*(Z,8, 2, 7) dQ dr = /0 fg w(Z,7) @ (2,8, 2, 7) d dr

(4.6)
du*(2,t, &, 0)

+ /Q {u (Z,t,25,0) vo — uo 5 ] dQ
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Der mittlere Ausdruck aus Gleichung (4.5) wird zweifach partiell nach den Raumkoordinaten
integriert

¢ 2 = /2 =4 dQ d t = 2 k(2 =1
/0 /QV w(Z, 7) u(Z,t, 2 7) T —/0 /ﬂu(x,'r)v u*(Z,t, %%, 1) dQ dT

i . t .
+ /0 /Pp(:E,T) u*(Z,t, 2%, 7) dI dr —/0 /Fu(iz',r) p*(Z,t, 25 7)d0 dr .  (4.7)

Damit folgt aus Gleichung (4.5)

// (2, 7)i*(Z,t, T T)deT——/[ (Z,t,7° O)UO—uo%im’o) dQ

+ /0 _/Qu.(a:,T) u*(Z,t, T ,T)deT+/0 Ap(x,T)u(z,t,x,T)dFdT

t
- /0 F‘LL(:ET)p(.’BtIB 7ydl dr = 0 . (4.8)
Mit der Eigenschaft der Fundamentallsung bzw. der Dirac-Funktion ([182], [231])
t . . .
/ / [—u - Vu '] u(Z, 7)dQdT _/ /ﬂu(:b', 7)0(Z, t, 2%, 7)dQ dr = u(Z*,t) = v'(t) , (4.9)

folgt fiir einen beliebigen Punkt des Gebietes und nach einer Grenzbetrachtung auch fiir Rand-
punkte

i, — 1 €2 =21 Bu‘(:i:‘,t,i;‘i,o) ¢ = P i
cul(t) = — c_Q/n [u (Z,t,%%,0)v — UOT] dQ+/0 /Fp(a:,r)u (Z,t, 3, r)dldr
t -
/ / u(Z, 1) p*(Z,t, 2% 7) dI dr (4.10)
o Jr

Fiir verschwindende Anfangsbedingungen resultiert eine reine Randintegraldarstellung.
Gleichung (4.10) 148t sich fiir den hier gegebenen Fall der skalaren 3D-Wellengleichung (4.1)
durch Einsetzen der Fundamentallésung in die Kirchhoff ’sche Integralgleichung
) dar
7=t—L

(4.11)

dn 4 Jrre or

éut) = o [ p@t-Dar+ - [ L ou@e- Dar+ o /Fl("’”(”""”

1 P,
-z [u"(x,t,z,O)vo—uo

Bu*(Z, 1, T, 0)
cz otzgsio]

iiberfiihren. In dieser Gleichung ist keine Zeitintegration mehr enthalten. Fiir andere Probleme
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(z.B. 2D-Wellenausbreitung, Dynamik) ist eine solche Darstellung nicht méglich. Die Zeitinte-
gration ist dann mit Hilfe einer Diskretisierung der Zeit durchzufiihren. Dieses Vorgehen wird
nun prinzipiell gezeigt. Ausgangspunkt ist Gleichung (4.10).

Fiir die Feldvariablen werden Separationsansitze beziiglich Zeit und Raum gewéihlt. Hier wird
z.B. davon ausgegangen, dafl die Feldvariablen wihrend eines kleinen Zeitraums At nihe-
rungsweise als konstant angenommen werden kénnen (konstanter Zeitansatz)

N
Wz, 7)) = Y, uMT) Bulr) (4.12)
n=l1
N
pE ) = 3 p"(2) @u(r) (4.13)
n=l1
mit
1 : (n—-—1At <7< nAt
Pp(r) =
0 : sonst
&,(r) = H{r — (n=-1)At] — H[7 — n At]
(mit der Heaviside-Funktion H(t) ).
Fiir die Integrale beziiglich der Zeit folgt
t 1) d 3 " NAt, Z,7) d
o 4 ¥ (= =9 — n{ = /= t —4
[ p@nw@nsind = X @ [1 v @ENsLE) dr
N
= Yy @ae" (4.14)
n=1
t . N nAt B
| w@n) p@ sz ar = 2 v@) /(n_lw p'(# NALZ,7) dr
N
= Y uMg) FV (4.15)
n=1

Die Zeitintegrale fiir einen Zeitschritt At konnen analytisch gelost werden ([22], [182]). Es
ergibt sich die Randintegraldarstellung

¢ult) = X /F [GN-Lpr@) — PN yn(@) | ar (4.16)

Zur riumlichen Diskretisierung wird eine Einteilung des Integrationsgebietes I' in M Elemente
vorgenommen. Pro Element werden A Knoten (lokale Knoten) vereinbart.
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Beispielsweise werden folgende lokale, isoparametrische Ansitze gewéihlt:

T; = NaX,;a o = 1,...,A
u® N, Ut (4.17)
p" = N. Py

Hier werden fiir Geometrie und Feldvariable die gleichen Formfunktionen verwendet. Unter-
schiedliche Ansitze sind ebenfalls moglich.
Nach einer Transformation auf lokale Koordinaten (Elementkoordinaten) folgt

A +1
SR [ GM T Naf, ) 1960, 60)| da dy

n=1 m=1 a=1

- UZ -:1 FN="4L N (&1, &) |T (61, &) dé1 d&y ] (4.18)

(é1,€> sind lokale Koordinaten, |J(£;,&;)| ist die Jacobi-Determinante der Transformation
von globalen zu lokalen Koordinaten.).

Diese Gleichung kann nun fiir jeden Randpunkt Z* aufgestellt werden. Es folgt ein Matrizen-
gleichungssystem

N
z [QN—n+1 pr — FN-n+l [‘jn] =0 . (4.19)
n=1

Fiir einen diskreten Zeitpunkt t ergeben sich so viele Unbekannte wie Gleichungen, voraus-
gesetzt die Feldgrofien der Vergangenheit sind bekannt. Umstellen der Gleichung (4.19) nach
bekannten und unbekannten Randgréfien liefert

N-1
E}'{'n — A}'/’n _ 2 [Q_N—n+1 P’n _ EN—n-i—l [jn]
n=1l
(4.20)
Q}“{"n — A}_}n + R’N

Damit sind die Feldgréflen zu jedem Zeitpunkt t berechenbar. RN enthilt dabei die Informa-
tionen der vorhergehenden Zeitschritte.

Ausfiihrliche Darstellungen des direkten Verfahrens in Anwendung auf Probleme der Dynamik
konnen in ([231], [177], [18], [17], [27], [36]) nachgelesen werden.

4.2 Frequenzbereich und Fourier-Transformation

Fiir eine bestimmte Klasse von Problemstellungen, wie z.B. Systeme unter harmonischer Erre-
gung, frei schwingende Systeme und Eigenwertprobleme, ist es sinnvoller und weniger umsténd-
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lich, im Frequenzbereich statt im Zeitbereich zu arbeiten. Fiir dieses Vorgehen spricht zudem,
da die das System beschreibenden Gleichungen stark vereinfacht werden und damit einer
Losung wesentlich zuginglicher sind. So werden aus Faltungen im Zeitbereich einfache Produk-
te, Zeitableitungen werden zu Multiplikationen des Typs (i w) . Oft erméoglichen solche Ver-
einfachungen eine analytische Losung des Problems. Ein weiterer Grund, im Frequenzbereich
zu arbeiten, basiert auf der Mgglichkeit, mit Hilfe von Fourierreihen jede beliebige periodische
Erregerfunktion durch eine Summe harmonischer Funktionen auszudriicken. Mit Hilfe des Su-
perpositionsprinzips ist dann die Lésung des Problems auffindbar. Die Teillésungen kénnen mit
der inversen Fourier-Transformation in den Zeitbereich zuriicktransformiert werden.

Mit der Fourier-Transformation kénnen unterschiedliche Aufgabenstellungen untersucht wer-
den. Bei der Verwendung der beidseitigen Fourier-Transformation (in dieser Weise ist die

Fourier-Transformation iiblicherweise definiert) wird davon ausgegangen, dafl sich das System
zum Beginn der Untersuchung im eingeschwungenen Zustand befindet.

Die einseitige Fourier-Transformation (fiir £ > 0) beriicksichtigt die Anfangsbedingungen und
fiihrt in der allgemeinen Form zur Laplace-Transformation [194]. Hier wird ausschlielich die
beidseitige Fourier-Transformation untersucht, da diese bei der spiateren Eigenwertanalyse eine
wichtige Rolle spielt.

Fourier-Transformation

Die zeitabhingige Wellengleichung

]. . f — —
3 i(z,t) — V2u(Z,t) = 0 (4.21)

wird mit harmonischen Ansitzen fiir die Feldgréfien
u(Z,t) = u (Z,w) et (4.22)
in eine frequenzabhingige Differentialgleichung iiberfiihrt
V2 u(Z,w) + K u(Fw) =0 , (4.23)

mit der Wellenzahl k = w/c. Dies entspricht der (beidseitigen) Fourier-Transformation. Mit
dem Prinzip der gewichteten Residuen und der Fundamentallésung des Frequenzbereichs kann
die Randintegraldarstellung hergeleitet werden (siche Grundlagen)

cut = /r.‘pu"'df‘ - /r.‘p"'udl" . (4.24)
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Die Diskretisierung des Randes fiihrt zu der Matrizengleichung
G(w) plw) = H(w) i(w) . (4.25)
Einbau von Randbedingungen und Umordnung des Gleichungssystems liefern
Bw) V() = Flw) . (4.26)

Diese Gleichung wird nun fiir konkrete Werte w; bzw. k; aufgestellt und die Lésungen ?(w,:)
der unbekannten Randgréfien bestimmt. Mit Hilfe der diskreten Fourier-Riicktransformation
kénnen bei ausreichender Stiitzstellenzahl w; im Frequenzbereich die zeitabhingigen Grofien
#(t) berechnet werden.

Diskrete Fourier-Transformation

Die Fourier-Transformation wird durch die folgende Transformationsgleichung definiert

Y(w) = /:m y(t) e~ dt
(4.27)
W) = 5= [ V() et

Damit die Fourier-Transformation angewendet werden kann, mufl die Konvergenzbedingung

/t: |y(t) | dt < oo (4.28)

erfiillt sein. Die Randelementemethode liefert Y{(w) nur fiir N diskrete, dquidistante (hier so
gewihlt) Stiitzstellen Y, . Die Riicktransformation in den Zeitbereich erfolgt dann mit Hilfe
der diskreten Fouriertransformation, die wie folgt definiert ist ([260], [259])

T N-1 2 al
Y, = — ye tTw n=01...,.N—-1
N =0
(4.29)
]. N-d : nl
yl —_ T '}/‘ﬂe‘tz‘ﬂ'r lZO,l,..‘,N—l
n=0
mit
= y(t Y, = Y(w, Wy = n&
y = y(t) n (wn) T (4.30)
4 = 1% T = N At At =ty — 4
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Im Frequenzbereich wird nur ein endliches Intervall 0 < w < N %% betrachtet, daher ergibt
sich im Zeitbereich auch nur ein Intervall 0 < ¢t < T.

Bei der Transformation kénnen systematische Fehler (Spiegelungsfehler, Riickfaltungsfehler)
auftreten. Wie deren Einflufl minimiert wird, ist in ([260], [259]) ausfiihrlich beschrieben.

Die praktische Ausfithrung der diskreten Fourier-Transformation wird mit dem von Codey und
Tuckey 1965 entwickelten Algorithmus der Fast-Fourier-Transformation (FFT) durchgefiihrt.
Dieser Algorithmus nutzt spezielle Eigenschaften der Kreisfunktionen und erméglicht auch die
effektive Berechnung bei einer grofieren Anzahl von Stiitzstellenwerten.

4.3 Bildbereich und Laplace-Transformation

Die im letzten Abschnitt behandelte Fourier-Transformation kann nur dann angewendet wer-
den, wenn die Konvergenzbedingung erfiillt ist. Diese Bedingung ist aber fiir eine Klasse von
Funktionen (wie z.B. Sprungfunktion bzw. Heaviside-Funktion) nicht erfiillt. Wird die Funktion
y(t) mit e=** (a > 0, konstant ) multipliziert und der einseitigen Fourier-Transformation
unterworfen [194], folgt

Fleety)] = [ e™ty@)e ™t (4.31)

t=0

Mit der Laplace-Variablen s = a + iw folgt die Laplace-Transformation

Y(s) = /0°° y(t) e~ dt
(4.32)
y(t) = L _/ﬂ+z oo Y(s) e® ds

271 Jo—i 0o

Die zu erfiillende Konvergenzbedingung andert sich gegeniiber der Fourier-Transformation zu
o0
/ le=oty(t) |dt < 0o . (4.33)
0

Diese Bedingung wird fiir die meisten technisch interessanten Funktionen erfiillt. Damit ist die
Laplace-Transformation gegeniiber der Fourier-Transformation fiir eine erweiterte Funktionen-
klasse anwendbar. Mit der Laplace-Transformation ist damit ein méchtiges Werkzeug gegeben,
mit dem es u.a. méglich ist, Faltungsintegrale im Bildbereich zu l6sen, und anschlielend die
Zeitantwort mittels Riicktransformation zu bestimmen. Die Laplace-Transformation findet be-
sonders bei Problemen mit Einschaltvorgéngen, Einschwingvorgingen und Stofivorgingen An-
wendung.
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Laplace-Transformation

Die zeitabhidngige Wellengleichung

1. -
3 i(Z,t) — Viu(Z,t) = 0 (4.34)

wird mit Hilfe der Laplace-Transformation in den Bildbereich transformiert

1 . -
= [ 8% u(Z,s) — sug — v ] — Vu(Z,s) =0 (4.35)
bzw.
1 o o V2yu(F s) = 1 1 _ e
28 u(Z,s) — Vu(Z,s) = 2S5t t % = F(z,s) . (4.36)

Mit der Methode der gewichteten Residuen und der Fundamentallésung

u* = 1 e8c
T 4w
(4.37)
. _ Ou
P o
kann die Integralgleichung
¢ ui(s) - /F putdl + fr p*udl = /Q F(Z,5) u* df2 (4.38)

hergeleitet werden. Fiir nicht-verschwindende Anfangsbedingungen und Volumenlasten ist das
Volumenintegral zu Randintegralen zu transformieren (z.B. mit der Multiple Reciprocity Me-
thod, MRM). Dann ergibt sich ebenso wie fiir verschwindendes F'(Z,s) eine reine Randinteg-
raldarstellung

¢ ui(s) = /rpu‘ dl — _/Fp*udI‘ : (4.39)

Die Diskretisierung des Randes in Elemente fiihrt, analog zur Herleitung bei der Fouriertrans-
formation, zu

B(s) Y(s) = F(s) . (4.40)

Diese Gleichung ist fiir konkrete Werte s auszuwerten und dann die Riicktransformation in
den Zeitbereich vorzunehmen.

In [16] wird auf die Problematik der Riicktransformation in den Zeitbereich hingewiesen. Wegen
der Diskretisierung im Bildbereich neigt die numerische Riicktransformation zur Instabilitit.
Diese Instabilitit wird durch die Anwendung alternativer Verfahren vermieden.
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4.4 Modalanalyse

Die Modalanalyse stellt neben den bisher beschriebenen Verfahren ein weiteres wichtiges Ver-
fahren zur Beschreibung des Schwingungsverhaltens von Strukturen dar. Mit ihrer Hilfe gelingt
es in vielen Fillen einen detaillierten Einblick in das Schwingungsverhalten zu gewinnen, da eine
Entkopplung der Schwingungsanteile stattfindet. Die Moglichkeit der Reduktion der modalen
Freiheitsgrade macht zudem einige Problemstellungen (z.B. Strukturregelungen) erst praktika-
bel.

Hier werden zunichst die theoretischen Grundlagen der Modalanalyse beschrieben. Dabei wird
davon ausgegangen, dafl die in einer Struktur auftretende Dampfung viskos, d.h. geschwindig-
keitsproportional angenommen werden kann. Eine weitere Vereinfachung des Dampfungsmo-
dells ist dann moglich, wenn trotz Dampfung die Form der Eigenformen weitgehend erhalten
bleibt. Die modale Ddmpfung findet dann ihre Anwendung,.

Anschlieflend werden Anwendungsgebiete gezeigt, in denen die Modalanalyse hiufig eingesetzt
wird.

Zuletzt erfolgt die Anwendung der Modalanalyse in Kombination mit der Methode der Rand-
elemente.

4.4.1 Grundlagen der Modalanalyse

Es wird davon ausgegangen, dafl bereits ein mathematisches Modell einer realen Struktur
aufgestellt worden ist. Weiter wird angenommen, dafl die in der realen Struktur auftreten-
den Diampfungseigenschaften durch ein geschwindigkeitsproportionales Ddmpfungsmodell an-
genidhert werden kénnen. Die dynamischen Eigenschaften des Modells mit n Freiheitsgraden
sollen mit der Bewegungsgleichung

-

M E(t) + Di(t) + KZ(t) = F(¢) (4.41)

beschrieben werden. Darin sind M,D und K die Systemmatrizen (Massenmatrix, Dimp-
fungsmatrix, Steifigkeitsmatrix), welche frequenz- und zeitunabhingig angenommen werden.
Z(t) ist der Vektor der unbekannten Zustandsgréfien. Auf der rechten Seite der Gleichung sind
in f(t) die bekannten Systemerregungen zusammengefafit.

Mit Hilfe der Modalanalyse erfolgt nun die Transformation der Gleichung (4.41) in den Modal-
raum. Zuerst wird der Fall des ungedimpften Systems, dann der des modal-gedimpften Systems
und zuletzt der Fall der allgemeinen viskosen Dampfung beschrieben.
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Ungedimpfte Systeme

Fiir ungedampfte Systeme wird die Dimpfungsmatrix D zur Nullmatrix. Die Differentialglei-
chung lautet

pury

M @) + KZ(t) = ft) . (4.42)

Das Eigenwertproblem folgt fiir f(t) = 0 mit dem Ansatz

I(t) = Z(w)e“*
(4.43)
it) = —w?Zt) = -2
(mit 7 = F(w)) zu
Kz =Mz . (4.44)
Das zugehorige Linkseigenwertproblem kann mit dem Linkseigenvektor i = ¢(w) wie folgt
geschrieben werden
TK=M{M . (4.45)
Dabei sind die Eigenwerte beider Probleme gleich.
Fiir zwei verschiedene Eigenwerte ); # X folgt aus den letzten beiden Gleichungen
Kz, = Mz Mz;
(4.46)
WK = i M
Erweiterung mit Z; bzw. §f liefert
ﬂ‘;f ._K_ _‘1. = ?7/{ )\s M it
(4.47)
?7;1; K _'1. = @‘f >‘k M 51',

Subtraktion der letzten beiden Gleichungen ergibt

0=(>\,;— }\k)ﬂg_M.’a y (448)
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und fir A\; # ) folgt
0 = Jf Mz . (4.49)

Gleichung (4.49) zeigt die Orthogonalitit der Eigenvektoren unterschiedlicher Eigenwerte.
Tritt fiir die Matrix (K — ); M) der charakteristischen Gleichung

det (K — MM] = 0 (4.50)

ein Rangabfall auf, der gleich der Vielfachheit der Eigenwerte J); ist, nennt man das Matri-
zenpaar K, M diagonalidhnlich. Ein Rangabfall, der ungleich der Vielfachheit ist, kann z.B.
bei Systemen mit kritischer Dadmpfung auftreten.

Fiir diagonaldhnliche Matrizen, die hier vorausgesetzt werden, lassen sich die Eigenvektoren so
normieren, dafi

JMT = 6 . (4.51)
Daraus folgt

WET =8N . (4.52)

Die normierten Eigenvektoren werden in Modalmatrizen angeordnet

X = (yl) Y2944, yn)
(4.53)

X = (&, 2., Tn)

Mit den Modalmatrizen wird eine Transformation der Systemmatrizen K, M auf Diagonal-
form durchgefiihrt

I
=
=
>
I

diag [X\i] = A
(4.54)

I~
_
=
[
H
I~

(Es ist zu bemerken, daf§ die Einheitsmatrix hier in korrekter Darstellung die Einheit einer
Masse hat [259]. Diese Einheit spielt bei Einheitenkontrollen eine wichtige Rolle, wird hier aber
aus Griinden der einfacheren Schreibweise vernachlissigt. Diese Vernachlissigung fiihrt bis auf
die falschen Einheiten zu keinerlei Problemen.).
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Die Eigenschaft der Modalmatrizen, die Systemmatrizen zu diagonalisieren, wird bei der Mo-
daltransformation eingesetzt. Fiir den Vektor Z(t) wird dabei der Ansatz

#) = X () (455)
(mit ¢(t) = Modalkoordinaten) gewshlt und in Gleichung (4.42) eingesetzt
MX§t) + KEXqt) = fit) - (4.56)

Linksmultiplikation mit YT liefert n entkoppelte gewshnliche Differentialgleichungen 2.0Ord-
nung

YITMX§t) + YTKXat) = YT fit)
(4.57)
bzw. 1§ + Aqe) = YT f)

Diese Differentialgleichungen konnen getrennt fiir sich gel6st werden. Dazu sind die Anfangs-
bedingungen in modale Koordinaten zu transformieren

Zo = X @
(4.58)
50 = X_ —'o
Multiplikation von links mit YT M liefert
YIMZ, =Y MXg =
(4.59)
YIMi = YITMX4, = g
Mit diesem Vorgehen wird die Invertierung der Modalmatrix X vermieden.
Die Riicktransformation in physikalische Koordinaten erfolgt iiber
Z(t)y = X q(t) . (4.60)

Je nach Problemstellung ist zur Berechnung der Zeitantwort oft nur die Beriicksichtigung weni-
ger Eigenschwingungsanteile erforderlich. Eine Begrenzung auf diese interessierenden Schwin-
gungsanteile kann mit Hilfe der Modalanalyse durchgefiihrt werden. Dazu werden die Modal-
matrizen nur mit den Eigenvektoren aufgebaut, die fiir die Problemldsung von Interesse sind.
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Die riicktransformierte Zeitantwort enthilt dann natiirlich nur die berticksichtigten modalen
Informationen (siehe Finsatzgebiete der Modalanalyse).

Modal gedimpfte Systeme

Fiir viele praktische Berechnungen hat sich gezeigt, dal mit dem Dampfungsmodell viskose
Diampfung akzeptable Ergebnisse erzielt werden konnen. Fiir eine Klasse von Anwendungen
zeigt sich (besonders fiir schwach gedampfte Systeme), dafl die Eigenformen von gedimpften
Strukturen denen der ungedimpften Strukturen #hnlich sind. Dann wird oft die Bequemlich-
keitshypothese angewendet. Dabei wird die Dampfungsmatrix als eine lineare Kombination aus
Steifigkeits- und Massenmatrix dargestellt

D=aK+ M . (4.61)

Diese Matrix D 148t sich mit den Modalmatrizen ebenfalls diagonalisieren

Y'DX = disg[A] . (4.62)

Die entkoppelten Bewegungsgleichungen ergeben sich zu

L3(t) + diag [A] () + diag M §(®) = YT f(2) (4.63)
Xi = Eigenwerte des ungedampften Systems
A; = 2 D;w; (modale Dimpfung)
D; = Dimpfungsgrad

Der Vorteil dieser Methode liegt (neben der Diagonalisierung von D ) darin, daff mit den
Modalmatrizen des ungeddmpften Systems gearbeitet werden kann.
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Allgemein viskos-gedimpfte Systeme

Im ersten Schritt wird zur Gleichung (4.41) eine triviale Gleichung hinzugefiigt (nach Duncan)

MZ@t) — M3t =0 mit: Z@) = 9@ . (4.64)

Durch Hinzunahme dieser Gleichung wird Gleichung (4.41) in ein 2n-dimensionales Differenti-
algleichungssystem 1.0Ordnung, die Zustandsraumdarstellung, iiberfiithrt

I

M () M 2 | _ HO) (4.65)

M 0 o(t) 0 -M B(t) 0

bzw. mit den Abkiirzungen

D M K ) ) . F(t)

B = A= Z(t) = Aty = | 7 (4.66)
M 0 0 -M 9(t) 0

Bi(t) + AZE) = h(t) . (4.67)

Fiir ﬁ(t) = 0 ergibt sich mit dem Apsatz #Z = Zg e das Eigenwertproblem
(BX+ A)Zp =0 . (4.68)

Das korrespondierende Linkseigenwertproblem wird durch die Gleichung

I
(=

(BXA+ A)T 7, = (BTA + AT) 7
(4.69)
bzw. A(BAX+A) =0

definiert. Die Losung der Eigenwertprobleme fiihrt zu der Bestimmungsgleichung fiir die Eigen-
werte, die fiir die beiden Eigenwertprobleme gleich sind

det [ BN+ Al =0 . (4.70)

Den paarweise konjugiert-komplexen Eigenwerten, die jeweils Informationen tiber Dampfung
und Eigenfrequenz enthalten

)\,’(1) = —0; + z'w,- (471)

Ay = —oi — tw;
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lassen sich die paarweise konjugiert-komplexen Eigenvektoren Zp; und Z;; zuordnen

. TRi . Tri
ZRi = 2Li = . (4.72)
Ai Thi Ai ZLi

Aus diesen Eigenvektoren werden die Modalmatrizen ®p und @, gebildet

(—ER = (231, Eﬂ_g,...,fmn)
(4.73)
g[, = ( ELI, 2[12) R ZL2n )
Die Eigenvektoren werden mit Hilfe der Matrix B normiert, so dafl gilt
@ By =1 (4.74)

(Auf das Problem der Einheit der Einheitsmatrix wurde schon beim ungeddmpften System
eingegangen.).

Fiir die so normierten Eigenvektoren gilt weiterhin
ST Ad, = —A = —diag[N] . (4.75)

Diese Transformationseigenschaften werden nun ausgenutzt, indem in Gleichung (4.67) die Ko-
ordinatentransformation

Z(t) = 2R 4(2) (4.76)
vorgenommen wird und anschliefend mit &7 von links multipliziert wird
Lg(t) — Aq) = ST h(t) = (1) (4.77)

( = modaler Lastvektor).

Damit ist eine Entkopplung der Bewegungsgleichungen vorgenommen. Es ergeben sich 2n
unabhiingige Differentialgleichungen, die unter Beachtung der Anfangsbedingungen (siehe un-
geddmpftes System) getrennt voneinander gelost werden kénnen.

Die Riicktransformation in physikalische Koordinaten erfolgt mit

Z(t) = pqt) . (4.78)
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4.4.2 Einsatzgebiete der Modalanalyse

In der praktischen Anwendung wird die Modalanalyse auf verschiedenen Gebieten der Schwin-
gungsanalyse eingesetzt. Grofle Verbreitung hat sie auf den Gebieten gefunden, die in den
folgenden Abschnitten beschrieben werden. Es wird darauf hingewiesen, dafl hier nur eine Klas-
sifizierung der Verfahren vorgenommen wird, jedoch keine Bewertung in der Reihenfolge liegt.

Strukturmodifikationstechnik und Substrukturtechnik

Die Strukturmodifikationstechnik ist eine wichtige Methode fiir die Untersuchung technischer
Systeme. Sie wird sowohl in der Entwicklungs- bzw. Konstruktionsphase als auch bei der Ana-
lyse bereits vorhandener Systeme eingesetzt. Sie nutzt die Entkopplungseigenschaft der moda-
len Analyse dazu, das Schwingverhalten des Systems in ausgesuchten, wichtigen Eigenformen
durch Strukturinderungen unter Beriicksichtigung unterschiedlicher Giitekriterien zu optimie-
ren (Schwachstellenanalyse).

Die Anderung der Schwingungsparameter infolge der Modifikationen werden zunichst rein
rechnerisch untersucht. Dabei werden nur die Modalparameter der Eigenschwingungen beriick-
sichtigt, die fiir die Problemstellung und die weiteren Untersuchungen von Interesse sind. Als
Basiseingangsgrofien des Optimierungsprozesses dienen entweder Mewerte einer vorhandenen
Struktur oder Berechnungsergebnisse der urspriinglichen, zu optimierenden Struktur.

Zur Durchfiihrung von Strukturmodifikationen existieren verschiedene Modifikationsverfahren,
die je nach Zielen und Anforderungen entwickelt und angewendet werden (Matrix-Perturbations-
Technik [46], Empfindlichkeitsanalyse [162], Modal-Korrektur-Verfahren [162]).

Die Substrukturtechnik wird auf grofle, komplizierte Gesamtstrukturen angewendet. Dabei wird
die Gesamtstruktur in Teilstrukturen unterteilt. Die dynamischen Untersuchungen werden rech-
nerisch oder experimentell an den Teilstrukturen durchgefithrt und die modalen Parameter fiir
jede Teilstruktur separat ermittelt. Die anschlielende starre oder elastische Kopplung aller
Teilstrukturen (Substrukturkopplung) fiihrt zu den modalen Parametern der Gesamtstruktur.

Dieses Vorgehen erméglicht die effektive Optimierung von Teilstrukturen, ohne dabei jeweils
die Gesamtstruktur komplett neu zu untersuchen. Auf der anderen Seite kann der Einfiufl der
jeweiligen Teilstruktur auf das Schwingungsverhalten der Gesamtstruktur beurteilt werden.
In [162] wird die Kombination von Empfindlichkeitsanalyse, Modal-Korrektur-Verfahren und
elastischer Kopplung zur Optimierung von grofien Strukturen beziiglich ihres Schwingungsver-
haltens eingesetzt. [202] wendet das Modal-Korrektur-Verfahren zur Auslegung von Schwin-
gungstilgern an.

Identifikation modaler Schwingungsparameter im Frequenzbereich

Mit der Systemidentifikation am realen System kann die Qualitit eines Berechnungsmodells
iiberpriift und eventuell verbessert werden. Es hat sich gezeigt, dafl ein solches Vorgehen zu einer
wesentlich verbesserten Wiedergabe von Randbedingungen (die z.T. im realen System stark
nichtlinear sind) fiihrt, da viele Parameter theoretisch nur schwer oder gar nicht zu erfassen sind.
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Der Vergleich von gemessenen und berechneten Daten erfolgt dabei meist nicht direkt, sondern
iiber geeignete Groflen, mit denen sich das Schwingungsverhalten charakterisieren 138t. Solche
GréBen sind z.B. Ubertragungsfunktionen (nichtparametrische Identifikation), Koeffizienten von
Ubertragungsfunktionen oder modale Parameter (Eigenfrequenzen, Dimpfungen, Eigenformen,
parametrische Identifikation).

Eine grofle Anzahl solcher Verfahren beruht auf der Optimierung der modalen Schwingungs-
parameter in der Form, daB die mit den geschitzten Eigenschwingungen berechneten Ubertra~
gungsfunktionen méoglichst gut mit den Gemessenen in Ubereinstimmung gebracht werden.

Sehr verbreitet und weit entwickelt sind Curve-Fitting Verfahren, bei denen die gemessene
Ubertragungsfunktion durch eine analytische Funktion angenihert wird und anschliefiend die
modalen Gréflen ermittelt werden.

In [260] wird neben dem Circle-Fit Verfahren (Kreisapprozimation) ein weiteres Verfahren an-
gegeben, welches speziell zur Bestimmung modaler Parameter linearer Systeme mit geschwin-
digkeitproportionaler Dadmpfung entwickelt wurde. Mit diesen Verfahren kénnen z.B. aus einem
Ausschwingversuch und der daraus gewonnenen Fouriertransformierten direkt die modalen Pa-
rameter fiir ausgewihlte Schwingungsformen ermittelt werden. Dazu wird jeweils mit dem Spek-
trum im Bereich der jeweiligen Eigenfrequenz (in der Umgebung von Peaks) gearbeitet. Die mit
der Identifikation ermittelten modalen Parameter kénnen direkt in die Systembeschreibung mit
Modalkoordinaten eingebaut werden. Mit dem Verfahren der Jdentifikation von Strukturmatri-
zen durch modale Ricktransformation kann auf die Systemmatrizen in physikalischen Koordi-
naten geschlossen werden.

Die modalen Parameter konnen nicht nur zur Verbesserung von Rechenmodellen genutzt wer-
den, sondern dienen zudem

e zur Vorhersage von Belastungen und Systemantworten,
e zu Stabilitidtsberechnungen und zur Stabilititskontrolle,

e zur Schadensfriiherkennung bei einer Verinderung des Systemverhaltens.

Schadensfriiherkennung und Schadenslokalisation

Schadensfriiherkennung kann mit Hilfe modaler Beobachter [260] durchgefiihrt werden. Diese
rekonstruieren aus Mefidaten an zuginglichen Stellen eines Systems den gesamten Schwingungs-
zustand. Damit ist z.B. die Beobachtung von Schwingungsamplituden auch an Stellen méglich,
die nicht meftechnisch erfafit werden kénnen. Auf gleiche Weise kann auch eine Restlebensdau-
erabschitzung an solchen Stellen durchgefiihrt werden.

Schadenslokalisation kann mit dem Verfahren der Strukturmodifikationstechnik durchgefiihrt
werden. Bei groeren Systemen ist eine Kombination mit der Substrukturtechnik erforderlich.
Da die Finfliisse der Anderungen von Teilsystemen auf die Gesamtstruktur darstellbar sind, ist
umgekehrt bei einer Anderung des Gesamtsystemverhaltens auf Anderungen in der Teilstruktur
zu schlielen.
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Identifikationsverfahren konnen auch zur Schadenslokalisation eingesetzt werden. Vergleiche von
modalen Parametern ungeschidigter und geschidigter Struktur lassen auf den Ort des Schadens
schlieBen. Anwendungen auf unterschiedliche Problemstellungen werden in [260] behandelt.

Zeitverlaufsberechnungen mit der Modalanalyse
Zeitverlaufsberechnungen konnen mit der modalen Analyse sowohl fiir komplette Frequenz-

spektren als auch fiir ausgewihlte Frequenzinhalte (siehe folgenden Abschnitt) durchgefiihrt
werden.

Dabei werden direkte Integrationsverfahren oder analytische Zeitintegration im Modalraum
durchgefiibrt. Letzteres Verfahren wird eingesetzt, wenn die Belastungsfunktion z.B. mit Hilfe
konstanter, linearer oder quadratischer Funktionen stiickweise angenihrt werden kann.

In Modalkoordinaten ergibt sich fiir ein allgemein viskos-geddmpftes System folgendes ent-
koppelte Gleichungssystem (der Fall des ungedidmpften Systems bzw. des modal-gedimpften
Systems kann daraus problemlos abgeleitet werden, siche Grundlagen Modalanalyse)

q(t) — Aglt) = 8T h(t) = 5t) . (4.79)

(p(t) = modaler Lastvektor),

bzw. fiir jede einzelne modale Koordinate ¢;(t)
@(t) — N a®) = ZL AW = p (1) (4.80)

mit den Anfangsbedingungen ¢p; . Zur Losung wird die Differentialgleichung mit Hilfe der
Laplace-Transformation im Bildbereich abgebildet

sqi(s) — ha(s) = p(8) + @i - (4.81)
Zur Losung dieser Gleichung wird g;(s) in zwei Anteile zerlegt
%(s) = qn(s) + qip(s) . (4.82)

gin(s) ergibt sich aus Gleichung (4.81), wenn als rechte Seite nur die Anfangsbedingungen gp;
eingesetzt werden

s qin(s) — Miqia(s) = Qi - (4.83)
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Auflésung nach ¢;4(s) und Riicktransformation in den Zeitbereich liefert

gi,n(8) (4.84)

aGn(t) = qozeM’ (4.85)

gin(t) beschreibt die Systemantwort aufgrund der Anfangsbedingungen und stellt somit die
homogene Lésung der Gleichung (4.80) dar.
Die partikuldre Losung von (4.80) folgt aus der Gleichung

8 Gip(s) — XN Gip(s) = pi(s) . (4.86)

Sie lautet im Bildbereich

Gip(s) = mi(s) - (4.87)

S—/\i

Da es sich um ein Produkt zweier Funktionen im Bildbereich handelt, ergibt die Riicktransfor-
mation in den Zeitbereich ein Faltungsintegral

gip(t) = /0 EEYRCEE, pi(t) dr . (4.88)

Fiir bestimmte Klassen von Belastungen 148t sich das Faltungsintegral analytisch l6sen (z.B. fiir
konstante Belastung p;(t) = p; = konstant ). Fiir beliebige Belastungen kann die Lésung des
Faltungsintegrals zum einen mit Hilfe numerischer Integration bestimmt werden, zum anderen
mit Hilfe stiickweiser Approximation der Belastungsfunktion durch bekannte Funktionen.

Wird die Belastungsfunktion z.B. durch stiickweise konstante Funktionen angenahrt (siehe Bild
4.1), 148t sich eine analytische Losung fiir einen Zeitabschnitt berechnen. Mit dieser analytischen
Losung kann dann von den Zustandsgréfien zum Zeitpunkt ¢ auf die Zustandsgrofien zum
Zeitpunkt (t + At ) geschlossen werden (darin ist At der Zeitabschnitt, iiber den die
Belastungsfunktion als konstant angenommen wird).

Die zum Zeitpunkt (¢ + At ) berechneten ZustandsgréSen dienen dann als neue Anfangsbe-
dingungen zur Berechnung eines neuen Zeitschritts. Dieses Verfahren wird solange wiederholt,
bis der interessierende Zeitraum iiberschritten ist. Die Formeln fiir dieses Ubertragungsverfah-
ren im Zeitbereich werden fiir konstante und lineare Ansitze der Belastungsfunktion in [260]
angegeben.
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Sind die einzelnen Verlaufe der Modalkoordinaten als Funktion der Zeit ¢;(t) = gin(t) + ¢ip(t)
bestimmt, erfolgt die Riicktransformation in physikalische Koordinaten und liefert somit die
Zeitantwort des Systems (siehe Grundlagen Modalanalyse)

2t) = Do) - (4.89)
Pi(t)
/,4, S~ .
L~ \‘\< ) e
t
At

Abbildung 4.1: Approximation der Belastungsfunktion durch stiickweise konstante Ansitze

Untersuchungen mit reduzierter Modalordnung

Der Wunsch einer moglichst genauen Beschreibung des Schwingungsverhaltens einer realen
Struktur fiihrt vielfach zu mathematischen Modellen mit vielen Freiheitsgraden. Mit Hilfe der
Modalanalyse kénnen diese Freiheitsgrade auf die fiir die aktuelle Untersuchung erforderlichen
(modalen) Freiheitsgrade reduziert werden. Dabei wird davon ausgegangen, daf sich das Pro-
blem mit nur wenigen ausgewihlten Eigenformen beschreiben 148t.

Die Reduktion der Freiheitsgrade findet im Modalraum iiber eine Auswahl zu beriicksichti-
gender Eigenformen statt. Die Modalmatrizen sind demzufolge nicht mehr quadratisch sondern
rechteckig. Die Anzahl der Spalten entspricht dabei der Anzahl der beriicksichtigten Eigenfor-
men, die Anzahl der Zeilen entspricht den Modellfreiheitsgraden in physikalischen Koordinaten.

Mit Hilfe dieser Freiheitsgradreduktion werden technische Problemstellungen oft erst ldsbar.
So sind z.B. Strukturregelungen grioferer Strukturen ohne modale Reduktion nicht realisierbar,
da Echtzeitrechnungen mit allen Freiheitsgraden zur Zeit unmoglich sind.
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Eine Moglichkeit, die Anzahl der Freiheitsgrade wesentlich zu reduzieren, bietet das Verfah-
ren der modalen Beobachter [260]. Die Beobachtertheorie wird dazu eingesetzt, innere, nicht
meflbare Zustandsgrolen der realen Struktur direkt iiber den Modalraum des mathematischen
Modells abzuschitzen. Dabei wird die Reduktion der modalen Koordinaten angewendet. In
[232] wird dieses Verfahren direkt in Kombination mit einem Regelalgorithmus eingesetzt. Da-
bei werden die zu regelnden Zustandsgréfien des realen Systems mit Hilfe der reduzierten Daten
des Beobachters indirekt geregelt.

Kriterien zur Datenreduktion

Es stellt sich nun die Frage, wieviele und welche der Eigenformen zur angenihrten Berechnung
des dynamischen Systemverhaltens beriicksichtigt werden miissen und wie diese auszuwihlen
sind. Grundsitzlich kann gesagt werden, dafi die Eigenformen mitzunehmen sind, die noch
merklich angeregt werden.

Das einfachste Verfahren zur Auswahl geht dabei tiber die Eigenfrequenzen und zugehorigen
Dampfungen. Die Kenntnis des Frequenzbereichs, der fiir die Untersuchung von Interesse ist,
kann zu einer groben Auswahl fiihren. Ebenfalls kann eine Auswahl anhand der Diampfungs-
parameter durchgefiihrt werden, wenn angenommen wird, daf§ Eigenformen mit groien Damp-
fungswerten relativ schnell abklingen und dann an Bedeutung fiir das weitere Systemverhalten
verlieren.

Eine weitere Moglichkeit der Auswahl von Eigenformen geht von der Gréfle der Eigenformen
aus. Da Eigenformen jedoch zunichst nur eine Richtung besitzen, aber beliebig normiert werden
kénnen, liegt das Problem in einer einheitlichen Normierung aller Eigenvektoren. Solche Verfah-
ren werden in [201] angegeben. Andere Normierungsverfahren nutzen (falls vorhanden) Daten
von bereits untersuchten, dhnlichen Vorgingermodellen (Modal Assurance Criterion [73]).

In [149] werden Auswahlkriterien aufgefiihrt, die auf der Abbildungsgenauigkeit von Anfangs-
auslenkungen, Anfangsgeschwindigkeiten und Erregerkraft basieren. Diese werden nun kurz
aufgefiihrt.

Abbildungsgenauigkeit der Anfangsauslenkungen und Anfangsgeschwindigkeiten

Ausgangspunkt ist die Zustandsraumdarstellung (siche Grundlagen Modalanalyse)

Bit) + AZ®) = ht) ; Zt) = #t) . A=nxn (4.90)
(t)

Nun wird ein Differenzvektor d; der Anfangsbedingungen gebildet

-
=

1 = Zon — Zom mit (m <n) Eigenformen . (4.91)
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Einfiihrung der modalen Anfangsbedingungen g; mit der reduzierten Modalmatrix ®p,,
des Rechtseigenwertproblems fiihrt zu

Eolm = _@_Rm q_E]'m (4.92)

und

0 = Zom — PR Gom - (4.93)

Die Anfangsbedingungen kénnen aber mit der reduzierten Modalmatrix ®; ,, des Linkseigen-
wertproblems auch in der Form

Gom = B B Zon (4.94)

ausgedriickt werden (siehe Grundlagen Modalanalyse).
Damit ergibt sich fiir den Differenzvektor

i = Zon — Ppm B B Zon
(4.95)
5 = (I - ®m®pnB) Zp

Der Anwender mufl nun problemspezifisch abschitzen, ab welcher Gréfle der Differenz ausrei-
chend viele Eigenformen beriicksichtigt werden.

Abbildungsgenauigkeit der Erregerkraft

In die Zustandsraumdarstellung

B zZ(t) + A Z(t) = h(t) (4.96)
wird der modal reduzierte Zustandsvektor Z, = ®p., §m ,(m < n) eingesetzt
EQR,m E,m + A@.R,m me = B(t) . (497)

Linksmultiplikation mit Qf’m liefert das entkoppelte System

0m — diag [N]dm = @, A(t)
(4.98)
- 4, = 8. Rt + diag[N] dm
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Gleichung (4.98) wird in (4.97) eingesetzt

Bop, (&7, h(t) + diag [N]dm ) + ABpm dm = A(t) . (4.99)

Es folgt

B ®pm®] . h(t) + (Bdiag [N] + A) Bpm Gm = h(t) . (4.100)

Der eingeklammerte Teil der Gleichung (4.99) entspricht dem Eigenwertproblem und muf ver-
schwinden. D.h. der vordere Teil entspricht der Ndherung von h(t) mit (m < n) Eigenformen.

Der Differenzvektor ergibt sich demnach zu
§ = (BOpml®l. - 1) At) . (4.101)

Der Anwender hat nun mit seinem Wissen iiber das zu untersuchende System die Grofie des
Differenzvektors zu interpretieren.

Zusitzliche Bemerkungen zur Reduktion

Die Méglichkeit zur Reduktion der Eigenformen kann bei diskreten Verfahren wie dem Gebiets-
verfahren FEM oder dem Randverfahren REM dazu genutzt werden, um Eigenformen, die vom
diskreten System nicht mehr darstellbar sind, vornweg auszuschlieflen.

Bei FEM und REM wird eine Elementeinteilung des Gebietes bzw. des Randes vorgenommen.
Die Anzahl von Stiitzstellen im Gebiet bzw. auf dem Rand ist jedoch begrenzt. Mit einer
begrenzten Anzahl Stiitzstellen ist der Stiitzstellenabstand aber endlich. D.h. unter Beachtung
des Shannon-Theorems kénnen bei einer vorgegebenen Stiitzstellenzahl mit vorgeschriebenem
Abstand nur Eigenformen bis zu einer bestimmten Frequenz abgebildet werden.

Nach Shannon miiflen pro Wellenlinge A, mindestens zwei Stiitzstellen (Abtastpunkte) vor-
handen sein, damit die zur Wellenlidnge gehérende Eigenform dargestellt werden kann
(¢ = Ay f : ¢ = Wellengeschwindigkeit).

In der Praxis werden wegen der bei FEM und REM verwendeten N&herungsansitze oft noch
mehr Stiitzstellen bendtigt. Verschiedene Kriterien, die die Anzahl der Knotenpunkte pro Wel-
lenlinge beschreiben sind in der Literatur aufgefiihrt. '

Mit solchen Kriterien ist dann iiber die Modalanalyse eine grobe Reduktion auf die darstellbaren
modalen Gréflen méglich. Der Overhead von Informationen, die nicht darstellbar sind, bleibt
ohne Bedeutung.
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4.5 Modalanalyse in Kombination mit der Randelemen-
temethode

Es wird gezeigt, wie die Modalanlayse mit den Systemmatrizen, die mit der REM im Frequenz-
bereich ermittelt werden, durchgefiihrt werden kann. Dabei geht es um die Berechnung von
Zeitverldufen der in der Matrizengleichung auftretenden RandgroBen.

Mit Hilfe der REM kann im Frequenzbereich die Systemgleichung (siehe Grundlagen)
Gw) plw) = H(w) Z(w) (4.102)

hergeleitet werden. Die Vektoren # und P enthalten dabei die Randverschiebungen und
Randspannungen. Zur Bestimmung der unbekannten Gréflen ist eine Umordnung des Glei-
chungssystems erforderlich

Bw) Zw) = Aw)flw) (4.103)

Es ist zu bemerken, daB die Systemmatrizen G und A Rechteckmatrizen sein kénnen, wiahrend
H und B quadratisch sind.

Um eine Riicktransformation in den Zeitbereich vorzunehmen, wird fiir die beiden System-
matrizen der Gleichung (4.103) ein Ansatz mit frequenzunabhingigen Systemmatrizen gewahlt

(By — w* By) (W) = (4 — v 44) flw) . (4.104)

(Dieser Ansatz wird aus der Erfahrung gemacht, da8 sich linear-elastische, schwingende, me-
chanische Systeme mit Hilfe Differentialgleichungen zweiter Ordnung beschreiben lassen.)

Die Matrizen B,, und A,, ergeben sich fiir den statischen Fall mit w =0. B; und A4,
sind zunachst unbekannte Matrizen.

Es wird nun davon ausgegangen, dafl bereits m Eigenwerte mit den zugehdrigen Links-
und Rechtseigenvektoren bestimmt worden sind. Verfahren dazu werden im folgenden Kapi-
tel ausfiihrlich beschrieben.

Gleichung (4.104) wird nun von links mit der (im allgemeinen reduzierten) Modalmatrix der
Linkseigenvektoren YT multipliziert, gleichzeitig erfolgt die Einfiihrung der modalen Koordi-
naten mit Hilfe der Modalmatrix der Rechtseigenvektoren X

T=Xq . (4.105)
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¢ der Vektor der Modalkoordinaten. Aus Gleichung (4.104) folgt

—

YT (By — w* By) X §w) = YT (Ay — * Ay) flw) (4.106)

Wird nun angenommen, da$$ die Systemmatrizen A4; und B, fiir den gesamten Frequenz-
bereich gleich bleiben, kann eine Riicktransformation in den Zeitbereich mit Hilfe der inversen
Fouriertransformation erfolgen

YT B, X §w) — * YT By X J(w)

YT A, Jw) - o? YT A, flw)

l (4.107)

—

YT B, X qt) + YT B, X q(t) = YT A, f(t) + YT A, F(¢)

Die Matrizenprodukte Y7 B; X und YT A, sind in Gleichung (4.107) noch unbekannt. Die
rechte Seite der Gleichung (4.107) kann reduziert werden, wenn die Belastungsfunktion f(¢)

als stiickweise konstant oder linear approximiert wird (siehe Bild 4.1). Dann verschwindet f(t)
wihrend des betrachteten Zeitschritts, fiir den diese Annahme getroffen wurde.

Zur Berechnung von Y7 B; X wird die Systemgleichung (4.104) bei den Eigenwerten auf-
gestellt und von links mit der (reduzierten) Modalmatrix der Linkseigenvektoren multipliziert.
Fiir jeden in der Betrachtung beriicksichtigten Eigenwert folgt eine Gleichung des Typs

YT (By — w}By; )& =0 . (4.108)

Z; ist der zu w; korrespondierende Rechtseigenvektor. Aus Gleichung (4.108) folgt durch
Umstellen

TB,% = wWYT By; & . (4.109)

Wird Gleichung (4.109) fiir m Eigenwerte aufgestellt und die zugehorenden Gleichungen mit
Hilfe der Modalmatrix der Rechtseigenvektoren zusammengefaft, folgt

YT B,, X = YT By X diag[w?] . (4.110)

D.h. das zur Riicktransformation in den Zeitbereich erforderliche Produkt YT B, X kann mit
Hilfe der Matrix B,; , den Modalmatrizen und den Eigenwerten indirekt bestimmt werden

YTB, X = YITB, XA™!

(4.111)

mit:

=
fl

diag [w]
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Damit ergibt sich aus Gleichung (4.107)

1

=)

Y'B, X qt) + Y' B X AV 4(t) = YT A, f(1) (4.112)

Es ist zu beachten, daf§ die Eigenwerte und Eigenvektoren mit unterschiedlichen Systemmatri-
zen B(w) ermittelt worden sind. D.h. die Matrix YT B,, X ist keine Diagonalmatrix. Zur
Abkiirzung wird die Matrix K -eingefiihrt

K = ..Y_T ﬁst X mit: _K_mxm. . (4113)

Diese Matrix ist quadratisch und hat als Kantenlinge die Anzahl der beriicksichtigten Eigen-
werte m

K@t + KA 4t = YT A, ft) . (4.114)

Eine Entkopplung wird durch Linksmultiplikation mit K ™' erzielt, anschlieBend wird noch
von links mit A multipliziert

Aq) + L) = AKT'YT A, ft) = F*t) . (4.115)

Somit ergeben sich m entkoppelte Differentialgleichungen zweiter Ordnung, die je fiir sich
gelost werden kdnnen

WP a(t) + §t) = f7@) . (4.116)

Modale Dampfung kann in Gleichung (4.116) direkt eingebaut werden. Im Abschnitt Zestver-
laufsberechnungen mit der Modalanalyse wird darauf hingewiesen, daf fiir bestimmte Belastun-
gen analytische Losungen mdglich sind.

Bemerkung zur Matrix K

Hier wird vorausgesetzt, dafl die Matrix K invertierbar ist. Dies ist fiir die Verwendung
der Links- und Rechtseigenvektoren bzw. den entsprechenden Modalmatrizen moglich. Wird
die Linksmodalmatrix statt mit den Linkseigenvektoren mit den Rechtseigenvektoren gebildet
(was prinzipiell méglich ist und die Berechnung der Linkseigenvektoren iiberfliissig macht),
kann K singuldr werden. Dann ist eine Entkopplung nicht méglich, Gleichung (4.114) mu8
als Gleichungssystem gel6st werden.
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Tabelle (4.1) zeigt die Singuldrwerte der Matrix K fiir das anschlieBend behandelte Beispiel
eines einseitig eingespannten Quaders unter Lingsbelastung (Die Singulidrwerte sind dabei auf
den groBten Singuldrwert normiert.). Beriicksichtigt werden die ersten 4 Lingseigenformen.
Dabei wird K zum einen mit der Modalmatrix der Linkseigenvektoren gebildet, zum an-
deren werden statt den Linkseigenvektoren die Rechtseigenvektoren in die Linksmodalmatrix
eingesetzt. Es zeigt sich, daB sich fiir den zweiten Fall relativ kleine Singularwerte ergeben.
Der Quotient des grofiten und des kleinsten Singuldrwertes ergibt die Konditionszahl. Diese
ist fiir den zweiten Fall wesentlich hoher als fiir den ersten. Es empfiehlt sich daher, mit den
Linkseigenvektoren und der daraus erstellten Modalmatrix zu arbeiten.

Nr. SV (Kyr) SV (Kxr)
1 | .100000000000D+01 | .100000000000D-01
92 | .205427993768D+00 | .260181346766D-03
3 | .803856133424D-01 889056781645D-05
4 | .130149635579D-01 .142674272679D-05

Tabelle 4.1: Singulidrwerte von K (Lingseigenformen)

Ein #hnliches Ergebnis wird fiir den spiter gezeigten querbelasteten Quader erhalten und in

Tabelle (4.2) (Beriicksichtigung von 4 Quereigenformen) dargestellt.

N. SV (Kyr) SV (K xr)
1 | .100000000000D+01 | .100000000000D~+01
o | .412236136025D+00 | .433280443308D-01
3 | .120683376136D+00 | .631990220973D-03
4 | .563180778394D-01 | .528854385775D-04

Tabelle 4.2: Singulirwerte von K (Quereigenformen)

4.5.1 Beriicksichtigung von Anfangsbedingungen

Zur Losung von Gleichung (4.116) sind Anfangsbedingungen, die in physikalischen Koordinaten
gegeben sind und mit Z, bezeichnet werden, zu beachten. In Z; treten neben Verschiebungs-
groBen auch Randspannungen auf. Diese sind, je nach Vorgabe der Verschiebungen, eventuell
in einer statischen Vorlaufrechnung mit den Matrizen A,, und B, 2zu bestimmen.
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Die Anfangsbedingungen werden modal transformiert

Fo = X g - (4.117)

Da X im allgemeinen eine Rechteckmatrix ist, kann g nicht direkt aus der Gleichung (4.117)
durch Inversion von X bestimmt werden. Daher wird mit Y7 B,, von links multipliziert

Y'B,Z = Y'B,X g
bzw. (4.118)
Y'B,% = K

Daraus 1488t sich ¢, bestimmen

o = K'Y'B, % . (4.119)

Nachdem die Gleichungen (4.116) mit den transformierten Anfangsbedingungen (4.119) geldst
sind, erfolgt die Riicktransformation in physikalische Koordinaten

#t) = X ) . (4.120)

Z(t) beschreibt die unbekannten Randgréfen als Funktion der Zeit im allgemeinen bei redu-
zierter Modalordnung,.

4.5.2 Verschiebungsberechnung fiir Punkte im Innern des Bauteils

Es wird vorausgesetzt, dafl zu jeder Eigenkreisfrequenz w; auch die entsprechende Eigenform
(Rechtseigenvektor) Z; bekannt ist. Wird nun der Vektor der bekannten Randgréfien aus dem
Eigenvektor und den vorgeschriebenen Randbedingungen gebildet, lassen sich die Verschiebun-
gen von Innenpunkten mit Hilfe der Somigliana-Identitdt fiir Innenpunkte berechnen (siehe
Grundlagen). Es wird also eine Schwingung in der Eigenform angenommen.

Die so ermittelten Verschiebungskomponenten stehen in einem festen Verhéiltnis zu den Kom-
ponenten der Eigenform, sie kénnen (nur) fiir diese Betrachtung als zusétzliche Komponente des
Eigenvektors aufgefafit werden. D.h. ist der Zeitverlauf der Randgré8en beziiglich der jeweiligen
Eigenfrequenz bekannt, ist auch der Zeitverlauf der Innenpunktverschiebungen bekannt.
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4.5.3 Spannungsberechnung fiir Punkte im Innern des Bauteils

Der Spannungszustand im Innern eines homogenen Kérpers aus isotropem Material kann mit
Hilfe des Hooke’schen Gesetzes und mit £ = defd iiber die Verschiebungen ausgedriickt
werden. Fiir Innenpunkte gilt:

2Gv
Oij = T———F— (S,;j Um,m + G (um- + ’U,j,,') . (4121)
1-2v
Diese Gleichung kann auf zwei Arten gelost werden. Zum einen durch numerische Differenta-
tion des Verschiebungsfeldes, zum anderen mit Hilfe der Somigliana-Spannungsidentitit (siehe
Grundlagen)

Oij = /I:Dln'j P dl’ — _/I.‘Skij ug dl” . (4.122)

Wird nun die Somigliana-Spannungsidentitit fiir einen Innenpunkt bei einer Eigenfrequenz und
den entsprechenden Komponenten der zugehérenden Eigenform sowie den vorgeschriebenen
Randbedingungen als Randgréflen aufgestellt (es wird wieder eine Schwingung in einer Eigen-
form betrachtet), steht der Spannungstensor in einem festen Verhéltnis zu den Komponenten
der Eigenform und damit auch zu den Zeitverldufen der Randgréfien.

Fiir jede einzelne Eigenform lidBt sich so mit den entsprechenden modalen Lasten ein Span-
nungstensor aufstellen. Die korrespondierenden Spannungszustinde geben Auskunft iiber die
Belastung des Bauteils bei der Schwingung in der zugehérigen Eigenform. Sie bieten daher die
Méglichkeit, genau festzustellen, welche Eigenformen die grofiten Anteile zum Spannungszu-
stand beitragen und erlauben damit z.B. eine Schwachstellenanalyse.

Die einzelnen Spannungszustinde sind zuletzt zu superponieren und ergeben die zeitabhingigen
Spannungsverliufe.

4.5.4 Anwendungsbeispiele
Lénglicher Quader (Stab/Balken)

Ein einseitig eingespannter, dreidimensionaler Quader der Abmessungen Ixbxh = (20%x2 x
1.6) m® wird am freien Ende mit einer zum Zeitpunkt ¢ = 0 einsetzenden (sprungartigen) Last
beaufschlagt. Zum einen wird die Belastung in Lingsrichtung, zum anderen in Querrichtung
aufgegeben (siehe Prinzipskizzen 4.2). Die Belastung fiihrt zu Wellenausbreitung in diesem,
aufgrund seiner linglichen Geometrie als Stab bzw. Balken aufzufassenden Bauteil.

Lingsbelastung

Betrachtet werden die Verschiebungen eines Punktes am freien Ende des Stabes (z = !) und
in der Mitte bei (z = %) Fiir einen eindimensionalen Stab existiert eine analytische Losung,
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Abbildung 4.2: Belastungsrichtungen des Quaders und Innenpunkte A und B

zusitzlich erfolgt die Berechnung mit einem in der Diskretisierung und den verwendeten Orts-
ansitzen dhnlichen FEM-Modell. Die bei der Modalanalyse beriicksichtigten Eigenwerte werden
in Tabelle (4.3), die zugehorenden Eigenformen in Bild (4.3) gezeigt. Die Eigenwerte sind dabei
auf die erste Lingseigenfrequenz normiert.

Nr. Zug (w;/w))
- REM FEM
1 1.0 1.0
2 3.0 3.0
3 5.0 5.0
4 7.0 7.0

Tabelle 4.3: Normierte erste Eigenfrequenzen in Belastungsrichtung (lings)

Die zeitlichen Verschiebungsverldufe werden in den Bildern (4.4) und (4.5) dargestellt. Die Aus-
lenkung ist dabei auf den Wert bei statischer Belastung gleicher Gréie und Richtung, die Zeit
mit Hilfe der Periodendauer der ersten Eigenfrequenz normiert.

Verschiebungen und Spannungen im Innern des Quaders

Mit den oben beschriebenen Verfahren werden die Verschiebungen und Spannungen an ver-
schiedenen Punkten im Innern des Quaders berechnet. Bild (4.2, siehe oben) zeigt die Lage der
Punkte A und B. Bild (4.6) zeigt die Verschiebung in Langsrichtung des Punktes A. Der zeitli-
che Verschiebungsverlauf des Punktes B ist identisch mit dem des Randpunktes, dargestellt in
Bild (4.5). Die Bilder (4.7) und (4.8) stellen die Normalspannungen dieser Punkte als Funktion
der Zeit im Vergleich mit der FEM dar. Bei der Berechnung der Verschiebung des Punktes A
ergeben sich bei der FEM Probleme, die wahrscheinlich auf die Ableitung der Innenpunktver-
schiebungen mit Hilfe der Formfunktionen zuriickzufiihren sind.

Die Spannung bei Punkt B wurde bei der FEM mit einem verfeinerten Gitter, das bei Punkt
B einen Knotenpunkt hat, berechnet. Mit dem urspriinglichen Gitter war die Spannung im
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Abbildung 4.3: Langseigenformen des Quaders

Innern eines Elementes nicht genau genug abbildbar. Bei der FEM werden die Spannungen an
anderen Stellen als den Elementknoten in einer Nachlaufrechnung mit Hilfe der Formfunktionen
aus den Verschiebungen abgeleitet. Hier wurden quadratische Formfunktionen verwendet, mit
denen der komplexe Spannungsverlauf wahrscheinlich nicht abbildbar ist. Die REM macht hier
keine Probleme, da direkt mit der Somigliana-Spannungsidentitéit gerechnet wird. Die Spannun-
gen werden also nicht aus den Formfunktionen abgeleitet. Gleiches gilt fiir die Verschiebungen
im Bauteilinnern.

Verschiebungen bei unterschiedlichen Belastungen

Der Quader wird am freien Ende mit zwei unterschiedlichen Belastungsfunktionen beaufschlagt.
Die Belastung setzt in beiden Fillen zum Zeitpunkt ¢ =0 ein.

Zum einen handelt es sich um eine aus Sprungfunktionen zusammengesetzte Funktion, zum
anderen um eine bei ¢t =0 einsetzende Sinus-Belastung. Bild (4.9) zeigt den Zeitverlauf, Bild
(4.10) das Leistungsspektrum (normiert auf den Maximalwert) der Langsverschiebung eines
Punktes bei z = L infolge der Sinus-Belastung.

Alle bei der Modalanalyse beriicksichtigten Frequenzen sind im Signal neben einem Anteil, der
mit der Erregerfrequenz schwingt, enthalten.

Bild (4.11) gibt die Antwort eines Punktes bei z = L aufgrund der Sprungbelastung an. Die
Belastung wird zum Zeitpunkt ¢ =77 (77 = Periodendauer der 1. Eigenform) weggenommen.

Die Ergebnisse stimmen sehr gut mit den Vergleichswerten der FEM {iberein.
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Abbildung 4.4: Liangsverschiebung eines Punktes bei z =/
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Stabpunkt B: REM - FEM -- Stabtheorie - -
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Abbildung 4.5: Léngsverschiebung eines Punktes bei z = [/2
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Abbildung 4.6: Lingsverschiebung eines Punktes bei z = L/200
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Abbildung 4.7: Langsspannung des Punktes A des Quaders
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Abbildung 4.8: Langsspannung des Punktes B des Quaders
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Stabendpunkt C: REM - FEM -- (Lt (L)

Abbildung 4.9: Verschiebung eines Punktes bei z = L bei Sinus-Last
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Abbildung 4.10: Leistungsspektrum der Verschiebung eines Punktes bei z =L
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Abbildung 4.11: Verschiebung eines Punktes bei z =L
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Querbelastung

Untersucht werden Verschiebungen des Quaders an der Stelle z = L fiir eine Belasung in
z-Richtung nach Bild (4.2). Die beriicksichtigten Eigenformen in Querrichtung der Belastung
werden in Bild (4.13) gezeigt, die entsprechenden Eigenwerte (normiert auf die erste Querei-
genfrequenz) in Tabelle (4.4). Zum Vergleich werden die FEM-Ergebnisse, die auf die erste mit
der REM ermittelte Eigenfrequenz in Querrichtung normiert sind, angegeben.
Vergleichsrechnungen werden mit der FEM durchgefiihrt. Die Verschiebungen werden wieder
mit der statischen Verschiebung, die Zeit mit Hilfe der Periodendauer der ersten Eigenschwin-
gung normiert (Bild 4.12).

Bild (4.14) zeigt die Verschiebungen des Quaders fiir unterschiedliche Zeiten. Die Zahl neben
den Einzelbildern gibt jeweils den Multiplikator n an, mit dem die auf die Periodendauer der
ersten Eigenschwingung normierte Zeit t* = ’!i'; =n* ATlt = n* A t* berechnet werden kann
( A t*=0.001378, n* = (n - 100) — 50).

Nr. Biegung (w;/w)
- REM FEM
1 1.000 0.991
2 6.153 6.088
3 16.726 16.552
4 31.491 31.215

Tabelle 4.4: Normierte erste Eigenfrequenzen in Belastungsrichtung (quer)

u(L,t*) v (L) ("Modal® mit den ersten 4 Bigenformen)
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Abbildung 4.12: Querverschiebung eines Punktes bei z = |
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Abbildung 4.13: Quereigenformen des Quaders
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Abbildung 4.14: Querverschiebung des Quaders als Funktion der Zeit: ¢* = [(n-100) — 50] dt*
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Anfangsbedingungen

Der Quader wird zum Zeitpunkt ¢ = 0 aus einer vorgeschriebenen Ruhelage losgelassen und
die so entstehende Schwingung untersucht. Als Anfangsauslenkung wird die Form der ersten Ei-
genform gewihlt. Die Eigenform wird so normiert, dafl das Quaderende die Anfangsauslenkung
uo(l,y,2) = up erfidhrt. Wird der Quader aus dieser Lage losgelassen, mufl die Schwingung
genau mit der zu der Eigenform gehérenden Eigenkreisfrequenz in der Eigenform erfolgen. Bild
(4.15) zeigt die Verschiebung eines Punktes bei z =1 . Die Zeit ist auf die Periodendauer der
Eigenfrequenz, deren Eigenform als Anfangsauslenkung vorgesehen ist, normiert. Die Amplitu-
de muf} bei diesen Punkt gleich dem vorgeschriebenen Wert wu; sein.

u(L,E*) / U, (’Modal® mit den ersten 4 Eigenformen)
10
i 2n
L T1= -
B ay
ST

I gllllllllH

L1y lLJllIIIllIII(llIIHIIII!IIII|IIIlfllllllll!lll)l!lllIlllll[!lllllllllllll!IIIIlIIII'!l[IJll

0 2 4 6 .8 1.0 1.2 14 1.6 8
=T

Ruhr-Universitit Bochum

Institut fr Mechanik Stabpunkt C: REM mit Anfangsbedingungen u(L,t*)

Prof. Dr.-Ing. H.Waller

Abbildung 4.15: Verschiebung eines Punktes bei z = [

Dicke Platte

Ein dicke Platte der Abmessungen [xbxh = (28x20x4) m?® wird rundum fest eingespannt,
Bild (3.38). Zum Zeitpunkt ¢ =0 wird ein Element mit einer sprungartigen Last beaufschlagt.
Die resultierende Wellenausbreitung in der Platte wird untersucht. Die bei der Modalanalyse
beriicksichtigten Eigenfrequenzen (auf die erste Eigenfrequenz normiert) und Eigenformen wer-
den in Tabelle (4.5) und in Bild (4.17) dargestellt. Die Bezeichnung der Eigenformen wird wie
in der Literatur iiblich mit (¢/j) durchgefiihrt (i gibt die Anzahl der Schwingungsbiuche in
die x-Richtung, j die Anzahl in y-Richtung an.).



4.5 Modalanalyse in Kombination mit der Randelementemethode 193

Bilder (4.18) und (4.19) zeigen die Verschiebungen der Platte fiir unterschiedliche Zeiten. Bild
(4.19) stellt dabei den Einschwingvorgang dar, Bild (4.18) den Zeitverlauf iiber einem gréfieren
Zeitraum. Die Zahl neben den Einzelbildern gibt jeweils den Multiplikator n an, mit dem die auf
die Periodendauer der ersten Eigenschwingung (1/1) normierte Zeit t* = 7 = n* AT—It =n"At
berechnet werden kann ( A t* = 0.014, n* = (n-100) — 50 bzw. n* = n). Die Bilder (4.20) und
(4.21) zeigen den zeitlichen Verlauf der beiden Punkte A und B der Skizze (4.16) im Vergleich
mit den Resultaten einer FEM Rechnung.

Abbildung 4.16: REM-Modell einer rundum fest eingespannten, dicken Platte

Bezeichnung | Kreisfrequenz w;/wy

- REM FEM
1/1 1.000 1.000
2/1 1.531 1.526
1/2 2.082 2.097
3/1 2.311 2.315
2/2 2.513 2.502
3/2 3.185 3.150

Tabelle 4.5: Normierte erste Eigenfrequenzen einer dicken Platte
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Abbildung 4.18: Verschiebungen der Platte: t* = [(n - 100) — 50] dt*



195

4.5 Modalanalyse in Kombination mit der Randelementemethode

Abbildung 4.19: Einschwingvorgang der Platte: * =n - 10 dt*
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u(t*)/ Ustat ("Modal’ mit den ersten 6 Eigenformen)
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Abbildung 4.20: Verschiebungen der Platte als Funktion der Zeit
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Abbildung 4.21: Verschiebungen der Platte als Funktion der Zeit



Kapitel 5
Zusammenfassung

Die Modalanalyse wird in Kombination mit der Randelementemethode zur Lésung dreidimen-
sionaler, linear-elastischer Probleme der Dynamik eingesetzt. Die Vorgehensweise kann grob in
drei Schritte unterteilt werden:

e Aufstellen der Systemmatrizen der REM,
e Bestimmung von Eigenfrequenzen und Eigenformen,

e Ubersetzung der modalen Informationen in den Zeitbereich.

Zum Aufstellen der Systemmatrizen der REM wird ein einheitliches Integrationsschema
fiir alle Typen von Elementen auf der Basis der nichtlinearen Transformation zur Berechnung
fast-singulérer, singuldrer und stark-singulirer Integrale entwickelt.

Bei fast-singulidren Integralen wird die nichtlineare Transformation in Kombination mit einer
Radialtransformation und in Abhéngigkeit des Elementpunktes, der den kleinsten Abstand zum
Quellpunkt hat, angewendet.

Zur Losung stark-singulirer Integrale wird die nichtlineare Transformation mit Hilfe eines neuen
Reihenansatzes eingesetzt. Damit wird ein effektives, direktes Aufstellen der Systemmatrizen
ermoglicht.

Zur Berechnung von Eigenfrequenzen und Eigenformen werden unterschiedliche Metho-
den entwickelt.

Zum Einsatz kommen der QR-Algorithmus unter Verwendung des inversen Eigenwertes, der
QZ-Algorithmus, der TS-Algorithmus unter Einsatz der Singuldrwertzerlegung (SVD) und der
Eigenwertzerlegung (EVD) sowie der Kombination von SVD und EVD, das Sekantenverfahren
und das Newton-Verfahren in Kombination mit der SVD und Links-Rechts-Zerlegung (LU).

Frequenzbereiche werden mit Hilfe von Taylor-Reihenentwicklungen in Abhingigkeit des Fre-
quenzparameters mit variablem Entwicklungspunkt und unter Einsatz der inversen Funktion
durchlaufen. Als Kriterium fiir den Rangabfall der Systemmatrix wird der kleinste oder das
Produkt der 3 bis 5 kleinsten Singulirwerte gewihlt.
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Wird nur mit dem kleinsten Singuldrwert gearbeitet, kann die inverse Vektoriteration mit der
Matrix B* B durchgefiihrt werden. Die Verwendung der komplexen Matrix B* B , die
hermitesch ist und daher nur den Speicherplatzbedarf einer reellen Matrix und reelle Eigenwerte
hat, erméglicht das eindeutige Auffinden der Eigenwerte (Stichwort: fiktive Eigenfrequenzen).

Zum sicheren Auffinden von mehrfachen und nahe zusammenliegenden Eigenwerten, werden
iterative Verfahren in Kombination mit Verfahren, die auf der Basis von Reihenentwicklungen
der Systemmatrizen und Giinther’scher Expansion beruhen, eingesetzt. Die SVD dient zur
Berechnung von Eigenformen einfacher oder mehrfacher Eigenfrequenzen.

Die Ergebnisse der REM werden mit FEM-Resultaten und, wenn méglich, mit analytischen
Losungen verglichen.

Die Ubersetzung modaler Informationen in Zeitbereichsldsungen geschieht mit einem
sehr iibersichtlichen und leicht verstindlichen sowie einfach anzuwendenden Verfahren. Dieses
Verfahren funktioniert fiir alle Elementtypen, der Einbau modaler Dimpfung ist problemlos
moglich. Es lassen sich fast beliebige Anfangsbedingungen und Belastungsfunktionen beriick-
sichtigen.

In einem zweiten Schritt erfolgt eine Erweiterung, die sowohl die Bestimmung von Verschie-
bungen als auch von Spannungen (kompletter Spannungstensor) an beliebigen Bauteilpunkten
(d.h. auch im Bauteilinnern) in Nachlaufrechnungen zuldfit. Dabei wird mit zusdtzlichen moda-
len Koordinaten gearbeitet. Die Berechnung von 3D-Bauteilen beziiglich Verschiebungen und
Spannungen bei beliebigen Belastungen und Anfangsbedingungen ist damit mdoglich.

Alle Berechnungsergebnisse werden mit Ergebnissen der FEM verglichen. Dabei werden bei
beiden Berechnungsverfahren (REM und FEM) Modelle mit &hnlicher Diskretisierung und dhn-
lichen Formfunktionen verwendet (Bei der FEM kommen 20-Knoten Quaderelemente mit qua-
dratischen Verschiebungsansitzen zum Einsatz.). Die Beispiele zeigen gute Ubereinstimmungen
der Berechnungsergebnisse. Bei der Spannungs- und Verschiebungsberechnung liefert die REM
fiir Punkte im Bauteilinnern bessere Ergebnisse als die FEM, da keine Ableitung dieser Gréfien
aus den Formfunktionen (wie bei der FEM) erforderlich ist.

Ausblick

Bei Einsatz von QR- und QZ-Algorithmus wird die spezielle Struktur der Matrizen, die sich
aus der Giinther’schen Expansion ergeben, bisher nicht ausgenutzt. Die Entwicklung eines Ver-
fahrens, das diese Struktur beriicksichtigt, fiilhrt zu Einsparungen an Rechenzeit und Speicher-
platzbedarf.

Grofie Frequenzbereiche konnen grob untersucht werden, wenn Reihenentwicklungen der Sy-
stemmatrizen eingesetzt werden, die nur ein Reihenglied enthalten, das direkt von der Lage des
Entwicklungspunktes abhangig ist. Die restlichen Reihenglieder werden mit Hilfe dquidistanter
Stiitzstellen nur einmal aufgestellt und dann fiir alle Teilbereiche der Untersuchung eingesetzt.
Die Bereitstellung solcher Reihenentwicklungen kénnte bei der Abschitzung der Eigenwerte
hilfreich sein und sinnvoll mit iterativen Verfahren verkniipft werden.



Anhang A

Matrizenzerlegung

A.1 Diagonalzerlegung von Matrizen

Bei den verschiedenen Verfahren zur Nullstellenbestimmung des charakteristischen Polynoms
der Systemmatrix B, werden u.a. Diagonalzerlegungen vorgenommen. Hier werden zwei Trans-
formationen aufgefiihrt, die eine Matrix in Diagonalform iiberfiihren:

1. Eigenwertzerlegung

2. Singuldrwertzerlegung

A.1.1 Eigenwertzerlegung

Die Eigenwertzerlegung einer Matrix Ay, ([276], [277]) wird prinzipiell in zwei Arbeitsschrit-
ten durchgefiihrt.

Zuerst erfolgt eine linksseitige Aquivalenztransformation auf eine obere Dreiecksmatrix. Dies
geschieht durch partielle Reduktion der Spalten nach unten, eventuell (im singuliren Fall) mit
Spaltentausch

AN

=LA . (A.1)

Im zweiten Schritt wird die Diagonalmatrix durch Zeilen- oder Spaltenreduktion erzeugt

A=D=LAR . (A.2)

-]
=
=)

ann. = ; QR(rxr) . (A3)
0 0

Der Rangabfall der Matrix A kann direkt mit (n —r) abgelesen werden.
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Die praktische Durchfiihrung kann mit Hilfe des QR-Algorithmus erfolgen. Die Matrix A wird

in A = QR zerlegt. @ ist eine unitdre Matrix, R ist eine obere Dreiecksmatrix. Mit

Q = Q" folgt Q"4 =R

Der letzte Schritt ist die Diagonalisierung. Diese kann mit Hilfe einer Reihe Householder-
Transformationen durchgefiihrt werden ([85]). Die Determinante von A ergibt sich als Produkt
der Diagonalelemente (Eigenwerte von A ) der Matrix D .

A.1.2 Singulirwertzerlegung

Ausgangspunkt fiir die Singuldrwertzerlegung ( [102] ) ist das Produkt C = A A* , wobei A
den Rang r besitzt. Die Eigenwerte von A A* sind A} > A > ... 2 A >0 = Ay =
... = Ap , die gleichzeitig Eigenwerte von A* A und reell sind. V. ist die Modalmatrix der
orthogonalen Eigenvektoren von A* A und U die entsprechende Matrix zu A A"

Mit der Diagonalmatrix £ = diag(s;) ; 0; = +VA;i=1,...,7r und 0; = 0,1 > r

ist die Singuldrwertzerlegung von A moglich

A=USV" ; A" =VIU . (A.4)

Mit Hilfe der Singuldrwerte kann die Determinante von A A* berechnet werden

n n
det [AA*) =] x=1]I1¢ - (A.5)
i=1 i=1

Diese Determinante entspricht dem Betragsquadrat der Determinante von A. Mit Hilfe der
Singuldrwerte kann der Rang der Matrix A ermittelt werden

Rang (A) = Rang (A") = Rang (A" A) = Rang (A A*) . (A.6)

Zur praktischen Durchfiihrung der Singuldrwertzerlegung kann prinzipiell der QR-Algorithmus
auf A A* angewendet werden. In [85] werden Verfahren erliutert, die eine Berechnung oh-
ne explizite Bildung von A A* erlauben. Die Singulirwertzerlegung stellt ein sehr stabiles
Verfahren, besonders fiir fast-singuldre und singuldre Matrizen dar.

A.1.3 LU-Zerlegung von Matrizen

Die Matrix A wird in das Produkt einer unteren und einer oberen Dreiecksmatrix zerlegt

A=LU . (A.7)
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L hat auf der Hauptdiagonalen Einsen. Wegen A = L U folgt

det [A] = det [LU]| = det|[L]det [U] = det [U] (A.8)
und damit

det[A]=det[Q] = U1 Uz ...* Upn . (Ag)

D.h. die Determinante von A kann direkt als Produkt der Diagonalelemente der Matrix U
abgelesen werden.

Oft ist es aus Stabilititsgriinden erforderlich, die LU-Zerlegung mit gleichzeitiger partieller
Pivotisierung einzusetzen. Wird das Gaufl’sche Eliminationsverfahren mit partieller Pivotisie-
rung zur Berechnung der oberen Dreiecksmatrix U eingesetzt

.Mn 1 En—l M.l E]_ A = Q y (A].O)

folgt

PA=LU . (A.11)

Darin ist P = E, ;| E,2 ... By das Produkt der Permutationsmatrizen E; und selbst
wieder Permutationsmatrix. Die Permutationsmatrix ist eine Einheitsmatrix mit einer Neu-
anordnung ihrer Reihen. Sie bewirkt, dal Zeilen einer Matrix, mit der sie multipliziert wird,
vertauscht werden. Die praktische Anwendung der Permutationsmatrizen auf die Matrix A
sieht so aus, dafl nur die entsprechenden Zeilen der Matrix A vertauscht werden. Die Matri-
zenmultiplikationen brauchen daher nicht explizit durchgefiihrt zu werden.

Fiir Permutationsmatrizen gilt:

.P-l =BT

e Produkt zweier Permutationsmatrizen ist wieder eine Permutationsmatrix

edet[P] = £1
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Determinanten des Balkens aus 42
Elementen

B.1 Determinantenverliaufe des Balkens aus 42 Elemen-
ten (reell/komplex)

Dargestellt werden die Determinantenverldufe im Bereich der Eigenfrequenzen des Balkens aus
42 Elementen. Verglichen werden die Werte der Randelementemethode bei Berechnung mit
komplexer und reeller Systemmatrix B(k) (Bilder B.1,B.2,B.3,B.4,B.5).

Weitere Kurven sind im Abschnitt Figenwertanalyse aufgefiihrt.

B.2 Vergleich der Determinantenverlidufe berechnet mit
FEM/REM

Dargestellt werden die Determinantenverlaufe im Bereich der Eigenfrequenzen des Balkens aus
42 Elementen. Verglichen werden die Werte der Randelementemethode mit denen der Finiten
Elemente Methode. Die Rechenmodelle sind in bezug auf die Diskretisierung gleich gewihlt
(Bilder B.6,B.7,B.8,B.9,B.10).

Weitere Kurven sind im Abschnitt Figenwertanalyse aufgefiihrt.
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Abbildung B.1: Betrag bei komplexer und reeller Rechnung
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Abbildung B.2: Betrag bei komplexer und reeller Rechnung
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Abbildung B.3: Betrag bei komplexer und reeller Rechnung
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Abbildung B.4: Betrag bei komplexer und reeller Rechnung
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Abbildung B.5: Betrag bei komplexer und reeller Rechnung
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Abbildung B.6: Vergleich FEM mit BEM
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Abbildung B.7: Vergleich FEM mit BEM
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Abbildung B.8: Vergleich FEM mit BEM
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Abbildung B.9: Vergleich FEM mit BEM
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Abbildung B.10: Vergleich FEM mit BEM



Anhang C

Fundamentallésung der 3D-Dynamik

C.1 Reihenentwicklung der Fundamentallésung

Die Fundamentallosung und die Fundamentalrandspannung werden in Taylor-Reihen mit Ent-
wicklungspunkt w = 0 entwickelt. Die Reihenentwicklung wird durchgefiihrt, indem die Funk-
tionen A, B, C, v und x in Reihen entwickelt und mit dem Index N (Néherung) versehen
werden. Die Reihenentwicklungen von Fundamentallosung und Fundamentalrandspannung set-
zen sich aus diesen Koeffizienten zusammen.

1

ujn = 4cs?np (0598 —XNTiT; (C.1)

")bN = "/)stu.t + ¢rey (02)

N i": o naaa (€ s (—z‘w)n+1
XN = Xstat + Xreg (03)

1 2
_ __.(1 _ 2)
2r cp?
o0

. pn os \ ™3 i nHl
+n=o(n+3)("+1)! [1_(&2—) }( cs )+

. 1 or or
PN = ir [AN (6,-]- %-{—n,-r,j) + BNg'r_gT,iT,j + CNan.z‘:l (C.4)
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AN = Asbat + Areg (05)
o o+ 2 [1 + (H)M]

_ 1 cs? w_2 E cp ( —lwr )"
- T2 cp? cs? = nl(n+2)(n+ 4) cs
BN = B.stat + Breg (C 6)

i (g)emg el 6 ey

cs? nl(n+2)(n+ 4)

n=0

CN = Cstat + Creg (07)
1 cs?
n+4 n+4
w2°°(n+4)(c%:_2)'(§)+_2[1m(§)+] —twr\"
_?nz:% nt(n+2)(n+4) ( cs )

Die mit dem Index reg bezeichneten Ausdriicke sind sowohl fiir verschwindendes r als auch
fiir verschwindendes w reguldr.

Die Fundamentallésungen der Statik ergeben sich fiir w = 0.

1

U;j stat m ( 5,5 Wstat ~ Xstat Ti T J ) (0'8)
1 cs?
sttat = E ‘ ( 1+ J ) (C.g)
1 cs?
Xstat = — 57 °° ( L= ?) (©10)
. 1 ar Br
Pijstat = - { Agtat ( 8ij g +n; 7 ) + Bitat a7 Ti T + Cotar nj 7 | (C11)
1 cs?
i = e C.12
Ast t r2 cp2 ( )
3 cs?
Bsta = —r—z-(l -~ @) (C.13)

1
Cstat = '3 (C.14)
cp



Anhang D

Ableitungen der Fundamentallésung

Die Ableitungen der Fundamentallsung der 3D-Dynamik werden nach der Kreisfrequenz w
durchgefiihrt und mit ( )’ (1. Ableitung) und ( )” (2. Ableitung) bezeichnet.

D.1 Ableitungen der Fundamentall6sung

1
uy' = g (¥ X Tars)
(D.1)
. 1
uij " - m (Jij,w"_xll T,i T‘j)
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D.2 Ableitungen der Fundamentalrandspannung
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Anhang E

Partielle Integration

E.1 Partielle Integration mit dem
Gauf}’schen Integralsatz

Betrachtet werden 3D-Gebiete €2, die durch den Rand I' begrenzt werden. Die Flichennormale
eines Randpunktes nach auflen wird mit 7 bezeichnet. Mit Hilfe des Gaufi’schen Integralsatzes
wird die im Kapitel Grundlagen verwendete partielle Integration durchgefiihrt.

Gaufi’scher Integralsatz
Skalare Funktion F
/ﬂ FidQ) = [ Fndl (E.1)

r

/Q'gmdFdQ = /PFﬁ'dI‘

Vektorfunktion F
/ Ft',i o = / E n; dl’ (E2)
Q r
/dwﬁdn = /F-ﬁdr
0 r
Tensoren 2. Stufe F;

LFij.j Q) = /r Fj nj dT (E.3)

/QvEdQ - /rﬁ-FdI‘
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Mit diesem Integralsatz gilt fiir das Produkt zweier Funktionen F und G in karthesischen Ko-
ordinaten z;

d(FG) . _ 8 G o F
/QTdQ_/FFGn.dF_/QF&Ci dQ+/QGazi a0 (E.4)
bzw. in anderer Reihenfolge
LXe, aF
_ .dl — - 40 :
/QF Ho 19 /FFG'ndI‘ fnG oo ¢ (E.5)

Die letzte Gleichung stellt die Formel der partiellen Integration dar.
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