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Vorwort

Der Untersuchung und Beschreibung des inelastischen Verhaltens von Werkstoffen
und Strukturen kommt innerhalb der Mechanik eine stindig wachsende theoretische
und praktische Bedeutung zu.

Zum Zwecke des gemeinsamen Austausches der bisher an den verschiedenen
Einrichtungen gewonnenen Erkenntnisse sowie insbesondere zur Information und
Forderung des wissenschaftlichen Nachwuchses fand deshalb in der Woche vom 19.
— 23. September 1994 im Physikzentrum Bad Honnef ein Seminar “Grofle plastische
Forméinderungen” statt. Nach entsprechenden Veranstaltungen in den Jahren 1977,
1979, 1982, 1985, 1988 und 1991 war dies bereits das siebente Seminar zu diesem
Thema. .

Wie in den Vorjahren wurden inhaltlich die folgenden Schwerpunkte gesetzt:

¢ physikalische und kontinuumsmechanische Grundlagen inelastischen Material-
verhaltens,

¢ die Berechnung grofler plastischer Formanderungen mit Hilfe analytischer so-
wie numerischer Methoden,

¢ experimentelle Grundlagenuntersuchungen und
¢ technische Anwendungen.

Das vorliegende Heft enthilt die Kurzfassungen der auf diesem Seminar gehalte-
nen Vortrige. Es soll damit jedem Teilnehmer die Gelegenheit geben, sich nochmals
in aller Ruhe mit dem Vorgetragenen auseinanderzusetzen. Die vorgenommene Rei-
hung der Beitrdge gibt dabei den zeitlichen Ablauf des Seminars wieder.

Das Gelingen einer Tagung wird neben dem wissenschaftlichen Programm, zu
dem die Teilnehmer selbst durch Vortrag und intensive Diskussion beitragen, ganz
entscheidend auch durch die Organisation der Veranstaltung bestimmt. Es ist mir
deshalb ein Anliegen, meinen Mitarbeitern, den Herren Dipl.-Ing. H.-J. Becker und
Dipl.-Ing. T. Nerzak, recht herzlich fiir ihre Miihe im Zusammenhang mit der Vor-
bereitung und Durchfiihrung des Seminars zu danken.

Bochum, Dezember 1994 Otto T. Bruhns
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Berechnung lokaler plastischer Deformationen
in Mehrkristallen
mit einem Finite-Elemente-Modell

E. Steck, J. Harder

Institut fiir Allgemeine Mechanik und Festigkeitslehre
TU Braunschweig

Zusammenfassung—lm Ingenieurwesen werden metallische Werkstoffe i.a. als quasiisotrop
betrachtet. Besitzt das zu berechnende Bauteil jedoch die Gréfienordnung der einzelnen Kdrner des
Metalls - als Beispiel sei die Mikrotechnik mit ihren teilweise extrem kleinen Bauteilen genannt - so
ist diese Annahme nicht mehr zuliissig. Experimentelle und theoretische Arbeiten haben gezeigt, dafl
es aufgrund von Verformungsinkompatibilititen zu lokalen Fliefivorgéngen kommen kann, sbwohl
sich das Material global betrachtet scheinbar elastisch verhélt. Technisch relevant ist dieser Effekt
u.a. beim Phinomen der Ermiidung von Werkstoffen.

Im folgenden wird ein 3D-FEM-Modell vorgestellt, das die Anisotropie der einzelnen Kristalle sowohl
im elastischen ale auch im inelastischen Bereich beriicksichtigt. Die numerische Simulation eines
Trikristalls im Zugversuch verdeutlicht die wesentlichen Aspekte des Modellverhaltens.

1 Restriktive Annahmen

Das FEM-Modell betrachtet Mehrkristalle als Verband von Einkristallen. Das Verhalten eines Kri-
stallhaufwerks bestimmt sich folglich aus dem der einzelnen Kristalle zuziiglich der Kopplungsbe-
dingungen. Der Giiltigkeitsbereich beschrinkt sich auf kubisch-flichenzentrierte Metalle, eine Er-
weiterung auf andere Gittertypen ist jedoch méglich. Inelastische Deformationen sollen ausschlieB-
lich durch Abgleitvorgénge in der Kristallstruktur hervorgerufen werden, Korngrenzengleiten und
mechanische Zwillingsbildung bleiben unberiicksichtigt. Ferner werden nur kleine Deformationen
untersucht, Rotationen des Kristallgitters finden somit nicht statt.

2 Vorstellung der Modellgleichungen

Zur Beschreibung der Geometrie verwendet man sinnvollerweise ein globales Koordinatensystem
(21,22, 23), dessen Achsen die Probengeometrie beschreiben, und ein lokales Koordinatensystem
(21, %2, %3), dessen Achsen mit den Kanten der Elementarzellen des jeweiligen Kristalls iiberein-
stimmen. Die Koordinatentransformation geschieht mit Hilfe der Matrix der Richtungskosinus g:

[&2»
I

z.
Spannungen und Dehnungen werden wie in FEM-Formulierungen iiblich als Vektoren geschrieben

T T

g = (ijoygazaomy)ayz,azz)a g = (Ea:)fyafz>25a:y,25yz125:cz)

und transformieren sich iiber die aus den Elementen der-g-Matrix zusammengesetzten Matrizen ¥
und &:

=Yg bzw. £ =Q¢.
Die Gesamtdehnrate setzt sich wie bei den sogenannten unified models iiblich additiv aus einem
elastischen und einem viskoplastischen Anteil zusarmnmen, hier formuliert in lokalen Koordinaten:

Das elastische Verhalten ist durch die Matrix 2 bestimmt, die die Dehnungs- mit der Spannungsrate
verkniipft

&




und im vorliegenden Fall kubischer Kristallsymmetrie aus drei unabhingigen Werkstoffkonstanten
aufgebaut ist.

Das viskoplastische Verhalten wird iiber den ,,Umweg” von Abgleitvorgingen in der Kristallstruktur
beschrieben. Das Ausmafl der Abgleitung bestimmen auf jedem Gleitsystem r die Schmidsche
Schubspannung 7, die kinematische Riickspannung €2, sowie die kritische Fliefispannung 7. Hier
wird mit einer expliziten Fliefigrenze gearbeitet, d.h. ein Gleitsystem wird aktiv, wenn der Betrag
der effektiven Schubspannung die kritische Fliefigrenze erreicht. Die Gleitrate soll sich dann nach
folgendem fiir Tieftemperaturformulierungen typischen Exponentialansatz ergeben:

¥ = %o {ea:p [b ([T‘r:—ﬂfl - l)] - 1} sign{r, — Q) fir |5 — Q| > 7y .
yr

Einen #hnlichen Ansatz fiir die kinetische Gleichung findet man 2.B. bei Havlicek u.a. [1], wobei
dort jedoch ohne kinematische Riickspannung gearbeitet wird.

Die Schmidsche Schubspannung ist die Projektion der dufleren Spannung auf das entsprechende
Gleitsystem, d.h. in Tensorschreibweise ergébe sich 7, = (& )T, 1, wobei %, und 7, Gleitebe-
nennormale und Gleitrichtung bezeichnen. In der hier angestrebten vektoriellen Form lassen sich
diese Operationen durch Multiplikationen mit der Matrix @ bzw. den Vektoren g, ersetzen

r:= (Tla-‘-sT12)T =@ag bw. 7 = (Qr)T g r=1.,12.

Die Einfiihrung einer kinematischen Riickspannung hat die Aufgabe, Verfestigungseffekte zu mo-
dellieren, die in Bezug auf die aktiven Gleitsysteme anisotropen Charakter haben. Hierzu gehéren
z.B. der Aufstau von Versetzungen vor Korngrenzen oder anderen Hindernissen wie auch die Aus-
bildung von Versetzungssubstrukturen. Thre Entwicklung folgt einem Ansatz, der in analoger Form
auch in makroskopischen Werkstoffmodellen Verwendung findet:

Q = ¥ — dfy] mit r=1,..,12 und ¢, d= const.

Der gewihlte Erholungsterm ist dynamischer Natur, rein thermische Erholung wird z.Zt. nicht
beriicksichtigt, da das Modell vorwiegend auf die Beschreibung des Tieftemperaturverhaltens ats-
gerichtet ist.

Die Entwicklung der kritischen Fliefispannung trigt der bei Einkristallexperimenten festgestellten
sogenannten latenten Verfestigung Rechnung. Kommt es auf einem Gleitsystem zu einem Abgleit-
vorgang, so steigt die Fliegrenze nicht nur auf diesem, sondern auch auf allen anderen Systemen.
Eine Vielzahl von Experimenten (vgl. z.B. [2], [3]) belegt, dafl die latente Verfestigung grofler ist als
die Eigenverfestigung. Mathematisch wird diese Erscheinung mit Hilfe der Korrelationsmatrix 4
beschrieben, die die Zunahme der kritischen Flieflspannung von den einzelnen Gleitraten abhingig
macht: )

fyr = Hys|¥s] mit r,8=1,..,12 und Summation iiber s .

Die 12 x 12-Matrix H ist vollbesetzt und symmetrisch. Die Elemente auf der Hauptdiagonalen
bestimmen die Eigenverfestigung. Die anderen beriicksichtigen, in welchem Mafle sich die bei der
Deformation beteiligten Versetzungen der jeweiligen Gleitsysteme gegenseitig behindern. Hierbei
wird unterschieden, ob die Systeme zueinander komplanar oder kollinear sind, ob ihre Burgersvekto-
ren senkrecht aufeinander stehen oder ob bei den entsprechenden Versetzungsreaktionen gleitfihige
oder sefihafte Knoten entstehen. Im Verlauf gréflerer Verformungen verdndern sich die Werte H,,
aufgrund der oben getroffenen Beschrinkung auf kleine Deformationen scheint jedoch der Ansatz
H.; = const. gerechtfertigt.

Die Umrechnung von Gleit- auf Dehnraten schliefllich erfolgt ebenso iiber die Matrix g:

€% = o4 mit 4T := (F1yenra) -

Tkeine Summation iiber r
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Hiermit sind nun alle Gleichungen zusammengestellt, die zur Formulierung des elastisch-
viskoplastischen Kristallverhaltens notwendig sind. Fafit man die inneren GrofBen der einzelnen
Gleitsysteme in Vektoren zusammen, Q7 := (Q, ..., 2y3) bzw. IZ = (Ty1,..., Ty12), und formt ge-
eignet um, so 148t sich das Modell als System von 30 Differentialgleichungen darstellen, das formell
die folgende Gestalt hat:

¢=6(c 1), L=0(), i =1(@Q71).
Fiir die lmplementierung in einen FE-Code bieten sich das kommerzielle Programm ABAQUS sowie

das am Institut fiir Allgemeine Mechanik und Festigkeitslehre entwickelte Programm S3D an, die
iiber die kompatible Schnitistelle UMAT die Simulation beliebigen Materialverhaltens erlauben.

3 Dreidimensionale FE-Diskretisierung eines Trikristalls

Die Abbildungen 2 bis 4 zeigen die Ergebnisse numerischer Simulationen an einem Trikristall. Die
Finspannung (linker Rand) ist so beschaffen, da8 Querkontraktion moglich ist. Die Belastung (rech-
ter Rand) wird verschiebungsgesteuert (4, = 0.02mm/s) aufgebracht. Die Korngrenzen (verstirkt
gezeichnet) werden durch feste Knotenkopplung modelliert und verlaufen senkrecht zur Bildebene.
Die Probenabmafle betragen 20mm X 14mm X lmm, die gezeigte Diskretisierung umfafit 100 iso-
parametrische 20-Knoten-Quaderelemente. Die Materialparameter aller drei Kérner sind identisch,
der einzige Unterschied besteht in der Orientierung (s.Abb.1). Die Parameter sind 2 an Einkristall-
Zugversuche aus Cu-10%Al angepafit, die Orientierungen sind willkiirlich gewahlt.

4 Ergebnisse numerischer Simulationen

Abbildung 2 zeigt das globale Kraft-Verschiebungsdiagramm des aus sechs Lastschritten bestehen-
den Zugversuchs. Der erste Schritt ist rein elastisch, vom zweiten bis sechsten Schritt verformt sich
die Probe in zunehmendem Mafle plastisch.

Die Spannungsverteilung fiir o, wird aus Bild 3 ersichtlich. Man erkennt ein Spannungsmaximum
am Tripelpunkt3, das sich in Korn 1 hineinstreckt. Losgeldst von dem hier vorgestellten Versuch
wurde in diesem Zusammenhang folgende Beobachtung gemacht: Beim sukzessiven Vertauschen
der im Anhang aufgefiihrten Orientierungen auf die drei Kornplitze stellten sich im Bereich des
Tripelpunkis stets Extrema (d.h. Maxima und Minima) der Spannung o ein, so dal man in ei-
nem grofleren Gefiige an-diesen Stellen i.a. besondere Belastungen zu erwarten hat. Ferner ist zu
bemerken, dafl der sich einstellende Spannungszustand mehrachsig ist, wobei die anderen fiinf Span-
nungskomponenten nicht zu vernachlissigende Gréfilenordnungen erreichen.

Das lokale Fliefen (ab Schritt 2) beginnt nun dort, wo der Spannungszustand am giinstigsten mit
der Lage der Gleitsysteme zusammenpaflt. Bild 4 zeigt anhand der spezifischen inelastischen Arbeit
W*P = [ gde®f, daB dies offensichtlich in Korn 2 am Tripelpunkt sowie in der N&he der Belastungs-
vorrichtung der Fall ist. Im weiteren Verlauf des Versuchs wachsen die beiden Zonen zusammen,
und auch die anderen Kérner beginnen, sich inelastisch zu verformen.

Betrachtet man die Zahl der aktiven Gleitsysteme (nicht abgebildet), so stellt man fest, dafl diese
nur bedingt eine Aussage iiber das Ausmafl der plastischen Deformation macht: In den Kérnern
1 und 3 findet Zweifachgleitung statt, wihrend in Korn 2, in dem weiterhin die grote spezifi-
sche inelastische Arbeit verrichtet wird, nur ein Gleitsystem aktiv ist. Im Bereich des Tripelpunkts
kommt es aufgrund der besonders ausgeprigten Mehrachsigkeit des Spannungszustandes in allen
drei Kérnern zu Drei- und Vierfachgleitung.

Bemerkenswert scheint auflerdem, dafl es aufgrund der lokal unterschiedlich stark ausgeprigten
Fliefivorginge zu Spannungsumlagerungen kommt: Wahrend die Kérner 2 und 3 nach dem ela-
stischen Schritt (vgl. Bild 3) in etwa gleich beansprucht waren, entspannt sich ab dem dritten
Lastschritt (ohne Abbildung) Korn 2 relativ zu Korn 3 deutlich.

2mit Ausnahme der Werte fiir ¢ und d
3Schnittgerade der Korngrenzflichen
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5 Ausblick

In der niheren Zukunft wird die experimentelle Verifikation des Modells durch Zugversuche an
Trikristallen aus Cu-Al-Legierungen angestrebt. Mit den dabei erhaltenen Ergebnissen sollen iiber
FEM-Parameteridentifikationen auch diejenigen Materialkonstanten bestimmt werden, die man aus
Einkristallversuchen nur sehr schwer ermitteln kann (vor allem ¢ und d).

Auf Seiten der Modellentwicklung sollen zum einen ein Erholungsterm fiir die kritische FlieBspan-
nung eingefiihrt werden, zum anderen auch Gitterrotationen Beriicksichtigung finden, um auch
grofere Deformationen berechnen zu kénnen. In etwas weiterer Zukunft sind dann Phianomene wie
Korngrenzengleiten oder Schidigung von Interesse.
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GroBe Plastische Formanderungen
Workshop, Bad Honnef, 19.-23. Sep. 1994

TRANSFORMATION-INDUCED PLASTICITY

F.D. Fischer and G. Reisner
Institute of Mechanics
and
Christian Doppler Laboratory for Micromechanics of Materials
University for Mining and Metallurgy
Franz-Josef-Str.18, A-8700 Leoben, Austria

The macroscopic material behavior of steels associated with a phase change is a result of
rearrangements on the microstructural scale governed by couplings of stress, strain and the
mechanism of the phase transformation itself. If the phase transformation occurs in an
externally-applied stress field significant non-elastic macroscopic deformations may result, a
phenomenon called transformation-induced plasticity (TRIP) [1].

In the case of martensitic transformation (MT) TRIP is attributed to microscale deformation
mechanisms such as the orientation of the martensitic phase (orientation effect) and plastic
deformations on the microscale caused by transformation-induced microstresses due to the

accommodation of the transformation shape change (accommodation effect).

Constitutive equations for TRIP required for simulations of heat treatment and welding
processes or forming processes of metastable materials are usually based on experimental
results addressing mainly the accommodation effect while the orientation effect is generally
neglected [2].

In order to establish a basis for the development of microstructurally-based constitutive
equations a quantitative micromechanics description of TRIP is presented by a polycrystal-
line finite-element analysis. A classical TRIP-experiment, the *non-isothermal creep test”
[1] is the subject of a micromechanical simulation the results of which are in good agreement
with the experiments.

In the modelling framework we link the crystallography (kinematic description) and the
kinetics of MT with mechanics and thermodynamics of solids under martensitic transforma-
tion |3]. The development of the martensitic phase is described by a finite set of internal
variables, the stress-free transformation tensors corresponding to crystallographic variants
and the corresponding volume fractions. The evolution of martensitic microstructure is cal-
culated in dependence of microstructural stresses and strains by the use of thermodynamic
transformation conditions [4] and microkinetics relations on the size scale of grains.
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The computational micromechanics study is carried out to quantify respective contributions
of the orientation and accommodation effect to the macroscopic deformation of a transfor-
ming specimen since in the experiment a decoupling of these two mechanisms is not possible.

The numerical results bring new insights for the development of constitutive equations for
phase-transforming materials. It is shown that the orientation effect cannot be neglected in a
formulation of a TRIP-strain increment. The effect of texture, transformation volume change
and the constitutive behavior of austenite and martensite on the macroscopic deformation
behavior is also quantified and discussed with respect to the formulation of constitutive
equations.

The TRIP effect has not found any exploitation in quenching processes. It “occurred only”
and lead initially to a certain bewilderment of the metallurgists since it does not allow a
"simple picture” of the residual stress distribution after quenching as it has been often made
by the man in the lab.

Now in the case of ”TRIP steel” an aimed exploitation of the TRIP effect was first performed.
Although the occurrence of the TRIP effect in high alloyed austenitic steels was known for
several decades, it was in the late sixties that Zackay proposed to make use of the enhanced
work hardening due to strain induced formation of marteniste in metastable austenitic steels
[5].

In most of the commercially used austenitic steels the austenite is stabilized by nickel and
chromium. These types are only metastable at ambient temperature. The good corrosion
resistance of these materials is the dominant reason for their industrial application. By
adjusting the martensite start temperature Mg by altering the chemical composition, the
uniform elongation of the material subjected to a deformation at room temperature was
optimized. Thus one obtains a material with high strength and high uniform elongation.

The beneficial effect of TRIP on the flow behavior is mainly due to its influence on the work
hardening. The transformation replaces the soft austenite by the much harder martensite.
A dual pbase material is evolving. Within this composite a higher dislocation density is
necessary than in a single phase material at a given macroscopic strain, since the different flow
behavior has to be accommodated. The sensitivity of martensite formation toward the actual
stress and strain state hinders the localization of flow. In a region where necking is going to
occur, more martensite will be formed due to the stress and strain concentration leading to
an increased plastic tangent modulus in the region in question. Thus on a macroscopic level
the material exhibits a high uniform elongation although a heterogeneity of deformation is
to be observed.

TRIP phenomenon alters not only the formability but also the crack growth behavior and
therefore, the toughness of the material. The high “triaxiality” of tbe stress state at the
crack tip promotes the martensitic transformation.
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The TRIP steels treated so far exhibit an extraordinary combination of high strength and
high ductility. However, their industrial applications are limited due to the costs of the
alloying elements that are necessary to stabilize the austenite at room temperature. Recently
a class of low alloyed TRIP steels (TDP TRIP aided Dual Phase) has been designed by
Japanese groups for the automotive industries. An ultimate tensile strength of 1200 MPa
and a uniform elongation of about 35 % let this material seem very promising for future
application. The remarkable strength allows to lighten the car body, the excellent formability
facilitates the pressing process and the high deformation energy that can be absorbed is a
security factor in case of an accident. The chemical composition varies between 0.1 to 0.4 wt.
% C, 1.0 to 3.0 wt. % Mn and 1.0 to 3.0 wt. % Si, preferentcially 0.2 wt. % C, 1.5 wt. % Si
and Mn each. Due to a certain heat treatment an austenite content up to about 15 vol. % can
be stabilized at room temperature. The material is intercritically annealed at a temperature
at which the austenite volume fraction lies between 20 and 50 %. A partitioning of carbon
into the austenite takes places. From the ferrite-austenite regime the material is quenched
to the bainite regime (app. 400°C). The high silicon content hinders the precipitation of
carbides. During the isothermal transformation in the bainite regime acicular ferrite partly
replaces the austenite. Since the carbon solubility in ferrite is rather small the carbon is
to be found in the not transformed austenite. X-ray diffraction measurements reveal that
practically the whole carbon is to be found within the austenitic phase. The content of 1.1
to 1.7 wt. % C stabilizes the austenite also at room temperature.

After this heat treatment the microstructure consists of a ferrite matrix (60 vol. %) with
a second phase comprising bainite and retained austenite (5 - 15 vol. %). The retained
austenite is located at three different sites. Relatively large particles (2 to 6 microns) are
to be found at ferrite grain boundaries. Stacking faults and subgrain boundaries give them
an inner structure that might facilitate the martensite formation. Small retained austenite
monocrystals (less then 1 micron) within the ferrite grains usually do not possess such inner
structure. Very thin films of austenite between ferritic and bainitic or martensitic regions
are stabilized by the high carbon content and the hydrostatic pressure they are subjected
to. These three types of retained austenite grains show a different stability against strain
induced martensitic transformation. The stability of retained austenite against martensitic
transformation has an ample impact on the flow behavior of these steels. Since the change
in shape and volume has to be accommodated by the surrounding matrix a larger volume
fraction than the austenite content is subjected to work hardening. If the martensitic trans-
formation occurs over a large strain interval the plastic tangent modulus remains on a high
level that leads to a high uniform elongation. Assuming a lower stability of retained auste-
nite the transformation takes place within a small strain interval, typically less than 10 %.
Thus the initial plastic tangent modulus is of high altitude but rapidly decreasing. For a de-
liberate changing of the flow behavior the content of retained austenite and its stability have
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to be controlled. For a better understanding of the distinct stabilizing effects on retained
austenite experimental and theoretical tools have to be engaged.

The influence of the grain size can be separatly studied in dilute Cu-Fe alloys. Semi-coherent
and coherent fcc Fe-precipitates remain austenitic on quenching to room temperature. Mar-
tensitic transformation is induced by applied strain. The smaller the particles are, the larger
is the necessary strain to trigger the transformation. The phase change of the austenite
makes the material ferromagnetic. Since the Cu-matrix is paramagnetic like the fcc Fe-
precipitates, the permeability of the material allows on-line measurement of the martensite
volume fraction. A micromechanical model is engaged to investigate the effect of local stres-
ses and strains on the strain induced martensitic transformation. An average transformation
strain of the Fe-inclusion is prescribed for two limit cases. Assuming that several martensite
variants with approximately the same volume fraction are formed, the average of the shear
of the distinct variants vanishes and isotropic dilatation occurs. If only one variant evolves
biased by the external load the transformation strain includes maximum shear components.
The change in Gibbs free energy by the transformation is calculated with a finite element
program. The experimental results provide material properties that are used as input data
for a simulation. The model considers the elasto-plastic behavior of Cu and Fe constituents.
A scaling factor enters the continuum mechanical concept to address the effect of the particle
size of iron on its flow behavior.
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Sind mikroplastische Deformationen ein Modell
unserer relativistischen Raum-Zeit?

H. Giincher, Fachbereich Elektrotechnik, FH Bielefeld

1. Wir betrachten die mikroplastischen Deformationen eines kristallinen Festkdrpers, wie sie nach
A. Seeger [1] durch die sine-Gordon-Gleichung einer Versetzung beschrieben werden gemifl

3% 1 3%
—L _——ZL _ [ 2ing mit ¢,=1folp, , L,=\ac/2aD . (1)

2 ¢l o2
Dabei ist angenommen, dafl eine Versetzung, deren Gleichgewichtslage mit g(x, t) = 0 durch
die entlang der x - Achse ausgerichtete Position beschrieben wird, eine dazu orthogonale Ver-
schiebung q(x, t) = (a/2m ) q(x, t) erfihre. Fiir g = n 27 ist die Versetzung dann jeweils um ein
n-faches der Gitterkonstanten 4 weitergeglitten. Das Gitter treibe die Versetzung mit der Di-
rektionskonstanten D in ihre Gleichgewichtsposition, wo die Versetzung eine Grundspannung o
aufweist, wie eine gespannte Saite. Das dynamische Verhalten der Versetzung im Kristallgicter
mufl dann wie bei einer schwingenden Saite ferner durch eine effektive Massendichte p,, charak-
terisiert werden. Man spricht daher auch vom Saitenmodell der Verseczung. Wir bemerken, dafl
die charakteristische Geschwindigkeit ¢, von (1) zahlenmiflig sehr gut mic der transversalen
Schallgeschwindigkeit ¢ iibereinstimmt, s. J.D. Eshelby [2]. Ein wesentliches Merkmal der sine -
Gordon - Gleichung (1) ist ihre Nichtlinearicit auf Grund des Terms sin 4 . Fiir mikroplastische
Verschiebungen g von der Gréfienordnung einer Gitterkonstanten 4 kann sin g4 = sin((27/a)q)
bereits nicht mehr einfach durch g ersetzt werden. Solche mikroplastischen Deformationen, die
wir im folgenden allein betrachten, sind im mathematischen Sinne also als “grof8” anzusehen.

2. Die sog. statische kink - Lésung 4,/(x) von (1),

qal(x) = 4 arctan exp(x/L, ) , (2)
definiert uns einen natilrlichen Mafistab L, fiir Lingenmessungen im Kristall. Alle Abstinde im
Kristall kénnen wir damit in Vielfachen von L, messen, s. Bild 1.

q
7

\

4%

.e‘g--.-___—_.-—— -

~ % 4) L

Bild 1. Zur Definition des natiirlichen Lingenmafistabes L, aus der Kinklgsung (2). Die Wende-
tangente schneidet die Asymptoten y =0 und y =4 von g,/(x) beix; , =2axL,/2 ,also L, = 2x,/x.
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Ebenso definiert uns die sog. lokalisierte breather - Losung ¢,7(x, 2) von (1),
sin(2mt/8,)

cosh(x/\/2L,)

eine natiirliche Schwingungsdauer 8, fiir die Messung von Zeiten im Kristall, s. Bild 2. Eine auf
der Basis dieser Schwingungsdauer 8, betriebene Uhr mifit alle Zeiten in Vielfachen von 8, , vgl.
hierzu H. Giinther [3]. Der Kristall liefert uns also iiber die durch (1) erlaubten Zustinde seiner
Versetzungen kristalleigene MaReinheiten fiir die Orts- und Zeitmessung - ebenso wie wir ande-
rerseits fiir Prizisionsmessungen z. B. die Wellenlinge der gelben Natriumlinie bzw. die Schwin-
gungsdauer eines Schwingquarzes heranzichen. Wir werden von inneren Beobachtern im Kristall
sprechen, wenn Orts- und Zeitmessungen mit Hilfe von L, und 8, durchgeftihrt werden.

q
N

4, (x, t) = 4 arctan mit 6,=\22aL/,, (3)

Bild 2. Zur Definition der natiirlichen Schwingungsdauer 8, aus der breather-Lésung (3). Einge-
zeichnet sind die Schwingungszustinde der Funktion ¢,(x, ¢) fir ¢, = 0, t,= \/2#L, /2, und
t3= 3\/2aL,/2, (die Pfeile deuten die Bewegungsrichtung an).

3. Wir betrachten nur Ereignisse auf der x - Achse. Der innere Beobachter ruhe relativ zum
Schwerpunkt des Kristalls. Dieses Bezugssystem nennen wir 2, . Mit ¢, ~¢r istin X, eine ausge-
zeichnete Geschwindigkeit definiert, welche - wie jede andere, genau bekannte Geschwindigkeit -
geeignet ist, die iiberall verteilten Uhren synchron in Gang zu setzen. Der innere Beobachter kann
damit jedem Ereignis E eindeutig einen Ort x und eine Zeit ¢ zuordnen. Er mdge nun eine,
mit konstanter Geschwindigkeit v erfolgende Bewegung seiner Mafistabe und Uhren verfolgen.
Die gleichformige Bewegung der Kinke 4,/ muf dabei ebenso eine Lésung der sine - Gordon -
Gleichung (1) sein wie die gleichformige Bewegung des schwingenden breather ¢,/ . Diese Lo-
sungen q[(x, t) bzw. g My ¢) lauten

q %0 1) = 4arctan cxpxz ’vt mit L/=yL, , (4

0
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sin[ 27(t - vx/c,%)/O"
cosh[(x — )/ \[2 L]

Hierbei ist y der berithmte Lorentzfaktor, hier aber mit der Geschwindigkeit ¢,,

q ™ (x, t) = 4 arctan s

6,
t 8/=— . (5)
Y

y=A\/1-— . (6)
ca

Das bedeutet aber, der bewegte Lingenmaflstab L, ist um den Faktor y verkiirze, und die
bewegte Schwingung 6, ist um den Faktor y gedehnt. Messen wir also eine Zeit 7 = ¢+ @ mit
der bewegten Uhr, so ergibt sich aus 7 = ¢'- @ auf der bewegten Uhr eine um den Faktor y
verminderte Zeitangabe ¢’. Diese Erfahrungen der inneren Beobachter mic ihren kristalleigenen
Maflstiben und Uhren in dem durch das Gitter definierten, ausgezeichneten Bezugssystem X,
halten wir mit den folgenden beiden Gleichungen (7) und (8) als Axiom I fest, vgl. auch [4]:

In X, messen wir eine Linge L, fuir die mit der Geschwindigkeit ‘v bewegte Linge L, gemif

L'=yL, . Lorentzkontraktion im Bezugssystem X, (7)
Riicke der Zeiger einer in X, mit der Geschwindigkeit v bewegten Uhr um die Zeigerstellung ¢’
weiter, dann zeigen die in X, ruhenden Uhren eine Differenz ¢ ihrer Zeigerstellungen an gemif

t'=yr . Zeitdilacation im Bezugssystem X, (8)
Von einem Beobachter, der sich relativ zu den mit der Geschwindigkeit v bewegten Mafistiben
und Uhren in Ruhe befindet, sagen wir, er befinde sich in einem Bezugssystem X’, welches in be-
zug auf das ausgezeichnete System X, die Geschwindigkeit v besitzt. Zur sprachlichen Unter-
scheidung nennen wir einen relativ zum System 2 bzw. zum System X, ruhenden Beobachter
den “bewegten Beobachter” bzw. den “ruhenden Beobachter”. Der bewegte Beobachter ist nun
durchaus in der Lage, in 2’ Abstinde zu messen. Dazu mufl er lediglich seine Mafistibe genii-
gend oft aneinanderlegen. Wenn er seine, zur Zeitmessung tiberall verteilten Uhren aber synchro-
nisieren will, steht ihm dafiir nun keine ausgezeichnete Geschwindigkeit zur Verfligung. (Die
sine - Gordon - Gleichung ist nur fiir das relativ zum Kristallschwerpunke ruhende Bezugssystem
Z, hergeleitet). Damit er dennoch seine Uhren eindeutig synchronisieren kann, fordern wir als
unser Axiom II folgendes, elementare Relativiciesprinzip:

Wenn der Beobachter im ausgezeichneten Bezugssystem X, gemessen hat, daff das Bezugssystem X'
in bezug auf X, die Geschwindigkeit v besitzt, dann sollen die Ubren in X’ so angestellt werden,
daff das Bezugssystem X, von X' aus beurteilt die Geschwindigkeit — v besitzt,

4. Wir fragen nun: Welchen Wert mifit der bewegte Beobachter fiir ein Signal, wenn der ruhende
Beobachter dafiir die Geschwindigkeit ¢, fescgestellt hat?

In X’ befinde sich ein dort ruhender “Stab”, die Strecke AX . An den Stabenden seien links bzw.
rechts die Uhren U,° bzw. U,* befestigt. Vom ausgezeichneten System X, aus betrachcet, be-
wegen sich der Stab und die beiden Uhren mit der konstanten Geschwindigkeit v. Das linke
Stabende habe die Koordinate x’= 0. Wenn es sich gerade am Koordinatenursprung von X,
befindet, werde der Zeiger von U,° auf die Anfangsstellung ¢’ = 0 gestellt. Dieses Zusammen-
fallen der beiden Koordinatenurspriinge sei das Ereignis O,

T :(x=0,1=0) ; Z':('=0,4¢=0). Das Ereignis O (9)
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Durch Anlegen seines Maflstabes L, mifit der ruhende Beobachter mit AX = Ax L, fiir den be-
wegten Stab die Maflzahl Ax. Er beobachtet, dafl der bewegte Beobachter durch Anlegen des,
aus seiner Sichc gemiR (7) verkiirzten Maflstabes L,” mit AX = Ax’L, die Maflzahl Ax’fir die
Linge dieses Stabes feststelle, und der Vergleich der Koordinaten der Enpunkte diesesin X’
ruhenden Stabes ergibt

Ax =y Ax' . (10)
Bei x = 0 befinde sich, im System X, ruhend, eine Uhr U?. Gemif! unserem Axiom II soll der
bewegte Beobachter fiir alle “Gegenstinde” im ausgezeichneten System X, die Geschwindigkeit
— v feststellen. Wir definieren ein Ereignis A dadurch, daf der rechte Endpunkt des Stabes gera-
de die Koordinate x = 0 im System X, hat, s. Bild 3. In den Mafleinheiten des ruhenden Beob-
achters gemessen, iiberstreicht die Uhr U? den Stab mit der Geschwindigkeit -v = Ax/At, .
Die Uhr U? hat zum Ereignis A also die Zeigerstellung ¢4 = ~Ax/v . In den Mafleinheiten des

bewegten Beobachters gemessen, gilt nach unserem Axiom II aber auch -v = At/Ax’. Die Uhr
U,” hat zum Ereignis A also die Zeigerstellung t4 = ~Ax"/v = =Ax/(yv) und steht damit fiir den

bewegten Beobachter zum Ereignis O ebenfalls auf der Zeigerstellung 0. (Diese Aussage hat
nur fiir den bewegten Beobachter einen wohl definierten Sinn). Insgesame finden wir also fiir das

Ereignis A :
X i(x4=0, ty=-Axlv) ; X':(xq =Axly, t{=-Ax/(yv)) . Das Ereignis 4 (11)
Z’
v ¥
0>t AX——v  0>1%t]
e — = L]
X = ! _
ezl Ay
5 .
"0'-4—.‘.‘ ¢ ’/'A
. * 7/
.4 0>, Ve
‘-..l..-' ! ’ >
T La
x='-—Ax x,;=0 : 1'[ ]

—1,—

Bild 3. Die Synchronisation der beiden Uhren U,° und U,* in 2’ zum Ereignis 4 mit Hilfe des
elementaren Relativititsprinzips. Die gestrichelte Gerade verbindet identische Raum-Zeit-Punkte.

Zum Ereignis O starten wir nun am linken Stabende ein ¢, - Signal in Richtung auf das rechce
Stabende. Der ruhende Beobachter hat registriert, daf der bewegte Beobachter seine Uhr  U,*
zum Ereignis A auf die Zeigerstellung t, = ~Ax/(y v) gebracht hat. Bis zum Signalstart liuft die
ruhende Uhr U? gemifl (11) um den Betrag Ax/v weiter. Nach unserem Axiom I geht die be-
wegte Uhr aber gemif (8) um den Faktor y nach. Folglich konstatiert der ruhende Beobachcer:
Beim Start des Signals stcht die Uhr U,* auf der Stellung tg=1¢ + y- Ax/v.

Fiir die Laufzeit des Signals zwischen den beiden Stabenden findet der ruhende Beobachter mit
seinen Uhren, weil das Stabende dem Signal mit der Geschwindigkeit v davoneilt, die Zeitspan-
ne At_, = Ax/(c, ~ v). Wihrend dieser Zeic geht also der Zeiger der bewegten Uhr, abermals we-
gen der Formel (8), nur um At’, = y-At_, = yAx/(c, — v) weiter und steht folglich bei Ankunft
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des Signals auf der Stellung Az, =tz + Atl, =t + y Axtv + yAx/(c, - v) , und damit

- - 2 - —vle, —v)+v %2
As! = Ax+Axy+yAx=Ax( I+y . y)=Ax(_v+ y ) = Ax 0 Y‘o’
yv v 6=V yv G-V ve2 6-v Y62, —v)
A2 (12)
Y6

Fiir die Signalgeschwindigkeit mift der bewegte Beobachter den Wert ¢,'= Ax/At,’ . Aus (10)
und (12) folgt dafiir sofort

¢ =c, . (13)
Wir haben hier das Signal nach rechts laufen lassen. Dasselbe Ergebnis erhalten wir bei entgegen-
gesetzter Signalrichtung.

5. Gemif der Gleichung (13) messen alle inneren Beobachter, unabhingig von ihrem Bewe-
gungszustand stets ein und dieselbe, isotrope Signalgeschwindigkeit ¢, . Solange also diese inneren
Beobachter einzig und allein die kristalleigenen Maflstibe und Uhren fiir ihre Messungen benut-
zen, sind sie nicht mehr in der Lage, eine Bewegung relativ zum Kristallgitter festzustellen. Der
Kristall hat fiir die inneren Beobachter tiberhaupt keinen Bewegungszustand. Alle Bezugssysteme,
die sich relativ zum Kristall mit gleichformiger Geschwindigkeit bewegen, sind gleichberechtigt.
Das ist das berithmte Einsteinsche spezielle Relativititsprinzip aus dem Jahre 1905, s. A. Einstein
[5], mit der universellen Konstanz der Signalgeschwindigkeit, hier allerdings mit der Signalge-
schwindigkeit ¢, der sine-Gordon -Gleichung. Dieses Prinzip, aus dem A. Einstein 1905 die
spezielle Relativititstheorie mit allen ihren Effekten deduzieren konnte, steht aber hier nicht am
Anfang der Theorie, sondern kommt am Ende als Ergebnis einer ganz anderen Axiomatik heraus,
nimlich aus den oben formulierten Axiomen I und II. Nach dem bisherigen Verstindnis der
Physik ist allerdings unser Axiom I, nimlich die um die Zeitdilatation (8) im ausgezeichneten
Bezugssystem X, erweiterte FitzGerald - Lorentz - Hypothese (7) einer Kontraktion von Maf3sti-
ben, die sich in bezug auf ein ausgezeichnetes Bezugssystem X, bewegen, unvereinbar mit der
speziellen Relativititstheorie. Eine solche Unvereinbarkeit war ausdriicklich in der philosophischen
Analyse der relativistischen Raum - Zeit durch H. Reichenbach, s. [6], formuliert worden. Die
Reichenbachsche These von einer begrifflichen Unvereinbarkeit der Lorentzkontraktion mit der
Einsteinkontraktion ist damit durch unsere Untersuchungen am kristallinen Festkdrper explizit
falsifiziert worden. Diese Auffassung von H. Reichenbach wird aber auch in einschligigen Lehr-
biichern zur Elektrodynamik und Relativititstheorie vertreten und mufl also korrigiert werden,
5.z.B. das Lehrbuch von R.Becker und F. Sauter [7]. Wir bemerken, dafl sich dagegen die Thesen
von H. Reichenbach zur Definition der Gleichzeitigkeit eindrucksvoll am Festkérper verifizieren
lassen. Eine eingehende Analyse der hier skizzierten Fragen haben wir in {8] gegeben.
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Versuche zur Identifikation der Materialparameter des
viskoplastischen orthotropen Modells von Choi und Krempl
am einkristallinen Werkstoff SRR99

R. Kunkel

1 Einleitung

Zur Verbesserung des thermischen Wirkungsgrades von Gasturbinen trigt eine Erhohung
der Turbineneintrittstemperaturen mafigeblich bei. Dabei legen die Festigkeitseigenschaften
der eingesetzten Schaufelmaterialien eine obere Grenze fiir die Temperaturen fest. Durch
den gezielten Finsatz spezieller Werkstoffe gelingt es, diese Grenze immer weiter nach oben
zu verschieben. Einkristalline Nickel-Basis-Legierungen wie beispielsweise SRR99 gewin-
nen dabei zunehmend an Bedeutung. Diese Werkstoffe verhalten sich stark anisotrop, so
daB fiir die Auslegung der Bauteile Berechnungsmodelle entwickelt bzw. angewendet wer-
den miissen, die das thermomechanische Verhalten der Einkristallwerkstoffe gut abbilden
kénnen. Das vereinheitlichte Modell (unified model) von Choi und Krempl [2] ist in der
Lage, zeitabhingige und zeitunabhingige Effekte mit einem System gekoppelter Differen-
tialgleichungen bei kubischer Anisotropie zu beschreiben. Hierdurch kénnen Experimente
wie monotone Zug-, Kriech- und Relaxationsversuche simuliert werden. Zyklische Effekte
werden durch dieses Modell nicht erfafit.

2 Materialeigenschaften und Anwendungen von SRR99

Die einkristalline Nickel-Basis-Legierung SRR99 besteht aus einem Zweiphasensystem (4'-
Anteil: 60%) mit den Hauptelementen Ni (65%), W (9,5%), Cr (8,5%), Al (5,5%) sowie
geringen Anteilen von Co, Ta und Ti. Die Gitterstruktur ist kubisch-flichenzentriert
aufgebaut. Die mechanischen Eigenschaften wie E-Modul oder Fliefigrenze sind stark
abhingig von der Lage der Belastungsrichtung zur Kristallgitterausrichtung. Mischkristall-
verfestigung, Ausscheidungshirte, fehlende Korngrenzen und daraus resultierend eine grofle
Gefiigestabilitit bewirken auch bei Anwendungen bis fast 1300K ausreichend gute Festig-
keitseigenschaften. Somit bietet sich SRR99 als Schaufelmaterial fiir die ersten Stufen von
Hochdruckturbinen an.

3 Das Werkstoffmodell nach Choi und Krempl

Aufbauend auf ein erstes isotropes Werkstoffmodell [5] haben Choi und Krempl [2] ein ortho-
tropes Uberspannungsmodell auf den Fall der kubischen Symmetrie bei kleinen Deformatio-
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nen spezialisiert. Die Autoren beschrinken sich in diesem rein phinomenologischen Ansatz
ausschlieflich auf isotherme Lastgeschichten. Unter Verwendung der Vektornotation fiir die
Elemente des Spannungstensors 7 = [011, 023,033, 023,013, 012] und des Verzerrungsten-
sors €T = [e1}, £33, €33, 2623, 2613, 2€13) Wird eine inkrementelle Formulierung vorgeschlagen,
die von der additiven Zerlegung des Verzerrungsgeschwindigkeitstensors in einen elastischen
und einen inelastischen Anteil ausgeht

¢ =MC'N-'¢'+ MK™ !N~ (o' - g) . (1)
Die Nomenklatur unterscheidet gestrichene Gréfien (z.B. &') und ungestrichene (z.B. ¢).
Die gestrichenen Gréflen sind im Laborkoordinatensystem z}, dessen z3-Achse mit der Be-
lastungsachse der Priifmaschine zusammenfillt, definiert. Die ungestrichenen Gréfien be-
ziehen sich auf das Gitterkoordinatensystem z;, dessen Achsen z,, 2,, 23 alternativ auch
als [100]-, [010]- bzw. [001]-Achse bezeichnet werden. Die relative Orientierung der beiden
Koordinatensysteme zueinander wird mit Hilfe von Laue-Aufnahmen fiir jede Materialprobe
durch den Hersteller ermittelt. Der Back-Stress g’ stellt eine von zwei inneren Modellvaria-
blen dar. Choi und Krempl geben hierfiir folgende Entwicklungsgleichung an:

& = e’ + {1 - 6,[T} ﬁ -Erm )

Als zweite Gréfle wird die kinematische Verfestigung

eingefiihrt. Die mafigeblichen Gréfien in den Modellgleichungen sind die Viskosititsfunk-
tion x, die Invarianten T, 8, II;, II5, die Formfunktion ¢, und die Erholungsfunktion R. Die
Anpassung des Werkstoffmodells an experimentelle Daten erfolgt mit diesen Funktionen.
Hierzu sind flir den allgemeinen dreiachsigen Spannungszustand insgesamt 29 Konstanten
zu bestimmen [1], die aber im Rahmen dieses Artikels nicht detailliert besprochen werden
konnen.

Dieses auf den ersten Blick sehr aufwendige Problem 1ift sich dadurch reduzieren, daB die
experimentellen Versuche in ausgesuchten Belastungsrichtungen durchgefiihrt werden, in
denen nur noch bestimmte Konstanten des Modells aktiv sind. Es 148t sich zeigen [4], dafi
mit Hilfe von Zug-, Relaxations- und Kriechversuchen, die in Richtung einer Gitterachse
(z.B. [001]) durchgefiihrt werden, 18 Konstanten schrittweise bestimmt werden kénnen.
Dabei kénnen einige Parameter (z.B.: E-Modul) direkt aus den Spannungs-Dehnungs-
Schaubildern abgelesen werden, andere sind mit Hilfe eines geeigneten Anpassungsverfahren
zu ermitteln. Die maximale Anzahl der gleichzeitig zu bestimmenden Konstanten betrigt
bei schrittweiser Anpassung 5.

Die fehlenden 11 Parameter kénnen an Zug-, Relaxations- und Kriechversuche angepaft
werden, bei denen die Belastung in Richtung der Flichen- oder der Raumdiagonalen des
Kristallgitters aufgebracht werden. Auch hier kann durch schrittweise Anpassung die Anzahl
der gleichzeitig zu bestimmenden Konstanten auf § reduziert werden.

4 Anpassung des Modells an Experimente

Die fiir die Identifikation der Modellparameter notwendigen Zug-, Relaxations- und Kriech-
versuche werden an SRR99-Proben in [001]-Richtung bei Temperaturen von 760 °C,
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850 °C und 980 °C durchgefiihrt. Die Daten der Kriechversuche stellt die Bundesanstalt
fiir Materialforschung und -priifung (BAM) in Berlin zur Verfiigung. Zur Parameterbestim-
mung wird ein gemischtes Verfahren eingesetzt, das die Vorteile von Evolutionsstrategie [3]
und Gradientenverfahren [4] kombiniert.

Die bei der Anpassung des Werkstoffmodells an die Experimente in [001]-Richtung erzielten
Ergebnisse werden in der Folge exemplarisch fiir die Temperatur 4 = 760 °C in Bild 1
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Bild 1: Vergleich von experimentellen Daten und Simulationen bei Zug-, Relaxations- und Kriech-
versuchen bei einer Temperatur von 760 Grad Celsius

prasentiert. Die Simulationen von Zug-, Kriech- und Relaxationsversuchen erfolgen mit
einem einzigen Parametersatz pro Temperatur. Dabei sind die Simulationen immer als Li-
nienziige, die Experimente als Symbole dargestellt. Im oberen Bild sind vier Zugversuche
mit unterschiedlichen Dehnraten zu sehen, bei denen die gute Ubereinstimmung von Simu-
lation und Experiment zu erkennen ist. Lediglich bei der Dehnrate é3s = 10~%s~! existiert
im transienten Bereich eine deutliche Differenz. Die mit dieser Dehnrate belastete Probe
zeigt eine gegeniiber den anderen Dehnraten sehr auffillige Anhiufung an Stapelfehlern.
Ursachen und mikrostrukturelle Zusammenhinge sind zur Zeit noch nicht geklirt. Im aus-
gebildeten inelastischen Bereich ab €33 = 1,8% sind die Ergebnisse von Simulation und
Experiment jeweils nahezu deckungsgleich.

Besonders gut ist auch die Ubereinstimmung der Relaxationsversuche im Diagramm un°
ten links. Hier wurden zwei Proben mit den angegebenen Dehnraten jeweils bis zu einer
maximalen Dehnung von €33 = 1,9% gezogen, woraufhin diese konstant ausgeregelt wurde.
Dargestellt ist die Spannung iiber der logarithmisch aufgetragenen Zeit.

Nicht ganz so gut sind die Ergebnisse bei den Kriechversuchen. Hier unterscheiden sich




- 25 =

Experiment und Simulation teilweise sehr deutlich. Dies liegt zum einen an einer recht
einfachen Definition der Erholungsfunktion R im Modell, die noch verbessert werden kann,
zum anderen streuen die Kriechexperimente wesentlich stirker als Zug- und Relaxations-
versuche. Dies ist an zwei Kriechversuchen mit gleicher Versuchsfiihrung bei o = 900MPa
gut zu erkennen. Auch in diesem Diagramm ist die Zeit logarithmisch aufgetragen.

5 Zusammenfassung und Ausblick

Die vorgestellten Ergebnisse zeigen, dafi das Modell von Choi und Krempl in der Lage
ist, das Verhalten der einkristallinen Nickelbasis-Legierung SRR99 fiir verschiedenen Be-
lastungsarten in Richtung der Gitterachsen mit einem Parametersatz pro Temperatur gut
abzubilden. Zus&tzlich vorliegende Untersuchungen bei Temperaturen von ¥ = 850 °C und
9 = 980 °C bestitigen dies. Die ermittelten Parametersitze miissen zukiinftig um die noch
fehlenden Parameter erginzt werden. Diese werden wirksam, sobald die Belastungsrich-
tung nicht mehr entlang der Gitterachsen vorliegt. Deshalb werden in der Fortsetzung der
vorgestellten Arbeit Zug-, Relaxations- und Kriechversuche an Proben mit [001]-ferner Aus-
richtung bei den Temperaturen ¥ = 760 °C, ¥ = 850 °C und ¥ = 980 °C durchgefiihrt.
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Beriicksichtigung inelastischer Effekte in tensoriellen
Elastomerstoffgesetzen bei grofien Verformungen

Bei der formalen Beschreibung der inelastischen Effekte werden die jeweils quasistationiren
Zustinde analysiert, wahrend die transienten Effekte formal keine Beriicksichtigung finden.
Neben der oben beschriebenen Modifikation eines elastischen Grundanteils, sind nun noch die
phanomenologischen Effekte der — im Gummimaterial auftretenden — Dissipation in geeigneter

Weise als ein viskoser Zusatzwiderstand g zu formulieren, welcher dem elastischen Verhalten
zu iiberlagern ist. Diese viskosen Zusatzspannungen sind dabei stark von der Verformungsgréfie
und der Verformungsrichtung abhingig. Sie sind um so gréfier, je grofler eine derzeitige Ver-
zerrung ist, und scheinbar je grofler die zeitliche Anderung der Verzerrung ist, die in Richtung
der Verzerrung fallt. In der Eulerschen Beschreibungsweise wird, wie schon erwidhnt, der linke
Cauchy—Green-Tensor als ein relevantes Deformationsma8l benutzt. Er ergibt sich als Quadrat
des symmetrischen Tensors V, der die Dehnungen des belasteten Materialpunktes wiedergibt:

T
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Die zeitliche Anderung dieses Deformationsmafies b, zeigt den gewiinschten Zusammenhang von
Verzerrung und Verzerrungsinderung wieder:

o #
<
<=

=LY+YV (2)

Messungen ergaben jedoch, daB selbst groBe Anderungen der Verrungsgeschwindigkeiten kei-
nen relevanten Einflul auf das Materialverhalten des Gummis hatten. Die Glg. (2) zeigt nun
aber einen sehr starken Einflul der Verzerrungsgeschwindigkeit, der beziiglich des Modells nicht
zu erwarten ist. Um diesen Einflul wieder zu kompensieren, ist es méglich, auf Vergleichsmafle
zuriickzugreifen, die dafiir sorgen, dafl lediglich die Gré8enverhiltnisse der Verzerrungsgeschwin-
digkeiten in den entsprechenden Richtungen weiteren Zugang zur formalen Beschreibung des
Materialverhaltens erhalten. Mogliche Vergleichsgrofien sind dabei z. B. VergleichsgréBen nach
Tresca, ein von Misesches Vergleichsmaf} oder auch eine Norm (euklidische Norm) des geeigne-
ten Deformationsmafes. Dabei soll am Beispiel des linken Cauchy-Green-Tensors b gelten:
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| Vergleichsmaf | Beschreibung
ZuT , bur Vergleichsmaf} nach Tresca
ZM , bum Vergleichsmafl nach von Mieses
l6ll = /&= , |l bll | euklidische Norm als Vergleichsma8

Es wurde zunichst ein analytisches Stoffgesetz entwickelt, dessen viskose Zusatzspannunge;l

P= (i) 3)
T\ b

H
basieren. Dabei ist die Funktion (g) eine Fiihrungskurve, die, addiert zum elastischen Grundan-
teil, die eigentliche Hysteresekurve einhiillt. Unter Beriicksichtigung der Phinomenologie des
Gummimaterials 148t sich diese Fiihrungskurve formal folgendermafien entwickeln: -

auf dem Ansatz

(IS8

bos,
Pa* | 37 'bST.—é
o = (bS) bt oT . 4
o = ps(bir)-e + P53 (4)

bt

Nachfolgend soll die Glg. (4) ein wenig ndher betrachtet werden. In der Nihe der Vorreckung
kommt es zu einem starken Anwachsen der viskosen Zusatzspannungen. Verfolgt man die Theo-
rie, dafl sich die Zahl der Wasserstoffbriicken innerhalb des vernetzten Polymers bei der De-
formation bis zu einem bestimmten Sattigungsgrad erhdhen, so kann im gewissen Sinne von
einem Wachstumsprozess gesprochen werden. Wichst die Anzahl der Wasserstoffbriicken mit
dem Maf} der Verformung, so erh6ht sich auch der Elastizitdtsmodul und damit die Zusatzspan-
nung beziiglich der Deformation. Das ,,Wachstum® der Zusatzspannung 148t sich dernnach mit
Hilfe einer e-Funktion beschreiben, bei der der Parameter p; eine Wachstumsrate darstellt:

(£=exp{p4-i(*é)} . (5)
“\br

Um nun eine Information dariiber zu erhalten, wie weit die Deformation fortgeschritten ist, d.

~—

h. wie weit sie noch von einer bisherigen maximalen Deformation (dem aktuellen Schleppzeiger
b5;) entfernt ist, wird der aktuelle Schleppzeiger in Relation gesetzt zum aktuellen Vergleichs-
maf} b,7. Damit erweitert sich die Glg. (5) zu:

—_

J .
H b . b,
g)= exp pa- f | =, sign(b) o } . (6)
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Das sz'gn(Z) 148t dabei eine Identifikation des Astes der Hysteresekurve zu, der bei der ent-
sprechenden Deformation durchlaufen wird. Die einfachste Funktion, die beim Errcichen des
Schleppzeigers maximal wird und normiert dem Tensor E entspricht, ist

H _B. bu
(g)= exp { P —‘—bTT -E : (7)
buT vT

Damit wiren jedoch die maximalen Spannungswerte bei den jeweiligen Vorreckungen gleich
groB, was Odie Messungen widerlegen. Das Modell fordert eine Zunahme der maximalen Span-
nungen beim Erreichen des Schleppzeigers in Abhangigkeit von der Vorreckung. Dies wird da-
durch sichergestellt, daff Glg. (7) multiplikativ mit einer vom Schleppeiger abhingigen Funktion
pa(b5p) verkniipft wird. Der nun noch fehlende additive Term aus Glg. (4) mit dem konstanten
Parameter ps steuert die nicht zu vernachlissigende Hysteresebreite bei kleinen Verformungen.
Aus den obigen Uberlegungen heraus ergibt sich nun die Glg. (4) der Hiillkurve zur weiteren
Ermittlung der viskosen Zusatzspannungen.

Der Vorzeichenwechsel der Geschwindigkeit in den Umkehrpunkten bedingt ein sprunghaftes
Andern des Spannungswertes der Hiillkurve. Das vorliegende Modell jedoch zeigt ein gedimpf-
tes Ubergangsverhalten von einer Grenzkurve auf die andere (Be- und Entlastungsverlauf).
Diesen Ubergang erhilt man, indem man eine der beiden Differentialgleichungen ansetzt (beide
sind méglich und wurden fiir diese Arbeit verwendet):

:) ' . H v
- D= (2 -9 ®)

»
v

g=pa'|f|‘((fl£_)—(é)) (9)

-
~

Fithrt man nun exemplarisch fiir Glg. (8) ein Substitut H fiir die Differenz der beiden nach der
(H)

Zeit abgeleiteten Tensoren (a':__) — '@ ein, so reduziert sich Glg. (8) zu

H= —P6'|j|‘£ (10)

Dabei ist I eine geeignete Invariante von  und 1| = 4(I) die Zeitableitung dieser koordina-
teninvarianten Gréfle. Durch eine Drehung des Tensors H in das kartesische Basissystem des

mitrotierenden Beobachters reduziert sich die Zaremba-Jaumann-Zeitableitung von ﬁ auf eine
Zeitableitung der Koordinaten des gedrehten Tensors H. Die Drehung ermittelt man dabei aus
der Integration des Dreh- bzw. Spintensors } bzw. —W. In dem System des mitrotierenden Be-
obachters hat die Losung der Differentialgleichung in Koordinatenschreibweise (Basissysteme
zeitinvaiant) folgende Form:
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Hy(t) = e7P6° 1] (¢ = to) - Hap(to) (11)

Aus Glg. (11) wird der Tensor H in dem System des mitrotierenden Beobachters ermittelt,
retransformiert und resubstituiert, so dafl die viskose Zusatzspannung nun endgiiltig ermittelt
wird als

SO
ek

= H+ (12)

Nun kann der Deviator von (é) zur Ermittlung der Gesamtspannung errechnet werden. Dieses

Materialgesetz (z. B. @ = f(3, é, -++)) in der Eulerschen Beschreibungsweise sollte auch fiir grofie
Deformationen eine gewisse Allgemeingiiltigkeit besitzen; d. h. es mufl eine uneingeschrankte
Méglichkeit der Abbildung auf die Lagrangesche Beschreibungsweise besitzen. Der formale Zu-

sammenhang fiir z. B. die Umrechnung der Hiillkurve (g) in die Lagrangesche Betrachtungsweise

S

(H)
; =

D I

B ) ET (13)

gilt immer, bringt fiir die Numerik jedoch erhebliche Probleme mit sich, wie z. B.:

o gekoppelte Differentialgleichungssysteme,

¢ Eulersche Gréflen bleiben in z erhalten,

o geschlossene analytische Ableitung von exp@) ist nicht mdglich

o und die multiple Ungenauigkeit durch die Tensorfunktionen und numerischen Ableitun-
gen.

Das Ziel mufl daher die analytisch ableitbare Formulierung fir i in Grdflen der Lagrangeschen
Betrachtungsweise sein. Eine Moglichkeit der Umrechnung von den Cauchy-Spannungen auf die
Lagrangeschen 2. Piola-Kirchhoff-Spannungen kann durch eine Koordinatentransformation in
ein von der Starrkérperdrehung unabhiangiges Koordinatensystem erreicht werden. Damit 148t

sich, unter Beriicksichtigung der geeigneten Vergleichmafle, die Hiillkurve (g) in eine adaquate
(H)
Hiillkurve T der Lagrageschen Beschreibungsweise iibertragen:
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Deformationsgesetze auf der Grundlage des
plastischen Spin-Konzeptes in konvektiven
Koordinaten

Ralf John, TU Dresden , Institut fir Festkérpermechanik
Prof. Bergander, Planungs- u. Ingenieurbiiro fiir Bauwesen Dr. Jiger

Es wird ein Deformationsgesetz fiir die Berechnung von groflien elastisch- plastischen Deforma-
tionen bei anisotropen Materialverhalten unter Beriicksichtigung des plastischen Spin formu-
liert. Die Herleitung der konstitutiven Bezichungen erfolgt in der konvektiven Beschreibungs-
weige. An dem Beispiel des einfachen Schubes fiir starr- plastisches Verhalten mit kinematischer
Verfestigung wird eine Mdglichkeit zur Definition der Substruktur vorgestellt.

1 Konvektive Beschreibungsweise

Die Koordinaten des materiellen Teilchens und die Zeit sind: in der konvektiven Beschrei-
bungsweise die unabhingigen Variablen . Die Form der Koordinatenlinien, das Basisvek-
torsystem und die Metrik sind zeitlich verdnderlich. Es soll das Beispiel des einfachen
Schubes (Bild 1) betrachtet werden. Die Basisvektoren der Momentankonfiguration be-
sitzen die Form §(t) = € und §(t) = y(t)e1 + €n.

2

x? z 8
A Y
lleccccaaaa 1 7 Cpup /“: —
J 6 RR / Beispiel
‘ 2% // "
! = /v
o)\ | 3 S
- 7&t) ‘ 21,=Xl 2 / /w
n 1= ~—
Yo 2 i@ e 8 10
Bild 1: Einfacher ebener Schub Bild 2: Verliufe von s'? in Abhingigkeit von 2

Die Kinematik dieser Deformation wird durch die Tensoren
1

P=[y 0] =3[0 n]ow asi])ilew weli[ D ilew o
beschrieben. Dabei ist F der Deformationsgradient, € der EULERsche Verzerrungsten-
sor sowie d die EULERsche Deformationsgeschwindigkeit und w der Spin, welche den
symmetrischen bzw. antimetrischen Anteil des Geschwindigkeitsgradienten L darstellen.
Die kinetischen Gréflen lassen sich fiir starr- plastisches Materialverhalten mit kinemati-
scher Verfestigung aus dem Gleichungssatz

Fliefbedingung 319ungun (s — a*)(s™ — o) = 2ok =0
Fliefigesetz du X gurgur(s™ — ) @)
Deviatorbedingung Jus* =

Verfestigungsregel a=0Cd

bestimmen. In diesen Beziehungen sind s*” und o*” die Koordinaten des Spannungsde-
viators und des sogenannten Back-Stress-Tensors. Die g,, sind die Metrikkoeffizienten
und o sowie Cp sind Konstanten. Die symbolisch dargestellte Geschwindigkeit & muf
die Bedingung der Objektivitat erfiillen.
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2 Objektivitat

Um die Objektivitdt von konstitutiven Gleichungen im Rahmen der konvektiven Beschrei-
bungsweise zu untersuchen, wird neben der konvektiven eine kartesische Metrik eingefiihrt.
Es soll zuerst der wahre Spannungstensor & gepriift werden. Der Ortsvektor 7 = z€j
kennzeichnet die Lage des materiellen Teilchens in der Momentankonfiguration k. Die
Konfiguration k soll sich von k durch eine starre Drehung Q(#) unterscheiden. In [3] wird
der Ubergang von k zu k als dquivalente Bewegung bezeichnet. Es gilt 7 = %8k = Q(£)7.
In den Konfigurationen k und k ergeben sich

OKl = a:;,.,,a“"a:;',, und oy = :7:;,,,,6“”:5,'., . (3)

Aus der Definition der wahren Spannung iiber den Spannungsvektor § und den Norma-
lenvektor 7 148t sich die Beziehung

Tk = Qim(1)omnQin(t) (4)
ableiten. Auf dieser Grundlage ergibt sich die zu erwartende Aussage
o =" . (5)

Fin in konvektiven Koordinaten dargestellter Tensor ist objektiv, wenn sich seine Koor-
dinaten beim Ubergang zu einer iquivalenten Bewegung nicht verindern. Im weiteren
soll die Frage nach einer objektiven Geschwindigkeit beantwortet werden. Die materielle
Zeitableitung von objektiven EULERschen Tensoren ist nicht objektiv. Eine Mdéglichkeit
zur Bildung einer objektiven Geschwindigkeit besteht in dem Ansatz

G=6+Yo+otp’ . (6)

Die Koordinaten dieser Geschwindigkeit beziiglich k und k sind in der Form

G = 5"+ (g haa+ 0 kxy. )0 M (g her+ 0” kX, 2 )0 o (7
54 =54t (G Per+ 0% k%, )3+ (§ brat+ 0°4%; )34+ Quzia (0745 + 67,5°) (8)

gegeben. Um die Gleichheit dieser Koordinaten zu erreichen, muf sich ¥ nach der Glei-
chung

12) = Q¢QT - QQT bzw. J’uv =t~ a_’k,uéklxl.v (9)

transformieren.

3 Konzept des plastischen Spin

Mit Bezug auf die Gleichung (6) gilt fiir den objektiven Tensor o
a=a-Na+af2 . (10)

Der Spin #2, der die Bedingung (9) erfiillt, ersetzt dabei den Tensor ). Die Definition
von {2 ist iber

N =n(y)w oder N=w=w-—w" (11)

méglich. Die Verlaufe von s'? fiir n(y) = 1 und n(7) = g%z werden im Bild 2 darge-
stellt. Der Spin der Substruktur w in der Gleichung (11), kann direkt oder mittels einer
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Annahme fiir den plastischen Spin w? bestimmt werden. Der einfachste Ansatz fiir w?
1aBt sich mit Hilfe der Theorie zur Darstellung isotroper Tensorfunktionen in der Form
w? = fj(ad —d ) angeben. In [5] werden weitere Definitionen von §2 angefiihrt. Das Kri-
terium der Objektivitit ist zur eindeutigen Bestimmung der Geschwindigkeit von e nicht
ausreichend. Das Konzept des plastischen Spin eignet sich zur effektiven Beeinflussung
der Beschreibung von anisotropen Materialverhalten. Die Grundlage dieses Konzeptes
liegt in der Unterscheidung zwischen der Kinematik des Kontinuums und der Kinematik
der Substruktur. Die Substruktur ist ein mathematisches oder/und werkstofftechnisches
Hilfsmittel bzw. Modell ([4],[1]). Sie wird durch Strukturtensoren definiert.

4 Kinematische Beziehungen

Der Ausgangspunkt ist die multiplikative Zerlegung des Deformationsgradienten. Die
Substruktur soll sich wihrend der elastischen Deformation iiber F* transformieren. Bei
der plastischen Deformation erfahrt sie eine Drehung 8. Die Deformationsgeschwindigkeit
d und der Spin w lassen sich {iber

A A
Le=FF L7 =FFFripe (12)

a
definieren. Mit dem Symbol ( } werden die auf die Substruktur bezogenen Geschwindig-
keiten bezeichnet. In der konvektiven Beschreibung haben die kovarianten Koordinaten
von d den Aufbau

duu = dZy + dzy = (gunLnu - gchNu + gunwv")')\u)s + (g;mPKu - gunw"'\‘y,\u), . (13)
Die Koordinaten von w werden iiber den antimetrischen Anteil bestimmt. Fiir die P*,

gilt die Definition P = F*F*~! und fiir den Spin der Substruktur w = ,é,BT. Die Gréflen
~s sind die Metrikkoeffizienten der Zwischenkonfiguration. Der kinematische Typ der
Transformation von der Zwischenkonfiguration zu der Momentankonfiguration fiihrt fiir
einen Tensor zweiter Stufe zu
A = [det(F*)]" FT a F* A,:ﬁ Ty - 14
A = [det(F°)] Aw = ( \/,7) " (14)
Fiir den kinetischen Typ gilt
T = [det(F¢)| F*~! o F¢- T T = Ve o 15
I' = [det(F)] [ = ( \/“7) (15)

Bei starr- plastischem Verhalten entsteht eine der Gleichung (10) gleichwertige Beziehung
fiir den Tensor a.
In einem Beispiel sollen zur Definition der Substruktur die Einheitsvektoren m bzw. 7 an

den kovarianten Basisvektor §(t) gebunden werden (Bild 1). Es gilt 3;%3 = —4. Uber
den orthogonalen Tensor 3 148t sich der Spin

W = ,é‘BT = wklé'ké'g = ¢|: 2 ‘é ]é.ké'l (16)

berechnen. Fiir den Strukturtensor # muf & = fi—w = 0 gelten. Im Bild 2 ist der Verlauf
der Koordinate s'? mit Bezug auf den Spin der Substruktur nach der Gleichung (16)
dargestellt. In [2] wird in Zusammenhang mit diesem Beispiel von dem ,Kartenstapel“-
Modell fiir das Materialverhalten gesprochen. Es mufl aber darauf verwiesen werden, dafl
in der Substruktur neben den Schubverzerrungen auch Normaldehnungen auftreten.
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5 Kinetische Beziehungen

Uber die auf die Zwischenkonfiguration bezog?]r:‘le elastische Erginzungsenergie  1afit
a3(T A ;
sich der elastische Verzerrungstensor E° = pz——%ir—d berechnen. A steht fiir eine Anzahl

A
von Strukturtensoren. Mit der Geschwindigkeit E° und deren Transformation in die
Momentankonfiguration ergibt sich die elastische Deformationsgeschwindigkeit zu

d°=d"+d°=L"": &+ <i>N° . (17)
Die Tensoren d” bzw. d° beschreiben den reversiblen bzw. elastisch- plastisch gekoppelten
Term von d°. Der Skalar <A> ist der Belastungsfaktor und L stellt einen Tensor vierter
Stufe dar, welcher eine Funktion von dem elastischen Materialtensor und von F* ist.
Die Fliefilbedingung sei in der Momentankonfiguration durch f(o,a) = 0 gegeben. Sie mufl
eine isotrope Tensorfunktion sein. Die gleiche Aussage gilt fiir die plastische Deformati-
onsgeschwindigkeit, den plastischen Spin und die Geschwindigkeit der Strukturtensoren

d? =<A> NP(T,A) wP=<i>Q/T,A) &d=<\>a (T,A) . (18)

Uber die Konsistenzbedingung N™ : & + gﬁ -a = 0 wird der Belastungsfaktor < A >
bestimmt. Fiir das elastisch- plastische Deformationsgesetz ergibt sich in symbolischer
Schreibweise

(L:NY®(N:L)

v -
= e {1 . ].
s=L-MgiN LN r N Lo O (19)
und in konvektiven Koordinaten
v 1 . \ B E‘wnﬁ NénNﬁpcpﬂm\
o' = — (/g o")" = LM — h()) dye . (20)

v

Der Tensor & bezeichnet die TRUESDELLsche Spannungsgeschwindigkeit. Die konstitu-
tiven Beziehungen haben prinzipiell den gleichen Aufbau, wie die Gleichungen fiir kleine
Deformationen. Neu ist der Ansatz fiir den plastischen Spin.

H + anﬁfﬂscNgE + N’;‘ECEUE( (cs
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On the theory of large elastoplastic deformations
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1. Introduction

The development of a finite elastoplastic strain theory, particularly that involving high pressures, is a rather
difficult problemn due to the complexity and, more often, the impossibility to produce complex homogeneous
stress—strain state in a specimen, to obtain correct experimental data and, after they have been generalized, to
formulate a theory. Simultaneously, practice calls for solving concrete problems and this requires the application
of simple consistent models with fully defined material functions. In such a plight, it is reasonable to construct
the simplest finite strain analogs for the existing infinitesimal theories. To achieve this, one must solve some
principal problems. This paper presents the review of main principles of the method proposed in [I-6] for
formulating a theory of finite elastoplastic strains and some experimental regularities.

Let the transpose and inverse operations will be denoted by superscripts ¢ and —1, respectively; (A), = 0,5(A+
A*) and I is the unit tensor.

2. The method of the correct account for finite rotations

The problem of the correct account for finite rotations (the choice of objective rate) arises when solving most
of the principle questions of the anisotropic materials theory, i.e. when the evolutionary equations for internal
variables tensors and for the parameters describing initial and deformation anisotropies are assigned, when
the deformation rate and the stress-power are decomposed into elastic and plastic contributions (due to the
ambiguity in the definition of the intermediate unloading configuration), when a loading criterion is formulated,
and in many other cases. Therefore, a unified rational method permitting to solve the problem is needed.

The greatest amount of published works deal with the choice of an objective derivative of back stresses tensor

2 for the Prager-Ziegler’s equation 2: ad generalized for finite strains and rotations, where d is the deformation
rate. Along with the ambiguity of this generalization (due to the existence of an infinity of objective derivatives)
the appearance of an unreal, unpredicted and unwaented material behaviour with some types of derivatives is the
primary disadvantage. Thus, for example, when -using Jaurnann’s derivative shear stress oscillations emerge at
the simple shearing even though they were not wanted to be introduced into the model. The matter is that
at the infinitesimal strains the most of models have vivid geometrical or physical interpretation and, as a rule,
surprises do not appear — one receives that what is introduced into the model. Finite rotations are a basically
new factor, and vivid presentations wbich permit elimination of anezpected reactions are lacking.
Following to the works [1-3, 5] we summarize the method of generalization of the known infinitesimal relations for
finite strains and rotations which gives an unique (in some sense) extension which does not lead to unpredictable
and unwanted responses. It consists of three points:

a). A strict definition of the concept of finite strains without rotations (FSWR) for a given type of materials
is proposed.

b). Relations for FSWR are postulated (or deduced).

¢). These relations are generalized ezacily for finite rotations.
Let us give some comments. a). We can exclude rotations with respect to different configurations: current V
or some reference ones V; , and shall obtain different results and it is not clear what does FSWR mean. It is
shown that the similar problem arises when we use the principle of materials frame-indifference [1-3, 5].
But all types of materials have a natural preferred reference configuration.
For solids with or without memory it is unstressed and undeformed configuration Vs , isotropic one for initially
isotropic materials. For liguids with or without memory that is current configuration. We adopt definition that
at FSWR rotation must be excluded with respect to natural preferred configuration. If we have several types of
deformation, for instance, elastic, plastic, thermal, we have to exclude rotations for each of them. For example,
if F is the deformation gradient from V; to V, and F = R .U, where R is the rotation, U the right-stretch
tensor, then for FSWR F, = R' . F = U. For elastoplastic materials F = F, - F,, where F, = R, - U, and
F, = R, - U, are the elastic and plastic deformation gradients. For elastic FSWR F,, = Ri .F, =U,, for
plastic FSWR F,, = R.:, - Fp = Up, for elastoplastic ones — F; = U, - U,. For elasioplastic monocrystal
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for FSWR F, = U, F,,, where F p is the plastic deformation gradient at fized crystal lattice. The velocity
gradient = F,.F7 ! for FSWR has the following expressions: for solids I, = v.u! (Vr is Vo), for liquids —
L,=U,- Uit = U,=d (Vs is V), for elastoplastic polycrystalline and monocrystaliine materials, respectively,

l,=U0,.U'+U..0,-.U;* .U and L, =U0,.U7'+U.-Fp -F'.USL. (1)

b). The problem of generalization of infinitesimal relations for FSWR, can be solved theoretically, experimentally,
by a rheological model representation, by using physical or geometrical analogs, etc. The solution should
incorporate the inclusive information about the physical nature, the unique solution being chosen at the rational
(and not strictly mathematical) level. The important point is that due to the absence of rotations the solution
can be written using a malerial derivative, and in the simplest case one could use infinitesimal evolutionary
equations without change, e.g., 1.},, = ad, . It is possible to obtain exact generalization as well, e.g. Eq. (1).

¢). Extension of the above equations for finite rotations has been fulfilled exactly (using rotating frame of

reference 1) and resulted in appearance of corotational rates A-— R..(R.-A-R,)-R. = A+A-M, +M; ‘. Ain
the relations, which we shall call R-derivative, but with different rotations R, and angular rate M, = RT R,.
For solids R, = R, for liquids M, = W is the spin tensor, for elastic materials R, = R,, for rigid—plastic ones

R, = R, and for elastoplastic media R, = R.-R, = R. For back stress tensor there yields L_ ad with R, = Rp
for rigid—plastic materials and R, = R for elastoplastic ones. For I we obtained

S -1 S g1 gp=1 S -1 = omml o
1=V, Vi3I 4V, V, V5 - VIie M o 1=V, V; +V.F, L )

with R, =Rand M = R-R', where V.= R,-U.-R,, V,=R-U, - R', F,=R-F, - R’
Exact extension for finite rotatlons does not give unexpected and unwa.nted results and the main problem is
shifted from due account for finite rotation to physical one — generalization for FSWR. As equation L, = ad,

-
has the same geometrical interpretation as at small strain we may be sure that equation L= ad does not give
unexpected oscillations, which is really so. The approach proposed was successively applied to solution of all
the main problems in the theory of anisotropic materials related to the correct account of finite rotations {1-5).

3. The kinematics of finite elastoplastic strains

Let us start considering the kinematics for a one-dimensional case. Suppose a bar of length Iy (in the configura-
tion Vp) is stretched to a length I (in the configuration V), then the length of the bar after the elastic unloading
will be I, (in the stress—free configuration V;). A priori, it can be assumed that measures for an elastic ¢,
and a plastic £, strains are given by the expressions e, = fi (I, &, lo), &, = f2(l, Ip, lo) or, considering the
dimensionless character of €. and &y, by €, = f1 (F,, F};) and &, = fa (Fe, Fp), where F, =1/l,, F, =1, /l.
Any strain measure in the theory of elasticity is a function of only one argument F = I/lp, and therefore, it
is always possible to pass over from one measure to another and they will be equivalent in this sense. The
problem of the “best” measure for elastic and plastic strains arises just as a consequence of the existence of two
arguments in f1 and f; as it is not always possible to pass over from one measure €. (or &) to another without
using ¢, (or €.). As a consequence, there exists a great number of various kinematic approaches. The following
outcome is proposed — to formulate compulsory and desirable requirements for €, and ¢, and on their basis to
find constraints for the functions f; and fa.

Assume that at i,, = 0 materials deform reversibly and dissipation power D = ( but at i,, # 0 they deform
irreversibly and D > 0. Then assume as therrmodynamic definition of €, and ¢, that D depends on €, and does
not depend on £,. It follows from the definition and the thermodynamics law (D > 0 for irreversible processes
and D = 0 for reversible ones) that ¢, = fa (Fp), i.e. a thermodynamically admissible plastic strain measure
may depend only on F;, [1, 2, 4, 5].

One of the major objectives in developing the elastoplastic medium kinematics is to find a possibility to apply
known elasticity theory laws to elastic strain as they are weakly dependent on plastic strains. It is necessary,
therefore, to develop a theory of elastoplastic medium based on the plastic strain independent elasticity law,
We define the "natural” measure of elastic strain, i.e. the elasticity law does not depend on ¢, when Caucby
stress T' depends on the natural elastic strain measure only.

Let us designate u, = I — I, (elastic displacement). As even in the simplest case it is not clear which of the
laws T' = EEI‘B&, T= E%‘; , or T'= Eyf (E is the Young’s modulus) is plastic strain independent, a strict
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definition should be given.

Consider two homogeneous bars of the same length I} = I3 (T = 0), but with different ¢} and ¢§ (I # {3). If
in the process of their elastic deformation by an arbitrary stresses T = T2 the bars acquire equal displacements
u) = 42, then the elasticity law does not depend on ¢,.

This definition corresponds to the elastic properties measurement technique used in practice — the specimens
being prepared from blanks after various deformation history (rolling, forging, pressing, drawing).

From this definition it is easy to find [1, 2, 4, 5] that natural elastic strain may depend only on F,. Therefore,
ge = fi (Ie) , €p = fa(Fp) and, like in the case of elastic media, it is impossible to obtain a higher concretiza-
tion and this is unnecessary. The problem of finding the best measures is now solved uniquely.

Tn the section 2 we obtained F, = U, - U, for FSWR. Like in the 1D case, it has heen shown [1, 2, 4, 5]
that the natural elastic strain measure may depend only on U, and the thermodynamically admissible plastic
strain measure — only on Uy, i.e. the choice of thie best measures is made uniquely. Using the first equation (2)
decomposition d is reduced to two different forms:

=V;“ B, V4 (V. V, V;'.V;"),=d,+dp; d=B-2(d-B.),+V.-D,-V., 3)

where B, = 1/2(V? - 1), D, = (V,, v, Y, Bg— B.+2(B. W) is the Jaumann derivative,

®)=()+2[()-M], isthe R—denvatlve associated with M = R- R',-d, and dp are the elastic and dissipative
contributions of d. Eq.(3); and eq.(3)2 are convenient to derive constitutive rate-equations for anisotropic and
isotropic materials, respectively.

4. Flow theory

To derive equations of the flow theory we use the procedure described in section 2. We formulate all equations
for FSWR using material derivative, then strictly generalize it for finite rotations regime. In evolution equations
for parameters of initial and deformatnon anisotropy as well as in the loading criterion R-derivative appears
which is associated with M = R R Using thermodynamics laws the law of elasticity and the plastic flow rule
as well as equation for entropy were derived [1, 2, 5]. For convenience of application of constitutive relations
in computational algorithms using a method of initial stresses and tangential stiffness they are reduced to a
quasi-linear relation between an objective derivative of Cauchy stress tensor and deformation and temperature
@ rates

T=A:d+Bé; M=a:l+b6; T=A :d+B,6. @)

For anisotropic materials R-derivative associated with the tensor M is used, a quasi-linear kinematic relation for
M is obtained. For isotropic materials Jaumann derivative is used. This form requires a minimal modification
of software intended to solve infinitesimal plastic problems in order to solve finite plasticity problems [7]. These
equations are written in a current configuration and do not contain explicitly the information about undeformed
and unloaded state and rotation tensors.

5. On regularities in materials deformation under large plastic strains

It is generally accepted that at cold plastic strain the yield surface depends both on the instantaneous value
U, and on the whole history of its variation Uy (1) = U, (t - 7),i.e. ¢ (Ty, U,, U} (1)) = 0 and the materials
will not be perfectly plastic. Moreover, the materials acquire a strain anisotropy.

It has been proved (at a rational level) for more than 60 initially isotropic materials of various classes (metals,
rocks, oxides, powder compacts and powder mixtures) that the fixed surface ¢ (T;) = 0, which is called the
limit surface of perfect plasticity does exist and it is isotropic and strain history—independent [2, 5]. The
regularity consists in the following. At monotonous (without unloading) loading starting from a certain strain
level (accumulated strain ¢ > 1 for metals, ¢ > 0,4 for rocks) the stress vector T, and the adjacent region of
the yield surface move along the surface ¢ (T) = 0 and, consequently, the materials deform as perfectly plastic
and isotropic with the strain history-independent surface of perfect plasticity (despite the fact that the yield
surface ¢ = 0 changes, it depends on the strain history and describes the strain anisotropy).

After unloading and loading in the other direction, the deformation occurs at the initial stage in accordance
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with the surface ¢ = 0 and then the material is hardening one, anisotropic and strain history dependent. But at
relatively small strain increment (Aq 2 0,1 — 0, 15) the stress vector again touches the surface ¢ (T') = 0 and,
anew, the material deforms as perfectly plastic, isotropic and deformation history independent.

This regularity has been established as the result of analysis of known and purposely—designed experiments
involving the heterogeneous strain states, normal and high pressure. It substantially simplifies the theory and
the construction of concrete models, the experimental definition of the materials properties and the solution of
boundary value problems. Several theoretic-experimental methods to define constants in the equation of the
surface ¢ (T) = 0 are proposed, and the equations for a number of metals and rocks have been derived [2, 5.
The improved method of homogeneous compression of a cylindrical specimen with grooves filled with a special
lubricant allowed to obtain the compression diagram for strain ¢ = Inl, /lg up to 1,8 [5, 6]. With error less than
6% for six materials the diagrams are described by equations

2
a’;:k+(a'9—k)(%—1) at g < m; ci=k at ¢g>m, (5)

o; is the stress intensity; oy is the yield strength; when ¢ exceeds some value m materials deform as perfectly
plastic with limit value &; = k. The regularity (5) means: 1) perfectly plastic behaviour of materials has been
substantiated in precise experiment; 2) there are {hree fundamental constants, which fully determine a diagram
of materials deformation. To take into account high pressure ¢ and temperature @ the constants gy, m and
k in expression (5) should be considered as functions of ¢ and . Some approximations of this functions and
two theoretic—experimental methods for determination of the dependence k(oo) are suggested in (2, §, 6].
Note, that some regularities of Bauchinger effect at finite strain are known [2, 5].

6. Conclusions

From theoretical and experimental studies we have proposed a set of five getting complicated models for which
all required materials functions can be determined using available tests. The simplest model which is valid
for sufficiently large strains is the model of an isotropic perfectly plastic material. To use this model it will
suffice to define from experiments an equation of the limit surface of a perfect plasticity which has been done,
as indicated above, for a number of metals and rocks. To complete the most complex model with anisotropic
hardening the following experiments are required. In the case of pressure-insensitive materials (a lot of metals)
compression and tension of a precompressed specimen must be diagrammed. For pressure-sensitive materials
an equation of a limit surface of perfect plasticity has to be determined in addition. For a number of metals and
rocks of interest all the required constants and functions are defined or taken from literature. Numerical results
of application of the proposed models to some model and applied problems, related with diamond synthesis are

considered in [7]. Extension of the developed theory for media with complex rheological properties are given in
(4, 5].
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1 Einfiihrung

Das Cosserat-Kontinuum gehoért zu der Klasse der verallgemeinerten Kontinua, bei denen
neben dem Verschiebungsfeld weitere kinematische Felder als unabhingige Gréflen auftre-
ten. Im Falle des Cosserat-Kontinuums ist es ein Rotationsfeld, das die innere Mikrostruktur
des Materials beschreibt. Inshesondere im Rahmen der Schalentheorie spielt das Cosserat-
Kontinuum eine grosse Rolle. Dagegen spielt das Cosserat-Kontinuum im Rahmen der
drei-dimensionalen Theorie bisher eine eher untergeordnete Rolle. Dies scheint sich zu
andern, nachdem festgestellt wurde, daB das Cosserat-Kontinuum eine Méglichkeit bietet,
dem im Rahmen der klassischen Elasto-Plastizitatstheorie méglichen Verlust der Elliptizitat
der Feldgleichungen wirksam zu begegnen. Damit kann das Cosserat-Kontinuum als eine
Regularisierungsmethode eingesetzt werden. Die fiir eine Regularisierung der Materialant-
wort notwendige innere Linge bietet die Mikrostruktur, die dem Cosserat-Kontinuum in
natiirlicher Weise anhaftet.

Im Rahmen der geometrisch linearen Elasto-Plastizitat liegen verschiedene Formulierun-
gen fiir das elasto-plastische Cosserat-Kontinuum vor (siehe z.B. [3], [1]). Finite-Elemente-
Berechnungen im Zusammenhang mit der Entwicklung von Scherbindern sind u.a. in [2]
zu finden. Elasto-plastisch geometrisch exakte Formulierungen fiir das Cosserat-Kontinuum
sind in [7] und [8] angegeben.

Ziel der Arbeit ist die Formulierung einer geometrisch exakten, elasto-viskoplastischen Theo-
rie des Cosserat-Kontinnums. Die theoretische Formulierung weist sowohl Parallelen als
auch Unterschiede zu [7] auf. Insbesondere wird von der Méglichkeit der Zerlegung des
Rotationsfeldes in elastische und in inelastische Anteile kein Gebrauch gemacht. Stattdes-
sen kommt dem Rotationsfeld die Bedeutung eines kinematischen Feldes zu, dem -wie den
Verschiebungen- keinerlei Zerlegungen auferlegt werden kénnen.

2 Die Kinematik

Es wird die Punktabbildung ¢(¢) : B — R® betrachtet, wobei die Menge B einen Kérper
darstellen soll. Im Sinne einer Referenzkonfiguration wird ¢(t = t5)B mit B selbst iden-
tifiziert. Fiir X € B und x € B; erhilt man x(f) = (X,t). Mit ¢,i = 1,2,3 als eine
Koordinatenkarte, die wir als konvektiv annehmen, sowie mit G;, g; als Basissysteme in den
Tangentialriumen der Konfigurationen B und B; erhalten wir fiir den Deformationsgradien-
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ten F = g; @ G*. Neben dem Verschiebungsfeld, ausgedriickt durch ¢, betrachten wir ein
von ¢ unabhingiges Feld R € SO(3), wobei SO(3) die spezielle orthogonale Gruppe (mit
positiver Determinante) bezeichnet. Als erstes Verzerrungsmaf fiir das Cosserat-Kontinuum
wird der erste Cosserat Deformationstensor (Strecktensor) eingefiihrt

U :=RTF. (1)

Das zweite Verzerrungsmaf (der zweite Cosserat Deformationstensor), das der internen
Struktur des Materials und damit den Rotationen direkt zugeordnet wird, wird folgender-
maflen konstruiert. Aus der Orthogonalitit von R folgt die Antisymmetrie der Produkte
RTR;, wobei ein Komma partielle Ableitungen nach den Korrdinaten 9° bezeichnet. Damit
existieren axiale Vektoren k;, mit deren Hilfe das zweite Verzerrungsmafl K formuliert wird

K := —k; @ G'. (@)

Es sei darauf hingewiesen, da -wie im klassischen Kontinuum- mehrere Mdoglichkeiten be-
stehen, Verzerrungsmafle zu wéahlen. Die oben angegebenen Verzerrungstensoren sind cha-
rakterisiert durch eine reiche mathematische Struktur.

Wir betrachten die Menge aller zuldssigen F als Elemente der Gruppe der invertierbaren
quadratischen Matrizen GL*(3). Damit kénnen zwei Raten fiir F' gebildet werden

F=IF, F=FL (3)

Wihrend 1 eine in der Momentankonfiguration definierte Rate ist, stellt L das materielle
Gegenstiick dar. Analog lassen sich entsprechende Raten fiir den Rotationstensor formu-
lieren: R = R, wobei £ einen antisymmetrischen Tensor mit axialem Vektor @ darstellt.
Der isometrische materielle Vektor ist dann w = RT@. Fiir eine Erliuterung des geome-
trischen Hintergrundes der obigen Gleichungen wird auf [5, 6] verwiesen. Es wird 7 als
Kirchhoffscher Spannungstensor und - als ein in der Momentankonfiguration definierter
Momententensor eingefiihrt. Letzterer soll auch dem Cauchy-Lemma beziiglich der Momen-
tenbelastung geniigen: m = p,.s/rhoyv, wenn m der Vektor der dufieren an der Oberfliche
wirkenden Momentenbelastung und v die Oberflichennormale an der Momentankonfigura-
tion ist. Die mechanische Leistung ist dann als £ = 7 : 1+~ : (&; ® g*) gegeben, wobei
mit (:) das Skalarprodukt zweier Tensoren bezeichnet wird. In materiellen Gréflen ist die
Leistung durch £ = 8 : L+ TU™! : (w; ® G') gegeben. Es bestehen die Zusammenhinge

T =FEF (4)
und

I':= RT4R. (5)
Neben = wird der zu 7 isometrische Tensor ¥ eingefiihrt

¥ =RTrR. (6)

Beide Spannungstensoren 3, Z werden im folgenden eine zentrale Rolle spielen. Die Bedeu-
tung von = im Rahmen multiplikativer Elastoplastizitit wird in [4] ausfiibrlich erldutert. Im
Falle der Hyperelastizitat gelten die Zusammenhénge

O9(U,K) iz (U,K) iz

Y = pres U ) E = prefU —au = PrefT . (7)
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2.1 Multiplikativer- Additiver Split der Verzerrungsmafle

Der Zugang zur Elasto-Viskoplasizitit erfolgt zunichst durch die Zerlegung der vorliegen-
den Verzerrungsmalfle in elastische und inelastische Anteile. Da der Strecktensor U kein
symmetrischer Tensor ist, kann man ihn als Element von GL*(3) auffassen, so dafl eine mul-
tiplikative Zerlegung natiirliche erscheint. Von zwei Moglichkeiten kann Gebrauch gemacht
werden

U = UU°, (8)
wobei hierfiir die Wahl einer Linksrate fiir U? sinnvoll ist: U?P = LPU? oder
U = U*U?, 9)

wobei hierfiir die Wahl einer Rechisrate fiir U” sinnvoll ist: U? = UPLP, Obwohl die
Groflen auf den rechten Seiten in (8) und (9) strenggenommen verschieden sind, werden die
Bezeichnungen dennoch beibehalten, da die Bedeutung jeweils klar sein diirfte. Dem zwei-
ten Cosserat Deformationstensor kann die geometrische Bedeutung von U nicht zugewiesen
werden, so dafl eine additive Zerlegung von K als sinnvoll erscheint. Es wird angenommen

K = K° + K". (10)

Die Elasto-Viskoplastizitit basiert auf der Wahl zweier Funktionen: Die freie Energie Funk-
tion und das Fliefikriterium. Beziiglich der ersten wird angenommen, daf} eine freie Ener-
gie Funktion ¥(U*® K°*, q) existiert, wobei q Vektor der internen Variablen bedeutet, so
daf die interne Dissipation D=L — ¥ je nach der gewdhlten Zerlegung entweder als
D=Y:IP4+TUT :Kr{+y-qoderals D =E:I”4+TUT : K’ +y-{ gegeben
ist. Analog zur Visko-Plastizititstheorie klassischer Kontinua wird die Existenz eines ela-
stischen Bereiches angenommen, der durch eine Funktion ¢ < 0 definiert ist. Die Funktion
ist je nach Zerlegung entweder als ¢(X,T',y) oder als ¢(Z,I',y) zu formulieren. Ein visko-
plastisches Verhalten liegt vor fiir ¢ > 0. Evolutionsgleichungen lassen sich in Analogie zum
klassischen Kontinuum aus dem Prinzip vom Maximum der internen Dissipation herleiten
(siehe [4]). Es sei noch bemerkt, dafi die Definition von L? je nach gewihlter Zerlegung
verschieden ist. Beide Moglichkeiten der Formulierung lassen sich in den folgenden Boxen
zusammenfassen, wobei 7 einen Viskosititsparameter darstellt.

U=U"U°, K=K°+K’, U’=LrU" (11)

interne Dissipation : D=%:I’+TUT:K +y-4
(12)

konstitutive Beziehungen:

-r0¢(U%, K*, q) 0y(Us,K* q) (U Ke, q)
_ p—T T = ) ) T - 3 3
Y= prer _—aUe U ) r Pref 6—Ke U ; Y Pref —_aq
(13)
Evolutionsgleichungen
196+ (E,T,y) o, _ 10¢*(Z,T,y) . 19¢*(5,T,y)
P - P [ Yy —_ - 3=

L=, K= Sotu, g Y (14)
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U=UU, K=K° +Kr, Ur=UL’ (15)
interne Dissipation: D=E:L +TUT: K’ +y-4
(16)
konstitutive Beziehungen
- (U, K°) . dyp(Us, K® ap(U%,K*),q
== pnf%,.lu T’ T'= Pref"b(aT‘)'UT, y = __p”f%. (1?)

Evolutionsgleichungen

_L*ELY) gy 10#*ETY); _106ETY)

o 7 0= ’ ) or 1 dy (18)

Es sei bemerkt, dafl wegen der mathematischen Struktur der vorgestellten Theorie vollig
neue Wege in der numerischen Implementation eingeschlagen werden miissen. Allein die
Tatsache, da8 U nicht symmetrisch ist, macht das Ubertragen von bewihrten Verfahren der
Elastoplastizitat nicht moglich.
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Inkompatible Konfigurationen

Peter Haupt
Institut fiir Mechanik, Universitat Gesamthochschule Kassel

Eine Konfiguration ist eine umkehrbar eindeutige Abbildung eines materiellen
Korpers 4B in die Menge der Zahlentripel,

x: B — x[#B]CR?
2 — (2,25 2% = x(#) & 2=x1(d, %Y. )]

Die Hintereinanderschaltung von je zwei Konfigurationen fiihrt auf reelle Funk-
tionen, die per Annahme stetig differenzierbar sind. Zeichnet man eine Referenz-
konfiguration zur “Namensgebung” der materiellen Punkte aus, so fiihrt die mathe-
matische Beschreibung der Bewegung auf eine zeitabhangige Koordinatentransfor-
mation: Die raumlichen Koordinaten sind Funktionen der materiellen Koordinaten
und der Zeit. Zusatzlich zu den Begriffen Momentankonfiguration und Bezugskon-
figuration werden in der Materialtheorie vielfach sogenannte Zwischenkonfiguratio-
nen verwendet. Immer dann, wenn eine Zerlegung der Deformation oder der Defor-
mationsgeschwindigkeit angenommen wird, steht eine Zwischenkonfiguration im
Hintergrund. Unter einer Zwischenkonfiguration stellt man sich iiblicherweise ein
Tensorfeld W(X, ?) vor, das einem multiplikativen Anteil des Deformationsgradien-
ten entspricht: F(X, ¢) = (F¥ )W = ®W. Das Feld W(X, f) hingt im allgemeinen
von der Prozefigeschichte ab, und man geht davon aus, daf ein Satz von Material-
gleichungen zur Verfiigung steht, aus denen I berechenbar ist. Zwischenkonfigura-
tionen sind aus physikalischen Griinden im allgemeinen inkompatibel.

Eine mathematische Darstellung materieller Bewegungen durch Koordinaten-
transformationen allein ist nicht ausreichend: Sie muf§ durch Informationen iber
die Geometrie der Deformation vervollstandigt werden. In der klassischen Mecha-
nik geht man davon aus, daf das Bild eines materiellen Korpers in der Momentan-
konfiguration ein Gebiet des dreidimensionalen Euklidischen Raumes ist. Dann ist
die Koordinatentransformation, die eine Bewegung darstellt, einer Punkttransforma-
tion bzw. Vektorfunktion gleichwertig:

(8, X2 X5, 0) s 2 = M, X2, X0, ) = (X, 0) — @ = 3K, ) @)

Da Bezugs- und Momentankonfigurationen in Euklidische Raume abbilden, ste-
hen ortsabhangige Basisvektoren zur Verfiigung, die als Tangenten- und Gradien-
tenvektoren aus Ortsvektoren abgeleitet sind. Der Deformationsgradient ist eine li-
neare Transformation zwischen den Tangentialraumen der Referenz- bzw. Momen-
tankonfiguration:

F: TR(Q”) — ']I‘xt(@) . ok .
dx -—»da::FdX4=>d:cgk=5X—L(gk®G)(dXGM) 3

Der Deformationsgradient enthalt alle Informationen iiber die lokalen Eigen-
schaften der Bewegung. Dies wird besonders deutlich fiir den Sonderfall der konvek-
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tiven Koordinaten. Im Fall konvektiver Koordinaten sind die Koordinatenlinien ma-
terielle Linien. Die Tangentenvektoren g, bilden zusammen mit den Gradienten-
vektoren GE ein Basissystem, in dem die Komponentendarstellung des Deforma-
tionsgradienten besonders einfach ist, namlich eine Einheitsmatrix:

_on _od
1= axt = ax? |
Die Komponentendarstellung des Rechten Cauchy-Green-Tensors C = FTF

wird durch die MetrikgroBen g, gebildet. Der Greensche Verzerrungstensor ent-

spricht der Differenz der kovarianten Metrikkoeffizienten, By = 1/2(9x; — Ggp)-

Dementsprechend kann man die Darstellung einer Bewegung nicht nur als Koord:-

natentransformation oder Punktiransformation auffassen, sondern auch als eine zeit-

abhangige Transformation der Metrik. In dieser Auffassung tritt die physikalische

Bedeutung der Koordinaten vollig zuriick.

Fiir eine vollstindige Beschreibung der Geometrie der Deformation sind nicht
nur die Metrikgroflen, d. h. die Verzerrungen von Bedeutung, sondern auch deren
Ableitungen: Wahrend die Basisvektoren g  den Tungentialraum kennzeichnen, der
einem materiellen Punkt in der Momentanft(onfigura.tion angeheftet ist, wird durch
ihre Ableitung nach den Koordinaten der Zusammenhang zwischen benachbarten
Tangentialrdumen dargestellt. Die Zusammenhangskoeffizienten (Christoffelsymbole
erster Art) sind durch die Ableitungen des Deformationsgradienten nach den Koor-
dinaten bestimmt. Auf der anderen Seite ist es auch moglich, die Zusammenhangs-
groBen durch die Verzerrungsableitungen darzustellen, d. h. durch die Ableitungen
der Metrikkoeffizienten:

9, = F=g, @G 4)

o9, OF dg 89 dg
— gy oK _ J(rToE" _1(7KM ML YLK
Tuks = 9u oxt G [(F BXL)G’J 2( axt T 5xk T oxM ) ©)

Damit entsteht ein System von Differentialgleichungen fiir die Komponenten
des Deformationsgradienten in Abhangigkeit von den Ableitungen der Komponen-
ten des Rechten Cauchy-Green-Tensors (()’ & = 0/0X,):

FMIFMJ,K=PIJK‘=’FTF,K=I‘K )

Man kann leicht einsehen, da8 eine Losung dieses Gleichungssystems, wenn sie
existiert, auf jeden Fall die Gleichung FTF = C erfiillt sowie auch die Kompatibili-
tatsbedingungen fiir die Komponenten F¥ KX, X% X3, 1) des Deformationsgradien-
ten. Das bedeutet aber, daf in diesem Fall auch die Differentialgleichungen fiir die
kartesischen Koordinaten y/(X', X2, X3, {) integrierbar sind. Damit sind aus den
Differentialgleichungen (6) sowohl die Komponenten des Deformationsgradienten
berechenbar als auch die Komponenten des Ortsvektors, d.h. das vollstindige Bild
des Korpers im Euklidischen Raum der Momentankonfiguration. Dabei ist eine
Frage noch offen, namlich: Welche Anforderungen sind an das Verzerrungsfeld
C(X, ?) zu stellen, so daB die 9 Funktionen K  aus den Differentialgleichungen (6)
bestimmt werden konnen? Diese Frage wird beispielsweise in der Arbeit von THoO-
MAS [1] beantwortet: Hinreichend und auch notwendig fiir die Existenz einer Losung
sind die Kompatibilitdtsbedingungen

F = F, LK " Y
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Wertet man diese Bedingungen anhand der Differentialgleichungen (6) aus, so
wird man auf das Verschwinden des Riemannschen Kriimmungstensors gefithrt:

R =TI

wr,r = T Lkt gqr pitqir = Trr QJK) 0. (8)

IJKL
Das sind insgesamt 6 unabhangige Gleichungen. Die Integration des Verzerrungs-
feldes liefert im Fall der Kompatibilitdt den ganzen Deformationsgradienten
F = RU, das heiit sowohl den Streckanteil U als auch den Drehanteil R. Die wei-
tere Integra.tlon ergibt den Ortsvektor ¢ = xp(X, ¢).

Eine inkompatible Konﬁgumtzon ist dadurch gekennzeichnet, da die Koordina-
tentransformation durch eine Metrik erganzt wird, die die Kompatibilitatsbedin-
gungen nicht erfillt:

— XRk(Xl X2 X3 )
(XLx3x39) — (9)

Der materielle Kérper wird daher jetzt in einen nichteuklidischen Raum abge-
bildet. Auch in diesem Fall kann man Koordinatendifferentiale ausrechnen.. Diese
sind nach wie vor kontravariante Vektorkomponenten, die man sich auf eine Basis
g, bezogen denken kann:

ks _ O L M
ditg - (3, ® ¢%)(ax¥a,) 10
= oxT 9 (19

Allerdings sind die Basisvektoren §, jetzt nicht mehr aus einem Ortsvektor
ableitbar, weil es keinen Ortsvektor gibt, das ist der wesentliche Unterschied zur Si-
tuation vorher. In bezug auf die unbekannten Basisvektoren g, erhilt man die
Komponentendarstellung der linearen Transformation

W= Wi 32350 = % J, ® G", (11)

wobei die Komponentenmatrix die Funktionalmatrix der Koordinatentransforma-
tion Xy, ist.

Die folgende Darstellung der unbekannten Basisvektoren §, durch die Tangen-
tenvektoren G der Bezugskonfiguration beriicksichtigt insofern alle gegebenen In-
formationen, als sie der Metrik § u entspricht. Aus dem Ansatz

9,=4G6, = §=B,G" (3,.4'=6) (12)
folgt, dafl die Koeffizienten Ai(:z:1 22, 23, 1) aus dem Gleichungssystem
Alal G, =g, 2% 3,9 (13)

bestimmbar sind, da die Matrix der Metrikkoeffizienten §,, p031t1v definit ist. Die
Matrizen BIJ und AI sind zueinander invers. Die Funktionen AX(#!, % 23, #) sind im
allgemeinen nicht zu einem Koordinatensystem integrierbar. Die Kornponenten der
Transformation W, die sich jetat auf Basisvektoren eines Euklidischen Raumes be-
ziehen, bilden keine Funktionalmatrix mehr (vgl. [2]).
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Nach diesen Vorbereitungen entspricht eine inkompatible Zwischenkonfiguration
einer Hintereinanderschaltung zweier Koordinatentransformationen, xp = Co ;QR:

oF = CH(%pH00, X2 X3, ) 2 700, X2 X6, 1) % (L, X%, X°, 1)) (14

Die Koordinatendifferentiale dz* berechnet man wieder unter Anwendung der
Kettenregel. Sie sind kontravariante Vektorkomponenten in bezug auf die Tangen-
tenvektoren g, der Momentankonfiguration:

ol alk ax.t
dck = 02 08 yyr > KR gy (15)
0% o0X 01" 0X
Die reziproken Basisvektoren g, g* werden in der iiblichen Weise eingeschaltet,

und man erhalt die Transformationen ¥ und @, deren Hintereinanderschaltung
der Deformationsgradient ist: dz = ¥ dX = F dX <~

k a¢* N o™ L M,
dz"g, = (6_5:’9" ® g)(aXL 3. ®G )(dX GM) (16)

Die Komponenten in bezug auf die Basisvektoren §,, §' der Zwischenkonfigura-
tion sind Funktionalmatrizen; nach der Darstellung dieser Basisvektoren durch Li-
nearkombination der G bzw. G/ ist dies nicht mehr der Fall:

v T — T 072 ——&Rk 5. ® Gt = 6>2RkAIG Gt 17
) R(ga) 5(;(96)’ - BXII gk - axL k I® ( )

ot ot ;

Dafl die Hintereinanderschaltung der beiden Transformationen den Deforma-
tionsgradienten ergibt, F = ®W, ist - nach Konstruktion - selbstverstindlich: Die
Matrizen B, und Ai sind invers, die Basen G, G reziprok, und die Kettenregel
fithrt zuriiclz auf die Funktionalmatrix der Bewegung,

Als Schlufifolgerung 1at sich folgendes feststellen: Die vollstandige Beschreibung
einer Konfiguration erfordert die Angabe von insgesamt 9 Funktionen, und zwar
eine Koordinatentransformation (3 Funktionen) und ein Feld von MetrikgroBen (6
Funktionen). Einer Zwischenkonfiguration, die im allgemeinen inkompatibel ist, ist
ebenfalls durch eine Koordinatentransformation gekennzeichnet, jedoch besitzt
diese keinerlei physikalische Bedeutung, Im Zusammenhang mit der Modellierung
elastoplastischer Materialeigenschaften ist daher lediglich die Metrik der Zwi-
schenkonfiguration durch einen geeigneten Satz von Materialgleichungen (Fliefire-
geln) zu bestimmen. Dies entspricht der Festlegung eines plastischen Cauchy-
Green-Tensors oder Strecktensors. Eventuelle Materialgleichungen fiir den Drehan-
teil R, des Plastischen Deformationsgradienten F, = R U sind bedeutungslos.
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Aspects of Anisotropic Multiplicative Elastoplasticity
C. MIEHE
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1. Introduction

This paper points out some ascpects of the formulation and numerical implementation of enisotropic
multiplicative elastoplasticity. In particular, some results of large-strain rate—independent multisurface
thermoplasticity for single crystals are summarized which have been recently outlined by MIEHE [1994a].
The theoretical frame is the well-established continuum slip theory based on the multiplicative decom-
position of the deformation gradient into elastic and plastic parts. A key feature of the formulation of
the model suggested here is the introduction and computational exploitation of a particularly simple
hyperelastic stress response function based on a further multiplicative decomposition of the elastic defor-
mation gradient into spherical and unimodular parts, resulting in a very convenient representation of the
Schmid resolved shear stresses on the crystallographic slip systems in terms of a simple inner product of
Eulerian vectors. This observation is intrinsically exploited on the numerical side by formulating a new
fully implicit stress update algorithm and the associated consistent elastoplastic moduli in terms of these
Eulerian vectors. The proposed return mapping algorithm treats the possibly redundant constraints of
large-strain multisurface plasticity for single crystals by means of an active set search. Furthermore, it
satisfies in an algorithmically exact way the plastic incompressibility condition in situations of multislip.
The performance of the proposed formulation is demonstrated for a typical numerical simulation of a
thermoplastic deformation processes in a single crystal with isotropic Taylor-type hardening.

2. Mixed—Variant Multisurface Thermoplasticity

This section summarizes a framework of multiplicative thermoplasticity for multisurface elastic do-
mains within the mixed-variant notation proposed by the author in several papers, see e.g. MIEHE [1992a,
1993b, 1994a,b,c]. The formulation is then specified to a concrete model problem of rate-independent
single—crystal thermoplasticity.

2.1. Basic Geometry in Mixed—Variant Tensor Notation.

Let B C R? be the reference configuration of the body of interest and ¢(X) : B — R? the
nonlinear deformation map at time ¢ € Ry.. ¢; maps points X € B of the reference configuration 8 onto
points 2 = @;(X) € @¢(B) of the current configuration. The deformation gradient F(X) := Vxpy(X)
with Jacobian J(X) := det [F(X)] > 0 maps tangent vectors of material curves onto tangent vectors
of the deformed material curves. In the neighborhood of every X € B we consider the multiplicative
decomposition )

F=F*Ff with F% =F;Fr4, (2.1)

of the linear tangent map F into an elastic part F'¢ and a plastic part FP. F? defines locally a macro-stress-
free plastic intermediate configuration and is assumed to be determined by a constitutive assumption for
the evolution FP := £ F? with initial condition Ff'(t = #o) = 1 at the reference configuration. In the
context of single crystal plasticity, F* describes the part of the local deformations solely due to the
plastic slip on crystallographic planes. The part F¢ contains the lattice deformation and local rigid body
rotations.

For the subsequent development we consider the multiplicative splits of the mappings defined in (2.1)
into spherical and unimodular parts

F:=J3F ; Fe:=J%fc ; FP:=jeifr . (2.2)
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The Jacobians J := det[F], J¢ := det[F*] and JP := det[F] are associated with the volumetric total,
elastic and plastic part of the deformation. The unimodular parts F, ¢ and F* with unit determmant
contain isochoric contributions. )

Let I = V,v = FF-! with the component representation 1%, = F%gr F~1E, denote the spatial
velocity gradient. The consistent transformation of this mixed—variant tensor field to the intermediate
configuration is a composition with the partial tangent map F¢ defined in (2.1) and can be additively
decomposed into pure elastic and pure plastic parts

eppe—1  _ e—1pne e p—1
FeIFe-! = Fe-lje 4 Frpe-l
L L° rr

(2.3)

see MIEHE [1992a). The elastic and plastic parts of these mixed—variant tensor fields relative to the
intermediate configuration can be further decomposed into spherical and deviatoric contributions based
on the decopositions (2.2)

) i
Lt = 5611+Fe 1F¢  and I,P_—-1+FPF”' (24)

Let 7 = 7% denote the contravariant Eulerian Kirchhoff stress tensor. Then gr = 6,-7"° is work—
conjugate to 1 = 1%;. The composition of this mixed-variant Eulerian stress field with the partial tangent
map F* in (2.1) gives the stress tensor ¥ = L ;¥ work-conjugate to L = LA g defined in (2.3). Thus we
write the stress power per unit of the reference configuration

P:=%:L with X:=FT[gr]FT (2.5)

in the geometric representation relative to the intermediate configuration.

Table 1. Model Problem. Multislip Single-Crystal Thermoplasticity.

Isoiropic Thermoelasticity:
1.  freeenerqy o= -nln"[Je] — k81n[J¢] (9 — Ba) + ¢ (¥ — Yo — 9 In[d /o] )
'ﬂ(FG Fe "3) + ¢m¢cro(A 19)

2. macro-siress = (rIn[J°] - k89 — Do) )1 + ¢ dev[FeT F¢]
3. micro-siress B ﬁAr,bm,c,.o(A, ¥)
4. entropy 0 =In[0/d0] + x6In[J€] — 89 Ppmicro(4, V)
Multislip Thermoplasticity:
5. flow criterion ¢* = 7 — [fo(9) + B(4,9)] with 7%:= ¥ :(§°® M°)
6. flowrule IP = ZZ‘_IAC’ S*Q® M~
7 evolution A =37 A i
8 loading A* >0, e <0, A% =0

2.2. Model Problem. Multislip Monocrystal Thermoplasticty:.

As a typical model problem of large-strain multisurface thermoplasticity we now consider a formu-
lation of monocrystal plasticity. The specification of the constitutive functions are given in Table 1. The
isotropic macroscopic contributions to the free energy are determined by a volumetric deformation term,
an isochoric deformation term of the Neo-Hookean type and a heat capacity term. The microscopic part
of the free energy governs the temperature-dependent hardening behaviour. The flow criterion functions
¢* are formulated in terms of the Schmid resolved shear stresses

* = dev[X]: (§*® M%) (2.6)
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on the slip system a. The slip system is defined by the two orthonormal vectors (S, M) which define
the slip direction and the slip~plane normal. Observe the particularly simple constitutive formulation of
the Schmid stress based on the Neo—Hookean type model for the isotropic stress deviator

T = ps® . m® with 8%:= F°S* and m®:= FeM°* . 2.7

Thus the pairs of Eulerian vectors (8%, m®) of the slip systems are obtained by mapping the orthonormal
vectors (S%, M) of the slip system by the unimodular part F¢ of the elastic deformation gradient. The
Schmid stress 7% of the slip system « is then simply proportional to the inner product of the Eulerian
vectors (8%, m“). This simple representation will be intrinsically exploited in the numerical treatment
where the return algorithm can be formulated in terms of simple vector updates.

The flow rule for L? in Table 1 is deviatoric and determined by the slip rate A* on each slip system.
The evolution A of the internal variable A, which describes on average the micro deformation fields,
turns out to be the sum of the slip rates A* on all slip systems. Thus the model under consideration is
consistent with so—called isotropic Taylor hardening.

3. Integration Algorithm for the Local Evolution Equations

The local integration algorithm is summarized in Table 2. It bases on a backward Euler integrator
which is framed by an active set search for the current slip systems. The algorithm preserves exactly the
plastic volume which is achieved by means of an postpocessing update of the intermediate configuration.
We emphasize in addition the extremely simple closed—-form representation of the Eulerian consistent
moduli in terms of the Eulerian vectors introduced above. For more details we refer to the full size paper
MIEHE [1994a].

4. Numerical Example

The numerical example investigates the thermomechanical localization of a rectangular strip in ten-
sion based on Asaro’s planar double slip model. The three figures Fig. 1 - 3 depict the geometry of
the system, the temperature distribution in the localized zone and the rotation of the slip systems dur-
ing the process resulting in an easy—glide mechanism for the shear band. More details can be found in
the full-scize paper MIEHE [1994a). The solution of the globally coupled thermomechanical problem is
performed via an operatorsplit algorithm as described in MIEHE [1993a). The finite element formulation
which allows the sharp shear bands depicted in Fig. 1 is based on a recently developed incompatible
mode technique, see for example MIEHE [1992b] for a review.
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Aspects of Anisotropic Multiplicative Elastoplasticity

Table 2. Stress Update for Rate-Independent Monocrystal Thermoplasticity.

(i) Elastic Predictor
{F,¥} and {Fp-1, 4.} are given. Compute J := det[F] and get trial values Fer = J-U3ppe-1
8" = F°* S and m** := F¢* M, Evaluate foralla € S

B = s -m — §(4n,9)

If $o* < toly for all @ € S set Fe = Fe*, Fr-1 = Fﬁ", A=A, A=10and go to (iv). Else first
define estimate A = { « € S | ** > toly } for active working set.

(ii) Return Mapping in terms of Eulerian Vectors
1. Set initial valuesy* =0 foralla € §
2. Compute for active systems o, 3 € A
¥ =g"" — Epe_A'fp sﬁosﬁu
m® = mo* — EﬂEA ,rﬁ P M P
A=An+ EaG.A"a
6% = ps™ - m* — §(A,9)
G = [ (87 SP%) - m® + 8% - (8P MP)] + 8ai(A,0)
3. Update plastic parameters y* <= v* + Eﬁe 4G*P~14P with backsubstitution filter.
4, Perform active set update ¥* < max[0, v*].

5 Set up A® ={a€S|¢*>toly}and A" :={a€S|y*>0}.
6. Redefine active working set A = A*UAY. If (A% #0) go to 2.

(iti) Update of Intermediate Configuration
Compute isochoric elastic deformation gradient F¢ = Fe* — S 7™ 8** ® M, perform polar de-
composition F¢ = b/ 21}5, compute scalar f from cubic equation det[dev[b®] + f1] =1 and perform
update FP~1 = F-1(dev[b?] + f1)}/2Re.

iv) Bulerian Deviatoric Stresses and Moduli

Compute Eulerian stresses and algorithmic moduli
7 = pl + pdev[b?] with  p=«ln[J] — £6(9 — ¥y)

¢ =(k+p)1®1—2p1 + 2utr[d][I - 310 1] — 2[dev[r]® 1 + 1 @ dev[r]] -
TaespeaGP ! pdev[s™ @m® + m* @ 8™ ® pdev(s? @ mP + m’ @ 4°]
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Fig. 1. Localization of a rectangular strip. a) Geometry, mechanical and thermal boundary conditions,
b) homogeneous planar double glip arrangement in initial configuration, deformed mesh with ¢) 4 x 300

elements and d) 4 x 1200 elements at ¢ = 5mm and ¢ = 10*mm/s.

pAT10
[~20
30
I~d0 K
w(B)—I” B A e B)A
a. b. c.

Fig. 2. Localization of a rectangular strip. Temperature distribution ¥ — Jg for a) » = 3mm, b) u = dmm
and c¢) u = 5mm at & = 10*mm/s.

2

Fig. 3. Localization of a rectangular strip. Rotation of the slip system 1 for a) « = 3mm, b) u = 4mm
and c) u = 5mm at i = 10'mm/s.
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Zur Anwendung der materiellen Isomorphie in der finiten Plastizitiit

Albrecht Bertram, Martin Kraska
Bundesanstalt fiir Materialforschung und -priifung und Technische Universitit Berlin
Anschrift: BAM 1.31, 12200 Berlin

Wihrend die meisten Theorien der finiten Plastizitit von dem Konzept einer.entlasteten
oder isoklinen Zwischenkonfiguration ausgehen und eine konstitutive Annahme iiber die
Zerlegung der Gesamtdeformation in elastische und plastische Anteile treffen, soll in
diesem Beitrag ein alternatives Vorgehen aufgezeigt werden. Dazu werden folgende
Annahmen formuliert.

Annahme 1. Der Zustandsraum des Materials besteht aus elastischen Bereichen.
Annahme 2. Die elastischen Materialgesetze aller elastischen Bereiche sind unterein-
ander materiell isomorph.

Bevor dies konkretisiert wird, soll die Wahl der Variablen motiviert werden. Wir
betrachten den materiellen Kérper als differenzierbare Manningfaltigkeit, -die in dem
euklidischen Raum (zeitabhingig) plaziert ist. Durch eine solche Plazierung kann in
jedem Punkt die euklidische Metrik auf den Tangentialraum zuriickgezogen werden [s.
NOLL 1972, KRAWIETZ 1986, BERTRAM 1989] und wird dann intrinsiche Kon-
figuration G genannt. Die dazu duale Variable ist die intrinsische Spannung S, die man
erhilt, wenn man ebenfalls die eulerschen Spannungen auf den Tangentialraum zuriick-
zieht. Diese intrinsischen Variablen haben folgende Vorteile:

* sie sind beobachterunabhingig und invariant unter Starrkérper-Modifikationen der
Bewegung, also materiell,
¢ sie bendtigen keine Bezugsplazierung,.

Die erste Annahme bedeutet, dafl es zu jedem-Zeitpunkt ein elastisches Material-

gesetz

S = n(G),
gibt, das fiir alle Konfigurationen G des jeweiligen Bereichs die zugehorigen Spannun-
gen determiniert.

Nach der zweiten Annahme existiert dann fiir je zwei elastische Bereiche mit
Gesetzen h, , ein Automorphismus des Tangentialraumes P, so daB fiir alle Konfigura-
tionen gilt:

h(G)=Ph(P°GP) P".

Unser Vorgehen 1ift sich nun folgerndermaflen beschreiben. Wir wihlen einen
beliebigen, z. B. den anfinglichen elastischen Bereich mit elastischem Gesetz h, als
Referenzbereich aus. Es wird ein Fliefgesetz von der Form

P=g(G,P,G,q)
postuliert, worin o der Vektor der inneren Variablen (ggf. Verfestigungsvariablen) ist.
Befindet sich das materielle Element im Innern eines elastischen Bereiches, so ist P* =
0. Befindet es sich hingegen auf dem Rand eines solchen (d. h. auf der Flieigrenze), so
kann plastisches Flielen auftreten und P (wie auch G) 4ndert sich. Zu jedem Zeitpunkt
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ist das elastische Gesetz jedoch mittels der Isomorphie-Bedingung
h(G)=Ph(P°GP) P

auf das zeitlich invariante Gesetz h, transformierbar. P ist eine lineare und invertierbare,

i. a. nicht symmetrische Abbildung und heiflt plastische Transformation. Es kann nun

gezeigt werden, dafl P nur bis auf vor- oder nachgeschaltete Symmetrie-Transformatio-

nen der jeweiligen elastischen Gesetze eindeutig sind [s. BERTRAM 1992].

Als Beispiel fiir diese Vorgehensweise sei die Kristallplastizitit gewahlt [s.
BERTRAM 1994]. Das elastische Verhalten ist durch die Gitterdeformationen determi-
niert und soll durch ein anisotropes linear-elastisches Gesetz

h(G) = CG - G)]
[s. BERTRAM/OLSCHEWSKI 1993] beschrieben werden. Darin ist G, die ungestérte
Konfiguration des elastischen Bereichs und C der Elastizititstensor, der von den Gitter-
richtungen abhingt. Ein Gleitsystem wird materiell beschrieben durch einen Tangenten-
vektor d, der die Gleitrichtung angibt, sowie einen Kovektor n, der die Gleitebene
charakterisiert. Die plastische Transformation ist solange konstant, wie die Schmid-
Spannung im Gleitsystem

1=5p(SGd®n)
unterhalb einer kritischen liegt. Sind sie hingegen gleich (Schmidsches FlieBkriterium),
so berechnet sich das Gleiten nach dem Taylor-Modell als einfache Scherung im
Gleitsystem gemaf

P=(G-pd®n)P,
worin p die Scherzahl ist, die funktional von der Schmid-Spannung abhéngen soll, d. h.
iiber ein einachsiges viskoplastisches Gesetz. Sind mehrere Gleitsysteme gleichzeitig
aktiv, so kénnen die Inkremente der plastischen Transformationen superponiert werden.

Die plastische Transformation P hat hier folgende physikalische Interpretation:
sie transformiert diejenigen materiellen Tangentenvektoren vom Referenzbereich in den
momentanen, die jeweils mit den Gittervektoren koinzidieren und somit die Anisotropie-
achsen der elastischen Gesetze sind.

Ausgehend von der oben beschriebenen Darstellungsweise fiir inelastische finite
Stoffgesetze und ihrer Spezialisierung fiir kubisch flichenzentrierte Einkristalle wurde
eine FE-Implementierung realisiert. Dabei wurde auf Gleitsystemebene ein viskoplasti-
sches Stoffgesetz verwendet, das man sich als Parallelschaltung eines linearen viskosen
Dampfers und eines Trockenreibungselements vorstellen kann. Zusammen mit der
Gitterelastizitit zeigt das Material ein Verhalten vom BINGHAM-Typ. Zwei inter-
essante Effekte, die auf der Anisotropie des Materials beruhen, sollen hier vorgestellt
werden.

a) Gitterdrehung bei einfacher Scherung.

Aus unterschiedlichen Anfangsorientierungen heraus kann sich bei einfacher Scherung
(viskoplastisch) unterschiedliches Rotationsverhalten des Gitters einstellen. Das Gitter
kann seine Orientierung beibehalten (entspricht konstanter Schubspannung), sich
kontinuierlich drehen (periodischer Spannungsverlauf) oder nach einer Anfangsdrehung
stationdr bleiben. Einige Beispiele zeigt Abb. 1.
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b) Anfangsorientierungsabhdngigkeit

im Zugversuch. o030 - —
Im Gegensatz zu isotropen Rechnun- \&»2.,5 .‘J\‘ i . ‘. -
gen kann man im vorliegenden Fall © 5.0 E\ 4 ," ,/ K N '
die Probensymmetrie nicht zur Reduk- TEX{ R "1
tion der Dimension des Problems be- 1=5 F \','i.'i - ——r—
nutzen. Daher mufl der Zugstab voll- 1.0 E TR TETt
stindig elementiert werden. Abb. 2 s ——— b) 1013)0100)
zeigt zwei Proben, die sich in ihrer 0o f—p—q] =+t c) (001)[100] ]
Anfangsorientierung (15° und 30°) 0.0 B Iy [Lem @0 COOTIENDN
unterscheiden. Bei grofien Dehnungen 0 2 4 6 8 10
(hier um 50%) beobachtet man voéllig sheor number k

unterschiedliches Verhalten. Das Git- Abb. 1. Schubspannungsverlauf fiir verschiede-

ter richtet sich in beiden Féllen ldngs pe Anfangsorientierungen (Scherebene)[Scher-
der Probenachse aus, die Querschnitts- richtung]

neigungen sind jedoch entgegenge-
setzt. Die verzerrte Geometrie weist
allenfalls noch eine 180°-Drehsymmetrie auf.
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Abb. 2. Simulierte Zugversuche (Anfangszustand gestrichelt). Die Gitterorientierung ist

durch die Kanten von eingeblendeten Wiirfeln dargestellt.
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Zur finiten Thermoplastiziat mit nichtlinearer kinematischer
Verfestigung

M. KAMLAH, Kernforschungszentrum Karlsruhe, Institut fiir Material{forschung II,
Postfach 3640, 76021 Karlsruhe, Germany

1 Einleitung

Die Ausformulierung einer phanomenologischen Theorie der finiten Thermo-Elastoplastizitdt ist
wohl als noch offene Aufgabe anzusehen. Das schien mir auch die Einschatzung der Teilnehmer
dieses Workshops zu sein. Wie Herr Anthony uns in seinem Beitrag veranschaulicht hat, kann
man zum einen Zweifel schon an den Grundlagen der traditionellen Herangehensweisen haben,
die alle von der Kompatibilitit der Momentankonfiguration ausgehen. Andererseits gibt es aber
auch im Rahmen der iiblichen phinomologischen Modellierung seit iiber 20 Jahren Diskussionen
hingichtlich der Kinematik, der Wahl der Variablen und Ableitungen, der thermodynamischen
Formulierung und der Materialgleichungen. Im vorlicgenden Beitrag werden zunachst zu den vor-
genannten Diskussionsfeldern im einzelnen bewahrte Konzepte zusammengetragen, um danach
die Synthese dieser Kongepte im Hinblick auf die finite Thermo-Elastoplastizitdt su untersuchen.
Hinsichtlich einer ausfihrlicheren Darstellung und Verarbeitung der Literatur erlaube ich es mir,
auf [4] hinzuweisen.

2 Thermoplastizitat kleiner Deformationen

Ausgangspunkt der Uberlegungen ist eine kurze Rekapitulation der Thermoplastizitat kleiner De-
formationen. In der geometrisch linearen Plastizitat hat die folgende Modellstruktur fast “stan-
dardméifligen” Charakter:

additive Zerlegung der Verserrung E = E,+ E,

N
il

Hooke - Elastizitat

2p (Ee + 1 —u2u (SpEG) I)

JIT-XP (T-X)P k=0
3,01
=35

Kinematische Verfestigung X=c E‘p —-biX
(Armstrong-Frederick- Ansatz)

von-Mises-Fliefifliche

-
I

=8
|

Normalenregel

Dies ist nimlich das wohl einfachste Modell, das den fiir die Metallplastigitat so typischen, be-
grenzien Bauschinger-Effekt wiedergibt [1]. Es hat als Grundlage zur Modellierung der Plastizitat
kleiner Deformationen allgemeine Anerkennung gefunden (auf der Basis von nur zwei Verfesti-
gungsparametern b und ¢ und der Fliefigrenze ko).

Bei det Modellierung der hochgradig dissipativen plastischen Deformationen sollte dem Dissi-
pationspostulat Geniige getan werden. In diesem Sinne wird hier die Claustus- Duhem- Ungleichung
als einschrinkende Bedingung an Materialgleichungen verwendet. Sie mufl auch fir uniforme Tem-
peraturfelder erfillt sein, sodaf die innere Dissipation ¢ :=—1v —6n+(1/p) T+ E > 0 nicht negativ
werden darf Diese Ungleichung lifit sich aber nicht auswerten, solange das Modell nicht um
die thermomechanischen Groflen freie Energie 9, absolute Temperatur 6 und Entropie 7 erwei-
tert wurde. Zu diesem Zwecke wird fiir die freie Energie die Materialfunktion ::f;@(Ee,O,Y)
angenommen, wo die dehnungsartige innere Variable Y die innere Variable X der Spannungs-
raumformulierung vertritt (vgl. [1]). Setst man die Funktion ¢ in die innere Dissipation ¢ ein
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und betrachtet elastische Prozesse, fiir die innere Variablen konstant sind, so erhilt man in der
Coleman-Noll’schen Schlufiweise die thermoelastischen Potentialbezichungen T' = p8¢/0E und
7= —8¢ /86. Von diesen wird angenommen, daf} sie auch bei elastisch-plastischer Belastung gel-
ten. Uber die Legendre-Transformation pg:=—p¢+T - E+ X .Y kann man die freie Enthalpie
¢ als Funktion der Spannung und der spannungsartigen inneren Variablen X einfiihren. Ublicher-
weige geht man davon aus, dafl die Energiefunktion additiv in einen thermoelastischen und einen
plastischen Anteil zerfdllt: g = §.(T,0) + §p(X). do kann man wie in der linearen und isotropen
Thermoelastizitdt als quadratische Form wahlen. In analoger Weise wird fiir §, eine isotrope,
quadratische Form angesetzt: p gp :=1/(279:) X - X (vg: positive Materialkonstante). Mit Hilfe der
Thermoela.stizititsbezi.ehungen und der freien Enthalpie liefert die innere Dissipation die Restun-
gleichung¢ = 1/pT - E, — (89,/6X) - X > 0. Wenn man hier die Evolutionsgleichungen fiir E,
und X einsetzt, findet man, sofern man v, = ¢ identifiziert, den Ausdruck ¢ = §/p(ko + 86X - X),
der niemals negativ wird. Das Plastizititsmodell wurde also so zu einem thermomechanischen
erweitert, dafl die Clausius-Duhem-Ungleichung erfillt ist (vgl. [1]).

3 Finite Elastoplastizitat

Die Formulierung der finiten Elastoplastizitit basiert meist auf der multiplikativen Zerlegung
F=F, F, des Deformationsgradienten in einen elastischen und einen plastischen Anteil. Tensor-
variable und deren Ableitungen kann man geméifl des Konzeptes der dualen Variablen und Ablei-
tungen [2] wihlen: Das Prinzip der materiellen Objektivitat legt es nahe, Materialgleichungen mit
Hilfe des Greenschen Verzerrungstensors E = (1/2)(FTF — I) und des zweiten Piola-Kirchhoff-
Tensors T = (det F)F'TFT~! = F~1§FT-1 gu formulieren (T': Cauchyscher Spannungstensor,
S :=(det F)T': gewichteter Spannungstensor). Die dualen Variablen der ersten Familie in der Zwi-
schenkonfiguration entstehen nun durch Vorwirtstransformation von E und T mit Fp:

I:=FI'EF;' , §:=F,TF] (1)

Mit genau derselben Transformationsvorschrift entstehen aus den materiellen Zeitableitungen E

und T' die mit dem plastischen Geschwindigkeitsgradienten .ALP = ﬁ'pF;l gebildeten Oldroyd-

Ableitungen
A

Y S Y 1 L . .a.r

I'=r'+L,r+I'L, , S=S-L,5-SL, . (2)
Diese Zuordnung von Tensoren und Ableitungen ist dadurch motiviert, daf} fiir sie neben der
Spannungsleistung auch die komplementare und inkrementelle Spannungsleistung sowie die End-
wertarbeit invariant sind [2]. Der Gesamtverzerrungstensor I' der Zwischenkonfiguration hat die
wichtige Eigenschaft, additiv in den rein elastischen Greenschen Tensor I'y := (1/2) (FTF -1
und den rein plastischen Almansischen Tensor f‘, = (1/2)(I - F;f‘lF; 1) zu zerfallen, wobei
die zugehdrige plastische Verzerrungsgeschwindigkeit gerade mit dem symmetrischen Anteil des
plastischen Geschwindigkeitsgradienten identisch ist:

A

R N . s . AT
P=fg+b, , Dpi= Fp=2(bo+1,) (3)

N | =

Die additive Zerlegung des Gesamtverzerrungstensors I' in einen rein elastischen und einen rein
plastischen Anteil steht so nur auf der Zwischenkonfiguration zur Verfigung. Dies legt es nun sehr
nahe, auf der Zwischenkonfiguration fiir finite Verzerrungen ein Modell zu formulieren, das die
gleiche Struktur wie das geometrisch lineare “Standardmodell” besitzt und im Grengfall infinite-
simaler Deformationen in dieses ibergeht. Dieses Modell mufl demnach neben einem Elastizitats-
gesetz und einer Fliefifliche f = 0 Evolutionsgleichungen fiir die plastische Verzerrung und den
Translationstensor X enthalten. Dabei ist X der “Mittelpunkt” des durch die Fliefflache f=0im
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Spannnugsraum definierten elastischen Bereichs. An Stelle der materiellen Zeitableitung des Ver-
zerrungstensors Ey, und und des Translationstensors X treten hier natiirlich die entsprechenden
Oldroyd-Ableitungen des plastischen Almansi-Tensors fp und des spannungsartigen Tensors X
der Zwischenkonfiguration. Die Evolutionsgleichung fiir den Translationstensor X sollte wiederum
vom Typ des Armstrong-Frederick-Ansatzes sein:

g 4 . 2 4 4

X=cl'y-b3X mit si=§ - I'p - Iy (4)

Der Produktionsterm ist sur plastischen Verzerrungsgeschwindigkeit und der Begrenzungsterm su
X selbst proportional, wobei b und ¢ Materialkonstanten sind. Diese Struktur des Verfestigungs-
ansatz fiihrt auf ein Funktional der Geschichte der plastischen Verzerrungsgeschwindigkeit.

4 Zur Thermomechanik

Bei finiten Deformationen liefert die Clausius-Duhem- Ungleichung in der Zw1schenkonﬁgura.tlon
fiir uniforme Temperatutfelder, dafl die innere Dissipation ci=—1v—7n6 + (1/0R)S - «(1)* >0 nicht
negativ werden darf. Um diese Ungleichung zur Motivation eines Modells der finiten Thermo-
Flastoplastizitat auswerten zu kdnnen, wird noch eine Annahme fiir die Struktur der Material-
funktion der freien Energie benotigt, wobei hier in vélliger Analogie zur Thermoplastizitat kleiner
Deformationen X
Y= 3"(IA‘en 8, 1‘;.) (5)
angenommen witd., Hier vertritt die tensorwertige innere Variable Y vom Dehnungstyp in der
freien Energie den spannungsartigen Translationstensor X (vgl. [3]). Die freie Energiefunktion (5)
hingt von I' und I, nur dber die Differens I', = I' — I', ab, was dadurch motiviert ist, dafl die
plastische Zwischenkonfiguration fiir den elastischen Deforma.tlonsanteﬂ als Bezugskonfiguration
angesehen werden kann. Die Forderung nach Invarianz gegen Rotationen der Zwischenkonfigura-
tionen macht es erforderlich, dafl die freie Energie (5) eine isotrope Funktion ihrer Argumente
ist.
Fiir rein elastische Prozesse folgen in der Coleman-Nollschen Schlufiweise die Potentialeigen-
schafien $ = pp(0%/61',) und 7 = —01/;/80) der freien Energie, von denen hier angenommen
wird, dafl sie auch bei elastisch-plastischer Belastung gelten sollen. Geht man in weiterer Analogie

gur infinitesimalen Thermoplastizitdt von einer additiven Zetlegung ¢ = 1p¢(1‘,, N+ 1ﬁp(Y) der
freien Energie in einen thermoelastischen und einen plastischen Anteil aus, so kommutieren S und
I',. Fiir die innere Dissipation erhalt man ¢ = (l/pR) p. (I'p) - (81,&,,/8)’) Y > 0, wobei der

Mandelsche Spannungstensor P P = (I+2I')8 = U .SU, = PT verwendet wurde (U.: rechter

Strecktensor von i7,).
Wieder in Anlehnung an die Modellierung kleiner Deformationen soll nun durch die Legendre-

Transformation g := —¥%+(1/pgr) 5'-i'°+(1/pR)X‘-Y =7.(5, 0)+§F(X) die freie Enthalpie g als
E“unktion der Spannung S und der Translationsspannung X eingefiihrt werden. Die Teilf}mktion
g, 188t sich schreiben als §,(X) = 1/(2pr) (1/¢) X - X + G(X), wo die isotrope Funktion G die im
Vergleich zur geometrisch linearen Formulierung zusiiglich auftretenden Terme enthalt. Vermoge
der Definition von § gilt ¥ = pp (85/60X) = (1/¢) X 4 pp (8G/6X) und X = pp (84/0Y") (vgl.
[3])-

b Thermomechnische Konsistenz

Wenn man nun mit den zuletzt angegebenen Beziehungen Y durch X ersetzt, erhdlt man fiir die
innere Dissipation
- é " é b A S 2 A A A
pRc=P-1'p—x.rp+szx-x—z(xx)-pp >0 , (6)




- 58 -

gofern man G = 0 setzt. Hier liefern die beiden ersten Terme stets einen nicht-negativen Beitrag,
gofern man eine konvexe Flieffunktion mit dem Mittelpunkt X im Raum der P wihlt (z.B. von
Mises Flieffunktion f(P, X) := \/%(15 — X)P . (P ~ X)D — k), aus der sich die Fliefregel durch
Normalenbildung ergibt:

A A
Iy = 8":
oP

(7)

Hier ist der Proportionalitatsfaktor A > 0 aus der Konsistenzbedingungf = 0 zu bestimmen.
Fliefiregeln dieser Art wurden bereits in der Literatur vorgeschlagen.

Es bleibt jetzt noch zu gewihrleisten, dafi auch die beiden letzten Terme in der Ungleichung
(6) einen nicht-negativen Beitrag leisten. Mit Hilfe der Definition (4)z von § findet man die An-
forderung

by o 254\ & L2 XX b

2x -t n) Dy A - v R D) 20
¢ ¢ X1 [1Dgfl

Fiir ¢ folgt die schon fiir kleine Deformationen bekannte Anforderung ¢ > 0. Weiterhin kann diese

Ungleichung wegen || X X|| < [|X||? im allgemeinen nur erfiillt werden, wenn die Materialkonstante

b der Bedingung
b> V6 (9)

genugt.

Eine solche Bedingung fiir b ist aus dem Modell der infinitesimalen Thermoplastizitat nicht
bekannt. Insofern ist dieses Resultat unbefriedigend, als lineare kinematische Verfestigung (b = 0)
in der Synthese der hier zusammengetragenen Konzepte ausgeschlossen ist. Man kann sich im
fibrigen davon iiberzeugen, dafl die Abschitzung gegen /6 wegen der Oldroyd-Ableitung von X
‘erforderlich wird. (In [3] wurden Jaumann-artige Zeitableitungen fiir die Verfestigungsvariable
verwendet. Der damit formulierte lineare Ansatgz fir die kinematische Verfestigung ist mit der
Clausius-Duhem-Ungleichung vertriglich.) Die Bedingung b > /6 garantiert, da die kinematische
Verfestigung unter beliebiger Belastung stets die fiir den Armstrong-Frederick-Ansatz so typische
Begrenzung des Bauschinger-Effektes geigt, wie man sich mit einer Diskussion des Ansatzes (4)
verdeutlichen kann,

Es liegt nun nahe, mit G(}Z' } # 0 den plastischen Anteil ﬁp in solcher Weise um Terme héherer
Ordnung zu erweitern, daf} auch b = 0 gulassig wird. Eine systematische Diskussion von ﬁp als
Potenzfunktion vierter Ordnung schien die Einschrinkung b > /6 jedoch eher gu bestitigen.

DANKSAQUNG: Ich danke der deutschen Forschungsgemeinschaft fiir ihre Unterstiitzung.
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A model for an elastoplastic material
as an inhomogeneouos material body

BoB SVENDSEN
Institut fiir Mechanik, Technische Hochschule, 64289 Darmstadt

1. Introduction

The purpose of this short paper is to outline a kinematic model for an elastoplastic material
based on the notion of a locally homogeneous material body found in NOLL (1967) and WANG
(1967). Such a material body is characterized by the fact that its global material behaviour, i.e.,
that of the body as a whole, differs in general from its local material behaviour, i.e., that in a
finite neighborhood of each material point of the body. To apply this idea to the particular case
of an elastoplastic body, we assume that such a body is locally-elastic, i.e., that there exists a
finite neighborhood of each material point in which the material behaves elastically, while the
body as a whole behaves elastoplastically. Such would be the case, for example, when the body
as a whole contains cracks and /or dislocations at the boundaries between elastic neighborhoods,
leading to global elastoplastic behaviour of the body as a whole. The model for an elastoplastic
material to be formulated in this work focuses for simplicity on a single material point, but can
straightfowardly extended to every material point of the body.

2. Kinematics

Let B represent the (abstract) material body manifold, modeled as usual on three-dimensional
Euclidean point space E with translation space V. As such, B is represented kinematically in
E via diffeomorphisms

k: B — B, | b q=k(b) (2.1)
of B onto regular regions B, C F of E, i.e., placements, of B into F, such- that B, represents
the corresponding configuration of B in E. Let Pla(B, E) := {x: B — B, C E} represent a set
of placements of B into E. On the basis of this set, a motion of B in E can be represented as a
time-dependent series of placements of B into E, i.e., a curve

¢: I — Pla(B,E) | t— ¢ :={((t) (2.2)

in Pla(B, E), where I C R represents some time interval.

The constitutive theory for simple materials is based on the premise that the material be-
haviour of each material point b€ B depends only on the deformation of the material in an
infinitesimal (linear) neighborhood of that point. In the current context, such a neighborhood of
any be B is represented by the corresponding tangent space Z,B to B (NoOLL, 1972). Note that
any placement k€ Pla(B, E) of B induces an orientation-preserving! linear mapping

dp): TB — V | vi— 1y = dyx)v (2.3)

1Required by the principle of impenetrability of matter.
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3 Constitutive relation for the Cauchy stress

of T,B into ¥, i.e., the differential of xk€Pla(B, E) in beB, such that (d,x) €Lin*(T,B, V).
Analogous to k€ Pla(B, E) for B, (dy«) €Lin*(T,B, V) can be interpreted as a placement of T,B
into 9. The differential induces equivalence classes

5], := {7y €Pla(B, E) | (dyy) = (dyr)} (2.4)

on Pla(B, E); the elements of each such class induce the same placement of Z,B in ¥, i.e.,

K :=(dy) Vvelx], (2.5)

by definition.
The gradient of ¢, € Pla(B, E) at be B and each ¢ €I yields the deformation gredient

F:I— Lint(TBY) | tes (d,) = F(t) (2.6)

of B at be B. A comparison of the definition of F in (2.6) with that of ¢ in (2.2) implies that
F can be interpreted as a motion of T,B in V. In the context of the intepretation of B as an
elastoplastic material body, F logically represents the elastoplastic deformation of T,B. Note
that F is independent of any placement K eLin*(7,B, ¥); the classic form of the deformation
gradient is given by

Ee: I — Lint(V,9) | t— FOK™ = F(t) 2.7

relative to some K eLint(Z,B, 7).

As discussed briefly in the introduction, we assume that the material body B under consider-
ation behaves locally elastically, i.e., there exists a finite neighborhood U C B of every material
point be B (i.e., beld) which behaves elastically. Analogous to B, any such U can be represented
as a manifold modeled on E, described kinematically via a set Pla(i/, E) :={\: U — U, C E}
of placements. As such, a motion of U takes the form of a curve

§£: 1 — Plal4,E) | (4,b)+— & =£(2) (2.8)
in Pla(U{, E), in analogy with (2.2). The gradient
E: I — Lint(T,B,Y) | t+—— (dt,) = E(t) (2.9)

of ¢£: I — Pla(U, E) at be B is analogous to Fas defined in (2.6), and like F, it can be interpreted
as a motion of T, B. Furthermore, in the current model context, E represents the time-dependent
elastic deformation of T,B.

3. Constitutive relation for the Cauchy stress

Since both F' and E are motions of Z,B, there exist the multiplicative relations

F=AE = EP 3.1)
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8 Constitutive relation for the Cauchy stress

between them, as based on the time-dependent linear mappings

A=FE' : ] — Lin*(9,%),
(3.2)
P:=E'F : I — Lin*(T,B,T,B),

reminiscent of the standard elastoplastic multiplicative decompositions Fy = Fi¢Fy = FgF of
the classic deformation gradient F (e.g., LEE & L1u, 1969) relative to K eLin*(Z,B, 7). In
fact, the relation between Fp, and F given in (2.7) implies the correspondences
Fg = EK™', F = KPK™,
_ . (3.3)
FK=EK_1, FK=A,
between the elastic and plastic parts of the various multiplicative decompositions.
Relative to any two line elements u, ve T,B at be B, the time-dependent elastoplastic F and

elastic E deformations of 7, B induce corresponding deformed area elements da := (Fu) x (FV)
and dag := (Eu) x (Ev), with

dag = det(A™ ) A"da . (3.4)

Next, let T represent the Cauchy stress tensor associated with the motion of b€ B. This stress
induces elastoplastic

dec :=Tda (3.5)
and elastic
deg :=T da, (3.6)
contact force elements. Alternatively, this latter contact force element takes the form
dep, =Tpda (3.7)
relative to da, with
T, := det(A™") T A" (3.8)

via (3.4). Relative to da, then, T is logically associated with the elastoplastic, and Ty with
the elastic, deformation of B. From this point of view, it is logical to assume that T depends
constitutively only on E, i.e.,

T, = T,(E) , (3.9)

implying in turn the constitutive relation
T = det(A) T,(E)A™" = T(A, E) (3.10)

for the Cauchy stress tensor of an elastoplastic body in the current model. Clearly, the consti-
tutive relation (3.10) for T obtained in the current model differ from the standard assumption
that T depends constitutively only on F, reducing to it in fact only in the case A = I. The
result (3.10) represents a particular form of the type of constitutive relation for an elastoplastic
material proposed by GREEN & NAGHDI (1965) in the sense that the Cauchy stress depends
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References

constitutively on both the elastic and plastic deformation of the material. A result formally
identical to (3.10) was obtained by OWEN (1992) via the method of structured deformations
developed by DEL PIERO & OWEN (1993) applied to the case of an elastoplastic body. The
constitutive relation (3.10) for the Cauchy stress obtained in the context of the current inho-
mogeneous body model for an elastoplastic material forms the basis for a complete constitutive
model of such a material, as will be shown in future work.
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Untersuchungen zum
hypoelastisch-plastischen Materialmodell

CH. TSAKMAKIS, Kernforschungszentrum Karlsruhe, Institut fiir Materialforschung II,
Postfach 3640, 76021 Karlsruhe, Germany

1 Einleitung

Der hypoelastisch-idealplastische Materialkorper besteht grundsatzlich aus 3 Material-
gleichungen, ndmlich eine Flieflbedingung, eine Fliefiregel und ein Hypoelastizititsgesetz.
Der spezielle Fall eines hypoelastisch-idealplastischen Kérpers, formuliert durch die Glei-
chungen

1
D='2‘(L+LT)=De+Dp , (1)
T=T - LT - TLT = 2uDe + A(SpDe)1 | @)
A—a—f— fiir Belastung
Dp=4 OT : @)
0 sonst
f(T) =m0 _ L2 (4)
2 3
f(T)=0 <= FlieSbedingung |, (5)
k = kg = konst. , (6)

wurde in [1] betrachtet. Hierbei bedeutet A - B = Sp(AB”) das innere Produkt zwischen
zwei Tensoren zweiter Stufe A und B, AT die Transposition von A; g, ), k sind Materi-
alkonstanten; 1 ist der Einheitstensor zweiter Stufe, T der Cauchy’sche Spannungstensor,
TP der Deviator von T; A wird aus der Konsistenzbedingung f = 0 bestimmt, wobei
() die materielle Zeitableitung von () symbolisiert. Schliefilich stellt L den raumlichen
Geschwindigkeitsgradienten dar.
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Das Materialmodell (1)-(6) wurde in [1] fiir die einfache Scherung untersucht. Fiir diesen
Deformationsvorgang besitzen der Deformationsgradient F und die Geschwindigkeitsten-
soren L und D folgende Matrixdarstellungen (y = 7(t) : Scherung):

1 v 0 0 4 0 0 4/2 0
F2|0 10| , L2f0 00| , DZ]42 o o] . (7)
0 0 1 0 0 0 0 0 0

Fiir den Spannungstensor gilt der Ansatz

(T Tz 0 . ™ Tz O
TZ [Ty, Ty O , TPE£[Ty, T2, 0 . (8)
0 0 Tas 0 0 T

Es wurde gezeigt, dafl unabhingig von Materialparametern der (v, T);)— Verlauf eine ne-
gative Tangentensteigung (lokale Instabilitit im Dehnungs-Spannungs-Verlauf) beim Ein-
tritt in den plastischen Bereich besitzt (s. dazu auch [2]).

Dieses iiberraschende Resultat wurde in [1] auf die Wahl der objektiven Ableitung ’;‘
zuriickgefiihrt. Um zu zeigen, dafl diese Interpretation nicht richtig ist, wurde in [2] das
Hypoelastizitatsgesetz (2) durch ein Elastizitatsgesetz ersetzt. Wiederum ergab sich fiir
den Fall der einfachen Scherung eine lokale Instabilitdt im (v, Ty2)—Verlauf beim Eintritt
in den plastischen Bereich, unabhingig von Materialparametern (s. dazu auch [2]). Dieses
Resultat deutet an, dal die Instabilitdt im Dehnungs-Spannungs-Verlauf nicht auf die
Definition der gewéhlten objektiven Ableitung fiir T zuriickgefiihrt werden kann, denn
im Falle des elastisch-idealplastischen Kérpers wird keine objektive Spannungsgeschwin-
digkeit benutzt. Um diese Aussage zu bekriftigen wird in der vorliegenden Arbeit die
einfache Scherung fiir den hypoelastisch-plastischen Materialkérper mit linearer isotroper
Verfestigung diskutiert.

Es gibt Fille, wo in der Tat Instabilititen in den Dehnungs-Spannungs-Kennlinien auf
die Definition der benutzten objektiven Spannungsgeschwindigkeit im Stoffgesetz zuriick-
gefithrt werden kénnen. So wurde z.B. in [3] gezeigt, daBl fiir die einfache Scherung der
(7, T12)—Verlauf des starrplastischen Kérpers mit linearer kinematischer Verfestigung In-
stabilitdten enthalt, wenn die Jaumann’sche Zeitableitung fiir den Translationstensor in
der Evolutionsgleichung fiir die kinematische Verfestigung angesetzt wird. Allerdings ha-
ben diese Instabilititen eine oszillierende Form und bleiben bei der Hinzunahme einer
isotropen Verfestigung weiterhin bestehen.

Die in [1] und [2] ermittelten Instabilititen weisen keinen oszillatorischen Charakter
auf. Ferner wird im folgenden fiir den hypoelastisch-plastischen Kérper mit linearer iso-
troper Verfestigung gezeigt, dal in Abhéingigkeit von Verfestigungsparametern die un-
erwiinschte Instabilitit aufgehoben werden kann. Damit wird die Auffassung von [2], da8
die Instabilitdten in den Dehnungs-Spannungs-Kennlinien nicht auf die objektive Span-

v
nungsgeschwindigkeit T zuriickgefiihrt werden kénnen, bestitigt und gleichzeitig auf den
hypoelastisch-plastischen Kérper mit (zumindest isotroper) Verfestigung verallgemeinert.
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2 Der hypoelastisch-plastische Koérper mit isotro-
per Verfestigung

Das zu betrachtende Materialmodell besteht aus den Gln.(1)-(6), kombiniert mit einer
isotropen Verfestigungsregel der Form

k=05 , §:= %Dp.Dp , = konst. 9)

Genau derselben Vorgehensweise wie in [1], [2] folgend, findet man aus (1)-(5) und (7) fiir
die einfache Scherung und fiir Belastungen im plastischen Bereich (fiir den rein hypoela-
stischen Bereich sind die Lésungen in [1], [2] gegeben), folgendes Gleichungssystem:

D . . D
A= 2T D)+ T7 -l-e»y, ¥ =LT+TLT - ?—(T-D)l, ‘ (10)
4 2 2u 3
T, /1 - -

0:= E;—zz' (Z + T + Tlljl) (11)
dT12 _ 1 = = dT]l _ 4— =D

d7 = o ®T12 + T22 (12), d‘)’ = 3T12 it OTH (13),
dT 1 -~ - _ TD dr -

5 =39 (9, TR=Te=-3 (1), =@E-Dern (19
wobei

_ K _K=0) 5 _A; _ T p 0
r.—\/g, g == 7 A,,.—ro, r.—-ro, 6.—3#+1>1, a.—-‘u . (17

Fir o = 0,0577 (dieser Wert ist aus [1] ibernommen) und verschiedene §—Werte sind
Loésungen des Gleichungssystems (10)-(17) in Bild 1 dargestellt. Insbesondere kann gezeigt
werden, dafl

7

dT
250 = 6>2+i2——17\/9+12a2=1,0011 : (18)
dy 20 2a
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Einzelheit Z

Ti2
1,001 —
0,999
l — T
0 0.5 1 0 0,075 0.100
¥ 3
Bild 1

Damit ergibt sich die angekiindigte Eigenschaft, daBl die Stabilitat der (v, T12)—Kennlinien
von den Materialparametern abhingt: Fiir § > 1,0011 ergeben sich stabile (v, Ty2)—Kenn-
linien im gesamten plastischen Bereich.

3 Abschlieflende Bemerkungen

Fiir den Fall des idealplastischen Kérpers wurden die Instabilititen in den Dehnungs-
Spannungs-Kennlinien in [2] durch das gesamte System der Materialgleichungen begriindet.
Tatsichlich kann gezeigt werden, da8 fiir die FlieBfunktion (4) kombiniert mit einer Flief-
regel, welche aus Energie-Postulaten hergeleitet wird, es Elastizitdtsgesetze gibt, so daB
die gewiinschten Stabilititseigenschaften in den Dehnungs-Spannungs-Kennlinien erfiillt
sind. Solche Beispiele werden in einer weiteren Arbeit verdffentlicht.
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Zum Kriechen diinnwandiger Flichentragwerke unter
Einbeziehung der Schidigung sowie grofier
Verschiebungen

Holm Altenbach, Konstantin Naumenko
Otto-von-Guericke-Universitit Magdeburg

1 Einleitung

Das Kriechverhalten diinnwandiger Flichentragwerke wird von Schidigungsprozessen
begleitet und ist vielfach durch das Auftreten grofler Verschiebungen gekennzeichnet.
Beide Effekte lassen sich fiir den Fall von Rechteckplatten, die aus Aluminiumlegie-
rungen bzw. shnlich zum Kriechen neigenden Werkstoffen bestehen, im Experiment
beobachten [3].

Im Rahmen dieser Arbeit werden einige Aspekte der numerischen Analyse von zeit-
abhiingigen Verformungen diinnwandiger Platten betrachtet. Die Untersuchung basiert
auf phinomenologischen Konstitutivgleichungen zur Beschreibung des Kriechverhaltens
und Evolutionsgleichungen fiir einen skalaren Schidigungsparameter zur Charakterisie-
rung der Schidigungsvorginge. Bei der Modellierung wird vorausgesetzt, dafl infolge des
Kriechens entstehende Verzerrungen hinreichend klein sind. Die Forminderung diinn-
wandiger Platten kann aber von relativ grofen Durchbiegungen begleitet werden. Dabei
wird die duflere statische Belastung so klein angenommen, dafl die momentan entste-
hende Verformung linear-elastisch ist und durch Anwendung der geometrisch-linearen
Theorie ermittelt werden kann. Infolge des irreversiblen Werkstoffkriechens kénnen im
Verlauf der Zeit Durchbiegungen entstehen, die vergleichbar mit der Plattendicke sein
kénnen. An einem Beispiel wird die Evolution des Verformungs- und Spannungszustan-
des betrachtet sowie Finsatzm&glichkeiten der geometrisch-linearen Theorie diskutiert.

2 Anfangs—Randwertproblem fiir Kriechvorgéinge

Betrachtet wird eine diinne Platte im orthogonalen kartesischen Koordinatensystem
z),Z,,2. Dabei wird angenommen, daf die Platte gleichm#8ig spannungsfrei erwirmt
ist und quer zur Mittelfliche durch eine stationir angreifende Belastung g beansprucht
wird.

Unter Beachtung der Kirchhoffschen Hypothesen und unter der Voraussetzung, daf
die Verschiebungen in der Plattenebene u;,u, kleiner als die Durchbiegungen w sind,
kénnen die kinematischen Beziehungen wie folgt angegeben werden

1 ..
€5;(u) = 5('”':‘,1‘ + w5 +wow ;) + zp(v),  p(u) = —wg;, 4,7 =1,2 (1)

Hierbei ist u” = [u;, uy, w] der Vektor der Verschiebungen der Punkte der Plattenmit-
telflache, y;; sind die Biege- und die Torsionsverformungen dieser Fliche und ¢;; stellen
die Verzerrungen dieser Fliche dar.

Die Konstitutivgleichungen werden in der Form des verallgemeinerten Hookeschen Ge-
setzes formuliert

Oij = Ciju(sz(u) - Ei?) (2)
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mit
E
Cin= m [(6ebj1 + 6656 )(1 — v) + 206;;611]

Dabei wird angenommen, dal das Plattenmaterial homogen und isotrop ist und die
elastischen Materialeingenschaften mit der Zeit unverindert bleiben.

Unter der Voraussetzung der Inkompressibilitit und der Isotropie des Kriechverhaltens
lassen sich fiir die Anderung der Kriechverzerrungen ¢ und der skalaren Schidigungs-

variable d folgende Konstitutiv- und Evolutionsgleichungen formulieren [1], [2]
55 = SRR, d= R@)H[o:) )

mit ¢ = -\/3/235_1'8;1', Sij = O3 — 1/3J1(0‘,‘j), X(G‘.’j) = C!JD(O','J‘) + (1 hd a)JQ(O',‘j),
F(o) = Ao™, K(d) = (1-d)™", H(6) = Bo™, R(d) = (1 -d)™™, 0 < d < d.. Hier-
bei sind J; und J, die erste und die zweite Invariante des Spannungstensors, Jy(o)
kennzeichnet die maximale der drei Hauptspannungen und 4, B, n, k, m, I, «, d, sind
materialspezifische Kennwerte.

Nach Integration der Gln. (2) iiber die Plattendicke h erhilt man Konstitutivgleichun-
gen fiir die Membrankrifte N;; und fiir die Biegemomente M;; unter Beriicksichtigung
des Kriechens

—c

Nij= gijjblekl(u) - Ni‘;'r! M;; = g{fk,pk,(u) - M (4)
1
e;j(u) = g (i + Ui+ wawy), (5)

N7 = /C,-J-Hsi',' dz, M = /Cijut‘:i’iz dz,
) (h)
95 = Ciymhy  giu=Cyuh®/12,  i,4,kl=12

Die quasistatischen Gleichungen eines Flementes der verformten Plattenmittelfliche
lassen sich in folgender Form angeben

Ni;; =0, @Qi=M;; QiitwiyNij+q=0, (6)

mit @; als Querkrifte.

Die formulierten Gleichungen sind fiir die Vollstindigkeit des Anfangs—-Randwert-
problems durch die Anfangsbedingungen bei ¢ = 0 mit ¢ als Zeit und durch die Rand-
bedingungen am Rand R der Platte zu erginzen. Die elastische Startlosung folgt aus
dem Gleichungssystem (1) — (6) bei £ff =0, d = 0.

Die Losung des Anfangs—Randwertproblems wird durch eine Zeitdiskretisierung mit
Hilfe des absolut stabilen impliziten Euler-Verfahrens und durch die Minimierung auf
jedem Zeitschritt folgenden Variationsfunktionals

%/[_(giljkl)_l H(®)NL(®) + g5 upti; (w)pm(w)] dS — %/ Nij(R)w;w dS—
S )

— [(ahu) N Nua(®) + M (w)) 45 - [ qu a5 =, ™
S S
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1
(gij) ™ = o Ginbin + 8ubie)(1 + v) — 20d8,

Nn(Q) = 'I’,n, Nzn(‘p) = @,11, Nn(@) = —‘I’,m

realisiert, wobei @ die Airysche Spannungsfunktion ist. Der Rechenalgorithmus ist in [4]
erliutert.

3 Numerisches Beispiel

Die Ergebnisse der theoretischen Modellierung ‘werden fiir eine allseitig eingespannte,
durch gleichmiBig verteilten Druck ¢ belastete quadratische Platte diskutiert. Die Be-
rechnungen wurden fiir den Fall ¢ = 0,02MPa, !/ = 8-1072m, A = 1 - 10~3m mit / als
Plattenlinge durchgefiihrt. Als Plattenmaterial wurde eine Aluminiumlegierung [3] mit
folgenden Kennwerten fiir das Konstitutivgesetz (3) verwendet.

A=0.335.10""MPa™"/h, B =1.9-10""MPa ™/h,

n=m=3, a=0, E=065-10°MPa, v=0,3

Auf der Abb. 1 ist der Zeitverlauf der maximalen Durchbiegung im Mittelpunkt der
Platte dargestellt. Zum Vergleich ist die Lésung ohne Einbezichung der geometrischen
Nichtlinearitit gezeigt. Im Zeitintervall [0,10h] ist dabei kein Unterschied im Rah-
men der zeichnerischen Genauigkeit zwischen beiden Lésungen zu erkennen. Wenn die
Durchbiegung 0.4h erreicht, sind geometrisch~nichtlineare Terme zu beriicksichtigen.

wih d
20 0.1 1 i l
/ - 7 N
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16 7 0.08 /
/ 2 | J -
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. — . —
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Abb.1: Zeitverlauf der maximalen Durchbiegung  Abb.2: Zeitverlauf der Kriechachidigung

Auf der Abb. 2 ist der Zeitverlauf der Kriechschidigung in zwei Punkten der Platte
dargestellt. Zum Vergleich ist die Lésung fiir das geometrisch-lineare Problem aufgetra-
gen. Die geometrisch-lineare Theorie zeigt eine liberhdhte Kriechschidigung. Folglich
kann sich bei ihrer Anwendung eine zu niedrige Bruchzeit ergeben.

Auf den Abb. 3 und Abb. 4 sind die Zeitverliufe der Biegemomente entlang einer Sym-
metrieachse der Platte dargestellt. Die Reaktion der Platte auf das Werkstoffkriechen
kann als Relaxation der Biegemomente angesehen werden. Das ist besonders beim Uber-
gang vom elastischen zum stationdren Kriechzustand sichtbar. Die Abb. 3 entspricht
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Abb. 3: Zeitverlauf der Biegemomente (geometrisch—lineares Problem)
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Abb. 4: Zeitverlauf der Biegemomente (Einbezichung grofier Durchbiegungen)

der Losung unter Anwendung der geometrisch-linearen Theorie, die Abb. 4 — der Ls-
sung unter Einbeziehung grofler Durchbiegungen. Im ersten Fall ist eine schwache
Anderung der Biegemomente im stationiren Kriechbereich zu beobachten. Im zweiten
Fall relaxieren diese in der Einspannung und im Mittelpunkt der Platte fiir das ganze
Zeitintervall.
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Ansétze zur Plastizitatstheorie

K.-H. Anthony
Universitat-GH Paderborn

Die Plastizitit eines kristallinen Materials geht auf der mikroskopischen Skale auf die Dynamik von
Versetzungen zurlick. Dieser Tatsache solite eine phanomenologisch-makroskopische Theorie der
Plastizitst Rechnung tragen. Das gilt sowohl fiir die Deformationstheorie als auch fiir die Thermody-
namik als Teile einer Plasistizititstheorie.

1. Kritik der traditionellen Ansitze flr eine Plastizititstheorie

» Der plastische verformte Kdrper ist keine materielle Mannigfaltigkeit.

Traditionelle Ansdtze gehen mehr oder weniger vom Konzept der ,materiellen Mannigfaitigkeit* aus.
Darunter wird eine hinreichend oft stetig differenzierbare Mannigfaltigkeit im eigentlichen mathemati-
schen Sinne verstanden, deren Elemente als Massenelemente im Sinne von Atomen oder gréReren,
markierbaren Massenelementen realisiert sind. Die der Mannigfaltigkeit zugeordneten Koordinaten-
systeme sind materiell verankerte und bei der Deformation mitgefiihrte Koordinatensysteme, soge-
nannte ,materielle Koordinatensysteme®. Damit legt das Modell der materiellen Mannigfaltigkeit von
Anfang an eine Deformationsstruktur fiir den Korper fest, ndmlich kompatible Deformationen.

Nun ist aber die plastische Deformation mit der Bewegung von Versetzungen verkniipft, die not-
wendig zu einem Deformationschaos AnlaR geben, also sicher nicht zu einer kompatiblen, plasti-
schen Gesamtdeformation. Fiir mich steht auBer 2weifel, daB man mit dem Konzept der materiellen
Mannigfaltigkeit der Tatsache Rechnung tragen will, daR bei plastischer Deformation der Kérper in
makroskopischer Sicht scheinbar nicht zerrissen wird. (Von dem schlieBlich eintretenden Sprédbruch
wird hier abgesehen.) Tatsdchlich hat die materielle Mannigfaltigkleit, d.h. die kompatible Deforma-
tion diese Eigenschaft. Jedoch wird mit diesem Konzept die Versetzungsdynamik schon von den An-
sétzen her strukturell eliminiert.

Auch das mit der Versetzungsbewegung einhergehende Deformationschaos beldRt den Kdrper
makroskopisch kompakt. Es werden aber alle inneren, materiellen Zusammenhénge zerrissen. Die
relevanten Skalen fiir das Deformationschaos werden vom Versetzungsnetzwerk festgelegt:

- Von den Abstinden der Gleitebenen der aktiven Gleitsysteme,

- von der Anzahl von Versetzungen in wandemden Versetzungskaskaden

- und von den freien Laufwegen der Versetzungen in den Gleitsystemen.

Diese Dimensionen reichen von atomaren bis zu makroskopischen Dimensionen. Dal das Deforma-
tionschaos bis in die makroskopischen Dimensionen hineinreicht, wird durch die mit bloBem Auge
sichtbaren Gleitlinien und Liidersbénder an der Oberfliche einer plastisch gezogenen, zylindrischen
Probe eindrucksvoll deutlich.

Um diese Dinge wirlichkeitsn#dher in den Griff zu bekommen, schlage ich vor, den plastisch
deformierten Kérper nicht mit Deformationen herkémmlicher Art - wie sie definitionsgemaR fiir den
elastisch verformten Kdrper angemessen sind - in Verbindung zu bringen sondem stattdessen in
Massenstrdmen zu denken. Die klassische Kontinuumstheorie der Versetzungen und Eigenspannun-
gen muB zum Zwecke einer dynamischen Theorie der Plastizitét revidiert werden.

In der Theorie der Eigenspannungen geht man traditionell von drei Zustinden und drei zugehdrigen
Deformationen aus. - Wir betrachten zunichst Eigenspannungen, die von einem Versetzungsnetz-
werk im Kristall herrithren. - Der zusammenhéngende Endzustand wird (im Gedankenexperiment) in
kleine Massenelemente zerschnitten, die nach Relaxation der wirkenden elastischen Spannungen in
ein Konglomerat von spannungsfreien Massenelementen des nicht zusammenhéngenden natdrlichen
Zustands {ibergehen. Dazu sind die Schnitte so zu filhren, daB die Versetzungen in die Schnittflachen
zu liegen kommen. Dem Ubergang vom Endzustand in den natiirlichen Zustand ist die lokal wirk-
same, inkompatible, elastische Distorsion zugeordnet. Sie bewirkt lokal eine affine Deformation der
Massenelemente, d.h. eine Deformation des Knstallgitters in den Massenelementen und eine damit
verkniipfte Gestaltsdeformation ihrer Oberfliche. Der nicht zusammenhédngende natlriche Zustand
ist Ausdruck von Eigenspannungen im Endzustand.

An den Massenelementen des natiirlichen Zustands werden nun plastische Deformationen ange-
bracht, indem man durch die Elemente in geeigneter Weise Versetzungen von Oberfldche zu Ober-
flache durchlaufen 1&8t, sodal sich die Elemente danach wieder zu einem kompakten Kbrper im
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spannungsfreien, d.h. versetzungsfreien /dealzustand zusammenfiigen. Diesem Ubergang wird tradi-
tionell eine ebenfalls inkompatible, pfastische Distorsion zugeordnet, die an den Massenelementen zu
einer reinen Gestaltsdeformation der Oberflachen fiihrt ohne Auswirkungen auf das Kristallgitter,
d.h. die Massenelemente verbleiben in ihrem Zustand.

SchlieRlich werden die pastische und die elastische Distorsion zu einer kompatiblen Gesamtdistorsion
zusammengesetzt, die einer kompatiblen und damit kompakten, plastischen Gesamtdeformation des
Korpers von dessen Idealzustand in dessen versetzungsbeladenen Endzustand entspricht.

Offenbar kommt auf diese Weise einerseits das Konzept der matenellen Mannigfaltigkeit durch
die Hintertlir ins Spiel, was mit Blick auf die Versetzungsdynamik nicht akzeptabel ist. Andererseits
werden zwei ungleichartige GréoB8en superponiert, némiich die affine elastische Distorsion und die
nicht affine plastische Distorsion, was mathematisch offensichtlich nicht in Ordnung ist. Fiir Eigen-
spannungen, die auf den topologischen Defekt ,Versetzung” zuriickzufiihren sind, ist somit das tradi-
tionelle Konzept nur hinsichtlich der elastischen Distorsion zu retten.

(Anders sieht es dagegen fiir den Fall nichttopologischer Eigenspannungen aus, z.B. fiir den Fall
der Temperaturspannungen. Der Ubergang vom Endzustand in den natiidichen Zustand beseitigt die
elastischen Temperaturspannungen. Die Gitterkonstante dndert sich aber im natiirlichen Zustand
nach MaRgabe der lokalen Temperatur immer noch von Element zu Element. Der Ubergang vom
natiiftichen in den |dealzustand erfordert nun einen thermodynamischen AusgleichsprozeB zwischen
den Massenelementen (Wérmestrome), der kinematisch mit einer affinen Deformation der
Massenelemente verkniipft ist. Diese ,quasiplastische® Distorsion ist aber ebenfalls eine affine De-
formation, sodaB das Konzept der drei Zustédnde und der superponierbaren Distorsionen nun in allen
Punkten gerechtfertigt ist.) '

» Der herkébmmlich beniitze Tensor der Versetzungsdichte ist nur ein gemitteltes Maf zur
Beschreibung des Versetzungsnetzwerks.

In diesem MaR heben sich Versetzungen entgegengesetzten Burgers-Vektors auf. In der Plastizitdt
kommt es aber gerade auf Komelationen im Versetzungsnetzwerk an, d.h. auf die Feinstruktur im
Versetzungsnetzwerk. Auch in diesem Punkt ist eine Revision traditioneller Ansétze erforderlich.

» Die Versetzungsdynamik spielt sich weit weg vom lokalen thermischen Gleichgewicht
ab.

So sind einerseits die Versetzungen topologische Kristallfehler, deren Eigenenergie pro atomare
Laéngeneinheit der Versetzungslinie liblicherweise 1 bis 10 eV betragt, wihrend die thermische Ener-
gie bei Raumtemperatur etwa bei kT~1/40 eV liegt. Die Versetzungen liegen damit nach den
Grundsétzen der statistischen Mechanik nicht im thermischen Gleichgewicht vor. Sie kénnen spontan
durch thermische Fluktuationen nicht entstehen. Andererseits ist die Plastizitat mit Instabilititen im
Versetzungsnetzwerk verkniipft. (Frank-Read-Quellen. Verhakung von Versetzungen an vielerlei Hin-
dernissen und wieder L&sen der Verhakung unter hinreichend groBen Kréften.) Somit ist die Thermo-
dynamik der irreversiblen Prozesse in herkémmlicher Form fiir die Versetzungsdyanmik und damit fiir
die Plastizitat nicht geeignet. Es gibt fiir Versetzungen keine Thermostatik des ungehemmten Gleich-
gewichts, die in die Nachbarschaft des Gleichgewichts als Thermodynamik extrapoliert werden
konnte, wie es z.B. fiir die Thermodynamik der irreversiblen Prozesse in Onsagerscher Pragung ge-
schieht (Prinzip des lokalen Gleichgewichis). Die Thermodynamik der Versetzungen mull von Anfang
an weitab vom Gleichgewicht formuliert werden.

2. Alternative Ansitze fiir eine Plastizititstheorie

Herkémmlich wird der plastisch verformbare Kérper als ein Festkérper mit FlieBeigenschaften ange-
sehen. Im nachfolgend vorgeschlagenen Modelt wird diese Sicht genau auf den Kopf gestellt. Oben
wurde bereits erwshnt, daR wir in der Plastizitat statt in Deformationen in Massenstrémen denken
soliten. Dementsprechend wollen wir den plastisch verformten Kérper als eine ,Flissigkeit* mit Fest-
kdrpereigenschaften ansehen:

Die nachfolgend skizzierten Ansatze griinden auf der

» Cosserat-Flussigkeit als einem makroskopischen Modell der Plastizitt.
Die Dynamik dieses Systems wird im Rahmen des Lagrange-Formalismus der Felder
modelliert.
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Der Lagrange-Formalismus griindet auf dem Hamilton'schen Variationsprinzip, das wir fiir die Plasti-
Zitét als lokales Wirkungsfunktional auf einer Lagrange-Dichtefunktion aufbauen wollen. Somit ist die
Dynamik des Systems in die kompaktest mdgliche Form gebracht: sie ist vollstindig in der Lag-
rangedichte als einem einzigen skalaren Feld enthalten. Die Lagrangedichte ist somit analog zum
elastischen Potential der Elastostatik oder zur Lagrangedichte der reinen Elastodynamik, aus denen
bekanntlich auch alles weitere {iber elastische Zustdnde bzw. elastische Prozesse deduziert werden
kann.

» Das Tragemmedium der Cosserat-Flissigkeit wird mit Hilfe eines komplexen Materie-
feldes und eines komplexen Wirbelfeldes beschrieben.

Das Triagermedium bringt die gewiinschten FlieBeigenschaften ins Spiel. Die hydroelastische Fliissig-
keit 148t sich mit den beiden genannten Feldem volistindig beschreiben.

(Komplexe Felder sind in der theoretischen Physik auch im Rahmen der klassischen Feldtheorie
ldngst etabliert. Beispielsweise sei an die Schridingersche Materiewellentheorie erinnert, aus der die
Theorie der hydroelastischen Fliissigkeit als Eikonalndherung folgt, oder an den komplexen Ord-
nungsparameter zur Beschrelbung der Supraleitung, die einem ,See von Elektronenpaaren“ zugeord-
net wird.)

Der methodische Vorteil der komplexen Felder besteht im Hinblick auf die Platizitdt darin, daf
primér in Massenstrdmen gedacht wird! Massenerhaltung, Massentrigheit und — damit zusammen-
hédngend ~ der kinetische Energieanteil werden in der Lagrangedichte mit Hilfe von Ableitungen des
Materiefelds modelliert.

» Das Tragermedium ist ,Tridger eines Feldes wvon Vektordreibeinen", der
.Cosseratdreibeine”.

Diese Dreibeine sind den Basisvektoren des Kristallgitters zugeordnet. Ihre Deformation wird mittels
eines elastischen Potentials in die Gesamtdynamik, d.h. in die Lagrangedichte energiewirksam einge-
bracht. Sie wird der Elastizitit des Knstallgitters zugeordnet.

» Die mit dem Feld der Cosseratdreibeine verknlpfte Anholonomitat wird mit der
(gemittelten) Gesamtversetzungsdichte identifiziert.

In der traditionellen Versetzungstheone wird die Versetzungsdichte mit der Torsion des affinen Zu-
sammenhangs (Konnexion) zur nichteuklidischen Gittergeometrie des topologisch gestorten Kristall-
gitters identifiziert. Torsion einer Konnexion und Anholonomitét eines Basissystems sind Synonyme.

» Die Cosseratdreibeine werden von der Stromung des Tragermediums nach MaRgabe
der Versetzungsbewegung substantiell mitgefihrt. Diese Forderung wird Gber kinematische
Bindungen mittels Lagrange-Multiplikatoren in das Hamiltonsche Prinzip des Systems ein-
gebracht.

Je nach Versetzungsbewegung, die gegeniiber der Massenstrémung zu beurteilen ist, werden die
Dreibeine mehr oder weniger von der Strémung mitgefiihrt. Zum Beispiel ist die elastische, kompa-
tible Deformation eines versetzungsfreien Kristalls mit einer vollstdndigen Mitfiihrung der Dreibeine
verkniipft. Insofem bringt das vorgeschiagene Modeli auch

» eine Vereinheitlichung der Beschreibung von elastischen und plastischen Prozessen.

Sitzen die Versetzungen im zu deformierenden Kristallgitter fest, d.h. ist der Versetzungsstrom in
bezug auf den Massenstrom rein konvektiv, so handelt es sich ebenfalls um eine (zusétzliche) rein
elastische Deformation bei vollstdndiger Mitfiihrung der Dreibeine. - Bewegen sich jedoch die Ver-
setzungen durch das Kristallgitter, d.h. kommt es vor dem Hintergrund des Massenstroms zu einem
zusétzlichen diffusiven® Versetzungsstrom, so werden die Dreibeine nur unvolistdndig mitgefiihrt
nach MaBgabe dieses Versetzungsstroms. - Fehlende Mitfiihrung wird schlieBlich der frei strdmenden
Fliissigkeit zugeordnet. Die Dreibeine sind dann als innere Struktur zwar noch vorhanden, ihre
Dynamik ist aber volisténdig von der Stromung abgekoppelt. Wir haben es sozusagen mit einem
idealen Fliissigkristall zu tun.

» Die Thermodynamik der irreversiblen Prozesse 18Rt sich in den Lagrange-Formalismus
einbinden.
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Die herkémmlichen Fundamentalvariablen der Thermodynamik wie Temperatur, Massendichten und
Geschwindigkeiten erweisen sich fiir diese Zwecke als nicht ausreichend. Der Satz der Grund-
gleichungen wie Wéarmeleitungsgleichung, Diffusionsgleichungen und Navier-Stokes-Gleichungen ist
ndmlich nicht selbstadjungiert, was mit der Existenz eines lokalen und momentanen Lagrangefunk-
tionals, das die genannten Grundgleichungen als Euler-Lagrange-Gleichungen liefem wiirde, nicht
vertrdglich ist. Dieses Problem kann geldst werden durch Einfiihrung von fundamentaleren,

> komplexen Feldvariablen in der Thermodynamik der irreversiblen Prozesse.

Mit diesem Trick wird der Satz der herkémmiichen Feldgleichungen formal verdoppelt und damit zu
einem selbstadjungierten Satz von Feldgleichungen erweitert. Physikalisch geht es jedoch um die
Einfiihrung fundamentalerer Feldvariablen, aus denen einerseits die herkdémmlichen Feldvariablen
als sekundére Variablen folgen, die aber andererseits Mdglichkeiten zur Erweiterung der herk6mm-
lichen Thermodynamik eréffnen.

(Bekanntlich enthdit z.B. die Fouriersche Wérmeleitungsgleichung als parabolische Gleichung
das physikalische Paradoxon einer unendlichen Ausbreitungsgeschwindigkeit von thermischen
Stdrungen. Dieser Mangel kann im Lagrange-Formalismus mit komplexen Feldem ganz natiirlich
beseitigt werden, indem wir das iblicherweise (und meist unausgsprochen verwendete) Prinzip des
lokalen Gleichgewichts verlassen und die Thermodynamik fiir Prozesse erweitem, die auBerhalb des
lokalen Gleichgewichts ablaufen. Auf diese Weise kommen z.B. thermische Trégheiten ins Spiel.)

Die komplexen Feider finden damit auch in die Thermodynamik Eingang. So wird das komplexe
Feld der thermischen Erregung als fundamentales Feld zur Beschreibung der Wérmeleitung in die
Thermodynamik eingefiihrt.

> Im Lagrange-Formalismus ist die Entropie und ihre Bilanz in natrlicher Weise ent-
halten.

Wesentlich ist dabei die Verwendung von komplexen Feldern fiir alle an der Entropieerzeugung be-
teiligten Freiheitsgrade. Formal geht es um die Invarianz der Lagrangefunktion beziiglich gemein-
samer Umeichung aller komplexen Felder. Dissipation ist mit Entropieerzeugung verkniipft. Somit
kommen wir auf die methodische Forderung, daBl alle dissipativen Freiheitsgrade durch komplexe
Felder zu erfassen sind. Das wird sogleich auf die dissipative Dynamik der Versetzungen ange-
wendet:

> Das Versetzungsnetzwerk wird in Klassen gleicher Versetzungen aufgeteilt und jeder
Klasse ein komplexes Versetzungsfeld zugeordnet.

Die Klassen sind etwas detaillierter charakterisiert als die liblichen Gleitsysteme. Mit den neu einge-
filhrten Versetzungsfeldern wird das Versetzungsnetzwerk im Rahmen der Kontinuumstheorie viel
differenzierter beschrieben als mit dem herkdmmlichen Tensor der Versetzungsdichte. Letzterer foigt
aber durch geeignete Uberlagerung aus den ersteren. In die Versetzungsdynamik lassen sich mit
Hilfe der Versetzungsfelder Korrelationen zwischen den Versetzungen eines Netzwerks einbauen.

> Die Versetzungsdynamik wird im Rahmen des Lagrange-Formalismus formuliert.

Die Lagrange-Funktion der Versetzungsdynamik wird in Analogie zum oben genannten Materie-
wellenformalismus einer strdmenden Flissigkeit konstruiert. (in beiden Féllen handelt es um
»Teilchenstrdmungen®). Zur Modellierung der Korrelationen zwischen den Versetzungen spielen
ebenfalls Analogien zu bekannten Vielteilchenproblemen der Physik eine Rolle. Fiir die Zwecke einer
Kontinuumstheorie der Plastizitdt werden wir ganz im Rahmen der Feldtheorie bleiben. Was die
Materiewellen und die Coulombsche Wechselwirkung in der Vielteilchen-Elektronentheorie sind,
werden in der Plastizitétstheorie die Versetzungsfelder und die Peach-K6hler-Kraft sein. Andererseits
haben wir aufgrund der komplexen Versetzungsfelder in Analogie zur Feldquantisierung der Materie-
felder die Méglichkeit, zu einer Theore von diskreten Versetzungsnetzwerken iiberzugehen.

.Feldquantisierung® heiBt primér nicht ,Ubergang von einer klassischen Feldtheorie zu einer
Quantentheorie®! Vieimehr geht es primér bei der .,kanonischen Quantisierung’ um eine Diskreti-
sierung einer Kontinuumstheorie. Die physikalische Deutung im Sinne der Quantentheorie ist erst der
zweite Schritt, der die kanonische Quantisierung auf das Planck'sche Wirkungsquantum normiert. Im
Falle der Versetzungen ist die kanonische Quantisierung der Versetzungsfelder auf den Burgersvektor
Zu normieren.
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Die Plastizititstheorie wird also im Rahmen des Lagrange-Formalismus abgesehen von den
Cosseratdreibeinen durchweg auf kompiexen Feldem aufgebaut. Die im Versetzungsnetzwerk ent-
haltenen Instabilititen, die ganz wesentlich zum Phdnomen Plastizit4t beitragen, missen in der
Lagrangefunktion durch geeignete Kopplung aller fiir Instabilitdten relvanten Felder (Nichtlinearititen)
modelliert werden. Hierbei hilft folgende Tatsache:

» Der Lagrange-Formalismus fiihrt in natiidicher Weise auf eine Stabilitdtstheorie im
Sinne der Ljapunov’'schen direkten Methode.

Dynamische Stabilitdt oder Instabilitat von Prozessen ist Teil der Dynamik eines Systems. Diese ist
damit im Lagrange-Formalismus vom Ansatz her schon enthalten. Es verbleibt somit die Aufgabe,
Stabilitits- und Instabilitétskriterien fiir ein gegebenes System aus der Lagrangedichte zu gewinnen.
Das ist mittels der Jacobischen (Stérungs-) Gleichungen und Noetherschen Bilanzen fiir die Stérun-
gen eines Prozesses mdglich. Der zugehdrige Formalismus ist eng mit dem Entropiebegriff ver-
bunden.

Auf diese Weise wird angestrebt, die FlieBbedingungen der phenomenologischen Plastizititstheorie
ebenfalls aus der Lagrange-Funktion zu gewinnen.
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PLASTOMECHANISCHE UND TRIBOLOGISCHE PROBLEME BEIM
FOLIENWALZEN

Oskar Pawelski, Peter Hifele
Max-Planck-Institut fiir Eisenforschung, Diisseldorf
VAW aluminium AG, Bonn

Einleitung

Die mathematische Beschreibung von Kaltwalzvorgingen ist seit vielen Jahren Gegenstand
wissenschaftlicher Arbeiten. Die herkdmmlichen Walztheorien stoflen jedoch bei der Beschrei-
bung des Walzens diinner Folie, wie beispielsweise von Aluminiumfolie mit einer minimalen
Enddicke von 6 um, an ihre Grenzen. Die beim Folienwalzen ablaufenden Vorginge sind
offenbar anderer Natur als bei den klassischen Walztheorien angenommen wird. Ziel war es
daher, die bekannten Walzmodelle zu erweitern um eine durchgéngige plastomechanische
Beschreibung des Kaltwalzens bis hin zu Folien mit sehr geringer Enddicke zu erméglichen und
dies experimentell zu verifizieren. Die im zweiten Teil gezeigten Untersuchungen gehen aus von
der Tatsache, dafl die tribologischen Vorginge in der Umformzone, welche mit abnehmender
Banddicke an Bedeutung gewinnen, mafigeblich von der in den Walzspalt eingezogenen
Schmierstoffmenge beeinfluit werden. Die wesentlichen Einflufifaktoren auf den Walz6leinzug
und deren experimentelie Bestitigung werden vorgestellt.

Plastomechanische Beschreibung

Die klassischen Walztheorien, z. B. SIEBEL [1], VON KARMAN [2], BLAND UND FORD [3],
basieren auf folgenden Annahmen fiir den Walzspalt:

> Plastische Dickenreduktion im ganzen Walzspalt

> Schlupf zwischen Walze und Walzgut im ganzen Walzspalt

> Reibschubspannung wird tiberall nach dem Coulombschen Reibgesetz r=up berechnet
> Walze behilt ihre kreisformige Kontur bei.

Bei der erweiterten Folienwalztheorie, welche auf die Arbeiten von FLECK UND JOHNSON [4]
sowie FLECK, JOHNSON ET AL. [5] zuriickgeht, wurden diese Annahmen aufgegeben. Wesentli-
ches Merkmal dieser Theorie ist, daB3 die Existenz einer sogenannten neutralen Zone im Walz-
spalt zugelassen wird, welche durch folgende Eigenschaften gekennzeichnet ist:

Keine plastische Dickenabnahme des Walzguts

Walzgut befindet sich im Zustand eines constrained plastic flow
Kein Schlupf zwischen Walze und Walzgut

Die Walzkontur weicht von der Kreisform ab.

vV v v Vv

Die Zonen plastischer Verformung beschrénken sich auf einen Bereich vor und nach der neutra-
len Zone am Ein- und Austritt aus dem Walzspalt. Die mit abnehmender Banddicke zunehmende
Abweichung von der Kreiskontur und der zugeharige charakteristische Druckverlauf sind in Bild
1 dargestellt.

Auf Basis der Folienwalztheorie entwickelte HARTUNG [6] ein Rechenprogramm. Das
elastisch-plastische Werkstoffverhalten wird mit den Prandtl-Reuss-Beziehungen beschrieben, als
FlieBkriterium wird das nach von Mises verwendet.
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Die Ergebnisse fiir einen Folienwalzprozel mit dem Aluminiumwerkstoff Al 99,5 fiir eine
Reduktion von 34 um auf 15 um sind in Bild 2 dargestellt. Im Bereich der beiden plastischen
Zonen am Ein- und Austritt aus dem Walzspalt, siche Bild 2a, liegt eine Relativgeschwindigkeit
zwischen der Walze und der Folie vor. Die Randschubspannung berechnet sich in diesem Bereich
nach dem Coulombschen Reibgesetz, siche Bild 2b. In der neutralen Zone, welche im Bereich
-1,5 mm < x < 0,5 mm vorliegt (Bild 2a), bewegen sich Walze und Folie mit der gleichen
Geschwindigkeit. Die Randschubspannungen berechnen sich in diesem Bereich aus der kinemati-
schen Randbedingung, dafl das Walzgut an der Walze haftet.

Die ebenfalls berechneten Werte fiir die Anstellkraft, das Antriebsmoment, die Walzen-
umfangsgeschwindigkeit und die Voreilung wurden mit Betriebsdaten des Folienwalzwerks der
Firma VAW aluminium AG in Grevenbroich verglichen, wobei sich eine gute Ubereinstimmung
ergab.

Eine direkte experimentelle Untersuchung des Folienwalzprozesses zur Bestitigung der
erhaltenen Ergebnisse, insbesondere der Walzspaltkontur, scheitert an der Unzuginglichkeit des
Walzspalts. Da das Walzen im Prinzip eine Aneinanderreihung von einzelnen Stauchvorgingen
ist, bieten sich Stauchversuche als Alternative an. KRAMER [7] fiihrte solche Stauchversuche mit
walzendhnlichem Werkzeug an geometrisch dhnlichen Flachproben im Labormafstab durch.
Durch dhnlichkeitstheoretische Betrachtungen konnten die Ergebnisse auf den realen Prozef
tibertragen werden. Ziel der Untersuchung war die experimentelle Bestatigung des Einflusses des
geometrischen Verhiltnisses Walzenradius/Banddicke auf die elastische Deformation der
belasteten Walze. Dazu wurde das Verhaltnis aus dem Radius R des Stauchwerkzeugs zur
Ausgangsdicke A, der Flachproben variiert und der Dickenverlauf der gestauchten Probe entlang
der gedriickten Linge induktiv gemessen, siehe Bild 3. Die plastische Deformation der Stauch-
probe entspricht der elastischen Deformation des walzendhnlichen Werkzeugs wihrend des
Stauchvorgangs.

Im oberen Teilbild mit R/h,=682, was einer Foliendicke von h,=220 um beim Walzen
entspricht, ist noch keine Abweichung von der Kreiskontur zu erkennen. Mit abnehmender
Banddicke weicht die Kontur der ,,Walze“ zunehmend von der Kreiskontur des unbelasteten
Werkzeugs ab. Im unteren Teilbild, welches einer Foliendicke von s,=27 um entspricht, ergibt
sich in der Mitte der gedriickten Lange keine plastische Deformation der Probe. Bestitigt
wurden die Ergebnisse durch Hirtemessungen entlang der gedriickten Linge.

Ubertragen auf den WalzprozeB bedeutet dies, daB beim Walzen diinner Folien im Walzspalt
ein Bereich ohne plastische Deformation des Bandes auftreten kann, welcher der oben erwihnten
neutralen Zone entspricht, siehe Bild 1.

Tribologie

Beim Folienwalzen wird die Oberflachenqualitat der Folie und der Kraft- und Leistungsbedarf
des Walzprozesses maBigeblich vom Reibungszustand in der Umformzone beeinflufit. Von
entscheidendem Einflu3 auf die tribologischen Verhiltnisse ist die in den Walzspalt eingezogene
Schmierstoffmenge. Fiir die Walzoélzufithrung zur Umformzone miissen im wesentlichen drei
Mechanismen unterschieden werden. Durch Physisorption oder Chemisorption von Schmierstoff-
bestandteilen bilden sich Grenzschichten auf Walze und Folie aus, die in den Walzspalt einlaufen.
Die Oberflichenfeingestalt der beiden Reibpartner beeinflut die Schmierstoffstrémung. Die
dritte EinfluBgroBe stellt der hydrodynamische Effekt dar, welcher mit dem bekannten Aquapla-
ning am Autoreifen vergleichbar ist.

Ausgehend von der Reynoldschen Differentialgleichung 148t sich die in die plastische Zone
hydrodynamisch eingezogene Schmierfilmdicke mit folgender Gleichung abschitzen:
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(1

Die Walzen- bzw. Foliengeschwindigkeit sind dabei mit v, bzw. v, bezeichnet, 7 bedeutet die
dynamische Viskositit des Walzols, « ist der Schmierkeiloffnungswinkel, wihrend k&, die
AnfangsflieBspannung der Folie und o, den Bandriickzug bezeichnen.

Die grundsitzliche Giiltigkeit dieser einfachen Modellvorstellung fiir den hydrod