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ZUSAMMENFASSUNG

Das Bewegungs- und Tragverhalten der menschlichen Wirbelséule stellt eine groBe
Herausforderung dar. Die Analyse der Wirbelsdule und im speziellen der lumbalen
Wirbelsdule stitzt sich dabei auf die Untersuchung eines oder mehrerer
Bewegungssegmente aus Wirbelkdrper - Bandscheibe - Wirbelkdrper. Zur
Untersuchung dieser &uBerst komplexen Struktur stellen sich bei alltdglichen
Belastungen und natirlichen Bewegungen bereits Nichtlinearitdten ein. Neben
groBen Verdrehungen und Verschiebungen sind insbesondere in den Béndern
groBe Dehnungen zu beobachten. Zur Beschreibung dieses Verhaltens wird im
Rahmen dieser Arbeit ein Modell auf Basis von finiten Elementen entwickelt und
angewendet.

Die Umgeformte Lagrange-Jaumannschen Formulierung wurde gewahlt, um die
physikalische Situation geeignet beschreiben zu kénnen. Unter Verwendung von
Volumenelementen ist es mdglich, die Strukturen der betrachteten Wirbelkérper
geometrisch gut zu beschreiben. Unterschieden werden dazu der innere spongidse
Knochen, der duBere kortikale Knochen, die posterioren Knochenstrukturen und die
auBere feste Hille der Bandscheibe. Den kollagenen Fasern des Annulus fibrosus
wird besonderes Augenmerk gewidmet. Sie sind endsprechend ihrem
morphologischen Verlauf kreuzweise angeordnet. Der vom Annulus fibrosus und den
Endplatten eingeschlossene Nucleus Pulposus findet als inkompressible
nichtviskose Fliissigkeit in der mechanischen Formulierung BerUcksichtigung.

Zur Darstellung der ligamentaren Strukturen an der menschlichen Wirbelséule
dienen Stabelemente mit nichtlinearen Materialgesetzen. Verstirkte Beachtung
wurde der besonderen Situation der Wirbelgelenksflichen und dem daraus
entstehenden  Kontaktproblem  geschenkt. Insbesondere  zwischen den
Facettenflachen der frei beweglichen Wirbelkérper entsteht dadurch ein
realistisches kinematisches Verhalten.

Auf Grund der Abbildung eines kompletten Wirbelsdulenabschnittes in dem
mathematischen Modell wird anhand von Beispielen die Leistungsfahigkeit der FEM-
Analyse dargestellt. Dabei ist es moglich, die berechneten Verschiebungen,
Dehnungen und Spannungen grafisch darzustellen. Damit kann die numerische
Analyse von invitro Situationen Aufschilsse fiber die invivo Bedingungen geben.
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1. Einleitung

Schon bei alltdglichen Bewegungen und Belastungen klagt jeder dritte Deutsche Uber
Riickenschmerzen. Diese Situation ist Grund genug, nicht nur mit medizinischen
Mitteln, sondern auch auf ingenieurmaBigem Wege nach den Ursachen zu forschen.

Die Wirbelsdule hat in der Vergangenheit die Aufmerksamkeit von Wissenschaftiern
schon fruh auf sich gezogen. Hippokrates (460-377 v. Chr.) erwahnt bereits ein
"Hiftweh", welches am Stei3 auftritt und in die Schenkel ausstrahlt [HIPPOKRATES
(1897)]. Erst 1909 gelingt dem Berliner Chirurgen Fedor Krause die erfolgreiche
Operation eines Bandscheibenvorfalls. In den Jahren 1922 bis 1929 operieren die
Himchirurgen der Mayoklinik in Rochester (Minnesota) A. W. Adson, B. Stookey und
W. E. Dandy Bandscheibenvorfalle mit gutem Erfolg. SCHMORL (1932) macht 1928 bei
systematischen Wirbelsaulenuntersuchungen grof3e Fortschritte bei der Beschreibung
der Lumboischialgie. Erstmals konnte Dandy feststellen, daf3 vorgefallenes
Bandscheibengewebe durch Druck auf die Nervenwurzeln eine Blasen- und
Darmidhmung verursachen kann. MiXTER und BARR (1934) schafften den notwendigen
Beweis der Effektivitit der operativen Versorgung von Bandscheibenvorfillen.
Eingehende pathologisch-anatomische Untersuchungen von SCHMORL und JUNGHANNS
(1968) haben gezeigt, daB ab dem 30. Lebensjahr jeder Mensch degenerative
Veranderungen an seinen Bandscheiben aufweist. Der volkswirtschaftliche Schaden ist
nach Erhebungen der Krankenkassen in den alten Bundesl&ndern betréchtlich. Es mui3
jedes Jahr fUr ambulante Therapie und Krankengelder eine Milliarde Mark ausgegeben
‘werden, eine weitere Milliarde fir die Krankenhauspflege, und 11,4 Milliarden Mark
kostet dartiber hinaus der Arbeitsausfall. In der Bundesrepublik fiihrt das dazu, daB3
20% der Arbeitsniederlegungen und die Halfte der vorzeitig gestellten Rentenantrage
bandscheibenbedingt sind. Die direkien Kosten belaufen sich in den USA auf rund 12
Milliarden Dollar im Jahr. Nimmt man die indirekt entstehenden Folgekosten hinzu,
erreicht die Gesamtsumme einen Betrag von 20 Milliarden Dollar [WHITE und PANJABI
(1990)].

Die klassischen naturwissenschaftlichen Methoden bieten im Bereich der Mechanik
heute geeignete Vorgehensweisen, solche komplexen Zusammenhénge natiirlicher
Systeme durchaus realistisch abzubilden. Im Bereich der nichtlinearen Schalentheorie
fiihrte NOLTE (1983) eine Theorie groBer Rotationen bei kleinen Dehnungen ein. Durch
die Einfllhrung groBer elastischer Dehnungen bei groBen Rotationen durch SCHIECK
(1989) erweiterten sich die Berechnungsméglichkeiten merklich. Die Erweiterung der
Theorie fiir groBe Dehnungen und Rotationen bei elastischem und plastischen
Materialverhalten flihrte zur genauen Uberpriifung der kontinuumsmechanischen
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Grundlagen. Dabei wurde besonders auf mégliche Annahmen und Einschrankungen
geachtet. Untersuchungen von STUMPF (1993), sowie SCHIECK und STUMPF (1993),
haben durch ihre lagrangeartige Beschreibung der finiten Plastizitdtstheorie unter
Verwendung- von logarithmischen Dehnungstensoren gezeigt, daf3 viele klassische
Ansidtze Mangel aufweisen. Dies fuhrte zur Einflhrung des 'Substructure Spin', siehe
ScHIECK und STUMPF (1994). Fir den Fall elastischen Materialverhaltens wird dort
gezeigt, daB3 die korotational Rate mit dem 'Substructure Spin' in die Green-Naghdi-
Rate [Green-Naghdi (1965)] ubergeht. Erst durch die Tatsache, daf in den letzten
Jahren im Bereich der nichtlinearen Mechanik der heutige hohe Standard erreicht
wurde, war die vorliegende Arbeit mdéglich. Mit den modermnen mechanischen
Kenntnissen und als konsequente Weiterentwicklung bestehender Lésungsansatze
von NOLTE und PINGEL (1991) ist dieser Fortgang unter Einbeziehung eigener
Materialuntersuchungen [NOLTE et al. (1991), STEFFEN et al. (1991)] méglich geworden.

Bei Erkrankungen der Wirbelsdule haben die Bandscheiben als wichtigster Teil des
Bewegungssegments eine Schliisselrolle. Die Fehlfunktion der Bandscheibe kann zu
Verlagerungen, Verformungen und Verschiebungen von Bandscheibengewebe fiihren,
dem Bandscheibenvorfall. Untersuchungen von KNEPEL (1977). und den Erfahrungen
der Mitglieder des Arbeitskreises Degenerative Wirbelsdulenerkrankungen der DGOT,
1978-1984, zufolge sucht jeder zehnte Patient in einer Allgemeinpraxis den Arzt wegen
bandscheibenbedingter Erkrankungen auf. Sie dominieren mit 37.8% bei den
orthopédischén Leiden. Wie KRAMER (1986) feststellte, entfallen davon zwei Drittel auf
Patienten. mit Lendenwirbelsdulenerkrankungen (Lumbalsyndrome). Ein Band-
scheibenvorfall wird klinisch in allen denkbaren Richtungen beobachtet [BAKER (1980)].
Zur Klarung vieler dieser Kklinisch auftretenden Symptome ist es hilfreich, mit
ingenieurmaBigen Hilfsmitteln nach den Ursachen zu suchen. Unter Benutzung
verschiedener Ansitze wurde die &ufBerst komplexe Struktur Wirbelsaule bisher
numerisch analysiert.

Dabei lassen sich drei Gruppen von Rechenmodellen unterscheiden. Zum einen sind in
der Vergangenheit Starrkérper-Feder-Modelle zur Untersuchung rein kinematischer
Fragen an der Wirbelsaule eingesetzt worden [NOLTE und PINGEL (1991)]. Zum anderen
sind rotationssymmetrische Scheibenelemente verwendet worden, um genauere
Aussagen auch Uber das Tragverhalten der Bandscheibe zu erfahren. Die dritte
Gruppe bilden mehr oder weniger genau abbildende Umsetzungen in
Volumenelemente, wie sie von SHIRAZI-ADL (1984) und PINGEL (1991) vorgenommen
wurden. Die letzte Gruppe der Modelle beschrankte sich auf die Umsetzung eines
symmetrischen Modells einer Bandscheibe mit benachbarten Wirbelkdrpern und war
bisher nicht in-der Lage, die berechneten Ergebnisse dreidimensional wiederzugeben.
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Dariber hinaus war es bei den Analysen von PINGEL (1991) an einem rdumlichen
Modell nicht méglich, Verédnderungen an der Modellstruktur vorzunehmen. Eine
Bandbreitenoptimierung zur Verringerung der mumerischen Probleme und zur
Minimierung des Rechenbedarfs fehlt bisherigen Modellbildungen ganz.

Ziel dieser Arbeit ist die numerische Analyse des Bewegungs- und Tragverhaltens der
menschlichen Wirbelsdule. Die Untersuchungen stiitzen sich dabei auf die Berechnung
eines oder mehrerer Bewegungssegmente, bestehend aus Wirbelkérper-Bandscheibe-
Wirbelkérper. Eine solche Funktionseinheit aus Bandscheibe mit benachbarten
Wirbelkdrpern, Bandapparat und kieinen Wirbelgelenken bezeichnet man als
Junghannssches Bewegungssegment.

Diese extrem komplex zusammenwirkende Struktur im Zentrum des menschlichen
Kérpers unterteilt sich in diverse Einzelkomponenten. Eine ausfihrliche anatomische
Betrachtung im Hinblick auf die nachfolgende mathematische Untersuchung erfolgt im
zweiten Kapitel.

Im dritten Kapitel wird zunachst ausfiihrlich auf die Problematik der verschiedenen
moglichen Dehnungsraten eingegangen. Dabei werden einige haufig verwendete
Dehnungsgeschwindigkeiten  entwickelt und untersucht. Fur die spéteren
Berechnungen sind moderate Dehnungen und Rotationen zu erwarten. In den
diskretisierten Bé&ndern treten moderat-groBe Dehnungen auf. Unter diesen
Voraussetzungen ist es vertretbar, auf die Jaumannsche Rate zurlckzugreifen. Als
mathematisch-mechanische  Formulierungen fir die  Beschreibung dieser
physikalischen . Situation bieten sich die Totale Lagrangesche Formulierung, die
Umgeformte Lagrangesche Formulierung und die Umgeformte Lagrange-Jaumannsche
Formulierung an [BATHE (1986), BETTEN (1986), FUNG (1965), FUNG (1967), OGDEN
(1984), PINGEL (1991), PRAGER (1961)]. Zur Beschreibung des Verhaltens der
Wirbelséule wird hier, aufbauend auf die Umgeformte (oder aktualisierte) Lagrange-
sche Beschreibung, eine Finite-Elemente-Formulierung erarbeitet.

Unter Verwendung von Volumenelementen ist es mdglich, die Strukturen der
betrachteten Wirbelkdrper geometrisch gut zu beschreiben. Unterschieden werden
dazu der innere sprongdse Knochen, der duBere kortikale Knochen, die posterioren
Knochenstrukturen und die duBere feste Hille der Bandscheibe. Eine Darstellung des
Annulus fibrosus als flachenhafte Struktur [MAkOwSKI und NOLTE (1987), NOLTE (1983),
NOLTE UND MAKOWSKI (1986), PIETRASZKIEWICZ (1977), STUMPF (1982), STUMPF (1986),
STUMPF und MAKowskK! (1986)] ist auf Grund des inneren Aufbaus nicht in Betracht
gekommen. Statt dessen erfolgt die Beschreibung des Annulus fibrosus sowohl durch
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raumliche Stabelemente als auch durch dreidimensionale Kontinuumselemente. Den
kollagenen Fasern des Annulus fibrosus wird besonderes Augenmerk gewidmet. Sie
sind entsprechend ihrem morphologischen Verlauf kreuzweise angeordnet. Fiir die
kollagenen Fasern des Annulus fibrosus wird dabei deren nichtlineares Materialgesetz
berucksichtigt. Der strukturellen Anisotropie der Bandscheibe wird auf diese Weise gut
Rechnung getragen. Den Nucleus pulposus kann man als eine nichtviskose,
inkompressible Flissigkeit betrachten, der als solcher sein Volumen beibehdlt. Dieses
konstante Volumen wird von den ihn umgebenden Kontinuumselementen
eingeschlossen. Bei der Abbildung der Knorpelgrundsubstanz des Annulus fibrosus
und der knéchernen Endflaichen der Wirbelkérper finden ebenfalls Volumenelemente
Verwendung. Bei diesen Elementen ist als Randbedingung die Inkompressibilitat des
umschlossenen Volumens in deren Formulierung berucksichtigt, so daB eine
Diskretisierung der Flussigkeit nicht erforderlich ist. Die Darstellung der verschiedenen
Ligamente, die das Tragverhalten des Bewegungssegmentes mafgeblich
beeinflussen, wird durch eindimensionale Kontinuumselemente realisiert. Besondere
Bedeutung kommt der Erfassung ihrer nichtlinearen Spannungs-Dehnungs-
Beziehungen zu. Besondere Beachtung wurde der speziellen Situation der
Wirbelgelenksflichen und dem daraus entstehenden Kontakiproblem geschenkt.
Insbesondere zwischen den Facettenflichen der frei beweglichen Wirbelkdrper
entsteht dadurch ein realistisches kinematisches Verhalten.

Das vierte Kapitel beschéftigt sich mit den Méglichkeiten, die menschliche Wirbelsdule
in seiner lasttragenden Wirkung zu untersuchen. Dabei werden verschiedene Anséize
zur mechanischen Abbildung gegenubergestellt. Neben der Betrachtung als
Starrk6rper-Feder-Modell [NOLTE und PINGEL (1991)] wird die elastische Abbildung als
Scheibe in der Ebene diskutiert. Ausfihrlich wird die Untersuchung der Wirbelsaule mit
dreidimensionalen  Abbildungen, insbesondere unter dem  Gesichtspunkt
sagittalsymmetrischer [PINGEL (1991), SHIRAZI-ADL (1984)] gegeniiber unsymmetrischen
Modellen, verifiziert.

Im flinften Kapitel werden auf der Basis der hergeleiteten finiten Elemente zwei
komplexe mathematische Modelle entwickelt. Ausgehend von einem Computer-
Tomogramm (CT) des experimentell getesteten Préparats und Magnet-Resonanz-
Aufnahmen (MRI) wurde die Geometrie aufbereitet. Geeignete Preprozessing-Routinen
zur halbautomatischen Aufbereitung und Interpo-lation der Schnitte schafften das
Bindeglied zwischen Prdparat und FEM-Netz. Zum einen wird ein asymmetrisches
monosegmentales Modell vorgestellt, das es erlaubt, alle mechanisch vorkommenden
Grundlasten aufzubringen. Dabei erlaubt das Modell, die berechneten Verformungen
den experimentell gemessenen Verformungswerten bei gleichen Lasten
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gegeniberzustellen.  Zuséatzlich ist es  mdglich, klinisch  auftretende
Verletzungssituationen nachzuvollziehen. Zum anderen IaBt das mehrsegmentale
Modell, bestehend aus zwei Junghannsschen Bewegungssegmenten, erheblich
weitergehende Untersuchungen zu. Es ist mdglich, umfangreiche Verletzungen zu
simulieren oder den EinfluB von Fixationen eingehend zu studieren.

Im sechsten Kapitel wird anhand von Beispielen die Leistungsfahigkeit der FEM-
Analyse dargestellt. Korrespondierend zu durchgefiihrten experimentellen
Untersuchungen an einsegmentalen und mehrsegmentalen Praparaten wird eine
Validierung vollzogen. Auf Grund der geschaffenen Pre- und Postprozessing-
Einbettung ist es mdglich, die berechneten Verschiebungen, Dehnungen und
Spannungen grafisch darzustellen. Die numerische Analyse von invitro Situationen
kann einen Beitrag leisten, Aufschliisse (iber die invivo Situation zu erhalten.

Zum AbschluB dieser Arbeit wird in dem siebten Kapitel ein Ausblick auf zuklnftige
biomechanische Untersuchungen gegeben.
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2. Anatomie der menschlichen Wirbelsédule

Nachfolgend soll ein kurzer Uberblick ber die anatomischen Zusammmenhénge der
menschlichen Wirbelsdule, und im speziellen der Lendenwirbelsaule, gegeben werden.
Darliber hinausgehende Details kénnen aus den medizinischen Lehrblchern zur
Anatomie [BERTOLINI und LAUTERT (1987), BRAUS (1929), FRICK et al. (1992), Rauber et
al. (1987), SOBOTTA (1988a), SOBOTTA (1988b), SCHIEBLER (1977), ZILCH und WEBER
(1988)] entnommen werden.

2.1 Orientierung am menschlichen Kérper

Die im folgenden verwendeten Begriffe zur Beschreibung der Anatomie werden an der
nachstehenden Zeichnung deutlich. Zur prazisen Beschreibung der Richtungen
verwendet man im Zusammenhang mit dem menschlichen Kérper keine Begriffe wie
"vorne" und "hinten", sondern ventral und dorsal, genauso wie kranial statt "oben" und
kaudal statt "unten”. Damit bleibt die Bezeichnung immer auf den Korper bezogen.

Frontalebene I

[ kranial

il

A

W

Medianebene

A
T
N

A

Bl

ventral

darsal

 J

]
//1,.

I

Transversal- kaudal

ebene

‘V

II l sagittat
distal i
lateral medial

median

proximal

Abb.1: Bezeichnungen am Kérper [aus BERTOLINI und LEUTERT (1987)]
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2.2 Zentrales Organ Wirbelséule

Die zentrale Funktions-Einheit Wirbelsdule (Columna vertebralis) nimmt bei allen
Wirbeltieren (Vertebraten) eine besondere Stellung ein. Sie ist an den meisten
Kérperbewegungen beteiligt. Die Wirbelsdule hat deswegen viele Funktionen zu
erflllen: sie tragt den Kérper, hélt ihn im Gleichgewicht, fangt StéBe ab und erfillt eine
wesentliche Aufgabe beim Schutz des Rickenmarks und den vom Ruickenmark
abgehenden Nerven. Dazu muBB die Wirbelsaule hochflexibel sein und sich zugleich
wie ein Panzer um das Rickenmark legen.

Beim Menschen besteht die Wirbelsdule aus 33-34 Wirbeln (Vertebrae). Man unterteilt
in die Halswirbelséule mit 7 Wirbeln (Vertebrae cervicales), die Brustwirbelsaule mit 12
Wirbeln (Vertebrae thoracicae), die Lendenwirbelsdule mit 5 Wirbeln (Vertebrae
lumbales), das Kreuzbein mit 5 verschmolzenen Wirbein (Vertebrae sacrales) und das
SteiBbein aus 4-5 verschmolzenen Wirbeln (Vertebrae caudales).

Zu jedem Wirbel 4Bt sich eine Zwischenwirbelscheibe oder Bandscheibe (Disci
intervertebralis) zuordnen, deren Bezeichnung jeweils nach den benachbarten Wirbeln
erfolgt. Diese Funktions- oder Baueinheit bezeichnet man nach Junghanns als
Bewegungssegment. Wesentlicher Bestandteil des Junghannsschen Bewegungs-
segmentes ist der Zwischenwirbelabschnitt mit Gallertkern (Nucleus pulposus),
Faserring (Annulus fibrosus) und Knorpelendplatten. Zuséatzlich rechnet man die
Halften der benachbarten Wirbel, vorderes und hinteres Langsband, gelbes Band,
Wirbelgelenke und alle Weichteile, die sich in gleicher H6he im Wirbelkanal, im
Foramen intervertebrale sowie den Dorn- und Querfortsdtzen befinden, hinzu.
Insgesamt verfiigt die menschliche Wirbelsdule Gber 24 Bewegungssegmente, wobei
die obersten Segmente zwischen Axis und Atlas sowie Atlas und Schadel keine
Bandscheibe besitzen. Die 23 Bandscheiben teilt man in 5 Hals-, 11 Brust-, 4 Lenden-
bandscheiben sowie je eine Bandscheibe am zervikothorakalen, thorakolumbalen und
lumbosakralen Ubergang ein.

Die GroBe der Wirbelkdrper und die Héhe der Bandscheiben nimmt auf Grund ihrer
Beanspruchung von cervical nach sacral stetig zu. Die Wirbelkérper der
Lendenwirbelsdule sind damit die kraftigsten, da sie auch am meisten belastet sind.
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Tuberculum carolicum
(Verlebra cervicalis V1)

....... Vertgbra prommens

........... Promontorium

Promontorium-

Qs coceygig-===~-~ -

a Inder Ansichtvon hinten,
b in der Ansicht von links seitlich,
¢ inder Ansicht von vorn.

Abb.2: Menschliche Wirbelsaule [aus RAUBER et al. (1987)]
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......... ----Processus mamilaris

Vertebra thor. XlI
-~=-- Processus accessorius

------ Incisura vertebralis inferisr

Vertebralumb. |
Incisura vertebralis superior

---Processus articularis superior

--Processus transversus

Vertebralumb. vV

--~~~Processus articularis inferior

Abb.3: Bewegungssegmente der Lendenwirbelsdule [aus RAUBER et al. (1987)]
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2.3 Bestandteile des Bewegungssegmentes
2.3.1 Wirbel

Die einzelnen Wirbel bestehen jeweils aus einem ventral gelegenen Wirbelkérper
(Corpus vertebrae) und einem dorsal anschlieBenden Wirbelbogen (Arcus vertebrae).
Die von cranial nach kaudal an Volumen und Masse zunehmenden Wirbelkérper haben
im Bereich der Lendenwirbelséule im Transversalschnitt eine bohnenformige Gestalt.
Im Sagittalschnitt erscheint sowohl die Vorder- als auch die Hinterflache leicht nach
innen gebogen. Die Rander der kndchernen Wirbelkdrperrandleisten ragen hier ein
wenig Uber den Kérper hinaus.

Form und Gestalt der Wirbelkérper kdnnen in gewissen Grenzen schwanken. Es gibt
angeborene Formvarianten der Wirbelkérper, die zum Teil im Laufe der Zeit zu
Funktionsstérungen filhren kénnen. RATHKE (1963) teilt dazu in 6 Hauptformen ein, die
die grof3e Variabilitat zu Klassen zusammenfassen.

Tonnenwirbel - Flachwirbel
Vasenwirbel Ventraler Keilwirbel
Kastenwirbel Dorsaler Keilwirbel

Abb.4: Formvarianten von Wirbelkérpern [aus NEUGEBAUER (1977)]

Kranial schlief3t an den Wirbelkérper der Wirbelbogen nach dorsal mit den Fortsatzen
an. Den Ubergang von Wirbelkérper in den Bogen unterscheidet man zusazlich als
Bogenwurzel (Pediculus arcus vertebrae, Radix arcus).
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Das Wirbelloch (Foramen vertebrale) wird aus der Rickseite des Wirbelkérpers und
dem Wirbelbogen gebildet. Im Schutz des Wirbellochs verlduft das Riickenmark
(Medulla spinalis) von seinem Ursprung im Schadel bis auf Héhe des ersten oder
zweiten Lendenwirbels.

Der Ursprung des Wirbelbogens (Radix arcus) ist cranial abgeflacht (Incisura
vertebralis cranialis) und caudal mit einem tiefen Ausschnitt (Incisura vertebralis
cranialis) versehen. Diese Aussparungen bilden aus zwei Ubereinander liegenden
Wirbeln das Zwischenwirbelloch (Foramen intervertebralis). Durch diese Offnung treten
der Riickenmarksnerv und das Ganglion spinale aus.

Spinalnerven Riickenmark

Ganglion spinale

Radix ventralis Septum dorsale

Rudix dors. Funiculus post.

N. spinalis

Columna post.
Columina lat.

Columna ant,
Rami Funiculus lat.

comimunicantes .
Funiculus ant.

Fila radicularia

Truncus
sympathicus

Abb.5: Spinainerven [aus ROHEN (1984)]

An den Bégen der Lendenwirbel entspringen seitlich die Rippenfortsatze (Prozessus
costarii). Diese sind ihrer Herkunft nach Rippenanteile, die in den Wirbel einbezogen
sind. Wird die knécherne Verbindung nicht ausgebildet, dann besteht eine
Lendenrippe, wie sie zum Teil am ersten Lendenwirbel vorkommt.

Seitlich vom Wirbelbogen gehen die Querfortsétze (Prozessus transversi) aus. Sie sind
an den Hals- und Brustwirbeln besonders ausgepréagt. Durch sie wird die Verbindung
mit den Rippen vervollstandigt. Im Lumbalbereich sind die Querfortsdtze kaum
ausgebildet und stellen kleine, unwesentliche Knochenvorspringe (Processus
accessorii) dorsal an der Ursprungsstelle der Rippenfortséatze dar.
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Die einzelnen Wirbel stehen neben der Bandscheibe zusétzlich mit ihrem kranialen -
und kaudalen Nachbarn Uber je zwei obere (Processus articularis cranialis) und untere
Uberknorpelte Gelenkfortsdtze (Processus articularis caudalis) in Verbindung. Sie
entspringen am Wirbelbogen dorsal von der Incisura vertebralis cranialis und Incisura
vertebralis caudalis und stellen fur das Zwischenwirbelloch eine zusatzliche
Begrenzung dar. Die Lage und Stellung der oberen Gelenkflachen (Facies articularis
cranialis) und der unteren Flachen (Facies articularis caudalis) sind flir die
Bewegungen der benachbarten Wirbel von besonderem EinfluB. Die relativen
Bewegungen zweier aneinander grenzender Wirbel werden durch die Wirbelgelenke in
bestimmte Richtungen beschrankt und nehmen dabei genau begrenzte AusmaBe an.
Im Bereich der Lendenwirbelséule stehen die Gelenkflachen fast sagittal senkrecht, so
daB eine Verdrehung benachbarter Wirbel stark eingeschrénkt ist. Am lumbosakralen
Ubergang sind die Gelenkflachen nahezu frontal ausgerichtet [SCHAIK et al. (1985)].
Zwischenstellungen werden am Segment L4-L5 eingenommen. FARFAN (1979) sowie
FARFAN und GRACOVETSKY (1984) haben in ihren Untersuchungen die
unterschiedlichen Stellungen der Wirbelgelenksspalten dargestelit.

Am dorsalen Ende des Wirbelbogens entspringt der Dornfortsatz (Processus
spinosus). Die Spitzen des Dornfortsatzes sind unter der Haut zu sehen und auch zu
fihlen. Die lumbalen Dornfortsdtze sind ausgesprochen kréaftig und verlaufen im
Unterschied zur thorakalen Wirbelsdule nahezu waagerecht.

Wie die meisten Ubrigen Knochen des menschlichen Organismus bestehen auch die
Wirbelkérper aus zwei unterschiedlichen Anteilen, einer kompakiten festen
AuBenschicht (Substantia compacta) und aus einer weicheren Innenzone (Substantia
spongiosa) [ROHEN (1985)]. Die Spongiosa besteht aus anastomosierenden
(verbundenen) Knochenbalkchen, zwischen die die blutbildenden Gewebe eingelagert
sind.

Die Spongiosabélkchen (Trabekel) des Wirbelkdrpers sind so angeordnet, daf3 sie im
wesentlichen den Spannungstrajektorien entsprechen. Auf Grund dieses Prinzips
spricht man von einem trajektoriellen Bau des Knochens. Die Natur hat es dadurch
erreicht, mit minimalem Materialaufwand ein Maximum an Festigkeit zu erreichen. Es
ist zu beobachten, dal3 diese Bauform besonders ausgeprigt in Knochenbereichen
auftritt, in denen die Balastungsrichtung annahernd konstant ist.

Dartiber hinaus zeichnet sich der menschliche Knochen durch eine bemerkenswerte
Eigenschaft aus, sich rasch durch Knochenanbau (Hypertrophie) oder Knochenabbau
(Atrophie) an veranderte Beanspruchungen zu adaptieren [KUMMER (1972), WOLF
(1892)].
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Lendenwirbel und Zwischenwirbelscheiben o ]

Kotpus

Pediculus

arcus
Processus vertebrae
costalis

Processus articulans ¢ 8

supenor

Foramen vertebrate
Processus mamillaris

. . Processus spinosus
Processus articufaris supenor

Processus mamillaris 2. Lendenwirbel
fvon oben)

Processus costalis

Processus articutans
inferior
Processus articularis Processus
superior marmillaris

Processus
Spinosus

Incisura Processus
vertebralis Spinosus
inferior

Incisura
vertebralis
superior

Processus

Foramen costalis
intervertebrale
Processus

v
'/ accessornus

Processus articularis

inferior
3.und 4. Lendenwirbel : S
Lendenwirbel (von hinten} Ll _: v
{von der Seite) 4€ LS
[ T~

Abb.6: Anatomie der Wirbel [aus NETTER (1989a)]
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2.3.2 Wirbelgelenke

Die Funktion der Bewegungssegmente wird maBgeblich durch die Wirbelgelenke
bestimmt. Verdnderungen der Bandscheibe bewirken unmittelbar Stellungsdnderungen
der Wirbelgelenke, bei denen es sich um echte Gelenke mit hyalinknorpeligen
Oberfldchen (Cartilago articularis), Synovialis, Synovia und Gelenkkapsel handelt. Die
Wirbelgelenke stellen insofern echte Gelenke dar, als sie durch Bindegewebe
(Capsula articularis) geschlossen sind. Die genau zueinander passenden
Gelenkflachen (Diarthrosen) sind zusatzlich mit Zwischenscheiben versehen (Disci
articulares), die alle verbleibenden Unebenheiten aneinander angleichen. Die Stellung
der Gelenkflachen der einzelnen Wirbelbogengelenke bestimmt die Beweglichkeit der
jeweiligen Wirbelabschnitte. So erméglicht die Gelenkflache zwischen Atlas und
Hinterhaupt das Vorwérts- und Riickwartsneigen des Kopfes. Das Atlas-Axisgelenk mit
seinen fast horizontal stehenden breiten Gelenkflichen erméglicht die Seitendrehung
des Kopfes. Die Gelenkflachen der Brustwirbelsdule sind, ahnlich wie die der
Halswirbelsaule, schrag von hinten unten noch vorn oben gestellt, nur steiler, so daf3
hier eine gréBere Seitneigung (laterale Biegung) méglich ist. Die Gelenkflachen der
Lendenwirbelsaule unterscheiden sich grundsatzlich dadurch von den anderen, daB sie
fast genau sagittal stehen, also von vorn nach hinten. Die wesentliche
Bewegungseinschrankung erfahrt damit die Wirbelsaule durch ihre Wirbelgelenke, da
die Bandscheibensynchondrose keine Richtungsbeschréankung bedeutet.

2.3.3 Zwischenwirbelscheibe - Bandscheibe

Eine besondere Bedeutung kommt den Zwischenwirbelscheiben oder Bandscheiben
(Disci intervertebrales) als Verbindungselement im ventralen Bereich der Wirbel zu.
Die Bandscheibe besteht aus einer mit Fasern durchzogenen knorpeligen
Grundsubstanz. Den Kern der Bandscheibe stellt ein flissigkeitsreicher Gallertkern
(Nucleus pulposus) dar. Seine biochemischen Eigenschaften sind gekennzeichnet
durch sein Wasserbindungsvermégen. Seine Spannung ist bestimmt durch den
kolloidosmotischen Druck. Dieser Druck wiederum ist abhéngig von der Art, Zahl und
GréBBe der Makromolekiile, des Mukopolysaccharidproteinkomplexes oder der
Proteoglycane. Mit zunehmendem Alter sinkt der Wassergehalt der Bandscheibe, ihr
Stickstoffgehalt aber steigt an. Das kann zu Austrocknungen des Nucleus pulposus
fihren. Die Belastbarkeit des Faserrings (Annulus fibrosus) wird dadurch herabgesetzt.
Von innen nach auBBen nimmt der Anteil an Grundsubstanz stetig ab. Der Anteil von
Kollagengehalt von 44-51% ergibt sich durch die dichte Anordnung von kreuzweise
verlaufenden kollagenen Fasern in den auBen liegenden Schichten der Bandscheibe.
Diese fibrilldren Proteinkollagene besitzen eine hochgeordnete makromolekulare



Anatomie Seite 15

Struktur. Im Horizontalschnitt erkennt man ein mehr oder weniger stark ausgebildetes
Zwiebelschalenmuster.

Auf Grund der ventral héheren Bandscheiben als dorsal ergibt sich im Bereich der
Lendenwirbelsdule eine Lordosierung. Zusétzlich nimmt die Bandscheibenhéhe von
kranial nach kaudal zu. Die lumbosakrale Bandscheibe bildet eine Ausnahme, indem
sie diinner als die unterste lumbale Bandscheibe ist.

2.3.4 Ligamente

Die lumbalen Bewegungssegmente der menschlichen Wirbelsaule sind durch eine
Vielzahl von unterschiedlichen Bé&ndern verbunden. Jedes dieser Bander erfiillt auf
Grund seines Verlaufs eine spezielle Aufgabe. Das vordere Langsband (Ligamentum
longitudinale anterius) und das hintere L&ngsband (Ligamentum longitudinale
posterius) verlaufen von Anfang bis Ende der Wirbelséule. Als breiter Streifen
Uberzieht das vordere Langsband den vorderen Teil des Wirbelkérpers und den
ventralen Annulus fibrosus. Dabei geht es mit den Wirbelkérpern einen festen Verbund
ein. Von den Bandscheiben 4Bt es sich leicht trennen [HERCHENBACH (1988), KRAMER
(1989), TKATZUK (1968)].

Nach Untersuchungen von PANJABI et al. (1991) geht auch das vordere Langsband,
genauso wie das hintere, eine feste Verbindung mit den Zwischenwirbelscheiben ein.
Das hintere Léangsband verlauft im vorderen Teil des Wirbelkanals. Es ist kranial
breiter als kaudal und verschmalert sich in Hhe der lumbalen Wirbelsdule zu einem
schmalen Streifen. Nach Studien von STAHL und HUTH (1989) wird allerdings entgegen
vieler Anatomieblicher die dorsale Bandscheibenbegrenzung nicht komplett abgedeckt.
Die lateralen Anteile des hinteren Langsbandes verlaufen in Bandscheibenhdhe schrag
nach kaudal zum Periost der Wirbelbogenwurzel.

Das gelbe Band oder Zwischenbogenband (Ligamentum flavum bzw. Ligamentum
interarcualium) kleidet den dorsalen Teil des Wirbelkanals aus. Im Unterschied zu den
dbrigen Bandern besteht es vorwiegend aus elastischen Fasern, die ihm seine
gelbliche Farbe geben. Das Ligamentum flavum zieht von einem Wirbelbogen zum
jeweils dartiberliegenden.

Zwischen den Querfortsatzen (Processus accesorii) benachbarter Lendenwirbel
verlaufen die Ligamenta intertransversaria.
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Die Dornfortsatze verfigen zusétzlich Gber zwei verbindende Bander. Zum einen das
am weitesten dorsal verlaufende Ligamentum supraspinale und zum anderen das
Ligamentum interspinale. Die Fasern des Ligamentum interspinale ziehen von dem
anterior-superioren Ansatzpunkt des Domforisatzes des unteren Wirbels zu dem
posterior-inferioren Ansatzpunkt des darlberliegenden Wirbels. Dieser schrag nach
oben-hinten gerichtete Verlauf kann allerdings nicht in allen Féallen angenommen
werden [PANJABI et al. (1991)].

Der genaue Verlauf laBt sich auch aus den anatomischen Zeichnungen entnehmen.

Circumferential ridge

Vertebral plate

Posterior longitudinal ligament

Interspinous
ligament

S
i
U

.v/,’/y/'

Y

I

! W !
Ny 7/\\\\ 1
i >
74
[P

Inferior articular
/ process

Abb.7: Darstellung der Ligamente [aus COTLER und COTLER (1990)]
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3. Mechanische Formulierung

Da die menschliche Wirbelsédule, bestehend aus Junghannsschen Bewegungs-
segmenten, sich aus den verschiedensten Einzelkomponenten unterschiedlichster Art
und Geometrie zusarmmmensetzt, stellt sie eine auflerst komplexe Struktur dar. Der
anatomische Aufbau wurde im Kapitel zwei ausfiihrlich dargestellt. Fr die Abbildung
einer solchen Funktionseinheit in ein mathematisch-mechanisches Modell werden im
folgenden Kapitel die notwendigen mechanischen Zusammenhénge erlautert.

Die klassischen naturwissenschaftlichen Methoden im Bereich der Mechanik haben
Vorgehensweisen entwickelt, die geeignet sind, komplexe Zusammenhinge realer
Systeme durchaus realistisch abzubilden. Dabei ist es notwendig, ein Modell des
Problems zu schaffen, anhand dessen darnn eine Lésung vorgenommen werden kann.
Vom Ansatz her unterscheidet man in der Mechanik zwischen einer kontinuierlichen
(starken) und einer diskreten (schwachen) Modellbildung. Um die Reaktion eines
kontinuierlichen Systems 2zu erhalten, muB die das Modell beschreibende
Differentialgleichung gelést werden. Dies gelingt nur bei wenigen Fragestellungen in
der Kontinuumsmechanik durch geeignete Lésungsansétze. Oft bleibt jedoch nur die
Maoglichkeit, auf der Basis eines Variationsprinzips ein diskretes Modell zu erstellen,
das es dann erlaubt, das Problem hinreichend genau ndherungsweise zu l6sen.

Zunachst einmal werden im folgenden Kapitel die notwendigen Kkontinuums-
mechanischen Grundlagen erarbeitet. Dabei wird auf die ausfiihrlicheren Darstellungen
in den Arbeiten von Duszek (1980), OGDEN (1984), WRIGGERS (1986), STUMPF (1994)
hingewiesen. Aufbauend auf die Grundlagen der analytischen Mechanik und
ausgehend von den neuesten Erkenntnissen Uber die Verwendbarkeit der
verschiedenen Dehnungs- und Spannungraten, wie sie SCHIECK und STUMPF (1994)
untersucht haben, werden flr die Methode der finiten Elemente die nétigen Grundlagen
skizziert. FOr die Wiedergabe von Wirbelkérper und Bandscheibe wird ein
Volumenelement mit isoparametrischem Ansatz eingefihrt. Dabei weisen die
abzubildenden Strukturen aus Knorpelgrundsubstanz und die der knéchemen Anteile
unter den anatomischen Belastungen kleine Dehnungen und moderate Rotationen auf.
FUr die langgestreckten Bander findet ein nichtlineares Stabelement Anwendung, das
unter Berlcksichtigung der gemessenen Materialverhalten eine realistische
Beschreibung erméglicht. Die Realisierung der strukturellen Anisotropie des Annulus
Fibrosus wird durch Kombination von Volumen- und Stabelementen erreicht.
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3.1 Darstellung der mechanischen Grundlagen

An dieser Stelle soll zunéchst ein kurzer Uberblick (ber die grundlegenden
Zusammenhénge der nichtlinearen Kontinuumsmechanik mit Blick auf eine spatere
Anwendung fiir die Ratenformulierung gegeben werden.

3.1.1 Beschreibung im Koordinatensystem

Zur Beschreibung kontinuumsmechanischer Zusammenhénge ist es notwendig, ein
geeignetes korperverbundenes Koordinatensystem einzufiihren. Dabei werden die
Koordinaten mit ®, i=1,2,3 bezeichnet. Fiir einen Punkt des Kontinuums B 146t sich

damit der Ortsvektor X in der unverformten Lage (Ausgangslage) als Funktion seiner
Koordinaten ©' angeben

X = X(®'), mit i=1,2,3. (3.1)

Dabei verwendet man zwei Formen von natiirlichen Basisvektoren. Zum einen
kovariante und zum anderen kontravariante Basen. Diese lassen sich anhand der
Schreibweise voneinander unterscheiden.

Kovariante Basisvektoren kennzeichnet man durch einen tiefgestellten Index. Die
Definition ergibt sich aus der Ableitung nach den Koordinaten. Dabei wird folgende

a(...)

Schreibweise fiir die Ableitung vereinbart (...), :=§é’i— und auch im folgenden
verwendet, so dal3 man
G =X, =X, (kovariante Basisvektoren) (3.2)

erhalt. Im Unterschied dazu wird der Index der kontravarianten Basisvektoren
hochgestellt angebracht. Sie stehen orthogonal auf den kovarianten Basisvektoren,
also sind sie durch

G *G =3/
(kontravariante Basisvektoren) (3.3)
1=G'® G

festgelegt. Zur Beschreibung in der verformten Lage ist es darliber hinaus notwendig,
ebenfalls zwei Basen zu definieren, die kovariant beziehungsweise kontravariant sind.
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Auf Grund ihrer Definition in der Momentankonfiguration werden sie genauso wie alle
auf die verformte Lage bezogenen GréBen mit kleinen Buchstaben gekennzeichnet.
Man definiert also

g =X, (kovariante Basisvektoren) (3.4)
so daf3 sich der Ortsvektor eines Punktes in der verformten Lage dann als
X = x(X) = x(0') (Ortsvektor in der verformten Lage) (3.5)

ergibt. Fur die hier eingeflihrten Basisvektoren in der unverformten und der verformten
Lage muB also nachfolgende Bedingung erflllt sein,

gi ° g, = 8ji (3.6)
G G, =9, (3.7)
wobei 8, das Kronecker-Symbol ist, mit 8 = 0 fir i#jund 8, = 1 fir i=j ist.

Diese Bedingung bedeutet, daBB die kovarianten und kontravarianten Basisvektoren,
wie nachfolgend dargestellt, zueinander orthogonal sind.

3
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Abb. 8: Ko- und Kontravariante Basisvektoren

Eine ausfihrliche Darstellung der Notation findet sich bei WANG und TRUESDELL (1973).
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3.1.2 Deformationsgradient

Der Deformationsgradient ist die lineare Abbildung des Tangentialraums an die
Referenzkonfiguration in den Tangentialraum an die Momentankonfiguration. Damit
stellt der Deformationsgradient einen Zweibeintensor dar, der mit einem Bein in der
unverformten Lage und mit dem anderen in der verformten Lage steht.

oX

F=— :
oX (38)
ox 96

= 3.9
00 dX (3:9)
Mit (3.2) und (3.4) erhélt man
F=¢g ®G (3.10)

wobei g ® G' das Tensorproduckt von g; und Gi bezeichnet [Klingbeil (1966)] und

somit

g=FG (3.11)
ergibt. Die materielle Zeitableitung des Deformationsgradienten laBt sich damit
bestimmen und ergibt sich zu

l-:_ax_av

_9X_ov (3.12)
X dX
Hieraus ergibt sich der Geschwindigkeitsgradient | zu
ax dx dX :
l:=—=—-——— =gradx, 3.13
ax dX dx gra (3:19)
so dal3 man mit (3.12) zu folgendem Zusammenhang kommt
LI (3.14)
0X
Der Geschwindigkeitsgradient 143t sich additiv in | = d + w aufteilen. Bei dieser

Zerlegung ist d die Dehnungsgeschwindigkeit oder Deformationsrate und w der Spin.
Damit erhalt man -

d=1(1+1")=d" (Dehnungsgeschwindigkeit) (3.15)
und
w=1(1-1"y=-w" (Drehgeschwindigkeit oder Spin) (3.16).
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3.1.3 Polare Zerlegung des Deformationsgradienten

Der Deformationsgradient F 1aBt sich multiplikativ unter der Voraussetzung det(F)>0 in
zwei Anteile zerlegen. Zum einen in einen orthogonalen Rotationstensor R und zum
anderen in einen symmetrischen Verzerrungstensor U bzw. V (Stretch). Eine
ausfihrliche Darstellung findet sich bei TRUESDELL UND NOLL (1965).

Abb. 9: Darstellung der polaren Zerlegung

Die obige zeichnerische Darstellung gibt die polare Zerlegung Ubersichtlich wieder, so
daf3 man zu den folgenden Zusammenhdngen kommt.

F=RU=VR
(3.17)
V=RURT

Der Rotationstensor R ist ein orthogonaler Tensor, fur ihn gilt: R™ =R, (det R=1).

Unter U versteht man den Right Cauchy-Green-Tensor, ein symmetrischer Tensor, so
daB fir diesen die folgende Aussage U= U" zutrifit. Der Tensor U hat die Objektivitét
der Lagrangeschen Darstellung.

Der Tensor V wird als Left Cauchy-Green Tensor bezeichnet. Dieser Tensor hat im
Unterschied zu U die Objektivitat der Eulerschen Darstellung.

Nachfolgende weitere Zusammenhéange sollen an dieser Stelle eingefliihrt werden:
U=\F F oder: V=, FF' (8.18)

R=FU"' oder: R=V'F (8.19)
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3.1.4 Dehnungstensoren in Referenz- und Momentankonfiguration

In der unverformten Lage, also der Referenzkonfiguration ist der Greensche
Dehnungstensor E definiert, der sich aus der Taylorreihenentwicklung des oben
eingefiuhrten (3.15) Dehnungstensors U ergibt. Mit (3.18) 148t sich schreiben

U=1+e=.F'F (3.20)

also

U= 1+(FF-1) (3.21)
in eine Taylor-Reihe entwickelt erhalt man

U=1+%(FTF—1)+... (3.22)

so daf3 sich unter Verwendung der ersten beiden Glieder E zu

E=
2

ergibt. Mit (3.20) 148t sich auch schreiben

(FTF -1) (3.23)

Tp
E=—(U*-1). (3.24)

In der verformten Lage, also der Momentankonfiguration, ist der Almansische
Dehnungstensor definiert. Ausgehend von:

V=1+¢
Vi=1-¢
e=1-/V?
e=1-1+(VZ-1)
kann man an dieser Stelle eine Taylerreihenentwicklung vornehmen
e=1 —[1 +I(V2-1)+.. ]
und erhélt damit
e=~1(1-V?®)=e oder e=}(1-F'F"). (3.25)

Der Almansitensor hangt Uber den Deformationsgradienten mit dem Greenschen
Dehnungstensor zusammen.
e:=F'EF" (3.26)
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3.1.5 Spannungs- und Dehnungsraten

Die Lie-Ableitung setzt sich aus drei aufeinanderfolgenden Operationen zusammen:
1. Pull-Back-Operation,
2. Zeitableitung bei festem X und
3. Push-Forward-Operation.

Das Pull-back stellt das Zurlickdrehen des Tangentialraums an die Momentan-
konfiguration in die Referenzkonfiguration dar.

(#)=F"'(*) FT  oder #®=(F ") () (F ), (8.27)

Die Push-forward-Operation stellt die Umkehroperation zum Pull-back von der
Referenzkonfiguration in die Momentankonfiguration dar.

#=F (*)FT (3.28)

Infolge der Ableitung in der unverformten Konfiguration erhélt man mit der Lie-
Ableitung eine zeit-invariante (objektive) Rate.

Die Lie-Ableitung eines kovarianten Tensors, wie dem Almansischen Dehnungstensor,
sieht damit wie folgt aus:

L,( ) = F" (FT (Tensor) F)* F™ (3.29)

Die Lie-Ableitung eines kontravarianten Tensors, wie dem Cauchyschen
Spannungstensors, hat dagegen folgende Form:

L, ( ) = F(F" (Tensor) FT)* F (3.30)

Bildet man nun die Lie-Ableitung des Almansischen Tensors, so erhélt man folgenden
Ausdruck:

Le:=(FTEF") (3.31)
mit der materiellen Zeitableitung von E:
E =% (FF+FF) (3.32)
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ergibt sich
Le:= %(F‘T F' +FF) (3.33)
Flhrt man an dieser Stelle die Verformungsgeschwindigkeit I (3.14) ein, so erhalt man:

(1" +1)

o I\)I_L

(3.34)

Le:
Le:
Der Tensor d wird als Deformationsrate bezeichnet. Man kann somit schreiben:

d=%(F F' +FF) (3.35)
AuBerdem soll hier der Tensor w als Spin eingefihrt werden.
W= % EF'—FF) (3.36)

Geht man wie folgt vor, lassen sich die verschiedenen Dehnungsraten gut
gegenilberstellen und am Ende vergleichen:

Le=F"(F'eF)F (3.37)

Le=F" (F'eF+F'éF+F'eF)F" (3.38)

Le=F "Fe+é+eFF" (3.39)
setzt man hier (3.14) ein, so erhédlt man schlieBlich:

Le=é+el+l"e (3.40)

Berechnet man aus dem Almansi-Tensor, wie unten, die corotational Rate

L.e=R" (R" e R)R"
Lie=R[R"eR+R'éR+R" eR|R"

L.e=RR" e +é+eRR"™ (3.41)
und fithrt den Spine Q: Q =RR™
Q" =(RR™)T
QT =RR’ (3.42)

ein, so erhalt man
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L.e=é+eQ+Q'e

v
Le=e. (3.43)
Diese Rate bezeichnet man als die Green-Naghdi-Rate [GREEN und NAGHDI (1965)].

Betrachtet man in diesem Fall die einzelnen Anteile, aus denen sich der Gesamtspin
zusammensetzt, und setzt oben ein, dann erhélt man firwe€ — 0

L.e=é+ew+w'e (3.44)
die Zerember-Jaumann-Rate.

Zur Bestimmung der mechanischen Energie eines Kontinuums ist es notwendig, die
jeweiligen den Dehnungen Power-konjugierten Spannungsraten zu berechnen. Auf die
entsprechenden Zuordnungen gehen WANG und TRUESDELL (1973) sowie MCVEAN
(1968) ausfiihrlich ein. An dieser Stelle soll nur ein kurzer Abrif3 der gebrauchlichsten
Spannungsraten vermittelt werden.

Geht man von dem kontravarianten Cauchy-Spannungs-Tensor ¢ aus und wendet die

Lie-Ableitung darauf an, so ergibt sich

Lo=F(F'c FT)F' (3.45)
Lo=F[(F")6F"+F'6F"+F' o (FT)|F (3.46)
Lo=FF") o+ & + o(FT)F" (3.47)
mit FF'=1

(FF7) =(1)"=0
FF'+F(F') =0
F(F'y =—FF" . (3.48)

und weiterhin FTF =1
(FTF) =(1) =0
(F'YF +FTF =0
(F—T). FT=—F7 l':T
(FT) FT=—(FF")T (3.49)

erhalt man unter Beachtung von (3.48) und (3.49)
Lo=6 -FF'sc — o(FF) . (3.50)
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FUhrt man auch hier den rdumlichen Geschwindigkeitsgradienten | (3.14) ein, der auf
der Momentankonfiguration definiert ist, so erhalt man mit

Lo=6 -loc - ol (3.51)
die Oldroeyd-Spannungs-Rate.

Geht man nicht von ¢ (Cauchy-Spannung) sondern von 1 (Kirchhoff-Spannungs-
Tensor) aus und wendet die Lie-Ableitung an, so erhalt man mit t=Jo und J=detF

L, t=L, (Jo) (3.52)
L, t=(LJo+JL, o (3.53)

unter Beriicksichtigung von

L, J=J (3.54)
und der Kontinuitatsgleichung

J-Jdivv=0 (3.55)
lant sich

L,t=JL,o+Jddivvo (3.56)

L, 1=J(L, o +divvo) (3.57)

schreiben. Man erhalt die von Truesdell eingefiihrte Spannungs-Rate.

3.1.6 Bewegung im Raum

Zur Beschreibung der Bewegung eines Kontinuums lassen sich verschiedene
Methoden unterscheiden. Zur Beschreibung der Kinematik in einem raumbezogenen
Koordinatensystem verwendet man die Eulersche Formulierung. Im Gegensatz dazu
beschreibt die hier verwendete Lagrangesche Formulierung die Bewegung aller
Partikel eines Kontinuums kdrperbezogen. Man spricht darum auch von materiellen
oder substantiellen Koordinaten. Bei der Abbildung eines Kérpers B in den
dreidimensionalen Euklidischen Raum spricht man von einer Konfiguration. Betrachtet
man eine Folge von Konfigurationen ®(B) Uber die Zeit t, so erhalt man eine
Bewegung.
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Zur Beschreibung der Bewegung des Korpers B soll im folgenden die unverformte
Ausgangskonfiguration zum Zeitpunkt t; Verwendung finden. Diese sogenannte
Referenz-Konfiguration °®(B) = ©°®(X,ty) ist zeitlich nicht verénderlich (siehe
Abbildung).

Abb. 10: Darstellung der Kinematik

Gréf3en, die mit der Referenz-Konfiguration verbunden sind, werden nachfolgend durch
GroBbuchstaben oder den Index "0" gekennzeichnet. Im Gegensatz dazu werden
GréBen, die mit einer Momentan-Konfiguration verbunden sind, durch kleine
Buchstaben oder den Index "t" kenntlich gemacht. Die Kinematik stellt sich damit wie
folgt dar

X = BX.1), X = & 1(x,1). (3.58)

Dies filhrt zu einer neuen Definition von ®, die implizit in der Wahl einer Referenz-
Konfiguration begriindet ist. ® entspricht dabei einer Abbildung der Referenz-

Konfiguration auf eine Momentan-Konfiguration zum Zeitpunkt t. Flr einen bestimmten
Zeitpunkt t wird @ als Deformation bezeichnet.

Im folgenden soll eine solche Deformation @ genauer betrachtet werden. Die
verschiedenen Konfigurationen, die sich im Laufe der Bewegung zwischen der
Referenz-Konfiguration und der Momentan-Konfiguration zu einem bestimmten
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Zeitpunkt t einstellen, sind in diesem Zusammenhang nicht von Interesse. Daher |43t
sich schreiben

x = &(X). (3.59)

Um die lokalen Deformationen, d. h. in einer Umgebung des Partikels X, untersuchen
zu kénnen, wird verlangt, daB die Ableitungen dxi/de stetig sind. Dies ist durch die
Annahmen beziglich der Regularitdt von @ gewéhrleistet. Unter Verwendung von

(8.59) ergibt sich dann in der absoluten (symbolischen) Notation

dx = F dX, (3.60)
wobei F ein Tensor zweiter Stufe ist, der definiert ist als

F = Grad ®(X), (3.61)
und F dX das Produkt des Tensors F und des Vektors dX bezeichnet.

Die Vektoren dX bzw. dx koénnen als materielle Fasern bezeichnet werden. Die
Gleichung (3.60) beschreibt die Transformation der materiellen Faser dX an der Stelle
X in der Referenz-Konfiguration in die materielle Faser dx an der Stelle x in der
Momentan-Konfiguration. Unter der Voraussetzung dX #0 folgt aus der Gleichung
F dX = 0, daB eine materielle Faser dX existiert, deren Lidnge durch die Deformation
auf Null reduziert wird. Dieser Fall kann ausgeschlossen werden, da er physikalisch
unrealistisch ist. Aus F dX = 0 fur alle dX = 0 folgt, daB der Tensor F nicht singular ist.
Dies fihrt zu det F = 0.

Da F nicht singulér ist, existiert die Inverse F-1.

Im folgenden wird auf die Ubliche Definition der Funktionaldeterminante oder
Jacobische Determinante zurtickgegriffen. Es soll gelten

J = det F. (3.62)

Die Jacobische Determinante setzt zwei entsprechende Volumenelemente der
Konfiguration t=0 und t>0 gemaf

J = detF > 0 (3.63)
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in Beziehung. Fiir den Zeitpunkt t=0 ergibt sich der Wert J=1. Als stetige Funktion kann
sie also nur positive Werte annehmen. Darilber hinaus mufB3 J=0 ausgeschlossen
werden, da ein Volumenelement nicht verschwinden kann.

Betrachtet man drei nichtkomplanare materielle Fasern dX(1), dX{2) und dX(3) an der
Stelle X in der Referenz-Konfiguration, dann gilt entsprechend (3.8)

dx(i) = F dx(i) mit i=1,2,3. (3.64)

Man setze voraus, daB die Bedingung dX(1) e (dX(2) x dX(3) ) > 0 von den drei
Vektoren erfilllt werden, wobei dX(2) x dX(3) das Vektorprodukt der Vektoren dX(2)
und dX(3) bezeichnet. Das Volumen des infinitesimalen Parallelepipeds, das von den
drei Vektoren gebildet wird, kann dann berechnet werden als

dv =det (dX(1), dx(@), dx(3)), (3.65)

wobei durch dX(i) Spaltenvektoren bezeichnet werden. Das korrespondierende
Volumen in der Momentan-Konfiguration bestimmt sich analog zu (3.64) als

dv = det (dx(1), dx(2), dx(3)). (3.66)
Unter Verwendung von (3.64) und (3.65) ergibt sich
dv = (det F) dV = JdV. (3.67)
Dies bestétigt die oben (3.63) postulierte Vermutung. Die lokale Beziehung in (3.67)

kann global in der Form

_[dv = j Jdv (3.68)

B

dargestellt werden, wobei B die Momentan-Konfiguration und B, die Referenz-
Konfiguration bezeichnet.

Man betrachte nun ein infinitesimales Element dS der materiellen Oberflache in der
Umgebung des Punktes X in der Referenz-Konfiguration. Fiir das Vektorelement dS
gilt die Beziehung dS = N dS, wobei N ein, bezliglich des von der Oberfache
eingeschlossenen Raums, nach auBen gerichteter Einheitsvektor normal zu der
Oberflache dS ist. Mit dX wird eine beliebige materielle Faser bezeichnet, die den
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Rand von dS schneidet. Das Volumen des Zylinders, der von dem Oberflachenelement
dS und dem Vektor dX gebildet wird, berechnet sich als dV = dX ¢ dS. Es wird
vorausgesetzt, daB dX e dS > 0 gilt. Das korrespondierende Volumen in der
Momentan-Konfiguration bestimmt sich als dv=dx ¢ ds mit ds = n ds, wobei n ein nach
auBen gerichteter Einheitsvektor normal zu der Oberflache ds ist. Zu beachten ist, daf3
der Normalenvektor N nicht der Transformation in (3.59) gehorcht. Unter
Berlicksichtigung von (3.66) folgt dann

dx e ds =J dX ¢ dS. (3.69)
Unter Verwendung von (3.58) ergibt sich
FT ds=JdS, (3.70)

wobei die willklrlich gewéhite GréBe dX entfernt wurde, und FT die Transponierte
des Tensors F bezeichnet. Ausgehend von (3.70) ergibt sich die Beziehung

ds=J (F1TedsS (3.71)
nds=J(F1)Te NdS (3.72)
die als Nansonsche Formel bekannt ist. Sie stellt einen Zusammenhang zwischen
Oberflachenelementen in der Referenz- und der Momentan-Konfiguration her, der
natdrlich auch fur alle "inneren Oberflachenelemente" Giltigkeit besitzt.
3.1.7 Massenerhaltung
Zur Erhaltung der Masse muf3 gelten, daB die Masse m(B) eines Kérpers B wahrend
eines Deformationsprozesses sich nicht &ndert. Die-Masse ist also unabhangig von der

Momentan-Konfiguration B, die der Kdrper B einnimmt. Zur Bestimmung der Masse
m(B) IaBt sich schreiben

m(B)=j op (x,t) dv, (3.73)

dabei ist p die Massendichte in dem materiellen Punkt x in der Momentan-Konfiguration
B zum Zeitpunkt t. Auf Grund der Massenerhaltung ergibt sich dann die folgende Bilanz
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[ pxtav=[ opq)av, (3.74)

Bo
dabei bezeichnet 9%p die Massendichte in dem materiellen Punkt X in der Referenz-

Konfiguration B,. Unter Verwendung von (3.66) und der Voraussetzung der
bereichsweisen Stetigkeit von p flihrt (3.74) zu der lokalen Aussage

L %p bzw. pdv = 9% dV. (3.75)

P=j

Die Massenerhaltung laBt sich unter Beriicksichtigung von (3.73) alternativ auch in
folgender Form schreiben

d d
< mB) = ajB p(xt)dv = 0. (3.76)

Aus der Verallgemeinerung von (3.76) folgt
j (x,t) f(x,t) d j p (x,1) f(x,t) dv, (3.77)
B

wobei f ein beliebiges Skalar-, Vektor- oder Tensorfeld ist, das GUber B definiert ist.
3.1.8 Impulserhaltung

Die BewegungsgréfBe des Kdrpers B zur Zeit t (Impuls) ist definiert als

[ p vl av. (3.78)

B

Dieser Definition liegt die Bewegung zugrunde, die durch (3.55) beschrieben wird, und
fur die gilt v(x,1) = ¢(X,t). Der hochgestellte Punkt bezeichnet hier und im folgenden die

materielle Ableitung einer GréBe nach der Zeit. Unter Verwendung von (3.55) und
(3.74) kann die Bewegungsgrdfe in der Lagrangeschen Form ausgedriickt werden als

[ % Xt v(@Xh,t) dv. (3.79)
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Bei den auBeren Kraften, die auf einen Kérper B einwirken, lassen sich volumenhaft
und flachenhaft angreifende Krafte unterscheiden. Diese sollen im folgenden als
Kérper- bzw. als Oberflachenkrafte bezeichnet werden. Die Kérperkrafte sind bestimmt
durch

[ p(xt) bixt) dv (3.80)

B

und die Oberflachenkrafte durch

j t(x,t,0B) da, (3.81)

9B

wobei mit b das Vektorfeld der spezifischen Massenkraft bezeichnet ist, welches tber
die Momentan-Konfiguration B definiert ist. t ist das Vektorfeld der Spannungen, das
fir alle bersichsweise glatten Grenzflachen 9B der Momentan-Konfiguration B definiert
ist.

Die resultierende auBere Kraft auf den Kdrper B in der Momentan-Konfiguration B ist

[ pxt) bxt) dv+ [ t(x10B) da. (3.82)

B

Auf Grund der Erhaltung der BewegungsgroBe muB die Anderung der
BewegungsgréBe gleich der Summe der auf einen Kérper einwirkenden Kréfte sein.
Unter Verwendung von (3.77), (3.78) und (3.82) ergibt sich dann

j p (x,1) v(x,t) dv

.[ p (x,1) b(x,t) dv+ aL t(x,1,0B) da = % [

B

= [ p(xb) v(x) dv. (3.83)

3.1.9 Einfihrung des Spannungstensor

Der Chauchy-Spannungsvektor t in einem materiellen Punkt x der Oberflache ist nur
von dem Einheitsvektor n abhéngig, wobei dieser normal zu der Oberflache im Punkt x
steht und nach auBen gerichtet ist. Um dies zu verdeutlichen, wird im folgenden antatt
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t(x,t,08) nun t(x,t,n) verwendet. Es existiert ein von n unabhangiges Tensorfeld
zweiter Stufe ¢, so daf3

t(x,t,n) =o(x,t) en (3.84)

fir alle materiellen Punkte x in der Momentan-Konfiguration B zum Zeitpunkt t und fir
beliebige Einheitsvektoren n gilt. Der Tensor o(x,t) wird als Cauchyscher

Spannungstensor bezeichnet.

Unter Bericksichtigung von Cauchys Theorem (3.84) in dem Ausdruck flir die
Erhaltung der BewegungsgréBe (3.83) erhalten wir

j o (x,t) b(x,) dv*+_[ 6(x,t) nda = j o (x,t) V(x,1) dv, (3.85)
a8

8 B

und die Anwendung des GAussschen Divergenztheorems [BOwEN und WANG (1976)
fuhrt zu

j [p (1) bx,t) + div oT(x,t)- p (x,) V(x,1)] dv =0. (3.86)

8

Unter der Voraussetzung, daB p, b, ¢ und v bereichsweise stetig sind, flhrt (3.86) zu
der lokalen Impulsbilanz

divel + pbh=pV, (3.87)

die als erste Cauchysche Bewegungsgleichung bekannt ist und in der
Komponentendarstellung folgende Form hat:

0 i .
! b. — ~V- ] 3-88
3x, + pbj =pvj (3.88)

Entsprechend der zweiten Cauchyschen Bewegungsgleichung ist der Cauchysche
Spannungstensor o symmetrisch [OGDEN (1984)]. In absoluter Notation ausgedriickt

bedeutet das

ol =¢ ' (3.89)
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und in der Komponentendarstellung
Gjj = Ojj . (3.90)

Unter Beriicksichtigung der oben eingefihrten Nansonschen Formel (3.70) kann die
resultierende Oberflachenkraft (3.35) dargestellt werden als

[ cenda= [ Jo(F)TeNdA (3.91)
a8

38,

wobei N ein nach auBen gerichteter Einheitsvektor normal zu der Oberflache 0 B, der
Referenz-Konfiguration B, ist.

Mit nachfolgender Notation
P=Jo (FNT (3.92)

kann man (3.91) dann in der folgenden Form schreiben:

-

[ cenda= [ PeNdA (3.93)

3B 38,

Der Tensor P wird als erster Piola-Kirchhoffscher Spannungstensor bezeichnet. Bei
dem sogenannten Nominellen Spannungstensor S handelt es sich um den
transponierten ersten Piola-Kirchhoffschen Spannungstensor. Unter Berlicksichtigung
der Symmetrie des Cauchyschen Spannungstensors folgt aus (3.92) die Beziehung

S=PT =JF1leo. (3.94)

Der Cauchysche Spannungstensor stellt den Zusammenhang zwischen einem
Oberflachenelement in der Momentan-Konfiguration und dem darauf wirkenden
Kraftvektor her. Im Gegensatz dazu setzt der Nominelle Spannungstensor den
Kraftvektor in der Momentan-Konfiguration mit dem Oberflaichenelement in der
Referenz-Konfiguration in Beziehung. Der Zusammenhang zwischen den
Komponenten der beiden Spannungstensoren wird aus der folgenden Gileichung
ersichtlich, die sich nach Umformung aus (3.94) ergibt:
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ajj = = Fik Skj Sk (3.95)

Unter Berlcksichtigung der orthonormalen Basen {Ej} und {ej} ist Sij dA die
Komponente in Richtung ej einer Kraft, die auf ein infinitesimales Oberfléchenelement
wirkt, dessen Normale in der Referenz-Konfiguration in Richtung Ek verlief und das
dort die Flache dA hatte.

3.1.10 Spannungsgeschwindigkeitstensor

Eine wichtige Eigenschaft eines Tensors ist die Invarianz seiner Komponenten
gegeniber einer Starrkérperdrehung des Materials. Ein Lagrangescher Tensor, der
diese Bedingung erfillt, wird als objektiv bezeichnet [OGDEN (1984)]. Es kann
anschaulich gezeigt werden, da3 die materiellen Zeitableitungen bzw. die materiellen
Anderungsgeschwindigkeiten der Komponenten des Cauchyschen Spannungstensors
[Mc MEEKING und RICE (1975)]

d i do; do;
Et‘ O'ij(x,t) = O'ij(x,t) = a—t] + 3; Vk ] (396)

nicht drehinvariant sind. Dazu betrachten wir einen Stab, der durch eine konstante
Zugkraft beansprucht wird. In der Ausgangslage fallt die Schwerelinie des Stabes mit
der x-Achse eines feststehenden kartesischen Koordinatensystems zusammen. Die
Cauchyschen Spannungen sind oyyx = p und oyy = 0. Nach einer Starrkérperdrehung
des Stabes von 90° um die z-Achse erhalten wir die Spannungen oy = 0 und Gyy = P
Die Komponenten des Cauchyschen Spannungstensors haben sich also durch die
Starrkérperdrehung des Materials gedndert und es gilt Gy # 0 bzw. c'ryy # 0. Damit ist
gezeigt, daf3 die Tensoren ¢ und & keine objektiven Lagrangeschen Tensoren sind.

Im folgenden wollen wir uns mit der Entwicklung eines objektiven Tensors
beschéftigen, dessen Komponenten Ableitungen der Cauchyschen Spannungen nach
der Zeit sind.

Wir betrachten zwei orthonormale Basen {ej} und {e'j}. Da {ej} eine Basis ist, kann jeder
der Vektoren e'1, e'p, '3 als Linearkombination der Vektoren eq , eo , e3 ausgedriickt
werden. Also
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e’ = Qjj . (3.97)
Durch Multiplikation von (3.97) mit e erhalt man
Qjj=e'jee; (3.98)

woraus folgt, daB der Skalar Qjj dem Kosinus des Winkels zwischen den Vektoren e
und e; entspricht.

Es |aBt sich zeigen, daB die Transformation der Komponenten eines Tensors zweiter
Stufe T bei einem Wechsel der Basen entsprechend (3.97) nach folgender Regel
erfolgt [DUszek (1980), OGDEN (1984)]:

T'ij = Qik Qjl Tk - (3.99)

Wir betrachten nun ein Partikel X eines Korpers B. Dabei ist x der Ortsvektor des
materiellen Punktes, den das Partikel X in der Konfiguration B einnimmt. Dieser Punkt
wird als Ursprung der beiden Basen {ej} und {e'j} gewahlt. Die Basis {ej} bezeichnet ein
raumfestes kartesisches Koordinatensystem und die Basis {e'j} ein kdrperfestes
kartesisches Koordinatensystem, das an der Rotation des Kérpers B um den Punkt x
mit der momentanen Winkelgeschwindigkeit Q teilnimmt. Zum Zeitpunkt t stimmen die
beiden Koordinatensysteme lberein. Die Koordinaten xj und x'; sind durch die folgende
Transformation verbunden

X'j = Xj - Qjj xj dt = (8jj - €jj dt) x;. (3.100)

Der Tensor Q wird auch als Spintensor bezeichnet. Seine kartesischen Komponenten
sind gegeben durch
1 aVi aVJ-

i=3 (g)q % ) (3.101)

wobei Qjj dt die Veranderung des Winkels zwischen den Vektoren e'j und ej im Laufe
einer infinitesimalen Zeit dt angibt. Unter der Voraussetzung, daB die resultierende
Winkelanderung unendlich klein ist, entspricht der Term (Sij - Qjj dt) dem Kosinus des
Winkels zwischen den Vektoren e'j und ej und damit dem Skalar Qjj in (3.97).

Die Cauchyschen Spannungen in dem raumfesten Koordinatensystem werden zum
Zeitpunkt t mit oij(t) und zu einem spéteren Zeitpunkt t+dt mit oij(t+dt) bezeichnet. Die
materielle Zeitableitung ist definiert als
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. .1
gjj = dItITO -C—H[ Gij(t+dt) - Gij(t) 1 (3.102)
Die sogenannte Spannungsgeschwindigkeit definiert sich nach JAUMANN (1911) als
AN I .
cjj= d|t|rl'10 a[cij(ﬂdt) - oijit) 1, (3.103)
wobei mit o'ij(t+dt) und c'ij(t) die Cauchyschen Spannungen in dem kérperfesten
Koordinatensystem bezeichnet werden.
GeméaB der oben angegebenen Definition entsprechen die Jaumannschen
Spannungsgeschwindigkeiten den Ableitungen der Cauchyschen Spannungen nach
der Zeit aus der Sicht eines Beobachters, der an der Starrkérperdrehung des Kérpers

teiinimmt. Im Gegensatz dazu beziehen sich die materiellen Zeitableitungen der
Cauchyschen Spannungen auf die Sicht eines Beobachters, der in dem matenellen

Punkt x fixiert ist. Demzufolge ist der Tensor der Spannungsgeschwindigkeiten G” ein
objektiver Lagrangescher Tensor.

Die Komponenten des Cauchyschen Spannungstensors im Punkt x zum Zeitpunkt t+dt
berechnen sich in dem raumfesten Koordinatensystem als

ojj(t+dt) = ajj(t) + &jj(t) dt (3.104)

und in dem kérperfesten Koordinatensystem als

v
o'jjt+dt) = ojj(t) + ojj dt, (3.105)
wobei Glieder héherer Ordnung in dt vernachléssigt wurden.

Die Transformation der Komponenten Gjj bei einem Wechsel von der Basis {ej} zu der
Basis {e'j} erfolgt nach der Regel (3.99). Wir schreiben

G'ij(t+dt) = (3jk - Qijk dt) (5j| - Q) dt) ok(t + dt). ' (3.106)

Unter Berlcksichtigung von (3.104) in (3.106) erhalten wir nach Umformungen die
Beziehung
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oj(t+dt) = gjjt) + [Gjj(t) - Qik oKt} - Qjolt)] dt + .. . (3.107)

Die Anwendung der Definition (3.103) bzw. der Vergleich von (3.105) und (3.107) fuhrt
zu der gesuchten Definition des Jaumannschen Spannungsgeschwindigkeitstensors
[BATHE (1986), Duszek (1980), PRAGER (1961), SzABO und BALLA (1989)]

cvsij = Gjj - Qik okj - Qjk oki, (3.108)
der oben in absoluter Notation (3.44) abgeleitet wurde.
3.1.11 Kirchhoffscher Spannungstensor
Der Kirchhoffsche Spannungstensor t ist definiert als

t=Jo (3.109)
und in der Komponentendarstellung gilt

Tjj = J ojj, (3.110)

Fir die Jaumannsche Ableitung des Kirchhoffschen Spannungstensors gilt dann
geman (3.103)

v Voo
Tij=J ojj + J ojj. (8.111)

Der Zusammenhang zwischen den Komponenten des Cauchyschen und des
Nominellen Spannungstensors ist durch (3.95) gegeben. Fir die materiellen
Zeitableitungen der Komponenten erhalten wir in Indexnotation die Beziehung

J 9% o % %ik_ 5, + éaxiik 8, (3.112)

Im Rahmen dieser Arbeit wird die Umgeformte Lagrangesche Formulierung verwendet.
Um die daraus resultierenden Zusammenhdnge unmiBverstandlich beschreiben zu
kébnnen, wird die bislang verwendete Notation erweitert. Ein hochgestellter links
stehender Index gibt den Zeitpunkt an, zu dem die GréBe betrachtet wird. Die
Konfiguration beziehungsweise die Basis, auf die die betrachtete GréB3e bezogen ist,
bezeichnet ein tiefgestellter links stehender Index. Dieser Index braucht nicht
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verwendet zu werden, wenn er dem oberen linken Index entspricht. An den Stellen, an
denen diese Notation nicht notwendig ist, wird auf sie verzichtet.

Bei der Umgeformten Lagrangeschen Formulierung wird die Momentan-Konfiguration
als Referenz-Konfiguration flr das nachste Inkrement verwendet. Der Zeitpunkt t soll
den Beginn eines neuen Inkrementes bezeichnen. Fiir alle Partikel X des Kdrpers B gilt
dann die Beziehung

tX; = tx; (3.113)

und fiir das Verhéltnis J zwischen dem Volumen dv in der Momentan-Konfiguration
und dem Volumen dV in der Referenz-Konfiguration gilt

=1 bzw. tU=1. (8.114)

Weiterhin sind die verschiedenen SpannungsmaBe am Anfang eines jeden
Inkrementes identisch. Wir schreiben

to; =11, =18§; bzw. to'ij = t’tij = tSij. (3.115)

Die Indizierung der Komponenten des nominellen Spannungstensors stellt dabei einen
Sonderfall dar, da diese Spannungen sowohl mit der Momentan- als auch mit der
Referenzkonfiguration verbunden sind. Die Eindeutigkeit der Indizierung ist bei der
Umgeformten Lagrangeschen Formulierung dennoch gegeben, da beide
Konfigurationen zu Beginn eines Inkrementes Ubereinstimmen.

Unter Berlicksichtigung der obengenannten Zusammenhange bei der Umgeformten
Lagrangeschen Formulierung und den Beziehungen (3.108) und (3.111) folgt aus
(3.112)

t

. v o'V,
tSjj="t1jj - a‘_x' toyj + 'Qik lokj + Q) loki. (3.116)
k

Die kartesischen Komponenten des Tensors der Deformationsgeschwindigkeit D sind
gegeben durch
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1 v, 0oV, |
v (20 70y, 3.117
=2 (<3\xj axi) ( )
Die gesuchte Beziehung zwischen den materiellen Zeitableitungen der Komponenten
des Nominellen Spannungstensors und den Jaumannschen Ableitungen der
Komponenten des Kirchhoffschen Spannungstensors [MC MEekING und RICE (1975)]
ergibt sich unter Beriicksichtigung von (3.117) aus (3.116) als

o'V,

—L. 3.118
e (3.118)

R
tSjj="trjj - tojk 'Dkj + Dik 'okj + 'oik-

t

v,
Im folgenden soll fir a‘_x] auch die Notation tvj-’k Verwendung finden.
k

3.1.12 Prinzip der virtuellen Geschwindigkeiten

Der Ausdruck fiir die Erhaltung der BewegungsgréBe (3.85) kann unter
Berlicksichtigung von (3.75), (3.93) und (3.94) in eine Form gebracht werden, in der
sich sémtliche Integrale auf die Referenz-Konfiguration beziehen. Damit ergibt sich

j Op (X) Ob(X,t) dv + j ST(X,t) Nda = j Op (X) & (X,1) dv, (3.119)

B, 3B, B,

wobei °b(X,1) = b(®(X}1),t) berticksichtigt wurde. Die Anwendung des
Divergenztheorems [BOWEN und WANG (1976)] auf das zweite Integral in (3.119) flihrt
zu der Beziehung

[ 19 (X) 9b(X,1) + div S(X,t) N - Op (X) § (X.t)] dv=0, (3.120)

BO
aus der sich die folgende lokale Aussage ergibt:
divS + 9% Ob= Op ¢. (3.121)

Wenn der Kérper B sich in Ruhe befindet, gilt die Gleichung ¢(X,t) = 0 fiir alle Partikel
X des Koérpers B zu jedem Zeitpunkt t. Aus (3.121) folgt dann die Beziehung
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divS + 9% Ob =0, (3.122)

und 1aBt sich in der Komponentendarstellung in der Form

a5, |
5—)6 +Op °bj =0 (3.123)

schreiben und deren Differentiation zu der folgenden Gleichung fuhrt:
3S; :
5?: +9%p °bj =0. (3.124)

Weiterhin soll das Vektorfeld T der Nominellen Oberflichenspannungen hiermit
eingefuhrt werden, flr das gilt

T(X,t,N) = ST (X,t)eN.  (3.125)
In der Komponentendarstellung ergibt sich
Tj =Sjj Nj. © (8.126)
Aus (3.93) folgt unter Beriicksichtigung von (3.84) und (3.125) die lokale Beziehung
t da=T dA. (8.127)
Dies bedeutet, daf3 Tj dA die Komponente in Richtung ej einer Kralft ist, die auf ein
infinitesimales Oberflachenelement wirkt, dessen vektorielle Flache in der Referenz-

Konfiguration Nj dA war.

Fur die materielle Ableitung der Komponente Tj des Vektors der Nominellen
Oberflachenspannungen nach der Zeit gilt dann

Tj = Sij N;j . (3.128)

Innerhalb einer Zeit dt nimmt Sj; um den Wert Sij dt zu. Der Zuwachs von Tj in der
gleichen Zeit betragt analog T j dt.
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Wenn fir eine vorgegebene materielle Zeitableitung bzw. fiir ein Inkrement der
auBeren Belastung die materiellen Zeitableitungen der resultierenden Verschiebungen,
Verzerrungen und Spannungen berechnet werden sollen, so kann die Systemantwort
theoretisch dadurch ermittelt werden, daB man die Differentialgleichungen, die das
Gleichgewicht beherrschen, 16st und die Ldsung dann den Randbedingungen
unterwirft. Eine Losung dieses Systems von Gleichungen ist praktisch jedoch nur fiir
wenige Randwertprobleme mdéglich. Eine andere Moglichkeit, die eine Ausdehnung auf
ein breites Spektrum von Aufgaben erlaubt, bietet das Prinzip der virtuellen
Geschwindigkeiten. Nach diesem Prinzip befindet sich ein Kérper im Gleichgewicht,
wenn unter beliebigen, virtuellen Geschwindigkeiten év, die wéhrend einer Zeit dt
einwirken, die gesamte innere virtuelle Arbeit gleich der gesamten &ufBeren virtuellen
Arbeit ist.

Fir die Herleitung des Prinzips der virtuellen Arbeit werden die aus der Impulsbilanz
folgende das Gleichgewicht beschreibende Differentialgleichung (3.124), die
Spannungsrandbedingung (3.128) und die Verschiebungsrandbedingung bendtigt.
Damit ergibt sich folgendes System von Gleichungen:

3s; :

a—x: +0%p Obj =0 (3.129 a)
Sij Ni=T; auf 0BT (3.129 b)
b =& auf oB% (3.129 ¢

wobei auf einem Teil 9BS von aB, die Zeitableitungen der Deformé'tionen & und auf
dem verbleibenden Teil 9B! = 9B,\ dB: die Zeitableitungen der Nominellen
Oberflachenspannungen T gegeben sind.

HILL (1957) [HILL (1958), HILL (1959)] hat die das Prinzip der virtuellen Geschwindig-
keiten beschreibende Integralgleichung

av].

[$i83

5,

)dV = [T,8v,dA + [ % dv, dV (3.130)

2B, B,
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angegeben. Eine Herleitung des Prinzips der virtuellen Verschiebungen, das dem
Prinzip der virtuellen Geschwindigkeiten grundséatzlich entspricht, wird in [WRIGGERS
(1986)] vorgestelit.

Die Beziehung (8.118) zwischen den materiellen Zeitableitungen der Komponenten des
Nominellen Spannungstensors und den Jaumannschen Ableitunge'n der Komponenten
des Kirchhoffschen Spannungstensors wurde fir die Umgeformte Lagrangesche
Formulierung hergeleitet. Wir setzen (3.118) in (3.130) ein und erhalten unter
Verwendung von (3.127) und (3.75) die Bewegungsgleichung

av o'v |
« ) ) 'V

v
I("m- ‘o, Dy = Dy ‘o + ‘o, 5
B X, , (3.131)
= J“t8v da+_|"p‘b d'v, tdv
B

bei der sich alle Integrale entsprechend der Umgeformten Lagrangeschen
Formulierung auf die Momentan-Konfiguration beziehen [HILL (1959), MCc MEEKING und
RICE(1975)].

\%
Unter Beachtung der Symmetrie des Tensors t ergibt sich nach Umformung von
(3.131) die Bewegungsgleichung

v
['m 8D, 'dv + [( oy, 'y, 8'v - 28, Dy D) 'dv
B .8 _ (3.132)
J"tj d'v,da + I‘p 'b; 8'v, 'dv
8

o8B

in der Form, die zur Formulierung der Finite-Elemente-Matrizen verwendet wird.

3.1.13 Konstitutive Beziehungen

Ein Material, das als elastisch bezeichnet werden kann, muB3 die Mindestanforderung
erflllen, daB die Spannungsgeschwindigkeit bei bekanntem Spannungszustand eine

homogene lineare Funktion der Verformungsgeschwindigkeit ist. Der Ansatz von
JAUMANN (1911) fUhrt zu einem Materialgesetz der Form

Tu = Ejy Dy, (3.133)
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wobei die Komponenten Ej, des Tensors E' im allgemeinen vom Spannungstensor

abhéngig sind. Nach TRUESDELL (1955) werden diese Materialien als hypoelastisch
bezeichnet [BERNSTEIN (1963), NoLL (1955)]. Es kann gezeigt werden, daB3 das
Materialgesetz (3.133) fur infinitesimale Dehnungen das Hookesche Gesetz als
Sonderfall beinhaltet [PRAGER (1961)]. Da Spannungsénderungen unabhéngig von der
daflir bendtigten Zeit sind, werden hypoelastische Stoffe als zéhigkeitslos bezeichnet
[PRAGER (1961)].

Die Beziehung zwischen den materiellen Zeitableitungen der Komponenten des
Nominellen Spannungstensors und den Komponenten des Geschwindigkeitsgradienten
ist von HILL (1959) mit

g = Y (3.134)

T 3(av,/9X))

angegeben worden, wobei das Potential U eine homogene quadratische Funktion des
Geschwindigkeitsgradienten ist. Wir schreiben

1 oV, Jv
=2 By 5 - 3.135
U=3 By X, 9%, (3.135)

HiLL (1958) hat gezeigt, daB aus der Existenz des Potentials U fiir ein Material die
Existenz eines homogenen quadratischen Potentials W mit

1 -
W= E Eijkl Dij Dkl (3'136)

folgt. Die Beziehung zwischen den Jaumannschen Ableitungen der Komponenten des
Kirchhoffschen Spannungstensors und den Komponenten des Tensors der
Deformationsgeschwindigkeit ergibt sich als

vo_dW P*W
- = D, = E: D, 3.137
Tij 2D, 3D, 9Dy, K ikl ki ( )

wobei flir die Komponenten des Tensors E die folgende Symmetrie gilt:
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E:, = E,. (3.138)

Die Bericksichtigung der konstitutiven Beziehung (3.137) in (3.132) fihrt zu der
Bewegungsgleichung

[Eji 'Dy8Ddv + ['o; v, 8y, 'dv - [2 '3, D, 8D, 'dv
B , ® , B (3.139)
= J"tj 8'v, 'da + J‘p 'b, 8'v, 'dv

oB B

beziehungsweise zu der dquivalenten Variationsaussage

_[tWth + %J‘(to-ij th,j th,i -2 t8ij tijtDki) 'dv
35 8 _ =0. (3.140)
- [';8'; 'da - ['p 'b; 8'v; 'dv
3B B

Diese Variationsaussage fiihrt zu symmetrischen Steifigkeitsmatrizen im Rahmen eines
approximativen Ldésungsverfahrens mit Hilfe der Methode der finiten Elemente
[Mc MEeEKING und RICE (1975)].

Die Komponenten Ej, des Materialtensors folgen aus der Beziehung

v E \J
Tj = Trv (O 8y + 1ov 8; 3) Dy (3.141)

die Mc MEexING und RICE (1975) als Verallgemeinerung der Materialgleichung von

Prandtl-Reuss flir elastisches Materialverhalten angeben. Die GréBen E und v
bezeichnen dabei den Elastizitatsmodul und die Querkontraktionszahl.

3.1.14 Berechnung der Spannungsrate

Aus der Beziehung (3.110) zwischen Kirchhoffschen und Cauchyschen Spannungen
folgt der Ausdruck

i - %‘0' , (3.142)
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und durch den Austausch von o durch 1 in (3.108) erhalten wir gemafR [Pinsky et
al.(1983)]

v
Ty = T+ Tyt Qy Ty - (3.143)

Die Komponenten des Cauchyschen Spannungstensors zum Zeitpunkt t+dt lassen sich
inkrementell unter Verwendung von (3.104) berechnen. Die Berilcksichtigung von
(3.142) und (3.143) in (3.104) fuhrt zu

o (t+dt) = o,(t) + % Gn(t)mik T()+ Q 'cki(t)—Joij(t))dt. (3.144)

Bei den weiteren Betrachtungen sind die Beziehungen zu beachten, die in Abschnitt
3.1.9 fir die Umgeformte Lagrangesche Formulierung gegeben wurden. Fir (3.144)
schreiben wir dann

U] 1

\'4 .
tdg = g + —} (tTij+tQik 'O+ 'Q ‘oki—tJtoij)dt. (3.145)

Die materielle Zeitableitung der Determinante des Deformationsgradienten kénnen wir
unter Berlicksichtigung von

bdty; = tx; + tvjdt und X = Ixj (3.146)
durch den folgenden Ausdruck darstellen

tY o i trdtp _ t _ t

J = (Ij{_rn) i (det "F - F) = 'v,,. (3.147)

Die Beziehungen (3.145), (3.147) und (3.137) fihren dann zu dem gesuchten Ausdruck
far die Cauchyschen Spannungen zum Zeitpunkt t+dt:

b, = ‘o, + (Efg D+ 'Q oy + 'Qy 'o=Jo, Jat. (3.148)
Auf Grund des augenblicklichen Charakters dieser Gleichung ergeben sich die
Cauchyschen Spannungen zum Zeitpunkt t+dt nur dann exakt, wenn ein infinitesimales
Zeitintervall dt beziehungsweise infinitesimale Zuwéachse der Deformationen im
Zeitintervall dt betrachtet werden.
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3.2 Isoparametrisches Volumenelement

Das Konzept der isoparametrischen Elemente unterscheidet sich insofern von anderen
Formulierungen, als die Verschiebungen eines beliebigen Punktes des Elementes
unter Verwendung von Interpolationsfunktionen abhéangig von den Verschiebungen der
Elementknotenpunkte dargestellt werden. Diese Interpolationsfunktionen stellen
gleichzeitig den Zusammenhang zwischen einem Elementpunkt und den Koordinaten
der Elementknoten her [Bathe (1986)]. Diese Interpolationsfunktionen nennt man auch
Formfunktionen.

Die Formfunktionen definieren sich auf Elementebene in einem natirlichen
Koordinatensystem, dessen Laufvariablen r, s und t von -1 bis 1 laufen. Damit ergeben
sich fior den Zusammenhang zwischen dem lokalen und dem globalen
Koordinatensystem  spezielle  Transformationsfunktionen. Am  Beispiel des
Volumenelementes, wenn es 8-Knoten aufweist, sind diese Funktionen nachfolgend
aufgezeigt. Bei der Formulierung und der programmtechnischen Realisierung im
Rahmen dieser Arbeit ist es mdglich, ber die notwendigen acht Eckknoten des
Volumenelementes hinaus auf den Kanten zusétzliche Knoten zu realisieren. Mit den
dadurch maximal 21 Knoten eines Elementes erreicht man durch die Mittenknoten
guadratische Ansétze

X= hy{xy + hoxo + ... + hgXxg.
y= h1yqs + hoy2 + ... + hgys. (3.149)
z= hq{zq + hozo + ... + hgzg.

Dabei sind die Koordinaten der Elementknoten mit x;, yj, zj gegeben.

Die verwendeten Interpolationsfunktionen hj berechnen sich dann fir ein 8-Knoten-
Element nach folgendem Schema:

hq = 1/8 (1+r) (1+4s) (1+1)
ho = 1/8 (1-r) (1+s) (1+)
hg = 1/8 (1+r) (1-s) (1+1)
hg= 1/8 (1-r) (1-s) (1+t) (3.150)
hg = 1/8 (1+r)(1+s) (1-)
hg = 1/8 (1-r) (1+s) (1-1)
h7 = 1/8 (1+r) (1-s) (1-t)
hg = 1/8 (1-r) (1-s) (1-1)
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Ausfthrlich wird auf die Konstruktion dieser Funktionen in der entsprechenden Literatur
zur Finite-Element-Methode [BATHE (1986), PINGEL (1991)] eingegangen.

“

s

Abb. 11: Verwendetes Volumenelement als 8-Knoten-Typ

Zur Bestimmung der Ableitungen der globalen Elementverschiebungen vj = 1, erhalt
man dann nach (3.149) und (3.150)

vx= hyve! + hov? + .+ hg w8

vy= hyw! + haw? + ..+ hgws. (3.151)

vz= h1vzl + hovy2 + .. + hgvg8.
Zur Bestimmung der Steifigkeitsmatrizen der Elemente auf der Grundlage der
Bewegungsgleichung (3.149) muB die Transformationsmatrix zwischen den

Zeitableitungen der globalen Element-Verschiebungen an den Knoten und dem
Deformationstensor aufgestellt werden. Zur Bestimmung der Ableitungen der



Mechanische Formulierung Seite 49

Interpolationsfunktionen nach den globalen Koordinaten dient der Jacobische Operator
[BATHE (1986), SCHWARZ (1984)), ZIENKIEWICZ (1984)].

Fir die numerische Bestimmung der in der Bewegungsgleichung auftretenden Integrale
wird die GauB-Quadratur verwendet. Dazu werden die zu integrierenden Funktionen an
vorgegebenen Stitzstellen [BATHE (1986)] ausgewertet und mit Wichtungsfaktoren
multipliziert. Fir dreidimensionale Elemente mit acht Knoten ist eine Integration mit
2x2x2 Stitzstellen mit ausreichender Genauigkeit zu erwarten. Angaben uber die
Genauigkeit hat HELEN (1972) fiir ausgesuchte Tragwerke gemacht.
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3.3 Stabelement

Ausgehend von den Uberlegungen des 8- bis 21-Knoten-Volumenelementes soll an
dieser Stelle die Beschreibung des verwendeten isoparametrischen Stabelementes
erfolgen.

Das verwendete Stabelement zeichnet sich insbesondere durch die Méglichkeit aus,
ein nichtlinear elastisches Materialverhalten abbilden zu kénnen. Dabei missen
Wertepaare vorliegen, die das Materialverhalten vorgeben. Dieses Vorgehen ist
besonders bei biomechanischen Untersuchungen gut realisierbar. Durch einen
geeigneten Zugversuch, bei dem sich aufgebrachte Kraft und zugehdrige
Langenanderung messen lassen, erhélt man eine verwertbare Tabelle.

Die verwendete Hypoelastische Material-Hypothese ist in diesem Fall geeignet, das
materielle Verhalten zu beschreiben [HUGHES und WINGET (1980), NAGHTEGAAL und
DE JONG (1981), REED und ATLUR! (1985), RUBINSTEIN und ATLURI (1983)].

3.3.1 Elementformulierung
Entsprechend dem isoparametrischen Konzept werden die globalen Koordinaten sowie
die globalen Element-Verschiebungen in jedem Punkt des Stabelementes durch die
entsprechenden globalen GréBen in den Elementknoten ausgedriickt. Dazu dienen die
Beziehungen:

X= h1Xxq{ + haxo.

y= hi1y1 + haya (3.152)

z= hqzq + ho 2o
und

vx= hq vyl + ho w2,

vz= h1vz! + hovy2.
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Die in (3.152) und (3.153) auftretenden Formfunktionen h; sind die gleichen wie die fir
das oben beschriebene Volumenelement (3.150). Sie haben bei einem Ansatz mit nur
zwei Knoten folgende Form:

Knoten 1 Knoten 2

I |
r=-1 r r=+1

P

+1\ h,=L(1-r)
/:f he= 5 (1+r)

Il —
o

—

Abb. 12: Eindimensionale Formfunktion flir ein Stabelement

Fir die Umgeformte Lagrangesche Formulierung gibt BATHE (1986) die linearisierte
Bewegungsgleichung wie folgt an:

J tCijrs ters 8teijtdv + J tcsijatnijtdv = uT [HMR_‘R]U ' (3 1 54)
B

B

Zur Auswertung dieser Bewegungsgleichung fur ein bestimmtes Stabelement miissen
die beiden Integrale in matrizieller Form berechnet werden, im wesentlichen also die
lineare Steifigkeitsmatrix des Elementes und die nichtlinearen Anteile der
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Steifigkeitsmatrix des Stabelementes. Damit ergeben sich folgende Matrizen, die zu
erstellen sind [PINGEL (1991)].

u’ =[‘u]| 'y | tug | fu? | ug| ‘u§] (3.155)

.......................................................................................

e U

te t : : : : :
C1111 Al CCy i C)Cy : C4Cy i —CyCy | =C,Cy | —CyCy

™1 2¥1 3¥1 11 ; 2¥1 3¥1

.......................................................................................

By A0 10 1010 (3.157)

............................................

80" K, {i+80" Ky G=u"[**R—'R]u. (3.158)

Die berechneten Elementsteifigkeitsmatrizen werden fur jedes Stabelement der
Gesamtsteifigkeitsmatrix hinzugefagt.
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3.4 Eingeschlossenes Volumen

Das nachfolgende Kapitel zeigt die Besonderheiten auf, die flr die Formulierung zur
Abbildung idealer Fuide in der mathematischen Formulierung beriicksichtigt werden
missen [OLSON und BATHE (1985)]. Dabei soll vorausgesetzt werden, daB in der
Ausgangskonfiguration das den Hohlraum ausflilende. Fluid spannungsfrei ist und
gleichzeitig den durch die oben beschriebenen Volumenelemente eingeschlossenen
Raum vollstéandig ausfilt.

3.4.1 Prinzip der virtuellen Geschwindigkeiten und Stoffgesetz

Ideale Fluide zeichnen sich insbesondere dadurch aus, daB sie keine Zahigkeiten
aufweisen und dadurch auch keine Tangentialspannungen auftreten. Man spricht
darum von nicht-viskosen Flissigkeiten. Fir die Cauchyschen Spannungen bedeutet
diese Bedingung, daf3 alle Komponenten mit ungleichen Indizes gleich Null sein
missen ojj=0 fiJri#j.

Unter Berlicksichtigung der Tatsache, daB die Tangentialkomponenten in jeder
beliebigen Schnittfladche gleich Null sind, I&Bt sich nachweisen [GUMMERT und RECKLING
(1987)], daB die auftretenden Normalspannungen alle den gleichen Wert annehmen.

ojj=Pp 8ij (3.159)
Der neueingefiihrte Skalar p stellt den Druck in dem Fluid dar.

Die Berucksichtigung von fliissigkeitsgefilliten Hohlrdumen macht eine Modifikation der
Bewegungsgleichung notwendig. Zuséatzlich zu den Integralen auf der linken Seite
treten folgende Terme zu der bisherigen Bewegungsgleichung (3.139) hinzu.

J"SH d'v, 'dv = J‘pa S'v,, 'dv+ I( P 'V, 8, — P v ) 8'v,, dv. (3.160)
Br

Be

Dabei muB3 die Integration zum Zeitpunkt t Gber die Momentankonfiguration Bs aller mit
einer Flussigkeit gefiiliten Hohlrdume erfolgen.

Durch Umwandlung des Volumenintegrals in ein Oberfldchenintegral [BRONSTEIN und
SEMENDJAJEW (1981)] hat die Integration ilber die Oberfliche des das Volumen
begrenzenden Festkérpers zu erfolgen. Diese Oberflache wird durch Seitenflachen der
Volumenelemente gebildet und laBt sich somit numerisch integrieren.
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Nach Einfigen der neuen Terme in die Variationsaussage (3.90) erhdlt man eine
modifizierte Gleichung, die Uber die urspriingliche fur reine Festkérper geltende
Vorschrift hinausgeht und die veranderlichen Volumina beriicksichtigt.

- .

c 1

tA t~ t, t t t t t t t t
Y™ ['n 'y, 'da+'p” 5 [ (Vi 'vi =t vy 'v))'da
m=1 aBr B

8 +J '‘Widv + %I(tcij Wi Vii - 2 '8 'DyDy) 'dv =0 (8.161)
B B

- '['ij 8'v, 'da - .[‘p b, 8'v; 'dv
B

B

Im Rahmen des Lésungsverfahrens mit der Methode der finiten Elemente fuhrt diese
Variationsaussage zu symmetrischen Steifigkeitsmatrizen [PINGEL (1991)].

3.4.2 Zusatzliche Nebenbedingung durch Kavitaten

Als weitere Unbekannte, zusatzlich zu den Geschwindigkeiten in den Elementknoten
der finiten Elemente, ergeben sich fur jeden in seinem Volumen konstant zu haltenden
Raum (Kavitat) die materiellen Zeitableitungen des Drucks. Die materielle Ableitung
des m-ten Volumens nach der Zeit zum Zeitpunkt t ergibt sich zu

t.m
VF :'-J th,k th= .[ tnk th tda

m m
Be BBF

(3.162)

Die matrizielle Auswertung dieser Gleichung fuhrt schliefllich auf ein zusétzliches
Gleichungssystem fiir die Berechnung der Dricke 'p™M in den Kavitaten. Das
Gleichungssystem hat folgende Form

Kre v+ ('p"NF) =R. (3.163)
m=1

Setzt man dabei eine gewisse Anzahl von Kavitaten voraus, ergibt sich als zusétzliche
Bedingung, die wahrend jeden Zeitschritts bei dem LdsungsprozeB3 bertcksichtigt
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werden muf3, ein entsprechend dimensioniertes System von Gleichungen. Diese
zusatzliche Randbedingung sieht fir ein System, in dem sich vier voneinander
unabhéngige flissigkeitsgefiillte Raume befinden, wie nachfolgend dargestellt aus.

.............................................................................................

................ Y o PSS ko SO (3.164)

Der oben beschriebene besondere Zustand muB bei der Lésung des Gleichungs-
systems entsprechend beriicksichtigt werden.
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3.5 Beweglicher Kontakt im Raum

Die in dieser Arbeit behandelte Fragestellung des Tragverhaltens von menschlichen
Wirbelsaulenabschnitten 143t sich nicht ohne eine geeignete Formulierung des in den
Wirbelgelenken auftretenden Kontakts bearbeiten.

Zur mechanischen Formulierung von Kontaktproblemen gibt es eine Vielzahl von
Lésungsméglichkeiten. Ein wesentliches Unterscheidungskriterium fir die Art der
Formulierung stellt das Vorhandensein von Reibung dar. Im vorliegenden Fall der
Abbildung des Kontakifalls in einem menschlichen Gelenk kann davon ausgegangen
werden, daB3 die Reibung zu vernachléssigend klein ist. Damit braucht die verwendete
Formulierung also auch den EinfluB einer tangential wirkenden Reibungskraft nicht zu
bericksichtigen. Zur Einordnung des Vorgehens der Kontaktformulierung kann man
zwischen der Methode der Lagrangeschen Multiplikatoren und der Penalty Methode
unterscheiden [WRIGGERS (1986)]. Das hier angewendete Verfahren entspricht der
Penalty Methode.

Bei dem Vorgehen nach der Penalty Methode miissen verschiedene Falle
unterschieden werden. Unter Beachtung der unten dargestellten Geometrie, aus einem
beliebigen Knoten eines Volumenelementes und einer aus Dreiecksflachen
zusammengesetzten und mit Knotenverschiebungen anderer Elemente verkniipften
Oberflache ("Surface"), ergeben sich zunachst vier Félle.

Zum einen befindet sich der Elementknoten oberhalb der Surface und hat damit keine
Berlhrung. Dann tritt das Kontaktelement, das zwischen dem Elementknoten und der
Surface definiert ist, nicht in Aktion.

Zum anderen tritt der Knoten mit dem Kontaktelement gerade in den durch dgap
vorgegebenen Bereich ein. Der senkrecht auf der Surface gemessene Abstand zu dem
Knoten unterschreitet also die festgelegte Distanz zur Kontakiflache. Dieser Fall fuhrt
zur Einfihrung einer vorgespannten Feder (GAP-Element), die durch ihre Federkraft
den verlangten Abstand wieder herstellt. Dazu wird eine Ungleichgewichtskraft in das
System eingebracht und in dem Vektor der Ableitungen der &uBeren
Knotenpunktlasten berlcksichtigt. Gleichzeitig mit der Kraft in der Kontaktfeder muf3
auf der Surface-Seite aus Gleichgewichtsgriinden eine aquivalente Einzelkraft auf die
Dreiecksfliche aufgebracht werden. Diese Einzelkraft wirkt dann auf die
Elementknoten der beteiligten Volumenelemente.

Weiterhin kann sich der Knoten mit dem Kontaktelement bereits im Kontakifall
befinden, so daB der berechnete Abstand d kleiner als dgap ist. Dann wird die
Steifigkeitsmatrix des GAP-Elementes berechnet und in der Gesamtsteifigkeitsmatrix
berticksichtigt.
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SchlieBlich kann der Fall auftreten, daB sich der Kontakt wieder 16st, also der
senkrechte Abstand d wieder gréBer als dgap wird, oder der Knoten auf eine neue
Dreiecksflache der Surface trifft. Um den EinfluB der Kontaktfeder zu beseitigen, wird
eine der Federkraft umgekehrt gleichgroBe Ungleichgewichtskraft berlicksichtigt.

)
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Abb. 13: Darstellung des rdumlichen Kontaktfalls

Besonderes Augenmerk gilt dem Fall, daB eine Kontaktfeder durch Annéherung an die
Kontaktflache eingesetzt und im nachsten Schritt wieder enthommen werden muB.
Trotz einer allgemein guten Konvergenz des Loésungsverfahrens durch den im
folgenden beschriebenen numerischen Losungsalgorithmus, kénnen in einzelnen
Fallen groBe Springe in der Tangentialsteifigkeitsmatrix auftreten, die die Ldsung
beeintrachtigen. Insbesondere beim Verlassen der Kontaktflache, kann das im
schlimmsten Fall auch zu Divergenzen fiihren. Dies lieBe sich verhindern, indem der
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Algorithmus dahingehend modifiziert wird, daB die geometrische Nichtlinearitét der
zuerst erhaltenen Kontaktknoten ausiteriert wird. Dann kann nach der "active set"
Strategie die neue Kontaktzone bestimmt werden [Wriggers (1986)]. In allen im
sechsten Kapitel vorgestellien Berechnungen hat sich jedoch gezeigt, dal3 der normale
Algorithmus ohne Probleme anwendbar ist.
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3.6 Numerische Lésung

Zum Abschluf3 des dritten Kapitels soll in diesem Abschnitt auf das numerische
Vorgehen zur Lésung der beschriebenen mechanischen Zusammenhénge
eingegangen werden. Dazu dient hier die Methode der finiten Elemente. Zur
Ubersichtlichen  Darstellung und systematischen Bearbeitung liegen alle
Zusammenhange in matrizieller Form vor. Dadurch ist es mdglich, auf gewisse
standardisierte Algorithmen zuriickzugreifen.

Zur Lésung nichtlinearer Strukturprobleme, wie sie im Rahmen dieser Arbeit betrachtet
werden, ist eine Aufbereitung der zugehdrigen diskretisierten Grundgleichungen im
Sinne einer inkrementellen Formulierung vorgenommen worden. Die Diskretisierung
eines Problems nach der Methode der finiten Elemente flihrt zu einem algebraischen
Gleichungssystem fir die unbekannten Knotenparameter [BETTEN [1986], KLEIN (1990),
SCHWARZ (1984)]. Im Unterschied zu linearen Problemstellungen entzieht sich das
nichtlineare Gleichungssystem einer direkten Ldsung, was die Anwendung numerischer
Naherungsverfahren erforderlich macht. Dabei haben insbesondere inkrementelle und
iterative Verfahren weite Verbreitung gefunden.

Das sich ergebende algebraische Differentialgleichungssystem hat dabei folgende
Form:

G(v,A) = R(v) - AP =0. (3.165)

Zur Lésung dieses Gleichungssystems stehen verschiedene Méglichkeiten zur
Auswah| [CHROSCIELEWSKI und NOLTE (1985)], von denen hier ein rein inkrementelles
Verfahren ohne Gleichgewichtsiteration Verwendung findet.

Die Funktion G in (3.165) soll dazu in der Umgebung von vj, 2, hinreichend oft
differenzierbar sein. Man beachte, daB3 die betrachtete Gleichung nichtlinear in den
Knotenverschiebungen v ist. Zur Bestimmung des nachsten Gleichgewichtszustandes
wird (3.165) an dem bekannten Punkt in eine Taylorreihe entwickelt. Wird nun nach
dem ersten linearen Term abgebrochen und eine Kkonsistente Linearisierung
vorgenommen, |aBt sich eine quadratische Konvergenz in der Nahe der
Gleichgewichtsldsung nachweisen [STEIN (1989), WRIGGER (1986)].

Das gesamte Vorgehen zur Bestimmung der Gesamtlésung basiert auf einer Sequenz
von Ldsungen linearisierter Gleichungssysteme. Der dazu verwendete
Lésungsalgorithmus hat dabei die nachfolgende Form. Es ist darauf zu achten, daB3
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hier die besonderen Bedingungen, die durch den vorgesehenen Kontaktfall auftreten
kénnen, bericksichtigt werden missen.

Setzen der Anfangswerte
Schleife Uiber Lastinkremente
1.) Berechnung der aktuellen Momentankonfiguration
(Bestimmung der Knotenkoordinaten unter Berlicksichtigung

des letzen Inkrements)

2.) Uberprifen der Kontaktbedingungen in der gegenwértigen Konfiguration
(Einbau oder Entfernung von Kontakt-Feder-Elementen)

3.} Einbau der Modifikationen infolge des Kontaktfalls
4.) Berechnung des néchsten Verschiebungsinkrementes
5.) Bestimmung der aktuellen Gesamtverschiebung

6.) Schleifenende - Weiter mit 1.) oder ENDE

Abb.14: Lésungsalgorithmus

Der im Rahmen dieser Arbeit verwendete Algorithmus erlaubt auf Grund seiner
umfangreichen Steuerungsméglichkeiten und seiner Restart-Fahigkeit die effiziente
Bearbeitung geometrisch nichtlinearer Fragestellungen.

Die Eingabe der Strukturgeometrie, der Materialkonstanten und der Lasten, sowie die
Ausgabe der Verschiebungen und SchnittgréBen, erfolgt in physikalischen GréBen und
deren Komponenten.
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4. Das Wirbelsdulensegment als mechanische Einheit

Die Umsetzung der Wirbelsaulenstruktur in ein mathematisches Modell ist eine groBe
Herausforderung beziglich der Abbildungsgenauigkeit. Dartiber hinaus ist flr jedes
Modell die Frage zu klaren, inwieweit eine Ubertragung der berechneten
Systemantwort, also der errechneten Ergebnisse, zurick in die Realitat zuldssig ist,
und vor allem, welche Schliisse daraus gezogen werden kénnen.

Gleichzeitig bedeutet die Mdglichkeit der Untersuchung menschlicher Strukturen auf
numerischem Wege ein leistungsfdhiges Hilfsmittel, um grundlegende Zusam-
menhange vor eventuellen chirurgischen oder orthopédischen Eingriffen zu ermittein.
Auf Grund der menschlichen Anatomie, insbesondere im Lendenwirbelbereich,
ergeben sich dabei einige besonders interessante Fragestellungen, die ein
numerisches Modell beantworten kann.

4.1 Starrkérpermodell

Eine mdgliche Form eines Rechenmodells ist die Darstellung der Wirbelsaule als
zweidimensionales mechanisches Modell. Dabei bilden NOLTE und PINGEL (1991) eine
muskelisolierte Wirbelsdule ab, bestehend aus Starrkérpern, die durch Federelemente
untereinander verbunden sind. Eine solche sagittal-ebene Abbildung laBt sich aus
einer lateralen Réntgenabbildung der Wirbelsdule entnehmen. Ein solches Modell, das
mit "einfachen" Annahmen ein Bewegungssegment aus Bandscheibe mit benachbarten
Wirbelkérpern abbildet, kann auf Grund der wenigen mechanischen Elemente nur
globale Zusammenhénge der Kinematik der Wirbelséule wiedergeben. Dieses Modell
aus zwei Starrkérpern, die lGber 15 Federn miteinander verbunden sind, von denen vier
Federn die Bandscheibe, vier Federn das Wirbelgelenk und sieben Federn die
ligamentaren Strukturen reprasentieren, kann jedoch einige Fragestellungen
zufriedenstellend beantworten. Vor allem globale Einfilisse, wie Fusionen oder
operative Veranderungen, lassen sich so bearbeiten [NOLTE und PINGEL (1991),
NITSCHKE et al.(1988)]. :

Fir umfangreiche Studien Uber das Verhalten von ein- und mehrsegmentalen
Wirbelsaulenabschnitten unter Vorlasten ist eine ebene Betrachtungsweise erfolgreich
angewendet worden. Dabei konnte mit dem Programmsystem LUSP (Lumbar Spine)
der EinfluB verschiedener Kategorien von Vorlasten studiert werden.
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X Z

Abb.15: Ebenes Wirbelééulenmodell [aus NITSCHKE et al. (1988)]
4.2 Ebenes Modell

Im Unterschied zu einem zweidimensionalen Modell mit Starrkérpern bietet eine
Erweiterung im Hinblick auf deformierbare Kontinua in der Ebene zusétzliche
EinfluBfaktoren. Dabei wird im besonderen der Wirbelkérper, und eventuell auch die
Bandscheibe, durch Scheibenelemente wiedergegeben. Fir die langgestreckten
Strukturen der Ligamente bieten sich hier nichtlineare Stabelemente zur Abbildung an.
Eine solche Form der Abbildung gibt gegenliber einer Simulation mit starren
Verbindungselementen, die die Wirbelkérper reprasentieren, die tatsachlichen
Verhéltnisse besser wieder. Elastische oder gegebenenfalls plastische Verhalten der
Wirbel und/oder der Bandscheiben kénnen in ein Scheibenelement eingearbeitet
werden.
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4.3 Rotationssymmetrisches Modell

Eine weitere Variante der Berechnung von Wirbelsdulenabschnitten basiert auf der
Verwendung von Kontinuumselementen, die von ihrem Ansatz her die Spannungen
und Dehnungen in der Art annehmen, daB rotationssymmetrische Voraussetzungen
herrschen. In Frage kimen Scheibenelemente, die die obigen Bedingungen erflllen.
Unter Verwendung solcher Elemente bei der Finite-Elemente-Analyse gewinnt die
Frage der Ubertragbarkeit der Resultate in das natiirliche Modell groBe Bedeutung. Auf
Grund der rotationssymmetrischen Geometrie und der ebenfalls nur
rotationssymmetrischen Belastungsméglichkeiten sind erhebliche Einschrankungen zu
beachten. Gute Ubertragbarkeit ist eigentlich nur fiir die Abbildung der Bandscheibe an
der Wirbelséule zu erwarten.
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4.4 Volumenmodell

Die Verwendung eines Volumenelementes, wie es im Abschnitt drei hergeleitet worden
ist, soll an dieser Stelle zur Abbildung der menschlichen Wirbelsdule untersucht
werden. Dabei gilt es, die Vor- und Nachteile einer solchen Abbildung zu hinterfragen
und abzuwagen.

Die Abbildung rédumlicher Strukturen - wie die der Wirbelséule - erfordert die genaue
Ubernahme der Geometrie und der Lage der einzelnen Bestandteile als wesentliche
Faktoren flir die Aussagekraft der Simulation. Bei der menschlichen Wirbelsaule, und
im speziellen bei einem oder mehreren Junghannsschen Bewegungssegmenten, ist
von einem unregelmafig begrenzten und stark zergliederten Volumen auszugehen. Ein
Bewegungssegment besteht dabei zusatzlich aus einer Vielzahl verschiedener
"Bauteile". Diese im ersten Kapitel beschriecbenen "Bauteile" unterscheiden sich in
ihrem mechanischen Verhalten zum Teil sehr stark voneinander. Zusétzlich 148t eine
menschliche Struktur nur eingeschrankt eine genaue Abgrenzung zu. Dieser
besondere Umstand macht es notwendig, mdglichst viele geometrische und materielle
Einflusse bericksichtigen zu kénnen. Insbesondere ist der Aufbau der Wirbelkérper
durch eine nach auBen hin ansteigende Festigkeit gekennzeichnet. Das Verhalten der
Bandscheibe ist ebenfalls von innen nach auBen stark unterschiedlich. Somit ist es
winschenswert, méglichst kleinrdumig Geometrie und Materialverhalten angeben zu
kdnnen.

Unter Verwendung von dreidimensionalen Elementen eréfinet sich die Médglichkeit,
zusétzlich eindimensionale Stab-, Balken-, Scheiben- oder auch Plattenelemente zu
verwenden. Wegen der Ubergangsformulierung ist jedoch der Verwendung von Staben
der Vorzug zu geben. Stab- oder auch Fachwerkelemente schlieBen an den Knoten der
Volumenelemente gelenkig an.

Bei der Verwendung von Volumenelementen ist zu bericksichtigen, daB auf Grund der
vielen Freiheitsgrade je Element und der notwendigen Elementanzahl die Bewaltigung
des daraus resultierenden numerischen Problems an Bedeutung gewinnt. Durch jedes
zusétzliche Volumenelement kommen zwischen acht und zwdlf weitere Freiheitsgrade
und mégliche Materialeigenschaften hinzu. Bisherige Ansatze haben sich darum auf
symmetrische Modelle beschrénkt [PINGEL (1991)].

Somit ist fur eine detailgetreue und wirklichkeitsnahe Abbildung eines
Bewegungssegmentes der Wirbelsdule oder ganzer Wirbelsaulenabschnitte eine
dreidimensionale Darstellung am besten geeignet. Die oben beschriebenen Nachteile
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anderer Ansétze treten nicht auf. Im Vergleich zu "einfachen Modellen" sind alle
Komponenten mit ihren elastischen Materialeigenschaften abbildbar. Im Unterschied zu
ebenen Beschreibungen koénnen auch Einflisse aus der Veranderlichkeit in

Dickenrichtung Beriicksichtigung finden.

Bei speziellen Fragestellungen im Bereich der Gelenkflachen wére es denkbar, den
dort zur Auskleidung befindlichen Gelenkflachenknorpel [BAUMGART (1988)] gesondert
zu berlcksichtigen. Dazu wéare es notwendig, die spezifischen Eigenschaften des
Knorpels auf der Oberfache der knéchernen Gelenkstrukturen gesondert zu

diskretisieren.
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4.5 Darstellung des Wirbelkérpers

Ausgehend von den anatomischen Gegebenheiten der menschlichen Wirbelséule
sollen in diesem Abschnitt die Grundlagen und Voraussetzungen fiir die Abbildung der
einzelnen Bestandteile des Junghannsschen Bewegungssegments beleuchtet werden.

4.5.1 Sagittalschnitt und Transversalschnitt

Betrachtet man die Lendenwirbelséule in einem Medianschnitt, so fallt die besondere
Form der kaudalen Wirbelkérper auf. In dieser Ansicht solite das abzubildende
Praparat und das numerische Modell gut Ubereinstimmen. Zusatzlich ist eine gute
Ubereinstimmung der verschiedenen Transversalebenen anzustreben, um die spatere
Aussagekraft der numerischen Ergebnisse zu festigen.

Abb. 16: Gegeniiberstellung eines Medianschnitts durch Préparat und Modell
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Abb. 17: Gegeniberstellung von Transversalschnitten durch Praparat und Modell
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4.5.2 Knochendichteverteilung

Zur Versorgung des numerischen Modells mit Materialdaten besteht durch die
Bestimmung der Knochendichte ein guter Anhaltspunkt fir die Verteilung Uber eine
vorgegebene Schnittebene. Entsprechende Analysen der Knochendichteverteilung
wurden bei verschiedenen Versuchsreihen bereits vorgenommen. Der direkte
Zusammenhang zwischen Knochendichte und mechanisch nutzbaren Materialdaten ist
jedoch bis heute nicht eindeutig, und stellt damit nur eine qualitative Kontrolle dar.
Genauere quantitative Angaben lassen sich jedoch aus der Literatur Ubermnehmen
[SHIRAZI-ADL (1984)].
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Abb. 18: Knochendichteverteilung im Lumbalen Wirbelkdrper
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4.6 Abbildung der Bandscheibe

Bei der Darstellung der Bandscheibe lassen sich zwei wesentlich voneiriander
verschiedene Bereiche unterscheiden. Der duBere Mantel gleicht einem Autoreifen,
bestehend aus einer Grundsubstanz, die mit kreuzweise eingelegten Zugbéndern
armiert ist. Diese Hulle umschlieBt einen weichen leicht verschieblichen Kern.

4.6.1 Annulus Fibrosus

Die auBere Hille der Bandscheibe wird in dem hier verwendeten Modell wie folgt
idealisiert. Die eigentliche Substanz des Annulus Fibrosus wird durch
Volumenelemente wiedergegeben. Die in der Grundsubstanz des Annulus
nachweisbaren kollagenen Fasern werden im einzelnen zwischen den
Volumenelementen eingebaut. In der menschlichen Bandscheibe nimmt der Anteil der
Fasern von auBen nach innen ab [EYRE (1979), HuMZAH und SOAMES (1988)]. Dieser
Tatsache wird Rechnung getragen, indem die Stabelemente nach innen hin einen
geringeren Querschritt erhalten. Gleichzeitig bekommen sie auch einen geringeren
Elastizitatsmodul [PINGEL (1991), SHIRAZI-ADL (1984)], so dal3 die Tragwirkung nach
innen hin deutlich abnimmt.

Abb. 19: Verlauf der kollagenen Fasern
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4.6.2 Nucleus Pulposus

Der durch den Nucleus Pulposus eingeschlossene Gallertkern kann auf Grund seiner
Beschaffenheit und Konsistenz als nichtviskoses Liquid idealisiert werden [HICKEY und
Hukins (1980)]. Mit der im dritten Kapitel dargesteliten Formulierung ist es damit
notwendig, diesen Bereich komplett von Volumenelementen zu umgeben. Mit dieser
Kenntnis ist der numerische Algorithmus des Finiten-Elemente-Programms dann in der
Lage, das Eindringen in diese Kavitdt, die als inkompressibel angenommen wird, zu
beeinflussen.

NUCLEUS

\
ANNULUS
LAMINATES

Abb. 20: Prinzip der Bandscheibe [WHITE UND PANJABI (1990)] und Diskretisierung

Mit dem verwendeten Ld&sungsalgorithmus ist es zuséatzlich moglich, Volumen-
verdnderungen des Nucleus Pulposus gezielt vorzugeben und damit entsprechende



vas wirpeisauiensegment aisS mecnaniscne cinneit oene 71

Fragestellungen an der Wirbelsdule zu bearbeiten. Das kénnen Entnahmen von
Bandscheibenmaterial sein bei Operationen zur Druckentlastung. Es kdnnte aber auch
ein Volumenverlust auf Grund natilrlichen Alterns oder Degeneration auf diese Weise
simuliert werden.
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4.7 Bandapparat

Im mechanischen Zusammenspiel der Komponenten der Wirbelsiule spielen die
Bénder eine wesentliche Rolle. Insbesondere die muskelisolierte Wirbelsaule ist nur
durch ihren Bandapparat stabil. Der genaue Verlauf der an der Wirbelsdule
vorkommenden Bander ist im ersten Kapitel ausflihrlich beschrieben worden.
Entsprechend der anatomischen Lage der Ligamente sind an den im folgenden
verwendeten Rechenmodellen Stabelemente mit den mechanischen Kenndaten der sie
repasentierenden Ligamente eingesetzt.

Ausfihrliche Untersuchungen der Ligamente der Lendenwirbelsdule sind zur
Erlangung der Kraft-Verschiebungskurven notwendig [NOLTE und PANJABI (1989)]. Die
dabei zu beobachtenden nichtelastischen Effekte sind bei den hier vorgestellten
Berechnungen nicht berlcksichtigt worden. Das nichtlineare Verhalten der Ligamente
wurde jedoch fir alle beteiligten Bander beriicksichtigt. Dabei ist zu beachten, daB3 die
Bestimmung des spannungsfreien Zustandes auBerst schwierig ist [FUNG (1967)].

Abb. 21: Bandapparat des mathematischen Modells
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4.8 Facettengelenke

Neben der Bandscheibe und den Ligamenten eines Bewegungssegmentes wird das
Bewegungsverhalten und der KraftfluB von einem Wirbelkérper zum néchsten, ganz
besonders durch die beiden Wirbelgelenke bestimmt. Diese zwei Gelenke jedes
Bewegungssegmentes bedirfen bei der Beriicksichtigung im numerischen Modell
groBer Aufmerksamkeit. Die besondere Schwierigkeit bei der Abbildung des
mechanischen Verhaltens dieser Gelenke liegt in deren speziellen Verhalten. Als
Gelenke Ubertragen sie nur Druckkréfte und haben bei Zugbelastung keinen Kontakt.
Die im dritten Kapitel beschriebene Kontaktformulierung erlaubt, diese Eigenschaft des
reibungsfreien Kontakis abzubilden. GroBer Wert wurde bei der Diskretisierung der aus
einzelnen Dreiecksfidchen bestehenden KontaktflAiche auf das Zusammenpassen mit
der ihr gegeniberliegenden Gruppe von Kontaktfedern gelegt.

4.9 Riickenmuskulatur

Fir alltdgliche Bewegungsabldufe, und sogar fiir die aufrechte Haltung, ist die
Rickenmuskulatur die wesentliche Stitzkomponente. Mangels der Mdglichkeit,
geeignete invitro oder invivo Untersuchungen bisher vorzunehmen, ist gegenwartig
keine Validierung solcher Simulationsansétze gesichert méglich. lhre Wirkung konnte
im Rahmen dieser Arbeit nicht untersucht werden.
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5. Modellbildung - Numerische Simulation

Aufbauend auf den Ausft’]hrungeﬁ des vierten Kapitels, soll in diesem Kapitel das
Vorgehen zur Modellierung der verschiedenen erstellten Wirbelsdulenmodelle

besprochen werden.

5.1 Aligemeines

Ausgangspunkt fur die Erstellung eines Rechenmodells auf Basis der Methode der
finiten Elemente k&nnen geeignete bildgebende Verfahren sein, wie zum Beispiel
Computer-Tomogramm (CT) oder Magnet-Resonanz-Verfahren (MR). Durch solche
dreidimensionale Erfassung der Wirbelsdulengeometrie ist unter Beachtung der
Abbildungsmafstabe und bei ausreichend diinnen Scan-Ebenen eine optimale
Grundlage fir eine Diskretisierung gegeben. Die Erstellung der nachfolgend
beschriebenen Wirbelsaulenmodelle wurde, ausgehend von Computer-Tomogrammen,
von lumbalen Wirbelsdulen, unter Verwendung eines interaktiven Prepozessors,

vorgenommen.

Abb. 22: Menschlicher Riicken
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Abb. 23: CT-Aufnahmen einer Lendenwirbelséule
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5.2 Symmetrisches Modell

Fir einen Teil der numerisch durchfiihrbaren Untersuchungen an Bewegungssegmen-
ten reicht die Diskretisierung des symmetrischen Teils der Wirbelsdule aus. Dabei
schrdnkt man sich auf gewisse mégliche Lasten ein. Zum einen ist das die
Kompressionslast, und zum anderen ist das ein Moment in der Medianebene (Flexions-
[Extensionsmoment). Im Rahmen dieser Arbeit wurden darUber hinaus auch
Scherbelastungen (Schubkraft) aufgebracht. Bereits bei diesem kompaktesten der drei
hier untersuchten Modelle ist der Rechenaufwand je nach aufgebrachter Last sehr
umfangreich. In der Abbildung l&Bt sich an diesem Modell die Verteilung der
Materialien libersichtlich veranschaulichen.

Abb. 24: Materialdarstellung am symmetrischen Modell
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5.3 Asymmetrisches Modell

In Erweiterung des symmetrischen Modells der Wirbelsaule soll hier die Erweiterung
des symmetrischen zum asymmetrischen Rechenmodell beschrieben werden. Unter
weitgehender Verwendung der Basisgeometrie des symmetrischen Modells, erlaubt ein
asymmetrisches Modell wesentlich weitergehende Analysen dadurch, daB keine
Einschrankungen fir die Lastaufbringung gemacht werden miissen.

Unter Vernachlassigung der Symmetrieeigenschaften, die in gewissen Grenzen bei der
menschlichen Wirbelsaule angebracht sind, ist es bei einem solchen Ansatz méglich,
Uber die Kompressionslast und das Beugemoment hinaus die seitliche Beugung und
auch die Torsionsbewegung - Roation um die lLangsachse - zu untersuchen. Zur
genauen Beschreibung haben WHITE und PANJABI (1990) das klinische
Koordinatensystem eingeftihrt, das es eraubt, einheitlich experimentelle und
numerische Ergebnisse gegeniiberzustellen. Die nachfolgenden Ergebnisse sollen sich
auf diese Konvention beziehen.

<___] F FORCE )

g ) * MOMENT)

«—> T TRANSLATIO?‘J

1 Q R ROTATION

LOAD

DISPLACEMENT

Abb. 25: Klinisches Koordinatensystem nach WHITE und PANJABI (1990)
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Abb. 26: Wiedergabe des Asymmetrischen Rechenmodells
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5.4 Multisegmentales Modell

Bei dem hier vorgestellten multisegmentalen Modell handelt es sich um eine
konsequente Weiterentwicklung des oben beschriebenen monosegmentalen Modells.
Dabei wurden CT-Vermessungen von mehreren lumbalen Wirbelsaulenabschnitten zur
Erweiterung der notwendigen Geometriedaten verwendet.
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Abb. 27: Digitalisierte Computer-Tomographische Geometriedaten
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Mittels umfangreicher geometrischer Manipulationen wurde aus den CT-Schnitten von
drei verschiedenen Lendenwirbelsdulen eine einhiillende Oberflache konstruiert.
Dieses durch Raumpunkte beschriebene Volumen wurde dann mit Volumenelementen
diskretisiert. Die gewonnenen Elementknotenkoordinaten und die Topologie-
informationen dienen als Eingabedaten fiir die Finite-Elemente-Analyse. Zusammen mit
den bereits bei den monosegmentalen Modellen erarbeiteten Materialzuordnungen und
den Informationen der Angriffspunkte der intersegmentellen Ligamente entstand das
unten wiedergegebene bisegmentale Modell.

Abb. 28: Mehrsegmentales Modell
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5.5 Systemdimensionen

In diesem Abschnitt soll kurz auf die Dimensionen der zu bewéltigenden Daten und die
dafir notwendigen Voraussetzungen an Software und Rechnerausstattung
eingegangen werden.

Symmetr. Asymmetr. Multiseg.
monoseg. monoseg. Wirbelséulen
Modell Modell Modell
Anzahl der Knoten 601 1086 1146
Anzah! der Freiheitsgrade 1803 3258 3438
Anzahl der Volumenelemente 340 680 680
Anzahl der Stabelemente 309 491 502
Anzahl der Kontaktfedern 43 86 86
Anzahl der Randbedingungen 245 115 276
Abgebildete Oberflachen fiir 1 2 2
Kontaktformulierung
Kontaktflachen 64 128 128
Abgebildete Kavitéten 1 1 2
Anzahl der auftretenden Span- 2798 5578 5612
nungen in Integrationspunkten
Anzahl der auftretenden Haupt- 1020 2040 2040
spannungen in Elementmitte
Anzahl der Ligamente 6 7 12

Tab. 1: Systemdimensionenen

Die Bearbeitung der oben beschriebenen mathematischen Modelle wurde zu Beginn
der Studien PC-basiert durchgeflihit. Dabei stellten sich allerdings bei dem
symmetrischen monosegmentalen Modell nach kurzer Zeit, trotz Verwendung eines
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Multitasking-Betriebssystems (0S/2) mit virtueller Speicherverwaltung auf 4MB PCs,
erhebliche Beschrankungen ein. Mit der Entwicklung des asymmetrischen und des
mehrsegmentalen Modells wurde auf leistungsfahige RISC/6000 Maschinen
gewechselt. Unter dem dort laufenden Betriebssystem AIX 3.2.5 kénnen die
umfangreicheren Studien it einem vertretbaren Aufwand bewaltigt werden. Neue
zukiinftige Rechnergenerationen dlrften es erlauben, den numerischen Umfang
nochmals anwachsen zu lassen.
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5.6 Optimierung der Lésungsstrategie

Zur verbesserten Lésung der Gleichungssysteme, die sich aus dem Finite-Elemente-
Verfahren ergeben, gibt es insbesondere im Hinblick auf die notwendige Rechenzeit
und den notwendigen Speicherbedarf verschiedene Ansatzpunkte. Die notwendige
Rechenzeit hangt im wesentlichen von dem zugrunde liegenden Programm-Code und
dem verwendeten Compiler zur Ubersetzung des Queli-Codes in Objekt-Code ab. An
beiden Stellen lassen sich mit hohem Aufwand méaBige Gewinne erzielen. Oft ist die
Hardwareentwicklung schneller vorangeschritten als das Programm optimiert werden
kann. Da die Ldsung der mechanischen Problemstellung mit der Finite-Elemente-
Methode zu den oben beschriesbenen Gleichungssystemen fiihrt, die im Verlauf der
Berechnung mehrere hundertmal gelést werden miissen, ist eine Optimierung an dieser
Stelle auBerst effizient. Insbesondere die System-Steifigkeitsmatrix, die allgemein nur
sparlich besetzt ist, bietet sich dafir an.

Die Anordnung der Koeffizienten dieser zentralen Matrix h&ngt von der Numerierung
der Knoten und deren Lage an den einzelnen Elementen ab. Ziel muB3 es darum sein,
die Nichtnullelemente als méglichst schmales Band entlang der Hauptdiagonale
anzuordnen. Unter Verwendung eines Bandidésers brauchen dann alle Koeffizienten
auBerhalb dieses Bandes nicht abgespeichert zu werden. Mit der
Bandbreitenoptimierung vor einem Rechenlauf lassen sich somit zwei Ziele gleichzeitig
erreichen, zum einen wird weniger Speicherbedarf fUr das Band der
Systemsteifigkeitsmatrix benétigt, und zum anderen lassen sich die Systemgleichungen
auf Grund der fehlenden Nullelemente schneller und oft numerisch stabiler |[8sen.

Der Finite-Elemente-Analyse liegt ein Netz aus i Elementen und k Knoten zugrunde.
Die Kopplung der Elementknoten mit den Systemknoten wird in der Topologiematrix
oder Inzidenzmatrix angegeben. Mit Hilfe der Graphentheorie 4Bt sich dieses
topologische Problem elegant mathematisch beschreiben.

Zur optimalen Numerierung der Knoten im Hinblick auf den L&sungsprozel3 bieten sich
Algorithmen an, die effizienter sind, als alle i! mdglichen Knotennumerierungen bzw. k!
Elementnumerierungen zu untersuchen [ALWAY und MARTIN (1965)]. Zu einer solchen
Untersuchung der bestméglichen Numerierung der Knoten eignen sich vor allem die
Algorithmen von CoOLLINS (1973), CUTHILL (1972) und GIBBS-POOLE-STOCKMEYER [GIBBS
et al (1976)].

Einen besonders effizienten Algorithmus, basierend auf graphentheoretischen
Uberlegungen, entwickelte BREMER (1986). Unter Beriicksichtigung der Stufenstruktur
und geeigneter Auswahl der aussichtsreichsten Startknoten lassen sich erhebliche
Erfolge bei der Verringerung der Bandbreite erreichen.

Zur Bewaltigung der unten beschriebenen Modelle und deren Optimierung wurde
insbesondere der Algorithmus von Bremer eingesetzt. Die Verringerung der
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Bandbreite, also des Bereichs der Systemsteifigkeitsmatrix, der mit Nichtnullelementen
besetzt ist, 1aBt sich an nachfolgender Tabelle ablesen.

Modell Struktur Struktur NEUE Band-
vorher nachher breite in %
(Allgorithmus)
Monosegmental 60 60 (Bremer) 100

60 (Aller Stufen) 100
60 (Akhras) 100
60 (Bremer/All) 100
56 (Aller/Akhras) 93
60 (
92 (

Collins) 100
Asymmetrisch 580 Bremer) 16
100 (Collins) 17
Asymmetrisch mit 119 92 (Bremer) 77
Fixateur 74 (Aller Stufen) 62
76 (Akhras) 64
74 (Bremer/Ad) 62
74 (Aller/Akhras) 62
83 (Collins) 52
Mehrsegmental 798 116 (Bremer) 15

119 (Collins) 15

Tab. 2: Optimierungmdglichkeiten an den einzelnen FEM-Modellen

Insbesondere durch die effiziente Nutzung der Numerik durch geeignete Vor- und
Nachbereitung, und dabei besonders die Verringerung der Gleichungssystem-
Dimensionen, ist die Vielzahl und der Umfang der hier vorgestellten Rechenlaufe nur
maglich.
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5.7 Pre- und Postprozessing

Die Aufbereitung und Vorbereitung (Preprozessing) von numerischen Analysen wird mit
zunehmender Komplexitdt fast uniiberschaubar. Zur schnellen und effizienten
Erstellung von komplexen Analysedaten, wie im Rahmen dieser Arbeit dargestellt,
bedarf es leistungsfahiger Hilfsmittel.

Zur Unterstiitzung der Erstellung und Manipulation der zu Beginn dieses Kapitels
vorgestellten Modelle wurde aus einem universellen Hilfsprogramm (Hypermesh) ein
Hilfsmittel weiterentwickelt, welches die Vorbereitung von Rechenldufen erméglicht.
Dieses Programm, im folgenden "Preprozessor" genannt, ist somit in der Lage,
weitestgehend den Datenbestand fiir das eigentliche Rechenprogramm "MUSP" zu
verwalten. Uber eine eigens dafiir geschaffene Schritistelle am Ausgang des
Prepozessors gelangt die Datenbasis zum Rechenprogramm. Diese Daten enthalten
eine Vielzahl von Informationen und Verknipfungen Uber die zu berechnende
Fragestellung. Die Informationen (iber die Koordinaten und die Topologie des
Rechenmodells sind Bestandteil der Datenbasis. Weiter sind die Randbedingungen
und aufzubringenden Verschiebungen oder Lasten in dem Datenbestand enthalten.
Letztlich sind die Materialdaten und eine Reihe von allgemeinen Parametern zu
verwalten und zu Ubergeben.

Die Darstellung der Rechenergebnisse aus numerischen Analysen, insbesondere von
Finite-Elemente-Untersuchungen, sind auf Grund ihrer Vielzahl nur unter Verwendung
geeigneter graphischer Ausgabeprogramme (Visualisierer) tbersichtlich mdglich. Eine
Beschréankung auf reine Last- Verschiebungskurven stellt dabei kein geeignetes Mittel
dar. Insbesondere gehen bei der Darstellung der globalen Verschiebungen nur
einzelner ausgesuchter Knoten, oder auch daraus berechneter globaler
Verschiebungen und Verdrehungen, eine groBBe Anzahl von Informationen verloren. Im
Rahmen der Ergebnisaufbereitung im Kapitel 6 lassen sich durch die Verwendung
eines entsprechenden "Postprozessors", der in der Lage ist, im dreidimensionalen
Raum lagegetreu und maBstéblich alle Knotenverschiebungen, Spannungen oder
Dehnungen darzustelien, wesentlich mehr Ergebnisse ibersichtlich visualisieren.

FOr die Verwendung des bereits als Preprozessor eingesetzten Hilfsprogramms
(Hypermesh) mu3 am Ende des Berechnungsvorgangs eine Datenbasis mit den
darzustellenden Ergebnissen aus der Berechnung verfigbar sein. Dabei wurden die
Ausgabedaten nach folgender Strategie festgehalten: "Mdglichst wenige Daten
abspeichern mit der Pramisse, aus diesen Daten alle notwendigen Sekundérdaten
schnell berechnen zu kénnen."
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Alle darzustellenden abhéngigen Ergebnisse, wie Hauptspannungen oder globale
Verschiebungen und Rotationen, werden in einem Konvertierungsprogramm
vorgenommen, das ganz nach Bedarf gezielte Aufbereitungen vornehmen kann. Dieses
menugesteuerte Programm erstellt eine direkt lesbare Datenbasis flir die
anschlieBende Visualisierung.

Der eingesetzte Postprozessor erlaubt dabei umfangreiche Mdéglichkeiten der
Darstellung und Analyse der Ergebnisse. Neben der Darstellung des Finiten-Element-
Netzes als Gitterzeichnung mit den berechneten Knotenverschiebungen lassen sich die
Verschiebungen auch auf die mit verdeckten Linien dargestellte Geometrie projizieren.
Weiter ist es mdglich, kombiriiete Darstellungen zu erstellen, wobei die verformte
Konfiguration mit verdeckten Kanten zu sehen ist. Dieses verformte Modell wird mit den
Spannungen im Element oder in den globalen Knoten uberzogen. Weitere mégliche
Ergebnisdarstellungen finden sich im 6. Kapitel wieder.

Eine besonders anschauliche Darstellung, die im Rahmen dieser Arbeit nicht gezeigt
werden kann, ist der Ablauf verschiedener Verformungszustédnde in kurzer zeitlicher
Abfolge, durch die der Beobachter einen sehr guten Eindruck von den auftretenden

Verformungen gewinnt.

Mechanics of the
Spine

Abb. 29: MECOS (Mecanics of the Spine)
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Durch den modularen Aufbau der verwendeten Basisbibliothek MESY (MEchanik der
SYstems) [SCHRADER (1983)] bleibt der gesamte Ldésungsprozess sehr (bersichtlich
und gut strukturiert. Fur die Steuerung der Routinen wurde zum Teil auf Erweiterungen
aus MINIMOD [CHRosleELEwskl und NoLTE (1985)] und VOLCAV [PINGEL (1991)]
zurlickgegriffen. Als gesamtes Programmsystem ist - durch eine Reihe weiterer
Routinen - das Programmpaket MECOS entstanden.

Aus der nachfolgenden Tabelle geht die grobe Struktur des Datenflusses zwischen den
einzelnen Systemkomponenten hervor.

*.koo
*.top
*.fed
*las
.ran
*.mat

T oomE Imv-< I
I 0o m<EZ ImMm™DV < I

*.cav
*.kon
*.sur
*.vol

*.par

Tab. 3: Struktur und Daten in MECOS
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6. Anwendungen und Ergebnisse

Im folgenden sechten Kapitel werden die bis hierher vorgestellten Ableitungen und
Vorgehensweisen an ausgesuchten Anwendungen der Biomechanik Oberprift. Anhand
der nachfolgenden Beispiele 148t sich die theoretische Herleitung der mechanischen
Zusammenhénge und deren numerische Umsetzung anschaulich einsetzen. Dabei
kommt der Darstellung der umfangreichen Rechenergebnisse ein besonderer
Stellenwert zu. Durch den Einsatz des grafischen Postprozessors lassen sich’ die
komplexen Zusammenhange iibersichtlich visualisieren.

Die hier vorgestellten Ergebnisse wurden an drei verschiedenen Modellen berechnet.
Es stand ein symmetrisches monosegmentales Modell zur Verfligung, das im
wesentlichen fur die Schubuntersuchungen verwendet wurde. Das Asymmetrische
monosegmentale Modell wurde far die nichtsymmetrischen Lastgruppen
herangezogen. Fir die Berechnungen an mehrsegmentalen Wirbelsdulenabschnitten
wurde das bisegmentale Modell benutzt. Alle drei Rechenmodelle setzen das gleiche
Finite-Elemente-Programm voraus, das sich den unterschiedlichen Anforderungen der
Simulationen entsprechend anpalf3t.
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Anwendungen und Ergebnisse

6.1 Allgemeines

In der nachfolgenden Tabelle wird eine kurze Einordnung der Rechenergebnisse in
den gesamten Kontext der biomechanischen Analyse vorgenommen. Dabei soll an
dieser Stelle inbesondere auf die Interaktion zu begleitenden experimentellen
Untersuchungen hingewiesen werden. Dabei zeichnen sich die numerischen Analysen
besonders durch die Tatsache aus, daB eine unproblematische Wiederholbarkeit

mdglich ist.

experimentell

numerisch

Invivo

Patientengut
Klinische Fragestellungen
Anatomische Gegebenheiten

Modellbildung

Versuchsphase

Auswertung

Praparat "invitro"
experimentelles Modell

Umfangreiche Untersu-
chungen an Préparaten

- monosegmental

- multisegmental
makroskopische Messdaten
Uber Punktverschiebungen

und/oder Starrkérperbe-
wegungen

Numerisches Rechenmodell

Exemplarische Studien an
reprasentativen Modellen

- monosegmental (symm.)
- monosegmental (asymm.)
- multisegmental

makroskopische und auch
detaillierte Rechenergebnisse
iber Punktverschiebungen
und/oder Starrkdrperbewe-
gungen sowie Uber auftre-
tende innere Spannungen,
Dehnungen und Driicke

Ergebnisse

neue Erkenntnisse / Verhaltensempfehlungen

Tab. 4: Struktur Experimentelle und Numerische Studien
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In der folgenden Tabelle sind die Numerischen Studien der vorliegenden Arbeit, die in
diesem Abschnitt wiedergegeben werden, Ubersichtich zusammengefaft.

Bezeichnung Verform- Ligament- Span- Hauptspan-  Kapitel Abbildung
ungen krafte nungen nungen
(symmetrisch.)
kval X X X 0 6.2.1 1,2,3,4
fval X X X o} 6.2.2 5-14
eval X X X o} 6.2.3 15-24
schub+ X X X o 6.2.6 45 - 57
schub- X X X o 6.2.6 45 - 57
schub+o X X X 0 6.2.6 46 - 58
schub-o X X X o 6.2.6 46 - 58
fix o} o} o o 6.4.5
frak X X X o] 6.3 59 - 68
(asymmetrisch)
fvald o 0 0 0 (siehe 6.2.2)
evalt 0 0 o o (siehe 6.2.3)
Ival X X X o 6.2.4 25-34
tval X X X o 6.2.5 35-44
(multisegmental) 6.4 69-70
mfval X X X o 6.4.1 71-78
meval X X X o] 6.4.2 79 - 86
Erlduterung:

x = analysiert und dargestellt
o = analysiert

Tab. 5: Ubersicht der durchgefuhrten Berechnungen




DI IL ANWENUUNYEen unu cryeuisse

6.2 Monosegmentales Bewegungssegment

Far die Beurteilung der Biomechanik der Wirbelsdule ist die Untersuchung eines
Bewegungssegmentes aus Wirbelkdrper-Bandscheibe-Wirbelkérper Grundvoraus-
setzung fir weitergehende Untersuchungen. Dies ist Ursache fir die eingehende
Erforschung eines solchen isolierten Junghannsschen Bewegungssegmentes.

Die nachfolgenden Abschnitte stellen die Ergebnisse, die sich aus den
monosegmentalen Berechnungen ergeben in X-Y-Plots und dreidimensionalen
Ansichten dar. Zur Wiedergabe einzelner Abhangigkeiten zwischen einer
unabhédngigen GrdéBe und einer berechneten Systemantwort werden zu Beginn der
einzelnen Abschnitte jeweils X-Y-Plots verwendet. Zur Kenntlichmachung des
komplexen Verhaltens unter den einzelnen Lastféllen sind die Knotenverschiebungen
in den rdumlichen Darstellungen mit Faktor zwei Gberhéht wiedergegeben. Darilber
hinaus sind einige wenige Spannungsverlaufe der vorgenommenen Analysen
wiedergegeben. Die  untersuchten  Belastungen des  monosegmentalen
Bewegungssegmentes stellen alle denkbaren Einzellasten auf einen Kérper im Raum
dar. Es wurde lediglich auf eine Scherbelastung in Kérperquerrichtung verzichtet, da
diese keine biomechanische Relevanz hat.

Der Abschnitt 6.2.1 gibt die Ergebnisse der Belastung eines Segmentes durch
Kompression wieder. Dabei fallt der deutlich nichtlineare Zusammenhang zwischen
Kompressionslast und aufgebrachter Verschiebung auf. Im Unterschied dazu verhélt
sich der Druck in der Bandscheibe fast linear zu der Belastung des oberen
Wirbelkérpers. In den Verformungsplots des Bewegungssegmentes, und dabei
besonders bei der detaillierten Betrachtung der Bandscheibe (Abb. E4), erkennt man
die deutliche Vorwélbung des Annulus Fibrosus und die damit verbundenen
Dehnungen. Die analysierten Momentenbelastungen um die drei Koordinatenachsen
werden in den Abschnitten 6.2.2 bis 6.2.5 wiedergegeben. Sowohl bei Flexions- als
auch bei Extensionsbelastung fallen deutliche Nichtlinearitdten zwischen Kraftgréf3e
und auftretenden Verdrehungen sowie berechneten Ligamentkraften auf. Die
Verformungsdarstellung zeigt deutlich das Herausquellen der Bandscheibe jeweils an
der gestauchten Seite der Zwischenwirbelscheibe. Eine Aussage Uber die
Beanspruchungen der einzelnen Regionen des 'Modell'-Wirbelkdrpers gibt jeweils die
berechnete Vergleichsspannung nach v. Mises. Besonders interessant ist die
Betrachtung des verformten Segmentes unter einem Torsionsmoment, welches zu
deutlichen Einschnlirungen im Bereich der Bandscheibe flihrt. Dieses Ph&nomen
scheint durch die Anspannung der kollagenen Fasern hervorgerufen zu werden. Das
Verhalten eines Segmentes unter Scherbelastung mit und ohne posteriore Elemente ist
besonders fir klinische Belange und zur Analyse des Kraftflusses von Bedeutung. Es
fallt auf, dal das Verhalten der reinen Bandscheibe annéhernd symmetrisch ist.
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6.2.1 Kompression

Verschiebung [mm)] Intradiskaler Druck [MPa]
2.5 5
" p (Druck)
2 7 Ty (Versch.) a4

1.5 L 3

1 2
0.5 4
0

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000

Kompressionslast [N]

Abb. E1: Verschiebungen bei Kompressionsbelastung

Abb. E2: Kompressionsbelastung (FEM-Netz)
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Abb. E3: Kompression (Ansicht mit Bandscheibe)
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Abb. E4: Kompression (Detail mit Bandscheibe)
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6.2.2 Flexionsmoment

Verdrehung [°]

6
™ Rx (Rotation) l
5 o R, 2
4 T
3 e
2
1
0
0 100 200 300 400 500 600 700 800 S00 1000
Flexionsmoment [Ncm]
L
Abb. E5: Verdrehung des belasteten Wirbels unter Flexionsmoment
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Abb. E6: Ligamentkrifte unter Flexionsbelastung




Seite 96 Anwendungen und Ergebnisse

Buhenen 25
Bixpincss nts

Abb. E7: Verformtes FEM-Netz bei einem Flexionsmoment von 1000Ncm
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Abb. E8: Verformtes FEM-Modell bei einem Flexionsmoment von 1000Ncm
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Abb. E9: Normalspannungsverteilung (x-Richtung) bei Flexion 1000Ncm
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Abb. E10: Normalspannungsverteilung (y-Richtung) bei Flexion 1000Ncm



Seite 98 Anwendungen und Ergebnisse

Schzem 30
Da-9pumongm (ig-3%

.
rmxz {1 00me01
rain =263 O

Abb. E11: Normalspannungsverteilung (z-Richtung) bei Flexion 1000Ncm
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Abb. E12: Schubspannungsverteilung bei Flexion 1000Ncm




Anwendungen und Ergebnisse

Seite 99

<E
1

BR BSK NRIRAEE || B0
ki dokabains |

18 AAAAANAAAY
e gENWANdAdEOW
ot S T e i Nl el

Abb. E13: Vergleichsspannung nach v. Mises bei Flexion 1000Ncm
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Abb. E14: Vergleichsspannung nach v. Mises bei Flexion 1000Ncm
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6.2.3 Extensionsmoment
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Abb. E15: Verdrehung des belasteten Wirbels unter Extensionsmoment
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Abb. E16: Ligamentkrafte bei Extensionsbelastung
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Abb. E17: Verformtes FEM-Netz bei einem Extensionsmoment von 1000Ncm
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Abb. E18: Verformtes FEM-Modell bei einem Extensionsmoment von 1000Ncm
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Abb. E19: Normalspannungsverteilung (x-Richtung) bei Extension 1000Ncm
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Abb. E20: Normalspannungsverteilung (y-Richtung) bei Extension 1000Ncm
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Abb. E21: Normalspannungsverteilung (z-Richtung) bei Extension 1000Ncm

Abb. E22: Schubspannungsverteilung bei Extension 1000Ncm
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Abb. E23: Vergleichsspannung nach v. Mises bei Extension 1000Ncm
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Abb. E24: Vergleichsspannung nach v. Mises bei Extension 1000Ncm
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6.2.4 Laterale Biegung
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Abb. E25: Verdrehung des belasteten Wirbels unter lateralem Biegemoment
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Abb. E26: Ligamentkréafte unter lateralem Biegemoment
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Abb. E27: Verformtes FEM-Netz bei einem lateralen Moment von 1000Ncm
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Abb. E28: Verformtes FEM-Modell bei einem lateralen Moment von 1000Ncm
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Abb. E29: Normalspannung (x-Richtung) bei lateralem Moment von 1000Ncm
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Abb. E30: Normalspannung (y-Richtung) bei einem lateralen Moment von1000Ncm
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Abb. E31: Normalspannung (z-Richtung) bei einem lateralen Moment von 1000Ncm
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Abb. E32: Schubspannung bei bei einem lateralen Moment von 1000Ncm
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Abb. E33: Vergleichsspannung nach v. Mises bei lateralem Moment von 1000Ncm
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Abb. E34: Vergleichsspannung nach v. Mises bei lateralem Moment von 1000N¢m
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6.2.5 Torsionsmoment
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Abb. E35: Verdrehung des belasteten Wirbels unter Torsionsmoment

Ligamentkraft [N]

14

12

0 100 200 300 400 6500 600 700 800 900 1000

Tosionsmoment [Ncm]

Abb. E36: Ligamentkrafte unter Torsionsbelastung
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Abb. E37: Verformtes FEM-Netz bei einem Torsionsmoment von 1000Ncm
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Abb. E38: Verformtes FEM-Modell bei einem Torsionsmoment von 1000Ncm
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Abb. E39: Normalspannung (x-Richtung) bei Torsionsmoment von 1000Ncm

t:lrﬂ!|

Abb. E40: Normalspannung (y-Richtung) bei Torsionsmoment von 1000Ncm
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Abb. E41: Normalspannung (z-Richtung) bei Torsionsmoment von 1000Ncm
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Abb. E42: Schubspannung bei einem Torsionsmoment von 1000Ncm
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Abb. E43: Vergleichsspannung nach v. Mises bei Torsionsmoment von 1000Ncm
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Abb. E44: Vergleichsspannung nach v. Mises bei Torsionsmoment von 1000Ncm
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6.2.6 Schubbelastung
Verschiebung [mm]
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Abb. E45: Schubbelastung nach dorsal mit allen Ligamenten intakt
Verschiebung [mm)]
0
— Tz
-0.2
-0.4
-0.6
//

-0.8 ) /

-1 //'/’

////
1.2 e
o
-
-1.4 ///"/
-1.6
-140 -120 -100 -80 -60 -40 -20 0

Scherkraft [N]

Abb. E46: Verschiebung des belasteten Wirbelkdrpers ohne posteriore Ligamente
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Verschiebung [mm]
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Abb. E47: Schubbelastung nach ventral mit allen Bandern intakt
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Abb. E48: Verschiebung des belasteten Wirbelkérpers ohne posteriore Ligamente
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Abb. E49: Verschiebungen bei Schub nach ventral (vorne)
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Abb. E50: Verschiebungen bei Schub nach dorsal (hinten)
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Abb. E51: Schubspannung bei Scherbelastung nach ventral (Segment intakt)
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Abb. E52: Schubspannung bei Scherbelastung nach ventral (ohne posteriore Bénder)
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Abb. E53: Schubspannung bei Scherbelastung nach dorsal (Segment intakt)
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Abb. E54: Schubspannung bei Scherbelastung nach dorsal (ohne posteriore Bander)
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Abb. E55: Vergleichspannung nach v. Mises bei Scherbelastung nach ventral
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Abb. E56: Vergleichspannung bei Scherbelastung nach ventral (ohne post. Bander)
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Abb. E57: Vergleichspannung nach v. Mises bei Scherbelastung nach dorsal
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Abb. E58: Vergleichspannung bei Scherbelastung nach dorsal (ohne post. Bander)
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6.3 Fraktursimulation

Das folgende Kapitel wird sich mit den Mdglichkeiten der Simulation und Analyse von
Frakturen an der Wirbelsédule beschaftigen. Die Analyse der frakturierten Wirbelsaule
im Vergleich zur intakten stellt eine interessante orthopadische und insbesondere
unfallchirurgische Fragestellung dar. Dabei ist fir die Einschétzung der Fraktur auf das
Bewegungsverhalten und den verdnderten KraftfluB eine Simulation des klinisch zu
beobachtenden Deckplatteneinbruchs vorzunehmen.

Experimentelle Analysen und klinische Beobachtungen gaben den AnstoB die
Simulation des Einbruchs als eine geometrische Veranderung am unteren Wirbelkérper
zu realisieren. Diese Veranderung wird zunédchst als Verformung des Modells
aufgebracht. Sie flihrt zu einer Verdrehung des oberen Wirbels von 4.37°. Die
Abbildungen E61 und E62 zeigen die unverformte Situation und das Modell nach
Anbringung der simulierten Kompressionfraktur. Aus dieser neuen Lage heraus werden
die Belastungen an dem Modell vorgenommen. Zum einen wird eine
Flexionsbewegung durch eine Momentenbelastung erzeugt und zum anderen wird
durch ein entgegengesetztes Moment eine Extensionsbewegung erreicht. Die
aufgebrachten Momente sind entsprechend der Analysen aus Abschnitt 6.2.2 und 6.2.3
gewahlt. Dadurch unterscheiden sich die berechneten Belastungen eines intakten
Bewegungssegmentes und des hier untersuchten Segmentes mit simulierter Fraktur
durch die oben beschriecbene Vorverformung und die daraus resultierenden
Vorspannungen und Vordehnungen in den Bestandteilen.

Durch die verdnderte Ausgangslage des Bewegungssegmentes ergibt sich ein
verandertes Bewegungsverhalten sowohl fur Flexions- als auch Extensionsbewegung.
In Abbildung E59 ist die berechnete Verdrehung des belasteten Wirbels Uber die
aufgebrachten Momente wiedergegeben. Der Vergleich in Abbildung E60 zu den
berechneten Verdrehungen des Bewegungssegmentes ohne Fraktur zeigt die
Verschiebung der Ausgangslage durch die eingepragte Verformung und die darauf
folgenden Momentenbelastungen. Dabei ist der Bewegungsumfang durch die
simulierte Fraktur von 8,13° auf nur noch 3,84° zuriickgegangen. Diese Situation ist in
den Abbildungen E63 und E64 wiedergegeben. Durch den geringen Ausschlag bei
gleicher Momentenbelastung wird nicht einmal die Nullage erreicht. Die in den
vorgespannten Bandern und der vorbelasteten Bandscheibe herrschenden Kréafte
wirken dem entgegen. Der zu beobachtende Bewegungsverlust oder auch Flexibilitét
des Bewegungssegment rnimmt also auf die Halfte ab. Leider erlaubt es die hier
gezeigte Simulation nicht das experimentell zu beobachtende Verhalten im vollen
Umfang nachzubilden. Experimentelle Untersuchungen solcher simulierter
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Wirbelkérpereinbriiche habe nur unwesentliche EinbuBen an Flexibilitat feststellen
kénnen. Die Ursache fiir diese Diskrepanz liegt in der zeitlichen Trennung der
Messungen am intakten Praparat und am frakturierten Praparat. Nach der Anbringung
der simulierten Fraktur geht die Vorspannung in den beteiligten Bander in der
Zwischenzeit bis zur erneuten Flexibitatsuntersuchung verloren. Um dieser Situation
Rechnung zu tragen, kénnte es interessant sein, diese Hypothese genauer zu
untersuchen und erneute Vergleiche zwischen experimenteller Untersuchung und
Berechnug anzustellen.
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6.3 Fraktursimulations
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Abb. E59: Verdrehungen unter Flexions- Extensionsmoment nach Fraktur
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Abb. E60: Vergleich intaktes Segment gegeniiber Segment mit Fraktur
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Abb. E61: FEM-Modell vor Aufbringen der Fraktur

Abb. E62: FEM-Modell mit simulierter Wirbelkdrperfraktur (Deckplatteneinbruch)
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Abb. E63: Frakturmodell unter Flexionsbelastung
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Abb. E64: Frakturmodell unter Extensionsbelastung
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Abb. E65: Vergleichspannungen bei Flexionsbhelastung (Fraktursimulation)
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Abb. E66: Vergleichspannungen bei Flexionsbelastung (Fraktursimulation)
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Abb. E67: Vergleichspannungen bei EXtensionsbeIastung (Fraktursimulation)

T
T

mx = B.ALavl
uln « B.00

|

Abb. E68: Vergleichspannungen bei Extensionsbelastung (Fraktursimulation)
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6.4 Mehrsegmentale Wirbelséule

Uber die im Abschnitt 6.2 angestellten Analysen eines monosegmentalen Bewegungs-
segmentes hinaus, werden in dem folgenden Abschnitt zwei Bewegungssegmente
einer Wirbelsdule untersucht. Ein solcher Wirbelsédulenabschnitt aus drei
Wirbelkérpern mit dazwischen liegenden Bandscheiben stellt die konsequente
Erweiterung monosegmentaler Analysen dar. Durch die Untersuchung bisegmentaler
Wirbelsaulenabschnitte lassen sich eine Reihe weitergehender Fragestellungen in der
Biomechanik angehen.

Unter Verwendung dieses Modells, werden die Belastungen eines Flexionsmomentes
und eines Extensionsmomentes an dem obersten Wirbel (L3) untersucht. Die
Abbildungen E71 und E72 zeigen die berechneten Verdrehungen und Verschiebungen
der zwei frei beweglichen Wirbel. In den Diagrammen E73 und E74 sind die dabei
auftretenden Kréfte in den beteiligten Ligamenten zwischen den Wirbeln aufgetragen.
Die berechneten Ligamentkréfte zwischen L3 und L4 sind dabei wesentlich gréBer als
im unteren Segment zwischen L4 und L5. Die korrespondierenden Verschiebungen
und das verformte Modell werden in den Abbildungen E75 und E76 aufgezeigt. Dabei
verschiebt sich der belastete Wirbel L3 um betrachtliche Anteile aus seiner
Ausgangslage. Aus den Darstellungen der Vergleichspannung in Abbildung E77 und
E78 laBt sich eine starke Belastung der kndéchernen Endplatten ablesen. Die
entgegengesetzte Belastung des bisegmentalen Modells durch ein Extensionsmoment
wird in Abbildung E79 und E80 wiedergegeben. Auf Grund der Richtung der Belastung
sind nur Kréfte in den vorderen L&ngsbéndern zu verzeichnen. Abbildung E81 und E82
zeigen den nichtlinearen Verlauf der berechneten Ligamentkrafte. Bei der
Extensionsbelastung ist im Vergleich zur Flexionsbelastung die starke Beanspruchung
der knéchernen Endplatten durch hohe Vergleichsspannungen nicht zu beobachten.

Die numerische Analyse bisegmentaler Wirbelsaulenabschnitte verspricht im Hinblick
auf klinische Fragen wesentlich mehr AufschluB (ber Zusammenhénge der
Beweglichkeit und des Tragverhaltens zu geben, als das aus rein monosegmental
basierten Untersuchungen méglich sein kann.
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Abb. E69: FEM-Netz des mehrsegmentalen Modells
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Abb. E70: FEM-Netz des mehrsegmentales Modells
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6.4.1 Flexionsbelastung
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Abb. E71: Verdrehungen unter FIexionsbeIastUng
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Abb. E72: Verschiebungen unter Flexionsbelastung
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Abb. E73: Ligamentgrafte zwischen L3 und L4 bei Flexionsbelastung
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Abb. E74: Ligamentgrafte zwischen L4 und L5 bei Flexionsbelastung
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Abb. E75: Verschiebungen unter Flexionsmoemnt von 1000Ncm

Abb. E76: Verschiebungen unter Flexionsmoment von 1000 Nem
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Abb. E77: Vergleichsspannung bei Flexion

Abb. E78: Vergleichsspannung bei Flexion
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6.4.2 Extensionsbelastung
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Abb. E81: Ligamentgréfte zwischen L3 und L4 bei Extensionsbelastung
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Abb. E82: Ligamentgrafte zwischen L4 und L5 bei Extensionsbelastung
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Abb. E83: Verschiebungen bei Extensionsbelastung

Abb. E84: Verschiebungen bei Extensionsbelastung
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6.4.3 Klinische Fragestellungen

Unter klinischen Gesichtspunkten lassen sich einige besonders interessante und fiir
den Alltag bedeutende Fragestellungen herausheben. Auf Grund der Vielzahl der
durchgefihrten unterschiedlichen Eingriffe an der Wirbels&ule kann hier jedoch nur ein
Teil dieser Themen angesprochen werden. Ein noch geringerer Teil ist im Rahmen der
hier vorgesteliten Analysen untersucht worden.

Die Untersuchungen der mono- und mehrsegmentalen Wirbelsaule in den Abschnitten
6.2 und 6.4 stellen eine grundlegende Untersuchung der Biomechanik des intakten
Wirbelsdulensegmentes unter den méglichen Belastungsrichtungen dar. Die in
Abschnitt 6.3 besprochene Analyse von Wirbelkérperfrakturen beschéaftigt sich im
Vergleich dazu mit einem Verletzungsmodell.

Weitere interessante Untersuchungen, die im Rahmen dieser Arbeit nicht dargestelit
sind, beschéftigen sich mit dem gesamten Komplex der Behandlung der
Zwischenwirbelscheibe und der Ursachen fiir deren Versagen. Der Komplex der
Discotomien und Nukieotomien ist flr Studien am Junghannsschen Bewegungs-
segment hochst interessant. Auf Grund der Asymmetrie des gezeigten Modells lassen
sich die Einflisse der oft unsymmetrisch vorgenommenen Operationen auf die daraus
folgenden Konsequenzen genauer beleuchten. Fir die Beurteilung kinstlicher
Bandscheiben und &hnlicher Implantate ist unter Einbeziehung numerischer Analysen
denkbar, begleitend zu klinischen und experimentellen Studien, die Veranderungen der
Biomechanik an mono- und mehrsegmentalen Wirbelsaulen zu berechnen.

Ein zusétzlicher weiterer Anwendungsbereich flir numerische Analysen der
Wirbelsaule stellt die Berechnung von Wirbelsaulenmodellen mit Fixateuren dar. Dabei
ist neben der veranderten Kinematik des Bewegungssegmentes vor allem der Kraftflul3
sowie die stabilisierende Funktion eines Implantates von Interesse. Der dabei
auftretende Unterschied in den Steifigkeiten und die genaue Lage des Implantates
beeinflussen das Verhalten nachhaltig. iIm Abschnitt 6.4.5 werden zu den mit der
Simulation eines Fixateurs auftretenden Schwierigkeiten einige weitere AnstéBe
gegeben.

Fir die numerische Bearbeitung klinischer Fragestellungen ist es besonders wichtig,
daB ein enger Abgleich zwischen Kklinischen Beobachtungen, experimentellen
Untersuchungen und den Simulationsrechnungen erfolgt. Durch eine gute Uberpriifung
der numerischen Studien auf experimentellem Wege, kann die rechnerische Analyse
wertvolle Hinweise zu klinischen Fragestellungen geben.
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6.4.4 Experimentelle Validierung

Die hier vorgestellte mechanische Analyse besteht im wesentlichen aus einer
numerischen Untersuchung der invitro Situation bei entsprechenden experimentellen
Aufbauten zur Untersuchung der Flexibilitdt und Stabilitdt von mono- oder
multisegmentalen Wirbelsaulenabschnitten. Zur Uberpriifung der Berechnungen mit
einem Junghannsschen Beweglngssegment war es bereits in der Vergangenheit
maoglich, auf dem unten dargestellten Versuchsaufbau die numerischen Ergebnisse
durch experimentelle Vergleichsuntersuchungen zu Uberprifen. Dabei wurde die
Ubereinstimmung von Experiment und Rechnung fir alle Belastungsformen
nachgewiesen.

Abb. 31: Versuchsaufbau zur Untersuchung monosegmentaler Wirbelsdulenabschnitte
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Zur Absicherung der Berechnungen mit dem bisegmentalen Modell missen noch
weitere invitro Untersuchungen durchgefihrt werden. Dazu bedarf es eines geeigneten
messtechnischen Aufbaus, der mdéglichst computergesteuert und damit automatisiert
die Belastungstests durchfihren und aufzeichnen kann [Mickley und Nolte (1989),
Schopphoff et al. (1983)]. Wichtig ist dabei, die Verschiebungen und Verdrehungen
von mdglichst vielen Punkten der Wirbelsdule zu messen und mit denen des
numerischen Modelis zu vergleichen.

Abb. 32: Vermessenes und diskretisiertes Praparat zur Validierung
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6.4.5 Simulation von Spondylolistesen

Flr die realistische Modellierung eines Wirbelsaulenabschnitts, der mit einem Fixateur
versehen ist, wie er heute in vielen verschiedenen Varianten verkauft und operiert wird,
ist es notwendig, einige wichtige Dinge zu beriicksichtigen. Die Pedikelschrauben der
Ublichen Fixateure aus Stahl oder Titan werden beim Einbau des Fixateurs in den
erheblich weicheren Knochen gedreht. Diese Situation verursacht in dem Interface
zwischen Fixateur und Wirbelkérper erhebliche Dehnungen. Eine genaue Modellierung
dieses Ubergangsbereichs, unter Beriicksichtigung der zeitlichen Umlagerungs-
prozesse und des mdglicherweise auftretenden Klaffens zwischen Schraube und
umgebenden Knochen unter Last, gestalten die Analysen sehr umfangreich.

Abb. 33: Mdgliche Simulation eines Fixateur intern



Seite 144 Anwendungen und Ergebnisse

7. Zusammenfassung und Ausblick

Die dargesteliten Anwendungen und Ergebriisse geben einen guten Einblick in das
biomechanische Verhalten der menschlichen Wirbelsédule. Die vorgesteliten Analysen
aller denkbaren Belastungen des monosegmentalen Bewegungssegmentes schaffen
eine solide Basis flir weitergehende Untersuchungen der gesamten Wirbelséule. Die
dabei gefundenen biomechanischen Aussagen konnten im Rahmen dieser Arbeit zum
ersten Mal dreidimensional wiedergegeben werden. Durch diese anschauliche
Présentation ist fir den Ingenieur und auch den interessierten Mediziner eine gute
Darstellung verwendet worden. Wegen der groBen interindividuellen Unterschiede die
bei experimentellen Studien zu groBen Streuungen fiilhren, kénnen die numerischen
Analysen besonders gut individuell unabhangige Tendenzen aufzeigen. Eine
individuelle Analyse ist zum heutigen Zeitpunkt noch nicht mit vertretbarem Aufwand
durchzufiihren, da zwischen den bildgebenden Verfahren und der numerischen
Untersuchung bisher kein geeigneten schnelles Interface existiert. Zukiinftige
Entwicklungen werden dieses Bindeglied realisieren kénnen.

Fir weitere Untersuchungen an der Wirbelsadule stehen noch eine Reihe wichtiger
Fragestellungen an. Zur Bestimmung des Kraftflusses und des biomechanischen
Verhaltens von fixieten Bewegungssegmenten bedarf es der Verbesserung des
Schraube-Knochen-Interfaces bei der Modellierung. Dazu ist von besonderem
Interesse das Kontaktproblems im Schraubenbett zu realisieren. Die weitergehende
Bearbeitung anderer klinischer Fragestellungen auf numerischem Wege kdénnte
AnstéBe geben fur die bessere Behandlung von Wirbelsdulenschaden,

Fur die Bearbeitung von traumatischen Verletzungen ist es notwendig eine dynamische
Analyse vorzunehmen. Insbesondere die biomechanische Untersuchung der
Halswirbelsdule mit dynamischen Hilfsmittein, zur Berechnung von Ligamentkraften
und Wirbelkérperbelastungen, wiirde viele offene Frage beantworten.

Mit der rasenden Entwickiung der Computertechnik wird es ausgehend von der
vorliegenden Basis in zukiinftigen Untersuchungen leicht méglich sein, die Anzahl der
betrachteten Bewegungssegmente und die Anzahl der durchgefiihrten Analysen zu
erhéhen. Gleichzeitig wird durch die Schaffung eines geeigneten Bindegliedes zu
bildgebenden Verfahren die individuelle Analyse méglich werden.
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