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Zusammenfassung

In dieser Arbeit werden verschiedene existierende Ansétze zur Herleitung der Materi-
algesetze geschidigter Materialien vorgestellt und ihre Eigenschaften diskutiert. Die
Vor- und Nachteile werden anhand konkreter Beispiele erlautert.

Es wird ein Materialgesetz zur Beschreibung des Deformationsverhaltens von Ma-
terialien entwickelt, die anisotrop verteilte Mikroporen enthalten. Zur Definition
der Porenkonfiguration durch ein Schidigungsmafl wird eine tensorielle Fourier-
reihe verwendet. Das Materialgesetz kann elastische Entfestigungen, Anderungen
elastischer Materialsymmetrien, anisotrope schidigungsinduzierte Deformationen
und erhohte plastische Deformationsraten unabhangig voneinander beschreiben. Die
schiadigungsinduzierten Deformationen sind unabhangig von den Anisotropierichtun-
gen des Schadigungsmafes.

Die Materialfunktionen wurden fiir Ck15-Stahl mit Hilfe von Zugversuchen an
kreiszylindrischen Vollproben ermittelt. Die Wahl der Materialkoeflizienten erfolgt
phanomenologisch.

Der Vergleich von experimentellen Ergebnissen und Simulationsrechnungen zeigt,

daB alle isotropen Effekte der Schadigung qualitativ und quantitativ wiedergegeben

werden. Die anisotropen Effekte konnen qualitativ beschrieben werden.

Summary

In this thesis different existing approaches to derive material equations of damaged
materials are presented and their properties will be discussed. The advantages and

disadvantages of the approaches will be shown on some special examples.

Material equations are presented that describe the behaviour of materials with
microcavities. The matarial law can describe elastic softening, changes of elastic
symmetries of the material, anisotropic deformations by damage and increasing
plastic deformation-rates. All phenomena are independent of each other.

The material functions of Ckl5-steel are determined by adopting tension tests
with circular cylindrical specimens. The material coefficients were determined by

phenomenological approaches.

Numerical simulations of isotropic phenomena are in qualitative and quantitative
accordance with experimenal data. The anisotropic phenomena are described in a

qualitative form.
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Symbole und Bezeichnungen

Skalare

a isotrope Verfestigung

B Koérper mit dem Volumen V in der Momentankonfiguration

B Oberflache von B

dv; dv?° differentielles Volumenelement in der Momentan- bzw. Referenzkon-
figuration

(% i (i=LILIII); Hauptwerte von D

p

f spezifische freie Helmholtz - ]%I)lergie

J JACOBI’sche Funktionaldeterminante

R3 Kugel mit dem Radius ”1” (Einheitskugel), jedem Punkt der Ober-
flache von R3 wird ein Vektor vom Mittelpunkt der Kugel bis zum
betrachteten Punkt auf der Oberfliche zugeordnet, die Oberflache
der Kugel beschreibt so den Raum aller moglichen Richtungen

T Massendichte skalarer Warmequellen
spezifische Entropie

s Zufuhrdichte der Entropie

§” Produktionsdichte der Entropie

S; (i=LILIII); Hauptwerte von S

absolute Temperatur

Massendichte der spezifischen inneren Energie
spezifische Formanderungsleistung
thermischer Ausdehnungskoeffizient
Dissipationsfunktion
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AV représentatives Volumenelement

A plastischer Multiplikator

Af Wérmeleitkoeffizient

13 Volumendichte der Mikrohohlrdume

3 Orientierungsverteilungsdichtefunktion

p Massendichte

o° Massendichte in der Referenzkonfiguration

U spezifische freie Enthalpie

Vektoren

a Ortsvektor eines Teilchens in der Referenzkonfiguration (materielle,
substantielle oder Lagrange’sche Koordinaten)

b Vektor der Beschleunigung

dA |dA.|n = dAn; differentielles, gerichtetes Flachenelement in der Mo-
mentankonfiguration

dA® ‘déo‘ n’ = dA°nY; differentielles, gerichtetes Flichenelement in der
Referenzkonfiguration

dF” differentielle Volumenkraft

dEIFl differentielle Oberflichenkraft auf dA

f B Vektor der Massenkraftdichte

g, i-ter kovarianter Basisvektor der Koordinatenbasis g

éi i-ter kovarianter Basisvektor der Koordinatenbasis g in der
Ausgangskonfiguration

I Impulsvektor

k Vektor der Volumenkraftdichte

L Drehimpulsvektor

n, nd Einheitsnormalenvektor in der Momentan- bzw. Referenzkonfiguration

n, (i=LILIID); zu D; gehoriger Eigenvektor

n, (i=LILIII); zu ,(5]‘33 gehoriger Eigenvektor

q Wirmestromvektor je Flicheneinheit

t dA =dAn zugeordnete Oberflichenkraftdichte (Spannungsvektor)
in der Momentankonfiguration

t° Oberflachenkraftdichte (Spannungsvektor) in der Referenzkonfigu-
ration

u Verschiebungsvektor



Geschwindigkeitsvektor

b4 1<

Ortsvektor des Teilchens a zum Zeitpunkt ¢ (rdumliche, lokale oder
Euler - Koordinaten)

X! x? x38 kartesische Koordinaten

2 3
y X7y X

%

Zylinderkoordinaten

Vektor der inneren Zustandsvariablen

@ IR

Vektor von Zustandsvariablen die nicht k oder £ zugeordnet
werden

Entropiefiufl

Vektor der Verfestigungsvariablen

X 2

Vektor der Schadigungsvariablen

Tensoren 2. Stufe

d Green - Lagrange’scher Verzerrungstensor

D symmetrischer Anteil des raumlichen Geschwindigkeitsgradienten
(Verzerrungs-, Deformationsgeschwindigkeitstensor)

D Geschwindigkeit der reversiblen Verzerrungen

(é) Geschwindigkeit der inetastischen Verzerrungen

(_ﬁ Geschwindigkeit der plastischen Verzerrungen

Eﬁ Geschwindigkeit der schidigungsinduzierten Verzerrungen

(i) Einheitstensor zweiter Stufe

e Almansi - Euler’scher Verzerrungstensor

F Deformationsgradient

g Rechts - Cauchy - Green - Tensor

E Links - Cauchy - Green - Tensor

L Geschwindigkeitsgradient

0 Nulltensor zweiter Stufe

P Lagrange’scher (1.Piola -Kirchhoff-) Spannungstensor

22 2.Piola - Kirchhoff - Spannungstensor

R Starr-Korper-Rotationstransformation

S gewichteter Cauchy’scher Spannungstensor

U Streckung (Rechts - Streck - Tensor)

v Streckung (Links - Streck - Tensor)

w antimetrischer Anteil des rdumlichen Geschwindigkeitsgradienten



(Spin-, Drehgeschwindigkeits-, Wirbeltensor)
Cauchy’scher Spannungstensor (wahrer oder Euler’scher Spannungstensor)

lIa

€1 Hencky-Verzerrungstensor (auch g)

Tensoren 4. Stufe

C ) Nachgiebigkeitstensor
Og(4) Nachgiebigkeitstensor des ungeschadigten Materials

Operatoren und Abkiirzungen

€ijk Permutationssymbol

Div(...) materielle Divergenz

div(...) riumliche Divergenz

Grad(...) materieller Gradient

grad(...) réumlicher Gradient

LEBM Linear Elastische Bruchmechanik
Rot(...) materieller Rotor

rot( ) raumlicher Rotor

;(__A antimetrischer Anteil einer Grofie X
xP deviatorischer Anteil einer Gréfe X
és symmetrischer Anteil einer Gréfie X
Xy = %Sp(é); z.B. hydrostatische Spannung bei Spannungstensoren

/3
Xeg = §§D . -éD ; von Mises dquivalente Grofie von X

(.)=2 c(l-t. ) materielle Zeitableitung
v

(...) objektive Zeitableitung

(.. Ymc McCauley - Klammern

M partielle Ableitung

|- Betrag



1. Einleitung

Der Deformationsprozefl wird von energiedissipativen Prozessen begleitet, die eine
fortschreitende Degradation eines Bauteils verursachen. Diese Phinome werden auf
innere Strukturénderungen zuriickgefithrt und beschiftigt Physiker, Werkstoffwis-
senschaftler und Mechaniker seit vielen Jahren. Internationale Trendstudien (z.B.
KiTacawaA [96]; SAYIR [191]; RICE [208]) belegen, dafl in den letzten Jahren verstéirkte
Bemiithungen zur Modellierung des Materialverhaltens unter Beriicksichtigung inne-
rer Strukturdnderungen zu beobachten sind.

Seit ca. 30 Jahren hat sich die Schidigungsmechanik (auch Kontinuums-Schidigungs-
Theorie, Continuum Damage Mechanics bzw. CDM (Janson & Hurr [85])) zur

Erfassung von inneren Struktur&dnderungen, die als Schadigung bezeichnet werden,

entwickelf. Dieses Konzept geht auf die Arbeiten von L.M.KAcHANOV [89] und
Yu.N.RaBoTNOV [182] Ende der 50er Jahre zuriick, wurde aber wegen der zu dieser
Zeit nicht 16sbaren Probleme der experimentellen Erfassung von Mikrodefekten sowie
deren rechentechnischer Verarbeitung zunichst nur wenig genutzt.

Als Folge erweiterter numerischer und experimenteller Moglichkeiten durch die Ent-
wicklung der Rechentechnik und der Werkstoffdiagnostik (H.ALTENBACH, J.ALTEN-
BACH & ScHIESE [3]) wurden die theoretischen Grundlagen erweitert und in die
Uberlegungen von Physik, Werkstoffwissenschaft, Materialtheorie und Kontinuums-
mechanik einbezogen (Kapitel 2). Modelle wurden fiir eine Reihe von Mechanismen
entwickelt, numerische Simulationsméglichkeiten geschaffen (z.B. Simo und Ju [88],
[196], [197]; MurakAMI und RoNG [155], [156]; SuN, SIEGELE, Voss & ScamITT [201];
KonNkE [100]) und Konzepte zur experimentellen Identifikation und Verifikation dieser
Modelle aufgestellt. Die Fragen der Schidigungsmechanik wurden umfassend in der
Literatur, auf Konferenzen und anderen wissenschaftlichen Veranstaltungen erortert
und eine internationale Spezialisierung bildete sich heraus (siehe z.B. Savir [191],
H.AvTENBACH, ELZE, N.ALTENBACH & BRANDT [5] oder [3]). Heute existieren Sché-
digungsmodelle fiir anisotrope (CoRDEBOIS & SIDOROFF [50]) und inhomogene Ma-
terialien (NAJAR [158]), fiir Materialien mit unterschiedlichem Zug-Druck-Verhalten
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und fiir dreidimensionale Spannungszustinde (DAvisoN & STEVENS [55]). Sie um-
fassen das Spektrum metallischer Materialien, Polymere bis zu Beton (MAzARs &
P1JAUDIER-CABOT [141]) oder Fels (KonpaUROV, NIKITIN & RyzHak [98]).
Dennoch sind einige Fragen offen und es ist nicht zu iibersehen, dafl die theore-
tischen Betrachtungen der Kontinuums-Schidigungs-Theorie zur Zeit an mangeln-
der Einheitlichkeit in den N&herungen und Strenge in den Entwicklungen leiden
(Krajcivovic [103], NaJARr [158], RABIER [181]). Ausgehend von diesen Problemen
konnten Fragen einer Variationsformulierung und der Beschreibung von Entlastungs-
prozessen bisher nur unbefriedigend untersucht werden. Ein erster Schritt zur Behe-
bung dieser Schwierigkeiten bildet die Erarbeitung eines systematischen Uberblicks
iiber die verwendeten Modellierungskonzepte mit einer Diskussion der zugehorigen
Moglichkeiten und Grenzen.

Im Kapitel 2 wird daher eine Definition des Begriffs der Schddigung angegeben und
der thermomechanische Rahmen zur Beschreibung von Deformationsprozessen unter
Beriicksichtigung von inneren Strukturdnderungen festgelegt.

Eine allgemeine Beschreibung der Konzepte, die auf die materialabhingigen Glei-
chungen des betrachteten geschidigten Materials fiihren, ist im Kapitel 3 zu finden.

terhin eine strenge Differenzierung zwischen inneren Zustandsvariablen und Groéfien
zur Beschreibung der makroskopischen Effekte unter spezifischer Belastung. Diese
Differenzierung folgt direkt aus der Definition der Schidigung und erleichtert da-
durch die experimentelle Verifikation postulierter Funktionsverldufe.

Das Kapitel 4 ist der Betrachtung von Schidigungsmafien, die aus der Literatur
bekannt sind, gewidmet. Hierbei wird deren Eignung zur Beschreibung einer Mi-
krodefektkonfiguration untersucht und ein Schidigungsmafl zur Beschreibung von
Mikroporen definiert.

In den anschlieffenden Kapiteln 5, 6 und 7 werden die im Kapitel 3 betrachteten
Modellierungskonzepte anhand von konkreten Beispielen ausfiihrlich dargestellt und
ihre Bigenschaften untersucht.

Mit Hilfe der Schlufifolgerungen aus den vorangegangenen Untersuchungen wird im
Kapitel 8 ein Materialgesetz entwickelt, das zur Beschreibung der elastischen Entfesti-
gung, der Anderung elastischer Symmetrien, von anisotropen schidigungsinduzierten
Deformationen und der erh6hten plastischen Deformationsraten fiir metallische Mate-
rialien mit anisotrop verteilten Mikroporen und elastisch-plastischen Grundverhalten

geeignet ist.



Der Definition eines Kriteriums fiir Materialversagen ist das Kapitel 9 gewidmet.
Es wird nicht versucht, eine Korrelation zwischen dem Zeitpunkt des Versagens
und dem Wert einer einzelnen dufleren oder inneren Zustansgrofle zu finden. Viel-
mehr wird mit der Definition einer kritischen elastischen Schadigungs-Verzerrungs-
Energiefreisetzungsrate eine physikalische Begriindung fiir das Materialversagen an-
gegeben.

Zur Verifikation des in Kapitel 8 vorgestellten Materialgesetzes wird in Kapitel 10 der
homogene Zugversuch an einer axialsymmetrischen Probe untersucht. Die material-
abhéngigen Koeflizienten des Materialgesetzes werden bestimmt und Rechnungen mit
experimentellen Ergebnissen verglichen. Die Beschreibungsmoglichkeiten des Materi-
algesetzes — zu denen keine experimentelle Basis zur quantitativen Anpassung vorlag

— werden vorgestellt.




2. Einfiihrung in die Schidigungsmechanik

2.1 Ingenieurtechnische Modelle der Schadensbeschreibung

Die Modelle zur Beriicksichtigung und Beschreibung innerer Strukturdnderungen
neben der Kontinuums-Schadigungs-Theorie kénnen in drei Hauptgruppen unterteilt
werden (DANZER [53]):

(i) physikalische Modelle,

(ii) bruchmechanische Modelle,

(iii) empirische Modelle.
Physikalische Modelle fithren im Rahmen einer Diskontinuumstheorie (ein Teil der

Molekular- oder Korpuskulartheorie) die Materie auf ihre diskreten Teilchen (Tabelle
1) zuriick und sind bestrebt, alle Figenschaften der Materialien mit Hilfe dieser
Teilchen und ihren Wechselwirkungen zu erkliren (Bupo [33]). Physikalische Modelle
der Schadensentwicklung (d.h. Modelle, die die Entstehung von Schiden durch die
Bewegung von Atomen, Leerstellen und Versetzungen erkliren) wurden in letzter
Zeit vor allem fiir das Wachstum von Kriechporen mit Erfolg entwickelt. Deren
Verwendung ist in der Ingenieurpraxis vorteilhaft, wenn diskrete Verteilungen innerer
Strukturelemente und -defekte das makroskopische Verhalten signifikant definieren.
Dies ist z.B. der Fall, wenn sogenannte Grenzzustinde betrachtet werden (FISCHER
[63]); M.KacranNov [93]). Die Modellierung eines geschidigten Kérpers als diskrete
Struktur aus einzelnen Koérnern mit Zwischenrdumen ist nicht nur mit sehr groflem
Aufwand verbunden, sie st6f3t auch an Grenzen der experimentellen Verifizierbarkeit.
In Ingenieuranwendungen werden diskrete Theorien ph&nomenologische Theorien
daher vorerst nicht ersetzen kénnen. Nur in Sonderféllen wurden bisher befriedigende
Ergebnisse erhalten (DAnNZER [53]; FELDMULLER [62]; FiscHER [63]; KraJCINOVIC
[101]).

Bruchmechanische Modelle bilden keine allgemeine Theorie der Brucherscheinungen,

sie liefern eine ingenieurméflige Methode der Bewertung von Makrorissen und ihres
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Wachstums bis zu einer kritischen Gréfie (BLUMENAUER & Pusch [27]; HAnN [74];
[76]; MicHEL & TOTZAUER [144]; RossMANITH [186]). Fiir die Modellierung der um-
gebenden Matrix wird die klassische Kontinuumsmechanik verwendet, die die realen
Prozesse der Riflausbreitung in mikroskopischen Bereichen weitgehend unbeachtet
1a8t. Die Bruchmechanik ist auf Brucherscheinungen mit vernachléssigharen enetgie-
dissipativen Prozessen beschrinkt. Die realen Prozesse der Riflausbreitung lassen sich
durch globale Parameter (Spannungsintensitatsfaktor, Energiefreisetzungsrate, Weg-
integrale u.a.) beschreiben. Trotz sehr erfolgreicher Anwendung der Bruchmechanik in
der Vergangenheit (vor allem bei linear-elastischem Materialverhalten), sind durch
die Vernachldssigung der Mikromechanismen viele Probleme ungeltst (plastisches
Verhalten des Matrixmaterials, Einflufl verteilter Mikrodefekte, etc.)

Schadensparameter und der Begriff Schddigung wurden in empirischen Methoden der
Lebensdauerprognose erstmalig vérwendet, ohne ihn aber niher zu definieren. HuLT
[82] betrachtet diese Groflen als a posteriori Definition von Schédigung, da sie die
Entwicklung von Anderungen der Materialeigenschaften, die schlieflich zum Versa-
gen von Bauteilen fithren, beschreiben sollen. Schadensparameter werden aufgrund
von Korrelationen mit experimentellen Ergebnissen definiert und beschreiben keine

definierten mikrostrukturellen Prozesse. Sie sind komplizierte Funktionen der Bean-

spruchungen (Verzerrung, Spannung, Temperatur, Geschwindigkeiten, etc.) und der
Bauteilgeometrie. Zur Prognose der Lebensdauer wird postuliert, dafl zwischen dem
Schadensparameter und der Zeit bis zum Versagen ein eindeutiger Zusammenhang
besteht (DANZER [53]).

Die erste mit Hilfe empirischer Modelle durchgefiihrte systematische Untersuchung
der Ermiidung von Metallen erfolgte vor etwa 130 Jahren durch A.W&HLER. Diese
und die darauf aufbauenden Ideen von BAsQUIN bildeten eine methodische Basis der
Lebensdauerprognose, die beispielgebend fiir viele andere spéter formulierte Theo-
rien war (z.B. MaNsoN [137]). Bei den Betriebsbeanspruchungen von Bauteilen ist
die, in den Wohlerversuchen untersuchte mit der Zeit periodische Belastung eher die
Ausnahme. Um die Ergebnisse aus Einstufenversuchen auf kompliziertere Beanspru-
chungen iibertragen zu kénnen, wurden Schadensakkumulationsregeln entwickelt.
Ausgangspunkt bilden Lebensdaueruntersuchungen an Kugellagern von PALMGREN
[170]. Die Lebensdauer bei einem Belastungsniveau P; (i = 1,2,3,...) ist allgemein
die Umdrehungszahl bis zum Versagen. Bei einem Belastungsniveau P; ist N; die
zum Versagen erforderliche Umdrehungszahl und n; die aktuelle Umdrehungszahl.
Aufgrund von Versuchen, bei denen das Belastungsniveau P; nach n; Umdrehungen

’
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gewechselt wurde, schligt PALMGREN
ng
— =1 2.1
2N (2.1)
als Versagenskriterium vor. Das Verhiltnis

N
Di= 5 (2.2)

ist dann die Ermiidungsschidigung von n; Belastungszyklen auf dem Belastungsni-
veau P; und (2.1) 148t sich wie folgt verallgemeinern:

> Di=1. (2.3)
(i

Die Arbeit von PALMGREN enthilt keine quantitative experimentelle Verifizierung
des Versagenskriteriums an realen Bauteilen. Dies wird auch als Ursache fiir das zum
damaligen Zeitpunkt geringe Interesse an dieser Arbeit angenommen. Erst mit den

Arbeiten von MINER [145] wurde das Konzept wieder aufgegriffen und nachtriglich als

PALMGREN-MINER-Gesetz oder Gesetz der linearen Schadensakkumulation bekannt.

Kriechen vorgeschlagen. Ist T; die Lebensdauer bei konstantem Belastungsniveau P;
bis zum Kriechbruch, wird das Verhéltnis

D= = (2.4)

als Schidigung nach dem Zeitraum ¢; auf dem Belastungsniveau P; bezeichnet. Als
Versagenskriterium fiir den Kriechbruch bei schrittweise variierter Belastung wird
wieder (2.3) verwendet.

Die Gleichungen (2.2) und (2.4) zeigen, daf§ das Versagenskriterium (2.3) im Falle
konstanter Last exakt erfiillt wird und in Féllen geringer Lastschwankungen eine gute
Prognose fiir das Versagen erwartet werden kann. Ermiidungs- und Kriechbruchversu-
che mit stark verdnderlicher Last zeigten, daf} das lineare Schidigungsgesetz (2.3) mit
der Zeit immer stirker vom tatséchlichen Prozefl abweicht. In kombinierten Kriech-
Ermiidungs-Versuchen wurden ebenfalls mehr oder weniger starke Abweichungen von
der linearen Hypothese festgestellt. Die Abweichung in Abhingigkeit von der Bela-
stungsreihenfolge kann konservativ oder nichtkonservativ sein. Ein weiterer Nachteil
der empirischen Methoden der Lebensdauerprognose ist die geringe Ubertragbarkeit
auf beliebige Lastfalle und Bauteilgeometrien, und die Werte von N; bzw. T; werden
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als bekannt vorausgesetzt. Trotz der begrenzten Anwendbarkeit ist das lineare Scha-
densgesetz, hauptséichlich wegen seiner mathematischen und konzeptionellen Einfach-
heit, sehr verbreitet.

Die Kontinuums-Schédigungs-Theorie ist bei Sicherung der Lésbarkeit ingenieurtech-
nischer Aufgaben bestrebt, Deformationsverhalten, Festigkeit und Lebensdauer durch
detailliertes Wissen iiber die Materialstrukturdnderung aus Physik, Werkstofftechnik

und Mechanik ohne vorhergehende Bauteilversuche zu prognostizieren.

2.2 Was ist Schadigung?

Der Begriff Schidigung wird einerseits flir mikroskopische Strukturinderungen wie
Phasenumwandlungen, Entwicklung von Liniendefektstrukturen bzw. Versetzungen
(z.B. Woo & L1 [220], LEckIg [110]), Entwicklung von Mikrohohlrdumen und fiir die
aus den inneren Strukturéinderungen resultierenden makroskopischen Effekte (z.B.
BECKER & GRoss [15]; VAKULENKO & L.M.KacHANOV [214]) verwendet (siehe auch
Abschnitt 3.3). Eine eindeutige Definition existiert nicht.

Groflenmafistab atomares Niveau [Mikrogefiige Mesoniveau Makroniveau
Strukturelemente Atome, Molekiile Kristallite, Kérner, Fiill- représentatives Volu- finiter K&rper
stoffe, amorphe Bereiche men
Strukturdefekte Leerstellen, Zwischen- |Mikrorisse, Poren, Verun- |lokales Versagen, Gas- |[Makrorisse,
gitteratome, Verset- reinigungen, Gleitungen, blasen, Blockseiger- Lécher
zungen, Stapelfehler, Ausscheidungen, Korn- ungen
Antiphasengrenzen ... |grenzen, Gleitbinder J
Wissenschafts- Festkdrperphysik ‘Werkstoffwissenschaft T Kontinuums- / Strukturmechanik
disziplin
Betrachtungs- Diskontinuumstheorie >
weisen Kontinuumstheorie
—
Anwendungsbe- atomare Modelle mikromechanische Modelle
reiche einzelner seeeen sessessanns < teecsaas Ceaosee sesaas > -
Modelle metallphysikalische Modelle
< tedrevrane vreseen Geseristersaiatebr nnbirnnens >
Kontinuums-Schidigungs-Theorie (Schidigungsfelder)
<
Bruchmechanik {Makrorifiverhalten}
{—'

Tabelle 1: Materialdefekte und Anwendungsbereiche von Materialmodellen

Nach Krajcmwovic [102] bzw. Ju [88] lassen sich zumindest drei Ebenen beobachten
(Tabelle 1 - FiscHER [63]):
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(i) atomare Fehlstellen und Kristallgitterdefekte, die atomare (bzw. physikalische,
DaNzER [53]) Materialmodelle erfordern;
(ii) einzelne Mikrodefekte wie Mikrorisse bzw. Mikrodefektfelder, die mikromecha-
nische bzw. phanomenologische Schiadigungsmodelle erfordern;
(iii) bruchmechanische Modelle, die das Ausbreitungsverhalten von Makrorissen
(das umliegende Material kann als Kontinuum betrachtet werden) beschreiben.
Zur Bildung gemeinsamer Standpunkte iiber
(i) Aufbau und Verhalten ungeschddigter (als Ausgangspunkt zur Beschreibung
innerer Strukturdnderungen)-und geschidigter Materialien,
(ii) zur Definition der Schidigungvariablen (NAJAR [158]) und
(iif) zur Schadigungsevolution
ist eine Definition des Schidigungsbegriffs eine Grundvoraussetzung. Ausgehend vom
Beginn der Schidigungstheorie durch KacHanov und RABOTNOV werden Struk-
turdnderungen als Schadigung betrachtet, die sich auf geometrische Defekte wie
Mikrorisse und -poren zuriickfithren lassen. Klassische Materialmodelle, die in der
Vergangenheit fiir das makroskopische Verhalten entwickelt wurden (z.B. elastische,
elastisch-plastische, Kriechmodelle), beschreiben dann das Materialverhalten in ei-

geschidigten Material ist die Volumendichte der Mikrohohlrdume vernachlissigbar
klein,

Da vielfach die Anwendbarkeit der Kontinuumsmechanik auf Materialien mit diskre-

ten Mikrodefekten bezweifelt wird, sind einige Bemerkungen hierzu erforderlich.
Wie jede Theorie und jedes Modell ist sie eine Nédherung fiir reale Prozesse. Bei
der Formulierung von Theorien in den Ingeﬁieurwissenschaften sind daher folgende
Forderungen zu beachten [97]:

(i) Ubereinstimmung mit experimentell beobachteten Erscheinungen; d.h., die An-
wendung auf Modelle, die den Versuchskérpern unter den gegebenen Versuchs-
bedingungen entsprechen, muff — von statistischen Schwankungen abgesehen —
wieder zu den im Experiment beobachteten Effekten fithren (phinomenologi-
sche Ubereinstimmung von Experiment und Theorie);

(ii) Widerspruchsfreiheit zu physikalisch begriindeten Theorien (letztere miissen
iiber die Theorie der Versetzungsbewegungen hinausgehen, denn Bildung und
Wachstum von Mikrohohlrdumen sind getrennt von Versetzungsbewegungen zu
betrachten (Krascmnovic [102]). Wiinschenswert wire es, die Kontinuumstheo-

rie direkt aus physikalischen Theorien zu entwickeln und zu begriinden);
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(iii) Bildung einer theoretischen Basis zur Beurteilung des Festigkeitsverhaltens
von Bauteilen unter Betriebsbedingungen und Lieferung eines Kriteriums zur
Versagensvorhersage;

(iv) Optimierung der Modelle ausgehend vom theoretischen Maximum (Einbezie-
hung aller in der Theorie erfaibaren Effekte) unter Beriicksichtigung der Veri-
fizierbarkeit und des Verhéiltnisses von Aufwand und Aussagekraft.

Die Kontinuumstheorie (auch phidnomenologische Theorie) konstruiert ausgehend

von makroskopisch beobachtbaren Phinomenen (experimentelle Identifikation) idea-

lisierte, mathematische Modelle fiir das mechanisch-thermodynamische Materialver-
halten (BECKER & BURGER [12]). Sie griindet sich auf die im Fall der gewdhnli-
chen makroskopischen Beobachtungen berechtigt erscheinende Annahme, dafl der
von einem finiten Korper eingenommene Raum von der Materie stetig erfiillt wird,
dafl zur Beschreibung des Verhaltens des belasteten Korpers die Mittelwerte an ei-
nem reprasentativen Volumenelement AV hinreichend sind und dafl diese wichtigen

Grofien, die die Bewegung der Punkte des Korpers bestimmen, stetige Funktionen

des Ortes sind (Bupo [33]; ELsnER [60]; LErPHOLZ [121]). Uber die Struktur der Ma-

terie werden keine besonderen Hypothesen gemacht und zur Charakterisierung der

Materialien werden gewisse Kennwerte und Kennwertfunktionen; die aus phinomeneo

logischen Messungen zu entnehmen sind, benutzt. Der Vorteil dieser Theorie besteht
in der Moglichkeit, sich auf die als wesentlich erkannten Phinomene beschrianken
zu koénnen [62]. Die Erfahrung zeigt, daf diese Theorie sich auch bei der Beschrei-
bung des Deformationsverhaltens geschidigter Kérper bewahrt hat und zulissig ist
(M.KacuaNOV [93]). Die Beschrinkung auf klassische Kontinua ist in Hinblick auf
metallische Materialien zuliissig (LEEMANN [119]; BECKER & BURGER [12]; PRAGER
[179]). Mit der Betrachtung verallgemeinerter Kontinua ist auch die Behandlung von
Materialien moglich, die die Einfiihrung verallgemeinerter Kontinua®! erfordern (z.B.

Eine umfassendere Klasse als die klassischen Kontinua bilden z.B. die polaren Me-
dien, die das Cosserat-Kontinuum als Sonderfall enthalten. Die Kinematik der ma-
teriellen Punkte polarer Medien, fiir klassische Kontinua wird diese im Abschnitt
2.3.2.1 beschrieben, beinhaltet nicht nur Translationen sondern auch Rotationen. Die
zu den Rotationen konjugierten Kraftgréfen bilden Momentenspannungen (Moment
je Flicheneinheit), die bei klassischen Kontinua bei der Grenzwertbildung AA — 0
verschwinden. Aus der Berticksichtigung der Momentenspannung in der Drehimpuls-
bilanz folgt, dafl die Symmetrie des Cauchy’schen Spannungstensors (2.56) nicht mehr

langer aufrecht erhalten werden kann.



2. Ewnfihrung in die Schddigungsmechanik

Fels-Materialien oder Materialien mit lokal geordneter Struktur, Kristalle oder Ma-
kromolekiile (BECKER & BURGER [12])).

Natiirlich konnen nicht beliebig grofle Defekte zu einem Kontinuum homogeni-
siert werden, was die Kontinuums-Schidigungs-Theorie auf solche Mikrodefekte be-
grenzt, die die Betrachtung des resultierenden makroskopischen Materialverhaltens
noch im Rahmen einer Kontinuumstheorie mit hinreichender Genauigkeit zuldfit
(FELDMULLER [62]; DieHL [58]). Entscheidend ist, daf} sich ein reprisentatives Vo-
lumenelement AV bilden li#8t, das in Erweiterung von [58] und [62] die folgenden
Forderungen erfiillt:

(i) AV ist so groB, daf} es statisch und kinematisch homogen wird, d.h. J/AV ist
grof} gegen die Abmessungen und den Abstand der Mikrodefekte ((AV); <
AV}

(ii) &/AV ist klein gegeniiber den charakteristischen Langen der Belastung und des
Korpers, so dafl das Verhalten der in AV enthaltenen Materie durch Mittelwerte
hinreichend beschrieben ist (Definition von AV < (AV)s). Es ergibt sich:

(AV) < (&V) < (AV), (2.5)

Solange (2.5) erfiillt wird, konnen Mikrodefektfelder im Rahmen der Kontinuums-
theorie betrachtet werden (ONAT & LECKIE [167] und KrajciNovic [102] betrach-
ten Mikrodefekte in der Groflenordnung von Koérnern, BAZANT [7], NAJAR [158] und
DienL [58] nehmen an, dafl sich die um die Mikrodefekte liegende Materie schon als
Kontinuum modellieren 1d8t). Die einzelnen Modelle unterscheiden sich nur in der
Definition von AV in (2.5) und den Schidigungsvariablen.

Verschmelzen Mikro- zu Makrosch#iden so ist zur weiteren Beschreibung der Ubergang
von kontinuumsmechanischen z.B. zu bruchmechanischen Methoden erforderlich; aus
dem geschidigten Korperelement entsteht ein Kdrper mit verdinderter Geometrie
(z.B. KonkE [100]).
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2.3 Materialtheoretischer Rahmen

2.3.1 Einfiihrung

Die fiir die betrachteten Materialien (Beschrankung auf Metalle, klassische Konti-
nua) giiltigen Gleichungen der Kontinuumsmechanik werden in diesem Kapitel in
allgemeiner Form hergeleitet. Dies bietet Ansatzpunkte zur Erweiterung der betrach-
teten Modelle zur Losung allgemeinerer Aufgabenstellungen.

Die Bewegung der Kontinuumspunkte wird neben mechanischen auch von thermi-
schen, elektrischen, magnetischen u.a. Phinomenen begleitet. Im Rahmen dieser Ar-
beit werden nur mechanische und thermische Effekte beriicksichtigt. Weitere Effekte
kénnen, ohne den Anwendungsbereich der Theorie zu stark einzuschrénken, hiufig
vernachlissigt werden (BECKER & BURGER [12]). Die Kontinuums-Schidigungs-
Theorie wird daher heute allgemein im Rahmen thermomechanischer Analysen be-
trachtet (z.B. LEHMANN [118], [116]; ALLEN, HARRIS & GROVES [1], [2]).

Thermomechanische Prozesse sind Prozesse, in denen das Temperaturfeld, die Materi-

alstruktur und das Spannungs- und Verzerrungsfeld eines Kérpers gegenseitig in kom-
plizierter Weise voneinander abhiingig sind. Ein allgemeiner Rahmen fiir die Beschrei-
bung thermomechanischer Prozesse wird z.B. durch LEEMANN [119] angegeben. Auch
wenn grundlegende Zusammenhénge thermomechanischer Prozesse, insbesondere der
Thermoelastizitit, schon in einigen &lteren Arbeiten beschrieben sind (eine umfas-
sende Bibliographie ist bei Nowacki [163] zu finden), ist die Thermomechanik ein
relativ junges Wissenschaftsgebiet, da umfassende Untersuchungen erst in den letzten
dreiflig Jahren durchgefiihrt wurden. Der Grad der Beriicksichtigung der einzelnen
Wechselwirkungen zwischen den mechanischen und thermischen Feldgréflen und der
Materialstruktur ist bei der Lésung verschiedener Aufgabenstellungen auf Grund dif-
ferierender Zielvorstellungen unterschiedlich. Annahmen und Einschrinkungen die-
nen u.a. auch zur Erleichterung der Lésung entstehender, vielfach gekoppelter nicht-
linearer partieller Differentialgleichungssysteme. In Abhéngigkeit vom Kompliziert-
heitsgrad des behandelten Problems variiert der Entwicklungsstand der entsprechen-
den Losungsverfahren (ALLEN, HARRIS & GROVES [1}).

Zur Beschreibung thermomechanischer Prozesse eines Korpers wird dieser als ein
allgemeines physikalisches System betrachtet, dessen Antwortverhalten auf &uflere
Belastungen wie folgt unterteilt werden kann (ScHATT [192]):
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a) reversibles Verhalten wird dadurch charakterisiert, dal ein System nach Been-
digung der Krafteinwirkung ohne duflere Einwirkung wieder in seinen urspriing-
lichen Zustand (Form, innere Struktur, etc.) zuriickkehrt;

b) bei irreversiblen (allgemein auch inelastischen) Verhalten stellt sich der ur-
spriingliche Zustand nicht allein durch Entlastung wieder ein (z.B. Bruch als
Trennung des Materials in zwei oder mehr Teile).

Schidigung ist dann bei Ausschlufl einer Heilung eine irreversible Reaktion des
Materials.

Die mathematischen Modelle dieser Prozesse bilden Systeme von Grundgleichungen,
die durch Konzepte der Kontinuumsmechanik unter Einbeziehung der Thermodyna-
mik begriindet werden. Die Verwendung mikrostruktureller Vorgehensweisen ist im
Rahmen der Kontinuums-Schidigungs-Theorie oftmals notwendig. Die resultieren-
den mathematischen Modelle bestehen allgemein aus Differentialgleichungssystemen
mit zusétzlichen, aus Ungleichungen bestehenden, Einschrinkungen (Brunk [32]).
Es wird angenommen, dafl sich materialunabhingige und -abhingige Gleichungen
aufstellen lassen (MULLER [148], [149]).

(i) Materialunabéngige Gleichungen

Materialunabhéngige Gleichungen eines universellen Kontinuums gibt es nicht bzw.
wiren auch zu unhandlich (Becker & BURGER [12]). Die Gleichungen besitzen
innerhalb einer Materialklasse universellen Charakter (Parmov [171]) und stecken
den physikalischen Rahmen der Prozesse ab, d.h., sie definieren die Zulassigkeit der im
Kontinuum thermodynamisch realisierbaren Prozesse. Jedes Material dieser Klasse
unterliegt ithnen gleichermafien (ALTENBACH & BLUMENAUER [4]).
Materialunabhingige Gleichungen lassen sich in kinematische bzw. geometrische Glei-
chungen (Verzerrungs-Verschiebungs-Beziehungen) und Bilanzen (Masse-, Impuls-,
Drehimpuls-, Energiebilanz, Entropiebilanz) aufteilen. Die allgemeinsten Einschrin-
kungen der Theorie werden durch die Hauptséitze der Thermodynamik (siehe
LEHMANN [118], ELSNER [60], CoLEMAN & GURTIN [48], CHABOCHE [35], MUSCHIK
[157] u.a.) gebildet.

Bilanzgleichungen sind global fiir einen Korper zu formulieren. Da man sich den
Korper selbst auch beliebig aus dem Kontinuum herausgeschnitten denken kann,
miissen die Bilanzen fiir beliebige Integrationsbereiche gelten. Lassen sich die Bilan-

zen in der Form

/f]_ dV =0 oder f2 dA = Q
B 9B
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als homogene Bilanzen formulieren, ist es hinreichend, dafl die Integranden f, und f»
verschwinden, wenn man die Stetigkeit der Integranden voraussetzt. In diesem Fall
ergibt sich eine gleichwertige differentielle bzw. lokale Form der Bilanz. Dieses Lemma
wird fiir die weiteren Betrachtungen vorausgesetzt (BECKER & BURGER. [12]).

Es wird postuliert, daB nicht nur der ganze K&rper, sondern auch die einzel-
nen Korperelemente AV als geschlossene Systeme behandelt werden kdnnen, auch
dann, wenn der Korper als Ganzes nicht im thermodynamischen Gleichgewicht ist
(LEEMANN [118]). Hieraus lift sich unter anderem in bezug auf Massen-, Impuls-
und Drehimpulsbilanz ableiten, daB die zeitliche Anderung der Masse eines Teilchens
verschwinden muf3 (ein Teilchen kann bei seiner Bewegung sein Volumen aber nicht
seine Masse dndern). Werden nur lokale thermodynamische Gleichgewichtszustinde
beschrieben, begrenzt dies die Theorie auf Prozesse, die nicht allzu weit entfernt vom
Gleichgewicht verlaufen (LEHMANN [119]). Die Gradienten der Zustandsvariablen in
Zeit und Raum sind dann klein, und eine Linearisierung ist moglich.

Die materialunabhingigen Gleichungen bilden ein stark unterbestimmtes Gleichungs-

system.

(ii) Materialabhéngige Gleichungen

Zur Bestimmung der fehlenden Gleichungen ist man auf die Erfahrungen angewiesen,
daB8 mechanische und thermische Variablen von der Geschichte der konstitutiven
Parameter im ganzen Korper funktional abhingen (MULLER [148]). Die Abhéngigkeit
folgt aber nicht unmittelbar aus den Hauptsitzen der Thermodynamik. Diese kénnen
hiervon getrennt aufgestellt werden. Auf die Einbindung der materialabhingigen
Gleichungen in thermodynamische Betrachtungen wird daher meist verzichtet.

Der funktionale Zusammenhang zwischen grundlegenden mechanischen und thermi-
schen Variablen und den konstitutiven Parametern wird durch die materialabhéingi-
gen Gleichungen bzw. Materialgleichungen wiedergegeben. Die Form dieser Funktio-
nale ist fiir ein Material charakteristisch. Bei der konkreten Formulierung werden stets
Néherungen verwendet, die entweder thermodynamische Prozesse vernachlissigen
oder idealisieren (BETTEN [21]). Mit Hilfe der Materialtheorie lassen sich aber Bedin-
gungen formulieren, die die Aufstellung der Materialgleichungen erleichtert (MULLER
[148]).

Die dissipativen Effekte, die die Bewegung der Punkte des Kontinuums zusétzlich zur
Wirmeleitung begleiten, lassen sich durch folgende Theorien beschreiben (MUnNcH
[150]):

a) klassische irreversible Thermodynamik, die die Prozesse im wesentlichen durch
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Nichtgleichgewichtszustinde und dynamische Relaxationsgesetze (kontrolliert
durch Dissipationspotentiale) charakterisiert oder
b) dissipative thermodynamische Prozesse, die als eine Abfolge von erzwungenen
Gleichgewichtszustinden beschrieben und nicht durch Dissipationspotentiale
kontrolliert werden.
Innerhalb der phinomenologischen Theorien des dynamischen Verhaltens der Konti-
nua existieren mehrere Beschreibungsmoglichkeiten. Welche der zahlreichen Ansétze
fiir eine thermodynamische Theorie irreversibler Prozesse (z.B. MuscHIK [157]) zu
einer hinreichend physikalisch exakten und noch einfach handhabbaren ph&inome-
nologischen Theorie fithrt, kann wohl nur durch die Erfahrung beantwortet werden
(LErMANN [119]). Die &lteste und einfachste Beschreibung erfolgt durch Einfiithrung
einer viskosen Spannung, die von der Verzerrungsgeschwindigkeit abhingig ist (z.B.
Navier-Stokes-Theorie der linearen viskosen Fliissigkeiten - Newton’sches Gesetz).
Eine andere Theorie beschreibt die Spannungen in Abh#ngigkeit der vollstindigen
Verzerrungsgeschichte.
Hier wird eine dritte Ndherung verwendet, die die Abhéngigkeit der freien Helmholtz-
Energie und ihrer Anderungsgeschwindigkeit von internen Zustandsvariablen postu-
nen die Verzerrung und die Zeit erscheinen (COLEMAN & GURTIN [48]; ONAT [167]).
Die Thermodynamik mit inneren Zustandsvariablen oy (k= 1,..., M) hat sich be-
sonders bei der Modellierung von elastisch-plastischem Materialverhalten bewihrt
(Krascinovic [102]) und entspricht einer formalen mathematischen Parametrisie-
rung der Geschichte der konstitutiven Parameter, wobei M — oo gelten miifite (PAAs
[169]). Der Zustand eines Korpers ist durch die Angabe der Zahlenwerte eines endli-
chen Satzes von Zustandsgréfien eindeutig festlegbar (grofier Zustandsraum) und sei
bekannt, wenn fiir jedes materielle Teilchen a fiir das gesamte betrachtete Zeitinter-
vall p, X und T bekannt sind (die Dichte kann auch mit Hilfe der Massenbilanz durch
den Ortsvektor ausgedriickt werden) (Paas [169]).
Die inneren Variablen «ay lassen sich physikalisch interpretieren: z.B. charakterisie-
ren die isotrope und kinematische Verfestigung aus der klassischen Plastizititstheorie
vor allem die Versetzungsstruktur eines Materials. Aus dieser Zuordnung gelingt eine
Aufspaltung der inneren Variablen ay in Variable §; (1 = 1,...,m) zur Charakteri-
sierung der Mikrodefekte, in Variable k; (j = m+1,...,n) zur Charakterisierung der
Versetzungsstruktur und B (k =n+1,..., M) zur Charakterisierung verbleibender
Strukturen. Zur Vereinfachung der Schreibweise werden alle inneren Zustandsvaria-
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blen durch einen Zustandsvektor o beschrieben:

a=1¢ s B (2.6)

Die Komponenten &;, x; und §; von &, k und 3 kiénnen wieder Tensoren beliebiger
Stufe sein. Die Aufspaltung (2.6) wurde gewdhlt, um einzelne Prozesse voneinander
getrennt zu beschreiben und sich auf die Prozesse (bzw. auf die o) zu beschréinken,
die als wesentlich erkannt wurden. Die klassischen Materialgesetze? beschreiben dann

Prozesse mit 21 = Ek = 0, wobei Ek = 0 im folgenden erhalten bleibt.

2.3.2 Materialunabhangige Grundgleichungen

2.3.2.1 Der Deformationszustand — Grundlagen der Kinematik

Die Abbildung eines Kérpers B in einen dreidimensionalen Euklidischen Raum R3
wird Konfiguration genannt, die durch Zuordnung von Zahlentripeln als Koordinaten

zu jedem Raumpunkt beschrieben-wird-Die-Koerdinatenbasenin-derAusgangskon-
figuration und in der aktuellen Konfiguration werden durch g und g definiert. Bei
Deformationsvorgingen dient eine spezielle Konfiguration B° als Referenz- bzw. Be-
zugskonfiguration und man erhilt die Momentankonfiguration als eine Abbildung
der Referenzkonfiguration. Zur Vereinfachung wird B° (unter Weglassung der Abbil-
dung in den dreidimensionalen Euklidischen Raum) durch die Referenzkonfiguration
festgelegt. Eine Konfiguration von B ist somit eine stetige (hinreichend glatte) und
bijektive Abbildung ® der materiellen Teilchen a auf die Ortsvektoren X (WRIGGERS
[221]); & : a — X. Die Bewegung eines Kontinuums bildet dann eine stetige und
bijektive zeitliche Folge von Konfigurationen.

Die Kinematik der materiellen Punkte sei auf reine Translationen beschrankt und
durch Verschiebungen u vollstindig beschrieben (klassisches Kontinuum; bei polaren
Medien miissen zusétzlich noch Rotationen des Volumenelementes dV betrachtet wer-
den). Die Verschiebungen aller Teilchen in B beschreiben den Verschiebungszustand,

Die konventionellen Gesetze wurden oftmals aufgestellt, ohne die Existenz von
Schidigung zu beriicksichtigen und miissen daher aktualisiert werden (z.B. miissen
Verfestigungsfunktionen ermittelt werden, die unabhingig von Strukturdnderungen
durch Mikroporen sind (FELDMULLER [62])).
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und die Bewegung 14t sich wie folgt wiedergeben:

X= X(Q’ t) =a-t H(Qa t) . (27)

X
J=det—==>0 , (2.8)

d.h. das Volumen nicht verschwinden kann, wird die eindeutige Inversion von (2.7)
zu |
a=aX,t)=X-ulX,t) . (2.9)

Es wird der Nabla-Operator eingefiihrt, ein Differentialoperator mit Vektorcharak-
ter, der die partielle Differentiation nach den Lagrangeschen (materiellen) bzw. Eu-
lerschen (rdumlichen) Koordinaten, a bzw. X, charakterisiert und entsprechend mit
einem Index versehen ist. Es gelten folgende Definitionen:

Vo) =2 g; _ 0

g (2.10)

Vx(...}= 88('2’2‘) = 88(‘)‘(;)5 : (2.11)

Weiterhin gelten folgende Operatoren:

grad(...) =Vx®(...)=Vx(...) , Grad(...)=V¥a(..) ,
div (...)=¥x- (...}, Div (...)=Va- (...) , (2.12)
rot (...)=Vx x (..) , Rot (...)=Vax(...) .

Den Deformationsgradienten F erhélt man wie folgt aus dem Verschiebungsgradien-

ten in materiellen oder rdumlichen Koordinaten:

F = Grad X = Grad a + Grad u =1 + Grad u

. 99Xt .
— o gl = 5J
=Fgg =588 >

L _ (213)
F =grada=grad X—gradu=1-grad u

1N . 8 at o s
= (F"1 &g’ = 55788

F transformiert das Linienelement da (mit |da| = d.S), das zwei infinitesimal benach-

barte materielle Punkte in der Referenzkonfiguration verbindet, in das Linienelement
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dX (mit |[dX| = ds), das die selben materiellen Punkte in der aktuellen Konfiguration
verbindet:
dX =

IS

-da . (2.14)

F enthilt eine Translation, eine Rotation und eine Streckung (Richtungs- und
Betragsidnderung) bzw. mit Hilfe des polaren Zerlegungstheorems eine resultierende
Rotation R und die Streckung U bzw. V (BECKER & BURGER [12], GUNTHER (72]);

lles!

=V-R=R-U . (2.15)

U und V sind Verzerrungsmafie (-tensoren). Die Verwendung von U und V ist
nicht immer vorteilhaft. Es werden daher z.B. auch die folgenden Verzerrungs- bzw.
Deformationstensoren verwendet (BECKER & BURGER [12]; WEGENER [219); PRAGER
[179]; WRIGGERS [221]):

Links-Cauchy-Green-Tensor: h=F- ET = __\f (2.16)
Rechts-Cauchy-Green-Tensor: g= ET F = 22 (2.17)
Green-Langrange-Verzerrungstensor: d = % (g — :1_.) = % (ET F - ;) (2.18)
Almansi-Euler-Verzerrungstensor:  e=1(1-h™") =1 ( 1-F7" -E_lj (2.19)

(R. ist orthonormal, d.h. ET = E_l). Die Tensoren b und e sind objektive Gréfien
und g und d sind noch dazu invariant gegeniiber einem Wechsel des Bezugssystems-
(WRIGGERS [221], MULLER [148]). Der Green-Langrange-Verzerrungstensor d (bzw.
der Rechts-Cauchy-Green-Tensor g) ist die zum 2. Piola-Kirchhoff-Spannungstensor
P, (Gleichung (2.44)) konjugierte Grofle. Zum Almansi-Euler-Verzerrungstensor
e und Links-Cauchy-Green-Tensor h 148t sich nicht problemlos ein konjugierter
Spannungstensor angeben. An dieser Stelle wird der nach MacVEan [136] zum
gewichteten Cauchyschen Spannungstensor S nach Gleichung (2.64) (auch Kirchhoff-
Spannung BrunNs [30]) konjugierte Hencky-Verzerrungstensor

1

=e=hy¥ = > hy (2.20)

Em)

fiir die weiteren Betrachtungen verwendet. Weiterhin ist es notwendig, Geschwindig-
keit und Beschleunigung eines materiellen Punktes zu kennen, die durch materielle

Zeitableitungen des Vektors X (a,t) erhalten werden;

. dX
=X == 92.21
v=X °F (2.21)
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und fiir die Beschleunigung b bei v in materieller bzw. rdumlicher Darstellung
: v , v
b(a,t)=v=— bzw. bX,t)=v=—-=+[gradv] v . (2.22)

Da die materiellen Zeitableitungen rdumlicher Groflen den auf die Abbildung des
Korpers B bezogenen Richtungsableitungen dieser Gréfien entsprechen, kénnen diese
Ableitungen auch durch Liesche Ableitungen gewonnen werden (WRIGGERS [221]).
Fiir die materiellen Zeitableitungen des Deformationsgradienten in materieller Dar-
stellung erhdlt man (MacVEAN [136]; TRUESDELL [209]):

: 0 [0X] dwv 0y 0X
g—m[ag}—ag—ax-ag—[gradﬂ F (2.23)
bzw. nach WRIGGERS [221]
: 0 [Oa OF
-1 — | == :-—F_l'—E' —II—F_I' ) .

Den Geschwindigkeitsgradienten Grad v in materiellen Koordinaten und grad v in

raumlicher Betrachtungsweise erhilt man iiber die Betrachtung der Lingen- und

BI"JRR 2]):

[dX] = v(a+da,t) - v(a,t) = (Grad v)-da

(2.25)
= v(X+dX,t)-v(X,t) = (grad v) - dX .

Der réumliche Geschwindigkeitsgradient wird in den symmetrischen (Verzerrungs-
bzw. Deformationsgeschwindigkeitstensor — eine objektive Groéfle, die bei reinen
Starrkérperbewegungen verschwindet) und den antimetrischen Anteil (Wirbel-, Dreh-
geschwindigkeitstensor bzw. Spintensor PRAGER [179]) aufgeteilt und mit Hilfe von
(2.23) wie folgt beschrieben:

grad(v) = E-E7' =
2 =

[l

:£S+£A

s ZLA'

)

(2.26)

I
I<

Die weiteren Ableitungen werden in Lagrangeschen Koordinaten dargestellt, es ent-
fallen somit die konvektiven Anteile. Aus (2.17) erhilt man eine Beziehung zwischen
der Geschwindigkeit des Greenschen Verzerrungstensors und dem Deformationsge-
schwindigkeitstensor:

g=24 = 2[E" D-E| . (2.27)
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Fir die Geschwindigkeit des Green-Lagrange- bzw. Almansi-Euler-Verzerrungsten-

sors erhilt man z.B.:

d= ! Grad ou + (Grad QP—) + (Grad u) - (Grad 8__) +
= 2 ot ot ot
4 (2.28)
+ (Grad 57) * (Grad E)T}
bzw.
é= % {grad 881; + (grad gt) — (grad u) - (grad %t) -
(2.29)

— (grad aa—) (grad u) ]

Abschlielend werden noch Transformationsbeziehungen fiir Linien-, Flichen- und
Volumenelemente von der Referenz- in die Momentankonfiguration angegeben (WRiaG-
GERS [221]):

Linienelement: dX =F-da (2.30)
Flichenelement: dA =dAn=JE )7 dA® = det(E)(E )T -dA° (2.31)
Volumenelement: dV = JdV, = det(F)dV, . (2.32)

Obwohl sich diese Arbeit der Definition von D im Rahmen einer Schidigungstheorie
widmet, folgen noch einige Bemerkungen zur Aufspaltung des Deformationsgradien-
ten F. GRABACKI [71] schlégt einen Produktansatz der Form F=F -F vor (E -
Deformationsgradient eines fiktiven ungeschidigten Korpers; F - schadigungsindu-
zierter Anteil). Zur Beschreibung grofier Deformationen wird in der Kontinuumsme-
chanik iiberwiegend aber ein Produktansatz zur Aufspaltung des Deformationsgra-
dienten F verwendet, der auf LEE & Livu [113] bzw. LEE [112] zurtickgeht und sich
nach WEGENER durch

F=F F (2.33)

(Ee, F. - elastischer, inelastischer Anteil) angeben 148t. DAvison, STEVENS & Kipp
[56] und hierauf aufbauend RABIER [181] schlagen zur Beschreibung der Kinematik
unter Beriicksichtigung duktiler Schidigungsmechanismen die folgende Aufspaltung
des inelastischen Anteils F vor:

F =F F . (2.34)

=) —s —p
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(Ep - plastischer Anteil). Die Reihenfolge der Anteile F und Ep in (2.34) erscheint
nicht vorteilhaft. Hierfiir konnen mehrere Argumente angefithrt werden. Die Aufspal-
tung von F wird dadurch motiviert, dafi verschiedene Klassen von mikroskopischen
Verformungsprozessen vorliegen (WEGENER [219]). Ep soll weiter mit der Verdnde-
rung der Versetzungsstruktur verkniipft werden. F wird auf Mikroporenevolution
zuriickgefiihrt, die bei plastischen (viskose Verformungen sind inbegriffen) Verfor-
mungen auftreten.

Wird in der Reihenfolge der Aufspaltung von F ein Ursache-Wirkungs-Prinzip (siehe
WEGENER [219]) verfolgt, miiiten F_ und Ep ihre Plitze in (2.34) tauschen, da
irreversible Verformungen in der Materialmatrix Voraussetzung fiir die Bildung einer
irreversiblen Porositit sind. Das gleiche Ergebnis erhilt man, wenn die Reihenfolge
der Aufspaltung von F von der Reversibilitit der einzelnen Anteile abhingig ist.
Subsummiert F neben den spontan plastischen auch die viskosen Verformungen, wie
durch WEGENER [219] vorgeschlagen, ist Ep zumindest teilweise reversibel. Hingegen
wird im allgemeinen das Verschwinden von Porenvolumen (Heilung) ausgeschlossen.
Werden schadigungsinduzierte Deformationen betrachtet, wird die in Abbildung 1
dargestellte multiplikative Aufspaltung von F vorgeschlagen:

b N

h nl
— o r o r
—e —p =s

Il
N
E\D
P
(@1
~

Referenzkonfiguration

(Ausgangszustand) aktuelle Konfiguration

realer Prozef R @

fiktiver reversibler
Prozef (Belastung)

plastischer Prozef

fiktive Zwischenkonfiguration

{ Schidigungsprozefl

Abbildung 1: Konfigurationen des Kérpers B

Jeder Anteil dieser Zerlegung ist wieder bis auf eine Starrkérperrotation eindeutig.
Mit (2.26) und (2.35) folgt fiir den Geschwindigkeitsgradienten:

= F F~1 + F_ F F—1 F—1 + F -F F 1«“-1 F—1 F!
—e ~e e (2.36)
=D+ W .

i
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Aus (2.36) wird der Vorteil der Aufspaltung (2.35) deutlich — eine Abhiingigkeit
des zweiten Summanden in (2.36) von schidigungsinduzierten Deformationen konnte
vermieden werden. Wird im Anschlufl an einen Schidigungsprozefl ein Prozel mit
konstanter Schadigung gefahren, entfillt der letzte Summand und das weitere Vor-
gehen kann wie in klassischen Theorien erfolgen. Eine Aufspaltung der Form (2.34)
fithrt jedoch bei konstanter Schidigung zu folgendem Ausdruck:

L=k E'+EF B EVEED, (2.37)

e s =p =p s

d.h., L ist auch weiterhin explizit von F _ abhéngig, obwohl nur elastisch-plastische

Prozesse stattfinden.

2.3.2.2 Der Spannungszustand

(i) Kréfte am Kontinuum

Die an einem Volumenelement dV Deformationen verursachenden Kréfte (verallge-

meinerte Kréifte sind Momente und eigentliche Krdfte) stellen mit der Beschrinkung

auf nichtpolare Medien eigentliche Krdifte dar. Sie werden allgemein nach ihrer geome-
trischen Verteilung in Volumenkréfte und Oberfléchenkréfte unterteilt (Bupo [33]);

dFY =k dVv (2.38)

dFp = dF ) =t d4 | (2.39)

t ist allgemein eine Funktion von Ort, Zeit und der durch n beschriebenen Lage der
Schnittfliche. Werden nur Volumenkréfte, die zu p proportional sind beriicksichtigt,

kann k wie folgt ersetzt werden:
dEV =fpdV =fdm . (2.40)

(ii) Spannungszustand und Spannungstensoren

t ist eine lineare Abbildung auf n (PRAGER [179]);

b(X,6) = o(X,1) 0 . (2.41)
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Die lineare Transformation o (Cauchyscher Spannungstensor) ist die Momentanspan-
nung und beschreibt den Spannungszustand vollstindig (STEIN & WRIGGERS [199])
(n siehe (2.31)). Wird t in der Momentankonfiguration auf die undeformierte Aus-

gangsflache in der Referenzkonfiguration bezogen,
tdAd=g-dA=P -dA, , (2.42)

erhdlt man den allgemein unsymmetrischen 1.Piola - Kirchhoff - Spannungstensor P
mit Beziehung (2.31) oder den symmetrischen 2.Piola - Kirchhoff’schen Spannungs-
tensor P, wie folgt (STEIN & WRIGGERS [199]):

P =Jo (BT (2.43)

P,=F"P =JE"'ga (E) . (2.44)

t nach (2.41) in der Referenzkonfiguration erhélt man aus (2.42) mit der Substitution

t0 = P 'nozg-g-_r_l_o_—_[’zgg—l—;]-]? 0 . (2.45)

Zur Beschreibung der Anderung des Zustandes in einem materiellen Punkt werden
die Zeitableitungen der den Zustand beschreibenden Gréfien benétigt. Die materielle
Ableitung liefert einen Beitrag aus der Rotation der Umgebung. Um diesen Einfluf}
auszuschliefen, ist eine geeignete objektive Zeitableitung erforderlich. Hier wird die
Jaumannsche Zeitableitung (MacVEAN [136])

Q<
t
1
|
I

g+ a W, (2.46)

verwendet, da sie den Vorteil folgender Eigenschaft besitzt (2 bzw. A - beliebiges
Potential bzw. Tensor 2. Stufe):

0

i1l

o5}
(1]

>4
I
||

(2.47)

@

il
®

g

Eine Erérterung weiterer Vor- und Nachteile dieser und anderer objektiver Zeitablei-

tungen erfolgt z.B. durch WEGENER (siehe [219)]).



2.3.2.3 Die Bilanzgleichungen

(i) Massenbilanz

Die Massenbilanz wird, vorausgesetzt ein Dichtefeld p(X, ¢) existiert und jeder Kérper
ist ein geschlossenes thermodynamisches System (keine Diffusion), iiber den Pro-
zeBverlauf zu einem zeitunabhdngigen Erhaltungssatz der Masse (Kontinuitétsglei-
chung). Sie lautet in globaler oder differentieller Form in Lagrangescher p(a,t) oder
Eulerscher Darstellung p(X, ¢) unter Verwendung von grad(p): v+ p div(v) = div(pv)
wie folgt (BECKER & BURGER [12]):

m = /[p+pdiv(y_)]dV =0, (2.48)
B
D2 4 pdiviw) = 0, (2.49)
dt
%g-i—div(py_) =0 . (2.50)

(ii) Impulsbilanz

Unter Verwendung von (2.38) und (2.39) lautet die Impulsbilanz wie folgt (Bupo
[33], PRAGER [179]):

1:2/,)ng=/ gdA+/_1gdv. (2.51)
dt J o8 B

1 ist die resultierende Kraft, die sich aus der Summe der Oberflichen- und Volumen-
kraft zusammensetzt. Wird ein Inertialsystem als Bezugssystem gewéihlt, entfallen in
k die Tréagheits- oder Scheinkrifte. Mit der Beschrankung auf Volumenkréfte infolge
der Schwerebeschleunigung (u.a. keine elektrischen und magnetischen) wird (2.40)
fiir die Volumenkrifte verwendet. Die Impulsbilanz lautet mit dem Reynoldsschen
Transporttheorem (2.41) und dem Gauflschen Integralsatz wie folgt:

/Bp[y_—f]dv = /BBLdA = /[;(divg) dv . (2.52)

Die differentielle Impulsbilanz lautet mit (X, t):

pv = pf + dive (2.53)
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bzw. in der Referenzkonfiguration (materieller Schreibweise) (BECKER & BURGER

[12]):
p’v=p% + DivE,  bzw. v=, + Div(E-B,) . (2.54)
Die materielle Zeitableitung ergibt die inkrementelle Bewegungsgleichung:

p% = °f+Div [E-B,| +Div [E-B,] . (2.55)

= =2
(iif) Drehimpulsbilanz

Mit der Beschrinkung auf nichtpolare Materialien und der Vernachlédssigung von
Volumen- und Oberflichenmomenten reduziert sich das resultierende Moment auf das
der Oberflichen- und Volumenkréfte aus (2.51). Die Drallbilanz fithrt unter Beach-
tung der Impulsbilanz (2.52) auf die Symmetrie des Cauchyschen Spannungstensors
[12]:

o= gT oder ¢y =0j; . (2.56)

(iv) Betrachtungen zur Thermodynamik (Energie- und Entropiebilanz)

Mit der Beschrinkung auf thermomechanische Prozesse reduziert sich der Energieer-

haltungssatz auf den ersten Hauptsatz der Thermodynamik (MUNCH [150]). Die lokale
bzw. differentielle Form des ersten Hauptsatzes lautet fiir ruhende Kontinua im ther-
modynamischen Gleichgewicht und unter Beachtung vorangegangener Ausfithrungen
und Gleichungen (MULLER [149], COLEMAN & GURTIN [48]):

IS}

Lt %div(g) . (2.57)

D=

U (g, grad(T), s, Q) =
(r)

Fiir die innere Energie v wurde angenommen, dafl sie eine eindeutige Funktion
eines Satzes externer und interner thermodynamischer Zustandsvariablen sei. Mit
der Aufspaltung des Geschwindigkeitsgradienten L = D + W nach (2.26) und der
Beriicksichtigung von (2.56) reduziert sich das doppelt skalare Produkt in (2.57) auf

die spezifische Forminderungsleistung w

gL = %g--_]g: lSp(g-D) (2.58)

|
©
l
|

w=-g-D=—585D mt S=—g=Jg . (2.59)

1
p
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Die multiplikative Zerlegung (2.33) ist nicht eindeutig und noch von einer beliebigen
Drehung Q abhéingig. Diese Mehrdeutigkeit ist Ursache fiir die Schwierigkeiten, die

bei der Bestimmung der reversiblen und irreversiblen Deformationsanteile D und D,

@
die selbst wieder objektive Gréflen sind, entstehen. Diese Schwierigkeiten lassen sich

mit Hilfe der Definition einer objektiven Zeitableitung (.) mit

<t 11
+
<
E

(2.60)

&
I

l[<o lIto
Il
I 1< 17
- I
12, 15 112

und der Verwendung einer speziellen Zwischenkonfiguration vermeiden. In Anlehnung
an das Konzept von LEE & Liu [113] bzw. LEE [112], in dem die reversible Deformation
eine reine Streckung V ist, und an DAraLias [52] (siehe auch DienL [58]) werden
die folgenden objektiven Gréflen definiert:

o S o A
(A5 5 S ‘vt (v, £ -ty

i)
I

1=
!

~~
£
~—
~~
o
~—

5 s (2.61)
Vv,

=
I

0-V4f

o~
B
S
pu
3
2

ll=
I
|

(ein Bezug zum Konzept der isoklinen Zwischenkonfiguration 188t sich durch eine

spezielle Wahl von w herstellen). Unter Berticksichtigung von (2.26) folgt

L=D+W , D=D+
(r

i)

, W=w+W+W , (2.62)
i) (r) )

~
—~

wobei fiir W, den inelastischen Spin, noch eine materialabhéingige Gleichung zu for-
(4)
mulieren ist. Wir vernachlissigen nun kleine reversible Rotationsgeschwindigkeiten;

W = 0. Fiir isotropes Material ist W = w und W = 0, was (2.60) wieder auf

() @)
die Jaumann (Zaremba) - Ableitung (2.46) zuriickfiihrt, die die Eigenschaft (2.47)

besitzt;
() = () . (2.63)

Die Anwendung von (2.63) auf Schidigungsprozesse mit orientierten Mikrodefekten
ist mit einem Widerspruch verbunden. Wir nehmen aber an, dafl der hieraus resul-
tierende Fehler vernachléssigbar sei.

Wird angenommen, dafl das Material im spannungsfreien Ausgangszustand isotrop
sei, ist nach MacVEAN (Gleichung (8.26) in [136]) der zu S energetisch konjugierte
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Verzerrungstensor der Hencky-Verzerrungstensor g. w 148t sich nun in Termen eines

Spannungs- und Verzerrungsmafles ausdriicken und (2.59) wie folgt darstellen:
1
o0

fima

W= 8- (2.64)

Mit Hilfe einer fiktiven Referenzkonfiguration gelang eine Aufspaltung der Forméinde-

rungsleistung und folglich auch von & in einen reversiblen und irreversiblen Anteil
(siche Abbildung 1);

(1™
i

I
]

I

-+

=]

(2.65)

~~

r)

P
.
=

1
W= —8-
20 =2

1

._I_
0

[l

S-D=1w+w . (2.66)
= =@ 6 :

T

~
~—

Die spezifische innere Energie u wird in die zur Beschreibung von plastischen

Prozessen im Spannungsraum geeignete spezifische freie Enthalpie ¥ iiberfiihrt:

1
v =¥ (g, T, grad(T), g) = u-— Eg '(g) -Ts . (2.67)
Die zeitliche ‘K“Hﬂrung von W ergibt sich somit zu
. . lyv 1 . .
U =404-—58¢e~—58--D-Ts-T5 . (2.68)
PP PTTT R
(r) (r)
(2.57), (2.58), (2.66) und (2.68) liefern die folgende Beziehung:
1y : L . L.
—5S e +Ts+Ts+ V¥ = w+r——div(qg) . (2.69)
P (r) (2) p -
Mit dem vollsténdigen Differential
. OV g 0V, o o
V=—. .84+ —"T+H ——- d(THY + — - & .
S 2+ 57 + 0 grad(T") (grad(T)) " + da & (2:70)

fiir die zeitliche Anderung von ¥ aus (2.67) ergibt sich (2.69) zu

1 oT\ g oW : 8T
il = 1.. Z = T 4+ T zZ=.
(wf{kag) :4—<8T+4) + T8 GGt

ov 1
4+ ———— (grad(T))V = w — =div(q) + r .
Saraarry EAMY = @ - —div(@)

(2.71)
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Die iibliche Auswertung dieser Gleichung liefert die thermische, die kalorische, die
GiBBs’sche Gleichung und eine Gleichung, welche die grad T - Abhéngigkeit in (2.67)

ausschlief3t: o

— 0T

(r) =

ov
8§ = _ﬁ 5 (273)
. . 1 ov
Ts = w — —div +r - — a, 2.74
@ P @ o (2.74)
ov

W — 0 . (2.75)

Die Gleichung (2.74) und die Zeitableitung von (2.73) liefern zusammen die Wérme-
leitgleichung:

zessen (ELSNER [60]) miindet in den zweiten Hauptsatz und wird als Prinzip der

Irreversibilitdt bzw. Entropieprinzip bezeichnet. Die lokale Bilanzgleichung aus dem
Entropieprinzip lautet (MULLER [148]):

1 1 1
§+ =div(y) — -5 = -5 . 2.77
p —) P P ( )
s’ verschwindet, da zufuhrfreie Kdrper betrachtet werden. Die mathematische For-
mulierung des zweiten Hauptsatzes fithrt auf eine Ungleichung iiber das Entropie-

verhalten eines Systems, in der fiir alle thermodynamischen Prozesse gilt (MULLER
[148]; FELDMULLER [62]; LEHMANN [118)):

1
§ + —=div(y) > 0 (2.78)
s
(—”"J—ldiv(j_) bildet den reversiblen Anteil der Entropieinderung). Mit der GiBBsschen
Gleichung (2.74) lautet (2.78) wie folgt:
1 T ovr

w — —div 4+ —div +r - —-a > 0. 2.79
i (a) p (v) da (2.79)
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Diese (GiBBs-DuHEM) Ungleichungen gelten unter den Voraussetzungen, daf
(i) im Nichtgleichgewicht lokal und zu jedem Zeitpunkt die gleichen Zustandsglei-
chungen gelten wie im Gleichgewicht und
(ii) sie auch bei Integration iiber endliche Zeitraume gelten, wenn der Anfangs- und
Endzustand keine Gleichgewichtszustéinde sind (BECKER & BURGER [12]).
Zur Auswertung dieser Gleichungen existieren viele Theorien, die sich in der Defini-
tion der Grofien gf}) und %div(lf) unterscheiden. Z.B. ist bei BECKER & BURGER [12],

MULLER [149], PassmAN & TRucANoO [173], TRUESDELL [209], WRIGGERS [221] der

folgende Ansatz in der Momentankonfiguration zu finden:

T T q 1 1
—-Ts = —div = —div(Z)—-r = —-div(q) = —q-grad(T) —r . 2.80
5= (v) 5 (%) . (@~ 7 pri: (T) (2.80)

Eine andere Definition ist in den Arbeiten von LEHMANN (z.B. [118]) zu entnehmen.
Hier wird angenommen, dafi sich die irreversible spezifische Forménderungsleistung

w in einen plastischen Anteil w und einen Schidigungsanteil w) oder in einen Anteil
P s
131), der sofort dissipiert und einen Anteil 1’111, der mit inneren Strukturdnderungen

verkniipft und teilweise reversibel ist, additiv aufspalten 148t:

W= w o+ oW o= w o+

W (2.81)
@ ® & @ ®

Mit der additiven Aufspaltung der Forménderungsleistung nach (2.81) gelingt zusétz-
lich zu Gleichung (2.65) eine Aufspaltung der irreversiblen Verzerrungsgeschwindig-
keit (analog DavisoN, STEVENS & Kipp [56]; RaBiER [181]; FELDMULLER [62]) in

einen plastischen Anteil D und einen schidigungsinduzierten Anteil D:
(p) (s)

+ (2.82)

IS
I
o
[/

1 s

—_
—
—~
S

~—
~—~
S—

Mit (2.82) werden die in Abbildung 1 dargestellten Zwischenkonfigurationen begriin-
det. Werden nur plastische und Schidigungsprozesse in o betrachtet (siehe (2.6)),
wird der reversible Anteil der Entropieinderung wie folgt postuliert:

, T. .4 . oV v 0¥ .
Ts = ——=div(z) +r+w — =& — — -k - Tn . 2.83
(r) p (T) (h) o0& ¢ ok 7 (2.83)
Fiir den dissipativen Anteil folgt daher
1
Ts = w — —=q-grad(T) + T = 0 . (2.84)

@ @ pT
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7 in (2.83) und (2.84) ist die bei inneren Prozessen auftretende Entropieproduktion
v

(FELDMULLER [62]). Die Ausdriicke fiir ’l’ll) , (’tg), 1, & und £ miissen in den konstitutiven

Gleichungen definiert werden. Werden Schédigungsprozesse als vollstdndig dissipativ

betrachtet, kénnen fiir %b und 1}? die folgenden konstitutiven Annahmen getroffen

werden (FELDMULLER [62); LEEMANN [117], [120]):

ov v ov o
w = 1-0w = —- — KR + Ty —r 2.85
I T S P (289
W o= B + W (2.86)
@ e )

wobei B(T) die Dissipationsfunktion ist, die den dissipierten Anteil der plastischen
Forménderungsleistung angibt (FELDMULLER [62]).




3. Die Herleitung der materialabhingigen Gleichungen

3.1 Vorbetrachtungen

Es werden homogene Koérper betrachtet. Die Materialfunktionale beziehen sich dann
auf eine der homogenen Konfigurationen, und die Materialgleichungen besitzen fiir
alle Teilchen die gleiche Form (MULLER [148]). Zuséitzlich beschrianken wir uns auf
einfache Korper (lokale bzw. quasilokale Materialgleichungen), so dafi die lokalen me-
chanischen und thermischen Variablen (Spannungstensor, irreversible Verzerrungsge-

schwindigkeiten, Wirmestromvektor, spezifische Enthalpie) nur von der Geschichte

des Teilchens selb nnd dessen unmittelbare infinitesi

sind. Dies kennzeichnet das Prinzip der lokalen Wirkung (MULLER [148]). Die konsti-
tutiven Parameter bilden dann die Lage der Elemente X, die Zeit ¢, die absolute Tem-
peratur 7', und fiir den Umgebungseinflul stehen der Temperaturgradient grad(7")
und der Deformationsgradient F. Gradienten hoherer Ordnung seien vernachléssig-
bar.

Unter diesen Voraussetzungen werden die Materialgleichungen nach dem Prinzip der
Aquiprisenz so angesetzt, daf sie durch den vollstindigen Zustand des thermody-
namischen Systems {F,T, grad(T), &, £} beschrieben werden (LEHMANN [119]). Eine
explizite Ortsabhangigkeit der Funktionale von a wiirde man flir inhomogene Mate-
rialien erhalten (COLEMAN & GURTIN [48]). Mit dem Prinzip der materiellen Objekti-
vitdt (die Materialgleichungen sind systemunabhingig) folgt, da8 die rdumliche Lage
X kein konstitutiver Parameter sein kann (PAAs [169]). Materialgleichungen werden
in Konstitutiv- und Evolutionsgleichungen unterteilt (H.ALTENBACH, J.ALTEBACH &
Scuizse [3]). Konstitutivgleichungen beschreiben den zeitlichen Zusammenhang zwi-

schen den grundlegenden mechanischen und thermischen Variablen g, ¥, s,D, q und
(@)
den konstitutiven Parametern. Die IEvolutionsgleichungen beschreiben die Anderung

v
der inneren Zustandsvariablen (&, €). Beide sind mit Nebenbedingungen verbunden.
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Zur Bestimmung der Verzerrungs-, Spannungs- und Temperaturfelder geniigen Kon-

stitutivgleichungen fiir o, D, D und q (die aktuellen Werte fiir ¥ und s sind hierfiir

(r) ()
nicht notwendig).

Wir beschrinken uns auf eine Materialklasse, in denen der Zustand eines Material-
punktes a durch die aktuellen Werte von F, dessen materielle Zeitableitung E, T,
grad(T") und « vollstindig beschrieben ist (Die Materialgleichungen sind unabhéngig
von Geschwindigkeit und Beschleunigung der materiellen Punkte, da diese als Ablei-
tungen der rdumlichen Lage keine objektiven Groflen sind (Paas [169]).) Die Mate-

rialfunktionale konnen durch die folgenden Funktionen ersetzt werden:

ag(at)= g [E F, T, grad(T), s, §]

2(§7 t) =
(r)

Evolutionsgleichungen sind gewohnlich Differentialgleichungen erster Ordnung. In
Abhéngigkeit von den betrachteten Belastungen (proportional, nichtproportional,
etc.) und dem Materialgrundverhalten sind Ansétze wie

;= fr bei Kriechen (z.B. [92], [154]), Elasto-Plastizitt 52)
(z.B. [39], [181]), oder spall damage (z.B. [586]),
D¢; = fxDN  bei Ermiidung (N — Lastspielzahl; z.B. [35], [127]) (3.3)
D¢ = frDg  bei sprédem Verhalten (z.B. [105]) oder Elasto- (3.4)
Plastizitét (z.B. [62]) und '
D¢ = fuDg  bei Elasto-Plastizitét (z.B. [187], [210], [211]) . (3.5)

fiir die Schiadigungsevolution typisch (CHABOCHE [35]; LEHMANN [119]; PATINO
[174]) — teilweise werden auch kombinierte Ansétze (z.B. CHABOCHE [39], CURRAN,
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SEAMAN, HoLMES & GiovaNOLA [51]) verwendet. Die beiden letzten Ansétze sind vor
allem bei nichtproportionaler oder zyklischer Belastung vorteilhaft (RABIER [181]).
Eine Bewertung einzelner Ansdtze der Schidigungsevolution kann durch die oft
unklare Definition der Schidigung und die meist empirische Sicht nicht erfolgen.
Entsprechend variiert auch der Variablensatz der Funktionen f, (k = 1,...,m)
(gleiche Standpunkte bestehen nur in der impliziten Temperaturabhéingigkeit). Es
ist unklar, ob der Schadigungsprozefl spannungs- f (g_, §) oder verzerrungsgesteuert
fi (E, &) ist und ob er geschwindigkeitsabhéingig sein sollte. TVERGAARD [210], [211]
und XU & NEEDLEMAN [225] verwenden einen Ansatz

éi = fl(gaﬁ)é + f2(g-)§)2 )

bestehend aus einem spannungs- und einem verzerrungsgesteuerten Anteil, die jeweils
geschwindigkeitsabhéngig sind. Werden neben den Schidigungsvariablen weitere
innere Variable (Verfestigungsvariable k) betrachtet, bestehen zu ihrem Einfluf}
ebenfalls unterschiedliche Standpunkte. Einerseits wird dieser vernachldssigt (z.B.
n (3.2), oder (3.5)) andererseits tritt er zumindest implizit auf (siehe (3.4)).

Der Beschreibung der Schéidigungsevolution mufl weit mehr Aufmerksamkeit als bis-

her gewidmet werden. Ein signifikanter Fortschritt kann aber nur dann erzielt werden,
wenn es gelingt, sich von einer formalen phidnomenologischen Beschreibung durch ad
hoc eingefiihrte Schadigungseffektmafle zu 16sen, Schidigung nicht langer als Konglo-
merat einer Anzahl dissipativer Prozesse betrachtet und den Evolutionsgleichungen
einzelne Mikroprozesse zuordnet. Dies erfordert eine stéirkere Einbeziehung der Werk-
stoffkunde. Aber gerade hier wurde bisher wenig getan.

3.2 Modellierungskonzepte der Schidigungsmechanik

Die Herleitung materialabhéngiger Gleichungen beinhaltet sowohl die Definition ge-
eigneter Schiadigungs- und Schédigungseffektvariablen als auch die Aufstellung kon-
stitutiver und Evolutionsgleichungen. Zur Herleitung der materialabhingigen Glei-
chungen phinomenologischer Theorien sind mehrere Ausgangspunkte zuldssig, wenn
sie nicht gegen die Forderungen im Abschnitt 2.2 verstoflen. Hierbei werden in der be-
trachteten Literatur verschiedene Verfahren verwendet, die mit speziellen Postulaten
verkniipft sind. Jedes dieser Verfahren beschrinkt natiirlich die so entwickelte Theo-
rie in der Anzahl der beschreibbaren Erscheinungen und in ihrem Giiltigkeitsbereich.
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In den folgenden Kapiteln sollen die einzelnen Verfahren bzw. Konzepte beschrieben
und ihre Vor- und Nachteile diskutiert werden.

Im allgemeinen wird zwischen zwei prinzipiellen Vorgehensweisen unterschieden
(CHABOCHE [40], ROUSSELIER [187]): die mikromechanisch begriindeten und die
phinomenologischen Modelle. An dieser Stelle soll noch ein drittes Konzept, das
als Analogie-Konzept bezeichnet wird, neben den zwei vorhergehenden angefiihrt

werden.

, Modellierungskonzepte J
|

k k h-ph ik hanisch be-
makroskopisch-p anl—‘ ( Analogie-Modelle mikromechanisch be
e

menologische Model griindete Modelle

H Spannungshypothese Modelle mit vorgegebener Mi-
krodefektkonfiguration (die Mi-
krodefekte konnen ihre Grofe, |-

I

Deformationshypothese | aber_nicht ihre Lage, Orientie-
s ! \E}g, etc. zueinander dndern)

ﬂ Energiehy pothese l Modelle, die eine beliebige An-
derung der Defektkonfiguration |~
zulassen |

Abbildung 2: Modellierungskonzepte der Schiadigungsmechanik

Die verschiedenen Bezeichnungen stehen nicht im Widerspruch, da jedes dieser Kon-
zepte wieder auf eine phinomenologische Theorie fithrt. Die von Natur aus diskreten
Mikrodefekte eines représentativen Volumenelementes AV werden durch homogene
Felder und kontinuierliche Feldgréfien beschrieben. Die Konzepte unterscheiden sich,
ob bei der Herleitung der makroskopischen Materialgesetze eine mehr phdnomenolo-
gische oder mikromechanische Betrachtungsweise verfolgt wurde. Im ersten Fall ist
der Ausgangspunkt das Makroverhalten, und im zweiten Fall wird eine Struktur-
Eigenschafts-Beziehung aufgestellt.
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3.3 Schéddigungsmafle und Schidigungseffektmafle

Ein geschédigter Koérper enthélt diskret verteilte geometrische Defekte. Deren Anzahl,
GriBe, Orientierung, etc. ist iiber den BelastungsprozeB Anderungen unterworfen.
Zur Beschreibung der Mikrodefekte und der aus ihnen resultierenden Anderungen
des Makroverhaltens miissen entsprechend zugeordnete Variable bereitgestellt werden
(ILANKAMBAN & KRaJCINOVIC [84] bzw. KrAJCINOVIC [102]).
Auf der einen Seite stehen die inneren Zustandsvariablen (Schadigungsmafie) zur
Beschreibung der Mikrodefektkonfiguration bzw. des Schidigungszustandes (Anzahl,
Grofle, Anordnung, Orientierung etc. der in geschédigten Koérpern enthaltenen verteil-
ten diskreten Mikrodefekte) und dessen Anderung. Diese orientieren sich an folgenden
Forderungen:
(i) sie werden an einem Elementarvolumen AV™ einer spannungsfreien Konfigura-
tion B* (RABIER [181]) definiert,
(ii) sie sind integrale und gemittelte Groflen eines Mikrofeldes und auch an AV*
makroskopische Variable und beschreiben keine Elementardefekte und

(iii) ein bestimmter Satz der inneren Variablen definiert einen makroskopischen

Zustand eindeutig (ILANKAMBAN & KRrAJCINOVIC [84].
Zur Beschreibung der als wesentlich erkannten Phinomene beschrinken wir uns auf
einige wenige aber wesentliche Schidigungsmafie zur Charakterisierung der Mikro-
defektkonfiguration. (Fiir das in Kapitel 8 entwickelte Modell wird sich auf folgende
Phinomene beschriankt: Anderung von Steifigkeit, Festigkeit und Materialsymme-
trien und irreversible Verzerrungen.) Die erforderlichen Mikrofelder sollten hierbei
den folgenden Forderungen geniigen (DIEHL [58]):

(i) sie enthalten Informationen iiber die Defektgréfle, -dichte und zur Beriicksichti-
gung der nach einem Schadigungsproze auftretenden Anderung der Material-
symmetrien die Defektorientierung (ONAT & LECKIE [167]),

(ii) die Beschreibung der Orientierung ist invariant unter n — —n und unabhéngig
vom gewahlten Koordinatensystem (SEIBERT [195]),

(iii) zur Beschreibung von Versagens- und Bruchprozessen wire es notwendig,

die Projektion der Mikrodefektflichen von Mikrodefekten, die eine in AV™

enthaltene Ebene AA* schneiden, auf diese Ebene AA™* abschitzen zu kénnen
(siehe D1EHL [58]).

Alle Groflen in AV #ndern sich durch den elastischen Deformationsanteil. AV

mufl daher vor der Schidigungsmessung von der Momentankonfiguration B in eine
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spannungsfreie Konfiguration B* transformiert werden. Auf dem Mafistab eines
Korpers stellt die Transformation AV — AV™* einen fiktiven reversiblen Prozefl dar
(vgl. Abbildung 1). Die so entstehende Konfiguration B* ist spannungsfrei, geniigt
aber im allgemeinen nicht den Kompatibilitdtsbedingungen.

Auf dem Mafistab von AV kann AV — AV* durch Separierung von AV vom rest-
lichen Korper und der Befreiung von dufleren Lasten erfolgen. Im Gegensatz zum
gesamten Korper bei plastischen Effekten wird postuliert, dal Materialpunkte keine
Eigenspannungen enthalten (nur Eigenspannungen I. Art MACHERAUCH [135]), was
die Annahme, daf in Abwesenheit duBerer Kriifte innere Spannungen verschwinden,
begriindet. AV* ist dann die spannungsfreie Konfiguration von AV, wobei ange-
nommen wird, da AV — AV* mit invariantem X verbunden ist (der Index (...)*
bezieht sich im folgenden auf B* entsprechend Abbildung 1).

Fiir thermomechanische Untersuchungen miissen andererseits Variablen zur Iden-
tifikation lokaler Spannungs- (bzw. Verzerrungs-) und TemperaturerhGhung be-
reitgestellt werden. Diese Schddigungseffektmafle beschreiben die Makrophédnomene
des Schidigungszustandes in Abhéngigkeit aller Schidigungsmafle, Belastung und
Material-Grundverhalten in den Konstitutivgleichungen im Zeitintervall [¢,t + At]
(I,ankamBAN und Krajcivovic [84], [102]). Die Belastung bestimmt z.B

(i) den Anteil der passiven Mikrodefekte - z.B. auf Druck beanspruchte Risse
(Rifschlieffen) und
(ii) die Anderungsgeschwindigkeit des Schidigungszustandes, die das Verhalten des
geschidigten Materials ebenfalls bestimmt (D1EHL [57]).
Definitionen von Funktionen zwischen Schidigungsmaflen und -effektmaflien sind bis
heute wegen ihres komplexen Charakters im wesentlichen auf die Bestimmung der
elastischen Steifigkeit linear elastischer Materialien mit teilweiser Beriicksichtigung
des Rifschlieflens bei Druckbeanspruchung und der isotropen schidigungsinduzierten
Deformation beschréankt. Ein erster Vorschlag ist der Arbeit von DAVISON, STEVENS
& Kipp [56] zu entnehmen. Zur Beschreibung der Kinematik wurde der Deformati-
onsgradient F in einen elastischen Anteil F , einen schidigungsinduzierten Anteil F_
und in einen viskoplastischen Anteil F entsprechend (2.33) und (2.34) multiplikativ
aufgespalten. F_kann im isotropen Fall durch
1

= —1 3.6
=s 1—-w = ( )

in Abhingigkeit vom Schidigungsmafl w (Porenvolumenanteil) formuliert werden.

Zur Beschreibung der resultierenden elastischen Eigenschaften wurde das durch Po-
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ren geschidigte Material als Komposit aus Matrixmaterial und Poren, wobei letztere
eine verschwindende Steifigkeit besitzen, betrachtet. Die resultierenden Laméschen
Parameter ergeben sich wie folgt (Ko, Go und vy — elastische Parameter des un-
geschidigten Materials):

3(1 — vg) 15(1 — vp)
= - 7 = 1= 79
K Ky (1 201 = 2V0)w) und G Go ( 7 — Bvg w
3Ky —- 2Gy

2(3Ko + Go)

(3.7)

Vg =

Schédigungseffektmafle in diesem Beispiel sind der Tensor F , der die schddigungs-
induzierten Deformationen beschreibt, und die Funktionen K und G in (3.7). Die
Beziehungen in (3.7) wurden von RABIER [181] aufgegriffen, mit

ke 1= 20200) i 6= a(1-2050)

3K — 2G
2K +G)

modifiziert und durch einige theoretische Betrachtungen ergénzt.
Fonseka & Krajcinovic entwickelten in [105] und [106] eine Beziehung fiir sprode

Materialien mit anisotroper Schidigung durch Mikrorisse (siehe auch ILANKAMBAN &
Kraicivovic [84]; Krascivovic [103]). Ausgehend vom inkrementellen Spannungs-

Verzerrungs-Gesetz
doi; = Eymdens + Eijmdwm = Ejjndey (3.8)

wird der Steifigkeitstensor E;;x; in Abhéngigkeit von vektoriellen Schidigungsmafien

w* (¢ =1,...,m) beschrieben:
G(E - 2G) AR |
Eijm = W(Sijdkl + 2G(6:x6 + 0yidjk) + ZZ —
a=1p=1\/ww; (3.9)

Cl(dingwf—l—dklwf‘wf) +- Cg(éjkwf‘wlﬁ—l—&lw;?‘wf)]

(C1 und C; - temperaturabhéingige Materialkoeffizienten). Die Vektoren w® beschrei-
ben Rifisysteme mit nahezu gleicher Orientierung. Bemerkungen zur Verwendung
vektorieller Zustandsvariablen sind im Kapitel 4 zu finden. Neben dieser Problematik
bleibt auch die genaue physikalischer Bedeutung dieser Grofien offen (RABIER [181]).
Mit der Bezugnahme auf eine geeignete Mittelungsprozedur durch Krajcinovic [103]

wird dieses Problem umgangen.
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Die Beriicksichtigung des Riflschlieffens wird durch folgende Nebenbedingung reali-
siert: ein Rifisystem «, beschrieben durch den Vektor w®, ist dann aktiv, wenn
- w¥ wenn wpegwy > 0

W, 4

== .1
' { 0 sonst (3.10)

gilt. Die Beziehung zwischen den Schidigungsmafien w® und den Schidigungseffekt-
mafen werden durch den dritten Summanden in (3.9) und der Nebenbedingung (3.10)
wiedergegeben. Eine weitere Schwiche dieses Modells bilden Spannungsspriinge, die
bei stetigem Verzerrungsverhalten auftreten koénnen (CHABOCHE [41]).

Fiir Beziehungen der Art (3.9) kénnen weitere Beispiele in der Literatur gefunden wer-
den. Z.B. beschreiben BETTEN [20] die Verzerrungsrate bei Kriechen oder SADOWSKI
[189] den Steifigkeitstensor geschédigter Materialien als isotrope Tensorfunktion in
Abhéngigkeit von einem Schidigungstensor w. Auch hier bleibt, wie an spéterer Stelle
gezeigt wird, die physikalische Bedeutung der Schidigungsgréfie im Unklaren. Die Un-
tersuchungen von ONAT [165] an Materialien mit Mikrorissen werden als Fortschritt
betrachtet. Mit dem Nachteil der fehlenden Differenzierung zwischen aktiven und pas-
siven Defekten, wird als Beziehung zwischen der Mikrostruktur und der elastischen
Nachgiebigkeit die Gleichung (4) in Anhang 4 erhalten.

Neben den oben angefiihrten Arbeiten wurden weitere Modelle entwickelt, die zwi-
schen einer Zug- und Druckschidigung differenzieren. In diesen Modellen werden
keine Schidigungsmafle definiert und nur die Belastungsabhingigkeit der Schidi-
gungseffektmafle betrachtet. Dennoch sollen einige dieser Theorien angefiihrt werden,
da sie zumindest Anhaltspunkte fiir die Abhéngigkeit der Beziehungen zwischen den
Schidigungsmaflen und -effektmafien von der Belastung analog der Nebenbedingung
(3.10) liefern. LADEVEZE & LEMAITRE [109], MAzZARS [140] oder MURAKAMI [152]
spalten den Spannungstensor im Hauptachsensystem wie folgt in einen positiven und

negativen Anteil auf:

‘ -<0—I>MC’ 0 0
g=g +g mtg = 0 (o1 e 0
o0 (ommhe oy
(=0 mc 0 0
o = - 0 (—o11) e 0
| 0 0 (=011 pe
Weiterhin gilt: ~ Sp(g)y = <Sp(g)>Mc ; Splg)- = —<—Sp(g)>Mc . (312)

Fiir isotrope Schidigungseffekte 148t sich mit (3.11), (3.12) und einem Schidi-
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gungseffektmaf fiir Zug (D;) und Druck (D, = hD;) das elastische Verhalten durch

e = ﬁ [(1+I/)gJr - VSp(g)+;] +
Eﬁ [(1 tvljg - v Sp(g)—;]

darstellen. Diese Idee fortfithrend, wurden anisotrope Modelle mit unterschiedlichen

(3.13)

Schidigungseffektmafen fiir Zug und Druck entwickelt. CHABOCHE [41] beschreibt
ein Modell von RamMTANI, der analog (3.11) den Verzerrungstensor aufspaltet und die
folgende Beziehung fiir das linear elastische Gesetz erhélt:

g =2Gy/1-d e -4/1-d +

3.14
01 g e g+ S0 gy Y

In (3.14) beschreiben d, bzw. d_ die Schédigungseffekte durch Risse mit der Norma-
lenrichtung parallel zur grofiten Zugspannung bzw. durch Risse mit der Normalenrich-
tung senkrecht zur Druckspannungsrichtung und ¢ die Volumen-Schadigungs-Effekte.

Ju [88] entwickelt ein Modell fiir elastisch-plastische Materialien mit anisotroper Schi-

~ (4
digung zur Bestimmung eines aktiven Sekantenmoduls Eicl

o= Y. e = (E§4) _d Ei‘i) g

_ —agot — =

T
P
L
G

~

dp@) _ p@+ . @ _ 5@ (4)+
Eact o E_ ) (QO - E ) ) E ‘

= (4) )

E,

dul zur Beschreibung der Schidigungseffekte und 2(4” ist ein positiver Projektions-

. . ~(4) . .
ist das Sekantenmodul des ungeschéidigten Materials, dE( ist ein Sekantenmo-

tensor 4. Stufe mit
Pij"m = ;Q;},Qkanb

: 2 3.16
2 - Z&Ez’ ; Q7 = ZH(Ei) p.p. (3.16)
i=1 i=1

wobei g = Zle &; p,p, der Verzerrungstensor und H(.) die Heaviside-Funktion ist.
Vergleichende Studien zu den letzten drei Modellen fithrte CHABOCHE [41] durch. Das
Modell von LADEVEZE & LEMAITRE [109] besitzt eine nicht konvexe Belastungsfliche
der Schadigung. Das Modell von RAMTANI fiihrt auf einen unsymmetrischen Steifig-
keitstensor. Das Modell von Ju [88] kann nur isotrope Schidigung beschreiben, wenn
alle Hauptverzerrungen positiv sind, und besitzt Spriinge im Spannungs-Verzerrungs-
Verhalten. Aus diesen Bemerkungen wird deutlich, dafl es bisher (auch im isotropen
Fall) noch nicht gelungen ist, eine widerspruchsfreie Beziehung zwischen der Mikro-
struktur, den Belastungen und den makroskopischen Schidigungseffektmaflen aufzu-
stellen.
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Die Notwendigkeit, sowohl Schidigungsmafle als auch Schidigungseffektmafie zu
definieren, ist mit dem jeweils verwendeten Schidigungskonzept (Kapitel 5 und 6)
verbunden. Auf der einen Seite stehen die Groflen, die ad hoc eingefithrt werden
und nur der formalen Beschreibung der Phinome dienen, und dem gegeniiber
stehen die Grofien, die direkt der Mikrostruktur zugeordnet werden kénnen und
daher direkt mefibar sind. Im ersten Fall, d.h. bei Schidigungseffektmafien, ist
natiirlich eine anschlieBende mikromechanische Begriindung nicht ausgeschlossen. Im
Anhang 1 werden einige Schidigungsvariablen angefiihrt. Wir wollen die betrachteten
Phénomene direkt aus der Mikrostruktur erkldren und Schidigungsmafle definieren.
Dies bietet den Vorteil der physikalischen Interpretierbarkeit und liefert auch einen

Angatz fiir Erweiterungen der entwickelten Modelle.

Schidigungsmafie sollten die wesentlichen Aspekte der inneren Struktur wiederge-
ben (OnaT & LEckIE [167]). L.M.KAcuANOV [89] (und RABOTNOV [182] in mo-
difizierter Form) schligt in seinem urspriinglich eindimensionalen Modell vor, den
Schidigungszustand hauptséichlich durch die relative Abnahme der tragenden Quer-
schnittsflache infolge der rdumlichen Ausdehnung der Mikrodefekte (Dichte der Mi-
krodefekte in jedem Querschnitt) zu charakterisieren. Hierbei wird ein Stab betrach-
tet, der mit gleichméfigen Zug und/oder Druck in Richtung seiner Achse belastet
wird, was die Beschreibung der Deformation des Stabes durch ein eindimensiona-
les Modell erlaubt. Jedem Punkt X kann dann irgendeinem Querschnitt des Stabes
zugeordnet werden. Die relative Fliche der Mikrodefekte im zu X zugeordneten Quer-
schnitt 2(X) (0 < E(X) < 1) folgt aus

_ Ar At— A Ar
2(X) = = o =l g (4.1)

wobei A*(X) die gesamte Querschnittsfliche (A* = AX + AX), AX. (X) die in A*
noch tragende Fliche und A} (X) der Flicheninhalt aller in A* geschidigten Bereiche
darstellt. Das in (4.1) definierte Maf§ wird hiufig verwendet, und es werden immer
neue physikalische und geometrische Definitionen hierfiir angegeben (z.B. Woo & L1
[220]). Es ist aber nicht frei von Kritik:
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a) E ist keine Volumendichte und folglich keine Variable der Kontinuumstheorie
(D1eHL [58]),
b) E ist von der Lage und der Griofle der Schnittfliche AA®, in der AA}, bestimmt
wird, abhédngig.
Représentative Volumenelemente AV* konnen neben Mikrorissen auch Mikroporen
enthalten, Schédigung durch Mikrohohlrdume ist im Gegensatz zur Schidigung durch
Mikrorisse zusétzlich mit irreversiblen Volumen&nderungen als Folge des Massener-
haltungsprinzips verbunden. Das néchstliegende Schidigungsmaf, welches die irrever-
siblen Volumenénderungen beschreibt, ist eine skalare Grifle ¢ (X) fiir das relative
Volumen der Mikroporen in AV*. Es 1483t sich mit Hilfe des Massenerhaltungssat-
zes durch die Massendichten in der fiktiven Zwischenkonfiguration AV* und der des
Matrixmaterials ausdriicken. Da sich die Masse Am des Elementes AV wihrend des

Deformationsprozesses nicht dndert, folgt aus dem Massenerhaltungssatz:
AVIpr = AV*p* = AVppm = AVp , (4.2)

wobei der Index (.. .),, das Matrixmaterial kennzeichnet. Da sich das Gesamtvolumen
AV* bzw. AV aus dem Volumen der Matrix AV} bzw. AV, und dem Volumen der

AV* = AVE + AV, (4.3)

148t sich (4.2) auch wie folgt ausdriicken:

_ AV AVE-AVE L AVn p*(X)
2 N N RN o, (X)

(4.4)

Ist die Referenzkonfiguration B° frei von Mikrohohlraumen und inkompressibel, gilt
AV (X) = AVP(a) uwd L (X) = p°(a) . (4.5)

Die obige Variable £ (X) wird durch Davison, STEVENS & Kipp [56] erstmalig ein-
gefithrt. GURsoN [73] definierte auf der Basis des Porenvolumenanteils eine Fliefibe-
dingung fiir elastisch-plastische Materialien, die von vielen Autoren aufgegriffen und
modifiziert wurde (z.B. ROUSSELIER [187], [188]; NEEDLEMAN & TVERGAARD [213],
[212], [224], [225]; PERZYNA & DRABIK [176] oder FoTIu [65], [66]).

Orientierungsunabhéngige Schidigungsmafie und isotrope Schidigungsphidnomene
beschrénken sich hauptséchlich auf isotrope Materialien unter isotropen Spannungs-

zusténden [181] oder auf grofe Rotationen des Spannungsfeldes [105] — Situationen
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geringer praktischer Bedeutung. Im Verlauf des Schidigungsprozesses werden Ande-
rungen der Materialsymmetrien beobachtet, die vorrangig auf die nicht-stochastische
Verteilung und Orientierungsverteilung der einzelnen Mikrodefekte Zurﬁckgefﬁhrt
werden (z.B. DAvisoN, STEVENS & Kipp [56]; KrasciNovic & FoNsEka [105], [106];
ONAT [165]; RABIER [181]).2 Dient [58] fiihrt ein Schidigungsmaf ein, das diese bei-
den Aspekte beriicksichtigt. Mit der Beschrdnkung auf schwache Verteilungen der
Mikroporen bzw. -hohlrdume in AV* kénnen die Glieder, die die Lage der Mikrode-
fekte beschreiben, vernachléssigt werden. Diese Annahme wird durch die mikrostruk-
turellen Untersuchungen von HAYHURST, LECKIE und TRAMPCZYNSKI [77], {78], [207]
bestétigt. Sie. weisen nach, daf sich die Mikrodefekte in AV™* nahezu gleichmiifig
verteilen. Wie auch immer, das makroskopische Verhalten des zu beschreibenden
Materials wird von der Orientierunsverteilung der Mikrohohlrdume abhéngig sein.

Infolge der fehlenden Volumenmittelung wurde versucht, die Idee von L.M.KAcCHA-
Nov auf dreidimensionale Fille zu verallgemeinern. Diese Verallgemeinerungen gehen
von falschen Voraussetzungen aus und miissen daher verworfen werden. Die folgenden
Bemerkungen sollen dies belegen: ... the volume fraction of cavities in a specimen
18 equal to the area fraction of cavities, very flat cavities, i.e., cracks, with average

volume fraction zero, should not influence the strain rate-according-to-Rabotrov——

(JanssoN & StigH [86)) bzw. ”... The ratio of the woid area to the total virgin
area of a cross section is an almost universally accepted measure of damage ... the
number of microcracks while large is still finite und the number of cross sections
S parallel to the microcrack system infinite, the probability of a cross section S
containing a microcrack is zero ...” (Krajcinovic [103]). Das relative Volumen
der Mikroporen in AV* £ ist ein skalare Gréfle, d.h., der Volumenmittelwert des
tragenden Matrixmaterials ist von der betrachteten Richtungsnormalen unabhéngig.
Werden die Effekte der Schédigung durch Mikroporen nur auf die Reduktion der im
Volumenmittel tragenden Fliche reduziert, kann das resultierende Modell nur auf ein
isotropes Schidigungsmodell hinauslaufen. Diese Bemerkungen zeigen, dafi auch im
isotropen Fall zur Beschreibung von Mikrorissen ein anderes Vorgehen erforderlich
ist.4

Die Erfahrung zeigt, dal es vorteilhaft ist, zur Darstellung der inneren Struk-

Ein grofler Defekt verursacht hierbei die gleichen Effekte wie viele kleine Defekte

gleicher Orientierung und entsprechender Lage.
Charakteristische Langen und nichtlokale Theorien (z.B. die Arbeiten von BAZANT

und P1jAUDIER-cABOT [7], [11], [177]) sollen hier nicht betrachtet werden.
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tur und seiner Orientierung tensorielle Zustandsvariablen zu verwenden (ONAT &
LeckiE [167]). Tensoren kénnen vom Koordinatensystem unabhingig definiert wer-
den und unterliegen einfachen Transformationsgesetzen bei Drehung des Bezugssy-
stems (SEIBERT [195]). Entsprechend der Stufe einer tensoriellen Gréfie wurden Ten-
soren 0. Stufe (Skalar), 1. Stufe (Vektor), 2. Stufe, 4. Stufe und héherer, aber gerader
Stufe als Schiidigungsvariable eingefithrt (siehe auch Anhang 1). Zur Bedeutung der
Tensorkomponenten existieren ebenfalls verschiedene Standpunkte. Der interessierte
Leser kann weitere Beziige und zusétzliche Kommentare u.a. bei KrajciNnovic &
Fonseka [105], Krajcinovic [102], RaBier [181] und DieHL [58] finden.

Vektorielle Variablen resultieren vor allem aus dem Versuch, Mikrorisse und ihre
Orientierung zu beschreiben. Ein umfassendes thermo-mechanisches Modell, das
auf einer vektoriellen Darstellung der Schidigung basiert, entwickelten Davison &
STEVENS in [55]. Hierauf aufbauend, entwickelten Kraicinovic [102], KRAJCINOVIC
& FONSEKA [105], [106] Modelle mit vektoriellen Schiddigungsvariablen. Trotz allem
sind vektorielle Groflen als Zustandsvariablen ungeeignet. Bei der Mittelung der Rich-
tungen koénnen zwei entgegengesetzte Einheitsvektoren in gleicher Weise verwendet

werden. Die betrachteten Theorien liefern keine Begriindung fiir stetige Vektorfelder.

torfelder iibereinstimmen, kann im allgemeinen nicht erfolgen (RABIER [181]). Vek-

torielle Grofien sind keine Zustandsgrofien im Sinne der Thermodynamik (LEHMANN
[115]), d.h. keine objektiven Grofien.

Die erste Charakterisierung orientierter Defekte durch einen Tensor 2. Stufe erfolgte
durch VAKULENKO & L.M.KAcHANOV [214]. Der entscheidende Nachteil dieser Defi-
nition ist die fehlende Unterscheidung zwischen einem Zustand und dessen Anderung.
Als Fortschritt wird die Einfithrung des durch Murakami & OHNO [154] definierten
Tensors 2. Stufe £2 betrachtet, in dem die Fliche der Projektion aller in AV* enthal-
tenen N Defekte mit der jeweiligen GroBe dA*(*) auf eine Ebene beriicksichtigt wird.
Fiir ndherungsweise ebene Hohlrdume wird das Schidigungsmafl wie folgt definiert:

2X) = — / *<"= @n*®|dAr® (4.6)
- AAg h—1 AV* ]
Ein Beitrag w®) senkrecht zur Normalen n*(*) wird in folgender Weise berticksichtigt:
— n*(® *(k) (k) (1 — n*() *(k) *(k)
2(X) AA* /AV* )@n*®) ( n** @n )] dA; (4.7)

9 k=1
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dA;(k)— Flache, die der k - te Hohlraum auf einer Korngrenze einnimmt,
n*(*)— Normalenvektor der Ebene dA;(k),
A A}~ gesamte Fliche der Korngrenzen in A V'*

Als Bezugsfliche wird die in AV* enthaltene Korngrenzenfliche AA7 verwendet.
Dies folgt aus der Beschridnkung auf interkristalline Defekte und der Normierung
der Hauptwerte €; (i = 1,2,3) entsprechend (0 < Q; <1). £ ist durch fehlende
Volumenmittelung iiber AV* immer noch ein Mikrofeld und durch die Verwendung
von AAj} als Bezugsfliiche noch von der Korngrofle in AV™ abhingig.5 Unklar ist
auch, warum die Orientierung der Schidigungsvariablen gerade durch einen Tensor
zweiter Stufe definiert sein soll.

Als ein wesentlicher Fortschritt wird daher ein Schéddigungsmafl betrachtet, das durch
ONAT in [164] eingefithrt wurde (Mikrorisse siehe ONAT [165] bzw. fiir Mikroporen
[167]), und bei dem die Orientierung innerer Materialstrukturen durch eine tensorielle
Fourierreihenentwicklung v(X,n) auf der Einheitskugel &5 C R® erfat wird (eine
Richtung n wird durch einen Punkt auf &35 angegeben; n € £3).

v(X,n) = v(X) + filn)v(X) + fij(m)vi;(X)

TN
L.l:;
(¢}

~4

+ fiie(@)vije(X) + fim@vnX) + ...

In Abbildung 3 a) wurde die Einheitskugel (jeder Vektor vom Koordinatenursprung
zu einem Punkt auf der Kugel besitzt den Betrag 1) und die Elastizititsmoduli eines
orthotropen Materials in Abhédngigkeit von der betrachteten Richtung n in Form
einer Funktion auf &3 dargestellt.

Die Fourierkoeffizienten sind irreduzibel und somit voneinander unabhingig und
konnen als innere Zustandsvariable zur Beschreibung der Schidigung verwendet wer-
den. Zur Darstellung von Funktionen auf der Einheitskugel &3 mit Hilfe von ten-
soriellen Fourierreihen und zu den Bestimmungsgleichungen der Basisfunktionen 1,
fi, fij, ... und Fourierkoeffizienten vg, v;, v;j, ... wird auf Anhang 3 verwiesen.
Im Gegensatz zu dieser Fourierreihenentwicklung zur Approximation der Richtungs-
abhéngigkeit verwenden ILANKAMBAN & KrajciNoviIC in [84] eine Treppenfunktion.
Die Darstellung anisotroper Eigenschaften von Materialien aus einzelnen gerichte-

ten Strukturelementen in tensorielle Fourierreihen wurde bereits in mikromecha-

Zur Behebung der ersten Schwierigkeit konnte, wie z.B. in [58], auf eine Bezugsfliche
und somit auf die Normierung (0 < H QH < 1) verzichtet werden. Zur Mittelwertbil-
dung siehe u.a. Anhang 2.
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nisch orientierten Arbeiten zur Stoffgesetzentwicklung, die nicht der Kontinuums-
Schadigungs-Theorie gewidmet waren, angewendet (z.B. Faserorientierung in Faser-
verbundmaterialien; Kontaktebenen von granularen Medien (Misra & CHANG [146]);
Korngrenzen, Gleitebenen einzelner Korner, Versetzungsebenen in polykristallinen
Materialien) und sind auch in Bereichen der Physik iiblich. Es ist verwunderlich, daf
diese Darstellungsform nicht weit hdufiger in der Literatur zur Schidigungsmechanik
zu finden ist, obwohl sie viele Vorteile besitzt.® So wird in einem jiingst erschienenen
Artikel von LUBARDA & KRrAJcCINOVIC [132] auf die Verwendung von Orientierungs-
dichtefunktionen auf der Einheitskugel K3 zur Darstellung anisotroper Eigenschaften

von Riverteilungen zuriickgegriffen.

Abbildung 3: (a) Einheitskugel &3 und (b) Elastizitidtsmodul eines orthotropen
“ Materials (mit E, = 152700 [N/mm?], E, = 184700 [N/mm?] und
E, = 312700 [N/mm?]) in Abhéngigkeit von der Zugrichtung n auf

Rs

Die inneren Zustandsvariablen, d.h. die Koeffizienten der Fourierreihe(n), sind

6 McDoweLL, HO & MoOSBRUGGER [143] verwenden die so definierten Variablen zur
Definition einer Effektivspannung, wodurch die wesentlichen Vorteile nicht wirksam

werden.
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zuldssige Schidigungsmafle und physikalisch interpretierbar, was dem Wunsch der
direkten Mefibarkeit in mikromechanisch orientierten Arbeiten entspricht. Die Ten-
sorgeneratoren der Schiidigungsvariablen werden nicht linger ad hoc eingefiihrt”, son-
dern kénnen direkt aus der Mikrostruktur erklirt werden.

Da jede durch n beschriebene Orientierung durch —n in gleicher Weise beschrieben

werden kann, mufl
v(X,n) = v(X,-n) (4.9)

gelten (ONAT [165]). Fiir v in Gleichung (4.8) folgt daher, dafi die ungeraden Glieder

(Tensoren ungerader Stufe) verschwinden:

v(X,n) = vw(X) + fi;(n)v;(X) + fijm@vig(X) + ... . (4.10)

7 2.B. ein Tensor 8. Stufe durch CHABOCHE [35], 4. Stufe durch CuaBoCHE [35], [36]
oder 2. Stufe durch CorDEBOIS & SIDOROFF [49], MURAKAMI & OHNO [154]
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5. Phinomenologische Schidigungsmodelle

In phénomenologischen Konzepten werden im Hinblick auf das phdnomenologische
Verhalten alle Groflen und konstitutiven Gleichungen auf der Makroebene defi-
niert. Sdmtliche Hypothesen zum konstitutiven Verhalten werden auf der Makro-
ebene empirisch formuliert, und es wird auf ein genaueres quantitatives Studium
der Entwicklung der Mikrodefekte am Volumenelement verzichtet (Kacuanov [89];
LEMAITRE [123]; BECKER [14]). Das makroskopisch-phinomenologische Spannungs-
Verzerrungsverhalten des geschédigten Materials resultiert aus Annahmen iiber das
Verhéltnis der makroskopischen Belastungsgréfien (z.B. Spannung, Verzerrung oder
spezifische Enthalpie) zwischen dem geschidigten und ungeschidigten Material. Die

Transformation zwischen diesen Grofien wird durch eine oder mehrere ad hoc ein-

sind) definiert, und deren tensorielle Stufe wird allein aus mathematischen Uberle-

gungen heraus festgelegt. Erst im Anschlufl erfolgt (wenn iiberhaupt moglich) eine
mikromechanische Interpretation der eingefithrten Grofien und Gleichungen. Eine

schematische Darstellung dieser Vorgehensweise ist in Abbildung 4 dargestellt.

&t Thermodynamik mit inneren St+At
g Zustandsvariablen o
T L TN
J //// - /////
. / Konstitutive Annahmen auf Y
~ /" / [|der Makroebene T /s
/ s / 4 Motivation Interpretation / / / 4
ot r bbby ErkenntnisseaJsderMikro— Pedb e b i bl
o mechanik o

Abbildung 4: Phinomenologische Schadigungskonzepte

Die Festlegung der Evolution der Schidigungsvariablen erfolgt mehr oder weniger



Ued LAWY LYFUNLEVOLJUTGICWIL YOIV TS L LI xi

durch formale Funktionen, die iiber makroskopische Kennwerte den konkreten Pro-
zeBabldufen angepaflt werden (z.B. CHABOCHE [41]; TVERGAARD & NEEDLEMAN [213];

Hurr [82]; LEMAITRE [123]). Eine Beschreibung der ablaufenden Mikromechanismen
erfolgt nicht.

5.1 Das Effektivspannungskonzept

Das Effektivspannungskonzept kann auf die Betrachtungen von KacuaNov [89], [92]
und RaBOTNOV [182] zuriickgefithrt werden. Sie nehmen an, daff der wesentliche
Effekt der Materialschddigung im Absinken der tragenden Nettofliche durch die

Mikrorisse und -poren besteht. Im folgenden wird ein Zugstab der Abbildung 5
betrachtet.

f=0 f=0dA f=6A /~1=(1-—w)A
A °oooo 1
00 o
0 = 0
AT TS 359-9;9 -~
(Ao A Ay
T 095 ° B
W= oowco w=0
ATTTS Y 0 03::
;5‘0“0:, [ = exp(e)
\“1) = exp(§ (0,0, 1))
f=0 f=oA f=6A = eE(:0) J

Abbildung 5: Ein geschiadigter Stab unter einachsigem Zug; a) anfidnglich un-

geschidigter Zustand; b) aktuell geschidigter Zustand; ¢) fiktiver
ungeschadigter Zustand

Die Querschnittsfliche im ungeschidigten Anfangszustand und die im aktuellen
geschidigten Zustand unter der Spannung o wird mit Ag und A bezeichnet. Es kann
nun ein fiktiver ungeschadigter Stab (fiktiver ungeschidigter Zustand) eingefiihrt
werden, der unter der selben Kraft f mechanisch dquivalent zum aktuellen Schéidi-

gungszustand 5b ist. Mechanische Aquivalenz heiflt, daB die gleiche Verzerrungsant-
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wort erzielt wird. Der fiktive ungeschédigte Zustand zeichnet sich durch eine geringere
Probenfliiche A als der aktuelle Zustand (5b) aus. Diese Reduktion verstirkt die Ef-
fekte der Spannung g, die durch die duflere Last f entstehen. Geméiff Kacuanov
und RaBoTNov kann der Schidigungszustand der Abbildung 5b durch eine Schadi-

gungsvariable w

w =20 ungeschédigter Zustand

(O<w<=1); {w =1 gebrochener Endzustand (5.1)

beschrieben werden, die die Flichen des aktuellen Zustandes A und des fiktiven
ungeschidigten Zustandes A aufeinander bezieht:

A
=1 — . .2
¥ ) (52)
Die verstirkte Spannung kann im Hinblick auf Gleichung (5.2) wie folgt angegeben
werden: 7
~ o

& wird gewohnlich als Effektiv-Spannung (LEMAITRE und CHABOCHE [122] bzw. [126])
oder Netto-Spannung (BETTEN [20], [22]; MurAakaMI und OuNoO [152], [154]) und

A als effektive Flichen-Reduktion (Nettofliche) bezeichnet. Um die mechanische
Aquivalenz zu erzielen, ist A kleiner als die um den Anteil der Mikrodefekte reduzierte
Gesamtfliche A (LEMAITRE [123])); A < A — Ay (Aq - Fliche der Mikrodefekte in
A). Dies beriicksichtigt z.B. Spannungskonzentrationen an den Defektrindern, oft
wird jedoch angenommen (z.B. Murakami [152]), da A und die um den Anteil der
Mikrodefekte reduzierte Gesamtfliche ndherungsweise iibereinstimmen.

Das Effektivspannungskonzept basiert in seiner jetzigen Form auf der Annahme, dafl
sich das geschidigte Material unter der Spannung g wie ein ungeschidigtes Ma-
terial unter einer effektiven Spannung & verhélt. Zur Definition der Spannung &
wurden bisher zwei Hypothesen verwendet. Am meisten verbreitet ist die Hypothese
der Verzerrungsiquivalenz, die durch LEMAITRE und CHABOCHE [122] bzw. [126] ein-
gefiihrt wurde und sich wie folgt wiedergeben 1a3t: ” Jedes Deformationsverhalten des
geschddigten Materials, ob ein- oder mehrachsig, kann durch die konstitutiven Gesetze
des ungeschddigten Materials beschrieben werden, wenn man tn ihnen die gewdhnli-
che Cauchysche Spannung g durch eine Effektiv-Spannung o ersetzt.” Im Rahmen
des Effektivspannungskonzeptes 143t sich die Hypothese der Verzerrungsiquivalenz
durch

e=Fe 2t.) ~F@E L) (5.4)
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ausdriicken, wobei & bzw. § das Funktional (Materialgesetz) des geschadigten bzw.
der klassisch ungeschidigten Materialien darstellt (LEMAITRE [122] bzw. LEMAITRE
& CHABOCHE [126], [127]). Hierauf aufbauend entwickelten MuRAxkAMI [152] und
BETTEN [20], [22] systematische Verallgemeinerungen der KACHANOV-RABOTNOV-
Notation auf dreidimensionale anisotrope Schidigung und eine Interpretation des
ad hoc eingefithrten Schidigungstensors 2. Analog zu Gleichung (5.2) werden in
diesen Arbeiten fiktive ungeschiidigte Konfigurationen eingefiihrt, deren gerichtete
Flichenelemente dA sich aus den gerichteten Flichenelementen dA der aktuellen
geschadigten Konfiguration wie folgt ergeben:

dA = (1 - 2)-dA =

1L

LA . (5.5)

§2 bzw. ¥ sind in der Notation von MURAKAMI der Schidigungs- bzw. Konti-
nuitatstensor hinsichtlich der aktuellen geschidigten Konfiguration. Unter Beriick-
sichtigung von (2.31) kann der Term (1 — £2) als fiktiver Deformationsgradient G
mit

1- 2= det(E,) BT (5.6)

gedeutet —werdern, der die aktuelle geschadigte Konfiguration in die fiktive un-
geschadigte Konfiguration transformiert. Wird die fiktive ungeschiddigte Konfigura-
tion mit dem gleichen Kraftvektor wie die aktuelle geschidigte Konfiguration belastet,
ergibt sich fiir die fiktive ungeschidigte Konfiguration der folgende Nettospannungs-
tensor (BETTEN [22]; MURAKAMI & SANOMURA [152]):

g=01-2 " a. (5.7)

Analog kann (5.7) auch durch die Transformation

&
I
1
s
I

(5.8)

ausgedriickt werden, wobei der Tensor 4. Stufe 2(4) nur beziiglich zweier Indizes

symmetrisch ist und unter Beachtung von (5.5) wie folgt lautet:
1
Diine = Pjin = 5 (Tindji + du¥jk) - (5.9)

Wie aus den Bemerkungen im vorangegangenem Abschnitt deutlich wurde, kann

§2 noch nicht als Variable zur Beschreibung des Schidigungszustandes verwendet
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werden, da dieser im entlasteten Zustand bestimmt werden muf. Den Argumenten
von MuRrakaMI [152] folgend, ergibt sich die Beziehung

2=@E"2 &) (5.10)

p—C} e

zwischen §2 und dem Schédigungstensor Q hinsichtlich der elastisch entlasteten
geschidigten Konfiguration (E__e - elastischer Anteil des Deformationsgradienten F).

Das konstitutive Gesetz lautet nun

—

e=%(c 2t..)=F@Et,...) , (5.11)

wobei § das in der fiktiven ungeschidigten Konfiguration formulierte Material-
Funktional darstellt. MURAKAMI und BETTEN zeigen, daf} sowohl £2 als auch _Q sym-
metrische Tensoren sind, und folglich ist unter Beriicksichtigung von (5.6) & allgemein
unsymmetrisch. Dies ist ein bedeutender Nachteil der vorangegangenen Betrachtun-
gen. Zu dessen Beseitigung wird & in (5.4) bzw. (5.11) durch eine symmetrische
effektive Spannung (Pseudo-Effektivspannung BETTEN [22]), die aus & durch eine
Symmetrisierungsprozedur hervorgeht, ersetzt. Die hiermit verbundenen Konsequen-
erfolgte auch nicht. Z.B. schlagen MURAKAMI [152], BETTEN [20] und CHow [43] vor,
statt & nur noch dessen symmetrischen Anteil

A-297 e+ e Q-2 = (é(“

@) e 612)

zu verwenden, wobei 2(4) ein symmetrischer Tensor 4. Stufe ist, der im Gegensatz
AV 2(4) in (5.9) hinsichtlich folgender Indizes symmetrisch ist:

= = < ~ 1

Qi = Pt = Pijuie = Pjue = 2 Wi W + Ya¥i] . (5.13)
Im folgenden wird nur noch die symmetrische effektive Spannung betrachtet und fiir
diese die Bezeichnung & beibehalten.
Fir linear-elastisches Verhalten folgt fiir das konstitutive Gesetz des geschidigten
Materials mit Hilfe des Effektivspannungskonzeptes und der Hypothese der Verzer-

rungsiquivalenz die folgende Beziehung:

~ (4 —1
= 0:(}:(4) T = Og(‘i) .. (45(4)) .. (5.14)

lio
11Q:
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Der Ausdruck 02(4) o (2(4)) - kann als Nachgiebigkeitstensor 2(4) des geschidigten
Materials interpretiert werden. Da g(4) nicht die notwendigen Symmetrien eines
Nachgiebigkeitstensors (z.B. HAHN [75]) besitzt, mufl abermals eine Symmetrisierung
erfolgen. Diese 148t sich analog (5.14) mit Hilfe eines symmetrischen Tensors 8.Stufe
darstellen (siehe CHABOCHE Anhang 1):

- -1
2(4) — (¢(8)) ._02(4) ' (5.15)

CorpeBoIs und SIDOROFF [50] schlagen einen anderen Weg als die Hypothese der
Verzerrungsédquivalenz zur Bestimmung der effektiven Spannung vor. Dieser wurde
von CHow & Lu [44] aufgegriffen. Die effektive Spannung ruft demnach in einem
fiktiven ungeschédigten Material nicht die gleiche Verzerrungsantwort, sondern das
gleiche energetische Potential (z.B. komplementire elastische Verzerrungsenergie, pla-
stisches Potential) wie im geschiddigten Material hervor, woraus die Verzerrungsant-
wort durch partielle Ableitung nach den Spannungen bestimmt wird. Am Beispiel
elastischer Deformationen wird diese Vorgehensweise im folgenden erldutert. Mit der
Hypothese der Aquivalenz der komplementiren elastischen Verzerrungsenergie IT}
nehmen CoORDEBOIS und SIDOROFF an, dafl die komplementire elastische Verzer-

rungsenergie eines geschidigten Materials unter der Spannung o gleich der eines

ungeschidigten Materials unter der effektiven Spannung & ist (KATTAN & VOVYIADJIS
[94], [217]) ist:

_ k

(r) =
M5(e, 2) = (e 2=0) , (5.17)
lg. .2(4) g = %g .Og(4) g (5.18)

wenn I}, bzw. fIf; die komplementére elastische Verzerrungsenergie des ungeschadig-
ten bzw. des geschidigten Materials und 2 eine ad hoc eingefiihrte Schédi-

-1
gungsvariable ist. Wird analog (5.12b) eine Transformation (M(4)) zur Bildung
der effektiven Spannung & eingefiihrt,

ergibt sich nun der Nachgiebigkeitstensor des geschidigten Materials g_(4) aus (5.18)

wie folgt: .

c® = (¥(4))—T._og(4) N (¥(4))‘ (5.19)
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und definiert eine mogliche Form von (5.15). Die Komponenten des Transformations-

tensors M(4) kénnen aus

o Oijkl
ijkl — Jiooni-9,) (5.20)

(Q0 - Hauptwerte von £2) ermittelt werden (KATTAN & Voviapuis [94]), und die

effektive Spannung ergibt sich zu (CORDEBOIS & SIDOROFF [50]):

(S

G=0-27c 1-02)

(5.21)

Mit Hilfe von (5.19) und (5.21) ist es gelungen, sowohl einen symmetrischen Effektiv-
spannungstensor als auch einen symmetrischen Nachgiebigkeitstensor des geschidig-
ten Materials zu definieren.

5.2 Bemerkungen zum Effektivspannungskonzept

Mit der Definition einer effektiven Spannung kénnen viele Effekte der Schidigung in

sehr einfacher Weise unabhéingig vom Materialgrundverhalten beschrieben werden,

und bei der Beschreibung des makroskopischen Verhaltens geschddigter Materialien
wurden betréchtliche Erfolge erzielt.

Mit dem auf Gleichung (5.4) basierenden Effektivspannungskonzept und den sym-
metrischen Effektivspannungen nach (5.12) und (5.21) sind Effekte wie die elastische
Entfestigung, die Herabsetzung der Flielspannung, erhthte plastische Verzerrungs-
und Kriechraten (tertidres Kriechen) und Anderungen der Materialsymmetrien be-
schreibbar. Diese Effekte werden durch die verstarkte Wirkung bzw. Transformation
der Spannungen hervorgerufen (Murakami [152]). Dies zeigt aber auch bereits eine
Grenze dieser Vorgehensweise. Z.B. kénnen Anderungen der Materialeigenschaften,
die nicht direkt an eine Spannung gekoppelt sind (z.B. Warmeleitfahigkeit), oder
Phénomene, die nicht bereits in den klassischen Materialgesetzen enthalten sind,
nicht beschrieben werden. Z.B. setzt die klassische Theorie der Plastizitit plasti-
sche Inkompressibilitit voraus. Diese Annahme ist jedoch nicht mit den beobachte-
ten Dilatationen, die wahrend duktiler Bruchmechanismen durch die Existenz von
Mikrohohlrdumen entstehen, konsistent. Eine Erfassung dieser Volumendehnungen
mit Hilfe einer effektiven Spannung und den klassischen Materialgesetzen ist daher
nicht moglich. Ein anderer Nachteil dieses Konzepts entsteht durch die implizite

Annahme, dafl in allen Verzerrungsanteilen der Verstirkungsfaktor der Spannung
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stets der selbe ist. D.h., ist z.B. die elastische Verzerrungsantwort eines geschidig-
ten Materials unter der Spannung g wie die eines ungeschidigten Materials unter
der Spannung &, gilt dies auch fiir alle weiteren Anteile der Verzerrungsantwort (z.B.
plastische oder Kriechverzerrung) und vice versa. Die Untersuchungen von LEMAITRE
& DUFFAILLY [128] zeigen aber, daf} sich z.B. die plastische oder duktile Verzerrungs-
rate des geschédigten Materials im allgemeinen nicht aus dem elastischen Verhalten
abschitzen 148t (LEMAITRE & DUFFAILLY verfolgten in [128] ein anderes Ziel, aber
aus ihren Untersuchungen wurde diese Schlufifolgerung gezogen.)

Die ungeklarte physikalische Bedeutung von §2 erscheint meiner Meinung nach der
grofite Schwachpunkt dieses Schadigungskonzeptes zu sein. Obwohl Schidigungsmafe
nicht nur angemessene mathematische und mechanische Eigenschaften, sondern auch
eine klare physikalische Bedeutung besitzen sollten, ist es bisher noch nicht gelun-
gen, einen physikalisch plausiblen Zusammenhang zwischen Gréfle, Form, Anzahl,
Lage, etc. der Mikrodefekte und den Schédigungstensoren £2 bzw. Q unabhéngig von
der verwendeten Hypothese zu definieren. Interpretationsversuche konnten iiberhaupt
nur zur Hypothese der Verzerrungséiquivalenz gefunden werden. Welche (ir)likromecha,-
$  bzw. M™

nische Interpretation auch immer fiir die Schadigungsvariablen £2, ¥, &
~ 8 . s ) ) ——' prm——
oder Q( im Effektivspannungskonzept angegeben wird—wird-hier—der—-Standpurkt

vertreten, daf} diese Grofien formale Parameter bzw. Schadigungseffektmafle sind. Ein
Indiz fiir die ungeklérte physikalische Bedeutung der Schadigungsvariablen bilden
auch die verschiedenen in der Literatur zu findenden Hypothesen zur Definition der
Effektivspannung und die daraus resultierenden Symmetrisierungsprozeduren (5.12)
bzw. (5.21) von g. Weiterhin kann keine physikalische Begriindung gefunden wer-
den, dafl z.B. die Funktion g(4) (Og(4),§) durch einen stets gleichen mathematischen
Zusammenhang (siehe z.B. die Gleichungen (5.19) und (5.20)), unabhéingig von der
physikalischen Bedeutung der ¢;, beschrieben werden kann und dafl dieser Zusam-
menhang durch die Ordnung, mit der die Spannung in der jeweilig betrachteten kon-
stitutiven Beziehung auftritt, bestimmt wird. Dies gilt natiirlich nicht nur fiir die
elastischen bzw. reversiblen Materialeigenschaften des geschidigten Materials.

Sehr haufig wird £2, ausgehend von den Arbeiten von L.M.Kacuanov [89], [92]
und RaBoTnov [182], auch als Reduktion der im Volumenmittel tragenden Fliche
interpretiert:

3
2 =) Qnn, , (5.22)
i=1

wobei die £2; und n, die Hauptwerte mit den zugeho6rigen Eigenvektoren sind. Im
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Kapitel 4 wurde aber gezeigt, dafl bei Mikrorissen diese Grofie stets’ Null und bei
Mikroporen unabhingig von der betrachteten Flachennormalen ist. Ein weiterer Kri-
tikpunkt ist, dal im Rahmen der Theorie kleiner elastisch-plastischer Forminderun-
gen die gemeinsame Verwendung der oben definierten Schédigungsvariablen §£2 und
die Notation der effektiven Spannung auf ein fragwiirdiges Modell fiihrt, in dem Ent-
festigung des Materials ohne Modifikation des Poissonschen Verhéltnisses erscheint
(RABIER [181]). Unabhéngig von der Kritik in Kapitel 4 &ndert auch die Interpretation
von MURAKAMI & OHNO [154] mit Hilfe von (4.6) bzw. (4.7) an diesem Sachverhalt
nichts.

Mit der Symmetrie von ¥ bzw. £2 kénnen keine komplizierteren Schidigungszustinde
als orthotrope Zustdnde beschrieben werden. CHABOCHE [35] schlagt daher vor,
den Tensor 4. Stufe 2(4) mit den in (5.13) beschriebenen Symmetrien als Schidi-
gungsvariable zu verwenden (siche Anhang 1). Ein Versuch der mikromechanischen
Interpretation dieses Tensors erfolgt bereits nicht mehr. Auf jeden Fall entfallt die
Vorstellung von einem fiktiven Deformationsgradienten in (5.5) bzw. (5.6). Gleiches

gilt auch fiir den Tensor 8. Stufe 2(8) in (5.15).

Das Effektivspannungskonzept stellt folglich eine formale Transformation der Span-

schen und viskosen Deformationsanteile enthalten die schidigungsinduzierten De-
formationsanteile, die nicht separiert werden konnen. Die drei Gréflen £2, ¥ oder
2(4) sind Schidigungseffektmafle (siehe Abschnitt 3.3) und nicht direkt (im Sinne
von LEMAITRE & DuUFFaILLy [128], d.h. durch Messungen der Mikrostruktur) mef-
bar. Wenn nicht explizit vorgegeben, miissen sie infolge der Hypothese der Verzer-
rungsiquivalenz aus einer Anpassung an das makroskopische Deformationsverhal-
ten mit Hilfe eines Optimierungsverfahrens bestimmt werden. Dies erfordert zumin-
dest die Kenntnis des qualitativen Verlaufes des Schidigungsfeldes im Kérper, um
eine eindeutige Losung, die mit mikrostrukturellen Beobachtungen iibereinstimmt,
zu gewihrleisten. Das Ergebnis fiir £2, ¥ oder QM) ist weiterhin von der Definition
der Effektivspannung und der Symmetrisierungsprozedur abhingig. Jede Mikrode-
fektkonfiguration, die die gleichen Phanomene im Deformationsverhalten hervorruft,
besitzt das gleiche Schadigungseffektmafl. Daher sind diese Groflen fiir Aussagen un-
geeignet, die iiber das Deformationsverhalten hinausgehen (z.B. Wiarmeleitfahigkeit,
elektrische Leitfihigkeit, Ausbreitungsgeschwindigkeit von Ultraschall (LEMAITRE &
DuraiLry [128]) oder bruchbezogene Parameter).

Die Ansétze der Evolutionsgleichungen der Schédigungseffektmafle sind beliebig,
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wenn nur das Deformationsverhalten mit hinreichender Genauigkeit wiedergegeben
werden kann, was KraiciNovic & FANELLA [104] als Hauptmakel phinomenologi-
scher Theorien betrachten.

Als Fortschritt werden die Arbeiten von MurakaMI & OnNO [154] und BETTEN [20],
[24] betrachtet, die das Darstellungstheorem fiir isotrope Tensorfunktionen von WANG
[218] zur Definition der konstitutiven Gleichung und der Evolutionsgleichung fiir Krie-
chen und Kriechschidigung verwenden. Leider wird dieses Vorgehen nicht konsequent
verfolgt und weiterhin ein effektiver Spannungstensor verwendet. MurAkAMI & OHNO
[154] reduzieren die Tensorpolynome auf die Ansétze

L . - _ 1 .
D, =G(@E ¥ a T = pg° + B|E") - §Sp2(g_D)_l}

(5.23)

b - A

&

a, T) ~ B[61)*vv; .

Dabei sind: D c - Kriech-Verzerrungsrate; a - Verfestigung der Materialmatrix; T
- Temperatur; B, k - Materialkoeffizienten; &7, v; - maximale Hauptspannung mit
zugeordneter Hauptrichtung von &; B und B, - skalare Funktionen in Abhangigkeit

von a, T und

Sp(®), Sp*(®), Sp’(®), Sp(&), Sp*(@), Sp’(a),
Sp(Z- &), Sp(¥’-&), Sp(¥-&%), Sp(spz &) .

Die Einfithrung der symmetrisierten effektiven Spannung g ist in diesem Zusammen-
hang verwunderlich, z.B. kann (5.23) auch wie folgt dargestellt werden
D, = G(g £2 0 T)

Ty (5.24)

2 = H(g, £2,a, T) .
Werden in (5.24) nur die Tensorgeneratoren beriicksichtigt, die linear in g sind
und gelingt es, £2 als Schidigungsmaf} zu definieren, fithrt dies anf eine allgemeine
Darstellung der Kriechrate ohne Einschrankungen hinsichtlich der physikalischen
Bedeutung von {2.

5.3 Das Effektivverzerrungskonzept

Das weniger verbreitete Effektivverzerrungskonzept stellt eine Alternative zum Effek-
tivspannungskonzept dar und basiert auf der Hypothese der Spannungséquivalenz.



2. rhnanomenologische Schddigungsmoaelie

Diese wurde durch COrRDEBOIS & SIDOROFF [49] vorgestellt und lautet nach Simo &
Ju [196]: ” Jedes Deformationsverhalten des geschidigten Materials kann durch die
konstitutiven Gesetze des ungeschdidigten Materials beschrieben werden, wenn in ih-
nen die gewdhnliche Verzerrung g durch eine effektive Verzerrung g ersetzt wird.”
Das Materialgesetz lautet analog der Gleichung (5.11) in seiner allgemeinen Form:

o=6(2,t..) = 6Et...), (5.25)

wobei & bzw. & das Materialfunktional des geschidigten bzw. des ungeschidigten
Materials beschreiben. Fiir die Schidigungsvariable wurde wieder die Bezeichnung
§2 gewdhlt. Die Bedeutung hat sich aber gegeniiber dem Effektivspannungskonzept,
gewandelt (eine mikromechanische Interpretation dieser Gréfle konnte bisher nicht

gefunden werden).

f:() g g

“

A = 0 = i l=exp[€]

fl )

= —

1o o, =exp[® (0,0, 1)]
-———— ,0—9-9-9 —— T ~
SRR B R s B L G B L 1
O—0 00s G0 = exp[(1 — Q)e]
. 0,8 . = = exp|®&~ (0,1
- = 4 0 0 o - = Y —exp[ (0', )]
f:O ag a

Abbildung 6: FEin geschidigter Stab unter einachsigem Zug: a) anfinglich un-
geschidigter Zustand; b) aktuell geschidigter Zustand; c) fiktiver

ungeschédigter Zustand

Das Effektivverzerrungskonzept 148t sich am Beispiel eines einachsig belasteten
Zugstabes entsprechend Abbildung 6 verdeutlichen. Hier sind ® das konstitutive
Gesetz des geschidigten Materials und- & das des fiktiv ungeschidigten Materials.
Das geschédigte Material, das um g deformiert wird, ruft die gleichen Spannungen

hervor wie ein fiktiv ungeschidigtes, das um g deformiert wird, bzw. die Spannung o
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verursacht im geschidigten Material die Verzerrung ¢ und in einem ungeschidigten
g. Die effektive Verzerrung ergibt sich analog Gleichung (5.12) aus einer linearen

Transformation der Form

(4)(2)”% mit 2(4)

|12

=1®
2-0

[i™e

, (5.26)

wobei die Bezeichnungen aus (5.12), nicht aber die Bedeutungen iibernommen
wurden. 2(4) ist wieder ein vollstindig symmetrischer Tensor 4. Stufe.

Wie mit dem Effektivspannungskonzept lassen sich mit Hilfe des Effektivverzer-
rungskonzeptes elastische Entfestigungen, Anderungen der Materialsymmetrien und
erhohte irreversible Verzerrungsraten beschreiben. Deformationen der Fliefifliche
kénnen mit dem Effektivverzerrungskonzept nicht beschrieben werden. Die Transfor-
mation (5.26) ist nur dann mit sinnvollen Ergebnissen verkniipft, wenn ihre Verwen-
dung auf wenige Schidigungsprozesse, Belastungspfade und Materialgrundverhalten
beschrankt wird. In den dariiber hinausgehenden Fillen kann festgestellt werden, dafi
eine Transformation 2(4), die nur von der Mikrostruktur abhéngig ist, entweder nicht
existiert oder noch belastungsabhéngig sein mu#.

Bei Belastung konnen die erhohten Distorsionen und Dilatationen geschidigter

Materialien beschrieben werden. Eine Aufteilung der Differenz zwischen € und g
in seine elastischen, plastischen, viskosen und irreversiblen schidigungsinduzierten
Anteile gelingt ohne weitere Informationen {iber 2(4) hinaus jedoch nicht. Dies kann
am Beispiel der Dilatationen nachgewiesen werden, wobei unabhingig davon, ob das

Material durch Mikroporen oder -risse geschidigt ist,
Sp(€) < Sp(e) (5.27)

gelten muf. Ist das Material durch Mikrorisse geschédigt, miissen die gegeniiber dem
ungeschidigten Material zusédtzlichen Dilatationen, die durch das doppelt skalare
Produkt der reversiblen und irreversiblen Anteile von € mit (_s_~i_i(4))_l entstehen, dem
elastischen bzw. reversiblen Verhalten zugeordnet werden. Treten jedoch Mikroporen
auf, ist ein Bruchteil der zusdtzlichen Dilatationen irreversibel. Aus der alleinigen
Kenntnis von im kann aber nicht entschieden werden, ob Risse oder Poren die
Schidigung darstellen.

Bei Entlastungsprozessen und dem Auftreten irreversibler Deformationen versagt die
Hypothese von der Existenz einer linearen Transformation éu), die allein von der
Mikrostruktur abhingig ist. Man stelle sich ein geschidigtes Material im belaste-

ten Zustand vor, dessen Schidigungszustand durch 2(4) festgelegt ist. Wird Heilung
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und Schidigungsfortschritt bei Entlastung ausgeschlossen und werden unter Beriick-
sichtigung von (5.10) kleine elastische Deformationen angenommen, dndert sich 2(4)
wihrend der Entlastung nicht. Aus (5.26) folgt, dafl im belasteten Zustand die Un-

gleichung

)

sp @] = |sp (27 ¢)| < Isp(@)] wmd @ £0, (529

wenn Sp(e) # 0 und Sp(g) # 0

gelten muB. Wird z.B. wie durch Krascivovic & Fonseka [105], [106] und MAzZARs
[140] fiir Mikrorisse und BoDNER & CHAN [28] fiir viskose Schidigung angenommen,
dafl zur Weiterentwicklung der Mikrodefekte die Existenz von Zug in einer beliebigen
Richtung geniigt, gilt zusétzlich fiir Schidigung durch Mikroporen:

Sp(a)| = [sp (8“-€)| = 0 ,wennSp(e) = 0 und Sp(e) beliebig. (5.29)
g P e ol € (

Im entlasteten Zustand muf hingegen fiir jedes beliebige £

= Sp (2(4) , .g) ‘ =0 (5.30)

2:

[{==

gefordert werden, da in den klassischen Materialgesetzen die Inkompressibilitdtshy-
pothese postuliert wird und die irreversiblen Dilatationen verschwinden miissen. Vom
mathematischen Standpunkt aus existiert kein 2(4), welches sowohl (5.28) als auch
(5.30) und eventuell (5.29) erfiillt. Durch Aufgabe der Inkompressibilitétshypothese
fiir das Matrixmaterial und durch Kopplung der Schidigungsevolution mit der Evo-
lution plastischer oder viskoser Dilatationen, was eine physikalische Begriindung er-
fordern wiirde, konnte dieses Problem {iberwunden werden.

Die letzten Ausfiihrungen bzw. die Gleichungen (5.28), (5.29) und (5.30) implizieren,
dafl 2(4) bzw. §2 allgemein belastungsabhéingige Grofien sind. Dieses 146t sich aber
einfacher am Beispiel infinitesimaler elastisch-plastischer Deformationen verdeutli-
chen. Die Verzerrungen des geschidigten Materials ¢ und des fiktiv ungeschidigten

Materials € kénnen dann wie folgt wiedergeben werden:

— g(‘l)(Og(‘l)7 Q) o+ + (5.31)

Jioy
(1
Hm

~—
~
3

~—r

(s

a— 02(4) R +

(5.32)
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liov2
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=
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Unter Beriicksichtigung von Gleichung (5.26) folgt

2(4)“(2(4)“2) _ Og(4)"g _ é _

D

[[%:

(4)-‘(_@ + g) . (533)
(s) (p)

Werden nun reversible Prozesse betrachtet, &ndert sich die linke Seite der Gleichung

~~
—

(5.33) mit der anliegenden Spannung, wéhrend die rechte Seite konstant verbleibt.
Gleichung (5.33) kann folglich nur dann erfiillt werden, wenn 2(4) belastungsabhéngig
ist (die Moglichkeit, daf§ die linke Seite stets Q ist, kann ausgeschlossen werden,
da dann auf der rechten Seite zumindest ein Kugeltensor verbleiben wiirde). 2(4)
stellt wieder eine formale Transformation (hier des Verzerrungstensors) dar, die bei
irreversiblen Prozessen im allgemeinen nicht geeignet ist. Als formale Transformation
gelten wieder die Ausfithrungen im Abschnitt 5.2.

Fiir linear-elastisches Verhalten und vernachlassigbare irreversible Verzerrungen ge-
hen das Effektivverzerrungskonzept und das Effektivspannungskonzept mit der Hy-
pothese der Verzerrungsiquivalenz ineinander iiber, und 2(4) ist in beiden Konzepten

identisch. Folglich besitzen beide Konzepte hier die gleichen Eigenschaften.

)

4 : 1 - b +
54 —Energetische-Schédigungskomnzepte

Energetische Schidigungskonzepte basieren auf dem Konzept der generalized stan-
dard materials und verwenden die Potentialtheorie zur Herleitung der interessieren-
den materialabhdngigen Gleichungen. Folglich ist deren Anwendung auf Prozesse
begrenzt, die die Verwendung der klassischen irreversiblen Thermodynamik erlauben
(Abschnitt 2.3). Mit den energetischen Schidigungskonzepten ist ein sehr formales
Vorge'hen verbunden, welches aber stets die Erfiillung der beiden Hauptséitze der
Thermodynamik gewé#hrleistet. In einem ersten Schritt wird die Form der spezifi-
schen freien Enthalpie ¥ nach Gleichung (2.67) oder die dquivalente Gréfle, die im
Verzerrungsraum definierte spezifische freie (Helmholtz-) Energie f

f=u~Ts= f(g, T,grad(T), &, &) , (5.34)
(r)

postuliert. Die Standard-Auswertung des Ansatzes fiir ¥ bzw. f liefert die thermische
und kalorische Zustandsgleichung (2.72) und (2.73) bzw. die dquivalenten Beziehun-

gen fir f:
S = poﬂ und s = ——= (5.35)
= de oT '

(r)
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Die jeweils verbleibende dissipative Ungleichung (fiir die freie Energie wird ¥ durch '
f ersetzt) folgt aus (2.66), (2.84), (2.81), (2.85) und r =7 = 0:

oYy o ov v 1
Ts =w— - &— 25§~ =q T) > _
STB et g ¢ - pyedd) 20, (539)
Ts; = 1s..D Y K& — iyz. ! 1ad(T) > 0 (5.37)
(2) - pO'.: = . [AAL) Y qu g , .
(1) i=1 §=1
7 9 R
mit K; = B r; und Y, = e (5.38)

Die Gréflen D, s, Zj und q stellen verallgemeinerte Fliisse und S/ P°, K;, Y; und
()

grad(T")/(Tp) verallgemeinerte Kréfte dar. Wird die Existenz eines Dissipationspo-
tentials ¢ bzw. ¢* mit

d(T)
grajl-é )a K’ia }[j; ga T; Ki, 6]) bzw.

r)

¢ = ¢S,

)
o~
wt
1o
©o
g

* * A b4
p = ¢ (21 q, Ki, ‘5]) £, T, ki, EJ)
(@) {r)
postuliert (sieche CHABOCHE und LEMAITRE [37], [40], [41], [123], [127]), liefert eine
verallgemeinerte Normalenregel den irreversiblen Anteil der Verzerrungsgeschwindig-

v
keit und die Evolutionsgleichungen der inneren Zustandsvariablen; D und Ki, € j. Das

Dissipationspotential ist eine skalar konvexe Funktion der verallgégleinerten Kréafte
oder ihrer konjugierten Fliisse, und die inneren Zustandsvariablen dienen als Parame-
ter (ONAT [166], [167]). Fiir rheonomes bzw. skleronomes Materialverhalten ist diese
Normalenregel durch die folgenden Beziehungen (FlieBregeln und Evolutionsgesetze
[58]) festgelegt (GERMAIN, NGUYEN & SUQUET [68]; ROUSSELIER [187]; LEMAITRE
[124] oder JANSsoN & STIGH [86]; LEMAITRE & CHABOCHE [127]):

de < dy v J q d
o . P J . S ;e —— _—= - b . .
dyo do ¥ de 4 dp
D NS Nk PR S Via P L A G
D=2 35 * 5k, YT TaY) Ty~ Ggrad(D) (5-41)



5.4 Energetische Schddigungskonzepte

Wir beschrianken uns auf skleronomes Verhalten, eine Erweiterung ist aber problemlos
moglich. Die Aufgabe bei der Entwicklung von Materialgesetzen ist es, die inneren
Zustandsvariablen s; und §; zu definieren und die Funktionen ¥ und ¢ so anzusetzen,
daBl Gleichung (5.37) erfiillt wird.

Im allgemeinen wird aus physikalischen Betrachtungen heraus postuliert, daf3 dissipa-
tive Prozesse erst ab einem definierten Belastungsniveau und bei einer definierten Be-
lastungsrichtung auftreten und daf unterhalb dieses Niveaus alle Prozesse, mit Aus-
nahme der thermischen Prozesse, vollstindig reversibel sind. Zur Vervollstindigung
des Materialgesetzes miissen daher noch Fliefflbedingungen (im verallgemeinerten
Sinne) und Belastungsbedingungen fiir jede Gleichung in (5.40) bzw. (5.41) bereitge-
stellt werden. Damit ist es moglich die dissipativen Prozesse entkoppelt zu betrachten,
die unterschiedliche Flie- und Belastungsbedingungen besitzen, unabhingig vonein-
ander auftreten kénnen und folglich voneinander getrennt die dissipative Ungleichung
(5.37) erfiillen miissen.

Eine Niherungsannahme erlaubt die Entkopplung der thermischen Dissipation von
den restlichen Prozessen. Aus (5.37) werden folgende Ungleichungen:

1
T—V;g-grad(T) >0, (5.42)

1 ~ m
=s-D - S &E - Y vE > 0. (5.43)
e =
Als Folge dieser Aufspaltung 148t sich fiir jede Teil-Ungleichung ein zugeordnetes
Dissipationspotential 7 und @ = F' mit

rad(7T ~
or(® T[E ) e Tk ) 4 FS K Y £, T, riy €5) (5.44)
(r) ")

formulieren, aus dem die verallgemeinerten Fliisse wieder analog den Gleichungen

(5.40) bzw. (5.41) bestimmt werden. Ein Postulat zur Auswertung der Ungleichung
(5.42) fiihrt auf das Fouriersche Wérmeleitungsgesetz q = —As(T') grad(T") (bzw.
auf einen entsprechenden Ansatz fiir ¢r). Eine anderes Postulat liefert die Maxwell-
Cataneo-Gleichung (7, - thermische Relaxationszeit)

74 + q=—As(T) grad(T) . (5.45)

T, ist ein Maf$ fiir die Geschwindigkeit, mit der sich ein stationérer Zustand ein-
stellt. Die Ungleichung (5.43) impliziert, daf3 Schidigung und plastische Deforma-

tionen zusammenfallen und zu dem zugeordnetem Dissipationspotential F' nur noch
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eine Flief- und Belastungsbedingung benétigt wird. Im Rahmen assoziierter Mate-
rialgesetze stimmt die Flielbedingung mit F' in (5.44) iiberein und kann mit dem
folgenden Ansatz beschrieben werden:

F=FS K, %) — k(e, T, ki, &) <0, (5.46)
(r)
Die Konsistenzbedingung lautet F =0, d.h. fir A in den drei ersten Gleichungen in
(5.41):
A>0 ,wern F=F=0 sonst A = 0 . (5.47)

Im Rahmen dieser Annahmen ist eine Aufspaltung der irreversiblen Verzerrungs-
rate in seine plastischen und schidigungsinduzierten Anteile im allgemeinen nicht
moglich. Die einzige Ausnahme besteht bei annéhernd isotropen schidigungsindu-

zierten Deformationen: hier kann die Spur von D allein den schidigungsinduzierten

(1)
Deformationen und der verbleibende Deviator den plastischen Deformationen zuge-
ordnet werden. Die oben genannten Autoren gehen von dieser Annahmen aus (oder
vernachlissigen die schidigungsinduzierten Deformationen vollstindig), geben aber

keine Prozedur an, wie diese Annahme verifiziert werden kénnte. Im Kapitel 8 wird

gezeigt, daf§ aus der Orientierung der Mikrodefektkonfiguration nicht auf die Isotro-
pie bzw. Anisotropie der schidigungsinduzierten Deformationen geschlossen werden
kann.

Weiterhin kénnen nur Schidigungsprozesse beschrieben werden, die mit plastischen
Deformationen gekoppelt sind. Mit der Verwendung einer einzigen Flielbedingung
fiir plastische Deformationen und Schidigung wird im allgemeinen eine zu starke
Kopplung dieser Mechanismen begriindet. Eine Beobachtung, die von ONAT [167]
fiir Kriechschidigung bereits kritisch angemerkt wurde. Schiadigungen, die z.B. bei
sprodem Materialgrundverhalten auftreten, erfordern die Entkopplung plastischer
von Schéddigungsprozessen — eine Erweiterung des urspriinglichen Konzeptes der
generalized standard materials.

Werden zusitzlich zur Entkopplung (5.42) und (5.43) auch die plastischen Prozesse
und Schidigungsprozesse als entkoppelt betrachtet, spaltet sich (5.43) wie folgt auf:

1 _

78D - Y Kiki > 0, (5.48)
(p) i=1

1 ., Y

58D - ) Yi§; 2 0 (5.49)

s
1
(=3
~—
L)
i
—
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Die additive Aufspaltung des Dissipationspotentials F' in (5.44) in F, und F; sei im
folgenden zulissig, und fiir ¢ in (5.39) folgt:

o = or + Fp(8, Ki; &€, T, ki, §) + Fo(8, Yy; g, T, kiy &) . (5.50)
(r) (r)
Werden assoziierte Materialgesetze verwendet, lauten die plastische Fliefbedingung

F, und die Fliefibedingung der Schidigung F

F, = K(g, Kl) - ];;2(%, T, Ki fy) < 0, (5.51)
()

F, =Y, Y) - v(e, T, ki, &) <0 (5.52)
(r)
und die Konsistenzbedingungen

F,=0, F, =0 (5.53)

Im Rahmen der Entkopplung thermischer, plastischer und der Dissipation durch
Schidigungsprozesse ist es moglich, allgemein zwischen plastischen und schidigungs-

induzierten-Deformationenrzudifferenzierer Dieerste Gleichung in (5.41) kann durch

O F, 9 F,
(% = )\E und 8§

= A

i

(5.54)

~—
—~~
~—r

S

ersetzt werden. Die Vorgehensweise bei weitergehenden Aufspaltungen der dissipa-
tiven Ungleichung (5.37) iiber (5.48) und (5.49) hinaus, z.B. in Mikroporen- und
Mikroriischédigung, wird an dieser Stelle nicht weiter erlautert. Im folgenden sollen
einige Beispiele energetischer Schidigungskonzepte angefiihrt werden.

5.5 Bemerkungen zu den energetischen Schadigungskonzepten

Die Eigenschaften energetischer Schidigungskonzepte sollen anhand einiger typischer
Beispiele elastisch-plastischer Schidigungsprozesse erliautert werden. Nur wenige Au-
toren verwenden die in diesem Kapitel beschriebene Verfahrensweise zur Bestimmung
aller Fliisse in (5.40) bzw. (5.41). Z.B. werden nur die Anteile in der freien Enthal-
pie ¥ definiert, die zur Definition der reversiblen Verzerrungen nach (2.72) benstigt
werden, und das Dissipationspotential wird nur soweit festgelegt, wie dies zur Defi-

nition der irreversiblen Verzerrungsraten erforderlich ist. Die Evolutionsgleichungen
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der inneren Zustandsvariablen werden dann direkt postuliert. Ausgehend von den
Arbeiten von McCLINTOCK [142], RICE & TRACEY [184], GUurson [73] und anderen
verwendet ROUSSELIER z.B. die folgenden Ansitze fiir die spezifische freie Energie
und das Dissipationspotential (ROUSSELIER [187], [188], [10]):

..%(0__(;(4))—1..g + fi(a) + fa(w) , (5.55)

~~

™

_ Seq Lof _0f, (CSu
/3 VE3da 0w TP\ T4

Hier sind a die isotrope Verfestigung, w ein Schidigungparameter (Porenvolumen-

~—

(5.56)

anteil) in Abhingigkeit von der JacoBischen Funktionaldeterminante J(w), o die
FlieSspannung und D, C Materialparameter. Fiir die partielle Ableitung 8f /0w wird
direkt der Ansatz

of i Ow |7
aw . °° [CJ 8J—1]
postuliert. Wird Gleichung (5.41) angewendet, folgt:
D = g—g = QD-I—%Sp(D)l = A2‘§:s Ag—Dg—f exp (CSH) ,
@ 2 @ @) e 90 7w 70 (5.57)
. A ) CSH)
= — und w = AD ex
NV p( a0

Im weiteren untersucht ROUSSELIER in [187] verschiedene Ansitze der Funktion w(J),
und in [188] und [10] sind weitere Analysen und Vergleiche mit anderen Modellen zu
finden.

Durch die Fortfiihrung der Arbeiten von McCLINTOCK, RICE & TRACEY und GURSON
entwickelten TVERGAARD und NEEDLEMAN (z.B. [210], [211]) das wohl am mei-
sten verbreitete Schadigungsmodell zur Beschreibung duktiler Materialien mit Hohl-
raumschadigung. Vielfach basieren die Modelle anderer Autoren auf diesen Arbeiten
(z.B. ZAVALIANGOS & ANAND [226]). TVERGAARD und NEEDLEMAN verwenden

0.2

3
F = —% 42w cosh ((D JH) — (14 gzw?) (5.58)

als Anteil des Dissipationspotentials zur Festlegung der plastischen Verzerrungsrate.
In (5.58) sind w der Porenvolumenanteil, g, g2, g3 Materialparameter und oy eine
dquivalente Fliespannung (Radius der Flieffliche des Matrixmaterials) mit

. E.E
oM = g D 5.59
YT E-B)(-won = G (5.59)
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(E - Elastizitdtsmodul; E; - Tangentenmodul des Matrixmaterials bei op7). Die
irreversible Verzerrungsrate wird mit Hilfe der ersten Gleichung in (5.41) bestimmt.
Die Evolutionsgleichung von w wird dagegen direkt durch

w=(1-w)G--D + Aoy + Bong + Couy (5.60)
(4)
festgelegt, wobei G der Metriktensor in der Momentankonfiguration ist. Der erste
Summand in (5.60) wird als Wachstumsterm und die folgenden zwei Summanden als
Bildungsterm der Poren interpretiert. Fiir Porenbildung, kontrolliert durch irreversib-
le Verzerrungen bzw. Spannungen, ergeben sich die Parameter A und B wie folgt
(TVERGAARD [210], [211]):

_E-FE: wn 1[efy—en : _
A= BE, s 3 exp ( 5 [ . ) B=0 (5.61)
bzw A=B="N exp (— (om +on = UN)Q) (5.62)
' sV 2m 2s? . .

In (5.61) und (5.62) ist wy der gebildete Porenvolumenanteil, e y bzw. on die mittlere

Verzerrung bzw. Spannung bei Porenbildung, und s die Standardabweichung von
raible X e

. . o _ v . .
en—bzw.—op-—el it die-effektive—irreversible—Verzerrung—im Matrixmmaterial wmd

beschreibt in Verbindung mit oas die dquivalente irreversible Arbeit:

F-F

b = oy, oD = (1-wonueh, . (5.63)
EFE; @

Der Parameter C wird aktiv, wenn ein kritischer Wert w, erreicht wird und beschreibt

den Effekt Porenverschmelzung, d.h. (As - Materialparameter; w, - Porenvolumen-

anteil bei Bruch)

0 , wenn w < we
C = { (EE—EEtt) (_L)HA—'ELL)C , SOIlSt . (5.64)

Die irreversible Verzerrungsrate folgt aus (5.41), der FlieSlbedingung F =0, der
Konsistenzbedingung F' = 0 und den Gleichungen (5.59) bis (5.64) mit

. l 3 D D 4
(% I [—20Mg +ag} {——%Mg +ﬂ§_] g, (5.65)
—ow oF ( 0F oF EE,
_ o 2F (4
H {30‘(1 “)ga ( bw aaM) (1= w)(E—F)
(5.66)
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w : 3QQOH Boy 01
- X - z— .
« g1g2 sinh ( ) und S o + 3 (5.67)

Dieses Modell ist nicht frei von Kritik. Bildung und Wachstum von Mikroporen wird
durch Einbeziehung plastischer Dilatanz in die klassischen elastisch-plastischen kon-
stitutiven Gleichungen beriicksichtigt. Die fehlende Trennung zwischen den plasti-
schen und schadigungsinduzierten Deformationen fiihrt aber offensichtlich auf Wi-
derspriiche bei Druckbelastungen. Die Flieibedingung (5.58) unterscheidet nicht zwi-
schen Zug und Druck, d.h., ob oy positiv oder negativ ist. Um bei hydrostatischem
Druck wieder eine positive spezifische Dissipationsleistung zu erhalten, muf} die ir-
reversible Volumendilatation in (5.65) ebenfalls mit negativem Vorzeichen behaftet
sein. Wird das Matrixmaterial noch als inkompressibel betrachtet, verschwindet folg-
lich Porenvolumen. Der Wachstumsterm in (5.60) wird unter hydrostatischem Druck
daher negativ. Spannungskontrollierte Porenbildung kann sogar zu einem negativen
Porenbildungsterm in (5.60) fiilhren (B > 0 und dp < 0), d.h. nicht nur existierende
Mikroporen werden kleiner, sondern konnen vollstandig verschwinden. Prozesse der

Heilung konnten in dieser Form nicht beobachtet werden. Natiirlich, wie durch BAsTE

Nach einer Porenschliefung wiirden Mikrorisse zuriickbleiben, das Material bliebe

also geschidigt, in der Modellvorstellung von TVERGAARD und NEEDLEMAN l4ge aber
ein ungeschidigtes Material vor. Hier wird der Standpunkt vertreten, daf§i Mikrode-
fektschliefen bereits im Rahmen elastischer Deformationen erfolgt und nach einer
Entlastung wieder das urspriingliche Porenvolumen (vor der Druckbeanspruchung)
vorliegt. In jedem Fall verhindert der elastische Deformationsanteil das vollstandige
Verschwinden der Mikroporen.

Die Evolutionsgleichung von w (5.60) wird unabhingig vom Dissipationspotential F
in (5.58), das die inelastische Verzerrungsrate iiber (5.41) definiert, formuliert. Dies
hat zur Folge, dafl die makroskopischen Dilatationen Sp(D) nicht mehr ldnger wie

z.B. bei RABIER [181] oder FELDMULLER [62] nur auf die(mi{ate des Porenvolumens
w zuriickgefithrt werden kann. Dies ist aber ein offensichtlicher Widerspruch zur
Inkompressibilititsannahme fiir das Matrixmaterial.

Eine weitere kritische Anmerkung zur Evolutionsgleichung (5.60) ist notwendig. Bei

gleichem D ist der Wachstumsterm am gréfiten, wenn noch keine Poren vorhanden

1
sind ~ ein Widerspruch, Poren miissen sich erst bilden, um wachsen zu kénnen. Der
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Porenbildungsterm ist nicht explizit vom existierenden Schidigungsgrad w abhingig
und nimmt im Prozeflverlauf bei konstantem o z.B. nach (5.60) und (5.62) nur durch
plastische Verfestigung ab. Dies ist tiberraschend, da unter anderem auch die von
diesen Autoren durchgefiihrten Experimente (z.B. BECKER, NEEDLEMAN, RICHMOND
& TVERGAARD [13]) zeigen, daBl bei gleicher plastischer Verfestigung und duferer
Belastung um so weniger Defekte neu entstehen, je mehr Defekte bereits vorliegen,
da die Dissipation bevorzugt durch Wachstum als durch Bildung neuer Defekte erfolgt
(siehe auch Abschnitt 8.6).

Modifikationen des Modells (Gleichungen (5.55) bis (5.67)) durch TVERGAARD,
NEEDLEMAN und XU in [213] und [224] ersetzen g3 und w in (5.58) durch

s = q , (5.68)
" w , wenn w < W,
w ((A)) = We -+ (q% _ wc)ﬁ ’ sonst (5.69)

(6 - Radius der Flieffliche des Matrixmaterials; wp - Wert von w beim Bruch; ¢i,
A - Materialparameter). Weiterhin verwenden TVERGAARD & NEEDLEMAN [213] und

XU & NEEDLEMAN [224] von (5.60) geringfiigig abweichende Evolutionsgleichungen.
Diese Modifikation der Schadigungsvariablen fiihrt zum Verlust deren physikalischen
Interpretierbarkeit. Die in den wahren Spannungen formulierte Fliefliche reduziert
sich bis zum Brucheintritt auf einen Punkt. Das Material reduziert seine Tragfahigkeit
stetig bis zur Spannung Null beim Versagen. Dies widerspricht experimentellen
Beobachtungen, wie im Abschnitt 9.1 gezeigt. Zusétzlich zu den Modifikationen in
(5.68) und (5.69) ersetzt TVERGAARD in [212] in (5.58) opr durch

op = (1—-b)0y + boy (5.70)

mit b € [0,1]. Hier stellen o den Radius der Fliefliche des Matrixmaterials, o, die
Anfangs-Fliespannung, ops die FlieBspannung der Matrix und b, B Materialpara-
meter dar. Die Konstitutiven Gleichungen reduzieren sich fiir b = 1 auf das Modell
von GURSON [73] mit isotroper Verfestigung und fiir & = 0 auf rein kinematische
Verfestigung. Die hieraus resultierenden Anderungen der verbleibenden Gleichungen
koénnen in [212] nachgelesen werden.

Beispiele zur Entkopplung plastischer Prozesse von Schidigungsprozessen liefern
LEMAITRE [123], [124], CuaBOCHE [37] [38], [39], und LEMAITRE & CHABOCHE [127]
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(siche auch Smvo & Ju [196], [197], [198]). Zur Beschreibung elastisch-plastischer

Schiadigungsprozesse wird der folgende Ansatz der freien Energie in (5.34) verwendet:

fle, T, k1, wy = 1-w)fe, T) + fIT, w1) , (5.71)

(r) (r)
wobei w eine nicht n&her definierte Schidigungsvariable, f die freie Energie des
geschidigten Materials, f0 bzw. [0 die elastischen (siehe (5.55)) bzw. plastischen
Anteile der freien Energie f° des ungeschidigten Materials und &, die akkumulierte

plastische Verzerrung

(5.72)

K1 =

IS
IS
[l]

o)
s
o
2

ist. Dieser und der Ansatz (5.55) und (5.56) vernachlissigen die Kopplung der Schi-
digung mit plastischen Prozessen. Ansatz (5.71) ist weiterhin nur fiir skalare Sché-
digungsvariablen geeignet und 148t sich nicht problemlos auf tensorielle Variablen

verallgemeinern. Die zugeordnete thermodynamische Kraft ¥ folgt aus (5.71) mit

__9f _ L
¥ = 2L = (5.73)

Die Aufspaltung der dissipativen Ungleichung (5.36) bzw. (5.37) erfolgt entsprechend
(5.48) und (5.49) und unter Vernachldssigung schidigungsinduzierter Deformationen.
Das von LEMAITRE [123] postulierte Dissipationspotential F wird hinsichtlich der
Schadigung in der verallgemeinerten Kraft ¥ und hinsichtlich der isotropen Verfesti-
gung im verallgemeinertem Fluf} £, (siehe (5.39)) formuliert. Das Dissipationspoten-
tial F}, wird jeweils in den verallgemeinerten Kréften formuliert. Hierbei wurde bei
LEMAITRE [124] und CHABOCHE [37] der Ansatz

Ueq —Kl

Fy(e, Ki; w) = —_—, %> (5.74)
So (=Y\*t!

Fy(k1, Y; T) = - ' 5.75

G Vi 1) = 2 () (5.75)

(in [127], [38], [39] ist (5.74) und (5.75) nur unwesentlich modifiziert) postuliert (So,
Sp - Materialparameter; o, - Anfangs-Flielspannung). Die assoziierten Fliisse ergeben

sich zu:

= (5.76)

A d - _
0K, l-w ¢ ¢ Y

— 30
oo 2B A _ OF, _ ( Y) .



2.0 Demerkungen 2u aen energetiscnen ocnaalgungsKkomnzepien

K, charakterisiert die nichtlineare Verzerrungsverfestigung (FlieBflichenradius- Ande-
rung), fiir die der folgende Ansatz verwendet wird (¢; und ¢o - Materialparameter):

_ 0
Ki(ky) = E{Jil = qm}/qz . (5.77)

JU [88] modifiziert den Ansatz der freien Energie in (5.71) in folgender Weise:

fle, &1, w) = 1-w)f(g, £1) = (1-w) {fﬁ(g) + fﬁ(m)} - (5.78)
(r) (r) (r

~——

Die zugeordnete thermodynamische Kraft Y lautet nun:

of
~Y = -~ = f°. 5.79
o = ; (5.79)
Gegeniiber (5.73) stellt auch die Beriicksichtigung des plastischen Anteils von f°
eine Erweiterung dar, véllig unklar bleibt aber die Bedeutung von w. Die Schi-
digungsvariable bleibt daher ein formaler Parameter mit den bereits angefiihrten
Eigenschaften. Zur Definition des Dissipationspotentials F, wird das Potential des

ungeschidiegten Materials mit einer effektiven gpsmmmg vp‘r'nmﬂr]pf’

Fplg, k1, w) = Fy(g, k1) mit & = : (5.80)

9 F,
o K,

>

D = A% und K, = — (5.81)
Alle vorangegangenen Beispiele verdeutlichen den formalen Charakter der energeti-
schen Schidigungskonzepte. Der Vorteil dieses Konzeptes besteht in der Eigenschaft,
dafl das mechanische Materialverhalten vollstéindig durch die Angabe von zwei ska-
laren Zustandsfunktionen, die Enthalpie ¥ bzw. die freie Energie f und das Dissipa-
tionspotential ¢ (bei nichtassoziierten Materialgesetzen zusétzlich noch alle Fliisse),
definiert ist, ohne die Restriktionen der Thermodynamik zu verletzen.

Die Ansétze fiir ¥ oder (5.55), (5.71) und (5.78) fiir f beruhen auf Postulaten, de-
ren Verliufe weder experimentell identifizierbar noch verifizierbar sind (ONAT [166]).
Zwar ist die innere Energie u, aus der ¥ hervorgeht (siche Gleichung (2.67)), eine
meBbare Grofie, erfordert aber komplizierte kalorische Messungen, die sich weitest-
gehend auf homogene Prozesse beschrinken. Weiterhin existiert kein eindeutiger Zu-

sammenhang zwischen dem mechanischen Verhalten eines Materials und den hier zu
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definierenden thermodynamischen Gréfien (Onat [167]). Die Existenz des Dissipati-
onspotentials ¢ ist keine Konsequenz der Thermodynamik und des zweiten Haupt-
satzes der Thermodynamik (hier in Form von (5.36)). Das Konzept der generalized
standard materials betrachtet nur die thermodynamisch konsistenten Modelle, die
zusétzlich ein Dissipationspotential akzeptieren. Man kann nur hoffen, daf§ die ver-
bleibenden Modelle, die durch Ansétze thermodynamischer Potentiale definiert sind,
das gesuchte Materialgesetz noch mit hinreichender Genauigkeit beschreiben.

Das letzte Beispiel zeigt deutlich auf, dafl die physikalische Bedeutung der Schidi-
gungsvariablen verloren geht. Die Existenz eines Schidigungsmafles, welches sowohl
eine effektive Spannung nach (5.80) als auch die freie Energie des geschidigten
Materials ohne irgendeinen Proportionalititsfaktor definiert, ist wohl auszuschlieflen.
Als Schadigungseffektmafe dienen die eingefiihrten Variablen als freie Parameter zur
Anpassung an das makroskopische Materialverhalten.

Bisher wurden aus gutem Grund ausschliefflich skalare Schidigungsvariable verwen-
det. Die starke Richtungsabhingigkeit der Schidigungsevolution erschwert dieses Vor-
gehen, da der vollstindige Spannungszustand in F' aus (5.46) beriicksichtigt werden
muf} (ONAT [167]; BoDNER & CHAN [28]). D.h. auch die irreversiblen Verzerrungsra-

ten sind nicht linger nur von dér ersten Spannungsinvarianten Sp(S) und der zweiten

Invarianten des Spannungsdeviators o., abhingig. Soll verhindert werden, daf bei
einer orientierten Schidigung in einer beliebigen Richtung bei Druck eine Schédi-
gungsevolution erfolgt, geniigt weder eine einzige Flielbedingung F' nach (5.46) noch
deren Aufspaltung (5.51) und (5.52). Jede Richtung n; € £&; (i = 1,...,k) (siehe
Anhang 3) muf} separat eine gesonderte FlieBbedingung erfiillen.
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6. Mikromechanisch begriindete Schiadigungsmodelle,
Analogie-Modelle

6.1 Mikromechanisch begriindetes Materialverhalten

Im Rahmen mikromechanisch begriindeter Schidigungsmodelle® werden die materi-
alabhingigen Gleichungen des geschidigten Materials mehr oder weniger direkt aus
der Mikrostruktur formuliert. Ausgangspunkt ist das konkrete Studium der die Sché-
digung verursachenden, in der Regel idealisierten mikroskopischen Elementardefekte,
deren Eigenschaften, mikromechanisches Verhalten und eventuelle Weiterentwicklung

(Bildung, Wachstum und Verschmelzung) im reprisentativen Volumenelement AV

(z.B. JANSSON & STIGH [86], INEMAT-NASSER & OBATA [162], BECKER [14], LEMAITRE
& DUFFAILLY [128]).

Der Ubergang von den aktuellen Makrofeldern zu den aktuellen Mikrofeldern, die
durch den Index m gekennzeichnet werden, erfolgt durch eine Lokalisierungsproze-
dur. Mit dem Begrift aktuell wird der Zeitpunkt ¢ verbunden. Der umgekehrte Weg
von der Betrachtung der Mikrofelder in AV zu den durch die Konstitutiv- und Evolu-
tionsgleichungen beschriebenen Makrofeldern (quasi-makroskopische Konstitutivge-
setze - BECKER & GRross [15]) erfolgt durch eine geeignete Mittelungsprozedur bzw.
Homogenisierung der Mikrofelder MaucIn [139] (Abbildung 7). Die einfachste Form

wenn =, ein beliebiges Mikrofeld darstellt. In Anhang 2 wird die von BRUHNS
& DieHL [31] verwendete gewichtete Mittelwertbildung beschrieben (Gleichung (5)

Hiufig werden diese Modelle auch als mikromechanische Schidigungsmodelle be-
zeichnet, obwohl die resultierenden Gesetze wieder phinomenologischen Charakter

besitzen.
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Anhang 2). Diese besitzt die Eigenschaft, dafi die Randbedingungen von AV einen
geringeren Einflu haben als bei ungewichteter Mittelung. Werden beliebig viele
Teilvolumina V¢ eingefithrt (o beliebig), lautet (6.1)

= 1 / = 1 / =
KEBm>= — EndV + — En dV (6.2)
AV (VM) AV % ( a)

Thermodynamik mit in-
g neren Zustandsvariablen (9)
KRR OO 1 A AR AR
A | /S
S/ / 4 /
J/ / Konstitutive Annahmen / /
et / / — |auf der Makroebene —* / / J/ 8t+At
/
Voot A oo
RN e Y
: g g
Lokalisierung T
Homogenisierung bzw.
l M|ittelwertbi1dung Homogeni|sierung
Wachstum /\
Qt mikromechanisch ] Qt+At
aktuelle Mikrofelder neue Mikrofelder

Abbildung 7: Formulierung der materialabhéngigen Gleichungen
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6.1.1 Materialgesetze aus der Mikrostruktur, Homogenisierung

Eine mikromechanische Modellierung makroskopischen Verhaltens mufl wieder auf
Gesetze fithren, die nicht gegen Gesetze der Physik, gegen anerkannte Grundprinzi-
pien makroskopischer Theorien verstofit und mufl qualitativ wieder auf das makrosko-
pisch beobachtete Verhalten fithren. Im Rahmen einer Plastizitdtstheorie geschidig-
ter Materialien sollte z.B. die FlieBfliche wieder konvex sein und die Normalenregel
gelten. (Die Giiltigkeit der Normalenregel folgt aus den Untersuchungen von BERG
[19] und wird auch in vielen Arbeiten, z.B. ROUSSELIER [188], bestétigt; wenn das
Matrixmadterial der Normalenregel folgt, gilt dies auch fiir ein portses Medium.)

Die makroskopischen Gesetze hangen nicht nur von der inneren Struktur (z.B. vom
Gefiige bei Metallen oder der Matrix-Faser- Anordnung bei Faserverbundmaterialien),
sondern auch von der Wahl der Geometrie von AV, den Randbedingungen auf dessen
Oberfliche O(AV) und der speziellen Lokalisierungs- und Homogenisierungsprozedur
ab. Z.B. wiirde eine quadratische Anordnung von Fasern bzw. eine einfache kubische
Anordnung von Teilchen nicht automatisch auf transversal-isotropes bzw. isotropes
makroskopisches Verhalten fithren. Um Transversal-lIsotropie zu erhalten, ist eine
hexagonale Symmetrie von AV erforderlich (RAMMERSTORFER. [183]; ZAVALIANGOS

& ANAND [226]; SuQuET [202]). Im Rahmen einer Schidigungstheorie gelten die
selben Bedingungen, wenn Fasern und Teilchen z.B. durch Mikrorisse und -poren
ersetzt werden. Die Geometrie von AV reprisentiert in einer speziellen Weise
bereits einen inneren Zustand MAUGIN [139]. Weiterhin existieren keine definierten
Randbedingungen. Die vorgegebene makroskopische Last ist kein Wert an definierten
Punkten in AV bzw. auf 8(AV'), sondern der Mittelwert eines Feldes. In diesem Sinne
ist das betrachtete Problem schlecht gestellt Mauain [139] (das Makroverhalten mufl
bereits in gewissem Grade bekannt sein, um es aus einem mikromechanischem Modell
herleiten zu kénnen).

Weitere Einschrinkungen der mikromechanischen Modellierung ergeben sich aus der
Forderung, dafl die makroskopischen Spannungs- und Verzerrungstensoren (d.h. bei-
spielsweise ¢ =< a. > bzw. 8 =< gm > und g =< £ >) aus den entsprechenden
homogenisierten Mikrofeldern wieder arbeitskonjugierte Groflen darstellen miissen

(NEMAT-NASSER [161]);
qu):g..g—_—<gm>..<_2m>:<pmu')m> ) (6.3)

Diese Bedingung wird auch als Prinzip der Makrohomogenitit von Hill und Mandel
bezeichnet MaucIn [139]. Analog gelte (6.3) u.a. auch fur die dissipierte Energie, die
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spezifische freie Enthalpie ¥, freie Energie f, die innere Energie u etc. Die Eigenschaft

(6.3) erlaubt die Bestimmung der reversiblen Verzerrung bzw. der Spannung nach

ov 0 <V¥>
= 07 = = = — 0= ~=~
g = p8§ <eg> pa<§> (6.4)
(r) = (r) =
entsprechend Gleichung (2.72) bzw. nach
of a9 <f>
s =5 =<s>= AT (65

(r) (r)

was z.B. durch GURSON [73], ONAT [165] oder JANSSON & STIGH [86] zur Homogeni-
sierung der entsprechenden Gréflen angewendet wird.
DieHL [58] und MAucIn [139] geben an, unter welchen Voraussetzungen Randbedin-
gungen bisher erfolgreich untersucht wurden;
- Periodizitdtsbedingungen fiir periodisch inhomogene Kérper und
- homogene Randbedingungen fiir die Mikrofelder von g und g (siche z.B.
auch BISCHOFF-BEIERMANN [26]).

Bei diesen weitreichenden Einschrdnkungen erscheint die Forderung nach ver-

nachlissigbaren Tragheitskriften von untergeordneter Bedeutung. Die Anordnung
geometrischer Defekte ist allgemein stochastisch und nicht reguldr bzw. periodisch
(Krascivovic [103]). Auch sind allgemein sowohl der Spannungsvektor t,,, als auch
das Geschwindigkeitsfeld v,, auf einer beliebigen Oberfliche d(AV) inhomogen
und z.B. durch den fortschreitenden Schidigungsprozefl Schwankungen unterworfen.
Naherungsweise homogene Randbedingungen liegen nur bei geringen Defektdichten
Vvor.

Da die Vorgabe einer Geometrie von AV und von Randbedingungen erforderlich
ist, muf} erstere z.B. im Mittel mit den zu erwartenden Anderungen der Materi-
alsymmetrien iibereinstimmen. Homogene Randbedingungen haben sich im Rahmen
ungeschadigter Materialien bewéhrt, und es liegt nahe, diese auch fiir geschidigte Ma-
terialien zu verwenden (z.B. homogene Spannungsrandbedingungen durch JANSSON
& STIGH [86] und ONAT [165]).

Im Zusammenhang mit Homogenisierungen mufl auch die Arbeit von BAZANT [7]
angefiihrt werden. BAZANT kommt nach der Mittelwertbildung zu dem Schlufi, dafl
die Kontinuumsschédigung ein nichtlokales Phinomen ist. Der Argumentation in
dieser Arbeit kann unabhéngig davon, dafi das verwendete Volumenelement nicht als

repriasentativ gilt, nicht gefolgt werden. Bei genauerer Betrachtung 1488t sich hier die
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Abhingigkeit der effektiven Nachgiebigkeit von einer charakteristischen Lénge | auf
den Faktor {73 reduzieren. Die betreffende Grofie ist - wie jede Kontinuumsvariable

- ein Volumenmittelwert.

6.1.2 Formulierung eines Materialgesetzes

a) homogene Randspannungsverteilungen

Wird die Oberfliche 8(AV) von AV durch einen homogenen Spannungsvektor t,,
belastet, d.h.
=g, n (6.6)

2m

0
mit n als duflerer Flichennormale von 9(AV) und o, als konstantem rédumlichen
Spannungstensor, dann ergibt der Mittelwert nach (6.1) des inhomogenen Mikrofeldes
o gerade wieder den homogenen Spannungstensor 2%
1

g =<ag >= — o dAV) = . . 6.7

Das aus dem homogenen Spannungstensor o resultierende Geschwindigkeitsfeld v,

ist sowohl im Inneren von AV als auch auf (AV) inhomogen, d.h. v,,, # L o Xms
wobei X,,, der Ortsvektor auf der Mikroebene (X,,, € AV) und L, ein konstanter
rdumlicher Geschwindigkeitsgradient mit
1
L =<L >=——/ L d(AvV) . 6.8)
=0 =m AV (AV) =m ( (
ist. L, entspricht gerade den iiber 9(AV) gemittelten Werten von L, und bei

ungeschidigten Materialien kann angenommen werden, daf gm an den Rindern von
AV nur wenig von L abweicht (BISCHOFF-BEIERMANN [26]).

b) homogene Randgeschwindigkeitsverteilungen

Wird die Oberfliche 9(AV) von AV hingegen durch ein homogenes Geschwindig-
keitsfeld v,,, belastet, d.h. v, = D -X,,, dann folgt analog Gleichung (6.7)

D=<D >= D d(AV) = D (6.9)

—A—V (AV) —m 0

fiir den Mittelwert des Geschwindigkeitsgradienten. Wird die aus éo resultierende
inhomogene Spannungsverteilung t,,, iiber die Oberfliche von AV gemittelt (erstes
Moment), kann der Mittelwert durch g,-n und Gleichung (6.7) beschrieben werden.
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Bei Vorgabe homogener Spannungs- oder Geschwindigkeitsverteilungen auf G(AV)
folgt mit Gleichung (6.1) und aus den obigen Definitionen die Homogenisierungsvor-
schrift

I

=<g >
=<D, > (6.10)

=<W >
—m

e
I

<L > &
=m

1= 1o

Randbedingungen nach a) und b) fithren allgemein auf verschiedene makroskopische
Materialgesetze, es sei denn, es werden selbstkonsistente Verfahren zur Bestimmung
der Mikrofelder verwendet MAUGIN [139].
Das weitere Vorgehen zur Formulierung makroskopischer Materialgesetze 148t sich in
5 Schritte unterteilen:

(i) Modellierung des Matrixmaterials,

(i1) Modellierung der Mikrodefektkonfiguration,

(iii) Definition eines Schidigungsmafles auf der Mikro- und Makroebene,

(iv) Definition der Schidigungsevolution auf der Mikro- und Makroebene und

(v) Ermittlung der Mikrofelder.
Jeder der einzelnen Schritte ist mit allen weiteren gekoppelt. So schrénken die Berech-

nungsmoglichkeiten der Mikrofelder die Modellierung des reprasentativen Volumen-
elementes auf einen nicht allzu komplizierten Aufbau ein. In jeder der betrachteten
Arbeiten waren die einzelnen Schritte (i) - (v) mit unterschiedlichen N&herungen,
Annahmen, Einschrankungen und Vorgehensweisen (Ldsungsmethoden) verbunden.
Eine globale Einschitzung der verwendeten Methoden oder ein Vergleich unterein-
ander ist kaum moglich. Jedes einzelne Modell miifite hinsichtlich seiner Vor- und
Nachteile gesondert betrachtet werden. Im folgenden Abschnitt kann daher nur ein
Uberblick iiber die in der betrachteten Literatur verwendeten Methoden angegeben
werden.

Zur Erleichterung der Losung wird oftmals ein Weg eingeschlagen, bei dem ein
reprisentatives Volumenelement AV durch ein fiktives bzw. dquivalentes Volumen-
element ersetzt wird. Die resultierenden Modelle werden an dieser Stelle als Ana-
logiemodelle bezeichnet und in einem folgenden Abschnitt anhand von Beispielen
untersucht.
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6.2 Bemerkungen zu mikromechanisch begriindeten
Schéadigungsmodellen '

Entsprechend Abschnitt 2.2 kdnnen Mikrodefekte die Gréflenordnung weiterer Struk-
turelemente (bei Metallen entsprechend einzelne Korner oder Einschliisse, etc.) be-
sitzen. In diesem Fall miiite AV als Korper modelliert werden, der aus diskreten
Bausteinen zusammengesetzt ist. Es muf} nicht betont werden, daf der erforderliche
Berechnungsaufwand und experimentelle Aufwand zur Bestimmung der notwendi-
gen Materialkennwerte auf der Mikroebene die heutigen Moglichkeiten iiberschreitet.
Existierende Untersuchungen beschrénken sich auf wenige Kérner und Defekte (z.B.
STOWELL [200]; KrZEMINSKI [108]).

In mikromechanisch orientierten Arbeiten wird das Material, das die Defekte umgibt,
ndherungsweise wieder durch ein Kontinuum beschrieben und nicht als diskrete Struk-
tur. Das Verhalten der Materialmatrix wird durch makroskopische Materialgesetze
definiert. Die Entstehung und Ausbreitung der Mikrodefekte in AV unterliegt somit
Gesetzen, die im Rahmen der Analyse geometrischer Unstetigkeiten eines Kontinu-
ums untersucht werden kénnen (NAJAR [158]). Im Regelfall wird die Materialmatrix

wie bei NEMAT-NASSER & OBATA [162] oder JANssON & STiGH [86] als ungeschidigt
betrachtet. TVERGAARD [210] betrachtet auch diese als geschiddigt und beschreibt
sie durch Materialgesetze, die erst bestimmt werden sollen. Dieses Vorgehen kann
daher nur qualitative Aussagen liefern (Benson [17]). Ob fiir die Materialmatrix Ge-
setze der makroskopischen Kontinuumstheorie verwendet werden konnen, ist zwar
eine grundséatzliche Frage, die aber fiir ingenieurtechnische Probleme von geringerer
Bedeutung ist.

Mikrodefekte liegen in einem reprasentativen Volumenelement AV in sehr grofier An-
zahl vor, sind hierin stochastisch verteilt und unterscheiden sich hinsichtlich Grofie
und Orientierung, wobei eine Vorzugsorientierung auftreten kann. In der Literatur
werden aber meist Mikrodefekte verwendet, die gleiche Grofle und Orientierung be-
sitzen und periodisch in AV angeordnet sind (z.B. JANSSON & STIGH [86]; BAZANT
[7); Hurt [81]). Mehrere Arbeiten haben sich der Untersuchung der Effekte gewidmet,
die bei Anderung der Mikrodefektanordnung bei gleichzeitig konstantem makroskopi-
schen Schidigungsmafl auftreten. M.KacHANOV [93] betrachtete ebene Probleme mit
unterschiedlichen Verteilungen und Orientierungen einer festen Anzahl von Rissen der
selben Lange in einer linear elastischen Matrix. Es zeigte sich, dafl die mittleren Ver-
schiebungsdiskontinuitéten durch die Risse und somit auch die effektiven Elastizitéts-
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moduli relativ unempfindlich gegeniiber den Wechselwirkungen der Risse sind. Hin-
gegen war ein instabiles Verhalten der Bruchparameter (hier Spannungsintensitits-
faktoren) zu beobachten. Die Ursache dieses Verhaltens liegt in der Definition der
bruchbezogenen Groflen durch die lokalen Mikrofelder, hingegen sind die effektiven
elastischen Eigenschaften durch Volumenmittelwerte definiert. Eine Untersuchung
von Porenverteilungseffekten in einer duktilen Matrix erfolgte u.a. durch NEEDLEMAN
& KusHNER [159], BENsON [17], QiU & WENG [180] oder Xu & NEEDLEMAN [224]. Die
Ergebnisse lassen sich in folgender Weise zusammenfassen. Elastische Eigenschaften
besitzen eine geringe Empfindlichkeit gegeniiber Anderungen der Porenanordnung.
Das plastische Verhalten wird hingegen signifikant beeinflufit. Dieser Effekt ist vor
allem durch die Empfindlichkeit der Flielspannung determiniert. Auch die Festig-
keit des Materials wird durch die jeweilige Porenverteilung bestimmt, was auch die
Bruchdehnung in starken Mafle streuen lafit. Der Porenverteilungseffekt wachst mit
sinkendem Porenvolumenanteil (NEEDLEMAN & KUSHNER [159]) oder sinkender Po-
renanzahl (Benson [17]). Die Variationen der Versagensspannung durch Arderung
der Porenverteilung sind vergleichbar mit den Variationen durch Verdopplung des An-
fangsporenvolumenanteils. Periodische Anordnungen der Mikrodefekte in AV sind

& SticH [86]). Hinsichtlich plastischer Deformationen oder des Versagensverhaltens
liefern periodische Anordnungen zu hohe Werte fiir die Fliespannung oder die Bruch-
dehnung (NEEDLEMAN & KUSHNER [159]). Zur Beriicksichtigung statistischer Schwan-
kungen von Orientierung und Anordnung der Mikrodefekte schlagen ONAT [165] und
M.KacHANOV [93] einen Weg vor, der die mehrmalige Berechnung der Mittelwerte
der Mikrofelder mit jeweils geAnderter Defektverteilung in AV beinhaltet.

Neben der Modellierung durch periodische Defektanordnungen beschrénken sich
andere Autoren auf geringe Defektdichten, um Wechselwirkungen zwischen den
Defekten auf ein Minimum zu reduzieren. In diesen Fillen kann das Problem der
Bestimmung des makroskopischen Verhaltens auf die Bestimmung des Einflusses
eines einzelnen Mikrodefekts in einem Teilvolumen V¢ von AV reduziert und
somit vereinfacht werden. Mit Hilfe der Homogenisierungsvorschrift (6.2) kénnen
dann die gesuchten makroskopischen Beziehungen erhalten werden. Ein Uberblick
zu Losungsvorschldgen bei Mikrorissen und flachen Poren geben NEMAT-NASSER, YU
& Hori [160] an. Weitere Beispiele fiir dieses Vorgehen sind die Arbeiten von NEMAT-
NASSER & OBATA [162] fiir schwache Verteilungen von Risse in spréden Materialien,
von ONAT [165] fiir schwache Verteilungen kreisférmiger flacher Poren in elastischer
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Matrix oder von Qiu & WENG [180] fiir Poren in elastisch-plastischer Matrix.

Die Bestimmung der Mikrofelder mit oder ohne Beriicksichtigung der Defekt-
Wechselwirkungen ist fiir allgemeine dreidimensionale Zusténde ein sehr komplexes
Problem, das meist nur durch numerische Naherungsverfahren zu l6sen ist. Ande-
rerseits existieren einige Verfahren, die eine Ermittlung der Mikrofelder auch auf
analytischem Wege zulassen. Einige dieser Verfahren, z.B. die Einfithrung komple-
xer Spannungsfunktionen nach Muskhelishvili (siehe TirosH & MILLER [206]; HAHN
[74]), lassen sich nur fiir relativ einfache ebene Probleme erfolgreich angewenden.
Wie auch immer, eine erste Vereinfachung des Problems 148t sich mit Hilfe einer
Integraltransformation erzielen. Die vorhandenen partiellen Differentialgleichungen
der Urbildfunktion z(t) werden mit Hilfe der Integraltransformation in gewohnliche
Differentialgleichungen iiberfiihrt, was die Losung fiir die Transformierten (Bildfunk-
tion £(s)) vereinfacht. Die Urbildfunktion ist dann durch die Bildfunktion eindeutig

bestimmt. Eine Integraltransformation einer Funktion z(t) ist allgemein durch

b
i(s) = / z(t) K(s,1) dt (6.11)

definiert. Haufig werden keine endlichen Integraltransformationen verwendet (a. = =0

und b = o00). Die Integraltransformationen unterscheiden sich in der Wahl der
Funktion K. Die wichtigsten Integraltransformationen sind:

Laplace-Transformation (£7)
LT (@) = / o(t) e=ot dt (6.12)
—0

Fourier-Transformation (F7)

FTa) = o= [ att) e (6:13)

(i - komplexe Zahl). Die Riicktransformationen lauten:

1 100

LT ' z) = #(s) e ds (6.14)

27T J oo

FTz) = \/_%/_00 i(s) et ds . (6.15)

Die durch Integraltransformationen hergeleiteten Integralgleichungen lassen sich

nicht immer in geschlossener Form 16sen, hier ist man wieder auf numerische Lésungen
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angewiesen, F{ir einige ebene oder rotationssymmetrische Probleme linearer Elasti-
zitat sind Losungen vor allem aus der Bruchmechanik bekannt.
Neben den exakten analytischen Loésungsmethoden wurden auch Methoden ent-
wickelt, die auf Ndherungsannahmen basieren, so dafl das Problem wieder auf analy-
tischem Wege geltst werden kann. Da sie nur mit den Mittelwerten der Mikrofelder in
den einzelnen Komponenten (hier Matrix und Defekte) in AV arbeiten, werden diese
auch als mean field theories bezeichnet (RAMMERSTORFER [183]) und eignen sich als
Né&herung fiir die betrachteten Probleme. Diese Methoden wurden zur Beschreibung
effektiver Eigenschaften von Polykristallen, Materialien mit Inhomogenitdaten und
Kompositen entwickelt. Die Mikrodefekte kénnen nun als Bereiche V' mit verschwin-
dender Steifigkeit betrachtet werden. Nicht alle Methoden eignen sich zur Beschrei-
bung von Materialien mit Mikrodefekten. Die Vielzahl von Losungsvorschlagen 146t
sich auf wenige grundlegende Ansétze zuriickfithren. Diese grundlegenden Ansétze
lassen sich jeweils zu den drei im Abschnitt 6.1.2 dargestellten Moglichkeiten zur
Formulierung eines Materialgesetzes zuordnen. _
(i) Wird ein konstantes Spannungsfeld in AV (Sachs, Reuss) vorgegeben, 148t sich
die Verzerrungsgeschwindigkeiten D  mit Hilfe der Materialgesetze der Matrix

1md der Defekte ermitteln und som;t_a,ugh_g_-x_gm—>—Ln—MarteHahe&ﬂm———
Mikrodefekten kénnen grofie Abweichungen vom homogenen Spannungszustand

auftreten. Da die Defekte eine verschwindende Steifigkeit besitzen, strebt D

und folglich auch D gegen Unendlich. Diese Annahme muf} in dieser Situation

verworfen werden.

(ii) Wird ein konstantes Dehnungs- bzw. Verzerrungsgeschwindigkeitsfeld in AV
(Taylor, Voigt) vorgegeben, lassen sich die lokalen Spannungen ¢ und hier-
aus die makroskopischen Spannungen g =< a > ermitteln. Die Gleichge-
wichtsbedingungen sind hier an den Porenrdndern nicht erfiillt. & ist eine obere
Schranke fiir den realen Spannungszustand. Wird z.B. an dieser Stelle mit V¢
das Volumen einer Mikropore bezeichnet, mufl in V¢ die Mikrospannung o

verschwinden. Fiir die makroskopische Spannung ergibt sich mit (6.2)

v -
<o >= — o dV = o dV . (6.16)
—m AV (V) —m Vi + Z(a) Vo (Vi) =m

Aus (6.16) folgt, dafl Anisotropien durch die Form der Mikroporen nicht
beriicksichtigt werden. Diese Annahme eignet sich daher nicht zur Beschreibung
schidigungsinduzierter Anderungen der Anisotropierichtungen.

(iii) Zur Bestimmung effektiver Eigenschaften von Polykristallen und Materialien
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mit Inhomogenititen wurde eine Klasse von Methoden entwickelt, die un-
abhéngig von den gewéhlten Randbedingungen (o, oder D ) gleiche makro-
skopische Materialgesetze liefern und als selbstkonsistente Methoden bezeichnet
werden. Die grundlegenden Ideen dieser Methodik lassen sich auf eine Arbeit
von ESHELBY [61] (siche BISCHOFF-BEIERMANN [26]) zuriickfiihren und beruhen
auf der Lésung des Einschlufiproblems fiir linear-elastisches Materialverhalten.
Selbstkonsistente Methoden lassen sich auch erfolgreich zur Bestimmung effektiver
Eigenschaften geschidigter Materialien verwenden (z.B. Huang, Hu & CHANDRA [80]
— Mikrorisse in elastischer Matrix; JANSSON & STiGH [86] — Mikroporen in elastischer
Matrix; Qiu & WENG [180] — Mikroporen in elastisch-plastischer Matrix). Der hierfiir
zugrunde liegende Ansatzpunkt soll kurz dargestellt werden. Das Einschlufiproblem
beinhaltet die Ermittlung der Spannungen und Verzerrungsgeschwindigkeiten einer
Inhomogenitdt V¢ in einer kontinuierlichen Matrix mit Randern im Unendlichen, die
homogen belastetet werden. Die Matrix wird durch die gesuchten makroskopischen
Materialgesetze beschrieben. Wird der Einschlu3 durch Matrixmaterial ersetzt und
erfahrt der Bereich V¢ eine spannungsfreie Transformationsdehnung Tga wurde
das Einschlufiproblem durch ein Transformationsproblem ersetzt. Der transformierte

Bereich wird auf seine urspriingliche Gréfle-durch-eine-homogene-Spannung

TO’ — __(g(‘l))—l'_Tg

g, E_ (6.17)
deformiert und in die Matrix eingesetzt. Wird nun dem gesamten Korper eine
homogene Spannung g* iiberlagert, lassen sich die homogenen Spannungen o, und
Verzerrungen g  im Transformationsbereich nach KrONER [107] und Jansson &

STicH [86] wie folgt angeben:

1
g, = g° +EY [8——2/ za(g (%)) dA — zal(g (2°))
s Sa
= g® + EW [goo _ Ea] (6.18)
e — goo + TE.'

(2 bzw. le) - Materialgesetz bzw. Eshelby-Tensor 4. Stufe des Einschlusses «). :E__gl)
ist eine Funktion der Eigenschaften der Matrix und der Geometrie des Transforma-
tionsbereiches. Neben der Homogenisierung tiber AV nach (6.2) erfolgt diese auch
iiber den Raum aller Orientierungen von V¢ und liefert die Gleichungen zur Bestim-
mung der effektiven Eigenschaften des makroskopischen Kontinuums.

Die Losung nach Eshelby ist fiir verschwindende Volumenanteile }: z‘“{% der

Einschliisse giiltig. Befriedigende Ergebnisse werden nach RAMMERSTORFER [183]
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noch mit Z(a) X—; < 0.1 erhalten. Erweiterungen der selbstkonsistenten Methoden
zur Beriicksichtigung von Wechselwirkungen zwischen den Einschliissen basieren
auf der Arbeit von Morl & TANAKA [147]. Fiir die mittlere Spannung in der
Materialmatrix mit vielen von Form und Volumen identischen Einschliissen V¢ 146t

sich der folgende Ausdruck angeben:

ye »
(@)

o4

Sind nun die Inhomogenitéten keine Einschliisse oder Monokristalle, sondern Mikro-
poren, unterscheidet sich das weitere Vorgehen kaum. Die Transformationsdehnung
Tga muf} hier so bestimmt werden, dafl im Transformationsbereich V¢ die Span-
nungen verschwinden. Fiir das weitere Vorgehen wird auf die angefithrte Literatur
verwiesen.

Zur Umgehung der oben beschriebenen Schwierigkeiten bei der Definition von AV
und bei der anschlieenden Lésung wird in den Arbeiten von BRUHNS & DIEHL [31]
und DieHL [58] ein von den bisherigen Methoden abweichender Weg eingeschlagen.

Ein Mikrofeld der Schidigung und alle weiteren Mikrofelder werden ad hoc ein-

gefithrt. Die Mikrofelder werden hierbei bei Annahme geringer Ausdehnung der V¢
(V* <« AV) in quasihomogene Anteile und lokale Stérungen aufgespalten (siehe
auch Anhang 2): ——

ve o .
B = Sghom(X) + ZA—V AZ, 6(X' —X1) . (6.20)

Das Mikrofeld (6.20) wird in eine Taylorreihe entwickelt, so dafl nach der Homoge-
nisierung alle makroskopischen Felder H wieder als Reihenentwicklungen vorliegen,
z.B. fiir ein Skalarfeld

H = H + H° + divE' + ... . (6.21)

Das erste Glied H; kann als quasihomogener Anteil des Feldes H betrachtet werden.
Alle weiteren Reihenglieder werden als Momente j-ter Ordnung interpretiert, mit
deren Hilfe sich lokale Spannungs- und TemperaturerhShungen, etc. beschreiben
lassen. Das Schidigungsfeld besitzt keinen quasihomogenen Anteil. Die Momente,
fiir die noch Evolutionsgesetze eingefithrt werden miissen, sind zulissige Variable, da
sie Mittelwerte iiber AV sind.
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Mikromechanisch orientierte Schidigungskonzepte konnen zumindest qualitativ alle
beobachtbaren Phinomene beschreiben. Die vielen N&herungsannahmen erfordern
aber auch weiterhin eine quantitative Anpassung an phinomenologische Experimente
auf der Makroebene. Weiterhin sind immer noch phanomenologische Ansétze fiir die
Schédigungsevolution notwendig. Gesetze zur Bildung neuer Defekte liegen nicht vor,
und auch die Wachstumsgesetze vorhandener Defekte sind beschriankt. Wesentliche
Fortschritte bei der Beschreibung der Schidigungsevolution auf der Mikroebene
lassen sich nur dann erzielen, wenn die Materialmatrix nicht linger als Kontinuum
betrachtet wird. Eine Konsequenz wire eine unstetige Schadigungsevolution auf der
Mikroebene.

6.3 Analogie-Modelle

In den vorangegangenen Ausfiihrungen zu mikromechanisch begriindeten Schadi-
gungsmodellen wurde implizit davon ausgegangen, dafl der Aufbau des verwendeten
reprasentativen Volumenelementes AV, von statistischen Schwankungen abgesehen,

die Charakteristik der mikromechanischen Beobachtungen auch im Detail wiedergibt.

Diese detailgetreue Wiedergabe ist jedoch mit einem erheblichen Berechnungsauf-
wand verbunden. In Hinblick auf das makroskopische-phdnomenologische Verhalten
werden in Analogie-Modellen die stochastisch verteilten Mikrodefekte und die resul-
tierenden makroskopischen Phinomene innerhalb von AV durch fiktive bzw. dqui-
valente Defekte (meist einzelne Risse oder Poren) simuliert (BECKER & Gross [15]).
Grofle und Orientierung der fiktiven Defekte werden so gewéhlt, dafl eine grofitmogli-
che Ubereinstimmung mit den makroskopischen Eigenschaften der realen Mikrode-
felcte erzielt wird und alle im Experiment beobachteten Phinomene zumindest qua-
litativ beschrieben werden kénnen.

Mit Hilfe dieser Modelle lassen sich keine Aussagen iiber Mikroprozesse gewinnen,
z.B. werden Wechselwirkungen zwischen einzelnen Defekten in der Regel nicht be-
trachtet. Im Rahmen einer Schidigungstheorie und bei der Betrachtung von Versa-
gensprozessen sind gerade die Abweichungen von den Mittelwerten der Mikrofelder
von besonderer Bedeutung. Ein weiterer allgemeiner Nachteil der Analogie-Modelle
besteht in der fehlenden Moglichkeit, die postulierten Schidigungsverlaufe zu veri-
fizieren, da die fiktiven Defekte nicht direkt mefibar sind. Insofern sind die Grofien
zur Charakterisierung der fiktiven Defekte auch als Schadigungseffektmafle auf der

Makroebene zu bezeichnen.
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Beispiele fiir Analogie-Modelle, in denen die fiktiven Defekte durch einzelne Poren
modelliert werden, sind die Arbeiten von GURsON [73] bzw. Cocks & AsSHBY [47] mit
plastischem bzw. Kriechgrundverhalten der Materialmatrix.

GURSON [73] untersucht plastisches Flieflen von Materialien unter Beriicksichtigung
von Bildung und Wachstum von Mikroporen. Hierbei werden die in Abbildung 8
dargestellten fiktiven Elementarzellen zur Modellierung der plastischen Fliefbedin-
gung F' und der Normalen-Fliefiregel nach (5.54) verwendet. Die Materialmatrix ist
als isotropes starr-plastisches Kontinuum modelliert und gehorcht der von Mises-
FlieSbedingung. In AV wird ein in gewissen Grenzen beliebiges Geschwindigkeitsfeld
V,, vorgegeben und eine obere Schranke fiir < g > ermittelt, wobei g  das v,,
verursachende Spannungsfeld ist. Das Vorgehen entspricht nicht den Ausfithrungen
in Abschnitt 6.1.2 und fiihrt auf keine eindeutige Losung.

Nach Gleichung (2.64) und (6.3) folgt fiir die makroskopische Spannung g

0 D
o pu 1 / ()
o =<ag >= = o (D) d(AV). 6.22
(») (»)
a) Z b)

Abbildung 8: Fiktives Volumenelement AV mit a) langer kreiszylindrischer und

b) kugelformiger Pore

Die Porengeometrien sollen den experimentell beobachteten Formen der Mikropo-

ren entsprechen, definierte Isotropien hervorrufen (totale Isotropie — Abbildung 8a
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und Transversalisotropie Abbildung 8b) und durch ihre Symmetrieeigenschaften die
Analyse vereinfachen GuRson [73]. Véllig unklar bleibt jedoch, wie die Gréfie der
fiktiven Poren zu definieren ist. Hierbei soll einerseits der Porenvolumenanteil w der
fiktiven Elementarzellen mit realen Materialien iibereinstimmen, und andererseits
sollen auch Wechselwirkungen zwischen benachbarten Poren in irgendeiner Weise
beriicksichtigt werden. Die Definition des Fliebeginns ist in dieser Arbeit ebenfalls
unbefriedigend. Zwei Varianten werden angeboten: das Matrixmaterial mufl nur teil-

weise oder vollstindig plastifizieren, d.h. nach GUrsoN kann

<Dm># 0 aber D =
(p) )

[~

gelten. Dies widerspricht der Forderung einer Kontinuumstheorie, dafy die makrosko-
pischen Groéflen Mittelwerte eines Mikrofeldes sind.

Mit Hilfe der angefiihrten Annahmen leitet GURSON [73] mehrere konvexe Fliefibe-
dingungen F' her, die plastisches Flieflen bei kleineren Makro-Spannungen o als bei

ungeschidigten Materialien voraussagen und sich wie folgt zusammenfassen lassen:

F = Cegv(w, D) (“qu + Flw,22) =0 (6.23)
(p) \ 90/ g0

(oo - Fliefspannung des Matrixmaterials; Ceq, und F” - Funktionen der &ufleren

Belastung und des Porenvolumenanteils). Wird der Flieibeginn mit vollstandiger

Plastifizierung des Matrixmaterials verbunden, ergeben sich z.B. fiir Abbildung 8a

die Funktionen

3
F' = 2wcosh (50_—0'}{) -1 - w? und Cego = 1
0

und fiir Abbildung 8b

3
F' = 2w cosh (£30H) -1 - w?,
20’0

(14 3w + 24w8)? fiir R :3 =0 bzw. ebener Verzerrungszustand
P

Ce v
? 1 fir D11 = D9y bzw. Axialsymmetrie.

(p) (p)
Keine der betrachteten Fliebedingungen kann mikrophysikalisch begriindet wer-
den, vielmehr miissen hierzu phdnomenologische Messungen herangezogen werden.

Dariiber hinaus bleiben weitere Fragen offen. Da hier nur ein skalares Schadigungsmaf
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fiir beide Porengeometrien verwendet wird, das sowohl den isotropen als auch aniso-
tropen Zustand beschreiben soll (Abbildung 8a bzw. 8b}, versagt das Gurson-Modell
bei Anderungen von Materialsymmetrien. Der Porenvolumenanteil w definiert den
inneren Schidigungszustand nicht eindeutig - ein VerstoB gegen die Forderungen im
Abschnitt 3.3. Zur Uberwindung dieses Problems fiihren GoLocaNu, LEBLOND &
DEvaux [69] einen Formparameter S mit einer zugeordneten Evolutionsgleichung
in die FlieBbedingung (6.23) ein. Fiir zylindrische Hohlrdume gilt S — co und fiir
kugelformige Hohlrdume S — 0.

Das Gurson-Modell liefert qualitative Abschidtzungen des phidnomenologischen Ver-
haltens, und F' in (6.23) kann als grobe Niherung betrachtet werden, die im Falle
periodischer Porenanordnungen ohne Vorzugsorientierung gute Ergebnisse liefert
(BENsSON [17]). NEEDLEMAN und TVERGAARD modifizieren daher die Funktion F’
zur besseren Anpassung an experimentelle Verldufe und fithren drei zusétzliche Ma-
terialkoeffizienten ¢;, ¢2 und ¢s entsprechend Gleichung (5.58) ein (siehe Abschnitt
5.4).

Ein Beispiel zur Modellierung anisotroper elastisch-mikroplastischer Schidigungsent-

wicklung unter Beriicksichtigung von irreversiblen schidigungsinduzierten Verzerrun-

[14]. Entsprechend Abbildung 9a enthilt die fiktive Elementarzelle AV nur einen zen-
tralen Dugdale-Rif. Die Materialmatrix ist vollstdndig isotrop und linear-elastisch-

plastisch. Es werden homogene Spannungsrandbedingungen verwendet.

T
yX
a) Ay b) o ny T
AV - Oxx
yd
- —
b, 2 Oxx

booTyx 10y

Abbildung 9: Fiktives Volumenelement AV mit Rif

Aus der partiellen Ableitung der komplementéren spezifischen inneren Verzerrungs-
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energie II, der Elementarzelle AV nach den Makrospannungen 148t sich analog Glei-
chung (5.16) der makroskopische Verzerrungstensor £ bestimmen. Dieser kann in
eine elastische Verzerrung des ungeschidigten Materials, eine durch Schiadigung ver-
ursachte erhohte elastische Verzerrung (i)fj und in eine schidigungsinduzierte irre-
versible Verzerrung ¢ 23 additiv aufgespalten werden.

Im zweidimensionalersl Fall ergeben sich die folgenden Verzerrungskomponenten ent-

sprechend Abbildung 9a [16]:

! o LIRS
Ezxe — HO0gzzx — &4 T ) .
E EY @ (@ ey = 5 + el
1 v . ; (s) (s) (s)
fvy = FOuw T [l + (i)y + (‘E)y; 1 [0
1+ ' = 202 b(nibj + njbi) dz
Ezy = E Try + (i);y + i)’;y
(6.24)
es = 0 el = 0
(s) (s)
ce = Oyy 2ma® . o 4o, avb? — a® gy 2ma®
Y  E e’ * E e2 E e’ (6-25)
ce _ Toy TQ* i 2m,avb? — a? Ty ma®
&  E e2’ G TR e2 E e

(n - Normalenvektor des Risses in Abbildung 9a; ¢ und 7o - Spannungen im
FlieBstreifen des Dugdale-Risses; e = AV). _

Zwar sind alle hier definierten Grofien Mittelwerte iiber AV, unbekannt bleiben aber
die tatsdchlichen Mikrofelder und das Verhalten bei gednderten Symmetrieverhilt-
nissen. Durch die eingeschrénkten Moglichkeiten zur Beschreibung der Evolution des
fiktiven Risses konnen weiterhin keine Anderungen makroskopischer Materialsym-
metrien beschrieben werden. Gesetze zur Beschreibung von Rifiverzweigungen, die
teilweise aus der dargestellten Ebene herausgehen, in einem u.U. anisotropen Mate-
rial sind bislang nicht verfiighar (NEMAT-NASSER & OBATA [162]). Dies begrenzt die
Anwendung einzelner fiktiver Zellmodelle auf wenige Belastungssituationen. Die De-
finition eines Versagenskriteriums kann ebenfalls nicht mikrophysikalisch begriindet
werden, da sich das Instabilitdtsverhalten des fiktiven Risses von dem vieler wechsel-

wirkender Risse unter mehrdimensionaler Belastung unterscheidet.
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Das Effektivspannungskonzept 188t sich durch die folgenden Gleichungen allgemein

wiedergeben:

= §{o, T, gradT, &, &£} = §{&, T, gradT, &} (7.1)

-1

&= 2% o] 2. (7.2)

Dem Effektivverzerrungskonzept, als Alternative zum Effektivspannungskonzept,
basiert auf der gleichen Grundidee und kann analog beschrieben werden;

o =6{g, P grad?s &€= 01{& T grad? Ky (7:3)
- ~ (4
e=2% o) e (74)
)

Mit Hilfe der Tensoren 2(4) und 2(4 wird in diesen phinomenologischen Konzepten

versucht, sdmtliche makroskopischen Effekte zu beschreiben. Die Aufgabe besteht

(4)

nun, die Transformationstensoren !P(4) und ![/ zu definieren. In den betrachteten

Arbeiten wurde davon ausgegangen, daf} !P(4) und !I'( ) nur von der Mikrodefekt-
konfiguration abhéngig ist. Eine mikrophysikalische Definition dieser Groflen erfolgte
bisher aber nicht. Es konnte gezeigt werden, dafl fiir 2(4) und 2(4)
lastungsabhéngigkeit bestehen mufl und sie Schidigungseffektmafle sind. Eine ein-
deutige Definition von 2(4) und 2(4)

Mit Hilfe der Transformationen (7.2) und (7.4) kénnen nicht alle im Experiment

auch eine Be-
aus der Mikrostruktur ist daher nicht mdéglich.
beobachtbaren Phénomene geschédigter Materialien beschrieben werden.

Die energetischen Schidigungskonzepte reduzieren sich auf die Definition zweier

Potentiale — z.B. die spezifische freie Enthalpie ¥ und ein Dissipationspotential ¢

U = f{é, T, gradT, &, §} (7.5)
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AT U } 76)

w = g{g, gradT, —8_5? 5?; e, 1, K, &
= (r)

Die Existenz dieser Potentiale ist keine Konsequenz der Thermodynamik. Physika-
lisch zuldssige Materialgesetze, die aber nicht einem Potential gehorchen (z.B. nicht-
assoziierte Fliefigesetze) — eine ganze Klasse von Materialien — werden nicht betrach-
tet. Eine mikrophysikalische Definition der eingefiihrten Schidigungsparameter kann
durch die fehlende Verifizierbarkeit von ¥ und ¢ nicht erfolgen.

Mikromechanisch orientierte Schidigungskonzepte besitzen den Vorteil des grofle-
ren Bezuges zur Mikrostruktur und kénnen zumindest qualitativ alle beobachtbaren
Phinomene beschreiben. Quantitative Abweichungen entstehen durch Naherungen
bei der Modellbildung, der Ermittlung der Mikrofelder, dem Ubergang zu den ma-
kroskopischen Feldern und werden durch die experimentellen Moglichkeiten zur Veri-
fikation in ihrer Anwendung begrenzt. Die vom Standpunkt der Theorie grundsétzli-
che Uberlegenheit mikromechanisch orientierter Schadigungsmodelle wird von einem
stark ansteigenden experimentellen und Berechnungsaufwand begleitet. Postulierte

Funktionsverlidufe, Material- und Schidigungsparameter der mikromechanischen und

der phinomenologischen Modelle miissen heute meist noch aus phinomenologischen
Messungen bestimmt werden, d.h. es erfolgt eine Anpassung beider Modellvorstel-
lungen an die gleichen Verldufe (Schidigungs- und Materialparameter werden hiufig
aus den selben Messungen iiber Optimierungstrategien bestimmt). Die mikromecha-
nischen und ph&nomenologischen Modelle enthalten die gleichen Informationen, es
sind nur die verschiedenen Materialparameter entsprechend zu interpretieren.
Analogie-Modelle verwenden nur die Vorgehensweise mikromechanisch orientierter
Konzepte. Die verwendete Mikrostruktur (fiktive Risse oder Poren) wird durch
eine begrenzte Anzahl von Phinomenen definiert. Die makroskopischen Schadi-
gungsvariablen sind ebenfalls Schiadigungseffektmafie und eignen sich nicht zur Be-
schreibung von Phinomenen, die nicht zur Definition der Variablen verwendet wur-
den.

Gemeinsam ist allen Schadigungskonzepten, dafl makroskopische Schidigungsvariab-
len eingefiihrt werden miissen. Die eingefilhrten Schidigungsvariablen (Beispiele
siehe Anhang 1) unterscheiden sich hinsichtlich ihrer physikalischen Deutung und
Eigenschaften. Diese Groflen konnen klassifiziert und den Modellierungskonzepten
zugeordnet werden:

a) in phanomenologischen Konzepten wird die physikalische Natur der Defekte
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ignoriert, ad hoc eingefiihrte Schidigungseffektmafle werden mikrophysikalisch
interpretiert, z.B. CHABOCHE [37], [38], [39], LEMAITRE & DUFAILLY [128];

b) in Analogie-Konzepten beschreiben Schidigungsmafle die Geometrie fiktiver
Defekte am Elementarvolumen, z.B. BazanT [7], BECKER [14], BECKER &
Gross [15], [16], GursoN [73] und

¢) in mikromechanischen Konzepten beschreiben die Schidigungsmafie die Geo-
metrie der Defektkonfiguration direkt und stellen daher Schidigungsmafie im
oben definierten Sinne dar (z.B. NEMAT-NASSSER & OBATA [162]; ONAT [165];
DiEHL [57]).

Die fehlende Differenzierung zwischen Schadigungsmafien und -effektmafien in phano-
menologischen Konzepten und Analogie-Modellen erschwert
- die Aufstellung von Evolutionsgleichungen, die an Messungen der Mikrostruktur
verifizierbar sind,

die Erweiterung postulierter Schiadigungsmodelle,

die Bestimmung des Einflusses der Mikrostruktur auf einzelne Grundverhalten
der Materialien,
die Unterscheidung des Schidigungswachstums von der Schidigung selbst und

-_die Definition physikalisch begriindeter Versagenskriterien

Eine eventuelle Wahl zwischen phdnomenologischen oder mikromechanisch orientier-
ten Schidigungskonzepten sollte vom Materialverhalten, den Belastungsbedingun-
gen, den experimentellen und numerischen Moglichkeiten abhéingig sein. Hierbei ist
zu beachten, dafl in Ingenieuranwendungen mikromechanische Modelle angemessen
formulierte phanomenologische Theorien vorerst nicht ersetzen kénnen (KRAICINOVIC
[101]).



8. Ein anisotropes Schadigungsmodell elastisch-
plastischer Materialien

In diesem Kapitel soll ein Schidigungsmodell entwickelt werden, das zur Beschreibung
des Deformationsverhaltens von polykristallinem Metall mit Poren an Korngrenzen
geeignet ist. Die Untersuchung erfolgt fiir eine schwache Verteilung der Poren. Rif3-
oder Porenschliefung soll nicht betrachtet werden (siehe Abschnitt 8.4).

Vielfach wird der irreversible Schidigungsanteil der Deformationsrate vernachlassigt
(z.B. CHABOCHE [41]), oder es werden zumeist isotrope Schidigung und isotrope
Dilatationen der Volumenelemente angenommen; z.B. CHABOCHE [38], DAvisoN,
Stevens & Kipp [56], FELDMULLER [62], GURsON [73] und RABIER [181]. Diese

Annahme ist vor allem zu Beginn von Schidigungsprozessen gerechtfertigt, wie auch

die Ergebnisse in der zitierten Literatur zeigen. Mit fortschreitender Prozefidauer und

anisotroper Schidigung weist D mehr oder weniger ausgepréigte Vorzugsrichtungen
(s) .
auf. Das Modell soll daher nicht nur Anderungen der Materialsymmetrien, sondern

auch anisotrope schidigungsinduzierte Deformationen beschreiben.

RABIER [181] schlégt vor, den schidigungsinduzierten Deformationsgradienten F_
auf die Schédigungsvariable, die die Anisotropie der Porenverteilung hinsichtlich der
Steifigkeits- und Festigkeitsinderungen abschétzt, zu beziehen. Folglich bestimmen
einzig Porenform und -orientierung die Komponenten der Verzerrungen, — ein Stand-
punkt, der hier nicht vertreten wird. Die Mikromechanismen (d.h. die Geschichte der
Schidigungsevolution) miissen bekannt sein, um die Orientierung der Defektkonfigu-
ration auf die schidigungsinduzierten Verzerrungen eindeutig beziehen zu kénnen.®
Es soll daher ein Weg eingeschlagen werden, der diese zwei Aspekte verbindet.

Ausgangspunkst ist hier entsprechend Gleichung (2.65) und (2.82) die additive Auf-

Z.B. wiirde ein gleichméifliges Ablosen eines Matrixmaterials von einem ellipsoiden
Einschluf} isotrope schidigungsinduzierte Deformationen hervorrufen, aber eine ori-

entierte Pore hinterlassen.
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spaltung der Verzerrungsgeschwindigkeit:

) P) (

Fiir die einzelnen Anteile von Q werden dann konstitutive Gesetze formuliert. Die

D=D+D+ D . (8.1)

~—

durch die schidigungsinduzierten Verzerrungen beschriebenen Dilatationen sollten
hierbei wieder auf das gesamte relative Volumen der Mikroporen £ fiihren.

8.1 Definition der Schiadigungsvariablen fiir Porenschidigung

Im folgenden soll ein Schidigungsmafl definiert werden, das zur Beschreibung des
Deformationsverhaltens von polykristallinem Metall mit Poren an Korngrenzen
und/oder ellipsoiden Hohlrdumen geeignet ist. Diese sind bei plastischen Deforma-
tionen bei tiefen Temperaturen, d.h. T' < 0.37 (Ts - Schmelztemperatur), typisch
(GANDHI & ASHBY [67]). Die Untersuchung erfolgt fiir eine schwache Verteilung der
Poren, wo der Abstand zwischen benachbarten Poren sehr viel gréfier als ihre charak-

teristische Liange ist. In diesem Fall konnen Wechselwirkungen zwischen den einzel-

werden. Die Mikrospannungsfelder unterscheiden sich nur in der Nachbarschaft der

Poren signifikant vom homogenen Makrospannungsfeld. Mikrospannungskonzentra-
tionen, die durch die Bestimmung mittlerer Kriimmungsradien an den Hohlraum-
spitzen bestimmt werden konnten, werden ebenfalls vernachlissigt (DANZER [53],
Murakami & OuNO [154]). Weiterhin zeigt M.KAcHANOV in [93], dafl bei dieser
Verteilung die effektiven elastischen Module und das Deformationsverhalten unemp-
findlich gegeniiber den Einzelheiten der Porenanordnung sind.

Poren an Korngrenzen

Eine Definition der Schidigungsvariablen der Form (4.10) fiir Poren an Korngrenzen
wird durch ONAT & LECKIE in [167] angegeben. Im Grenzfall eines infinitesimalen
Oberflichenelementes df, dRC K3, definiert dies v(X,n) als eine Dichte des Poren-
volumens an den Korngrenzen je Flicheneinheit der Einheitskugel K3. Eine hierauf
aufbauende Weiterentwicklung, die sichert, daf} alle Koeflizienten der Reihenentwick-
lung Volumendichten sind, wird durch RABIER in [181] wiedergegeben. Es geniigt

hierzu, v durch & wie folgt zu ersetzen:

- v

¢Xon) = 5

= ¢X) + fij(n)é&;(X) + fyr@E&inX) + ... . (8.2)
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Ellipsoide Hohlrdume

In Erweiterung der Arbeit von ONAT & LECKIE und anolog der Gleichung (4.7) sol-
len nun Hohlrdume betrachtet werden, die mehrere ausgeprégte Richtungen besitzen
(z.B. Poren in Tripelpunkten oder grofie Hohlrdume, bei denen das umgebende Ma-
terial wieder als Kontinuum betrachtet werden kann). Einen Vorschlag zur Beschrei-
bung ellipsoider Hohlrdume liefern Jansson & STIGH [86]. Sie zeigen, daff diese in
drei senkrecht aufeinander stehende Anteile zerlegt werden kénnen.

Aufbauend auf diese Vorarbeit werden die Hohlrdume durch Ellipsoide mit drei
aufeinander senkrecht stehenden Halbachsen a; = ain,, a, = asn,, a; = asn; und
dem Volumen V,, approximiert. Jedes der Ellipsoide kann nun wie drei unterschiedlich
grofle Poren, die sich auf senkrecht zueinander stehenden Korngrenzen befinden,
behandelt werden. Die Grofie bzw. das jeweilige Volumen der drei Poren, welches
der Richtung n,; zugeordnet wird, wird dann durch die Fliche A; eines Schnittes
durch den Mittelpunkt des Ellipsoids mit der Normalen n, festgelegt, d.h.

n, — i =A1AVP = agagfin

n, — Vo = Ay A Vp = Q1Qs3 A Vp (83)
Ry —Vo—=Ag AV =—arar AV
S 1 1
mit A = =

A1+ As + As aias + a1az + azag
Natiirlich kann statt des Porenvolumens im ersten Fall die geschidigte Korngren-
zenfliche und im zweiten Fall die Fliachen A; verwendet werden. Dies wiirde keine
zusdtzlichen Informationen beinhalten und nur die Einfithrung einer zusétzlichen
Schédigungsvariablen, die das Porenvolumen beschreibt, erfordern.
Der isotrope Anteil ¢'(X) der Porenorientierungsdichte £ in (8.2) kann mit Hilfe von
(4.4) auch durch den Porenvolumenanteil £ ausgedriickt werden:

1 AVF
2 AV*

1

¢ = = =€ . (84)
Mit Hilfe der Definition (8.2) kann 27¢/(X) als Abschitzung fiir die Forderung (iii)
an die Mikrofelder der Schidigung verwendet werden.

Natiirlich ist es fiir praktische Zwecke erforderlich, die Anzahl der Reihenglieder zu
beschrénken. Fiir den einfachsten anisotropen Fall wird angenommen, daff Tensoren
hoher als 2. Stufe mangels praktischer Bedeutung vernachléssigt werden kénnen.
Folglich reduziert sich der Vektor der inneren Zustandsvariablen der Schédigung §
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auf eine skalare Grofie £ bzw. £ und eine tensorielle Variable &:

€l = (7| . (8.5)
£

Durch Beriicksichtigung weiterer Reihenglieder 148t sich eine systematische Verbesse-
rung der Genauigkeit erreichen. Eine Abschitzung des Fehlers, der mit dem Abbruch
der Fourierreihe (8.2) nach dem zweiten Glied verbunden ist, ist nicht ohne weitere
Einschrankungen moéglich. Fiir eine konvergente Reihe wie die Fourierreihe gilt nach
BRONSTEIN [29] die notwendige Bedingung, dafi die Folge der Reihenglieder gegen
Null strebt, d.h fiir das n-fache skalare Produkt zweier Tensoren n-ter Stufe (Basis-

funktion und Fourierkoeffizient) gilt:

i (n) . MY =
Tim. (g A ) 0. | (8.6)
Dennoch mufl im Endlichen das Verhéltnis der Betrége zweier aufeinanderfolgender
Reihenglieder
‘e(n-}-l) o _f(‘n.—}-l)‘
— e(n) f(n)
s T 7L

nicht notwendig kleiner eins sein. Letzteres ist von der tatsdchlich vorhandenen
Verteilungsfunktion abhingig. Bisher muf jede Kombination von Fourierkoeflizienten

in € als zuldissig betrachtet werden, solange 1 >.£(n) > 0, d.h.

—¢ < 3 [E L ] <1 g Vnefs ,  (87)
k=1
gilt. Vom makroskopischen und physikalischen Standpunkt aus erscheint es aber
gerechtfertigt anzunehmen, daf§ grofle Richtungsgradienten, welche Glieder hoherer
Ordnung erfordeérn, vernachlassigbar sind.

8.2 Thermischer Prozef]

Untersuchungen, die den thermischen Eigenschaften geschédigter Materialien gewid-
met sind, konnten in der Literatur nicht gefunden werden. Dies legt die Vermutung
nahe, daf} sich in den betrachteten Prozessen die thermischen Eigenschaften nicht
signifikant &ndern. Es wird daher angenommen, daf die klassischen Gesetze und An-

nahmen zur Beschreibung der Temperaturinderung gelten.
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Die Wirmeleitgleichung (2.76) 148t sich mit der spezifischen Warmekapazitit

0%y
Cp = —TW y (88)

den Gleichungen (2.81), (2.85) und der Beschrinkung auf plastische Dissipation und
Dissipation durch Schédigungsprozesse (3 = const.) wie folgt darstellen:

92y
+aTag'Q} . (8.9)

lluwng

1 R
T = — —d Tn+T< ——=""
ol = @~ v+ Tt {8T8§
Werden die Koppelterme in der geschweiften Klammer und die Entropieproduktion
durch innere Prozesse 1) vernachlissigt — was als Standardannahme bezeichnet werden

kann - vereinfacht sich (8.9) zu

1
T = (’Lé))— Edw(g) . (8.10)

Mit Gleichung (2.86) (2.66) und (2.82) folgt fiir die Temperaturédnderung (FELDMUL-

LER [62]) ‘_ \ _|
111 Lo

h
1

Hoo

( (2 =+ ()} = —ulvkq)J . (8.1T)

|7

Fiir die betrachteten moderaten Prozefigeschwindigkeiten 1483t sich q in erster Néhe-
rung durch das Fourier’sche Gesetz der Warmeleitung

a = —A;(T) grad(T) (8.12)

beschreiben.

8.3 Elastische Deformationen

Wir beschrianken uns auf Materialien, bei denen die thermische Zustandsgleichung
vom Verfestigungszustand unabhéngig ist. Mit der freien Enthalpie nach (2.67) und
der thermischen Zustandsgleichung (2.72) sind die reversiblen Verzerrungen dann eine
Funktion des folgenden Variablensatzes:

(8,T,¢) . (8.13)

o)
f
™

~—
3
2
—~~
3
S
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Aus Gleichung (8.13) kann das folgende inkrementelle Gesetz fiir die reversiblen
Verzerrungen hergeleitet werden:

D = D

™ ™

(géﬂiga . (8.14)

~—

(

—r

Wir beschrianken uns weiterhin auf Materialien, deren reversible Verzerrungen dem

tensorlinearen Gesetz

= g("‘)(OQ(‘I‘)(T),E) -8 + aT - TO); (8.15)

LY

)

folgen, das aus folgendem Ansatz fiir den elastischen Anteil der freien Enthalpie W,
hervorgeht:
1 (4) 0
\I/e = —gp—oég é - _Qf(T_T )é%—g(TaE) . (816)
Der gewichtete Cauchy’sche Spannungstensor S nach (2.64) 15t sich unter Verwen-
dung von (4.4), (4.5) und bei Annahme kleiner elastischer Verzerrungen (gegeniiber

den Gesamtverzerrungen), d.h.

AV* = AV und p" = p , (8.17)

auch wie folgt ausdriicken (LEHMANN [116]):

[ltn

(8.18)

IS}

0 ,* *
p—p— = P g ~ L0' .
p* p - 1_&'::

p(1—¢)

Wird (8.18) in (8.15) eingesetzt, folgt fiir das vollstdndige inkrementelle Verzerrungs-

o0
= —g:
p__

Spannungs-Gesetz:

2 = 2(4) é + é(4)"§ + QT%

() (8.19)
R COR Y(4) :
=L g+ CV g+ oll .

Gleichung (8.19) kann als eine Verallgemeinerung verschiedener in der Literatur
zu findender Ansétze betrachtet werden. Hier soll sich auf Materialien beschrankt
werden, bei denen sich Gleichung (8.19) durch

= CW. é + oT1 (8.20)

Ol|w
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mit einem akzeptablen Fehler angeben 14ft. Werden Mikrospannungskonzentratio-
nen vernachlissigt, erlauben die Betrachtungen in [62], unter Beriicksichtigung der
physikalischen Bedeutung von ¢ (siehe Gleichung (8.4)), die Abhingigkeit von 2(4)
vom Schiadigungszustand in folgender Weise einzuschrinken:

c® - c@ (02(4)’ Ei) V & £ ¢ (8.21)
bzw. unter Verwendung von (8.5)
2(4) - 2(4) (02(4), §) _ (8.22)

Zur Herleitung der elastischen Nachgiebigkeit C ) werden formale Darstellungen
von Tensorfunktionen angewendet!?. Ein anderer Weg nach RABIER [181] oder
VoviapJis [216] besteht in der Modellierung des geschidigten Materials als Komposit,
bestehend aus Mikroporen und Matrixmaterial. Die Modellierung des Materials, das
die Mikroporen umgibt, als kontinuierliche Matrix ist bei genauerer Betrachtung eine
sehr grobe Vereinfachung.

Es wird angenommen, daf} die betrachteten Materialien im ungeschidigten Ausgangs-
zustand isotrop sind. Die Komponenten des elastischen Nachgiebigkeitstensors 09_(4)

10

lassen sich dann wie folgt wiedergeben (ONAT [165]):

1+ v

——Q—E-—((Sikéjl + 5i16jk) . (8.23)

v
OCijm = — g0k +

C™ ist eine isotrope Tensorfunktion von 02(4) und £. Mit der Beschrdnkung auf

lineare Terme 148t sich 2(4) wie folgt darstellen (BETT_]—EN [23]):
Cijrt = °Cijri + 0165601 + a2€ii0r + as (Gixit + Subjn + 6k + 6u&ix) , (8.24)

wobei ay, as und as neu eingefiihrte Materialkoeffizienten sind. Gleiche Ausdriicke
fiir die elastische Nachgiebigkeit eines geschidigten Materials erhalten z.B. LITEwWKA
[131], SaDowsKI [189] und ONAT [165]. Die Ergebnisse von ONAT und einige Erldute-
rungen zur Beziehung (8.24) werden in Anhang 4 dargelegt. Die reversible Verzer-
rungsrate nach Gleichung (8.20) 148t sich nun mit (8.24) durch

D = 1;’5_%sp@yalsp(_é_-_g_);+azsp(§)§+2a3(§-§+§-§) + ol
(v) - - -

(8.25)

Fiir Materialien mit Mikrorissen siehe z.B. KraiciNovic & Fonseka [105], Wu &
CHUDNOVSKY [222], NEMAT-NASSER & YU [160].
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darstellen. Dieses Gesetz fiir die elastische Verzerrungsrate geht bei Schidigungs-
Isotropie wieder auf die folgende von LEHMANN [116] und FELDMULLER [62] hergelei-
tete Beziehung zuriick:
1 vD 1—-2v y :

D = — —Sp(S) 1 T1 . 8.26
Elastische Nachgiebigkeiten durch Mikrodefekte geschiddigter Materialien, die z.B.
durch LEMAITRE [123] oder LEMAITRE & DUFAILLY [128] beschrieben werden, betref-
fen die Grofle 2(4). Letztere 148t sich unter Berticksichtigung von (8.15) und (8.19)
durch
= CW (1-¢)! (8.27)

darstellen.

8.4 Plastische Deformationen

Mit dem Ansatz (8.1) kénnen die Deformationsmechanismen separiert werden. In die-
sem Abschnitt werden die plastischen Deformationen des die Hohlrdume umgebenden
Materials beschrieben. Es besteht daher die Moglichkeit, auf bekannte klassische Pla-
stizititsgesetze zurilickzugreifen und diese fiir plastische Deformationen geschidigter
Materialien zu modifizieren.

An dieser Stelle soll ein assoziiertes FlieSgesetz, das sich in vielen Bereichen bew&hrt

hat, verwendet werden. Als Flieibedingung kann der allgemeine Ansatz

F(8°,50(8),T,0,2,6,€) = 0 (8.28)

verwendet werden. Es sollen nur Prozesse betrachtet werden, bei denen elastische
Entlastung moglich ist, aber hauptsichlich anwachsende Belastungen und keine be-
merkenswerten gegensinnigen plastischen Verzerrungen auftreten. Wir beschrinken
uns auf proportionale Belastungen. Dies erméglicht den Verzicht auf den kinemati-
schen Verfestigungsanteil o, der zur Modellierung des Bauschinger-Effekts erforder-
lich ist (z.B. bei zyklischen Prozessen mit Belastungsumkehr). Die Verfestigung des
Materials kann dann somit durch eine einzige skalare Variable a beschrieben werden
(RousseLIER [188]). Fiir die Fliefbedingung (8.28) wird nun ein Ansatz gewihlt, der
auf von Mises zuriickgeht (LUBLINER [133]);

F = f(8"5p(8).6¢) - g(Tatg) - (8.29)
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Flielbedingungen geschidigter Materialien wurden bereits entwickelt. Hierbei sind
das GUrsoN-Modell [73] und die darauf aufbauenden Modelle von TVERGAARD [212],
[213], ROUSSELIER [188] oder die Modelle von CHABOCHE [38], LEHMANN [116], XU &
NEEDLEMAN [224] und Q1u & WENG [180] zu erwihnen. In diesen Arbeiten wurde die
irreversible Deformationsgeschwindigkeit nicht in einen plastischen und einen schidi-
gungsinduzierten Anteil aufgespalten. Dies erfordert, daff die irreversiblen Dilata-
tionen infolge der Hohlrdume im Rahmen allgemeiner irreversibler Deformationen
beschrieben werden miissen. Letztendlich fithrt das auf eine Abhéngigkeit der Flief3-
bedingung von der ersten Spannungsinvariante Sp(S). Diese Abhéngigkeit kann mit
der Aufspaltung (8.1) vernachléssigt werden, da weiterhin angenommen wird, daf
das Matrixmaterial plastisch inkompressibel ist.
Mit den folgenden Annahmen
A1) der Verfestigungszustand des Matrixmaterials ist unabhéngig davon, wieviele
Hohlrdume es umgibt (£ und £ treten in der FlieBbedingung nicht explizit auf),
A2) die Spannung im Matrixmaterial sei durch den gewichteten Cauchy’schen
Spannungstensor S hinreichend beschrieben,
A3) das makroskopische Materialverhalten ist vor und nach einer Schédigung isotrop

hP7110‘]1(‘h nlnqhqnhpr Deformationen{siche-Anhane5)

A Er T O TUIT \u;uu.\_, L.\.J._LLLCU 15 U}

kann die Fliefbedingung von FELDMULLER [62]
F = g8"..8" - k¥ (T,a) (8.30)

iibernommen werden. Nach ROUSSELIER [188] wird die Giiltigkeit der Normalenregel
fiir das geschidigte Material angenommen. Die Normalenregel liefert mit der Flief3-
bedingung (8.30) die plastische Deformationsgeschwindigkeit:

= (Lo (P 2L

98 (8.31)
= (LCy) ((F))2x 8P

e

(1 fallsF =0
<<F>> - {0 sonst

mit (8.32)
Plastisches Flieflen tritt auf, wenn neben der Flielbedingung auch die Konsistenzbe-
dingun

gine oF, oF .

. v

erfiillt ist. In den vorangegangenen Beziehungen traten die Schidigungsvariablen
nicht explizit auf. Im Gegensatz zum Zustand selbst wird angenommen, dafi die
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Schidigung durch die Bildung ”innerer” Oberflichen die Anderungsgeschwindigkeit
des Verfestigungszustandes explizit beeinflufit. Wie DIEHL [58] erwihnt, sind hierbei
zwei gegenliufige Mechanismen (Ver- und Entfestigung) zu beobachten. Auf der einen
Seite sind Poren Hindernisse der Versetzungsbewegung (Goobs & Brown [70]), und
es werden Versetzungen dem plastischen Deformationsprozefl des Matrixmaterials
entzogen, um zur Hohlraumbildung oder -wachstum beizutragen. Andererseits werden
beim Umgehungsmechanismus neue Gleitebenen aktiviert (Feingleiten), und die
inneren Oberflichen kénnen selbst (wie Korngrenzen) als Versetzungsquelle wirken
(ScHaTT [192]). Fiir die Evolution der isotropen Verfestigung wird daher ein Ansatz
gewéhlt, der neben einem von der plastischen Arbeit abhéingigen linearen Glied aus
zwei weiteren Summanden besteht:

as OF

‘D — aslexp(agl) + azéexp(as) . (8.34)
(p)

Der zweite Summand beschreibt eine Entfestigung, der dritte die Verfestigung. a4 bis
ag sind materialabhingige Koeffizienten. Aus der Konsistenzbedingung (8.33), der
Fliefibedingung (8.30) und der Evolutionsgleichung (8.34) wird der noch unbekannte
Faktor A erhalten:

2-
_ 9k

p0 |2 s” .. 5T . : . :
A= pE + {a5§exp(a6£) - a7§exp(a3£)} . (8.35)

2k204

Q| ||zna

Q
Q

Kontinuierliches plastisches Fliefen wird mit dieser Bestimmungsgleichung fiir A,
durch die Flielbedingung (8.30) und der folgenden Belastungsbedingung gewéhrlei-
stet:

LG, = A wnd (LC)) = {(1) Zilrllsstwl >0 (8.36)

Ein globaler Verlauf fiir die Verfestigungsfunktion k?(T', a) wird z.B. durch FELDMUL-
LER in [62] dargestellt. Der dort gewahlte Ansatz ist mit ansteigender Temperatur
nicht monoton fallend, was durch die betrachteten Prozesse nicht erklédrt werden

kann. Der Ansatz
k*(T,a) = [b; tanh(baa) + bza]exp [—(by + bsa)T] + be (8.37)

reduziert nicht nur die Anzahl der Materialkoeffizienten von 16 auf 6 (b;;i =1,...,6),
sondern sichert mit der Exponentialfunktion (in Anlehnung an die Arrheniusglei-
chung), daf k? mit T monoton fillt (Alterungsprozesse sollen nicht betrachtet wer-
den).
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8.5 Schidigungsinduzierte Deformationen

Fiir die schadigungsinduzierte Verzerrungsrate wird angenommen, dafl deren Orien-
tierung durch die duflere Belastung bestimmt wird. Dieser Prozefl kann als span-
nungsgesteuert oder als dehnungsgesteuert betrachtet werden. Nach der bei DiEHL
[58] zu findenden Aussagen sind plastische Verzerrungen ein besserer Indikator als
die Kontinuumsspannungen fiir lokale Spannungen, die als Ursache von Bildung und
Wachstum von Mikroporen betrachtet werden. Daher wird angenommen, daf3 der
Schidigungsprozefl durch die plastischen Verzerrungen gesteuert wird und sich die
schidigungsinduzierte Verzerrungsrate durch folgende Tensorfunktion angeben 14ft:

D =Hl+ HD+ HD

(s) (p) (p)
= hol + hin; n; + hony, ny + hsng ng

+ ha(n; ny)® + hs(ng ny)? + he(ng ng)°

(8.38)

wobei die n, die Eigenvektoren der plastischen Verzerrungsrate darstellen. Die
Darstellung (8.38) erlaubt eine additive Aufspaltung der schidigungsinduzierten
Verzerrungsrate in einen isotropen (hg) und anisotropen Anteil (hy bis he);

D = D” + D* . (8.39)

(s) () (s)

_Q_is

fiktive Zwischenkonfigurationen

Qa’ﬂ,
®

Abbildung 10: Einordnung der Zwischenkonfiguration B***

Gleichung (8.39) bildet die Motivation zur Einfithrung einer zusétzlichen Zwischen-
konfiguration B*** in der in Abbildung 10 dargestellten Weise (siehe auch Abbildung
1). Diese wird zur Bestimmung der skalaren Koeffizienten hg bis hg, die von der
Belastung (hier die plastische Verzerrungsrate), den inneren Zustandsvariablen und
sonstigen Materialparametern abhéngig sind, verwendet. Im folgenden soll der Ansatz
(8.38) in der Weise vereinfacht werden, da nur die linearen Glieder beriicksichtigt

werden; hy = hy = hg = 0.
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Die beiden Anteile aus (8.39) werden getrennten Mikromechanismen zugeschrie-
ben. Der isotrope Anteil 2“ wird als Bildungsterm interpretiert, d.h. er beschreibt

(s)
hauptséchlich die Verzerrungen, die durch die Bildung neuer Mikroporen hervor-
gerufen werden. Der anisotrope Anteil D" ist dann eine Folge des Wachstums

bereits existierender Mikroporen. Mit dei*S)Interpretation als Bildungs- und Wachs-
tumsterme sind beide schidigungsinduzierten Verzerrungsanteile mit Volumendeh-
nungen verbunden. Die gesamten Volumeninderungen lassen sich aus dem Hencky-
Verzerrungstensor € berechnen, wobei zu beriicksichtigen ist, dafl plastische Defor-

mationen keinen Beitrag liefern;

Sp(e) = Sp(e) + Sp(e®) + Sp(e™)
@ ) )

LAV AV ave

Plave dvo qvee

(VY L (AN L (v
- M\ave T\ avo T\ AV

Bei Beriicksichtigung der Inkompressibilitétshypothese fiir die plastischen Deforma-

(8.40)

PP I N
CIOTICIY, Gl

dv** = dV*  und p™ = p* (8.41)

und des Massen-Erhaltungssatzes kann (8.40) auch wie folgt geschrieben werden:

Sp(e) = In (%) + 1n(p'i)*> + ln(p;:*) . (8.42)

Fiir die schadigungsinduzierten Volumenverzerrungsraten ergeben sich die folgenden

Terme: -
Sp(D*) = -2 (8.43)
() p
sp(pm) = &L P 7 (8.44)
@ p***p

Die Masse-Dichten p* (nach (4.4)) und p*** ergeben sich wie folgt

(1,0
pr=(1-€)p }p*** S (8.45)

%k %k

p*r = (p°

wobei { den Anteil beschreibt, der durch isotropes bzw. anisotropes Wachstum der
Mikroporen gekennzeichnet ist. ¢ aus [0, 1] stellt eine Prozeflvariable dar, die vom
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gesamten Zustand des Materials abhéngig ist und deren Verlauf durch die Reihenfolge
der Schidigungsprozesse in Abbildung 10 bestimmt wird. Aus (8.43), (8.44), (8.45)
und der Zeitableitung von (8.45) folgt:

Sp(D) = ‘TC (8.46)
(s)
1—-&)¢+¢E
Sp(D®") = = Tas (8.47)
) (1-8)¢

Unabhéngig von der Reihenfolge der Schidigungsprozesse gilt auf der einen Seite fiir

porenfreies Material

(5
TN

¢ =1 und 0 >
§=0

> 1, (8.48)

(S}
gy

da die isotrope und anisotrope Dilatation mit £ anwachsen und p* immer kleiner oder
gleich p*** sein mufl. Mit der Reihenfolge der Schidigungsprozesse aus Abbildung 10
und der Gleichung (8.45) lassen sich aus weiteren physikalischen Restriktionen die im

folgenden aufgefiihrten Beschrankungen fur den Verlauf von ¢ finden. In porenfreien

Materialien miissen Poren gebildet werden, um ein Wachstum zu erméglichen, d.h.,

9¢
ER

0(1-¢)

£=0 o¢

=1 . (8.49)
£=0

Fiir die Intervallgrenzen von (8.48) gelten unter Beriicksichtigung von (8.48) und
(8.49) die folgenden Beziehungen:

g—§=0 ~ p* = 0  ~ Sp(g) =0

(=) (8.50)
9 ¢
9¢ = -1 ~ p™ = p° ~ Sp(g? =0.

~—

s

—r

Mit wachsender Porenanzahl verliert die Porenbildung gegeniiber dem Porenwachs-
tum bei der Vergroferung des gesamten Porenvolumenanteils an Bedeutung — die
partielle Ableitung g—g wéachst mit £, Fiir { wird der folgende Polynom-Ansatz po-
stuliert:

C=1-¢&+ ) G&tt . (8.51)

=1
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Der Definitionsbereich zuldssiger (;-Werte ist durch die Ungleichungen in (8.48) und
durch ¢ A € € [0, 1] festgelegt. Fir ¢; = 0 mit (¢ = 1,2,...,n) reduzieren sich die
Beziehungen dieses Abschnitts auf die rein isotropen Verzerrungen des Modells nach
FELDMULLER [62]. Aus (8.46), (8.47), (8.51) und der Zeitableitung von (8.51) folgt:

1= (i +1)GE
Sp(D*) = =1 £ = hé (8.52)
I D
i=1

26+ Y [+ 1)G — (6 — 1)Gi-1)é* — nGu€™
Sp(gan) — 1==2 £
O 12k (1 QDG - Gl - G

=2

(8.53)

= hé§ .
In einer ersten Niherung wird in (8.51) n = 5 gesetzt. Mit diesen Ausdriicken folgt
fiir die isotrope, schiadigungsinduzierte Verzerrungsrate (8.46):

1 - .
ho = 3 ho . (8.54)

Fiir die anisotrope, schidigungsinduzierte Verzerrungsrate bzw. die Koeffizienten
hy bis he wird unter Beriicksichtigung von (8.77) und (8.78) der folgende Ansatz

postuliert:
PR
¥ ®) [ mc fiir i = 1,2, 3
hy = < E§=1<Dj> (8.55)
(») MC
0 firi =4,5,6 ,

\

wobei D; der zu n; zugehdrige Eigenwert der plastischen Verzerrungsrate ist. Die

p
Nebenbedingung (A;} ;- schliet eine Heilung, d.h. negative Eigenwerte der aniso-
tropen, schidigungsinduzierten Verzerrungsrate, nachfolgend aus. Schubverzerrungen
aus Porenwachstum kénnen somit nur aus der Dilatation erklirt werden. Weitere, von

der Dilatation unabhéngige Schubverzerrungen konnen nicht auftreten.
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8.6 Die Evolution der Schadigungsvariablen

Die Anderung der Schidigungsvariablen kann als Summe dreier Raten dargestellt
werden (RABIER [181], XU & NEEDLEMAN [224]):

Bildung + individuelles Wachstum + Verschmelzung . (8.56)

Die Bedeutung der Anteile in (8.56) sind material-, temperatur- und von der betrach-
teten Belastungsgeschwindigkeit abhingig. Nach Erschépfung des Bildungspotenti-
als, das u.a. von der mittleren Anzahl von Fremdphasenteilchen bestimmt wird, ist
die Bildungsphase nahezu vernachléssigbar (CHAN [42]). (Im Gegensatz hierzu wird
durch Jansson & SticH [87] ebenfals bei Kriechen angenommen, daf eine lineare
Abhéngigkeit zwischen der Porenanzahl und der Verzerrung besteht.) Werden nur
sehr wenige Defekte gebildet, nimmt die Wachstumsphase den gréfiten Teil des Schi-
digungsprozesses ein. Mit wachsender Anzahl der bei quasi-statischen oder modera-
ten Belastungsgeschwindigkeiten gebildeten Hohlrdume verliert die Wachstumsphase
(vor einer lawinenartigen Verschmelzung) immer mehr an Bedeutung (CHAN [42]).

Unter dynamisch-schlagartiger Belastung von Materialien mit elastisch-plastischem

Grundverhalten entsteht eine sehr grofle Anzahl von Defekten, die aber nicht an-
wachsen, da die Dauer der Lasteinwirkung zu kurz ist, um das Hohlraumwachstum
zu gestatten (DavisoN & STEVENS [54]). Die Defekte (Poren bei Kupfer, Alumi-
nium, Tantal oder Risse bei Eisen, Beryllium - Davison & STEVENS [55]) sind dabei
gleichmiBig verteilt (MurakamI [151]). Ausgehend von diesen Beobachtungen soll-
ten die Ansitze von Xu & NEEDLEMAN [224], TVERGAARD [212], [213] und CURRAN,
SEAaMAN, HoLMEs & GrovanoLa [51] neu iiberdacht werden. Der Bildungsterm ist
hier bei gleicher dufleren Belastung unabhéngig vom Schéidigungsfortschritt, und der
Wachstumsterm ist am gréfiten, wenn noch gar keine Poren vorhanden sind.

Die Verschmelzung zweier Poren stellt physikalisch ein durch Wechselwirkungen be-
dingtes beschleunigtes Wachstum beider Poren dar (Ligamentverzerrungen aufein-
ander stoflender Poren oder Scherlokalisierung bei Poren mit gréflerem Abstand
(CurrAN, SEAMAN, HoLMEs & GiovanoLa [51)); die Bewegung der Poren durch
Deformationsprozesse wird vernachlissigt (ROUSSELIER [188])). Zu Beginn des Sché-
digungsprozesses verschmelzen Poren nur selten. Dies &ndert sich jedoch mit wachsen-
der Anzahl und Grofie der Poren. Die damit verbundenen Wechselwirkungen erhéhen
die Anderungsgeschwindigkeit des Schidigungsprozesses wesentlich (ScumrTT [193]).

Bei einer vereinfachten Sicht setzt diese Beschleunigung erst ab einem Schwellwert ein
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(z.B. TVERGAARD [213], XU & NEEDLEMAN [224]). Die Verschmelzung zweier Poren
wird oft auf Bruch oder Versagen bezogen. Dies ist etwas fragwiirdig, da lediglich eine
groflere Pore entsteht, deren Groéflenordnung die der Ausgangsporen ist. Natiirlich
kann die erhéhte Anderungsgeschwindigkeit des Schidigungsprozesses als Indikator
fiir den Beginn des Versagensprozesses (z.B. Gewaltbruch des Restquerschnitts) be-
trachtet werden. Der Umkehrschluf} ist jedoch nicht zuldssig. Wir beschrinken uns
auf schwache Porenverteilungen und nehmen an, dal Versagen eines Volumenelemen-
tes AV bereits eintritt, bevor Porenverschmelzung den Schidigungsprozef signifikant
beeinfluflt. Porenverschmelzung wird daher nicht ndher betrachtet.

Eine zusitzliche Aufspaltung von (8.56) nach den stattfindenden Mikromechanis-
men ist vorstellbar (z.B. CURRAN, SEAMAN, HoLMmES & Giovanora [51]). Die zu
Porenbildung und -wachstum fithrenden Mikroprozesse sind sehr zahlreich, hier sol-
len nur einige Beispiele genannt werden. Hohlrdume entstehen durch Dekohésion der
Grenzflache von Einschliissen, Fremdphasen- oder Ausscheidungsteilchen von der Ma-
trix (BLUMENAUER & PuscH [27], MUrakaMI [151], ScHATT [192]), durch Teilchen-
bruch, durch Aktivierung und Anhiufung von Versetzungen (BLUMENAUER & PuscH
[27]) oder durch Korngrenzenhohlraumbildung an Tripelpunkten (bei hinreichen-

1=

11

derSpammumgskonzentratiomer (Goops & Browr {761)); durchrUbertagerung von
Gleitbindern mit Korngrenzen (DANZER [53], KEMPF [95], MURAKAMI [151]), durch
plastische Verformung bei geringen und Zusammenwirken von Plastizitdt und Kon-
densation sowie Diffusion von Leerstellen bei mittleren Temperaturen.!? Porenwachs-
tum kann durch Diffusion oder Kondensation von Versetzungen oder Gitterliicken
entlang Korngrenzen (nach Goops & BrownN [70] nur bei hohen Temperaturen),
durch inelastische Verformung (z.B. Korngrenzengleiten, lokale Einschniirung) oder
durch Kopplung dieser Mechanismen erfolgen (Murakami [151]). Der Abbruch von
Molekularbindungen scheidet als Mechanismus in dieser Phase aus, da hierzu Span-
nungen erforderlich sind, die um ein vielfaches die reale Bruchfestigkeit iiberschreiten
(NAJAR [158]). Um die Schwierigkeiten, die mit einer quantitativen Analyse dieser
Prozesse verbunden sind, zu umgehen, wird auf eine Aufspaltung von (8.56) nach ein-

zelnen Mechanismen verzichtet und ein mehr phinomenologischer Weg eingeschlagen.

Jede Versetzung, die zu Porenbildung und -wachstum beitragt, vermindert die Anzahl
der beweglichen Versetzungen im Rest des Materials. Es mufl daher, entgegengesetzt
zu ONAT [167], davon ausgegangen werden, dafl plastische Verfestigung und Schi-
digungsfortschritt gleichzeitig stattfinden. Diese Annahme miindete bereits in den
Ansatz (8.34) der plastischen Verfestigung.
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Einige der erwéhnten Probleme seien hier angegeben. Hinsichtlich einiger Mikrome-
chanismen herrschen in der Fachliteratur unterschiedliche Meinungen, ob sie Hohl-
raumbildung oder nur -wachstum verursachen kénnen. Das simultane Auftreten aller
Prozesse und die gegenseitigen Wechselwirkungen erschweren die Beschreibung ein-
zelner Prozesse. Welche Prozesse signifikant sind oder iiberhaupt auftreten, ist neben
der Temperatur (mit der Betrachtung von plastischen Deformationen werden Tem-
peraturen oberhalb der Sprédbruch-Verformungsbruch-Temperatur impliziert) auch
von der konkreten Mikrostruktur abhéngig. Letzteres wiirde die Einfithrung zusitzli-
cher Groflen zu deren Beschreibung erfordern. Die Unterscheidung zwischen Bildung
und Wachstum ist zwar allgemein {iblich, es existiert aber noch keine Definition, wann
die Bildung eines Hohlraumes abgeschlossen ist und die Wachstumsphase beginnt.

Mit der Interpretation von D als Summe eines Bildungs- und Wachstumsterms lassen

(s)
sich nun die Terme in (8.56) darstellen. Hierzu kann Gleichung (8.45) wie folgt

umgeschrieben werden:

*

p = (1 _g)pO } okx 1-— &nucleation P*

(8.57)

% %k %k

p - (1 - gnucleation)po 1 _é.

xyx e

abgeleitet, erhélt man die folgenden Beziehungen unter Beriicksichtigung von (8.56)
und (8.51):

bnpeteation. = —C = (1= Y (+1)GENK (8.58)

Egrowth = &+ (¢ = D (0 1)GEE

Es wird deutlich, dal der Ansatz (8.51) nicht nur vom betrachteten Material,
sondern auch von der Belastungsgeschwindigkeit abhéngig sein kann. Mit dem hier
verwendeten Ansatz (8.51) wird diese Abhéngigkeit allein iiber die Koeflizienten ¢;
gesteuert (mit wachsender Belastungsgeschwindigkeit geht ¢ in (1 — &) iiber).
Im folgenden ist noch zu kléren, ob Porenbildung und -wachstum eher ein verzerrungs-
oder spannungsgesteuerter Prozefl ist. Der Betrag wird, nach der werkstoffwissen-
schaftlich orientierten Literatur zu urteilen, eindeutig durch die Deformationen be-
stimmt; z.B. ”... While the overall stress in such materials is usually a function of
the volume fraction of particles, the forest hardening and the local stress at a par-
ticle depend upon the state of strain ... However since cavity nucleation is a process
involving both stress and strain energy release there must be some threshold value
of the far field strain below which there is either insufficient stress to break the in-

terface (or fracture the particle itself) or insufficient elastic strain energy available
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for creation of internal interfaces. ...” [70] und ”... it was not the magnitude of the
applied stress which determines cavity initiation but rather the local state of defor-
mation ...” [129]. Auch bei BRUHNS & DigHL [31] und DieHL [58] und in der dort
zitierten Literatur wird diese Aussagen bestétigt — inelastischen Verzerrungen sind
ein besserer Indikator fiir lokale Spannungen. Da diese Tatsache seit langem bekannt
ist, kann die hdufige Verwendung der Makrospannung in den Schidigungsgesetzen
nur durch den Versuch erkldrt werden, das mathematische Problem bei spannungs-
gesteuerten Versuchen zu vereinfachen. Die Verteilung bzw. Orientierung der Poren
wird jedoch durch den Spannungszustand definiert. Dies ergeben z.B. auch die expe-
rimentellen Beobachtungen von Goobps & BrowN [70] bei plastischen Deformationen
und TRAMPCZYNSKI, HAYHURST & LECKIE [207] bei Kriechporen.

Mit Hilfe eines Ansatzes nach (3.2) und einer zusétzlichen Nebenbedingung (((LC5)))
wird die folgende Evolutionsgleichung von ¢ postuliert (f1, fi skalare Funktionen):

£ = (({LCYY) f1(&, T)1(D) (8.59)
(p)

Die Verwendung der plastischen Deformationsrate in (8.59) beruht auf der Annahme,

reichen, um Porenbildung und -wachstum auch bei kleinen Gesamtdeformationen zu

initiieren (Goops & Brown [70]). Folglich gilt fiir f;

h =0, (8.60)
2:

r)

] [emm)

was gleichzeitig sichert, daf§ bei Entlastung kein Schiadigungsfortschritt auftritt (als
Flief- und Belastungsbedingung gilt dann (8.30) bzw. (8.36)). Zur Sicherung von
¢ > 0 (keine Heilung) muf

f1 2 0 und fl 2 0 (861)

gelten. Wahrend die Einschrinkung (8.61) nicht angezweifelt wird, bestehen zum
Verhalten der Funktion f; bei £ = 0 verschiedene Standpunkte. Auf der einen Seite
steht die Ansicht, dafl in einem ungeschédigten Material keine Entwicklung von Sché-
digung stattfindet (z.B. NAJAR [158], BOoDNER & CHAN [28], CHAN [42]), da die hierzu
erforderlichen Spannungen viel zu grofi sein wiirden. Mit der hier (und auch in vie-

len anderen Féllen) verwendeten Definition der Schidigung ist man aber weit davon
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entfernt, ein ungeschédigtes Material als perfekt zu bezeichnen (siehe Kapitel 2). Es
kann davon ausgegangen werden, dafl die vorhandenen Spannungskonzentrationen
und die gegeniiber einem ungestorten Kristallgitter geringeren Bindungskrifte von
Korn- und Phasengrenzen ausreichen, um bei den betrachteten Verzerrungen Poren-
bildung auszulésen (sieche Goops & Brown [70]), d.h.

f1 = fio > 0 . (8.62)

£=0
Welcher Ausdiuck fiir f; und f; mit experimentellen Daten am besten korreliert
wurde bisher nicht untersucht. Es wird daher fiir f; der von JANssoN & STiGH [87]

vorgeschlagene Ansatz
fi = all) + (D)€ — cs(T)E? (8.63)

(c1, ¢2, c3 - material- und temperaturabhéngige Koeffizienten; siehe Anhang 6) und
fiir fi der von FELDMULLER [62] verwendet, der sich unter Verwendung von (8.30)
und (8.31) wie folgt darstellen 148t:

fi =D D = ({ICII{F2xk . (8.64)
\/(p) (p)

({{LC3))) sichert, daB bei einer Druckbeanspruchung kein Schidigungsfortschritt auf-
tritt. Die daraus resultierende Forderung von FELDMULLER [62], dafl hydrostatischer
Zug vorherrschen muf (Sp(8) > 0), erscheint hier zu restriktiv. Nach der hier vertre-
tenen mikrophysikalischen Vorstellung zufolge geniigt die Existenz von Zug in einer
beliebigen Ebene — eine Annahme, die z.B. auch von Krajcinovic & FoNseka [105],
[106] und MazARs [140] fiir Schiddigung durch Mikrorisse (siche auch CHABOCHE [41])
oder von BoDNER & CHAN [28] fiir viskose Schadigung geteilt wird. (((LCs))) 148t

sich dann wie folgt formulieren:
LCy = ) (Suc (8.65)
=1

{1 falls LCy > 0
({((LC2))) = {0 sonst

wobei S; die Hauptwerte von S darstellen.

(8.66)

Bei den in der Literatur gefundenen Evolutionsgleichungen fiir tensorielle Schéidi-
gungsvariablen 2. Stufe fallt vor allem die stets gleiche Struktur auf (siehe z.B.
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Murakamr & OHNO [154], BODNER & CHAN [28], CHABOCHE [37] bzw. LEMAITRE
& CHABOCHE [127]). Diese kann durch den folgende Ansatz wiedergegeben werden:

[, %

= ((((LC3>>>>f2(g)£’£: T)f_2(gwf,$) 3 (867)

wobei f; eine skalare und f, eine tensorielle Funktion ist, die die Vorzugsrichtungen
der Schadigungsentwicklung angibt. Da kein Ansatz der oben zitierten Autoren frei
von Kritik ist, werden sie als ungeeignet betrachtet.

Bei Betrachtung des anisotropen Anteils des Ansatzes von MURAKAMI & OHNO
[154] fallt auf, dafl Schidigungsfortschritt nicht in alle Zugspannungsrichtungen,
sondern nur in Richtung der maximalen Zug-Hauptspannung stattfindet.!? Unklar
ist hier auch die Verfahrensweise bei mehreren gleich grofien Zughauptspannungen.
BopNER & CHAN [28] verwenden ihren Schidigungstensor 2. Stufe w, ohne ihm
eine physikalische Bedeutung zuzuweisen. Schwierig wird daher die Bewertung der
Erscheinung, dafl in é negative Hauptwerte zulédssig sind. Heilung in irgendeine
Richtung wird im allgemeinen aber ausgeschlossen. Die Vorzugsrichtungen der Sché-
digungsevolution bei CHABOCHE [37] bzw. LEMAITRE & CHABOCHE [127] werden
nicht durch die &uflere Belastung bestimmt. Auch dieses Verhalten kann durch

12

experimentelle Beobachtungen nicht bestédtigt werden.
Unabhéngig vom Vorangegangenen 148t sich eine Evolutionsgleichung fiir £ aufgrund
der klaren physikalischen Bedeutung nicht ohne mehrere Einschrénkungen formulie-

ren. Als erstes wird Heilung in irgendeiner Richtung ausgeschlossen, £(n) > 0, d.h.

£X,n) = ¢(X) +

[l

(X) - fn) > 0 Vness , (8.68)

bzw. jede Kombination von Fourierkoeffizienten in f_ ist zuléssig, solange die folgende
Ungleichung gilt:

—£ < i[g(%)-- --g@’“)] Vnes; . (8.69)
=1

Mit (8.68) kann die Evolution von £ und £ nicht entkoppelt betrachtet werden. £_
ist nach Gleichung (8.2) wieder eine Fourrierreihe, die durch den Abbruch nach dem

Ob beziiglich einer Richtung Schidigungsfortschritt stattfindet, ist nicht von der
Zugspannung in diese Richtung abhéngig, sondern ob in einer senkrechten Richtung
eine noch groflere Zugspannung existiert. Ein Verhalten, das z.B. durch HAYHURST
& FELCE [78] nicht bestétigt werden konnte.
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zweiten Glied die Gleichung (8.68) im allgemeinen nicht fiir alle Richtungen erfiillt.
Wir verlangen nun, daf} die Evolutionsgleichung von £ in einer Weise formuliert wird,
daf (8.68) fiir alle Richtungen stets erfiillt ist, d.h.

My (30 fw)) = €0 - (8.70

Weiterhin soll E es erlauben, dafl das Gleichheitszeichen in (8.68) bzw. das Minimum
in (8.70) fiir die Richtungen gilt, die senkrecht auf allen Zughauptspannungsrichtun-
gen stehen. Die Maxima der Anderungsgeschwindigkeiten zeigen somit immer in Rich-
tung der Zughauptspannungen unabhéingig von der Schiadigungsverteilung. Folglich
wird die Anderungsgeschwindigkeit der Schidigung beziiglich einer beliebigen Rich-
tung n als Abweichung von einem Mittelwert beschrieben. Diese Abweichung wird
nur durch die duflere Belastung und durch eine richtungsunabhfngige skalare Norm
(z.B. BoDNER & CHAN [28]: | /@+@) der Schidigungsvariablen (£, £) bestimmt. Die
Schidigung, die bereits in der betrachteten Richtung n existiert, ist hierbei ohne Ein-
flul. Diesen zusitzlichen Freiheitsgrad kann die Funktion f_ in Form der Gleichung
(8.68) aufgrund der Symmetrie-, Monotonieeigenschaften, den Forderungen (8.70)
und

n £(X)-f(n) d4 = 0 (8.71)
Ss —

nicht beschreiben. Diese Eigenschaft kann wieder in den Evolutionsgesetzen von
MurAKkAMI & OuHNO [154] und BODNER & CHAN [28] gefunden werden. Ein Ansatz,
der alle Forderungen erfiillt, lautet wie folgt:

. 3 S; .
=¢'3 ; {64(ﬂj)z3< e (Ejﬁj - %;]i)} ) (8.72)

1=1 <SZ>MC'

102,29

wobei fi; (¢ =1,2,3) der zu S; zugehorige Eigenvektor ist. Die Evolutionsgleichung
(8.72) bendtigt durch die Kopplung mit € bzw. € keine neue Flie- und Belastungs-
bedingung. Mit Gleichung (8.4) ergibt sich £ zu

! 1.
§ = 5-¢. (8.73)

c4(n;) ist ein materialabhéngiger Koeffizient (nach den vorhergehenden Betrachtun-
gen wire auch eine Geschwindigkeitsabhingigkeit zu vermuten), der den Anisotro-
piegrad der Schidigungsevolution beschreibt. Ist ¢4 unabhéngig von n, lautet (8.72):

3 <Sj>MC’ o *1 }
= {Zf;l (Si) wrc (ﬂjgﬂ' 3i> ; (8.74)

[lrng
i
o
d‘rl.
It
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Die vorhergegangenen Einschrinkungen bewirken, dafl ¢4 im Intervall [0,1] liegt
(c4 = 0: isotrope Schidigungsevolution; ¢4 = 1: die Schadigungsevolution in Rich-
tungen senkrecht zu Zughauptspannungen verschwindet). Natiirlich sind auch Werte
bis —1/2 theoretisch vorstellbar. Dies bedeutet bei ¢4 = —1/2, dal die Schidi-

gungsevolution in Richtungen der Zughauptspannungen verschwindet.

8.7 Thermodynamische Konsistenz und Materialfunktionen

Es ist nun zu iiberpriifen, ob die Forderung nach stets positiver Entropieproduktion
erfiillt ist. Die dissipative Ungleichung (2.84) lautet mit (2.86), 7 =0 und (8.12)

I

1
- D + p—T)\fgrad2(T) >0 . (8.75)

ls.p

§D"2+ 0 =
P (s)

P)

h~

Waihrend der erste und dritte Summand stets positiv sind, folgt aus der Belastungs-
bedingung (((LC3))), dal unter Beriicksichtigung von (8.38), (8.54) und (8.55) im

zweiten Summanden auch ein negativer Term,

[;;Sp(g) . (8.76)
auftreten kann. Soll der zweite Hauptsatz der Thermodynamik fiir alle betrachteten
Falle erfiillt werden, begrenzt dies die Theorie auf Situationen, in denen die plastische
Deformationsrate grofier als die schidigungsinduzierte ist. Eine Bedingung, die bei
schwachen Porenverteilungen begriindet erscheint und auch eine Voraussetzung ist,
wenn AV* in der Konfiguration B* keine Eigenspannungen enthalten soll.

Im folgenden miissen noch die Materialfunktionen E(T'), v(T), Af(T), o(T), p(T),
c1(T) bis c3(T'), cp(T) und B(T) definiert werden. Die ersten 8 kénnen voneinander
unabhéngig festgelegt werden (Polynomansitze siche Anhang 6 oder FELDMULLER
[62]). ¢,(T) und B(T) unterliegen einer thermodynamischen Restriktion (Integrabi-
litdtsbedingungen nach LEHMANN [116]). Diese it sich, ohne Aussagen iiber die
spezifische freie Enthalpie ¥ zu machen, mit den postulierten Evolutionsgesetzen der
inneren Variablen formulieren und wird aus den gemischten partiellen Ableitungen
von ¥ ermittelt. Mit der Bilanz der inneren Zustandsdnderungen und mit der spezi-

fischen Forménderungsleistung (2.85) folgt

0_3_§£+5§ £+8aa p0§ .

[i=]

(8.77)

~
s
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Die zweimalige partielle Ableitung von (8.77) nach T' liefert

2 18\ p B . BU g
3_:/“—2< 0 )§ “%—8T28§€_3T28§”£ - (8.78)

o3 1

0T20a &

Mit (8.78) und den partiellen Ableitungen von (8.8) nach a, £ und £ 1Bt sich ein

Zusammenhang zwischen ¢, und 3 finden:

0 Cp 116% /1-8\.p 0 Y. O c
(=) = Z | Z— D - (=R e =R ..
29 - a5 p- A ()5 (D)
- (8.79)
Mit der Annahme, daf ¢, (siehe Anhang 6) nur temperaturabhéngig ist, reduziert
sich (8.79) zu ,
0 1-0

Diese Integrabilititsbedingung fiir S(7T) mufl erfiillt werden. g ist fiir Metalle
hiufig nsherungsweise eine Konstante, wobei z.B. Werte von 0,9 (Poug [178]), 0,84

lvrnd
—_

(FELDMULLER [62]) oder 0,6 (PAPE [172]) angegeben werden.

8.8 Das Materialgesetz fiir weggesteuerte Prozesse

Fiir weggesteuerte Prozesse ist es notwendig, die vorangegangenen Gleichungen nach
den Spannungsraten aufzuldsen. Die Addition der Gleichungen (8.20), (8.31) und
(8.38) unter Beriicksichtigung von (8.54) und (8.55) ergibt

D=D+D+D

(r) (p) (s)
3 (8.81)

= C®. 8 + ofL + (LOY((F)228P + hol + Y hinm; .

=1

Die Umstellung nach der objektiven Spannungsrate liefert nun:

3
= CW=1. D — Tl — (LCy) ((F))2)8° — hol — Y hinn;| . (8.82)

t=1

llun<

Die Schwierigkeit bei dieser Darstellung liegt in der Bildung der inversen von g(4).
Die objektive Zeitableitung des gewichteten Cauchy’schen Spannungstensors ist
ebenfalls in der Gleichung (8.35) fiir A enthalten. Zur Substitution dieser Grofie
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wird (8.82) mit §D doppelt skalar von links multipliziert. Durch Umformen und
Einsetzen in (8.35), unter Beriicksichtigung von (8.30), der Symmmetrieeigenschaften
aller Tensoren und dafl hier die Eigenvektoren des Spannungsdeviators §D und der
plastischen Verzerrungsrate D iibereinstimmen (siehe (8.38) und (8.31)), wird der

(p)
folgende Ausdruck erhalten:

AN
A= 47
N oD ’ 1-2v [0k, Ok, . : : :
AV =8 g—f\;hisﬁ ¥ [ 5L — o (astexp(ast) — artexp(ast))
2
AZ — k" ay 1+Vk2—|-2a3(§D-£—|-£-§D)--§D] 1o2k? .
da po | E 2 220

(8.83)
Mit Hilfe dieses Ausdrucks kann nun auch die Gleichung (8.64) und folglich auch die
Evolutionsgleichung des Porenvolumenanteils £ unabhéngig von der Spannungsrate

dargestellt werden.
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9. Versagen und Bruch

9.1 Definition des Versagens

Der Begriff des Versagens'® wird in der Literatur hiufig ohne eine nihere Beschrei-
bung verwendet. Die fehlende Analyse der stattfindenden Mikroprozesse bei der Auf-
stellung von Versagenskriterien und der weiteren Beschreibung des Material- und
Strukturverhaltens nach Erreichen kritischer Zustande fithrt dann auf Voraussagen,
die dem physikalischen Problem nicht addquat sind. Zur Vermeidung von Korrek-
turfaktoren, die keine Materialeigenschaften sind und nur die Diskrepanz zwischen

dem mathematischen Modell und dem physikalischen Problem aufzeigen, wirdein

13

systematischerer Weg verfolgt.
Materialversagen kann im allgemeinsten Sinne als Verletzung von Voraussetzungen,
Hypothesen und Postulaten definiert werden, die bei Aufstellung der Materialgesetze
getroffen wurden. Aus makroskopischer Sicht lassen sich hieraus drei Versagensfor-
men unterscheiden, die aus unterschiedlichen Prozessen resultieren und folglich an-
gepaflite Versagenskriterien und -beschreibungen bendotigen:

(i) Uberschreiten des Giiltigkeitsbereiches der Kontinuumstheorie,

(ii) Uberschreiten des Giiltigkeitsbereiches der Materialgesetze oder

(iii) Uberschreiten der Materialbelastbarkeit (Entstehung und Ausbreitung von

Makrodefekten).

Die Falle (i) und (iii) werfen fiir die Kontinuums-Schidigungs-Theorie neue Frage-
stellungen auf. Der Punkt (ii) wird daher hier nicht niher betrachtet.
Im Fall (i) wachsen und verschmelzen Mikrodefekte in AV* bzw. AV auf eine
Gréfle an, die die Festlegung einer neuen unteren Schranke in der Ungleichung (2.5)
erfordert. Wird diese Schranke nun grofler als die obere Schranke, kann (2.5) nicht

Versagen wird hier auf das Material und nicht auf eine Struktur (z.B. durch Instabi-
litit (MAcHERAUCH & K1r0o0s [135])) bezogen.
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langer erfiillt werden. Wird eine charakteristische Lange lopqr der Mikrodefekte grofier
als YAV* (d.h. ~ 0.lmm bei Metallen (LEMAITRE [125])), werden benachbarte
Volumenelemente getrennt, und das grundlegende Postulat der Kontinuumstheorie
iiber die Existenz des Deformationsgradienten wird verletzt. Diese Prozesse definieren
den Zeitpunkt t* = t*(X), ab dem die Kontinuumstheorie in der Umgebung von X
versagt. l.pqr €ines einzelnen Mikrodefekts kann jedoch nur aus den Mittelwerten der
Schidigungsvariablen abgeschétzt werden (z.B. DIEHL und FORNEFELD [58], [59]).
Wenn auch ein Versagenskriterium zur Bestimmung des Zeitpunktes ¢* wiinschens-
wert ist, kann dieses nicht unabhéngig vom betrachteten Problem aufgestellt werden.
Einerseits ist ein kritischer Wert von l,n.» von der jeweiligen Struktur abhingig, da
diese die obere Schranke (AV), bestimmt. Andererseits ist ein zu

1
—'lc ar )
JavE

t=t*

vV X (9.1)

proportionales Versagenskriterium, d.h. das Schiadigungsmafl selbst, noch von der
subjektiven Entscheidung, ob die theoretischen Ergebnisse infolge der Kontinuums-
theorie oder der speziellen Materialgesetze von den experimentell bestimmten Wer-

" ten abweichen und was als hinreichend genau zu bezeichnen ist, abhéngig. Hat man

sich aber fiir einen Zeitpunkt #* entschieden, kann der entstandende Defekt nicht
durch einen Makrodefekt approximiert werden. Ein Makrodefekt ist mindestens eine
Groflenordnung grofler als AV*, d.h. loper > 1.0mm (SAHN & GOLDNER [190],
SCHATT [192]). Das Ausbreitungsverhalten sogenannter kleiner Defekte unterscheidet
sich sowohl von dem der Mikro- als auch der Makrodefekte, und dessen Beschreibung
stoflt unserer Ansicht nach an die Grenzen kontinuumsmechanischer Konzepte.

Versagen nach (iii) ist durch lokales Uberschreiten der Materialbelastbarkeit gekenn-
zeichnet und mit dem Bruch eines Volumenelementes verbunden. Die Kontinuums-
Schidigungs-Theorie wird im Rahmen lokaler Bruchniherungen (local approach of
fracture) zur Voraussage der Riflentstehung, -initiierung und -ausbreitung in Struk-
turen verwendet. Ein Makrorifl wird dann als eine Menge von Volumenelementen
betrachtet, in denen nach Erfiillung eines Versagens- bzw. Bruchkriteriums die Stei-
figkeit verschwindet. Ein Uberblick und eine Klassifikation der Methoden der lokalen
Bruchnéherungen wird von LEMAITRE in [125] angegeben. Es zeigt sich aber, daf} die
verwendeten Modelle und numerischen Simulationen, die auf der Basis eines Bruch-
kriteriums entwickelt wurden, zwar die Last-Verschiebung-Kurven qualitativ wieder-
geben koénnen, aber gegen unrealistische Riffinitiierungswerte konvergieren. Speziell

bedeutet dies, daff Riffinitiierung zu friih einsetzt (z.B. ScamITT [193]). ROUSSELIER
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[187] z.B. verzichtet in seinem theoretischen Modell auf ein Bruchkriterium, und der
Rif} ist dann eine Prozefizone, in der die Schidigung bis zum Verschwinden der Stei-
figkeit kontinuierlich wéchst. Dieses Vorgehen widerspricht experimentellen Beobach-
tungen, wobei Probenbruch nach einer gewissen Duktilitdt bzw. Bruchdehnung, bei
der noch eine Reststeifigkeit vorhanden ist, eintritt — BiLLARDON & MORET-BAILLY
[25]: ”... the damage rate at point A (Rifinitiierung - Bemerkung des Autors) beco-
mes almost infinite when damage reaches the value of 0.40 corresponding to a residual
elastic stiffness equal to 60% of the original one.”; siehe auch MACHERAUCH [134],
ScuATT [192]. Tatséchlich verwendet ROUSSELIER in seiner numerischen Simulation
doch ein Kriterium fiir Rifortschritt. Dieser tritt demnach ein, wenn Instabilitit
im Drucker’schen Sinne auftritt. Folglich ist die Analyse auf Materialien mit ma-
kroskopischer Entfestigung beschrinkt, und das Bruchkriterium ist offensichtlich zu
konservativ.

Zur Uberwindung der Konvergenzprobleme werden charakteristische Lingen oder
Volumina bei der numerischen Losung der Differentialgleichungen eingefiihrt (z.B.
ARrGYRIs, VAZ & WILLAM [6], BAZANT & PIJAUDIER-CABOT [11] ROUSSELIER [187]
oder ScHMITT [193]) und als charakteristisches Merkmal eines Materials interpretiert.

Wenn es auch durch-die Interpretation-der-charakteristischen ngealsmmittlerer Ab-
stand porenbildender Teilchen den Anschein hat, besitzt dieses Konzept keinen préizi-
sen physikalischen Hintergrund, z.B. verstofit es gegen das Prinzip der lokalen Wir-
kung. Im folgenden Abschnitt soll untersucht werden, wie die Konvergenzprobleme

auch ohne die Einfithrung charakteristischer Lingen iiberwunden werden koénnen.

9.2 Versagenszustédnde

In allen betrachteten Arbeiten tauchen keine charakteristischen Léngen oder Vo-
lumina in den konstitutiven Beziehungen auf; sie begrenzen nur in Finite-Element-
Analysen die Elementgrofie nach unten. Folglich wird das mathematische Modell nicht
exakt geldst, um eine Ubereinstimmung mit den experimentellen Daten zu erzielen.
Hohe Spannungs- und Verzerrungsgradienten werden abgeschwécht, und die postu-
lierten kritischen Zustédnde werden zeitlich spéter erreicht. Dieses Vorgehen tragt
nicht zum besseren Verstdndnis von Bruchprozessen bei und lenkt vom eigentlichen
Problem, das mathematische Modell, ab.

Die Ursachen der Konvergenzprobleme sind vielseitig. Die Kontinuumsmechanik lie-
fert, Spannungen, Verzerrungen, Schiadigungen und Temperaturen als Mittelwerte ho-
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mogeniserter Mikrofelder. Die Erfassung der realen Mikrofelder ist nicht moglich.
M.KAcHANOV in [93] zeigt z.B. (Wu & CuupNOVsKY [222] fiilhren diese Proble-
matik an), dal gerade die Einzelheiten der Mikrofelder fiir die Bruchprozesse von
entscheidender Bedeutung sein kénnen. So kann Schidigungsfortschritt gleichzeitig
sowohl Steifigkeitsverminderung als auch Festigkeitssteigerung hervorrufen. Weiter-
hin kénnen in den vorhandenen Modellen Prozesse, die zu einer Festigkeitssteigerung
fithren, oft nicht erfait werden; z.B. (ScHATT [192])

Mischkristallverfestigung,

Verformungsverfestigung,

Korngrenzenverfestigung,

Teilchenverfestigung,

Eigenspannungen,

Temperaturabhangigkeit der Bruchzahigkeitswerte. .. .

Die entscheidenden Ursachen liegen aber nach Ansicht des Autors in einer dem Pro-
blem nicht angepafiten numerischen Prozedur, der Wahl des Bruchkriteriums (siehe
auch LEMAITRE [125]) und in der experimentellen Bestimmung der Bruchkennwerte.

Die Verringerung der Steifigkeit geschidigter Bereiche einer Struktur bewirkt eine

die Steifigkeitsverminderung und die Spannungsumverteilung, wenn sie nicht ganz
vernachlissigt wird, nicht vollstindig berticksichtigt (LEMAITRE [125]). Dies liefert
in den kritischen Bereichen einer Struktur zu grofle Spannungswerte iiber die ge-
samte Prozefidauer, und der Bruch setzt zu friih ein. Die Beriicksichtigung der Stei-
figkeitsverminderung und die stdndige Kopplung der Spannungs-, Verzerrungs- und
Schadigungsberechnung ist dann ein erster Schritt zur Behebung der oben genannten
Konvergenzprobleme.

In der durchgesehenen Literatur wurden die folgenden Bruchkriterien in Verbindung

mit charakteristischen Liangen oder Volumina verwendet:

(i) ein kritischer Wert einer dquivalenten Spannung, z.B.

BEREMIN [18]: 0cq(0) = o, (9.2)
LEMAITRE [125]: 0*(g) = o—eq\/%(l +v)+3(1 - 21/)% = o, (9.3)
(ii) ein kritischer dquivalenter Wert einer effektiven Spannung, z.B. (D — isotropes
Schidigungsmaf)
1
aeq(_g_eff.) = 0., HurLT [82], [83]: 2. =1-p % (9.4)
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(iii) ein kritischer Wert einer dquivalenten Verzerrung, z.B. (A - Proportionalitéits-
faktor, Cy, - Monkman-Grant Parameter)

t . .
CHABOCHE [38], [39]: p = [, 125 %gp g, dT = pg, (9.5)
TIROSH & MILLER [206]: ¢ = fg \/3& £ dT =5 = AeprCm; (9.6)
(iv) ein kritischer Wert der Schadigung [38], [39], [43], [123],
MurakamI & RONG [156]: Dmax = D, (9.7)
(Dmax - maximaler Hauptwert eines Schiadigungstensors 2. Stufe D),
- 0_2 B -
Tar [204]: Vp = [ [%(1 +v)+3(1— 2u)é] d(Ep)eq = Vo, 9.8)

(isotropes Material, proportionale Belastung;)

(v) ein kritisches Defektwachstum, z.B. McCLiNTOCK [142] oder (R bzw. Ry -
mittlere Radien der Hohlrdume bei 7 =t bzw. 7 = 0)
CInB = [t 3 — R .
RousseLisr [188): lngt = [;0.283 exp (322 ) det, = (In ) ; 9.9)

(vi) ein kritischer Wert der durch den Schadigungsprozef} dissipierten Energiedichte,
z.B. (Q - charakteristisches Volumen)
BILLARDON [25]: [/ N (—p%b) dr dQ = W... (9.10)

CrirT, HARTLEY, STURGESS & ROWE [46] untersuchten systematisch verschiedene
Bruchkriterien fiir elastisch-plastische Materialien. Die Ergebnisse zeigen, dafl das
Bruchkriterium, welches auf der verallgemeinerten plastischen Arbeit je Volumenein-
heit s

w? = /0 Oeqdé = WP (9.11)

beruht, zur Abschitzung des experimentellen Bruchinitiierungsortes fiir den gesam-
ten betrachteten Prozeflbereich geeignet ist. Die Existenz dieser groflen Anzahl phy-
sikalisch sehr verschiedener Bruchkriterien weist auf ein empirisches Vorgehen bei
der Definition dieser Gréflen hin. Nach Ansicht des Autors kann keines der oben
angefiihrten Kriterien das Einsetzen des Bruches ausreichend erkliren.

McCrinToCK [142] schlug zuerst ein Versagenskriterium vor, nach dem der Bruch auf-
tritt, wenn benachbarte Poren sich beriihren. Dieses Kriterium ist nicht mit den mi-
krographischen und mikrofraktographischen Beobachtungen in vielen Metallen kon-
form. Diese zeigten, daff der Bruch durch unterschiedliche Mechanismen hervorgeru-
fen wird, die bewirken, daf§ die Ligamente zwischen den Hohlrdumen weit vor dem
Kontaktieren der Hohlrdume brechen RousseLiER [188]. Es kann daher davon aus-
gegangen werden, dafl Materialversagen bereits bei kleinen Schidigungswerten ein-
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tritt. Z.B. ergeben die quantitativen optischen mikroskopischen Untersuchungen von
ScHMITT [193] einen maximalen Wert von 0.15, und TVERGAARD und NEEDLEMAN
[213] geben einen Wert von & = 0.25 an. CHABOCHE [37] grenzt die héchsten auf-
tretenden Werte im Intervall [0.20; 0.80] ein. Derartig hohe Werte treten in Kupfer
auf; bei Stdhlen sind aber Werte von 0.17 bis 0.24 zu erwarten [62]. Hiervon un-
abhéngig ist nach Meinung des Autors eine kritische Schidigung aus den folgenden
zweil Griinden fiir ein BruchKkriterium irrelevant:
(a) eine kritische Schidigung ist vollstindig unabhéngig von den aktuell wirkenden
aufleren Kraften und Momenten und
(b) sie macht keine Aussagen iiber den Material- und Belastungszustand des
Matrixmaterials; es ist aber letztendlich das Matrixmaterial, welches nach der
obigen Aussage von ROUSSELIER bricht.
Zu diesem Ergebnis gelangen auch BILLARDON & MORET-BAILLY [25]: ... the
corresponding critical value of damage, used to predict the rupture of the elementary
volume has very little influence on the predicted time to initiation itself.”
Die Gréfien in (9.5), (9.6) und (9.11) beschreiben die Belastungsgeschichte des Mate-
rials in Form der Verfestigung. Auch die Gréfien in (9.8), (9.9) und (9.10) beschreiben
S brick Fsich : S 8d irrdter-sich-die-Schis
digung um einen definierten Betrag vergréfiern kann (Der Endbetrag der Schiadigung
ist hier ohne Bedeutung!). Diese Gréfen legen jedoch nur die inneren Zustandsvaria-
blen (Materialzustand) bzw. deren Anderungen in der aktuellen Konfiguration fest.
Diese bestimmen u.a. die aktuellen Eigenschaften und die Tragfdhigkeit des Mate-
rials, zeigen aber nicht an, ob letztere iiberschritten wird. Die im Augenblick des
Bruches wirkenden dufleren Krifte werden wieder nicht betrachtet.
Eine kritische dquivalente Spannung (Gleichung (9.2) oder (9.3)) der Cauchy’schen
Spannung g beriicksichtigt die duflere Last, macht jedoch keine Aussagen iiber die
tatsichlich im Matrixmaterial wirkenden Lasten. Die durch die Schidigung hervorge-
rufene Verringerung der Tragfihigkeit kann ebenfalls nicht beschrieben werden (z.B.
OTHMAN & HaAvHURST [168], [168]). Tritt der Bruch erst nach einer makroskopi-
schen Entfestigung auf, ist dieses Bruchkriterium vollig ungeeignet. Abbhilfe scheint
eine kritische dquivalente Spannung einer effektiven Spannung (Gleichung (9.4)) zu
schaffen. Dennoch erklédrt diese nicht, warum der Bruch eintritt. Spannungen, die
zum Abbruch von Molekularbindungen oder der Bindungskrifte zwischen einzelnen
Kornern geniigen, traten bereits im Verlauf der Belastungsgeschichte auf und fiihr-
ten zur stabilen Bildung und Wachstum der Mikrodefekte. Mit der Bruchinitiierung
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wird dieser Prozefl instabil, was sich allein mit Hilfe einer Spannung nach Ansicht
des Autors nicht erklédren 148t.

Trotz der Unterschiede zwischen den Kriterien und der oben angefiihrten Kritik mufl
davon ausgegangen werden, dafl diese unter gewissen Umsténden als Indikatoren fiir
den bevorstehenden Bruch geeignet sind. Werden die Erfahrungen mit energetisch
definierten Bruchkriterien in den Konzepten der Bruchmechanik und die experimen-
tellen Beobachtungen von ALLEN, HARRIS & GROVES in [1] und [2] beriicksichtigt,
erscheinen Bruchkriterien am geeignetesten, die auf Energien basieren. Dies beides
beriicksichtigend, soll im folgenden ein lokales Bruchkriterium fiir elastisch-plastische
Materialien entwickelt werden, das den Materialzustand einschliellich des Spannungs-
zustandes beriicksichtigt und eine begriindete Bilanz der beim Bruch umgesetzten
Energiebeitrage liefert.

Als Ausgangspunkst fiir die Bilanz der beim Bruch umgesetzten Energiebeitrige wurde
die klassische Bruchmechanik ideal sproder Korper (Griffith-Theorie) bzw. die LEBM
(Irwin-Theorie) gew&hlt. Der Grundgedanke dieser Theorien (siehe HAuN [74]) kann
in abgewandelter Form nun wie folgt formuliert werden: Bei Schidigungsfortschritt
wird (potentielle) elastische Energie freigesetzt, und wegen der Schaffung neuer

Oberflickenrwird-die(potentielte) Oberfitichenenergie erhoht. Bei instabilem Schadi-
gungsfortschritt (Bruch) muf} die gesamte potentielle Energie abnehmen, d.h. es muf
ein Uberschufl der freigesetzten elastischen Energie iiber die benétigte Oberflichen-
energie vorhanden sein. Ist W€ die Dichte der elastischen Verzerrungsenergie

we = (g(4)..s)..§ , (9.12)

[

kann die Dichte der elastischen Schidigungs-Verzerrungs-Energiefreisetzungsrate mit
Hilfe von (8.4) und (8.18) wie folgt angegeben werden:

_ ldwe 1awe _ owe c®..s

2 dé 2 9¢ g¢ = =)"1_—Z

e

(9.13)

Mit der Betrachtung elastisch-plastischer Materialien und thermischer Prozesse muf}
die Energiebilanz fiir sprode Materialien erweitert werden. Es werden folgende
Energiebeitrige umgesetzt:

(i) elastische Energie,

(ii)
(iii) plastische und thermische Dissipation und
(iv) Arbeit der duBleren Krifte.

Oberflichenenergie der Poren (Dissipation durch Schidigung),
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Die freigesetzte elastische Energie wird folglich nicht nur durch Schédigungsfort-
schritt, sondern auch durch plastische Deformation und thermische Prozesse (innere
Dimpfung) dissipiert. FELDMULLER [62] nimmt an, dafl die gesamte freigesetzte
elastische Energie dem thermischen Prozefl zugefiihrt wird. Diese Annahme soll nicht
iibernommen werden, da dann keine Energie zur Bildung der Bruchoberflichen zur
Verfiigung stiinde. Im Gegenteil, im folgenden wird die thermische Dissipation der
freigesetzten elastischen Energie vernachlissigt. Dies kann mit der grofien Trigheit
dieser Prozesse begriindet werden.

Natiirlich ist die Energiefreisetzungsrate w® in (9.13) eines Materials durch die
aktuellen Werte der Schidigung &, €, der elastischen Nachgiebigkeit 2(4) und der
Verfestigung a nach oben begrenzt. Die Verfestigung bestimmt nach Gleichung (8.37)
den Wert der FlieBspannung, ein Wert, der hier nicht iiberschritten werden kann. Mit
wachsender Verfestigung des Matrixmaterials (hier durch (8.34) beschrieben) wichst
auch dessen Fliefispannnung, und es kann immer mehr elastische Verzerrungsenergie
gespeichert werden. Ist diese Energiemenge so grof}, dafl die Energiefreisetzungsrate
w® grofler oder gleich einem kritische Wert w¢ ist, tritt der instabile Bruch ein.

Da ein Teil der freigesetzten elastischen Energie durch plastische Prozesse (z.B.

Mikroplastizitat) dissipiert wird, ist w_ grofier als bei ideal sproden Materialien.

Energiefrei- w*
setzungsrate Brugh
T < Ty
1y
/ we (TZ)
Woo [--—m=mmmm s m oo m - — e e wg (Tl)

0 . . ,. Verfestigung a
0 ac (Tl) ac(TZ)
Abbildung 11: Entwicklung der elastischen Schidigungs-Verzerrungs-Energiefrei-

setzungsrate bis zum Bruch

Es wird deutlich, daf der Bruchzeitpunkt durch die Verfestigungsvariablen weitest-
gehend bestimmt wird, wenn die Fliefliche nicht verlasssen wird (Gleichung (8.33)
gilt stets) und isotherme Prozeffiihrung angenommem wird (siehe Abbildung 11).

Gleichung (9.11) ist ein Ma$ fiir die Arbeits-Verfestigung. Fiir Dehnungsverfestigung
folgen somit die Kriterien (9.5) und (9.6). Analog lassen sich auch die Kriterien
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(9.8) und (9.9) als GroBen interpretieren, die sichern, dafl der plastische Prozefl
vor dem lokalen Bruch eine hinreichende Zeitdauer anhielt. Es liegt dann nahe, die
Verfestigung selbst als Bruchkriterium zu verwenden. Gleichung (9.13) zeigt aber, dafl
die Verfestigung zwar den zum Bruch fithrenden Prozef steuert, ihn letztendlich aber
nicht verursacht. Hierfiir ist eine hinreichend grofle dufiere Belastung notwendig, was
dann wieder auf die Kriterien (9.2) bis (9.4) fithrt. Dies ist konform mit den Aussagen
von LEE, PENG & WANG [114], BiLLARDON & MORET-BAILLY [25] und LEMAITRE
[123], die ebenfalls davon ausgehen, dafl zwischen Gréflen, die den Bruchprozefl
steuern, und Groflen, die den zum Bruch fithrenden Schidigungsprozefl steuern,
unterschieden werden muf.

Neben den beschriebenen Prozessen kann davon ausgegangen werden, dafl mit wach-
sender Verfestigung das Material versprodet, die plastische Deformationsgeschwindig-
keit sinkt, da immer weniger freie Versetzungen vorhanden sind. Dies bewirkt nach
Ansicht des Autors, dafl der durch plastische Deformation dissipierte Anteil abnimmt.
D.h. w¢ sinkt mit wachsender Verfestigung. Untersuchungen zur Abhéngigkeit eines
Bruchkriteriums von der Verfestigung und eventuell von der Temperatur konnten in

der durchgesehenen Literatur nicht gefunden werden. Daher wird fiir die Entwicklung

141 PN 4 1190 craod e g A .
der-kritischenFEnergiefreisetzungsratewider-Ansatz

WE = Weo + Wi €XP (_1212 a) (9.14)

im betrachteten Temperaturbereich oberhalb der Sprédbruch-Verformungsbruch-
Temperatur postuliert, wobei w1, ws und we, materialabhingige Koeflizienten sind.
Weo entspricht der Energiefreisetzungsrate, die zur Bildung neuer Oberflichen not-
wendig ist, wihrend der zweite Term in (9.14) den Anteil beschreibt, der plastisch
dissipiert. Abhéngigkeiten, die von der Belastungsgeschwindigkeit hervorgerufen wer-
den, sollen vernachléssigt werden. Diese wiirden vor allem bei hohen Belastungsge-
schwindigkeiten (Versprodung des Materials) durch die duflere Belastung oder durch
Riflausbreitung, wenn durch den Bruch einzelner Volumenelemente grofle und sehr
schnelle Spannungsumlagerungen stattfinden, entstehen. Gleichung (9.14) bietet in
dieser Form auch einen Ansatz zur Beschreibung der durch FELDMULLER [62] be-
schriebenen eingeschrinkten Verformbarkeit durch Reckalterung. Das lokale Bruch-
kriterium lautet mit (9.13) und (9.14) wie folgt:

e __ e
= w,

W(g(‘l) . §) .. = Weo + w1 exXp ( 7

810 —wy a) . (9.15)
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(9.15) kann nicht nur fiir elastisch-plastische Materialien verwendet werden, sondern
ist auch. fiir spréde Materialien geeignet. In diesem Fall wird der zweite Term der
rechten Seite vernachléssigbar klein, und der Wert ws, wird von der elastischen
Energiefreisetzungsrate w® bereits vor Erreichen der Flieflspannung, die unterhalb
der Sprodbruch-Verformungsbruch-Temperatur stark anwéchst, eingenommen (siehe
Abbildung 11).

Das Bruchkriterium der Form (9.15} wurde durch die Arbeit von TEOH, CHERRY &
KauscH [205], in der eine kritische Verzerrungsenergiedichte das Bruchkriterium bil-
det, motiviert. Auch LEMAITRE [125], BiLLARDON & MORET-BAILLY [25], CHABOCHE
[38], [39] und RousseELIER [188] betrachteten bereits ein analoges Kriterium. Letzt-
endlich blieb es jedoch bei diesen theoretische Betrachtungen, und in den Analysen
der oben zitierten Autoren wurden die eingangs angefiihrten Bruchkriterien verwen-
det. Gleichung (9.15) 148t sich mit Hilfe der dort betrachteten isotropen Schidigung
D wie folgt ausdriicken:

9T 1dW.
Y= "P9Dp ~ 24dp ~ ¥
qu 2 1 0?{ (9.16)
2E(1 = D)2 50 +”)+3(1_2’/)azq — e

Auf die Problematik der experimentellen Identifikation und Verifikation von loka-
len Bruchkriterien wurde bereits durch BILLARDON & MORET-BAILLY [25] und viele
andere Autoren hingewiesen. Dieses kann nicht direkt durch einfache Extrapolation
der Ergebnisse klassischer einachsiger Versuche erfolgen [25]. Wahrend der Riflini-
tilerungszeitpunkt durch die in der Bruchmechanik {ibliche Mefimethoden sehr ex-
akt bestimmt werden kann, liefern diese Versuche, auch der einachsige Zugversuch
an einem ungekerbten Stab, keine lokalen Zustandswerte am Bruchinitiierungsort.
Vielmehr miissen diese durch eine Mittelung iiber makroskopische Bereiche oder
durch eine Abschitzung ermittelt werden. Ein Beispiel liefern die Untersuchungen
von FELDMULLER [62], wo eine kritische Schidigung als Bruchkriterium verwendet
wurde. Die Schidigung im direkten Einflubereich des Bruches mufite aus Messungen
in der Nachbarschaft der Bruchzone bestimmt werden. Neben diesem mefitechnischen
Problem sind weiterhin keine Experimente verfiigbar, die zur getrennten Bestimmung
der in den Bruchkriterien auftretenden Materialfunktionen geeignet sind.

Auch an dieser Stelle kann die Losung dieser Probleme nur zukiinftigen Forschungen
iberlassen werden. In der Zwischenzeit miissen die Materialfunktionen (hier die
Koeffizienten w;, we und wy) aus numerischen Simulationen der Experimente mit

einer anschliefenden Anpassung an die Meflergebnisse ermittelt werden.
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10.1 Berechnung axialsymmetrischer Probleme - homogener Zug

Die charakteristischen Eigenschaften des in den Kapitel 8 und 9 vorgestellten Materi-
algesetzes (Anhang 6) gegeniiber einem isotropen Modell werden anhand einiger Bei-
spielrechnungen dargestellt. Da sich dieses Materialgesetz auf das von FELDMULLER
[62] im isotropen Fall reduzieren 148t, liegt es nahe, vor allem die Differenzen beider
Modelle herauszustellen.

—

kovariante Basisvektoren

X3 N ereostel)——epsintr?)
/ ‘t g8, = —e,zlsin(z?) + e,x'cos(z?)
~ 1
S T g _
N2 =23 53 = e3
\\ gZ
: kontravariante Basisvektoren
r g
- | 2 1 2 . 2
S | ' g = ejcos(z”) + epsin(z?)
P - -~ \|\ 2 _ 1 .- 2 1 9
-7 €34 o~ 5_ - _Ql'q:TSIH(x ) + gzmTCOS(CC )
Vg — I.'L'S N 3
/ | \ 2 = @
S2 X g €3
~ |
€ N ! X! = 2! cos(z?)
2 ~
» | .
1 e Zome?s X? = z!sin(z?)
X3 = o8

Abbildung 12: Zylinderkoordinaten (x!, x?, x3)

Fiir die Beschreibung rotationsymmetrischer Probleme ist es vorteilhaft, ein Zylin-
derkoordinatensystem zu verwenden. Die Beziehungen zwischen einem raumfesten,
kartesischen Koordinatensystem (Xl, X2, X3) mit 2(_" =X igi und einem krumm-

1

linigen, raumfesten Koordinatensystem (x', x*, x%) = (r, ¢, 2) mit x* = z'g,

in Abbildung 12 wurden bereits mehrfach in der Literatur beschrieben (z.B. ZDEBEL
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[227], SzEPAN [203], FELDMULLER [62]). Daher werden diese im weiteren als bekannt
vorausgesetzt.

Im folgenden sollen weggesteuerte Prozesse betrachtet werden. Die hierfiir erforder-
lichen materialabhéngigen Gleichungen werden dem Abschnitt 8.8 entnommen. Der
Deformationsprozef diinnwandiger Kreiszylinder unter der Axialspannung S% und
der Schubspannung S%, $% wird z.B. durch SzEpaN [203] beschrieben. Die Bezie-
hungen zwischen v, D, W und den Gréfien zur Beschreibung der Probenverformung
(Probenlinge I, Aulenradius R, Wandstérke ¢, Gesamtverdrehwinkel ¥7) und deren

Raten lauten demnach:

0O_ RO, . -R. .
Po= L i+R ="+ R
tO
: , . . Wz Wi U2l . xS
!
und
B dr 1{8r 0 ¢ 1 767 8z 7
v 5(7“"23?) 3 (5% +5%)
S N R A I o7 ) 3 7 e L9z :
by = 5(8_f+r_2%) i 5(5‘5%?2—@) ; (10.2)
1 78z ar 1 {8z 29 bz
| 3 (57 +5%) 5(7“" Ff) s ]
[ 1 (87 8¢ 187 _ 82\
0 5(7—7”229—(5—27“90) 5 (52— 5%)
T _ 1 (8 1 867 1 {8 1 82
W' = i(ﬁf—r—szrz%) 0 E(Ff_ﬁ%)
1 (82 or 1 {8z 20 ¢
| (55 E(W_r 55) 0 ]
(10.3)

Bei der Verwendung zylindrischer Vollproben und ohne Torsion um die 23-Achse (d.h.
\ifT = 0) koénnen die verbleibenden Beziehungen zwischen v, D, W, ED , 1, R, [ und
R soweit vereinfacht werden, daf sich der Deformationsprozefy vollstandig durch I,
R, der Temperatur T, der Axialspannung S%, = S, der Verfestigungsvariablen a und
den Schidigungsmaflen &, £2%,, €% beschreiben lift;

R

D*; = diag (0; L Z); W', = diag(0; 0; 0) ; (10.5)
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Si = diag(0; 0; §); &P = ldiag(—$ ~&; 28
i la'g(’ y )1 i g lag(— y 12 ) . (106)

Als Belastung wird die axiale Geschwindigkeit der Proben an deren Ende v3 (23 = ()
so vorgegeben, daf§ hieraus eine konstante Verzerrungsrate D3 = 1073 resultiert.
Um einen homogenen Zustand der Probe zu gewihrleisten, werden Stérungen, die
von den Probenridndern ausgehen, vernachlissigt. Weiterhin mufl {iber die gesamte
Probe dieselbe Temperatur vorherrschen. Effekte, die in der Probe einen Tempera-
turgradienten hervorrufen, werden daher vernachldssigt. Ein Proze8 (8.11) kann als
isotherm angenommen werden, d.h. T = 0, wenn die Deformationsgeschwindigkeit
sehr langsam ist und die dissipierte Energie schnell genug abgefiihrt werden kann.
Hingegen kann bei sehr schnellen Deformationsgeschwindigkeiten kaum W é&rmelei-
tung stattfinden (q ~ 0), und der ProzeB ist ndherungsweise adiabat.

Nach mehr oder weniger aufwendigen Umformungen der Gleichungen fiir weggesteu-
erte Prozesse erhilt man das Differentialgleichungssystem der Gleichungen (10.7) bis
(10.28) bei Vernachldssigung thermoelastischer Effekte. Die Gleichungen (10.23) und
(10.24) zur Bestimmung von A und 7" sind transzendent und lassen sich nicht auf alge-
braische Gleichungen zuriickfiihren.-A und 7' werden aus den aktuellen Werten (d.h.

zum Zeitpunkt t) aller Variablen durch die Iteration, die in Abbildung 13 dargestellt
ist, erhalten.

a) elastisches Differentialgleichungssystem

| = 3% =) S l(t=0) = 1° (10.7)
14
. = — 016% — ag¢? '
R=-R|E he e ﬁ . R(t=0) = RO (10.8)
E -+ 533(0,1 + a-s + 4CL3)

T = 0 s T(t=0) = T° (10.9)
33 l 1 3 - 3
S = B + €& 3((1,1 —I—ag—|-4a3)} ; 53(25 = 0) =0 (10.10)
£ =0 L E(t=0) = (10.11)
£=20 £t =0) = (10.12)

@ =0 sa(t=0) = 0 (10.13)



128 10. Berechnungen

b) elastoplastisches Differentialgleichungssystem

qg1 = %l;—f = —]_62(1)4 -+ b5a,) (1014)
8 k2
@ = kg (10.15)
= k? {[b1b2(1 — tanh®(bya)) + b3] exp(—(bs + bsa)) — k*bsT'}
g3 = a(T) + c(T)E — cs(T)E? (10.16)
5 .

2016 + Z[(z‘ +1)¢ — (3= 1)¢i-1)€* — 5¢5€°

q4 = (10.17)
126+ 1+ ¢) .52+Z —D)EF = (€T
5 N
1= (i+1)GE
% = =L ] (10.18)
3 [1—c+zgi¢°'”J
=1
1 !
g6 = lE + &% (a1 + az + 4a3)] (10.19)
k? = [bitanh(boa) + bsa] exp(—(bs + bsa)T) +bs = k% + bg (10.20)
I = 3% =1 (10.21)
: l . 253,
R =R {qe i o — (LCy) ((F)) 2A <—3— + g3k (g5 + Q4))

(10.22)

(a1.£33 +azf% — %) +aT — (LCy) ((F)) 2) (ng- - QSQ3I€) }
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0 isotherm
T = N (4 (10.23)
(LC) ((F) o0 [55(533)2 + 5%qs2k (qu + (IS)] adiabat
P
. \
200 = 35%0 [ - o = (00 (F)2A (252 + ok s + 0
(10.24)
— T+ 2%@?3% [asexp(asgs2Ak) — arexp(asgs2Ak)]
2 I 252,
S 3 = Qs z —aol — <L01> <<F>> 2\ (T + Q3k (CI5 + Q4)) (1025)
£ = (LCy) ((F)) gs2Mk (10.26)
_ . [-1 0 0 .
£ = LO)(F)ak—| 0 -1 0| g g (10.27)
= Tlo o0 2
& = (LC)(P) 22 |5(5%)° - auk (asexp(aaa2ab)
(10.28)

—a7exp(agq32Ak)) }

Die Dichte der elastischen Schidigungs-Verzerrungs-Energiefreisetzungsrate w. aus
Gleichung (9.13) 148t sich mit
i

We = 1-¢ (533)2 l:% + (al%;a2+4a3) 533} (10.29)

angeben.
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I,I,R, T, 5%, ¢, €, a zum Zeitpunkt ¢ und ein Parameter
eps zur Einstellung der Genauigkeit der Iteration

Y

Berechnung einer Naherung T; von T aus (10.23) mit A; = 0

h

Einsetzen von T} in (10.24) und Bestimmung einer Niherung
Air1 von A m.H. eines Algorithmus zur Nullstellensuche

(fortgesetze Intervallhalbierung)

Y

rung Tiyq

Einsetzen von A;41 in (10.23) und Berechnung einer Nihe-

¥ 3

. )\l| < ep> nein

Y

|Aiv1

A= )\1;+1 und T = Ti+1

Abbildung 13: Programmstruktur zur Bestimmung von A und T
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10.2 Experimente

Zur Bestimmung der materialabhingigen Koeffizienten des hier vorgestellten Ma-
terialgesetzes wurden keine eigenen Experimente durchgefiihrt. Hierzu wurden die
experimentellen Untersuchungen von FELDMULLER [62] an Ck15 Stahl, der bei Bela-
stungsbeginn nahezu porenfrei war, herangezogen. Einzelheiten iiber Probengeome-
trie, Versuchsanordnung und -auswertung sind daher dieser Arbeit zu entnehmen.
Mit der Betrachtung desselben Materials konnen die Materialfunktionen zur Beschrei-
bling der Eigenschaften der Materialmatrix, die von der Schédigung unabhéngig sind,
bis auf die Verfestigungsfunktion k2, fiir die ein neuer Ansatz gewihlt wurde, iiber-
nommen werden. Im Temperaturbereich von 25 °C < T < 400 °C werden fiir Ck15
Stahl angegeben:

1 N
E(T) = (216700-73.34@7’) {meJ (10.30)
1 N
G(T) = | 84000 - 30.69;5T — (10.31)
/ 5 1 —x 1 r N
AT = \54.11-7.05-10 se L — 49751077 = ) [ KJ (10.32)
a(T) = (113 107%+9.0-107° —C-,T 5.556 - 10-12 )[;{_] (10.33)
-6 —10 1 kg
p(T) = [7.85-107° 33310710 ol |7 (10.34)

ep(T) = (0 459 - 10 + 3.025 - 102—C—T +0. 1875ET2) []ngfz”} (10.35)
In den folgenden Abbildungen werden die experimentellen Daten aufgefiihrt, die zur
Anpassung der verbleibenden Materialfunktionen im vorgestellten Materialgesetz die-
nen. Die Abbildungen 14, 15, 16 und 17 zeigen Spannungs-Dehnungskurven (0%
iiber €%;) nahezu isothermer Zugversuche, die durch die Deformationsgeschwindig-
keiten €35 ~ 1073s7! bei den Anfangstemperaturen von 25°C, 53°C und 80°C und
€3 &~ 107%571 bei der Anfangstemperatur von 364°C erzielt wurden.
Die durchgezogenen Linien entsprechen den tatsédchlich im Experiment ermittelten
Verlaufen. Die Zentralsymbole kennzeichnen die %-e%-Punkte, die zur Ermittlung
der verbleibenden Materialfunktionen herangezogen werden. Ab einem Wert um
g3, = 0.20 ist ein Abfall der Spannung zu beobachten, der durch den Beginn
der Einschniirung der Zugprobe gekennzeichnet ist. Nach der Einschniirung kann

die Abweichung der Felder in der Probe von homogenen Zustdnden nicht linger
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vernachlissigt werden. Daher wurden die MeBpunkte mit negativem Anstieg in den
Spannung-Dehnung-Diagrammen von den folgenden Betrachtungen ausgeschlossen.
Um dennoch Daten fiir £3;-Werte oberhalb des Einschniirbeginns zu erhalten, wurden
die verbleibenden Verldufe mit Hilfe des Ansatzes (10.39) approximiert. Die fiir die
einzelnen Temperaturen erhaltenen Kurven dienten im Anschlufl zur Extrapolation
(bei Ty = 25°C, 53°C, 364°C auf €3; = 0.28 und £3; = 0.41589 und bei Ty = 80°C auf

g33 = 0.20 und £3; = 0.28) der homogenen Phasen {iber den Einschniirbeginn hinaus.

7821 %1072 [

6.25 :
4.69
3.12

1.551

O.OO:..--i--|;|---=.--.=----{€33'101
1.60 3.20 4.80 6.40 8.00

Abbildung 14: Zugversuch mit ¢35 ~ 1073571 und Ty = 25°C

7.72 - o3 - 1072 [ N ]

mm?

6.17.1 o

4.63 1
3.08 1

1.53 .1

0.00 : ' ' } ; i 533 . 101
1.60 3.20 4.80 6.40 8.00

Abbildung 15: Zugversuch mit £3; ~ 1073571 und Ty = 53°C
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033 -1072 [mjf\’rIﬁ]

7.40

5.91

4.43

2.94

1.45

N b+ — PP 533'101

D.DO ~ —t—t——t -} +——t
0.00 1.60 3.20 4.80 6.40 8.00

Abbildung 16: Zugversuch mit €% ~ 1073571 und Ty = 80°C

7.39 -
0-33 +1072 [m]:tz]

5.92 . e

4.45

2.97

1.50

0.03

z'__g_.._+_.._’__._|__¢_.__|_|__|_¢__|_|_+_.__|__|_i__|_4_|_;_| 533 * 101
1.60 3.20 4.80 6.40 8.00

_

Abbildung 17: Zugversuch mit ¢%; =~ 10~4s~! und T = 364°C

Die Abbildung 18 zeigt einzelne Werte des Porenvolumenanteils £ wihrend der fort-
schreitenden Deformation €35 bei isothermer ProzeBfiihrung und der Temperatur als
Scharparameter. Die experimentelle Bestimmung der einzelnen Werte des Porenvolu-
mens wurde auf die Bestimmung der in Schliffbildern auftretenden Porenflichenan-
teile zuriickgefiithrt. Die Porenflichenanteile konnten aus den Fotografien der Schliff-
bilder mit Hilfe eines digitalen Bildauswertungs-Systems bestimmt werden. Als Re-
ferenzfliche dient die aktuelle Probenquerschnittsfliche, so dafl die ausgewertete
Referenzfliche auch als représentativ im Sinne einer Kontinuumstheorie bezeichnet

werden kann. Ein Anstieg der Schidigung ¢ mit wachsender Prozefgeschwindigkeit
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konnte in den Versuchen von FELDMULLER [62] nicht nachgewiesen werden. Dieser
EinfluB wird daher vernachlissigt.

0.99; ¢-10! , ©
] o Tp = 25°C
0.79 -— (VL]
1 0 1y = 53°C . R
0.60 _:_ A To = 80°C .
+ To = 364°C m
o u]
0.40 L + o
0.20 ]
| %EIME E’llu °
0.00f vy am g A L €Y
0.19 0.38 0.57 0.77 0.96

Abbildung 18: Schédigung £ von Zugversuchen mit verschiedenen Anfangstempe-

raturen Ty

Die Abbildung 19 zeigt den Temperatur-Dehnungs-Verlauf (T iiber e3;) zweier

Zugversuche mit den Anfangstemperaturen von To = 53°C und Ty = 80°C.
Bei einer Deformationsgeschwindigkeit €3, ~ 1072s~! kann die Prozefifithrung
als nahezu adiabat betrachtet werden. Die Temperaturverldufe wurden mit Hilfe
von Thermoelementen und (wenn mdéglich) mit einer Infrarotkamera gemessen und

dienten speziell zur Bestimmung der Dissipationsfunktion .

8.66 - T.10~1 [oc] To = 80°C
7.98 -:}//

7301 Tp = 53°C

b ———+——+————+ ,.,,.,.,.:633'101

——+—+—+—+ ( T 1

0.49 0.98 1.47 1.96 2.46

Abbildung 19: Temperaturverlidufe adiabater Zugversuche mit verschiedenen An-

fangstemperaturen Tp mit €3, ~ 10725}
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10.3 Unbekannte Materialfunktionen

Innerhalb der betrachteten Analyse wird angenommen, dafi senkrecht zu einer
Zughauptspannung keine Schidigungsevolution erfolgt. Diese Annahme ist z.B. mit
den mikrofraktographischen Untersuchungen von HAYHURST [77] und HAYHURST &
FeLCE [78] konform, Porenwachstum in getrennten Ebenen ist nahezu voneinander
unabhingig. Hieraus kann

| cs = 1 (10.36)

gesetzt werden. Fiir a4 wird die folgende Annahme getroffen:

k .
ag = p° = po = 7.85-107° l:mri?’] . (10.37)

Aufgrund der Wahl der Materialfunktionen in dem hier vorgestellten Materialge-
setz konnen die verbleibenden Materialkoeffizienten und -funktionen nicht sukzessiv

ermittelt werden. Die Kopplung des Differentialgleichungssystems ist selbst bei rela-

tiv einfachen Belastungsverhéltnissen so stark, dafl zur Ermittlung einzelner Grofien
stets die Integration des gesamten Materialgesetzes erforderlich ist. Zur Bestimmung
der verbleibenden Materialkoeffizienten werden Optimierungsstrategien, die die Ko-
effizienten an experimentelle Daten anpassen, verwendet. Grundsétzlich stellt sich
an dieser Stelle die Frage, ob zur eindeutigen Bestimmung von Materialparametern
hinreichend viele voneinander unabhingige Experimente vorliegen. In der Arbeit von
FELDMULLER [62] werden Versuche beschrieben, in deren Ergebnis o3, - €% -, T -
g% - und € - €% - Verldufe bei verschiedenen Anfangstemperaturen (Temperatur
To als Scharparameter) ermittelt wurden. Diese Daten geniigen prinzipiell nicht zur
eindeutigen Bestimmung der Materialparameter. Um zwischen elastischer Entfesti-
gung und plastischer Verfestigung zu unterscheiden, sind Experimente mit Zwischen-
entlastungen zur Ermittlung der aktuellen Nachgiebigkeit Q__(4), woraus die a1, ao
und as bestimmt werden konnen, erforderlich, auch wenn die damit verbundenen
mefitechnischen Probleme sehr grof sind (siehe [62]). Weiterhin sind, wie bei allen
anisotropen Materialgesetzen, zumindest noch Angaben iiber das elastische und irre-
versible Deformationsverhalten in einer zweiten Richtung (z.B. in radialer Richtung
x!) notwendig. In dem vorgestellten Materialgesetz folgt aus den irreversiblen Defor-

mationen in verschiedenen Richtungen {; mit (i = 1,...,5). Zusitzlich wiren auch
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mikrofraktografische Untersuchungen wiinschenswert, die experimentelle Daten iiber
die Orientierungsdichtefunktion (X, n) liefern (Uberpriifung der Annahme (10.36)).
Um dennoch sinnvolle Materialkoeflizienten aus den oben angefithrten Experimenten
zu erhalten, werden den Optimierungsstrategien zur Anpassung an die experimentell
ermittelten Funktionsverldufe Startwerte ibergeben, die bereits in der Umgebung der
gesuchten Losungen liegen. Die Startwerte werden entweder mit Hilfe vereinfachen-
der Annahmen sukzessiv bestimmt oder aus Experimenten abgeschitzt, die in der
Literatur angefiihrt werden.

Die ¢; mit (: = 1,...,5) sind Materialkoeflizienten, die den Anisotropiegrad der

schidigungsinduzierten Verzerrungsrate D beschreiben. Experimentelle Daten zum

(s)

Deformationsverhalten in radialer Richtung x!

von Ckl15 Stahl waren weder bei
FELDMULLER noch in anderen durchgesehenen Literaturstellen angefiihrt. Eine An-
passung der Parameter (; ist folglich nicht durchfithrbar. Mit dem Ziel, Beispiel-
rechnungen mit dem vorgestellten Materialgesetz durchzufiihren, werden die (;
ad hoc festgelegt und anschliefend die Wirkungen dieser Parameter demonstriert.
FELDMULLER [62] zeigt, daf} die Annahmen isotroper schidigungsinduzierter Verzer-
rungen innerhalb der dort betrachteten Prozesse noch berechtigt ist. Die Anpassung

der Materialkoeffizienten erfolgt daher mit ¢; =0 mit (i = 1,...,5).
Das vorgestellte Materialgesetz beinhaltet keine kinematische Verfestigung, folglich
kann k2 in (8.37) niherungsweise durch '

2 2
B o= 2 (5%) ~ 2o (10.38)

angegeben werden. Wird fiir die experimentell bestimmten Wertepaare (o, &) der

funktionelle Zusammenhang
o~ a[l—exp(be)] +ee+d (10.39)

angegeben, vernachléssigt man den zweiten und dritten Summanden im Evolutions-
gesetz (8.34), d.h.

€p
a & / o dep, (10.40)
E

»=0
und setzt e, = ¢ wird eine Niherung der Funktion k?(a) erhalten. Diese Ver-
fahrensweise erfolgte fiir Experimente bei nahezu isothermer Prozeffiihrung, die in
den Abbildungen 14, 15, 16 und 17 dargestellt sind.

Die erhaltenen Verliufe der Funktion k?(a,T') sind in Abbildung 20 dargestellt. An
diese Verldufe erfolgt die Anpassung der Materialkoeffizienten b; bis bg der Funktion
k? mit der von FORNEFELD [64] beschriebenen Evolutionsstrategie.
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5207 K107 | 2]

ul
u] o
m 9 4
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Abbildung 20: Experimentelle Verfestigungsfunktionen
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Abbildung 21: Approximation der Verfestigungsfunktion k2(a,T) fiir Tp = 25°C

In Abbildung 21 ist das Ergebnis der Optimierung der Funktion k%(a) aus (8.37)
fiir einen einzelnen Versuch mit der Anfangstemperatur 7y = 25°C dargestellt. Die
Zentralsymbole in Abbildung 20 kennzeichnen die Auswertung des entsprechenden
Versuches mit Hilfe von (10.39), und die durchgezogene Linie beschreibt die Funktion
k%(a,T) nach der Optimierung der b; an letzteren Verlauf. Dieses Beispiel zeigt, daf
die Abhéngigkeit der Funktion k?(a,T) von a fiir eine einzelne definierte Temperatur
durch den Ansatz (8.37) sehr gut wiedergegeben wird.
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Die Approximation der Temperaturabhéingigkeit der Funktion k%(a,T) iiber den
Temperaturbereich von 25°C' bis 364°C' durch (8.37) ist jedoch nicht von gleicher
Qualitéit wie in Abbildung 21. Konnten die experimentellen Verlidufe bei den Tempe-
raturen von 25°C, 53°C und 80°C mit dhnlich guter Qualitét wie in Abbildung 21
beschrieben werden, lag die Approximation fiir 364°C' zu weit unterhalb des expe-
rimentellen Verlaufes, um akzeptabel zu sein. Waren hingegen die Approximationen
fiir 25°C und 364°C sehr gut, lagen die fiir 53°C' und 80°C etwas oberhalb der

experimentell bestimmten Verldufe.

K2 1075 |0 k21075 | N
5.20 T -

4.23-+

3.26 ¢

2.29 +

1.321

4.947

4.02 71

3.10+

2.18+

1.25¢+

Ia-lO‘IQI [-255]

mm?2
:

1.40 2.80 4.20 5.60 7.00

Abbildung 22: Approximation der Verfestigungsfunktion

Der Ansatz (8.37) fiir die Funktion k2 ist nur fiir die Temperaturbereiche geeignet,
in denen die Anderung von k? mit T negativ ist. Da der einfache Ansatz (8.37)
viele komplexe temperaturabhéngige Prozesse (z.B. die durch Wycrirr, Kocks &
EMBURY [223], van den BEUKEL [215], CERNOCKY & KREMPL [34] und MARQUIS [138]
beschriebenen Erscheinungen der statischen und dynamischen Reckalterung; die Ver-
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festigung durch Ausscheidung von Teilchen und durch andere Gefiigeumwandlungen
nach SCHATT [192]) nicht beriicksichtigt, die im Temperaturbereich von 25°C bis
364°C auftreten, ist die zu Abbildung 21 geringere Qualitit iiber den betrachteten
Temperaturbereich nicht weiter verwunderlich. Fiir das in den Beispielrechnungen
verfolgte Ziel wird die mit dem Ansatz (8.37) erzielte Genauigkeit noch als hinrei-
chend betrachtet. Als Ergebnis der Optimierung mit allen vier Kurven in Abbildung
20 wurden die folgenden Werte b; erhalten (Abbildung 22):

by = 1.31617-10° 2 by = 2.71062 - 10~2;
by = 4.68824-10>. 2. p, = 9.38225.107° °CY; (10.41)
bs= 1.0-1077°C~1; bg= 4.04072 10*1

Zur Bestimmung von Startwerten fiir die Anpassung soll angenommen werden, dafl
die Entwicklung des Volumenanteils & und die Dissipationsfunktion 3, die den Anteil
der sofort dissipierten plastischen Arbeit festlegt, sowohl bei isotroper als auch
anisotroper Schidigung gleich sei. Diese Annahme erlaubt nun auch die Verwendung
der Schidigungsfunktion von FELDMULLER [62] als Evolutionsgleichung ¢. Damit folgt
fiir Gleichung (8.63) und g:

P o841

cio = 5.0:-107% c99 = 6.41117; cso =  0.0;

ci1 = 0.0; co1 = —2.12246 - 1072 OC_I; C3y — 0.0; (1042)
Clg = 0.0; Coo = 3.50033 - 104 OC—Z; C3g = 0.0;

c13 = 0.0; Coz = —7.934-10"" OC—B; c33 = 0.0 .

Startwerte fiir die Koeflizienten a1 bis a3 werden aus der folgenden Abschétzung des
Maximalwertes von Csszgz erhalten. Fir i = 57 = k = | = 3 ergibt sich aus dem
Nachgiebigkeitstensor 2(4) in (8.24)

Casss = °Caszz + (a1 + ag + 4as)éss . (10.43)

LEMAITRE & DUFAILLY bestimmen in [128] eine Nachgiebigkeit C3333 bel isotro-
per Schiadigung mit Hilfe der Gleichung

0C3333 _ 1
1- gmax (1 - §maa:) OE

03333 ~ (10.44)
Die Untersuchungen von FELDMULLER [62] liefern den Maximalwert des Porenvolu-
menanteils mit {mq, & 0.15. Eine obere Schranke fiir (a; + a2 + 4as) ldB8t sich
konstruieren, wenn angenommen wird, dafl der Term Cj3333 in (10.43) Anderungen der
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Nachgiebigkeit der gleichen GroSenordnung wie die isotrope Schédigung £ in (10.44)
beschreibt. Mit (10.43) und (8.23) folgt:

1 1
AX 4 = | ——1 . .
MAX (lay + ag + 4ag|) (0.85 )OE ™ (10.45)
Bei £(X,n;) = &(X,n,) = 0 ergibt sich der maximale Wert, den £33 bei &40
annehmen kann, d.h.

a3 = 200 = ET:TM : (10.46)

Mit °F =~ Ejy und der Annahme, da§ a1, as und a3 von gleicher Gréflenordnung sind,
folgt:

2
la1| = laz| = |as| ~ 2.8426-107 {mm}

~ (10.47)

Die Betragsstriche in (10.47) deuten an, daf8 die elastische Entfestigung durchaus
kleiner sein kann als der Wert, der sich aus der Reduktion der im Mittel tragenden
Fliche z.B. nach KacHANOV [89] ergibt.

Ohne die Moglichkeit, sich auf bekannte Untersuchungen berufen zu koénnen, 148t
sich die Groflenordnung von as bis ag nur sehr grob abschétzen. Mit den Ndherungen

D =~ D wahrend plastischer Deformationen und R/H R —zxi/t aus (10.22) 1m

(p)
elastischen Differentialgleichungssystem folgt der erste Summand der rechten Seite

von (8.34):

2 1 2+ vl
§D . _D_ ~ (§D33 — §D22) 533 =~ _:};l/_l_sfig . (10.48)
(p

N

Wird f; in (8.63) niherungsweise durch cjq ersetzt und f; in (8.64) durch

. I
fi = D= Z\/l/2+1
p) (p)

folgt fiir die Rate des Porenvolumens ndherungsweise E ~ %cm\/ v2 + 1. Die Startwerte

Slllw
gle

N
ag = ag = 0 und a5 = a7 = 1.1709-104l ] . (10.49)

mm?

werden erhalten, wenn die tiber die plastische Arbeit hinausgehenden Glieder in (8.34)

jeweils Abweichungen bis zu 1% verursachen, wobei die Abhingigkeit von £ in erster
N

mm?

Néherung linear angenommen wird, die Maximalspannung ca. 800 betrigt und

VR %Q gilt.
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10.4 FErgebnisse

Zur Anpassung der Materialkoeffizienten und -funktionen wurden parallel ein Gradi-
entenverfahren (siehe z.B. ScHoLz [194]) und die von FORNEFELD [64] beschriebene
Evolutionsstrategie verwendet.

Bezeichnung bzw. Variable Wert Einheit
Gleichungsnummer
elastische Entfestigung | a1 2.1219340 . 10~ mm? /N
(8.24) as —5.9774245 - 1077 | mm?2/N

as 2.6923032 - 106 mm? /N
isotrope Verfestigung as 1.1350692 - 10* N/mm?
(8.34) ag —0.9379945 s7!

az 1.1661688 - 10% N/mm?2

as 2.2475666 s7!
Verfestigungsfunktion by 1.2911039 - 10° N?/mm*
(8.37) by 3.7101178 - 1072

b3 4.6138432 - 10? N?/mm*

by 2.1182086 - 10~* °Cc-1

b 6.9267985 - 108 °c-1

be 3.7713897 - 10% NZ%/mm?*
Schidigungsevolution c10 1.3051527 - 103
(8.63) c11 8.7803500 - 1078 °Cc-1

12 8.6690728 - 1010 °Cc—2

13 0.0 °oC—3

€20 " | 4.9455335

Ca1 1.5866583 - 1073 °oC-1

Co2 —3.5462300- 1075 | °C—2

Co3 8.25851000 - 10~8 °oC—3

€30 6.1282379 - 1073

cat 3.7125512 - 10~* °oC-1

32 2.8055653 - 1079 °C—2

33 —8.6597400 - 108 | °C—3
Dissipationsfunktion 6} 0.67621
(2.86)

Tabelle 2: Ergebnisse der Anpassung des Stoffgesetzes

Das Optimierungsziel bestand in der Minimierung der Summe der relativen Fehler-

quadrate

Tec o¢% rec ex rech er
A = 'UJUZ (*‘TPP) +'LUEZ (f h’ea;pé. p) +wTZ (T ea:'pT p)

max mazr




LUV Lgeuvirioot L3J

7.66 0'33 bzw. 333 : 10—2 [m]’:]n2] ....
6.13
4.59 T() = 53°C (isotherm)
— S
3.06 Vs
Experiment
1.53
0.00 ~ F—t—t—t——t———t——— ] 633'101
0.00 1.60 3.20 4.79 6.39 7.99

Abbildung 24: Axiale Spannung o3 bzw. S% iiber Dehnung €3; im Zugversuch

mit é ~ 107351

7.63

6.10

4.58

3.05
0  Experiment

1.53 1

0.00

L

Abbildung 25: Axiale Spannung o3; bzw. S3 iiber Dehnung €; im Zugversuch
3g-1

g3, - 101
~ 3
0.01 1.60 3.20 4.80 6.39 7.99 J

mit € ~ 10~
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743 7 0% bzw. §%-107% [Zh] -

5.94 +

4.46 -:- Ty = 364°C (isotherm)
3 — S

297 | o
Experiment

1.49 1

0.00 -:£~} b+ 633 . ]_01

0.01 1.61 3.21 4.81 6.42 8.02

Abbildung 26: Axiale Spannung o3, bzw. S iiber Dehnung €3, im Zugversuch
-1

mit & ~ 10~ %s

Der Vergleich von Rechnung und Experiment zeigt, daf der einfache Ansatz (8.37)
fiir die Verfestigung der Materialmatrix ausreicht, um qualitativ und quantitativ

gute Ubereinstimmungen zwischen Rechnung und Experiment zu erzielen. Gegeniiber

der weniger guten Ubereinstimmung in Abbildung 22 wurde ein Qualititsgewinn
erzielt. Hierbei mufl beriicksichtigt werden, dafl die in Abbildung 20 dargestellten
Verfestigungsfunktionen nur eine grobe Naherung fiir die plastische Verfestigung der
Materialmatrix sind. Diese Ndherungen wurden aufgestellt, ohne zwischen plastischer
Verfestigung und schiadigungsinduzierter Entfestigung zu unterscheiden. Bei der
Abschitzung der b; in (8.37) wurde versucht, die Uberlagerung beider Effekte nur
mit Gleichung (8.37) zu beschreiben.

b) Schidigungs-Verlidufe

In den folgenden vier Abbildungen 27, 28, 29 und 30 wird der Verlauf des Porenvolu-
mens £ iiber der axialen Dehnung e3; aus den Rechnungen mit den experimentellen
Daten aus Abbildung 18 verglichen.

Die Rechnungen liefern eine zufriedenstellende Ubereinstimmung mit den experi-
mentellen Ergebnissen. Der qualitative Verlauf der Kurven entspricht aus der Li-
teratur bekannten Verliufen. Wie die Verfestigungsfunktion k2 wird die Tempe-
raturabhingigkeit der Porenwachstumsrate von #hnlich vielen, teilweise entgegen-
gesetzt gerichteten Prozessen festgelegt. Mit dem Ansatz (8.64) ist auch eine di-
rekte Kopplung zwischen plastischer Deformationsrate und der Porenwachstumsrate
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vorgegeben. Ein monotones Anwachsen der Porenwachstumsrate mit zunehmender
Temperatur Ty wird von den Experimenten nicht wiedergegeben (siehe Bemerkun-
gen zur Verfestigungsfunktion im Abschnitt 10.3) und auch in den Verldufen der
Abbildungen 27, 28, 29 und 30 nicht beschrieben. Die gezeigten Ergebnisse sind
in Ubereinstimmung mit den Ergebnissen von FELDMULLER [62]. Die wenigen ex-
perimentellen Daten, die bei einer definierten Temperatur noch dazu sehr stark
streuen (siehe Abbildung 18), lassen Aussagen zur Temperaturabhéngigkeit der Sché-

digungsevolution nicht zu.

9.09 T £-10?
7.27 T
5.46 ‘:' Ty = 25°C (isotherm)

! — ¢
3.64 T 0  Experiment
1.82 1

I = -
0‘00;’-":--:::::[5:::;5

0.20 0.40 0.60

Abbildung 27: Porenvolumendichte & iiber Dehnung %; im Zugversuch

0.99 1 ¢-10! m
0.79 ‘-
0.60 7' TO = 53°C (isotherm)

3 — ¢
0.40 T O  Experiment
0.20 +
0.00‘25::..;..::::;::{::::{::;==533

0.20 0.40 0.60 0.80 1.00

Abbildung 28: Porenvolumendichte £ {iber Dehnung £2; im Zugversuch




42U LU DCTreCivitungen

097 T ¢.10! o
0.77 |
0.58 T Ty = 80°C (isotherm)
I — ¢
0.39 1 O Experiment
[ o
0.19 +
!
0.001_3;:...;..:%{:E?::::::::::J.::Esg
0.20 0.40 0.60 0.80 1.00
|

Abbildung 29: Porenvolumendichte ¢ iiber Dehnung €3; im Zugversuch

837 T £-102
6.70 +
1
502 “ Ty = 364°C (isotherm)
[ — & .
3.35 1 0  Experiment
1.67 +
1
O.OOJ;:...;.:::...::.':::.:;:;4533
0.20 0.40 0.60 0.80 1.00

Abbildung 30: Porenvolumendichte ¢ iiber Dehnung £3; im Zugversuch
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Der grofler werdende Anstieg der Kurven in den Abbildungen 27, 28, 29 und 30 bei
fortschreitendem Deformationsprozefi kénnen als Bestétigung betrachtet werde, daf3
(i) die Wachstumsrate der Schidigung bzw. des Porenvolumens vom bereits exi-
stierenden Porenvolumen abhingig ist und mit diesem anwéchst und
(ii) fiir die Aussage von BILLARDON & MORET-BAILLY [25], dafl der Betrag der Schi-
digung auf die Zeit bis zum Versagen nur einen geringen Einfluf} besitzt.

0.20 0.40 0.60 0.79 0.99
O.OOMﬁL—'"l—n—.i.__i.__i____l:::.}.::::::ﬁ':ISBB

-0.29 1

1 — Ty = 25°C (isotherm)
—0.57 T T() = 53°C (isotherm)

—._ 1o =80°C (isotherm)
—0.86 'j_' ___Tp= 364°C (isotherm)
~1.15 I

I
~1.43 |

£ =&z - 107

Abbildung 31: Komponenten £1; und £22 des Schidigungstensors £ {iber Dehnung

&3, im Zugversuch

In Abbildung 31 ist der zu den Abbildungen 27, 28, 29 und 30 zugehorige Verlauf
der Komponenten &7 = &9 des Schidigungstensors £ der tensoriellen Fourierreihe in
(8.2) iiber der axialen Dehnung €3; dargestellt. Gilt fiir ein Element &; (i = 1,2, 3;
keine Summation) der Hauptdiagonalen von £ die Beziehung &; > 0 bzw. &; < 0,
ist der Volumenanteil der Poren mit der Orier?tierung n, grofler bzw. kleiner als der
Mittelwert iiber alle Richtungen £’. Da angenommen wurde, daff das Material bei
Belastungsbeginn porenfrei war und fiir die Evolution von £ die Gleichung (10.27)
gilt, ist die Angabe von £ und des Verlaufes von &4 hinrei_chend, um den Schédi-
gungszustand vollstandig fiir die isothermen Versuche bei Ty = 25°C, Ty = 53°C,
To = 80°C und Ty = 364°C zu beschreiben. '

Mit den Materialkoeffizienten in Tabelle 2 liegt die Vermutung nahe, dafl mit steigen-
der Temperatur der Wert von £;1; immer langsamer sinkt, d.h. der Verlauf bei einer
Temperatur Ty > Ty liegt {iber dem Verlauf mit der zugeordneten Temperatur T;.
Dies bedeutet nicht, dafl das Verhiltnis von Schidigungswerten £(X, n) hinsichtlich
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zweier Orientierungen n nicht konstant bleibt. Ist keine Anfangsschidigung vorhan-
den und wird, wie in dieser Arbeit, ein konstantes ¢, angenommen, ist das Verhéltnis
nur von den betrachteten Richtungen abhiingig. Z.B. ist das Verhiltnis (x3 und n,
entsprechend Abbildung 12)

£X,n,)

_ S\ 22a) 10.50

£(X,n = x3) (1050)

fiir c4 = 1 und n, L x3 stets 0 und wichst mit dem Skalarprodukt von n_ - x? (fiir

T
1 1 1
n, = |—; —=; —= 10.51
= |55 v 1051

wird das Verhéltnis ) auf den Maximalwert 1 bei n, = x3. Mit kleiner werdendem
¢4 ndhern sich alle Verhéltniszahlen unabhéngig von n, dem Wert 1 (bzw. &;; dem
Wert 0) an (Abbildung 32), was den Ubergang auf eine isotrope Orientierungsdich-
tefunktion £(X,n) nach sich zieht.

000 __ 02 ¢
—0.27 |
1 — ¢4 = 1.00 (isotherm)
=054 ¢ ¢4 = 0.75 (isotherm)
: e - — €4 = 0.50 (isotherm)
—0.82 —:— - €4 = 0.25 (isotherm)
—-1.09 1
~1.36 |
€11 = a9 10

Abbildung 32: Komponenten &7 und &25 des Schiadigungstensors € liber Dehnung
3, im Zugversuch mit 7Ty = 80°C

Ist jedoch eine Anfangs- bzw. Vorschidigung vorhanden (z.B. durch eine Vorbela-
stung in eine Richtung, die vom betrachteten axialen Zug abweicht) oder werden
wechselnde Belastungsrichtungen betrachtet, &ndert sich das Verhéltnis in (10.50)
kontinuierlich auch bei konstanter Belastungsrichtung mit der fortschreitenden De-
formation — die Orientierungsdichtefunktion & &ndert sich entsprechend der aktuellen
Belastung. Werden z.B. die Vorschiadigungen £; und &, betrachtet, ergeben sich die
in den Abbildungen 33 und 34 dargestellten Verldufe der Orientierungsdichtefunktion
€. & und &, sind wie folgt definiert:
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(i) & mit & = 0.050001, &11.= 93 = —0.0079579, £15 = £13 = €93 = 0.0
(ii) €2 mit & = 0.050001, £a = £33 = —0.0079579, 15 = &13 = €23 = 0.0 .
Eine Temperaturabhingigkeit von (10.50) wird nur dann erhalten, wenn ¢4 tempera-

turabhéangig ist. Dieser Fall soll hier nicht betrachtet werden.

|
4.98
£.10!
4.08
3.19
Ty = 80°C (isotherm)
92.99 — Vorschidigung éil
O Vorschidigung &;
1.04
0.50
?
+~{::::::::::::::::.L:::.::’.—}533
0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00
L

Abbildung 33: Porenvolumendichte ¢ iiber Dehnung €3, im Zugversuch mit

Vorschidigung
0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00
1.59 ¢+ -
3
_0.31 ~ —1 + } | ettt 83

Ty = 80°C (adiabat)

—-2.21
—4.12
—6.02
¢,-102 —— &u; Vorschidigung &
—7.92 £y 107 £11; Vorschidigung &
0

O &g9; Vorschidigung &;
€29; Vorschidigung &,

Abbildung 34: Komponenten £1; und &22 des Schidigungstensors £ tiber Dehnung

3, im Zugversuch mit Vorschiadigung
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Anschaulich lassen sich die Ergebnisse aus den Abbildungen 33 und 34 besser als
3-D Bild wiedergeben. In Abbildung 35 ist die Orientierungsdichtefunktion £(X, n)
der Rechnung mit Ty = 80°C und &; vor und nach der Belastung qualitativ darge-
stellt. Die Anderung der resultierenden Anisotropierichtungen ist hieraus deutlich zu
erkennen.

Abbildung 35: Orientierungsdichtefunktion £(X,n) vor der Belastung (a) und
nach der Belastung (b) mit £ und Ty = 80°C

c) Temperatur-Verlidufe
In Abbildung 36 sind die experimentellen Temperatur-Verldufe und die Temperatur-
Verlaufe aus den Rechnungen iiber der Dehnung ¢3; bei adiabater Erwirmung und
den Anfangstemperaturen Ty = 53°C und Ty = 80°C aufgetragen. Die Anpassung
der Dissipationsfunktion 8 an die Experimente in Abbildung 19 liefert den Wert
B = 0.67621. Im Vergleich zur unteren rechnerisch ermittelten Kurve ergibt die An-
passung des Temperaturverlaufes mit der gréfSeren Anfangstemperatur eine schlech-
tere Ubereinstimmung mit dem Experiment. Dieses Phinomen wird in folgender
Weise begriindet. Der experimentelle Verlauf der Kurve mit Ty = 80°C ist viel flacher
als die Kurve mit Ty = 53°C. D.h., im ersten Fall betrégt der Temperaturzuwachs
am Ende des Belastungsprozesses nur ~ 11°C und im zweiten Fall &~ 21°C. Diese
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qualitativen Unterschiede lassen sich als Meflungenauigkeiten erkléren. Eine andere
Erkldrung fiihrt zu der Annahme, dafl 3 als temperaturabhingige GréBe betrachtet
werden mu#f.

FELDMULLER erhielt mit einem allgemein isotropen Materialgesetz und einer Anpas-
sung an Temperaturverldufe, bei denen Ty um ca. 25°C lag, fiir das gleiche Material
den Wert § = 0.84. Diese verschiedenen -Werte lassen sich mit der obigen Annahme
und der Annahme, dafl der gespeicherte Anteil der plastischen Arbeit bei anisotroper
Schidigung grofler ist, begriinden. Fiir fundiertere Aussagen sind aber noch weitere
Untersuchungen notwendig.

LOLr p.y0-2 g

0.91

——  Analyse (adiabat)

0.82
O Experiment (adiabat)
0.72
ul

0.63
0.53

}l::::i:::::::::I:1::}::::.'533'101

0.00 0.49 0.98 1.47 1.96 2.45

Abbildung 36: Temperatur T iiber Dehnung €3, im Zugversuch mit é3; ~ 10725s7!

d) Verldufe von Komponenten der elastischen Nachgiebigkeit
Hiufig beschrinkt sich die Beschreibung der Anderung elastischer Eigenschaften auf
eine mit der Schidigung fortschreitenden isotropen Entfestigung (z.B. LEMAITRE
[124]), auf eine anisotrope Entfestigung, wobei aber die Anisotropierichtungen vor-
gegeben sind (z.B. Gurson [73]; GoLocaNu, LEBLOND & DEvaux [69]), oder sie
wird vollsténdig vernachlissigt (z.B. Murakami & OuNo [154]). Das vorgestellte
Materialgesetz kann, im Gegensatz zu den Theorien mit skalaren SchiadigungsmafBen,
die Anderung der Anisotropierichtungen der elastischen Eigenschaften in Abhingig-
keit von der aktuellen Orientierung der Mikrodefekte beschreiben. Am Beispiel des
Verlaufes der Komponenten C~’1111 = C’gggg, C~’3333, 6’2233 und 6’3322 des elastischen
Nachgiebigkeitstensors 2(4) in (8.27) in den Abbildungen 37 und 38 soll diese Eigen-
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schaft verdeutlicht werden.'* Der Verlauf der Komponenten Ci113 = Cag92, Casas,
Co33 und Csso0 wurde unter Beriicksichtigung der Schidigungs-Verlsufe in den Ab-
bildungen 27 und 31 ermittelt.

5.48 T 6'2222 bzw. 613333 108 I:m;,nz]
5.30 1
I Ty = 25°C (isotherm)
513 T - 63333
=7 Cagao
496 T . isotrope Theorie
4.79 | e
4.61 1 R
F::::'::::'::::'::::'::::'533
0.20 0.40 0.60 0.80 1.00

Abbildung 37: 63333- und Cosgo- Komponente des Nachgiebigkeitstensors g(4)

iiber Dehnung &3, im Zugversuch mit den Schidigungs-Verldufen

14

aus Abbildung 27 und 31

Aus den Abbildungen 27 und 31 folgt, daB die Orientierung der Mikroporen in
axialer Richtung, d.h. in x3-Richtung, am schnellsten anw#chst, was sich auch
auf die Orientierung der elastischen Entfestigung auswirken mufl. In Abbildung 37
beschreibt die isotrope Theorie bei isotropem Ausgangsmaterial die Entfestigung des
Materials unabhingig von der betrachteten Richtung. Die Kurven fiir (:’2222 und
Casss sind deckungsgleich und erreichen 110.06% der Anfangsnachgiebigkeit. Mit
Beriicksichtigung der Orientierung der Schidigung nach (8.24) wird die Entfestigung
in gs-Richtung, beschrieben durch Cssss, grofer (119.50%) und die Entfestigung in
x2-Richtung, beschrieben durch Chggs, kleiner (105.66%) gegeniiber der isotropen
Theorie.

Ein analoger und mit der Anschauung {ibereinstimmender Verlauf wie in Abbildung
37 gibt die Abbildung 38 wieder. Bei einer einachsigen Zugspannung in x3-Richtung
ergibt sich gegeniiber der isotropen Theorie (Absinken von Cy233 und Chsey auf
110.16% vom Anfangswert) eine geringere Querkontraktion in x2-Richtung, was

Die ersten zwei Indizes von Cj;1; geben die Verzerrungskomponente und die zweiten

zwei Indizes die verursachende Spannungskomponente an.



durch die flachere Cagss-Kurve (104.25%) ausgedriickt wird. Hingegen ist durch
den hohen Schidigungsanteil in der x3-Richtung bei einer einachsigen Zugspannung
in x2-Richtung die Querkontraktion in x3-Richtung stérker (die Cagog-Kurve liegt
unterhalb der Kurve der isotropen Theorie; Absinken auf 113.94%).

0.20 0.40 0.60 0.80 1.00
— | —t }— t | 633
_1.34 2 e
—1.38 Ty = 25°C (isotherm) o
— Ca233 \\
~1.41 ; s
1. —-— C3322 \
......... isotrope Theorie \
~1.45 A
\
~1.49 \
\
~153 1 ) 2 \
Ci233 bzw. Cszpg - 10° [m]\qf ]

Abbildung 38: Cs933- und Cs399 - Komponente des Nachgiebigkeitstensors 2(4)

iiber Dehnung €3, im Zugversuch mit den Schidigungs-Verldufen
aus Abbildung 27 und 31

Mit den Schidigungsverldufen in den Abbildungen 33 und 34, d.h. mit Vorschiddigung,
ergeben sich die in Abbildung 39 und 40 dargestellten Verldufe der Nachgiebigkeits-

komponenten Ca222, Cs333, Ca233 und Csaza.
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Abbildung 39: C~’3333- und Chooo- Komponente des Nachgiebigkeitstensors 2(4)

{iber Dehnung ¢%; im isothermen Zugversuch mit den Schidigungs-
Verldufen aus Abbildung 33 und 34 (Tp = 80°C)
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Abbildung 40:

C~’2233- und C~’3322 - Komponente des Nachgiebigkeitstensors 2(4)

{iber Dehnung €%; im isothermen Zugversuch mit den Schédigungs-
Verlaufen aus Abbildung 33 und 34 (Tp = 80°C)
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e) Verldufe schidigungsinduzierter Dehnungen
Im Rahmen dieser Arbeit werden Porenvolumenanteile bis maximal 15% betrachtet.
Die zusitzlichen Verzerrungen, die durch die Mikroporen verursacht werden, sind da-
her gegeniiber den Gesamtverzerrungen noch relativ klein. Da weiterhin die Beriick-
sichtigung elastischer und plastischer Deformationen keine zusétzlichen Informatio-
nen liefert, werden zur Verdeutlichung der Darstellung die schidigungsinduzierten
Verzerrungen gesondert betrachtet.
Mit der Wahl der Funktion ¢, d.h. die Koeffizienten ¢; (i = 1,2,3,4,5), werden
die qualitativen und quantitativen Verldufe der einzelnen Komponenten der schadi-
gungsinduzierten Deformationen definiert. D.h. beziiglich einer Zugspannung ¢ in
x3-Richtung werden die Lings- bzw. Queranteile (Anteile in x3- bzw. x2-Richtung)
der durch ¢ verursachten schadigungsinduzierten Dilatationen bestimmt. Verschwin-
den alle ¢;, sind die schidigungsinduzierten Deformationen isotrop. Werden die ¢; so
gewéhlt, dal die Funktion ¢ mit wachsendem £ immer schneller in eine horizontale
Gerade iibergeht, wird der Anteil der Langsdehnung immer grofler und der Anteil
der Querdehnung immer geringer. Am Beispiel dreier Funktionen (;y mit
Cuy mit ¢ =C=@=0G=¢(=0
Gy 2mit (1 =05, C=0=0G=_(=10

(3) : mit 3 = 6.27097, (2 = ~19.2569, (3 = 29.9512, {4 = —22.8757 und
(s = 6.81071
wird in den Abbildungen 41 und 42 die Wirkung der Wahl von ( dargestellt.

9.25 T 4e% 107 ‘ /

[ /
7.40 4 /
555 T e (2)

i = - $@)
3.70

I

I
1.85 T

1 3
0.00 Lot vy 3

0.0 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00

Abbildung 41: Schidigungsinduzierte axiale Dehnung ¢&2; iiber Dehnung €25 im
adiabaten Zugversuch bei Ty = 364°C
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591 7 &% 102
4.73 1
1 (1)
3.54 T e C(2)
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2.36 1
1.18 _
[ 3
O.OO'LN{i-'-E--'-.:..I:::::::::{63
0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00

Abbildung 42: Schidigungsinduzierte radiale Dehnung s€% iiber Dehnung ¢%; im
adiabaten Zugversuch bei Ty = 364°C

In den Abbildungen 41 und 42 wurde die Wirkung unterschiedlicher Materialfunk-
tionen ¢ auf die schidigungsinduzierten Deformationen bei konstanter Porenvolu-

mendichte & der Vorschddigung gezeigt. Wird nun bei konstantem ¢ und gleicher
Porenvolumendichte ¢ der Vorschidigung nur die Orientierung der Vorschidigung
variiert, zeigt sich entsprechend den Abbildungen 43 und 44, da die Orientierung
auf den Verlauf der schidigungsinduzierten Deformationen keinen Einflu} besitzt.
Diese Eigenschaft ist charakteristisch fiir das vorgestellte Materialgesetz — nur die

Funktion ¢ bestimmt die Verldufe von g .

Wird statt der Orientierung die Porenvolumendichte & der Vorschédigung bei gleicher
Funktion ¢ variiert, ergeben sich mit ((3y die Abbildungen 45 und 46. Es werden die
schiadigungsinduzierten Deformationen verglichen, wobei entweder die Vorschiadigung
€1 oder

(iii) €3 mit & = 0.0050001, £1; = €g9 = —0.00079579, &15 = €13 = €93 = 0.0
angenommen wurde. Der Verlauf der schidigungsinduzierten Deformationen ist bei
gleicher Funktion ¢ vom Betrag von ¢ der Vorschiddigung abhéngig. Die Abbildung
46 konnte den Eindruck erwecken, dafl das Porenvolumen bei einer geringeren
Anfangsschidigung (£5 von &3 ist kleiner als &; von 5—1) schneller wichst. Abbildung
47 zeigt aber, daB die Porenvolumendichte im Versuch mit & stets grofer als im

Versuch mit €5 ist.
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6.10 T s&35-10!
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Abbildung 43: Schidigungsinduzierte axiale Dehnung s&3; iiber Dehnung £3; im

isothermen Zugversuch bei Ty = 80°C, mit Vorschidigung und

¢(3)

1.38 7 se2%, -10?
111 +
1
0.83 T
055 1 — Vorschiadigung 5:1
] 0  Vorschidigung &9
0.28 1
] 3
0.00"~=::':::::::.:::.::::-:::§63
0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00

Abbildung 44: Schidigungsinduzierte radiale Dehnung s¢%, {iber Dehnung ¢3; im

isothermen Zugversuch bei Ty = 80°C, mit Vorschidigung und

C@)
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6.09 T &3 -10!
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Abbildung 45: -Schidigungsinduzierte axiale Dehnung ,£3; iiber Dehnung £3; im

isothermen Zugversuch bei Ty = 80°C' mit Vorschidigung und ()

2.03 T &% - 10 —
1.62
1.22
0.81 =
— Vorschidigung &,
041t T Vorschidigung &3
OOO ~,":'.: ottt 63
0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00

Abbildung 46: Schidigungsinduzierte radiale Dehnung ,¢%, iiber Dehnung 3, im
g s€79 3

isothermen Zugversuch bei Ty = 80°C' mit Vorschidigung und (3
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Abbildung 47:

Porenvolumendichte ¢ iiber Dehnung £3; im isothermen Zugver-
such bei Tp = 80°C' mit Vorschidigung und (s

d) Verlaufe elastischer Schiédigungs-Verzerrungs-Energiefreisetzungsra-

ten

Die Evolution der eingefiihrten versagensrelevanten Gréfie w. in Gleichung (10.29)

kann in Abbildung 48 verfolgt werden. Bei Verwendung eines einzigen Materials und

einer Temperatur T, entspricht ein groferer we-Wert einem kiirzeren Zeitraum bis

zum instabilen Versagen des Materials.
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Abbildung 48:

w® iiber Dehnung &%; im isothermen Zugversuch bei Ty = 80°C,
mit Vorschédigung und (s
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Die verschiedenen Vorschidigungen besitzen unterschiedliche Orientierungen, und
weiterhin gilt: &; = & > £3. Der Wert von w® wird nicht nur durch den Betrag
der Porenvolumendichte ¢ (Kurven &; und & in Abbildung 49), sondern auch durch
die Orientierung des Schidigungsmafes £(X, n) bestimmt. Die Vorschidigungen &;
und &, in Abbildung 49 besitzen den selben isotropen Wert &; aber die jeweilige
Orientierungsdichtefunktion &, bzw. &, weist unterschiedliche Orientierungen auf.
Die Vorschidigung &, besitzt in x3-Richtung, d.h. in Zugrichtung, einen gréferen
Wert als &;. Die Orientierung der Mikrodefektkonfiguration wird im vorgeschlagenen
Versagenskriterium beriicksichtigt, und man erhélt fiir &1 einen hoheren Wert we.
Wie aus der Gleichung (10.29) fiir w® zu entnehmen ist, ist die Temperaturabhéngig-
keit von w® sehr komplex. Der Elastizitdtsmodul E, der Gleitmodul G und die Evo-
lution von €, &3 und S% (iiber die Verfestigungsfunktion k2(T,a)) sind von der
Temperatur abhingig. Welcher Einflufl iiberwiegt, ist materialabhéngig. Fir Ck15
Stahl mit den Materialkoeffizienten nach Tabelle 2 ergeben sich die in 48 dargestellte
Verldufe. Diese wurden bei unterschiedlichen Anfangstemperaturen mit und ohne
Beriicksichtigung des Schidigungsfortschritts erhalten .

1.64 - P

w1070 o] /
1.31 1 Py

L
0.98 | 7 —
’ T / — // """""

/‘/ e =

i T —— To=25°C; £#0
0.66 I = 2

- =T e Ty =25°C; £ =0

[ /-/ ........ —--— T :36400'5:}&0
0.33 | ° 't

I == Ty =364°C; £ =0
0.00 +——tt——t—t—t t—t t ] 633
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Abbildung 49: w*® iiber Dehnung &% im isothermen Zugversuch mit Vorschidi-

gung &3 und ((3)
Obwohl sich fiir die groflere Temperatur Ty = 364°C stets ein grofierer Wert w® ergibt,

folgt hieraus nicht, daff das Versagen vor Versuchen bei niedrigeren Temperaturen
(hier Ty = 25°C) eintreten mufl. Die Temperaturabhéngigkeit des kritischen Wertes
der Schidigungs-Verzerrungs-Energiefreisetzungsrate we in Gleichung (9.14) bewirkt,
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daf} auch fiir die kritischen Werte die Ungleichung
wg(To = 36400) > ’U)g(To = 2500)

gilt. Ob Versagen bei hdheren Temperaturen bei grofieren oder kleineren e3; eintritt
als bei niedrigen Temperaturen, kann iiber (9.14) gesteuert werden. Wird bei hdheren
Temperaturen eine gréfiere Duktilitdt vorausgesetzt, mufl der Ausdruck

1
T

in Gleichung (9.14) entsprechend sehr schnell mit der Temperatur anwachsen, d.h.
wy > 0 und we > 0.
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11. Zusammenfassung und Ausblick

Nach einem kurzen historischen Riickblick in die Methoden zur empirischen Abschét-
zung der Lebensdauer eines Bauteils werden die Konzepte beschrieben, die zur Auf-
stellung materialabhéngiger Gleichungen geschédigter Materialien in der Vergan-
genheit verwendet wurden, und hinsichtlich ihrer Eignung untersucht. Schidigung
wird als Volumendichte geometrischer Mikrodefekte definiert. Die Charakterisierung
der einzelnen Konzepte erfolgte anhand ausgewédhlter Beispiele. Anschlielend wurde
ein Materialgesetz zur Beschreibung des thermomechanischen Verhaltens von Me-
tallen unter Berlicksichtigung innerer Strukturdnderungen durch orientierte Mikro-
hohlrdume vorgestellt. Das Materialgesetz wird durch den Vorschlag eines lokalen

Bruchkriteriums, das den inneren Materialzustand einschliellich des Spannungszu-

standes und die Bilanz der beim Bruch umgesetzten Energien beriicksichtigt, ab-
gerundet. Die Ausfiihrungen wurden mit der Demonstration der Eigenschaften des
Materialgesetzes bei der Simulation homogener, radialer und zweidimensionaler Pro-
zesse abgeschlossen.
Eine unklare Definition des Schidigungsbegriffs und einengende Richtlinien fiir die
phidnomenologische Modellbildung in der Kontinuums-Schéidigungs-Theorie verhin-
derten hislang die Verifizier- und Interpretierbarkeit vieler Materialgesetze. Mit der
Beschreibung der einzelnen Modellierungskonzepte ist es moglich, einen einfachen
Einstieg in die Kontinuums-Schédigungs-Theorie zu finden. Die Darlegung der Vor-
und Nachteile der einzelnen Konzepte deckt ungeklérte Probleme auf und bietet dem
Wissenschaftler Ansatzpunkte fiir weitere Forschungen.
Das in Kapitel 8 vorgestellte Materialgesetz und das lokale Bruchkriterium lassen
sich wie folgt charakterisieren:

- Thermodynamik mit inneren Zustandsvariablen,

- elastisch-plastisches Grundverhalten der Materialmatrix (isotrope Verfesti-

gung),
- eindeutige mikrophysikalische Definition der inneren Schidigungsvariablen,
- Entfestigung durch Temperaturzuwachs und Schidigungswachstum,
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- additive Aufspaltung der inelastischen Verzerrungsrate in einen plastischen und
einen schidigungsinduzierten Anteil,
- Anderung der Materialsymmetrien in Abh#ngigkeit von den aktuellen Bela-
stungsrichtungen,
- von der Orientierung der Mikrostruktur unabhéngige Hauptrichtungen der
schidigungsinduzierten Deformationen,
- Abhéngigkeit des lokalen Bruchkriteriums von der Belastungsrichtung.
Das Materialgesetz besitzt phidnomenologischen Charakter. Es wurde aber versucht,
jede Erweiterung der klassischen Theorien der Elasto-Plastizitdt vorher mikrophysi-
kalisch zu begriinden. Diese Vorgehensweise gestattet die Hinzunahme weiterer inne-
rer Strukturénderungen, ohne die vorhandenen Gréfen und Materialfunktionen neu
zu interpretieren.
Die im Kapitel 10 beschriebenen Experimente sind zur eindeutigen Ermittlung der
Materialfunktionen nicht ausreichend. Dennoch lassen sich mit den vorhandenen ex-
perimentellen Daten alle betrachteten Phinomene geschidigter Materialien qualita-
tiv richtig beschreiben. Eine quantitative Anpassung ist somit problemlos moglich.
Hierfiir miissen die im folgenden beschriebenen Experimente bei unterschiedlichen

Temperaturen vorliegen:

- Verlaufe der Spannungs- und Verzerrungskomponenten bei mehraxialen Bela-
stungspfaden,

- Verldufe der elastischen Eigenschaften; nach LEMAITRE und DuFFaiLLy [123],
[128] werden die besten Ergebnisse mit Entlastungspfaden erzielt,

- Verliufe des Porenvolumendichte, die durch Messungen der Massendichte (oder
des Fliachenanteils der Mikroporen in einem représentativen Flichenelement)
erhalten werden konnen,

- Verlaufe der Orientierungsdichtefunktion, die auf quantitativen mikrofraktogra-
phischen Untersuchungen basieren,

- Bestimmung des Bruchzeitpunktes bei homogenen und der Rifinitiierung bei
inhomogenen Versuchen.

Mit welcher Me3genauigkeit diese Experimente verbunden sein miissen, kann an die-
ser Stelle nicht abgeschitzt werden. Hiervon unabhingig miissen Wege gesucht wer-
den, die Materialfunktionen mit geringstem Aufwand aus den vorhandenen Experi-
menten zu ermitteln. Methoden zur Abschitzung der zu optimierenden Parameter
sind in Kapitel 10 beschrieben. Fiir eine Optimierung der Parameter sind Strukturbe-
rechnungen gerade hinsichtlich der Ermittlung der Materialkoeffizienten im Bruchkri-
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terium zukiinftig notwendig. Dieses Vorgehen sollte aufgrund des erheblichen nume-
rischen Aufwandes auf die Bestimmung einer geringen Anzahl unbekannter Grofien
beschrankt bleiben.

In Kapitel 8 wurde die Orientierungsverteilungsdichtefunktion & und das zugeordnete
Evolutionsgesetz E nach dem zweiten Reihenglied abgebrochen. Durch die Hinzu-
nahme weiterer Reihenglieder kann die Genauigkeit systematisch erh6ht werden. Aus-
sagen zur Groflenordnung héherer Fourierkoeffizienten sind zu diesem Zeitpunkt noch
nicht moglich. Jeder Fourierkoeffizient ist prinzipiell gleichwertig und kann Beitrige
von gleicher Gréflenordnung liefern. Das Verhéltnis zweier Koeflizienten kann nur
dann abgeschétzt werden, wenn sich auf einzelne qualitative Verldufe der Funktio-
nen ¢ und 5_ beschrinkt wird. Welche Verldufe auszuschlieflen sind, muf3 sich noch in
mikrostrukturellen Untersuchungen erweisen.

Bei der Formulierung der Evolutionsgleichung fiir die Orientierungsverteilungsdich-
tefunktion € sollte die folgende Forderung erfiillt werden: Kann eine Funktion der
Orientierungsverteilungsdichte £ zum Zeitpunkt ¢ durch & Reihenglieder vollstindig
beschrieben werden, miissen die Evolutionsgleichungen der k& Reihenglieder so formu-
liert werden, daf8 auch zum Zeitpunkt ¢ + At die Funktion € durch k Reihenglieder

vnﬂgtﬁnr]ig heschrieben werden kann

Um die: Genauigkeit zu steigern und den Giiltigkeitsbereich des vorgestellten Mate-
rialgesetzes zu erweitern, kann in einem néchsten Schritt eine innere Variable zur
Beschreibung der kinematischen Verfestigung und ein erweiterter Ansatz der Verfe-
stigungsfunktion k2, der die Phéinomene der Reckalterung beriicksichtigt, eingefithrt

werden.
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Anhang 1:

Schiadigungsvariable und -effektmafle

tensorielle Stufe

der Variablen

Beispiele

Autoren, Jahr, Quelle

Bemerkungen

Anwendungen

Skalar,
Tensor 0.Stufe

Kontinuitit ¥

A .
V= Ay V>0
Ao Referenz- bzw. A

aktuelles Flachenelement

L.M.Kachanov 1958 [89)]

isotrope Schadigung;

Kriechen

Schidigung D
D=1-w D>0

Yu.N.Rabotnov
1959 [182]

isotrope Schidigung;

Kriechen

Kriechschidigung Hayhurst & Leckie 1973 | isotrope Schidigung;
[79], 1974 [111] mehrachsiges Kriechen
belastungsabhéingige Ladeveze & Lemaitre unterschiedliches, isotro-

Schidigung (Rifischlies-
sungskoeffizient h)
D(0<0) = hD(0>0)

1984 [109]

pes Zug-Druck-Verhalten

Vektor,
Tensor 1.Stufe

Schidigungsvektor

Davison & Stevens 1973
(55]

ebene Mikrorisse;

spalling

Kontinuitadtsvektor ¥,

Kachanov 1974 [90]

A nichtproportionale Bela-

stung; orthotropes Krie-
chen; Bruch orthogonal

zur Zugrichtung

Schadigungsvektor Krajcinovic & Fonseka ebene Mikrorisse;
1981 [105]; Krajcinovic elastisch-sprédes
1983 [102] Verhalten
Tensor 2.Stufe Rifldichtetensor Vakulenko & L.M.Ka- Rififeld,
chanov 1971 [214] elastisch - spréde
Schidigungstensor Kachanov 1980 [21]
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annang

tensorielle Stufe | Beispiele Autoren, Jahr Bemerkungen
der Variablen Quelle, Anwendungen
Tensor 2.Stufe symmetrischer Murakami & Ohno 1981 | orthotrope Schidigung;
Schidigungstensor [154]; Kriechen [153], [154]; ela-
Murakami 1988 [152] stisch-sprodes Verhalten
[152]; local appreach
[153]
symmetrischer Cordebois & Sidoroff orthotrope Schidigung;
Schidigungstensor 1982 [49] elastisch-plastisches
Verhalten
symmetrischer Litewka 1985 [130] orthotrope Schiddigung;
Schiadigungstensor elastisches Verhalten
symmetrischer Pavlov 1988 [175] dquivalente Langzeitschi-
Schidigungstensor digung
Schidigungstensor Kondaurov 1988 [29] Ermiidung und Kriechen
Schadigungstensor Bruhns & Diehl 1989 [31] | Hochgeschwindigkeitsde-
DPiehl-1989 [58] formationem, Scherbéamder
Tensor 4.Stufe Schidigungstensor Chaboche 1981 [35]; orthotrope Schidigung;
Chaboche 1982 [36] elastisch-plastisches
Verhalten
Schidigungstensor Chow & Wang orthotrope Schidigung;
1987 [45] elastisch-plastisches
Verhalten
Schidigungstensor Simo & Ju 1987 [196] elastisch-plastisches
Verhalten;
Tensor 8.Stufe Schidigungstensor Chaboche 1981 [35] Kriechen, Ermiidung
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Anhang 2: Zur Mittelwertbildung

Ein Mikrofeld eines Schidigungsmafies ergibt sich, ohne bereits die konkrete Form
festzulegen, durch die folgende allgemeine Beziehung (BrunNs & DieHL [31]):

N
=@ = 3 [ a(aa® @) aav (1)

wobei dA(*) durch einen anderen, die MikrodefektgroBe beschreibenden Wert, ersetzt
werden kann (N - Anzahl der Defekte in AV). Die Funktion g sollte in der Form
gewshlt werden, dafl

g(n) = g(-n) (2)

gilt. Gleichung (1) lautet in allgemeiner Form:
EX, n) i=<Zn(@m)> X n) . (3)

Die verbleibenden Mikrofelder, die auch zur Beschreibung ungeschidigter Materialien
benotigt werden (Spannung, Verzerrung, Temperatur etc.), werden durch BRUHNS &
DienL [31] und DieHL [58] a priori eingefithrt. Die Ausdehnung V* von Stérungen

der quasihomogenen Mikrofelder sei gering (V* <« AV). Die Mikrofelder werden
unter dieser Annahme in quasihomogene Anteile und lokale Storungen aufgespalten;

Ve -
- _ = ' v = 1 ~r!
Sm = '—'qhom(X) + XQ:AV A‘—'a 5(2(_ _X.a) . ’ (4)
i
I
; X =X+y
|
! X, =X+y
'y T -
! T~ AV
X/ : Xa
=/ o ____ —t=———— Mikrodefekt V<
X
2
A
v o1
P

3

Abbildung 50: Lokale Koordinaten
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Zur Homogenisierung der Mikrofelder wird eine gewichtete Mittelwertbildung durch
BrunNs & DIEHL in [31] vorgeschlagen

1
AV

(1]

X) = <EnX)>® = 2y [ EEE AV, ()
AV (X)

wobei =, das in AV erklirte Mikrofeld und X’ die Summe der Mittelpunktsko-
ordinate X und einer lokalen Koordinate y in AV ist. Der einfachste Fall ist mit
f =1 und der Vernachléssigung von y verbunden — die Anordnung bzw. Lage der
Mikrodefekte in AV ist von untergeordneter Bedeutung. Die Anwendung von Glei-
chung (5) auf alle Mikrofelder, die Entwicklung der Mittelwerte in eine Taylorreihe
und die Darstellung der Reihenglieder wieder als Mittelwerte {iber AV erlaubt die
Darstellung der Mittelwerte, sprich der Makrovariablen, in folgender Weise:

EX) = <EnX)>(X) =<Egrom >+ <Y V* AZ, d(y) >

+ div< > Ve AZy b(y) > (6)

+ ...

Die Reihenglieder htherer Ordnung kénnen als makroskopische Kontinuumsvariablen

zur Beschreibung lokaler Spannungs- und Temperaturerh6hung verwendet werden.
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Anhang 3: Zur Orientierungsdichtefunktion in einer tensoriel-
len Fourierreihe

Betrachten wir ein polykristallines reprasentatives Volumenelement AV* mit dem
Mittelpunkt X in einer spannungsfreien Konfiguration. Die Kennzeichnung einer
Richtung erfolgt durch einen Punkt auf der Einheitskugel £3, deren Mittelpunkt
mit X zusammenfillt. Die Verteilung der Orientierung einzelner Strukturelemente in
AV™* 148t sich bei einer Unterteilung der Einheitskugeloberfliche in &k gleich grofie
Teilflichen durch ein Histogramm auf K3 beschreiben. Der Wert D; (i = 1,...,k)
der entstehenden Treppenfunktion ist somit nicht nur orts-, sondern auch richtungs-
abhéngig (SEIBERT [195]); P = D(X,n). Bei hinreichend feiner Unterteilung von &3
(k — 00) und hinreichend grofier Anzahl von Strukturelementen 148t sich der Graph
der Treppenfunktion durch eine stetige Funktion v(X,n) approximieren. Die Ori-
entierungsverteilung der Strukturelemente kann dann, wie jede richtungsabhingige

Funktion, durch eine tensorielle Fourierreihe dargestellt werden.

v(X, n) = o(X) + film)oi(X) + fi@vi;(X) + fije(n)oir(X)

1
+ fipp(mvig(X) + .. (1)

Die Basisfunktionen f;;x... und Fourierkoeffizienten sind vollstdndig symmetrische
und spurlose Tensoren, die unabhingig vom Koordinatensystem definiert werden
konnen. Die Basisfunktionen gehen aus den Tensorprodukten der Einheitsvektoren n

mit sich selbst hervor;

1
fiy(@) = ninj — 20

1
fija(m) = nnjngn; — ?(%'nknz + dikngny + duning + O;pniny )
1

+ 5jln¢nk -+ 6kminj) + 57

(8:0k1 + Osxdji + 6ubjn)

fiir die hier relevanten Tensoren gerader Stufe bzw. allgemein (SEIBERT [195]) gilt:

n/2
Firigin@) = D [(=1)7 az Po(i- . in)biyinGigi - Gineyin.Pinagy -+ 1] (3)
2=0
2%21("
mit a, = z (Z)

(22)!1(32)
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Die Fourierkoeflizienten werden aus den Skalarprodukten der Orientierungsdichte-

funktion mit den Basisfunktionen erhalten;

1
= — X,n):-1dA
135

Ui in o s, 'U(Xa Q) : fij (Q) dA (5)
-1—§5—H/ v(X,n) - fijr(n) dA
S3

Vigkl = 0. 3.4

fiir die hier relevanten Tensoren gerader Stufe bzw. allgemein gilt:

1 2:3:4...'n

Yiriain = g5 7. 20+ 1) /ssv(x’g)'filiz”'i" - (6)

Sie konnen als Momente der Orientierungsdichtefunktion v(X, n) beziiglich des Zen-
trums X von AV™* betrachtet werden (ONAT [165]). Eine ausfiihrliche Beschreibung
und weitere Literaturangaben zur Darstellung richtungsabhingiger Funktionen mit
Hilfe tensorieller Fourierreihen erfolgt z.B. durch SEIBERT in [195].
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Anhang 4: Zur Abschitzung der elastischen Nachgiebigkeit

ONAT [165] untersucht die Beziehungen zwischen der Porenorientierung und den effek-
tiven makroskopischen elastischen Eigenschaften geschéidigter Materialien mit Hilfe
mikromechanisch begriindeter Schddigungsmodelle. Das geschidigte Material wird
ndherungsweise mit Hilfe eines kugelférmigen Elementarvolumens £, das eine homo-
gene, isotrope elastische Matrix und eine schwache Verteilung zylindrischer Poren mit
kreisférmiger Grundfliche und vernachléssigbarer Hohe enthélt, mit Spannungsrand-
bedingungen auf 8 modelliert. Ist ¢ der makroskopische Spannungstensor, ergibt
sich der Spannungsvektor t, im Punkt P auf 083 aus

-m

I8!

wobei n der nach auflen gerichtete Einheitsnormalenvektor von 0f ist. Es wird

angenommen, daf} sich das geschidigte Material linear elastisch, d.h. ¢ = g("‘) - o,

(r) N
verhilt. ONAT [165] verwendet nun das Theorem vom Minimum des komplementéren

elastischen Potentials (siehe z.B. KATTAN & VoOv1ADIIS [94], BECKER & GROss [15],

[16])

@

O II¢

by

11®

-5 @)

liQ

—_
=3
~—

zur Abschitzung der effektiven elastischen Nachgiebigkeit. Zur Herleitung von &

. ()
wird postuliert, dafl die komplementére elastische Verzerrungsenergie II; mit der

Verzerrungsenergie des Mikrofeldes iibereinstimmt, d.h. die homogenisierte makro-
skopische Verzerrung kann aus (5.16) bestimmt werden. Eine vollstindige Angabe der
einzelnen Schritte und der dabei verwendeten Naherungen soll hier nicht erfolgen; der
interessierte Leser wird auf die zitierte Literatur verwiesen. Fiir das komplementéire
elastische Potential gibt ONAT [165] den folgenden Ausdruck an:

f[}?c < {(1 - N (%)3) OCijk:l + % (5)3/(5) cijri(n) E(n) dA

mit

(o55001)

(3)

1
2

cijhi(n) = pdijbui + q (8ikdji + 0dsk) + a (855 fra(m) + 0we f35 (m)) +
B ik fji(n) + 8 fix(n) + ik fu(n) + 051 fie(m)] + v fijn ()

als effektiven Nachgiebigkeitstensor einer Kugel mit einer zentral gelagerten Pore, die

(4)

die Orientierung n besitzt. Der Ausdruck in den eckigen Klammern der Ungleichung
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(3) kann als eine Naherung fiir die effektive elastische Nachgiebigkeit betrachtet wer-
den. N ist die Porenanzahl innerhalb des reprédsentativen Kugel-Volumenelementes
mit dem Radius R, b (mit b > ¢ und b < R) der Radius einer Kugel um jede Pore,
innerhalb der die Stérung des homogenen Mikrospannungsfeldes ‘durch die Pore ab-
geklungen ist, ¢ der konstante Porenradius, °Cjj; die elastische Nachgiebigkeit der
Matrix (8.19), p, ¢, @, B, und v skalare Materialparameter und £(n), f;; und f;; sind
aus der Definition der Porenorientierungsdichte (4.10) bekannt. Unter Verwendung

von (8.2) und dem Abbruch der Fourierreihe nach dem dritten Summanden wird

Cijer = %yn + N (%)3{(p + %) 3350kt

1+v
+ (q - ﬁ) (8350m + 0110j)
2
+ ﬁ[a(&j&z + 0ibi;) + B(0i€i + 0ubin + dipéa + d5iéi)]
L 284
3.5.7.9 Wk
()
als Abschitzung fiir die effektive Nachgiebigkeit hergeleitet. Mit der hier verwendeten
2, (4)

Bezeichnung € fiir dieeffektive etastische Nachgiebigkeit-wird-bereits berticksich-
tigt, dal ONAT [165] nicht die Gleichung (8.16) als Naherung fiir die reversiblen
Verzerrungsraten verwendet. Als Folge von Gleichung (2) bzw. (3) entspricht 2(4)
in (5) der elastischen Nachgiebigkeit g(‘l) aus Gleichung (8.19). Alternativ zu (8.16)

beschrinken sich dann ONaT & LECKIE in [167] auf

6(4) .

IS

+ aT; . (6)

19

—~

T

S

Mit C 4) in (8.20) wird angenommen, dafl &;;x; vernachléssigt werden kann. Weiterhin
werden in (8.16) isotrope Anteile (anstelle der beiden ersten Summanden in der
geschweiften Klammer von (5)) durch die Verwendung des gewichteten Cauchy’schen
Spannungstensors S beriicksichtigt.

Weiterhin betrachten wir im Gegensatz zu ONAT die skalaren Koeffizienten a,, as,
as in (8.20) bzw. p, ¢, a, B3, v in (5) als neue materialabhingige Parameter, die nicht
durch die Losung einfacher Spannungs-Randwertprobleme ermittelt werden konnen,
wie in [165] vorgeschlagen. Auf der einen Seite vermeidet diese Betrachtungsweise
die Definition charakteristischer Léngen (z.B. b und R) und die Anzahl N der Poren

in einem charakteristischen Volumen AV™*. Andererseits erscheint es wahrscheinlich,



daf3 mikrostrukturelle Parameter wie mittlere Korngréfie oder mittlere Einschluf3-
dichte den Einflul der Hohlriume auf die Nachgiebigkeit 2(4) unabhingig von den
makroskopischen elastischen Konstanten des ungeschidigten Materials £ und v mit-
bestimmen. Dies wird umso klarer, wenn sich auf Hohlrdume an Korngrenzen berufen
wird, bei denen das umgebende Material im allgemeinen noch nicht als kontinuierliche
Matrix modelliert werden kann.




Anhang 5: Zur Anisotropie plastischer Deformationen

Die anisotrope Verteilung der Poren an den Korngrenzen verursacht mehr oder
weniger auch eine Anisotropie in den irreversiblen Deformationen, die nicht durch
das Wachstum der Poren selbst (siehe Abschnitt 8.5) erklart werden kann. Die
bevorzugte Anordnung an Korngrenzen erhéht z.B. die Gleitmdglichkeiten an diesen
Grenzen. Obwohl Korngrenzengleiten ein Mechanismus ist, der mehr dem viskosen
Kriechen zugeordnet wird, sollte im Rahmen einer moglichst allgemeinen Darstellung
eine Moglichkeit geschaffen werden, plastische Anisotropie, hervorgerufen durch
anisotrope Schidigung, zu beriicksichtigen. Hierbei wird auf die Arbeit von BAaLToV &
SawczuK [8] zuriickgegriffen, in der fiir von Mises-Fliefiflichen ein Anisotropietensor
vorgeschlagen wurde (LUBLINER [133]).

Die FlieBbedingung (8.25) lautet unter Annahme isotroper Verfestigung und Einfiih-
rung eines Anisotropietensors 4. Stufe :A_(‘l)

F =8P .A®.8P - k2(T,a) . (1)
Die Normalenregel liefert mit der FlieBbedingung (1) die plastische Deformationsge-
schwindigkeit:
D = (LC){FNA 55 = (L) (F) 22 A - .87 (2)
(p) =
mit
1 falls FF =0
nY =
@ =1y o 8
Die Konsistenzbedingung (8.29) lautet bei Beriicksichtigung von (1)
: OF ¥ oOF OF . oOF v
_ 27 il WA o
F 58 S + 8aa+ 8TT+ 5AD A 0 . (4)

Fiir die Evolution der isotropen Verfestigung wird wieder der Ansatz (8.30) gewihlt.
Aus der Konsistenzbedingung (4), der FlieBbedingung (1) und der Evolutionsglei-
chung (8.30) folgt fiir den Faktor A:

A= » (é(‘”--gDS o éD)/\ (5)
mit
Coe(aveg) §-Chde () k0
A= 502 + aséexp(as) — arfexp(asf)
Ja

(6)



bzw. bei Vernachlissigung von é(“)

 2(a®.sP). §- ok

N = ———— 8T 4 asfexplact) - arfexplasé) . (7)

da

Als Belastungsbedingung kann wieder (8.32) verwendet werden, wobei A durch Glei-
chung (5) und (7) definiert ist. Zur Bestimmung von é(‘l) lassen sich Einschrinkungen
formulieren. Aufgrund der Symmetrie von D besitzt :A:("’) die gleichen Symmetrien

{p)
wie der Elastizitits- bzw. Nachgiebigkeitstensor. Die Inkompressibilitdtsbedingung
liefert:
l--é“"’ =é(4)";=2 ) (8)

Barrov und SAwczUk [8] schlagen unter Beachtung der angefiihrten Beschrédnkungen
den folgenden isotropen Tensor 4. Stufe vor:

1 2 _
Aijl = 3 (5¢k(5jz + 06k — §5ij(5kz) + A&k (9)

Unter Beriicksichtigung der Schadigung als Ursache fii

Verzerrungstensor durch den Schidigungstensor § ersetzt. A ist eine skalare Funktion
der Hauptinvarianten ;7 und &;r; von £ und kann durch

A = Ay + A& + A (10)

(Ao, A1, Ao materialabhingige Koeffizienten) angenommen werden.



Anhang 6: Zusammenfassung der Materialgleichungen

D=D+D+D (1)

(r) (») (s)
Elastische Deformationen

1+vy v v v v v v .
D= ——8— 5Sp(8)L+a15p(S-§)1+asSp(S)E +2a3(S-£+£-S) + oTL (2)
(r) - B I
Plastische Deformationen
D = (LCy) {{(F))2x 87 (3)
(»)

F=g8".8" -k (4a)

k* = [b; tanh(bya) + bga] exp [~ (by + bsa)T] + bg (1)

= Ez(a,‘T)'Fbe,
1 fallsFF = 0
I =
<< >> {0 sonst . (5)
. (1 falls LCiy > 0
LCy = A und (LCp) = {0 Nty (6)
D & 8kK%q 1
A= PO IQ é ' .é_ 3TT ¢ CGA"‘/u,()C\ u,7cck"‘/w8(\ (Far)
2Za, l 12 56 eXP(ass) CeXP( Q/I (ra)

O k? a9 k2 oa

—_— = —— = —_2

57 = ar — Kt (7b)

0K _ ok

da  Ba _

= [b1b2(1 - tanhz(bga)) + bg] exp [—(b4 +b5a)] - k2b5T (70)

Schadigungsinduzierte Deformationen

2 = ho% + hin; n; + hen, ny, + hsng ng (8)
(s)
’ 5 )
1= (i+1)G¢
i=1 £ firi=0

i=1

8
I A (p) MC

h§
3
) D

\ Z]_l <(P)J>Mc

5
3[1—£+Z<i£”"+1]
h; = X

)

fiir i = 1,2,3




L2Terew ey [ N

5
21€+ Y _[(E+1)G — (i — 1)¢im1]€* — 5¢s€°

}_l — =2 (9b)
1—2&+(1+<1£2+Z _)E - G5ET
Thermischer Prozef
. 111
po L [_ (gmp) _ldiv@} (10
= \m & °
qa = —As(T) grad(T) (11)
Evolutionsgesetze
a4 oD . . . .
a = ;—é D — as€exp(agf) + arfexp(asf) (12)

(p

£ = 2n¢ = (LOL) ((F)) ((LCo)) [e1(T) + co(T)E — ca(T)E} 20k (13)

~—

3
1 fallsLCy > 0
L0 = 3 (Sduos  (KEO) = {o 2 (14)
: s (- 1)
&=c§3Y ﬁq — 424——; (15)
= Lz_.ﬁ Silmc N ° /)
Bruchkriterium
S —Wa @
@..q..=_ — 2
T(C*™ - -8) ¢ Woo -+ W1 exp( T ) (16)
Materialfunktionen
E(T) = Eo — E]T (17&)
G(T) = Gy — GiT (17b)
. (E0—2G0)+(2G1—E1)T

v(T) = 2(Go— GiT) (17¢)
M(T) = Xo + MT + A T? (18)
a(T) = ag + T + apT? (19)
p(T) = po + T (20)
ep(T) = cpo + T + cpT? (21)
Cl(T) = c¢c19 + cnnT + 612T2 -+ 613T3 (22)
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CQ(T) coo + co1T + 622T2 -} 623T3 (23)

c3(T) = cso + el + csT? + c33T> (24)

Materialkoeffizienten
a; (i=1,...,8)b; =1,...,6);¢ca; G (1 =1,...,5); B; Eo, E1; Go, G1; Ao, A1,y Ag;
Qp, 1, Q25 PO, P1; Cpj (J - 0152)7 Cij (IL - 172a3) J - 011,2a 3)) Weo, W1, W2
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