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Zusammnefassung

In dieser Arbeit werden die asymptotischen Nahfeldldsungen des stationdr wachsenden
Risses systematisch untersucht. Dabei besteht die Arbeit aus drei Teilen. Im ersten Teil
handelt es sich um die systematischen Untersuchungen der iliBspitzenfelder, die
RiBéffnungsprofile, das J-Integral, die RiBspitzendffnung CTOD und‘ eine r‘leue
Definition von dem RiBspitzen6ffnungswinkels CTOA auf der Basis des stationdr
wachsenden Risses. Der zweite Teil behandelt die Entwicklung eines Finit;e-Elemente-
Verfahrens, das in der Lage ist, die asymptotischen Nahfeldlsungen des stationdr
wachsenden Risses zu ermitteln. Im dritten Teil wird der Spannungszustand an stationir

wachsendem RiB in realen Proben durch numerische Simulationen von Experimenten

untersucht,.

Summary

In the present paper the asymptotic near tip solutions in a steady state growing crqck
are systematically investigated. The paper is made of three parts. In the first part the
asymptotic near tip solutions, the crack opening profile, the J-integral, the crack tip
opening displacement CTOD and a new definition of the crack tip opening angle CTOA
basing on the steady state growing crack are investigated. The second part deals with
the development of a finite element method which is in a position to determine the
asymptotic near tip solutions in a steady state growing crack. In the third part the stress
state for a steady state growing crack in real specimens using numerical simulation of

experiments is investigated.
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1. Einleitung
1.1 Problemstellung

Die Bruchmechanik beschiiftigt sich mit der Festigkeitsanalyse riBbehafteter Bauteile.

Wegen ihrer praktischen Bedeutung wurde sie in den letzten Jahren erstaunlich rasch
verbreitet. Ihre schnelle Entwicklung ist auf den vermehrten Einsatz hochfester Materia-
lien und damit verbundenen notwendigen bruchmechanischen Untersuchungen zuriick-
zufiihren, da sie die Moglichkeit einer erheblich verbesserten Materialausnutzung bietet.
Zur Bewertung solcher rilbehafteter Bauteile bedient sie sich der sogenannten globalen
Bruchkriterien, die auf dem an Proben gemessenen RiBwiderstandsverhalten basieren.

Nach dem Spannungsintensititskonzept wird der charakteristische bruchmechanische
Beanspruchungsparameter aus dem singuldren Spannungsfeld an der RiBspitze ge-
wonnen. Hierzu gehtrt der bekannte Spannungsintensitiitsfaktor K in der linear elas-
tischen Bruchmechanik, der mit der Intensitét der linear elastischen Nahfelder arbeitet.
Ausgangspunkt ist die im Jahre 1957 erschienene Vertffentlichung von IRWIN /42/.
Seine Arbeit baut auf bereits bekannten Untersuchungen von GRIFFITH /35/, WES-
TERGAARD /65/, SNEDDON /63/ und WILLIAMS /66/ auf. Weiterhin sind die
Arbeiten von SNEDDON /63/ iiber asymptotische Losungsansiitze zu nennen, die
maBgeblichen Anteil an der Entwicklung der Bruchmechnik hatten. Uber die Kenntnis
der Struktur der analytischen Nahfeldlosung und des tatséichlichen Spannungsfeldes am
RiB} in einer Probe oder einem Bauteil ist es nun mdglich geworden, den bruch-
mechanischen Beanspruchungsparameter K und insbesondere seinen kritischen Wert

beim Bruchversagen experimentell zu bestimmen.

Alternativ hierzu hat GRIFFITH /35/ instabiles Bruchversagen liber eine Energie-Bilanz
fiir den gesamten riBbehafteten Korper behandelt und als Beanspruchungsparameter die
Energiefreisetzungsrate G eingefiihrt. Sie ist aus der der Probe bei Belastung zuge-
fiihrten mechanischen Arbeit experimentell bestimmbar. Fiir den Fall linear-elastischen

Materialverhaltens hat IRWIN den bekannten Zusammenhang zwischen G und K



hergeleitet und damit eine weitere Moglichkeit zur Bestimmung der lokalen Spannungs-

intensitiit aus globalen experimentellen Daten, Last und Verformung, aufgezeigt.

In der elastisch-plastischen Bruchmechanik gibt es zwar keine allgemeingiiltigen Nah-
felderlésungen wie in der linear elastischen Bruchmechanik, aber aus der HRR-Theorie
139,52/ ergibt sich fiir den stehenden RiB der Intensitéitsparameter fiir die RiB-
spitzenfelder mit dem von RICE /53/ eingefiihrten J-Integral, das fiir hyperelastisches
Material wegunabhéingig ist und sich aus der Energiebilanz fiir die ribehaftete Struktur
herleiten sowie als Freisetzungsrate an der Rifspitze interpretieren 1#8t, Hier begriindet
sich seine Eignung als Kriterium fiir die Initiierung von duktilem RiBwachstum, Nume-
rische Untersuchungen haben gezeigt, dal die oben genannten Eigenschaften niher-

ungsweise auch fiir elastisch-plastisches Material bei stehendem Rif3 gelten.

Wegen der mathematischen Schwierigkeiten und der Komplexitit des mechanischen
Vorgangs fehlt nach wie vor ein kontinuumsmechanisch konsistent begriindetes und ex-
perimentell abgesichertes Modell fiir das stabile RiBwachstum in duktilem Material und
die dafiir magebenden bruchmechanischen Parameter. HUTCHINSON und PARIS /38/
waren bestrebt, J als Bruchkriterium im Hinblick auf RiBwachstumsprobleme zu er-
weitern. Inren Uberlegungen zufolge kann der wachsende RiB nicht sofort die von J
dominierte Zone iiberwinden. Solange der Bereich, wo nichtproportionale Belastungen
und Entlastungen auftreten, im Vergleich mit dem von der HRR-Lsung dominierten.
Bereich klein séi, kénne die HRR-Losung bzw. das J-Integral die RiBspitze weiter-
charakterisieren und Riwachstum steuern. Dariiber hinaus wird das J-Integral aber auch
in Form von den RiBwiderstandskurven J als kontrollierender Parameter fiir stabiles
RifBwachstum verwendet. Aber unklar ist, welche physikalische Bedeutung das J-Integral
beim RiBwachstum hat und wie das J-Integral ermittelt werden soll, da es bereits bei
kleinem RiBwachstum die Wegunabhiingigkeit verliert, wie in numerischen Unter-
suchungen /8,9/ bestiitigt wurde, und das J-Integral nicht mehr der Intensitétsparameter
des singulidren RiBspitzenfeldes ist. Und aus vielen experimentellen Untersuchungen
/34,43,44,46,55,57/ ist es bekannt, daB} diese auf dem J-Integral basierenden RiBwider-

standskurven geometricabhéngig sind, so daB seit einigen Jahren unter dem all-




gemeinen Stichwort "Constraint-Einfliisse" intensiv Ans#tze diskutiert werden, mit Hilfe
| eines zusitzlichen Parameters die Ubertragbarkeit von Jp-Kurven zwischen ver-
schiedenen Proben und Bauteilgeometrien sowie Belastungskdnfiguraﬁonen sicher-
zustellen. Ein Weg dazu ist, die Mehrachsigkeit des Spannungszustandes durch den
Quotient aus hydrostatischer und Misesscher Vergleichsspannung /3,13,14,22,45/ als
zusétzlichen Parameter einzufijhren. Aber die hier eingefithrte Mehrachsigkeit hidngt
unter anderem vom Abstand r zur RiBspitze ab, so daB der Wert nicht eindeutig de-
finiert werden kann. Ausgehend von der asymptotischen Reihenentwicklung der Span-
nungsansétze in der Bruchmechanik /65,52/ wird dabei von einigen Autoren vor-
geschlagen, neben dem singuldren einen weiteren konstanten Term der Reihe zur
Beschreibung mitzunehmen. Dies ist das Konzept der T-Spannungen von HANCOCK
/36/ bzw. der Q-Spannungen von SHIH /60/. Gegeniiber einem Vorteil einer gesicherten
mathematischen Begriindung dieser Anstitze steht aber der Nachteil, daB beide Konzepte

wiederum nur stehende Risse beriicksichtigen.

Zusammenfassend ist festzustellen, daf J als bruchmechanischer Parameter eine stark
eingeschriéinkte Giiltigkeit hat, die sich im Falle von duktilem RiBwachstum nach
Riflinitiierung auf wenige Prozent des Restligamentes beschréinkt. Fiir Leck-vor-Bruch-
Analysen von Druckbehiltern oder zur Beschreibung von langem RiBwachstum in
Rohrleitungen sind die geometrieabhéingigen Jp-Kurven ungeeignet. Fiir diese Problem-
stellungen sind Konzepte erforderlich, mit denen auch stationéires RiBwachstum (Bereich
3 im Bild 2.6a) beschrieben werden kann. Trotz vieler theoretischer Ansiitze, iiber
Leistungsbilanzen eine Trennung von plastisch dissipierter Arbeit und eigentlicher
Brucharbeit zur Schaffung neuer Oberfléichen pro Rifinkrement vorzunehmen, hat die
energetische Behandlung des duktilen RiBwachstums bisher nicht zu praktisch nutzbaren
Erfolgen gefiihrt. Dies legt nahe, die Behandlung des RiBspitzenfeldes zur Grundlage
der Suche nach einem geeigneten bruchmechanischen Beanspruchungsparameter zu

machen.

Aufler dem J-Integral sind noch weitere bruchmechanische Parameter wie CTOD (crack

tip opening displacement), COD (crack opening displacement) und CTOA (crack tip




opening angle) in der Literatur zu finden. Nach MCMEEKING /47/ sollte ein Bruch-
kriterium fiir stationdres duktiles RiBwachstum auf dem Konzept von COD basieren, die
einen bruchmechanischen Parameter fiir den stehenden RiB darstellt. CTOD ist ein bei
stationéiren RiBproblemen bereits verwendeter Parameter. SHIH /59/ hat einen CTOD,
némlich §, auf der Basis von der HRR-'I:héofié deﬁnieﬁ, welcher ein lineares Verhiﬂtnis
mit dem J-Integral hat. Ein anderer bei RiBwachstum hiufig verwendeter CTOD ist von
SCHWALBE und HELLMANN /57/ als d5-Parameter eingefiihrt worden. Auch diese
beiden Parameter sind keine geeigneten bruchmechanischen Parameter, wie die nume-
rischen Untersuchungen /15,4/- gezeigt haben, da sie ebenfalls geometrieabhéingig wie
das J-Integral beim RiBwachstum sind. Nun haben numerische Untersuchungen von
SHAM /58/, NARASIMHAN /49/ und BROCKS /15,26/ bestiitig, daB bei groBem
Rifwachstum CTOA vom Rifjldngeninkrement unabhingig wird, und damit wird eine
der notwendigen Bedingungen an ein Bruchkriterium fiir den stationér wachsenden Rif3
erfiillt. Es fehlt hier aber eine entsprechende Definition von CTOA, welche theoretisch
konsistent sein und direkte Verbindung mit der Riflspitzenumgebung haben soll.

Um den Spannungs-und Verzerrungszustand an der wachsenden Rifspitze und damit die
Anderung der vorhandenen bruchmechanischen Parameter besser zu verstehen, haben
sich viele Autoren bemiiht, eine neue asymptotische Losung fiir stationdres Rif3-
“wachstum zu formulieren. Obwohl bisher keine allgemeine analytische Losung fiir den
wachsenden RiB entsprechend der HRR-Theorie fiir den stehenden Rifl gefunden werden
konnte, gibt es einige spezielle Losungen. Fiir das elastisch-idealplastische Material
wurde unter Voraussetzung quasistatischen und stationéiren Rifwachstums sowie kleiner
Deformationen asymptotische Losungen von CHITALEY und McCLINTOCK /21/ fiir
Modus III, von RICE, DRUGAN und SHAM /54/, DRUGAN,RICE und SHAM /24/
und GAO /30/ fiir den ebenen Verzerrungszustand mit der v. Misesschen Flief3-
bedingung, SLEPYON /62/ mit der Trescaschen FlieBbedingung sowie CASTANEDA
/17/ fiir den ebenen Spannungszustand gefunden. Nach ihren Arbeiten besitzt das
Verzerrungsfeld bei einem wachsenden RiB eine logarithmische Singularitit, also eine
geringere als nach der HRR-Losung fiir den stehenden Rif}. Entsprechende Untersuchun-
gen fiir verfestigendes Material sind weniger zahlreich. AMAZIGO und HUTCHINSON




/1/ haben die Lésungen nur fiir linear verfestigendes Material bei Modus I und Modus
IIT angegeben. Sie verwenden #hnliche Losungsansiitze wie in der HRR-Theorie. Die
Losungen lassen jedoch mdgliche Riickplastizierungen in den entlasteten Bereichen
auBer acht. Kiirzlich hat CASTANEDA /18,19/ die Riickplastizierung der RiBufer fiir
Modus I und II unter ebenem Verzerrungs- und Spannungszustand sowie unter Modus
IIT untersucht und festgestellt, daB sich hierdurch die von AMAZIGO und HUTCHIN-
SON erzielten Ergebnisse nicht wesentlich dindern. Kiirzlich hat YUAN /67/ die Lsun-
gen fiir Mixed Modus I und III gefunden.

Fiir das Material mit Potenzverfestigung liegen wegen der Schwierigkeit unterschied-
licher Singularitiiten bei elastischen und plastischen Verzerrungsinkrementen /37/ noch
weniger Ergebnisse vor. GAO und HWANG /31,32/ fanden bei potenzférmiger An-
satzfunktion mit Hilfe eines SchieBverfahrens kein konvergierendes Ergebnis und ver-
suchten es weiter mit einer logarithmischen Entwicklung der asymptotischen Losung
/33/. PAN /51/ verbffentlicht ebenfalls Lésungen mit logarithmischer Entwicklung aber
unterschiedlicher Singularitiit wie bei GAO und HWANG. Die Griinde fiir die Unter-
schiede konnten bisher nicht gekldrt werden. BARTH hat in seiner Dissertation /5/ ver-
sucht, durch ein selbst entwickeltes wegunabhingiges f-Integral diese Unterschiede zu
erkliren. Er weist darauf hin, daf die Singularitit von GAO und HWANG der Defor-
mationstheorie und PAN’s Losung der inkrementellen Theorie entspricht.

Nun beschriinken sich die bereits existierenden analytischen L&sungen fiir den stationér
wachsenden RiB jedoch nur auf die Singularititen und die damit verbundenen Probleme
und fijhren nicht zu vollstindigen Losungen. Wenn sie richtig sind, bleibt die Frage
noch, welche Verhiltnisse zwischen dem Intensitéitsparameter und der #uBeren Belas-
tung bestehen, durch deren Bestimmung die vorhandenen bruchmechanischen Parameter.

besser verstanden werden kdnnen.




1.2. Zielsetzung und Umfang der Arbeit

In dieser Arbeit soll ein Beitrag zur Beschreibung des stationfiren RiB-
wachstumsverhaltens mit Hilfe des lokalen singuldren Riflspitzenfeldes geleistet werden.
Ziel dieser Untersuchungen ist es, den Zusammenhang zwischen dem Intensitlits-
parameter dieses Feldes und konventionellen bruchmechanischen Beanspruchungs-
parametern wie J, CTOD und CTOA herzustellen, um damit zu einem Kriterium fiir die
stationdre Ausbreitung eines Risses zu kommen. Dazu sind foigende Schritte erfor-
derlich:

1) die Spannungs-und Verzerrungszustinde des stationdr wachsenden Risses fiir ebenen
Spannungszustand (ESZ) und ebenen Verzerrungszustand (EVZ) zu finden und den
mit den Belastungen verkniipften Amplitudenfaktor durch einen lokalen bruch-

mechanischen Beanspruchungsparameter darzustellen,

2) aus experimentellen Untersuchungen an verschiedenen Probengeometrien fiir langes
RiBwachstum jenseits der iiberlichen Grenzen der "J-Dominanz" die bruch-
mechanischen Beanspruchungsdaten fiir stationéires RiBwachstum zu gewinnen, die

die Grundlage fiir numerische Simulationen darstellen,

3) aus der Gegeniiberstellung analytischer Nahfeldlésungen und numerischer Ergeb-
nisse, die fiir verschiedene Probengeometrien aus elastisch-plastischen Riwachs-
tumssimulationen mit Hilfe der Finite-Elemente-Methode gefunden werden, Aus
sagen iiber die das Spannungs-und Verzerrungsfeld an der Rifspitze dominierenden

Intensitéitsparameter zu gewinnen,
4) die Beschreibung des RiBwiderstandsverhaltens mit dem Intensitlitsparameter zu
ermoglichen und dadurch eine sichere Abschitzung eines mbglicherweise zu erwar-

tenden stabilen RiBwachstums in Bauteilen zu treffen.

Dabei werden zuniichst im Kapitel 2 dieser Arbeit die erforderlichen Grundlagen fiir die




analytische Untersuchung kurz erléutert, wobei sie in einem kontinuumsmechanischen

und einem bruchmechanischen Teil beschrieben werden.

Im Kapitel 3 wird dann das Differentialgleichungssystem zur Losung des statioﬁﬁr'
wachsenden Rilspitzenfeldes aufgestellt und mit Hilfe eines SchieBverfahrens numerisch
gelost. Als Folgerung werden zuerst die RiB6ffnungsprofile untersucht und dann einige
glingige bruchmechanische Beanspruchungsparameter im Hinblick auf die RiBwachstum-
skriterien berechnet. Durch eine neue Definition des Rispitzentffnungswinkels CTOA
bzw. der RiBspitzendffnung CTOD werden die moglicherweise darauf basierenden
RiBwachstumskriterien diskutiert.

Im Kapitel 4 handelt es sich als Alternative zu dem im Kapitel 3 erw#ihnten numeris-
chen Verfahren um ein neues Finite-Elemente-Verfahren, das zur Losung des asymp-

totischen RiBspitzenfeldes entwickelt werden soll.

Im Kapitel 5 werden die experimentellen Untersuchungen bei groBem RiBwachstum
beschrieben und die Frage diskutiert, inwieweit die Annahme von stationirem Rif-
wachstum das reale Verhalten der Proben angemessen beschreibt, also der analytische
Ansatz im Kapitel 3 darauf anwendbar ist. Die experimentell bestimmten RiBwider-
standskurven dienen als Steuerkurven fiir RiBwachstumssimulationen nach der Finite-
Elemente-Methode, die im Kapitel 6 beschrieben wird. Im Kapitel 7 werden die Re-
chenergebnisse dargestellt und sie im Zusammenhang mit den aus der RiBwachstums-
simulation ermittelten Ergebnisse diskutiert. Im darauf folgenden Kapitel 8 werden die

ganzen Untersuchungen und die dadurch erzielten Ergebnisse zusammengefalit.

Hierzu sollen noch die fiir diese analytische Untersuchung notwendigen Voraussetzun-

gen und Einschrinkungen angegeben werden:

. Kontinuumsmechanik

. ebene Probleme ( ESZ, EVZ )




. kleine Deformationen

. Mode I - Belastungsfall

. stationéires RiBwachstum

. Rif} bewegt sich quasi statisch

. inkrementelle elastisch-plastische Theorie

. homogenes und isotropes Materialverhalten

. lineare Verfestigung




2. Theoretische Grundlagen

Dieses Kapitel behandelt die theoretischen Grundlagen, die fiir die Beschreibung der
vorliegenden Arbeit notwendig sind, und gliedert sich in einen kontinuumsmechanischen
und einen bruchmechanischen Teil. Hier werden die Gleichungen mit Indexschreibweise
geschrieben, d.h. iiber gleiche Indizes innerhalb eines Termes ist zu summieren und
particlle Ableitungen werden durch ein vorgestelltes Komma gekennzeichnet,wobei
1,j,k=x,y,z ist. Fiir ebene Probleme wird ein Polarkoordinatensystem eingefiihrt, bei dem
alle Groflen dann mit r und 0 als Indizes dargestellt werden. In diesem Fall werden die
Groflen als einzelne Komponenten gesehen und sind nicht iiber gleiche Indizes eines
Termes zu summieren. Die stattfindenden Bewegungen sind quasi-statisch und das
Material ist als homogen und isotrop angenommen. Die Theorie legt kleine Defor-

mationen zugrunde.

2.1. Kontinuumsmechanische Grundlage

2.1.1 Spannungen und Gleichgewichtsbedingungen

Im Sinne einer kontinuumsmechanischen Betrachtung kénnen auf einen Korper die
Krifte wirken, dadurch werden im Inneren des Korpers Spannungen hervorgerufen, die
den Beanspruchungszustand charakterisieren. In jedem Punkt eines beanspruchten
Korpers herrscht im allgemeinen ein anderer Spannungszustand, den man durch den
Spannungstensor als FeldgroBe beschreibt. Der Zugang zu dieser Grofe erfolgt iiber den
Spannungsvektor, der als Grenzwert

5 = 2.1)

SIS
SIS

lim
AA—SD

definiert ist, wobei Q die Kraft, A die Fliche und s der Spannungsvektor ist ( siche Bild
2.1).
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Bild 2.1. Definition der Spannung

Der Spannungsvektor wird auf seiner gerichteten Fldche in normale und tangentiale
Richtungen zerlegt, wodurch die entsprechenden Grofen als Normalspannungen und
Schubspannungen genannt sind. In ¢inem rdumlichen Fall kann der Spannungstensor Oj;
den beanspruchten Zustand vollstindig beschreiben. Von dem Spannungstensor kénnen
ein deviatorischer und ein hydrostatischer Anteil abgespaltet werden:

1
Glj = SU' + -§ Gkk 8,:’ s (2'2)

wobei Sij Deviator, Gy, Spur von dem Spannungstensor und 8ij das Kronecker-Symbol
sind. Aus der Mechanik folgt, daB die Spannungszustinde benachbarter materieller
Punkte nicht unabhingig voneinander sind. Das Spannungsfeld G mufl noch die
Gleichgewichtsbedingungen erfiillen, die unter Voraussetzung von quasistatischem Fall

und ohne Beriicksichtigung von Volumenkriften im Korper lauten:

GU,J' = O . (2.3)

Fiir das ebene Problem werden sie im Polar-Koordinatensystem wie folgt geschrieben:

10
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eingefiihrt werden, die die Gleichgewichtsbedingungen (2.4) befriedigen kann.

2.1.2 Verzerrungen und Kompatibilititsbedingung

Durch die Einwirkung der dufleren Belastungen tritt eine mehr oder weniger starke
Verformung des Korpers auf, die durch den Verschiebungsvektor u; gekennzeichnet ist.
In der Kontinuumsmechanik sind die absoluten Lageéinderungen der Materialteilchen
nur wenig interessant, da er auch die Starrkorperbewegung beinhaltet. Hier interessieren
besonders die relativen Anderungen benachbarter Teilchen, weil nur sie mit den Span-
nungen verkniipft sind. Ein geeignetes MaR fiir diese Verformungen ist der Greensche
Verzerrungstensor /12/, der fiir kleine Deformationen, nidmlich bei Vernachldssigung der
nichtlinearen Terme, durch folgende kinematische Beziehungen

1
eij = E(ui’j'l'uj’i) ’ (206)

definiert ist.
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Fiir das ebene Problem kann die Gleichung (2.6) im Polar-Koordinatensystem um-
geschrieben werden:

ou
O
U 1 Oug
_ 1 1 ou, a“e Uy
w2rwm w7

Die Gleichungen (2.7) geben drei Verzerrungskomponenten fiir das ebene Problem, die
aber nicht unabhiingig voneinander sind, da als EingangsgréBen nur zwei Verschiebun-
gen benutzt werden. Sie miissen eine zusitzliche Bedingung erfiillen, die Kom-
patibilititsbedingung heiBt. Da es sich in dieser Arbeit um das RiBwachstum- handelt,
mul die Kompatibilititsbedingung zu jedem beliebigen Zeitpunkt gelten. Unter Voraus-
setzung kleiner Deformationen wird dies.im Polar-Koordinatensystem wie folgt ge-
schrieben:
2 azére az“ee 1 azé"rr 1 aé” 2 a"':r(-) 2 aéee
- - + + - = 028

r 9rdb %2 r2 992 r or L2 080 1 or

Diese Gleichung (2.8), die die Stetigkeit des Verschiebungs- und Verzerrungsfeldes
garantiert, d.h. im Kontinuum treten keine Klaffungen oder Uberlappungen auf, wird im
nichsten Kapitel als Bestimmungsgleichung fiir die Spannungsfunktion ¢ benutzt.

2.1.3 Materialverhalten
Fiir die phinomenologische Beschreibung von elastisch-plastischem Materialverhalten

nimmt man nun aufgrund makroskopischer Betrachtungen an, daB es bei rein elastischen

Zustandsdnderungen reversible Verzerrungséinderungen und bei elastisch-plastischen
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Zusandsinderungen irreversible Verzerrungsinderungen gibt. Das Inkrement des
gesamten Verzerrungstensors kann additiv in einen elastischen und einen plastischen

Anteil zerlegt werden:

éij = éeij + épl'f . (2'9)

Je nach Art der Spannungs-Verzerrungs-Verkniipfung unterscheidet man zwischen
totalen und inkrementellen Stoffgesetzen. Fiir hyperelastisches Materialverhalten
existiert ein¢ Potentialfunktion

ty
w = f Gy de,-j R (2.10)
0

die Forméinderungsenergiedichte nach GREEN /12/, deren Wert nur von den Endver-

zerrungen und nicht von dem Belastungsweg abhéingt. Dann gilt

dw
- . 2.11
Ojj 5e; 2.11)

also ein finites Stoffgesetz. Im Sonderfall linear elastischen isotropen Materialverhaltens
hat das Stoffgesetz die bekannte Form des HOOKEschen Gesetzes:

E (g4 Y

%= 15v (it T ki) @.12)

wobei E und v Materialkonstante sind.

Eine andere wichtige Grofle in der Kontinuumsmechanik und Bruchmechanik ist die
potentielle Energie eines Korpers, die. bei Vernachldssigung von Volumenkriften

definiert ist als

M= [ wav- | Tud , (2.13)

wobei w die Forméinderungsenergiedichte und T; = Ot ist.
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Diese Grofle hat eine wichtige Extremaleigenschaft. Wenn sich ein elastischer Korper
in statischem Gleichgewicht befindet, so ist seine gesamte potentielle Energie minimal.
Sie ist in der Elastizitéitstheorie ein sehr wichtiges Hilfsmittel zum Auffinden der
Niherungsldsungen /77/.

Bei dem elastisch-plastischen Materialverhalten benutzt man meistens die inkrementel-
len Stoffgesetze, da die plastischen Verformungen nicht mehr allein vom Endspan-
nungszustand bestimmt werden, vielmehr sind sie vom gesamten Belastungsweg bzw.
der gesamten Belastungsgescilichte abhiingig. Aus diesem Grund wird hier kurz die
inkrementelle Theorie der Plastizitiit erléutert.

Ein Korper wird belastet, dadurch wird im Inneren des Korpers Beanspruchung her-
vorgerufen, die mit der Belastung zunimmt. Bevor die Beanspruchung eine bestimmte
kritische GriBe ( FlieBbeginn ) erreicht, treten im K&rper nur elastische Verformungen
auf, die dem HOOKEschen Gesetz (2.12) folgt. Bei Erreichen und Uberschreiten dieser
kritischen Groée werden die plastischen Verformungen hervorgerufen. Mit dieser
kritischen Grofle wird die sogenannte FlieBbedingung formuliert, die bei Beginn und
Fortsetzung der plastischen Verformungen stiindig erfiillt werden muB. Die bekannte
FlieBbedingung stammt von v. MISES, und sie ist fiir metallische Werkstoffe besonders
geeignet. Sie lautet unter Voraussetzung der isotropen Verfestigung:

3

F=..2.s s.—k¥(ef)=10 . (2.14)

ij °ji
wobei €P akkumulierte plastische Vergleichsdehnung ist und k? eine skalare Variable
ist, die durch einen Zugversuch bestimmbar ist. Verwendet man zur Beschreibung des

plastischen FlieBvorgangs die sogenannte FlieBregel

2 =2 oF
i

J 90;;

, (2.15)

é

so gilt mit (2.14)
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5, P =
8,:" —3}\,6',:,-
'

(2.16)
Bei Verwendung eines linear verfestigenden Materials

Bild 2.2. Bilineares Materialverhalten

wird die Gleichung (2.16) durch Ableitung von (2.14) und Elimination von A wie folgt:

L (2.17)
E 2 o; Y

wobei w=1/0-1 und G, die Vergleichsspannung sind. Beriicksichtigt man das elastisch-
plastische Problem, so gilt das Stoffgesetz mit (2.12) und (2.17)

. 36

e,:"= [(1+v)60—v6kk8ij+m_'_v'gij (GVZO)
v

éij=

g} — ) —

(2.18)
[(1+V)6; -V 6y

y (&, 50)

Wie man erkennt, ist die obere Gleichung von (2.18) fiir elastisch-plastischen Belas-
tungsfall und die untere fiir elastischen bzw. elastisch entlasteten Fall giiltig.

15




2.2 Bruchmechanische Grundlage

Die Bruchmechanik befaBt sich mit der Festigkeitsanalyse riBbehafteter Bauteile. Ihre
wesentliche Aufgabe ist die Ermittlung materialspezifischer Kenngroflen, die eine
quantitative Aussage iiber die Widerstandsfdahigkeit eines Werkstoffes gegeniiber der
Ausbreitung von Rissen in Bauteilen unter Betriebsbedingungen darstellt und damit zur
Werkstoffauswahl, Dimensionierung und Ermittlung der voraussichtlichen Lebensdauer
von Konstruktionen herangezogen werden kann. Bruchmechanische Konzepte ergéinzen
im Bereich der Festigkeitslehre die klassischen elastizitdts-und plastizitdtstheoretischen

Bemessungsgrundlagen.

Die allgemeinen Beanspruchungen eines Risses setzen sich nach /42/ aus drei grund-
legenden Belastungsarten zusammen (Siehe Bild 2.3). Die Uberlagerung der verschie-
denen Belastungsarten wird als "Mixed Mode’ bezeichnet. In dieser Arbeit wird nur der

Mode I Belastungsfall betrachtet.

Mode | _ Mode 11 Mode III

Bild 2.3. Grundlegende Belastungsarten nach IRWIN
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- 2.2.1 Linear elastisches Materialverhalten

Die von GRIFFITH /35/ und IRWIN /42/ entwickelte linear elastische Bruchmechanik
gestattet die quantitative Beschreibung der von Rissen oder anderen Fehlstellen aus-
gehenden Bruchvorgénge, solange die mdglicherweise aufiretenden plastischen Ver-
formungen entsprechend klein sind. So findet die linear elastische Bruchmechanik heute

in vielen technischen Bereichen praktische Anwendung.

Bei der theoretischen Behandlung des Rilproblems wird der Ril durch einen mathema-
tischen Schnitt modelliert wird /42,35/. Das Randwertproblem fiihrt deshalb auf singu-
ldre Spannungen und Verzerrungen an der RiBlspitze. Die asymptotische Losung flir r—0
hat die Form

1

0":] ( r,e ) =
2nr

wobei die Winkelfunktion fij(e) nur von dem Material und der Belastungsart abhéingig
ist und K; der sogenannte Spannungsintensititsfaktor ist, der mit der duBeren Belastung

und der Probengeometrie sowie dem Belastungszustand verkniipft ist.

Die bruchmechanische Bewertung ribehafteter Bauteile ist nach dem Intensitétskonzept
auf den Vergleich der Intensitiiten der asymptotischen Felder zuriickgefiihrt worden, Die
Intensitiiten konnen im allgemeinen durch verschiedene bruchmechanische Grofen
formuliert werden. Fiir das linear elastische Materialverhalten ist die von GRIFFITH
eingefithrte Energiefreisetzungsrate G nutzbar, Sie ist die Energie, die der negativen
Anderung der potentiellen Energie des elastischen Korpers (2.13) um eine infinitisimale

Rifverlidngerung Aa entspricht, und ist definiert als

G=-9¢ (2.20)
oa

In vielen Bereichen werden Erhaltungssétze benutzt, um z.B. die Intensitéit des singu-

liren Spannungen durch ein wegunabhingiges Integral zu ermitteln. Derartige Integral,
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das von RICE /53/ erstmal in die Bruchmechanik eingefiihrt wurde, ist definiert als

J=.£_(wnx-0,-ju,-'xnj)ds . (2.21)

I" ist eine beliebige die RiBspitze umfahrende Kurve und w die elastische Form-
#nderungsenergiedichte sowie n; der Normaleinheitsvektor auf I'. In /53/ wurde be-
wiesen, da das J-Integral bei Verwendung hyperelastisches Stoffgesetzes die Wegun-
abhiingigkeit besitzt.

Bei linear elastischem Materialverhalten ist dieses J-Integral mit der Energie-

freisetzungsrate G identisch. Zwischen dem Intensitiitsfaktor K; (2.19) und dem J-

Integral (2.21) bzw. der Ene;giefx_jgi_set;ungsrate G (2.20) gibt es folgende Beziehung:
2

-6 =2 @22)

?

E/

wobei E' = E fiir ESZ und E' = E / (1-v®) fiir EVZ sind.

2.2.2 Elastisch-plastisches Materialverhalten

Fiir das elastisch-plastische Materialverhalten wurde die Bruchmechanik im Jahre 1968
durch HUTCHINSON, RICE und ROSENGREN /39,40,52/ weitergefiihrt. Die nach den
Initialen der Autoren benannte HRR-Feld-Theorie wird seither in der elastisch-plastis-
chen Bruchmechanik hiufig zur Bewertung von Spannungszustiinden an der Rif3spitze
herangezogen und begriindet die Bedeutung des J-Integrals als lokalen Beanspruchungs-
parameter /47/. Darauf aufbauend haben KUMAR, GERMAN und SHIH /78/ den soge-
nannten Engineering Approach begriindet.

Die HRR-Lgsung, die von drei Autoren mit der Deformationstheorie der Plastizitiit

gefunden wurde, benutzt potenzverfestigendes Material
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o, "1l g, :
ey = a () U (2.23)
2 o E

und die potenzftrmigen Ansatzfunktionen fiir Spannungen

1

- 2.24
O'ij = KO‘ r n+l G',J(O) ( )
Die HRR-L&sung folgt
1 : J :
o; 10) = o5 (——— )" (D" 5,0 ,
acyeol, r (2.25)

n n
n+l (i)m-l éy (e) ,
r

1
e,-j (r,9) = Ogg (W)

wobei Oy, €j, & und n die Materialkonstante sind.

Das J-Integral wurde liings eines Kreises um die Rifispitze ermittelt und in (2.25) als
Intensitdtsparameter eingesetzt. Es ist wie Ky (2.19) in der linear elastischen Bruch-
mechanik von der dufleren Belastung und dem Beanspruchungszustand abhéngig, jedoch
hier héngen die Winkelfunktionen G&j;, Eij und die Singularitiit s sowie I, von dem
Materialverhalten ab.

Beim realen Materialverhalten sind demgegeniiber noch zus#tzliche Betrachtungen
notwendig, da es aus der numerischen Untersuchung /47/ eine ProzeBzone an der
RiBspitze gibt, wo die grolen Deformationen, die Nichtproportionalitéiten und auch die
eigentliche Trennung der Materialteilchen stattfinden, die durch VergréBerung und
Zusammensetzung der Mikrodefekte (z.B. Poren) hervorgerufen werden. Sie findet man

z.B. in /79/, was hier aber nicht weiter vertieft wird.

Um Anwendung des Intensitdtskonzeptes fiir das reale Materialverhalten zu finden, muf

die Dominanz der HRR-Felder gesichert sein., Aus den numerischen Untersuchungen
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/38,47/ wurde gezeigt ( Siehe Bild 2.4), daB die ProzeBzone vollstindig in das vor-
liegende asymptotische Feld eingebettet ist und die Dominanz der HRR-Felder sowie

somit das Intensitdtskonzept weiterhin gesichert sind.

J

2 1: ProzeBzone

w X 2: HRR-Feld

3: plastische Zone

Bild 2.4. Giiltigkeitsbereich des HRR-Feldes

Aus den HRR-Feldern 1dBt sich die RiBspitzentffnung einfach definieren. Nach dem
Vorschlag von TRACEY /85/ hat SHIH /59/ die RiBspitzendffnung 3, durch den
Schnittpunkt der 45°-Sekanten mit dem deformierten RiBufer definiert (Siehe Bild 2.5),

so 14Bt sich ein linearer Zusammenhang zwischen J und , ableiten:

5, = d, — (2.26)
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wobei

1
% [ 4, @ + 4 @ 1" 4, @ . 2.27)

1
dn = (aeo )n

Dieser Zusammenhang wurde durch numerische Untersuchungen /59,4/ bestitigt, Damit

kann das J-Integral durch leicht erfaBbare Parameter ermittelt werden.

2.2.3 Bruchkriterium und RiBwiderstandskurve

Unter Kriterium versteht man die auf einer Modellvorstellung oder Hypothese be-
ruhende mathematische Formulierung einer Bedingung, unter der ein definierter physi-
kalischer Zustand in einen davon abgegrenzten anderen Zustand iibergeht. In der
Festigkeitsanalyse wird mit Hilfe eines Kriteriums hé#ufig ein zuldssiger von einem
unzuldssigen Zustand abgegrenzt. Die diesen Ubergang charakterisierende GroBe wird
bei Erfiillung des Kriteriums als kritischer Wert bezeichnet. Im allgemeinen wird sie
durch folgende Ungleichung

dargestellt. Dabei ist A ein aus dem durch duflere Belastung hervorgerufenen Span-
nungs-und Verzerrungszustand eindeutig berechenbarer Beanspruchungsparameter, und
A, ist eine MaterialkenngrdBe, die nicht von dem Beanspruchungszustand bzw. der
geometrischen Konfiguration der Struktur abhiéingt, und durch mdglichst einfache Ver-
suche bestimmt werden kann. Die Aufgabe der Bruchmechanik ist es, einen geeigneten
Beanspruchungsparameter A zu finden, sowie eine Methode fiir die experimentelle

Bestimmung des materialspezifischen kritischen Wertes anzugeben.

In der linear elastischen Bruchmechanik wurde aus der Uberlegung, daB zum Voran-

treiben eines Risses eine gewisse Mindestenergie notwendig ist, mit Hilfe der Ener-
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giebilanz nach GRIFFITH /35/ die Energiefreisetzungsrate G als Bruchkriterium ein-
gefiihrt:

G <G (2.29)

IRWIN /42/ interpretiert
G als RiBfortschrittskraft und
G, als RiBwiderstandskraft .

Nach dem Zusammenhang von (2.22) folgt man aus (2.29) das Spannungs-

intensititskriterium

K <K . (2.30)

Also arbeitet man in der linear elastischen Bruchmechanik nach dem Intensitéitskonzept.
Dieses Konzept kann iiber die linear elastische Bruchmechanik hinaus in die elastisch-
plastische Bruchmechanik verallgemeinert werden. Da in diesem Fall die Spannungs-
verteilung an der Rifspitze nicht mehr durch den Spannungsintensititsfaktor K;, sondern
durch das J-Integral als Intensitétsfaktor beschrieben wird, wird dann das J-Integral als
RiBinitiierungskriterium in duktilem Material formuliert:

J s, . 231

Aus Experimenten hat man erfahren, daB bei riBbehafteten Bauteilen mit duktilem
Materialverhalten vor dem schlieBlichen Zerstérungsbruch ein mehr oder weniger grofles
stabiles RiBwachstum aufiritt. Dieses RiBwachstum kann zu jeder Zeit durch Unter-
brechung der #ulleren Belastung zum Stillstand gebracht werden. Dieses Phéinomen kann
durch folgende Bilder 2.6 schematisch dargestellt werden. Das Bild 2.6a stellt die
konventionelle RiBwiderstandskurve Ji (Aa) dar, die drei Bereiche besitzt. In dem ersten
Bereich tritt das Ausrunden des stehenden Risses durch groe Deformationen auf, es
findet hier keine Trennung der Materialteilchen statt. Im zweiten Bereich findet das
eigentliche stabile RiBwachstum statt. Die Jp-Kurve steigt kontinuierlich, so daB in
jedem Punkt der RiBwiderstandskurve ein spezielles Rispitzenfeld vorliegt, dessen
Berechnung nur fiir starr-idealplastisches Materialverhalten analytisch mdglich ist /5/.
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R}

Ad | Ad
(a) (b)

Bild 2.6. Qualitativer Verlauf einer Riwiderstandskurve

Im dritten Bereich hat die Jg-Kurve (schematisch) konstante Steigung. In diesem
Bereich wird die RiBausbreitung formal als stationdires Rilwachstum bezeichnet. Aber
hierzu weist es auf das Paradoxon auf, daf der so definierte RiBwiderstand bei sta-
tiondirem Riflwachstum immer zunimmt, was man dagegen fiir station#ires RiBwachstum
einen konstanten Wert erwarten wiirde. Der Grund dafiir ist, daB fiir dissipative Pro-
zesse J nicht mehr die Energiefreisetzungsrate im GRIFFITHschen Sinne, fiir die die
Definition J=-dn/da gilt, sondern lediglich eine akkumulierende GroBe der in die Probe
hineingesteckten duleren Arbeit. J sagt damit nichts iiber den tatséchlichen momentanen
RiBwiderstand aus /87/.

Nun hat TURNER /88/ den Rilwiderstand im urspriinglichen GRIFFITHschen Sinne
iiber die Dissipationsrate R=dU y;/Bda definiert. Die Definition des Riwiderstandes als
Rate, also als Ableitung nach einer momentanen wachsenden RiBliénge, fiigt sich besser
in den Begriffsrahmen der inkrementellen Plastizit4tstheorie ein als die kumulative und
von der Belastungsgeschichte abhingige GroBe J. Dann ist die RiBwiderstandskurve
R(Aa) sieht nicht mehr wie die Jr-Kurve aus, wie im Bild 2.6b schematisch dargestellt.
Sie besitzt zwei Bereiche. Im ersten Bereich hat die Kurve fallende Tendenz und
entspricht dem eigentlichen stabilen RiBwachstum. Der zweite Bereich hat einen

konstanten stationdren Endwert und beschreibt den stationdren RiBwachstum. Bereits vor




TURNERSs Einfiihrung des Begriffs der Dissipationsrate haben KLEMM & KALTHOFF
/89/ zur Beschreibung der "RiBlaufenergie" mit einer &hnlichen Definition wie TURNER
eingefiihrt und diese iiber eine Messung der Bruchwirme experimentell bestimmt.
Sofern plastische Zonen nur in der Umgebung der Rifspitze und als Folge der RiBaus-
breitung auftreten, sind die Definitionen nach /88/ und /89/ im station#ren Bereich
identisch /90/. In diesem stationéiren Bereich sieht man in einem mitbewegten Koordina-
tensystem immer das gleiche Umfeld an der RiBspitze und die Zeitableitung kann dann

durch seine Ortsableitung ersetzt werden.

In der elastisch-plastischen Bruchmechanik werden Jy, J; und die J-Kurve solange als
giiltige RiBwiderstandsparameter angesehen, wie J noch als Intensititsparameter das
Rifspitzenfeld entsprechend der HRR-Theorie kontrolliert. Hierfiir werden entspre-
chende restriktive Einschriinkungen fiir Probenform und -gré8e sowie ggf. die Linge
des zuléissigen RiBwachstums und Anfangssteigung der Jp-Kurve /86,91/ gemacht. Im
Falle des stehenden Risses hat J als Kennwert gegen Spaltbruch im spréd-duktilen
Ubergangsbereich, J1o» oder gegen duktile RiBinitiierung, J;, seine unbestrittene Berech-
tigung, es verliert aber mit wachsendem RiBl zunehmend seine theoretische Begrlindung
und ist unter keinen Umstlinden zur Beschreibung von stationirem RiBwachstum
geeignet, da es spiitestens hier nicht mehr Intensitiitsparameter des singuléiren Feldes
sein kann. Wie Bild 2.6a schematisch zeigt, steigt J weiter an, wihrend das lokale Span-
nungsfeld an der Rispitze unveriéindert bleibt. Aus diesem Grund wird im niichsten
Kapitel (auch Zweck dieser Arbeit) versucht, durch Untersuchung des station#r wach-

senden Riflspitzenfeldes einen geeigneten Beanspruchungsparameter zu finden.
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3. Analytische Untersuchung der stationir fortschreitenden Rifspitzenfelder

Wie schon im Kapitel 2.2 erwihnt, liegt wegen der mathematischen Schwierigkeiten
und der Komplexititen des mechanischen Vorgangs fiir das stabile RiBwachstum beim
duktilen Materialverhalten die Lésung nur bedingt vor. Vornehmlich sind die durch
Ubertragung von der HRR-L&sung bzw. dem wegunabhiingigen J-Integral fiir stehenden
Rif} auf den stabil wachsenden Rifl verursachten Schwierigkeiten ungekliirt. In diesem
Kapitel wird versucht, durch Untersuchung der Spannungs-und Verzerrungszustéinde an
der Rifspitze des stationéir wachsenden Risses die bisher existierenden Bruchparameter
besser verstehen zu ‘kbnnen und mdglicherweise auch einen anderen geeigneten

Beanspruchungsparameter zu empfehlen.

3.1. Asymptotische Betrachtungsweise

In der Bruchmechanik handelt es sich um rilbehaftete Struktur (Siehe Bild 3.1).

:

J
J
T
Lomend i

3 |
?
ol |

Bild 3.1 Definition des Teilgebietes in einer Struktur
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Die vollstiindige Losung des mechanischen Vorgangs flir dieses Problem wird im
aligemeinen durch folgende unendliche Reihe /11/ dargestellt:

Srd) = Y £, O 31)
k=1

Aber wegen der mathematischen Schwierigkeiten und insbesondere bei Erfiillung der
vorliegenden Randbedingungen ist sie ein analytisch unlésbares Problem in der
Elastitizittits- bzw. Plastizitiitstheorie. Um diese Schwierigkeiten zu vermeiden, wird in
der Bruchmechanik versucht, nicht die gesamte Struktur, sondern nur ein Teilgebiet
direkt an der RiBspitze zu betrachten (siche Bild 3.1b). Nun beschrénken sich die
Randbedingungen auf die beiden freien Riloberfléichen. So eine Betrachtungsweise war
in der linear elastischen und auch der elastisch-plastischen Bruchmechanik sehr
erfolgreich und wird deshalb asymptotische Betrachtungsweise genannt. Hier in dieser
Arbeit wird sie weiter benutzt.

Durch diese Umstellung von der gesamten Struktur auf ein Teilgebiet konnte das
komplizierte Randwertproblem auf ein Eigenwertproblem reduziert werden. Von der
Gleichung (3.1) ist bekannt, da} die Lésung durch jeden einzelnen Term summiert wird,
der eine spezielle Lisung des Eigenwertproblem darstellt /11/. Je nach dem, wie groB
das betrachtete Teilgebiet gewihlt wird, miissen entsprechend viele Summenterme zur

Ermittlung der Losung herangezogen werden.

Man interessiert sich in der Bruchmechanik besonders fiir die Losung in einem sehr
kleinen Gebiet direkt an der RiBspitze, so dal die Gleichung (3.1) auf einen einzigen
Term der Losungsfunktion reduziert werden kann, die zur Beschreibung des
vorliegenden Problems hinreichend ist und als Nahfeldldsung bzw. asymptotische
Lsung bezeichnet wird. Da die asymptotische Lsung in einem sehr kleinen Gebiet um
die Rifispitze fiir die bruchmechanische Bewertung ausreichend ist, kdnnen bei der
Ermmittlung der Nahfeldldsung wesentliche Vereinfachungen durchgefiihrt werden, die
auf die asymptotische Betrachtungsweise zuriickzufiihren sind.
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3.2. Rif}spitzenfelder mit potenzféormigen Ansatzfunktionen

Die im letzten Abschnitt erwihnte asymptotische Betrachtungsweise 148t sich von einem
Randwertproblem auf ein Eigenwertproblem reduzieren. Die allgemeine Ansatzfunktion
(3.1) und die im Bild (3.1b) dargesteliten Randbedingungen konnen dann durch
folgende Gleichungen formuliert werden:

PO =fHnd@O , 3.2)
und _
Gee (",9=:!:1E) =0 ’
O, (r0=tn) = 0 3.3)

Die obige Ansatzfunktion (3.2) kann fiir die Airysche Spannungsfunktion und auch fiir
die Spannungen bzw. Verzerrungen sowie die Verschiebungen gemacht werden.
Zusitzlich miissen hier noch die beiden Randbedingungen (3.3) an der freien Oberfléiche
sowie ihre Umformulierungen erfiillt werden.

In der Bruchmechanik werden von der allgemeinen Ansatzfunktion (3.2) ausgehend

meistens die folgenden zwei Funktionen genommen, néimlich:

Potenzfdrmige Ansatzfunktion
®0) = Ar=d @ . (3.4)

Dabei ist A der Amplitudenfaktor und in der Lbsung des Eigenwertproblems
unbestimmbar. Er beschreibt die Intensitiit des Feldes und ist vom konkret vorliegenden
Problem abhidngig. s ist hier die sogenannte Singularititsstirke und &) ist die
Winkelfunktion. Diese beiden konnen in der Lésung des Eigenwertproblems ermittelt
werden und sind nur von dem Materialverhalten abhéngig, d.h. fiir ein bestimmtes

Material und einen bestimmten Spannungszustand sind sie konstant.

Diese Ansatzfunktion (3.4) wird in der linear elastischen Bruchmechanik fiir die
Spannungen verwendet, wobei A dem bekannten Spannungsintentitsfaktor K entspricht
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und die Singularititsstiirke s immer gleich 0,5 ist. In der elastisch-plastischen
Bruchmechanik fiir den stchenden Rifl bzw. in der HRR-Theorie wird ebenfalls die
Ansatzfunktion (3.4) benutzt, dabei ist der Amplitudenfaktor A durch das
wegunabhingige J-Integral als Intensitiitsparameter dargestellt und s ist von der
Materialkonstanten n beim potenzverfestigenden Material (Siche 2.22) abhéingig. Fiir
eine dhnliche Betrachtung mit der Ansatzfunktion (3.4) fiir das stationére Rilwachstum
bei einem potenzverfestigenden Material ist es schwer, die Inkonsistenz der

Singularititen in der Belastungszone und Entlastungszone zu iiberwinden /37/.

Nun wurde folglich von AMAZIGO und HUTCHINSON /1/ die Untersuchung fiir
Modus III und Modus I ESZ und EVZ mit der Ansatzfunktion (3.4) fiir das stationir
wachsende RiB bei einem linear verfestigenden Material durchgefilhrt und die
Spannungen sowie Verzerrungsinkremente gefunden. Die Losungen lassen jedoch die
mogliche Riickplastizierung nahe des RiBufers auBler acht (Bild 3.3). Spiter hat
CASTANEDA /18,19 20/ die Untersuchung mit Berticksichtigung der Riickplastizierung
fiir das gleiche Material durchgefiihrt und ebenfalls die Spannungen und
Verzerrungsinkremente gefunden. Er hat damit festgestellt, daB sich die von AMAZIGO
und HUTCHINSON erzielten Ergebnisse nicht wesentlich 4ndern und daf die
Riickplastizierungszone fiir den ebenen Spannungszustand so klein ist, da man sie

vernachléssigen kann,

Als Alternative verwendet man in der Bruchmechanik auch die logarithmische
Ansatzfunktion fiir den stationéir wachsenden RiB:

@ o) = (1n_’:_ Y d(o) . 3.5)

Bereits fiir elastisch-idealplastisches Materialverhalten beim wachsenden Ri8 wurden
viele Untersuchungen /21,54,24,30,62,17/ durchgefiihrt. Nach diesen Arbeiten hat das
Verzerrungsfeld eine Form von (3.5), wobei hier die Singularitiit s in diesem Fall gleich
Eins ist. Entsprechende Untersuchungen fiir den stationdir wachsenden Rif} bei einem
potenzverfestigenden Materialverhalten wurden von GAO und HWANG /31,32,33/
sowie PAN /51/ mit dieser Ansatzfunktion durchgefiihrt. Das Problem hier liegt darin,
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daB die Singularititen s von GAO & HWANG und PAN unterschiedlich sind und durch
die mathematischen Schwierigkeiten mit dieser Ansatzfunktion (3.5) die Singularitit s
und die Winkelfunktion 5(9) nicht mehr in einer entkoppelten Form von dem Radius
r sowie dem Amplitudenfaktor A allein durch die Materialkonstante n wie in der HRR-
Theorie bestimmbar sind, sie miissen zusammen mit dem Radius r und dem
Amplitudenfaktor A als Ganzes gelost werden /5/, d.h., die fiir eine bestimmte Probe
ermittelten Ergebnisse sind nicht mehr auf andere Proben mit den unterschiedlichen
Geometrien iibertragbar und nur unter Voraussetzung des KleinbereichsflieBens méglich
/5/.

Aus diesem Grund wird hier in dieser Arbeit die Potenzansatzfunktion (3.4) benutzt und
das linear verfestigende Material verwendet. Wie oben schon erliutert, beschrénken sich
die existierenden Losungen fiir das linear verfestigende Material nur auf die
Singularitéiten und die damit verbundenen Probleme. Sie kommen nicht zu vollstindigen
Losungen. Uberigens, es wurden in diesen Losungen die bereits vorhandenen
bruchmechanischen Parameter und deren Anderungen nicht untersucht, daher konnte sie
nicht zur bruchmechanischen Bewertung verwendet werden. Wir méchten uns deshalb
in dieser Arbeit bestreben, die Spannungen, Verzerrungen und Verschiebungen zu
finden und dann basierend auf diesen Losungen die vorhandenen bruchmechanischen
Parameter und deren Anderungen zu untersuchen, um zu erfahren, ob sie noch in der
Lage sind, das stationdire Riwachstum zu beschreiben, und moglicherweise neue
Beanspruchungsparameter durch Formulierung und Definition zu empfehlen. Damit
konnte auch erfahren werden, welche Verhiltnisse zwischen dem Amplitudenfaktor A

und den duBeren Belastungen entstehen.

Die Airysche Spannungsfunktion wird in einer &hnlichen Form wie (3.4) gemacht:
6 (r8) = Acyr*2% ® (3.6)

wobei der Amplitudenfaktor A durch Ac,, und die Singularitét durch s-2 ersetzt werden.

Die Spannungen, Verzerrungen und Verschiebungen folgen dann in der Form
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0y C8) = AGer o, ®
eij (r,e) = A eo r-s Eij (9) N (3-7)
ui (rte) - uoi = A eo r_‘”l lz‘ (9) R

wobei u’ die Starrkdrperverschiebungen sind.

3.3. Aufstellung des Differentialgleichungssystems

Im Abschnitt 2.2.3. wurde kurz die Riwiderstandskurve erlidutert. Im dritten Bereich
der Riwiderstandskurve (Bild 2.6a) liegt das sogenannte stationire Rifwachstum vor.
Kennzeichnend fiir das stationdre RiBwachstum ist die Zeitinvarianz der Feldgré8en bei
einer Beschreibung im mitbewegten Koordinatensystem, so dal die materielle
Zeitableitung durch ihre Ortsableitung ersetzt werden kann (siehe Bild 3.2).

Y - 31}

Bild 3.2 Koordinatensysteme beim stationéren Rifwachstum

Zwischen den beiden Koordinatensystemen besteht folgende Beziehung:

o

Yiy .

X = a + v + X » (3.8)

wobei a, die Ausgangsrifilinge und v die konstante Rifwachstumsgeschwindigkeit
darstellt.

Mit Hilfe der Transformationsformel (3.8) und unter Anwendung der Kettenregel sowie
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beim Einhalten der Zeitinvarianz im mitbewegten Koordinatensystem folgt die

Beziehung:

0 0 sin® 4
L= v = - 6 — - —_— . 3.9
dt Y ox v [ cos or r 09 ] 39)

Diese Bedingung fordert die zeitliche Anderung der FeldgréBen in einem raumfesten
Materialteilchen, damit ein mitbewegter Beobachter ein stationdires Feld erkennt. Sie
filhrt zu erheblichen Vereinfachungen bei der Losung des elastisch-plastischen
Randwertproblems fiir stationér wachsenden Ri. Mit (3.9) erhalten wir die ﬁlatcﬁellen
Zeitableitungen der Spannungen fiir den stationdir wachsenden Riff im Polar- bzw.
Zylinder-Koordinatensystem unter Beriicksichtigung von (3.9)

ey i do
6,,=v[—a:'cos9+sn;9(ae”-zo-re)]
= vAoy ~[s8,.c080 + (8, - 28, ) sin]
el - dc
Ggo = VI[- afecos9+sule( age+20,9)] |
= VAOY S ls8pec0s0 + (Bgg” + 28,9) sind] (3.10)
a6 i o0 )
6,9=v[-a;ecos6+s“;9 (aere+0',,"0'99)]
= VAGY ~"l[s8,4c0s0 + (8,5" + &,, - Bgg) siné]
Jc i do
6, = v[- a:z cos 6 + su;O WZZ']

= vAcOr"'l[sézzcose + 8,,’sin0]

Der Annahme vieler Arbeiten z.B. /18,19,20,31,32/ entsprechend 1éBt sich das stationdr
wachsende RiBspitzenfeld in drei Bereiche teilen (Bild 3.3),

3 /..f_

Bild 3.3 Winkelbereiche an der stationdr wachsenden RiBspitze
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Der Winkel Op charakterisiert die Entlastungszone und der Winkel 6, die
Riickplastizierungszone. Wie schon im Kapitel 3.2. erw#hnt, sind die von AMAZIGO
und HUTCHINSON erzielten Ergebnisse ohne Riickplastizierung und die von
CASTANEDA gefundenen Losungen mit Riickplastizierung fast identisch. Besonders
ist die Riickplastizierungszone fiir den ebenen Spannungszustand so klein, daB sie
vernachliissigt werden kann., Aus diesem Grund werden in dieser Arbeit zunéchst die

Belastungs- und Entlastungszone angenommen.

Fiir die unterschiedlichen Bereiche gelten die unterschiedlichen Stoffgesetze (2.18). Im
Belastungsbereich gilt das Stoffgesetz

ESZ:
_ 1 6, 1
err_"'E"[(Grr_v6-90)'F(")?(o'rr"_z'o'ﬁe)] ’
v
tos = L[ (Gop-V6,)+0 " (0-Lo,)] . GID
B r G, 5 Orr
1 3 6,
; = l1+v)6o+0—_—0C
é,0 E[( ) 6,8 33, 0 ]
EVZ:
. 1
Cpr = f[crr-v(666+czz)
S
+£D__i(20rr—cee GZZ)] ’
o,
. 1
€og = E[GOO—V(Grr+Gzz)
6
+_°23?"(2099—0,, o)1 .,
{ v 3.12)
(o]

) 1
€, T E[Gzz"v(arr"'c%)
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Dabei sind

Q
|

2 2 2 ,
v O'". - O'n. cee + Gee + 3 G’G , ﬁl" ESZ (3'13)

Q
]

2 2 2 ot
v Gy, - O, Ogg *+ Ogg + 3 O ﬁ‘r
2

+ Oy ( G,y *+ Ogg ) Oy -

Im Entlastungsbereich sind nur die linear elastischen Terme von (3.11) und (3.12) zu
beriicksichtigen. Zur Unterscheidung, in welchem Bereich das Materialteilchen liegt und
welches Stoffgesetz dafiir gilt, wird folgende Bedingung iiberpriift:

dJo, sin 90, (3.14)
6, = -v[_é;_cose— - -a_e] 2 0 .

Dabei ist im Belastungsbereich G, gréBer als Null und im Entlastungsbereich kleiner als
Null. In der kritischen Phase ist sie gleich Null, so daB aus dieser Bedingung (3.14) der
Winkel 6, der die beiden Bereiche charakterisiert, zu bestimmen ist.

Zwischen Airyscher Spannungsfunktion, die in dieser Arbeit als Ldsungsfunktion
verwendet wird, und Spannungen (2.5) bestehen die Bezichungen:

6, = Acyr— 6,0
= Aoy [6”+(2-5)0] ,

Cgg = A Gy r™ 8gy(0) (3.15)
= Aoy~ (2-s)(1-5)% ,

G = AG,r™ &40)

Aoygr®[-(1-5)6"]

Fiir die Spannungsfunktion ist die Bestimmungsgleichung die Kompatibilititsbedingung
(2.8). Durch Einsetzen von (3.11) bzw. (3.12) in die Kompatibilititsbedingung (2.8) und
bei Beriicksichtigung von (3.9) bzw. (3.10) und (3.15) wird die Gleichung (2.8) nach
der hochsten Ableitung aufgeldst, ergibt sich
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ESZ:

$(5) = F ( q’)” Eﬁ”’ 6”" ¢(4)’ «, S, J ) ’ o < ep (3'16)
89 = F(8,8787,89,50) 0 >9

EVZ:
6(5) = F ( 6'9 6”’ 6'”9 6(4)’ «, S, e’ 6.Z’Z ) ’ 6 =< ep (3017)
&’(5) = F(6,67, 6, ¢(4)’ 5,6, 6,,) 6 > ep

Hier wird auf die langen Ausdriicke verzichtet. Zur Losung der obigen
Differentialgleichungen (3.16) und (3.17), die linear in der héchsten Ableitung sind, ist
es zweckmifig, die Differentialgleichungen mit fiinfter Ordnung jeweils in ein System
von fiinf Differentialgleichungen mit erster Ordnung umzuwandeln. Darauf wird im
Abschnitt 3.7. eingegangen. Hier sei nur noch festgehalten, daB die Gleichungen (3.16)
und (3.17) nicht linear und aber homogen in $ sind, d.h. mit 5 ist auch p(T) eine Lisung.
Dabei ist p ein beliebiger Multiplikator. Dies kann ausgenutzt werden, um die L&sung

geeignet zu normieren.
Um das Differentialgleichungssystem (3.16) und (3.17) zu 16sen, braucht man noch die
Randbedingungen. An den spannungsfreien RiBoberflichen folgen

G (r@=tm) = 0 318)
G,o(r,e iTC)=O

Mit Hilfe von (3.15) werden die Bedingungen (3.18) in

(6=%tm) =0 , (3.19)
(0 =%xn)

é
¢ =0

umformuliert. Unter Ausnutzung der Symmetriec des Modus I Belastungsfalls kénnen

noch zwei weitere Bedingungen erhalten werden:
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$7(08=0)
$7(8=0)

n
o

(3.20)

n
o

Durch Einsetzen von (3.20) in (3.16) und (3.17) -wird eine zusitzliche Bedingung
erhalten:

ESZ

6‘4"(0) = F[§0), 60,5 0] |,
vz, - | (3.21)

6@ (0) = F[§0), 10, s @, 5,0 1]

Weil G,, im ebenen Verzerrungszustand als ein weiterer Unbekannter in (3.17) gesehen
wird, muB hier noch eine Bedingung gefunden werden:
EVZ :

8,(0) = F;[$(0),¢(0),sa] . (3.22)

Wie schon erwihnt, werden hier zwei unterschiedliche Bereiche behandelt, ndmlich die
Belastungszone und die Entlastungszone. Die oben erhaltenen Randbedingungen reichen
fiir die vorliegenden Probleme noch nicht aus, dazu sind noch sogenannte
Ubergangsbedingungen notwendig, um die entsprechende Stetigkeit des RiBspitzenfeldes
sicherzustellen. Hierzu miissen die Spannungen und Verschiebungen in der

Ubergangsstelle stetig sein, nimlich

[O'ij] 0
[6,1 =0
0
0

i |
[u;] =

[1'4;'] =

(3.23)

Durch Umformulierung von (3.23) koénnen die folgenden Ubergangsbedingungen

erhalten werden:
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B1=0 ,

[¢°] =0 ,

[6~”] =0 , (3.24)
[6/”] = 0 ,

[&8.] = 0

Weil in (3.16) und (3.17) die fiinfte Ableitung von ff) betroffen wird, muB hier noch eine
Bedingung hinzugefiigt werden. Aus der Uberlegung von

[ ?’2_9 1 =0 (3.25)
r .

folgt eine zusitzliche Bedingung fiir 5(4)

ESZ
. Sy . 1
6@ sind le,,* = Wsine r0f(8,, - 5 Go0 ) |e,,- .
EVZ :
5@ sind (1 - v2) o = (1-V?)sind 9 o,- 3.26)
+£2’_f[(2c,,-699 - 5,)
+V(2622'6rr—699)]|6p' ’
3.’ 578 -8°868,
f = -ssin® +cos@ —— +sin@ LY ¥ 'V (3.27)

S, (&,)

Das Differentialgleichungssystem (3.16) und (3.17) wird mit Hilfe der Randbedingungen
(3.19), (3.20), (3.21) und (3.22) sowie der Ubergangsbedingungen (3.24) und (3.26)
durch die im néchsten Abschnitt bzw. im Kapitel 4 niher beschriebenen numerischen
Verfahren gelst.

Zur Beschreibung der Verzerrungen des asymptotischen Nahfeldes ist auBer dem
Amplitudenfaktor A, welcher durch einen bruchmechanischen Parameter umformuliert
werden kann, die Winkelfunktion &;(6) durch die Stoffgesetze (3.11) und (3.12) zu

bestimmen.
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Die elastischen Verzerrungen kdnnen bei Beriicksichtigung der Winkelanteile durch das
HOOKEsche Gesetz bestimmt werden:

ESZ:
Erre = 8, -V 8 ’
€gp° = Ogp -V G, (3.28)
Eree = ( 1 +V ) 6,9 ’
Ezze = -v (6, + Sop ) ’
EVZ.

g,° 6, -V (08 +6,) |,
éeee 699 -v( 6, + sz ) ’ (3.29)
E,° (1+v)8,

Die plastischen Verzerrungen werden im Belastungsbereich und Entlastungsbereich
getrennt behandelt. Im Belastungsbereich sind die plastischen Verzerrungen durch die
Stoffgesetze (3.11) und (3.12) zu beschreiben, wobei die materielle Zeitableitung durch
die entsprechende Ortsableitung (3.9) ersetzt werden kann. Sie lauten im

Belastungsbereich:
ESZ:
sind & + cos® s & - 2sind &y = vy, )
- ©30) (8, - 20p)
sind 5" + cosO 5 Ehy + 2 sind &g = yge (0)
=(’)8(9)(699‘—1- ) ’
2 (3.30)
sin@ é’,’e’ + cosO s E’,’e +-8in0 ( E’,’, - 659 ) = VY0
- 05® 280
sin &0 + cos8 s & = y,0)

_% g(e) ( 6rr + cee ) ’
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EVZ:

sin® & + cos® 5 &, - 2 sin &y = «x, ()
®
= -2"3 (9)(26‘” - Oge __Gzz)
sin@ ége’ + c0osO 5 &gy + 2 sind ‘é% = Kgg () 331)
%)-8(9)(2599‘5n‘°zz)
$in® &9" + cosB 5 &y + sind (&), - &y ) = K (0)
= o g (0) % S
Dabei ist
.. 8
g 08 = s5cosd + sind 5 3.32)

v

und sind G, und G, durch (3.13) zu bestimmen.

Um diese Differentialgleichungssysteme (3.30) und (3.31) 16sen zu konnen, sind noch
die Anfangsbedingungen notwendig, die durch Behandlung von (3.30) und (3.31) unter
Ausnutzung des Modus I Belastungsfalls erfolgen konnen. Sie lauten im allgemeinen
ESZ:

O = —yO (333)
s
EVZ:
O - 10 . (3.34)
s

Nun sind noch die plastischen Verzerrungen im Entlastungsbereich zu bestimmen. In
der Plastizittitstheorie wird erfahren, daf der mechanische Vorgang im Entlastungsfall
durch das elastische Stoffgesetz , hier nimlich das HOOKEsche Gesetz, bestimmt wird,
aber d.h. nicht, dal die vor der Entlastung auftretenden plastischen Verzerrungen
verschwunden sind. Sie werden in diesem Fall erhalten bleiben. Aus der I'Jberlcgung,
dal sich das im stationdiren RiBwachstumsfeld liegende Materialteilchen mit der
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konstanten Geschwindigkeit v lings Gegenrichtung des Risses bewegt, sind die
plastischen Verzerrungen durch folgende Beziehung zu bestimmen:

sin( (-)p )

g§(0) = [

F &8, , 6s6sx (3

Hier ist zu beachten, da8 die in den Gleichungen (3.30), (3.31) und (3.33) bzw. (3.34)
durch sin® hervorgerufene mogliche Singularitit zur LOsung der plastischen

Verzerrungen durch entsprechende Approximationen zu liberwinden ist.

Die Verschiebungen ktnnen mit Hilfe von (2.7) durch Umformulierung wie folgt
erhalten werden:

1

i, ©) = — & ® .
To' @) = Egp (6 - - {s g, ©® (3.36)
g (8) = %[ lts 8, 0) -2 &4 ©) ]

Die Differentialgleichungen und die entsprechenden Rand- und Ubergangsbedingungen
zur Losung der Spannungen, Verzerrungen und Verschiebungen des stationér
wachsenden Riflspitzenfeldes wurden bereits aufgestellt. Sie werden durch numerische
Verfahren geldst, die im Abschnitt 3.7. bzw. im Kapitel 4 niher beschrieben werden.

Nun kann jetzt die Frage gestellt werden, welche bruchmechanischen
Beanspruchungsparameter auf der Basis der bereits ermittelten NahfeldlSsungen in der
Lage sind, das groBe stationéire RiBwachstum zu beschreiben, und wie sie definiert
werden sollen. Der Zugang zu diesem Problem ist grundsitzlich durch folgende zwei
Moglichkeiten zu realisieren. Eine Mbglichkeit kénnte von der Betrachtung der den Rif
forttreibenden Energie ausgehen. Dieses Konzept war in der elastisch-plastischen
Bruchmechanik fiir stchenden Rif} sehr erfolgreich. Dazu kann das von RICE /53/
eingefiihrte J-Integral als den Energieflul zur RiBspitze /48/, der zur Bildung neuer
RifBoberfléche dient, bzw. als riitreibende thermodynamische Kraft interpretiert werden,
und das J-Integral ist nach der HRR-Theorie zugleich Intensitétsfaktor des singuliiren
Spannungs- und Verzerrungsfeldes. Hierauf begriindet sich seine Eignung als
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RiBinitiierungskriterium, da die grundlegende Annahme der Deformationstheorie,
ndmlich hyperelastisches Materialverhalten, nicht zu entscheidenden Widerspriichen
fiihrte.

Im Falle von groBem stationdren RiBwachstum mit Entlastungsprozessen hat das J-
Integral jedoch keine Bedeutung mehr, wie numerische und theoretische
Untersuchungen /15/ zeigen. Wenn das J-Integral fiir das RiBspitzenfeld wirksam sein
soll, muB es einen endlichen Grenzwert fiir r — 0 besitzen. Dieser existiert jedoch nur
dann, wenn die Verzerrungsenergiedichte von der Singularititsordnung r! ist. Alle
existiecrenden Untersuchungen iiber die Feldsingularititen bei elastisch-plastischen
Riwachstum /24,54,1/ deuten jedoch auf geringere Singularititsordnungen hin.
NILSSON und STAHLE /50/ kommen zu dem Schluf, daB das Konzept der
Energiebilanz zur Formulierung vom Rifwachstumskriterium nur bei asymptotisch

elastischem Materialzustand an der RiBspitze sinnvoll ist.

Wenn die Energiebilanzen fiir das Modell der singulédren RiBspitze keinen Beitrag zur
Formulierung eines RiBwachstumskriteriums liefern konnen, verbleibt als weiterer
Problemlésungsansatz der Zugang iiber Intensititsparameter fiir das singuliire
Rifspitzenfeld.

Zu diesem Zweck werden in den néichsten Abschnitten die Rispitzenformen und einige
existierende bruchmechanische Parameter untersucht, um zu erfahren, ob sie noch in der
Lage sind, das grofle stationdre RiBwachstum zu beschreiben. Moglicherweise kénnen
dann neue bruchmechanische Parameter durch entsprechende Definition eingefiihrt
werden.



3.4. Untersuchung des stationir fortschreitenden RiBB6ffnungsprofils

Im letzten Abschnitt 3.3. wurden bereits die Spannungen, Verzerrungen und
Verschiebungen fiir das stationfire RiSwachstum bis auf den freien Amplitudenfaktor A
ermittelt. Hiermit kann zuerst das Offnungsprofil des stationir wachsenden Risses
untersucht werden. Durch Bestimmung des Ri6ffnungsprofiles kann man dann
genauere Informationen iiber die Beanspruchung der Rif8spitze erfahren.

Das RiB6ffnungsprofil wird durch die Verschiebungen u, und u, an der freien
RiBoberfliche beschrieben und im folgenden Bild 3.4 qualitativ dargestellt:

I}P

Bild 3.4 RiBspitzentffnungsprofil

Die Verschiebungen an der freien RifBoberfliche lauten nach (3.7)

u, (%) = Aeygr=a, (n)
uy, (rm) = Aeg rs+l iy (1)

’ (3.37)

Gemif der im Bild 3.4 skizzierten Geometrie ergeben sich folgende Beziehungen:

>
I

- -s+l -
u, (rr) = Aeyr i, () , (3.38)
r-u,(rc) = r-Aeg r-s+l @, (r)

0
]
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In diesem p-q-Koordinatensystem bildet sich das tatsfichliche RiB6ffnungsprofil. Die
Gleichungen (3.38) stellen die sogenannten Parametergleichungen fiir das
RiBo6ffnungsprofil mit dem Parameter r dar. Durch Elimination des Parameters r folgt
aus (3.38) eine eindeutige Funktion:

1

- p -5+1
q = ( Aol )

(3.39)

::l h
) ]

Sie gibt das tatstichliche RiBoffnungsprofil fiir den stationéir wachsenden Rif} wieder, das
in der Literatur sowohl fiir den stehenden RiB als auch fiir den wachsenden RiB bis jetzt
nirgendwo gefunden wurde. Eine entsprechende Untersuchung fiir den stehenden RiB
auf der Basis von der HRR-Theorie ist auch méglich.

Mit Hilfe von (3.39) konnen noch die Eigenschaften des tatsichlichen
RiB6ffnungsprofiles weiter untersucht und diskutiert werden. Dazu mufl man zuniichst

seine Ableitungen bilden. Die erste Ableitung lautet demnach

§

dg _ 1 (_p T-5__1 B (340)

dp 1 -5 Aeoay Aeoa

Y y

Die erste Ableitung (3.40) sagt, daB sie an der RiBspitze immer einen Wert -i'ix/ﬁ'y
annimmt, wenn p gleich Null ist. Je nach dem, was fiir einen Wert U, besitzt, kann das
RiBo6ffnungsprofil an der RiBspitze entweder einen spitzen Winkel bilden, wie im Bild
3.4 gezeigt oder einen strumpfen Winkel darstellen, wiihrend ﬁy physikalisch gesehen
immer einen positiven Wert einnimmt. Diese Tatsache ist durch die Rechenergebnisse
der im letzten Abschnitt 3.3. durchgefiihrten Untersuchungen bestéitigt worden, wobei
i, (m) fiir ebenen Spannungszustand (ESZ) einen negativen Wert und fiir ebenen
Verzerrungszustand (EVZ) einen positiven Wert hat. Eine entsprechende Untersuchung
von AMSTUTZ und SEEGER /2/ mit Hilfe der Finite-Elemente-Methode hat die
ghnlichen Eigenschaften fiir stehenden Rif} gezeigt, die in der Basis der HRR-Theorie
mit Hilfe von (3.39) bestiitigt werden kénnen. Es wurde dabei darauf hingewiesen, dal
diese Eigenschaften dann zu erfahren sind, wenn man hinreichend feine Elementierung

fir das RiBspitzenfeld vornimmt. Bei einem positiven U, (%) fiir ebenen
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Verzerrungszustand (EVZ) hat das RiBoffnungsprofil einen negativen Grenzwert mit

1 . l-s
- - A NS 1 - xqys = (3.41)
GG = -5 (Aeh) [(1-s)FZ17 2
Die zweite Ableitung folgt aus (3.39):
2 25-1
d’q _ S P yTm(__L ¢ G
dp2 (1-5) Aeoﬁy Aeoﬂy

Die zweite Ableitung (3.42) zeigt, dal sie immer gréBer als Null ist, wenn p einen
positiven Wert nimmt. Dies gewihrleistet, dafl die Kriimmung des RiB6ffnungsprofils
konvex ist, wie im Bild 3.4 qualitativ dargestellt, und nicht umgekehrt.

3.5. Berechnung einiger giingiger bruchmechanischer Parameter im Hinblick

auf das Bruchkriterium

In diesem Abschnitt wird versucht, einige in der Literatur verwendete bruchmechanische
Parameter wie das J-Integral, die Rifspitzentffnung CTOD und den
RiBspitzenoffnungswinkel CTOA aus der im vorigen Abschnitten hergeleiteten
Gleichungen zu berechnen, damit ein mogliches, auf den Intensitéitsparameter

basierendes Bruchkriterium fiir das stationédre RiBwachstum verwirklicht werden kann,

Zuerst wird das RICEsche J-Integral behandelt, wobei das J-Integral aus der Definition
(2.21) wie folgt geschrieben wird: '

J=.£_(Wdy —Glfn.l%l;_‘ds) . (3'43)
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~ Der Integrationspfad kann so gewihlt werden, daB er lings eines Kreises mit dem
Radius r, hinreichend nah um die Rispitze fihrt, d.h. in einem Gebiet, in dem das in
vorigen Abschnitten ermittelte asymptotische Spannungs- und Verzerrungsfeld liegt.
Durch Ableitung und Umformung ergibt sich das J-Integral

J = Alcyeqr®tl, (3.44)

wobei
eP
2 2
Iy = [1(1+v)8;8;-v&}+o 8 ]cosddb
0

n
v fIC1vv) e 8-y 8,
A (345)
+ @ (sind)% &(8,) (sind)™> ] cosd a0
T
-2 [[(1-5)cos (8, 4, + 8 i)
0

+sin0 (&, (g -4,") -8, (d, +8°))]

Wenn die Gleichung (3.44) nach dem Amplitudenfaktor A aufgeltst und in das
Spannungs- und Verzerrungsfeld (3.7) eingesetzt wird, ist das Spannungs- und

Verzerrungsfeld mit J als Intensitéitsparameter wie folgt:

151
o; (r8) = o ( BTJI_ 2, lreege
ofola 7 (3.46)
R
ey r9) = eo(ﬁl_ﬂ rg 2t g
o

wobei r, ein bestimmter Integrationsradius und r eine beliebige Koordinatenkomponente

ist.

In der Gleichung (3.44) ist zu sehen, daB das J-Integral hier nicht mehr wegunabhiéingig
wie in der HRR-Theorie fiir stehenden RiB ist. Was fiir ein Radius gewihlt werden soll,
ist wesentlich, weil das Spannungs- und Verzerrungsfeld (3.46) direkte Verbindung mit




dem J-Integral hat.

" Ein anderer Weg zur Bestimmung des Amplitudenfaktors A ist, die geeigneten
empirischen globalen Gr6B8en wie RiBspitzendffnung CTOD und
RiBspitzentffnungswinkel CTOA auf der konsistent theoretischen Grundlage zu
definieren. Hierzu folgt man zunichst einem Vorschlag von TRACEY /85/ fiir die
RiBspitzendffnung CTOD, die von SHIH /59/ definiert wurde, wobei die
RiBspitzenoffnung &, durch den Schnittpunkt der k-Sekanten mit dem deformierten
RiBufer definiert wird. Die Vorgehensweise ist

<
( - ::) ay ) s+1
k p

q p (3.47)

=t| h
< b3

q

Durch Elimination von q und nach Auflésung von p ergibt sich

1-s 1
py = (k+-2) % (Aeghiy)® . (3.48)
y

}

=™

Der Schnittpunkt p; wird dann erhalten, wenn

(4 + ka, )20 . (3.49)
Mit (3.38) bekommt man
1 1
-~ - . (3.50
rl =(ﬁx+kﬂy)"(Aeo)s . ( )
So wird die RiBspitzentffnung 8, definiert durch
1 g =
51=2P1=2(Ae0ﬁy)"(k+ﬁ".)s , 3.51)
Y

Wenn k in der Gleichung (3.51) gleich Eins ist, entspricht 6, der von SHIH definierten
RiBspitzendffnung &, Wenn die Gleichung (3.51) nach dem Amplitudenfaktor A
aufgeldst und in das Spannungs- und Verzerrungsfeld eingesetzt wird, folgt dann
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Op 1 r =
0"(rse) S — ( ) 6'(9) ’
’ %o “ia] & (3.52)
e;(r,0) = o (L) &0
ij 0 [ B, ] 51 ij
wobei
1-s
By = 26, [d, +ka,]1° . 353

Wenn das J-Integral lings des Kreises mit dem Radius r; (3.50) ermittelt wird, ergibt
sich das J-Integral

1 1-2s

5 O

D(a, k)t I, (3.54)
€0

Jl = (Aeo)

Zwischen 3; (3.51) und J; (3.54) besteht noch folgende lineare Beziehung:

J
8, = dy L (3.55)
Op :
mit
o o1
d, =280uy(ux+kuy)7; (3.56)

Nach Elimination des Amplitudenfaktors A aus (3.54) sowie durch Einsetzen in (3.7)
folgt das Spannungs- und Verzerrungsfeld

00 80 s Jl s
6;(r0) = —[—=1(=) 6;0) ,
80 00 Ia C(X, r (3.57)
80 s Jl S~
eij(r’e) = [m] (-;—) 8U(9) ’
mit
1-2s
C, = (ﬁx+kﬂy)s
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Es ist in den obigen Gleichungen erstaunlich zu sehen, da das Spannungs- und
Verzerrungsfeld (3.52) bzw. (3.57) und die Bezichung von &; und J; (3.55) ziemlich
dhnliche Formen haben wie in der HRR-Theorie fiir stehenden RiB.

Hiernach wird noch versucht, einen entsprechenden RiBspitzentffnungswinkel CTOA
. zu definieren, Dazu braucht man zuerst die Ableitung des RiBdffnungsprofils an der
Stelle ry:

1 a

y = 4 - (k+ %) -
dp ! 1-5 y y

CTOA
2

(3.58)

&tl &

tan(

&

In der Gleichung (3.58) ist der Amplitudenfaktor A verschwunden, und der
RiBspitzendffnungswinkel CTOA ist dann konstant, wenn der Vorfaktor k festgelegt ist.
Damit ist er als Intensitdtsparameter fiir das Spannungs- und Verzerrungsfeld unméglich
zu begriinden. Das kann darauf zuriickgefiihrt wérdcn, daf man von Anfang an einen
festen Vorfaktor eingesetzt hat. Aus diesem Grund wird weiter versucht, durch einen
anderen Weg einen RiBspitzentffnungswinkel CTOA zu definieren. Hierzu wird
folgendes Bild beobachtet:

Bild 3.5 Bildung eines RiB6ffnungswinkels CTOA

47




Wird zuerst ein bestimmtes q = b vorgegeben, folgt der Schnittpunkt

1
Py 15 U (3.59)
b - = ——— . *

(7 e 4, ) 7,

Yy

In dieser Gleichung (3.59) den Schnittpunkt p, analytisch aufzul®sen, ist nicht mdglich,
weil sie eine nichtlineare Gleichung ist und nur numerisch gelst werden kann.
Ebenfalls ist bei einem vorgegebenen a der Schnittpunkt p, durch folgende Gleichung

" zu bestimmen:

1 1 P, 15 Uy
-2 -a
[l—sAeoﬁy(Aeoﬁy) ﬂy]pa (3.60)
1
p i &
=( a.. )ls-—.‘f'pa°
Aeouy i,

In dieser Gleichung (3.60) ist es auch unmdglich, den Schnittpunkt p, analytisch
aufzultsen. Sie ist ebenfalls eine nichtlineare Gleichung. Deshalb wird hier dieser Weg
nicht beschritten.

3.6. Neue Definition von Riflspitzentffnungswinkel CTOA bzw.
RiBspitzenoffnung CTOD '

Im letzten Abschnitt 3.5. wurde iiber die mogliche Definition des
RiBspitzendffnungswinkels CTOA diskutiert und darauf hingewiesen, dal es durch die
im Abschnitt 3.5. erwdhnte Vorgehensweise entweder wegen der Nichtlinearitdt der
Bestimmungsgleichung des Schnittpunktes oder wegen des verschwindenden
Amplitudenfaktors A kaum moglich ist, eine entsprechende Definition des
RiBspitzendffnungswinkels CTOA in Bezug auf das station#ir wachsende Rispitzenfeld
einzufiihren. Aus diesem Grund werden in diesem Abschnitt nochmal die Eigenschaften
des tatsdchlichen RiB6ffnungsprofils analysiert, und zwar wird zuerst die Gleichung
(3.59) und (3.60) betrachtet. Bei der Losung des Schnittpunktes kann der Schnittpunkt
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deshalb analytisch aus (3.59) und (3.60) nicht berechnet werden, weil die
Vorgehensweise durch den zweiten Term der Gleichung fiir das tatséichliche
RiBoffnungsprofil (3.39) a priori gestért wurde. Die Frage ist niimlich, ob der
Schnittpunkt durch Elimination des zweiten Termes von (3.39) analytisch geldst werden
kann und wie er geldst wird. Demnach wird eine Parabel verwendet, um einen

Schnittpunkt anal'ytisch zu bekommen, Das kann in folgender Weise geldst werden:

1

q = (——p )T;__ﬂip )
Aeoliy ﬁy (3.61)
i
¢ = kp?-Zp
Uy

Durch Elimination von q und nach Auflésung von p folgt der Schnittpunkt -

1-s 1

B o, e 3.62
p, = k"B (Aegu,) H (362
Die notwendige Bedingung fiir einen tatséichlichen Schnittpunkt ist néimlich
s 2 L (3.63)
2

Diese Bedingung gewd#hrleistet einen Schnitt fiir das elastisch-plastische
Materialverhalten, aber keinen Schnittpunkt bei linear elastischem Materialverhalten, fiir
das die Losungen des asymptotischen Feldes bereits existieren.

In diesem Schnittpunkt mit p, kann ein entsprechender RiBspitzenbffnﬁngsv&dnkel
CTOA definiert werden durch

o, = cot (CTOA . :_z
s NE .
= k" (Aeyu,) "% - 2

Uy

In dem selben Schnittpunkt entspricht dem Rifspitzendffnungswinkel CTOA (3.64) auch
eine RiBspitzendffnung CTOD
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1-s 1

- - 3.65
8 = 2p, = 2k X (Aeyu,) I (3.65)
Zwischen , (3.64) und 3, (3.65) besteht noch folgende lineare Beziehung
i
0, = X5, - . (3.66)
2 ﬂy

Wird nach dem Amplitudenfaktor A in den Gleichungen (3.64) und (3.65) aufgeldst und
dieser in das Spannungs- und Verzerrungsfeld (3.7) eingesetzt, folgen die Spannungen

und Verzerrungen

oy 5! 82 25-1

oy (r8) = 2 _(2) rie;®
e 4 2 (3.67)
ks-l 82 25=-1 5 a
eij(r’e) = ay (—2—) r Bu(e) ’
und
(o] -5
0y (r8) = 2 Teyd « i 5 r o, @)
0 "y_s (3.68)
eij(r»e) = If—zg-[wzay*'ﬂx]?s_lr-sﬁij(e)
Uy
Mit (3.38) erhdlt man
- -2 (3.69)
r, = k TF (Aega) TF . '

Wenn das J-Integral (3.44) lings eines Kreises mit dem Radius r, ermittelt wird, ergibt
sich das J-Integral

J, = kP 2% (3.70)

Hier ist zu sehen, daf} das J-Integral von (3.70) nicht mehr von dem Amplitudenfaktor
A sondern lediglich von dem Materialverhalten und dem Spannungszustand abhéngig
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ist. Damit ist es nicht mdglich, das so ermittelte J-Integral als Intensitiitspafameter fiir
das Spannungs- und Verzerrungsfeld zu begriinden. Aber aus den elastisch-plastischen
RiBwachstumssimulationen nach der Finite-Elemente-Methode /15/ hat man erfahren,
daB das im Nahfeld ermittelte J-Integral zwar wegabhiingig ist, aber nach einer
Ubergangsphase, wo das stationire RiBwachstum auftritt, quasi konstant bleibt. Die
Frage ist ndmlich, ob das so ermittelte J-Integral in der Lage ist, das groe stationfire
RiBwachstum zu beschreiben, und wie es in der Praxis zu bestimmen ist, da der
Integrationsradius r, von dem Amplitudenfaktor A abhiingig ist.

Die Verzerrungsenergiedichte im Polar-Koordinatensystem wird in folgender Weise

abgeleitet:
we(r,9)=Azcoeor'2"se
B .2 s B _ o %
wp(r,e)-A Gpeg?r = s, Te—o' 3.71)
C,
WpE(",9==A20080r'2sspE-%)__eg,
0
wobei
s = [(1+v)8;8;,-vegl/2
s: _ mcf,/Z , (3.72)
E _ . . =25 22
Sp = m(smO/smep) cv(ep)/z

Fir die in dem mit r, als Kreisradius umschlossenen Bereich bendtigte

Verzerrungsenergie folgt

S
]

rnx
ffw(r,e)rdrde
0 x 3.73)

1 i) Sa

@ 2
— rz“——coeoﬂ;r2
2(1-5) ¢ [am)]?

mit
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T
Sa = JL(1+v)6,;8;-voy1d0
0 (3.74)

s1n9p

0
P T
i 25
vol [ehar e [( )62 @)d0)
0 0,
Die Verzerrungsenergiedichte (3.71) und die Verzerrungsenergie (3.73) haben bis auf
den zweiten Term die ghnlichen Formen wie in der HRR-Theorie /16/.

In dem letzten Abschnitt 3.5. und diesem Abschnitt 3.6. wurden die bruchmechanischen
Parameter wie das J-Integral, CTOD und CTOA bereits auf der Basis des stationdr
wachsenden RiBspitzenfeldes ermittelt und auch als Intensititsparameter fiir .das
Spannungs- und Verzerrungsfeld begriindet. Welcher von ihnen in der Lage ist, das
groBe stationire RiBwachstum zu beschreiben, muB experimentell und durch numerische

RiBwachstumssimulation nach der Finite-Elemente-Methode untersucht werden,

3.7. Numerische Lisung des Randwertproblems

Die bereits im Abschnitt 3.3. abgeleiteten Differentialgleichungssysteme (3.16) und
(3.17) fiir den nur noch von dem Winkel 0 abhéingigen Anteil der Spannungsfunktion
<T>(9) sind explizit von fiinfter Ordnung. Sie sind nichtlinear aber homogen. Die
Losungen dieser Differentialgleichungen (3.16) und (3.17) werden im Bereich von 0 =
0 bis ® = n zusammen mit den Rand- und Ubergangsbedingungen (3.19), (3.20),
(3,21),(3,22), (3,24) und (3.26) gesucht.

Zur Losung solcher Randwertprobleme werden in der Praxis meist
Differenzenverfahren, Finite-Elemente-Verfahren und SchieBverfahren benutzt. Bei dem
Differenzenverfahren werden die auftretenden Ableitungen durch geeignete
Differenzenquotienten ersetzt. Schwierigkeiten ergeben sich meist bei
Differenzenquotienten hoherer Ordnung zur Erfiillung der Randbedingungen, so daB hier

MaBnahmen erforderlich sind, die einen gewissen Aufwand erfordern. Bei dem Finite-
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Elemente-Verfahren sind die Randwertprobleme durch Variationsprinzip
umzuformulieren. Schwierig ist es, eine geeignete sogenannte schwache Form durch
Umformulierung zu finden. Als Alternative wird dieses Verfahren zur Losung des
vorliegenden Problems im niichsten Kapitel niiher behandelt.

Wir wollen das SchieBverfahren zur LOsung dieses Problems benutzen. Das
SchieBverfahren 18t sich in EinfachschieBverfahren und MehrzielschieBverfahren
aufteilen. Beim einfachen SchieBverfahren wird das LOsungsintervall nicht unterteilt, in
dem das entsprechende Anfangsproblem gelést wird. Beim MehrzielschieBverfahren
wird das LYsungsintervall innerhalb des gesuchten Bereichs unterteilt. In jedem Intervall
wird ein entsprechendes Anfangswertproblem geldst. Das Problem liegt darin, dafl die
fiir dieses Verfahren bendtigten Startwerte schwer zu schiitzen sind, so daf3 bei den zu
grob geschitzten Startwerten dieses Verfahren versagen kann. Wenn die Losung sich
innerhalb des Intervalls nicht sehr stark &#ndert, wird meist zuerst das
EinfachschieBverfahren benutzt, um die Losung finden zu kdnnen. Hierzu wird das
EinfachschieBverfahren kurz beschrieben. Wir folgen hier den entsprechenden
Ausfithrungen von /16/.

Dazu sind zunéchst die Differentialgleichungen (3.16) und (3.17) fiinfter Ordnung in ein
System erster Ordnung mit fiinf bzw. sechs Differentialgleichungen umzuwandeln,
denen eine zus#tzliche Differentialgleichung fiir den Eigenwert s hinzugefiigt wird.

Hierzu werden die Zuordnungen

8 =
8 =
8 =
84 =
g =
8 =
g8 =

A Y
-

\
N
-

(3.75)

L
K

QR » O OO O

N
~N

getroffen, deren Ableitungen lauten:
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gl‘ = 61 ’

gzl = ¢II - glll ,

83' - ¢’II - 82" = gllll ,
’ rd ’e ers 4 °

84 = ¢(4) = &8 = & = gf ) ’ (3.76)
4 res 220 4 5

gs° = 89 = g = g = 85) = gf)’

86’ =0 ’

g = 6

Die Randbedingungen (3.19), (3.20), (3.21) und (3.22) werden auch umgeschrieben:

81(75) ,
g8 ()
8, (0)
84 (0)
g5 (0)-F[g (08 ©0),s,a] =0 ,

85(0) -F[g (08,8 0,s,a] = 0 fir EVZ
g7 (0) -F [g ()8 0)s,a] = 0 fir EVZ

i
O OC oo

(3.77)

?

Weil dieses Differentialgleichungssystem homogen ist, ist hier eine entsprechende

Normierung erforderlich:

6,(0)-1 =0 . (3.78)

Durch Einfilhrung eines Parameters t lassen sich die Anfangswerte (3.77) auf ein

System mit zwei Unbekannten reduzieren, wobei

8, (0)

= T 3.79)
Bgp ( 0)

ist. Dadurch wird noch ein Vorteil gewonnen, da t bei linear elastischem
Materialverhalten gleich Eins ist. Durch Einsetzen von (3.79) in (3.78) und bei
Bertiicksichtigung von (3.16) und (3.17) werden folgende Anfangswerte in Abhéingigkeit

von s und t ermittelt:
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ESZ :

1 1
0 = ,
SR CEE ISy 2 -t+1
1 1 (3.80)
83(0) = (t- ) ,
L-s V2 -t + 1
85(0) =F(S,t,a) ’
EVZ:
1 1
81(O)= ,
(l's)(z_S)t2-t+1+t12—(t+1)t1
80 = (- ) . ,
\ﬁz-t+1+l‘12-(t+l)t1 (3.81)
85(0)=F(s9t’a)s
h
87(0) = _
t2—t+1+t12—('t+1)t1
wobei
o= L2 2V 144y . (3.82)

2 1+w

Mit Hilfe von (3.80), (3.81) und (3.82) sind die Differentialgleichungssysteme lediglich
von s und t abhiingig, die aber noch die beiden Randbedingungen

’81(n)=0 ’
g(n) =0 (3.83)

erfiillen miissen.

Die Bestimmungsgleichungen ktnnen dann leicht gebildet werden. Sie werden

ausgeschrieben:
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g1(m,s,t) -0

G(s 1) = (3:84)

(]
[

g, (®,s,2) - 0

wobei es sich um ein nichtlineares, algebraisches Gleichungssystem fiir die gesuchten
Gro6Ben s und t handelt, das mit Hilfe des Newtonschen Verfahrens

y-(ii-l) - .li(i) _ g-_g-l @(0) g (E(i)) (3.85)

iterativ geldst wird. Dabei ist u gleich (s,t). Das Newtonsche Verfahren fordert die
Ableitungen

B b
gy (m;s,¢) dg (m;5,1)
DG - os ot . (3.86)
= dgy (™ ;s,1) 08, (L ;5,1)
A ds ot i

Die auftretenden Ableitungen sind wegen der Nichtlinearitiit der Differentialgleichungen

(3.16) und (3.17) analytisch kaum losbar. Deshalb werden die Ableitungen numerisch

durch vorwirtsgenommene Differenzenquotienten gebildet:

dg; g;(m;s+As,t) - g;(m;s,¢t)

os As (3.87)
dg;  gi(mis,t+AM) - g(®m;s,1)
ot Y,

Bei praktischen Berechnungen hat sich herausgestellt, da das Newtonsche Verfahren
nicht immer konvergiert. Deshalb wird ein gedimpftes Newtonsches Verfahren benutzt,
das darauf beruht, den Zuwachs der Losungen pro Iterationsschritt bei Uberschreitung
gewisser Fehlertoleranzen zu begrenzen. Einzelheiten findet man in /16/. ‘

Zur Losung wurde folgende Rechenstrategie verwendet:

- mit Hilfe von den Startwerten s und t werden die Anfangsbedingungen bestimmt,
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- mit diesen Anfangsbedingungen wird der Entlastungswinkel gerechnet,

- Bildung der jeweiligen Terme im Newtonschen Verfahren

- Berechnung und Bildung von (3.84) mit den aktuellen Werten und Vergleich mit der
vorgegebenen Genauigkeit. Wenn die Genauigkeit nicht erreicht wird, wird die
Rechnung weiter iteriert,

- Bei Erfiillung der Genauigkeit wird die gewonnene Datenbasis gespeichert und
kann fiir die Ausgabe der mechanischen GréBen verwendet werden,

- Die Rechnung flingt mit dem rein elastischen Materialverhalten an, Die nachfolgende
Rechnung wird immer bei Verwendung der aktuellsten, bereits gerechneten
Ergebnisse als Startwerte durchgefiihrt,

- Die Losungen werden im Bereich von 6=0 bis 6=n-10 gesucht, weil das ‘
Differentialgleichungen (3.16) und (3.17) Wegcn der stationéren Bedinguhg (3.9) an
der Stelle 6=n singuléir sind.

Die gesamten Rechnungen wurden durch folgende Gleichungen gepriift. Die
gewonnenen Verzerrungen wurden durch die Kompatibilitiitsbedingung

26‘8’9 i a;.eee j 1 848" . l?)e,, . 2 ae,.e _ 283& - 0(3.88)

r orod or2 2002 ror 200 r or

gepriift. Fiir ebenen Verzerrungszustand wurde €,, = O als eine weitere Kontrolle

benutzt. Bei den ermittelten Verschiebungen wurden die Gleichungen

! &, (0)
1 -5 (3.89)

g, (0)-28g(0)]

Gg” (9 )

il
[
<>
D
~
< >
-
|

iy (©)

I
t| -
L e |

benutzt, wobei eine als Kontrollgleichung verwendet wurde. Die beiden Gleichungen
liefern identische Ergebnisse. Deshalb werden die im Kapitel 7 dargestellten Ergebnisse

vielseitig gesichert.




4. Ein Finite-Elemente-Verfahren zur Losung des asymptotischen Feldes
des stationiir fortschreitenden Risses

Die Finite-Elemente-Methode wurde in den vergangenen Jahrzehnten als universelles
Hilfsmittel zur Behandlung von komplexen Fragenstellungen des Ingenieurwesens sehr
rasch verbreitet, die zuvor nicht oder nur sehr unvollkommen beantwortet werden
knnen. Durch modeme elektronische Technik erlaubt sie in Verbindung mit Computern
grundstitzlich die Losung auch extrem schwieriger Probleme mit beliebiger Genauigkeit,
allerdings steht dem ein nicht ertrtiglicher Aufwand entgegen. So gilt die Finite-
Elemente-Methode heutzutage als wichtigste Methode, mit der bisher schwierige
Probleme zu numerischen Losungen gefiihrt werden kénnen, was man noch vor einigen

Jahren nicht erwarten konnte.

Ein Finite-Elemente- Verfahren zur Losung des asymptotischen Feldes wurde zuerst von
SYMINGTO, ORTIZ und SHIH /64/ fiir Mixed Mode entwickelt, SHIH nennt in /74/
den Grund, daB die asymptotische L&sung der nichtlinearen Differentialgleichungen

ierter Ordnung bei stehendem RiB3 m hieRverfahren numerisch nicht immer stabil

war, Daher wurde in /64/ versucht, das Randwertproblem fiir Mixed Mode bei
stechendem RiB} als Variationsaufgabe zu formulieren und daraus ein Finite-Elemente-
Verfahren zur Losung dieses Problems zu entwickeln. Ein &hnliches Problem liegt bei
stationdr wachsendem Rif zur LOsung des asymptotischen Feldes mit Hilfe vom
Schiefverfahren auch vor. Hier kann die Rechnung wegen grob geschitzter Startwerte
und der starken Gradienten der gesuchten Losung zur Divergenz gefiihrt werden. Aber
das Problem hierbei ist natiirlich, daB eine stationér bewegte Zone in ein ruhendes Feld
eingebettet werden muB. Ein Finite-Elemente-Verfahren zur LOsung des asymptotischen
Feldes bei stationdr laufendem Rif wurde von DAEN & HUTCHINSON /75/ bzw.
VOIGT /76/ entwickelt, wobei das Verfahren prinzipiell wie die iibliche Finite-
Elemente-Methode ist und nur die FlieBbedingung und FlieBregel durch die
entsprechende stationfire Bedingung (3.9) umformuliert werden., Dazu ist eine feine
Elementierung fiir das RiBspitzenfeld notwendig, so daB groBer numerischer Aufwand
wie bei iiblicher Finite-Elemente-RiBwachstumssimulation die Folge ist. Aus diesem

Grund wird in diesem Kapitel versucht, in Anlehnung an die Arbeit von /64/ ein
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spezielles singuldres Riflspitzenelement zur Losung des stationdir wachsenden
Rifispitzenfeldes durch Umformulierung des Randwertproblems entwickeln zu kénnen.,

4.1. Formulierung des Randwertproblems

Zur Entwicklung eines Finite-Elemente-Verfahrens beriicksichtigen wir zuerst das
Problem zur LOsung des asymptotischen Feldes bei stationfirem RiBwachstum. Das
allgemeine Randwertproblem léBt sich, wie im Bild 3.1 dargestellt, auf ein
Eigenwertproblem reduzieren. Die Randbedingungen beschréinken sich nur auf die
beiden freien RiBufer. Die entsprechenden Randbedingungen sind im Polar-
Koordinatensystem

Gee(r,e=:tn)=0 ’

G, (r, 0 =0 @

fl

H

a
~—

Die Gleichgewichtsbedingung (2.3) liefert die folgenden Verh#ltnisse zwischen
Spannungen und Airyscher Spannungsfunktion

c - 1o 1 %
T 2
a :
O = 22, 4.2)
or
_ 9,13
= 5 (7%

Als Bestimmungsgleichung fiir die Spannungsfunktion ¢ ist die
Kompatibilitéitsbedingung im Polar-Koordinatensystem wie folgt

182’7,9 _ P egp 1 9%, N 198, LA 9 _ 2 9¢gg - 0.@3)
r orof or? 2092 ror 200 r or

wobei Yo = 264

In der Kompatibilitétsbedingung (4.3) sind die Verzerrungsinkremente, die mit Hilfe
eines elastisch-plastischen Stoffgesetzes durch die Spannungsfunktion zu ersetzen sind,
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implizit von der Spannungsfunktion abhéingig. Wie im letzten Kapitel schon erwihnt,
beschriinken wir uns nur auf ein linear verfestigendes Materialverhalten und auf den
ebenen Spannungszustand. Bei ebenem Verzerrungszustand ist die Vorgehensweise

gleich wie bei ESZ. Dazu hat man das Recht, einen Ansatz mit potenzftrmiger
Funktion darstellen zu kénnen. Das Stoffgesetz gilt fiir ESZ:

elastisch:
érr=-;"(6rr"v¢90) ,
ggp = .;:. (Ggg -V 6,,) (4.4
bo = 5 (14V) 64

elastisch-plastisch:

é '—'_1..[(6 —V699)+(0_Gv(0' -lcee)] ’
rr E rr o_v rr 2
E rr Gv 2 rr
. 1 3 0,y
= 1 v)¢ O _-.—0
€0 E I ( + ) o T 55 ro ]

v

Der Ansatz lautet nach (3.7)

d(r,0) = Acyr=2% @
O'ij(r,e) = AO'Or'sCij(e) ’ (4'6)
Eij(r,e) =A80r-séij(e) ’
w; (r,0) -u" = Aegr=tu, (e
wobei u,° die Starrkdrperverschiebungen sind.
Mit diesen separaten Ansatzfunktionen (4.6) kann dieses zweidimensionale

Randwertproblem auf ein eindimensionales Randwertproblem zuriickgefiihrt werden,
und zwar werden die Gleichung (4.1), (4.2) umformuliert:
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$(m) =0 @7
¢’(m) =0 ,
S, =$”+(2'S)$ ’
Ogg = (2-s)(1-5)% 4.8)
G = -(1-3)6'

Durch Ableitungen und Elimination des Amplitudenfaktors A und des Radius r lautet
die Kompatibilitiitsbedingung (4.3) dann

[)
~ rs

E7, +(s+1)E,+5(s+1) 8 +5Te =0 . (4.9

Die Gleichung (4.7), (4.8) und (4.9) bilden ein eindimensionales Randwertproblem zur
Losung des stationéir bewegten Rif3spitzenfeldes, wobei hier die materielle Zeitableitung
durch stationiire Bedingung (3.9) ersetzt wird.

4.2. Das Galerkinsche Funktional

Das im letzten Abschnitt erwihnte Randwertproblem ist wegen elastisch-plastischen
Materialverhaltens nicht mehr linear und im allgemeinen analytisch unlsbar, Um dieses
Problem losen zu kénnen, bemiiht man sich um eine Niherungslsung. Dazu bietet sich
die Finite-Elemente-Methode an, die als filhrendes Berechnungsverfahren im
Ingenieurwesen bezeichnet wird. Dabei wird iiberwiegend in der Festktrpermechanik
die Finite-Elemente-Methode ausgehend vom Prinzip der virtuellen Arbeiten als ein
bereichsweises Ritz-Verfahren formuliert, das auf dem Gesamtpotential beruht. Bei dem
vorliegenden Problem existieren die virtuellen Arbeiten bzw. das Gesamtpotential nicht
mehr, weil man sich nicht mit der gesamten Struktur beschiftigt, sondern sich um eine
asymptotische Losung bemiiht, die nur fiir die Rispitzenumgebung gilt. Stattdessen 146t
sich die Finite-Elemente-Formulierung direkt aus dem Differentialgleichungssystem
ableiten, fiir die sich die Verfahren der gewichteten Residuen anbieten. Diese Verfahren
konnen durch folgende allgemeine Formulierung dargestellt werden. Das
Differentialgleichungssystem wird in der Form

61




LIE(x)]1-Bw =0 , x e (4.10)
B(&E(x)]l-m®» =0 , x € 0Q

mit dem Operator L im Gebiet Q und B auf dem Rand 0Q dargestelit. Zur

Approximation der gesuchten Funktion & wird dabei der Ansatz

‘z’t - E o éi (4.11)
i=1

verwendet, der eingesetzt in (4.10) unter Annahme der Erfiillung aller Randbedingungen
die exakte Losung dann liefert, wenn (4.10) erfiillt ist. Im allgemeinen wird jedoch ein

Rest R verbleiben, der Residuum genannt wird:
R =L[ET-B . “12)

Fiir die exakte Losung ist dieser Rest natiirlich Null. Eine gute Néherungslésung muB
gewihrleisten, daB R klein in allen Punkten des L&sungsbereichs ist. Die verschiedenen
Verfahren des gewichteten Residuums unterscheiden sich in den Kriterien fiir die

Berechnung der Parameter oy, damit ein gewichtetes Mittel des Restes verschwindet.

Bei dem Galerkin-Verfahren werden die Parameter o; bestimmt durch
L&Raz=o ,i=12,mn (4.13)

wobei Q der Losungsbereich ist.

Das Verfahren des kleinsten Quadrates fordert, dal das Integral des Quadrates des

Restes in Bezug auf die Parameter o minimiert wird:

d 2 ,
—— R dn = 0 . = 1 ’2’ e 4.14
du, -Ll : " @.14)

Durch Einsetzen von (4.11) erhéilt man die folgende Gleichungen
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[RLIE;Td0 = 0 . i=12:mm (4.15)

Dazu gibt es noch die Verfahren der Kollokationen. Hiernach wird der Rest R an n
einzelnen Punkten des Bereichs oder in n Teilbereichen gleich Null gesetzt, um ein
System fiir die Parameter oy zu bekommen. Die Verfahren der Kollokationen lassen sich
fiir eine numerische Umsetzung in eine Finite-Elemente-Formulierung nur sehr begrenzt
einsetzen, weil im Vorhinein alle Kollokationspunkte oder Teilbereiche festgelegt
werden miissen. Fiir die praktische Umsetzung in eine Finite-Elemente-Formulierung
sind daher die Verfahren von Galerkin und dem kleinsten Quadrate gew&hnlich
vorzuziehen /23,28,29/, Bei dem vorliegenden Problem ist aber hier deshalb das
Galerkin-Verfahren zu wihlen, um eine geeignete Finite-Elemente-Formulierung zu
finden, weil durch das Quadrat des Restes die gewichtete Gleichung (4.15) einerseits
mathematisch schwer zu behandeln ist, um eine sogenannte schwache Form fiir die
Finite-Elemente-Formulierung zu ermitteln, weil es sich in (4.15) um einen doppelte
Differentialoperator L handelt, und andererseits ist das Galerkin-Verfahren in den
Wirmeiibertragungs- und Fluidmechanikproblemen oft benutzt und auch sehr

erfolgreich. Deshalb wollen wir hier mit Hilfe des Galerkin-Verfahrens eine Finite-

" Elemente-Formulierung ermitteln.

Bei dem vorliegenden Problem mufl die Testfunktion die entsprechenden
Randbedingungen erfiillen:

E@(n) =0 , (4.16)
‘(m) =0 .

Man multipliziert die Kompatibilitdtsbedingung (4.9) mit der Testfunktion und integriert
sie von -7t bis +71, und das Galerkinsche Funktional ist

+T
G = [[&, +(s+1)E, +s(s+1)éy @.17)
- -
+s"7,9']§d9 =0

Durch Integration der entsprechenden Ableitungen und bei Beriicksichtigung der
Randbedingungen wird die Gleichung (4.17) in folgender Form umgeschrieben:
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.
G = [1E76, +(s+1)8&, +s(s+1)E iy (4.18)
-

-s&§e1d0 =0

Unter Ausnutzung der Symmetrie fiir Mode I Belastungsfall folgt die Gleichung (4.18)

[E78,+(s+1)E &, +s(s+1)E &y (4.19)

-s&§01d0 = 0.

ot A

Als Alternative kann das Galerkinsche Funktional direkt von der
Kompatibilititsbedingung (4.3) ausgehend formuliert werden, wobei die Testfunktion
&(r,0) mit (4.3) multipliziert wird und sie dann mit r von r; bis r, und 6 von -% bis +x
integriert wird. 1; und r, sind innerer und #uBerer Radius, sie sind beliebig im Nahfeld
gewihlt und haben keinen Einfluf auf die Losung der Winkelanteile. Das Galerkinsche
Funktional ergibt sich dann zu

r
*n a N2 g ~2¢

L P 1 s
J.U% Us . U%.
‘J‘J[_(7T+7 €y =T —= Egg

x 7 9
%
orod

T
+j[§ér,+(ra_‘j’_—§)éee—_§yﬁ

1 o§
T o0 ) Trg 1 drdd (4.20)

1°de = 0

Man setzt die Testfunktion mit der separaten Form wie (4.6) in die Gleichung (4.20) ein
und bekommt dann die eindimensionale Gleichung (4.19). Die eindimensionale

Gleichung (4.19) kann weiter in vektorieller Schreibweise umgeschrieben werden:

(DEY§a0 =0 , @21)

ot—ru.a

wobei




[ éﬂ' T
§ = | b ’ 4.22)
| e |
Evv(s+1)E (4.23)
DE - s(s+1)E
—SA&’

Wie oben angefiihrt, ist das komplizierte zweidimensionale Problem (4.20) durch die
Ansatzfunktionen (4.6) auf eine einfache eindimensionale Schwachform 4.21)

zuriickgefiihrt worden.

4.3. Finite-Elemente-Diskretisierung

Im letzten Abschnitt wurde die Schwachform (4.21) zur Losung des asymptotischen
Nahfeldes bei stationfir wachsendem RiB gefunden. In diesem Abschnitt wird diese
Gleichung als Ausgangsgleichung zur Formulierung der entsprechenden Finite-Elemente

benutzt,

In der Gleichung (4.21) wird die Spannungsfunktion gesucht, Dabei sind die
Verzerrungsgeschwindigkeiten von den Spannungen und deren Geschwindigkeiten
abhingig und durch das inkrementelle Stoffgesetz (4.4) und (4.5) zu ersetzen. Die
Zeitableitung wird durch die entsprechende stationiire Bedingung (3.9) ersetzt, so dal3
- in der Gleichung (4.21) die Ableitung dritter Ordnung von der Spannungsfunktion
auftritt. Aus diesem Grund ist eine gewdhnliche Lagrangesche Approximation nicht
mehr in der Lage, die hier auftretenden hSheren Ableitungen genauer zu beschreiben.,
Eine Alternative dazu ist niimlich die in der Praxis auch héufig verwendete, besonders
in der Balken- und Plattentheorie benutzte Hermitesche Approximation. Ein

Hermitesches Polynom hat nach /68/ eine allgemeine Form
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Nn':i (0) 4.24)

. und ist ein Polynom der Ordnung 2n+1, das fiir 6=0, fordert

k
anN _ ., k=m fir m=0bisn 4.25)
dek
und
k
anN 0 ., k#m oder wenn © =6, . (4.26)
dek

Weil hier in der Gleichung (4.21) ein eindimensionales Problem und die Ableitung
dritter Ordnung untersucht wird, wird ein Element mit zwei Knoten gewihlt. Die

entsprechenden Interpolationsfunktionen dazu werden beschrieben durch

Ny (8) = 1—10(%)3+15(%)4-6(%)5,
N, (8) = 9~6h2(%)3+8h(.?_ﬁ)4—3h(%7)5,
Ny (0) = "Tz'u%f-u%f+3(%)4—(%>51". wm
No) = 02y 152063,
N (0) = -h[4(2) -7(3)" 3 2),
Ne(8) =f23[<%)3-2(%)4+(%)51,
wobei h in (4.27) die Elementléinge ist.
Die Spannungsfunktion wird approximiert durch
$(6) =26;N,-(e)w,- , 4.28)
£

und die Testfunktion und deren Ableitungen werden dargestellt durch
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6
DE = Y DN, (8)v; . 4.29)
i=l

Durch Einsetzen von (4.28) und (4.29) in (4.21) folgt

0,
n
F(w) =Y |B &(w)de =0 (4.30)
e=1 el =L
wobei
w o= [w,wy =, w1l 4.31)
N = [Ny, N,, = ,Ng1
und
N{7+(s+DN; oo Nﬁ"+(s-o-_1)N6
gL = DN = SE+1N; oo 5(s+1)Ng ' 4.32)
_le' ...... _sN6’

In der Gleichung (4.30) sind 8, und 6, die Koordinaten eines Elementes und iiber e alle
Elemente aufzusummieren. Die Gleichungen (4.30) sind wegen des elastisch-plastischen
Materialverhaltens nicht mehr linear. Um diese Gleichungen l6sen zu konnen, ist die

entsprechende Linearisierung notwendig,.

4.4. Linearisierung

Im letzten Abschnitt 4.3, wurden bereits die zu 18senden Gleichungen (4.30) durch
| Finite-Elemente-Diskretisierung ermittelt. Sie sind im allgemeinen nicht linear, aber
homogen. Die Homogenitit der Gleichnungen wird durch eine erforderliche Normierung
zur Losung des Problems ausgenutzt. Die entsprechende Normierung erfolgt wie im
~ Abschnitt 3.7.
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Die Gleichungen (4.30) konnen in folgender Weise umgeschrieben werden:

Fow =¥

e=1 9,

6,
[ BT E18w),8 )5148 = 0.

(4.33)

Die Singularitiitsstitke s ist in der Gleichung (4.33) ebenfalls eine Unbekannte. Die

erforderliche Linearisierung wird beschrieben durch

ds+a£dﬂ

o

[
]

%
|
>

4.34)

(4.35)

ey

Ny "+@Q2-N; === Ng"+2-5)Ng

@-1-sWg | |
i _(I_S)Nl’ ...... _(1-s)N6'

B = (2-5)(1-5)N; ==
=R1
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4.37)




Nl ”’+(2—S)N1’ ...... N6I’I+(2_S)N6l

(4.38)

4.39)

= 2-5)(1-5)N{° oo 2-5)(1-5)Ng”
gR ) (2-5)(1-5)N, (2-5)(1-5)Ng
I ~(1-$)N;** e ~(1-5)Ng”* ]
Wenn die stationire Bedingung (3.9) beriicksichtigt wird, lautet das Stoffgesetz
folgedermallen:
- o |58, cos0 +5sin@ &§,," - 2 5in &,9 - vV 5 Gyg cosO
: 5; - v sin® &gg” - 2 v sind &9
ce 5 8gg cosO + sin@ e + 2 sin &,9 - v 5 &, cos
o0 = - v sind §,," + 2 vsind &4
_?r%j 2(1+v)(s6,4cos0 + 8, sind

+ 6". sin@ - 666 sin® )

Die Ableitungen nach (4.39) folgen

dg® = (e ,+¢ B, +¢ B,)ds

=1 =l

e B e B
=|=R] =2=R2° —

Die in der Gleichung (4.41) auftretenden einzelnen Terme sind ;

( 6". -V Cee ) cos0
= ( Gee -V Gﬂ' ) cos@

L2(1+v)€$,ecos9 ]
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. |® (scos® + — sind ) (&, - = &)
2P g, 2
&
rr ,
. . 1
56’9 = m(scos9+Tvvsm9)(6‘ee-36n.),
?p 6’
Sl 3.0 (5 cos® +Tvsin9)6,9

v

(4.40)

4.41)

4.42)




s cosO -v § cosO -2 (1 + V) sin®

g =\ - vV s cosO s cosO 2 (1 + V) sin® 4.43)
21 +v)sin@ -2 +v)sin@ 2 (1 +vV)scosd
sin@ - v sin@ 0
e = - v sin@  sin@ 0 (4.44)
0 0 2(1 +v)sin®
[ 6
- Ny w;
i=1
§ (4.45)
ésl= i-zl(zs-3)lei
6
N;w;
= i=1 -
6
E - Nl’ w;
i=1
J ) (4.46)
£s2= 21(23—3)le1'
=
6
Y Nw
e i=1 -
Die Ableitungen nach (4.34) werden beschrieben durch
dée? = o[B +BB, +CB,]lds (4.47)
O LB By +C By d

Dabei folgen die entsprechenden einzelnen Terme:
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It

o

bls
_ (4.48)
B, = | b
L bss d
biy bz by
44
= | by by by (4.49)
| by by by |
‘n %12 Ci3 '
= | €1 C2 On (4.50)
| 631 G2 O3z |

Die in (4.48), (4.49) und (4.50) auftretenden Komponenten sind

by, = (6,,-%Gee)cose
by, = (Gee—%én)cose
by, = 3 8,9 cosO
by = (&, -L&n)a +F
11 = rr 7 00 1
1 1
by, = (Grr_iaee)aZ—EF
bj3 = (&, - 6gp) a3
1 1
by = (Gee‘-z—cn)al‘-Z-F
1
by = (669—76,,)%+F
1
by = (Gee‘icn)az
b31 = 36’.9(11
by = 3844
b33 = 36’.603+3F

71



‘n = (Grr_icee)‘h
1
€1 = (6”‘7600)“5
1
€13 = (Grr‘—z-cee)as
1
¢y = (g "icrr)a4
1
€3 = (Bg "3 v ) 8s
1
€3 = (G - Ecrr)a6
¢ = 3844
€33 = 3 8,9 a5
033 = 3 6’.9 a6
Die Parameter a; folgen:
sin® sin@ G,°
1 - 3 Vl‘T—vT(ZGrr‘Cee)
v Gv
$in@ sing G,
a = = v2—-°_._1;_(2600—6'”)
3 5
. . 6 ’
a4 = sin@ - sin@ ; 68,
3, R
4 = sin@ v
4 Gv 4
de = sin@ v
5 cv 5
sin®
a. = v
6 5 6

Dazu entspricht
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’,

3
Vi = - v2(26rr"696)+216 (26""690’)
2 G, v '
- GV’ 1 2 ’ ’
Vv = - 2(2609_6")"'26( 600_6”)
26‘v v
V’ 1 ’
V3 = - 66re+ 66’9
26’3 26‘v
1
V4 = ch‘(zcrr'f’ee)
1
Ve = - (28 - 6
5 26v ( 00 rr)
1
V6 = 26 66’.0

Die Vergleichsspannung und deren Ableitung sowie F folgen:

[N

2 2 2
8, = G, -G, 8y + Ggg +3 Gy

4 1 4 rd 4
6, = 5 (26,06, -6, 63 -6, Soo

¥

4

F = s cos® - " sin®
v

Die in (4.34) auftretende Ableitung folgt

Nl (2s+1)N1 "Nl’
N2 (2s+1)N2 -NZ’

Q
aJl 1S
=~

. . *

| Ng (2s5+1)Ng -Ng

Die auf der Basis eines beliebigen Elementes gegriindeten Gleichungen (4.33) und
(4.34) werden mit gewohnlicher Finite-Elemente-Technik in das Gesamtsystem

eingebaut. Damit kann ein n-tes algebraisches Gleichungssystem mit n+1 Unbekannten
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erhalten werden. Dazu ist eine zusétzliche Gleichung notwendig, die durch erforderliche
wie im Abschnitt 3.7. benutzte Normierung hinzugefiigt werden mull. Das
Gleichungssystem wird mit dem gedidmpften Newton-Verfahren gelost. Die
Gesamtsteifigkeitsmatrix hat eine Struktur in der Form;

Bild 4.1. Struktur der Gesamtsteifigkeitsmatrix

Bei der Berechnung wird noch die MalBnahme getroffen, unter der der
Entlastungswinkel bei dem Aufbau der Systemsteifigkeitsmatrix innerhalb des Newton-
Verfahrens zuerst festgehalten und dann iterativ gerechnet wird, weil das Verfahren
wegen des empfindlichen Entlastungswinkels, der einen EinfluB auf die
Systemsteifigkeitsmatrix hat, zur Divergenz fiihren kann. Die Rechenstrategie wird wie

folgt dargestelit:

- Die Berechnung fingt mit dem rein elastischen Materialverhalten an. Fiir die
nachfolgende Berechnung werden immer die bereits ermittelten und aktuellsten
Ergebnisse als Startwerte benutzt.

- Mit den Startwerten wird der Entlastungswinkel gerechnet.

- Damit wird die Systemsteifigkeitsmatrix aufgebaut.

- Dann wird das Gleichungssystem geldst und werden die Ergebnisse mit der
vorgegebenen Genauigkeit verglichen. Wenn die Genauigkeit nicht erreicht wird, wird

die Rechnung weiter iteriert.
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- Bei Erfiillung der Genauigkeit werden die gewonnenen Ergebnisse gespeichert und
konnen fiir die Ausgabe mechanischer GréBen verwendet werden,

Als Beispiel wird die Berechnung mit hundert Elementen durchgefiihrt, Die
Rechenstrategie kann durch folgendes Blockbild verdeutlicht werden.
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5. Experimentelle Untersuchungen bei groiem Riflwachstum

In den vorangegangenen Kapiteln 3 und 4 wurden die asymptotischen Nahfeldlsungen
des stationéir wachsenden Risses bereits ermittelt. Es stellt sich nun die Frage, inwieweit
diese Ergebnisse auf das reale RiBwiderstandsverhalten von Bruchmechanik-Proben und
Bauteilen iibertragbar und anwendbar sind. Thre Beantwortung umfait zwei Teilaspekte,
- die nacheinander zu behandeln sind. Zunichst ist zu priifen, ob sich stationfres
RiBwachstum an Proben iiberhaupt einstellt, und welches die Indizien und Bedingungen
hierfiir sind. Als zweites ist zu untersuchen, inwieweit sich das tatslichliche
Spannungsfeld in der Umgebung der RiBspitze durch die analytischen L¥sungen
beschreiben liBt. Die Beantwortung der zweiten Frage ist nicht unmittelbar aus dem
Experiment méglich, da diese Spannungen nicht direkt mefibar sind. Hierflir miissen
numerische Simulationen der Versuche nach der Methode der Finiten Elemente
durchgefiihrt werden. Im folgenden wird zunéichst die experimentelle Vorgehensweise
fir groBes duktiles RiBwachstum an Bruchmechanik-Proben beschricben und die
Ergebnisse diskutiert. Das anschlieBende Kapitel 6 behandelt dann die numerische

Simulation der Versuche.

5.1 Beschreibung von Probengeometrien, Versuchsdurchfithrung und -auswertung

Fiir die Experimente wurde der im Rahmen des Forschungsprojektes verwendete
warmgewalzte Stahl StE 460 ausgewihlt. Die chemische Zusammensetzung ( Massen
% ) und die mechanischen Eigenschaften (T - Probenlage, 20 £2°C, ¢=2 - 104 s}
des untersuchten Stahls sind folgende:

StE 460:
C Mn Me Ni Si Cr V Cu Al P S§ N,

0.17 1.52 0.01 0.62 0.28 0.04 0.18 0.03 0.01 0.009 0.009 0.012

Untere Streckgrenze R N/mm? 470 + 10
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Zugfestigkeit R , N/mm? 635 £ 12

Bruchdehnung A, % 212
Liidersdehnung A % 19+£01
Brucheinschniirung Z % 673

Als Versuchsproben wurden zwei nach ihrer Belastungskonfiguration und dem daraus
resultierenden plastischen Constraint sehr gegensitzliche Probenformen ausgewihlt:

- - tiberwiegend biegebelastete Kompaktzugproben CT (Bild 5.1)

- zugbelastete Scheiben mit MittenriB CCT (Bild 5.2).

Es hat sich in vielen Untersuchungen des Riflwiderstandsverhalten, z.B. /3,4,9,34,43,44/,
gezeigt, daB diese Proben die beiden Extreme des "In-Plane Constraint", d.h. der
Dehnungsbehinderung in Ligamentrichtung, reprisentieren, und damit das Spektrum
unterschiedlichen RiBwiderstandsverhaltens eingrenzen. Andere Probenarten oder

Bauteile liegen je nach dem Verhéltnis von Zug- zu Biegeanteil in diesem Spektrum

5.1 und 5.2 zu entnehmen.

Probenvorbereitung und Versuchsdurchfithrung erfolgten nach den Richtlinien von
ASTM/69/, DVM/70/ und EGF/80/. Fiir die Erzeugung der Schwingungsrisse sowie flir
die quasi-statische Zugbelastung der Proben wurden servohydraulisch geregelte 300 KN-
,1 MN- und 20 MN-Universalpriifmaschinen benutzt. Nach der Einbringung des
Schwingungsanrisses wurden die Proben seitengekerbt, um im anschlieBenden statischen
Versuch eine mdoglichst gerade Rififront zu erhalten. Wegen der Randeinfliisse an
glatten Oberflichen zeigen die statischen Risse bei ungekerbten Proben sonst die
bekannte Daumennagelform, bei der die Rifront in Probenmitte voreilt. Andererseits
ist die Seitenkerbung erst nach dem Anschwingen der Probe sinnvoll, um die Kerbe

exakt in die Ebene des Schwingungsrisses legen zu kénnen.

Die Versuche an den Bruchmechanik-Proben dienten dazu, experimentelle

RiBwiderstandskurven Jp(Aa) als Eingabedaten fiir die numerischen
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Bild 5.1 MaBe der untersuchten Kompaktzugprobe CT

79




-2 Defall A
e g
akiais ] | ‘
L---——-: a.. —p e ————— +
- — -4 | gl u‘ \
j p p=004
‘} *'———*?'#
b e
é: i «l |
RN
S35 e
| 20l
RN
| Detail 8
] 4 . g
=
9 SEO M. ___i ..... _J..__.
- : o‘
ap/Wo| d |e [t | g
Detall Al 02 | 2 8 2
0.5 23
0.8 38
Delal B] 05 (10 |21] 2| 2
0.8 36
Breite W = 50 mm
Dicke B =20 mm
Netto-Dicke B, = 16 mm
AnfangsriBlinge ag = 25 mm

Bild 5.2 MaBe der untersuchten Zugscheibe mit Mittenri8 CCT
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RiBwachstumssimulationen zur Bestimmung des Spannungs- und Verzerrungsfeldes am

Rif aufzunehmen. Hierzu wurden wihrend der statischen Belastung die Krifte F, die

Verschiebung Vp in der Lastangriffslinie der CT-Probe bzw. die Probenverlédngerung AL

der CCT-Probe aufgenommen. Die RiBlingenbestimmung erfolgte mittels einer

Gleichstrom-Potentialsonde. Versuchs- und Mefaufbau fiir die Jp-Kurven-Bestimmung
sind im folgendem Blockbild 5.3 am Beispiel einer CT-Probe dargestellt. Nach

Beendigung des statischen Versuchs wurden die Proben aufgebrochen und die Fléichen

von Schwingungsril und duktilem Rif} ausgemessen. Die Versuche wurdén vom Labor

"Werkstoffzustand und mechanische Eigenschaften 1.13" der Bundesanstalt fiir
Materialforschung und -priifung (BAM) durchgefiihrt,

]

Kompensationsschreiber

Probe

Strom -

L

.
konstant.| |

FHMQ

Plotter

v

l.

-

I

AQ

- EC Sehnittstelle

LLLLL L
Foof ‘
' Kraft F >
Potential w Digitalnano- | -
. AU | voltmeter [T
% RiBGffnung
C¥__ | A/D Konverter| -
= 2SKkDVM  f——
O} R
FI | Funktions - i
generator [ 1

.
.
.
a

o et 4 mmad

HP9BITH".

Drucker

Modular Computer|

BCD Schitstelle |

Bild 5.3 Blockbild des Mefplatzes zur Ermittelung mechanischer

Werkstoffeigenschaftswerte
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Bild 5.4 Kraft-KerbSffnungs (F-V)-sowie Potential-Kerbdffnungs (U -V)-schriebe einer
CT-Probe

Das Bild 5.4 zeigt Beispiele fiir Schriebe, wie sie wihrend des Zugversuchs mit einer

elektronisch  geregelten Priifmaschine aufgenommen worden sind. Fiir die

Versuchsauswertung und Ergebnisse der Kompaktzugprobe CT erfolgte die Bestimmung
der Jp (Aa)-Kurve und J;-Wert in Anlehnung an /69, 70, 80/. Die verwendete Gleichung

ist

U;
B(W—ao)

J‘=T‘

?

wobei U; die geleistete Arbeit bei der RiBinitiierung, B die Probendicke, W-a; das
Anfangsprobenligament und 1} = 2 ~ 2.27 den Vorfaktor bezeichnen. Fiir den Bereich
des stabilen RiBwachstums wurde fiir die J-Bestimmung die folgende Gleichung nach
ASTM E 1152-87 /86/ benutzt:
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P _ 4P

n, A A
n. [ n-1 + (bn BN ] [ Yn

(an'an-l)]
b

*
n

wobei:
bn bn
n, = 2.0 + 0522 W Y, = 1.0 + 076 W

und AP ist im Bild 5.4a zu nehmen.

—

. AP
% Bild 5.4a
AN

VP
Bei dem Versuch fiir Zugscheibe mit Mittenri8 CCT wurden folgende Bilder

aufgenommen:
i
5¢8 ,
1 Fi] —:—/ | )
F 1
/] ]
258 | ‘
L | Mmax | CC{T)sg—Probe Hr. 10 | |
; —O ! fehbersinfie &
kN 1 I 12Wg | 89 | 8a T -
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g —_ b J 1 M [ —
g ALy .5 1
AL in mm —=
| ' ) L?umg;
1588 ! /
} | /.(Ux
u i L Pl
| P
| <
1488 L i
1 i
------ oA e — e —— U
pv |
. L . . .
1388@ oty .S 1
AL in mm —e

_ Bild 5.5 Kraft-Verschiebungs (F-AL)-sowie Potential-Verschiebungs (U-AL)-schriebe

einer CCT-Probe
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Die J-Integralbestimmung erfolgte fiit CCT-Probe unter Bezug auf die ermittelten Kraft-
. Globalverschiebungskurve F-AL. Dabei wurde der J-Wert fiir den Beginn des stabilen
Rifwachstums J; nach Rice und Mitarb. /82/ unter Verwendung des folgenden Ansatzes

bestimmt:

S 4 D
T RiBinitiierung N
For----
(N} | % "

Yo x> AU

l

) ALy

Verschiebung des e
Kraftangriffspunktes, AL

Bild 5.6 Schema zur Ermittelung der Energiebetrige U,", AU" aus dem F-AL-
Diagramm fiir CCT-Probe '

oo Kr(i-vhy U,
' E B(W-a,)

Fiir den Bereich des stabilen RiBwachstums wurde fiir die J-Bestimmung die folgende
Gleichung nach HELLMANN und SCHWALBE /83/ benutzt, wobei n-1 und n die
fortlaufenden Auswertungsschritte im Versuchsschrieb entsprechend dem Bild 5.6

bezeichnet:
2 2
J = J 2 AU® + 2(Knbn - Kn-lbn-l)
" B (B + by) E (Byy + by)

Die fiir den RiB6ffnungsmodus I geltende Spannungsintensitiit K wurde unter Bezug auf
TADA und Mitarb. /84/ bestimmt. E ist Elastizititsmodul des Werkstoffes. Die
Ermittlung der Energiebetrige U, und AU" erfolgte entsprechend dem Bild 5.6, wobei
F; und AL, aufgrund der im Bild 5.5 gekennzeichneten charakteristischen
Steigungséinderung der Potential-RiBaufweitung-Kurve U-AL festgelegt wurde. B
entspricht der Probendicke und b, dem Ligament W-a_.
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5.2 Darstellung und Diskussion der Ergebnisse

Die durch die Experimente zu ermittelnden RiBwiderstandskurven Jp (Aa) konnten dann
-aus mehreren RiBwachstumsversuchen fir CT und CCT mit Hilfe der

Regressionskurven in der Form

N
Jp = by < (b, + Aa )€ —_—
R 1" (by + Aa) (—)
entsprechend der Empfehlung EGF P1-90 /80/ angepaflt werden. Die fiir die obige

Gleichung notwendigen Parameter folgen fiir

CT: b, = 241.164; b, =0.176; c = 0.434
CCT : b, = 430.098; b, =0.195; c=0.737

Als Versuchsergebnisse sind die RiBwiderstandskurven Jp(Aa) und die J-
ReiBmodulkurven fiir CT und CCT in den Bildern 5.7 und 5.8 dargestellt. Zusitzlich
sind noch 'in den Bildern 5.9 die CTOD-ReiBmodulkurven, némlich &g

ReiBmodulkurven, fiir CT und CCT dargestellt, die zwar nicht direkt aus den
Experimenten, sondern aus der Finite-Elemente-Simulation ermittelt wurden, aber dieser
Parameter 5 kann auch leicht in Experimenten wihrend des RiBwachstums gemessen
werden.

Weil in der vorliegenden Arbeit stationiires RiBwachstum behandelt wird, muB3 man sich
nun die Frage stellen: Gibt es stationéires RiBwachstum in der Realitéit und woran macht
es sich bemerkbar. Hierzu k6nnen nun die Experimente mit grofem RiBwachstum an
CT- und CCT-Proben herangezogen werden, die gezielt unter Verletzung der iiblichen
Giiltigkeitskriterien /69,70,80/ durchgefiihrt wurden, um das Auftreten von stationtirem
RiBwachstum zu verifizieren. Die Frage ist jetzt, worin sich station#ires RiBwachstum im
Experiment dufert. Im analytischen Ansatz ist es klar: Die lokale Zeitableitung einer
FeldgroBe @ verschwindet, also d®/dt=0. Und aus einer Finite-Elemente-Berechnung
kann man erkennen, daB sich alle FeldgroBen an der RiBspitze nach einer Anlaufphase

wiihrend des weiteren RiBwachstums nicht mehr indern. Aber dies kann man im
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Experiment nicht messen. Dennoch kann man aus den experimentellen Ergebnissen auf
stationéires RiBwachstum schlieBen. Aus den Bildern 5.8 und 5.9 ist zu erkennen, dal
dJ/da und dds/da gegen konstante, stationire Werte streben, wie es auch in den FE-
Simulationen auftritt. Zwar sind die Parameter J und &5 wegen ihrer Abhéingigkeit von
der Probengeometrie keine {ibertragbaren bruchmechanischen Beanspruchungsparameter,
~ sie stellen aber ZustandsgroBen des RiBwachstumsprozesses dar, die anzeigen, ob
Zustandséinderungen transient oder stationéir erfolgen. Nach 1 bis 2 mm RiBwachstum
ist demnach die transiente Phase etwa abgeschlossen und niherungsweise stationfires

RiBwachstum eingetreten.
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6. Spannungsanalysen nach der Methode der Finiten Elemente

Mit den im vorangegangenen Kapitel beschriebenen Experimenten wurden die
erforderlichen Daten fiir Detailanalysen des Spannungs- und Verzerrungsfeldes an der
RiBspitze, das unmittelbaren Messungen nicht zuginglich ist, bereitgestellt. Diese
Analysen erfolgen durch numerische Simulation der Versuche mit der Methode der

Finiten Elemente. Das Verfahren wird im folgenden kurz vorgestellt.

6.1 Numerische Simulation des RiBwachstums

Die FE - Analysen wurden mit dem universellen Programm ADINA /7/, Version 5.0
durchgefijhrt. Das Programm arbeitet inkrementell, indem ausgehend von einem

bekannten Gleichgewichtszustand zur Zeit t das Variationsprinzip fiir einen

—Betastungszuwachs withrend At formuliert und der neue Gleichgewichtszustand zur Zeit

t+At berechnet wird. Das nichtlineare Gleichungssystem enthilt als Unbekannte die
Verschiebungsinkremente Au, und seine Losung erfolgt iterativ  durch
Niherungsverfahren (NEWTON - oder BFGS - Methode). Als Konvergenzkriterium ist
fir RiBwachstumssimulationen das Kraftkriterium zu verwenden, da das

Energiekriterium bei Knotenlésung versagt.

Das Programm stellt dem Benutzer isoparameterische Elemente mit quadratischen
Verschiebungsansiétzen und ein inkrementelles elastisch-plastisches Materialmodell mit
der von MISESschen FlieBbedingung und isotroper Verfestigung zur Verfiigung. In das
ADINA-Programm wurden zusétzlich die von SIEGELE und SCHMITT /61/
entwicklten Riwachstumsroutinen "IWM - Crack" implementiert, die das RiBwachstum
durch eine Kombination von Knotenversetzungen und Knotenfreisetzungen ( node shift
and node release ) simulieren (Siche Bild 6.1).
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Bild 6.1b. Knotenfreisetzung im EPF - Modell



Fiir die RiBwachtumssimulation wird noch ein anderes Modell /15/ verwendet, das
lediglich mit Knotenfreisetzungen arbeitet. Die gewissen Vor - und Nachteile fiir die
beiden Modelle und den Vergleich der erzielten Ergebnisse mit beiden Modellen kann
man in /72,73/ finden.

Die Finite-Elemente-Rechnungen werden verschiebungsgesteuert, d.h. durch Vorgabe
der Verschiebung des Lastangriffspunktes V; gefahren, da eine Kraftsteuerung unter
- fallender Last - Verformung - Kurve in ADINA nicht realisierbar ist. Das RiBwachstum
kann entweder iiber eine Vi - Riwiderstandskurve oder eine J - Riwiderstandskurve

aus dem Experiment gesteuert werden.

Um die aus der Finite-Elemente-RiBwachstumssimulation ermittelten Ergebnisse mit den
analytischen Losungen des stationdren Riwachstums vergleichen zu konnen, ist es
notwendig, eine hinreichend feine Elementierung im RiBspitzenfeld vorzusehen. Das
kann wegen der zu grofen Anzahl der Systemfreiheitsgrade die Rechenkapazitiiten
iiberschreiten. Um die Anzahl der Systemfreiheitsgrade und damit den nﬁmerischen

Aufwand in Grenzen zu halten, wird deshalb ein Ausschniff aus der Gesamiprobe
gewihlt (Siehe Bild 6.2). Die Ergebnisse der Finite-Elemente-Berechnung fiir die
Gesamtprobe wurden vom Referat "Rechnerische Werkstoff - und Bauteileanalyse der
Bundesanstalt fiir Materialforschung und -priifung (BAM) bereitgestellt /4/.

Der Systemausschnitt und das damit maximal mégliche RiBwachstum ist so zu wihlen,
daB stationdires RiBwachstum zu erwarten ist. Als Vorgabe werden die erforderlichen
zeitlichen Verldufe der Verschiebungsrandbedingungen aus der vorangegangenen Finite-
Elemente-Berechnung der Gesamtprobe bestimmt. Das RiBwachstum wird iiber eine
ausgewihlte VerschiebungsgroBe gesteuert, und die hierfir erforderlichen
RiBwiderstandskurve sind ebenfalls der Finite-Elemente-Analyse der Gesamtprobe zu

entnehmen, Die Einzelheiten der Vorgehensweise findet man in /95/.
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Um die Ergebnisse mit den analytischen Losungen vergleichen zu ktnnen, wird deshalb

zuerst ein bilineares Material verwendet. Die Materialwerte sind;

E = 210 000 MPa ( Elastizitdtsmodul )

Er = 6300 MPa ( Verfestigungsmodul )
o=Ep/E=003 ( Verfestigungskoeffizient )
v=03 ( Querkontraktion )

O = 460 MPa ( FlieBspannung )

6.2 Vergleich mit den experimentellen Ergebnissen

Hierzu werden die folgenden globalen Ergebnisse Krifte F liber Verschiebung Vi im
Lastangriffspunkt fiir Kompaktzugprobe CT und Probenverlidngerung AL fiir Zugscheibe
~ mit Mittenri CCT aus der vorangegangenen Finite-Elemente-Berechnung im Vergleich
mit den aus Experimenten ermittelten Ergebnissen dargestellt. Die Bilder zeigen nicht
nur qualitativ sondern quantitativ gute Ubereinstimmung zwischen den Ergebnissen aus

der Finite-Elemente-Simulation und den Experimenten.
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7. Ergebnisse und Diskussion

In diesem Kapitel werden zunichst die Losungen des asymptotischen, stationdr
wachsenden RiB3spitzenfeldes dargestellt und mit den bereits existierenden Ergebnissen
verglichen. Anschlielend werden die Losungen durch das SchieBverfahren (SV) und das
im Kapitel 4 entwickelte Finite-Elemente-Verfahren (FEV) gegeniibergestellt. Danach
werden die asymptotischen Losungen und die numerischen Ergebnisse aus der
RiBwachstumssimulation nach der Finite-Elemente-Methode miteinander verglichen.
Dabei werden die Ergebnisse ausfiihrlich diskutiert.

Hierzu werden die folgenden Bilder graphisch dargestellt:

. Vergleich der Spannungsverteilung mit den Ergebnissen von CASTANEDE (Bild 7.1)

. Singularitiitsstirke s in Abhiingigkeit des Verfestigungdkoeffizienten o (Bild 7.2)

. Entlastungswinkel Bp in Abhéingigkeit des Verfestigungskoeffizienten o (Bild 7.3)
— Spanmungsvertetiungen &;; in Abhangigkeir des Winkels 0 (Bild 74 und 7.5

. Verzerrungsverteilungen Eij in Abhéngigkrit des Winkels 6 (Bild 7.6 und 7.7)

. Verschiebungsverteilungen U; in Abhingigkeit des Winkels 6 (Bild 7.8 und 7.9)

. RiBoffnungsprofile (Bild 7.10)

. Vergleich der nach SV und FEV ermittelten Singularitéiten (Bild 7.11a)

. Vergleich der nach SV und FEV ermittelten Entlastungswinkel (Bild 7.11b)

. Vergleich der nach SV und FEV emmittelten Spannungsverteilungen (Bild 7.12)

. stationdr wachsende Riflspitzenfelder aus FE-Simulation des Rilwachstums

(Bild 7.13)
. Vergleich der Spannungsverteilungen aus FE-Simulation und asymptotischer Losung

(Bild 7.14)
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. Vergleich der Verzerrungsverteilungen aus FE-Simulation und asymptotischer Losung

(Bild 7.15)

In den Bildern 7.1 bis 7.10 werden die durch das Schiefverfahren erzielten
asymptotischen Nahfeldldsungen des stationéir wachsenden Risses bis auf die Amplitude
fiir den ebenen Spannungszustand (ESZ) und den ebenen Verzerrungszustand (EVZ)
dargestellt. Wie schon im Kapitel 3 erldutert, sind die Singularititsstirken,
Entlastungswinkel, Winkelfunktionen der Spannungen von AMAZIGO und
HUTCHINSON ohne Riickplastizierung und von CASTANEDA mit Riickplastizierung
bereits ermittelt worden. In der folgenden Tabelle werden deshalb zuerst die Singularitit
s und der Entlastungswinkel ep im Vergleich zu den von CASTANEDA erzielten

Ergebnissen dargestellt.

ESZ : EVZ :

* * * *
o S S (-)p (-)p $ S 0 0

1.0 05 05 1395 1.395 0.5 0.5 1.547 1.547

0.5 0420 0420 1410 1410 0442 0442 1717 1.717
0.2 0310 0310 1.353 1.371 0.300 0.300 1.988 1.988
0.1 0237 0237 1285 1.285 0.197 0.197 2.174 2.153
0.05 0.178 0.178 1214 1.214 0.139 0.142 2390 2280
0.01 0.086 0.086 1.067 1.066 0.089 0.080 2.732 2.360
* 1 die Ergebnisse von CASTANEDA

Aus der Tabelle ist zu sehen, daB die beiden Ergebnisse fiir ESZ identisch sind und daB
sich die Ergebnisse fiir EVZ nur bei sehr kleiner Verfestigung etwas von den von
CASTANEDA erzielten Ergebnissen abweichen. Als Beispiel zeigen die Bilder 7.1 die
Vergleiche der Spannungsverteilungen fiir ESZ und EVZ mit den bereits vorhandenen
Ergebnissen von CASTANEDA bei 0.=0.75. Die beiden Ergebnisse stimmen sehr gut
iiberein. AuBerdem ist in den Bildern 7.2 zu sehen, da} die Singularitétsstirken desto
stirker abnehmen, je weniger verfestigend das Material ist. Sie fallen fiir ESZ und EVZ

nicht mehr zusammen wie in der HRR-Theorie fiir den stehenden Rif}. Die Bilder 7.3
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zeigen die Verliufe des Entlastungswinkels Op. Der Entlastungswinkel fiir ESZ ist desto
kleiner, je weniger verfestigend das Material ist. Im Gegensatz zum ESZ nimmt der
Entlastungswinkel fliir EVZ mit immer schwiicheren Verfestigungskoeffizienten o zu.
CASTANEDA hat die gleichen SchluBfolgerungen erzielt. Dies bedeutet, dal die
Annahme, dall das Rif3spitzenfeld zwei Zonen besitzt, nicht zu grolen Abweichung
fithrt, wodurch eine Vereinfachung zur L8sung des asymptotischen Nahfeldes gewonnen

wird.
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Die Bilder 7.4, 7.5, 7.6 und 7.7 fiir Spannungen und Verzerrungen zeigen die
Verteilungen in der RiBspitzenumgebung, Hier ist zu sehen, da die Spannungen 6’,‘,‘
‘und G, bei ESZ sowie Gy, G,, und G, bei EVZ und die Verzerrungen &, %, bei ESZ
und EVZ sehr groBe Werte am- freien RiBufer besitzen. DaB} dies nicht nur ein
"numerischer Effekt" durch das verwendete SchieBverfahren ist, verdeutlichen die
Vergleiche mit den nach dem FE-Verfahren ermittelten asymptotischen
Spannungsverteilungen (Bilder 7.12a,c) und mit den Ergebnissen der
Rif}fortschrittssimulationen (Bilder 7.14a,b und 7.15a,b), die das gleiche Phiinomen
zeigen. Dennoch soll im folgenden auch der Versuch einer physikalischen Erklirung im
Rahmen des hier verwendeten geometrisch linearen Modell (trotz singulérer Spannungs-

und Verzerrungsfelder an der Rifspitze) unternommen werden.

Wir betrachten ein Materieteilchen m nahe der Riflspitze in der Belastungszone 6 < 0,
(siche Bild 3.3) im Abstand M zum Ligament. Wihrend der Rif mit der
Geschwindigkeit v ins Material hineinwiéichst (sieche Bild 3.2), bewegt sich das

Materieteilchen m demgegeniiber mit der Geschwindigkeit

. . 7.1

€ =rcos® -nb = -v .0
relativ zur RiBspitze hin. Wihrend dieses Prozesses durchliuft das Teilchen eine
" Belastungsgeschichte, bis es die Grenze zum Entlastungsbereich & = ’r]cotep erreicht
hat. Seine Verzerrungsenergiedichte besteht aus einem elastischen und einem plastischen

Anteil

1-2v 2 3 .2 ()
Gkk + i(l)ﬁ'v ] - 70030. (7'2)

w(r,8) = A20.¢, r‘z'_;. [(1+v)82 +

Da der letzte Term nicht von r abhiingt, kann er im asymptotischen Fall vernachldssigt
werden. Die Verzerrungsenergiedichte wiichst also mit abnehmenden & nach der

Gleichung
—2‘9 ~ ~
wn,0) = A2°°e°(sinTe) [,(6) + ()] (1.3)

und erreicht den hichsten Wert bei §p = Mcotd,,. Fiir kleine Werte 1 wird w sehr grof

102




und fiir ein Materieteilchen im Ligament, 1 — 0, wichst sie wegen der Singularitéit von
Spannungen und Verzerrungen iiber alle Grenzen, Nach dem Uberschreiten des
Grenzwinkels 6, erfolgt eine Entlastung mit G, < 0. Weil das Material elastisch-
plastisch ist und bei Bealstungs- und Entlastungsprozessen unterschiedliches Verhalten
zeigt, kann der plastische Anteil der Verzerrungen nicht wiedergewonnen werden, bleibt
also in dem Teilchen zuriick, Das heiflt, daf alle Materieteilchen auf einer Linie 1) =
const und § < E,p gleiche plastische Verzerrungen erfahren haben, Insbesondere fiir 1
— 0 sind diese bleibenden Verzerrungsanteile iiber alle Grenzen groB. Die
Verzerrungskomponente Vxy kann auch nicht durch gleich groBle elastische
Verzerrungsanteile bei Entlastung kompensiert werden, da auf den freien Riufern Oyy
unabhéingig vom Abstand zur RiBspitze verschwindet. Aufgrund des Potenzansatzes Gl.
(3.7) wiirden die Winkelfunktionen der Verzerrungen fiir n — 0, also 8 — x diese

Singularititen zeigen miissen (Bilder 7.6 und 7.7).

Bei allen Entlastungsprozessen in elastisch-plastischen Kontinua bleiben wegen der

einzuhaltenden Kompatibilitdtsbedingungen Eigenspannungen im Kérper zuriick, sofern

es sich nicht um homogene

Eigenspannungen sind um so grofer, je grofer die Verzerrungsgradienten im Kérper
zum Zeitpunkt der Entlastung waren. Die groBten Verzerrungsgradienten haben
Materiebereiche nahe dem Ligament erfahren, so daB fiirn — O und § < E,p, also 06—,
auch die verbliebenen Eigenspannungen iiber alle Grenzen wachsen miissen, und zwar
~ unabhiingig vom Abstand zur Rispitze, | — r. Wihrend also die Winkelfunktionen
der Spannungskomponenten 6'yy und 6"xy wegen der Randbedingungen auf dem freien
RiBufer verschwinden, miissen G,, beim ESZ und G,, und G,, beim EVZ fiir 6 — =
singulédr werden (Bilder 7.4 und 7.5). Selbst wenn man in der Niéhe des RiBufers eine
Riickplastizierungszone einfiihrt (siche Bild 3.3), bleiben die Spannungen am RiBufer
iiber alle Grenzen groB (siche die Diskussion bei YUAN & BROCKS /92/ und
CASTANEDA /18/). Also, dies ist nicht ein numerischer Effekt durch die hier
verwendeten numerischen Verfahren und sondern durch das in der Bruchmechanik
verwendete Rimodell verursacht. Hinsichtlich der unendlich grof8en Spannungen an der
Riflspitze in der linear elastischen Bruchmechanik und in der elastisch-plastischen
Bruchmechanik fiir den stehenden RiB3, nimlich der HRR-Theorie, ist eine ProzeBzone
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&eh an der RiBspitze eingefiihrt worden, wo die asymptotischen Nahfeldldsungen
nicht gelten. Hiernach deutet es hin, da} an der stationiir wachsenden RiBspitze auch
eine ProzeBzone eingefiihrt werden miifite, wo das Verhalten durch die asymptotischen
Ldsungen nicht ganz richtig beschrieben werden kann.

In Bildern 7.6 und 7.7 ist noch zu schen, daf ?xy am RiBufer vom Materialverhalten
abhiéingt und unterschiedliche Vorzeichen hat. Dies kann darauf zuriickgefiihrt werden,
daB die Bestimmungsgleichung fiir 7xyp (3.35) von der plastischen Verzerrung ?xyp in
der Entlastungslinie abhingt, die aber vom Materialverhalten abhéingig ist. Hierzu
werden die entsprechenden Werte fiir &'xyp(ep) wie folgt gegeben:

o 0.5 0.1 0.05 0.03
Tot: 00827 0972107 0212107 -0.228-10"! (ESZ)
0392  -0792  -0716  -0.766 (EVZ)

An den freien Riflufern 6 = m muB natiirlich auch nicht mehr, wie im Ligament 6=0,
die "Symmetriebedingung" Try = 0 eingehalten werden (Bilder 7.6 und 7.7), da die
Materiteilchen—fiir—0 -6 S ] bund srd—umd—kei
Kompatibilitdtsbedingung tiber den Ril hinweg gilt. Dies wurde auch in /93/ durch
Untersuchung des stationéir dynamischen wachsenden RiBspitzenfeldes bei elastisch-
idealplastischem Materialverhalten mit Finite-Elemente-Methode bestitigt.

Die Winkelfunktionen der Spannungen sind so nomiert, daB G,,(0)=1 ist. Man kann
also nicht Spannungen diskutieren, denn sie hiingen von der Amplitude A ab und die
~ wiederum wird von der Verfestigung abhéingen. Es kénnen nur relative Aussagen zum
Verhiltnis von Spannungskomponenten zueinander gemacht werden. &'yylc'fxx und <')"‘,/<'s"xx
bei ESZ im Ligament (6=0) nehmen zu mit abnehmendem ¢ (geringerer Verfestigung).
G,,/Gyx bei EVZ im Ligament (6=0) nehmen zu mit abnehmendem o (geringerer
Verfestigung) wie bei ESZ. Aber fiir o < 0.05 ist &'yy

Hauptspannungsdifferenzen eingehen, wird G,/G,, mit abnehmendem o erst kleiner, bis

< G,,. Dain o, die Quadrate der

Gyy=0yy=G, also G,=0 bei etwa a=0.05 wird, danach steigt G,/G,, wieder an. Ein
Nachweis dieser Effekte bei EVZ mit Hilfe der Finite-Elemente-Methode wegen des

hohen Rechenaufwandes bei Variation des Verfestigungskoeffizienten o und hinreichend
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| feiner Elementierung nicht praktikabel. Die Verzerrungen Eyy und Ezz bei ESZ streben
mit wachsendem o im Bereich 0 < 8 < 135° gegen konstante Werte +1 bzw. -1,
é"xx/é;y nehmen mit o ab. Dies wurde auch in /93/ durch Untersuchung des stationiir
dynamischen wachsenden RiBspitzenfeldes bei elastisch-idealplastischem
Materialverhalten mit FEM bestitigt. Die Verschiebung ﬁ'y fiir ESZ bei etwa 9 = 90° im
Bild 7.8 nimmt zu mit der abnehmenden Verfestigung und erreicht seine gréBten Werte
im Rifspitzenfeld, wihrend die Verschiebung ﬁ'y fiir EVZ im Bild 7.9 die gréften Werte
-nahe dem RiBufer erfihrt,

Besonders ist es in Bildern 7.8 und 7.9 erwihenswert, daB die Verschiebung i, am
RiBufer bei EVZ einen positiven Wert und bei ESZ einen negativen Wert einnimmt.
Dies ist die Ursache, warum die RiBoffnungsprofile (Bild 7.10) bei EVZ einen
strumpfen und bei ESZ einen spitzen Winkel bilden.
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Die Bilder 7.11 und 7.12 zeigen Vergleiche zwischen den Losungen nach dem
SchieBverfahren (SV) und dem im Kapitel 4 entwickelten Finite-Elemente-Verfahren
(FEV). Die Singularitiiten in Abhéngigkeit des Verfestigungskoeffizienten stimmen sehr
gut iberein. Demgegeniiber liegt der nach dem FE-Verfahren berechneten
Entlastungswinkel 8, niedriger als nach dem SchieBverfahren. Dies kénnte dadurch
verursacht sein, daB die Systemsteifigkeitsmatrix innerhalb des NEWTON-Verfahrens
zuerst mit einem bestimmten Entlastungswinkel aufgebaut wurde und der
Entlastungswinkel dann iterativ gelost wurde. Die Winkelfunktionen der Spannungen
nach beiden Verfahren stimmen gut iiberein. Lediglich &,, aus dem FE-Verfahren ist
nahe dem RiBufer kleiner, was darauf zuriickzufilhren ist, da infolde der
Diskretisierung groBe Gradienten nicht abgebildet werden kénnen.
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Die Bildfolge 7.13a,b,c flir Aa=1, 1.5, 2 mm veranschaulicht den Vorgang des
stationtiren RiBwachstums am Beispiel der Normalspannungskomponente Oyy (in der
Bildlegende aufgrund der Konventionen des Zeichenprogramms als "Z-Komponente"
bezeichnet). Das Spannungsfeld wird vor der Riispitze hergeschoben und #ndert sich

nach einer Anlaufphase nicht mehr.

Die Bilder 7.14a,b und 7.15a,b stellen die normierten, léings zwei Radien ermittelten
. Spannungen und Verzerrungen aus einer FE-Simulation (Kapitel 6) dar, die anzeigen,
daf} sie nicht vom gewihlten Radius abhdngen. In den Bildern 7.14c,d und 7.15 ¢, d
werden die Winkelfunktionen aus der analytischen Losung fiir o=0.03 mit den
entsprechend normierten Ergebnissen aus der FE-Simulation des stationéren
Riflwachstums verglichen. Die Spannungs- und Verzerrungsverteilungen stimmen
qualitativ gut tiberein. Lediglich die Schubverzerrung zeigen fiir 0 > n/3 groBere
Abweichungen; &hnliche Effekte sind bereits vom HRR-Feld flir den stehenden Ri3
bekannt (siche BROCKS & OLSCHEWSKI /94/). Es diirfen hier auch keine zu hohen

Erwartungen an diesen Vergleich gestellt werden, denn

einem grober elementierten Modell einer Probe bestimmt wurden, werden

Storungen in das Riflnahfeld eingebracht,
- das verwendete FE-Netz ist trotz der Verfeinerung im RiBspitzennahfeld noch
relativ grob,
- das fiir die Simulation des RiBwachstums erforderliche rechteckige Elementnetz
148t nur ndherungsweise die Festlegung von Pfaden mit konstantem Radius zu.
Die Vergleiche mit den FE-Ergebnissen, die numerische Simulationen von R-Kurven-
Versuchen darstellen, zeigen, dafl die hergeleiteten analytischen Losungen das reale
Riflnahfeld richtig beschreiben. Insbesondere tritt auch der starke Anstieg der
Spannungskomponente ©,, und der Vergleichsspannung o, am freien RiBufer in der
FE-Losung auf. Verfeinerte FE-Simulationen auf der Grundlage von Versuchsdaten
erscheinen erforderlich, um quantitative Aussagen iiber die Gréfle der Zone machen zu
konnen, in der das hier hergeleitete Nahfeld dominiert. Wie bei entsprechenden
Untersuchungen des HRR-Feldes bei stehenden Rissen mull man auch hier erwarten,

dal3 dieser Bereich von der Probengeometrie abhiingen wird.
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8. Zusammenhang und Ausblick

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wurden die asymptotischen Nahfeldlsungen des
stationdir wachsenden Risses auf der Grundlage der inkrementellen Theorie der
Plastizitdt systematisch untersucht. Dabei besteht die Arbeit hauptséchlich aus drei
Teilen. Im ersten Teil handelt es sich um die systematischen Untersuchungen der
Spannungen, Verzerrungen und Verschiebungen sowie die RiBéffnungsprofile, einige
gingige bruchmechanische Parameter wie das J-Integral, die Riflspitzendffnung CTOD,

und eine neue Definition von dem RiBspitzentffnungswinkel CTOA bzw. CTOD auf
| der Basis des stationiir wachsenden Risses. Der zweite Teil behandelt die Entwicklung
cines Finite-Elemente-Verfahrens, das in der Lage ist, die asymptotischen
Nahfeldlésungen des stationér wachsenden Risses zu ermitteln. In dritten Teil wird der
Spannungszustand an station#ir wachsendem RiB in realen Proben durch numerische

Simulation von Experimenten untersucht.

wachsenden RiBspitzenfelder analytisch ermittelt wurden. Die Riispitzendffnungsprofile
konnen durch eine analytische eindeutige Funktion gegeben werden. Die
RiBspitzendffnungsprofile fiir ESZ und EVZ besitzen unterschiedliche Eigenschaften
wegen der unterschiedlichen Verschiebungsverldufe an der freien RiBoberfliche. Bei
ESZ hat die RiBspitze einen spitzen Winkel gebildet, wihrend die Rifspitze bei EVZ
einen strumpfen Winkel gezeigt hat. Dies wurde sowohl bei bereits existierenden
Losungen des stationdr wachsenden Risses als auch bei der HRR-Theorie fiir stehenden

RiB bisher nirgendwo dargestellt.

Obwohl das J-Integral beim stationfiren Riwachstum wegabhiingig ist, kann es jedoch
iiber einen geeignet definierten Integrationsradius eine direkte Bedeutung als
Intensitédtsparameter des RiBspitzenfeldes besitzen. In Verallgemeinerung einer von
TRACEY /85/ vorgeschlagenen CTOD - Definition wurde dieser Radius aus dem
Schnittpunkt der von der Rifspitze ausgehenden Geraden mit dem RiBprofil gewonnen.

In diesem Falle haben das Spannungs- und Verzerrungsfeld sowie der Zusammenhang
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zwischen dem J-Integral und dem so definierten CTOD ganz #hnliche Formen wie in
der HRR-Theorie fiir den stehenden RiB.

Es gelingt erstmals eine neue Definition des RiBspitzendffnungswinkels CTOA auf der
theoretisch konsistenten Basis, indem ein Schnittpunkt mit einer Parabel zur
RiBoberfliche ermittelt wird. Der so definierte CTOA und CTOD haben einen linearen
Zusammenhang und kénnen auch als Inténsitdtsparameter fiir das RiBspitzenfeld des
stationdren Riwachstums begriindet werden. Interessant ist, dal das mit diesem
Schnittpunkt ' als Integrationsradius ermittelte J-Integral nicht mehr von dem
Amplitudenfaktor A fiir das RiBspitzenfeld al;hingig ist und lediglich von den
~ Spannungszustiinden abhiingt. Bei einem bestimmten Spannungszustand ist es dann eine
Materialkonstante. Die hier berechneten und eingefiihrten bruchmechanischen Parameter,
welche in der Lage sind, das groBe stationdre RiBwachstum zu beschreiben, miissen

durch Experimente und numerische RiBwachstumssimulationen weiter gepriift werden.

und darauf hingewiesen, daB ein so definiertes Rilmodell beim stationéir wachsenden
Rif} die groBen Spannungen und groBen Verzerrungen am Rifufer zur Folge gebracht
hat.

Das Finite-Elemente-Verfahren, das zur Losung der asymptotischen Felder des stationér
wachsenden Risses entwickelt wird, ist grundsitzlich in der Lage, die asymptotischen
Nahfelder zu ermitteln. In den Ergebnissen zeigt sich, daBl dieses Verfahren, das einen
niedrigeren Entlastungswinkel liefert, durch Veriinderung der Iterationsstrategie

modifiziert werden kann.

Die an zwei Probengeometrien durchgefiihrten Experimente mit groBem Riflwachstum
haben gezeigt, daB nach einer Ubergangsphase von 1 bis 2 mm RiBverldngerung eine
angenihert stationdre RiBausbreitung erfolgt. Diese Phase wurde numerisch simuliert,
um das Spannungs- und Verzerrungsfeld zu untersuchen und mit den analytischen

Losungen zu vergleichen. Es hat sich gezeigt, daB} die globalen Ergebnisse wie Kraft-
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Verschicbung F-V  aus Experimenten and numerischen Simulationen gut
iibereinstimmen. Ferner wurden die Ergebnisse aus numerischen Simulationen mit
analytischen Losungen verglichen. Die Ergebnisse zeigen sowohl fiir Spannungen als

auch fiir Verzerrungen qualitativ sehr gute Ubereinstimmung.

Um das hier in dieser Arbeit eingefiihrte Modell fiir die praktische Anwendung nutzbar
machen zu konnen, sind insbesondere noch systematische Untersuchungen fiir
verschiedene Proben mit Hilfe der Finite-Elemente-Methode erforderlich. Auerdem soll
noch ein Bestimmungsverfahren entwickelt werden, um die eingefiihrten
bruchmechanischen Parameter meBbar zu machen. Weiterhin muB experimentell
untersucht werden, welcher bruchmé:chanische Parameter in der Lage ist, das groBe
stationéire RiBwachstum zu beschreiben. Ferner soll noch das Finite-Elemente-Verfahren
durch Veriinderung der Iterationsstrategie modifiziert werden.
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