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Zusammenfassung:

' . A yooroo co . . M P ' L.
In dieser Arbeit wird ein Konzept zur Ermittlung eines Stoffgesetzes flir po-
lykristallines Eis vorgestellt. = Mikromechanische \Eﬁ'ekte werden dabei in einer
phanomenologischen Betrachtungsweise zusammengefafit.

Die Herleitung der konstitutiven Gleichungen mit einem Satz von internen Zustands-
variablen steht in engem Zusammenhang zu dem hier zu verwendenden thermody-
namischen Rahmen. Die notwendige Erfiillung der thermodynamischen Konsistenz
beeinfluit sowohl die funktionalen Beziehungen der Evolutionsgleichungen als auch
die Materialfunktionen.

Eine Anpassungsstrategie wird vorgestellt, mit deren Hilfe unbekannte Funktionen
und Parameter sukzessive unter Nutzung physikalischer Assoziationen zu bestimmen
sind.

Verifikationsrechnungen weisen auf die Anwendbarkeit dieses Modells auch bei un-
terschiedlichsten Belastungspfaden hin.

Abschlieffend dienen Strukturrechnungen mit einem FE-Programmpaket zur Unter-
suchung der Tauglichkeit dieses Stoffgesetzes fiir numerisch aufwendige Berechnungs-
verfahren.

Summary

In this thesis a concept for the determination of a constitutive law for polycrystal-
line ice is presented. Micromechanical effects are summarized concentrating on a
phenomenological aspect.

The developement of the constitutive equations with a set of internal state variables
is closely connected with the thermodynamical frame which is used here. The
realization of the necessary thermodynamical consistence affects the functional
relations of the evolution equations as well as those functions that describe the
material behaviour.

A new concept for adaptation is introduced and with the help of this strategy
unknown functions and parameters can be determined step by step using the physical
background.

Calculations for verification show the applicability of this model even to different
loading cases.

Finally, structured calculations with a FE—programme are of use for the examination
of the qualification of this constitutive law for complex computations.
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Bezeichnungen

Skalare Grofien:

A : Parameter, Fliche (GLOCKNER, SZYSZKOWSKI)

B : Zustandsraum

Dy : Diffusionskoeffizient

E : Elastizitatsmodul

F : Flieffunktion

G . : Schubmodul

I : Erste Invariante

I : Zweite Invariante

fz : Zweite Invariante der effektiven Spannungen, gebildet mit £

I; : Dritte Invariante S - V

Ja : Zweite Invariante der reduzierten effektiven Spannungen

K : Kompressionsmodul

M : Materialeigenschaften

Q : Aktivierungsenergie

R : allgemeine Gaskonstante

S; : polykristalline Eisform

T : Temperatur

Z : Zustandsvariablen

a; : Koeffizienten des Polynomansatzes, Koeffizienten von Material-
funktionen

b; : Koeffizienten des Polynomansatzes

c : Materialfunktion

€1,C2 : durch Aufspaltung aus c entstandene Materialfunktionen

¢ : Koeffizienten des Polynomansatzes

Cij : Komponenten des Elastizitatstensors E

cp : spezifische Warmekapazitat

Cr : Materialfunktion
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: Materialfunktion
: Korndurchmesser, Abstand der Versetzungsquellen (BISCHOFF—

BEIERMANN)

: Koeffizient der Materialfunktion c,3

: Koeflizienten des Polynomansatzes

: Koeffizienten der Materialfunktion ¢,

: Materialfunktion

: Materialfunktion zur Anpassung der Dissipationsfunktion

: Materialfunktion der effektiven inelastischen Arbeit ~, Material-

funktion der isotropen Verfestigung

: Materialfunktion (GLOCKNER—-SZYSZKOWSKI)
: Parameter

: Koeflizienten von Materialfunktionen

: spezifische Energiequellen

: Korrelationskoeffizient

: Entropie

: Zeit

: spezifische innere Energie - - - = s

: partielle Ableitungen der Komponenten des Geschwindigkeitsvek-

tors (in Kap. 7)

: spezifische Formanderungsarbeit

: Dissipationspotential, Uberspannungsfunktion
: ﬁberspannung

: Temperaturausdehnungskoeflizient, Parameter
: Parameter, Dissipationsfunktion

: modifizierte inelastische Arbeit

: Dehnung

: inelastische Arbeit

: Koeflizienten der Regressionsfunktionen

: Koeffizienten der Regressionsfunktionen

: Quellenverteilungsdichte ( BISCHOFF-BEIERMANN)
: Querkontraktionszahl

: Komponente des Tensors £

: Dichte
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: Spannung
: v. Mises Vergleichsspannung

: Spannung beim Einsetzen von Mikrobriichen im einaxialen Druck-

versuch

: Spannungsmaximum im einaxialen Druckversuch

: Residuumspannung im einaxialen Druckversuch

: Wendepunktspannung im einaxialen Druckversuch

: 110% Residuumspannung im einaxialen Druckversuch

: Schubspannung

: spezifische freie (Helmholtz-) Energie

: Koeflizienten der fTbefspannungsfunktion

: Entropieproduktion aufgrund interner Strukturanderungen
: spezifische freie (Gibbs-) Enthalpie

: Schadensfunktion (GLOCKNER—SZYSZKOWSKI)

: AuBere Kraft in Strukturberechnungen

: Normalenvektoren in Verbindung mit Mikrorissen (KARR. CHOI)
: Damage-Vektor (SIOLIND)

: Burgers—Vektor (BISCHOFF-BEIERMANN)

: WarmefluBvektor

: Geschwindigkeitsvektor
: Mikrorifl (KARR, CHOI)

Tensoren zweiter Stufe:
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: Tensor zur Beschreibung der thermischen Ausdehnung
: Verzerrungsgeschwindigkeit, Schidigungstensor (KARR, CHOI)

: gewichteter Cauchy—Spannungstensor

: Kugeltensor des gewichteten Cauchy—Spannungstensors
: Deviator des gewichteten Cauchy-Spannungstensors
: Tensor der Rotationsgeschwindigkeit

: Dehnungstensor
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: Normalentensor, gebildet aus den effektiven Spannungen

: Normalentensor, gebildet aus den reduzierten effektiven Spannun-
gen

: Makroskopische Anfangsspannung (BISCHOFF-BEIERMANN)

: tensorwertige interne Variable

: Spannungstensor

: Eigenspannungstensor der Mikroebene (BISCHOFF-BEIERMANN)

: Spannungsdeviator (BISCHOFF-BEIERMANN)

: interne Zustandsvariable

Tensoren vierter Stufe:
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~ 7 Indizes (tiefgéstellt'):

Ref

: gewichteter Elastizitatstensor
: Nachgiebigkeitstensor
: Anisotropietensor (SIOLIND)

: Referenzwert

: axialer Anteil (BISCHOFF-BEIERMANN)

: basaler Anteil (BISCHOFF~BEIERMANN)

: unmittelbar dissipierter Anteil

: elastischer Anteil (SINHA)

: nicht (sofort) dissipierter Anteil, hexagonale Struktur

: irreversibel, Laufindex, inelastisch (BISCHOFF—BEIERMANN)

: in der vorliegenden Problematik maximal auftretender Wert

: prismatischer Anteil (BISCHOFF-BEIERMANN)

: reversibel, entfestigende Einfliisse beschreibend (in Verbindung
mit internen Variablen)

: verfestigende Einfliisse beschreibend

: zur Normierung benutzte Grofle
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Bezeichnungen

Indizes (hochgestellt):

*
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0

Symbolik :

grad
div
|(...)]
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: Referenzzustand, aus elastischen Vorgangen resultierend

: Referenzzustand, aus inelastischen Vorgéngen resultierend

: Ausgangszustand

: Funktional

: Vektor

: Tensor zweiter Stufe

: Spur eines Tensors zweiter Stufe
: Tensor vierter Stufe

: Zeitableitung

: Objektive Zeitableitung (Lee—Ableitung)

: Transponierte eines Tensors

: Differenz - - -

: Vektorprodukt

: doppeltskalares Produkt

: dyadisches Produkt

: Gradient eines Vektors, Gradient eines Skalars
: Divergenz eines Vektors

: Betrag

: euklidische Norm eines Tensors

: Foppl-Symbole (BRUHNS) ,

: Mittelung iiber ein definiertes Volumen (BISCHOFF—BEIERMANN)




1. Einleitung

Eis ist ein Stoff, der fiir viele im privaten Leben in den unterschiedlichsten Zusam-
menhéangen auftritt. Die aktive Nutzung reicht von Speiseeis liber den Eiswiirfel
zur Getrankekiihlung bis zur Lauffliche vieler Sportarten (Eishockey, Eiskunstlauf,

Rodeln, usw.).

Unter wirtschaftlich- industriellen Aspekten ist Eis sicherlich der Festkorper, welcher
fast ohne jegliche menschliche Eingriffsméglichkeit in grofen Mengen entsteht und
einem Nutzen haufig Probleme im Umgang gegeniiberstehen. Zugefrorene Strafien im
Winter oder vereiste Wasserfahrwege bzw. das Einfrieren von Schiffen sind Beispiele

fir einen aus wirtschaftlicher Sicht storenden Einflul des Eises auf das Geschehen.

Besonders in nordischen Regionen, die sicher mit einem regelmaBigen Aufkommen
bedeutender Eismassen rechnen konnen und miissen, hat dies zu einer Nutzung
dieser Erscheinungen gefiihrt. Eine passive Form dieser Nutzung stellt beispielsweise
die Verwendung von Eisdecken auf Seen oder Flissen als Verkehrswege oder fiir
Veranstaltungen dar. Aber auch eine aktive Nutzung als Werkstoff fiir Hallen
o.a. findet besonders in letzter Zeit zumindest im Bereich der Forschung steigende

Beachtung,.

Die Grundlagenforschung betrachtet neben dem hier angesprochenen weiterhin Eis,
welches bis heute praktisch nicht kommerziell genutzt wird. Eisberge, Gletscher und

atmospharisches Eis sind Schwerpunktsgebiete auf diesem Sektor.

Die Nutzung des Eises, aber auch jede Problematik im Zusammenhang mit Eis,
erfordert ausreichende Kenntnisse tiber diesen Stoff. Eine Hauptfragestellung in
Verbindung mit Ingenieurwissenschaften im allgemeinen ist jene nach der maximalen
Beanspruchung, die Eis auf ein angrenzendes Bauteil ausiibt und die Bestimmung
der Last, die ohne Gefahr auf eine Eisdecke aufgebracht werden kann. Der hierzu
erforderliche, mathematisch beschriebene Zusammenhang zwischen einer Belastung
und Verformungen wird hiiufig als Stoffgesetz bezeichnet!. Es stellt im Rahmen

komplexer Strukturberechnungen gewissermafien eine "innerste Schleife” dar.

1 Es ist anzumerkeﬁ, daB es sich dabei in aller Regel nicht um Gesetze im Sinne von



Z 1. Ewleitung

Schwerpunkt dieser Arbeit ist die Entwicklung eines solchen Stoffgesetzes fiir Eis.

Zur Realisierung wird im 2. Kapitel eine grundlegende Materialbeschreibung vor-
genommen. Die darin angedeutete Vielfalt der Erscheinungsformen erfordert hin-
sichtlich der Modellbildung eine klare Abgrenzung dessen, was beschrieben werden

soll.
Das vorzustellende Stoffgesetz beschrankt sich auf isotropes, polykristallines Eis.

Ein anschlieBender Uberblick der mikromechanischen Vorgénge unterstiitzt einerseits
die phanomenologische Formulierung und dient andererseits zum Verstiandnis der

internen Ablaufe.

Da jede Modellbildung vor dem Hintergrund der bereits existierenden Gesetze zu
sehen ist, folgt zunéchst im 3. Kapitel die Vorstellung einiger Arbeiten, die eine
grofle Akzeptanz besitzen bzw. deren Einflul auf das folgende Modell unterstrichen

werden soll.

Das 4. Kapitel enthalt nun den Kern der gesamten Ausfiihrungen. Eine besondere
Bedeutung kommt in diesem Zusammenhang der Einbindung in die Thermody-
namik zu. Eine grofle Abhéngigkeit des Eises von der Temperatur ist sofort
einéicﬂti-é. " Aus diesem Grunde wird auch im Modell diese Beziehuhg angestrebt.
(Erwahnt sei in diesem Zusammenhang die Tatsache, dal die Celsiusskala ihren
Nullpunkt am sog. Eispunkt hat, der die Gleichgewichtstemperatur zwischen Eis,
flissigem und gasformigem Wasser bei dem Druck einer Normalatmosphare darstellt.)
Eine Konsistenz hinsichtlich thermodynamischer Gesetze soll gegeben sein. Diese
Forderung mit ihren Konsequenzen fiir die aufzustellenden Gleichungen und die im

5. Kapitel anschlieflende Anpassung wird diskutiert.

Die Anpassung ist eng mit der Stoffgesetzformulierung verbunden. Materialfunktio-
nen und -parameter, die in den Evolutionsgleichungen nur im Hinblick auf grund-
sétzliche Abhéngigkeiten benannt wurden, sind in diesem 5. Kapitel fiir den konkret
vorliegenden Werkstoff zu formulieren. Hierzu erfolgt eine Aufbereitung der Ver-
suchsergebnisse sowie eine Strategie mit dem Ziel einer moglichst einfachen, d.h.

sukzessiven Ermittlung unbekannter Groflen.

Kapitel 6 dient zur Verifikation des entwickelten und angepafiten Modells an weitere,

Naturgesetzen handelt, sondern eher von Modellen gesprochen werden kann. Da
diese Begrifflichkeit jedoch eingebracht und weithin akzeptiert ist, wird auch in dieser

Arbeit in der Modellbildung gelegentlich von Stoff” gesetzen” gesprochen.




in der Anpassung nicht berticksichtigte Belastungspfade.

Komplexe geometrische Aufgaben erfordern spezielle Losungsmethoden. Eine Einbin-

dung in eine Finite—Elemente-Formulierung mit einigen exemplarisch ausgewéhlten
Strukturen enthalt abschlielend Kapitel 7.



2. Grundlegende Materialbeschreibung
2.1 Aﬁsgewéihlte Erscheinungsformen von Eis
2.1.1 Kristallstruktur des Monokristalls

Wasser (H;0) kristallisiert in Abhangigkeit der Temperatur und des Druckes in
unterschiedlichen Erscheinungsformen. Die mit Eis II bis Eis IX bezeichneten Formen
treten aufgrund sehr hoher erforderlicher Driicke und/oder sehr tiefer Temperaturen

in der Natur praktisch nicht auf. Diese Zusténde sind auflerdem nach HOBBs (1974)
und GLEN (1974) haufig duBerst instabil (Abb.1).

80~
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40~
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Abb. 1: Phasendiagramm (HoBBs (1974))




2.1.1 Kristallstruktur des Monokristalls S5

Abb. 2: Tetraeder des hexagonalen Kristallgitters (Mi-
CHEL (1978))

Unter natiirlich vorkommenden Temperaturen und bei Atmospharendruck bildet sich

Eis Iy. Der Index ;, weist auf die hexagonale Struktur hin.

Seit BRAGG (1922) ist bekannt, daB in natirlichem Eis jedes O-Atom mit 4
Nachbaratomen ein nahezu ideales Tetraeder bildet (Abb.2).

Abb. 3: Kristallstuktur von polykristallinem Eis I (HoBBs
(1974))

Ein kontinuierlicher Aufbau dieser Tetraeder zu einem Gitter fiihrt auf die in Abb.3
dargestellte Kristallstruktur. Das jeweils zwischen zwei O—Atomen liegende H-Atom

ist zur besseren ﬁbersicht nicht eingezeichnet.



0] 4. Grundlegende Materialbeschretbung

Abb.3 verdeutlicht den Charakter libereinanderliegender, gestapelter Ebenen. Die
einzelnen Atome liegen dabei stets etwas unterhalb bzw. oberhalb dieser sog.
Basalebenen. Dadurch kommt es zur Stapelfolge abbaabbaa... der hexagonalen
Struktur!. Die basalen Gleitebenen, die zwischen den Basalebenen in den O-
atomfreien Flachen liegen, ermdglichen bevorzugt Gleitprozesse und stellen die
Ursache der Anisotropie des (Mono-)Kristalls dar. Bei MICHEL (1978) werden
die Basalebenen mit einem Stapel Spielkarten verglichen, wodurch eine leichte
Verschieblichkeit sjrmbolisiert werden soll. Eine Verformung in Richtung der c-
Achsen, d.h. senkrecht zu den Basalebenen (bzw. Spielkarten), tritt jedoch erst

bei sehr grofien Belastungen auf.

2.1.2 Isotropes polykristallines Eis

Isotropie bei polykristallinem Eis bedeutet eine regellose Orientierung der c-Achsen
der einzelnen Kristalle. Die Anisotropieeigenschaften des Monokristalls sind bei einer
makroskopischen Betrachtungsweise verschmiert. Nach LLIBOUTRY (1965) findet sich
diese Form in der Natur z.B. in Gletschern, die noch keine (grofien) Verformungen

_erfahren haben. .. ... . _ e

Isotropes polykristallines Eis ist die bevorzugt untersuchte Art. Zur Erfassung und
Steuerung von Einfluigréflen wie z.B. Korndurchmesser oder Gasgehalt verwendet
man haufig sog. Labor- oder Kunsteis, das unter bekannten und reproduzierbaren
Bedingungen hergestellt wird. COLE (1979) gibt einen Uberblick der Problematiken
und deren Losungen in der Technik zur Herstellung von solchen Laboreisproben, mit
denen auch die hier (Kapitel 5 und Kapitel 6) verwendeten Versuche durchgefiihrt

wurden.

2.1.3 Anisotropes polykristallines Eis

Im Gegensatz zu dem im vorangegangenen Abschnitt vorgestellten, isotropen Eis tre-
ten bei Anisotropien Vorzugsrichtungen der c—Achsen der einzelnen Kristalle in einer
Eisschicht auf. Neben der Maglichkeit, dies im Labor kiinstlich herzustellen, findet

man in der Natur in Gewassern in Abhéngigkeit von der Stémungsgeschwindigkeit

Gelegentlich findet man Bezeichnungsweisen, bei denen zwei Ebenen (aa oder bb)
zu einer Schicht A bzw. B zusammengefat werden. Die Stapelfolge der Schichten
lautet dann ABABABAB... .




2.1.4 Meereis 7

u.a. folgende, wesentliche Erscheinungsformen des sekundaren Eises, welches sich an

das Oberflacheneis und das priméare Eis in Tiefen ab wenigen Zentimetern anschliefit:
e S1 sdulenférmiges Eis; bevorzugt vertikale Orientierung der c—Achsen.

e S2 saulenformiges Eis; bevorzugt horizontale regellose Orientierung der c—

Achsen.

o S3 saulenformiges Eis; bevorzugt horizontale ausgerichtete Orientierung der ¢~

Achsen.

S1 Eis findet man in Teichen, Wasserreservoirs, Flissen mit geringer Fliegeschwin-
digkeit, nicht jedoch im Meer. Es ist charakterisiert durch ausgesprochen grofle
Korner, die mit der Tiefe noch wachsen. Die Korngestalt ist ungleichméBig. Das

mechanische Verhalten kann mit dem des Monokristalls verglichen werden.

S2 Eis entwickelt im Laufe des Wachstums Kristallkdrner, die nach 5 bis 20 cm
Linge ungiinstig orientierte Korner so verdrangt haben, dal die Abweichung der
c-Achsen von der Horizontalen nur wenige Grad betrigt (MICHEL (1978)). In
dieser horizontalen Ebene sind die c~Achsen der langgestreckten Korner regellos
orientiert. Das Eis verhalt sich demnach plananisotrop. Die Anisotropieachse liegt
dabei parallel zur Wachstumsrichtung. S2 Eis bildet sich als Frischwassereis oder
(haufig einjihriges) Meereis.

S3 Eis formt sich in den unteren Bereichen von dicken Eisdecken. Die Ausrichtung der
c—Achsen ist parallel zueinander in horizontalen Ebenen. Es verhalt sich mechanisch

orthotrop mit den Hauptanisotropierichtungen
¢ parallel zur c—Achsenrichtung (horizontal),
o parallel zur Wachstumsrichtung (vertikal),
o senkrecht zur c-Achsen- und Wachstumsrichtung (horizontal).

Weiterfithrende Betrachtungen dieser Klassifizierung der Eisstruktur finden sich z.B.
bei MICHEL (1978).

2.1.4 Meereis

Ca. 12% der gesamten Erdoberfliche ist von Meereis bedeckt. Die Zusammenset-
zung des Meerwassers, welches der Ursprung dieser Eisschichten ist, variiert dabei

hinsichtlich des Salzgehaltes und nimmt beispielsweise in den Deltas grofer Fliisse
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nach: AssUR (1958))
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stark ab. Der mittlere Salzgehalt kann mit ca.0.4% angegeben werden und setzt sich,
bezogen auf die Trockenmasse, wie folgt zusammen (MICHEL (1978)).

NaCl MgCl, NayS0O4 CaCly KCl NaHCO3 Weitere Total
68,1% 14,44% 11,3™% 3,19% 1,91% 0,55% 0,44% 100%

Abb.4 zeigt die typische Struktur von saulenformigem, einjahrigem Eis.

Der wesentliche Unterschied zu Frischwassereis im Hinblick auf die Zusammensetzung
und das mechanische Verhalten sind die Salzlaugentaschen (brine pockets) (Abb.5).

Eine Stoffgesetzformulierung fiir Meereis, bei welcher unter Bericksichtigung der
Ahnlichkeitsgesetze harnstoff- bzw. natriumchloriddotiertes Eis verwendet wird,
findet sich z.B. bei HAUSLER (1989).

2.2 Verformungsmechanismen

2.2.1 Elastische Eigenschaften

MALVERN ( 1969) gibt folgende Definition fiir ein elastisches Verhalten: ”Ein Material

————ist(ideal) elastisch, wenn ein Kéiper, der aus diesem Material besteht, vollstandig

seine Ursprungsform zuruckerhalt, nachdem die Last, die die Verformung hervorge-

rufen hat, entfernt wurde.”

Fiir hexagonale Strukturen, so auch fiir Eis [, enthélt der Elastizitétstensor E nur
5 linear unabhangige Gréfen. DANTL (1968) hat diese als Funktion der normierten

Temperatur bestimmt.

c11 =12.904(1—1.489-10737— 1.85-107%7T2 )103MPa £ 0.3%
c1g =6.487 (1-2.072-1073T— 3.62- 10772 )103MPa 4 2.0%
c13 =5.622 (1—1.874-1073T )103MPa £ 7.0%
ca3 =14.075(1—1.629-10737— 2.93.107%T2 )103MPa =+ 0.4%
caq =2.819 (1—1.601-1073T— 3.62-1076T% )103MPa £ 0.7%

Die elastischen Parameter fiir isotropes polykristallines Eis sind von vielen Expe-
rimentatoren gemessen worden und streuen iiber einen Bereich mit dem Faktor 5.
MICHEL (1978) gibt einen kurzen Uberblick der Ergebnisse, die unter bekannten
Versuchsbedingungen bestimmt wurden. Die Materialkonstantengleichung, die einen

Zusammenhang dieser Parameter beschreibt, ist dabei nicht berticksichtigt worden.
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Autor E G v
103M Pa 103 M Pa

- EWING ET AL. (1934) 9.17 3.36 0.36

NORTHWOOD (1947) 9.80 3.68 0.33

GoLD  (1958) 9.94 3.80 0.31

Die beschriebenen elastischen Eigenschaften und die daraus resultierenden elastischen
Verformungen treten in polykristallinem Eis stets in Verbindung mit inelastischen
Verformungen auf. Es existiert oberhalb des absoluten Nullpunktes der Temperatur

keine Grenze (Fliefigrenze), die einen rein elastischen Bereich definiert (FROST,
AsHBY (1982)).

2.2.2 Mikromechanik der inelastischen Polykristallverformung

Das Verformungsdiagramm von SHOJII, HIGASHI (1978) ermoglicht einen Einblick
in die Abhangigkeiten der jeweils wesentlichen Verformungsmechanismen von der
Temperatur und der Schubspannung.

Temperatur (°C)

r L L i

LRI

4103

4 10?
L Fracture 10'3s"

.77

ES

Cracking 10" "0
-4 F \\

1 17!
5 Disl.Creep\\ 10

Schubspannung T (MPa)

Log [normalisierte Schubspannung T/6)

T 1072
-6F
Boundary Diff. Creep [Lattice Diff.Creep \ - 10-?
-7 1 } 1 ! Il ] ! ] ]
00 02 0.4 0.6 0.8 10

homologe Temperatur T/Ts

Abb. 6: Verformungsdiagramm nach SHOII, HiGASHI (1978) fiir
polykristallines Eis (Korndurchmesser d=2mm).

Im hiufig interessierenden Temperaturbereich —5°C bis —20°C treten bei sehr
kleinen Spannungen Gitterdiffusionsbewegungen (lattice diff. creep) auf. Hohere
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Spannungen zwischen 1072 M Pa und 1M Pa bewirken Versetzungsbewegungen. Die
Abgrenzung dieses Bereiches zum Auftreten von Rissen liegt im Gegensatz zu sehr
niedrigen Temperaturen hier nicht bei einer konstanten Spannung vor. Ein Absenken
der Temperatur und/oder eine ErhShung der Schubspannung fiihrt folglich zum
Einsetzen von Spaltrissen. Dies geht einher mit einer Zunahme der Dehnungsrate
(diagonale Linienziige). Bei einer Rate von 10731 ist Versagen des Werkstoffes durch

Sprédbruch zu erwarten.

2.2.3 Versetzungsmechanismen

!
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Abb. 7: Schematische Entwicklung einer Stufenversetzung nach HERZ-

BERG (1976) aus: SANTAOJA (1990).

BISCHOFF-BEIERMANN (1992a) diskutiert auf Basis der Untersuchungen von HUT-
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CHINSON (1977) und ASHBY, DUVAL (1985) Versetzungsbewegungen aufgrund grofer
inelastischer Verformufigen bei mir vier unabhangigen Gleitsystemen. Den schema-
tischen Ablauf einer StqfenversetZUng zeigt Abb.7.

Der Einflufl der "harten” bzw. "weichen” (basalen) Gleitebenen auf die Deforma-
tionsgeschwindigkeit wird bei MIcnEL (1978), WEERTMANN (1973) und ASHBY,
DuvaAL (1985) kontrovers behandelt. MICHEL betont den Einflul der ”weichen”,
WEERTMANN den der "harten” Qleitsysteme und AsHBY, DUVAL gehen von einer
gleichgroen Bedeutung aus. BISCHOFF-BEIERMANN kommt unter Beriicksichtigung
des Verformungsdiagramms (Abb.8) zu dem SchluB, daB das Wandern von Verset-
zungen der Hauptverformungsmechanismus ist und beriicksichtigt den EinfluB der
"harten” und der "weichen” Gleitsysteme in seinen Ausfilhrungen. Als Folge dieser
Modellbetrachtung (Taylor-Modell) sind entstehende Eigenspannungen im Kristall

zu beriicksichtigen.

SANTAOJA (1990) beschreibt die Versetzungsbewegungen bei Eis mit dem Ergebnis,
sie seien vernachléssigbar bei allen Temperaturen. Der Grund liege in der Bildung
von L— und D-Bjerrum—~Defekten, die zwangslaufig bei Versetzungen in Eis auftreten.
Diese Defekte (zwei Protonen oder keins auf einer O—O—Verbindung) erforderten eine

zu grofle Spannung, um Versetzungen zu beweéen.

HAULSER (1989) weist in diesem Zusammenhang jedoch darauf hin, daf die bei
0K am Atom "festgefrorenen” Protonen sich bei héheren Temperaturen umordnen

kénnen, ohne Bjerrum-Defekte zu erzeugen.

COLE (1992) beschreibt in einem Ubersichtsartikel u.a. die Entwicklung der Un-
tersuchungen von Versetzungsprozessen. In diesem Zusammenhang sei auf die dort
erwihnten Arbeiten von L1U ET AL (1992a, b) hingewiesen. Mit Hilfe der Réntgen—
Topografie sind Versetzungen und Korngrenzen beobachtet worden. Es werden Bilder
vorgestellt, die eine Versetzungsquelle an einer Korngrenze bei vorgegebener Scher-

belastung zeigen.

WEIL, DEMPSEY (1992) untersuchen mikroskopisch mittels einer speziellen Atztechnik
Versetzungsbewegungen und die Plastizitat in Eis. Sie kommen zu dem Schlu8, dal
Versetzungen in den nicht-basalen Ebenen durch Serien von Spriingen charakterisiert
sind. Weiterhin zeigen sich Versetzungsbewegungen an den Rifispitzen der Eiskristalle
durch die Beobachtung von Versetzungsanhadufungen und versetzungsfreien Zonen,
die durch das Rifispitzenfeld hervorgerufen werden.
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2.2.4 Rekristallisation

Eine fundamentale und bis heute aktuelle Arbeit zum Thema Rekristallisation bei
der "experimentellen Untersuchung zur Plastizitdt von Eis” ist von STEINEMANN
(1958b) vorgestellt worden. Darin wird zwischen para— und postkinematischer Re-
kristallisation unterschieden. Die erstgenannte setzt bereits wahrend der Belastung

ein, die zweite nach der Belastung.

Rekristallisation geht einher mit Gefiigeumwandlungen. Als Induktionsperiode be-
zeichnet man gerade den Zeitraum bis zum Beginn, als Wachstumsperiode den Zeit-

raum zwischen Beginn und Ende dieser Umwandlungen.

Wachstumsdauer —» v

50 %0 ~ Rekristallisation ———|

05
Induktionsperiode —»l

Rekristallisationsbetrag

"

0
log Zeit

Abb. 8: Schematischer Verlauf einer kinema-
tischen Rekristallisation (STEINEMANN
(1958))

Durch eine Umorientierung von unginstig liegenden Kérnern in Bezug auf ein leichtes
Abgleiten erfolgt in einem urspriinglich isotropen Material eine Ausrichtung der

Basalebenen. Abb.8 zeigt schematisiert die Zeitabhangigkeit dieses Vorgangs.

Rekristallisation fiihrt also bei einer Beibehaltung der Last(—Richtung) zu einer
Entfestigung im Material. Die treibende Kraft ist dabei ein Potentialgefille, das
aus Eigenspannungen (aus dem Taylor—Modell mit "weichen” und "harten” Glei-
tebenen, siehe Kapitel 2.2.3) und Spannungskonzentrationen herrithrt (BISCHOFF-
BEIERMANN (1992a)).

Nach STEINEMANN ist die Rekristallisation nach 5 Gesetzen beschreibbar:

e Zum Einsatz der Rekristallisation ist ein minimaler Deformationsgrad erforder-
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~

lich. Er wird als kritische Deformation bezeichnet. Dieser fallt mit steigender

Temperatur. -

¢ Mit steigender Temperatur wird ein bestimmter Rekristallisationsbetrag friher

erreicht, Dies umfafit sowohl die Wachstums— als auch die Induktionsperiode.

e Auch mit steigender Spannung wird ein bestimmter Rekristallisationsbetrag
zu fritheren Zeiten erreicht. Dies gilt ebenfalls fiir die Wachstums— und

Induktionsperiode.

e Mit steigender Spannung setzt parakinematische Rekristallisation ein. Dabei
setzt der sichtbare Beginn der Gefigeumwandlung mit steigender Spannung

bei hoheren Deformationen ein.

e Nach einer Rekristallisation infolge Verformungen unter hohen Spannungen
setzt eine gleichmafige Kornvergroflerung ein. Diese Kornvergroflerung erlaubt
die Auspragung bestimmter Vorzugsorientierungen der c—Achsen, die ein basales
Gleiten und damit Verformungen bei geringeren Belastungen erméglichen kann.
Die Korngrofle wird wesentlich durch die Spannung und weniger durch die

Temperatur bestimmt,

2.2.5 Rifibildung und Mikrobriiche

Wird im Eis durch eine duflere Last oder durch Eigenspannungen die Zugfestigkeit
auf Kristallebene tiberschritten, entstehen Mikrobriiche. Nach Untersuchungen von
HAWKES, MELLOR (1972) ist dies bei Druckversuchen ab Dehnungen von 0.1%
bis 0.3% beobachtet worden. Eine Abhangigkeit von der Dehnungsrate war nicht
offensichtlich. Die Anzahl der Briiche stieg mit der Spannung, bis es schlieflich zum

Zusammenwachsen der Briiche und damit zum Versagen des Priifkorpers kam.
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Abb. 10: Das Entstehen von "wing—cracks” (SCHULSON (1990)).
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| I

Abb. 11: Auftreten erster Mikrobriiche bis zum Versagen (SCHUL-
SON (1990)).

Die im Druckversuch durch erste Mikrobriiche entstehenden Risse haben bei HAW-
“TKES, MELLOR eine Orientierung threr Ebene nahezu parallel zur Belastungsrichtung.-
Im Zugversuch dagegen finden sich Risse vornehmlich senkrecht zur Richtung der auf-
gebrachten Last. Eine interne Spannungssteigerung in den Rifispitzen ist die Folge,

die zu einem deutlich fritheren Versagen des Materials unter (globaler) Zugbelastung
fihrt (Abb.9).

Zur Erklarung der Vorgénge von ersten Mikrobriichen bis zum Versagen unter
Druck verwendet SCHULSON (1990) das Modell der ”wing—cracks”. Nach einem
AbgleitprozeB entstehen durch Zugspannung initiierte Risse, die paarweise die Form
von ”Schwingen” haben (Abb.10).

Fortgesetztes Belasten des Materials fithrt dann zu Spannungskonzentrationen in den
gestrichelt eingezeichneten Kreisen in Abb.10. Ein Zusammenwachsen der Risse und
schlieflich das komplexe Abgleiten zweier Flachen fiihren zum Versagen (Abb.11).
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3. Stoffgesetze fiir polykristallines Eis — Uberblick
3.1 Allgemeine Vorbetrachtungen

Jedes Stoffgesetz, das entwickelt wird, ist eine Fortsetzung der Modellbildung bereits
existierender Gesetze. Sie werden in einem unterschiedlich groen Umfang erginzt

bzw. varilert, wobei fundamentale Neuerungen eher eine Ausnahme darstellen.

Aus diesem Grunde folgt nach einem kurzen geschichtlichen Abrifl der Forschung auf
dem Gebiet der plastischen Deformationen von polykristallinem Eis die Vorstellung
einiger ausgewahlter Stoffgesetze. Wesentliche Kriterien, ein Modell aus der Menge
der bestehenden Gesetze herauszugreifen und hier zu erlautern, sind dabei die
allgemeine Akzeptanz und der Einflul auf das hier entwickelte Modell.

3.2 Kurzer geschichtlicher Abrif§ der Erforschung plastischer

" Deformationen bei polykristallinem Eis
Erste Tests an polykristallinem Eis stammen bereits aus dem 19. Jahrhundert.
REUSCH (1864), PFAFF (1875) und KOCH (1885) zeigten, daff die Dehnungsrate von
der Spannung, der Temperatur und der Kornorientierung abhangt. Sie vermuteten,
daf} es sich bei Eis nicht um ein einfaches Newtonsches Material handelt, da keine

lineare Beziehung zwischen Spannung und Dehnungsrate vorliegt. Eine exakte

Gleichung, die diese Gréfen enthalt, ist jedoch nicht gefunden worden.
OROWAN (1947) und NYE (1951) haben spater die Annahme getroffen, daf es sich

bei Eis um einen idealplastischen Koérper handele.

Der Beginn neuerer Untersuchungen ist eng mit dem Namen JOHN W. GLEN ver-
bunden. In Arbeiten der Jahre 1952, 1953 und 1955 berichtet er iiber Ergebnisse von
Tests mit Druckbelastung, die in einem Labor an Blocks aus Eis mit willkiirlich orien-
tierten Kristallen durchgefithrt wurden. GLEN beobachtete nach einer plétzlich auf-
gebrachten Last eine ebenfalls schlagartig auftretende Dehnung, die dann, langsamer
werdend (priméres Kriechen), in einer stationaren Kriechphase (sekundéres Krie-
chen) endet. Bei Spannungen tiber einem kritischen Wert kam es zu einem erneuten,

beschleunigten Kriechen. Dies wird als tertidres Kriechen bezeichnet. GLEN nahm
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an, dafl dieser Vorgang durch Rekristallisation hervorgerufen wird, bei welcher in
Bezug auf einen Abgleitprozefl besser orientierte Kérner produziert werden. ”Glen’s
law” zur Beschreibung der Spannungs-Dehnungsratenbeziehung ist als Grundlage der

weiteren Forschung auf diesem Gebiet zu sehen.

In neuerer Zeit zeigt sich eine breite Auffacherung der Tatigkeiten von Grundlagen-
arbeiten bis zur Eismechanik?. Einfliisse der Stoffgesetzformulierungen bei metal-
lischen Werkstoffen, insbesondere bei Stahl, finden sich auch bei Eis wieder. Mit
einiger zeitlicher Verzogerung in Bezug auf entsprechende ”Stahl-Modelle” werden
z.B. Damage-Einfliisse oder das Konzept der internen Variablen in Eismodelle ein-
gebracht®. Dem groflen Einflu der Temperatur wird Rechnung getragen, indem
thermodynamisch konsistente Formulierungen, teils isotherm, teils allgemeingiiltig,
entwickelt werden®. Immer gréfere Bedeutung kommt nicht zuletzt auch einer un-
komplizierten Einbindung in Strukturberechnungsverfahren (FEM, BEM) zu, um

komplexe (reale) Probleme l3sen zu kénnenS.

3.3 Das Modell von SiNHA

Das von SINHA in seiner Ursprungsform 1978 vorgestellte phanomenologische Modell
hat allgemein grofle Anerkennung gefunden und dient heute noch haufig zu Ver-
gleichsrechnungen.

Der Grundgedanke dieses eindimensionalen Stoffgesetzes liegt in einer additiven
Aufspaltung der Dehnung in einen elastischen (.), einen verzogert elastischen (4)

und einen viskosen Anteil ().

(o, T,t) = ee(0) + a0, T, t) + (0, T, t).

Die elastische Dehnung fiithrt mit einem temperaturunabhéngigen Elastizitdtsmodul
E() auf

2 Definition: FEismechanik bezeichnet die Disziplinen der Mechanik, die zur Lésung

angewandter Problemstellungen die speziellen Materialeigenschaften des FEises be-

riicksichtigen.

3 SANTAOJA (1990); MAHRENHOLTZ, WU, KONIG (1990)
4 MATTHIES (1989); SIOLIND (1987, 1990); HANSEN, BrRoOwN (1988); HAULSER,

MATTHIES, MOORE (1990)

5 HAUSLER (1989); MABRENHOLTZ, WU (1991a, 1991b)
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e = —

Ey

Der Ansatz der verzogert elastischen Dehnung lautet fiir polykristalline Materialien

e =c1 (Eio) {1 —exp [_aTt]"}

mit

a ""1 Q
= % P\"RT )"

¢1, 3,19, b sind darin zu bestimmende Materialparameter. Der Wert fiir s kann nach
SINHA grundsétzlich zwischen 1 und 4 liegen. Bei der Anwendung dieser allgemeinen

Gleichung auf Eis betriagt gema SINHA (1979) s = 1. Fiir die viskose Dehnung wird

n
. g

eu =€'U1 - t
]

mit

b= ey (2

angenommen. Der Exponent n hat den Wert 3. A ist eine Konstante, die jedoch in

Abhangigkeit der Grofenordnung der Spannung zu setzen ist.
In neueren Arbeiten (z.B. (1988), (1989a, b), (1991)) ist das Modell, welches seit

1982 physikalisch interpretiert wird, auf Damage—Prozesse erweitert worden. Der
verzogert elastische Anteil, der den Gleitprozessen an Korngrenzen zugeordnet wird,

lautet in diesen Formulierungen

t o n
v v — .Ul — d2 dt.
o B /06 (oo) ( 12f ‘/_)

Hierin ist N die Anzahl der Cracks pro Flacheneinheit und d der Korndurchmesser.

Als Bestimmungsgleichung fir N folgt aus dem Ansatz

N = N, exp [(Z — 7)]
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mit

Z=eqd

= . { s (5)" {1 - o [-Gaof]} -]} 1)

Die letztgenannte Gleichung enthélt weitere zu bestimmende Materialparameter.

Das Modell ist urspriinglich zur Beschreibung des primaren und sekundaren Krie-
chens entwickelt worden. Nicht zuletzt die allgemeine Akzeptanz weist auf die gute
Eignung des Modells fiir diese Belastungsart hin.

Eine Erweiterung auf konstante Dehnungsraten ist mit

£ =£eAL

und

vollzogen worden.

3.4 Das Modell von Karr und Cror.

Der Ausgangspunkt der Modellentwicklung war das unter Kapitel 3.3 vorgestellte,
einaxiale Modell von SINHA (1978).

£ = % + cl%(%)s [1 — exp (—(aTt)‘b)] + K,o".

Der zweite Summand inh der Spannungs—Dehnungsbeziehung kann in guter Naherung
durch die Evolutionsgleichung (OENO ET AL. (1985))

€4 =A(Ko —eq)

beschrieben werden.
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Fiir polykristallines Eis, welches im undeformierten bzw. ungeschadigten Zustand
aufgrund einer willkiirlichen Orientierung der Kristallstruktur als isotrop angesehen
werden kann, ist eine Verallgemeinerung auf eine dreidimensionale Form vorgenom-

men worden.
mit

und den Evolutionsgleichungen
. 3
Q=ABKI—QL

3 n=1
t, = SKa(T: DT T
 Die letztgenannte Gleichung ist die generalisierte Form des "power-law” (BETTEN
(1986)).
Durch den Ubergang auf sog. effektive GréBen (siche auch SIGLIND (1987)) wird der

Einflul der Materialschadigung in das Stoffgesetz eingebracht.

Der effektive Spannungsdeviator T wird dann

$=:[K K'+K K]S

T=5-2tx(8)

Wl

K beinhaltet neben dem isotropen, ungeschadigten Anteil K den Einfluf} der
Schadigung in Abhangigkeit eines Schidigungstensors D (KRAJCINOVIC (1985))

02 po2
D= /9 | / " 5(0, N0, ) sim 60,

N ist dabei das dyadische Produkt zwischen dem Normalenvektor Nk eines Mi-

krobruches und dem Normalenvektor Ny der Flache, auf die Ng projeziert wird.
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Der Vektor & beschreibt die Grofle w der Mikrorisse und deren Orientierung Nxk.
Fiir die Entwicklung von & werden Evolutionsgleichungen der Form

duwis _
d D = f) (W), 8, &a)
Ed

angenommen, die im wesentlichen Korngrenzbriiche und transgranulare Briiche
beschreiben.

Das Modell eignet sich aufgrund seiner Struktur grundsatzlich zur Berechnung ein-
und mehraxialer Belastungen. Zur Modellierung der Schadigung wird zwischen Zug

und Druck unterschieden.

In Abb.12 und 13 sind Rechnungen mit Versuchsergebnissen von MELLOR, COLE
(1982) im Vergleich dargestellt. Dabei handelt es sich um reprasentative einaxiale

———— ——Kriechkurven und Spanmungs-Dehnungskurven. - s T T T T

o 1.00 T X
2 -t ] X m 6 =10MPa
§ +10 x o o =154 MPq
0.75 + X + o0=20MPa
l y s o=235MPa
1 x © = 3.06 MPa
0.50 1

4

v

0.25

o

0.00 A= — |
0.20 0.40 0.60 0.80 1.00

Zeit (s) *10*

Abb. 12: FEinaxiale Kriechkurven; Rechnung (durchgezogene
Linien) und Experiment {Zentralsymbole)
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5 140 T
S «0'] x £=1141071/s
\t; ! + £€=10310"1/s
5 1057 s £=11310%1/s
5 ' o &=11510"1/s
a @ £=1010"1/s
0.70 A
0.35
0.00 -ttt bttt —t—t—rt + +—t L —— |
1.00 2.00 3.00 4.00 5.00
Dehnung *1072

Abb. 13: Einaxiale Spannungs—Dehnungskurven; Rechnung (durch-
gezogene Linien) und Experiment (Zentralsymbole)

3.5 Das Modell von GLockNER und SzYSZKOWSKI.

Dieses Stoffgesetz ist wie das Modell von KARR UND CHOI zunachst in einer
einaxialen Formulierung entwickelt worden. Eine Erweiterung auf mehrdimensionale

Probleme, die dann zuséatzlich auch Schiadigungseinfliisse berticksichtigt, folgte spater.
Auch bei GLOCKNER und SzZYSZKOWSKI ist der Ausgangspunkt eine additive Aufspal-

tung der Dehnung in einen elastischen, einen reversibel viskosen und einen bleibend

viskosen Anteil.

E=¢€.+ &+ ey

Die Wirkungsweise dieses Modells 18t sich auf einfache Weise als rheologisches
Modell (verallgemeinertes Burger-Modell) veranschaulichen (Abb.14).
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Abb. 14: Rheologisches Modell

Die getroffenen Annahmen fir die Spannungs—Dehnungsbeziehungen der einzelnen

Elemente lauten

o = Ee,,

n de,
(UDQ) = V2d_t7

(op,)" +co"lop, = Ese,,

_ " de,
- 1+ a (f—;f) dt

Ei, Ey,n, vy, vg,¢,a und e sind hierin noch zu bestimmende Materialparameter.

o,n

Die Erweiterung auf mehraxiale Probleme geht von der Formulierung eines Leistungs-

potentials aus. Die daraus sich ergebenden Dehnungsraten lauten

to= 5 (A +08-ru(®),

. 1d [ra "
&= g | (8) =y
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mit

$5=T

3|vE: T
2 T

-

Die Auswirkungen von Mikrobriichen werden durch die Einfiihrung von ”wahren

Spannungen” modelliert. Mit der sog. ”Schadensfunktion” w als Flachenverhaltnis

_A-Ayy
A

w

folgt fiir den bleibend viskosen Anteil der Dehnungsrate

woi(ide) ((52))

AY 7

Das Evolutionsgesetz der Schadensfunktion w lautet

I
cb=K(Smaz) ! .
1—w (1_w)’7‘r

Smaz ist darin die gréBte Zugspannung und wird bei Druck zu Null. K,T',7n sind

Stoffparameter.

Die Modellierung der Materialschddigung bei Druck erfolgt demnach durch den
skalaren Parameter o und die Abhangigkeit von der zweiten Invarianten der bleibend

viskosen Dehnung.

1989 ist der Einbau des Modells in eine Finite-Elemente-Formulierung mit entspre-

chenden Testrechnungen vorgestellt worden.

Dieses Stoffgesetz, welches besonders im Hinblick auf eine gute Handhabung ent-
wickelt wurde (geringe Anzahl von Materialparametern), ist hinsichtlich einaxialer

Belastungen verifiziert worden. Eine Temperaturabhéngigkeit ist nicht vorhanden.
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o 1.00 ) x
g x10™" X @ o=10MPa
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Abb. 15: Finaxiale Kriechkurven; Rechnung (durchgezogene
Linien) und Experiment (Zentralsymbole)

S 100 T %
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Abb. 16: Einaxiale Spannungs-Dehnungskurven; Rechnung (durch-
gezogene Linien) und Experiment (Zentralsymbole)

Abb.15 und 16 zeigen einaxiale Kriechkurven bzw. Spannungs-Dehnungskurven mit
konstanter Dehnungsrate. Die experimentellen Vergleichskurven stammen wiederum
von MELLOR, COLE (1982). Die Rechnungen weisen vergleichbare Spannungen bzw.
Dehnungsraten gegeniiber denen von KARR und CHOI auf.
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3.6 Das Modell von S1oLIND.

Eine allgemeine, dreidimensionale Theorie von SJOLIND unter Beriicksichtigung

thermodynamischer Restriktionen ist der Rahmen zur Entwicklung eines Modells,

welches viskoelastisches und sprodes Verhalten des Eises iiber eine grofie Bandbreite

von Dehnungsraten beschreiben kann.

Ausgehend vom 1. und 2. Hauptsatz der Thermodynamik kann

oy . 3¢) ; oY - oY . o ¢
S— 00— | :&— )T —po=— -G — - .
(_ Qo 3;) E— Qo (n+ 5T T — oo 55 4= B, Sl L v v

=p00® >0
gefordert werden. Hierin sind
S zweiter Piola—Kirchhoff Spannungstensor
€ Green-Lagrange Dehnungstensor
T absolute Temperatur
~d = Temperaturgradient S S
8y viskoser Dehnungstensor (als interne Zustandsvariable)
V) Damage—Vektor (als interne Zustandsvariable)

a=12,..,n
® Dissipationsfunktion

Y spezifische freie Helmholtz—Energie

Die vorangegangene Formulierung wird in 4 Gleichungen aufgeteilt, die als thermo-

dynamische Restriktionen angesehen werden.!

Die Dissipationsfunktion @, die den Prozef der irreversiblen Entropieproduktionsrate

beschreibt, wird in Form von 4 unabhangigen Anteilen als

& =8+ + 8, + 8,

angesetzt. @, ist darin das Dissipationspotential fiir viskoses Flielen mit

Es ist anzumerken, dafl diese Aufspaltung, die in ahnlicher Form auch in der

vorliegenden Arbeit Verwendung findet, keinesfalls eindeutig ist, sondern nur eine

Mbéglichkeit zur Erfilllung der Ausgangsformulierung darstellt.
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und die $,(Y,a = 1,2,3‘ sind zusatzliche Potentiale, die drei unabhéngigen Mi-
krobruchfeldern zugeordnet sind.

\:"(a) = /¥ 78_@29")

————— = 1, 2,3
OR(2)

Die freie Helmholtz—Energie ¢ wird explizit als Funktion bendtigt. S&mtliche

Ausfiithrungen beziehen sich auf eine isotherme Prozefifithrung.

Eine Erweiterung auf anisotropes Kriechverhalten basiert auf dem Ansatz

£=£:§a

womit der viskose Dehnungstensor zu

g, = Aa(b»l-('[) : B

wird.

3.7 Das Modell von BiscHOFF-BEIERMANN.

Basis der Modellbildung fiir ein selbstkonsistentes Stoffgesetz sind bei BISCHOFF—
BEIERMANN (1992a) die Losung des EinschluBproblems sowie die monokristallinen
Materialgleichungen. Die Modellierung der Stoffeigenschaften erfolgt auf der Mi-
kroebene und wird durch Mittelung iiber ein definiertes Volumen auf die Makroebene

tibertragen.

Die Formulierung auf der Mikroebene (die fiir den Monokristall unmittelbar als Stoff-
gesetz gilt) geht von einer additiven Zusammensetzung der inelastischen Verzerrungs-
geschwindigkeiten d; eines dominierenden basalen Anteils (b), eines prismatischen (p)

und eines axialen Anteils (a) aus.
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d,=d,+d, +d,.

Der Zusammenhang zwischen basaler Verzerrungsgeschwindigkeit und dem Span-

nungsdeviator 7, lautet

mit

'S’b = b/\bv(rb),

. 1 Ty N 2
o= (g [ wtorar =) ot

v(7s) = kub Ty

Hierin ist b der Burgers—Vektor, d der Abstand der (Frank-Read) Versetzungsquellen,
u die Quellenverteilungsdichte und k., eine Materialkonstante.

In einem Koordinatensystem, dessen 3-Achse mit der Richtung i der Achse der
transversalen Isotropie (Kristallachse) und dessen 2-Achse mit der Richtung des

Schubspannungsvektors t = 7, - i zusammenfallt, vereinfachen sich 7, bzw. d, zu

0 0 0 0 0 0
=10 0 7n |, d=]0 0 %
0 n 0 0 24 0

Die prismatische Verzerrungsgeschwindigkeit lautet analog

8/
p = _p-j_-p
27,

mit
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0 7 0 0 p O
,=|m 0 0], d,=[24 0 0
0 0 0 0 0 0

fiir ein Koordinatensystem, dessen 3—Achse mit 1l und dessen 2—-Achse mit einer der
Hauptschubspannungsrichtungen zusammenfillt. 4, ist von BISCHOFF~-BEIERMANN

wegen fehlender experimenteller Daten nicht entwickelt worden.

Fir die axiale Verzerrungsgeschwindigkeit folgt

3
d, = =2
-~ 2a,a-7--a
mit
o 3 nen 11 ol
0_2 3._.. -—
und
—71,}6&_#0“_“()_ o ——%aak 0\ __ —
d, = 0 -3, 0|, .= 0 —30, O
Q 0 €a 0 0 gaa

in einem Koordinatensystem, dessen 3—Achse mit @ zusammenfallt. ¢, wurde

ebenfalls aufgrund mangelnder Experimente nicht entwickelt.

Die Abb.17 und 18 zeigen reprasentativ fiir das monokristalline Stoffgesetz Vergleiche
zwischen Rechnung und Experiment beim einaxialen Kriechen unter konstanter

Spannung sowie bei Spannungs-Dehnungsverldufen mit konstanter Dehnungsrate.

Als Folge der bereits erwahnten Mittelung lafit sich die makroskopische inelastische

Dehnungsrate D; berechnen zu.

D, (&) = (d;(g, /,()).

Die Spannungen innerhalb eines Korns mit der Orientierung i lassen sich berechnen
sich aus der makroskopischen Anfangsspannung X, und der Eigenspannung der

Mikroebene o .

2(2ps: ) = aps + X
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g 2.0 T
E <l 0.85MPa
s *10 i osouPa
15 1 '
1071 0.46MPa
o5t 4 /7 0.37MPa
0.0 T e — s : —
0.50 1.00 1.50 *10* 2.00
Zeit (s)
Abb. 17: Vergleich von Rechnungen (durchgezogene Lini-

en) mit Kriechversuchen von GRIGGS, COLES
(1954) (gepunktete Linien). Ty = —10°C.

p—_
o
o

mit

Spannung (MPa)
@
)

o
o

T\ =t w118x107 Y

0.0 e ———t e t—————f——t e
1.00 2.00 3.00 *10™ 4.00
Dehnung
Abb. 18: Vergleich von Rechnungen (durchgezogene Lini-

en) mit Versuchen bei konstanter Dehnungsrate
von JONES, BRUNET (1978) (gepunktete Linien).
To = —5°C
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ops=E: (Di(E) —di(e) —BM) : a55) -

Die interne Zustandsfunktion ¢ ist fiir jeden einzelnen Kristall nach

¢ ={(a,¢)
zu entwickeln. M ist der Tensor der inelastischen Nachgiebigkeitsraten und B und
E zwei weitere Tensoren 4.Stufe, die mit bekannten Werkstoffkenngroflen gebildet

werden kénnen. Verifikationsrechnungen zu den bereits mehrfach angesprochenen
Versuchen von MELLOR, COLE (1982) liegen bisher nicht vor.

3.8 Das Modell von BRUENS.

Da dieses Modell fiir die vorliegende Arbeit von Bedeutung ist, folgt an dieser Stelle
ein Erorterung der wesentlichen Aspekte, obwohl es sich nicht um ein Stoffgesetz fir
polykristallines Eis handelt.

Mit dem von BRUHNS entwickelten Stoffgesetz, das auch unter dem Namen INTER-

ATOM-Modell bekannt ist, sind urspriinglich in erster Linie austenitische Stahle bei

hohen Temperaturen modelliert worden. Die Grundideen des Uberspannungskonzep-
tes (PERZYNA) sowie der internen Variablen sind in modifizierter Weise in das hier

spater vorzustellende ” Eis~Modell” iibernommen worden.

Es wird davon ausgegangen, daB die gesamten Deformationen einen inelastischen An-
teil beinhalten, der geschwindigkeitsabhéngig und irreversibel ist und nur oberhalb
einer Grenzspannung auftritt. Bei quasistatischer ProzeBfiithrung moge das Material-
verhalten durch ein elastisch—plastisches Gesetz dargestellt werden. Folglich wird die
gesamte aktuelle Spannung ¢ in einen athermischen (statischen) Anteil & und einen

thermisch aktivierten (viskosen) Anteil & zerlegt.

+G.

—
=
-

o

Der erste Anteil muf} als statische (FlieB-) Spannung den Randbedingungen einer sta-
tischen (geschwindigkeitsunabhéngigen) Theorie erfiillen. Dies ist beispielsweise die
statische FlieBbedingung. Der sweite Anteil wird gewdhnlich als Uberspannung (Liv,
KREMPL (1979)) bezeichnet und kann als Abstand des aktuellen Spannunsgzustandes
zur Fliefiflache interpretiert werden.
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Das hier verwendete Konzept der internen Variablen in der Kontinuumsmechanik
basiert auf der Annahme, dafl der Zustand eines Kérpers durch einen Satz externer
und interner Variablen vollstandig beschrieben werden kann. Die internen Grofien

sollen in ihrer Evolution am Materialverhalten auf der Mikroebene orientiert sein.

BRUHNS fiihrt zur Beschreibung kinematischer und isotroper Verfestigung je eine
tensorielle und eine skalare interne Variable ein, deren Entwicklungsgleichungen im

allgemeinen Fall

v
a=¢c (Ajg):D;—¢c,(Aq): g

1

k=d;(A;q) : D; — da(A; 9)k

lauten. Da endliche Forménderungen berechnet werden, tritt bei tensoriellen Grofien
anstelle der materiellen Ableitung eine objektive Zeitableitung. Diese wird durch ein

¥ symbolisiert.

A = {S, T} (Externe ZustandsgréBen),

q={a,k} (iﬁte;ne Zustandsgréﬁenj. ~
Die Fliebedingung folgt zu
F=f(8—a)-g(T,x) 20.

Unter Vernachlassigung moglicher thermoelastischer Kopplungseffekte hat der elasti-

sche Anteil der Dehnungsrate die Form

v .
D, = M(T): S +BT.

M ist der Nachgiebigkeitstensor und B beschreibt die thermische Ausdehnung.

Der inelastische Anteil D; lautet unter Voraussetzung der Giiltigkeit der modifizierten

Normalenregel

D, = (-)8(+/T - \/a,:r)\/% g_g 5.

Die Féppl-Symbole <> setzen im Falle F' < 0 die inelastische Dehnungsrate zu Null.
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Reduziert auf isotropes Materialverhalten, welches bei anwendungsnahen Problemen
haufig angenommen werden kann, vereinfacht sich das Gleichungssystem (unter
Verwendung des v. Mises—FlieBkriteriums) zu

1 v v .
D=— [S-— 1+vtr('s‘)'1'] +8T1+4+2y® <n >,

&=c27® <n> -,

k= 27® < /g > —dsx,

fi f _B_f.
£ =~ 88

Unter der Voraussetzung, daf} dieses Stoffgesetz fiir eine konkrete Problemstellung der

Praxis entwickelt wurde, hat es sich ausgezeichnet bewdhrt. Eine Implementierung
erfolgte in die kommerziellen FE-Programme LUNTUS, ADINA und ABAQUS. Prt-

'ZER (1988) benutzte dieses Modell zum Vergleich verschiedener FE-Formulierungen.
ROTT (1991) hat eine Weiterentwicklung vorgestellt, die u.a. den problematischen
Ubergang zum quasistatischen Prozef verbessert. BRAASCH (1992) vergleicht das
INTERATOM-Modell mit den Stoffgesetzen von CHABOCHE, ROUSSELIER (1983a,
b) und ROBINSON, BARTOLOTTA (1985) mit dem Ziel einer Optimierung der Mate-
rialfunktionen sowie einer durch den Vergleich gefdrderten Entwicklung neuer Mo-

dellvarianten.
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4. Das polykristalline Stoffgesetz

4.1 Allgemeine Vorbetrachtungen zur Thermodyﬁamik

Festkorperdeformationen sind im allgemeinen Fall unmittelbar mit der Problematik
thermodynamischer Einfliile verbunden. Neben den Grundgleichungen der Mechanik
sind weitere zu erfullen, die aufgrund einer ausgewéhlten thermodynamischen Theorie
bereitstehen. Dabei ist die Wahl solch einer Theorie auch im Hinblick auf das
zu betrachtende thermomechanische Problem nicht eindeutig. Abb.19 gibt einen
Uberblick reprisentativ ausgewdhlter Teildisziplinen (MUSGHIK (1981)).

Die weiteren Betrachtungen beschrinken sich auf phinomenologische Theorien der

Nié—}ltéléichgewichtsfhermodyna.mik.

Betrachtet man den Ubergang von der Mechanik zu der Thermostatik, so ist dieser
problemlos, da definierte Gré8en hinzutreten. Dies sind insbesondere die Tempera-
tur und die Entropie. Beide sind durch Mefivorschriften im Gleichgewicht festgelegt.
Im Nichtgleichgewicht erhebt sich aber grundsatzlich die Frage nach der Definiti-
on dieser Groflen. Weiterhin sind die Wahl des Zustandsraumes (gro$}, klein), die
Art der Dissipationsungleichungen (zeitlich lokal, zeitlich global) und der Zusam-
menhang zwischen Entropiedichte und dem Warmeiibergang (universell, materialab-
hangig) Kriterien zur Differenzierung verschiedener Disziplinen der Thermodynamik
(MuscHIk (1981)).

4.2 'Thermodynamischer Rahmen fiir phanomenologische Theorien

Vor dem Hintergrund dieser kurzen Vorbetrachtungen ist ein von LEHMANN (1988,
19894, B, C) beschriebener allgemeiner Rahmen phénomenologischer Theorien bei

Festkorpern, insbesondere polykristallinen Materials, zu betrachten.

Es gelte folgende Annahme:




30 4. Has polykristatiine Steffgeselz

Theorien makroskopischer Systeme unter Berlicksichtigung ihrer Warmebewegung

Mit Beriicksichtigung des mol. Aufbaus

Ohne Berucksichtigung des mol. Aufbaus

phanomenologische Theorien

Nichtgleichgewichtsthermodynamik

statistische Thearien

Makroskopische Variable Kinetik statistische Physik
Mastergleichungen reprias. Ensemble
Thermostatik Transporttheorien — Gleichgewicht
. icht-
— klassische, irreversible Thermodynamik —J lglgic}tlgewicht

— rationale Thermodynamik

— nichtklassische Thermodynamik

— Evolutionstheorien

Abb. 19: Ausgewahlte Theorien der Thermodynamik

e Es ist stets davon auszugehen, dafl der Korper als ein klassisches Kontinuum

angesehen werden kann, selbst wenn Schadigungen durch Mikrodefekte auftre-

ten.

Das ist gleichbedeutend mit der Voraussetzung, daBl die Kinematik der Koérper sich

vollstandig auf die Angabe der Verschiebungen der Kérperpunkte gegeniiber einem
gegebenen Raum als Funktionen des Ortes und der Zeit zuriickfithren 143t (LEHMANN

(1976)).

FELDMULLER hat 1991 eine Anwendung

des zu beschreibenden Rahmens auf isotrop
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geschéadigte Materialien vorgestellt.
Die zweite fundamentale Annahme lautet:

o Der thermodynamische Zustand eines jeden Materiepunktes kann eindeutig
durch einen Satz von internen und externen Zustandsvariablen beschrieben
werden, selbst wenn der gesamte Kérper nicht im thermodynamischen Gleich-

gewicht ist.
Diese Annahme entspricht der Definiton eines sog. "groflen” Zustandsraumes®.

Dabei ist zu beachten, dafl "alle Materialeigenschaften zu einem Zeitpunkt ¢ durch
die Zustandsvariablen Z(t) zum gleichen Zeitpunkt bestimmt ” sein miissen (MU-
SCHIK (1981)). Durch die Wahl einer phanomenologischen Materialtheorie ist die
Bestimmung aller Eigenschaften aber auf die Modellierung der als wesentlich erach-

teten Materialphanomene beschrankt.

Unter Beriicksichtigung des auftretenden mechanischen Materialverhaltens und
aus den bisherigen Annahmen folgen bei LEHMANN (1989A, B, C) vier Pro-

zeBbeschreibungen:
1. Die klassische reversible Thermodynamik. - - - - . =
2. Die klassische irreversible Thermodynamik.

3. Nichtdissipative thermodynamische Prozesse als eine Folge von erzwungenen
Gleichgewichtszustanden, die sich im Gegensatz zu 1. nicht durch thermodyna-
mische Zustandsfunktionen beschreiben lassen, weil teilweise reversible Prozes-
se in Verbindung mit Wechselwirkungen zwischen externer Arbeit und interner
mechanischer Energie auftreten. Diese Energie ist in der Mikrostruktur gespei-
chert.

4. Dissipative thermodynamische Prozesse, die ebenfalls als eine Folge von erzwun-
genen Gleichgewichtszustanden betrachtet werden, fur die aber kein Potential

definiert werden kann.

Zur Beschreibung der Materialeigenschaften M in diesem Zustandsraum sollen
zunachst die reversible Dehnung ¢, und die Entropie s und als interne Zustands-
variablen ein Satz a, bereitstehen. g, seien spiter naher zu bestimmende Tensoren.

Die auf die Masse bezogene spezifische innere Energie 188t sich somit als

Definition: FEin Zustandsraum heifit grof, wenn Materialeigenschaften M durch
zeitlich lokale Abbildungen definiert sind.
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Ausgangszustand
fiktiver Referenzzustand

-

:
,'I fiktiver,

realer Prozef reversibler Prozef

' aktueller Zustand
Abb. 20: Referenzzustand B*

u = u(g,., 8, a;) (4.1)

angeben. Der erste Hauptsatz, die Bilanzgleichung tiber zu- und abgefiihrte Energie,
lautet mit dem Warmefluivektor g, der spezifischen Arbeit w und den spezifischen

Energiequellen r

1.
t=w—~divg+r. (4.2)
4

Die gesamte Formanderungsleistung « 1a8t sich additiv in einen reversiblen und einen

irreversiblen Anteil aufspalten.

W = Wy + w;. (43)

Mit Hilfe eines fiktiven Referenzzustandes gelingt es, den reversiblen Teil zu beschrei-
ben (Abb.20).
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Dieser Referenzzustand zeichnet sich dadurch aus, da§ er makroskopisch spannungs-
frei ist, die Referenztemperatur T* besitzt und die internen Variablen beim Ubergang

von B nach B* konstant gehalten werden.

Der somit ebenfalls festgelegte inelastische Anteil der Formanderungsleistung ist nun
gemaf den getroffenen Annahmen 3. und 4. in einen unmittelbar dissipierten und

einen nicht (sofort) dissipierten Anteil aufzuspalten.

Wi = Wy + Wk (4.4)

In (4.4) ist wy der sofort dissipierte Anteil und wp, der Teil der Leistung, der
die Wechselwirkung zwischen der dufleren Arbeit und jener, die in der Struktur

gespeichert ist, wiedergibt. Aufgrund der physikalischen Bedeutung ist ersichtlich,
daf

wg >0 (4.5)

——— —gelten- muB-und-im allgemeinen-Fall——- - - — - v ——  — - — - — -

wp #0 (4.6)

ist, da durch die Wechselwirkung dieser Anteil der Leistung zu- und abnehmen kann.

Der erste Hauptsatz lautet damit

1
'll:li),-—i—u')d-i-lbh—gdivfi-{-r. (4.7)

Die spezifische innere Energie kann in die hier besser geeignete spezifische freie
Enthalpie tiberfilhrt werden. Mit

p=u—Ts (4.8)

fiir die spezifische freie (Helmholtz-) Energie ¢ und

1
lrb:(P__.S_:gr (49)
20
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fir die spezifische freie (Gibbs-) Enthalpie ¢ folgt

1
=u——8:¢e, ~Ts
y=u P A (4.10)
=1/)(_S,,T,Qi),

worin 8 den gewichteten Cauchy-Spannungstensor

S=-—¢ 4.11
$=""g (4.11)
darstellt. Die zeitliche Ableitung von Gleichung (4.10) lautet
zﬁ:ﬂ—ié:e_r——l—g & —Ts—Ts (4.12)
o Qo
und das vollstandige Differential ergibt sich zu
' 51/) My N e o
= 4—S +- a7’ 1 a; -+ (4:13)
Aus Gleichung (4.12) und (4.13) werden die thermische Zustandsgleichung
e, = -0
&= "% (4.14)
= §..r(..S_7 T7 Q.i)
und die kalorische Zustandsgleichung
L
S=ETT (4.15)
- 3‘(.5_7 T: ai .

entnommen. Durch Einsetzen von Gleichung (4.14) und (4.15) in (4.13) lautet die
Rate der spezifischen freien Enthalpie

. . 4
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Nach Einsetzen von Gleichung (4.7) in (4.12) und einem Vergleich mit (4.16) folgt
die Bilanzgleichung

. . . 1. . 9 1 )
wr+wd+wh——d1vq+r=i:gvi+—§:gr+T3. (4.17)
4 A Qo
Unter Verwendung von
. la. v
Wy =—8: &, (4.18)
Qo0

verbleibt in (4.17) nur die Bilanzierung der spezifischen Entropie (Gibbs—Gleichung).

T.§=u')d+1bh—--1-divc'i+r——%:gvézo. (4.19)
0 Oa;

T

Eine mégliche Aufspaltung von (4.19) aufgrund der zu Anfang getroffenen Annahme,
——— ——daf-dissipative und-nichtdissipative Prozesse auftreten, sind-die-Gleichungen—(4.20y — — - - - —
und (4.21) .
Betrachtet man einen Teil der Entropiednderung $ als reversiblen Entropietransport
(LEEMANN (19894, B, C))

) T . /q ) N ,
s = ——div | — _ o — 4.
Ts . iv (T) + Wy Ba a;,—Tn+r, (4.20)
so folgt ,

worin 7} die Entropieproduktion aufgrund interner Strukturanderungen des Materials
beschreibt.

Aus Gleichung (4.20) kann jener Anteil, der (visko-)plastische Forménderungen

beschreibt, separiert werden.

-Th+r=0. (4.22)
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T, = -z;- div (%) . (4.23)

Die Ungleichung (4.21) und die Gleichung (4.22) miissen erfiillt werden. Dies
ist in beiden Féllen von weiteren Ansadtzen abhéngig, die fiir wg,ws,n und die
a; zu treffen sind. Weiterhin ist fiir den WarmefluBvektor q eine geeignete
Warmeiibergangsgleichung aufzustellen.

Aus (4.19) ist die Differentialgleichung zur Berechnung der Temperatur zu formulie-
ren. Mit dem vollstdndigen Differential der Entropie aus Gleichung (4.15)

== aa;;ps S+ g;fT + agzai 2 (4.24)
folgt mit (4.23)
e e Ty T = — —d’ qa+7T aa;gg = ag,zay;mfi} T T (425)
Hierin stellt ¢, die spezifische Warmekapazitat dar.
Ry -

Sie ist im allgemeinen Fall eine Funktion der Temperatur.

4.3 Konstitutive Gleichungen

Basierend auf der Annahme aus Gleichung (4.3) gelte auch fiir die Dehnungsraten

D =D, +D;. (4.27)

Beschrankt man den Einflufl der internen Variablen a; auf das inelastische Material-
verhalten, so kann (4.10) in
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¥(8,T, ;) =9*(8,T) ++4*(8,T,ay) (4.28)

aufgespaltet werden. Fiir ein isotropes, elastisches Material kann fiir ¢)* der Ansatz

: 1] sy ls. _
Y*(S,T) = 290{9K(tr§) +2G_5_-§+2a(T T)tr§} (4.29)

gemacht werden. Mit der thermischen Zustandsgleichung (4.14) folgt

1 1
= —(tr S —S ~T* .
& = oR (trS)1 + 2G_+ a(T-T"1 (4.30)
und weiter
< 1 v 1+« .

Diese Gleichung kann unter Verwendung von

E

U 7 S s
und
E
G = :
2(1 + v) (4.33)
umgeformt werden in
v 1 [g 1-2v v .
r=—<S+ —(trS T1. .
R Te {—+ 3(1+v) (tr—)l} tall (4.34)

Der reversible Anteil der Verzerrungsrate enthalt gemafl (4.34) keine viskosen Anteile.

Diese treten ausschliefilich in der inelastischen Komponente D, auf.

Der inelastische Anteil der Dehnungsrate ist ebenfalls abhangig von der Spannung
und der Temperatur. Zur vollstdndigen Beschreibung des Materials reicht dies
aber nicht aus, da beispielsweise verschiedene Belastungspfade, die auf den selben
Punkt im Spannungs-Dehnungsraum fithren, aufgrund der Prozefigeschichte einen
unterschiedlichen internen (Spannungs-)Zustand hervorrufen. Das weitere Verhalten

kann dann bei gleicher Belastung fundamental differieren.
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Eine Moglichkeit zur Vervollstandigung des Satzes notwendiger Prozefigrofien ist
die Einfilhrung der bereits oben angesprochenen internen Variablen. Aus diesen

Betrachtungen folgt zunachst

D; = Dy(T,5,T,a)). (4.35)

(4.35) enthilt den deviatorischen Teil des gewichteten Cauchy-Spannungstensors

L=8-

oo

(4.36)

Der zweite Summand ist dabei der den hydrostatischen Druck beschreibende Kugel-

tensor

U

(trS)1. (4.37)

Wl

Ein Ansatz, der sich bei Hochtemperaturmetallen bewghrt hat, ist die verallgemeiner-

D: = 8(A)5g- (4.38)

Hierin sind ® die Uberspannungsfunktion der Uberspannung A und F die Flieffunktion.

Im Gegensatz zu diesen Formulierungen bei metallischen Werkstoffen soll hier die

FlieBspannung, die in einem Stoffgesetz einen rein elastischen Bereich abgrenzt, zu

Null definiert werden. Die klassische FlieSfunktion

F= f(’-_[‘.ys_, g_'a") - g(T7 Q.i) =0 (439)

mit der Materialfunktion ¢ als der mafigeblichen Gréfe fiir die Fliefflichenaufweitung
reduziert sich auf

F = f(T,8,a,). (4.40)
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Die Flieffliche entartet damit zu einem Punkt. HAUPT und TSAKMAKIS (1987)
betrachten in diesem Zusammenhang solche Modelle mit verschwindender Flieflache
von z.B. MILLER, HART, KRIEG sowie WALKER und KREMPL als Sonderfalle der
klassischen Viskoplastizitat.

Als Formulierung in den Spannungsinvarianten lautet der Ansatz der Flieflache

F=FA(L(S ) + F(L(T, ) + F (I3(T, ;). (4.41)

Die erste Invariante I; beschreibt in (4.41) den EinfluB des hydrostatischen Druckes.
Das Funktional F3 der dritten Invarianten I3 kann insbesonders beil anisotropem
Material als ein Ma8 fiir den Spannungszustand angesetzt werden (HOOKE (1980)).

Betrachtet man in diesem Zusammenhang jedoch das Modell von SIOLIND (1987)
hinsichtlich des Dissipationspotentials, so zeigt sich, dal auch bei dieser Analyse
anisotroper Kriechverformungen der Einflul der dritten Invarianten als klein ange-

nommen wird und nur eine Abhangigkeit von I, vorliegt.

& = & (L(T)) (142

mit
1

L(T) = §I : T. (4.43)
MAHRENHOLTZ, WU und KONIG (1990) wahlen fiir das Dissipationspotential & den
Ansatz

(T)=4/3L,+8 fs (4.44)

=NTETR '

mit

ey

I
Nl

=

.

(4.45)

I; = det T. (4.46)



Bei isotropem Material ist von einer symmetrischen Funktion des Kriechpotentials

auszugehen, so daf in dem Ansatz von MAHRENHOLTZ ET AL. 3 = 0 zu setzen ist.

Gema dem Caley-Hamilton—Prinzip setzt PALATHINGAL (1989) ein Funktional

dritter Ordnung fiir einen dem Kriechpotential vergleichbaren Ausdruck an.

0® - ha® + Lo —1I3=0. (4.47)

Annahmen iiber die Unabhéngigkeit der Kriechrate vom hydrostatischen Druck und
eine Vernachlassigung der dritten Invarianten fithren auch hier zu einer Abhéngigkeit

von I,.

Eine Erweiterung des Nortonschen "power law” auf kompressible Materialien mit

einem modifizierten Deviator

T =g-otrg)l, (4.48)

0<a< (4.49)

W =

stellten PATEL,VENTAKATRAMAN und VAFAKOS bereits 1960 vor. Diese empirische
Formulierung wenden MAHRENHOLTZ und WU (1991c¢) zur Untersuchung des Kriech-

verhaltens von Eisplatten an.

In dieser Arbeit soll zunachst ebenfalls eine Beschrankung auf die zweite Invariante
als wesentliche Einfluigrofie der FlieBfunktion stattfinden. Das Produkt mége jedoch
liber eine reduzierte Spannung (BRUHNS (1987)) gebildet werden.

F=J, (4.50)
J2=(T-a):(T-ay), (4.51)
(€ = Q. (4.52)

Die interne Variable { entspricht formal dem Verfestigungstensor vieler Stoffgesetze

fir metallische Werkstoffe und wird im folgenden haufig einfach ” Verfestigung”
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genannt, obwohl mikromechanisch (siehe Kapitel 2) eine differenziertere Betrachtung

vorzusehen ist.

Bei viskoplastischen Stoffgesetzen ist die Uberspannung ein Maf fiir den Abstand
eines Spannungspunktes zur Flieffliche. Die Uberspannungsfunktion in (4.38)
beschreibt als empirisch zu ermittelnde skalare Funktion den Bezug zwischen einem
Spannungsfunktional und der inelastischen Dehnungsrate (BRUHNS, PITZER (1991);
SZEPAN (1989)). Aufgrund der punktférmigen Flieffliche fallt hier die Formulierung

der T:Tberspannung auf die zweite Invariante der effektiven Spannungen zuriick .

Die im weiteren als Materialfunktion zu betrachtende Grofle

d = o(1,), (4.53)

I, = (.I - + Qz) : (l —o; + Qz)’ (4°54)

= a, (4.55)

kann explizit nur im Rahmen der Anpassung angegeben werden. €, ist hier eine
zweite interne tensorwertige Variable, die als ein MaB fiir Rekristallisations- und
Versetzungsprozesse angesehen werden kann und im weiteren Verlauf vereinfachend
mit ”Entfestigung” bezeichnet wird. Sie geht in der effektiven Spannung in die
Materialfunktion (4.53) ein, hat jedoch keinen Einflul auf die Lage des FlieSpunktes.

An dieser Stelle mufl hervorgehoben werden, dal der hier gewéhlte Ansatz mit zwei
tensorwertigen internen Variablen auch pragmatische Griinde im Hinblick auf die
Anpassung hat. Aufgrund der Belastungsantworten des Materials auf komplexerer
Belastungspfade ist dies eine praktikable Lésung. Ferner kénnen dann die oben

dargelegten mikromechanischen Deutungen gegeben werden.

Eine Erweiterung von (4.38) auf unterschiedliche Temperaturniveaus ist mit der

Arrheniusgleichung méglich.

D = Dyexp (— %—) (4.56)




45 4. Das polykristalline Stojjgeselz

Basierend auf den Formulierungen fiir die Diffusion von Atomen oder Molekiilen
durch einen Festkorper (1. Fick’sches Gesetz) ist von SHEWMAN die Form in (4.56)
gefunden worden (siehe hierzu auch TIEMANN (1991)). D, und die Aktivierungs-
energie Q variieren mit der Art der Diffusion, nicht aber mit der Temperatur. R ist

die allgemeine Gaskonstante.

GLEN formulierte bereits 1953 fiir eine gegebene konstante Spannung den Zusam-

menhang zwischen der minimalen Kriechrate ¢ und der Temperatur als

¢ = Aexp (— %) (4.57)

mit A = konst (siche auch Kapitel 2.2).

Dieser Ansatz ist in vielen weiteren Arbeiten aufgegriffen worden. BARNES (1971)
postuliert eine Abhangigkeit der Aktivierungsenergie @ von der Temperatur. SINHA
(1978) verwendet in seinem weithin anerkannten, urspriinglich phdnomenologischen
Stoffgesetz (siehe auch Kap. 3.3) ebenfalls einen Ansatz gemaf Gleichung (4.56)

zur Modellierung der Dehnungsrate im Punkt des sekundaren Kriechens. Weitere

Ansétze dieser Art finden sich z.B. bei Liv, Hsu (1982), SEGO, MORGENSTERN
(1983) und STECK (1988).

Eingebracht in (4.38) folgt fiir die inelastische Dehnungsrate mit einer Normierung
in J2

1 9J; Q@

= Do®(Iy) —= —2 —- ). 4.58
D, = Do(lz) = 5t exp (-7 ) (459)
Die Entwicklung der internen Variablen, die den inneren Zustand des Korpers be-
schreiben, hingt neben den von auflen vorgegebenen Zustandsgrofen wesentlich von

der Prozegeschichte ab. Aus Differentialgleichungen erster Ordnung als Evolutions-

gleichungen sind die aktuellen Werte bestimmbar.

évu = Cv(l, g;)gz - Cu3(l, -E-u’ §-r)§u’ (459)

évr = cr(la QL)D.Z - Cr3(la §-u’-§r)§-r' (460)
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In den Ansétzen (4.59) und (4.60) ist in den jeweils ersten Summanden eine noch
unbestimmte Materialfunktion ¢, und ¢, enthalten, die vom Spannungsdeviator T
und allen internen Variablen abhdngen mége. Die letzten beiden Summanden sind
Erholungsterme. Sie enthalten dagegen nur Grofien der Spannung T sowie der

tensorwertigen internen Variablen.

Die Form dieser Summanden bzw. Evolutionsgleichungen ist dabei stets eng verbun-

den mit der in Kap.4.4 aufzuzeigenden thermodynamischen Konsistenz zu sehen.

Es hat sich bestatigt, da zur vollstandigen Modellierung eine weitere interne Variable
erforderlich ist. Als ein geeignetes MaBl erscheint die monoton wachsende effektive

inelastische Arbeit. Erweitert um die Materialfunktion

9= g(.T_,ﬁv’ﬁ,,) (4'61)

lautet der Ansatz

v = (TN T~ +E) D - - (469

4,4 Thermodynamische Konsistenz

Die in Kapitel 4.3 beschriebene additive Aufspaltung der Dehnungsrate fiihrt mit
Gleichung (4.4) auf

Wy + wp = LS_ : D, (4.63)
Qo

Der sofort dissipierte Anteil der Formanderungsleistung 1w, moge dabei die folgende
Form haben:
: D,. (4.64)

by = —

B
%o
Wahrend bei bisherigen Betrachtungen an Metallen der sofort dissipierte Anteil

bei ca. 90% liegt, A also haufig als konstanter Wert 0.9 angesetzt wird (FARREN,
TAYLOR (1925)), liegen im Fall von polykristallinem Eis vergleichbare experimentelle
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Ergebnisse nicht vor. § soll daher zunachst als Funktion aller externen und internen

Zustandsgrofien gewahlt werden.

B=A(T,T,E ¢ ,7). (4.65)

Bringt man (4.59) - (4.64) in (4.22) ein, so folgt

la.y _OW ¥ 31/) ¢ .
Eﬁ"D“" =3 (gt B E + 5 v+ T (4.66)
und weiter
oy % . %,
_(1—,3)5 D, —cva£ :D; — cus {_3—§;'§”"6§v _E_r}
I 9 o
Tl 6&' Qi — Cr3 {5§_r - a_ér ’ év} (467)
5 (@6, 6) D ]
+ Tn -7

Diese Bilanzgleichung (4.67) muB erfiillt werden. Eine explizite Kenntnis des Poten-
tials ¢, also der spezifischen freien Enthalpie, ist dazu nicht zwangslaufig erforderlich.
Eine Aufspaltung von Gleichung (4.67) in der unten aufgefiihrten Weise ist hierzu als

eine Losungsmoglichkeit zu sehen.

la-p=2
—1-H=3 (4.68)

o o O
0=z tege tig, (¢,-¢)- (4.69)
0=— i +ec 9 (4.70)

r3£

=-r

Cu3 37 3£
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0= cv3g—;v _ cr3g—z. (4.71)
Ty =r. (4.72)
(4.70) und (4.71) sind identisch. (4.68) und (4.70) in (4.69) liefert
o=c,,g—§+ c:z(.%/’ ~a-p (e -¢) (4.73)
und damit

—v 2o (C + Tf'g'cr)_,*

Gleichung (4.73) in Gleichung (4.70) fihrt auf

= (4.75)

In Verbindung mit Gleichung (4.26) stellen (4.68), (4.74) und (4.75) vier Gleichungen
fir die Differentiale in ¢ dar, die erfillt werden missen. Dies kann durch partielle

Differentiation und Gleichsetzen gemal Abb. 21 erfolgen.

% {—CTP} 3(?;2 {ezg(l _ﬂ)}' (476

8 f ¢ 8 (1 £ &,
6—§v {_%} aT? {_(1 Bler ™ uCrs + CrCys } ' (4.77)
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4. Das polykrstaline Stoffgesetz

J
IETRIN
N
A Y
N,
N,
‘_'.,. \\“
(4.79) (4.80)
/” “\
% [...] 5] (4.81) |- %‘: [.]
\
(4.76)
(4.77) A (4.78)
o I fl
| /
| /7
| //_/
2 /
o -
R o
—_—e 872 e $lee aév
9. 0
[ T - 6"/ RS-, i a_R
Abb. 21: Gleichzusetzende Differentiale zur thermody-
namischen Konsistenz
7] o? 1 -
< {_EE} A N _ﬂ)cv3__§_v_§_r_ _
6§r T aT*? Qo CuCr3 + CrCy3

o {ta-p)=2{la-peatt

Sv 209 Y L&o CyCr3 + CrCy3

9
Oy

e (w09} -

1 év —ér
P et

(4.78)

(4.79)

(4.80)
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s B V(B CHP e S SO

S, L20 CyCr3 + CrCy3 s, L& CyCr3 + CrCy3

(4.76) - (4.81) sind die 6 Integrabilitdtsbedingungen fiir eine thermodynamische
Konsistenz. Die auftretenden Materialfunktionen sind durch diese Gleichungen
bzw. die weiteren Ausfilhrungen hinsichtlich der noch zu erfolgenden Anpassung

eingeschrankt.

Die ersten 3 Bedingungen sind identisch erfiillt, wenn samtliche Materialfunktionen
unabhangig von der Temperatur sind. Eine Anpassung dieser Funktionen bei
unterschiedlichen Temperaturniveaus mit anschlieBendem "curve fitting” ist folglich

bei dem hier betrachteten thermodynamischen Rahmen nicht konsistent.

Zur Erfullung von (4.79) - (4.81) werden folgende Ansatze gemacht:

e ——(Lyay) = (e (TyEyE) - — - - - —— - (4:82)-
er(T, a;) = er(v)era(L, € L € ) (4.83)
p=1- c%(cvlcra + ¢r1cu3)- (4.84)
cus = keys. (4.85)

(4.85) in (4.84) liefert:

ﬂ =1- g(cvl + Crlk)- (486)
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Weiterhin moge gelten

Cy2 = Cpg. (487)
(4.82), (4.83), (4.86) und (4.87) in (4.79) ergibt:

0 1 o (g | £ —¢
—d = v+rk}=—{—— +cnk = =7 } (4.88
o {90 (c LT en ) 0y | oo (CUI ert )Culcrzcra + cryCrakcrs ( )

-

Da in dieser Gleichung (auf der linken Seite) ¢,1 und ¢,; keine Funktion von £ Y sind
und (auf der rechten Seite) g,c,; und c,3 keine Funktion von + sind, ist (4.88) bzw.
(4.79) erfiillt. Durch (4.85) ergibt sich in (4.80) der gleiche Zusammenhang, so daf

auch diese Bedingung erfiillt ist.
(4.79) und (4.80) werden auch erfiillt, wenn

(4 89)7

o -3— cv3> S s
Cr3
und
0 Cu3 | _
a_ér {;} = (4.90)

gilt, da dann ebenfalls die linken Seiten identisch Null sind. In dem Fall entfallt
(4.85).

Aus (4.81) folgt

Q

{ I —(cv1 + crik)ers év _ §,~ }

Cv1Cr2Cr3 + Cricrakers

0 {—(Cvl + c,.lk)kc,.s év _ ér } .

: 36 Cy1€r2€r3 + Cr1Crakcys

6

m

(4.91)

(4.91) laBt sich reduzieren auf
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(4.92) kann mit

k=—1 (4.93)

sowie einer Formulierung von g und ¢ in effektiven Spannungen und dem Span-

nungsdeviator gemaf (4.54) erfiillt werden.

9=9(T—-¢ +¢,T). | (4.94)

— — C e e ng_,E,sz,(_I:;év:l-__éﬁ,l).._-_,_. —— e — c4~95—)- —

Der Ansatz (4.84) fiir die Dissipationsfunktion A erfiillt in Verbindung mit den
weiteren Restriktionen der Materialfunktionen die Integrabilitatsbedingungen. Eine
Modifizierung von 8 im Zuge einer Anpassung an Versuche zur Untersuchung des
Dissipationsanteils der inelastischen Formanderungsarbeit ist unter Beriicksichtigung

dieser Einschrankungen weiterhin moglich.
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5. Anpassung

5.1 Aufbereitung der Versuchsergebnisse

5.1.1 Allgemeine Vorbetrachtungen

Die von MELLOR und COLE (1982) vorgestellten Versuchsergebnisse an Eisproben

bilden die Basis der Anpassung einaxialer monotoner Belastungspfade. Die Auf-

bereitung des Materials zur Probe ist bei COLE (1979) nachzulesen. Ergénzende

Auswertungen finden sich bei MELLOR und COLE (1983); COLE (19834, B, 1984,

1985, 1988); COLE und GoULD (1989). Eine Anwendung der Versuchsergebnis-
———————se-ist-w.a vonSZYSZKOWSKI," GLOCKNER (1985) und GLOCKNER, SZYSZKOWSKI ™ — — ~

(1990) vorgenommen worden. Die experimentellen Ergebnisse dienten auch hier zur

Anpassung und Verifikation eines mehraxialen Stoffgesetzes.

Die Schar der Druckversuche unter konstanter Dehnungsrate (CD—Tests) kann zur
Auflindung bestimmter Charakteristika, die die Formulierung der Materialfunktionen
unterstiitzen sollen, aufbereitet werden. Dazu dienen Beziehungen zwischen Span-

nungen und Dehnungsraten, die an herausragenden Punkten zu formulieren sind.

Abb. 22 zeigt den typischen Verlauf einer Spannungs-Dehnungskurve bei einer
exemplarisch gewahlten konstanten Dehnungsrate ¢ = 2.25 - 10‘6%;. Besonders

gekennzeichnet sind hierin
1. der Beginn der Mikrobriiche,
2. das Spannungsmaximum und

3. die Residuumspannung.
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2.00 T
1 \ Spannungsmaximum

150 {

AN

1.00 ] Beginn von Mikrobriichen

Residuumspannung

~

Spannung (MPa)

0.50

0.00.-:::::ﬁ:::'ﬁ:

4.80 x10726.00

Dehnung

Abb. 22: Typischer Spannungs-Dehnungsverlauf bei konstanter Dehnungsrate fur
polykristallines Eis

5.1.2 Beginn der Mikrobriiche

Der Beginn der Mikrobriiche stellt anschaulich das erste Abweichen des Verlaufes von
einer linearen Spannungs—Dehnungsbeziehung dar. Ebenfalls treten ab diesem Wert
akustische Emissionen auf, die aus den Mikrobriichen herrithren (COLE, LAWRENCE
(1981)).

Tragt man nun die jeweils vorgegebenen Dehnungsraten iiber der Spannung beim
Beginn der Briiche doppeltlog. auf, so folgt Abb.23.

Das Verhalten kann in guter Naherung durch

Ohc=A1(i)m (5.1)

€0

mit
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Abb. 23: Beginn der Mikrobriiche

A\ = 65.56M Pa,

) 1
€ = —,
38

«; = 0.290

dargestellt werden. Die Berechnung der Koeffizienten der Regressionsfunktion erfolg-
te nach der Gauflschen Methode der kleinsten Fehlerquadrate. Der Korrelationsko-
effizient r; betragt 0.9795.

In Abb.23 ist diese Gleichung als Regressionsgerade eingezeichnet.

Eine analytische Funktion zur Beschreibung der Dehnungswerte beim Beginn der
Mikrobriiche erscheint jedoch fragwiirdig. Aus Abb.24 ist ersichtlich, daf die
Dehnungen iiber ein sehr breites Band streuen. Die Ursache hierfiir ist in dem stark

variierenden anfinglichen Tangentenmodul (Abb.25) zu sehen.

Abb.25 erlaubt wie auch Abb.24 nur sehr global die Aussage, dafl Tangentenmodul

und Dehnung tendenziell mit steigender Dehnungsrate zunehmen.
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5.1.3 Spannungsmaximum

Der zweite in Abb.22 herausgestellte Punkt ist das im einaxialen Druckversuch

auftretende Spannungsmaximum. Eine vergleichbare Darstellung zu Abb.23 ist hier

Abb.26.
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Abb. 26: Spannungsmaximum

Der lineare Verlauf der Regressionsgeraden fithrt auf

. Ko
Ops = )\2 (_)
€0

mit

g = 69.41M Pa,
1
S

£o

H

Der Korrelationskoeffizient hat hierbei den Wert

(5.2)
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ro = 0.9809.

Die Dehnung in Abb.27 beim Erreichen der Maximalspannung streut in einem Bereich
von ca. 0.25% bis 1.5%. Auffillig ist in diesem Zusammenhang ein Sprung der

Dehnungen zu kleinen Werten ab einer Dehnungsrate von ca. 10“4%.
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Abb. 27: Spannungsmaximum

Unterhalb dieser Rate ist eine leichte Tendenz zu geringeren Dehnungswerten bei

steigender Prozefgeschwindigkeit erkennbar.

5.1.4 Residuumspannung

Die Residuumspannung sei jener Wert, der im Experiment bei einer Dehnung von
10% auftritt bzw. zu erwarten ist. Da einige Versuche vorzeitig abgebrochen wurden,
sind die entsprechenden Spannungswerte extrapoliert worden (vgl. MELLOR, COLE
(1983)).

Auch hier ist wiederum als Regressionsfunktion der Ansatz




b2 5. Anpassung
~ 10°?
Q 5
~ 2
O
v 107 iy
g 5
S 2
C -
g 107, ]
2
10~° o
5
2
1077
+ + bttt + + ——t—]
-1 2 5 0 2 5 1
10 10 10
Spannung (MPa)

Abb. 28: Residuumspannung

mit

/\3 = 316MPa,
. 1
Eo — —,
S
k3 = 0.255

gewahlt worden. Der Korrelationskoeffizient betragt in diesem Fall

r3 = 0.989.
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5.1.5 Wendepunktspannung

Zusatzlich zu den drei besprochenen Charakteristika ist ein solches Vorgehen auch
fir den Wendepunkt

Ao

22 =0 (5.4)

moglich. Problematischer ist jedoch die Bestimmung der Wertepaare, da nur
Kurvenverlaufe der Versuche vorliegen, die eine grafische Auswertung erforderlich

machen.
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Abb. 29: Wendepunkt

Abb.29 weist unter Berticksichtigung dieser Tatsache im Mittel eine groflere Abwei-
chung der Spannungen von der Regressionskurve auf. Dies wird nicht zuletzt durch

einen vergleichsweise schlechten Korrelationskoeffizienten von

T4 = 0.96

deutlich. Zu Kontrollzwecken bei weiterfiihrenden Betrachtungen erscheint es jedoch
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Abb. 30: Wendepunkt

trotzdem als ein zu beriicksichtigendes Charakteristikum. Der Ansatz der Regressi-

onsgeraden lautet auch hier

up = Mt (i> (5.5)

€9

mit

Ay = 59.5M Pa,
. 1
€0 = —,
3
ke = 0.267.

Die Streuung der Dehnungen am Wendepunkt (Abb.30) kann qualitativ mit der beim

Spannungsmaximum (Abb.27) verglichen werden.




5.2 Bestimmung der idealen Druckkurven 65

5.2 Bestimmung der idealen Druckkurven

Mit Hilfe der bereits ermittelten Zusammenhange zwischen Spannung und Dehnungs-
rate an charakteristischen Punkten lassen sich Druckkurven konstruieren, die in-den
folgenden Ausfiihrungen als "ideale Druckkurven” bezeichnet werden. Diese dienen

spater als Basis fiir die Ermittlung der Materialfunktionen.
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Abb. 31: Charakteristische Punkte bei der Konstruktion idealer Druckkurven

Abb.31 stellt die Spannungswerte beim Beginn der Mikrobriiche, beim Maximum und
dem Residuumswert dar. Zusatzlich ist die Anfangssteigung (E-Modul = 7.5GPa)
sowie aus Praktikabilitdtsgriinden ein 110%-Residuumswert bei 4% Dehnung einge-

tragen.

Aussagen iiber die Lage des Wendepunktes kénnen zu Kontrollzwecken der Kur-

venglte herangezogen werden.

Der Verlauf zwischen diesen Punkten muf qualitativ mit dem experimentell beobacht-
baren Verhalten tibereinstimmen. Weiterhin sind vorgegebene Randbedingungen zu
erfillen und schlielich ist im Sinne einer effektiven Bearbeitung ein méglichst ein-
facher funktioneller Zusammenhang zu suchen. Aus diesen Griinden sind die drei

Abschnitte durch jeweils ein Polynom bestimmt worden.
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Abb. 32: Ausgewahlte ideale Druckkurven mit konstanter Dehnungsrate

o(e) = a; + bi(e — &;) + ci(e — ;)% + di(e — &;)*. (5.6)

Als Randbedingungen sind neben den Stiitzstellen

o(e;) = oy, (5.7)

weiterhin die Stetigkeit der ersten Ableitung bei 0,5 und ¢,1res und eine horizontale
Tangente bei 0., gefordert. Daraus folgt fiir die Bereiche II (op, bis 01,1res) und
III (01,1res bis 0res) €in Polynomansatz dritten Grades sowie fiir den ersten Bereich
(G me bis gp) ein Polynom zweiten Grades. Der niedrige Grad in diesem Bereich hat
sich als erforderlich herausgestellt, da bei hoheren Ansitzen, die zusitzlich eine C!—
Stetigkeit bei oy erfiillen, ein Uberschwingen zu beobachten ist. Der auftretende

Knick bei o,,. beeinflufit jedoch in keiner Weise die weitere Anpassung.

Der Anfangsbereich bis zum Beginn der Mikrobriiche 1a8t sich durch eine Gerade mit

konstanter Steigung beschreiben.

Anhang I enthédlt die Koeffizienten der Polynome.
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Abb.32 zeigt nach dieser Vorgehensweise bestimmte, ausgewéhlte Druckkurven im

Bereich der Dehnungsraten von ¢ = 10771 bis 10731,

5.3 Aufbereitung des Stoffgesetzes zur Ermittlung der
Materialfunktionen

Ziel der hier vorgestellten Anpassungsstrategie fiir unbekannte Materialparameter
und -funktionen ist es, eine moglichst einfache Ermittlung dieser Grofien zu erreichen.
Dazu ist anzustreben, dafl die Einflisse der Parameter erfait und weitgehend
separiert werden kénnen. Eine sukzessive Bestimmung einzelner bzw. weniger

GréBen ist der Bearbeitung eines vollstandigen Satzes von Parametern vorzuziehen.

Dies zu realisieren ist eng mit der Formulierung des Stoffgesetzes und daher mit der
Problemstellung verbunden. Eine jede separierbare Anpassung ist folglich nur auf

der Basis der speziellen Stoffgesetzformulierung zu erarbeiten.

Geht man von der in Gleichung (4.40) beschriebenen, punktformigen Fliefifliche und
einer I"Iberspa.nnung als MaB fiir den Abstand Spannungspunkt-FlieBkurve aus, so
folgt mit Gleichung (4.53) der Bezug der I"Jberspa,nnung auf den Spannungsnullpunkt

im Gegensatz zu den Modellen mit einem ausgepragten, rein elastischen Materialver-
halten.

Zur Bestimmung dieser Gleichung (4.53) ist ferner die Annahme zu treffen, dal in den
in Kap.5.1 zugrundegelegten, einaxialen Druckkurven im Bereich einer anfanglichen
quasi-linearen Spannungs-Dehnungsbeziehung auftretende Ver- bzw. Entfestigungs-
einfliisse klein seien. Dies ist folglich auch fiir die internen Variablen giiltig, die dieses
Verhalten beschreiben.

Die Beriicksichtigung des Temperatureinflufles geht erst ab Kap. 5.6 in die Anpassung

€in.

Mit pg = ¢ und

2
T=210 -1 o (5.8)
310

folgt fiir diese Belastung aus Gleichung (4.58) bei o # 0

€ = \/gé(lg(z)). (5.9)




vo e SARPUITUTEY

Die oben getroffenen Annahmen bzgl. eines quasi-linearen Spannungs—-Dehnungsver-
laufes gelten fiir den Bereich, der im Experiment mit dem Einsetzen der Mikrobriiche

begrenzt wird. Mit dem Ansatz
T Y2
& =, (—?5) (5.10)
mit

oo = 1MPa, (5.11)

der fiir diesen Belastungsfall bei kleinen Dehnungen und damit (zur Anpassung) ohne

Beriicksichtigung der anfinglichen, kleinen Ver- bzw. Entfestigungsanteile auf

B = o1 (3i) ” (5.12)

3 0'02

zuriickgefiihrt werden kann, folgt durch Umstellen von Gleichung (5.1) und Gleich-

setzen

209 = —, (5.13)

51\%3
A = (\/;E) 3 (5.14)

Die Zahlenwerte von ¢ und @, ergeben sich zu

1
1 = 6.7116 - 10“7;,

w2 = 1.724.

Abb.33 zeigt den anfanglichen Spannungs-Dehnungsverlauf in Belastungsrichtung fiir
Dehnungsraten von 10"3% bis 10"7%. Aufgrund der im Experiment aufgetretenen
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Abb. 33: Anfanglicher Spannungsverlauf ohne Ver- bzw. Entfestigungsprozesse

starken Streuung der Elastizitatsmoduli ist dieser Wert im Rahmen der Versuchsda-
ten fir die Rechnung sinnvoll zu setzen. Der gewahlte Elastizitatsmodul betragt hier
7.5 GPa.

Es folgt fiir den einaxialen Fall, jetzt mit bereits bestimmter Materialfunktion &,

Y2
. 8 2 3 3 \?
€= 'E; + \/;901 (30_02 (0' - '2'61; +’2_§r) ) (5'15)

mit
1 0 0
£, =6 |0 -5 0 (5.16)
0 0 —3
und
1 0 o0
£ =¢((0 -3 0 (5.17)
0 0 -1
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5.4 Ermittlung der Materialfunktion ¢

Aufgrund der hier vorliegenden einaxialen Versuche ist eine Trennung des Einflusses
der Eigenspannungen einerseits und der Rekristallisationseinfllisse andererseits nicht
moglich. Der Spannungsverlauf erlaubt auf Basis der bisherigen Annahmen nur
Aussagen iiber die Summe sémtlicher interner Vorgédnge. Aus diesem Grund maége
zunéchst der Tensor

E=§ —¢ (5.18)

gebildet werden. Entsprechend gilt fiir die Materialfunktionen aus den Gleichungen
(4.59), (4.60) und (5.18)

| (T, éa v) = (T, éu’,ér’ 7) — er(T, §0)§r77)' (5.19)

Die Erholungsterme aus (4.59) und (4.60) sind in spateren Schritten anzupassen.

————— Aufgrund-der thermodynamischen-Restriktionon und- den damit Verbundenen Am——— - = |

sitzen ((4.82), (4.83) und (4.87)) erhélt man ferner

C(l, §_’ 7) = (7)62(.41’ §)7 (5'20)

er(7) = en(7) — en (). (5.21)

Es folgt die Evolutionsgleichung der in Gleichung (5.18) gebildeten tensorwertigen
internen Variablen { zu

E = e1{7)e2(T, D (5.22)

Fir c; soll nun der Ansatz geméiB Gleichung (4.95) in der folgenden Form gemacht

werden:

cp(T,§) = o (—L"—) ', (5.23)

0’02
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[, = g(a — gﬁ)z. (5.24)
Die Gleichungen (5.9), (4.53), (5.22) und (5.23) ergeben damit
. B\"
{ =ci(7)k (0—02) J (5.25)
k= \/galgol, (5.26)
ky = ag + g (5.27)
und weiterhin
, ) _ : ,,,,2 . e
£ = c1(7)kr ( 300 (a - EE) ) : (5.28)

Die Materialfunktion ¢ der modifizierten, effektiven inelastischen Arbeit 4 kann
geméf (4.94) unter Verwendung von Gleichung (5.18) in dhnlicher Form wie (5.25)

angesetzt werden.

9(T,§) = as (1—22) : (5.29)

09

4 lautet einaxial

o\ ka .
¥ = 2\/-2% (a - g&) ks (30202 (a - —g—f) ) , (5.30)
k3 = \/gag,cpl, (5.31)
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k4 =aq + P2 (532)

In Gleichung (5.28) und (5.30) ist neben der gesuchten Funktion ¢; und der ab-
héngigen Variablen v die Gréfle der Ver- bzw. Entfestigung £ unbekannt, da diese
nicht aus Versuchskurven unmittelbar abgelesen werden kann. Unter Zuhilfenahme
der inelastischen Arbeit x 1a8t sich diese jedoch auf Basis der bisherigen Annahmen

ableiten.

k=8:D; (5.33)

K= O'é,'. (5.34)

Gleichung (5.34) gilt fir den hier betrachteten Sonderfall der einaxialen Belastung.
k ist als Flache unterhalb der Spannungs-Dehnungskurve, abziiglich der elastischen
Arbeit, mefibar.
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In Abb.34 ist dies der schraffierte Bereich.

Bei bekannten Ansatzfunktionen (siche Anhang I) der idealen Druckkurven ist eine

direkte Berechnung der inelastischen Arbeitsrate méglich.

fo= é'a% { / o(e)de — ";S)} (5.35)

baw.
i = éo(e) (1 - -}15%%) . (5.36)

Mit den Gleichungen(5.18), (5.34) und (5.36) kann (5.15) nun so geschrieben werden,
daB auf Basis der bisherigen Ansétze die Verfestigung £ eindeutig berechenbar ist.

1 do 2e2

3 —_ =
o(e) — 4/ =og | e —E2= . (5.37)

2 ‘Pl\/g

Cay
fl
Wit

Fiir die Bestimmung von ¢; in Gleichung (5.28) ist die Kenntnis der Steigung dieser

internen Variablen erforderlich.

; _ 9,
¢ = ot (5.38)
Aus diesen Beziehungen resultiert
1;2¢z
v2
_2. (00 3n5E (1- 35 7ty
=—€| 5 . 5.3

¢ 3° | 9= + 8p1p2 E 8 e (5.39)

Einsetzen von (5.37) und (5.38) in (5.28) und (5.30) fithrt auf ¢; und 4.

1—2¢p2
2¢2

é%s |, (5.40)
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2kgt1
1— 1 8o 203
& = 2kso, | 6 —E2& (5.41)
901\/3j
Mit
. 07,
i = 5'615 (5.42)
bzw.
1 [,
/87: 2/733 (5.43)
und
ks +1 _ (5.44)
29
erhilt man die modifizierte inelastische Arbeit v zu
3k 1
y = \6973"" ((1 ~ zbi)(e — ) ~ %ci(e — &)’ - —;—di(e — e,-)a) (5.45)

unter Voraussetzung der Polynomansétze o(c) gemifl Anhang I.

Es ist zu beachten, dafl aufgrund von Gleichung (5.44) 4 unabhangig von der

Dehnungsrate € ist. Der noch zu bestimmende Parameter k4 lautet damit

1
k4=<P2—§-

(5.46)

c1 ist nach der Formulierung (5.40) ausschlieflich eine Funktion der Dehnung ¢ und

deren Rate und beinhaltet die in Gleichung (5.25) eingefithrten Parameter ¥; und k.
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Wahrend k; und auch k3 aus Gleichung (5.45) geschwindigkeitsunabhéngig sind, kann
mit k; die Lage der Materialfunktion bei verschiedenen Geschwindigkeiten relativ
zueinander beeinflulit werden. k; und k3 kénnen damit zunachst auf 1.0 gesetzt

werden.

Es ist nun k; so zu wahlen, daf} sich fir verschiedene Werte von € gleiche Verlaufe

c1(7) ergeben.

*107*
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o
o

Materialfunktion ¢, (MPa)
o
S

0.00 e b ——|
1.20 1.60 2.00
—0.50 mod. inel. Arbeit ¥ (MNm) *10°8

Abb. 35: Materialfunktion ci(vy) bei k; = 3.0

In Abb.36 sind mit k; = 2.26 Materialfunktionen ¢; fiir § = 10771 bis 10731
aufgetragen. In Verbindung mit Abb.35, die einen Zwischenschritt bei noch nicht

optimierter Wahl von k; darstellt, ist der Einflufl dieses Parameters offensichtlich.

Wahrend der Verlauf der Kurven in Abb.36 bei negativen c; recht gut tibereinstimmt,
ist im Anfangsbereich ein Auffachern bei Annaherung an ¢ = 0 festzustellen. Dies ist
dadurch begriindet, daf als ein charakteristischer Punkt der Kurven der Beginn der
Mikrobriiche angesetzt worden ist, welcher im Gegensatz zum Spannungsmaximum
und Residuumswert nicht bei einem konstanten Dehnungswert auftritt (siehe auch

Abb. 24).

Ein Nachrechnen der Druckkurven auf Basis des Stoffgesetzes, sowie der (bzw. einer)

ermittelten Materialfunktion ¢; () fiihrt zu dem in Abb.37 gezeigten Verlauf.
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Abb. 36: Optimierte Parameterwahl fiir die Materialfunktion ¢;(y) mit k; = 2.26
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Abb. 37: Vergleich zwischen idealen Kurven (Zentralsymbole) und Rechnungen

(durchgezogene Linien)
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Abb. 38: Materialfunktion nach der Stoffgesetzintegration

exakt wiedergegeben werden. Bei anderen Geschwindigkeiten treten aufgrund des
Auffacherns in Abb.36 kleine Abweichungen zu den zu Vergleichszwecken gezeigten
idealen, vorgegebenen Kurven auf. Knicke der Materialfunktion haben keinen Einflu}

auf die Rechnungen und finden sich in diesen nicht wieder.

Abb.38 zeigt ein erneutes Auftragen von c¢; uber €, welches jetzt aus der Stoffgeset-
zintegration bestimmt wurde. Das anfénglich geringe Streuband resultiert hier aus
dem unterschiedlich grofien Einfluf} der linearen Spannungs-Dehnungsbeziehung bis

zum Erreichen der Mikrobruchspannung.

Der Verlauf der Ver- bzw. Entfestigung wird in Abb.39 deutlich. Einer verschwinden-
den Verfestigung im anfanglich linearen Bereich der Spannungs—Dehnungsbeziehung
folgt nach einem steileren Anstieg bei 1% Dehnung der Maximalwert. Der Wende-
punkt aus Abb.37 entspricht dem Nulldurchgang dieser internen Variablen. Im Zuge
einer anwachsenden Dehnung tritt bei allen Geschwindigkeiten Entfestigung auf. Die
Rate dieser Grofle geht fiir ¢ &~ 10% gegen Null.

In einer etwas ungewohnten Darstellung (Abb.40) werden charakteristische Punkte
deutlich. ¢ iiber ¢; aufgetragen stellt die Beziehung zwischen der internen Variablen

und der in der Evolutionsgleichung stehenden Materialfunktion dar.
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Abb. 40: Beziechung zwischen der internen Variablen £ und der Materialfunktion ¢;

Maximum und Wendepunkt aus Abb.39 treten als Nulldurchgange bei ¢; bzw. £ auf.

Das bei minimalem ¢, feststellbare Auswandern zu negativen Werten fur £ ist eine
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Folge des Streubandes aus Abb.38.

5.5 Separation der tensorwertigen internen Variablen §

In Kap.5.4 sind zur Anpassung monotoner Druckkurven die internen Variablen §, und
¢, zu £ zusammengefalt worden. Dies wurde zur Ermittlung der Materialfunktionen
erforderlich, da aus den vorliegenden Experimenten keine analytische Trennung der
Einflisse moglich ist. Die Rechnung zeigt, dal dies fiir konstante Belastungen auch
im Modell nicht benotigt wird.

Erweitert man das Spektrum der zu rechnenden Belastungspfade beispielsweise
dahingehend, daf8 sich nach einer anfanglichen Belastung die Lastrichtung andert
und eine Haltezeit bei verschwindender auflerer Spannung auftritt, zeigt sich die

Problematik bei nur einer internen Variablen.

6.00 T

soop\

400 1

Spannung (MPa)

3.00 H
T e=110™"1/s

2.00 §

1.00
1

O_OO":::::.\:::::::.{::::}
1.00 ' 2.00 3.00 4.00

Dehnung *1072

Abb. 41: Versuch mit Zwischenentlastung (STONE ET. AL (1989))

Da im Gegensatz zu vielen anderen Werkstoffen die einaxiale Druckkurve nicht
monoton verlduft (siehe z.B. Abb.22), tritt ein Wendepunkt in der Darstellung der
Spannung iiber der Dehnung auf. Die Folge ist, da eine gewahlte interne Variable £

ab diesem Punkte negativ wird.
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Eine Separation gemaf (5.18) erzeugt aus (4.58) weiterhin ohne Beriicksichtigung des

Temperatureinflusses einaxial

‘= @(IZ)\/L_J;i;- (a - gg) . (5.47)
In diesem Zusammenhang ist besonders zu beachten, dal im Gegensatz zum klassi-
schen Ansatz das Vorzeichen der Dehnungsrate hier offensichtlich nur vom Verfesti-
gungsanteil abhéngt. Spaltet man nun £ in zwei stets positive Summanden &, und £,
auf, so ist gewahrleistet, dafl bei Eigenspannungen, die grofier als die aufleren Span-
nungen sind, die Dehnungsrichtung von gerade diesen positiven Eigenspannungen
vorgegeben wird. Wahrend bei klassischen Formulierungen hier eine Zunahme der
Dehnungen zu erwarten ist, weist dieses "Eis—Modell” eine Dehnungsabnahme auf,
die dem in Abb.41 experimentell beobachteten Verlauf bei verschwindender dulerer

Belastung entspricht.

Die Aufspaltung von { ist eng mit der ermittelten Materialfunktion c; () verbunden.

¢y1 und ¢,y (siehe Gleichung (5.21)) sind dabei aus geeigneten Zeitstandversuchen zu

bestimmen. Da diese derzeit noch nicht vorliegen, ist ein Ansatz der Form

cu1(7) = e1exp(—e27) (5.48)

verwendet worden. e; und e sind hierin Konstanten mit den Werten

e; =5.1:1073,

es = 5.66- 1075,

Die internen Ver- bzw. Entfestigungsprozesse weisen bei konstanten Belastungen
einen Verlauf gemafl Abb.42 bzw. Abb.43 auf.

Die Evolutionsgleichungen lauten aus (4.59) und (4.60)

£ =catren(2) Bt .

i}

v L\*
ér‘ = c,,l(’y)al m Di - C,»3§r (550)
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Abb. 43: Entfestigung bei einaxialen Druckversuchen
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bzw.

: L\,
€v = Cy1 (7)‘11 (;’(’)2'5) € — Cv3§v1 (5'51)

ér = Crl('Y)C’ll ('O_L:b‘) €i — crakr (5'52)

Der jeweils erste Summand der Gleichungen (5.49), (5.50) bzw. (5.51), (5.52) wurde
in der bisher durchgefilhrten Anpassung bestimmt. In Verbindung mit Gleichung
(5.47) und Zeitstandversuchen (z.B. Abb.41) wird deutlich, da an dieser Stelle
zusétzliche Variationsterme (Erholungsterme) benétigt werden, die die zeitliche
Veranderung der internen Gréflen steuern. Es ist sicherzustellen, dafl nach einer
Vorgeschichte bei verschwindender auflerer Spannung die Dehnungen abnehmen
und die Dehnungsrate in Abhéingigkeit einer experimentell noch zu ermittelnden

Erst die Beriicksichtigung der Variationsterme ermoglicht eine Anpassung an diese

Kurven.

Aus den thermodynamischen Restriktionen (Gleichung (4.85) und (4.93)) folgt

Cy3 = —Crg. (5.53)

In Anlehnung an den Ansatz nach ARMSTRONG-FREDERICK (1966) gelte
Cyg = Cyg (“.:_D_z.”117 g.i) . (5'54)

Mit

D.
Cu3 = dlc”(ﬂllll—?lll—' (5.55)
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ist gewahrleistet, dal im Entlastungsfall mit negativem ¢ die Rate von ¢, stets
negativ bleibt. Ebenfalls ist ein Abbau der als Eigenspannung interpretierbaren
Grofle £, gegeben. d; ist hierin ein Parameter zur Anpassung der Kriechphase bei

verschwindender duflerer Belastung.

Abb.44 veranschaulicht den Einflu} von d;. Bei der hier gewdhlten Vorbelastung
(Dehnungsrate 1 - 107%1; Belastung bis ¢ = 0.03; Entlastung bis ¢ = 0 M Pa)
verschwindet fiir d; < 1-10% der EinfluB der Variationsterme. In einem Bereich
von d; = 1-10° bis 1.10° liegt dagegen eine obere Grenze bei der Wahl von d;,
da ab diesem Wert keine Abnahme der Dehnungsrate in der Erholungsphase (auflere
Belastung identisch Null) auftritt.

Da die erforderlichen Versuchsergebnisse zur Anpassung dieses Parameters derzeit

noch nicht vorliegen, ist

dy =10 (5.56)
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Abb. 45: Einaxiale Druckkurven mit Zwischenentlastung

gesetzt worden.

Die Schar der Druckkurven mit Zwischenentlastung bei Dehnungsraten zwischen
1. 10‘7% und 1-10“3% zeigt Abb.45. Bei allen Geschwindigkeiten tritt im Spannungs—
Dehnungsverlauf kein ﬁberschwingen beim erneuten Erreichen der Entlastungsspan-

nung auf.
Die Abnahme der Dehnungen wahrend der Erholungsphase ist in Abb.46 dargestellt.

Auch bei mehrmaligem Entlasten (Abb.47) ist der gleiche charakteristische Verlauf
zu beobachten.

In Abb.48 liegt eine anfangliche Belastungsphase mit einer Dehnungsrate von € =

—41

1-10751 vor, die nach der Zwischenentlastung auf ¢ =1-107*1

angehoben wurde.
Der in Abb.49 dargestellte Spannungsverlauf resultiert aus einer ersten Belastung bei
é =1-10"%1 einer zweiten bei ¢ = 1- 107*1 und einer dritten bei é = 1-1073L,

Die Tendenz der Zwischenentlastungen und erneuten Belastungen ist experimentell in
Abb.50 (STONE, JORDAAN, JONES, MCKENNA (1989)) verifiziert worden. Da mit
unterschiedlichen Versuchsparametern im Gegensatz zu MELLOR und COLE (1982,
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Abb. 47: Einaxialer Druckversuch mit mehrmaliger Zwischenentlastung
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Abb. 48: Zwischenentlastung mit erhShter Dehnungsrate bei Wiederbelastung
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Abb. 49: Mehrfache Zwischenentlastung mit erhShter Dehnungsrate bei Wiederbe-

lastung
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Abb. 50: Versuch mit mehreren Zwischenentlastungen (STONE ET. AL) (1989))

1983) gearbeitet worden ist, mogen diese Kurven zu einem qualitativen Vergleich

herangezogen werden.

"Eine gute Ubereinstimmung zwischen Rechnung und Experiment zeigt sich in Grofle
und Lage der lokalen Spannungsmaxima in Abb.49 und Abb.50, wobei das je-
weilige Spannungsmaximum im Versuch ausgepragter ist und bei einer geringeren
Dehnung auftritt. Der Spannungsanstieg nach dem Zeitstand bei verschwindender
auflerer Spannung erfahrt in den experimentellen Untersuchungen einen ”weicheren”

Ubergang auf das neue Spannungsniveau.

5.6 Ermittlung der Arrheniuskoeflizienten

Die in Kapitel 4.3 eingefiihrte Arrheniusgleichung (4.56) ist in Bezug auf die vorlie-
genden Experimente von MELLOR und COLE (1982) anzupassen. Dabei wird Dy bei

einer Referenztemperatur, hier Ty = 268 K, zu

Dy = (exp (- R;i ef))—l (5.57)

bestimmt. Mit der Aktivierungsenergie
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Abb. 51: Einaxialer Druckversuch bei verschiedenen Temperaturniveaus

Q= 78000—°L
mol
und der allgemeinen Gaskonstanten
R= 8.3145mol 7

folgt

Do = 8.046 - 102,

Abb. 51 enthalt Vergleichsrechnungen bei verschiedenen Temperaturen Ty =
-20C, -5°C, —-10°C und —-15°C.

Deutlich ist ein Anstieg der Spannungswerte mit Abnahme der Temperatur, sowie
eine Verlagerung der Spannungsmaxima zu geringeren Dehnungswerten zu beobach-

ten. Zum Vergleich enthilt Abb.52 den einaxialen Druckversuch bei é = 1 - 10'4%
mit zwei Zwischenentlastungen bei 7, = —5°C und —10°C. Neben der Verschiebung
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Abb. 52: Druckversuch mit Zwischenentlastungen bei verschiedenen Temperatur-

niveaus

des Spannungsmaximums zu geringeren Dehnungswerten fallt ein fritheres Erreichen

der Residuumspannung bei der geringeren Temperatur auf.

5.7 Nichtisotherme Rechnungen

Die bisherigen Rechnungen sind unter der Voraussetzung einer isothermen Pro-
zeBfihrung durchgefihrt worden. Fir sehr langsame Belastungsvorgange, die ei-
ne stetig ausreichende Warmeabfuhr ermdglichen, ist diese Annahme sinnvoll und
berechtigt. Schnellere Prozesse fithren jedoch grundsatzlich zu einer Temperaturer-
héhung im Material, die stark von der Warmetbergangsmoglichkeit an angrenzen-
de Medien (Wasser, Luft, Stahl, ...) abhéngt. Dieser Ubergang ist Thema der

Warmetechnik und soll hier nicht naher vertieft werden.

Aus Gleichung (4.25) und einer Vernachlassigung der Koppelterme (SZEPAN (1989);
FELDMULLER (1991)) folgt als Bestimmungsgleichung fiir den Temperaturgradienten

. 1
=L (u}d+T7'7—r— ldivq‘) (5.58)
p 0
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Es soll nun in den weiteren Betrachtungen eine adiabate Prozelfilhrung als Sonderfall

betrachtet werden. Eine Verallgemeinerung ist problemlos méglich.

Mit Gleichung (4.64), (4.72) und

p divg =0 (5.59)
folgt der Temperaturgradient
=L g.p, (5.60)
CpQo

In dem hier betrachteten Temperaturintervall betragen die Zahlenwerte der spezifi-
schen Warmekapazitdt ¢, und der Dichte o

kJ
Cp = l.93k—-g'R,

= 009.103 kg
E UUUUUU 3‘
m

Der Ansatz fiir die skalare Dissipationsfunktion 4 in Gleichung (4.86) mit (4.93) kann
ohne Beeintrachtigung der Integrabilitatsbedingungen als

B=1-gla()|fi (5.61)

formuliert werden.

Weiterfithrende Experimente werden eine exakte Bestimmung des dissipierten und
nichtdissipierten Anteils der spezifischen Formanderungsarbeit untersuchen, wodurch
eine Verifizierung von £ und f, méglich wird; derzeit ist zur Erfillung des zweiten

Hauptsatzes der Thermodynamik zu gewahrleisten, dal

L \*
as (;0—2) Clmas (V) < 1 (5.62)

gegeben ist. Mit

fi=uas (5.63)




5.7 Nichtisotherme Rechnungen 91

§ 1.40 _j-
S +10'
o |
5 105t
c +
C
O
Q.
070 T To = -10°C
: _soc
0.35 1
O.OO"=”’55’-’=4=="=‘4~”="-J-l
0.20 0.40 0.60 0.80 1.0
| Dehnung *107

Abb. 53: Einaxialer Druckversuch mit adiabater (gepunktete Linie) und isothermer
(durchgezogene Linie) Prozeffiihrung.
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Abb. 54: Temperaturentwicklung zum einaxialen Druckversuch
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sind Vergleichsrechnungen zwischen adiabaten und isothermen Prozessen durchge-
fihrt worden.

Abb.53 zeigt fiir zwei Temperaturniveaus, 7, = —10°C bazw. —5°C, einaxiale
Druckversuche bei £ = 1:10731. Die Erwirmung des Materials um maximal 0.41 K
bzw. 0.39 K bei e = 10% (siche Abb.54) fiihrt nur zu einer geringen Absenkung der
Spannung. Der Einflu der Temperaturanderung ist klein gegeniiber der Bedeutung

des Temperaturniveaus.
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6. Verifikationsrechnungen

6.1 Einaxialer Druck mit konstanter Dehnungsrate

Zur Verifikation der Anpassung an ideale Druckkurven sind Versuche mit den
entsprechenden ProzeSgeschwindigkeiten nachzurechnen. Als Basis dienen hier die
bereits angesprochenen Ergebnisse von MELLOR und COLE (1982).

Es stehen 25 experimentell ermittelte Kurven zur Verfugung, die zur ubersichtlicheren
Darstellung auf die Abb.55, 57, 59 und 61 verteilt wurden.

Die zugehdrigen Rechnungen (Abb.56, 58, 60, 62) sind in Bezug auf das Koordina-

tensystem dargestellt, welches durch die jeweiligen Experimente vorgegeben wurde.

——————Abb55und-Abb:56zeigen die Vergleichspaare imBereich der Dehnungsraten vom — — —

1. 10"7% bis 1.64 - 10_6%. Maximalwerte, Spannungsverlaufe und Residuumswerte
werden durch die Rechnungen angemessen wiedergegeben. Zu berucksichtigen ist
dabei eine vorhandene Streubreite der Experimente, die besonders durch Versuche
mit relativ geringeren Spannungen bei hoheren Geschwindigkeiten und differierende
Kurven bei gleichen Dehnungsraten deutlich wird. ﬁberschwinger beim Einsetzen von
Mikrobruchen und Schwankungen des anfanglichen Tangentenmoduls werden durch
das Stoffgesetz nicht wiedergegeben. Eine Reproduzierbarkeit dieser Phanomene ist
jedoch auch nicht gewahrleistet.

Die aufgrund der nur geringfligig variierten Geschwindigkeit gebildeten zwei Strange
in Abb.58 finden sich bei den Experimenten (Abb.57) weit gefachert wieder. Die
Spannungswerte der vier Kurven bei ¢ ~ 6 107%L liegen in der Rechnung dabei
etwas unterhalb eines (gedachten) gemittelten Verlaufes.

Ein shnliches Verhalten liegt bei den Ergebnissen in Abb.59 und Abb.60 vor. Die
Streuung der Experimente ist hier jedoch geringer als im voranbetrachteten Paar.
Aus den Abb.61 und 62 ist ersichtlich, daf} eine gute Wiedergabe des Versuchs bis

zu einer Dehnungsrate von ¢ ~ 1 - 10‘4% vorliegt. Bei hoheren Geschwindigkei-

ten weichen die rechnerisch ermittelten Kurven besonders im Dehnungsbereich nach
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Abb. 55: Experimente zum einaxialen Druckversuch (MELLOR, COLE (1982))
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Abb, 56: Rechnungen zum einaxialen Druckversuch
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Abb. 57: Experimente zum einaxialen Druckversuch (MELLOR, COLE (1982))
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Abb. 58: Rechnungen zum einaxialen Druckversuch
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Abb. 59: Experimente zum einaxialen Druckversuch (MELLOR, COLE (1982))
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Abb. 60: Rechnungen zum einaxialen Druckversuch
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Abb. 61: Experimente zum einaxialen Druckversuch (MELLOR, COLE (1982))
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Abb. 62: Rechnungen zum einaxialen Druckversuch
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dem Spannungsmaximum stark von den Experimenten ab. Der erheblich grofiere
Betrag der Steigung und somit der frithere Spannungsabbau kann bedeuten, daf§ in
diesem Geschwindigkeitsbereich Effekte auftreten, die von der bisherigen Modellbil-
dung nicht oder nicht ausreichend erfat werden. Fiir eingehendere Untersuchun-
gen scheinen neben Spannungs-Dehnungsverldufen Auswertungen interner Struktur-
veranderungen nicht nur hilfreich, sondern erforderlich zu sein.

6.2 Kriechen bei konstantem Druck

Mit den in Kap.5 ermittelten Materialfunktionen und -parametern, die unabhéngig
vom Belastungspfad stets gelten miissen, sind Kriechkurven zu verifizieren. Auf-
grund homogener expc,rimentellef Randbedingungen in Bezug auf die zur Anpassung
verwendeten Versuche eignen sich besonders die von MELLOR und COLE (1982) gefun-
denen Kurven. Randeffekte durch unterschiedliche Oberflachengiite, verschiedene Be-
lastungseinrichtungen, differierende Stoffzusammensetzungen, Korngrofle usw. las-
sen sich in ihrem Einfluf minimieren. Eine Modellierung dieser Eigenschaften ist
durch weitergehende Annahmen moglich, erfordert aber zuallererst deren Erfassung
als Meflgrofie —

Zur besseren Ubersicht ist die Schar der Experimente auf drei Abbildungen verteilt
worden. Bei Spannungen im Bereich von ¢ = 0.8 M Pa bis 1.84 M Pa folgt den
Antworten des Modells bei der im Experiment vorhandenen Temperatur von —5°C

eine Vergleichsrechnung bei —10°C.

Es ist stets davon auszugehen, daB die Last zu Beginn sehr schnell auf die Probe
aufgebracht wurde. Genaue Rampenwerte dieser Belastungsphase sind jedoch nicht

gemessen worden.

Eine besonders auffallige Problematik der Kriechkurvenversuche zeigt sich bereits
in Abb.63, die einen Spannungsbereich bis ¢ = 1.84 MPa abdeckt. Der von
polykristallinen Materialien zu erwartende Anstieg der Dehnungsraten bei konstanter
Dehnung und steigender Spannung findet sich nicht kontinuierlich wieder. Die
Kriechkurve bei ¢ = 1.25 M Pa weist zu gleichen Zeiten groflere Dehnungen auf
als jener Verlauf mit der gréfleren duBeren Spannung von ¢ = 1.54 MPa. Eine
Erhohung der Spannung wiirde demzufolge zu einer Verringerung der Dehnung
fihren; nicht materialbedingte, physikalische Phanomene, sondern experimentell
begriindete Schwankungen scheinen die Ursache dafiir zu sein. Die Stoffgesetzantwort
(Abb.64 und 65) weist dieses Verhalten daher nicht auf. Eine Erh6hung der Spannung




6.2 Kriechen bei konstantem Druck 99

1.00
*10™

Dehnung

1.84 MPa 1.0 MPa

0.75
1.54 MPa . .

o = 0.8 MPa
0.50

0.25

0.00 —t
0.80 1.60 2.40 3.20 4.00

Zeit (s) *10°

Abb. 63: Experimente zu einaxialen Kriechversuchen (MELLOR, COLE (1982))
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Abb. 64: Rechnungen zu einaxialen Kriechversuchen
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Abb. 65: Rechnungen zu einaxialen Kriechversuchen bei —10°C

bewirkt hier kontinuierlich eiﬁe Erhohung der Dehnung.

Wird die Temperatur von —5°C auf —10°C (in der Rechnung) abgesenkt, ist bei
allen Kurven das Erreichen konstanter Dehnungswerte nach jeweils langeren Zeiten
abzulesen. Tiefere Temperaturen fordern zum Erreichen gleicher Dehnungen nach

gleichen Zeiten hohere Spannungen.

Auch bei den Kurven in Abb.66, 68 und den dazugehdrigen Rechnungen in Abb.67, 69
liegt dieser Sachverhalt vor. Besonders deutlich ist dies bei 0 = 3.656 MPa, o =
367 MPa und 0 = 3.71 MPa, deren experimentelle Kurven weit streuen,

wahrend die Antworten des Modells proportional zur Belastung beieinander liegen.

In Abb.70 ist der Temperatureinfluf} auf das Kriechverhalten bei ¢ = 3.26 MPa
aufgezeigt. Eine Verringerung der Temperatur bei gleichen Zeiten bewirkt eine
Abnahme der Dehnung. Weiterhin wandern die Punkte des sekundéren Flieflens
(€ min) mit fallender Temperatur zu geringeren Dehnungswerten.

Bei Ty = —10°C ist neben der isothermen Rechnung zum Vergleich eine solche mit
adiabaten Randbedingungen dargestellt. Der EinfluB} dieser ProzeBfiithrung ist gering.
Das wird aus der nur minimalen Abweichung dieser Kurve zu grofleren Dehnungen
bei gleichen Zeiten deutlich. Die Temperaturerhhung bei einer Dehnung von 10%
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Abb. 66: Experimente zu einaxialen Kriechversuchen (MELLOR, COLE (1982))
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Abb. 67: Rechnungen zu einaxialen Kriechversuchen
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Abb. 68: Experimente zu einaxialen Kriechversuchen (MELLOR, COLE (1982))
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Abb. 69: Rechnungen zu einaxialen Kriechversuchen
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Abb. 70: Rechnungen zu einaxialen Kriechversuchen bei unterschiedlichen Tempe-
raturniveaus (o = 3.26 M Pa)

betragt 0.186 K.

Aus Untersuchungen der Kriechkurven bei MELLOR und COLE (1982, 1983) ist
hervorgegangen, dafl bei der betrachteten Temperatur Ty = —5°C die Punkte des
sekundéren Fliefens aller Versuche bei € = 1% liegen. Die Dehnungsrate {iber der
Spannung doppeltlog. aufgetragen (vergl. auch Abb.26, einaxialer Druck) ist in guter
Naherung durch eine Gerade zu interpolieren. Die in Abb.71 eingetragene Kurve stellt
das Ergebnis der Rechnung dar. Es liegt folglich eine gute I“Jbereinstimmung zu den

mit Zentralsymbolen dargestellten Experimenten vor.

6.3 Relaxation

Wird nach einer Belastungsgeschichte die aktuelle Priifkorperlange konstant gehalten,
so bauen sich die aufgebrachten Spannungen als Funktion dieser Vorgeschichte, der
Temperatur, der Zeit und in Abhéngigkeit der Eisstruktur ab (siche GLEN (1975)).

Man spricht von Relaxation.

In den folgenden Abbildungen sind Spannungs-Zeitverldufe als Ergebnis der voran-
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Dehnungsrate (1/s) | |

+ | et +———t———t—t—At—t—+—}—— ' — ]
0 ° i L

Spannung (MPa)

Abb. 71: Sekundires Kriechen. Zentralsymbole stellen die Versuche, die durchge-

zogene Linie die Rechnung dar.

gegangenen Modellbildung und -anpassung dargestellt; entsprechende Versuchsdaten

liegen derzeit nicht vor.

Eine schnell aufgebrachte Spannung von jeweils 1 bis 4 M Pa fithrt gemafl Abb.72
im gesamten Zeitverlauf zu einem starken Abbau der Spannungen. Auffallend ist die
geringe Spannungsdifferenz trotz erheblich differierender Anfangsspannungen nach
bereits kurzen Zeiten.

Eine Veranderung der Vorgeschichte zu einer langsamer aufgebrachten Last gemaf
Abb.73 weist auf die Bedeutung der Vorbelastung fiir das Relaxationsverhalten hin.
Es sind Rechnungen mit konstanten Dehnungsraten von & = 5-10~" %, 1. 10"6% und
2. 10‘6% bis zu der Zeit durchgefiihrt worden, die bei der am langsamsten aufge-
brachten Vorlast eine Dehnung von ¢ = 1% hervorruft. Trotz geringerer Differenzen
der Spannungsstartwerte im Vergleich zu Abb.72 tritt in den Residuumspannungen

eine gréflere Bandbreite auf.

Zur weiteren Untersuchung des Einflusses der Vorgeschichte auf das Relaxationsver-
halten sind in Abb.74 4 Rechnungen dargestellt, diebei 1 M Pa, jedoch unterschied-

lichen Zeiten, relaxieren. Die betrachteten Dehnungsraten betragen 5-10~" bzw.
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Abb. 72: Relaxation mit verschiedenen Anfangsspannungen
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Abb. 73: Relaxation mit unterschiedlicher Vorgeschichte
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Abb. 74: Relaxation mit unterschiedlicher Vorgeschichte
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Abb. 75: Ausschnittvergrofilerung der  Abb. 76: AusschnittvergréBerung der

zweiten Relaxationsphase bei
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1-10761,
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Die Relaxationskurven nach dem jeweils erstmaligen Erreichen der Spannung von
1 MPa weisen qualitativ den Verlauf aus Abb.72 bzw. Abb.73 auf. Eine hohere
Dehnungsrate fuhrt hier jedoch aufgrund einer geringeren Verfestigung des Materials

zu einem gréfleren Spannungsabbau.

Beim jeweils zweiten Erreichen der Relaxationsspannung ist nun bei der gréfieren
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Abb. 77: Verfestigung bei Relaxationsrechnunéen mit unterschiedlicher Vorge-
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Abb. 78: Entfestigung bei Relaxationsrechnungen mit unterschiedlicher Vorge-
schichte
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Dehnungsrate ein erheblich schnellerer Spannungsabfall zu einem geringeren Residu-
umswert (Abb.76) im Vergleich zu Abb.75 und besonders zu den oben besprochenen
Relaxationsrechnungen deutlich. Der leichte Knick beim Erreichen der Residuum-
spannungen in Abb.75 und 76 ist dadurch begriindet, dafl bei Relaxationsrechnun-
gen aufgrund der nur geriﬁg_fiigig auftretenden Anderungen der internen Variablen

die Differenz o — £, in der Entwicklungsgleichung der inelastischen Dehnungsrate zu
Null wird.

Da implizit in den Evolutionsgleichungen eine C°-Stetigkeit der Spannungen enthal-
ten ist, kann in Abhangigkeit der Entwicklung von { diese Unstetigkeit der Span-

nungsrate bei Relaxationsrechnungen auftreten.
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7. Strukturverhalten

7.1 Allgemeine Vorbetrachtungen

Die Basis der Untersuchungen komplexer Strukturen ist ein von FORNEFELD (1990)
und ROTT (1991) entwickeltes nichtkommerzielles Programmpaket. Hierin ist die
Methode der finiten Elemente zur Berechnung grofler, isothermer Forméanderungen
herangezogen worden. Eine Erweiterung auf nichtisotherme Vorgange findet sich
bei FELDMULLER (1991). Die Grundlagen dieses Verfahrens sollen an dieser Stelle
nicht naher erdrtert werden; es sei auf die genannten Arbeiten sowie einschlagige

Grundlagenliteratur verwiesen.

Samtliche Strukturrechnungen dieser Arbeit sind mit Scheibenelementen durchge-

fiihrt worden (siehe auch WESTERHOFF (1991)). Aufgrund der grofien Effektivitat

(BATHE (1986)) finden isoparametrische Ansatze fiir 4-Knotenelemente Verwendung.

7.2  Aufbereitung des Stoffgesetzes

Im Rahmen der Gleichgewichtsiteration miissen die konstitutiven Gleichungen {iber
einen Zeitschritt integriert werden. Mit der Jaumann—Ableitung als Sonderfall der
Lee—Ableitung (LEE, MALLETT und WERTHEIMER) folgt

6=3+W-0-0-W, (7.1)
£ =6 +W.E —£ W, (7.2)
£ =8 +W-£ —¢ W (7.3)

Mit
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= = [(erad ¥) ~ (grad 7)" (7.4)

hl.ll—l

folgt

011 = 0o12(V1,2 —v2,1) + 2G (vl,l + =(v1,1 + v2,2 +v3,3) = Nznvn) , (7.5)

1 —21/
Gaz = 013(V21 = v1,2) + 2G (vm + 1oy v Hvae) = N 2%22) , (7.8)
O12 = §(all — 0'22)(1)22,1 - ’01,2) + 2G E(vl,g & vg,l) - Nvalz ; (7.7)

. {o \ %%, v
6011 6012(‘01 2 = ¥y 1) + Cvj_al( :2) 2N'nv11 d10r12N ||J|'2—l |||| 611117 (78)

€us = Epip (02,1 = 0y 2)+Cu1ﬂ1(—) AN Ny, == dlcnzNwlllz"l[l[gm, - (7;)

: 1, RN
Eora = 5(Eony = am)(v“—vm)*"‘mal(_gﬁ) AV d””mllllé ||||

(7.10)

. 71 \® |
ryy = Erp (V12 = U2i)+cr1ﬂ1(x2é> 2N1y,, +dicn2 NH_U”frm (7.11)

IE. I
: _. B\ o 1l
67‘22 = 67‘71'2 (’02.,1 = 2)‘13'2,) + eryly .3.;2— 2Nn”22 +dlcf‘12N ”5 ” 67‘225 (712)

o, |

lEN ¢

(7.13)

3 1 /T \*
67‘12 = 5(61"11 67‘%2)(”2 1= 2) 4 Cryay- (0_:2) 2Nnvu +: d] Crl 2N|

f-,- 7_2 \ (3-4.
e @3;(%759 2Nn:a,. (7.14)
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Neben den Gleichungen (4.51) und (4.54) sind hierin folgende Abklirzungen verwen-

det worden:

1 I2 P2 Q
N=D0ﬁtp1 '0? €Xp ——Rﬁ ’ (715)

%(2011 - 0'22) - 6‘011 + 67‘11 ) g12 — €U12 + 61'12
n= '5(20'22 _'0'11) = vz + &ras
0 0
0
0 , (7.16)
_%'(0'11 + 0'22) + &uyy — &ruy + €vzy — €
%(20‘11 - 0.22) - 6‘1)11 J12 — 6’012
n, = 012 — Euyy 31;;(2022 - 011) — &uyy
0 0
0
0 , (AT
_%(‘711 + 022) + Evu + 6022
V1,1 %(01,2 +vy1) O
D= | 2(vi2 +v2,1) V2,2 01, (7.18)
0 0 V3,3
v 1-2v
Va3 = =7 (V11 +v2,2) = T 2N(nuyy +nugs). (7.19)

7.3 Erweiterung des FE-Programmpakets

Das von ROTT (1991) und FORNEFELD (1990) entwickelte FORTRAN-Programm zur
Berechnung allgemeiner axialsymmetrischer Deformationen ist in seiner Grundform
libernommen und aufgrund der modularen Bauweise den speziellen Anforderungen

angepaflt worden.

Zunachst ist das oben beschriebene Stoffgesetz implementiert worden. Da das
hier angewandte Konzept der internen Variablen strukturell vergleichbar mit jener
Formulierung von ROTT ist, stellt dieser Einbau keine grundlegende Schwierigkeit

dar.
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Zu dem vorhandenen axialsymmetrischen Element ist ein Scheibenelement (siehe
auch WESTERHOFF (1991)) hinzugefiigt worden. Es stehen 4-, 8- und 12-

Knotenelemente bereit.

Als Erginzung zum vorhandenen Praprozessor und dem FE-Kernprogramm ist ein
Postprozessor zur grafischen Aufbereitung der Ergebnisse entwickelt worden. Die
Schnittstelle ist hierbei eine Restart-Datei, auf der der jeweils letzte Zeitschritt sowie
alle erforderlichen Elemente der Arbeitsfelder abgespeichert werden. Wesentliche

Merkmale dieses Postprozessors sind:
e Darstellung des Verschiebungsfeldes,

e Spannungsdarstellung, 2-dimensional mit Hohenlinien und Graustufenraste-

rung,
e Spannungsdarstellung, 3—dimensional mit Hohenlinien oder als Netzstruktur.

Die besonders bei 4-Knotenelementen haufig auftretenden Spriinge der Hohenlinien
an Elementgrenzen sind durch einen Interpolationsalgorithmus ausgeglichen worden.
Dieser berechnet zunéichst die Spannungswerte der Gausspunkte an den Knoten. Der
_ endgiiltige Knotenwert folgt dann aus einer Mittelung der Spannungen der Elemente,
die diesen Knoten enthalten. In Verbindung mit den Elementmittelpunkten lassen
sich so eindeutig Ebenen, die durch drei Punkte bestimmt sind, aufspannen. Eine
Stetigkeit zu angrenzenden Elementen ist damit gewahrleistet.

Zur Realisierung der Grafik fand die Programmbibliothek ERLGRAPH 2.10M Ver-

wendung,.

7.4 Ergebnisse

7.4.1 Kontrollrechnungen

Zur Uberpriifung der vorgenommenen Anderungen und Ergénzungen am FE-
Programmpaket sowie zum Ausschalten von Programmierfehlern dienen die folgenden
Testrechnungen (Abb.79).

Ein einfaches System, bestehend aus 4 in einer Reihe angebrachten Scheibenelemen-
ten, erfahrt eine Belastung durch eine konstante Verschiebungsrate. Da es fiir das
beobachetete inelastische Materialverhalten keine analytische Losung gibt, ist das
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Abb. 79: Kontrollrechnungen bei konstanter Dehnungsrate; Vergleich zwischen
Stoffgesetzintegration (durchgezogene Linie) und FE-Rechnung (Zentral-
symbole)

Ergebnis dieser FE-Rechnung mit der numerischen Stoffgesetzintegration, die unab-
hangig von Strukturen ist, zu vergleichen. Abb.79 zeigt fiir zwei verschiedene Ge-
schwindigkeiten die Spannungs-Dehnungsbeziehungen. Die Ergebnisse dieser Rech-

nungen sind deckungsgleich.

7.4.2 Scheibe unter Eigengewicht

Eine beztiglich der vertikalen Achse symmetrische Scheibe erfahre eine Belastung
durch Eigengewicht. Gerechnet wurde aus Symmetriegriinden — wie auch bei weiteren

symmetrischen Strukturen — nur eine Haélfte.

Abb.80 zeigt den Spannungsverlauf nach 1-10® Sekunden der Vergleichsspannung
Om, d.h. der Wurzel der zweiten Spannungsinvarianten. Gerechnet wurde mit 156

4-Knotenelementen. Die Dichte ist mit o = 920% vorgegeben worden.

Die Gewichtsbelastung ist so diskretisiert worden, dafl diese an den Knoten verteilt

angreift. Dabei wirke an jedem Knoten ein Viertel der Elementkraft je Element, d.h.
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Abb. 80: Scheibe unter Eigengewicht

Eckknoten sind mit einem Viertel, Randknoten mit der Halfte und innenliegende

Knoten mit der gesamten Elementkraft beaufschlagt.

Der Verlauf der Vergleichsspannqng weist an den aufleren zweiwertigen Auflagern eine
deutliche Spannungserhéhung auf. Diese resultiert aus den Spannungskomponenten
Ozz, die aus der behinderten Querkontraktion an den Lagern herriithren. Mit zuneh-
mendem Abstand von dieser Lagerung homogenisiert sich der Spannungszustand und

nimmt zum freien Ende bis zu einem Minimalwert ab.

7.4.3 Kragscheibe

Eine aus 40 Elementen bestehende Kragscheibe wird am freien Ende durch eine
Einzelkraft F belastet. Die Anordnung der Elemente, der Lagerung sowie das
Verschiebungsfeld nach 2 Sekunden, welches um den Faktor 2 vergréfiert dargestellt
ist, enthalt Abb.81.

Eine Analyse der auftretenden Vergleichsspannungen soll nach unterschiedlich langen
Haltezeiten der aufgebrachten Kraft durchgefithrt werden. Die Abb.82-85 enthalten
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Abb. 81: Verschiebungsfeld der Kragscheibe

die Ergebnisse nach 2 Sek., 200 Sek., 800 Sek. und 1000 Sek. mit konstanter
Belastung.

Mit einer einheitlich gewahlten Graustufenrasterung ist eine Homogenisierung der
Spannungen bei konstanten x—Werten deutlich. Der Bereich geringster Belastung
(Abb.82) verkleinert sich mit zunehmender Zeit, wahrend sich die Bereiche hoher
Belastung nur geringfiigig verandern. Das jeweils auftretende Spannungsmaximum
nimmt nach einem hohen Wert bei ¢t = 2 Sekunden zunéichst ab, um dann wiederum
anzusteigen. Diese Schwingung ist in dem verzogert auftretenden Einflu der ten-
sorwertigen internen Variablen begriindet, die zudem in der Summe in Abhangigkeit

der Belastungsdauer einen Vorzeichenwechsel durchlaufen.

Bei der Betrachtung der Normalenkomponenten des Spannungstensors in x— und y-
Richtung (Abb.86 und 87) sind neben den zu erwartenden Verldufen Einfliisse der
Spannungseinleitungsstelle sowie bei Abb.87 ein deutlicher Anstieg der Spannungen
an den beiden adufleren Lagern zu sehen. Diese Lagerungseinfliisse finden sich

verstirkt bei lagerungsnahen Elementen und spateren Zeitschritten wieder (siehe
auch Kap.7.4.2).
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Abb. 82: Vergleichsspannung o, nach 2 Sekunden
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Abb. 83: Vergleichsspannung o, nach 200 Sekunden
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7.4.4 Trapezscheibe

Eine sich verjingende, einseitig gelagerte Trapezscheibe wird am unteren Ende mit
einer konstanten Verschiebungsrate beaufschlagt. Die Struktur besteht aus 164 4~
Knoten—Scheibenelementen, wobei zwecks einer Netzverfeinerung zur Einspannseite

zwel Reihen von ﬁbergangselementen eingebracht wurden.

Das Verschiebungsfeld nach 3800 Sekunden zeigt Abb.88.

| Gesamtansicht

LAY
I\ ‘W% g ALY
ALY Y
CEEEEEEX

Ar e LUV

AR L
AN I B

//1‘1‘1"\\\\
’/1 T \A\\

1} 1 —_H—- —

Y2

, INANEAN
?'_/.-....T ..... To.___ i X\ \,\ \/\ \A

y Trapezschelbe 50.0 x100.0 4-Knoten-Scheibenelement
Konst. Verschiebungsrate Verschiebungsfeld
x uxe 0.00D+00 uy= 0.10D-01 t- 0.38D+04 Faktor= 0.10D+02

Abb. 88: Verschiebungsfeld der Trapezscheibe

Zu drei unterschiedlichen Zeitpunkten wird die jeweilige Spannungsantwort dieser
Scheibe dargestellt. Nach 100 Sekunden zeigt sich in Abb.89 an den &ufleren
Lagern die typische Spannungserhéhung im Bild der Vergleichsspannungen. Der
Maximalwert betragt 2.49 M Pa.

Mit fortschreitender Zeit pragt sich diese Spannungsspitze aus. Abb.90 enthalt einen
ahnlichen Verlauf der Héhenlinien, jedoch mit einem deutlich héheren Maximalwert
von 3.96 M Pa.

Nach groflen Zeiten tritt dann eine Umlagerung der hochstbelasteten Bereiche zur

Symmetrieachse auf. Dies geht einher mit einer Abnahme des Maximums auf
3.09 MPa (Abb.91).
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Abb. 92: Spannungsmaxima nach verschiedenen Belastungsdauern
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Betrachtet man die Lage der Spannungsmaxima im ¢ — ¢ Diagramm (Abb.92), so
zeigt sich nach einem schnellen Anstieg das Erreichen eines Extremwertes sowie der
Ubergang zu einem Residuumswert. Zu beachten ist hierbei jedoch, daf} die Maxima

nicht zwangslaufig an exakt der gleichen Stelle der Struktur auftreten.

Bei den durchgefiihrten Rechnungen mit Ubergangselementen hat sich gezeigt, daf
diese qualitativ gegeniiber "normalen” Elementen problematisch sind. Hohenlinien
im Bereich dieser Elemente weisen starke lokale Schwankungen auf, die in der
ungiinstigen Elementgeometrie begriindet sind. Es ist folglich darauf zu achten,
dafl ﬁbergangselemente in ausreichend grofler Entfernung von kritischen bzw. zu

beobachtenden Strukturbereichen liegen.

7.4.5 Gelochte Scheibe

Als abschlieflendes Beispiel in diesem Kapitel soll die klassische gelochte Scheibe
untersucht werden. Vergleichsrechnungen, die jedoch auf Basis eines Stoffgesetzes
fir Stahl durchgefithrt wurden, finden sich u.a. bei ZIENKIEWICZ (1991).

Aus Symmetriegriinden ist nur ein Viertel der gesamten Scheibe betrachtet worden.

Die Randbedingungen an den Symmetrieschnitten sind entsprechend zu wahlen.
Der Lochrand ist frei verschieblich. Es wird eine konstante Streckenlast mit der
resultierenden Kraft F aufgebracht.

Das Verschiebungsfeld in Abb.93 weist neben einer ellipsoiden Verformung des Loch-
randes eine kontinuierlich steigende Verbreiterung der Scheibe bis zur horizontalen
Symmetrieachse auf. Dabei geht die Absenkung an der Krafteinleitungsflache iber

in eine Absenkung am oberen Lochrand sowie eine Zunahme der Breite der Scheibe.

Die Normalspannungskomponente in x~Richtung weist einen deutlichen Anstieg zum
oberen Pol des Loches auf (Abb.94 und Abb.95). Dabei nimmt mit zunehmender
Zeit der Maximalwert leicht ab; es erfolgt eine Umlagerung auf das Nahfeld des

Extremalwertes, wo sich der Spannungsgradient verringert.

Wie in der zweidimensionalen Darstellung deutlich wird, existieren zu beiden ausge-

wahlten Zeiten spannungsfreie Zonen bzgl. dieser Komponente.

Die Lage der Extrema sowie die Tendenz der Gradienten der y-Spannungskomponente
zeigt Abb.96. Der betragsmaBig grofite Wert tritt am seitlichen Rand des Loches auf,
wahrend an der unbelasteten und freien Seite ein fiir diesen Belastungs— und Span-

nungszustand typisches Nebenextremum zu beobachten ist. Die zeitliche Anderung
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Abb. 93: Verschiebungsfeld der gelochten Scheibe
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Abb. 95: Vergleich der Normalspannungskomponente in x-Richtung der ge-

lochten Scheibe zu zwei Zeitpunkten

(Abb.97) verhalt sich vergleichbar jener, die bei der x~-Komponente auftritt; eine
Abnahme des betragsmaBigen Maximums geht einher mit einer (leichten) Homoge-

nisierung des Umfeldes.

Die Konsequenz der bisherigen Betrachtungen zur gelochten Scheibe ist der Verlauf
der Vergleichsspannung ¢,,. Extrema treten am oberen und seitlichen Lochrand
auf, und ein Nebenmaxirfititn zeigt sich am freien Rand. Die zeitliche Anderung der
Hohenlinienbilder ist wiederum verbunden mit einer Abnahme der Spannung sowie

einer Abnahme der Gradienten in der Struktur.
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8. Zusammenfassung und Ausblick

Es ist ein mehrdimensionales, thermodynamisch konsistentes Stoffgesetz fiir polykri-

stallines Eis vorgestellt worden.

Aufgrund der vielfaltigen Erscheinungsformen, die unter dem Begriff Eis zusammen-
gefaflt werden, erfolgte zunachst eine begriffliche Klarung und Einteilung der wich-
tigsten Eisformen. Verformungsmechanismen, die mikromechanisch zu erklaren sind,
geben daran anschliefend einen Einblick in die Ablaufe, die in phianomenologischen

Modellen gemittelt beschrieben werden.

Nach einem kurzen Uberblick bestehender Stoffgesetze folgte die Aufbereitung der
Rahmenbedingungen des vorgestellten Modells. Eine thermodynamische Theorie ist

aufgezeigt worden, die in Verbindung mit den konstitutiven Gleichungen eine Er-

fillung der thermodynamischen Hauptsétze gewahrleistet. Die daraus fiir die For-
mulierung der Evolutionsgleichungen entstandenen Restriktionen sind beriicksichtigt

worden.

Neben den adiabaten und isothermen Sonderfillen lassen sich unter Zuhilfenahme
einer geeigneten Warmeiibergangsgleichung grundsatzlich mit dem Modell auch

allgemeine Prozesse realisieren.

Im Gegensatz zu vielen Stoffgesetzen, die Werkstoffe bei héheren Temperatu-
ren beschreiben, enthélt dieses Modell fiir den Hochtemperaturwerkstoff Eis keine
Fliefigrenze, die einen rein elastischen Bereich abgrenzt. Die aus der Plastizitit bzw.

Viskoplastizitat bekannte Fliefflache reduziert sich auf einen Fliepunkt.

Mit dem Konzept der internen Variablen, die phanomenologisch die tatsachlichen
Ablaufe im Material beschreiben, ist eine Erfassung der wesentlichen Einfliisse
angestrebt worden. Diese werden durch zwei tensorwertige Gréen modelliert, die
mikromechanische Vorgange reprasentieren und einerseits zu einer Verfestigung,

andererseits zu einer Entfestigung des Materials filhren. Da diese Mechanismen

im Laufe einer Belastungsgeschichte nicht zwangslaufig monoton sind, enthalten die

Evolutionsgleichungen Erholungsterme.
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Das vorgestellte Modell beinhaltet kein SchadigungsmaB, dessen Einfilhrung unmit-
telbar an die Moglichkeit einer entsprechenden Auswertung vorhandener Versuche
gebunden ist. Die Giite der Vorhersage einer Belastungsantwort ist davon unbeein-
fluBt; Abbruchkriterien, die ein Versagen des Werkstoffes (insbesondere bei makrosko-
pischem Zug) repréasentieren, miissen ohne Damage—Gréfien ggf. extern vorgegeben

werden.

Die Anpassung des hier vorgestellten Modells beruht auf Experimenten, die der Lite-
ratur entnommen sind. Mittels Regressionsrechnungen an charakteristischen Punk-
ten einaxialer Spannungs-Dehnungskurven ist es gelungen, analytische, idealisierte
Kurven zu bestimmen. Mit deren Hilfe konnte eine Strategie entwickelt werden, die
eine sukzessive Ermittlung unbekannter Parameter und Funktionen vorsieht. Dies
setzte eine weitgehende Separierung der Einflisse unbekannter Groflen voraus. Aus-
gefithrte Rechnungen mit Belastungspfaden bzw. -arten, die nicht in die Anpassung
eingeflossen sind, zeigen ebenfalls eine zufriedenstellende Ubereinstimmung mit den

Experimenten.

Die hier durchgefithrten Strukturberechnungen mit einem nichtkommerziellen FE-

Programmpaket haben die Verwendbarkeit des Modells fiir komplexe Aufgaben an-

gedeutet. An exemplarisch ausgewdhlten Scheibengeometrien sind Rechnungen mit
konstanter (Linien-)Last bzw. konstanter Verschiebungsrate durchgefiihrt worden.
Ein Ausbau dieser Berechnungen ist nach den bisher gewonnenen Erkenntnissen un-

abhangig von der Stoffgesetzformulierung und damit nur eine Frage der umgebenden

Hard- und Softwarelandschaft.

Ausblickend ist festzustellen, dafl mit dieser Arbeit viele Ankniipfungspunkte fiir die
Zukunft geschaffen werden sollten. Besonders. erstrebenswert erscheint im Hinblick
auf fortzufiihrende Aktivititen in der Stoffgesetzentwicklung eine Kombination aus
Modellbildung und begleitendem Versuchsprogramm. Zur Erfassung materialbeding-
ter Struktureinfliisse wie Anisotropie, Einschliisse, Korngrdssen u.a. ist zu prifen, ob
eine Kombination mit mikromechanisch formulierten Modellen dazu beitragen kann,
die Vorteile dieser Betrachtungsweisen miteinander zu kombinieren. Zur Optimierung
der Handhabung der Stoffgesetze in Bezug auf eine grofie Varianz im betrachteten
Material ist mittelfristig der Ubergang zu einer definierten Serie von Standardver-

suchsergebnissen, die in die Anpassung eingehen, anzustreben.
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Eistypen und Belastungsarten charakterisieren die Erfordernisse an das Modell. Eine
zielorientierte Strategie, wie sie in dieser Arbeit dargestellt wurde, kann als ein Weg

in eine tUbersichtliche Aufbereitung des vorhandenen Wissens dienen.
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Anhang I

Koeffizienten der Polynome fiir ideale Druckkurven:

2 100 1

=

g

C

g

n

[

5

E @

o

2 4

0.00 ...ii.A:.r=...{'..ﬁ:..._|'
0.20 0.40 0.60 0.80 1.00
Dehnung *107"
Abb. 100: Bereiche der idealen Druckkurven
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Bereich I1:

0 = ag +by(e — £3) + ca(e — €3)° + dy(e — &3)°

mit
Qg = 02
by =0
2 (03— 04 2
co=—[2 —3dyh
h2 €3 — &4
2 03— 0
d2='—3(02—03+h2 3 4)
ha €3 — €4

h2=€3—62

Bereich ITI:

g =az + b3(€ - 83) + C3(€ — 63)2 + d3(€ - 53)3
mit

a3 =03

bs = 2cohy + 3dyhy?

1
Cz = 2—];; (—b3 - 3d3h32)

2 bshs
ir= %5 (o0m o0 52

hs =e4 —e3







Mitteiiungen aus dem institut fiir Mechanik

Infinitesimal Thermoplasticlty and Kinematics of Finite Elastic-Plastic Deformations. Basic

Beitrag zur Finlten Element Methode bel linearem, viskoelastischem Stoffverhalten

Theoretische und experimentelle Untersuchung der zykllschen elastoplastischen

EinfluB von Querschnittsverformungen bel dilnnwandigen Stdben mit stetig gekriimmter

Ein Beltrag zur Theorle des ebenen elastischen Verzerrungszustandes bel endlichen

Die Methode der orthogonalen Projektionen und lhre Anwendung zur Berechnung

Nr. 1 Theodor Lehmann:
Grofe elasto-plastische Forménderungen
Nr. 2 Bogdan Raniecki/Klaus Thermann:
Concepts
Nr. 3 Wolfgang Krings:
Nr. 4 Burkhard L.lcke:
Blechbiegung bei endlichen Verzerrungen
Nr. 5 Knut Schwarze:
Profilmittellinie
Nr. 6 Hubert Sommer:
Formanderungen
Nr. 7 H. Stumpf/F. J. Biehl:
orthotroper Platten
Nr. 8 Albert Meyers:
Nr. 9 Berend Fischer:
endlichen Verzerrungen
Nr. 10 Wojciech Pietraszkiewlcz:
Introduction to the Non-Linear Theory of Shells
Nr. 11 Wilfried Ullenboom:
Nr. 12 Jiirgen Glldenpfennig:
plastischer Wellen
Nr. 13 Pawel Rafalski:
Minimum Principles in Plasticity
Nr. 14 Peter Hilgers:
Nr. 15 Hans-Albert Lauert:
von Spannungsrestriktionen
Nr. 16 Martin Fritz:

Ein Beltrag zum optimalen Entwurf von schnellaufenden Zentrifugenschalen

Zur zyklischen, elastoplastischen Beanspruchung elnes dickwandigen Zylinders bel

Optimierung von Stében unter nichtperlodischer dynamischer Belastung

Anwendung eines Modells der Vielkristallplastizitit auf ein Problem gekoppelter elasto-

Der Einsatz eines Mikrorechners zur hybriden Optimierung und Schwingungsanalyse

Optimierung von Stiaben unter dynamischer periodischer Beanspruchung bel Beachtung

Berechnung der Auflagerkrdfte und der Muskelkrifte des Menschen bei ebenen
Bewegungen aufgrund von kinematographischen Aufnahmen




Nr.

Nr.

Nr.

Nr.

Nr.

Nr.

Nr.

Nr.

17

18

19

20

21

22

23

24

H. Stumpf/F. J. Biehl:
Approximations and Error Estimates in Eigenvalue Problems of Elastic Systems with
Application to Eigenvibrations of Orthotropic Plates

Uwe Kolberg:
Variational Principles and their Numerical Application to Geometrically Nonlinear v. Karman
Plates

Heinz Antes:
Uber Fehler und Méglichkeiten ihrer Abschétzung bei numerischen Berechnungen von
Schalentragwerken

Czeslaw Wozniak:
Large Deformations of Elastic and Non-Elastic Plates, Shells and Rods

Maria K. Duszek:
Problems of Geometrically Non-Linear Theory of Plasticity

Burkhard von Bredow:
Optimierung von Stédben unter stochastischer Erregung

Jirgen Preuss:
Optimaler Entwurf von Tragwerken mit Hilfe der Mehrzielmethode

Ekkehard GroBmann:
Kovarianzanalyse mechanischer  Zufallsschwingungen bei Darstellung der
mehrfachkorrelierten Erregungen durch stochastische Differentialgleichungen

Nr.

Nr.

Nr.

Nr.

Nr.

Nr.

Nr.

Nr.

Nr.

25

26

27

28

29

30

31

32

33

Dieter Weichert:
Variational Formulation and Solution of Boundary-Value Problems in the Theory of Plasticity
and Application to Plate Problems

Wojciech Pietraszkiewicz:
On Consistent Approximations in the Geometrically Non-Linear Theory of Shells

Georg Zander:
Zur Bestimmung von Verzweigungslasten diinnwandiger Kreiszylinder unter kombinierter
Léngs- und Torsionslast

Pawel Rafalski:
An Alternative Approach to the Elastic-Viscoplastic Initial-Boundary Value Problem

Heinrich Oeynhausen:
Verzweigungslasten elastoplastisch deformierter, dickwandiger Kreiszylinder unter
Innendruck und Axialkraft

F.-J. Biehl:
Zweiseitige Eingrenzung von FeldgréBen beim einseitigen Kontaktproblem

Maria K. Duszek:
Foundations of the Non-Linear Plastic Shell Theory

Reinhard Piltner:
Spezielle finite Elemente mit Lochern, Ecken und Rissen unter Verwendung von analytischen
Teillésungen

Petrisor Mazilu:
Variationsprinzipe der Thermoplastizitét
I. Warmeausbreitung und Plastizitat




NF. 34 Helmut Stumpf: - , , , _ , ,
ggg,ﬁé Eperator Bescription, Nonlingar BUckling and Bost-Buekling Analysis of Thin Elastic

N3 Bemd Kﬁ@ﬂ;{?ﬁ L
Ein Extremal-Yariationsprinzip fiF die Instationare Warmeleitung mit einer Anwendung auf
thermeelastische Frobleme yRter Yerwendung der finiten Elemente

Nr. 86 Alfred et , : - .
Zum methedischen Entwudf mechanischer Sysieme Im Hinbliek auf optimalss
Schwingungsverhalisn

Nr- §7 Petrisor Mazly: o
Variationsprinzipe der Thermoplastizitat
i Gekoppete thermmamechanische Prozesse

Nr. 38 Kiaus-Batlef Mickley: o , , ,
Punitweise Evﬁgfrsnmg YOR Feldgrafen In der Elastomechanik tnd lhre numerische
Realisierng mit Fundamental-SplineTunitionsn

-3 %ﬁagﬁw g MRY Vergleicherde URirsichung geomelrisch Richiingarer
§@n§§m@rmm% ' 7 ' ’

Hokslertighing grafer Rotationen
2 Bersohnung ion Zugstiben ir Bericisiehigung hemicher

A A Fater Beoker: _
Z4r Beraohnung Yo Schalfeldern mit Elementmsinodsh

- 42 Bleimar Boyaharg: , - . .
Entviokidng Ynd Anvendung elnes a0 die Biskrele-Faurier-Fransformation angepasisn
direlien Alggrithmys 24 Bestimmung der modalen Parameter linearer Rehwingyngssystems

Ar. 43 Ywie Zalohel: , . .
Tihegratisahe ynd sxperimentialie Ynisrsuohungen 7Y sinem therma-plastischen Siciigeselz

Nedd Jankuble NS . :
Thermodiftusion Flows in 2 Solid with 2 Bominant Sonstitent

Rr. 45 oty Kepp: . . S '
Yher gle Glolchganionisiagsn yad &lalahgewichisbersiohe Nchiinearer aULORoMEr 8ysieme

Mg - Makonaky/P-Nolle/bl. Stympr o
Finte inlane Baiormations of Flexible Rads - Insight into Nonlinear Shel Froblems

ir. 47 gﬁé@;ﬁﬁ Anslyse mahvgsitiger Losungen michinearsr Randwerprobleme der
b it A o

Rir- 48 S Shressialanaki/L-F- Nigite: _ "
Strataglon 2yr Losyng Riokilinearer Frobleme ger Srdurmechank wng five modave
Avthsisitung i Konzsnt MESY



Nr. 49

Karl-Heinz Biirger:
Gewichtsoptimierung rotationssymmetrischer Platten unter instationérer Erregung

Nr. 50 Ulrich Schmid:
Zur Berechnung des plastischen Setzens von Schraubenfedern
Nr. 51 Jorg Frischbier: i
Theorie der Stofibelastung orthotroper Platten und ihre experimentelle Uberprifung am
Beispiel einer unidirektional verstarkten CFK-Verbundplatte
Nr. 52 W. Tampczynski:
Strain history effect in cyclic plasticity
Nr. 53 Dieter Weichert:
Zum Problem geometrischer Nichtlinearitaten in der Plastizitatstheorie
Nr. 54 Heinz Antes/Thomas Meise/Thomas Wiebe:
Wellenausbreitung in akustischen Medien
Randelement-Prozeduren im 2-D Frequenzraum und im 3-D Zeitbereich
Nr. 55 Wojciech Pietraszkiewicz:
Geometrically non-linear theories of thin elastic shells
Nr. 56 Jerzy Makowski/Helmut Stumpf:
Finite strain theory of rods
Nr. 57 Andreas Pape:
Zur Beschreibung des transienten und stationdren Verfestigungsverhaltens von Stahl mit
Hilfe eines nichtlinearen Grenzflachenmodells
Nr. 58 Johannes Grof-Weege:
Zum Einspielverhalten von Flachentragwerken
Nr. 59 Peihua LI1U:
Optimierung von Kreisplatten unter dynamischer nicht rotationssymmetrischer Last
Nr. 60 Reinhard Schmidt:
Die Anwendung von Zustandsbeobachtern =zur Schwingungsiiberwachung und
Schadensfritherkennung auf mechanische Konstruktionen
Nr. 61 Martin Pitzer:
Vergleich einiger FE-Formulierungen auf der Basis eines inelastischen Stoffgesetzes
Nr. 62 Jerzy Makowsky/Helmut Stumpf:
Geometric structure of fully nonlinear and linearized Cosserat type shel theory
Nr. 63 O.T. Bruhns:
Grofe plastische Forméanderungen - Bad Honnef 1988
Nr. 64 Khanh Chau Le/Helmut Stumpf/Dieter Weichert:
Variational principles of fracture mechanics
Nr. 65 Guido Obermdiller:
Ein Beitrag zur Strukturoptimierung unter stochastischen Lasten
Nr. 66 Herbert Diehl:

Ein Materialmodell zur Berechnung von Hochgeschwindigkeitsdeformationen metallischer
Werkstoffe unter besonderer Beriicksichtigung der Schadigung durch Scherbénder




Nr. 67

Nr. 68

Nr. 69

Nr. 70

Nr. 71

Nr. 72

Nr. 73

—Nr. 76— Andreas-Feldmller:

Nr. 76

Nr. 77

Nr. 78

Nr. 79

Nr. 80

Nr. 81

Nr. 82

Nr. 83

Michael Geis:
Zur Berechnung ebener, elastodynamischer RiBprobleme mit der Randelementmethode

Giinter Renker:
Zur Identifikation nichtlinearer strukturmechanischer Systeme

Berthold Schieck:
GroBe elastische Dehnungen in Schalen aus hyperelastischen inkompressiblen Materialien

Frank Szepan:
Ein elastisch-viskoplastisches Stoffgesetz zur Beschreibung groBer Formanderungen unter
Beriicksichtigung der thermomechanischen Kopplung

Christian Scholz;
Ein Beitrag zur Gestaltsoptimierung druckbelasteter Rotationsschalen

J. Badur/H. Stumpf:
On the influence of E. and F. Cosserat on modern continuum mechanics and field theory

Werner Fornefeld:
Zur Parameteridentifikation und Berechnung von Hochgeschwindigkeitsdeformationen
metallischer Werkstoffe anhand eines Kontinuums-Damage-Modells

J. Saczuk/H. Stumpf:
On statical shakedown theorems for non-linear problems

Ein thermoplastisches Stoffgesetz isotrop geschadigter Kontinua

Ulfert Rott:
Ein neues Konzept zur Berechnung viskoplastischer Strukturen

Thomas Heinrich Pingel:
Beitrag zur Herleitung und numerischen Realisierung eines mathematischen Modells der
menschlichen Wirbelséule

O.T. Bruhns:
GroBe plastische Forménderungen - Bad Honnef 1991

J. Makowski/J. Chroscielewski/H. Stumpf:
Computational Analysis of Shells Undergoing Large Elastic Deformation
Part I: Theoretical Foundations

J. Chroscielewski/J. Makowski/H. Stumpf:
Computational Analysis of Shells Undergoing Large Elastic Deformation
Part ll: Finite Element Implementation

R. H. Frania/H. Waller:
Entwicklung und Anwendung spezieller finiter Elemente fiir Kerbspannungsprobleme im
Maschinenbau

B. Bischoff-Beiermann:
Zur selbstkonsistenten Berechnung von Eigenspannungen in polykristallinem Eis unter
Bericksichtigung der Monokristallanisotropie

J. Pohe’:
Ein Beitrag zur Stoffgesetzentwicklung fiir polykristallines Eis










Mitteilungen aus dem Institut fir Mechanik
RUHR-UNIVERSITAT BOCHUM
Nr. 83



