RUHR-UNIVERSITAT BOCHUM

B. Bischoff-Beiermann

Zur selbstkonsistenten

Berechnung von Eigenspannungen
In polykristallinem Eis unter
Berlcksichtigung der
Monokristallanisotropie

Heft Nr. 82

Mitteilungen

aus dem
Institut fur Mechanik



Institut fur Mechanik
Ruhr-Universitat Bochum

Burkhard Bischoff-Beiermann

Zur selbstkonsistenten Berechnung
von Eigenspannungen in polykristallinem Eis

unter Beriicksichtigung der Monokristallanisotropie

Mitteilungen aus dem Institut fiir Mechanik Nr. 82
Juli 1992



wﬂwn G«w—.a/(mu-m. mt herdiche., @o««l’L ﬁ..., ol
Vu.(l—-\ P.'-oJaJho‘-lec-._ ’l:;og uel  ole 6&66.«%. J'(
Md-d'éau—a ANy Y 3

G B2



Herausgeber: Institut fiir Mechanik der Ruhr-Universitit Bochum

Die vorliegende Arbeit entstand wahrend meiner Tatigkeit als wissenschaftlicher Mitarbeiter
am Institut fiir Mechanik der Ruhr-Universitit Bochum und wurde von der dortigen Fakultit

als Dissertation angenommen.

Herrn Prof. Dr.-Ing. O.T. Bruhns danke ich fiir die Anregung zu dieser Arbeit und die
Ubernahme des Referates. Herrn Prof. Dr.-Ing. D. Besdo danke ich fiir die Ubernahme des

Korreferates.

All denen, die durch ihre tatkriftige Unterstiitzung zum Gelingen dieser Arbeit beigetragen
haben, insbesondere Frau Petra Fobbe fiir das Korrekturlesen des Manuskriptes, Frau cand.-
Ing. B. Rosen und Herrn cand.-Ing. H.J. Becker fiir ihre Mithilfe bei der Erstellung der
Druckvorlagen und der Durchfiihrung der Kontrollrechnungen sowie den Mitarbeitern des
Lehrstuhls fir Technische Mechanik, sei herzlich gedankt.

Juli 1992  Burkhard Bischoff-Beiermann

Referenten:
Prof. Dr.-Ing. O.T. Bruhns
Prof. Dr.-Ing. D. Besdo

Tag der Einreichung : 13.01.1992
Tag der miindlichen Priifung: 14.05.1992

(©1992 Dr.-Ing. Burkhard Bischoff-Beiermann
Diippelstrafie 46, 4630 Bochum 1

Alle Rechte vorbehalten. Auch die fotomechanische Vervielfaltigung des Werkes (Fotokopie,

Mirkokopie) oder von Teilen daraus bedarf der vorherigen Zustimmung des Autors.



Zusammenfassung

Im ersten Teil dieser Arbeit wird aus der Analyse der Versetzungsbewegung ein neues mehr-
axiales Stoffgesetz zur Beschreibung der inelastischen Verformungen eines Eismonokristalls
hergeleitet, das trotz seiner einfachen Struktur das ausgeprigt anisotrope Materialverhalten
sehr gut beschreibt. Die Versetzungsdichte hat die Bedeutung einer skalarwertigen internen

Zustandsvariablen.

Ein Vergleich des mikromechanisch begriindeten Ansatzes mit der allgemeinen Form eines
Stoffgesetzes fiir transversal isotrope Materialien, wie sie im 8. Kapitel angegeben wird, zeigt

dessen Vollstindigkeit im Rahmen einer Theorie erster Ordnung.

Auf der Basis des monokristallinen Stoffgesetzes wird eine selbstkonsistente Stoffgesetzfor-
mulierung fiir polykristallines Eis entwickelt. Der innere Aufbau des Polykristalls wird durch
eine skalarwertige und eine tensorwertige interne Zustandsfunktion charakterisiert. Diese
Zustandsfunktionen sind im Raum der méglichen Kristallachsenorientierungen definiert. Sie
beschreiben die Orientierungsverteilung der Kristallachsen und die im Laufe des Deformati-

onsprozesses entstehende Eigenspannungsverteilung,.

Im Kapitel 7 wird eine neue Losung des von Eshelby definierten Einschlufiproblems fiir
linear elastisch-viskoses Materialverhalten angegeben. Sie bildet die Grundlage fiir den in

der selbstkonsistenten Stoffgesetzformulierung verwendeten Lokalisationsprozef.

Summary

In the first part of this paper a new multiaxial constitutive law for the inelastic deformation
of ice monocrystals is introduced by analysing the motion of dislocations. Although it shows
a simple structure, it is able to describe the marked anisotropic behaviour very well. The

dislocation density has the meaning of a scalar valued internal state variable.

This micromechanical based formulation is a complete first order approximation of the general

form of a constitutive law for transversely isotropic materials which is given in chapter 8.

A self-consistent constitutive law for polycrystalline ice is developed based on the given
monocrystalline one. The internal structure of the polycrystal is described by a scalar and a
tensor valued internal state function, which are defined in the space of the possible orientations
of the crystalaxes. This state functions characterize the orientation density of the crystalaxes

and the development of residual stresses during the deformation process.

The process of localisation of the self-consistent formulation is based on a new solution of
the inclusion problem which is given in chapter 7. It is an extension of the original work of

Eshelby to linear elastic-viscous materials.
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1. Einleitung

Eis zdhlt zu den Stoffen, mit denen ein jeder vielfiltige Assoziationen verbindet. Zumeist
stehen dabei die nichttechnischen Aspekte im Vordergrund. Beispiele fiir die unterschiedlichen
Erscheinungsformen sind der zugefrorene See im Winter und das eisgekiihlte Getrink im

Sommer.

Doch auch in Bezug auf ingenieurwissenschaftliche Anwendungen ist Eis ein interessanter
Werkstoff. Die Auslegung von Eisbrechern oder Kanalschleusen ist ein Beispiel, bei dem
die Kenntnis der Materialeigenschaften nicht nur des Bauteils, sondern auch des Eises von
Bedeutung ist. In der Off-Shore-Technik bilden die Belastungen durch Treibeis eine wichtige

Grundlage zur Dimensionierung von Erdélpipelines und Bohrinseln.

Die Frage nach der Tragfahigkeit der Eisdecke eines zugefrorenen Sees deutet bereits darauf
hin, daB Eis als Werkstoff technischer Konstruktionen dienen kann. Es seien hier die

Uberlegungen, Eis als Baumaterial von Polarstationen zu verwenden, genannt.

Grundlagenorientierte Untersuchungen an (polykristallinem) Eis sind Voraussetzung fiir
die genannten anwendungsbezogenen Fragestellungen und geben weiterhin Aufschlufl iiber
das Materialverhalten auch anderer polykristalliner Werkstoffe. In der Literatur wird
den Wechselwirkungen zwischen dem mikroskopischen Aufbau und den makroskopischen
Belastungen eines Werkstoffes viel Aufmerksamkeit gewidmet. Als Beispiele seien die
Vorhersage von Walztexturen und deren Auswirkung auf die Materialeigenschaften oder die

Berechnung von Faserverbundwerkstoffen genannt.

Die ausgepragte Anisotropie der Eismonokristalle hat einen wesentlichen Anteil am globalen
Verhalten des Polykristalls. Die Transparenz von Eis gestattet es mit relativ einfachen

Mitteln, einen zerstorungsfreien Einblick in die innere Struktur des Polykristalls zu nehmen.

Eis zahlt zur Gruppe der Hochtemperaturwerkstoffe, da es sich unter normalen Umgebungs-
bedingungen sehr nahe an seinem Schmelzpunkt befindet. So kann Hochtemperaturverhalten
bei geméBigter Temperatur untersucht werden. Eis zeigt wie die meisten Materialien bei ho-
hen homologen Temperaturen eine deutliche Viskositdt. Einerseits ist es sehr "weich”, da es
kaum in der Lage ist, sein eigenes Gewicht zu tragen. Schon durch sehr kleine Lasten kann

insbesondere der Monokristall sehr grofie bleibende Verformungen erfahren. Andererseits
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handelt es sich aber auch um einen sehr "harten” Werkstoff, da eine Zugprobe selbst beim
Erreichen der Schmelztemperatur bei hinreichend grofier Belastungsgeschwindigkeit durch
Sprédbruch versagt.

Die hier vorgelegte Arbeit leistet einen Beitrag zur Beschreibung polykristalliner Werkstoffe,
insbesondere polykristallinen Kunsteises, indem die Anderungen auf der Mikroebene in Be-
ziehung gesetzt werden zu den makroskopisch beobachtbaren Gréfien. In Ubereinstimmung
mit der einschligigen Literatur (s. Kapitel 4.3) werden die Versetzungsbewegungen als der
wesentliche Verformungsmechanismus des Polykristalls fiir den Temperaturbereich —5°C <
T, < —20°C angesehen. Der Schwerpunkt liegt deshalb auf der Beschreibung der Eigen-
spannungsverteilung, die sich aus der Anisotropie der den Polykristall bildenden Einkristalle
entwickelt. Die Untersuchung des Einflusses weiterer Verformungsmechanismen, wie z.B. des

Korngrenzgleitens, bleibt zukiinftigen Arbeiten vorbehalten.
Diese Arbeit gliedert sich in drei Teile:

Nach einer Beschreibung der Materialeigenschaften von monokristallinem Eis und einer
Ubersicht iiber bestehende Stoffgesetze im Kapitel 2 wird im Kapitel 3 ein neues mehr-
axiales Stoffgesetz fiir den Monokristall entwickelt. Die Verzerrungsgeschwindigkeiten wer-
den entsprechend den zugrundeliegenden Verformungsmechanismen aufgespalten. Durch die
gewiahlte Formulierung kénnen die einzelnen Mechanismen jeweils durch eine skalarwertige
Materialgleichung beschrieben werden. Fiir den Hauptverformungsmechanismus der basalen
Gleitung wird ein einaxiales Stoffgesetz aus der Analyse der zugrundeliegenden Versetzungs-
bewegungen abgeleitet. Hieraus ergibt sich eine Formulierung, die die Versetzungsdichte als
interne Variable verwendet. Die Materialparameter werden mit Hilfe von in der Literatur
verdffentlichten Experimenten bestimmt. Typische einaxiale Zug- oder Druckversuche wer-

den mit diesem Stoffgesetz berechnet und mit den entsprechenden Experimenten verglichen.

Der zweite Teil beginnt im Kapitel 4 mit der Beschreibung des Polykristalls. Das Material-
verhalten wird hinsichtlich der mikromechanischen Ursachen analysiert. Einige bestehende
Stoffgesetze fiir den Polykristall werden dargestellt. Im Kapitel 5 werden Mdglichkeiten zur
Beriicksichtigung der Mikrostruktur bei der Formulierung eines makroskopischen Stoffgeset-
zes fiir polykristalline Werkstoffe aufgezeigt und hinsichtlich ihrer Eignung im Zusammenhang
mit polykristallinem Eis untersucht.

Ein selbstkonsistentes Stoffgesetz fiir polykristallines Eis wird im Kapitel 6 hergeleitet. Durch
die Definition einer internen Zustandsfunktion wird die Eigenspannungsverteiiung innerhalb
des Polykristalls charakterisiert. Anhand von einigen Beispielrechnungen wird der Einflu$§
der Modellparameter auf die Eigenspannungsentwicklung dargestellt.



Den dritten Teil der Arbeit bilden die Kapitel 7 und 8. Sie behandeln zwei Themen, die
jeweils in sich abgeschlossen sind und losgelést von den beiden ersten Teilen betrachtet werden

konnen. Auf deren Ergebnisse wird in den ersten Teilen aber teilweise vorgegriffen .

Im Kapitel 7 wird eine neue Losung des von Eshelby (1957) definierten Transformations-
und Einschlufiproblems fiir linear elastisch-viskose Materialien hergeleitet. Durch Einfiihren
der Eigenspannungen im Einschlufl als interne Variable gelangt man zu einer inkrementell

formulierten Lésung des Einschlufiproblems.

Mit Hilfe der Darstellungstheorie isotroper Tensorfunktionen wird im Kapitel 8 die allgemeine
Form eines Stoffgesetzes fiir transversal isotrope Werkstoffe ermittelt. Durch die Definition
eines Invariantensystems, das an die Isotropieeigenschaften angepafit ist, gelangt man zu
einem neuen System von Tensorgeneratoren. Die in diesem Kapitel gewonnenen Ergebnisse
sind nicht nur hinsichtlich der Beschreibung des Eiseinkristalles von Bedeutung, sondern sie
erleichtern auch das Ermitteln der konstitutiven Beziehungen anderer transversal isotroper
Werkstoffe, da die dort definierten Invarianten eine klare physikalische Bedeutung haben und

sich somit leicht mit den Verformungsmechanismen in Beziehung setzen lassen.



2. Monokristallines Eis

2.1 Kristallstruktur

Monokristallines Eis liegt bei den im Rahmen dieser Arbeit interessierenden Temperaturen
(=20°C... - 50°C < T < 0°C... — 2°C) und normalem Umgebungsdruck als sogenanntes Eis
Th vor. Der erste Buchstabe in dieser Abkiirzung steht fiir die englische Bezeichung "Ice”,

der zweite weist auf die hexagonale Kristallstruktur hin.

/ Proton des

'3 / Wasserstoffatoms
H

Abb. 1: Aufbau des Wassermolekiils, Glen (1974)

Ein Wassermolekiil kann man sich ndherungsweise als ein gleichseitiges Tetraeder vorstellen,
in dessen Mitte sich das Sauerstoffatom befindet. Zwei der vier Ecken des Tetraeders werden
durch die Kerne der Wasserstoffatome gebildet. Die die Kerne umgebende Elektronenwolke
dehnt sich in Richtung der beiden verbleibenden Ecken des Tetraeders aus. Daraus ergibt
sich die in Abb.1 angegebene Ladungsverteilung des Wassermolekiils. Die einzelnen Was-
sermolekiile ordnen sich so zu einem Kristall, dafl sich Ecken mit unterschiedlicher Ladung
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basale __ _ __
Gleitebene

O 2 Sauerstoffatom

Abb. 2: Anordnung der Wassermolekiile im Kristallgitter von Eis Th

aneinander anlagern. Jedes Wassermolekiil ist somit mit vier anderen Molekiilen verbunden.
Zwischen zwei Sauerstoffatomen liegt jeweils ein Wasserstoffatom. Das daraus entstehende
hexagonale Kristallgitter ist in Abb.2 dargestellt. Die Molekiile liegen in Ebenen vom Typ a
oder b, die in der Reihenfolge abbaabbaa... gestapelt sind. Die hexagonale Achse (c-Achse)
des Kristalls steht senkrecht auf diesen basalen Ebenen.

Zwei benachbarte Ebenen a und b bilden zusammen ein Netz aus sechseckigen Molekiil-
ringen. Die Sauerstoffatome liegen abwechselnd etwas oberhalb bzw. etwas unterhalb der
Netzmittelebene und sind entsprechend abwechselnd nach oben bzw. nach unten mit der
nichsten Netzebene verbunden. Die molekiilfreien Ebenen zwischen zwei Netzebenen bilden
die basalen Gleitebenen, die im Zusammenhang mit den inelastischen Deformationen von

besonderer Bedeutung sind.

Projiziert man die Kristallstruktur auf die basale Ebene, so erhdlt man Abb.3. Man erkennt,
dafl der Kristall in c-Achsenrichtung von grofien sechseckigen Lochern durchdrungen wird.
Durch das Zusammenfassen der benachbarten Ebenen vom Typ a bzw. b zu einer Schicht A
bzw. B kann der Kristall auch durch die Stapelfolge ABABAB... der Schichten dargestellt
werden. Die Schichten bestehen aus senkrecht iibereinander liegenden und miteinander
verbundenen Molekiilpaaren, z.B. dem Paar B;,B; in Abb.2. Wie man anhand der
gestrichelten Linien in Abb.3 erkennt, liegen die Molekiilpaare innerhalb der Schicht in einer

hexagonal dichtesten Kugelpackung. Diese Eigenschaft, zusammen mit der oben angegebenen
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Abb. 3: Projektion der Struktur von Eis Ih auf die basale Ebene, mit den prismatischen

Ebenen x-x’, y-y’ und 2-2’

Stapelfolge, ist typisch fiir hexagonale Kristallstrukturen. Weitergehende Ausfithrungen zur
Kristallstruktur von Eis finden sich bei Glen (1974).

2.2 Elastische Eigenschaften

Aus der Symmetrie des Kristalls ergibt sich sofort die transversale Isotropie der elastischen
Eigenschaften. Sie sind von beliebigen Rotationen des Kristalls um seine c-Achse unabhangig.
Die 21 Komponenten des Elastizitdtstensors lassen sich aus 5 linear unabhéngigen Groéfien
berechnen. Diese wurden von Dantl (1968) als Funktion der Temperatur T, in °C bestimmt.

c11 =12.904(1-1.489-10-3T,— 1.85- 107572 )103MPa +0.3%
12 =6.487 (1-2.072-1073T,— 3.62-107°T2 )10°MPa =+ 2.0%
c13 =5.622 (1-1.874-1073T, )103MPa  + 7.0%
cs3 =14.075(1-1.629-1073T,— 2.93 - 107572 )103MPa £ 0.4%
cq44 =2.819 (1-1.601-10"3T,— 3.62-10-%T2 )103MPa +0.7%

Abb.4 zeigt die Abhangigkeit des effektiven E-Moduls von der Orientierung des Kristalls. Er
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Abb. 4: Abhingigkeit des effektiven E-Moduls von
der Belastungsrichtung
Fletcher (1970)

schwankt zwischen ca. 12-103MPa in Richtung der c-Achse und ca. 10 - 103MPa senkrecht
dazu. Das Minimum von ca. 8-10°MPa wird unter einem Winkel von ca. 45° zur c-Achse

gemessen. Der Minimalwert weicht ungefahr 30% vom Maximalwert ab.

2.3 Inelastische Materialeigenschaften

Die inelastischen Materialeigenschaften monokristallinen Eises sind durch eine ausgeprigte
Anisotropie gekennzeichnet. Michel (1978) vergleicht den Monokristall mit einem Stapel
Spielkarten. Die einzelnen Karten entsprechen den basalen Ebenen des Kristalls. Schon
kleinste resultierende Schubspannungen in den basalen Ebenen konnen diese gegeneinander
verschieben und so bleibende Verformungen erzeugen. Diesen Verformungsmechanismus
nennt man basale Gleitung. Belastungen, die die basalen Ebenen schubspannungsfrei lassen,
konnen den Kristall in der Regel nur elastisch verformen. Erst bei fiir Eis sehr grofen

Spannungen konnten im Experiment nichtbasale Deformationen beobachtet werden.
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2.3.1 Basale Gleitung

2.0 T 0.98MPa 0.65MPa
1 45° 45°

*107' 7

1.5 1

- ]
a

3 t

S 10+

3 1
]

g !

n 4

0.5 T

1

0.37MPa
41°
0.0 A +—if —t ————t + } +—t + |
0.5 1.0 1.5 *10* 2.0
Zeit [s]
Abb. 5: Druckversuch mit konstanter Last, T = -10°C. Griggs u. Coles

(1954). Die Winkel geben die Orientierung der basalen Ebene relativ zur

Probenachse an.

Anhand der in Abb.5 dargestellten Druckversuche mit konstanter Last ist deutlich ein Unter-
schied im Materialverhalten von monokristallinem Eis im Vergleich zu anderen Werkstoffen,
wie z.B. den Metallen, zu erkennen. Die Kriechkurven der letzteren verfestigen in der An-
fangsphase des Experiments, d.h. die Dehnungsrate nimmt mit der Zeit ab. An dieses
sogenannte primare Kriechen schliefit sich dann in der Regel — nach der mehr oder weni-
ger ausgepragten flbergangsphase des sekundaren Kriechens mit konstanter Dehnungsrate
— das tertidre Kriechen an, welches durch eine zunehmende Entfestigung des Werkstoffs ge-
kennzeichnet ist. Im Gegensatz dazu weist monokristallines Eis in der Regel vom Beginn
des Experiments an eine zunehmende Verformungsgeschwindigkeit auf, d.h. das Material

entfestigt. Die Verzerrungsgeschwindigkeit nimmt mit wachsender Belastung zu.

Steinemann (1958) fiihrte einige Scherversuche mit konstanter Last mit aus Schmelzwasser
geziichteten Einkristallen durch (Abb.6). Er unterteilt seine Experimente zwar auch in die
drei Phasen des primaren, sekunddren und tertidren Kriechens, doch tritt das primare Krie-

chen nicht bei allen Versuchen auf und ist so wenig ausgeprigt, dafl er es als Anfangsstérung
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1.0 T
lo.22
MPa
t T = 0.19MPa
0.8
a0 :
=
5 067
3 .
o .
a 04 0.064MPa
<
0.2 -
0.0 # —t
4.00 *10* 8.00
Zeit [s]

Abb. 6: Scherversuche mit konstanter Schub-
spannung 7, T = -2,3°C
Steinemann (1958)

interpretiert. Wahrend Steinemann seine Kurven durch zwei Geraden fiir den sekundéren
und tertiiren Kriechbereich und einer dazwischenliegenden Ubergangszone charakterisiert,

wobei die Dehnungsraten mit der Belastung im folgenden Zusammenhang stehen:

'.Ysek e 1_3.1...3.9

: 1.5
Yter X T ’

beschreiben Griggs u. Coles (1954) ihre Ergebnisse durch quadratische Parabeln der Form:
e = [0.62(c — 0.02T2)]%¢2 .

Hierin ist ¢ die negative Dehnung in Prozent, o die Druckspannung, T, die Temperatur
in °C und t die Zeit in Stunden. In dieser empirischen Gleichung spiegelt sich auch der
experimentelle Befund wider, dafl sich eine Temperaturerh6hung qualitativ genauso auf das

Materialverhalten auswirkt wie eine Erhéhung der Belastung.

In Abb.7 sind Druckversuche mit konstanter Dehnungsrate von Jones u. Brunet und

von Ramseier wiedergegeben. Nach einem anfinglich quasilinearen Verlauf erreichen die
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10.0 T+ 10.0 1
1 [ 1.18x10s™
S 8ol S 8ol
= | =, -
o 6.0 + = 6.0
g I 1.24x107%s™ E ' - & = 1.17x107%s"
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% ] ’:f 1 1.17x10™4s™
2 2.0 2 207t AeanTs
0 1.32 x107*s™ a T
1.5x107%s? \ 1 1.17x107%s
0.0 4 ] — 0.0 = ;
2.0 *107%2 4.0 2.0 *10™% 4.0
a) Dehnung [—1] b) Dehnung [—1]

Abb. 7: Druckversuche mit konstanter Dehnungsrate é
a) Ramseier (1972), T = —10°C;
b) Jones u. Brunet (1978),T = —5°C
(Die Versuchsdaten wurden mit dem Faktor 2 (Spannungen) bzw. 0.5 (Deh-

nungen, Dehnungsrate) auf Druckversuche umgerechnet.)

Spannungen einen Maximalwert, um dann, im Anschlufl an einen sehr stark ausgeprigten
Spannungsabfall, gegen eine horizontale Tangente zu streben. Mit einer Verringerung der
Dehnungsrate nimmt auch die Héhe des Spannungsabfalls ab. Bei langsamen Versuchen
kann dieser auch ganz fehlen. Jones u. Brunet (1978) ermittelten aus ihren Versuchen den

folgenden Zusammenhang zwischen der Maximalspannung 7, und der Dehnungsrate €:

éocr;exp(—RQ—T) mit n=2 und Q:?O%i—l

Die Temperaturabhingigkeit in Form der Arrheniusgleichung spricht dafiir, daf die inelasti-
schen Verformungen thermisch aktiviert sind. Der Exponent der Maximalspannungen liegt

in einer Groflenordnung, die mit den Ergebnissen von Steinemann harmoniert.

Bei beiden Versuchsfithrungen erfolgten die inelastischen Verformungen ausschliellich durch
das Abgleiten der basalen Ebenen. Die Gleitebenen verteilen sich jedoch nicht gleichmafig
iiber den Kristall, sondern konzentrieren sich in einigen Ebenen, die dann als Gleitlinien auf
der Oberfliche der Probe sichtbar sind.
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Das Abgleiten von Kristallebenen geschieht nicht schlagartig um einen Gitterabstand, son-
dern sukzessive durch das Wandern von Versetzungen. Die von Higashi et al. (1968) und
Fukuda u. Higashi (1969) mit Hilfe der R6ntgen-Topographie beobachteten Versetzungen
lagen hauptsichlich in der basalen Ebene, d.h. Burgersvektor und Versetzungslinie stan-
den beide senkrecht zur c-Achse des Kristalls. Unter Belastung wanderten die Versetzungen
innerhalb der basalen Ebene. Ein Quergleiten wurde nicht beobachtet. Dies erklirt, wa-
rum im Experiment fast ausschliefllich das Abgleiten von basalen Ebenen beobachtet wird.
Die Versetzungsanzahl nahm wihrend der Versuche zu. Versetzungsquellen befanden sich
in der Mehrzahl an Spannungskonzentrationen, wobei hiufig schon vorhandene polygonali-
sierte Stufenversetzungen oder Einschliisse als Quelle fungierten. Da die neu entstehenden
Versetzungen jeweils an eine basale Ebene gebunden sind, behindern sie sich nur unwesent-
lich in ihrer Bewegung. Eine Zunahme der Versetzungdichte bedeutet somit fiir Eis eine
Entfestigung des Kristalls. Mit der Gleichung von Orowan (1934)

i = bAv (2.1)

ergibt sich aus den mikroskopischen Grofien, ndmlich dem Betrag des Burgersvektors b,
der Versetzungsdichte A und der Geschwindigkeit der Versetzungen v, die entsprechende
makroskopische Gréfle, die zeitliche Anderung der inelastischen Abgleitung ;.

Die Ergebnisse der mikromechanischen Untersuchungen konnen somit das Aussehen der
Kriechkurven direkt erkliren. Aus den Ergebnissen von Steinemann, da fiir grofie Zeiten die
Kriechkurven gegen eine Gerade streben, ergibt sich im Riickschluf}, daf die Versetzungsdichte
gegen einen Grenzwert strebt. Es wird sich weiter unten zeigen, dafl dieser spannungsabhin-
gig ist.

Aber auch fiir das Verhalten im Druckversuch mit konstanter Dehnungsrate ergibt sich
aus der Versetzungsvervielfachung eine schliissige Erklirung. Ist zu Beginn des Versuchs
die Versetzungsdichte noch sehr gering und damit auch die inelastische Dehnungsrate sehr
klein, dann verformt sich der Kristall zunachst quasi rein elastisch, d.h. im Spannungs-
Dehnungsdiagramm verlduft die Kurve entlang der elastischen Geraden. Mit der Zeit werden
aufgrund der dann anliegenden Spannung neue Versetzungen erzeugt. Im Spannungsmaxi-
mum hat die inelastische Dehnungsrate dann gerade die von auflen vorgegebene Gesamtdeh-

nungsrate erreicht. Von nun an sind zwei Falle zu unterscheiden:

- Die augenblickliche Versetzungsdichte hat den Wert der stationdren Versetzungsdichte,
die der anliegenden Spannung entspricht. Dann verlduft die Kurve von nun an
als horizontale Gerade. Ein solcher Verlauf wird bei sehr kleinen Dehnungsraten
beobachtet.

s
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Abb. 8: FEinfluf der Oberflichenbeschaffenheit im Druck-
versuch, T = —10°C, ¢ = 4,2-10~%s~!
A,B,C siehe Text (Muguruma (1968))

- Die Versetzungsdichte hat den stationdren Wert noch nicht erreicht. Die inelastische
Dehnungsrate nimmt daher weiter zu und wird somit gréfier als die Gesamtdehnungs-
rate. Der elastische Anteil mufl dann negativ werden, d.h. die Spannung sinkt, bis
die dazugehorige stationire Versetzungsdichte der momentanen Versetzungsdichte ent-

spricht.

Muguruma (1968) untersuchte den EinfluB der Oberflichenbeschaffenheit von monokristal-
linen Eisproben auf das Verhalten im Druckversuch mit konstanter Dehnungsrate. Einige
typische Verldufe sind in Abb.8 wiedergegeben. Die Ergebnisse lassen sich wie folgt zusam-

menfassen:

- In der aufgerauhten Oberfliche einer Probe existieren viele Versetzungsquellen. Im
Experiment bilden sich daher viele dichtliegende Gleitbinder aus und die Maximal-

spannung ist relativ niedrig (Kurven vom Typ B).

- Proben mit glatter Oberfliche haben im Gegensatz dazu wenig Versetzungsquellen.
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Daher liegen die Gleitbander weiter auseinander ind die Maximalspannung ist entspre-
chend hoch (Kurven vom Typ A).

Einige Proben zeigten einen Versuchsverlauf vom Typ C. Bei solchen Kristallen lie sich die
Maximalspannung nicht durch die Oberflichenbeschaffenheit beeinflussen. Nach Muguruma
haben solche Kristalle im Inneren eine hohe Anfangsversetzungsdichte. Da jedoch nicht nur
die Maximalspannung, sondern auch die Spannung am Ende des Experimentes unterhalb der
anderen Kurven liegt, sollten diese Kristalle nicht nur eine hohe Anfangsversetzungsdichte,

sondern auch eine hohe Versetzungsquellendichte aufweisen.

2.3.2  Ubersicht iiber einige einaxiale Materialgleichungen

Basierend auf der Gleichung von Orowan (2.1) wurden einige eindimensionale Stoffgesetze

fiir die inelastischen Deformationen monokristallinen Eises aufgestellt.
Readey u. Kingery (1964) ermittelten mit ihren Experimenten die Parameter m und n der
Gleichung

Yi = Ky{"r"

zu m = 1 und n = 2.5 fiir kleine Dehnungen, abnehmend auf 1.5 fiir grofie Dehnungen. Die
Dehnungsabhingigkeit der obigen Gleichung sehen sie durch die Versetzungsdichte A bedingt,

A o ;. Fiir die Geschwindigkeit der Versetzungen erhalten sie entsprechend v o< 7™.

Jones u. Glen (1969) berechneten mit einem dhnlichen Modell (m = 1) Druckversuche mit

konstanter Dehnungsrate. Die Anpassung an ein Experiment ergab n = 3.

Rontgentopographische Untersuchungen von Mai (1976) ergaben jedoch einen linearen Zu-
sammenhang zwischen der Geschwindigkeit einer isolierten Versetzung und der resultierenden
Schubspannung, Abb.9. Dieses Ergebnis bestdtigen auch andere Messungen, die von Whit-

worth (1978) zusammengestellt wurden.

Michel (1978) leitete fiir die Versetzungsdichte A und die Geschwindigkeit der Versetzungen
v folgende Gleichung her:

T .
do(L+ e L) fir vi<
A=
T -
Ao(1+ a‘Y:n)(a)Q fir i > 7
T Q,1 1
v ez )

Die Abhingigkeit der Versetzungsdichte vom Quadrat der Spannung ist mikromechanisch be-

grindet. Sie gilt jedoch strenggenommen nur fiir den stationaren Zustand. Es wurde daher
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Abb. 9: Geschwindigkeit von isolierten Versetzungen in Ab-
hingigkeit von der Spannung, Mai (1976)

rein empirisch der von +; abhingige Vorfaktor eingefiihrt. Uberschreitet «; eine bestimmte

Grenze v;, dann dndert sich A nicht mehr und es ist der stationdre Zustand erreicht.

Den bisher aufgefiihrten Materialgleichungen ist gemeinsam, daf sie alle die inelastische Deh-
nung zur Kennzeichnung des inneren Zustandes, d.h. der Versetzungsdichte des Einkristalls,
nutzen. Eine solche Vorgehensweise ist jedoch nur bei der Beschreibung monotoner Prozesse
sinnvoll. Bei Versuchen mit Belastungsumkehr konnen die inelastischen Verzerrungen auch
wieder abnehmen und zu Null werden, womit dann der urspriingliche Zustand wieder erreicht

ware. Dies widerspricht jedoch der experimentellen Erfahrung.
Zum Schluf dieses Kapitels sei noch auf eine Arbeit von Fukuda u. Hitoshi (1981) hinge-

wiesen. Sie modifizieren Orowans Gleichung, indem sie zwar einen linearen Zusammenhang
zwischen der Geschwindigkeit der Versetzung und der effektiven Schubspannung 7 annehmen,
v = CT, aber die Versetzungen in Gruppen einteilen, die durch ihre Widerstandsspannung
Tm gekennzeichnet werden. 7, ist dabei die Schubspannung, die notwendig ist, um zwei Rei-
hen paralleler Schraubenversetzungen mit unterschiedlichem Vorzeichen aneinander vorbei

zu bewegen. Sie erhalten dadurch folgende Gleichung:

i = bC/ " 0Ty A g )Y (T Tas Ag) 0T
0
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g ist die anteilige Versetzungsdichte, A; ein Konfigurationsparameter und 7, die aufgebrachte

Spannung. 7 wird durch folgende Relation eingegrenazt:
To>T> 12 -1 fir 0<Af< o

Geht man davon aus, daff alle Versetzungen unbeeinfluft voneinander sind, also fiir alle
Tm = 0 gilt, dann erhdlt man p(7,) = (7)), mit der Dirac-Funktion § und der
Gesamtversetzungsdichte A. Das Ausfiihren der Integration liefert dann wieder die urspriing-

liche Form der Gleichung von Orowan.

Fukuda u. Hitoshi haben die anteiligen Versetzungsdichten aus Relaxationsversuchen be-
stimmt. Diese weisen alle einen sehr stark ausgepriagten Peak bei kleinen Spannungen auf
und sind somit der Dirac-Funktion nicht undhnlich. Dies deutet auf eine nur kleine Abwei-

chung von der linearen Form der urspriinglichen Orowan-Gleichung hin.

Hinzu kommt, daB bei der Ermittlung der anteiligen Versetzungsdichten angenommen werden
mufite, daf sich im Verlauf eines Relaxationsversuchs die Versetzungsdichte nicht dndert.
Setzt man jedoch die Giiltigkeit des oben angefiihrten Ansatzes von Michel voraus, da8
die stationire Versetzungsdichte vom Quadrat der Spannung abhingig ist, dann wird mit
abnehmender Spannung schnell die stationidre Versetzungsdichte unter die aktuelle fallen,
welche sich dann von oben dem stationdren Wert nadhern wird. Zieht man die Moglichkeit
einer Abnahme der Versetzungsdichte mit in Betracht, dann kann der im Relaxationsversuch

beobachtete nichtlineare Verlauf von 4;(7,) auch allein dadurch erklart werden.

Die experimentellen Ergebnisse, dafl sich Versetzungsstrukturen auch durch langeres Lagern
bei hohen Temperaturen kaum verindern, stehen zum Zuvorgesagten nicht im Widerspruch.
Im einen Fall verlassen iiberzahlige Versetzungen durch einen spannungsinduzierten Gleitpro-
zefl den Kristall an seinen Randern und erzeugen duflerlich sichtbare inelastische Deformatio-
nen, im anderen Fall heben sich Versetzungen mit unterschiedlichem Vorzeichen gegenseitig

auf, ohne daf dies makroskopisch direkt beobachtbar wire.

2.3.3 Nichtbasale Gleitung

Higashi (1966) filhrte Zugversuche mit natiirlich gewachsenen Eiseinkristallen durch. Die
c-Achse bildete einen rechten Winkel mit der Probenachse, d.h. der Belastungsrichtung.
Basale Gleitung war somit ausgeschlossen. Abb.10 zeigt zwei typische Spannungs-Dehnungs-
Kurven. Der an den Kurven angegebene Parameter 8 kennzeichnet den Winkel zwischen der
prismatischen Ebene und der Belastungsrichtung. Higashi teilt die Experimente in 3 Phasen

ein. In Phase I steigt die Spannung nahezu linear mit der Dehnung. Nach einem kurzen



16 2. Monokristallines Eis

2.0 T 6 = 60°
*10'7
5 15 -
E 1
=11
g 4
& 1.0
o }
(]
foF
g)ﬂ 1
D05
NS 1
0.0 + + + + } ‘ + + +— ‘ + + + |
2.5 5.0 ¥102 7.5
Dehnung

Abb. 10: Spannungs-Dehnungsdiagramm der nichtbasalen Gleitung (Higashi (1966))
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Abb. 11: Spannungs-Dehnungsdiagramme bei verschiedenen Temperaturen T und Deh-
nungsraten € (Higashi (1966))

FlieBen verfestigt die Probe in Phase II. In der Phase III beginnt die Spannung langsam zu
fallen - bis zum Bruch der Probe.

Diese Kurvenverlaufe unterscheiden sich sehr deutlich von denen der entsprechenden basalen

Versuche (Abb.7). Zum einen ist die FlieBspannung  am Ende von Phase I um einen Faktor
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20 und mehr gréfier als die basale Peakspannung und zum anderen zeigen die nichtbasalen Ex-
perimente keinen ausgepriagten Spannungsabfall, sondern eine bemerkenswerte Verfestigung.
Der Zusammenhang zwischen FlieBspannung, Temperatur und Dehnungsrate wird durch

. m v

€ oc 7™ exp( RT

mit m = 7 beschrieben. Fir die Aktivierungsenergie wird ein Wert von Q = 50%

angegeben. Die dazugehdrigen Versuche zeigt Abb.11.

Die Abhangigkeit der Verfestigung von der Orientierung 6 der prismatischen Ebenen wird
von Higashi als Beleg dafiir gesehen, dafl die prismatischen Ebenen die Hauptgleitebenen der
nichtbasalen Gleitung sind.

Ein Relaxationsversuch von Wakahama (1966) zeigt, daB es auch noch andere Verformungs-
mechanismen geben mufl. Eine Probe wurde in c-Achsenrichtung belastet. Sowohl basale als
auch prismatische Gleitung waren damit ausgeschlossen. Trotzdem konnten sich die Span-

nungen abbauen.

Higashi beobachtete weiter, daB wiahrend der nichtbasalen Gleitung im Eis viele kleine Poren
sichtbar werden. Diese ordnen sich in Schichten an, die parallel zu einer der prismatischen
Ebenen und manchmal auch senkrecht zur Belastungsrichtung liegen. In der Phase III
wachsen die Poren innerhalb der Ebenen zu Rissen zusammen und initiieren so schliefilich
den Bruch der Probe.

Das Erscheinungsbild der Phasen II und III kann durch die I"Tberlagerung zweier unterschied-

licher Phinomene erklart werden.

Zum einen sind hier die verfestigenden Einfliisse, wie z.B. die gegenseitige Behinderung von
Versetzungen, zu nennen. Diese konnten eine lineare Verfestigung bewirken. Zum anderen
wird durch die iiberlagerte Materialschddigung mit wachsendem Porenanteil die Verfestigung
immer mehr abgebaut, bis schliefllich in Phase III der Schidigungseinflufl iiberwiegt und die
Spannung zu fallen beginnt.

Es wire interessant, die Spannungen in Abb.11 mit Hilfe des Porenvolumens bzw. der effekti-
ven Querschnittsfliche auf effektive Spannungen im Sinne einer Damagetheorie umzurechnen

und zu sehen, wie sich dadurch das Verfestigungsverhalten dndert.

Die Ursache fiir das Entstehen der Poren sieht Higashi im Klettern von Versetzungen, welches
im Zugversuch Leerstellen erzeugt. Diese lagern sich dann zusammen und bilden so die Poren.

Im Druckversuch sollten sich daher keine Poren bilden.
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3. Dreidimensionales Stoffgesetz des Monokristalls

3.1 Vorbemerkungen

Bei der Herleitung des monokristallinen Stoffgesetzes wird von einer additiven Aufspaltung
des Tensors der Verzerrungsgeschwindigkeiten in einen elastischen und einen inelastischen
Anteil ausgegangen:

d=d.+di . (3.1)

Unter der Annahme vernachldssigbar kleiner elastischer Verformungen ist dies mit der
multiplikativen Zerlegung des Deformationsgradienten F in einen elastischen und einen

inelastischen Anteil gleichbedeutend.

E=Ee'Ei

Die Verzerrungsgeschwindigkeiten d lassen sich entweder als symmetrischer Anteil des Gra-
dienten des Geschwindigkeitsfeldes definieren

d = {V&}sym = %(va + V) (3.2)
oder aus der zeitlichen Anderung des Deformationsgradienten F' berechnen

d= {.E'_E_l}s'ym .

Ist das betrachtete Korperelement frei von Starrkérperrotationen und fillt die Referenzkonfi-
guration des Henckyschen Dehnungstensors g(z) mit der Momentankonfiguration zusammen,
dh. gy = 0, dann gilt d = £y . Bei sehr kleinen Dehnungen, ||g[| < 1, kann ndhe-
rungsweise d = £ gesetzt werden. Die inelastischen Verzerrungsgeschwindigkeiten werden

entsprechend den zugrundeliegenden mikromechanischen Ursachen in 3 Anteile aufgespalten:
di=dy+d,+ds . (3.3)

Fiir sie gelte die Bedingung der Volumenkonstanz Sp(d;) = 0. d, wird durch das Abgleiten
der basalen Ebenen hervorgerufen. Die Annahme nichtbasaler Gleitung in Richtung (1,1,2, 0)
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auf prismatischen Ebenen {1,1,0,0} fiihrt auf die Komponente d,. Der Anteil d, beschreibt
schliefilich axiale (in Richtung der c-Achse) Verformungen des Kristalls, die durch basale
oder prismatische Gleitung nicht erklart werden konnen. Im Gegensatz zu d;, und d, wird
d, nicht aus den mikromechanischen Ursachen abgeleitet, sondern aus der Forderung, da8
d; beliebige Formdnderungen beschreiben kénnen soll. Die mit der nichtbasalen Gleitung
einhergehende Porenbildung (s. Abschnitt 2.3.3) fithrt in der Regel zu Volumendnderungen.
Deren Beriicksichtigung auf die inelastischen Verzerrungsgeschwindigkeiten soll spiteren
Arbeiten vorbehalten bleiben.

3.2 Bestimmung der basalen Verzerrungsgeschwindigkeiten

Der Zusammenhang zwischen der Verzerrungsgeschwindigkeit dj, und der Gleitgeschwindig-
keit 4; eines Gleitsystems mit der Gleitebene #; und der Gleitrichtung »; ist durch den

Schmidtensor p; = %('fi,-fi,- + U;#;) gegeben :

3
dy = Z Yipki
i=1

Fiir 4; wird die Orowangleichung mit einem linearen Ansatz fiir v(7;) angenommen, »(7;) =
k,7;. Die effektive Schubspannung 7; des Gleitsystems % ergibt sich aus dem doppeltskalaren
Produkt des Schmidtensors mit dem Spannungstensor, 7; = ; : @. k, ist eine temperaturab-

hangige Konstante.

(3:4)

Q

3
i = bkoAimi = dp = bky (E&yu_ﬂ):
i=1

Die 3 Gleitsysteme der basalen Gleitung haben alle den gleichen Normalenvektor 7#2. Die 3
Gleitrichtungen schliefen jeweils einen Winkel von 120° miteinander ein. Sie lassen sich durch

zwei orthogonale Einheitsvektoren, die in der basalen Ebene liegen, wie folgt ausdriicken:

1l

|

| =
0y
oy

|
N =
P
Nl

1., 1 - -
1+5\/§€2 y V3

vy=¢€¢ , U2=—-§8

Nimmt man gleiche Versetzungsdichten auf allen drei Gleitsystemen an, Ay = A3 = A3, dann
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ist die Summe in Gleichung (3.4) nur noch vom Schmidtensor abhingig. Man erhalt:

3 1 - —o - — -~ - g
z Mg =Z én + 7ié,) (é17 + 7ié;)
1=1 :
1 1, . Pie
+ (-E(e B+ 7€)+ - \/_(ezn+nez))
1 .., ..
( 5 (8178 +7i&;) + o \/_(ezn ))
+5 (-2 (&17 + 7i8)) - V3 (Ex7i + 7i&)
4 2 2
1 - - — —
(—E(e n + néy) - —\/_(egn-i-neg))
3-&-0-0- —— — = P e R - > s =
= g(elneln+ne1n 1+ E17i7i€) + 1€ 1€ 7)
3 —-— — -y -y = e e —-— = -
+-8- (EaMérTi + NENE, + E2MTE, + TLELEQR)

Mit €3 = 7 folgt weiter

denn die Summe der dyadischen Produkte der orthogonalen Vektoren €; ergibt gerade den
Einheitstensor 2-ter Stufe. Die anderen Summanden ergeben sich aus dem vierten durch

Vertauschen der beiden vorderen und/oder der beiden hinteren Vektoren. Damit gilt:

3
) (ERER + RERE; + ERRE; + 7E;é:7) = [R1A]

=1

=

d.h. die Summe ergibt sich aus der Symmetrisierung des Tensors 7211¢ beziiglich des vorderen

bzw. hinteren Indexpaares. Man erhilt:

3
3
zﬂ':ﬂ" = __Ib
e Bl = s
=1
mit
I’ = 2[A17), , - 2AAGE . (3.5)

Der so definierte Tensor I ® hat die Eigenschaften:
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Ir.r=r
1:I°=1*:1=0 (3.6)
Sp(I') =2
Fir die basalen Verzerrungsgeschwindigkeiten erhilt man damit
dy = ﬁbkv,\ I’ o . (3.7)
4 N’
=T

Von den 3 Gleitsystemen der basalen Gleitung sind 2 linear unabhingig. Die basale
Gleitung spannt daher einen 2-dimensionalen Unterraum des 6-dimensionalen Dehnungs-
bzw. Spannungsraumes auf. 7, mufi dann ebenfalls in diesem Unterraum liegen. I b bildet
also den beliebigen Spannungszustand g in diesen Unterraum ab. Da I ® nur noch von der
Orientierung der basalen Ebene und nicht mehr von ausgezeichneten Gleitrichtungen ab-
héngt, folgt zusammen mit Gleichung (3.6), dafi I ® g in den Unterraum der basalen Gleitung
projiziert. In einem Koordinatensystem, dessen 3-Achse mit % zusammenfallt, sind nur
die Spannungskomponenten (7;),5 und (73),; ungleich Null. Falls die 2-Richtung mit der
Richtung der maximalen basalen Schubspannung zusammenfllt, gilt ferner (7,),; = 0. Mit
(T5)93 = s folgt 74 : 75 = 277 und weiter:

Tp = %g:!’:g . (3.8)
I b ist der Einheitstensor des 2-dimensionalen Unterraumes. Seine Spur ist demzufolge gleich
zwei. Physikalisch bedeuten diese Ergebnisse, dafl die Verformung in Richtung der maximalen
basalen Schubspannung erfolgt. Dies stimmt gut mit den experimentellen Beobachtungen
iiberein und kann somit als Bestidtigung der Annahme gleicher Versetzungsdichten in allen

Gleitsystemen angesehen werden.

Setzt man die Parallelitdt von maximaler basaler Schubspannung und Verformung von Anfang
an voraus, dann ergibt sich eine andere Méglichkeit, Gleichung (3.7) herzuleiten. Es wird
zunichst der Betrag 7, und die Richtung ¥ der maximalen basalen Schubspannung berechnet.

Mit dem aus 7 und U gebildeten Schmidtensor und dj = ¥;ps erhdlt man

dy=Lr:g . (3.9)

gy =51 g
Die basale Gleitgeschwindigkeit ¥, kann dabebi in beliebiger Weise von dem augenblicklichen
Zustand und der Belastung des Materials abhidngen. Die Gleichung von Orowan mit
linearer Spannungsabhingigkeit, 4, = bAyk,7,, ist eine Mdglichkeit, diesen Zusammenhang
zu formulieren. Fiir A, = 2 stimmen die Gleichungen (3.9) und (3.7) iiberein. In X, sind
sozusagen die Versetzungsdichten der drei Gleitsysteme zu einer effektiven Versetzungsdichte

zusammengefait.



22 3. Dreidimensionales Stoffgesetz des Monokristalls

3.3 Bestimmung der prismatischen Verzerrungsgeschwindigkeiten

Es gibt drei prismatische Gleitsysteme mit basalem Burgersvektor

nm=& , U = €

- 1, 1 - " 1 ~. 1
ny = —5€ + 2\/562 y V2= —5\/561 - 56
" 1, 1 -, - 1 ~, 1.
n3 = =3 1—-2—\/562 ) Va=+-2-\/§el—§€2

Die Herleitung erfolgt analog zur basalen Gleitung:
3
¥i = bAikpTi , dp= E‘regi und T =pi0
i=1

Die Annahme von gleichen Versetzungsdichten auf den drei prismatischen Gleitsystemen
A1 = A2 = A3 = ) und die lineare Spannungsabhingigkeit erlauben es auch hier, die

Summation iiber die drei Gleitsysteme direkt auszufithren. Man erhalt:

1 - - - - - - - -
D it = 7 (B182 + 881) (818, + &21)
i=1
1(1 — . 1 = . 1 ..
+37 (5\/38161 —5\/5 28~ S (618 + 281)>
~V3E€\8) — 5V38;8; — = (816, + &,81)
2 2 2
1 1 - - 1 - - 1 - - - -
+3 (-2-\/5 161 — 2\/58282 + 5 (é1€2 + 281))
1 - - 1 - - 1 - - - =
~V3E18) — SV36,E; + = (£,8; + §:&1)
2 2 2
B o o o s o o m o oo o
= 5{61 2€1€3 + e€e182€) + €,€3€2€) + €,€,€,€;
+ - -

Mit €;€; + €28 = 1 — 7int lassen sich die unterstrichenen Teile der Gleichung wie folgt

zusammenfassen:
14 23
() =@ - AR)1 - AR)
()0 = @ - #A) (1 - An)]
Die oberhalb der jeweiligen Tensoren stehenden Indizes geben dabei die Position der Basis-

vektoren innerhalb des dyadischen Produktes an. Daraus folgt:

3
> pipi =
i=1

e

I?
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14 2:3 1
IP = |(1 —Ad)1 —7d)| - 3 (1-=nn)(1 - 7n) . (3.10)
3-8
Der so definierte Tensor 4-ter Stufe I” hat die gleichen Eigenschaften wie der Tensor I 5.
P Ir=1r
1:IP=17:1=0 (3.11)
Sp (Z°) =2
Fir den Tensor der prismatischen Verzerrungsgeschwindigkeiten erhilt man:
3
dy, = <bk,AIP a0 . (3.12)
4 S’
=Ty

Mit 3A=2, , 7=

analoge Form an:

D=
]

:IP:a und 9p = bAykypTp nimmt d, die zu Gleichung (3.9)

Vp
dy=-ZI":a . :
9y 2Tp£ (o4 (3.13)

7p und 7, sind die dquivalenten Groflen des einfachen Scherversuchs.

d, beschreibt einen ebenen Verzerrungszustand in der basalen Ebene. Da fiir die inelasti-
schen Verformungen Volumenkonstanz angenommen wird, liegt d, in einem 2-dimensionalen
Unterraum des 5-dimensionalen Deviatorraumes. 7, ist die Projektion des beliebigen Span-
nungszustandes o in den Unterraum. 7, entspricht demzufolge einem ebenen deviatorischen
Spannungszustand in der basalen Ebene. d, und 7, sind koaxial. Da I? unabhingig von
den Orientierungen der prismatischen Ebenen ist und nur noch von der Orientierung 7 der
Kristallachse abhingt, sind die so beschriebenen Materialeigenschaften transversal isotrop.
Obwoh! die Experimente eine Abweichung von der transversalen Isotropie zeigen, soll diese
trotzdem weiter vorausgesetzt werden. Zum einen ergibt sich das Stoffgesetz dann in einer
einfacheren Form (die Orientierung der prismatischen Ebenen mu8 nicht festgelegt werden),
zum anderen sind die nichtbasalen Formanderungen von untergeordneter Bedeutung fiir die

Beschreibung des gesamten Verformungszustandes.

3.4 Bestimmung der axialen Verzerrungsgeschwindigkeiten

IP und I b spannen jeweils einen 2-dimensionalen Unterraum des Deviatorraumes auf. Da sie
desweiteren die Gleichung
IP:r°=1%:17 =

([}

erfiillen, sind die beiden Unterrdume linear unabhingig und spannen zusammen einen 4-
dimensionalen Unterraum auf. Die fehlende 5. Dimension entspricht einer Lingenidnde-
rung des Materials in Richtung der Achse der transversalen Isotropie, die durch basale und

prismatische Verformungen alleine nicht beschrieben werden kann.
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Gesucht wird also ein Tensor 1%, mit dem sich in der bekannten Weise der axiale Spannungs-
tensor 7, bestimmen lafit:

To=1":0

Der Tensor 7, soll nicht den durch I b und IP definierten Unterriumen angehoren. Dann mufl
die Summe aus axialer, prismatischer und basaler Spannung gerade den Spannungsdeviator
T =0~ 1:01 ergeben.

T=Ta+Tp+7Ts

Daraus folgt

it

(

Da diese Gleichung fiir jedes beliebige o erfiillt sein mu8, erhdlt man

n)ig=(+r+1) 0

r-1-tu-r-p=1(am-u)(m-31) . (3.14)
I° hat die Eigenschaften
I*: 1 =I
1:I°=1°:1=0 (3.15)
Sp(L%) =1

und ist somit der Einheitstensor 4-ter Stufe des eindimensionalen Unterraumes des Deviator-
raumes, in dem die Lingeninderung in Richtung der Symmetrieachse beschrieben wird. Aus
der transversalen Isotropie folgt auch hier die Koaxialitit von d, und 7,. Fiir den einaxialen

Zug haben d, und 7, die Form (3-Achse = Symmetrie-Achse):

-lég 0 0 -1, O 0
do=| 0 -3é 0 To=| 0 -0, O
0 0 £ 0 0 2o,

Mit den dquivalenten Grofien des einaxialen Zugversuches erhilt man die Grundgleichungen

der axialen Verformungen zu

I°:a (3.16)
3
% =3 ('ii'fi - %—;) 4 (3.17)

3/(. 1 , 1
a _ - — — n — —
I = 3 (nn 31) (nn 31) . (3.18)

3, (.. 1
d. = 3¢e (nn - 5;) . (3.19)

Die erste Form wird jedoch bevorzugt, da sie formal denen der basalen und prismatischen

Gleitung entspricht.
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Abb. 13: Mdgliche plastische Verformung mit

zwei gleichwertigen Gleitsystemen

3.5 Der plastische Spin des Monokristalls

Unter der Voraussetzung kleiner elastischer Verformungen 1afit sich der Tensor der Rotati-
onsgeschwindigkeiten w additiv in den Spintensor w und den plastischen Spin w?” zerlegen.

w=w+ w? (3.20)
Aravas u. Aifantis (1991) geben fiir sie folgende geometrische Interpretation: w ist die
Geschwindigkeit, mit der die Gleitsysteme rotieren.

Bizw-f; , U;=w-P (3.21)
wP ist die mittlere Rotationsgeschwindigkeit aller materiellen Linienelemente in der Umge-
bung des Beobachterpunktes, relativ zu einem Beobachter, der sich mit den Gleitsystemen
bewegt.

Fiir die zeitliche Anderung € eines Einheitsvektors in Richtung eines materiellen Linienele-

mentes gilt allgemein
E=(w+d-éé—ée-d)-é . (3.22)
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In Abbildung 12 ist das Abgleiten einer Kristallebene dargestellt. Das Gleitsystem andert
dabei seine Orientierung nicht, d.h. w = 0. Der plastische Spin w? entspricht dann gerade

dem Tensor der Rotationsgeschwindigkeiten w. Fiir w? erhilt man

N =

w? = = (P — D) . (3.23)

Sind mehrere Gleitsysteme aktiv, dann gilt
N P
w?P = E,- wl = E,- 1;§(u,-n,-—n,-u,') . (3.24)

In Abbildung 13 ist ein Sonderfall mit zwei Gleitsystemen dargestellt, mit o; =7, , Uy =
7. Da die Schubspannungen in beiden Gleitsystemen gleich sind, werden es auch die
Gleitgeschwindigkeiten sein. Damit folgt aus Gleichung (3.24)

.
-

1 e = - - - - —b
w? =‘§ (#1781 — WDy + Doty — Tiala) = 0

N[

Mit den drei Gleitsystemen der prismatischen Gleitung ergibt sich der plastische Spin der
prismatischen Forminderungen in gleicher Weise zu Null (Annahme gleicher Versetzungs-
dichten). Aus der transversalen Isotropie ergibt sich auch das Verschwinden des plastischen

Spins der axialen Formanderungen und der Volumendehnungen.

Somit wird der plastische Spin nur durch basale Gleitung hervorgerufen. Ohne den Umweg
iiber die drei basalen Gleitsysteme zu nehmen, kann der plastische Spin auch direkt durch
Forderung einer Gleitrichtung ¥ in Richtung der basalen Schubspannung ermittelt werden.

_, b7
V=

(14

jl
S

oI -

Daraus folgt

Yo . e
= (Tp - 7R — AR - T}p)

2\/1"1'.-;% -7

w? =
und mit Gleichung (3.9) folgt

P B (i — i
W' = o (To R — AR Ty) (3.25)
=dy-nn—nn-dy
Diese Gleichung wurde so auch von Aravas u. Aifantis (1991) angegeben. Unter der
Voraussetzung, dafl keine Effekte 2. Ordnung beriicksichtigt werden, ist dieser Ansatz voll-
stindig. Die allgemeine Form der Gleichung (3.25) wird in Abschnitt 8.7 aus der Sicht der

Darstellungstheorie isotroper Tensorfunktionen hergeleitet.
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3.6 Das eindimensionale Stoffgesetz der basalen Gleitung

Abb. 14: Frank-Read-Quelle
oben: Schnitt durch das Kontrollvolumen,

unten: Projektion des Kontrollvolumens auf die basale Ebene

Gesucht ist die Abhangigkeit der Schergeschwindigkeit ¥ von der Schubspannung 7 und der
Versetzungsdichte A. Da sich die Versetzungsdichte zeitlich andert, mufl insbesondere auch
die Evolutionsgleichung von A bestimmt werden. Hierzu werden zundchst die Vorginge an
einer einzelnen Frank-Read-Quelle mit der Aktivierungsspannung 7* untersucht, um dann

durch Summation iiber alle vorhandenen Quellen zu der gesuchten Aussage zu kommen.

In Abbildung 14 ist eine Frank-Read-Quelle dargestellt, die sich in der Mitte eines Kontroll-
volumens der Héhe k', der Breite d* und beliebiger Tiefe befindet. Man kann sich den Kristall

aus einer Vielzahl solcher Kontrollvolumina zusammengesetzt denken, wobei sich in der Mit-
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te jeweils genau eine Quelle befindet. d* ist somit der Abstand der Quellen in Laufrichtung
der Versetzungen und h’ der Abstand senkrecht dazu. In der Aufsicht (Blick auf die basale
Ebene) ist die Folge von Versetzungsringen zu sehen, die sich um die Quelle herum bilden.
Der Abstand der Versetzungsringe § ist proportional zur Linge [ der Versetzungsquelle, die
wiederum umgekehrt proportional zur Aktivierungsspannung 7* der Quelle ist, Wakahama
(1966).

= — T'

l
G ist der Schubmodul und b der Betrag des Burgersvektors Die Versetzungsanzahl auf beiden

§=ml
Gh } 5 5=TC (3.26)

Seiten der Quelle entwickelt sich immer in der glemhen Form. Es wird daher in der Folge nur
noch eine Hilfte mit der Kontrollfliche %—h‘ betrachtet. Die maximale Versetzungsanzahl in

der Kontrollfliche ergibt sich zu )
n = d/2
™6
Gelangt eine Versetzung zum Rand des Kontrollvolumens, so hebt sie sich dort gerade mit
einer Versetzung aus dem benachbarten Kontrollvolumen auf. Im Extremfall kann d' die
doppelte Gréfle des Kristalldurchmessers annehmen. Dann liegt die Versetzungsquelle auf
dem einen Kristallrand und die Versetzungen verlassen den Kristall auf dem gegeniiber-

liegenden Rand.

Ist v(r) die Geschwindigkeit der Versetzungen in Abhingigkeit von der Schubspannung 7,

dann erhilt man die Produktionsrate 7. einer Versetzungsquelle zu

fre = { v(;) z vcg) 7> (3.27)

T< T
Da eine Quelle nicht immer aktiv sein muf, die schon erzeugten Versetzungen sich aber auch
bei geringerer Spannung bewegen, wird der wirkliche Abstand zwischen zwei Versetzungen
vom minimalen Wert § abweichen. Einen mittleren Abstand § kann man mit Hilfe der Anzahl
der Versetzungen in der Kontrollfliche nf definieren.

d‘ /2

n‘l
Die Reduktionsrate 7, (die Anzahl der Versetzungen, dié pro Zeiteinheit die Kontrollfliche
verlassen) errechnet sich damit niherungsweise zu
o(r) . 20%(7)

Ny = T . (3.28)

Hat die Versetzungsanzahl »’ den Maximalwert #,, éi"reiéht, dann ist § = & und es werden

gerade soviel neue Versetzungen erzeugt, wie Velsetzungen die Kontrollfliche verlassen. Ist
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der stationdre Zustand noch nicht erreicht, dann ergibt sich die zeitliche Verdnderung der
Versetzungsanzahl 7' zu

=R =Ry . (3.29)

Bezieht man die Versetzungsanzahl n und ihre Rate 7' auf die Gréle der Kontrollfliche, so
erhilt man die Versetzungsdichte A' und ihre Rate A’

: nt . At

A' = — A' = —

Q K ] ds i

Sh Th

Daraus folgt .
’ - .
. ( . ._,\,)2_'0(7'_) firT > 7
A% - 'ﬂ'th‘ d' (3-30)

i 20(r) i
- _d‘_ fiir v <T

Das Produkt bn, ergibt die Geschwindigkeit, mit der der Kristall abgleitet. Bezogen auf die
Hohe k' erhilt man gerade die Schergeschwindigkeit 4*.

2niv(7) 1

TR bA*v(T) (3.31)

¥=b

Die Gleichungen (3.30) und (3.31) gelten fiir eine Frank-Read-Quelle, die durch ihre Ak-
tivierungsspannung 7¢ und die Abmessungen der Kontrollfliche d' und h‘ gekennzeichnet

ist.
Die Gesamtversetzungsdichte A, ihre Rate A und die Gesamtschergeschwindigkeit 4 sind
definiert durch
A:ZA‘ , A:EA' , 1:2‘)" . (3.32)
Daraus folgt sofort die Gleichung von Orowan
4 = bv(1)

Setzt man fiir die unterschiedlichen Quellen gleiche Abstinde d' voraus, d' = konst. = d,
dann konnen in der Entwicklungsgleichung von A (Gleichung (3.32) mit (3.30)) die ! zur

Gesamtversetzungsdichte A zusammengefafit werden.
: 1 T 2
A= (m oW Z_i"*) ")

1 Tt 2
-(rc:b, W *)z”(")
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Die verbleibende Summation erstreckt sich nur iiber die Frank-Read-Quellen, deren Aktivie-

rungspannungen 7° kl_einer als die von auflen aufgebrachte Schubspannung 7 ist. u' = # ist

die Quellendichte der Versetzungen mit der Aktivierungsspannung 7 bezogen auf eine Strecke

senkrecht zur basalen Ebene. Durch den Ubergang von einer diskreten Verteilung p auf ei-

ne Verteilungsdichte u(7) erhdlt man das eindimensionale Stoffgesetz in seiner endgiiltigen

Form.

¥ = bAv(T)

A= ( % /orp("*)f* dr* — A) %v(r) (3.33)

Es wird von folgenden Gréflen bestimmt:

Ao:

(1) :

w(r) :

Anfangswert der Versetzungsdichte. Die weitere Entwicklung ist durch das Evolu-
tionsgesetz festgelegt.

Versetzungsgeschwindigkeit in Abhangigkeit von der Schubspannung. Diese Funk-
tion wurde von Mai (1976) an isolierten Versetzungen bestimmt. Er ermittelte eine
lineare Spannungsabhingigkeit. Fukuda u. Hitoshi (1981) weisen jedoch darauf
hin, daBl v von einer effektiven Schubspannung 7 abhingig ist. Durch Wechsel-
wirkungen zwischen Versetzungen auf benachbarten Gleitebenen kann 7 mit zu-
nehmender Versetzungsdichte nach unten von der aufgebrachten Schubspannung 7
abweichen. Anstelle von v(7) kénnte in Gleichung (3.33) v (7(7, A)) gesetzt werden.
Im Rahmen dieser Arbeit sollen jedoch die Ergebnisse von Mai Verwendung finden.

Quellendichteverteilungsdichte. Sie beschreibt die Verteilung der als Quellen fungie-
renden Kristallbaufehler. Diese werden stark durch das Herstellungsverfahren des
Monokristalls beeinflufit. Desweiteren wurde im Abschnitt 2.3 darauf hingewiesen,
daB sich viele Versetzungsquellen auf der Oberfliche des Kristalls befinden und de-
ren Hiufigkeit somit von der Oberflichenbeschaffenheit abhdngt. Es kann also nicht
erwartet werden, dafl es fiir monokristallines Eis genau eine Materialfunktion u(7)
gibt. Sie wird vielmehr zusitzlich von den genannten Einfliissen abhdngen. Im sta-
tiondren Zustand A = 0 ist die stationire Versetzungsdichte A;; nur eine Funktion
der Spannung. A, = ﬁ fof p(7)7d7. Damit wird auch die Spannungsabhéngig-
keit der stationiren Gleitgeschwindigkeit 4,; im wesentlichen durch y(7) bestimmt.
Setzt man v(7) als bekannt voraus, dann kann aus dem experimentell ermittelten

Zusammenhang 9,:(7) zundchst A;(7) und anschliefiend p(7) berechnet werden.

: Abstand der Versetzungsquellen. Er beeinflufit die Geschwindigkeit, mit der der

stationdre Zustand erreicht wird. Ist d gro8, dann benétigt eine Quelle eine langere

Zeit, um das Kontrollvolumen mit Versetzungen zu fiillen.



3.7 Elastizitdtstensor 31

Zum AbschluBl sei noch darauf hingewiesen, daB die vier Gréflen Ap,v,u und d einen
redundanten Faktor enthalten, der durch makroskopische Experimente (Zug-,Druck-,Kriech-

,-..versuche) nicht ermittelt werden kann. Setzt man

Xo:ﬂtAo ’ X:a)\ , A=al
_ 1
v=—v
[
d=d
a
i=ay

in Gleichung (3.33) ein, dann bleibt der makroskopisch beobachtbare Zusammenhang 4(7)
unverandert. Durch die Festlegung von v auf der Basis der Ergebnisse von Mai ist diese
Unbestimmtheit jedoch behoben.

3.7 Elastizitatstensor

Im Abschnitt 2.2 wurden die fiinf unabhingigen Konstanten des Elastizititstensors C' in
der Voigt’schen Schreibweise angegeben, wie sie von Dantl (1968) experimentell bestimmt
wurden. Im Abschnitt 8.6 wird eine an die transversale Isotropie des Kristalls angepafite

Schreibweise fiir Tensoren 4-ter Stufe hergeleitet.

C = cpl® + cal® + can (I*" + I") + 17 + 01

Die Koeffizienten haben folgende physikalische Bedeutung:

¢y : beschreibt den Zusammenhang zwischen der Volumendehnung und dem
hydrostatischen Druck.

¢, : entspricht der axialen Spannung durch eine axiale Dehnung

Can bzW. ¢p, : beschreiben die Kopplung zwischen dem hydrostatischen Druck und der

axialen Dehnung bzw. der axialen Spannung und der Volumendehnung

¢p bzw. ¢, : sind die Proportionalititsfaktoren zwischen dem ebenen, deviatorischen
Spannungszustand und dem ebenen Verzerrungszustand in der basalen

Ebene bzw. in einer zur basalen Ebene senkrechten Ebene.

Mit den Gleichungen (8.29) erhilt man fiir die fiinf Koeffizienten folgende Ergebnisse (in
Abhingigkeit von der Temperatur T, in °C):
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cn =25.115(1-1.7305-10"3T,—1.8044-10-5T2)10°MPa  + 2.6%
ca =8.351 (1-1.4517-1073T,-5.1824-10"6T2)10°MPa % 7.4%
Cah =0.144 (1-2.6428-1073T,+19.986-10~5T2)10°MPa + 202%
cp =6.417 (1-0.8996-1073T,—0.0607-10~572)103MPa  + 2.6%
¢, =5.638 (1-1.601 -1073T,—3.62 -1075T2)103MPa + 0.7%

Der Koeffizient c,;, der die Kopplung zwischen den axialen und den kugeltensorférmigen
Groflen beschreibt, ist im Vergleich zu den anderen Koeffizienten wesentlich kleiner. Des-
weiteren ist er mit einem relativen Fehler gréfier als 200% behaftet. Mit den vorhandenen
Daten ldBt sich also keine sichere Aussage iiber eine mogliche Kopplung machen. Sie soll

daher vernachlissigt werden, d.h. ¢, = 0.

Geht man davon aus, dafl die Gréflen ¢y, ...,c, exakt stimmen und setzt trotzdem c,, = 0
(hieraus resultiert ein relativer Fehler von 100%), dann ergeben sich nach der Riickrechnung

fiir die Elastizitatskonstanten in der Voigt’schen Schreibweise folgende relative Fehler:

Fehler nach experimenteller Fehler
Riickrechnung nach Dantl (1968)
c11 ¢ 0.53 % 03%
c12 1.05 % 2.0 %
c13 ¢ 0.60 % 7.0 %
ca3 - 0.97 % 0.4 %
Cas 0.00 % 0.7%

Sie liegen in etwa in der gleichen Gréflenordnung wie die Fehler, die von Dantl fiir seine
experimentell bestimmten Werte angegeben werden, oder sie sind kleiner. Die Annahme
¢qn = 0 ist also mit den Ergebnissen von Dantl vertriglich. Eine direkte Bestimmung der
Groflen ¢,,...,¢p aus den Versuchsdaten konnte die Frage nach dem Koppelterm c,; ggf.
besser beantworten. Die Versuchsdaten, d.h. die gemessenen Ausbreitungsgeschwindigkeiten
von Schallwellen, wurden von Dantl (1968) jedoch nicht mitverdffentlicht.

3.8 Das monokristalline Stoffgesetz, Zusammenfassung des Gleichungssystems

In den Abschnitten 3.2 bis 3.5 wurden die Gleichungen fiir die basalen, prismatischen und
axialen Forminderungen sowie fiir den plastischen Spin WP aus den zugrundeliegenden
Versetzungsbewegungen abgeleitet. Die einzelnen Verformungsanteile sind dadurch eindeutig

den mikromechanischen Ursachen zugeordnet. Im Kapitel 8 wird ein anderer Zugang
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gewahlt. Mit Hilfe der Darstellungstheorie isotroper tensorwertiger Tensorfunktionen wird die
allgemeine Form des Stoffgesetzes unter der Voraussetzung transversaler Isotropie ermittelt.
Vernachlassigt man dabei in der Darstellung gemaf Gleichungen (8.21), (8.22) und (8.12)
die Terme, die Effekte 2. Ordnung beschreiben (¢pp = @bp = 0), setzt ferner fiir die
inelastischen Deformationen Volumenkonstanz voraus (¢, = 0) und macht die verbleibenden
Koeffizienten ¢,,9, bzw. ¢, jeweils nur von den entsprechenden Invarianten S,,S, bzw.
Sy abhéngig, dann stimmen die Ergebnisse beider Herleitungsverfahren formal iiberein.
Die Darstellungstheorie zeigt somit Moglichkeiten, wie das im folgenden zusammengefafite
Stoffgesetz fiir monokristallines Eis im Bedarfsfall erweitert werden kann, bzw. welche Ein-

fliisse in ihm noch nicht beriicksichtigt worden sind.

Inelastische Verzerrungsgeschwindigkeiten d;
di=do+dy,+ds (3.34)

Plastischer Spin w?

w? =dp 7R -7 - dy (3.35)

7t: Einheitsvektor in Richtung der Achse der transversalen Isotropie (Kri-

stallachse)
Basale Verzerrungsgeschwindigkeiten d,
Yo
d, = — 3.36
dy= 5T (3.36)
n=I":0 (3.37)
I’ = 2[i17), , - 2iAins (3.38)

In einem Koordinatensystem, dessen 3-Achse mit 72 und dessen 2-Achse
mit der Richtung des Schubspannungsvektors £ = 7, - % zusammenfallt,

hat 7, bzw. d; die Darstellung

0 0 0 0 0 0
=0 0 7 , de=[0 0 1w )
07 O 0 %% O

‘rbz\/%zbzzbz\/ig:!’:g . (3.39)
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Eindimensionales Stoffgesetz der basalen Gleitung 7, (siehe auch Abschnitt 3.6)

Yo = bApv(7s)
S = L/” (F)F 47 = A ) Zo(m) (3.40)
b= =Gh |, u(F)T d7 = Xy d'u('rb .

'U(Tb) = lc,,b Ty

Prismatische Verzerrungsgeschwindigkeiten d,

-
d, = 2, 7 (3.41)
1,=I":¢g (3.42)
14 23 1
rr={|a=@a)a=-a)| -5@-4)Q-a5) (3.43)
88

In einem Koordinatensystem, dessen 3-Achse mit 72 und dessen 2-Achse
mit einer der Hauptschubspannungsrichtungen zusammenfillt (die Rich-
tung der maximalen Hauptnormalspannung geht durch den 1. Quadran-
ten der 1-2 Ebene), hat 7, bzw. d, die Darstellung

0 7, 0 0 19 0
,=|7 0 0 y dp=|% 0 0
0 0 0 0 0 O

1 1
T,,:\/Ezp:zp:\/igzyzg . (3.44)

Yp = Yp(7py...) wurde aufgrund mangelnder experimenteller Untersu-

chungen nicht entwickelt.

Axiale Verzerrungsgeschwindigkeit d,

3é
de = 20: Ta (3.45)
T.=1%g (3.46)

3 1 1
e _3 (-2 1 S 1
It = 3 (nn 31) (nn 31) (3.47)
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In einem Koordinatensystem, dessen 3-Achse mit 77 zusammenfillt, hat

Ta bzw. d, die Darstellung

-3, 0 0 -toa 0 0
_da = 0 _%éd 0 y Ta= 0 —'§a'a 0
0 0 £, 0 0 2o,
mit
1
0, = % ('fi'fi— 5;) . S (3.48)

€s = €4(04,...) wurde aufgrund mangelnder experimenteller Untersu-

chungen nicht entwickelt.

3.9 Numerische Aufbereitung des Stoffgesetzes fiir den einaxialen

Zug-Druckversuch
[
6
! _—
Ya
v
basale 1
Ebene — X ]
Probe __ -1
. ! i

Abb. 15: Koordinatensystem mit dem
Einheitsnormalenvektor der

basalen Ebene 7

Der einaxiale Zug-Druckversuch wird in einem Koordinatensystem dargestellt, dessen 3-Achse
mit der Probenachse zusammenfillt. Die 2-Achse liegt in der Ebene, die von €3 und der
Kristallachse 7t aufgespannt wird. In diesem Koordinatensystem haben der Spannungstensor

o und 7t die Darstellung

0 0 0 0 0 0
=00 0 , fi=|sind | = 1-nd , g-=]| 0 . (3.49)
0 0 o cos ¥ n3 ong
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Mit Gleichung (3.7) folgt fiir den basalen Spannungstensor 7,

Ty=TMo - RN+7-gR—-2ARA-0 7

0 0 0 0 0 0
0 0 osindcosd | —20cosd | 0 sin% 9 sin ¥ cos 9

osindcos?d 20 cos®?d sindcos?d  cos’d

. 0 0 0
=as1n219 (0 —§in 29 —cos219)

2 0 —cos29 sin2d

und

1
= o—8in2¥9
T 02 sin

Fiir die basale Verzerrungsgeschwindigkeit erhilt man gemas (3.9)

. 0 o0 0
do=20) [0 _gnos —cos20| . (3.50)
2 0 —cos2d sin29

Die Langenidnderung der Probe € = % berechnet sich damit zu

g + -—%(Tb) sin 29

EEKT 2

}’(- ist dabei die elastische Verformung der Probe. Zugversuche mit konstanter Dehnungsrate
€ sind versuchstechnisch nur schwer zu realisieren. Gerade bei alteren Priifmaschinen kann
oft nur die Drehzahl des Antriebsmotors vorgegeben werden. In einem aus der Motordrehzahl
berechneten € sind dann die elastischen Verformungen der Priifmaschine enthalten und K ist
demzufolge die effektive Steifigkeit von Probe und Priifmaschine. Fukuda u. Shoji (1981)
geben fiir ihre Priifmaschine einen Wert von K = 110MPa an. Sie weisen desweiteren
darauf hin, dafl die effektive Steifigkeit der Priifeinrichtungen anderer Experimentatoren
in der gleichen Grofilenordnung liegen. Ein Vergleich mit dem E-Modul des Monokristalls,
der je nach Belastungsrichtung zwischen 8...12 - 103MPa liegt, zeigt, daB die elastischen
Eigenschaften quasi nur von der Priifmaschine bestimmt werden. Auf die Berechnung der
Abhéngigkeit von K von der Orientierung des Kristalls wird daher verzichtet.
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3.9.1 Rotation der Kristallachse

Die Rotation der Kristallachse berechnet sich nach Gleichung (3.21) zu
R=w @ . (3.51)

Fir den einaxialen Zug- oder Druckversuch kann der Spintensor w aus Gleichung (3.22)
ermittelt werden. Jedes materielle Linienelement €, das parallel zur Probenachse liegt, dndert
im Verlauf des Versuchs seine Orientierung nicht, d.h. €=0. Mit é = &; und w = w” + w

folgt unter der Annahme kleiner elastischer Verformungen (d ~ d;)
(WP +w+dp - 8383 — €383 -dy)-E3 =0

mit w? nach Gleichung (3.25) erhilt man daraus nach skalarer Multiplikation mit 7

n-w-€=n-6(€3:-dy-E3—7-dp-7n)

Setzt man hierin dp bzw. 7 gemiB Gleichung (3.50) bzw. (3.49) ein und beachtet

-

f-w-€3 = —€;3 w-n, so folgt

-

€3 -w -7 = —p(rp) sin ¥ cos® 9

Wie sich aus Gleichung (3.51) ergibt, ist €3 - w - 7# aber gerade die zeitliche Anderung der

Komponente n3 des Einheitsnormalenvektors 7i der basalen Ebene.

ng = —p(7h) sindcos’?d . (3.52)

3.9.2 Das Differentialgleichungssystem

Mit den Beziehungen cos? = ng, sind = ,/1—n und }sin29 = n3y/1-nd, dem
eindimensionalen Stoffgesetz nach Gleichung (3.33) und einem linearen Ansatz fiir die
Versetzungsgeschwindigkeit, v(7;) = kys75, kann man das Differentialgleichungssystem des

einaxialen Zug- bzw. Druckversuchs wie folgt schreiben:

. 0 /
€= -I-{— + bk ApTenzy/1 — ng
bzw. & = Ké — Kbk, ApTynay/1 — n}
: 1 2k, (3.53)
Ap = (7r_Gb/0 w(7)7 d7 - Ab) 7

g = "bkub/\bTbng\/ 1- n§
Ty = \/1 —n?
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Das entsprechende Gleichungssystem fiir den einfachen Scherversuch bei basaler Gleitung

lautet: ;
1= + bkyp AT
S AR T AP 2k (3.54)
Ap = (er'/(; w(7)7 d‘r—/\b) o
n3 =0

Hierin ist 4 die Gleitgeschwindigkeit und 7 die entsprechende Schubspannung.

Ein Vergleich der beiden Gleichungssysteme zeigt, daBl der einaxiale Zug- bzw. Druckversuch
dem einfachen Scherversuch nicht dquivalent ist. Solange die Verdrehung der Kristallachsen
jedoch gering ist, kann ndherungsweise von einer Aquivalenz ausgegangen werden, wenn

folgende Bedingungen erfiillt sind:

=n3y/1-n}o , n3y/1—n}o
€

E

7_113 1-n2 ' V= aviom ngy/1 — n}

K, =Kn} (1- ng)

(3.55)

Die grofiten inelastischen Verformungen erhilt man, wenn die basale Ebene einen Winkel
von ¥ = 45° mit der Belastungsrichtung bildet. Daraus folgt n3y/1 — n2 = % Fiir diesen
Sonderfall lauten die Aqm’va.lenzbedingungen

1
T= o0 und 7y =2¢

Jones u. Brunet (1978) haben ihre Ergebnisse aus Druckversuchen mit konstanter Deh-
nungsrate als resultierende Schubspannung 7 iiber der resultierenden Gleitung v dargestellt.
In Abbildung 7 sind diese Kurven mit dem Faktor 2 bzw 0.5 wieder in d4quivalente Spannungs-
Dehnungskurven zuriickgerechnet worden, um eine bessere Vergleichbarkeit mit anderen Ex-

perimentatoren zu erreichen.

3.10 Parameterstudien

Am Beispiel des Zug- bzw. Druckversuchs mit konstanter Dehnungsrate soll der Einfluf}
der Modellparameter auf das Werkstoffverhalten dargestellt werden. In die Abbildungen
ist immer eine Referenzkurve mit aufgenommen, die mit folgendem Parametersatz ermittelt

wurde:
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- variierbare Werkstoffparameter
20,y = 10" gy
drey = 10mm

_ — 1051
W) = wr, wm,,, =10 mmMPaZ

- bekannte bzw. redundante Werkstoffparameter

kus = 8.06- 1073 FE- (T = -5°C)

b=15-10""mm
G = 2800MPa

- Versuchsparameter

€rey = 107451

n3g = §V2 (9 = 45°)
Kyes = 2000MPa

Abbildung 16 zeigt den EinfluB der Anfangsversetzungsdichte Xo. Fir kleine Werte zeigt
die Kurve einen ausgepragten Peak. Mit grofiler werdenden Xy sinkt die Maximalspannung
und gleichzeitig verschiebt sich das Maximum zu gréfieren Dehnungen. Auffallend ist das
Verhalten bei grofien Dehnungen. Dort verlaufen die Kurven mit zunehmendem A zunichst
zu hoheren Spannungen, um dann mit weiter ansteigenden Ag-Werten wieder auf niedrigerem
Niveau zu liegen. Die Aufspreizung bei héheren Dehnungen ist jedoch sehr gering, verglichen
mit der beim Spannungsmaximum. Bei der untersten Kurve liegt die Anfangsversetzungs-
dichte in der GréBenordnung des stationiren Wertes. Der Spannungsverlauf strebt dann
von unten gegen eine horizontale Tangente. Die anderen Kurven nahern sich dieser Geraden
von oben. In Abbildung 17 sind die entsprechenden Versetzungsdichten iiber der Dehnung

aufgetragen.

Die Experimente von Muguruxﬁa (1968) (Abbildung 8) verdeutlichen den Einflufi der Ober-
flichenbeschaffenheit auf den Spannungs-Dehnungsverlauf. Die Aufspreizung der Kurven im
Bereich des Spannungsmaximums kann durch unterschiedliche Anfangsversetzungsdichten
hervorgerufen werden. Im Bereich héherer Dehnungen miissen andere Ursachen zur Erkla-

rung gesucht werden.

Eine Moglichkeit hierzu bietet die Quellendichte u(7) = 7. In Abbildung 18 wurde der
Parameter u, variiert. Eine Verkleinerung von p;, fiihrt zu einer ungefahr proportionalen Ver-
groflerung der Spannungen und Dehnungen. Das Verhdltnis von Maximalspannung 7,, zum

stationdren Wert 7o, liegt fiir alle vier Kurven in der Gré8enordnung von 7, /Teo =~ 3. Anders
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2.0 -
[ o
© 157 10
m L
._2_: 20
o 1
g 1.0 -L_ 20
e !
a
g | 50
0 0.5 T
0.0 + } 4 ; ' } 4 ! 4 } + + +—]
0.25 0.50 0.75 *10% 1.00
Dehnung
Abb. 16: FEinflul der Anfangsversetzungsdichte Ag; = a;A,.s auf die Spannungs-
Dehnungskurven '

Versetzungsdichte [1/mm?2]

025 050 0.75 *10% 1.00
Dehnung

Abb. 17: Versetzungsdichtenverlauf zur Abbildung 16
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3.0 T

2.0 1

1.0 -

Spannung [MPa]

(¢:]

0.0 +————

050
Dehnung

0.75 *10% 1.00

Abb. 18: Einflul der Versetzungsquellendichte pi; = aipi,.y auf die Spannungs-

Dehnungskurven

3.0 T

2.0

1.0 -

Spannung [MPa]
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als bei einer Vergrofierung der Anfangsversetzungsdichte Ay verschiebt eine VergréBerung der
Quellendichte p; das Spannungsmaximum zu kleineren Dehnungen. Die Versuchsergebnisse
(Abbildung 8) zeigen jedoch kaum eine Abhingigkeit der Lage des Spannungsmaximums von
der Oberflichenbeschaffenheit. Nur die Héhe des Spannungsmaximums nimmt mit zuneh-
mender Rauheit ab. Damit das monokristalline Stoffgesetz das Verhalten einer aufgerauhten
Probe durch eine verdnderte Versetzungsstruktur nachbilden kann, mufl sowohl die Anfangs-

versetzungsdichte Ay als auch die Versetzungsquellendichte y erh6ht werden.

Den Einflul des Quellenabstands d zeigt Abbildung 19. Bis zu ca. 0.5% Dehnung hat d
genau den umgekehrten Einflul wie pi. Die Kurve d = 10d,es aus Abbildung 19 verlduft
fiir kleine Dehnungen deckungsgleich mit der Kurve p; = 0.1p,.; aus Abbildung 18. Dies
resultiert aus der in der Anfangsphase noch geringen Bedeutung des Reduktionsterms in der
Evolutionsgleichung fiir die Versetzungsdichte A (Gleichung (3.53)). Fiir grofie Dehnungen
streben die Kurven dann jedoch gegen einen gemeinsamen Grenzwert. In Abbildung 20
sind die Kurven d = 0.1d;.y bzw. d = 10d,.; aus Abbildung 19 und p; = 10u,.; bzw.
pi = 0.1p,.; aus Abbildung 18 dargestellt. Das unterschiedliche Verhalten bei grofien
Dehnungen ist deutlich zu erkennen. Der Quellenabstand d beeinfluit nicht den stationdren

Zustand, sondern nur die Geschwindigkeit, mit der er erreicht wird.

In Abbildung 21 sind drei Zugversuche mit unterschiedlichen Dehnungsraten dargestellt. Bei
den gepunkteten Kurven wurde zusitzlich von einer konstanten Versetzungsquellendichte
ausgegangen, u = p =konst. pi wurde so gewdhlt, daB die beiden Kurven mit der
Referenzdehnungsrate é,.; gegen einen gemeinsamen stationdren Zustand streben. Der
Unterschied zwischen diesen beiden Verldufen ist relativ gering. Bei den Verliufen mit
verinderter Dehnungsrate zeigt sich dann die Bedeutung der unterschiedlichen Ansatze fiir
die Versetzungsquellenverteilungsdichten. Je hoher die Potenzen der Spannungen sind, die
der Ansatz enthilt, desto enger liegen die entsprechenden Kurvenscharen im stationiren
Zustand zusammen. Da yu(7) die Verteilung der Kristallbaufehler charakterisiert und diese
sehr stark vom Herstellungsverfahren des Monokristalls abhingen, kénnen entsprechend
unterschiedliche Funktionsverldufe y(7) verwendet werden. Eine Beschrinkung auf Potenzan-
sitze ist nicht erforderlich. Es wird sich jedoch zeigen, da mit einem konstanten bzw.
linearen Ansatz schon eine gute Ubereinstimmung zwischen Rechnung und Experiment zu

erzielen ist.

Die bisher vorgestellten Rechnungen beschrinkten sich auf Dehnungen bis zu 10%. In diesem
Dehnungsbereich sind die Drehungen der Kristallachse noch so klein, da8 sie kaum Einflufl auf
das Materialverhalten haben. Es wurde deshalb bisher immer 73 = 0 gesetzt, also eigentlich
ein einfacher Scherversuch ohne Rotation der Kristallachse betrachtet. Abbildung 22 zeigt
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Abb. 22: EinfluBl der Rotation der basalen Ebenen auf den Zug- bzw. Druckversuch

nun, welche Anderungen sich ergeben, wenn die Rotation der basalen Ebenen mit beriick-

sichtigt wird.

Die unterste Kurve entspricht der bisherigen Referenzrechnung, d.h. einem Zugversuch mit
723 = 0. Bei der dariiberliegenden Kurve wurde die Verdrehung der Gleitebenen mit in die
Rechnung einbezogen. Durch den sich verkleinernden Winkel 9 (Abbildung 15) ist eine hohere
axiale Zugspannung zur Erzeugung der benétigten basalen Schubspannung erforderlich.

Noch deutlicher wird der Unterschied im Druckversuch. Die Druckspannungen steigen viel
schneller mit der Stauchung an als die Zugspannungen mit der Dehnung. Aus geometrischen
Griinden strebt bei einem Anfangswinkel ¥y mit cos 9y = %\/ﬁ die Spannungs-Dehnungskurve
gegen eine elastische Gerade, die die Dehnungsachse bei ¢ = In %\/2_ ~ —0.35 schneidet.
Erreichen die inelastischen Verformungen diesen Grenzwert, dann stehen die basalen Ebenen
senkrecht zur Probenachse und weitere inelastische Dehnungen sind nicht mehr mdglich.
Dieser starke Spannungsanstieg wurde auch von einigen Experimentatoren beobachtet (Jones
u. Brunet (1978)) und mit der experimentell nachgewiesenen Rotation der Kristallachsen in

Zusammenhang gebracht.

Die experimentellen Untersuchungen von Muguruma (1968) und die hier durchgefiihr-
ten Parameterstudien sprechen dafiir, dal das Aufrauhen der Probenoberfliche zu neuen
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Abb. 23: EinfluB der effektiven Steifigkeit K; = a;Ky .y

Versetzungsquellen fiihrt. Da diese gezwungenermaflen in der Nihe der Oberfliche liegen,
wird deren Abstand d durch die Probengeometrie erheblich beeinflufit. Somit kénnen schon
unterschiedliche Probenabmessungen allein den Verlauf der Spannungs-Dehnungskurven ver-
indern. Die effektive Steifigkeit K ist ebenfalls ein Parameter, der haufig mehr durch die
Priifbedingungen als durch die elastischen Materialeigenschaften festgelegt ist. Seinen Einflufi
zeigt Abbildung 23. Eine Verringerung von K fiihrt zu einer Stauchung der Kurven in
Spannungsrichtung und einer Streckung in Dehnungsrichtung. Der stationare Zustand bleibt

jedoch unberiihrt.

Die zuletzt aufgefiihrten Punkte zeigen, dafl ein quantitativer Vergleich der experimentellen
Ergebnisse unterschiedlicher Experimentatoren nur dann sinnvoll ist, wenn die genauen Priif-

bedingungen bekannt sind.
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Abb. 24: Druckversuche mit konstanter Dehnungsrate €. Vergleich von Rechnungen
(durchgezogene Linien) mit Experimenten von Jones u. Brunet (1978)
(gepunktete Linien). Die senkrechten Striche im Spannungsmaximum

geben die Streubreite der experimentellen Werte wieder (T' = —5°C).

3.11 Vergleich Rechnung und Experiment

In Abbildung 24 sind den Druckversuchen mit konstanter Dehnungsrate von Jones u. Brunet
(1978) (gepunktete Linien) eigene Rechnungen (durchgezogene Linien) gegeniibergestellt. Die

drei Kurven wurden mit folgendem Parametersatz ermittelt:
Ao = 104 517
d = 15mm
Hr) = e = 10% g
ko = 7.25-1073 FE- (T = -5°C)
b=15-10""mm
G = 2800MPa
n3p = V2 (9 = 45°)
K = 2500MPa.
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Abb. 25: Vergleich von Rechnungen (durchgezogene Linien) mit Kriechversuchen
von Griggs u. Coles (gepunktete Linien) unter Verwendung des Parame-
tersatzes, der Abb. 24 zugrunde liegt (T = —10°C, Druckspannungen wie

angegeben).

Die Berechnung des schnellen Versuchs mit einer Dehnungsrate ¢ = 1.18 - 107351 weist
eine sehr gute Ubereinstimmung mit dem Experiment auf. Beim mittleren Versuch wird das
Spannungsmaximum zu frith erreicht. Ob dies auf eine Schwiche des Werkstoffmodells oder
eine experimentelle Anfangsstorung hindeutet, kann hier nicht gekldrt werden. Der Arbeit
von Jones u. Brunet konnten die Schwankungen in den Maximalspannungen entnommen
werden. Sie sind durch die senkrechten Striche mit in die Abbildung 24 aufgenommen
worden. In Anbetracht dieser Schwankungen kann auch die Anpassung des mittleren und

des langsamen Versuchs als gut bezeichnet werden.

Mit dem gleichen Parametersatz wurden die Kriechkurven von Griggs u. Coles (1954)
nachgerechnet (Abb. 25). Die Konstante k,;, die den Zusammenhang zwischen der

Geschwindigkeit der Versetzungen und der Schubspannung beschreibt, wurde mit Hilfe der
KJ

Arrheniusgleichung und einer Aktivierungsenergie von GSM an die Versuchstemperatur

von —10°C angepafit. Sie hat somit den Wert k,, = 4.17 - 10_3;1]1&%.
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Abb. 26: Wie Abb. 25, jedoch unter Verwendung eines eigenen Parametersatzes.

Den in Abbildung 26 wiedergegebenen Rechnungen liegt der folgende Parametersatz zugrun-
de:
Ao =0.1- 104ﬁ'

d = 30mm

p(r) =, m=14-10°—Fmy
kv = 4.17-107 B (T = -10°C).

Damit konnte eine Verbesserung der Anpassung erreicht werden. Eine genauere Anpassung
scheint erst dann sinnvoll, wenn eine gréflere Anzahl von Experimenten verldfiliche Aussagen
iber die natiirlichen Schwankungen und die Reproduzierbarkeit der Versuchsergebnisse

erlauben.

Zum Abschlufl wird in Abbildung 27 noch ein Zugversuch mit mehrfacher Zwischenentlastung
und stufenweiser Steigerung der Dehnungsrate (Readey u. Kingery (1963), gepunktete Linie)
mit der entsprechenden Rechnung (durchgezogene Linie) verglichen. Es wurde der folgende

Parametersatz verwendet:

M=10°z, d=70mm

[L(T) = M = 1.5- losm
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Abb. 27: Vergleich zwischen einem Zugversuch mit Zwischenentlastung und Bela-
stungssteigerung (Readey u. Kingery (1963))(gepunktete Linie) mit der
entsprechenden Rechnung (durchgezogene Linie), T = —5°C.
€1 =5-10"%"1, £, =1-10"%"1, é3=2-10"%"1,

€4 =5:10"%"!, £5=1-10"3s"!

kop = 7.25- 1073 5

2 (T = -5°C)

b=15-10""mm, G = 2800MPa
ngg = $vV2 (9 =45°)), K = 150MPa.

Das Verhalten nach Zwischenentlastung wird sehr gut wiedergegeben. Die Spannungsmaxi-
ma nach Belastungssteigerung erscheinen zwar etwas zu hoch, qualitativ stimmt der Verlauf
jedoch gut iliberein. Aus den oben angegebenen Griinden wurde auch hier auf eine genauere
Anpassung verzichtet. Insbesondere ware fiir eine sinnvolle Ermittlung der Materialpara-
meter eine genaue Kenntnis der von der Priifmaschine wirklich aufgebrachten Dehnungsrate
notwendig. Gerade im Bereich der Spannungsmaxima der schnellen Versuche kann mit einem
Abfall der Dehnungsrate von ihrem Nennwert gerechnet werden, wenn die Priifmaschine iiber

keine Regelung der Dehnungsrate (Drehzahl des Antriebsmotors) verfiigt.
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4. Polykristallines Eis

Polykristallines Eis besitzt aufgrund unterschiedlicher Entstehungsarten eine Vielzahl von
Kornformen und Orientierungsverteilungen der Kristallachsen. Vorhandene Einschliisse wie
Salze, 'Luft oder Wasser beeinflussen im grofien Mafle das makroskopisch beobachtbare
Materialverhalten. Michel (1978) fiihrte eine Klassifizierung der unterschiedlichen Eissorten
ein.

Im Rahmen dieser Arbeit soll im wesentlichen feinkérniges polykristallines Eis mit einem
Korndurchmesser von 1 bis 2mm betrachtet werden. Es ist im urspriinglichen Zustand isotrop,
d.h. es besitzt eine gleichméaflige Orientierungsverteilung der Kristallachsen. Ein solches Eis
ist in der Natur z.B. in solchen Bereichen eines Gletschers zu finden, die noch keine grofien
Verformungen erfahren haben. Proben aus Kunsteis kénnen mit Hilfe eines von Cole (1979)
vorgeschlagenen Verfahrens hergestellt werden. Es hat den Vorteil, dafl die Mikrostruktur
des Eises, wie die Korngréfe und der Grad der Verunreinigung (Salze, Staub, Luft...), genau

kontrolliert werden kann.

In der nun folgenden Literaturiibersicht werden viele Faktoren, die die mechanischen Eigen-
schaften polykristallinen Eises zum Teil erheblich beeinflussen, nur am Rande erwahnt. So
wird z.B auf eine ausfiihrliche Darstellung des Einflusses der Temperatur, der Korngréfie oder
der Verunreinigungen verzichtet. Den Schwerpunkt bilden vielmehr die Auswirkungen der
Monokristallanisotropie auf das makroskopische Verhalten des Polykristalls, da sie fiir ein
Verstindnis der mikromechanischen Vorginge von besonderer Bedeutung sind. Die weiteren

Einfliisse konnen dann auf der Basis dieser Ergebnisse untersucht werden.

4.1 Ubersicht iiber experimentelle Untersuchungen in der Literatur

Abbildung 28 zeigt eine Reihe von Druckversuchen mit konstanter Dehnungsrate von Mellor
u. Cole (1982). Ebenso wie der Monokristall zeigt auch der Polykristall zunichst einen
starken Spannungsanstieg, um dann, nach dem Uberschreiten des Spannungsmaximums,
ebenso stark abzufallen. Einige Kurven zeigen wihrend des Spannungsanstiegs einen kleinen

Spannungsabfall. Dieser wird mit dem Auftreten der ersten Mikrobriiche in Zusammenhang
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Abb. 29: Druckversuch mit konstanter Last o , T = —10°C (Mellor u. Cole (1982))



52

4. Polykristallines Eis

Stauchung

0.0 - t + + } + —+ + t — 4 {
0.50 1.00 *¥10¢ 1.50
Zeit [s]
Abb. 30: 3 Druckversuche mit konstanter Last, 0 = —0.042MPa, T = —-2.06°C

(Mellor u. Testa (1969))
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Abb. 31:

Fortsetzung der Versuche aus Abb. 30 nach Lastreduzierung, o =
—0.0091MPa, T = —2.06°C (Mellor u. Testa (1969))
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Abb. 32: Fortsetzung der Versuche aus Abb. 31 nach Lasterhdhung, o = —0.042MPa,
T = —2.06°C (Mellor u. Testa (1969))

gebracht. Fiir grofiere Dehnungen scheinen die Kurven gegen einen stationdren Zustand zu

streben.

Abbildung 29 zeigt einige Kriechkurven unter konstanter Last. Sie lassen sich, wie bei
den metallischen Werkstoffen iiblich, in drei Bereiche einteilen. Im Bereich des primiren
Kriechens nimmt die Dehnungsrate fortlaufend ab, d.h. der Polykristall verfestigt. Nach
dem Ubergangsbereich des sekundiren Kriechens mit einer mehr oder weniger konstanten
Dehnungsrate nimmt im Bereich des tertidren Kriechens die Dehnungsrate wieder zu, d.h. der
Werkstoff entfestigt. Bei den Kriechkurven von Mellor u. Cole reduziert sich der sekundére
Kriechbereich auf den Punkt mit der minimalen Dehnungsrate €,,;,. Dieser liegt fiir alle
Belastungen bei etwa 1% Dehnung. Nach Sinha (1978) ist ein stationdres Kriechen aber
auch nur fir Spannungen deutlich kleiner als 1MPa zu erwarten. In Abbildung 30 sind
drei Kriechkurven von Mellor u. Testa (1969) wiedergegeben. Sie alle wurden unter einer
Druckspannung von 0.042MPa durchgefiihrt. Der Ubergang vom priméren ins sekundire

Kriechen ist hier deutlich zu erkennen.

In Abbildung 31 ist die Fortsetzung des Experiments nach einer Reduzierung der Last
auf 0.0091MPa dargestellt, in Abbildung 32 wurde die Spannung wieder auf 0.042MPa

hochgesetzt. Obwohl im zweiten Teil des Experiments noch eine Druckspannung vorhanden
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war, nahm die Lange der Probe wihrend der ersten 100 Tage des Experiments zu. Diese mit
der Zeit zuriickgehenden Dehnungen (Stauchungen) bezeichnet man als verzogert elastisch.
Die spontan elastischen Dehnungen sind hier so klein, dafl sie nicht darstellbar sind. Die
Dehnungsraten am Ende des dritten Teils des Versuchs sind um den Faktor 1.3 bis 1.5 grofler
als die Dehnungsraten am Ende des ersten Teils.

103y Monokristall
basale Gleitung

A
Monokristall
nicht basdle Gleitung

Axiale Dehnungsrate [1/5s]

10-4
10~ | 10° 10

Axiale Spannung [MPa]

Abb. 33: Zusammenhang zwischen der stationiren axialen Deh-
nungsrate und der axialen Spannung fiir mono- und
polykristallines Eis, T = —10°C (siehe auch Ashby
u. Duval (1985))

Die polykristallinen Kriechkurven unterscheiden sich qualitativ sehr deutlich von den im
Kapitel 2 vorgestellten Kriechkurven des Monokristalls. Letztere zeichneten sich durch eine
stindige Zunahme der Dehnungsraten aus. Auch wurden verzogert elastische Dehnungen
bei Monokristallen nicht beobachtet. Einen quantitativen Vergleich erméglicht Abbildung
33. Sie ist einer Arbeit von Ashby u. Duval (1985) entnommen und zeigt die stationire
axiale Dehnungsrate in Abhingigkeit von der axialen Spannung fiir basale und nichtbasale
Gleitung des Monokristalls und fiir isotropes polykristallines Eis. Der Polykristall ist
um 2 bis 4 Groflenordnungen “hirter” als der "gut” orientierte Monokristall (optimale
Betatigung der basalen Gleitung), aber immer noch um eine Gréfenordnung ”weicher” als
ein "schlecht” orientierter Monokristall (Ausschluf der basalen Gleitung). Die hierin auch
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zum Ausdruck kommende ausgeprigte Anisotropie des Einkristalls wird in einem erheblichen
MaSgle die Besonderheiten im Werkstoffverhalten des Polykristalls beeinflussen. Bevor jedoch
genauer auf die mikromechanischen Ursachen eingegangen wird, soll im nédchsten Abschnitt
zunichst eine Abschitzung der Eigenspannungen vorgenommen werden, die sich im Laufe

des Deformationsprozesses ausbilden.

4.2 Abschitzung der Eigenspannungen in polykristallinem Eis

In einem Polykristall liegen Monokristalle mit unterschiedlicher Orientierung nebeneinander.
In Abbildung 34 ist ein sehr stark vereinfachtes Modell eines Polykristalls, bestehend aus
zwei Monokristallen, dargestellt. Die basale Ebene des Kristalls 1 fillt mit der Zeichenebene
zusammen, die basale Ebene des Kristalls 2 steht senkrecht dazu. Unter der gegebenen
Schubspannung 7 kann sich der Kristall 1 zunichst nur rein elastisch verformen, da keine
resultierenden Schubspannungen in der basalen Ebene vorhanden sind. Im Gegensatz
dazu kann der Kristall 2 zusdtzlich grofie inelastische Verformungen erfahren. Da sich die
beiden Kristalle nur gemeinsam verformen kénnen, werden sich die Spannungen im ”gut”
orientierten Kristall 2 mit der Zeit abbauen und entsprechend im ”schlecht” orientierten
Kristall 1 erh6hen. Diese Spannungsumlagerung ist gleichbedeutend mit der Entstehung
eines Eigenspannungszustandes, der der makroskopischen Spannung 7 iiberlagert ist. Es
herrschen die zusdtzlichen Spannungen A7 im Kristall 1 und A7, im Kristall 2. Sind die
beiden Kristalle gleich gro8, dann gilt A7y = —A7y. Durch die Konzentration der Spannung
am Kristall 1 kénnen dort ggf. auch nichtbasale Gleitsysteme aktiviert werden.

1
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Abb. 34: Modell eines Polykristalls un-

ter Belastung

Bei einer Entlastung gehen die Verformungen spontan um den Anteil €, zuriick, um den
sie sich beim Beginn der Belastung spontan elastisch verformt haben. Nach der Entlastung

verbleibt im Polykristall aber noch der Eigenspannungszustand. Die Spannung A7 hat
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nun inelastische Verformungen zur Folge, die der urspriinglichen Verformung entgegengesetzt
sind. Diese dauern solange an, bis sich die Eigenspannungen abgebaut haben. Diesen

Dehnungsanteil €4 bezeichnet man als verzogert elastisch (delayed elastic). Es gilt

™

€d Ed AT]
e = &d _ 201

Ar T Ee T

An dem Verhdltnis der verzogert elastischen Dehnung zu der spontan elastischen kann somit
das Verhidltnis der Eigenspannung in den ”schlecht” orientierten Koérnern zu der dufleren
Spannung abgelesen werden. Fiir den in Abbildung 30 und 31 wiedergegebenen Kriechversuch
erhilt man mit e, = 0.042M Pa/9000M Pa ~ 4.6 -10% und ¢4 ~ 1.5-10~*

€d

~33 ,
€e

d.h. die Eigenspannung in den Bereichen, die fiir die verzogert elastische Riickfederung

verantwortlich sind, betrigt das 33-fache der dufleren Belastung.
Ashby u. Duval (1985) geben eine modifizierte Form der Stoffgleichung von Sinha an. Sie

lautet in normierter, dimensionsloser Form

£ =€, + &+ 5,

=1+ 4{1-exp(~(cD¥)} +7

Die normierte Dehnung £ ist eine explizite Funktion der dimensionslosen Zeit {. Die drei
Modellparameter A, C und = sind unabhéngig von der Temperatur und der Belastung. Durch
eine Anpassung an Kriechversuche von Jacka (1984) ergaben sich die Modellparameter zu
A=170,C =1.6-10"2 und n = 3. Die spontan elastische dimensionslose Dehnung &, hat den
Wert 1. Die verzogert elastische Dehnung £, erreicht fiir £ — oo den Maximalwert A. A gibt
somit das maximale Verhaltnis %f an. Die Eigenspannungen in den "schlecht” orientierten
Kornern eines Polykristalls konnen hiernach sogar den 70-fachen Wert der dufleren Belastung
annehmen. Es ist jedoch experimentell nicht gepriift worden, ob der Dehnungsanteil &4
nach Entlastung wirklich vollstindig zuriickging. Die Groflenordnung des Parameters A
ist jedoch durch die Versuche von Mellor u. Testa (1969) gesichert. Es kann also davon
ausgegangen werden, dafl sich innerhalb des polykristallinen Eises eine sehr inhomogene
Spannungsverteilung ausbilden wird. Diese wird einen entscheidenden Einfluf auf die den

Deformationsprozefl steuernden mikromechanischen Vorginge haben.
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4.3 Mikromechanik der Polykristallverformung

Einen ersten Uberblick iiber die Verformungsmechanismen polykristallinen Eises gibt das
Verformungsdiagramm von Shoji u. Higashi (1978) (Abb.35). In Abhéingigkeit von
der normalisierten Schubspannung und der homologen Temperatur sind die dominierenden
mikromechanischen Ursachen fiir die makroskopisch beobachtbaren Polykristallverformungen
angegeben. Das Diagramm ist semi-empirisch, da bei seiner Konstruktion experimentelle
Beobachtungen verwendet wurden, um die genaue Lage der Grenzkurven, die die einzelnen

Bereiche voneinander trennen, festzulegen.
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Abb. 35: Verformungsdiagramm nach Shoji u. Higashi (1978) fiir
polykristallines Eis (Korndurchmesser d = 2mm)

Dem Diagramm ist zu entnehmen, daB in dem hier interessierenden Temperatur- und
Spannungsbereich zwei Verformungsmechanismen vorliegen. Bei Temperaturen zwischen
—5°C und —20°C und Spannungen von 10~2MPa bis 1MPa werden die inelastischen
Verformungen durch Versetzungsbewegungen hervorgerufen. Bei hoheren Spannungen treten
zusatzlich Spaltrisse auf, die zu einer stirkeren Zunahme der Dehnungsrate fiihren. Higashi
1. Shoji bezeichen diesen Bereich mit DGC (dislocation glide with cracks). Bei einer weiteren
Steigerung der Belastung, d.h. bei Dehnungsraten iiber 1073s~1, versagt der Werkstoff
durch Sprodbruch. Fiir metallische Werkstoffe ist bei so hohen homologen Temperaturen das
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Korngrenzgleiten ein wesentlicher Verformungsmechanismus. Bei polykristallinem Kunsteis
mit einem Korndurchmesser d > 1lmm hat das Korngrenzgleiten jedoch nur einen kleinen

Anteil an den Gesamtverformungen (Weertman (1973)).

4.4 TInelastische Deformationen durch Versetzungsbewegung

Das Wandern von Versetzungen ist der Hauptverformungsmechanismus polykristallinen Ei-
ses. Ashby u. Duval (1985) diskutieren die Voraussetzungen, unter denen Versetzungsbewe-
gungen allein die groflen inelastischen Verformungen des Polykristalls erkliren konnen. Im
Zusammenhang mit der Theorie von Taylor (1938) (Annahme von konstanten Dehnungs-
raten) ergibt sich die Notwendigkeit von fiinf unabhingigen Gleit- oder Klettersystemen.
Theoretische Untersuchungn von Hutchinson (1977) zeigen, daB im Rahmen des selbst-
konsistenten Ansatzes von Kroner (1961) und Hill (1965) auch schon vier Gleitsysteme
ausreichen, um grofle inelastische Verformungen zu ermdglichen. Nach Hutchinson (1977)
decken sich seine Ergebnisse mit experimentellen Untersuchungen, die von Kocks u. Westlake
(1967) zusammengefaBt wurden, wonach einige Polykristalle aus hexagonalen Einkristallen
eine ausgepragte Duktilitdt besitzen, obwohl den Monokristallen der 5. Verformungsfrei-
heitsgrad fehlt. Dieser wird durch die inelastischen Verformungen der benachbarten Kérner
ausgeglichen.

Neben der Frage, welche "harten” Gleitsysteme noch aktiviert werden (zusatzlich zu den " wei-
chen” basalen Systemen), ist die Frage von Bedeutung, ob die "harten” oder die "weichen”
Systeme die Deformationsgeschwindigkeit des Polykristalls kontrollieren. Michel (1978) geht
davon aus, da8 der am schlechtesten orientierte Einkristall mit seiner geringen basalen Gleit-
geschwindigkeit das Verhalten des Polykristalls bestimmt. Im Gegensatz dazu kontrollieren
nach Weertmann (1973) die "harten” Gleitsysteme der "schlecht” orientierten Einkristalle
die Dehnungsrate. Nach Ashby u. Duval (1985) wird die Gleitgeschwindigkeit von den
"harten” und ”weichen” Systemen in gleicher Weise beeinflufit (Taylor-Modell). Es bildet
sich also im Polykristall ein Eigenspannungszustand aus, so dafl in allen Kérnern die gleiche
Dehnungsrate herrscht. Es ist jedoch bekannt, dafl bei sehr stark ausgepriagter Anisotro-
pie das Taylor-Modell die Eigenspannungen in den "harten” Systemen zu hoch abschitzt.
Besitzt der Einkristall nur vier Verformungsfreiheitsgrade, dann strebt die dem fehlenden
5. Freiheitsgrad zugeordnete Spannungskomponente gegen Unendlich. Die Frage nach den
mikromechanischen Prozessen, die die makroskopischen Deformationen in ihrer Geschwin-
digkeit kontrollieren, kann letztendlich nur eine genauere, der Monokristallanisotropie besser

angepafite Analyse der Eigenspannungen beantworten.
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4.5 Mikrobriche

Das im vorletzten Abschnitt angesprochene Problem der Eigenspannungsentwicklung lifit
erwarten, dafl innerhalb des Polykristalls Mikrobriiche entstehen, sobald sich in einem
Kristall so grofie Eigenspannungen (mit positiver Normalspannungskomponente) entwickelt
haben, dafB sie die Zugfestigkeit iberschreiten. Diese Erwartungen decken sich mit den
experiméntellen Beobachtungen von Hawkes u. Mellor (1972), Barnes et al. (1971) und

Gold (1963). Sie lassen sich wie folgt zusammenfassen:

In Druckversuchen mit konstanter Dehnungsrate werden die ersten Mikrobriiche bei Dehnun-
gen von 0.1 bis 0.3% beobachtet. Ihr Auftreten ist unabhingig von der Dehnungsrate. Die
Risse sind flach, in der Gréflenordnung des Korndurchmessers und parallel zur Belastungs-
richtung. Gold beobachtete 2 transkristalline und -:1,— interkristalline Briiche. Sie bilden sich
schlagartig, aber breiten sich dann nicht weiter aus. Uberschreitet die Rifidichte einen kriti-

schen Wert, dann fiihrt das Zusammenwachsen der Mikrobriiche zum Versagen der Probe.

Als riflauslésende Grofilen werden neben den Eigenspannungen aus der Monokristallanisotro-

pie noch Spannungskonzentrationen und Versetzungsaufstau an Korngrenzen genannt.

Bei kleinen Spannungen bzw. Dehnungsraten wird keine Rifibildung beobachtet. Ein solches
Verhalten ist auch in Bezug auf die zu erwartende Eigenspannungsentwicklung verstindlich.
Der stationdre Wert der Eigenspannungen wird sich in etwa proportional zur Aufleren
Belastung entwickeln und entsprechend werden bei einer Verringerung der Belastung die

Eigenspannungen die Bruchfestigkeit nicht mehr iiberschreiten.

Im Zugversuch fiihrt das Auftreten der ersten Risse sofort zum Versagen der Probe. Durch
die Risse konnen hier keine Spannungskonzentrationen abgebaut werden, da sie vornehmlich
senkrecht zur Belastungsrichtung liegen und somit zu einer weiteren Spannungssteigerung

fiithren.

4.6 Wandern von Korngrenzen, Rekristallisation

Das Wandern von Korngrenzen und die Rekristallisation stellen nicht in erster Linie einen
Verformungsmechanismus dar, sondern eine Anderung der inneren Struktur, die sich in der
Folge auf die anderen Verformungsmechanismen auswirkt. Eine sehr ausfiithrliche Behand-
lung dieses Themas enthilt die Arbeit von Steinemann (1958). Er untersuchte den Einfluf,
den unterschiedliche Belastungen (Art, Grofle, Geschwindigkeit und Temperatur) auf den
Verlauf des Rekristallisationsprozesses ausiiben. Die Rekristallisation wurde dabei beziiglich
ihres zeitlichen Verlaufs (Einsatz und Geschwindigkeit) und ihrer mikrostrukturellen Abliufe
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(Wachsen von Kornern auf Kosten anderer, Entstehen neuer Korner) und Auswirkungen
(Kornform, Korngréfie, Texturen) charakterisiert. Rigsby (1960) untersuchte die Kristall-
orientierungen in Gletschereis und stellte einen Zusammenhang zur Richtung der maximalen
Schubspannung her. Eine weitere Arbeit stammt von Shoumsky (1958). Einige Ergebnisse

dieser Autoren seien hier kurz zusammengefafit:

Bei einer lange andauernden Belastung eines Polykristalls dndert sich das Gefiige von einer
anfinglich zufilligen Verteilung der Kristallachsen hin zu einer ausgeprigten Textur. So
lagen z.B. bei einer Gletschereisprobe 39% der Kristallachsen in 1% des Orientierungsraumes
(Rigsby (1960)). Trotz einiger Unterschiede in den beobachteten Texturen (beziiglich Anzahl
und Lage der bevorzugten Kristallorientierungen) 1a8it sich folgendes festhalten: es bildet
sich ein Gefiige, in dem die basalen Ebenen so ausgerichtet sind, daB sich die einzelnen
Kristalle unter der gegebenen Belastung méglichst leicht verformen kénnen. Rekristallisation
fiilhrt somit zu einer Entfestigung des Polykristalls. Dies gilt natiirlich nur fiir die gegebene
Belastung. Bei einer Anderung der Belastungsrichtung stellt man ggf. eine Verfestigung des
Polykristalls fest, da die einzelnen Kristalle fiir die geinderte Belastung unter Umstinden
ungiinstig orientiert sind. Rekristallisation fiihrt also im allgemeinen zu einem anisotropen
Materialverhalten.

Experimentelle Untersuchungen weisen auf eine Proportionalitit zwischen der Rekristallisa-
tionsgeschwindigkeit auf der einen Seite und der Temperatur und der Hohe der Belastung auf

der anderen Seite hin.

Als treibende Kraft der Rekristallisation wird ein Potentialgefille angesehen, das aus den
Eigenspannungen und Spannungskonzentrationen resultiert. Der Polykristall ist bestrebt,
die in den Spannungsfeldern gespeicherte elastische Energie zu minimieren. Dies geschieht
durch das Entstehen neuer und somit spannungsfreier Kérner oder durch das Wachsen von
"gut” orientierten auf Kosten von ”schlecht” orientierten Kérnern. Beide Vorginge werden

durch einen thermisch aktivierten Diffusionsprozefl gesteuert.

Als weitere Verformungsmechanismen seien noch das Korngrenzgleiten (Michel (1978))
und die Bildung von Kleinwinkelkorngrenzen (Gold (1960)) genannt. Sie sind fiir das

Deformationsverhalten jedoch von untergeordneter Bedeutung.

4.7 Ubersicht iiber einige Stoffgesetze fiir polykristallines Eis

Grundlage vieler weiterer Arbeiten ist das Fliefgesetz von Glen (1958). Es gibt den allgemei-

nen Zusammenhang zwischen der sekundaren Kriechrate ¢ und dem Spannungsdeviator 7 fiir
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isotropes Materialverhalten an, wie es sich aus der Darstellungstheorie isotroper Tensorfunk-
tionen unter den Annahmen von Volumenkonstanz und Unabhédngigkeit vom hydrostatischen
Druck ergibt.

] 2

€ = —352C(Z2, B3)1 + B(Sy, T3)1 + +C(22, Bs)7?
mit B = 1Sp(r?) und T3 = 1Sp(z?).

n—1

Durch die Annahme C = 0 und B = £,7 -L- erhilt Glen das dreidimensionale Gegenstiick

zum einaxialen Potenzgesetz fiir die sekundiren Kriechraten é = ()" mit den beiden
Materialkonstanten A und n.

. 1 =21

= T

Diese Gleichung, in der ein- oder dreidimensionalen Formulierung, findet sich in vergleichbarer
Form in vielen der folgenden Stoffgesetze wieder. Sie wurde daher den anderen Arbeiten

vorangestellt.

4.7.1 Eindimensionale Stoffgesetze

Die Gleichung von Sinha (1978) ist eigentlich kein Stoffgesetz, sondern eine phinomenolo-
gische Beziehung, die fiir einen Druckversuch mit konstanter Last die Dehnung als Funktion
der Zeit angibt. Die Dehnungen werden in die drei Komponenten spontan elastisch, verzégert

elastisch und viskose bzw. bleibende Dehnung aufgespalten:
E=€EctEqt+Ey

€e = =

E
€4 = %c {1 — exp (— [aTt]b)}
€y = €y, |o|™t
Wird die viskose Dehnung ¢, nach der Zeit ¢ abgeleitet, dann erhdlt man das Glen’sche
Fliefigesetz. Leitet man die verzogert elastischen Dehnungen €4 nach ¢ ab und eliminiert
dann die Zeit mit Hilfe von €4, dann erhalt man fiir die verzogert elastische Dehnungsrate €,

einen Ausdruck der Form
éd = {%c - Ed} f(%c bt ed)
Die Evolutionsgleichung fiir ¢4 kann durch
éd =A {K g — Ed}

angendhert werden (Ohno et al. (1985)). A und K sind hierin Konstanten. Zusammen mit

€y =€y ]o|"lc und é. =

z
E
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gelangt man zu einem Differentialgleichungssystem, durch dessen Integration man die Ant-
wort des Materials auf eine beliebige Belastungsgeschichte o(t) erhidlt. ¢4 hat die Bedeu-
tung einer internen Variablen, die den augenblicklichen Eigenspannungszustand reprasentiert.
Aber auch die anderen mikroskopischen Verinderungen (Versetzungsdichte, Gefiige, Mikro-

risse) miissen durch ¢, erfafit werden.

Das Stoffgesetz von Michel (1978) ist ein eindimensionales Taylor-Modell. Da Michel
inelastische Deformationen nur durch basale Gleitung zulifit, kann — bei einer regellosen
Verteilung der Kristallachsen — die Gesamtdehnung etwa nur den doppelten Wert der
elastischen Dehnung annehmen (Ashby u. Duval (1985)). Diese Schwierigkeit des Taylor-
Modells wird umgangen, indem gefordert wird, da8 die ”schlecht” orientierten Korner sich
zuvor in eine giinstigere Position drehen. Durch diesen Anfangsdrehwinkel kann das Verhalten
des Polykristalls verandert werden. Seine physikalische Bedeutung bleibt jedoch unklar. Das
verwendete monokristalline Stoffgesetz der basalen Gleitung basiert auf der Gleichung von

Orowan mit verinderlicher Versetzungsdichte (siche auch Abschnitt 2.3.2).

Le Gac u. Duval (1980) modifizierten das Glensche Fliefigesetz durch Einfiihrung zweier Ver-
festigungsvariablen S; und S, und beschreiben damit die gesamte inelastische Dehnungsrate
€; wie folgt:

éi = B(lo - 51| - 52)"

Die Evolutionsgleichung von S; bzw. S, besteht jeweils aus einem Verfestigungs- und einem
Erholungsterm:
Sy =héi—aS} , Sy =h'é;— oS}

S) reprasentiert den Eigenspannungszustand des Materials (kinematische Verfestigung) und

S, Verinderungen der Versetzungsstruktur (isotrope Verfestigung).

Das Stoffgesetz von Ashby u. Duval (1985) basiert auf dem in Abbildung 36 wiedergegebenen
rheologischen Modell, bestehend aus zwei Federn und zwei nichtlinearen Dampfern, von denen
der eine fiir die basalen und der andere fiir die nicht basalen Gleitsysteme steht. Sie sind
gekennzeichnet durch die Spannung oy, bzw. oy,, die notwendig sind, um die basale bzw.
nicht basale Dehnungsrate €; zu erzeugen. Es handelt sich hierbei um ein eindimensionales
Taylor-Modell eines Polykristalls, der aus zwei Einkristallen besteht, wobei jeder Kristall
die gleiche Verformung erfahrt. Neben den Werkstoffeigenschaften (&g, 09,, 00y, 7 und E-
Modul E ) werden die beiden Kristalle noch durch ihre bezogene Linge ({4 und Ig) und
Querschnittsfliche (f4 und fg) charakterisiert. Die inelastische Dehnungsrate ergibt sich zu

o o-sf\" o+54\"
“ro M\ T ) PP\ T
A B
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Abb. 36: Rheologisches Modell des Stoffgesetzes von
Ashby u. Duval (1985)

Die Evolutionsgleichung der internen Variablen S lautet

. _ S-& n SM n SM n
S=Eéla AT —lg H_‘A = Eli é; — éolp H_‘A
laoo, lpog, fa lpooy

S gibt Auskunft iiber die Grofle der Eigenspannungen in der Ebene senkrecht zur Belastungs-
richtung. Die fiir die Entwicklung von Spaltrissen so wichtige Normalspannungskomponente
in Ebenen, die die Probenachse enthalten, bleibt jedoch unbestimmt. Hieran wiirde sich auch
dann nichts dndern, wenn die eindimensionale Formulierung in bekannter Weise in eine dreidi-
mensionale iiberfilhrt wiirde, da es weiterhin ein eindimensionales Taylor-Modell bliebe. Eine
sinnvolle Erweiterung des Werkstoffgesetzes von Ashby u. Duval ist durch die Formulierung
von Evolutionsgleichungen fiir die basalen und nicht basalen Versetzungsdichten méglich. og,
bzw. g, waren dann nicht mehr konstant, sondern von den Versetzungsdichten abhingig.

Damit kénnten die einzelnen mikromechanischen Vorginge getrennt moduliert werden.

4.7.2 Dreidimensionale Stoffgesetze

Karr u. Choi (1989) entwickelten ein dreiaxiales Stoffgesetz fiir polykristallines Eis. Einem
Vorschlag Bettens folgend wurde die einaxiale Stoffgleichung von Sinha (Abschnitt 4.7.1) auf
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drei Dimensionen erweitert:

E=€g.+€;+E,
E.=S:0
3
Eq=A ‘2‘KI"§d
3_/(3 =R
é‘u=§K(§Ii.’£) T

Zur Beriicksichtigung von Mikrobriichen wurde mit einem tensorwertigen Schiadigungsmaf
Dy von Krajcinovic (1985) ein effektiver Spannungsdeviator 7.y definiert und dieser an-
stelle von 7 in den obigen Gleichungen verwendet. Der Schidigungstensor Dy 1d8t sich aus
der Rifflichenverteilung berechnen. Seine Entwicklungsgleichung erhielten Karr u. Choi, in-
dem sie die Verdnderung einer jeden Rififliche von den in der Rififliche wirkenden Spannungen
und Dehnungen (& und g4) und deren Raten abhingig machten. Die verzogert elastischen
Dehnungen g, reprisentieren zwar auf der Makroebene die Eigenspannungen, sie geben je-
doch iiber die lokalen Spannungsverteilungen, die fiir ein Rilwachstum verantwortlich sind,
keine Auskunft. Das tertidre Kriechen konnte mit diesen Ansitzen trotzdem gut beschrieben
werden. Auch die im Experiment beobachteten Unterschiede zwischen Druck- und Zugspan-
nungen zeigten sich qualitativ richtig in den Beispielrechnungen. Rekristallisationsvorginge

wurden nicht beriicksichtigt.

Das von Glockner u. Szyszkowski (1990) vorgeschlagene Stoffgesetz spaltet die Dehnungsrate

auch in drei Anteile auf:

E=E, +E +§E,

Die elastischen ¢, und die permanenten Dehnungsraten ¢, des Basismodells stimmen vollkom-
men mit den entsprechenden Anteilen von Karr u. Choi iiberein. Karr u. Choi bezeichnen ¢,
jedoch als viskose Dehnungsrate €,. Der experimentelle Hintergrund der dritten Komponente
ist bei den unterschiedlichen Autoren ebenfalls gleich. Die einen bezeichnen sie als reversible
Dehnungsrate €,, die anderen als verzogert elastische Dehnungsrate €,. Im Gegensatz zu
Karr u. Choi schreiben Glockner u. Szyszkowski fiir die reversiblen Dehnungen zunachst ein

Volterra-Integral
3d [t L revs -
T —— tn_ t_.
b= 55 [ SO 2@~ Dz

S§? =

N W

R

mit der Gedachtnisfunktion j(t). Diese wird dann jedoch durch die spezielle Geddchtnisfunk-

tion eines verallgemeinerten Kelvin-Korpers ersetzt, so dafl sich dann auch eine gewShnliche
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Evolutionsgleichung fiir &, ergibt:
g, = :—lf(z,gr)

Die Funktion f ist implizit durch eine nichtlineare Gleichung gegeben, in der noch zwei Werk-
stoffparameter vorhanden sind. Glockner u. Szyszkowski geben als Vorteil ihres Ansatzes an,
daB einer der beiden Werkstoffparameter direkt aus den Kriechkurven abgelesen werden kann.
Zur Beriicksichtigung der Materialschidigung wird eine skalarwertige Schiadigungsvariable w
eingefiihrt, die in bekannter Weise die Reduktion der effektiven Querschnittsfliche beschreibt.
w beeinflufit iiber die Spannung nur €,. Die Evolutionsgleichung von w ist so formuliert, dafl
unter Druckbelastung w = 0 gilt. Materialschddigung unter Druckbelastung wird durch einen
zusitzlichen skalaren Faktor beschrieben, der von der 2. Invariante der plastischen Dehnung
€, abhingig ist.

Pohé u. Bruhns (1992), Pohé (1992) stellen ein phinomenologisches, thermodynamisch
konsistentes Stoffgesetz vor, das auf einer urspriinglich fiir metallische Hochtemperaturwerk-
stoffe entwickelten Formulierung basiert (Bruhns (1987)). Die Verzerrungsgeschwindigkeiten
werden in einen elastischen und einen inelastischen Anteil aufgespalten. Durch eine skalare
(modifizierte inelastische Arbeit) und zwei tensorielle interne Zustandsvariablen (kinemati-
sche Verfestigung) wird die anfangliche Verfestigung (Entstehung von Eigenspannungsfeldern)
und die spater einsetzende Entfestigung (Rekristallisation und Materialschadigung) des Ma-
terials beschrieben. Obwohl das Stoffgesetz explizit keine Schadigungsvariable definiert wird
das Verhalten des Polykristalls auch bei grofien Deformationen gut wiedergegeben. Die Ma-
terialparameter wurden aus Druckversuchen mit konstanter Dehnungsrate ermittelt. Diese
konnten anhand von Kriech-, Relaxations- und Druckversuchen mit Zwischenentlastung und
Erholung erfolgreich verifiziert werden. Neben der Spannung ist auch die Temperatur eine

externe Zustandsvariable. Dadurch konnen auch nichtisotherme Prozesse berechnet werden.

Lile (1978) berechnete den Verstirkungsfaktor fiir polykristallines Eis mit Textur und
verglich ihn mit experimentell bestimmten Werten. Er erzielte fiir einaxiale Druck- bzw.
Scherversuche eine gute Ubereinstimmung. Der Verstiarkungsfaktor ist definiert als das
Verhaltnis der Dehnungsraten von anisotropem (mit Textur) zu isotropem (ohne Textur)
Eis. Der Berechnung liegt die Annahme eines konstanten Spannungsfeldes innerhalb des
Polykristalls zugrunde. Die auftretenden Abweichungen von diesen Annahmen werden durch
einen Wechselwirkungsfaktor beriicksichtigt. Die Dehnungsrate des Polykristalls ¢ ist als der

raumliche Mittelwert der basalen Dehnungsraten ¢, der einzelnen Korner definiert.

.1 . .
€= 7/‘/§de= ()

Die Integration erstreckt sich iiber das Volumen V eines reprasentativen Volumenelementes.
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5. Stoffgesetzformulierungen unter Beriicksichtigung der
Mikrostruktur

5.1 Beziehungen zwischen der Mikro- und der Makroebene, Homogenisierung

Mikroebene Makroebene
mit RVE 1
'l::-:ll
—te —— ‘

Abb. 37: Mikroebene mit "Reprasentativem Volumenelement” (RVE),

Makroebene mit Zugprobe als Beispiel eines realen Bauteils

Die Frage nach der Verformung eines Bauteils unter einer gegebenen Belastung definiert
die Makroebene eines Problems. In Abb. 37 ist eine Zugprobe dargestellt, auf deren
dufleren Rand z.B. die Spannungen vorgegeben sind. Die Suche nach dem entsprechenden
Geschwindigkeitsfeld fithrt auf ein Randwertproblem. Die iiblichen Losungsverfahren setzen
im allgemeinen die Existenz eines Kontinuums voraus, dessen Materialeigenschaften durch
ein makroskopisches Stoffgesetz der Form D = D(X,3,. ..) beschrieben werden kénnen.
Die Verzerrungsgeschwindigkeit D ist eine Funktione der Spannung X, ihrer zeitlichen
Anderung 3 (ggf. eine geeignet gewihlte objektive Zeitableitung) und eines Satzes interner

Zustandsvariablen, die noch genauer zu spezifizieren sind. Die auf der Makroebene definierten
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Variablen werden durch Grofibuchstaben gekennzeichnet. Sie konnen mit dem Ortsvektor der

Makroebene R variieren.

Hinter der Bezeichnung "makroskopisches Stoffgesetz” verbirgt sich die Annahme lokaler
Homogenitat (Nemat-Nasser (1986)). Dies bedeutet, daBl in einer beziiglich der Bauteilab-
messungen sehr kleinen Umgebung eines jeden Punktes ein homogener Werkstoff vorliegt. Im
Gegensatz dazu ergeben sich aus einer globalen Homogenitit gleiche Materialeigenschaften
in allen Punkten eines Bauteils. Eine solche Forderung ist jedoch weder sinnvoll noch not-
wendig, da sich aufgrund unterschiedlicher Belastungsgeschichten die Werkstoffeigenschaften
in einzelnen Bereichen eines Bauteils unterschiedlich entwickeln konnen. Bezogen auf die in
Abb. 37 dargestellte Zugprobe koénnte das z.B. bedeuten, dafl der Werkstoff aufgrund von
inelastischen Deformationen im Bereich der Mefllinge verfestigt, wihrend er im Bereich der
Spannkopfe seine urspiinglichen Eigenschaften behilt. Die Probe wire somit global inhomo-

gen.

Jeder reale Werkstoff ist auch lokal inhomogen. So setzt sich polykristallines Eis aus Kérnern
(Monokristallen) mit unterschiedlichen Orientierungen der Kristallachse zusammen, wodurch
sich die Materialeigenschaften an den Korngrenzen unstetig dndern. Die Betrachtungen,
die den realen Aufbau des Werkstoffes mitberiicksichtigen, definieren die Mikroebene. Im
Rahmen dieses Kapitels wird die Mikrostruktur durch die Zusammenlagerung unterschied-
licher (beziiglich Kornform, Gréfle und Kristallachsenorientierung) Monokristalle gebildet.
Die einzelnen Einkristalle werden wiederum als Kontinuum betrachtet. Bei der Herleitung
des monokristallinen Stoffgesetzes ( Abschnitt 3.6) war der Einkristall auf der Makroebene
angeordnet. Die Beschreibung der Versetzungsbewegung erfolgte auf der Mikroebene. Dieses

Beispiel zeigt, dafl die Definition der Mikro- und Makroebene problemabhingig erfolgen kann.

In Abb. 37 ist ein reprisentatives Volumenelement (RVE) dargestellt. Es besteht aus einer
Vielzahl von Einkristallen von unterschiedlicher Gré8e, Form und Kristallachsenorientierung.
Die Verteilung der Eigenschaften sei charakteristisch fiir den zu betrachtenden Polykristall.
cmae Vi€l kleiner als die charakte-
ristische Lange I, des RVE ist. Auf der anderen Seite soll das RVE jedoch so klein sein,
daB es makroskopisch quasi als Punkt betrachtet werden kann. Das bedeutet, da [, selber

wiederum viel kleiner als die kleinste charakteristische Lange L. ,,, des Bauteils sein muf.

Es ist erforderlich, dafl der maximale Korndurchmesser d

d <l. <L

Cmazr Cmin

Wird das RVE auf seiner Oberfliche 8V (duflere Flichennormale 72) homogen durch die Span-

nungsverteilung £ belastet, d.h. £ = g -# ( mit einem riumlich konstanten Spannungstensor
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o), dann gilt: .
(g) = V/V.qu
= % V(‘g) vdv (5.1)
=1 (Fa)-ﬁdA—l/ (Fao)-ndA =g
Viev: — Vv =0

Wird das im allgemeinen inhomogene Spannungsfeld g(#) iiber das Volumen V' des RVE
gemittelt, so ergibt sich gerade der homogene Spannungstensor go. Der Ortsvektor der

Mikroebene wird mit 7 bezeichnet.

Das aus der homogenen Spannungsverteilung resultierende Geschwindigkeitsfeld ¥(7) wird
weder innerhalb des RVE noch auf seinem Rand 8V einem homogenen Zustand entsprechen:
(%) # lp - ¥, mit dem konstanten Geschwindigkeitsgradienten ly. Auf der Oberfliche wird
¥(#) im Mittel jedoch nur wenig von einem Geschwindigkeitsfeld mit konstantem Gradienten

1o abweichen, wenn

Fey
(=]

== V/ v = -/ 5(F)Sav
gesetzt wird, denn es gilt:
[ 50 -t-Aata= [ 5@ -tV = [ 1-1av =0
av v v
Gemittelt iiber die Oberfliche des RVE verschwindet die Differenz zwischen dem wirklichen
und dem homogenen Geschwindigkeitsfeld.

Wird auf der Oberfliche eine homogene Geschwindigkeitsverteilung vorgegeben, 4(%) = Iy -7,
mit 7 € 8V und Iy # lo(7), dann gilt:

0= / av=2 / B(F)Vav
= [ amada= i /

i‘ﬁdA:_zo-i] FYAV = I,
v v Viv

Das daraus ermittelte Spannungsfeld o(#) wird eine inhomogene Spannungsverteilung £(#)
auf dem Rand ergeben. Gemittelt iiber die Oberfliche des RVE wird jedoch das erste Moment

der Differenz zwischen #(#) und der homogenen Verteilung gy - 72(7) verschwinden, wenn

ao = (o)

gesetzt wird, denn es gilt:
| #[f-go-i]aa= [ Fle-gul-9av = [ 1-lg - aalav =g
v 1% v

Damit 1a8t sich durch die folgenden Homogenisierungsvorschriften eine sinnvolle Beziehung
zwischen der Mikro- und der Makroebene definieren.
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5.1.1 Homogenisierungsvorschrift

Die makroskopischen Zustandsvariablen lassen sich als rdumlicher Mittelwert der entspre-

chenden mikroskopischen Zustandsvariablen definieren.

4
II

(@) (5.2)

D=(d) mdW=(w) & L= (5.3)

Ist auf dem Rand des RVE entweder eine homogen Spanungs- oder eine homogene Geschwin-

digkeitsverteilung vorgegeben, dann folgt aus diesen Definitionen (Nemat-Nasser (1986))

.

IS

={g:d) , (5.4)

d.h. die makroskopische Arbeitsrate ergibt sich als der rdumliche Mittelwert der entsprechen-

den mikroskopischen Groflen.

In der gleichen Weise kann auf der Makroebene auch die spezifische elastische Energie
E. (bezogen auf das Volumen) bzw. die Dichte p durch die entsprechenden GréfSen der

Mikroebene (e bzw. p) definiert werden.

E.=(e) , e=p) (5.5)

5.1.2 Moglichkeiten zur Formulierung eines makroskopischen Stoffgesetzes
durch Homogenisieren

Zu einem makroskopischen Stoffgesetz kann man durch die Homogenisierungsvorschrift auf

zwei unterschiedlichen Wegen gelangen:
a)
- Vorgeben einer homogenen Spannungsverteilung £ = X - % auf 8V

- Ermitteln des lokalen Spannungs- bzw. Verzerrungsgeschwindigkeitsfeldes o(#) bzw.
d(7). Diese Felder sind abhdngig von der Belastung X und den internen Variablen,
die den Aufbau des RVE festlegen.

- Homogenisieren: D = (d(¥)) = D= D(3,..)
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b)
- Vorgeben einer homogenen Geschwindigkeitsverteilung ¥ = D - 7 auf 9V

- Ermitteln des lokalen Spannungs- bzw. Verzerrungsgeschwindigkeitsfeldes o () bzw.
d(7). Diese Felder sind abhéingig von der Belastung D und den internen Variablen,
die den Aufbau des RVE festlegen.

- Homogenisieren: ¥ = (g¢(7)) = X =3(D,..) = D=D(Z,..)

Die nach a) oder b) ermittelten Stoffgesetze stimmen in der Regel nicht iiberein. Eine

Ausnahme bilden die selbstkonsistenten Formulierungen.

5.2 Maoglichkeiten zur Abschatzung der Zustandsvariablen auf der Mikroebene

Die Mikrostruktur realer Werkstoffe ist in der Regel so kompliziert, daB die wirkliche Berech-
nung der Zustandsvariablen innerhalb des RVE (g, d,...) nicht mdglich ist. Dieses gilt um
so mehr, wenn die tatsichliche Anordnung der einzelnen Kristalle innerhalb eines Polykri-
stalls unbekannt ist. Es mufl deshalb nach Wegen gesucht werden, um die Zustandsvariablen
niaherungsweise bestimmen zu konnen. Es werden in der Folge einige Moglichkeiten aufgezeigt
und beziiglich der notwendigen Annahmen klassifiziert. Thre Eignung, das Materialverhalten
polykristallinen Eises zu beschreiben, wird diskutiert.

- Annahme eines konstanten Spannungsfeldes (Sachs (1924), Reuss (1929))
Die Gleichgewichtsbedingungen sind a priori erfiilllt. Durch die unterschiedlichen

Materialeigenschaften in den einzelnen Kornern sind die Kompatibilitdtsbedingungen
an den Korngrenzen jedoch verletzt. Die Verzerrungsgeschwind.igkeiten d lassen sich
mittels des monokristallinen Stoffgesetzes direkt berechnen und damit auch D = (d).
Werden mit Hilfe dieser Annahme die Spannungen berechnet, die notwendig sind,
um eine vorgegebene Verformung zu erzeugen, so stellen diese eine untere Schranke
fiir die wirklichen Spannungen dar. Im Kapitel 4 zeigte sich, dafl in polykristallinem
Eis ein sehr inhomogener Spannungszustand entstehen kann. Die Annahme eines

konstanten Spannungsfeldes ist somit nicht geeignet.

- Annahme eines konstanten Dehnungs- baw. Verzerrungsgeschwindigkeitsfeldes (Taylor
(1938),Voigt (1889))

In diesem Fall sind die Gleichgewichtsbedingungen an den Korngrenzen verletzt.
Durch Invertierung des monokristallinen Stoffgesetzes lassen sich die lokalen Span-
nungen g berechnen, die notwendig sind, um das vorgegebene Geschwindigkeitsfeld

zu erzeugen. Die daraus ermittelten makroskopischen Spannungen £ = (o) stellen
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eine obere Schranke fiir den tatsachlichen Spannungszustand dar. Monokristallines
Eis ist in Richtung der Kristallachse quasi nicht verformbar. Wird durch das makro-
skopische Geschwindigkeitsfeld eine Verformung in diese Richtung vorgegeben, dann
streben die dazu bendtigten Spannungen gegen Unendlich. Ein Taylor-Modell ist also
zur Beschreibung des Polykristallverhaltens nicht geeignet, wenn die Monokristalle
weniger als fiinf linear unabhangige Verformungsfreiheitsgrade besitzen (siehe auch
Ashby u. Duval (1985), Hutchinson (1977)).

- CH-Modell (constrained hybrid) (Parks u. Ahzi (1990))

Das CH-Modell von Parks u. Ahzi wurde speziell fiir solche Polykristalle ent-
wickelt, deren Einkristalle nur vier oder weniger Verformungsfreiheitsgrade besit-
zen. Bei solchen Einkristallen versagt das klassische Taylor-Modell, da sie in ei-
ne Richtung (gekennzeichnet durch den Einheitsvektor 7) unverformbar sind. Es
wird zunichst ein Projektionstensor definiert, der den makroskopischen Tensor D in
den vierdimensionalen Unterraum der moglichen Einkristallverformungen abbildet:
d=P: (_I__’>—l : D . Hierdurch ist die Bedingung D = (d) erfiillt. Mit der Notation
des Kapitels 8 hat P die Darstellung P = I? + I b und ist also nur eine Funktion der
Richtung 7. Mit dem monokristallinen Stoffgesetz folgt aus d die lokale Spannung
. Diese ist jedoch in Richtung von 7 unbestimmt, da das Stoffgesetz hieriiber keine
Aussage macht. Um die fehlende Spannungskomponente zu bestimmen, projizieren
Parks u. Ahzi den makroskopischen Spannungstensor ¥ in den entsprechenden ein-
dimensionalen Unterraum, addieren diesen Anteil zu o; und definieren damit den
vollstindigen lokalen Spannungstensor g, ¢ = o;+ I* : ¥. Aus £ = (g) folg-
t damit (o) = (5) : 3. Das CH-Modell ist somit in vier Dimensionen eine Art
Taylor-Ansatz und in der fiinften Dimension ein Sachs-Modell. Da nur inelastische
Verformungen beriicksichtigt werden, ist das CH-Modell zur Beschreibung des tran-
sienten Verhaltens, d.h. der verzdgert elastischen Dehnungen, von polykristallinem

Eis wenig geeignet.
- selbstkonsistente Formulierungen (Kroner (1958), Hill (1965))

Die Umgebung eines Korns innerhalb des RVE ist inhomogen. Gemittelt iiber alle
Kérner mit den gleichen Eigenschaften (z.B. Kristallachsenorientierung) wird sich
die Umgebung jedoch anndhernd homogen verhalten. Da auch nur die gemittelten
Zustandsgrofien des Korns interessieren, ist es naheliegend, diese durch das folgende

Ersatzproblem zu bestimmen.

Das monokristalline Korn wird in eine homogene Matrix eingebettet. Das Matrixma-
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terial hat gerade die gesuchten Eigenschaften des Polykristalls. Wird ein RVE, das
nur aus dem Matrixmaterial besteht, nur auf seinem Rand homogen belastet (durch
X oder D), dann sind die entsprechenden Felder der Mikroebene ebenfalls homogen
und gerade gleich der dufleren makroskopischen Belastung,

d=D und ¢=X

Ist in die Matrix ein monokristallines Korn eingebettet, dann werden die Felder der
Zustandsgréfien sowohl in der Matrix als auch im Korn vom homogenen Zustand
abweichen. Werden nun nacheinander die unterschiedlichen Korner in die homogene
Matrix eingebettet und die gemittelten Zustandsgrofien des Korns (d bzw. g)in
Abhingigkeit von der Belastung (X oder D) und dem Stoffgesétz des Polykristalls
(D = D(Z,...)) berechnet, dann erhalt man aus den beiden Homogenisierungsvor-
schriften D = (d) und ¥ = (o) zwei implizite Gleichungen zur Bestimmung des
gesuchten makroskopischen Stoffgesetzes, die im allgemeinen zu zwei unterschiedli-
chen Ergebnissen fiilhren. Werden jedoch ellipsoide Kérner (alle Korner haben die
gleiche Halbachsenldnge und Orientierung) und eine unendlich ausgedehnte Matrix
vorausgesetzt, dann stimmen beide Losungen iiberein. Hill nennt diesen Ansatz
selbstkonsistent, da die so berechneten lokalen Zustandsgrofien nach der Homogeni-
sierung gerade die entsprechenden makroskopischen Variablen ergeben. Nach Kroner
kann das kugelformige Korn als Mittelwert aller Kornformen angesehen werden und

es ist von daher schon besonders geeignet, hier verwendet zu werden.

Die Suche nach den Spannungen und Verzerrungsgeschwindigkeiten innerhalb eines Korns,
eingebettet in eine unendlich ausgedehnte Matrix, die auf ihrem &ufleren Rand homogen
belastet wird, definiert das Einschlufproblem. Hierzu wurden einige Losungen vorgeschla-
gen, die alle auf der urspriinglichen Arbeit von Eshelby (1957) basieren, die sich jedoch
beziiglich der zugrundeliegenden Materialeigenschaften unterscheiden. Sie sind in Tabelle 1

zusammengestellt,

Das Materialverhalten von polykristallinem Eis kann als elastisch-viskos bezeichnet werden.
Die elastischen Eigenschaften kénnen durch ein lineares Werkstoffgesetz beschrieben werden,
die inelastischen Eigenschaften sind jedoch nichtlinear. Um den Auf- und Abbau von
Eigenspannungen beschreiben zu konnen, miissen instationidre Zustinde betrachtet und daher
die elastischen Eigenschaften in die Berechnung mit einbezogen werden. Die Losungen des
EinschluSproblems von Hutchinson (1976) und Molinari et al. (1987) sind deshalb nicht
geeignet. Laws u. McLaughlin (1978) geben die allgemeine Losung fiir linearviskoelastische
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Autor Korn- bzw. Matrixmaterial Bemerkungen
Eshelby (1957) linearelastisch, isotrop
Kroner (1958) linearelastisch kugelformiges Korn
anisotrop isotrop
Kréner (1961) linearelastisch, isotrop Die plastischen Verformungen innerhalb der Matrix
Budiansky plastisch (plastisch) werden als konstant angenommen
u. Wu (1962)
Faivre (1971)
Kinoshita linearelastisch
u. Mura (1971)
Hill (1965) elastoplastisch

Hutchinson (1970)

Hutchinson (1976) viskoplastisch Es werden nur stationire Zustinde (& = 0)
betrachtet. Die elastischen Materialeigenschaften
sind dann ohne Bedeutung.

Molinari viskoplastisch ~ grofie Forménderungen
et al. (1987) stationire Zustinde (0 = 0)
Laws u. linearviskoelastisch Ldsung in Form eines Faltungsintegrals
McLaughlin (1978) beziiglich der Zeit
Harren (1991) linearelastisch groBe Forminderungen
viskoplastisch (viskoplastisch) Die plastischen Verformungen innerhalb der Matrix

werden als konstant angenommen.

Tabelle 1: Ubersicht iiber Lésungen des Einschluproblems

Materialien an. Die Spannungen innerhalb des Korns konnen durch ein Faltungsintegral
berechnet werden. Hierzu muf§ die vollstindige Geschichte der dufleren Belastung X(¢*)
mit (—oo < t* < t) bekannt sein. Bei der Berechnung komplexer Belastungsgeschichten
bedeutet dies einen erheblichen Rechenaufwand. Nichtlineares Materialverhalten kann durch
diese Losung nicht erfafit werden. Auch eine bereichsweise Linearisierung ist nicht méglich,
da die Berechnung des Faltungsintegrals eine zwischenzeitliche Anderung der linearisierten

Materialeigenschaften nicht zulaft.

Das Berechnungsverfahren von Harren (1991) wurde zur Beschreibung grofier Forménde-
rungen bei linear elastischem und nichtlinear viskoplastischem Materialverhalten entwickelt.
Die viskoplastischen Verformungen innerhalb der Matrix werden als konstant angenommen,
obwohl das Spannungsfeld der Matrix inhomogen ist. Die Schwankungen im Spannungs-
feld beeinflussen nur die elastischen Formanderungen der Matrix. Die Losung von Kroner
(1961) basiert auf einer vergleichbaren Annahme. Unter den weiteren Voraussetzungen von
kugelférmigen Kornern und einem elastisch isotropen Werkstoff (E-Modul E und Querkon-

traktionszahl v) erhdlt Kroner daraus die folgende Beziehung zwischen der makroskopischen
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Spannungsrate 3 und der inelastischen Verzerrungsgeschwindigkeit D; und den entsprechen-

den Groflen innerhalb der Korner (¢ bzw. d;):

s E(7 - 5v) . .
2-2— _15(1+V)(1—V) (‘_it"gt)

Betrachtet man nun einen stationiren Zustand mit 3 = ¢ = 0, dann folgt daraus die Gleich-
heit der mikroskopischen und makroskopischen inelastischen Verzerrungsgeschwindigkeiten:
d; = D;. Unter stationdren Bedingungen verhilt sich die Losung von Kroner also wie das
Taylor-Modell. Sie ist daher im Zusammenhang mit polykristallinem Eis nicht anwendbar
(siehe Taylor-Modell).

Da das Berechnungsverfahren von Harren (1991), wie bereits oben erwihnt, auf einer
vergleichbaren Annahme basiert, erwartet der Autor dieser Arbeit, dafl es sich im stationiren
Zustand (E = g = 0) auch wie ein Taylor-Modell verhilt.

Im Kapitel 7 wird eine neue Losung des Einschlufiproblems hergeleitet. Sie beriicksichtigt
eine lineare Abhangigkeit der inelastischen und elastischen Verformungen der Matrix von den
Spannungen. Das inelastische Werkstoffgesetz des Korns ist nichtlinear. Die Verinderungen
des inneren Zustandes des Korns werden nicht durch die Belastungsgeschichte mittels eines
Faltungsintegrals erfafit, sondern durch eine Evolutionsgleichung fiir den Eigenspannungszu-
stand des Korns. Dadurch ist eine Anpassung des linearisierten Stoffgesetzes der Matrix an
das sich nichtlinear 4ndernde Stoffgesetz des Polykristalls jederzeit moglich.

Mit Hilfe dieser Losung wird im folgenden Kapitel ein Stoffgesetz fiir den Polykristall
formuliert.
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6. Ein selbstkonsistentes Stoffgesetz fiir polykristallines Eis

Stoffgesetzformulierungen fiir Polykristalle oder Verbundwerkstoffe, die den Einflufi der
Mikrostruktur auf das makroskopische Verhalten des Materials beriicksichtigen, basieren
hiufig auf der im Kapitel 5 erliuterten Homogenisierungsvorschrift. Die Definition des
RVE, iiber dessen Volumen die Mittelwertbildung erfolgt, mufl an die zu beriicksichtigenden

mikroskopischen Vorgange angepafit sein.

Das makroskopische Verhalten polykristallinen Eises (sieche auch Kapitel 4) wird in einem
hohen Mafle durch die in seinem Inneren entstehenden Eigenspannungen beeinflufit. Diese
inhomogene Spannungsverteilung hat ihre Ursache in der ausgeprigten Anisotropie der in-
elastischen Materialeigenschaften des Monokristalls. Die c-Achsenorientierung der einzelnen
Einkristalle stellt einen entscheidenden Parameter zur Kennzeichnung der Monokristallani-
sotropie dar. In dem hier vorgestellten Stoffgesetz soll in einem ersten Schritt der Einflufl
der Eigenspannungsentwicklung auf das Materialverhalten erfafit werden. Weitere Verfor-
mungsmechanismen, wie z.B. das Korngrenzgleiten, das mit weiter steigender Temperatur

(T, > —5°C) an Bedeutung gewinnen wird, sollen hier zunichst vernachldssigt werden.

Der Aufbau des RVE wird deshalb zunichst durch die Orientierungsverteilung der Kristall-
achsen festgelegt. Im Abschnitt 6.1 ergibt sich daraus eine neue Schreibweise der Homogeni-
sierungsvorschrift, die im darauffolgenden Abschnitt noch an eine inkrementelle Stoffgesetz-

formulierung angepafit wird.

Fiir eine zeitlich konstante Orientierungsverteilung wird im Abschnitt 6.3 ein selbstkonsisten-
tes Stoffgesetz hergeleitet. Zur Bestimmung der lokalen Zustandsgréflen wird die im Kapitel
7 angegebene Losung des Einschlufiproblems verwendet. Hierzu muf auf der Makroebene der
Tensor der inelastischen Nachgiebigkeitsraten M definiert werden. Einige Moglichkeiten und
die damit verbundenen Vor- und Nachteile werden im Abschnitt 6.4 diskutiert. Grofle inela-
stische Deformationen oder lange Belastungszeiten fiihren zu einer Veranderung der Orientie-
rungsverteilung der Kristallachsen. Im Abschnitt 6.5 wird aufgezeigt, wie sich die Kornrotati-
on (plastischer Spin) und das Wachsen von "gut”-orientierten Kérnern auf die Texturfunktion
g(R) auswirken. Da die Verinderung der Texturfunktion im Vergleich zur Eigenspannungs-

entwicklung sehr langsam ablduft, kénnen diese Prozesse unabhingig voneinander betrachtet
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werden.

Die beiden letzten Abschnitte beschiftigen sich mit der numerischen Aufbereitung des

Stoffgesetzes fiir den einaxialen Zug- oder Druckversuch sowie mit einigen ersten' Ergebnissen.

6.1 Homogenisieren im Raum der Kristallachsenorientierungen

Uber den Aufbau eines RVE kénnen im allgemeinen nur statistische Aussagen getroffen wer-
den. Durch Verteilungsdichten wird der Anteil, den ein Korn einer bestimmten Gréfie, Form
und Kristallachsenorientierung am Gesamtvolumen des RVE hat, festgelegt. Im Rahmen
dieser Atbeit liegt das Hauptaugenmerk auf dem EinfluB der Kristallachsenorientierung. In
der Homogenisierungsvorschrift wird deshalb die Integration iiber das Volumen V des RVE
aufgespalten. Die Integration erfolgt zunidchst iber das Volumen dV,, aller Kérner mit der

Kristallachsenorientierung 7 und dann tiber alle méglichen Kristallorientierungen 7 € wy,.

<c_r>s—‘l;/vng=%/% /w”gdv (6.1)

1
= — odV
gn an ‘/d Vn =~ ’
der mittleren Spannung der Korner mit der Orientierung 7%, und

- 1dV
D=y

Mit

der Verteilungsdichte der Kristallachsenorientierungen, 148t sich die Homogenisierung auch
als das gewichtete Mittel iiber alle moglichen Kristallorientierungen schreiben:

(2} = / G(RYT iy

Wa

Um mit dieser Homogenisierungsvorschrift arbeiten zu kénnen, muB also nicht die wirkliche
Spannungsverteilung innerhalb eines jeden Korns bestimmt werden, sondern nur die mittlere
Spannung innerhalb der Kérner einer vorgegebenen Orientierung. Zur Schreibvereinfachung
wird der Index = in der Folge weggelassen. Die gléichen Uberlegungen gelten natiirlich auch

fiir die Verzerrungsgeschwindigkeiten uind fiir die anderen zu homogenisierenden Gréfien :

()= /.., o(R)...dw

it / g(R)dw = 1 (6.2)
Y 14V
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6.2 Homogenisieren bei inkrementeller Stoffgesetzformulierung mit internen
Variablen

Die Homogenisierungsvorschriften
Z(t) = (a(t)) und D(t) = (d(¢))

miissen zu jedem Zeitpunkt ¢ erfiillt sein.

Die lokalen Spannungen o(t) sind eine Funktion der dufleren Spannung () und gegebenen-
falls eines Satzes von internen Zustandsvariablen ¢, die z.B. den Eigenspannungszustand des
betrachteten Korns reprasentieren. Die lokalen Spannungen hingen nur iiber die Zustands-
variablen von der Zeit ab: g = g(Z(t),£(2)).

Der zeitliche Verlauf der internen Zustandsvariablen ist nicht von auflen vorgebbar, sondern

er ergibt sich durch die Integration der entsprechenden Evolutionsgleichung £ = £(Z,8).

Unter der Voraussetzung, daB sich die Texturfunktion g(72) in der Definition der Homogeni-

sierungsvorschrift gemaf Gleichung 6.2 nicht dndert, gilt
dao

£0) = @) = (52 5+ )

(- (35) 5 (34

Sowohl der Ausdruck in den Klammern als auch die rechte Seite dieser Gleichung sind nur

und mit <_2_2> =3

Funktionen der Zustandsvariablen. Da die Gleichung aber fiir ein beliebiges 3 gelten muB,

folgt daraus 5 5
g\ _ 92 ¢é) =
<E> =1 und <6£ f> =0 . (6.3)

Durch die Verwendung von internen Variablen ist die Homogenisierungsvorschrift in zwei
unabhingige Teile zerfallen. Zusitzlich zu den Bedingungen (6.3) muf§ aber auch noch zu
einem frei wihlbaren Zeitpunkt ¢y die Anfangsbedingung (o) = (& (%o)) erfiillt sein. Dies
bedeutet jedoch keinerlei Schwierigkeiten, solange davon ausgegangen werden kann, dafl das
Material irgendwann einmal frei von dufleren und inneren Spannungen war. Mit ¢ = 0 und

Y = 0 sind die Anfangsbedingungen in einfacher Weise erfiillt.

Die Verzerrungsgeschwindigkeiten d sind sowohl eine Funktion der Zustandsvariablen ¥ und
¢ als auch von der Prozefivariablen 3. Die lineare Abhingigkeit von der Spannungsrate
ermdglicht auch hier eine zu Gleichung (6.3) analoge Aufspaltung der Homogenisierungsvor-

schrift in zwel Teile.



78 6. Ein selbstkonsistentes Stoffgesetz fiir polykristallines Eis

6.3 Selbstkonsistente Formulierung

Wie bereits im Abschnitt 5.2 erwdhnt, gelangt man zu einer selbstkonsistenten Stoffgesetz-
formulierung, indem die lokalen Spannungen oder Verzerrungsgeschwindigkeiten innerhalb
eines jeden Korns durch das folgende Ersatzproblem bestimmt werden. Die Umgebung des
gerade betrachteten Korns wird homogenisiert, d.h. der reale Polykristall wird durch eine
fiktive homogene Matrix, die die gesuchten makroskopischen Eigenschaften des Polykristalls
hat, ersetzt. Die Matrix wird im allgemeinen als unendlich ausgedehnt angenommen. Die
Belastung wird auf dem im unendlichen liegenden Rand der Matrix in Form einer Spannungs-
bzw. Geschwindigkeitsverteilung, die mit einem homogenen Spannungs- bzw. Verzerrungs-
geschwindigkeitszutand vertraglich ist, vorgegeben.

Das reale Korn wird in der Regel durch ein kugelformiges Korn idealisiert. Haben die
realen Kornformen eine Vorzugsorientierung, dann konnen sie auch durch ein Ellipsoid
dargestellt werden. Es mufl jedoch fiir alle Korner die gleiche idealisierte Kornform (gleiche
Halbachsenldngen und Halbachsenorientierungen) gewahlt werden. Die Bestimmung der
Zustandsgréfen im Korn fiihrt dann auf das im Kapitel 7 geloste Einschlufiproblem.

Das makroskopische Stoffgesetz des Polykristalls wird in der Form
D=Dy(Z)+S5:% (6.4)
gesucht. Die nichtlineare Funktion D;(Z) und der Tensor der Elastizititskoeffizienten S sind

zu bestimmen. Die Losung des Einschlufiproblems setzt jedoch ein linearisiertes Stoffgesetz

der Matrix in der Form
D(Zo + Aa, 3 + Ad, £) = Di(Zo,€) +S 2‘20 +M:Ag+S:Ac (6.5)
voraus. Do = Di(Zo,€) + S : _Eo ist das gesuchte Stoffgesetz des Polykristalls. Wird
die Matrix auf ihrem dufieren Rand durch ¥y bzw. D, homogen belastet, dann zeigt sie
in grofiler Entfernung vom Einschlufl das nichtlineare Verhalten des Polykristalls. In der
Nihe des Korns werden die Spannungen um Ag und die Verzerrungsgeschwindigkeiten
um Ad = D(Zo + Aa,%, + Ad,£) — Dy vom homogenen Zustand abweichen. Diese
Abweichungen werden durch das linearisierte Werkstoffgesetz miteinander verkniipft. Einige
Méglichkeiten, den Tensor der inelastischen Nachgiebigkeitsraten M in Abhéngigkeit vom
Linearisierungspunkt (Xy, D;(Zo)) zu definieren, werden im nichsten Abschnitt aufgezeigt.
Das Stoffgesetz des Monokristalls wurde im Kapitel 3 bestimmt. Es 148t sich in der Form
d =di(g,%,() + - g
(6.6)
¢ = (e,
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schreiben. Die inelastischen Verzerrungsgeschwindigkeiten sind abhingig von der Spannung
@, der Orientierung der Kristallachse 72 und einem Satz von internen Zustandsvariablen (
(z.B. Versetzungsdichten), deren zeitliche Anderungen ¢ durch die entsprechenden Evolu-
tionsgleichungen gegeben sind. Der Tensor der Elastizitatskoeffizienten ist ebenfalls eine

Funktion von 7.

6.3.1 Nachweis der Selbstkonsistenz

Wird ein Monokristall mit dem Materialverhalten gemif Gleichung (6.6) in eine Matrix
mit dem Materialverhalten gemafl Gleichung (6.5) eingebettet, dann ergeben sich aus einer
homogenen Belastung ¥o bzw. D, die Spannungen ¢ im Monokristall zu (siehe auch
Gleichung (7.68))

g=0gps+az+ o

- (6.7)
mit gz=FE:(S-3):Z

Die Eigenspannung ogs hat die Bedeutung einer internen Variablen des Matrix-Einschlu$-

Systems. Fiir sie gilt die Evolutionsgleichung (7.69)
gps=£E: (Qi(go)—di(g)—gi(zz +2Es)) . (6.8)

Die Tensoren E und B sind wie folgt definiert (Gleichung (7.55) und (7.57)):

E=(87-[81): (8" - - ) ¢ (6.9)

B=(s7 -1 (81 M 815 - 871 M2 571 1 (871 - [ST)

(6..10)

Die Tensoren [S|bzw. [M|ergeben sich aus S bzw. M durch eine lineare Abbildung. Dieser
Abbildungstensor achter Stufe ist von den elastischen Eigenschaften des Matrixmaterials und
der Kornform abhingig (Gleichung (7.50 bzw. (7.51)).

Die lokalen Spannungen ¢ sind eine Funktion der dufleren Last 3 und der internen Variablen
gEs:

g =0a(Z0,0Egs) - (6.11)

Mit
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folgt aus der Homogenisierungsvorschrift (6.3)
(E:(S-2))=0 (6.12)

und
(Ges)=0 . (6.13)

Aus der ersten Gleichung lassen sich in der bekannten Weise die Elastizititskoeffizienten des
Polykristalls S aus denen des Monokristalls g berechnen. Die Gleichung kann jedoch nicht
explizit nach S aufgeldst werden, da E sowohl von § als auch von g abhéngig ist. Die zweite

Gleichung ist die Bestimmungsgleichung fiir die inelastischen Verzerrungsgeschwindigkeiten.

Die zweite Moglichkeit der Homogenisierung lautet
D, = (d)
Mit Do = Di(Zo) + 8 : ) und d = di(@,() + g : & folgt daraus
Di+S:5,= (dle,)+s:0ps+2: (1 +E:(S-2) : Zo)

und sortiert nach Summanden, die abhingig sind von _i_)o, ferner

(Di-di(e,¢)-s:0ps)=((s: E-1):(S-8)): %

it

Da diese Gleichung fiir jedes beliebige _):0 erfiillt sein mu8, folgt daraus (siehe auch Abschnitt
6.2):

(:E-1):(5-2) =0 (614)

und
(Di —di(e,{)~8:0Es)=0 . (6.15)

Mit s: E—1=(S1-[8];)7 : Eund (87 - [8]3)) = (87! - [S]5}) folgt aus
Gleichung (6.14)

(E:(s-2)=0 . (6.16)

Diese Bestimmungsgleichung fiir die elastischen Eigenschaften ist identisch mit der Gleichung
(6.12).
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Gleichung (6.15) 148t sich unter Beriicksichtigung, da8 B und (S~' - [S];;!) unabhingig von

7i sind, wie folgt umformen:

= (Di—di(eg,{)-B:(ez+gps)—s:0ps)=— (B :(gz + gEs))
> ((E™' -8):ps)=-B:(az+ags)

> (57! - LS];‘)'I :{@gs) = B:{az+aEs)

Aus der Bestimmungsgleichung fiir die elastischen Eigenschaften folgt (g z) = 0 und damit
(eps) = (87" - [8]%) : B : (gms)

Erfillt (gps) die Anfangsbedingung (g gs) = 0, dann folgt daraus (siehe auch Abschnitt
6.2)

(gps)=0 . (6.17)

Damit ist die Aquivalenz der beiden Homogenisierungsvorschriften (5.2) und (5.3) bewiesen.

Das daraus abgeleitete makroskopische Stoffgesetz ist somit selbstkonsistent.

Abschlieflend sei noch darauf hingewiesen, dafl mit dem aus (d) = D bestimmten Stoffgesetz
auch die Homogenisierungsvorschrift fiir die Rotationsgeschwindigkeiten (w) = W identisch
erfiillt wird.

6.3.2 Auswerten der Homogenisierungsvorschriften

Die Berechnung des Tensors der Elastizitdtskoeffizienten S aus der Vorschrift (6.12) ist prin-
zipiell méglich, sie bereitet jedoch einen erheblichen numerischen Aufwand. Die Bestimmung

der inelastischen Verzerrungsgeschwindigkeiten aus Gleichung (6.13) und (6.8)

(E:(Di(Z0)-di(e) - B:(gz+gEs))) =0 (6.18)

ist noch wesentlich aufwendiger. Der Tensor B ist in einer komplizierten Art und Weise von
S und M abhingig. M wird jedoch selber erst durch D; definiert, also durch die Gréfle, die

aus der obigen Gleichung zu bestimmen ist.



82 6. Ein selbstkonsistentes Stoffgesetz fir polykristallines Eis

Zur Vereinfachung des Gleichungssystems wird deshalb von elastisch isotropen Monokristallen
ausgegangen. Im Abschnitt 2.2 wurde zwar gezeigt, daB der maximale und der minimale
effektive E-Modul von monokristallinem Eis um ca. 30% voneinander abweichen, doch die
Anisotropie der inelastischen Materialeigenschaften ist wesentlich starker ausgepriagt und fiir
das Polykristallverhalten bedeutender, so dal die getroffene Annahme als erste Naherung

vertretbar erscheint.

Da g jetzt unabhéngig von 7 ist, folgt aus dem ersten Teil der Homogenisierungsvorschrift

sofort

(6.19)

17}
il
it

Mit s ist auch F unabhingig von 72, womit sich der zweite Teil der Homogenisierungsvorschrift
wie folgt vereinfacht:

Di(Zo) - (di(g)) - B:(gz+ars)=0 . (6.20)

Wie bereits oben begriindet gilt: (ggs) = 0 und (gz) = 0. Daraus folgt

Di(Z0) = (di(e, 7,()) - (6.21)
Die Spannungen innerhalb eines Korns mit der Orientierung 7 berechnen sich zu

o(ges,Xo) =0es+Z0 . - (6.22)

Aus o und ¢ konnen iiber das monokristalline Stoffgesetz d; und damit schliefllich die
inelastischen Verzerrungsgeschwindigkeiten D; des Polykristalls berechnet werden.

Desweiteren kann man jetzt aus D; und 3o den Tensor M ermitteln und somit die zeitliche

Anderung der internen Variablen o s und { berechnen:
(. = é(_q’ C) (6'23)

Gps=E: (Di(Z0) - di(e) - B(M):a8s) - (6.29)
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Fiir elastisch isotrope Korner sind die Tensoren E und B durch die Gleichungen (7.86) und
(7.87) gegeben.

Die Eigenspannungen ggs werden in Kornern mit unterschiedlicher Orientierung % un-
terschiedliche Werte annehmen. Diese Aussage gilt auch fiir die internen Variablen ( des
Einkristallstoffgesetzes. ¢ und ggs sind deshalb interne Zustandsfunktionen im Raum der
moglichen Kristallorientierungen O,.. Eine weitere interne Zustandsfunktion ist die Textur-

funktion g(7i), fiir die bisher die einfache Evolutionsgleichung §(7) = 0 angenommen wurde.

Die Gleichungen (6.21) - (6.24), (7.86) und (7.87) definieren ein selbstkonsistentes Stoffge-
setz fiir polykristallines Eis. Der innere Zustand des Polykristalls wird durch zwei Arten von
internen Zustandsfunktionen beschrieben. Die Texturfunktion g(72) und die Eigenspannungs-
funktion g gg(72) beschreiben die Mikrostruktur des Polykristalls. Die internen Zustandsfunk-
tionen ((72) reprasentieren die Mikrostruktur (z.B. Versetzungsdichten) des Monokristalls mit

der Orientierung 7i.

6.4 Moglichkeiten zur Definition des Tensors M

Durch den Tensor der inelastischen Nachgiebigkeitsraten M werden die Abweichungen
der inelastischen Verzerrungsgeschwindigkeiten Ad; innerhalb der Matrix vom homogenen
Zustand D;, = D;(Zo) beschrieben:

Ad; =

I

:Ag . (6.25)
Die Abweichungen der Spannungen Ag innerhalb der Matrix vom homogenen Zustand X,
werden durch die im Korn entstehenden Eigenspannungen hervorgerufen. Der Tensor M
sollte in Abhingigkeit vom inelastischen Werkstoffgesetz des Polykristalls D; = D;(XZ, £)

(¢ steht fiir die internen Zustandsfunktionen des Polykristalls) und der Linearisierungsspan-
nung X, definiert werden. Im folgenden werden einige Moglichkeiten aufgezeigt und die Vor-
und Nachteile diskutiert.

a)

I=

= (=) (6.26)

Dies ist die einfachste denkbare Definition fir M. Sie ist gleichbedeutend mit der
Annahme homogener inelastischer Deformationen in der Matrix. Diese Vorausset-

zung liegt den selbstkonsistenten Formulierungen von Kroner (1961), Budianski u.
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b)

Wu (1962) und Harren (1991) zugrunde. Auf die daraus resultierenden Schwierig-
keiten im Zusammenhang mit polykristallinem Eis wurde im Abschnitt 5.2 hinge-
wiesen. Aus M = 0 folgt sofort B = 0. Da D; und d; Deviatoren sind, reduziert
sich Gleichung (6.24) auf

. _  E(1-5v)
2ES = 151+ v) (1 - v)

Die unterschiedlichen inelastischen Verformungen der Matrix und des Korns

(Qi - _(!,) . (6.27)

fiilhren zu einer Dehnungsinkompatibilitidt, aus der sich durch Multiplikation mit
m% die Eigenspannungen ergeben (siehe auch Abschnitt 5.2).

_ 823(2, f)
= (6.28)

M wird hier als partielle Ableitung des inelastischen Stoffgesetzes nach den Span-

I

nungen definiert. Die Ableitung wird also bei festgehaltenen internen Variablen
ausgefiihrt. Dies ist eine naheliegende Definition, wenn die Spannungen in der
Matrix nur wenig vom homogenen Zustand abweichen. Das inelastische Stoffge-
setz wird durch die Tangente im Linearisierungspunkt angenidhert. Weichen die
Spannungen innerhalb der Matrix jedoch stark von X, ab, dann konnen sich grofie
Unterschiede zwischen der nichtlinearen und der linearisierten Form des Stoffgeset-
zes ergeben (Abb. 38). Fallen die Spannungen innerhalb der Matrix bis auf Null ab,
dann werden iiber das linearisierte Stoffgesetz gegebenenfalls grofie negative Verzer-
rungsgeschwindigkeiten berechnet. Eine ”Verringerung” der ”Tangentensteigung”
kénnte dieses Problem beheben. Ein Ansatz der Form
8Di(Z,¢§)
) '

mit einem skalarwertigen Korrekturfaktor ay, bietet sich daher an. Durch eine

_1]___4 = Q- (6.29)

Veranderung von aj kann zwischen den Anséitzen a) undbb) stufenlos gewechselt
werden. Die dargelegten Griinde konnen den Ansatz (6.29) natiirlich nur motivie-

ren, aber nicht mathematisch oder physikalisch begriinden.
”Geradengleichung” durch den Nullpunkt und den Linearisierungspunkt
Ein Tensor M, der die genannte Geradengleichung beschreibt, mufl die Bedingung

Di(Z)=M:Z (6.30)

erfiillen. Eine mogliche Definition lautet:

D;D;
D;: X

M= (6.31)
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Abb. 38: Linearisierungsmoglichkeiten des in-

elastischen Stoffgesetzes

Der Tensor M ist aber nicht eindeutig bestimmt. Es gibt noch vier linear
unabhingige deviatorische Tensoren zweiter Stufe 7, (e = 1,2,3,4), die die
Bedingung 7, - X = 0 erfiilllen. Jeder der zehn Tensoren 7,7g + 757~ (a,8 =
1,.4) kann zu M gemi$ Gleichung (6.31) addiert werden, ohne dafi Gleichung
(6.30) verletzt wird. Von den 15 Koeffizienten von M (sechs Koeffizienten sind
schon dadurch bestimmt, dafi M deviatorisch in den vorderen und hinteren Indizes
ist) werden durch Gleichung (6.31) also nur fiinf festgelegt. Die verbleibenden zehn

Koeffizienten konnen z.B. durch einen isotropen Ansatz der Form

D; : D; 1 n'y
D;:X \- X:¥
erfafit werden. Die Wahl des skalaren Vorfaktors ist willkiirlich. Er muf8 nur die

richtige Dimension aufweisen. Zusammen mit Gleichung (6.31) folgt

1
D;: ¥

%:

D;: D; D;:D;
(oo~ Figew)+ gy - 6

Sind D; und X’ koaxial, dann heben sich die ersten beiden Teile auf und man

gelangt zu einem isotropen Ansatz fiir M.

d) Der Vorteil eines isotropen Ansatzes liegt in der Einfachheit.

(S

= f(D;, X)1’ (6.33)
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Ist die Abweichung von der Koaxialitit von D; und X’ nur gering, dann liegt
ndherungsweise die unter c) beschriebene ” Geradengleichung” vor. Fiir die skalar-

wertige Funktion f kénnen

, fo= g,’ : g oder fs= %—j (6.34)
sinnvolle Ansdtze sein.
e)
M= %—% (6.35)

Der unter b) definierte Tensor wurde durch Ableiten der festgehaltenen internen
Variablen ermittelt. Die internen Variablen werden sich aber in den einzelnen Be-
reichen der Matrix unterschiedlich entwickeln, da die jeweiligen Spannungen vonein-
ander abweichen. Sind AD; die Verdnderungen der aktuellen Verzerrungsgeschwin-
digkeiten aufgrund einer um AX gednderten Belastungsgeschichte, dann 148t sich
daraus, wie oben symbolisch angedeutet, der Tensor M definieren. Da M durch
eine solche Definition an die Belastungsgeschichte gekniipft und nicht mehr aus
den aktuellen Zustandsvariablen berechenbar ist, hitte er die Bedeutung einer zu-
sdtzlichen internen Variablen, die die Verinderungen der Materialeigenschaften in
der Umgebung eines Einschlusses beschreibt. Eine solche Definition scheint jedoch
sehr aufwendig und wird deshalb hier nicht weiter verfolgt.

6.5 Evolutionsgleichung der Texturfunktion

Die Orientierungsverteilung der Kristallachsen wird durch zwei unterschiedliche mikromecha-
nische Vorgdnge verindert. Durch Rekristallisation entstehen entweder neue Korner oder es
wachsen "gut” orientierte Einkristalle auf Kosten ”schlecht” orientierter Bereiche (siehe auch
Abschnitt 4.6). Im Experiment wurde beobachtet, daB sich die Kristallachsen so umorientie-
ren, dafl der Polykristall unter der gegebenen Belastung grofiere inelastische Deformationen
aufweist. Auf die zweite Ursache wurde schon im Zusammenhang mit dem monokristalli-
nen Stoffgesetz hingewiesen (Abschnitt 3.5). Sie ergibt sich aus dem plastischen Spin des
Einkristalls.

Zur Beschreibung dieser Phinomene werden in den folgenden Abschnitten die Evolutions-

gleichungen der Texturfunktion hergeleitet.
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6.5.1 Rekristallisation

Fiir metallische Werkstoffe wird von Haasen (1984) eine auf Gleiter (1969) zuriickgehende
Gleichung fiir die Geschwindigkeit v der Korngrenze angegeben. Von den beiden aneinander-
grenzenden Kristallen 1 und 2 ist der Kristall 2 spannungsfrei und im Kristall 1 ist in den
Spannungsfeldern die Energie e; gespeichert. Bei metallischen Werkstoffen entstehen diese
inneren Spannungsfelder z.B. durch Versetzungsaufstau an Korngrenzen. Die Korngrenze
wandert vom Kristall 2 zum Kristall 1, d.h. der Kristall auf dem niedrigeren Energieniveau
wichst auf Kosten des Kristalls auf dem hdheren Niveau. Die Geschwindigkeit der Korngren-

ze ist proportional zur gespeicherten Energie e;:

voxe . (6.36)

Die von Haasen (1984) angegebene Herleitung 1a8t sich erweitern, wenn sich die benachbarten

Kristalle auf unterschiedlichen Energieniveaus e; bzw. e; befinden. Man erhilt:
V91 = U7 (e1 - 82) . (6.37)

Die Korngrenze wandert mit der Geschwindigkeit v5; vom Kristall 2 zum Kristall 1. Als trei-
bende Kraft des Rekristallisationsvorganges kann also die Energiedifferenz der aneinander-
grenzenden Kristalle angesehen werden. In Gleichung (6.37) ist vr eine temperaturabhingige

Konstante. Sie wird als bekannt vorausgesetzt.

Im Abschnitt 6.3 wurden die Gleichungen zur Bestimmung der Spannungen innerhalb der
einzelnen Kristalle eines Polykristalls angegeben. Aus den Spannungen 1ifit sich sofort die

auf das Volumen bezogene gespeicherte elastische Energie e(7) berechnen:

() = 0(7): 8 : 2(A) . (6.38)

Grenzen zwei Einkristalle o bzw. [ mit der Orientierung 7, bzw. 7ig aneinander, dann

wandert die Korngrenze mit der Geschwindigkeit v, vom Kristall a zum Kristall 8:

vap =vr(€g —€a) . (6.39)

Das Volumen V,, des Kristalls & wird dadurch gréfier, wihrend das Volumen V3 im gleichen
MaBe abnimmt. Dadurch wird eine Veranderung der Texturfunktion g(72) bewirkt. Die diesen

Proze$ steuernde Evolutionsgleichung erhilt man durch die folgenden Uberlegungen.
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Es sind gegeben:
V : Volumen des RVE

d : Durchmesser eines kugelformigen Korns
V -
g(®) : Texturfunktion: g¢(7)= -‘17 (_id_fun—) dV(7) ist das Volumen der
Korner, deren Orientierungsvektor 7 auf den mit dw bezeichneten Bereich
auf der Oberfliche einer Einheitskugel weist. Im folgenden wird die

Kurzformulierung: "dV(#i) ist das Volumen der Korner 7" benutzt.
Daraus lassen sich die folgenden Groflen berechnen:
Vi : Volumen des Korns: V;, = —:;—da

Ay : Oberfliche des Korns: Ax = 7d?

Mges : Anzahl von Kornern innerhalb des RVE: mye, = ;
k

dmg : Anzahl von Kérnern mit der Orientierung iy dmy = Myesg(fi )dwy
dA, : Grofle des Teils der Oberfliche eines Korns, den es mit einem Korn der
Orientierung 7, gemeinsam hat: dA, = Axg(%4)dw,
d®A,p : Gesamtoberfliche (Grofie der Korngrenze), die ein Korn 7, mit einem

Korn 73 gemeinsam hat:

d?Anp = dm,dAg

Ar ,. - 6.40
= V—I/—,Sg(na)g(np)dwadwp (6.40)

Die Korngrenzfliche dzAap bewegt sich mit der Geschwindigkeit vo3. Dadurch wird das
Volumen dV(7i,) des Korns 7, grofier. Fiir die zeitliche Anderung des Volumens des Korns

7t aufgrund des Kontaktes mit dem Korn 7 gilt:

_ Ak oy oo
2V (ii,) = A2 Anpvap = 'vapV—I—,f-g(na)g(np)dwadwp . (6.41)

Durch Integration iiber alle Kornorientierungen 7 erhilt man fiir die Gesamtverdnderung

des Volumens der Kérner i,
Sy - A - -
dV(na)=/O (vapVT:g(na)g(np)dwa) dwg . (6.42)
Da g(7a), V und dw, beziiglich der Integration eine Konstante sind, erhilt man mit

Gleichung (6.39)

7 Tote) = Lorg(iia) [ (e(ia) - eliia) sFa)ws - (6.43)
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Die linke Seite dieser Gleichung ist gerade die zeitliche Anderung der Texturfunktion a(7ia).
Das Integral auf der rechten Seite entspricht gerade der Homogenisierungsvorschrift {..) =
J --9(7ig)dwg. Da e(7i,) beziiglich der Integration ebenfalls konstant ist, folgt daraus:

§(7) = Gorg(@) (e) - e()) - (6.44)

Dies ist die Evolutionsgleichung der Texturfunktion zur Beschreibung von Rekristallisati-
onsvorgiangen. Der Anteil einer Kristallorientierung nimmt dann zu, wenn die spezifische
elastische Energie des entsprechenden Einkristalls e(72) geringer ist als die spezifische Energie
des Polykristalls (e) (siche auch Abschnitt 5.1.1). Nach Gleichung (6.44) ist die Rekristal-
lisationsgeschwindigkeit umgekehrt proportional zum Korndurchmesser. Dies kann so auch
erwartet werden, da die Korngrenzfliche mit kleinerwerdendem d zunimmt und die Rekri-

stallisation durch die in der Korngrenze ablaufende Diffusion kontrolliert wird.

6.5.2 Korndrehung, plastischer Spin

In Analogie zum Monokristall werden die Rotationsgeschwindigkeiten des Polykristalls in den
plastischen Spin W? und den Spintensor 2 einer zu definierenden isoklinen Zwischenkonfi-

guration (”director vector”, Hauptrichtungen) aufgespalten:

W=Wr+Q . (6.45)

Beim Monokristall sind die Hauptrichtungen durch das Gleitsystem definiert (Aravas u.
Aifantis (1991), Mandel (1971)).

Die Rotationsgeschwindigkeit w der einzelnen Korner ist durch Gleichung (7.91) gegeben. Der
plastische Spin w” der Einkristalle folgt aus dem monokristallinen Stoffgesetz: w? = wP(g).
Aus

w=w"+w (6.46)
148t sich somit der Spintensor w der Einkristalle berechnen.

Da die Bedingung (w) = W identisch erfiillt wird, sind die beiden Moglichkeiten zur
Definition der Hauptrichtungen des Polykristalls

(wP) =WP?  und (w)=2 (6.47)
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dquivalent.
Die Rotationsgeschwindigkeiten der Einkristalle relativ zu den Hauptrichtungen des Polykri-

stalls sind durch
Wret =w— N (6.48)

gegeben. w,; 188t sich aufspalten in den relativen Spin w,e; und den plastischen Spin w?:

Wrel = Wrel + WP . (6.49)

Mit den Gleichungen (7.91), (6.45) und (6.48) erhilt man

Wre = w— 0 - w?
2(5 - v)

: (6.50)
T 7(7-5v)

(egs M* - M* .ggs)+ WP —w?

Die zeitliche Anderung der Kristallachsenorientierungen i (relativ zu den Hauptrichtungen
des Polykristalls) ergibt sich damit zu ( Aravas u. Aifantis (1991))

= Wre B . (6.51)

Da w;.; ein antisymmetrischer Tensor ist, steht i senkrecht auf %. Der Vektor Wrel * T
liegt also in einer Tangentialebene der Oberfliche der Einheitskugel. Er beschreibt die
Geschwindigkeit, mit der ein Punkt auf der Oberfiche der Einheitskugel (d.h. eine bestimmte

Kristallachsenorientierung ) seine Lage dndert.

In Analogie zur Kontinuitatsgleichung einer strémenden Flissigkeit mit der Dichte p und der
Geschwindigkeit v, bei der sich die Dichtednderung gemafl der Gleichung

8= -V - [3(7)e(7)]
ergibt, ist die Evolutionsgleichung der Texturfunktion durch
§(R) = ~Vz - [#(R)g() (6.52)

gegeben. V; ist der Nabla-Operator des zweidimensionalen Raumes der méglichen Kristall-
achsenorientierungen. Er 1dfit sich aus dem Nabla-Operator des dreidimensionalen Raumes
in Kugelkoordinaten berechnen, indem man 7 = 1 setzt und desweiteren beriicksichtigt, dafl

7 keine Komponenten in r-Richtung enthalt.
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6.6 Numerische Aufbereitung

Das selbstkonsistente Stoffgesetz (Gleichungen (6.21) - (6.24)) stellt ein System von Integro-
Differentialgleichungen und partiellen Differentialgleichungen dar. Die Evolutionsgleichungen

der internen Zustandsfunktionen £ haben entweder die Form

'3

£(Fiot) = /o F(€)dw (6.53)

oder )
£(Ro,t) = F(Vi,,€) . (6.54)

Die zeitliche Verinderung der Funktion .a.n der Stelle 72, ist vom Wert der Funktion an allen

anderen Stellen 7 oder vom Gradienten an der Stelle 73, abhingig.

Man gelangt von den Integro-Differentialgleichungen zu einem System von gewdhnlichen
Differentialgleichungen, indem die stetigen Zustandsfunktionen durch eine diskrete Verteilung
ersetzt werden. Hierzu wird das RVE nicht mehr durch eine unendliche Anzahl, sondern aus N
Kérnern aufgebaut. Jedes einzelne Korn wird durch den Orientierungsvektor i, (1< a <
N) seiner Kristallachse gekennzeichnet. Die einzelnen Zustandsfunktionen werden nur noch
an den Stellen 73, definiert, also durch N diskrete Werte festgelegt. Aus der Integration iiber

alle Kristallachsenorientierungen werden einfache Summen. Die Homogenisierungsvorschrift

(a) = /O o(#)g(7)dw (6.55)

lautet dann

N
(2) =) gaz(iia)

=l (6.56)
mit Z goa=1
a=1
Die Gewichte g, geben an, welchen Volumenanteil die Orientierung 72, am Gesamtvolumen
des RVE hat.

Aus der einen Evolutionsgleichung fiir die Eigenspannungsfunktion & gs(7)
6ps=E:(Di-di- B:ags)

werden jetzt N Gleichungen

(v

Q‘Es, =£i (Qs’ - di(t_fa) -

: GES.) 1<a<N . (6.57)
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ogs, ist die Eigenspannung im Korn mit der Orientierung 7,. Diese N Gleichungen sind

miteinander gekoppelt, da D; iiber

N
D; =) gadi(ga) (6.58)
a=]

von der Eigenspannung in allen N Kornern abhingt.

Aus der Evolutionsgleichung der Texturfunktion zur Beschreibung der Rekristallisation
(Gleichung (6.44)) ergeben sich weiter N gekoppelte gewohnliche Differentialgleichungen.

Bei der Evolutionsgleichung zur Beriicksichtigung der Korndrehung
§(,1) = =5 [f(5)(5)
handelt es sich um eine paftie].le DGL in 7 und #. 7 ist gegeben durch
= Wret 7

Die partielle DGL wurde aufgestellt, um den Einflu$l der Korndrehung auf die Texturfunktion
zu erfassen. Bei einer diskreten Verteilung kann die Rotation eines jeden Korns auch direkt
durch

":ia = Wrel, * oo (6-59)

beschrieben werden. Damit sind sowohl der Wert der Texturfunktion g, an der Stelle 72, als

auch die Diskretisierungsstelle 7, zeitverinderlich.

Wird nur der einaxiale Zug- oder Druckversuch betrachtet, dann ergeben sich aus der Ro-
tationssymmetrie des Problems einige Vereinfachungen. Die auf der Makroebene definierten
Tensoren M und B sind dann transversal isotrop mit der Probenachse als Symmetrieachse.
Dadurch werden sie schon durch fiinf voneinander unabhingige Komponenten vollstindig
festgelegt. Da M zusitzlich deviatorisch in den vorderen und hinteren Indizes ist, reduziert
sich fiir ihn diese Anzahl sogar auf drei.

Erfolgt die Berechnung der Eigenspannungen eines Korns 7i in einem Koordinatensystem,
dessen Basisvektoren (€&}, €,,€3) wie in Abb. 39 angegeben an 7 gekoppelt sind, dann gilt:
(eeshz2 = (egshs = 0. Die Eigenspannungen koénnen also in diesem Sonderfall durch
nur vier Komponenten je Korn beschrieben werden. Desweiteren sind die verbleibenden
Komponenten von ggs (beziiglich des (1,2,3)-Systems) unabhingig von 4. Da diese
Eigenschaft auch fiir die anderen Zustandsvariablen gilt, ist es ausreichend, 7 in der Folge nur
noch durch den Winkel ¥ festzulegen. Es mufl dabei nur der Bereich 0 < ¥ < 7 betrachtet

werden, da die Orientierungen 7 und —7 nicht zu unterscheiden sind.
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Probenachse

Abb. 39: (1,2,3): Koordinaténsystem zur Beschreibung des
einaxialen Zug- oder Druckversuchs, (z,y, z): raum-
festes Koordinatensystem, 7i: Orientierungsvektor
des betrachteten Einkristalls.

In der Homogenisierungsvorschrift

() = /O gl = /0 : /0 " o(8)sinddpdd

kann die Integration iiber v ausgefiihrt werden:

x

() = / " ..2mg(d)sin 9dD
0
Wird desweiteren cos ¥ = n3 gesetzt, dann erhilt man mit g*(n3) = 2w g(9)
1
() = /0 9" (na)dns

1
mit / g’(ng)dna =1
0

(6.60)

(6.61)

Ist der Polykristall anfanglich isotrop, dann gilt: 2rg(¥#) =1 . Geht man zu einer diskreti-

sierten Beschreibung gemif Gleichung (6.56) iiber, dann erhilt man bei einer dquidistanten

Unterteilung des Winkelbereichs 0 < ¥ < 7 in N Teile

9o = (20— 1)2lN

(6.62)
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fiir die entsprechenden Gewichte gy

sk
Jo = / sinddd 1<a< N . (6.63)
(a-1)7F

Fiir die Berechnung ist es jedoch einfacher, ahstelle von ¥ die entsprechende Komponente

n3 des Orientierungsvektors 7 zu verwenden. Bei einer iquidistanten Unterteilung von

ns (0 S n3 S 1) A .
20 — 1
n3, = (6.64)

erhilt man fiir g,

1
Ga = F . (665)

6.7 Erste Ergebnisse

Di¢ im folgenden vorgestellten Berechnungen dei Eigenspannungséntwicklung in polykristal-
linem Eis basieren auf der selbstkonsistenten Stoffgesetzformulierung gemifl der Gleichungen
(6.21) - (6.24) (7.86) und (7.87). Da zunachst nur die Anfangsphase der Eigenspannungs-
entwicklung betrachtet wird (kleine Verformitngen und kurze Belastungszeiten), kénnen die
Verinderungen der Texturfunktion noch inberiicksichtigt bleiben.

Die Monokristallorientierungen werden in 10 gleich grofe Bereiche gemif Gleichung (6.65)

unterteilt. Die einzelnen Bereiche werden durch die folgenden Winkel 9, reprisentiert:

a  n, Vo Yo - Vo,
1 092 (389)00 0° - 25.8°
2 1T 3180 25.8° - 36.9°
3 B 44 38.9° - 45.6°
4 B 45 45.6° - 53.1°
5 1L pe.e° 53.1° - 60.0°
6 5  63.3° 60.0° - 66.4°
7 55~ 695° 66.4° - 72.5°
8 %  T155° 72.5° - 78.5°
9 2 814° 78.5° - 84.3°
10 35 8T1° 84.3° - 90.0°

o3
|
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Fiir 9, sind zwei unterschiedliche Werte sinnvoll. ¥; = 18.2° unterteilt den Winkelbereich
0° — 25.8° in zwei gleich grofie Orientierungsbereiche. Es liegen genau so viele Kristallachsen
im Bereich 0° — 18.2° wie im Bereich 18.2° — 25.8°,

%1 = 0° kann als Mittelwert aller Orientierungen 0° < ¥ < 25.8° und 0 < ¥ < 360°
interpretiert werden. Da 9; = 0° eine charakteristische Richtung fiir die Beschreibung der

Eigenspannungsentwicklung ist, wird sie in der Folge verwendet.

Neben der Orientierung ¥; = 0° werden in den Abbildungen noch Ergebnisse von 9, =
49.5° und 919 = 87.1° dargestellt. < reprdsentiert die Kristalle, die aufgrund ihrer
Orientierung nicht verformbar sind. Kristalle, deren Achsen den Winkel 94 bzw. ;¢ mit
der Belastungsrichtung bilden, konnen grofie basale Formanderungen erfahren bzw. sich fast

ausschiefllich durch prismatische Gleitung verformen.

Die Spannungen, die sich innerhalb der einzelnen Korner entwickeln, werden durch die
folgenden Gréfien dargestellt (siehe auch 8):

04 : Zugspannung in Richtung der Kristallachse
Ty : basale Schubspannung
Tp : resultierende Schubspannung in prismatischen Ebenen

Es wird angenommen, daf§ der Monokristall keine axialen Langeninderungen erfahren kann.
0¢ hat daher keinen EinfluB auf das inelastische Stoffgesetz des Monokristalls. Aus 7, bzw.

Tp ergeben sich die basalen bzw. prismatischen Gleitungen.

Das verwendete monokristalline Stoffgesetz der basalen Gleitung wurde im Abschnitt 3.6
vorgestellt. Da fiir die Entwicklung der konstitutiven Beziehungen der prismatischen Gleitung
nicht geniigend Experimente zur Verfiigung standen, werden hier die Gleichungen der basalen
Gleitung ibernommen. Die Materialparameter werden jedoch so modifiziert, dafl der

Anisotropie des Einkristalls Rechnung getragen wird.

Die Werkstoffparameter der basalen und der prismatischen Gleitung werden wie folgt gewahlt
(siche auch Abschnitt 6.6):

basale Gleitung prismatische Gleitung
— -3_mm _ -3_mm
ky, = 41073 BB ky, = 41073 BT
d, = lmm d, = lmm
—92.10% —1 - 1
Py = 210" N Pa My = 2mmMPa
Aoy = 10° gz X0, = 10° gz

Die sich aus diesen Gréflen ergebenden stationdren Kriechraten (¢ — oo) sind in Abbildung

40 als Funktion der Spannungen angegeben (siehe auch Abbildung 33). Die Anisotropie des
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1031 Monokristall
basale Gleitung

Polykristall

A
Monokristall
A nicht basale Gleitung

A
A

Axiale Dehnungsrate [1/s]

Axiale Spannung [MPa]

Abb. 40: Stationdre axiale Kriechdehnungsrate in Abhén-
gigkeit von der axialen Spannung fiir die mo-
nokristallinen Stoffgesetze der basalen und pris-
matischen (nichtbasalen) Gleitung. Die Zentral-
symbole kennzeichnen experimentelle Ergebnis-
se. Die mittlere gepunktete Gerade ist die Aus-
gleichsgerade durch die experimentell ermittelten
Daten des Polykristalls. Die berechneten Deh-
nungsraten des Polykristalls werden durch die
kurzen Geraden dargestellt.

Monokristalls wird gut wiedergegeben. Durch die um den Faktor 10* kleinere Versetzungs-
quellendichte der prismatischen Gleitsysteme sind auch die stationdren Dehnungsraten um
diesen Faktor kleiner. Bei Berechnung der stationdren basalen bzw. prismatischen Dehnungs-
raten wurde von Einkristallen ausgegangen, deren Kristallachse einen Winkel von ¥ = 45°
bzw. 9 = 90° mit der Belastungsrichtung bildet.

Der Tensor der inelastischen Nachgiebigkeitsraten M wurde gemifl Gleichung (6.29) definiert:

oD;
B )5)

=
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Mit D; = (di(¢)) und g = ggs + X folgt

Gemaf Abschnitt 3.8 hat das inelastische Stoffgesetz die Form

di(e) = 2”—7‘_’!,;" g+ ;’T”y '
P

Die Terme %’; und 2'—‘%- sind unabhingig von der Spannung. Sie sind nur Funktionen der

basalen bzw. prismatischen Versetzungsdichten A, bzw. A,. Daraus folgt:

odi(a) _ o p 1o

8 2m,= 27,
b
S kol £k )

Fiir M erhilt man mit kv, = ky, = ky

M = aigky (MI') + (MI7) - (6.66)

Die folgenden Abbildungen basieren auf Berechnungen von Kriechversuchen mit einer Zugs-
pannung von 0.1MPa. Der Verlauf der Kurven ist bei anderen Spannungen qualitativ gleich,

so dafl auf deren Darstellung hier verzichtet wird.
Die drei charakteristischen Kornorientierungen sind durch Zentralsymbole gekennzeichnet.
A : 919 = 87.1°% inelastische Verformungen hauptsichlich durch Gleiten auf prismati-
schen Ebenen

O : ¥4 = 49.5% inelastische Verformungen hauptsichlich durch Gleiten auf basalen

Ebenen
M : ¥ = 0% nur elastische Verformungen

Es werden vier Berechnungen mit unterschiedlichen ai-Werten (Korrekturfaktor in der
Definition der inelastischen Nachgiebigkeitsraten) vorgestellt. Sie werden durch die folgenden

Linientypen wiedergegeben:

durchgezogen toagp=1

Langstrich-Kurzstrich : a; = 0.1

strichpunktiert : @ = 0.001 (ux, und gy, um den Faktor 100 vergrofiert)
gestrichelt tap=0
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3.0 1 3x107*
*107* |
0 4

2.0 A
o
c
3
C
-
a T =0 __——m—=7

1.0 e

a.,-—-O
0.0 } } + | + ! + | } ! 4 } ) } } |
1.00 2.00 3.00 x10° 4.00

Zeit [s]

Abb. 41: Berechnete Kriechversuche eines Polykristalls (£ =0.1MPa) fiir unter-
schiedliche Korrekturfaktoren ay.

Die Einblendung zeigt die Kurve
a; = 1 in Dehnungsrichtung gestaucht.

107
[y
T L\
7)) i \
— -8 \\\.
% 10 Q% » .
a N =
o \
: A
-9
g 10 \ \.\\
8 l‘ \\\ o,=0.001
' - N L L I L T I T T T e
10- |l 0,,=0.1
I| a..=0
|
|
10-1 ! } ' + + f + * y !
100 200 10" 3.00
Dehnung

Abb. 42: Dehnungsrate der in Abbildung 41 dargestellten Kriechversuche loga-

rithmisch iiber der Dehnung aufgetragen.




6.7 Erste Ergebnisse

basale Versetzungsdichte [1/mm?]

1.00 2.00 10" 3.00
Dehnung
Abb. 43: Basale Versetzungsdichte fiir den Fall oy =1
_. 100 T a— a—
« )
£ o
= 75+
= |
© |
S 50+
'—6 1
7 |
o
g {
N 257
= |
(/2]
o |
~ 0.0 3 ———p ——]
1.00 2.00 *10™  3.00
Dehnung

Abb. 44: Versetzungsdichte der prismatischen Gleitebenen fiir den Fall a = 1
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5.0
*1072
4.0
3.0

2.0

1.0

basale Schubspannung [MPa]

0.0

Dehnung

Abb. 45: Verlauf der basalen Schubspannung 7, (ax = 1 und a; = 0.1)

50 1 q
*1072

3.0

2.0

|
\
\
\
\
10 i\
A

basale Schubspannung [MPa]

0.0 e t — ' — — -
1.00 2.00 *10™*  3.00

- Dehnung

Abb. 46: Verlauf der basalen Schubspannung 7 (@ = 0.001 und a; = 0)
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Abb. 47: Verlauf der prismatischen Schubspannung 7, (ax = 1 und o = 0.1)
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Abb. 48: Verlauf der prismatischen Schubspannung 7, (ax = 0.001 und a; = 0)
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Abb. 49: Verlauf der axialen Spannung o, (ax = 1 und a; = 0.1)
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Abb. 50: Verlauf der axialen Spannung o, (ax = 0.001 und oy = 0)
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Es wird zundchst der Fall oy = 1 betrachtet. Abbildung 41 zeigt den berechneten
Kriechversuch des Polykristalls. Der typische Verlauf des primiren Kriechens wird qualitativ
sehr gut wiedergegeben. Die anfinglich hohen Dehnungsraten nehmen bis zum Erreichen des
stationdren Zustandes (sekunddres Kriechen) ab, d.h. der Polykristall verfestigt. Einen
genaueren Einblick in das Verfestigungsverhalten gestattet Abbildung 42. Direkt nach
Versuchsbeginn nimmt die Dehnungsrate des Polykristalls zunichst zu. Der Polykristall
verhilt sich damit wie der Monokristall. In Abbildung 43 ist zu erkennen, dafl sich die
Zunahme der Dehnungsrate aus einer Vergréflerung der basalen Versetzungsdichte der "gut”
orientierten (¥4 ) Einkristalle ergibt. Die anderen Kristalle konnen den daraus resultierenden
Verformungen nicht folgen, wodurch sich die Spannungen auf diese Kristalle umlagern. Die
basale Schubspannung 7, in den "gut” orientierten Kérnern wird schnell kleiner (Abbildung
45). Gleichzeitig erhhen sich die prismatischen Schubspannungen 7, (Abbildung 47) und die
axialen Spannungen o, (Abbildung 49). 7, und o, nehmen auch in den "gut” orientierten

Kornern zu, d.h. es finden auch Spannungsumlagerungen innerhalb eines Kornes statt.

Aus den gesunkenen basalen Schubspannungen folgt das Fallen der basalen Versetzungsdichte.
Es werden weniger neue Versetzungen erzeugt als vorhandene Versetzungen den Kristall
verlassen. Damit nimmt die Dehnungsrate des Polykristalls ab. Mit den gestiegenen
prismatischen Schubspannungen 7, vergroflert sich der Anteil der nichtbasalen Gleitung an
den Gesamtverformungen. Welcher der beiden Verformungsmechanismen im stationiren
Zustand den grofieren Beitrag zu den makroskopischen Deformationen leistet, miissen weitere

Untersuchungen zeigen.

In Kornern, deren Kristallachse einen Winkel von 90° mit der Belastungsrichtung bildet,
entstehen in der Basalebene Normalspannungen, die die Gréfilenordnung der dufleren Last
annehmen. Im Falle eines Druckversuches waren es Zugspannungen. Positive Normalspan-
nungen unterstiitzen das Entstehen und Wachsen von Rissen. Dies erkldrt, warum sich im
Druckversuch hauptsdchlich Risse in Ebenen bilden, die die Belastungsrichtung enthalten
(Spaltrisse).

In Abbildung 40 sind die stationiren ! axialen Dehnungsraten in Abhingigkeit von der axialen
Zugspannung dargestellt. In dem bisher betrachteten Fall (a; = 1) sind die Dehnungsraten

um eine Groflenordnung zu hoch. Der Polykristall verhidlt sich mit der hier gewahlten

Es wurde davon ausgegangen, daB der stationdre Zustand dann erreicht ist, wenn sich simtliche Zustandsvariablen
in fiinf signifikanten Stellen iiber einen definierten Zeitraum At nicht mehr indern. Da dieses Abbruchkriterium
unter anderem von der Wahl von AL abhingt, ist das Erreichen des stationiren Zustandes nicht gesichert. Das
Ermitteln der stationdren Dehnungsrate im Experiment ist jedoch noch wesentlich problematischer, so daB das

gewihlte Verfahren als ausreichend angesehen wurde.
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Definition des Tensors M weicher als im Experiment, obwohl angenommen wurde, dafl die
Einkristalle in Richtung ihrer c-Achse unverformbar sind. Die sich in dieser Richtung im
Kristall aufbauenden Normalspannungen o, erreichen jedoch auch nicht den Wert, den man
anhand der im Abschnitt 4.2 vorgenommenen Abschitzung erwarten kann. Scheinbar wird
der Polykristall (die Matrix) in der Umgebung eines Kornes durch den Tensor M zu weich
modelliert. Die Eigenspannungen innerhalb des Korns erzeugen in der Matrix zusitzliche
Spannungen Ag. Aus Ag ergeben sich zusatzliche inelastische Verformungen. Die Matrix

gibt den Eigenspannungen nach, wodurch sich diese abbauen.

Die einfachste Mdglichkeit, die Matrix hirter zu modellieren, ist der skalare Korrekturfaktor

Q.

Mit ax = 0.1 liegen die stationdren Dehnungsraten in der richtigen Gréfienordnung (Abb.40).
Da die Matrix (der Polykristall) den Bestrebungen der Einkristalle, ihre Eigenspannungen
abzubauen, schlechter nachgeben kann, werden die Eigenspannungen gréfier. Die basalen
Schubspannungen haben sich dadurch im Fall a; = 0.1 deutlich reduziert. Der Unterschied
in den prismatischen Schubspannungen ist im Vergleich dazu eher gering. Zudem ist 7, in
einigen Kornern grofier und in anderen kleiner geworden. Die axialen Spannungen werden
einheitlich gréBer. In der Anfangsphase ist o, wesentlich groSer. Der Unterschied baut sich
jedoch bis zum Erreichen des stationiren Zustandes teilweise wieder ab. Die im Experiment
beobachteten verzogert elastischen Dehnungen koénnen mit derart geringen Eigenspannungen

(sie haben in etwa die GréBenordnung der duferen Last) noch nicht erklart werden.

In den Abbildungen 46, 48 und 50 sind Berechnungen dargestellt, bei denen o, = 0.001
gesetzt wurde. Gleichzeitig wurden die basalen und prismatischen Versetzungsquellendichten
um den Faktor 100 erh6ht, um die stationdre Dehnungsrate des Polykristalls in der richtigen
Grofenordnung zu halten. Die Matrix ist somit hirter, die einzelnen Einkristalle sind weicher

gewahlt als im letzten Beispiel.

Die axialen Spannungen erreichen jetzt den dreifachen Wert der dufleren Last. Eine weitere
Steigerung der axialen Spannungen ist durch eine Verringerung von a; kaum noch mdglich.
Dies ergibt sich aus einer Betrachtung des Grenzfalles ay = 0. Fiir diesen Sonderfall
reduziert sich das hier vorgeschlagene Stoffgesetz auf eine Formulierung, die (fiir plastisches
Materialverhalten) auf Kréner (1961) und Budiansky u. Wu (1962) zuriickgeht. Die
Kriechkurve (Abbildung 41) strebt bei einer Dehnung von ca. 0.75-10~° gegen eine horizontale
Gerade. Weitere inelastische Deformationen sind nicht mdglich. In Abbildung 42 ist deutlich
zu erkennen, wie die Dehnungsraten beim Erreichen der Grenzdehnung gegen Null streben.
Die axialen Spannungen nehmen linear mit der Dehnung zu. Die basalen und prismatischen

Schubspannungen streben gegen Null. Auf dieses Problem des Modelles von Kroner, keine
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groflen inelastischen Verformungen erkldren zu kénnen, wenn die Einkristalle nur vier oder

weniger Verformungsfreiheitsgrade aufweisen, wurde schon im Abschnitt 5.2 hingewiesen.

Die mit der bisher verwendeten Definition des Tensors M berechneten Eigenspannungen
liegen noch nicht in der erwarteten Gréflenordnung. Eine gleichmiBige Verkleinerung des
Tensors M konnte zwar eine Vergrofierung der Eigenspannungen bewirken, es erhohten sich
jedoch sowohl die Eigenspannungen in den basalen Ebenen als auch die axialen Spannungen.
Weitere Untersuchungen miissen zeigen, inwieweit die anderen Definitionen des Abschnitts 6.4
eine quantitative Verbesserung erbringen konnen. Die Grofienordnung der Eigenspannungen

wurde bisher jedoch nur abgeschitzt.

Eine verbesserte quantitative und qualitative Vergleichsbasis fiir das vorgestellte Stoffge-
setz konnte man durch eine numerische Simulation eines Polykristalls mit Hilfe der Finite-
Element-Methode erzeugen. Wird z.B. eine Zug- oder Druckprobe in finite Elemente aufge-
teilt, wobei den einzelnen Elementen das im Kapitel 3 hergeleitete monokristalline Stoffgesetz
zugrundeliegt, und werden unterschiedliche Kristallachsenorientierungen innerhalb der ein-
zelnen Elemente vorgegeben , dann erhdlt man ein Modell einer polykristallinen Zugprobe.
Auf diese Weise kénnte Einblick in das Innere des Polykristalls genommen werden. Durch
das Auswerten von zufallig aufgebauten Polykristallmodellen konnte z.B. geklart werden, wie
stark die Spannungen innerhalb eines Kornes mit einer vorgegebenen Orientierung von den

iiber alle Korner mit dieser Orientierung gemittelten Spannungen abweichen.

Durch einen Vergleich der berechneten Zug- oder Druckversuche (FEM) mit den entspre-
chenden Experimenten konnte desweiteren iiberpriift werden, ob das zugrundeliegende mo-
nokristalline Stoffgesetz mit den aus Monokristallversuchen ermittelten Materialparametern
verwendet werden kann. Es ist wire z.B. mdglich, dafl die Korngrenzen im Polykristall zu-

satzliche Versetzungsquellen darstellen und somit der Monokristall wesentlich weicher ware.
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7. Das Einschluiproblem

7.1 Darstellung des Stoffgesetzes und der Gleichgewichtsbedingungen im
Bildbereich der Laplace- und Fourier-Transformation

7.1.1 Einige Eigenschaften der Integral-Transformationen

Die Laplace-Transformation (LT) einer Funktion z(t) wird durch das folgende Integral

definiert:

i(s) = £T{z)} = /_ ? 2(t)e~"dt

Fir die im Rahmen dieser Arbeit interessierenden Funktionen z(t) kann die Existenz der
Laplace-Transformierten vorausgesetzt werden. Die Funktion z(t) und ihre Ableitungen
(M = %:—f besitzen nur zum Zeitpunkt ¢ = 0 eine Unstetigkeitsstelle. Fiir ¢ < 0
und » = 0,1,... gilt: z(™(t) = 0. Die Integration in der Definition der LT beginnt
bei —0. Dadurch werden die Unstetigkeiten der Funktion z(¢) und ihrer Ableitungen
miterfafit. z(t) enthilt also distributive Anteile; insbesondere auch die Dirac-Funktion
6(t), die als Distributionsableitung der Sprungfunktion h(t) aufgefafit werden kann. Auf
die formale Erweiterung der LT fiir Distributionen wird hier jedoch verzichtet. Nach Doetsch
(1955) gelten die meisten Rechenregeln der LT auch dann, wenn die Dirac-Funktion als
Pseudofunktion aufgefait wird. Die folgenden Rechenregeln der LT werden im Rahmen

dieser Arbeit verwendet:

Linearitat

LT {ez(t) + By(t)} = aLT{=(t)} + SLT {y(t)} (7.1)

Differentiationssatz der LT
LT{S2(0)} = sCT{a(t)} - (~0)
vereinfacht sich mit z(—0) = 0 zu:

LT{%m(t)} = s"LT{=(t)} . (7.2)
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Der Grenzwertsatz der LT

lim {s£T{a(t)}} = =(+0)

gilt nur fir Funktionen. Enthalt z(t) Ableitungen der Sprungfunktion, dann existiert der
Grenzwert nicht. Enthélt z(¢) Ableitungen der Sprungfunktion bis zur m-ten Ordnung und
werden die entsprechenden Sprungh6hen mit a:gi) (—m £ %) bezeichnet (:cf,°) ist der Sprung
der Funktion x(t) an der Stelle t = 0, :1:82) der der zweiten Ableitung, m‘(,'l) der des ersten
Integrals), dann enthilt die n-te Ableitung von z(t) die folgenden distributiven Anteile z:

=M (1) = o*(¢) + 2(2)

n+m

z5(t) = Z h(i)mg"_i)
=1

Durch Auflosen dieser Gleichungen nach z* und Bilden der LT erhilt man mit £7 {h(™)(t)} =

s™:

n+m .
LT{z*} = LT{z™} - ¥ siaf*™"

i=1

Die Funktion z*(t) ist eine gewShnliche Funktion. Thr Sprung an der Stelle ¢t = 0 ist gerade
der Sprung der n-ten Ableitung von z(t). Der Grenzwertsatz der LT ist somit auf z*(¢)

anwendbar. Man erhailt:

= z*(+0)
lim {sET{m*(t)}}
CT{w(")} E"‘*’l’" s'zgn_’.)

8—’00

dt“ ()

Dieser Grenzwert ist von der Form %. Nach g-fachem Anwenden der Regel von 1’Hospital

(¢ > n + m) 148t sich der Grenzwert dann bestimmen:

dt" ()lt_.q.o s—»oo{(( 1)3 s7H —— & (n.)} . (7.3)

z(t) darf hochstens Ableitungen m-ter Ordnung der Sprungfunktion enthalten. Fiir n sind
auch negative Werte zulissig. z(™ hat dann die Bedeutung des —n-ten Integrals von z(t).
Es muf} jedoch die Bedingung q > n + m > 0 erfiillt sein.
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Beispiel: Hat die zur Beschleunigung a gehérende Verschiebung u bzw. Geschwindigkeit v
den Sprung Au bzw. Awv, dann enthélt a Ableitungen der Sprungfunktion bis zur zweiten
Ordnung (m = 2). Es gilt dann:

$—00

a(+0) = lim (333%5) (n=0)
v(4+0) = lim (—32% (%(z)) (n=-1)

>
<
]

§—00

Au = u(+40) = Lim (E) (n=-2)

Die Fourier-Transformation (FT) einer Funktion z(7) (z ist ein Tensor beliebiger Stufe und
7 der Ortsvektor des dreidimensionalen Raumes) ist durch das folgende Integral definiert:
FT{o(F)} = 4(F) = / s exp(—jF - K7
R3

Die inverse Fourier-Transformation ist definiert durch:

FT-1a(R)} = o(F) = (711;)3 /K sexp(j7 - F)CE

Die Integration erstreckt sich iiber den dreidimensionalen Definitionsraum von 7 bzw. k. k ist
der zu # korrespondierende Ortsvektor des Bildraumes. Weitere Einzelheiten zur Definition

der FT in mehreren Dimensionen finden sich bei Champeney (1973).
Die folgenden Eigenschaften der FT werden im Rahmen dieser Arbeit bendtigt:

Linearitat

FT{ex(F) + fy(F)} = aFT{=(7)} + BFT{y(F)} (7.4)

Differentiationssatz

FT{VQRz}=jk®s (7.5)
® ist ein beliebiges Produkt und j die imaginédre Zahl.

6() ist die Dirac-Funktion des dreidimensionalen Raumes. Sie ist definiert durch

[ @8 =) = A7)
R3
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Damit hat sie die folgenden Eigenschaften:

FT{6(F)} =1 (7.6)
FT{6(F — 7)} = exp(—j7 - k) . (7.7)

Ist z(F,t) eine Funktion des Ortes und der Zeit, und sind diese Variablen unabhingig
voneinander, dann iibertragt sich diese Eigenschaft auch auf die Fourier- und die Laplace-
Transformation. Die Fourier-Laplace-Transformierte #(k,s) der Funktion (7,t) wird dann
definiert durch:

i(k,s) = LT {FT {a(#,t)}} = FT {LT {=(#,1)}} . (7.8)

7.1.2 Das Stoffgesetz

Der Tensor der Verzerrungsgeschwindigkeiten d wird additiv aufgespalten in einen elastischen
und einen inelastischen Anteil:
d=d.+di . (7.9)

Die elastischen Verzerrungsgeschwindigkeiten folgen einem hypoelastischen Stoffgesetz der
Form '

d. = (7.10)

lItn
1Q4

S ist der Tensor der Elastizitdtskoeffizienten und & symbolisiert eine objektive Zeitableitung

des Spannungstensors. S weist dabei die bekannten Symmetrieeigenschaften auf:

Sijkt = Skiij = Sjir = Sijue = .. . (7.11)

Die inelastischen Deformationen sind gegeben durch

di=M:ca . (7.12)

Der Tensor vierter Stufe M hat dieselben Symmetrien wie S. Da fiir die inelastischen

Deformationen Volumenkonstanz angenommen wird, d.h.

di:1=0 )
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gilt ferner

=
:T.‘
Ik
.

(7.13)

Es werden im folgenden kleine Verzerrungen und ein niherungsweise rotationsfreies Ge-
schwindigkeitsfeld vorausgesetzt. Damit kann in Gleichung (7.10) die objektive Zeitableitung
durch die lokale Zeitableitung ersetzt werden und die Materialtensoren M und S konnen als
rdumlich und zeitlich konstant angesehen werden. Fiir d erhilt man damit

d(7\t) = M :o(7,t)+ §: 6(F,t) mit &= %g(i",t) . (7.14)

Unter den genannten Voraussetzungen ist auch der Unterschied zwischen dem Tensor der
Verzerrungsgeschwindigkeiten und der Zeitableitung des Dehnungstensors zu vernachldssigen,
d.h. d = ¢. Desweiteren mufl zwischen dem aktuellen Ortsvektor eines Materiepunktes und
dem entsprechenden Vektor der Ausgangskonfiguration nicht unterschieden werden. # und ¢

sind daher unabhangige Variablen.

Das Stoffgesetz kann mit Hilfe der Gleichungen (7.1) und (7.2) in den Bildbereich der LT

transformiert werden.

d(F,5) = (M +58) : 5(7,9)

Mit
d=s¢ (7.15)

und

«—1 1

folgt
E(F,s) = C 7 (s): &(F,s (7.17)

bzw.
d(7,s) = sC 7' (s) : &(F,5) . (7.18)

Der Tensor g hat die Symmetrieeigenschaften von M und S. Mit Hilfe der LT erhélt man
unter der Voraussetzung kleiner Verzerrungen eine Formulierung des linear elastisch-viskosen

Stoffgesetzes, die formal einem linear-elastischen Stoffgesetz entspricht.
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Da sg_l(s) beziiglich der Fourier-Transformation eine Konstante ist, ergibt sich Gleichung
(7.18) im Bildbereich der FLT zu

(s): a(k,s) . (7.19)

Aus der Definitionsgleichung
l/=. .=
d= 3 (Vv + vV)
folgt mit Gleichung (7.5) fiir d im Bildbereich der FLT die Darstellung
-~ 1 . -‘:‘ :*
d= 37 (kv + vk) . (7.20)

Die Zeitunabhingigkeit des Ortsvektors 7 iibertrigt sich auch auf den Nabla-Operator V.
Dieser ist somit beziiglich der LT eine Konstante. Gleichung (7.20) in Gleichung (7.18)

eingesetzt und nach den Spannungen aufgel6st ergibt:

=7 v) . (7.21)

192

1s -
8

(
Es wurde hierbei die Symmetriebeziehung € : (k%) = C: (vk) verwandt.

7.1.3 Die Gleichgewichtsbedingungen

Die Gleichgewichtsbedingungen fiir eine Einzelkraft F°, die in einem unendlich ausgedehnten

Korper an der Stelle 7’ angreift, lautet
V - g(7,t) + 6(F - #F)F(t)=0

Bildet man die LT dieser Gleichung, so erhdlt man unter der Annahme, daf sich der
Kraftangriffspunkt 7' nicht verschiebt

V.5+6F-F)F=0 . (7.22)
Die hierbei verwandte Annahme, dafl der Nabla-Operator im Rahmen der LT eine Konstante
ist, ist gleichbedeutend mit dem Schreiben der Gleichgewichtsbedingungen in der Ausgangs-
konfiguration. Wird diese Gleichung jetzt noch in den Bildbereich der FT transformiert,
dann folgt aus den Gleichungen (7.4), (7.5) und (7.7) die Darstellung der Gleichgewichtsbe-
dingungen im Bildbereich der FLT:

-

jk-&+ exp(—j7 - E)ﬁ‘ =0 . (7.23)
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7.1.4 Das Geschwindigkeitsfeld in einem unendlich ausgedehnten Korper
aufgrund einer Einzelkraft

Wird in die Gleichgewichtsbedingungen gemafl Gleichung (7.23) das Stoffgesetz in der in Glei-
, chung (7.21) gegebenen Formulierung eingesetzt, so ergibt sich der folgende Zusammenhang
awischen dem Geschwindigkeitsfeld ¥ und der Einzelkraft F' :

i (3¢ : (59)) + exp(—s7 - B)F = 6

und schliefllich

- . /o v N1 =
i)‘:sexp(—ji'"-k)(k-__(:?-k) P (7.24)

7.2 Das Transformationsproblem

7.2.1 Losung fir ein linear elastisch-viskoses Material

Gegeben ist ein unendlich ausgedehnter homogener Korper, der fir ¢ < 0 spannungsfrei
ist. Einem Gedankenexperiment von Eshelby (1957) folgend wird zum Zeitpunkt ¢ = 0 ein
einfach zusammenhdngender Bereich B (im folgenden auch als Korn bezeichnet) aus dem

Korper herausgeschnitten. Die Flache B trennt das Korn von der Matrix.
Das Korn erfihrt die homogene und spannungsfreie Dehnung e (Transformationsdehnung)
mit e7(t) = 0 fiir £ < 0 . e7(t) ist an der Stelle t = 0 unstetig, sonst stetig.

Liegt ein Materialverhalten gemaB Gleichung (7.17) zugrunde, dann kénnen im Bildbereich
der LT die Spannungen gr berechnet werden, die notwendig sind, um die durch g7

hervorgerufenen Dehnungen riickgiangig zu machen.

gr=-C:ép (7.25)
Diese Spannungen konnen gerade durch das Aufbringen der Kraft
df =0or- d.§' (726)

auf die Oberfliche des Korns erzeugt werden. d.§'(1"" ) ist hierin das nach auflen gerichtete
Flachenelement der Oberfliche des Korns an der Stelle 7.
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Unter der Annahme kleiner Verschiebungen ist dS(#') unabhingig von der Zeit (die Kraft
wird in der Ausgangskonfiguration aufgebracht) und es folgt:

df =&-d5 (7.27)

Shit

und mit Gleichung (7.25)

df = - (C:&7)-dS . (7.28)

e

Das Korn kann nun wieder in die Matrix eingesetzt werden, ohne daf diese davon beeinfluit
wird. Im Korn besteht das homogene Spannungsfeld gr. Auf 8B greift noch die duBere
Kraftverteilung df an.

Durch das Aufbringen der Kraftverteilung dh = —df wird der Korper frei von aufileren
Kriften. Die sich dann einstellenden Spannungs- und Geschwindigkeitsfelder sind gleichzeitig
die Losung des Transformationsproblems. Im Korn sind die Spannungen jedoch noch um ot

zu vergréflern.

In jedem Punkt der Oberfliche B des Korns wird jetzt die aus Gleichung (7.28) folgende
Kraft
dh = (€ : &7) - dS(F) (7.29)

aufgebracht und die einzelnen Geschwindigkeitsfelder d5, die sich gemif Gleichung (7.24) aus
dh ergeben, werden iiberlagert. Das gesuchte Geschwindigkeitsfeld erhilt man somit durch
Integration {iber die Oberfliche des Korns.

-

- .l . oyl -
i)’:/ sexp(—j7 - k) (k-QJc) (C : &7) - dS(7)
dB - -
Nach Anwendung des Satzes von Gauss erhalt man
= N AN S 13
v = sexp(—]r-k)(k-g-k) -(gng)-Vdr
B = =

Der Nabla-Operator V' steht fiir die Ableitung nach dem Ortsvektor #'. Mit der Bezichung
6’[5 -#] = k folgt weiter

mit

k) = / exp(—j# - k)d*F . (7.30)
B
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Im Orginalbereich definiert die Funktion f(#) den Bereich B durch

- _[1 firFeB
1(7) = {0 sonst . (7.31)

Bildet man den Geschwindigkeitsgradienten LT = V4 oder im Bildbereich ausgedriickt
=T -
L = jkv, so erhilt man mit

i = sf(E) (:;(is.g.;z)“ k) :

die Losung des Transformationsproblems im Bildbereich der FLT.

[10Ye
1m¢

- (7.32)

Faivre (1971) hat die inverse FT fiir eine Gleichung mit der obigen Struktur angegeben.
Wird fiir den durch f(7) beschriebenen Bereich B eine Kugelform angenommen, dann ist der

Geschwindigkeitsgradient L, innerhalb des transformierten Bereichs konstant.

2T 13T
LtB-—-fT I{L }'i‘eB

(7.33)
=s(—271r—)§[/st(l-c.)(E(E-g-ﬁ)_lg)exp(jE-F)dsl-s;] ol

-

Pen

Faivre (1971) hat gezeigt, daB sich das Integral iiber den Definitionsraum der Bildvariablen k
unter den genannten Voraussetzungen in ein Integral iber die Oberfliche einer Einheitskugel
O. iberfithren 1d8t. Der Mittelpunkt der Einheitskugel fillt mit dem Ursprung des Koor-
dinatensystems der Bildvariablen k zusammen. Der im folgenden definierte Tensor vierter
Stufe Z‘ ergibt sich damit zu

f= [/st(’;) (E(E-Q-E)_lﬁ)exp(jﬁ-ﬁ)d :;]

TeB
(7.34)
- - - -’ -1 -
=/ R(E-¢-K) R
und mit Gleichung (7.33) folgt
T . s
Lip=sT:C:ér . (7.35)

ist symmetrisch beziiglich einer Vertauschung des vorderen und hinteren Indexpaares. Mit

1R3¢ 3¢

as DIV z” werden die in den hinteren bzw. den hinteren und den vorderen Indizes
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symmetrisierten Tensoren bezeichnet. Die Verzerrungs- bzw. Rotationsgeschwindigkeiten

d,p baw. 1b,p lassen sich damit wie folgt schreiben:

[[~%3

tB

1)«
I:";(
3

sT :
=¥’}

(7.36)

~

. 1 =T .
Wip =3 (LtB - LtB) =-sT :

QY
I;‘;(
~

Durch die Formulierung des Problems im Bildbereich der LT werden durch d,p auch die
Dehnungen &, des Korns beschrieben. Die Referenzkonfiguration dieses Dehnungsmafles ist
der Zustand des Korns vor Aufbringung der Kraftverteilung dh gemaB Gleichung (7.29). Zu
diesem Zeitpunkt ist die Matrix noch spannungsfrei. Man kann also sagen: d, p ist bezogen auf
den spannungsfreien Zustand der Matrix. Im EinschluB sind aber schon die Spannungen &
und (bezogen auf den spannungsfreien Zustand des Korns) die Dehnungen —£4 vorhanden.
Fiir die Verzerrungsgeschwindigkeiten d, B, (bezogen auf den spannungsfreien Zustand des

Korns) ergibt sich mit LT {é;} = sép

dip, = dip—sér . (7.37)

Uber das Stoffgesetz gemiB Gleichung (7.18) erhilt man daraus die Spannungen &, im

transformierten Bereich zu

W | =
10y
[}~
o3}
o
Il
N
1Y
1Ll
|
[t
p
10
IMe
~

(7.38)

1Q¢
o
fl

Die Gleichungen (7.36) und (7.38) reprisentieren die Loésung des Transformationsproblems
im Bildbereich der LT.

7.2.2 Erweiterung der Losung auf ein linearisiertes Stoffgesetz

Liegt ein nichtlinear elastisch-viskoses Materialverhalten vor und wird die Matrix zusatzlich
im Unendlichen homogen durch die Spannung 33, belastet und gleichzeitig durch die Randbe-
dingungen eine konstante Rotationsgeschwindigkeit W, vorgegeben, dann wird die Spannung
im Korn und in der Matrix um A& und die Verzerrungsgeschwindigkeiten um Ad vom homo-
genen Zustand 3, bzw. D, abweichen. D, sind dabei die Verzerrungsgeschwindigkeiten, die
sich bei einer ungestorten (d.h. nicht durch Transformationsdehnungen belasteten) Matrix

einstellen wiirden.
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Ag und Ad kénnen niherungsweise durch ein linearisiertes Stoffgesetz miteinander verkniipft

werden. Dieses hat dann die zu Gleichung (7.18) analoge Form

A LA

=S8

18«
I5)

mit 0= M+8

1Q¢

Hierin ist M ein in geeigneter Weise zu definierender Tensor der inelastischen Nachgiebig-

keitsraten.

Der im letzten Abschnitt angegebene Losungsweg ist auch hier ndherungsweise anwendbar.
Man erhalt

dp=sT, :C:ér+D, ‘ (7.39)
G,p=-sT, :C:ér+ W, (7.40)
g5 = (g g ;) CrEr+ 5, . (7.41)

Den Loésungen gemdfl der Gleichungen (7.36) und (7.38) mufite jeweils noch der homogene
Anteil hinzugefiigt werden.

7.3 Definition des Einschlufiproblems und Losung im Bildbereich der LT

In eine unendlich ausgedehnte Matrix mit dem Materialverhalten D = _Q(_Z_I,g) =Di(Z)+
S: 3 ist ein Korn mit dem Materialverhalten d = d(a,0) = di(g) + s : & eingeschlossen.
Die spannungsfreie Form des Korns kann durch die homogene Dehnung g¢ auf die Form
der Aussparung in der spannungsfreien Matrix gebracht werden. g9 kann man deshalb auch
als Dehnungsinkompatibilitidt des spannungsfreien Vergleichszustandes bezeichnen. Sie stellt
eine innere Last des Systems dar, da ihre Uberwindung zu einem Eigenspannungszustand
fiihrt. Uber die Grofie von €0 wird spiter eine Aussage getroffen werden. Zunachst wird gg

als eine bekannte und zeitlich konstante Grofie vorausgesetzt.

Gesucht sind die Spannungen o und die Verzerrungs- bzw. Rotationsgeschwindigkeiten
dg bzw. wg innerhalb des Einschlusses. Die Matrix soll dabei zusdtzlich im Unendlichen
homogen durch die duflere Last Xy und _20 belastet werden. Desweiteren kann dem System

eine durch Wy beschriebene Starrkérperrotation iiberlagert sein.
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Entfernt man den Einschlufl aus der Matrix, fiillt die Aussparung mit Matrixmaterial und
1a8t diesen Bereich die spannungsfreie Transformationsdehnung e erfahren, so gelangt man
zum Transformationsproblem. Der Spannungs- und Geschwindigkeitszustand im Transfor-
mationsbereich ist mit den Gleichungen (7.39) - (7.41) fiir ein linearisiertes Stoffgesetz der

Matrix gegeben:

dp=sT :C:ér+D,

tér + W,

:Ciér+

Die Dehnungen beziehen sich dabei auf den spannungsfreien Zustand der Matrix.

Bringt man nun &, als Last auf der Oberfliche des aus der Matrix entfernten Einschlusses

auf, dann erhdlt man fiir die Spannungen im Einschlufl & :

(7.42)

Q¢
o]
I
Q¢
o

Zusammen mit dem Stoffgesetz des Monokristalls (EinschluB) ergeben sich daraus die
Verzerrungsgeschwindigkeiten dp(&z). Die durch dp(&p) auch gegebenen Dehnungen
des Monokristalls beziehen sich auf den spannungsfreien Zustand des Einschlusses. Die
Bezugskonfiguration von th g ist der spannungsfreie Zustand der Matrix. Die spannungsfreien
Zust;a'nde von Einschluff und Matrix unterscheiden sich durch die Dehnung g¢. Bestimmt man

nun die Transformationsdehnung & so, dafl
dp = d,p + sLT {eoh(t)} (7.43)

gilt, dann haben der EinschluB und der transformierte Bereich die gleiche Form und es
herrscht in beiden Teilen der gleiche Spannungszustand. Der Transformationsbereich kann
daher gegen den Einschlufl ausgetauscht werden, ohne dafl sich am Zustand der Matrix etwas

andert.

Aus Gleichung (7.39) und (7.43) erhilt man

i’: (dg — Dy — sLT{eoh(t)}) =C : 67 . (7.44)

U

Dies zusammen mit Gleichung (7.42) in Gleichung (7.41) eingesetzt ergibt



118 7. Das Einschlufiproblem

. 1/ . — . .
gp-3==(€-1,)): @z - Do - sLT{eoh(t)})

= -— 88
bzw.

. . v —1

dp-Dy=s(¢-17)) : (g5 - B0) +sLT{eoh(t)} - (7.45)

=33
Diese Gleichung stellt die Lésung des Einschlufiproblems im Bildbereich der LT dar. Sie lafit

sich jedoch im allgemeinen nicht explizit nach den Spannungen & 5 aufldsen, da d, iiber das

monokristalline Stoffgesetz von & abhingig ist.

Mit Hilfe der Grenzwertsitze der LT lassen sich jedoch aus Gleichung (7.45) die Spannungen
ot? und deren Rate g1° direkt nach Lastaufbringung berechnen.

Es werden zunichst einige bendtigte Grenzwerte ermittelt.

Aus Gleichung (7.3) folgt

: =\ _ 40 : SRR 3 g
3]ingo(le) =gp und slin.}o(sgo) = Zp

und damit

b4

)

lim (dg - D,) = 81520 (Qi(QE) +85:0p - Dy(%) - S :

30 (7.46)
=g:0t'-5:3¢f°

Die Grenzwerte von d;(& z) und D;(Z,) verschwinden, da d; und D, keine Ableitungen der

Sprungfunktion von erster oder héherer Ordnung enthalten.

Aus Gleichung (7.3) folgt mit (n = 0, m =0 und ¢ = 1)

lim (—szdis;i,-) =d}’ und lim (—szdib,-) = D}°

S$—00 8§00

und mit (n =1, m=0und g = 1)

lim (—32is_éE) =g} und lim (—szisgo) =_2‘_J;'0

8—00 ds §=00 ds
d}® bzw. D?}? sind die inelastischen Verzerrungsgeschwindigkeiten, die sich im Einschluf
bzw. in der Matrix durch die Spannungen g}’ bzw. X}° direkt nach Lastaufbringung
einstellen. Daraus folgt
m 2 d v 7 40 .. 540 _ Do _ o . 5nt0
m _3d_(-'-iE_-QO) =di" +3:6 -D" -S8:%, . (7.47)

$—00 s = =
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Es gilt ferner:
BILIIOIO (SLT {eoh(t)}) = €0 (7.48)

und
lim (—szd%(sﬁ'l’{goh(t)})) =0 . (7.49)

8—00

Abschliefend werden noch die beiden folgenden Tensoren definiert:

[S]= lim T (7.50)
2f]= lim (-s2 ;f—;") : (7.51)

Mit der Definitionsgleichung (7.34) von T und den Gleichungen (7.103) und (7.105) folgt

f§]=/o E(E-é“'ﬁ)_l kdw (7.52)

-\ -1
B) kdw . (7.3)

H
I
s
ay
~
&
Htn
A
>
e
—~
Eodl
119!
L
(S
(1t
L
&
~—r
—~
=
Ilu?

Fir LS’] kann man auch schreiben

[g]:/ozz(z.g—l.z;)“.(:;.g-l:g:g—l.z).(z.g—l.z)"zdw . (159

Da M unabhingig von der Integrationsvariablen ist, wird durch Gleichung (7.53) eine lineare
Abbildung im Raum der Tensoren vierter Stufe definiert. Der Tensor M wird auf den
Tensor [I\é[] abgebildet. Die Abbildung erfolgt durch einen Tensor achter Stufe, der von
den elastischen Materialeigenschaften abhingig ist. Anhand von Gleichung (7.54) ist leicht
zu erkennen, dafl diese Abbildung den Tensor S auf |§] abbildet.

Bildet man den Grenzwert lim;_, (. ..) von Gleichung (7.45), so erhilt man:

5o -SSP = (8-S 7 : (@ - =) + e
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Mit der Bezeichnung

E=(s7"-[8]): (87 -2 - S1) e s (7.55)

117
Iten

erhdlt man daraus fiir die Spannungen im Einschlufl direkt nach Lastaufbringung g"éo den
folgenden Ausdruck:

+0 _
g =

Ity

:((

lltn

) 20 +e0) +Z¢° . (7.56)

[{[”

Durch die Multiplikation mit dem Tensor E erhilt man aus der Dehnungsinkompatibilitédt
gzwischen Matrix und Einschluff die Spannungen im Korn. Fiir elastisch isotropes Material-
verhalten und S = s wurden die beiden charakteristischen Koeffizienten zuerst von Eshelby
(1957) bestimmt. E wird deshalb auch als Eshelby-Tensor bezeichnet.

Bildet man nun den Grenzwert Iim,_,oo(—s22% ...) von Gleichung (7.45), so erhilt man:

df’+s:61°-Df°-5:%

- (€7 BT (- (87 M 87 - (8T ¢ L 1)
(87 - ) (et - 2
ERRICDRHEES

‘Mit den Bezeichnungen
B= (s - (ST (IS M (ST - 57 M 57) s (87 - [ST) ™ (78)
und

é=D}°-df'-B: (e}’ - Z3°) (7.58)

ergeben sich die Spannungsraten direkt nach Lastaufbringung zu

i =E:((S-5): 55 +&)+5" . (7.59)

Die Dehnungen €*° und die Verzerrungsgeschwindigkeiten d+° direkt nach Lastaufbringung
lassen sich aus dem Stoffgesetz des Monokristalls berechnen.
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S
d*’ = di(g*) +5: 0% (750

Fiir die Rotationsgeschwindigkeiten 1 folgt aus Gleichung (7.40) mit Gleichung (7.44)

(g - Dy — sLT{eoh(2)}) + W,

83

_'1’}3:"

JImge
I3

as

Der Rotationstensor QEO = lim;_, o, Wy beschreibt die spontane Drehung des Korns, die

durch die elastischen Verformungen der Matrix hervorgerufen wird:

Mit der Bezeichnung
A=[8: (s - B (7.61)

und mit Gleichung (7.56) folgt

O = - [Sles:A: (e’ -ZF°) . (7.62)

Die Rotationsgeschwindigkeiten w}" direkt nach Lastaufbringung ergeben sich aus
d
+0 __ 192 _ 2.
Ye = sll»rgo ( $ dswE)

zu

wgo = (_ @]as A+ I—‘__g.lws : [§|;,1 : (|'1\=/I]” ___4.{.2)) . (QEO _230) .
~ [l A (e - 57) + i (7:63)

Durch die Gleichungen (7.56) und (7.59) - (7.63) ist der Zustand des Korns zum Zeitpunkt
t = 40 vollstindig beschrieben.

Mit Hilfe dieser Gleichungen konnen auch die Spannungen im Korn zum Zeitpunkt ¢ = At

berechnet werden:

e’ +ab’At

=B:((S-9): (B8 +50°a¢) +e0 + 1) + ZF° + 25 At

abt
(7.64)
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Wird nun ein zweites Matrix-Einschlu88-System mit den gleichen Eigenschaften zum Zeitpunkt
At durch die duflere Last E;,"o +§:0At und durch die innere Last gg+£,At beansprucht, dann
stellen sich in diesem Einschlufl direkt nach Lastaufbringung (¢ = At + 0) die Spannungen
FAtH0 o,
og " ein:

At+0 _
gk =

ll=y

((S-2): (B +50°At) +eo + At + B+ 57 AL . (7.65)

A At4+0

Die Spannungen g4* und o%**" sind genau dann gleich, wenn

go=¢ (7.66)

gilt. Zum Zeitpunkt At + 0 befinden sich also die beiden Matrix-Einschluf-Systeme in einem
vergleichbaren Zustand, wenn sich die innere Last gy um éAt geindert hat. Gleichung (7.66)
stellt somit eine Evolutionsgleichung fiir die innere Last des Systems dar. Die anfinglich
aufgeworfene Frage nach der Grofie von gy ist damit auch beantwortet. Sie kann mit Kenntnis
der Belastungsgeschichte durch Integration der Evolutionsgleichung berechnet werden. Man

kann dabei von einer Anfangsbedingung gy, = 0 ausgehen.

€0 kann als interne Variable des Matrix-Einschluf-Systems interpretiert werden, deren

zeitliche Anderung durch die hier hergeleitete Evolutionsgleichung gegeben ist.

Es sei jedoch noch einmal darauf hingewiesen, daf sich die beiden oben betrachteten Systeme
nur in einem vergleichbaren Zustand befinden, da zwar die Spannungen innerhalb der Ein-
schliisse gleich sind, die Form und die Orientierung der Kristallachsen der Einschliisse aber
nicht. Die Formgleichheit gilt ndmlich nur vor Lastaufbringung, da das System 1 wahrend der
Zeitspanne At die zusitzlichen inelastischen Verformungen (_i;(c_rEO)At und eine aus QEO At
berechenbare Drehung der Kristallachsen erfihrt. Der obigen Evolutionsgleichung liegt somit
die Annahme zugrunde, dafB sich die urspriingliche Form des Einschlusses durch die inela-
stischen Deformationen nicht dndert. Desweiteren wird vorausgesetzt, dafl die Drehung der
Kristallachsen, die wiahrend der Zeitspanne At auftritt, die Materialeigenschaften quasi nicht
andert. Die letzte Annahme ist sinnvoll, solange der Auf- bzw. Abbau der Eigenspannungen
sehr viel schneller erfolgt als die Drehung der Kristallachsen.

Fiithrt man abschlieBend noch anstelle der Dehnungsinkompatibilitit e die dadurch indu-

zierten Eigenspannungen o g als interne Variable ein,

oges=E:e , (7.67)
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dann erhilt man zur Berechnung der Spannungen o g und der Verzerrungs- bzw. Rotations-
geschwindigkeiten dg bzw. wg innerhalb des Einschlusses folgendes Differentialgleichungs-

system:

(7.68)
wg = (- M.Ia-s A+ [§]a.s : [é'];l : ([1\=4]as 3 +B)):(ges+az)
—[Sls: A:(@ps+03z)+Wo
Die Evolutionsgleichung der Eigenspannungen o g lautet:
ops = E: (Di(Zo) - di(ge) - B: (g2 + gEs)) (7.69)

Die Tensoren vierter Stufe sind durch die folgenden Gleichungen definiert: A (7.61), B (7.57),
E (7.55), [M](7.51), [S](7.50).

Die zusitzlichen Spannungen lassen sich wie folgt interpretieren: (S —s) : Xy ist die Deh-
nungsinkompatibilitat, die (aufgrund der unterschiedlichen elastischen Eigenschaften von Ma-
trix und Einschlufl) durch die Belastung X hervorgerufen wird. Durch die Multiplikation mit
dem Tensor E erhdlt man die durch die Dehnungsinkompatibilitit induzierten zusatzlichen

Spannungen. oz ist eine Funktion der dufileren Belastung ¥,.

Die Evolutionsgleichung fiir die Eigenspannungen wird durch drei Terme bestimmt. Der
Unterschied in den inelastischen Verzerrungsgeschwindigkeiten D; — d; fiihrt zu einer blei-
benden Inkompatibilitdt, aus der sich entsprechend bleibende (d.h. sich nicht spontan
indernde) Eigenspannungen ergeben. Mit D;(3,) werden nur die homogenen inelasti-
schen Formianderungen der Matrix erfafit. Durch ¢ps und oz werden aber in der Ma-
trix zusdtzliche inelastische Deformationen hervorgerufen. Diese fithren ebenfalls zu einer
Veranderung der Dehnungsinkompatibilitdt. Dieser Einflu wird durch den letzten Summan-

den B :(az + gEs) beriicksichtigt.
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7.4 Losung des EinschluBproblems fiir elastisch isotrope Werkstoffe
7.4.1 Bestimmung der Tensoren A, E und [:S]

Bei elastischer Isotropie gilt fiir S~! die Darstellung

E Ev E E

7= R L o) R bl F u)! = 2u)£h ' (7.70)
Daraus folgt
k-g7-k= 2(113-1/)l eI uf(l - 2u)£E
und mit Gleichung (7.97) erhalt man
(ié.g-l ,,;;)-1 _ 2(1;— u); _ Egtltul)iél-é ()

und damit

_24+v) 1 [ o (1+v) _1_/ s reru e
[Sl= —=%— 41r/0ek;kdw By /o kkkkdw

e

Die Integrale iiber die Oberfliche einer Einheitskugel werden im Abschnitt 7.5 berechnet.
Mit den Gleichungen (7.93) und (7.94) folgt

s1= 2037 - LA (s ) (772

—

Nach der Symmetrisierung beziiglich des letzten Indexpaares erhilt man einen Tensor, der

auch beziiglich des vorderen Indexpaares symmetrisch ist. Daraus folgt:

(ST = 0 (7.73)
und
_2049)@-5) __(+y)
[‘_—ﬂ” = " 15E (1-v) 1- 15E(1 - V)ll (7.74)

_2(1+v)(4a-5v) ,  (1+v)(1-20)
T 15E(1-v) I'+ 3E(1-v) r
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Mit Gleichung (7.98) erhilt man ferner

[STes : 87" = iéil__szgg’ 3((11+_V3)g" (7.75)
und
(§_1 - |§];’1) = _2(113-(5)?45-11)51/):' - (lzf‘u)!l (7.76)
Aus Gleichung (7.61) folgt mit (7.74) und (7.76)
_15(1-v), 3(1-v)
é“_(7—s.u)= _2(1—2u)=Ih _
(1.77)

_ _15(1-v) 3(1-v)(1-5v)
T (T-50) % 2(1—2) (7T 5v)

11

Mit der Annahme s = S (gleiche elastische Eigenschaften in Matrix und Einschlufl) ergibt
sich E gemifl Gleichung (7.55) zu

E=(s7- [l : (- [s1a) s s
= 5) (7.78)
7-5/)F , 2FE

“Bu-oa it

Es wurde an anderer Stelle schon darauf hingewiesen, da§ die beiden Komponenten dieses
Tensors zuerst von Eshelby (1957) angegeben wurden. Der Faktor m(% bestimmt
das Verhaltnis des Spannungsdeviators innerhalb des Einschlusses zum Deviator der Trans-
formationsdehnungen. Durch ﬂ%j ist der Zusammenhang zwischen dem hydrostatischen
Druck und der Volumendehnung gegeben. In der urspriinglichen Losung von Eshelby er-
scheint noch ein Faktor —1. Dieser ergibt sich aus den unterschiedlichen Definitionen der

Transformationsdehnung €7 und der Dehnungsinkompatibilitdt g9. Es gilt: er = —&q.

7.4.2 Berechnung der Tensoren [A=/I] und B.

Da M deviatorisch in den vorderen und hinteren Indexpaaren ist, gilt

IR
"H}
I
llg
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und damit

S M5 - (({f—))g

Mit den Gleichungen (7.53) und (7.71) erhélt man daraus

a2 [, (6o ) (- ) o

== [ 4 (RR) -0 - (RE) aw

+ar | Gy ((ER) -2 - (RERR) + (ERRE) : o - (RE)) (7.79)
= & _ly)z (RERR) : M : (RERE) dw

=K4s+ Ke+ Ks

M ist beziiglich der Integration eine Konstante. Die Integrale kénnen gemifl Abschnitt 7.5
berechnet werden. Mit den Gleichungen (7.94) bis (7.96) erhilt man

4
E—{‘*] ijkl — 5 [(l-]-)sym] M;™",

tmnl

2 mno mno
E_{G] ijkl =" 7(1 - V) (I:(lll)sym] imnokl MJ + [(lll)sym] ijmnol M k)
—_ _1__ mnop
@S]ﬁkt T o(1-v) [(1111)’!/"‘];5”0,,“ M
Es werden die folgenden Tensoren definiert:
Mi]..,, = 2 (Mais + Mue)
=1k 2 kg 2
[M*);; = Mi®05 = M°i0; =
23 1-4
M, = [.M * 1]
88
My, = [3i°1] (780)
as
M = 3 (M°1+1M")
Mt* = l :M*

M = M (13) = M (14 511)
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lit

Die aufgefiihrten Tensoren besitzen alle (bis auf M5,) die Symmetrieeigenschaften von M.
M, ist antisymmetrisch in den vorderen und symmetrisch in den hinteren Indizes. Die

Tensoren M und M, sind zusatzlich noch deviatorisch in den vorderen bzw. hinteren

Indizes. Nach einer Symmetriesierung der Tensoren K. beziiglich des letzten Indexpaares

ergeben sich damit die folgenden Gleichungen:

4
Ki, = 75 (M +M; + My, + M3,)
8
Ke = ——— 2M 2 s+ Mo+ M
=6, 105(1_,/) (g-l- =1+ M2 +=2 +=3)
Ks, - (4M +8M: + 16M, +8M + 3M.)

Daraus folgt

[M],

und

Die Definitionsgleichung (7.57)

©9-105(1 - v)?

4

m{(sszﬂ — 108y + 47)M
+ (63v% — 90v + 31) M,
+ (63v% — 90v + 35) M2, (7.81)
+( 18v — 14)M3
+(( 1.5)1\=’I4}
[Mas = %=2a (7.82)

von B a8t sich mit Gleichung (7.61) auch wie folgt schreiben:

B=A: (M- [Sls:57:M:57:[5].): A
Mit Gleichung (7.75) folgt ferner
_ - 2(4 - 50)\?
[Sles: 87" : M : ST : [S]os = (15(1—u)) =

Mit den Beziehungen
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erhdlt man fiir B dann den in Gleichung (7.87) angegebenen Ausdruck.

Der Tensor — [M

Jas : A berechnet sich mit Gleichung (7.82) und (7.77) zu

4(5- )
7(7 - bu)=1°

~ Mo : 4

(7.83)

7.4.3 Zusammenfassung des Gleichungssystems

Unter der Voraussetzung eines kugelformigen Korns und gleicher elastisch isotroper Materi-

aleigenschaften 138t sich die Lésung des Einschlufiproblems wie folgt zusammenfassen:

Gegeben:

(1)
W

E,v

S

IS

'

duflere Belastung

Starrkorperrotation der Matrix, beschrieben durch den Tensor der Rota-

tionsgeschwindigkeiten

: E-Modul und Querkontraktionszahl von Matrix und Korn

: inelastische Verzerrungsgeschwindigkeiten der Matrix unter der dufleren

Belastung X (inelastisches Stoffgesetz der ungestorten Matrix)

: Tensor der inelastischen Nachgiebigkeitsraten; ergibt zusammen mit-

D;(X) das linearisierte inelastische Stoffgesetz der Matrix fiir Belastun-
gen o*, die von X abweichen: Di(¢*) = Di(Z)+ M : (¢* - X)

: inelastisches Verzerrungsgeschwindigkeiten des Korns als Funktion der

Spannung im Korn g (inelastische Stoffgesetz des Korns).

Die Spannungen im Einschluf (Korn) gg sind konstant. Sie ergeben sich als Summe der

aufleren Spannung ¥ und der Eigenspannung ggs:

GE=0gs+X . (7.84)
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Fiir die Eigenspannungen gilt die folgende Evolutionsgleichung;:

QEs = g : (Q:(E) - Lii(C_'E) —g :Q'Es)

(7.85)

Sind die Eigenspannungen zu einem Zeitpunkt t* bekannt (z.B. g¢gs = 0 fiir ¢ = 0), dann
kann ihr Wert zu jedem spateren Zeitpunkt durch Integration von Gleichung (7.85) berechnet

werden.

Die Tensoren E und B lassen sich aus den gegebenen Werkstoffkenngréfien in der angegebe-

nen Weise berechnen:

(v}

Die Rotationsgeschwindigkeiten des Korns ergeben sich zu

(7-5v)E V4

2E

I* (7.86)

£= 15(1 - v)(1+ )=

1
" 210(7 - 5v)?

+ (12600»* — 18000v + 6200
+ (12600»% — 18000v + 7000

3(1-v)=

{ (~84000% + 120000 - 4040

1
[Mi] 0 = 5 (Miit + M)
[M*]ij = Miooj = Moioj =...
2:3 1-4
g&; = [_ * .1-]
M, =2 (M"1+1M")
M#* — l. :M*

_ 4(5— )
YE= 77— 50)

gza :QES+V_V

)M
)M,
)M (7.87)
200)M**1
1
(7.88)
(7.89)
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oder mit
1 /1423 1.3 24 1.3 24 14 23
A=42.,=Z(;M*+ lM‘—M‘l—M*l) (7.90)
wE:_-2(5_7V)(a‘Es‘M'—M'°0E5)+W (7.91)
=E T r(r-6y) T T = T - '

7.5 Nebenrechnungen

7.5.1 Zur Berechnung von Integralen der Form [ 7...7dw

Gesucht ist die Losung des folgenden Integrals:

.rwn):i/ R, K dw
' 47 og\—/"d

I") stellt einen Tensor (2n)-ter Stufe dar. Es werden die folgenden Bezeichnungen

verwendet:
7: Ortsvektor eines Punktes

r: Betrag von 7

a4

Einheitsvektor in Richtung von 7+

O

: Oberfliche der Einheitskugel
: Volumen der Einheitskugel

N

-
-

: Einheitstensor zweiter Stufe, dessen Basisvektoren an der i-ten und j-ten Stelle

I

innerhalb eines dyadischen Produktes stehen.

Fiir Punkte auf der Oberfliche der Einheitskugel gilt: k = 7. Damit ergibt sich fir I(™) die
Darstellung
1 e
I = yo=s b, FF...7dw |,
die sich mit Hilfe des Satzes von Gauss umformen 1ait in

1 —
- -

I = — | #7.. . #VAV

¢ 2n-1

Unter Beriicksichtigung von Vi=1 ergibt sich
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1 -2n
2".) —_ g -
I =0 }: 7.7 1dV
2(n-1)

iiu kann vor das Integral gezogen werden. Der Integrand 148t sich nach Betrag und Richtung
des Ortsvektors aufspalten und die Integration iiber das Volumen in eine Integration iiber

den Betrag von 7 und eine iiber die Oberfliche der Einheitskugel. Daraus folgt

2n-1

“2n 1 —— -

o= 2% i/ / BE ... Er2 D p2drdy
47 =1 0. Jo N— p—
2(n-1)

2n~-1 |

1 i-2n 1 m - - -
_52 ;/01' dr‘/‘kk...kdw
2(n-1)

2n-1

1 i-2n 1 —— -
= — 1 kk...kd
4r Z - 2n+1/o ==
=1 ¢ 2(n-1)

Hiermit ist das Integral I®™ auf das Integral I®*"=1) guriickgefiihrt. Nach n-facher
Wiederholung des Verfahrens gelangt man zu folgender Darstellung:

1

2n) _
I )_2n+1(;;...;)sym : (7.92)

n

I(?") jst ein vollstindig symmetrischer Tensor 2n-ter Stufe, der aus dem dyadischen Produkt
von n Einheitstensoren zweiter Stufe gebildet wird. Bei der Symmetrisierung sind 1-3-5 -

...+ (2n — 1) unterschiedliche Anordnungen der Einheitstensoren moglich.

Fir 1 < n < 4 werden die Ergebnisse im folgenden angegeben:

n=1
1 = 112 1
E o. kkdw = 5_1. —51. (7.93)
n=2
1 s 11 /1423 2413 3412
[ Rk = 33 (T4 77+ 1Y)
ar Jo, 53
1/1 2
e z 7.94
(31 32) (ro
1
=g(-]-'-l)sym
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------ 11 162534 163524 164523
— kkkkkkdw-;a—(uu;;u;;;
26 1.5 3-4 2:6 3:51-4 264:51:3
111+1114111
3:6 2:51-4 3-61-5 24 3:6 4:5 2-1
111+111+111
4.6 25 31 4-6 3:5 21 461523
111+111+111
5.6 2-1 3-4 56 3124 56 4123
111+111+4111)
1
= = (111) 1ym (7.95)
L [ RREEERERw = < (1111) (7.96)
4r Jo, T g T eym ’

Die 105 Summanden dieses Tensors sind mit einer entsprechenden Systematik aufgebaut.

7.5.2 Einige Eigenschaften spezieller Tensoren zweiter und vierter Stufe

Die folgenden Groflen sind gegeben:

Iy
> = e

!

It

: Einheitstensor zweiter Stufe
: Einheitstensor vierter Stufe

: Einheitstensor vierter Stufe des eindimensionalen Unterraumes der Kugeltensoren

zweiter Stufe, I"* = 111

: Einheitstensor vierter Stufe des fiinfdimensionalen Deviatorraumes, 1' =1 — I h

k:

Einheitsvektor .

Sind a und B zwei beliebige skalare Groflen, dann lassen sich die Inversen einiger spezieller

Tensoren wie angegeben berechnen. Die Giiltigkeit der folgenden Gleichungen 1a88t sich durch

einfaches Einsetzen bestatigen:

(a1 + BEF) ol % (7.97)

(7.98)

(siehe auch Kapitel 8)
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Gesucht ist die Ableitung eines Tensors vierter Stufe __C_’(s) nach der skalaren Gréfie s, wenn

Q_l (s) bekannt ist.

Die Ableitung der Identitat

nach der Variablen s ergibt

d /. -1
= (¢
Damit gilt
L
ds=
und 1
v -1
&<

dann resultiert aus Gleichung (7.99)

4
ds

Analog erhilt man

#(FgR)7)=-(e

im (5 ((F2-8)7))

.y 1 -1
¢=-(lu+g)

(7.99)

(7.100)

(7.101)

(7.102)

(7.103)

(7.104)

(7.105)
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8. Tensorielle Darstellung eines Stoffgesetzes bei transversaler
Isotropie

In diesem Kapitel wird die Struktur der Gleichungen, die die Beziehung zwischen den Form-
dnderungen und der Spannung beschreiben, aus der Annahme transversaler Isotropie hergelei-
tet. Grundlage bildet die Darstellungstheorie isotroper Tensorfunktionen. Auch anisotropes
Materialverhalten kann durch isotrope Tensorfunktionen beschrieben werden, wenn die Ma-
terialtensoren, die die Anisotropie kennzeichnen, als zusitzliche Argumenttensoren dienen.
In ¢ = f(s,0) = g(g) = s : g ist f eine isotrope Tensorfunktion, g hingegen nicht. Da
die Uberlegungen unabhingig vom zugrundeliegenden Materialverhalten sind, werden die
Formanderungen hier mit Y bezeichnet. Hinter diesem Tensor 2-ter Stufe konnen sich die
inelastischen oder elastischen Verzerrungsgeschwindigkeiten oder die elastischen Dehnungen

verbergen.

Transversale Isotropie 1afit sich nach Betten (1987) durch einen Tensor 2-ter Stufe IN
beschreiben, der aus dem dyadischen Produkt IN = 7i7i gebildet wird. Der Vektor 7 legt
die Achse der transversalen Isotropie fest. Y 1ifit sich damit als isotrope tensorwertige

Tensorfunktion mit zwei symmetrischen Argumenttensoren 2-ter Stufe schreiben:
Y = f(e,N) . (8.1)

Trotz der Anisotropie des Materialverhaltens ist f isotrop, da der Anisotropietensor N mit als
Argument aufgenommen wurde. Nach Betten (1987) kann eine solche Funktion als Summe
von 6 Tensorgeneratoren geschrieben werden.

ll

Y= P M
0 (8.2)

(N*-g*+¢e* - NY)

~

>
ll

M["lxl

N = X

Die Tensorgeneratoren M[*! werden a.uslden Potenzen N” und g* der beiden Argument-
tensoren gebildet. Von NN tritt dabei nur die erste Potenz auf, da N* = N fiir i = 1,2,....
Die Koeffizienten ¢(,,») sind beliebige Funktionen der Integrititsbasis von o und N, die
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durch das folgende Invariantensytem J,, gegeben ist.

vA=12
J,,;\=N":a"\ v=0,1=1,23
A=0,r=1,2,3

Aufgrund der Struktur von NN sind von diesen 10 Invarianten nur 5 wesentlich, ndmlich:
Sx=Sp(e*) A=123 , 4 =N:g , W=N:g? . (8.3)

Gleichung (8.2) ist die allgemeine Form des Zusammenhangs zwischen Y und o bei trans-
versaler Isotropie. Das Materialverhalten kann danach durch 6 skalarwertige Funktionen der
5 Invarianten beschrieben werden. Deren Bestimmung aus Experimenten bereitet jedoch im
allgemeinen viel Miihe, da eine direkte Beziehung zwischen den mikromechanischen Ursachen
und den beschreibenden Gleichungen nicht besteht.

Mit. den Erkenntnissen des Kapitels 3 soll nun im folgenden ein neues System von 6
Tensorgeneratoren hergeleitet werden, so daf die dort auftretenden Funktionen eine klarere
physikalische Bedeutung aufweisen. Hierzu wird zunachst der Spannungstensor in vier Anteile
aufgespalten, mit denen dann ein neues System von Invarianten und Tensorgeneratoren

definiert wird.

8.1 Zerlegung des Spannungstensors

Durch die Vorgabe der Richtung der transversalen Isotropie 7 18t sich der Einheitstensor

4-ter Stufe 1 eindeutig in vier Anteile zerlegen.

1=I"+I°+I"+ I’
1
h —
I" =311
3
I* = 3 nn — %l) (ﬁfi - %l) (8.4)
L4 23 1
I"= |1 -A"A)1-aR)| - Z(1-7R)Q1 - AnR)
88
I’ = 2[4, , — 2AAR

Das doppeltskalare Produkt eines jeden dieser Tensoren mit sich selbst ergibt wieder diesen

Tensor:

-
=
-
b~
i
-
&>
-
R
iy
[~}
Il
-
£~}

(8.5)
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Das doppeltskalare Produkt zwischen zwei unterschiedlichen Tensoren ergibt den Nulltensor.

I":1=1":I'=...=I":I"=0 (8.6)

Multipliziert man Gleichung (8.4) mit dem Spannungstensor g, so erhilt man:

T =0r+Ta+Tp+Ts

an=I":a
rmpe (8.7)
,=1":¢a
n=1":a

Die Spannungen o, und 7, sind jeweils in einem eindimensionalen Unterraum, die Spannun-
gen 7, und T, jeweils in einem 2-dimensionalen Unterraum des Spannungsraumes definiert.
Die vier Unterraume enthalten nur den Nulltensor als gemeinsames Element. Aus Gleichung

(8.6) folgt, dafl die 4 Spannungstensoren paarweise zueinander orthogonal sind.

RiTa=@p:Tp=...=0 (8.8)

Iq

a)

Abb. 51: Darstellung des ebenen Spannungszustands 7, und des
basalen Schubspannungsvektors &
a) beliebige Orientierung des Kérperelementes
b) Orientierung des Kérperelementes in Hauptachsen-

richtung
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8.2 Physikalische Interpretation der Spannungskomponenten

o beschreibt den hydrostatischen Spannungszustand und 7, die axiale, deviatorische
Belastung des Korpers. Sie lassen sich mit dem hydrostatischen Druck p und der axialen

Zugspannung o schreiben als
- -y 1
gr=—-pl und 7, =o(nR - 51)

T, entspricht einem ebenen, deviatorischen Spannungszustand. Die Spannungsvektoren
liegen in der basalen Ebene, ihre Bezugsflichen stehen senkrecht zur basalen Ebene. Ist
€; ein Einheitsnormalenvektor in Richtung der maximalen Hauptnormalspannung o, dann

gilt fir 7, auch folgende Darstellung:
T, =01 (€, — &283) . (8.9)

Tp ist also durch Gréfie und Richtung der maximalen Hauptspannung bestimmt.

Der Spannungstensor 7 wird durch die Gréfle und Richtung des basalen Schubspannungs-
vektors £ festgelegt, siehe Abbildung 51.

Ty = ti + it (8.10)

Es gilt 7 - = 0 und somit £ = 7, - @. Ein Vergleich von Gleichung (8.9) mit (8.10)
zeigt, daB das Vorzeichen von &, keinen, das von £ aber sehr wohl einen Einflu auf
den entsprechenden Tensor hat. Im Gegensatz zu den Hauptspannungsrichtungen des
ebenen Spannungszustandes 7, besitzt die Richtung des Schubspannungsvektors { auch eine

Orientierung.

Mit Hilfe der Gleichungen (8.9) und (8.10) lassen sich folgende Beziehungen herleiten, die im

weiteren Verwendung finden werden.

Tp,oA=0 , A-7,8=0 , 12:7,=0

R . = 3 = _ R S

l-Ip—O y meTy-n=0 , 1:7,=0

— - 1 - -y

n Iﬁ-n=§zb:zb=t°t (8.11)

7T,

- 2 - 2 2
g ((t . é'l) - (t -62) ) =0 |f| cos(2a)
In der letzten Gleichung ist o der Winkel zwischen der Richtung des basalen Schubspan-

nungsvektors £ und der Hauptspannungsrichtung des ebenen Spannungszustands Tp, siehe
Abbildung 51.
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8.3 Formulierung eines Invariantensystems

Es werden folgende fiinf Invarianten gebildet:

— . — 5.2
Sp =Tp:Tp =20}

Sp=1:0,=-3p - 2
Sy, = : =2|i1 8.12
Sa=ﬂzza=§a b =Th:iTs (8.12)
2

Spb = Tp: T}

Die ersten vier Invarianten sind wie angegeben direkt mit charakteristischen Grofien der
entsprechenden Spannungstensoren verkniipft. Die beiden Tensoren 7, und 7, besitzen
jeweils noch eine charakteristische Richtung, die frei wahlbar ist. Da Richtungen aber nicht
durch Invarianten beschrieben werden konnen, weist jeder der vier Spannungstensoren genau
eine Invariante auf. Die letzte Invariante Sy, ist eine Simultaninvariante von 7, und 7,. Wie
man Gleichung (8.11) und Abbildung 51 entnehmen kann, ist sie ein MaB fiir den Winkel
zwischen dem basalen Schubspannungsvektor £ und der Hauptspannungsrichtung des ebenen

Spannungszustands €;. In Abhangigkeit vom Winkel @ nimmt S,, folgende Werte an:

0 { in Hauptschubspannungsrichtung

s ;1{\/53“/.5’,, { in Richtung der maximalen Hauptnormalspannung
b —_—
—;14-\/55,,, /Sp { in Richtung der minimalen Hauptnormalspannung

Setzt man Gleichung (8.7) in die Gleichungen (8.3) ein, dann erhdlt man mit Gleichung (8.11)

folgenden Zusammenhang zwischen den beiden Invariantensystemen:
S =85
lea 302
SQ = §Sh+§sa+Sb+Sp

1 1 3 3 1
S3 = 3Spb + ZSb (354 4+ 4Sh) + -Z-SP (25}, - 334) + ng + 5533[; + 'Q'Si (8.13)
1
= §Sh + S.

Jlg 2o ol
Q3 = 93h+ 3ShSu+Sa + 2Sb

Dieses System 1a8t sich eindeutig nach den Invarianten gemaf Gleichung (8.12) auflésen:

SL=25;
Sa=Q - 15
a — 3¢] 3 1
Sp =83 - %sf + 510 — 203 + %n? (8.14)
Sy = 203 — 202

1 1 1 1
Spb = 533 + 552 (2 -51)+ r (303 + S2) ($1 —3%) + -2—93 (51 + )

Damit ist die Aquivalenz der beiden Invariantensysteme bewiesen. Das Invariantensystem
nach Gleichung (8.12) bzw. (8.14) ist somit vollstindig und irreduzibel.
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8.4 Herleitung eines vollstandigen Satzes von Tensorgeneratoren

Nach Betten (1987) wird zunéchst eine skalarwertige Hilfsfunktion h definiert.
h=Y:X (8.15)

X ist ein beliebiger symmetrischer Tensor 2-ter Stufe. Da Y eine isotrope tensorwertige Ten-
sorfunktion in Abhangigkeit von g und N ist, ist h eine skalarwertige isotrope Tensorfunktion
mit den Argumenten X, o und IN. Eine solche Funktion kann gemaf der Darstellungstheorie
isotroper Tensorfunktionen als Funktion von dem vollstandigen System der Invarianten und

Simultaninvarianten J[**:#! der drei Tensoren X, & und N geschrieben werden:
h = f(JWA4y (8.16)

Ein vollstindiges Invariantensystem, das jedoch noch redundante Elemente enthilt (siehe
Korsgaard (1990)), erhdlt man durch Spurbildung iiber folgende Tensorprodukte:

v=0,1;\p=01,2
v=0;A=0;0=3

Jwdd =1 (NY - g X*) mit
v=0A=3u0=0

ohne v,A\,u =10

Da N3 = N? = N, tritt von N nur die erste Potenz auf. Aufgrund der Definition

(8.15) hangt h nur linear von X ab. Es diirfen daher nur die in X linearen Invarianten
LA = glvA] Jinear in f eingehen. Damit erhalt man fiir k folgende Darstellung:

12
h= Z ‘P(u,A)L[u'X] . (8.17)
v=0 A=0
Die Funktionen y,, ) sind nur noch von den fiinf Invarianten Ji*:*!] (uu==l(,),)‘A==0%1'2,2) abhingig.

Diese bilden aber gerade das vollstindige Invariantensystem von g und IN.

Die sechs in X linearen Invarianten lauten im einzelnen:

L[O,O] =1:X L[I,OI =N:X
L[o.ll =g:X jALR I (H ‘_0_’) : X (8.18)
Pl=g?: X IM=(N-g?):X

19

Die Vollstindigkeit und Irreduzibilitit des angegebenen Invariantensystems wurde fiir einen

allgemeineren Fall von Korsgaard (1990) bewiesen.
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Zur gesuchten Darstellung von Y gelangt man, indem man h nach X ableitet. Aus den
Gleichungen (8.15) und (8.17) folgt damit:

WA
Die Ableitungen d—g—[;(—] ergeben sich gerade zu den Tensorgeneratoren MY aus Gleichung

(8.2).

Hat man nun ein zu Gleichung (8.18) dquivalentes Invariantensystem L,, dann erhilt man
durch Ableiten der Invarianten nach X einen neuen Satz von Tensorgeneratoren M,. Das
lineare Gleichungssystem, das L, mit L[** verbindet, verkniipft auch M, mit MI¥,
Dessen Invertierbarkeit ist die notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Vollstindigkeit
des neuen Systems. Da die neuen Tensorgeneratoren auch direkt durch Linearkombinationen
der alten konstruiert werden konnen, ergibt sich die Frage, warum der Umweg iiber die
Invarianten genommen wird. Zum einen erméglichen die Erfahrungen, die beim Aufstellen
des Invariantensystems (8.14) gewonnen wurden, ein schnellers Finden eines dquivalenten
Invariantensystems, zum anderen ist der Umgang mit Invarianten ggf. einfacher als das

Rechnen mit Tensorgeneratoren.

8.5 Aufstellen eines Invariantensytems L

Der Tensor X 1dft sich analog zu g eindeutig zerlegen in X = X, + X, + X, + X;. Damit

konnen die folgenden in X linearen Invarianten definiert werden:

Ly=1:X,

Li=N:X,

by =Tp: o (8.19)
Ly=14: Xy

Lypy=1p:(Xp-10) =15 : Xp
Lip=7:(Xs 7p) = (76 - Tp) : X

Ersetzt man in der Invariantendefinition (8.12) jeweils einen Spannungswert durch die
entsprechende X-Grdfle (in der letzten Gleichung von (8.12) sind dabei zwei unterschiedliche
Ersetzungen moglich), dann erhilt man das Gleichungssystem (8.19).
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Mit der gleichen Methode, die im vorletzten Abschnitt beschrieben wurde, erhilt man

folgende Beziehung zwischen den beiden Invariantensystemen:

L[ovol 1 Lh
A L 1 L.
L[1'1] = %‘(Sh + 3Sa) %(Sh + 3Sa) 71;' I’b
JALE) LS 35. 1 1 L,
A H, 3H, $5(4Sh +35.) 0 1 Ly
0] H, H, 1(48, +3S.) L(28,-3S.) 2 1l LLy
(8.20)
mit 1 , ,
H =g (252 + 1852 + 95, + 125,55)
1
Hy = — (252 + 952 + 65, +65,)
1
H; = 1 (352 + 45,5k + S, — 25,)

Das Invariantensystem (8.19) ist somit vollstindig dquivalent zu (8.18). Daraus folgt dann

ebenso die Vollstandigkeit des folgenden Systems von Tensorgeneratoren:

M,=1:I"=1
M.=N:I* =i~ 31
M,=71,:I"=1
PoTPIE TP (8.21)
My=1,:I'=1,
Mpb = ;Ip 11'3
Mbp = !b . (Ip Ib)
Damit ergibt sich fiir Y folgende Darstellung:
Y=0oMp+ oMo+ <PpMp + oMy + ‘Pprpb + ‘Pbprp . (8~22)

Die sechs Koeffizienten ¢}, .. . ¢4, sind skalarwertige Funktionen der fiinf Invarianten Sy, ... Sy
nach Gleichung (8.12). Die Tensorgeneratoren M und M, sind unabhingig von der
Spannung. Sie legen die Richtung der Volumeninderung (koaxial zum Einheitstensor 1)
bzw. der axialen Lingendnderung (koaxial zu #n — },—l) fest. Basale Formidnderungen
(basale Gleitung) werden durch die Generatoren M, und M, beschrieben. Beim ersten
sind die basalen Formianderungen koaxial zum basalen Spannungstensor 7,. Durch den
zweiten werden mogliche Abweichungen von der Koaxialitdt erfaBt, die durch den ebenen
Spannungszustand 7, beeinflufit werden. 7, allein kann jedoch keine basalen Formande-

rungen hervorrufen.

Die Tensorgeneratoren M, und M, beschreiben ebene Verzerrungszustinde (prismatische

Gleitung). Sie sind beim ersten koaxial zum entsprechenden Spannungstensor 7,. Im
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Gegensatz zu den basalen Formanderungen kénnen hier Abweichungen von der Koaxiali-
tdt durch den basalen Spannungstensor 7 allein hervorgerufen werden. Dieser Unterschied
in den Effekten zweiter Ordnung ergibt sich daraus, daf die Hauptachsenrichtungen von 7,
nicht orientiert sind (siehe auch Abschnitt 8.2). Zur Festlegung der basalen Forminderungen
ist jedoch aus Griinden der transversalen Isotropie eine orientierte Richtung notwendig. Eine

solche 148t sich jedoch nur unter Zuhilfenahme von 7, konstruieren.

8.6 Lineare Spannungsabhangigkeit

Soll der Tensor Y nur linear von o abhangen, dann folgt aus Gleichung (8.22)
X = (&hasa + &hsh)Mh + (&ahsh + aasa)Ma + ap_Iﬂ.p + &be ’

d.h. bei transversaler Isotropie ist eine lineare Beziehung zwischen zwei symmetrischen Ten-
soren 2-ter Stufe durch sechs Konstanten &,,...,a&, vollstindig bestimmt. Die doppeltindi-
zierten Tensorgeneratoren M, und M, sind quadratisch in den Spannungen. Sie kénnen
in der Darstellung fir Y nicht mehr auftreten. Aus dem gleichen Grund sind die Vorfaktoren
von M, und M, nur lineare Funktionen der in o linearen Invarianten S, und S,. Mit Hilfe

von Gleichung (8.21) und (8.12) gelangt man zu folgender Darstellung:

Y=A:0
A= oI + 0 I® + aanI®® + apa I*® + 0 IP + a1
1 3 1 1 1
e Ly /3 (s 1)1 L, 1 (8.23)
I =14/ (77 3;) 2‘\/51. (nn 3;)
3 1 1 1
ah — - - -
3 -— -_—— — - - —_— - 1
I 5 (n'n 3_1) 3; 3 2 (nn 3_]_.) 1

Zusatzlich zu den symmetrischen Tensoren nach Gleichung (8.4) treten noch die unsymme-
trischen Tensoren (beziiglich einer Vertauschung des vorderen und hinteren Indexpaares) I ah
und I he auf. Sie haben die Eigenschaften:

Ihu . Iah = Ih. , Iah. Iha = J°
!ha:=IG==Ih:£ha==Iha , ga:gah==lah:£h==1ah
Alle weiteren Produkte ergeben sich zu Null.
I'":I"=.. . =1"":I'=..=":I" =9 (8.25)

Damit lassen sich die 6 charakteristischen Gréfien des Tensors Abzw. B in eine 6 X 6 Matrix
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einordnen:
Qp  Qhg Br  Bhra
Qqp Qq ﬂah. ﬂa
o B
A= P B = P 8.26
= ap = ﬁp ( )
ay B
ap By
mit den Eigenschaften:
[ @h Cha Br  Bhra
Oap, Qg .Bah ﬂa
A:B= %p . Br
== ap ﬂp
ay ﬂb
\ ap By
( 1
1
A: é-l = ! 1
1
\ 1
{ Qp  Qpg -1
Qgp Qg
Al = * .
= P
ap
\ O
-1
( ( an aha)
Qgahp Qg .
_ %
a, »
a, B
\ ay

Die Komponenten dieser Matrizen beziehen sich dabei auf folgende sechs Basistensoren :

b = %l mit b1 b = I*

by = /3 (A" — 1) mit byby, = I°

b3 4 : 2 Basistensoren aus dem zweidimensionalen Unterraum der prismatischen Glei-
tung mit b3bs + babs = IP und b3 : by =0

bs 6 : 2 Basistensoren aus dem zweidimensionalen Unterraum der basalen Gleitung
mit bsbs + bebs = I° und bs : b = 0

Ist der Tensor A beziiglich einer Vertauschung des vorderen und hinteren Indexpaares
symmetrisch, dann gilt a,, = ap,. Er ist dann durch fiinf Konstanten vollstindig bestimmt.

Dies ist eine bekannte Eigenschaft transversal isotroper Tensoren 4-ter Stufe.



144 8. Tensorielle Darstellung eines Stoffgesetzes bei transversaler Isotropie

Anhand der elastischen Materialeigenschaften soll die physikalische Bedeutung der fiinf

Koeffizienten o ) erliutert werden.

ap: beschreibt den Zusammenhang zwischen der Volumendehnung und dem
hydrostatischen Druck.

a,: entspricht der axialen Dehnung durch eine axiale Spannung.
a,p bzw. ap,: beschreiben die Kopplung zwischen dem hydrostatischen Druck und der
axialen Dehnung bzw. der axialen Spannung und der Volumendehnung.

o, bzw. ay: sind die Proportionalititsfaktoren zwischen dem ebenen, deviatorischen
Spannungszustand und dem ebenen Verzerrungszustand in der basalen

Ebene bzw. in einer zur basalen Ebene senkrechten Ebene.

Ist das Materialverhalten elastisch isotrop, dann gilt:

OQgp = Qpe =0

1
=3 mit dem Kompressionsmodul K

1
ap =0p = Qg = el mit dem Schubmodul G

Ublicherweise werden Tensoren 4-ter Stufe, entsprechend der Voigt’schen Notation, durch
eine 6 X 6 Matrix dargestellt. Die Tensorkomponenten beziiglich eines karthesischen Koordi-

natensystems werden wie folgt in das Matrizenschema eingeordnet:

11 22 33 32 31 21

11 A Anze Anss Anse Ansr Aua

22 Agonn Azzze  Azazz Azeza Az Az
A= 33 | Assnn Aszze Aszszz Asase Asa; Assn
32 Azz1r  Aszzzz  Aszzzz Aazaze  Aas Azao
31 Az Az Asizz Asizz Amisn Aain

21 Aginn A2ize Anizz Asizz Az Ao

11 22 33 2x32 2x31 2x21

11 Aiun Anz Anss 24nz; 24Ana 24un

22 Agpair Agaaa Azaaz 242237 2431 242

= 33 Aszin Aszzz Aszsss 24333z 2433z 2Asz3n

2x32 243911 2A3322 2A3z3z 4Asa32 443231 4430
2x31 243111 2A3122 243133 4Az132 443131 443
2x21 240111 242122 242133 442132 4An3 44Ann

Je nach physikalischer Bedeutung des Tensors A erfolgt die Einordnung nach dem ersten oder

zweiten Schema. Diese Schwierigkeit resultiert aus der nicht vorhandenen Orthonormalitidt
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der zugrundeliegenden Basistensoren. Bei transversaler Isotropie mit 3-Achse = Symmetrie-
achse folgt fiir A die Darstellung (Nye (1985)):

a1 212 a13

a2 @11 a3

a13 a13 a33 . (8.27)
Q44

[FN

a44 .
3 (au = a12)
Man erkennt eine stirkere Kopplung zwischen den Komponenten von o und Y als in

Gleichung (8.26). Zwischen den Koeffizienten a;; und ¢ ) (Gleichung (8.26)) besteht der

Zusammenhang

1 1 2 1
a = Eah + gaa - \/—?-‘aah + -2-0tp
1 1 V2 1
Q12 = 2@ + g%~ 3 %ah T 3%
1 1 2
013 = 30h = 3% + %aah (8.28)
1 2 2V2
az3 = gah + gaa + —3_aah
1
Q44 = 506
bzw. 2 2 4 1
ap = 31 + 32 + 5013 + gass
1 1 4 2
&g = 2011 + 342~ 3913 + 3933
Vi Vi VI B (8.29)
Qgp = ——3-011 - Ta” + ?413 + Taaa

Qp = a1 — a2

ap = 2a44
Eine vollstindige Entkopplung der Komponenten von Y und o erreicht man, indem die

Untermatrix aus Gleichung (8.26)
Qp  Qgh )
Qgh Qg

auf Hauptachsenform gebracht wird. Die Matrix hat die Eigenwerte

2
g =22 '; 2k 4 J(%) +a2, (8.30)

und die Eigenvektoren

mit
131

V2 (55" + 262, + (an - a0) (2520) +
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woan g f(@see)? a2,

1y =

2(2855%)" 4 202, + (s - a0) (520) 4 o,

Die Komponenten t; und ¢, der Eigenvektoren beziehen sich auf die oben eingefiihrten
Basistensoren b; = 7151. und b; = /3 (77 — ;1). Damit besitzt der Tensor A die beiden
Eigentensoren

e1 = —t1by + 1202 und ey =t2b1 +t1b2

Bei verschwindendem Koppelterm, a,;, = 0, gilt th = 0 und ¢, = 1. Dann sind b; und
b, direkt zwei Eigentensoren von A. Die vier noch fehlenden Eigentensoren sind durch die

Basistensoren b3 4 und bs ¢ gegeben.
e3s=b3s und e56=1"sp

Es ist jeweils nur der 2-dimensionale Unterraum, in dem die Eigentensoren liegen, bestimmt.

Die entsprechenden Eigenwerte kommen also doppelt vor.
azs=0ap, und asg=ap

Die beiden ersten Eigentensoren hingen im wesentlichen vom Koppelterm a,, ab. Die
restlichen vier Eigentensoren sind allein durch die Richtung der transversalen Isotropie

bestimmt.

Bezogen auf ein Koordinatensystem mit den Eigentensoren als Basistensoren erhilt man fiir

A die Darstellung
431

(8.31)

[+
1l
'uQ

ap
Soll mit dem so angegebenen Tensor A das Produkt 4 : g bestimmt werden, dann mufl
auch g beziiglich der Basistensoren ey, ..., e zerlegt werden, also in einem an A angepafiten
Koordinatensystem angegeben werden. Wird dagegen die Darstellung (8.26) benutzt, dann
sind die Basistensoren nur durch die transversale Isotropie beeinflufit. Ein solches System ist

somit bei einer grofieren Anzahl von Problemen sinnvoll nutzbar.

Mehrabi u. Cowin (1990) haben die Eigenwerte und Eigentensoren eines Tensors 4-ter Stufe
fiir unterschiedliche Symmetrieklassen durch Losen des Eigenwertproblems bestimmt. Ihre

Ergebnisse stimmen mit den hier angegebenen iiberein.
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8.7 Darstellung einer antisymmetrischen isotropen Tensorfunktion

Betten (1987) gibt fiir einen symmetrischen Tensor g und einen nichtsymmetfischen
Tensor X eine aus 20 Invarianten bestehende Integrititsbasis an. Zerlegt man X in einen
symmetrischen Anteil N und einen antisymmetrischen Anteil W und setzt X = N + W
in die Invariantendefinition ein, so erhilt man ein neues System von Invarianten, die die
Integrititsbasis von o, N und W bilden.

In Analogie zum Abschnitt 8.4 erhilt man die Tensorgeneratoren §2; einer antisymmetrischen
Tensorfunktion mit den Argumenttensoren ¢ und N, indem man die in W linearen *
Invarianten der Integritdtsbasis von g, IN und W nach W ableitet.

Q; = %
Die Integrititsbasis enthilt folgende in W lineare Invarianten:
Li=W:(g-N) , Li=W:(a*-N)
Ly=W:(g-N°) , Li=W:(¢’ N*)

Entsprechend den Hinweisen von Korsgaard (1990) miifite noch bewiesen werden, daB diese
linearen Invarianten vollstindig sind. Dieser Beweis wurde im einzelnen nicht gefiihrt. Die
folgenden Punkte skizzieren jedoch eine mdgliche Vorgehensweise. Jedem antisymmetrischen
Tensor 2-ter Stufe ist genau ein Vektor zugeordnet. Das doppeltskalare Produkt zwischen
einem antisymmetrischen und einem nichtsymmetrischen Tensor 2-ter Stufe entspricht dem
Skalarprodukt zwischen den beiden zugeordneten Vektoren. Spannen die entsprechenden
Vektoren von o* - N7 einen 3-dimensionalen Raum auf, dann kann der Tensor W aus den
Invarianten L; und den Tensoren o' - N7 konstruiert werden. Zu untersuchen bleibt der Fall,

wenn die entsprechenden Vektoren koplanar bzw. koaxial sind.

Aufgrund der Form von N ( N = #) enthalten die Invarianten L3 und L4 keine neue

Information, so dafl man nur die beiden Tensorgeneratoren
@ =0¢-N-N-g und @,=0*"N-N-o°
erhilt. Setzt man fiir o die Zerlegung (8.7) ein, so folgt mit den Gleichungen (8.9) und (8.10)
Q=7 N-N-7p, und Qo =7, T4 —Tp-Tp - (8.32)

Bei transversaler Isotropie kann ein antisymmetrischer Tensor 2-ter Stufe W nur in folgender

Weise von der Spannung abhingen:

W=pi (26 N-N-70)+02(Tp T = Tp-Tp) - (8.33)
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¢; und ¢, sind darin Funktionen von den Invarianten aus Gleichung (8.12).

Mit dem Permutationstensor € kann einem antisymmetrischen Tensor immer genau ein Vektor

zugeordnet werden.

[ory

6:5_@:_“_’ und W=¢-&

Ist W ein Spintensor, so entspricht & dem Drehgeschwindigkeitsvektor.
Der Vektor &; des Tensorgenerators £2; liegt in der basalen Ebene und steht senkrecht zum

basalen Schubspannungsvektor £, &; = 7 X £. Da ©; nur linear von der Belastung abhingt,
werden durch ihn Effekte 1. Ordnung erfafit.

Der dem Tensorgenerator 2; zugeordnete Vektor &, liegt ebenfalls in der basalen Ebene.
Die folgende Gegeniiberstellung zeigt exemplarisch die Abhangigkeit des Vektors &, von der

Richtung von £ relativ zum Hauptachsensystem des ebenen Spannungszustandes T, :

7 xt {in Richtung der maximalen Hauptnormalspannung
t _ tin Hauptschubspannungsrichtung
—1 X t tin Richtung der minimalen Hauptnormalspannung

@y ||

Der Zusammenhang mit der Invarianten S;, nach Gleichung (8.12) ist offensichtlich. Fiir
Szb = %S;‘,’ S, fallt t mit einer der Hauptspannungsrichtungen von T, zusammen und es folgt
@ || &2. In Abhingigkeit von der Invarianten S, ermoglicht Q; eine Abweichung von der
durch 2, vorgegebenen Richtung. 2, beschreibt somit Effekte 2. Ordnung.
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8.8 Diskussion der Ergebnisse

In den letzten Abschnitten wurde die allgemeine Form der Abhingigkeit eines symmetrischen
bzw. antisymmetrischen Tensors 2-ter Stufe Y bzw. W von dem Spannungstensor ¢ un-
ter der Voraussetzung transversaler Isotropie abgeleitet. Den verwendeten Invarianten und
Tensorgeneratoren kann eine klare physikalische Bedeutung zugeordnet werden. Sie kdnnen
eindeutig in zwei Gruppen aufgeteilt werden, die Effekte 1. bzw. 2. Ordnung beschreiben.
Hierdurch haben auch die Koeffizienten ¢ ) in Gleichung (8.22) bzw. (8.33) die entsprechen-
de physikalische Bedeutung und es kann mit Hilfe physikalischer Betrachtungen entschieden -
werden, von welchen Invarianten die Koeffizienten abhingen konnen. Beschrinkt man sich
zunichst auf Effekte 1. Ordnung, dann koénnen die Koeffizienten ¢}, 4, 0, und ¢, im Prinzip
unabhingig voneinander aus Experimenten bestimmt werden, da die entsprechenden Tensor-
generatoren eine orthogonale Basis des Spannungs- bzw. Dehnungsraumes bilden. So kann
z.B. mit dehnungsgesteuerten Experimenten, die einen ebenen Verzerrungszustand mit Vo-
lumenkonstanz in der basalen Ebene erzeugen, die Funktion ¢, in Abhéngigkeit von den
Invarianten Sj,S,,S, und S, ermittelt werden, da die anderen Tensorgeneratoren M, M,

und M, diesen Verzerrungszustand nicht beeinflussen.

Der wesentliche Vorteil der hier vorgeschlagenen Invarianten und Tensorgeneratoren liegt also
darin, daB physikalische I"Iberlegungen zum Verformungsverhalten leicht in die allgemeine
Gleichung eingearbeitet werden konnen, indem die beliebigen Funktionen ¢ ) in ihrer Form
spezifiziert werden. Desweiteren konnen diese Funktionen dann unabhingig voneinander

bestimmt werden, da die einzelnen Einfliisse weitgehend entkoppelt sind.
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9. Zusammenfassung und Ausblick

Nach einer kurzen Einfilhrung in die Verformungsmechanismen des Einkristalls und einer
Erlduterung der daraus resultierenden Spannungs-Dehnungsbeziehungen wurde fiir mono-
kristallines Eis ein mehraxiales Stoffgesetz entwickelt. Der Tensor der inelastischen Ver-
zerrungsgeschwindigkeiten wird additiv in drei Anteile aufgespalten. Sie entsprechen den
Verformungsmechanismen der basalen und der prismatischen Gleitung. Dem dritten Anteil
(den axialen Lingeninderungen) wurden keine Gleitsysteme zugeordnet. Diese Verformun-
gen sind im Experiment auch nur sehr selten beobachtet worden. Die drei Verformungsanteile
werden jeweils durch ein eindimensionales Stoffgesetz beschrieben. Sie kénnen unabhingig
voneinander aus Experimenten bestimmt werden. Fiir den Hauptverformungsmechanismus
der basalen Gleitung wird das eindimensionale Stoffgesetz aus der Analyse der Versetzungs-
bewegung ermittelt. Die Versetzungsdichte wird als interne Variable eingefiihrt, deren Evo-
lutionsgleichung sich aus der angenommenen Versetzungsquellenverteilung ergibt. Trotz der
einfachen Struktur des Gleichungssystems konnen mit diesem Stoffgesetz einaxiale Zug- und
Druckversuche mit Zwischenentlastung und Belastungssteigerung qualitativ und quantitati-
v gut wiedergegeben werden. Eine Uberpriifung des Stoffgesetzes anhand von mehraxialen

Belastungspfaden konnte aufgrund fehlender Experimente nicht erfolgen.

Unzureichende experimentelle Daten verhinderten auch eine sinnvolle Ermittlung der einaxia-
len Stoffgesetze der prismatischen Gleitung bzw. der axialen Lingendnderung. Die notwendi-
gen mehraxialen Formulierungen zur Einbeziehung dieser Verformungsmechanismen wurden

angegeben, eine Erweiterung des Stoffgesetzes ist somit problemlos méoglich.

Obwohl die Materialgleichungen der einzelnen Verformungsmechanismen eindimensional sind,
handelt es sich doch um ein dreidimensionales Stoffgesetz, das die Anisotropie des Monokri-
stalls sehr gut beschreiben kann.

Die Ergebnisse des Kapitels 8 zeigen, dafl das monokristalline Stoffgesetz im Sinne einer
Theorie erster Ordnung vollstandig ist (es werden in der Formulierung alle Tensorgeneratoren

verwendet, die linear in der Spannung sind).

Im Kapitel 7 wurde eine auf lineares elastisch-viskoses Materialverhalten erweiterte Losung

des Einschlufiproblems vorgestellt. Sie basiert auf einem neuen Konzept, das die Eigenspan-
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nungen innerhalb des Einschlusses als eine innere Last des Systems definiert. Die Eigen-
spannungen kénnen nicht von aufien vorgegeben werden. Ihre zeitliche Verinderung ergibt
sich aus der momentanen inneren und dufleren Belastung des Matrix-Einschlu8-Systems. Die
Eigenspannungen lassen sich durch die Integration der Belastungsgeschichte ermitteln. Die
Lésung des Einschlufiproblems kann durch die inkrementelle Formulierung auch bei nichtli-
nearem Materialverhalten naherungsweise eingesetzt werden, da das linearisierte Stoffgesetz

der Matrix immer an die augenblickliche Spannung angepafit werden kann.

Der Losung des Einschlufiproblems liegen die Annahmen von kleinen Verformungen und
kugelférmigen Einschliissen zugrunde. Sie kann analog zu einer Arbeit von Faivre (1971)
auf ellipsoide Einschliisse erweitert werden. Der von Harren (1991) vorgeschlagene Weg zur
Beriicksichtigung grofier Deformationen ist auch hier anwendbar. Die Gleichungen werden
jedoch wesentlich komplizierter, da die auf die Ausgangskonfiguration bezogenen Spannungs-

und Verzerrungstensoren nicht mehr symmetrisch sind.

Basierend auf der Losung des Einschlufiproblems und den monokristallinen Materialgleichun-
gen wurde ein selbstkonsistentes Stoffgesetz fiir den Polykristall ermittelt. Anhand des Glei-
chungssystems und mit Hilfe vergleichender Berechnungen wurden die Unterschiede zu den
Formulierungen von Kréner (1961) und Budiansky u. Wu (1962) dargestellt. Im Gegen-
satz zu anderen Stoffmodellen kann der hier vorgeschlagene Ansatz sowohl das transiente
als auch das stationdre Kriechen polykristallinen Eises qualitativ richtig wiedergeben. Die
Einfliisse weiterer Verformungsmechanismen, wie z.B. Materialschadigung, Rekristallisation
oder Korngrenzgleiten, miissen noch genauer untersucht werden, um auch im Bereich des

tertidren Kriechens eine sinnvolle Materialbeschreibung zu erméglichen.

Die Berechnungen einaxialer Zug- und Druckversuche haben gezeigt, wie sich in Kornern
mit unterschiedlicher Kristallachsenorientierung die Eigenspannungen entwickeln. Steht die
Kristallachse senkrecht zur Belastungsrichtung, dann entstehen im Druckversuch hohe Zug-
spannungen in der basalen Ebene. Positive Normalspannungen unterstiitzen die Riflbildung.
Es kann daher erwartet werden, daf sich Risse bevorzugt in Ebenen ausbreiten, die die Be-
lastungsrichtung enthalten. Dies stimmt sehr gut mit experimentellen Befunden iiberein.
Die lokalen Spannungen kénnen somit als wesentliche Parameter fiir die Beschreibung von
Schidigungsvorgingen dienen. Die berechneten Eigenspannungen erreichen jedoch nicht die
anhand von Experimenten abgeschidtzte Groflenordnung. Weitere Untersuchungen miissen
zeigen, wie andere Definitionen des Tensors der inelastischen Nachgiebigkeitsraten M dieses

Ergebnis beeinflussen.

Fiir die Beurteilung der unterschiedlichen Definitionen des Tensors M waére eine parallele

Simulation des Monokristalls mit Hilfe von finiten Elementen hilfreich. Die mit dem
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Stoffgesetz berechneten Eigenspannungen konnten mit FEM-Rechnungen verglichen werden.
Ein Vergleich der FEM-Rechnungen mit Experimenten konnte kldren, in welchem Mafle die
Korngrenzen (im Sinne von Versetzungsquellen) das Verhalten der einzelnen Einkristalle eines
Polykristalls beeinflussen. Die Implementierung des monokristallinen Stoffgesetzes bereitet

prinzipiell keine Schwierigkeiten.

In einem nichsten Schritt konnen berechnete Verformungstexturen mit den im Experiment

beobachteten verglichen werden.

Das vorgestellte selbstkonsistente Stoffgesetz charakterisiert die innere Struktur des Polykri-
stalls durch interne Zustandsfunktionen, die die Eigenspannungen und die Versetzungsdichten
reprasentieren. Diese Funktionen sind im Raum der méglichen Kristallorientierungen defi-
niert. Die im Rahmen der Berechnung des einaxialen Zugversuches durchgefiihrte Diskreti-
sierung der Zustandsfunktionen ist im Zusammenhang mit der Entwicklung des Stoffgesetzes
das geeignete Verfahren. Soll das Stoffgesetz zur Berechnung technischer Bauteile verwendet

werden, dann ist der zur Festlegung der internen Zustandsfunktionen benétigte Speicherplatz
erheblich zu grof.

Onat u. Leckie (1988) entwickelten ein Verfahren, um eine skalarwertige Funktion eines
Einheitsvektors 7i in eine Fourier-Reihe zu entwickeln. Die Koeffizienten dieser Reihe sind
zu symmetrischen Tensoren gerader Stufenzahl zusammengefafit. Werden die internen Zu-
standsfunktionen durch eine an einer geeigneten Stelle abgebrochene Tensor-Reihe ersetat,
dann konnen aus den Differentialgleichungen des Stoffgesetzes gegebenenfalls Differentialglei-
chungen fiir die Koeffizienten-Tensoren ermittelt werden. Es stellt sich jedoch die Frage, wie

eine Tensorreihe fiir die tensorwertige interne Zustandsfunktion zu definieren ist.

Mit dem hier skizzierten Verfahren ist es in Zukunft vielleicht moglich, eine Briicke zwischen
den phanomenologischen Stoffgesetzen und den mikromechanisch orientierten Formulierungen
zu schlagen. Zwar wird es mit einem vertretbaren Aufwand nicht méglich sein, ein makrosko-
pisches Stoffgesetz fiir einen Polykristall nur aus den mikroskopischen Strukturen abzuleiten,
jedoch konnen wertvolle Informationen iiber die Struktur der konstitutiven Beziehungen des

Polykristalls gewonnen werden.
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