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1. Einleitung

In dem vorliegendem Aufsatz werden spezielle finite Elemente entwickelt, die
sich zur Berechnung von Bauteilen mit spannungskritischen Stellen einsetzen
lassen.

Es werden finite Elementformulierungen angegeben, die auf der Basis von zwei

unterschiedlichen Funktionalen ermittelt wurden. Die Gebietsansatze fiir die

speziellen Elemente sollen dabei das Scheibendifferentialgleichungssystem so-

wie die Spannungsrandbedingungen auf einem Elementrand erfillen.

AuBerdem wird gefordert, daB sich die speziellen Elemente mit Standard-
elementen koppeln lassen. Damit wird gewdhrleistet, daB die speziellen Elemen-
te nur an den spannungskritischen Stellen eingesetzt werden miissen und das

Ubrige Gebiet durch Standardelemente diskretisiert werden kann.
Um die Nomenklatur der speziellen finiten Elementansdtze verstdndlich zu

machen, enthalten die Kapitel 2 und 3 einen kurzen Uberblick iiber die
technische Scheibentheorie und die Lésung mit komplexen Funktionen. In den
darauffolgenden Kapiteln werden dann die zwei Funktionale angegeben und die

daraus resultierenden speziellen finiten Elementformulierungen erliutert.



2. Differentialgleichungssystem der technischen Scheibentheorie

Das lineare partielle Differentialgleichungssystem |48t sich in Matrizen-

schreibweise mit den Gebietsbezeichnungen aus Bild 2.1 in folgender Form an-

geben:
DDEDu +F =0 in Q (2.1)
| 4
"] -
u = u aqu1‘ (2.2)
nEDu =T =T auf [ . (2.3)

Richtungskosinus:

cos(n,x) = 3L
gt dS_
Gebietsrand =+ 5 « _dx

cas(u): ?
/4]

D
x
"

S
<
[[]

Bild 2.1 : Bezeichnungsweisen

Definition der Matrizen und Vektoren in den Gleichungen (2.1) bis (2.3):
u : Vektor der gesuchten Verschiebungskomponenten u (x,y) und v (x,y)

u : Vorgegebene Randverschiebungen auf L



u
u -
v (2.4)

T : Randkrifte

T : Vorgegebene Randkrifte auf [

T Lo} n +1 n
T= x = XX x Xy ¥y
T o n + ‘Ex n. (2.5)

yy y y

— F -
I—: = Ex x t
F (2.6)
y — _ P
F = ——Y _
y t

t : Scheibendicke

—F'x : Volumenkraft in x-Richtung (pro Volumeneinheit)

fy ! Volumenkraft in y-Richtung (pro Volumeneinheit)

T’x : in Scheibenmittelflaiche wirksame Kraft in x-Richtung
(Kraft pro Flicheneinheit)

—P-y : in Scheibenmittelflaiche wirksame Kraft in y-Richtung

(Kraft pro Flicheneinheit)

D : Operatormatrix



o
Ax > (
D = 9 ) 2.7)
0] dy
2 o
Ay dx

y M (2.8)

E : Matrix in Abhingigkeit von E, v

Ebener Spannungszustand (ESZ)

1 v O
- __E
E - E ESZ - 1_\)2 \Y 1 ?_v (2.9)
°©0 7
Ebener Verzerrungszustand (EVZ)
1-v v O
= = E -
E -EEVZ 1) (1=2%) v 1-v O (2.10)
0 1-2v
2

E : Elastizitdtsmodul

vV : Querkontraktionszahl

Spannungsvektor:
XX

g = 0
yy

(2.11)
xy



3. Lésungsfunktionen des Differentialgleichungssystems

Da die Ansatzfunktionen der speziellen finiten Elemente das Scheibendif-
ferentialgleichungssystem erfiillen sollen, werden hier die Ldsungen der Pro-

blemgleichungen (2.1) angegeben.

3.1 Inhomogene Lésungen

Problemgleichung (2 .1) mit SpannungsgréBen.

30, , 3 Tuy_

--F
d X dy X
(3.1)
atxv_'Lany:_E
o X c)y y

Fur F_= const. und F' = const. erhilt man Lésungen fiir 0 , 0 und T mit
x y XX Yy xy

" beliebigen Koeffizienten a und b in folgender Form.

] = aF x : 0 = bF_ y
XX X yy y
(3.2)

T - (1+b)F x - (1+a)F_y .
xy y x

Die Verschiebungsfunktionen erhilt man mit den gegebenen SpannungsgréBen
aus den Gleichungen

2 pulx,y) fl: x 2()&‘1) (Oxx+0yy )] dx+*F1 (y) (3.3)

2uvixy) =[[ o, - m (0, +0 I]dy+f0  (3.4)

mit den Werkstoffgrossen

E
2(1+v)

L= (3.5)
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und
(15\)2) fur den ebenen Spannungszustand (ESZ)
A= (3.6)
ﬁ)—) fur den ebenen Verzerrungszustand (EVZ)
bzw.
v
ESZ
A 1+v
- = (3.7)
2(A+u)
v EVZ
3.2 Homogene Lésung in komplexer Darstellung
Die Losung der Problemgleichungen
9 O, '+ a":x.y -0
ox oy
(3.8)
] Ty . 0 Syy -0
9 x ) Yy

erhdlt man mit der Airyschen Spannungsfunktion U (x,y) in folgender Form:

32U U P u
o = ; = ; = . .
xx o y? %y T 3 x2 Txy T ox oy (3.9)

Die Vertraglichkeitsbedingung

A(o + 0 )= 0 (3.10)
XX yy

liefert mit

o] +6 =AU (3.11)
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die biharmonische Gleichung

AAU = U + 2U + U =0 . (3.12)
X XXX xxyy yyyy

Unter der Einschriankung, daB U eine reelle Funktion sein soll, erhdlt man mit

den komplexen Funktionen ® (z) und X (z) die L8sung.

U

Re [ z ©(z) +X(z2)].
(3.13)

"

172[ 2z ©(z) +z ®(z) +X(z) + X(z) ]

Durch Uberstreichen werden konjugiert komplexe GrdBen gekennzeichnet.
Aus (3.9) erhdlt man mit der Substitution

X (z) = ¥ (2) (3.14)

nach einigen Rechnungen die Spannungsfunktionen.

6 =Re[ODO +0 -2z@ -Y¥ 1
xX

=2Re[®]-Re[Z0 ]-Re[ ¥ ] (3.15)
6 =Re[¢'+6+vabﬁ+?]
Yy

=2Re[0]+Re[z®]+Re[ ¥] (3.16)
txy=lm[z<]> + ¥ (3.17)
mit

z=x+iy (3.18)
und

z=x-iy. (3.19)

Der Strich ' kennzeichnet die Ableitung nach z.
Aus den ldentitdten
ou  _ A

=g - —— +
3 x xx () (o, *o,) (3.20)

2
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und

S v A
= - — + 3.21
Sy %y . 2(x+p) (9 %y ) ( )

ergeben sich nach Einsetzen bekannter Beziehungen und anschlieBender Inte-

gration die Verschiebungsgréssen zu

2puu = Re[x®-20 -¥ ] (3.22)
2uv = Im[x®-20 -¥ ] (3.23)
mit
3-v ESZ
1+v
v = | (3.24)
3-4v EVZ

Die resultierende Kraft auf einem Randstiick ds mit der Dicke t bzw. deren

Komponenten (T _tds ) und ( Ty t ds ) erhilt man aus folger:mden Beziehungen:

_ dy _ dx

T = %x "gs Ty ds (3.25)
- dx dy

Ty =0, Tas T “xy ds - (3.26)

Mit der Kombination

T o= -4 D+ ¥
Tx+|Ty- |ds[¢+z<D+‘i"] (3.27)

erhialt man schliesslich

F+iF, = -i[0+z20 +¥1[° ¢ (3.28)
X y A

Sind SpannungsgréBen Tx und Ty aufeinem Randstiick I, vorgeschrieben, so

verwendet man die Randbedingungen in folgender Form:
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B
+2® +¥ =i [(T_+iT )ds . (3.29)
A * Y

Die Integration zwischen dem festen Punkt A und dem variablen Punkt B wird so
durchgefiihrt, daB sich beim Durchlauf der Randkurve das Gebiet Q0 immer zur
Linken befindet.

Bild 3.1 : Veranschaulichung der Integrationsrichtung
3.3 Lésungen bei der Benutzung der konformen Abbildung

Da hier spezielle finite Elemente entwickelt werden, deren Gebiet teilweise von
einer "komplizierten” Randkurve begrenzt wird, ist die Konstruktion von Ldsungen
der partiellen Differentialgleichungen, die die Randbedingungen exakt erfiillen
(siehe Kapitel 4), sehr aufwendig. Fiir zweidimensionale Probleme hat sich die
konforme Abbildung, die diese "komplizierten " Rander auf eine geometrisch
einfachere Randkurve abbildet, als sehr hilfreich erwiesen. Werden nun die
komplexen Funktionen ® und X bzw. ¥ nicht in der Originalebene (z - Ebene)
sondern in einem transformierten Gebiet ( T - Ebene) angesetzt, so muB das
natiirlich bei der Bildung von Ableitungen beriicksichtigt werden. Um die Be-
zeichnungsweise nicht zu dndern, werden die Funktionen ® und X bzw. ¥ im

transformierten Gebiet mit dem Index t versehen:

® (C)=0(z) =0 (f (T)) (3.30)

t

X (z)

X, (§) X (f (T)) (3.31)

n
1l

¥, (€)=Y (2) ¥ (f (@) . (3.33)
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Mit den Schreibvereinbarungen

do(z) _ . . 4’0 (z) . _
a4z 0] ; 422 0] ; (3.34)
d®,.(T) - d2 @.(7) -
490 _ ¢ 25 % (3.35)
dg dg2

und der Abbildungsbeziehung
z=f () (3.38)
dz d f(E) :

= = f (T) (3.37)
dg dg ¢

erhédlt man fur die ersten beiden komplexen Ableitungen von ® (z) nach z fol-

gende Ergebnisse:

. do. (T) : ‘
o = e (8 . 0@ (3.38)
dz f (T)
d2o, (T) o, (T) . :
I L L TS s (3.39)
d z2 £2(1) £(T)

Nun lassen sich die Verschiebungs- und SpannungsgréBen in Abhingigkeit von
®, und ¥ angeben.

D+

2 lu+iv) =20 -f—— - V¥ (3.40)
f
_ - ‘i?t d’t _ oz 61; _ A f 'i’t
Oxx Itxy = = + ‘ f (Tz_ (D‘t %3 ) f (3.41)
f f
. _ O D+ ry O+ _ f ¥y
o, T ity T T + + f ( fz t 773 ) : (3.42)
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Die Randbedingung (3.29) erhilt folgendes Aussehen.

+¥ =i [ (T +iT s, (3.43)

4. Grundgleichungen fur spezielle Scheibenelemente

4.1 Besonderheiten der Ansatzfunktionen, die L&sungen des Schelbendifferential-
gleichungssystems sind

Um die Besonderheiten herauszustellen, seien zuniachst die Merkmale bei den

Ansatzfunktionen der Standardelemente angefiihrt:

a) Es werden fur u und v dieselben Ansatzfunktionsterme verwendet.

b) Die Ansatzterme sind fur u und v mit verschiedenen freien A:nsatzpara-
metern U und v versehen. Hieraus ergibt sich, daB die Umrechnung der
Spaltenvektoren U und v in die Vektoren der Knotenwerte u bzw. v fiir die

Funktionen u und v getrennt erfolgen'kann.

Im Gegensatz hierzu weisen Ansidtze, die das homogene Scheibendifferential-
gleichungssystem befriedigen, aufgrund ihrer L&sungseigenschaft folgende

Charakerististiken auf:

a) Fur u und v ergeben sich bis auf ein paar Ausnahmen verschiedene Ansatz-
terme.

b) Je ein Ansatzterm fir u und ein Term fiir v sind (bis auf ein paar Ausnahmen)
mit einem gemeinsamen Freiwert versehen. In Gleichungsform ausgedriickt

erhidlt man hier:
u=Uc (4.1)

v=Vec (4.2)
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wobei ¢ die freien Parameter beinhaltet.

Zusédtzlich zu den Funktionsfolgen mit noch bestimmbaren Koeffizienten kann
noch ein fest vorgewdhlter Ldsungsanteil, der sich aus ug und Vp zusammen-
setzt, in die Ansatzfunktion aufgenommen werden. Dieser Ldsungsanteil ohne

Freiwert kann fir folgende Zwecke verwendet werden:
a) zur Erflillung der inhomogenen Differentialgleichung
oder

b) zur Erfiillung einer inhomogenen Randbedingung auf einem Teil des Randes

(einschlieBlich der Erfiillung des Differentialgleichungssystems).

Ein Ansatz mit fest vorgewdhitem Anteil (u, , v, ) ldBt sich darstellen durch:

P

u=uP+Uc (4.3)

v_.+ Vec. (4.4)

<
"

Aus dieser Form der speziellen Ansatzfunktionen wird ersichtlich, daB die Um-
rechnung der freien Ansatzparameter in Knotenwerte fiir u und v im allgemeinen

nicht getrennt durchgefiihrt werden kann.

4.2 Funktional T : Prinzip vom Minimum des Gesamtpotentials
4.2.1 Formulierung des Variationsproblems

Die zu dem Differentialgleichungssystem (2.1) und zu der Spannungsrandbe-
dingung (2.3) gehdrende Variationsaufgabe 4Bt sich als zu minimierendes

Funktional II in folgender Form darstellen:



...17_

H=f[?1(uTDT)E(Du)“ ?] Q-fu T tds
Q I (4.5)
f[% Te-u"Fltda-| tds = Min
a L

Hierbei muB

u = u aufl ' (4.6)

erfiillt sein.

Fiir die erste Variation von Il erhilt man

3 II

J(su™TDT) E(Du)tdn - [su"F tds- [su’ T tds
Q — ol L
Se'

(4.7)

i

-[su"[DTEDu+F Jtda+[su [ T=T Jtds =0
Q ‘ ']_"2 _—
=0 Dgl. (2.1) = 0.Rb. (2.3)

wobei die Beziehung

5u =0 auf T (4.8)
beriicksichtigt wurde.
4.2.2 Ubergang auf ein Teilgebiet

Wird nun II nicht fur den gesamten Losungsbereich, sondern fiir ein Teilgebiet i
mit der Fliche A (s. Bild 4.1) angeschrieben, so erhdlt man mit dem Verschie-
bungsansatz:
u up,
u=u_+ u_ = + (4.9)
v
p h

u, : homogener Losungsanteil des Differentialgleichungssystems
up : vorgewdhlter partikuldrer L&sungsanteil zur Erfillung der inhomogenen
Differentialgleichungen.
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und den gednderten Gebietsbezeichnungen das Funktional I'in folgender Form:

Hi=f% uThnEDuhtds+fuhnEDuptds —fuThTtds
aAi oA aA'2

+ f—;_—u-LnEDuptds-f;— qul:DTEDup_-_ltdAi
Al

oAl (4.10)

Al oAl

spezielles Element i:

~3A;
i
oA )
9A;
Gebietsrand M= + T, dA' = 3A| +3A, +3A,
RB: u=0 auf M A} ¢l
I = i auf ["2 aA|2 <My
Bild 4.1: Gebietsbezeichnungen
Die Erfiillung der Verschiebungsrandbedingungen
u =u auf JA (mitu=u_+ u) (4.11)

erfolgt in der Form
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u =0 auf éA: (4.12)
und
u = U auf A} ' (4.13)

Mit Beriicksichtigung von (4.12) und den Beziehungen

up = [u, v, ] (4.14)
T _
u, = [up vp] ~ (4.15)
Txh
nED uh = Th = (416)
Txp
nEDup=Tp= . (4.17)
i Typ

erhilt man fur II' :

il L T T T
In -f?uhThtds +‘J~ uthtds-J’ uhT tds +

N < i i i
i | + A oA
IA, + A oA, 3 2

+ Terme, die nur Anteile aus der speziellen Losung u, enthalten.

=f—;— [uthh + thyh]tds +f|:uthp+thyp]tds +
aAi2+aA; aA;+aA'3

-aAf |: u, Tx + v Ty ] tds + (4.18)

+ Terme, die nur Anteile aus der speziellen Ldsung up enthalten.

Die speziellen Lésungsanteile u, sind flir eine Naherungsl&sung nicht relevant.

Wenn durch geeignete Wahl der Ansatzfunktionen nicht nur die Verschiebungs-

randbedingungen , sondern auch die Spannungsrandbedingungen

T =T  auf aA‘2 (4.19)



_20_

mit
T=nED(u +uh)=Tp+ Th (4.20)
u
in der Form
_ i
Th =0 auf r)A2 (4.21)
T =T auf ()Ai . (4.22)
P 2 .

erfiillt werden kdnnen, so erhilt man den vereinfachten Ausdruck fur ' in der

Form:

Hi=.f;— u:Thtds +ifu:Tptds+
|
c)A3 c)A3

+ Terme, die Anteile aus der speziellen Losung u, enthalten. .
(4.23)
1

=_f? [uthh-!-thyh:ltds +i.f[uthp+thyp:|tds *

i
A, r)A3

+ Terme, die Anteile aus der speziellen Lésung u, enthalten.

Die Gleichung (4.23) ist fur folgende Fille gliltig:
(4.24)

a) c)A1I ist nicht vorhanden und die Randbedingung

T=T auf aA;

wird exakt erflillt.
b) c)A; ist nicht vorhanden und die Randbedingung

u =u  auf c)A1i

wird exakt erfiillt.
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c) r)A: ,()A; sowie ()A; sind vorhanden und die Randbedingungen

u = u aufc)Ai1

T = T auf 0A]
werden exakt erfillt.

d) r)A: und r)A; sind nicht vorhanden, d.h. das Element ist vollkommen von ande-

ren Elementen eingeschlossen.
4.2.3 Darstellung des Funktionals I in diskretisierter Form

Fur den Bereich eines speziellen Elementes werden folgende Ansatze fur die

Lésungsfunktion des Differentialgleichungssystems verwendet.

Verschiebungsfunktionen:

u = u +u, = u +Uc (4.25)
P P
vV = v +v = v + Ve. (4.26)
P h p
Spannungsterme:
Aus
T u
X
= T = no = nED (4.27)
Ty v

T =T +T =T +T ¢ (4.28)

T =T +T =T +T ¢ (4.29)
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u, v, Tx, Ty sind Zeilenvektoren.

c ist ein Spaltenvektor, der die Ansatzfreiwerte enthidlt.
Setzt man die Ansitze fir u und T in die Beziehung (4.18) ein, so erhilt man

c' f1—|:UTT +T U+VT T +TTv:|tdsc+
. 21 x x y y
aA'2+aA3 (4.30)

i1
H'z

+cl f[UTTx + VI T ]tds-ch[UTT'x-l-VTT ]tds.
QAL + oAl i o aAL g
2

Der Vektor € , der die Ansatzfreiwerte enthélt, wird nun in folgender Weise mit

dem Elementknotenverschiebungsvektor q verkniipft:

c=Gq+g mit q=[“} (4.31)
v

Die Ermittlung der Matrix G und des Spaltenvektors g wird im Kapitel 4.2.4 be-

sprochen.
Mit (4.31) und den Vereinbarungen

- g T T T T
H= i 2 [UTT +T U+ THTT V] tds (4.32)
c)A2 +c)A3

(Symmetrische Matrix)

- T T
2 3
= JLUT VT Jtds (4.34)
dA,

erhidlt man schlieBlich das zu minimierende Funktional in der Form
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+ Terme, die q bzw. anicht enthalten.
q : Knotenwerte des betrachteten Elementes
: erldutert in Kapitel 4.2.4
g : erldutert in Kapitel 4.2.4 (nur vorhanden, wenn ein spezielle Lésung vor-

gegeben ist)

Al : Teil des Elementrandes d A’ , auf dem Tx und Ty vorgegeben sind.
c)A;: Teil des Elementrandes c)Ai, der die Grenze zu Nachbarelementen darstellt.

Fir die erste Variation ergibt sich aus (4.35)

- o T+ o1
s I = $ = 3
Iy q q > qT
(4.36)
= 5q  [GTHGq +G'Hg+G rp-GTr]
K -p
bzw
5n'=5q" [ Kq-p | (4.37)
mit
K =G'H G (4.38)
und
—- T _ - —
P =G [-Hg-r +7]. (4.39)

Tritt einer der unter (4.24) genannten Fille auf, so sind alle Integrationen nur

noch liber den Elementrand aA; durchzufiihren und der Ausdruck fiir r entfillt.
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4.2 .4 VerknUpfungsbeziehung zwischen den Ansatzfreiwerten und den Knoten-
werten (Berechnung von G und g)

Um Verschiebungselemente sinnvoll koppeln zu kdnnen, miissen flir benachbarte
Elemente gleichartige Knotenwerte und zwischen den Knoten gleichartige Ele-
mentverschiebungsverldufe (linear, quadratisch, etc.) vorliegen. Fir Scheiben-
probleme erwiesen sich die diskreten Verschiebungswerte u und v als ausrei-
chende KnotengroBen. Bei Verschiebungselementen, die auf der Basis von Funk-
tional | (4.5) erstellt werden, miissen die Elementansidtze u die geometrischen
Ubergangsbedingungen von vornherein erfiillen und somit auf den Element-
riandern einen zur Kopplung geeigneten Verschiebungsverlauf U exakt annehmen.
Da die Kopplung von speziellen Elementen und Standardelementen gewdihrleistet
sein soll, erscheint es sinnvoll, die polynomférmigen Ansatzfunktionen der Stan-
dardelemente als geeignete Randverschiebungsverliufe U zu wihlen. Mit dem
gewidhlten Polynomgrad ist sogleich auch die Anzahl der auf jeder Seite erfor-
derlichen Knotenwerte festgelegt, nach deren sinnvoller Wahl sich dann der fur

eine Kopplung geeignete Randverschiebungsverlauf U stiickweise angeben |38t.

Da es bei speziellen Elementen vorkommen kann, daB die Ansatzfunktionen u fiir
den Innenbereich den polynomférmigen Randverschiebungsverlauf U nicht exakt
annehmen koénnen, soll mit Hilfe der Fehlerquadratmethode eine optimale Appro-

ximation der Verschiebungsverldufe erzielt werden.

Explizit lautet die Minimierungsaufgabe:

J = ;—f[ﬁ-u]T[ﬁ-u]ds
oA uN-u
;—f[(a-u)(c‘-v)][~ } ds (4.40)
dA v =V
= 2 JLE-ue(¥-v)?]as > Min.
oA

Die Funktionsverliufe u und V beinhalten die Knotenwerte des Elementes und
werden in Abhidngigkeit von einer Randkoordinate s stiickweise linear oder qua-
dratisch gewdhlt, je nachdem mit welchen Standardelementen das spezielle Ele-
ment gekoppelt werden soll. u und v stellen die Verlidufe der speziellen Ge-

bietsansidtze auf dem Rand dar.
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Setzt man die Beziehungen

u (s) = G (s) u (u: Knotenverschiebungsvektor) (4.41)
Vis) =Vi(s)v (v: Knotenverschiebungsvektor) (4.42)
und

u(s) = Up (s) + u(s) = Up (s) + U(s)ec ) (4.43)
vis) = Yo (s) + v, (s) = Vo (s) + V(s)ec (4.44)

in (4.40) ein, so erhilt man fiir den Rand c)Ai3 , an dem andere Elemente gekop-

pelt sind:

J=Lf|:uT UTl:iu-Z cTUTGu-Zu Gu+cT UUc+2¢cf Uu +u2:|ds
2 . p p P

aA'3
(4.45)

L 3
. = f[vTVTVv-ZcTVTVv—Zv Vv+c'VIVe +2¢TViy + 2 ]ds.
2 P P P
c)A3

Da bei Standardelementen die gleichen Polynomansidtze flir die Verschiebungs-

gréBen verwendet werden, gilt:

Us)= Vis). (4.46)

Die Zeilenvektoren U (s) und V (s) werden abschnittsweise so definiert, daB sie
zwei (fir lineare Ansatzfunktionen) bzw. drei (fiir quadratische Ansatzfunktio-
nen ) von Null verschiedene Terme enthalten. Die Position dieser Terme hingt

von dem zugehorigen Spaltenvektor fiir die Knotenverschiebungen ab.
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3 Vi
@ Uz v 3
Uy V2
A

Annahme quadratischer. Rand-
verschiebungen zwischen den

Knotenn Q) - @ - @
®--6

u.s.w.

Bild 4.2 Zum Verlauf der abschnittsweise definierten Randkoordinaten s

Beispiel fiuir den Aufbau von U bzw
verlauf:

. V fiir einen linearen Randverschiebungs-

zwischen Knoten
1 @und@(0ss<s,,)

(o]

zwischen Knoten

1o

23 1@ und@P(0ssss,,)

zwischen Knoten
34 34 ] @und@(ossssu)

(]
S’
o
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SchlieBlich erhdlt man die Bedingungsgleichung flir ein Minimum aus

=0 (4.49)
deT
zu
9 J =-Lq+Qc+r_=0 (4.50)
o ¢’ P
mit:
Q= [ [UTU+VTV ]ds (4.51)
A,
L= fuTOd ¢ [ VTV as] (4.52)
i i
()A3 c)A3
_ T T
r = J;I:“U up+V vp]ds . (4.53)
r)A3

Die Verkniipfungsbeziehung (4.31) 14Bt sich nun explizit darstellen

c = Q'Lq-Q™ r, (4.54)
= Gq+g

mit

G = Q'L (4.55)

und

9 = -Q ' r . | (4.56)
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4.3 Funktional |I: Erweiterung des Prinzips vom Minimum des Gesamtpotentials
4.3.1 Formulierung des Variationsproblems

Bei Verwendung des Funktionals | (4.5) wird die Erflillung der geometrischen
Randbedingung u = u auf [ vorausgesetzt. Diese Einschrinkung kann durch Ad-

dition eines Zusatztermes fallengelassen werden.
Das Funktional Il lautet:

I = f[—;— (uTDT)E(Du)-_-uT?:ItdQ—fuTT tds +
Q

b

- [ T (u-u)tds (4.57)
)
[nEDul'

Fiur die erste Variation erhilt man

9N = -[su [DTEDu+F Jtda+ [su" [T-T Jtds
Q B — —
0 Dgl. (2.1) =0 Rb. (2.3)
(4.58)

+ [sTT [u-u]tds =0
g
= 0 Rb. (2.2)

Das erweiterte Funktional (4.57) dient als Ausgangspunkt fir das sogenannte
"hybride WeggréBenverfahren”.

4.3.2 Ubergang auf ein Teilgebiet

Betrachtet man analog zu Kapitel 4.2.2 ein Teilgebiet aus dem L&sungsgebiet (s.
Bild 4.1), so kann durch eine Modifikation der Erweiterungsterm
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~J‘TT(u-E)tds (4.59)

b

nicht nur auf dem Gebietsrand [[ zur Anpassung von u an u, sondern auch auf
die Zwischenelementgrenze aA; zur Erzielung einer guten Anndherung
zwischen u und einem fiir die Kopplung geeigneten Verschiebungsverlauf U
ausgewertet werden.

.

Fir den zu betrachteten Teilbereich (s. Bild 4.1) kann der Erweiterungsterm in

der Form
[ 77 (u-3)tds (4.60)
aA; +aA;

angewendet werden, wenn man vereinbart, daf

i = u auf QA (4.61)
gesetzt wird. )

Damit kdnnen die Ansatzfunktionen fiir den Innenbereich des Elementes frei ge-
wihlt werden, ohne von vornherein Ubergangsbedingungen erfiillen zu miissen.

Mit den Bezeichnungen des Teilgebietes erhilt man fiir das Funktional TI:

m o= f[;— (uTDT)E(Du)-uTF’]tds +
Al

(4.62)
-f u' T tds-fT(u-ﬁ')tds.
i i i
aA2 6A1 +c)A3
Mit den Ansidtzen
u = up+ uh (463)
T =nEDu +nEDu =T + T (4.64)
P h P h

geht die Gleichung (4.62) in
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i _ L _ =
o -f_ ul T tds +Iuthtds [uhT t ds +
oA oA oA

+ Terme, die u_ und Tp enthalten + (4.85)

p
+ f [TIG+T:G—T:uh—TIup-T:u

-T'u Jtds
i i P P
r)A1 +c)A3

h

T"(U-u)

uber. Wenn einer der unter (4.24) genannten Fille auftritt, so ergibt sich

schlieBlich mit den Beziehungen (4.14) bis (4.17) der Funktionalausdruck zu:

i 1 1
o' = —J:—z— [? (uthh+Txhuh+thyh+Tyhvh)]tds+
oA
3
-al{i [Txhup+Tyh vp]tds + (4.668)

+ fl:Tth'+Tyh'\7:|tds + f[TxpG+TypV]tds
dAL OA,

+ Terme, dieu ,v , T enthalten.
p' P’ P
4. 3.3 Darstellung des Funktionals |l in diskretisierter Form
Fiir den Bereich eines speziellen Elementes sollen wieder die Ansatze (4.25) bis
(4.29) aus Kapiteln 4.2.3 verwendet werden. AuBerdem gilt fiir die Randver-
schiebungsansitze:

u = 0O u (4.67)

v v . (4.68)

v
Mit den Vereinbarungen

|.|=I;—[UTTX+TIU+VTTy+T;V]tds (4.69)

i
oA,
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L= JTTO tas J 179 tas ] (4.70)
aA; aA;
f UT T t ds
. xp
Foo=| oA,
f V71T  tds (4.71)
i yYp
dA;
- T T
rp = fi [ Tx up + Ty vp :I t ds (4.72)
A,

a =[ UJ (4.73)
v

erhilt man schlieBlich das Funktional [I in der Form:

Hi=-—;— cTHc—cTrp+cTLq+qT?"p+ (4.74)

+ weitere Terme, die € und q nicht enthalten.

Hieraus ergibt sich aus der Bedingungsgleichung

i
g—cr.lr—z—Hc-rp+ Lq =0 (4.75)

die Beziehung zwischen den Ansatzfreiwerten und den KnotengrdBen.

c = H'Lq -H™ r - . (4.76)

Durch Einsetzen dieses Ausdruckes in die Beziehung (4.75) ergibt sich

i _ 1 T.7T T[T gt o
1 -?qLHLq-q[LHrP rp:|+

— — (4.77)
K P

+ Terme, die q nicht enthalten.
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Wird der Vektor c wieder als allgemeiner Ausdruck (Gleichung 4.31) benutzt, so

ergibt sich mit
c=H“Lq-H"rp=Gq+g (4.78)
die Matrix G zu

G = H'L (4.79)

g = H'r_. (4.80)
Setzt man diese Beziehungen in (4.77) ein, so erhidlt man

m o= q'G"HGq+q G Hg+q F_  + (4.81)

1
2
+ Terme ohne q .

Dieser Ausdruck fir das Funktinal || weist eine dhnliche Form auf wie das Funk-
tional | in Gleichung (4.35), wobei aber die Verknipfungsmatrizen G und g auf
verschiedene Weise ermittelt werden. Die Gleichungen fiir die Matrix H sind in
beiden Fillen formal identisch. Der wesentliche Unterschied besteht aber darin,
daB fur die Berechnung von H die Ansatzfunktionen im 1. Fall (Funktional 1, Weg-
gréBenverfahren) Starrkorperanteile enthalten mussen, wohingegen im 2. Fall
(Funktional Il, hybrides WeggréBenverfahren) wegen der Inversion von H keine
Starrkorperanteile vorhanden sein diurfen. Beim hybriden WeggréBenverfahren
sind die Starrkérperanteile in der L-Matrix bzw. in den Vektoren Uund V ent-

halten.

5. Die komplexen Funktionen ® und ¥ als Ansatzfunktionen fur die finite
Elementlésung

Im Kapitel 4 wurden Ansitze fur die Verschiebungen und Spannungen angegeben
(4.25 bis 4.29). Andererseits ist die Lésung der Problemgleichung (3.8) mit Hil-

fe der komplexen Funktionen ® und ¥ im Kapitel 3.2 wiedergegeben.
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Hier sollen nun die Funktionen ® und Y quasi als Ansatzfunktionen fir einen
wohl defininierten Elementbereich aufgefaBt werden, so daB die Gebietsansitze
4.25 bis 4.26 ibergehen in

u =u +Uc

u +f (0, ¥,z f (a) (5.1)
P p 1 1

<
"

vt Ve =y o+ £, (0¥ 2z ) (a) (5.2)

Dabei kdnnen die Funktionen f, und f, auch Ableitungen von ® und ¥ enthalten.
fT () und f: () sollen die WerkstoffkenngréBen reprisentieren. In dhnlicher
Weise lassen sich auch die zu diesen Verschiebungsansidtzen gehdrenden Span-
nungsgroBen darstellen. Die Ansatzfreiwerte ¢ sind jeweils in ® und ¥ enthal-
ten. Die Struktur von ¢ und ¥ hingt im wesentlichen vom betrachteten Ele-
mentbereich ab. Im Hinblick auf die zu betrachtenden finiten Elementbereiche
wird es hier als sinnvoll angesehen, die Funktionen ® und ¥ in der transformier-
ten { -Ebene anzusetzen und das Gebiet als Teil eines mehrfach zusammenhan-
genden Bereichs zu betrachten. Die Transformation aus der z-Ebene in die
T -Ebene soll so gewidhlt werden, daB der Koordinatenursprung in den Mittelpunkt
eines Einheits kreises libergeht. Dabei soll beachtet werden, daB das transfor-

mierte Gebiet den Einheitskreis nicht volistindig als Gebietsberandung aufweist.

Falls die oben genannten Bedingungen nicht flir das vollstindige Gebiet in der
z-Ebene zu erfiillen sind, so muB eine geeignete Unterteilung in mehrere Teilge-

biete vorgenommen werden.

Fiir das beschriebene Gebiet in der {- Ebene kdnnen die Funktionen ® und ¥

allgemein in der Form

0, (L) =2 a T + bynT+b Tint (5.3)
j= e

¥ () =D ¢ T+ ding (5.4)
k==co

angegeben werden. Dabei sind aj c b, und d im allgemeinen komplexe Kon-

k' "0

stanten, und b, ist reell. Diese allgemeinen Ansédtze erhilt man iiber Eindeutig-
keitsbetrachtungen der Verschiebungen und Spannungen /2/. Dabei ist zu
beachten, daB diese Eindeutigkeiten nur in dem zu betrachtenden Gebiet ver-

langt werden.
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Wird die exakte Erfiillung von Spannungsrandbedingungen verlangt, so sind laut
Gleichung 3.41 die Koeffizienten von ® und ¥ nicht unabhingig voneinander
wihlbar. Die hier dargestellten Ausfihrungen werden in Kapitel 6 am Beispiel

eines Elementes fiir ausgerundete Ecken verdeutlicht.

6. Finites Element fiur ausgerundete Ecken

=1

a0 |

L
X
Bild 6.1: Konforme Abbildung auf den Einheitskreis

Flr dieses Element soll die homogene Spannungsrandbedingung auf dem Teil des

Einheitskreises |{| = 1 erfiillt werden.

Aus der Randbedingungsgleichung (3.41)
®,(0)

@, (T) + f(T) — +¥ () =0 (6.1)
f (%) auf |T] =1

erhidlt man mit dem Ansatz fiir Qt (T)

© (1) = X a U+binl + b Ting (6.2)

j=-—e

die Funktion ¥ in der Form

¥(z) = -0 (0) - (O 208 (6.3)
F

In dieser Gleichung sollen nun die Besonderheiten, die auf dem Einheitskreis

gelten, beriicksichtigt werden.
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Auf dem Einheitskreis |T| = R = 1 gilt

g = g7 (6.4)

nWhT = -InT . (6.5)

Daraus folgt fiir die Abbildungsfunktion

f(T) = o C (6.6)
Q) =r, (6.7)
und f @ =r T auf TI=1. (6.8)

Damit 148t sich die konjugiert komplexe Funktion zu @, (T) auf dem Einheitskreis

wie folgt darstellen

3, (=2 3,10 -ByinT - b T Ing . (6.9)

JjE=e reell

AuBerdem gilt

T4} ?’t% =t o (@ Zj a @72 b, T2eb ¢ (n T 1)
(6.10)

Damit erhilt man fir ‘Ft (T)

Y@=-2 at7) - 3 jad? +Bmy -p 2 -b 7"
j==eo j=-e (6.11)
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6.1 Die Funktionen u,v, 6__, ¢ , t__ fUr die finite Elementiésung
xx’ “yy' “xy

Fur die finite Elementldsung kann man nicht unendlich viele Reihenglieder ver-

wenden. Deshalb werden fiir den jeweiligen Anwendungsfall endliche Sum-

mationsgrenzen gewihlt. Die Funktionen (Dt und ¥ haben dann folgende Gestalt:

M
©, © =2 al +byInT+b Ting (6.12)
j=-N
M M .
¥ Q) = .—ZNaJ. g -JZNj a; U2 +B; InT - by T2- b T .(6.13)
J=— = -

Die komplexen Koeffizienten aj und bo sowie der reelle Koeffizient b‘ stellen die

Freiwerte ¢ fiir die finite Elementrechnung dar. Um nun die reellen Funktionen

u,v,6__,0
XX Yy
¥, einzusetzen und dann den Realteil vom Imaginérteil zu trennen.

, txy berechnen zu kénnen, ist es notwendig, die Funktionen (Dt und

Um "die komplexen Multiplikationen durchzufiihren, werden nun folgende kom-

plexen Schreibweisen vereinbart.

a =a +if.
J J BJ

by= ¥, +1 9, Ansatzfreiwerte (6.14)
b, =, _

U=Re (T)+ilm(T) (6.15)
NMT=Re(INT)+ilm(InT) (6.16)
mit _ ,

Re () =R cosj® (6.17)
Im(g)=Rsinje ' | (6.18)

Re(InT)=InR (6.19)
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Im(InT)=0© . (6.20)

Nach dem Einsetzen in die Gleichungen (3.38) bis (3.40) erhilt man:

2uu(z)=Re[x<Dt(C)—C<i>—?] (6.21)

sze(Cj)+Re(c'J)+
~j[Re (TIRe (U™ ) #Im (T™) -Re (TU72)])

{-xIm(T)+Im(TT) +
=JL-Re ()M (T ) +Im(TIRe (TT) +im (T72)]

A
- _
{Re(In CT)[ %x-11-Re (T) Re (T ")-Im( {)Im( T~ "H+Re(r™2)}
+
UmUnT) [-%-11-1m(T) Re (T ")+ Re( ) Im (LT H- Im (T2%)
{Re (In T) Re(®) [x-11+Im(In §) Im(T) [-x-1]-Re (C) + Re(T™ ")}
2uv(z)=|m[x¢t(c)-c<i>(c)—?] (6.22)
{xIm(T)-1m(C i)+
M +ilRe () IMm (T ") =Im(TIRe (U7 - 1m (T72)])
j==N | {xRe (V) +Re(T™")
+j[Re (TIRe (T")y+1m (T)Im (T™')-Re (T72)]} |
B -T
(ImnT) [x+1]1+Re () Im(T™ ") =Im(QRe(C™") - Im(T™2))
+ {Re (INT)[%-11 +Im(T)Im (L ") +Re(T)Re (L ')-Re(T72)}
| (Re(InT) Im(Z)[%-11+Im(InT)Re (L) [%+1]1-1m(T)-Im(T ")
6 (©=— (2Re[®, (1)]-Re[T & () 1-Rel ¥(T) 1(6.23)

To




-

-

yy

1 M
r—Z

T = -

Xy r-o

| {2Re (InT) +2-Re (T )Re (T )-Im (L )Im (g ")-Re( L72)} |
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j{2Re (TI)=(j-D [ Re (T72)+Im (T) Im (T3 ]
~Re (T3 + (j~2)Re (T3}

j(-2 Im(C‘1)-(J1)[Re(C)Im(CJ 2)+Im(T) Re(¥™2)]
Im (T-i=1) - (j-2) Im ( T73)

{Re (T")+Re ( T)Re (T2) +Im (T)Im (T"2) -2Re (T73) }

-3Im (T H+Im (QORe ( T72) -Re ( L )Im ( T°2) +2Im ( T73)}

5,, () =1 (2Rl ()] +Re[T (L) 1+ Re [ (L)1} (6.24)
0

j{2Re (L) + (j=N[Re (T2)#Im (T) Im (T3 ]
+Re (L7 - (j-2)Re (T73) )

jO-21m (g™ )+ (- 1)[Re(C)Im(C’ 2 ) 41m(T) Re(ti™?)]

+1m (77 + (j=2) Im (g3

{3Re (T"1)-Re (L )Re (T"2)-Im (OIm (T2)+2Re (T73) }

- Im (T )-1m (QDRe (T2)+Re (T)Im (T 2)-2Im ( T"3)}

| {2Re (Ing) +2+Re (T )Re (T )+im (T )Im( T )+Re( T72)} |

(IM[TO1+Im[¥]) (6.25)

i { =1 [Re (T) Im (TV2) -im () Re (T72) ]
+ Im ( C_J—') - (j-2) Im d3)

j € =1 [Re (T)Re (T172) +Im (L) Im (T™2) ]

-Re (T - (j-2) Re (W™ ) .
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{-Re(T) IM(T™2) + Im(T) Re (T H)+Im (T™H+2Im (T73) ) Yo

+ | {-Im (T)m (T2)-Re (T )IRe (T°2) -Re (LT )+2Re (T3 | o

| {Re(T) Im (TH)-Im(T)Re (L) +1Im (T72)) Y,

Damit sind die in (5.1) und (5.2) definierten Funktionen f1 und f, explizit wieder-
gegeben. Die Ansatzfreiwerte € lassen sich nun durch die Koeffizienten der
Reihenglieder in @, und Y, ausdriicken.

a -N B_N
E T =N-
c = Yo mit a = : und B = BO (6.26)
9 o :
S CR L%y A L By

6.2 Form der finiten Elemente und Berechnungsmethoden

6.2.1 Wahl des lokalen Koordinatensystemes

ng 2-Ebene

Osyp <2nt

o
XL
Bild 6.2: Allgemeine Lage eines finiten Elementes

Bild 6.2 stellt die allgemeine Lage eines finiten Elementes in der z-Ebene dar. In
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den Beispielrechnungen wurde die Lage der Elementknoten bezogen auf das im
Kreismittelpunkt liegende Koordinatensystem (xL, YL ) angegeben. Die X - bzw.
YL Achse liegt dabei parallel zu den Achsen des globalen Koordinatensystem.
Um zu gewaidhrleisten, daB der Winkel © des Elementbereiches, bei allgemeiner
Lage des finiten Elementes, tatsédchlich im Bereich O bis 2=n liegt, wurde das
(x*, y*)- System als lokales Koordinatensystem gewidhlt. Dazu wurde folgende

Transformationsformel benutzt.

x* _ cos a sin « X1
y* -sin @ cosa YL . (6.27)

Nach der Bestimmung der Bereichsansitze im (*, n*)-System ( durch konfor-

me Abbildung der z*-Ebene auf die L*-Ebene ) erfolgte die Riicktransformation

uL _ cos a - sin o ua'E
VL sin o cos o v¥ (6.28)

1 1

o"L"L == (O 0wy ) T( Omym = O ) cos(-2a)+tx*y,sin (-2a)
(6.29) '
- -4 - - in (=
c)’LyL == ( L O x x ) > ( O mym = O m x ) cos( 2oc)+1:x,.y,sm (-2a)
(6.30)
T = —1—( O w w— 0 x x ) sSin(-2a)+t . «cos(-2a)
XLYL 2 x®x y*y x*y

(6.31)

6.2.2. Wahl der Relhenglieder

In den Ansatzfunktionen sind die Summationsgrenzen N und M als allgemeine
GroBen verwendet worden. Die Wahl dieser GréBen hédngt von der Anzahl der
Freiheitsgrade , bzw. von der Anzahl der Elementknoten und vom verwendeten
Funktional ab. Bezeichnet man die Knotenzahl mit K, so stellt sich folgende Wahi

als glinstig heraus.
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Funktional | : N = Int (K/2)

M=K -N (6.32)
Funktional II: N = Int (K/2)

M=N . (6.33)

Int bedeutet eine Integerdivision (z.B. Int 9/2)=4)

6.2.3 Randintegration

Die zu berechnenden Integralmatrizen wurden mit Hilfe einer GauB’'schen Qua-
draturformel von zu wihlender Ordnung ermittelt. Die bendtigten Ordinaten und
Wichtungsfaktoren sind der einschldgigen Literatur entnommen. Um Quadratur-
formeln mit wenigen Punkten zur Anwendung zu bringen, wurde ein Integrations-
intervall in mehrere Teilintervalle unterteilt. Fur die Beispielrechnung wurde
eine Unterteilung in 10 Intervalle vorgenommen, fiir die jeweils eine 3-Punkte-

-

Quadraturformel zur Anwendung kam.

6.3 Auftretende Starrkdrperanteile

In den betrachteten Beispielen fiihren die Funktionen

Qt(C)=a0+iBO+iB1C (6.34)
und
‘i’t(C)=-a°+ib0 (6.35)

zu verschwindenden SpannungsgroBen.

Mit der Vereinbarung

T =Re(T)+ilm(T) = E+in (6.36)

erhalten wir die Verschiebung zu
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N
=
C
"

Re[xcpt-cét-?t]
(x+1)(ao-[31n)' (6.37)

2pv= Im[x®-T 0 - ¥ ]
= (x+1D( B, +B,T). (6.38)

Daraus ist ersichtlich, daB die Funktionsanteile a«, und Bo Starrkodrperverschie-

0
bungen in T~ bzw. n-Richtung bewirken. Der Anteil iB1§ stellt eine Rotation dar.

Da nach Voraussetzung die Ansatzfunktionen bei Anwendung des Funktinals Il
(hybrides WeggréBenverfahren) keine Starrkodrperanteile enthalten diirfen,

miissen hierbei die Werte flr ag [30 und 61 zu Null gesezt werden.

Die Starrkdrperverschiebungen kdnnen in folgender allgemeiner Form angegeben

werden:

In T-Richtung:

ugr =u, - B (6.39)
In n-Richtung:

ver =V, BT T (6.40)

Filr das reine WeggréBenverfahren auf der Basis von Funktional | gilt:

_ x+

Yo T 2. % (6.41)
x+1

Yo © 24 Po (6.42)
+1

B* = =— 8, . (6.43)

2u
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7. Berechnung der ElementgréBen, nachdem die Elementknotenverschie-

bungen bekannt sind

7.1 Elemente, die auf der Basls von Funktional | entwickelt wurden

Ist das Gleichungssystem

K q +p =0 (7.1)
mit

K: Gesamtsteifigkeitsmatrix

q: Vektor der gesuchten Knotenverschiebungen

P: Gesamtbelastungsvektor

geldst, und sind somit alle Knotenverschiebungen bekannt, so kdnnen die An-
satzfreiwerte fur jedes Element mit der Gleichung (4.54) bestimmt werden. Da-
mit lassen sich die interessierenden ElementgréBen u, v, o _, Sy und Tyy 2US
den Gleichungen (6.21) bis (6.25) innerhalb des Elementgebietes und auf dessen

Rand bestimmen.
7.2 Elemente, die auf der Basis von Funktional || entwickelt wurden

Hier wird ebenfalls vorausgesetzt, daB das Gleichungssystem (7.1) gelost ist
und somit die Knotenverschiebungen bekannt sind. Die Ansatzfreiwerte lassen
sich aus Gleichung (4.76) berechnen. Da aber nach Voraussetzung die Ansatz-
funktionen liber dem Elementbereich keine Starrkérperanteile beinhalten diirfen,
so ergeben sich bei der Berechnung der VerschiebungsgréBen iber dem Ele-
mentgebiet nur Anteile, die die Starrkoérperverschiebung nicht berilicksichtigen
kénnen. Um die wirklichen Elementverschiebungen zu erhalten, miissen die
Starrkorperbewegungen hinzu addiert werden. Auf die Spannungsberechnung

haben die Starrkdrperanteile keinen EinfluB .
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7.2.1 Bestimmung der Starrkdrperverschiebungen

In Kapitel 6.3 wurde die allgemeine Gleichung fiir Starrkérperverschiebungen

wie folgt angegeben

Ugq = Ug - B 4 (7.2)

Ver = Vo * g* ¢ . (7.3)

Da die Knotenverschiebungen eines Elementes durch die finite Elementrechnung
bekannt sind und damit auch die Ansatzfreiwerte fir dieses Element ermittelt
werden kdnnen, so ist es auch mdglich, die Knotenverschiebungen mit Hilfe der
Ansatzfunktionen (6.21) und (6.22) zu berechnen. Diese VerschiebungsgréBen
enthalten aber keine Starrkérperanteile. Damit missen sich die Starrkdrper-

verschiebungen auch in folgender Form angeben lassen:

us.].i =y - uEi = (u-uE)i (7.4)

"
<
|
<

vSTi i E; (V-VE)i

Dabei bedeutet:

u , Vv : Starrkorperverschiebungen des Knoten i des Elements,

u,, v. : VerschiebungsgroBen des Knoten i, die aus der finiten

Elementrechnung ermittelt wurden,

U, Vo : VerschiebungsgroBen des Knoten i. die aus den Elementansatz-

funktionen ermittelt wurden,

(u-ug),
(v-vE)i : Differenz der berechneten VerschiebungsgréBen am Knoten i.

Damit ergibt sich das Gleichungssystem
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(u-uE)i (7.6)

[
o
I
=
=
1]

<
o
+
™
*
A
I}

(v—vE)i (7.7)

( Cl, n, ) : Koordinaten des i-ten Knoten.

Betrachtet man nun einen Knoten, so ergeben sich fiir drei Unbekannte u_, v

o' o
und B* nur zwei Bedingungsgleichungen. Da diese Werte aber fiir das gesamte
betrachtete Gebiet konstant bleiben sollen, kann man eine weitere Bedingungs-

gleichung fiir den Knoten k hinzuziehen

-p%m, = (u-u) (7.8)
g =B oy = lumugly :
[oder Vo t B"§ Ck = (v-vE)k ] . (7.9)

o' Vo und B~ erwies sich in der Praxis aber

als unzureichend. Je nachdem, welche zusitzliche Bedingungsgleichung, (7.8)

Diese Methode zur Bestimmung von u

oder (7.9), oder welcher Knoten k gewédhlt wurde, ergaben sich voneinander ab-
‘weichende Ergebnisse. Dadurch wurde die Genauigkeit der Ergebnisse von der
Wahl der Knotenpunkte abhéngig. Diese Ungenauigkeiten sind wohl dadurch zu
erkldren, daB alle relevanten GréBen durch numerische Naherungsverfahren
bestimmt wurden. Um mdoglichst genaue Ergebnisse fir die Starrkérperver-
schiebungen zu bekommen, soll die Fehlerquadratmethode zur Minimierung des

Fehlers herangezogen werden.
Die Minimierungsaufgabe lautet in diskrtisierter Form:

F= 2 Cugy - wmug) Pelvgr = (v P> Min. - (7.10)

k ist hier die Anzahl der Knoten auf dem Elementrand.

Aus den Gleichungen (7.2) und (7.3) erhilt man:
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Yo
uSTi= ug - [3ale n, = [1 O -, ] Vo (7.11)
B
= UST] CsT
Yo
* - -
VsT. = Vo +pC =[1 0© g, 1 Vo (7.12)
1
Damit ergibt sich (7.10) zu
k
- o 2 e 2
F= 2 (Ugp egp=Cumug ), PolVo egrm (vmvg), 1P
i=1 (7.13)
k
- T T _ _ _ 2
= Z {CSTUST Ust Cst ZCSTUSTi(qu)i+ Cu-ug )7 1+
i=1
T T ' - _ _ 2
+[eSr Var, Vs, Ss7 = 2657 Vgr (vavg )+ (v 0P 1)
Mit der Minimumbedingung
oF
2T = o (7.14)
od
erhdlt man
9F . T _oyT -
ST -Zzu st, Ss7 ~2Ugy Cumug ), +
ST =1 (7.15)
T _ T _ -
+ 2 vSTi VSTi Cor 2VSTI(VVE)i]-—0 .

Daraus folgt das Gleichungssystem:

I: U;T‘ Ugr v;T] ST :l CsT ® Z [ U;T,( u-ug ), +v;'ri( VTVg )]'

(7.18)

T M

—

In Matrizenschreibweise ausgedriickt, ergibt sich:

A - Csr = b, (7.17)
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mit der Matrix A

k
- T T
A= X [ U Ugr+ Vip Voo ] (7.18)
i=1

und dem Vektor b -
k T T
b= D[ UL Cumug ) + VIl Cv=v ) ], (7.19)

I
i=1

Cgp in dem die unbekannten GréBen Ug Vo und

|‘:3”E zusammengefaBt sind, erhélt man schlieBlich:

Fiur die Berechnung des Vektors
- a1
C.r = A b . (7.20)

Schreibt man die Matrix A explizit aus, erhdlt man nach der Invertierung die

symetrische Matrix A~'in folgender Form

1. 1
R-kS -k ST T
AT = kR-;Z—TZ - 1/k ST R-1/k T2 -S
T -S k

(7.21)
Darin bedeutet:

k = Anzahl der vorhandenen Knoten auf dem Elementrand

k
> (@)

i=1

K
s= >t T= >
=1

i=1 i

Py
]
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(7.22)

Den Vektor b erhidlt man explizit in der Form:

(7.23)
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8.1 Belpielrechnung an elnem Gebiet mit kreilsférmigem Loch

Um die Ergebnisse, die mit den entwickelten finiten Elementen erzielt wurden,
mit auf anderen Wegen gewonnenen Ergebnissen zu vergleichen, sind mehrere
Beispielrechnungen durchgefiihrt worden. Hier soll anhand eines Problems,
dessen L6sung auf analytischem Wege gelungen ist (z.B. in /3/ auf Seite 142 ),
die Ergebnisse aufgezeigt und verglichen werden. Die Erkenntnisse, die aus
anderen Beispielrechnungen gewonnen wurden, werden in Kapitel 9 besprochen.
Die Beispielrechnung soll an einer unendlichen Scheibe mit einem kreisférmigen
Loch unter Zugbelastung durchgefiihrt werden. Dabei soll ein ebener Span-

nungszustand zugrunde gelegt werden.

e

— —AVM

0.3

T <
n u

T

Bild 8.1: Unendliche Scheibe mit Kreisloch unter Zugbelastung
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Bild 8.2: Finite Elementeinteilung des numerisch behandelten Ersatzsystems

Um einen méglichst guten Uberblick Uber die auftretenden Differenzen der ana-
lytischen Losung und der finiten Elementldsung zu bekommen, sollen hier keine
Zahlenkolonnen aufgefiihrt werden, sondern die Ergebnisse grafisch dargestellt

werden. Alle Vergleiche beziehen sich auf das finite Element, das in Bild 8.2
mit Q gekennzeichnet wurde. Insbesondere sollen auch die Ergebnisse verglichen
werden, die mit den finiten Elementen der unterschiedlichen Funktionale erzielt

wurden.
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Funktion : ¢
y

, Y
Winkel = 90°

Funktional |
Maximale prozentuale
Abweichung = 4.1 %

Funktional |l
Maximale prozentuale
Abweichung = 1.9 %



1,5ur

- 52 -

2,5%[
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Funktion : ¢
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Winkel = 459

Funktional |
Maximale prozentuale
Abweichung = 2.3 %

Funktional Il
Maximale prozentuale
Abweichung = 1.1 %



_53..

35er Funktion : ¢
yy
Winkel = 0°
oL
2% . Funktional |
Maximale prozentuaie
/\ Abweichung = 1.27 %
( \/ \/
«2%L
2°%6[

Funktional 1|

\ Maximale prozentuale
/ Abweichung = 0.865 %

~2%\
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Funktion : o
XX
Winkel = 450
)

7%
Funktional |
Maximale prozentuale
Abweichung = 62 %
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Funktional Il

Maximale prozentuale

‘\// Abweichung = 1.66 %
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0 To
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Funktion : u

Winkel = 0°

Funktional |
Maximale prozentuale
Abweichung = 3.11 %

Funktional [l
Maximale prozentuale
Abweichung = 2.03 %
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13

8.2 Kreisférmige AuBenkerbe

L. Féppl und G. Sonntag /11/ geben die Ldsung fiir die auftretende Maximal-
spannung an kreisférmigen AuBenkerben folgendermaBen an.

Omax=p(1+2V—';—)

Bild 8.2.1 : Erldauterung der GroBen p und t

Fiir die Berechnung mit den speziellen finiten Elementen wurde jeweils angenom-
men : t=p und p=1

Die &duBeren Abmessungen der speziellen finiten Elemente wurde konstant
gehalten und der Radius von p=1 bis p=4 variiert.

Es stellte sich heraus, daB bis zum Radius p=4 beide Funktionale gute Ergebnisse
lieferten (s. Bild 8.2.2).

Beim Radius p=4 funktionierte die Anpassung der inneren Ansatzfunktionen auf
die am Rande vorgegebenen Ansatzfunktionen von Standardelementen bei
Funktional I nicht mehr (s. Bild 8.2.3). Beim Funktional [I trat dieser Effekt
erst bei groBeren Radien auf.

Es ist also darauf zu achten, daB die Teilkreisberandung nicht zu nahe an der
Elementbegrenzung liegt.
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Bild 8.4.2: Randspannungsverlauf bei einer AuBenkerbe ( 1< p < 4)

Bild 8.4.3: Randspannungsverlauf bei einer AuBenkerbe ( p = 4 )
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8.3 Dreleckloch in einer unendlichen Scheibe

G. N. Sawin /10/ hat fir isotrope Scheiben die durch ein Loch geschwécht sind
niherungsweise analytische Losungen angegeben. Dabei benutzte er die konforme
Abbildung um L&échern der unterschiedlichsten Geometrie auf den Einheitskreis
abzubilden. Die Abbildungsfunktion stellt sich dabei als eine Potenzreihe dar.
Durch Abbruch dieser Reihe nach einem gewiahlten Reihenglied und durch die
Benutzung der Spannungsfunktionen erhilt man dann nédherungsweise analytische
Lésungen.

Hier soll die Spannungsverteilung an einem dreieckigen Loch berechnet werden
um sie mit den Ergebnissen von G. N. Sawin zu vergleichen.

Der Radius fiir die Ecken wurde hier zu

- 1 * . * _
r=1z H mit H 3 H
gewadhlt. Dabei gibt H' die wirkliche Hdhe des Dreiecks an. In /10/ ist die Hshe
wohl irrtimlich mit H bezeichnet worden.

Diese Wahl entspricht dem zweigliedrigen Ansatz fiir die konforme Abbildung. Im
Originalgebiet hat das dreieckige Loch damit krummlinige Seitenbegrenzungen.
Beim dreigliedrigen Ansatz dhneln die Seitenbegrenzungen zwar mehr einer Ge-
raden, bleiben aber dennoch krur:nmlinig. Der Krimmungsradius in den Ecken
nimmt aber dabei ab.

Fiir die Berechnung mit finiten Elementen werden die Seiten als Geraden darge-
stellt.

In Bild 8.3.1 ist die finite Elementeinteilung dargestellt. Bild 8.3.2 veranschaulicht
den Randspannungsverlauf am dreieckigen Loch.

Lésung nach Sawin fir « = 90° und © = 00 :
Zweigliedriger Ansatz +11.00
Dreigliedriger Ansatz +17.60

Lésung mit speziellen FEM +13.41

Die Losung mit speziellen finiten Elementen liegt also zwischen den von Sawin
angegebenen Ergebnissen. Dies war zu erwarten, da mit dem Ausrundungsradius
des zweigliedrigen Ansatzes aber mit geraden Seitenbegrenzungen gerechnet
wurde.
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Bild 8.3.1 : Finite Elementeinteilung flir die Scheibe mit dreieckigem
Loch
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ma;x. Spannung
+13,41

i

Bild 8.3.3 : Randspannungsverlauf am dreieckigem Loch
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8.4 Kerbspannungsanalyse von Schrauben-Mutter—-Verbln&ungen

In dem Aufsatz "Genaue Kerbspannungsanalyse von Schrauben-Mutter- Verbin-
dungen " [VDI-Z 122(1980)Nr.11] hat Schnack Ergebnisse von verschiedenen
Berechnungsmethoden verdffentlicht. Hier sollen die mit den speziellen finiten
Elementen gewonnenen Resultate mit denen von Schnack angegebenen Ergebnis-
sen verglichen werden.

Die Geometrie und die Belastung sind dem Aufsatz von Schnack entnommen. Die
Index i bezeichnet die belastete Kerbe (von links gezé&hlt).

1 W1
~7 Va r
1%
da dO d1
Bild 8.4.1 : Modellgewinde mit VermaBung
d, AuBendurchmesser dy Innendurchmesser der Mutter
do Kerndurchmesser a Flankenwinkel
o] Krimmungsradius p eingeleitete Spannung
wy Teilung Bolzenldnge
Modell ) Wy dg d, dy a
Aj 0.2 4.2 10.2 16.2 10.6 60.0 60
Ci 0.6 4.6 10.2 16.2 1.0 60.0 60

Tabelle 8.4.1: Modellabmessungen in mm

Die Belastung durch die Mutter erzeugt eine konstante Normalspannung p, die
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auf die Flanke (1 oder 2) driickt. AuBerdem wird durch den Reibwert u eine kon-
stante Schubspannung p; verursacht.
Pt = £ P, mitp = 0.15

Die Randspannung wird so gewaihlt, daB sich aus der resultierenden Kraft eine
Nennspannung von 1 N/mm2 im engsten Querschnitt des Gewindebolzens ergibt.
Dadurch gibt die maximale Spannung den Wert des Kerbfaktors an.

Bild 8.4.2 : Netzwerk im Kerbgrund nach E. Schnack

Bild 8.4.2 zeigt die gewdhlte finite Elementeinteilung im Kerbgrund nach E.
Schnack. Bild 8.4.3 zeigt die Elementeinteilung mit den speziellen Elementen,
wobei das Gewinde noch einmal vergroBert dargestellt wurde.
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b A

Kerbe 1

N

Kerbe 2

ARN

/N

Kerbe 3

VAR

Bild 8.4.

In der Tabelle 8.4.2 sind die Ergebnisse und die prozentualen Abweichungen der

3 : Elementeinteilung mit speziellen finiten Elementen

einzelnen Berechnungsmethoden aufgelistet.

Modell [ aggy | oy Adpy | ®1FEM[*TIFEM| A% 11 |12 [Awpy |4«
Aq 12.45 [1295 | 402 |1290 |12.87 |[3.49 0.62 3.26 0.62
A2 1174 (1220 [ 3.92 |1239 [12.31 5.25 1.53 4.63 0.89
Ci 7.90 8.12 2.78 8.08 8.10 2.23 0.5 2.47 0.25
C2 7.71 8.06 4.54 7.95 795 | 225 1.38 2.25 1.38

Tabelle 8.4.2 Kerbfaktoren a nach verschiedenen Berechnungsmethoden

A M

Kerbfaktor nach der FEM-Berechnung von E. Schnack

oy Kerbfaktor nach einem numerischen Integralgleichungsverfahren




Aiv EFEM

100 , relative Abweichung in Prozent
AFEM

Axpy

ATFEM Kerbfaktor der FEM-Berechnung mit Funktional I

ATTFEM Kerbfaktor der FEM-Berechnung mit Funktional I

a -
Aap; = _—FEM TIFEM 100 , relative Abweichung in Prozent
XIFEM
Ay -
Adyy = IV "IFEM 100 , relative Abweichung in Prozent
AIFEM
a -
Aap = _FEM TIFEM 100 , relative Abweichung in Prozent
XTI FEM
[+ SEVAE 4y
Aag, = v TIFEM 100 , relative Abweichung in Prozent.
AT FEM

Die Bilder 8.4 .4 (nach E.Schnack) und 8.4.5 bzw. 8.4.6 (spezielle finite Elemente)
stellen jeweils den Randspannungsverlauf fir das Modell C, dar.

Bild 8.4.4: Auf die Nennspannung bezogener Randspannungsverlauf in den Kerben
1, 2 und 3 fiir das Modell C, nach E. Schnack
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Bild 8.4.5 : wie Bild 8.1.4 aber mit speziellen finiten Elementen nach Funktional [

Bild 8.4.6 : wie Bild 8.1.4 aber mit speziellen finiten Elementen nach Funktional [

Wie aus den Bildern 8.4.5 und 8.1.6 zu ersehen ist, unterscheiden sich die Ergeb-
nisse aus dem Funktional I und Funktional I nur unwesentlich. Deshalb wird in
den weiteren Darstellungen auf die Ergebnisse des Funktionals I verzichtet.
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Darstellung der Ergebnisse fiir das Modell Cy.

Bild 8.4.7 : Auf die Nennspannung bezogener Randspannungsverlauf in
den Kerben 1und 2 fiir das Modell Cy nach E. Schnack

Bild 8.4.8 : wie Bild 8.4.7 aber mit speziellen finiten Elementen nach
) Funktional I
Darstellung der Ergebnisse fiir das Modell A; und A, .
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Bild 8.4.9 : Auf die Nennspannung bezogener Randspannungsverlauf in den Kerben
1 und 2 fir das Modell A ( Funktionall)

Bild 8.4.10 : Auf die Nennspannung bezogener Randspannungsverlauf in den Ker-
ben 1, 2 und 3 fir das Modell A ( Funktional I )

Da die Zeichnungen von E. Schnack einen anderen MaBstab haben ist bei den
Bildern nur auf den qualitativen Verlauf zu achten.

AbschlieBend ist zu bemerken, daB die Ergebnisse mit den speziellen Elementen
etwas ndher an den Ergebnissen aus dem Integralgleichungsverfahren liegen. Der
qualitative Verlauf der Randspannungen ist denen der von E. Schnack gewonnenen
Ergebnissen sehr &hnlich.
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8.5 Zahnradberechnung

In seiner Dissertationsarbeit "Verformungen und ZahnfuBspannungen von ring-
formigen Réddern in Planetengetrieben” /9/ hat W. Barth u.a. einige Zahn-
radberechnungen mit der FEM-Methode durchgefiihrt. Die Resultate eines dieser
Beispiele (ab S. 442) soll hier mit den Ergebnissen aus der Berechnung mit
speziellen finiten Elemente verglichen werden.

y

FM

——

AVAVAVAVAVAVAY
ST777777777777777
8 A

AAA -~ AVAVAVAVAVAVA

Bild 8.5.1: Mechanische Einzelheiten des Planetenrad-SéheibénmodelIs

JAYAYAVAVAVAVAY
)

Bild 8.5.2 : Simmulierung der Federste}figkeiten durch finite Dreieckselemente
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Die Federn entsprechen den elastischen Widerstidnden der Walzkdrper in radialer
Richtung . Die Zahnnormalkraft F, hat die Richtung der den Grundkreis tangie-
renden Eingriffslinie der Radpaarung.

Die nachgiebigen Dreieckelemente 1 haben einen E-Modul der sich aus den be-
kannten Wilzlagersteifigkeiten ergibt. Die Elemente 2 haben einen sehr groBen
E-Modul und verhalten sich anndhernd starr.

W. Barth gibt an, daB er einen Zahn mit 348 Dreieckelementen diskretisiert
hat. In Bild 8.5.3 ist die Diskretisierung eines Zahnes mit Hilfe der speziellen
Elemente zu sehen. Bild 8.5.4 zeigt die gesamte finite Elementeinteilung eines
Halbzahnrades.

/]

Bild 8.5.3 : Finite Elementeinteilung eines Zahnes mit speziellen finiten Elementen
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g

a
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Bild 8.5.4: Finite Elementeinteilung fir ein Halbzahnrad
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Zahnradabmessungen : Bezugsprofil des Werkzeuges
Zahnezahl 20 nach DIN 3972 :

Modul 4.0 mm Kopfhohenfaktor 1.15
Profilverschiebungsf. 0.0 Kopfradiusfaktor 0.228
Kopfkirzungsfaktor 0.0 Protuberanz 0.0 mm
Innendurchmesser 58.0 mm Protuberanzwinkel 0.0 Grad
Ringdickenfaktor 1.6

Barth gibt zwei maximale Spannungen an :
maximale Zugspannung im Bereich [ : 256.7 N/mm2
maximale Druckspannung im Bereich I : -315.88 N/mm2

Berechnung mit speziellen finiten Elementen :
maximale Zugspannung im Bereich I ;. 222.4 N/mm
maximale Druckspannung im Bereich I : -312.2 N/mm?2

Im Bild 8.5.5 sind die mit den speziellen finiten Elementen berechneten Span-
nungsveridufe am FuBkreis dargestellt.

Bereich 1I

Bild 8.5.5 : Spannungsverlauf am FuBkreis
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9. Zus a'mmenfassung der Ergebnisse

Wie man aus den Ergebnissen des Kapitels 8 ersehen kann, fiihren die Ansidtze
der speziellen finiten Elemente zu guten Ergebnissen. Allerdings ist zu beach-
ten, daB bei der Berechnung der Elementsteifigkeitsmatrizen die Randinte-
grationen, speziell Uber die Riander die zum Lochrand fiihren, sehr genau durch-

gefiihrt werden miissen.

V.-.l'o:a

— a2 —f

Bild 9.1 : Darstellung des Verhiéltnisses v

AuBerdem war festzustellen, daB das Verhidltnis Lochradius zu ElementauBenab-
messung, im weiteren als v bezeichnet, einen wesentlichen EinfluB auf die Ge-
nauigkeit der Ergebnisse hat. Dies ist in der Tatsache begriindet, daB die Ge-
bietsansdtze bei kleinen Elementabmessungen innerhalb eines kleinen Gebietes
gezwungen werden, die erforderlichen Randverschiebungsverldaufe anzunehmen.
Dies ist besonders bei den Elementen festzustellen, die auf der Basis von Funk-
tional | entwickelt wurden. Dort fiihrte bereits ein Verhidltnis v=1:2 zu nicht
mehr befriedigenden Ergebnissen (Abweichungen von Uber 20 % zu der analyti-
schen Losung). Im Gegensatz dazu wiesen die maximalen SpannungsgréBen, die
mit den Elementen auf der Basis von Funktional |l ermittelt wurden, nur eine
prozentuale Abweichung von ca. 3 % zu der analytischen Losung auf. Bei dem
Verhiltnis v= 1:5 (siehe Beispiel im Kapitel 8) lag diese Abweichung bei 0.86 %.
Bei den Elementen 1. Art (Funktional |) ist es durch Einfiihrung von Wichtungs-

faktoren bei der Integration iUber die Elementridnder,die zum Kreisloch fiihren,
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die also nicht mit Standartelementen gekoppelt sind, gelungen, bessere Ergeb-
nisse zu erzielen. Aber auch diese Ergebnisse waren gegeniber den Ergebnis-
sen, die mit Elementen 2. Art (Funktional |1) erzielt wurden, nicht sehr genau.
Durch Wahl anderer Verschiebungsverldufe an Elementgrenzen, die nicht mit
Standartelementen gekoppelt werden miissen, wird eine Verbesserung der Re -
sultate erwartet. Diese Verbesserung in der Wahl der Randverschiebungsverldau-
fe sollten dann hauptséchlich bei den Elementen 2. Art noch bessere Ergebnisse
liefern und damit ein noch giinstigeres Verhéltr:\is v erlauben. Die vorliegenden
Ergebnisse (hauptsédchlich mit Elementen 2. Art) erlauben eine grobe finite Ele-
menteinteilung in kritischen Bereichen eines Maschinenbauteiles (Einspringende
ausgerundete Ecken, Bereiche mit Léchern), ohne daB die damit verbundene
Reduzierung der Freiheitsgrade zu schlechteren Ergebnissen fiihrt. Bei der
Behandlung von Gebieten mit einer komplizierteren Randkurve (Evolventen)
stellte es sich heraus, daB es im allgemeinen nicht mehr moglich ist, eine ge-
schlossene analytische finite Elementformulierung, wie sie hier fiir eine Kreis-
berandung entwickelt wurde, zu finden ist. Die Ursache liegt darin, daB keine
geeignete analytisch verwertbare, konforme Abbildung auf ein einfacheres Ge-
biet gefunden werden konnte. Da sich aber die hier benutzte allgemeine finite
Elementformulierung als ein effektives Werkzeug flir die Berechnung von Bau-
teilen an spannungskritischen Stellen erwies, wird es als sinnvoll angesehen,
diese Methode durch numerische Verfahren auch fiir allgemeinere, komplizierte

Gebietsbegrenzungen in Anwendung zu bringen.
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