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VORWORT

In der Woche vom 16.09. - 20.09.1991 fand im Physikzentrum Bad Honnef
das 83. WE-Heraeus-Seminar statt. Dieses Seminar stand unter dem Thema
"Grofle plastische Formadnderungen"” und war nach entsprechenden Veran-
staltungen in den Jahren 1977, 1979, 1982, 1985 und 1988 bereits die sechste
Veranstaltung zu diesem Thema. Wie in den Vorjahren wurden auf dem

Seminar inhaltlich die folgenden vier Schwerpunkte behandelt:

-  physikalische und kontinuumsmechanische Grundlagen inelastischen

Materialverhaltens

- Berechnung groBer plastischer Formédnderungen mit Hilfe von analy-

tischen sowie numerischen Methoden
- experimentelle Grundlagenuntersuchungen
- technische Anwendungen.

Das vorliegende Heft enthdlt die Kurzfassungen der auf dem Seminar ge-
haltenen Vortrage. Es soll damit auch jedem Teilnehmer die Gelegenheit
geben, sich nochmals in aller Ruhe mit dem Vorgetragenen auseinander-

zusetzen.

Das Gelingen einer Tagung wird neben dem wissenschaftlichen Programm,
zu dem die Teilnehmer selbst durch Vdrtrag und intensive Diskussion bei-
tragen, ganz entscheidend auch durch die Organisation der Veranstaltung
bestimmt. Es ist mir deshalb ein Anliegen, meinem Mitarbeiter, Herrn
Dr.-Ing. B. Kaempf, recht herzlich fiir seine viele Miihe im Zusammenhang
mit der Vorbereitung und Durchfiihrung des Seminars zu danken. Ein ganz
besonderer Dank gilt auch der WE-Heraeus-Stiftung, die durch ihre grof3-

ziigige Forderung sehr zum Gelingen der Veranstaltung beigetragen hat.

Bochum, Januar 1992 Otto Bruhns
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Ein Modell zur Finiten Elasto—Visko—Plastizitat:
Formulierung und Numerische Integration

C. MIEHE & E. STEIN

Institut fiir Baumechanik und Numerische Mechanik
Universitat Hannover, D-3000 Hannover 1, Appelstr. 9a

1. Einleitung

Wir diskutieren ein konstitutives Modell zur (multiplikativen) Elasto—Visko-Plasti-
zitat mit hyperelastischem Teil-Werkstoffverhalten, das sich zur numerischen Implemen-
tation fiir Standardprobleme der Umformtechnik metallischer Werkstoffe eignet. Neue
Aspekte der vorgeschlagenen Formulierung sind die (i) Konstruktion samtlicher Evolut:-
onsgleichungen fiir die internen Variablen aus einem Minimalprinzip basierend auf einer
Penalty-Erweiterung der viskoplastischen Dissipationsfunktion (Verallgemeinerung der
Drucker’ schen Strategie: Konvexitat & Normalitat ergibt kanonische symmetrische
Formulierung) und die Einfithrung eines speziellen (ii) logarithmischen elastischen Teil-
stoffgesetzes. Die Kombination von (i) und (ii) in Verbindung mit einem (iii) Ezponen-
tialalgorithmus zur numerischen Integration der viskoplastischen Fliefiregel ermoglicht
die Implementation von in der linearen Viskoplastizit atstheorie iblichen Projektionsal-
gorithmen, die dariiberhinaus im Fall der J,-Theorie algorithmisch exakt die Bedingung
der plastischen Inkompressibilitat erfullen.

2. Konstitutives Modell zur Elasto—Visko—Plastizitat

2.1. Zur Geometrie Multiplikativer Elasto—Plastizitat. Sei B C R® die
Referenzkonfiguration des betrachteten Korpers und ,(X) : B — R? die nichtlineare
Deformationsabbildung zur Zeit ¢ € Ry. In einer Nachbarschaft N (X) jedes X € B
betrachten wir die multiplikative Zerlegung F = F¢F? der linearen Tangentenabbildung
F := VxpX) in einen elastischen Anteil F'® und einen plastischen Anteil F?P. F?
definiert lokal eine makro-spannungs—freie plastische Zwischenkonfiguration, deren Lage
wir als gegeben durch eine konstitutive Annahme betrachten. Mehr Details, insbesondere
zur mikromechanischen Motivation der multiplikativen Zerlegung, finden sich z.B. in LEE
[1969], ASARO [1983], MORAN, ORTIZ & SHIH [1990].

Im Rahmen einer raumlichen Formulierung der finiten Elastoplastizitat (Bezug auf
die Momentankonfiguration, vgl. sIMO & MIEHE [1991]) betrachten wir als Verzer-
rungsmaf den elastischen Finger Tensor

bt := FeFeT (2.1)
ein auf der Momentankonfiguration ¢,(B) definiertes Tensorfeld. Materielle Zeitablei-

tung von (2.1) ergibt '
b = Ib° + b°IT 4 £4b° (2.2)



mit dem raumlichen Geschwindigkeitsgradienten I := FF~! und der Lie Zeitableitung
(Oldroyd FluBl) £yb¢ := FCP~1FT von be. C?P~! := [FPTF?]~! ist der inverse pla-
stische rechte Cauchy—Green Tensor, ein auf der Referenzkonfiguration B definiertes
Tensorfeld.

2.2. Freie Energie, Spannungen und Plastische Dissipation. Sei 3 die
Anderung der freien Energie wihrend des isothermen elasto-visko—plastischen Prozesses
von der Referenz— zur Momentankonfiguration. Wir nehmen an, da 1 gegeben ist durch
den konstitutiven Ausdruck

¥ = 9(b°,a) (2.3)

Dabei geniigt die freie Energie Funktion 1ﬁ(be, a): R® x R, — R der Normalisierungs-
bedingung (1,0) = 0 fir den Referenzzustand. a € R ist eine phinomenologische
interne Variable mit der Dimension einer Verzerrung (plastische Vergleichsdehnung),
die die gespeicherte freie Energie infolge von Mikro—Spannungs—Feldern (verursacht
durch Versetzungen und Punktdefekte) beschreibt. Die raumliche Formulierung (2.3)
ist auf isotropes Werkstoffverhalten beschrinkt als Folge der Objektivitat—Forderung
Bh(be,0) = H(QbcQT,8) V Q € SO(3) wobei SO(3) die spezielle orthogonale Gruppe
ist.
Die Clausius Planck Ungleichung (interne Entropieproduktion) liest sich fiir den
isothermen Fall
DP =@y =7 -d—9 >0 (24)

mit dem Kirchhoff Spannungstensor = und d := sym(l). Zeitdifferenzierung von (2.3)
ergibt . ) X
P =[O b°] - [21 + (Lob)b |+ 8atp- & . (2.5)

Wegen der Isotropie sind 3bc’l/; und b¢ kommutativ. Wir erhalten durch Einsetzen von
(2.5) in (2.4) und Anwendung der standard Argumentation der Rationalen Thermody-
namik, siehe z.B. COLEMAN & GURTIN [1967], die konstitutiven Gleichungen

T = 23be'$(be,a)be ’ B = az;(be,a) (2’6)

fiir die Kirchhoff Spannungen 7, und die interne variable 8 konjugiert zu a (Definition).
Damit reduziert sich die Clausius Planck Gleichung (2.4) auf den Ausdruck
DP =1.[—-1(Lpb®)b*" 1] +B-[-c] > 0 (2.7)

fiir die viskoplastische Dissipation. Diese Formulierung findet sich in der Arbeit von
SIMO & MIEHE [1991].

2.3. Assoziierte Viskoplastische Evolutionsgleichungen. Assoziierte Evolu-
tionsgleichnugen lassen sich aus der Minimierung eines Penalty—Funktionals basierend
auf einer Erweiterung der Dissipationsfunktion ableiten, siche z.B. MULLER-HOPPE &
STEIN [1990]. Wir schreiben dazu die viskoplastische Dissipation (2.7) als ein inneres
Produkt thermodynamischer Krifte f und thermodynamischer Flisse e

DP =DP(f,e)=F-e>0 (2.8)

Dabei ist ’bP( f,e): R" x R" — R, die viskoplastische Dissipationsfunktion basierend
auf den Definitionen f := {7,8} und e := {1 (£yb®)b°~1, —a}. Als wesentliche
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Charakteristik der Thermoviskoplastizitat filhren wir ein elastisches Gebiet Ey im Raum
der thermodynamischen Krifte ein

Ej:={feR'|§(f)<0} | (2.9)

basierend auf der konvexen Fliefkriterium Funktion #F): R" —» R. Wir betrachten
nun das Penalty Funktional P?(f,e): R" x R” — R definiert als

PP(fie) == —DP(f,e) + cA[$H(F)] - (2.10)

Hierbei ist ¢ € R\ der Penalty Parameter, (¢*): R4 — R4 eine monoton steigende
C! Penalty Funktion, die der Bedingung 4(0) = 0 geniigt und schliefilich FH(F):RT =

R, definiert zu
gy = {0 fir ¢(f) <0, _
#0 = Uryrm e s S0 (211)

die viskoplastische Belastungsfunktion. k, ist eine Skaliergrofle (z.B. Anfangsflielspan-
nung), die die Dimensionsunabhangigkeit von ¢t bewirkt. Wir betrachten nun das
Minimalproblem
F= Arg{ Min o5 é)} (2.12)
feR ’

mit dem Minimierer }' von PP bei festgehaltenem e = é. Die Inversion von (2.12) be-
stimmt die aktuellen thermodynamischen Fliisse & in Abhingigkeit der aktuellen ther-

modynamischen Krafte }'

E=20pd(h)  mit Nim e [3(8H(F)I 20 (2.13)

und so explizit die assoziierten viskoplastischen Evolutionsgleichungen

—%(f'vbe)be_l = )\a'ra’("',ﬂ) }
—a = A@p(ﬁ(‘r,ﬂ)

Hierbei spielt der Parameter ¢ € R,\o die Rolle eines zusatzlichen Materialparameters
(Viskositat).

2.4. Modellproblem: J,—Theorie der Viskoplastizitat. Im assoziierten
Fall sind die thermoviskoplastischen Evolutionsgleichungen vollstandig bestimmt durch
drei fundamentale konstitutive Funkiionen: die freie Energie Funktion 1{3, in (2.3), die
Fliefkriterium Funktion ¢ in (2.9) und die Penalty Funktion 4 in (2.10). Als einfaches
Modellproblem betrachten wir folgende explizite Formulierung dieser Funktionen, die
sich fur qualitative Untersuchungen zur Metallplastizitit eigenen:

A= cﬁ;m F(r.B)]20  (214)

H(b%,a) = { ix[lnJ®)® + lutr(lnb)? } + {1lho®}

#(r,8) = lldevril— /28 +w) (2.15)
38 = =81 me=yTu
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Die freie Energie Funktion enthilt einen entkoppelten makroskopischen und mikro-
skopischen Anteil, 9 = g, .(b°) + ¥¢,;.,,(a), wobei der letatere assoziiert ist mit
linearer mechanischer Verfestigung charakterisiert durch den Modul k. Der makro-
skopische Teil enthélt die entkoppelten volumetrisch — isochore mechanische Anteile
perwol (Je)4qperise (Be) formuliert in Abhangigkeit der Logarithmen von J¢ := v/det be
und b¢ := J¢~2/3b¢ € SL(3), wobei SL(3) die spezielle lineare Gruppe mit Einheitsde-
terminante bezeichnet. « ist der makroskopische Kompressionsmodul und p der Schub-
modul. Die FlieSkriteriumfunktion ¢ ist die standard J, v. Mises Funktion formuliert
fiir die Kirchhofspannungen wobei ¢y € R4 die AnfangsflieBspann ung bezeichnet. Die
Penalty Funktion 4 mit dem Exponenten ¢ charaktersiert ein in der Metallplastizitat
haufig verwandtes Potenzgestenz, siche z.B. MULLER-HOPPE & STEIN [1990].
Auswertung von (2.6) ergibt die konstitutiven Gleichungen fiir die Kirchhoff Span-

nungen 7 und die interne Variable

T = &[InJ¢)]1 + p[lnb]

5 — ha (2.16)

wobei wir die Beziehung tr [Inb¢] = In[det b¢] = 0 benutzt haben. Das konstitutive
Modell wird vervollstindigt durch die assoziierten viskoplastischen Evolutionsgleichun-
gen. Die Auswertung von (2.14) ergibt

—1(£0b°)b°! = An ] mi=devr /|| devr|] (2.17)
a=xft [ T | A=clgtloz0. |
— 3 -

Die Fliefiregel (2.17), ist ezakt volumenerhaltend. Der Satz (2.15)-(2.17) von konstitu-
tiven Gleichungen beschreibt firr yo = h = 0 eine geometrisch nichtlineare Version des
klassischen Norton Kriechgesetzes fiir den isochoren Teil der Deformation. Fiir e = 1

verhalt sich der isochore Teil wie ein Newton Fluid mit linearer Viskositat n := ¢™1.

3. Numerische Integration: Exponential Algorithmus

Als wichtigen algorithmischen Aspekt in Hinblick auf die numerische Implemen-
tation der oben vorgestellten Theorie diskutieren wir einen (inkrementell objektiven)
Ezponential-Algorithmus, der im Rahmen der finiten Elastoplastizitat erstmals von WE-
BER & ANAND [1990] verwandt wurde, siche auch siMO [1991]. Der Algorithmus halt
(i) ezakt die Bedingung der plastischen Inkompressibilitat ein und iibernimmt in Verbin-
dung mit dem oben formuliertem logarithmischen elastische Modell in einfacher Weise
die (ii) Struktur der in der geometrisch linearen Theorie dblichen Projektionsalgorith-
men.

'Pull-Back’ der viskoplastischen Evolutionsgleichung (2.17); zur Referenzkonfigu-
ration ergibt mit den Transformationen C = FTgF, CP~! = F-1b¢F-T, N =
F~1nF-T und CP~1 = F-1E4yb*F~T die materielle Form der Fliefiregel (2.17);

P! = [L2ANC|CP! . (3.1)
Zur Integration dieser Fliefiregel verwenden wir den Ezponentialalgorithmus

CP71 = exp[~2AX41Npy1Crya] CE7? (3.2)
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(erster Ordnung und absolut stabil) analog zu dem Vorschlag von WEBER & ANAND
[1990]. 'Push Forward’ zur Momentankonfiguration ergibt eine inkrementell objektive
Update Formel fiir den elastischen Finger Tensor

by = exp[~2AAn1Mnpa] B mit bIV = F,,CPTUFT, . (3.3)

Wegen det [exp(—2AAp417041) | = exp[tr (—2AMn410nq1)] = 1 folgt det bE,; =
det b1 und damit Jg,, = JE15*, d'h. der Algorithmus (3.3) erfillt ezakt die die
Ja-Theorie charakterisierende plastischen Inkompressibilitat J? | = JP. Multiplikation

von (3.3) mit J +f/ * ergibt den Algorithmus
B:H-l = exp (—2 A)\n+1nn+1)bfti'{“l t bi’rial = n+1c -IF.E_{_] (34)

Wegen der durch die Isotropie implizierten Koaxialitat von bg _; und Bfl'_t'_'}“l kénnen wir
den Logarithmus von (3.4) bilden und erhalten den Algorithmus

In I_)i_‘_] =In Bi,irlial — 2AAn+1nn+1 (3_5)

Dieser ergibt in Verbindung mit dem in (2.16); eingefiihrten logarithmischen elastischen
Stoffgesetz das folgende Update Schema fiir die (deviatorischen) Kirchhoff Spannungen

dev*rn+1 = devT, tual - 2pA)\n+1nn+1 (36)

mit devrfiy = plnb%*. Wir heben hervor: Der Algorithmus (3.6) ist identisch
mit dem Llasszschen Projektionsalgorithmus der geometrisch linearen Theorie ('Radial-
Return’, siche WILKINS [1964]).

Den plastischen Parameters A, in (3.6) bestimmen wir wie folgt: Mit der Defi-

nition ¢!} := || devriis! || - \/g [ B(n)+yo ] schreiben wir das v. Mises FlieBkriterium
(2.15),

brir = (45 + [Bo(an)] = [208Anns + y/2B(an + [20M41)] - (37)

Damit erhalt die viskoplastische Belastungsfunktion (2.11) die diskrete Form

+ — 0 fiir :':r{ 3.8
¢n+1 : {¢n+l/'€0 fiir ¢::_::% . ( . )
Das algorithmische Gegenstiick der konstitutive Gleichung (2.14); fiir den viskopla-
stischen Parameter lautet Adny1 = c¥'(oF +1)Atayr > 0. Die inverse Darstellung
(4')"1(L 2_1\% ) — ¢F +1 = 0 liefert eine Gleichung zur iterativen Bestimmung des
viskoplastischen Parameters AA,;;. Sie lautet mit (3.7) im Belastungsfall

a1, 1 AXy
ro (7') ( +1) + 2pAdngr + \/7ﬂ(an+\/7A)‘n+1)

¢ Atnpy (3.9)
~ (g5 + (/38(an)] =
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und kann z.B. im Rahmen einer lokalen Newton Iteration gelést werden. In dem fiir
das obige Modellproblem angenommenen Fall der linearen Verfestigung ist (3.9) fiir den
Ezponent € = 1 linear in AX,4; und man erhalt die geschlossene Losung

trial

Z[LA/\",.H T ntl . (310)
+ + 2;l.cAt,.+1

In dem Grenzfall ¢ — oo erhélt man die Losung der klassischen (geschwindigkeitsun-
abhingigen) Plastizitat. Wir fassen den diskutierten Integrationsalgorithmus in Box
1 zusammen. Die Berechnung der isotropen Tensorfunktionen In b¢ und exp b¢ hingt
natiirlich kritisch von einer effektiven Implementation der Spektralanalyse des Tensors

be ab.

Box 1. Projektionsalgorithmus zur J,—v. Mises—Typ Viskoplastizitat

1. Elastischer Pradiktor: Gegebene Anfangsdaten sind {C?~?, &, } und aktueller Wert
F..1. Setze Fryp:= JnHF +1 und berechne

etrial ,_ -1 T
bn+1 o— Fn+]_Cp Fn+1

= puln bfl_‘;{“l

dt = |l devrtiel || - /2 [lon) +30]

dev [Ttnal]

IF ¢tria1 <0 set {Cﬁ;i,an_‘_l} = {Cg—l’an} and EXIT.

2. Plastischer Parameter: Berechne A\, 4; > 0 durch Losung von:

1 A)\n
+l) + 2pAdnyr + \/—ﬁ an+fAAn+l)

~ (458 + /2B(n)] = 0

ro (7)71( 5

3. Projektion: Setze n,41 = devrtiy /|| devrtiy || und fiihre Update aus

devrn+1 = deVT::;_all - 2;I,AAn+1 Npt1,

Qnt1 = 0n + \/;A/\n-i-l ;

4. Update der Zwischenkonfiguration:

- devT, =
1 - +1 -T
Cii= Fn—:l €xp [ Tn'* ] F i




4. Numerisches Beispiel

Als numerisches Beispiel zeigen wir in Box 2 das Einschniirproblem eines Zug-
stabes aus viskoplastischen Material, das bereits in der Arbeit von MULLER-HOPPE
[1990] behandelt wurde. Verglichen werden die Lastverschiebungskurven und und die
deformierten Konfigurationen eines Zugstabes bei Variation des Viskosilatsparameter
n = ¢~ . Im Gegensatz zu der Losung von MULLER-HOPPE [1990] fithrt die Anwen-
dung des in Box 1 beschriebenen Integrationsalgorithmus zu einer exakten Einhaliung
der plastischen Inkompressibilital und einem ezakt symmetrischen algorithmischen Tan-
gentenoperator bei Verwendung des Newton Algorithmus.

Box 2. Einschniirung eines Zugstabes aus viskoplastischen Material

necking of a viscoplastic bar

problem: geomelry, load, fe-mesh,
tesl: varialion af the viscosily parameter.
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Linear Hardening
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5. Zusammenfassung

Wir diskutierten ein konstitutives Modell zur finiten multiplikativen Viskoplasti-
zitat in einer raumlichen Formulierung relativ zur Momentankonfiguration. Wesentli-
ches Merkmal dieser Theorie ist die Konstruktion der (kanonischen) assoziierten visko-
plastischen Fliefiregel (2.14) basierend auf einem thermodynamischen Extremalprinzip.
Der dieser Fliefregel angepafite Integrationsalgorithmus (3.3) ist vom Exponentialtyp
und hat folgende Eigenschaften: Er erfiillt algorithmisch exakt die Bedingung der plasti-
schen Inkompressibilitat und gestattet dariiberhinaus die unverdnderte Implementation
von aus der geometrisch linearen Theorie bekannten Projektionsalgorithmen.
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Zur Formulierung Multiplikativer Elastoplastizitat
C. MIEHE

Institut fiir Baumechanik und Numerische Mechanik
Universitat Hannover, D-3000 Hannover 1, Appelstr. 9a

1. Einleitung

Dargestellt wird eine kanonische konstitutive Struktur zur finiten multiplikati-
ven Elastoplastizitat fiir grofle plastische und grofie elastische Verzerrungen. Diese ist
charakterisiert durch eine (i) geometrische Formulierung relativ zur plastischen Zwi-
schenkonfiguration auf der Basis von (ii) gemischivarianten Spannungstensoren und
Deformationsraten und der Auswertung zweier thermodynamischer Prinzipe: des fun-
damentalen (iii) Prinzips stets positiver interner Dissipation sowie (iv) des sogenann-
ten (iv) 'Prinzips der Mazimalen Dissipation’, das als Aquivalent zur Konvexitit der
Fliebedingung und Normalitat der Fliefiregel die assoziierte Theorie kennzeichnet. Als
ein wichtiges Ergebnis wird herausgestellt: Im Rahmen der assoziierten Theorie ist der
plastische Spin exakt Null. Ferner ergibt sich deduktiv aus der kanonischen Struktur
relativ zur Zwischenkonfiguration im Fall der Isotropie durch einfache Transformation
eine duale Formulierung relativ zur Momentankonfiguration.

2. Kanonisches Modell zur Multiplikativen Elastoplastizitat

2.1. Zur Geometrie der Plastischen Zwischenkonfiguration. Sei B C R? die
Referenzkonfiguration des betrachteten Korpers und ¢;(X) : B — R? die nichtlineare
Deformationsabbildung zur Zeit ¢ € R4. In einer Nachbarschaft A (X) jedes X € B
betrachten wir die standard multiplikative Zerlegung FF = F¢F? der linearen Tangenten-
abbildung F := Vx¢(X) in einen elastischen Anteil F'¢ und einen plastischen Anteil
F?P,. F? definiert lokal eine makro—spannungs—freie plastische Zwischenkonfiguration
O(X), deren Lage wir als gegeben durch eine konstitutive Annahme betrachten. Zur
mikromechanischen Motivation der multiplikativen Zerlegung verweisen wir z.B. auf die
Arbeiten von LEE [1969], MANDEL [1974], KRATOCHVIL [1973], ASARO [1983], LUBLINER
[1990], MORAN, ORTIZ & SHIH [1990] und die dort angegebenen Referenzen.

Im Rahmen einer lokalen Formulierung relativ zur plastischen Zwischenkonfigura-
tion O(X) charakterisiert der elastische rechte Cauchy-Green Tensor

C* = FTFe (2.1)

die elastischen Verzerrungen. Er spielt ferner die zentrale Rolle einer Meirik auf der
Zwischenkonfiguration (’elastischer Pull-Back’ der kovarianten Metrik g der Momen-
tankonfiguration: C¢ := F¢Tg F¢). Wir betrachten die additive Zerlegung

L=L¢+LP mit L°:=F'F* und  LP:= FPFP~! (2.2)
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der totalen Deformationsrate L := Fe~1(1)F¢ (’elastischer pull-back’ des raumlichen
Geschwindigkeitsgradienten I := FF~!) in elastischen Anteil L¢ und plastischen Anteil
LP. L, L und L? sind auf O(X) definierte gemischtvariante Tensoren (kontravariant—
kovariant). L® und L? beschreiben entkoppelt die Evolution der elastischen bzw. pla-
stischen Teildeformation.

2.2. Satz konstitutiver Gleichungen. Wir geben eine Zusammenfassung der
konstitutiven Gleichungen fiir den Fall der idealen (isothermen) Elastoplastizitat fiir all-
gemein anisotropes Materialverhalten: Die freie Energie ¥, der gemischtvariante Span-
nungstensor ¥, die interne plastische Dissipation DP, das Fliefkriterium & und die
Evolution L? der plastischen Deformation haben relativ zur Zwischenkonfiguration die
konstitutive Struktur

¥ = §(C°)
2C°9,.9(C°)
DP = B.LP > 0
=X <0
L? = )\oyd(®)
A>0 ; $(Z)<o0 ; A(Z)=0

|
h

(2.3)

Wir betrachten diesen Gleichungssatz als kanonische Formulierung der multiplikativen
Elastoplastizitat. Er ist vollstandig bestimmt durch die Kenntnis der zwet skalaren kon-
stitutiven Grundfunktionen ¥(C¢): R® — R und §(X) : R® — R fiir die freie Energie
und das Fliefkriterium. Die Struktur (2.3) der konstitutiven Gleichungen, die im we-
sentlichen mit den bei MANDEL [1974] und TEODOSIU & SIDOROFF [1976] angegebenen
Formulierungen iibereinstimmt, begriindet sich wie folgt:

Sei ¥ die Anderung der freien Energie wahrend des isothermen elastoplastischen
Prozesses von der Referenz— zur Momentankonfiguration, i.e. die lokal gespeicherte ela-
stische Formanderungsenergie. Konsistent mit der multiplikativen Zerlegung F = F¢F?
nehmen wir an, dafl ¥ gegeben ist durch den konstitutiven Ausdruck ¥ = ¥(F*) mit
der Normierung ¥(1) = O fiir den Referenzzustand. Objektivitat, i.e. SO(3) Invarianz
der Momentankonfiguration, fithrt zu der reduzierten Form (2.3);. Die Clausius-Planck
Ungleichung fiir die interne Dissipation D? := o-l— ¥ > 0 liest sich nach Transformation
auf die Zwischenkonfiguration

DP:=%.L-¥ >0. (2.4)

Hierbei ist 3 := F*To Fe~T der gemischtvariante Spannungstensor (kovariant — kontra-
variant) relativ zur Zwischenkonfiguration (’elastischer pull-back’ des gemischtvarianten
Kirchhoff Spannungstensors o) und L die in (2.2) definierte totale Deformationsrate.
Zeitdifferentiation der freien Energie (2.3); ergibt ¥ = 80,\11 .Ce = [ZCCBCc‘i'] - L¢,
d.h. (2.4) erhalt mit (2.2) die Form

DP:=[%¥-2C0p. 9] L + [2C°0,. %] L7 > 0. (2.5)

Die Standardargumentation der Klassischen Rationalen Thermodynamik impliziert die
hyperelastische konstitutive Gleichung (2.3), fiir die Spannungen und damit die Dis-
sipationsungleichung (2.3)3. Als wesentliche Charakteristik elastoplastischen Material-
verhaltens betrachten wir nun ein elastisches Gebiet Eyy := {¥ € R®| (¥) < 0}
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im neundimensionalen Spannungsraum charakterisiert durch das Flieflkriterium (2.3)s.
Das sogenannte 'Prinzip der Maximalen Dissipation’ (Aquivalent zur Konvezitdt der
FlieSkriteriumfunktion und Normalitit der Fliefiregel, siehe z.B. LUBLINER [1990] und
zur Konzeption DRUCKER [1951], ZIEGLER [1963]) fordert

DP-DP = [¥-%].L» >0 V SeEyg (2.6)

und impliziert die assoziierte neundimensionale Fliefiregel (2.3)s sowie die Belastungs—-
Entlastungsbedingungen (2.3)¢ in Kuhn-Tucker Form.

2.3. Diskussion: Plastischer Spin. Die vom Standpunkt der Geometrie und
Thermodynamik sinnvollste additive Zerlegungen von LP in symmetrischen und anti-
metrischen (kovarianten) Anteil lautet |

C°L? = D + WP (2.7)

mit der plastischen Deformationsrate DP := sym(C°¢LP) und dem plastischen Spin
W? := skew (C°LP). Hierbei erfolgt das Senken des ersten (kontravarianten) Indexes
von LP mit der Metrik C*¢ auf der Zwischenkonfiguration. Diese Definitionen unterschei-
den sich damit von Standardformulierungen, in denen das Senken des ersten Indexes
mit der Standardmetrik G der Referenz— und Zwischenkonfiguration erfolgt (wobei bei
Verwendung kartesischer Koordinaten G Einheitstensor ist und vielfach in der direkten
Notation fortgelassen wird).

Sei S := C°*"1% der symmetrische kontravariante Spannungstensor auf der Zwi-
schenkonfiguration (’elastischer pull-back’ des kontravarianten Kirchhoff Spannungsten-
sors T,i.e. §:= Fe~1rFe=T) Mit der Kettenregel erhalten wir die wichtige Beziehung

dg®(®)=Co5d(®) . (2.8)

Basierend auf dieser Beziehung und der Zerlegung (2.7) reduziert sich die neundimen-
sionale assoziierte Fliefiregel (2.3)s5,6 zu

D? = \gd(®)
WP =0 (2.9)
A>0 ; $(Z)<0 ; AP =0

d.h. der in (2.7) eingefithrte plastische Spin WP ist im Rahmen der assoziierten Theorie
ezakt Null. (2.9), ist eine sechsdimensionale Fliefiregelfiir die in (2.7) eingefithrte plasti-
sche Deformationsrate D?. Wir kénnen sie schreiben in der Form DP = A8g®(S;C"®),
wobei die Darstellung &(S;C¢) = &(3) explizit die Abhdngigkeit des Fliefkriteriums
von der Metrik C€ hervorhebt. Die Fliefiregel (2.9); ist durchaus nicht trivial: Die Nor-
malenrichtung ergibt sich durch Ableitung des Flieflkriteriums ® nach S bei festgehalte-
ner Metrik C¢, obwohl § und C*¢ iiber das hyperelastische Stoffgesetz S = 29, \i'(C")
in direkter funktionaler Beziehung stehen. Wir betonen ferner, daf$ der mit der Metrik
G definierte plastische Spin WP := skew (G L?) (Standardform ulierung) im allgemeinen
anisotropen Fall der assoziierten Theorie nicht verschwindet.

2.4. Isotropes Materialverhalten. Im Fall der Isotropie ist die freie Energie
Funktion in (2.3), isotrope Tensorfunktion von C¢, d.h. ¥(C¢) = ¥(Q C¢ QT) und
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(%) = 8(QXQT) V Q € SO(3). Damit sind C® und 8, ¥ kommutativ, dh. ¥
in (2.3); und folglich L? in (2.3)s sind symmetrisch im Sinne skew (G~'X) = 0 und
WP := skew (G LP) = 0. Als Konsequenz verbleibt die assoziierte Fliefiregel D? :=
sym (G L?) = \G 3y &(%) fir die Deformationsrate der Standardform ulierung.

Man erhilt ferner durch eine Transformation des Gleichungssatzes (2.3) zur Mo-
mentankonfiguration mit F¢~7(X)F¢T = o und der im Fall der Isotropie giiltigen
Beziechungen F¢(LP)F¢~! = —2 £yb® b*~! deduktiv die raumliche Formulierung

v = §(b°)

o = 20y, 9(b°) b

DP = o-[-1Epb°b°7'] > 0

$ = $(0) <0
—1E4b°b°7! = X5 8(0)

-

A>0 ; &(0)<0 ; Ap(o)=0

(2.10)

basierend auf dem elastischen Finger Tensor b¢ := F¢F¢T = R¢C*R°T und der zu-
gehorigen Oldroyd Rate £4b° := be —1b° —belT. Damit ist die raumliche Formulierung,
fur die sich eine direkte Ableitung in der Arbeit von SIMO & MIEHE [1991] findet, eine
spezielle Formulierung der kanonischen konstitutiven Struktur (2.3) fir den Fall der
Isotropie.

2.5. Modell Problem. Als einfaches Beispiel fiir isotropes Materialverhalten be-
trachten wir abschlielend die assoziierte J,—Theorie mit freier Energie als quadratische
Funktion logarithmischer Verzerrungen und v.Mises-T yp Flieikriterium. Der Satz (2.3)
konstitutiver Gleichungen lautet in diesem Fall

¥ = 1g[lnJ¢)? 4+ ptr[ilnCe)® )
¥ = k[InJ¢]1 + p[lnC¢]
DP = X.L? >0

\ 2.11

L? = AdevX/||devX ||
A>0 ; $(Z)<0 ; AH(Z)=0

/

mit J¢ := v/det C¢ und C* := J¢~2/3C*¢ € SL(3) und damit In C¢ € sl(3). « ist der
makroskopische Kompressionsmodul, ¢ der Schubmodul und y, die Fliespannung.

3. Zusammenfassung

Diskutiert wurde eine kanonische konstitutive Struktur zur multiplikativen Elasto-
plastizit at fiir grofle plastische und grofie elastische Verzerrungen. Sie ist charakterisiert
durch eine geometrisch ezakte Formulierung relativ zu der lokal definierten plastischen
Zwischenkonfiguration auf der Basis fundamentaler gemischtvarianter Deformationsra-
ten und Spannungstensoren. In dieser Darstellung gelingt eine additive Zerlegung der
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der Deformationsrate (2.2) in entkoppelte elastische und plastische Anteile und man
erhilt durch Auswertung von Dissipationsprinzip en die konstitutive Struktur (2.3), die
formal der geometrisch linearen Theorie ahnelt. Herausgestellt wurde weiterhin die
wichtige geometrische Eigenschaft des elastischen rechten Cauchy-Green Tensors C*:
Er spielt die Rolle einer Metrik auf der Zwischenkonfiguration und wird zum Senken
und Heben von Indices genutzt, siche z.B. (2.7). Ferner wurde gezeigt: (i) Der in (2.7)
definierte plastische Spin ist im Rahmen der assoziierten Theorie exakt Null. (ii) Im
Fall der Isotropie leitet sich in einfacher Weise aus der kanonischen Formulierung (2.3)
relativ zur Zwischenkonfiguration die duile Formulierung (2.10) relativ zur Momentan-
konfiguration ab.
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A METHODOLOGY FOR FORMULATING LARGE STRAIN VISCO-
PLASTIC CONSTITUTIVE EQUATIONS
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INTRODUCTION

The formulation of constitutive equations for large viscoplastic strains is still discussed
controversially in the research literature. For small strains viscoplastic models based on
the concept of internal state variables [2,7] are widely accepted and have reached a stage of
significant maturity. In this paper, therefore, the concept of internal state variables shall
be adopted for large strain viscoplastic deformations.

There exist relatively few viscoplastic constitutive models which have been formulated
a priori for large strains (e.g. [1]). In this paper we base our work on the multiplicative
decomposition of the deformation gradient F [10,11]. It is well known, that there exists
an intensive debate on the uniqueness of this decomposition. Many authors (e.g. Haupt
[8]) argue that the ﬁefp-decompostion is not unique, since an arbitrary orthogonal tensor
Q can be placed between the elastic part , and the inelastic one Fp. Based on physical
arguments given by Mandel [12], Cleja-Tigoiu and Séos [4] introduce the constitutive as-
sumption that the multiplicative decomposition of the deformation gradient is unique. This
approach requires that not only an evolution equation for the plastic part of the deformation
rate tensor but also the evolution of the plastic spin tensor is prescribed in the frame of
the constitutive model. We follow the lines of Mandel and Cleja-Tigoiu and Séos despite
the fact, that a fully satisfactory physical motivation for the concept of plastic spin for
polycristalline materials is still lacking.

KINEMATICS OF INELASTICALLY DEFORMED SOLIDS

In this paper we adopt tensor calculus on manifolds as introduced into continuum mechanics
by Marsden and Hughes [13]. We restrict all considerations to simple bodies at homogeneous
and constant temperature. Let the reference configuration B C R® be a representation of the
material body. We assume that B is a differentiable n-manifold and that it is mapped by a
family of at least C?! diffeomorphisms on a family S; C R3 of differentiable threedimensional
manifolds. Here the time ¢ € IR is a parameter and S; is the family of current configurations.
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Therefore, we have the family of maps ¢(¢) : B — S as motion of the body. Since no
ambiguity can arise, we will not indicate the dependence on time ¢ in the sequel.

As mentioned in the introduction we assume the multiplicative decomposition of the
total deformation gradient F

F=F%. (1)
This decomposition can be motivated by the introduction of an intermediate configuration
B which is defined by relaxing each material element from the current configuration S to
a stress free state. In general, the intermediate configuration is incompatible and therefore
can not be reached physically.

The kinematics of inelastically deformed bodies has been studied in detail by Kollmann
and Hackenberg [9]. In the following we use the notions of push-forward- (¢.) and pull-
back-operators (¢*) as in [13]. If these operators are formed with the elastic or plastic part
of the deformation gradient we use notations as e.g. ¢¢ and ¢;. We denote Riemannian
metrics on B, B and S by G, G and g, respectively. Their inverses are indicated by ! as
e.g. gl

Pushing forward the metric G of the intermediate to the current corfiguration leads to
the following deformation tensor

& = ¢2(G). (2)
Its inverse is a Finger type deformation tensor
~ “by— Y| ~ afb T
b= (@)1 = gy(@) = A£G F (3)

We introduce the spatial velocity gradient
1:= gradv = F FL. (4)
Next, we define the covariant spatial deformation rate tensor
d* = *(gl) (5)

where °(-) denotes the symmetric part of the term in brackets. Correspondingly 2(-) denotes
the skewsymmetric part. Inserting (4) into (5) leads under consideration of (1) to the
additive decomposition

d = &+ (6)
& = gF £ (7)
4, = (gF. K FHBTIET). (8)

However, the decomposition (6) - (8) is not unique. A second decomposition can be derived
from the fact, that the strain rate tensor d® can also be obtained as Lie derivative [13] of
Almansi’s strain tensor

¢ = (6= 4(Q) = 36 - FTGF ©)
d® = L,(e"), (10)
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where the operator £, () indicates the Lie derivative formed with respect to the reference
configuration. For Almansi’s strain tensor the following decomposition holds [9]

e = eg+e; (11)
¢ = 2(g- @) (12)
¢ = (@ - 4.(3)). (13)

From (11) and (10) we obtain a second decomposition of the strain rate tensor d®

& = a+a (14)
A’ = Ly(eh) (15)
A = Ly(eh). (16)

Next, we establish a relation between the two plastic parts di’, and d;b, respectively, of
the rate of deformation tensor d”. Eq.(8) motivates the definiton of a plastic tensor

L, =% 77 (17)

b 2 2 . . .
The tensor L, = G L, can be decomposed into a symmetric and a skewsymmetric part

ir = D+ W, (18)
D, = (G % 5™ (19)
W, = %G % 5. (20)

It can be shown that [9] _
d;" = g2(D;) . (21)

Therefore, we define

W;b = ¢f(W:,) . (22)

Then the required relation follows as [5]
d = *(gb'(&" + w3"). (23)

s.b . . . .
We denote the tensors W, and w;b, as plastic spin tensors on the intermediate and current
configuration, respectively.

CONSTITUTIVE EQUATIONS

In this section we only formulate constitutive equations for the plastic part of the deforma-
tion. Constitutive equations for the elastic part of the deformation are given in e.g. [6]
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Inelastic constitutive models

Our basic approach is to formulate the inelastic constitutive equations on the intermediate
configuration and then to transform it to the current configuration. As additional consti-
tutive assumption we presuppose inelastic incompressibility

det 7, = 1. (24)
From (24) it can be concluded [9] that

D& =0. (25)
Pushing forward (25) yields on the current configuration

b =0, (26)

where (3) has been observed. Eq. (26) indicates, that the tensor d;‘,b is not a deviatior.

Next, we formulate constitutive equations for the plastic parts of the deformation rate
and the spin tensor, respectively. Consider as an example the plastic part of the deformation
rate tensor. In the isothermal case the tensor f): depends on the list {‘i‘ﬁ, G, Z;}, where
the quantities Z;, ¢ = 1,2,...n are a set of suitably defined internal variables. We stipulate
the following constitutive equation

D, = D)(dev i’ &, %) . (27)

Onat [14] has shown that the set of internal variables Z; can be restricted to scalars and

2 b . .
tensors of even rank. ‘Since the tensor D, is deviatoric, it is reasonable to assume that it
depends on the deviator

devit! = ' - 2(i*: &) & (28)
of the stress T". Considering (2) and (21) we obtain from (27)
4 = & (devr!, &,z;) . (29)
with
dev*r! = ¢g(dev ’i‘u) =7l - :,];,-('ru : i':")f)u (30)
zi = ¢%(Zi). (31)
A completely corresponding constitutive equation can be obtained for the plastic spin tensor
w;" which is omitted for the sake of brevity.

It has to be emphasized that the plastic constitutive equation (29) in combination with
the elastic constitutive equations (which are not presented in this paper) is not sufficient
for the description of the material behavior but an evolution equation for the tensor B is
required. It can be shown [5] that

L") = —2b'a’ B’ . (32)
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Considering b = (€")~! we obtain from (29)
Ly(BY) = f(dev'rh, b, 2:), (33)

where f is a tensorvalued function of its arguments.

Since we will use the plastic constitutive equation (33) we have to rewrite the condition
of plastic incompressibility [5]

LB :& =0. (34)

Finally, we have to formulate evolution equations for the internal ‘va.ria.bles z;. In an
exemplaric manner we confine our considerations to the case, that the internal variables are
a scalar § and a second order tensor 2 on the intermediate configuration. The scalar §
models isotropic hardening. The second order tensor 7' can be interpreted as a back stress
to describe kinematic hardening. The evolution equation for the scalar variable is

§=35 (devi, &, 5,2 . (35)

Pushing forward (35) to the current configuration with s = ¢¢(§) = § and 2! = ¢>5(ZH)

yields
§5=3 (dey"‘ru,éb,s,zu) . , (36)

The evolution equation for tensorial variable is

13 Y Al .
7 =7 (devi' &,s,2Y. (37)
By push-forward with the elastic part of the deformation gradient we obtain
£5(z") = h(dev*7t, &,s,2%), (38)

where the elastic Lie derivative £§(:) has been introduced in [9]. In (38) h again is a
tensorvalued function of its arguments.

In [6] we present an application of the constitutive frame formulated in this contribution
to a viscoplastic model originally proposed by Anand and coworkers [3]. Furthermore, we
discuss the implications of the assumption of small elastic strains, which is widely accepted
for metals. Finally, we present numerical results for simple shear.
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Viskoplastische Schalentheorie bei finiten Verzerrungen

Q. An, F. G. Kollmann, Maschinenelemente und Maschinenakustik, TH Darmstadt

1. Einleitung

Mit einem gemischten Variationsprinzip in Ratenform haben Kollmann und
Mukherjee eine Theorie inelastischer Schalen bei kleinen Verzerrungen entwickelt
[6]. Hierbei werden vereinheitlichte Modelle (unified constitutive models) mit
inneren Zustandsvariablen benutzt ([1], [2], [3]), fiir die keine Fliefflichen
benétigt werden. Zur Behandlung anisotroper viskoplastischer Schalen haben
Hughes und Liu ein degeneriertes Kontinuumselement mit voll nichtlinearer
Kinematik entwickelt ([4], [5]).

Aus einer Theorie fiir das dreidimensionale Kontinuum wird in dieser Arbeit
eine inelastische Schalentheorie bei kleinen elastischen Verzerrungen und finiten
inelastischen Deformationen entwickelt. Hierbei werden bestimmte kinematische
Grundannahmen eingearbeitet. Die Spannungs— und Verzerrungstensoren werden
in der Momentankonfiguration eingefiithrt und durch Komposition mit der
Abbildungsvorschrift x = ¢(X) auf die Referenzkonfiguration transformiert (z.B.

= Lg—F TG F )og).

In dieser Arbeit wird der Tensorkalkiil auf Mannigfaltigkeiten angewendet, der
von Marsden und Hughes [7] in die Kontinuumsmechanik eingefiihrt wurde. Ko—
und kontravariante Tensoren werden mit Indizes "#" bzw. "b" gekennzeichnet

(z.B. 1‘#, eb). Gemischte Tensoren haben keinen solchen Indikator (z.B. F).

2. Konstitutive Modelle

Es werden folgende Annahmen getroffen:

1. Das betrachtete Material ist strukturell isotrop.

2. Die elastischen Verzerrungen sind klein, die inelastischen Verformungen
sind finit und inkompressibel.

3. Der Deformationsgradient lifit sich multiplikativ in einen elastischen

Anteil F e und einen inelastischen Anteil F, zerlegen

F=F F . (1)
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Durch diese multiplikative Zerlegung wird eine Zwischenkonfiguration punktweise
eingefithrt. Mit Hilfe der multiplikativen Zerlegung lassen sich die komstitutiven
Modelle fiir den elastischen und den inelastischen Anteil separat betrachten. Weil
die elastischen und inelastischen Verzerrungsgréflen nur in der Zwischenkonfigura-
tion eindeutig getrennt werden konnen, werden die konstitutiven Gleichungen
zuerst beziiglich der Zwischenkonﬁguratioh formuliert. Dann werden sie durch
eine Push—Forward—Operation auf die Momentankonfiguration transformiert.

Somit ergibt sich fiir den elastischen Anteil aus dem St. Venant—Kirchhoff
—Stoffgesetz die auf die Momentankonfiguration bezogene Gleichung

7 = 2/.Lg#e2g#+ Atr(g#eg)g# mit e2:= %(g—- 1}.;T G }:7';1)0(1; . (2)

Hierbei sind A und g die Lamé-Konstanten, g und é die Metriktensoren der

Momentan— bzw. Zwischenkonfiguration, g# die Inverse von g und 1-# der
Kirchhoffsche Spannungstensor.

Zur Beschreibung des inealstischen Verhaltens werden vereinheitlichte Werk-
stoffmodelle mit inneren Variablen benutzt. Analog erhilt man fiir den inelas-
tischen Anteil die auf der Momentankonfiguration formulierten Gleichungen

v
& = O 27y | 7 = g (7 2) (3)

\/
wobei dli) die Lie~Ableitung des inelastischen Verzerrungstensors und 27 die Lie—

Ableitung der inneren Variablen o7 (kontravarianter Tensor zweiter Stufe) sind.
Aus (2) und (3) 1iBt sich nach aufwendigen Zwischenrechnungen eine
Beziehung zwischen dem Spannungs— und dem Verzerrungsinkrement erhalten.

3. Schwache Form der Gleichgewichtsbedingungen

Die schwache Form der Gleichgewichtsbedingungen (GGB) lautet bei ver-
schwindenden Volumenkriften

h(n,w) = [77 " (u,w) &V - [TwdS=0 (4)
BO aBO’I’

mit  e2(n, w):= F—T;—g{FTebF}(u+ ew))|  FL . (5)
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Dabei sind dV und dS die Volumen— und Flichenelemente der Referenzkonfigura-

tion, T der vorgegebene auf die Referenzkonfiguration bezogene Spannungsvektor,
sowie w die Testfunktion fiir die Verschiebungen. Mit einem Newton—Verfahren
lassen sich die Verschiebungen aus der Linearisierung von (4) iterativ berechnen,
wobei die inkrementelle Form der konstitutiven Gleichungen eingearbeitet wird.

4. Schalentheorie

Fiir diinne Schalen wird angenommen, dafl die Normalen zur SMF in der Refe-
renzkonfiguration nach der Deformation gerade bleiben. Sie sind jedoch im all-
gemeinen nicht orthogonal zur deformierten SMF. Das heifit, die Schubverzer-
rungen und die Dehnung ldngs der Schalendickenrichtung werden beriicksichtigt.

Werden diese Annahmen in die linearisierte schwache Form eingesetzt, so
erfolgt nach der Integration iiber die Schalendicke die linearisierte schwache Form
der GGB fiir Schalen

f {p#:eb(u,w,Au;d,v,Ad) + m#:l:b(u,w,Au;d,v,Ad)}dS

S
+ f {eb(u,Au;d,Ad):cee[eb(u,w;d,v)] + eb(u,Au;d,Ad):ceK'[rcb(u,w;d,v)]
S
+ K.b(u,Au;d,Ad):cﬂe [eb(u,w;d‘,v)] + nb(u,Au;d,Ad):cm[nb(u,w;d,v)] }dS
(6)
— [(aTow + aM_v)dS — [ (aT w, + oM v, )dl
S 1 o
= f {p#:eb(u,w;d,v)+m#:r;b(u,w;d,v)}dS
S
—f(TS-w+IVIS-v)dS —f(Te-we+ﬁe-ve)dl
S 1
ec

Alle in Gleichung (6) enthaltenen Gréfien sind auf der SMF der Referenzkon-

figuration definiert. Hierbei ist p# der Schnittkraft— und m# der Schnitt-
momententensor. w ist die Testfunktion fiir die Verschiebung der SMF und v die

des Direktors. Au und ad sind die entsprechenden Inkremente. eb ist ein

verallgemeinerter Membranverzerrungstensor und nb ein verallgemeinerter
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Verkriimmungstensor. e° enthilt aufier den Membran— auch die Querschubver-

zerrungen. Entsprechend beschreibt nb die Verkriimmungen und Verdrillungen.

eb(u,w,d,v) ist die Variation, eb(u,Au,d,Ad) das rdumliche Inkrement und

b

eb(u,w,Au,d,v,Ad) das rdumliche Inkrement der Variation von €. ¢, ¢, und ¢ e

sind 4-stufige tangentiale Steifigkeitstensoren. T und M sind die dufleren Krifte

bzw. Momente, AT und aAM das materielle Inkrement der dufleren Krifte bzw.
Momente. Aus der linearisierten schwachen Form wird das Verschiebungs-
inkrement (au, Ad) berechnet. Danach werden der Spannungstensor und die
inneren Variablen in den Integratiomnspunkten berechnet. Aus diesen Werten
werden die tangentialen Steifigkeitstensoren und Schnitt-gréfilen aktualisiert. Mit
den aktualisierten Werten werden neue Verschiebungs-inkremente ermittelt. So
wird der Iterationsprozefl fortgesetzt.
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VERALLGEMEINERTE DEFORMATIONSGESETZE
UND VERSAGENSKRITERIEN FUR
WERKSTOFFFE, DIFE IM EXPERIMENT EFFEKTE
HOHERER ORDNUNG AUFWEISEN

Holm Altenbachl) & Alexandr Zolochevskyz)
1)Technische Universitidt "Otto von Guericke" Magdeburg

2)Polytechnisches Institut Kharkov (Ukraine/ Sowjetunion)

l. Einleitung

Das reale Werkstoffverhalten kann durch unterschiedliche Mo-
delle abgebildet werden. Eine wichtige Modellgruppe stellen die
mathematischen Modelle dar, bei denen das Werkstoffverhalten
mit unterschiedlichen mathematischen Mitteln beschrieben wird.
Im Rahmen der Berechnung von Bauteilen und Konstruktionen wer-
den mathematische Modelle nahezu ausschlieflich angewandt. Da-
bei stehen festkdorpermechanische (phénomenologische) Modelle
[1] im Vordergrund, da sie besonders geeignet fiir den Einsatz
numerischer Verfahren sind. Nachfolgend wird eine Gruppe von
Modellen betrachtet, die fiur Werkstoffe, die im Experiment Ef-
fekte hdherer Ordnung [2] aufweisen, besonders geeignet sind.
Bei einheitlicher Vorgehensweise [3] 1&dBt sich unterschiedli-
ches Werkstoffverhalten (Elastizitdt, Plastizitdt, Kriechen und

Versagen) analysieren.

2. Annahmen und mathematische Grundlagen

Betrachtet werden Werkstoffe, die bei vorausgesetzter Isotropie
Effekte hdherer Ordnung im Experiment zeigen. Zu den wichtig-
sten Effekten gehdren unterschiedliches Verhalten bei Zug und
Druck, Abweichungen des Zug- vom Torsionsverhalten bei einheit-
licher Darstellungsweise, Poynting- bzw. Swift-Effekt sowie der
Einfluf8 des hydrostatischen Drucks. Diese Effekte treten u.a.
bei GrauguB, einigen Leichtmetall-Legierungen, Keramik- und
Kompositwerkstoffen usw. in signifikanter Form auf. Bei Annahme
der Existenz eines Potentials (z.B. elastisches Potential bzw.
Kriechpotential) oder einer Grenzkurve filir das Versagen lassen

sich entsprechende Werkstoffmodelle einheitlich ableiten. Aus-
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gangspunkt dabei ist der Spannungstensor ¢, dessen Symmetrie
(g = gT) vorausgesetzt wird. Im Falle isotropen
Werkstoffverhaltens 1laBt sich dieses durch die Invarianten des

Spannungstensors

angeben. Kombinationen dieser Invarianten sind gleichfalls in-

variante GréBen

oy = BIy, 032 = AI12 + CIy, 033 = DI{3 + KI;I5 + EIj

A, B, C, D, E und X sind werkstoffspezifische Grdfen, die =zu
bestimmen sind. Damit ist das entsprechende Potential bzw. die
Grenzflache als Funktion dieser Invarianten zu formulieren. Fir
den Vergleich des einachsigen mit dem mehrachsigem Zustand bie-

tet sich folgende Vergleichsspannung (&quivalente Spannung) an

OEQ = aol + 02 + ‘)’03

o und Y konnen zur Beriicksichtigung des "Gewichtes" der ungera-
den Invarianten herangezogen werden. Der Einfachheit wegen wird

hier a = ¥ = 1 gesetzt.

3. Ermittlung der werkstoffspezifischen Konstanten
Die Ermittlung von 6 werkstoffspezifischen GroBen ist kompli-

ziert und erscheint derzeit vielfach nicht realistisch. Daher
werden meist weitere Vereinfachungen getroffen. Beispielsweise
kann man D = K = 0 setzen. Damit geniigen 4 Grundversuche fiir
die Ermittlung der verbleibenden Konstanten. Diese Grundversu-
che koénnen beispielsweise der Zugversuch, der Druckversuch,

reine Torsion und Rohr unter Innendruck sein.

@—=m
WERKSTOFFVERSUCH KONSTITUTIVGLEICHUNGEN
experimentell ermittelte Kenn- unbekannt: A, B, C, E
werte

IDENTIFIKATIONSPROZEDUR

A, B, C, E als Funktion der Kennwerte

'ﬁ
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Die beschriebene Vorgehensweise hat den Vorteil, daf die Anpas-
sung nicht nach formalen (rein mathematischen) Gesichtspunkten
erfolgt, da das jeweilige rhysikalische Experiment
(Werkstoffversuch) und das analoge mathematisch-mechanische Ex-
periment (Analyse der Konstitutivgleichungen) verglichen wer-

den.

4. Beispiele

Die vorgeschlagene Methodik wurde bisher in folgenden Fallen
angewendet:

elastisches Werkstoffverhalten [4],

Kriechverhalten [5],

Versagensbewertung [6] sowie

Einbeziehung isotroper Schiddigung [7]

Dabei gelang es in drei F&dllen (Elastizitat, Kriechen, Schadi-
gung) alle werkstoffspezifische GréBen zu identifizieren. Der
anschliefende Vergleich der theoretischen Ergebnisse fiar
mehrachsige Beanspruchungen mit entprechenden experimentellen
Ergebnissen (Experimente, die von den Grundversuchen unabhéngig
sind!) ergab eine befriedigende Ubereinstimmung. Derzeit werden
weitere Vergleiche mit Experimenten angestrebt. Gleichzeitig

werden erste anisotrope Modelle entwickelt.
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Verallgemeinerte viskoplastische Materialmodelle und ihre
Implementierung in FE-Programme

H. Kbppe, Institut filir Festkdrpermechanik, TU Magdeburg

1. Einleitung

Neue Konstruktionswerkstoffe, der immer stdrker werdende
Zwang nach einer besseren Auslastung des Tragverhaltens von
Konstruktionen und Baugruppen und eine genauere Schadensvor-
hersage erfordern filir eine Vorausberechnung den Einsatz
komplexerer Werkstoffmodelle, die liber das klassische
linear-elastische Materialverhalten hinausgehen. Bei der
Verwendung der Finiten Elemente Methode (FEM) als numerisches
Berechnungsverfahren entscheiden realitdtsnahe Werkstoffab-
bildungen neben exakten Geometrie- und Belastungsmodellierun-
gen iiber die Genauigkeit und Aussagefdhigkeit der Ergebnisse
sowie deren Relevanz filir weiterfilhrende Untersuchungen.

Neue Leichtmetallegierungen, Kunststoffe, Keramikmaterialien,
Kompositwerkstoffe usw. 2zeigen unter Belastung sowohl bei
Raumtemperatur als auch bei erhdéhten Temperaturen viskopla-
stische Eigenschaften, die siéh komplexer darstellen als die
bei traditionellen Konstruktionswerkstoffen. Experimentelle
Untersuchungen zeigen filir solche Materialien belastungsabhdn-
gige XKriecheigenschaften, kompliziertes Verfestigungsverhal-
ten und in der Regel Anisotropieeigenschaften.

Zur phdnomenologischen Erfassung der wesentlichen Materialei-
genschaften wurde deshalb ein verallgemeinertes Deformations-
gesetz gewdhlt.

2. Konstitutivgleichungen

Zur Ableitung der Konstitutivgleichungen wird die Existenz

eines Kriechpotentials der Form

F=0.58 (1)
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vorausgesetzt. Ahnlich dem plastischen Potential wird es aus
dem Prinzip der gr&BRten spezifischen Dissipationsleistung
abgeleitet. Demnach gilt auch hier die Normalenregel

OF
el® = 1 (2)
J 0sij
ﬁ - skalarer Multiplikator

In (1) entspricht Sy einer Vergleichsspannung

(3)

a S + S0 + 6§ S

leSl]

2_
9~ 2ijx1%13%1
Sl~ C1jklmn 1]Skl mn

SV

S
S

1

(4)

bij’ aijkl' cijklmn Materialtensoren 2., 4. und 6. Stufe
a é - skalare Gewichte fiir die ungeraden

Spannungsinvarianten

Durch Einsetzen von (3),(4) in (2) erhdlt man

Ovp_O 2
ey = Sy (ebyy + a;51151/8) * 8¢ 5x1mnSk180n/S1) (3)

Die Bestimmung der skalaren Groéfe ﬁ erfolgt aus der
Aquivalenz der spezifischen Dissipationsleistung mit einem
einachsigen Vergleichszustand. Verwendet man im einachsigen
Fall das NORTON - BAILEYSCHE Kriechgesetz erhdlt man fiir den
viskoplastischen Dehnungsgeschwindigkeitstensor

°vp _ n 2
ey = KRSy (abyy + a;4118,1/5; *+ 6 511mnSk15un/ 81 ) (8)

3. Die Finite—-Element-Analyse

Zur Testung des verallgemeinerten Deformationsgesetzes wurde
das kommerzielle Finite Elemente Programmsystem COSAR ge-
nutzt. Bei diesem System handelt es sich um eine leistungsfa-
hige Software filir den Berechnungsingenieur zur Strukturanaly-
se von Bauteilen. Wesentliche Bestandteile des Programmsy-
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stems sind die Zweige Elastostatik, Dynamik, Temperaturfeld-
berechnung und nichtlineare Statik. Das Teilsystem nichtli-
neare Statik enthdlt Lﬁsungsalgorithmeh'fﬁr Plastizitdts- und
Viskoplastizitdtsprobleme unter der Voraussetzung kleiner
Deformationen.

Die Implementierung der Materialgesetze erfolgt auf der
Grundlage einer von BERGANDER [1] vorgeschlagenen Standard-
formulierung. Damit wird eine relativ hohe Variabilit&dt in
der Moglichkeit des Austausches von Materialgesetzen bei
geringen Aufwand erreicht.

Die Berechnungsstrategie filir die Viskoplastizitdt sieht als
erstes die L6sung des Randwertproblemes und dann die des
Anfangswertproblemes vor. Zur numerischen Zeitintegration des
entstehenden Differentialgleichungssystem 1. Ordnung der Form

Y = gly(t),t]
Y(t) =y, (7)

wird der Lésungsansatz (GMR-Generalized Midpoint Rule)

Y(t+ At)
Y(t+ 6AtL)

t +
= y(B) 4 pag(yltt 0ot

= @-0)y® +eoy

£+ BAL) (8)
(t+At)

gemacht.

Das in (8) entstandene nichtlineare algebraische Gleichungs-
system mup fiir ® # 0 iterativ geldst werden. Im Fall 6 = 0
entsteht die einfache Euler-Integrationsvorschrift.

Zur Auswertung der Ergebnisse steht in COSAR ein umfangrei-
cher und leistungsfdhiger Postprozessor zur Verfiigung.

4. Berechnungsbeispiel

Zum Zweck des Testes dieses allgemeinen Deformationsgesetzes
wurde eine Zylinderschale unter AuBendruck fiir die numerische
Berechnung als rotationssymmetrisches Bauteil modelliert. Als
Elemente werden isoparametrische 8-Knoten-Viereckelemente



verwendet (Bild 1).
d=o angenommen. Weiterhin wird isotropes

nung (4) wurde
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In der Gleichung fir die Vergleichsspan-

Materialverhalten vorausgesetzt.
te0h ¢-2000h t=0h £r2000h
“z/ t N\ 0,400 4,200 —sus, LB
- L | / ]
] oc qo8 Jo, 6" ~an?, Al-09¢2
) o
| |
] 08 3/0“" 0,43 ~bm &.-a.soq
— 03 /°,°“' .q/m ow\, ‘
- * / / }-o,su;
t:' 06 10852 Aoosz 0352, 1
—~ ' / ! /-qw
!
m 22859 /0085 lo3st
] 05 / / / ~ousz
_-1 oy o .Ac 03% - nxr/ R
- ~omt
H L L / V
1 o';d 000 o d /]
L -0
=N | yzd
0210007 l -onl”/
= ' A
] 9004 -8R A
LN oS o o1 02 Uz o -0 1 -02 -3 -g4 -0 -0 -0 Uy
© [mm] mel
Bild -1 el 2.
Literatur:

/1/ H. Bergander,

/2/ J. Betten,
/3/ H. Koppe,

W. Lenz,

J. Altenbach
/4/ H. Koppe,

H. Altenbach,

Verallgemeinerte Darstellung inelastischer
Deformationsgesetze zur Erleichterung der
numerischen L&sung des Anfans-Randwert-
ZAMM 58 (1978) S. 489-499

Zur Aufstellung von Stoffgleichungen in der

Problens,

Kriechmechanik anisotroper Korper,
Rheologica acta Vol. 20 (1981) Nr.6
Erweiterung des PS COSAR auf die Ldsung
nichtlinearer Probleme der Festkdrper-
mechanik, Technische Mechanik 10 (1989)
Die Verwendung eines verallgemeinerten De-
formationsgestzes zur numerischen L&sung



- 38 -

Zolochevsky viskoplastischer Probleme, IX. Sympos.
Verformung und Bruch Magdeburg 1991,
Posterbeitridge

Altenbach, Anisotrope mathematisch-mechanische Mo-

Dankert, delle fiir Werkstoffe mit von der Belastung

Zolochevsky abhdngigen Eigenschaften, Techn. Mechanik
11 (1990) Heft 1, S. 5-13



- 39 -

ROTATIONSSYMMETRISCHE INHOMOGENE DEFORMATIONEN IN DER
FINITEN PLASTIZITATSTHEORIE MIT VERFESTIGUNG

R. Bonn, P. Haupt, Institut fiir Mechanik, Gh Kassel - Universitit

Zusammenfassung

Im Rahmen einer geschwindigkeitsunabhingigen Plastizitédtstheorie fiir grofle
Deformationen (HAUPT&TSAKMAKIS /1/) wird in diesem Beitrag das Problem des
dickwandigen Zylinders unter Innendruck bei ebenem Verzerrungszustand
behandelt. Bezogen auf die Basisvektoren der Referenzkonfiguration ergeben die
Materialgleichungen in Kombination mit der Gleichgewichtsbedingung und einer
Kompatibilitdtsgleichung ein System quasilinearer partieller Differentialgleichungen.
Die exakte Losung dieses Systemes wird mit einem Extrapolationsverfahren (SMITH
/2/) berechnet.

1. Theoretische Grundlagen

Dem Konzept der dualen Variablen (HAUPT&TSAKMAKIS /1/) folgend werden Verzer-
rungen, sowie deren zugeordnete Geschwindigkeiten {iber eine affine Abbildung ¥
aus dem GREENschen Verzerrungstensor E definiert:

A . . . .
n=-v"'Ev! m-v'lev!-m+vn+owyl (1.1)

Uber die Invarianz der spezifischen Spannungsleistung und der spezifischen kom-

plementdren Spannungsleistung,
~ . A 2 v
ppw =T E=XII, TeE =ZXZII , (1.2)

folgt auf natiirliche Weise eine Definition der dualen Spannungen Z und der dualen
Spannungsableitungen Z, basierend auf dem 2ten PIOLA-KIRCHHOFF-Spannungs-

tensor T:
V. R - qm
ZT=¥YTVY , T=¥YTVY =X (YY) )T-IMWY) (1.3)

Zur Beschreibung grofler plastischer Form#inderungen entsteht, ausgehend von der
multiplikativen Zerlegung des Deformationsgradienten,

F-’—-‘ f‘e Fp ) (1.4)
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mit der Wahl der Abbildung ¥ = Fp ein System der Materialgleichungen bezogen auf
die plastische Zwischenkonfiguration (vgl. dazu BONN&HAUPT/6/):

. A
Plastische Inkompressibilitdt: Sp (f‘p) =0 & detFp=1 (1.5)
Elastizitdtsgesetz: S= 2u [ ]:33 + " VZ Sp]%e :| 1 (1.6)
-2V
~D ~D AD ~D 2 2
Fliefbedingung : (S =X )e(S -X )= ggo an
. A A D ~D
Fliefregel : Dp=A(S -X ) (1.8)
] ) . 2 A A
Plastische Bogenlinge : s = ‘\/ 3 Dpe Dp (1.9)
v o . A
Kinematische Verfestigung : X =c¢cDp-bsX (1.10)

2. Problemgleichungen fiir das dickwandige Rohr

Aus der Annahme der ebenen Deformation und aus Symmetrieiiberlegungen fiir den
plastischen Deformationsanteil gewinnt man in bezug auf die Basisvektoren der
Referenzkonfiguration die folgenden Matrixdarstellungen fiir den Deformations-
gradienten und seinen plastischen Anteil Fp :

«a 0 0 op O 0
F2| 0 B 0 , Fpt 0 Bp 0 (2.1)
0 0 1 0 0 (opBp)t

(2.2)

5|~

o ou, or - u,
mit (x.—(1+aR)._aR und [3.—(1+R)_

Darin bezeichnet r den aktuellen Radius in der Momentankonfiguration und R den
Radius in der Referenzkonfiguration. Werden (2.1) und (2.2) in die Material-
gleichungen (1.5)-(1.10) eingesetzt, erhilt man ein Differentialgleichungssystem, in
dem nur die partielle Ableitung nach der Zeit t auftritt. Diese Differentialgleichungen
werden durch eine Kompatibilitdtsbedingung und die Gleichgewichtsbedingung
komplettiert, in denen nur die partielle Ableitung nach R vorkommt:

o-B
= R (2.3)

-
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2u 2 o
+ - (l=-v)—= 2
[1‘2V{Vap[3p ( v)oq>3}
2
al op a2
sl-E—g 8%
- - * Bp
- R

B 7 3y,
Bp3 dR
§11 dop 2V L@__
ap | B 1-2v py29

(2.4)

Fiir das aus (2.3), (2.4) und den Materialgleichungen bestehende System hyper-
bolischer Differentialgleichungen existiert (s. z.B. HARTMAN&WINTNER) /3/) eine
eindeutige Losung. Die exakte Lésung des gesamten Problems kann mit numerischen
Verfahren, welche die Methode der RICHARDSON-Extrapolation (s. z.B. HACKBUSCH
/4/ und SMITH/2/) verwenden, im Rahmen der Maschinengenauigkeit beliebig genau

bestimmt werden:

Zapprox R,t) = Zggapy R,E) + O(hg ).
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7
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N

'
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f R/R,=0.1
| gg2m =4.2de-3
2 | —
0 0.003 0.006

Verschiebung amAussenrand u,/Ra

Abb. 2 Vergleich starrplastisch zu
elastisch-plastisch
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Die in (2.5) auftretende Fehler- 1

""""" h = 4e-2
ordnung k kann durch mehrfache —ee=h=2e2
Anwendung des Extrapolations- 0.98 - - = =h=16-2 e

- . .. - -.O- - gxlrapo!ated
verfahren stindig erh6ht werden e chetes
(s. z.B. STOER&BULIRSCH /5/ zur ~ 096 heted ™

Vorgehensweise bei gew6hnlichen
Differentialgleichungen)

0.94 Qé\" :
- \ .
L. \ "

0.92 : %\\\\ .

3. Numerische Ergebnisse

2
o

Deformationgradient F’1 atR.

Abb. 1 zeigt die Abhingigkeit des

\
Innendruckes von den Parametern - b=0.0 Nﬁ
0.88-1— g, /2p = 4.24e-3

der kinematischen Verfestigung.
Anhand von Abb. 2 148t sich im 0.86-] = : :
Vergleich zum starrplastischen 1 1.001 1.0021.003 1.004 1.005 1.006 1.007

Material der Ubergang von rein

r./R
elastischem Materialverhalten aa

zum plastischen Flielen auf- Abb.3 Effizienz des Extmpolationsveﬁdzrens

zeigen. Die Effizienz des Extra-

polationsverfahrens illustriert Abb.3, denn das extrapolierte Ergebnis (CPU-Zeit 4s)
stimmt mit dem Ergebnis iiberein, das mit einer Schrittweite von h=10"* (CPU-Zeit

9600s) berechnet wurde. Dariiberhinaus werden bei der Extrapolation weniger

Rechenoperationen benétigt, was den EinfluB der Rundungsfehler drastisch

vermindert.
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Geschwindigkeitsunabhéngige Thermoplastizitat als Grenzfall

fiir langsame Prozesse
P. Haupt, M. Kamlah, Ch. Tsakmakis, Institut fiir Mechanik der Gh Kassel

Zur thermodynamisch konsistenten Darstellung von viskoelastischen sowie auch
viskoplastischen Materialeigenschaften kann man die Theorie der Inneren Variablen
anwenden. Es ist fiir die folgenden Betrachtungen véllig ausreichend, von einem
speziellen Modell der Viskoplastizitdt auszugehen, das aus einer linearen Elastizi-
tdtsbeziehung besteht,

Tw=C[En]+Codw, ' §)
einer assoziierten FlieBregel,

E ) = L of
E® = o (T, X, 8) T (2)

und einer Evolutionsgleichung der Form

X = cE, -b|E|X (& =2t (E) ) . 3

In diesen Gleichungen bezeichnet T den Cauchy-Spannungstensor, © die Temper-
atur und E_ bzw. E, die elastischen bzw. inelastischen Anteile der Gesamtver-
zerrung:

E - E_+E, | (4)

C und C sind Elastizitédtstensoren und 4, ¢ und b weitere Materialkonstanten. Die
sogenannte FlieBfunktion f(-) ist eine skalarwertige Materialfunktion; die Glei-

chung
f(T,X,8) = 0 (S)

definiert eine Fliche im Spannungsraum, die sogenannte statische FlieBfldche. Sie
begrenzt den elastischen Bereich, das heift, der inelastische Verzerrungsanteil ist
fiir Spannungszustéande innerhalb dieses Bereiches (f < 0) unverédnderlich. Inelasti-
sche Dehnungsteile entstehen fiir positive Werte der Flie3funktion (f > 0). Dies
wird durch die Einfiihrung des Foppl-Symbols < > zum Ausdruck gebracht.
Interpretiert man einen positiven Wert von f als Abstand von der statischen
FlieBfldche, so ist die inelastische Verzerrungsgeschwindigkeit diesem Abstand
proportional, und die Materialkonstante n besitzt dann die Bedeutung einer
Viskositit. Die (tensorwertige) innere Variable X wird iiblicherweise als Mittel-
punkt der statischen FlieBflache (back stress) aufgefafB3t. Die Evolutionsgleichung
(3) als Erweiterung der linearen kinematischen Verfestigungshypothese geht auf
einen Vorschlag von Armstrong und Frederick zuriick (siehe dazu auch [1]). Offen-
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sichtlich paBt dieses Materialmodell in den allgemeinen Rahmen der Thermodynamik
der Inneren Variablen, wie er beispielsweise von Coleman und Gurtin [2] formuliert
wurde (vgl. [3]).

Es sei nun eine Verzerrungs- und Temperaturgeschichte

Aw = {E®), @(t)} stz t ‘ (6)

vorgegeben, so daB f(t)) = O und f(t) > O fiir t > t gelten moge. Die Gleichun-
gen (1)-(4) bestimmen dann bei geeignet vorgegebenen Anfangsbedingungen eine
eindeutige Losung T(t) bzw. X(t). Damit kann man auch die FlieBfunktion f als
Funktion der Zeit angeben:

f(t) = £(T(0, X, o) (7)

Wenn man jetzt unter Beachtung der Kettenregel die totale zeitliche Ableitung
von f(t) bildet und die Zerlegung (4) der Deformation sowie die konstitutiven
Annahmen (1)-(3) beriicksichtigt, so ergibt sich die Identitit

f(v + %K(t) ) = S0 A®M , tetg (8)
wobei die folgenden Abkiirzungen verwendet wurden:

K(t) =§—;.C[§{‘-]-c-§ff-g-%+b(x-§fy)|g—;| (9)

20 = {C[%], ¢ 2+ 2] | (10)

20k = C[E ] Ew «(c- 2 2)bw (1)

Die Identitdt (8) ist auch schon von Kratochvil und Dillon [3] formuliert und
analog zum folgenden ausgewertet worden. Fiir eine solche Auswertung ist die
Eigenschaft

K = K > 0 (12)

wesentlich, die eine Annahme iiber die Stabilitdt des Materialverhaltens darstelit.
Aquivalent zu (8) gilt die explizite Formulierung

t
f©) = [Tt 0 Al de
t

(o]

t=t,
Tt t)-[A® - At)] + [ "2 T t-s) - A} (s)ds (13)
(o

mit der Kernfunktion

-+ [K@do
Tt = {e t }Z(t) (14)
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und der relativen Differenzgeschichte der Verzerrung und Temperatur,

AL (s) = At-s) - AW = {E(t-s) - E(®), O(t-s) - OV} . (15)

Fiir verlangsamte Deformations- und Temperaturprozesse (0 < a < 1)

= At = - -
d(oc)(s) A, (xs) = Alt-as)- A, (16)
t-1 '
gilt mit tbaw = - T° entsprechend zu Gleichung (13)
o(a) 3 ¢

fop® = Ty (bt ) [AM - At )] + [ STbt=s) - Aglas)ds . (17)

Hierin driickt der Index («) die Abhangigkeit von dem Verlangsamungfaktor a aus,
die durch die Losung der konstitutiven Differentialgleichungen (1)-(4) fiir den um
a retardierten Verzerrungs- und TemperaturprozeB entsteht. Gleichung (17) ist
unter der Annahme einer retardierten Prozegeschichte eine unmittelbare Folgerung
aus der Differentialgleichung (8), vorausgesetzt, daB fiir jede Retardierung der
inelastische ProzeB inelastisch bleibt, d.h. daB f( )(t) > O fur jedes « * O gilt: Nur
dann wird die zeitliche Entwicklung der FlieBfunktion durch eine Differentialglei-
chung der Form (8) beschrieben.

Nach diesen Vorbereitungen ist es moglich, die folgende asymptotische Beziehung
nachzuweisen (siehe [4]):

im 1,0 = m L3 - A (18)

x>0 & a—>0 K(a)( )

Definiert man dementsprechend die plastische Verzerrungsgeschwindigkeit

- . 1 & 11 9f
t = —_ . = — — —_—
B0 = Im SE® = Im oo fe® 57 (19)

so ergibt sich das Resultat

: 1 Ay
) =4 —
E_(V { o 2oy - A(t)} : (20)

oder in ausfiihrlicher Form,

CELT B (c- 20+ 55) 6w

Qo
-t

—= (21)

: oT
(1) =
ST T T BT T
oT oT 3T X
wobei der Index (o) hier unterdriickt wurde. Dies ist genau die FlieBregel der ge-
schwindigkeitsunabhdngigen Plastizitdtstheorie,
: f
t = 2L
Ep A 5T .
die man durch Auswertung der Konsistenzbedingung f(t) = O erhalten hitte.
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Bei einem derartigen Grenziibergang ist auch das Belastungskriterium erfiillt.
Dies 14Bt sich dadurch nachweisen, daB man die Zerlegung (4) der Deformation, die
FlieBregel (2) und das Elastizitdtsgesetz (1) fiir verlangsamte Prozesse hinschreibt
und unter Beachtung von (11) in Gleichung (18) einsetzt. Man kommt dann zu der
Beziehung

AY

> fuyy Of
CI: () C)T(d))

f, (1)
lim (o&) (1

x—>0 (oc)(t)

of 1 = of .
= i L [ (@, L1 1)+ X @t] o
o K@ L 2T x TV * 5= 00 )

Aus der Definition (9) in der Form

S erdisw Rty = - ¢ of . of LOF yjef
Ko = <3 - C[S5 ]+ KO , Ko =-cS3 s+ b(Xs)| 53] @
und der weiteren Annahme
K = 0 (24)
zusdtzlich zu (12) folgt dann die Ungleichung
of of
- (cx) () 0

da der Elastlzltatstensor positiv definit ist. Unter der Voraussetzung, daB der
ProzeB inelastisch bleibt (f(a)(t) >0 fir o # O), folgt daher aus (22) und (24)

3y 1 Sy
tm 2. Lf 0+ 2 6w 20 (25)

a—>0 oT

In dieser Ungleichung gilt das Gleichheitszeichen, wenn K verschwindet. Der
Sonderfall der Plastizitdt ohne Verfestigung (ideale Plastizitdt) ist durch K(t)=0
gekennzeichnet. Fiir positives K ist der Ausdruck (25) positiv, und die linke Seite
von (22) ist genau dann positiv, wenn der Grenzwert von —;zf(a)(t) positiv ist. In
diesem Sinn ist die Ungleichung (25) mit der Belastungsbedingung der geschwindig-
keitsunabhangigen Plastizitdtstheorie identisch, wobei das Gleichheitszeichen der
neutralen Belastung entspricht.
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Der plastische Spin

J. Paulun, Institut fiir Baumechanik und Numerische Mechanik,
Universitat Hannover

Auf der Grundlage der Konzepte von Mandel /1/ und Kratochvil /2/ wird
davon ausgegangen, daB elastische Formanderungen metallischer
Werkstoffe durch die Deformation der Kristallgitterlinien beschrieben
werden und entsprechend klein sind. Plastische Deformationen hingegen
werden in dem Konzept durch das Wandern von Atomen bzw. Molekiilen
zwischen den Kristallgitterpunkten (Versetzung der Fehlstellen bei
Schubbeanspruchung) beschrieben. Da Spannungen eindeutig aus
elastischen Deformationen bestimmbar sind, und lediglich ihre Intensitét
plastische Formanderungen verursacht, ist die SchluB3folgerung eines
gleichen Transformationsverhaltens von Spannungs- und plastischen
Verzerrungsgeschwindigkeiten nicht zwingend.

Der hier vorgestellte Ansatz der Jaumann/Zaremba-Art fiir eine objektive
Spannungsgeschwindigkeit des Tensors zur kinematischen Verfestigung

gz a+Qa aQ:Q=W-Wp: Wy =9(aDp - Dpa):
-{3/ 6 tggl(he +3 aeq’) ;. (Wp = plastischer Spin)

wurde mit verschiedenen Deformations- und Spannungmodellen
untersucht. Das Testmodell "einfache Dehnung” als Vergleichsmodell
fihrte im Gegensatz zu Ansatzen mit Lee-Derivationen bei Annahme
einer linearen Verfestigung auch zu einem linearen Spannungs-
Dehnungs-Diagramm. Mit den Testmodellen "einfache Scherung” und
"reiner Schub” konnte der Swift-Effekt (plastische Elongation
diinnwandiger Rohre unter Torsion) auch im Gegensatz zu Lee-
Ansatzen beschrieben werden. Vergleichbare Anséatze von Dafalias /3/
mit 7 = const. und von anderen Autoren liefern zwar auch den Swift-
Effekt, fiihren aber teilweise bei dem Modell "reiner Schub" zu ibermaBig
groBen und damit nicht mehr plausiblen plastischen Elongationen.
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Eine rationale Beschreibung der Grundmodelle der elastisch-plastischen
Strukturmechanik

A. Tamme, Institut fir Mechanik, PF 408, 0-9010 Chemnitz

Es bezeichne U den Verschiebungsvektor, E den Green‘sche Deformationstensor,
S den 2. Piola-Kirchhoff-Spannungstensor und Q einen Vektor (skalarer oder ten-
sorieller) interner Parameter. Aulerdem sei L = L(E) ein elastischer Materialtensor,
F = F(E,S,Q) eine vorgegebene FlieBfunktion und M = M(E,S,Q) eine Verfesti-
gungsfunktion. Fiir den plastischen Anteil EP' = E — E® des Verzerrungstensors gelte
eine Fliefregel der Form E? = AN(E,S,Q)

Damit kann die 3D-Anfangsrandwertaufgabe der elastisch-plastische FlieBtheorie in ma-
teriell konvektiver Darstellung folgendermaflen formuliert werden:

Gesucht U =TU(X,t), S=S5(X,t), Q=Q(X,t), sodaB firallete[0,1]
die schwache Formulierung des Kréftegleichgewichts:

J [S:E(U;V)ldBy =< L,V > VW =6U€eV,,
B
die geometrischen Verzerrungs-Verschiebungs-Beziehungen:

E=EUU), BEUV)=% 5 & v, Uyx=2
- (1)1 ())—sz LK » I,I\—Wa

I=1 K=1

die Evolutionsgleichungen fiir die S.pannungen und die internen Parameter: (1)
S = [L(E)]: {E- AN(E,S,Q)} , Q=0+)M(E,S,Q},

das Be- und Entlastungskriterium: A >0, F(E,S,Q)<0, AF=0
die Konsistenzbedingung: A > 0= F(E.,S,Q) =0

und die Anfangsbedingungen:

U(‘X: 0) = UO("() ’ S(.X,O) = SO(‘Y) ) Q(Xa 0) = QO(‘X')

erfiillt sind. Dabeiist ()= £().

di

Viele praktische Aufgabenstellungen sind durch eine glinstige Konstellation von Geome-
trie und Belastung gekennzeichnet, so dafl es sinnvoll ist, diese Aufgabe durch Dimen-
sionserniedrigung (/2/) in ein Ersatzproblem zu {iberfiihren, dessen numerische Lésung
einen wesentlich geringeren numerischen Aufwand erfordert als das Ausgangsproblem. Die
Moglichkeit der Dimensionserniedrigung basiert auf der Annahme folgender Kérperform-
Hypothese:
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(HK) Die Bezugsplazierung des materiellen Kérpers sei die Anfangsplazierung,
beschrieben durch eine glatte dreidimensionale C?-Mannigfaltigkeit

Bo = |J U, mit einem Atlas A = {(Ua, tta)}aeT -
a€el
a) Es existiere eine m—dimensionale Untermannigfaltigkeit (m=1,2 oder 3):

Mo={Xm €Bo: Xpr=puI((X1,---X™, 0,---,0)7)} ,

(3-m) mal
die als Mittelmannigfaltigkeit hezeichnet wird.
b) Zu jedem X € By gibt es eine (3 — m)-dimensionale Mannigfaltigkeit

Ho(X)={Xr€Bo: Xr=puZ'((0,---,0,X™, ... X3)T)},
oflX) ={X7 € B =" (( )}

m mal
die als Dickenmannigfaltigkeit durch X bezeichnet wird.

Die eigentliche Dimensionserniedrigung wird erreicht, indem das auf der gesamten Kérper-
mannigfaltigkeit definierte Verschiebungsfeld durch einen Satz von Quasiverschiebungs-
feldern approximiert wird, die nur iiber der Mittelmannigfaltigkeit definiert sind. Dies
148t sich durch folgende Geometrie-Hypothese beschreiben:

(HG) Es sind Multiindexmengen
Ne={a=(on, o) < |al=ort - tan<p) (E=1-,d)
und ein d-tupel skalarer (Quasiverschiebungs-) Felder
U0 = gy, ), UD = U@y, 1), ¥V =1, Y™)T =(X!,-..,x™)T
auf M, gegeben, deren Ableitungen

UM (v, )™
K = 2 - S v . < .
u(’hﬂ’) (aY'l)al .. (ayrn)am k ]-s 1P | a |_. Pk,

bilden.

das Feld U = {u(k;a)}l {k. — 1’. P, l o IS pk}

AuBerdem wird das Feld der Green‘schen Deformationstensoren durch eine
tensorwertige Abbildung & = E(Z,U(Y)) = ExL(Z,U(Y))dXK @ dXT
mit (i.a. nichtlinearen) Differentialoperatoren &x(Z,.) und
Z=(2"---,Z2%™)7T = (Xx™*,..., X*T approximiert, so daB gilt:

E = E(VU) ~ £(Z,U(Y)).

Als Folge der Konstellation von Geometrie und Belastung stellt sich i.a. auch ein mechani-
scher Zustand ein, der durch einzelne verschwindend kleine Koeffizienten des Spannungs-
tensors oder des Verzerrungstensors (bzgl. des fixierten Atlanten) gekennzeichnet ist. Ein
solcher reduzierter Zustand ist durch folgende Zustandshypothese charakterisiert:



(HZ) Gegeben sind dlsjunkte Inde‘cmengen
3By = { X , 32' ) = E;y = 0VX € 30}
[SBo)s = {(IJ): S(dX!,dX’) = SV = 0VX € By}
[S Bo] = {(IJ): (1J) & [SBo]g U [SBols}

der Indlzes der Koeffizienten in denen die Verzerrungsraten !, die Spannungs-
raten bzw. weder Verzerrungs- noch Spannungsraten als Null vorgegeben sind.

Jede Spannungsrate S und jede Verzerrungsrate E besitzt demnach eine eindeutige
Komponentenzerlegung

S:PS+SS+ES=PS+ES und E=pE+SE+EE=PE+SE (2)
mit °S € [SBo* = {*T=T" 3%, ®3%: THW=T"=0 VY(1J)¢[SBy),}
und E€[SBy|, = {T=Tps-dX'®dX’: Tyy=Ty =0 Y(IJ)¢[SBo),}
(a = P,E,S). Insbesondere gilt fiir die inkrementelle Spannungsleistung
P=S: E—SIJE[J PS . pE+S§ 5E+E.S:£E=PS:PE’
= =0

so daB fiir die Komponenten ©S und pE die Bezeichnung Komponenten mit Energie-
anteil sinnvoll zu sein scheint. Analog zu (2) besitzt L(E) eine eindeutige Zerlegung

D YL L [SBo)y = [SBo)* 5 (a,b=P,E,S)  (3)
a=P,S,F b=P,S,FE

und die Evolutionsgleichung fiir die Spannungen in (1) 148t sich folgendermaBen aufspalten

$ = 3 {[“"L(E)]:,,E _ /\[""L(E)]:bN(E,S,Q)} . SS=zE=0 (4
b=P,S,F

Anders als in der linearen Elastizitdtstheorie ist eine Elimination der Spannungs- und
Verzerrungskomponenten ohne Leistungsanteil aus (4) wegen der Nichtlinearititen nur
im Rahmen eines Linearisierungsprozesses moglich. Unter Benutzung der Bezeichnungen

abA _ ubL _ aSL . [SSL]—I . SbL [SBO]S 7& 0
L, [SBols =0

s o | ISLTML [SBls #0
s O [SBo]s =0

aPT . SET . 2 ~
SN* = L: PN + L: EN [C\BO]b 75 , und SN — _(SPL . PN 4+ SEL . EN)
O [S BO].b =

entsprechendes muf natiirlich auch fiir das approximierende & gelten
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lassen sich folgende Funktionen erkliren
A (pE,PS,sE,ES) :=PPA(pE + sE + gE,PE + 5S + ES)

B*(pE, PS,sE,ES, Q) = PPA.(SPA . PE, EPA : PE,O)T
M*(pE,*S, sE,ES,Q) := (sN,PN,M(E,S,Q))?

F*(pE,PS, sE, ES, Q) = F(pE + sE+gE, PE 458 + ES, Q) .
Mit diesen Funktionen und den Substitutionen Q*:=FQ , E*:=pE=xpf , S*:=

PS | Q= (5Q,FS,Q)T} kann (1) mittels der eingefithrten Hypothesen in folgende
Ersatzaufgbe liberfithrt werden:

Gesucht: U= {L{(k;a)}l (k=1,---p, |a|<pe)0 ° S*=8*(Y,2),
Q =Q"(Y,Z), so das zu jedem (Quasi-) Zeitpunkt gilt:

[ 8, 2): [ET(Z,U;V)dZ dY =< L,V > W =68U€\,
Mo H(Z)

E=letzuy) , EVeuy =y, 5 ELZUD) y

k=1 |al<pe Ui
§* = [L"(£")] : {€ — AN(E%,5%,Q%)}, Q" =[B"(£,Q")] - AM*(£*,5%,Q"),
A>0, F<(£,5,Q7) <0, AF =0

A> 0= F*(£-,5,Q") =0

UY,0)=To(Y) , S(X,0)=585X) , Q(X,0)=Q5X)

Zur numerischen Losung wird oftmals eine inkrementell implizite Zeitintegration mit kon-
sistenter Linearisierung empfohlen. Dabei kann die Berechnung der konsistenten Tangente
bei Verwendung der Formulierung (5) véllig analog zum 3D-Problem erfolgen (/1/).

1 Literatur

A. Tamme:

/1/ Initial Boundary Value Problems of the Elastic-Plastic Flow Theory for Reduced
Stress/Strain States and Their Numerical Solution by Means of Nested Linearisation,
in Vorbereitung

/2/ Ein rationales Konzept zur Beschreibung der Grundmodelle der Strukturmechanik
im Rahmen inelastischer Materialtheorien, in Vorbereitung
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UBERLAGERUNG VON GRUNDBEANSPRUCHUNGEN BEI GROSZEN ELASTISCH-
PLASTISCHEN STABVERFORMUNGEN

S. Koczyk, Institut fiir Festkdrpermechanik, TU Magdeburg

Spezielle Annahmen beziiglich der Verformung des Querschnitts
bzw. der Querschnittskontur sind charakteristisch filir den
Balken und ermdglichen eine effektive Berechnung, die gegebe-
nenfalls durch weitere Untersuchungen an kritischen Stellen
prédzisiert werden kann. Die rdumliche Belastung fihrt zu
einer Uberlagerung unterschiedlicher Beanspruchungen. Dies
kann bei elastischem Materialverhalten und kleinen Verformun-
gen problemlos ausgefiihrt werden. Bei Belastungen, die zu
bleibenden Verformungen fiihren, h&ngen Spannungs- und Verfor-
mungszustand von der Reihenfolge ab, in der die Belastungen
aufgebracht werden. Bei grofBen Deformationen muB man zusdtz-
lich die Verdnderung der Querschnittskontur beriicksichtigen.

Im folgenden wird das Problem der Ermittlung des Spannungs-
zustandes in einem Querschnitt beliebiger Form eines Balkens
betrachtet. Es wird vorausgesetzt, daB sich Langskraft, Biege-
momente, Querkrdfte und Torsionsmoment gleichfdérmig und pro-
portional zu einander vergrdBern, Dies kann, was Biegemoment
und Querkraft betrifft, im allgemeinen immer vorausgesetzt
werden, bei den anderen Beanspruchungen ist jedoch eine belie-
bige Reihenfolge moglich. Unter der Voraussetzung gleichfdr-
miger Lasteintragung liefert das Henckysche Deformationsgesetz
eine hinreichend genaue Beschreibung des elastisch-plastischen
Zustandes. Es wird ferner ein linear verfestigendes Material
vorausgesetzt, welches in einfacher Weise den Ubergang zum
ideal elastisch-~plastischen Material ermdglicht.

Das Verfahren beruht auf der Bestimmung der Querschnittsver-
w&lbung infolge Torsion und Querkraftschub und benutzt die FEM
als Losungsmethode. Ausgangspunkt ist das elastische Poten-
tial, das im Falle der Torsion durch die Wolbfunktion aus-
gedriickt wird: '

PR - . YR V2. -
o= 1.5 [6[(32-4)"+(32 +x)]-da = M5 (1)

(A)
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Beli Querkraftbeanspruchung wird die Form des Querschnitts
wie beli Biegung und Torsion als unverdnderlich vorausgesetzt.
Das elastische Potential ist unter Bezugnahme auf die Quer-

schnittsverwdlbung u- in diesem Fall:

5 /Gl(guzﬂ”ox) a ‘7”*+<{1,5) J-dA f“z dA (2)
(A) A)

doxund Jéﬁ entsprechen den durch die Querkrafte Fgsx und Fay
bedingten Gleitungen und werden als konstant vorausgesetzt.
Es ist mdglich, innerhalb des Querschnitts mit einem ver&inder-
lichen Gleitmodul 2zu rechnen. Dies ist der Ausgangspunkt zur
Berilicksichtigung elastisch-plastischen  Materialverhaltens,
wobei in jedem Punkt des Querschnitts der aktuelle Wert Gy des
Gleitmoduls und des Sekantenmoduls Ep entsprechend dem Hencky-
schen Deformationsgesetz zu bestimmen sind. (Eine Erweiterung
auf allgemeineres Materialverhalten ist md&glich.) Die Bestim-
mung der zu den gegebenen Schnittgrdfen Fr., Mx, My, Me, Fax,
Fav gehbrigen Deformationsgréfen £,, 9¢,, 3¢, -5 ,&Qkund(ﬁw
erfolgt iterativ, ausgehend vom elastischen Zustand. In jedem
Iterationsschritt miissen die Querschnittsverwdlbungen von
Torsion und Querkraft entsprechend dem verinderten Ge neu
bestimmt werden. AuBerdem ist die Ableitung Eégz anzugeben.
Falls €,, 9€¢, und & bekannt sind, folgt 6, zu

G\} :EP(x,g)‘(ia-i'BCx"j 7"9{3'}(\) (3)

Hieraus ergeben sich die zugehdrigen SchnittgréBen

€y ) EpdA + 2, [Epy dA + 2, [E % dA (4)

& (A) A)
M, = EO'JEP-jdA + J{,;fEij??dA + afjpr-x-g-c/A (5)
& (A) (A)

EfEPxo/A-#aefE Xy dA aeft X" oA (6)

A) (A)
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oder in Matrizenschreibweise

y ‘ - T
(F,,,M]=A[g,,%,, %] (7)

Durch Inversion und Einsetzen in (3) kann die Ableitung
durch die Querkrifte und die modifizierten Steifigkeiten aus-

gedriickt werden:

—

G - . R :
j;z=[:P(x/y).[7/x\/ij-/'A'ZO/ }_‘111/5."(] (8)

Die gerechneten Beispiele zeigen bei ideal elastisch-plasti-
schem Material eine gute Ubereinstimmung mit den aus der
Theorie bekannten Werten, wobei naturgemif Kombinationen mit
Torsion und Langskraft von besonderem Interesse sind. Abwei-
chungen ergeben sich bei den Querkraftschubspannungen, die
liber die gesamte Flache verteilt sind und nicht nur iiber den
verbleibenden elastischen Rest desselben. Erweiterungen der
Untersuchungen sind vorgesehen im Hinblick auf ein beliebiges
Belastungsprogramm und in der Beriicksichtigung der W&lbbehin-
derung bei Torsion und Querkraftschub.
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Freies elastoplastisches Biegen von schlanken
Staben

M. Reigl, Lehrstuhl A fiir Mechanik, Technische Universitit Miinchen

»Ereies Biegen® bedeutet, in der Umformzone gibt es keine Beriihrung zwi-
schen Werkstiick und Werkzeug. Das Werkstilick sei hier ein schlankes Bau-
teil, zum Beispiel ein schlanker Stab oder ein Blechstreifen, dessen Enden
in verschieblichen und drehbaren Lagern eingespannt sind. Das Ziel ist,
die Bewegungen dieser Lager zu bestimmen, die erforderlich sind, um das
Bauteil in vorgegebener Weise plastisch zu verformen. Fiir starrplastisches
Werkstoffverhalten stammen Untersuchungen von LIPPMANN [1].

Von den folgenden Voraussetzungen wird ausgegangen.

1. Das schlanke Bauteil sei in seinen Werkstoffeigenschaften homogen, habe iiber
seiner Lange immer den gleichen Querschnitt und sei nicht verdrillt.

2. Alle urspriinglich ebenen Querschnitte bleiben eben und orthogonal zur neutralen
(ungelingten) Faser (BERNOULLI-Hypothese).

3. Der Biegemomentenvektor sei parallel zu einer Flachentrigheitshauptachse des
Querschnitts (gerade Biegung).

4. Querkraftverformungen werden wegen 2. nicht zugelassen, aber auch keine Deh-
nungen durch die Normalkraft, da i. allg. die mittlere Dehnung gegeniiber der
Biegedehnung klein bleibt.

Wegen Voraussetzung 4 hat der Stab immer die gleiche Lange und wegen der Schlank-
heitseigenschaft wird er geometrisch durch seine Mittellinie dargestellt. Neben den
ortsfesten kartesischen Koordinaten x und y (siehe Abbildung 1) wird eine kérperfeste
dimensionslose Koordinate ¢ entlang der Stabmittellinie festgelegt. ( nimmt im Gelenk
A den Wert { = 0, im Gelenk B { =1 an.

Die Stabenden werden durch je eine Kraft mit den Komponenten F und H und die
Momente M4 und Mg belastet, wobei aus dem Momentengleichgewicht

Mg=Ms+F-a
folgt. Das Biegemoment an einer beliebigen Stelle des Balkens errechnet sich zu

Mz(¢),y(¢)] = —Ma— F - z({) + H - y((). (1)

Ein Punkt D sei dadurch definiert, daB hier das Schnittmoment (1) extremal ist. Aus

dM
2z P =0
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Abbildung 1: Bezeichnungen (nach LIPPMANN [1)).

folgt mit (1) der Zusammenhang zwischen den Kraftkomponenten F und H und der
Steigung der Biegelinie im Punkt D

e d
% = ﬁ D- (2)
Um aus einem anfangs geraden Werkstiick nach der Umformung im von dufieren Lasten
freien Zustand beispielsweise einen Kreisbogen zu erhalten, kann man reine Biegung
anwenden, d.h. es tritt ein {iber der Balkenldnge konstantes Biegemoment M = M, =
Mp auf, die Kréfte F' und H fallen weg. Das gleiche Resultat erhélt man auch durch
lokale plastische Biegung, bei der das Moment weder 6rtlich noch zeitlich konstant ist.

Es wird im weiteren vorausgesetzt, daB der Punkt D sich nur in positive {-Richtung
bewegt, also von Gelenk A (¢ = 0) bis zum Gelenk B ({ = 1). Der Balken lafit sich dann
im allgemeinen nach Abbildung 2 in drei Bereiche einteilen. Im ersten Bereich (I) findet
nur elastische Verformung statt, im zweiten (II) plastifizieren die Randbereiche des
Querschnitts, wobei im Querschnitt bei Punkt D maximale Plastifikation erreicht ist,
und im dritten (III) federt der Balken nach zuvor erfolgter elastoplastischer Verformung
elastisch zurlick (Replastifizierung an irgendeiner Stelle sei hier ausgeschlossen).

Wegen Voraussetzung 4 hingt die Verformung nur vom Biegemoment M ab. Ist das
Stoffgesetz fiir die Bereiche I, II, III in der Form

M = fi(x) (3)
mit ¢ = I, I, III bekannt, wobei
Y -y
K= ———
@+
mit "= Ed- die Kriimmung darstellt, erhdlt man durch Gleichsetzen von (3) mit (1) die
Differentialgleichungen fiir die Biegelinien:
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A I B

Abbildung 2: Einteilung des Stabes in Bereiche mit unterschiedlichem Verformungs-
verhalten. Bereich I: Elastische Verformung. Bereich II: Elastoplastische Verformung.
Bereich III: Elastische Riickfederung.

Ist im Stoffgesetz (3) jedem Moment M eindeutig eine Kriimmung & zugeordnet, so
ist auch die entsprechende Differentialgleichung (4) fiir bestimmte Randlasten My, F
und H und fir einen vorgegebenen (-Wert des Punktes D eindeutig. Da M4, F' und H
aber nicht bekannt sind, muf§ (4) im allgemeinen iterativ gelést werden. Aus der (nicht
eindeutigen) Lésung errechnen sich die gesuchten geometrischen Gréien a, 8 und a,
mit denen der Umformprozef gesteuert wird.

Ist das extremale Moment bei der Wanderung des Punktes D von A nach B konstant,
erhalt man nach Entfernung der Randlasten einen Kreisbogen, veridndert es sich, dann
lassen sich auch viele andere Formen erzeugen.

Literatur
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Versetzungsdynamik - der kinetische Energieterm
. H. Ginther, Fachbereich Elektrotechnik, FH Bielefeld

1. Wir wollen hier auf den Zusammenhang der Versetzungsbewegung mit der Partikeldynamik
im Newtonschen Sinne aufmerksam machen. In der Newtonschen Mechanik ergibt sich ein kine-
tischer Energieterm Ey;, mit der Tragheit einer Masse Mg in einem Inertialsystem aus dem drit-
ten Newtonschen Axiom (d/dt)(V Mg) = F  durch Multiplikation mit der Geschwindigkeit V :

(d/dt) (V2 Mo/2) = Egjn= F+V . Egp, ist sowohl der zentrale Begriff fiir die Bewegung einzelner
Massen als auch zur Beschreibung eines Systems aus sehr vielen Teilchen mithilfe der statisti-
schen Thermodynamik. Plastische Deformation ist Bewegung von Versetzungen. Deren Reibung
an dem diskreten Gitter lassen wir hier auBeracht. Eine einzelne Versetzung lauft dann mit ihrem
Spannungsfeld wie eine trage Masse mit konstanter Geschwindigkeit durch das Kontinuum. Sind
Spannungsfelder vorhanden, so (iben diese die sog. Peach-Kéhlersche Kraft auf die Versetzung
aus. Um aber die Differentialgleichung fir die Bewegung einer Versetzung unter der Wirkung die-
ser Kraft aufstellen zu kdnnen, brauchen wir die trage Masse einer Versetzung gegeniiber ihrem
Gitter, vgl. hierzu Kroner [1]. Die Verzerrungsfelder einer mit der Geschwindigkeit V bewegten
Versetzung werden bei V = c¢g unendlich fir jede der mindestens zwei verschiedenen Schallge-
schwindigkeiten cg des Kontinuums. Ein Newtonsches Bewegungsgesetz fiir die Versetzung

(d/dt)(V Mg) = F ohne jegliche Geschwindigkeitsbegrenzung scheidet damit ebenso aus wie
das aus der relativistischen Mechanik (d/dt)(V M/ [1-V2/c?]'2) = F, da dies eine einzige

Grenzgeschwindigkeit zur Voraussetzung hatte. Nun fGhrt zwar die Anwendung der Feldmassen-
theorie auch auf Bewegungsgesetze fiir Versetzungen, vgl. Pegel [2], Ginther [3]. Fir V<cg
lassen sich nach Kosevich [4] sogar Versetzungstragheiten aufschreiben. Fir sehr kieine Verset-
zungsgeschwindigkeiten ist jedoch deren Gitterreibung so dominant, daB der kinetische Energie-
term dann auch ganz weggelassen werden kann. Gibt man jedoch die Naherung V<«cg auf, so
erhalten wir komplizierte Integrodifferentialgleichungen, mit denen man in den meisten Falle wohl
kaum weiter kommt, vgl. jedoch [2], [3]. Wir skizzieren einen Ausweg aus dieser Schwierigkaeit,
die darauf beruht, daB sich die Feldgleichungen fiir die Spannungsfelder von Versetzungen belie-
biger Festkorper in zwei voneinander unabhangige Gleichungssysteme zerlegen lassen, derart,
daB das Problem der mehrfachen Schallgeschwindigkeiten fiir die Gruppe der Feldgleichungen,
die allein von den Versetzungen abhangen, verschwindet.

2. Mit den Zustandsvariablen & = (symmetrischer) Tensor der elastischen Deformation, v = Mate-
riegeschwindigkeit, a =Tensor der Versetzungsdichte, V = Versetzungsgeschwindigkeit, & = sym-
metrischer Tensor der Kraftspannungen, p = Impulsdichte des Kontinuums, f = &uBere Volumen-
kraftdichte, den Materialparametern C = Hookescher Tensor, p = Massendichte und den Mate-
rialgleichungenp =pv, 0= C:e (< € =S:0, C+S =1) erhilt man die Feldgleichungen,
vgl. z.B. Ginther [5] ,

= 2(Eik rr + Err.jk = Eirkr = Ekr,ir) = ©mni Onk,m + €mnkPnim * €mni%mnk + €mnkPmn,i »
(1 ) Cinrs &rs,nk + CknrsErs,ni “4P OuEik = - 2P G Jik - 2P O iii - T, ik »
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(Komma = partielle Ableitung, d;= partielle Zeitableitung, 8jjk = total antisymmetrischer Permutati-

onstensor).

Was konnen diese Gleichungen? Gegeben seien die Versetzungsdichte a, die Versetzungsge-‘
schwindigkeit V , die duBere Kraftdichte f sowie die Randbedingungen. Mithilfe der Methode der
Spannungsfunktionen oder der Greenschen Funktionen flr anisotrope Medien kénnen wir dann
die elastische Deformation £ und die Materiegeschwindigkeit v berechnen . Das eigentliche Pro-

blem der Plastizitat, namlich die Bewegung (sowie auch Erzeugung und Vernichtung) von Verset-
zungen zu berechnen, die durch die auBeren Kréfte derst hervorgerufen wird, kénnen wir damit
nicht Iésen. :

3. Man kann nun nachrechnen, daB das Gleichungssystem (1) folgenden beiden, voneinander
unabhangigen Gleichungssystemen, aquivalent ist, vgl. [5],

0 svik = -{&mni %k,m * €mnk%ni,m + Emni%mn.k + €mnk%mn,i + »
+ (112) 3 (8jrs Vy O+ rs Vr Oi) H2

()

avY= 0j eqrs Vr Otsq - 0; €ipq Vp Ogr = O €pq Vp O+

(3) Crimn(1/2) O (Smn + Spm) - P Oyt i =-1; - Pcz (9 Smrrpq -24,8™ irpg) Cpgmn l”"an

Die gesuchten Felder € und v erhalten wir daraus gemag

€ =gV +defs,

(4)

v=v'+0s.

Der nichtlineare Fall, auf den wir hier nicht eingehen, bietet keine prinzipielle Schwierigkeit.
Die Zerlegung des Gleichungssystems (1) in die Gleichungssysteme (2) und (3) gelingt durch
eine Zerlegung des Hookeschen Tensors C eines beliebigen, anisotropen Mediums geman

- QV
Cikrs=C'ikrs +CMikrs € Sikrs = SVikrs + SMikrs

Clis =P c? (B Os + Bis B - Bik &s) <> SVikrs =(1/4p 32)(6ir s + Gig Oy - 2 i &)
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Hierbei identifizieren wir die hier auftretendeGroBe ¢ mit der Signalgeschwindigkeit ¢ der sine-
Gordon-Gleichung fir Kinken auf Versetzungen, vgl. Seeger [6], [7]; O =A- (1/c2) Oy istder

Wellenoperator.

Die Gleichungen (2), die allein die Versetzungen enthalten, gelten unabhéngig von den Material-
parametern des Hookeschen Tensors C fiir alle Festkorper in gleicher Weise. Die Symmetrie-
struktur des Korpers wirkt sich allein auf den Verschiebungsvektor s gemaB den Gleichungen
der klassischen Elastizitatstheorie (3) aus. Die aus (2) berechneten Felder €V und vV gehen
hier in der mathematischen Form einer zusétzlichen Kraftdichte ein.

4. Die Gleichungen (2) erfiillen nun alle Voraussetzungen fiir die Anwendung der eingangs er-
wahnten Feldmassentheorie und erlauben fiir Versetzungen die Berechnung ihrer trdgen Massen
und damit eines Bewegungsgesetzes vom Typ

(6) (didt)(V Mo/ [1-VRIc?)1R) =Fi + F®-

(6) berechnet die Versetzungsbewegung unter der Einwirkung der inneren und auBeren Kréafte Fi
und F®.Die einfache Struktur der Gleichungen (6) tauscht etwas, da die inneren Krafte F' erst
aus den Feldgleichungen zu berechnen sind. Die Beschleunigung ganzer Versetzungen erfordert
einen relativ groBen Energieaufwand. Energetisch.bevorzugt ist daher die Erzeugung und Ver-
nichtung elementarer Versetzungsschleifen unter der Einwirkung der auBBeren und inneren Kratte.
Derartige Prozesse sind eine unmittelbare Konsequenz der relativistischen Struktur der Gleichun-
gen (2), die sich damit in Ubereinstimmung mit den tatsachlich beobachteten Vorgéngen bei der
plastischen Deformation zu befinden scheinen.

Wir merken noch an, daB der Teilchencharakter der Versetzungen gemaB den Gleichungen (2)
auch deren Beschreibung im Rahmen einer Statistik nahelegt. Insbesondere bei extrem heftigen
plastischen Deformationen unter Mitwirkung einer sehr groBen Zahl von Versetzungen impliziert
dies die EinfOhrung einer "eigenen" Temperatur dieser Versetzungen, die von der Temperatur
des sie tragenden Gitters i.a. wesentlich verschieden sein wird.
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VERSETZUNGSDYNAMIK: THERMODYNAMISCHE ANSATZE
K.- H. Anthony, Theoretische Physik, Universitdt-GH-Paderborn

Die Plastizitat eines kristallinen Materials fiihrt man auf der atomaren
Skale auf die Dynamik von Versetzungen zuriick. Diese Dynamik ist
einerseits fur die ausgeprigte Dissipation mechanischer Energie bei
plastischer Verformung verantwortlich (Hyterese im Dehnungs-Spannungs-
Diagramm), andererseits aber auch fur die Ent- und Verfestigung eines
plastisch verformten Materials. Auf der phanomenologischen,
makroskopischen Ebene weist die plastische Verformung scheinbar
kinematische Ziige auf, wie sie von der kompatiblen, elastischen
Deformation her bekannt sind. So treten bei reiner plastischer
Deformation keine Risse im Korper auf und makroskopische Massenelemente
erleiden affine Gestaltsanderungen. Tatsdchlich kommt es aber auf der
mikroskopischen Skale aufgrund der Versetzungsbewegung zu einer
chaotischen Deformation des Materials. Dieses wird 1im Kleinen so
vollstandig zerrissen und umgelagert, daB von einer affinen Deformation
der Massenelemente nicht mehr die Rede sein kann [1]. Dabei bleibt aber
das Material zusammenhangend und die Kristallgitterstruktur erhalten.

Eine phanomenologische Plastizitdtstheorie wird zwecks praktischer
Handhabbarkeit eine Kontinuumstheorie sein missen, die aber in einer
Reihe von Punkten strukturell wesentlich {ber das wird hinausgehen
missen, was gegenwdrtig in verschiendenen Ansdtzen diskutiert wird. Nach
meiner Meinung wird eine Uberwiegend aus der Tradition der Mechanik
motivierte und strukturierte Theorie nicht ausreichen. Ich nenne einige
wichtige Punkte:

1. Zur Beschreibung der dissipativen Versetzungsdynamik muf3 die
Thermodynamik der irreversiblen Prozesse herangezogen werden.
Dabei 1ist zu beachten, daf das Versetzungsnetzwerk und seine Dynamik vom
thermodynamischen Gleichgewicht weit entfernt sind. Insofern kann die
Thermodynamik der irreversiblen Prozesse Onsagerscher Pragung [2], die
vom "Prinzip des lokalen Gleichgewichts” ausgeht und als Extrapolation
der Thermostatik nur in einer hinreichenden Ndhe zum thermodynamischen
Gleichgewicht  anwendbar ist, fur die Versetzungsdynamik nicht
herangézogen werden. Es missen neue Methoden fiir Versetzungsprozesse weit
ab vom thermodynamischen Gleichgewicht entwickelt werden. Tats&chlich

beobachtet man im Versetzungsnetzwerk Ordnungsstrukturen, wie sie fir
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dynamische Systeme weit weg vom Gleichgewicht ganz allgemein typisch
sind.

In den bisher bekannten Ansdtzen zu einer phanomenologischen
Plastizitatstheorie bemiiht man sich natlirlich um thermodynamische Aspekte
[3]. Die eingefiihrten Vvariablen, die mitunter direkt der Ver-
setzungsdichte zugeordnet werden, sind aber nach meiner Meinung nur
"innere” oder "verdeckte” Variablen im Sinne der Onsagerschen Thermo-
dynamik des lokalen Gleichgewichts. Zudem sind diese Variablen nicht oder
in nicht ausreichendem MaBe der Struktur des Gitterdefekts Versetzung
bzw. des Versetzungsnetzwerks angepaBt.

2. Die plastische Deformation sollte nach meiner Meinung als ein

dissipativer Stromungsprozef3 behandelt werden.
Das Wesentliche sind Massenstréme in einem Medium mit Festkdérpereigen-
schaften, d.h. mit innerer Struktur in Form der 1lokalen, anholonomen
Kristallgitterstruktur und mit elastischen Eigenschaften, die der Verfor-
mung der lokalen Kristallstruktur zugeordnet sind. Dabei sind die Massen-
strome kinematisch an die Bewegung der Versetzungen gekoppelt, indem die
letzteren die Anholonomitdt (Inkompatibilitdt) des gestdrten Kristall-
gitters definieren. Neben dieser rein geometrischen Rolle miissen die Ver-
setzungen aber auch den entscheidenden dynamischen Part ibernehmen: Sie
sind wahrend plastischer Verformung aufgrund fihrer Bewegung, Erzeugung
und Vernichtung Ursache und Ort der Dissipation mechanischer Energie.

3. In der Gesamtsicht sollte also am Anfang einer phédnomeno-
logischen Plastizitdtstheorie das Versetzungsnetzwerk und seine kinemati-
sche und dynamische Beschreibung stehen.

In den bisherigen Versuchen zu einer Plastizitdtstheorie geht man meist
von einer kompatiblen Gesamtdeformation aus, die in inkompatible elasti-
sche und plastische Anteile zerlegt wird. (Die Annahme eines
"materiellen”, mitgefihrten Koordinatensystems impliziert die kompatible
Gesamtdeformation.) Mit diesem Verfahren, das offenbar die makroskopische
Deformation an die Spitze der Uberlegungen stellt, wird aber bereits das
mit der Versetzungsbewegung verkniipfte Deformationschaos prinzipiell eli-
miniert. Andererseits wird aber mit der Aufteilung der kompatiblen
Gesamtdeformation in plastische und elastische Distorsion ein fir manche
Fragestellungen durchaus brauchbares, pauschales MaB fiir das Versetzungs-
netzwerk ins Spiel gebracht, ndmlich der "Tensor der Versetzungsdichte".
Dieses Vorgehen stammt aus der Theorie der Eigenspannungen und Ver-
setzungen [4]. Es 1ist aber nur fiir statische Probleme angemessen, bei



- 63 -

denen es z.B. nur auf die den Eigenspannungen ;ugeordneten, inkompa-
tiblen, elastischen Distorsionen ankommt und nicht auf die oben erwdhnten
chaotischen und dissipativen Massenbewegungen. Das Argument, daB es zur
Beschreibung der makroskopischen Plastizitdt nur auf die iUber makrosko-
pische Massenelemente gemittelte Versetzungsdichte ankidme und das mikro-
skopische Deformationschaos irrelevant sei, verkennt die Tatsache, daB es
flir die Dissipation gerade auf die Mikrostruktur des Versetzungsnetzwerks
ankommt, d.h. auf Korrelationseffekte innerhalb des multipolartig aufge-
bauten Versetzungsnetzwerks. Diese fallen aber bei der Mittelung lber
makroskopische Massenelemente heraus.

4. Der Ubergang vom elastischen zum plastischen Verhalten eines

Materials (Entfestigung) ist mit Instabilitdten im Versetzungsnetzwerk
verknlpft.
Instabilitdten sind aber Gegenstand einer nichtlinearen Theorie, die
nicht mit einer Thermodynamik des 1lokalen Gleichgewichts erfaBt werden
konnen. Auch hier zeigt sich, daB die Versetzungsdynamik weit ab vom
thermodynamischen Gleichgewicht angesiedelt ist.

Ich versuche, die angesprochenen Fragen mit Hilfe des Lagrange-
Formalismus (LF) in den Griff zu bekommen. Ich nenne hier einige wichtige
Punkte:

1. Der LF der Felder ist eine Kontinuumstheorie fir ganz allgemeine

dynamische Prozesse ohne Beschridnkung auf die Nidhe des Gleichgewichts.
Es handelt sich insofern um die kompakteste Darstellung einer Dynamik,
als alle Information Uber das System in einer einzigen Funktion, der
Lagrange-Dichtefunktion, enthalten ist. Das dem Formalismus zugrunde
liegende Hamiltonsche Variationsprinzip bietet auch die praktisch
wichtige M8glichkeit einer numerischen Losung des Problems mit Ritzschen
Verfahren oder Finiten Elementen. _

2. Der LF ist ein mdchtiges Mittel zur Vereinigung verschiedener,
zundchst disjunkter Theorien.

In der Plastizitatstheorie steht die Vereinigung von Deformationstheorie,
Versetzungstheorie und Thermodynamik zur Debatte.

3. Die Thermodyanmik der irreversiblen Prozesse 148t sich in den LF
einfigen [5, 6, 71.

Insofern steht eine Thermodynamik zur Verfigung, die nicht auf die N&he
des Gleichgewichts beschridnkt ist. Flir eine Versetzungsdynamik ist das
unabdingbar. Der wesentlichste Punkt dieses Ansatzes ist, daB alle zur
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Entropieproduktion beitragenden Prozesse, also insbesondere die dissi-
pativen, durch komplexe Felder beschrieben werden. So wird der Wirme-
leitung ein komplexes "Feld der thermischen Erregung”, einem Diffusions-
prozeB ein komplexes "Materiefeld der diffundierenden Substanz” und einer
Stromung ein komplexes "Materiefeld des strdmenden Mediums” zugeordnet.
Bei chemischen Reaktionen kommt es zu einem Energietransfer zwischen dem
thermischen Erregungsfeld und den Materiefeldern der an der Reaktion
beteiligten Substanzen. Im LF wird dieser ProzeB durch geeignete Kopplung
der genannten Felder modelliert. Bei der Dissipation mechanischer Energie
handelt es sich um einen irreversiblen Energietransfer von materielien
Freiheitsgraden, d.h. von Materiefeldern, auf das thermische
Erregungsfeld.

4. Die Dynamik von Strukturdefekten in kristallinem Material, d.h.

die Wanderung der Defekte, ihre Erzeugung und Vernichtung, ist analog zur
Diffusion und chemischen Reaktion chemischer Substanzen [8].
Insofern 14Bt sich die unter Nr.2 angedeutete Diffusions—-Reaktions-
Theorie auf die Defektdynamik dUbertragen. Den einzelnen Defektsorten
werden komplexe "Defektfelder"” zugeordnet. Die Analogie ist unmittelbar
einsichtig fir punktformige Defekte. Die Dynamik des 1linienférmigen
Defekts Versetzung ist aber komplizierter. Auf folgende Weise sehe ich
auch hier eine Moglichkeit, in Analogie zur Diffusions-Reaktions-Theorie
voranzukommen: ,

Das Versetzungsnetzwerk wird in “"Klassen von Versetzungen gleichen
Typs" eingeteilt. Die Klassen entsprechen den in der Kristallphysik
definierten "Gleitsystemen”. Klassenmerkmale sind der Vektor n der
Linienrichtung und der Burgersvektor b. Jeder Klasse wird nun ein
komplexes “Versetzungsfeld” Vin,b}(X,t) zugeordnet, aus dem ({iber die
Beziehung

din,b3(X,t) = Vin,b3(X,t) Vin,b3(Xx,t)*
das "Feld der Versetzungsdichte vom Typ {n,b}" definiert wird. Ein
AnschluB an den gewohnten "Tensor der Versetzungsdichte” und an die in
der Versetzungstheorie diskutierte, nichteuklidische Gittergeometrie
ergibt sich Gber die Beziehung

Vi{n,b} (X,t) = EE d¢n,by(X,t) - n®Db .

Klassen {n,b}

( ® bezeichnet das dyadische Produkt.) Mit Einfihrung der Ver-
setzungsfelder Vin,b3(X,t) wird das Versetzungsnetzwerk einerseits
aufgeschliisselt nach den verschiedenen, - am Netzwerk beteiligten
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Versetzungstypen. Diese Beschreibung ist differenzierter als diejenige
mit dem bekannten, aus der plastischen Distorsion abgeleiteten Ver-
setzungsdichtetensor. Andererseits wird das Versetzungsnetzwerk im Rahmen
des LF einer thermodynamischen Behandlung zugdnglich gemacht. Die Kor-
relation der Versetzungen verschiedenen Typs im Verset;ungsnetzwerk mupB
durch geeignete Kopplung der Felder Vin,b}(X,t) Rechnung erfaBt werden.
SchlieBlich 1ist noch zu bemerken, daB in praxi nur wenige Gleitsysteme
aktiviert sind, sodaB die Anzahl der verschiedenen Feldern V{n,b)(x,t)
klein sein wird.
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PHYSIKALISCHE UND MATHEMATISCHE SIMULATION VON STRANGGEGOSSENEN STAHL-
PRODUKTEN MIT TEILWEISE SCHMELZFLUSSIGEM QUERSCHNITT

0O.Pawelski, W.Rasp, A.Cremér, Max-Planck-Institut fGr Eisenforschung, Disseldorf

In der Strangie3technik werden vermehrt Anstrengungen unternommen, den Energie- und
Rohstoffverbrauch zu minimieren. Eine Mdglichkeit, dieses Ziel zu erreichen, besteht darin, den
Strang in der Strangguflaniage unter Ausnutzung der GieBwarme einer ersten Umformung durch
Walzen zu unterziehen. Wird diese Deformation in einem Rollensegment der Strangguanlage
vorgenommen, das sich in geringem Abstand von der Kokille befindet, so wird die Umformung
an einem teilerstarrten Strang durchgefthrt /1/.

Beim Walzen teilerstarrter Stranggu3brammen kann in Abhangigkeit von der Dicke der bereits
erstarrten Strangschale von einem unterschiedlichen Umformverhalten ausgegangen werden,
Bild 1.

|) dicke Randschale; stabiles Walzen

2) diinne Randschale; Walzen fiihrt zum
Ausbeulen der Probenschmalseiten

vor der
Umformung
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Bild 1: Schematische Darstellung des Umformverhaltens teilerstarrter Stranggubrammen in
Abhangigkeit von der Dicke der erstarrten Randschale.

Bei einer bereits weitgehend durcherstarrten Bramme wird sich ein stabiler Walzverlauf mit
Langung der Breitseiten einstellen. Ist der Anteil des flissigen Sumpfes am Volumen hoch, die
Dicke der tragenden Randschale entsprechend klein, werden die Schmalseiten zusammen-

gequetscht, wobei die Breitseiten weitgehend unverformt bleiben.
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Walzversuche

Anhand von Warmwalzversuchen an Rechteckrohren aus Stahl St 37 wurde am Versuchs-
walzwerk des Max-Planck-Institutes untersucht, bei welcher Wanddicke sich ein stabiler
Walzzustand einstellt. Dabei wurden unterschiedliche Erstarrungszustidnde des Stranges durch
Wanddicken von 10 mm, 20 mm und 25 mm bei gleichbleibender AuBenkontur der Proben reali-
siert (Probenhdhe 60 mm, Probenbreite 150 mm). Da der Druck des schmelzflissigen Kerns auf
die erstarrte Randschale im Vergleich zur FlieRspannung des Probenmaterials gering ist (bei einer
Anlagenbauhthe von 10 m liegt dér ferrostatische Druck unter 1 ¥/ 2), wurde zugunsten einer
einfachen Versuchsdurchfihrung der EinfluB des Innendruckes auf das Umformverhalten
vernachldssigt.

Im Gegensatz zum konventionellen Walzen biegen sich die Probenbreitseiten beim Walzen von
Hohlprofilen durch, Bild 2.
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s =25 mm, eh= 15 %, 5 = 4,0 %
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s =20 mm, g4= 15 %, ¢ = 2,6 %
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s =10 mm, eh= 15 %, & = 1,0 %

s : Wanddicke
€h : bezogenen Hdhenabnahme
g : bezogene Ldngendnderung

Bild 2: Schematische Darstellung des deformierten Probenquerschnittes nach dem Walzen
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In Bild 2 ist zusétzlich die Streckung der Probenbreitseiten in Abhdngigkeit von der Wanddicke

bei einer bezogenen Hohendnderung ¢, = 15 % eingetragen. Die Langendnderung der Proben-
breitseite bei einer Wanddicke s = 10 mm betrigt €, = 1 %, bei einer Wanddicke s = 25 mm
bereits €, = 4 %.

Untersuchungen an Walzsteckern zeigen, daR es bereits vor dem Einlauf der Probe in den Walz-

spalt zu einem Durchbiegen der Probenbreitseiten kommt.

Berechnung mit der Finiten-Elemente-Methode

Die Finite-Elemente-Methode ist ein auf Variationsprinzipien basierendes numerisches Berech-
nungsverfahren, mit deren Hilfe sich neben integralen auch lokale GroRen wie z.B. Formande-
rungen, Formanderungsgeschwindigkeiten und Spannungen berechnen lassen, die in praktischen
Versuchen nur schwer oder gar nicht zu bestimmen sind.

Zur Berechnung des Umformprozesses werden Walze und Werkstiick in einem 3 - dimensionalen
Modell diskretisiert. Das Werkstlck, bestehend aus 640 isoparametrischen 8-Knotenelementen,

und die Walze sind in Bild 3 dargestellt, wobei aus Symmetriegriinden nur ein Viertel des

umzuformenden Werkstickes berechnet werden muB. Das Werkstoffverhalten wird mit einer
FlieBkurve fir kohlenstoffarmen Stahl bei einer Temperatur von 1100 °C beschrieben, die
Rechnung erfolgt isotherm. Die Verformungen der Walze bei hohen Temperaturen sind gering im
Vergleich zu denen des Werkstickes. Daher wird zur Reduzierung der Rechenzeit die Walze als
starr angenommen. In Bild 4 ist schematisch die Durchbiegung der Probenbreitseiten vor dem
Eintritt in den Walzspalt an einer Probe mit einer Wanddicke s = 10 mm zu sehen.

Der Vergleich der aus dem Versuch erhaltenen Werte far die Durchbiegung mit den Ergebnissen
der FEM-Berechnung zeigt dabei trotz der angenommenen Vereinfachungen in der Modell- und

Materialbeschreibung (starre Walze, isotherme Berechnung) eine gute Ubereinstimmung.
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Bild 3: Ausgangsnetz der FEM-Berechnung. Aus Symmetriegrinden ist nur ein Viertel der Probe
diskretisiert.

starre Walze

Werkstuck

Abstand vom | maximale maximale
Walzspaftein— | Durchbiegung [Durchbiegeung
trit @ in mm| f in mm f in mm
(gemessen) (FEM)
0,0 4,7 4,8
10,0 4.1 3,9
20,0 3,7 2,8
30,0 2,8 2,0
40,0 2,1 1,4
50,0 1.8 0,9
60,0 1,3 0,5
70,0 0)9 0)3

a : Abstand vom Walzspalteintritt in mm
Dicke der erstarrten Strangschale s =

bezogene Hohenabnahme &

Probenbreitseiten vor dem Walzspalt.

= 20 %

10 mm

. Vergleich der mit FEM berechneten und im Versuch gemessenen Durchbiegung der
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Reibung metallischer Werkstoffe als kritisches Phanomen

E. Doege, E. Bochmann;
Institut far Umformtechnik und Umformmaschinen; Universitat Hannover

Einleitung

Die Wirkflachenreibung ist eine sensible EinfluBgrdBe fir das Simulationsergebnis
eines Umformprozesses. Vorhersagen zum Reibverhalten einer umformtechnisch
relevanten Kontaktpaarung sind bislang unzureichend. Zur Behandlung tribologi-
scher Fragestellungen sind jedoch neue Ansédtze zur erweiterten Beschreibung
aufgestellt worden, die Gegenstand dieses Beitrages sein solien.

Das Coulombsche Reibgesetz als linearer Ansatz hat nach wie vor eine zentrale
Bedeutung, obgleich es einer rein empirischen Analyse entstammt. Die physika-
lischen Deutungen sind vielfaltig, aber nicht eindeutig. Mit der Formulierung der
Stoffgesetze nach Tresca bzw. von Mises wurde eine Einschrédnkung des Gitig-
keitsbereiches fir das Coulombsche Reibgesetz ndtig. In der Wirkfuge kdnnen
keine gréBeren Schubspannungen Ubertragen werden als im Kontinuum selbst.
Damit ergibt sich fir die Reibbelastung ein Grenzwert, der durch die SchubflieB-
spannung k gegeben ist. Diese Einschrankung fUhrt zu einer Reibbeschreibung mit
Reibfaktoren, wie sie haufig in der Simulation von Massivumformprozessen Ver-
wendung findet. Die Reibschubspannung ist hier abhangig von der FlieBspannung
des Kontinuums. Ziel von neuen Reibmodellen ist es, die Eigenschaften einer Kon-
taktpaarung metallischer Werkstoffe -auf einheitliche physikalische Grundlagen zu-
rickzufGhren, um die Reibschubspannung mit einem Satz signifikanter Parameter
beschreiben zu kdnnen.

Ansatz

Es ist bekannt, daB sich bei freier Umformung die Oberflachebeschaffenheit &ndert.
Dies laBt sich mit Streulichtmessungen an deformierten Blechproben zeigen, im
Diese Veranderung laBt sich mit konventioneller KenngrdBen nur bedingt darstel-
len. Die gemessene Intensitaten reprasentieren Fourierkomponenten der Oberfla-
che. Aus dieser Betrachtung einer freien Oberflache heraus und anderen Entwick-
lungen in diesem Bereich wird zunehmend auf die Darstellung einer Kontaktpaa-
rung als selbstahnliche Struktur zurlckgegriffen. Es lassen sich drei Postulate auf-
stellen.

- Reibung zwischen zwei Korpern kann nur dort auftreten, wo Kontakt besteht.
- Kontakt liegt dort vor, wo der Abstand zweier Kdrper kieiner ist als das Auf-
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Idsungsvermaogen der sie beschreibenden Konturen.
- Das Reibverhalten zweier Kérper muf3 von den BezugsgréBen und dem Auf-
IGsungsvermdgen der Betrachtung unabhangig sein. |
Aus diesen Uberiegungen heraus ist das Modell zur Beschreibung von Reibpha-
nomenen entwickelt worden, dem der Name "Modell des kritischen Fraktals” gege-
ben wurde.

Modell
In der Regel ist die Reibung eine Problemstellung, an der drei Kdrper beteiligt sind:
Werkzeug, Werkstack und eine Zwischenschicht. Das Problem wurde jedoch redu-
ziert und die Eigenschaften auf das Werkstlck abgebildet. In der Wirkfuge befinden
sich eingeebnete Rauheiten. Die an der Kraftkopplung zwischen Werkzeug und
Werkstlick beteiligten Bereiche werden als Kontakt- oder Wechselwirkungszonen
bezeichnet. Das Verhalten der Rauheiten wurde durch ein Ersatzschema nachge-
bildet (s. Bild 1). EinfluBgroBen lassen sich nach dem Modell des kritischen Fraktals
gliedern in:

- den Traganteil,
- die Wechselwirkungsmechanismen und
- den Kopplungen der Kontaktzonen.

Ersatzschema fUr die
Modelibildung

Wechsel-
wirkungszonen
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Bild 1: Wechselwirkungszonen in der Wirkfuge
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Der Traganteil als Verhaitnis von der realen zur nominellen Kontaktflache Ar/An in
Abhéngigkeit von der Normalspannung o wird in Bild 2 gezeigt. Die Kurven er-
rechnen sich aus einem Ansatz Gber die Weierstass-Mandelbrot-Funktion /5/.
Nach dem Modell ergeben sich in der Wirkfuge plastisch und elastisch Kontaktfia-
chen. Dieser Verlauf steht im Einklang mit Aussagen von Kragelski und anderen
Experimenten /1,4/. Die lineare Abhangigkeit von Normalspannung und plas-
tischem Mikroflachentraganteil ist bis zu einer kritischen GroBe a_ der Kontakt-
zonen gegeben. Sie wird als physikalische Begrindung fir das Coulombsch
Reibgesetz angesehen. Die Reibzahl ergibt sich aus der Steigung der
Traganteilskurve. Ab dem kritischen Radius gilt dieser lineare Zusammenhang nicht
mehr. Der Traganteil lauft asymptotisch gegen einen Grenzwert. Dies wird durch
einen Zuwachs der realen elastischen Kontaktflachen A _ab dem kritischen Wert a_
angezeigt (s. Bild 2). In der Literatur /4/ wird dieser Bereich, der den Ubergang zu
Gesetzen der Kontinuumsmechanik darstellt, hdufig durch eine Exponentialfunktion
angenéhert.

Ar - ZAp+T Are On =z Normalspannung
An An A, = nominelle Kontaktfliche
Ca @ 5, Renwkizenen der Rauheilen Ar = reale Kontaktflache
A @ @@ ®0 B A= reale elastische Kontaktfliche
3 = H
[N/mm?) ) - 8¢ :
1
on ~ (42)" n=~08-0,9
L e~ |
ﬁi = Aé.w ' A Are
& Renlakizonen der Ra%m ® o ; 2'_',-" Ar
e@ @ ®® @ o 2 ® '
On ~ (ﬁ-:) U~ tany L 0.5

—~ C.5

- 0.25

Ar
An

. Bild 2:
0 o.'zs 0.5 0.75 1 Mikroflach entrag anteil

Als Ursache der Kraftkopplung werden elementare Wechselwirkungsmechanismen
in den Kontaktzonen angenommen. Fir trockene Reibung in situ ist bei umform-
technisch relevanten Werkstoffen die metallische Bindung maBgeblich. Dieser Zu-
stand wird als Festkdrperreibung bezeichnet. Bei Reibung mit einer schmierstoff-
erflliten Zwischenschicht, dem Mischreibungszustand, ist zusatzlich die Van der
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Waalsche Wechselwirkung von Bedeutung. Die Wechselwirkungen der metalli-
schen Bindung sind um GrdéBenordnungen hdher ais die Van der Waalschen.
Beide sind extrem kurzreichweitig, wie man Messungen /2/ entnehmen kann.
Qualitative Angaben Uber Bindungsenergien lassen sich der Literatur /3/ entneh-
men.

Fur ein System bestehend aus einzelnen Kontaktbereichen hat Sherif /6/ gezeigt,
daB es zu selbsterregten Schwingungen kommt. Diese kdnnen wiederum das
Reibverhalten einer Kontaktpaarung nachhaltig beeinflussen. Eine Entwicklung
3.-Ordnung kann sowohl die Zwischenschichtdampfung als auch selbstinduzierte
Schwingungen als EinfluBgrdéBen bertcksichtigen.

Zusammenfassung

Eine nominelle Kontaktflache besteht aus einem fraktalen System von Wechselwir-
kungszonen, die sich in einem aktiven bzw. passiven Zustand befinden kdnnen.
Beim Haften sind alle Wechselwirkungzonen in einem stationaren aktiven Zustand
und tragen zur Kraftkopplung von Werkzeug und Werkstlck bei. Beim Gleiten ist
nur ein Teil der Wechselwirkungszonen aktiv. Es finden stindig Ubergange vom
aktiven zum passiven Zustand und umgekehrt statt. Bei einem Ubergang von pas-
siver zu aktiver Zustand wird Arbeit geleistet, die an das System als dissipative Leis-
tung abgegeben wird. Bei einem Ubergang von einer aktiven zu einer passiven
Zone werden Anregungen in die Zwischenschicht emittiert, die zu Ubergangen in
benachbarten Zonen fGhren kdnnen oder dissipativ ins Kontinuum gestreut wer-
den. T
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Die Bertlicksichtigung der Anisotropie in der Blechumformung

T. El-Dsoki, Institut fir Umformtechnik und Umformmaschinen,
Universitat Hanncver

Der Wunsch der Blechverarbeitenden Industrie nach genaueren Vorhersagen von
Versagensféllen wahrend des Umformprozesses, flhrt zu immer komplexeren Be-
ziehungen in den Stoffgesetzen. Untersuchungen haben gezeigt, daB die Ver-
nachlassigung der Anisotropie in der Simulation zu ungenauen Ergebnissen fGhrt. Die
Formulierung von neuen Stoffgesetzen bedeutet einen gréBeren Variablensatz,
welcher mit Versuchsdaten aus dem Experiment in Relation gesetzt werden muB.
Diese Problematik ist mit der Vorgehensweise nach Bild 1 zu bewaltigen.

Die Eingabedaten in Form der realen ProzeBparameter sind sowohl fir das
experimentelle als auch flr das theoretische Modell identisch. Zusatzlich werden flr
das FE-Modell noch Modellparameter bendtigt, dies sind zum einen numerische
Parameter (Element-Typ, Elementanzahl, etc.) und zum anderen auch Werkstoff-
daten (Parameter des Stoffgesetzes, Reibzahl etc.). Mit diesen Daten wird die
Simulation durchgefihrt, und die Ergebnisse mit denen aus dem Experiment
verglichen.

Die Differenz ist ein Hinweis auf falsche Materialdaten, sodaB diese gezielt gedndert
werden. Mit diesen neuen Daten‘wird der Kreislauf erneut durchlaufen, bis eine
ausreichende Ubereinstimmung zwischen Experiment und Simulation erreicht ist. /1/

Es wurden zwei Modelle der Anisotropie vorgestellt.
Das Modell von HILL /2/
2f(0i;) = H(oy—0.)*+ J(0;: —02)* + K(0z — 0,)*
+ 2Gt2, +2Mr’ +2N7}, =1

Bei diesem Modell sind die Parameter H, J, K, G, M und N Werkstoffparameter,
welche Uber den r-Wert paarweise bestimmt werden kdénnen. Dieses Modell ist
standardmaBig im FEM-Programm ABAQUS implementiert. Die Eingabe der Daten
erfolgt als Verhaltnis der FlieBspannungen zu einer BezugsflieBspannung.

BESDO /3/ machte 1971 einen Vorschlag zur Erweiterung des Hill“schen Modells um
den EinfluB der kinematischen Verfestigung. Die FlieBbedingung bei rotations-
symmetrischen bzw. ebenen Umformvorgangen lautet

k?o = A(&z - &y)(&z - 6’:) + B(&y - é\"-’-)(0‘\'11 - &r) + C(&z - 5'::)(5': - &y)
+ Diey(6z = 6y) + E#ey(26. — 62 — 6,) + F72,
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Die Spannungen stehen dabei in direktem Verhaltnis zu den momentanen Form-
anderungsgeschwindigkeitshauptachsen. Die Berucksichtigung des Backstress
erfolgt dabei wie folgt:

o; = o0;—a;

Tzy = Tzy — Azy

Dieses Modell wurde Uber die von ABAQUS zur VerfUgung gestelite Schnittstelle in
die FE-Simulation eingebunden.

Bild 2 zeigt den Kraft-Weg Verlauf beim einstufigen Tiefziehen nach erfolgreicher
Kalibrierung. Mit diesem Modell werden auch die Spannungs- und Dehnungs-
Verlaufe ausgewertet, welche den erwarteten Verlauf haben. Dabei ist zu
bertcksichtigen, daB bei der Simulation ein kugelférmiger Stempel zum Einsatz kam,
so daB sowohl der Verlauf der Radial-Spannung (Bild 3) als auch der der Dehnung in
Dickenrichtung (Bild 4) in Rondenmitte keinen konstanten Veriauf haben.

Zusammenfassung

Mit dem Modell nach BESDO sind genauere Ergebnisse zu erzielen als mit der
FlieBregel nach HILL. Die langere Rechenzeit ist durch die immer schneller werdenden
Rechenanlagen dabei weniger problematisch als vielmehr die Maglichkeit zur
Bestimmung der Anfangswerte der im Ansatz bendtigten Parameter.

Gegen(ber der hier vorgesteliten Vorgehensweise ist bei einer 3D-Behandiung noch
sehr viel Arbeit bei der Bestimmung der Parameter zu erwarten.
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ZUR THEORIE DES DIELESS DRAWING

O. Pawelski, W. Rasp, A. Kolling, Max-Planck-Institut far Eisenforschung, Disseldorf

Werkzeugloses Drahtziehen ist ein Beispiel fGr Verfahren der flexiblen Umformtechnik. Vorteile
des Prozesses sind die Mdglichkeit groRer Querschnittsabnahmen in einem Umformschritt, die
niedrige Umformkraft durch Wegfall der Werkzeugreibung, die Méglichkeit eines variablen
Querschnittes Gber der Linge, die Umformbarkeit schwer verformbarer Werkstoffe und die
Eignung zur thermomechanischen Behandlung, Formgebung und Vergitung in einem Schritt.
Nachteile sind seine Empfindlichkeit gegenGber Stérgréen, je nach Werkstoff und Temperatur
Gefahr der Verzunderung und geringe ProzeRgeschwindigkeiten im Vergleich zu herkdmmlichen
Verfahren.

Erste experimentelle Untersuchungen wurden von Alexander und Weiss /1//2/ durchgefihrt.

Bild 1 zeigt eine mégliche Kinematik des Prozesses. Man kann sich ein Ende fest eingespannt

vorstellen, das andere bewegt durch eine Zugkraft oder durch eine vorgeschriebene Ver-

schiebung beziehungsweise Geschwindigkeit. Die Heiz-, beziehungsweise Kihleinrichtung wird

' Heizung
Ay
wy  ° i A
Z Pr ! 1 | Vi
% X F

0,0,0 =f(X,r)

Bild 1: ProzeRkinematik

Uber den Draht geflihrt. Bei korrekter ProzeRfGhrung ist im noch nicht erhitzten Bereich und im
schon wieder abgeklhlten Bereich die FlieBbedingung nicht erfillt. Daher wird nur der erhitzte

Bereich umgeformt.
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Versuchsaufbau

Die konkrete Umsetzung dieser Kinematik ist mit der in Bild 2 dargesteliten Anlage mdglich. Die

Anlage hat eine Héhe von 2.60 m und eine maximal mdgliche Zugkraft von 160 kN und
erméglicht damit die Umformung von ca. 2 cm dicken Stiben. Die Aufheizung erfolgt mit einer
10 kHz Induktionsanlage mit einer Nennleistung von 30 kW. Die ProzeRgroBen (Temperatur,
Kraft, Geschwindigkeiten) sind Uiber einen Rechner einerseits steuerbar, andererseits tber den-

selben Rechner meRbar, so daR damit die Programmierung von Regelungen mdéglich ist.

f —
L
Spindelantrieb
T— Rahmen
I t
A .
Linear-Kugelfthrung pd (

Flhrungswagen mil : s
f}
T
t = 1~ Linear-Antrisb
\\

1
=]
&(# i
Spannzeug bewegt

Bild 2: Aufbau der Versuchsanlage
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Theoretische Uberlegungen

Die Untersuchung der wesentlichen ProzeRgréRen und deren gegenseitigen Abhangigkeit ist Vor-
aussetzung fir das gezielte Einstellen der Eingangsgrofen, um die gewilnschten AusgangsgréBen
zu erhaiten. Insbesondere ist das ProzeRverhalten bei Storungen, etwa der Temperatur, der
Zugkraft, des Querschnittes oder der Werkstoffeigenschaften, von Interesse. Deshalb ist es
wichtig, Ober die reine ProzeRbeschreibung (im Sinne der Lésung der zugrundeliegenden
Differentialgleichungen) hinaus Kriterien zu entwickeln, die eine Aussage lber die ProzeRstabilitit
ermdoglichen. Diese Stabilititskriterien kdonnen statischer (Erflllung des Kréftegleichgewichts)
oder dynamischer Natur (im regelungstechnischen Sinne) sein. Zur mdglichst allgemeinen
Beschreibung sollte das Werkstoffmodell und das gesamte ProzeBmodell die wesentlichen
Parameter Temperatur, Formdnderung und Formadnderungsgeschwindigkeit enthalten. Die
Stoffgleichung

k; = £(9)g(®)h(9) | (1)

erfGlit diese Forderung und erlaubt ohne wesentliche Einschrinkung der Funktionen f,g,h

(f,h>0 und h monoton fallend) die Formulierung einer statischen Stabilitdtsbedingung

af

e > () (2)

bei vorgeschriebener konstanter Kraft als Randbedingung und Voraussetzung der Einachsigkeit.
(Temperatur, Formanderung , Spannung,... hdngen nicht von Umfangsrichtung und Radius ab)
Mit einfachen anlytischen Abschatzungen lassen sich Bedingungen fir die Einachsigkeit finden

und mit FE-Rechnungen Uberprufen. Bild 3 zeigt exemplarisch eine gekoppelte axialsymmetrische

FE-L6ésung fur die Temperatur und die Formanderung Uber der Stabachse. Die Eingangsgrél&én
sind so gewabhlt, daB die Temperatur, Spannung und Formanderung nahezu einachsig sind. Diese
numerischen Losungen eignen sich gut, um die Galtigkeitsgrenzen der Annahmen fir die

analytischen Betrachtungen zu Gberprifen.
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Forméanderung in x-Richtung
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Bild 3: gekoppelte FE-Rechnung fir & und ¢
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NUMERICAL AND EXPERIMENTAL SIMULATION OF IRONING PROCESS
TO IMPROVE THE FORCE EQUILIBRIUM ANALYSIS RESULTS

E. Doege; Institut fiir Umformtechnik und Umformmaschinen, Universitit Hannover
M. S. Ragab, G.M.A. Galal; Design and Production Department, Cairo University

1. Abstract

Neglecting the land in the ironing die is one of the often assumption in most of
the theoretical analysis. Therefore, a simulation of the ironing process using finite
element code ABAQUS has been done as well as experimental simulation using a
new strip drawing apparatus. Experimental tests have been performed on St1403
and Al Mg3 to measure the total drawing forces and then compared with the finite
element resuits to verify the validity of the used FE model. The transverse force
due to the land is then measured experimentally and also calculated by FEM. As a
result, the effect of the land is taken into account in the equilibrium of the forces
analysis by assuming a pressure distribution on the land. The calculated drawing
force from Equilibrium of force method showed a good agreement with the
experimental and also with the FE resullts.

2. Introduction

FEM has been widely applied in the study of metal forming processes mainly to
understand how the process evolves. One of the earliest work in the analysis of the
ironing using FEM is done by Odell /7/. Theoretical and experimental work were
done to study the strip rolling process by /8/, and /9/, the velocity measurements
at die/metal interface from experiments are used as input to elastic-plastic finite
element program to calculate the coefficient of friction at the interface. A numerical
method for wall ironing, based on one dimension finite difference method, has
been developed by /10/, the state under the land is assumed completely plastic.
Many testing apparatus have been made by /2/, /3/, /4/, /5/, and /6/ to simulate
the ironing process in order to measure the forces on the die and punch, and then
to calculate the friction coefficients at die and punch sides. Most of the reseachers
in this review have neglected the land. Hence, experimental and numerical
simulation are devoted to study the effect of the land on the drawing forces.

3. Experimental and Numerical study

The experiments were carried out on a strip drawing apparatus, whose details
were reported in /1/.
Many attempts were made to reach the optimum model to minimize the cost of
calculation and to have acceptable accurate results. A model of two layers and 80
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elements of 4 nodes element in wall was used and also another finer model was
discretized with 8 nodes element and three layers to have a more detailed stress
distributions. The anisotropy effects due to Hill has been considered.

4. Results and Discussion
The used model has been validated by comparing the calculated longitudinal
force to the measured ones, see fig. (1). As shown, a good agreement is found.

4.1 Land Effect on the Drawing Forces

To study the effect of the land experimentally, the strip was redrawn again after
the first drawing till no change in the thickness is observed. The transverse forces
at this redrawing is measured. The variation of the transverse force at fifth
redrawing with the logarithmic strain are shown in fig. (2a). It is clear that the
transverse force at the fifth redrawing (due to the land) is nearly constant at any
drawing conditions.
In order to consider only the effect of land in the numerical analysis of the ironing
process, two dies are used for the same model and drawing conditions, one with
land and other without land. It is shown, fig.(2a), that the transverse forces (F;) are
higher in the presence of land and the difference in transverse forces between with
and without land are nearly constant at the whole range of the reduction ratios,
which confirms with the experimental results. Three different zones were defined
which are the undeformed zone before the enterance of the die, the plastic zone
under the inclined part of the die and the elastic zone under the land and, fig.(3).
As shown, most of the elements below the land are under elastic strain. Therefore,
the force on the land is due to the elastic deformation (Pelastic). In other words, the
total strain in the strip takes place in the inclined part(2,6) and is maintained
unchanged over the land(3,7), see schematic flow curve, fig.(3).

4.2 Drawing Stresses Calculation by Applying the Force Equilibrium

The equilibrium of forces is carried out in the inclind part and also in the land

assuming a certain pressure distribution on it, fig.(4). Drawing stress in the inclined

part is given by:

doy/dt =(1/t) { o+ ppP/tana- p(l-pptana)P/tana}. (1)

The drawing stress inland is given by:  d oy / dte =(1/t) (sp-#p) P (2)

A model for pressure distribution on the land P; is assumed which must satisfy

two conditions; the pressure at the land enterance equals the pressure at the exit

of the inclined part and the pressure at the land exit equals zero.

The model :- P, = P, ((x1/L)2 -2 (x1/L) +1) (3)
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where, L  land length, and P. exit pressure at end of the inclined part

The differential equation of the drawing stress was solved numerically by using the
modified Rung and Kutta method. A comparison of calculated drawing force with
the experimental results shows a good agreement.

5. Conclusions
Experimental measurements and FE calculations showed that the land force

has a constant value at any reduction ratio. FE analysis showed that the state of
stress under the land is elastic. Furthermore, the boundary of the deformation
zone is defined which could be classified to three different zones; the undeformed
zone before the enterance of the die, the piastic zone under the inclined part of the
die and the elastic zone under the land and at the exit of the die. Therefore, a
maodification of the equilibrium force method is carried out by including the land in
the analysis and then a comparison with the experimental and FE resulits is done
which showed a good agreement.
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Verbesserung der Unteren Schranke fiir das Strangpressen
beliebiger Profile

V. Mannl, Lehrstuhl A filir Mechanik, TU Miinchen

Durch Strangpressen, bei dem ein Stempel einen meist
kreisfdérmigen Block durch eine entsprechend geformte Diise in
der Matrizenfrontplatte aus dem Ausnehmer der Presse drlickt,
wird eine unilibersehbare Vielfalt von Profilsté&dben
hergestellt. Die Verteilung des Materialflusses im
Blockaufnehmer ist zwar z.B. fiir die Produktqualitdt von
Bedeutung, seine Berechnung [1] aber meist zu aufwendig fiir
die Praxis, in der man sich mit einer rechnerischen
Abschdtzung der PreBkraft begnligt. Flir solche Abschdtzungen
eignen sich der Obere-Schranken-Satz und der Untere-
Schrankensatz, s. z.B. [2]. Beide setzen voraus, daB sich der
umzuformende Werkstoff als starrplastisch beschreiben 1l&8t
mit einer konvexen FlieBbedingung, und daf die assoziierte
FlieBregel gilt.

Der Untere-Schranken-Satz verlangt zundchst filir das
Spannungsfeld im umgeformten Werkstilick einen Ansatz, der das
FlieBkriterium nicht verletzt. Erfiillt er auch die
differentiellen Gleichgewichtsbedingungen, so gilt

< P, (1)

wo P, die Leistung der zum Spannungsansatz geh&renden
Randspannungen mit dem tatsdchlich auftretenden
Geschwindigkeitszustand ist und die Leistung P entsprechend
mit den tatsdchlichen, wertemdfig unbekannten Randspannungen
zu bilden ist. ErfahrungsgemdRf liefern Spannungansdtze, die
das FlieBkriterium und die Gleichgewichtsbedingungen
erfilillen, fiir P, oft Werte, die erheblich unter der
tatsdchlichen Umformleistung P liegen, und daher lohnt sich
der Aufwand, nach verbesserten Ansdtzen zu suchen.

Flir die Stempelkraft F beim zentrischen Strangpressen eines
Kreisstabes aus einem Kreisblock liefert ein einfacher
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zuldssiger Spannungsansatz, vgl. [3], mit (1)

P, = 2Y (Ag-Ag) W < Fw = P
bzw.  2Y(Ag-Ag) < F. (2)

Voraussetzung fiir (2) ist Reibungsfreiheit zwischen dem Block
und den Werkzeugen; Ap ist der Blockquerschnitt, Ay der
Stabquerschnitt. Diese Ungleichung bleibt auch gliltig, wenn
das Profil beliebig (einfach zusammenhdngend) ist und
exzentrisch stranggepreft wird. Der Nachweis der
vrallgemeinerten Gliltigkeit ist ein nilitzliches Resultat, im
eigentlichen Sinn ist der Spannungsansatz dabei noch nicht

verbessert.

Eine zahlenmdfige Verbesserung zundchst fiir das zentrische
Strangpressen eines Kreisstabes ergibt sich, indem beim
Spannungsansatz die radiale Gleichgewichtsbedingung wie folgt
geeignet ausgenutzt wird:

do, 0,-0, -Y ' (3)
dr r r’

Mit der einachsigen FlieBspannung Y erfiillen dann die radiale
Hauptspannung ¢, und die Unfangshauptspannung Ty die
TRESCAsche FlieBbedingung, wenn die axiale Hauptspannung o,
zwischen beiden liegt. Der Spannungsansatz soll eine
mdglichst groBe Druckspannung o, bzw. Abschidtzung der

Pregkraft F liefern. Dies wird mit o,=0, erreicht, und die

?
Integration von (3) zwischen vom Stabradius r=a (AR=na2) bis

zum Blockradius r=b (Ag=nb?)liefert

Ly3(a,-ay) +A,1n22] <F. (4)
2 2,

In (4) ist beriicksichtigt, daB sich in Ap keine Verbesserung
gegeniiber dem einfachen Ansatz in [3] finden 1ldBRt und die
Radialspannung bei r= a stetig sein muB. In der Praxis gilt
Ap << Ag, d. h. (4) ergibt eine erhebliche Verbesserung
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gegeniiber (2).

Die Abschdtzung (4) 1ldBt sich auch auf das (exzentrische)
Strangpressen beliebiger Profilformen ilibertragen. Dazu
umschlieBfe man den Profilquerschnitt durch einen virtuellen
Kreis mit der Flidche Aé, der einen im Gesamtblock enthaltenen
kleineren Teilblock erzeugt. Filir diesen Teilblock liefert (2)
mit Ag = Aé einen Anteil der Prefkraftabschdtzung. In einen
weiteren zu Aé konzentrischen, aber grdBeren und noch im
Gesamtblock enthaltenen virtuellen Block vom Querschnitt A;
kann man sinngemdf die verbesserte Ld&sung (4) anwenden. Es
verbleibt ein Restquerschnitt Ag des Gesamtblocks, fiir den
der verbesserte Spannungsansatz

il

A
0,=-2Y(1+0,51n—-2
Z AIB

zuldssig ist. Insgesamt liefert dies

i
AB

! 1 /- 1
2Y[ (AB_AR) "Z (%B-AB) +'ZABln'XIB'+

AL
(1+-i-1n7‘,;) (Ap-Ap) <F

und damit ist die PreRkraftabschdtzung in Abhdngigkeit von
der in Grenzen noch freien Wahl von Aé und Ag gegeniiber (2)
verbessert, wobei durch Variation von Aé und Ag noch das
Optimum bestimmt werden kann. Es 1&Bt sich zeigen, daB eine
kleinstmdgliche Wahl des Querschnitts Aé, innerhalb dessen
keine Verbesserung erzielt wird, nicht notwendigerweise das
Optimum liefert.
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ZUR BEHANDLUNG VON NICHTLINEAREN THERMOMECHANI-
SCHEN KONTAKTPROBLEMEN

P. Wriggers, Institut fir Mechanik, Technische Hochschule Darmstadt
&

C. Miehe, Institut fiir Baumechanik und Numerische Mechanik, Universitat Hannover
1 Vorbemerkungen

Simulationen von thermomechanischen Prozessen riicken mit den heutigen schnel-
len Rechnern im Rahmen der Finite-Element-Methode in den Bereich der techni-
schen Anwendungen vor. Dabei ist hdufig auch die Formulierung und Behandlung
des Kontaktes erforderlich. Im Kontaktbereich kann sowohl ein Warmetbergang als
auch eine Warmeerzeugung stattfinden und den thermomechanischen Proze beein-
flussen. Aus diesem Grund ist es wichtig, die thermischen Ubergangsbedingungen im
Kontaktbereich genau zu formulieren und algorithmisch fiir die Methode der finiten
Elemente aufzubereiten.

2 Grundgleichungen und Materialgesetze im Kontaktbereich,
FE-Diskretisierung

Die Formulierung des Kontaktes kann iber Lagrangesche Multiplikatoren oder auch
das Penalty Verfahren erfolgen, wenn man eine mathematisch ideal glatte Oberfliche
annimmt und die Zwangsbedingung des Nicht-Eindringens formuliert. Hier soll so-
wohl fir den Normal-, Tangential- und den thermischen Kontakt die Materialeigen-
schaft der Oberflache bertcksichtigt werden. Dies fihrt zu einer — wenn auch kleinen
— Anndherung (Eindringung) der Korper, siehe Bild 1.

Bild 1 Anndherung der Korper im Kontaktbereich

Die Anndherung der Korper im Kontaktbereich 1a8t sich durch

_Jo for (x! —x2?)-n® > 0o0n ¢ (1)
N+ = (x! =x?)-n? for (x! =x?)-n?2<0onT¢
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darstellen. Fiir die tangentiale Kontaktkinematik wird die relative tangentiale Gleit-
geschwindigkeit im Kontaktbereich eingefiihrt, siehe z.B. Wriggers et.al. [1],

gr=(1-n?@n?)(v' —v?), (2)
die sich additiv in einen elastischen Anteil und einen Reibanteil aufspalten 1afit
g1+ = 874 + 87 - (3)
Hierin ist der aktive, tangentiale, elastische Anteil wie folgt definiert

et _ JO for(x!—x%)-n?>0o0nT¢
gT+_{é§r' for (x! —x2).n?<0onT¢ (4)

Neben den kinematischen Beziehungen miissen wir noch die Materialgesetze im Kon-
taktbereich formulieren. Fir den Normaldruck und die Reibspannung ist dies in
Wriggers et.al. [1] ausfiihrlich behandelt. Die dort angewandten und entwickelten
Gesetze sind durch die Gleichungen (5) und (6) reprasentiert.

Normalkontakt
pe =cn|gn+|™ (5)

Tangentialer Kontakt

tr =cr(&ry — 5))

ir = AL f e ulpel It <O

gr+ = dtr = —HK|Pc T = (6)
A>0, Af=0, F<O0

Dr = tr- g7y

Hierin ist p. der Kontaktdruck, gn+ die Anniherung der Kérper, tr die Reibspan-
nung und gp, die tangentiale Geschwindigkeit. Dr ist die Dissipation infolge Rei-
bung.

Die in dieser Arbeit verwendeten Gesetzmafligkeiten fiir den thermomechanischen
Warmeiibergang im Kontaktbereich wurden in Anlehnung an Yovanovich, Song [2]
und Yovanovich (3] formuliert. Es ergibt sich

qc=i"S(Pc)(81_02)7 (7)

wobei mit g, der Warmeflul und # die Temperatur bezeichnet werden. Die in (5)
bis (7) enthaltenen Materialkennwerte sind durch Experimente zu bestimmen. Mit
(7) beriicksichtigen wir bei thermomechanischen Kontaktproblemen im Kontaktbe-

reich neben den iblichen Modellen fiir Normal- und Reibkontakt ein druckabhéngiges
Gesetz fir die Warmeleitung.

Fiir die Diskretisierung im Rahmen der Methode der finiten Elemente bendtigen wir
eine Variationsformulierung der mechanischen und thermischen Grundgleichungen.
Sie ist fiir den mechanischen Teil durch
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2

G(Qt(X),.fl)=Z {B/T-gradﬁdV—/f-ﬁda}
= e T (8)

+/[Pc§N++tT'éT+]dr=0

b

und fir den thermischen Teil durch

G(8(X),6,9) =Y {B/ K erad6 . grad 9 dv — /SﬁdV /qnﬂda+/ c69av
a=1

Ba Be

qc(zo.:)(ﬂ1 - 9 )dI‘+/ = Dp (9 +92)dl =0

(9)

gegeben.

Hierin sind die Gebiets— und Randintegrale iber B,, I'; und Iy in der iiblichen Weise
definiert, siehe z. B. Miehe [4]. Der Einflufl des Kontaktbereiches ist in den Integra-
len iber I’ beschrieben, wobei der mechanische Part die virtuelle Arbeit des Kon-
taktdruckes und der Tangentialspannungen enthilt. Der thermische Teil liefert zum
einen den Warmeiibergang und zum anderen die Dissipation infolge Reibung. Die
Formulierung (8) und (9) ist die Basis fiir die Diskretisierung, die auf ein nichtlineares
gekoppeltes Differentialgleichungssystem 1. Ordnung fiir die Deformation, Geschwin-
digkeit und Temperatur fihrt. Die Losung erfolgt mit einer Operator Split Technik,
sieche Simo, Miehe [5], die es erlaubt, durch einen Produktalgorithmus die Teilpro-
bleme im Zeitschritt entkoppelt zu 16sen. Dies bedeutet eine erhebliche Steigerung
der Effizienz der numerischen Simulation, da die Teilprobleme kleinere Dimension
besitzten, was sich bei der Gleichungslésung bemerkbar macht.

3 Beispiel

Als Beispiel wird das Aufheizen eines Blockes infolge von Coulombscher Reibung
fiir ein System mit adiabatischen thermischen Randbedingungen behandelt. Das
FE-Netz ist in Bild 2 gegeben. Der Block B? wird mit einem Druck p gegen die
Unterlage B! gedriickt und dann innerhalb von T' = 0.375- 1073 s mit 100 gleichen
Zeitschritten tiber die Unterlage gezogen. Die Materialdaten sind in der Tabelle 1
angegeben.

Ein Warmeaustausch im Kontaktbereich wird nicht beriicksichtigt, um das stationare
Endergebnis nach T = 10s iberprifen zu konnen. Es zeigt sich, da8 die mit dem
FE-Modell gewonnene mittlere Temperaturerhhung in B? von ¥ = 1.27 K nur um
2,5 % von der analytischen Losung abweicht.
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H=423K 1.25 mm

9n50< anO
BI "

L' 125 —e——— 3.75 mm-—_.-\rigid

7 1.25 mm

Bild 2 Anfangs— und Endzustand des Reibproblems.

Material Parameters: ALUMINIUM

Bulk Modulus K 58333 N/mm?
Shear Modulus " 26926 N/mm?
Density P 2.7-107? Ns*/mm*
Expansion Coefficient & 23.8.10-% K1
Conductivity k 150 N/sK
Capacity c 0.9-10° mm?/s’K
Friction Coefiicient g 0.2 -

Tabelle 1 Materialdaten des Problems.
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Neuere Uberlegungen zur Berechnung nichtlinearer Prozesse kinematisch
verfestigender Materialien

J. Bluhm, W. Ehlers, Fachgebiet Mechanik, FB 10, Unversitdt - GH - Essen

Im Rahmen eines vollstdndig geometrisch nichtlinearen Berechnungsverfahrens
(FEM) ist ein Randwertproblem der isothermen Elastoplastizitdt mit kinematischer
Verfestigung erst dann als gelost anzusehen, wenn die schwache Form des Gleich-
gewichts ( Prinzip der virtuellen Verriickungen) und die aktuelle FlieBfldche im Rah-
men einer definierten Toleranz befriedigt werden. Der Spannungstensor und der
von der Belastungsgeschichte abhédngige Translationstensor ( Verfestigungstensor)
sind mit Hilfe konstitutiver Beziehungen zu bestimmen. Dieses Vorgehen setzt im
Rahmen der endlichen Theorie mit multiplikativer Zerlegung des Deformationsgra-
dienten, F = F, Fp, die Berechnung der metrischen GroBen einer spannungsfreien,
aber im allgemeinen inkompatiblen plastischen Zwischenkonfiguration voraus. Zur
Bestimmung der plastischen Metrik wird ein Verschiebungsfeld fiir die Zwischen-
konfiguration formuliert, so daB sich in Verbindung mit dem Verschiebungsvektor
fir die Momentankonfiguration die elastischen und die plastischen Verzerrungen
im Sinne einer endlichen Vorgehensweise, d. h. durch Addition der Zuw#chse der
linearen Freiwerte der Verschiebungsfelder, berechnen lassen.

Auf der Basis der multiplikativen Zerlegung von F wird in [1] zur Beschrei-
bung elastisch - plastischer Festkorper (geschwindigkeitsunabhédngige Plastizitét)
ein konstitutives Modell vorgeschlagen, bei dem sowohl der elastische als auch der
plastische Deformationsanteil als konstituierende Variablen aufgefaBt werden:

(§,T)=R(p) , @=(F,F,) , D,=D,(e,..). (1)

Darin kennzeichnen ¢ die freie Helmholtzsche Energie und T den Cauchyschen
Spannungstensor. Die Beziehung (1), fiir den plastxschen Deformatlonsgeschwm-
digkeitstensor der Zwischenkonfiguration, D = — (L LT) mit L = F o Fpl, ist
als Evolutionsgleichnung fiir F, zu verstehen wobel F, als interne Varlable aufge-
faBt wird.

Bei Beachtung der Prinzipe , Bezugsinvarianz “ und ,, Dissipation “ ergeben sich
fiir hyperelastisch - plastisches Materialverhalten die folgenden thermodynamischen
Restriktionen des durch (1) definierten konstitutiven Modells:

o,

b= 9 (E) + ¢, (E) , t=pgF o FT (2)
sowie

D,-(3-¥) =0 (3)
mit

- deltl’ , T=FtFT! |, Y=o, F, 3z" FT . (4)
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Die additive Zerlegung von ¢ geht auf [ 3] zuriick. Die Beziehungen (2) kennzeich-
nen die thermodynamischen GleichgewichtsgréBen; die Beziehung (3) kennzeichnet
den Dissipationsmechanismus des Modells. Die GroBe ¢, wird als Funktional der
Belastungsgeschichte verstanden und die GroBe ¢, als gespeicherte elastische
Energie des Materials. Die Tensor Y wird von Ehlers [1, 2] als Translationstensor
der kinematischen Verfestigung beziiglich der Zwischenkonfiguration interpretiert.

Zur Beschreibung des elastischen Materialverhaltens wird das Elastizitdtsge-
setz von Simo & Pister [ 4] benutzt:

t=2pK,+A(nJ) T 5 K,=3(F,FT -1) , J, = detF,. (5)

Die GroBen ¢ und X kennzeichnen die Lamé - Konstanten der linearen Elastizitits-
theorie.

Zur Bestimmung des Translationstensors wird in [ 2] fiir den plastischen An-
teil der freien Helmholtzschen Energie der folgende Ansatz vorgeschlagen:

by = $,(1,,0,) 5 I, =(J)?PF,FL -1 , J,=detF, . (6)

Daraus ld8t sich folgende konstitutive Beziehung herleiten:

Y=c,K2+p,1 ; K,=% (F,FI -1). (7)

Die von der Belastungsgeschichte abhéngigen Materialparameter ¢, und p, werden

im Vergleich mit dem Zugversuch bestimmt, wobei in bezug auf das plastische Ma-

terialverhalten plastische Inkompressibilitidt (detF, =1— D - I = 0) vorausgesetzt

wird. Die aus dem Zugversuch resultierenden Materialparameter lassen sich in Ab-

héngigkeit der einaxialen plastischen Ingenieurdehnung ¢, darstellen [ S1:
(1+g,)* (1+¢,)%~1

1
—2——2 & , p=i— 2 . (8)
TS Mee,3-1 p 0 PeTE T T %

)

Der auf die Zwischenkonfiguration bezogene einaxiale Vergleichswert Qp = Qp (e,
der kinematischen Verfestigung ist den Versuchsergebnissen anzupassen.

Die plastische Inkompressibilitdt beinhaltet die Forderung, daB ﬁp die Form
eines Deviators haben muB. Somit sind bei Verwendung einer assoziierten FlieBregel
und einer FlieBbedingung von Misesschen Typs die FlieBbedingung und die FlieB-

regel in der plastischen Zwischenkonfiguration zu konstituieren:

& _1 2 _3$oy.(2p_3py_1 2% =

F =5 (% YP) - (TP -YP) -3 X*(g,) =0,

~ . F . . A . (9)

D =A—==A(T°-YP) ; A=20.

P ot

Das elastisch - plastische Materialverhalten ist im allgemeinen von der gesam-
ten Deformationsgeschichte, die sich durch eine zeitlichen Diskretisierung erfassen
1aB8t und auf ein inkrementelles Vorgehen bei der Bestimmung der aktuellen FlieB-
fliche und des momentanen Spannungszustands fiihrt, abhéngig. Ausgehend von
einem bekannten , endlichen”“ Grundzustand, der geometrisch beschrieben wird
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durch F, = F, F,,, lassen sich auf der Basis der konstitutiven Beziehungen (5), und
(7), mit Hilfe eines Projektionsverfahrens ( Radial - Return - Methode) die folgen-
den Beziehungen fiir die Spannungs- und Translationstensoren beziiglich der Zwi-
schenkonfiguration fiir den , inkrementellen “ Nachbarzustand (F, = Fg, F;, Fg,:
Deformationsanteil des elastischen Pradiktorschritts) herleiten [ S :

2“2(1+Cp2A) AD zachzA A 2 N
[l = KD -+ [— (K . I) + ] I ,
T2 1+2¢x2A+cpzA E2 * 1+2d2A+cp2A pl 3“2 E2 B,
(10)
A _ zachzA AD . sz(l"’zazA) ﬁD! . p 21
- P P

Y
27 1+ 2a,A+CppA T 1+ 20,A+CppA

mit A = A At, den Abkiirzungen o, =u-AIn(Jg,) und B, = A In(Jg,) und dem Ver-
zerrungstensor IA(EZ = —é— (I - FgL FLS!) des elastischen Pridiktorschritts.

Der im Berechnungsverfahren benutzte Losungsalgorithmus basiert auf einer
konsistenten Linearisierung der schwachen Form des Gleichgewichts. In Anlehnung
an [ 6 ] wird ein elastisch - plastischer Tangentenoperator ermittelt. Nach iterativer
Berechnung eines , inkrementellen“ Nachbarzustands — die schwache Form des
Gleichgewichts und die FlieBbedingung werden mit den inkrementellen Materialglei-
chungen (10) befriedigt — lassen sich mit Hilfe eines plastischen Verschiebungs-
feldes und der plastischen Verzerrungszuwiéchse die plastischen MetrikgroBen einer
neuen Zwischenkonfiguration im Sinne einer endlichen Vorgehensweise bestimmen.
Die Ermittiung dieser plastischen Metrikkoeffizienten kann geometrisch interpre-
tiert werden als ein ,, Heranziehen “ der Zwischenkonfiguration des Grundzustands
an die Momentankonfiguration des ,, inkrementellen “ Nachbarzustands. Der plasti-
sche Verzerrungszuwachs wird nach Berechnung der neuen plastischen Metrik zu
Null gesetzt. Der ,, inkrementelle “ Nachbarzustand geht danach in einen ,, endlichen ¢
Nachbarzustand (F, = F, F,) iiber, und ein neuer IterationsprozeB innerhalb des
Lastinkrements schlieBt sich an, sofern die schwache Form des Gleichgewicht und
die FlieBbedingung mit den konstitutiven Beziehungen (5), und (7), bzw. (10) mit
A = 0 nicht im Rahmen einer gewdhlten Toleranz befriedigt werden.

Welchen EinfluB die Berechnung der plastischen Metrikkoeffizienten im Sinne
einer endlichen Vorgehensweise auf das Ergebnis bei der Berechnung von Randwert-
problemen hat, soll am Beispiel eines Kragtrdgers mit Einzelmoment — Belastung:
M = 82,467 [ kNcm 1; Abmessungen: | = 200,0 [cm ], b =120 [cm], h=10[cm ];
WerkstoffkenngréBen: E = 21000 [kN/cm?], op = 21,0 [kN/cm?] — verdeutlicht
werden, siehe Abb. 1. Der einaxiale Wert a, der kinematischen Verfestigung wird mit
Hilfe der monoton steigenden Vergleichsfunktion a,y = 1,575 In( 13333,33 ¢,y + 1)
bestimmt. Die Diskretisierung des Systems erfolgt innerhalb der Stabtheorie unter
Verwendung der Timoshenko - Kinematik (isoparametrische Ansatzfunktionen; Bal-
kenelemente mit variabler Schichteneinteilung). In bezug auf die Formulierung der
Verschiebungsfelder fiir die Momentan- und fiir die Zwischenkonfiguration und
auf die Umrechnung der Materialkennwerte beziiglich der Zwischenkonfiguration

sei auf [ 51 verwiesen.
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Abb. 1: Kragtrédger mit Einzelmoment (, inkrementeller “ und ,, endlicher “ Nach-

barzustand )

Das Aufbringen der Belastung erfolgt in einem Schritt. Nach Erreichen der Ver-
formungsfigur 1, die der Losung des elastischen Vergleichsproblems entspricht,
wird erstmalig der EinfluB des plastischen Materialverhaltens beriicksichtigt. Die
Verformungsfigur 2 entspricht dem sogenannten ,, inkrementellen “ Nachbarzustand;
die Verformungsfigur 3 ist das Ergebnis einer vollstdndig geometrisch nichtlinearen
Berechnung. Vergleicht man die Verdrehungen der Endquerschnitte der Verfor-
mungsfiguren 2 und 3, dann zeigt sich, daB die Abweichung in einer GréB8enordnung
von ca. 6,6 % liegt, obwohl die maximalen plastischen Dehnungen der Randfasern
lediglich 0,85 % betragen. Im Endzustand weisen ca. 90 % der Querschnittsfléiche
elastisch - plastische Deformationen auf. Die Anzahl der Schichten erhdht sich von
anfangs 2 auf insgesamt 8 Schichten pro Element.
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Fehleruntersuchungen bei der Simulation von Umformproblemen
mit Hilfe der FEM

J. Rammelkamp, N. L. Dung, O. Mahrenholtz
Arbeitsbereich Meerestechnik II — Strukturmechanik
Technische Universitdt Hamburg-Harburg

Da die Finite-Element-Methode (FEM) ein Naherungsverfahren ist, ist es von grofiem
Interesse, wie genau die berechneten Ergebnisse sind. Einflul auf die Ergebnisgiite
haben die Ansatzfunktionen, das gewahlte Losungsverfahren und die Beschreibung der
Randbedingungen. Diese Art von Fehlerquellen sollen hier nicht untersucht werden.
Bei gegebenen Algorithmen und Rechnergenauigkeit wird die Diskretisierung des Pro-
blemgebiets untersucht.

Aufgrund der abschnittsweise benutzten Ansatzfunktionen entstehen Abweichungen
zwischen der FE-Naherungslésung und der wahren Losung. Daraus ergeben sich lokale
Differenzen:

e = (wahre Ldsung) - (FE-Niherung) .

Solche punktweisen Definitionen sind schwer zu bestimmen und sind bei Singularititen
bedeutungslos. Skalare MaBe bzw. Normen sind vorzuziehen.

Hauptsachlich fir linear-elastische Probleme wurden bisher verschiedene a posteriori-
Fehlerabschitzverfahren entwickelt. Die zur Zeit bedeutensten Verfahren sind der
Residual-Typ und der Postprozessing-Typ.

Der Residual-Typ wurde 1978 von Babuska und Rheinboldt vorgestellt [2]. Es wird
eine Fehlernorm definiert, die hauptsachlich aus zwei Termen berechnet wird:

| e |I?= Cl‘frde+Cgst2dS .

Beim 1. Term werden die inneren Restkrafte iiber das gesamte Volumen integriert. Die
Restkréfte sind darin begriindet, dal die FE-L6sung die Gleichgewichtsbedingungen
nur im integralen Sinne erfiillt und nicht an jedem Punkt des Gebietes. Der 2. Teil
ist bedeutender fiir Elemente mit niedrigen Ansatzfunktionen und wird durch die
Diskontinuitdten in den ersten Ableitungen der Verschiebungen verursacht. Nur die
Verschiebungen sind an den Elementrandern kontinuierlich. Dieses Verfahren ist sehr
komplex und rechenzeitaufwendig und erfordert eine aufwendige Datenverwaltung.

Beim Postprozessing-Typ wird statt der wahren Lésung eine ,zuriickgewonnene“ héhere
Ordnung der FE-Lésung verwendet:
lell*= f(g—-&)T(E-£)dV
v
Das 1987 von Zienkiewicz und Zhu [6] vorgestellte Verfahren ist anwendbar fiir Elemente
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jeder Ordnung. Die ,zuriickgewonnene“ héhere Ordnung der Lésung kann durch eine
Anzahl verschiedener Projektions- oder Glattungsverfahren ermittelt werden. Eine
generelle Konvergenzuntersuchung wurde in [1] angegeben. Der Hauptvorteil dieses
Typs ist darin begriindet, daB nicht nur globale, sondern auch lokale Fehlerabschitzun-
gen berechenbar sind. Die enge Beziehung zwischen dem Residual- und dem Postprozes-
sing-Typ wurde in [4] gezeigt. Der Postprozessing-Typ 148t sich relativ leicht in vorhan-
dene Programme integrieren.

Im Gegensatz zu linear-elastischen Problemen treten bei Nichtlinearitaten, wie z. B. bei
Umformproblemen zusitzliche Schwierigkeiten auf [5] . Der EinfluB der Iteration bei den
nichtlinearen Beziehungen auf die Losungsgiite wird nicht untersucht. Die Spannung
wird aus zwei Naherungslésungen, dem hydrostatischen Druck und der deviatorischen
Spannung berechnet. Dieses 148t sich dadurch vereinfachen, indem ein Fehlerma8 nur in
den deviatorischen Spannungen oder Forminderungsgeschwindigkeiten definiert wird.
Ein weiterer Punkt der zu beriicksichtigen ist, ist die Diskretisierung in Zeitrichtung.
Das Fehlerabschatzverfahren sollte daher méglichst einfach und schnell sein. Der
Postprozessing-Typ ist fiir Berechnungen von Umformvorgéngen gut geeignet [5, 3].

Definiert man die Energienorm als Integral iiber die deviatorischen Spannungen mal
der Formanderungsgeschwindigkeit, so entspricht dieses der Umformleistung. Hierzu
138t sich dann die Fehlernorm nach dem Postprozessing-Typ als Integration iiber das
Produkt der lokalen Differenzen berechnen.

| ell*= [(&' - &) (E—-E)dV

(él _é’)T@—l(.&_l —'Ql) dV

<, <, <

a

E-deE-av

Die drei Schreibweisen lassen leicht unterschiedliche Ergebnisse erwarten, da die Stoff-
funktion ® selbst von der FE-Lésung abhingt.

Es 148t sich nun ein Fehlerindikator definieren:

n= H%hL <7 mit:lel’=Tllell; (M= Anz Elemente)
M

77 ist ein vorgegebener Grenzwert, mit dem sich ein Grenzwert in der Fehlernorm pro

Element errechnen 1afit:

— —ﬂli”i
M

~ 12
N &lla =17
Das Verhiltnis aus der Fehlernorm zur Grenzfehlernorm pro Element liefert dann einen

Aufweitungs-/Verdichtungsindikator fiir adaptive Finite-Element-Methoden [5, 3]:
o el

* T el
Ist ¢, grofer als 1, so ist eine Netzverdichtung erforderlich. . kleiner 1 ermdglicht eine
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Netzaufweitung.

Obwohl die Konvergenz des Postprozessing-Typs fiir diese Problemanwendungen (noch)
nicht nachgewiesen wurde, sehen die Ergebnisse erfolgversprechend aus.

Ein axialsymmetrischer Zylinderstauchvorgang mit Haftreibung zwischen den Gesenken
und dem Werkstiick wurde mit einem starr-plastischen Stoffgesetz und drei unterschied-
lichen Diskretisierungen (Bild 1) berechnet. Die l6sungsangepafite Elementaufteilung
mit 130 Elementen liefert zu Beginn des Vorganges beziiglich der gésamten Fehlernorm
gute Ergebnisse (Bild 2). Die Losungsgradienten kénnen mit diesem Netz wihrend des
Umformvorganges besser abgebildet werden und fiihren zu starkeren Netzverzerrungen
in diesen Bereichen als bei den anderen beiden Netzen. Die Fehlernorm nimmt daher
iiber den Umformweg stérker zu.

Gesenk

i
!
|
¥
!
|

Werkstiick

v m— A g

Gesenk /

/|
~—
AV

i
[
1 |
| i
s 1
)

I j [ | |
T | RN R L
260 Elemente ’ 96 Elemente 130 Elemente

Bild 1: Diskretisierungen der Viertelsymmetrie einer axialsymmetrischen Zylinderprobe
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Fehlernorm |lell

4 —u— fnorms6 }2{
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Bild 2: Gesamte Fehlernorm iiber den Umformweg
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SIMULATION DES WALZPROZESSES MIT HILFE KOMPLEXER STROMUNGS-
POTENTIALE ZUR BESCHREIBUNG VON TEXTURINHOMOGENITATEN

A. Fedosseev, P. Wagner und G. Gottstein,
Institut filir Metallkunde und Metallphysik, RWTH Aachen

Plastische Verformung von Metallen beim Walzen lduft haupt-
sdchlich durch Gleitung von Versetzungen entlang bestimmter
kristallographischer Richtungen auf bestimmten kristallo-
graphischen Ebenen ab. Eine inhomogene Formdnderungsvertei-
lung fiihrt zur Entstehung von Texturinhomogenitdten im Walz-
gut. Flir technologische Prozesse 1ist es besondes wichtig,
die Entwicklung von Texturinhomogenitdten vorhersagen zu
kénnen. Eine genaue theoretische Texturvorhersage braucht
aber plastomechanisch berechnete Informationen liber den Ver-
formungszustand des Materials wdhrend des Walzens.

Ziele dieser Arbeit sind die plastomechanische Beschreibung
des Walzprozesses und die Untersuchung des Zusammenhangs
zwischen den theoretisch berechneten Verformungsinhomogeni-
tdten und den beim Walzen auftretenden Texturinhomogenit&dten
Dieses Thema ist besonders aktuell fir die schnelle Optimie-
rung von Walzprozessen durch Vorausplannung und Simulation.

Zur theoretischen Modellierung von Walzprozessen verwendet
man hauptsdchlich die bekannte Finite-Elemente-Methode (FEM) .
Das breite Aufgabenspektrum in der Erforschung von Umform-
prozessen erfordet aber zum Teil spezielle Methoden. So ist
fiir die Optimierung von Walzprozessen eine schnellere Metho-
de wiinschenswert. Eine dazu geeignete auf der Funktionenthe-
orie beruhende Methode /1/ beschreibt den Walzprozess als
ein Zusammenwirken eines homogenen Stromes (in Richtung der
imagindren Achse) mit einer endlos grofen Anzahl von Quellen
auf der realen Achse (Abb. 1). Die Beschreibung einer sol-
chen Uberlagerung (Addition) mit Hilfe der Funktionentheorie
liefert eine analytische L&sung und erfordert einen erheb-
lich geringeren Rechenaufwand verglichen mit der FEM. In der
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Strémungslehre von Fliissigkeiten und Gasen wurde diese Me-

thode schon erfolgreich angewendet /2/.

Das komplexe Strdmungspotential (KSP) fir eine solchen FluB

ist: A Xz
w = — 1ln sin — - iV z
2% 2H @ ‘ (1)
wobei /20 - z = x, + ix_;
4% = 2HV C ; €, = (Dy - D )/2D; ’ .
v, = VOCZ: C2 = (Do + Dl)/2D1;

H - MaBstabsfaktor; Vo - Walzengeschwindigkeit; X; - komplexe
Koordinaten; Do und D1 - Walzgutdicke vor und nach dem Wal-
zen. Der Parameter H hdngt {iber eine Transzendenzgleichung

von FlieB~ und Walzenparametern ab:

xr
R=HC K?¥?%sin® —/ (xc,), (2)
wobei 2H
D. D c? nr
rz_o_l' K‘=1+—£Ct92—
D, + D r c? 2H

[+ 1 1 -
Die FlieBlinie wird beschrieben durch:
2V HC, X, X,

arctg (ctg — th —] - Voczx1
2H 2H

(I'(xl,xz) =

. (3)

Man kann mit Hilfe' der Bedingungen von CAUCHY-RIEMANN die
FlieBgeschwindigkeit ermitteln:

X X
sin 1 sh —2
H H
V1 Vo C1 'Exz ‘[x,‘ vz = Vo ( C1 X X * cz ). (4)
ch —— —~ cos — ch —2 _ Cos —1
H H H H
Hieraus ergibt sich der Verformungsgeschwindigkeitstensor:
X, 1x, X, Tx,
cos — ¢h — -1 sin — sh —
) xc, H H .- xc, H H
1177 %22 T 7Y H X x. 2 €27 Y % x, 2
X % H L *,2 (5)
{ch — — cos —] (ch — = COs ]
H H H H/ °

Durch Integration entlang der Stromlinie und unter Beriick-
tigung der Verfestigung ermittelt man den Form&nderungs- und
Spannungszustand im Walzspalt.

Eine realistische Beschreibung des Materialsflusses beim

Walzen hdngt i.a. von den Reibungsbedingungen zwischen Walze
und Walzgut ab. Diese Bedingungen kann man berilicksichtigen,
indem man dem laminaren Fluf Stérungen liberlagert. Hierzu
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betrachtet man im Walzspalt zusdtzlich den FluB8 eines Turbu-
lenzsystems. Anzahl, Koordinaten und Leistung der Turbulen-
zen sind Variationsparameter, die den Randbedingungen des
Walzens (Walzspaltgeometrie, Reibung u.s.w.) entsprechen.

Anhand einer schon berechneten Variante eines Walzprozesses
wurde die KSP-Simulation mit experimentellen Ergebnissen und
mit Ergebnissen aus FEM-Simulationen (Larstran-Shape und Mo-
ri /3/) verglichen. Die Walzbedingungen von Kupfer und der
Formdnderungszustand der KSP-Simulation sind in Abb. 2 dar-
gestellt. Ein qualitativer und quantitativer Vergleich der
entsprechenden Verteilungen der Vergleichsparameter und Li-
nien gleicher Vor- bzw. Nacheilung zeigt dhnliche Ergebnisse
(Abb. 3-4). Der Walzprozef kann also mit Hilfe der KSP-Me-
thode angemessen simuliert werden; die Simulation Xkann al-
lerdings noch weiter verbessert werden.

Die vorgestellte Methode erlaubt es, die Verteilung des Deh-
nungstensors (Abb. 5), insbesondere die Gr&se der Schubkom-
ponente zu bestimmen. Diese Schubkomponenten fiihren zu ver-
dnderten Texturen. Die Textursimulation nach der Taylor-The-
orie /4/ ermittelt aus allen mdglichen KXombinationen von
5 Gleitsystemen (GS) die aktiven GS und die entsprechenden
Abgleitungen sowie die daraus resultierenden Orientierungs-
dnderungen. Die Taylor-Theorie setzt allerdings einen ebe-
nen Dehnungszustand voraus. Mit Hilfe der KSP-Simulation ist
es nun méglich, dié tatsdchliche Formdnderung fiir eine ver-

besserte Textursimulation zu verwenden.
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Irreduzible Invariantensysteme eines vierstufigen Tensors Aijkl
im zwei- und dreidimensionalen EUKLIDschen Raum

W .Helisch, [.Betten
Mathematische Modelle in der Werkstoffkunde, RWTH Aachen

Tenscren vierter Stufe spielen in der Kontinuumsmechanik eine Rolle bei der
Berlicksichtigung der Anisotropie in Werkstoffen. Sie treten als Argumente
etwa in skalaren Tensorfunktionen auf, wie z.B. in der Elastizitdtstheorie
(elastisches Potential, elastische Forméanderungsenergiedichte), in der Plasti-
zitatstheorie (plastisches Potential, Fliefbedingung), in der Festigkeitslehre
(Versagenskriterien bei mehraxialer Beanspruchung anisotroper Werkstoffe
[1D und in der Kriechmechanik (Kriechpotential des sekundiren Kriech-

stadiums [2]), um nur einige Beispiele zu nennen.
Von mathematischem Interesse ist die Kenntnis von Integrititsbasen fir
Tensoren, da mit ihrer Hilfe Tensorfunktionen vereinfacht und dennoch
vollstdndig dargestellt werden kénnen.
Nauh SCHUR [2] ist eine Integritdtsbasis folgendermaBen definiert:
" Gibt es in dem Invariantensystem einer Gruppe ein endliches Teil-
system, derart, dafl sich jede Invariante als ganze rationale Funktion
dieses speziellen darstellen laBt, so heifit jenes Teilsystem eine
integritdtsbasis des gesamten Invariantensystems "
Minimal wird eine Integritdtsbasis genannt, wenn alle Elemente der Integri-
tatsbasis unverzichtbar (irreduzibel) sind.
Integritdtsbasen sind kisher nur iir Tensoren bis einschliefllich zweiter Stufe
bekannt. HILBERTs Theorem [4], wonach
fir ein endliches System von Tenscren (nicht nectwendig derselben
Stufe) eine Integritdtsbasis existiert, die aus einer begrenzten Zahl
ven Invarianten besteht,
rechtfertigt die Suche nach Integritédtsbasen auch fiir Tensoren hoherer Stufe.
Im fclgenden werden einige Ergebnisse Uber Integritdtsbasen von Tenscren
vierter Stufe im zwei- und dreidimensionalen Raum vorgestellt. Hierbei mdge
sich der Begriff der Invarianz auf die Gruppe der orthogonalen Transforma-
tionen §T= ;’3'1 beziehen.
Man kann leicht zeigen, dafl polynomiale Invarianten von Tensoren gerader
Stufenzahl durch Kombinationen in Uberschiebungen mit dem Einstensor §
darstellbar sind. Beispiele hierfir sind etwa Gréfien der Form A.... (Grad 1),

iijj
AijklAijkl (Grad 2), A A A (Grad -3), wokei die EINSTEINsche

mnpqg’ pgrs’ rsmn
Summationsvereinbarung verwendet wird.
Mit Hilfe eines Cocmputerprogramms kann die Anzahl q(v) solcher voneinander
verschiedener Grdfien bei vorgewdhltem Grad v der Invarianten ermittelt

werden. Unter der Voraussetzung der Symmetrie des Tensors A :
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= = A = A
Aijk! Ajikl il Clkelij

lauten diese Zahlen {unabhéngig von der Dimension des Raumesj :

Grad v 1 2 3 4 5
Anzahl g(v) 2 5 19 88 553

Grade v:6 konnen aus Kapazitdtsgrinden bisher nicht behandelt werden.
Die Zahlen gq(v) beinhalten noch redundante Elemente, die Giber die Beziehung

D. g R LR : : = Q. : far ran-+l

im n-dim. Raum eliminiert werden kénnen. (Diese Beziechung beruht auf dem
identischen Verschwinden der Permutationstensoren € hdherer Stufe als n.)
So ergibt z.B. im 2-dim. Raum die Uberschiebung DijkpqrPanirPpjqr = O
eine Besziehung zwischen Invarianten zwseiten Grades, durch die eine der
Groflen durch andere ausgedrickt werden kann.

Werden alle méglichen Uberschiebungen dieser Art aufgestellt und ausgewertet.
so erhalt man die Zahlen r_{v) der irreduziblen Elemente, die ebenfalls mit
Hilfe eines Computerprogramms ermittelt werden kénnen:

Grad v 1 2 3 4 5
1,00 @-dim) . 2 2 o o
v B-dim 2 4 10 16 32

Auch hier wurden aus Kapazititsgrinden Grade v:é nicht behandelt.
Die Ergebnisse aus diesen kombinatorischen Ansdtzen legen also die Yermutung
nahe, dafl eine Integritatsbasis

— im 2-dim. Fall aus 5 Elementen und

— im 3-dim. Fall aus mindestens 64 Elementen
besteht. Die Vermutung, daf8 im 3-dim. Fall alle Invarianten hdheren als
sechsten Grades redundant sind, konnte jedoch noch nicht Uberpriit werden.

Eine andere, eslegantere Moéglichkeit, zuirreduziblen Invarianten eines Tensors
zu gelangen, besteht darin, die Koeffizienten des charakteristischen Polynoms
det(l - A)mit dem isotropen Tensor | entsprechender Stufenzahl zu bestimmen.
Fir einen Tensor zweiter Stufe lauten wegen I.lj= )\Sij die charakteristischen
Polynome folgendermafien:

det()\sij—Aij) = N - -, (2-dim.)
mit den Invarianten [;= A;;. [,= -det(Aié) bzw.

detC A3~ A;) = A7- [|2% - [\ - g (3-dim.)

mit den [nvarianten ]I§ Aii' 125 (AijAji_AiiAjj)/z . I3’=‘ detCAij)
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als Koeifizienten.

Eine analoge Formulierung fir den symmetrischen Tensor vierter Stufe (5]
fGhrt mit dem isotropen Tensor I.‘jkl 1= )uS.U.Bkl + u(&ikéjﬁ?)uéjk) und den
Umindizierungen

i.j =1l 22, 1.2 > o
ij = LL 22 3.3, 1.2, 2.3; 31 = «
Uber die Matrizenschemata

( A1111 A1122 2A1112

Ayp = Aol Pagan 2Agg, bzw.

o)
AIZH A1222 “A1212

l; 2, 3 im 2-dim. Raum bzw.
i 2, 3; 4; 5, 6 im 3-dim. Raum

"

o}
(Auu ‘41122 ‘5‘1133 2A1112 ZA1123 “‘5‘1131

A2222 A2233 2A2212 2A'2223 2A2231

A = symmetrisch A3333 %2A3312 2A3323 ZA3331

apf R T Y U Y
A1211 A1222 A1233 1212 1223 1231

24 2
A2311 ‘5‘2322 A2333 “°'2323 2331 )

A3111 “\3122 A3133 symmetrisch 2A_ _

auf die charakteristischen Polynome

A A 24

A ~r2w) Ay oo “S112
Appi™™N AgmOMr2w 2A, 5
A A 24, 2y

1211 1222 1212

PCA,u)

[V
[V

8u’-4], (Aaﬁ)uz'-ZIz (A, =[5 (A 2)-2K A-2K_Ap+8ay?
mit den 5 irreduziblen Invarianten
[ (A g) = tr(A o) = & + A + 2A

3. T 2222 1212
A, = [ AL - (ko) ]/2
I?(A up = dethyg) , |
K, = A s T Apmp) T AR A TR0 T2A 55T,
K, = L[(Agp) = A 557 Ay 0!
als Koeffizienten im 2-dim. Fall bzw.
AI"(Z[,L+7\) B[")\ Bu—k 0 o 0
BI-)\ AH-CZU.*)\) BIII—)\ 0 0 0
POLW := | Bu* By Th A 0 0 0
0 0 o A, O 0
0 0 0 0 A,-2u 0
0 0 0 O 0 A,

mit den 1l irreduziblen Invarianten

= = - 2
I = K +M . , L, = K +M, + KM L1+2L22.
I, = D+M3+Kltvf2 +1\;IICK2-L1+2L2). I, = MID;K1M3+M2(K2-L1+2L2).
I = M2D+M3(RZ—L1+2L2). [, = MB(L1-4L2—K2+2N).
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. ] _—
4M3(K1- Ll) ZMZCLl 4L, K2+2N),

(1]

I
T
= 2 _ - - - -
I = AMLCLI 4L, K22+2N) 8M2(I(l L) I12M..
I, = 8(2M1(Kl~L1)—L1+4L2+K2-2N+3Mz).
[

-16(2(1(1 ~L1)+3M1). [ = MBD

10 11

als Koeiffizienten im 3-dim. Fall.
[m letzteren Fall wurden folgende Abkirzungen benutzt:

K = AprAp A My = A AL AL

Ky = AAGHALAL A A My 2 AGAGPAG A A A

Ky = AApAnp My = Ay AvAyp

Ly = B*By*Byp N o= ABp+AnBtAnBr ,
L, = BB +B B +B B, D = K;+2L,-(ABJ+A, BY+A,BD,
L. =BB B

3 Ui
in denen man die elementaren symmetrischen Funktionen erkennt.

Darliber hinaus wurde im 3-dim. Fall zur Vereinfachung der Darstellung der
Invarianten vom orthotrepen Fall mit

Ana = Az = A T Aoora T Aoooa T Agaar T Agarz T Aasas T Agay = 0
ausgegangen. Dies entspricht beim Tensor zweiter Stufe dem Hauptachsenfall
Aij = diag{AI. A Am} mit dem vollstindigen Invariantensystem

13 AprAp+Agp 1% QAgAprAgAr-Adgd. 153 AlApAg,

Es sei bemerkt, dafi der orthotrope Sonderfall auch beim Tensor vierter Stufe
die Anzahl der Koeffizienten im charakteristischen Polynem gegeniiber dem
allgemeinen Fall mit vellbesetzter Matrix nicht reduziert. Jedoch mufi erwahnt
werden, daf dieses Invariantensystem im Falle des Tensors vierter Stufe nicht
vollstindig ist [6].
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UBER DIE WAHL DER VARIABLEN UND DAS TORSIONSPROBLEM BEI
INKOMPRESSIBLEM MATERIALVERHALTEN

Ch. Tsakmakis, Institut fiir Mechanik, Technische Hochschule Darmstadt

1. Einleitung

Zur Darstellung von Materialeigenschaften bei groBen Deformationen
gibt es eine Fiille von Md&glichkeiten bei der Wahl von Spannungs- und
VerzerrungsgréBen. Es ist daher wiinschenswert, eine systematische
Methode zur Verfiigung zu haben, die es erméglicht, unabhiéngig von
Materialgleichungen Spannungen eindeutig zu Verzerrungen zuzuord-
nen. Eine solche Zuordnung ist auch deswegen erwiinscht weil sie die

physikalische Theorie mit zusitzlicher Struktur bereichert.

Die Hill'sche Theorie iiber konjugierte Variablen liefert einen der-
artigen Zusammenhang zwischen Spannungen und Verzerrungen: Span-
nungen und Verzerrungen heiBen zueinander konjugiert wenn sie im
Sinne der Spannungsleistung verkniipft sind. Man kann zeigen (auf
den Beweis wird hier verzichtet, s. aber dazu [1]), daB in der Menge
aller Lagrange'schen konjugierten Paare aus Spannungen und Verzer-
rungen zwei Paare eine ausgezeichnete Rolle spielen. Die zueinander
gehorigen GroBen werden als dual bezeichnet. Bei Transformationen
der Bezugskonfiguration mit Hilfe von reguldren Abbildungen entsteht
aus jedem der beiden Lagrange'schen Paare dualer Variablen, eine Men-
ge aus Paaren rdumlicher dualer Variablen. Die beiden Mengen bilden
dann Aquivalenzklassen aus dualen Spannungen und Verzerrungen die
in [2] als Familie 1 und Familie 2 bezeichnet wurden (in [2] sind einige
ausfiihrliche Betrachtungen iiber die beiden Familien von dualen Varia-
blen zu finden). Im folgenden werden verschiedene Typen von Materi-
algleichungen in ihrer einfachsten Form anhand von dualen Variablen
relativ zur momentanen Konfiguration formuliert und am Beispiel einer
Torsions-Beanspruchung diskutiert. Dabei ist der Charakter der Effek-

te zweiter Ordnung von Interesse.
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2. Torsionsbeanspruchung bei inkompressiblen Stoffgesetzen

Es bedeutet T den Cauchy'schen Spannungstensor, Tg die Extraspan-
nung (T = -pl + Tg), L den rdumlichen Geschwindigkeitsgradienten, D
den symmetrischen Anteil von L, A den Almansi'schen Verzerrungsten-
sor,  den Finger'schen Verzerrungstensor, B den linken Cauchy-Green-
Tensor (s. auch [2]). Wegen Inkompressibilitiat gilt SpD = 0. Bei der
Bildung von objektiven Tensorgeschwindigkeiten fiir einen Tensor

zweiter Stufe S gelten die Definitionen:

v
S$=§-1LS-SLT, S=8§+LTS + SL

2.1 Materialgleichungen vom Fluidtyp

Die folgenden Gleichungen sind die einfachsten Formen einer Material-
gleichung fiir eine viskoelastische Fliissigkeit (A, ¢ : Materialparame-

ter):
v a
Familie 1 : Tg' + A\Tg = 2uD Familie 2 : Tg + ATg = 2uD

Diese Gleichungen sind Sonderfélle der sog. rheologischen Zustands-
gleichung von Oldroyd, bekannt als Fluid von Typ A und B (s. dazu [3]).
Bei Fluiden spielt die Couette-Stromung eine &dhnliche Rolle wie der
Torsionsversuch eines vollen Kreiszylinders bei Festk&rpern. Fiir diese
Stréomung erhdlt man folgende Normalspannungs-Verteilung iiber den

Radius r in physikalischen Komponenten:

b2 7_ 2u)b2
2r2 r4

2
Familie 1 : T *%” = -p [% r2 - 2ab(ln r) -

a2 b2 6uirb?
-p [Trz - 2ab(ln r) - 52 :l + i

Familie 2 : T<%%>
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Hier sind a und b Parameter, die von der Geometrie und den Randbe-
dingungen abhingen. Man erkennt an diesen Beziehungen, daB im Falle
daB der erste Summand betragsmidBig kleiner als der zweite ist, die
beiden Normalspannungs-Verteilungen einen Weissenberg-Effekt mit

gegensinnigem Charakter beschreiben.

2.2 Hyperelastische Materialien

Bei hyperelastischen Koérpern wird die Extraspannung Tg von einem
Potential w abgeleitet. Dies bedeutet, daB Hyperelastizitit eine finite
Theorie ist und deswegen ist nicht zu erwarten, daB die Effekte zwei-
ter Ordnung von der Darstellung des Potentials w innerhalb jeder Fa-

milie abhingen. In der Tat, fiir das Mooney-Rivlin-Material gilt
w = Cy(Ig-3)+ Cy(llg-3) = -(4Cy+2C5)I 5 +4Cyll 5 =-(2C1+4Cp)Ig + 4CollIgy.

Hier sind C; und C, positive Materialkonstanten und I, bzw. II(, die
erste bzw. zweite Invariante des zugehérigen Tensors (). Man sieht,
daB die Form der Materialgleichung erhalten bleibt beim Umrechnen
zwischen den beiden Familien. Wir bezeichnen im folgenden als Torsi-
onsversuch mit frelem Ende eine Torsionsbeanspruchung bei der die
axiale Normalspannung im Mittel verschwindet, so daB ebene Quer-
schnitte eben bleiben. In diesem Falle erfahrt die Torsionsprobe immer
eine Verlingerung mit zunehmender Drillung (positiver Poynting-Ef-
fekt). Die zugehdrige Form der axialen Normalspannungs-Verteilung
iiber den Radius hdngt von der Wahl der Materialparameter ab: Je
nachdem ob das Verhédltnis C;/C, kleiner oder g‘rtSB‘er 0,5 ist, hat der
Kurvenverlauf einen konvexen oder konkaven Charakter (fiir Einzelhei-

ten s. [11).
2.3 Materialgleichungen vom inkrementellen Typ fiir Festkérper
Es reicht hier aus nur hypoelastische Stoffgleichungen zu diskutieren,

denn man kann zeigen (s. dazu [1]), daB fiir andere Klassen von inkre-

mentellen Materialgleichungen, insbesondere fiir plastische Kérper, die
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Verhdltnisse vollkommen analog sind. Die einfachsten hypoelastischen
Stoffgleichungen sind diejenigen eines hypoelastischen Koérpers vom
Grade "0", hier dargestellt im Rahmen jeder Familie (g : Materialkon-

stante):
v [}
Familie 1 : Tg = 2uD Familie 2 : Tg = 2uD

Bei einer Torsionsbeanspruchung mit freiem Ende ergibt sich auch hier
eine Verlangerung der Torsionsprobe in beiden Fdllen. Der Verlauf aber
der Normalspannung in axialer Richtung iiber den Radius héngt von der
gewdhlten Familie zur Formulierung des Modells ab: Eine Formulie-
rung im Rahmen der ersten bzw. zweiten Familie liefert einen konvexen

bzw. konkaven Kurvenverlauf.

3. AbschlieBende Bemerkungen

Es wurden einfachste Formen von Materialgleichungen untersucht,
formuliert mit dualen Variablen aus je zwei verschiedene Familien. Die
Beispiele zeigen, daB bei finiten Materialmodellen die Effekte zweiter
Ordnung nur durch die Wahl von Materialparametern bestimmt werden
und unabhingig von der gewdhlten Familie sind. Bei inkrementell for-
mulierten Materialmodellen hidngen die Effekte zweiter Ordnung von

der gewidhlen Familie ab und sind unabhédgig von der Wahl der Parameter.
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UUBER DIE BERUCKSICHTIGUNG MIKROMECHANISCHER VORGANGE BEI
DER FORMULIERUNG EINES MAKROSKOPISCHEN STOFFGESETZES FUR
POLYKRISTALLINES EIS

B. Bischoff-Beiermann, Institut fiir Mechanik, Ruhr-Universitdt Bochum

Monokristallines Eis besitzt eine fiir hexagonale Kristallstrukturen typische
ausgepréigte Anisotropie der Materialeigenschaften [5]. Die basale Gleitung ist
der Hauptverformungsmechanismus. Die Gleitgeschwindigkeit auf den nichtba-
salen Kristallebenen, z.B. den prismatischen, ist bei vergleichbarer Belastung
um mehr als vier Zehnerpotenzen geringer. Die im Experiment zu beobachtende
Zunahme der basalen Versetzungsdichte #uBert sich makroskopisch als eine
Entfestigung des Einkristalls.

Polykristallines Eis verfestigt im Bereich des primiren Kriechens. Dieser Un-
terschied zum Einkristall wird durch den Aufbau von Eigenspannungen her-
vorgerufen. Die ."gut”-orientierten Korner erfahren groBere inelastische
Deformationen als ihre Umgebung, was in der Folge zu einer Spannungsre-
duktion fiihrt. An den “schlecht"-orientierten Kornern miissen sich die
Spannungen entsprechend erhohen. Experimentell lassen sich die Gesamtdeh-
nungen additiv aufspalten in .einen spontanelastischen Anteil £¥, einen
verzogertelastischen Anteil ¢¥ und einen inelastischen Anteil ¢!. Wird am Ende
eines Versuches die Probe entlastet, dann gehen die Dehnungen spontan um

€ und im Laufe der Zeit noch um &Y zuriick. v kann dabei mehr als 30 mal

£
groBer sein als £®. Das bedeutet, dal auch die Eigenspannungen um etwa
diesen Faktor groBer seien kdnnen als die duBeren Spannungen. Der fiir groBe
Zeiten bzw. Spannungen zu beobachtende tertidre Kriechbereich wird durch
Rekristallisation bzw. Schiadigungsmechanismen erklart.

Diese experimentellen Befunde motivieren den Versuch, in einem makroskopi-
schen Stoffgesetz fiir polykristallines Eis die Vorgédnge auf der Mikroebene,

insbesondere die Eigenspannungsentwicklung, zu beriicksichtigen.

Die inelastischen Verzerrungsgeschwindigkeiten des Monokristalls d! werden
in die Anteile dP und dP aufgespalten, die den Verformungsmechanismen der
basalen und prismatischen Gleitung entsprechen. di=dP+dP . Von den 3
Gleitsystemen der basalen Gleitung sind 2 linear unabhingig [1]. Nimmt man
an, dafl die Versetzungsdichten der 3 Gleitsysteme gleich sind und daB ein

b

linearer Zusammenhang zwischen der resultierenden Schubspannung t° und

der Geschwindigkeit der Versetzungen besteht, dann kann das monokristalline
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Stoffgesetz in folgender Form geschrieben werden :

db=12—&-'lb:_d_ ,  yP= bP-AP-k-tP , 2'tb2= o:;b:g_

b) kI - L kel sk kel sk ) _ k.1
(; )ij —z(n.n 81.~1-nj.n$i + nn 8i+nin8j) 2ninjnn

Es ist n der Einheitsnormalenvektor der basalen Ebene, der mit der c-Achse
des Kristalls zusammenfillt, Y2 bzw. tP die dquivalente Gleitgeschwindigkeit
bzw. Schubspannung des einfachen Scherversuchs, k-t® bzw bP die Ge-
schwindigkeit bzw. der Burgersvektor der basalen Versetzungen und ¢ der
Spannungstensor. Fiir die #quivalente basale Versetzungsdichte AP wird fol-
gende Entwicklungsgleichung angenommen:

P

- 1 2:k-tP
)\b=( 1:~G-bbf tru(t)de - kb)- 3
0 €q

Die Struktur der Gleichung ergibt sich aus der Annahme einer Frank-Read-
Quelle. deq

ist die Anzahl der Quellen, die zwischen t und t+dt aktiviert werden.

ist der dquivalente Quellenabstand und G der Schubmodul. p(<t): dt

Fiir die prismatische Gleitung gelten entsprechende Gleichungen, wobei IP

dann folgende Form hat:

(:L_p)ijkl = 15{" (“i“kS} * "j“lslf * oo

c(818% +aiak) + (mngl + gntnl) )

kgl Isk k,1 _ kl
n<s; + nn Sj ) + nynntn g;;8

8';, gkl bzw. gi; sind die gemischt-, kontra- bzw. kovarianten Komponenten
(Metrik) des Einheitstensors 2-ter Stufe 1 .

Die Tensoren _l_b bzw. 1P projezieren den Spannungstensor ¢ in den zweidi-
mensionalen Unterraum der basalen bzw. prismatischen Gleitung. Sie spannen
zusammen einen vierdimensionalen Unterraum des Deviatorraumes auf. Die
fehlende 5. Dimension entspricht einer Léangendnderung des Kristalls in
c-Achsenrichtung. Diese ist somit durch inelastische Deformationen nicht
moglich.

Die Verzerrungsgeschwindigkeiten des Polykristalls D werden additiv aufge-
spalten in einen elastischen und einen inelastischen Anteil. D = D€ + DI
Monokristall und Polykristall modgen dem gleichen elastisch isotropen
Werkstoffgesetz geniigen, das somit als bekannt vorausgesetzt werden kann.
Die globalen inelastischen Verzerrungsgeschwindigkeiten D! erhidlt man durch
Mittelung der lokalen GroBen iiber ein in geeigneter Weise zu definierendes

repriasentatives Volumenelement:
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Di = L [di dv = <di> = [digmdo® mit [gmdom=1
AV

Die Mittelung iiber das Volumen ldBt sich auch als Mittelung iiber alle in V
enthaltenen Kornorientierungen schreiben. d! ist die mittlere inelastische
Verzerrungsgeschwindigkeit aller Korner mit der Orientierung n und g(n)-do®

ist deren Volumenanteil.

Zur Berechnung der lokalen GréBen wird folgendes Ersatzproblem [6] be-
trachtet: In eine unendlich ausgedehnte homogene Matrix mit dem Werkstoff-
verhalten des Polykristalls wird eine monokristalline Kugel eingebettet. Wird
die Matrix auf ihrem &uBeren Rand homogen belastet, dann werden die
Spannungen bzw. die Verzerrungsgeschwindigkeiten in der Matrix um Ag bzw.
Ad vom homogenen Zustand abweichen. Beschreibt man den Zusammenhang

zwischen Ag und Ad n#dherungweise durch ein lineares Stoffgesetz der Form
Ad = S:48 + M: Ag

mit dem Elastizitdtstensor § und einem geeignet zu definierenden Tensor
4-ter Stufe M, der das inelastische Materialverhalten beschreibt, dann erhilt

man nach lingerer Rechnung [2] folgendes Ergebnis :

g =2 + g°

Die Spannungen ¢ innerhalb des Korns sind konstant [3],[4]. Sie ergeben sich
als Summe aus der duBeren Last £ und den Eigenspannungen 6€ . Fiir die

Eigenspannungen erhédlt man folgende Entwicklungsgleichung:

¢ = E:(DI-di@ -B(M,v):e®) .

Die ersten beiden Terme entsprechen einer Gleichung von Kréner[7] zur
Beschreibung der Vielkristallplastizitdt metallischer Werkstoffe. Sie ld8t sich
wie folgt interpretieren: Durch den Unterschied in den mikro- und makro-
skopischen Verzerrungsgeschwindigkeiten entsteht fiir den spannungsfreien
Vergleichszustand eine Inkompatibilitdt in den Dehnungen. Multipliziert man
diese Dehnungen mit dem Tensor E,

_ E-(7-5Sv) ¢, 1 1
E T 15-(1-v)- (1+v) (=- 31'1‘) ¥ 3(1+v) 3

11,

dann erhdlt man nach Eshelby [3] die Spannungen im EinschluB.
Zuséatzlich zu den homogenen Verzerrungsgeschwindigkeiten l_)_i treten in der
Matrix jedoch noch die Verzerrungsgeschwindigkeiten Ad auf. Deren Beitrag

zur Dehnungsinkompatibilitdt wird durch den 3. Term der Gleichung
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beschrieben. Der Tensor 4-ter Stufe B ist eine lineare Funktion des Tensors
M. Er ist desweiteren von der Querkontraktionszahl v abhéngig.

~n

L { 7200 -M-1 +( 1575v% - 1530v + 343 )-M-11

B =07 5wz
+ (-8400v2Z + 12000 v - 4040)- M

-

+( 12600 v? - 18000 v + 6200 )- M,

+( 12600 v2 - 18000 v + 7000)- M, +(~12600v% + 15120 v - 4600 )- M, }

(M-i)ijkl = Jf( Mikj] + Miljk ) , 1 : Einheitstensor 4-ter Stufe
(—M—Z)ijkl = ﬁ'( M 31+ MISE o+ Misi + Misi )

_ ~ ~ ~ _ ) ~ _ "
M= (1M + M1 M= M, . M= Mk

Die Ubereinstimmung zwischen einem mit diesem Stoffgesetz nachgerechneten
Druckversuch mit konstanter Last und dem entsprechenden Experiment ist
abhingig von der Wahl des Tensors M. Als sinnvoller Ansatz hat sich
M= o - OD!/9Z erwiesen. Die mit a=1 berechneten sekundiren Kriechraten fal-
len zu groB aus. «=0.1 ergibt Kriechraten der richtigen GroBenordnung. Die
sich einstellenden Eigenspannungen sind jedoch noch zu klein. Eine mé&gliche
Ursache konnte sein, daB ein Monokristall durch seine Einbettung in einen
Polykristall, und der damit verbundenen hoheren Versetzungsquellendichte auf

seinem Rand, weicher ist als ein isolierter Kristall.
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Ein thermodynamisch konsistentes Stoffgesetz
fur polykristallines Eis

J. Pohé
Lehrstuhl fir Mechanik 1
Ruhr-Universitat Bochum Universitatsstr. 150 4630 Bochum 1

Einleitung

Es wird ein Stoffgesetz vorgestellt, welches phinomenologisch das Verhalten von
polykristallinem Eis beschreibt. Dabei sind folgende Kriterien bertucksichtigt worden:

- Qualitativ und quantitativ ist eine gute Ubereinstimmung mit dem experimen-
tell erfaSbaren Werkstoffverhalten anzustreben.

- Mit Hilfe einer Anpassungsstrategie sei eine einfache Ermittlung der Material-
funktionen und -parameter durchfithrbar.

- Das Stoffgesetz sei thermodynamisch konsistent und ermdgliche die Berechnung
von isothermen, adiabaten und allgemeinen Prozessen.

Theoretische Grundlagen zur Beschreibung des Materialver-
haltens '

Die .Deh.nungsra.te D sei, wie iiblich, in einen elastischen und einen inelastischen
Anteil additiv aufspaltbar.

D= Del + Din- (1)

Der elastische Anteil mége dabei dem hypoelastischen Stoffgesetz folgen.

174
l1+v

M=LF_

v . .
e trSl] +aT1. (2)

 Als Ansatz fiir die inelastische Dehnungsrate wurde folgende Form gewahlt:

g 1 OJo
Dipn =113 77 25 exp [—%] . (3)
I, = (8" - & + & : [S’—EU'{‘fr] (4)
Ja=[S"-&]:[S'-¢&)]. (5)

Gleichung (3) enhélt den Arrheniusfaktor mit der Aktivierungsenergie Q@ und der

v

universellen Gaskonstante R. «; und o2 sind noch zu bestimmende Parameter. Die
Spannungsinvarianten I> und J», die in Gl. (4) und (5) beschrieben sind, enthalten
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weiterhin die tensoriellen internen Variablen £, und £.. Diese beschreiben die internen
Spannungen in der Kristallstruktur einerseits und andererseits Versetzungen bzw.
das Rekristallisationsverhalten des Werkstoffes. Die Evolutionsgleichungen dieser
Gréssen lauten

zv = Cu1 (7) Ce2 (SI —&v T {r) Din—cus (SI; €y 6r) (T €f] . | (6)

zr = Cr1 (7) Cr2 (SI — &y + fr) Din —cr3 (S,§ v, Er’) [61' - EU] . (7)

v ist dabei ein MaB fiir eine modifizierte inelastische Arbeit.

Y=y (S,; v, fr) [S’ —& + Er‘] : Din. (8)

Thermodynamischer Rahmen

Basierend auf den Ausfithrungen von LEHMANN (1989) ist zu gewidhrleisten, daf das
Stoffgesetz in einen thermodynamischen Rahmen eingebettet ist.

Der Ausgangspunkt fir diese Betrachtungen ist der erste Hauptsatz der Thermody-
namik in der Form

U= W + Wh + Wq — %divq—:— r (9)
mit der spezifischen inneren Energie u, dem reversiblen Anteil w,., dem dissipier-
ten Anteil wy und dem nichtdissipierten Anteil w, der mechanischen Arbeit. q
ist der Warmeflul und r sind weitere Energiequellen. W&hlt man den Hencky-
Dehnungstensor ¢, und die Entropie s als externe Zustandsgrossen, so kann mit
einer zweifachen Legendre-Transformation und dem Ansatz

mdg

1 |
wr = —S: ¢, 10
p (10)

die Evolutionsgleichung fiir die spezifische Entropie aufgestellt werden.

. . 1. o¥., 9¥ ¢ ¥ v

TS = wyq + wy, — Ed1vq+ r— 3—77— BE. 1€y — ET € (11)
Unter der Annahme, daf neben den klassischen reversiblen und irreversiblen thermo-
dynamischen Prozessen weiterhin dissipative Prozesse als eine Folge von erzwunge-
nen Gleichgewichtszustinden erscheinen und nichtdissipative Prozesse, die auf einer
Wechselwirkung zwischen von auflen zugefuhrter Arbeit und innerer mechanischer
Energie, die in Mikro-Spannungsfeldern gespeichert wird, auftreten, kann Gl. (11) in
zwei Bilanzgleichungen aufgeteilt werden.

v
o7

1 .
Wy = > divg — TT -THn>0 (12)
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ov ., v ¢ av
U.’h = ——" + — Eu+5€__

. <
: ) - 13
> 2%, E.+Tn—r (13)

7 bezeichnet hier eine Entropieproduktion aufgrund von Anderungen der internen
Struktur. Aus (12) ist mit Hilfe der spezifischen Warmekapazitit (14)

O*Y
Cp = —ET,E'T (14—)

die Evolutionsgleichung der Temperatur (13) aufzustellen.

. 1 '
cpT = wg — = divg + T (15)
Mit .
Wqe + Wp = ;;S :Din (16)
Wy = -?—S :Din (17)

-

kann Gl. (18) formuliert werden:

1 ov ov <« ov
—-1—/3S:Dgn= — 4 v+ =—
Q0 [ ] /T afu E a{l

.+ Th—r (18)

Die aus den vier Differentialen der spezifischen freien Enthalpy ¥ entstehenden sechs
Integrabilitdtsbedingungen sind zu erfillen.

Anpéssung und Ergebnisse

Zur Bestimmung der noch unbekannten Materialfunktionen und -parameter wurde im
wesentlichen auf die Versuchsergebnisse von MELLOR/ COLE (1982) zurilickgegriffen.

Mit diesen lassen sich an diskreten Stellen Zusammenhange zwischen der Dehnungs-
rate und der Spannung der Form

= Ao” (19)

erstellen, mit deren Hilfe sog. "idealisierte Kurven” zu erzeugen sind. Diese dienen
zur weiteren Anpassung, welche in Grundsatz so erfolgt, dafl stets nur zwei freie
Parameter in einem Schritt in Abhangigkeit der observierbaren Groéssen bestimmt
werden mussen.

Abb. 1la zeigt die so erstellten Rechnungen im Vergleich zu den entsprechenden
Versuchen aus Abb. 1b.
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In Abb. 2 werden Rechnungen und Experimente bei konstanter Last miteinander
verglichen. Abb. 3 schlieflich zeigt Vorhersagen des Modells bei unterschiedlichen
Temperaturniveaus, die jeweils als adiabate und isotherme Prozesse gerechnet wur-

den.
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DIE IR-ABSORPTIONSSPEKTREN VON KUNSTSTOFFEN
BEI GROSSEN VERFORMUNGEN

H. Bednarczyk, InstitutAfGr Mechanik (Bauwesen), Universitdt Stuttgart

Bereits bei friiherer Gelegenheit [1] wurde darauf hingewiesen, daB die
von vielen Experimentatoren beobachtete anomale Dispersion des
spannungsoptischen Effektes bei Celluloid (vgl. hierzu [2] und die dort
angegebene Literatur) seine Ursache in einem Dichroismus hat, der sich
im infraroten Wellenldangenbereich des Lichtes abspielt. Die Celluloid-
Probe muBte dabei bis in den anelastischen Bereich hinein (also bis zu
bleibenden Verformungen) beansprucht werden. Blieben die Verformungen
reversibel, die Beanspruchung also im rein elastischen Bereich, so
blieb auch die Dispersion des spannungsoptischen Effektes normal. Ein
erster Erkldrungsversuch dieses experimentellen Befundes wurde in [1]
und [3] gegeben und es wurde auch gezeigt, daB der Dichroismus bei
normaler Dispersion des spannungsoptischen Effektes 1im ultravioletten
Wellenlangenbereich stattfindet.

Unter Dichroismus einer Substanz versteht man (grob gesprochen) die
Erscheinung, daB die 1in 1linear polarisiertem Licht aufgenommenen
Absorptionsspektren dieser Substanz verschieden ausfallen, je nachdem,
wie die Polarisationsebene relativ zur untersuchten Probe orientiert
ist. Bei Substanzen, bei denen Dichroismus erst unter mechanischer
Beanspruchung auftritt, spricht man gewShnlich wvon “"kiinstlichem

Dichroismus”.

Nun hdngen bekanntlich Absorptionskoeffizient und Brechungsindex einer
Substanz zusammen: sie sind in einem komplexen Eigenwert o enthalten,
der sich aus dem Ausbreitungsproblem einer 1linear polarisierten Licht-
welle durch eine (nichtleitende) Substanz ergibt. Es giit

a:n(1+1§), (1)

wobei n den Brechungsindex, z den Absorptionskoeffizienten und k die
Wellenzahl bedeutet. Modelliert man die Polarisation der Substanz durch
Annahme schwingungsfdhiger molekularer Dipole, wie dies in (3]
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geschehen ist, so erhdlt man bei fehlendem Dichroimus (also bei nicht
beanspruchtem Material) fiir « die seit langem in der Dispersiontheorie
bekannte Formel (vgl. dazu etwa die Ubersicht von Fahrenfort [4]):

(2)
—0%40

e S A1

+ idw ©
r

J ist eine mit dem Aufbau des Dipols zusammenhdngende charakteristische
Konstante, wr dessen Resonanz-Kreisfrequenz, sowie 6 dessen Dampfungs-
konstante ; w bezeichnet die Kreisfrequenz der einfallenden Lichtwelle.
Aus (1) und (2) erhdlt man die Abhdngigkeiten n(®w) und z(w). Durch z(w)
ist Uber

D = exp(-zh) (3)

die Durchlédssigkeit einer Probe der Dicke h und damit die Form einer
Absorptionsbande bestimmt. n(®) gibt dann den Verlauf des "zugehdrigen"
Brechungsindex an.lNatUr11ch kann man die Kreisfrequenz der einfallen-
den Lichtwelle auch durch deren Welienldnge ersetzen.

Wird die Probe belastet, so &ndern sich die Verhdltnisse, und das
Dipolmodell gestattet nun einen weitaus tieferen Einblick in den
gekoppelten mechanisch-optischen Vorgang der Lichtausbreitung. Anstelle
des einzigen, durch (2) definierten Eigenwertes o« ergeben sich jetzt
deren zwei geméifR

c, J
-0 + 0° + 60 W + S
r r 2
(4)
‘ e, d
2 _ 3
(a3) = 1 + 5 >

-w° + wr + 18wrw + 33
Die zugehdrigen Eigenrichtungen fallen mit den Hauptrichtungen des
ebenen Spannungszustandes zusammen, dem die Probe unterworfen wurde.
Die 1-Richtung ist die Fortpflanzungsrichtung des Lichtes; sie steht
normal auf der Mittelebene der Probe. Der Unterschied zwischen (4) und
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(2) besteht in den neu hinzugekommenen Koeffizienten C2’ 03 und 82, 83.
Sie sind die Eigenwerte zweier Tensoren C und S deren Eigenrichtungen
gleichfalls mit den Hauptrichtungen des aufgepragten Spannungszustandes
zusammenfallen. Das Dipolmodell weist sie als diejenigen Groéfen aus,
auf die der mechanische Beanspruchungszustand der Probe Zugriff hat: C
und S8 sind, bei vorausgesetzter Isotropie der unbeanspruchten Probe
(sonst wiirde ja (2) nicht gelten) isotrope Funktionen des Verzerrungs-
bzw. (unter gewissen Umstdnden) des Spannungszustandes. Die Bedeutung
von 82 und S3 wird unmittelbar aus (4) klar: Sie stellen eine Anderung
der Resonanzfrequenz des Dipols, also eine Verstimmung dar. In der Tat
sagt das Dipolmodell, daB es sich bei S um zusdtzliche Bettungskrifte
des Dipols handelt, die durch die mechanische Beanspruchung der Probe

erzeugt werden. C, und 03 hingegen enthalten einen Orientierungseffekt:

2
Durch die Verformung wird der urspriinglich isotropen Verteilung der

Dipole eine Vorzugsrichtung aufgeprdgt. Natirlich sind C, und C3 durch

2
die Verteilungsfunktion der Dipolrichtungen (Texturfunktion) bestimmt,
die iJjhrerseits wiederum von der Verzerrungsgeschichte der Probe

abhdngt. Dariiber soll in einer spdteren Arbeit berichtet werden.

Wegen (4) und (1) gibt es bei der belasteten Probe auch 2 Haupt-
brechungsindices nz(w) und ns(w), sowie 2 Hauptabsorptionskoeffizienten
Zz(m) und Zs(w) und demzufo]ge gemdB (3) auch zwei Hauptdurchldssig-
keiten Dz(m) und D3(w). Die Hauptbrechungsindices beschreiben 1in
bekannter Weise die Spannungsdoppelbrechung (im sichtbaren Licht). Die
Hauptdurchldssigkeiten geben AnlaB zu zwei voneinander verschiedenen
Absorptionsspektren, wenn die Probe mit linear polarisiertem Licht mit
verschieden orientierten Polarisationsebenen durchstrahlt wird. Meist
werden die Polarisationsebenen im Winkel von g zueinander orientiert.
DaB Dichroismus und Doppelbrechung miteinander zusammenhidngen, ist seit
geraumer Zeit bekannt. Es verwundert also nicht, daB Gleiches fiir

kinstlichen Dichroismus und Spannungsdoppelbrechung gilt.

= 1), so erhalten

D,, Dy

Betrachten wir den reinen Verstimmungseffekt (02 = C3

wir den in Abb.1 gezeigten prinzipiellen Verlauf von Nys Mg,
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Liegt hingegen ein reiner Ausrichtungseffekt vor (S2 = 83 = 0), so
erhalten wir den in Abb.2 dargestellten Verlauf von Nys Ngs 02’ DS' Wie
bereits in [5] ausgefiihrt wurde, ist es ausgeschlossen, die experimen-
tellen Befunde durch reine Verstimmungseffekte der molekularen Resona-
toren zu erkldren. Dies gilt sowohl fir die anomale Dispersion der

Spannungsdoppelbrechung als natirlich auch fir den Dichroismus der IR-
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Absorptionsspektren. Die meisten in polarisiertem Licht aufgenommenen
IR-Absorptionsspektren verschiedener Polymere weisen dann auch den
Dichroismus als praktisch reinen Ausrichtungseffekt aus. Umso
bemerkenswerter sind daher Experimente, die trotzdem auf eine gleich-
zeitig mit der Ausrichtung einhergehende Verstimmung einzelner
molekularer Resonatoren hinweisen. Als Beispiel mdge das in [6]
verdffentlichte Absorptionsspektrum von isotaktischem Polypropylen
gelten (Abb.3). Die bei etwa 8,7u 1liegende Absorptionsbande 1iBt
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Abb. 3.

deutlich eine Verschiebung aer Resonanzwellenldange in Abhdngigkeit von
der Polarisationsebene des durchgehenden Lichtes erkennen, wie sie in
Abb.1 dargestellt wurde. Die Bedeutung derartiger Absorptionsbanden
liegt auf der Hand: Da die Verschiebung der Resonanzwellenidnge offen-
sichtlich von Uberlagerten Makro-Spannungsfeldern stammen muB, konnten
sie auch zum Studium von Eigenspannungszustinden herangezogen werden.
Um hier sichere Aussagen zu ermdglichen, sind natirlich weitere Unter-

suchungen, vor allem auch experimenteller Art erforderlich.
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CONSTITUTIVE EQUATIONS FOR THE INELASTIC BEHAVIOUR OF METALS BASED ON STOCHASTIC
MODELS

E. A. STECK
Institut fir Allgemeine Mechanik und Festigkeitslehre
Technische Universitdt Braunschweig, W-3300 Braunschweig, FRG

The Stochastic Model

Describing the dislocation movements in crystalline materials and their tempera-
ture and stress activation by a discrete Markov chain results in a stochastic
model which is successful in describing stationary deformation processes as well
as transients after changes in external load or temperatures.

In former publications [1,2], this stochastic model for the description of
inelastic deformation processes was presented. It describes the evolution of a
probability distribution of "flow-units"” over a one-dimensional state space of
barrier hights.

For inelastic processes in crystalline media, it is generally accepted, that the
dislocation gliding processes are due to effective stresses g,¢f, Which result
from the difference

Geff = Uapp - Ub (1)

between the applied stress o

and internal (back) stresses oy, closely related
to the microstructure.

app

The concept of back stresses became widely accepted in the late 1960's and early
1970's [3]. Many different methods were developed to measure oy by creep tests,
stress- and strain- transient dip tests and transmission electron microscopy
(e.g. [3,4]).

In summaryv, the results of these investigations show that the build-up of back
stresses correlates with the evolution of complex dislocation substructures,
such as cells and dislocation pile-ups, and that stored elastic energy could be
associated with the magnitude of the back-stresses. It could also be clearly
stated, that back stresses possess a considerable statistical variation in their
magnitude, spatial extent, and kinetics. Including the effective stress in the
stochastic model and using a mean value formulation [5], the following set of
constitutive equations is derived:

_ 3V (0-ay) v* + v g(d)
¢ie = Ay sinh(———) exp(- ——— ), (2)
—pan . oV |c—5b| vt + av E(i)
g(i) = ¢y sinh(— ———) exp(- — —— ) -
kp T kp T

- Cg exp(- ) (3)
ky T




- 129 -

. 8V (0-0}) U + 5y g(i)
6, =Dy sinh(— ) exp(- ——8M8 ) -
kp T kp T
0.2 U* - 82 oV '(_):bl
- Dy exp(- ) sign(oggs) . (4)
ky T

where £, is the inelatic strain rate. o (1) and oy are the rates of the mean
values of the isotrop%c hardening stress and the back stress respectively. o is
the applied stress, o 1) 4 measure for the barrier hights which are connected
with isotropic hardening, U 1is the activation energy of self diffusion, and &V
the activation volume. T is the absolute temperature, and ki Boltzmanns con-
stant. The remaining magnitudes are material parameters which have to be identi-
fied by experiment.

Parameter Identification

Numerical optimization techniques have been applied using mainly uniaxial creep
experiments for the determination of the constants in equations 2 to 4. Creep
experiments for aluminum Al 99.999 were used. In addition both, uniaxial as well
as multiaxial experiments were carried out with the austenitic stainless steel
AISI 316L from the same charge [6].

The numerical technique employed for the parameter estimation is the evolution
strategy. It is a stochastic method which has the advantage that a local minimum
can be overcome, any boundary condition can be included without restricting the
method too much, and it can be emploved easilv. The disadvantage is the amount
of computer time needed for the optimization.

Figures 1 and 2 show results of the parameter identification for cvclic proces-
ses and the cyclic saturation predicted by the model for the stainless steel
AISI 316L.

stress o [MPa]

Model-fitting
Data from Spermenn [I‘?B?]

0 20 L) &0 80 100 120 140 160 180
time [s]

Fig. 1. Cvclic tension test (AISI 316L) T=973K, ¢ = = 0.01 1/min
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Fig. 2. Cyclic stress strain curve: T=973 K, ¢ = £0.04 1/min

Multiaxial Experiments and Finite-Element Calculations

In the area of fracture mechanics at the Technical Universitv Braunschweig a me-
thod was developed that uses a photographical technique for the determination of
the displacements on the specimen and the different components of the strain
field [7]. The specimen chosen for the investigation was a plate with a central
hole. On top of the plate surface in the area of the hole a grid of 5 or 13 1li-
nes per millimeter out of titaniumdioxide was applied. This laver material has a
high capability of resisting elevated temperatures. The specimen was mounted in
a force controlled testing machine. The method allows strain measurements of ¢ >
0.003. Small elastic strains cannot be resolved. The best results can be achie-
ved with considerable total strains above one percent.

The nonlinear material behaviour is introduced in the finite element formulation
by incremental pseudo loads on the right hand side. The finite element code de-
veloped for the simulation is the program FEMI (Finite Element Method for Inela-
stic deformations) that provides eight-noded quadrilateral isoparametric ele-
ments for geometrically linear and physically nonlinear problems [6].

In figure 3 the total strain given by the multiaxial experiment after 48 hours
of creep is shown with the predictions of the stochastic model. In the experi-
ment a grid with 5 lines per millimeter was used. In the analysis of the photo-
graphs an average of 5 lines was taken and only strains above one percent were
plotted.

The model predictions agree well with the experimental results in this case. The
experiment was however designed so that the stresses occuring in the specimen in
the section A-B are in the region of the stresses of the uniaxial creep curves
used for the parameter determination.
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Modellierung des Verfestigungsverhaltens bei zyklischen
plastischen Deformationen

P. Haupt, M. Kamlah, Ch. Tsakmakis
Institut fiir Mechanik, Gesamthochschule Kassel

1 Einleitung

Charakteristische Phinomene der einachsigen zyklischen Plastizitdt wurden u. a. von Cha-
boche [1] und sehr ausfithrlich von Pape {2] dokumentiert. Beide Autoren fiithrten jeweils
dehnungsgesteuerte Versuche an rostfreien Stihlen bei Raumtemperatur aus, bei denen Deh-
nungsamplitude und Mitteldehnung vorgegeben wurden. Nach Erhéhung bzw. Erniedrigung
der Dehnungsamplitude bei festgehaltener Mitteldehnung beobachtet man zyklische Verfesti-
gung bzw. Entfestigung der Spannungsamplitude. Die stabilisierte Spannungsamplitude ist
dabei unabhdngig von der Mitteldehnung. Nach Veranderung der Mitteldehnung stellt man
zyklische Relazation der Mittelspannung fest. In Bild 1 sind diese Effekte zu erkennen.

.ég_° 0.3,0.6,0.9%X

(MPaxn100)

-h {x)

Bild 1: Dehnungsgesteuerter Versuch mit steigenden Verzerrungsamplituden bei verschiede-
nen Mitteldehnungen nach Pape [2]

In den letzten Jahren sind viele erfolgreiche Methoden zur Darstellung der zyklischen
Plastizitit entwickelt worden, die z. B. zusdtzliche Fallunterscheidungen oder diskrete Pa-
rameter verwenden. Ausgangspunkt der folgenden Uberlegungen war die Frage, ob zyklische
Plastizitit nicht auch durch GroBen dargestellt werden kann, die sich wihrend des plastischen
Prozesses kontinuierlich entwickeln (vgl. dazu auch die ausfithrlichen Untersuchungen in [3]).

Zu einer (vorerst eher qualitativen) Klirung dieser Frage wollen wir uns hier auf ein-
achsige und kleine Deformationen beschrinken. Wir betrachten ein elastisch-plastisches Ma-
terialmodell, wo der linearisierte Greensche Verzerrungstensor additiv in einen elastischen
und einen plastischen Anteil zerfillt (E = E, + E,), der Cauchysche Spannungstensor T
linear und isotrop von E. abhidngt und die Evolutionsgleichung von E, durch die Normalen-
regel gegeben ist. Dazu nehmen wir die Existenz einer v. Mises Flieffliche mit kinema-
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tischer, aber der Einfachheit halber ohne isotrope Verfestigung an (AP: Deviator von A,
A-B :=tr(ATB), AT: Transponierte von A, trA: Spur von A):

f= % (TD —_XD) . (TD - XD) - %k2 , k =‘const. (1)

Hierin bezeichnet der TranslationstensorX den Mittelpunkt des elastischen Bereichs im Span-
nungsraum, fir den von Armsirong und Frederick die Evolutionsgleichung X = ¢E, — bsX

(b, c: Materialkonstanten, (): materielle Zeitableitung von 0, s:= \/ng -E,, s: plastische
Bogenlinge) vorgeschlagen wurde (vgl. [1]). Im Falle einachsiger Zug-Druck-Belastungen
beziiglich der plastischen Bogenlinge s geschrieben, reduziert sich die Armstrong-Frederick-
Gleichung zu (¢ := 3X11, € 1= Epyy, () := £() )

E+be()=5cd, ,  EO=0 (2)

wobei fiir €, = sgn (€,) gilt. Die kinematische Variable geniigt also einem Maxwellmodell in
Bezug auf die Bogenldngedarstellung. Die zyklischen Eigenschaften dieser Verfestigungsregel
sind [1]:

o Unabhéngigkeit der stabilisierten Spannungsamplitude von der plastischen
Mitteldehnung

e zyklische Relaxation der Mittelspannung
o verschwindende zyklische Verfestigung und Entfestigung

Zur Verbesserung der letztgenannten Eigenschaft soll die Armstrong-Frederick-Gleichung (2)
jetzt modifiziert werden.

2 Kinematische Verfestigung beziiglich einer transformier-
ten Bogenlédnge

Im Falle unbeschrénkter monotoner Belastung besitzt |£] gemiB der Verfestigungsregel (2)
den asymptotischen Grenzwert % §. Offensichtlich kann man also das asymptotische Verhal-
ten von & beeinflussen, wenn man annimmt, dafl b keine Konstante ist. In diesem Sinne hat
Marquis b als Funktion der plastischen Bogenlinge s in der Form 5(s) = by + bye%¢ gewshlt,
womit einmalige zyklische Ver- oder Entfestigungsprozesse beschrieben werden konnen
(vgl. [1]). Im allgemeinen jedoch erlaubt die Wahl der plastischen Bogenlinge s als un-
abhingige Variable in der Materialfunktion 4 nicht, dem Verlauf der jeweiligen Belastungs-
geschichte (z. B. zyklisch oder monoton) Rechnung zu tragen.

Daher wollen wir an dieser Stelle 5 als Funktion einer zusitzlichen inneren Variablen p
einfiihren, sodaB sich die Evolutionsgleichung fiir £ statt (2) jetzt

E+bpE(s)=5cd . EO=0 . 3)

schreibt. Auch fiir p ist eine Evolutionsgleichung zu definieren und zwar so, daf} die zitierten
Effekte der zyklischen Plastizitit dargestellt werden. Fiir den Nachweis der thermodynami-
schen Konsistenz ist es wichtig, dafl sich diese Vorgehensweise als Bogenldngentransformation
interpretieren 148t. Jede positive Funktion b(p) > 0 definiert nimlich eine Transformation
von der plastischen Bogenlinge s auf eine neue Bogenlinge z iiber 3 = b(p) 4, indem jedem
Inkrement von s ein positives Inkrement von z zugeordnet wird. Beziiglich z lautet (3) dann
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d%f +6(z) =3¢ 2;6;, und hat damit die gleiche Struktur wie (2) mit b = 1. Fiir die
Materialfunktion b nehmen wir hier einfach

- b

b(p) :=

1+ap

(4)

an, wo b und a Materialkonstanten sind.

Im folgenden wollen wir eine geeignete Evolutionsgleichung fiir p motivieren. Dabei soll
p die Bedeutung einer gewichteten Fliche unter einer der GréBen des plastischen Prozesses
haben. So ist z. B. mit

S
1
pi== / lep (o) do , 8g = const. (5)
0

s—3g

das Produkt pso die Fldche unter |¢,| in einem Intervall der Lange sg, das von der aktuellen
Bogenldnge s zuriick in die Geschichte der plastischen Verzerrung reicht (in diesem Sinne ist
p ein Materialgedichtnis der Reichweite sg, bei dem die Geschichte der plastischen Verzer-
rung durch eine Sprungfunktion gewichtet wird). Die Interpretation als Fliche zeigt, dafl
p fiir zyklische plastische Verzerrungsprozesse mit verschwindender Mitteldehnung folgende
Eigenschaften hat:

o nach Heraufsetzen der plastischen Verzerrungsamplitude wiachst p kontinuierlich an
e nach Erniedrigung der plastischen Verzerrungsamplitude fillt p stetig ab
o dazwischen dndert sich p in Perioden konstanter plastischer Verzerrungsamplitude kaum

Fiir solche Prozesse zeigt p also qualitativ das gewiinschte Verhalten der Spannungsamplitude.
Daran indert sich auch (qualitativ) nichts, wenn wir (5) durch das kontinierlich nachlassende
Materialgedachtnis

= —/ |ep (o)| do , Sp = const. (6)

ersetzen, um eine befriedigendere Formulierung zu erhalten. Das eigentliche Problem ist
jedoch, daB p iber |e,| weiterhin von der plastischen Mitteldehnung abhingt, weswegen wir
hier eine andere Variable einfithren wollen.

In der Einleitung haben wir charakteristische zyklische Eigenschaften der unmodifizierten
Armstrong-Frederick-Gleichung (2) aufgezihlt. Diese Eigenschaften bewirken nun, dafi man
die Fliche unter |£|, aufgetragen iiber der plastischen Bogenlinge s, ebenfalls als ein sich
stetig anpassendes MaB fiir die aktuelle plastische Verzerrungsamplitude ansehen kann, das
in diesem Fall aber unabhingig von der plastischen Mitteldehnung ist. Wir wollen daher
nunmehr als Evolutionsgleichung

pi= si 6_% [€(o)| do , sp = const. (7)
0
oder dquivalent dazu
.1 1
P+—ps)=— 1), p(0)=0 (8)
So S0

vorschlagen.
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Zusammen mit (3) und (4) liefert (8) eine Verfestigungsregel, die aus zwei nichtlinear
gekoppelten, gewShnlichen Differntialgleichungen erster Ordnung besteht und neben den bis-
herigen Materialkonstanten b und ¢ die beiden Konstanten a und sg enthilt. Wie bereits in
(2) bestimmt b im wesentlichen, wie stark der EinfluB des Begrenzungsterms in (3) ist (fiir
b = 0 erhdlt man lineare kinematische Verfestigung). Auch ¢ behilt seine Eigenschaft bei,
die Anfangssteigung von £ iiber s festzulegen. Die zusitzliche Materialkonstante sg gibt an,
wie schnell das Flachengedichtnis (7) entlang der plastischen Bogenldnge s nachlifit. Dabei
regelt a, wie groB der EinfluB von p auf die Evolution von § ist (fiir @ = 0 reduziert sich
(3) zur unmodifizierten Armstrong-Frederick-Gleichung (2) ). Zur qualitativen Ermittlung
der Eigenschaften unseres Verfestigungsansatzes sind fiir Bild 2 diese Materialparameter grob
gewihlt worden. Man erkennt, dafi die angestrebten Effekte dargestellt werden.

As
Ea =2-0.3;06;
HPal 2 0.9%

b=700
c=45000 MPa

a=0.005MPa~ !
So= 0.05

T

2.7% 57% 8.7%

Bild 2: Simulation eines dehnungsgesteuerten Versuchs mit steigenden Verzerrungsamplitu-
den bei verschiedenen Mitteldehnungen
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Experimentelle Bestimmung und phinomenologische Modellierung
des materiellen Kriech-Ratchetting

D. Besdo, L. Ostrowski, Institut fiir Mechanik, Universitit Hannover

Phinomen des materiellen viskosen Ratchetting, (Sperrklinkeneffekt), [1]

Das Phdnomen des Kriech-Ratchetting entspricht progressiven Deformationen
Zc)é‘iv, die - Zyklus pro Zyklus- durch Uberlagerung der priméren (konstanten)
und sekundidren (zyklischen ) Lasten entstehen, Abb. 1, (alternativ siehe [81]).

a) Durch zahlreiche isotherme oder atherme Experimente, an diinnwandigen
Rohren, in breitem Last- und Temperaturbereich wurde die potentielle Neigung
des Materials, AIMgSi 0,5, zum Ratchetting iliberpriift.

b) Die Bestimmung seiner Eigenschaften benétigte:

- Trennung zwischen transientem und asymptotischem Verhalten,

- Trennung zwischen zyklischer Verfestigung und Entfestigung. Beide haben
unterschiedlichen Ursprung und verschiedene Folgen,

- Aufzeichnung der Differenz in den Dehnungen bei aufeinanderfolgenden quasi
-geschlossenen Zyklen. Setzt man kleine Gesamtdeformationen voraus, so
ist auch die inelastische Hysteresisbreite ag’v klein, d.h. die Zuwidchse seiv
sind noch kleiner, sie sind also Effekte zweiter Ordnung.

Experiment |: Multistep-Verfahren, Abb. 2
Methode: in Analogie mit den Untersuchungen an 304 Stainless Steel,[2].
Die Versuche erfolgten bei zwei Temperaturen: § = 100°C und & = 150°C.

Die charakteristischen Gr&Ben bildeten, £ 31:

* die maximale Umfangsspannung O ,+ in den zero-to-tension-Versuchen,

* die Zykluszeit 2+t (rise time) eines Ratchetting-Zyklus und

* die Anfangsdehnung Af o des ersten dehnungsgesteuerten Schrittes OA.

Lastgeschichte I:
Die maximalen Spannungen 0., wurden aus dem monotonen Zugversuch
OA bei der Gesamtdehnung At = 0.7 % ermittelt.

Lastgeschichte II:

Hier wurden die maximalen Spannungen 0,1 durch den monotonen Zugver-
such OA gefolgt durch die Relaxation AjA; mit variierten Haltezeiten t g
ermittelt.

Ergebnisse: Die Versuche zeigen deutlich, daB die beiden GrdBen O, - die
maximalen Spannungen des zyklischen Abschnittes BC - und die Relaxations-
zeit t g im Abschnitt AJA; einen signifikanten EinfluB auf die akkumulierte
Ratchetting-Deformation €5 ,+ haben. Der viskose Anteil der Spannungen bil-
det hier die eigentliche Antriebskraft der viskosen Deformationen. Bei der
schrittweise erfolgten Reduzierung von Og,+ und der Verkiirzung von tp ver-
schwindet der viskose Charakter des Ratchetting - A€ ,+ = 0. Es kommt zu
geschwindigkeitsunabhiangigem Materialverhalten, und bei kleinen maximalen
Spannungen kann sogar negatives Ratchetting eintreten, Abb. 3.
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Experiment ll: Abb. 4

Verglichen werden: stationdres*) Kriechen (Geschichte I), zyklisches Krie-
chen mit konstanten maximalen Spannungen und verénderlicher Schwingbreite
(Geschichte II), und zyklisches Kriechen mit konstanter Schwingbreite und
verdnderlichen maximalen Spannungen (Geschichte III). Abb. 5 zeigt die expe-
rimentellen Ergebnisse fir die Temperatur $= 150°C. Die zyklischen Lasten
(mit Haltezeit) entsprechen drei Zyklusperioden - 60. ,6. und 0.6 sec.. Die
Experimente wurden bei 9 = 150°C bis zum Bruch durchgefihrt - der kiirzeste
Versuch dauerte ca. 8 Std., der lingste ca. 300 Std.. Alle Experimente bei
$ =100°C dauerten 500 Std. und markieren Anfang des sekundédren Bereichs.

Ergebnisse: Materialverhalten

Das untersuchte Materialverhalten entspricht dem unterbrochenen Kriechen.

* Kriechdehnungen £~ °7 bei zyklischen Lasten sind immer kleiner als Kriech-
dehnungen €27 bex maximalen stationiren Lasten 0 ___ und gréBer als
Krlechdehnungen 8 bel mittleren stationdren Spannungen 0 __ .. .

* Mit stelgenden mlttleren Spannungen 0 .., verschieben sich die Kriechdeh-
nungen £ ; zu gréBeren Werten.

* Mit zunehmender Zyklusfrequenz verringern sich die g-"

zy’
Damit wurden die Restriktionen fiir mathematische Beschreibung festgelegt.
Die €7 (0,...) bilden hier die obere Schranke, die £27(0_..) die untere

Schranke fiir die Dehnungen aus zyklischen Versuchen.

mit

Eine konsistente Erweiterung des anisotropen Kriech—-Modells nach Malinin,
modifizierter Algorithmus flir zyklische Lasten, [ 41

Ergebnisse der experimentellen Untersuchungen deuten auf einen anisotropen
Kriechcharakter. Ahnlich wie bei der Plastizitit wird der Spannungsténsor in
einen aktiven und einen passiven Anteil zerlegt ( Hencky ).

Annahmen iber:

* Kriechinkompressibilitat

2
* Existenz eines Kriechpotentials f = % Bij Bij - I:(D ( E;r‘ )] =0 (1)
* und Kriechintensitdt als Produkt zweier Funktionen
cr a
£ = G(9):Q(a) und Q((le)=exp(Te) (2,3)

fihren im einachsigen homogenen Spannungszustand und mit dem

Bailey-Orowan-Ansatz zu

- cr
§Cr= ngn(O-—x)exp—lcb—xI ; dx =A(0)dE - Dsgn(x)exp—l—:-l—dt. (4,5)

Die L6sung dieses Problems, das durch nichtlineare Gleichung von Riccati-Typ
beschrieben werden kann, fiihrt fiir die Kriechdehnung £¢’ zu
cr

£ = In[(1-pexp(—2§fﬂnN-a2't))/( ):l/ a® + Bt . (6)

mit a2 = A(0)/b und p = (E-E5 )/ (EST+ES N )- (7,8)

*) stationir - wird hier als Kriechen bei konstanten Spannungen verstanden.
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Die Kriechrate ET(t) bei konstanter Spannung 0; wird somit durch
2
1+p-exp|-2 €S (0:) al(0;) "t
EST(t) = ESh,(0;)" — -2 " Bl 0 — ] (9)
1-p-° exp|:—2 y E&'-IN(O-I)' aj (0;)- t]

dargestellt.

Sequentielle Parameteridentifikation

s stationdres Kriechen

Die Materialfunktion az(Oi) wird durch nichtlineare Optimierung mit qua-
dratischer Zielfunktion fiir die diskreten Punkte (0 = konst.) identifiziert.

Die gemessenen Werte

EfArlN - der minimalen Kriechrate und

sr - der Anfangskriechraten,

SSIN - der Kriechdehnung am Ende der Ubergangsbereiche und
tMIN - der Dauer des primdren Kriechens,

bilden eine vollstdndige ldentifikationsbasis filir den stationdren Fall.

& zyklisches Kriechen

Fiir den Fall der Stufenbelastung und der zyklischen Lasten sind weitere Pa-
rameter in folgender Sequenz zu identifizieren :’

a) Parameter b,

fir t — o ;
G
Y =0 = . (gcr eG - iy, -1
X =0=A(0;) (¢ ), -D"G exp(?) (Sr )i (10)
2 cr (2
a®(0) (g ) 6. -0
d.h. I MINTL exp (’—1) > b; (1)
aZ(O)(Ecr )2 b
] MIN 7]
b) Materialfunktion A (0;) aus:
ALY = a%(0) " b > A(0); (12)

c) Materialparameter G, D und die X, X aus

MAX

(7(120) = G oxp( TN | per (1m) < 6 axp (BT Krandiy
° 3
fir t — © ;
G
a6 b (g7 )F = D'G-exp(—:—), (14)
. i . ( )
XEO=A(Gi)-G-exp(O' (:MAX)')—D°exp( XMQX'). (15)

Der Index i entspricht der Nummer der Spannungsniveaus.
d) Der Restspannungsverlauf des stationiren Kriechens ist demnach

%= 0,+b-In (G/EST(1)). (16)
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Die Parameteridentifikation c) und d) erfolgte mittels quadratischer Opti-
mierung. Das Problem ist durch das parametrisch nichtlineare Gleichungssy-
stem nicht eindeutigt bestimmt. Als Ergebnis (Erreichen des Minimum) be-
kommt man hier mehrere Parametertripel. Eine L&sung bildet der initiierte
Wert der Restspannung X,(0,,,) fir die kleinste nominelle Spannung 0, .
Dieser Schliisselwert wurde im Multistep -Verfahren experimentell bestimmt.

Zyklische Belastung

Wenn die Haltezeiten und die Belastungs- und Entlastungsdauer wie im Experi-
ment |l gleich oder vergleichbar sind, dann haben die entsprechenden Deh-
nungsdnderungen in den einzelnen Schritten eine dhnliche GréBenordnung.

Die Vernachlissigung der Dehnungszuwidchse der transienten Lastintervalle
darf daher bei einem Mehr-Zyklen-Verfahren nicht zugelassen werden, [7].

Die Riccati-Gleichung ist bei transienten Spannungen nicht mehr geschlossen
zu integrieren. Zum L&sen des modifizierten Gleichungssystems ( 4,5 ) wurde
der "Backward Differentiation Formulae”- Algorithmus angewendet.

Fur die moderaten Lastraten und beliebig groBe Spannungen wurde eine

ratenabhédngige Evolution der Restspannung X

%= exp (=) (=) [ A0 e - Dexp ()] (17)
0 (o]

mit zusitzlichen Parameter by und 0, eingefiihrt.

Die Parameter b, und 0, sind numerisch als by = 1 MPa und G,= 1 MPa sec”!
gefunden worden. Sie erfiillen optimal (Fehlerquadratmethode) die Anfangs-
wertbedingungen fir initiierte Kriechraten Egr(di) im monotonen Zugversuch .

An dieser Stelle wird auf viskoplastische Modelle nach Chaboche und Nouli-
glias hingewiesen [ 5,6 1. Der Ubergang von geschwindigkeitsunabhingiger Pla-
stizitdt zur Viskoplastizitat erfolgt dort durch multiplikative Erweiterung der
Dehnrate, z.B. in Form einer expotentiellen Funktion, die bei sehr hohen Last-
raten zur Sittigung (asymptotischer Verfestigungszustand) fihrt.

Uberfiihrung in power-law breakdown-Bereich fiir zyklische Lasten:

- Die Materialfunktion a2( 0 ) wird jetzt durch eine numerische Interpolation
fir jeden inkrementellen Schritt AG ermittelt.

- Fur die Haltezeiten, d.h. bei 0,= 0,,,, oder 6,= 0, sind die Kriechfunk-
tion A" aus GI.(6) und die Kriechrate £¢" aus GI.(4) zu bestimmen.

- Die Kriechanfangsrate Egr(Oz) fir t = tg ist durch

ST (0,)= Grexp( (0,- %,(0,))/b ) (18)
ausgedriickt.
Der Koeffizient p ist hier aber durch die Gleichung

p(0y = (E5TC0,) - €57 (6,))/ (ES7Ca,) + ECT, ((0,)) (19)

dargestellt, wobei die Anfangskriechrate Egr(dz) jetzt andere Gegebenheiten

wiederspiegelt, vergleiche GI. (8), [ 31.
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Abb. 1 Viskoses Ratchetting ohne Haltezeit

a) quasi-wiederholter Zyklus
b) quasi-umkehrbarer Zyklus
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Abb. 2 Multistepversuch, Lastgeschichte |
OA, - dehnungsgesteuerte Belastung mit €= 0.5 10™° bis ACges=0.7%
AoAj - Relaxation (optional); 2.5,5.0,10.0 oder 60.0 Minuten
Ai{B - dehnungsgesteuerte Entlastung SAB—— SOA (sec™
BC - 500 Zyklen, spannungsgesteuertes zero-to-tension Ratchetting mit
tg= 25 sec oder tr= 250 sec
CD - spannungsgesteuerte Belastung
DE - Kriechen bei stationarer Last, tgcg = 1h
EF - spannungsgesteuerte Entlastung
FG - dehnungsgesteuerte Belastung, wie OA4
GH - dehnungsgesteuerte Entlastung, wie A;B
HI - quasi-statischer spannungsgesteuerter Zyklus, tg=30 Minuten
80 —~ ,
ERAT Tr(sec.) J(°C) s
(° 250, x 150 — -
o) 25. + 100 ——
4.0
30
20
10
O.O'Jx x_'-+_x‘1.——"‘~'7' .'.
0 plastic ~ viscous part ORAT
=L L | | i 0,
0.75 0.8 0.85 0.9 095 1.0 FAo
Abb. 3 Trennung des viskosen und geschwindigkeitsunabhdngigen Bereichs
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History a) Histories b)
G| |
} I
| g —
I
~ [_.._..__._'::._. :[Ao
1=3
E| |
2 i creep
j t(h]
c) d)
n | ] s P T,,,=(60.,6.,06 sec)
| ! ] max- —_——
™ 1
:p! 1 Omin
1 [
- ! -
$48x1 0 14 12 34 tls]
AlMgSi0.5 l——~cycle-n

Abb. 4 Versuchsprogramm I,

a) stationdres Kriechen, b) zyklisches Kriechen,
c) Probant, d) Zyklusverlauf mit drei Lastfrequenzen

§cr 30
(%o h)
0.3
log
0.03

0,003 1607140 1507130

: € 160/120 140/120

[| ] |
5.60E-04 0.0028 0.014 , 0.07
(-) gcr

Abb. 5 Zustandsdiagramm ECT- €7 fur 150°C

- stationdres Kriechen (durchgezogene Linie);
- zyklisches Kriechen (schraffiertes Feld fiir Einhiillende bei drei Frequenzen)
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COSSERAT-KONTINUUM FUR PLASTISCHE UMFORMUNG
VON POLYKRISTALLEN

D. Lachner, Lehrstuhl A fiir Mechanik, TU Miinchen

Einfiihrung

In diesem Forschungsprojekt wird versucht durch die Anwendung eines erweiter-
ten Kontinuums, des Cosserat-Kontinuums, Plastizitdt zu beschreiben. Durch
dieses polare Kontinuumsmodell kénnen auch unabhéngige Drehungen der Ma-
terialbestandteile (der Materialstruktur) beschrieben werden. Hier werden als
solche Materialbestandteile die Kérner im polykristallinen Metall betrachtet.
Um zu einer kontinuumsmaéBigen Beschreibung zu kommen muf aber tiber die
stark inhomogene Drehung der physikalischen Einzelkérner gemittelt werden. So
gelangt man zur verschmierten Struktur des “Cosserat-Korns”. Diese mittlere
Korndrehung kann durch Ansitze des Cosserat-Kontinuums berechnet werden

und ist mit durchgefithrten Experimenten zu vergleichen.
Cosserat-Kontinuum

Das Cosserat-Kontinuum besitzt im Gegensatz zum gewdhnlichen Punktkon-
tinuum drei zusétzliche Freihéitsgrade. Jeder Punkt des Cosserat-Kontinuums
kann sich zusétzlich zu den drei translatorischen Freiheitsgraden noch um die drei
Raumachsen drehen. Daraus resultieren Verkriimmungen und Verdrillungen des
Materialinneren und man kann sich eine sogenannte Cosserat-Drehgeschwindig-
keit © als Differenz zwischen dem makroskopischen Verdrehfeld aus den Ver-
schiebungen und den freien, unabhéngigen Drehungen der Materialbestandteile

definieren.

Auf der statischen Seite treten nichtsymmetrische Spannungen und auch Mo-
mentenspannungen auf. Als beschreibende Gleichungen fiir die Plastizitét stehen
wie iiblich das Gleichgewicht, die Vertraglichkeitsbedingungen und das plastische
Stoffgesetz mit FlieBbedingung und assoziierter FlieBregel zur Verfiigung. Die
entsprechenden Gleichungssétze werden ergénzt um die neuen Cosserat-Anteile.
Als FlieBbedingung kénnen verschiedene v. Mises oder Tresca-dhnliche Ansitze
verwendet werden. Darin gehen die mittlere Korngréfe und zwei Konstanten als

Werkstoffparameter ein.
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Wendet man diesen Gleichungssatz mit v. Mises &hnlicher FlieBbedingung auf
die Kinematik der freien Torsion von axialsymmetrischen Voll- oder Hohlproben
an, so sind zwei Differentialgleichungen fiir die Momentenspannung m, und die
relative Cosserat-Drehgeschwindigkeit €2, zu l8sen. Dies geschieht mit entspre-
chenden Randbedingungen numerisch. Bei Anwendung einer Tresca-dhnlichen
FlieBbedingung ergibt sich eine vereinfachte, werkstoffparameter-unabhingige

analytische Lésung.
Torsionsexperimente

In den Experimenten wird die mittlere Korndrehung von polykristallinem Rein-
staluminium bei plastischer Torsion gemessen. Dazu wird die Kristallorientie-
rung von etwa 60 markierten Kérnern (Korndurchmesser ca. 1.5 mm) mit der
v. Laue Rontgen-Riickstrahl-Methode gemessen. Aus der Orientierungsénderung
vor und nach einzelner Verformungsschritte kann die Kristalldrehung berechnet
werden. Die gemittelten Werte der Einzelkdrner werden als mittlere Korndre-
hung bezeichnet. Um die fiir die v. Laue Technik nétige Korngrofle zu erreichen
ist eine Wirmebehandlung nétig. Experimente wurden durchgefiihrt fiir Voll-
und Hohlproben mit Auflendurchmesser 14 mm. Bei den Hohlproben traten we-
gen der diinnen Wandstéirke im Gré8enbereich eines Korndurchmessers (1.5 mm)
Instabilitdten auf, die die Ergebnissse ziemlich streuen lieen. Deshalb werden
jetzt Versuche mit grofieren Hohlproben (AuBendurchmesser 39 mm, Wandstérke
8.5 mm) durchgefiihrt.

Ergebnisse

Die experimentell bestimmten Werte der mittleren Korndrehung werden mit den
theoretischen Ergebnissen des Cosserat-Kontinuums verglichen. Anhand der Er-
gebnisse der ersten Vollprobe wurden die Werkstoffparameter im v. Mises dhnli-
chen FlieBkriterium bestimmt. Die restlichen zwei Vollproben zeigen dann sehr
gute Ubereinstimmung mit der Theorie (mit v. Mises dhnlichem FlieSkriterium).
Die Abhéngigkeit vom Korndurchmesser wird von der Theorie gut erfait. Die
Theorie nach der Tresca dhnlichen Fliebedingung liefert gréfere Werte fiir die
Relativdrehung,

Bei den Hohlproben (Durchmesser 14 mm) tritt aus erwéhnten Griinden relativ
grofe Streuung bei den Experimenten auf. Die Korngréfenabhingigkeit kann
deshalb nicht mehr beobachtet werden. Jedoch liegen alle Experimente zwischen

den Berechnungen mit der Tresca und der v. Mises dhnlichen Fliefbedingung,.
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Die Experimente mit den gréferen Hohlproben sind noch nicht abgeschlossen.
Allgemein erkennt man, daB die Kérner am Probenauflenrand dem makrosko-
pischen Verdrehfeld hinterherhinken (also langsamer als dieses drehen). Dies
kann man mit der gegenseitigen Behinderung der Korner im Materialinneren

begriinden.
Zusammenfassung

Es wird versucht mit Hilfe eines erweiterten Kontinuums, des Cosserat-Konti-
nuums, die Plastizitdt zu beschreiben. Insbesondere sollen auch unabhingige
Drehungen des Materials modelliert werden. Die theoretischen Ansétze werden
mit Experimenten verglichen. Dabei wird die Korndrehung mit der v. Laue
Rontgen Methode gemessen. Ziel ist es, Groflen wie innere Verkriimmungen und
Verdrehungen oder auch Momentenspannungen als “innere Parameter” kontinu-
umsméBig zu erfassen. Dies kann ein erster Schritt sein, um ihren Einflul auf

Materialverhalten wie Verfestigung und Schidigung zu studieren.
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Vergleich verschiedener Integrationsverfahren fiir ein elastisch-
" plastisches Stoffgesetz im Dehnungsraum

V. Dorsch, Institut fiir Mechanik, Universitdt Hannover

Das elastisch-plastische Stoffgesetz im Dehnungsraum nach Besdo [1] basiert auf einer
multiplikativen Zerlegung des Deformationsgradienten in einen elastischen und einen
plastischen Anteil:

I3

=F* F. | (1)

Damit existieren drei Konfigurationen, die Referenzlage K, die aktuelle Lage K, sowie
die Zwischenkonfiguration K, von der aus der Ubergang zu K fiir den betrachteten
Korperpunkt rein elastisch erfolgt. In der Zwischenkonfiguration sind alle Material-
punkte lokal spannungsfrei. Folgende Deformationsmafle lassen sich bilden:

-1

g=—E-T.£, Ccl FeIT Fel g = £T. E, = Q . (2)

[Sv

Die freie Energie ® enthilt bei elastischer Isotropie nur Invarianten von C e welche
sich auch mit Tensoren der Referenzlage ausdriicken lassen:

) (3)

Aus der freien Energie erhilt man das elastische Teilstoffgesetz fiir die 2.Piola-Kirchhoff
Spannungen:

L =Cc*-E=¢C--B,

Iz=g°‘ Cel (§ C-

IltU’
I

!’ﬂ

=2 2 =G

oo
I

'é—

[svi

)+ G(L-3)B . (4)
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1—2v

L

Ein isotropes FlieBkriterium wie das von Huber und Mises wird mit deviatorischen
Greenschen Dehnungen in der Zwischenkonfiguration aufgestellt und mit Tensoren der
Referenzlage ausgedriickt:

1 1 2 . 1

f=>|L--)-%4*<0 mit y = L Y und Y als Fliefspannung. (5)
4 3 3 E

Die aus der Forderung nach maximaler plastischer Verzerrungsleistung bei gleichzeiti-

gem Erfiillen des FlieBkriteriums hergeleitete Fliefiregel 148t sich bei kleinen elastischen

Deformationen (Greenscher Tensor ¥ ¢ < Einheitstensor £ ) wie folgt annshern:

= g -=-i(kebk-ink)
¢ --2b¢ - t(e-tng) ?
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Integration durch sukzessive Approximation

Im Rahmen einer Numerik fiir das beschriebene Stoffgesetz entwickelte Tietze [2] einen
halbanalytischen Integrationsalgorithmus.

Innerhalb eines plastischen Zeitschritts wird der Deformationsgradient als linear ver-
dnderlich angenommen:

+ £t mit F =(§n+l—Fn) /At (7)

F(t)= F

Damit erhilt man fiir den rechten Cauchy-Green Tensor einen quadratischen Ansatz:

. . 1 :
CW=C,+Ci+C# mit ¢ =25(C,,-C,—C,a0). ©

Mit der Integrationsvorschrift nach Picard [3]

. it X at .
g n+1(At) = g n + / Q—- ( g’- n+1(t)) dt (9)

ergibt sich nach Einsetzen von C (t) aus Gl.8 ein Ansatz fiir g :
aB=a)C +a)C +al)C , +al)C , (10)

in dem nur noch die Koeffizienten a; zeitabhingig sind. Wird dieser Ansatz nach der
Zeit abgeleitet und mit der Fliefiregel (Gl.6) verglichen, ergeben sich Differentialglei-
chungen 1.0rdnung fir die ¢;. Nahert man nun den Fliefparameter A und die erste
Invariante I; durch konstante Mittelwerte im Zeitschritt an, so lassen sich die Diffe-
rentialgleichungen 16sen. Ein Startwert fiir A 148t sich aus der Konsistenzbedingung
f=0 gewinnen. Die endgiiltige Berechnung erfolgt durch ein Einschluiverfahren, das
den Wert des FlieBkriteriums f( B , C,y) =0 und die plastlsche Volumenkonstanz

det C = 1 berticksichtigt.

Integration durch Eulersche Verfahren

In Spannungsraumformulierungen haben sich zur Stoffgesetzintegration Einschrittver-
fahren (Mean-Normal, Radial-Return) bewihrt (4, 5]. Ubertragen auf den Dehnungs-
raum erfolgt hierbei die Stoffgesetzintegration durch eine lokale Iteration der plasti-

schen Deformationen:
E.H-l: gt-*-A/\‘ngt: Q'—}-A/\‘él (11)

Je nach dem ob eine AnfangsflieBrichtung beriicksichtigt wird, erhalt man verschiedene
Integrationsverfahren:

s 1=5(B

implizit
Euler backward

c el/Pl) | Trapezregel
} Crank-Nicholson
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Der plastische FlieBparameter A\ ergibt sich aus der Linearisierung der Konsistenzbe-
dingung f**! = f' + Af = 0, die Forderung nach plastischer Volumenkonstanz geht
mit

(12)

ein. Bei Verwendung der Trapezregel ist ein elastisch-plastischer Ubergang oder eine
kurzfristige Entlastung zu beachten. Letztere duflert sich in einem negativen Wert der

§ i+ _ Q ﬁ“/(det é

Belastungsbedingung:

é:():g—i.g_“g‘ (13)

Fiir den Fall b > 0 wird § e/l = S gesetzt.

b=f|

Vergleichende Rechnungen

Zunichst wurde mit den Verfahren ein ebener Schubversuch (simple shear), fiir den
auch eine analytische Lésung angegeben werden kann, gerechnet. Die sukzessive Ap-
proximation lieferte wohl aufgrund des quadratischen C -Ansatzes (vgl. Gl. 8) auch
bei grofien Deformationsschritten bis zu 15% hervorragende Ergebnisse (vgl. Abb. 1),
wihrend die anderen Verfahren die Schubterme zwar noch gut wiedergaben, die Effekte
zweiter Ordnung aber nur sehr schlecht abbildeten.

AnschlieBend wurden alle drei Integrationsverfahren in ein FE-Programm implemen-
tiert und zur Berechnung eines reibungsfreien axialsymmetrischen Streckzieh- sowie
eines FlieBprefvorgangs angewandt (vgl. Abb. 2). Da mit einer Zeitschrittsteue-
rung gerechnet wurde, machten sich die unterschiedlichen Eigenschaften der Verfahren
durch die GroéBle der moglichen Zeitschritte, die Geschwindigkeit der Iteration und
die Rechenzeit bemerkbar. Die Ergebnisse der Rechnungen waren praktisch identisch.
Bei diesen Rechnungen zeichnet sich die Trapezregel bei kleineren plastischen Defor-
mationen durch die schnellste Iteration und kiirzeste Rechenzeit aus, wahrend der
Euler-backward Algorithmus die schlechtesten Eigenschaften aufwies. Bei groBieren
plastischen Forméanderungen 1aBt der Vorsprung der Trapezregel nach; die sukzessive
Approximation zeigt fiir alle Fille gute Ergebnisse.
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Abbildung 1: Schubspannungen beim simple shear Test

an
% ®I7.i5 /

Streckziehen | Stempelweg (mm) | Iterationen | CPU-Zeit
sukz. Approx. | 7.5 100% 100%
Trapezregel 7.5 98% 103%
impl. Euler 7.5 120% 123%
Fliefipressen | Stempelweg (mm) | Iterationen | CPU-Zeit
sukz. Approx. | 4.5 100% 100%
Trapezregel | 4.5 91% 90%
impl. Euler 4.5 144% 139%

Abbildung 2: Streckzieh- und FlieBpressvorgang
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