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Zusammenfassung

Bereits die kleinste funktionale Einheit der Wirbels&dule, das Bewegungs-
segment nach JUNGHANNS, ist eine &duBerst komplexe Struktur, die sich
sowohl durch kinematische als auch materielle Nichtlinearitidten aus-
zeichnet. Selbst bei der Betrachtung alltdglicher Bewegungen bzw. Bela-
stungen treten sowohl groBe Verschiebungen und Verdrehungen, als auch
groBe Dehnungen auf. Im Rahmen dieser Arbeit wird die Entwicklung eines
weitgehend wirklichkeitsgetreuen mathematischen Modells und seine éppro—
ximative Ldosung mit Hilfe der Methode der finiten Elemente fiir ein sol-

ches Bewegungssegment vorgestellt.

Zur Beschreibung der physikalischen Situation wird die Umgeformte
Lagrange-Jaumannsche Formulierung gewﬁhlf. Auf der Grundlage dieser
Formulierung werden dreidimensionale finite Elemente entwickelt. Diese
Elemente werden zur Beschreibung der Wirbe; und der Knorpelgrundsubstanz
des Anulus fibrosus verwendet. Besondere Beachtung wird einer méglichst
realistischen Abbildung der unregelmdBigen Geometrie der posterioren
knochernen Strukturen geschenkt. Im besonderen gilt dies fir die Model-
lierung kranialer und kaudaler Gelenkflichen der Wirbelbogengelenke. In
diesem Zusammenhang wird auf die numerische Behandlung des Kontaktpro-

blems, das bei einer Beriihrung der Gelenkflidchen auftritt, eingegangen.

Die kollagenen Fasern des Anulus fibrosus und die ligamentdren Struktu-
ren, die das Bewegungsverhalten des Segmentes maBgeblich beeinflussen,

werden gemdB ihrer anatomischen Lage durch Federelemente beschrieben.

Der Nucleus pulposus wird als nichtviskose inkompressible Fliissigkeit
betrachtet. Er wird von denjenigen Kontinuumselementen eingeschlossen,
die bei der Abbildung der Knorpelgrundsubstanz des Anulus fibrosus und
der Endflichen der Wirbelkérper Verwendung finden. Diese Elemente erfiil-
len als Randbedingung die Inkompressibilitdt des umschlossenen Volumens,

so daB eine Diskretisierung der Fliissigkeit nicht erforderlich ist.

Die Leistungsfdhigkeit des vorgestellten Modells eines Bewegungsseg-
mentes der Wirbelsiule wird anhand einiger Beispiele gezeigt, die sich

an iibliche experimentelle Situationen anlehnen.
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. 1. Einleitung

Die aufrechte Haltung des Menschen ist in biologischer Sicht ohne Zwei-
fel die Grundlage seiner Uberlegenheit gegeniiber anderen Wirbeltieren.
Charakteristisch fir die menschliche Wirbels#dule ist der scharfe Knick
zwischen Kreuzbein und Lendenwirbels&ule, den wir als Tribut an den
aufrechten Gang in Kauf nehmen muBSten. Fiir die Wirbelsdule hat dies
allerdings eine erhebliche Mehrbelastung zur Folge, aus der ein weitaus
gréBerer VerschleiB im Vergleich zu allen anderen Wirbeltieren resul-
tiert. Bei VierfiiBlerskeletten wurden weniger als drei Prozent mit Band-

scheibenverschleiBerscheinungen und ihren Folgen gefunden [8].

Obwohl bandscheibenbedingte (diskogene) Erkrankungen in der heutigen
Zeit sehr hdufig auftreten und als Zivilisationsschidden angesehen wer-
den, leidet die Menschheit seit jeher unter ihnen. Bereits HIPPOKRATES
(460-377 v. Chr.) [33] beschreibt das Ischiassyndrom, eine Neuralgie des
Ischiasnervs (Nervus ischiadicus), die insbesondere durch lokale Kom-
pression bei lumbalen Bandscheibenvorfédllen verursacht wird. Er behan-
delte den Patienten mit Bddern und warmen Umschligen oder durch Zerst&-
rung des Gewebes (Kauterisation) mit dem Gliheisen. Der Kausalzusammen-
hang zwischen dem Bandscheibenvorfall und der Ischialgie ist allerdings
erst-1934 von MIXTER und BARR [S52] beschrieben worden, die eine Therapie

durch Entfernung des Prolaps auf operativem Wege bevorzugten.

Bandscheibenbedingte Erkrankungen, die in der groBen Mehrzahl auf dege-
nerative Bandscheibenverdnderungen zuriickzufiihren sind, haben groBe
epidemiologische wund volkswirtschaftliche Bedeutung. Pathologisch-
anatomische Untersuchungen von SCHMORL und JUNGHANNS ([74]) haben gezeigt,
daB jeder Mensch nach dem 30. Lebensjahr degenerative Verinderungen an
den Bandscheiben aufweist. Die Statistiken der Krankenkassen und Renten-
versicherungsanstalten der Bundesrepublik Deutschland weisen 20% aller
Fdlle von Arbeitsunfihigkeit sowie 50% aller vorzeitig gestellten Ren-
tenantrédge als Folgen bandscheibenbedingter Erkrankungen aus. In einigen
Fabriken Englands fallen auf Grund bandscheibenbedingter Beschwerden im
Bereich der Lendenwirbelsiule wie Kreuzschmerzen, Ischias und Hexenschus
pro Jahr bis zu 2600 Arbeitstage pro 1000 Arbeiter aus [90]. Nach Unter-
suchungen von KNEPEL [38] sucht jeder zehnte Patient eine Allgemeinpra-



xis und jeder zweite Patient eine orthopiddische Fachpraxis mit einem
Bandscheibensyndrom auf. Nach KRAMER [40] handelt es sich bei 92,7% der
Wirbelsidulenerkrankungen um degenerative Bandscheibenschiden. Von den
bandscheibenbedingten Erkrankungen betreffen 61,9%4 den Bereich der Len-
denwirbelsidule. An behandlungsbediirftigen Erkrankungen der Bandscheiben
leiden vorwiegend Menschen mittleren Alters, wobei die 40- bis 50jihri-
gen am hdufigsten betroffen sind.

Die direkten Kosten bandscheibenbedingter Erkrankungen belaufen sich in
den USA auf etwa 12 Milliarden Dollar pro Jahr. EinschlieBlich indirek-
ter Kosten erreicht die Gesamtsumme den Betrag von 20 Milliarden Dollar.
Exakte Vergleichszahlen liegen fiir die Bundesrepublik Deutschland bisher
nicht vor. Entsprechend der geringeren Bevdlkerungszahl ist jedoch von
einer dhnlichen GrdBenordnung auszugehen, da die Krankheitsinzidenz sehr
dhnlich ist.

Zu den tatséchlichen Beschwerden ergeben sich oft keine entsprechenden
bzw. unterschiedliche réntgenologische oder pathologisch-anatomische
Befunde [20]. Obwohl vielfach eine andere Meinung ge#uBert wird, treten
Funktionsstérungen und Formverdnderungen nicht grunds&dtzlich gemeinsam
auf. Deformierungen kdnnen nicht mit Beschwerden gleichgesetzt werden,
da fiir das Auftreten von Beschwerden die Entwicklungsdauer der Deformie-

rung von entscheidender Bedeutung ist [40].

Diese Arbeit soll einen Beitrag leisten, das Bewegungs- und Tragverhal-
ten des 1lumbalen Bewegungssegmentes auf Grund numerischer biomecha-
nischer Studien besser zu verstehen und Grundlagen fiir neue mechanisch
fundierte Richtlinien zur Prophylaxe und Therapie bandscheibenbedingter

Erkrankungen zu erarbeiten.

Bereits die kleinste funktionelle Einheit der Wirbelsdule, das Bewe-
gungssegment nach JUNGHANNS, ist eine &uBerst komplexe Struktur, deren
biomechanische Eigenschaften mit denen der gesamten Wirbelsdule ver-
gleichbar sind [66]. Das Bewegungssegment besteht aus einer Zwischenwir-
belscheibe und den beiden benachbarten Wirbeln. Weiterhin gehéren dazu
die Wirbelbogengelenke, dés vordere und hintere Lingsband, die Zwischen-
bogenbdnder und alle Weichteile, die sich im Wirbelkanal, in den Zwi-



schenwirbelléchern sowie zwischen den {ibereinanderliegenden Dornfortsét-
zen und den Querfortsdtzen befinden. Eine detaillierte Darstellung der

Anatomie eines solchen Bewegungssegmentes erfolgt im zweiten Kapitel.

Das dritte Kapitel beschdftigt sich mit der Biomechanik des Bewegungs-
segmentes. Im Rahmen biomechanischer Stﬁdien sind grundsdtzlich die
experimentellen, numerischen und radiologischen Untersuchungsmethoden zu
unterscheiden. 2Zu beriicksichtigen ist, daB eine groBe Anzahl klinisch-
orthopddischer Fragestellungen nicht allein durch experimentelle bio-
mechanische Untersuchungen zu beantworten sind. Im besonderen gilt dies
fir detaillierte Aussagen iiber den KraftfluB8 in dem betrachteten Bewe-
gungssegment. Mathematische Modelle auf der Grundlage begleitender expe-
rimenteller Untersuchungen sind daher unverzichtbar. Im AnschluB8 an die
Betrachtung bestehender mathematischer Modelle zur Biomechanik des Bewe-
gungssegmentes werden klinisch relevante Fragestellungen aufgezeigt, die

mit einer Reduktion des Volumens des Nucleus pulposus verkniipft sind.

Im vierten Kapitel wird die Entwicklung eines weitgehend wirklichkeits-
getreuen mathematischen Modells eines Bewegungssegmentes dargestellt.
Das zu behandelnde Problem zeichnet sich dabei sowohl durch kinematische
als auch materielle Nichtlinearitdten aus. Selbst bei der Betrachtung
alltédglicher Bewegungen bzw. Belastungen treten im Bewegungssegment zum
einen groBe Verschiebungen und groBe Verdrehungen und zum anderen grofe

Dehnungen auf.

Zur Beschreibung dieser physikalischen Situation wird die Umgeformte
Lagrange-Jaumannsche Formulierung verwendet. Die darauf basierende Bewe-
gungsgleichung wird unter Beriicksichtigung eines hypoelastischen Materi-
alverhaltens hergeleitet [47]. Auf der Grundlage dieser Formulierung
werden dreidimensionale finite Elemente mit variabler Knotenzahl ent-
wickelt, die zur Darstellung der Wirbel und der Knorpelgrundsubstanz des

Anulus fibrosus dienen.

Der Nucleus pulposus wird als nichtviskose inkompressible Fliissigkeit
betrachtet. Er wird von denjenigen Kontinuumselementen eingeschlossen,
die bei der Abbildung der kndchernen Endflédchen der Wirbelkérper und der

Knorpelgrundsubstanz des Anulus fibrosus Verwendung finden. Diese Ele-



mente erfiillen als Randbedingung die Inkompressibilitdt des umschlos-
senen Volumens, so daB eine Diskretisierung der Fliissigkeit nicht erfor-
derlich ist. Die Bewegungsgleichung eines K&rpers, in dem solche ideale
Fluide eingeschlossen sind, wird hergeleitet ([78]. Auf Grund der zu
betrachtenden klinischen Fragestellungen ist dabei der Fall zu bedenken,
daB das Volumen eines Fluids durch #uBere Einwirkungen verindert wird.
Dies fiihrt zwar tatsidchlich nicht zu einer Anderung der Dichte des
Fluids, dennoch kann die Volumenveridnderung am einfachsten durch eine
fiktive Anderung der Dichte simuliert werden. Die Beriicksichtigung sol-
cher Fluide im Rahmen eines approximativen LOsungsverfahrens mit Hilfe

der Methode der finiten Elemente wird eingehend dargestellt.

Die kollagenen Fasern des Anulus fibrosus und die ligament&ren Struk-
turen, die das Bewegungsverhalten des Segmentes maBgeblich beeinflussen,
werden durch Stabelemente beschrieben. Da die theoretischen Grundlagen
zur Formulierung solcher Elemente allgemein bekannt sind, werden nur die
Beziehungen angegeben, die fiir die Ermittlung der matriziellen Ausdriicke
relevant sind. Ausfilhrlich wird auf die auf Versuchsergebnissen basie-

rende Bestimmung der Komponenten des Tensors der Materialeigenschaften

eingegangen.

Die numerische Behandlung des Kontaktproblems, das bei einer Berilthrung
der kranialen und kaudalen Gelenkfldchen der Wirbelbogengelenke auf-
tritt, ist Gegenstand weiterer Betrachtungen.

Die Geometrie des Finite-Elemente-Modells wurde an Hand eines bestimmten
Wirbelsdulenprdparates ermittelt. In einem ersten Schritt erfolgte die
computertomographische Betrachtung dieses Prdparates. Die Entwicklung
des Modells auf der Basis der daraus resultierenden Aufnahmen wird aus-
fihrlich dargestellt. Besondere Beachtung wurde dabei einer mdglichst
realistischen Abbildung der unregelmidBigen Geometrie der posterioren
knéchernen Strukturen geschenkt. Vornehmlich gilt dies fiir die Model-
lierung der kranialen und der kaudalen Gelenkflidchen der Wirbelbogen-

gelenke.

Die elastischen Werkstoffgesetze der verschiedenen Elemente des Bewe-

gungssegmentes werden auf der Basis umfangreicher experimenteller Unter-



suchungen bestimmt. Besondere Bedeutung kommt dabei der Erfassung der
nichtlinearen Spannungs-Dehnungs-Beziehungen der ligamentdren Strukturen

und der kollagenen Fasern des Anulus fibrosus zu.

Im sechsten Kapitel wird die Leistungsfdhigkeit des vorgestellten mathe-
matischen Modells an Hand von ausgewdhlten Anwendungsbeispielen gezeigt.
In Anlehnung an experimentelle Studien werden dabei Belastungen des
Bewegungssegmentes durch Kompressionskrdfte und Flexions- bzw. Exten-
sionsmomente untersucht. Dariiber hinaus wird der EinfluB8 von Volumenver-
dnderungen des Nucleus pulposus auf das Bewegungs- und Tragverhalten des
Segmentes betrachtet. Es zeigt sich dabei eine auBerordentlich gute
Ubereinstimmung der numerischen und experimentellen Ergebnisse, die auch
vor dem Hintergrund der hohen Varianz in den Materialeigenschaften der
menschlichen "Bauteile" positiv zu bewerten ist. Das entwickelte mathe-
matische Modell ist somit fiir eine realistische Beschreibung des rein
elastischen Bewegungs- und Tragverhaltens des Bewegungssegmentes ge-
eignet. Im Gegensatz zu experimentellen Untersuchungen haben die nume-
rischen Studien jedoch den besondgren Vorteil, detaillierte Aussagen
{iber den KraftfluB in dem betrachteten Bewegungssegment zu erméglichen.
An Hand einiger Beispiele, die bisher im wesentlichen unverdffentlicht
waren, zeigt sich die hohe klinische Relevanz darauf basierender Analy-

sen.

Den AbschluB der Arbeit bildet das sechste Kapitel mit einem Ausblick
auf zukiinftige numerische Studien.



2. Anatomie des Bewegungssegmentes

Im folgenden wird kurz auf die Anatomie des Bewegungésegmentes einge-

gangen. Weitere Einzelheiten kénnen aus den Lehrblichern und Atlanten der

Medizin entnommen werden (s. z. B. [1, 10, 73, 87]).

2.1 Orientierung am Kérper

Die Bezeichnungen fiir die Ebenen und die Richtungen des Korpers k®nnen

der folgenden Abbildung entnommen werden.
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Abb. 2.1 Ebenen und Richtungen am Kérper. (aus [1])

Bezeichnungen wie "oben" und "unten" gelten nur bei aufrechter Haltung
und treffen bel einer anderen Lage des Kérpers im Raum nicht mehr zu. Es
werden demnach die Begriffe kranial (kopfwdrts) und kaudal (fuBwirts)

verwendet.



2.2 Einteilung der Wirbelsiule

Die Wirbelsiule (Columna vertebralis) setzt sich als charakteristisches
Kennzeichen der Wirbeltiere (Vertebraten) aus Wirbeln (Vertebrae) zusam-

men.

Die menschliche Wirbelsdule (Abb. 2.2) besteht aus 33-34 Wirbeln. Man
unterscheidet 7 Halswirbel (Vertebrae cervicales), 12 Brustwirbel (Ver-
tebrae thoracicae), S Lendenwirbel (Vertebrae lumbales), 5 zum Kreuzbein
verschmolzene Kreuzbeinwirbel (Vertebrae sacrales) und 4-5 rudimentire

und oft verschmolzene SteiBwirbel (Vertebrae caudales).
2.3 Lendenwirbel

Jeder Wirbel (Abb. 2.3) besteht aus einem Knochenstiick, an dem man als
Hauptanteile den Wirbelkdrper (Corpus vertebrae) und den Wirbelbogen

(Arcus vertebrae) unterscheiden kann.

Die Wirbelkérper nehmen im allgemeinen vom Schddel gegen das Becken an
Volumen und Masse infolge der steigenden Belastung zu. Je gréBer die
Kérper werden, um so stédrker entwickeln sich die oberen und unteren
Endfl&chen, an denen die Zwischenwirbelscheiben anschlieBSen, zu ebenen
Fldchen. Ein Horizontalschnitt durch den Wirbelkdérper hat bei den Len-
denwirbeln eine bohnenférmige Gestalt, wobel die Vorderflidche ~stark
konvex und die Hinterfldche leicht konkav gebogen ist. In der Seitenan-
sicht erscheint sowohl die Vorder- als auch die Hinterflidche leicht
konkav, da die Rénder der kndchernen Wirbelkérperrandleisten iiber die

Seitenfldchen hinausragen.

Im oberen (kranialen) Bereich des Wirbelkérpers entspringt hinten (dor-
sal) der Wirbelbogen. An dem Wirbelbogen unterscheidet man die Wurzel
(Pediculus arcus vertebrae bzw. Radix arcus) von dem eigentlichen Bogen-

stiick, welches durch Fortsidtze verstidrkt wird.

Der Wirbelbogen umschlieB8t mit der Rickfldche des Wirbelkdrpers das
Wirbelloch (Foramen vertebrale), welches das Riickenmark (Medulla spi-

nalis) beherbergt. Bei Erwachsenen endet das Riickenmark auf der Hdhe des
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ersten oder 2zweiten Lendenwirbels. Je kleiner die erforderliche Quer-
schnittsfliche des Foramen vertebrale und je gréBer der Wirbelkorper
ist, desto weniger mu8 die Wurzel des Bogens seitlich ausladen, um den
Kanal zu vergréBern. Bei den Lendenwirbeln verlduft sie nahezu rein
sagittal. Das Foramen vertebrale wechselt infolgedessen seine Form. Im

Bereich der Lendenwirbel ist es dreieckig und eng.

Die Wurzel des Bogens hat einen oberen flachen und einen unteren tiefen
Ausschnitt (Incisura vertebralis cranialis und Incisura vertebralis
caudalis), die bei benachbarten Wirbeln so zueinander stehen, daB8 das
Zwischenwirbelloch (Foramen intervertebrale) (Abb. 2.2) fiir das Ganglion
spinale und die hindurchtretenden Riickenmarksnerven (Abb. 2.4) gebildet
wird.

-
-

. Ganglion spinale
. _~Nervus spinalis

”

\ ..—-Ramus ventralis
—-Ramus dorsalis

Abb. 2.4 Die Vereinigung der dorsalen und ventralen Wurzel des Riicken-
marksnerven 2zu dem gemischten Stamm der Riickenmarksnerven,

Nervus spinalis. Ganglion spinale. (aus [87])

Seitlich an den Bdgen der Lendenwirbel entspringen die Rippenfortsidtze
(Prucessus costarii). Sie sind ihrer Herkunft nach Rippenanteile, die in
den Wirbel einbezogen sind. Bleibt die knécherne Verbindung aus, dann
besteht eine Lendenrippe, wie es gelegentlich am ersten Lendenwirbel
beobachtet wird.

Die seitlich vom Wirbelbogen ausgehenden Querfortsitze (Processus trans-
versi) sind an den Halswirbeln und besonders an den Brustwirbeln ausge-

prdgt. Sie vervollstidndigen die Verbindung der Rippen mit der Wirbelsiu-
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le. Im Bereich der Lendenwirbel sind die eligentlichen Querfortsidtze kaum
ausgebildet und stellen kleine, unwesentliche Knochenvorspriinge (Proces-

sus accessorii) dorsal an der Ursprungsstelle der Rippenfortsitze dar.

Jeder Wirbel steht mit seinem héheren und tieferen Nachbarn durch je
zwel obere und untere {iberknorpelte Gelenkfortsiitze in Verbindung (Pro-
cessus articularis cranialis und Processus articularis caudalis). Sie
entspringen am Wirbelbogen dorsal von der Incisura vertebralis cranialis
bzw. der Incisura vertebralis caudalis und begrenzen das Foramen inter-
vertebrale. Die Lage ihrer Gelenkflichen (Facies articularis cranialis
und Facies articularis caudalis) ist dabei von besonderer Bedeutung fir
die Bewegungen der Wirbel gegeneinander. In Abhdngigkeit von der Stel-
lung der Gelenkflichen wird die relative Bewegung eines Wirbels in bezug
auf seine Nachbarn, die ohne den EinfluB der Wirbelbogengelenke in deﬁ
verschiedensten Richtungen erfolgen konnte, auf bestimmte Richtungen
beschrdnkt und auch dort nur in gewissen Grenzen zugelassen. Bei den
Lendenwirbeln stehen die Gelenkfldchen senkrecht, fast sagittal und sind
Teile eines zylindrischen Hohlmantels. Da die Achse dorsal vom Foramen
vertebrale verlduft, ist eine Drehung in den Gelenken nicht mdglich.
Eine Ausnahme bilden die lumbosakralen Wirbelgelenke, die nahezu frontal
ausgerichtet sind. Die Wirbelgelenke im Segment L4-LS kénnen eine Zwi-
schenstellung einnehmen [72]. FARFAN [18] hat die wechselnde - Anordnung
der Wirbelbogen-Gelenkspalten dargestellt. Auf den kranialen Gelenkfort-
sdtzen befindet sich ein Nebenhdcker (Processus mamillaris), der nur bei

den oberen Lendenwirbeln deutlich ausgepridgt ist.

Von der Mitte des Wirbelbogens verliuft der Dornfortsatz (Processus
spinosus) nach dorsal. Die Spitzen der Dorne sind unter der Haut zu
fiihlen oder auch zu sehen. Die Dornfortsitze der Lendenwirbel sind rela-

tiv krdftig und stehen nahezu horizontal.
2.4 Aufbau der Knochen

Der Knochen besteht aus der Knochenhaut (Periost), der Knochensubstanz
und dem Knochenmark (Medulla ossium). Die Knochensubstanz setzt sich aus
der festen AuBenhaut (Substantia corticalis sive compacta) und einem

inneren schwammartigen Geriistwerk feiner Knochenb&dlkchen bzw. -platten
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(Substantia spongiosa) zusammen. Das Knochenmark befindet sich in den
Markhéhlen zwischen den Bidlkchen der Spongiosa. Die Wirbelkdérper gehdren
zu der Gruppe der kurzen Knochen, die im wesentlichen aus Spongiosa
bestehen. Ihr Inneres wird von einem dichten Sytem von Spongiosa durch-
zogen, und ein gréBerer zusammenhingender Markraum ist nicht vorhanden.
An ihrer AuBenseite verdickt sich die Spongiosa zur Corticalis. Nur an
wenigen Stellen ist die Knochensubstanz so dicht gelagert, daB8 eine
tatsdchliche Compacta vorliegt. Die Endflédchen der Wirbelkdrper sind in
einem schmalen &uBeren Bereich glatt und ansonsten von sehr vielen klei-
nen Ldchern durchsetzt, wobei in diesem Bereich im eigentlichen Sinne
eine Corticalis fehlt.

2.5 Aufbau der Gelenke

Bei Gelenken (Articulationes) handelt es sich um bewegliche Verbindungen
von Knochen, die durch Bindegewebe in sich geschlossen.sind. Die Gelenk-
flichen (Facies articulares) der aneinandergrenzenden Knochen sind von
hyalinem Gelenkknorpel (Cartilago articularis) iiberzogen und durch einen
Spalt im Gewebe getrennt. Die Knorpelschicht ist fir die Funktion des
Gelenkes von herausragender Bedeutung, da sie durch ihre Formbarkeit
vorhandene Inkongruenzen ausgleicht und das Gleiten der Gelenkflichen
erméglicht. Die Zwischenscheiben (Disci articulares), verschiebbare
Gelenkflidchen, die als elastische Polster wirken, dienen gleichermaBSen
zur Angleichung der Gelenkflichen. Die Gelenkkapsel (Capsula articu-
laris) schlieBt das Gelenk nach auBen vollstidndig ab. Die &uBere fibrése
Schicht besteht aus straffem kollagenem Bindegewebe (Membrana fibrosa),
das sich am Rand der iiberknorpelten Fldchen im Periost fortsetzt. Sie
wird durch Seitenbinder (Ligamenta collateralia), die zur Filhrung und
Sicherung des Gelenkes dienen, verstdrkt. Die Gelenkinnenhaut (Membrana
synovialis) enthdlt sehr viel Fettgewebe und ist dadurch weich und bieg-
sam. Von ihr wird eine Schleimstoff enthaltende Fliissigkeit (Synovia)
abgesondert, die wdhrend der Bewegung die Gelenkflichen schmiert.

- 2.6 Zwischenwirbelscheiben

Die Zwischenwirbelscheiben oder Bandscheiben (Disci intervertebrales

bzw.;Fibrocértilago intervertebrales) verbinden die einzelnen Wirbel zu
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dem beweglichen System der Wirbelsdule. Die Zwischenwirbelscheiben sind
aus Faserknorpel gebildet. In ihrem Inneren befindet sich ein fliissig-
keitsreicher Gallertkern (Nucleus pulposus), der von dem Faserknorpel-
ring (Anulus fibrosus) umschlossen wird. Der Anulus geht nach innen
kontinuierlich in den Nucleus {iber. Die einzelnen Faserringlamellen
verlaufen in konzentrischen Lagen spiralférmig von Wirbelkérper zu Wir-
belkdrper, wobel benachbarte Faserschichten grundsdtzlich gegensinning
orientiert sind. Ventral und lateral sind die Lamellen zahlreicher und
dicker als dorsal. Die Substanz zwischen den Fasern ist Knorpelgrundsub-
stanz. In Richtung der anliegenden Wirbelkérper werden die Zwischenwir-
belscheiben durch diinne hyaline Knorpelplatten begrenzt. Bei der voll-
stindig entwickelten Wirbelsiule werden die Endfldchen der Wirbelkdrper
nicht génzlich von den Knorpelplatten bedeckt, da diese an den inneren
Rindern der kndchernen Wirbelkoérperrandleisten enden. Die Héhe der Knor-
pelplatten ist genau so gro8 wie die HShe der kndchernen Randleisten
gegeniiber den Wirbelkdrperendfldchen. Die Fasern des Anulus fibrosus
ziehen im Bereich der Knorpelplatten in diese hinein. In dem &#uBeren
Bereich, in dem keine Knorpelplatten vorhanden sind, treten sie als
Sharpey-Fasern in die kndcheren Randleisten ein und gehen in das Periost
des Wirbelkdrpers iiber. Infolgedessen ist eine besonders feste Verbin-
dung 2zwischen Wirbelkdrper und Zwischenwirbelscheibe und damit auch

zwischen benachbarten Wirbelkdrpern gewdhrleistet.

Die Lordose der Wirbelsdule im Bereich der Lendenwirbel ist durch die
Form der Bandscheiben bedingt, die ventral h8her sind als dorsal. Die
H6he der Bandscheiben nimmt von kranial nach kaudal zu, wobei die lumbo-
sakrale Bandscheibe eine Ausnahme bildet. Sie ist ungefdhr ein Drittel
niedriger als die dariiberliegende Bandscheibe.

Der Wassergehalt der Zwischenwirbelscheiben #ndert sich in Abhingigkeit
vom Lebensalter. Im Nucleus pulposus vermindert er sich von 90% im er-
sten Lebensjahr auf 74% im achten Lebensjahrzent [40]. Ein Vergleich des
Wassergehaltes des Anulus fibrosus mit dem des Nucleus pulposus ergibt
bei Neugeborenen einen deutlichen Unterschied von 10%, der mit dem Alter
geringer wird [74]. Auf die Verinderungen des Wassergehaltes der Zwi-
schenwirbelscheiben im Laufe eines Tages wird an spiterer Stelle einge-

gangen.



2.7 Bander

Die beiden Lingsbinder erstrecken sich iiber die gesamte Wirbelsdule. Das
breite vordere Lingsband (Ligamentum longitudinale anterius) {berzieht
die Vorderflichen der Wirbelkérper, mit denen es fest verbunden ist. Es
liegt den ventralen Anteilen des Anulus fibrosus dicht an, ist aber nach
vielen Darstellungen der Anatomie nicht mit diesen verwachsen [28, 40,
86]. Neuere morphologische Studien vom PANJABI et al. [67] haben jedoch
gezelgt, daB beide Lingsbidnder funktionell und anatomisch fest mit dem
Anulus fibrosus verbunden sind. Das hintere Lingsband (Ligamentum longi-
tudinale posterius) verlduft im Inneren des Wirbelkanals. Im Bereich der
Lendenwirbelsdule hat es die Form eines schmalen Streifens, der sich in
Hohe der Zwischenwirbelscheiben verbreitert. Es ist fest mit dem Anulus
fibrosus verwachsen, 138t jedoch nach Untersuchungen von STAHL [81] die

dorsolateralen Bereiche der Zwischenwirbelscheiben zum Tell frei.

Lig. longitlud'malc commuge ventrale

Nucleus pulposus des Discus—---—! *»--—-Anulus fbrosus

- . Hi - -
intervertebralis “; ;  des Discus
. W intervertebralis
Lig. longitudinale commune—---—"g
dorsale
_ Articulatio
Proc, articularis-——p% interventebralis
cranialis des ¥~ (Juncrura

11, Lendenwirbels zygapophysealis)

Capsula articulationis
intervertebralis

. i e Y
Prac. articularis coudalis des” ) ,:HE . . e Lig. interarcuale
{1, Lendenwirbels /’ . i ‘\‘
/ :‘! ) el .
Proc. articularis caudalis des’ W Lig. interspinale
1{1. Lendenwirbels ,.'

’." e » R 1/1
< RETE
Proc. spinalis des I, Lendenwirbels - .:.V >

Lig. supraspinale

Abb. 2.5 Querschnitt durch den Discus intervertebralis zwischen dem

zwelten und dritten Lendenwirbel. Kaudale Hilfte. (aus [87])
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Die Zwischenbogenbidnder (Ligamenta flava bzw. Ligamenta interarcualia)
bestehen im Gegensatz zu allen anderen Bindern ‘der Lendenwirbelsiule
vorwiegend aus elastischen Fasern und haben daher 1hre'ge1b11che Farbe.
Sie spannen sich zwischen den Wirbelbdgen und vervollstindigen dorsal
den Wirbelkanal.

Die Ligamenta intertransversaria verbinden die Querfortsidtze benachbar-
ter Wirbel. Im Bereich der Lendenwirbel sind sie an den Processus acces-

sorii befestigt.

Die Ligamenta interspinalia und das Ligamentum supraspinale verlaufen
zwischen den Dornfortsitzen. Die Fasern der Ligamenta interspinalia
ziehen in der Regel von dem anterior-superioren Bereich des unteren
Dornfortsatzes zu dem posterior-inferioren Bereich des dariiberliegenden.
In einigen Fdllen 148t sich Jjedoch fiir den Verlauf der Fasern keine
bestimmte Richtung identifizieren [67]. Das Ligamentum supraspinale
verbindet die Spitzen der Dornfortsidtze.

Die Lage der verschiedenen Ligamente wird durch Abb. 2.5 verdeutlicht.
2.8 Bewegungssegment

Das Bewegungssegment (JUNGHANNS [36], SCHMORL und JUNGHANNS [74]) ist
die kleinste funktionelle Einheit in der Wirbelsdule. Es besteht aus
einer Zwischenwirbelscheibe und den beiden benachbarten Wirbeln. Weiter-
hin gehdren dazu die Wirbelbogengelenke, das vordere und hintere Lings-
band, die Zwischenbogenbdnder und alle Weichteile, die sich in der glei-
chen Bewegungsschicht im Wirbelkanal, in den Zwischenwirbell&chern sowie
zwischen den iibereinanderliegenden Dornfortsdtzen und den Querfortsidtzen
bef inden.
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3. Biomechanik des Bewegungssegmentes

Nach PANJABI und WHITE [66] ist das Bewegungssegment die kleinste funk-
tionelle Einheit der Wirbelsdule, deren biomechanische Eigenschaften mit
denen der gesamten Wirbelsdule vergleichbar sind. Im Rahmen biomecha-
nischer Untersuchungen des Bewegungssegmentes werden die Relativbewe-
gungen der Wirbel zueinander betrachtet. Fir gewdShnlich erfolgt dazu
eine Fixierung des unteren Wirbelkdrpers und eine Belastung des oberen
Wirbelkdrpers durch unterschiedliche Krédfte bzw. Momente. Die daraus
resultierenden Translationen und Rotationen sowie die davon abhingigen
GréBen sind Gegenstand der Studien [48, 49, 5S4, 55, 59, 60, 65, 89].
- Grundsdtzlich zu unterscheiden sind dabei die experimentellen, nume-
rischen und radiologischen Untersuchungsmethoden. In dieser Arbeit be-
schiftigen wir uns mit einem numerischen Ansatz, der auf der Basis expe-
rimentell erhobener Daten Aussagen iiber das Bewegungs- und Tragverhalten

des lumbalen Bewegungssegmentes ermdglicht.
3.1 Mathematische Modelle

Eine groBe Anzahl klinisch-orthopddischer Fragestellungen kann nicht
allein durch experimentelle biomechanische Untersuchungen beantwortet
werden. Im besonderen gilt dies fir die Bestimmung des Kraftflusses in
dem Bewegungssegment. Mathematische Modelle auf der Grundlage begleiten-
der experimenteller Untersuchungen sind daher unverzichtbar. Weiterhin
ermdglicht erst ein solches numerisches Modell die Durchfilhrung umfang-
reicher Parameterstudien 2zur Gewinnung qualitativer und quantitativer

Aussagen.

Mathematische Modelle zur Biomechanik des Bewegungssegmentes wurden erst
Ende der 60er Jahre in der amerikanischen Literatur von CHAFFIN [14] und
ROBERTS und CHEN [71] vorgestellt. Sie beschrinkten sich jedoch auf das
zweidimensionale, sagittal-ebene Deformationsverhalten, wobei nur kleine
Verschiebungen und Dehnungen zuldssig waren. Bis zum heutigen Zeitpunkt
sind eine Vielzahl weiterer mathematischer Modelle entwickelt worden.
YOGANANDAN et al. [94] haben eine Aufstellung und Klassifikation der
Modelle, die auf der Grundlage der Methode der finiten Elemente ent-
wickelt wurden, angegeben.
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Eines der leistungsféhigsten 2zweidimensionalen mathematischen Modelle
haben NOLTE et al. [60] aufbauend auf den Arbeiten von BELYTSCHKO et al.
[S], MILLER et al. [S1] und SCHULTZ et al. [76] entwickelt [54, S5, 59].
Dieses Modell basiert auf einer sagittal-ebenen Abbildung der Wirbelsiu-
le, die einem seitlichen Réntgenbild zu entnehmen ist. Es besteht aus
zwel starren Kérpern zur Abbildung der Wirbelkdrper sowie 15 Federn, mit
denen die Weichtellstrukturen simuliert werden: vier Federn jeweils fir
die Bandscheibe und das Wirbelgelenk zur Wiedergabe ihrer Kompressions-,
Schub- und Drehsteifigkeiten sowie sieben Federn fiir die ligamentédren
Strukturen (Abb. 3.1). Etwaige Implantate konnen durch entsprechende
Rahmenkonstruktionen aus Biegebalken simuliert werden. In diesem Modell
sind sowohl groBe Verschiebungen als auch groBe Verzerrungen zulissig.
Die nichtlinear-elastischen Werkstoffgesetze der Federn sind auf der
Grundlage umfangreicher experimenteller Studien ermittelt worden wund
finden in dem Modell Bericksichtigung.

Ay

ALL

4
hr i

Abb. 3.1 Das mathematische Grundmodell fir ein lumbales Junghanns’sches
Bewegungssegment. (aus [54])
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Mathematische Modelle, die nicht auf das sagittal-ebene Deformationsver-
halten beschrinkt sind, wurden im Laufe der letzten Jahre vorgestellt.
BELYTSCHKO et al. [6] entwickelten ein axialsymmetrisches Modell, das
KULAK et al. [42] erweiterten. Ein ebenfalls axialsymmetrisches Modell,
in dem die tatsdchliche Geometrie allerdings stark vereinfacht darge-
stellt ist, stellte SPILKER [80] vor. Eine wesentliche Einschrinkung
dieser Modelle resultiert daraus, daB8 ausschlieBlich axiale Lasten be-
trachtet werden kénnen. Ein einfaches dreidimensionales Modell wurde von
LIN et al. [43] gezeigt, wobei hier auf Grund der Vernachldssigung der
posterioren Strukturen ebenfalls nur die Untersuchung axialer Bela-
stungen sinnvoll ist. Komplexere dreidimensionale Modelle haben SHIRAZI-
ADL et al. [78, 79], GOEL et al. [23, 24], HAKIM und KING [26] sowie
YANG und KING [93] vorgestellt. In diesen mathematischen Modellen wird,
wie auch im Rahmen dieser Arbeit, die Symmetrie der Wirbelsdule beziig-
lich der Medianebene verwendet, woraus eine Beschridnkung auf die Last-
fdlle resultiert, bei denen die Belastung ebenfalls symmetrisch beziig-
lich der Medianebene ist.

Grundsédtzlich bietet das hier vorgestellte mathematische Modell fiir die
Biomechanik der menschlichen Wirbelsdule jedoch die Modglichkeit, die im
tdglichen Leben im allgemeinen komplexen Bewegungen in mehreren Ebenen
in ihren Auswirkungen auf die Wirkungselemente eines einzelnen oder

mehrerer Bewegungssegmente zu untersuchen.
3.2 Die Bandscheibe als osmotisches System

KRAMER [40] beschreibt die Bandscheibe als osmotisches System, bei dem
ein Stoff- und Fliissigkeitsaustausch zwischen dem Bandscheibeninnenraum
und dem paravertebralen Gewebe bzw. der Spongiosa der angrenzenden Wir-
bel durch die Knourpelplatten und den Anulus fibrosus erfolgt (Abb. 3.2).

In den Weichteilen neben der Bandscheibe und in dem Geriistwerk feiner
Knochenbdlkchen bzw. -platten der Wirbel herrscht der normale Gewebs-
druck, der als extradiskaler hydrostatischer Druck bezeichnet wird.
Andererseits treten in der Zwischenwirbelscheibe in Abhingigkeit von der
Belastung sehr unterschiedliche intradiskale hydrostatische Driicke auf.
Gleichzeitig stellen sich sowohl extradiskal als auch intradiskal soge-
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nannte onkotische Driicke ein. Der onkotische Druck setzt sich aus dem
kolloidosmotischen Druck und dem Quelldruck =zusammen. Als Osmose wird
der Ubergang des Ldsungsmittels einer Ldsung in eine stirker konzen-
trierte L6sung durch eine feinporige Membran, die zwar fiir das Ldsungs-
mittel selbst, nicht aber fiir den gel&sten Stoff durchldssig ist, be-
zeichnet. Der Ansaugdruck, der bei einem solchen osmotischen Vorgang von
einer hochmolekularen Liésung auf ein Ldsungsmittel einwirkt, wird als
kolloidosmotischer Druck bezeichnet. Als Quelldruck wird der Druck be-
Zzeichnet, der einen quellbaren Kérper bei einem entsprechenden Wasseran--

gebot gegen Widerstdnde ausdehnt.

Interstitium intradiskal mit
wasseranziehendem
Makromolekuigemisch

Abb. 3.2 Die Bandscheibe als osmotisches System. (aus [40])

Dem hydrostatischen und dem onkotischen Druck im Bandscheibeninnenraum
stehen die entsprechenden Driicke auBerhalb der Bandscheibe entgegen.
Gewinnt eine der beiden Seiten ein Ubergewicht, so kommt es zu Verschie-
bungen von Fliissigkeiten und Stoffwechselschlacken. In der Bandscheibe
‘nehmen sowohl der hydrostatische als auch der onkotische Druck relativ
hohe Werte an, wobel diese den Fliissigkeitsstrom gegensdtzlich beein-
flussen. KRAMER [40] hat in Diffusionsversuchen festgestellt, daB Fliis-
sigkeiten und Stoffwechselschlacken ab einer Belastung von 800 Newton
(N) aus der Bandscheibe herausgepre8t werden, was zu einer Verminderung
des Volumens des Bandscheibeninnenraums fiihrt. Dieser ProzeB8 wird da-
durch begrenzt, daB die resultierende KonzentrationserhShung des Makro-
moleklilgemisches im Bandscheibeninnenraum mit einem gesteigerten onko-
tischen Druck verbunden ist. Bel Belastungen unter 800 N findet ein
umgekehrter Vorgang statt.
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Eine Verminderung bzw. Erhthung des Volumens des Bandscheibeninnenraums
geht einher mit einer entsprechenden Verdnderung der Hohe des Zwischen-
wirbelabschnittes. Eine Belastung der Bandscheibe, die zu einer Vermin-
derung ihrer H8he fithrt, ergibt sich z. B. im Sitzen und im Stehen,
wohingegen das Llegen zu einer Zunahme der Hohe fiihrt. Dieser Zusammen-—
hang erklirt den Kdrperlingenverlust beim Menschen im Laufe eines Tages,

der durchschnittlich 17,6 mm betrdgt {40].

NACHEMSON und MORRIS [53] nahmen die ersten intradiskalen Druckmessungen
in der dritten Lumbalbandscheibe in vivo beim Menschen vor. Sie haben

dazu eine Nadel, die mit einer druckempfindlichen Polyithylenmembran
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Abb. 3.3 Intradiskaler Druck in der 3. Lumbalbandscheibe bei verschie-
denen Korperpositlonen (nach NACHEMSON) und Fliissigkeitsver-
schiebungen an der Bandscheibengrenze (nach KRAMER). (aus [40])
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iiberzogen war, in den Bandscheibeninnenraum geschoben. Die gemessenen
Belastungen und ihre Auswirkungen auf den Stoff- und Fliissigkeitsaus-

tausch sind in Abb. 3.3 wiedergegeben.

In dieser Arbeit soll u. a. der EinfluB von Volumendinderungen des Band-
scheibeninnenraums auf das Bewegungs—- und Tragverhalten des Bewegungs-
segmentes untersucht werden. Dazu werden Parameterstudien mit unter-

schiedlichen physiologischen Lasten angestellt.

Ein Untersuchungsgegenstand ist die Instabilitdt des Bewegungssegmentes,
die FARFAN und GRACOVETSKY [19] als abnormal vermehrte Beweglichkeit
definiert haben. Die Ursache einer solchen Instabilitdt ist nach KOELLER

et al. [39] in der Erniedrigung der Bandscheibenhdhe zu sehen.
3.3 Die dorsale Protrusion und der Bandscheibenprolaps

Als erste makroskopische Anzeichen degenerativer Verinderungen der Band-
scheiben sind Risse in zentral gelegenen Teilen des Anulus fibrosus zu
finden. In diese radiidren und zirkuldren Fissuren kénnen tempordr Teile
des Nucleus pulposus eindringen und zu einer Spannung und Vorwdlbung des
hinteren Lingsbandes fiihren. Diese Stérung fiihrt zu einer Irritation des
Spinalnervs und wird als Lumbago bezeichnet, wenn sie in einer lumbalen
Bandscheibe auftritt. Die akute Krankheitserscheinung verschwindet auf
Grund einer Rickverlagerung rasch wieder, da der Anulus fibrosus grund-
sdtzlich noch intakt ist.

Der Ubergang von der Lumbago zu den lumbalen Bandscheibenprotrusionen
ist flieBend. Protrusionen sind dadurch gekennzeichnet, daB8 im Zusammen-
hang mit altersbedingten Verdnderungen der Bandscheibe Teile des Nucleus
pulposus weiter in die peripheren Bereiche des Anulus fibrosus eindrin-
gen, wobel auch Teile des Anulus fibrosus und der Knorpelplatten in
diese Verlagerungsprozesse mit einbezogen sind. Entsprechend der Termi-
nologieempfehlung des Arbeitskreises degenerative Wirbelsdulenerkran-
kungen der Deutschen Gesellschaft fiir Orthopddie und Traumatologie
(DGOT) wird eine Bandscheibenvorwélbung ohne Perforation des Anulus
fibrosus als Protrusion bezeichnet. Die Vorwdlbung des hinteren Lings-

bandes bzw. der Oberfliche des Anulus fibrosus nimmt deutliche Formen
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an, wobei die duBeren Schichten des Anulus fibrosus jedoch intakt blei-
ben. Die Riickverlagerung der verschobenen Partikel ist im allgemeinen in
den Fillen méglich, in denen diese noch durch eine kréiftige Lamelle des
Anulus fibrosus {iberdeckt sind.

Eine in dorsolateraler Richtung verlaufende lumbale Protrusion zieht ein
lokales Lumbalsyndrom nach sich, da die Protrusion in Kontakt mit den
Spinalnervenwurzeln kommt und .diese reizt. Dieses Lumbalsyndrom wird als
Ischialgie bezeichnet. Die Krankheitserscheinungen sind dabei nicht nur
von dem AusmaB der Protrusion, sondern auch von ihrer Lokalisation ab-
hdngig [40]. Grundsd@tzlich zu unterscheiden sind Protrusionen, die mit-
tig (paramedian), zur Seite (lateral) oder nach auBen (intraforaminal)
verlaufen (Abb. 3.4).

Abb. 3.4 Protrusionen lumbaler Bandscheiben. Der Anulus fibrosus ist
intakt. Riickverlagerungsméglichkeiten sind gegeben. (aus [40])
a) Mediale Protrusion: Lumbago

b) und c) Laterale Protrusion: Protrusionsischialgie
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Hiufig tritt eine Sequestration der verlagerten Gewebeteile ein, die
dann nur noch von einer diinnen &duBeren Lamelle des Anulus fibrosus ge-

halten werden.

Von einem Bandscheibenprolaps spricht man, wenn diese Lamelle einreist,
und es dem verlagerten Gewebe méglich ist, nach allen Richtungen in den
Epiduralraum des Wirbelkanals vorzudringen. Der Prolaps kann dabei noch
mit dem ilibrigen Bandscheibengewebe verbunden sein oder als freier Seque-
ster vollstindig getrennt im Wirbelkanal liegen (Abb. 3.5).

Abb. 3.5 Medialer und lateraler Vorfall einer lumbalen Bandscheibe. Der
Anulus fibrosus ist perforiert. Riickverlagerungsméglichkeiten
sind nicht gegeben. (aus [40])
a) Medialer Prolaps: Kaudasyndrom
b) Lateraler Prolaps: Prolapsischialgie

In Abh#ngigkeit von dem AusmaB des medialen Prolaps treten Lumbalsyn-
drome auf, die von der Lumbago iiber eine doppelseitige Ischialgie bis
zum Kaudasyndrom, bei dem ein groBer Prolaps sdmtliche Nervenwurzeln im

lumbalen Wirbelkanal komprimiert, reichen.

KRAMER [41] gibt in Abhingigkeit von der klinischen Symptomatik Diffe-
rentialindikationen zur perkutanen lumbalen Diskektomie, Chemonukleolyse
und offenen Diskotomie an. Bei der perkutanen Diskektomie wird mit Hilfe
von FaBzangen und Saugfridsen zentrales Bandscheibengewebe und Protru-
sionsmaterial aus einem lumbalen Zwischenwirbelabschnitt entfernt. Als

Chemonukleolyse bezeichnet man die intradiskale Injektion bestimmter
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Substanzen, die zu einer Aufldsung des vorgewdlbten Bandscheibengewebes
fihrt.

Beide Verfahren beruhen somit auf einer invasiven Reduktion des Volumens
des zentralen Bandscheibengewebes. Der EinfluB dieser Eingriffe auf das
Bewegungs—- und Tragverhalten des Bewegungssegmentes wird in dieser Ar-

beit untersucht.
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4. Analytisches Modell des Bewegungssegmentes
4.1 Einleitende Betrachtungen

Bereits die kleinste funktionelle Einheit in der Wirbelsiule, das Bewe-
gungssegment nach JUNGHANNS, ist eine &uBerst komplexe Struktur. In
diesem Kapitel wird die Entwicklung eines weitgehend wirklichkeitsge-

treuen mathematischen Modells eines Bewegungssegmentes dargestellt.

Besondere Beachtung ist einer mdglichst realistischen Beschreibung der
unregelmiBigen Geometrie der kndchernen Strukturen des Bewegungsseg-
mentes unter Verwendung dreidimensionaler Kontinuumselemente mit varia-
bler Knotenzahl 2zu schenken. In diesem Zusammenhang wird auch auf das
Kontaktproblem, das bei einer Berithrung der kranialen und der kaudalen
Gelenkflidchen der Wirbelbogengelenke auftritt, eingegangen. Eine Dar-
stellung des Anulus fibrosus als flichenhafte Struktur [2, 45, 57, 58,
68, 82, 83, 84] ist auf Grund fehlender konstitutiver Gesetze nicht in
Betracht gekommen. Statt dessen erfolgt die Beschreibung des Anulus
fibrosus sowohl durch eindimensionale als auch durch dreidimensionale
Kontinuumselemente. Mit Hilfe der eindimensionalen Elemente lassen sich
die kollagenen Fasern des Anulus fibrosus darstellen, wobei deren nicht-
lineares Materialgesetz Beriicksichtigung findet. Den Nucleus pulposus
kann man als eine nichtviskose inkompressible Fliissigkeit betrachten,
die von den Kontinuumselementen eingeschlossen wird, die bei der Abbil-
dung der Knorpelgrundsubstanz des Anulus fibrosus und der kndchernen
Endflichen der Wirbelkdrper Verwendung finden. Diese Elemente erfiillen
als Randbedingung die Inkompressibilitit des umschlossenen Volumens, so
daB eine Diskretisierung der Flissigkeit nicht erforderlich ist. Die
Darstellung der verschiedenen Ligamente, die das Tragverhalten des Bewe-
gungssegmentes maSgeblich beeinflussen, wird durch eindimensionale Kon-
tinuumselemente realisiert. Besondere Bedeutung kommt der Erfassung

ihrer nichtlinearen Spannungs-Dehnungs-Beziehungen zu.

Das zu behandelnde Problem zeichnet sich sowohl durch kinematische als
auch materielle Nichtlinearitdten aus. Selbst bei der Betrachtung all-
tdglicher Bewegungen bzw. Belastungen treten im Bewegungssegment zum

einen groBe Verschiebungen und groBe Verdrehungen und zum anderen groSe
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Dehnungen auf. Als typische Formulierungen fiir die Beschreibung einer
solchen physikalischen Situation bieten sich die Totale Lagrangesche
Formulierung, die Umgeformte Lagrangesche Formulieruﬁg und die Umge-
formte Lagrange-Jaumannsche Formulierung an [3, 21, 46, 62, 70].
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4.2 Umgeformte Lagrange-Jaumannsche Formulierung

In diesem Kapitel beschdftigen wir uns mit der Ableitung der Umgeformten
' Lagrange-Jaumannschen Formulierung. Hierbei wird auf die ausfithrlichen
Darstellungen in [16, 64, 91] Bezug genommen. Die Verwendung dieser
Formulierung ermdglicht unter Beriicksichtigung eines hypoelastischen
Materialgesetzes eine realistische Beschreibung des Materialverhaltens

der Knorpelgrundsubstanz und der knéchernen Strukturen.
4.2.1 Kinematik der Bewegung

.Im Rahmen der Lagrangeschen (oder materiellen) Formulierung ist die
Kinematik mit der mathematischen Beschreibung der Bewegung aller Parti-
keln eines Korpers verbunden. Die Abbildung eines Korpers B in den drei-
dimensionalen Euklidischen Raum wird als Konfiguration &(B) bezeichnet.
Wir nehmen an, daB sowohl @ als auch deren Inverse 0-1 stetig differen-
zierbar sind. Fir ein Partikel X eines Kdrpers B gilt

x = &(X), X = ¢ tx), (4.2.1)

wobei x in einem feststehenden kartesischen Koordinatensystem der Orts-
vektor des Punktes ist, den das Partikel X in der Konfiguration &(B)
einnimmt. In der Komponentendarstellung ist der Punkt x durch seine
Koordinaten xi gegeben.

Eine von der Zeit t abhdngige Folge von Konfigurationen Qt(B) wird als
Bewegung bezeichnet. Fir den Ortsvektor x des Punktes, an dem sich das
Partikel X zum Zeitpunkt t befindet, schreiben wir ’

X = ét(X) = §(X,t). (4.2.2)
Im folgenden wollen wir fiir diese Punkte die Bezeichnung rdumliche bzw.
materielle Punkte verwenden, da es sich um in Bewegung befindliche Mas-

senpunkte des Kontinuums handelt.

Beil der Beschreibung der Bewegung des Kérpers B ist die Verwendung einer
unverformten Ausgangskonfiguration zum Zeitpunkt to sinnvoll. Diese
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sogenannte Referenz-Konfiguration oQ(B) = Q(X,to) ist zeitlich nicht
veridnderlich. Fiir ein Partikel X eines Kdérpers B gilt analog zu (4.2.1)

x = %), x =% *(x), (4.2.3)

wobei X der Ortsvektor des materiellen Punktes ist, den das Partikel X
in der Konfiguration %(B) einnimmt. In der Komponentendarstellung sind
dem materiellen Punkt X die Koordinaten XJ zugeordnet (Abb. 4.1).

GréBen, die mit der Referenz-Konfiguration verbunden sind, werden in

dieser Arbeit im allgemeinen durch GroBbuchstaben oder den Index "o"

¢(B) =8

-

O5m a
o(B)2 B

Abb. 4.1 Abbildung eines Kérpers B in den Euklidischen Raum und Darstel-

lung der Referenz- und der Momentan-Konfiguration
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gekennzeichnet. Im Gegensatz dazu werden GroBen, die mit einer Momentan-
Konfiguration verbunden sind, durch kleine Buchstaben oder den Index "t"

kenntlich gemacht.
Ersetzen von X in (4.2.2) durch den Ausdruck fir X in (4.2.3) fithrt zu
x = 2% 1), ). (4.2.4)

In (4.2.3) wurde der Zusammenhang zwischen dem Partikel X und seiner
Lage X in der Konfiguration % aufgezeigt. Da die Unterscheidung zwi-
schen X und X von keiner besonderen Bedeutung ist, soll sie im folgenden
zur Vereinfachung der Schreibweise nicht mehr gemacht werden. Unter
Beriicksichtigung dieser Modifikation ergibt sich

x = (X, t), X = Q-l(x,t]. (4.2.5)

Dies fiihrt zu einer neuen Definition von &, die implizit in der Wahl
einer Referenz-Konfiguration begriindet ist. & entspricht dabei einer
Abbildung der Referenz-Konfiguration zum Zeitpunkt to auf eine Momentan-
Konfiguration zum Zeitpunkt t. Flir einen bestimmten Zeitpunkt t wird &
als Deformation bezeichnet. (4.2.5) beschreibt eine zeitabhingige Folge

solcher Deformationen.
4.2.2 Der Deformationsgradient

Im folgenden wollen wir eine solche Deformation ¢ betrachten. Die ver-
schiedenen Konfigurationen, die sich im Laufe der Bewegung zwischen der
Referenz-Konfiguration und der Momentan-Konfiguration 2zu einem be-
stimmten Zeitpunkt t einstellen, sind in diesem Zusammenhang nicht wvon
Interesse. Daher wird die zeitliche Abhingigkeit in (4.2.5) nicht ben&-
tigt und wir erhalten

x = &(X). (4.2.6)
In der Komponentendarstellung hat (4.2.6) die Form

). (4.2.7)

X, = (I>1(X‘j

1
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Um die Deformation lokal, d. h. in einer Umgebung des Partikels X, un-
tersuchen zu kénnen, fordern wir, daB die Ableitungep 6xi/6Xj stetig
sind. Dies ist durch die Annahmen beziiglich der Regularitdt von & in
Abschnitt 4.2.1 gewiihrleistet. Unter Verwendung von (4.2.7) ergibt sich

dx, = dx.. (4.2.8)

In der invarianten (oder absoluten) Notation hat (4.2.8) die Form

dx = F-dX, (4.2.9)
wobei F ein Tensor'zweiter Stufe ist, der definiert ist als

F = Grad &(X), (4.2.10)
und F°dX_das Skalarprodukt des Tensors F und des Vektors dX bezeichnet.

Der Tensor F wird als materieller Deformationsgradient bezeichnet. Unter

Beriicksichtigung der orthonormalen Basen {El} und {ei} hat F die Kompo-

i)

nenten F,. und es gilt

axi
F = Fij e, ® l-:j mit F1j = 8XJ , (4.2.11)

wobeli e, ® E, das Tensorprodukt der Vektoren e

3 und Ej bezeichnet [37].

i
Die Vektoren dX bzw. dx kdnnen als materielle Fasern bezeichnet werden.
(4.2.9) beschreibt die Transformation der materiellen Faser dX an der
Stelle X in der Referenz-Konfiguration in die materielle Faser dx an der
Stelle x in der Momentan-Konfiguration. Unter der Voraussetzung dX = 0
folgt aus der Gleichung F:-dX = 0, daB8 eine materielle Faser dX exi-
stiert, deren Linge durch die Deformation auf Null reduziert wird. Die-
ser Fall kann ausgeschlossen werden, da er physikalisch unrealistisch
ist. Aus F-dX = 0 fir alle dX # 0 folgt, daB der Tensor F nicht singulir
ist. Dies filihrt zu
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det F = 0. ’ (4.2.12)
Im folgenden soll die iibliche Notation

J =det F (4.2.13)

verwendet werden. Da F nicht singulir ist, existiert die Inverse F—l.

4.2.3 Die Nansonsche Formel

(1) (2)

Wir betrachten drei nicht komplanare materielle Fasern dX , dX und
dX(S) an der Stelle X in der Referenz-Konfiguration. Entsprechend
(4.2.9) gilt

dx(i] = F-dx(i) mit i=1,2,3. (4.2.14)

X dx(3)) > 0 von den
das Vektorprodukt der

bezeichnet. Das Volumen des infinitesimalen

Wir setzen voraus, daB die Bedingung dx(l)-(dx(?)
drei Vektoren erfiillt wird, wobei dx(Z) X dx(a)
Vektoren dX(Z) und dX(3)
Parallelepipeds, das von den drei Vektoren gebildet wird, kann berechnet
werden als

(1) (2)

av = det (ax??, ax@, x®

), (4.2.15)
wobei durch dx(i) Spaltenvektoren bezeichnet werden. Das korrespondie-
rende Volumen in der Momentan-Konfiguration bestimmt sich analog 2zu
(4.2.15) als

(1) (2)

dv = det (dx'1), ax®, ax®

). (4.2.16)
Unter Verwendung von (4.2.14) und (4.2.15) erhalten wir

dv = (det F) dV = J dV. (4.2.17)
J gibt in (4.2.17) das lokale Verhiltnis zwischen dem Momentan-Volumen

dv und dem Referenz-Volumen dV an. Da Volumina definitionsgemd8 nur

positive Werte annehmen kdnnen, folgt aus (4.2.17) die Bedingung
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J =det F > 0. : (4.2.18)

Die lokale Beziehung in (4.2.17) kann global in der Form

[av= I Jav (4.2.19)
B B,

dargestellt werden, wobel B die Momentan-Konfiguration und Bo die Refe-
renz-Konfiguration bezeichnet.

Im nichsten Schritt betrachten wir ein infinitesimales Element dS der
materiellen Oberfldche in der Umgebung des Punktes X in der Referenz-
Konfiguration. Fiir das Vektorelement dS gilt die Beziehung dS = N dS,
wobei N ein nach auBen gerichteter Einheitsvektor normal zu der Ober-
flidche dS ist. Mit dX wird eine beliebige materielle Faser bezeichnet,
die den Rand von dS schneidet. Das Volumen des Zylinders, der von dem
Oberflichenelement dS und dem Vektor dX gebildet wird, berechnet sich
als dV = dX-dS. Es wird 'vorausgesetzt, daB dX-dS > 0 gilt. Das kor-
respondierende Volumen in der Momentan-Konfiguration bestimmt sich als
dv = dx-ds mit ds = n ds, wobei n ein nach auBen gerichteter Einheits-
vektor normal zu der Oberflédche ds ist. 2Zu beachten ist, daB8 der Nor-
malenvektor N nicht der Transformation in (4.2.9) gehorcht. Unter Be-
riicksichtigung von (4.2.17) folgt dann

dx-ds = J dX-dS. (4.2.20)

Unter Verwendung von (4.2.9) kommen wir zu

Fl.ds = J ds, (4.2.21)

wobei die willkiirlich gewZhlte GréBe dX entfernt wurde, und FT die
Transponierte des Tensors F bezeichnet. Ausgehend von (4.2.21) ergibt
sich die Beziehung

as = J (F HT.gs bzw. nds = J (F HT.N as, (4.2.22)

die als Nansonsche Formel bekannt ist. Sie stellt einen Zusammenhang
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zwischen Oberflichenelementen in der Referenz- und der Momentan-Konfigu-
ration her, der natiirlich auch fiir alle “"inneren Oberflichenelemente"
Gliltigkeit besitzt.

4.2.4 Erhaltung der Masse

Der Satz von der Erhaltung der Masse sagt aus, daB sich die Masse m(B)
eines Kérpers B widhrend eines Deformationsprozesses nicht &ndert, d. h.
sie ist unabhingig von der Momentan-Konfiguration B, die der K&rper B

einnimmt. Die Masse m(B) bestimmt sich als

m(B) = J p(x,t) dv, (4.2.23)
B

wo p die Massendichte in dem materiellen Punkt x in der Momentan-Konfi-
guration B zum Zeitpunkt t ist. Auf Grund der Massenerhaltung gilt

I plx,t) dv = I %(x) av, . (4.2.24)
B Bo
wobei op die Massendichte in dem materiellen Punkt X in der Referenz-
Konfiguration B0 bezeichnet. Unter Verwendung von (4.2.17) und der Vor-
aussetzung der bereichsweisen Stetigkeit von p fithrt uns (4.2.24) zu der
lokalen Aussage

p = -%- °%  bzw. p dv = % av. (4.2.25)

Den Satz von der Erhaltung der Masse kénnen wir unter Beriicksichtigung
von (4.2.23) alternativ auch in der Form
d d

a0 m(B) = rTa I p(x,t) dv=0 (4.2.26)

B

schreiben. Aus der Verallgemeinerung von (4.2.26) folgt

{%E- I p(x,t) f(x,t) dv = I plx,t) f(x,t) dv, (4.2.27)
B B
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wobel f ein beliebiges Skalar-, Vektor- oder Tensorfeld ist, das iiber B
definiert ist.

4.2.5 Erhaltung der BewegungsgriéBe
Die BewegungsgréBe des Kdrpers B zur Zeit t ist definiert als

I p(x,t) v(x,t) dv. (4.2.28)
B

Dieser Definition liegt die Bewegung zugrunde, die durch (4.2.5) be-
schrieben wird und fiir die gilt v(x,t) = &(X,t). Der hochgestellte Punkt
bezeichnet hier und im folgenden die materielle Ableitung einer GroéBe
nach der Zeit. Unter Verwendung von (4.2.5) und (4.2.24) kann die Bewe-

gungsgréBe in der Lagrangeschen Form ausgedriickt werden als

f % (X) v(#(X,t),t) av. (4.2.29)
Bo
Beil den #HuBeren Kréften, die auf einen Kdrper B einwirken, lassen sich
volumenhaft und fldchenhaft angreifende Krifte unterscheiden. Diese
sollen im folgenden als Korper- bzw. als Oberflichenkrdfte bezeichnet

werden. Die Korperkrdfte sind bestimmt durch

I p(x,t) b(x,t) dv (4.2.30)
B

und die Oberflichenkrdfte durch

J t(x,t,8B) da, (4.2.31)
éB

wobei mit b das Vektorfeld der spezifischen Massenkraft bezeichnet ist,
welches iber die Momentan-Konfiguration B definiert ist. t ist das Vek-
torfeld der Spannungen, das fiir alle bereichsweise glatten Grenzflichen
8B der Momentan-Konfiguration B definiert ist.
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Die resultierende &duBere Kraft auf den Kérper B in der Momentan-Konfigu-
ration B ist

I p(x,t) blx,t) dv + I tx,t,8B) da. (4.2.32)
B 8B

Der Satz von der Erhaltung der BewegungsgréBe sagt aus, daB8 die Anderung
der BewegungsgréBe gleich der Summe der auf einen Korper einwirkenden
Krifte ist. Unter Verwendung von (4.2.28), (4.2.32) und (4.2.27) schrei-

ben wir

I p(x,t) b(x,t) dv + I t(x,t,8B) da = 'gf' J p(x,t) v(x,t) dv
B oB B

= J‘ p(x,t) v(x,t) dv. (4.2.33)
B

4.2.6 Der Cauchysche Spannungstensor

Das Cauchysche Theorem sagt aus, da8 der Spannungsvektor t in einem
materiellen Punkt x von der Oberfldche nur durch den Einheitsvektor n
abhdngig ist, wobel dieser normal zu der Oberfl&che im Punkt x steht und
nach auBen gerichtet ist. Um dies zu verdeutlichen, schreiben wir an-
statt t(x,t,8B) nun t(x,t,n). Es existiert ein von n unabhingiges Ten-
sorfeld zweiter Stufe ¢, so daB8

t(x,t,n) = e(x,t)'n (4.2.34)
fiir alle materiellen Punkte x in der Momentan-Konfiguration B zum Zeit-
punkt t und fir beliebige Einheitsvektoren n gilt. Der Tensor o(x,t)

wird als Cauchyscher Spannungstensor bezeichnet.

Unter Beriicksichtigung von Cauchys Theorem (4.2.34) in dem Ausdruck fiir
die Erhaltung der BewegungsgréBe (4.2.33) erhalten wir

I p(x,t) b(x,t) dv + I o(x,t)'n da = I p(x,t) v(x,t) dv, (4.2.35)
B 8B B
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und die Anwendung des Divergenztheorems [9] fithrt zu

I [p(x,t) b(x,t) + div ol(x,t) - p(x,t) v(x,t)] dv = 0. (4.2.36)
B

Unter der Voraussetzung, da8 p, b, ¢ und v bereichsweise stetig sind,
fiihrt (4.2.36) zu der lokalen Impulsbilanz

divel +pb=pv, ' (4.2.37)

die als erste Cauchysche Bewegungsgleichung bekannt ist und in der Kom-

ponentendarstellung folgende Form hat:

do
ax

J spob, =p v, (4.2.38)
J

Die 2zweite Cauchysche Bewegungsgleichung besagt, daB8 der Cauchysche
Spannungstensor ¢ symmetrisch ist [64]. Wir schreiben in der absoluten
Notation

o =0 (4.2.39)
und in der Komponentendarstellung

¢ij = wji' (4.2.40)

4.2.7 Der Nominelle Spannungstensor

Unter Berﬁéksichtigung der Nansonschen Formel (4.2.22) kann die resul-
tierende Oberfléchenkraft (4.2.35) dargestellt werden als
- -1.T
c'nda=|Je (F ) -NdA, (4.2.41)
B dB
0

wobei N ein nach auBen gerichteter Einheitsvektor normal zu der Oberfli-
che aBo der Referenz-Konfiguration B0 ist.
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Wir fihren die Notation

P=Jo(FHT (4.2.42)
ein und kdnnen (4.2.41) dann in der folgenden Form schreiben:
I ¢-n da = J' P-N dA. (4.2.43)

aB 680

Der Tensor P wird als erster Piola-Kirchhoffscher Spannungstensor be-
zeichnet. Bei dem sogenannten Nominellen Spannungstensor S handelt es
sich um den transponierten ersten Piola-Kirchhoffschen Spannungstensor.
Unter Beriicksichtigung der Symmetrie des Cauchyschen Spannungstensors
folgt aus (4.2.42) die Beziehung

S=P =JF -0 (4.2.44)

Der Cauchysche Spannungstensor stellt den Zusammenhang zwischen einem
Oberflichenelement in der Momentan-Konfiguration und dem darauf wirken-
den Kraftvektor her. Im Gegensatz dazu setzt der Nominelle Spannungsten-
sor den Kraftvektor in der Momentan-Konfiguration mit dem Oberflichen-
element in der Referenz-Konfiguration in Beziehung. Der Zusammenhang
zwischen den Komponenten der beiden Spannungstensoren wird aus der fol-
genden Gleichung ersichtlich, die sich nach Umformung aus (4.2.44) er-
gibt:

ox
c~=1FS 1

- i

Unter Beriicksichtigung der orthonormalen Basen {Ei) und (ei} ist Sk j dA

die Komponente in Richtung e 3 einer Kraft, die auf ein infinitesimales
Oberflidchenelement wirkt, dessen Normale in der Referenz-Konfiguration

in Richtung Ek verlief und das dort die Fliche dA hatte.
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4.2.8 Der Jaumannsche Spannungsgeschwindigkeitstensor

Eine wichtige Eigenschaft eines Tensors ist die Invarianz seiner Kompo-
nenten gegeniiber einer Starrkérperdrehung des Materials. Ein Lagrange-
scher Tensor, der dlese Bedingung erfiillt, wird als objektiv bezeichnet
[64]. Es kann anschaulich gezeigt werden, daB die materiellen Zeitablei-
tungen bzw. die materiellen Anderungsgeschwindigkeiten der Komponenten

des Cauchyschen Spannungstensors [44]

ao

do
ij ij
5t * axk Vi (4.2.46)

d

t %13

(x,t) = cij(x,t) =

nicht drehinvariant sind. Dazu betrachten wir einen Stab, der durch eine
konstante Zugkraft beansprucht wird. In der Ausgangslage f&dllt die
Schwerelinie des Stabes mit der x-Achse eines feststehenden kartesischen
Koordinatensystems zusammen. Die Cauchyschen Spannungen sind Cux = P und
cyy = 0. Nach einer Starrkérperdrehung des Stabes von 90° um die z-Achse
erhalten wir die Spannungen Cog = 0 und vyy = p. Die Komponenten des
Cauchyschen Spannungstensors haben sich also durch die Starrkérperdre-
hung des Materials gedndert und eﬁ gilt &xx # 0 bzw. &yy # 0. Damit ist
gezeigt, daB die Tensoren ¢ und ¢ keine objektiven Lagrangeschen Ten-

soren sind.

Im folgenden wollen wir uns mit der Entwicklung eines objektiven Tensors
beschidftigen, dessen Komponenten Ableitungen der Cauchyschen Spannungen

nach der Zeit sind.

Wir betrachten zwei orthonormale Basen {ei} und (ei}. Da {ei} eine Basis

’

€3

ist, kann jeder der Vektoren e, e als Linearkombination der Vek-

1
2'
toren e., e

, e, ausgedriickt werden. Wir schreiben

1’ 72" 73
ei = Qij ej' (4.2.47)
Die Multiplikation von (4.2.47) mit ej fithrt uns dann zu
= e}-e (4.2.48)
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woraus folgt, daB das Skalar Q1J dem Kosinus des Winkels zwischen den
Vektoren ei und eJ entspricht.

Es 18Bt sich zeigen, daB die Transformation der Komponenten eines Ten-
sors zweiter Stufe T bei einem Wechsel der Basen entsprechend (4.2.47)

nach folgender Regel erfolgt [16, 64]:

Tij = Qik le Tkl' (4.2.49)
Wir betrachten nun ein Partikel X eiﬁes Kérpers B. Entsprechend (4.2.1)
ist x der Ortsvektor des materiellen Punktes, den das Partikel X in der
Konfiguration B einnimmt. Dieser Punkt wird als Ursprung der beiden
Basen {ei} und (ei} gewihlt. Die Basis (ei) bezeichnet ein raumfestes
kartesisches Koordinatensystem und die Basis {ei} ein kérperfestes kar-
tesisches Koordinatensystem, das an der Rotation des Korpers B um den
Punkt x mit der momentanen Winkelgeschwindigkeit Q teilnimmt. Zum Zeit-
punkt t stimmen die beiden Koordinatensysteme {iiberein. Die Koordinaten
X; und xi sind durch die folgende Transformation verbunden:

=x, -Q,.x,dt = (5, -Q,, dt) x.. 4.2.50
13 7 By 99 % (4.2.50)
Der Tensor Q wird auch als Spintensor bezeichpet. Seine kartesischen

Komponenten sind gegeben durch

av, av

. i J
9= 7 ( %, 5%, ) (4.2.51)

wobei Qij dt die Verdnderung des Winkels zwischen den Vektoren e; und ej
im Laufe einer infinitesimalen Zeit dt angibt. Unter der Voraussetzung,
daB die resultierende Winkeldnderung unendlich klein ist, entspricht der
Term (61‘j - Qij dt) dem Kosinus des Winkels zwischen den Vektoren ei und
ej und damit dem Skalar Qij in (4.2.47).

Die Cauchyschen Spannungen in dem raumfesten Koordinatensystem werden
zum Zeitpunkt t mit vij(t) und zu einem spidteren Zeitpunkt t + dt mit

¢ij(t + dt) bezeichnet. Die materielle Zeitableitung ist definiert als
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& .= lim —

i T [ oyt +dt) - o (1) ] (4.2.52)

JAUMANN [35] definierte die sogenannte Spannungsgeschwindigkeit als

Foo=lim o [of,(t +dt) - o} (8] ], (4.2.53)

J dt->0 t 1

J

wobei mit ¢ij(t + dt) und cij(t) die Cauchyschen Spannungen in dem k&r-

perfesten Koordinatensystem bezeichnet werden.

GemdB der oben angegebenen Definition entsprechen die Jaumannschen Span-
nungsgeschwindigkeiten den Ableitungen der Cauchyschen Spannungen nach
der Zeit aus der Sicht elnes Beobachters, der an der Starrkérperdrehung
des Korpers teilnimmt. Im Gegensatz dazu beziehen sich die materiellen
Zeitableitungen der Cauchyschen Spannungen auf die Sicht eines Beobach-
ters, der in dem materiellen Punkt x fixiert ist. Demzufolge ist der
Tensor der Spannungsgeschwindigkeiten g ein objektiver Lagrangescher

Tensor.

Die Komponenten des Cauchyschen Spannungstensors im Punkt x zum Zeit-

punkt t + dt berechnen sich in dem raumfesten Koordinatensystem als

¢1J(t + dt) = ¢ij(t) + cij(t] dt (4.2.54)

und in dem korperfesten Koordinatensystem als

' _ v
oiJ(t + dt) = oy (t) + ciJ(t) dt, (4.2.55)

J

wobel Glieder htherer Ordnung in dt vernachlidssigt wurden.

Die Transformation der Komponenten 0ij bei einem Wechsel von der Basis

{ei} zu der Basis {ei} erfolgt nach der Regel (4.2.49). Wir schreiben

o/ . (t +dt) = (8

13 ik dt) (s

- Qik 1" njl dt) okl(t + dt). (4.2.56)

Unter Beriicksichtigung von (4.2.54) in (4.2.56) erhalten wir nach Umfor-
mungen die Beziehung ' ‘
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o/ . (t +dt) = ¢

ij 1J(t)

(4.2.57)
1J(t)

+ [o ()1 dt + L

- Qik 0kj(t) - le o
Die Anwendung der Definition (4.2.53) bzw. der Vergleich von (4.2.55)
und (4.2.57) filhrt zu der gesuchten Definition des Jaumannschen Span-
nungsgeschwindigkeitstensors [3, 16, 70, 85]:

gij = 0yy " By Ty T A Oy (4.2.58)
4.2.9 Der Kirchhoffsche Spahnungstensor
Der Kirchhoffsche Spannungstensor T ist definiert als

T=Je¢ . (4.2.59)
und in der Komponentendarstellung gilt

Tij =J cij' ‘ (4.2.60)

Fir die Jaumannsche Ableitung des Kirchhoffschen Spannungstensors gilt
gemidB (4.2.53)

=Jo,,+Jo,.. (4.2.61)

Der Zusammenhang zwischen den Komponenten des Cauchyschen und des Nomi-
nellen Spannungstensors ist durch (4.2.45) gegeben. Fiir die materiellen
Zeitableitungen der Komponenten erhalten wir die Beziehung

ax av ox
+ 1 1

| i i e
c Y T Sesj * T X S

i
= —5— S, . (4.2.62)
ij 3 axk kj
Im Rahmen dieser Arbeit wird die Umgeformte Lagrangesche Formulierung
verwendet. Um die daraus resultierenden Zusammenhinge unmiBverstdndlich
beschreiben zu koénnen, erweitern wir die bislang verwendete Notation.
Ein hochgestellter links stehender Index gibt den Zeitpunkt an, zu dem

die GroBe betrachtet wird. Die Konfiguration beziehungsweise die Basis, .
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auf die die betrachtete GréBe bezogen ist, bezeichnet ein tiefgestellter
links stehender Index. Dieser Index braucht nicht verwendet zu werden,
wenn er dem oberen linken Index entspricht. An den Stellen, an denen

diese Notation nicht notwendig ist, verzichten wir auf sie.

Bei der Umgeformten Lagrangeschen Formulierung wird die Momentan-Konfi-
guration als Referenz-Konfiguration fiir das nidchste Inkrement verwendet.
Der Zeitpunkt t soll den Beginn eines neuen Inkrementes bezeichnen. Fir
alle Partikel X des Korpers B gilt dann die Beziehung

(4.2.63)

und fiir das Verhdltnis J zwischen dem Volumen dv in der Momentan-Konfi-
guration und dem Volumen dV in der Referenz-Konfiguration gilt '
J=1 bzw. J =1. (4.2.64)

Weiterhin sind die verschiedenen SpannungsmaBe am Anfang eines jeden

Inkrementes identisch. Wir schreiben

tcrij =:1.-ij=:siJ bzw. e, ="t . ="'s, .. (4.2.65)
Die Indizierung der Komponenten des Nominellen Spannungstensors stellt
dabel einen Sonderfall dar, da diese Spannungen sowohl mit der Momentan-
als auch mit der Referenz-Konfiguration verbunden sind. Die Eindeutig-
keit der Indizierung ist bei der Umgeformten Lagrangeschen Formulierung
dennoch gegeben, da beide Konfigurationen zum Beginn eines Inkrementes

iibereinstimmen.
Unter Bericksichtigung der obengenannten Zusammenhidnge bei der Umgeform-

ten Lagrangeschen Formulierung und den Beziehungen (4.2.58) und (4.2.61)
folgt aus (4.2.62)

(4.2.66)
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Die kartesischen Komponenten des Tensors der Deformationsgeschwindigkeit

D sind gegeben durch

av av
°=%(ai+a )
ij xj Xy

D (4.2.67)

Die gesuchte Beziehung zwischen den materiellen Zeitableitungen der
Komponenten des Nominellen Spannungstensors und den Jaumannschen Ablei-
tungen der Komponenten des Kirchhoffschen Spannungstensors [47] ergibt
sich unter Beriicksichtigung von (4.2.67) aus (4.2.66) als

atv

. _ _ _ t t J
S,.= T (i) D D, wkj * O . (4.2.68)
9 Xy

Im folgenden verwenden wir fir c')"'v"j / 6txk auch die Notation "’v‘j k'

4.2.10 Das Prinzip der virtuellen Geschwindigkeiten

Der Ausdruck fiir die Erhaltung der BewegungsgréSe (4.2.35) kann unter
Beriicksichtigung von (4.2.25), (4.2.43) und (4.2.44) in eine Form ge-
bracht werden, in der sich sd@mtliche Integrale auf die Referenz-

' Konfiguration beziehen. Wir schreiben

J' %5 (x) %b(X,t) av + J' sT(X,t) N da = I %(X) B(X,t) 4V,  (4.2.69)

B aB B
0

o 0

wobei ob(X,t) = b(#(X,t),t) beriicksichtigt wurde. Die Anwendung des
Divergenztheorems [9] auf das zweite Integral in (4.2.69) fithrt zu der
Beziehung

I e(x) %b(x,t) + div S(X,t) - %(X) 8(X,t)] dV = o, (4.2.70)

BO

aus der sich die folgende lokale Aussage ergibt:

divs + % % = % &. (4.2.71)
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Wenn der Kdrper B sich in Ruhe befindet, gilt die Gleichung (X, t) =0
fiir alle Partikel X des Kérpers B zu jedem Zeitpunkt t. Aus (4.2.71)
folgt dann die Beziehung '

divs + % % = o, (4.2.72)

die wir in der Komponentendarstellung in der Form
b, =0 (4.2.73)

schreiben und deren Differentiation zu der folgenden Gleichung fiithrt:

85
ij o o _
W + p b = 0. (4.2.74)

Weiterhin filhren wir das Vektorfeld T der Nominellen Oberflichenspan-
nungen ein, fir das gilt

CT(X,t,N) = ST(X,t)-N. (4.2.75)
In der Komponentendarstellung ergibt sich
’I'J =S..N,. (4.2.76)

Aus (4.2.43) folgt unter Beriicksichtigung von (4.2.34) und (4.2.75) die
lokale Beziehung

t da = T dA. (4.2.77)

Dies bedeutet, daB TJ dA die Komponente in Richtung eJ einer Kraft ist,
die auf ein infinitesimales Oberflichenelement wirkt, dessen vektorielle

Fldche in der Referenz-Konfiguration Ni dA war.

Fiir die materielle Ableitung der Komponente '1‘J des Vektors der Nomi-

nellen Oberflﬁchensbannungen nach der Zeit gilt dann
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Tj = Sij Ni' (4.2.78)
Innerhalb einer Zeit dt nimmt sij um den Wert éij dt zu. Der Zuwachs von
T, in der gleichen Zeit betrégt analog T 5 at.

Wenn fir eine vorgegebene materielle Zeitableitung bzw. fiir ein Inkre-
ment der &duBeren Belastung die materiellen Zeitableitungen der resultie-
renden Verschiebungen, Verzerrungen und Spannungen berechnet werden
sollen, so kann die Systemantwort theoretisch dadurch ermittelt werden,
da8 man die Differentialgleichungen, dle das Gleichgewicht beherrschen,
18st und die L&sung dann den Randbedingungen unterwirft. Eine L&sung
dieses Systems von Gleichungen ist praktisch jedoch nur fiir wenige Rand-
wertprobleme méglich. Eine andere Mdglichkeit, die eine Ausdehnung auf
ein breites Spektrum von Aufgaben erméglicht, bietet das Prinzip der
virtuellen Geschwindigkeiten. Dieses Prinzip sagt aus: wenn auf einen im
Gleichgewicht befindlichen Korper beliebige, virtuelle Geschwindigkeiten
év widhrend einer Zeit dt einwirken, so ist die gesamte innere virtuelle

Arbeit gleich der gesamten &duBeren virtuellen Arbeit.

Fir die Herleitung des Prinzips werden die aus der Impulsbilanz fol-
gende, das Gleichgewicht beschreibende Differentialgleichung (4.2.74),
die Spannungsrandbedingung (4.2.78) und die Verschiebungsrandbedingung
benatigt. Wir erhalten folgendes System von Gleichungen:

as
1) op - )
3 + p bj 0
1
K T
Sij N, = '1"j auf 8B ! (4.2.79)
* = . g
¢ =& auf 8B, J

wobei auf einem Teil BBE von 630 die Zeitableitungen der Deformationen é
und auf dem verbleibenden Teil aBE = aB0 \ aB§ die Zeitableitungen der

Nominellen Oberfldchenspannungen T gegeben sind.

HILL [30, 31, 32] hat die das Prinzip der virtuellen Geschwindigkeiten
beschreibende Integralgleichung
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Iéij s( IT 3v dA-l-I p b 6v dv (4.2.80)
Bo

angegeben. Eine Herleitung des Prinzips der virtuellen Verschiebungen,

das dem Prinzip.- der virtuellen Geschwindigkeiten grundsidtzlich ent-

spricht, wird in [91] vorgestellt.

Die Beziehung (4.2.68)} zwischen den materiellen Zeitableitungen der
Komponenten des Nominellen Spannungstensors und den Jaumannschen Ablei-
tungen der Komponenten des Kirchhoffschen Spannungstensors wurde fiir die
Umgeformte Lagrangesche Formulierung hergeleitet. Wir setzen (4.2.68) in
(4.2.80) ein und erhalten unter Verwendung von (4.2.77) und (4.2.25) die
Bewegungsgleichung

I ¥, -, D, -, o, +t 5 ) a( M ) ‘tav
B *i
. (4.2.81)

t't:iv,

t; t t t L t
= t, & da + b. 8
I j°Yy @ I R I
8B B .

bei der sich alle Integrale entsprechend der Umgeformten Lagrangeschen

Formulierung auf die Momentan-Konfiguration beziehen [32, 47].

Unter Beachtung der Symmetrie des Tensors g ergibt sich nach Umformung
von (4.2.81) die Bewegungsgleichung

t¥ t t t t t t t t
J' Ty 8Dy dv+J.(o-ij Vi3 Vi~ 2 oy Dy 3'D,,) “av
B

(4.2.82)
te t t t te t
t, v da + b, 8 d
JeVvy @ f P ByoVy @
B

in der Form, die zur Formulierung der Finite-Elemente-Matrizen verwendet
wird.
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4.2.11 Hypoelastisches Materialverhalten

Von JAUMANN [35] wurde der Ansatz gemacht, daB ein Material, das als
elastisch bezeichnet werden kann, die Mindestanforderung erfiillen muB8,
daB die Spannungsgeschwindigkeit bei bekanntem Spannungszustand eine
homogene lineare Funktion der Verformungsgeschwindigkeit ist. Das Mate-

rialgesetz hat die Form

v T
T

15 = Eigk1 Dkr (4.2.83)

wobei die Komponenten Ezjkl
tensor abhingig sind. Nach TRUESDELL [88] werden diese Materialien als

hypoelastisch bezeichnet [7, 56]. Es kann gezeigt werden, daB das Mate-

des Tensors ET im allgemeinen vom Spannungs-

rialgesetz (4.2.83) fiir infinitesimale Dehnungen das Hookesche Gesetz
als Sonderfall beinhaltet [70]. Da Spannungsinderungen unabhingig von
der dafiir benétigten Zeit sind, werden hypoelastische Stoffe als zdhig-
keitslos bezeichnet [70].

Die Beziehung zwischen den materiellen Zeitableitungen der Komponenten
des Nominellen Spannungstensors und den Komponenten des Geschwindig-
keitsgradienten ist von HILL [32] mit

. au
515 Bv. 5 /3%.) (4.2.84)

gegeben worden, wobei das Potential U eine homogene quadratische Funk-
tion des Geschwindigkeitsgradienten ist. Wir schreiben

1 < avJ avl

U= = E —— . (4.2.85)
2 “ijkl 3, I

HILL [32] hat gezeigt, daB aus der Existenz des Potentials U fiir ein

Material die Existenz eines homogenen quadratischen Potentials W mit

_ 1
W= > Eijkl Dij Dkl (4.2.86)
folgt. Die Beziehung zwischen den Jaumannschen Ableitungen der Komponen-

ten des Kirchhoffschen Spannungstensors und den Komponenten des Tensors
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der Deformationsgeschwindigkeit ergibt sich als

v aw 8% T '
¥, .= = D.=E'..D., (4.2.87)
1y 7 @D 8D, @D k1~ ikl kI

wobei fiir die Komponenten des Tensors E' die folgende Symmetrie gilt:

T _ T
Eijkl = Eklij’ (4.2.88)

Die Beriicksichtigung der konstitutiven Beziehung (4.2.87) in (4.2.82)
fiihrt zu der Bewegungsgleichung

T t t t t t t t
I Eijkl Dkl ) Dij dv + I ¢1J Vk,J ) vk’1 dv
B B
(4.2.89)
t t t t = t: t t t t t t
J'z o1y Diy 8Dy "o ‘[tJaV‘j da+fpbj6vj av
B 3B B

beziehungsweise zu der dquivalenten Variationsaussage

t 1 t t t t t t t
s [J“w dv + ?J' (oyy iy iy = 2 'oyy "Dy Dy) v
B B
(4.2.90)

t: ot ot t ts ot ot -
J tj VJ da I P bj vj dv ] = 0.
8B B

Diese Variationsaussage filhrt zu symmetrischen Steifigkeitsmatrizen im
Rahmen eines approximativen Losungsverfahrens mit Hilfe der Methode der
finiten Elemente [47].

Die Komponenten EIjkl des Materialtensors folgen aus der Beziehung

v _ E v

Y43 T+v (83 80 T—=v % 8,) Dy (1.2.91)

die McMEEKING und RICE [47] als Verallgemeinerung der Materialgleichung
von PRANDTL-REUSS fir elastisches Materialverhalten angeben. Die GréSen
E und v bezeichen dabel den Elastizitdtsmodul und die Querkontraktions-
zahl.
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4.2.12 Berechnung der Spannungsinkremente

Aus der Beziehung (4.2.60) zwischen Kirchhoffschen und Cauchyschen Span-

nungen folgt der Ausdruck

. _ 1 . _ i t
0‘1J = 5 Ti,j ] G‘iJ, (4.2.92)

und durch den Austausch von ¢ durch T in (4.2.58) erhalten wir [69]

v
T

Ty T Tyt ik Ty T Y Tk (4.2.93)

Die Komponenten des Cauchyschen Spannungstensors zum Zeitpunkt t + dt
lassen sich inkrementell unter Verwendung von (4.2.54) berechnen. Die
Beriicksichtigung von (4.2.92) und (4.2.93) in (4.2.54) fihrt zu

oij(t + dt) = cij(t)
(4.2.94)
1

v
+ = (rij(t) +Q

5 j(t) +Q

kT (B) - J oy (8)) dt.

ik 'k

Bei den weiteren Betrachtungen sind die Beziehungen zu beachten, die in
Abschnitt 4.2.9 fiir die Umgeformte Lagrangesche Formulierung gegeben
wurden. Fir (4.2.94) schreiben wir dann

t+dt = ta
ij i3
_ (4.2.95)
tV t t t t te t
+ (rij R Tyt U Oy~ Y o‘ij) dt.

Die materielle Zeitableitung der Determinante des Deformationsgradienten
kénnen wir unter Beriicksichtigung von

t+dtxi = txi + Y, dt und X. = X, (4.2.96)

i
durch den folgenden Ausdruck darstellen:

1
dt

t+dt.

3 = lim JF -det 'F) = v (4.2.97)

dt-0

(det K.k
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Die Beziehungen (4.2.95), (4.2.97) und (4.2.87) filhren uns zu dem gesu-
chten Ausdruck fiir die Cauchyschen Spannungen zum Zeitpunkt t + dt:

t+dt -t

01J

g
(4.2.98)

T t t t t t t t
*Eiga D * Pk %%t Yk ke T Vkk Oip) 9t

Auf Grund des augenblicklichen Charakters dieser Glelchung ergeben sich
die Cauchyschen Spannungen zum Zeitpunkt t + dt nur dann exakt, wenn ein
infinitesimales Zeitintervall dt beziehungsweise infinitesimale Zuwichse

der Deformationen im Zeitintervall dt betrachtet werden.
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4.3 Isoparametrische dreidimensionale Elemente mit variabler Knotenzahl
4.3.1 Interpolationsfunktionen

Bei der isoparametrischen Formulierung von finiten Elementen ist es vdn
grundlegender Bedeutung, die Verschiebungen eines beliebigen Punktes des
Elementes unter Verwendung von Interpolationsfunktionen durch die Ver-
schiebungen der Knotenpunkte des Elementes 2u beschreiben. Mit den
gleichen Interpolationsfunktionen wird die Beziehung zwischen den Koor-
dinaten eines beliebigen Punktes des Elementes und den Koordinaten der
Knotenpunkte des Elementes hergestellt.

Die Interpolationsfunktionen, die auch als Formfunktionen bezeichnet
werden, sind in einem natiirlichen Koordinatensystem des Elementes defi-
niert. Die Dimensionalitidt des natiirlichen Koordinatensystems ist mit

der Dimensionalitdt des Elementes identisch.

Da das natiirliche Koordinatensystem und das globale Epordinatensystem
bei dreidimensionalen Elementen die gleiche Ordnung haben, ist eine
Ermittlung der Element-Matrizen im globalen Koordinatensystem vorteil-
haft. Fir ein Element mit N Knoten ergeben sich zwischen den Koordinaten

folgende Beziehungen:

N K
X, = ¥ X<, (4.3.1)
i k=1 hk i

Dabei sind x? die globalen Koordinaten der N Knoten des Elementes und Xg

die globalen Koordinaten eines beliebigen Punktes des Elementes.

Unter Verwendung der gleichen Interpolationsfunktionen werden die Ablei-

tungen der globalen Element-Verschiebungen v, = ﬁi in einem beliebigen

i
Punkt des Elementes durch die entsprechenden globalen GréBen in den N

Knoten des Elementes ausgedriickt. Wir schreiben

(4.3.2)
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Das natiirliche Koordinatensystem, in dem die Interpolationsfunktionen hk
definiert sind, hat die Koordinaten r, s und t, deren Definitionsbereich
Jjeweils von -1 bis +1 reicht. Die Interpolationsfunktionen hk haben im
natiirlichen Koordinatensystem am Knoten k den Wert 1 und an allen ande-
ren Knoten den Wert Null. Unter Beriicksichtigung dieser Eigenschaft hat
BATHE [3] ein {ibliches Verfahren zur Bestimmung der Interpolationsfunk-
tionen beschrieben und diese fiir ein dreidimensionales Element mit einer
von 8 bis 20 variablen Knotenzahl angegeben. Im Rahmen dieser Arbeit
wurde ein Element mit einer von 8 bis 21 variablen Knotenzahl entwickelt
(Abb. 4.2). Allgemein fiihrt die Berilicksichtigung eines weiteren Knotens
zu einer zusitzlichen Interpolationsfunktion und zu Anderungen der be-

reits vorhandenen Interpolationsfunktionen.

Abb. 4.2 Dreidimensionales Element mit einer von 8 bis 21 variablen
Knotenzahl

Die Interpolationsfunktionen fiir das in Abbildung 4.2 dargestellte drei-

dimensionale Element kdnnen wir in der folgenden Form darstellen:
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12

10

11
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16
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fir i =
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J
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=
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L ) (4.3.3)

wenn Knoten j vorhanden ist

wenn Knoten j nicht vorhanden ist

fir Bj
fiir BJ

fir Bj

+1

B=r, s, t

wenn Knoten i vorhanden ist

wenn Knoten i nicht vorhanden ist
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4.3.2 Matrizen fiir die Formulierung der finiten Elemente

Die Matrizen fiir die Formulierung der finiten Elementé werden auf der
Grundlage der Bewegungsgleichung (4.2.89) ermittelt. Fiir die Berechnung
der Komponenten des Tensors der Deformationsgeschwindigkeiten D verwen-
den wird die Ableitung

t
av N 1)
Vi T ti=z(l:k)1
»J 8 xJ k=1 d x‘j

& thk 3 1, (4.3.4)

wobel der tiefgestellte links stehende Index die Konfiguration bezeich-
net, auf die die indizierte GrdoBe bezogen ist.

Die Ableitungen der Interpolationsfunktionen nach den globalen Koordina-
ten werden mit Hilfe der Jacobischen Transformation [3, 77, 95] aus den
Ableitungen der Interpolationsfunktionen nach den natiirlichen Koordina-
ten gewonnen.

Im folgenden‘werden die verschiedenen Integrale der Bewegungsgleichung
fiir ein bestimmtes finites Element betrachtet, und es wird deren matri-

zielle Schreibweise angegeben.

T t t t
J.Eijkl Dy 8055 v
B

Die Auswertung des obenstehenden Integrals flihrt zu der Beziehung

T t t t AT T t A
I E 1 g 3Dy “dv = o0 [ J' By, C By, ‘av ] $. (4.3.5)
B B

Der Vektor ¥ beinhaltet die Ableitungen der globalen Element-Verschie-

bungen an den Knoten des Elementes nach der Zeit und hat die Form

t 1¢

(4.3.6)

QT = tvl
1

§tvN
P

tvNitvN
2| '3

Die Transformationsmatrix BNL2 stellt die Verbindung zwischen den Zeit-
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ableitungen der globalen Element-Verschiebungen an den Knoten des Ele-

mentes und den Komponenten des Tensors der Deformationsgeschwindigkeit D

her. Wir schreiben

thl,l 0 0 th2,1 0 0
0 '_hl,2 0 0 cen '.hN'2 0
0 0 th1,3 0 toe 0 thN,3
By =
thl,z th1,1 0 thz,z tee thN,l 0
O 1hy,3lePr,2) O | --0 1iBy,3lein,2
th1,3 0 thl,l th2,3 the 0 thN.l

(4.3.7)

Die Matrix C verknipft die Komponenten des Tensors der Deformations-

geschwindigkeit D mit den Komponenten des Spannungsgeschwindigkeitsten-

sors g. Sie setzt sich aus den Komponenten des Materialtensors E’ zusam-

men und kann unter Verwendung der Materialgleichung (4.2.91) dargestellt

werden als

A+2u | A A 0 0 0
A A+2p | A 0 0 0
A A A+2u 0 0 0
C =
0 0 0 7 0 0
0 0 0 0 1} 0
0 0 0 0 0 1}

(4.3.8)

Die Laméschen Konstanten A und p sind in Abhingigkeit von dem Elastizi-

tdtsmodul E und der Querkontraktionszahl v gegeben durch

Ev ,
(1t +v) (1 -2 v)

>
|

_ E
K= 2T +v)

(4.3.9)
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t t t
I wij Vk,j 3V dv

Das vorstehende Integral kann matriziell geschrieben werden als

t t t t.  _ AT T t A
I wij vk,j 3 vk,i dv = &v [ f BNL1 ONL1 BNLI dv ] v. (4.3.10)
B

Die Transformationsmatrix BNL1

der globalen Element-Verschiebungen an den Knoten des Elementes mit den

dient der Verbindung der Zeitableitungen

Verzerrungsgeschwindigkeiten und hat die Form

P10 @0 0 1B 0 1 0

thl,z 0 0 th2.2 0 0

Byal 0| 0 | b, o | o
0 by, 0 | 0 | .|y, 0

Buy = | O By, 0 ] 0 | my,l o | (4.3.11)

0 | B4l 0 | 0 | .. Byl 0
0 | 0 |h 0 || 0 |hy,
0 | 0o |h,l o0 | ...] 0 |,
A O e R

Die Matrix dNLl setzt sich aus den Komponenten des Cauchyschen Span-

nungstensors zum Zeitpunkt t zusammen und kann dargestellt werden als

GNLI 0 0
oL = 0 O\L1 0 , (4.3.12)
0 O | %L1
wobel die Matrizen aNLl und 0, aus denen die Matrix ONL1 aufgebaut ist,

gegeben sind durch
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td‘ t'0‘ "o‘
11 12 13
~ — t t t
N1 = Cin | Opp | Opg (4.3.13)
td‘ td‘ td‘
13 23 33
©c | o | o
0= o | 0o | o© : (4.3.14)
;
o | o | o

Das dritte Integral, das fiir die Bestimmung der Steifigkeitsmatrizen zu
betrachten ist, ist gegeben durch

In der matriziellen Schreibweise kénnen wir das Integral darstellen als
2%, . .3, tav=o0T | [Bl e, . B, . tav| 9% (a.3.15
iJ kJ ki NL2 "NL2 "NL2 ) T
B : B

Die Matrix GNLZ setzt sich wie die Matrix GNLI

Cauchyschen Spannungstensors zum Zeitpunkt t 2zusammen.
als Gleichung (4.3.16)

aus den Komponenten des
Es ergibt sich

ate,| 0O 0 2%, 0 2°c, 4
0 |a'¢,,| O 2%, 2'c,, 0
. % to to AL 0t 2:.:23 2:°'13
270121205) O @t oy Oy 23
0 |2%y,2%,,0  toyy |oprtegl oy,
250 0 |25y toyg o2 |11t a3
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4.3.3 Numerische Bestimmung des Volumenintegrals

Die Elemente der Matrizen BNLl und BNLZ sind Funktionen der natiirlichen
Koordinaten r, s und t. Daher muB das Volumenelement "dv, liber das die
Integration in (4.3.5), (4.3.10) und (4.3.15) auszufiihren ist, in natiir-
lichen Koordinaten ausgedriickt werden. Es gilt die Transformation

tdv = det 'J dr ds dt, (4.3.17)

wobei det A die Determinante der Jacobischen Matrix zum Zeitpunkt t
bezeichnet [3, 95]. Fir ein Integral iber die Momentan-Konfiguration B
ergibt sich unter Verwendung von (4.3.17) der Ausdruck

1 1 1
I F(r,s,t) tdv = I I I det 'J F(r,s,t) dr ds dt, (4.3.18)
B -1 =1 =1

in dem F eine beliebige Funktion der natiirlichen Koordinaten ist.

Die numerische Integration der Matrizen erfolgt mit dem Verfahren der
GauB-Quadratur, bei dem sowohl die Lage der Stiitzstellen als auch die
Gewichtsfaktoren optimieft sind. Fiir die Integration in drei Dimensionen

schreiben wir

1 1 1
F(r,s,t) drdsdt =YY Y a, a F(r,,s.,t,. ), (4.3.19)
-'[-J;-i[ rardait T I Sk SRS M

wobel die Stiitzstellen mit r s, und t,. und die Gewichtsfaktoren mit

it 73 k

«,., o, und ak bezeichnet sind.
i

J
BATHE [3] gibt fiir dreidimensionale Elemente mit 8 Knoten als zuverlis-
sige Integrationsordnung die 2 x 2 x 2- und fiir dreidimensionale Ele-
mente mit 20 Knoten die 3 x 3 x 3-GauB8-Quadratur an. Fir die im Rahmen
dieser Arbeit verwendeten Elemente wird die Integrationsordnung entspre-
chend gewdhlt. Im allgemeinen werden die Steifigkeitsmatrizen mit dieser
Integrationsordnung mit ausreichender Genauigkeit n#herungsweise berech-
net. Angaben {iber die Genauigkeit der 3 x 3 x 3-GauB8-Quadratur und ande-
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rer Integrationsordnungen gibt HELLEN [27] exemplarisch fiir verschiedene
Tragwerke.

4.3.4 Lésung der Gleichgewichtsbedingung

Unter Beriicksichtigung der Bewegungsgleichung (4.2.89) und der matri-
ziellen Ausdriicke in (4.3.5), (4.3.10) und (4.3.15) ergibt sich die
Steifigkeitsmatrix fir ein bestimmtes finites Element zum Zeitpunkt t

als

El, _ T _ T t
K = I [BNLZ (€ - o) By * Byt nit Baia ] dv. (4.3.20)
B

Die Zeitableitungen der globalen Verschiebungen und der &uBeren Knoten-
punktlasten sind bei der gewdhlten Formulierung durch die Beziehung

Kp v = R (4.3.21)

verkniipft. Die Matrix KT wird als Tangential-Steifigkeitsmatrix bezeich-
net und setzt sich aus den Element-Steifigkeitsmatrizen (4.3.20) zusam-
men. Die Vektoren v und R beinhalten die Ableitungen der globalen Ver-
schiebungen an dem M Knoten des Systems bzw. der &uBeren Knotenpunktla-

sten nach der Zeit. Wir schreiben

T _[e,1{e 1it 1it 2it 2t 2! it Mle Mit M
v = [ Vl; vzg v3§ v1§ vz! vai % v1§ Vol Vg ] (4.3.22)
und
Rl = [t Ry| R LR1 tRZ b git 2} tR’fi‘Rg,‘Rg’ ] (4.3.23)

Anschaulich stellt die obenstehende Gleichung (4.3.21) zum Zeitpunkt t
den Zusammenhang zwischen einem infinitesimalen Lastzuwachs und dem
daraus resultierenden infinitesimalen Verschiebungszuwachs her. Fir
endliche Lastzuwdchse, die wdhrend der Zeitpunkte t und t + At auf das
System aufgebracht werden, hidngen die Zuwdchse der Verschiebungen im

allgemeinen nichtlinear von diesen ab. Ndherungsweise kann dieser nicht-
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lineare Zusammenhang vernachldssigt werden. Wir sehen die inkrementellen
Element-Verschiebungen, die sich als L&sung des linearen Gleichungssy-
stems (4.3.21) ergeben, als hinreichend genaue Niherung der tatsich-
lichen Verschiebungszuwdchse an, wenn die Lastzuwdchse ausreichend klein
gewihlt werden [95]). Diese Linearisierung ist in den nachfolgenden Be-

ziehungen beriicksichtigt.

Der Zusammenhang zwischen den Inkrementen der &duBeren Knotenpunktlasten
im Zeitintervall At und den Ableitungen der &duBeren Knotenpunktlasten
zum Zeitpunkt t ist gegeben durch

R]; = 'Rf at, (4.3.24)
und die &uBeren Knotenpunktlasten zum Zeitpunkt t + At berechnen sich
aus den Inkrementen der &uBeren Knotenpunktlasten mit

tebepk _ tpk , gK, (4.3.25)
i i i

Analog zu den obenstehenden inkrementellen Zusammenhdngen berechnen sich
die Inkremente der globalen Element-Verschiebungen an den Knoten eines
Elementes aus den Ableitungen der GréBen nach der Zeit mit

o = 8K at, (4.3.26)

i i

und die Element-Verschiebungen der Element-Knoten zum Zeitpunkt t + At
bestimmen sich gemdB8 der Gleichung

t+Atuk = t.K 1; (4.3.27)

i ui+u.
Die Inkremente der Cauchyschen Spannungen wurden bereits in Abschnitt

4.2.12 angegeben. Wir schreiben anstatt (4.2.98) jetzt niherungsweise

t*Aﬁr - to
ij 1]
(4.3.28)
T t t t t t | 4 t
* g Pk * %k %t S ki T Viok i) At

wobei befriedigende Ergebnisse auch higr nur dann zu erwarten sind, wenn



- 61 -

dafiir Sorge getragen wird, daB8 die Inkremente der Element-Verschiebungen
im Zeitintervall At hinreichend klein sind.

4.3.5 Betrachtungen zur numerischen Effektivitat

Die Tangentlial-Steifigkeitsmatrix KT kann durch die numerische Multi-
plikation der in Abschnitt 4.3.2 gegebenen Matrizen gemi8 Gleichung
(4.3.20) ermittelt werden. Dieser Weg fiihrt zu einer relativ ibersicht-
lichen Programmierung, hat jedoch den Nachteil, numerisch nicht effektiv
zu sein. Alle gegebenen Matrizen enthalten Nullelemente, wobei im beson-

deren die Matrizen B und C spidrlich besetzt sind. Eine Berech-

NL1® “NL1
nung in der oben vorgeschlagenen Weise kann diesen Sachverhalt nicht
beriicksichtigen, was zu einer Vielzahl von Multiplikationen fiihrt, bei
denen zumindest ein Faktor gleich Null ist. Es erschien daher sinnvoll,

die Multiplikation der Matrizen analytisch auszufiihren.

Fir ein dreidimensionales Element mit N Knoten ergibt sich eine Element-
Steifigkeitsmatrix mit drel Zeilen und drei Spalten pro Knoten. Diese
Zeilen- und Spaltentripel werden mit “i" beziehuﬁgsweise "k" indiziert.
Die analytische Auswertung der Matrizenprodukte in (4.3.20) fiihrt zu
einer Element-Steifigkeitsmatrix, die sich aus Submatrizen mit drei
Zeilen und drei Spalten aufbaut. Wir kénnen die Submatrizen formal dar-

stellen als

[3(k-1)+3]-te Spalte
[3(k~-1)+2]-te Spalte
[3(k-1)+1]-te Spalte-—T

[3(i-1)+1]-te Zeile r_%ll g KIZ % K13

. ; i
[3(i~1)+2]-te Zeile K21 % K22 % K23 . (4.3.29)
[3(i-1)+3])-te Zeile ‘_1(31 K32 § K33__

wobel die genannten Zeilen- und Spaltennummern die Lage der Elemente der

-Submatrizen in der Element-Steifigkeitsmatrix bezeichnen.

Im allgemeinen sind die Submatrizen vollstdndig besetzt. Exemplarisch
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wird das Element K11 der Submatrizen, die zum Aufbau der Steifigkeitsma-

trix eines Elementes dienen, angegeben:

K= (23+an-2",) 1,1 k.1
g (2r-to ey ) By, My,
+ 3 (top,) I (4.3.30)
+ 5 (o) P12 3
v (2r= ey teyy) 1,3 e, 3

Die Berechnung der Element-Steifigkeitsmatrix erfolgt unter Beriicksich-
tigung ihrer Symmetrieeigenschaft nach der oben dargestellten Methode.
Dieses Verfahren ist numerisch optimal, da die Anzahl der zeitaufwen-
digen Multiplikationen minimiert ist.
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4.4 Von dreidimensionalen Elementen eingeschlossene ideale Fluide

In diesem Kapitel betrachten wir ideale Fluide, die von dreidimensio-
nalen Elementen eingeschlossen sind. Die Rdume des Tragwerks, in denen
sich die Fluide befinden, werden als Kavitdten bezeichnet. Wir setzen
voraus, daB die Kavitdten in der unverformten und spannungsfreien Aus-
gangskonfiguration vollstdndig durch die Fluide gefiillt sind.

4.4.1 Stoffgesetz idealer Fluide

Stoffé, die der Klasse der idealen Fluide angehdren, sind dadurch ge-
kennzeichnet, daB in ihnen an keinem Ort zu keiner Zeit Tangentialspan-
nungen auftreten koénnen. Solche Stoffe werden auch als nicht-viskose
Fliissigkeiten bezeichnet. Aus der Voraussetzung der Tangentialspannungs-

freiheit folgt fir die Cauchyschen Spannungen die Bedingung

oy = 0 fir i=j. (4.4.1)
GUMMERT und RECKLING [25] haben unter Beriicksichtigung der Tatsache, da8
der Spannungsvektor beziiglich jeder beliebigen Schnittfl&dche des Fluids
keine Tangentialkomponenten hat, gezeigt, daB die drei Normalspannungen

gleich groB sind. Wir schreiben

=pad, ., (4.4.2)

713 ij

wobei p ein Skalar ist, das als Druck bezeichnet wird. Dieser Zusammen-
hang wird auch als Pascalsches Gesetz bezeichnet und beschreibt die
Isotropie des Drucks. Da es sich bei den Normalspannungen nicht um Zug-
spannungen handeln kann, nimmt der Druck nur Werte an, die kleiner oder

gleich Null sind.
4.4.2 Erveiterung des Prinzips der virtuellen Geschwindigkeiten

Die materiellen Zeitableitungen der Cauchyschen Spannungen ergeben sich
aus (4.4.2) als

c..=p 8, .. ' (4.4.3)
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Der Zusammenhang zwischen den Komponenten des Cauchyschen und des Nomi-
nellen Spannungstensors ist durch (4.2.45) gegeben. Unter Verwendung von
(4.2.25) erhalten wir '

ax

= R S
137 o) T Tk

(4.4.4)

und fir die materiellen Zeitableitungen der Cauchyschen Spannungen folgt

der Ausdruck

. b axi o avi o axi .
c,, = — —— S ,+ — —7— S + — —=—/—— S .. (4.4.5)
17 o) B Tk o) B Tky T o BE Tk
Aus dem Vergleich von (4.4.3) und (4.4.5) ergibt sich
. ax av ax
. . P i P i P i .
ps,, =L —~s .+ £ __~- s + £ __~- 5. (4.4.6)
1) o, K kI o, X Tky o . kI

Die Beriicksichtigung der in Abschnitt 4.2.9 genannten Beziehungen fiir
die Umgeformte Lagrangesche Formulierung fiihrt zu

to
t: _ ot _t P _t ot
S =p aij P o 3 P Vv

(4.4.7)
ij o

1,5

Der Nucleus pulposus wird in dieser Arbeit als ideale inkompressible
Fliissigkeit betrachtet. Fiir eine inkompressible Fliissigkeit gilt, daB
alle Zustandsdnderungen unter konstantem Volumen erfolgen. Solche Vor-
gdnge werden auch als isochor bezeichnet. Die Dichte p des Fluids ist
demzufolge in jedem Punkt x zu jedem Zeitpunkt t konstant. Im Rahmen der
zu betrachtenden klinischen Fragestellungen ist jedoch der Fall zu be-
denken, daB8 das Volumen des Fluids durch einen #uBeren Eingriff verdn-
dert wird. Dies fiithrt zwar tatsiichlich nicht zu einer Anderung der Dich-
te, dennoch kann die Volumendnderung am einfachsten durch eine fiktive
Anderung der Dichte des Fluids simuliert werden. Auf Grund dessen wird
die materielle Zeitableitung der Dichte b weiterhin beriicksichtigt. Um
den physikalischen Gegebenheiten 2zu entsprechen, ist‘allerdings Sorge
dafiir zu tragen, das8 kéin Unterdruck auftreten kann.
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Aus der Beriicksichtigung der Beziehungen (4.2.25) und (4.2.97) folgt

tn
t
_p=—v
t

X, Kk’ (4.4.8)
p

und fiir die materiellen Zeitableitungen der Komponenten des Nominellen
Spannungstensors erhalten wir
te  _ te t_t ‘ t

pé

t
iy = i3 + p Vi, k aij - P VvV, .. (4.4.9)

i,J

Die linke Seite der aus dem Prinzip der virtuellen Geschwindigkeiten
(4.2.80) resultierenden Bewegungsgleichung (4.2.89) ist um das Integral

tdv

t2 t t = te t
I SiJ ] vj,i dv I P aij <) vj,i
BF BF

(4.4.10)

t_t t_t t t
S ECR TR AP AT

BF
zu erweitern, wobei die Integration zum Zeitpunkt t {iber die Momentan-
Konfiguration BF aller mit einem Fluid gefiillten Kavitédten zu erfolgen
hat. Flir eine bestimmte Kavitdt gilt, daB der Druck zu einem bestimmten
Zeitpunkt in dem gesamten Fluid konstant ist, wenn die von auBen auf das
Fluid einwirkenden Kérperkrdfte vernachldssigt werden. Die Beziehung

(4.4.10) 148t sich dann als Summe iiber alle n Kavititen in der Form

n

I ts. . st Ydv = Yy " I *n, &'v, %da
iy~ J.i ~ i i
B m=1 28™
F F
(4.4.11)
t_m t t t t t t
+ p n, ( Y.k v, Vi ) vj) da ]
m
8BF

darstellen, wobei das Volumenintegral in ein Oberflichenintegral umge-
wandelt wurde [11]. Die Fliche, die die m-te Kavitit begrenzt, wird mit
BB? bezeichnet. Es handelt sich bei dieser Fldche somit um eine Oberfli-
che des Festkorpers. Auf die daraus resultierenden Zusammenhdnge wird an

spidterer Stelle ausfﬂhrlich eingegangen.
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Die Bewegungsgleichung eines Korpers, in dem ideale, gewichtslose Fluide
mit einem verinderlichen Volumen eingeschlossen sind, ergibt sich zusam-

menfassend als

?

n
tem [ttt tm [t gt t t t oyt
mgl[p I n, v, da+ p mni(vkkavi vi,JavJ) da]

m
a8, a8},
T t. t t t t t
+ [ Ef ‘Dkl 8D "dv + I 5 Vi g 8,y O (4.4.12)

B
t t t.. _ [ t;
2 "oy Dy a‘nki dv-J t
aB

Gtv "da + J- tp tl:.\ Stv t'clv.
J o J
B
Die entsprechende Variationsaussage erhalten wir als Erweiterung der
Variationsaussage (4.2.90), die in Abschnitt 4.2.11 fiir den reinen Fest-
kérper gegeben ist. Es gilt

n
tem t t t t.m 1 t t t t t t
3[2[;,]',11 vp e ) ony (Ve vt ey YY) da]
1 4

= m m
aBF aBF
t 1 t t t t

+ I YW otav + -Z—J- G‘ij vk,,j vk,i dv (4.4.13)

B B

1 t t t t t; ot ot t_ ts ot ot _
- 7,[2 0ij ij Dki dv Jl tj v‘j da-I p"b‘j vJ dv] = 0.
B 8B B

Diese Variationsaussage fithrt im Rahmen der Methode der finiten Elemente
zu symmetrischen Steifigkeitsmatrizen.

4.4.3 Modifikation der Tangential-Steifigkeitsmatrix

Die erweiterte Bewegungsgleichung beinhaltet zwei zusdtzliche Integrale.
Wir betrachten im folgenden das Integral

em [t gt t t t t
P n (vk,k 8v, Vi3 GVJ) da
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Dieses Integral liefert einen symmetrischen Beitrag zu der Tangential-
Steifigkeitsmatrix. Die Integration erfolgt {iber die Flidche, die die
m-te Kavitit begrenzt. Diese Fliche ist durch die Seitenflichen der
dreidimensionalen Elemente, die diesen Raum umschlieBen, gegeben. Eine
Diskretisierung des Fluids mit besonderen Fluid-Elementen [63] ist nicht
erforderlich. Die zu integrierenden Gr&Ben ergeben sich aus den bereits
bekannten Interpolationsfunktionen und der Geometrie der verformten
dreidimensionalen Elemente. Die Auswertung des obenstehenden Integrals
fiir ein bestimmtes dreidimensionales Element fiihrt zu der Beziehung

em [ ot gt t t byt

P n, ( ik 8 V1 Vi 5 vj) da
m

aBF

(4.4.14)
_ AT [ tm T .,T t A
= &v [ P I mH Nl BNL1 da ] v.
3BF
Der Vektor der materiellen Zeitableitungen der globalen Element-Ver-
schiebungen ¢ und die Transformationsmatrix BNL1 sind in Abschnitt 4.3.2
gegeben. Die Matrix H hat die Form

H
i
i
1

- | | |
H = [hl Iy|hy Igjhy I3) .. ‘hN 1, ] (4.4.15)
wobei mit 13 eine quadratische Einheitsmatrix der Ordnung 3 bezeichnet
ist. Die Matrix Nl beinhaltet die Komponenten des Einheitsvektors, der
normal auf dem Fl&ichenelement tda steht und nach auBen orientiert ist.

Wir schreiben

t t t t
4] 0 0 n2 n1 0 |- n3 o] n1
T _ t it _t t
N1 = n,i-n, 0 0 0 0 0 nyi 'n, (4.4.16)
t t t t
n3 0 n1 0 n3 - n2 0 0 0

Die in Abschnitt 4.3.4 fir einen Festkdrper gegebene Tangential-Steifig-
keitsmatrix KT wird entsprechend (4.4.14) erweitert. Fir die modifizier-
te Tangential-Steifigkeitsmatrix KTF gilt
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m

Krp = Kp * E Kp- (4.4.17)

m=1

Fiir eine bestimmte Kavitdt wird die Matrix K? aus den Element-Steifig-

keitsmatrizen

El,m _ t m T T t
KF =p I mH N1 BNL1 da (4.4.18)
aBF

aller angrenzenden dreidimensionalen Elemente aufgebaut. Es ist dabei
iiber die Seitenflidchen der dreidimensionalen Elemente 2zu integrieren,
die die Kavitdt begrenzen. Fir ein bestimmtes dreidimensionales Element
mit N Knoten ergibt sich daraus formal eine Matrix vom Typ (3N,3N). Die
in Abschnitt 4.3.5 beschriebene analytische Auswertung der Matrizenpro-
dukte ist auch hier aus numerischer Sicht sinnvoll. Dies fiihrt zu Subma-
trizen, deren formale Darstellung mit (4.3.29) gegeben ist. Fiir die
Elemente der Submatrix, die dem i-ten bzw. dem k-ten Elementknoten zuzu-

ordnen ist, ergibt sich

t_m t t t t
Kijn= P (hy my h  =h "n b ). (4.4.19)

Zu beachten ist, daB die Hauptdiagonale dieser Submatrizen grunds&dtzlich
unbesetzt ist. Weiterhin 148t sich zeigen, daB die Submatrizen vollstin-
dig unbesetzt sind, wenn der i-te oder der k-te Knoten nicht auf der zu
betrachtenden Seitenfldche liegt. Daraus resultiert eine weitere Steige-
rung der Effizienz, da nur eine relativ geringe Anzahl von Submatrizen
zu ermitteln ist. Als Beispiel sei hier ein Element mit 8 Knoten ge-
nannt, bei dem sich die Anzahl der zu ermittelnden Submatrizen von 36
auf 10 reduziert.

Besondere Beachtung ist der Tatsache zu schenken, daB die Matrix, die
aus der Betrachtung der Secitenflidche eines einzelnen dreidimensionalen
Elementes resultiert, nicht symmetrisch ist. Im allgemeinen ist es daher
nicht ausreichend, nur die obere Dreiecksmatrix zu bestimmen. Aus der
Symmetrie der Matrix K; 148t sich jedoch ableiten, daB die Ermittlung
bestimmter Submatrizen fir die Berechnung der oberen Dreiecksmatrix der

Gesamtsteifigkeitsmatrix ausreichend ist. Es handelt sich dabei um die
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Submatrizen, bei denen die Systemknotennummer des k-ten Elementknotens
gréBer oder gleich derjenigen des i-ten Elementknotens ist. Die Anzahl
der zu betrachtenden Submatrizen wird daher durch die Unsymmetrie nicht

vergréBert, und der numerische Aufwand bleibt unverindert.
4.4.4 Modifikation des Lastvektors

Im folgenden betrachten wird das zweite Integral, um das die Bewegungs-

gleichung erweitert wurde. Es ist gegeben durch

In der matriziellen Schreibweise erhalten wir fiir ein bestimmtes angren-

Zzendes dreidimensionales Element die Beziehung

[ tn, &'y, fda = T [ tom J' N, ‘da ] (4.4.20)
m m
aBF BBF
wobei fiir den Vektor N, gilt
T _ | ¢t It it It it | [t
Nz = [ n, h1§ n, hl% n, h1§ n, h2§ n, hzi e ns hy ]. (4.4.21)

Fir den resultierenden Vektor der materiellen Zeitableitungen der Kno-
tenpunktlasten ﬁg schreiben wir

ﬁf_.‘ = o N;‘ (4.4.22)
wobel der aus bekannten GroBen bestehende Vektor N? aus den Vektoren
El,m _ t '
NI = J mNz da (4.4.23)
aBF

aufgebaut wird, die sich flir die einzelnen angrenzenden Elemente erge-

ben, und die materielle Zeitableitung des Drucks tﬁm unbekannt ist.
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4.4.5 Formulierung der Nebenbedingungen

Die materielle Zeitableitung des Volumens der m-ten Kavitit zum Zeit-
punkt t bestimmt sich unter Verwendung von (4.2.19), (4.2.25) und
(4.2.97) als

t{,? - J‘ t"k . tyy = J' t“k t"k tda. (4.4.24)
m m

2usédtzlich zu den unbekannten Geschwindigkeiten der Knoten der finiten
Elemente ergibt sich fiir jede Kavitit die materielle Zeitableitung des
Drucks als weitere Unbekannte. Andererseits erhalten wir fiir jede Kavi-
tit die obenstehende Gleichung (4.4.24), fiir die wir matriziell schrei-

ben

tv? - vT Ng. (4.4.25)

Da die materielle Zeitableitung des Volumens der Kavitidt eine bekannte

GréBe ist, kann diese Gleichung zur Bestimmung der zusdtzlichen Unbe-

kannten verwendet werden.
4.4.6 Numerische Bestimmung des Flichenintegrals

In diesem Abschnitt betrachten wir exemplarisch ein dreidimensionales
finites Element, das eine Kavitdt durch die Seitenfldche begrenzt, auf
der die Elementknoten 1 bis 4 liegen.

Die Matrizen H, Nl’ N2 und BNL1 sind Funktionen der natiirlichen Koordi-
naten r, s und t. Daher muB8 das Flidchenelement t'da, iber das die Inte-
gration in (4.4.14), (4.4.20) und (4.4.25) auszufithren ist, in natir-
lichen Koordinaten ausgedriickt werden. Fiir die betrachtete Seitenfléche
" ist die Koordinate t eine Konstante, und die Integration iiber die Koor-

dinaten r und s erfolgt gem#B der Beziehung [11]

1 1

I F(r,s) ‘da = I I F(r,s) VEG-FF dr ds, (4.4.26)

aB -1 =1
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wobei die GréBen E, G und F gegeben sind durch

a‘x1 ) a‘xi ) a‘x1 a‘xi
) e=(Z)"  F=

E= ( ar ds

und F eine beliebige Funktion der natiirlichen Koordinaten r und s ist.
Fir die numerische Integration gilt analog zu (4.3.19)

1 1
I I F(r,s) drds =} Y} @, @, F(ri,sj). (4.4.27)
-1 -1 v >

BATHE [3] gibt fir zweidimensionale Elemente mit 4 Knoten als zuverlis-
sige Integrationsordnung die 2 x 2- und flir zweidimensionale Elemente
mit 8 Knoten die 3 x 3-GauB-Quadratur an. Im allgemeinen werden die
Steifigkeitsmatrizen unter Verwendung dieser Integrationsordnung mit
ausreichender Genauigkeit ndherungsweise berechnet.

Die Tangentenvektoren an der Stiitzstelle (ri,s ) an die Koordinatenli-

J

nienr = ry beziehungsweise s = s, sind

J

t i at i at T
- ] xl(ri,sj) § a xz(ri,sj) ] a x3(ri,sj) (4.4.28)
r ar i ar § ar T
und
a%x.(r.,s.) ! atx (r,,s,) | atx (r,,s.) T
T = 1 1y g2 1y 3 (4.4.29)
s ds i ds § 8s : o

Der Normaleneinheitsvektor n im Punkt (ri.sj) steht senkrecht auf den
Tangentenvektoren und es gilt
T xT
s r

n= . (4.4.30!
| Ts X Tr |

Aus der Sicht eines Beobachters, der sich in der Kavitdt befindet, ist

der Vektor n nach auBen orientiert.
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4.4.7 Losung des erweiterten Gleichungssystems

Aus der Bewegungsgleichung (4.4.12) und den matriziellen Beziehungen in
den Abschnitten 4.4.3 und 4.4.4 folgt analog zu (4.3.21) das Gleichungs-

system

n
t'm :
KTFv+m)=:1 (°p N’;_‘)c R. (4.4.31)

Die materiellen Zeitableitungen der globalen Verschiebungen der Knoten

bestimmen sich als

n
tem _m
vev, - L (P v, ), (4.4.32)
m=1
wobei die Vektoren vy und vg gegeben sind durch
- -1 ; m _ -1 .
vy=(Kp) R und - (k) N (4.4.33)

Unter Bericksichtigung der Bedingung (4.4.25) und der Beziehung (4.4.32)
erhalten wir das Gleichungssystem ’

n T
tem m - ol _ oty
[ L P v, ] Ng = v, Np - VL (4.4.34)

dessen L&sungen die materiellen Zeitableitungen des Drucks tﬁm sind.

Fir ein System mit drei gefiillten Kavitdten kénnen wir dieses Glei-

chungssystem alternativ auch in der folgenden Form darstellen:

- A - —
INT 11, 20T 11, 3T 1 ‘1 T 1 ol

(v2) Me|(v3) Mg () M| [ vy Np - g

(TR DT R @ = - @)
T 31 2\T 3! 1. 3T 3 .3 T 3 3

(vz N: (vz) N: (vz) N th v, Np - tVF

- — L - -
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Fir ein System mit einer gefiillten Kavitdt, deren Volumen unverinderlich
sei, ergibt sich aus (4.4.32), (4.4.33) und (4.4.34) der Ausdruck

ve=(Kg)  R- Kep) T N (4.4.36)

Im weiteren gelten die Zusammenhédnge, die bereits in Abschnitt 4.3.4
aufgestellt wurden.
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4.5 Umgeformte Lagrangesche Formulierung fiir eindimensionale Elemente

In diesem Kapitel betrachten wir Stabelemente mit.éinem nichtlinear
elastischen Stoffgesetz. Diese Elemente kdnnen elne beliebige Lage im
Raum annehmen, wobei sowohl groBe Verschiebungen und Drehungen als auch
groBe Verzerrungen 2zuldssig sind. Da die theoretischen Grundlagen zur
Formulierung solcher Elemente allgemein bekannt sind, werden im folgen-
den nur die Beziehungen angegeben, die fiir die Ermittlung der matriziel-
len Ausdriicke relevant sind. Ausfilhrlich wird auf die auf Versuchsergeb-
nissen basierende Bestimmung der Komponenten des Tensors der Material-

eigenschaften eingegangen.
4.5.1 Bewegungsgleichung

BATHE (3] hat fiir die Umgeformte Lagrangesche Formulierung die lineari-
sierte Bewegungsgleichung angegeben mit
t t t t
J Cijrs ¢°rs %813 @V ¥ ,[ T35 8My W
B B

- T [uAtR _ tR] u,

(4.5.1)

wobeil die Zuwidchse &1 3 und N 3 der Verzerrungen im Zeitintervall At
definiert sind als

= 1 _ 1
iy T Tl ) T T (4.5.2)

Die Anderungen der Verschiebungen in diesem Zeitintervall werden dabei

mit u, bezeichnet, und es gilt

u = mit u, = (4.5.3)

Das nichtlinear elastische Materialverhalten wird niherungsweise durch

die linearisierte Materialgleichung

t
s =

¢51j Cijrs &rs (4.5.4)
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beschrieben, wobel die Zuwichse der zweiten Piola-Kirchhoffschen

51

Spannungen im Zeitintervall- At und t'Ci die Komponenten des Material-

Jrs .
eigenschaftstensors zum Zeitpunkt t bezogen auf die Konfiguration zum
Zeitpunkt t sind. Auf die Bestimmung der Komponenten des Materialtensors

wird an spidterer Stelle ndher eingegangen.

Die Beziehung zwischen den Komponenten des Cauchyschen Spannungstensors
und den Komponenten des zweiten Piola-Kirchhoffschen Spannungstensors

ist gegeben durch

. op 6X1 . axj
S,, = —— - . (4.5.5)
oij tp atx mn gt
m n
Wegen %, = X, verwenden wir fir 8X, / 8"x_ auch die Notation °x
i i i m ti,m

4.5.2 Betrachtung eines geradlinigen Stabelementes

Im folgenden betrachten wir ein Stabelement mit zwei Knoten, bei dem die

lokalen Koordinaten °§1 und t§1 die Linge des Stabelementes in der Refe-

renz- beziehungsweise der Momentan-Konfiguration messen.

2
Konfiguration
zur Zeit t
0x1, tx1

Abb. 4.3 Darstellung der Referenz- und der Momentan-Konfiguration eines
2-Knoten-Stabelementes
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Wir nehmen an, daB die Schnittebenen, die in der Referenz-Konfiguration
senkrecht zu °§1 stehen, in der Momentan-Konfiguration senkrecht zu til
stehen. Diese Schnittebenen bezeichnen wir mit OA bzw. mit "A, wobei wir
weiterhin annehmen, daB alle materiellen Punkte der Ebene °A wihrend der

Deformation in die Ebene A {ibergehen.

Wir schreiben die linearisierte Bewegungsgleichung (4.5.1) unter Verwen-

dung.der lokalen Koordinate in der Form

tx - ~ ot te ~ ot
I Ci111 811 %811 & *I TR
B B

- u‘I‘ [uAt.R _ t.R] u,

(4.5.6)

wobel die Zuwdchse téll und t.;'ll der Verzerrungen im Zeitintervall At

gegeben sind durch

. du 1 6u1 au1
e = und

t 11 te tM1° T = te (4.5.7)
x1 8 :'c1 a x1

Es kann gezeigt werden, daB die Zuwidchse dieser Verzerrungen unter Ver-

wendung der Zuwdchse der globalen Element-Verschiebungen darstellbar

sind als
atx du du du
~ _ i i ~ _ 1 i i
811 T T t~ und M1 5 7 k= t~ (4.5.8)
] x1 8 >¢:1 d x1 a x1

4.5.3 Formulierung des finiten Stabelementes mit zwei Knoten

Die globalen Koordinaten bzw. die globalen Element-Verschiebungen in
einem beliebigen Punkt eines Stabelementes mit zwei Knoten werden durch
die entsprechenden globalen GréBen in den Knoten des Elementes mit Hilfe
der Beziehungen

z k
und u; = L hou (4.5.9)
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ausgedriickt. Die Interpolationsfunktionen hk sind von der natiirlichen
Koordinate r abhdngig, die im Knoten 1 den Wert -1 und im Knoten 2 den
Wert +1 annimmt. Wir erhalten '

1

h, =

= 3 -1 und  h, = — (1 +r). (4.5.10)

2 2

Fiir die Zuwichse der Verzerrungen (4.5.8) schreiben wir unter Beriick-

sichtigung von (4.5.9)

2 2
~ _ 8 t k g . ar 2
11 © ?r-(gl by %) ?(151 B 45 ) (—a‘_"—)
B - 1.
(4.5.11)
2 2
~ _ 1T ky _or
J’u“T[F(kglhk“i) K> ]
= %,

wobei die Ableitung der natiirlichen Koordinate nach der lokalen Koordi-

nate gegeben ist durch

ar = _}_ t
t~ 2
d x1

L. (4.5.12)

Das Volumenelement ‘“dv kann unter Verwendung von (4.5.12) in natiirlichen
Koordinaten ausgedriickt werden als
t 1 ¢

bttt 1
dv = A dx1 = A 5

t L dr. (4.5.13)

Die Auswertung der Bewegungsgleichung (4.5.6) fiihrt fiir ein bestimmtes
finites Stabelement unter Verwendung der vorstehenden Beziehungen zu den

matriziellen Ausdriicken

tx ~ ~ t. _ AT A
I Ci111 511 8,8y Qv =0 K 0
B
(4.5.14)
t~ ~ ot AT A
I T1q 6tn11 dv = 8u KNL u,
B

wobei der Vektor 4 die globalen Element-Verschiebungen an den Knoten des
Elementes beinhaltet und die Form
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AT _ [ t 1t llt 1]t 2
u =

hat. Die lineare Steifigkeitsmatrix KL kdnnen wir darstellen als

ty 21t 2 ]

21 (4.5.15)

_°1°1 €2%1) °3°1|7%1%|7%% '°3°1—.
€1Cp| C5C5| €4€5|=C;Cp|~C5C,|—CaC,
K - tﬁ'1:11 "A | eqes] cpeq| o305]-cies|=Cpes | -Cacy  as.16)
L® =C;€417C5C|7C3C1| ©1C1| S2€1| ©3%
=C4C5|=C5C5|"C3C51 €4C5| C5C51 €4,
~©1%3|7%2%3| 3% ©1%3| ©2%3| ©3%3
wobel die Lingen s durch cy = tx? - txi bestimmt sind. Fiir die nicht-
lineare Steifigkeitsmatrix KNL ergibt sich
--1 . 0 0 -1 0 0-_
0 1 0] 0 -1 0
Ty A 0 0 1 0 0 | -1
Ky = - . (4.5.17)
L -1 0 0 1 0 0
0 -1 0 0 1 0
0] 0 -1 0 0 1

Fir jedes Stabelement werden die Matrizen KL und KNL der Tangential-
Steifigkeitsmatrix (4.3.21) bzw. (4.4.17) hinzugefiigt.

4.5.4 Ermittlung der Materialeigenschaften aus Versuchsergebnissen

Fir alle Wirkungselemente des Bewegungssegmentes, die durch Stabelemente
idealisiert werden, liegen Ergebnisse einachsiger Zugversuche vor. Bei
den gemessenen GréBen handelt es sich um die Lingeninderung ‘AL und um
die zugehérige Normalkraft ‘P. Eine allgemeinere Aussage ergibt sich aus
der Verwendung der Ingenieurdehnung ‘AL / °L und der davon abhidngigen
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nominellen Spannung ‘P / °A (Abb. 4.4).

~

Das Produkt aus der Cauchyschen Spannung t¢11 und der Fliche ‘A zum
Zeitpunkt t in (4.5.17) entspricht der Normalkraft in dem Stabelement,
die von der zu diesem Zeitpunkt bekannten Ingenieurdehnung abhingig ist.

Wir schreiben
A = °P. ‘ (4.5.18)

Das Produkt der Komponente g des Materialeigenschaftstensors und

1111
der Flédche *A in (4.5.16) kann ebenfalls unter Verwendung der Versuchs-
ergebnisse berechnet werden. Die entsprechende Beziehung wird im fol-

genden hergeleitet.

| nominelle Spannungen P
On
3
i
1
—

Ingenieurdehnungen ‘3“
L

Abb. 4.4 Graphische Darstellung der Versuchsergebnisse

Aus (4.5.5) und (4.2.45) ergibt sich der Zusammenhang zwischen den zwei-

ten Piola-Kirchhoffschen Spannungen und den nominellen Spannungen

t~

ta b~ 8%y

0°11 = 0511 om (4.5.19)
d x1

wobei der linke tiefgestellte Index der nominellen Spannung auf ein



- 80 -

Oberflichenelement in der Referenz-Konfiguration verweist. Der Zuwachs
der nominellen Spannungen im Zeitintervall At bestimmt sich aus (4.5.19)

linearisiert als

_ a'%, . o4
0511 = $11 —5—— * 511 —o—- (4.5.20)
a X, d x1

Aus den Versuchsergebnissen folgt eine zweite Beziehung zur Bestimmung

des Zuwachses der nominellen Spannungen in diesem Zeitintervall. Es gilt

) (4.5.21)

wobei die GroBe tEV die Steigung der Tangente an die gemessene Kurve an
der Stelle ist, die durch die Ingenieurdehnung zum Zeitpunkt t bezeich-
net ist (Abb. 4.4).

Wir setzen die rechten Seiten von (4.5.20) und (4.5.21) gleich und er-
halten nach Umformungen

au

- _ 1
(‘Ey - 5q4) ol (4.5.22)
X
1
Fir einen linearen Ansatz t;:1(0;{1) =2y oil gilt die Beziehung
t~
a7x
L = ol (4.5.23)
a X, L

und die zweiten Piola-Kirchhoffschen Spannungen berechnen sich unter

Beriicksichtigung von (4.5.19) als

ts - B
011 0A tL

(4.5.24)

Der Ausdruck (4.5.22) fiir den Zuwachs der auf die Referenz-Konfiguration
bezogenen zweiten Piola-Kirchhoffschen Spannungen im Zeitintervall At
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ergibt sich damit als

t o au
~ t P L 1
s, = (E, - — —) (4.5.25)
o 11 \' °A tL atxl

Weiterhin kann gezeigt werden, daB die materiellen Zeitableitungen der
auf die Momentan-Konfiguration zum Zeitpunkt t bezogenen zweiten Piola-
Kirchhoffschen Spannungen gemdB8 der Gleichung

d e t a*%
-2 (

Ftsll = (4.5.26)

1)2 d tg
dt o 11

P 6°§1
von den materiellen Zeitableitungen der auf die Referenz-Konfiguration
bezogenen zweiten Piola-Kirchhoffschen Spannungen abhdngen. Fiir den
linearisierten Zuwachs im Zeitintervall At der auf die Momentan-Kon-
figuration zum Zeitpunkt t bezogenen zweiten Piola-Kirchhoffschen Span-

nungen ergibt sich unter Beriicksichtigung von (4.5.23) der Ausdruck

t t t 0 au
~ - p ( L )2 (t - P L ) 1
s,, = — |— _— . (4.5.27)
t711 op o EV 0, Y a‘SEl
Aus (4.5.4) und (4.5.7) folgt, daB die Komponente tellll des Material-
eigenschaftstensors damit bestimmt ist durch
t t t o
t P L2 (t P L
C = £ (=) (g, - — —). (4.5.28)
1111 op o \' CN L
Fiir das Produkt der Komponente tellll des Materialeigenschaftstensors
und der Fliche A erhalten wir
t t t ]
tx t p L \2 (t P Lyt
(o A= L (=) (B, - — —) A, (4.5.29)
1111 op o EV 00 %
wobei auf Grund der Erhaltung der Masse gilt
t ot ot
"p ‘L% = 0p oL % bzw. po_LoA = %A, (4.5.30)
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Das Produkt '€,,,, "A in (4.5.16) kann damit in Abhingigkeit von der
bekannten Linge des Stabelementes zum Zeitpunkt t und den daraus resul-

tierenden Versuchsergebnissen ausgedriickt werden als

t.
tx t, _ ] L _t
€yqq A= ‘Ev 5 P. (4.5.31)

Es ist somit gewdhrleistet, daB auch fiir groBe Verzerrungen das tatsich-
liche Materialverhalten in einer numerischen Berechnung beschrieben
wird.
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4.6 Betrachtung des Kontaktproblems

In diesem Kapitel wird der reibungsfreie Kontakt zwischen einem belie-
bigen dreidimensionalen Kdrper und einer unverschieblichen ebenen Fliche
FG betrachtet. Der Korper ist durch dreidimensionale finite Elemente
diskretisiert, und wir betrachten im folgenden ein bestimmtes Element.
Das Kontaktproblem soll dann eintreten, wenn fiir mindestens einen Knoten
k des finiten Elementes gilt, daB seine Projektion P auf die Ebene, in
der die Fliche FG liegt, innerhalb der Grenzen der Flé&che FG liegt und
sein Abstand zu der Ebene kleiner als ein bestimmter Wert dGap ist.

Zum Zeitpunkt t1 soll das Kontaktproblem eintreten. Der Absténd des
Knotens k zu der Fldche FG wird zu diesem Zeitpunkt mit 'd bezeichnet.
Um eine weitere Anndherung des Knotens k an die Fléche FG zu verhindern,
wird dem statischen System ein Stabelement mit einer relativ hohen Stei-
figkeit hinzugefiigt (Abb. 4.5). Dieses Stabelement ist im Knoten k mit
dem dreidimensionalen Element verbunden und steht normal auf der Fliche
FG. Im folgenden bezeichnen wir dieses Stabelement auch als Kontaktfe-
der. Die Kontaktfeder hat in ihrem verzerrungsfreien Zustand die Linge

dGap und wird demzufolge in einem vorgespannten Zustand in das verformte

\ e

dGap

c=skonst. o

Abb. 4.5 Darstellung der Kontaktfeder und der Ungleichgewichtskraft zum

Zeitpunkt t1
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System eingebaut. Die damit korrespondierende Normalkraft in der Feder
stellt fiir das System eine Ungleichgewichtslast dar, die iIn dem Vektor
der Ableitungen der &uBeren Knotenpunktlasten R beriicksichtigt wird.
Dies fihrt im allgemeinen dazu, daB sich der gewilinschte minimale Abstand
dGap zwischen dem Knoten k und der Fliche FG nidherungsweise einstel;t.

Aus Abb. 4.5 ist ersichtlich, daB die Verschiebungen des Knotens k, die
den Abstand dieses Knotens zu der Fldche FG nicht beeinflussen, keine
Verzerrungen des Stabelementes hervorrufen. Die Element-Steifigkeitsma-
trix fiir dieses lineare finite Element mit einem Knoten ergibt sich

analog zu Abschnitt 4.5.3 als

c,c c,c, | c.c
oEv Op 1 171 ! 271 % 371
KL = — c,C, I C,C, | €56, |5 (4.6.1)
d d
Gap c.c, | c.c c,C
173 i 273 373
. . A _ 1k 1. P
wobei die Lingen c; durch C; T X < Xy bestimmt sind. Fiir jede Kon-

taktfeder wird die Matrix KL der Tangential-Steifigkeitsmatrix (4.3.21)
bzw. (4.4.17) hinzugefigt.

dGap

f 1 c(dGQP-Zd)

Abb. 4.6 Darstellung der Ungleichgewichtskraft zum Zeitpunkt t2
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Unter der Voraussetzung, daB das Kontaktproblem zu einem spdteren Zeit-
punkt t weiterhin vorliegt, wird die Matrix KL zu diesem Zeitpunkt ent-
sprechend (4.6.1) ermittelt und der Tangential-Steifigkeitsmatrix hinzu-
gefiigt. Eine Modifikation des Vektors R erfolgt nicht, da die Kontakt-
feder nicht neu hinzugefiigt wird und somit auch keine Ungleichgewichts-

krédfte auftreten.

Dariiber hinaus ist der Fall zu betrachten, daB8 das Kontaktproblem zu
einem Zeitpunkt t2 nicht mehr vorliegt. Dieser Fall kann einerseits
dadurch eintreten, daB die Projektion des Knotens k auf die Ebene, in
der die Fldche FG liegt, nicht mehr innerhalb der Grenzen von FG liegt
(Abb. 4.6). Andererseits ist es aber auch mdglich, daB der Abstand des
Knotens k von der Flache F., im Laufe des Deformationsprozesses wieder

G
einen Wert annimmt, der gréBer als d ist (Abb. 4.7).

Gap

_l__k*

¢ (zd"dGap) $
N.U a
]
[G)
©
/FG
. 1 . !

Abb. 4.7 Darstellung der Ungleichgewichtskraft zum Zeitpunkt t2
In beiden Fdllen ist die Ungleichgewichtskraft, die sich aus der Elimi-
nation der im allgemeinen gespannten Kontaktfeder ergibt, zu berilicksich-
tigen. Diese Ungleichgewichtskraft hat den Betrag und die Richtung der
Kraft, die vor der Elimination der Kontaktfeder von dieser auf den Kor-

per {libertragen wird, ist aber entgegengesetzt orientiert.
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4.7 Aufbau des Finite-Elemente-Modells

Fir Berechnungen auf der Grundlage der Methode der finiten Elemente ist
eine Beschreibung des zu betrachtenden Kontinuums durch diskrete Ele-
mente notwendig. Im Rahmen dieser Arbeit wurde ein Finite-Elemente-Mo-
dell fiir das Bewegungssegment L4-LS entwickelt. Dieses Modell wird kra-
nial und kaudal jeweils durch einen Transversalschnitt des entsprechen-
den Lendenwirbels oberhalb des Pediculus arcus vertebrae begrenzt. Auf
Grund der verfiigbaren Rechnerkapazitdten wurde die Symmetrieeigenschaft
der Wirbelsiule beziiglich der Medianebene bei der Modellbildung beriick-
sichtigt (Abb. 4.8). FUr die numerischen Studien resultiert daraus eine
Beschrinkung auf die Lastfille, bei denen die Belastung ebenfalls sym-

metrisch zur Medianebene ist.

Abb. 4.8 Darstellung der Wirbel und der Knorpelgrundsubstanz des Anulus

fibrosus mit Hilfe dreidimensionaler finiter Elemente

Wie aus der vorstehenden Abbildung ersichtlich ist, wird die kraniale
Gelenkfldche des kaudalen Wirbelkdrpers nicht mit finiten Elementen

dargestellt. Dies ist darin begriindet, daB die numerischen Studien im
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Rahmen dieser Arbeit in Anlehnung an {ibliche experimentelle Untersu-
chungen zum Bewegungs- und Tragverhalten des Bewegungssegmentes [48, 49,
50], bei denen der kaudale Wirbelkdrper in einem Kunststoffbett prak-
tisch unverformbar gelagert wird, erfolgen. Aus diesem Grund kann die
kraniale Gelenkfldche dieses Wirbelkdrpers als raumfeste Flidche angese-
hen werden, woraus folgt, daB eine Darstellung mit finiten Elementen
nicht erforderlich ist. Diese Vereinfachung ist fiir die numerische Effi-
zienz des Modells von erheblicher Bedeutung und ermdglicht gleichzeitig
eine beliebig genaue Beschreibung der Gelenkfliche durch starre fl&ichen-
hafte Elemente, die jedoch keinen wesentlichen EinfluB auf die bendtigte
Rechenzeit hat. Die Modellierung der Gelenkfliche erfolgte hier mit
Hilfe von 64 ebenen dreieckigen Elementen (Abb. 4.9).

Abb. 4.9 Darstellung der kranialen Gelenkfliche des kaudalen Wirbels mit

Hilfe starrer ebener Elemente
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4.7.1 Wirbel und Zwischenwirbelscheibe

Die Geometrie der Wirbel L4 und L5 wurde an Hand eines bestimmten Wir-
belsdulenpraparates, das von L1 bis LS reichte, ermittelt. Abb. 4,10
zeigt das diesem Prdparat entnommene 1lumbale Bewegungssegment L4-L5
zusammen mit der flir eine Versuchsdurchfithrung notwendigen unteren Auf-

spannplatte aus Polyesterharz.

Abb. 4.10 Der Ermittlung der Geometrlie der Wirbel L4 und LS 2zugrunde
liegendes lumbales Bewegungssegment

Das gesamte Prdparat wurde in einem ersten Schritt computertomographisch
betrachtet, wobei der Begriff Computertomographie eine réntgenologische

Untersuchungstechnik bezeichnet, bei der aus den von einem Computer
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aufbereiteten MeBergebnissen ein Dichteverteilungsgrad der untersuchten
Schichten rekonstruiert wird (Abb. 4.11). Diese Schichten verlaufen
parallel zueinander und haben einen konstanten Abstand von einem Milli-
meter. Die Justierung des Computertomographen erfolgte derart, daB eine
der Schichten mit der Ebene, die die Bandscheibe zwischen den Wirbeln L4

und LS in kranialer bzw. kauvdaler Richtung halbiert, zusammenfdllt.
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Abb. 4.11 Transversalschnitt durch den kaudalen Wirbel des Bewegungs-
segmentes L4-L5 auf der Hohe der kranialen Knochenendplatte
{Schnitt 158)

Die computertomographischen Aufnahmen wurden in dem darauf folgenden
Schritt per Hand digitalisiert. FUr jede Schicht resultierten daraus die
Koordinaten bestimmter Punkte der Kontur des Wirbels. Fir die weitere
Bearbeitung wurden diese Daten in das CAD-System AutoCAD eingelesen, Die
geradlinige Verbindung aufeinanderfolgender Punkte fithrte =zu einer
zeichnerischen Darstellung der Kontur. Die Diskretisierung der Wirbel
erfolgte auf graphischem Wege in AutoCAD. In verschiedenen Schichten
wurde der Wirbelquerschnitt zuerst durch zweidimensionale Elemente mit

maximal 8 Knoten diskretisiert.
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Zu beriicksichtigen ist, daB die Verteilung der finiten Elemente maBgeb-
lich durch den materiellen Aufbau der Wirbel und der angrenzenden Struk-
turen beeinfluBt wurde. An der AuBenseite des Wirbelkérpers war eine
Diskretisierung zu widhlen, die einerseits eine Darstellung der kortika-
len AuBenhaut des Wirbels ermdglichte und andererseits im Bereich der

Bandscheibe verwendet werden konnte.

Flir den Schnitt, dessen .Computertomogramm in Abb. 4.11 wiedergegeben
ist, zeigt Abb. 4.12 sowohl die digitalisierte Kontur des Wirbels als
auch die in Abhdngigkeit davon gewdhlte Diskretisierung. Die radial am
weitesten auBen liegenden Elemente des Wirbelkdrpers stellen den korti-
kalen Knochen und die davon umschlossenen Elemente den spongidsen Kno-

chen dar.

Abb. 4.12 Diskretisierung eines Transversalschnittes (Schnitt 158)
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Im Bereich der posterioren knéchernen Strukturen wird auf eine Unter-
scheidung zwischen kortikalem und spongitsem Knochen n3herungsweise
verzichtet. Statt dessen wurde der realistischen Modellierung der kauda-
len Gelenkfldche des kranialen Wirbels besondere Beachtung geschenkt.
Dariiber hinaus war zu beachten, daB an den Stellen, an denen die poste-
rioren Ligamente an dem kranialen Wirbel angreifen, Knotenpunkte vorge-

sehen werden.

Aus der Verbindung der zweidimensionalen Elemente ergab sich das dreidi-
mensionale Modell der Wirbel. Die Zwischenwirbelscheibe 188t sich in
idealisierter Form unter Beriicksichtigung der von HICKEY und HUKINS [29]
gegebenen geometrischen Parameter darstellen. Die Knorpelgrundsubstanz
des Anulus fibrosus wird durch dreidimensionale und die eingelagerten
kollagenen Fasern durch eindimensionale Elemente beschrieben. Der Nucle-
us pulposus kann als ideale inkompressible Fliissigkeit betrachtet wer-
den, deren Diskretisierung gemd@B Abschnitt 4.4.3 nicht erforderlich ist.

Die kollagenen Fasern sind in konzentrischen Schichten angeordnet, wobei
aufeinanderfolgende Bdnder gegensinnig orientiert sind. Der Wihkel zZwi-
schen den Fasern und der Horizontalen wird von WHITE und PANJABI [89]
mit 30° und von HICKEY und HUKINS [29] mit 25° angegeben. Eine schema-
tische Darstellung des Aufbaus der Zwischenwirbelscheibe kann Abb. 4.13

entnommen werden.

NUCLEUS

ANNULUS
LAMINATES

Abb. 4.13 Aufbau der Zwischenwirbelscheibe (aus ([89])

In dem mathematischen Modell sind die Stabelemente, die zur Darstellung

der kollagenen Fasern verwendet werden, in vier verschiedenen Lagen
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angeordnet, die in radialer Richtung von auBSen nach innen durchnumeriert
sind (Abb.4.14). Auf Grund der kreuzweisen Anordnung der eindimensiona-
len finiten Elemente beschreibt jede dieser Lagen zwei aufelinanderfol-

gende Binder kollagener Fasern (Abb.4.15).

/—— Processus spinosus

Processus
articularis —»
caudalis
Processus
articularis
0 ' cranialis
~
@ Anulus

/—' fibrosus

15.0

Nucleus
pulposus

41.8
39.8

7.0 |

29.5

Abb. 4.14 Transversalschnitt durch die Zwischenwirbelscheibe und ‘die auf

gleicher Héhe liegenden posterioren knéchernen Strukturen
(Schnitt 175)
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Abb. 4.15 Darstellung des Anulus fibrosus

Die Endplatten der Wirbelkdrper sind aus kortikalem Knochen aufgebaut
und haben eine Dicke von 0,5 mm. Die Hthe der dazwischenliegenden Band-
scheibe ist verdnderlich und nimmt in dorsaler Richtung von 11,0 mm auf
9,0 mm ab (Abb. 4.8 und Abb. 4.15).

4.7.2 Knécherne Strukturen der Wirbelbogengelenke

Die Darstellung des kaudalen Gelenkfortsatzes des kranialen Wirbels und
der kranialen Gelenkflidche des kaudalen Wirbels kann Abb. 4.16 entnommen
werden. Das in Abschnitt 4.6 beschriebene Kontaktlimit dGap ist in dem
vorgestellten Modell mit 0,8 mm angenommen worden. Auf eine explizite
Beriicksichtigung des Gelenkflichenknorpels (BAUMGART [4]) wurde im Rah-

men dieser Arbeit ndherungsweise verzichtet.
4.7.3 Ligamente

Die Lage der verschiedenen Ligamente ist in Abschnitt 2.7 beschrieben.
Genaue Angaben {iber die Orientierung, die Linge und die Fldche der Liga-
mente sind von PANJABI et al. [67] gemacht worden. In dem mathematischen
Modell sind die beiden Lingsbinder fest mit dem Anulus fibrosus verbun-
den und werden jeweils durch drei Stabziige dargestellt. Die Lage der zur
Darstellung der weiteren Ligamente dienenden eindimensionalen Elemente
ist Abb. 4.17 zu entnehmen. Die nicht auf dem Wirbel liegenden Knoten

dieser Stabelemente sind unverschieblich gelagert.
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a)

c)

b)

Abb. 4.17 Darstellung der Ligamenté mit Hilfe eindimensionaler Elemente

a) Ligamenta flava
b) Ligamenta interspinalia

c) Ligamenta collateralia und Ligamentum supraspinale
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4.7.4 Abbildungen

Die folgenden Abbildungen dienen der weiteren Veranschaulichung des
entwickelten Modells.

Abb. 4.18 Darstellung der Wirbel und der Knorpelgrundsubstanz
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Abb. 4.19 Darstellung der Wirbel und der Knorpelgrundsubstanz
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Abb. 4.20 Darstellung der Wirbel und der Knorpelgrundsubstanz
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4.8 Beschreibung des Materialverhaltens

4.8.1 Knochen und Knorpelgrundsubstanz

Die Knorpelgrundsubstanz des Anulus fibrosus wird genau wie die kndcher-
nen Strukturen des Bewegungssegmentes durch dreidimensionale finite
Elemente dargestellt. Im Gegensatz zu den Wirbeln erfidhrt die Bandschei-
be jedoch bereits bei alltidglichen Bewegungen groBSe Dehnungen. Das in
Abschnitt 4.2.11 beschriebene hypoelastische Materialgesetz gibt im
Rahmen der Umgeformten Lagrange-Jaumannschen Formulierung das tats&ch-
liche Materialverhalten der Knorpelgrundsubstanz unter Verwendung defor-
mationsunabhidngiger Werte fiir den Elastizitdtsmodul und die Querkontrak-
tionszahl auf realistische Weise wieder. Gleichzeitig kann es auf Grund
der relativ kleinen Dehnungen der knéchernen Strukturen auch fiir deren
Beschreibung verwendet werden. Entsprechend Abschnitt 2.4 sind dabei die
unterschiedlichen Materialeigenschaften von kortikalem und spongidsem
Knochen zu unterscheiden. SHIRAZI-ADL [78] gibt die in Tabelle 4.1 zu-
sammengestellten Werte fir den Elastizitdtsmodul und die Querkontrak-
tionszahl der kndchernen Strukturen an. Da die gewdhlte Diskretisierung
in den posterioren Bereichen keine Unterscheidung zwischen kortikalem
und spongidsem Knochen erlaubt, wird dort ndherungsweise ein homogeni-

sierter Knochen angenommen.

Material E [N/mmZ] v

kortikaler Knochen 12000,0 0,30
spongidser Knochen 100,0 0,20
posteriore kndcherne Strukturen 3500,0 0,25
Grundsubstanz des Anulus fibrosus 2,0 0,45

Tabelle 4.1 Elastizitdtsmodul E und Querkontraktionszahl v

WU und YAO [92] sowie LIN et al. [43] geben Elastizititsmoduln fiir den
Anulus fibrosus an, denen jedoch die Annahme eines einphasigen Materials

zugrunde liegt. Im Rahmen dieser Arbeit wird der Anulus dagegen als
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Verbund aus Knorpelgrundsubstanz und eingelagerten kollagenen Fasern
dargestellt. Unter Beriicksichtigung experimenteller Ergebnisse wurde der
Elastizititsmodul der Knorpelgrundsubstanz entsprechend Tabelle 4.1

angenommen.

Das Tragverhalten der reinen Knorpelgrundsubstanz wird fiir das in Abb.
4.24 dargestellte System unter Vernachldssigung der kollagenen Fasern
aufgezeigt. Dabei sind sd@mtliche Knoten in der x- bzw. y-Richtung und
die Knoten, deren z-Koordinate gleich Null ist, in der z-Richtung unver-
schieblich gelagert. Abb. 4.21 zeigt die Kraft P in Abhdngigkeit von der

Ingenieurdehnung der Knorpelgrundsubstanz.

Kraft [N]
2 :
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Dehnung [%]

Abb. 4.21 Darstellung der Kraft P in AbhZngigkeit von der Ingenieurdeh-

nung der Knorpelgrundsubstanz
4.8.2 Kollagene Fasern
Basierend auf den Untersuchungen von EYRE [17] zur Biochemie der Zwi-

schenwirbelscheibe wird angenommen, daB die kollagenen Fasern im Mittel

einen Anteil von 20% des Gesamtvolumens des Anulus fibrosus einnehmen.
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Zu beriicksichtigen ist, daB diese Aussage einen globalen Charakter hat.
Tatsdchlich ist der Anteil der kollagenen Fasern an der AuBenseite der
Bandscheibe am gré8ten und nimmt nach innen kontinuieriich ab (17, 34].
Dariiber hinaus setzen sich die kollagenen Fasern umso weniger aus Kolla-
gen des Typs I zusammen, Jje geringer ihr Abstand zum Kern der Bandschei-
be ist [17, 34].

Im dem mathematischen Modell lassen sich diese Zusammenh&énge dadurch
beschreiben, daB den Stabelementen, die zur Darstellung der kollagenen
Fasern verwendet werden, in verschiedenen Lagen unterschiedliche Quer-
schnittflichen bzw. Elastizitidtsmoduln zugewiesen werden [78]. Die Ver-
dnderung dieser GroBen ist in Abb. 4.22 dargestellt. Dabei nimmt -der
Elastizitdtsmodul in radialer Richtung von auBen nach innen'um 35% und
die Querschnittsfliche um 53% ab. |

120%

100%

80%

60%

40%

20%

0%

Lage 1 Lage 2 Lage 3 Lage 4

Elastzitatsmodul Querschnittsfliche

Abb. 4.22 Relative Anderung des Elastizitdtsmoduls und der Querschnitts-
fliche der kollagenen Fasern in Abhdngigkeit von ihrer Lage im
Anulus fibrosus

SHIRAZI-ADL [78] gibt die Spannungen fir die am weitesten auBen liegen-
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den kollagenen Fasern des Anulus fibrosus in Abh3ngigkeit von den Inge-
nieurdehnungen an. Dies fiihrt unter Beriicksichtigung der oben beschrie-
benen Zusammenhinge zu den in Abb. 4.23 dargestellten'Beziehungen zwi-

" schen den Normalkrédften in den Stabelementen und der Ingenieurdehnung.
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Abb. 4.23 Darstellung der Zugkrédfte in den zur Beschreibung der kollage-
nen Fasern verwendeten Stabelementen in Abhdngigkeit von der

Ingenieurdehnung

Das Tragverhalten des Verbundsystems aus Knorpelgrundsubstanz und kolla-
genen Fasern wird an Hand des in Abb. 4.24 dargestellten Systems ver-
deutlicht. Fir dieses Tragwerk wurde bereits in Abschnitt 4.8.1 unter
Vernachlédssigung der kollagenen Fasern die Abhdngigkeit der Kraft P von
der Ingenieurdehnung der Knorpelgrundsubstanz ermittelt. Unter Beriick-
sichtigung kollagener Fasern, deren Volumen 20% des Volumens der Knor-
pelgrundsubstanz ausmacht, und fiir die die Spannungs-Dehnungs-Beziehung
der im Anulus am weitesten auBen liegenden kollagenen Fasern verwendet
wird, ergibt sich der in Abb. 4.25 dargestellte Zusammenhang zwischen

der Kraft P und der Ingenieurdehnung der Knorpelgrundsubstanz.
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Abb. 4.24 Statisches System zur Veranschaulichung des Tragverhaltens des
Verbundwerkstoffes aus Knorpelgrundsubstanz und kollagenen

Fasern
4.8.3 Ligamente

NOLTE et al. [61] haben das Materialverhalten der verschiedenen Liga-
mente des lumbalen Bewegungssegmentes experimentell untersucht. Dile
gemessene Normalkraft wird als Funktion der Ingenieurdehnung darge-
stellt, wobeli diejenige Konfiguration, in der ein Ligament erstmalig
Last aufnimmt, als Referenz-Konfiguration definiert wurde. Zu beachten
ist, daB eine prédzise Bestimmung des ungedehnten und spannungsfreien
Zustandes infolge des stark nichtlinearen Materialverhaltens &uBerst

schwierig bzw. nicht méglich ist [22]. Dariiber hinaus ist eine Aussage
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iiber die Deformationen des Bewegungssegmentes, die fiir ein bestimmtes
Ligament zu der vorstehend definierten Konfiguration fihren, nicht még-
lich [61, 92]. '
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Abb. 4.25 Darstellung der Kraft P in Abhdngigkeit von der Ingenieurdeh-
nung der Knorpelgrundsubstanz

In dem mathematischen Modell stellt die unverformte Ausgangskonfigura-
tion zum Zeitpunkt to die Referenz-Konfiguration dar. Ein Stabelement,
das zur Beschreibung der Ligamente verwendet wird, hat zu diesem Zeit-
punkt die Linge °L, die dem Abstand der Knotenpunkte des Elementes zu-

einander entspricht.

Auf Grund der oben dargestellten Zusammenhinge war es notwendig, die
angegebenen Materialgesetze unter Beriicksichtigung von in vitro ermit-
telten experimentellen Aussagen {iber das Tragverhalten eines lumbalen
Bewegungssegmentes zu modifizieren. Fiir die verschiedenen Ligamente sind
die Zugkrdfte in Abhdngigkeit von der Ingenieurdehnung in Abb. 4.26
dargestellt.



- 104 -

Kraft [N]
00

AL PL. CL. ~LF 1S ss
250 : / : / : ;
200 f / /
150 /
100 / //
50 Q
0 A . . L
0 20 25 30 35 40 45

Dehnung [%]

Abb. 4.26 Darstellung der Zugkrdfte in den verschiedenen Ligamenten in

Abhdngigkeit von der Ingenieurdehnung
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4.9 Lagerungsbedingungen und Belastungen

In iiblichen experimentellen Untersuchungen zum Beweguﬁgs- und Tragver-
halten des Bewegungssegmentes werden sowohl das kraniale als auch das
kaudale Ende des Priparates in Spannplatten eingegossen [48, 49, 50].
Die Verbindung der kaudalen Spannplatte mit der Aufspannvorrichtung des
Versuchsstandes éntspricht aus statischer Sicht einer Volleinspannung.
In Ubereinstimmung hiermit werden in dem mathematischen Modell die Kno-
ten, die am weitesten in kaudaler Richtung liegen, unverschieblich ge-

lagert.

Im Rahmen der experimentellen Untersuchungen im Blomechanischen Labor
des Instituts fiir Mechanik an der Ruhr-Universitdt Bochum erfolgt die
Einleitung von Kompressionskridften in den kranialen Wirbel durch ein von
MICKLEY et al. [48, 49, S0] entwickeltes spezielles Lager, das die freie
Deformation dieses Wirbels gewidhrleistet und demzufolge keine Zwangs-
krédfte und Zwangsmomente hervorruft. Der Angriffspunkt der Kompressions-
krdfte wird sowohl experimentell als auch numerisch unter der Bedingung
bestimmt, daB8 keine Rotationen des kranialen Wirbels unter reiner Kom-
pression auftreten. Die am kranialen Ende des Modells gelegenen dreidi-
mensionalen Elemente dienen der Darstellung der oberen Spannplatte, die
im Vergleich mit dem Bewegungssegnent als nahezu starr angesehen werden
kann. Im Rahmen der numerischen Studien erfolgte die Aufbringung von
Kompressionskrdaften grundsdtzlich an dem unverformten System, wobei
Verschiebungen der kranialen Spannplatte in der x- bzw. y-Richtung nicht
zugelassen und in der z-Richtung fiir deren kranial gelegene Knoten ein-
geprdagt wurden. Vergleichende Berechnungen zeigten, daB die auf Grund
der gewidhlten Lagerungsbedingungen auftretenden Zwingungen vernachlids-

sigbar gering sind.

In der Medianebene wirkende Momente wurden durch ein an der kranialen
Spannplatte wirkendes Krédftepaar aufgebracht. Die Beriicksichtigung be-
sonderer Lagerungsbedingungen war fiir diesen Lastfall nicht erforder-
lich.
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4.10 Verwendete Soft- und Hardware

Die entwickelten finiten Elemente wurden in das Prdgrammsystem MESY
eingebracht. Unter dem Begriff MESY (Mechanik der Systeme) ist sowohl
ein allgemeines Konzept zur Behandlung strukturmechanischer Aufgaben-
stellungen als auch der Gruppenname fiir eine Reihe modularer Programm-
systeme zu verstehen. Im besonderen ist das System fiir Forschungs- und
Entwicklungsaufgaben in der Strukturmechanik geeignet, da es als Bauka-
stensystem implementiert ist und als offenes System leicht erweitert
werden kann. Der Benutzer hat die Moglichkeit, sein Problem individuell
zu formulieren und die zur Verfiigung stehenden MESY-Unterprogramme an
geeigneter Stelle zu nutzen [15, 75]. Dies ermdglichte die Entwicklung
eines Individualprogramms zur Ldsung der im Rahmen dieser Arbeit be-

trachteten nichtlinearen Probleme.

Die numerischen Berechnungen wurden auf Personal-Computern mit 80386-
und 80387-Prozessoren unter dem Betriebssystem MS-0S/2 durchgefiihrt.
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5. Anwendungsbeispiele

5.1 Allgemeines

In Anlehnung an experimentelle Studien werden im Rahmen dieser Arbeit
Belastungen des Bewegungssegmentes durch Kompressionskrdfte und Flexi-
ons- bzw. Extensionsmomente untersucht. Dariiber hinaus wird der Einflu8
von Volumenveridnderungen des Nucleus pulposus auf das Bewegungs- und

Tragverhalten des Segmentes betrachtet.

Als Kompressionskrifte bezeichnen wir Lasten, die in Richtung der nega-
tiven z-Achse wirken. Der Angriffspunkt dieser Krdfte wird unter der
Bedingung bestimmt, daB sie keine Rotationen des kranialen Wirbels her-

- vorrufen. Flexions- bzw. Extensionsmomente wirken um die x-Achse, wobei

der Momentenvektor der Flexionsmomente die Orientierung der positiven
x-Achse hat, und der Momentenvektor der Extensionsmomente entgegenge-

setzt orientiert ist.

Fiir die Beschreibung des Bewegungs- und Tragverhaltens des Segmentes
werden die Verschiebung der kranialen Aufspannplatte in axialer Rich-
tung, die Rotation der kranialen Aufspannplatte, die Zunahme der Vorwdl-
bung des Anulus fibrosus, die Dehnung des Anulus fibrosus, der intradis-

kale Druck und die Krdfte in den Ligamenten betrachtet.

Unter eliner reinen Kompressionsbelastung des Bewegungssegmentes ver-
schieben sich alle Punkte der kranialen Spannplatte in axialer Richtung
um das gleiche MaB. Unter allen anderen Belastungen sind die axialen
Verschiebungen verschiedener Punkte der Spannplatte auf Grund ihrer
Rotation unterschiedlich. In diesen Fédllen wird die mittlere Verschie-
bung in axialer Richtung der in der Medianebene gelegenen Punkte der
kranialen Spannplatte angegeben. Verschiebungen in negativer z-Richtung

werden dabei positiv dargestellt.

Sowohl fiir Flexions- als auch fiir Extensionsmomente werden die resultie-
renden Rotationen der kranialen Aufspannplatte positiv angegeben. Dies
bedeutet, daB ein Momentenvektor und ein resultierender positiver Dreh-

vektor die gleiche Orientierung haben.
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Als Vorwdlbung des Anulus fibrosus wird das MaB bezeichnet, um das die
AuBenseite des Anulus fibrosus in der Bandscheibenmitte in radialer
Richtung iiber die geradlinige Verbindung der knéchernen Endplatten hin-
ausragt (Abb. 4.15). Die Veridnderung der Vorwélbung wird in der Median-
ebene sowohl im anterioren als auch im posterioren Bereich des Anulus
fibrosus untersucht, wobei positiven Werten eine Zunahme der Vorw&lbung

entspricht.

Die Dehnung des Anulus fibrosus wird an Hand eines Schnittes in der
Medianebene untersucht. In dieser Ebene betrachten wir sowohl im ante-
rioren als auch im posterioren Bereich des Anulus fibrosus die Inge-

nieurdehnung seiner inneren und &uBeren Oberflé&che.

Sdmtliche angegebenen Kridfte und Momente beziehen sich auf ein vollstdn-
diges Bewegungssegment. Bei den numerischen Studien an dem halben Bewe-
gungssegment wurde selbstverstindlich nur die Hidlfte der angegebenen
Belastungen aufgebracht und demzufolge die Hédlfte der angegebenen Liga-

mentkrifte berechnet.
5.2 Kompression

Im Falle einer reinen Kompressionsbelastung ist der intradiskale Druck
nahezu linear von der aufgebrachten Belastung abhingig (Abb. 5.1), was
durch experimentelle Untersuchungen bestdtigt wird [13]. Die axiale
Verschiebung der kranialen Spannplatte hdngt dagegen nichtlinear von der
Belastung ab, wobei eine Versteifung im Bereich hoéherer Lasten festzu-
stellen ist (Abb. S5.1). Die Zunahme der Vorwélbung des Anulus fibrosus
ist Abb. 5.2 zu entnehmen. In Ubereinstimmung mit experimentellen Stu-
dien von BRINCKMANN et al. [12, 13] nimmt die Vorw&dlbung ih dem poste-
rioren Bereich des Anulus fibrosus stédrker als in dem anterioren Bereich
zu. Im Zusammenhang damit ergeben sich fir den posterioren Bereich
gréBere Dehnungen des Anulus fibrosus als fiir den anterioren Bereich
(Abb. 5.3 und Abb. S5.4). In beiden Bereichen sind die Dehnungen der
Innenseite des Anulus fibrosus groBer als diejenigen der AuBenseite,
wobei sich in dem anterioren Bereich an der AuBenseite sogar negative

Dehnungen einstellen.
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5.3 Flexion und Extension - Verifikation des Modells

Die Rotation der kranialen Spannplatte hidngt nichtlinear von dem aufge-
brachten Flexions- bzw. Extensionsmoment ab (Abb. 5.5 und Abb. 5.6). Im
Falle der Flexionsmomente sind zwei verschiedene Bereiche zu unterschei-
den. Der erste Bereich ist dadurch gekennzeichnet, daB8 die Rotation
proportional zu dem aufgebrachten Moment ansteigt. In dem zweiten Be-
reich, in dem die verschiedenen Ligamente mittragen (Abb. 5.13 und Abb.
S5.14), hingt die Rotation nichtlinear von dem Flexionsmoment ab, wobei
eine stidndige Versteifung des Segmentes festzustellen ist. Im Falle der
Extensionsmomente ergibt sich ein &hnliches Verhalten, das jedoch maB-
geblich nicht durch die Ligamente (Abb. 5.15 und Abb. 5.16), sondern
durch den Kontakt der Wirbelgelenksfldchen geprdgt wird. Die berechneten
Rotationen sind nach dem 2-ten (100 Ncm) und 3-ten Lastinkrement (150
Ncm) nahezu gleich. Dies ist darauf zuriickzufiihren, daB nach dem 2-ten
Lastinkrement der Kontaktfall festgestellt wurde, und daraufhin Kontakt-
federn und Ungleichgewichtskrdfte (Abb. 4.5) beriicksichtigt wurden. Zu
beachten ist, da8 die im 2-ten Lastschritt berechnete Rotation zu groB8
ist, da der tats&dchlich bereits eingetretene Kontakt noch keine Beriick-
sichtigung fand. An spdterer Stelle wird an Hand eines Beispieles ge-
zeigt, wie die Genauigkeit der Berechnung fiir das hier geschilderte
Problem durch eine feinere Lastinkrementierung gesteigert werden kann.
Gleichzeitig wird fiir dieses Beispiel nachgewiesen, daB8 die Ungenauig-
keiten in den Bereichen, in denen der Kontaktfall eintritt, keinen Ein-

fluB auf die Genauigkeit der weiteren Berechnung haben.

Die Verifikation des mathematischen Modells erfolgt anhand von experi-
mentellen Untersuchungen, die im Biomechanischen Labor des Instituts fiir
Mechanik an der Ruhr-Universitit Bochum durchgefiihrt wurden [48, 49,
50]. Die Rotationen infolge von Flexions- und Extgnsionsmomenten wurden
fiir das der Modellbildung zugrunde liegende Bewegungssegment L4-L5 (Abb.
4.10) in einer speziell konstruierten Versuchsanlage (Abb. 5.17 und Abb.
5.18) ermittelt. Die Versuchsergebnisse fiir dieses Bewegungssegment
(NORM) zeigen eine gute Ubereinstimmung mit den numerischen Ergebnissen
(Abb. 5.5 und Abb. 5.6), die sich auch fiir weitere Bewegungssegmente
(LDO4 bzw. LD09) ergibt. Da die aufgebrachten Flexions- bzw. Extensions-

momente sé@mtliche Tragelemente des Bewegungssegmentes beanspruchen, kann
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gefolgert werden, daB das entwickelte mathematische Modell fiir eine
realistische Beschreibung des Bewegungs— und Tragverhaltens eines Bewe-

gungssegmentes geeignet ist.

ErwartungsgemdB8 nimmt die Vorwdlbung des Anulus fibrosus unter der Ein-
wirkung von Flexions- bzw. Extensionsmomenten jewells in dem Bereich zu,
der auf Grund der Belastung zusammengedriickt wird (Abb. 5.7 und Abb.
5.8). Im Gegensatz dazu nimmt die Vorwdlbung des Anulus fibrosus in dem
gegeniiberliegenden Bereich im allgemeinen ab. Eine Ausnahme davon ergibt
sich nur unter der Einwirkung von kleinen Flexionsmomenten in dem poste-

rioren Bereich des Anulus.

Die Veridnderung der Vorwdlbung ist fir beide Belastungen anterior deut-
lich gréBer als posterior. Die Betrige der Dehnungen des Anulus fibrosus
sind dahingegen bei einer Belastung durch Flexionsmomente anterior und
posterior nahezu gleich gro8 und bei'einer Belastung durch Extensionsmo-
mente nur geringfiigig unterschiedlich (Abb. 5.9 bis Abb. 5.12). In allen
Fdllen sind die Dehnungen der AuBenseite vom Betrag her graéer als die-
Jjenigen der Innenseite, wobeil die Unterschiede nicht erheblich sind.

Das Tragverhalten des Bewegungssegmentes infolge der Einwirkung von
Kompressionskrédften ist grundsdtzlich verschieden von dem, dag sich bei
einer Belastung durch Flexions- bzw. Extensionsmomente ergibt. Im Falle
einer reinen Kompressionsbelastung wird der Anulus fibrosus in seinem
posterioren Bereich am stédrksten belastet, wobei dort sowohl die gréBte
Zunahme der Vorwdlbung als auch die gréBte Dehnung zu finden ist. Von
besonderer Bedeutung ist die Tatsache, daB diese maximale Dehnung an der
Innenseite des Anulus fibrosus auftritt. Es ist anzunehmen, daB sich
radiire und zirkulédre Fissuren in zentral gelegenen Teilen des Anulus
fibrosus auf Grund hoher Kompressionsbelastungen weiter in die periphe-
ren Bereiche ausdehnen. Entsprechend Abschnitt 3.3 entspricht dies aus
klinischer Sicht einer fortschreitenden Bandscheibendegeneration, die zu
einer Protrusion fiihren kann. Im Gegensatz dazu wird die Bandscheibe
infolge der untersuchten Flexions- und Extensionsmomente gleichmidBiger

und dariiber hinaus vergleichsweise gering belastet.
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5.4 Flexion und Extension mit Preload

In diesem Abschnitt betrachten wir die Belastung des Béwegungssegmentes
durch Flexions- und Extensionsmomente bei gleichzeitiger Wirkung von
Kompressionskriften. Da die Kompressionskrdfte in diesem Fall einer
Vorbelastung des Segmentes entsprechen, verwenden wir auch den Begriff
Preload fiir sie. Im Rahmen dieser Arbeit werden sechs verschiedene Vor-
belastungen betrachtet: 200 N, 400 N, 600 N, 800 N, 1000 N und 2000 N.

Die Rotation der kranialen Spannplatte infolge von Flexionsmomenten wird
durch etwaige Vorbelastungen gesteigert (Abb. 5.19). Dies ist in der
VergréBerung des auf das Bewegungssegment wirkenden Momentes durch die
Verschiebung der Kompressionskraft in ventraler Richtung begriindet. Bis
zu einer Preload von 1000 N nimmt die Rotation im gesamten Momentenbe-
reich mit einer gréBer werdenden Preload kontinuierlich zu. Fir eine
Preload von 2000 N ergibt sich im unteren Momentenbereich ein gegensitz-
liches Verhalten, da bei einer reinen Kompressionskraft von 2000 N be-
reits ein Kontakt der Gelenkfldchen im Wirbelgelenk eintritt. In diesem
Fall stellen sich die vergréBerten Rotationen erst nach einer L&sung des

Kontaktes ein.

Uber den EinfluB einer Vorbelastung auf die Rotationen infolge von Ex-
tensionsmomenten 148t sich keine eindeutige Aussage machen. Bis zu einem
Extensionsmoment wvon 400 Ncm ergaben sich fiir alle untersuchten Vorbe-
lastungen kleinere Rotationen als in dem Fall der reinen Momentenbelas-
tung. In dem Bereich héherer Extensionsmomente wurden fiir Vorbelastungen
bis 400 N gesteigerte Rotationen und fiir gréBere Vorbelastungen gering-
figigere Rotationen berechnet.

Fir eine Preload von 200 N bzw. 1000 N ergeben sich im Rahmen einer
Berechnung mit 10 Lastinkrementen die in Abb. 5.20 dargestellten Rota-
tionen. Fir den Verlauf der Kurven in den Bereichen, in denen der Kon-
taktfall erstmalig eintritt, gelten die in Abschnitt 5.3 gemachten Be-
merkungen. Zur Uberpriifung der berechneten Ergebnisse wurde exemplarisch
fir eine Preload von 1000 N eine weitere Berechnung mit einer zehnfachen
Inkrementzahl durchgefiihrt (Abb. 5.21). Es zeigt sich, daB die grébere

Inkrementierung nur in den Bereichen, in denen erstmalig ein Kontakt
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festgestellt wird, zu ungenauen Ergebnissen fiihrt. Ein negativer Einflu8
auf die Genauigkeit der weiteren Berechnung ist jedoch nicht gegeben.

Der EinfluB der verschiedenen Vorbelastungen auf das Bewegungs- und
Tragverhalten des Segmentes wird im folgenden fiir ein konstantes Flexi-
ons- bzw. Extensionsmoment von 1000 Ncm untersucht. Der intradiskale
Druck steigt in beiden Fdllen linear mit der aufgebrachten Preload an
(Abb. 5.22 und Abb. 5.23). Die berechneten Driicke entsprechen dabei im
wesentlichen denjenigen, die sich fiir eine reine Kompressionsbelastung
ergeben (Abb. S5.1). Die axiale Verschiebung der kranialen Spannplatte
infolge einer reinen Kompessionsbelastung wird durch das aufgebrachte
Flexionsmoment deutlich vergréSert (Abb. 5.22) und durch das Extensions-
moment geringfiigig reduziert (Abb. 5.23).

Die Vorwdlbungen des Anulus fibrosus, die sich auf Grund einer reinen
Momentenbelastung einstellen, werden durch Vorbelastungen vergréBert
(Abb. 5.24 und Abb. 5.25). Im Falle einer reinen Kompressionsbelastung
ergibt sich die maximale Vorwélbung im posterioren Bereich des Anulus
(Abb. 5.2). Diese wird unter der Einwirkung des Flexionsmomentes erheb-
lich verringert (Abb. 5.24) und durch das Extensionsmoment unwesentlich
gréBer (Abb. 5.25).

Bei der Betrachtung der Dehnungen des Anulus fibrosus zeigt sich kein
einheitliches Verhalten (Abb. 5.26 bis Abb. 5.29). Besondere Beachtung
ist dem Dehnungsverhalten im posterioren Bereich des Anulus zu schenken.
Im Vergleich zu einer reinen Kompressionsbelastung filhrt das zusitzlich
aufgebrachte Flexionsmoment dort zu erheblich gesteigerten Dehnungen an
der Innenseite des Anulus (Abb. 5.27). Fir eine Preload von 1000 N er-
gibt sich beispielsweise eine um 84% griBere Dehnung. Die in Abschnitt
5.3 gemachten Bemerkungen {iber die klinische Relevanz einer solchen

Beanspruchung des Anulus gelten hier im besonderen.

Die Vorbelastung des Bewegungssegmentes fiihrt fiir einige Ligamente zu
deutlich verinderten Ligamentkriften (Abb. 5.30 bis Abb. 5.33). Im be-
sonderen gilt dies fiir das Ligamentum longitudinale anterius (AL), fiir
das unter der alleinigen Wirkung von Extensionsmomenten sehr hohe Krifte

berechnet wurden (Abb. 5.15). Diese reduzieren sich jedoch bereits durch
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geringe Vorbelastungen erheblich (Abb. 5.32). Fiir eine Preload von 1000
N ergibt sich beispielsweise eine um 80% geringere Ligamentkraft. Im
Gegensatz dazu erhéht sich die aus dem Flexionsmoment resultierende
Kraft im Ligamentum supraspinale (SS) durch die Vorbelastung deutlich
(Abb. 5.30). Im Falle einer Preload von 1000 N berechnet sich zum Bei-
spiel eine um 45% grodBere Kraft.
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5.5 Kompression und Volumenverianderung

In den folgenden Abschnitten wird der Einflu8 einer'VErénderung des
Volumens des Nucleus pulposus auf das Bewegungs- und Tragverhalten des
Segmentes untersucht. Eine Reduktion des Volumens ergibt sich beispiels-
weise auf Grund osmotischer Vorginge (Abschnitt 3.2) und klinischer
Eingriffe (Abschnitt 3.3). Im Rahmen dieser Arbeit werden Ver&dnderungen

des Volumens bis zu 20% betrachtet.

Der intradiskale Druck und die axiale Verschiebung der kranialen Spann-
platte dndern sich nahezu linear mit der Volumenverinderung (Abb. 5.34).
Eine Reduktion des Volumens fiihrt erwartungsgemdB8 zu einem geringeren
intradiskalen Druck und einer gesteigerten axialen Verschiebung, was

durch experimentelle Studien bestdtigt wird [13].

Die Vorwdlbung des Anulus fibrosus wird sowohl anterior als auch poste-
rior durch eine Erhdhung des Volumens des Nucleus pulposus verringert
(Abb. 5.35). Die Reduktion des Volumens fiihrt zundchst sowohl im ante-
rioren als auch im posterioren Bereich des Anulus zu einer VergréBerung
der Vorwdlbung. AnschlieBend bleibt diese Vorwdlbung im anterioren Be-
reich praktisch unverindert und nimmt im posterioren Bereich sogar wie-
der ab. BRINCKMANN und GROOTENBOER [13] haben die Auswirkung einer
Diskektomie auf die Vorwdlbung des Anulus fibrosus experimentell an 19
Wirbelsdulenprdparaten untersucht. Infolge der Reduktion des Volumens
des Nucleus ergab sich fiir 6 von insgesamt 7 betrachteten Bewegungsseg-

menten L4-L5S qualitativ das oben beschriebene Verhalten.

Die Dehnungen des Anulus fibrosus nehmen auf Grund einer Reduktion des
Volumens des Nucleus ab (Abb. 5.36 und Abb. 5.37). Entsprechend fiihrt

eine Erhdhung des Volumens zu gesteigerten Dehnungen.

Zusammenfassend ergibt sich infolge einer Reduktion des Volumens des
Nucleus pulposus fiir den Fall reiner Kompressionsbelastungen eine deut-
lich erhdhte Mobilit&t des Bewegungssegmentes in axialer Richtung, die
Jjedoch keinen negativen EinfluB8 auf die Vorwélbung und die Dehnung des
Anulus fibrosus hat.
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5.6 Flexion und Extension mit Preload und Volumenveridnderung

In diesem Abschnitt betrachten wir eine Belastung des Béwegungssegmentes
durch ein Flexions- bzw. Extensionsmoment in Hoéhe von 1000 Ncm bei
gleichzeitiger Wirkung einer Preload von 1000 N. Untersucht wird der
EinfluB einer Verdnderung des Volumens des Nucleus pulposus auf das

Bewegungs- und Tragverhalten des Segmentes.

Die Rotation der kranialen Spannplatte infolge des Flexionsmomentes
vergroBert sich auf Grund einer fortschreitenden Reduktion des Volumens
des Nucleus kontinuierlich (Abb. 5.38). Diese gesteigerte Mobilitit
stellt sich jedoch im Falle der Einwirkung des Extensionsmomentes nicht
ein (Abb. 5.39). Statt dessen ergibt sich ein gegensétzliches Verhalten,
das maBgeblich durch den Kontakt der Gelenkfldchen geprigt wird.

Der intradiskale Druck und die Verschiebung der kranialen Spannplatte in
axialer Richtung zeigen die gleiche Abhidngigkeit von dem Volumen des
Nucleus wie in dem Fall der reinen Kompressionsbelastung (Abb. 5.40 und
5.41). Eine Reduktion des Volumens fiihrt unabhingig von der Art des
aufgebrachten Momentes zu einem geringeren intradiskalen Druck und einer
gesteigerten axialen Verschiebung. Diese wird im Vergleich zu einer
reinen Kompressionsbelastung durch das Flexionsmoment wesentlich ver-

gréBert und durch das Extensionsmoment geringfligig reduziert.

Im Falle einer alleinigen Wirkung der Kompressionskraft ergibt sich die
maximale Vorwdlbung im posterioren Bereich des Anulus fibrosus (Abb.
5.35). Diese reduziert sich unter der Einwirkung des Flexionsmomentes
deutlich, wobei die Differenz fiir groBe Reduktionen des Volumens kleiner
wird (Abb. 5.42). Infolge des Extensionsmomentes tritt dahingegen keine
wesentliche Verdnderung der Vorwdlbung ein (Abb. 5.43).

Die Dehnungen des Anulus fibrosus sind nahezu linear von dem Volumen des
Nucleus pulposus abhidngig, wobei eine Reduktion des Volumens zu verrin-
gerten Dehnungen filhrt (Abb. 5.44 bis Abb. 5.47). Die in Abschnitt 5.4
bereits ndher betrachtete Dehnung der Innenseite des Anulus in seinem
posterioren Bereich wird beispielsweise durch eine zehnprozentige Reduk-
tion des Volumens um 38% verkleinert (Abb. 5.45).
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Die relevantesten Auswirkungen auf das Tragverhalten des Bewegungsseg-
mentes infolge von Volumenverdnderungen des Nucleus pﬁlposus ergeben
sich fiir die Krifte in den Ligamenten (Abb. 5.48 bis Abb. 5.51). Aus
einer Erhdhung des Volumens resultiert im Falle einer Flexionsbelastung
eine starke Zunahme der Kraft im Ligamentum longitudinale posterius (PL)
(Abb. 5.48). Entsprechendes gilt fiir das Ligamentum longitudinale ante-
rius (AL) im Falle einer Extensionsbelastung (Abb. 5.50). Die berechne-
ten maximalen Ligamentkrédfte haben in beiden Fidllen nur eine theore-
tische Bedeutung, da sie zu einem Versagen der Ligamente fithren wiirden.
NOLTE et al. [61] haben fiir das Ligamentum longitudinale anterius und
das Ligamentum longitudinale posterius mittlere RiBlasten in Hthe von
514 N bzw. 259 N gemessen.

Aus einer Reduktion des Volumens des Nucleus pulposus resultiert im
Falle einer Belastung durch das Extensionsmoment eine besonders groBSe
Zunahme der Kraft in den Ligamenta collateralia (CL) (Abb. 5.51). Be-
reits fiir eine zehnprozentige Volumenverminderung ergibt sich eine um
346% vergroBerte Ligamentkraft. KRAMER [40] beschreibt neben den pri-
miren diskogenen Schmerzen auch Beschwerden, die auf degenerative Ver-
dnderungen im Zwischenwirbelabschnitt zuriickzufiihren sind. Im besonderen
handelt es sich dabei um Kapseldehnungsschmerzen, die infolge einer
Hoéhenminderung der Zwischenwirbelscheibe bereits durch normale Bewe-
gungsausschlidge hervorgerufen werden. Die humerischen Ergebnisse zeigen

somit eine Ubereinstimmung mit den klinischen Erfahrungen.

Fir die untersuchten Belastungen ergibt sich infolge der Reduktion des
Volumens des Nucleus pulposus eine erhshte Mobilitit des Bewegungsseg-
mentes. Wie im Falle einer reinen Kompressionsbelastung hat diese jedoch
keinen negativen EinfluB8 auf die Vorwdlbung und die Dehnung des Anulus
fibrosus. Statt dessen treten im Zusammenhang mit Extensionsbelastungen
erheblich vergréBerte Krdfte in den Ligamenta collateralia auf, die
Wirbelgelenksschmerzen hervorrufen kénnen. Weiterhin kann davon ausge-
gangen werden, daB eine unphysiologische Héhenminderung der Zwischenwir-
belscheibe und die daraus folgende abnorme Stellung der Wirbelgelenks-
flichen die Ursache fiir Wirbelgelenksarthrosen ist [40].
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6. Ausblick

In allen ausgewdhlten Anwendungsbeispielen zeigte sich eine auBerordent-
lich gute Ubereinstimmung der numerischen und experimentellen Ergeb-
nisse. Diese ist auch vor dem Hintergrund der hohen Varianz in den Mate-
rialeigenschaften der menschlichen "Bauteile" positiv zu bewerten. Das
entwickelte mathematische Modell ist somit fir eine realistische Be-
schreibung des rein elastischen Bewegungs- und Tragverhaltens des Bewe-
gungssegmentes geeignet. Im Gegensatz zu experimentellen Untersuchungen
haben die numerischen Studien jedoch den besonderen Vorteil, detail-
lierte Aussagen iiber den KraftfluB in dem betrachteten Bewegungssegment
zu erméglichen. Die hohe klinische Relevanz darauf basierender Analysen
zeigt sich im Rahmen dieser Arbeit bei der Betrachtung der Dehnungen des
Anulus fibrosus bzw. der Krédfte in den Ligamenten. Dariiber hinaus ergibt
sich im Rahmen numerischer Untersuchungen die Problematik der Verwendung
menschlicher Wirbelsdulenprédparate nicht, wobei sowohl biochemische und

hygienische als auch ethische Aspekte zu bedenken sind.

Aus den dargestellten Ergebnissen wird ersichtlich, daB das Bewegungs-
und Tragverhalten des betrachteten lumbalen Bewegungssegmentes maSgeb-
lich durch den Kontakt der Gelenkfldchen im Wirbelgelenk gepriagt wird.
Zukiinftige numerische Studien sollten daher den EinfluB unterschied-
licher Stellungen der Gelenkfldchen auf das Bewegungs- und Tragverhalten
des Bewegungssegmentes untersuchen. Im Zusammenhang mit der Betrachtung
mehrsegmentaler Wirbelsdulenabschnitte ist dabel eine systematische
Erweiterung des vorgestellten Modells zur Erfassung des Kontaktes zweier
deformierbarer Strukturen vorzunehmen. Weiterhin erméglicht eine feinere
Diskretisierung der Zwischenwirbelscheibe elne genauere Untersuchung
ihres Tragverhaltens. Im besonderen konnten lokale Schiddigungen des
Anulus fibrosus betrachtet werden, die sowohl infolge degenerativer
Verdnderungen als auch auf Grund &duBerer Eingriffe eintreten. Als Bei-
spiel sei hier die Darstellung der Entwicklung einer medialen Protrusion

und einer anschlieBenden perkutanen lumbalen Diskektomie genannt.

Auf Grund der bisherigen wirklichkeitsgetreuen Beschreibung des Bewe-
gungs- und Tragverhaltens des Bewegungssegmentes ist Entsprechendes auch
im Rahmen zukiinftiger Studien zu erwarten.
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