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Zusammenfassung

In dieser Arbeit wird ein allgemeines Konzept zur Berechnung viskoplasti-
scher Strukturen vorgestellt.

Anhand eines Beispieles wird gezeigt, wie viskoplastische Materialgesetze
fir Stahl auf der Basis bewidhrter plastischer Stoffgesetze entwickelt
werden konnen. Ein exakter Grenziibergang zu quasistatischer ProzeBfiih-
rung erlaubt die Verwendung einer effizienten Strategie zur Ermittlung
der Materialfunktionen.

Strukturanalysen werden mit Hilfe eines inkrementellen und iterativen Fi-
nite-Elemente-Algorithmus durchgefiihrt, der sich auch zur Berechnung
endlicher Deformationen eignet.

Vergleiche mit aus der Literatur bekannten Versuchs- und Rechenergeb-
nissen géstatten eine Beurteilung der Leistungsfdhigkeit des vorgeschlage-
nen Konzeptes. ,

Summary

In this thesis a concept for the analysis of visco-plastic structures is in-
troduced.

A procedure is shown which allows the development of visco-plastic
material models for steel on the basis of approved plastic constitutive
equations. Attainment of an exact limiting value for quasistatic processes
permits the employment of an efficient strategy to determine the material
functions.

Structural analysises are conducted with an iterative and incremental finite-
element-algorithm that is also suitable for the calculation of finite de-
formations.

The performance of the proposed concept is assessed by comparison with
experimental and numerical results from literature.
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1. Einleitung

In vielen Bereichen des Maschinenbaus und des Bauingenieurwesens wer-
den in zunehmendem MaBe rechnergestiitzte Verfahren zur Festigkeitsbe-
rechnung von Bauteilen eingesetzt. Ein Grund fiir diese Tendenz besteht
in den steigenden Anforderungen, die an die Produkte gestellt werden:
Aus Kosten- und Gewichtsgriinden werden Konstruktionen vor allem im
Bereich der Automobil- und Luftfahrtindustrie stédndig leichter, so daB ein
Zwang zu optimaler Formgebung in bezug auf die Werkstoffbeanspru-
chung entsteht. Hohe Anspriiche an die Qualitdt von Blechen bei gleich-
zeitig moglichst geringen Preisen verlangen in der Umformtechnik eine
genaue Auslegung der Werkzeuge fiir groBe Deformationen. Mit dem
Fortschritt der Technik wachsen auch die Anforderungen, die an die Si-
cherheit gestellt werden miissen: Fiir Druckbehédlter in Kraftwerken muB
beispielsweise nachgewiesen werden, daB sie auch iiber sehr lange Zeiten
hohen zyklischen thermischen und mechanischen Beanspruchungen ausge-
setzt werden konnen, ohne zu versagen. Zahlreiche Konstruktionen sind so
teuer (z. B. in der Raumfahrtindustrie} oder werden in Einzelfertigung
hergestellt (beispielsweise Briicken oder offshore-Konstruktionen), daB
Versuche an den Bauteilen selbst h&dufig nicht méglich sind.

Die rapide Entwicklung der Digitalrechner und der damit verbundene Ko-
stenriickgang pro Rechenleistung stellt den Ingenieuren die zur Analyse
und Optimierung von Konstruktionen erforderlichen Mittel zur Verfii-
gung. So ist es beispielsweise mit Hilfe des Verfahrens der Finiten Ele-
mente oder der Randelementmethode moglich, komplexe Strukturen linear-
elastisch zu analysieren. Jedoch fehlen zur Beschreibung inelastischen
Strukturverhaltens Modelle, die alle technisch relevanten Effekte be-
schreiben und gleichzeitig noch einfach genug sind, um in der Praxis
iilberhaupt anwendbar zu sein. Moderne Materialgesetze fiir Stahl sollten
neben zyklischem Verfestigungsverhalten auch geschwindigkeitsabhingige
Phédnomene wie das Anwachsen der Spannung bei erhdhter ProzeBge-
schwindigkeit, Kriechen und Relaxation beschreiben konnen.

In dieser Arbeit soll daher ein Berechnungverfahren zur Auslegung von
Strukturen vorgestellt werden, die bis in den inelastischen Bereich bela-
stet werden. Dabei soll insbesondere das viskoplastische Verhalten von
austenitischen Stédhlen bei erhohter Temperatur am Beispiel von AISI 316 L
mod untersucht werden.

Die mathematische Beschreibung dieses Problems zerfdllt in die Erfassung
des Materialverhaltens und die damit verbundene Analyse des Struktur-
verhaltens. Dementsprechend ist auch die vorliegende Arbeit gegliedert: Im
Kapitel 2 wird ein allgemeines Konzept vorgestellt, welches es ermdglicht,
auf der Basis bewdhrter phanomenologischer, plastischer Materialgesetze
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eine Erweiterung auf geschwindigkeitsabhédngige Modellierung durchzufiih-
ren. Nach einem kurzen historischen Uberblick und der Vorstellung einiger
bekannter viskoplastischer Materialmodelle wird dieses Konzept am
Beispiel eines von Bruhns entwickelten plastischen Stoffgesetzes beschrie-
ben. Der groBe praktische Vorteil dieses Konzeptes besteht in der Tren-
nung von Materialfunktionen, die das Verfestigungsverhalten modellieren,
von denjenigen, die geschwindigkeitsabhingige (viskose) Effekte erfassen.
Dadurch ist die Anwendung einer Anpassungsstrategie zur Ermittlung
dieser Materialfunktionen iiberhaupt erst moglich. Die Beschreibung des
Materialverhaltens beschrdnkt sich auf isotherme Prozesse ohne Schidi-
gung und ohne Phasenumwandlung.

In dem darauf folgenden Kapitel wird eine Finite-Elemente-Formulierung
zur Analyse des Strukturverhaltens bei groBen, viskoplastischen Deforma-
tionen hergeleitet. Um eine groBtmogliche Genauigkeit zu erreichen, findet
eine Gleichgewichtsiteration in Verbindung mit einer inelastischen Tangen-
tensteifigkeitsmatrix und einem viskoplastischen Lastvektor Verwendung.
Zur Analyse axialsymmetrischer Strukturen wird ein Element entwickelt,
welches im Gegensatz zu den liblicherweise verwendeten auch die Berech-
nung nichtlinearer Torsionsprobleme ermdglicht. An einige Beispielrech-
nungen zur Verifikation des FE-Programms schlieBt sich die inelastische
Analyse zweier Druckbehilter an.



2. Materialverhalten
2.1 Viskoplastische Stoffgesetze - tiberblick

Bereits seit 1909 ist es durch die Arbeiten von Ludwik allgemein bekannt,
daB das Deformationsverhalten metallischer Werkstoffe geschwindigkeits-
abhdngig ist [2.1). Ludwik untersuchte vor allem Zinn [2.2] und leitete
daraus einen allgemeinen Zusammenhang zwischen ,,innerer Reibung” o
und der Verformungsgeschwindigkeit her. Er nahm an, daB sich die innere
Reibung aus einem quasistatischen Basiswert ¢ und einem geschwindig-
keitsabh@ngigen Anteil zusammensetzt. In heutiger Schreibweise lautet
sein Werkstoffgesetz bei einaxialem Zug

:= (929

21

und 148t sich daher als erstes Uiberspannungsmodell ansehen [2.3]. Abb. 2.1
zeigt schematisch den Verlauf der inneren Reibung ¢ in Abhéngigkeit der
Dehnung v bei Stahl mit der Deformationsgeschwindigkeit v als Parameter
[2.2].

R
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Abb. 2.1: Innere Reibung R = ¢ in Abhéngigkeit der Dehnung y bei Stahl
mit der Deformationsgeschwindigkeit v als Parameter aus [2.2]

Da jedoch die seinerzeit industriell verwendeten Kohlenstoffstdhle nur ei-
ne geringe Dehnungsratenabhédngigkeit aufweisen, setzte sich zun&dchst die
von v. Mises vorgeschlagene Idealisierung [2.4] als elastisch-plastisches
Werkstoffverhalten durch .

Im Jahre 1919 stellten Bingham und Green eine Theorie fiir viskoplastische
Scherung auf [2.5], in der sie einen (2.1) entsprechenden Zusammenhang
zwischen Schubspannung und Schergeschwindigkeit formulierten (s. a.
[2.6]).

1932 veroffentlichten Hohenemser und Prager eine Arbeit, in der sie eine
Systematik der einfachsten Idealstoffe entwickeln [2.7]). Danach soll sich
die reine Scherung isotroper Stoffe ganz allgemein durch die Beziehung



t+c1i+c27+c3?+c4=0 (2.2)
beschreiben lassen. Die Autoren verweisen darauf, daB (2.2) fiir c,=c,=0
in das von Bingham vorgeschlagene Werkstoffgesetz iibergeht.

Einen wesentlichen Beitrag zur Viskoplastizitdtstheorie leistete auch Ko-
chendorfer, der zundchst Naphtalinkristalle [2.8] und spédter Aluminium
und Cadmium [2.9] untersuchte. Er verbindet das Uberspannungskonzept
mit der Vorstellung einer Werkstoffverfestigung durch Versetzungsbewe-
gung und setzt daher

Y=0(t-71) (2.3)
mit einem Evolutionsgesetz fiir die Verfestigung
T =R,y ) (2.4)

an. Wiahrend die quasistatischen GroBen o bzw. T Ahnlichkeiten mit der
kinematischen Verfestigung der Kklassischen Plastizitdtstheorie aufweisen
und daher im angelsdchsischen Sprachraum gelegentlich als back stress
oder kinematic stress bezeichnet werden, wird seit Gilman [2.10] fiir den
isotropen Anteil der Verfestigung auch der Begriff Schleppspannung
(drag stress) gebraucht.

Auf der Arbeit von Hohenemser und Prager aufbauend entwickelte Perzyna
1963 sein ﬁberspannl_mgsmodell [2.11], dessen wesentliche Kennzeichen die
Ubernahmen von FlieBbedingung und Normalenregel aus der Plastizitéts-
theorie sind:

s _ of 1
€ = «®(A)» 36 JF (2.5)
mit
(6"6')1/2 f
= _— - = = -1 .
A ﬁ=—g 1 '|/ g (2.6)
und

«D» = (2.7)

0, wenn A< 0
[ O, sonst

Darin bezeichnen ¢' den Spannungsdeviator, Yg den FlieBflichenradius, vy die
Viskosititskonstante und ® die Uberspannungsfunktion, die die Geschwindig-
keitsabhidngigkeit der konstitutiven Gleichungen steuert. In [2.13] werden
mehrere Ansétze fiir ® (A) vorgeschlagen, deren einfachster



n

®=A (2.8)

auf ein power-law fiir die inelastische Verzerrungsrate fiihrt.

Als wesentliche Verbesserung gegeniiber fritheren geschwindigkeitsabhin-
gigen Materialmodellen ist die Verwendung interner Variablen zur Be-
schreibung der Werkstoffverfestigung anzusehen. Das Stoffgesetz von
Perzyna kann jedoch lediglich isotrope Verfestigung erfassen und ist da-
her nur fiir monotone Prozesse geeignet: die inelastische Arbeit bestimmt
den FlieBflachenradius vg In [2.11] und [2.12] wird ein allgemeiner ther-
modynamischer Rahmen fiir die mathematische Formulierung viskoplasti-
schen Materialverhaltens angegeben. Weiterhin ist erwdhnenswert, daB be-
reits 1974 von Zienkiewicz und Cormeau FE-Rechnungen unter Benutzung
der konstitutiven Gleichungen (2.5) - (2.7) veroffentlicht wurden, in denen
sich ihre Brauchbarkeit fiir praktische Anwendungen zeigt [2.14, 2.15].

Seit Anfang der siebziger Jahre fiihrte die Verwendung von hochlegierten
Stihlen wie AISI 304 und AISI 316 vor allem in Kernkraftwerken dazu,
daB von industrieller und staatlicher Seite die Forderung nach erheblich
verbesserten viskoplastischen Materialgesetzen laut wurde. Diese sollten
auch fiir komplexe Belastungen geeignet und in FE-Programmen einsetzbar
sein. Seit dieser Zeit existiert eine Fiille geschwindigkeitsabhingiger Ma-
terialgesetze, die diesen Anforderungen mehr oder weniger gut geniigen.
Die meisten von ihnen weisen eine dhnliche mathematische Struktur auf:
Die Gesamtverzerrungsrate wird gewdhnlich in einen elastischen und einen
inelastischen Anteil zerlegt

eE=8 + €& . (2.8)

Diese Stoffgesetze werden auch vereinheitlicht (unified) genannt [2.18],
denn sie unterscheiden bei der inelastischen Verzerrungsrate nicht mehr
zwischen geschwindigkeitsabhédngigen und geschwindigkeitsunabhédngigen
Raten.

Fiir den elastischen Anteil wird ein verallgemeinertes Hookesches Gesetz
verwendet, wihrend fiir die inelastischen Dehnungsraten eine Differential-
gleichung der Form

éi = éi (6", T; q,) (2.9)

verwendet wird. Darin sind q; interne Variable, die Tensoren 0. oder 2.
und gegebenenfalls auch hoherer Stufe sein konnen, und T bezeichnet die
Temperatur. Fiir die internen Variablen werden Evolutionsgleichungen
angegeben, die gewdhnlich aus einem Verfestigungsterm (hardening) und
einem Erholungsterm (recovery) bestehen (Bailey-Orowan-Beziehung)



fli = (ii(d', T; q,) = q,,(6, T; q,) @ ¢ - q,,(0, T q,) (2.10)

[2.16, 2.18]. Dabei bezeichnet ® eine je nach Stufe der Tensoren q, und
ail—l geeignete multiplikative Verkniipfung.

Einzelne Materialmodelle unterscheiden sich hinsichtlich der Anzahl und
Bedeutung der internen Variablen und der Form der Differentialgleichun-
gen (2.9) und (2.10). Viele Modelle sind vom Uberspannungstyp, d.h. sie
verwenden (explizit oder implizit) eine Gleichgewichtsspannung 3 , die sich
bei quasistatischer ProzefBfiihrung einstellt. Damit soll elastisch-plasti-
sches Materialverhalten als Grenzfall elastisch-plastischer Materialantwort
angesehen werden. Fiir éi wird dann gewdhnlich

Si—«(I)( ng— ,T) To=a1 (D( ./g— ,T)»n (2.11)

[e1i[ 1}

angesetzt. Die inelastische Dehnungsrate weist also in Richtung des Uber-
spannungstensors ¢’ - @', und ihr Betrag hdngt von dem Quotienten dieses
Tensors und der die isotrope Verfestigung charakterisierenden Schleppspan-
nung (drag stress) Yg ab. Es soll darauf hingewiesen werden, daB die Be-
zeichnung back stress fiir die Gleichgewichtsspannung @ meiner Meinung
nach unzweckmiBig ist, da sie auch fiir den Tensor der kinematischen Ver-
festigung verwendet wird [2.3].

Um einen besseren liberblick iiber die groBe Menge viskoplastischer Ma-
terialgesetze zu gewinnen, ist es zweckmiBig, sie in drei Hauptgruppen zu
gliedern [2.17].

Die erste Gruppe enthidlt Stoffgesetze, die die Existenz einer FlieBfldche
voraussetzen, also annehmen, daB inelastische Deformationen erst ab ei-
nem bestimmten Spannungsniveau auftreten. Vom mathematischen Stand-
punkt aus &uBert sich diese Annahme in einer Ungleichung als Nebenbe-
dingung, der FlieBbedingung (siehe z.B. (2.7)). Historisch gesehen lassen
sich diese Modelle als Erweiterungen bereits vorhandener plastischer
Materialgesetze auffassen. In dieser Interpretation liegt auch ein grofBer
praktischer Vorteil: Haufig wird versucht, Evolutionsgleichungen, Materi-
alfunktionen und sogar Materialparameter aus quasistatischen Versuchen
zu ermitteln und aus Versuchen mit unterschiedlichen Dehnungsgeschwin-
digkeiten lediglich die Uberspannungsfunktion ® in (2.11) zu bestimmen.
Als typischer Vertreter dieser Gruppe kann das Materialgesetz von Perzyna
angesehen werden. Auf diesem Modell bauen beispielsweise diejenigen von
Bruhns [2.63, 2.71]1, Chaboche [2.51 - 2.541, Lehmann [2.20, 2.21] und Diehl-
Fornefeld [2.22, 2.23] auf. Das letztgenannte beriicksichtigt vor allem auch
Schéddigung durch Scherbénder und deckt einen sehr groBen Dehnungsge-
schwindigkeitsbereich bis hin zu Hochgeschwindigkeitsprozessen ab. Ein
anderes interessantes Materialgesetz dieser Gruppe ist das von Meijers



und Roode [2.24], das aus einer Superposition (overlay) endlich vieler,
parallel geschalteter, elastisch-plastischer und elastisch-viskoser Basismo-
delle (sog. Fraktionen) besteht.

Die zweite Gruppe umfaf3t Materialgesetze, bei denen keine FlieB3fldche
verwendet wird. Bei ihnen tritt also inelastisches Werkstoffverhalten bei
jedem Spannungsniveau auf. Sie sind im Grunde hochgradig nichtlineare,
viskoelastische Materialgleichungen [2.17] und stellen plastisches Hysterese-
verhalten durch die Verwendung von Betragsfunktionen in den Evoluti-
onsgleichungen (2.10) dar. Da diese Stoffgesetze auf eine Nebenbedingung

verzichten, muB zur Erfassung des Ubergangsverhaltens eine groBe ma-
thematische Steifheit des Differentialgleichungssystems in Kauf genommen
werden, was in der Praxis erhebliche Probleme bei der numerischen Inte-
gration verursacht. Ein weiteres Problem dieser engen Kopplung zwischen
elastischen und inelastischen Dehnungsraten und des Verzichtes auf ein
plastisches Basismodell besteht in der Identifikation der Materialfunktio-
nen und -parameter, die oft nur durch unbefriedigendes Probieren erfolgen
kann. Zu dieser Gruppe gehdren beispielsweise die Stoffgesetze von
Bodner-Partom- Stouffer [2.83), Hart [2.35, 2.361, Miller [2.45, 2.47], Rhode-
Swearengen-Krieg [2.25, 2.26] und Krempl [2.65, 2.66]. Wihrend bei den
Modellen der ersten Gruppe zum groBen Teil der phdnomenologische
Charakter iiberwiegt, wird bei denen der zweiten Gruppe h&dufig von der
Betrachtung mikromechanischer Phidnomene ausgegangen. Besonders deut-
lich wird dies bei dem stochastischen Modell von Steck [2.33, 2.34]. Darin
wird von dem Verhalten sog. FlieBeinheiten an Hindernissen ausgegangen
und iiber Mittelwertformulierungen das makroskopische Materialverhalten
beschrieben. AbschlieBend soll darauf hingewiesen werden, daB gelegent-
lich die Stoffgesetze dieser Gruppe im engeren Sinne als ,,vereinheitlicht”
bezeichnet werden [2.3].

In die dritte Gruppe sollen alle diejenigen Materialmodelle aufgenommen
werden, die grundsdtzlich andere Wege zur Beschreibung viskoplastischen
Materialverhaltens beschreiten. Dabei ist vor allem die endochrone Theorie
von Valanis [2.27] zu nennen, in der die Spannung als Integral der plasti-
schen Dehnungsgeschichte berechnet wird, wobei als unabhiéngige Variable
die sogenannte ,,interne Zeit’’ verwendet wird. Durch Beriicksichtigung der
realen Zeit in der Definition dieser internen GroBle ist es Watanabe und
Atluri moglich, auch geschwindigkeitsabhdngige Phdnomene zu beschreiben
[2.28, 2.29].

Ein anderes Konzept wird von Krempl/ und Cernocky bei ihrer auf Ge-
samtdehnung beruhenden Viskoplastizitdtstheorie verwendet [2.30, 2.31].
Hierbei wird die Gleichgewichtsspannung bei Prozessen ohne Diffusion von
der Gesamtdehnung abhidngig gemacht. Bei Alterungsprozessen durch Dif-

fusion tritt zusdtzlich die Zeit als unabhingige Verdnderliche auf



. _ O o-d(s, t)
€= E *EQ(o-6(e, ) - (2.12)

Seit 1984 geht Krempl jedoch von diesem Konzept zugunsten einer Formu-
lierung mit Evolutionsgleichungen fiir interne Variable ab [2.32].

Auf den folgenden Seiten sollen typische und bekannte Vertreter der er-
sten beiden Gruppen vorgestellt und untersucht werden. Das jeweilige
Modell wird beschrieben und seine konstitutiven Gleichungen angegeben.
Dabei wurde versucht, die Bezeichnungsweisen vorsichtig einander anzu-
gleichen, um die Lesbarkeit zu erleichtern. AnschlieBend werden aus der
Literatur entnommene Ergebnisse einaxialer Testrechnungen angegeben,
wobei so weit wie méglich auf Untersuchungen von AISI 316 oder - wenn
dies nicht moglich ist - auf AISI 304 zuriickgegriffen wird. Nach Hin-
weisen auf FE-Implementierungen und numerische Besonderheiten schlieBt
jede Untersuchung mit einer Zusammenfassung der Vor- und Nachteile
ab.

Auf einige grundsédtzliche Probleme solcher Darstellungen soll hingewiesen
werden: Die erste Schwierigkeit besteht darin, daB sich die meisten dieser
Materialmodelle noch in der Entwicklungsphase befinden. Sie werden da-
her noch stdndig modifiziert, so daB es manchmal unméglich erscheint,
von einem bestimmten Modell zu sprechen. Weiterhin miissen fiir Verglei-
che, die iiber eine rein formale Untersuchung hinausgehen sollen, die
Materialfunktionen und Parameter fiir ein bestimmtes Metall angegeben
werden. Diese sind jedoch in der Regel nicht eindeutig identifizierbar, so
daB Vergleiche notwendigerweise einer gewissen Willkiir und Unvollstédn-
digkeit unterliegen.

2.11 Das Stoffgesetz von Hart

Grundlage seiner Arbeit ist die Aufspaltung der inelastischen Verzer-
rungsgeschwindigkeit éi in einen anelastischen Teil a, der gespeichert wird
und der sich wieder abbauen kann, und einen Teil &, der keiner Erholung
unterworfen ist und als im verallgemeinerten Sinne plastisch bezeichnet
werden kann [2.35]

gE=¢ +E = €& +a+a . (2.13)

Die anelastische Dehnung wird als Zustandsvariable angesehen und ist -
ebenso wie a - ein Deviator. Sie beschreibt die durch die vorangegangene
Belastungsgeschichte hervorgerufene Anisotropie und ist daher mit der
kinematischen Verfestigung zu vergleichen. Als zweite Zustandsvariable



wird die Harte o eingefiihrt, eine skalare GroBe, die die isotrope Deh-
nungsverfestigung reprédsentiert. Zur Formulierung der konstitutiven Glei-
chungen verwendet Hart noch die Zerlegung der Spannungen

g'=0¢" + 0 (2.14)

sowie die HilfsgroBe ¢, welche iiber einen Arrheniusansatz die Tempera-
turabhéangigkeit von a beeinfluBt. Unter Verwendung isotroper Tensorbe-
ziehungen ergibt sich das System der konstitutiven Gleichungen zu

_ ¥ le'sll \M 6%
=48 (M (=7) ool (2.15)
&= In (O ) V> ;% Oy (2.16)
"";I e, Il '
*
=T (o, lo,l) y ®-& - R(o *T), (2.17)
* m
£¥ = (%) fexp(-%), (2.18)
=Ma . (2.19)

Dabei sind M, M, m, A und f Materialkonstante, Q die Aktivierungsener-
gie fiir Selbstdiffusion und R die Gaskonstante.
Die inelastische Dehnungsrate é folgt dem bei Kriechgesetzen h&dufig ver-

wendeten power-law und welst in Richtung der Spannungen o, die als

viskose Reibungsspannungen aufgefaBt werden konnen. Wahrencf in [2.35]
die Funktion a” (T) noch als konstant angesetzt wird, muB in [2.36] be-
reits eine starke Abhéngigkeit von der Temperatur angenommen werden.
Das Evolutionsgesetz fiir die Hérte o enthilt einen Term, der zur Deh-
nungsverfestigung beitrdgt, und einen Erholungsterm, der jedoch bis zur
halben Schmelztemperatur vernachldssigt werden kann. Der Zusammenhang
zwischen anelastischen Dehnungen a und den zugeordneten Spannungen o',
ist linear elastisch.

Im folgenden soll versucht werden, das Stoffgesetz von Hart vom phéno-
menologischen Standpunkt aus zu interpretieren. FaBt man dazu ¢, als
kinematischen Verfestigungstensor auf und bezeichnet ihn in Analogie zu
anderen Stoffgesetzen mit E, so folgt aus (2.14)

6. =0 -0 =0 -F , (2.20)

f
und o'f kann als Uberspannung oder effektive Spannung bezeichnet wer-
den. Damit 1aBt sich die inelastische Verzerrungsrate in der iiblichen
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Schreibweise als

. . G - _
& = o(lo - El T)“o.—‘\_ﬂ =0n @2

darstellen. Weiterhin wird mit (2.19) in Verbindung mit (2.13) deutlich, daB
das Evolutionsgesetz fiir o (bzw. ¥ in der neuen Bezeichnungsweise) als
lineare Dehnungsverfestigung mit Abklingterm aufgefaBt werden kann.

E=M:é -fl", IEIL TE . (2.22)

Als ndchstes werden einige numerische Untersuchungen des Hartschen
Stoffgesetzes dargestellt, wobei wieder die urspriinglich benutzten Be-
zeichnungsweisen verwendet werden.

Die konstitutiven Gleichungen sind mathematisch auBerordentlich steif und
daher sehr schwierig zu integrieren [2.35]. Besondere Schwierigkeiten bie-
tet das Evolutionsgesetz fiir die Rate &, wenn "6;1 I ungefihr die GroBe
der Hirte 6" erreicht hat. Dann nimmt & wegen

A~ 0,15 (2.23)

betragsmiBig sehr groBe Werte an, was zu plastischem FlieBen fiihrt.
Numerisch zeigt sich diese Singularitdt durch Instabilitdt, weswegen Ku-
mar und Muhkerjee in der Umgebung dieser sog. viskoplastischen Grenze
(2.16) durch

& | o,

% = ——lgm—
* T AL

(2.24)
1+ g

ersetzen [2.38 -2.40]. Nur damit war eine numerische Integration mit
expliziten Algorithmen méglich. Erst Cordts und Kollmann [2.41]1 gelang
mit Hilfe eines aufwendigen impliziteh Algorithmus die numerische Inte-
gration des Systems (2.15)-(2.19). Dazu verwendeten sie die implizite Eu-
lerregel und 16sten das dabei entstehende nichtlineare Gleichungssystem
mit einer Kombination aus Newton-Raphson- und beschleunigter Jacobi-
Iteration.

In [2.42) wird das Stoffgesetz von Hart mit dem von Miller an Hand von
einaxialen dehnungsgesteuerten monotonen und zyklischen Zugversuchen
sowie Kriech- und Relaxationstests verglichen. Sie wurden fiir AISI 316
mit Hilfe der in [2.43] und [2.44] angegebenen Materialparameter durch-
gefilhrt, wobei der recovery-Term in (2.17) vernachldssigt wurde. Die Er-
gebnisse dieser numerischen Versuche sollen hier kurz zusammengefaB3it
werden: Bei Temperaturen bis etwa 550° C wird die FlieBspannung sehr
gut wiedergegeben, bei hoheren Temperaturen sind die Abweichungen z.T.
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betrdchtlich (s. Abb. 2.2). Bei niedrigen Temperaturen wird der EinfluB der
Dehnungsverfestigung geringfiigig, bei hohen Temperaturen erheblich iiber-
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Abb. 2.2: FlieBspannung von AISI 316 bei g, = 0,2% in Abhéngigkeit der
Dehnungsgeschwindigkeit aus [2.42]

Bei zyklischen Tests weichen die Ergebnisse bei Raumtemperatur schon im

2. Zyklus um 100 % von den experimentell ermittelten Daten ab (s. Abb.

2.3). Das ist meines Erachtens darauf zuriickzufiihren, daB die Hirte o

gemiB (2.17) viel zu stark mit & anwéchst (I’ nimmt nicht stark genug

mit 6" ab). Insgesamt fallt bei Zugversuchen auf, daB der transiente Teil

der Spannungsdehnungskurve viel zu scharf wiedergegeben wird.
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Bei Relaxationsrechnungen ergeben sich sehr gute Ubereinstimmungen
zwischen Rechnungen und Experimenten. Der Grund dafiir liegt darin, daB
die entscheidende Materialfunktion T (s”, |6’ lI) mit Hilfe von Relaxations-
versuchen bestimmt wird.

Als wesentlicher Nachteil des Stoffgesetzes von Hart wird in [2.42] ange-
fiihrt, daB mit dem verwendeten Parametersatz keine realistischen Kriech-
kurven nachgerechnet werden konnten. Dies gelang erst mit einem neuen
Wert fiir die Konstante f in (2.18) (s. a. Abb. 2.4).

Das abschlieBende Urteil in [2.42] iiber die Stoffgesetze von Hart und
Miller besagt, daB es bisher nicht sinnvoll erscheint, sie in FE-Programme
zu implementieren. Beide weisen selbst bei einaxialer ProzeBfiihrung teil-
weise so groBe Abweichungen vom experimentell beobachteten Verhalten
auf, daB sie erheblich verbessert werden miif3iten.

2.1.2 Das Stoffgesetz von Miller

Obwohl Miller [2.45]1 den phdnomenologischen und makroskopischen Cha-
rakter seines Modells betont, baut er auf der Betrachtung mikromechani-
scher Mechanismen auf und verwendet Ansétze aus der Werkstoffwissen-
schaft. Ziel dieses Modells ist die Beschreibung des Hochtemperaturver-
haltens unter besonderer Beriicksichtigung von Kurzzeitplastizitdat (zykli-
sche Ver- und Entfestigung, Bauschinger- und Dehnungsrateneffekte) so-
wie des Kriechens. Dazu wurde ein Materialgesetz vom vereinheitlichten
Typ mit zwei internen Variablen entwickelt, welche die Verfestigung be-
schreiben sollen. Die isotrope Verfestigung, welche durch Korngrenzen,
geloste Atome, ausgefidllte Teilchen und Versetzungskniduel bewirkt wird,
soll mit einer als drag stress D bezeichneten Variablen erfaBBt werden. Die
kinematische Verfestigung & wird von Miller rest stress genannt und ent-
steht durch Versetzungsanhdufungen und Durchbiegung von an Hinder-
nissen fixierten Versetzungen.

Zur Entwicklung der konstitutiven Gleichungen geht Miller vom Fall sta-
tiondren Kriechens aus, welches er durch einen modifizierten Ansatz vom
Garofalo-Typ beschreibt

. L 1,5 9 n

t& =B O (T) {sinh( °7=g=§-) | (2.25)
o o . . ’3 . ¢ - . o -
e=ee+si=ee+ §siﬂrj5_ﬂ:8e+®(?g§—"r)n'

(2.26)

Dabei wurde — im Gegensatz zu [2.45] — die dreidimensionale Formulie-
rung gewidhlt [2.50], und die kinematische Verfestigung anstelle von R mit
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E und die isotrope Verfestigung anstelle von D mit Yg bezeichnet, um so
einen einfacheren Vergleich mit anderen Stoffgesetzen zu ermdglichen.
Sinus-hyperbolicus-Ansdtze werden h#ufig bei speziell fiir Kriechen ent-
wickelte Stoffgesetze verwendet, um auch den Bereich hoher Spannungen
zu erfassen, wenn das Nortonsche Gesetz nicht mehr gilt (sog. power-law
break-down) [2.46]. B bezeichnet eine Bezugsdehnungsrate , und mit der
Materialfunktion ©' kann die Temperaturabhingigkeit der konstitutiven
Gleichungen vollstdndig durch einen modifizierten Arrheniusansatz model-
liert werden.

Die Evolutionsgleichungen fiir rest stress € und drag stress g bestehen
aus einem Verfestigungs- und einem Erholungsterm. Sie werden so be-
stimmt, daB die internen Variablen bei konstanter Spannung diejenigen
Grenzwerte annehmen, die zur Beschreibung stationdren Kriechens erfor-
derlich sind. In [2.45, 2.47] werden die konstitutiven Gleichungen fiir SS
304 angegeben, die hier fiir den dreidimensionalen Fall mit den neuen
Bezeichnungen

E=H {¢& - /%_B @' (sinh (Al)/%—llzll))“ ”—E:W} (2.27)
und
e lo w4 )
- H, C,B © (sinh (A, g¥*))" (2.28)

lauten. Die Evolutionsgleichungen sind &dhnlich aufgebaut: Der anwachsen-
de Teil ist proportional zur inelastischen Verzerrungsgeschwindigkeit, und
der abklingende Teil enthdlt jeweils die Temperaturfunktion ©' und den
Sinus-hyperbolicus mit der internen Variablen als Argument. Auf die
Konsequenzen der Verwendung dieser rasch ansteigenden Funktion wird
spéter noch eingegangen.

Fiir andere Materialien werden erweiterte Evolutionsgleichungen angesetzt.
So wird fiir AISI 316 die isotrope Verfestigung nicht durch Yg allein, son-
dern noch durch zwei zusidtzliche Variablen beschrieben, um den EinfluB
von gelosten Atomen auf die Reibungsspannung besser erfassen zu kdnnen
[2.48]. Jedoch fiihren diese Terme zu der sogenannten negativen Deh-
nungsratenabhéngigkeit, d.h. negativem Gradienten der FlieBspannung in
Abhingigkeit der Dehnungsrate [2.42]. Dieser Effekt fiihrt zu numerischen
Problemen, beispielsweise einem Oszillieren der ¢ - ¢ - Kurve, was sehr
kleine Schrittweiten bei der numerischen Integration erfordert und physi-
kalisch unsinnig ist.

liberhaupt scheint das Stoffgesetz von Miller besonders sensibel in bezug
auf numerische Integration zu sein: Bereits in [2.45] wird auf die Schwie-
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rigkeiten hingewiesen, die aus der mathematischen Steifheit des Differen-
tialgleichungssystems resultieren. Miller verwendet in seinem MATMOD
(Materials Model) genannten Programm den fiir solche Systeme besonders
geeigneten Algorithmus von Gear, wihrend in [2.42] die implizite Eulerre-
gel mit Newton-Iteration bevorzugt wird. Interessant ist, daB Hartmann in
[2.49] dagegen die explizite Eulerregel benutzt. Er nimmt die dabei erfor-
derliche sehr kleine Schrittweite in Kauf, um die Genauigkeit zu erhchen.
Jedoch fiihren die aus der negativen Dehnungsratenabhidngigkeit und der
mathematischen Steifheit herriihrenden Probleme dazu, daB bis 1987 keine
FE-Version des Millerschen Stoffgesetzes existiert. Um diese Schwach-
stellen zu beheben, schlagen Tanaka und Miller [2.50] ein besonderes In-
tegrationsverfahren vor, welches stabil und nicht-iterativ ist und auch bei
negativer Dehnungsratenabhéngigkeit zufriedenstellend arbeitet. Es soll so
den Einbau des Stoffgesetzes in FE-Programme iiberhaupt erst ermogli-
chen. Daher ist es auf den ersten Blick um so erstaunlicher, daB Schwesig
[2.16] bei seinen vergleichenden Untersuchungen der Modelle von Chaboche-
Rousselier, Hart und Miller, die auch FE-Rechnungen umfassen, dem Ma-
terialgesetz von Miller gutmiitiges numerisches Verhalten bescheinigt. Die
Ursache hierfiir liegt wohl darin, daB als Werkstoff AISI 304 bei 500° C
verwendet wurde, bei dem die konstitutiven Gleichungen nicht auf negati-
ve Dehnungsratenabhéngigkeit fiihren.

Im folgenden sollen die Ergebnisse einiger einaxialer numerischer Test-
rechnungen angegeben werden, die in [2.42] fiir AISI 316 mit Materialpa-
rametern aus [2.48] und in [2.49] fiir Hastelloy-X durchgefiihrt werden.
In [2.42] wurde zunidchst die FlieBspannung bei 0,2 % plastischer Dehnung
mit der Temperatur als Parameter ermittelt. Die Uibereinstimmung mit ex-
perimentell gefundenen Daten ist bis 649° C recht gut, bei h6heren Tem-
peraturen wird die FlieBspannung deutlich zu groB8 berechnet.

Die o - ¢ - Kurven zeigen einen viel zu eckigen Ubergang. Bei zyklischen,
dehnungsgesteuerten Prozessen wird ein Grenzzyklus nach etwa 6 Zyklen
erreicht, was gut mit Experimenten iibereinstimmt, die Verfestigung ist
jedoch um etwa 40 % zu hoch (s. Abb. 2.3). Erstaunlich ist jedoch vor al-
lem, daB mit den hier verwendeten Materialparametern Kriechprozesse nur
sehr ungenau berechnet werden (Abb. 2.4).
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Abb. 2.4: Kriechdehnung bei AISI 316 nach 2410h und T = 649° C aus
[2.42]

Die Kriechdehnung wird bei Spannungen kleiner als 100 MPa deutlich
unterschéatzt, bei Spannungen groBer als 100 MPa erheblich iiberschitzt,
obwohl die Grundlage der konstitutiven Gleichungen ein Gesetz bildet,
welches sich besonders fiir die Beschreibung von Kriechprozessen eignet.
Hartmann kommt in [2.49] zu insgesamt #hnlich unbefriedigenden Ergeb-
nissen. Es fdllt auf, daB bei dem von ihm untersuchten Parametersatz
bereits der 1. Zyklus zu Sdttigung fiihrt (Abb. 2.5).
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Abb. 2.5: Zyklische 6 - ¢ - Kurven von Hastelloy-X bei 760° C und ¢ =
11073 s7* aus [2.49]
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Er begriindet dieses Verhalten mit der Evolutionsgleichung fiir die isotrope
Verfestigung g : Stationdres Verhalten tritt auf, wenn der Verfestigungs-
term ebenso groB ist wie der Erholungsterm. Der zweite Term ist jedoch
durch Verwendung des Exponenten % im Sinushyperbolicus und n = 1,598
sehr stark von /g abhingig, was dazu fiihrt, daB Stationaritit viel zu
schnell erreicht wird. Hartmann schldgt daher eine Modifikation dieser Ent-~
wicklungsgleichung vor.

AbschlieBend ist festzustellen, daB das Stoffgesetz von Miller bereits bei
einaxialen Prozessen nur teilweise befriedigende Ergebnisse zeigt. Eine
Stdrke der urspriinglichen Fassung [2.45] liegt in der geringen Anzahl von
Materialparametern, eine fiir die Anwendung besonders groBe Schwéche in
seiner numerischen Empfindlichkeit, was es fiir FE—Rechnungen (zumindest
fiir AISI 316) weitgehend auszuschlieBen scheint.

2.1.3 Das Stoffgesetz von Chaboche

Das Ziel bei der Entwicklung dieses viskoplastischen - Stoffgesetzes war
vor allem die Beschreibung zyklischer Prozesse. Das Modell von Chaboche
ist rein phidnomenologisch und modulartig aufgebaut [2.51], um moglichst
viele Effekte darstellen zu konnen. Seine wesentlichen Kennzeichen sind
die Aufspaltung der Dehnungsrate in einen elastischen und einen inelasti-
schen Anteil, die Existenz einer FlieBgrenze, verschiedene komplexe Ver-
festigungsregeln sowie die Verwendung einer sogenannten Gedé&chtnisfla-
che im inelastischen Dehnungsraum. Chaboche bezeichnet sein Modell als
vereinheitlicht, da es nicht zwischen plastischen und Kriechdehnungsraten
unterscheidet. Kremp! dagegen benutzt den Ausdruck ,,vereinheitlicht” nur
fiir Modelle vom Hartschen Typ, die keine FlieBfliche verwenden [2.3].

Bei Verwendung der verallgemeinerten v. Misesschen FlieBbedingung

F=(6'-E-(c -8 -%(R+k? (2.29)

ergibt sich die Uberspannung gemiB Chaboche zu

A=y3 (s -E)-(6'-F =~ (R+Kk) (2.30)

Es wird nun angenommen, daB die inelastischen Dehnungsinkremente in
Richtung der Normalen an die FlieBfldche erfolgen und daB ihr Betrag
sich als Potenzfunktion der Uberspannung ausdriicken 1aB8t [2.52]

w

é=ée+éi= 'se+]/—;«%»"n , (2.31)

wobei k als drag stress aufgefaBt werden kann [2.51]. In [2.53] wird fiir
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AISI 316 L ein modifizierter Ansatz angegeben, der noch zusitzlich einen
von % abhdngigen Exponentialterm enthilt.

Der Schliissel zur Beschreibung zyklischen Materialverhaltens ist die nicht-
lineare kinematische Verfestigung E [2.54, 2.57]. Sie soll die schnellen
Verdnderungen bei plastischem FlieBen erfassen. Ausgangspunkt bildet der
Ansatz nach Armstrong und Frederick [2.55], der durch Erweiterung der
linearen Pragerschen Verfestigung entsteht

E=%cé -vhE
mit

p= % € & . (2.33)
Um komplexeres Verhalten nachbilden zu konnen, wird seit etwa 1981 die
kinematische Verfestigung durch

M
E=2 E (2.34)

j=1 )
beschrieben. Dabei wird M gewodhnlich gleich 2 gesetzt, um Nah- und
Fernwirkung der internen Spannungen zu trennen [2.53]. Es ldBt sich zei-
gen [2.56], daB sich Ansdtze der Form (2.32) als Zwei-Flichen—Modelle
mit Mrozscher Translationsregel auffassen lassen.
Die isotrope Verfestigung wird durch die Evolution der internen Variablen
R dargestellt, wdhrend k den anféanglichen FlieBfldachenradius bezeichnet
(2.29). Aus Experimenten ist bekannt, daB sich die isotrope Verfestigung
bei monotoner Belastung nur langsam entwickelt und bei zyklischer Bela-
stung einen Grenzwert annimmt. Zur mathematischen Modellierung dieses
Verhaltens werden zwei Moglichkeiten vorgeschlagen [2.51]:
Die erste Moglichkeit besteht in der Verwendung einer Evolutionsglei-
chung fiir R der Form

R=b(Q-R) p , (2.35)

wobei Q den Grenzradius der FlieBfldche beschreibt.

Die zweite, zum ersten Mal von Marquis [2.57] vorgeschlagene Moglich-
keit besteht in einer Modifikation des Abklingterms im Evolutionsgesetz
der kinematischen Verfestigung (2.33). Die darin auftretende Funktion
hdngt von der inelastischen Dehnung p ab, was jedoch aus thermodynami-
scher Sicht zumindest umstritten ist.

Ein groBer praktischer Vorteil der Ansdtze (2.32) und (2.35) besteht darin,
daB sie sich im Falle einaxialer zyklischer Zug-Druckbelastung und kon-
stanter Uberspannung A analytisch integrieren lassen. Bei verschwindender
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Uberspannung ergibt sich beispielsweise

o=t {k + Q+ (R, - Q) exp(-b (spo- sp))}

) exp(:-\'(spo- sp)) + <, (2.36)

2 -
+('3—§0+ Y

<
Y
wobei der Index O die Anfangswerte bei jedem Halbzyklus bezeichnet und
das obere Vorzeichen fiir Zug-, das untere fiir Druckbelastung giiltig ist.
Damit erleichtert sich die experimentelle Bestimmung der Materialparame-
ter erheblich.
Weiterhin 1dBt sich zeigen, daBl sich die Endsteigung im Zugbereich von
der Anfangssteigung bei nachfolgender Druckbelastung um den Wert

( do - do

dsp Zug dsp )Druck =-3v% (2.37)

unterscheidet, wodurch ein zu steiler Anstieg der Spannungsdehnungskurve
bei Belastungsumkehr vermieden werden kann.

Experimentelle Untersuchungen zeigen, daB der asymptotische Wert der
zyklischen Verfestigung auch von der Vorgeschichte abhingt. Dieses Phia-
nomen kann weder mit der kinematischen Verfestigung nach (2.32) noch
mit der isotropen Verfestigung gemaB (2.35) beschrieben werden. Chaboche
filhrt daher eine sogenannte Geddchtnisfliche im inelastischen Dehnungs-
raum ein

*

= -T)- - _3 .2
F -(isi T) (ei C) 50" . (2.38)
Plastisches FlieBen innerhalb dieser Fliche dndert nicht den Gedichtniszu-
stand, der durch die neuen internen Variablen § und p ausgedriickt wird.
Sind dagegen die ,,Geddchtnisbedingung”’

F =0 (2.39)

und die ,,Belastungsbedingung”

Q-

% . éi >0 (2.40)
i

erfiillt, so wachsen sie gem&B

und
= 1/%—(1-11),1-11*,3 n* (2.42)
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an, wobei n und n* die Normaleneinheitstensoren an FlieB- und Gedicht-
nisfliche bezeichnen. Die interne Variable p steuert iiber

Q=2(.L(Qm—Q)é (2.43)

den asymptotischen Wert des FlieBflichenradius. Da p von der zyklischen
Dehnungsschwingweite A, abhédngt, ist es so moglich, das unterschiedli-
che Ver- und Entfestigungsverhalten bei verschiedenenen Schwingweiten
zu modellieren. Beispielsweise ergibt sich bei zyklischer Zug - Druckbela-
stung und n = 0,5 der Wert

o=t | (2.44)
woraus

R, =Q, *(Q -Q,) e "2 (2.45)
folgt.

Wesentlicher Kritikpunkt bei der Verwendung dieser Gedidchtnisfliche ist,
daB sie im inelastischen Dehnungsraum definiert wird. Plastische Dehnun-
gen lassen sich gemdB [2.19] nicht als Zustandsvariablen verwenden. Daher
fiilhrt Pape beispielsweise eine Geddchtnisflache im Spannungsraum ein, die
er als Mikrofliche bezeichnet [2.58].

Es existieren zahlreiche Modifikationen und Erweiterungen der hier vorge-
stellten konstitutiven Gleichungen. So wurden beispielsweise die Evolutions-
gleichungen fiir kinematische und fiir isotrope Verfestigung um Terme er-
weitert, die keine Raten enthalten. Damit ist es moglich, zeitliche Erholung
zu modellieren. Die groBe Vielfalt des Stoffgesetzes von Chaboche fiihrt
dazu, daB sich zahlreiche Parallelititen zu anderen Theorien ergeben. So
ist beispielsweise das plastische 2-Flichenmodell mit einer Gedécht~
nisfliche von Ohno und Kachi [2.59] unter stabilen zyklischen Bedingun-
gen vollstédndig analog zu der plastiéchen Fassung des Stoffgesetzes von
Chaboche [2.51].

In [2.53] werden numerische Ergebnisse fiir AISI 316 L bei 600° C mit ex-
perimentellen Daten verglichen. Dabei wurde der oben erwéahnte modifizierte
Ansatz fiir das viskoplastische Potential verwendet, um den sich pro Deh-
nungsgeschwindigkeitsdekade verringernden Abstand zweier ¢ - ¢ - Kurven
wiedergeben zu konnen. Weiterhin wurden in den Evolutionsgesetzen fiir
isotrope und kinematische Verfestigung Zusatzterme fiir zeitliche Erho-
lung beriicksichtigt. Eine komplexe ProzeBfiihrung bei einaxialem Kriechen
ergibt bei dem untersuchten Zeitintervall nur méBige Abweichungen (Abb.
2.6).
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Abb. 2.6: Kriechdehnungen von AISI 316 L bei 600° C und verschiedenen
Spannungsniveaus aus [2.53]

Da sich jedoch die Endsteigungen jedes Belastungsabschnittes deutlich
unterscheiden, sind bei ldngeren Haltezeiten groBe Unterschiede zu erwar-
ten. Dagegen liegen die zyklischen Sittigungskurven bei ¢ = 1- 1073 71
nahezu deckungsgleich auf den gemessenen (Abb. 2.7).
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Abb. 2.7: Zyklische 6 - ¢ - Kurven von AISI 316 L bei 600° C und ¢ =
11072 s7* aus [2.53]
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Eftis et al. [2.60] vergleichen die Vorhersagen des Modells von Chaboche
mit denen von Bodner-Partom. Sie benutzten das Modell in einer nach
Abdel-Kader et al. modifizierten Version mit geschwindigkeitsabhingiger
FlieBfldche, jedoch ohne Gedachtnisfliche. Das Modell ist in der Lage, die
bei INCONEL 718 und hohen Temperaturen auftretende zyklische Entfesti-
gung wiederzugeben. Es wird jedoch ausdriicklich darauf hingewiesen, daB
der ,,optimale’ Parametersatz zur Beschreibung komplexer Belastungsge-
schichten nur durch trial and error ermittelt werden kann, da sich die
Einfliisse aller Materialfunktionen iiberlagern.

In [2.61] werden Ergebnisse zweier FE-Rechnungen mit dem Progamm
EVPCYCL vorgestellt. Dabei wurden eine gekerbte Probe unter zyklischer
Last mit Haltezeiten und ein diinnes Rohr unter konstanter Last und
zyklischem Temperaturgradienten jeweils aus AISI 316 L untersucht. Um
im zweiten Fall befriedigende Ubereinstimmung mit MeBergebnissen zu
erhalten, muBlite die kinematische Verfestigung verringert werden.
AbschlieBend kann festgehalten werden, daB das Stoffgesetz von Chaboche
wegen seines modulartigen Aufbaus zahlreiche Effekte erfassen kann. Die
Vielzahl seiner Materialparameter ermoglicht es, auch komplexe Belastungs-
geschichten hinreichend genau nachzurechnen. Dieser Vorteil ist jedoch
gleichzeitig ein groBer praktischer Nachteil, da die Bestimmung dieser
Parameter aus einfachen Standardversuchen nur iterativ moglich ist [2.60].
Auch das in [2.61] angegebene Verfahren der nachtrdglichen Korrektur von
Materialparametern bei FE-Rechnungen erscheint fragwiirdig. Der von
Chaboche angegebene Grenziibergang zu elastisch-plastischem Materialver-
halten durch n> o in (2.31) [2.51] - also der Einarbeitung einer Nebenbe-
dingung durch eine Straffunktion - fiihrt zu einem vollig geschwindig-
keitsunabhédngigen Stoffgesetz und nicht zu einem quasistatischen Grenz-
fall. Daher gelingt keine Trennung der Materialfunktionen, die fiir das
quasistatische Verhalten malgebend sind, von denen, die viskose Effekte
modellieren. Auf die aus thermodynamischer Sicht kritische Verwendung
von g als Zustandsvariable in der Ged&dchtnisfldche wurde bereits hinge-
wiesen.

2.1.4 Das Stoffgesetz von Krempl

Das Stoffgesetz von Krempl kann als vereinheitlichte Theorie ohne FlieB3-
und Belastungsbedingung auf der Basis des Uberspannungskonzeptes cha-
rakterisiert werden. Hier sollen zunichst die in [2.62] vorgeschlagenen
konstitutiven Gleichungen behandelt und diskutiert werden. Daran an-
schlieBend wird eine verbesserte Fassung dieses Modells vorgestellt und
auf einige Gemeinsamkeiten mit dem INTERATOM-Modell von Bruhns
[2.63] hingewiesen.
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Ein wichtiger Grundgedanke der Theorie von Krempl ist die Aufteilung der
aktuellen Spannungen ¢ in einen viskosen Anteil, die Uberspannung, und
einen plastischen Anteil, die Gleichgewichtsspannung ¢ (von Krempl mit g
bezeichnet). Die Gleichgewichtsspannung spielt formal die Rolle der kine-
matischen Verfestigung in der klassischen Plastizitdtstheorie. Physikalisch
wird sie von Krempl jedoch anders als diejenige Spannung definiert, die
das Material bei verschwindenden Raten ertragen kann [2.66].

Die inelastische Verzerrungsrate wird allein von der deviatorischen Uber-
spannung abhédngig gemacht

1+ v

(2.46)

m
n
L]
+
M
n
m
+
m
=
— |
>
Qa
]
Qi
-

mit
-— 3 . -]
A—1/§ le' -3l . (2.47)

Die inelastische Verzerrungsgeschwindigkeit weist in Richtung des Uber-
spannungsdeviators, was nach [2.3] durch von Phillips durchgefiihrte
Experimente [2.64] abgesichert ist. Da somit der Uberspannung die zen-
trale Rolle in Krempls Stoffgesetz zukommt, nennt er seine Theorie auch
VBO (viscoplasticity theory based on overstress).

In (2.46) ist k die positive, begrenzte, fallende Viskositdtsfunktion, die die
Geschwindigkeitsabhédngigkeit der Evolutionsgleichungen steuert. Da

k(A=0) # 0 (2.48)

gilt, hat das Modell von Krempl wie andere Uberspannungsmodelle den
prinzipiellen Schwachpunkt, daB der Grenzfall quasistatischer Prozesse
nicht auf plastisches, sondern rein elastisches Materialverhalten fiihrt.
Das steht im Gegensatz zum grundlegenden physikalischen Ansatz des
Uberspannungskonzeptes (s.o.).

Fiir die Gleichgewichtsspannung @ wird in [2.66]

6

GA) T-& - (8- f)% (2.49)

<'D )1/2

(Mw éi . éi (2.50)
angegeben. Darin ist T ein Tensor 4. Stufe, der aus dem Elastizitidtstensor
durch Division mit E hervorgeht. ¢ wird als Formfunktion bezeichnet, da
sie die Gestalt der ¢ - ¢ - Kurven beeinfluSt, und der Spannungstensor f
soll gemdB
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f = E  T¢ (2.51)
die mathematische Modellierung des asymptotischen Verlaufs der ¢ - ¢ -
Kurven ermoglichen. Die Funktion b soll mit

= A

eine geschwindigkeitsunabhdngige asymptotische Losung fiir die Gleichge-
wichtsspannung ergeben. In [2.65] wird fiir den Grenzwert im einaxialen
Zugversuch
5 = (y - 9f b
@-f), =¥ -g0), (),
1

£ (2.53)
angegeben, woraus mit (2.51) und (2.52)

£
- - A -2 _ A __E .
S Etoosoo-Aé. =AETE (2.54)
100 t oo

folgt. Man erkennt, daB A nicht - wie in [2.62, 2.65] und [2.66] behauptet -
gleich der asymptotischen Differenz von @ und f ist, sondern daB dieses
nur in guter Naherung zutrifft.

Die Evolutionsgleichungen von Krempl weisen im Vergleich zu anderen
vereinheitlichten Modellen einige Besonderheiten auf. Die erste besteht
darin, daB keine zeitliche Erholung oder Ausheilung modelliert werden
kann, da entsprechende Terme in (2.48) fehlen. Die zweite, wesentliche
Einschrinkung ist die Annahme rein kinematischer Verfestigung, welches
einer konstanten drag stress g entspricht. Krempl begriindet dieses in
[2.3] mikromechanisch unter Zitierung der Versuche von Gilman [2.10], in
[2.66] dagegen phdnomenologisch: Wird

i =F (%‘?& ) (2.55)

nach der Uberspannung aufgelost
o-5=7g F (), C(2.56)

so wird deutlich, daB bei zyklisch ansteigendem Wert von g der viskose
Anteil der Spannung ebenfalls zunimmt. Bei einigen Materialien (z.B. AISI
304) zeigen jedoch Experimente einen anndhernd konstanten Anteil (s. vor
allem die Untersuchungen von Krempl! und Lu in [2.68]). Deshalb entwik-
kelte Krempl ein zyklisch neutrales Modell, um spidter je nach Material
den EinfluB der Verfestigung auf die viskose oder die plastische Spannungs-
komponente zu beriicksichtigen.
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Ein prinzipieller Einwand kann gegen die uniibliche Verwendung von &
anstelle von éi im Evolutionsgesetz fiir die Gleichgewichtsspannung ge-
macht werden: Zustandsvariable sollten sich nicht aufgrund reversibler
Deformationen #ndern. In [2.65] wird jedoch pragmatisch mit Hilfe nume-
rischer Testrechnungen gezeigt, daB nur durch diesen Ansatz quasi-elasti-
sches Verhalten bei Entlastung zu modellieren ist.

Fiir das VBO-Modell in der hier vorgestellten Fassung gibt es nur wenige
veroffentlichte Vergleiche mit experimentell ermittelten Daten. Fiir den
Stahl AISI 104 wurde die Materialantwort auf sprunghafte Anderungen der
Dehnungsgeschwindigkeit bestimmt und fiir eine Aluminiumlegierung (6061
T6), welche zyklisch neutrales Verhalten zeigt, wurden die Antworten bei
komplexer zweiaxialer ProzeBfiihrung berechnet [2.62].

Bei den erstgenannten Tests fallen die im Vergleich zu Experimenten zu
groBen Uber- und Unterschwinger auf, jedoch nahert sich die berechnete
o - ¢ - Kurve derjenigen bei konstanter Dehnungsrate (Abb. 2.8)
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Abb. 2.8: Spannungsantwort von AISI 104 bei sprunghafter Anderung der
Dehnmungsgeschwindigkeit (0 - a und b - ¢: ¢ = 3,8- 1077 s7},
a-bund c-d:¢=38-10"> s™!), experimentelle Ergebnisse:
Dreieckssymbole, Rechenergebnisse: durchgezogene Linie, Ver-

gleichsrechnung bei ¢ = 3,8+ 107> s~ ! gestrichelte Linie aus [2.62]

Die zyklischen Berechnungen ergeben sowohl bei proportionaler als auch
nichtproportionaler Belastung sehr gute Ubereinstimmungen mit Experi-
menten. Abb. 2.9 zeigt gemessene und berechnete Axial- und Schubspan-
nungen in Abhdngigkeit von Lidngs- bzw. Schubdehnung bei wechselnden
radialen Belastungen.
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Abb. 2.9: Axial- und Schubspannung in Abhédngigkeit von Ldngs- und
Schubdehnung der Aluminiumlegierung 6061 T6 bei Raumtempe-
ratur; zyklische, radiale Belastung mit éu =+7/3-107% s™ ! und
8'12 =+ 1,5 -107° s7 ! aus [2.62]

Die in [2.66] vorgestellten Rechnungen fiir Relaxation und Kurzzeitkrie-

chen bei einer Nickellegierung zeigen jedoch nur mé&Big befriedigende

Ergebnisse. Das ist darauf zuriickzufiihren, daB alle Materialkonstanten

bereits durch Zugversuche festliegen, was meines Erachtens einen groflen

praktischen Nachteil des VBO-Modells darstellt.

Auf besondere numerische Probleme wird weder in [2.62] noch in [2.66]

eingegangen. Krempl verwendet zur Zeitintegration ein DGEAR genanntes

Programmpaket, also wahrscheinlich den nach Gear [2.84] benannten Al-

gorithmus.

In [2.69] wird eine verbesserte, von Nishiguchi entwickelte Version des

Stoffgesetzes von Krempl vorgestellt. Die wesentlichen Modifikationen

betreffen das Evolutionsgesetz fiir die Gleichgewichtsspannung 6 und eine

Erweiterung, um auch zyklische Ver- und Entfestigung erfassen zu kon-

nen. Fiir inelastisch inkompressibles Materialverhalten wird fiir die Ent-

wicklung von &

und fiir die darin auftretende Materialfunktion

) A E - E,
b(A) = Tray = E_E ® (2.58)

angesetzt. Damit wird erreicht, daB A exakt gleich der asymptotischen Dif-
ferenz von ¢ und f ist.
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Um zyklische isotrope Verfestigung beschreiben zu konnen, wird dieser
Grenzwert nicht mehr wie bisher als konstant angesetzt, sondern von der
akkumulierten inelastischen Dehnung abhidngig gemacht

- Z ) .
A—}/3 (B, - B, A) |IeiII . (2.59)

Auch das Evolutionsgesetz fiir f wird gem#&B der Pragerschen Verfesti-
gungsregel modifiziert

E )
—_—t
E-E g (2.60)

too

L
1
wito

und daher als kinematischer Spannungsdeviator bezeichnet.

Besonders bei dieser verbesserten Fassung des VBO-Modells fallen einige
groBe Ahnlichkeiten mit dem INTERATOM-Modell von Bruhns auf (siehe
[2.63]). So ergibt sich bei Verwendung der in [2.62] und [2.69] vorge-
schlagenen Uberspannungsfunktion k(A)

.. o k -
e:se+(1+u)k11/§%(1+%2)3“7—=" (2.61)

mit den Materialkonstanten k , k,, k_ bis auf den Faktor 1/% in der Defi~-
nition der Uberspannung formal vollige Analogie mit dem Modell von
Bruhns, wenn 6 die Rolle der kinematischen Verfestigung E iibernimmt.
Bei einaxialem Zug geht das Evolutionsgesetz der Gleichgewichtsspannung in

- (2 YE lo -f| ¥-E .
s=(§5 g - n e ) & (2.62)
too too
bzw.
5 = 2 EE . (2.63)

o 3 E-E i
too

iilber, was wiederum dem Entwicklungsgesetz fiir § entspricht, wenn man
die Formfunktion ¢ mit dem Tangentenmodul E_ identifiziert und der
zweite Term in der Klammer die Koppelung mit der isotropen Verfesti-
gung (2.59) bewirkt.

Ein grundsidtzlicher Unterschied zwischen beiden Modelle besteht in der
Verwendung einer FlieBfldche bei dem Gesetz von Bruhns und darin, daB
dort die isotrope Verfestigung von der reduzierten inelastischen Arbeit
abhidngig gemacht wird (vgl. dagegen (2.59)).

Von den beiden hier behandelten Versionen des VBO-Modells sind bisher
keine FE-Rechnungen veroffentlicht worden. Die in [2.70] dargestellten
Berechnungen eines dickwandigen Zylinders unter Innendruck und eines
diinnwandigen Kessels aus AISI 316 L verwenden ein &lteres, zusammen
mit Cernocky entwickeltes Gesetz. Bei diesem wird fiir die Gleichge-
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wichtsspannung kein Evolutionsgesetz, sondern eine von der Gesamtdeh-
nung abhdngige Funktion verwendet.

In [2.69] wird ein explizites 1 - Schritt Zeitintegrationsverfahren fiir die
verbesserte Fassung des Stoffgesetzes von Krempl vorgestellt, welches
auf der modifizierten Eulerregel aufbaut. Da lediglich Ergebnisse homo-
gener FE-Rechnungen demonstriert werden, eignet sich auch diese Verosf-
fentlichung nicht zur Einschdtzung der Leistungsféahigkeit des VBO-Mo-
dells bei komplexen Spannungszustédnden.

AbschlieBend kann festgehalten werden, daB bei dem Stoffgesetz von
Krempl versucht wurde, zwischen geschwindigkeitsabhéngigen und ge-
schwindigkeitsunabhéangigen Effekten zu trennen, was zundchst zu der
Entwicklung eines zyklisch neutralen Modells gefiihrt hat. Diese Trennung
konnte jedoch nicht durchgehend beibehalten werden, was bei den Gleich-
gewichtsspannungen 6 zum Ausdruck kommt, die nur im Grenzwert raten-
unabhéngig sind (siehe (2.48) und (2.54)). In einer verbesserten Fassung
wurde vor allem die Modellierung isotroper Verfestigung ermdglicht.
Jedoch bleibt der Nachteil bestehen, daB zur Beschreibung des Kriech-
und Relaxationsverhaltens keine freien Materialparameter mehr vorhanden
sind. Bei komplexen zweiaxialen Prozessen ohne zyklische Verfestigung
hat sich das VBO-Modell dagegen gut bewéhrt.

2.6 Das Stoffgesetz von Bruhns

Das von Bruhns et al. entwickelte Stoffgesetz ist auch unter dem Namen
INTERATOM~-Modell bekannt. Dieses Materialmodell sollte in der Lage
sein, bei moglichst einfacher Struktur komplexes zeitabhéngiges und
zeitunabhéngiges Werkstoffverhalten zu beschreiben. Speziell sollten die
Eigenschaften austenitischer Stdhle bei hohen Temperaturen und wech-
selnder Belastung modelliert werden.

Dazu wird angenommen, daB geschwindigkeitsabhdngige, irreversible De-
formationen erst oberhalb einer Grenzspannung auftreten [2.71]. Weiterhin
wird vorausgesetzt, daB fiir den Grenzfall quasistatischer ProzefBfiihrung
das Materialverhalten durch ein elastisch-plastisches Gesetz dargestellt
werden kann. Dementsprechend werden die aktuellen Spannungen ¢ in ei-
nen statischen (athermischen) Anteil & und einen viskosen (thermisch
aktivierten) Anteil G zerlegt [2.72]

c=06+36 . (2.64)

Die statischen Spannungen & kodnnen als Gleichgewichtsspannungen aufge-
faBt werden und miissen bei inelastischen Prozessen der FlieBbedingung
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des zugrundeliegenden elastisch-plastischen Basismodells geniigen. Zur
Beschreibung der isotropen und kinematischen Werkstoffverfestigung
werden eine skalare und eine tensorielle interne Variable eingefiihrt, fiir
deren Entwicklungsgleichungen zundchst allgemein

é:ci(o, T:iq,) % -C,(e, T;q) e , (2.65)
= Di(o, T; q, ). éi - Dz(o,T; qi) -8 (2.66)

angesetzt wird (vgl. Kap. 2.1 (2.10)).
Fiir die FlieBbedingung ergibt sich damit

F=f(d-8 -glx, T) = (2.67)

bzw.

11
"

f(o-E) -glx, T) 20 (2.68)

und bei Verwendung des liberspannungskonzeptes von Perzyna liBt sich
so die Verzerrungsrate zu

.. . 1 Af 1
g=¢_ +8& =8 + 5«0(/F-7g, T)» 54 i (2.69)
ausdriicken.
Setzt man in der FlieBbedingung speziell
f=(s" -E)-(a" - E) (2.70)
. . of of
an und fordert, dal die Ableitungen 3¢ und 35 gleiche Richtungen haben,

so ergibt sich fiir den Normaleneinheitstensor an die FlieBfldche
ns gy s S cE s ey - —§— (2.71)
Die inelastische Verzerrungsrate kann daher als
=Q(A, T)n (2.72)
mit
=/f-4g (2.73)

als verallgemeinerte Uberspannung ausgedriickt werden.
Vereinfacht man die Evolutionsgleichungen fiir die internen Variablen
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durch Vernachldssigung der Erholungsterme und setzt speziell

¢

clx, T) 1, (2.74)

(]
Qi

D, -, (2.75)

so ergibt sich bei Verwendung eines hypoelastischen Werkstoffgesetzes
das System der konstitutiven Gleichungen zu

8= e (6 - 720 Sp(&)1) + «®(A, Th»n , (2.76)
E=clx, T &, 2.77)
= (8 -F) - & . (2.78)

Die interne Variable x 1dBt sich somit als inelastische Arbeit der redu-
zierten statischen Spannungen 6 auffassen und steuert iiber g(x, T) die
isotrope Verfestigung. Die kinematische Verfestigungsrate hat die Rich-
tung des inelastischen Dehnungsinkrementes, jedoch unterscheidet sich
(2.77) vom klassischen Pragerschen Ansatz durch die Verwendung einer
Materialfunktion c(x, T) anstelle einer Konstanten. Damit ist eine direkte
Kopplung zwischen isotroper und kinematischer Verfestigung mdglich.

Um die Materialfunktionen g(x, T) und c(x, T) zu ermitteln, wird vom
einaxialen isothermen, quasistatischen Prozefl ausgegangen. Das Basismo-
dell liefert dann bei plastischen Prozessen den Zusammenhang

. . 2E -1,
c=E () e=E {1l + ————- t , (2.79)
t { 3(c+;—%§)}

wobei Et den Tangentenmodul bezeichnet.
Wird also nach Vorgabe der Funktion g(x, T)

c(x, T) = Cy ~ 17%% + wix, T) (2.80)

gesetzt, so kann w als Abweichung vom Grenzfall linearer Verfestigung

-1,
2E 17 (2.8

l?vc0

6=E {1+

aufgefaBt werden. Da man experimentell einen Ubergang von zunichst
rein isotroper zu rein linear-kinematischer Verfestigung feststellt [2.73],
muB w fiir groBe Werte von x verschwinden. Ein Koeffizientenvergleich in
(2.79) liefert
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- 2 EE; _
wix, T) = 3 E_Et c, o (2.82)

und durch Betrachtung des Grenzfalles ergibt sich

-2 EE¢n
% “3E-E__ - (2.83)
too
In [2.84] werden einige geeignete Ansitze fiir g(x, T) aufgefiihrt, welche

den Bedingungen

glx = 0) = g,> 0, (2.84)
98 5 0 (2.85)
ox ’ ’
lim g(x) =g <o (2.86)
x > 00 @

geniigen. Die Fdhigkeit der prdzisen Modellierung des komplexen Verfesti-
gungsverhaltens austenitischer Stdhle durch die Kopplung der Evolutions-
gleichungen (2.77) und (2.78) sowie mit Hilfe der Beziehungen in (2.80),
(2.82) und (2.83) ist als eine wesentliche Stirke des INTERATOM-Modells
anzusehen. Um dariiberhinaus auch Prozesse mit verdnderlicher Bela-
stungsrichtung (also z.B. zyklische Prozesse) darstellen zu konnen, wird
w nicht direkt von %, sondern iiber

b4
alx) = p. f 1/%— dx + q (2.87)
xini

von der sog. Strukturgedidchtnisfunktion abhdngig gemacht
w=wl(a(x), T). (2.88)

In (2.87) bezeichnet Xini den Anfangswert von x zu Beginn jedes inelasti-
schen Belastungspfades und wird jeweils neu belegt (updating). Auch die
Parameter P, und q; bleiben widhrend des i - ten inelastischen Prozesses
konstant und &ndern sich zu Beginn des (i + 1) - ten gemiB

pi+l=min{bi;%(sign(f3) V1Bl +3} . (2.89)

., = 12— A(xin,i+1) {sign(B) YIBl + 1} . (2.90)

Dabei ist B gemdB
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B=n-'n (2.91)

definiert und ldB8t sich als Cosinus des ,,Winkels'’ zwischen den Normalen-
tensoren interpretieren. Nur mit Hilfe solch eines updating-Verfahrens ist
es moglich, fiir ein System konstitutiver Gleichungen gemiafl (2.76)-(2.78)
einen weichen Ubergang der ¢ - ¢ - Kurve bei Belastungsumkehr zu mo-
dellieren.

Fiir die Uberspannungsfunktion ®(A, t), welche die Zunahme der Span-
nung bei Erh6hung der ProzeBgeschwindigkeit bestimmt, wird

A A cs(T)
O, T) =2 y(T) g (“W) (2.92)

angegeben. Darin bezeichnet y(T) in Erweiterung des Ansatzes von Perzyna
die von der Temperatur abhédngige Viskositdtsfunktion.

Fiir den Stahl 1.4948 (vergleichbar mit AISI 304) wurden die Material-
funktionen fiir einen Temperaturbereich von 20° C bis 550° C ermittelt und
die Uberspannungsfunktion fiir Dehnungsgeschwindigkeiten von 1- 107¢ s~ 1
bis 1- 107! s™! angepaBt. Genauere Angaben iiber die Materialfunktionen
sowie eine Liste der verwendeten Materialparameter finden sich in [2.76].
In [2.71] werden die Ergebnisse monotoner dehnungsgesteuerter Zugpro-
zesse dargestellt, und auf die auch experimentell zu beobachtende Abnah-
me der Dehnungsratenabhingigkeit bei etwa 350° C hingewiesen (Abb. 2.10).
Diese Rechenergebnisse sind jedoch keine wirklichen Tests der Leistungs-
fahigkeit dieses Modells, da die Materialfunktionen anhand der entspre-
chenden experimentellen Daten ermittelt wurden.
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Abb. 2.10: Monotone ¢ - £ - Kurven von 1.4948 bei unterschiedlichen
Dehnungsgeschwindigkeiten und T = 350° C (oben) und T =
550° C (unten), Rechenergebnisse aus [2.71]

Die ebenfalls dargestellten zyklischen ¢ - & - Kurven bei 550° C (Abb.
2.11) weisen recht gute Ubereinstimmung mit den von Corum und Pugh
bei 537° C und 593° C gemessenen Kurven auf [2.74] (s. Abb. 2.12).

06 €/ -08 08 €f/)

Abb. 2.11: Zyklische ¢ - ¢ - Kurven von 1.4948 bei T = 550° C und £
1-1073% s Rechenergebnisse aus [2.71]
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Abb. 2.12: Zyklische o - ¢ - Kurven von AISI 304 bei T = 537° C (links)
und T = 593° C (rechts), ¢ = + 8,33+ 10”°> s~!, experimentelle
Ergebnisse aus [2.74]

Auch ein komplexer nichtradialer Zug-Torsionstest zeigt sehr gute Uber-
einstimmung mit dem Experiment, was hier wesentlich durch die Struk-
turgeddchtnisfunktion (2.87) bewirkt wird. Lediglich die t - ¥ - Kurve
weist insbesondere zu Beginn jedes Belastungszyklusses erw#dhnenswerte
Abweichungen gegeniiber den gemessenen Werten auf: Die Uberginge sind
trotz des updating-Verfahrens nicht weich genug.

In [2.75] werden die Ergebnisse einiger komplexer einaxialer Prozesse mit
Haltezeiten dargestellt, die anldBlich eines benchmark-Tests des CEC Fast
Reactor Coordinating Committee durchgefiihrt wurden. Dazu sollte das
Verhalten von AISI 316 bei 400° C berechnet werden, wenn dehnungsge-
steuert bis 0,3% bzw. 1% belastet wird und anschlieBend lastgesteuerte
Zyklen mit Haltezeiten gefahren werden. Bei der hoheren Anfangsdehnung
ist die Ubereinstimmung auch beim 50 - ten Zyklus als sehr gut, bei der
kleineren Dehnung noch als befriedigend zu bezeichnen. Ein weiterer
Versuch, bei dem dehnungsgesteuert bis zu einer bestimmten Spannung
belastet wurde und anschlieBend zyklische Kriechdehnungen und Bela-
stungsphasen vorgegeben waren, zeigt jedoch die Grenzen dieses Material-
modells. Ohne eine erneute Anpassung der Materialfunktionen stimmten
Versuch und Rechnung quantitativ nicht mehr iiberein. Es soll darauf
hingewiesen werden, daB die Rechnungen fiir AISI 316 unter Verwendung
eines Erholungsterms im Evolutionsgesetz fiir die kinematische Verfesti-
gung erfolgen (siehe (2.65))
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E=clx, TV & -dx, T) E . (2.92)

Zusammenfassend kann festgehalten werden, daB das INTERATOM-Modell
in der Lage ist, auch komplexe Belastungsprozesse recht gut wiederzuge-
ben. Seine Schwidche liegt in der unbefriedigenden Modellierung von Pro-
zessen mit Haltezeiten. In [2.77] sind fiir den Stahl 1.4948 Kriechdehnun-
gen Uber einen Zeitraum von 2000h bei 550° C und bei verschiedenen
Spannungen aufgetragen. Am Ende dieses Zeitraumes belaufen sich die
Abweichungen gegeniiber Versuchsergebnissen auf etwa 50% und wiirden
mit wachsender Zeit noch weiter zunehmen, da die stationdre Kriechdeh-
nungsrate viel zu gering berechnet wird.

Der Grund fiir dieses Verhalten 1dBt sich an Hand der konstitutiven Glei-
chungen fiir den einaxialen Fall angeben. Dann geht das System (2.76) -
(2.77) in

é=%+‘|/'§— «D» , (2.93)

E=c }/3 «®>» , (2.94)

Xe
1}
©

(2.95)

iber.
Fiir Kriechprozesse folgt aus

sofort

_—ry
g = ]/3 «®» (2.97)
Man erkennt, daB bei vorgegebener Funktion ® (A) der Kriechdehnungsver-

lauf £(t) eindeutig festliegt. Zu Beginn des Kriechprozesses hat die Liber-
spannung

A=1/%6_]/% E-vg (2.98)
und damit @ einen relativ groBen Wert. Dieser baut sich gemaB

- 25 Log

A-/so o(c+55a) (2.99)

bei Kriechprozessen rapide ab und bleibt dann n#herungsweise konstant.
Bei kleinen Werten von A und © dndern sich auch die internen Variablen £
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und x nur gering, wodurch ndherungsweise stationdres Verhalten erreicht
wird. Daher zeigt das INTERATOM-Modell anfédnglich eine viel zu groBe,
wenig spdter eine deutlich zu kleine Kriechdehnungsrate.

Die Uliberspannungsfunktion, die dieses Verhalten hervorruft, ist allein aus
Zugversuchen bestimmt worden. In der hier vorgestellten Version verblei-
ben keine Freiwerte zur Verbesserung des Kriechverhaltens. Es ist daher
naheliegend, durch Einfiihrung zusétzlicher Terme in das Differentialglei-
chungssystem (2.76)-(2.78) die Wiedergabe von Kriechprozessen zu ver-
bessern. Dazu wird neben der bereits erwédhnten Verwendung eines Erho-
lungsterms fiir £ (2.92) die Uberspannungsfunktion noch zusitzlich von A
abhéngig gemacht [2.78]

. -1 .
®(A, A, T) =5 {(® - @) tanh(ah) + ® + 0}, (2.100)

wobei @, und @, jeweils von A und T abhéngen. Wird darin a geeignet
gewdhlt, so ilberwiegt bei positivem A die Funktion <I> , bei negativem A
die Funktion (D2 Damit ist eine Trennung von Kriech- und Belastungspro-
zessen moglich und (I)z kann speziell zur Modellierung von Kriechversu-
chen herangezogen werden.

Eine Schwierigkeit des Ansatzes (2.100) besteht darin, daB A durch das
System (2.76) - (2.78) implizit von den Raten der ZustandsgroBen abhéngig
wird und damit nur iterativ zu losen ist. Der damit verbundene Anstieg
der Rechenzeit kann bei FE-Rechnungen moglicherweise zu Problemen
fiihren.

In [2.79] sind die Ergebnisse von Kriechrechnungen fiir den Stahl 1.4948
bei 550° C bei Verwendung des Ansatzes (2.100) dargestellt. In dem unter-
suchten Zeitintervall von 5000 h ergibt sich eine deutliche Verbesserung
des Kriechverhaltens gegeniiber dem urspriinglichen Modell [2.77].

In [2.76] wird darauf hingewiesen, daB das INTERATOM-Modell in die
kommerziellen FE-Programmen LUNTUS, ADINA und ABAQUS implemen-
tiert wurde. Dabei traten numerische Schwierigkeiten nur bei sehr langsa-
mer ProzeBfilhrung (¢ « 1:107% s™') auf. Ergebnisse einer FE-Rechnung
werden in [2.71] gezeigt: Ein dickwandiges Rohr aus AISI 304 wird durch
Innendruck belastet, die Last anschlieBend konstant gehalten und wieder
zuriickgenommen. Auffallend sind die fiir das verwendete Material typi-
schen groBen Kriechdehnungen sowie die hohen Restspannungen nach
Entlastung. Pitzer vergleicht in [2.80] drei unterschiedliche FE-Formulie-
rungen miteinander und benutzt als Werkstoffgesetz das INTERATOM-
Modell. Als Beispiele werden Rechenergebnisse der Spannungs- und Ver-
schiebungsfelder eines dickwandigen Rohres und einer dickwandigen Kugel
unter Innendruck sowie einiger Scheibenprobleme einander gegeniiberge-
stellt. Pitzer geht auch ausfiihrlich auf die Probleme der numerischen
Integration dieses mathematisch steifen Differentialgleichungssystems ein.
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Er kommt zu dem Ergebnis, daB bei den von ihm untersuchten impliziten
Integrationsverfahren die Trapezformel, bei den expliziten Verfahren der
Algorithmus von Fehlberg am giinstigsten ist. Abgesehen von dem Pro-
blem der mathematischen Steifheit, welches bei allen visko~plastischen
Stoffgesetzen zu beachten ist, wird von keinen besonderen Problemen bei
der Implementierung berichtet. Es ist jedoch zu beachten, daB alle hier
aufgefiihrten FE-Rechnungen die Uberspannungsfunktion gemiB (2.92)
verwenden. Auf die moglicherweise entstehenden Schwierigkeiten beim
Gebrauch der verbesserten Funktion (2.100) wurde bereits hingewiesen.
Neben der hier vorgestellten Fassung des INTERATOM-Modells existiert
noch ein sogenanntes Langzeitmodell mit einem verallgemeinerten Norton-
schen Kriechgesetz als zusétzlicher Dehnungsrate [2.81]. In [2.82] wird
das Stoffgesetz von Bruhns auf endliche Deformationen erweitert.
AbschlieBend sollen die Vor- und Nachteile des INTERATOM-Modells zu-
sammengefaBt dargestellt werden. Trotz seines vergleichsweise einfachen
strukturellen Aufbaus ist dieses Werkstoffmodell in der Lage, das Verfesti-
gungsverhalten austenitischer Stdhle auch bei komplexer Belastung prézise
zu beschreiben. Die dazu notigen Materialfunktionen g(x, T) und c(x, T)
lassen sich in relativ einfacher Weise aus einaxialen Versuchen ermitteln.
Auch die Geschwindigkeits- und Temperaturabhéangigkeit der ¢ - ¢ - Kurven
kann gut modelliert werden.

Diesen Vorteilen bei der Beschreibung von Belastungsprozessen stehen
Schwidchen in der Darstellung des Kriechverhaltens gegeniiber. Die dem
Modell zugrundeliegende Forderung nach einfacher Struktur zur leichten
Identifikation von Materialfunktionen fiihrt dazu, daB die Uberspannungs-
funktion ® sowohl die Dehnungsratenabhéngigkeit als auch das Kriechver-
halten erfassen muB. Dieses ist jedoch wegen der vGllig unterschiedlichen
Deformationsgeschwindigkeiten bei Belastungs- und Kriechprozessen nicht
moglich. Die konsequente Erweiterung des Modells gemdB (2.92) und
(2.100) fiihrt zwar zu deutlichen Verbesserungen, aber gleichzeitig zu
Schwierigkeiten bei der Bestimmung der Materialfunktionen, da diese sich
nunmehr gegenseitig beeinflussen.

Ein weiterer Nachteil, den grundsdtzlich alle viskoplastischen Stoffgesetze
vom Perzyna-Typ aufweisen, besteht darin, daB der geforderte Grenziiber-
gang bei quasistatischer ProzeBfiihrung nicht durchfiihrbar ist. Darauf
wurde bereits bei der Kritik des Materialgesetzes von Chaboche hingewie-
sen, doch soll hier noch ndher darauf eingegangen werden. Bei quasistati~-
schen Prozessen sollen die viskosen Spannungen 6 und mit (2.68) und
(2.73) daher auch die Uberspannung A verschwinden. Mit

©®(A=0)=0 (2.101)

entsprechend Gleichung (2.92) bzw. den in [2.13] (s. Kap. 2.1) vorgeschla-
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genen Ansidtzen ergibt sich aus (2.76) in Verbindung mit den Evolutions-
gesetzen (2.77) und (2.78) rein elastisches Materialverhalten:

B=d_ (2.102)
E=0 |, (2.103)
=0 . (2.104)

Damit konnen auch die Materialfunktionen ¢ und g nicht aus quasistati-
schen Experimenten ermittelt werden. Ihre Ubernahme aus solchen Versu-
chen laBt sich vom theoretischen Standpunkt nur durch eine n&herungs-
weise Betrachtung, vom praktischen Standpunkt durch erfolgreiche Be-
schreibung des Verfestigungsverhaltens motivieren.

2.1.6 Zusammenfassende Beurteilung und Mdoglichkeit zur Verbesserung

Zusammenfassend lassen sich die hier vorgestellten viskoplastischen
Stoffgesetze folgendermaBen beurteilen: Widhrend die Modelle von Hart
und Miller bereits Schwierigkeiten haben, einfache Standardprozesse be-
friedigend darzustellen, sind die Materialmodelle von Chaboche, Krempl
und Bruhns in der Lage, das Verfestigungsverhalten austenitischer St3hle
recht gut zu beschreiben. Thre Schwiche liegt mehr in der Modellierung
von Prozessen mit Haltezeiten. Der Grund dafiir besteht bei dem Stoffge-
setz von Krempl und der urspriinglichen Fassung des INTERATOM-Mo-
dells darin, daB die Materialfunktionen allein mit Belastungsprozessen
vollstindig bestimmt sind. Beim Modell von Chaboche und der verbesser-
ten Version desjenigen von Bruhns ist die Ursache wohl eher in der
Schwierigkeit zu finden, zahlreiche sich gegenseitig beeinflussende Material-
funktionen genau genug zu bestimmen. Auch im Hinblick auf das nume-
rische Verhalten schneiden die Materialmodelle von Hart und Miller deut-
lich schlechter ab: Beim Modell von Hart bereitet die Polstelle an der visko-
plastischen Grenze, bei dem von Miller die neg. Dehnungsratenabhéngig-
keit auBerordentliche Schwierigkeiten.

Die hier vorgestellten Stoffgesetze sollen einerseits geschwindigkeitsab-
héngige Effekte wie die Abhidngigkeit der Spannung von der Dehnungsge-
schwindigkeit, Kriechen und Relaxation moglichst quantitativ erfassen,
andererseits aber auch solche Effekte wie Verfestigung und Erreichen ei-
ner Grenzkurve bei zyklischen Belastungen beschreiben, welche bereits bei
quasistatischer ProzeBfiihrung auftreten. Keines der untersuchten Modelle
ist in der Lage, alle diese Phdanomene fiir technische Anwendungen genau
genug darzustellen.
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Die entscheidende Ursache dafiir besteht m.E. darin, daB sie entweder zu
einfach aufgebaut sind, um diese zahlreichen Effekte zu modellieren, oder
so kompliziert sind, daB die Identifikation der Materialfunktionen miB~
lingt. Es ist daher sinnvoll, ein viskoplastisches Materialgesetz so zu
formulieren, daB zumindest Gruppen von Funktionen ganz bestimmten
Phédnomenen zugeordnet sind, um damit ihre experimentelle Ermittlung
weitgehend unabhéngig voneinander durchfiihren zu konnen.

Hier wird versucht, die geschwindigkeitsunabhéngigen Phédnomene von den
geschwindigkeitsabhdngigen zu separieren. Der praktische Grund fiir diese
Trennung besteht darin, daB es bereits eine Vielzahl von bewidhrten ela-
stisch-plastischen Materialgesetzen gibt, die den oben genannten An-
forderungen gerecht werden und deren Materialfunktionen sich aus einfa-
chen Standardversuchen ermitteln lassen. Um dariiberhinaus auch die
erwihnten geschwindigkeitsabhidngigen Effekte erfassen zu konnen, brau-
chen dann lediglich die neu hinzugetretenen Materialfunktionen bestimmt
zu werden.

Als elastisch-plastisches Basismodell soll hier die plastische Fassung des
INTERATOM-Modells [2.73] verwendet werden, da dieses Gesetz in der
Lage ist, mit wenigen Materialfunktionen das Verfestigungsverhalten von
austenitischem Stahl prazise zu beschreiben. Die Ermittlung der entschei-
denden Verfestigungsfunktionen kann mit Hilfe einfacher zyklischer Ver-
suche erfolgen und bereitet daher keine Schwierigkeiten. Um zu der Tren-
nung von geschwindigkeitsunabhdngigen von geschwindigkeitsabhéngigen
Effekten zu gelangen, ist es insbesondere erforderlich, das viskoplastische
Stoffgesetz so zu formulieren, daB der Grenziibergang zum plastischen
Basismodell durchfiihrbar ist. Dies gelingt mit dem auf den folgenden
Seiten vorgestellten Konzept, wobei grundsidtzlich jedes klassische plasti-
sche Stoffgesetz mit FlieBfldache als Basismodell Verwendung finden kann.
Das Konzept erlaubt die Anwendung einer Anpassungsstrategie zur Er-
mittlung der Materialfunktionen, wobei insbesondere die viskosen Funk-
tionen allgemeingiiltig, d.h. unabhéngig vom speziell gewdhlten plastischen
Basismodell bestimmt werden konnen.
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2.2 Konstitutive Gleichungen auf Basis eines neuen viskoplastischen Kon-
zeptes

2.2.1 Voraussetzungen und Annahmen

Es soll ein elastisch-viskoplastisches Stoffgesetz entwickelt werden, wel-
ches sich fiir die Beschreibung des Verhaltens austenitischer Stdhle .in ei-
nem groBen Temperaturbereich eignet. Dabei werden die folgenden Annah-
men und Voraussetzungen getroffen:

Bis zu einer bestimmten Grenze, der FlieBgrenze, verhdlt sich das Material
rein elastisch, ab dieser Grenze zeigt das Materialverhalten eine Abhingig-
keit sowohl von der Belastungsgeschichte als auch von der ProzeBge-
schwindigkeit. Diese Arbeit beschrénkt sich auf isotherme Prozesse, mo-
derate Dehnungsgeschwindigkeiten und zunidchst auf kleine Forménderungen.
Das Material ist abgesehen von der durch inelastische Deformationen in-
duzierten Richtungsabhédngigkeit isotrop und kann als inelastisch inkom-
pressibel angesehen werden. Phasenumwandlungen und Materialscha-
digung werden nicht beriicksichtigt, woraus folgt, daB bei Kriechprozessen
lediglich der primédre und sekundédre Bereich modelliert werden kénnen.
Weiterhin wird die Existenz eines Gleichgewichtszustandes angenommen,
welchen das Material bei quasistatischer Prozeffilhrung annimmt.

2.2.2 Evolutionsgesetze flir Dehnungen und interne Variable

Um zu einer Trennung von plastischen und viskosen Effekten und damit
zu einem systematischen Verfahren zur Bestimmung der Materialfunktio~
nen zu gelangen, wird ein von Pitzer [2.85] vorgeschlagenes Konzept auf-
gegriffen. Seine grundlegende Idee besteht in einer additiven Aufspaltung
der inelastischen Dehnungsgeschwindigkeit éi in zwei Anteile

E = ¢ +éi=ée+ép+év. (2.105)
Bei quasistatischer Prozeffiihrung soll die Dehnungsrate év verschwinden
und ép in die geschwindigkeitsunabhédngige plastische Dehnungsrate iiber-
gehen. Damit ist das Modell nicht mehr als unified im strengen Sinn zu
bezeichnen, jedoch ist anders der angestrebte Grenziibergang nicht zu ver-
wirklichen.

Wie beim INTERATOM-Modell wird die real anliegende Spannung ¢ in ei-
nen athermischen Gleichgewichtsanteil 6 und eine thermisch aktivierte
Uberspannung & zerlegt [2.72]

c=6+d . (2.64)
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Fiir die elastische Dehnungsrate soll ein hypoelastisches Gesetz verwendet
werden, wihrend fiir € der Ansatz der klasssischen Plastizitédtstheorie
und fiir év das liberspannungsmodell von Perzyna giiltig sein sollen

t=5g(8-1d5 SP(@)1)+dn+ «OW»n - . (2.106)
Fiir die Evolution der internen Vari:ﬁ:len E, x und A, welche die Verfesti-
gung aufgrund der Belastungsgeschichte beschreiben, werden die Differen-
tialgleichungen des plastischen Basismodells iibernommen [2.73]

E= clx) &, _ (2.77)
P

%= (3-E) &, (2.78)

A=p -ggil % . (2.107)

Sie unterscheiden sich von denen des viskoplastischen INTERATOM-Mo-
dells dadurch, daB hier die Verfestigung nur von der geschwindigkeitsun-
abhdngigen Komponente der Dehnungsrate abhédngig gemacht wird.

Als FlieBbedingung wird wie iiblich eine verallgemeinerte FlieBbedingung
nach v. Mises gewdhlt

F=Ff(3-E) -g(x) =(c -E):-(6 -E) -g(x) =0, (2.108)
womit sich die verallgemeinerte deviatorische Uiberspannung gemiB
A=/F-/g = llo-El-¢g (2.109)

und die in (2.106) auftretende Nebenbedingung durch

«X» =

X, wenn A 2 0
(2.110)

0, sonst

ausdriicken lassen.

An dieser Stelle soll besonders darauf hingewiesen werden, daB eine die
Belastungsbedingung enthaltende Nebenbedingung nicht - wie in der Plasti-
zitdtstheorie iiblich und auch von Pitzer angesetzt - an den gesamten
Term A n gekniipft ist. Diese etwas ungewohnte Formulierung héngt mit
der Forderung nach Eindeutigkeit zusammen, auf die im Kap. 2.2.5 einge-
gangen wird und die nur durch diesen Ansatz zu erreichen ist. Ein weiter-
er, hieraus resultierender Unterschied zu dem von Pitzer vorgeschlagenen
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Modell besteht darin, daB in (2.106) die Richtungen der beiden inelasti-
schen Dehnungsraten

af " ()f "_1 o -

n= 35 013g = T (2.111)
zusammenfallen, wihrend in [2.85]
. . 5o of pof 1 8 -E
8P n= PY:] " 00 " = ’/—E ' (2.112)
gilt.
Den Proportionalitdtsfaktor A erhdlt man - wie liblich - aus der Konsi-
stenzbedingung
F=0=2(3-8-&-8-%% (2.113)
zu
3-n g-n
A= = , (2.114)
c+ L 98 K
2 Oxn

womit die Bedingung, daB 6 bei inelastischen Prozessen immer die FlieB3-
bedingung erfiillen muB}, in (2.106) eingearbeitet ist.

2.2.3 Evolutionsgesetz fiir die Gleichgewichtsspannungen

Da die FlieBbedingung (2.108) und iiber sie auch A sowie die Inkremente
der internen Variablen (2.77, 2.78) und (2.107) von der Gleichgewichtsspan-
nung © abhidngen, muB fiir sie noch eine zusadtzliche Beziehung angegeben
werden.

Zundchst wurde - analog zum viskoplastischen INTERATOM-Modell -

n=ﬂH—"=ﬁ=Wg%—§'_E—n 2.71)

angesetzt, welches sich als Richtungsgleichheit der reduzierten Deviator-
sparinungen deuten laBt.

Dieser Ansatz ist jedoch nicht hinreichend: Lost man (2.71) nach &' auf
und differenziert substantiell nach der Zeit, so ergibt sich nach Zwi-
schenrechnung und Umsortierung

Ql.

(

"Ef n'(f"an , (2.115)

G - E]

was sich durch skalare Multiplikation mit n als Identitdt herausstellt. In
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den Z&hlern von (2.115) stehen jeweils die Tangentialkomponenten der
Spannungsinkremente &' und &', der Nenner entspricht den vom FlieBflachen-
ursprung aus gemessenen Abstédnden zu den Deviatorspannungen. Damit 148t
sich (2.115) und dementsprechend (2.71) so interpretieren, daB3 sich 6’ mit der
gleichen ,,Winkelgeschwindigkeit” wie ¢' um den Punkt E dreht, ohne daB
iiber die Normalkomponente von &' eine Aussage gemacht wird. Gerade
diese Komponente wird aber gemidB (2.114) in den Evolutionsgleichungen
verwendet, woraus ersichtlich ist, daB (2.71) hier allein nicht geniigt. Beim
viskoplastischen INTERATOM-Modell wird die Kenntnis von G- n nicht
bendtigt, weshalb dort diese Schwierigkeit nicht auftritt.

Pitzer schligt in [2.85] ein Evolutionsgesetz der Form

3 =<Aé +B(g -3)> | (2.116)

vor, worin A und B zwei noch zu prazisierende Materialfunktionen sind.
Dabei bedeuten die eckigen Klammern die Nebenbedingung

<X> =

x, wenn F(G) = O und n*6 > 0
(2.117)

0, sonst ,
also die Erfiillung der FlieBbedingung durch die Gleichgewichtsspannung 6
und der Belastungsbedingung durch die aktuelle Spannung ¢. Der zweite
Term in (2.116) bewirkt eine Anndherung der Spannungen ¢' und 6' und ist

erforderlich, um Kriechprozesse realistisch beschreiben zu kdnnen:
Ohne ihn folgt aus

=0 (2.118)

auch

Qi-
n

o, (2.119)

woraus sich eine konstante Uberspannung (vgl. (2.129) und (2.130) in Ver-
bindung mit (2.114)) und mit (2.106) eine von Beginn des Kriechprozesses
an konstante Dehnungsrate

g =0(A) n (2.120)
ergibt.

Jedoch bereitet die in n+ 6 formulierte Nebenbedingung (2.117) Schwierig-
keiten: Sie fiihrt dazu, daB



- 43 -

6'n=L1<A> {é-n—<%(o'—6')-n>—«¢»} (2.121)
2G K
fiir
0<én-«d» < <B(a-5)n> (2.122)

nicht definiert ist.

Daher wird (2.116) so modifiziert, daB die Nebenbedingung (2.117) auch bei
dehnungsgesteuerten Prozessen eindeutig wird und dariiberhinaus die Be-
ziehung (2.71) giiltig ist. Dazu wird g' in Normal- und Tangentialkompo-
nenten zerlegt

g =6-+nn +(6-36-nn) , (2.123)

fiir die Normalkomponente der Ansatz (2.116) mit gednderten Nebenbedin-
gungen und fiir die Tangentialkomponente das Ergebnis von (2.115) einge-

setzt.
Daraus ergibt sich als Evolutionsgesetz fiir die Gleichgewichtsspannung

' =<Ad -n>n+ «B(d' -8 )» + ‘Mg-—:%‘“‘(é'-é'-nn)

(2.124)
mit der Anfangsbedingung
6 (A=0) =0 . (2.125)
Die Projektion 6+ n nimmt dann die Form
6-n = N 1 y\ {é'n-«—BK(O'-a')'n» -«(I)»} (2.126)
é-a + < 'I—<>
an (vgl. (2.121)), womit die Nebenbedingung (2.117) wegen
2G *<%> >0 (2.127)

auch bei dehnungsgesteuerten Prozessen immer eindeutige Losungen be-
sitzt. Gl. (2.124) kann iiber (2.114) in das Stoffgesetz (2.106, 2.77, 2.78,
2.107) eingearbeitet werden und stellt daher keine zusidtzliche Differential-
gleichung dar. Bei Kenntnis von ¢ und der internen Variablen §, x und a
148t sich die Uberspannung stets mit Hilfe von (2.64) und (2.71) berechnen
und braucht nicht durch Integration von (2.124) bestimmt zu werden, was
einen groBen Vorteil im Hinblick auf numerische Anwendungen darstellt.
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Es soll noch erwdhnt werden, daB urspriinglich beabsichtigt war, den
Erholungsterm B(¢' - @°') in (2.124) an eine dritte Nebenbedingung der
Form

<K< X >>> =

x, wenh A 2 Qund n-6 <0
(2.128)

0, sonst

zu koppeln. Diese Nebenbedingung ldBt sich so motivieren, daBl ein Abbau
der Uberspannung & nur dann erfolgen kann, wenn in Bezug auf die
wahre Spannung © eine Entlastung oder zumindest eine neutrale Bela-
stung auftreten. Ein groBer praktischer Vorteil dieses Ansatzes ist es, daB
mit ihm eine getrennte Ermittlung der Materialfunktionen A und B durch
spannungsgesteuerte Zugversuche (<<< B(g' - @') >>> = 0 ) und Kriech-
versuche ( <A 6' - n> = 0) moglich wire. Jedoch fiihrt dieser Ansatz zu
dem gleichen Problem der Mehrdeutigkeit von 6 * n wie (2.116).

Beachtet man (2.71), so ldBt sich die tensorwertige Evolutionsgleichung
fiir 8° durch eine skalare Gleichung fiir A ersetzen. Aus (2.109) folgt un-
ter Verwendung der FlieBbedingung (2.108)

A =n-(g" -§') (2.129)
und damit
A=nh-(c-3)+n-(& -d). (2.130)

Differenziert man (2.71) nach der Zeit, so ergibt sich nach ldngerer Rech-
nung

L 6'-. - . a'-.
n= m nn o - E (2.131)

und daraus mit Hilfe von (2.124) als Evolutionsgesetz fiir die Uberspan-
nung

A=0-n(1l-<A>)-«BA», (2.132)

also eine wesentliche Vereinfachung gegeniiber (2.124). Setzt man das
Evolutionsgesetz fiir ' in (2.114) ein, dann erhdlt man

\ = <% -m> + “'1% A» | (2.133)

d.h., daB nur der geschwindigkeitsunabhédngige Anteil von A von der Ne-
benbedingung (2.117) abhédngt, wodurch sich die in Kap. 2.2.2 angesproche-
ne formale Abweichung als sinngemé&Be Analogie zu klassischen Plastizi-
tdatstheorien darstellt.
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Bei allgemeiner Prozeffiihrung ist &€  geschwindigkeitsabhingig und ver-
schwindet bei positiver Uberspannung auch bei Entlastungsprozessen
nicht. Im Grenzfall verschwindender Uberspannung und quasistatischer
ProzeBgeschwindigkeit erhdlt man dagegen bei geeigneter Wahl der Mate-
rialfunktion A das geschwindigkeitsunabhédngige System der konstitutiven
Gleichungen des plastischen Basismodells

e=s+é=é+<°i<n>n, (2.134)

e P e

E= cl(x) & , (2.77)

%= (3 -E) &, (2.78)
P

A:;:V%l x . (2.107)

2.2.4 Die Materialfunktionen A, B und @

Der im Evolutionsgesetz fiir ' (2.124) auftretenden Materialfunktion A
kommt bei dem hier vorgeschlagenen Konzept entscheidende Bedeutung
zu. Sie muBl von einer GroBe v abhédngig gemacht werden, welche ein MaB
fiir die ProzeBgeschwindigkeit darstellt. Nur durch Einfiihrung dieser
'GroBe wird die Evolutionsgleichung fiir &' fiir verschwindende Uberspan-
nung geschwindigkeitsabhingig.

Ein solcher Ansatz ist zwingend erforderlich, da bei Beginn jedes inelasti-
schen Prozesses die Uberspannung gleich null ist. Bei Geschwindigkeitsun-
abhdnigkeit von A wird das System der konstitutiven Gleichung (2.106, 2.77,
2.78, 2.107) ebenfalls unabhingig von den Raten, d.h. man erhidlt zu Beginn
jeder beliebigen inelastischen Prozeffiihrung rein plastisches Materialver-
halten. Da hier ép iiber die Konsistenzbedingung berechnet wird (2.114) und
€ wegen

P(A=0)=0 (2.101)

verschwindet, verldBt der Spannungspunkt ¢' auch bei weiterer Belastung
nicht die FlieBflache, und damit bleibt der ProzeB geschwindigkeitsunab-
hdangig. Wahlt man die Materialfunktion A(v, A) so, daB

A =1, fir A=0und v =0,
(2.135)
A <1, fiir A

O und v > O,
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gilt, dann wichst die Uberspannung A bzw. G bei nicht verschwindender
ProzeBgeschwindigkeit auch fiir den Anfangswert

an (s. (2.132)).

Das MaB fiir die ProzeBgeschwindigkeit v kann grundsidtzlich als Funktion
der Spannungsgeschwindigkeit, einer Dehnungsrate oder einer Kombination
beider GroBen definiert werden. In jedem Fall wird damit das Differential-
gleichungssystem (2.106, 2.77, 2.78, 2.107) nichtlinear in den Raten ¢ bzw.
g

Das fiihrt auf zwei Probleme, wobei das erste theoretischer, das zweite
praktischer Natur ist. Zundchst muB nachweisbar sein, daB das System der
konstitutiven Gleichungen (2.106, 2.77, 2.78, 2.107) in Verbindung mit
(2.124) sowie den Nebenbedingungen (2.117) und (2.110) bei beliebiger Pro-
zeBfiihrung eindeutige Losungen fiir 6 bzw. € besitzt. Die andere Schwie-
rigkeit liegt in der Notwendigkeit einer iterativen Rechnung, da das Differen-
tialgleichungssystem nicht in jedem Fall explizit nach den Raten aufzulésen
ist. Der damit verbundene Zuwachs in der Rechenzeit besonders bei FE-
Anwendungen ist ein grunds&tzlicher Nachteil dieses Konzeptes.

Wiahrend die Funktion A (v, A) zusammen mit ®(A) die Dehnungsraten-
abhidngigkeit bestimmt, ermdglicht die Materialfunktion B in Verbindung
mit ®(A) die Modellierung von Kriechprozessen: Sie steuert liber

A=-«BA» (2.137)

die Abnahme der Uberspannung, welche iiber Gleichung (2.120) die Kriech-
dehnungsrate bestimmt. Da experimentell ermittelte Kriechdehnungskurven
in Abhédngigkeit vom Spannungsniveau angegeben werden, ist es sinnvoll,
B von dieser GroBe abhdngig zu machen. Bei der Anpassung der Material-
funktionen an experimentell gewonnene Kriechkurven stellte sich jedoch
heraus, daB der Ansatz B ([6'|l) nicht geniigte, da er das Verfestigungs-
verhalten des Materials nicht beriicksichtigt. Erst mit B (}/f_, e ll) war
es moglich, Kriechkurven realistisch darzustellen.
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2.2.5 Eindeutigkeit der konstitutiven Gleichungen

Wie bereits bei der Formulierung der Evolutionsgleichung der Gleichge-
wichtsspannung deutlich wurde, stellt der Nachweis der Existenz einer
eindeutigen Losung das zentrale Problem bei den hier vorgestellten konsti-
tutiven Gleichungen dar. Von jedem inkrementell formulierten Stoffgesetz
ist zu fordern, daB sich - ausgehend von einem beliebigen Zustand - bei
jeder moglichen Prozeffiihrung stets ein eindeutiger Zusammenhang zwi-
schen den Inkrementen ergibt. Da konventionelle Formulierungen linear in
den Inkrementen sind, stellt sich dort dieses Problem nicht.

Nachdem die Eindeutigkeit der Nebenbedingung (2.117) auch fiir dehnungsge-
steuerte Prozesse gezeigt wurde (2.126), soll im folgenden die Spannungs-
Dehnungsbeziehung (2.106) untersucht werden, welche durch Verwendung
der Funktion A (v, A) in (2.124) nichtlinear in den Inkrementen ist.

Bei spannungsgesteuerter ProzeBfiihrung ergibt sich unter Verwendung von
(2.133)

é=2G(6-lz\} Sp(o')i)q. {<%6~n> +«]—B(A»}n (2.138)

und daraus bei vorgeschriebenen Dehnungsraten die inverse Beziehung

A
8 =2G {&+ % Sp(é)1-<_1_lié>(é-n—%/\-¢)n
2G* K
-« %A+ ®»n} (2.139)

deren Herleitung aus (2.138) sich analog dem Vorgehen in [2.86] ergibt.
Die darin auftretende Nebenbedingung ist dabei entweder gemidB (2.117)
oder mit (2.126) gemaB

x, wenn F(d) = O und é'n-%A-CI)>O
<X> = (2.140)
0, sonst

zu berechnen. Dabei konnten die in (2.126) auftretenden zweifachen Mac-
cauly-Klammern fortgelassen werden, da bei Giiltigkeit von F(6) = 0 auch
A = O folgt.

Zur Kldrung des Eindeutigkeitproblems von (2.138) bzw. (2.139) muB} zu-
nichst das MaB fiir die ProzeBgeschwindigkeit v definiert werden. Pitzer
schldgt in [2.85]

v=y&-.& |, (2.141)
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also einen Ansatz in Spannungsgeschwindigkeiten vor. Eine grundsitzlich
andere Moglichkeit besteht darin, eine Abhidngigkeit von den Dehnungsra-
ten, etwa in der Form

v=7¢"-¢g' (2.142)

einzufiihren. Diese GroBe entspricht der im Stoffgesetz von Diehl-Forne-
feld auftretenden Variablen PG bei isothermen Prozessen, welche dort das
Verhiltnis der beweglichen Versetzungen zu den insgesamt vorhandenen
steuert [2.22].

Hier soll jedoch anders vorgegangen werden. Im Hinblick auf die spéter
durchzufiihrende Ermittlung der Materialfunktion A (A, v) aus Experimen-
ten wird fiir sie der Produktansatz

A(A, v) = al(A) az(v) (2.143)

gemacht. Setzt man diesen in (2.138) ein und 16st nach az(v) auf, so er-
gibt sich bei Giiltigkeit von FlieB- und Belastungsbedingung

=K __fap- B,y 1 _ K
a2(v)-a1(A){en pA-0 ) 7= ZTAI2G (2.144)

Von den beiden naheliegenden Definitionen

[e:n| = [6'-n]

<
1}

(2.145)
bzw.

|&-n| (2.146)

<
n

soll hier die erste benutzt werden, da eine Formulierung im Spannungs-
raum verwendet wird. Sie 1dBt sich noch zu

v=26-'n (2.147)

vereinfachen, da die von v abhingige Materialfunktion A nur bei Giiltigkeit
der Nebenbedingung (2.117) auftritt. Es soll jedoch darauf hingewiesen
werden, daB der Ansatz (2.146) bei Verwendung von FE-Programmen, die
iiblicherweise auf der WeggroBenmethode beruhen, vorteilhafter ist, da
dann im Gegensatz zu (2.145) keine Iteration erforderlich ist (s.a. Kap.
2.2.4).
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Mit dieser Definition erhidlt man die in Abb. 2.13 skizzierte Darstellung
der konstitutiven Beziehungen im Haigh-Westergaard-Spannungsraum.

Abb. 2.13: Schematische Darstellung der konstitutiven Beziehungen im
Haigh-Westergaard-Spannungsraum

Wihrend sich die Nebenbedingung (2.117) eindeutig durch €+ n ausdriicken
14Bt (s. (2.140)), ist ein eindeutiger Zusammenhang zwischen é* n und 6+ n
nicht von vornherein gegeben: In (2.126) tritt A(A, 6+ n) auf der rechten
Seite auf, wodurch sich diese Gleichung nicht explizit nach ¢+ n auflésen
laBt.

Bei spannungsgesteuerten Prozessen sind mit 6 auch v und damit A ein-
deutig bestimmt, wodurch man bei gegebener Belastungsgeschichte den
eindeutigen Zusammenhang €(6) erhidlt (2.139). Dagegen muBl fiir deh-
nungsgesteuerte Prozesse wegen des impliziten Zusammenhanges 6+ n von
€+ n noch gezeigt werden, daB az(v) und damit 6 bei vorgegebenen Mo-
mentanwerten der Zustandsvariablen eindeutig von den Dehnungsraten ab-
héngen.

Dazu wird die rechte Seite von (2.144) ndher untersucht, wobei jeweils
Prozesse mit gleicher Belastungsgeschichte (also gleichen Werten der Zu-
standsvariablen) miteinander verglichen werden, welche sich jedoch in der
SteuergroBe & unterscheiden.
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Man kann sich diese ProzeBfiihrung als sprunghafte Anderung der Deh-
nungsrate realisiert denken. Dann stellt die rechte Seite von (2.144) eine
Hyperbelschar in 6+ n mit €+ n als Scharparameter dar

=2 (g.m)"t - L
a,(v) = ¢ (8-n) v - (2.148)

Verschiedene Dehnungsgeschwindigkeiten filhren in der Regel zu unter-
schiedlichen Momentanwerten fiir 6 + n, was sich in unterschiedlichen
Schnittpunkten der Kurven az(v) und % (6- m)~t - -15 duBert. Eine hinrei-
chende Bedingung fiir Eindeutigkeit der Beziehung &(d) bei vorgegebener
Belastungsgeschichte erhilt man, wenn verlangt wird, daB es fiir jede
Dehnungsrate und damit jedes & *+ n stets nur eine Ldsung az(v) von (2.144)
gibt.

Ein Vergleich von (2.144) mit (2.126) zeigt, daB wegen (2.127) sowie

2G
b=2122 5 (2.149)

K
a und 6+ n stets gleiche Vorzeichen haben miissen. Unter Beachtung des
Definitionsbereiches von v erhidlt man damit den in Abb. 2.14 qualitativ
dargestellten Verlauf der rechten Seite von (2.144) bei beliebigen, aber fe-
sten Werten der Zustandsvariablen &€+ n als Scharparameter.

o~

l

\

Abb. 2.14: Schematische Darstellung der rechten Seite von (2.144) bei festen
Werten der Zustandsvariablen
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Gesucht ist nun eine Funktion az(v), welche jede Hyperbel genau einmal
schneidet. Weiterhin soll wegen (2.135)

az(v =0) =1 (2.150)

und zuséitzlich

%?so, (2.151)
vli_)r’ncoaz(v) =a, 2 0 (2.152)

gelten.
Geeignete Funktionen findet man am einfachsten durch die Transformation

-1

vEg, (2.153)
woraus

a,x)= &x-1 (2.154)
mit

az(O) =a, (2.155)
und

lim az(x) =1 (2.156)

X >
folgen.

Wie Abb. 2.15 zeigt, erfiillen alle nicht konkaven Funktionen a,(x)

d2a
._22_dx <0 (2.157)

mit (2.155) und (2.156) die Forderung nach genau einem Schnittpunkt mit
der Geradenschar % X - 1; .
Nach Riicktransformation erhédlt man die gesuchte Funktion az(v), welche

Eindeutigkeit der konstitutiven Gleichungen sicherstellt.
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az(x)

i

- — ’——7‘—_—'_.—'——"
=
X

Abb. 2.15: Schematische Darstellung der transformierten rechten und linken
Seite von (2.144) bei festen Werten der Zustandsvariablen

2.3. Experimentelle Ergebnisse

Experimentelle Grundlage fiir die Ermittlung der Materialfunktionen von
AISI 316 L mod bei einer Temperatur von 550° C bilden Versuchsergebnis-
se, deren analytische Darstellungen in der franzésischen Norm [2.87] an-
gegeben sind. Der austenitische Stahl AISI 316 L hat nach deutschen Nor-
men die chemische Zusammensetzung X 2 CrNiMo 18 10 [2.96]. Metallo-
graphische Untersuchungen finden sich beispielsweise in [2.97].

GemiB [2.87] 1dBt sich der monotone, quasistatische Zugversuch mit Hilfe
der Beziehung

_ 9 -3 l/mo
e= F + 001 ( Ko) (2.158)

beschreiben, welche bis zu einer plastischen Dehnung von 1 % giiltig ist.
Darin ist

K, =117 .2 (2.159)
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wobei o, , die mittlere AnfangsflieBspannung bei
g, = 0,2 % (2.160)

offset bezeichnet.
Zyklische Sdttigungskurven konnen durch eine &#hnliche Funktion darge-
stellt werden

ae= 52 + 0,01 (§2) : | (2.161)
Die Formel zur Beschreibung primdren Kriechens
e, =C, t°2 o™ (2.162)
mit € in %, t in h und o in MPa gilt entweder bis

e, =1% (2.163)
oder

t=t.  =C.o¢"3. (2.164)

Das von diesem Zeitpunkt an auftretende sekundire Kriechen ldBt sich
mit Hilfe der Gleichung

n
€, = sl(tfp) +100 C o (t - tfp) (2.165)

berechnen, welche wiederum nur bis
€, = 1% (2.166)

giiltig ist.

In der genannten Norm finden sich keine Angaben iiber das Verhalten von
AISI 316 L mod bei unterschiedlichen Dehnungsgeschwindigkeiten. In Er-
mangelung anderer Daten wird daher angenommen, daB sich der Ge-
schwindigkeitseinfluB ebenso beschreiben 1dBt, wie es in [2.75] fiir T =
625° C erfolgt

. . C
e=se+«27%(1+%4)5»n . (2.167)

In der folgenden Tabelle sind die in (2.158) - (2.167) auftretenden Parame-
ter aufgelistet:
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elastische Parameter
E [MPa] 1,492 - 10°
v[-1] 0,3

plastische Parameter
00’2 [MPa] 141,25
m, [ - ] 0,09

K [MPa] 739
ml[-] 0,326

Kriechparameter
c,[-1 2918: 10"12
c.[-] 0, 42131

2
n [-1 41800
c,[-1 4492 - 10%?
n.[-1 -6,9467

3 -26
cl[-1 5,2900 - 10
nl-] 8,20

viskose Parameter

v [s™1 8,0 - 107%
c, [MPa] 0,01

cg [ -1 8,7

Tab. 2.1: Parameter fiir AISI 316 L mod

2.4 Ermittlung der Materialfunktionen
2.4.1 Strategien zur Ermittlung der Materlalfunktionen - liberblick

Der wesentliche Grundgedanke der hier vorgestellten Anpassungsstrategie
besteht in der Trennung der Materialfunktionen, die das quasistatische
Verfestigungsverhalten beschreiben, von denjenigen, die die viskosen Ef-
fekte modellieren. Diese Trennung beruht auf der Moglichkeit, den Grenz-
iibergang bei verschwindender ProzeBgeschwindigkeit zu vollziehen, und er-
laubt die sukzessive Bestimmung dieser beiden Gruppen von Materialfunk-
tionen.

Ein weiteres wesentliches Merkmal ist die Zuriickfiihrung von Material-
funktionen auf experimentell observierbare GroBen, wodurch in Verbindung
mit den konstitutiven Gleichungen Punktmengen fiir die zu bestimmenden
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Funktionen berechnet werden. Dieses Konzept der inkrementell zu bestim-
menden Punktmenge mit anschlieBender analytischer Approximation wur-
de bereits bei der Anpassung von Kriechkurven recht erfolgreich einge-
setzt [2.79] und wird in Kap. 2.4.5 ausfiihrlich erldutert.

Uiblicherweise werden Materialfunktionen durch Ausprobieren (s. z.B.
[2.60]) oder durch Verwendung deterministischer (s. z.B. [2.21]) oder sto-
chastischer [2.88, 2.23] Optimierungsverfahren ermittelt. Ausprobieren
kann auBerordentlich miihselig sein und ist von vornherein unbefriedigend.
Optimierungsverfahren sind bei dem hier vorliegenden Problem extrem
zeitaufwendig, da zur Ermittlung eines Zielfunktionswertes ein Differenti-
algleichungssystem integriert werden muf8. Wenn man berlicksichtigt, daB
diese Integration u. U. sogar mehrmals - z.B. mit unterschiedlichen Deh-
nungsraten - erfolgen muB, und daB auBerdem die starke Nichtlinearitit
oft eine extreme Sensibilitit gegeniiber geringsten Verdnderungen der
Materialparameter zur Folge hat, dann wird der groBe zeitliche Aufwand
bei der Anpassung der Materialfunktionen mit konventionellen Methoden
verstédndlich. Ein weiteres Problem bei deterministischen Optimierungsal-
gorithmen stellt die Wahl der Anfangsparameter dar.

Jedoch soll darauf hingewiesen werden, daB auch das hier vorgestellte
Verfahren Nachteile aufweist. Das Problem einer sehr groBen Sensibilitat
flihrte bei der Ermitttlung der Materialfunktion B dazu, daB dazu auf ein
Optimierungsverfahren zuriickgegriffen werden mufite (s. Kap. 2.4.6). Im
Falle der Bestimmung von A hat sich das neue Verfahren jedoch sehr be-
wiahrt.

Die Wahl des am besten geeigneten Verfahrens zur Ermittlung der Mate-
rialfunktionen konstitutiver Gleichungen ist nicht einfach. Es konnen je-
doch die folgenden Empfehlungen gegeben werden:

Ist die analytische Struktur der Materialfunktionen unbekannt, so sollte das
Verfahren der Reduktion dieser Funktion auf observierbare GroBen verwendet
werden. Sind dagegen aussschlieBlich Parameter zu bestimmen, dann konnen
bei groBer Sensibilitdt Optimierungsverfahren Vorteile haben. Wenn gleich-
zeitig viele Parameter berechnet werden miissen oder wenn ihre Startwerte
nur ungenau bekannt sind, dann ist ein stochastisches Verfahren wie die
Evolutionsstrategie von Rechenberg [2.89] empfehlenswert, da diese nicht
bei Nebenminima hingenbleibt [2.23]. Sind allerdings nur wenige Parameter
zu bestimmen und sind die Startwerte recht genau, wie hier bei den Ma-
terialfunktionen g und c, sollte ein deterministisches Optimierungsverfah-
ren angewendet werden, da es in solch einem Fall gewGhnlich am schnell-
sten zum Ziel fiihrt.
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2.4.2 Formulierung des Problems

Ausganspunkt aller Verfahren bildet das System der konstitutiven Glei-
chungen fiir den einaxialen Zug:

é=%+%§K+{% «®» sign(%5-¢) (2.168)
mit
&=<A&>+«B (0 - 3)» (2.169)
bzw. bei Dehnungssteuerung
Ewerv vl CREL S {RC EERCRLEECLE LR
E* 3K (2.170)
E=c %——?-( , (2.171)
w=(25-¢)8 (2.172)
3 K ° :
A=p1/5g-°- %, (2.107)

der verallgemeinerten Uberspannung
3 2
A=vt-Vg =13 (%5-¢) - /¢, (2.173)
dem MaB fiir die ProzeBgeschwindigkeit

= /? lol (2.174)

und den Nebenbedingungen

|N

{ x,wenn(% - g)? =%g und&sign(%6-5)>0
<x> =

0, sonst , (2.175)
X, wenn ( c - &)2 %—

X » =
0, sonst . (2.176)

Zu bestimmen sind die plastischen Materialfunktionen g(x) und c(x), so-
wie die viskosen Materialfunktionen A(A, v), B (1/f_, le'll) und ®(A).
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2.4.3. Bestimmung der plastischen Materialfunktionen g(x) und c(x)

Fiir die Materialfunktionen g(x) und c(x) konnen die Ansdtze verwendet
werden, die in [2.90] fiir das INTERATOM-Modell in geschwindigkeitsun-
abhidngiger Formulierung gemacht werden

gx) = g, + (g - g) (1-e7°1%) (2.177)
mit

g, = 50l (2.178)
und

8, = S, & (2.179)
sowie

coo =% E5x -1de (2.180)

t

Der Tangentenmodul E (e) berechnet sich aus der Spannungs-Dehnungsbe-
ziehung, fiir die hier eine gebrochen-rationale Funktion

Ee, wenn ¢ < %0
ofe) = 2 (2.181)
as a?s;c , wenn & >%°
angesetzt wird. £ kann anschlieBend mit Hilfe von
e = s(a(x)) (2.182)

durch die interne Variable x ersetzt werden, woraus sich E _(a(x)) ergibt
(s. [2.73]).
Die Koeffizienten der gebrochen-rationalen Funktion in (2.181) lassen sich

auch mit Hilfe des Tangentenmoduls an der FlieBgrenze E des asymp-

to’
totischen Tangentenmoduls E__ fir x ® o und des Ordinatenabschnittes
<, der Asymptote an die Spannungs-Dehnungskurve ausdriicken (s. Abb.

2.16).
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2 03 04 05 06 07 083 09 10 11 12 13 14 15
Abb. 2.16: Schematische Darstellung des einaxialen Zugversuches aus [2.73]

Zur Bestimmung der Materialparameter gy E E © sowie c,» C, und c,

to’ Tt
wird zundchst - im Gegensatz zu Tab. 2.1 -

6, = 745 MPa (2.183)

angesetzt. Mit (2.158) folgt fiir den Tangentenmodul

1-mo
_do _ (L, 00 (g -1
Erqw-{g*mrc (&)™} (2.184)
o 0 o
und damit als Anfangswert
= = . 103
E,, = E (o)) =1,417-10° MPa . (2.185)

Da (2.158) nur bis 1 % plastischer Dehnung giiltig ist, wird der asymptoti-
sche Tangentenmodul an dieser Stelle bestimmt

Ooo = ¢(e =0,01) = 165,26 MPa , (2.186)
woraus mit (2.184)

E,, = E, (o) = 1,57-10° MPa (2.187)

tco

e ftt= = bt et e | A e e e e e e [7]
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folgt.
Aus der Gleichung der Asymptote

oc=c, +E = (2.188)
folgt mit der Gesamtdehnung nach (2.158)

e = ﬂE@ + 0,01 ( ‘1’—(99)1’mo (2.189)

@ 0
fiir den Ordinatenabschnitt

c, = 147,82 MPa . (2.190)

Damit sind alle Materialparameter auBler <, und c,, die in g (%) und c(x)
auftreten, allein durch analytische Berechnungen bestimmt.

Die S&dttigungskurve bei zyklischen Prozessen wird wesentlich vom FlieB-
flachenradius -/g_oo, der sich gemidB (2.177) fir x < o einstellt, und damit
von c, bestimmt. Dagegen beeinflufit c,s wie schnell sich (asymptotische)
Stationaritdt einstellt. Diese beiden Groflen wurden von Scholz mit seinem
in [2.91] beschriebenen Optimierungsprogramm durch Vergleich mit den
plastischen Grenzkurven gemaB (2.161) ermittelt. Das Programm basiert auf
einem modifizierten optimalen Gradientenverfahren und enthilt eine Kon-
vergenzbeschleunigung nach Wjynn. Die Grenzzyklen bei Spannungsamplitu-
den von 100 MPa, 200 MPa, 300 MPa und 400 MPa wurden berechnet,
wobei angenommen wurde, daB eine Extrapolation des Endwertes nach
Berechnung von 7 Zyklen moglich ist, und die Abweichung von den Soll-
werten minimiert. Die so berechneten Werte betragen

7,30-10"2 MPa™! (2.191)

0
1]

und

c 9,12 . (2.192)

2
Eine Kontrollrechnung ergab mit diesen Materialparametern im monotonen
Zugversuch ein nicht ganz befriedigendes Verfestigungsverhalten im Ver-
gleich mit den experimentellen Daten. Das ist auf Verwendung der beiden
unterschiedlichen analytischen Funktionen (2.158) und (2.181) zur Beschrei-
bung der Spannungs-Dehnungskurven zuriickzufiihren. Der Parameter c,
erlaubt eine Anhebung des Spannungsniveaus (s. Abb. 2.16) und liefert mit
Hilfe der Modifikation
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c, = 151,0 MPa (2.193)

eine hervorragende Ubereinstimmung im gesamten Dehnungsbereich (s.
Abb. 2.17).

In den Abb. 2.18 - 2.21 sind die Ergebnisse zyklischer Rechnungen zusam-
men mit der Grenzkurve nach (2.161) dargestellt. Ein qualitativer Vergleich
dieser Kurven mit experimentell gewonnenen Daten zeigt, daB. das Modell
in der Lage ist, die Form zyklischer ¢ - ¢ - Kurven sehr genau wiederzu-
geben (Abb. 2.22 aus [2.91]). Dabei sind vor allem der weiche Ubergang
bei Wiederbelastung sowie die Symmetrie der Sidttigungskurven hervorzu-
heben. Ein quantitativer Vergleich ergibt sowohl eine gute Modellierung
der zyklischen Verfestigung bei Sittigung, die besonders bei den hdheren
Dehnungsschwingweiten recht groB ist, als auch eine befriedigende Be-
rechnung der zur Sittigung erforderlichen Anzahl von Zyklen.

¢ [MPa]
20
¥102 }

15 1

10 1

05 4

e me e o e B o o o e B e B L S B e B [/.]
ol 02 03 04 05 06 07 08 09 1O LI 12 1.3 L4 5

Abb. 2.17: Monotoner, quasistatischer Zug, experimentelle Daten nach (2.158)
und Rechenergebnisse (Kreissymbole)
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Abb. 2.18: Zyklische, quasistatische o - ¢ - Kurve mit as = 7,62 - 10_2%,
Rechenergebnis
o [MPa]
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#02 ]
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-—-l—+—|—|——+—9-~}—+—|—|r—|—e—i_—|—| z [%]
20 30 40 %1050
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Abb. 2.19: Zyklische, quasistatische ¢ - ¢ - Kurve mit ae = 2,10 - 1071 %,
Rechenergebnis
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Abb. 2.20: Zyklische, quasistatische ¢ - ¢ - Kurve mit As = 4,65 - 107* %,

Rechenergebnis
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Abb. 2.21: Zyklische Grenzkurven der Prozesse nach Abb. 2.18 - 2.20 im

Vergleich zu experimentell gewonnener Kurve nach (2.161)

[%]

e (%]



- 63 -

450

s : ]

’

=225

~450
«1.%0. ~0.75 0.0 0.75 1.50

NATURAL STRAIN (%)

450

.—-——'—_—-__

228 . /_

’

TRUE STRESS (MPa)

~22%

=1,%0 *0.75 0.0 0.7 1.50

NATURAL STRAN (%)

Abb. 2.22: Zyklische 6 - ¢ - Kurven von AISI 316 L mit as = 1,0 - 10° %,
§=1£1,2-10>s"! (oben) und ¢ = 1,2 - 10~ s~! (unten), experi-
mentelle Ergebnisse bei Raumtemperatur aus [2.92]

2.4.4 Bestimmung der viskosen Materialfunktionen A(A, v), B (-/f_, lle* 1)
und ®(A) - grundsitzliches Vorgehen

Die Materialfunktionen A(A, v), B (1/?— lo'll) und ®(A) kénnen nicht un-
abhidngig voneinander bestimmt werden, da es keinen ProzeB gibt, bei dem
lediglich eine von ihnen auftritt. Bei Belastungsprozessen iiberwiegt jedoch
der Beitrag von A zur inelastischen Dehnungsrate denjenigen der anderen
beiden Funktionen bei weitem, so daB zunidchst

®=0 (2.194)
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und

B=0

(2.195)

gesetzt werden kann. Bei Kriechprozessen verschwindet dagegen der Ein-
fluB von A vollig (s. (2.169)). Daher wird zunédchst mit (2.194) und (2.195)
A aus der Betrachtung von einaxialen Zugversuchen bestimmt und daran

anschlieBend B und @ aus dem Vergleich mit Kriechkurven ermittelt. Mit

Hilfe einer Kontrollrechnung muB schlieBlich die Zul&dssigkeit von (2.194)

und (2.195) iiberpriift werden.

2.4.5 Bestimmung von A(A, v)

Aus (2.168) und (2.169) erhdlt man in Verbindung mit dem Produktansatz

(2.143)

3K

) 57—

o

trio.

A =a/(A) ayv) = (-
An der FlieBgrenze o, gilt voraussetzungsgemiB
a (A= 0) =1
und mit
: = %
folgt aus (2.196)

_ 1 _1,3y3
a,(v) = (Eto(v) £) 3K,

Diese Gleichung 1aBt sich mit (2.180) weiter zu

a (v) = E:o E- E;o(v)
2 E V) E-E

umformen, wobei E _j den Anfangstangentenmodul bei
Prozefifiihrung darstellt (s. Abb. 2.23).

(2.196)

(2.197)

(2.198)

(2.199)

(2.200)

quasistatischer
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Abb.2.23: Schematische Darstellung des monotonen Zugversuches bei zwei

90,\' > v

unterschiedlichen Prozefgeschwindigkeiten v, . .

Die Gleichungen (2.199) und (2.200) zeigen, daB die Funktion az(v) von

a, (v=0) =1 (2.201)

auf den Wert

lim a/(v) =a =0 (2.202)

v_,wz 2

monoton abfillt, wenn die plausible Annahme

lim Eco(V) = E (2.203)

v-> o

gemacht wird.
Mit Hilfe von (2.167) kann E, fiir unterschiedliche Dehnungsraten und
damit fiir verschiedene Prozefligeschwindigkeiten

v /? -ﬁ% (2.204)

bestimmt werden.
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Die so erhaltene Punktmenge wurde zun#dchst durch den zweiparametrigen

Ansatz
a,(v) = e”b (2.205)
mit
a=-4,237, (2.206)
b = 4,989-1073 (2.207)

angenahert, welcher die Bedingungen (2.201) und (2.202) sowie die aus der
Forderung nach Eindeutigkeit resultierende Ungleichung (2.157) erfiillt. In
(2.205) und im folgenden bezeichnet v die auf 1 MPa/s normierte ProzeB-
geschwindigkeit.

Da ¢ und damit v bei praktischen Anwendungen iiber mehrere Dekaden
variieren, ist es nicht moglich, mit einem derart einfachen Ansatz az(v)
iiber den gesamten Definitionsbereich von v gleichmédBig gut zu erfassen.
Die hier gewdhlten Parameter fiithren im Bereich

1-10° MPa/s < v < 1-10% MPa/s (2.208)

zu einer besonders guten Approximation.

Mit Kenntnis der Funktion az(v) ist es nun moglich, auch ai(A) durch
observierbare GroBen auszudriicken. Dazu wird angenommen, daB zu einem
beliebigen Zeitpunkt t alle Zustandsgrofen und Materialfunktionen be-
kannt sind. Ebenso sind aus Versuchen (bzw. aus deren Beschreibung
durch (2.167)) 6(t) und £(t) bekannt, woraus sich mit Hilfe der expliziten
Eulerintergration die entsprechenden Werte zum Zeitpunkt t + At berech-
nen lassen (vgl. (2.168 - 2.176, 2.107)) :

(¢ eat) = O(p) * (Ao + Blo-38)), at , (2.209)
Eerat) = &0 * S(0) 3 (%)(t) at (2.210)
Xaat) =% * (55- 5)(:;)(%:()(1;) at (2.219)
At+at) "2 v P {g(t) X(g) At (2.212)

wobei Abkiirzungen der Form

C(y) = clx(t)) (2.213)
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verwendet wurden.
Damit ist es moglich,

=312, -
Mes+ar) = 13150 Elicvnt) = 78 (¢+at) (2.214)
sowie
= fs_8 _ 2B _5_/2 3K

(2.215)
zu bestimmen, wodurch man die gesuchte Punktmenge ai(A) erhélt.
Sie 14Bt sich gut durch eine Tangenshyperbolicus-Funktion der Form

a,(A) = =% {tanh@Aa+c) -1} + 6 (2.216)

tanhc -
darstellen, welche die Eigenschaften

al(A=0) =0 ,

lim ai(A) =G,

<
¥
8

B

T > 0 (2.217)

(=7

aufweist. Der Grenzwert G und die Parameter ¢ und d konnen Tab. 2.2
auf S. 77 entnommen werden, welche sdmtliche Materialparameter fiir
AISI 316 L mod bei 550° C enthiilt.

Mit den nun bekannten Materialfunktionen ergab sich eine hervorragende
Ubereinstimmung mit vorgegebenen ¢ - ¢ - Kurven, wenn die ProzeBge-
schwindigkeit v etwa in dem in (2.208) angegebenen Intervall lag. Bei
deutlich anderen Geschwindigkeiten traten jedoch starke Abweichungen
auf. Dieses ist auf der einen Seite darauf zuriickzufiihren, daB der Ansatz
(2.205) den Verlauf a,(v) sowohl in der Umgebung von v = 0 als auch bei
hohen Prozeflgeschwindigkeiten nicht genau genug erfassen kann. Anderer-
seits ist aber auch die Bestimmung dieser Punktmenge mit recht groBen
Unsicherheiten behaftet, da dazu lediglich Daten an der FlieBgrenze her-
angezogen wurden.

Um den gesamten Zugversuch bei verschiedenen Dehnungsraten prizise
modellieren zu konnen, wurde die Funktion az(v) nachtrédglich noch einer
Optimierung unterworfen. Weiterhin sollte erreicht werden, daB bereits
bei sehr kleinen, aber noch nicht verschwindenden ProzeBgeschwindigkei-
ten v S v, die 0 - ¢ - Kurve mit der des quasistatischen Grenzfalls tiber-
einstimmt.
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Dazu wurde zunéchst (2.205) in einen zweigliedrigen Ansatz der Form

_v )b ~ v b2
< eai(v Vo) 1, (1 - cl)eaz(v vo) , wenn v, <v<vV_
az(v) =

1, wenn v < v
0 (2.218)

modifiziert, wobei Vo die maximale ProzeBgeschwindigkeit bezeichnet, fiir
die das Modell Giiltigkeit hat.

Dabei sollte der erste Summand den starken Abfall von a, in der Umge-
bung von v, der zweite Term den Verlauf bei hohen ProzeBgeschwindig-
keiten in.der N&he von v_, erfassen.
Exponentialfunktionen gemaB

0)b

alv-v

az(v) =ce (2.219)

erfiillen jedoch nur dann die Bedingung

T‘di <0 (2.151)

sowie die Forderung nach Eindeutigkeit der konstitutiven Gleichungen
(2.157), wenn sowohl

a<0,b<0,c<0,v=-yvy20 (2.220)
als auch
b Yo
ab(v—vo) +b+1-2v 20 (2.221)

gilt. Im Grenzfall v > v fiihrt dieses zu der Bedingung
b-120, (2.222)

wédhrend numerische Untersuchungen zur Approximation

b <1 (2.223)
verlangen, wodurch (2.221) nur mit

‘Vo =0 (2.224)

zu verwirklichen ist.
Diese starke Einschrinkung des Ansatzes (2.218) fiihrte zu groBen Proble-

men bei der Anpassung der Materialfunktionen: Bei verschwindendem Vo
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wird zwar analytisch der - quasistatische Grenzfall erreicht, numerische
Rechnungen mit sehr kleinen Dehnungsraten weichen jedoch unbefriedigend
stark von der plastischen Grenzkurve ab. Wird jedoch (2.222) nicht beach-
tet, so wurde zwar eine ausgezeichnete Ubereinstimmung zwischen vorge-
gebenen und berechneten Kurven erreicht, jedoch ist dann das System der
konstitutiven Gleichungen nicht mehr eindeutig in den Spannungsraten.
Numerisch zeigte sich das in einem schwachen Oszillieren der Span-
nungs - Dehnungskurve.

Um sowohl Eindeutigkeit sicherzustellen als auch numerisch fiir kleine
Dehnungsraten plastisches Materialverhalten zu simulieren, wurde der An-

satz
b, A b,
<y eV + cz,eazv sWenn v, <v <y _
a_(v) =
2 1, wenn v < v,
(2.225)
mit
asV, b, —a, vy 2

c1=(1-c2e2° )e 270 (2.226)

gewidhlt. Die Ungleichung (2.221) fiihrt hier auf die Bedingungen
b, +1 . _
ai>—g:7|f,|-l,2. (2.227)

Da die rechten Seiten dieser Ungleichungen monoton mit v ansteigen, ge-
niigt die Uberpriifung bei der maximal zulédssigen ProzeBgeschwindigkeit
v, Die Restriktionen (2.220) sowie (2.227) wurden in das von Scholz
entwickelte deterministische Optimierungsprogramm (s. Kap. 2.4.3) einge-

baut, um den Parametersatz a,, a, b1’ b2 und c, zu bestimmen, der die
Zielfunktion
N 2
J=3 (y p) (2.228)
i=1

minimiert. Dabei bezeichnen y(i) die relativen Fehler an je 10 Stiitzstellen
der Spannungs - Dehnungskurven fiir ¢ = 1 - 1072 57 1 - 1073 57,
1:107% s™! sowie der plastischen ¢ - ¢ - Kurve. Fiir das viskoplastische

Modell wurde gefordert, daB die Dehnungsrate
§=1-10"%s7" (2.229)

als quasistatische Dehnungsgeschwindigkeit anzusehen ist.
Wiahrend der Optimierung stellte sich heraus, daB es zweckmiBig ist,
nicht nur die relativen Fehler der Spannungen in der Zielfunktion zu
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beriicksichtigen, sondern auch die Steigungen %:— der Spannungs-Dehnungs-
kurven im letzten - ndherungsweise linearen - Teil in (2.228) aufzuneh-
men. Dazu wurden der Differenzenquotient der jeweils letzten beiden
Stiitzstellen mit der vorgegebenen Steigung verglichen und ihre relativen
Fehler so gewichtet, daB an dieser Stelle ein absoluter Fehler von 1 MPa
einen gleich groBlen Beitrag zur Zielfunktion leistet wie ein Steigungsfeh-
ler mit '

4o 4e = 49 .1.1072 = 1 MPa . (2.230)

Diese Forderung fiihrte bei einer Wichtung von 1 in den Spannungen zu
einer Wichtung von 0,1 in den Ableitungen.

Da der erste Term im Ansatz (2.225) lediglich den steilen Abfall von az(v)
bei kleinen Prozefgeschwindigkeiten modellieren soll und damit als Kor-
rekturen des eingliedrigen Ansatzes (2.205) angesehen werden kann, kon-
nen die Startparameter recht genau abgeschdtzt werden. Die Optimierung
lieferte den in Tab. 2.2 auf S. 77 aufgefiihrten Satz von Materialparame-
tern, wobei die geringfiigige Verdanderung der Werte a,, b2 und c, gegen-
iiber den entsprechenden Werten fiir (2.20S) auffilit.

In der Abb. 2.24 ist der Verlauf der Materialfunktion A(A, v) dargestellt,
wobei ihr groBer Wertebereich und der groBe Definitionsbereich von v eine
teilweise logarithmische Darstellung erforderlich machten.

Die mit diesen Werten berechneten o - ¢ - Kurven zeigen fiir die Grenz-
fille ¢ = 1- 10”2 s™ und 1- 1078 s™! nahezu vollige Ubereinstimmung mit
den vorgegebenen Werten (s. Abb. 2.25 und 2.26, wobei die Kreissymbole
die mit dem System (2.106, 2.77, 2.78, 2.107) ermittelten Kurven kennzeich-

nen).

log v

Abb. 2.24: logA in Abbhingigkeit der Uberspannung A und dem Logarith-
mus der ProzeBgeschwindigkeit v
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~3 s7list das Ergebnis der Anpassung noch als gut zu

Bis etwa ¢ = 1+ 10
bezeichnen (Abb. 2.26), wdhrend geringere Dehnungsgeschwindigkeiten
deutlich zu kleine Spannungen ergeben (¢ = 1- 107% s™! in Abb. 2.25).
Dieses Ergebnis ist auf die Auswahl der Dehnungsraten zuriickzufiihren,
die bei der Optimierung des modifizierten Ansatzes (2.225) Verwendung
fanden, und laBt sich sicherlich noch verbessern. Hier wurde darauf ver-
zichtet, da (2.167) vermutlich die Spannungen bei kleinen Dehnungsraten
iiberschidtzt und daher das Ergebnis der Anpassung durchaus zufrieden-
stellend ist.

AbschlieBend kann festgehalten werden, daB es mit der in Kap. 2.4.1 an-
gesprochenen Strategie moglich war, eine von zwel Variablen abhiéngige
Materialfunktion schnell und genau zu bestimmen. Diese Methode ist auch
dann anwendbar, wenn die Zuriickfiihrung einer unbekannten Funktion auf
observierbare GroBen nur inkrementell moglich ist, wie es fiir ai(A) zu-
trifft. Nachdem auf diese Weise der Verlauf der Materialfunktionen be-
stimmt worden war, konnte ihre Approximation mit Hilfe eines Opti-
mierungsverfahrens noch verbessert werden.
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2.4.6 Bestimmung von B (-/E lo'll) und ®(A)

Die erfolgreiche Anwendung des oben vorgestellten Verfahrens bei der
Berechnung der Materialfunktion A(A, v) legte es nahe, auf entsprechende
Weise auch die Funktion B(1/_ le'll) zu bestimmen. Macht man fiir ®(A)
einen Ansatz, der die Bedingungen

®(A=0)=0 (2.101)

und
do
ar >0 (2.231)

erfiillt, so 1aBt sich B analog (2.209 - 2.212) durch numerische Integration
eines Kriechprozesses und Vergleich mit experimentellen Daten (2.162 -
2.166) berechnen:

_ K(t + at) 1/_
Bt +at) = At + at) ( Et+at) - P+ At)) (2.232)

Es stellte sich jedoch heraus, daB dieses Vorgehen in der Praxis nicht
durchfiihrbar ist, da es auf den speziellen Ansatz fiir ®(A) zu empfindlich
reagiert. Diese Sensibilitdt a8t sich durch Untersuchung von (2.232) in
Verbindung mit 4

A=-«BA» (2.137)

bei Kriechprozessen (s. (2.132) erklédren: -

Fithrt der Ansatz fiir ®(A) momentan auf einen im Vergleich zum Experi-
ment zu kleinen Wert, so wird mit (2.232) ein vergleichsweise zu grofler
Wert fiir B berechnet. Dieser ergibt dann mit (2.137) eine zu starke Ab-
nahme der Uberspannung A, womit die Abweichung vom so berechneten
Wert fiir @ gegeniiber dem wahren Wert noch groBer wird, wenn dieses
nicht durch den Ansatz fiir ®(A) iiberkompensiert wird. Numerisch zeigt
sich dieses Verhalten darin, daB A im Verlaufe der Integration schlieBlich
verschwindet, woraus mit (2.168) und (2.169) eine ebenfalls verschwindende
Kriechdehnungsrate folgt.

Ist andererseits ® zu einem bestimmten Zeitpunkt zu groB3, dann ergibt
(2.232) einen im Vergleich zu kleinen Wert fiir B, und mit (2.137) erhilt
man eine zu geringe Abnahme von A. Damit wird ® jedoch auch im néch-
sten Schritt als zu groB berechnet, falls die zu kleine Verédnderung von A
nicht liber den Ansatz O(A) ausgeglichen wird. Bei der numerischen Be-
rechnung der Punktmenge fiir B fiihrt das schlieBlich wegen der kleinen
vorgegebenen Kriechdehnungsraten auf negative Werte fiir B.
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Aufgrund dieser starken Empfindlichkeit des Differentialgleichungssystems
von der Wahl fiir ®(A) muBte zur Bestimmung der verbleibenden Material-
funktionen auf konventionelle Optimierungsverfahren zuriickgegriffen wer-
den.
Die Funktion ®(A) soll vorwiegend die stationdre Kriechdehnungsrate
steuern. Da diese bei unterschiedlichen Spannungsniveaus um etwa zwei
Dekaden variiert (vgl. den Exponenten bei o in (2.165)), wird fiir die auf
1 s”! normierte Materialfunktion eine schnell mit A ansteigende Funktion
angesetzt

o(A) = et AR 92y

(2.233)

~

A =1 MPa

Die Materialfunktion B(ﬁ lo'll) bestimmt gemdB (2.137) die Evolution
der Uberspannung bei Kriechprozessen und so liber (2.233) auch die stati-
ondre Kriechdehnungsrate. Thre zweite unabhingige Verdnderliche | o'| soll
die Anpassung bei unterschiedlichen Spannungsniveaus ermédglichen und
kann bei den folgenden Betrachtungen zunidchst als konstanter Parameter
angesehen werden. Aus den oben dargestellten Versuchen zur numerischen
Berechnung von B ist bekannt, daB diese Funktion zundchst sehr rasch
mit o/ f ansteigt. Weiterhin sollte B(ﬁ le'll = konst.) monoton sein und
- wegen (2.137) - eine Sidttigung aufweisen. Eine hinreichende Bedingung
fiir stationdres Kriechen stellt

B(/t* lle'lD = 0 (2.233)

dar, wobei hier und im folgenden das * _ Zeichen Werte bei Stationaritit
kennzeichnet.
Dann verschwinden wegen

6'=0 (2.234)
auch die Raten von 6, E, %, A und A, woraus sich schlieBlich
i* - Jg (A" = 1/% o* (2.235)

ergibt. Ein geeigneter Ansatz, der alle diese Forderungen erfiillt, stellt

d tanh(d, yf +d) + d,, wenn /f = /F*
B(/F, lle'll) = (2.236)
0, sonst

mit



- 75 -

JE* = 31—4 { arctanh (- g-f;) -d} (2.237)

und den von [l¢'|| abhdngigen Koeffizienten d, bis d, dar.

Um die Konstanten d und d, in (2.232) sowie die Funktionen d3 bis d in
(2.236) zu bestimmen, wird die Abweichung von berechneten und experi-
mentell ermittelten Kriechkurven bei vier Spannungsniveaus mit Hilfe ei-
nes Optimierungsverfahrens minimiert. Als Belastungsvorgeschichte wurde
ein einaxialer Zug mit ¢ = 1. 1073 71 gewidhlt. Die zur Optimierung her-
angezogenen Spannungsniveaus betragen 100, 120, 140 und 160 MPa, die
maximale Kriechzeit belduft sich auf t,= 5000 h. Diese Zeit ist lang ge-
nug, um bei dem untersuchten Material zu n#dherungsweise stationdrem
Kriechen zu fiihren, und ist so kurz, daB auch das primére Kriechen noch
wesentlich ist.

Im folgenden soll die Abschdtzung der Startwerte von d, bis d , kurz er-
ldutert werden.

Dazu wird davon ausgegangen, daB zu Beginn eines Kriechprozesses alle
internen und externen Variablen und damit auch alle Materialfunktionen
durch die Berechnung des vorangegangenen Belastungsprozesses bekannt
sind. Die Gleichungen (2.162) bis (2.166) liefern auBerdem die Dehnungsra-
ten éo zu Anfang des primdren Kriechens und ¢* bei stationirem Zustand.
Eine wesentliche Annahme zur Abschédtzung der Startwerte besteht darin,
daB bei allen Kriechprozessen hinreichend genau

g(x) = konst. (2.238)

gesetzt werden kann. Diese Annahme ist zumindest bei den hoheren Span-
nungsniveaus wegen des asymptotischen Verlaufes der Materialfunktion
g(x) (2.177) sehr genau erfiillt, auch wenn sich x im ProzeBverlauf deut-
lich @ndert. Bei niedrigen Spannungen sind auch die Kriechdehnungen sehr
klein, so daB sich die interne Variable x als MaB der reduzierten inelasti-
schen Arbeit wenig dndert. Daher ist auch flir solche Prozesse die Annah-
me (2.238) gut erfiillt, obwohl sich g in diesem Bereich stark mit x &n-
dert.

Um Aussagen liber den stationdren Zustand zu machen, wird ein be-
stimmtes Spannungsniveau herausgegriffen (hier 100 MPa) und fiir die sich
dabei einstellende stationdre Uiberspannung

A* = 0,2 A, (2.239)

angesetzt, wobei A0 den Wert bei Kriechbeginn kennzeichnet.
Mit Hilfe von (2.137) kann ein mittlerer Wert

*
B=-1 ln(f\‘—o) (2.240)

«©
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berechnet und so der Anfangswert B, abgeschdtzt werden. Damit ist ne-
ben dem stationiren Wert ®* aus (2. 235) auch

A
'/—_ €, I_( (2.241)

bekannt, und die Parameter d . und d2 konnen bestimmt werden:

(ln(d) + 1))

d = In{@ + 1) (2.242)

’ ( -) ’

d = li(%?“—” . (2.243)

Mit Kenntnis der Funktion ®(A) liegen iiber (2.235), (2.238) und
S =AY+ /g (2.244)

auch die Argumente -/? fest, bei denen fiir die verbleibenden
Spannungsniveaus die Funktion B verschwinden mufB. Damit sind die Funk-
tionswerte und die Argumente von B(-/E le'll) zu ProzeBanfang und bei
Stationaritdt bekannt.

Nimmt man an, daB der Wendepunkt der Funktion (2.236) in der Mitte
zwischen 1/?0 und 1/? liegt, so verbleibt als einziger Freiwert d , wel-
cher die Steigung in diesem Punkt bestimmt. Fiir ihn wird zunéchst

d4 =1,0 (2.245)
gesetzt, womit alle Startwerte d1 bis db abgeschatzt sind.
Um die Abhéngigkeit d, ( le'll) zu beschreiben, wird

d =p, *p,lell +p lel? i=3456 (2.246)

angesetzt, worin die p, so gewdhlt werden, daB (2.246) monoton ist.

Die Parameter dx’ dz’ Py - -+ Py wurden anschlieBend mit Hilfe des
bereits in Kap. 2.4.3 erwdhnten Programms so optimiert, daB die Abwei-
chungen zwischen vorgegebenen und berechneten Kriechkurven an 10
gleichméBig verteilten Stiitzstellen minimiert werden. Dabei stellte es sich
heraus, daB die oben skizzierte Abschédtzung trotz der zahlreichen Annah-
men recht gut war. Die Parameterwerte samtlicher Materialfunktionen fiir
AISI 316L mod sind in der Tab. 2.2 aufgelistet, wahrend in der Abb. 2.27
und Abb. 2.28 der Verlauf von ®(A) und B(/f, lla'll) dargestellt ist.
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Materialfunktion g gemdB (2.177) - (2.179)

o, [MPa]l 74,5 .
c, [MPa~!] 7,300 - 1072 c, [ -] 9,12

Materialfunktion ¢ gemidB (2.180)

. 103 . 108
Eto [MPa] 1,417 - 10 Etoo [MPa] 1,57 - 10
c, [MPa] 151,0

Materialfunktion A = a (A) a,(v) gemdB (2.216) und (2.218)

G[-1 75,0
d [MPa~!] 0,269

c[ -1 - 3,901
a, [ — 1 -5182- 10! a, [ -] -4,268
b, [-1 17341072 b, [ -] 4,982 - 1073
c, [ -1 9,691 - 107!
v, [MPa/s] 1,2 + 107° v_ [MPass] 1,3 - 10°
Materialfunktion ® gem#B (2.233)
d,[-1 6117107 d, [ -] 3,326
Materialfunktion B gemiB (2.237) und (2.246)
py, [s7'] 3,521 - 1078 p,, [MPa™' s7'] 3,526 - 107%°

pyy [MPa™?s7'] 3,287 - 107"
p,, [MPa™"] 9,547 - 1071 [MPa~2] 2,307 - 10”3

-3 -7 I:)4»2
p,s [MPa™’] 3,316 + 10

pg, [ -] - 4,985 - 10! Py, [MPa~'] -1,705 - 1071
pg, [MPa~?] -3,780 - 10°°
p,, [s7'] 2,324 - 1078 p,, (MPa™' s7'] 2,747 107%°

P,z [MPa™?s7'] 4,018+ 107"

Tab. 2.2: Parameter der plastischen und viskosen Materialfunktionen fiir
AISI 316L mod bei 550° C
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Abb. 2.29: Kriechkurven bei o = 100 MPa, 120 MPa, 140 MPa und 160 MPa,
vorgegebene Kurven nach (2.162) - (2.165) und Rechenergebnisse
(Kreissymbole)

In Abb. 2.30 sind Kriechkurven auf Spannungsniveaus wiedergegeben, die -
im Gegensatz zu den in Abb. 2.29 dargestellten - nicht der Optimierung
zugrundegelegt wurden. Auch hier ist das Ergebnis sehr zufriedenstellend,
jedoch findet man auch hier bei einer Spannung (150 MPa) groBere Abwei-
chungen.

Insgesamt ist die Ubereinstimmung der Kurven als sehr gut zu bezeich-
nen, insbesondere wenn man das Ergebnis mit anderen aus der Literatur
bekannten Beispielen vergleicht.

Damit sind alle Materialfunktionen bestimmt, und es muB lediglich iiber-
priift werden, ob die Annahmen (2.194) und (2.195) bei der Ermittlung von
A(A, v) zuldssig waren. Numerische Kontrollrechnungen ergeben, daB die
Beitrige von B(y/F, lla'll) und ®(A) tatsichlich zu vernachldssigen sind. In
den Abb. 2.25 und 2.26 sind die Rechenergebnisse unter Verwendung des
vollstindigen Differentialgleichungssystems dargestellt.
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Abb. 2.30: Kriechkurven bei ¢ = 110 MPa, 130 MPa und 150 MPa, vorgege-
bene Kurven nach (2.162) - (2.165) und Rechenergebnisse (Kreis-
symbole)

Abb. 2.31 zeigt das Resultat einer zyklischen Berechnung bei ¢ = £ 1- 1073 .
s™! und die im Vergleich zu der entsprechenden quasistatischen Rechnung
deutlich héheren Spannungen (vgl. Abb. 2.19 und die experimentellen

Ergebnisse aus [91] in Abb. 2.22). o [MPa]

30T
¥10% |

— ——+——f ———+——+ —-o_-—a»—-{ e [#
20 30 40 %0750

30
Abb. 2.31: Zyklische ¢ - ¢ - Kurve mit At = 2,10 - 101 %, ¢ = 1. 10”357},

Rechenergebnis
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2.5 Zusammenfassung

Das Ziel bei der Entwicklung des hier vorgestellten viskoplastischen Kon-
zeptes war eine Trennung der geschwindigkeitsunabhéngigen von den
geschwindigkeitsabhidngigen Phanomenen. Der praktische Grund fiir diese
Trennung ist der Wunsch, Materialfunktionen sukzessive, und damit iiber-
haupt oder zumindest leichter ermitteln zu kdnnen.

Wesentliche Kennzeichen dieses Konzeptes sind die Aufspaltung der Ver-
zerrungsgeschwindigkeit gem&B (2.105) und die Einfiihrung einer Evolutions-
gleichung fiir die Gleichgewichtsspannung (2.124). Da so der Grenziiber-
gang zu quasistatischer ProzeBfiihrung exakt vollziehbar ist, kann zur Be-
schreibung des geschwindigkeitsunabhéingigen Verfestigungsverhaltens je-
des beliebige klassische Plastizitdtsmodell Verwendung finden.

Das hier benutzte INTERATOM-Modell ermoglicht die Bestimmung der
Verfestigungsfunktionen aus monotonen und zyklischen, quasistatischen
Zugversuchen. Zur Ermittlung der viskosen Materialfunktionen, deren
Verlauf zunédchst weitgehend unbekannt war, konnte teilweise eine neue
Strategie angewendet werden, die auf einem inkrementellen Vergleich mit
experimentell observierbaren GroBen beruht.

Die Ubereinstimmungen zwischen experimentellen Daten und numerischen
Ergebnissen sind insgesamt sehr zufriedenstellend, wenn auch sicherlich
im Detail Verbesserungen moglich sind. Daher wird augenblicklich im
Rahmen einer Studienarbeit die Verwendung eines Mehrflachenmodells als
plastisches Basismodell untersucht, welches von Bruhns und Miiller ent-
wickelt wurde [2.93]. Es ldBt sich als Kombination des 2 - Flichenmo-
dells von Dafalias-Popov [2.94, 2.95] und des INTERATOM-Modells auf-
fassen und ist in der Lage, auch komplexe nichtradiale Prozesse zu be-
schreiben. Andere Ansatzpunkte zur Verbesserung stellen die funktionalen
Ansitze fiir die viskosen Materialfunktionen dar.

Zusammenfassend kann festgehalten werden, daB die Verwendung des
vorgestellten viskoplastischen Konzeptes zu einer wesentlich einfacheren
Ermittlung der Materialfunktionen flihrt als dieses bisher moglich war.
Daraus resultiert eine gute Modellierung sowohl plastischer als auch
viskoser Phédnomene.
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3. ‘Strukturverhalten
3.1. Die Methode der Finiten Elemente - tiberblick

Die Methode der Finiten Elemente (FEM) kann als eines der wirkungsvoll-
sten Berechnungsverfahren zur niherungsweisen Losung von Differential-
gleichungen angesehen werden. Sie ist sowohl in der Festkorper- als auch
in der Strémungsmechanik weit verbreitet. Ihre Entwicklung ist eng mit
dem rasanten Fortschritt in der Leistungsfdhigkeit elektronischer Digital-
rechner verbunden, jedoch lassen sich erste Ansitze dieser Methode be-
reits zu Beginn dieses Jahrhunderts feststellen. Hier soll ein kurzer Uber-
blick iiber diese Entwicklung gegeben werden, dessen Schwerpunkt auf
der Darstellung von Arbeiten liegen. soll, die wesentliche Beitrdge zur
Analyse viskoplastischen Strukturverhaltens lieferten.

Bei den Verfahren zur ndherungsweisen Losung von Differentialgleichungen
lassen sich zwei groBe Gruppen unterscheiden [3.1]. Die erste Gruppe geht
von der Differentialgleichung selbst aus

L, .(®)=r, (3.1
m

wobei L, einen Differentialoperator der Ordnung 2m, ® die gesuchte
Funktion und r die rechte Seite bezeichnet. Die Losungsfunktion muB
zusiétzlich die Randbedingungen

Bl(CD) =q, S, i=12,... (3.2)

auf den Réndern S erfiillen.
Zur ndherungsweisen Losung von (3.1) wird ein Ansatz der Form

(3.3)

gemacht, worin die linear unabhidngigen Funktionen fi so zu wihlen sind,
daB sie allen Randbedingungen (3.2) geniigen. Die Koeffizienten a, werden
so berechnet, daB ein geeignet definiertes gewichtetes Mittel des Resi-

duums
R=r-L, (3 G.4)
m
verschwindet. Beim Verfahren nach Galerkin wird beispielsweise verlangt,

daB das Integral der mit den Ansatzfunktionen gewichteten Residuen den
Wert Null annimmt. Ein groBer numerischer Nachteil dieser Methode
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besteht darin, daB die Matrix des entstehenden linearen Gleichungssy-
stems fiir die Koeffizienten a, unsymmetrisch ist [3.2]. Andere Mébglich-
keiten bestehen in der Minimierung des Integrales der Fehlerquadrate oder
in der Forderung, daB das Residuum an gewissen Punkten verschwindet
(punktweise Kollokation).

Die zweite Gruppe verwendet nicht die Differentialgleichung (3.1) als Aus-
gangspunkt, sondern das Funktional II des zugeordneten c™! - Variati-
onsproblems [3.3]. Ein groBer Vorteil dieses Verfahrens, das auf Ritz
[3.4] zuriickgeht, gegeniiber denjenigen der ersten Gruppe besteht darin,
daB die Ansatzfunktionen @ nur die wesentlichen und nicht auch noch die
natiirlichen Randbedingungen erfiillen miissen. Dabei sind die wesentlichen
Randbedingungen solche, deren Ableitung héchstens m-1 betrdgt. In der
Strukturmechanik entsprechen ihnen die geometrischen Randbedingungen.
Die natiirlichen Randbedingungen (Kréfterandbedingungen) sind dagegen
bereits implizit im Funktional II enthalten und werden daher bei Stationa-
ritit von II im Mittel erfiillt.

Werden die Funktionen & nicht iiber den gesamten Bereich, sondern nur
jeweils iiber ein Element dieses Bereiches angesetzt, so gelangt man vom
Ritzschen Verfahren zur Methode der Finiten Elemente. Die groBen Vor-
teile der FEM gegeniiber dem Verfahren nach Ritz bestehen darin, daB
durch die Elementeinteilung wesentlich einfacher Funktionen gefunden
werden konnen, die die geometrischen Randbedingungen erfiillen. Da dariiber-
hinaus in den Elementen jeweils gleiche Ansatzfunktionen verwendet wer-
den konnen, 1aBt sich der Berechnungsablauf stark schematisieren. Ein
weiterer groBer rechentechnischer Vorteil ist die Bandstruktur der Sy-
stemsteifigkeitsmatrix, wodurch sich der Speicherplatzbedarf drastisch re-
duzieren laBt.

Als erste Arbeit, die von Ingenieuren auf diesem Gebiet verdffentlicht
wurde, kann die im Jahre 1956 erschienene von Turner et al. angesehen
‘'werden [3.5]. Um die Auslenkungen schlanker, versteifter Flugzeugtragfla-
chen berechnen zu konnen, werden Steifigkeitsmatrizen fiir Stdbe, Schei-
ben und Balken hergeleitet und aus ihnen die Gesamtsteifigkeitsmatrix
aufgebaut. Es wird darauf hingewiesen, daB die Genauigkeit solcher Be-
rechnungen durch Erh6hung der Knotenanzahl gesteigert werden kann.

Der Begriff ,Finite Elemente” wurde zum erstenmal von Clough in sei-
ner 1960 publizierten Arbeit verwendet [3.6], welche sich mit der Analyse
des ebenen Spannungszustandes befafit.

In den folgenden Jahren wurde die FEM mit groBem Erfolg zur Losung
geometrisch und physikalisch linearer Probleme herangezogen. Da damals
in erster Linie die Berechnung der Schnittkrifte in Tragflichen von Uber-
schallflugzeugen im Mittelpunkt des Interesses stand, wurde zunidchst vor
allem die KraftgroBenmethode angewandt, bei der die Kréfte und nicht die
Verschiebungen als Unbekannte auftreten. Im Laufe der Zeit setzte sich
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jedoch die Verschiebungsmethode durch [3.7], da sich bei ihr einfacher
universell brauchbare Ansatzfunktionen angeben lassen.

Mit wachsender Leistungsfihigkeit der elektronischen Rechenanlagen ent-
stand etwa ab Mitte der sechziger Jahre der Wunsch, auch plastisches
Materialverhalten berechnen zu konnen. Das sich so ergebende nichtlineare
Problem kann entweder durch inkrementelle oder iterative Berechnungs-
verfahren gelost werden [3.8].

Bei der erstgenannten Methode wird das System in vielen kleinen Schrit-
ten belastet und die Steifigkeitsmatrix zu Beginn jedes aktuellen Last-
schrittes neu berechnet, das Problem also linearisiert. Der Nachteil dieses
Verfahrens besteht darin, daB sich auch bei noch so kleiner Schrittweite
die entstehenden Fehler akkumulieren. Beim iterativen Verfahren wird das
verhindert, indem fiir die verformte Konfiguration die Erfiillung der glo-
balen Gleichgewichtsbedingungen verlangt wird. Dazu wird die gesamte
Last in einem Schritt aufgebracht und anschlieBend werden aus dem so
berechneten Verschiebungsfeld die Spannungen ermittelt. Da diese jedoch
wegen der Nichtlinearitit des Problems nicht auf globales Gleichgewicht
fithren, wird die Losung fiir das Verschiebungsfeld iterativ verbessert
(sog. Gleichgewichtsiteration). Die Nachteile des iterativen Verfahrens
liegen in numerischen Schwierigkeiten bei stark nichtlinearen Systemen
und dem Problem, die Entlastung einzelner Elemente zu erfassen. Daher
wird in der Praxis hédufig eine gemischte Methode angewendet, bei der die
Last schrittweise aufgebracht und in jedem Lastschritt eine Gleichge-
wichtsiteration durchgefiihrt wird. Der im Vergleich zur rein inkremen-
tellen Methode hohere Rechenzeitbedarf kann durch die hohere Genauig-
keit gerechtfertigt werden. Wird mit verdnderlicher Steifigkeitsmatrix
iteriert, dann entspricht dieses Vorgehen mathematisch einer Newton-
Raphson-Iteration in jedem Lastschritt. Das Verfahren mit konstanter
Steifigkeitsmatrix 148t sich als modifizierte Newton-Raphson-Iteration
deuten und wird von Zienkiewicz auch als Methode der Anfangsspannun-
gen oder -verzerrungen bezeichnet [3.9].

Als grundlegende Arbeiten zur Behandlung plastischen Materialverhaltens
sind diejenigen von Marcal und King (1967) [3.10] und vor allem die von
Yamada et al. [3.11] des folgenden Jahres anzusehen. In der letztgenann-
ten Arbeit wird zum erstenmal eine plastische Steifigkeitsmatrix unter
Verwendung der Prandtl-Reuss-Gleichungen explizit angegeben, wihrend
Marcal und King lediglich den Zusammenhang zwischen Spannungs- und
Verzerrungsinkrementen in matrizieller Schreibweise herleiten. Als Bei-
spiele werden in [3.10] die mittlerweile klassischen Probleme des dick-
wandigen Zylinders unter Innendruck und einer gelochten Aluminiumschei-
be berechnet und mit experimentellen Ergebnissen verglichen. Zienkiewicz
et al. greifen wenig spiter die in [3.11] vorgeschlagene Formulierung einer
verdnderlichen Steifigkeitsmatrix auf [3.12].
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Wiahrend in der Anfangsphase der Entwicklung der FEM die Impulse vor-
wiegend aus der Luft- und Raumfahrttechnik kamen [3.7], verlangte ab
Anfang der siebziger Jahre der Bau von Kernkraftwerken groBte Sicherheit
in der Auslegung von Druckbehiltern. Die dort verwendeten Materialien
zeigen bei Betriebstemperatur ein deutlich geschwindigkeitsabhidngiges
Verhalten. Daher wurde von staatlicher und industrieller Seite nicht nur
die Forschung auf dem Gebiet der Materialtechnologie (s. Kap. 2.1), son-
dern auch auf numerischem Sektor gefordert. Erste Versuche, das Kriech-
verhalten von Strukturen zu berechnen, finden sich in [3.13] und [3.14].
Entscheidende Fortschritte bei der Analyse viskoplastischen Strukturver-
haltens wurden von Zienkiewicz in Zusammenarbeit mit Cormeau erzielt,
die als erste das Stoffgesetz von Perzyna (s. Kap. 2.1) in FE-Programme
implementierten [3.15, 3.16]. Dazu gehen sie vom Prinzip der virtuellen Ar-
beit fiir kleine Deformationen aus, welches sich in matrizieller Schreib-
weise gemdl

[tB1T [e1aV = [R] (3.5)
ov
schreiben 14B8t, worin [B] die Verzerrungs-Verschiebungsmatrix und [R]
den Vektor der Knotenkrifte bezeichnen.
Mit Hilfe des viskoplastischen Materialgesetzes

c=C(s-ei—so)+d° (3.6)

ergibt sich aus (3.5) die FE-Formulierung

{[/tB1TrcI(B1dV Jrul=(R1+ [[BIT[CICe 1dV

ov oOv
- JtB1T to1dv + [(B1T(CI e 14V . 3.7
oOv Ov

Das Problem der Losung von (3.7) besteht in der Berechnung von g. In
[3.17] werden dazu das explizite Eulerverfahren

s w él(t) At (3.8)

oder alternativ ein Prediktor-Korrektor-Verfahren mit (3.8) als Prediktor
und

e, v {& (1) + & (trat) J 45 (3.9)

als Korrektor vorgeschlagen. In [3.16] wird auf eine Gleichgewichtsiterati-
on verzichtet und behauptet, daB in der Praxis gewdhnlich ein Integrations-
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schritt gemiB (3.8) und (3.9) die Genauigkeitsanforderungen erfiillt. Trotz-
dem wird in [2.14] dem expliziten Eulerverfahren der Vorzug gegeben, da
es auch bei der Integration keine Iteration erfordert und mit geringerem
Speicherplatz auskommt.

Das groBe Problem der aus der Anwendung von (3.8) resultierenden numeri-
schen Instabilitit wird in dem vielzitierten Aufsatz von Cormeau [2.15] be-
handelt. Er gibt darin fiir geometrisch lineare Probleme, ideal-viskoplasti-
sches Materialverhalten gemiB des liberspannungsmodells von Perzyna und
explizite Euler-Integration als maximale stabile Schrittweite den sehr
kleinen Wert

_4 U+ J/go

an (vgl. Kap. 2.1 (2.6)) und behauptet, daB sich diese Schranke auch sinn-
voll fiir verfestigendes Material und implizite Integration anwenden lieBle.
Der letztgenannten Behauptung wird von Hughes und Taylor in [3.17] wi-
dersprochen, die beweisen, daB bei Verwendung der Integrationsvorschrift

ae m {(1- ) & (8) + o & (teat)} at 3.1
mit
« 20,5 (3.12)

unbedingte Stabilitdt erreicht wird. In [3.17] wird auch auf die sonst we-
nig beachtete Frage nach der Genauigkeit der numerischen Integration ein-
gegangen und an einem Beispiel gezeigt, daB sich bei gleicher Schrittweite
die Genauigkeit durch Erhohung von « verbessern laBt.

Die in den folgenden Jahren in der Literatur immer wieder auftretende
Frage nach geeigneten Integrationsverfahren wird von Krieg auf eine
Gruppe vereinheitlichter viskoplastischer Stoffgesetze erweitert [2.18]. Er
untersucht die Materialgesetze von Bodner-Partom, Hart, Krieg, Miller,
Robinson-Pugh-Corum und weitere und zeigt, daB sie alle eine #hnliche
mathematische Struktur aufweisen und sich in bestimmten Bereichen
mathematisch steif verhalten. Krieg empfiehlt, in den Bereichen, wo die
Genauigkeit das begrenzende Kriterium darstellt, explizite Verfahren anzu-
wenden. In Bereichen, in denen die Stabilitdt entscheidend ist, muB3 dage-
gen auf implizite Verfahren zuriickgegriffen werden.

In einer Verdffentlichung von Kanchi et al. [3.18] wird die bei der Berech-
nung von Ag, nach (3.11) erforderliche Iteration vermieden, indem fiir
éi(t+At) eine abgebrochene Taylorreihenentwicklung verwendet wird

i (trat) v & (0 + (28)0) a0 . 3.13)
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Damit konnen die inelastischen Verzerrungen auch bei impliziter Integrati-
on ohne Iteration berechnet werden. Da jedoch sowohl (3.11) als auch
(3.13) Nédherungen enthalten, wird am Ende eines Lastschrittes kein
Gleichgewicht erreicht. Um ein Anwachsen dieses Fehlers zu vermeiden,
schldgt Kanchi vor, den Residuumlastvektor im folgenden Lastschritt bei
den &duBeren Lasten zu beriicksichtigen. Dieses Verfahren wird auch auf
geometrisch nichtlineare Probleme angewendet, was jedoch m. E. wegen
der Verwendung des Cauchy-Spannungstensors im dabei zugrundegelegten
Prinzip der virtuellen Arbeit unzuldssig ist. Eine ausfiihrlichere Darstel-
lung findet man in [3.19].

Bereits ab Mitte der siebziger Jahre erschienen Verotffentlichungen, die
neben viskoplastischem Materialverhalten auch geometrische Nichtlinearitit
beriicksichtigen. Als erste Arbeit auf diesem Gebiet ist diejenige von Na-
garajan und Popov [3.20] anzusehen, auf welche die meisten der spiteren
Autoren zuriickgreifen. Sie verwenden den 2. Piola-Kirchhoff-Spannungs-
tensor 8 und den Green-Lagrangeschen-Verzerrungstensor & als zugeord-
nete statische und geometrische GroBen bei der Berechnung des Prinzips
der virtuellen Arbeit. Alle GroBen werden auf die Anfangskonfiguration
bezogen (Total-Lagrangesche Formulierung). Das Werkstoffgesetz wird ge-
mahi

S=C(e-¢) (3.14)
und

. _ oF

g = Y«d» >S (3.15)

in S und éi formuliert. Da im Materialgesetz keine objektive Zeitableitung
verwendet wird, konnen nur Deformationen mit kleinen Rotationen be-
rechnet /werden, was als groBe Einschrankung dieser FE-Formulierung
anzusehen ist. Das gleiche gilt fiir die Arbeiten von Klee und Paulun [3.21,
3.22], die von derselben Gleichung fiir die virtuelle Arbeit ausgehen. In
[3.21] werden Algorithmen bei expliziter und bei impliziter Integration von
(3.15) angegeben, wobei bei der expliziten Integration keine Gleichge-
wichtsiteration durchgefiihrt wird (inkrementelles Verfahren). Um die da-
durch entstehenden Fehler klein zu halten, wird die Hilfte der Schritt-
weite empfohlen, die Cormeau angibt (3.10).

Weitere wesentliche Beitrdge zur Behandlung geometrisch und physikalisch
nichtlinearer Probleme stammen von Nagtegaal [3.23, 3.24]. Um auch
groBe Rotationen beschreiben zu konnen, verwendet er eine inkrementelle
Formulierung des Prinzips der virtuellen Arbeit, wobei er eine konstante
Verzerrungsrate wihrend eines Inkrementes annimmt [3.24]. Er geht davon

aus, daB das Stoffgesetz in der Form
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§=CD+4, | (3.16)

vorliegt, wobei sich C wiéhrend des Belastungsprozesses &ndern kann.
Durch Einfiihrung mitrotierender Spannungs- und VerzerrungsmaBe gelingt
es ihm, (3.16) in eine Beziehung zwischen den Inkrementen von S und e
umzuformen.

Wihrend bis etwa Mitte der achtziger Jahre nahezu ausschlieBlich das
Uberspannungsmodell von Perzyna bei der Analyse viskoplastischer Struk-
turen Verwendung fand, werden in der letzten Zeit hdufig Arbeiten ver-
offentlicht, die wesentlich kompliziertere Materialmodelle zugrunde legen.
Sie behandeln gewdhnlich spezielle Probleme der Zeitintegration der kon-
stitutiven Gleichungen oder stellen Ergebnisse bei der Benutzung ver-
schiedener Stoffgesetze einander gegeniiber. Da diese Verdffentlichungen
bereits zu einem groBen Teil bei der Darstellung der jeweiligen viskopla-
stischen Materialmodelle erwdhnt wurden (Kap. 2.1), soll an dieser Stelle
nicht nidher auf sie eingegangen werden.

Eine Ubersicht kommerzieller FE-Programme, die Hilfen bei der Auswahl
geeigneter Systeme geben kann, findet sich in [3.25].

3.2 Problemstellung

Im Rahmen dieser Arbeit soll nichtlineares, geschwindigkeitsabhéingiges
Werkstoffverhalten bei inhomogenen Prozessen untersucht werden. Da der
Schwerpunkt auf der Verifikation von Stoffgesetzen liegt, findet eine Be-
schriankung auf die Berechnung solcher einfacher Strukturen statt, wie sie
bei Experimenten iiblich sind. Dabei handelt es sich in erster Linie um
axialsymmetrische Proben unter rotationssymmetrischer Belastung. Zur
Berechnung der dabei auftretenden Spannungs- und Verzerrungszustinde
wurde zusammen mit Fornefeld [3.26] ein FE-Programm unter Verwendung
des viskoplastischen INTERATOM-Modells entwickelt, welches neben der
physikalischen auch geometrische Linearitdt beriicksichtigt. Wahrend For-
nefeld dieses Programm fiir die Analyse von Hochgeschwindigkeitsdefor-
mationen mit Materialschidigung ausbaute [2.23], soll hier seine Erweite-
rung auf Torsionsprobleme und der Einbau des in Kap. 2.2 hergeleiteten
Stoffgesetzes vorgestellt werden. Trotz der Beschrinkung auf isotherme
ProzeBfithrung in dieser Arbeit erlaubt der modulartige Aufbau des Pro-
gramms eine relativ einfache Erweiterung auf nichtisotherme Probleme
[3.27].
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3.3 Grundgleichungen der Methode der Finiten Elemente
3.3.1 Grundlegendes Konzept

Das dieser Methode zugrunde liegende Konzept besteht in der Uberfiih-
rung eines Systems partieller Differentialgleichungen in ein linearisiertes
algebraisches Gleichungssystem, fiir welches effektive Losungsverfahren
zur Verfiigung stehen. Dazu wird das Differentialgleichungssystem in ei-
nen Integralausdruck iiber das zu untersuchende Gebiet umgeformt. Durch
Zerlegung des Gebietes in diskrete Teilbereiche (die finiten Elemente)
kann das Integral als Summe der Integrale iiber die Elemente dargestellt
werden. Die Unbekannten werden durch elementweise Ansatzfunktionen in
Abhingigkeit der Elementknotenwerte ausgedriickt. Einsetzen dieser An-
satzfunktionen in den Integralausdruck liefert ein algebraisches Glei-
chungssystem fiir die Knotenwerte. Nach dessen Losung kann mit Hilfe
der Ansitze eine Ndherungslosung fiir das gesamte Gebiet angegeben wer-
den.

3.3.2 Prinzip der virtuellen Arbeit fiir groBe Forménderungen

Den Ausgangspunkt fiir die Herleitung des Prinzips der virtuellen Arbeit
bildet der Impulssatz fiir ein ruhendes, verformtes Korperelement:

dive +pof =0 (3.17)

Nach skalarer Multiplikation mit der virtuellen Verschiebung 8u und Inte-
gration iiber das aktuelle Volumen erhdlt man mit Hilfe des GaufBlschen
Satzes das beziiglich der verformten Konfiguration aufgestellte Prinzip der
virtuellen Arbeit

Jo-2sgradu+ (grad wH dv = [p-sudA+ [ of-sudv.
v A v (3.18)

Dabei wurden die Vertauschbarkeit von Gradientenbildung und Variation,
die Symmetrie des Spannungstensors ¢ und das Theorem von Cauchy

p=o-n ' (3.19)

ausgenutzt.

Die linke Seite von (3.18) stellt die virtuelle Forménderungsarbeit §W dar,
wihrend auf der rechten Seite die virtuelle Arbeit der duBeren fldchenhaft
verteilt angreifenden Kridfte 3A , und aller volumenhaft angreifenden Kraf-
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te 3A, stehen. Wenn auf dem Teil der Oberfliche A, die Spannungen und
auf A, die Verschiebungen vorgegeben sind, so verschwindet wegen

Su=0 (3.20)

auf A der entsprechende Anteil des Oberfldchenintegrals.

3.3.3 Update-Lagrangesche Formulierung des Prinzips der virtuellen Arbeit

In der Formulierung des Prinzips der virtuellen Arbeit gemdB (3.18) sind
alle GroBen auf die unbekannte verformte Lage bezogen. Zur Auswertung
der Integrale muB eine Transformation auf eine bekannte Konfiguration
durchgefiihrt werden. Dabei bieten sich insbesondere die unverformte
Ausgangslage und bei einer Aufteilung der Belastung in einzelne Lastschritte
die Konfiguration des zuletzt berechneten Schrittes an. Das erstgenannte Vor-
gehen ist als Total-Lagrangesche Formulierung bekannt, wahrend das zweite
als Update-Lagrangesches Verfahren bezeichnet wird.
Bei geschwindigkeitsabhdngigen Materialgesetzen kann das in Kap. 3.1 dar-
gestellte Verfahren, bei dem die gesamte Last in einem Schritt aufge-
bracht wird, zu erheblichen Fehlern fiihren, da der genaue zeitliche Ver-
lauf der Geschwindigkeit der Korperpunkte unbekannt ist. Um groBtmog-
liche Genauigkeit zu erreichen, wird daher das inkrementelle Verfahren
mit einer Gleichgewichtsiteration kombiniert. Aus diesem Grund und wegen
der differentiellen Beschreibung des Materialverhaltens liegt hier eine Up-
date-Lagrangesche Formulierung nahe.
Um die im folgenden auftretenden GroBen eindeutig zu bestimmen, wird
eine aus [3.1] stammende Schreibweise verwendet: Linke obere Indizes
kennzeichnen die Konfiguration, in der die betreffende GroBe auftritt,
wihrend der linke untere Index die Bezugskonfiguration dieser GroBe
angibt. So sind beispielsweise ;S:"B die gemischtvarianten Komponenten
des 2. Piola-Kirchhoffschen Spannungstensors in korperbezogener Darstel-
lung in der Konfiguration zur Zeit t, bezogen auf die Anfangskonfigura-
tion. Bei Eindeutigkeit werden die linksstehenden Indizes weggelassen.
Das Problem besteht also darin, aus der bekannten Konfiguration zum
Zeitpunkt t die neue Konfiguration zur Zeit t + At zu berechnen. Dabei
bezeichnet **2tu die Verschiebung aus der Ausgangskonfiguration zur Zeit
t in die unbekannte Lage zur Zeit t + At

t+At t+At t

u-= r- r . (3.21)
t t
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Die virtuelle Forménderungsarbeit

SW = f t+itg . L5 (grad®™*tu + (grad***w)T) A%V (3.22)
e+ Aty

wird mit Hilfe der Beziehungen

t"'Atv to
J = t'_v = t*Atp (3.23)
und
zzite = %— (grad“Atu + (grad“Atu)T) (3.24)

sowie der Definition des 2. Piola-Kirchhoffschen Spannnungstensors

LAt = J(UAERT (U000 (AL FTHT

: . e (3.25)

umgeformt: Aus der Definition des Green-Lagrangeschen Verzerrungstensors

trhtg = L (t*Atgr . “*Atgr - tar - “dp)
t t t t t

= 3 (Grad®™®*u + (Grad®™***u)T + (Grad*"**w T Grad****u) (3.26)

folgt

t+At . _ t+At T (t+At t+At
3 t‘s—( cF) S .ae © tF. (3.27)
Damit 4Bt sich die virtuelle Formianderungsarbeit als Integral lber das
bekannte Gebiet *V darstellen

sW = [ ©0fs . gt At tav . (3.28)
ty ¢
S und & sind beziiglich der Elementararbeit konjugierte Spannungs- und
VerzerrungsmaBe [3.28].
Mit der auf das Ausgangsvolumen bezogenen Belastung “Af) p lautet das

vollstédndige Prinzip der virtuellen Arbeit

J‘ t+ltg | strAt. tyy - J‘ t+Atp . 8t+Atu 0dA
€y t t Sa )

o [t At 550 tav . (3.29)
ty ¢
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Zur Losung von (3.29) mit Hilfe der Verschiebungsmethode miissen alle
auftretenden GroBen als Funktionen des unbekannten Verschiebungsfeldes
ausgedriickt werden. Das dadurch entstehende nichtlineare Gleichungssy-
stem in u wird durch geometrische und physikalische Linearisierung ge-
lost. Dazu werden Spannungen und Verzerrungen zerlegt und das
Spannungsinkrement iiber das Materialgesetz als Funktion der Verzerrun-
gen ausgedriickt.

3.3.4 Zerlegung von Spannungen und Verzerrungen

Da der 2. Piola-Kirchhoffsche Spannungstensor auf die Konfiguration zur
Zeit t bezogen ist, 1aBt er sich in einen bekannten Anteil und einen Zu-
wachs zerlegen

ttAtg - tg§ 4+ A S . (3.30)
t t t

Die Variation des Green-Lagrangeschen Verzerrungstensors wird in einen
linearen und einen nichtlinearen Anteil aufgespalten

8t+Ate=Se=8e+81| (3.31)
t t t t
mit
5.e = ;— $(Grad u + (Grad w)™) (3.32)
und
5.1 =2 5((Grad wT Grad u) . (3.33)

Vernachldssigt man das Produkt der beiden kleinen GroBen A S -8 (s.
z.B. [3.1, 3.29]), so ergibt sich aus (3.29)

fAS-Seth+ftS-81|th
£ t t tt t
v v

=35A, +3A - [ *s-setdav . (3.34)
A\’ A t t

tv

3.3.5 Einbau des Werkstoffgesetzes

Um groBe Deformationen berechnen zu konnen, muB das in Kap. 2.2 her-
geleitete Werkstoffgesetz auf diesen Fall verallgemeinert werden. Dazu
wird angenommen, daB die elastischen Deformationen klein sind, was bei
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Metallen gewohnlich zutrifft. Dann 14Bt sich die Verzerrungsgeschwindig-
keit in einen elastischen und einen inelastischen Anteil aufspalten

D=D +D =D +D +D (3.35)
e i e P v

(vgl. (2.105)). Fiir D_ wird ein hypoelastisches Gesetz der Form

___1_ V_ v
D =35 (0- 133

Sp(e) 1) (3.36)

mit der objektiven Zeitableitung nach Jaumann [3.30]

9=86-Wag+ oW (3.37)

angesetzt. Damit ergibt sich das System der konstitutiven Gleichungen fiir
groBe Deformationen zu

D = 21_G (d - II\J Sp(6)1) + An + «®»n (3.38)
mit
A= <-ﬁg'- n> + «I—% A» (3.39)
bzw.
d=cCcD-2GDf
A
- v __ - K .
-ZG{D+1_2\J Sp(D) 1 <._1_+A>D nn}
2G K
A
-ZG{(I - <—1LA—>) «%A-rtb»}n, (3.40)
26K

den Evolutionsgleichungen fiir die internen Variablen

v
E=cXin, (3.41)

x=(d'-E)-An, (3.42)

= 1/ﬂgﬂ %, (3.43)

der verallgemeinerten Uberspannung

A=yt-/g = {66-0)- (-0} - /g, (3.44)

>
|
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dem MaB fiir die ProzeBgeschwindigkeit

Y,
v=20

‘n, (3.45)

sowie den Nebenbedingungen

x, wenn f(d') = g und ' n>0

<x> = { , (3.46)
0, sonst
X, wenn A 2 0

«X» = { (3.47)
0, sonst

Man beachte, daB der Tensor vierter Stufe C in (3.40) von der Belastungs-
geschichte und der ProzeBgeschwindigkeit abhédngt.

Um das Werkstoffgesetz in das Prinzip der virtuellen Arbeit (3.34) einzu-
bauen, muBl des Inkrement des 2. Piola-Kirchhoff-Spannungstensors durch
den Zuwachs der Cauchy-Spannungen gemiaB (3.40) ausgedriickt werden.
Dazu wird von der Niherung

AtS N :S At (3.48)

ausgegangen und die substantielle Zeitableitung des 2. Piola - Kirchhoff-
Spannungstensors

:o=—&F‘S ET ,t ST < t+At (3.49)

mit dem Deformationsgradienten

- atxa T t B
T otxf B

berechnet. Die substantielle Zeitableitung von (3.49) ergibt [3.31]

F (3.50)

o

Te

Ty __0O T T _,*p (gt T te g7 T T
TascE FISFT R (FISFT.FISFT L FISET) @S

mit
F=LF. (3.52)
Zum Zeitpunkt t = t gilt

F=1, (3.53)

=8, (3.54)
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J=1, (3.55)
woraus sich mit der Jaumannschen Zeitableitung

te_tY _t5 e tgr_ try te _ t. (twr _ t

t_S-trx o 0 +(tW tL)t_':! tO(tw tL) . (3.56)

ergibt. Mit der Definition des Geschwindigkeitsgradiententensors

L = grad v = —;—(grad v + (grad v+ ;— (grad v - (grad v
=D+ W (3.57)
und der Kontinuitdtsgleichung [3.32]
g- = - Sp(D) (3.58)
folgt
S=d+Sp(D)oc-Do-0D . (3.59)

Der Dehnungsgeschwindigkeitstensor D 148t sich unter der Annahme zeit-
lich konstanter Geschwindigkeit

v = const. = Dr _ Du _ u 4

at - dt - admy oac T At (3.60)

mit Hilfe der Verschiebungen ausdriicken:
Zum betrachteten Zeitpunkt 1 =

t fallen die aktuellen Koordinaten mit
denen der Referenzkonfiguration zusammen, d.h.

ty _ 1 T, _ _1_
r.D T (Grad u + (Grad u) ') = YRR (3.61)

Setzt man (3.58) in Verbindung mit dem Werkstoffgesetz (3.40) in (3.48)
ein, so erhidlt man fiir

den Zuwachs des 2. Piola-Kirchhoffschen
Spannungstensor

* t t t
AS~ C g -2GD At+Sp(s) o- g ¢~ 0c¢g . (3.62)

Das hier dargestellte Vorgehen entspricht einer expliziten Euler-Integra-

tion von AtS. Damit lautet das Prinzip der virtuellen Arbeit fiir einen
Zeitschritt
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t t t TV , t
r.‘f {tc 8 * 5P (t.el) £% 7 f1 e 7 % } 5.8 dv
v

t t
+ ftc - 8,n SV
tv

=SA, +5A, - tf fo -5 "dV + Attf 2GD]- 5e "dV. (3.63)
v A\

Diese Gleichung stellt die linearisierte Form des Prinzips der virtuellen
Arbeit nach (3.29) dar. Es soll ausdriicklich darauf hingewiesen werden,
daB sich die N&dherungen zur Berechnung des Spannungsinkrementes ACS
nur auf Ermittlung der Steifigkeitsmatrix beziehen. Die fiir die Gleichge-
wichtsiteration benétigten Spannungen am Ende eines Zeitschrittes werden
ohne diese Ndherungen berechnet.

3.3.6 Inkrementelle Formulierung des Prinzips der virtuellen Arbeit

Da das nichtlineare Gleichungssystem fiir das Verschiebungsfeld u (3.29)
mit Hilfe einer Gleichgewichtsiteration gelost werden soll, muB das Pro-
blem inkrementell in den Verschiebungen formuliert werden. Dazu wird

(”u mit

die unbekannte Verschiebung u durch die Folge ¢

Wy 2 G0y 4 AWy i=1, 2, ... (3.64)

angendhert.

+A

Dementsprechend wird auch die Verzerrung ¢ :e durch (i)e approximiert

t+At )
LENLE (3.65)

Aus der Variation der Verschiebungen

Py = 5( Py + AWy) = 527 (3.66)
folgt

(D _ o (D ()

F,e=34a e+ 5a 0 (3.67)

wobei in
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8 A(i)e = L (3 Grad(a®u) + 5 Grad (aPuw)T
+ 8 Grad (au)T Grad (4 Pu)
+ Grad ("Pu)T § Grad (a®Pu)) (3.68)
die in a%u linearen und in

) A(:)'q = ;— (5 Grad (a’u)T Grad (aPu)

+ Grad (APw)T 5 Grad (APu)) (3.69)

die in a%u quadratischen Terme zusammengefaBt sind. Diese Aufspaltung
der Verzerrungen findet man auch bei Paulun [3.33] und Klee [3.21]. Nach
Aufteilung der Spannungen S in den bekannten Anteil “"VS und das

Inkrement a'’S
aWs = Wg . G-Vg (3.70)
stellt sich das Prinzip der virtuellen Arbeit folgendermaBlen dar

_f aVs - SA(:)e Y4V + IA(i)S . SA(:_)TI tav
tv tv

+ [OPs . 540tV = 3A+ 5A, - [UP5 . 5aPe tav .
‘v v (3.71)

Da das zweite Integral auf der linken Seite GroBen enthdlt, die gegeniiber
den restlichen von hoherer Ordnung klein sind, wird es in der Iteration
nicht beriicksichtigt (s. a. [3.1] sowie (3.34)). Damit entspricht die Formu-
lierung (3.71) fiir einen Iterationsschritt der Gleichung (3.34) fiir einen
Zeitschritt.

Aus (3.61) folgt

aWe = L (Grad(a®u) + Grad (aPu)T) (3.72)

1
t 1 2
und daraus mit Hilfe von (3.62) fiir das Spannungsinkrement

(i) W m t W, t, _ t, D T
A SNtC ae + Sp(Atel) i A s O [0 AE

- {26D* } at, (3.73)
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wobei der Klammerausdruck {} nur fiir i = 1 giiltig ist. In (3.73) ist die
Niherung eines von D unabhingigen Tensors C enthalten, was einer Line-
arisierung in der Verzerrungsgeschwindigkeit entspricht.

(3.71) bildet zusammen mit (3.73) den Ausgangspunkt fiir die inkremen-
telle FE-Formulierung.

3.4 Umsetzung in eine Finite-Element-Formulierung

In der Kontinuumsmechanik hat sich heute die Verschiebungsmethode ge-
geniiber der KraftgoBenmethode deutlich durchgesetzt (s. a. Kap. 3.1). Die
Griinde dafiir liegen vor allem in den einfacher zu bestimmenden Ansatz-
funktionen und den prinzipiellen Vorteilen bei dynamischen und nichtline-
aren Problemen [3.34].

3.4.1 Wahl der Elemente

Im folgenden wird exemplarisch ein Ringelement zur Analyse allgemeiner
rotationssymmetrischer Probleme hergeleitet. Da fiir den Lastvektor die
gleichen Ansatzfunktionen wie fiir die Steifigkeitsmatrix verwendet wer-
den, ergibt sich eine konsistente Formulierung.

Zweidimensionale Probleme werden nahezu ausschlieBlich mit Hilfe von
Dreiecks- oder Viereckselementen behandelt. Der Vorteil der Dreiecksele-
mente liegt in der besseren Anpassungsmoglichkeit an komplizierte Geo-
metrien. Schwierigkeiten treten jedoch durch geometrische Anisotropie und
unterschiedliches Konvergenzverhalten bei verschiedenen Netzen auf [3.35].
Da sich bei den hier zu behandelnden relativ' einfachen Geometrien der
genannte Vorteil nicht auswirken kann, werden im folgenden Viereckele-
mente entwickelt.

3.4.2 Ansatzfunktionen

Die Wahl der Ansidtze bei einem finiten Element hat entscheidenden Ein-
fluB auf Rechenzeit, Genauigkeit, Konvergenzverhalten und numerische
Stabilitit der gesamten Rechnung. Daher wird auch in der Literatur [3.1,
3.2, 3.8, 3.34, 3.35, 3.36] ausfiihrlich auf die Anforderungen an die Ansitze
eingegangen.

Wie bereits in Kap. 3.1 dargelegt, brauchen die Ansatzfunktionen nur die
wesentlichen Randbedingungen zu befriedigen, da die natiirlichen von
vornherein im integralen Sinn erfiillt werden. Durch Verwendung konfor-
mer Elemente ist das Verschiebungsfeld auch an den Elementrindern
stetig, wodurch die Kompatibilititsbedingungen bereits durch den Ansatz
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erfiilllt werden. Obwohl strenggenommen nur die Verwendung solcher
konformer Elemente erlaubt ist, werden gelegentlich (z. B. bei Platten-
problemen) auch mit nichtkonformen Elementen gute Ergebnisse erzielt
[3.2]. Vollstdndigkeit der Ans#tze stellt sicher, daB Starrkérperverschie-
bungen und konstante Verzerrungszustinde exakt erfaBt werden. Zusitz-
lich ist Invarianz der Interpolationsfunktionen gegeniiber Drehungen und
Verschiebungen des Koordinatensystems zu fordern. Sind alle diese Bedin-
gungen erfiillt, was z. B. mit vollstindigen Polynomen zu erreichen ist
[3.1], so gewidhrleistet das Element bei Linearitit des Problems monotone
Konvergenz. Bei nichtlinearen Problemen ist dagegen Konvergenz nicht a
priori gesichert [3.9].

3.4.3 Das isoparametrische Konzept

Da nach Bathe [3.1] isoparametrische und verwandte Elemente besonders
effektiv sind, soll hier dieses Konzept Verwendung finden. Im Hinblick
auf die spidtere Anwendung wird es fiir zweidimensionale Probleme darge-
stellt. Die Erweiterung auf dreidimensionale Elemente ist prinzipiell zwar
einfach, erfordert jedoch in Bezug auf Speicherplatz und Rechenzeit we-
sentlich hoheren numerischen Aufwand.

Zur Zustandsbeschreibung werden sowohl korperfeste, elementweise defi-
nierte Koordinaten Ei (sog. lokale Koordinaten) als auch raumfeste, globa-
le Koordinaten x* eingefiihrt. Bei rotationssymmetrischen Problemen sind
Zylinderkoordinaten als globale Koordinaten zweckmiBig. Die natiirlichen
Koordinaten werden so gewdhlt, daB sie ein allgemeines Viereck in ein
Quadrat mit der Kantenldnge 2 transformieren. Abb. 3.1 zeigt ein 4-Kno-
tenelement in allgemeiner Lage mit Numerierung der Knoten und Bezeich-
nung der Knotenpunktverschiebungen.

Auf der Grundlage dieser Darstellung lassen sich iso-, sub- oder super-
parametrische Elemente ableiten, je nachdem ob fiir die Interpolation des
Deformationsverhaltens und der Geometrie gleiche oder verschiedene
Ansatzfunktionen verwendet werden. Ist der Grad der Funktion zur Be-
schreibung der Geometrie gréBer als der fiir die Deformation, so spricht
man von superparametrischen Elementen, im umgekehrten Fall von subpa-
rametrischen.
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Abb. 3.1: Axialsymmetrisches Element mit lokalen Koordinaten El, Knoten-

numerierung und Bezeichnung der Knotenpunktverschiebungen

Die Interpolationsfunktionen lassen sich auf systematischem Weg mit Hil-
fe der Lagrangeschen Funktion gewinnen:

il

m+1 m+1
j=1 k=1
j*i k1
. (3.74)
m+1 m+1
i b

k1
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Darin ist m der Grad des Ansatzes, und der rechte untere Index kenn-
zeichnet die lokale Koordinate als Knotenkoordinate. Man beachte, daB die
Koordinate in Umfangsrichtung 52 liberzdhlig ist: Alle Korperpunkte mit
gleichen Koordinaten 51 und §3 haben aufgrund der Rotationssymmetrie
identische Werte der Zustandsvariablen. Es geniigt daher, einen belie-
bigen Schnitt des Kreisringelementes zu betrachten (s. a. Abb. 3.1).

Das Problem des effizientesten Ansatzgrades wird in der Literatur nicht
eindeutig geklart. Das deutet darauf hin, daB diese Frage nur problemab-
hidngig und nicht allgemein beantwortet werden kann. In Kap. 3.6.2 wird
darauf an Hand eines Beispieles ndher eingegangen.

Die Auswertung der Formel (3.74) fiir die im FE-Programm implementier-
ten 4-, 8- und 12-Knotenelemente ergibt die unten aufgefiihrten Form-
funktionen:

4-Knotenelement

hl=‘:-(1+E1EIi)(1+E3E31) i=1,2 3 4, (3.75
8-Knotenelement

h =31+ g ) 1+ 8) (g g+ 28 - 1)

i=13,5 7 ,
hy =2 (1-E E) (1+ 2 8%) i=26 , (376
hy =2 (1- &) (1+ g gl i=4,8,
12-Knotenelement
ho= 1+ e e+ 8% {9 (g + e 2% -10}
i=1,47 10 ,
hy= > (1-B ) (1+ 8 ') (1+98%8%) i=56 11,12
1 _ L1 3 _
Ei-iS Eifil , (3.77)
hy =2 (1-E ) (1+ %% (1+98 €) i=2389

3 _ .1 1
£ = £3 g, =t1

Die Interpolationsfunktion hi nimmt am i-ten Knoten den Wert 1 und an
den iibrigen Knoten den Wert O an. In Abb. 3.2 sind die Verldufe der
Formfunktionen h, dargestellt.
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Abb. 3.2: Verlauf der Formfunktion h1 beim 4-, 8- und 12-Knotenele-
ment
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3.4.4. Axialsymmetrisches Element

Bei Verwendung von krummlinigen Koordinaten mufB3 beachtet werden, daB
die raumfesten Basisvektoren g _ im allgemeinen ortsabhéngig sind. Bei
den hier verwendeten Zylinderkoordinaten erhdlt man den folgenden Zu-
sammenhang zwischen den Basisvektoren tga eines Punktes mit den
Koordinaten x* und den Basisvektoren tgmi eines anderen Punktes (hier
des i-ten Knotens) mit den Koordinaten x§ (s. Abb. 3.3))

T 2 2,1 1 . 2 2,
g,; = cos(x x") g, - 1 sin(x X)) "B,

-
1

= xli {sin(x2 - xzi)tg1 + 1§1 cos(x? - xzi) tgz} ,  (3.78)

T T

€5, &5

Dabei bezeichnet t eine Zeit zwischen t und t + at.

Abb. 3.3: Zusammenhang zwischen den Basisvektoren tga des Punktes mit
den Koordinaten x* und den Basisvektoren tgal des Punktes

mit den Koordinaten x':

Das isoparametrische Konzept verlangt, dafl die Geometrie mit denselben
Formfunktionen interpoliert wird wie die Verschiebungen

*u(g)) = T h (8 “u
i 1
- j 1t 2t 3t
= ?hi(g){tui By T Bait My gsi} (3.79)
i=1,3 ,

1, 3 . (3.80)

—
L}

“r(g)) = T h (&) °r,
i
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Dabei werden die Komponenten des Verschiebungsvektors “u zur Zeit t im
Sinne des Update~Lagrange-Verfahrens in bezug auf die Basisvektoren zur
Zeit t ausgedriickt. Die Summen mit dem Index i laufen von 1 bis N, wo-
bei N die Anzahl der Elementknoten bezeichnet.

Aufgrund der Ortsabhingigkeit der Basisvektoren (s. (3.78)) sind diese
Ansidtze nichtlinear in den Komponenten. Da die iiblicherweise verwende-
ten axialsymmetrischen Elemente keine Knotenpunktverschiebungen in
Umfangsrichtung zulassen, tritt diese Schwierigkeit dort nicht in Erschei-
nung. Um den mit dieser Nichtlinearitit verbundenen Anwachs in der
Rechenzeit zu minimieren, wird ein besonderes Update-Verfahren verwen-
det, bei welchem die Unabhingigkeit aller Zustandsvariablen von der
Koordinaten E> ausgenutzt wird: Mit jedem neuen Lastschritt wird ein
materiell anderer représentativer Schnitt des Kreisringelementes betrach-
tet. Wird dieser Schnitt jeweils bei

tx2 = 0 (3.81)

durchgefiihrt, so haben die Basisvektoren tgm, auf welche siamtliche GroBen
bezogen sind, alle die gleiche Richtung und unterscheiden sich lediglich in
ihrem Betrag. Damit werden die Ausdriicke fiir die Verschiebungskompo-
nenten entkoppelt und stark vereinfacht, was sich in einer drastischen Re-
duktion der Rechenzeit niederschldgt

1 _ 1
U T zi:hi Ui
t_1
2 _ Xj 2
LU= lhl —r LU (3.82)
tu3 =>h, u

Um die Koordinaten *x* eines Punktes mit den korperfesten Koordinaten

!, £® in Abhingigkeit der Knotenkoordinaten x|

funktionen angeben zu kodnnen, geht man im Gegensatz zu den Verschie-

und der Interpolations-

bungen zweckmiBig von einer Darstellung des Ortsvektors in bezug auf

T
g _ aus

r="x g X3 g, (3.83)
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Schreibt man (3.83) fiir die Ortsvektoren der Knotenpunkte, setzt diese
Ausdriicke in den Ansatz (3.80) ein und driickt die Basisvektoren 1:gmi ge-
miB (3.78) durch tga aus, so ergeben sich die Koordinaten des betrachte-
ten. Punktes zu

*x?! = w/(Z h, 1:xil costxiz)2 + (2 h, 1:xll Sil‘lfxiz)2 ,
i 1

x“ = arctan ! ! . (3.84)

> hl"x1 cos *x?2
i

> h *x! sin 1:xiz
i

i i

*x3 = 3 h “x
o

-w

Die Koordinaten *x* hingen also nichtlinear von den Knotenkoordinaten
Tx°; ab, was eine Folge des hier verwendeten krummlinigen Koordinatensy-
stems ist.

Als Zusammenhang zwischen den Koordinaten eines Punktes zu einer be-
liebigen Zeit Tt und den auf die Basisvektoren zur Zeit t bezogenen Ver-

schiebungskomponenten :ua erhédlt man

t
‘Cxi = _/( 'Cui + x1)2 + ( tuz txl)z ,
t t

t 2 ‘:u2 txi
x“ = arctan ——— (3.85)

tu1+tx1

t
‘I:x3 = rus + t.x3

Aus (3.85) wird deutlich, daB es zweckmiBig ist, die Verschiebungskom-
ponenten in der kovarianten Basis und nicht - wie urspriinglich in [3.26] -
in der kontravarianten darzustellen. Die energetisch konjugierten GroBen
werden dementsprechend in der kontravarianten Basis ausgedriickt.

Setzt man den Ansatz fiir das inkrementelle Verschiebungsfeld APy ge-
miB (3.79) in das Prinzip der virtuellen Arbeit in der Fassung (3.71) ein
und beachtet, daB

Py = 5 2Py (3.86)

gilt, so ergibt sich bei Vernachldssigung volumenhaft angreifender Krifte
das linearisierte Gleichungssystem auf Elementebene zu
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{ft®B 1 Trc1t®B 1%av_+ [1®B 1T @s*1(“B_1%av_}
1 1 e ¢ nl nl e

t

v, Ve
(aPur= [ tHIT(p1%A_- [t®B T4 Ps1%dv,
i 0 t
A, Vo
-{at [1¥B1TIq1%aV_}] . (3.87)
R

e

Nach Zusammenbau der Elementsteifigkeitsmatrizen und Elementlastvek-
toren erhdlt man das linearisierte Gleichungssystem fiir die Inkremente
der Knotenpunktverschiebungen

(K, + K_10a®u1=(R 1-1%PF1- {(R 1} . (3.88)
nl P q

Darin bezeichnen [K1] und [ Knl] den linearen bzw. den nichtlinearen An-
teil der Systemsteifigkeitsmatrix, der Lastvektor [Rp] enthilt die Knoten-
lasten einschlieBlich der durch Kondensation beriicksichtigten geometri-
schen Randbedingungen, ["DF] umfaBt die aus dem vorangegangenen
Iterationsschritt stammenden Ungleichgewichtslasten und [Rq] kann als
viskoplastischer Lastvektor angesehen werden.

Die Elementmatrizen und Elementvektoren in (3.87) werden im folgenden
Kapitel angegeben.
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3.4.5. Elementmatrizen -

Mit Hilfe der linearen Verzerrungs-Verschiebungsmatrix [B, ] und der Gradi-
enten-Verschiebungsmatrix [Bnll konnen die in A”u linearen und quadra-

tischen Variationen des Green-Lagrangeschen Verzerrungstensors berechnet

werden
[saWel= [“)Bl] (5aPu3, (3.89)
[Grad AP u1 = (DB _ 1] (a@Pu 1. (3.90)
Darin ist
B i 1
a®ul ]
(i) 2
A u1
() . .3
A u
[aPu 1= 1
(l.) 3
| A uy (3.91)

der Vektor der Inkremente der Knotenpunktverschiebungen und [3 aPe 1
enthidlt die Variation des linearen Anteils des Verzerrungstensors

() 1 ‘1
Ae

A (i)e22

(i)e33

i

(6})
[§Aa'e)l= 3 2A(i)e12
t

(i) 13
ZAte

2 A ‘t"e23 ) (3.92)

Zur Berechnung von [(i)Bl] mufl die kovariante Ableitung des Verschie-
bungsvektors u bekannt sein. Beachtet man, daB aufgrund der Axialsym-
metrie die partiellen Ableitungen nach x2 verschwinden

dtx2 dtx2 ’

ALS W J_ = 9
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da
QF! _ 9Ed _
e 0, (3.94)
2 =0 (3.95)

gilt, so ergibt sich

_ou t. B _ o t. t. B _ (.« o« ey t. t_B
Grad u = g —uIB g, & -(u’B+I‘pBu) g, 8

otxP
[ oh; 1 _ t1 2 oh; 1
; dtxl t i ; hi Xi iz otx3 t i \
- Ohy xj 2 s hy Ohy *xT e
- i atxi f-xi t i i txl tui i atx3 txl tui
oh oh
2,3 oh; 3
\ ? atxi t_ul 0 ; atxs t i }

tgd "gB . (3.96)

Dabei wurde beriicksichtigt, daB in Zylinderkoordinaten lediglich die
Christoffelsymbole '

o= -t

L=t (3.97)
r2 =r? = %f (3.98)

nicht verschwinden.

Nach ladngerer Zwischenrechnung erhédlt man aus (3.68) mit Hilfe von
(3.96) die 6 x (3*N) Verzerrungs-Verschiebungsmatrix zu
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In (3.99) wurde von der abkiirzenden Schreibweise

oh 4 (3.100)

otxe ia

Gebrauch gemacht. tx: bezeichnet die radiale Koordinate des i-ten Kno-
tens zur Zeit t.

Die Gradienten-Verschiebungsmatrix [“)Bnl] tritt lediglich bei der Be-
rechnung der Steifigkeitsmatrix [Kn1] auf (3.87). Da hier eine wiéhrend ei-
nes Lastschrittes konstante Steifigkeitsmatrix verwendet wird, braucht

nur [mBnl] bestimmt zu werden. Mit (vgl. die tensorielle Schriebweise in
(3.96))

ou,
A(l) u2|1

A“)“3|1
[Grad a®u1 = 2@,
A(i)u1|3

A (i) u2|
3

a3, (3.101)

sowie (3.91) erhilt man die 8x(3*N)-Matrix

(1) =
(VB 1=
h,, 0 0 b, , 0
tyl
0 i O 0 0
0 0 h | 0 hy
0 -h %! 0 0 0
i 1
1 1
hy &a 0 0 h, o 0
h 0 0 h, 4 0
tyl
0 A 0 0
| o 0 h, . o ... hy |.

(3.102)
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Die Gleichung (3.73) zur Berechnung des Spannungsinkrementes a'VS 1at
sich in matrizieller Schreibweise gemiB

[as 1~ rc*10a%e 1+ {1q1}at (3.103)

ausdriicken. Mit den linearen Verzerrungsinkrementen

A Dt
e &1
W 22
!

A(i)e33
t 1

A

(i)
[AaVe 1= :
1 2A(l)elz
t 1

2 AW 13
t 1
(i) _23 (3.104)

LZAtel i

und den entsprechend sortierten Inkrementen [a‘f’s 3 ergibt sich die
Spannungs-Verzerrungsmatrix
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Darin ist

> (3.106)

(vgl. (3.40)), und e sind die Komponenten des Normaleneinheitstensors
n an die FlieBfliche. Man erkennt, daB [ C*1, und damit die Steifigkeits-
matrix, aufgrund der Nichtlinearitit des Problems unsymmetrisch ist. Ei-
ne Abschdtzung der GroBenordnungen der Terme 2G 1_\'?, g und
M"asnys zeigt jedoch, daB O gegeniiber den anderen GroBen sehr klein
und damit vernachlédssigbar ist. Die auf diese Weise symmetrisierte inela-
stische Spannungs-Verzerrungsmatrix wird mit [ CJ] bezeichnet.

Der viskoplastische Lastvektor [q] ergibt sich zu

Ny
A Nyy
[ql=-2G6{(1 - <—%+>) « BA+ 0, ]| Tss
1 A K n
36" X 12
N3
| M3 ]| (3.107)

Mit Kenntnis der Matrizen [(”Bl] und [C1] kann der lineare Teil der Ele-
mentsteifigkeitsmatrix ermittelt werden. Um den nichtlinearen Anteil der
Steifigkeitsmatrix zu berechnen, muB zusétzlich noch gemaB

(3.108)
[(i

(vgl. (3.71)) die Spannungs-Metrikmatrix “1S*] bestimmt werden
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Zur Berechnung des Lastvektors [Rp] muB SAA auf Elementebene in ma-

trizieller Schreibweise formuliert werden

l‘ t+At (1)

0
%A
e

[{ Sh S“)u: t+d
OA i

e

t+At
0 T T i

=50%u) [tHIT (p1 %A .
°A
e

2

p
tpl + Th tx! s y2 0

+ %hi 8(i)u:is t.+A;p3} odA

(3.110)

Die Interpolationsmatrix [HJ] enthdlt die Ansatzfunktionen gemidf (3.74)

und die Radialkoordinaten der jeweiligen Knoten

[H]=

h, 0 0 h, O 0
! t 1t 2 t 1

0 h*x} 0 0 b, O
o o0 h, 0 0 h,

(3.111)

und [p 1 die physikalischen Komponenten der flichenhaft verteilten Lasten

[~ t+At
_ t+At 1
[pl-= o P2 TxZ
t+At
0" 3

(3.112)

Am Ende des i-ten Iterationsschrittes werden die Cauchy-Spannungen g
durch numerische Integration des Stoffgesetzes (3.38) - (3.47) ermittelt
(s. Kap. 3.4.7). Die Transformationsmatrix [ T] ermoglicht die Berechnung

der 2. Piola-Kirchhoffschen Spannungen

gy = ()
(", 81 =ITI1L; 0l

mit

(3.113)
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Dabei wurden die Abkiirzungen

dtx ™ dtx ™ d j
x* 4 = $OXF = —‘ag’i —p-’é—a-a D (3.115)
mit 4XZ gemiB (3.84) und [3.29]
(i)J - (i)v _ tp - "(i)gdB" 1 - (i)xi 1
tv (i)p Il tgdﬁ" | F?B" t'xl |x1,1 x3,3 - x1,3 X3’1|
(3.116)
verwendet.

, oFl . . . ..
Da die Terme c)_(é;ﬁ' in (3.115) nicht direkt berechnet werden konnen,
werden sie durch Inversion der Jakobimatrix

— c)txi ()tx1
SEl 0 SE3
atxz oF 2
[Ji1=| —5Fr 1 Tgxr
T3 Ty 3
s 0 raall (3.117)

mit t = t + At bestimmt.

3.4.6 Flichen- und Volumenintegration

Zur Integration der Elementmatrizen (3.87) miissen die globalen Koordina-
ten *x* mit Hilfe der Interpolationsfunktionen (3.75) - (3.77) und den
Komponentengleichungen (3.84) als Funktion der lokalen Koordinaten Ej
ausgedriickt werden. Dann ergibt sich bei Beriicksichtigung der Axialsym-

metrie

1
[ 1ELE S EL )Nty de' ag’
-1 (3.118)

1
JU . 1™ tav, =2 [
Ve -1
mit der Determinanten I[J1I1 der Jakobimatrix nach (3.117) mit t© = t.
Die numerische Integration von (3.118) kann beispielsweise mit Newton-
Cotes-Formeln (vorgegebener Stiitzstellenabstand) oder mit der GauBl -
Quadratur (optimierte Gewichtsfaktoren und Lage der Stiitzstellen) erfol-
gen. Bei isoparametrischen Elementen wird liblicherweise das letztgenann-
te Verfahren verwendet, wobei die Anzahl der Stilitzstellen vom Integran-
den abhidngt. Ein Polynom vom Grade (2n-1) wird mit n Stlitzstellen
exakt integriert. Aufgrund des rotationssymmetrischen Problems sind die
in der Steifigkeitsmatrix auftretenden Funktionen jedoch keine Polynome
in Ej. Daher konnen die entsprechenden Integrale nur n@herungsweise
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ermittelt werden. Die Lastvektoren [R ] konnen dagegen numerisch exakt
berechnet werden, wenn der Verlauf der flachenhaft angreifenden Lasten
durch Polynome dargestellt werden kann.

Bathe gibt in [3.1] Empfehlungen fiir zuverldssige Integrationsordnungen
bei isoparametrischen Elementen: Fiir das 4-Knotenelement wird als Inte-
grationsordnung 2x2, fiir das 8-Knotenelement 3x3 und fiir ein 16-Knoten-
element 4x4 vorgeschlagen. Diese Integrationsordnungen werden auch hier
verwendet, wobei jedoch anstelle des 16-Knotenelementes das mit 12
Knoten gemdB (3.77) tritt. Bathe weist darauf hin, daB eine reduzierte
oder auch eine selektive Integration durch Verringerung der Rechenzeit
Vorteile haben kann. Um mit diesen Verfahren zuverldssige Ergebnisse zu
erzielen, miissen jedoch gewisse Kriterien eingehalten werden. Reduzierte
Integrationsordnungen werden auch gelegentlich bei Berechnungen verwen-
det, bei denen inkompressibles Materialverhalten zugrundegelegt wird.

Bei der GauB-Quadratur werden die Integrale durch Summen ersetzt, wo-
bei die Summanden an den sog. GauBpunkten berechnet und mit den Fak-
toren w gewichtet werden

JU X5 tav,
=2n Y X owow, [ 1@ ED XL g

(3.119)
Man beachte, daB unterschiedliche Integrationsordnungen r und s in den
verschiedenen Richtungen moglich sind.

3.4.7 Spannungsberechnung

Nach jedem Schritt der Gleichgewichtsiteration miissen die Spannungen g
ermittelt werden. Die Exaktheit einer FE-Analyse hdngt in erster Linie da-
von ab, wie genau die rechte Seite des linearisierten Gleichungssystems
(3.87) berechnet wird, wahrend das Konvergenzverhalten vor allem von der
Steifigkeitsmatrix beeinfluBt wird. Um S zu bestimmen, werden die
konstitutiven Gleichungen (3.38) - (3.47) numerisch von t bis t + At inte-
griert und daran anschlieBend mit Hilfe von [T die Cauchy-Spannungen g
in 2. Piola-Kirchhoffsche Spannungen transformiert.

Fiir die Integration miissen die zeitlichen Verdnderungen der Spannungs-

komponenten ¢ berechnet werden. Die substantielle Zeitableitung des

ofB
Spannungstensors zu einem beliebigen Zeitpunkt t ergibt sich mit (3.37)

zu [2.19]
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. _ YV _ _2_ t t. B
6 =0+ Wo dw'dt{oaa g” g}

9043 D"xp} t_a t B

_ [
- {c)t oo:B * Jtxe g
at [« 4 D xp t at. B Dt_xp
* %ap {atxp g + ‘g” ;)Tfa =3t } . (3.120)

In dieser Gleichung kann der erste Term als lokale, der zweite als kon-
vektive Zeitableitung bezeichnet werden [3.37], widhrend die zweite ge-
schweifte Klammer die Ortsabhéngigkeit der Basisvektoren erfaBt.

Mit

t,e
D x" _ye (3.121)

sowie der Definition des Christoffelsymbols als Operator, der auf den
Basisvektor angewandt seine Ableitung ergibt [3.38]

S te™ _ra t.B
B = To, 8P (3.122)

erhédlt man nach ldngerer Rechnung

T (TR T
= {(a¥ - v Do g vo (¥ - vE ]

+26{d_, + 139y d° g, - Nn_, }. (3.123)

Darin sind v* due partlellen Ableltungen der kontravarianten Geschwin-
dlgkeltskomponenten nach *x! und *x® und d* dle gemischtvarianten Kom-
ponenten des Geschwmdlgkentsgradlententensors

D = d?‘B tga th = sym (L)

1 t. 1 2 1
v 1 - XV v ,3
= sym v s 1 1 vl v2 t, t_ @
- sy a7 BT BT 3| B« & -
3 3
Vo 0 Vs (3.124)
Die GroBe
A
N = <—1_I‘(+A>{d?7n78—«-1%1\+®»}+ «%A"'Q» (3.125)
2G K
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1aBt sich als Betrag des inelastischen Dehnungsgeschwindigkeitstensors Di
interpretieren.

Aus (3.123) folgt mit (3.124) fiir die zeitlichen Ableitungen der Komponen-
ten des Cauchy-Spannungstensors

2 1 3

= + -
O30 T %2V 4 °13(V ,3 v,1)

1 v 1 1 1 3
+ + — + = + -
I?.G{v’1 1_2\)(v’1 T V v’3) Nn

6. =0, (x1H2v? +0 —2—v1+o (x1)2 v2
22 12 1 22 x1 23 ,3

+2G {x1 v+ 1_\'2\, ((x1)2v11 + xtvl o+ (xh)? v33) - anz} ,

’ !

»3 y
1 1,2 2 2 1 .1 1 1,2 .2
= - = + — +
2P °112(X)V,1 Opp 2V ,1 "% XTIV °132(X)V,3
1,01 3
+ - -
°132(V,3 V,1)

+2G {% (x1)2v2’1 - N“u}’

—v13)+o Livt -v3)-0_ iy -0 L1y

13 11 i1 N 33 2 »3 ,1 12 2 3 23 2 ,1

+
N
(»]
—t—
[
—_
<
-

? }
+ -
v ,1) Nn13 ,

. 1 1 1,2 2 3 1
= - - + = + - -
023 022 2 v '3 033 2 (x")7v ,1 o12 2 (v ,1 v ,3)

1 1,2 2 1 1-
— + —
0132(x ) Vo Ops %IV

+

+26 {3 (xH2v? - Nn}. (3.126)
Dabei beschreiben die Terme der jeweils ersten Zeile (bzw. bei 612 und 623
der ersten beiden Zeilen) die Verdnderung der Spannungskomponenten
aufgrund der Krummlinigkeit des Koordinatensystems und groBer Rotatio-
nen.
Die Differentialgleichungen fiir éaB erhdlt man wegen der Analogie der
Herleitung aus (3.41), indem S a in (3.126) durch Ech und die jeweils letzte
Zeile durch (+ c A naﬁ) ersetzt werden.
Aus (3.42) ergibt sich mit (3.39)

%= Ayg () (3.127)
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und daraus

A= -|/g0 : (3.128)

Bei der numerischen Integration von (3.126) - (3.128) tritt die Schwierigkeit
auf, daB (3.126) von der Materialfunktion A und damit von

A(A v)
K
I _,AGY)

2G K
abhidngig ist. Da diese Gleichung nicht explizit nach v aufzulosen ist, muf3

v = < >{D-n—«I—B(-A+(I)»} (3.129)

jedem Integrationsschritt eine iterative Berechnung vorangehen. Es zeigte
sich, daB mit dem Newton-Raphson-Verfahren akzeptable Rechenzeiten er-
zielt werden konnen.

In den konstitutiven Gleichungen treten die Geschwindigkeiten der Kor-
perpunkte v und deren Ableitungen v°°’ g hach den aktuellen raumfesten
Koordinaten auf. Da die FE-Analyse nur Konfigurationen zu diskreten
Zeitpunkten ergibt, muB iiber den Geschwindigkeitsverlauf v(t) eine ge-
eignete Annahme getroffen werden. Prinzipiell 1dBt sich die Geschwindig-
keit aus den Verschiebungen u oder dem Ortsvektor r bestimmen. Bei
unterschiedlichen rdumlichen Interpolationen (sub- bzw. superparametri-
sche Elemente) erhdlt man je nach Wahl verschiedene Ableitungen v“’B.
Hier soll die Geschwindigkeit aus der substantiellen Ableitung des Orts-
vektors

T T, x T

= =Dr _ =
v="v g =Gt ot EB.% X'g (3.130)

berechnet werden. Fiir den zeitlichen Verlauf der Geschwindigkeit zwischen
t und t + At bieten sich die beiden Annahmen

v(t) = konst. (3.131)
oder
*v* (t) = konst. (3.132)

an. Hier wird die zweite Moglichkeit gewdhlt, die bei Zylinderkoordinaten
einer wihrend eines Lastschrittes konstanten Radial-, Winkel- und Axial-
geschwindigkeit entspricht

T, _t_a Tt

T, o0 _te _ X X _ X - X
v, = 'Xx= ra— = X . (3.133)
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Aus (3.84) folgen damit die kontravarianten Komponenten des Geschwin-

digkeitstensors als nichtlineare Funktionen der Knotenkoordinaten *x*

i 1
welche sich aus dem Vergleich der am Ende jedes Iterationsschrittes be-
kannten Konfigurationen zur Zeit t und zur Zeit t + At berechnen lassen

x? . (3.134)

Die partiellen Ableitungen nach den aktuellen raumfesten Koordinaten
erhdlt man aus (3.84) und (3.117) zu

av“(giét) _ Tx*(F) - Ex* ()
dTX T dtxP { AT }

- L a_%r{txa(gi) - tx*gh } 39%:73 . (3.135)

3.4.8 Zeitintegration

Die zahlreichen Algorithmen zur numerischen Integration von Anfangs-
wertproblemen der Form

y(t) = f(t, y(t)) (3.136)

yit) =y, (3.137)

lassen sich entweder nach der 1ntegrationsart in explizite, implizite und
Pradiktor-Korrektor-Verfahren oder nach der Anzahl der Stiitzstellen in
Einschritt-, Mehrschritt- und Extrapolationsverfahren einteilen [3.39, 3.40].
Diese Algorithmen berechnen den Funktionswert y _  zur Zeit t + At im
allgemeinen nach der Naherungsformel

| M~

1
y = ay . + 2 by , (3.138)
m=

n+1i -j—o j n-j -{ m n-m

worin bei expliziten Verfahren b_, verschwindet.

Ihre Leistungsfahigkeit kann durch die Kriterien Genauigkeit, Stabilitat
und Rechengeschwindigkeit beschrieben werden [3.41]. Die Genauigkeit
wird durch die numerischen Rundungsfehler und den Quadratur- oder
Verfahrensfehler durch Verwendung der Nidherung (3.138) begrenzt [3.42,
3.8]. Wihrend der erstgenannte Fehler bei Verkleinerung der Schrittweite
ansteigt, verringert sich dabei der Verfahrensfehler [3.43]. Ein Integrati-

onsverfahren hat eine Verfahrensgenauigkeit von k - ter Ordnung, wenn
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sein Ergebnis bis zum k - ten Glied einschlieBlich mit der entsprechenden
Taylorreihe iibereinstimmt.

Im folgenden werden zundchst einige der wichtigsten Einschrittformeln
und daran anschlieBend zwei allgemeine Mehrschrittverfahren vorgestellt.
Das bekannteste explizite Einschrittverfahren ist das von Euler

2),

(3.139)

Yonet S Yp* Y, At + 0(t

n
dessen Genauigkeit lediglich die Ordnung 1 hat. Ein groBer Nachteil dieses
Verfahrens ist seine numerische Instabilitdt. Daher verwendet man hiufig
ein analog aufgebautes implizites Verfahren, die unbedingt stabile Trapez-
regel

VRN AR SRR P [ (3.140)
Deren Nachteil besteht - wie bei allen impliziten Verfahren - darin, daB
bei jedem Integrationsschritt ein nichtlineares Gleichungssystem zu losen
ist. Diese Schwierigkeit vermeiden die Prddiktor-Korrektor-Verfahren. Das
aus dem expliziten Euler-Verfahren als Prédiktor und der Trapezregel als
Korrektor bestehende Verfahren

~ - .
yn+1-yn+ynAt !

Ty e Y DA o) (3.141)
wird gewohnlich nach Heun benannt.

In der Literatur werden hiufig Algorithmen der Struktur

m-—1 m+1
Y . =Y, *At i§0 r. f, + 0at ),
i-1
f,=f(t+atp,y_ + Atjgo q, fj) (3.142)

als verallgemeinerte Runge-Kutta-Verfahren bezeichnet [3.43], wobei m
die Ordnung angibt. Sind fiir j 2 i die Koeffizienten q; = 0, so sind die
Verfahren explizit, anderenfalls implizit. In diesem Sinne laBt sich das
Euler-Verfahren als Runge-Kutta-Formel 1. Ordnung, das Verfahren von
Heun als Runge-Kutta-Formel 2. Ordnung auffassen.

Fiir n = 4 erhdlt man aus (3.142) das klassische Runge-Kutta-Verfahren 4. Ord-
nung. Dieses Verfahren ist sehr gebriduchlich, hat jedoch den Nachteil, daB
pro Schritt vier Funktionsauswertungen erforderlich sind. Zurmiihl gibt
zur automatischen Schrittweitensteuerung die sog. Schrittkennzahl
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£, - f
D= | P (3.143)

an, deren Wert zwischen 0,025 und 0,075 liegen sollte [3.44]. In der Pra-
xis wird jedoch gewdhnlich eine Kontrollrechnung mit halber Schrittweite
at, bevorzugt und als Korrektur eine Richardson-Extrapolation verwendet
[3.8]

_ yi(at)? - yy(at,)?
T (aty)? - (aty)?

(3.144)

Fehlberg entwickelte eine Runge-Kutta-Formel 4. Ordnung und eine S.
Ordnung so, daB beide Formeln in den ersten fiinf Funktionsaufrufen
iibereinstimmen. Damit kann eine hohere Genauigkeit und eine geringere
Rechenzeit im Vergleich zu der oben dargestellten Doppelrechnung erzielt
werden.

Einschrittformeln beriicksichtigen nicht, daB bereits die zuriickliegenden

Werte Yoop Y usw. sowie deren Ableitungen bekannt sind. Bei den

n-2
Mehrschrittformeln werden diese Informationen dagegen verarbeitet. Bei
dem Verfahren nach Adams-Bashforth wird durch die Stiitzpunkte )"n,
yn—l
trapoliert

usw. ein Interpolationspolynom gelegt und damit der Wert Yoey X

Yoey = Yp At 3 a i e 0t (3.145)
Das Verfahren von Nystrom ist analog dazu aufgebaut, jedoch beginnt
hierbei die Extrapolation bereits an der Stelle Yoot
q

Yowy = Yaoq * At Eo ay - (3.146)
Als prinzipieller Nachteil der Mehrschrittformeln ist die dazu erforderliche
Anlaufrechnung anzusehen. Diese kann mit Einschrittverfahren erfolgen,
wobei jedoch beachtet werden muB, daB diese die gleiche Fehlerordnung
aufweisen [3.43].
Ein besonderes Problem bei der numerischen Integration viskoplastischer
Materialgleichungen stellt ihre numerische Steifheit dar. Ein System von
Differentialgleichungen wird in einem Intervall als steif bezeichnet, wenn
die Losungsfunktionen ein stark unterschiedliches Wachstumsverhalten
aufweisen [3.43]. Auf die sich daraus ergebenden Schwierigkeiten bei der
Auswahl geeigneter Integrationsalgorithmen wurde bereits in Kap. 2.1 hin-
gewiesen. Hier soll kurz auf einige Arbeiten eingegangen werden, die sich
schwerpunktméBig mit dieser Problematik befassen.
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Krieg [2.18] empfiehlt ganz allgemein fiir die Integration vereinheitlichter
viskoplastischer Stoffgesetze in den numerisch steifen Intervallen die im-
plizite Trapezregel in Verbindung mit einer Picard-Iteration, was m. E. auf
das Heun-Verfahren mit mehrmals angewandtem Korrektorschritt hinaus-
lauft.

Mukherjee [2.40] untersucht speziell das Materialgesetz von Hart und
vergleicht das Verfahren von Heun mit einem Prédiktor-Korrektor-Verfah-
ren héherer Ordnung, dem expliziten Euler-Algorithmus, dem Verfahren
von Adams, einer Kombination der beiden ersten und einer Kombination
der beiden letzten Verfahren sowie mit dem Verfahren von Gear [2.84].
Das nach Adams benannte Verfahren ist ein Mehrschrittverfahren 3. Ord-
nung gemaB der allgemeinen Formel (3.145), wdhrend der Algorithmus von
Gear speziell fiir steife System entwickelt wurde. Er geht im Gegensatz
zu den bisher vorgestellten Verfahren nicht von der Differentialgleichung
(3.136), sondern von deren charakteristischem Polynom aus [3.43]. Obwohl
Mukherjee wegen Stabilitdtsproblemen das ‘Stoffgesetz von Hart im Be-
reich der sog. viskoplastischen Grenze modifizierte, versagte der Algorith-
mus von Gear bei dehnungsgesteuerten Testrechnungen. Bei Verwendung
einer von Kumar et al. [2.39] vorgestellten Schrittweitensteuerung schnei-
det beim Rechenzeitvergleich das Verfahren, welches den Algorithmus von
Adams auBerhalb und den von Euler innerhalb der viskoplastischen Grenze
kombiniert, am besten ab. An zweiter Stelle steht das explizite Euler-
Verfahren.

Im Gegensatz zu diesen Untersuchungen wendet Miller den Algorithmus
von Gear erfolgreich bei der Integration seines Stoffgesetzes an [2.47],
wobei er allerdings eine hohe Rechenzeit aufgrund der dazu benétigten In-
version der Jakobi-Matrix in Kauf nimmt.

Cordts und Kollmann [2.41] verwenden die implizite Fuler-Regel (3.140)
zur Integration des vollstdndigen Modells von Hart und vermindern die
Rechenzeit zur Losung des nichtlinearen Gleichungssystems durch eine
Verbindung der Newton-Raphson-Iteration mit der beschleunigten Jakobi-
Iteration.

Schwesig [2.37] vergleicht mehrere viskoplastische Stoffgesetze miteinan-
der und entwickelt dazu ein neues Integrationsverfahren [3.59]. Er geht
vom allgemeinen Euler-Verfahren als einfacher Kollokation im Zeitinkre-
ment aus und erweitert es zu einer quadratischen Approximation mit einer
zusdtzlichen Stiitzstelle bei t + % .

Steck et al. [3.45] versuchen erfolglos eine Schrittweitensteuerung des
klassischen Runge-Kutta-Verfahrens mit Hilfe der Schrittkennzahl (3.143).
Bei einem Rechenzeitvergleich' zur Zeitintegration seines stochastischen
Werkstoffmodells erweist sich das explizite Euler-Verfahren als am
schnellsten, dicht gefolgt vom Verfahren von Heun. Das implizite Euler-
Verfahren und ein impliziter Runge-Kutta-Algorithmus 4. Ordnung mit
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Newton-Iteration bendtigten etwa die doppelte, das entsprechende explizi-
te Runge-Kutta-Verfahren sogar die zehnfache Zeit.

In [2.80] behandelt Pitzer ausfiihrlich die Zeitintegration des INTERATOM—
Modells und untersucht dazu sowohl explizite Verfahren als auch Pradik-
tor-Korrektor- Methoden. Bei den expliziten Verfahren zeigt sich das von
Fehlberg der Ordnung 8 dem klassischen Runge-Kutta-Verfahren als
tiberlegen. Bei den Pradiktor-Korrektor-Verfahen verwendet er die explizi-
te Euler-Regel als Prddiktor und die implizite Euler-Formel, die Trapezre-
gel (3.140) sowie die Optimal-Regel

) t

- (3.147)

y +1=yn+ (yn+ 3yn+-§- 4

n
als Korrektor. Als ingesamt am besten geeigneter Algorithmus stellt sich
die Kombination aus FEuler- und Trapezregel, also das Verfahren von
Heun, heraus.

AbschlieBend kann festgehalten werden, daB kein Integrationsverfahren
eindeutig als iiberlegen angesehen werden kann. Ein Grund fiir diese Un-
sicherheit besteht in den unterschiedlichen Wichtungen der Beurteilungs-
kriterien Genauigkeit, Stabilitdit und Rechengeschwindigkeit. Als &duBerst
wichtig fiir die Schnelligkeit eines Verfahrens ist dariiberhinaus die
Schrittweitensteuerung anzusehen, die recht unterschiedlich durchgefiihrt
wird. Eine weitere Schwierigkeit fiir einen objektiven Vergleich bildet die
Tatsache, daB die Eignung eines Integrationsverfahrens nicht nur von der
Struktur des betrachteten Materialgesetzes, sondern auch von der Prozefl-
fithrung abhéngt.

Da eine eingehende Untersuchung des hier verwendeten Stoffgesetzes in
bezug auf giinstige Integrationsverfahren noch aussteht und das FE-Pro-
gramm auch fiir andere Materialgesetze ausgelegt werden sollte, wurde
die Moglichkeit geschaffen, verschiedene Integrationsalgorithmen zu be-
nutzen. Dabei stehen die Euler-Regel, das Verfahren von Heun, ein Runge-
Kutta-Verfahren 3. Ordnung sowie das klassische Verfahren 4. Ordnung,
ein den Runge-Kutta-Verfahren #hnliches nach Merson [3.41], das Ny-
strém-Verfahren und das Verfahren nach Fehlberg zur Auswahl. Die
Schrittweitensteuerung erfolgt einheitlich iiber eine Doppelrechnung mit
anschlieBender Extrapolation zur Verkleinerung des Verfahrensfehlers.
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3.4.9 Gleichgewichtsiteration

In diesem Kapitel soll zundchst allgemein auf die Gleichgewichtsiteration
eingegangen werden und daran anschlieBend die Bedeutung des viskoplast-
ischen Lastvektors ndher erldutert werden.

Eine Gleichgewichtsiteration wird verwendet, damit sich die unvermeidli-
chen Fehler nicht akkumulieren (s. Kap. 3.1). Den Ausgangspunkt fiir diese
Iteration bildet die Aufspaltung der Knotenverschiebungen des i-ten
Schrittes in einen aus dem vorangegangenen Schritt bekannten Anteil
(“"Yy] und in das zu berechnende Inkrement [ a‘u3l gemalB (3.64)

[t+At [(i) [(i—1)

ul] ~ ul = ul + (aWy1 . (3.148)

Wiére das Ergebnis des (i-1)-ten Schrittes gleich der exakten L&sung

[**4tu], so erhielte man mit

aPul =01 (3.149)
aus (3.88) fiiri > 1
[0] = [““Rp] - [PTACR(TAty) ) = (g (P8t . (3.150)

Zur Veranschaulichung des Iterationsprozesses wird (3.150) als Nullstel-
lensuche der in den Knotenverschiebungen nichtlinearen Funktion [ g (t*A%ty) ]
aufgefaBt. Entwickelt man diese Funktion in eine Taylorreihe an der Stelle

(4-Yy47 und bricht diese nach dem linearen Glied ab, so erhidlt man

t+At (i-1) 9 t+At (i-1)
(g (4w~ rg (TP [3§]|“_1)u {1*%%u] - (9 Pui}.
(3.151)
Da der Lastvektor [t+AtRp] unabhédngig von den unbekannten Knotenver-
schiebungen ist, ergibt sich daraus mit Hilfe von (3.150)

oF t+At (i-1) (i-1) t+At
[Wll(i-nu{[ u] - u]} ~ [g( ul- [g( ul

- [t+AtRp] - [UmDERG-Dyyy (3.152)

Diese Gleichung mit der Tangentensteifigkeitsmatrix [%l:- 1la-0y stellt
die Iterationsvorschrift nach Newton-Raphson fiir das nichtlineare Glei-
chungssystem (3.150) dar. Verwendet man dagegen in (3.152) die Matrix
des ersten Iterationsschrittes [g ] |(0)u, so fiihrt dieses auf die sog.
modifizierte Newton-Raphson-Iteration

[%] 0) [aPulws AR 1 - (U-DE(U-Dyyy, (3.153)
P
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Vergleicht man (3.153) mit (3.88), so ist offensichtlich. daB3 [%] oy der

Systemsteifigkeitsmatrix [Kl + Knl] entspricht. Die FE-Formulierung als
Iterationsverfahren zur LOsung eines nichtlinearen Gleichungssystems
macht deutlich, daB alle Ndherungen zur Berechnung der Steifigkeitsmatrix
im Verlaufe des Iterationsprozesses vollstdndig kompensiert werden.
Um die Bedeutung des viskoplastischen Lastvektors zu veranschaulichen,
ist es zweckmiBig, das INTERATOM-Modell als Stoffgesetz zu verwenden
und sich dariiberhinaus auf geometrisch lineare Probleme zu beschrinken.
Kann auBerdem das Volumen als konstant angesehen werden, so geht der
2. Piola-Kirchhoff-Spannungstensor in den Cauchy-Spannungstensor iiber.
Dann ergibt sich als Spannungsinkrement in einem Zeitschritt
t+At
a0 = Cae, -2G [aé dt, (3.154)
t
worin C den konstanten Elastizitdtstensor bezeichnet. Fiihrt man die Inte-
gration mit Hilfe des expliziten Fuler-Verfahrens aus, so erhidlt man als
FE-Formulierung auf Elementebene

{Jt9B1Trc1tPB14dv_} 1a®u3
v
e
_ T (D T (i-1) _ (i)g 1T
= [tHiTtp1da_ - [(B 1Tt Pe14dv_- {at [ "B 1TIq14aV_}.
Ae ve Ve

(3.155)
In diesem Fall stellt die Annahme

€ =0 (3.156)

bei der Integration von (3.154) die einzige Ndherung bei der Herleitung von
(3.155) dar. Der letzte Term in (3.1S5) tritt nur im ersten Iterationsschritt
auf, da sich in den folgenden bei Giiltigkeit von (3.156) die inelastischen
Dehnungsinkremente bei der Berechnung von ao wegheben.
Ist (3.156) exakt erfiillt, dann fithrt (3.155) auf ein lineares Gleichungssy-
stem in [**2%ul, da Ao und damit [‘'" 6 1 linear von den Verschiebun-
gen abhéngt
(9E {re8twy - (@i} = AR - COR(Pwl - R D,
(3.157)

(3.157) liefert also bereits im ersten Iterationsschritt die exakte Losung
[tHAt

o,

ul. Demnach 1dBt sich (3.155) als die Beschreibung eines rein elasti-
schen Problems mit einem um den viskoplastischen Lastvektor [Rq] er-
weiterten Lastvektor auffassen. _
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LiBt man dagegen die Annahme (3.156) fallen, so wird das Gleichungssystem
nichtlinear, weshalb eine Iteration erforderlich ist. Dabei entspricht das
Ergebnis des ersten Iterationsschrittes dem Verschiebungsfeld L'"*A"u'l,
welches sich bei konstanter Dehnungsrate ergeben wiirde. Abb. 3.4 zeigt
schematisch den Verlauf einer solchen Gleichgewichtsiteration.

}

Rp-Rq

Rp —
g

{ t tutui h‘tu

Abb. 3.4: Schematische Darstellung der Gleichgewichtsiteration unter Be-
riicksichtigung des viskoplastischen Lastvektors [Rq]

Ein Beispiel, bei dem (3.156) exakt gilt, ist ein - zumindest abschnittswei-
se - linear verfestigendes Material, dem eine konstante Gesamtdehnungs-
rate aufgeprigt wird

od

g = Se g = konst. . (3.158)
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3.5. FE-Programm
3.5.1 Programmbeschreibung

Mit Hilfe der in den Kap. 3.3 und 3.4 hergeleiteten Gleichungen wurde ein
FORTRAN -Programm zur Berechnung allgemeiner axialsymmetrischer Defor-
mationen entwickelt. Es ist stark modular aufgebaut und ermoglicht daher
relativ einfach den Einbau anderer Werkstoffgesetze. An Programme wer-
den die sich teilweise widersprechenden Forderungen nach geringem Spei-
cherplatzbedarf, hoher Rechengeschwindigkeit und iibersichtlicher Struktur
gestellt. Hier wurde in erster Linie auf moglichst groBe Ubersichtlichkeit
Wert gelegt, um eine einfache Pflege des Programms zu gewihrleisten. Im
Zuge der stdndigen Verbesserung der Rechenanlagen in bezug auf Spei-
cherplatz kapazitdt und Rechengeschwindigkeit nimmt die Bedeutung dieser
Anforderungen an nichtkommerzielle Software vergleichsweise ab.

Den Kern der Datenverwaltung bilden je ein eindimensionales Arbeitsfeld
fiur real- und integer-GroBen, um eine optimale Ausnutzung des Speicher-
platzes zu gestatten. Das Programm ist restart-fahig, da inelastische
Analysen von Systemen mit vielen Freiheitsgraden teilweise erhebliche
Rechenzeiten verlangen, und es wird durch einen Prd- und einen Postpro-
zessor unterstiitzt.

Im folgenden soll kurz der Programmablauf dargestellt werden:

. Zundchst werden samtliche Geometrie- und Materialdaten sowie die Netz-
struktur iiber eine Eingabedatei eingelesen. Diese Daten werden nach einer
AdreBberechnung auf den beiden Arbeitsvektoren abgelegt. AnschlieBend
wird von einer zweiten Datei die Belastung des ersten Schrittes eingele-
sen, die sich aus Knotenkrédften, flachenhaft verteilten Lasten und vorge-
gebenen Verschiebungen zusammensetzt. Die symmetrisierte nichtlineare
Steifigkeitsmatrix [Kl + Knl] wird in skyline-Struktur abgelegt und drei-
eckszerlegt. Daran anschlieBend wird die in Kap. 3.4.9 beschriebene
Gleichgewichtsiteration durchgefiihrt.

Dazu berechnet das Programm die rechte Seite des linearisierten Glei-
chungssystems (3.88), welche sich im ersten Iterationsschritt aus duBeren
Lasten, Lasten aus Elementspannungen, dem viskoplastischen Lastvektor
und gegebenfalls aus Lasten aufgrund vorgeschriebener Verschiebungen
zusammensetzt. In den folgenden Iterationsschritten werden nur die er-
sten beiden Anteile bendtigt. Nach Losung des Gleichungssystems mit
dem [3.1] enthommenen Unterprogramm Colsol erhidlt man die Inkremente
der Knotenverschiebungen (a‘Pul, woraus sich mit (3.85) in Verbindung
mit (3.148) die neue Zwischenkonfiguration ergibt. Die Spannungsberech-
nung gem#B Kap. 3.4.7 und 3.4.8 liefert nach Transformation in 2. Piola-
Kirchhoff-Spannungen mit (3.114) die Ungleichgewichtslasten [‘DF1. Bei
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Erfiillung eines Abbruchkriteriums wird die Iteration beendet und die mo-
mentane Konfiguration wird unter Beriicksichtigung von (3.81) zur Aus-
gangskonfiguration des folgenden Lastschrittes.

Zur Beschleunigung des Konvergenzverhaltens ist es mbglich, nach einer
ungeraden Anzahl von Iterationen aus den Verschiebungsinkrementen eine
neue Konfiguration mit Hilfe des e-Algorithmus von Wynn zu schiétzen
[3.46], der als Verallgemeinerung der Extrapolationsformel von Aitken
[3.47] angesehen werden kann.

Die Steuerung der Ausgabe auf dem Bildschirm und auf eine Datei erfolgt
tiber eine integer-Variable, die beim Programmstart belegt werden muf.

3.5.2 Beschreibung des Priiprozessors

Bereits bei miBig groBen Systemen kostet die manuelle Erstellung der
Eingabedateien - vor allem die Eingabe der Knoten- und Verschiebungsin-
zidenztafeln - sehr viel Zeit und ist recht fehleranfédllig. Daher wurde im
Rahmen zweier Studienarbeiten ein Pridprozessor entwickelt, der eine rech-
nergestiitzte Eingabe von Geometrie und Belastung bei ebenen Problemen
ermoglicht. Die eingelesenen Daten werden sofort graphisch dargestellt
und lassen sich Kkorrigieren. Um Bereiche extremer Netzverfeinerungen
darzustellen, wie sie beispielsweise zur Erfassung groBer Spannungsgra-
dienten erforderlich sind, lassen sich Ausschnitte der Struktur vergroBern.
Der Praprozessor erstellt die fiir das FE-Programm benétigten Eingabeda-
teien , die sich auch an mehreren Schnittstellen einlesen und verbessern
bzw. modifizieren lassen. Er enthdlt zwei Algorithmen zur Bandbreitenmi-
nimierung und ermdglicht das Plotten der Struktur mit und ohne Netz,
Knoten- und Freiheitsgradnumerierung und Belastung.

Nach Eingabe der Umfangsstruktur wird das Elementnetz erzeugt, was bei
einfachen Strukturen automatisch, sonst interaktiv erfolgen kann. Es be-
stehen mehrere Moglichkeiten der automatischen Netzverfeinerung, von
denen die beiden wichtigen Verfeinerungen in ein und zwei Richtungen in
der Abb. 3.5 skizziert sind. An die Eingabe der Knotenfreiheitsgrade
schlieit sich eine Bandbreitenoptimierung an, die im folgenden kurz er-
ldutert werden soll.
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Abb.3.5: Mbglichkeiten der Netzverfeinerung

Die Bandbreite der Systemsteifigkeitsmatrix und damit der Speicherplatz-
bedarf hingt entscheidend von der Numerierung der Knotenfreiheitsgrade
ab. Daher wurden zahlreiche Algorithmen entwickelt, die eine mdglichst
glinstige Numerierung erzeugen sollen. Da sie alle eine Ausgangsnu-
merierung auf lediglich heuristischem Wege verbessern, ist es nicht si-
cher, ob sie auch wirklich das optimale Ergebnis liefern [3.2]. Im Pripro-
zessor sind die beiden iltesten Algorithmen, der von Rosen [3.48] und
derjenige von Cuthill-McKee [3.49, 3.50], implementiert. Sie haben den
Vorteil, dal viele andere Bandbreitenoptimierer auf ihnen aufbauen und
somit eine einfache Erweiterungsmoglichkeit des Programms gegeben ist.
Die grundlegende Idee von Rosen besteht darin, einen der beiden Indizes
des die Bandbreite bestimmenden Indexpaares mit einem dritten Index so
zu vertauschen, dafl die Bandbreite verkleinert wird. Dieser Algorithmus
liefert in der Regel eine wesentliche Bandbreitenreduzierung, hat aber den
entscheidenden Nachteil, daB er zahlreiche Vertauschungsschritte und da-
mit sehr viel Rechenzeit bendtigt, wenn die Ausgangsnumerierung un-
glinstig ist. Da dies bei automatischer Netzgenerierung hidufig der Fall ist,
wird ihm der Algorithmus von Cuthill-McKee vorgeschaltet, der die Vor-
optimierung leistet.

Dieser Algorithmus beruht auf graphentheoretischen Uberlegungen. Sie
laufen darauf hinaus, da von einem Startfreiheitsgrad mit minimalem
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Grad (d. h. mit moglichst wenig Nachbarfreiheitsgraden) aus alle benach-
barten Freiheitsgrade mit zunehmendem Grad durchnumeriert werden. Da-
bei werden hier als Freiheitsgrade die jeweiligen Verschiebungsmoglichkei-
ten der Knoten bezeichnet. Ausgehend von diesen Freiheitsgraden mit der
Distanz 1 zum Startknoten werden wiederum deren Nachbarfreiheitsgrade
nach dem gleichen Prinzip sortiert, bis das gesamte System erfaBt worden
ist. Bei benachbarten Freiheitsgraden von gleichem Grad ist die Numerie-
rung selbstverstdndlich willklirlich. Da aber nicht unbedingt der Freiheits-
grad mit der geringsten Anzahl von Nachbarn zu der kleinsten Bandbreite
fiihrt, miissen mehrere Freiheitsgrade mit niedrigem Grad als Startwerte
ausprobiert werde. Diese Unwégbarkeit stellt den entscheidenden Nachteil
dieses Verfahrens dar.

Nach der Optimierung werden die Daten iiberpriift und aus ihnen die erste
Eingabedatei fiir das FE-Programm erzeugt. AnschlieBend konnen die Be-
lastungen und die vorgegebenen Verschiebungen eingegeben werden, wo-
raus die zweite Eingabedatei erstellt wird. Zur Vereinfachung der Eingabe
bei sehr feinen Netzen konnen Teile der Struktur vergroBert auf dem
Bildschirm dargestellt werden (zoom-Effekt).

3.5.3 Beschreibung des Postprozessors

Der Postprozessor ist im wesentlichen ein Graphikprogramm, welches die
Darstellung der Rechenergebnisse in zwei- oder dreidimensionaler Ansicht
ermoglicht. Dazu wird vor allem auf die Programmbibliothek ERLGRAPH
2. OM zuriickgegriffen [3.58].
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3.6 Ergebnisse

Zur Uberpriifung der theoretischen Uberlegungen und zur Ausschaltung
von Programmierfehlern wurde ein umfangreiches Testprogramm durchge-
filhrt. Die Ergebnisse der wichtigsten Testrechnungen werden im folgen-
den dargestellt. Da die wenigen Probleme, die eine analytische Losung zu-
lassen, einfaches Materialverhalten voraussetzen, soll auch gezeigt wer-
den, wie sich das hier implementierte viskoplastische Modell mit gering-
fiigigen Anderungen geeignet modifizieren 14Bt. Daran anschlieBend werden
Spannungsanalysen zweier Druckbehilter unter nicht-monotoner Belastung
als aus der Literatur bekannte Beispiele demonstriert. Alle Berechnungen
beziehen sich, wenn nicht ausdriicklich anderes angegeben wird, auf AISI
316L mod bei 550°C.

3.6.1 Diinnwandiges Rohr unter Zug und Torsion

Fiir analytische und halbanalytische Vergleichsrechnungen eignet sich be-
sonders die Untersuchung eines diinnwandigen, kreiszylindrischen Korpers,
der durch Zug und Torsion belastet wird. Unter den iiblichen kinemati-
schen Annahmen, daB Radien gerade, Querschnittsflichen eben und die
Mantelfldchen kreiszylindrisch bleiben [2.86], erhdlt man als einzige nicht-
verschwindende Geschwindigkeitsableitungen

1 _ &

vt (3.159)
2 _¥

v ,2 =71 (3.160)

v = 1 (3.161)
,3 1’ :

sowie den ebenfalls bendtigten Ausdruck (s. (3.124))

Vi

-k
=T (3.162)

Darin stellen r, 1 und t die Momentanwerte des Radius, der Rohrldnge
und der Rohrdicke dar; mit ¥ wird der Gesamtverdrillwinkel des Rohres

bezeichnet.
Nimmt man an, daB lediglich die Spannungen

6.. =0 (3.163)

und
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Gyg =TT ‘ (3.164)

auftreten, so erhédlt man bei hypoelastischem Materialgesetz gemidB (3.38)
fiir die Inkremente der physikalischen GroBlen bei Dehnungssteuerung (¢ und
¥ vorgegeben)

i=¢1, (3.165)
s=E(L-L5h, (3.166)
t=(G+Lo)r % (3.167)

Fiihrt man dagegen den BelastungsprozeB spannungsgesteuert durch, so
lautet das System der Differentialgleichungen

=g+ &5, (3.168)
. T
¥ =21 PG +o)r ° (3.169)

Bei beiden Prozefifiihrungen ergeben sich die Inkremente der Rohrdicke
und des Rohrradius zu

[ - 6

t=-vtg , (3.170)
s _ 5 . tr¥

r = r(\) E + G 21 ) (3-171)

6 = E ln-}— (3.172)
(3.173)

r=r,e , (3.174)

woraus sich bei Vollquerschnitten die Zugkraft F in Abhédngigkeit der
Verschiebung u geméB

2 = +H ™ ma+ (3.175)
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ergibt. .

Abb. 3.6 zeigt diese Funktion als durchgezogene Linie, die Ergebnisse der
FE-Rechnung als Kreissymbole. Man erkennt, daB die FE-Analyse die
geometrische Nichtlinearitdt dieses Problems prizise erfafit.

F/(A E) -
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*10
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40
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10

00 & : + + } 4 + + } + + t | + ¢ 4 I u/l
05 10 15 20

Abb. 3.6: Dimensionslose Zugkraft F/(A0 E) in Abhédngigkeit der auf die
Ausgangslinge bezogenen Verschiebung u/lo eines Stabes, ana-
lytische Losung und FE - Rechnung (Kreissymbole)

Die Torsion eines diinnwandigen Rohres wird bei vorgeschriebener Verdril-
lung ¥(t) durch die Differentialgleichungen (3.166), (3.167), (3.170) und
(3.171) beschrieben. Im folgenden soll zundchst der Fall

1=o0, (3.176)

der demjenigen der reinen Scherung entspricht, untersucht werden.
Aus (3.166) und (3.167) folgt

de _ _(1+v)t
dt "Gy io (3.177)

woraus man nach Integration

6,,,=-2G% {4G*-2(1+v)7? (3.178)
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erhilt. Fiir den zunichst geltenden Fall
c>-2G (3.179)

ergibt sich nach einigen Zwischenrechnungen

r=r, exp{xz} }/1 Gz(1 +v))} (3.180)

Einsetzen dieser Gleichung sowie (3.178) in (3.167) liefert die folgende Be-
ziehung zwischen Schubspannung t und Verdrillung ¥

1 exp 1/1 (1+\J))
ay = = ‘”1 j %‘ , (3.181)

ro']/i-zt?(1+v)

welche sich nicht analytisch integrieren 1dBt [3.51, 3.52], sodaB auf nume-
rische Integration zuriickgegriffen werden muB. Jedoch zeigen bereits ana-
lytische Untersuchungen, daB alle von ¢ abhidngigen Funktionen oszillie-
rend verlaufen. Dabei schwanken die Normal- und Schubspannung sowie
der Rohrradius und die Rohrdicke zwischen

-4G <00,

_1/2

2 (v-1)
roexp(—“—v—-)erro,

2\)).

toststoe"p(l+v

(3.182)

In Abb. 3.7 ist exemplarisch der Verlauf t({) dargestellt, welcher durch
numerische Integration der konstitutiven Gleichungen gewonnen wurde.
Diese Rechnungen wurden - im Gegensatz zu den sonstigen - mit den
nach [2.76] fiir AISI 316 bei 625 °C geltenden Werten fiir den Schubmodul
und die Querkontraktionszahl

G = 5,923 - 10* MPa , (3.183)
= 0,29 (3.184)

erstellt.
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Abb. 3.7: Oszillieren der Schubspannung t bei Verdrillung eines diinnwan-
digen Rohres

Das Oszillieren der Spannungen bei Verwendung der Jaumannschen Zeitab-
leitung im Falle sehr groBer Rotationen ist seit langem bekannt. Als er-
ster machte Lehmann im Jahre 1972 auf diese Problematik aufmerksam
[3.54]. Er untersuchte die reine Scherung bei verschwindenden elastischen
Deformationen und zeigte, daB der Ansatz einer linearen kinematischen
Verfestigung der Form

v
E=cD, (3.185)

1
in Verbindung mit der verallgemeinerten FlieBbedingung nach v. Mises zu
einem Oszillieren der Spannungen fiihrt. Dienes gibt in seinem 1979 verdof-
fentlichten Aufsatz [3.55] den Spannungsverlauf ebenfalls fiir reine Sche-
rung, jedoch bei rein hypoelastischem Materialverhalten, an

t = G sin(tanvy), (3.186)

wobei v hier den Scherwinkel bezeichnet.

Das oszillierende Verhalten der Losungsfunktionen tritt jedoch erst im
Bereich von Dehnungen auf, die in der Praxis iiberhaupt nicht erreicht
werden konnen. Die entsprechenden FE-Rechnungen beschrénken sich auch
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aus Griinden der Rechenzeit auf maximale Dehnungen von
y=¥L ~35%. (3.187)

Abb. 3.8 - 3.10 zeigen wiederum sowohl die aus der numerischen Integra-
tion als auch die aus der FE-Rechnung erhaltenen Ergebnisse. Wahrend
die Schubspannung in dem betrachteten Bereich noch anndhernd linear von

der Dehnung abhéngt, weichen die Funktionen o(+y) und r(y) bereits deut-
lich davon ab.

1 [MPa]
80 . 00—
g r7/ 7,
=
B0 o Q0w
\‘I_. \‘t_ 2
°
«.00—1
viie ' S rrrA
30, 00mat= ——
100
20 . 00=mte
40, DO=te
= 0
[} 1 * |
0.60=— = 1 | T i Lo Y
6.10 0.20 0.30 0.40 -

Abb. 3.8: Verlauf der Schubspannung t in Abh#ngigkeit der Dehnung v,

Ergebnisse der numerischen Integration und der FE-Rechnung
(Kreissymbole)
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Abb. 3.9: Verlauf der Normalspannung o in Abhédngigkeit der Dehnung ¥,
Ergebnisse der numerischen Integration und der FE-Rechnung
(Kreissymbole) ‘
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Abb. 3.10: Verlauf des Radius r in Abhéngigkeit der Dehnung vy, Ergebnis-
se der numerischen Integration und der FE-Rechnung (Kreis-
symbole)
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Nach der Behandlung des Falles der festen Einspannung soll noch kurz auf
das Torsionsproblem mit der Randbedingung

6=0 (3.188)

eingegangen werden.
Aus (3.170) folgt sofort

t=t (3.189)

und aus (3.168) sowie (3.171) in Verbindung mit (3.169)

L=1, exp(é%)z , (3.190)

-
n

ty exp - ( Et-é)z . (3.191)

Setzt man diese Beziehungen in (3.169) ein, so erhdlt man wiederum ein
nicht geschlossen lGsbares Integral
*

T

2
| exp (F52) de = G‘i’% : (3.192)
0

Entwicklung der Exponentialfunktion in eine Taylor-Reihe ergibt nach In-
tegration die im Gegensatz zum zuerst behandelten Fall monoton steigen-
de Funktion ¥ (1)

T 1 T 3 1 T 2n+1
{—./°2“G+_1!3(/§G) +"’+n!(2n+1)({2—G) *}
=712= w%. (3.193)

Nach der Uberpriifung geometrisch nichtlinearer, elastischer Probleme soll
im folgenden die Gleichgewichtsiteration in bezug auf die Losung eines
geometrisch linearen, aber elastisch-viskoplastischen Problems getestet wer-
den. Dazu wurden die Spannungen in einem zylindrischen Stab aus AISI 316L
mod bei 550°C berechnet, der auf Zug belastet wird und dessen Lagerung
eine unbehinderte Querkontraktion ermoglicht. Abb. 3.11 zeigt den Verlauf
der o - £ - Kurve bei Verwendung der konstitutiven Gleichungen (3.38) -

(3.47) und einer Dehnungsrate von 0,01 s L.

Die durchgezogene Kurve
wurde durch numerische Integration des Stoffgesetzes berechnet, wdhrend
die Kreissymbole wiederum die Ergebnisse der FE-Rechnung darstellen.
Die Ubereinstimmung dieser Rechnungen ist ausgezeichnet, was sich auch
in den Verldufen der ProzeBgeschwindigkeit v, der Uberspannungsfunktion
O, der fiir die Verfestigung maBgeblichen GroBe ]A( und der die Kriechdeh-

nungsrate bestimmenden GrofBe % zeigt (s. Abb. 3.12 - 3.15).
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Abb.3.11: ¢ in Abhingigkeit von ¢ beim monotonen Zug mit ¢ = 1,0 - 1072
s~!, Stoffgesetzintegration und FE-Rechnung (Kreissymbole)
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Abb.3.12: ProzeBgeschwindigkeit v in Abhidngigkeit von ¢ beim monotonen
Zug mit £ = 1,0 - 10”2 5™, Stoffgesetzintegration und FE-Rech-
nung (Kreissymbole)
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Abb.3.13: Uberspannungsfunktion ® in Abhingigkeit von ¢ beim monotonen
Zug mit ¢ = 1,0 - 1072 s™!, Stoffgesetzintegration und FE-Rech-
nung (Kreissymbole)
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Abb.3.14: % in Abhingigkeit von ¢ beim monotonen Zug mit ¢ = 1,0 - 10~2
s~!, Stoffgesetzintegration und FE-Rechnung (Kreissymbole)



- 144 -

B/K [MPa~! s~!]
15.._

107 |

10+

054

00 é + ¢ t } t 4 + }

05 10

Abb.3.15: % in Abhingigkeit von ¢ beim monotonen Zug mit ¢ = 1,0 + 1072
s~!, Stoffgesetzintegration und FE-Rechnung (Kreissymbole)

3.6.2 Dickwandiges Rohr unter Torsion und Innendruck

Wihrend die Analyse homogener Spannungszustidnde noch mit Hilfe analy-
tischer Verfahren oder durch Zeitintegration der konstitutiven Gleichungen
moglich ist, sind nur fiir wenige einfache inhomogene Probleme die Lo-
sungen fiir das Verschiebungs- und Spannungsfeld bekannt. Diese setzen
in der Regel elastisches oder elastisch-idealplastisches Werkstoffverhalten
voraus. Solche Probleme eignen sich sehr gut fiir Uberpriifungen von FE-
Programmen. Dazu wird das hier implementierte Werkstoffgesetz durch
Knderung seiner Materialfunktionen und Materialparameter so modifiziert,
daB eine prazise Simulation elastisch-idealplastischen Werkstoffverhaltens
moglich ist.

Zunichst werden die Materialfunktionen, welche die Geschwindigkeitsab-
hédngigkeit beeinflussen, betrachtet. Setzt man



- 145 -

® =0, (3.194)

so geht das elastisch-viskoplastische Materialmodell in das zugrunde lie-
gende elastisch-plastische INTERATOM-Modell iiber. Dieses erlaubt allein
durch Anderung der Materialparameter und damit ohne weiteren Eingriff
in das FE-Programm die Simulation elastisch~idealplastischen Materialver-
haltens. Setzt man in (2.177)

c, =0 MPa ™! (3.195)

ein, so wird die isotrope Verfestigungsfunktion unabhingig von der inter-
nen Variablen x

g(x) = g, (3.196)
und mit

c, = 1 (3.197)
folgt

8, " &g (3.198)

Aus numerischen Griinden wird mit dem Anfangstangentenmodul
E, = 1,0 - 10°> MPa « E (3.199)
und dem asymptotischen Modul

E =1,0 - 10! MPa (3.200)
too

eine sehr geringe kinematische Verfestigung zugelassen. Wird weiterhin

der Materialparameter C,y mit

c, = 76,0 MPa (3.201)

und damit nahe der AnfangsflieBspannung %, festgesetzt, so wird elastisch-
idealplastisches Materialverhalten ausgezeichnet approximiert (s. Abb.3.16).
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Abb. 3.16: Simulation elastisch-idealplastischen Materialverhaltens

Fiir diesen einfachen Fall kann die Spannungsverteilung in einem dickwan-
digen Rohr, welches mit der konstanten Verdrillung

9= g—f = 2 iz (3.202)

tordiert wird, angegeben werden:

G9r ,wennr < rt= é%
t=0 = (3.203)
e= T, = S sonst
) 739' ’

Abb. 3.17 zeigt die Spannungsverteilung in einem Rohr mit einem Innenra-
dius r, von 100 mm und einem AuBenradius r, von 140 mm. Die FE-
Rechnung wurde mit vier 4-Knotenelementen und je drei Gauflpunkten
durchgefiihrt. Es soll besonders hervorgehoben werden, daB die FE-Analy-

se den elastisch-plastischen Ubergang im zweiten Element prizise erfaBt.
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Abb. 3.17: Verlauf der Schubspannungen t in Abhingigkeit des Radius bei
elastisch-idealplastischem Materialverhalten, analytische Losung
und FE-Rechnung (Kreissymbole)

Als letztes Testbeispiel soll das dickwandige Rohr bei vorgeschriebener
Radialverschiebung am Innenrand behandelt werden. Setzt man ebenen
Verzerrungszustand und elastisch- idealplastisches, inkompressibles Werk-
stoffverhalten voraus, so ergibt sich der elastisch-plastische Grenzradius
zu [3.56]

r* = ]/ 3——Gt—’¢L . (3.204)
0

Im elastischen Bereich des Zylinders erhdlt man als Spannungsverlidufe

r*? r?

0,,.=t°(zz - Tz)
*92 *92
- r r

%0 = %o ( ZZ' My )'

*
6=t -'——; (3.205)
zz (] ra

und im plastischen Bereich ergeben sich die Spannungen zu

— r [mm]



= -1:0(1-5—2- +21nr—).
a
=to(1+::; -Zln;—*),
a
*®2 *
=t°(:—af -Zln;—).

(3.206)

Abb. 3.18 zeigt diese Spannungsverldufe zusammen mit den aus der FE-
Rechnung erhaltenen Werten. Dabei ist anzumerken, daB die FE-Analyse

aus numerischen Griinden mit einer Querkontraktionszahl v von 0,49

durchgefiihrt wurde.

o [MPa]
00
*10' |

S0+

00

=50 -

05

10

20

Abb. 3.18: Spannungsverldufe beim dickwandigen Rohr aus elastisch-ideal-

plastischem Material bei vorgegebener Radialverschiebung am

Innenrand, analytische Losung und FE-Rechnung
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Bei den hier verwendeten 4-Knotenelementen fiihrt der lineare Ansatz
(3.75) zu einem qualitativ falschen Spannungsverlauf innerhalb der Ele-
mente (s. a. [3.57], [3.26]). In Abb. 3.18 tritt dieses Phinomen nicht in Er-
scheinung, da wie iiblich lediglich die Spannungen am mittleren Gauf-
punkt dargestellt sind. Abb. 3.19 zeigt dagegen die Radialspannungen an
allen drei GauBpunkten bei Verwendung von 4- und 8-Knotenelementen.
Die Spannungsspriinge in den 4-Knotenelementen sind so stark, daB sich
in den Elementen sogar ein Wechsel von Zug- zu Druckspannungen ein-
stellt, widhrend die quadratischen Ansitze die Spannungsverteilung an al-
len GauBpunkten gut wiedergeben. Trotzdem wird die elastisch-plastische
Grenze auch von den 4-Knotenelementen gut erfafit.
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o o, (4-Knotenelemente)
U]
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o

Abb. 3.19: Radialspannung an den duBeren GauBlpunkten bei 4- und 8-Kno-
tenelementen und analytische Losung (durchgezogene Linie)

AbschlieBend soll auf den groflen praktischen Vorteil aufmerksam gemacht
werden, wenn in FE-Programmen Materialmodelle implementiert sind, die
mit geringfiigigen Anderungen auch elastisch-idealplastisches Verhalten
beschreiben kdnnen. Nur in diesen Fillen sind einfache Kontrollrechnungen
auch bei inhomogenen Spannungszustinden méglich.
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3.6.3 Inelastische Analyse von Druckbehéltern

Nachdem an Hand von einfachen Testrechnungen nachgewiesen wurde, daB
das FE-Programm in der Lage ist, allgemeine axialsymmetrische, inelasti-
sche Strukturen zu berechnen, sollen im folgenden zwei Druckbehilter
analysiert und mit entsprechenden Rechnungen, die aus der Literatur
bekannt sind, verglichen werden.

Zunachst soll ein dickwandiges Rohr unter Innendruck mit Haltezeit ana-
lysiert werden. Bruhns et al. berechneten diesen Fall fiir einen Innenradius
von 16 mm und einem doppelt so groBen AuBenradius [2.71]. Das Rohr aus
austenitischem Stahl 1.4948, welcher dem Werkstoff AISI 304 sehr #hnlich
ist, wird dabei innerhalb von 500 s durch einen Innendruck in Hohe der
FlieBspannung %, belastet. AnschlieBend wird dieser Druck fiir 200 h
konstant gehalten und danach wird das Rohr wiederum in 500 s entlastet.
Abb. 3.20 zeigt die mit Hilfe des viskoplastischen INTERATOM-Modells
(s. Kap. 2.1.5) berechneten Verldufe der Vergleichsspannungen

o, =la"ll (3.207)
v

und die Radialverschiebungen u_am Ende der Belastungsphase, nach der
Haltezeit und nach der Entlastung.

In den Abb. 3.21 und 3.22 sind die entsprechenden GroBen fiir AISI 316L
mod dargestellt, welche unter Verwendung des hier vorgestellten Materi-
almodells ermittelt wurden. Die Abmessungen sind ebenso wie die Bela-
stungsgeschwindigkeit mit den oben angegebenen identisch.
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Abb. 3.20: Verlauf der Vergleichsspannung a, und der Radialverschiebungen
u_bei einem dickwandigen Rohr aus 1.4948 nach Belastung (A),
nach einer Haltezeit (B) und nach Entlastung (C) aus [2.71]
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Abb. 3.21: Verlauf der Vergleichsspannung ¢ bei einem dickwandigen
Rohr aus AISI 316L mod nach Belastung (Kreissymbole), nach

einer Haltezeit (Dreiecke) und nach Entlastung (Kreuze)
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Abb. 3.22: Verlauf der Radialverschiebung u bei einem dickwandigen Rohr
aus AISI 316L mod nach Belastung (Kreissymbole), nach einer

Haltezeit (Dreiecke) und nach Entlastung (Kreuze)
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Vergleicht man Abb. 3.20 mit 3.21, so erkennt man, daB die Spannungs-
verldufe am Ende der Belastungsphase qualitativ gut miteinander iiberein-
stimmen: In beiden Fdllen nimmt die Vergleichsspannung zundchst anné-
hernd linear ab. Bei der Abb. 3.20 schlieBt sich daran ein steilerer, eben-
falls ndherungsweise linearer Abschnitt an, wdhrend in Abb. 3.21 deutli-
cher das logarithmische Abklingen der Vergleichsspannung im elasti-
schen Teil des Rohres zu erkennen ist (s. (3.206)). Dieser Uibergang findet
an der elastisch-inelastischen Grenze

_f2
o, = 1/3 % (3.207)

statt, die in Abb. 3.21 durch eine horizontale Linie gekennzeichnet ist. Es
fallen die hohere Verfestigung von AISI 316L mod und die geringeren
Spannungsumlagerungen bei diesem Material am Ende der Haltezeit auf.
Diese fiihren in beiden Fidllen dazu, daB die Vergleichsspannungen zu-
ndchst kleiner, dann groBer als am Ende der Belastungsphase sind. Die
Spannungsverldufe nach der Entlastung &hneln sich sehr: Einer sehr hohen
Spannung am Innenrand schlieBt sich ein steiler Abfall mit einem Mini-
mum bei etwa einem Drittel der Rohrwand an. Bei der FE-Rechnung fiir
AISI 316L mod steigt die Vergleichsspannung kurz an und fallt dann
leicht zum AuBenrand hin ab, wdhrend bei 1.49 48 der Anstieg monoton
erfolgt. Auf die bemerkenswert groBen Restspannungen am Rohrinnenrand
wird bereits in [2.71] hingewiesen.

Die Radialverschiebungen gleichen bei beiden Berechnungen einer Hyperbel
(Abb. 3.20 und 3.22). Sie nehmen am Ende der Haltezeit bei 1.4948 so
stark zu, daB u nach der Entlastung etwa ebenso groB ist wie nach der
Belastung. Bei AISI 316L mod sind diese Kriechdehnungen deutlich gerin-
ger, was dazu fithrt, daB die Radialverschiebungen nach Entlastung ver-
gleichsweise klein sind.

Abb. 3.23 zeigt die Spannungsanalyse eines Druckkessels .mit geradem
Boden, welche [3.9] entnommen ist. Dieser Druckbehilter wird in 1 s mit
dem Innendruck p, belastet und anschlieBend wird dieser Druck Ffiir 1 + 10* s
konstant gehalten. In der untenstehenden Abbildung ist die Verteilung der
Vergleichsspannung o, in MPa dargestellt. Die linke Seite zeigt ein in
[3.59] vorgestelltes Rechenergebnis, bei welchem der Behilter aus AISI
304 bei 500° C auf 100 MPa belastet wird. Als Materialmodell wird dabei
das von Hart verwendet. Auf der rechten Seite ist das Ergebnis einer
Spannungsanalyse fiir AISI 316L mod bei 550° C und einem dem Beispiel
in [3.9] entsprechenden Innendruck von 83,75 MPa zu sehen.
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Abb. 3.23: Vergleich zweier FE-Analysen eines Druckkessels mit geradem
Boden: AISI 304 bei 500° C unter Verwendung des Stoffgeset-
zes von Hart (links) aus [3.59], AISI 316L mod bei 550° C un-
ter Verwendung des modifizierte INTERATOM-Modells (rechts)

Ein qualitativer Vergleich der Isolinien zeigt eine recht gute Uibereinstim-
mung beider Rechnungen: An der Innenseite des Ulberganges zum Deckel
tritt die maximale Vergleichsspannung auf, die sich zur AuBenseite hin
sehr schnell abbaut. Dort beobachtet man eine Senke des Spannungsfel-
des. Auch der charakteristische Verlauf der 120 MPa - Isolinie bei der
Analyse des Druckbehilters aus 316L mod findet seine Entsprechung in
der [3.59] entnommenen Darstellung.
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4. Zusammenfassung und Ausblick

Das Ziel dieser Arbeit war die Entwicklung eines Berechnungsverfahrens
zur Anlalyse viskoplastischer Strukturen.

Es wurde ein Konzept hergeleitet, welches einen exakten Grenziibergang
zu elastisch-plastischem Materialverhalten gestattet. Dadurch war es
moglich, Materialfunktionen, welche das Verfestigungsverhalten beschrei-
ben, von denjenigen zu separieren, die viskose Effekte erfassen. Damit
konnte die Bestimmung dieser Funktionen wesentlich erleichtert werden.
Zur Ermittlung einer viskosen Materialfunktion, deren Verlauf zunédchst
vollig unbekannt war, fand eine neue Strategie Verwendung, die auf einem
inkrementellen Vergleich mit experimentell observierbaren Groflen beruht.
Am Beispiel des austenitischen Stahls AISI 316 L mod wurde gezeigt, daB
mit Hilfe des auf der Basis des Stoffgesetzes von Bruhns hergeleiteten
viskoplastischen Materialmodells sowohl das zyklische Verfestigungsver-
halten als auch die Dehnungsratensensitivitit sowie primdres und se-
kunddres Kriechen sehr gut beschrieben werden konnen.

Dieses Stoffgesetz wurde in ein Finite-Elemente-Programm implementiert,
welches sich zur Analyse axialsymmetrischer Strukturen auch bei grofBlen
Deformationen eignet und durch einen Pra- und Postprozessor unterstiitzt
wird. Es beruht auf einer Update-Lagrangeschen Formulierung mit Kon-
vergenzbeschleunigung und erlaubt mittels der Verwendung spezieller
isoparametrischer 4-, 8- und 12-Knotenelemente auch die Analyse nichtli-
nearer Torsionsprobleme. Kontrollrechnungen wiesen ausgezeichnete Uber-
einstimmungen mit analytischen und halbanalytischen Vergleichsrechnun-
gen sowie mit aus der Literatur bekannten Festigkeitsberechnungen von
Druckbehéltern auf.

Im folgenden soll noch kurz auf laufende und geplante Forschungslinien
eingegangen werden. Im Rahmen einer Studienarbeit wird zur Zeit die
Anwendung des vorgestellten Konzeptes auf das Mehrfléchenmodell von
Bruhns-Miiller [2.93] untersucht. In einem weiteren Arbeitsschritt soll das
Stoffgesetz zur Berechnung nichtisothermer Prozesse erweitert werden.
Dazu miissen unter Beachtung thermodynamischer Restriktionen die Tem-
peraturerhdhung durch Energiedissipation beriicksichtigt und die Abhén-
gigkeit der Materialfunktionen von der Temperatur bestimmt werden (s.
2.B. die Arbeiten von Lehmann [2.20] und Szepan [2.21]). AuBerdem sind
Rechenzeitvergleiche geplant, um das am besten geeignete numerische In-
tegrationsverfahren zu ermitteln.

Um nichtisotherme, inhomogene Prozesse berechnen zu konnen, muB das
FE-Programm auf Wirmeleitungsprobleme erweitert werden, was bereits
von Feldmiiller durchgefiihrt wurde [3.27]. Zur Analyse von inelastischen
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Scheibenproblemen wurden die Elementmatrizen fiir den ebenen Span-
nungszustand berechnet, welche zur Zeit im Rahmen einer Diplomarbeit in
das FE-Programm eingebaut werden. Weiterhin ist die Implementierung
anderer Stoffgesetze, einschlieBlich eines Modells zur Beschreibung von
Phasenumwandlungen, geplant.
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