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Zusammenfassung

Aufbauend auf einer Theorie fiir schubweiche Schalen wird ein finites
Element entwickelt, mit dessen Hilfe sich fiir allgemeine Rotationsschalen
die Spannungen unter Druckbelastung und der betragsmaBig kleinste
Beuldruck bestimmen lassen.

Es wird eine Parametrisierung fiir den Meridianlinienverlauf einer
allgemeinen Rotationsschale vorgeschlagen. Die dabei einzuhaltenden
Restriktionen lassen sich nur als Boolesche Funktion angeben.

Mit Hilfe eines speziell fiir diesen Fall entwickelten Optimierungsverfahrens
werden optimale Meridianlinienverlaufe ermittelt; Fiilllvolumen und Schalen-
dicke werden vorgegeben. Die Zielfunktion wird so formuliert, daB die
groBte auftretende Vergleichsspannung besonders klein und der Beuldruck
besonders groB werden.

Es ergeben sich mehrere optimale Formen fiir dasselbe Fiillvolumen;
aus diesen kann gegebenenfalls anhand weiterer Kriterien ausgewéhlt
werden.

Summary

Based on a theory for shear deformable shells a special finite element is
constructed, which enables stress- and buckling-analysis of general
axisymmetric shells.

The meridian curve of the shell is described by a finite number of
parameters. Geometric constraints are expressed in terms of boolean
functions. A special optimization technique is developed in order to get
optimal shapes of the meridian curve for prescribed wall thickness and
enclosed volume, while not only resulting stresses have to be minimized
but also the buckling pressure has to be maximized.

Several optimal shapes for the same enclosed volume have been observed.
A selection requires additional criteria.
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1.1 Binleitung

Gekriimmte Flachentragwerke - kurz Schalen genannt - finden sowohl im
Bauingenieurwesen als auch im Maschinenbau Anwendung. Mit ihnen
konnen hdufig auftretende Lastfidlle effektiv und elegant beherrscht werden.
Beispiele dafiir sind Gewodlbe und Kuppeln von Gebduden, Kiihltiirme,
Parabolspiegel und -antennen, Hochdruckbehilter, Druckkabinen von Flug-
zeugen und Unterseebooten.

Eine Erhohung der Steifigkeit solcher Schalen kann erreicht werden durch
Einbringen von Versteifungsstreben, durch eine gezielte Formgebung der
Schale und durch den Einsatz spezieller Werkstoffe, wie beispielsweise
Verbund- und Faserverbundwerkstoffe. Die Wahl des Werkstoffes -isotrop,
orthotrop oder anisotrop- entscheidet auch iiber die Zahl der Werkstoff-
parameter, die notig sind, um das mechanische Werkstoffverhalten zu be-
schreiben.

Die Belastung einer Schale setzt sich in der Regel aus dem Eigengewicht
und statischen oder quasistatischen, inneren oder &duBeren Driicken zu-
sammen. Je nach Anwendungsfall wirken weitere Lasten, beispielsweise die
bei Zentrifugen auftretenden Trigheitswirkungen der Schale und der
Fiillung oder die in Abgasanlagen von Kraftfahrzeugen zu beobachtenden
dynamischen Druckbelastungen oder die stochastischen Windlasten an
Kiihltiirmen; hinzukommen konnen thermische Beanspruchungen wie in
Kesseln oder Raumflugkorpern und andere mehr.

Eine in der Technik sehr hdufig vorkommende Schalenform ist die Rotations-
schale, auch drehsymmetrische Schale genannt, die sich dadurch auszeichnet,
daB sie gut statische, rotationssymmetrische Lasten zu tragen imstande
ist, leicht hergestellt werden kann und auBerdem einer Berechnung ver-
hiltnismaBig gut zugénglich ist. Wenn der Meridianlinienverlauf ein Kegel-
schnitt (Hyperbel, Parabel, Ellipse) ist, kann man gelegentlich sogar noch
analytische Losungen fiir die SchnittgroBen finden.

Erst in neuerer Zeit ist es mit dem Fortschreiten der Rechentechnik
moglich geworden, auch weitere Aspekte in die Betrachtungen aufzunehmen.
Dabei sollen hier die Stabilitdtsuntersuchungen und die Optimierung
genannt werden.

Stabilitatsuntersuchungen dienen der Ermittlung von Beullasten. Diese
miissen zundchst als kritisch angesehen werden, da sie in der Praxis
haufig zu einer Zerstorung der Schale fiihren; aus diesem Grund werden
sie auch als kritische Lasten bezeichnet. Da in dieser Arbeit die wesent-
liche Last eine Drucklast ist, wird in der Folge von Kkritischen Driicken
gesprochen. Ur*>r kritischen Driicken sollen solche verstanden werden,
bei denen es fiir die Schale zwei oder mehrere differentiell benachbarte
Verformungszusténde gibt, die alle einen Gleichgewichtszﬁstand darstellen.
Im allgemeinen gibt es mehrere kritische Driicke, die in der Regel ver-
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schieden groB sind; der kleinste ist dabei h#ufig der technisch inter-
essanteste, da er widhrend des Aufbringens der Last als erster erreicht
wird. Eine im allgemeinen sehr rechenaufwendige Nachbeulanalyse liefert
Informationen iiber das weitere Verhalten der Schale. Es wird grundsitzlich
zwischen einem Verzweigungsproblem und einem Durchschlagproblem
unterschieden. Letzteres zeichnet sich dadurch aus, daB sich bei einer
Erhohung des Druckes iiber den kritischen Druck hinaus der Verformungs-
zustand der Schale schlagartig bis zum theoretischen Erreichen eines
neuen Gleichgewichtszustandes verﬁnderti); die Schale wird dabei in den
meisten Féllen zerstort; die zugehorige kritische Last nennt man auch
Berstdruck. Dieser tritt in der Praxis selten als erster kritischer Druck
auf; in einigen technischen Anwendungsfédllen, wie z.B. den Berstscheiben,
ist es aber gerade notig, diesen zu bestimmen, was zur Zeit fast aus-
schlieBlich experimentell geschieht.

Optimierung ist zundchst ein sehr allgemeiner Ausdruck fiir ein Verfahren,
dessen Ziel die Minimierung oder Maximierung einer oder mehrerer GroBen
ist. Um dieses Ziel zu erreichen, werden bestimmte GroBen oder auch
von Optimierungsparametern abhdngige Funktionen verdndert. Bezogen auf
Schalen konnen z.B. folgende Ziele angestrebt werden: Minimales Gewicht,
maximale Formtreue bei verdnderlicher Belastung, maximal ertragbare
Last, minimale Herstellungskosten oder Kombinationen aus ihnen. Die
Optimierungsparameter konnen u.a. den Dickenverlauf der Schale, den
Verlauf der Schalenmittelfldache im Raum oder die WerkstoffparameterZ)
beschreiben. Der Rechenaufwand fiir eine Optimierung ist &dhnlich groB3
wie derjenige einer Stabilitdtsuntersuchung. Daher muB haufig auf eine
Optimierung auf analytischem oder numerischem Wege verzichtet werden.
Mit der fortschreitenden Entwicklung leistungsfahiger Rechenanlagen
und geeigneter Berechnungsverfahren konnen solche Aufgaben aber in
zunehmendem MaBe bewiltigt werden.

1.2 Aufgabenstellung

Gesucht wird der Meridianlinienverlauf einer Rotationsschale mit vorge-
gebenem Fiillvolumen, so daB bei Druckbeanspruchung gleichzeitig
- die groBte, in der Schale auftretende Vergleichsspannung mdglichst klein
- und der kritische Druck (Beuldruck) moglichst grof3

D Bei dynamischen Belastungsvorgidngen kann der Durchschlag aufgrund der
Tréagheitswirkungen zeitlich verzogert auftreten.

2) Unter Werkstoffparametern seien diejenigen GroBen verstanden, die

die physikalischen Eigenschaften des Werkstoffes beschreiben, z.B.:
Elastizitdtsmodul, Querkontraktionszahl, Dichte. Die Ausrichtung der
Fasern in Faserwerkstoffen bewirkt beispielsweise eine Anisotropie, die
beim Herstellungsprozess in relativ groBem Umfang vorherbestimmt
werden kann.
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werden. Vorausgesetzt werden
- konstante Schalendicke _
- isotropes, linearelastisches Werkstoffverhalten (Hookesches Gesetz),
- Vernachldssigbarkeit der Normalspanhungen in Dickenrichtung,
- kein Auftreten thermischer Einfliisse,
- Spannungsfreiheit der Schale im unausgelenkten Zustand (Urzustand),
- Vernachlidssigbarkeit des Eigengewichtes,
- kein Wirken von Trégheitskridften und
- quasistatische Druckbeanspruchung von innen oder auflen.

In der vorliegenden Arbeit wird eine Optimierung mit einer Zielfunktion
durchgefiihrt, die eine Stabilitdtsuntersuchung der Schale einschlieBt. Zu
deren Bewiltigung sind auBerordentlich groBe Rechenzeiten erforderlich;
ohne obige Voraussetzungen wire eine Bewiltigung der gestellten Aufgabe
nicht moglich. Bei Bereitstellung geeigneter Rechenanlagen konnen viele
der oben genannten Voraussetzungen fallengelassen werden. Die theoretischen
Grundlagen und numerischen Verfahren, mit deren Hilfe auch allgemeinere
Problemstellungen behandelt werden konnen, sind bereits jetzt schon
vorhanden, so daB sich, wegen der raschen Entwicklung der Rechentechnik,
in absehbarer Zeit auch die Anwendungsmoglichkeiten erweitern.

Da die Randbedingungen einen entscheidenden EinfluB auf die Spannungen
und Beuldriicke haben, aber nicht zu speziell gewdhlt werden sollen, geht
hier die Schale in einen Zylinder noch zu definierender Linge iiber, der
seinerseits am Ende radial verschieblich eingespannt ist. So ergeben sich
praxisnahe SchnittgroBenverldufe, wie sie beispielsweise bei zylindrischen
Druckbehiltern an den Ubergingen zu den AbschluBkappen beobachtet
werden.

1.3 Aktueller Stand der Forschung

Grundlage aller Berechnungen mechanischen Verhaltens von Schalen sind
die Schalentheorien. Die Entwicklung auf diesem Gebiet schreitet sehr
rasch voran, zumal der aktuelle Stand der Rechentechnik es erlaubt, an
technisch interessanten Beispielen vergleichende Berechnungen durch-
zufithren. Der EinfluB von Vernachldssigungen auf das Ergebnis kann
anhand der Gleichungen nur schwer abgeschdtzt werden. In diesem
Zusammenhang ist auch die Arbeit von Nolte[26] zu sehen, in der einige
Theorien und die dabei enthaltenen Vernachldssigungen gegeniiberstellt
sind. Eine Reihe von Untersuchungen baut beispielsweise auf der Theorie
von Basar[2] auf, die méBig grofe Rotationen und Schubquerverformungen
beinhaltet; die Arbeit von Reckel28] weist auf die bestehenden Probleme
bei der Beriicksichtigung groBer Rotationen hin.

Parallel dazu wurden diese Theorien auf technisch interessante Aufgaben-
stellungen angewandt. So beschéftigen sich viele Untersuchungen, haufig
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aufbauend auf den Biichern von Pfliiger[27], mit dem Tragverhalten
(Stabilitdt) von Schalen. Da aus Versuchen bekannt ist, daB mit einer
linearen Stabilitdtsberechnung hiufig zu groBe kritische Driicke® bestimmt
werden, besteht ein entsprechendes Interesse, die Berechnungen zu ver-
feinern. So gibt Ecksteinl7] einige Beitrdge zur nichtlinearen Stabilitdts-
berechnung einschlieBlich der Bestimmung der Gleichgewichtspfade im
Nachbeulbereich. Das dynamische Tragverhalten und die Kkinetische
Stabilitdt werden von Sanall30] untersucht, wobei bereits thermische
Einfliisse in die Berechnungen eingeschlossen werden. Die Uberlegungen
lassen sich auf stochastische Belastungen ausweiten, wie sie von
Kasperski[18]1 behandelt werden. Praktisch sehr wichtig ist auch der
EinfluB der Imperfektionen, die sich unter anderem aus Herstellungs-
toleranzen der Schale und Inhomogenititen des Werkstoffes ergeben, auf
das Stabilitdatsverhalten; dazu liegen die Arbeiten von Jiircke[17] und
Rothert[29]1 vor. Wie oben schon erwidhnt, unterliegen Schalen haufig
zusdtzlich einer thermischen Belastung; hiermit beschidftigen sich die
Arbeiten von Zhen-han Yaol39] und Tanh Nahan Nguyen[341l. Mit der
Verfeinerung des Werkstoffgesetzes ldB8t sich auch das elastoplastische
Verhalten von Schalen beriicksichtigen; in diesem Zusammenhang sind die
Arbeiten von Wunderlich[37]1 und Schnabell31]1 zu sehen. Natiirlich konnen
die an dieser Stelle angegebenen Veroffentlichungen nur beispielhaft
aktuelle Forschungsgebiete ansprechen; sie zeigen aber, wieviele Aspekte
hierbei von technischem Interesse sind. Eine groBe Zahl von Literatur-
hinweisen und einen guten Uberblick iiber die Arbeiten zur Stabilitit von
Rotationsschalen gibt das Buch von Hampe[15].

Mit der rechentechnischen Mdglichkeit, Schalen in ihrem mechanischen
Verhalten hinreichend schnell und genau zu berechnen, wird auch
zunehmend versucht, Schalen zu optimieren. So bestimmt die Arbeit von
Meyers[251 den Wanddickenverlauf von schnellaufenden, rotations-
symmetrischen Zentrifugenschalen, so daB das Gewicht der Schale bei
vorgegebener maximaler Vergleichsspannung ein Minimum annimmt; die
aktuelle Veroffentlichung von Skrzypek[33] ermittelt den optimalen Verlauf
der Wanddicke an Torusschalen unter AuBendruck, so daB der kritische
Druck ein Maximum wird.

Der Wanddickenverlauf von Schalen wird sehr hdufig als Optimierungs-
parameter verwendet. Verhdltnism&Big wenige Arbeiten variieren den
Meridianlinienverlauf von Rotationschalen, was sich vor allem damit
erklart, daB die Schalengleichungen fiir allgemeine Schalen nicht mehr
analytisch gelost werden konnen; Han-Chung Wangl36] erreicht eine
Gewichtsminimierung einer Schale konstanter Dicke durch die Wahl eines

3 Mit der Bestimmung zu hoher kritischer Driicke rechnet man auf die
unsichere Seite, muf3 also mit entsprechenden Sicherheitsfaktoren diesen
Fehler kompensieren.



- 16 -

speziellen Meridianlinienverlaufes. Bei Beschrankung auf bestimmte
Schalenformen und starken Vereinfachungen in der zugrundegelegten
Schalentheorie ist noch eine analytische Losung moglich; so versucht
Mansfield [24]1 mit verschiedenen Ansédtzen fiir den Verlauf der Meridian-
linie die optimale Form einer AbschluBkappe auf einem Zylinder unter
Anwendung der Membrantheorie zu finden. Mit dem zunehmenden Einsatz
von Verbundwerkstoffen ergeben sich neue Parameter; so beschiftigt sich
Eschenauer[10] u.a. mit der optimalen Faserrichtung in druckbelasteten
Kugelschalen aus glasfaserverstirktem Kunststoff. Der bei der Optimierung
von Schalen notwendig hohe Rechenaufwand schriankt die Anwendungen
zur Zeit noch sehr ein.

1.4 Losungsweg

Zur Losung der oben gestellten Aufgabe sind zahlreiche Teilaufgaben zu
bewiltigen. An dieser Stelle wird ein kurzer Uberblick iiber die einzelnen
Losungsschritte gegeben und mit einigen Anmerkungen in die Problematik
eingefiihrt.

Sehr viele in der Literatur genannte Optimierungsverfahren eignen sich zur
Parameteroptimierung. Auch in dieser Arbeit soll ein solches Verfahren zur
Anwendung gebracht werden. Dafiir wird zundchst eine Parametrisierung
entwickelt, die es erlaubt, einen moglichst allgemeinen Meridianlinienverlauf
der Schale mit einer verhdltnismédBig kleinen Zahl von Parametern zu
beschreiben. Das Verfahren wird dabei so gewihlt, daB gleichzeitig auch
das vorzugebende, von der Schale einzuschlieBende Volumen eingehalten
werden kann. Im AnschluB daran werden die bei der Optimierung zu
beriicksichtigenden (geometrischen) Restriktionen formuliert.

Wesentlich fiir die Optimierung ist auch die Definition einer Zielfunktion.
Hier sollen in die Zielfunktion die groBte in der Schale auftretende
Vergleichsspannung und der kritische Druck einflieBen. Nach einer
Darstellung der verwendeten Schalentheorie wird ein einfaches Ringelement
entwickelt, das es nach Einbau in ein Finite-Elemente-Programm
ermoglicht, sowohl die Vergleichsspannungen als auch den betragsmiaBig
kleinsten kritischen Druck zu bestimmen. Die dafiir notwendigen einzelnen
Rechenschritte werden erlautert.

Es wird ein Optimierungsverfahren vorgeschlagen, das zum einen mit einer
Konvergenzbeschleunigung ausgestattet ist und zum anderen auch
Restriktionen beriicksichtigen kann, die nicht in Form eines Systems von
Ungleichungen vorliegen, sondern als logische (Boolesche) Funktion. Im
AnschluBB wird die Zielfunktion definiert.

Auf die auftretenden Schwierigkeiten bei der numerischen Behandlung der
gestellten Aufgabe wird im einzelnen hingewiesen. Eine Diskussion der
Ergebnisse schlieBt die Arbeit ab.



- 17 -

2.1 Parametrisierung der Schalenform

Viele in der Literatur angegebene Optimierungsverfahren eignen sich zur
Parameteroptimierung. Dabei wird ein Minimum einer vorzugebenden
Funktion gesucht, deren Argumente die sogenannten Parameter sind.

Hier beschreiben die Parameter den Verlauf der Meridianlinie der Rotations~
schale. Die Parametrisierung soll so gewi#hlt werden, da8 mit einer kleinen
Anzahl von Parametern moglichst viele verschiedene Schalenformen be-
schrieben werden konnen. Eine Moglichkeit soll hier vorgestellt werden.

Bild 2.1: Parametrisierung des Meridianlinienverlaufes

Die Schale wird aus mehreren Torusschalenstiicken zusammengesetzt. Wie
obiges Bild zeigt, beginnt das erste Torusstiick an der Symmetrieachse und
senkrecht zu dieser. Die einzelnen Stiicke gehen mit stetiger Steigung
(erste Ableitung nach der Meridiankoordinaten) ineinander iiber. Der letzte
Torus schlieBt entsprechend glatt an einen Zylinder mit einer definierten
Lénge L, und dem Radius R an; die gestrichelt markierte Oberkante des
Zylinders ist die Bezugslinie fiir das eingeschlossene Volumen der Schale.
Der sich ergebende Meridianlinienverlauf wird eindeutig durch die Radien
r, und die Offnungswinkel @, der n einzelnen Torusschalenstiicke be-
schrieben. Mit den Forderungen, daB die Meridianlinie senkrecht auf der
Symmetrieachse steht und in erster Ableitung stetig in den anschlieBenden
Zylinder iibergeht, geniigen n-1 Radien und n-1 Winkel zur vollstdndigen
Beschreibung. Hierin entsprechen die Vorzeichen der Winkel denjenigen
der Kriimmung der Torusstiicke in Meridianrichtung; die Radien sind
immer positiv. Die Meridianldngen 1, der Torusstiicke sind mit den Radien
und dem Betrag der Offnungswinkel gegeben.
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Alle genannten GrédBen lassen sich (iterativ) bestimmen, wenn die Parameter

A =1

2j-1 /1, (j=1, 2, ... , n-1) ,

ji*1
Aoy =L/, (j=1, 2, ..., n-2) ,

(2.1)

und das Volumen V gegeben sind.

2.2 Geometrische Restriktionen

Mit der oben angegebenen Parametrisierung konnen auch physikalisch

unmogliche Schalenformen erzeugt werden. Um solche Fdlle auszuschlieBen,

sind folgende geometrische Restriktionen einzuhalten:

- Mit Ausnahme des Startpunktes darf die Meridianlinie der Schale nicht
durch die Symmetrieachse,

- nicht durch sich selbst

- und nicht durch den anschlieBenden Zylinder verlaufen.

Bei der Einhaltung der Restriktionen geniigt es nicht, nur die Meridianlinie
als Linie zu beriicksichtigen; es muB die Dicke der Schale mitbeachtet
werden. Dadurch werden die Ermittlungen der Bereiche, in denen
Uberschneidungen stattfinden, recht aufwendig. Die numerische Behandlung
zwingt zu einigen weiteren Beschrdnkungen.

Die Berechnungen der Spannungsverldaufe und des kritischen Druckes
werden mit einem Finite-Element-Verfahren bestimmt, wobei ein sehr
einfaches Element zur Anwendung kommt. Um die Ergebnisse nicht zu
stark zu verfdlschen, muB die Kriimmung der Meridianlinie in Abhangigkeit
von der Elementlinge beschriankt werden. Entsprechend diirfen die Radien
r; nicht zu klein gewdhlt werden. Ohne diese Beschrdnkung werden die in
den Torusschalen auftretenden Spannungsspitzen nicht mehr erfaBt und
somit eventuell die groBte in der Schale auftretende Vergleichsspannung
und der kritische Druck nicht hinreichend genau bestimmt. Die Wahl einer
unteren Schranke fiir den Radius ist an die Elementldnge in Meridian-
richtung zu koppeln.

Bei sehr groBen Radien r; treten numerische Schwierigkeiten bei der Uber-
priifung der Einhaltung der Restriktionen und bei der Volumeniteration
auf. Um diese Schwierigkeiten auszuschlieBen, werden die Radien beschréankt.
Platten und Scheiben, die hier als Sonderfall ein Torus mit unendlichem

Radius wiren, lassen sich demnach aus numerischen Griinden nicht exakt
nachbilden.

Kontaktprobleme an Beriihrungspunkten der Schale mit sich selbst werden
von dem verwendeten Finite-Elemente-Programm nicht behandelt; da eine
solche Schale - .ch nicht ohne weiteres herstellbar wire, muB zusitzlich
ein zu definierender Abstand zwischen moglichen Kontaktpunkten einge-
halten werden.
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Vorwegnehmend kann schon jetzt gesagt werden, daB hier wihrend der
Optimierung die aufgefiihrten Restriktionen fast immer von selbst ein-
gehalten werden. LaBt man allerdings nur die Vergleichsspannungen und
nicht den kritischen Druck in die Zielfunktion einflieBen, so werden auch
mehrere Optima gefunden, die direkt am Rand der Restriktionen liegen.

Mathematisch (numerisch) gestaltet sich bei der gew&hlten Parametrisierung
die Beschreibung der Restriktionen so aufwendig, daB sie nicht in Form
eines Systems von linearen bzw. linearisierten Ungleichungen angegeben
werden konnen; man erhdlt als Ausage fiir gegebene Parameter bei einem
festgelegten Volumen nur, daB die Restriktionen eingehalten oder nicht
eingehalten sind, also eine logische (Boolesche) Aussage.

2.3 Anmerkungen zur numerischen Behandlung

Die Volumeniteration und die Uberpriifung der Einhaltung der Restriktionen
werden giinstigerweise gleichzeitig (d.h. mit demselben Unterprogramm)
ausgefiihrt. Der dafiir angewendete Algorithmus wird im folgenden in
seinen wesentlichen Punkten dargestellt.

In einer Startrechnung wird zunédchst iiberpriift, ob die vorgegebenen
Parameter in Grenzen liegen, in denen eine Erfiillung des Volumens
moglich ist und numerische Probleme ausgeschlossen werden.

Der Radius r, und die Ldnge 1, des ersten Torus (Bezugswerte) werden
fest eingestellt bzw. von der vorhergegangenen Rechnung iibernommen,
wenn die Schalenform nur schwach variiert wurde.

Es folgt die Schleife fiir die Volumeniteration. Als Startpunkt der Meridian-
linie wird der Schnittpunkt der Bezugslinie fiir die Volumenberechnung
und der Symmetrieachse gewdhlt. Mit den gegebenen Parametern und den
gewéhlten GroBen wird der Verlauf der Meridianlinie aufgebaut. Der
Offnungswinkel des letzten Torus wird so bestimmt, daB dieser mit
stetiger Steigung in den Zylinder ilbergeht. Mit einer linearen Trans-
formation aller bis dahin bestimmten Werte wird dieser Ubergangspunkt
so gelegt, daB er zum einen auf der Bezugslinie fiir die Volumenberechnung
liegt und zum anderen der Radius des Zylinders zu 1 wird. Auf diesen
Radius werden bei der abschlieBenden Darstellung der Ergebnisse alle
anderen LiangenmaBe bezogen.

Es liegt damit eine Schalenform vor, die den vorgegebenen Parametern
entspricht. In einer mathematisch recht komplizierten, aber numerisch nicht
aufwendigen Rechnung erfolgt nun die Uberpriifung, ob die oben genannten
Restriktionen eingehalten sind. Ist das nicht der Fall, werden die Start-
werte so lange verdndert, bis entweder eine Schalenform gefunden ist, die
die Restriktionen einhdlt, oder auch eine Verdnderung der Startwerte in
vorgegebenem Rahmen keinen Erfolg bringt. In letzterem Fall sind die
Restriktionen nicht eingehalten.
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Ist eine Schalenform gefunden, die die Restriktionen erfiillt, so wird das
Volumen bestimmt, das zwischen der Schale und der Bezugslinie (-fldche)
liegt. In zwei weiteren Schritten werden die entsprechenden Volumina fiir
einen geringfiigig verdnderten Radius r;, bestimmt. Eine Extrapolation
beziehungsweise Interpolation mit den dann vorhandenen drei Radien r,
und den zugehdrigen Volumina ergibt einen geschdtzten Radius r,. Das
zugehodrige Volumen wird bestimmt und mit dem zu erfiillenden verglichen.
Weitere Extrapolationen oder Interpolationen mit jeweils drei Wertepaaren
ergeben mit vorgegebener Genauigkeit das geforderte Volumen. Sollten
wahrend dieser Volumeniteration irgendwelche Restriktionen nicht einge-
halten sein, wird mit dem Radius r, als Parameter eine Intervallschachtelung
fiir den Ubergang in den unzulissigen Bereich ™ durchgefiihrt. Anhand des
zugehorigen Volumens entscheidet es sich dann, ob es mdglich ist, eine
Schalenform zu finden, die den vorgegeben Parametern entspricht, das
Volumen umschlieBt und gleichzeitig die Restriktionen erfiillt. Wenn es
eine solche Schalenform gibt, die alle Bedingungen erfiillt, wird in ange-
gebener Weise die Volumeniteration fortgefiihrt, bis die Geometriewerte
mit vorgegebener Genauigkeit bekannt sind.

Bei jedem Verlassen des Unterprogrammes wird an die aufrufende Routine
die Information iibergeben, ob die Restriktionen eingehalten und somit die
bestimmten Geometriewerte brauchbar sind.

4 Im unzuldssigen Bereich sind die Restriktionen nicht eingehalten.
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3 Bestimmung der SchnittgroBen und des kritischen Druckes

Dieses Kapitel befaBt sich mit der Mechanik der Schale und teilt sich in
drei Unterkapitel. In dem ersten Unterkapitel (3.1) wird die verwendete
Schalentheorie vorgestellt und in dem darauf folgenden (3.2) die Theorie
zur Bestimmung des kritischen Druckes. Das dritte Unterkapitel (3.3)
entwickelt, auf den ersten beiden aufbauend, ein Element, das nach Einbau
in ein Finite-Elemente-Programm gestattet, sowohl die groBSte in der
Schale auftretende Vergleichsspannung als auch den kritischen Druck fiir
eine allgemeine Rotationsschale zu bestimmen. In diesem Zusammenhang
wird auch auf Besonderheiten und Schwierigkeiten bei der numerischen
Behandlung hingewiesen und Losungen vorgeschlagen.

3.1 Schalentheorie
3.1.1 Einfilhrung

Gemeinsames Merkmal aller Schalentheorien ist, daB sie den eigentlich
dreidimensionalen Spannungs- und Verzerrungszustand durch Bezug auf
eine Schalenmittelfliche in einen zweidimensionalen iiberfiihren. Scheiben
und Platten verstehen sich als Sonderformen einer Schale, die in der
Regel kein ebenes sondern ein gekriimmtes Fldchentragwerk ist. Der
dreidimensionale Verzerrungszustand wird beschrieben durch die Schalen-
verzerrungsgrc’;’BenS), die wiederum iiber die konstitutiven Gleichungen
(Elastizitdtsgesetz) mit den SchnittgroBen gekoppelt sind. Wegen der
kinematischen Uberbestimmtheit einer Schale liegen in der Regel mehr
VerzerrungsgroBen als VerschiebungsgroBen vor. Werden die Verschiebungen
aus den Verzerrungen bestimmt, so sind daher noch die Kompabilitits-
bedingungen (Vertréaglichkeitsbedingungen) zu beachten.

Erste Schalenberechnungen wurden anhand der Membran-Theorie durch-
gefiihrt, bei der nur drei Verschiebungen zur Beschreibung des Verzerrungs-
und Spannungszustandes angesetzt werden. Bei ihr werden ausschlieBlich
die drei zur Schalenmittelfldache tangentialen Spannungen und Verzerrungen
beriicksichtigt, die wie die Verschiebungen als konstant iiber die Schalen-
dicke angenommen werden (Analogon: Zugstab). Aus den Gleichgewichts-
bedingungen lassen sich die SchnittgroBen (hier Krifte) bestimmen. Uber
die konstitutiven Gleichungen ergeben sich die VerzerrungsgroBen. Da drei
VerzerrungsgroBen und drei Verschiebungen zugrundegelegt werden, lassen
sich die Verschiebungen durch Losen der kinematischen Beziehungen (drei
lineare partielle Differentialgleichungen) unter Einbeziehung der Rand-
bedingungen bestimmen. Momente und Querkrédfte etc. bleiben hierbei
unberiicksichtigt.

5) So wie die SchnittgroBen der Schale mit den Spannungen des drei-

dimensionalen Kontinuums korrespondieren, so korrespondieren die
Verzerrungsgréflien mit den Verzerrungen.
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Bei den meisten technischen Anwendungsfdllen liefert -die technische
Schalentheorie (Biegetheorie fiir schubstarre Schale) ausreichend genaue
Informationen iiber das mechanische Verhalten einer Schale. Auch hier
sind drei Verschiebungen Grundlage der Beschreibungen. Die Spannungen
und Verzerrungen sind allerdings in Erweiterung zur Membrantheorie liber
die Schalendicke (linear) verdnderlich. Der Spannungszustand wird durch
drei Schnittkrédfte und zwei Schnittmomente beschrieben; diesen fiinf
SchnittgroBen werden fiinf VerzerrungsgroBen gegeniibergestellt. Es liegt
hier eine Kirchhoff-Love-Theorie (entsprechend der Bernoulli-Hypothese fiir
den Stab oder der Kirchhoff-Theorie fiir Platten) vor, deren Kennzeichen
ist, daB die Querschnitte bei einer Verzerrung senkrecht zur Schalenmittel-
fliche bleiben und sich nicht verwdlben. Der Vorteil dieser Theorie ist
vor allem in der relativ kleinen Zahl von Unbekannten zu sehen. Die
Querkrifte lassen sich aus den anderen SchnittgroBen mit Hilfe der
Gleichgewichtsbedingungen bestimmen.

Eine weitere Verfeinerung ergibt sich durch Hinzunahme von Querkraft-
verformungen (Theorie der schubweichen Schale); gerade bei schwach
gekriimmten, dicken Flachentragwerken ergeben sich so wesentliche Ver-
besserungen. Die Querschnitte stehen nur im unverformten Zustand senk-
recht auf der Schalenmittelfldche; bei einer Verformung neigen sie sich
gegeniiber der Normalen auf der Schalenmittelfldache, werden aber nicht
verwolbt. Zusdtzlich zu den drei Verschiebungen sind noch zwei weitere
GroBen zur Beschreibung der Neigung (Rotation) der Querschnitte einzu-
fithren. Basarl[2] hat eine nichtlineare Theorie fiir die schubweiche Schale
entwickelt, die auch groBe Verformungen zulaBt; die vorliegende Arbeit
wendet diese an.

Bei allen bislang genannten Theorien wird nur eine maximal lineare
Abhidngigkeit der Verschiebung von der Koordinaten in Dickenrichtung
angenommen. LaBt man auch Terme zu, die quadratisch in der Koordinaten
in Dickenrichtung sind, so 1dBt sich zusdtzlich eine Verwodlbung des
Schalenquerschnittes beschreiben. Als SchnittgroBen kommen so zwei
Wélbmomente hinzu, analog zu zwei VerzerrungsgroBen fiir die Beschrei-
bung der Verwdlbungen in Richtung der zwei Schalenparameter. Der
Aufwand fiir die Entwicklung einer entsprechenden konsistenten nicht-
linearen Theorie ist sehr groB. Anstelle weiterer Verfeinerungen kann man
die Schale auch als dreidimensionales Kontinuum betrachten.

3.1.2 Schreibweise

Die von Basar[2] auf variationstheoretischer Grundlage entwickelte Theorie
fiir schubweicl.. Schalen ist in tensorieller Schreibweise formuliert. Die
wichtigsten Grundgleichungen werden in der Folge dargestellt; weitere
Informationen konnen direkt aus der genannten Versffentlichung entnommen
werden.
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Nachfolgende Gleichungen sind vorwiegend in Komponentenschreibweise
angegeben. Fett gedruckte Kleinbuchstaben bedeuten Vektoren, fett
gedruckte GroBbuchstaben Matrizen. Griechische Indizes laufen von 1 bis
2, lateinische, sofern nichts anderes angegeben wird, von ! bis 3. Generell
gilt die FEinsteinsche Summationskonvention. GroBen ohne bestimmte
Kennzeichnung beschreiben die Schalenmittelflache. Der unverformte
Zustand wird mit einer hochgestellten Null (z.B. 2) gekennzeichnet. Die
Beschreibung des Schalenraumes und nicht der Schalenmittelfliche wird
durch einen hochgestellten Stern (z.B. a*) markiert.

Das & ohne Indizes ist das Variationssymbol, das Si das Kronecker-Symbol.
Ein d_, bezeichnet die kovariante Ableitung aller nachfolgenden Terme
hinsichtlich der unverformten Metrik. Ansonsten wird, wie allgemein
gebrduchlich, eine partielle Ableitung mit einem Komma und eine
kovariante Ableitung mit einem vertikalen Strich hinter den Indizes der
abzuleitenden GroBe gekennzeichnet. Sofern nicht etwas anderes angegeben
wird, liegt die Basis der unverformten Schalenmittelfldche zugrunde.

3.1.3 Geometrie des Schalenraumes

Nach Vorgabe einer Parametrisierung der unverformten Schalenmittelfldche
?(@a, 93=0) findet man durch partielle Differentiation des Ortsvektors
die Basisvektoren

o o

a -~ l',a (3.1.1)

in der Schalenmittelfldche. Der dritte Basisvektor wird definiert als

o o
o a x a

a, (3.1.2)

la, x a,|
und ist somit der Einheitsnormalenvektor auf der unverformten Schalen-

mittelflaiche. Der zugehorige kovariante Metriktensor bestimmt sich nach

o . o .O
a,g = a, @, (3.1.3)

bzw. der kontravariante Metriktensor 3 °° durch Inversion von gaB gemaB

oop O
a

oL
asg = 83 s (3.1.4)

und diese dienen dem Herauf- oder Herunterziehen der Indizes

ox oafl ©
ak=

= aB ,
(3.1.5)
o _o op
a,=a,a
Nach Einfiihrung der GroBe
a = det( gaB) (3.1.6)

ergibt sich fiir ein Flachenelement

dF = [/S de' d4e? . (3.1.7)
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Der Kriimmungstensor der somit definierten Schalenmittelfléche berechnet
sich zu

_ 1,0 o o o
b, = -z(a, 835+8a5 " a; ) (3.1.8)
bzw. in gemischtvarianter Darstellung

o _ o OPB

b, = b,, a (3.1.9)

nach Uberschiebung mit der kontravarianten Metrik. Die Basisvektoren an
einem beliebigen Punkt des Schalenraumes lauten

o* _ op © . op _ P 3 %o

a, = U, 8, mit « = 9% - © b_, (3.1.10)
o © _ o3

a, = a;=a . (3.1.11)

Die Christoffelsymbole 2. Art fiir die unverformte Schalenmittelfliche
errechnen sich nach

rY, =878 ,. (3.1.12)
Die Basis 33 wird getrennt von den anderen beiden betrachtet; alle
Beziehungen werden auf die unverformte Schalenmittelfldche spezialisiert.
Die partiellen Ableitungen der Basisvektoren im Schalenraum werden
durch die Ableitungsgleichungen von Gauss

o _ % o o
8ap = Top 8 * bog 83,

(3.1.13)
ox _ fQa op + b8
- R P 8 &3
und Weingarten
o _ e 0
a;, = ~b, a, (3.1.14)
angegeben.
Ein Vektor u wird beispielsweise durch
- Qo o3
u=u a u; a (3.1.15)
dargestellt und seine partiellen Ableitungen lassen sich mit mit
_ e o 3, © 3 e e, ©
u, = (u|a—bau )ap + (u’u+bapu ) a, ,
o 0o oo o3 (3.1.16)
= (upia by uz) @ + (u; +b u)a

angeben. Die zweite Zeile dieser Gleichung flieBt in die Bestimmung der
Deformationsgradienten ein. Die kovarianten Ableitungen der Komponenten
errechnen sich nach

el _ .o Se p
u la =u N + Fozl u ’

o (3.1.17)
up|a= up’m—I‘ml u, .
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3.1.4 Verschiebungsansatz

Ein beliebiger Punkt des Schalenraumes verschiebe sich gemdB der

Beziehung

»*

v

(r-9£) + (93(3.3 - 33) ,
3 (3.1.18)
= v + O w .
Die Verschiebung setzt sich somit zusammen aus der Verschiebung v der
Schalenmittelfliche (1. Klammer) und der Anderung w des Normalenvektors
auf der ehemals unverformten Schalenmittelflache, was einer Neigung der
schubverformten, aber weiterhin ebenen Querschnitte (2. Klammer) um
einen Rotationswinkel w gegeniiber der Senkrechten auf der verformten
Schalenmittelfldache entspricht. Diese verallgemeinerten Verschiebungen
werden beziiglich der Basis der unverformten Schale angegeben,

v=v 8% +v.83=-v8 +,38 (3.1.19)
@ 3 [~ 3 b
w=w 8%+ w.82=w"8 +w§g (3.1.20)
o 3 o 3 nh

und ihre partiellen Ableitungen lassen sich, wie im vorherigen Abschnitt
angemerkt, nach Einfiihrung von Deformationsgradienten

(Pczp = vpla - bpcc V3
o
(ch3 = v3,a * bcc V}\ ’
o (3.1.21)
Ll)o:p - wpla - bpa W3 !
o
"po:3 = w3,oc + bo: w)\ 4
verkiirzt in der Form
op o3
Va = Pyp @ + P38 (3.1.22)
o o3
Wo = by a® + b3 8 (3.1.23)

schreiben. Die Basisvektoren der verformten Schale lassen sich damit zu

- _ (<P e, © o
a, =a, +v_ = (3, + @, ) a, *+ ¢,3 a3, (3.1.24)

_ o . _ o o + (1 + ) o
a; = a, w=w a wa) ag (3.1.25)

berechnen. Mit der Forderung, daB auch der Basisvektor a, die Linge 1 hat,

+ |/ 1-w, wo fiir cos(w) =2 0,

wy = -1 - (3.1.26)
—I/l—waw fiir cos{w) < 0,

wobei das negative Vorzeichen vor dem Wurzelausdruck bei den in dieser

ergibt sich

Arbeit auftretenden Rotationswinkeln w ausgeschlossen werden kann. Frei
und zur vollstindigen Beschreibung ausreichend sind schlieBlich die
Verschiebungsgrofien v, v; und w,.
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3.1.5 Klﬁem’étlsche Beziehungen

Ausgehend von dem Greenschen Verzerrungstensor fiir dreidimensionale

Kontinua
- 1 _©° - 1 .2 .2 .
Yy =78y &) =T (Vg VB VTV )
=‘—(v| +v| +Vk| v|) (3.1.27)
z Vil ili i Ykl
erhdlt man analog
=l(a. -8) =L (v &'+ v -8+ v V) (3.1.28)
Yi; =zl Ty = vt a Jg TV -

und nach Einsetzen der vorstehenden Beziehungen und Unterdriicken der
in ©° quadratischen Terme den Verzerrungstensor

3
Yop = %p * e Buﬁ , (3.1.29)
Yo3 = % Yo o (3.1.30)
Y33 = O (3.1.30
mit

1 X
Uup = 7 (Poap * Ppo * Po. Ppr * Pus ?p3) (3.1.32)

1 oA oA o
Bd[.’: = 2 (wa|B + wBIo: = bcz (Pﬁk - bB (Pak -2 bc:B w3 * ’

P A (3.1.33)
* g b * P Ypn t Pas Va3 * Pas Ypa) o
_ e e

Yo = W, (3, + @, ) + @5 (1 + wy) (3.1.34)

fiir das zweidimensionale Kontinuum in Lagrangescher Betrachtungsweise.
Es handelt sich hierbei um den Verzerrungstensor der Schalenmittelfléche;
im Gegensatz zu den Verzerrungen Yij werden die GroBen %a B o und v,
in der Folge VerzerrungsgroBen genannt. Bei Variation der Deformations-
gradienten nach den unabhidngigen VerschiebungsgroBen bestimmt man in
matrizieller Schreibweise zunichst

3¢

Pox
Po3

W

| Wa e |

o

=)
A
e

[ d
o
b
0
0

-b

dP

0

oA

0]

0
0
1

dP

x
8| vy = Tk'
AMbY

(3.1.35)

und darauf aufbauend entsprechend die Variation der VerzerrungsgroBen

[ ]
Poxn

Po3

Wi

| Waze ]

D

0P

(3.1.36)
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mit

_ oA x w
D23 Sa + (Pa 1T+ w3 ‘Poc3 ’

_ 1 e P e P e, A e N
D31 -3 (3 bB +8[5 ba —SanB. —SB cpa ),

1 o o w)\ wk
Dy3= 3 {(by @3 * bg @u3) = [|T%wx wa /la P83 T T+ wglg P3| *
A o [a) o
w e e
T W (2 baB * boa ?s. * boﬁ q’a-)] ’

O A P A e A ) A
|:(8m8[3 +85 8,) + (3 eg. * 8 ®, ) -

=

A
w e e
S Wy (Sa (9[33 * SB (Po:S)j|

3.1.6 SchnittgréBen

.

Ausgehend von dem 2. Piola-Kirchhoffschen® Spannungstensor s des
dreidimensionalen Kontinuums werden die SchnittgroBen
h/2
ﬁaﬁ - J‘o ol d@3
-h/2
N h/2 s 3 o
Q= [&sde’, L=1% . (3.1.37)
-h/2 a
h/2 8 3 3
M® = [ e’ae

definiert. ﬁaa und Maﬁ sind symmetrische (symmetrisierte) Piola-

Kirchhoffsche SchnittgroBen der 2. Art. Sie sind damit SchnittgroBen in
Richtung der verformten Basis.

6) Aus dem Verzerrungstensor und dem Spannungstensor errechnet sich
die virtuelle Forminderungsarbeit des Kontinuums. Dabei miissen -bei
Vorliegen endlicher Verformungen- immer bestimmte Spannungs- und
Verzerrungstensoren miteinander verkniipft werden. Siehe dazu: Donald
B. Macvean, Die Elementararbeit in einem Kontinuum und die Zuordnung
von Spannungs— und Verzerrungstensoren, ZAMP 19 (1968), S. 157 ff
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Es lassen sich in entsprechender Weise auch Piola-Kirchhoffsche
SchnittgroBen der 1. Art herleiten, die auf die unverformte Basis bezogen
sind; der Zusammenhang zwischen den GroBen 1. und 2. Art ist durch

- o\ - -
nP

Dyy Dy Dy ~ o
)
q D2 Dy Dy, ~ o T
o | = . = t=D "o (3.1.38)
q Y Dy3 Dgj «B
28 M
m 0 0 Dy,

gegeben. Die Piola-Kirchhoffschen SchnittgroBen der 1. Art sind hierin mit

A .
kleinen Buchstaben bezeichnet; npx und m®" sind nicht symmetrisch.
Wihrend sich die GroBen npx, qp und m°> physikalisch interpretieren

. A, . e 1:
lassen, ist dieses fiir q* nicht ohne weiteres moglich.

3.1.7 AuBere Lasten, Virtuelle Arbeit, Gleichgewicht

In der Regel treten an einer Schale nur &duBere Lasten in Form von
Driicken pk und p3 auf, wobei angenommen wird, daBB diese direkt auf die
Schalenmittelfldche wirken. Nur der Vollstdndigkeit halber sollen hier
auch Momente c* beachtet werden. Dazu wird ein Lastvektor

x

»*

p =

p
3
P

(3.1.39)

A
C

eingefiihrt und gefordert, daB die konjugierte Verschiebung der in Gleichung
(3.1.35) bezeichhete Vektor u ist.

Bei ihrer Einfiihrung wird die virtuelle Arbeit zundchst nur fiir Systeme
angegeben, bei denen die RandgroBen keine Arbeit leisten. Das ist
insbesondere der Fall, wenn die Rinder der Schale frei (keine Last) oder
zwangsverformt (keine virtuelle Verschiebung) sind. Grunds&tzlich ver-
schwindet die Summe der virtuellen Arbeiten der inneren und der &uBeren
Lasten

sA = 5AY +5A® =0, (3.1.40)

wobei sich im aktuell betrachteten Fall die innere virtueile Arbeit zu

SA(D _ _J‘J" OT' Se d% - _J"J" (ﬁaﬁ saaﬁ + 6“ SYCX + MaB SBdB) dg ]
(£) ()
T [«)
—ff T 8? dF ’ (3.1.40a)
(%

oA *A oA e
-J;f (n® Scppx + qp 8@03 +q dw, + m® SW-O/)\) dF
(F)
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und die duBere zu (3.1.40b)

* o
sA = [[ p™T-su dF = [[ (p™ sv  + p° Svy + ¢ sw,) dF
(%) (%)
berechnen. Nach Anwendung des GauBschen Integralsatzes auf das Integral
fiir die innere virtuelle Arbeit und unter Beachtung der Randbedingungen
erhdlt man zunéchst

SA“) = ff (Te't)T' Su d‘l)? (3.1.41)

(F)
mit
o

dp —bp 0 0
[=]

T,=|b,, d, 0 O
0 o -1 dp

und damit die Gleichgewichtsbedingungen
p+T,t=20 (3.1.42)

oder ausgeschrieben

oL
Pa+np|p-b:qp=0,
3 e e o|
+ + =
P ox D Q|, =0,
Ca-q*a'l' poc| =0

Mit den bereits angegebenen Beziehungen lassen sich diese Gleichgewichts-
bedingungen auch in den Piola-Kirchhoffschen SchnittgroBen der 2. Art
schreiben.

3.1.8 Vorschreibbare RandgréBen

Auf die Rénder der Schale wirken Lasten in Form von vektoriellen
RandgrofBlen. Diese vektoriellen RandgroBen errechnen sich aus den
tensoriellen SchnittgroBen durch

A ~ o3
n Dryy Dryz Dryg N
3 ~o
Pr=|n = [Dpyy Droy Dros |1 Q =Dr-o (3.1.43)

m*| [0 0  Dpy| |M*®
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mit
1 A o A o Py o by
Dru=§(8rssa+8as6+‘s)acp[3_+sBcpa),
o A
Drin = s, W
1 ,0 92 o 9 o A o A
Dpiz = -3 (s, bg +sgb, -5, dg -5s5¢,),

i o
Dryy = 3 (S, ®p3 * Sg Pu3)

Dy, = S, (1+ wy),

- 1 /9
Dry3 = 3 (5, bg3

-1 A o A
Dry; = '2"[3 o« Pp. T Sg Po. T~

no
+
©no

w” (s + 8 )
T+w, S« ®3 " 58 Pa3

. . o [« 20 - X 4
und dem Einheitsnormalenvektor 8= s_a auf der unverformten Rand-
o

kurve C. Man vergleiche die Strukturen von Dy und D.

3.1.9 Konstitutive Gleichungen

Das Werkstoffgesetz wird in Form von konstitutiven Gleichungen
angegeben. Hier soll der Zusammenhang zwischen den VerzerrungsgrofBen
und den SchnittgroBen durch

NP = p HBe> @, mit D = l_t—i , (3.1.44)
-V

6°‘=Sga>\7k mit S=§ Et , x~5/6,

1+v
3
B xBeX . Et
M B H t B=
Pox m 12(1- V2

und mit

rN - PN A A
HaBo - 12v [aap a[3 4 aBp + 2V ach a® ]

ta i-v

beschrieben sein. Dabei wird ein isotroper Werkstoff mit dem Elastizitdts-
modul E und der Querkontraktionszahl v vorausgesetzt. Die Schale hat
eine Dicke t und die Normalspannungen > senkrecht zur Schalenmittel-
flaiche werden unterdriickt. Der Faktor x beriicksichtigt den nicht
konstanten Verlauf der Schubspannungen iiber die Schalendicke und kann
iiber die Gleichgewichtsbedingungen bestimmt werden. Bei der Herleitung
wird die verformte Metrik durch die unverformte approximiert; daher
gelten die hier angegebenen konstitutiven Gleichungen nur fiir hinreichend
kleine Verzerrungen. Siehe dazu Basar[2] und Zienkiewicz[40].



- 31 -

3.2 Stabilitétsuntersuchung
3.2.1 Einfihrung

Unter bestimmten Belastungen treten an Schalen (und auch an anderen
mechanischen Systemen) Verformungs- bzw. Verschiebungszustédnde auf,
die nicht mehr eindeutig von der Last abhdngen. Der aktuelle, zu unter-
suchende Zustand wird in der Folge Grundzustand genannt. Den
unverformten Zustand nennt man Urzustand.

Aufgabe einer Stabilitdtsuntersuchung ist es, den Zustand und die
zugehorige Belastung (Last) zu ermitteln, an dem ein indifferenter
Gleichgewichtszustand vorliegt. Diese Last ist zundchst als kritisch
anzusehen, weil man zu diesem Zeitpunkt noch keine Information dariiber
hat, ob sich bei einer weiteren Erhdhung der Last die Verformungen bzw.
Verschiebungen so weit vergroBern, daB die Tragféahigkeit des Systems
verloren geht. Bei Schalen beispielsweise ist zur Bestimmung des
weiteren Verhaltens eine Nachbeulanalyse erforderlich, die in der Regel
sehr aufwendig ist.

Pfliiger(27] gibt in seinem Buch eine grundlegende Einfiihrung in die
Stabilitdtsanalyse an mechanischen Systemen. Grundsdtzlich kann eine
Stabilitdtsanalyse mit Hilfe der Gleichgewichtsmethode oder der Energie-
methode durchgefiihrt werden; letztere spaltet sich noch in das Prinzip
vom Minimum des Gesamtpotentials und das Prinzip der virtuellen Arbeit
auf. Hier wird das Prinzip der virtuellen Arbeit sowohl zur Spannungs-
als auch zur Stabilitdtsanalyse herangezogen.

In diesem Unterkapitel werden die theoretischen Uberlegungen zur
Stabilitatsuntersuchung und die zur Analyse notigen Gleichungen ange-
sprochen. Die numerische Ausfiihrung wird spéter bei der Entwicklung des
Finiten Elementes behandelt.

3.2.2 Schreibweise

Aufbauend auf den Bezeichnungen des Unterkapitels 3.1 bezeichnet ¢ den
Vektor der tensoriellen SchnittgroBen und &€ den Vektor der konjugierten
Verzerrungsgrofen. GroBen, die den sich im Gleichgewicht befindlichen
Grundzustand beschreiben, werden mit einer hochgestellten Null (o)
gekennzeichnet; so sind die Komponenten von 3 die SchnittgroBen und
diejenigen von % die zugehorigen VerzerrungsgroBen im Grundzustand. Die
hinzukommenden Anteile bei dem Ubergang zum Nachbarzustand werden
mit einem hochgestellten Pluszeichen versehen; so lauten die genannten
Vektoren im Nachbarzustand 6+6 und & +&. Bei der Stabilitdtsuntersuchung
sind mindestens noch die in den Verschiebungen quadratischen Terme
notig. Um diese Anteile zu kennzeichnen, werden entsprechend zwei
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Kopfzeichen verwendet. Es wird dabei vorausgesetzt, daB die Verzerrungs-
groBen sich mit den kinematischen Beziehungen und daraus die Schnitt-
groBen mit den konstitutiven Gleichungen in Abhéngigkeit von den
Verschiebungen angeben lassen.

3.2.3 Prinzip der virtuellen Arbeit in inkrementeller Schreibweise

Wie bereits angegeben, lautet das Prinzip der virtuellen Arbeit

sA = sA + 5A® =0 . (3.2.1)
Dabei sind
8A(i) = —ff oT'Sa dIO: , (3.2.1a)
(=]
(F)
~ o ~o B o
= -U (N*® sa, + Q% 8y, + M™® 8B,) dF ,
(F)
SA® = fJ p T su dF + § pr - Su dS, (3.2.1b)
[o] (o)
(F) (¢)
=ff(pa8va+p38v3 +ca8wa) dlc:' +
(%)
+ § (n™ dv,, + n3 dvgy + m" Sw,) ds
(&)

die virtuellen Arbeiten der inneren und &uBeren Lasten. Das gegeniiber
Gleichung (3.1.40b) zusidtzlich auftretende Ringintegral iiber die Randkurve
enthilt die virtuelle Arbeit der Randlasten. Es verschwindet bei Vorliegen
homogener Randbedingungen oder hebt sich gegen ein weiteres Integral
auf, wenn die Randlasten als am Teilsystem angetragene SchnittgroBen
verstanden werden kénnen’’

Die Verschiebung des Nachbarzustandes setzt sich nun zusammen aus der
Verschiebung des Grundzustandes und einer inkrementellen (theoretisch
differentiellen) Verschiebung vom Grund- zum Nachbarzustand. Mit den
kinematischen Beziehungen und den konstitutiven Gleichungen iibertragen

7 Schreiben wir die virtuelle Arbeit flir ein Teilsystem auf, wie das bei
der Herleitung des FE-Verfahrens geschehen wird, so verstehen sich
die RandgrdBlen als SchnittgréBen; SchnittgroBen leisten aber keine
Arbeit bei einer virtuellen Verschiebung, was sich spiter beim
Zusammenbau der Teilsysteme zu einem Gesamtsystem darin zeigt, daB
dabei die SchnittgréBen herausfallen. Die Gleichungen sind hier schon
im Hinblick auf die spitere Anwendung formuliert.
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sich die Abhéangigkeiten auch auf die VerzerrungsgroBen und die
Schnittgrofen, so daB formal fiir den Nachbarzustand

[=] +

u=u+u, (3.2.2)
o o0 -+ O+ ++

€E=¢g+eg+eE+ETE | (3.2.3)
o 00 + O+ ++

0=0+0+0+0+0 (3.2.4)

- + . .
geschrieben werden kann, wenn maximal in u quadratische Terme mit-
genommen werden. Variiert man nun die VerzerrungsgroBen nach den

. +
unbekannten inkrementellen Verschiebungen u, so kann man

+

su = su, (3.2.5)
+
g

&+ o
5 = 58 + S8 + 5 (3.2.6)

schreiben. Diese Variation ist im Sinne von Pfliiger{27] eine spezielle
Variation. Ubertragt man die Beziehungen auf die Ausdriicke in der
Formulierung der virtuellen Arbeit und nimmt auch hier nur Terme mit,
die maximal quadratisch in u sind, so erhdlt man fiir die virtuelle Arbeit
in inkrementeller Schreibweise

sAD = - [[ (@ .+ 83 +% dF - (3.2.7a)
(F)
-[[ 8T s¢ dF -
(F)
[T T T 58 + BT ¥ ] aF -
(F)
-[[ (8 +¥)T- ¥ aF ,
(F)
sA® = [[ p T st dF $ pr-su dS . (3.2.7b)
(F) (&)

Es wird vorausgesetzt, da der Grundzustand einen Gleichgewichtszustand
darstellt; dann verschwindet aber jede, also auch die spezielle Variation
des Grundzustandes in den Ausdriicken der virtuellen Arbeiten. Schreibt
man die restlichen Ausdriicke nun aus, wendet dort den Gaufischen
Integralsatz an und erfiillt mit u die Randbedingungen, so erh&dlt man
Bestimmungsgleichungen fiir das indifferente Gleichgewicht. Diese
Bestimmungsgleichungen sind in der Regel nichtlinear und enthalten auch
die Verschiebungen t und SchnittgroBen 8 des Grundzustandes.
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3.2.4 Stabllitéitsanalyse mit Hilfe des Prinzips der virtuellen Arbeit

Die eigentliche Stabilitdtsanalyse besteht nun darin, aus den Gleichgewichts-
gleichungen und den Bestimmungsgleichungen fiir das indifferente Gleich-
gewicht alle kritischen Punkte (Verschiebungen und zugehorige Lasten) zu
bestimmen. Im allgemeinen sind alle Gleichungen nichtlinear und es sei
darauf hingewiesen, daB in obigen Gleichungen durch Beschriankung auf in
% maximal quadratische Terme schon eine Vereinfachung vorgenommen
wurde. Trotzdem sind die Gleichungen immer noch nichtlinear. Es sollen
nun die wichtigsten Moglichkeiten genannt werden, die zur einer Losung
des Problems fiihren.

Der praktisch interessanteste Wert ist die GroBe der ersten kritischen
Last, das hei8t derjenigen kritischen Last, die man beginnend ab dem
Urzustand bei einer Belastung entlang des Belastungspfades als erste
erreicht. Die (nichtlinearen) Gleichgewichtsbedingungen miissen an jedem
Punkt des Belastungspfades erfiillt sein. Damit ist auch schon das
Verfahren der nichtlinearen Stabilité'tsanalyse genannt. Es liegt dabei eine
Nichtlinearitdt der Last-Verformungs-Kurve (Gleichgewichtsbedingungen)
vor und gleichzeitig sind auch die Bestimmungsgleichungen fiir die
Indifferenz (Stabilitdtsgleichungen) der Gleichgewichtslage nichtlinear. Der
Rechenaufwand zu deren Losung (nichtlineares Eigenwertproblem) ist zwar
sehr groB, aber der Vorteil liegt darin, daB eine Nachbeulanalyse angefiigt
werden kann. Ferner konnen hierbei Imperfektionen wie Formabweichungen
und Anfangsspannungen beriicksichtigt werden.

Die allgemeine lineare Stabilitdtsanalyse linearisiert die Gleichgewichts-
bedingungen, so daBB dort die Verschiebungen des Nachbarzustandes linear
enthalten sind. Auch die geometrischen Beziehungen konnen in gewissem
Rahmen linearisiert werden. Zu ldsen ist ein lineares Eigenwertproblem,
eine Untersuchung des Nachbeulverhaltens ist mﬁglich, beschrankt sich
aber auf eine Anfangsnachbeulanalyse. Die ermittelte kritische Last selbst
ist in der Regel fiir praktische Problemstellungen hinreichend genau.

Die klassische lineare Stabilititsanalyse vereinfacht die Gleichungen
insofern noch weiter, als nun auch noch die Verzerrungen des Grund-
zustandes vernachldssigt werden; damit wird das Problem auf ein
Verzweigungsproblem iiberfiihrt. Die Gleichgewichtsbedingungen sind
entsprechend einfacher und es ergibt sich wieder ein lineares Eigenwert-
problem. Die kritische Last wird ungenau ermittelt und eine Untersuchung
des Nachbeulbereiches ist unmoglich. Der Rechenaufwand ist immer noch
sehr hoch.

Die beiden =zuletzt genannten Moglichkeiten zur (ndherungsweisen)
Bestimmung der kritischen Last werden bei der Herleitung des Elementes
im Kapitel 3.3 verdeutlicht. Die Stabilitdtsanalyse erfolgt mit Hilfe des
Prinzips der virtuellen Arbeit. ‘
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3.3 Finite-Elemente-Formulierung
3.3.1 Vorbemerkungen zum Finite-Elemente-Verfahren

Mit den Kompatibilitdtsbedingungen, den Gleichgewichtsbedingungen und
dem Werkstoffgesetz kann man sich ein Differentialgleichungssystem
erzeugen, mit dessen Hilfe sich der SchnittgroBen- und Verschiebungs-
verlauf bei gegebener Belastung einer Schale bestimmen laft. Die dazu
notige Integration mit Beriicksichtigung der Randbedingungen bereitet
aber gerade bei Schalen wegen des schnellen Abklingens der Randeffekte
numerisch groBe Probleme und fiihrt deshalb auf nicht immer zuverlidssige
Ergebnisse. Eine analytische Integration der Gleichungen ist nur bei starken
Vereinfachungen in der zugrundegelegten Theorie und Beschrankung auf
bestimmte Schalenformen moglich.

Gerade die Methode der finiten Elemente (in der Folge: FEM) bietet hier
neue Losungsmoglichkeiten mit theoretisch beliebig steigerbarer Genauigkeit
der Ergebnisse. Der Grundgedanke der FEM besteht darin, ein gegebenes
(mechanisches, thermodynamisches, stromungsmechanisches oder auch
elektrisches) System in mehrere Teilsysteme (finite Elemente) zu unter-
teilen, deren Eigenschaften man kennt oder zumindest zufriedenstellend
genau ermitteln kann, und durch Kombination der charakterisierenden
Gleichungen der Teilsysteme ein Gesamtgleichungssystem aufzubauen,
dessen Losung das Verhalten des zu beschreibenden physikalischen
Systems (in der Regel ndherungsweise) wiedergibt. Die Eigenschaften der
Teilsysteme kann man beispielsweise dadurch erhalten, daB man das oben
genannte Differentialgleichungssystem fiir jedes einzelne Element I&st.
Aus dem Grundgedanken der FEM kann auch schon entnommen werden,
daB die Qualitdt der Ergebnisse unter anderem von der Modellbildung
(Wahl der Teilsysteme, Theorie zur Beschreibung der Eigenschaften der
Teilsysteme, Vereinfachungen, N&dherungen, etc.) abhédngt. Die Anwendung
der FEM ist gewdhnlich nur in Verbindung mit einer numerischen
Behandlung sinnvoll, weil die zu bearbeitenden Datenmengen fast immer
den Rahmen einer analytischen Losung sprengen. Auch hieraus ergeben
sich Fehler, beispielsweise wegen der immer gegebenen Beschriankung der
Rechengenauigkeit.

Die im folgenden zu bewiltigende Aufgabe besteht im wesentlichen darin,
mit einem Minimum an Speicherbedarf und Rechenzeit eine moglichst
genaue Beschreibung der interessierenden Eigenschaften des physikalischen
Systems (hier der Schale) zu erreichen.

Nach einer kurzen Einfiihrung in die Grundgedanken wird im folgenden,
auf den schon hergeleiteten Gleichungen aufbauend, ein FE-Verfahren
vorgestellt, mit dem eine Bestimmung der kritischen Last einer Schale
moglich ist. Die Bestimmung des SchnittgroBen- und Verschiebungs-
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verlaufes des vollstédndig linearisierten Systems unter einer vorgegebenen
Belastung versteht sich als besonders einfach zu behandelnder Spezialfall.

3.3.2 Schreibweise

Dieses Kapitel greift auf bereits hergeleitete Gleichungen und ihre Sqhreib-
weise zuriick. Da die FEM bei ihrer numerischen Behandlung Vektoren und
Matrizen verarbeitet, wird zur Vereinfachung und in Aﬁlqhnugg an die
bisherige Schreibweise, fiir ein Skalarprodukt y einer Matrix A mit einem
Vektor x wahlweise, wie bisher,

y = Ax oder y; = Aij X;

geschrieben, es wird also die Einsteinsche Summationskonvention iiber-
nommen, aber zwischen kovarianter und Kkontravarianter Schreibweise der
Tensoren nicht mehr unterschieden.

Der Verschiebungszustand wird in der Folge durch eine Funktion ange-
ndhert, die von sogenannten Knotenpunktsverschiebungen und dem .Ort
abhiangig gemacht wird. Zur Kennzeichnung dieser KnotengroBen werden
diese mit einem ~ versehen; U ist dann beispielsweise der Knotenpunkts-
verschiebungsvektor.

Ableitungen nach der Meridiankoordinaten £ werden mit einem Strich
(z.B. u') und Ableitungen nach der Umfangskoordinten ¢ mit einem Punkt
(z.B. 1) gekennzeichnet.

3.3.3 Prinzip der virtuellen Arbeit, Verfahren von Ritz

Wie in Kapitel 3.1.7 gezeigt, ist das Prinzip der virtuellen Arbeit
(i) (a)

A =3A" +3A =0, 3.3.1)
wobei hier
N o
sA? = - [ o' -3¢ dF , (3.3.1a)
o
(F)
* o
54 = [[ e T su aF + $ pr - du dS, (3.3.1b)
)] P
(F) (c)

gilt, mit den Gleichgewichtsbedingungen dquivalent. Solange ein eindeutiger
Zusammenhang zwischen den Spannungen und Dehnungen in einem System
gegeben ist, 1aBt sich, zumindest prinzipiell, ein Gesamtpotential des
Systems angeben. Das Prinzip vom Minimum des Gesamtpotentials sagt
aus, daB sich bei einem System unter einer Last derjenige Verschiebungs-
zustand einstellt, fiir den das Gesamtpotential ein Minirh_qm annimmt. Es
ergibt sich hieraus ein Variationsproblem, da zur Bestimmung des Gesamt-
potentials iiber das gesamte System zu integrieren ist und die
Verschiebungen selbst noch Funktionen vom Ort sind. Das Prinzip der
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virtuellen Arbeit ist somit die Verallgemeinerung des Prinzips vom
Minimum des Gesamtpotentials. Der Grundgedanke des Verfahrens von
Ritz ist, daB ein N&dherungsansatz fiir den Verschiebungsverlauf eines
Systems dann den tatsdchlichen Verlauf gut wiedergibt, wenn auch fiir ihn
das Gesamtpotential ein Minimum annimmt. Voraussetzung ist allerdings,
daB die Verschiebungsansdtze die geometrischen Randbedingungen des
Systems erfiillen. Mit einem Ansatz fiir die Verschiebungen gelangt man
zu dem sogenannten WeggroBenverfahren, das in der Folge angewandt
werden soll; bei diesem Verfahren konnen die in WeggroBen geschriebenen
(geometrischen) Randbedingungen leicht erfiillt werden.

3.3.4 Unterteilung der Rotationsschale in Elemente

Die Unterteilung eines Systems in einzelne Elemente hat in der Regel
entscheidenden EinfluB3 auf die Genauigkeit der Ergebnisse der FE-Rechnung.
So wird man bemiiht sein, in Bereichen groBer Spannungsgradienten die
Unterteilung besonders fein und ansonsten gréber zu wiahlen. Dabei sind
drei wesentliche Kriterien zu beachten; eine groBe Zahl von Elementen
bewirkt einen groBeren Speicherbedarf und eine groBere Rechenzeit, eine
feinere Unterteilung ergibt aber die aussagefihigeren Ergebnisse an Orten
mit groBen Spannungsgradienten. In die Beurteilung muB auch einflieflen,
daB Elemente mit einem groben (sehr einfachen) Ansatz fiir den
Verschiebungsverlauf nur gute Ergebnisse bringen, wenn bei ihrer
Verwendung eine feine Unterteilung gewdhlt wird; wesentlich ist
letztendlich die Zahl der Freiheitsgrade und die Wahl der Unterteilung.

Die Netzgenerierung, wie die Unterteilung auch genannt wird, setzt einige
Erfahrung voraus, da die Orte von Spannungskonzentrationen, an denen
das Netz feiner zu wihlen ist, schon bekannt sein miissen. Abhilfe kann
dadurch geschaffen werden, daB man mit einem groben Netz zunichst
eine FE-Startrechnung durchfiihrt und mit den sich ergebenen Ergebnissen
die Feinmaschigkeit des Netzes fiir die eigentliche Rechnung steuert.
Dieses Vorgehen ist notig, wenn wenig Speicherplatz zur Verfiigung steht
und eine hohe Genauigkeit gefordert wird; ansonsten kann auch von
vornherein ein feineres Netz gewi&hlt werden, wenn das System nicht in
extremen MaBe Spannungskonzentrationen enthilt.

Ebenso wie die Zahl der Freiwerte (Knotenpunktsverschiebungen) hat auch
die Form des Elementes einen EinfluB auf die Ergebnisse. Es ist nicht
unbedingt notig, daB die Kontur des Systems exakt mit den Elementen
nachgebildet wird, aber Abweichungen von dem realen System haben
sicher immer auch einen EinfluB auf die Qualitit der Ergebnisse.
Verbesserungen lassen sich auch hierbei h#ufig mit einem feineren Netz
von Knotenpunkten erreichen.
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Nach diesen allgemeinen Vorbemerkungen soll Bezug auf die zu behandelnde
Aufgabenstellung genommen werden. Fiir einen beliebigen vorgegebenen
Verlauf der Meridianlinie einer Rotationsschale ist ein Netz zu generieren.
Gesucht ist die groBte in der Schale auftretende Vergleichsspannung und
der kritische Druck. Da hier die Rechenzeit das entscheidende Kriterium
ist, wird eine gleichmiéBige Unterteilung der Meridianlinie vorgenommen

Bild 3.3.1: Unterteilung der Schalenmeridianlinie in Elemente

und auf eine Startrechnung verzichtet. Es empfiehlt sich der Einsatz von
Ringelementen. Das verwendete Element und die Vorteile dieser Wahl
werden in der Folge beschrieben.

3.3.5 Kegelschalenelement

Nachfolgende Skizze gibt die Form des zur Schalenberechnung verwendeten
Elementes wieder.

S \V

Bild 3.3.2: Geometrie des Kreiskegelstumpfschalenelementes

Wesentliche geometrische GroBen sind hierin der Offnungswinkel o, der
mittlere Radius r_, und die Elementmeridianldnge L; alle anderen lassen
sich nach Wahl einer Parametrisierung fiir das einzelne Element aus ihnen
bestimmen.
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3.3.6 Parametrisierung, Spezialisierung der Grundgleichungen

Zur Beschreibung eines beliebigen Punktes der Schalenmittelfldche werden
zwei Fldchenparameter £ nd ¢ eingefiihrt. Der aktuelle Radius r ldBt sich
aus £ und dem bereits eingefiihrten Steigungswinkel a berechnen. Mit
nachstehender Parametrisierung 14Bt sich ein beliebiger

y -
° Punkt (x,y,z) der Schalenmittelfliche, bezeichnet mit dem
£ Ortsvektor r, auch mit Hilfe von (E,¢) angeben.
P X E cosa sing r sine
G =yl = |y - E sina = |y, - F tana | . (3.3.2)
);L.x z E cosa coseo r cose

Bild 3.3.3: Parametrisierung einer Kegelschale

Die im Kapitel 3.1 angegebenen Beziehungen fiir eine allgemeine Schale
lassen sich nun fiir die Kegelschale spezialisieren.

Durch partielle Ableitung des Ortsvektors r und Einfiihrung eines Rechts-
schraubensystems ergeben sich die Komponenten der Basisvektoren auf
der unverformten Schalenmittelfldche

cosa sing r cose¢ sing sina

o - N o _ 0 o -

ag;; = sina y Ao T , az; = |cosa (3.3.3)
Cosa Cos¢@ -r sine cos¢@ sina

und damit die Metrik

1 0 1

o oaf
a

0
a = , 1
B 0o r? 0 =

o
: Vaaf.’a =r (3.3.9)

und die Kriimmung

[0 o 0 ©

o (=]

bog = , b*® = 1 (3.3.5)
0 -r sina 0 T sina

der unverformten Schalenmittelfldche. Fiir die FE-Methode werden die
kinematischen Beziehungen und die konstitutiven Gleichungen bendtigt.
Schreibt man diese mit obiger Metrik aus, so sind die Verschiebungen mit
denselben Einheiten versehen wie die Koordinaten in der entsprechenden
Richtung. Fiir die Rechnungen ist das unerheblich; fiir die anschauliche
Deutung der Ergebnisse ist allerdings die Einfiilhrung von Verschiebungen,
Verzerrungen und SchnittgroBen angebracht, die die gewohnten Einheiten
tragen. Die Umrechnung von den vorhandenen zu den gewohnten GroBen
geschieht durch Multiplikation oder Division mit dem aktuellen Radius r
(sieche Metrik); sie kann auch sofort in die Gleichungen einbezogen werden,
so daB die Gleichungen gleich in den gewiinschten, gewohnten GréBen
geschrieben sind.



- 40 -

So kann man fiir die Verschiebungen

vy = u,
Vo = VI,
Vy = W,
W= e,
w2=qacpr,

fiir die Verzerrungen

%11 T g o

diz = a21 = SEcP r = E‘PE r,
%p = Epp 2,

Biy = %y »

Biz = Bgy = g I = X T,
l322 = xcpcp rz !

Ty = Ye

Yo = Y‘P r

und fiir die konjugierten SchnittgroBen
N =N

(3.3.6a)

(3.3.6b)

(3.3.6c)

schreiben. Die konstitutiven Gleichungen werden gleichzeitig zu der Form

EE

12 21
N~ = N "NEq:r'N:pEr’
22 _ 2
N = N(P(P r°,

11
M - MEE ]

12 _ .21 _ _
M~ =M "MEq:r'McpEr’

22 _ 2
M = qu ro,

1
Q = Q,

2
Q =Q,r
—NEE 1 [p 0 vD o
NEq: 0 (1-v)D O o
Nmp vD 0 D o
MEE B} ) o o B
M&P o o o o (1-
MWJP o o ) vB
Q& 2 o o o
_Q<P i _o o o o

vereinfacht.

© 0 O« ©0 O 0

)B

© 0

© O W O

O W o O 0 0 O ©

o o 0 0 0 0 ©

(3.3.7)
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Die kinematischen Beziehungen lassen sich mit obigen GroBen und
Beschrankung auf in den Verschiebungen maximal quadratischen Termen
in der Form

= '+
SEEE du
cose cosa (3.3.8a)
+ 0w+ (- v V(S 8y o+ BV W sw
_ cosa 1 .. sina
88<p<p" r du + ¢ v + ¢ dw +
+ (La- =252 y)(Lsn - =252 gy) 4
+ corsa u + _1F v)(sgrﬂt_ Su + %. Sv) + (3.3.8b)
s Slpe feeose Ly sw e ow (822 5y L 59)] -

sinzcc

. . 1T . .
[w8v+v8w]+——rz——[v8v+w8w]+;z-w8w,

sin«
r

. | Su - cos &

3¢pp = Zr T8V+'-128v'+
+ogr [(Fi- SS5% v) su + w (§ 30 - €952 5v)] -
sin o

- SR [ Sy s v Sw ]+ s [WSW o+ W Sw'] + (3.3.8¢)

- sinrcz [W (_corsoc Sv + Sv') + (_corsoz v+ V) 8w] +

v or [(SS22 0+ L ¥)(-S82% 5y + 5v) +

+ (-SSE v o4 v (S22 5y 4 £ 3)]

stE = squ +
+ q;;: du' + u 84)'5 +
(3.3.84)
LS55 9, ) (F552% 5y o+ 3v) +
+(_corsoc v + v.)(__corsoc SqJCP + SqJ;P)] ,
i 1 . i 1 .
S‘K(Pcp = s:}oc [( corsa u + ? V) + Slll'.ldz sw] +(COrSC1 8¢E+? 8¢<P)
- SIBX [, Swo+ W 8] + S [v s+ g, Bv] +
o [(F b - =222 @) (80 - S92 5y) 4
+(Fi- 282 v) (F 8¢, - S82= 59 )] -
(3.3.8e)

- P [ B0 + b, 30, ] +
+ [(S22% g+ 4§ ) (5222 su+ L 5YV) +

+(SS2E 4w V) (S92 5+ 1 5g,)] ¢

¢ SR LSS g ogy) Bw e w (S2E Bg v 1 39)]
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sina (- cosa

. 1 : 1 \
Sxg, = S2r S SV ok 3V) ¢ o S - STF 8, ¢ 3 8, ¢

SIpS [(-S22 g+ ¢r) Swo+ w (-SSF% 5¢+ 3¢))] ¢

+

+

Bk d - S82= g ) 5w+ w (8, - S22 5y )] +

+

B [(Fi- <822 v) s¢; + ¢ (F 80 - =822 5v)] -

- sipa [b, 8w + w 8¢, ] + (3.3.8f)
+ _12 [( corsot 4’5"'—}: L.[J(P) (_COrsa SV + Sv-) +

+ (- S22 v o+ v) (=222 8¢E+-}: S‘i)q,)] +

+

B[(-S22% ¢+ ¢) (222 5y 4 L 5V) +

+ (S22 y o Ly) (5822 5y + 8¢)],

S'YE = 3w’ + 84)‘5 +
+ [q;E Suw +u 8 q)E] + (3.3.8g)
*[(FS5F2 v+ V) 8¢, + 4, (ST 8v + 3V)],
i 1 oo
8Y e =-—s%'5-8v+78w+8¢¢+
+ [(Fh- S8 ) 5¢, + ¢ (F 80 - 2222 5v)] +
. . . (3.3.8h)
+ [(SF=F u+ £ V)89, +q;q)("—':’rsg Su+ + 8v)] +
+ ERE [y, dwor w i, ]
schreiben. Mit der Elastizitdtsmatrix
D 0 vD o o o o o]
0 2(1-v)D O o o o o o
vD 0 D o () o o o
D o o o B 0 vB o )
“lo o o 0 20-v)B O o o 3.3.9
o) o o vB 0 B o o
o 0o (o) o 0 o S o
Lo o o) o o) ) o S
und den neu definierten Vektoren
T -
e = [ege 2y oo X Xpp %o YE Yol (3.3.10)
T
0" = [Ngg Ng, Noo Mg Mg, M, Qe Q] (3.3.1

ergibt sich fiir die virtuelle innere Arbeit wieder

SA(“ = —ff oT-Ss d% = —_” :-:T-D-Ss d% . (3.3.12)
(B) (8)
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3.3.7 Ansatz flr den Verschiebungsverlauf

Als lokaler Parameter entlang der Meridianlinie des betrachteten Elementes
wird 1 verwendet. 1 ist -1 an dem Knoten 1 des Elementes und +1 an dem
Knoten 2 des Elementes (siehe Bild 3.3.2). Die Knoten liegen an den
Elementridndern. Wie von Zienkiewicz[40] vorgeschlagen, wird ein linearer
Verlauf der Verschiebungen iiber das Element in Meridianrichtung ange-
nommen, also der denkbar einfachste Ansatz gew#hlt. Wenn auch eine
Stabilititsuntersuchung durchgefiihrt werden soll, wird fiir die Umfangs-
richtung zusétzlich eine Fourier-Reihe angesetzt. Mit den Abkiirzungen

s; = sinlie) , ¢ =coslig) , j=2i-1 , k =2i

lauten die vollstdndigen Ansédtze

u(n,e)

n
1...
Tt [uyg + Z(u1j s; *uy )]+
i=
1+ 2
+ ot [ugg + Z(“zj s; + g ]
i=

(3.3.13a)

vin,e)

1- n

St [vio* ;(V“ S; t Vg ]+

P 150 [vpg t S 5+ Ve )]
V20 ; Voj Si ¥ Vo &/ 1

(3.3.13b)

1- n
win,@) = S35 [wyy+ Z(wij s; +wy )l
i=

N (3.3.13¢)
1+
+ 50 [woo + iZ;(w2j s; + Wy, )],

ben,@) = 257 [hgi0+ S gy s + denc )] +

(3.3.13d)

n
* 12 [q’EZO+ ;(q’am s; + beoy c) ],

n
by, (n, ) . [$p10 * gi(q)cplj $; * b )]

(3.3.13e)

+ “2 [4’@20 * ;(q’qazj' S; * by )

und die Koeffizienten der Fourier-Reihen (eckige Klammern) sind die
verallgemeinerten Knotenpunktsverschiebungen. Die Funktionen, die die
Verschiebungen mit den Knotenpunktsverschiebungen koppeln, heiBen
Formfunktionen.

Fiir allgemeine Berechnungen sind alle Koeffizienten mitzunehmen; schlieBt
man allerdings Torsion aus, so entfallen die Koeffizienten v,,, v,,, b0
und ¢ 205 wird auBerdem eine radiale Starrkorperverschiebung bzw.
ein Ausknicken der gesamten Schale ausgeschlossen, so entfallen alle
Koeffizienten fiir i=1. Bei einer numerischen Berechnung spielt der

Freiheitsgrad (Zahl der freien Verschiebungen) eine wesentliche Rolle, da
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er den Speicherplatzbedarf und die Rechenzeit bestimmt; aus diesem
Grunde sollte man bei sehr speziellen Fragestellungen mdogliche Verein-
fachungen auch durchfiihren. Wird eine Rotationsschale nur durch Innen-
oder AuBendruck und axial wirkendes Eigengewicht belastet, so bewirken
obige Vereinfachungen meistens keine wesentliche Verfidlschung der
Ergebnisse. Auch die Fourierreihen miissen irgendwo abgebrochen werden.
Das Kriterium fiir die Zahl (2n+1) der mitzunehmenden Reihenglieder ist
die zu erwartende Zahl n der Wellen in Umfangsrichtung, die beim Beulen
auftritt; sie ist unter anderem um so groBer, je stdrker gekriimmt die
Schale ist. Um dieses abzuschétzen, ist, wenn nicht schon irgendwelche
Ergebnisse oder Erfahrungen vorliegen, eine Stabilitdtsanalyse notig, die
auch vereinfacht durchgefiihrt werden kann (siehe unten). Bei den
Rechnungen zu der vorliegenden Arbeit wurden die genannten Verein-
fachungen eingefiihrt und n=6 gewidhlt. Kriterium fiir diese Wahl waren
die Ergebnisse aus [7], [13], [15], [17] und [27].

Die Knotenpunktsverschiebungen werden zu dem Knotenpunktsverschiebungs-
vektor U zusammengefaBt. Die Komponenten werden nach den Knoten-
nummern sortiert, da diese besondere Struktur die numerische Behandlung
vereinfacht

AT
U = (ug; vy Wy b Poi Uz Vo Woi b2y Yo2i) - (3.3.14)

Mit dem Vektor @ und der Formfunktionenmatrix H 1iBt sich die
Verschiebung

u' = (uvw be ¢) (3.3.15)
an einem beliebigen Punkt des Elementes gemilB
u(n,¢) = Hin,e) 1 (3.3.16)

bestimmen.

3.3.8 Kinematische Beziehungen mit Verschiebungsansatz

Die Formfunktionen lassen sich nach den Parametern 3 und ¢ ableiten.
Die kinematischen Beziehungen enthalten die Ableitungen nach £ und e.
Mit der Kopplung

dE = %— dn (3.3.17)

lauten die bendtigten Ableitungen der Verschiebungen

du _ dH dn g

dg dn dg ™ °

du _ dH , (3.3.18)
de ~ de¢ ’

wobei die Ableitungen komponentenweise auszufiihren sind. Die
kinematischen Beziehungen enthalten in u lineare und quadratische Terme;
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um beide erfassen zu konnen, werden die kinematischen Beziehungen in
der Form

[Boix * Buiji ﬁj] st (3.3.19)
geschrieben, wobei mit den Indizes die Zuordnung der Faktoren zueinander
eindeutig wird; in der Folge werden die Indizes immer angegeben, wenn
die Zuordnung nicht sofort ersichtlich ist. Wie die Matrix H sind auch B
und By von 7 und ¢ abhéngig. B, ist symmetrisch in den letzen beiden
Indizes.

Bezugnehmend auf die Schreibweise in Kapitel 3.2 gilt

+ A
3e, = By, du , (3.3.20a)
o

o+ A A
3e, = Biiik u; su, , (3.3.20b)
++ X X
5g = By, u; 34, (3.3.20¢)
o S
6, = Dy; Boy Uy . (3.3.20d)
+ X
o, = Dy Bolk u, , (3.3.20¢)

o O
o0 A A
o) = D By uy Uy, (3.3.20F)
o+ D.B 2 x
o = Dy Byjic Uy Yy s (3.3.20g)
*+ X X
6; = Dj; Byjpe U Uy (3.3.20h)

und es konnen die HilfsgroBen
O
A(') ff BOpl qu BOqJ ’ (3.3.21a)
(8
o
A = ff Bopi Dpg Bigj dF (3.3.21b)
(B)
o

A2ijkl ff B1p., qu Biqkl dF (3.3.210)

(B)

eingefiihrt werden, mit deren Hilfe sich die linear-elastische Steifigkeits-
matrix

Kei; = Agjj > (3.3.22a)

die Vorverformungssteifigkeitsmatrizen

Koy = (Agp; * Ai,p. . (3.3.22b)

KVZij AZ]pJq P q (3.3.22¢)

und die Geometriesteifigkeitsmatrizen

Ke1ij = Aiplj P’ (3.3.22.d)
(] [«]
K = a_u
g2ij paij °p "q (3.3.22¢)

definieren lassen, die alle symmetrisch sind.
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Entsprechend lauten der Vektor der inneren Knotenlasten

o o
£, = (Kyq *+ Kjp + Kp) i =K,,u (3.3.23)
und der Vektor der &uBeren Knotenlasten
o
£, = ff H' p dF , (3.3.24)
(F)

worin p wie in den Unterkapiteln 3.1 und 3.2 der Vektor der &uBleren
flaichenmdBig wirkenden Lasten ist. Die Matrizen fiir die einzelnen
Elemente werden aufgestellt und entsprechend der beteiligten Knoten zu
Gesamtmatrizen addiert; diese werden zur Berechnung der Eigenschaften
des gesamten mechanischen Systems herangezogen. Auf die numerische
Vorgehensweise wird noch eingegangen.

3.3.9 Last-Verformungs-Pfad, Gleichgewichtsiteration

Das Prinzip der virtuellen Arbeit in inkrementeller Schreibweise (siehe 3.2.3)
laBt sich mit obigen Matrizen in der Form

[~[Kg + (Kyy + Kg) + (K + Kgp)] 6 - £, + £,} 58 = 0

oder, da die Gleichung fiir beliebige virtuelle Verschiebungen Sﬁ giiltig
sein muB3, in der Form

[Ky + (Kyy + Kgg) + (Kyp + Kgp)] 8l = £, - £, (3.3.25)

schreiben, wobei die Beziehungen

f,o0 = [[ B+ 5(:+% dF, (3.3.260)
(F)
Keﬁ 54 = ff 6T - 58 dF , (3.3.26b)
(B) (3.3.26¢)
(K, + Kyp) @ 581 = [[[8T 6% +FT 58) « T 5] oF,
(F)
o
(Kgy + Kgp) i sl - “U(g + )" 5¢ dF , (3.3.26d)
(F)
o
£ 58 = [f p T su dF (3.3.26e)
o

£, -, =0 (3.3.27)
gekennzeichnet und fiir diesen Fall versteht sich
K, = K, + (K, + Kgi) + (K + ng) (3.3.28)

als tangentiale Steifigkeitsmatrix; das heiBt, daB bei dem aktuellen
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Verformungszustand eine differentielle Verdnderung der &duBleren Last eine
entsprechende Verformung

K, u=f§, (3.3.29)

bewirkt. Der Last-Verformungs-Pfad wird, beginnend beim Urzustand,
inkrementell durchlaufen. Dafiir wird die &uBere Last f_ schrittweise
geringfiigig erhoht und danach mit einer Gleichgewichtsiteration der
zugehdrige Verformungszustand ermittelt. Ein Newton-Verfahren eignet
sich zu der Gleichgewichtsiteration nicht, da an einem Extremalpunkt der
Last-Verformungs-Kurve die Inverse der tangentialen Steifigkeitsmatrix
nicht gebildet werden kann. Ziel der Gleichgewichtsiteration ist, dafB

fa+ ia -f=0 (3.3.30)

ist, wobei sowohl die tangentiale Steifigkeitsmatrix K  als auch f; von
dem Verschiebungszustand abhéngen.

Da in dieser Arbeit die kritischen Driicke mit Hilfe der klassischen
linearen Stabilitdtsanalyse ermittelt werden, wird auch die Gleichgewichts-
iteration nicht durchgefiihrt. Die Arbeit von Ecksteinl7] gibt weitere
Hinweise zu diesem Themenbereich.

3.3.10 Indifferenzkriterium
GemidB Pfliigerl27] lautet das Indifferenzkriterium:

Ein Zustand ist indifferent, wenn es mindestens einen Nachbarzustand
gibt, bei dessen Variation von der Summe der virtuellen inneren und
duBeren Arbeiten der Anteil verschwindet, der die spezielle vom Grund-
zum Nachbarzustand fiihrende Variation enthilt.

Im vorliegenden Fall ist dieses Kriterium durch

+

K., u=0 (3.3.31)

gegeben, wobei itl sich als die spezielle vom Grund- zum Nachbarzustand
filhrende Variation versteht und im Indifferenzpunkt als Eigenvektor die
Richtung eines neuen Gleichgewichtspfades darstellt, wédhrend gleichzeitig
die Summe aus der zugehorigen Grundzustandsverschiebung und dem

Eigenvektor

2,2
u -+ u,

die Beulform wiedergibt.
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3.3.11 Bestimmung des ersten kritischen Punktes

Zur Abschidtzung der Lage des kritischen Punktes, worunter die
Kombination aus Last und zugehoriger Verschiebung verstanden sei, kann
folgendermaBen vorgegangen werden. Es wird zunédchst ein erster Grund-
zustand mit einem Lastschritt und einer Gleichgewichtsiteration bestimmt,
so daB

K

X
e U

=0 (3.3.32)
gilt. Die kritische Verschiebung ﬁk wird geschédtzt als ein Vielfaches A
der bereits vorliegenden Verschiebung

i, = A 2 (3.3.33)
und, da die vorliegende Verschiebung in die Berechnung der Steifigkeits-
matrizen eingeflossen ist, kann damit

[Ke + 2 (Kyy *+ Kgy) + 3 (Kyp + Kgo)] ﬁe =0 (3.3.34)

geschrieben werden. Die Losung dieses quadratischen Eigenwertproblems
ist mit geringfiigig mehr Aufwand als bei einem linearen Eigenwertproblem
moglich.

Ist die vorliegende Verschiebung die Verschiebung des kritischen Punktes,
so ist A=1. Entsprechend ist A<1, wenn der aktuelle Punkt oberhalb, und
A>1, wenn der aktuelle Punkt unterhalb des kritischen Punktes liegt. Der
Eigenwert )\ liefert somit eine Information iiber die Lage des aktuellen
Punktes beziiglich des indifferenten Punktes. Unter Ausnutzung der
Eigenschaft, daB am kritischen Punkt A =1 ist, 14Bt sich das Eigenwert-
problem zu der Form

[Ko + & (Kyy + Ky + Kyp + Kgp)] il = 0 (3.3.35)

linearisieren, womit die Funktion der Eigenwertanalyse erhalten bleibt und
die kritischen Punkte und Eigenvektoren noch exakt ermittelt werden
konnen. Dafiir wird die duBere Last solange inkrementell erhoht, bis das
Eigenwertproblem den kleinsten Eigenwert A=1 besitzt; die an diesem
Punkt wirkende Last ist dann die kritische Last. Die Eigenvektoren zu dem
Eigenwert A=1 geben die Richtungen der neuen (sekunddren) Gleich-
gewichtspfade an. Ihre weitere Verfolgung liefert, mit den hier
angegebenen Gleichungen, allerdings keine exakten Ergebnisse, da die

kinematischen Beziehungen nur bis zur zweiten Ordnung entwickelt
wurden.

Die Berechnung des Belastungspfades erfordert soviel zeitlichen Rechen-
aufwand, daB eine daran gekoppelte Optimierung im vorliegenden Fall zu
viel Rechenzeit benétigt. Aus diesem Grunde wird hier das klassische

Stabilitdtsproblem gelost, das allerdings den kritischen Druck nur ungenau
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wiedergibt. Dabei wird nur der in der Grundzustandsverschiebung lineare -
Anteil der Geometriesteifigkeitsmatrix beachtet, womit sich das Eigenwert-
problem auf

[K, + X Kgi] I.xle =0 (3.3.36)

reduziert. Die Last-Verformungskurve wird als linear angenommen, so daB
sich eine Gleichgewichtsiteration eriibrigt und von der tangentialen
Steifigkeitsmatrix fiir die Berechnung der Verformung bei gegebener Last
nur der linear-elastische Teil iibrigbleibt. Das Problem wird auf ein
Verzweigungsproblem reduziert, bei dem sich bei bestimmten (kritischen)
Lasten mehrere Gleichgewichtspfade schneiden. An dieser Stelle interessiert
nur der betragsmiBig kleinste kritische Druck. Mit einer Iteration wird
der betragsmaBig kleinste Eigenwert XA ermittelt und es gelten die

Beziehungen
2 o )
K, u=f_ (Gleichgewicht) , (3.3.37)
A (3.3.38)
[Ke + A Kgi] u, = 0 (Eigenwertproblem, Eigenwert, Beulvektor) ,
(]
ﬁk = Al (Verformung zu kritischem Druck) , (3.3.39)
o b S
f, = 2 f, = XK, U (kritischer Druck) , (3.3.40)

worin der Beulvektor ée die Beulform des Systems beschreibt. Der
kritische Druck wird meistens zu groB bestimmt und man erhdlt keine
Information dariiber, ob der Druck wirklich zu einer Zerstorung der Schale
fithrt, also wirklich kritisch ist, weil die sekunddren Gleichgewichtspfade
nicht mehr bestimmt werden konnen.

3.3.12 AnschluBzylinder, Randbedingungen

Wie eingangs schon erwdhnt, wird hier zur Simulation praxisnaher
Gegebenheiten der Rand der Schale nicht direkt irgendwelchen
Bedingungen unterworfen, sondern mit einem AnschluBzylinder noch ein
Stiick fortgesetzt. Auf diese Weise lassen sich die Effekte am Ubergang
der Schale zum weiteren System beobachten, ohne sie zu stark zu
beeinflussen. Randstorungen verursachen in der Regel Extremwerte in den
SchnittgroBenverldufen, die allerdings wegen der Kriimmung der Schale
schnell mit der Entfernung von dem Rand abklingen; das ist auch der
Grund fiir die Probleme bei der numerischen Integration der Schalen-
gleichungen. Die Abklinglange ldft sich nach Hampel16], Band 2 n&herungs-
weise mit

Ly, = 4 VRt Y3~ v2) (3.3.41)

angeben; hierin sind v die Querkontraktionszahl, t die Schalendicke und R
der Radius der Zylinderschale, auf den in dieser Arbeit alle Langen
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bezogen werden. L, , ist die Ldnge des Zylinders, ab der man (nach Hampe)
die Randeffekte beider Rénder getrennt betrachten kann. Zugrundegelegt
wird hierbei die Biegetheoriee Es muB angemerkt werden, daB bei
Verwendung einer Theorie fiir die schubweiche Schale die Extrema der
SchnittgroBen kleiner wiedergegeben werden als bei Verwendung der
Biegetheorie und die Abklingldnge gleichzeitig etwas groBer.

Sowohl an der Symmetrieachse als auch an dem unteren Rand der Zylinder-
schale wird gefordert, daB die Verschiebung u und die Verdrehung q;g in
Richtung der Meridianlinie verschwinden. Mit diesen Randbedingungen wird
der Werkstoffzusammenhalt an der Symmetrieachse erzwungen und ein
Auslaufen der SchnittgroBenverldaufe im Zylinder ermoglicht; es werden
keine speziellen Randeffekte am Zylinder induziert.

3.3.13 Numerische Beschreibung des Elementes

Zur Beschreibung des einzelnen Elementes stehen die Koordinaten der
Knotenpunkte und die Werkstoffparameter (Elastizitdtsmodul E, Quer-
kontraktionszahl v, Schubfaktor x) zur Verfiigung. Aus den Koordinaten
der Knotenpunkte lassen sich der Steigungswinkel a und die Element-
meridianldnge L errechnen.

Der Steigungswinkel a flieBt unter anderem in die Transformationsmatrix
ein, welche fiir die Umrechnung der lokalen in die globalen Koordinaten
und die entsprechende Transformation der Vektoren und Steifigkeits-
matrizen bendtigt wird.

Mit der Kenntnis der Elementmeridianldnge L lassen sich Matrizen H und
B, aufstellen. Bei der vorliegenden Aufgabenstellung wirkt auf die Schale
nur eine Fldchenlast p3. Der Lastvektor (rechte Seite des Gleichungs-
systemes) errechnet sich formal nach

o
£, = ff H' p dF . (3.3.42)
()
Die Integration iiber die Flache kann hierbei analytisch ausgefiihrt werden.

Dazu wird der aktuelle Radius r in Abhédngigkeit von dem lokalen
Parameter 1 durch

r=p+7n3d (3.3.43)

beschrieben, worin ¢ der mittlere Radius und § die halbe Differenz aus
den Radien des oberen und des unteren Knotenpunktes ist. Da eine
Rotationsfldiche vorliegt und der Druck iiber den Umfang der Schale
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konstant ist, kann die Integration iiber den Umfang leicht ausgefiihrt
werden, so daB3 sich

(3.3.44)
+1 27 T +1 T
f‘=J‘ prrdcp-%dn=2n%pr(u+n8)dn
n=-1 =0 n=-1

ergibt.

Die Integration der Steifigkeitsmatrizen ldB8t sich auch noch analytisch
ausfiithren. Der dazu notwendige programmiertechnische Aufwand ist
allerdings recht hoch, da noch eine Grenzwertbetrachtung an der
Rotationsachse der Schale durchgefiihrt werden mufB3, an der die Integrale
singuldr werden. Ausreichend genaue Werte ergibt auch eine Vierpunkt-
Gauss-Integration, die auBerdem den Vorteil hat, daB keine singuldren
Punkte betrachtet werden miissen, da die Stiitzstellen fiir die Integration
nicht auf der Symmetrieachse der Schale liegen konnen. Es empfiehlt sich,
die Integration iiber den Umlauf analytisch auszufiihren, was mit der

Kenntnis
27T 27
fsinn@ de = 0, fcosncp de = 0, (V neN) ,
(P::O (on
271 2 27 >
fsinncpdcp=%, fcosncpdtp=12-, (V neN) ,
¢=0 =0

(3.3.45)

271 2r
f sinne sinme de = 0, f cosnp cosmp de = 0, (n# m),
cp:O (p:O
27
f sinnp cosme de = 0, (V n,m ¢ N)
¢=0

auch programmiertechnisch sehr elegant beriicksichtigt werden kann. liber
n wird mit einer Vierpunkt-Gauss-Legendre-Integration integriert. Bei
jedem Schritt miissen die Matrizen B, beziehungsweise B; neu aufgestellt
werden. Die fiir die einzelnen festgelegten Stiitzstellen gebildeten Matrizen
(z.B. Bg D B,) werden bei diesem Integrationsverfahren mit entsprechenden
Faktoren versehen und die Produkte addiert.

Bei der Aufstellung und Multiplikation der Matrizen sind zahlreiche Skalar-
produkte zu bilden. Da die Matrizen selbst sehr viele Komponenten mit
dem Wert O besitzen, 1dBt sich viel Rechenzeit sparen, wenn Produkte mit
diesen Komponenten nicht ausgefiihrt werden. Mit einer besonderen
Verwaltung der Matrizen wird diese Einsparungsmoglichkeit genutzt.

Die fiir die einzelnen Elemente gebildeten Steifigkeitsmatrizen, Schnitt-
groBen und Lastvektoren (rechte Seite) werden vom eigentlichen FE—
Programm fiir den Zusammenbau zu einem Gesamtgleichungssystem
benotigt.
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3.3.14 Numerik des Finite-Elemente-Programmes

In einem ersten Schritt wird eine Netzgenerierung durchgefiihrt. An der
Symmetrieachse beginnend werden aus der Vorgabe der Torusschalenstiicke
die Koordinaten der Knotenpunkte der Elemente entlang der Meridianlinie
erzeugt und abgespeichert. Es folgt die Ablage der Elementdaten wie
Elastizitatsmodul E, Querkontraktionszahl v und Schubfaktor x. Auch eine
Indexrechnung fiir die Bearbeitung der Matrizen wird durchgefiihrt. Die
Randbedingungen und &uBeren Lasten werden bei der sp&teren Rechnung
ebenfalls benttigt und besonders speicherplatzsparend abgelegt.

Nach der genannten Vorbelegung der Matrizen folgt im zweiten Schritt
der Aufbau des Gleichungssystems fiir die linear-elastische Rechnung. Die
entspechende Steifigkeitsmatrix und der Lastvektor aus der Druckbelastung
werden fiir jedes einzelne Element bestimmt, auf das globale Koordinaten-
system transformiert und zu einer Gesamtsteifigkeitsmatrix und einem
Gesamtlastvektor (rechte Seite) zusammengestellt. Die Gesamtsteifigkeits-
matrix wird, weil sie hier eine ausgeprédgte Bandstruktur hat, als Skyline-
Matrix (siehe Bathel3]) abgelegt; so miissen nur die bendtigten
Komponenten neben der Hauptdiagonalen abgespeichert werden.

Im dritten Schritt werden die Randbedingungen in das System iiber-
nommen. Dieses gestaltet sich hier sehr einfach, da nur homogene
Randbedingungen in den Verschiebungen vorliegen; es werden in der
Steifigkeitsmatrix alle Komponenten der zu der Verschiebung gehorenden
Zeile und Spalte auf Null und das Hauptdiagonalelement auf Eins gesetzt.
Eine Kondensation, das heiB3t ein vollsténdiges Streichen der entsprechenden
Zeilen und Spalten in dem Gleichungssystem, wird nicht durchgefiihrt,
weil dann fiir die spédtere Auswertung der Ergebnisse wieder eine spezielle
Verwaltung benotigt wird.

Als viertem Schritt wird die Steifigkeitsmatrix nach dem Cholesky-
Verfahren in eine Form

- * T
Keec =L D L (3.3.46)

gebracht; siehe dazu Engeln-Miillges[8] und Bathe[3]. Darin ist L eine
Linksdreiecksmatrix, also eine Matrix, die nur unterhalb der Haupt-
diagonalen mit Werten und auf der Hauptdiagonalen selbst nur mit Einsen
belegt ist; D" ist eine Diagonalmatrix. Die Zerlegung wird so durch-
gejlihrt, daB auf dem Speicherplatz von ngs nach der Zerlegung L und
D liegen; es wird also sehr speicherplatzsparend gearbeitet. Es konnte
noch mehr Speicherplatz gespart werden, wenn nur die tatsichlich
belegten Komponenten der Matrizen abgespeichert wiirden; auch dafiir

wiédre aber wied . eine entsprechende Verwaltung nétig. Eine Zerlegung in
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der angegebenen Form ist nur moglich, wenn die Matrix ngs symmetrisch

ist; das ist hier der Fall. Eine unsymmetrische Matrix C kann in
C = LDR (3.3.47)

zerlegt werden, worin R eine Rechtsdreiecksmatrix ist, die nur oberhalb
der Hauptdiagonalen belegt ist und auf der Hauptdiagonalen selbst Einsen
enthilt.

Im fiinften Schritt wird aus dem Lastvektor f (rechte Seite) durch
sogenanntes Riickwirtseinsetzen die Verschiebung i bestimmt.

LD'LTd-=f (3.3.48)

Der Lastvektor f wird dabei (speicherplatzsparend) mit dem Knotenpunkts-
verschiebungsvektor i iiberschrieben.

Im sechsten Schritt werden fiir jedes einzelne Element die linear-
elastische Steifigkeitsmatrix K, und die Transformationsmatrix neu
aufgestellt. Durch Transformation der entsprechenden Komponenten des
Verschiebungsvektors U erhilt man den Verschiebungsvektor fiir die
Knoten des Elementes in dem lokalen Koordinatensystem. Mit den
Knotenpunktsverschiebungen und dem Verschiebungsansatz lassen sich die
Verzerrungen und damit die SchnittgroBen im Element bestimmen. Aus
diesen SchnittgroBen wird (siehe unten) fiir jeden Knoten des Elementes
eine Vergleichsspannung nach der Gestaltdnderungsarbeithypothese gebildet
und zusammen mit den SchnittgroBen abgespeichert; so ist es maoglich,
spdater auch SchnittgroBenverldufe graphisch auszugeben. Mit den nun
bekannten Spannungen bzw. Verschiebungen 1dB8t sich auBerdem die
Geometriesteifigkeitsmatrix K81 aufstellen. Diese wird, wie das frither mit
K, gemacht wurde, auf das globale Koordinatensystem transformiert und
zu einer Gesamtmatrix hinzugezogen. Auch diese Gesamtmatrix wird in
Skyline-Form speicherplatzsparend abgelegt; ein weiterer Vorteil liegt in
der Gleichheit der Verwaltung fiir beide Steifigkeitsmatrizen.

In einem siebten Schritt wird abschlieBend eine Vektoriteration nach
v. Mises durchgefiihrt (siehe unten). Diese ergibt den betragsmiBig
kleinsten Eigenwert (hier: kritischer Druck) und den zugehorigen Eigen-
vektor (hier: Beulform). Der Eigenvektor wird separat abgespeichert, um
den Verschiebungsvektor fiir eventuelle spdtere Ausgaben bereitzuhalten
und auch die Beuiform abschlieBend graphisch darstellen zu konnen.

In Anpassung an die spezielle Problemstellung werden einige rechenzeit-
sparende Erweiterungen vorgenommen. Falls beispielsweise schon einmal
eine Iteration ausgefiihrt wurde, wird der alte Eigenvektor iibernommen.
Wenn sich das aktuelle System von dem vorher berechneten nicht sehr
unterscheidet (was hier haufig gegeben ist), 1aBt sich auf diese Weise viel
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Rechenzeit bei der Iteration sparen, weil sich bei geringer Anderung der
Systemgeometrie in der Regel auch die Beulform nur wenig verédndert.
Widhrend der Vorbereitung weiterer FE-Rechnungen werden nur die
Knotenkoordinaten neu belegt und die Steifigkeitsmatrizen gelGscht. Die
Verwaltung der Daten braucht nicht neu organisiert zu werden; auch die
Randbedingungen und die Last (Druck) bleiben hier unveréndert.

3.3.15 Vergleichsspannung

Bei der Berechnung von Schalen sind die SchnittgroBen gewdhnlich auf die
aktuelle Schnittlange bezogen. Der Verlauf der Normalspannungen iiber
die Schalendicke kann mit der Definition der SchnittgroBen in der
Schalentheorie durch

N

M
Rl e
N M (3.3.49)
Ggp = TS - T 52

angendhert werden, wobei der Parameter T in Dickenrichtung an der inneren
Oberfldache der Schale -1 und an der &#uBeren +1 ist. Extremwerte der
Normalspannungen liegen damit an den Oberflichen der Schale vor. Bei
rotationssymmetrischer Druckbeanspruchung einer Rotationsschale und der
Wahl der lokalen Koordinatenachsen parallel zu den Kriimmungs-
hauptachsen treten vor Beginn des Beulens keine Schubspannungen in der
Schalenebene auf. Der Verlauf der Schubspannungen in Schalendicken-
richtung ldBt sich nicht ohne weiteres angeben. Er ergibt sich aus einer
Gleichgewichtsbetrachtung am Schalenelement; die Schubspannungen
verschwinden an den Oberflichen (Rdndern) und werden an der Schalen-
mittelfldche maximal. Weil der Schubspannungsverlauf und in der Folge
dann das Extremum der Vergleichsspannung nur schwer bestimmt werden
konnen, wird in dieser Arbeit der EinfluB der Schubspannung bei der
Bestimmung der Vergleichsspannung vernachléssigt.

Die Vergleichsspannung nach der Gestaltdnderungsarbeithypothese ist
definiert zu

= ]/i
o = V5 Uk (3.3.50)

mit

- - _ 1
Tik ¥ %k T %m ik ; Om = 3 (04 + 05 + 033)
und errechnet sich fiir ein beliebiges kartesisches Koordinatensystem

demnach zu (3.3.51)

_ /1 2 2 2 2 2 2
Oy = 1/2 [(0yy -0p5) 7+ (0 ~033) +(655-033)" ]+ 3 (0}, +0j5 +053)
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Nach Einsetzen derjenigen Spannungen, die beriicksichtigt werden sollen,
und Bestimmung des Maximums des Verlaufes iiber die Schalendicke ()
erhidlt man die Vergleichsspannung in Abhidngigkeit von den SchnittgroBen

o, = }__— ]/T11 + £ T, + g2 T, (3.3.52)
mit den Termen
2 2
Ty = Ngg = Nge N + N,
T = IZ(NEE Mg + Ncpcp prfp) - (NEE Mg, * N<P°P MEE) '

2 2
ge - Mg Moo + M,

T,, = M
6
f=2.

Bei der Bestimmung der groBSten entlang der Meridianlinie auftretenden
Vergleichsspannung wird zundchst aus allen Knoten derjenige heraus-
gesucht, an dem die groBte Vergleichsspannung auftritt. Zur Interpolation
des tatsidchlichen Spannungsmaximums wird eine quadratische Parabel
durch den aktuellen und die beiden benachbarten Spannungswerte gelegt
und der Scheitelpunkt der Parabel bestimmt. Diese Interpolation ist nétig,
da es einerseits zu aufwendig ist, das Maximum der Vergleichsspannung
entlang der Meridianlinie fiir jedes Element zu suchen, und andererseits
die Spannungsmaxima nicht immer an den Knoten liegen miissen. Ohne
die Interpolation wiirden die Spannungswerte, die ja in die Zielfunktion
einflieBen, so sehr springen, daB eine Minimumsuche (Optimierung) mit
einem Gradientenverfahren sehr erschwert werden wiirde.

Anzumerken ist auBerdem, daB die Spannungen an den Knoten wegen der
Anndherung der Schalenkontur mit Geradenstiicken und den daraus
induzierten Spannungsspitzen (durch Biegemomente) an den Knoten groBer
ermittelt werden als sie an der tatsdchlichen Schale in praxi zu
beobachten wiren. Bei einer groben Unterteilung in Elemente werden nur
die Normalkrédfte gut wiedergegeben, wihrend Biegemomente und Quer-
krdfte nur durch eine sehr feine bzw. angepaBite Unterteilung ausreichend
genau bestimmt werden konnen. Dieser Effekt wird durch den sehr
einfachen Verschiebungsansatz fiir das einzelne Element noch wesentlich
verstdrkt. Die Auswirkung auf die Vergleichspannung ist noch relativ
klein, der kritische Druck aber wird auch mit einer groBen Zahl von
Elementen (100) und einer weiter gleichméBigen Unterteilung der Meridian-
linie in Elemente immer noch nicht zufriedenstellend genau (Fehler kleiner
als 3%) ermittelt. Aus numerischen Griinden ist eine Unterteilung in noch
mehr Elemente kritisch: Bei einer zu groBen Zahl von Elementen beginnen
die numerischen Fehler zu dominieren.
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3.3.16 Vektoriteration nach v. Mises

Die Vektoriteration nach v. Mises liefert den betragsmiBig groBten und
die inverse Vektoriteration den betragsméBig kleinsten Eigenwert und den
dazugehorigen Eigenvektor. Mit einer abschlieBenden Bildung des Rayleigh-
Quotienten mit dem letzten Eigenvektor aus der Vektoriteration laBt sich
der FEigenwert noch einmal verbessern (siehe dazu Bronsteinl5)).

In dem hier zu behandelnderl Fall ist der betragskleinste Eigenwert A und
der zugehorige Eigenvektor ﬁe des allgemeinen Eigenwertproblems

[Ke + X Kgy ] ﬁa =0 (3.3.53)

zu bestimmen. Nach der vorher ausgefiihrten Rechnung liegen K, in
zerlegter Form (Cholesky) und K81 als Skyline-Matrix vor. Die Konvergenz
der Iteration hdngt wesentlich von der Dominanz des groBten bzw.
kleinsten Eigenwertes ab; wenn hier zwei Eigenwerte betragsmédBig nahe
beieinander liegen, kann zur Verbesserung des Konvergenzverhaltens ein
Shiften (Verschieben) aller Eigenwerte in der Art vorgenommen werden,
daB der gesuchte Eigenwert betragsméBig besonders groB bzw. klein und

damit dominant wird.

Zu Beginn der Iteration wird zundchst der Eigenvektor zu dem gesuchten
Eigenwert geschédtzt (vorbelegt). Eine bew#hrte Wahl ist, alle nicht durch
Randbedingungen festgelegte Komponenten des Vektors auf Eins zu setzen.
Die eigentliche inverse Vektoriteration wird gem&dB der Vorschrift

% = 1 %
Ug iy = ~Kg Ksi o | S (3.3.549)

ausgefiihrt, wobei die Norm des aktuellen gen#dherten Eigenvektors

7 = IRaoll 33.59
einerseits einen geschitzten aktuellen Eigenwert X, liefert und anderer-
seits ein zu starkes Anwachsen oder Abklingen der Zahlenwerte wé&hrend
der Iteration verhindert. Die Norm kann beispielsweise die Euklidische
Norm oder aber der Wert der betragsgroten Komponente des Vektors
sein. Hier wird letztere gewi&hlt, weil dann auch das Vorzeichen des
Eigenwertes bekannt ist.

Die Iteration wird abgebrochen, wenn eine vorgegebene Genauigkeit £ in
der Form

_)L(l:ll_1

)‘(i)

< g (3.3.56)

erreicht ist. In der vorliegenden Arbeit wurde £=10"> gewdhlt; damit ist
die maximal erreichbare Genauigkeit der gegebenen Arithmetik gefordert.
Da die Iteratior in der Regel alternierend zum Eigenwert konvergiert, ist
die Abweichung des ermittelten Eigenwertes vom exakten meistens kleiner
als die geforderte Genauigkeit.
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Im vorliegenden Fall gibt der Eigenwert als Faktor zum urspriinglich
aufgebrachten Innendruck der Schale den kritischen Druck an. Ein positiver
Eigenwert bezeichnet einen Kkritischen Innendruck, ein negativer Eigenwert
bezeichnet einen kritischen AuBendruck.

Wesentlich rechenzeitaufwendiger wird die Iteration, wenn der kleinste
kritische Innendruck gesucht wird. Man muf3 dann solange Eigenvektoren
und Eigenwerte bestimmen und danach alle Eigenwerte verschieben
(shiften), bis sich das geforderte Vorzeichen des Eigenwertes ergibt. Jede
Schale hat zwar einen kritischen AuBendruck, eine Kugelschale hat aber
beispielsweise keinen kritischen Innendruck, solange man nur Verzweigungs-
lasten bestimmt. Im Extremfalle muB man also sdmtliche Eigenvektoren
und Eigenwerte bestimmen, um den kleinsten Kkritischen Innendruck zu
finden oder seine Existenz als Verzweigungslast ausschlieBen zu konnen.
In dieser Arbeit flieBt in die Zielfunktion der betragskleinste Eigenwert
ein; es wird also jeweils nur eine inverse Vektoriteration durchgefiihrt.
Wie oben bereits erwdhnt, verdndert sich die Geometrie der Schale
zwischen einem Aufruf der Zielfunktion und dem n&dchsten nur gering. Da
in der Regel dann auch die Eigenvektoren dhnlich sind, wird viel Rechenzeit
dadurch gespart, daf3 der vorherige Eigenvektor als Startvektor iibernommen
wird. H&dufig genligen zwei Iterationsschritte, um den Eigenwert auf fiinf
Dezimalstellen genau zu bestimmen.

Auch der Beulvektor muB3 die geometrischen Randbedingungen erfiillen; die
nicht vorgeschriebenen Komponenten des Beulvektors hdngen von den
vorgeschrieben ab. Um nicht bei jedem Iterationsschritt die geometrischen
Randbedingungen fiir den Beulvektor von neuem erzwingen zu miissen,
wird die Geometriesteifigkeitsmatrix vor der Iteration in &hnlicher Weise
behandelt wie die linear-elastische Steifigkeitsmatrix bei der Spannungs-
berechnung vor der Zerlegung. Es geniigt dann, diejenigen Komponenten
des Beulvektors, die vorgeschrieben sind, vor der Iteration einmal richtig
zu belegen, und die Belegung bleibt wdhrend der Iteration erhalten.

Bei schlechter Konvergenz kann mit einem Konvergenzbeschleunigungs-
verfahren der sich nach unendlich vielen Iterationsschritten ergebende
Eigenwert geschdtzt werden. Hier liefert das Verfahren von Aitken (siehe
Brezinskil4l) ausgezeichnete Ergebnisse; die Begriindung ist darin zu
sehen, daB sich die inverse Vektoriteration wie die Iteration mit einer
Exponentialfunktion verhdlt, und das Konvergenzbeschleunigungsverfahren
nach Aitken gerade unter dieser Annahme hergeleitet wurde. Uber die
Genauigkeit der Schdtzung erhdlt man aber zundchst keine Information.
Die Extrapolationsformel nach Aitken lautet

(X,., = X,. ) (A -
() (i-1) (i-2)
AR OA, +
L@ G- ° (A = Xaop) * hgy - A

)

"'“) . (3.3.57)

(i-1)
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Diese Schatzung sollte erst durchgefiihrt werden, wenn immer dieselbe
Komponente des Beulvektors extremal wird und die Iteration konvergiert.
Konvergenz liegt vor, wenn die Veranderung der Eigenwerte betragsmaBig
von einem Schritt zum néchsten kleiner wird; wenn dieses Kriterium nicht
erfiillt ist, besteht die Moglichkeit, daB nicht der betragsmifBig kleinste
Eigenwert geschdtzt wird, sondern ein anderer. Eine vergleichbare
Schétzung des zugehorigen Vektors (beispielsweise mit dem Wynn-
Verfahren; siehe auch Kapitel 4.4) ergibt allerdings keine zufrieden-
stellenden Ergebnisse, wenn man zum Schidtzen eine kleine Zahl von
Eigenvektoren vorgibt; die Zahl der Eigenvektoren, die man hier fiir ein
genaues Ergebnis bendtigte (n+l bei n Komponenten), ist zum einen groler
als die Zahl der Iterationsschritte, die man fiir die Bestimmung' eines
hinreichend genauen ersten Eigenvektors braucht, und wiirde zum anderen
in den meisten Fédllen im Speicher des Rechners keinen Platz mehr finden;
auch die erforderliche numerische Genauigkeit wadre nicht mehr gegeben.
Eine komponentenweise Schatzung nach Aitken liefert auch nicht
zuverldssig genug geeignete Ergebnisse. Es ist aber moglich, durch
spezielles Losen des Gleichungssystemes mit der Kenntnis des Eigenwertes
den zugehorigen normierten Eigenvektor zu bestimmen; der dafiir nétige
numerische Aufwand 148t sich in den meisten Fidllen allerdings nicht
rechtfertigen. Bei den Rechnungen zu der vorliegenden Arbeit wird immer
so lange nach v. Mises iteriert, bis die geforderte Genauigkeit des Eigen-
wertes erreicht ist, weil der Eigenvektor, der die Beulform beschreibt,
auch ein sehr interessantes Ergebnis der Rechnung ist.

3.3.17 Dimensionslose Kennzahlen

Physikalische Phdnomene werden meistens mit Hilfe von Modellen auf
mathematischer Grundlage beschrieben. Da mathematische Funktionen im
allgemeinen nur von dimensionslosen Argumenten abhdngen konnen,
kommt so nur eine Darstellung in dimensionslosen GroBen in Frage.
Besonders hilfreich ist die Einfiihrung dimensionsloser Kennzahlen, wenn
die Phadnomene von sehr vielen GroBen beeinfluBt werden; diese
Problematik zeigt sich beispielsweise in der Thermodynamik und der
Stromungsmechanik.

Auch Rechner arbeiten mit reinen Zahlenwerten. Hier kommt noch das
Problem hinzu, daB die Werte normiert werden miissen, um die
numerischen Fehler moglichst klein zu halten und ein Verlassen des
Zahlenbereiches der Rechenanlage zu vermeiden.
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Die wesentlichen dimensionsbehafteten GréBen der vorliegenden Schale sind
- der Elastizitdtsmodul E,

- die Schalendicke t (hier konstant),

- und der Radius R des anschlieBenden Zylinders.

Auf diese GrioBen sollen alle anderen bezogen werden; bezogene GréBen
werden mit einer (iibergestellten Schlange gekennzeichnet. Die hier
interessantesten Ergebnisse sind das Volumen, die Vergleichsspannung und
der kritische Druck. Die Vergleichsspannung hdangt von der Druckbelastung
ab, daher wird zundchst der Druck dimensionslos gemacht.

Wird ein unendlich langes Rohr (keine Randeffekte) durch AuBendruck
belastet, so findet man unter Anwendung der Biegetheorie den kritischen
Druck

E t°

= —=—— . (3.3.58)
Pk " 31- V)R

Alle Driicke werden auf diesen Wert bezogen, so daB sich jeweils der
dimensionslose Druck nach

5 - 34 —3v2) R’
Et

P (3.3.59)

bestimmen 1dBt. Entsprechend errechnet man als Normalspannung in einer
druckbelasteten Kugelschale

2. 4
Ogg = Opp = -QLE = 3(21 1_5 :4) R 5 (3.3.60)

und kann damit die Spannungen mit dem Bezug

4
~ 2t 2E¢t o]
g = 6 = —
PR 3(1-v)R" B

(3.3.61)

dimensionslos machen. Dieser Bezug laBt sich im FE-Programm auch sehr
gut zur Normierung der Steifigkeitsmatrizen verwenden, so daB die
Komponenten in der Ndhe von 1 liegen; die numerische Genauigkeit laBt
sich so noch etwas steigern.

Alle Lingen werden auf den Radius der Zylinderschale bezogen, so daB
sich beispielsweise

t - T (3.3.62)
ergibt. Durch die Belastung der Schale mit dem Druck

p =1

geben die Eigenwerte X sofort den dimensionslosen kritischen Druck an
und eine entsprechende Normierung im Programm ergibt die Vergleichs-
spannungen auch in der dimensionslosen Schreibweise. Der Vorteil der
gewdhlten Beziige ist darin zu sehen, daB sich die Ergebnisse sofort
anschaulich interpretieren lassen.
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4 Optimierung

Dieses Kapitel beschiftigt sich mit der Optimierung, die eine Hauptaufgabe
der vorliegenden Arbeit darstellt. Nach Definition der Zielfunktion wird
auf diejenigen zwei Verfahren eingegangen, die im wesentlichen zur Lésung
des gestellten Problems herangezogen wurden und sich als besonders
geeignet herausstellten. Bei diesen Verfahren handelt es sich um ein
modifiziertes optimales Gradientenverfahren und ein Verfahren der
quadratischen Optimierung oder auch quadratic programming problem
(siehe dazu Aokill]l und Kiinzil20]). Beide Verfahren gehoren zu dem Bereich
der i’arameteroptimierung, zu dem auch die Biicher von Zahradnik[381 und
Foulds[11] zahlreiche, wertvolle Hinweise liefern.

Bei der Beschreibung der Verfahren wird, in Anlehnung an die Aufgaben-
stellung, nur von Minimumsuche gesprochen. Die Ermittlung von Maxima
lduft entsprechend ab.

4,1 Zielfunktion

Die Wahl einer Zielfunktion setzt in der Regel einige Erfahrung mit dem
Verhalten der in der Zielfunktion enthaltenen Teilfunktionen voraus und
kann in vielfdltiger Weise geschehen. Hiufig angewandte Zielfunktionen f,
sind

f, = (Zi) a; If;l (4.12)

und

) (4.1b)

worin die Teilfunktionen f;, die beispielsweise eine Abweichung von
Sollwerten darstellen konnen, nach einer Normierung bzw. Quadratur mit
Koeffizienten a; gewichtet sind.

Hier soll der Meridianlinienverlauf bei vorgegebenem eingeschlossenen
Volumen so bestimmt werden, daB die groBte in der Schale auftretende
Vergleichsspannung &, ein Minimum und der betragsmiBig kleinste
Beuldruck Bk ein Maximum werden; beide Werte sind bezogen.
Vorwegnehmend kann schon hier gesagt werden, daB bei den meisten
gerechneten Schalen der Beuldruck p, und die Vergleichspannung 3J, in
der gleichen Grofenordnung liegen und Werte annehmen konnen, die
gewohnlich groBer als 1 sind. Wiirde hier eine Zielfunktion in der Form

f, = a; 0, + a,

1 (4.10)
Px

gewdhlt, so wudrde fiir a =a, ein groBer Wert der Vergleichsspannung
gegeniiber dem kleinen Wert des inversen kritischen Druckes dominieren.
Auch eine entsprechende VergroBerung des Koeffizienten a, fiihrt auf
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keine befriedigenden Ergebnisse, da a, je nach GroBenordnung der Werte
3, und Py stdndig angepaBt werden miite. Eine solche variable Ver-
dnderung der Zielfunktion ist schon allein deswegen nicht sinnvoll, weil
dann die Ergebnisse schlecht zu interpretieren wéren.

Die genannten Uberlegungen fiihren auf die Festlegung der Zielfunktion in
der Form
3.

f. = |= 4.2)
z pk

Ein Vorteil ist darin zu sehen, daB auch bei unbezogenen GréBen o, und
px die Zielfunktion dimensionslos wird. Die etwa gleiche GroBenordnung
der bezogenen GrdBen &, und py fiithrt auf Werte der Zielfunktion, die
gewohnlich zwischen 0.1 und 10 liegen, wodurch numerische Probleme von
dieser Seite nicht zu erwarten sind. Eine Wichtung der einzelnen GroBen
ist gegebenenfalls mit einer Einbringung von Exponenten méglich, womit
man sich allerdings gleichzeitig auf dimensionslose GroBen beschridnken
miiBte.

Um dem Leser einen Eindruck zu geben, wie rechenaufwendig eine Ziel-
funktionsauswertung ist, seien hier zwei Zeiten im Vergleich genannt. Zur
Bestimmung der groBiten Vergleichsspannung in der Schale (130 Elemente;
ca. 3% Fehler) werden auf dem bereitgestellten Rechner (Atari MegaST4)
13 Sekunden benétigt; wird eine Stabilitdtsuntersuchung (Verzweigungslast)
hinzugenommen (30 Elemente), so werden in Abhéngigkeit von der Zahl
der Vektoriterationschritte im Mittel ungefahr 14 Minuten (!) benétigt. Die
Zahl der Elemente geht linear in die Rechenzeit und den Speicherplatz-
bedarf ein.

4.2 Parameter und Restriktionen

Im Kapitel 2 wurde die Geometrie der Schalenmeridianlinie besprochen.
Aus diesem Kapitel kann auch entnommen werden, daB die Restriktionen
sich nicht oder nur mit hohen Aufwand in Form von linearisierten Un-
gleichungen angeben lassen. Dieser Umstand erfordert eine besondere
Behandlung und fiihrt auf die Entwicklung und Anwendung spezieller
Optimierungsverfahren.

Die Zahl n, der Parameter hangt nach der Gleichung

n, = 2“‘1"3 (4.3)

von der Zahl ny der Torusschalenstiicke ab. Je mehr Torusstiicke gewdhlt
werden, desto besser kann man eine optimale Form anndhern; gleichzeitig
steigt aber auch die Zahl der (lokal) optimalen Schalenformen fiir ein
gegebenes eingeschlossenes Volumen und der Rechenaufwand fiir die
Optimierung. Damit ist auch schon ein weiteres Problem genannt, das hier
behandelt werden muB: Die Zielfunktion ist nicht unimodal, sondern
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multimodal. Es ist in der Regel nicht mehr moglich das absolute
Optimum zu finden, also dasjenige, das von allen vorhandenen Optimal-
punkten der Zielfunktion den mathematisch besten (kleinsten oder groBten)
Funktionswert liefert.

Es soll in dieser Arbeit versucht werden, mehrere optimale Schalenformen
zu finden und zwischen ihnen unter Hinzunahme einiger weiterer, eher
praktischer Kriterien, wie beispielsweise der Herstellbarkeit der Schale,
eine Auswahl zu treffen.

Zu den Restriktionen muB bemerkt werden, daB sie sich auch in Form von
Ungleichungen angeben lassen, die aber alle nichtlinear, sehr kompliziert
und nicht sicher konvex sind. Die Zahl der zu beachtenden Ungleichungen
steigt mit der Fakultdt (!) der Zahl der Torusschalenstiicke und ist somit
hdufig sehr groB. Da die Restriktionen nicht sicher konvex sind, kann
auch dadurch die Zahl der Optima weiter ansteigen. Gleichzeitig besteht
das Problem, daB fiir diesen Fall zur Zeit keine Optimierungsverfahren
vorliegen, die das absolute Optimum ermitteln konnen.

4.3 Modifikation des optimalen Gradientenverfahrens

Das optimale Gradientenverfahren sucht entlang der Richtung des an dem
aktuellen Punkt im Parameterraum bestimmten Gradienten der Zielfunktion
nach einem Optimum (hier: lokales Minimum). Die lineare Suche ist ein
zentrales Problem, da die Zahl der Zielfunktionsaufrufe moglichst klein zu
halten ist. Ist das gesuchte Minimum gefunden, so wird an diesem Punkt
ein neuer Gradient bestimmt, der gleichzeitig die neue Suchrichtung
festlegt. Das zweite zentrale Problem ist die numerische Bestimmung des
Gradienten, weil sehr hidufig, wie auch hier, seine analytische Bestimmung
zu aufwendig oder sogar unmdoglich ist und die Zahl der benétigten
Zielfunktionsaufrufe eine wesentliche Rolle spielt. Das optimale
Gradientenverfahren ist in vielen Féllen nicht so gut, wie der Name
vermuten ldBt, weil es bei stark gekriimmten Zielfunktionen nur mit sehr
vielen, kleinen Schritten in das Minimum fiihrt. Die Zahl der Zielfunktions-
aufrufe steigt damit sehr stark an. Die Modifikationen sollen nun so
gewdhlt werden, daB die Funktion des Verfahrens erhalten bleibt und die
Zahl der Zielfunktionsaufrufe moglichst klein wird. Die Konvergenz soll
zusatzlich durch die Anwendung eines Konvergenzbeschleunigungs-
verfahrens verbessert werden.

Bei vielen Gradientenverfahren bzw. gradientengesteuerten Verfahren ist
die Festlegung der Schrittweite eine zentrale Schwierigkeit. Sie ergibt sich
dadurch, daB man mit dem Gradienten zwar eine neue verfahrens-
spezifische Suchrichtung ermittelt hat, aber keine Aussage iiber die
Krimmung entlang der Suchrichtung erhilt. Hier wird dafiir so verfahren,
daB zundchst in Abhéngigkeit von der geforderten Genauigkeit eine
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Schrittweite gewdhlt wird, die so groB sein kann wie die geforderte
Genauigkeit selbst. Zu Beginn eines jeden Schrittes wird zun#dchst ein
gendherter Gradient der Zielfunktion an dem aktuellen Punkt im
Parameterraum bestimmt. Normalerweise wird dazu jeder Parameter
geringfiigig vergroBfert und verkleinert; der Quotient aus der Differenz der
zugehorigen Funktionswerte f, zu der Differenz der Parameterschritte
liefert gendhert die partielle Ableitung nach dem entsprechenden
Parameter x;.
of, F(x;+8; A, ) - F (x,-8, A )

~ (4.4a)
39X, 25,

Dieses wird fiir jeden Parameter ausgefiihrt und ergibt so einen gen#dherten
Gradienten am aktuellen Punkt im Parameterraum. Da die Zielfunktions-
auswertung sehr rechenzeitaufwendig ist, wird hier der Gradient durch

of, F(x+8,. A ) - (x)

~N (4.4b)
0 X Ax

angendhert und, zur Vermeidung von systematischen Fehlern, das
Vorzeichen von A, jeweils mit Hilfe eines Zufallszahlengenerators
festgelegt. Der Betrag von A wird gleich der geforderten Genauigkeit
gesetzt; A kann (betragsmiBig) aber nicht beliebig klein gewidhlt werden,
weil sonst die numerischen Fehler groBer werden wiirden als die gleich-
zeitige Anderung des Zielfunktionswertes und somit der numerisch
ermittelte Gradient keine Aussagefdhigkeit mehr besidBe.

Der negative Gradient zeigt in Richtung des stdrksten Gefdlles der
Zielfunktion. Die lineare Suche des optimalen Gradientenverfahren wird
nun ersetzt durch folgende Vorgehensweise. Liefert ein Schritt mit der
aktuellen Schrittweite in Richtung des negativen Gradienten keine
Verbesserung, das hei3t Verkleinerung des Zielfunktionswertes, so wird
die aktuelle Schrittweite so lange halbiert, bis sich eine Verbesserung
ergibt; anderenfalls wird die Schrittweite so lange verdoppelt, bis sich
keine Verbesserung mehr ergibt. Fiir die Optimierung mit nur einem
Parameter entspricht dieses Verfahren einer Intervallschachtelung fiir die
Nullstelle des Gradienten. Die genannte Vorgehensweise hat zwei Vorteile;
es werden nur relativ wenige Zielfunktionsauswertungen benétigt und die
Schrittweite paBt sich sehr schnell an die aktuellen Begebenheiten an. Als
Nachteil ist zu werten, daB alle Parameter ungefdhr die gleiche GroBen-
ordnung haben miissen; diese Schwierigkeit kann aber mit einer auto-
matischen Wichtung der Parameter beseitigt werden.

Vorausgesetzt, da3 keine Restriktionen verletzt sind, wird die Optimierung
zundchst unterbrochen, wenn die Schrittweite kleiner wird als die
geforderte Genauigkeit. Eine nachfolgende Uberpriifung der Kuhn-Tucker-
Bedingungen entscheidet, ob die Optimierung abgebrochen oder fortgefiihrt
wird. Die Kuhn-Tucker-Bedingungen fordern fiir diesen Fall, ‘daB der
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Gradient zum Nullvektor wird. Diese Forderung, die eine notwendige
Bedingung fiir die Existenz eines Extremums darstellt, bereitet bei der
numerischen Bearbeitung einige Schwierigkeiten, weil der Gradient, sofern
er nicht analytisch ermittelt wird, nur gen&dhert bestimmt werden kann.
Die Kuhn-Tucker-Bedingungen werden hier als erfiillt angesehen, wenn ein
Schritt A in die positive und negative Richtung eines jeden Parameters x;
nur zu einer Verschlechterung, ndmlich VergroBerung, der Zielfunktion
filhrt; andernfalls hat man mit den durchgefiihrten Rechnungen schon
einen neuen Gradienten der Zielfunktion fiir den n&dchsten Optimierungs-
schritt ermittelt.

4.4 Konvergenzbeschleunigung

Es ist bekannt, daB reine Gradientenverfahren in vielen Anwendungsfillen
eine relativ schlechte Konvergenz zeigen. Diese kann gelegentlich wesent-
lich gesteigert werden, wenn ein Konvergenzbeschleunigungsverfahren zur
Verbesserung hinzugezogen wird. Das soll hier geschehen.

Vorausgesetzt, daB mit dem optimalen Gradientenverfahren einige Schritte
ausgefiihrt wurden, liegen die Punkte, an denen jeweils der Gradient
bestimmt wurde, meistens alternierend um eine irgendwie gekriimmte Linie
im Parameterraum; diese Linie endet in einem lokalen Optimum. Aufgabe
des Konvergenzbeschleunigungsverfahrens ist es, aus einer beschrénkten
Zahl von Punkten auf der genannten Linie denjenigen Punkt zu extra-
polieren, der nach unendlich vielen Iterationsschritten erreicht wird. Im
Idealfall sollte bei der vorliegenden Anwendung dieser extrapolierte Punkt
das gesuchte Minimum sein.

In der vorliegenden Arbeit wird das Wynn-Verfahren angewandt. Das
Wynn-Verfahren bestimmt aus einer wi&hlbaren (ungeraden) Zahl von
Vektoren, die die Zwischenergebnisse einer Iteration sind, denjenigen
Vektor, der sich nach unendlich vielen Iterationsschritten ergibt. Fiir den
eindimensionalen Fall entspricht das Wpynn-Verfahren dem Aitken-
Verfahren® (siehe auch: 3.3.16 Vektoriteration, Brezinskil4]).

Sollen n (ungerade) Vektoren ()lc)j vorgegeben werden, so wird eine Hilfs-
spalte mit n+1 Hilfsvektoren ()?; auf Null gesetzt. Die hochgestellte und in
Klammern gesetzte Zahl bezeichnet die Spalte (Nummer des Schrittes);
der Index bezeichnet den Vektor innerhalb der Spalte. Mit jedem
Rechenschritt wird die Zahl der Vektoren um 1 verringert. Nur nach
jeweils zwei solchen Rechenschritten zeigt die Spalte von Vektoren wieder
Konvergenzeigenschaften, wdhrend der Schritt dazwischen als Hilfsschritt

8) Das Aitken-V- fahren wird auch Steffenson-Verfahren genannt und hiufig
als Referenz fir andere Verfahren verwendet. Bei der Verarbeitung von
Vektoren mit n Komponenten miissen bei diesem Verfahren n+2 Vektoren

vorgegeben werden. Diese Zahl ist hdufig zu groB fiir eine Anwendung
in der Numerik.
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zu verstehen ist; aus diesem Grund ist auch eine ungerade Zahl von
Vektoren vorzugeben. Die Rechenvorschrift fiir die Bestimmung einer

Vektorenspalte aus den zwei vorhergehenden lautet

i (i=2)
% - Koy * A
! y'y

(4.5)
mit
G=p) (=D
j+1 i
und nach n-1 solchen Schritten steht nur noch ein Vektor in der aktuellen
Spalte; dieser ist das geschatzte Iterationsergebnis. Die Schatzung wird
um so besser, je mehr Vektoren vorgegeben werden; der numerische
Fehler ist allerdings auch hier zu beachten, so daB man die Zahl der
vorgegebenen Vektoren nicht zu groB wahlen sollte. Bei den Rechnungen
zur Konvergenzbeschleunigung werden h3ufig Differenzen etwa gleich-
groBer Zahlen gebildet; die dabei auftretenden numerischen Fehler konnen
gegebenenfalls die GroBlenordnung der Differenzen annehmen, womit das
Verfahren versagt. Entsprechende Testrechnungen liefern Anhaltswerte fiir

die Zah! der vorzugebenden Vektoren.

Obwohl bei dem angewendeten Optimierungsverfahren die lineare Suche
wesentlich vereinfacht wurde, liefert auch daflir die Konvergenz-
beschleunigung nach Wynn hidufig erstaunlich gute Ergebnisse. Das soll

einem einem Testbeispiel gezeigt werden.

Es wird eine Funktion in Abhzngigkeit von zwei Parametern, deren Wert
wie eine Rinne in Form einer logarithmischen Spirale zum Zentrum hin
abfallt, als Zielfunktion vorgegeben. Das nachfolgende Bild 4.1 zeigt die

Hohenlinien. Der invers dargestellte zentrale Teijl ist ein verbotenes Gebiet

Bild 4.1: Konvergenzbeschleunigung im optimalen Gradientenverfahren
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und die zusé&tzlich eingezeichnete Linie gibt den Verlauf der Optimierung
an. Der Startpunkt liegt rechts oben im Bildbereich. Nach einigen
Schritten mit dem modifizierten optimalen Gradientenverfahren bewirkt ein
Schritt mit dem Wynn-Verfahren eine wesentliche Verbesserung, ndmlich
ein Uberspringen einer Windung der Spirale. Ab dort fiihrt die normale
Optimierung bis an die Restriktion, deren Behandlung im né&chsten
Abschnitt beschrieben wird. Die Zahl der Zielfunktionsaufrufe, die hier als
wesentliches Kriterium herangezogen wird, vermindert sich dadurch auf
ein Drittel; ein GroBteil der iibrigen Aufrufe wird fiir die Bestimmung des
Minimums an der Restriktion bendétigt.

Eine Spirale, wie im Testbeispiel gezeigt, wird von einem Gradienten-
verfahren normalerweise mit sehr vielen Schritten durchlaufen, weil das
Verfahren immer der Rinne folgen muB. Mit einer Schédtzung des Iterations-
ergebnisses nach dem Wynn-Verfahren wird hier eine Verbesserung
erreicht. Dazu muB aber gesagt werden, daB ein solcher Schritt nicht
immer erfolgreich ist. Nach der Schdtzung des Iterationsergebnisses wird,
falls dieser Punkt nicht im verbotenen Bereich (festgelegt durch
Restriktionen) liegt, dort der Funktionswert ermittelt. Ist dieser besser
als derjenige an dem bisherigen Punkt, so wird er als neuer Startpunkt
fiir die weitere Optimierung iibernommen; ansonsten wird die Optimierung
wie gewdhnlich fortgefiihrt.

Da die lineare Suche nicht vollsténdig ausfiithrt wird, ist einerseits die
Schrittweite relativ groB, andererseits liegen die einzelnen Punkte der
Optimierungsschritte auf einer Zick-Zack-Linie um die Rinne herum.
Mehrere Testrechnungen ergaben, daB3 bei Vorgabe von 11 Vektoren fiir die
Konvergenzbeschleunigung nach Wpynn gute Ergebnisse erlangt werden.
Werden weniger Vektoren vorgegeben, so ist die Schatzung hé&ufig
schlecht, und werden mehr vorgegeben, so ist hdufig das Minimum schon
gefunden, bevor das Wynn-Verfahren iiberhaupt zum Tragen kommt. Die
Zahl der vorgegebenen Vektoren sollte also jeweils problembezogen
gewdhlt werden; die Zahl der Parameter der Zielfunktion ist als Kriterium
in diese Wahl einzubeziehen.

Wird bei einem Schritt zu einem nach Wynn bestimmten Punkt eine
Restriktion verletzt, so wird &hnlich verfahren wie bei einem ent-
sprechenden Schritt nach einem Gradientenverfahren.

4.5 Behandlung der Restriktionen

Die Beriicksichtigung nichtlinearer  Restriktionen bereitet in der
Optimierung haufig Schwierigkeiten. Grundlegende Uberlegungen wurden
von Zoutendijk (siehe Aokil1l) angestellt. In &hnlicher Weise soll auch
hier vorgegangen werden.
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Soll ein Minimum unter Beachtung bestimmter Beschrdnkungen gefunden
-werden, so kann es passieren, dal das (ein) Minimum der Zielfunktion
direkt an der Schranke (hier: Restriktion) liegt. Der in das erlaubte Gebiet
zeigende Einheitsnormalenvektor auf der Restriktion sei mit ngp bezeichnet.

Die notwendige Bedingung fiir das Vorliegen eines Minimums an der
Restriktion lautet

vfi, lin , (4.6)

das heilt, der Gradient der Zielfunktion und der Normalenvektor auf der
Restriktion miissen kollinear sein. Ziel des Verfahrens muB die Erfiillung
dieses Kriteriums sein.

Gegeniiber dem schon beschriebenen Verfahren erweitert sich die
Problematik insofern, als nun Gradient und Normalenvektor zur
Bestimmung einer neuen Suchrichtung herangezogen werden. Besonders
interessant, weil eindeutig, ist das konvexe Problem, bei dem die
Kriimmungen der Zielfunktion und der Restriktion genau ein Minimum
bilden. Das Bild 4.2 zeigt einen solchen Fall, wobei die Restriktion dick
und die Hohenlinien der Zielfunktion diinn gezeichnet sind.

Bild 4.2: Konvexes Problem

Uber die Kriimmungen von Zielfunktion und Restriktionen liegen fiir die
nachfolgenden Uberlegungen keine Informationen vor. Bild 4.3 zeigt die

l n

Bild 4.3: Linearisierte Verhiltnisse, Behandlung der Restriktionen
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Verhiltnisse fiir den linearisierten Fall. Der nicht eingezeichnete und zu
8o kollineare Vektor s bezeichnet den Schritt von dem Punkt, an dem der
Gradient der Zielfunktion bestimmt wurde, zu dem Punkt, zu dem der
Schritt fiihren sollte; 8 ist dem Gradienten entgegengerichtet, wenn wie
hier ein Minimum gesucht wird. Derjenige Teil von 8, der im erlaubten
Gebiet liegt, wird mit s, bezeichnet und endet an der Restriktion, die als
dicke Gerade eingezeichnet ist. Derjenige Schritt, der abweichend von
dieser urspriinglichen Richtung ausgefiihrt wird, wird durch t beschrieben.
Der vollstandige neue Schritt ist die vektorielle Summe aus s, und t und
wird 8, genannt. In der Folge bezeichnet eine hochstellte Schlange einen
auf die Linge 1 normierten Vektor, zum Beispiel §.

Die wesentliche Frage, die nun beantwortet werden muB, ist, welche
Richtung und welche Liange der Vektor t haben soll. Zu der Richtung sind
folgende wesentliche Aussagen zu machen. In Bild 4.3 ist eine gestrichelte
Linie senkrecht zu 8, eingezeichnet; mit der Annahme, daB die Zielfunktion
nicht gekriimmt ist, handelt es sich hierbei um diejenige Hohenlinie der
Zielfunktion, die durch den aktuellen Punkt an der Restriktion verlduft.
Der Winkel zwischen dieser Linie und der auch als geradlinig ange-
nommenen Restriktion ist gleich dem Winkel o« zwischen dem Normalen-
vektor und dem Gradienten (-8) der Zielfunktion. Der abweichende Schritt
t darf weder eine Verschlechterung der Zielfunktion bewirken, noch in
das verbotene Gebiet fiihren, muB also zwischen der gestrichelten Linie
und der dicken Restriktionsgrenze verlaufen. Bezieht man in die Uber-
legungen ein, daB in praxi Zielfunktion und Restriktion gekriimmt sein
konnen, so wird man, solange keine Informationen iiber die Kriimmungen
vorliegen, eine mittlere Lage wé&hlen. In Verbindung mit der noch zu
beschreibenden Schrittweitensteuerung hat sich die Winkelhalbierende in
Testrechnungen als sehr giinstig fiir die Konvergenz des Verfahrens
herausgestellt.

Beziiglich der Schrittweitensteuerung ist anzumerken, daB schon das
libergeordnete Programm liber eine solche verfiigt, also diese von dort aus
geschehen kann. Das bedeutet, daB die Schrittweite bei der Behandlung
der Restriktionen nach Maoglichkeit erhalten bleiben sollte. Es wird hier
die Linge von 8, zunéchst so groB gewdhlt wie die Linge des urspriinglichen
Schrittes 8. Die Forderung, daB diese Vorgehensweise eine schnelle
Anndherung an ein an der Restriktion gelegenes Minimum bewirkt, hat
sich in zahlreichen Testrechnungen als sehr gut erfiillt herausgestellt.
Die gesamte Vorgehensweise ist nun folgende: Vor jedem Schritt 8 mit
dem Gradientenverfahren wird iiberpriift, ob der Endpunkt die Restriktionen
verletzt; ist das nicht der Fall, so wird das Verfahren ohne Unterbrechnung
fortgefiihrt. Ansonsten wird mit Hilfe einer Intervallschachtelung zun#chst
derjenige Punkt auf dem Schrittvektor bestimmt, der mindestens eine

Strecke ¢ auf 8 von der Restriktionsgrenze entfernt im erlaubten Gebiet
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liegt. Der Vektor, der vom Schrittstartpunkt zu diesem Punkt fiihrt, heiBit
8,- Mit Hilfe eines Verfahrens, das eine Kombination aus einer Intervall-
schachtelung und dem Jacobi-Verfahren (dieses Verfahren dient normaler-
weise zur Diagonalisierung von Matrizen) darstellt, wird iterativ der
Einheitsnormalenvektor # auf der Restriktion bestimmt. Die weitere
Rechnung 4Bt sich gut formelméBig angeben:

-cosa = E'O'ﬁ = §'1, (4.7a)
in% = ]/1Losa
Slnz - 2 ] (4.7b)
t=—g 3, + 1, (4.70)
Zsmf
2 2 . 2 .o
t = |t] = 'I/II + Isgl (sin 5 - 1) - Isg] siny (4.7d)
- - ~
si—so+t—so+tt. (4.7e)

Fiihrt dieser Schritt zu einer erneuten Verletzung der Restriktionen, so
wird t so oft halbiert, bis der neue Zielpunkt im erlaubten Gebiet liegt;
diese Vorgehensweise entspricht im eindimensionalen einer Intervall-
schachtung fiir das Mimimum an der Restriktion. Auf eine eventuelle
Verschlechterung (VergroBerung) der Zielfunktion reagiert das iiber-
geordnete Gradientenverfahren mit einer entsprechenden Schrittweiten-
steuerung. Das Verfahren wird abgebrochen und das Minimum als
gefunden angesehen, wenn der Winkel « zwischen dem Schrittvektor s
und dem Normalenvektor n kleiner wird, als die Genauigkeit (Winkel-
abweichung) des iterativ bestimmten Normalenvektors.

Die Konvergenz des Verfahrens an sich ist recht gut. Eine Konvergenz-
beschleunigung nach Wynn bewirkt gelegentlich noch eine zusétzliche
Verbesserung. Fiihrt ein Schritt mit Hilfe des Wynn-Verfahrens zu einer
Verletzung der Restriktionen, so wird, wie oben, iterativ auf dieser
Richtung ein Punkt an der Grenze der Restriktionen bestimmt. Der Schritt
wird nur ausgefiihrt, wenn er zu einer Verbesserung der Zielfunktion
fiihrt.

4.6 Quadratische Optimierung

Das Problem der Gradientenverfahren ist die Wahl einer neuen Such-
richtung und der zugehorigen Schrittweite. Mit der Bestimmung der
Kriimmung der Zielfunktion kann dieses Problem vereinfacht werden. Bei
der quadratischen Optimierung wird das Verhalten der Zielfunktion in der

Nzhe des aktuellen Punktes x, mit Hilfe der quadratischen Funktion
(4.8)

£,(x) » F(x) = f(x5) + VE(x-%x) + L (x-x)7 C(x-x,)

approximiert. Dabei wird vorausgesetzt, daB die Hesse-Matrix C positiv
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definit und symmetrisch ist. Gesucht wird der Schrittvektor
8 = X - X, (4.9)

vom aktuellen Punkt x4 zu dem Minimum der Funktion f. Sind C und Vf
bekannt, so 1dBt sich 8 (klassisches Verfahren) nach

s=-Clve (4.10)

bestimmen. Das Problem ist hierbei die eventuell schrittweise Bestimmung
der Matrix C!, flir deren vollstdandige Ermittlung eine groBe Zahl
(n (n+1)/2 bei n Parametern) von Zielfunktionsaufrufen notig ist. Eine
Reihe von Optimierungsverfahren unterscheiden sich in der Vorgehensweise,
wie sie wdhrend der laufenden Optimierung diese Matrix sukzessive
aufbauen und aktualisieren. Zu nennen sind hier die Namen Davidon,
Powell, Fletcher, Broyden, Goldfarb und Shanno. Die ersten drei Namen
bezeichnen eine bestimmte Formel fiir die Entwicklung von c7!; die letzten
vier Namen sind mit einer verbesserten numerischen (BFGS-) Methode
verbunden. Weitere Entwicklungen versuchen die Effizienz dieses Verfahrens
noch zu erhéhen.

In dieser Arbeit wird das klassische Verfahren aus dem Bereich der
quadratischen Optimierung mit der bereits beschriebenen Konvergenz-
beschleunigung nach Wynn versehen. Unter der Voraussetzung, daB die
Zielfunktion die oben angegebene quadratische Form hat, lassen sich der
Gradient und die Hesse-Matrix wahlweise nach

Vf = A= (F(-2¢) - 4 F(-5) + 3 £(0)) , (4.11a)
Cy = 2 (£(-25) - 2 f(-¢) + £(0))
i i 1 (4.11b)
g = oz (flog = e) = F(O)) + & (Vf + V) -5 (C, + C)
oder
vf = 2-1? (fle) - F-2)) , (4.110)
Cy = T (F-g) - 2 £(0) + Fe))
(4.11d)
_ -l 1 1
Cy = 2z (flg = ¢) - £(O)) + & (Vf - V/f) + 5 (C, + C))
oder
VE = A (-3£(0) + 4 fle) - £(2¢)) (4.11e)
Cy = o (£(0) - 2 f(e) + £(2¢)) ,
(4.11F)
Cy =2 (fle+e) - £(O) - L (v v -L (v

exakt bestimmen. Fiir jede andere Zielfunktion stellen die bestimmten
Werte Naherungen dar. Hierin ist ¢ eine vorzugebende, kleine, positive
Zahl und der angefiigte Index bezeichnet die dafiir aktuell giiltige
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Komponente (den Parameter); alle anderen Komponenten sind Null. Die
Lage x, ist fiir das Ergebnis s unerheblich und wird durch eine
entsprechende  Koordinatensystemverschiebung zu einem  Nullvektor
gemacht. Eine Auswahl zwischen den angegebenen Gleichungen wird nétig,
wenn eine der Stiitzstellen die Restriktionen verletzt.

Die Zahl der Zielfunktionsaufrufe ist mit

n. =n(n+ 1)/2 (4.12)

z

bei n Parametern der Zielfunktion bekannt. Fiir kleine Zahlen n bedeutet
das keine wesentliche Erhdhung der Zahl n, gegeniiber dem reinen
Gradientenverfahren, wenn man die zu erwartende bessere Konvergenz in
den Vergleich einbezieht. Wenn die Parameterzahl n groB ist, kann auf
eines der oben genannten Verfahren bzw. eine Verbesserung zuriick-
gegriffen werden.

Die Matrix C kann, sofern sie tatsdchlich positiv definit ist, in
T
C=RR (4.13)

zerlegt werden; ist dieses nicht der Fall, so kann diese Eigenschaft
widhrend der Zerlegungsprozedur abgefragt werden. Nur wenn C positiv
definit ist, kann der Schrittvektor 8 durch sogenanntes Riickwirtseinsetzen
bestimmt werden; andernfalls wird zu dem bereits beschriebenen
Gradientenverfahren iibergegangen, wobei der Gradient fiir den ersten
Schritt schon bekannt ist und iibernommen werden kann. Mit dem
Gradientenverfahren ist auch das Auffinden eines .Minimums von einer
bereichsweise konkaven Zielfunktion méglich.

Die gute Konvergenz des quadratischen Verfahrens bewirkt, daB weniger
Vektoren fiir die Konvergenzbeschleunigung vorgegeben werden miissen.
Testrechnungen ergaben, dafl bei Vorgabe von n+2 Vektoren bei n
Optimierungsparametern gute Erfolge erzielt werden. Im Einzelfall kann
die Zahl der Vektoren angepafBt werden.

Die Beriicksichtigung der Restriktionen bereitet hier Schwierigkeiten, wenn
wie bei dem Gradientenverfahren vorgegangen wird; Testrechnungen zeigen
eine schlechte Konvergenz. Aus diesem Grunde wird bei einer Verletzung
der Restriktionen in das Gradientenverfahren iibergegangen. Umgekehrt
wird von dem Gradientenverfahren zu dem quadratischen Verfahren iiber-
gegangen, wenn bei mindestens n aufeinanderfolgenden Schritten die
bestimmten Zielfunktionswerte ein konvexes Verhalten zeigen.

Das gesuchte Minimum ist mit dem quadratischen Verfahren gefunden,
wenn der Gradient im Rahmen der Rechengenauigkeit zu Null wird und C
gleichzeitig positiv definit ist. Von den numerischen Fehlern abgesehen
konnen hier also das notwendige und in beschriankten Mafle auch das
hinreichende Kriterium fiir das Vorliegen eines lokalen Minimums iiberpriift
werden.
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5.1 Ablaufdiagramm fiir die Optimierung

Startrechnung:

- Aus Eingabedateien wichtige
Grundinformationen (Daten fiir
die FE-Rechnung, Namen der
Ausgabedateien, Parameter fiir
die Optimierung, Parameter fur
die Schalengeometrie) einlesen.

- Felder fiir Optimierung
und FE-Rechnung vorbelegen.

] "Restriktionen:

Hauptmenu: - Schalengeometrie bilden.

- Anderung der Grund- - Einhaltung der Restriktionen
informationen ermdaglichen. tiberpriifen.

- Einlesen von alten Ergebnissen
ermoglichen. Zielfunktion:

- Darstellung von Ergebnissen — Nach entsprechender Rechnung
ermoglichen. Zielfunktionswert bestimmen.

- Start der Optimierung " 1
ermoglichen. Optimierung:

- Programmabbruch ermdiglichen. - Einhaltung der Restriktionen

] durch vorgegebene Parameter

Optimierungssteuerung: ) iiberpriifen.

- tberpriifen, ob mit aktuellen - Zielfunktion am vorgegebenen
Parametern und aktuellem Punkt im Parameterraum
Fiillvolumen die Restriktionen bestimmen.
eingehalten sind. - Wahl des Optimierungs-

- Eventuell Anpassung der verfahrens.
Schalenformparameter. - Durch mehrfachen Aufruf

- Festlegung des Namens der der Restriktionen und der
Ausgabedatei. Zielfunktion bendtigte Infor-

— Ablage der aktuellen Parameter mationen sammeln.
in der Ausgabedatei. - Bei Verletzung der

- Abbruch, falls Anpassung der Restriktionen gesonderte
Geometrie an Restriktionen Suchrichtung ermitteln.
erfolglos. ~ Aus Informationen Schritt-

—_—————————— richtung und -weite festlegen.

- Sprung zum Hauptmenu, falls - Nach wichtigen Teilschritten
Abbruch durch Zwischenmenu. zum Zwischenmenu gehen.

- Schalenfiillvoelumen wie - Ende, wenn Kuhn-Tucker-
voreingestellt etwas veridndern. Bedingungen erfiillt oder

- Falls voreingestelltes End- Abbruch durch Zwischenmenu.
volumen Uuberschritten, Ende 3 $
des Programmes. [Zwischenmenu:

- Sprung zum Beginn der - Ausgabe der aktuellen Parameter
Optimierungssteuerung auf Ausgabedatei.

- Darstellung der aktuellen
Zwischenergebnisse wie
voreingestellt.

- Bei Unterbrechung durch
Benutzer, weitere Ausgaben,
Verdnderung der Vorein-
stellungen flir die Darstellung
der Zwischenergebnisse und/oder]
Abbruch der Optimierung und
Sprung zum Hauptmenu
ermdaglichen
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5.2 Ablaufdiagramm fir die Behandlung der Restriktionen

Startréechnung:

- Interne Variablen vorbelegen.

- Uberpriifung der Einhaltung der Restriktionen fiir die Schalengeometrie-
parameter.

— Startwerte fiir Geometrieiteration setzen.

] —

Meridianlinienverlauf:

- Mit gegebenen Schalengeometrieparametern einen Meridianlinienverlauf
bilden.

- Felder mit Geometriehilfswerten belegen.

[ ]

Restriktionen:

- tUberprifung, ob der innere
Radius eines Torus kleiner
als die Wanddicke ist.

- Uberpriifung, ob ein Offnungs-
winkel eines Torusstiickes
gréBer als 2w ist.

- Uberpriifung, ob ein Startpunkt
fiir einen Torusbogen jenseits
der Symmetrielinie liegt.

- tiberpriifung, ob ein Torusstiick
durch die Symmetrieachse

verldufte.

- Uberpriifung, ob ein Torusstiick Startgeometrieanpassung:
durch ein anderes verlduft. - Falls zu Beginn Restriktionen

- Uberpriifung, ob ein Torusstiick nicht eingehalten sind,
durch den AnschluBzylinder Geometrie geringfligig durch
verlauft. Variation der internen ™

' Parameter verdndern.

Reaktionen: - Erneute Uberpriifung der

- Falls zu Beginn der Iterationen Einhaltung der Restriktionen
Restriktionen nicht eingehalten
sind, Startgeometrieanpassung. Intervallschachtelung:

- Falls w&dhrend der Volumen- - Interne Geometrieparameter
iteration die Restriktionen nicht mit einer Intervallschachtelung je
eingehalten sind, Intervall- auf die Grenze zur Einhaltung
schachtelung. der Restriktionen setzen.

i ]

Volumeniteration:

- Falls eine Schalenform gefunden ist, die die Restriktionen mit vorge-
gebenen Schalengeometrieparametern einhédlt, Beginn der Volumen-
iteration.

- Fullvolumen zu der aktuellen Schalenform bestimmen.

- Entsprechend in einer Startrechnung fur zwei geringfiigig verdnderte
Schalenformen die Fiillvolumina bestimmen. [

- Aus jeweils drei solchen Volumina mit zugehérigen internen Parametern
die Parameter fiir Einhaltung des vorgegebenen Fiillvolumens schédtzen.

- Zugehorigen Meridianlinienverlauf bestimmen.

- Abbruch, wenn keine Schalenform gefunden werden kann, die gleich-
zeitig das vorgegebene Fiillvolumen hat und die Restriktionen einhilt.

- Erfolgreiches Ende, wenn Volumeniteration ausgefilhrt und alle
Restriktionen eingehalten sind.
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5.3 Ablaufdiagramm fiir die Bestimmung des Zielfunktionswertes

Startrechnung:

- Aufbau der Schalengeometrie

~ Netzgenerierung.

- Feldervorbelegung Ffiir
FE-Rechnung.

Y

Gleichungssystem aufbauen:

- Elementsteifigkeitsmatrizen
auf globales Koordinatensystem
transformieren und damit
Gesamtsteifigkeitsmatrix
bilden.

Elementlastvektoren auf
globales Koordinatensystem
tranformieren und damit
Gesamtlastvektor bilden.

Elementmatrizen bilden:

Elementsteifigkeitsmatrix bilden
Transformationsmatrix fiir
Umrechnung lokale-globale
Koordinaten bilden
Elementlastvektor bilden

[

Randbedingungen:

- Geometrische Randbedingungen
in das Gesamtgleichungssystem
einbauen.

Zusitzliche d@uBere Lasten

in das Gesamtgleichungssystem

einbauen.
[}

Gleichungssystem l&sen:

- Gesamtsteifigkeitsmatrix
nach Cholesky zerlegen.

- Durch Rlickwirtseinsetzen ver-
allgemeinerte Verschiebungen
im globalen Koordinatensystem

bestimmen.

Stabilitdtsgleichungen bilden:

- Elementstabilitdtsmatrix auf
globales Koordinatensystem
transformieren und damit
Gesamtstabilititsmatrix

aufbauen.
1

Inverse v. Mises-Iteration:

- Startvektor wi&hlen.

- Geometrische Randbedingungen
in das Gesamtsystem einbauen.

- Iteration fiir bezogenen,
betragskleinsten Eigenwert
und zugehorigen Eigenvektor

?wischenergebnisse und
Elementstabilitdtsmatrix bestimmen:

Elementsteifigkeitsmatrix bilden
Transformationsmatrix bilden
globale auf lokale Verschiebungen
transformieren '
Knotenlasten bestimmen
SchnittgroBenverldufe bestimmen
und abspeichern
Vergleichsspannungen bestimmen
und abspeichern
Elementstabilitdtsmatrix bilden

durchfiuhren.

Bildung des Zielfunktionswertes:

- Aus Vergleichsspannungsverlauf
grofite Vergle® thsspannung
ermitteln.

- Aus grofBiter Vergleichsspannung
und betragskleinster, kritischer

Last Zielfunktionswert bilden.
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6 Ergebnisse

In diesem Kapitel werden einige optimale Schalenformen fiir verschiedene
eingeschlossene Volumina gezeigt und die erhaltenen Ergebnisse diskutiert.
Die anschlieBende Zusammenfassung zieht noch einmal einen roten Faden
durch die vorliegende Arbeit, die mit einem kurzen Ausblick abgeschlossen
wird.

6.1 Optimale Schalenformen

Die zu behandelnde Fragestellung ldBt das vorzugebende Fiillvolumen der
Schale offen. Aus Voriiberlegungen heraus wird man zundchst annehmen,
daB die Kugel- bzw. Halbkugelschale ein Optimum sei. Zu bedenken ist
auch der EinfluB der Randbedingungen. Hier wird, um die Randbedingungen
nicht zu speziell vorzugeben, die Schale auf einen Zylinder mit fest-
gelegter Lénge aufgesetzt. Das Fiillvolumen wird aber nur fiir die Schale
ohne den anschlieBenden Zylinder bestimmt. Wenn die Schale in den
Zylinder hineinragt, so zdhlt das entsprechende Volumen negativ.

Das Fiillvolumen wird in einer ersten Reihe von Optimierungsrechnungen
zunéchst als Null vorgegeben und dann schrittweise etwas erhoht; ab dem
Volumen der Halbkugelschale (bei vorgegebener Normierung 2.094...)
werden die Schritte vergrofert, weil sich danach die Schalenformen nicht
mehr wesentlich verdndern. Interessant ist hierbei unter anderem der
Verlauf der Zielfunktionswerte in Abhidngigkeit von dem Schalenfiill-
volumen.

0 4 — + + + + + + +
o 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 \'
Bild 6.1: Optimallinien, Zielfunktionswerte in Abhingigkeit vom Fillvolumen
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Beginnend mit einer vorgegebenen Schalenform wird unter Beibehaltung
des Volumens eine Optimierung ausgefiihrt. Es ergeben sich so die
Parameter und der Zielfunktionswert fiir dasjenige Minimum, das in
Abhdngigkeit vom Startpunkt gefunden wird. Die Parameter werden nun
beibehalten und das Volumen geringfiigig verdndert. Diese dienen als
Startpunkt fiir die ndchste Optimierung und so weiter. Auf diese Weise
entsteht ein Verlauf des Zielfunktionswertes (und der Parameter) in
Abhdngigkeit vom Volumen. Wenn das ehemalige Minimum durch die
Verdnderung des Volumens zu einem Sattelpunkt wird, sucht das
Optimierungsverfahren ein neues Minimum. In dem Bild zeigt sich ein
solcher Fall als Sprung im Zielfunktionsverlauf. Weil hier die Zielfunktion
minimiert wird, fiihrt ein solcher Sprung immer zu einem verringerten
Zielfunktionswert. In Abhéngigkeit vom Startwert erhdlt man so mehrere
kaskadenformige Kurven. Sie lassen sich vervollstdndigen, indem gerade
nach Spriingen die Volumeninkremente mit umgekehrtem Vorzeichen
ausgefiihrt werden. Die wesentliche Aussage des Bildes 6.1 ist, daB es fiir
ein festes Volumen mehrere optimale Schalenformen gibt.

In Bild 6.1 ist der gesamte Volumenbereich dargestellt, fiir den
Optimierungen der Schalenform durchgefiihrt wurden. Das Fiillvolumen
einer Halbkugelschale ist in diesem Bild durch eine gestrichelte Linie
gekennzeichnet. Fiir kleinere Fiillvolumina sind sehr viel mehr kaskaden-
formige Verldufe erkennbar als fiir groBere.

N

0 2 4 \Y
Bild 6.2: Horizontal verzerrter Ausschnitt von Bild 6.1, Kaskaden
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Vorstehendes Bild 6.2 zeigt als horizontal verzerrten Ausschnitt von
Bild 6.1 speziell diesen interessanten Bereich. Wie schon im Bild 6.1 sind
ermittelte Optima durch einen rechteckigen Punkt angegeben. Wenn
vermutet werden kann, daB zwei aufeinanderfolgende Punkte zu derselben
Optimallinie gehdren, so sind sie mit einer durchgezogenen Linie verbunden;
ist hingegen zu vermuten, daB sie nicht zu derselben Optimallinie gehoren,
so sind sie mit einer gepunkteten Linie verbunden. Gerade, wenn das
Fiillvolumen im Bereich um O liegt, ist kein Zusammenhang zwischen den
Punkten mehr zu erkennen. Hier ist dann auch auf eine graphische
Verbindung verzichtet worden.

Fiir das zuletzt genannte Springen der Zielfunktionswerte in demselben
Optimierungsverlauf konnen zum Beispiel folgende Ursachen vorliegen:

- Zu Beginn einer jeden Optimierung werden von der vorhergegangenen
die Formparameter iibernommen und das Volumen etwas verdndert.
Werden dabei Restriktionen nicht eingehalten, so miissen die Parameter
solange verdndert werden, bis entweder eine weitere Anpassung zwecklos
erscheint oder eine Schalenform mit dem geforderten Fiillvolumen ge-
funden ist, die auch die Restriktionen einhdlt. Nach einer solchen An-
passung konnen die Parameter einen Startpunkt in der Nidhe eines
anderen, neuen Optimums liegen. Die nachfolgende Optimierung fiihrt
mit grofler Wahrscheinlichkeit zu diesem neuen Optimum.

- Wie bereits erwidhnt, konnen die Schrittweiten zur Bestimmung des
Zielfunktionsgradienten im Parameterraum aus numerischen Griinden nicht
beliebig klein gewdhlt werden. Sollten die numerischen Fehler groBer
sein als angenommen, so hédtte das eventuell ein Entstehen von Schein-
optima zu Folge. Eine solche Instabilitit der numerischen Ergebnisse
konnte in einer getrennten Arbeit behandelt werden. Die endliche Schritt-
weite kann auch dann zu dem beobachteten Springen der Zielfunktions-
werte fiihren, wenn die Schalenform zu sensibel auf kleine Anderungen
der sie beschreibenden Parameter reagiert. So konnen zwei Optima im
Parameterraum so nahe beieinanderliegen, daB ein Schritt mit der vor-
gegebenen Mindestweite von einem Optimum zu einem anderen fiihrt.

- Das verwendete Optimierungsverfahren enthélt eine Konvergenzbeschleu-
nigung. Es kann geschehen, daB eine Schédtzung des Optimierungs-
ergebnisses mit Hilfe eines solchen Verfahrens einen Schritt in ein
neues Optimum bewirkt; ein solcher Schritt kann aber im vorliegenden
Fall nur zu einer Verminderung des Zielfunktionswertes fiihren, weil er
sonst nicht ausgefiihrt wiirde.

Eine Aufgabe wird in der Folge sein, die gefundenen optimalen Schalen-
formen graphisch darzustellen und weitere Auswahlkriteria zu finden, da ja
mehrere optimale Schalenformen mit demselben Fiillvolumen gefunden
wurden. Zunédchst sollen aber eher grunds&tzliche Fragen beantwortet werden.
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Interessant ist unter anderem die Frage, wie sich die Schalenformen
verindern, wenn die Dicke der Schale sehr klein gew#dhlt wird. Diese Frage
1aBt sich weitgehend mit einer Grenzbetrachtung beantworten. Ist die
Schale sehr diinn, so bildet sich bei Druckbelastung im wesentlichen ein
Membranspannungszustand in der Schale aus; durch Randbedingungen
induzierte zusidtzliche SchnittgroBen klingen extrem rasch entlang der
Meridianlinie ab. Die optimale Schalenform ist hierfiir bei starrem Rand
also eine Kugelkappe beziehungsweise eine ellipsoiddhnliche Form (siehe
Mansfield[24] und Magnuckil23]). Gerade bei einem betragsméBig kleinen
Fiillvolumen der Schale entstehen so bei gleichem Druck extrem hohe
Normalspannungen.

Mit zunehmender Schalendicke gewinnen die Momente an Bedeutung;
durch zusdtzliche Kriimmungen der Schalenmeridianlinie wird die Schale
meistens stabiler, weist in unserem Sinne also einen hoheren kritischen
Druck auf; iiber den EinfluB auf die Vergleichsspannung kann keine
generelle Aussage gemacht werden. Es entstehen neben einer ellipsoid-
dhnlichen Form fiir dasselbe Fiillvolumen noch weitere optimale Formen,
bei denen die Meridianlinie in irgendeiner Weise zusédtzlich gekriimmt ist.
Mit Erhodhung der Zahl der Torusschalenstiicke, mit denen die Schalen-
kontur hier angenzhert wird, wichst auch die Zahl der lokalen Optima bei
vorgegebenem Fiillvolumen an. Bei Vorgabe des Volumens und der
wichtigsten kennzeichnenden GroBen (Schalendicke t, Elastizitatsmodul E,
Querkontraktionszahl v, Radius des Schalenrandes R, Randbedingungen)
laBt sich eine gute, aber nicht sicher die beste Schalenform finden, indem
zundchst mit kleiner Dicke eine optimale Form bestimmt und diese dann
als Startpunkt fiir die Optimierung mit der vorgegebenen Dicke verwendet
wird.

Eine andere, rechenzeitsparende Vorgehensweise ist, zundchst mit einer
kleinen Zahl von Torusschalenstiicken (z.B. 2) zu beginnen. Ist dann ein
Optimum gefunden, so wird die Zahl der Torusstiicke um 1 erhdht und
damit der Torus mit der lingsten Meridianlinge in zwei Tori aufgeteilt.
Mit jeder Unterteilung der Schale in noch mehr Torusstiicke erhdlt man
eine immer bessere Anndherung an die optimale Form. Gleichzeitig hat
man den Vorteil mit einem schnell gefundenen und guten Startpunkt die
ndchste Optimierung beginnen zu konnen.

Zu dem EinfluB der Querkraftverformung, die bei nicht diinnen Schalen an
Bedeutung gewinnt, auf die Optimierungsergebnisse sind nur wenige
Rechnungen durchgefiihrt worden. Einige Testrechnungen fiir groBere
Fiillvolumina als das Halbkugelvolumen ergaben, daf3 optimale Formen fiir
sehr diinne Sch len auch dann noch sehr gut sind, wenn zum Vergleich
bei gleicher Meridianlinienform die Schalendicke groB gewihlt wird. Ein

anschlieBender erneuter Optimierungslauf ergab keine deutlich sichtbare
Verdnderung der Form.
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6.2 Zahlenwerte, Bezeichnungsweise

Sofern nichts anderes angegeben wird, wurden nachfolgende Ergebnisse
mit den Werten

v.= 03, , (5.1

t

t _
R ° 0.01 (5.2)

ermittelt. Der Druck p und der Elastizititsmodul werden so vorge-
schrieben, daB sich die Vergleichsspannung o, und der kritische Druck p,
wie oben beschrieben normiert errechnen. Der Druck wird so vorgegeben,
daB sich die bezogene Normalspannung 355 in einer Kugelschale zu 1
ergibt

p = 2t = 0.02, (5.3)

und der Elastizitdtsmodul so, daB die Eigenwerte den kritischen Druck
bezogen auf denjenigen einer unendlich langen Zylinderschale (BZyl = 1)

angeben
6 (1 - v°) s
E = ——gz"— p = 54610 . (5.4

Beziiglich der normierten Spannungen ist anzumerken, daB die normierte
Vergleichsspannung in einer Zylinderschale mit dem Radius R mindestens
¥3 und in einer Kugelschale mit gleichem Radius mindestens ¥2 betrigt.
Alle Werte sind durch die Beziige einheitslos. Die in den Matrizen ent-
haltenen Zahlenwerte haben keine extremen GrofBenordnungen, bewirken
also keine numerischen Probleme.

6.3 Darstellung ausgewédhlter Ergebnisse

Auf den folgenden Seiten werden einige optimale Schalenformen vor-
gestellt und dazu der SchnittgroBenverlauf bei einer Belastung durch
Innendruck angegeben. Das jeweilige Bild mit der Schalenform zeigt als
gepunktete Linie die normierte ausgelenkte Form (linearelastisches Verhalten).
Das jeweils zugehorige zweite Bild zeigt die Normalkraft- und Biege-
momentenverldufe, sowie den daraus ermittelten Vergleichsspannungs-
verlauf; dieses gibt auch das Maximum des Vergleichsspannungsverlaufes,
den bestimmten kritischen Druck und den daraus ermittelten Wert der
Zielfunktion an.
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Zu jedem Volumen werden zwei optimale Schalenformen angegeben. An
dem ersten Beispiel soll gleichzeitig die Darstellung erldutert werden. Bei
Forderung eines (bezogenen) Volumens von 0.4 erhdlt man unter anderem
die von Bild 6.3 gezeigte, optimale Schalenform. Die Parameter, die die
Schalenform festlegen, sind rechts oben im Zeichenfeld angegeben.

Schalenfgreparamstenr:

A = $.344E+00 A3 =-1.943E+00
As = 1.304E+00 A4 =-6.0889E-01
As = 1.45BE+00 V = 4.000E-0%

Bild 6.3: Darstellung einer optimalen Schalenform

Die Strichpunktlinie am linken Zeichenfeldrand ist die Symmetrieachse der
Rotationsschale. Wie im Maschinenbau iiblich wird nur eine Hilfte der
Schnittfliche gezeichnet; die rdumliche Schalenform entsteht durch
Rotation des Bildes um die Symmetrieachse. Von der Schale werden die
duBere und die innere Oberfliche als sichtbare Kante (Schnitt) gezeigt.
Das gilt auch fiir denjenigen Teil des AnschluBzylinders, der in die
Berechnung einbezogen wird; der eventuell weitere Teil des AnschluB-
zylinders wird gestrichelt gezeichnet. Die jeweilige Zeichnung wird so
vergroBert, daB sie in maximaler GroBe innerhalb des Zeichenfeldes
dargestellt werden kann. Durch den Bezug (Normierung) aller geometrischen
GroBen auf den mittleren Radius der Zylinderschale ist dieser Radius
selbst nach dem Bezug gleich 1. Die gestrichelte Linie am Oberrand der
Zylinderschale ist die Bezugslinie fiir die Bestimmung des Fiillvolumens
der Schale. Das Volumen oberhalb dieser Linie (Fldche) ist positiv. Ein
interessantes Ergebnis ist auch die Verschiebung, die die Schale unter
Innendruck erfahrt.

In allen weiteren Bildern fiir die Schalenform wird die verschobene Schalen-
meridianlinie qi'- litativ als gepunktete Linie angegeben, wobei eine Belastung
durch Innendruck vorausgesetzt wird. Gepunktete Verbindungen zwischen
der unverformten und der verformten Schalenmeridianlinie kennzeichnen
die Lage der Knotenpunkte, die fiir die FE-Rechnung gew#hlt wurden.
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Bild 6.4 zeigt dieselbe Schalenform wie Bild 6.3, aber jetzt mit Angabe

des qualitativen Verschiebungsverlaufes. Die ermittelten SchnittgroBen-

e, Schalenformperameter:
\\
i A = §.314E+00 \p =-1.943E+00
N = 1.304E+00 A4 =-6.098E-01
As = 1,458E+00 V = 4.000E-0%
rd
o
g
F]
4]
!
i T —
’.4 ,.r_:; P \.w._
o X
kY ] /«"g i
11

Bild 6.4: Optimale Schalenform und die Verschiebungen unter Innendruck

verldufe und der daraus nach der Gestaltdnderungsarbeithypothese

Bild 6.5 qualitativ
graphisch dargestellt. Mit Hilfe der rechts unten angegebenen Verlaufs-

errechnete Vergleichsspannungsverlauf werden in

extrema lassen sich einzelne Werte auch zahlenwertmé@Big angeben. Bei
der Angabe der SchnittgroBenverldaufe sind die SchnittgroBen fiir die
Meridianrichtung durchgezogen und diejenigen fiir die Umfangsrichtung

:—“ Schalenformparameter:
At = 1.344E+00 Xg =-1.943E+400
A = 1.304E+400 A, =-6.088E-04
/ A = 1.458E+400 Y = 4,000E-04
Ao man | , Versleichsspannung:  4.414E+01
g \]:I | | | l M |/ \/l/ Kritischer Druck,.: -1.043E+02
Zielfunktionswert.: 4.232E-0%
Wy —
" 44 P
A .
X ] ’ I 7 3
Extremwarte dar Schnittgrifen:
Oy — Grége | Minimum Max imum
N | -1.441€E-02 1.312E-02
Ny | -2.348E-02 7.143E-02
M | -7.462E-04 7 .8689E-04
My | -2.414E-04 | 2.4389E-04
Ov 2.093E~04 4.382E+01
. >t

Bild 6.5: SchnittgroBenverldufe
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gepunktet angegeben. Die Verldufe sind dabei iiber den Parameter t auf-
getragen, der vom Schnittpunkt der Schalenmeridianlinie mit der Symmetrie~
achse entlang der Meridianlinie bis zum unteren Rand des durchgezogenen
gezeichneten Zylinders lauft. An diesem Rand ist die Zylinderschale radial
verschieblich eingespannt. Zur Vereinfachung der Zuordnung eines Knoten-
punktes auf der Meridianlinie zu der entsprechenden Stelle im Schnitt-
groBenverlauf sind zum einen auch in den SchnittgroBenverldufen die

Schalenformparameter:

As = 3.0326400 Ap =-2.G49E-01
As = 1.269E400 A4 =-1.455E400
As = 3.270E-01 V = 4.000E-01

Bild 6.6: Optimale Schalenform

Ne— Schalenformparametenr:

Np—

As = 3.032E+0Q0 )2 =-2.6548E-01
As = 1.269E+00 )4 =—1.435E+00
As = 3.270E-01 V = 4,000E-0%

vergleichssponnung: 9.163E+04
Kritischer Druck..: 2.583E+02
Zielfunktionswert.: 3.547E-01

Myy—

Extremwerte der Schnittgrosen:
Ov— Gr8B8s | Minimum Maximum

N | -7.499E-03 | 2.150E-02
Ny | -6.473E-02 | B6.653E-02
Mo | -1.702E-03 | 1.673E-03
My | -5.090E-04 | 5.438E-04
Ov §.688E~01 | 9. 134E+01

v te ¢

Bild 6.7: SchnittgroBenverldufe
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Knotenpunkte durch vertikale Linien gekennzeichnet und zum anderen
sowohl im Meridianlinienverlauf als auch in den SchnittgréoBenverldaufen
jeder zehnte Knoten gesondert markiert.

Die in den Bildern 6.4 und 6.5 dargestellte Schalenform hilt zwar die
geometrischen Restriktionen ein, ist aber nicht oder nicht ohne weiteres
herstellbar. Die Bilder 6.6 und 6.7 zeigen eine weitere optimale Form fiir
eine Schale, die dasselbe Fiillvolumen hat. Auch diese ist aber nicht ohne
weiteres herstellbar und daher praktisch unbrauchbar.

Schalenformparameten:

A1 = 1.B41EY00 X2 = 7.242E-02
As = 3.164E-02 A« = B.26G6E-04
As = 4.767E400 V = 2,080E+00

Bild 6.8: Optimale Schalenform

:':: ///" Schalentormperameter:
/ At = §.844E+00 Ae = 7,212E-02
N A As = 3.164E-02 M\ = 8.266E-014
As = §.7B7E+00 V = 2,080E+00

. -y

Yergleichsspannung: 2.24BE+00
ﬂ Kritischer Druck..: -3,425E+01
¢ Zielfunktionswert.: 6.558E-02

My ———
Extremwerte der Schnittgrosen:

Qy— 6rbce I Minimum Max imum

Nx 4.676E-03 | 4.022E-02
Ny 4.895€-03 | 2.076E-02
W | -2.018E-05 | 2.3BOE-05
M, | -6.082E-06 | 7.262€-06
Ov 5.002E-01 | 2.208E+00

Bild 6.9: SchnittgroBenverldufe
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Bislang sind fiir das Volumen V=0.4 noch keine praktisch brauchbaren,
optimale Schalenformen gefunden worden.

Die Bilder 6.8 und 6.9 und die Bilder 6.10 und 6.11 zeigen optimale Schalen-
formen fiir ein Fiillvolumen, das etwas kleiner als das einer Halbkugel-
schale ist. Hier ist die in dem Bild 6.8 angegebene Schale praktisch
brauchbar, die in Bild 6.10 dargestellte aber nicht. Fiir die praktisch brauch-
bare Schale findet man hier den kleineren Zielfunktionswert.

Schalenformporameter:

Ay = 2.003E+00 Ag = 1.2B8E-04
Ay = 1.437E+00 A4 =-1.214E+00
As = 2.04GE+00 V = 2,080E+00

Bild 6.10: Optimale Schalenform

:: /( Schalenforaparameter:

/ Ay = 2.003E+00 Az = 1.295E-01%1

y Ay = 1.437E4+00 A¢ =-1.214E+00

/, s = 2.0{6E+00 VY = 2,080E+00

T Vergleichsspannung: 7.B99E+00

111 o Kritischer Druck..: -7.867E+01

\ § ' " t  Zielfunktionswert.: 1.004E-04
*—.
w—

Extremwerte der Schnittgrdsen:
Grd8a | Minimum Maximum

N | -1.007€E-03 | 1.188E-02
Ny | ~4.834E-03 | 1.888E-02
M | -9.485E-09 | 1.327E-04
M | -2.883E-05 | 3.933E-05
O 5.356E-01 | 7.642E+00

Bild 6.11: SchnittgroBenverldufe



- 85 -

Die néchsten vier Bilder (6.12 bis 6.15) zeigen zwei optimale Schalenformen,
die etwas mehr als das dreifache Fiillvolumen einer Halbkugelschale
haben. Beide sind bedingt praktisch brauchbar, da sie nicht mit geringem
Aufwand hergestellt werden konnen. Eine Auswahl zwischen ihnen ist
anhand irgendwelcher weiterer, zum Beispiel rdumlicher Beschrinkungen
moglich.

Schalenformparamoter:

Ny = 3.54BE+00 )Nz =-1.83%E-01
A3 = 3.40BE-01 Xy = 3.497E-01
As = 1.908E+00 V = 7.000E+00

Bild 6.12: Optimale Schalenform

Ng— T‘ Schalenforoparameter:

A = 3.548E+00 A =-1.835E-01
As = 3.40BE-01 A\¢ = 3.487E-01
Ag = 1.308E+00 V = 7.000E+00

ﬂ Vergleichsspannung: 2.4B1E+00
Kritischer Druck..: -2.679E+03
2jelfunktionswert.: 8.487E-02

Extremwerts der SchnittgréGen:
Oy— 6rige | Minimum Maximum

N 3.414E-03 | 4.000E-02
Ny §.270E-03 | 1.8978E-02
M | -3.264E-05 | 3.548E-05
M, | -9.804E-08 1.066E-05
Oy 1.246E+00 | 2.4B1E+00

Bild 6.13: SchnittgréBenverldufe



Schalenformparamater:
Ay = 1.068E+00 N = 1.060E+00

As = 8.341E-01 A = 3.851E-01
M = B.0S7E-01 V = 7.000E+00

Bild 6.14: Optimale Schalenform

N ™ Schalenformparameter:
Ne— W\ As = 1.06BE+00 )3 = 1.060E400
- pd \T s = B.341E-01 X4 = 3.BS1E-01
/—"‘ Xs = 5.057€-01 V = 7.000E+00
7
verglelichsspannung: 4.448E+00
f/ Kritischer Druck..: —3.843E+00
t Zieltfunktionswert.: 1.158E+00
*.—
My —

Extremwerte der Schnittgrosen:
Cv— 6roge | Miniaum I Maximun

N: | 1.000E-02 | 1.888E-02
N | 3.084E-03 | 2.850E-02
M | -5.629E-05 | 5.988E-05
My | ~1.684E-05 | 1.801E-0B
or | 1.984E400 | 4.3188+00

Bild 6.15: SchnittgréfBenverlidufe

Die letzten vier Bilder (6.16 bis 6.19) beziehen sich auf Schalen mit etwa
dem achtfachen Fiillvolumen einer Halbkugelschale. Gegeniiber den Bildern
6.12 bis 6.15 ist ihre Form nicht wesentlich gedndert. Die dortigen Aussagen
gelten hier entsprechend.

Die gezeigten optimalen Schalenformen stellen nur eine kleine Auswahl
dar. Weitere o cimale Formen lassen sich dadurch finden, daB man fiir ein
bestimmtes Fiillvolumen der Schale verschiedene Formen als Startpunkt
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im Parameterraum wahlit. Gerade bei Schalen mit kleinem Fiillvolumen
lassen sich so vielleicht auch optimale Formen finden, die eine praktisch
interessante Losung darstellen. Fordert man mit der Zielfunktion hingegen
nur, daB die groBte in der Schale auftretende Vergleichsspannung ein
Minium annimmt, so ergeben sich die Kriimmungen der optimalen Schalen-
meridianlinie geringer als bei Hinzunahme des Beuldruckes. Die so
gefundenen optimalen Schalenformen fiir kleine positive oder sogar negative
Fiillvolumina lassen sich h&dufig auch praktisch anwenden.

Schalenforsperamrater:

Ay = 3.543E400 Ag =—1.404E-01
A3 = 4.182E-01 A¢ = 3.976E-01
Ag = {.188E+00 V = {.700E+01

- -

Bild 6.16: Optimale Schalenform

Ne— T Schalenformparameter:
N— T

At = 3.513E400 A3 =~1.404E-01
/ A\s = 4.182E-01 X4 = 3.97BE-0%
Y s = 1.165E+00 V = §,.700E+01

vergleichsspannung: §,362E+00
Kritischer Druck..: -8.150E+00
Zielfunktionswert.: 5.860E-04

Mg—
My =

Extremwerts der Schnittgrogen:
Gv— 6rdfe | Minimum Maximum

Nx | 4.888E-03| 1.000E-02
Ny | 8.408E-03 | 4.983E-02
Mx | -6.184E-05 | ©O.BBGE-0S
Mp | —2.458E-08 | 2.668E-05
ov | 2.654E+00 | 5,327E+00

Bild 6.17: SchnittgroBenverlédufe



Schalenforsperamater:

M = 1.08BE+00 )2 = 1.128E+30
Ay ~ B.883E-01 \¢ = 3.880E-01
As = 6.510E-01 V = 1.700E+01

Bild 6.18: Optimale Schalenform

Ny— Schalenformparansater:
* N M = 1.085E400 e = 1.128E+00
A/’\ \T As = @.883E-01 A4 = 3.590E-01

R Ns = 8.610E-04 V = {,700E+0¢

" vergleichsapannung: 5.772E+00
Kritischer Druck..: -7.38GE+00
Zielfunktionswert.: 7.BO4E-0%

Extrenwerte der Schnittgrdsen:
Oy— 6rd8e | Minimum l Maxinuh

N | 1.000E-02 | 2.17ae-02
Ny | 5.8708-03 | 3.300E-02
M | -7.880E~03 | B.382E-05
M | -2.248E-05 | 2.813E-05
o | 2.4158+00 | 5.631E+00

Bild 6.19: SchnittgréfBenverliufe

Die vorgestellten optimalen Schalenformen stellen nur eine Auswahl aus
der Vielzahl der ermittelten Formen dar. Ziel sollte sein, einen ersten
Eindruck zu vermitteln und vielleicht Ansdtze fiir weitere Arbeiten zu
diesem Aufgabenbereich zu liefern. Eine Optimierung in der vorgestellten
Weise erfordert einen erheblichen Rechenaufwand, diirfte aber auf lange
Sicht eher zu .wveiteren Verbesserungen beitragen als eine empirische
Optimierung, die sich nur auf Experimente stiitzt.
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7 Zusammenfassung und Ausblick
7.1 Zusammenfassung

Aufbauend auf einer Schalentheorie fiir schubweiche Schalen von Basar [2]
wurde ein Finite-Element-Verfahren entwickelt, das es gestattet, sowohl
die Verformungen als auch die SchnittgroBenverlaufe und die kritischen
Lasten (als Losung des nichtlinearen Eigenwertproblems) allgemeiner
Rotationsschalen zu ermitteln. Es wurden lineare Verschiebungsansitze
gewidhlt und die kritischen Driicke als klassische Verzweigungslasten fiir
die schubweiche Schale ermittelt.

Die Rotationschale konstanter Dicke wurde aus Torusschalenstiicken
zusammengesetzt. Damit wurde eine weitgehende Nachbildung beliebiger
Schalenkonturen (Meridianlinien) moglich. Die geometrischen Restriktionen
ergaben sich nicht in Form eines Systems von Ungleichungen, sondern als
logische (Boolesche) Funktion.

Es wurde ein spezielles Optimierungsverfahren, basierend auf dem
optimalen Gradientenverfahren und der quadratischen Optimierung,
entwickelt, das eine Konvergenzbeschleunigung enthdlt und Restriktionen
beachten kann, die in oben genannter Form vorliegen.

Nach Definition einer Zielfunktion, die gleichzeitig die groBte in der
Rotationsschale auftretende Vergleichsspannung moglichst klein und den
kritischen Druck moglichst grol fordert, wurden fiir verschiedene Fiill-
volumina optimale Schalenformen ermittelt. Einige ausgewé&hlte Schalen-
formen wurden dargestellt und die Ergebnisse diskutiert. Bei Vorliegen
mehrerer optimaler Schalenformen fiir dasselbe Fiillvolumen muB anhand
des Zielfunktionswertes und weiterer zu definierender Kriterien die fiir
den jeweiligen Anwendungsfall beste Form ausgewdhlt werden; einige
mogliche Kriterien fiir diese zusdtzliche, abschlieBende Auswahl wurden
genannt.

7.2 Ausblick

Der vorliegenden Arbeit liegen einige Annahmen zugrunde, die den
Aufwand bei der Berechnung verringern. Dazu gehoren Annahmen iiber die
Werkstoffeigenschaften und das Beulverhalten der Schale. Gerade im
Hinblick auf die zunehmende Anwendung von Verbundwerkstoffen ist eine
Ausdehnung der Untersuchungen auf orthotrope oder anisotrope
Werkstoffe von groBem Interesse. Eine wesentliche Steigerung der Qualitdt
der Ergebnisse ist mit einer Verfeinerung des Netzes und der
Verschiebungsansdtze moglich; gleichzeitig erhoht sich allerdings erheblich
der Rechenaufwand. Besonderes Interesse verdient die Stabilitdts-
analyse. Die kritischen Lasten sind nicht als Verzweigungslasten zu
bestimmen, sondern als Losung des nichtlinearen Eigenwertproblems.
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AuBerdem ist zu bemerken, daB die vollstdndigen Gleichungen sich nicht
xﬁehr nach Umfangswellenzahl und Meridianwellenzahl entkoppeln lassen
und daher fiir die Ermittlung der kritischen Lasten der vollstédndige
Verschiebungsansatz mitzunehmen ist. Fiir diese Berechnungen sind sehr
leistungsfahige [Rechenanlagen erforderlich; ihre Bereitstellung bleibt
abzuwar;ten..

Auf dem Gebiet der Optimierungsverfahren ist eine sténdige Entwicklung
zu erkennen. Die Auswahl des giinstigsten Verfahrens (fiir die jeweilige
Aufgabenstellung bleibt weiterhin eine Aufgabe des Anwenders. Inter-

......

essant bei der .Gestaltsoptimierung an Schalen wdre “be,iﬁgiel_sv\qe‘ise noch
die gleichzeitige Verénderung von Meridianlinienverlauf und Schalendicke;
die Betrachtungen konnen auch auf dynamische oder thermische Belastungen
ausgeweitet werden. Die Grundlage fiir solche Berechnungen ist schon
vorhanden; Einschrinkungen diirften vorwiegend durch die vorhandene
Rechenkapazitdt gegeben sein. Mit einer Vergroflerung der zu bearbeitenden
Datenmengen steigt auch der numerische Fehler; um dieses Problem zu
losen, miissen spezielle Losungsverfahren entwickelt und die Genauigkeit
der Bechen@ﬁlqgen gesteigert werden.

Ohne nennenswerten Mehraufwand lassen sich zusétzlich, falls gewiinscht,
Imperfektionen in der Form von Vorspannungen oder Vorverzerryngen im
Urzustand berﬁcksic,b,t,igen. Solche Imperfektionen ergeben sich hadufig
zwangsldufig bei der Herstellung der Schale und lassen sich nicht immer
gev‘nz-y',‘l loka};isjerep. Eine interessante Aufgabe konnte sein, den EinfluB von
Iniperfek_t,io;xtlen' in die Zielfunktion mit einflieBen zu lassen, also eine
Sc.}')a.‘le_nfq'rn?‘ zu suchen, die einerseits hohe Belastungen zuldBt wund
andererseits nicht zu sensibel auf Herstellungsfehler rgagigrt.

Die in der Praxis auftretenden Probleme bei der Anwendung von Schalen
wercjél; iah!re(i_che weitere Fragestellungen liefern. Fiir ihre zufrieden-
stellende Beantwortung wird sicher noch einige Zeit notig sein.
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