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Zusammenfassung

Ausgehend von der Annahme einer modifizierten Normalenhypothese in den
kinematischen Beziehungen des Schalenraumes wird unter der Voraussetzung
inkompressibler, hyperelastischer Werkstoffe die Verformungsenergiedichte-
funktion in Lagrangescher Formulierung aufgestellt. Deren Abschatzung mit
Hilfe eines auf die Schalendicke bezogenen Kleinheitsparameters ergibt
eine erste Approximation der Verformungsenergiedichte flir groBe elastische
Dehnungen. Das daraus in Verbindung mit dem Potential der Lasten resul-
tierende Variationsproblem wird in eine Finite-Elemente-Formulierung als
mogliches direktes Losungsverfahren iberfiihrt. Das dreieckformige 54-Frei-
heitsgrade-Schalenelement nach [12, 18] kommt in einer speziell fiir
Vektorrechner entwickelten Version in Verbindung mit einer Weiterent-

wicklung des Finite-Elemente-Programmsystems MESY [11, 58] zur Anwendung.

Zusdtzlich werden auf der Grundlage eines Klassifikationsschemas fiir die
GroBenordnungen der Dehnungen und Rotationen verschiedene Approximations-
stufen der Schalentheorie hergeleitet und die Parallelen zur "klassischen"
Theorie diinner elastischer Schalen mit kleinen Dehnungen dargelegt. Ein
neuer Ansatz fiir die erforderlichen Abschadtzungen reduziert hierbei den
Arbeitsaufwand zur Herleitung erheblich.

An Hand mehrerer Berechnungsbeispiele lassen sich verschiedene Theorie-
varianten in ihrem Losungsverhalten vergleichen. Dazu werden neben be-

kannten auch neue noch unveroffentlichte Beispiele vorgestellt.

Die Berechnungen wurden auf einem Vektorrechner ausgefiihrt. Zu diesem
Zweck wurde ein neues Konzept zur Vektorisierung auf Elementebene ent-
wickelt, das in dieser Arbeit erstmals vorgestellt wird.
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1. EINLEITUNG

Die Entwicklung der modernen Schalentheorien wurde durch die grundlegenden
Arbeiten von [21, 23 u. 24] wesentlich beeinfluBt. Die kinematischen Hypo-
thesen, die zu den auf diesen Arbeiten aufbauenden Schalentheorien ge-
horen, sind allgemein als Kirchhoff-Love-Hypothese bekannt. Sie schlieft
die transversale Schubverformung Vo3 2US und setzt kleine Dehnungen
voraus, sodaB geometrisch nichtlineare Schalentheorien zundchst nur fiir
groBe Rotationen in Verbindung mit kleinen Dehnungen entwickelt wurden.
Die Anforderungen aus der Luft- und Raumfahrt sowie die Erfordernisse bei
der Auslegung groBer Schalenstrukturen (z.B. Kiihltiirme) im Bauingenieur-
wesen haben diesen Trend gefordert. Der Entwicklungsstand dieser Schalen-
theorien ist in [2, 3-5, 18, 34, 40, 42, 45, 50-52, 53, 55, 56, 57, 62-67,
74, 75] sowie vielen anderen Publikationen eindrucksvoll dokumentiert und
hat in den letzten Jahren einen gewissen AbschluB erreicht.

Somit tritt erst in jlingerer Zeit das Problem grofSer Dehnungen in Schalen-
tragwerken in den Vordergrund des Interesses, wobei sich die Forschungen
hauptsadchlich auf Schalen aus hyperelastischen inkompressiblen Materialien
konzentrieren (6, 9, 10, 19, 20, 28-31, 35, 59-61, 68, 69-72]. Wahrend in
den genannten Arbeiten meist von einer modifizierten Normalenhypothese
ausgegangen wird, befaBt sich [36] mit einer schubweichen Schalentheorie
fiir grofie Dehnungen auf der Basis des Cosserat Continuums.

Bisher ist jedoch kein Berechnungsprogramm mit beliebig geformten Schalen-
elementen fiir groBe Dehnungen entwickelt bzw. vorgestellt worden, das auf
einer Schalentheorie fiir grofe Dehnungen beruht.

Die in [49] fir kleine Dehnungen entwickelte Vorgehensweise, die sich als
sehr erfolgreich erwiesen hat, gestattet es, bei entsprechender Verallge-
meinerung ausgehend von der Formulierung der Verformungsenergiedichte in
Lagrangescher Darstellung eine Schalentheorie fiir grofe Dehnungen zu ent-
wickeln, die sich eng an den Formelapparat der Kirchhoff-Love-Schalentheo-
rien anlehnt. Sie kann daher unter Ausnutzung bisheriger Erfahrungen
leicht programmiert werden. Diese Schalentheorie ist insbesondere durch
die Verwendung einer modifizierten Normalenhypothese gepragt, die nur die
transversale Schubdehnung Ea3 im gesamten Schalenraum ausschlieBt, jedoch
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die Dickendnderung oder eine Querschnittsverwdlbung nicht behindert. Die
bisher gebrauchlichen kinematischen Hypothesen verhindern dagegen sowohl
bei schubsteifen als auch bei schubweichen Schalentheorien eine Quer-
schnittsverwdlbung, die sich zum Beispiel aus der ortlichen Anderung der
Dickenanderung ergibt.

Im zweiten Kapitel werden die differentialgeometrischen Elemente der un-
verformten und der verformten Schale aufgestellt. AnschlieBend wird eine
verallgemeinerte Normalenhypothese eingefiihrt und diskutiert. Danach wird
die fiir gummiartige Materialien allgemein angenommene Inkompressibilitats-
bedingung vorgestellt.

Im nachfolgenden Abschnitt wird der Dehnungszustand im Schalenraum mit
Hilfe des Greenschen Dehnungstensors beschrieben. Durch eine Reihenent-
wicklung des Dehnungstensors ist es mdglich, den Dehnungszustand allein
durch Tensoren darzustellen, die auf der Schalenbezugsfldache definiert
sind. Dabei ergibt sich auch die Definition eines gegeniiber der "klassi-
schen" Kirchhoff-Love-Schalentheorie kleiner Dehnungen modifizierten
Kleinheitsparameters.

Im vierten Kapitel wird nach einem Uberblick ilber die "klassische"
Schalentheorie der modifizierte Kleinheitsparameter fiir die Schalentheorie
grofer Dehnungen diskutiert. AnschlieBend wird die Verformungsenergie-
dichte fiir Schalen mit groBen elastischen Dehnungen aufgestellt und mit
dem eingefiihrten Kleinheitsparameter zu einer ersten Approximation abge-
schatzt. Eine etwas grobere Abschatzung ergibt eine vereinfachte Approxi-
mation. Betrachtungen ilber weitere 2zuldssige Fehler, die innerhalb des
vorhandenen inneren Fehlers der Approximation der Verformungsenergiedichte
liegen, schlieBen sich an. Die erste und die zweite Variation der Verfor-
mungsenergiedichte wird als Grundlage fiir die noch folgende Finite-Ele-
mente-Formulierung aufgestellt.

Ausgehend von den im Rahmen des inneren Fehlers zulassigen Fehlern in den
Dehnungs-Verschiebungs-Beziehungen und von einem Klassifikationsschema fir
die GroBenordnungen der Dehnungen und Rotationen werden im fiinften Kapitel
vereinfachte kinematische Beziehungen aufgestellt.
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Das sechste Kapitel behandelt die Randbedingungen und die Lasten, wahernd
das siebte elastische Werkstoffgesetze zum Inhalt hat.

Die Programmierung der Schalentheorie als ein Finites Element auf einem
Vektorrechner wird im achten Kapitel vorgestellt. Dabei wird zundcht der
Zusammenhang zwischen der Variationsformulierung und der Methode der Fini-
ten Elemente kurz erlidutert. Nach der Einfihrung in die spezifischen
Eigenschaften eines Vektorrechners am Beispiel der Cyber 205 wird die
Realisierung der Elementroutine als einhochgradig vektorisiertes Programm
besprochen. Untersuchungen iiber die Effizienz des vorgestellten Konzepts
zur Vektorisierung auf Elementebene bilden den AbschluB dieses Kapitels.

Eine Anzahl eindrucksvoller Beispiele, teils aus der Literatur bekannt,
teils bisher unverdffentlicht, bilden als neuntes Kapitel den AbschluB der
Arbeit. Anhand dieser Beispiele wird die Leistungsfdhigkeit der hergelei-
teten Schalentheorie groBer Dehnungen und ihrer vereinfachten Variante
demonstriert und ihre Entwicklung durch Vergleiche mit den Resultaten aus
Berechhungen mit einer Kirchhoff-Love-Schalentheorie fiir groe Rotationen
gerechtfertigt.

Im Anhang werden diejenigen Zwischenrechnungen und Beweise, die fiir die
Nachvollziehbarkeit der theoretischen Herleitungen zwar wichtig aber fiir
das allgemeine Verstdndnis entbehrlich sind zusammengefaB3t. Im Hauptteil
wird bei Bedarf auf die entsprechenden Teile des Anhangs verwiesen. Dabei
sind die Kapitel des Anhangs und des Hauptteils in der Regel einander
direkt zugeordnet.

Besondere Beachtung verdienen dennoch wegen ihrer Bedeutung der Beweis
zur Existenz des Verschiebungsfeldes (A2.4) und der Beweis zur Abschatzung
der hoheren Ableitungen des Dehnungstensors in Normalenrichtung. Diese Be-
weise wurden im Anhang untergebracht, weil aus schalentheoretischer Sicht
nur die Ergebnisse interessieren und die umfangreichen Herleitungen zu
weit von der eigentlichen Entwicklung der Schalentheorie grofier Dehnungen
wegfiihren.
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2. DIFFERENTIALGEOMETRISCHE ELEMENTE DER SCHALE

Nach der Betrachtung der Differentialgeometrie der unverformten Schale
werden die differentialgeometrischen Elemente der verformten Schale her-
geleitet. Es folgen die Einfilhrung einer verallgemeinerten Normalenhypo-
these und der fiir grofle elastische Dehnungen allgemein angenommenen Inkom-
pressibilitatsbedingung.

Die Differentialgeometrie des Schalenraums wird unter anderem in [2, 17,
22 u. 49] beschrieben.

Vektoren sind im folgenden im Gegensatz zu skalaren GroBen fett ge-
schrieben. Die Einsteinsche Summationskonvention wird angewandt. Grie-
chische Indizes nehmen dabei die Werte 1 und 2 an, lateinische Indizes
durchlaufen 1, 2 und 3. ’

Die fir das Verstandnis der Arbeit erforderlichen Definitionen aus der
Tensorrechnung sind im Anhang 1 zusammengefafBt.

2.1 Die Differentialgeometrie der unverformten Schale

Der Schalenraum wird durch die krummlinigen Koordinaten 91 und 92 parallel

zur Schalenmittelflache und durch die Koordinate 93 = E normal zur Mittel-
flache aufgespannt.

unverformte Lage

BRild 2.1



Dabei bezeichnet

p = p(6*,£) = r(8®) + g n(e®) (2.1.1)
den Ortsvektor zu einem beliebigen Punkt im Schalenraum, wdhrend r den
dazugehdrigen Punkt auf der Mittelflidche angibt. n stellt den Normalen-
vektor auf der Mittelfldche dar (Bild 2.1). Der Definitionsbereich fiir £

ist durch das Intervall

h
5 (2.1.2)

{
N
A

™
A

gegeben, in dem h filir die Schalendicke steht.

Die den Schalenkoordinaten 6% und 6°

erhalten wir aus den partiellen Ableitungen des Ortsvektors p:

= g zugeordneten Basisvektoren 9;

P, =r, +§n, ,
o o o @ (2.1.3)

(o]
il

g3=p:3=n .
Hierin und im folgenden Text bedeuten

(...),a=¥ und (...),3=a—‘éé—°’ i (2.1.4)
006

Die Basisvektoren auf der Mittelfldche werden durch

a =r,

bezeichnet. Der Normalenvektor n ergibt sich aus der Beziehung

a1 X a2
n=ml- . (2.1.5)
1

Die den Basisvektoren zugeordneten Komponenten des Metriktensors erhalten

wir aus den Skalarprodukten

98~ %% ¢+ Fa3" %937 93,70 0 I33= 93791
(2.1.6)



aa8= aa~aB , 8,3=ar n=a;= o , azy= P*n = 1 .

Zu den Komponenten der '"ebenen" Metriktensoren werden noch die Deter-

minanten

g = Det(gaB) = |g1 X 92|2 sowie a =Det(aa ) = Ia1 X a2|2 (2.1.7)

B

definiert.

Die Komponenten bu des Krimmmungstensors der Mittelflache ergeben sich

8
aus den partiellen Ableitungen der Basisvektoren zu

b_=Db =a,8-n=aa'm-n=-n,a-aﬁ=—n (2.1.8)

af Ba ] 'B.aa ¢

Analog dazu berechnen wir die Kriimmungstensorkomponenten huB der =zur
Mittelfldche parallelen Fldchen g=const.:

hGB = huB(E) = hBa = g3‘gd.,B = g3.gB,a =- 93'8'9(! =- 93,c'gB . (2.1.9)

Es gilt dann

(2.1.10)

b =~ 7%s.3

d.h., haB beschreibt die Anderung der Metriktensorkomponenten iber die

Schalendicke. Weiteres Differenzieren ergibt nach einigen Umformungen
(A2.1.6) die Beziehung

_ X 2
g, =a —2ba85+babl £ . (2.1.11)

aB aB B

Fir die Integration iber den Schalenraum wird das Volumenelement Qv
benotigt, das wir aus der Gleichung

1 1

v = (g, x g,)+n do ae% dc = Jap de' de a (2.1.12)

2

A 1 1.2, .2 A b 2 ,
u=1-bxg+(b1b2-b2b1)£ -1-bl§‘+35 (2.1.13)



bestimmen, wobei b fiir
b = Det(baB) (2.1.14)
steht.

Um die kovarianten Ableitungen auf der Mittelfl&dche berechnen zu kodnnen,

A
va'B va,B T af Vl !
(2.1.15)
o a o A
v |B v B +7T 2B v,
werden die Christoffelsymbole zu
A A __Av
rus = a ah,B =-a a (2.1.16)

' (2.1.17)

sodaB wir auch die Ableitung eines Tensors E im Schalenraum bei E=0 zu

P50 i s
E, = (Eij g © gIJ),k = Eij;k g & gJ
. . (2.1.17)
m m 1
= By = iy By = T Eip) @ @ g

bestimmen kdnnen (vergl. A1.20 - A1.22).

2.2 Die Differentialgeometrie der verformten Schale

Alle GroBen, die sich auf den verformten Zustand beziehen, werden durch
einen oberen Querstrich gekennzeichnet. Hierdurch ist es méglich, sie von
den entsprechenden GroBen in der unverformten Lage zu unterscheiden.

Zundchst betrachten wir den verformten Schalenraum ohne zus&dtzliche kine-
matische Hypothesen. Sie werden erst im nachsten Abschnitt behandelt.
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Durch ein Verschiebungsfeld u(6®,E) wird jeder Punkt der unverformten
Schale mit dem Ortsvektor p in die verformte Lage mit dem Ortsvektor p
Uberfilhrt. Das Verschiebungsfeld der Referenzflache, der Flache, die in
der unverformten Lage die Mittelfldche ist, soll mit v(e®) = u(e°,§=0) be-
zeichnet werden. Es gilt also

P=p+u (2.2.1),
im Schalenraum und
r=r+v (2.2.1)2

auf der Referenzfldche.

N
/AN ~
VAR N
VAN
u 44 TR
g . N N
/ ~ = ?_‘ 92 N
It N
9?=§ /4\\\ < ',/ 91 ///
’ ’,’
~_ 1/
P
~ 3 p
€2
unverformte Lage verformte Lage
€
Bild 2.2

Die Basisvektoren erhalten wir - wie in der unverformten Konfiguration -
aus den partiellen Ableitungen der Ortsvektoren:

+ u,
a a a

Q
I
Q

’ aa

]
[}
+
<

(2.2.2)

|
wl”
l

g3=n+u,3 =n-+au

'3[e=0 -
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Die Basisvektoren §3 und 53 sind im allgemeinen nun nicht mehr normal zu
g, bzw. a.,

9,93 +0 , ata; $0 ; (2.2.3)
ebenso ist der Betrag von §3 bzw. 53 nicht mehr gleich 1,

lasl # 1 3] #1 . (2.2.4)

Somit ist es erforderlich, die Basisvektoren 63 in der £ - Richtung deut-
lich von den Normalenvektoren n zu unterscheiden, die durch
_ g, xg
n(ea,g) = % (2.2.5)
(9 x g,
im Schalenraum und durch

o a, x a
Be®) = 1~ 2 (2.2.6)
|a; x a,]

auf der Referenzfldche gegeben sind.

Die Komponenten b ., des Krimmungstensors der verformten Bezugsfliche be-

of
tragen analog zu (2.1.8)
- - - ° _ o 0 o
buB = bBa =a, gh=3 ‘n=-n -a =-nga . (2.2.7)

Die Kriimmung der Fladchen £ = const., die in der unverformten Lage parallel
zur Mittelfl&dche verlaufen, betragen entsprechend

= h = ga'B.n = gB’a.n = - n'

haB 8o "gg = - D,g°g . (2.2.8)

[+ ] o

Die Komponenten aaﬁ und saﬁ des Metriktensoren in der verformten Konfi-

guration ergeben sich aus den Skalarprodukten zwischen den Basisvektoren

o8B o B’ aB B
gu3 = gu'g3 ’ aa3 = a(!‘a3 ’ (2.2.9)
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933 = 9393 und aj3 = az'a; .

Da wir (noch) keine Normalenhypothese eingefiihrt haben, sind §a3 und 5(;3

nicht null; ebenso sind 533 und a,. verschieden von eins.

33

Die Determinanten g und a sind durch

g = Det(gaB) und a= Det(aaa) (2.2.10)
gegeben. Die kovariante Ableitung auf der verformten Bezugsfldche wird
durch das Symbol || (statt |) von der kovarianten Ableitung auf der unver-
formten Bezugsflache unterschiecen,

=A

vﬁl'B = VG,B -T QB VA ’ (2.2.11)

wobei FtB fiir die Christoffelsymbole in der verformten Lage steht.

2.3 Die verallgemeinerte Normalenhypothese

Wie aus dem vorherigen Abschnitt ersichtlich ist, gibt es (zundchst)
keinen Grund, daB die Komponenten g " bzw. a . (2.2.9) des Metriktensors

aB
fiir die verformte Konfiguration zu null werden.

Flir Schalen mit nur kleinen Dehnungen ist es jedoch eine bekannte und be-
wiesene Tatsache, daB aaB und 'a'aBr,l die die Schubdeformation in der
E-Richtung angeben, um die Ordnung T kleiner sind als die Membran- und
Biegedehnungen und daher bei langwelligen Deformationsmustern ngherungs-
weise vernachldssigt werden diirfen [21, 23, 24, 35, 49, 51, 52]. h be-
zeichnet hierbei die Schalendicke und L die halbe Wellenldnge des Defor-
mationsmusters. Das Deformationsmuster gilt als langwellig, wenn % kleiner
oder ungefdhr gleich % ist. Die daraus resultierenden Schalentheorien
werden als Schalentheorien der ersten Approximation der Verformungsener-
giedichte bezeichnet. '

Die entsprechenden kinematischen Hypothesen sind in der Kirchhoff-Love-
Hypothese zusammengefaBt. Sie verlangt
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1. kleine Dehnungen, sodaB sich die Schalendicke durch die Verformung
nicht andert,

2. die Normalenvektoren n normal zur Schalenmittelflache vor der Ver-
formung gehen bei der Deformation in Normalen n normal zur verform-
ten Schalenmittelflache iiber, und

3. die Fasern in der Normalenrichtung, der g£-Richtung, bleiben auch
nach der Verformung der Schale geradlinig.

In eine Formel zusammengefaBt lautet die K-L-Hypothese
u(e®,g) = v(e®) + £ n(e%) (2.3.1)

Alle drei Bestandteile der Kirchhoff-Love-Hypothese vertragen sich nicht
mit der Annahme grofier Dehnungen. Einerseits andert sich beim Auftreten
grofer Dehnungen die Schalendiche deutlich. Damit liegt ein Widerspruch
mit der ersten Annahme der K-L-Hypothese vor.

Andererseits ist der Dehnungszustand der Schale nicht iberall gleich.
Daher ist auch die Dickendnderung oOrtlich unterschiedlich. Dort, wo sich
die Dickenanderung oOrtlich andert, haben die Normalen auf die Oberfliache,
auf die Mittelflache bzw. Bezugsflache und auf die "Unterflache" verschie-
dene Richtungen (siehe Bild 2.3). Dieses widerspricht der zweiten und der
dritten Forderung der K-L- Hypothese.

Bild 2.3: Zur Veranschaulichung der modifizierten Normalenhypothese.

Dennoch verwenden viele Autoren auch beim Auftreten groBer Dehnungen in
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der Schalentheorie Normalenhypothesen, da sich dadurch die kinematischen
Beziehungen wesentlich vereinfachen lassen. Diese Normalenhypothesen
missen im Vergleich zur Kirchhoff-Love-Hypothese so modifiziert sein, daB
sie zumindest die Dickendnderung der Schale zulassen [6, 9, 10, 28, 29,
30, 31, 35, 59, 60, 68, 691].

Alle Normalenhypothesen haben gemeinsam, daB mit 5«3 = 0 bzw. 5a3 = 0 ge-
rechnet wird. Wie wir spater (Kapitel 3) sehen werden, ist §a3 = 0 daqui-
valent zu Vo3 = 0, das heiBt, daB es keine transversale Schubverformung
gibt. Diese Annahme ist - wenn auch noch nicht exakt bewiesen - bei hin-
reichend langwelligen Deformationsmustern zuldssig.

Die zur Zeit allgemein iibliche modifizierte Normalenhypothese [s.o.] 1ldBt
sich durch die Formel

o
u(e®,g) = v(e*) + z(e%,g) n(e*) (2.3.2)
beschreiben. Diese Beziehung ergibt zwar auf der Referenzfldche

a3=ar-a;= o , (2.3.3)

ga3 =g 'g3 % 0 (2.3.4)

nicht exakt null. Zusdtzlich bleibt die Querschnittsverwdlbung behindert,
da sich die E-Koordinate zwar langen oder verkiirzen aber nicht kriimmen
kann. Die Folge ist, daB die Beschreibung der ortlichen Dickendnderung
problematisch bleibt.

In dieser Arbeit soll eine Normalenhypothese gewdhlt werden, die mur die
transversale Schubverformung ausschlieft, also lediglich

943 = 9,'93 =0 (2.3.5)

fordert. Hieraus folgt unmittelbar
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- o (s 1 -, O

g (6" ,£) = A5(e7,£) n(e",E) (2.3.6),
abgeklirzt

93 = A3 n , (2.3.6)2
wobei A, die Dehnung (den Stretch-Faktor) in der E-Richtung angibt. In

3
Erganzung zu (2.2.9) erhalten wir nun

G = 355 = 0 (2.3.7)

und

= 1) sowie 3. = (a2 . (2.3.8)

933 3

Dabei bezeichnet
o
A3 = 230g=0 (2.3.9)
den Dehnungsfaktor (Stretchfaktor) fiir die E-Richtung auf der Bezugs-
flache. Somit ist

1. die Dickenanderung nicht behindert,

2. es besteht dennoch die gewlinschte Orthogonalitdtsbeziehung im

Schalenraum, und

3. die Querschnittsverwdlbung infolge der ortlichen Dickendnde unbe-
hindert (siehe Bild 2.3).

Fiir das Verschiebungsfeld gilt somit unter Beachtung von (2.3.5 u. 6):
£
u(e®,£) = v(e”) + I r40%,€) n(e®,g) & . (2.3.10)
0
Wie wir im Kapitel 3 sehen werden, braucht das Verschiebungsfeld u des
Schalenraumes nicht explizit bestimmt zu werden, um den Dehnungszustand
der Schale bestimmen zu konnen. Die Existenz dieses Verschiebungsfeldes
wird unter der Beriicksichtigung der Inkompressibilitadt des Materials
(Kapitel 2.4) im Anhang A2.4 bewiesen.
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2.4 Die Inkompressibilitadtsbedingung

Wenn man von Schaumstoffen absieht, weisen die meisten Werkstoffe, die
groBe elastische Dehnungen zulassen, inkompressibles oder anndhermd inkom-
pressibles Materialverhalten auf. Am bekanntesten ist das inkompressible
Verformungsverhalten von Gummi und vielen anderen Elastomeren. Ebenso
andern fast alle weichen Biomaterialien wie Haut, Sehnen oder Bander wegen
des hohen Wassergehalts in ihren Zellen bei der Verformung nicht ihr Vo-
lumen. Auch Memorymetalle kennen im hyperelastischen Zustand isochorisches
Verformungsverhalten, wobei die elastischen Dehnungen durchaus mehrere
Prozente betragen konnen und damit nicht mehr klein sind.

Aus der Inkompressibilitdtsbedingung

Det F = 1 (2.4.1)
erhalten wir nach einigen Umformungen (siehe A2.3.6)

Det F = A3 f@g =1 . (2.4.2)
Dabei steht F fiir den Deformationsgradiententensor

F = g, 29 . (2.4.3)

Das gleiche Resultat ergibt sich aus dem Ansatz iiber das Volumenelement
6V, das bei der Deformation den Rauminhalt beibehdlt:

(@ x G Ay ¥3
= = =1 . (2.4.4)
(g, x g,)-g5 Jg

In Verbindung mit der Normalenhypothese (2.3.5) ist nun das Verformungs-
feld u des gesamten Schalenraums allein durch das Verschiebungsfeld v der
Schalenbezugsfldache bestimmt. Der Beweis hierfiir wird im Anhang A2.4

gefiihrt. Somit erfiillen die Normalenhypothese und die Inkompressibilitats-
bedingung die Kompatibilitdtsbedingung.
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3. DIE DEHNUNGEN DES SCHALENRAUMS BEI ANNAHME GROSSER
DEHNUNGEN UND ROTATIONEN

3.1 Einleitende Betrachtungen

Die allgemeinen kinematischen Beziehungen in einer Schale mit groBen Deh-
nungen sind sehr kompliziert. Die Annahme einer Normalenhypothese fiihrt zu
wesentlichen Vereinfachungen, insbesondere wenn sie mit der Annahme inkom-
pressiblen Materialverhaltens - wie es bei einer Reihe von Werkstoffen
vorliegt - kombiniert wird. Daher werden diese Annahmen in fast allen Ver-
offentlichungen iiber Schalen aus hyperelastischen Materialien mit grofien
Dehnungen [6, 9, 10, 28-30, 35, 59, 60, 68, 68] getroffen.

Nur wenige Autoren [z.B. 36] beriicksichtigen die transversale Schubverfor-
mung. Sie kann jedoch, wie Parameterstudien in [36] zeigen, bei hinrei-

chend langwelligem Deformationsmuster vernachlassigt werden.

Auch in dieser Arbeit gehen wir von einer Normalenhypothese und der Inkom-
pressibilitat des Werkstoffs aus. Beide Annahmen wurden bereits in der
Kinematik des Schalenraumes bei der Bestimmung der differentialgeometri-
schen Elemente berlicksichtigt und ausgiebig diskutiert (Kapitel 2.2 bis
2.4).

Bisher wurden fiir den Krimmungsanderungstensor, der maBgeblichen Grope fiir
die Biegedehnungen, seitens verschiedener Autoren unterschiedliche MaBe
vorgeschlagen [9, 56, 59, 68, 76]. In dieser Arbeit wird in Anlehnung an
die Vorgehensweise in [49] der Dehnungstensor in eine Taylorreihe beziig-
lich der g-Koordinate entwickelt. Als Kriimmungsanderungstensor bezeichnen
wir dann den in £ linearen Term dieser Reihe. Wieviele weitere Glieder fiir
eine hinreichend genaue Beschreibung des Dehnungsverlaufs zu beriicksichti-
gen sind und welche zusatzlichen Fehler in den DehnungsmaBen erlaubt
werden konnen, entscheiden wir spdter an Hand energetischer Betrach-
tungen. |
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3.2 Eine Moglichkeit zur Beschreibung groSer Dehnungen im
Schalenraum

Aus dem polaren Zerlegungssatz fiir den Deformationsgradienten F ergibt
sich der rechte Cauchy-Greensche Dehnungstensor (Stretchtensor) U,

u=vF F , (3.2.1)

der den Dehnungszustand der Schale beschreibt und die "wahren" ingenieur-
mdaBigen Dehnungen angibt. So gilt zum Beispiel fiir die Betrage der Basis-

vektoren im unverformten und im verformten Zustand die Beziehung [49]
lg;| = [Ug] - (3.2.2)

Aus dem rechten Cauchy-Greenschen Dehnungstensor kann durch Abspalten des
1-Tensors der Tensor e der Ingenieurdehnungen bestimmt werden,

e=0-1 , (3.2.3)
der im eindimensionalen Fall das Verhdltnis Al/l wiedergibt.

Auf Grund seiner differentialgeometrischen Bedeutung wdre U ideal zur Be-
schreibung groBer Dehnungen geeignet; jedoch bereitet seine Berechnung
mit Hilfe der Wurzelfunktion aus einem Tensor erhebliche Probleme. Daher
wahlen wir als einfacher bestimmbares DehnungsmaB den Greenschen Dehrungs-
tensor E, der durch die Beziehung

E=%(UU-1)=-12-(2£+:-:€) (3.2.4)

definiert ist. Wie man sieht, sind der Tensor der Ingenieurdehnungen e und
der Greensche Dehnungstensor E fiir kleine Dehnungen gleichwertig. Bei
groBen Dehnungen treten jedoch erhebliche Unterschiede auf, die unbedingt
beachtet werden miissen. Dieses geschieht am einfachsten dadurch, daB wir
das Materialgesetz in Form der Verformungsenergiedichte ebenfalls mit
Hilfe des Greenschen Dehnungstensors beschreiben, wobei wir die aus
(3.2.4) folgende Beziehung
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P -UU=1+2E (3.2.5)
ausniitzen.

Aus der Definition des Deformationsgradienten F (A3.2.1) folgt nach kurzer
Rechnung (A3.2.2-8)

i 5 _1 = i3
E=Eijg ﬂgj“f(gij‘gij)g agj
(3.2.6)
1 k. y i ]
i'(ui;j+ uj;i+ U,y U 'j) g @ gJ .

Dabei steht das Semikolon ; fiir die kovariante Ableitung im drei-dimensio-

nalen Raum, so wie sie in den Formeln (A1.20 u. 21) definiert wurde.

Nun 138t sich leicht zeigen, daB die Normalenhypothese (2.3.5) die trans-

versalen Schubdehnungen Em3 und damit auch Um3 und €3 unterdriickt:
Ey3=%3=0 (3.2.7)
Um3 =€,3= o . (3.2.8)

Die Dehnung in der 3. Richtung (g-Richtung) ergibt sich aus der Beziehung

1

1 2
E33 = 633 + Vi E33 833 = > [(13) - 1] R (3.2.9)

in der der Stretchfaktor A3 = A3(§) fiir die "lokale" Dickendnderung steht.

Er folgt aus der Inkompressibilitdt des Materials (2.4.4) und 1laBt sich
aus der Determinante des MaBtensors in der verformten Lage berechnen. Nach

etlichen Umformungen (siehe Anhang A3.2) ergibt sich A, zu

3

1
Ay = { - . (3.2.10)
9 /1+2E;“+

4
—g— Det(EuB)

1
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3.3 Dehnung und Kriimmung der Schalenbezugsflidche

Die Greenschen Dehnungen ¥ der Schalenbezugsfldche £=0,

’Y=E|E=0 R (3.3.1)

lassen sich nach Einfithrung der in der Literatur iiber Schalentheorie [z.B.
49] haufig verwandten "linearen Dehnungs- und RotationsgroBen" fiir das
Verschiebungsfeld v der Schalenbezugsfliache,

a8 = Vaip T va,B =T o 2~ baB V3
o =v, =v, +b'v (3.3.2)
a 3 3,a a A e
= c* -
ve=ug=0) , ' =c  (g=0) ,

in der gewohnten Form

1 A
Tog = 7 (‘PaB + Ppa + 9 g + 9, ﬁpB) (3.3.3)

a
angeben. Die Basisvektoren auf der verformten Bezugsfldche lauten mit
Hilfe von (3.3.2)

- A
a =a +v, =a +¢_a +e n . (3.3.4)

o
Fiir den Normalenvektor n erhalten wir dann aus (2.2.6) nach einiger Rech-

nung (siehe Anhang)

o
a=v2 [aM- o - o P
n-{; [a™(- 9y -0 o + 9, @)
(3.3.5)
+n (1 + qpJt + Det(cp)‘ )]
A P !
wobei das Verhdltnis @ aus (3.2.10) zu
(o] 1
@ =2y = (3.3.6)
a

/1+27§+ é Det('yaB)
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bestimmt wird.

Die Kriimmung der Bezugsfldche in der verformten Lage b (2.2.7) ergibt

oB
sich aus der Beziehung

baB = n"am'B = n*(a.m'B -T o8 al)
(3.3.7)
= n"aals R
aus der nach kurzer Rechnung (siehe Anhang)
- © A A A
bas =25 [(1+9 At Det(g p)) (baB + bAB o, + ¢a|8)
A - A P _pP
+ (¢ o % (1+9¢ A) cpp) (¢ of8 bB q:a)] (3.3.8)
= BBa

folgt. Die Symmetrie von b

b und(p

wird erst offensichtlich, wenn man ¢ I B
A
28? a

af
- bp 9, ausschreibt [49].

alg
In der "klassischen" Kirchhoff-Love-Schalentheorie kleiner Dehnungen und
groBer Rotationen [2, 40, 42, 49, 50] wird der Faktor JE/ ( —A3
inkompressibles Material) meistens zu LHD(e ) abgeschdtzt. Im Bereich
graBer Dehnungen ist das jedoch keinenfalls erlaubt, weil im Gegensatz zur

fiur

Theorie kleiner Dehnungen der Dickendnderung eine bedeutende Rolle zu-
kommt.

3.4 Die Entwicklung des Greenschen Dehnungstensors in eine

Taylorreihe

Um den Verlauf der Dehnungen langs der "Dickenkoordinate" § nur mit Hilfe
auf der Bezugsflache definierter GroBen zu beschreiben, ist es erforder-
lich, den Dehnungstensor in eine Taylorreihe beziiglich § zu entwickeln:
E=Ey+E §+1E £ 4 .|.1 R
(1) (2) Tt (n)
(3.4.1)

=y +xE + v 52 + ... .
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Hierbei bedeuten EO' E(1).... E(n)
o = E|(g=0) =3 ¥
und (3.4.2)
a"E

E o —— = E' N
(n) = gn [£=0 33;1..g|g=o

Die Komponenten von E(n) erhalten wir gemaB der Beziehung (A1.20) aus den
Gleichungenn

J

- i J _ i j
Ei) =B(1)ig @ ® 3 =EBjj3g0® 8

(3.4.3)
i

- J_ i J
B2) =E(2)i3 3 8@ =Ejj33)g0 F @ 3

usw.,

in denen die kovarianten Ableitungen unter Benutzung der Christoffel-
symbole (A1.21 u. 22) sowie der analogen Anwendung von (2.1.16)

= A A
Ep:3 =Egg 3 thy Eyg +hg By (3.4.4)
und nach weiteren Unformungen
= A A _ opA WP
Ep:33 = Eqg 33+ 2  Epp.3 + 2 By .5 - 20 W E, (3.4.5)

ergeben. Aus den Beziehungen (3.2.6, 2.1.10, A2.3.1, A2.1.6 u. A2.3.5)
folgt

1
EaB,3 2

3° gB + ga . 98,3) + haB (3.4.6)

sowie
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E =h - h -2, h
o8,33 ~ "a8,3 73,3 e "3 "a8,3 (3.4.7)
A = 2 =\ =~
ERARCVIRE IR L P PRI (A3) B Ry,
so daB sich die Komponenten von E(1)=u und E(2)=2v zZu
X X ° -
E(1)a8 = *ap = Pog + Py Map * Pg Mo = 13 Pop (3.4.8)
und
° 5 - o) o o _ A
E(Z)(!B = ZVQB = (13) ba blB - 13 (13,(1”5) - (l3'3) b(!B - b(! bAB
p (3.4.9)
+ 26, e B ¥ 20y 8 E(1)aa Zba ba T
ergeben. Unter Zuhilfenahme der Identitaten
). =g} (E* = Spur(E) ist ein Skalar) (3.4.10)
A,3 x:3 A o
und
o o 1
(Det(EB))’3 = (Det(EB)):B = 5 (Det EaB):3 (3.4.11)
o
folgt 13’3 aus (3.3.6):
Gy 2z 92 g
A 3I£—0 ((A ) ) 2A3 [(GJ 1'3 = 2A3 (g) ( )'3
(3.4.12)
° 3
= -{a3) [E(1)x (711 (122% Y22B(1)11™ 2012 (1)127 3
Wie in Kapitel 4.4 noch gezeigt wird, konnen wir den Term 13 “||B in

(3.4.9) streichen, so daB er an dieser Stelle nicht berechnet werden muB.

Die hoheren Ableitungen der Dehnungen nach der "Dickenkoordinate" £ sind
zu komplex, als daB es einen Sinn hatte, sie hier explizit auszurechnen.
Im Anhang A3.4 zeigen wir, daB fir sie die Abschatzung

1B, 11

- 1
= o(max ([b_[,[B..|, 1) ,
1 max (| as| Pog !+ T

(3.4.13)

fa ]
v
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mit L als charakteristische Wellenlange des Deformationsmusters gilt.

Damit konnen wir die Dehnungsverteilung iiber die Schalendicke (- % €L
2—) bei der Einfiihrung eines relativen Fehlers durch
E=(y+ xE+vE>) [140(max (h|b

- h,2
h|b 4] (3.4.14)

aBI' aBI' (

anndhern. Im Kapitel 4.3 wird mittels energetischer Abschadtzungen gezeigt,
daB die quadratische Approximation der Dehnungsverteilung hinreichend

genau ist.
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4. EINE ERSTE APPROXIMATION DER VERFORMUNGSENERGIEDICHTE FUR
HYPERELASTISCHE SCHALEN

Im ersten Abschnitt dieses Kapitels betrachten wir die Annahmen, die zur
"klassischen" Schalentheorie dlinner elastischer Schalen mit kleinen
Dehnungen fiihren. Um moderate oder groBe Dehnungen zuzulassen, miissen im
zweiten Abschnitt die klassischen Hypothesen modifiziert werden.
Anschliefend wird die Verformungsenergiedichte fiir das Schalenkontinuum in
eine Taylorreihe bezliglich der "Dickenkoordinate" E entwickelt. Mit Hilfe
der gednderten Hypothesen 13Bt sich die Verformungsenergiedichte ab-
schatzen, so daB nur noch die von der Grofenordnung her fiihrenden Terme
ibrigbleiben.

4.1 Die klassische Schalentheorie

Es gibt zwei grundsadtzlich verschiedene Wege, die Verformungsenergie-
dichtefunktion der klassischen Theorie diinner elastischer Schalen herzu-
leiten [49]. Die erste Moglichkeit besteht in der Einfiihrung der Kirch-
hoff-Love-Hypothese in die Kinematik des Schalenkontinuums, die andere in
der Definition eines Kleinheitsparameters @, dessen Quadrate gegeniiber 1
vernachldssigt werden diirfen. [21, 23, 49].

Die Kirchhoff-Love-Hypothese fordert, daB Fasern, die vor der Deformation
normal zur Bezugsfldche (Schalenmittelfldche) verlaufen, auch nach der
Deformation lotrecht zur verformten Bezugsflache stehen, gerade bleiben
und ihre Lange nicht dndern. Sie muB stets im Zusammenhang mit der Annahme
kleiner Dehnungen gesehen werden, denn sonst ware die Forderung, daB es in
der Normalenrichtung keine Langendnderung gibt, unhaltbar. Eine detail-
lierte Erorterung verschiedener Normalenhypothesen befindet sich im Kapi-
tel 2.3.

Die Kirchhoff-Love-Hypothese ermdglicht es, den Dehnungsverlauf im
Schalenraum nur durch die Dehnung und Kriimmungsanderung der Bezugsflidche

(Schalenmittelfliche) zu beschreiben:

E(6%,E) = v(6%) + £ »(6%) : (4.1.1)
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Dehnungstensor an beliebiger Stelle,

Dehnungstensor auf der Bezugsflache,
a = Krimmungsanderungstensor der Bezugsflache.

Auf Grund der Voraussetzung kleiner Dehnungen konnen statt der wahren
(ingenieurmdBigen) Dehnungen die einfacher zu berechnenden Greenschen
Dehnungs- und Kriimmungsanderungstensoren

s . .

- i J_1 .=z _ i_ 3
T=7vya @ "z(aij aij)a
(4.1.2)
_1 .= o B
—7(aaB-aa8)a g a
und
- i J_ T o B
x = xij a ®a = (baB baB) a ®a (4.1.3)

Verwendung finden, wobei die Dehnungen in der g-Richtung iiblicherweise
vernachldssigt werden. Nehmen wir linear elastisches (Hookesches) Material
an und beriicksichtigen, daB die Schale sehr diinn sein soll, erhalten wir
die erste Approximation der Verformungsenergiedichte

1 h?
¢=7h (Y.H1+TI—2-“.H l) , (4.1.4)

in der H fiir den modifizierten Elastizititstensor steht (vergl. [49]).

Zum selben Ergebnis gelangt man durch Einfiihrung des Kleinheitsparameters
e [21, 23, 49],

e=max(%,w/§,w/'n_), (4.1.5)

Schalendicke,

charakteristische Wellenldnge des Deformationsmusters,
kleinster Hauptkriimmungsradius,

grofte Hauptdehnung,

3 T
[l

dessen Quadrat gegeniiber 1 vernachldssigt werden darf,
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92 << 1 . (4.1.6)

Die auf das Volumen bezogene Verformungenergiedichte W,

=
]

E-LE=We%¢g) , (4.1.7)

e
]

Elastizitdtstensor ,

wird in eine Taylorreihe beziiglich der Normalenkoordinate E entwickelt und
Uber & integriert. Durch anschlieBendes Streichen aller Terme, die um
mindestens die GroBenordnung 62 kleiner als fiihrende Terme sind, ergibt
sich die Verformungsenergiedichte zu

1 h? 2
¢ = Vi h(yH y + 77 »-H x) (1+0(87)) . (4.1.8)

0O(...) bedeutet "Terme der Ordnung von (...)" und gibt, verglichen mit 1,
den relativen Fehler an.

4.2 Anderung der klassischen Hypothesen bei Annahme groBer
Dehnungen

Die bei groBen Dehnungen auftretende Dickenanderung der Schale ist mit der
Kirchhoff-Love-Hypothese unvereinbar. Folglich kann als kinematische
Annahme nur eine modifizierte Normalenhypothese aufrecht erhalten bleiben.
Im Kapitel 2.3 wird dieses Problem ausfiihrlich dargelegt. Die in dieser
Arbeit gewdhle Normalenhypothese (2.3.5) fordert, daB die Normalen zu
einer Fliche, die vor der Verformung parallel zur Bezugsfldche war, auch
nach der Deformation noch normal zu der nun verformten Flidche verlaufen.
In [60] wird gezeigt, daB die Annahme einer Normalenhypothese zu einem
relativen Fehler O(hz/Lz) in der Verformungsenergiedichte fithrt. Gilt

%ée mit 92 <1 , (4.2.1)

so liegt dieser Fehler innerhalb der im Rahmen unserer Approximation noch
zu wahlenden Fehlermarge (siehe 4.3.15).

Eine Begrenzung der groften Hauptdehnung n findet zundchst nicht statt. Da
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eine extreme Kompression der Schale sowochl zu Problemen in der Kinematik
als auch in der Beschreibung des Werkstoffs fiihrt, sollen extreme
Stauchungen n = -1 von den nachfolgenden Uberlegungen ausgeschlossen
bleiben. Ansonsten muB fiir grofie Dehnungen

n = 0(1) (4.2.2)

angenommen werden. Sehr grofe Dehnungen n > 1 leiten, wie wir noch sehen
(Kapitel 4.5), zur Membrantheorie iiber.

Am interessantesten wird es sein, wenn die Biegedehnungen dieselbe Grofien-

ordnung wie die Membrandehnungen erreichen. Folglich kann

Jooco wa VB <o, Remin g, R=min

R = b
baB

7 B (4.2.3)

nicht mehr bestehen bleiben. Andernfalls beschrankten wir uns automatisch
auf kleine Biegedehnungen 0(92) , wie es aus den Beziehungen (3.4.1und
3.4.8) leicht ersichtlich ist. Dennoch bendtigen wir eine Begrenzung der
Relationen h/R und h/R , damit das betrachtete Kontinuum seinen flichen-
haften Charakter behdlt. In den nachfolgenden Betrachtungen wird daher die
Kriimmung durch

%§ 6 und (4.2.4)

o[l o g
A
(<]

abgeschatazt.

Somit kann der Kleinheitsparameter 6 fiir Schalen unter grofien Dehnungen
zu
9=max(%,%,—r_l-) , 62«1, (4.2.5)
R
definiert werden. R und R geben die kleinsten Hauptkriimmungsradien in der
unverformten und der verformten Konfiguration an, wdhrend h die Schalen-
dicke und L die charakteristische Wellenlange des Deformationsmusters
(A3.4.5) bezeichnet. Insbesondere bleibt anzumerken, daB die Definition
fir 6 durch die Abschatzung (3.4.13) gerechtfertigt und folglich auf
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natiirliche Weise vorgegeben ist.

Durch die Definition fir 6 (4.2.5) ist die "zuldssige Dicke" der Schalen,
flir die die Betrachtungen dieser Arbeit qiltig sind, dadurch begrenzt, daB

92 sehr viel kleiner als 1 (z. B. =—=) sein muB. Solche Schalen werden im

100
folgenden als mapig diinn bezeichnet.

4.3 Die Verformungsenergiedichte mdBsig diinner Schalen beim

Auftreten groBer elastischer Dehnungen

Mit W wird die Verformungsenergiedichte pro Volumenelement bezeichnet, die
flir einen beliebigen isotropen, ideal elastischen Werkstoffs nur von den
Dehnungsinvarianten ([17] abhdngt. Die Dehnungsinvarianten lassen sich
durch die gebrauchlichen Dehnungstensoren ausdriicken. Gut geeignet sind
zum Beispiel die Greenschen Dehnungen E, die man bei Lagrangescher Formu-
lierung des Problems sehr einfach aus dem Verschiebungsfeld berechnen
kann. Wegen der - Annahme inkompressibler Materialien in Verbindung mit
einer Normalenhypothese sind die Dehnungsinvarianten und damit auch die
Verformungsenergiedichte nur noch vom zweidimensionalen Dehnungstensor ab-

hangig:
- Q
= W(EaB g ® gB) . '(4.3.1)

Im Kapitel 7.2 wird am Beispiel von Mooney-Rivlin-Material gezeigt, wie
man bei inkompressiblen Material in Verbindung mit der Annahme Em3 =0
(3.2.7) von der allgemeinen dreidimensionalen Formulierung der Verfor-
mungsenergiedichte auf die zweidimensionale Formulierung gemdB (4.3.1)

kommt.

Ziel einer jeden Schalentheorie ist es, alle relevanten Grofen des
Schalenraums durch GroBen, die auf der Bezugsflache definiert sind, auszu-
driicken. Zu diesem Zweck entwickeln wir die Verformungsenergiedichtefunk-
tion in eine Taylorreihe beziiglich der g-Koordinate,

1 2
WE) = Wot Wiyy- Bq)E +5 (W)« E)+ Wy (2)’E

1 3 3
+5 (W)t Eqyt 305 Eqy) @ Epy+ Wiy E(3)E (4.3.2)
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1 4 2
+ 27 (W4) E(q)toW(3) E(7)8E o)+, ‘3E(2> 1)%E(3) )4 1) B E"

wobeil WO und W(1) fiir

8" W
und W = — (4.3.3)

m
stehen. E(n) und E(n) bedeuten

a"E

m
Fn) = o [g=0 und By = By)®En)® --- S8

n) - (4.3.4)

m - mal
Die Ableitung nach einem Tensor wird in diesem Zusammenhang durch
oW _ aw %Eiy  ow

= g. & g, (4.3.5)
9E J oE aEij 1 J

definiert, wobei Eij = E-(gi @ gj) beriicksichtigt ist. Wegen (4.3.1)
treten jedoch keine Ableitungen von W nach Ba3 oder E., auf, das heift,

33
diese Ableitungen sind null.

Die Integration der Reihenentwicklung fiir W iiber die "Dickenkoordinate" §
ergibt die auf die Referenzflache bezogene Verformungsenergiedichte ¢. Bei
der Integration muB gemdB der Beziehung (2.1.12) der Shifter p (2.1.13)
beriicksichtigt werden. Durch Auswahl der "unverformten Mittelflache" als
Bezugsfldche ergeben die Integrale iiber ungerade Potenzen von § den Wert
Null. Damit ist die Wahl derjenigen Flache als Bezugsflache, die im un-
verformten Zustand die Mittelfldche ist, auch im Bereich grofier Dehnmungen
vorteilhaft und gerechtfertigt. Wir erhalten

n
=2
——
=

o
-+
I.’J’
)0
<+



2 2 4
N 2 n? b
(1) L= 77 Py Boyt Gz + 750 3 E2)
4 4 6
h h h :
- 180 bx E3)*3o50 + o782 a) Eqgy= «or * -00d
(4.3.6)
2 .4 4
W n? b, _2 n!
+ Wy laz + 1502 B(1) ~ 160 Pr B(1) ® B2y
hd Ko 2

+ )(3E(2)+ 4E( ) @ E(3))- cee F ool

7920 * 70752 a

4 4 6
h pr 3 /h h b

2
+ W3y l- 250 Py E(yt'3z0 t Tz 3

) By

® E( = eee + eeel

4 ¥ b

4
+ Wy lyez0 + o2 3

) E(”- cee + ..l

+ ... } .

Als ndchstes werden die Gr:‘éﬁenordnungen der einzelnen Terme miteinander
verglichen, um Terme untergeordneter Bedeutung zu streichen. Ausgehend von
dem gegeniiber der klassischen Schalentheorie "abgeschwachten" Kleinheits-
parameter 6 (4.2.5) sollen nur solche Terme vernachldssigt werden, die mit
Sicherheit um die Ordnung 0(62) relativ kleiner sind als vergleichbare
filhrende Terme. Dazu benutzen wir, daB die GroBenordnungen der Ableitungen
der Dehnungen nach § mit steigender Ordnung der Ableitung abnehmen
(3.4.13, 4..2.4, 4.2.5):

[1B(ny1) !

h h h
=0(max (+, 5,=)) =006 ,n>1 . (4.3.7)
“E(n)” L*R"g -

Des weiteren soll fiir das Werkstoffgesetz

< 0(nt 2™ , n (4.3.8)

v
N

IR

gelten. Fiir Mooney-Rivlin- oder Neo-Hookean-Material (siehe Beispiel im
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Kapitel 7.2) sowie viele andere hyperelastische Materialien kann (4.3.8)
als hinreichend genau erfiillt angesehen werden. Gilt die Abschadtzung

(4.3.8) nicht, so ist die Konvergenz fiir W (4.3.2) und infolgedessen auch
fiir ¢ (4.3.6) gefshrdet.

Im einzelnen lassen sich nun die Terme in (4.3.6) folgendermaBen ab-
schdtzen:

2

h™ b 2
w1+ 28 - w (140(6%))
0 12a 0 (4.3.9)
2b k% 2
mit h” = = 0(=) = o(e”) ,
a 2
R
2 2 .4
. h? h
Wi1) [~ 1z b, E(y*laz + 780 2) E2)
4 4 6
h A h h
- T80 5\ B39 + 07z 2 By e * oo
(4.3.10)

=W, [ Zb E b’ (140(6%)) E .+ 0(6°h|[E | |)
=yt Bt (2) (1)

+ 0(e%n[[Ey, ||+ ...]

2 h2
=W (-ﬁbA E(qy+ (2))(1+o(e ),
2 .4 4
h h™ b 2 h A
"2)'l'7z * 755 2 By ~ Teo BX By @ B2
a 6
h h 2
+ rgz0 * 10752 2)FB(z) * 4B(1) @ Bz))- o+ o]

(4.3.11)
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4 .
h™ 2 2 2,22 2,22
= W,y l37 E(7,(140(8%)) + 0(8"h ||E“)||) + 0(6“h ||1.;(”||+ .

4

h 2 2
4 4 6
h A 3 ,h h™ b, 2 ;
Wi3)'l- 280 B B3 * 1tz 208G @ By e -]
(4.3.12)
2 2 2
=o(|[w(2)||e h ||E(1)H) '
4 6
h h b, 4
W4)'[oz0 + Tomz By o0 -ee]
(4.3.13)

222
=0(||w IehHE(”H) .

2|

Die in der Gleichung (4.3.2) nicht mehr aufgefiihrten weiteren Glieder der
Reihenentwicklung sind wunter Beriicksichtigung unserer Annahmen um
mindestens eine Potenz von 6 kleiner als der kleinste ausgeschriebene
Term. Nach der Integration iiber die Schalendicke sind die in der Beziehung
(4.3.6) nicht mehr aufgefiihrten Terme sogar um mindestens 92 kleiner als
die kleinsten angegebenen. Dadurch sind mit den Abschdtzungen (4.3.9 -
4.3.13) alle wesentlichen Anteile der auf die Referenzfldche bezogenen
Verformungsenergiedichte ¢ erfast.

Wir erhalten als Approximation der Verformungsenergiedichte
2 2 2
h h™ A h 2
¢ = bWy + Wiqy"lo7 Bp) — T2 B} B(y)) + 727 W(z) B(q)88(y) 1 (140(87)) .

(4.3.14)

Unter Verwendung der gebréuchlichen Formelzeichen, die in (3.4.1, 3.4.9 u.
3.4.9) definiert sind, 1laBt sich die Verformungsenergiedichte in ge-
wohnterer Schreibweise angeben:
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2 2

_ h® A, oW .
(p = h[ WIT + ':'—Z-(V-blu) a_E-IY + ‘2—4(1 B x)

2
W 2
3 & oE|y 10O -

(4.3.15)

Die (...)m3 - Komponenten von ¥, x und v entfallen auf Grund der Normalen-

hypothese (3.2.7). Die Ableitungen von W nach E . oder E3g sind wegen der

a3
Formulierung des Werkstoffgesetzes nur in den Komponenten des zweidimen-

sionalen Dehnungstensors (4.3.1) identich null. Es folgt somit

2
h A oW
d=h[ W + —=(v - b )
IYcB 12" "oB oy aE lYAu
(4.3.16)
hz %W

2
37 5 Au EE——EE——I ] (1+0(67)) .
An
Eine weitere Abschdtzung mit dem etwas groBeren relativen Fehler der Ord-

nung O(®) ergibt eine vereinfachte Approximation der Verformungsenergie-
dichte

2 2

h aw
q)=h[ le+2—4(xﬂ l)‘mry J(14+0(8))
2 2 (4.3.17)
h oW
=h[ W T 3 E— 1 (1+0(e8)) .
| Tap T 27 g M 3E Au|y

Im Kapitel 4.4 wird gezeigt, daB der vernachldssigte Term nur sehr geringe
Bedeutung hat, sodaB die vereinfachte Approximation (4.3.17) in der
Berechnungspraxis mit der "vollstdndigen" Approximation (4.3.16) fast
gleichwertig ist. Die Beispiele im Kapitel 9 werden dieses bestdtigen.

In den Kapiteln A4.2 und A4.3 des Anhangs wird der Ubergang zur Membran-
theorie einerseits und zur Schalentheorie kleiner Dehnungen andererseits
kurz dargestellt.
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4.4 Abschidtzung zulassiger Fehler

Im vorherigen Abschnitt (4.3) wurde die Verformungsenergiedichte ¢ wesent-
lich vereinfacht, indem wir die einzelnen Terme mit einem - von der
GroBenordnung her akzeptablen - relativen Fehler abgeschatzt haben. Die
konsequente Weiterfilhrung dieser Denkweise wirft die Frage auf, welche
zusdtzlichen Fehler in den DehnungsmaBen ¥, x und v zum Ziele ihrer
Vereinfachung (siehe 3.3.8, 3.4.8 u. 3.4.9) erlaubt werden koénnen, ohne
die Qualitat der Approximation (4.3.16) zu verdndern.

Grundsdtzlich sind zundchst in ¢, x und v relative Fehler der GrogSen-
ordnung 0(92) zuldssig [45, 36, 38, 41]. In diesem Kapitel wird anhand de-
tailierter Betrachtungen untersucht, welcher grofierer Fehler in x und v
zugelassen werden kann. Dabei wird auch gezeigt, daB der zusdtzliche
Fehler beim Ubergang auf die vereinfachte Approximation (4.3.17) nahezu
vernachlassigbar klein ist.

Zundchst schdtzen wir die GroBenordnung der Verformungsenergiedichte pro
Volumeneinheit durch

2
xd M gl OW .
ab, was unter der Voraussetzung
[|E|| g1 (siehe Anhang A4.2) (4.4.2)

sicherlich gerechtfertigt ist. Einsetzen in (4.3.15) ergibt die Ordnung

von ¢:

¢zh-w(2)'[%1s1+?—§-7ﬂ(v—b; u)+l—;;znx] . (4.4.3)
Da nicht die Membrantheorie gesucht ist (siehe Anhang A4.3), kann

Il < oG Ixl ) (4.4.4)
und

hi|v[| < 0(effx|[) (vergl. (4.3.7)) (4.4.5)

angenommen werden.
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Weiterhin sind zwei Falle zu unterscheiden:

1. Fall: ||y[| <O(& h [[xf]) . (4.4.6)

Hieraus folgt wegen (4.5.2 u. A4.2.4), daB die Dehnungen ziemlich klein
sind

’

[lv]| < 0lev®) . (4.4.7)

Es ergibt sich mit @ %

2
2 h

Wy (ym (v-b) x)) < 068 W, (xmx) (4.4.9)

so daB die Biegeenergie iiberwiegt (4.4.8). Man erkennt nun, daB in x ein
absoluter Fehler der O(6v6 h| |v[|) kleiner als o(e? [[=]|) ist und somit
die Marge des relativen Fehlers der Ordnung 0(6 ) in ¢ nicht ubersdmrltten
wird. Ebenso ist in v ein absoluter Fehler der Ordnung 0(——- oflvl])
kleiner als O(eve h||x[|) und somit um 0(6%) kleiner als gle Biege-
energie.

2. Fall: O(g|[x[[h) 2 |[v|| 2 0(B [[x][n) . (4.4.10)
Es folgt:
oefv[[) < Ilxlln g0 I1¥I]) . (4.4.11)
h?||v[| < olen||x[|) < OB |[v[]) (4.4.12)
h2 |

1
1_2'"(2)'("“ x) < O(-—12 5 W(Z)“’ ® v)

(4.4.13) .

O(W(z)wny) , 9§:|'— '

QA
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hzw (v @ (v =B ) oL VB W,,.ov @)
g M)y ®iv oD o« [ (2)'r 8

A

(4.4.14)
1
3 -

QA

O(—W(z)yﬂv) , \/éé

Die Membranenergie iliberwiegt also gegeniiber der Biegeenergie. Ein absolu-
ter Fehler O(e2 (%lelyll) in v indert den relativen Fehler 0(8°) in ¢
nicht. Schédtzen wir einen Fehler in der Biegeenergie gegeniiber der

Membranenergie ab, ergibt sich fiir x ein zuldssiger absoluter Fehler 0O(6v0
1 . 1 1
gl lvl]), wobei @ % 3= bis 55

nieuranwendung meistens gegeben ist.

angenommen wird, wie es im Bereich der Inge-

Zusammenfassend bleibt festzuhalten, dal x durch

xg *+ 007 [|x|]) + 06 V& £i{x[[) (4.4.15)

angendhert werden darf. Flir v ergibt die Fehlerabschatzung

Vog t o(e [v[[) - (4.4.16)
Auf Grund der geringen Bedeutung von v liegt es nun nahe, dessen Formel
(3.4.9) im Rahmen des zuldssigen Fehlers (4.4.16) moglichst weitgehend zu
vereinfachen. Hierzu 1aBt sich mit Hilfe von (A3.4.3 u. A3.4.5) A
zu

3,a[8

1 2
43,018 = 07 ¢ lIvID) (4.4.17)

abschdtzen, so daB es ebenso wie

A 1 2
b bg T —o(h—ze flvl]) (4.4.18)

o
gestrichen werden kann. Auch der Term A3 3 BuB (vergl. 3.4.12) kann zu

o

- l3,3 baB

2 - ° _
[ +oC[x[| [Ix[[)] 23 B4

(o}
[1 +0(|[v[[)1-0% + ote[[¥[[)] A B, (4.4.19)
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(o}
AL = 2
=ﬁx3%8+menﬂp

vereinfacht werden, genauso

A= = g _§ A& 2
w Pyg =Py @ DBg =B, a" b+ oe”|[v||) . (4.4.20)

Infolgedessen erhalten wir fir v den im Rahmen des zuldssigen Fehlers

(4.4.15) wesentlich vereinfachten Zusammenhang

o o
_ 1 2 =~ £ Ap A =
vaB - 7'[ (13) bka pr a’ + >\ A3 buB
(4.4.21)
A A A 1 2
+ 20 ng + 20 n - B b1+ o(;i o°llvl|) -

Auf Grund der Beoziehungen (3.3.6) (Wurzelfunktion) und (3.3.8) empfiehlt
es sich nicht, 23 baB zu baB
(3.4.8) muB A3 bm‘3 ohnehin exakt ermittelt werden, so daB die Werte in

einem Finite-Elemente-Programm bereits vorliegen.

zu vereinfachen. Fiir die Berechnung von x

Die Beziehungen (4.4.9) und (4.4.14) zeigen, daB die Bedeutung von v fast
vernachldssigbar klein ist. Dieses werden wir in den Beispielen bestitigt
finden. Den groBten EinfluB3 auf die Verformungsenergiedichte hat v im
Bereich ||y|| = h||x||, wobei gemdB (4.4.14) sein Anteil an ¢ um etwa ;—0
kleiner ist als der von y. In vielen Beispielen kdnnen folglich v und kon-
sequenterweise auch b: x in q> (4.3.15 u. 4.3.16) vernachlassigt werden,

was zur vereinfachten Approximation (4.3.17) fiihrt.

4.5 Die erste und die 2zweite Variation der Verformungs-
energiedichte

Das Gesamtpotential J einer Schale besteht aus der Summe der inneren
Arbeit Ai , der Lastpotentiale und des Potentials der Randlasten:

J = Ai + ADrucklasten + ATotlasten + AR.'.-mdlastex'n

(4.5.1)

Durch die erste Variation des Gesamtpotentials erhdlt man die Gleich-
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gewichtsbedingungen,
6J =0 - Gleichgewicht . (4.5.2)
Die zweite Variation liefert das Stabilitdtskriterium,

>0 - stabil (notwendig aber nicht hinreichend)
6°J =0 - indifferent (4.5.3)
<0 - labil

Die innere Arbeit Ai wird hierbei aus der Verformungsenergiedichte ¢ ge-
bildet,

Ai=J¢dﬂ=IIJEq> o' ae® . (4.5.4)
A 1.2

0
Daher ist es erforderlich, die erste und die zweite Variation der Ver-

formungsenergiedichte zu berechnen.

Um bei der Variation von ¢ die Darstellungen iibersichtlich zu halten,
filhren wir die Abkiirzungen

N2

_ 3 _
2%, m=2 wa =2 (4.5.5)

ein. Die erste und die zweite Variation der Verformungsenergiedichte
(4.3.15) ergeben somit

= (N+6y + M:6x + L+6v) (1+0(0 4.5.6
& = ( ) (140(62)) (4.5.6)

und

62¢ = (6N*6y + 6M<6x + 6L-6v
(4.5.7)
+ N-GZ'{ + H'qu + L-62v) (1-&0(92)) .

Analog zur Theorie der groBen Rotationen in der klassischen Schalentheorie
soll auch beim Auftreten groBer Dehnungen angenommen werden, daB sich die

Ordnung des relativen Fehlers nahezu unverandert auf die Variationen iber-
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tragt.

Im einzelnen stehen die Abkiirzungen (4.5.5), die die zu den Greenschen

DehnungsmaBen ¢, x und v gehorenden "Schnittgrofien" darstellen, fiir

2 2
N=h [0, k2 W, ey =B x) + oW o ex e al (140(67) , (4.5.8)
3
_h ce WA 2
sowie
L~h3 (140(82)) (4.5.10)
7z %(1) ' 5.

und deren Variationen fiir

2 2

h A h
6N-— h { [w(z) 12 (3) (V bA R) +2—4W(4)"lﬂ l]‘ﬁ‘y
cE e ov-tr o 4 MW xa s } (140(6%)) , (4.5.11)
72 ¥g)"(ov B 00 + Ty Mgy x e ox s
h3
und
oL = "o W oy (150(62)) (4.5.13)
—T‘Z- (2) 67 ’ . -

was aus (4.3.15) leicht herzuleiten ist.

Alle in (4.5.8 - 4.5.13) hervorgehobenen Terme sind im Vergleich zur
beschreiben das nichtlineare Werkstoffverhalten, wahrend die durchgehend
gekennzeichneten Glieder den nichtlinearen Dehnungsverlauf sowie die iiber
die Schalendicke verdnderliche Metrik beriicksichtigen und im Rahmen der

vereinfachten Approximation (4.3.17) entfallen. Das Auslassen auch der

unterbrochen unter- trichenen Terme ergibt eine nicht energiekonsistente



-39 -

Schalentheorie, die man auch aus der klassischen Schalentheorie in der
Formulierung der virtuellen Arbeit erhalten kann, indem man sie auf nicht-

lineares Materialverhalten erweitert.

In den Kapiteln 6.3 und 6.4 besprechen wir die Lasten und ihre Anteile am

Gesamtpotential und dessen Variationen.

Im Hinblick auf die freie Wahl des hyperelastischen Werkstoffgesetzes und
die &dulerst komplizierte Kinematik des Schalenraums werden die Differen-
tialgleichungen der Gleichgewichts- und Stabilitétsbedinguﬁgen nicht her-
geleitet; vielmehr zeigen wir im Kapitel (8.1) den Ubergang vom Varia-
tionsprinzip (4.5.2) zu einer effizienten FEM-Formulierung.
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5. VEREINFACHUNGEN DER SCHALENKINEMATIK DURCH BEGRENZUNG DER
DEHNUNGEN UND ROTATIONEN

5.1 Einleitung

Die Dehnungen und Rotationen, die bei der Verformung der Schale auftreten,
erreichen in der praktischen Anwendung oft nicht die theoretisch
zulassigen Grenzen. Daher ist es sinnvoll, ausgehend von einem Klassifika-
tionsschema fiir die Dehnungen und Rotationen nach moglichen Ver-

einfachungen in den kinematischen Beziehungen zu suchen.

Jedoch werden wir anhand der Rechenzeiten (Kapitel 9) erkennen miissen, daB
die im folgenden vorgeschlagenen Vereinfachungen im Bereich grofier
Dehnungen in der Schalenbiegetheorie nur verhadltnismdBig wenig Zeit-
ersparnis ermoglichen. Dafiir lassen sich aber die Ergebnisse aus den Ab-
schatzungen auf die klassische Schalentheorie iibertragen, so daB sie nicht
nmur einen neuen Weg zur Herleitung bekannter Schalentheorien [34, 40, 42,
49] eroffnen, sondern auch eine interessante neue Variante zu einer be-
stehenden Theorie liefern.

5.2 Ein Klassifikationsschema fiir Dehnungen und Rotationen

Der polare Zerlegungssatz gestattet die (lokale) Aufspaltung des Ver-
formungszustandes der Schale in reine Dehnungen und reine Rotationen
(Kapitel A3.1) [siehe auch 49, 73]. Sowohl die Dehnungen als auch die
Rotationen konnen somit unabhdngig voneinander unterschiedliche Grofen-
ordnungen annehmen. Die daraus resultierenden Einfliisse auf die kine-
matischen Beziehungen sollen durch Abschdtzungen im Rahmen der zuldssigen

Fehler in den DehnungsmaBen ¢ und x (siehe Kapitel 4.4) untersucht
werden. '

Zu diesem Zweck wird in Anlehnung an [40, 42, 49] das folgende Klassifi-

2

kationsschema vorgeschlagen, in dem 6 fiir eine kleine Zahl mit 6° << 1 im

Sinne des Kleinheitsparameters (4.1.5) oder (4.2.5) steht:

o(1) - endlich oder finit ,

o*¥e) ~  semi-finit ,
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o(ve) -  groB ,
o(e) - moderat ,
o(eve) -~  ziemlich klein ,
o(e?) - klein .
Die Annahme |[y|| = 0(6%) filhrt zur klassischen Schalentheorie finiter

Rotationen [40, 40, 49], die Annahme, daB der Rotationsvektor @ klein ist,
a| = 0(92), zu einer geometrisch linearen Schalentheorie. Beide Annahmen
zusammen ergeben die klassische lineare Schalentheorie. Das Ziel der noch
folgenden Betrachtungen ist festzustellen, welche Vereinfachungen in den
Bereichen 0(6%) < [[v|| < 0(1) und o(e?) < |@| < O(1) mdglich sind.

Die Abschatzungen hierfiir werden im ndchsten Abschnitt 5.3 besprochen.
Dieser Abschnitt behandelt noch einige wichtige Vorarbeiten.

Passend zu dem mit Hilfe des polaren Zerlegungssatzes ermittelten Rota-
tionstensor R laBt sich ein Rotationsvektor @ mit der Eigenschaft

Q=esinw (5.2.1)

definieren [49]. Hierbei gibt w den Rotationswinkel und e den Einheits-
vektor in Richtung der Rotationsachse an. Die Gleichungen

Re=e , tr(R) = R-1=1+2cos w ,
R=coswl+sinwex1+(1l-cosw)enpe, (5.2.2)
[| R-cos w1l ~-(1-cosw) epe || =2sinuw

legen die Beziehungen zwischen R und Q@ im Bereich |u| <-%

[52].

eindeutig fest

Die Dehnungs- und Kriimmungstensoren (3.3.3 u. 3.3.8) lassen sich durch die
"linearen DehnungsgroBen" (3.3.2) ausdriicken, die sich wiederum durch die
Ingenieurdehnungen e und den Rotationsvektor @ [49] darstellen lassen:



_RA A P 1 3
0 = (6 + ) (o, &+ —Lrgata) (5.2.3)
COoS =
2
A A 3 1 v_p 3,2
9 . =¢ (6, +e)e. . @ +———(e_e, 00+a,(0°))1]1,
o« oB B BT A 2 cos? 5 v P oA (5.2.4)
€ = V@ Cp - &= 8= 0, &= ey =1 (5.2.5)

Um die nachfolgenden Betrachtungen zu vereinfachen, wahlen wir ein lokales

*
orthonormales Hilfskoordinatensystem mit den Basisvektoren a, - Es gilt
folglich

. *A. =06.. . (5.2.6)
a aJ 6

Dieses lokale Hilfskoordinatensystem wird raumlich stets so orientiert,

a3 =n (5.2.7)
gilt und die Komponenten von Q in diesem Koordinatensystem
o =gat =0,

g-a, $ 0 und (5.2.8)

tel
N
i

y=0;=anf0

erfiillen. Damit sich die Komponenten eines Tensors beziiglich der aI—Basis
von den Komponenten bezliglich der normalen ai—Basis auch in der Notation
unterscheiden, werden in den Kapiteln 5.2 und 5.3 die Indizes fiir die
Komponenten zur a;—Basis fett geschrieben. Wir erhalten fiir die "linearen

Dehnungsgrofen' :
e gy = g By - —— (14e, () 24(0.)2] (5.2.9)
11 1" 12 %3 ) 1 2 3 : Lo

_ 2
Ppg = €xp + €45 B3 - ——— (1+€22)(03) , (5.2.10)
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_ 1 2 2
915 = €95 - (T4e,)05 - ;————57;-512[(03) -(a,)°1 (5.2.11)
COSs ?
=eq, + (e, 00, - — e _(a,) (5.2.12)
?21 12 1173 77 Zw c1237 i
COs 7
9q = —(1+e11)02 + ; = €12 85 83 (5.2.13)
COoSs 7
1
Py = €4y 92 + 2_2“’ (1+€22)02 93 « (5.2.'14)
COSs 7

Ausgehend von diesen Beziehungen lassen sich problemlos verschiedene
Approximationen des Dehnungs- und des Kriimmungstensors finden, die fiir
unterschiedliche Begrenzungen der Grofenordnungen der Dehnungen und Rota-
tionen gelten.

5.3 Vereinfachte kinematische Beziehungen

Die Naherungen fir ¢, x und v sollen natiirlich nicht die Ordnung des
relativen Fehlers in der Verformungsenergiedichte dndern. Zu diesem Zweck
rufen wir uns noch einmal die im Kapitel 4.4 hergeleiteten zuldssigen

Fehler in Erinnerung:

v % q (140(6%)) (5.3.1)

x = x (140(6%) + oL 0¥ [[v[]) , (5.3.2)
2

v=v+o00°|y]]) . (5.3.3)

Bus der Beziehung (3.4.8) folgt, daB unter der Annahme ||y|| < O(1)
(A4.2.4) in B _, ein absoluter Fehler der Ordnung O(6vB %-||7|[) zuldssig

ist:

B

baB

b4

= 1
bw+om@H|hH). (5.3.4)

Nebenbei haben wir somit auch gezeigt, daB im Bereich kleiner Dehnungen -

mit 0 =max (2, VB JTHD - x durch

2
g = Pyg — Bog + 0O [lvl]) (5.3.5)
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hinreichend genau approximiert wird.

Die mdglichen Vereinfachungen fiir ¥ beschranken sich im wesentlichen auf
den Bereich kleiner Dehnungen. Sie sind daher weitgehend bekannt, so daB

es ausreicht, die wichtigsten am SchluB des Kapitels kurz zusammen-
zufassen.

Mogliche Vereinfachungen fiir x und v, die ilber die in (5.3.5) fiir » bei
kleinen Dehnungen oder die in (4.4.21) fiir v bei groBen Dehnungen bereits
vorgestellten Vereinfachungen hinausgehen, beschranken sich auf den Term
(3.3.8),

E 12 ¢ A A >
A3 Bog = (A3)7 LI1 + 9%, +Detle )] (g + b 7y +ogyg)

A - A P _pP _pP

in dem ein absoluter Fehler 0(6ve ||y[|) erlaubt ist (5.3.4). Der Faktor
(13)2 (3.3.14) 1aBt sich in eine Taylorreihe entwickeln,

2 1
(A3) =

)

1+ 2+ 3 (711*12 712712 (5.3.7)

A 2

4 3
1 - ZYA + (27 =3 (711712‘ 712712) +o([[v[ 7Y,

so daB er unter Annahme moderater Dehnungen

[l¥]| <o) (5.3.8)

2

(x;)

A
3 1 -2y + oef|v]|) (5.3.9)

vereinfacht werden darf. Soll hierbei der Fehler unter 1 % bleiben, darf
Tog 3 bis 5 % nicht wesentlich uberschrelten. Bei kleinen Dehnungen |[v]|
= 0(6 ) wird allgemein mit (k ) 1+0(e ) gerechnet.
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Weitere Moglichkeiten bietet die Linearisierung der quadratischen Terme 1

+ wkl + Det(¢lp) und ¢Ap @, - (1+¢Al)¢p in (5.3.6). Zu diesem Zweck

A
schitzen wir unter den Voraussetzungen ||y|| <1 und (@] <1

b, + b; ¢A + 9

()
GB a QIB = O(H) (5.3.10)

und

P _b

0
L 9, = Ol max([|¥]|, |a])) (5.3.11)

P
B

ab. Mit (5.2.9 - 5.2.12) ergibt sich Det(¢*p) zu

A
Det(9™)) = 999 955 = 943 9

J

+ (93)2(1 +e )

€1122 ~ %12%12 11+ %22 * 811822 ~ 12512

2 2
{- (1 + e11) (522 + e1203) [(nz) + (03) 1
S 1+ en) (ege = £0uf) (0)2
22 11 1273 3
+oenn [ean + (1 + e8] [(0)2 = (8)2)
12 12 11°73 3 2

2
+ €45 [812 - (1 + 522)03] (03) }

1

4

2 2 2
- 2-{ (1 + 911) (1 + 822) [(ﬂz) + (03) ] (03)
2

+

2 2 2
- £45%12 [(93) - (nz) ] (03) }, (5.3.12)

so daB bei Annahme moderater Dehnungen
[le[| =oC||¥[]) < o(e) (5.3.13)

und "semi-finiter/moderater(kleiner)" Rotationen, 4. h. semi-finit um a;
und je nach O(||y||) moderat oder klein um n,
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[a,| §o(446) gl gotflxl) (5.3.14)

>

Det(e™)) < o(ve||v(]) (5.3.15)
folgt. Im Zusammenhang mit (5.3.4, 5.3.6, 5.3.10) ist nun zu erkennen, daB
der Term (5.3.15) unter der Voraussetzung (5.3.14) in (5.3.6) vernach-
ldssigt werden darf.

Die Abschatzung von ¢Xp ?y - (1+¢AA) ¢p ist ein wenig aufwendiger.
Zuerst fiihren wir eine Transformation unter Anwendung der in (5.2.6 -
5.2.8) definierten Hilfsbasis durch, um

A A *
- = - ) a-a 5.3.16
O, m 0y e =le 0 -9, )ara ( )

zu erhalten. Das Skalarprodukt a:—ap hat die Ordnung O(1),
*
la-a | <|a]| =0(1), (5.3.17)
np =1%

so daB es fiir die folgende Untersuchung bedeutungslos ist. Zur Bestimmung
der Ordnung von (5.3.16) betrachten wir nun unter den Voraussetzungen
(5.3.13, 5.3.14) die beiden Fdlle n=1 und n=2.

Fir np=1 folgt:

=2 ergibt:
922 9 ~ ”AA P2 =942 94 - 997 92 = 0(||7||92) . (5.3.19)

Aus dem Zusammenhang mit den Beziehungen (5.3.4, 5.3.11) ist nun ersicht-
lich, daB der Term ¢l (1+¢Ak)¢p in (5.3.6) durch 9, ersetzt
werden kann.

p T

Somit folgt unter Annahme moderater Dehnungen (5.3.13) und
semi-finiter/moderater(kleiner) Rotationen (5.3.14) der vereinfachte

Zusammenhang
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- A A A
A3 baB = (1 - 271) [ (1+9 A)(bas +bMs ¢, + q’alB)

A A 1
-9 (o afs " bg ?,) ] + o(eve 5 [[xl]) .(5.3.20)

Beim Ubergang auf kleine Dehnungen ergeben sich die Komponenten des
Kriimmungsanderungstensors zu

A A A
g = -1+ 9 A) (bAB L ¢a|8) -9, baB

(5.3.21)

A A 1
+9, (00 g~ D5 9) +o(eve ¢ [[|v[[) -

Der angegebene absolute Fehler liegt in beiden Fidllen innerhalb der in
Kapitel 4.5 hergeleiteten zuldssigen Grenzen. Die Formel (5.3.21) kann
unter Beachtung ihres auf kleine Dehnungen und semi-finiter/kleiner Rota-
tionen begrenzten Giiltigkeitsbereichs in die Beziehung (3.8 aus [42])
lberfiihrt werden. Der mit a, < 0(445) gegeniiber a < 0(¥8) in [42] ver-~
groBerte Giiltigkeitsbereich stellt keinen Widerspruch dar, sondern liegt
an dem in dieser Arbeit erstmals vorgestellten neuen vereinfachten Konzept
und Ba

zur Abschatzung von x, und entspricht den Erfahrungen aus der An-

B B

wendung.

Auf Grund der kompakten Formulierung der Beziehung (5.3.21) - es werden
nur 17 Rechenoperationen (4, -, «) zur vollstdandigen numerischen Aus-
wertung benotigt, (3.8 aus [42]) dagegen braucht 38 Rechenoperationen -
lohnt es sich kaum, durch Einfiihren groBerer Fehler, wie sie in [42] oder
[45] vorgeschlagen werden, weiter vereinfachte Varianten - z. B. (3.23 aus
[42]), 16 Rechenoperationen - herzuleiten.

Bei Annahme hochstens moderater Dehnungen in Verbindung mit in etwa

moderaten Rotationen,

[lv]| <ote),

(5.3.22)

2
|2

A

of||v|[v8) <o(e) ,
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folgt
v, 95 SOU[7[[¥®)

< 0(¥0)

P = ' (5.3.23)

3 bOIB durch

A

- A A a1
Ay Byg = (1 - 2¥)(b g + ¢, b o+ ¥y g) + OBV | vl

(5.3.24)

o t Prg

hinreichend genau approximiert wird. Falls nur kleine Dehnungen auftreten,
erhalten wir die Kriimmungsinderungsbeziehung der klassischen Schalen-
theorie moderater Rotationen [49]

Ao )

g = -(tpmlB + bB Pra (5.3.25)

= X

Ba °

Eine Vereinfachung von vy ist im Bereich groBer Dehnungen kaum mbglich. Die
einzige Ausnahme stellt der Fall ziemlich kleiner Rotationeh dar,

la] <otevd[[x]]) , (5.3.26)

so daB aus ¢ ¢g < 0(62||1||)

1 . A 2 | :
Tog =7 (9 + Pgq * ¥ 93g) (140(8%)) (5.3.27)

folgt.
Besser sieht es bei Annahme kleiner Dehnungen aus. So gilt fiir anishernd
rotationssymmetrische Verformungen einer Rotationsschale (e1 ist die

Meridiankoordinate, 92 der Umfangswinkel)

llvgp11 s 0@?|4[[) una lay| < ote?||v]]) , (5.3.28)



womit wir

1 1 2
=%1+7w1¢”+¢1%)+menﬂh

0+ oe?| [y

)

2 + 0% x| )

erhalten [34] .

Treten nur

|9, |

A

o(Y||¥||) = o(e)

lag[ g o(]|v[]) = o(e?)

ergibt sich

1

YaB =7

+9

(¢a8 Ba * %% 8
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moderate/kleine Rotationen auf

) (1+0(82)) .

Im Falle kleiner Dehnungen und Rotationen

| <o(|[x[]) = ote?

ist ¥ linear:

YaB

1
2

(98 + Pg4) -

(5.3.29)

(5.3.30)

(5.3.31)

(5.3.32)

(5.3.33)
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6. RANDBEDINGUNGEN UND LASTEN

6.1 Kinematische Randvariablen

Zur Formulierung der geometrischen Randbedingungen werden die kine-
matischen Randvariablen benotigt, die die Verformung des Schalenrandes be-
schreiben. Da durch das Variationsprinzip vom stationdren Wert des Gesamt-
potentials (4.5.2) die Gleichgewichtsbedingungen gegeben sind, miissen nur
die wesentlichen geometrischen Randbedingungen vorgeschrieben werden
[38].

Die wesentlichen kinematischen und auch die statischen Randbedingungen er-
hdlt man, indem man die erste Variation des Gesamtpotentials unter
Anwendung des GauBschen Integralsatzes partiell integriert. Dabei ist fiir
die erste Variation der inneren Arbeit (4.5.6) in Ansatz zu bringen. ¥y, =x
und v bzw. deren Variationen lassen sich analog zur Reihenentwicklung
(3.4.1) auch durch eine Reihenentwicklung von 1/2 (ﬁTF-l) bzw. der Varia-
tion hiervon ermitteln. Damit konnen nun die erforderlichen Transformatio-
nen durchfiihrt werden. Jedoch bleiben noch viele Fragen offen, da die Ar-
beiten hierzu angesichts ungelOster Probleme noch nicht abgeschlossen
sind. Daher wird in dieser Arbeit zu diesem Problemkreis keine Formel pra-
sentiert. Dennoch kdnnen bereits die folgenden Aussagen getroffen werden:

Die vereinfachte Approximation (4.3.17) ist eine eine Schalentheorie mit
vier Randparametern, so wie wir es auch von den Kirchhoff-Love-Schalen-
theorien grofer Rotationen gewohnt sind. Die "vollstadndige" Approximation
(4.3.15) ist eine Theorie mit sechs Randparametern. Zu den vier Paramgtern
Verschiebung und Rotation des Randes kom%t noch die Dickenanderung 13 am
Rand und der Gradient der Dickenadnderung A3'v. der einer Querschnittswol-
bung dquivalent ist. Wird jedoch mit dem vereinfachten Vg (4.4.21) ge-
rechnet, so entfdllt vermutlich der letztgenannte Randparameter.

Da der EinfluB einer am Rand vorgeschriebenen Dickendnderung sehr rasch
abklingt und sich kaum weiter als etwa eine Schalendicke weit in die
Schale hinein auswirkt, beschranken sich die nachfolgenden Betrachtungen
auf die vier "klassischen" Randvariablen, die in jedem Falle auch zu
beiden Approximationen der Theorie grofier Dehnungen gehoren.
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Zur Beschreibung der Verformung des Schalenraums definieren wir auf dem
Rand der Referenzflidche bezogene Basisvektoren: a, in tangentialer
Richtung zur Randkurve, a, in normaler Richtung zur Randkurve aber tan-
gential zur Bezugsflache und n als Normalenvektor zur Referenzfldche. n

ist identisch mit dem Normalenvektor aus dem Kapitel 2.

Bild 6.1: Schalenrand

Der Randtangentenvektor a, ergibt sich aus der partiellen Ableitung des
Ortsvektors r(6%(s)) nach dem "laufenden" Randkurvenparameter s:

a_ = r(e"‘(sn,s =a e"‘,s ) (6.1.1)
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Die Funktion 6%s) gibt die Flachenkoordinaten 6" fir den durch s
gegebenen Punkt auf dem Rand der Schale an. Die Randnormalenvektor a, wird
mit Hilfe der Beziehung

a, =-|-aTt—l- a_xn , la,| =1 (6.1.2)

berechnet. Analog werden die entsprechenden Grofen St und Ev in der

verformten Lage der Schale definiert.

Mit Hilfe von (6.1.1 - 6.1.2) lassen sich die Randverschiebungen u in

physikalischen Komponenten darstellen, deren Richtungen sich auf den Rand

beziehen:
t

u=u a

t+u\’a +u3n. (6.1.3)
v

Im Rahmen von vier kinematischen Randparametern konnen nur die Randver-

schiebung und die Randverdrehung der Bezugsfldche vorgeschrieben werden:

v = v(s) = u(s,g=0) = vt a, + v’ a + v3 n, - (6.1.4)

f=n"a +n’a +n°n , (6.1.5)
t v

a, =att a + atv a + at3 n, (6.1.6)

t t v

a =a%ta +a%va + a3 n. (6.1.7)

Y t v

Der "verformte" Randtangentenvektor 'ét ist analog zu den Definitionen
(6.1.1) bereits durch die Randverschiebung gegeben. Der Randnormalenvektor
5\) besitzt nur einen frei wahlbaren Parameter, da er definitionsgeman
normal zu a, verlaufen muB und den Betrag 1 hat. Auf Grund der Normalen-
hypothese ist die Richtung von 53 am Rand durch den Normalenvektor n
normal zur Bezugsfliche vorgegeben. Die Richtung von n verlduft aber
normal zu 5t und 5\) .

Somit konnen fiir die Randverschiebung und Randverdrehung der Bezugsflidche
vier Komponenten aus Verschiebung und Rotation unabhangig voneinander

vorgeschrieben wer“en, zum Beispiel
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vo=va, , v =va sowie vy =v'n (6.1.8)

n = n-a . (6.1.9)

fiir die Verdrehung.
o

Beriicksichtigen wir die nichtlinearen Beziehungen fiir n (3.3.5), so gibt
es nur wenige "einfache" geometrische Randbedingungen fiir die Randkurve
der Bezugsfldche. Unter ‘"einfachen geometrischen Randbedingungen"
verstehen wir alle in den Verschiebungen und ihren Gradienten linearen
Randbedingungen, die zudem in der Formulierung keine Linearkombinationen
aus den Verschiebungen und ihren Gradienten erfordern. Die wichtigsten

sind:

a) freier Rand: natiirliche Randbedingung, keine wesentliche geometri-
sche Randbedingung:

b) unverschiebliche aber verdrehbare Auflagerung des Randes der
Bezugsflache:
v = v' = vorgeschriebene Verschiebung; (6.1.10)

c) Einspanmung des Randes der Bezugsfliche:

v=0 und V3, = 0. (6.1.11)
v

14

Es gibt auch "lineare" geometrische Randbedingungen, in deren Formulierung
Linearkombinationen aus Verschiebungskomponenten und deren Gradienten be-
stimmte Werte vorgeschrieben werden. Dazu gehort die

verschiebliche Auflagerung,

1 Vgt SV, +C3V3=¢, (6.1.12)

Mtc1=cmmt,c

Cc

= const., c3 = const., ¢, = const. .

2 4

In vielen Sonderfallen konnen die "linearen" Randbedingungen "einfach"

sein.
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Nichtlineare Randbedingungen, zum Beispiel
a) vorgeschriebene Randverdrehungen
n,=ng$0, (6.1.12)
oder
b) Randbedingungen auf Symmetrielinien
v =0 und n =0 (6.1.13)

v \Y
konnen bei Anwendung numerischer Verfahren wie FEM nur iterativ approxi-
miert werden. Die Randbedingungen auf Symmetrielinien sind unter bestimm-
ten, héufig vorliegenden geometrischen Verhdltnissen nur einfach.

6.2 Kontinuitdtsbedingung fiir Finite Elemente

Die Kontinuitdtsbedingung fordert die Vertr&aglichkeit der Verformungen an
den Randern benachbarter Finiter Elemente. Sie gilt als hinreichend
erfiillt, wenn keine in der Verformungsenergiedichte vorkommende Grofe auf
dem Elementrand unendlich gro8 wird [39, 77].

Wir wenden diese Forderung auf (4.3.16) an, wobei fiir v der vereinfachte
Ausdruck (4.4.21) eingesetzt werden soll. Unter Beachtung von (3.3.2,
3.3.3, 3.3.6, 3.3.8 u. 3.4.8) erkennen wir, daB in der Verformungsenergie-
dichte die Verschiebungen und ihre ersten und zweiten Ableitungen in Rich-
tung der Koordinaten o auftreten. Folglich miissen die Verschiebungen in
allen Richtungen zweimal differenzierbar sein.ADas ist jedoch am Element-
rand nur gewahrleistet, wenn die Verschiebungen und ihre ersten Ablei-
tungen auch iiber den Elementrand  hinweg stetig verlaufen
(C1-Kontinuitét).

6.3 Totlasten

Die Lasten, die auf ein mechanisches System einwirken, konnen in zwei
Gruppen unterteilt werden. Diejenigen Lasten, deren (auf die Punkte des
Kontinuums bezogenen) Betrdge und Wirkungsrichtungen nicht von den Ver-
formungen abhdngen, heiBen Totlasten. Ein typisches Beispiel hierfiir ist
das Eigengewicht. Lasten, die vom aktuellen Verformungszustand abhangig
sind, bezeichnen w~ir als Folgelasten. Ein Beispiel hierfiir sind Druck-
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lasten, die immer senkrecht auf die aktuelle Oberfldche einwirken.

In diesem Abschnitt werden die Totlasten behandelt, im folgenden die

Drucklasten.

Passend zum Variationsprinzip vom stationdren Wert des Gesamtpotentials
wird das Potential der Totlasten in Verschiebungsform angegeben. In der
Schalentheorie ist es liblich, alle Lasten p auf der Bezugsflidche angreifen

zu lassen, so daB

Aotlasten = ‘I prvdA = 'I I ¥ p-v o' ae? (6.3.1)
A

02

folgt. Fir Randlasten gilt entsprechend

- _J{ p.v + H‘(l—l - n) }dS R (6.3.2)
C

ARandtotlasten

wobei C der Rand und s die Bogenlange des Randes ist. H steht fiir ein
Randmoment; die Richtung von H ist tangential zur Bezugsfldche und senk-
recht zur Richtung eines achsialen Momentes M, welches am Rand angreift;
die Betrage von H und M sind gleich [52].

Es ist jedoch fragwiirdig, in wieweit die iibliche Annahme des Lastangriffs
auf der Bezugsfliache fiir mapig diinne Schalen (4.2.4) gerechtfertigt ist.
Das skizzierte Beispiel soll die Problematik veranschaulichen.

EEENEENN SN

Bild 6.2



- 56 -

Die Last p greift auBerhalb der Bezugsfldche E=0 an. Die Verschiebung u
der Lastangriffspunkte 13Bt sich in die Verschiebung v der zugeordneten
Punkte der Referenzfliache und die Verformung der Materialfasern zwischen
der Referenzfldche und den Lastangriffspunkten aufteilen. Unter Zuhilfe-
nahme von (2.3.6, 3.4.12, 4.4.2, 4.4.4, A2.3.2, 4.2.5) kOnnen wir u um-
formen und zu

=
!

3 3
=V + I§3 d€ - En=v + IA3(€)°B(E) dg - En
0 0

"

£
v + I{A3IE=O nl§=0 + ()‘3,3l€=0 n|E=O + l3|€=o n,3|g=0)€ +
0

+(..0)E% +...} dE - En (6.3.3)

2
v+ a5 £+ 0|2 [h°)E + O [y[[f)a_ + ... - &n

v+ (53 - n)E + O(eh)n + 0(eh)aa .

abschdtzen. Sei @ der grofte Rotationswinkel und L die charakteristische
Lange, so ergibt sich fiir den in Bild 6.2 dargestellten Fall u = % L.
Sicherlich darf diese Abschatzung fiir zahlreiche Probleme verallgemeinert

werden,

[u| =o(a L) =o(a %J , (6.3.4)
so daB fiir grofe Rotationen 2 = 0(1)

u=[v+ (3 - nEl (1+0(6?)) (6.3.5)
folgt. Hiermit erhalten wir ein verbessertes Potential der Totlasten, in

dem |(53 - n)g| = O(qh) abzuschitzen ist und daher nicht gegenilber u
(6.3.4) vernachlassigt werden darf,

Arotlasten = ~ I p(e%,£)-[ v(6%) + (3; - g 1 av (1+0(6%)) . (6.3.6)
v
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Es lapt sich nun zeigen, daB fir das Eigengewicht sowie alle anderen
gleichmapig iliber das Schalenvolumen verteilten Lasten die resultierende
Belastung nach wie vor an der Bezugsfldche angreift. Flir nicht von £
abhangige Volumenkrafte gilt also weiterhin auch unter Beachtung von
(2.1.12) die Formel (6.3.1); sie ist dann jedoch mit einem relativen
Fehler der Ordnung 0(92) behaftet.

Bei einem auBermittigem Lastangriff, z. B. auf der Oberfliche, erhdlt die
Formel (6.3.6) ihre eigentliche Bedeutung; insbesondere, wenn die Last
nicht senkrecht zur Oberfldche angreift und die Rotationen gro sind.
Vernachlassigen der in (6.3.6) gegenilber (6.3.1) 2zusdtzlichen Terme kann
zu einem relativen Fehler O(@) im Potential der Lasten fiihren.

Die Variation der Totlasten ergibt

6Arotlasten ~ Ip(e“,g).[ 6v(e®) + g say 1 av (140(e?)) (6.3.7)
v

und, falls Lasten auBerhalb der Bezugsfldche angreifen (g + 0):

2 o 2-
6 ATotlasten = - Ip(e ,E) 6 a; g 4av . (6.3.8)
v

6.4 Drucklasten

Drucklasten (hydrostatischer Druck, Gasdruck) sind eine wichtige Bela-
stungsart fiir Schalen. Die Publikationen [15, 41] zeigen anhand verschie-
dener Beispiele, daB Drucklasten nicht einfach durch scheinbar dquivalente
Totlasten ersetzt werden konnen. Insbesondere beim Auftreten grofier
Dehnungen fiihrt eine solche Vereinfachung zu erheblichen Fehlern, da die
Drucklast immer auf die aktuelle Oberflache wirkt.

Im Rahmen dieser Arbeit werden nur ortsunabhiangige hydrostatische Druck-
lasten q = const. betrachtet. Das spezifische Gewicht des belastenden

Mediums findet keine Beriicksichtigung, so daB kein Auftrieb entsteht.

Unter diesen Voraussetzungen wird in [41]
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I q 5t°(? xVv)ds=0 (6.4.1)
C

als hinreichende Bedingung filir die Existenz eines Potentials der Drucklast
g angegeben. ¢ und v sind zwei verschiedene aber beliebig wihlbare
zulassige Variationen der Verschiebung auf dem Rand C der betrachteten
Schale; a,_ ist der in (6.1.1) definierte Randtangentenvektor. Es gibt zwei

t
Moglichkeiten, (6.4.1) zu erfiillen:

(I) Die Schale ist geschlossen, so daB kein Rand existiert.
(II) Die zuldssigen Randverschiebungen geniigen der Forderung

Et-(v xVv) =0. (6.4.2)

Die zweite Bedingung kann z. B. dadurch erfiillt werden, daB jeder Punkt
des Randes nur noch einen translatorischen Freiheitsgrad besitzt [41].

Eine [41] ergdnzende Moglichkeit eroffnet sich durch eine geometrische
Interpretation von (6.4.2):

(II’) Der Schalenrand muB dicht mit einer Kontaktfliche abschliefen.

Dadurch verliert jeder Punkt des Randes nur einen translatorischen Frei-
heitsgrad. Das Kreuzprodukt aus zwei verschiedenen zuldssigen Variationen
¢ und v der Randverschiebungen ergibt einen Vektor normal zur Kontakt-
flache, wahrend der Randtangentenvektor 5t auf der Kontaktfldche zu liegen
kommt, so daB das Spatprodukt aus Et, ¢ und v (6.4.2) den Wert mull
ergibt.

Sowohl die Moglichkeit (I) als auch die geometrische Interpretation von
(II) erlauben, das Potential der Drucklast sich als das Produkt aus dem
Druck und dem von der Schale gegebenenfalls mit den Kontaktfldchen einge-
schlossenen Volumen vorzustellen. Beli einer Schale aus inkompressiblem
Material ist es folglich auch beim Auftreten grofer Dehnungen bedeutungs-
los, ob die Drucklast auf die AuBenfliche, die Innenfldche oder auf
irgendeine andere Fliche im Schalenraum wirkt. Der Unterschied im Poten-
tial ist in jedem Falle nur eine Konstante, die bei der Variation heraus-
fallt.
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Ohne Herleitung ilibernehmen wir die erste Variation des Potentials der
Drucklasten, die formal identisch mit der negativen virtuellen Arbeit ist,
aus [411]:

a -
%Aprucklasten = ~ I q /; n-6vd.q
4

(6.4.3)
--q j jﬁa.ovda ae? .
02 91
Die zweite Variation ergibt
62a --a[tf2aevs {2a621 ag (6.4.4)
Drucklasten a a ‘ °=e
4

Die Symmetrie von (6.4.4) beziiglich der Variationen ergibt sich nur beim
Einhalten der Bedingung (6.4.1). Daher empfielt es sich, in einem
FEM-Programm die Elementsteifigkeitsmatrizen fiir die Drucklast zu
symmetrisieren; andernfalls ergibt sich die Symmetrie erst nach der Addi-
tion aller Elementsteifigkeitsmatrizen zur Gesamtsteifigkeitsmatrix und
Anpassen der Gesamtsteifigkeitsmatrix an die Randbedingungen.
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7. ELASTISCHE WERKSTOFFGESETZE

In dieser Arbeit werden nur Schalen betrachtet, deren Werkstoffe eine Ver-
formungsenergiedichte besitzen, die ausschlieBlich wvon den aktuellen
Dehnungen abhéngt. Das Werkstoffverhalten wird also weder von der Zeit (z.
B. Kriechen) noch von der Verformungsgeschichte (wie bei plastischer Ver-
formung) beeinfluBt. Solches Materialverhalten heiBt hyperelastisch. Dabei
kann hyperelastisches Verhalten auch zusammen mit grofien Dehnungen auf-
treten.

Als isotrop bezeichnet man Werkstoffe, die sich in allen Richtungen
gleichartig verhalten. Zusadtzlich kann der Werkstoff - wie Gummi -

inkompressibel sein.

Mit Ausnahme der Isotropie sind alle soeben aufgefiihrten Annahmen wichtige
Voraussetzungen fiir die Herleitungen im Kapitel (4.3). Die Annahme iso-
troper Werkstoffe gestattet uns dariilber hinaus die freie Wahl der korper-
bezogenen, meist krummlinigen Koordinaten 6% , ohne daB dadurch zusitz-
liche Probleme bei der Beschreibung des Materialverhaltens entstehen.

Verbundwerkstoffe, die im allgemeinen hochgradig anisotropes Verhalten
aufweisen, werden von den Betrachtungen in dieser Arbeit ausgeschlossen,
zumal bei laminierten Materialien - wie z. B. Autoreifen - die Vernach-

ldssiqung der transversalen Schubverformungen fragwiirdig erscheint.

Aus den genannten Griinden beschranken wir uns im folgenden auf isotrope
Werkstoffe.

7.1 Das Hookesche Gesetz

Solange die Dehnungen hinreichend klein sind, reagieren die meisten
Materialien 1linear elastisch. Die Verformungsenergiedichte W ist dann
quadratisch in den Dehnurnigen,

1

1
W_Q.EQLE=—2-L-ENE’ (7.1.1)

wobei L der Elastizitdtstensor und E ein Dehnungstensor ist.
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Im Bereich kleiner Dehnungen ||E|| = 0(62) ist es gleichgiiltig, welcher
Dehnungstensor verwandt wird, da sich in diesem Fall alle Dehnungstensoren
nur um einen relativen Fehler 0(62) unterscheiden (in diesem Zusammenhang
missen Dehnungs- und Stretchtensoren unterschieden werden. Der meist
verwandte Dehnungstensor fiir kleine Dehnungen ist der Greensche Dehnungs-
tensor (3.2.9). Eine Zusammenstellung weiterer Dehnungstensoren findet
sich in [32].

Flir kompressibles isotropes Material lauten die Komponenten des linearen

Elastizitatstensors

LAkl _ G(alkaJl + atladk + 1E;v alJakl)

' (7.1.2)

wobei G fiir den Schubmodul und v fiir die Querdehnzahl stehen. Bei unge-
hinderter Dehnung in der 3. Richtung, wie es bei Schalen im allgemeinen
der Fall ist, ergeben sich die Komponenten des modifizierten Elastizitdts-
tensors [49] zu

HOBM _ g(a™aP* 4 a™aBr 4 %%; a®aM) | (7.1.3)
Der Ubergang auf inkompressible Werkstoffe ist aus mechanischer Sicht
nicht erlaubt, indem man in (7.1.3) einfach v=0,5 einsetzt. Allerdings
laBt sich flir einige inkompressible Materialien, wie 2z. B. fiir

Mooney-Rivlin-Material, unter der Annahme ﬁ}einer Dehnungen eine formale
oW

oE oE

gewshlt wird. o8 M

Zuordnung zwischen HuBAu fiir v=0,5 und finden, indem G geeignet

7.2 Nichtlineare, hyperelastische Werkstoffgesetze

Materialien, die sich auch beim Auftreten moderater und grofier Dehnungen
elastisch verhalten, weisen im allgemeinen nichtlineare Spannungs-
Dehnungsbeziehungen auf. Somit ist die Verformungsenergiedichte keineswegs
nur eine quadratische Funktion der Dehnungen. Filir verschiedene
Materialien, meist Varianten von Gummi, der inkompressibel ist, aber auch
fiir einige Biomaterialien, die ebenfalls als inkompressibel angenommen
werden kdnnen, ist in [31] eine Ubersicht gingiger Werkstoffgesetze in

Form von Verformungsenergiedichtefunktionen gegeben. Weiche Biomaterialien
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finden wir ausfiihrlich in [16] beschrieben.

Das bekannteste Werkstoffgesetz fiir Gummi ist das sogenarnnte
Mooney-Rivlin-Material, dessen Verformungsenergiedichte

=
{

= ¢ (1,-3) + ¢,(I,-3) , Iy=1

(7.2.1)

2 2 2 -2 -2 -2
c1[(k1) +(A2) +(A3) -3] + cz[(x1) +(12) +(A3) -3] , Ay Ay Ag=l

lautet [1, 28]. I, steht fiir die iiblichen Dehnungsinvarianten [17], A fiir
die "principle stretches", die man z. B. als Eigenwerte des rechten
Cauchy-Greenschen Dehnungstensors (3.2.5) erhalt. S, und <, sind die
beiden Materialkonstanten, deren Summe gleich dem halben Schubmodul fiir
infinitesimal kleine Dehnungen ist:

1
(c1 + c2) =-§-G. (7.2.2)

In [1] wird fiir < und <,

¢y = 0,4375 G und c, = 0,0625 G (7.2.3)

2

vorgeschlagen.

Aus der Beziehung (3.2.4) folgt nun

2
(Ai) =14+ 2 Ei , (7.2.4)

wobei Ei einen Eigenwert des Greenschen Dehnungstensor E darstellt. Damit
kann das Mooney-Rivlin-Materialgesetz unter der Voraussetzung einer Nor-
malenhypothese (2.3.4, 3.2.7) mit Hilfe der vorstehenden Betrachtungen
auch in der Form

1

W=g [c1(A2 + 4AD - 4D) + c2(A2 + 8AD - 4D + 16D2)] , (7.2.5)

- - of 1 -
A=2(E, +E) = 2B g a™ , 1By = 3 Det(E,) , B=1+A+4D,
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angegeben werden. Aus dieser Darstellung lassen sich die Ableitungen der
Verformungsenergiedichte nach dem zweidimensionalen Greenschen Dehnungs-
tensor bilden (vergl. Kapitel 4.3). Diese Vorgehensweise kann sinngemdB
auch auf alle anderen hyperelastischen isotropen Werkstoffgesetze angewen-

det werden.

Auf Grund der im Vergleich zu anderen Werkstoffgesetzen noch einfach hand-
habbaren Form wird im Rahmen dieser Arbeit fiir die Berechnungsbeispiele im
Kapitel 9 das Mooney-Rivlin-Materialgesetz anderen, womdglich besseren
Werkstoffgesetzen vorgezogen.

Durch die Wahl von

1

;=56 , ¢ =0 (7.2.6)

2

erhalten wir das sogenannte Neo-Hookean-Material. Im Sonderfall, daB eine
Hauptdehnung gleich null ist, sind Mooney-Rivlin- und Neo-Hookean-Material
identisch. Fiir diesen Spezialfall, 12=1 oder E2=O, lant sich leicht die
Gliltigkeit der fiir die Konvergenz der Reihenentwicklung in Kapitel 4.3
wichtigen Formel (4.3.8) zeigen. Wir erhalten

a“w -2n-2
(n) = )
(aE1 )

W = (c

+c,) n 2" , n>2. (7.2.7)

1 1

Bei beliebiger Verformung eines Mooney-Rivlin-Materials 1laBt sich keine
geschlossene Formel fir W(n) angeben, so daB auf einen Beweis der Ab-
schitzung (4.3.8) verzichtet werden muf.

Weitere interessante Materialgesetze werden in [1, 14, 16, 46, 47] vor-
gestellt. Beachtenswert ist hierbei, daB im Bereich moderater Dehnungen
praktisch alle Materialgesetze fiir inkompressible Gummimaterialien in der
numerischen Auswertung dhnliche Werte ergeben.
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8. PROGRAMMIERUNG DER SCHALENTHEORIE ALS “VEKTORISIERTES"

FINITES ELEMENT

8.1 Der Ubergang von der Variationsformulierung zur Finite
Elemente Mathode (FEM)

Ausgehend von dem in den Verschiebungen v der Schalenbezugsfldche formu-
lierten Gesamtpotential J (siehe (4.5.1), (4.3.16) und Kapitel 6.3, 6.4),

J=Jd(v) , (8.1.1)
leiten wir aus der ersten Variation des Gesamtpotentials
6J(v) =0 ' (8.1.2)

(4.5.2), die das Variationsproblem darstellt, durch Diskretisieren die
Newton-Raphson-Iterationsformel her.

In der Methode der Finiten Elemente in Verschiebungsformulierung wird das
Verschiebungsfeld v elementweise durch Interpolationsfunktionen 3 ange-
nahert. Deren Verldufe sind durch die Verschiebungen und Verschiebungs-
gradienten a4, i=1,2,....n, in bestimmten Knotenpunkten gegeben ist:

veY (q;) - (8.1.3)

Die qi-Werte werden auch als Knotenfreiheitsgrade bezeichnet. Damit keini
“"energetischen Liicken" entstehen, miissen die Interpolationsfunktionen v
entlang der Elementrinder bestimmte Ubergangsbedingungen, die
Kontinuitdtsbedingungen (Kapitel 6.2), erfiillen.

Einsetzen von (8.1.3) in (8.1.1) und (8.1.2) ergibt
%*
J(v) = J(v) = J(qi) (8.1.4)

und

* aJ(q.)
83(v) % 63(V) = &3(q;) = ] _6q. =0

i %9

(8.1.5)
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Somit folgt
aJ
E =0 (8.1.6)

als diskrete Form der Gleichgewichtsbedingungen.

Das Gesamtpotential J ist im allgemeinen eine Funktion, die vom Ver-
schiebungsfeld u und somit auch von den Knotenfreiheitsgraden 9y hoch-
gradig nichtlinear abhangt, wodurch das Gleichungssystem (8.1.6) nicht-
linear ist. Nur bei gleichzeitiger Annahme kleiner Dehnungen und Rota-
tionen ist das Gesamtpotential (8.1.4) quadratisch und somit das
Gleichungssystem (8.1.6) linear.

Zur iterativen Losung des nichtlinearen Gleichungssystems (8.1.6) gehen
wir von einer "Losung" 31 aus, die in der Nahe der gesuchten Losung qy
liegt. 31 ist das Ergebnis von n bereits erfolgten Iterationen. Fiir n=0
sind die 8:1 die Startwerte fiir den Iterationsalgorithmus. Um ein lineares
Gleichungssystem zur Bestimmung der Verbesserungen Aai zu erhalten, die

zusammen mit 31 eine verbesserte Losung
o n n
q; =49d; +4aq (8.1.7)

ergeben, entwickeln wir das Gleichungssystem (8.1.6) um &i in eine Taylor-
reihe, die nach dem linearen Glied abgebrochen wird:

aJ _oJ

—|n+1 |n
aqj i aqj i

):aqaqk]n 89 + ... =0 . (8.1.8)

Durch Umformen erhdlt man ein lineares Gleichungssystem fiir quk:

2
13 nad +¥ n-o0. (8.1.9)

Die Formeln (8.1.7) und (8.1.9) stellen die Iterationsformeln fir den
Newton-Raphson-Algorithmus dar. Dabei heiBt

62J

8a509

=: STM (8.1.10)

Steifigkeitsmatrix und



- 66 -

L (8.1.11)
aq.
J
Restkraftvektor.

Formal kann man den Restkraftvektor und die Steifigkeitsmatrix aus der
ersten und zweiten Variation des Gesamtpotentials erhalten, indem man die
2 durch die partiellen Ableitungen nach den
Knotenfreiheitsgraden q; ersetzt:

Variationssymbole & und 6

3
6(...) = —(...)
3q., '
3q
2
2 3
6°(...) = —— (...)
0gq.8qg !
3K (8.1.12)
6J ~ RKV ,
623 ~ STM .

Somit lassen sich die im Kapitel 4.5 gebildeten Variationen der Ver-
formungsenergiedichte und die in den Kapiteln 6.3 und 6.4 angegebenén
Variationen der Lastpotentiale zur Aufstellung der Steifigkeitsmatrix und
des Restkraftvektors verwenden.

Die Integration iliber die Schalenbezugsfldche wird elementweise mit Hilfe
eines geeigneten numerischen Verfahrens, z. B. einer GauB~-Quadratur, aus-
gefilhrt [13, 27, 39]. Dabei miissen alle Funktionen nur in den Integra-
tionsstiitzpunkten ausgewertet werden.

Es ist hilfreich, die Komponenten des Dehnungs- und Krijnmmnqstensors Yo

und Sa durch die linearen Dehnungsgrofien %0 Pag’ %o auszu-

8 g U P |y
driicken (Kapitel 3.3). Die Ableitungen der linearen Dehnungsgrofen nach

den Knotenfreiheitsgraden sind verformungsunabhangig. Daraus ergibt sich

(¢)
% =La 9% 9 - (8.1.13)
a7 qu R

Fir die anderen l‘nearen Dehnungsgrdfen gilt (8.1.13) entsprechend. Mit
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Hilfe der linearen Dehnungsgrofen und ihren Ableitungen nach den Knoten-

freiheitsgraden lassen sich Yop A 37 n und Ba sowie deren Ableitungen

B
nach den Knotenfreiheitsgraden ausdriicken; hieraus ergeben sich L

, VvV
und deren Ableitungen. Einsetzen in die durch die Substitution (8?1 .I;E;
modifizierten Variationen der Verformungsenergiedichte und Lastpotentiale
ergibt nach Ausfithrung der numerischen Integration iiber die Elementflache
die Elementsteifigkeitsmatrix und den Elementrestkraftvektor. Die Uber-
lagerung der Elementsteifigkeitsmatrizen ergibt die Systemsteifigkeits-
matrix, die Superposition der Elementrestkraftvektoren den Systemrest-

kraftvektor.

Vor der Losung des so gewonnenen linearen Gleichungssystems miissen noch
einige Modifikationen zur Anpassung an die Randbedingungen und zur
Steuerung der Last- und Verschiebungsschrittweite vorgenommen werden [11

und dort zitierte Literatur].

Als Elementtyp fir die programmtechnische Realisierung wurde das auf
COWPER zuriickgehende dreieckformige "high-precisign" Schalenelement mit 54
Freiheitsgraden und biquintischen Ansatzfunktionen fiir die Verschiebungen
ausgewahlt. Dieses finite Schalenelement ist in [12, 18] beschrieben. Es
beriicksichtigt die exakte Geometrie des zu untersuchenden Problems und er-
fiillt alle Anforderungen hinsichtlich der Konformitdt bzw. Kontinuitdt
(C1-Kontinuitét) , wie sie im Kapitel 6.2 dargelegt sind.

8.2 Der Vektorrechner Control Data Cyber 205

Der Vektorrechner Cyber 205 von Control Data ist eine SIMD (single
instruction multiple data) -Maschine. Das heiBt, daB sie sehr effektiv
dieselbe Operation mit einer grofen Datenmenge ausfiihren kann. Durch eine
spezielle Architektur, die sogenannten Pipelines, ist sie in der Lage,
einfache Anweisungen, wie z. B. das kleine FORTRAN-Programmstiick

DO 1, d=1, 100
1 A(J) = B(J) + C(J) (8.2.1)

in einer flieBRbanddhnlichen Serienproduktion abzuarbeiten. Zu diesem Zweck
sind alle wichtigen Rechenoperationen innerhalb der Pipelines in viele
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elementare Unteroperationen aufgeteilt, die - wie am industriellen FlieB-
band - an verschiederen, aufeinander folgenden physikalischen Orten aus-
gefiihrt werden. Jede elementare Unteroperation benotigt nur noch einen
Maschinentakt Bearbeitungszeit. Nachdem sich die Pipeline auf eine be-
stimmte Operation, z. B. die Multiplikation, eingestellt hat und die
ersten beiden Eingabedaten die Pipeline betreten haben, vergeht noch
einige Zeit, bis die Eingabedaten und das entstehende Ergebnis alle Sta-
tionen der Unteroperationen durchlaufen haben. Diese Zeit ist zusammen mit
der Zeit, die zum Umstellen auf eine neue Operation bendtigt wird, die so-
genannte Startzeit. Danach aber verlaBt mit jedem Maschinentakt ein Er-
gebnis die Pipeline. Der Zeitbedarf T fiir n gleiche Operationen auf n
Datensatzen (siehe Beispiel 8.2.1) betragt folglich

T=S+nt, (8.2.2)

wobei S die Startzeit (ca. 1000 ns) und t die Zeitdauer eines Maschinen-
taktes bei einem Rechner mit einer Pipeline ist. Bei Rechnern mit 2zwei
Pipelines, wie bei der Bochumer Cyber 205, steht t fiir die Dauer eines
halben Maschinentakte s (ca. 10 ns). Bei aufwendigen Operationen wie Divi-
sion, Quadratwurzel, trigonometrischen Funktionen, Potenzen oder Logarith-
men muB fir t eine deutlich groBere Zeit eingesetzt werden.

An der Formel (8.2.2) ist deutlich erkennbar, daB die effektive Rechen-
geschwindigkeit von der Anzahl n der Daten, die die gleiche Operation
durchlaufen, der sogenannten Vektorldnge n, abhangt.

foer e o eae U0 G S S —
n 2 10 20 50 100 200 1000
C e E SR [ BN . -
Operationen .
je Sekunde ! 2-106 9°106‘,17-106 33°106 50-106 67°106 91-106
(+, =4 ) l 1

(8.2.3)

In einem "gewohnlichen" Rechner werden alle Rechenoperationen nacheinander

an derselben physikalischen Stelle im Rechner ausgefilhrt und bendtigen
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mehrere Maschinentakte Bearbeitungszeit. Daher kann die ndchste Operation
erst beginnen, nachdem die vorherige abgeschlossen wurde. Die im
"normalen” Rechenwerk der Cyber 205 effektiv erreichbare Rechen-
geschwindigkeit liegt bei etwa 2*106 Operationen je Sekunde.

Um die mogliche Rechenleistung der Cyber 205 in sinnvoller Weise ausniitzen
zu konnen, sollten also Vektorlangen von mindestens n=20 (ca. 8-fache
Rechengeschwindigkeit gegeniiber der konventionellen Recheneinheit), besser
n=100 (ca. 16-fache Geschwindigkeit) oder gar n=1000 (45-fache Ge-
schwindigkeit, 90 ¥ der Hochstgeschwindigkeit) angestrebt werden.

Voraussetzung fiir diese hohen Rechengeschwindigkeiten ist, daB die Daten
in den Feldern in der richtigen Anordnung unmittelbar aufeinander folgend
vorliegen. Dieses ist ganz besonders bei mehrdimensionalen Feldern zu
beriicksichtigen, wobei die Reihenfolge der (z. B. FORTRAN-normgemiBen)
Ablage der einzelnen Daten im Speicher des Rechners beachtet werden muB.
Es gibt zwar auch Befehle zum Umordnen der Datenfelder, jedoch verbrauchen
sie im Vergleich zu den eigentlichen Rechenoperationen so viel Zeit, daB
man auf ihre Anwendung moglichst verzichten sollte.

Weitere Details zur Bochumer Cyber 205 sind in [37] 2zu finden, ins-
besondere ist dort auch die Programmierung der Rechenanlage beschrieben.

Am Beispiel (8.2.1) erkennen wir auch die Herkunft der Bezeichnung
“"Vektorrechner", denn A(J), B(J) und C(J) erinnern formal an die mathe-

matische Struktur eines hoherdimensionalen Vektors.

8.3 Die vektorisierte Elementroutine

Die so genannten "high-precision" Finiten Elemente mit Ansatzfunktionen
hoherer Ordnung - z. B. quintischen Polynomen - zeichnen sich durch die
"exakte" Approximation der Geometrie der zu untersuchenden Struktur und
durch die konformen Ansdtze fiir das Verschiebungsfeld aus. Damit erfiillen
sie alle kontinuumsmechanischen Anforderungen an ein Finites Element.
AuBerdem ermoglichen sie, das zu analysierende System mit wenigen
Elementen und somit auch nur wenigen kinematischen Freiheitsgraden hin-

reichend genau zu erfassen [18]. Dafiir wird eine aufwendige Elementformu-
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lierung in Kauf genommen.

Da man mit wenigen Unbekannten auskommt aber aufwendige Elemente benutzt,
ergibt sich, daB die Elementroutine bis zu iber 98 % der Rechenzeit ver-
braucht [43, 44]. Somit bietet es sich an, die Elementroutine zu vektori-
sieren. Wie die Tabelle (8.6.1) zeigt, erreichen wir bei 23-facher Be-
schleuniqung des Elementalgorithmus die Verkiirzung der gesamten Rechenzeit
um Faktor 21. Trotzdem beanspruchen die Ausfiihrungen der Elementroutine
immer noch etwa 85 % der Rechenzeit.

In [43, 44] werden grundlegende Gedanken zur Vektorisierung Finiter Ele-
mente auf "long vector"-Maschinen wie z. B. der Cyber 205 vorgestellt und
mit einigen schon bestehenden Konzepten zur Vektorisierung auf Element-
ebene verglichen. Wie aus Tabelle (8.2.3) hervorgeht, sollten Vektorlidngen
n > 100 angestrebt werden, um eine mindestens 50-prozentige Ausnutzung der
moglichen Rechnerleistung 2zu erzielen. Somit sind die "natlirlichen"
Vektorlangen wie die Anzahl der unabhangigenn Tensorkomponenten (3), die
Zahl der Elementfreiheitsgrade (54) oder der Integrationspunkte (21) im
gewdhlten 54-Freiheitsgrade-Element [12, 18] fiir eine effektive Vektori-
sierung zu kurz.

Das Konzept, mehrere Elemente "simultan", d. h. gleichzeitig zu berechnen,
wird wegen des damit verbundenen groBen Speicherbedarfs verworfen.
Beispielsweise haben 100 Elemente gleichzeitig bereits 148500 unabhangige
Komponenten der Elementssteifigkeitsmatrizen.

Es ist dagegen sinnvoll, verschiedene von einander unabhangige Moglich-
keiten zur Vektorisierung miteinander zu verbinden, so daB sich die resul--
tierende Vektorlange aus dem Produkt der einzelnen Vektorldngen ergibt.
Bereits in [43, 44] wurde die Kombination der Vektorldngen aus den 54
Elementfreiheitsgraden mit den 21 Integrationspunkten vorgeschlagen, so
daB man 54-21 = 1134 als fiir die Problemldsung typische Vektorlinge er-
hdlt. Damit wdre ein Ausnutzungsgrad von etwa 92 % gegeben. Durch unum-
gdngliche Operationen zur Zusammenstellung einiger Vektoren und dadurch,
daB in einigen Programmteilen prinzipiell nur Vektorlingen von 21 oder 54
oder "mittlere” Vektorlingen von - -21-54 = 567 mdglich sind, sinkt die

2
effektive Rechenges.hwindigkeit auf etwa 60 % der theoretisch mdglichen
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Hochstgeschwindigkeit. Hierbei zdhlen als effektive Operationen nur solche
Rechnungen, die auch an einem herkommlichen Rechner ausgefiihrt werden
miBten; jedoch geht in die Rechenzeit auch der Zeitbedarf fiir die ineffek-
tiven Operationen mit ein.

Der erforderliche Speicherbedarf ist zwar gewaltig, gemessen an dem in
modernen Vektorrechnern zur Verfiigung stehenden Hauptspeichern (central
memories) aber ohne besondere Probleme (paging, etc.) zu bewdltigen.
Speicherplatze fiir Variablen, die nur bis 2zu einer bestimmten Stelle im
Programm benotigt werden, bekommen durch EQUIVALENCE-Anweisungen neue
Variablennamen 2zugewiesen. Dadurch bleibt der Speicherbedarf auf etwa
107000 REAL-Zahlen begrenzt.

Der Elementalgorithmus entspricht weitgehend der in [43, 44] vorgestellten
Version; jedoch wurde die Berechnung der Elementsteifigkeitsmatrix neu
konzipiert, um die effektive Rechengeschwindigkeit zu erhdhen.

Im einzelnen lant sich die Elementroutine in 12 Abschnitte unterteilen:

1. Abschnitt: Berechnung der Transformationsmatrizen zwischen den element-
bezogenen und den systembezogenen Koordinaten. Da die meist krummlinigen
Elementrander des Dreieckelements in einem e'—ez-Koordinatenkreuz gerad-
linig verlaufen, ist die Transformation linear und fiir die gesamte
Elementflache konstant. Eine sinnvolle Vektorisierung ist nicht moglich,
bei einem Anteil an der Rechenzeit von 0,04 % auch nicht erforderlich.

2. Abschnitt: Bestimmung der Koeffizienten der Ansatzpolynome [siehe 18]
flir die Verldufe (Formfunktionen) der Ableitungen des Verschiebungsfeldes
u nach den Knotenfreiheitsgraden q . Dabei ist % u ist die Verschiebung,
die entsteht, wenn nur ein q;= 1 und alle anderén d. i = 0 sind. Die Ver-
l3ufe dieser Verschiebungszustdnde konnen als "Einheitsverschiebungen" be-
zeichnet werden. Sind nachher die "Verformungen" der Knotenfreiheitsgrade
bekannt, ergibt sich das dazugehorige Verschiebungsfeld aus der Beziehung

=ls>u i (8.3.1)
i aql
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Da die Ermittlung der Koeffizienten fiir die Formfunktionen nur auf der
Ebene der Elementkoordinaten sinnvoll mdglich ist, miissen die Ver-
schiebunden der Kriotenfreiheitsgrade q; zundachst von den systefibeZddenen
Richtungen auf Elementkoordinaten transformiert werden.

Die bestehenden Beziehunigen erlauben eine effektive Vektorisierurg der
Rechenoperationen zur Bestimmung der gesuchten Koeffizienten nur unter
Einschluf vieler "Nulloperationen", das sind Rechnungen, die inffier null
ergeben und daher ineffektiv sind. Mochte man die Nulloperationen ver-
meiden, verkiirzt sich die erzielbare Vektorlinge so sehr, daB man schlieB-
lich mehr Rechenzeit bendtigt.

3. Abschnitt: Ermittlung der Werte fiir die "Einheitsverschiebungen" —2— u

in den Integrationspunkten. AuBerdem miissen die Gradienten bis zur z"wzg%en
Ableitung der Einheitsverschiebungsfelder nach den Elementkcordinaten ge-
bildet werden. In diesem Abschnitt wird erstmals die kombinierte Vektor-
linge von 21-54 = 1134 aus der Anzahl der Integrationspunkte im Element

und aus der Zahl der Elementfreiheitsgrade erreicht.

4. Abschnitt: Transformation der Ergebnisse des vorherigen Abschnitts von
Elementkoordinaten auf die Systemkoordinaten (6*-Koordinaten). Die Vektor-
linge betridgt hierbei 1134.

5. Abschnitt: Berechning der Geometrieparameter wie z. B. der Komporenten
baB des Krimmingstensors oder der Christoffelsymbole in den Integrations-
punkten. Die Vektorlinge betrdgt 21, der Rechenzeitbedarf liegt unter

einem Prozent der Gesamtrechenzeit.

6. Abschnitt: Bestimmung der Ableitungen der linearen Dehiitirig
%8+ %alg und Pug |y (Kapitel 3.3) in den Integrationspunkter nach den
Knotenfreiheitsgraden. Um die angestrebte Vektorlinge won 1134 zu er-
reichen, miissen ca. 35 ¥ Nulloperationen in Kauf gehommen werden. Dehrioch
betrdgt die effektive Rechengeschwindigkeit 44 % des theoretischeh

Maximalwertes, wobei einige Operationen, die nur mit einer Vektorlinge von

21 sinnvoll ausgefiihrt werden kdnnen ebenso beriicksichtigt siid wie einige
Befehle zum Erzeugen langer Vektoren.
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Die Resultate aus den Abschnitten 1 bis 6 hdngen nicht vom Verformungs-
zustand der Schale ab. Sie sind lediglich Funktionen der Schalengeometrie
und der Topologie der Diskretisierung. Statt diese Werte in jedem Itera-
tionszyklus neu zu ermitteln, kdnnte man sie auch zwischenspeichern. Die
flir die Speicherung von etwa 27000 Real-Zahlen je Element erforderlichen
"page-faults" bendtigten Jjedoch deutlich mehr Zeit als deren Neu-
berechnung.

Die Abschnitte 1 bis 6 verbrauchen etwa 10 ¥ der Rechenzeit.

7. Abschnitt: Ermittlung der linearen DehnungsgroSien in den Integrations-
punkten. Hierzu multipliziert man die Ableitungen der linearen Dehnungs-—
gréBen nach den Knotenfreiheitsgraden mit den aktuellen Werten der Knoten-
freiheitsgrade im Sinne eines Skalarproduktes analog zur Formel (8.1.13).
75 % der Grenzrechengeschwindigkeit werden erreicht.

8. Abschnitt: Berechnung aller benétiogten Grgﬁen des Dehnungszustandes der

Schale wie z. B. ¥ 8 Ja/S n sowie 13 und deren erste Ableitungen

X

aB '’
nach den Knotenfreiheitsgraden. Die Vektorlangen betragen 21 bei den nicht
abgeleiteten GroBen und 1134 bei den abgeleiteten GroBen. Die effektive

Rechengeschwindigkeit liegt bei ca. 75 % der Grenzrechengeschwindigkeit.

9. Abschnitt: Aufstellung des Elementlastvektors aus Fldachenlasten, die
sowohl aus Tot- als auch aus Drucklasten bestehen konnen. Die Formeln
hierfiir ergeben sich mit Hilfe der Substitution (8.1.12) direkt aus
(6.3.7) und (6.4.3). Die Integration iber die Schalenfliche erfolgt

numerisch.

10. Abschnitt: Der Restkraftvektor ergibt sich, wie aus den Beziehungen
(4.4.1, 4.4.4, 8.1.11, 8.1.12) folgt, als Resultierender aus dem Last-
vektor und dem "Vektor der inneren Krafte". Der "Vektor der inneren
Krafte" wird mit Hilfe der Substitutionen (8.1.12) aus der ersten Varia-
tion der Verformungsenergiedichte (4.4.6) gebildet. Auch hier erfolgt die
Integration iiber die Schalenfldche numerisch. Bei der Bestimmung von N, M
und L betrdgt die Vektorlange zwangslaufig nur 21, ebenso bei der
numerischen Integration. Die Berechnung des Ausdrucks (4.4.6) erlaubt eine
Vektorldnge von 1134, allerdings missen aus den Vektoren der Lange 21 fir



- 74 -

die Werte der Komponenten von N, M und L in den 21 Integrationspunkten
durch periodische Wiederholungen Vektoren der Lange 21-54 = 1134 gebildet
werden. Dennoch erzielen wir in diesem Berechnungsabschnitt 44 % der maxi-
mal moglichen Rechengeschwindigkeit.

Bis hierhin betrdgt die Rechenzeit fiir ein Element bei der aufwendigsten
programmierten Theorievariante 36 Millisekunden, in denen etwa 1,’7-106
Rechenoperationen (hauptsachlich 4+, -, *), davon 1,15~1O6 effektive Opera-
ionen, ausgefiihrt werden. Die daraus folgenden Rechengeschwindigkeiten
betragen 47~106 bzw. 32. 106 Fliekommaoperationen je  Sekunde
(floating-point-operations per second, 47 MFLOPS bzw. 32 MFLOPS, M = 106) .
Durch Abzdhlen der Rechenoperationen im Programm wurde ein Zeitbedarf von
lediglich etwa 28 Millisekunden ermittelt. Die =zustdzlich verbrauchte
Rechenzeit von 8 ms wird wahrscheinlich zur Programmablaufsteuerung be-
notigt. Obwohl die "skalare" und die "vektorielle" Recheneinheit parallel
zueinander verschiedene Aufgaben ausfiihren konnen, blockieren offensicht-
lich von Zeit zu Zeit noch nicht abgeschlossene Steueroperationen in der
"scalar unit" den ungehinderten Programmablauf. Diese Vermutung wird durch
den deutlich niedrigeren relativen Mehrbedarf an Rechenzeit bei der Be-
stimmung der Elementsteifigkeitsmatrix bestdtigt. Dort entfallen wesent-
lich weniger "DO"-Anweisungen, "IF"-Abfragen und Subroutine-"CALL's" auf

wesentlich mehr Rechenoperationen.

11. Abschnitt: Die Berechnung der Elementsteifigkeitsmatrix bendtigt bei
der aufwendigsten programmierten Theorie liber 87 % der Rechenoperationen
und etwa 84 % der Rechenzeit der Elementroutine. Sie ist damit das numeri-
sche Kernstiick im Elementalgorithmus. Bei ihrer ‘"vektorisierten"
Programmierung muB folglich unbedingt auf das Erzielen hochstmoglicher
Rechengeschwindigkeit geachtet werden.

Die Formeln fiir die Steifigkeitsmatrix ergeben sich mit Hilfe der Substi-
tution (8.1.12) aus den Beziehungen (4.4.1, 4.4.4, 8.1.10). Die Gleichung
(4.4.7) beschreibt somit den prinzipiellen Aufbau der Steifigkeitsmatrix,
wozu ggf. auch noch Anteile aus den Lasten (6.4.4, 6.3.8) hinzukommen. Die
Integration lber die Schalenflache geschieht wieder numerisch.

Der Formel (4.4.7, entnehmen wir, daB sich die Steifigkeitsmatrix in zwei
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Teile aufspalten lant, wovon der erste Teil durch Operationen der Art

) a(...)9 a(...)9

8q; 54

st™3

197743 — (8.3.2)

gekennzeichnet ist. Der andere Teil besteht aus Termen folgenden Aufbaus:

g g 8%(...)9
ZSTM].J = Z Faktor~? - W . (8.3.3)

Die Indizes i und j geben die Zeilen- und die Spaltennummer des betrach-
teten Elements der Steifigkeitsmatrix an. Der hochgestellte Index g steht
flir die Integrationspunkte der GauB-Quadratur.

Mit Hilfe der den Integrationspunkten zugeordneten Flachengewichten c?
1aBt sich die numerische Integration ausfiihren:

s, . =§ 69 - (,sTMI. +

g
STMI.) . .3.
i3 =L jt2 1J) (8.3.4)

Um bei der Auswertung der zu (8.3.2) passenden Rechenoperationen mdglichst
groBe Vektorlangen zu erreichen, organisieren wir den Aufbau aller Felder
nach dem folgenden Schema:

(8.3.5)

Das hei3t, in einem FORTRAN-Programm miilte bei der Dimensionierung der
Arrays die erste Dimension stets fiir die Integrationspunkte und die zweite
Dimension fiir die Ableitungen nach den Knotenfreiheitsgraden q; vorgesehen
werden. Das gewahlte Berechnungsschema fiir (8.3.2) erkennen wir nun leicht
an diesem Beispiel:
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DO 1,J0=1,54
DO 1,I=1,55-J0
J=JO+I-1 (8.3.6)
DO 1,G=1,21 ,

1 STM(G,I,J) = ST™M(G,I,J) + A(G,I) * B(G,J) .

Die Berechnung der Steifigkeitsmatrix erfolgt also nicht zeilen- oder
spaltenweise sondern in der Diagonalenrichtung, wobei wegen der Symmetrie
der Steifigkeitsmatrix nur eine Halfte berechnet wird. Die vektorielle
Struktur tritt noch nicht klar zum Vorschein, dafiir ist aber die Beziehung
zu (8.3.2) leicht einzusehen.

00000 QQ CO0-60-0-0-0-0-0-60-6]
OO0OO0O0O0 00000066
O000O0 d| G-0-0-6-6-0-00O]
O0O0O O00000O0
ONONO O0000O0
oN0) 00000
@) ONONONO)
oNONO)
G
G
STM STMM
Bild 8.1: Berechnungsschema fiir die Steifigkeitsmatrix
1|2 el 2l..]..{21 1]2f..]..[210102]..]..]21
1|1f1)1j1]2]2f2]2|2]3]|3|3|3]3] . ... .. |53|53]53|53|53|54[54|54|54 54
112]..]..]21)1 (2 ..2112...21.‘..‘.:. 1|2]..|..]2a1j1]2]..[..|22
1{1f1]1]2]2[2]2|2]3|3]3]3]|3] .. .. .. |53[63]53]63[53]54[54|54(54|54

Bild 8.2: Berechnung der n-ten Nebendiagonalen, indem die Datenfelder um
n-21 gegeneinander verschoben werden
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Die vektorielle Struktur in (8.3.6) kommt in dem zu (8.3.6) &quivalenten
Programm deutlich zum Vorschein:

DO 2,D=1,54

DO 3,I=1,55-D

DO 3,G=1,21 (8.3.7)
3 STMM(G,I,D) = STMM(G,I,D) + A(G,I) * B(G,D-1+I)

CONTINUE

Die Schleife 3 ist vektorisierbar, da wir sie so programmiert haben, daB
in STMM, A und B jeweils 21-(55-D) Daten in unmittelbarer Reihenfolge zur
Bearbeitung anstehen. Jedoch ist die Steifigkeitsmatrix STMM nun nach der
Zeile und der Diagonale nummeriert. Irgendwann muB STMM wieder in STM

zuriicktransformiert werden, am besten bei der numerischen Integration.

Die Vektorldnge schwankt also zwischen 21-54 = 1134 urd 21, so daB die fiir
die Rechenzeit bedeutsame mittlere Vektorldnge 577,5 betrdgt (= 85 % der
maximalen Rechengeschwindigkeit). Der entscheidende Vorteil gegeniiber
anderen vektoriellen Algorithmen besteht darin, daB keine Operationen zum
Auf- oder Umbau der Datenfehler (Vektoren) notig sind.

Die Berechnungen der zweiten Ableitungen in (8.3.3) lassen sich in zu
(8.3.2) analoge Formeln iiberfiihren, z. B.

2

(8.3.8)

Somit konnen wir das vorhin vorgestellte Konzept auch hierfiir anwenden und
kommen mit einem Minimum an Operationen zum Aufbau langer Vektoren aus
kurzen Feldern aus.

Um nicht unnotig viel Speicherplatz zu verbrauchen, empfiehlt es sich,
bereits die Elemente der gerade in der Berechnung befindlichen Diagonalen
der Steifigkeitsmatrix numerisch zu integrieren. Das heift, die numerische
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Integration kommt unmittelbar vor das Ende der Schleife 2 im Programm-
schema (8.3.7).

Die Berechnung einer Elementsteifigkeitsmatrix erfordert :12,0*106 Rechen-
operationen, die 193 ms (Millisekunden) Rechenzeit verbrauchen, 16 ms
mehr, als durch das einfache Abzdhlen der Operationen erwartet wird.
Diesen Mehrbedarf an Rechenzeit haben wir bereits im Zusammenhang mit dem
10. Programmierabschnitt zu erklaren versucht. Trotzdem erreichen wir eine
effektive Rechengeschwindigkeit von 68 % der Grenzrechengeschwindigkeit.

12. Abschnitt: {ibergabe der Elementsteifigkeitsmatrix und des Elementrest-
kraftvektors an das FE-Programmsystem. Durch (berlagerung der einzelnen
Elementsteifigkeitsmatrizen und -Restkraftvektoren entsteht die System-
oder Gesamtsteifigkeitsmatrix sowie der System- oder Gesamtrestkraft-
vektor. Der Zeitbedarf hierfiir ist minimal.

Insgesamt braucht die Elementroutine fiir ca. 13,7-106 effektive Rechen-
operationen 229 ms Zeit, dieses entspricht einer effektiven Rechen-
geschwindigkeit von 60 WLDPS, 60 % der theoretischen Hochstgeschwindig-
keit der Vektorpipelines.

Die neuesten Entwicklungen auf dem Gebiet der Vektorrechner wie die Cray 2
oder die ETA 10 -Familie relativieren den Erfolg des vorgestellten Kon-
zepts ein wenig, denn sie erlauben schon bei Vektorlangen von ungefdahr 50
zufriedenstellende Rechenleistungen. Fiir die Cray 2 ist 64 oder ein Viel-
faches davon sogar die optimale Vektorlange. Andererseits erlaubt der vor-
geschlagene Algorithmus, einfachere Elemente, beispielsweise die haufig
angewandten "bikubischen" Schalenelemente mit 3 Knoten, 27 Freiheitsgraden
(keine 2. Ableitungen in den Knoten!) und 12 Intergrationsstiitzpunkten
[18], so zu vektorisieren, daB sie mit einer kombinierten Vektorlinge von
12:27 = 324 auch auf den neuesten Vektorrechnern deutlich effektiver
rechnen konnen als bei der Verwendung nur einer einfachen Vektorlinge.
Natlirlich 188t sich das Konzept auch zur Vektorisierung der oft recht ein-
fachen dreidimensionalen Elemente fiir die raumliche Strukturanalyse ver-
wenden.
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8.4 Kompatible vektorielle Programmierung

Das Problem, vektorielle Software kompatibel fiir Vektorrechner verschie-
dener Hersteller zu entwickeln, ist bis heute nicht zufriedenstellend ge-
16st, denn es gibt noch keine genormten Erweiterungen zur expliziten
Vektorisierung innerhalb der gangigen hcheren Programmiersprachen.

Dennoch ist implizite Vektorisierung moglich, indem man die oft sehr
strengen Regeln zur Autovektorisierung des Programms beim Compilieren ein-
halt. Autovektorisieren beim Compilieren bedeutet, daB der Compiler
vektorisierbare Anweisungen in Schleifen erkennt und diese dann auch ent-
sprechend in den Maschinencode libertrdgt. Bei einigen autovektorisierenden
Compilern sind die Regeln so eng gefaBt [37], daB man fiir fast jede
Rechenanweisung moglichst eine eigene Schleife programmiert. So wird von
den beiden dquivalenten Programmstiicken

c BEISPIEL 1
DO 1,J=1,100
K=J+20
C(J) = A(J) + B(K)
(8.4.1)

0O 0O 0 =

BEISPIEL 2
Do 2,J=1,100
2 C(J) = A(J) + B(20+J)

nur das zweite Beispiel von allen autovektorisierenden Compilern als
vektorisierbar erkannt, denn Schleife 1 im ersten Beispiel enthdlt die
nicht vektorisierbare Anweisung K=J+20. Also ist die implizite Vektori-
sierung durch Einhalten der Regeln fiir die Autovektorisierbarkeit eines
Programms zwar ein gangbarer Weg, kompatible vektorisierte Software herzu-
stellen, andererseits fiihrt sie zu uniibersichtlichen Programmen, denen man
zudem die Parallelitat, d. h. die vorgesehene Vektorisierbarkeit, nicht
sofort ansieht. '

Explizite Vektorisierung ist auf zweierlei Weise moglich: zum einen durch
Verwendung entsprechender anlagenbezogener Spracherweiterungen, die zu
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PROGRAM FRVECOM (INFUT, VPRO. COLISTE, OUTPUT,. TAFEL1=INPUT, TAPEZ=
:VPRO, TAFE3=COLISTE, TAPE4=QUTPUT)

FROGRAMM ZUR VORUEBERSETZUNG (FRECOMPILATION) VON NORMGERECHTEN
FORTRAN-SUBROUTINEN ZUR DARSTELLUNG VEKTORIELLER OPERATIONEN IN
CYRBER 200 FORTRANM.

ANPASSUNGEN AN ANDERE VEKTORIELLE DARSTELLUNGEN SIND LEICHT MOEGLICH.

BERTHOLD SCHIECHK BOCHUM FEBRUAR 1986

DAZUGEHOERIGE SUBROUTINEN:
CALL V (P1) ( & B, L)
"CALL V (P1) (OP1) (P2) ( A, B, Cy L )
UND
CALL V (P1) (OF1) (P2) (OPZ) (F3) ( A, B. C, D. L )
MIT:
A = ERGEBNIS, B. C UND GGF. D = EINGABE-SKALARE ODER VEKTOREN,
L = VEKTORLAENGE,

(F1), (P2), (P3) =V FUER VEKTOR ODER 1 FUER SKALAR, JENACHDEM
0B B, C, ODER D VEKTOREN ODER SKALARE SIND.

(oP1), (QP2), (OP3) = A, S, M, D ODER P , JENACHDEM OB DIE VERKNUEPFUNG
+, -, ¥, / ODER %% IST.

N = ADITION + S SUBTRAKTION -

M = MULTIPLIKATION ¥ D DIVISION / P = FOTENZIEREN X%

hon

FUER DIE VEKTOREN AUF PARAMETERPOSITION MUSS DAS FELDELEMENT FUER DIE
ERSTE VEKTORKOMPONENTE STEHEN, Z.B. A(1l), NICHT EINFACH A !

DIE ABARBEITUNG ERFOLGT GRUNDSAETZLICH VON LINKS NACH RECHTS.

BEISPIELE:

CALL VVAVMV ( A(1l), B(47,11). C(3), D(1), L )
IST AEQUIVALENT ZUR CYBER 200 FORTRAN-ANWE ISUNG
A(L1;L) = ( B(47,11;L) + C(33L) ) & D(1;3L)

CALL vvsiDV ( A(1), B(1), C, D(1), L)
IST AEQUIVALENT ZU
A(13L) = ( B(L;L) = C ) /7 D(1;5L)
C IST EIN SKALAR, ES HANDELT SICH ALSOD UM EINE LINKED QPERATION

CALL VVPL ( A(1), B(1), C, L )
IST AEQUIVALENT ZU
A(i:L) = B(13L) 32 C

VEKTORIELLE INTRINSICS, DIE AUF SKALARE INTRINSICS ZURUECKZUFUEHREN
SIND, WIE Z.B. SIN, COS, TAN, ABS, SORT, U.S.W., ENTSPRECHEND DEN
CYBER 200 ROUTINEN VSIN VCOS, VTAN, VABS, U.S.W. SOWIE DIEJENIGEN
G8-FUNCTIONS, DIE KEINE BITVEKTOREN BENUTZEN, DAS SIND ALLE G8S- UND
D1E Q8V-FUNCTIONS INTL, GATHP, GATHR. REV, SCATP, SCATR, ADJM, AVE,
AVGD, DELT, POLY, EQI, GEI, LTI UND NEI, KOENNEN UMGESETZT WERDEN.

REGELN :

CALL v8... FUER SIN COS TAN U.S.W. SOWIE FUER QB8V-FUNCTIONS,

CALL SB... FUER DIE QG8S-FUNCTIONS.

DIE PARAMETERLISTE WIRD NACH DER REGEL >> ZUERST DAS ERBEBNIS BZIW. DER
ERGEBNISVEKTOR, DANN DIE PARAMETER, ZUM SCHLUSS DIE VEKTORLAENGE <<
GEBILDET, WOBE! FUER VEKTOREN STETS DAS 1. FELDELEMENT, Z.B. A(1), ANZU-
GEBEN IST, ANALOG ZU DEN OBEN BESCHRIEBENEN ROUTINEN.

DIE NAMEN UND LEISTUNGEN SOWIE DIE BENDETIGTEN PARAMETER NEBEN DEM
ERGEBNIS UND DER VEKTORLAENGE KOENNEN DEM CYBER 203 -HANDBUCH ENTNOMMEN
WERDEN.

EEISFPIELE:
CNLL VBSIN ( ERG(1l) « WINFEL(1) . LAENGE )
STATT ERG(1:LAENGE) = VSIN ( WINKEL(1l:LAENGE) 1 LAENGE )
CALL VBGATHP ( ERG(1)  AGRUMT(1) . I1 . IZ , LAENGE )
STATT: FRG(L;LAENGE) = QBVGATHP ( ARGMT(L1l:LAENGE) , 11 , 12 ; LAENGE

CnLL S8DOT ( ERG , VECTL1(1) , VECTZ(1) . LAENGE )
STATT ERG = Q8SDOT ( VECTL(13;LAENGE) , VECT2(1;LAENGE) )

HINWELIS: BITVEKTOREN UND ALLE DAMIT VERBUNDENEN KONSTRUKTIONEN WERDEN
ssx=ansa NICHT ERZEUGT, DA SIE [N NORMGEMAESSEN FORTRAN UND SOMIT IM
QUELLPROGRAMM NICHT REALISIERT WERDEN KNFNNEN.
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nicht portabler Software fihren; zum anderen, indem man eine Unter-
programmbibliothek benutzt, die alle bendtigten Rechenoperationen in Form
von Subroutinen enthdlt, die ihrerseits autovektorisierbar sind.

Der zusatzliche Bedarf an Rechenzeit fiir die nun erforderlichen Unter-
programmaufrufe ist auf einem konventionellen '"skalaren" Rechner relativ
gering (1 % bis 10 %), er ilberschreitet jedoch an einem Vektorrechner
leicht 50 ¥ der eigentlich erforderlichen Rechenzeit. AuBerdem ist ein
solches Programm sehr unilbersichtlich, da die Rechenoperationen immer in
den Namen der aufgerufenen Unterprogramme versteckt sind. Diese beiden
Mingel lassen sich durch ein Ubersetzungsprogramm beheben, das die Sub-
routine-"CALL's" in &quivalente Vektoranweisungen aus der Sprach-
erweiterung des vorgesehenen Rechners umsetzt. Weil entsprechende Software

nicht angeboten wird, muBte sie erst hergestellt werden.

Da einerseits die Erstellung einer "Vektorunterprogrammbibliothek' ziem-
lich einfach ist, andererseits das Ubersetzungsprogramm (das bei der
Ubersetzung der Vektorsubroutinen auch deren Syntax auf mdgliche Fehler
uUberpriift) nicht zum Thema dieser Arbeit gehort, wird auf eine
Beschreibung sowchl der Vektorbibliothek als auch des Ubersetzungs-
programms verzichtet. Die Namensgebung der Vektorroutinen und die Dienst-
leistungen des Ubersetzungsprogramms kSnnen dem nebenstehenden Ausschnitt
aus dem Programmkopf entnommen werden.

Das Schalenelement ist mit Hilfe der oben aufgefiihrten Hilfen innerhalb
des FORTRAN 77 -Sprachschatzes explizit vektorisiert programmiert und in
das FORTRAN 200 der Cyber 205 iibersetzt worden. Somit konnten einzelne
Programmteile auf dem normalen Rechner des Rechenzentrums entwickelt und
gepriift werden, bevor sie in die Elementroutine eingebaut wurden.

Die Rechenzeiten fiir ein typisches Beispiel werden noch im Kapitel ..8.6
ausfiilhrlich besprochen. Die dort ermittelte Steigerung der Rechen-
geschwindigkeit flir die Elementroutine betrdgt Faktor 23.
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8.5 Nichtlineare FEM mit MESY

Unter dem Begriff MESY (Mechanik der Systeme) ist sowohl ein allgemeines
Konzept zur Behandlung strukturmechanischer Aufgabenstellungen als auch
der Gruppenname einer Reihe modularer Programmsysteme zu verstehen. Dieses
Konzept und die dazugehorigen Programmbibliotheken werden seit 1966 von
SCHRADER et al. entwickelt [58], nichtlineare Steuerroutinen ergidnzen seit
1985 das Programmsystem [11]. Der Grundgedanke dieses Kongeptes ist, ein
Problem durch beféehlsartige Aufrufe von Subroutinen, den "MESY-Befehlen",
problemorientiert zu formulieren. Der Benutzer schreibt hierzu ein Haupt-
programm, im MESY-Kontext als "“Individualprogramm" bezeichnet, in dem er
den Bearbeitungsvorgang durch Aufruf entsprechender MESY-Befehle, die als
Unterprogramme in einer Programmbibliothek vorliegen, steuert.

Im Rahmen dieser Vorgehensweise wird nun statt eines Elementes aus der
MESY-Bibliothek das eigene Schalenelement aufgerufen und dessen Resultate,
die Elementsteifigkeitsmatrix und der Elementrestkraftvektor durch ent-
sprechende MESY-Befehle an das MESY-System iibergeben.

Die in [11] beschriebenen Befehle zur Steuerung nichtlinearer Probléfie er-
moglichen die automatische Umschaltung zwischen Last- und Verschiebungs-
steuerung sowie eine automatische Schrittweitenregelung der Last- oder
Verschiebungsinkremente. Anstelle der Last- oder Verschiebungssteuerung
steht auch eine Riks-Wempner-konstante-Bogenldngen-Methode zur Verfiigung
[11 und dort zitierte Literatur]. Als Konvergenzkriterium haben witr ver-
schiedene 1lokale und globale Normen zur Auswahl, die sowohl auf die
Verschiebungszuwdchse als auch auf die Ungleichgewichtskrafte angewandt
werden konnen.

Da der verwendete Vektorrechner Control Data Cyber 205 nur im
"batch"-Betrieb arbeitet, also interaktive Eingriffe in den Programmablauf
nicht zulaBt, ist es sehr wichtig, daB die oben atifgefiihtteri Steuer-
routinen selbstindig arbeiten und “entscheiden. Fiir "“tingliicksfalle" ist
das Programm restartfahig.
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8.6 Effizienz der Vektorisierung auf Elementebene

Im Kapitel 8.3 wird die Vektorisierung der Elementroutine vorgestellt. Im
Gegensatz dazu wurde das Finite Elemente-Programmsystem MESY (Version
MECMESY, die in [11] beschriebene Erweiterung zu MESY3) unverandert, also
in nicht vektorisierter Form, ilibernommen. Bemerkenswert ist hierbei, dan
der autovektorisierende Compiler nahezu keine vektorisierbaren Anweisungen
finden konnte. Damit wird die Erfahrung bestdtigt, nach der parallele
(vektorielle) Rechnerarchitekturen sich nur dann sinnvoll und effektiv
nutzen lassen, wenn der Programmierer das explizit vorsieht. Dieses unter-
streicht die Bedeutung der im Kapitel 8.4 vorgestellten Gedanken zur Er-
stellung vektorisierbarer Software.

Es stellt jedoch keinen entscheidenden Nachteil dar, daB nur die Element-
routine die besonderen Eigenschaften des Vektorrechners ausnutzt, wahrend
der Rest des FE-Programms, insbesondere der Gleichungsloser, “skalar’ ab-
lauft, denn ca. 90 % der Rechenzeit wird fiir die Elemente aufgewandt.

Die fiir die Beispiele des Kapitels 9 typische Diskretisierung umfaBt unter
Beriicksichtiqung vorhandener Symmetrien 25 Knotenpunkte mit 32 Elementen.
Das System hat somit vor der Anpassung an die Randbedingungen 450 Frei-
heitsgrade, was bei MESY auch der Anzahl der Systemgleichungen entspricht.
Die einfache Bandbreite im symmetrischen Gleichungssystem betragt 108,
inklusive der Hauptdiagonalen.

Der 32-fache Aufruf der Elementroutine benotigt bei der aufwendigsten
Theorievariante 32-0,225 = 7,2 Sekunden Rechenzeit, der Aufbau der System-
gleichungen 0,14 Sekunden und die Losung des Gleichungssystems 0,60 Sekun-
den. Somit betrdagt der Anteil der vektorisierten Elementroutine an der
Rechenzeit je Gleichgewichtsiteration 91 %. Unter Beriicksichtigung der
Zeiten fiir die Ausgabe der Rechenergebnisse braucht die Elementroutine bei
durchschnittlich 3 Iterationen je Lastschritt immer noch etwa 85 % der
Gesamtrechenzeit. Daraus ergibt sich, daB man durch Vektorisieren des
restlichen FE-Programms noch maximal 15 bis 17 % Rechenzeit einsparen
konnte, wobei der Aufwand der dafiir erforderlichen, vollig neuen Pro-
grammierung vieler wichtiger Routinen in keinem vertretbaren Verhdltnis

zum moglichen Erfolg stande.
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Die in Kapitel 8.4 beschriebene Programmiertechnik mit Hilfe der "Vektor-
subroutinen" erlaubt es, die Rechenzeit fiir ein und dasselbe Programm so-
wohl bei Ausnutzung der Architektur des Vektorrechners als auch bei rein
"skalarer" Berechnung auf derselben Anlage miteinander zu vergleichen. In
der ersten Zeile der folgenden Tabelle stehen die Zeiten fiir die in das
Vektorrechner-FORTRAN 200 iibersetzte Version des Schalenelements, in der
zweiten Zeile die Zeiten fiir die FORTRAN 77 -Version mit den Aufrufen der
Routinen aus der '"Vektorbibliothek" in vektorisierter Form und in der
letzten Zeile die Zeiten fiir die Berechnung mit nicht vektorisierten Rou-
tinen aus der "Vektorbibliothek".

Version Zeit fiur eine Zeit fir eine Laststufe
ersto Elementroutine 32 Elemente, 2 Iterationen
FORTRAN 200 0.225s 17s
Vektorroutinen 0.350s 265

vektorisiert

Vektorroutinen 5.30s 364s

nicht vektorisiert

Tabelle (8.6.1)

Aus den Werten der Tabelle ermitteln wir eine Steigerung der Rechen-
geschwindigkeit in der Elementroutine um Faktor 23. Dem entspricht eine
21-fache Rechengeschwindigkeit fiir das gesamte Programm.

Bemerkenswert ist ferner der deutliche Unterschied in den Rechenzeiten der
beiden vektorisierten Formen des Schalenelements. Der zusdtzliche Zeit-
bedarf der vektorisierten, aber nicht in FORTRAN 200 iibersetzten Version
wird fiir die Unterprogrammaufrufe verbraucht (siehe Kapitel 8.4).
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9. BEISPIELE FUR SCHALEN MIT GROBEN DEHNUNGEN

Durch Nachrechnen einiger Beispiele aus der Literatur iberpriifen wir die
hergeleitete Schalentheorie auf ihre praktische Anwendbarkeit und zeigen
dabei auch die Grenzen ihrer Giiltigkeit auf. Vergleiche verschiedener
Theorievarianten helfen, die Bedeutung der neuen Schalentheorie ein-
zuschédtzen. Erganzend hierzu werden bisher noch nicht veroffentlichte Bei-

spiele vorgestellt.

9.1 Theorievarianten

In den Beispielen werden drei Theorievarianten der Schalentheorie grofier
Dehnungen getestet. Die "vollstdndige" Approximation (4.3.15) der Ver-
formungsenergiedichte, die zu den vollstandigen Gleichungen aus Kapitel
4.5 fiihrt, wird in den Beispielen mit "MLU" bezeichnet. Die vereinfachte
Approximation (4.3.17), die durch das Weglassen der durchgehend unterstri-
chenen Terme in den Beziehungen des Kapitels 4.5 deutlich Rechenzeit ein-
spart, wird "MLUR" genannt (siehe Tabelle 9.1). Eine Beschrankung auf
moderate Dehnungen in Verbindung mit einer Begrenzung der Rotationgn auf
"semi-finit/moderat (small)" (5.3.14) erlaubt, im " (3.4.8) fiir Ay Bas
die vereinfachte Beziehung (5.3.20) einzusetzen. In Verbindung mit der
vereinfachten Approximation (4.3.17) ergibt sich dann die mit "MLUR" be-

zeichnete Theorievariante. Diese Theorien sind energiekonsistent.

Als Materialgesetz wird Mooney-Rivlin-Material verwendet, das als Sonder-
fall auch das Neo-Hookean-Material enthdalt (Kapitel 7).Falls ein linear
elastisches Materialgesetzes eingesetzt wird, werden die Theorien mit
“L..." statt mit "M..." als ersten Buchstaben gekennzeichnet, z.B. "LLU"
statt "MLU".

Durch zusatzliches Auslassen auch der unterbrochen unterstrichenen Terme
in den Beziehungen des Kapitels 4.5 erhalten wir eine nicht energie-
konsistente Theorie. Die zusdatzlich entfallenden Terme beschreiben den
EinfluR der Nichtlinearitdten des Werkstoffgesetzes. Es wird nur noch mit
einer "Normalkraft" aus Membrandehnungen ohne Beriicksichtigung des Ein-
flusses der Biegeverformung auf die Normalkraft und mit einem aktuali-

sierten Elastizitdtstensor 2zur Bestimmung des '"Biegemomentes" aus den
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Biegedehnungen gerechnet. Man kann diese Theorievariante auch aus der

klassischen Schalentheorie (4.1.8) erhalten, indem man in den Variationen
von (4.1.8) Hy durch die aktuelle "Membrankraft" N = %% ersetzt und an-
sonsten statt dfs linearen Elastizitdtstensors H den "aktuellen Elasti-
5%%;3;-verwendet. Daher 1aBt sich diese Variante als "Theo-
rie kleiner Dehnungen angepaBt an Materialgesetze grofier Dehnungen', im

zitatstensor"

folgenden "MSU" genannt, bezeichnen. Obwohl eine solche Approximation zu-
nachst verniinftig zu sein scheint, fehlt jedoch eine mechanische Grund-
lage, wodurch die gegeniiber den energiekonsistenten Theorien deutlich ab-
weichenden Ergebnisse begriindet sind.

Zum Vergleich wurden auch Berechnungen mit '"klassischen" Kirchhoff-Love-
Schalentheorien fiir kleine Dehnungen durchgefiihrt [24, 42, 45, 49]. Die
Theorie fiir unbegrenzte Rotationen wird nachfolgend "LSU" genannt und die
flir groBe Rotationen "LSL". Die lineare Schalentheorie heiflt in dieser Be-
zeichnungsweise dann "LSS".

Nachfolgend sind die genannten Theorievarianten nochmals aufgefithrt und
die Rechenzeit fiir die Elementroutine angegeben:

MLU = Mooney material, large strains, unrestricted rotations, 0.225s

MLUR = Mooney material, large strains, unrestricted rotations, reduced
theory, 0.149 s

MMLR = Mooney material, moderate strains, large/moderate(small) rotations,
reduced theory, 0.132s

LLU = linear material, large strains, unrestricted rotations, 0.223s
MSU = Mooney material, small strains, unrestricted rotatitons, 0.130s

LSU = linear material, small strains, unrestricted rotations,
= klassische Schalentheorie finiter Rotationen, 0.130s

LSL = linear material, small strains, large/small rotations
= klassische Schalentheorie grofier Rotationen, 0.113s

LSS = linear material, small strains, small rotations
= klassische lineare Schalentheorie

Tabelle 9.1
Der erste Buchstale steht fiir das Materialgesetz, der zweite fiir die
GroBe der Dehnungen, der dritte fiir die Rotationen und ggf. R als
vierter Buchstabe fiir die reduzierte Theorie groBer (oder moderater)
Dehnungen.
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Aufféllig ist der deutliche Zeitunterschied von 30 % bzw. 50 % zwischen
den Varianten MLU und MLUR, der hauptsdchlich darauf beruht, daB der
komplizierte Ausdruck (4.4.21) fir v nicht mehr berechnet werden muB. Da
beide Theorienvarianten, wie wir an Hand der Beispiele noch sehen werden,
praktisch gleiche Ergebnisse liefern, ist MLUR die interessanteste Theorie
fiir Schalen groBer Dehnungen. Deutlich geringer ist die Zeitersparnis mit
10 % bis 15 % beim Ubergang von einer Theorie unbegrenzter Rotationen auf
groBe/moderate(kleine) Rotationen (5.3.14, 5.2.7). Obwohl das Programm
auch die klassische lineare Schalentheorie (LSS) und die Membrantheorie
enthdlt, werden hierfiir keine Rechenzeiten genannt, da diese beiden
Theorien nicht rechenzeitoptimal, sondern nur zu Testzwecken programmiert
sind.

9.2 Testbeispiele

Bisher gibt es in der Literatur nur wenige Berechnungsbeispiele fiir
Schalen aus Gummi, in denen groBle Dehnungen sowohl aus der Membrantrag-
wirkung als auch aus dem Biegetragverhalten gleichzeitig auftreten. Haufig
verletzen die Beispiele die Diinnheitshypothese (4.2.5) erheblich, so daB
sie als Testbeispiel flir die in dieser Arbeit hergeleiteten Approximation
(4.3.15) und die daraus abgeleiteten weiteren Vereinfachungen nicht ge-
eignet sind. Das gilt auch fiir das Beispiel in [10]. Andere Beispiele
unterscheiden sich in ihrer Tragwirkung nur unwesentlich von einer
Membran, sobald die Dehnungen groBer werden [20, 71].

Im folgenden werden drei Beispiele vorgestellt, fiir die das oben genannte
nicht oder nur bedingt gilt.

9.2.1 Zylinderschale unter diametralem Zug

In [30, 31] wird die im Bild 9.2 dargestellte durch zwei diametral
gegeniiberstehenden Steckenlasten belastete (unendlich lange) 2Zylinder-
schale vorgestellt. In diesem Beispiel treten in der Nahe der Lastan-
griffsstellen grofie Dehnungen sowohl aus Biegung als auch aus der Membran-
w

ﬁ = 0,50
betragen im Kraftangriffspunkt die Dehnungen der Bezugsfliche + 5 % und

kraft auf. Bei einer Verschiebung w des Kraftangriffspunktes um

die Biegedehnungen + 25 %. Bis auf geringe Abweichungen, stimmen die
Ergebnisse mit [31] lberein.
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Bei einer groBeren Verschiebung als % > 0,40 entstehen deutliche Unter-
schiede zur vereinfachten, nicht energiekonsistenten Theorie MSU, wahrend
die konsistente reduzierte Theorie MLUR dieselben Ergebnisse wie die voll-
standige Theorie liefert. Die Theorie MSU ergibt bei % = 0,50 am Kraft-
angriffspunkt vollig falsche Dehnungen, ndmlich - 3,3 % fiir die Membran-
dehnung (anderes Vorzeichen!) und + 20 % fiir die Biegedehnung. Dasselbe

gilt filir die klassische Schalentheorie.

Dieses Beispiel ist als Test fiir Schalentheorien grofler Dehnungen mit
einer Normalenhypothese nur bedingt geeignet, denn in der Umgebung des
Kraftangriffspunktes liegt bereits bei einer Verformung % = 0,50 die
Krimmung mit h/R = —;- auBerhalb der zuldssigen Grenzen. Auch das Verhadltnis
h mit L als charakteristische Lange (A3.4.5, 4.2.5) nimmt mit zunehmender

L
Verformung % > 0,50 immer kleinere und damit letztendlich unzuldssige
Werte an.

9.2.2 eingespannte Kreisplatte unter Drucklast

In [71] werden Kreisplatten aus Neo-Hookean-Material unter Drucklast bei
verschiedenen Lagerungen (unverschiebliche frei drehbare Auflagerung und
Einspannung) des duBeren Randes untersucht. Ein Vergleich des Ergebnisses
fiir die unverschiebliche aber frei drehbare Auflagerung (= "Membran-
lagerung") mit der Membranlosung ergibt, daB, sobald die Dehnungen die
1%~Grenze deutlich iiberschreiten, die Platte sich durch ein Membran gut
beschreiben 13Bt. Dasselbe erhalten wir beim Nachrechnen des Beispiels aus
[20]. Der Ubergang vom Biegetragverhalten zum Membrantragverhalten
erfolgt, bevor die Dehnungen grof3 werden.

Anders liegen die Verhdltnisse bei der eingespannten Kreisplatte. Mit zu-
nehmendem Abstand vom Rand findet der Ubergang vom Biegetragverhalten der
Randzone zum Membrantragverhalten des mittleren Bereichs statt. Bei einem
Verhaltnis %: 0,10 liegt der Momentennullpunkt in einem Abstand von unge-
fahr % vom Rand, bei einer Deformation % = 0,25 liegt er bei ca. lz- . Die
Membrandehnungen betragen an der Einspannstelle bei einer Deformation von
%: 0,20 etwa + 3,7 % und die Biegedehnungen + 15 %.

Die in [71] angegebene Last-Verschiebungskurve wurde unter einigen verein-
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fachenden Annahmen ermittelt, da nicht eine mdglichst genaue LOsung,
sondern das prinzipielle mechanische Verhalten Gegenstand der Untersuchung
war. Daher sind die Verformungen in [71] etwas kleiner als bei einer hin-
reichend fein diskretisierten FEM-LOsung. Auffdllig ist, daB sich bereits
bei Membrandehnungen ab 0,2 % Unterschiede zwischen der klassischen
Schalentheorie groBer Rotationen (LSL) und der Schalentheorie grofier
Dehnungen (MLU) zeigen. Die reduzierte Theorie MLUR fiihrt zu denselben
Ergebnissen wie MLU, wdhrend die nicht energiekonsistente Approximation
MSU zwischen MLU und LSL liegt. Die Theorievariante filir moderate Dehnungen
und grofie/moderate Rotationen MMLR ergibt ab % = 0,20 (’y"= 3,7 % am Rand)
geringfiigig andere Resultate als MLU und MLUR.

9.2.3 Kugel unter AuBendruck

Die Ermittlung des Verzweigungspunktes in der Last-Verformungsbeziehung
einer Hohlkugel unter hydrostatischem AuBendruck ist ein sehr empfind-
licher Test fiir Schalentheorien. Geringe "Defekte" in der Theorie fitlhren
zu deutlich sichtbaren Abweichungen der Ergebnisse vom Sollwert. Die
Berechnungen aus [19] und [25] dienen uns als ReferenzlGsung, wobei zu
beriicksichtigen ist, daf [19] die Einfliisse einer transversalen Schubver-
formung beriicksichtigt.

[25] gibt fiir den Fall kleiner Dehnungen eine kritische Last von

P = —= _ ()2

kr
J3(1-v2) y

E-Modul, v = Querdehnzahl,
Schalendicke, R = Radius der Kugel,

' (9.2.3.1)

[ 2
o

an. Hieraus berechnet sich fiir inkompressibles Material (v = 0,5) und
kleine Dehnungen die kritische Dehnung zu

1
3

€pr = . (9.2.3.2)

| o

Diese Werte wurden fiir linear elastisches Material und bei Annahme kleiner
Dehnungen bei hinreichend feiner Diskretisierung wegen der grofen Zahl der
Halbwellen des Deforumationsmusters (2 bis 3 Elemente je Halbwelle) mit
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einer Genauigkeit von ca. 0,5 % erreicht. Auch Mooney-Material und die An-
nahme groBer Dehnungen (Theorie MLU) fiihrt nicht zu wesentlich anderen
Resultaten; der Unterschied ergibt z. B. bei einer relativen Schalendicke
von % = 0,005 = 0,5 % eine Zunahme der kritischen Last von ca. 2 %.

Fiir den Bereich grofer Dehnungen sind in [19] fiir unterschiedlich dicke
"Gummibidlle" in Verbindung mit verschiedenen Werkstoffgesetzen die kriti-
schen Dehnungen mit einer absoluten Genauigkeit von + 0,05 Dehnungs-%
gegeben. Um die Ergebnisse mit den eigenen Berechnungen vergleichen zu
konnen, muB zwischen den in [19] gegebenen Werten interpoliert werden. Als
Werkstoffgesetz wurde Neo-Hookean-Material ausgewdhlt. In der folgenden
Tabelle sind die kritischen Dehnungen auf der AuBenfldche der Kugel und

die Anzahl der Wellen des Deformationsmusters filir zwei Verh3dltnisse %
gegeniibergestellt.

h . h

® - €y [19] - €, eigene Rechnung | Wellen T

5% | 1.5 % (bis 1.6 %) 1.59 ¥ 7 0.11

10% | 2.8% (2.76 % ?) 3.00 % 5 0.16

Tabelle 9.2.1: Kritische Dehnungen der AuBenhaut einer Kugel

Das Verformungsmuster ist rotationssymmetrisch. Aus der Anzahl der Wellen
des Beulmusters lant sich das Verhdltnis % berechnen, wobei fiir L die
halbe Wellenldnge des Verformungsmusters einzusetzen ist. Der Vergleich
der Differenzen zwischen den Ergebnissen mit den jeweiligen Verhaltnissen
-E— bestdtigt die aus dem Verhalten eines schubweichen Knickstab [54] abge-
leitete Vermutung, der zufolge die Normalenhypothese einen relativen
Fehler der GroBe = 2,5 (%)2 verursacht. Somit ist die Giiltigkeit einer
Schalentheorie mit Normalenhypothese auf h < 0,10 begrenzt, wenn ein

L =
Fehler von ca. 3 % als noch akzeptabel angesehen wird.

Um das Beul- und Nachbeulverhalten einer Gummikugel zu demonstrieren, wird

ein Gummiball mit % = 0,05 durch hydrostatischen Druck p und durch eine
: — P " " "y T

Einzellast P = T000 h R am "Nordpol'" belastet. Am "Aquator'" ist der Ball

seitlich verschieblich gelagert, so als wdre er mittels einiger Faden
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aufgehangt Als Werkstoffgesetz wird Mooney-Rivlin-Material mit cz/ (c +c2)
[1] gewahlt. Unter Berlicksichtigung der Lastimperfektion werden iiber
99,5 % der "perfekten'" kritischen Last erreicht. Die Membrandehnungen
betragen - 1,70 % entsprechend - 1,57 % Dehnung der AuBenhaut. Nach dem
"Uberschreiten" der Beullast driickt sich die Beule unter der Einzellast am
Nordpol weiter ein, wahrend die Belastung bei zunehmender Verformung ab-
nimmt. Alle anderen Beulwellen bleiben fast nicht wahrnehmbar klein, ca.
—1-0—130— , und bilden sich mit abnehmender Belastung zuriick. Bei weiter zu-
nehmender Verformung wird schlieBlich der obere Teil der Kugel invertiert
in den unteren hineingedriickt (Bild 9.5). Hierbei erreichen die Membran-
dehnungen im Bereich der starksten Biegebeanspruchung bis zu + 7 % in
Umfangsrichtung und - 3,5 % in Meridienrichtung, wahrend die Biege-
dehnungen Werte zwischen + 10 % und + 25 % annehmen. In dem anderen Teil
der Schale bleiben die Dehnungen wegen der nur noch kleinen Belastung im
Promillebereich, nur die Biegedehnungen betragen im invertierten oberen

Teil ca. + 5 %.

Die nun folgenden vergleichenden Untersuchungen der verschiedenen Theorie-
varianten werden - um Rechenzeit einzusparen - unter der Annahme eines zur
Aquatorialebene symmetrischen Deformationsmusters durchgefiihrt. Durch
diese Voraussetzung steigt die Traglast der Schale nur geringfiigig an, so
daB das prinzipielle Verhalten der Struktur erhalten bleibt.

Zwei verschieden dicke Kugelschalen werden untersucht, % =5 % und % =10
%. Auffallig ist, daB die reduzierte energiekonsistente Theorievariante
(MLUR), sie vernachlassigt die Dehnungsanteile, die quadratisch iiber die
Schalendicke verteilt sind, im Vergleich zur vollstandigen Theorie grofier
Dehnungen (MLU) nur geringfiigig (0,7 % und 1,7 %) groBere Traglasten
ergibt. Die Theorien moderater Dehnungen und grofier/moderater Rotationen
(MML und MMLR) fiihren bei weniger als 1 % Abweichung zu praktisch den
gleichen Ergebnissen wie die Theorien fiir grofie Dehnungen und unbegrenzte
Rotationen (MLU und MLUR).

Dem gegeniiber liefert die nicht energiekonsistente Theorievariante MSU 4 %
und 6,5 % zu geringe Traglasten. Im Nachbeulbereich berechnet sie dafiir
bis zu 16 % (% = 0,05) zu groBe Lasten. Die klassische Schalentheorie gibt

sogar um 17 % und 28 % zu geringe maximal mogliche Lasten an, dafiir ndhert
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sie sich im Nachbeulbereich auf bis zu 5 % der Losung der Theorie grofier
Dehnungen (MLU). 2Zu Vergleichszwecken wurde auch noch eine Last-Ver-
schiebungskurve filir linear elastisches Material in Verbindung mit der
Theorie groSer Dehnungen (LLU) ermittelt.

9.3 weitere Beispiele

Weitere bisher unverdffentlichte Beispiele wurden so ausgewahlt, daB die
(Membran-)Dehnungen Werte zwischen 3 % und 10 % erreichen. Sie zeigen die
Leistungsfdhigkeit der Schalentheorie grofer Dehnungen in Verbindung mit
einem FE-Programm fiir beliebige Schalengeometrien. Vergleichsrechnungen
mit den verschiedenen Theorievarianten helfen, die Schalentheorien fiir
groBe Dehnungen in Verbindung mit den Ergebnissen aus Kapitel 9.2 ein-
zuordnen.

9.3.1 beidseitig eingespannte Zylinderschale unter AuBen-
druck

Die kritischen Dehnungen einer unendlich langen Zylinderschale sind selbst
bei Dickenverhdltnissen um % = 0,10 noch ziemlich klein und iiberschreiten
kaum die in [44] gegebene Grenze von

e=pkr'HE—=z(§) , v=0.5. (9.3.1.1)

Durch geeignete Randbedingungen, z. B. durch die Einspannung an den
Randern, steigt die kritische Last und damit auch die kritische Dehmung
erheblich an. Dazu darf die Lange der Schale nicht zu grofi gewdhlt werden;
die Mitte sollte noch im "Randstohrungsbereich" liegen. Im Bild 9.10 sind
fir ein ausgewdhltes Beispiel, % = 10 %, L = 2R, die Last-Verschiebungs-
kurven des Punktes unter der Storlast P fiir verschiedene Theorievarianten
dargestellt. Da dieser Zylinder, wie iiberpriift wurde, vier Beulwellen iiber
den Umfang verteilt aufweist, reicht es aus, ein achtel - eigentlich sogar
nur ein sechzehntel - der Struktur bei Beriicksichtigung der Symmetrie-
eigenschaften zu diskretisieren. Es zeigt sich, daB die vollsténdige (MLU)
und die reduzierte (MLUR) Theorie gleiche Ergebnisse liefern. Die Theorie
fiir moderate Dehnungen und grofie/moderate(kleine) Rotationen (MMLR) ergibt
nach Uberschreiten eines Dehnungsmafes von ca. 3 % bis 5 % zunehmend ab-
weichende Ergebnisse (vergl. Kreisplatte, Bild 9.4), wahrend die klassi-
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sche Schalentheorie (LSU) mit 14 % 2zu geringer kritischer Last und die
nicht energiekonsistente Variante (MSU) mit einer viel zu grofen Steifig-
keit im Nachbeulbereich zu fast unbrauchbaren Ergebnissen fiihren.

9.3.2 beidseitig eingespannte parabolische Rotationsschalen
unter AuBendruck

Die beiden in den Bildern 9.12 und 9.14 wiedergegebenen Rotationsschalen
mit parabelformigem Verlauf der Radien sind gewissermaBen Variationen des
Zylinders aus dem vorhergegangenen Beispiel. Bei den gewdhlten Ver-
hdltnissen der Radien bilden beide Strukturen vier iiber den Umfang ver-
teilte Beulwellen aus, so daB es bei zwei diametral gegeniiberstehenden
Storlasten ausreicht, ein achtel der Schale zu diskretisieren. Es wurde
nur mit den Theorievarianten MLU, MLUR und MSU gerechnet. Von der klassi-
schen Schalentheorie wdren bei Dehnungen bis zu iiber 15 % ohnehin keine
besonders guten Ergebnisse zu erwarten gewesen. Wie bei fast allen Bei-
spielen gibt es zwischen den beiden energiekonsistenten Theorien MLU und
MLUR fiir groBe Dehnungen keine Unterschiede in den Ergebnissen. Die nicht
energiekonsistente Variante MSU fithrt zu deutlichen Abweichungen.

9.3.3 Schlauch mit sinusformigem Ldngsprofil unter axialem
Zug

Ein sehr schones Beispiel stellen die in den Bildern 9.17 und 9.19 darge-
stellten Schlauchstiicke mit sinusformigem Verlauf des Durchmessers tiber
die Liange dar. Sie werden durch eine achsiale Zugkraft und durch ein Paar
diametral gegeniiberstehenden Einzelkrdften belastet. Dabei sind die
Einzelkrdfte so grof3, daB sie einen erheblichen Anteil an der Verformung
haben.

Durch die "Umlenkkrafte", die aus der Lédngsbelastung im Bereich des
"Bauches" entstehen, wird dieser quasi durch eine Art AuBendruck belastet.
Zusammen mit den Einzelkrdften, die auf dem "Bauch" stehen, ergibt sich
ein Stabilitdtsproblem.

Wegen der Symmetrie reicht es wieder aus, nur ein achtel der Gesamt-
struktur zu diskretisieren. Dabei konnen die dargestellten Schlauchstiicke

Teil eines sehr langen Schlauches mit sinusfdrmigem Langsprofil sein.
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Wiederum ergeben die beiden energiekonsistenten Theorien grofer Dehnungen
(MLU, MLUR) praktisch identische Ldsungen.

Die Theorie moderater Dehnungen fiihrt in beiden Beispielen zu Fehlern
zwischen 3 % und 6 %; im Nachbeulminimum des Schlauches mit + 40 % Radius-
anderung ergibt sich sogar ein 21 %-iger Fehler. Die nicht energiekon-
sistente Variante MSU liefert in beiden Fidllen viel zu hohe Lasten. DaB
die klassische Schalentheorie (kleiner Dehnungen, LSU) in beiden Bei-
spielen Ergebnisse erzeugt, die manchmal sehr dicht bei den Ergebnissen
fiir groBe Dehnungen (MLU, MLUR) liegen, ist bei Dehnungen zwischen 5 % und
10 % wohl eher ein gliicklicher 2ufall; bedenken wir doch, daB sie bei der
Bestimmung der kritischen Lasten fiir Gummib&dlle (Kapitel 9.2.3) stets die
schlechtesten Ergebnisse liefert, obwohl dabei die Dehnungen 'nur" in
einem Bereich zwischen - 1,6 % und - 3,0 % liegen.

9.4 Zusammenfassung

Die "vollstandige" Schalentheorie groSer Dehnungen (MLU) (4.3.15) kann
durch Streichen des Terms in der Verformungsenergiedichte, der die nicht-
lineare Dehnungsverteilung iliber die Schalendicke und die iiber die Hohe
verdnderliche Metrik berilicksichtigt, in eine energiekonsistente, wesent-
lich weniger aufwendige '"reduzierte" Schalentheorie groSer Dehnungen
(MLUR) (4.3.17) tiiberfilhrt werden, die innerhalb des gleichermaBen durch
den Kleinheitsparameter 6 (4.2.5) eingegrenzten Gliltigkeitsbereich der
Approximation bei etwa %des Rechenzeitbedarfs praktisch identische Ergeb-
nisse liefert.

Eine nicht konsistente, aus der "Anschauwung" durch Modifikation der
klassischen Schalentheorie gebildete Theorievariante erweist sich als in
ihrem Verhalten gegeniiber den konsistenten Varianten kaum einschdtzbar und
ist somit weder aus theoretischer noch aus numerischer Sicht haltbar.
Dagegen zeigt die Erfahrung, daB die klassische Schalentheorie bei einem
Rechenzeitbedarf, der nur 25 % unter dem der rechenzeitgiinstigen "redu-
zierten" Theorie groBer Dehnungen (MLUR) liegt, stets zu niedrige kriti-
sche Lasten ergibt, so daB man sich zum Teil erheblich auf der sicheren
Seite befindet.
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Die Theorien moderater Dehnungen sind bis zu Membrandehnungen von 3% bis
5% sehr gut, dariilber hinaus konnen sie jedoch insbesondere in Verbindung
mit der Annahme groBer/moderater(kleiner) Dehnungen (siehe Kapitel 5.3) zu
erheblichen Fehlern in den Last-Verschiebungsbeziehungen fiihren.
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ANHANG

Die Kapitel des Anhangs enthalten Zwischenrechnungen und 2zusdtzliche
Erlauterungen zu den entsprechenden Kapiteln des Hauptteiles. Dabei
besteht im allgemeinen eine direkte Zuordnung der einzelnen Kapitel zuein-
ander.

A1 GRUNDLAGEN AUS DER TENSORRECHNUNG

Die Beschreibung der Geometrie des Schalenraums ist untrennbar mit der An-
wendung der Tensorrechnung verbunden. Daher sollen in diesem Kapitel die
wichtigsten Definitionen der Tensoralgebra in dem Umfang dargestellt
werden, wie er fiir das Verstdndnis unbedingt erforderlich ist. Ausfilhr-
liche Einfiihrungen in die Tensorrechnung finden sich in [2, 17, 22 u.
33].

Soweit nicht ausdriicklich anders angegeben, betrachten wir stets den drei-
dimensionalen Euklidischen Raum, der durch die drei orthogonalen und
normierten Basisvektoren e ., e, e aufgespannt ist. Um vektorielle und
tensorielle GroBen von Skalaren zu unterscheiden, sind alle Vektoren und
Tensoren fett geschrieben. Die Einsteinsche Summationskonvention wird
angewandt, d. h., ilber in einem Produkt von GroBen doppelt vorkommende
gegenstandige Indizes (einer oben, einer unten) wird summiert. Lateinische
Indizes nehmen die Werte 1 bis 3, griechische Indizes die Werte 1 und 2
an. Folglich bedeuten

u v . (A1.1)

Die unten stehenden Indizes heiBen kovariant, die oben stehenden kontra-

variant.

Der Raum wird durch Einfiihrung beliebiger, ggf. auch krummliniger Koordi-
naten o* , i=1,2,3, aufgespannt. Ein beliebiger Ortsvektor x 1laBt sich
entsprechend als

2 /3

X = x(e1, 8-, 87) = x(ei) = xj(ei) ej (A1.2)
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darstellen.

Hieraus konnen wir die zu den Koordinaten ©F gehdorenden (lokalen)
kovarianten Basisvektoren g; durch Differentiation des Ortsvektors x de-
finieren:

g. =—=X,. . (a1.3)

Die Basisvektoren sind stets linear unabhangig, sodal mit Hilfe der
Gleichung

g +g. = 6. R (A1 .4)

in der 6;.' flir das Kronecker-Delta und ¢ als Operator fiir das Skalarprodukt
aus zwei Vektoren stehen, eindeutig eine zu g:j gehorende zweite Basis, die
sogenannte kontravariante Basis g1 , definieren laft.

Nun kdnnen wir einen beliebigen Vektor v wahlweise in kovarianten oder
kontravarianten Komponenten des krummlinigen Koordinatensystems o' dar-
stellen:

v=v, g =v g . (a1.5)

Die Komponenten lassen sich durch Skalarmultiplikation von (A1.5) mit gj
bzw. g"J zu

i i
v, = Vg und VvV = veg (A1.6)

berechnen. Das Skalarprodukt zweier Vektoren u und v ergibt somit
i
wv=u v, =u, v . (A1.7)
Ein Tensor ist eine GroSe, die aus ihren Komponenten mit den dazugehdrigen

Basisvektoren besteht. Die Anzahl der Indizes an den Komponenten gibt die

Stufe des Tensors an. Somit ist ein Vektor ein Tensor erster Stufe.
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Tensoren sind koordinateninvariant. Daher unterliegen die Komponenten be-~
stimmten Transformationsgesetzen, die man beachten muB, wenn man die

Basisvektoren zum Zwecke einer Koordinatentransformation dndert [2, 22].

Allgemein ist ein Tensor der zweiten Stufe durch

J
T=1 g9; ® gy

T 9 ag
(A1.8)

i i i '
g eg=T,g8g

definiert. Hierbei steht @& fiir das dyadische Produkt. Die Anwendung eines
Tensors 2. Stufe auf einen Vektor v ergibt

- il k
Tv=T g; ®g, v, g

J
(A1.9)
- il - T iAo Jg oqJ i
=Tt ngi—Tijv g —lev gi—Ti ng '
wobei die Identitat
(ue v)w=u (v-w) v (a1.10)

angewendet wird. Die Komponenten T J eines Tensors zweiter Stufe erhilt
man demnach zu

TiJ = (T gJ).gl . (A1.11)

Zur Definition Tensoren hoherer Ordnung und ihrer Anwendung brauchen wir
(A1.8 - A1.11) nur zu verallgemeinern.

Als Identitdt, Einheitstensor 1 oder auch Metriktensor wird derjenige

Tensor zweiter Stufe bezeichnet, der einen beliebigen Vektor v auf sich
selbst abbildet:

v=1v ., (41.12)

Die Komponentendarstellung von 1 ergibt sich mit Hilfe von (A1.8) und
(A1.10) zu
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i
1=gijg @

= gt

=g g ®gy (A1.13)
i i

=g, ®ag =g ag, ,

wobel wir

I S
gij = g; gJ und g := gt g’ (A1.14)

definieren. Weiter folgt

gy =ddarg -d g =5 . (a1.15)

Ebenfalls mit Hilfe des Einheitstensors leiten wir die Regel zum iierauf—
und Herunterziehen der Idizes her:

_ i j k 1.3
v=v, g = glJ g ® gJ v' g = gij v g & . (A1.16)
Wir erhalten
_ j i_ ij
Vi =935V und analog Vv =g vy o (A1.17)

Diese Regel gilt verallgemeinert auch komponentenweise fiir Tensoren
hoherer Stufe.

Desweiteren benotigen wir das Skalarprodukt zwischen Tensoren. Sind beide
Tensoren T und U Tensoren gleicher Stufe, so ist das Ergebnis ein Skalar,

TU = (TJ‘:""k g; @ gj @.... gk)'(Ulm...n gl ag a.... gn)
(A1.18)

Verallgemeinert man die Definition des Skalarprodukts auf Tensoren unter-
schiedlicher Ordnung, so ergibt sich ein Tensor mit der Ordnung, die der

Differenz der Ordnungen der Ausgangstensoren entspricht.
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Die Multiplikation (Verkettung) zweier Tensoren (2. Stufe) wird durch die
Gleichung

- J 1
uv= (0 giugj) (v gkagl)
(A1.19)
T 5 R
=ut vi‘g; &g,
beschrieben.

Die Addition geschieht komponentenweise. Fiir die Verbindurig der Addition
mit einem Produkt (skalar, dyadisch oder Verkettung) gilt das DiStributiv-
gesetz.

Bei der Differentiation tensorieller GrdSen muB auch die Anderung der
Basis Beriicksichtigung finden, so daB wir

<
]

J =
'y (v gj)'i =V

(vj g--’),i = Vj,i gJ + 2 gJ,i =2

(A1.20)

g

V...
Ji1

erhalten, wobei (....),i fiir die partielle Ableitung und (....):i fir die
kovariante Ableitung steht. Die Definition der kovarianten Ableiting folgt
direkt aus (A1.20) zu

v vl

..k ) . ] k .
gtV gk'igJ-.v,i+v Chi -

(a1.21)

k.. .

k .
Viei V51t Ve 093 =ty - e Cyy

J J.1
Hierbei stehen die Christoffelsymbole fiir

k k K k ; ;
o 49979 3=-9 .49 = C i (a1.22)

k k k k k
g ‘gi—éi => (g .gi)'j_o_g r5°9; +9°9;

J .3

Die Definition der Christoffelsymbole laBt sich auch in
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i ik k
g5 = - cljk g udg ;=CY g . (A1.23)

umformen.

Fiir die Differentiation Tensoren hoherer Stufe gilt die Verallgemeinerung
von (A1.20) und (A1.21).

Die Determinante eines Tensors ist durch

DetTij ...} pet(rid--++)

Det(gkl....) - Det(gkl....)

Det (T) = (A1.24)

definiert [22, 33].

Die Transponierte TT eines Tensors T (2. Stufe) erhdlt man durch Ver-
tauschen der Basisvektoren in der Komponentendarstellung,

= (7] T _ piJ
- (T g; ® gj) =T gj @ g;
(A1.25)
i i\ T _ j i
= (T'ij g ag’) = Tij g ag .
Die Verkettung eines Tensors T mit seiner Inversen T'-1 ergibt den
Einheitstensor,
—1 ~1
TT =T T=1 , (A1.26)
so daB fiir die Komponenten
ij -1 _ .1
™) 7 1= (A1.27)
folgt.
Ein Tensor R ist ein ordentlicher Rotationstensor, wenn
T -1
R" =R und Det(R) = +1 (A1.28)

gilt.
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Es fehlt noch, die Norm eines Tensors zu definieren. Analog zum Betrag
eines Vektors bietet es sich an, hierzu das tensorielle Skalarprodukt
(A1.18) heranzuziehen, sodaB wir die Norm zu

ezl = Yer=S7 1 (81.29)

erhalten.
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A2 ZUR DIFFERENTIALGEOMETRIE

A2.1 Zur unverformten Konfiguration

Weitere niitzliche Identitdten:
nxa ==JE&3 Xxn=+aa
1 ’ az .
Beweis: (n x a,)-a. = vya al-a, = 45'62
: 17734 i i’
dabei ist a; = nund a, X a, = va n.

Aus (A1.15) folgt

1 _ l_ 22 1 12

1
3 @ =33, ud a =-2a, .

Aus n-n = 1 folgt durch Differenzieren

Aus g, n-= 0 ergibt sich ebenfalls durch Differenzieren
g B‘n == 9, g
= gB nN= - ngn'a
Es folgt nun mit (2.1.9)

- _ B
n, -—huBga-.baba .

[+ ]

Differenzieren von (2.1.10) ergibt

2h

9ep,33 =~ 2Nyg 3=2 (93 5°9),3

2 (93 359, + 93 5°93

2(0+n )

n

lB‘nla

(A2.1.1)

(A2.1.2)

(A2.1.3)

(A2.1.4)

(A2.1.5)

(A2.1.6)



Da b, nicht vori £ abhingt, sind die hoheren Ableitungen von Foid gleich
null, sodaB (2.1.11) folgt.

A2.2 Zur verformten Konfigiration

Analog zum Kriimmungstersor

b=Db _  a%a (A2.2.1)
of
der unverformten Schalenmitteifiiche ist der Kriimmingstensor b der vei-
formten Bezugsflache durch

b=b 2%z (A2.2.2)

definiert. Diese Definitionen miissen beim Herauf- und Heruhterziehen der
Indizes beachtet werden. So gilt z.B. fiir Bg

(A2.2.3)

Die Identititen (A2.1.1) bis (A2.1.5) gelten entsprechend auch fiit die
verformte Lage; hicht jedoch die Beziehung (A2.1.6), da 63 verschieden von
n sein kann. Folglich ist auch (2.1.11) in der verformten Lage ungiiltig.

Die Christoffelsymbole Fﬁ werden analog zu FﬁB (2.1.16) berechtiet.

B

In diesem Abschnitt werden weitere Beziehungen hergeleitet, die spéter be-
notigt werden.

Mit Hilfe von (2.2.8) und (2.3.6) ergibt

)egy = - a3 A, (A2.3.1)
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(5&-5),3 =0
63,3’6 + —u'ﬁ'3 =0
lTl’3'§caa = - 63,&'[—1
= (_}‘3,01 n -2y ﬁ,a)'n
=-A3,% 2% 52 g,*n
5,3-§a =234 - (A2.3.2)

Analog ergibt sich mit (2.3.6)

93 3°9, = (A3 3 R+ A3 n,3)-g

(A2.3.3)
=-Azh3, -
Ebenfalls aus (2.3.6) folgt
§;-3; = (1;)° una Gy 393 =h3hy 3 - (A2.3.4)
Aus (2.2.8) ergibt sich durch Differenzieren
hug,3 =~ (M Gg)i3==- M3, 9 - 0,34
= - (B,3:Gg),, + Bi3Gy , + By 8,33 4 (A2.3.5)
=23 48 T 3 Eias g; - 52 Ay Byg
=348~ Cag 23,5 * E3aB A3 %‘(ﬁ'ﬁ)'3 - B} A By
= A3 40(8 = *3 52 R -

Aus (2.3.5 u. 6) sowie (2.1.7) folgt mit F = §i ® g° als Deformations-
gradienten und e = e’ als kartesische Basis folgt
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Det F

]

Det (g, ® g

It

Det((g, ® et)ie. ® gj))
i J

-1

= Det(§i B ei) Det(gj ® ej) (A2.3.6)
-3 s pe ﬂ- . —1
= _(91 X gz) g3 [(91 X gz) g3]
- g .
A3 g
A2.4 Zur Existenz des Verschiebungsfeldes
Beweis:
Durch Einsetzen von (2.3.6) in (2.3.7) erhalten wir
3
u(e®,g) = vie®) +J§3(e°‘,g) & . (AZ.4.1)
0
Eine Reihenentwicklung von 63 in der g-Richtung ergibt
€ o -
u(e®,e) =vie®) + | J+-2_3 " dg
n=o™ ag? 3|g=0
= V(eu) + E Tr:TWiﬁ §3| =0 ED-H (A2.4.2)
n=0 1 &=
® o
_ a 1 = 1
= v(9) +n£om 93'(3!’1) £ '
wobei
o n
® o o A2‘4.3
(o), 50y ===t [g=0 ( )
og

als abgekiirzte Schreibweise fiir die Ableitungen bei £=0 definiert wird.

o
In dieser Beziehung sind die Vektoren 63 (3" unbekannt. Sie lassen sich,

wie nun gezeigt wir ., aus dem Verschiebungsfeld v der Schalenbezugsfldche
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berechnen.

Die Reihenentwicklung der Normalenhypothese (2.3.5) ergibt

@ @®

(o]

o

S q =0 = 1 = = m+n
99 =0 = go ngo mint (393, (3" ©
o (32.4.4)
P 0 n
) n£0 sEo (n-s)Is! g&,(3n-s)‘g3,(3s) & .

o
Als weitere Unbekannte treten die Vektoren 6& (30) auf, sodaB fiir jedes n

e IN® drei Vektoren, niamlich §i (30)
bestimmen sind. Dabei liefert (A2.4.4) fiir jedes n bereits zwei von den

d.h. neun skalare GroBen, zu
erforderlichen neun skalaren Bestimmungsgleichungen.
Aus der Inkompressibilitdtsbedingung (2.4.4) folgt mit (2.1.12 u. 13)
(G, X 9,)°Fy = (g, xg)m=p=1-bg+2¢2 . (a2.4.5)
1 2" 73 1 2 A a

Die Reihenentwicklung von (A2.4.5) ergibt nach einigen Umformungen

P33 3 oS o
(g m-n, X g n-s, ) g s, £ . (A2.4.6)
m=0 n=0 S0 1,(377) 1,(377) 1,(3%)

Diese Gleichung liefert jeweils die dritte skalare Bestimmungsgleichung.

Die (n-1). Ableitung von (A3.2.1),

o (o}
(g,+9g) (30-1) = (A3 hg) (3n-1) (A2.4.7)

liefert weitere vier skalare Bestimmungsgleichungen. Sie enthalten die
noch nicht ausgenutzte Symmetriebedingung §§'a*§B = 63,a'§B , die sich
analog zu (A2.1.5) aus der Normalenhypothese durch Differenzieren nach e*
bzw. GB
linear unabhangig ist. Die Differentiation von Ea

ergibt und somit von allen anderen bisher ausgenutzten Beziehungen
8 erfolgt mit Hilfe der
Beziehung (A2.3.5), die Differentiation von Ay mit Hilfe der Inkompressi-
bilitdtsbedingung (2.4.4).
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Die (n-1). Ableitung von (A2.3.3),
(93,3'901),(3“"1) = (- “A3 A3 a)'(3“‘1) ' (A2.4.8)

steuert die letzten beiden skalaren Gleichungen bei.

Da g beliebig ist, entsteht fiir jedes n e [N ein lineares Gleichungssystem
aus neun linear unabhingigen Gleichungen. Die Ldsung dieser Gleichuhgs-
systeme erfolgt suksessive, beginnend mit n=1. Dabei sind

o]
g =a =a_ +v, (A2.4.9)
o o o o

und
°© _ oo 5 4
g3 = aa £ A3 n (A2.4.10)

bereits durch das Verschiebungsfeld v der Schalenbezugsfliche degeben.

Sind nun fi.ir ein gegebenes n” e [N die Gleichungssysteme fiir alle ne
{1,2,...,n } bereits geldst worden, dann sind nur die Vektoren g (3 *)
unbekannt, sodaB die neun skalaren Bestlmmmgsglelchungen eine e:l.ndeutlge
Losung ergeben. Dabei dienen die Beziehungen (A2.4.9 u. 10) als Induk-

tionsverankerung.

Auf Grund des Prinzips der vollstindigen Induktion sind nun alle Vektoren
§i,( 3n) und somit auch das Verschiebungsfeld u im Schalenraum (A2.4.2)
allein durch das Verschiebungsfeld v der Schalenbezugsfliche bestimmt, was
zu zeigen war.
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A3 ZU DEN DEHNUNGEN IM SCHALENRAUM BEI GROSSEN DEHNUNGEN

A3.1 Zum polaren Zerlegungssatz

Der Verzerrungszustand der verformten Schale wird durch den Deformations-
gradiententensor F beschrieben, der durch die Beziehung
i

F=g,8g =(g+u,)8g =1+u,,8q9 (A3.1.1)

i
definiert werden kann. Der Deformationsgradiententensor bildet die unver-
formten kovarianten Basisvektoren g auf die verformten Basisvektoren §i
ab:

- = i s

g; =Fg; = (g:j ® gJ) g, = 9, 6; = g__‘.| .66(A3.1.2)
Somit ldBt sich jeder durch zwei benachbarte Punkte im unverformten
Schalenraum gegebener Vektor w in die verformte Lage w ilberfiihren:

Fw:legi=w1§i=v‘v. (A3.1.3)

Da im unverformten Zustand benachbarte Punkte (z. B. Molekiile oder Atome)
im verformten Zustand nicht einen gemeinsamen Punkt einnehmen konnen
(chemische Reaktionen sollen hier nicht betrachtet werden), folgt, daB F
ein invertierbarer Tensor ist:

]
]

W=Fw <> Ww
(A3.1.4)

Daher lant sich F mit Hilfe des polaren Zerlegungssatzes, wie er in
[45,69] beschrieben ist, in einen ordentlichen Rotationstensor R und den
symmetrischen positiv definiten (rechten) Cauchy-Greenschen Dehnungstensor
(Stretchtensor) U aufspalten:

R =R , Det(R) = + 1 , (A3.1.5)
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UT=U.

Es ist auch eine andere Zerlegung von F moglich, F = V R, wobei V diesel-
ben Eigenschaften wie U hat; diese Zerlegung ist jedoch im Rahmen dieser
Arbeit nicht interessant.

Der Stretchtensor U ergibt sich aus

FF=URRU=UU= , (A3.1.6)
so daB
U=1+e=JF F (A3.1.7)

folgt, wobel ¢ den Tensor der Ingenieurdehnungen darstellt.

A3.2 Zur Beschreibung groBer Dehnungen

Um bei der Bestimmung des Dehnungstensors das Berechnen der Wurzel eines
Tensors zu vermeiden (A3.1.7), wahlen wir als ein einfach bestimmbares
Dehnungsmal den Greenschen Dehnungstensor E. Dieser ist durch die Be-
ziehung

E=-]2—(UU-1)=-;—(Ze+ee) (A3.2.1)

definiert. Einsetzen der Gleichungen (A3.1.6) und (A3.1.1) in (A3.1.7)
ergibt '

E=%(FTF—1)=%-[(91@§]-_) (@ 8 g) - 1]

%'(aij g ag - 9 g ag) (a3.2.2)

1= i3
7'(gij - gij) g ag .

Weiter folgt
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(gi + u,i)-(gj + u,j) - 954 - (A3.2.3)

;95 + u,549; + Ut

Unter Verwendung der aus (A1.20-22) und (2.1.9) folgenden Beziehungen

u,j = ui;j g (A3.2.4)
u,.-g. =u =u - Ck u (A3.2.5)
1795 T Y91 T Y1 T T a5 % e
U.g =Y g CAaB u, - huB u; (A3.?.6)
u,.. =u, , +h*u (33.2.7)
3;8 3,8 a A e
erhalten wir fiir den ebenen Greenschen Dehnungstensor
a _1 i, a
EaB g @ gB =3 (ua;B+ uB;a+ ui:a u ’B) g @ gB (A3.2.8)

(vergl. [45, 72]).

A3.3 Zur Dehnung und Kriimmung der Schalenbezugsflache

Die Basisvektoren auf der verformten Bezugsfliche Lage ergeben sich aus
(2.2.2, A1.20, A3.2.4 u. 3.3.2) zu

= i
a =a +v, =a +v,,_a =a +V a+v
a a [+ ) [+ ] o

ita Ao 3:a n.,

(a3.3.1)

A
= aa + @ o a.A + ¢a n.

o)
Der Normalenvektor n wird aus (2.2.6) bestimmt:

a xa =

=11/

(a1+ cp}‘1a1 + ¢1n) x (a2+ ¢A2a1 + ¢2n)

3-

a

[ a x a, (1 + ¢AA + ¢11 ¢22 - ¢12 ¢21) (A3.3.2)

> b

1 1
+a xn (¢2 +9,0,-9, ¢1)

2 2
+ az xn ('¢1 ) ¢1 -9 1 ¢2) 1.
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Einsetzen von (A2.1.1) ergibt nach kurzer Rechnung

2 ( a A P P
n = g [a("¢x_¢pwx+‘px¢p)

(A3.3.3)
A A
+n (1l +9¢ At Det(¢g p))] .
Aus (A3.3.1) folgt mit
A 3
aa|B = baB n und nlB = - bB a, (A3.3.4)
aGIB = baB n,B + 9 o blB n+g¢ lB al
A (A3.3.5)
+ 9 lB n-e bB al ,
sodaB die Auswertung von (3.3.7) (3.3.8)
= ° A A A
baB =23 [(1 +¢ 2t Det (g p)) (baB + bAB o, + ¢uIB)
A N 0 b (a3.3.5)
+ (cppq:l— (1 +q>l) q>p) (¢ uIB—bB ¢d)]
ergibt.

A3.4 Abschitzung der hdheren Ableiturigen des Dehnungsténsors
in Normalenrichtung

In diesem Abschnitt wird die Giiltigkeit der Abschidtzung fiir die hdhetren

Ableitungen des Dehnungstensors nach der "Dickenkoordinate" g (3.4.13) mit

Hilfe eines Beweises diirch vollstindige Induktion gezeigt.

Zundchst ist es erforderlich, die Wurzelfunktion fiir A4 (3.2.10) in eine
konvergente Taylorreihe zu entwickeln. Dazu benutzen wir die Reihenent-
wicklung [5] flir

! =14+
14+x i

Il 18

i-1)! (ot [x| <1 (43.4.1)
1 i1(i-1)12877

aus der wir
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1

A+x

(2i-1)! (c-x

. 11 21 <x <2041 (A3.4.2)
R -1 "1+4c !
1 ir(i-1)2t

1+ )
i=

-

herleiten und x = ZEA + ﬁ-Det(E ) setzen.
A g B

Durch die Wahl von c als Konstante, wobei vorausgesetzt wird, daB die
Dehnungen begrenzt sind, 1laBt sich nun Ag = A3(§) durch ein konvergentes
unendliches Polynom

A, =P(E ) (A3.4.3)
o

3 B

ausdriicken. Die Abkiirzung P(x,y,...) steht flir

P(x,y,...) = J xtyd L) (A3.4.4)

ai.
I P

mit a, . = Konstanten

ij...

sowie i,j,... e {0,1,2,3,...},
und stellt ein Polynom aus x,y... dar.

Als nachstes setzen wir voraus, daB die Dehnungen E = E(ea,g) hinreichend
glatt iiber den Schalenraum verteilt sind, so daB die Ableitungen in
tangentialer Richtung von E
Qurch

o8 mit Hilfe einer charakteristischen Lange L

E |
o(I“B)

oB |y = Ol—p—/, (A3.4.5)

E
L = charakteristische Wellenlange des Deformationsmusters

abgeschdtzt werden konnen. Entsprechendes soll auch fiir die Ableitungen
hoherer Ordnung gelten. Das Symbol O(...) bedeutet Ordnung von (...) im

Sinne von [18].

Die Formeln (3.4.8 - 3.4.9) lassen im Zusammenhang mit der Reihenent-
wicklung fir Ay (A3.4.3) und der Abschdtzung der "tangentialen" Ablei-
tungen der Dehnungen (A3.5.5) vermuten, dafB die Ordnungen der einzelnen
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Terme in den Ableitungen der Greenschen Dehnungen beziliglich der "Dicken-
koordinate" g nach einer bestimmten Regel abnehmen:

- . ofE
= L Fm ). on . 1,1 .
ap;33...3 " O ([(h, )" - (A ) Py ()" - PE ],
; (A3.4.6)
GOE n
n21, k<n, —g> =1, i+j+ktl = n, i,3,k,1 e {0,1,2,3,...n}.
2 -

Den Beweis fithren wir durch vollstandige Induktion. Aus den Bezjiehungen
(3.4.4 - 3.4.7) folgt

oy A
Ewg;3 = Neg A3 Dyg + 0 Ep +hg By (A3.4.7)

und

2 oA - . A
Eug;33 = (A3)" By By = 2323 11g = 23,3 Pog ~ Py P
(a3.4.8)
A A AP
+ 2ha EAB;3 + ZhB Em:3 - 2bcl bB Ele ,

so daB man nach Einsetzen von (A3.4.3 u. A3.4.5) und Beriicksichtigen der
Abschatzung

p(EaB)'i = _c>_(|E°}’3'i P(Elp)|) (A3.4.9)

die Giiltigkeit der Regel (A3.4.6) fiir n=1 und n=2 nachgewiesen ist. Dieses
dient uns als Induktionsverankerung.

Fir den InduktionsschluB ist zu zeigen, daB aus der Gliltigkeit der Formel
(A3.4.6) fiir ein beliebiges n die Gliltigkeit fiir n+1 folgt. Zu diesem
Zweck differenzieren wir (A3.4.6) und erhalten

Fo 133...3 7 (E“B i3 ré) ;3
n+ n
- A A
= Bug.3...3),3 ¥ By Byg;3...3 + Mg Bagja. .3

‘ﬁ‘ "”r'{"'“ ﬂ g (A3.4o10)



=ol(lth Y . ( 3. on , 1,1,
([ o) (B ) (+) P(Ew)l)’3

i+t | = 3. on . 1,1
+0(|(h, ) (R ) " () P(EYG)I),

n>1, k <n, =1, i+j+k+l =n, i,j,k,1 e {0,1,2,3,...n}.
. A = A=
Durch Elnsetzen‘wmlha5'3~bthB(A2.1.6), haB,3_ _l3hahAB+A3,a||B (A2.3.5),
A3=P(Ea8) (A3.4.3) und der Abschdtzung der Ableitungen in tangentialer
Richtung (A3.4.5) erhdlt man

. . e
= 1, 5 I . on 1,1,
Eyg:33...3 = OU(h, )" - (R ) - (@~ - BEHD
n+1 (A3.4.11)
aoEdn
n>2, k<n+t, o =1, i+J+k+l=n#1, 1,3,k,1 e{0,1,2,3,...n+1},
- ot

womit der InduktionsschluB und damit nun auch die Allgemeingiiltigkeit der
Regel (A3.4.6) bewiesen ist.

Gegebenenfalls mehrmaliges Einsetzen der Beziehung (3.4.4) in (A3.4.11)
flihrt zu der Abschdtzung

1,1

E =o(jth, . (R ) . E_. - O eeE ),
aB:33...3 I Ap HV cn,3.k.3 L ¥6 l
n (A3.4.12)
n>1, k <n, Eo .3, .3 = 1, i+j+k+l =n, i,j,k,1 €{0,1,2,3,...n}.
‘..——0.-.._J

Durch Auswertung an der Stelle £=0 und anschlieBende rekursive Anwendung
ergibt sich die fiir die energetischen Abschdtzungen im vierten Kapitel

sehr wichtige Beziehung (3.4.13)

HE(ne) ||

= 1
= of (b .{,IB..[,+)) , n>1 .
||E(n)|| max (| uBl | aBI L z

Diese Abschatzung wird in [25] fiir die zylindrische Deformation von Zylin-

(A3.4.13)

derschalen durch eine Reihenentwicklung mit geschlossenen Formeln besti-
tigt.
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A4. ZUR APPROXIMATION DER VERFORMUNGSENERGIEDICHTE

A4.1 Vergleich mit anderen Approximationen

Fir die zylindrische Deformation einer 2Zylinderschale aus Mooney-Riv-
lin-Material wird in [25] die Verformungsenergiedichte unter vergleich-
baren Voraussetzungen hergeleitet. Die dort angegebene Approximation ist
aquivalent zu (4.3.16), wenn wir uns ebenfalls auf den genannten geometri-
schen Sonderfall beschréanken.

Eine andere in [55] hergeleitete Approximation der Verformungsenergie-
dichte geht von geringfiigig anderen Voraussetzungen aus, die zu einem
relativen Fehler der Ordnung O(max(h/R, h2/§2)) filhren. So entfallen alle
Terme, die die Kriimmung der unverformten Schale als Faktor enthalten. Weil
auch dort im Laufe der Herleitungen angenommen wird, daB die transversalen
Schubdehnungen vernachlassigbar klein sind, muB sich die Verformungs-
energiedichte in [55] durch eine zusdtzliche Abschdtzung von (4.3.15) mit

%é 92 << 1 ergeben.

Dadurch daB jedoch statt mit Krimmungsdnderungstensoren x (3.4.1 u. 3.4.8)

mit p ., =b -b_ (2.2 in [55]) gerechnet wird, entsteht ein relativer
aB af “aB b

Fehler der Ordmung Of||y|| x

Verformungsenergiedichte (b = baB a’ @ aB) .

im Anteil der Biegeenergie an der

A4.2 Membrantheorie

Der Fall, daB die Biegedehnungen wesentlich kleiner sind als die Membran-
dehnungen,

hff=|| <ote[[¥[[) , (A4.2.1)

ergibt nach Anwendung der Abschatzung

1 oW 1 azw

W23 E*73EaeE

-E®E (A4.2.2)
und Einsetzen in (4.3.15) die Membrantheorie

¢ = h-Wly) (1403%)) . (A4.2.3)
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Daher konnen wir uns im Rahmen der Schalenbiegetheorie allgemein auf den
Fall

[|v[] g o) (Ad.2.4)

beschranken. Aus der Formel €£fiir o8 (3.4.8) und der Definition fiir ©
(4.2.5) folgt andernfalls h||x|| < O(e|[y||) (A4.2.1), wodurch der Grenz-
fall zum Ubergang auf die Membrantheorie vorliegt.

A4.3 Ubergang zu kleinen Dehnungen

Das Einsetzen der Abschidtzungen fiir kleine Dehnungen,

8 = max 6% ,'J2§' yn )
(A4.3.1)
|1v]1=0t6%), n[|x|[=0te?), n?||v||=0te"),

iUberfiihrt (4.3.16) in die gewohnte Verformungsenergiedichte der klassi-
schen Schalentheorie [45]

2
<p=32.h(a°‘5’“‘ hogeBM ) (140(e%)) . (A4.3.2)

Yo T * T2 a8 "
Hierbei betragt unter der Annahme des Hookeschen Gesetzes bei unge-
hinderter Dehnung in der g-Richtung (3. Richtung) die Verformungsenergie

pro Volumeneinheit mit Hilfe des modifizierten Elastizitadtstensors

1 e
W=xH EaB Elu . (A4.3.3)
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