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Zusammenfassung

Fur die speziellen Anforderungen strukturmechanischer Systeme wird eine
Identifikationsmethode entwickelt, mit der die vielfédltigen, in realen Struk-
turen wirksamen nichtlinearen Mechanismen durch Systembeobachtung und
systematische Modellangleichung analysiert werden kdnnen. Die Methode
basiert auf einer Systemaufspaltung in ein lineares , aus a priori Kenntnis-
sen abgeleitetes Teilsystem und in ein unbekanntes nichtlineares Teilsystem,
dessen Parameter in der ldentifikation bestimmt werden. Die Systeme wer-
den iiber eine Zustandsriickfihrung gekoppelt, wobei zur ZustandsgroBen-
schdtzung ein modales Kalman-Filter dient. Die Methode wird auf die Identi-
fikation verteilter Reibvorgédnge angewendet, die durch Masing-Elemente

modelliert werden.

Summary

For the special needs of structural mechanic systems, an identification me-
thod has been developed, which supports the analysis of various nonlinear
mechanisms in real structures by system observing and systematic model-
building. The method is based on the separation of the real system into a li-
near model, which is designed by a priori knowledge only, and an unknown
model, whose paramelers are estimated in the identification procedure. The
models are coupeld by statevalue feedback. The state values are estimated
by Kalman filtering. Main applications are systems with distributed friction
mechanisms, which are modeled by Masing elements.
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1. Einfuhrung

Das Resultat wissenschaftlicher Analyse besteht haufig in der Formulierung
eines Modells. Das Modell soll die GesetzmaBigkeiten eines untersuchten
Objektes nachbilden und nach Mdglichkeit eine Prognose zukiinftigen Verhal-
tens gestatten. Die Entwicklung eines technischen Systems ist dagegen
tiberwiegend synthetischer Natur und verlduft umgekehrt zum analytischen
ProzeB: Aus der Vorgabe eines Zwecks folgt der Entwurf eines geeigneten
Modells, das in ein reales System umgesetzt werden muB. Daraus kdénnte
auf eine umfassende Transparenz des technischen Systems beziiglich seiner
Struktur, seiner Eigenschaften und seines Verhaltens geschlossen werden.
Von der stofflichen Zusammensetzung der Bestandteile des Systems und
ihrer daraus folgenden Eigenschaften existieren aber im allgemeinen nur
idealisierte Modellvorstellungen. Bei der Realisierung des Systems miissen
auBerdem Imperfektionen hingenommen werden, die mit zunehmender
Systemkomplexitdt moglicherweise betrédchtliche Abweichungen vom ur-
spriinglichen, der Planung zugrunde liegenden Modell bewirken. Aus der Um-
gebung wirken zudem auf das System nicht prognostizierbare Prozesse ein,
die zu strukturellen Veranderungen fiihren kénnen. Um die Betriebssicher-
heit und die Gebrauchsfdhigkeit technischer Systeme auch unter der Be-
riicksichtigung unsicherer Eigenschaften und duBerer Einwirkungen beurtei-
len zu kdnnen, wurden probabilistische Sicherheitstheorien entwickelt [s. bei-
spielsweise Kaltofen 1981, Schueller, 1985]. Mit Hilfe dieser Theorien, die der
Tatsache der unvollstdndigen Systemkenntnis Rechnung tragen, kann die Un-
scharfe von Prognosen quantifiziert werden. Eine Verbesserung der Prognose
ist aber nur durch zuséatzliche Informationen liber das System zu erzielen, die
aus der Beobachtung realer Systeme gewonnen wird. Der Beobachtung sind nur
wenige GroBen eines Systems zugéanglich, daher bedarf es einer Methode, von
den BeobachtungsgrdBen auf die Eigenschaften und Strukturen zu schlieBen,

deren Kenntnis fiir eine umfassende Modellbildung erforderlich ist.

Die Systemidentifikation |6st diese Aufgabe durch systematische Angleichung
von Modellen an das durch die MeBwerte reprasentierte reale System. lhre
Schwerpunkte bilden vor allem die Modellbildung, die eine substanzwissen-
schaftliche Analyse des Systems erfordert, und die Schdtzung der Parameter
des Modells, dessen Struktur aus der Analyse resultiert. Zur Parameter-
schatzung dienen vielfach Methoden der Statistik und der Optimierung. Die
Genauigkeit eines identifizierten Modells wird durch das MaB der in den MeB-

werten enthaltenen Information liber das reale System bestimmt.



Die Gewinnung mdglichst informativer MeBwerte, ein Problem der Versuchs-
technik und der Signaltheorie, ist offensichtlich eine entscheidende Voraus-
setzung fiir den Erfolg einer Identifikation. Diese umfangreiche Thematik kann
im Rahmen dieser Arbeit nur kurz gestreift werden. GroBeres Gewicht wird
dagegen im folgenden Kapitel auf die Darstellung der wichtigsten methodischen
Grundlagen der Systemidentifikation gelegt, beginnend mit Fragen der
Modellierung, zunichst linearer Systeme, und der Modellordnung. Die sich an-
schlieBende Behandlung des Problems der Parameterschitzung ist von zen-
traler Bedeutung, weil sie den algorithmischen Teil der Systemidentifikation
und damit den numerischen Aufwand der Modellfindung bestimmt. Die Schitz-
theorie liefert zudem Aussagen iber Varianz und Erwartungstreue der be-
rechneten Schatzwerte. Fiir die Identifikation in Verbindung mit Simulations-
modellen ist die Kenntnis des Zeitverlaufs von SystemzustandsgrdBen be-
deutsam. Das zweite Kapitel schlieBt daher mit einer Betrachtung der Zustands-
schatzung mit Hilfe von Kalman-Filtern. Wegen der Ahnlichkeit von Zustands-
schédtzung und rekursiver Parameterschidtzung wird fiir den wichtigen Fall
der Schitzung parametrisch nichtlinearer Modelle die Ableitung der Rekursions-
gleichungen dargestelit.

In Kapitel 3 folgt eine Diskussion der Modellvalidierung, die sich zur Ab-
grenzung des Giiltigkeitsbereichs eines Modells der Identifikation anschlies-

sen muB, und bekannter Modellansadtze fiir nichtlineare Systeme.

In dieser Arbeit wird eine neue Methode der Identifikation nichtlinearer me-
chanischer Systeme vorgestellt. Die Beschdftigung mit diesem Problem wurde
von der oftmals vorherrschenden mangelnden Kenntnis der wirksamen Damp-
fungsmechanismen in mechanischen Strukturen motiviert, deren physikalische
Ursachen hdufg sehr verwickelt und kaum quantifizierbar sind . Zur Analyse
der Zusammenhdnge konnen die Methoden der Systemidentifikation genutzt
werden, um die tatsdchlichen Verhiéltnisse in realen Strukturen aufzudek-
ken. Eine kurze Ubersicht iiber die wichtigsten Dampfungsmodelle wird in
Kapitel 5 gegeben, wobei das Gewicht vor allem auf die trockene Reibung
gelegt wird, die in Lagern, Strukturknoten oder in Stahlbetonkdrpern auf-
tritt. Fir die Modellierung verteilter Reibvorgédnge wird eine Formulierung

vorgestellt, die ohne globale Linearisierung fiir die ldentifikation geignet ist.

Zur Beschreibung groBer Systeme existieren in der Strukturmechanik be-
wahrte Ansdtze, wie die Finite-Element-Methode und die Modalanalyse, die

auch bei der Entwicklung einer Identifikationsmethode fiir mechanische



Systeme Grundlage der Modellbildung sein miissen. Zahlreiche Identifikations-
methoden, die in anderen Wissenschaftsbereichen gebrduchlich sind, lassen
sich auf die besonderen Bedingungen groBer mechanischer Systeme, insbeson-
dere die groBe Zahl von Freiheitsgraden, nicht libertragen. Eine kurze Dar-
stellung der wichtigsten Gleichungen der mechanischen Systembeschreibung
findet sich in Anhang B1.

Ein auf den Entwurfsdaten eines Systems basierendes Finite-Element-Mo-
dell kann immer als eine erste Nidherung des optimalen Modells betrachtet
werden. Es ware daher nicht zweckméBig, die in den MeBwerten enthaltene,
aus verschiedenen Griinden immer begrenzte Information iiber das System
zum Aufbau eines vollig neuen Modells zu verwenden. Sinnvoller ist es, die
Information auf ein lediglich ergdnzendes Modell zu konzentrieren, dasv in
Verbindung mit dem a priori Modell das System besser erklart, als dieses

allein es vermag.

Die Aufspaltung eines Systeme in Teilsysteme ist ein oft verwendeter
Kunstgriff bei der Modellierung. Wiener und Hammerstein [1930] dient er
zur Aufspaltung eines nichtlinearen dynamischen Systems in ein statisches
nichtlineares und ein dynamisches lineares System, die in Reihe geschaltet
das Verhalten des Gesamtsystems approximieren (s.Kapitel 3). Die Methode
der Aufspaltung in Teilsysteme wird auch bei linearen Systemen zur Redu-
zierung der Komplexitdt verwendet, um bei der lIdentifikation nur Modelle
niedriger Ordnung betrachten zu miissen [Fasol und Jorgl 1980]. Zur Iden-
tifikation von Steifigkeits- und Masseverteilungen strukturmechanischer
Systeme nimmt Natke [s. 1983] eine Unterteilung in Substrukturen vor, die
nach einer Gewichtung durch Faktoren, die im [dentifikationsprozeB zu ver-
bessern sind, zur Gesamtstruktur kombiniert werden. Dieser Ansatz hat bei
der Anwendung auf anndhernd lineare reale Systeme zu guten Ergebnissen
gefiihrt [Geis, Schmidt und Waller, 1986].

Nichtlineare Komponenten eines Systems, beispielsweise plastische Gelenke
in einer Rahmenstruktur oder Gleitlager einer Turbine, werden physikalisch
korrekt durch Funktionen beschrieben, zu deren Argumenten in der Regel

nicht unmittelbar beobachtbare ZustandsgroBen des Systems zahlen. Die be-
kannten Identifikationsansédtze verzichten entweder auf eine strukturell kor-
rekte Systembeschreibung, die die Kenntnis der ZustandsgréBen voraussetzt,
und ersetzen das physikalische Modell durch ein global dquivalentes mathe-
matisches Modell oder verlangen die Messung einer Vielzahl von System-

groBen, so daB die fehlenden GroBen interpoliert werden kdnnen. Um diese,
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in der aufwendigen MeBtechnik oder der geringen erzielbaren Information
liegenden Nachteile zu vermeiden, miissen die Parameter und die Argumente
der nichtlinearen Funktionen mit den Methoden der nichtlinearen Filterung
[Jazwinski 1970, Krebs 1979, Maybeck 1982] gemeinsam geschatzt werden,
etwa mit dem erweiterten Kalman-Filter. Das Filter liefert sowohl die Zu-
standstrajektorien, auf denen die Formulierung der Nichtlinearitdt basiert,
als auch eine Schéatzung der Parameterin jedem Zeitschritt. Die Berechnung
erfordert allerdings einen erheblichen rechentechnischen Aufwand und ist
fir Systeme von einer gewissen GréBe an nicht mehr durchflihrbar.

Die in Kapitel 4 vorgestellte neue Methode verbindet die Vorteile des Kal-
man-Filters -die Schatzung der SystemzustandsgréBen- mit der Reduzie-
rung des Schéatzaufwands, der durch eine Aufspaltung eines komplexen
Systems in Teilsysteme erzielt wird. Die Modellgleichungen der Mechanik be-
schreiben meistens Beziehungen zwischen Kraften, wie Tragheits- und Riick-
stellkridften, die durch SystemgroBen bestimmt werden, und duBeren Kriften,
fir die wegen der in der Regel angenommenen Riickwirkungsfreiheit des
Systems auf die Umgebung, ein explizites Zeitgesetz vorgegeben wird. Wenn
die Forderung der Riickwirkungsfreiheit aufgegeben wird, tritt an die Stelle
der Zeitgesetze eine Interaktionsbeziehung zwischen Systemen, das heiBt,
die Krafte sind von den aktuellen ZustandsgrdBen zweier oder mehrerer
Systeme abhadngig. Die vorgestellte Identifikationsmethode nutzt das Modell
der Interaktion zur Beschreibung der Beziehung zwischen einem a priori
Modell M,, das bei der Identifikation unveréndert bleibt, und einem Ergdnzungs-
modell M,, das zusdtzliche EingangsgréBen, oder, in den Begriffen der Zu-
standsraumbeschreibung, zusitzliche SteuergrdBen fir das Modell M, liefert,
und das bei der ldentifikation so angepaBt wird, daB die AusgangsgroBen von
M, eine gréBtmdgliche Ubereinstimmung mit den MeBwerten zeigen.

Der Ansatz besitzt gegeniiber den vorhandenen Methoden vor allem folgende
Vorzige:

1. Die aufwendigen Zeitverlaufsberechnungen kénnen in der, even-
tuell problemangepaBt reduzierten, Basis der Eigenvektoren des
linearen Teilsystems vorgenommen werden.

2. Bei deterministischer Betrachtung kann die Zustandsschidtzung
fur das lineare Teilsystem formuliert werden, das heiBt, unter
Verwendung bekannter und wahrend der Identifikation unveran-
dert bleibender Systemmatrizen. Dadurch entfallen die aufwen-
digen Lineariserungen des Gesamtsystems in jedem Zeitschritt,

wie bei dem erweiterten Kalman-Filter.
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3. Zur Identifikation eines nichtlinearen System geniigt es, das
haufig wesentlich kleinere Ergidnzungssystem an ein lineares
Finite-Element-Modell Uber formalisierte Kraft- und Empfind-
lichkeitsbeziehungen anzukoppeln.

Kapitel 6 enthdlt Anwendungen der Methode auf lineare und nichtlineare
Systeme. Den Schwerpunkt bilden dabei durch Reibungsmechanismen ge-
dampfte Strukturen.



2. Elnige Grundlagen der Systemidentifikation

2.1 Allgemeines

Nach einer Klassifizierung von Astrém [1980] wird eine Systemidentifikation
charakterisiert durch die in einem Experiment gemessenen Daten D, die
Menge M der Modelle. die zur Nachbildung des beobachteten Verhalten ei-
nes Systems S in Frage kommen und das Kriterium C, das die Giite der
Ubereinstimmung zwischen Modell und Wirklichkeit bewertet. Die Daten D
bilden eine Zeitreihe, die von dem realen System S unter den Versuchsbe-
dingungen X generiert wurde.

Die Wahl der Modellmenge M ist in erster Linie eine Folgerung aus der In-
formation, die a priori iiber das System vorliegt, sie richtet sich aber auch
nach der zusitzlich gewiinschten Information, die die Identifikation liefern
soll. Ein lineares dynamisches System kann beispielsweise durch ein Ein-/
Ausgangsmodell beschrieben werden, wenn primar nach dem Ubertragungs-
verhalten des Systems gefragt ist, andernfalls durch ein dquivalentes Zustands-
raummodell, das einen tieferen Einblick in die physikalische Struktur des
Systems gestattet. Bestimmte Charakteristiken von Stérungen (systematische
und zuféllige MeBfehler, nichtideale Herauslosung des Systems aus der Umge-
bung, usw.), wie die Farbigkeit und die stochastischen Eigenschaften von
Rauschprozessen, konnen die Ergebnisse der Systemidentifikation signifikant
beeinflussen und missen gesondert modelliert werden. Die Qualitat der Daten
und die Versuchsbedingungen, womit im wesentlichen die Art der Erregung be-
zeichnet wird, aber auch Umstéande der Messung, beeinflussen daher ebenfalls
die Modellmenge M . Die Systemidentifikation ist im allgemeinen als ein itera-
tiver ProzeB der Informationsgewinnung zu verstehen, in dem mehrere Stuten.
der Modellbildung aufeinander folgen.

Zu den wichtigsten Anforderungen an das zur Gewinnung von Beobachtungs-
daten erforderliche Experiment zahlt die Sicherstellung der Identifizierbar-
keit, womit die prinzipiell mdgliche Erzielung aller erforderlichen Informati-
on durch die Versuchsbedingungen bezeichnet wird. Ljung [1987] definiert
diese Forderung so, daB gewahrleistet sein muB, daB die Daten geniigend
Information enthalten, um zwischen verschiedenen Modellen der Menge M
unterscheiden zu konnen. EinfluB auf die ldentifizierbarkeit haben unter
anderem die Bandbreite der Erregung, die Lage der MeBaufnehmer und, im -
Falle nichtlinearer Systeme, das Amplitudenniveau von ZustandsgroBen. Ei-

ne weitergehende Fragestellung ist die des optimalen Experiments [Goodwin
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und Payne 1977, Wahba 1980, Cottin 1987], das, im Kontext mit M, die Er-
zielung maximaler Information erméglicht.

Im Sinne des Kriteriums C wird in einem einzelnen Identifikationsschritt aus
der Menge M das optimale Modell M* ausgewihlt. Im Falle der a-paramet-
rischen Menge M bedeutet dies die Auswahl von a* mit einem Optimierungs-
algorithmus, d.h. dieser Teilschritt der Systemidentifikation besteht aus einer

Parameterschdtzung.

In einer nachfolgenden Modellvalidierung muB gepriift werden, ob M* dem
System S entspricht oder es, im Fall S € M, ausreichend approximiert,
oder ob zwischen den von M* generierten Daten D* und D erklarungsbedirf-
tige Diskrepanzen bestehen, die eine Erweiterung von M erfordern. Eine
Erweiterung kann in der Erhéhung der Modellordnung bestehen, in der Wahl
zusitzlicher ZustandsgréBen oder im Ubergang zu nichtlinearen Modellen.
Einige Methoden der Validierung werden im ndchsten Kapitel beschrieben.

Zu Erlduterung seien noch einige Klassifizierungen der Identifikation ange-
fihrt. Unter nichtparametrischer Identifikation wird die Schatzung der
Kennfunktionen von Systemen verstanden, wie Ubergangs-, Gewichts- oder
Ubertragungsfunktionen , die auch als nichtparametrische Modelle bezeich-
net werden [s. Wellstead 1981]. In der parametrischen ldentifikation dienen
zur Erkldrung der beobachteten Daten Modellansdtze mit zu schatzenden
Parametern. Einer nichtparametrischen Identifikation kann sich eine para-
metrische anschlieBen. Wahrend einerseits die zu identifizierenden Systeme
linear oder nichtlinear sein kdnnen, kann diese Unterscheidung unabhéngig
davon bei den Modellen vorgenommen werden, das heiBt, auch lineare Systeme
werden durch nichtlineare Modelle beschrieben oder nichtlineare Systeme
durch parametrisch lineare Modelle. Die Schidtzgleichungen, die auf para-
metrisch linearen Modellen basieren, kénnen direkt nach den Parametern
aufgelost werden, wdhrend bei den nichtlinearen Modellen ein iterativer
Losungsalgorithmus mit Linearisierungen in den aktuellen Schédtzwerten

angewendet werden muB.

Das Begriffspaar direkt und indirekt wird in unterschiedlicher Bedeutung
verwendet. Einerseits wird unter indirekter Identifikation die Verwendung
mehrerer Modellstufen im IdentifikationsprozeB verstanden, beispielsweise
zundchst die Schdatzung modaler GroBen und aus diesen anschlieBend physi-
kalische Parameter [s. Natke 1983]. Bei der Identifikation von Systemen, die
durch nichtlineare Vektordifferentialgleichungen beschrieben werden, be-
zeichnet man als indirekte Fehlerquadratmethode die Verwendung der L&-



sungen -eventuell durch numerische Integration erhalten- und als direkte
Fehlerquadratmethode die Verwendung der Differentialgleichung, wobei der
Integrand durch ein geeignetes Funktionensystem approximiert wird [s. Vaj-
da u.a. 1987].

Zu unterscheiden sind ferner Identifikationsmethoden, die auf Modellformu-
lierungen im Frequenzbereich basieren und solchen im Zeitbereich. Zu den
Frequenzbereichsmethoden zdhlen die Testmethoden unter harmonischer
Erregung mit konstanter oder verdnderlicher Frequenz (Sweep), die spek-
tralanalytischen Methoden und Modellierungen durch Ubertragungsfunktionen
im Laplace-Raum und Frequenzgangbeschreibungen . Generell ist den Frequenz-
bereichsmethoden die Definition des Kriteriums C im Frequenzbereich ge-
meinsam. Wenn eine Modellanpassung nur in der Umgebung von Resonanz-
frequenzen vorgenommen wird, kann hdufig eine bessere Signal-Rausch-
Trennung als bei den Zeitbereichsmodellen erzielt werden. Nachteilig wirken
sich bei einigen Frequenzbereichsmethoden die systematischen Fehler der
Integraltransformationen bei endlichen MeBzeiten aus . Nichtlineare Systeme

kénnen fast nur im Zeitbereich identifiziert werden.

Eine bedeutsame Unterscheidung wird nach der Art der Erregung getroffen,
die deterministisch oder stochastisch sein kann. Einen Sonderfall bilden die
transienten Schwingungen, die zum Teil gemeinsam mit nichtparametrischen
Kennfunktionen behandelt werden konnen. Stochastische Erregung wird
wegen der breitbandigen Anregungsspektren und der damit erzielbaren In-
formation zur Identifikation linearer Systeme gerne verwendet. Eine ge-
wiinschte Genauigkeit der Parameterschidtzwerte ist, konsistente, unver-
zerrte und erwartungstreue Schidtzungen vorausgesetzt, durch geniigend
lange MeBzeiten errreichbar. Die Begriffe der Schdtztheorie werden spater
erlautert. Die erforderlichen MeBzeiten sind aber bei stochastischer Erre-
gung, im Vergleich mit anderen Erregungsarten, sehr lang und es muB im
allgemeinen eine korrekte Modellvorstellung vom ErregerprozeB existieren.
Die deterministische Erregung ist im Rahmen der Schédtzung in dieser Hin-
sicht theoretisch wesentlich einfacher zu behandeln, erfordert aber die
Messung der Eingangs- oder Steuersignale und ist daher fast nur unter
Laborbedingungen anwendbar. Bei der Auswertung transienter Schwingun-
gen entfallen die Schwierigkeiten der Messung der EingangsgrdBen oder
ihrer Modellierung als stochastischer ProzeB. Eine breitbandige Erregung
kann haufig durch Schlagerregung erzielt werden. Eine ausreichende punk-
tuelle Impulsanregung groBer Strukturen erfordert aber die Aufbringung
groBer Krafte und birgt damit die Gefahr lokaler Schidigungen. Eine vorteil-
hafte Identifikationsmethode bei groBen linearen Systemen, die stidndig der
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Einwirkung "natiirlicher™ Anregungsprozesse (Wind,Verkehr, Erschiitter-
ungen) ausgesetzt sind, besteht in der Bestimmung nichtparametrischer Kenn-
funktionen, wie Auto- und Kreuzkovarianzfunktionen an méglichst vielen
Punkten der Struktur, und der anschlieBenden parametrischen ldentifikation
von Eigenfrequenzen, Dampfungen und Eigenformen. Diese k&nnen zur
weiteren Identifikation beispielsweise von Steifigkeits- und Masseverteilungen

genutzt werden.
2.2 Modellierung
2.2.1 Allgemeines

Das Ziel einer Systemidentifikation ist generell die Auffindung eines Mo-
dells, das das beobachtete Verhalten eines realen Systems nachbilden kann.
Von diesem Modell erwartet man entweder eine mdglichst zuverldssige
Prognose zukiinftiger AusgangsgroBen, das Modell ist in diesem Sinne ledig-
lich ein Pradiktor, oder AufschluB iiber den inneren Aufbau des betrachteten
Systems, in diesem Fall dient das Modell als Mittel der Systemdiagnose.
DemgeméB ist zwischen physikalischen oder strukturellen Modellen und ma-
thematischen Modellen (Black-Box-Modellen) zu unterscheiden. Wihrend
letzere nur eine formelmiaBige Systembeschreibung, beispielsweise des
Ein-/Ausgangsverhaltens, liefern, bilden die physikalischen Modelle die in-
nere Struktur von Systemen nach, wobei die verwendeten Parameter auch
eine physikalische Bedeutung besitzen. Die Theorie der Systemidentifikation,
vor allem die Beitrdge zur Theorie der stochastischen Prozesse, ist zu ei-
nem groBen Teil auf den Wissenschaftsgebieten Statistik und Regelungs-
technik entstanden, die durch die Beschiftigung mit Systemen aus sehr un-
terschiedlichen Problembereichen gekennzeichnet sind. Die daraus folgende
starke Gewichtung allgemein anwendbarer mathematischer Modelle er-
schwerte hédufig die Verwendung der Methoden bei der Strukuranalyse me-
chanischer Systeme, fiir die physikalisch aussagefahige Modelle unverzicht-
bar sind. In der Mechanik entwickelte sich der Zweig der experimentellen
Modalanalyse [Natke 1983], in der iberwiegend deterministische Systeme
betrachtet wurden. Seit einigen Jahren findet ein stdrkerer Austausch
zwischen den Fachgebieten statt, im wesentlichen auf dem Teilgebiet der
modalen Identifikation, beispielsweise in der Verwendung von ARMA-Modellen
[Gersch 1979] oder Lattice-Filtern [Sundararajan 1987] -die im folgenden
noch beschrieben werden- zur ldentifikation von Eigenfrequenzen und Dampf-
ungen mechanischer Strukturen. Bei der nichtlinearen [dentifikation sind
dagegen erst wenige Ankniipfungspunkte zu erkennen. Die in der Regelungs-
technik verwendeten Ansatze (NARMA-, TAR-Modelle, Volterra-Reihen,
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Hammerstein-Modelle, s. Kapitel 3) liefern Modelle, die zwar zur Pridiktion
von SystemausgangsgroBen auf der Grundlage vergangener Beobachtungen
geeignet sind , eventuell auch zur qualitativen Schadensdetektion durch das
Erkennen sprunghafter Parameterdnderungen, aber weniger zur Analyse des
inneren Systemaufbaus. Fiir diesen Zweck scheinen weiterhin Modelle er-
forderlich zu sein, die aus den vermuteten physikalischen Ursachen des
nichtlinearen Verhaltens abgeleitet sind. Ein solcher Ansatz wird in dieser
Arbeit in Form eines Interaktionsmodells eines unbekannten nichtlinearen
Teilsystems mit einem bekannten linearen System vorgestellt. Das Modell
des linearen Systems wird in modalen Koordinaten beschrieben und kann als
solches entweder analytisch abgeleitet werden, Ublicherweise mit finiten
Elementen, oder empirisch mit den Methoden der modalen ldentifikation im
Sinne einer &dquivalenten Linearisierung. Der empirischen Modellierung ist

der erste Teil dieses Kapitels gewidmet.

Zur Beschreibung dynamischer Systeme eignen sich besonders Zustands-
raummodelle (Bilder 2.1 bis 2.3 ). Die Zustandsdifferentialgleichungen eines
linearen , zeitkontinuierlichen Systems, das durch den stochastischen ProzeB
w(t) am Eingang gestort ist, lautet:

A z(t) + Bu(t) + w(t) (B1.8 b)
C z(1) + v(t) (B1.8 ¢)
(Gleichungsnummern nach Anhang B)

2(t)
y(t)

A - Systemmatrix ;  u(t) - Steuervektor
B - Eingangsmatrix ; y(t) - Ausgangsvektor
C - Beobachtungsmatrix ; w/(t) - EingangsrauschprozeB
z(t) - Zustandsvektor ;  v({t) - MeBrauschen
wi(t)

u(t) . +ng'(t) z(t)
— B G f ————) c

A (—

Bild 2.1: Blockschaltbild des zeitkontinuierlichen Zustandsraummodells
nach Gl. B.1.8.
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Im Zustandsvektor z(t) werden im allgemeinen die Verschiebungen und Ge-
schwindigkeiten der physikalischen Systemfreiheitsgrade zusammengefaBt.
Nach einer Zeitdiskretisierung geht die Zustandsdifferentialgleichung in eine
Vektordifferenzengleichung liber:

Zy ey < Ad Z, t Bd U + wg (B1.11 b)
Yo = C 20 + vy (B1.11 ¢)
Wik J Yk
Uy ++sz+ Zy ++ Yk
N B4 ——_) PR B ——— C
+

Bild 2.2: Blockschaltbild des zeitdiskreten Systems (Gl. B.1.11).

Die Dynamik eines Systems wird vielfach , abhdngig von Anfangsbedingungen
und Erregung, von einer relativ geringen Anzahl von Moden bestimmt. Wenn
die physikalischen kinematischen GroBen iber die Modalmatrix ® durch die
entsprechenden modalen GroBen ersetzt werden, kann eine, in der Dimensi-
on oft wesentlich reduzierte Differenzengleichung in modalen Koordinaten

formuliert werden:
Quk+1 = Hg Gz + G, @Juy + wyy (B1.12 b)

Yo T o QZ Qo * Vi (B1.12 ¢)

Qzk+1 Yk

Z—1l T v

o
X

A
o
—|
el
o

Bild 2.3: Blockschaltbild der modalen Zustandsdifferenzengleichung (Gl. B.1.12).
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Die [dentifikation eines linearen Systems soll, basierend auf der Messung
einer begrenzten Anzahl von AusgangsgroBen, zuverldssige Schatzungen der
Matrix A oder A, liefern. Bei strukturmechanischen Problemen ibersteigt
die Zahl der Systemfreiheitsgrade die Zahl der meBbaren GroBen um ein
Vielfaches, so daB eine unmittelbare Schédtzung von Systemmatrizen nur un-
ter Nutzung von a proiri Information mdglich ist, durch die die Zahl der
SchitzgroBen verringert wird. Ein Beispiel ist die Vorgabe einer speziellen
Matrixstruktur, etwa der Beschreibung der Systemmatrix oder ihrer Unter-
matrizen (s. Anhang, Gl. B1.8 a) als Linearkombination von Substrukturen,
die aus der qualitativen Kenntnis des Systemaufbaus abgeleitet wird:

v
A = .ZI“iAsi
i=

Anstatt zu versuchen, die Koeffizienten von A zu bestimmen, wird die
Schitzung hier auf die vergleichsweise geringe Zahl der Substrukturkoeffi-
zienten a; beschrédnkt. In dem im Anhang C angefiihrten Beispiel ist eine

solche Vorgehensweise beschrieben.

Die Matrizen H, und G, des zeitdiskreten modalen Modells nach Gl. B1.12
sind nur von den Eigenfrequenzen, den modalen Dampfungen und der Zeit-
schrittweite abhdngig. Diese Parameter konnen aus den beobachteten Aus-
gangsgroBen berechnet werden, ebenso die Eigenvektorkomponente des
Systems am Ort und in der Richtung einer aufgenommenen MeBgroBe. Die
Schatzwerte der Parameter gestatten den Aufbau eines Modells nach Bild
2.3, das als Grundlage der Rekonstruktion des physikalischen Modells dienen
kann. Mit den nachfolgend vorgestellten Differenzenmodellen und Schitz-
methoden werden diese Informationen unmittelbar aus den zeitdiskret vor-

liegenden MeBreihen yL‘” gewonnen.

2.2.2 Lineare Differenzenmodelle

Lineare Differenzenmodelle, in der Statistik auch als diskrete Regressions-
modelle bezeichnet, beschreiben einen formelmédBigen Zusammenhang zwi-
schen der zum Zeitpunkt t, vorliegenden AusgangsgroBe y, -oder y(kAt)-
eines zeitdiskreten Systems und zeitlich zuriickliegenden AusgangsgrodBen
Yk-i» EingangsgréBen u,_; und abgeleiteten GréBen g, _;. Fir nichtlineare
Modelle werden zusdatzlich Funktionen der MeBgroBen, beispielsweise Pro-
dukte Yk-ilk-j» 2Ur Regression verwendet (s. Kap. 3). Die Regressionstiefe,

das ist die Zahl der zuriickliegenden MeBgroBen, die zur Préadiktion einer
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aktuellen AusgangsgréBe verwendet werden, bestimmt die Ordnung der Mo-
delle. Alle auf ein System einwirkenden Stérungen werden durch einen
Gleichungsfehler modelliert. Die Parameter dieser zeitdiskreten Modelle
sind nicht nur von den Systemeigenschaften abhédngig, sondern auch von den
teilweise willkiirlichen Festlegungen der Modellordnung und der Zeitschritt-
weite, sie eignen sich daher nicht unmittelbar zur objektiven Charakterisier-
ung von Systemen. Der Schédtzung der primédren Parameter k&nnen aber
weitere Berechnungsschritte zur Ableitung physikalischer oder modaler
Systemparameter angeschlossen werden, dadurch ist ihre Anwendung auch
bei der Identifikation mechanischer Strukturen interessant, wenn das Ziel
die Schitzung von Eigenfrequenzen, modalen Dampfungen und Eigenvektor-

komponenten ist.

Wiks Y] AT
: | mechanisches :
Wo, U] Yk
: System :
determi- stoch-
transiente nistische astische
Schwingung Erregung u, Erregungwk
MeBgréBen y MeBgroBen Y Yy MoBgerBenl ¥
N o \) 1) 3|
ARX- .
_ S ARMA- Kovarianz- Lattice-
AR-Modelle ?Aﬂohggli(e Modelle funktion Fllter
Parameter a Parameter nL,bl.(c‘) Parameter a, ¢ Funktion ¢1_ PARCOR Y

4 !

AR-Modelle

Parameter a

bbb

System-
frequenzen
und
rdampfungen
©, . 3 .

4

Eigen-
vektoren

P

Bild 2.4: Modellierung mechanischer Systeme durch lineare Regressionsmodelle.
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In den meisten Anwendungen der Systemidentifikation werden Regressions-
modelle verwendet, weil ihre Formulierung haufig nur geringe apriorische
System- oder ProzeBkenntnis erfordert und sie zum Teil mit linearen
Schitzmethoden angepaBt werden kdnnen. Im Gegensatz zu vielen anderen
Zeitbereichsmodellen ist auch bei der Modellierung transienter Schwingungen
keine Kenntnis der Anfangsbedingungen des Systems erforderlich, die aber bei
Bedarf mitgeschdtzt werden kénnen. Eine groBe Bedeutung kommt den Regres-
sionsmodellen in Anwendungen zu, die Parameterschatzungen in Echtzeit ver-
langen, weil sie im Vergleich mit anderen Modellansdtzen den geringsten rechen-
technischen Aufwand erfordern. Ebenso wichtig wurden die Regressions-
modelle mittlerweile bei der spektralen Schitzung stochastischer Prozesse.
Besonders auf diesem Gebiet sind in den letzten Jahren zahlreiche effiziente
Schatzalgorithmen entwickelt worden [s. Priestley 1981, Kay 1988]. Die nach-
folgende kurze Darstellung beschrdnkt sich daher auf die Beschreibung der
meist verwendeten Modelltypen und ihrer wichtigsten Eigenschaften, sofern sie

fir die ldentifikation mechanischer Systeme relevant sind.

Die einfachste Klasse bilden die autoregressiven (AR-) Modelle, die eine beob-
achtete AusgangsgréBe y) eines Systems durch Linearkombination der bis zu
p Zeitschritte zuriickliegenden MeBgrdBen und einer additiven Stdrung g be-
schreiben. Sie kdnnen auch als lineare stochastische Differenzenmodelle

verstanden werden.

P
yk = aj yk"j +€k; Ek ~ N(0,0’g) (2.2.1)
i=1
N(x,6%) - GauBprozeB, Mittelwert x und
Varianz ¢2

Die Regressionstiefe p bestimmt die Modellordnung. Bei Anwendungen auf
mechanische Systeme werden mit AR(p)-Modellen vorwiegend freie Schwin-
gungen oder -durch nichtparametrische [dentifikationsmethoden geschédtzte-
Gewichtsfunktionen modelliert. Ein AR(2)—Modell beschreibt die abklingende
Schwingung eines Einmassenschwingers oder eines Modes vollstandig, die
Modellordnungen sind daher immer geradzahlig (s.Anhang B2). Hinsichtlich der
Parameteranzahl besteht keine Redundanz, die AR-Parameter kdnnen eindeutig
in den Raum der Frequenz- und Dampfungsparameter abgebildet werden.

Wenn eine meBbare Erregung u, auf das System einwirkt, wird die Glei-

chung 2.2.1 um einen zusédtzlichen Regressionsterm erweitert:

p m
Yk :]§1 aj yk'] + Z b] Uk'j + 8k (2.2.2)

j=0
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Diese Modelle werden als Extended Autoregressive Models (ARX) oder als
deterministische ARMA-Modelle (DARMA) bezeichnet. Der Anteil

m
YMAK T J‘Eobj Uk -j

wird dann als gleitender Durchschnitt (Moving Average) iiber die Eingangs-
groBen uj_ - betrachtet. Im Fall €, =0 gleicht die Struktur von Gl. 2.2.2 der
eines rekursiven Digitalfilters, wenn zusatzlich auf die Riickflihrung der
AusgangsgroBen verzichtet wird (p=0) der eines Transversalfilters oder
Finite Impulse Response (FIR) Filters [s. Hamming 1983]. Durch Anwendung
der z-Transformation [s. Marko 1977] auf Gl. 2.2.2 kann, unter Zuhilfenah-
me des Verschiebungssatzes, die diskrete Ubertragungsfunktion des Mo-

dells angegeben werden:
z-Transformation der Zeitreihe y,: Z {yk} = Y(z2)
Z {y-it = Y@ 27
Transformation des ARX-Modells:
Zlyy - fajyk Sl E0-a 27 - a7 - - a27P) Yi2)
Z{ j§1bjuk_j} = (by + by z7"+b,z72+ ...+ bz ™ U(2)

Daraus folgt die diskrete Ubertragungsfunktion

Y(z) _ bgtbizi'+ . +bpz™ (2.2.3)
U(z) 1-a,z7"- o-apz’P -

G(z2) =

Die fiir EingroBensysteme formulierten Regressionsbeziehungen kodnnen fir
MehrgroBensysteme erweitert werden. Die Ubertragungsbeziehung eines
Multi-Input-Multi-Output (MIMO—)Systems lautet beispielsweise:

Y, (2) G (2) Gy, (2) ... G,g(2) U,(2)
Y,(2)| _ |Gyt U,(2) (2.2.4)
Y (2) Gp(2) ..l Gps(2) Ug(2)

r - Anzahl der AusgangsgroBen
s - Anzahl der EingangsgréBen
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Die Modellierung linearer mechanischer Systeme zum Zweck modaler
Schitzung erfordert aber nur die Betrachtung einzelner Ausgangskanile,
weil die Systemdynamik in Modalkoordinaten formuliert werden kann und
sich iiber Modal- und Beobachtungsmatrix in allen Systempunkten abbildet,
in denen die Moden beobachtbar sind.

Im Vergleich mit dem AR-Modell' erfordert das ARX-Modell keinen zusitz-
lichen rechentechnischen Aufwand bei der Parameterschidtzung, aber eine
aufwendigere MeBtechnik, weil alle EingangsgrdBen beobachtet werden miis-
sen. Umgekehrt verhdlt es sich bei ARMA(p,q)-Modellen, die Systeme mit
stochastischer Stérung beschreiben, die Quelle der Stérung ist dabei uner-
heblich. Der MA-Anteil besteht aus einem zusédtzlichen Regressionsterm in
den StérgroBen g, mit der Regressionstiefe q. Bei der Schitzung der Para-
meter von AR(X)-Systemen hat eine Farbigkeit der Stdrung ¢, einen
systematischen Schétzfehler zur Folge (s.Gl. 2.3.5). Die GréBe €, kann als
AusgangsgroBe eines Filters C(z™') angesehen werden, auf dessen Eingang
ein weiBer RauschprozeB wirkt. Wenn die spektralen Eigenschaften von ¢
bekannt sind, geniigt es, die Gleichung 2.2.2 lediglich mit dem Inversen
Rauschfilter C™1(z™") zu multiplizieren, um die gewiinschten Eigenschaften
zu erzielen. Das Filter C(z™') ist aber in den meisten Fillen nicht bekannt
und muB in die Schédtzung einbezogen werden, dazu dienen beispielsweise
ARMA-Modelle:

P q -
Yk =]§1 aj yk_J +j=21 Cj Sk_j + Ek , (2.2.5)
AR- MA-
Anteil

Die EingangsgroBen miissen zur Schitzung mit ARMA(p,q)-Modellen zwar
nicht gemessen werden, aber die Parameterschidtzung gestaltet sich we-
sentlich schwieriger, weil die RegressionsgréBen g, zunidchst unbekannt sind
und in einem mehrstufigen Algorithmus approximiert werden miissen [s. Honig
u. Messerschmidt 1984]. Der MA- Anteil -eine Regression mit StorgroBen-
kann auch den ARX-Modellen hinzugefiigt werden, wenn der Gleichungsfehler
nicht die angenommenen statlistischen Eigenschaften weiBen Rauschens
besitzt, das resultierende Modell wird als ARMAX-Modell bezeichnet. Die Be-
ziehung lautet im z-Bereich:

B(z™ c(z™
Y(z) = W)— U(z) + _ﬁ) e (z) (2.2.6)
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U(z) reales Y(z)
System

- +

B(z™") A(z™1)

v

V(z)

c ' z™h

ls(z)

Bild 2.5: ARMAX-Modell

Zur ldentifikation mechanischer Stukturen bieten die ARMA(p,q)-Modelle
eine weitere Modellierungsméglichkeit fiur lineare Systeme unter der Ein-
wirkung stochastischer Erregerprozesse [Gersch u. Martinelll 1979, Maffe-
zoni und Marchese 1981] . Die ARMA-Schiatzung stellt eine wirksame Methode
zur Bestimmung der dynamischen Eigenschaften von Maschinen und Trag-
werken dar, die fir eine ldentifikation nicht durch Testsignale angeregt

werden kdnnen, sondern unter ambienter Errequng beobachtet werden miissen.

Mit den ARMA(X)-Modellen kénnen lineare dynamische Systeme mit farbigen
Stérungen modelliert werden. Sehr niederfrequente Storanteile der gemes-
senen Zeitreihen (Trends) werden allerdings einfacher entweder durch
HochpaBfilterung [s. Isermann 1980] oder spezielle ProzeBmodelle, die AR/-
MA-Modelle (Auto Regressive Integrated Moving Average ) - behandelt [Box
und Jenkins 1976 ]. Diese Modelle beschreiben Prozesse in Differenzen der

Ordnung d der primédren beobachteten ProzeBgroBen.

Yak = V9 yk

(2.2.7)
P q

Yak = X 3 Ydk-j * X ¢ k-]
=1 j=o
Der behauptete Zusammenhang zwischen den AR-Parametern und den Ei-
genfrequenzen und Dampfungen eines mechanischen Systems kann unter
anderem durch die Ableitung des AR-Modells nach der Methode von Prony

bewiesen werden, die im Anhang B2 abgeleitet wird. Bei dieser Methode
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werden die am Ort r der Struktur gemessenen abklingenden Schwingungen
eines Systems durch komplexe Exponentialsummen, die die analytische L&6-

sung der homogenen Schwingungsgleichung enthalten, approximiert:

P p p/2
= A kAt _ k — k —k
Irk = |§1Ar' ¢ B a§1 Act by = |§1(C"”u' * Gy (2.2.8)
, konjugiert
= +
Ek * J P } komplexe Eigenwerte des
g =@ -jP

zeitdiskreten Systems

Die Amplituden A;, bzw. C; und C,;, sind von den modalen Anfangsbedin-
gungen der Schwingung und den Eigenvektorkomponenten ¢.; abhingig,
wéhrend es sich bei den Exponenten X; um die Eigenwerte des zeitkontinu-

ierlichen Systems handelt:

Ui = e Ml = eSIAt(COS&)iAt + j sinwAt) (2.2.9 a)
A=Yt
gedampfte Eigenkreisfrequenz ;= 1—atanmi—} (2.2.9 b)
' At Re{ui} o

=zt In[Refy P+ Im{y ¥1 (2.2.9 ¢)

o
1]

Abklingkonstante

A
[ ] w
x)”3 .
)\2
? ........... sz
H X
> H—r -
2 )\lx 3
>‘2
x
x 3

Bild 2.6: Korrespondenz der Eingenwerte zeitdiskreter (links) und zeitkontinu-
ierlicher Systeme (rechts). Der innere Bereich des Einheitskreises wird iiber
die Transformation nach Gl. 2.2.9 in die linke Halfte der §-jw-Ebene abgebildet.

| Aus der Prony-Methode folgt, wie im Anhang B2 ndher beschrieben wird,
daB mit den AR-Koeffizienten unmittelbar ein Polynom zur Bestimmung der
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konjugiert komplexen Systemwurzeln y; aufgestelit werden kann. Dieser Zu-
sammenhang, der auch fiir das Nennerpolynom der diskreten Ubertragungs-
funktion (Gl. 2.2.3) abgeleitet werden kann, gestattet die Bestimmung der
Eigenfrequenzen und modalen Dampfungen eines Systems aus den AR-An-
teilen der beschriebenen Regressionsmodelle, durch Aufsuchen der Null-
stellen des Polynoms. Die Kenntnis der Systemwurzeln erlaubt in einem

weiteren Berechnungsschritt die Bestimmung der Amplituden A; (Gl. 2.2.8).

Die AusgangsgroBen y. kdnnen auch als Linearkombination der kinematisch
entsprechenden ModalgréBen q;) aufgefaBt werden.

p/2
Yrk = ‘Z ? . 9 (2.2.10)

1=1

Im Fall transienter Schwingungen beschreibt die Beziehung
ae = B, uk+B,mk (2.2.11)

den Zeitverlauf der modalen Schwingungskomponente q; (s.a.Gl.2.2.8), wo-
bei die Amplituden B,; und B,; nur von den modalen Anfangsbedingungen ab-
hangen. Nach Einsetzen von Gl. 2.2.11in 2.2.10 und Gleichsetzen mit Gl. 2.2.8
folgt durch Koeffizientenvergleich das Verhéltnis der Eigenvektorkomponenten

zweier MeBpunkte r und s des Systems:

®ri Bi “Crit 5 051 By = Gy
Pri 812 =Crlz P Psi Btl = Csﬂ
(2.2.12)
Pri _Cru _ Cra
Psi C C

sl

szl

Die Beschreibung von Systemen mit einer Vielzahl von Freiheitsgraden er-
fordert Polynome hohen Grades. bei deren Lésung numerische Schwierigkei-
ten auftreten konnen. In einigen Verfahren wird daher versucht ., an Stelle
des Polynoms ein Matrizeneigenwertproblem zu formulieren, zu dessen L6-
sung effiziente Algorithmen zur Verfligung stehen. Zu dieser Klasse gehdrt
das Sparce Time Domain (STD) Verfahren von lbrahim [1985], das eben-
falls, wie die Prony-Methode, auf einem Exponentialsummenansatz basiert.
Das Verfahren wird in den Grundziigen im Anhang B3 beschrieben. Die um-
fangreichen Vergleichsrechnungen, die vom Autor mit den verschiedenen
Verfahren im Rahmen dieser Arbeit durchgefiihrt wurden, lassen aber eher

auf eine Uberlegenheit der Polynommethode schlieBen.



- 20 -

Eine dhnliche Formulierung wie die STD-Methode liefert auch die Uberfiih-
rung der autoregressiven Beschreibung des AR(p)-Modells in eine Zu-
standsraumbeschreibung , wozu mehrere Realisierungsmoglichkeiten beste-
hen [s. Aoki 1987]. Der Zustandsvektor x| enthdlt dann die aktuellen und
die p-1 vergangenen BeobachtungsgroBen:

01 0 ... 0 1
= A ; 00 1T..... 0
Xk p k-1 A - :
P :
Yk = CXp t €y : (2.2.13)
ap ap_1 ....... a1
XI= (yk_p_1. ......... . yk)
¢c =00 ............. 01

Die Anwendung der z-Transformation auf diese Vektordifferenzengleichung

fihrt auf das Eigenwertproblem
z X(z) = AX(2) (2.2.14)

Die Losung liefert die Eigenwerte z; (=y;) des zeitdiskreten Modells, aus de-
nen nach Gl. 2.2.9 wieder die Eigenfrequenzen und Dampfungen berechnet

werden kdnnen.

2.2.3 Schitzung von Systemparametern aus Kovarjanzfunktionen

Die empirische Kovarianzfunktion der an den Punkten r und s eines zeitdis-

kreten Systems gemessenen AusgangsgréBen yp und yq ist
rs o 1 %" o o >
L2 =sz=1(yrk— ) Wgpae~ V) 5T =00, m (2.2.15)
mit den Erwartungswerten der Ausgangsprozesse
N 1 4
%= T X Yk (2.2.16)
k=

Die empirische Autokorrelationsfunktion (AKF) o, der AusgangsgroBen eines

Kanals (Index r) folgt daraus durch Normierung mit dem Anfangswert:

o
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Zwischen der AR(p)-Beschreibung eines Prozesses y,und seiner Autokor-
relationsfunktion p, existiert ein fiir Systeme unter stochastischer Anre-
gung wichtiger Zusammenhang, den die Yule-Walker-Gleichungen beschrei-
ben (s. Anhang B4):

Pr = @1 0g-g * APgp * ... apPr-p (2.2.17)

Zum einen kdnnen mit Kenntnis dieser Gleichungen aus geschidtzten AKF
leicht die AR-Parameter berechnet werden, umgekehrt aber auch aus den
Parametern eines AR(p)-Modells die AKF und die spektrale Leistungsdichte
eines Prozesses. Die homogene Differenzengleichung 2.2.17 kann mit Hilfe
der z-Transformation gelést werden . Die allgemeine Losung entspricht dem
bei den Methoden von Prony oder von Ibrahim verwendeten Exponentialsum-

menansatz:
Pr = E Ai Zi—T (2.2.18)

Die Berechnung von Modellparametern aus einer vorliegenden AKF wird sel-
tener durchgefihrt, weil die Schatzung der empirischen AKF mit anderen
Methoden als der Uber ein Regressionsmodell in der Regel ungenauer ist,
insbesondere dann, wenn nur wenige MeBdaten vorliegen [Kay 1988]. Falls
aber eine zuverldssige AKF-Schadtzung existiert, kdnnen die Parameter ei-
nes AR(p)-Modells sehr einfach mit der Levinson-Durbin-Rekursion be-
stimmt werden. Dieser Algorithmus berechnet die Modellparameter aller
Modellordnungen von 1 bis m rekursiv aus den Parametern von Modellen nie-
derer Ordnung und den ersten p Werten der AKF (s. Anhang B5).

Aus den Gl. 2.2.1 und 2.2.17 folgt, daB die Kovarianzfunktionen eines linea-
ren Systems unter stochastischer Anregung und die freien Schwingungen
des Systems auf Modelle mit identischen AR-Koeffizienten fiihren. weil die-
se allein durch die Eigenfrequenzen und Dampfungen bestimmt sind . Die
Schéatzung auf der Basis von Kovarianzfunktionen ist sinnvoll, wenn die Ei-
genvektoren von Systemen aus stochastischen Schwingungen geschéatzt
werden miissen. Die Kovarianzfunktionen enthalten ebenso wie die Zeitver-
laufe transienter Schwingungen die Eigenvektorinformation, wie nachfolgend
gezeigt wird. Es werden zentrierte (mittelwertbefreite) Prozesse vorausge-

setzt:
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1 n-—TtT
q,:s = n-1 kz=1yrky sk+t
ex (2.2.19)
; n=
= At kZ=1[ g__{*’ r19 e il i1¢slqlk+t+esk+‘r]
. qnzT 0 fiir i#l 1 noT
—_— = " d ;Fm X = 0
mit =% |<Z=1 Qik N k+e { ol fiir i = | Und n-1 2. ik Bries
Q:s =|}§1(Prl ‘Psl q’!ri = 21“’” ‘Psl ATI""I! = .lgI Arslu'tl (2.2.20)

Daraus folgt, daB nach modaler Zerlegung einer Auto- und einer Kreuzkova-
rianzfunktion nach Gl. 2.2.20 aus den Amplituden die Eigenvektorverhilt-

nisse berechnet werden kénnen:

A P

—‘rsl. - _Xrsi -y oy e

A o (2.2.21)
2.2.4 Bestimmung der Modellordnung

Die Bestimmung der korrekten Modellordnung ist bei der Anwendung von
Regressionsmodellen h&ufig problematisch, besonders dann, wenn es sich
bei den zu schatzenden Prozessen tatsachlich um gemischte Prozesse, das
heiBt mit AR- und MA-Anteil. handelt. Prozesse, die iiberwiegend MA(q)-Ei-
genschaften besitzen, kénnen verhaltnismaBig einfach an ihrer Autokorrela-
tionsfunktion (AKF) erkannt werden. da bei ihnen eine Korrelation nur inner-
halb der Regressionstiefe q besteht. Die Betrdge der AKF sind daher fir
Lags t > q signifikant kleiner als die mit 1<q, fiir reine MA(q)-Prozesse gilt:

pr=0firt>gq (2.2.22)

Die Ordnung der fiur die Identifikation mechanischer Systeme wichtigeren
reinen AR(p)-Prozesse kann analog dazu aus der zur AKF dualen partiellen
Autokorrelationsfunktion (PAKF) geschatzt werden, fiir die das gleiche gilt.
lhre Berechnung ist allerdings aufwendiger als die der Autokorrelations-
funktion. Die PAKF y, wird von den jeweils letzten Koeffizienten der an ei-
nen ProzeB angepaBten AR-Modelle der Ordnung 1 bis m gebildet, fiir 1=0
gilt y,=1. Der Koeffizient v, beschreibt die Korrelation zwischen der Pro-
zeBgréBe y, und der um 1 Zeitschritte verschobenen GréBe y, ., bei kon-
stanten GoBen y) ;. bis y| 4. -,. Handelt es sich bei den y, beispielsweise um
storungsfreie MeBwerte der abklingenden Schwingungen eines mechanischen
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Systems mit n Freiheitsgraden . eines typischen AR(2n)-Prozesses. ist die
MeBgroBe yy ., bei Kenntnis der GroBen yy, bis yj4,,-4 €indeutig bestimmt
und die zusétzliche Einbeziehung von y) _, liefert keine neue Information. Fur

die empirische PAKF gilt dann
Y. =0 fur T > 2n (2.2.23)

Wenn der beobachtete ProzeB von Rauschanteilen lberlagert wird oder aus
anderen Grinden nicht ausschlieBlich AR-Eigenschaften besitzt, kann er
exakt nur durch ein AR-Modell von unendlicher Ordnung beschrieben wer-
den, wobei die Koeffizienten der weiter zurlckliegenden ProzeBvariablen
allerdings, man vergleiche die Bemerkungen zur PAKF, rasch gegen ‘Null
streben [s. Priestley 1981] Die Bedingung Gl. 2.23 gilt in diesem Fall nur
angendhert und die Festlegung der Modellordnung ist ,in Grenzen, willkirlich.

Am Rande sei hier vermerkt, daB die Werte der PAKF in der Theorie der
Lattice-Filter (s. Anhang B6) als primdre Modellparameter zur Beschrei-
bung stationdrer stochastischer Prozesse dienen, sie werden in diesem Zu-
sammenhang auch als Reflexionskoeffizienten oder PARtial- CORrelation-
Coefficients bezeichnet. Aus diesen Koeffizienten kann wieder ein AR-Mo-

dell abgeleitet werden.

Zur Entscheidung iiber die angemessene Modellordnung sind verschiedene
sogenannte Informationskriterien entwickelt worden, mit deren Hiife das, im
Sinne eines zu definierenden Kriteriums, ausreichend approximierende Mo-
dell mit der geringsten Zahl von Parametern ausgewdhit werden soll. Die
MeBwerte erfiillen die Modellgleichungen bis auf die Residuen g, die einen
mittelwertfreien, durch seine Varianz 052 charakterisierten White-Noise-
ProzeB bilden.

Ek ~ N(0.0i)

Die Varianz der Modellresiduen nimmt in der Regel mit zunehmender Modell-
ordnung monoton ab, nach Uberschreiten einer gewissen Schwelle, die durch
die Ordnung des tatsidchlichen Prozesses bestimmt wird, aber nur noch in
geringem MaBe, so daB eine groBere Parameteranzahl wegen des erhdhten
Berechnungsaufwands und einer groBeren Schatzfehlervarianz ineffizient
wird. Mit den Informationskriterien wird versucht, diese Schwelle zu identi-

fizieren. Sie k6énnen als eine Kostenfunktion der Residualvarianz 052 und der
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Parameteranzahl a betrachtet werden. Bekannt ist vor allem das Akaike
Information Criterion (AIC) [s. Ljung 1987]:

AIC(¢) = Ino2 + 2 2 (2.2.24)

o?;

Varianz der Residuen
oa: Anzahl der Modellparameter
n: Anzahl der MeBwerte

Das Modell M(a), fiir das gilt
arg M(a) = { Min [AIC(a)] }

wird ausgewdhlt. In zahlreichen Anwendungen des AIC hat sich gezeigt, da8
die Modellordnungen haufig etwas zu hoch eingeschéitzt wurden, es sind
daher verschiedene weitere Kriterien entwickelt worden, von denen hier nur
noch das Bayes Information Criterion erwahnt wird:

BIC(a) = Ino? +<1Inn (2.2.25)
Fir die ldentifikation mechanischer Systeme, wie sie im Rahmen dieser Ar-
beit verstanden wird, ist die Frage der Ordnung der Primirmodelle nicht
vorrangig, weil das Ziel die Bestimmung physikalischer Parameter ist.
Wichtig ist lediglich, daB die Modellordnung nicht kleiner als die Ordnung des
realen Systems ist (durchaus kein triviales Problem). Bei dieser Abschit-
zung sind die Informationskriterien hilfreich. Wie schon erwihnt wurde,
kénnen die Frequenz- und Dampfungsparameter aus den AR-Koeffizienten
der Regressionsmodelle berechnet werden. Wenn eine Modellstruktur ge-
wahlt wurde, in der die Stdérungen ebenfalls vom AR-Anteil des Primarmo-
dells modelliert werden miissen, ist es aber oft schwierig, die tatsdchlichen
Systemeigenwerte von denen des Rauschprozesses zu unterscheiden. Haufig
wird einfach so verfahren, daB die Wurzeln mit minimalem Realteil, der die
Dampfung angibt, als Systemwurzeln identifiziert werden [Davies und Ham-
mond 1984].

In allen Mengen von Wurzeln charakteristischer Polynome der identifizierten
Modelle unterschiedlicher Ordnung sind die Systemwurzeln enthalten, aller-
dings nicht exakt, sondern mit einer von der Qualitdt der Daten abh&ngigen
Varianz. Die restlichen Wurzeln sind zufillig und daher auch in jeder Mo-
dellstufe verschieden. Yang [1985] schligt einen Algorithmus vor, der die
dhnlichsten Wurzeln aus zwei Parameterschédtzungen mit verschiedenen
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Modellordnungen aus der Menge aller Wurzeln heraussucht und dem System
zuordnet. Diese Vorgehensweise ist in vielen Fédllen unbefriedigend und fihrt
zu Fehlschdtzungen, weil bereits die Ordnungen der beiden zugrunde geleg-
ten Modelle, die alle Systemwurzeln mit ausreichender Genauigkeit enthalten
miissen, nicht korrekt geschédtzt werden kdnnen. Fiir die Berechnungen im
Rahmen dieser Arbeit wurden daher zwei einfache Algorithmen bevorzugt.
Der erste beruht auf einer Modifikation der Methode von Yang. Anstelle der
ldentifikation mit zwei unterschiedlichen Modellordnungen werden mehrere
Modelle berechnet und deren sédmtliche Wurzeln in aufsteigender Reihenfol-
ge sortiert. Die Systemwurzeln kénnen dann leicht als die Wurzeln identifi-

ziert werden. die mit minimaler Varianz auftreten (Bild 2.7).

“’I[EE%‘]

2580 -

1590 -

100 -

e 10 20 3a 40 1] 68 76 : -] 90 160 1106 120
sortiertes Wurzelfeld

Bild 2.7: Schédtzung der Wurzeln eines Systems mit Modellen der Ordnungen
8 bis 17. Aus einer Gesamtheitvon 125 berechneten Wurzeln kénnen die 8
Systemeigenfrequenzen (Imaginérteile) leicht aufgrund ihres mehrfachen
Auftretens mit geringer Varianz identifiziert werden. Die gestrichelte Kurve

kennzeichnet die Ddmpfungswerte (Realteile).

Der zweite Algorithmus setzt nur eine Primdrmodellberechnung voraus,
glinstig ist allerdings, das mit dem AIC- oder dem BIC-Kriterium ausge-
wihlte Modell zu verwenden. Zwischen den MeBwerten und harmonischen
Funktionen mit den identifizierten Frequenzen wird liber die MeBzeit die Ko-
varianz berechnet. Die Frequenzen und ihre zugehdrigen Dampfungen, die zu
maximalen Kovarianzen fiihren, werden dem System zugeordnet.
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2.2.5 Parametrisch nichtlineare Modelle

Als Alternative zu den Regressionsmodellen kénnen auch die analytischen
Losungen der Schwingungsdifferentialgleichung direkt als Modellansatz ge-
wahlt werden. Allerdings miissen dann zur Parameterschatzung Methoden
der nichtlinearen Approximation verwendet werden. Bei der Prony-Methode
und den verwandten Methoden wurde diese Erschwernis durch die zwei-
stufige Berechnung der Parameter vermieden, obwohl die analytische Lésung
im Ansatz enthalten war. Die Ansdtze enthalten auBerdem aber auch die rein
reellen Exponentialfunktionen, die analytische Lésungen von Systemen erster
Ordnung oder uberkritisch gedampften Sytemen zweiter Ordnung darstellen.
Das hat zur Folge, daB im realistischen Fall stochastischer MeBwerte die
Modelle zur Parameterschéatzung von hoherer Ordnung sein miissen als die zu
identifizierenden Systeme, weil die Rauschanteile zu diesen Funktionen im An-
satz Beitrage liefern. Dieser Sachverhalt wurde bei der Diskussion der Modell-
ordnung bereits vom Standpunkt der Regressionsmodelle als Approximation
eines nichtidealen AR-Prozesses durch ein AR—Modell erhdhter Ordnung er-
klart. Es kann daher vorteilhaft sein, an Stelle der einfachen Regressions-
modelle speziellere Modelle zu verwenden, auch um den Preis, daB diese
Modelle moéglicherweise nichtlinear in den Parametern sind. Fiir ein Gemisch
abklingender Schwingungen beschreibt die folgende Gleichung das in diesem
Sinne optimale Modell, weil sie nur fiir unterkritisch gedampfte Systeme gilt:

/2 —_ s = W
RLE B *jupkat Yie(a, jopkaty .

Yi = Yire ~J Y

IHm

Y= Yige * 1 Y (2.2.26)

ilm *
¥ ; 5; kAt
Yk = 2I=1[YiRe coswikAt - Y;,  sinwkAt] e’ + g

Die Parameter kdnnen nur noch iterativ geschatzt werden, auBerdem ist es
erforderlich, Anfangswerte der Parameter mit einem direkten Verfahren zu
schdtzen. Allerdings liefert die Schatzung sehr genaue Werte und die Mo-

dellordnung entspricht der des realen Systems.

Eine interessante Variante dieses speziellen Modells Gl.2.2.26 liefert die

Formulierung im Frequenzbereich:

p/2f. + ijf.
Y(jQ) = v AiRe —Jiim

=1 Ni
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N, = (3] + o] - 097+ 2320

fime = - ki, (2.2.27)
fiIm = ki

Kiy = 2[\(|Re 82+ wf 0% 4 Vit 9 37+ 0f-09]

Kig = &Y 8 ©; Q-2 Yip, 0 (& - 0° 3,2)

Hier bietet sich an, die Schwingungsanteile einzeln, oder bei eng benachbar-
ten Eigenfrequenzen, in Gruppen zu schidtzen, also nur einen Ausschnitt des
Spektfums zu betrachten. Die Fast-Fourier-Transformation stellt in diesem
Fall nicht den optimalen Algorithmus fiir die diskrete Integraltransformation
der MeBwerte dar, sondern es ist vorteilhaft, das Fourierintegral direkt mit
einem numerischen Integrationsverfahren auszuwerten. Das Spektrum und
die Frequenzschrittweite kdnnen dann frei gewdhlt werden. Bei der Fre-
quenzbereichsmethode muBl aber beachtet werden, daB die Transformierte
der MeBwerte aufgrund der zeitbegrenzten Messung eine Faltung der analy-
tischen Lésung Gl.2.2.26 mit einem Rechteckfenster der Breite T der Ge-
samtmeBzeit darstellt. Die Faltung muB im Modell ebenfalls beriicksichtigt
werden, weil der EinfluB der Zeitbegrenzung mehr oder weniger stark aus-
geprigte Nebenmaxima zur Folge hat, die eine Schidtzung erheblich verzer-

ren kdnnen. Das vollstandige Modell ist dann:

T

fire =& ' Loy ki +cjp kjp + sykjg + sipki,d -
_ ST
fiim = © [ cii kis ~Cip kig * sipkiz =5k 1 - ki
' (2.2.28)
2 2 2
ki? = iReB-w-Q+2Y~ Q((.O -0 _SI)
ki3 = 2[Ylﬁe8l (8 "‘OJ + ) - ”mSi(wi— BI_Q)]
Cjy =cosw;Tcos QT ; ¢, = sine;T sinQT
sjy =sinw;Tcos QT ; s, =cosw;T sinQT

Der Vergleich mit Gl. 2.2.27 zeigt, daB die Berlicksichtigung der Zeitbe-

grenzung einen betrdchtlichen Zusatzaufwand erfordert.
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2.3. Parameterschitzung

2.3.1 Allgemejnes

Die Modelle der gewdhlten Menge M sind in der Regel strukturell identisch
und unterscheiden sich nur in ihren Parametern a. Die Auswahl des optima-
len Modells verlangt daher eine Parameterschidtzung, die auf der Basis der
MeBdaten D und im Sinne eines geeigneten Kriteriums C durchgefiihrt wird.
Das Kriterium bewertet die Gite der Ubereinstimmung charakteristischer
ModellgréBen mit den entsprechenden gemessenen GroBen des realen Sy-
stems. Dabei kann es sich um AusgangsgrdBen handeln oder, bei indirekter
Identifikation, um Eigenwerte und -formen, die in einer Vorstufe identifiziert
wurden. Mdogliche Giitefunktionale, auch als Kostenfunktionen bezeichnet,
sind:

1. Die quadratische Fehlernorm .
2. Die Supremumsnorm .
3. Die Maximum-Likelihood-Funktion .

Die Wahl des Kriteriums entscheidet weitgehend iiber den Identifikationsal-
gorithmus und damit iiber den Berechnungsaufwand und, bei gestorten MeB-
werten, stochastischer Erregung oder nichtlinearen Einfliissen, iiber die Giite
der Schatzung.

2.3.2, Quadratische Fehlernorm

Die quadratische oder GauB'sche Norm des Vorhersagefehlers (Prediction
Error) fihrt auf relativ einfache Schatzgleichungen und ist daher ein sehr
haufig verwendetes Kriterium. Die Vorhersagefehler -die Differenzen zwi-
schen den von einem Modell prognostizierten und den gemessenen GroBen-
zu verschiedenen Zeitpunkten werden im Fehlervektor & zusammengefaBt.
Die quadratische Norm des Fehlervektors ist:

ele (2.3.1)

Q

N|—

Unterschiedliches Vertrauen in die MeBwerte zu verschiedenen Zeitpunkten
kann durch eine Gewichtsmatrix G in das Giitefunktional eingebracht wer-
den.

1.7
oy =7€ G & (2.3.2)
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Wenn G die inversen Varianzen der Residuen enthdlt. fiihrt die Gleichung
2.3.2 auf die GauB-Markov-Schétzung.

In den weiteren Ableitungen wird zwischen folgenden Parametern unter-

schieden:
a - exakte Parameter
8 - Parameterschitzwert (lineare Modelle)
a, - Schidtzwert nach dem Iterationsschritt v (nichtlineare Modelle)
a* - optimaler Schitzwert im Sinne des Giitekriteriums

Besonders einfach kann das optimale Modell bestimmt werden, wenn die
Modellmenge M, wie bei den AR(X)-Ans&tzen nach Gl. 2.2.1 und 2.2.2, linear
in den Parametern ist. Die Gleichungen werden fiir aufeinanderfolgende

Zeitpunkte angeschrieben, nach dem Fehler g, umgestellt und in GI. 2.3.1

eingesetzt:
1
o=5 WM-YaTyM-Ya) (2.3.3)
yM - Vektor der MeBwerte
3
e = yM - OGN, YN, y[}"_p) az
ap
YN Yy M
M., M, yy o
yM = :p I " : ;a=| 22
: : M ép
ya' Yaliy e YN o

Die Minimierung der quadratischen Fehlernorm beziiglich der Modellparameter,
die im Vektor a zusammengefaBt sind, fuhrt unmittelbar auf ein lineares
Gleichungssystem:

ol ~
—0 -0=-YTyM-vY2)

Ja

g = (Yl 1yl yM (2.3.4)

S —
v

Im Fall der Korrelation der Gleichungsfehler € mit den MeBwerten ist die
Schatzung nicht erwartungstreu, das heiBt der Erwartungswert der Schit-

zung konvergiert nicht gegen den exakten Parameterwert a:
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Y1yl (vya +eg

-1
1

' YTy + (YT ' yTe

Fiir den Erwartungswert der Parameterschéatzwertes folgt dann:

B8 =3 +E{(Y N ' YTe}= 3 +ag (2.3.5)

ag - Bias (Fehleranteil des
Parameterschiatzwertes)

Eine Methode zur Vermeidung einer Verzerrung ( Bias)

ag = E{(YI" 'yTe}

der Schatzwerte ist die Verwendung einer Matrix WIT anstelle von YT, die
folgende Bedingung erfiillt:

E{(W, TVt wTe} =0 (2.3.6)

Die Koeffizienten von W, liefert ein Hilfsmodell.d.h. anstelle der Beobacht-
ungswerte yk", wie in Y enthalten, werden Hilfsvariable oder instrumentelle
Variable w| verwendet, daher wird diese Schdtzung als Methode der instru-

mentellen Variablen bezeichnet.

Eine wichtige Rolle spielt die nachfolgend abgeleitete Kovarianzmatrix P bei
der Schatzung, weil sie, wie noch gezeigt wird, ein MaB fiir die maximal
erzielbare Information darstellt. Unter der Voraussetzung, daB der Schéat-
zung eine ausreichende Zahl von Beobachtungen zugrunde liegt, um statisti-
sche Aussagen treffen zu konnen, gilt fiir die Kovarianz der Schéatzfehler,

d.h. der Differenz zwischen geschatzten und exakten Parametern:
P=E{E-3) @-3)7} (2.3.7)

Mit Gl. 2.3.5 folgt daraus

P=E{(Z +Ve -a) (3 +Ve -3)'} = VE{eeT}V '

V= (Yly)-1yT
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Unter der Voraussetzung, daB die Elemente von € unkorreliert sind und die

gleiche Varianz o2 besitzen, folgt mit

E{ee} = o2 | (2.3.8)
fir die Kovarianzmatrix der Schétzfehler:

P =02 (YY) (2.3.9)

Eine Schidtzung a wird als konsistent bezeichnet, wenn die Folge der Schéat-
zwerte a, fir n o gegen den wahren Parameterwert a strebt, unter der
Voraussetzung, daB die Daten D genligend Information enthalten, zwischen
verschiedenen Modellen der Menge M unterscheiden zu k&nnen. Von einem
“"wahren" Parameterwert kann selbstverstéandlich nur dann gesprochen wer-
den. wenn gilt S € M, ansonsten ist nach der besten Approximation zu fra-
gen. Generell ist von einem Schéatzverfahren zu fordern, daB eine Zunahme
von Information die Qualitdt der Schatzwerte verbessert.

2.3,3, Supremumsnorm

Die Supremumsnorm oder Tschebyscheffnorm wird in der Systemidentifika-

tion vergleichsweise selten verwendet [Wedig 1987] :
n
s = X legl (2.3.10)

Ein Grund ist darin zu sehen, daB die Tschebyscheffschatzer nicht die fur
die Anwendung auf reale stochastische Prozesse unabdingbare Eigenschaft
der "Robustheit” besitzen. Als robust werden solche Schéitzalgorithmen be-
zeichnet, die weitgehend unempfindlich gegen extreme MeBfehler ("Ausreis-
ser”) sind. Tschebyscheff-Approximationen iiberschreiten im Approximati-
onsintervall nie den maximalen Fehlerbetrag r, wodurch der EinfluB von Aus-

reiBern zwangslaufig unangenehm hoch gewichtet wird.

Die Optimalitdtsbedingung filhrt im Gegesatz zur quadratischen Norm nicht
auf ein lineares Gleichungssystem, sondern auf ein System von Ungleichun-
gen in den Parametern a und dem maximalen Fehler r, nachfolgend fir ein

AR-Modell angeschrieben:



- 32 -

| ayy, *+ a5y, * oo tagyp “ypail s
| a,y, *+ apyy + ..... ap¥p+ - ¥p | =1

: (2.3.11)
I a1yn_p t e + apyn_I - yn I < r

Solche linearen Ungleichungssysteme kénnen mit den bekannten Verfahren der
linearen Optimierung. etwa mit dem Simplex-Verfahren, gelost werden.

2.3.4 Maximum-Likelthood-Funktion und Statistik der Schitzung

Das Maximum-Likelihood-Kriterium wird fiir die Klasse der probabilistischen

Modelle angewendet. Ljung [1987] unterscheidet zwei Modellklassen:

1. Reine Préddiktormodelle. Sie werden, wie die bisher angefiihrten
Modelle, durch stabile Filter W(z™!) beschrieben.

2. Vollstandige probabilistische Modelle. Sie werden ebenfalls
durch ein Filter W(z™!) beschrieben, zusitzlich aber durch die
Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion f (x) des Prédiktionsfehlers e
charakterisiert

Die Wahrscheinlichkeit, daB die Beobachtungen den Wert y annehmen. wird
durch die Dichtefunktion fy(a,y)beschrieben . Die Wahrscheinlichkeit aller
Beobachtungen, die als unabhdngig voneinander betrachtet werden, fiihrt aut
die Likelihoodfunktion L.

n
L(a,y) = I f,(a.y) (2.3.12)
k=1 y :

Der Schitzwert a*, der nach dem ML-Kriterium ausgewahlt wird, maximiert
die Likelihoodfunktion, es wird also das Modell geschatzt, das die Realisier-
ungswahrscheinlichkeit der beobachteten ProzeBgroBen y, maximiert. In den
weitaus meisten Anwendungen wird fir die Wahrscheinlichkeit der Be-
obachtungen eine Normalverteilung mit nachfolgenden Dichte- und Likelihood-

funktionen angenommen:
y 2

el

1
(2.3.13)

_yk)Z]

-
)
<
I
a
N  e—
3
]
®
x
©
—
u ™M>



_33_

Die Maximierung der Likelihoodfunktion ist der Minimierung der negativen
logarithmierten Funktion dquivalent und kann zur Vereinfachung der Berech-
nung durch diese ersetzt werden.

-log L(a,y) = 2102 k%1 (yM- ),k)2 + nlog o ~r-"2l log 2 (2.3.14)
Im Fall bekannter Residualvarianz o? ist das Kriterium also, unter den ge-
troffenen probabilistischen Annahmen, mit dem Kriterium der quadratischen
Fehlernorm identisch. Die Bedeutung der Maximum-Likelihood-Methode liegt
vor allem in der Theorie der Schitzungen begriindet, weil die Beriicksichti-
gung probabilistischer Eigenschaften der Daten bessere Einblicke in das
Verhalten von Schitzverfahren ermdglicht als eine Uberprifung durch Si-
mulationsstudien, die allerdings in vielen Fillen ebenfalls unverzichtbar sind.

Fur die Varianz der Parameterschitzwerte auf der Basis der MeBwerte y,
ausgedriickt durch die Kovarianzmatrix P, existiert aufgrund der Unsicher-
heit der Beobachtungen eine untere Schranke, die von keinem Schitzver-
fahren unterschritten werden kann. Der Beweis wurde von Cramer und Rao
gefiihrt (Cramer-Rao-Schranke) [s. Ljung 1987 1. Danach gilt

P =E{(aly) - ap) (aly) -ag)'} > M (2.3.15)
P: Kovarianzmatrix der Schiatzfehler
M= E{ < 10g [f, (a.y)]}
=E{- o og [fy(a.y) (2.3.16)

M ist die Fisher'sche Informationsmatrix , die das MaB der in den Beobach-
tungen y enthaltenen Information beziiglich a angibt. Systematische Opti-
mierungen von Versuchsbedingungen basieren in der Regel auf der Maximie-
rung eines skalaren Giitefunktionals (detM, tr M) der Informationsmatrix.

Die wohl wichtigste Eigenschaft eines Schatzverfahrens ist die erzielbare
Genauigkeit. Die Genauigkeitsforderung wird durch die in Kapitel 2.3.2 defi-
nierten Begriffe der Konsistenz, der Erwartungstreue und der Varianz der
Schitzwerte prazisiert. Die Maximum-Likelihood erfiillt fur genligend lange
MeBzeiten die genannten Anforderungen an eine Schéatzung, denn sie liefert
konsistente Schatzwerte mit minimaler Varianz. Schédtzer mit der letztge-
nannten Eigenschaft werden auch als effiziente Schéitzer bezeichnet.
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Eine weitere Schatzmethode fiir probabilistische Modelle ist die Bayes-
Schitzung [Schwartz 1975, Krebs 1980, Peterka 1980]. Sie basiert auf der
bekannten Bayes'schen Beziehung flr die a posteriori Wahrscheinlichkeit
einer Zufallsvariablen und flihrt,"im Zusammenhang mit der Modellschit-
zung, auf die Schédtzung der bedingten Wahrscheinlichkeit eines Parameter-
vektors unter der Voraussetzung der Beobachtungen und der angenommenen
a priori Wahrscheinlichkeiten der: Parameter und der Beobachtungen. Sie
fihrt auf die Wahrscheinlichkeitsdichteverteilung der Parameter, aus der
Schitzungen von a abgeleitet werden kdnnen:

plaly) = -9-(-‘;'%379-(31 (2.3.17)

Punktschitzungen von Parametern sind als Bestandteil der resultierenden
Wahrscheinlichkeitsfunktion zu betrachten. Aus der Funktion der bedingten
Wahrscheinlichkeit fiir die Parameter a kdnnen verschiedene Schitzwerte
gewonnen werden. Die Schidtzung, die der maximalen Wahrscheinlichkeit
entspricht, wird als Maximum-a-posteriori- (MAP) Schédtzung bezeichnet.
Von dieser unterscheidet sich in der Regel der bedingte Erwartungswert von
a. Die Einbeziehung der a priori Wahrscheinlichkeit p(a) gibt die Méglichkeit,
bekannte Schranken fur die Parameter bereits im Glitekriterium zu beriick-
sichtigen.

Die Parameterschitzung besteht in der-Mehrzahl der Fille in der Minimie-
rung einer Kostenfunktion beziiglich eines Satzes freier Parameter, es han-
delt sich also um eine Optimierungsaufgabe. Wenn die Modelle linear in den
Parametern sind, filhrt die Optimalitdtsbedingung , wie gezeigt wurde, auf
einfache, direkt auflésbare Bestimmungsgleichungen fiir die Parameter. Die
Kostenfunktionen der parametrisch nichtlinearen Modelle kbnnen in der Re-
gel nicht mehr mit analytischen Methoden minimiert werden, es miissen die
Verfahren der nichtlinearen Optimierung verwendet werden. Dabei kann es
sich um deterministische oder stochastische Suchverfahren fiir den opti-
malen Parametervektor a®* handeln.

Einfachste Varianten der probabilistischen Verfahren sind die Monte-Carlo-
Methoden und die Gittersuchverfahren. Um methodische Erweiterungen dieser
recht primitiven und zeitaufwendigen Verfahren handelt es sich bei den Evo-
lutionsmethoden [s. Ruppert 19821 und der dynamischen Programmierung
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von Bellmann. Wenn das Funktional nach den Parametern differenziert wer-
den kann, werden halbanalytische Methoden wie die Gradienten- und New-
tonverfahren bévorzugt. weil sie eine betrédchtliche Zeitersparnis gegeniiber
den reinen Zufallsmethoden bieten. Die Programmierung ist allerdings. be-
sonders im Fall komplizierten Modellen mit Unstetigkeiten, aufwendiger und

es konnen Konvergenzprobleme auftreten.

In der einfachsten Form des Gradientenverfahrens wird die sich auf den ge-
samten Parameterraum erstreckende iterative (Index v) Suche nach dem
Minimum der Kostenfunktion auf eine lineare Suche in negativer Gradienten-
richtung (des" steilsten Abstiegs"” der Kostenfunktion ) reduziert. Fiir die
auf n Beobachtungswerten basierende Kostenfunktion eines Systems -mit

mehreren AusgangsgréBen

n
o= %k)ggy[;ﬂ- ¥, (2, )1 Ly -y, (a,)]

lautet der Gradient:

] n . oy la,)

Jda Jda a,

[ Ok Wk ... 9|

da, da, da,

9o

Sensitivititsmatrix D) = da

OVl Y|k

L 6a1 c)ax

[ 2

Parametervektor a, = 2 ;s % - Anzahl der Parameter
L éx | - Anzahl der MeBkanile

Zur Berechnung eines verbesserten Parameterschidtzwertes wird der ge-
wichtete Gradient zum alten Schatzwert hinzu addiert, wobei der Gewich-
tungsfaktor A, so gewahlt wird, daB die Kostenfunktion im aktuellen Iterati-

onsschritt v+1 ein Minimum annimmt.

®un
Die Bestimmung eines optimalen Faktors A, kann sehr aufwendig sein, be-
sonders bei der nichtlinearen Identifikation groBerer mechanischer Struktu-

ren, weil dazu mehrfache Zeitverlaufsberechnungen der AusgangsgroBen
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erforderlich sind. In diesen Fidllen ist es giinstiger, einen konstanten Ge-
wichtungsfaktor zu wéhlen. Der Korrekturschritt A, &,,, wird mit der Annéa-
herung an das Minimum der Kostenfunktion ohnehin stdndig kleiner, fiir das
Minimum (a,, = a*) gilt:

dvg| .

d(a) la* ~
Diese Bedingung wird in der Newton-Raphson-Iteration genutzt, die bei der
Schitzung des Riickfiihrungsmodells in Kapitel 4 verwendet wird. Die Aus-

gangsgroBen des Modells werden dazu durch eine nach dem linearen Glied
abgebrochene und nach den Parametern entwickelte Taylorreihe ersetzt:

dyla,) '
Yi(ay,) = ygla,) + ieay: (a,,,-a,) + O (2.3.18)
Ja a,

D,k

v

Die Kostenfunktion ist nun eine quadratische Funktion in den Parameterver-

besserungen Aa :

n
L S(yM- y (a,) - D, A2 (yM- y (a,) - D,y Aa,)  (2.3.19)

o= 7 &

N

Aa, - Parameterverbesserung im Iterationsschritt v

Fiir die Ableitung nach der Parameterdnderung gilt:

ol n n
ﬂ = = T - T
3(Aa) 0 kgikaDv k Aav kZ=1DV kek (2.3.20)
—— ——
Svn 8'\m
Hessematrix Gradient

Die Differenz der MeBwerte y[}"und der geschidtzten AusgangsgréBen y)(a,)
bildet den Fehlervektor g :

e, = Y- ylay) (2.3.21)

Wenn die Hessematrix
(2.3.22)

s, = bl D
yn K=1 vk ™k

invertierbar ist (s.u.), kann Gleichung 2.3.20 nach der Parameterverbesse-

rung aufgeldst werden:
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Aa, = S;) 8y, (2.3.23)

Dieser Parameterschritt kann auch, wie bei dem oben beschriebenen einfa-
chen Gradientenverfahren, mit einer linearen Verbesserung in der durch die
rechte Seite von Gl. 2.3.23 gegebene Richtung verbunden werden, wodurch
eine groBere Reduzierung der Kostenfunktion in einem lterationsschritt er-
zielt wird:

Aa, =) L)

v¥vyn “vn

Diese Variante besitzt zudem den Vorteil, daB bei der Bestimmung des opti-
malen Gewichtungsfaktors gleichzeitig uUberpriift wird, ob Uberhaupt eine
Verringerung der Kostenfunktion mit dem geschidtzten Parameterschritt
moglich ist. Bei ungiinstigen Startwerten der Iteration oder geringempfind-
lichen AusgangsgréBen kann dieser Fall auftreten.

Neben den Newton-Verfahren existieren die verschiedentlich zur ldentifika-
tion verwendeten Quasi-Newton-Verfahren [ Masri u. Werner 1985], die
auf eine analytische Berechnung der Hessematrix mit anschliessender In-
vertierung verzichten und statt dessen die Folge der Matrizen S;'n durch
eine rekursive Folge von Matrizen ersetzen, in deren Berechnung die Diffe-

renzen aufeinanderfolgender Parameterschritte und Gradienten eingehen.

Zu den bekanntesten Verfahren dieser Klasse z&hlt der Davidon-Fletcher-
Powell-Algorithmus (DFP) [s.Walsh 1975].

Mit der verbesserten Parameterschétzung

aysy = ay + Aa,

wird der Algorithmus wiederholt durchlaufen, bis keine weitere Reduzierung
der Kostenfunktion mehr mdglich ist. In einer nachfolgenden Modellvalidie-
rung muB die Plausibilitdt der Schidtzwerte untersucht werden, beispiels-
weise, ob eventuell nur ein lokales Minimum der Kostenfunktion gefunden

wurde.

Eine wesentliche Ursache fiir Schwierigkeiten bei der numerischen Losung
der Schitzgleichungen ist ein zu geringer Informationsgehalt einer Messung

beziiglich eines oder mehrerer Parameter, das bedeutet, daB die Messung
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nur geringempfindlich fiir Anderungen des Parameters ist. Die Empfindlich-
keit dij einer BeobachtungsgroBe beziiglich eines Parameters wird durch die
partielle Ableitung ausgedriickt:

d
d. = 2 (2.3.24)

Geringe Empfindlichkeiten haben eine schlechte Konditionierung der Hesse-
matrix zur Folge, die ja die Uber alle Zeitschritte aufsummierten Produkte
der Empfindlichkeiten nach Gl. 2.3.24 enthilt. Die Invertierbarkeit der Hes-
sematrix ist infolge dessen nicht gesichert. Das Problem kann beispielswei-
se bei der Schidtzung modaler Parameter mit einem Modell nach Gl. 2.2.26
auftreten, wenn die Beobachtungen sowohl schnelle als auch langsame Mo-
den enthalten. Die langsamen Moden besitzen bei der Analyse in kurzen Zeit-
abschnitten nur eine geringe Signifikanz. Noch gravierender ist das Problem
bei der Schéatzung von Parametern, die prinzipiell nur in bestimmten Ampli-
tudenbereichen beobachtbar sind. Infolge dessen enthalten dann die Beo-
bachtungen unter unglinstigen Versuchsbedingungen mdglicherweise keiner-
lei Information. Zur Stabilisierung der Schéitzalgorithmen in solchen Fillen
bestehen verschiedene Mdglichkeiten, hier werden drei Methoden betrachtet:

1. Das klassische Levenberg-Marquardt-Verfahren. Vor der Invertierung

wird zur Hessematrix eine gewichtete Einheitsmatrix addiert:

ayy =a, +(S,, +a 1)t 8, (2.3.25)

Mit abnehmender Varianz der Schatzwerte wird der Gewichtungfaktor
o, reduziert.

2. Skalierung der Parameter in der Weise, daB die Hessematrix anschlies-
send eine Einheitsdiagonale besitzt. Diese Methode kann man auch als
eine simulierte Erhohung der Empfindlichkeit deuten, die durch Multi-
plikation der Gradientenkomponenten mit unterschiedlichen Gewicht-
ungsfaktoren bewirkt wird. AuBer der verbesserten Konditionierung der
Hessematrix flir die Invertierung wird , falls nach der Invertierung nicht
reskaliert wird, die Schrittweite dermit groBen Skalierungsfaktoren
versehenen Parameteranderungen -das sind jene, die sich geringempfind-
lich in den AusgangsgroBen abbilden- reduziert und damit die Gefahr der
Divergenz des Iterationsverfahrens verringert.

3. Vor der Invertierung werden die Diagonalelemente in Relation zu einer
Matrixnorm bewertet, bei Unterschreitung einer zu definierenden
Schranke wird die Matrix um die betreffenden Zeilen und Spalten redu-
ziert, das heiBt, auf die Verdnderung geringempfindlicher Parameter

wird verzichtet.



- 39 -

Die nichtlinearen Optimierungsverfahren setzen Vorschdtzungen der ge-
suchten Parameter voraus und verbessern diese schrittweise. Bekanntlich
benstigen Newton-Verfahren genauere Vorschédtzungen als Gradientenver-
fahren, wahrend diese in der Umgebung des Optimums eine schlechte Kon-
vergenz besitzen. Es ist daher giinstig, die nichtlineare Identifikation mit ei-
nem Gradientenverfahren zu beginnen und bei kleiner werdender Fehlerre-
duzierung in aufeinander folgenden Iterationsschritten auf ein Newtonver-
fahren umzuschalten. In einfacher Form ist diese Methode in der Leven-
berg-Marquardt-Methode enthalten, weil hohe Gewichtungsfaktoren den
EinfluB der Hessematrix auf die Verbesserung verringern und daher anni-

hernd zu Gradientenschritten filhren.

Der rechenzeitintensivste Teil der nichtlinearen Identifikation ist in der Re-
gel die Berechnung der Kostenfunktion, weil sie bei nichtlinearen Systemen
die numerische L&sung der Bewegungsgleichungen erfordert, um Ver-
gleichswerte zu den gemessenen AusgangsgriéBen zu erhalten. Mit jeder
verbesserten Parameterschatzung muB dieser Schritt wiederholt werden.
Es ist klar, daB Verfahren ohne systematische Parameterverbesserung fiir
die Identifikation ausscheiden miissen. obwohl in der Vergangenheit wegen
der Schwierigkeit der Gradientenbildung bei Systemen mit Unstetigkeiten,
verschiedentlich solche Ansédtze versucht wurden. Die Gradientenverfahren
erforden in jedem Zeitschritt die Berechung der Empfindlichkeitsmatrix D,;.
Der tatsdchliche Aufwand dafiir ist von der Problemstellung abhédngig. Die

Anwendung der Newtonverfahren macht zusatzlich die Produktbildung
T
Dyk Dyk

zur Berechnung der Hessematrix und ihre, allerdings nicht zeitkritische, In-
vertierung erforderlich. Der Zeitbedarf fir die Gleichungsldsung ist dem ge-

geniuber vernachldssigbar.
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2.4 Zustandsschitzung und rekursive Parameterschitzung

Von fast allen Schéatzalgorithmen existieren rekursive Versionen. Die
Struktur rekursiver Parameterschétzgleichungen dhnelt sehr den Gleichun-
gen zur Zustandsschatzung von Systemen, wie sie durch das Kalman-Filter
oder die Zustandsbeobachter gegeben sind. In beiden Féllen setzt sich der
Schédtzwert der Parameter oder der ZustandsgréBen zum Zeitpunkt t) ., aus
einer Pradiktion auf der Basis der Information iiber das System zum Zeit-
punkt t, und einem Korrekturwert zusammen, der aus dem Residuum aus
gemessenen und prognostizierten GroBen zur Zeit t; ., berechnet wird (Bild
2.8).

Prr = 2Py + Ky [yRiq - yBsy (2Rip] (2.4.1)

Die sogenannte Verstarkungsmatrix (Gain) K, ,, gewichtet die MeBinforma-
tion zu jedem Zeitpunkt neu. Die, in GI. 2.4.1 eingeklammerten, Residuen
kénnen aus dem Informationsdefizit iiber das System, also aus Modellfeh-
lern , resultieren oder aus MeBfehlern und sonstigen Stoéreinflissen. Die
Matrix K .1 wird nach dem Grad des Vertrauens in das System oder in die
MeBwerte berechnet. Wenn a priori oder durch Informationsakkumulation
wihrend der Rekursion groBeres Vertrauen in die Modellierung gesetzt wird,
ist die Verstdrkung gering, andernfalls werden die Residuen hoch gewichtet,
ebenso wenn bekannt ist, daB die MeBwerte stérungsarm sind . In der Theo-
rie der Zustandsschédtzung werden diese Gewichtungen iilber angenommene

Kovarianzen der System- und der MeBstdrungen gesteuert.
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Bid 2.8: Blockschaltbild der rekursiven Zustands- oder Parameterschit-
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zung. Der schraffierte Bereich kennzeichnet den Schétzalgorithmus.
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Im folgenden soll die Zustandsschétzung eines linearen, zeitdiskreten Systems

betrachtet werden (s.a. Anhang B1):
Zpey = Ade + Bduk + W (B1.11 b)
Yk T CZk + Vi (B1.11 ¢)

Wihrend A4 und By die Eigenschaften des Systems charakterisieren, mo-
dellieren w) und v Stérungen, die auf das System, bzw, die Beobachtungs-
groBen einwirken. Diese Rauschprozesse werden in der Regel als weiBe
GauBprozesse angenommen, andere Charakteristiken miissen, wie oben be-
schrieben, durch entsprechende Filter eingebracht werden. Der optimale
Zustandsschétzer fiir dieses System wird durch die zeitvarianten Kalman-

Filtergleichungen [Brammer und Siffling 1985] beschrieben:

2 =zp + K [yM - cz[] (2.4.2 a)
*, = AgP Al +Q (2.4.2 b)
K, = PecT[cpPcT +R] (2.4.2 ¢)
P, = [l -K.CIP} (2.4.2d)

nicht beobachtbarer Teil des realen Systems

Bild 2.9: Blockschaltbild der Kalman-Filterung



_42_

Die Matrix Q beschreibt die Kovarianz des Eingangs- oder Systemrauschens
und R die Kovarianz des MeBrauschens. Die Kovarianzen des Zustands-
schitzfehlers bilden die Matrix P, . Die Herleitung des Kalmanfilters basiert
auf einer Minimierung der Spur von P, das Filter liefert also Zustands-
schidtzungen minimaler Varianz. Der Anfangswert P, muB , ebenso wie die
Anfangswerte z,, entweder mit einem nichtrekursiven Verfahren berechnet
oder durch eine Annahme ersetzt werden, im letzten Fall benétigt das Fllter
eine etwas ldngere Einschwingzeit.

Aus den Filtergleichungen kann der EinfluB der Storungskovarianzen abgele-
sen werden. Eine groBe MeBunsicherheit (groBe Varianzen in R) bewirkt eine
geringe Verstdrkung der Ausgangsfehler und damit eine gréBere Gewichtung
der Pradiktion. Starkes Eingangsrauschen (groBe Varianzen in Q) verringert
dagegen den Wert der Pradiktion und verkleinert die Abnahme der Schitz-
fehlerkovarianz. Folglich wird durch gréBere Werte der Verstdrkungsmatrix
K die MeBinformation hoher bewertet. Die Gleichungen sind fiir bekannte
Systemeigenschaften A4 und By, sowie bekannte EingangsgréBen uy glltig.
In Verbindung mit Problemen der Systemidentifikation sind diese Voraus-
setzungen natiirlich nicht erfillt. Die geringere Systemkenntnis kann aber
auch hier, in Grenzen, durch eine groBere Eingangskovarianz Q ausgedriickt
werden, wodurch die FilterausgangsgrdBen sich rascher den Beobachtungs-
gréBen anschmiegen. Fur die ldentifikation hat die Verbindung mit der Zu-
standsschidtzung den Vorteil, daB zum einen die Modellsimulation stabilisiert
wird und nicht aufgrund falscher Parameter divergiert, zum anderen, bei
nichtlinearen Modellen, durch verbesserte Zustandsschitzungen die Gra-
dientenberechnung realistischer ist und nicht auf Zustandstrajektorien ba-
siert, die ohne die Riickfuhrung der MeBinformation zwangsldufig falsch be-
rechnet wiirden . Einzelheiten dieser kombinierten Schitzung von Zustands-
grofien und Parametern werden in Kapitel 4 in Verbindung mit dem Riickflih-
rungsmodell beschrieben.

Rekursive Algorithmen zur Parameterschiatzung werden vor allem dann ver-
wendet, wenn Schitzungen zeitvarianter Parameter in Echtzeit verlangt sind
oder zur Speicherung der MeBwerte nur geringer Platz zur Verfiigung steht
[Diekmann 1981, Ljung 1987]. Das Schema der rekursiven Parameterschét-
zung wird im folgenden fur ein parametrisch nichtlineares Modell abgeleitet,
das sinngem&B auf andere Schétzprobleme lbertragen werden kann (vgl. Gl.
2.3.23). Es wird nur ein MeBkanal betrachtet, daher ist an Stelle der Em-
pfindlichkeitsmatrix DT( der Vektor d| einzusetzen. Der [terationsindex v
wird unterdriickt.
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Es wird im folgenden vorausgesetzt, daB eine auf k MeBwerten basierende
Schitzung Aay bereits vorliegt und nach Eintreffen des MeBwertes y[}"+1 ein
verbesserter Schédtzwert Aay,, gesucht ist. Der MeBwert wird mit der auf-
grund der vorhandenen Parameterkenntnis prognostizierten AusgangsgréBe
yR+, verglichen:

E+r = yl% - YR+

Zweck der rekursiven Formulierung ist es. anstelle der Invertierung der
Hessematrix in jedem Zeitschritt -die nach Gl. 2.3.23 erforderlich wire,
wenn ein Schiatzwert nicht nur nach der Auswertung einer vollstdndigen
Zeitreihe gefordert wiirde, sondern nach jedem Eintreffen eines neuen MeB-
wertes- die Inverse S}, mit wesentlich reduziertem Aufwand aus Sj' be-

rechnen zu kbnnen:
- T -
Bay,, = Siky Byuy = (S + dyyydiyy )7 (8 + dyyyepyy)

SE' und &, sind aus dem vorherigen Zeitschritt bekannt, wéhrend der Em-
pfindlichkeitsvektor d,,, im aktuellen Zeitschritt berechnet wird. Fiir die
Inverse einer Matrix S, die um die Dyade dLH dy 4+, erweitert wird, gilt

nach dem Matrix-Inversionslemmal[s. Zielke 1970]:

d,, db
(S, +dp, d, )" =[1-s7 kot kot s;! (2.4.3)
k k+1 Yk +1 [ k 1 + d1|;+|sl—<1 dk+1 ] k
Beweis:
-1 dlﬁLd-'l;H - T
Io= [] - Sk ]sk (Sy + dyyy dicuy)

1 -1
1+ dyy Sy dyyy

.
=1 - sy Qicer e ] a+ sitdy, diep
1 + d’{(ﬂ Sl_<1 Ay, k 9k+1 9k+1

Nach Ausmultiplizieren der Klammern folgt:

I =1 +8jldy,, [‘ T1 *1- d1l;'+r1 Sic_dicey ]d}-(ﬂ
 1rdyy, Sk’ i+ 1 +dy) S’ dyy, )

2 4

=0
Womit die Annahme nach GIl. 2.4.3 bestatigt ist.
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Fiir die Parameterschatzung folgt damit:

d,,, dl
Aa,,, = [1 - s} ki "kt Sy (8 +dp, . ep,,)
k+1 [ k oy & dL+1SE'dk+1 ] k k k+15k+1
A
= Si' 8y +Sildy ey - S ASY 8y - S| AS N dy ey,
—— ——
Aa, Aa;

Aa, - Si'A Aay + SP!(dyy - ASK'dyy) epy

-
ekt~ iceq By

Y =1
1+ diyy Sy diy

Aa, +S'dy,, [

Aak + Kk'H [Ek‘ﬂ - d1|;+1 Aak] ‘ (2.4.4)
mit der Verstdrkungsmatrix (bzw. -vektor):
- - -1

Kk+1 = Sk' dk+1[d};+1 Sk' dk+1 + 1] (2.4.5)

Die Ahnlichkeit von Gl. 2.4.3 bis 2.4.5 mit den Gleichungen des Kalman-Fil-
ters ist offensichtlich. Im nidchsten Kapitel wird das erweiterte Kalman-Fil-
ter diskutiert, das die Schatzung von ZustandsgréBen und Parametern zu-

sammenfalBt.
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3.Detektion und Modellierung nichtlinearer Systeme

3.1 Methoden der Detektion

Fur eine groBe Zahl technischer Systeme gilt die Annahme linearen Verhal-
tens nicht oder nur angenZhert: Die mit den im vergangenen Kapitel be-
schriebenen Methoden identifizierten linearen Modelle kdnnen daher oft nur
als Linearisierungen der realen Systeme betrachtet werden. Das Resultat
der Linearisierung ist dabei von dem verwendeten Giitekriterium, der Mo-
dellklasse und den Versuchsbedingungen abhéngig. Nach der Systemidentifi-
kation wird daher eine Modellvalidierung vorgenommen, die kldren muB, in-
nerhalb welcher Grenzen das Modell die Systemeigenschaften mit hin-
reichender Genauigkeit reprasentiert. Gewdhnlich werden die Zuldssigkeits-
grenzen durch Amplitudenbereiche und Frequenzbeschrankungen definiert.
Aufgrund der Ungiiltigkeit des Superpositionsgesetzes bei nichtlinearen
Systemen sind diese Einschrdnkungen hdufig nicht ausreichend, beispielsweise
kann eine bifrequente Erregung mit Amplituden und Frequenzen innerhalb der
als zuldssig beschriebenen Grenzen zu qualitativ vollig anderen System-
reaktionen fiihren als eine monofrequente Erregung. Ebenso kann die Last-
geschichte einen merklichen EinfluB auf das Systemverhalten ausiiben.

Die Vielfalt der Ursachen fiir nichtlineares Verhalten hat die Entwicklung ei-
ner einheitlichen nichtlinearen Systemtheorie bisher verhindert. Ebenso-
wenig existieren allgemein anwendbare Identifikationsmethoden fiir nicht-
lineare Systeme. Im Zusammenhang mit der Systemidentifikation sind vor
allem die Fragen der Detektion und der Modellierung relevant, das heiBt, ob
ein untersuchtes System nichtlineare Komponenten besitzt, welcher Klasse
diese zuzuordnen sind und wie das System in diesem Fall, in einer fiir die

[dentifikation geeigneten Weise, modelliert werden kann.

Einfache Nichtlinearitdtstests basieren oft auf Versuchen mit harmonischer
Erregung [Mehra 1979, Haber 1985]. Die Reaktion des nichtlinearen Sy-
stems ist ebenfalls periodisch, aber nicht mehr harmonisch und weist daher
im Frequenzbereich iiber- oder auch unterharmonische Spektralanteile auf
(Bild 3.1). Uber unterschiedliche Erregungsniveaus kann die Gilltigkeit des
Superpositionsgesetzes iiberpriift werden.

Kirshenboim und Ewins [ 1984] filhren einen Linearitidtsindex ein, der bei
harmonischer Erregung aus Erwartungswert und Varianz der Abweichung
der gemessenen Systemanwort von der linear extrapolierten Antwort bei
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niedrigem Amplitudenniveau berechnet wird. Fiir einige einfache Mechanis-
men , wie kubischer Steifigkeit oder Coulombscher Reibung, kann aus dem
Verlauf des Index iiber einem AmplitudenmaB auf die Art der Nichtlinearitit

geschlossen werden.

a
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Bild 3.1: Fourier-Transformation der Beschleunigungsantwort eines stark
gerissenen Stahlbetonbalkens unter harmonischer Erregung in der zweiten
Eigenfrequenz (f, = 44.3 Hz). Die Anregung der Oberharmonischen weist auf
das dynamisch nichtlineare Strukturverhalten hin.

Tomlinson [1982] identifiziert Systeme mit Coulomb-Reibung aufgrund der
charakteristischen Verzerrung der Frequenzgangortskurve, die ebenfalls
unter harmonischer Erregung aufgenommen wird. Eine weitere von Simon
und Tomlinson [1984] angegebe Methode basiert auf den Eigenschaften der
Hilbert-Transformation. Die Real- und Imaginirteile einer Ubertragungs-
funktion enthalten die gleiche Systeminformation, falls die Funktion ein
lineares Phasenminimumsystem beschreibt. Mit der Hilbert-Transformation
kann der Realteil aus dem Imaginarteil berechnet werden und umgekehrt,
sofern die entsprechende Zeitbereichsfunktion kausal und realisierbar ist
[s.Marko 1977]:

Glw) = Giw) +jG,lw)

Der Quotient aus Ausgangs- und Eingangssignal im Frequenzbereich besitzt
bei nichtlinearen Systemen keine mit der Ubertragungsfunktion linearer Sy-
steme vergleichbare physikalische Bedeutung, weil das Ubertragungsverhal-
ten von der Amplitude des Eingangssignals abh&dngt. Die Riicktransformierte
dieser Funktion ist daher im allgemeinen keine kausale Funktion mehr. Die
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Hilbert-Transformierte des Realteils unterscheidet sich signifikant vom
Imaginirteil, eine Eigenschaft, die zur Detektion von Nichtlinearititen ge-

nutzt werden kann.

Die auf harmonischer Erregung basierenden Detektionsmethoden erfordern
einen relativ groBen versuchstechnischen Aufwand, der hdufig nicht reali-
siert werden kann. Vom Autor wurde eine Methode bevorzugt, bei der
-mit einfachen Mitteln anregbar- transiente Schwingungen verwendet werden.
Innerhalb kurzer Zeitabschnitte kdnnen nichtlineare Schwingungen oft mit
ausreichender Genauigkeit linear approximiert werden. Mit der Veranderung
der Amplitudenniveaus in aufeinanderfolgenden Zeitabschnitten verschieben
sich auch die Parameter der approximierten Modelle. Aus dem Trend der
Parameter kann in einigen Fallen auf den Charakter der Nichtlinearitat

geschlossen werden.

N)uau

Extrapolation des
linearen Modells

b

-4

-5
Bild 3.2: Abklingkurve eines Schwingers mit Masingddmpfung (s. Kap.5) und
Extrapolation eines im ersten Zeitabschnitt (s.Markierung) angepaBten
linearen Modells.
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Bild 3.3: Durch bereichsweise lineare Anpassung (+) identifizierte amplituden-
abhingige dquivalente DdmpfungsmaBe (a) und Frequenzen (b). Die durchge-
zogenen Kurven entsprechen den theoretischen Werten des Masing-Elementes
nach Kapitel 5.



3.2 Nichtlineare Modellansidtze

In der nichtlinearen Systemidentifikation werden im wesentlichen vier Klas-

sen von Modellen verwendet:

1. Funktionalreihenansitze
2. Blockorientierte Modelle
3. Nichtlineare Differenzen- oder Regressionsmodelle

4. Zustandsraummodelle

Bei den Funktionalreihenansdtzen handelt es sich vor allem um Volterra-
Reihen, die von Wiener in die ldentifikation eingefiihrt wurden. Die Volter-
ra-Reihe ersetzt das Losungsfunktional eines nichtlinearen Prozesses durch
die unendliche Summe von mehrdimensionalen Faltungen sogenannter Vol-
terra-Kerne h, (oder auch verallgemeinerter Impulsantworten) mit den Pro-
dukten des Eingangssignals:

x©

y(t)=n : f _f f hn(14,175,-...7,) lIzri‘u(t-'ti) dt, dt,...dt, (3.2.1)

Die Volterra-Kerne werden gewdhnlich mit Korrelationsmethoden identifi-
ziert, wobei das System durch unkorreliertes Rauschen erregt wird. Der
analoge Ansatz bei zeitdiskreten Systemen lautet:

= ZhiiUie *ZZ Ry gty b (3.2.2)

i=o J=0

e

Eine entsprechende Darstellung im Frequenzraum erfordert die Anwendung
mehrdimensionaler Fourier-Transformationen [s. Priestley 1981]. Die Iden-
tifikation mit Volterra-Reihen erfordert auch bei einfachen Nichtlinearitdten
bereits einen erheblichen Berechnungsaufwand, die Methoden haben daher
keine groBe praktische Bedeutung.

Bei den blockorientierten Modellen wird der nichtlineare Systemteil vom
linearen Teil abgespalten. Bekannte Sonderformen fiir spezielle Nicht-
linearitdten sind das Hammerstein- und das Wiener-Modell (Bild 3.4)
[s.lsermann 1987]. Das Eingangssystem des Hammerstein-Modells beschreibt
eine statische Nichtlinearitat ohne Gedachtnis, die durch Polynome
approximiert werden kann. Das nachgeschaltete lineare System repréasentiert
die dynamischen Eigenschaften des Gesamtsystems [Stoica und Séder-
strém 1982, Kortmann und Unbehauen 1987]. Die Hammerstein-Modelle werden
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in der Regel als verallgemeinerte ARX-Modelle formuliert, indem fiir jede
Potenz der EingangsgrdBe ein Regressionsterm angesetzt wird, was einer
Multi-Input-Single-Output (MISO)-Formulierung gleichkommt.

YI/—'
— G(s) — D

_ﬂ [ G(s) >

Bild 3.4: a)Wiener- und b) Hammerstein-Modell

Diese lineare Regressionsformulierung fiirein nichtlineares System kann
erweitert werden, wenn man die Ein- und AusgangsgrdBen in einem ARX-
Modell durch allgemeine nichtlineare Transformationen ersetzt [Ljung 1987].

m
Yk = |§1 q; (Pi(u.Y) (3.2.3)

Die Funktionen ¢;(u,y) des nichtlinearen Regressionsmodells beschreiben a
priori bekannte Zusammenhange zwischen vergangenen und aktuellen Ein-
gangsgroBen u und AusgangsgrdBen y, im einfachsten Fall beispielsweise
hohere Potenzen der primdren GroBen. Daraus resuliert ein nichtlineares
Modell, das linear in den Parametern ist. Die Parameter a; k&nnen ent-
sprechend einfach geschatzt werden. Im allgemeinen ist es aber schwierig,
die korrekten nichtlinearen Funktionen zu definieren, insbesondere, weil die
Nichtlinearitat in Ein- und AusgangsgréBen ausgedriickt werden muB, was
bei mechanischen Mehrfreiheitsgradsystemen unrealistisch ist.

Allgemein wurde fiir die nichtlinearen Regressionsmodelle der Begriff NARMA-
Modelle (Nonlinear ARMA) geprégt [Billings und Voon 1984]. Eine spezielle
Kiasse bilden darunter die bilinearen ARMA (BARMA) -Modelle [s. Tang und
Mohler 1988], bei denen die gewodhnliche ARMA(p,q)-Beschreibung um Pro-
dukte der ProzeBvariablen y_; mit den Stérungen g _; ergénzt wird:



r s
W =Eavi *Loige + LT dij Yi-i k-] (3.2.4)
=1 i=o i=1]=0
AR- MA- bilinearer
Anteil

Nichtlineare Prozesse konnen auch durch mehrere lineare AR(p)-Modelle,
eventuell unterschiedlicher Ordnung, mit unterschiedlichen Definitionsberei-
chen beschrieben werden. Jedes Modell beschreibt das System innerhalb
bestimmter Intervalle einer SchwellwertgréBe, daher rihrt, nach Tong
[1980], die Bezeichnung Threshold-Autoregressive- (TAR-) Models. Anstelle
eines Schwellwertes konnen auch beispielsweise Regionen des Zustands-
raums den Giiltigkeitsbereich eines Modells definieren. In diesem Sinne kann
der Modellansatz als stiickweise lineare Approximation des nichtlinearen
Systems interpretiert werden. Verschiedentlich sind auch Modelle nach GI.
3.2.3 zu Threshold-Modellen kombiniert worden, um stetige Nichtlinearita-
ten besser wiedergeben zu kénnen (TNARMA-Modelle) [Lai und Hsieh 1987].

Das Modell von Masri u.a. [1980, 1987] zshlt zu den wenigen nichtlinearen
Modellen, die auf der Vektordifferentialgleichung (Gl. B1.2) mechanischer
Systeme basieren und dessen Parameter ohne [teration bestimmt werden
kdnnen.

M %(t) + g(x (1), %(t) = p(t) (81.2)

Allerdings miissen fiir die Identifikation stark einschriankende Vorausset-
zungen erfillt sein. Die Beschleunigungen, Geschwindigkeiten und Verschie-
bungen, letztere beiden GriéBen eventuell durch Integration der Beschleuni-
gungen bestimmt, miissen ebenso vollstidndig bekannt sein wie die Massen-
matrix und die Erregerkréfte. Die Gleichung kann dann nach der noch einzig
unbekannten Riickfiihrfunktion g(x(t),x(t)) umgestellt werden, die durch
Summen von Tschebyscheffpolynomen in den physikalischen oder den moda-
len Geschwindigkeiten und Verschiebungen approximiert wird:

gix (t),x{(t)) = @ h(q(t), q(t)) = p(t) - Mx(t)
® - Modalmatrix des linearisierten
Systems
q(t), q(t) - Modalkoordinaten
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S
hI(Q(t), q (1)) =]§' h"| (V,j. sz) (3.2.5)
1
hlj ("1]' sz) = % ZI Ckl Tk(V”) Tl(sz)

Tk(th)'Tl(sz) - Tschebyscheffpolynome der
Ordnung k, bzw |

Bei den Variablen v kann es sich um die modalen Verschiebungen oder Ge-
schwindigkeiten unterschiedlicher Moden handeln, es werden somit auch
Kopplungen der Moden untereinander beriicksichtigt. Die Schitzung der Modell-
variablen C ist zwar ebenso einfach wie bei den oben beschriebenen linearen
Regressionsmodellen (Gl. 3.2.3) , aber die notwendige, bestenfalls unter Labor-
bedingungen realisierbare Kenntnis aller Zustandsgréen mindert die Anwend-
barkeit der Methode erheblich. Bei der Identifikation realer Systeme mu8 viel-
mehr davon ausgegangen werden, daB nur einige kinematische Gr&Ben der
Messung zugénglich sind und die nicht beobachtbaren GréBen, die in die funkti-
onale Beschreibung der Nichtlinearitdt eingehen, geschédtzt werden miissen.

Die fehlenden ZustandsgréBen konnen theoretisch durch ein zum realen
System parallel angeordnetes mathematisches Simulationsmodell berechnet
werden, das mit den gleichen SteuergréBen angeregt wird. Reine Prédiktor-
modelle besitzen aber im allgemeinen eine zu groB8e Empfindlichkeit gegenii-
ber falschen Anfangswerten, ungenauen EingangsgroBen und die bei der
Systemidentifikation durch die Problemstellung natiirlich immer vorhandenen
Modellfehler. Aus diesem Grund werden die Pradiktormodelle mit Zustands-
schitzern verkniipft, auf die in Kapitel 2 eingegangen wurde. Parameter und
ZustandsgroBen werden dann entweder nacheinander geschatzt (Bootstrap
Estimators) [Goodwin und Sin 1984, Puthenpura und Sinha 1986] oder si-
multan. Der bekannteste Ansatz zur simultanen Schitzung ist das erwei-
terte Kalman-Filter (EKF) [Jazwinski 1970, Ljung 1979, Maybeck 1982].

Betrachtet werden wieder nichtlineare zeitdiskrete Systeme, jetzt in Zu-
standsraumdarstellung:

xk-H = !b (Xk. Uk, a) + Wk (3.2.6 a)

Yi hix, ) + v (3.2.6 b)
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$ (xy, U, @) - nichtlineare Vektorfunktion der ZustandsgroBen x,,
EingangsgroBen u, und der Parameter a
h(x,) - nichtlineare Beobachtungsfunktion der ZustandsgroBen

Analog zu den Gleichungen des Kalman-Filters fiir lineare Systeme (Gl.2.4.2)
lauten hier die Schatzungen der ZustandsgroBen:

Xeag = O (Xpo up, @+ Ky [yM, - h(dg(xy, up, a)] (3.2.7)

Zur Berechnung der Gainmatrix K, ., werden die linearen Glieder einer Taylor-
Reihenentwicklung von § und -h in der Umgebung der geschétzten Zustands-
trajektorie verwendet:

9 P(xy, uy, a)

Plx, U, a) ~Pxgy, Uy, al + 3 x s2kAx (3.2.8 a)
5 hx) F(x).a)
hixg) » hixg) + ——k—| Ax (3.2.8 b)
d 2
H (Xk)
- T — - »
Ky = F(x,a) P A(x) [FA(x)P, Alx) + R] (3.2.9 a)

— =T — — T
Pk*l = F(Xk,a) Pk F (Xk) "'Q = Kk[ H ("k)Pk H Xk) + R]Kk (3.2.9 b)
Nach der Berechnung von Schatzwerten ist eine erneute Linearisierung be-
ziiglich der neuen ZustandsgréBenschatzung mdglich, die Gleichungen 3.2.8
und 3.2.9 werden in jedem Zeitschritt iterativ angewendet (iterierendes

erweitertes Kalman-Filter).

Im folgenden soll angenommen werden, daB die BeobachtungsgroBen wie
beim linearen Modell iiber eine lineare Funktion aus den ZustandsgréBen
hervorgehen. Die Annahme trifft fir die Messung mechanischer Systeme

fast immer zu:
yk =C Xk ; Fl = C

Die Gleichungen 3.2.8 und 3.2.9 beschreiben das erweiterte Kalman-Filter

zur Zustandsschitzung nichtlinearer zeitdiskreter Systeme. Die Qualitat
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der geschatzten ZustandsgréBen ist von der Genauigkeit des Simulations-
modells, insbesondere der Parameter a, abhéngig. Unabhangig davon, ob der
primdre Zweck der nichtlinearen Filterung die Schitzung der Systemzu-
stdnde oder eine Systemidentifikation ist, empfiehlt sich daher die Einbezie-
hung der Parameter in die Schédtzung. Wenn der Zweck der Parameter-
schitzung in der Verbesserung des Filters liegt, wird das Verfahren als
adaptive Filterung bezeichnet. Gemeinsam ist diesen Verfahren, daB der
Filterfehler zur Verbesserung des Filters selbst verwendet wird. An Stelle
von X, dem Vektor der kinematischen ZustandsgroBen, kann der verallge-

meinerte Zustandsvektor z, eingefiihrt werden, der auch die Parameter

umfaBt.
Xk
Zk = xk
a
w
Zeay = fZp, u) + [ok] . (3.2.10)
yk = C'Zk + Vk

Im Fall linearer Systeme lauten die Filtergleichungen:

A B
f(z). ) = [ gladxic d(a)u"] (3.2.11 a)
a
- d f(zy.
F(Zk) _ f(Zk Uk) |
d2 24
d[A4(a)R
Aga  LAL@RKrB@lud) (3.2.11 b)
Jda -
= 0 I

Fur lineare mechanische Systeme bedeutet das die Notwendigkeit, die aus
globaler Steifigkeits-, Dampfungs- und Massenmatrix gebildete Transiti-
onsmatrix Ay, gegebenenfalls auch die Eingangsmatrix By, nach den Para-
metern zu differenzieren. Bei nichtlinearen Systemen kommt die partielle
Ableitung nach den ZustandsgréBen hinzu, beide Ableitungen miissen in je-

dem Zeitschritt neu berechnet werden:
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f(z), uy) = ["’ 2k "k)] (3.2.12 a)
a
C)IIJ(Zk. Uk) | allKZk. Uk) |
F(zy) = [ d x R da &) ] (3.2.12 b)
0 I

In der Strukturmechanik gilt aufgrund der im allgemeinen kleinen Verfor-
mungen die Annahme einer konstanten Massenmatrix auch bei nichtlinearen
Systemen. Die nichtlinearen Bewegungsgleichungen kdnnen dann nach der
Beschleunigung aufgeldst werden. Eine Abhdngigkeit der Massenmatrix von
ZustandsgréBen, wie beispielsweise bei Mehrkorpersystemen und groBen
Verschiebungen der Fall, erschwert die Beschreibung erheblich.

tk+1
i+ J x(adt 0
b (z).u) = .k - (3.2.13)
k+1_ . k+1_
k-] M7 g(x (1), % (1)dt M p) dt
e Y

Der Vergleich mitden Gleichungen B1.2 und B1.8 zeigt, daB in jedem Zeit-
schritt eine &quivalente Steifigkeitsmatrix und eine Dampfungsmatrix be-
rechnet werden miissen. Das Berechnen von Elementmatrizen und das As-
semblieren der Gesamtmatrizen ist sehr aufwendig und begrenzt die An-
wendbarkeit des Verfahrens in der dargestellten Form auf kleine Systeme
mit wenigen Freiheitsgraden. Das im folgenden Kapitel vorgestellte Verfah-
ren besitzt eine wesentlich breiterer Anwendungsmoglichkeit weil dort die
Neuberechnung der Matrizen in jedem Zeitschritt vermieden wird.



- §5 -

4. ldentifikation nichtlinearer Mehrfreiheltsgradsysteme durch RuckfUhrung
von Zustandsqr8Ben Uber ein nichtlineares Teillssystem

4.1 Prinzip des Ruckflhrungsmodells

Im vorangegangenen Kapitel wurden verschiedene Modellansatze zitiert, die
in vielen Bereichen, in denen die Systemidentifikation eingesetzt wird, Ver-
wendung finden. Zur Identifikation mechanischer Systeme, auf deren spe-
zielle Eigenschaften zum Teil bereits eingegangen wurde, sind sie wegen der
unzureichenden Modellierungsmdoglichkeiten nichtlinearer Komponenten oder
wegen des immensen Berechnungsaufwandes bei Systemen mit vielen Frei-
heitsgraden nur bedingt geeignet. Die Anforderungen an eine, fir die
mechanische Strukturanalyse geeignete Identifikationsmethode sollen noch
einmal zusammengefaBt werden:

1. Die Nichtlinearitdten des mechanischen Systems k&nnen physikalisch
korrekt nur in ZustandsgroBen beschriebenwerden, die nicht unmit-
telbar beobachtbar sind, eine lokale Nichtlinearitdt beispielsweise
durch eine funktionale Beziehung zwischen einer drtlichen Verschie-
bungs- und einer KraftgroBe. Diese nichtlinearen Funktionen miissen
in das Identifikationsmodell integriert werden kdnnen.

2. Die Schwingungen eines mechanischen Systems konnen modal, das
heiBt als zeitveranderliche Linearkombination von Eigenformen, be-
schrieben werden. Diese Annahme gilt auch angendhert fiir schwach
nichtlineare Systeme [vgl. Busby u.a. 1986]. Die modale Beschreibung
bietet h&dufig , durch eine Beschrankung auf die wesentlichen Eigen-
formen eines Systems, die Mbglichkeit einer drastischen Reduzierung
der Freiheitsgrade und ist fur groBe Systeme unverzichtbar.

3. Die fiir effiziente Suchverfahren erforderliche Gradientenbildung der
AusgangsgroBen beziiglich der Parameter muB auch bei groBen Mo-

dellen (Finite-Element-Modellen) méglich sein.

In der Einfiihrung wurde bereits die Moglichkeit erwdhnt, die Modellbildung
durch eine Separation komplexer Systeme in Teilsysteme zu vereinfachen.
Im Hinblick auf die Ziele der Identifikation und die oben angefiihrten Anfor-
derungen an eine Methode, ist es naheliegend, das Gesamtsystem durch
zwei Modelle M, und M, zu beschreiben. Diese Modelle miissen nach folgen-
den Gesichtspunkten gewahlt werden:

1. Modell M, ist eine Realisierung der nach den a priori Kenntnissen

bestmdoglichen linearen Ndherung des wirklichen Systems.
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2. Das im allgemeinen nichtlineare Modell M, bildet die unbekannten
Komponenten des Systems ab. M, kann als Ergédnzungsmodell be-

zeichnet werden.

Durch die Definition von M, als Beschreibung eines ausschlieBlich linearen
Systems, wird die Problemformulierung in den modalen Koordinaten dieses
Modells mdglich und damit die geforderte modale Reduktion der Freiheits-
grade. Die physikalisch korrekte Beschreibung in ZustandsgroBen wird
durch eine Zustandsschdtzung gestattet, die im wesentlichen iiber die
Systembeschreibung M, abgeleitet werden kann und durch M, nur korrie-
giert wird. Die dritte oben angefilhrte Forderung der Gradientenbildung ist
durch die von M, bereitgestellte Ein-/Ausgangsbeziehung zwischen Zu-
standsgroBen und KraftgréBen, wie noch zu zeigen ist, im allgemeinen leicht

zu erfillen.

Die in Kapitel 3 erwdhnten Wiener- und Hammerstein-Modelle sind Beispiele
fiir eine Aufteilung von nichtlinearen Systemen in rein lineare und rein
nichtlineare Teilsysteme. Es finden aber keine Interaktionen zwischen den
Modellen der Teilsysteme statt, sondern nur gerichtete Wirkungen von M,
auf M, oder umgekehrt. Mit einer solchen offenen Steuerkette kann aber
keine tatsachliche Aquivalenz mit dem realen System erreicht werden, ins-
besondere keine korrekte Wiedergabe der Systemstruktur, weil entweder
die ZustandsgroBen bei der Berechnung der Nichtlinearitdt unbekannt sind
(Hammerstein-Modell) oder zur Berechnung der dynamischen Zustands-
groBen die nichtlinearen Komponenten nicht beriicksichtigt werden (Wie-
ner-Modell).

Eine Interaktion zwischen Systemen wird durch eine Kreisschaltung, also
eine Riickfiihrung von Ausgangs- oder ZustandsgroBen beschrieben. Bezo-
gen auf die oben genannten Kriterien der Aufteilung, kdnnte das Modell M,,
in dessen ZustandsgroBen die Problemformulierung vorgenommen wird, im
Vorwiartszweig, das Modell M, in der Riickfiihrung angeordnet werden (Bild
4.3). M, liefert dann, gesteuert durch ZustandsgréBen von M,, zusétzliche
Steuerungen (EingangsgréBen) fur das unbeschrénkt steuerbare Modell M,
(s. Anhang B1) im Vorwartszweig. Fiir die [dentifikation stellt sich dann die
Aufgabe, das Modell M, zu finden, das die Steuerungen generiert, die im
Sinne eines Giitekriteriums zur optimalen Ubereinstimmung der Ausgangs-
gréBen von M, mit Beobachtungswerten fiihren. Aus dieser Struktur leitet
sich die Bezeichnung des RUckfUhrungsmodells ab.
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Die Teilsystemaufspaltung wird an der Beschreibung eines einfachen ge-
dampften Einmassenschwingers im Bildbereich veranschaulicht:

(ms2 + bs + k) X(s) = P(s)

Ubertragungsfunktion: Gg(s) = X(s) _ 1

P(s) ms? +bs + k

Als Vorwirtsmodell wird die Ubertragungsfunktion des ungedimpften
Schwingers gewahlt:

P(s) , M, Y(s)
1 h (G,(s)) T
AU —
M2
(G,(s))

Das korrekte Ergdnzungsmodell M, beschreibt
G,(s) = bs

wie man durch Bildung der Ubertragungsfunktion des geschlossenen Kreises

zeigen kann:

G, (s) _ 1
1+ G,(s)G,(s) ms2 +bs + k

Gg(s) = 2 Gg(s)

In einer Simulationsrechnung wlirde in diesem Fall die Geschwindigkeit zu-
riickgefuhrt und mit der daraus berechneten Dampfungskraft der unge-
dédmpfte Schwinger gesteuert. Aufgrund der Interaktionsbeziehung muB im
Zeitbereich diese Berechnung iterativ durchgeflihrt werden. In der Struk-
turmechanik wird diese Methode zur Berechnung nichtlinearer Systeme h&u-
fig verwendet. Es ist nun einfach, an Stelle der linearen Dampfungsbezie-
hungen ein beliebiges nichtlineares Gesetz zu formulieren.

Es wird deutlich, wie die Kopplung der Systeme auch fir die Parameter-
schidtzung formalisiert werden kann:Fir das lineare System ist eine allge-
meine Empfindlichkeitsbeziehung der AusgangsgréBen bezliglich der Steuer-
groBen zu formulieren, dhnlich einer EingangsgréBenidentifikation, die mit
der beschriebenen Modellstruktur ebenfalls durchgefiihrt werden kann. Fiir
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diese Beziehungen wird der Schatzalgorithmus abgeleitet, der -ohne Kennt-
nis des speziellen Ergénzungsmodells M, - beispielsweise in ein Finite-Ele-
ment-System implementiert wird. Die tatsdchlichen Parameterempfindlich-
keiten der SteuergroBen kodnnen dann, wie die SteuergrdBenbeziehung
selbst, bei der Ankopplung des Modells M, belegt werden.

Die fiir die Identifikation erforderlichen Empfindlichkeitsfunktionen der Aus-
gangsgroBen von M, beziiglich der Parameter von M, werden im folgenden

fir das allgemeine Mehrfreiheitsgradsystem abgeleitet. Grundlage ist die
nichtlineare Vektordifferentialgleichung eines mechanischen Systems (Be-

zeichnungen s. Anhang B1):
MX()+ g(x(t),x(t)) = p(t) (B1.2)

Der Term g{x(t),x(t)) beschreibt die im allgemeinen nichtlinearen Dampfungs-
und Riickstellkréfte. Eine Zerlegung von g in einen linearen, ungeddmpften
Anteil g, und den nichtlinearen Anteil g, sei mdglich, eventuell durch eine
Reihenentwicklung der Nichtlinearitét.

gix(t),x(t) = Kx + g,(x(t),x(t) (4.1)

Unter der Voraussetzung, daB das Verhalten des Gesamtsystems wesentlich
durch g, bestimmt wird, kann der nichtlineare Anteil g, als Systemein-
gangsgroBe behandelt werden:

MX(+K x(t) = plt)- go(x(t), x(t) (4.2)

Die physikalischen ZustandsgrdBen koénnen nun auch durch die modalen
GroBen des homogenen linearen Systems ersetzt werden. In der Basis der
M-normierten Eigenvektoren lautet die Gleichung dann:

G + @2 q(t) = &T p(t) - g*le(t)) = @lt,clt),p(t)) (4.3)

Im Hinblick auf das ldentifikationsproblem soll g' alle unbekannten Eigen-
schaften das Gesamtsystems enthalten, d.h. M, représentieren, wihrend
das lineare Teilmodell M, aus einer optimalen linearen Umsetzung der aprio-
rischen Systemkenntnis , beispielsweise in ein Finite-Element-Modell, das
nach den Konstruktionsdaten einer Maschine oder eines Bauwerks erstellt
wird, resultiert. g' kann als Teilsystem verstanden werden, das durch phy-
sikalische oder modale ZustandsgrdBen, eventuell auch durch MeBgréBen
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yM, gesteuert wird. Diese SteuergroBen werden allgemein im Vektor c(t)
zusammengefaBt:

c(t) = (x(1), q(v), y(t))

Die allgemeine L8sung von Gl.4.3 ist [s. Waller und Krings 1975]:

t
q() = (g, + 8, g, + [ 8, (-0 plr,c(0),p) dt  (4.4)
0

¢(t,c(1),p(t)) - Steuerfunktion des Teilsystems M,
cl(t) - ! " " M,
p(t)) - auf das mechanische System
einwirkende duBere Krifte

mit den modalen Anfangsbedingungen q, und ('10. Fir die Matrizen @, ©, und
8, gilt:

0 fr i#]

; ©
1 fur i=j

1ij = SiJ-cos w;t; @2“-: 8”

sinwit;Sij ={

Die Steuerfunktion @(t,c(t),p(t)) ist natiirlich von q(t) und daraus abgelei-
teten GroBen abhangig und Gleichung 4.4 daher im allgemeinen nur iterativ
l6sbar. Ein glinstiges Verfahren zur numerischen Auswertung der Gleichung-
kann durch eine Zeitdiskretisierung und Approximation von e@(t,c(t),p(t))
durch eine Funktion ®*(1) innerhalb eines Zeitschritts abgeleitet werden.
Mit @®(t) ist die analytische L8sung des Faltungsintegrals méglich und damit
die Aufstellung eines Ubertragungsverfahrens fiir die modalen Zustands-
gréBen zwischen zwei Zeitpunkten. Im einfachsten Fall kdnnte fiir e*(1) im
Intervall «<t,, t, ., > eine Konstante gewé&hlt werden, die nur von et
c(t,),p(t,)) abhdngt. Diese Annahme wiirde zwar die Berechnung von
q(t,,) ohne Iteration ermdglichen, aber wegen der recht groben Ndherung
eine erhebliche Beschrankung der zuldssigen Zeitschrittweite erfordern. Ei-
ne Verbesserung, die bereits eine [teration notwendig macht, besteht in der

Mittelung liber ein Zeitintervall:

o*(1) = L[ 9ty it plt )+ @ltyy, Cltyy) ) plty D] (4.5)
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Die Abhidngigkeit des nichtlinearen Anteils g' auch von aktuellen Zustands-
gréBen zum Zeitpunkt ty ,,, und die damit notwendige Gleichgewichtsiterati-
on in jedem Zeitschritt, trdgt allerdings zu einer wesentlich besseren Stabi-
litdt der Zeitverlaufsberechnung bei.

Ein linearer Ansatz fir ¢*(1) approximiert den Verlauf der Ersatzkrifte in
einem Zeitschritt schon sehr gut und gestattet die Aufstellung einer Ein-
schritt-Ubertragungsbeziehung.

e* (1) = @f +1 @f (4.6)
e = @ (tg. o, P) € =ely); py =plty)
{P* = _1__ (4, -9 )
k At k+1 k
Qi+ = Hz Gz + GZ'P;k (4.7)

CLIVE S C TR RN N

*

T _ * . % . *
zk = (@ @, o P, P)

P
Die Belegung der modalen Systemmatrix H, und der modalen Eingangsmatrix
G, ist im Anhang B1 beschrieben.

Zur Berechnung von g' muB ein angemessenes mathematisches Modell ge
funden werden, dessen Parameter vorgeschatzt, und durch die Beobachtung
von AusgangsgréBen des realen Systems mit Hilfe des Identifikationsver-
fahrens verbessert werden. Dazu kann beispielsweise ein Gitekriterium
verwendet werden, das die Pradiktionsfehler t-:ﬁ’< bewertet:

M
ef = yi-yk
n T
IQ=%‘§__1£E eE i 1o - Kostenfunktion

n - Anzahl der Zeitschritte
ef - Pradiktionsfehler im Zeitschritt k

Als MeBgroBen werden im folgenden die kinematischen GroBen y, y und ¥ zu-
gelassen. Eine Erweiterung, beispielsweise um DehnungsgroBen, ist bei ver-
schiedenen Problemen mdéglicherweise sinnvoll, wurde hier aber nicht weiter

verfolgt.
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Die Pradiktion von Beschleunigungen aus den vorliegenden ZustandsgréBen
Verschiebung und Geschwindigkeit konnte iiber Differenzenformeln in der
Zeit erfolgen, diese Vorgehensweise liefert aber immer N&herungen. Eine
Alternative besteht in der numerischen Integration gemessener Beschleuni-
gungen, was aber oft problematisch ist. Wenn die SteuergréBen bekannt
sind, also bei gemessenen Erregungen oder bei freien Schwingungen, kénnen
die modalen Beschleunigungen aus den Bewegungsgleichungen exakt berech-
net werden. Dadurch wird eine zu groBe Beschrénkung der Zeitschrittweite,
wie sie bei der Differenzendarstellung erforderlich wire, vermieden:

d =¢* -02q ‘ (4.9)
Diese Beziehung wird zur Erweiterung des modalen Zustandsvektors um die
Beschleunigungen verwendet. Fiir den geschitzten Ausgangsvektor, der alle
BeobachtungsgtBen des Systems enthélt, gilt dann zum Zeitpunkt t, .4:

Wouy = COs [ ok, + TW(H,q,, + G, e%)] (4.10)

Qsk+1

Anmerkung: Der Index z bezeichnet Vektoren und Matrizen, die sich auf
Verschiebungen und Geschwindigkeiten beziehen, wdhrend s GroBen be-
zeichnet, die zusidtzlich Beschleunigungen enthalten. Die Struktur der nach-
folgend bezeichneten Matrizen gilt fiir eine Partitionierung der Zustands-
vektoren nach Verschiebungen, Geschwindigkeiten und Beschleunigungen. In
der bisher verwendeten Anordnung, nach der die Ubertragungsmatrizen
Blockstruktur besitzen, wiirden diese Matrizen keine ubersichtliche Struk-
tur aufweisen. Weil die Anordnung der Elemente im Vektor der Zustands-
gréBen beliebig ist, wurde jeweils die fiir eine klare Darstellung giinstigste
Variante gewahlt. Der Ubergang zwischen den Anordnungen wird formal
durch die Matrix W gekennzeichnet.

[® 0 O I 0 9

& =|0® 0 f;: T=| O I|;: T'=TW; qg=] 9«
2 o

L0 0 ¢ -0° 0 ‘ A

» 00 i
=EWe®,x ;E=]|0 0|; E=EW
: 1 0
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Die wichtigsten Schritte bei der Identifikation mit dem Riickflihrungsmodell
werden noch einmal zusammengefaBt und an einem einfachen Beipiel ver-
deutlicht. Zundchst wird von der Struktur, deren nichtlineare oder unbe-
kannte lineare Komponenten identifiziert werden sollen, ein lineares Finite-
Element-Modell M, entworfen und dessen Eigenwerte und Eigenformen be-
rechnet. Alternativ dazu kann das aus der Eigenwertldsung resultierende
modale Modell auch, mit den in Kapitel 2 beschriebenen Methoden, empirisch
abgeleitet werden.

MeBgroBe y{w

-

d

Gleit- |
lager

Bild 4.1: Rotierende Welle mit Gleitlagern als Beispiel eines mechanischen
Systems mit lokalen Nichtlinearitdten.

Die zu identifizierenden Komponenten werden als Modell M, in Zustands-
gréBen formuliert. Wenn beispielsweise mit der Messung von Wellenschwing-
ungen eine Untersuchung der nichtlinearen Trageigenschaften von Gleitlagern
beabsichtigt ist (Bild 4.1), wiirde ein geschadtzter linearelastischer Anteil der
Lagermodelle gemeinsam mit der Welle im Modell M, nachgebildet. Fiir die
nichtlinearen Feder- und Dampferwirkungen der Lager, sowie fir einen linear-
elastischen Korrekturanteil, muB ein, moglichst aus physikalischer Kenntnis
der im Gleitlager wirksamen Mechanismen abgeleiteter Ansatz M, gewéhlt
werden. In diesen Ansatz kdonnen eventuell nichtmechanische MeBgréBen wie
Oltemperatur oder Oldruck eingehen. Wenn nur geringe Informationen iiber
den Charakter der Nichtlinearitdten vorliegen, sollten allgemeine Potenzreihen-
ansitze in den Verschiebungen und Geschwindigkeiten gewahlt werden. Diese,
der Messung nicht zugdnglichen ZustandsgréBen x., X, xg und Xg liefert
das Modell M, .

Die Parameter des Modellansatzes M, werden aus der Beobachtung von
AusgangsgroBen des Modells M, geschédtzt . Voraussetzung fiir die Formu-
lierung von Schéitzgleichungen ist die Kenntnis einer Empfindlichkeitsbezie-
hung zwischen den BeobachtungsgroBen Y!:A und den Parametern a. Weil
algorithmische Strukturen, in die das Riickfiihrungsmodell implementiert
wird, von der konkreten Form des Modells M, unabhéngig bleiben miissen,
werden die Empfindlichkeitsfunktionen zundchst nur flir die SteuergréBen
formuliert. Das heiBt, daB wahrend der Zeitintegration in jedem Zeitschritt



- 63 -

eine Matrix berechnet wird, die die Empfindlichkeit der AusgangsgréBen von
M, beziiglich aller SteuergrdBen beschreibt. M, liefert in jedem Zeitschritt
neben dem Steuervektor auch die Matrix ihrer partiellen Ableitungen nach
den Parametern. Das Produkt beider Matrizen ergibt die gesuchten Em-
pfindlichkeitsfunktionen.

Finite-Element-Modell

Eigenwertldsung

Zeitintegration ZustandsgréBen Nichtlineares
SteuergroBen- SteuergréBen Modell der
empfindlichkeit unbekannten
Empfindlichkeits- e Paft"am?tﬁl:-’t Systemkomponenten
funktionen emptindlichkel
Schétzgleichungen M,
18sen
M,

Bild 4.2: Aufteilung der Funktionen des Riickfiihrungsmodells. Die algorith-
mische Struktur des linken Teils ist modellunabhdngig.

Die Abweichungen zwischen beobachteten und prognostizierten Systemaus-
gangsgroBen setzen sich aus verschiedenen Anteilen zusammen, die nicht
nur aus den Parameterunsicherheiten des zu schitzenden Ergdnzungsmo-
dells herrithren. Dabei handelt es sich um unbekannte SteuergréBen und
Anfangswerte oder um MeBrauschen. Diese Anteile miissen entweder solche
statistischen Eigenschaften besitzen, daB die Parameterschédtzungen durch
sie nicht verzerrt werden oder sie miissen ebenfalls geschatzt werden. Zu-
nidchst soll nur der Fall freier Schwingungen und gemessener Anfangswerte
betrachtet werden, so daB eine Optimierung des Giitefunktionals bezliglich
der Parameter geniigt (vgl. Gin. 2.3.18 bis 2.3.23):

p
ol D ayy T
Q- y-de) yMyR) =0 (4.11)
aa k=1 ()a
p
£k yM - gemessene AusgangsgréBen
yf - mit Hilfe des Modells

vorhergesagte AusgangsgroBen
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Zur Berechnung der Empfindlichkeitsfunktionen der AusgangsgroBen werden

zundchst die Empfindlichkeiten der modalen ZustandsgréBen bestimmt:

0upe1 _ 992k dPp)
S = HZ_ St * G, 3a (4.12)
a a a
DK+ H, Dy + G, Fyy
99 9%k . 9%k (‘)‘Pl*k Pk ¢l
c)a1 c)a2 aax «-)a1 r)a2 ‘)ax
o4 . d
a _qﬂS_ : a %1k
Doy = ‘):.31 i Fp = da,
Lf)_qu ....... Amic L‘)_‘P;:x.k_ ....... 0Pl
c)al c)ax J c)a1 ‘)ax _

m - Anzahl der Moden
x - Anzahl der Modellparameter

Die Ableitung der zeitlichen Anderung cb}* der Erganzungskrafte nach den
Modellparametern a; kann wegen der linearen Approximation innerhalb eines
Zeitschritts aus den Empfindlichkeitsbeziehungen der Ergédnzungskrifte
selbst abgeleitet werden:

- * * *
Fiir die numerische Berechnung der Schatzgleichungen ergibt sich daraus
die Notwendigkeit, die in einem Zeitschritt berechneten Empfindlichkeiten
nur fiir den Folgeschritt einmal zu speichern. Die weiteren Empfindlichkeits-
werte folgen aus der aktuellen Ableitung der Ergédnzungskrafte nach den
Parametern und rekursiv aus den Empfindlichkeitswerten des vergangenen
Zeitschritts. Die partiellen Ableitungen werden an der Stelle der jeweils vor-
liegenden Parameterschdtzwerte berechnet. Zur Berechnung der Empfindlich-

keit der AusgangsgréBen kann die Gl. 4.10 zugrunde gelegt werden:
p

a oy a . a a
D, = _a;k_ = C®¢ [Fo 4 *T(H, D, + G, Fyy )] (4.14)
\ aV'
Dzk+1

Die Matrix F:k folgt aus der Beziehung 4.9 und enthélt die Ableitung der Er-
gdnzungskrédfte nach den Parametern. Sie wird nur beriicksichtigt, wenn

zum Ausgangsvektor Beschleunigungen zdhlen.
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Teilsystemmodell M,

r abab ol ZZ7Z7 ababg
/ e +/' : . Z—
G z71] T

+ &

K ¢'Zl' [
: ~z

7/~

VLY L

nichtlineares
Erganzungs-
system M,

A%
“

Pk )'DA+
System '
i@  |Parameter-
t2s2222222] schétzung
H,. G, - Ubertragungsmatrizen ; Q, - modale Verschiebungen
E. T' - Transformationsmatrizen zur ; und Geschwindigkeiten
Berechnung der Beschleunigungen ; xg, - physikalische
® - Modalmatrix ; ZustandsgroBen
C, - Beobachtungsmatrix ; yM - MeBwerte
pz - Steuervektor zum Zeitpunkt t,, Y ModellausgangsgroBen

Bild 4.3: Struktur des RlUckfUhrungsmodells.

4.2, Modellvarianten

4,2.1 Aligemeines

Die Messung von AnfangsgrdBen kann in der Regel nur mit groBem Aufwand
realisiert werden. Die Bedeutung falscher Anfangswerte ist zwar bei der
Auswertung von Langzeitmessungen unter stationarer Erregung gering, fir

Schitzungen aus transienten Schwingungen ist sie aber entscheidend. Zur
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Beriicksichtigung unsicherer Anfangsbedingungen bei der Parameterschit-
zung bestehen zwei Méglichkeiten:

1. Die modalen Anfangswerte werden in die Schédtzung einbezogen . Die-
se Methode ist einfach zu realisieren, vergroBert aber die Schitz-
matrix unter Umstdnden erheblich und damit die numerischen
Schwierigkeiten bei der Lésung der Schitzgleichungen. Unsichere
SteuergroBen bleiben unberiicksichtigt.

2. Die Parameterschidtzung wird mit einer Zustandsschdtzung durch
Beobachter oder Kalman-Filter verbunden.

4.2.2, Parameter- und Anfangswertschitzung

Wenn die Versuchsbedingungen so gestaltet werden kdnnen, daB keine dus-
seren unbekannten SteuergroBen auftreten, liefert auch die erste Methode
haufig gute Ergebnisse. Sie wird bevorzugte Anwendung bei Problemen mit
einer die Zahl der Anfangsbedingungen Ubersteigenden Anzahl von Modellpa-
rametern finden. Angesichts der Vielzahl der physikalischen Freiheitsgrade
eines realistischen Strukturmodells kann nur die Schdtzung der wesentlich
geringeren Zahl modaler Anfangswerte in Frage kommen. Der Parameter-
vektor a wird dazu um die modalen Anfangsbedingungen q, und-q, erginzt.
Die Sensitivitatsgleichungen lauten dann:

*
Maksr _y 92k, q P2k 9z (4.15)
‘)qzo z ‘)qzo z ‘)qzk ‘)qzo
q . a5, 9
Do+ = (Hy + G, Fp0) D2

Die Anfangswertempfindlichkeiten werden also in dhnlicher Weise wie die
Parameterempfindlichkeiten bestimmt. Wichtig ist, daB die Berechnung wie-
der rekursiv erfolgen kann und daher nur die partiellen Ableitungen der Er-
génzungskrifte nach den aktuellen ZustandsgréBen innerhalb eines Zeit-
schritts berechnet werden miissen. Es folgt daraus wieder die Empfindlich-
keit der AusgangsgroBen bezliglich der modalen Anfangswerte:

P
q 9y q q q q
D2, = ﬁ& = C®, [FS D%+ *T (H,+ G, F, % D% (4.16)
Z0 ~ - J
Do

Die Schatzgleichungen k&nnen nach einer Taylorlinearisierung der Aus-
gangsgroBen abgeleitet werden (s.a. Kapitel 2.3):

Yk (a+ha,qy*Aq,) ~ y. (a.qy) + Dy Aa + DY Aq, (4.17)
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T T -1 T
Aa Zn: [D" p}, D} DY ] f D €,(a.4,)
= aq.T g (4.18)
M e ]| |3 87 ema

Die Sensitivititsmatrizen D) werden nach der Gleichgewichtsiteration in je-
dem Zeitschritt berechnet (s.a. Bild 4.4).

4.2.3 Parameterschitzung In Yerbindung mit Kalman-Zustandsschidtzungen

Die zweite Methode vermeidet die Erweiterung des Parametervektors und
verbindet statt dessen die Schitzung der Parameter des nichtlinearen Er-
ganzungssystems mit einer Zustandsschdtzung des linearen Teilsystems im
Vorwiértszweig. Diese Methode besitzt vor allem den Vorteil, daB die Ab-
héhgigkeit der geschatzten AusgangsgrdBen von den Anfangswerten nach
Ablauf der Einschwingzeit des Zustandsschadtzers verschwindet und sie zu-
dem auch einen Ansatz zur ldentifikation nichtlinearer Systeme unter sto-
chastischer Erregung darstellt. Ein weiterer Nachteil der ersten Methode
wird ebenfalls vermieden, der darin besteht, daB sich die Zustandstrajekto-
rien des Modells bei fehlerhaften Modellparametern mit fortschreitender
Zeit immer weiter von den tatsachlichen Trajektorien des Systems entfer-
nen. Da die ZustandsgrdBen von M, wesentlich die AusgangsgroBen des
nichtlinearen Systems M, bestimmen, konnen extrem fehlerhafte Zustands-
trajektorien zu qualitativ verschiedenen Steuerungen fiihren, aus denen nicht

mehr auf die erforderliche Parameterkorrektur geschlossen werden kann.

In der nachfolgenden Beschreibung wird zur Zustandsschatzung ein modales
Kalman-Filter verwendet, ebenso wére auch ein Zustandsbeobachter denk-
bar. Bei einer Zustandsschdtzung werden, wie in Kapitel 2.4 beschrieben,
MeBwerte benutzt, um die ZustandsgréBen einer Modellpradiktion zu korri-
gieren. Die Residuen von gemessenen und berechneten AusgangsgréBen
kénnen iber den gesamten Zeitverlauf durch ein entsprechendes Filterde-
sign (Kalman-Filter) nahezu beliebig klein gehalten werden. Wenn der Filter-
formulierung das exakte Systemmodell zugrunde liegt, gilt dies auch fiir die
ZustandsgroBen, andernfalls nur approximativ. Natiirlich miissen die Ein-
griffe des Filters in der Ableitung der Empfindlichkeitsfunktionen beriick-
sichtigt werden, weil das Modell durch die Zustandsschdtzung wesentlich
modifiziert wird. Die Zustandsschitzung beinhaltet eine Riickfiihrung der
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MeBwerte innerhalb des Teilsystems M,, d.h. nur M, wird durch das Filter
modifziert. Die "duBere” Rickfiihrung der ZustandsgroBen uber M, bleibt
davon unberiihrt.

Im folgenden werden zur Zustandsschdtzung die klassischen Kalman-Fil-
ter-Gleichungen verwendet, obwohl deren Ableitung auf der Voraussetzung
linearen Systemverhaltens gegriindet ist und die Systemmatrizen ebenfalls
bekannt sein soliten. Fiir das Teilsystem M,, auf das die Zustandsschdtzung
angewendet wird, trifft diese Annahme in vollem Umfang zu. Die Steuerun-
gen durch das Teilmodell M, werden als bekannte deterministische Steuer-
gréBen betrachtet, die allerdings mit den ZustandsgréBen "rlickwirtskorre-

liert” sind.

Die optimale Zustandsschatzung, wie sie in den Kalman-Filter-Gleichungen
realisiert ist, lduft in zwei Stufen ab:

1. Pradiktion der Zustands-/AusgangsgroBen auf der Basis vergangener

Zustandswerte und bekannter deterministischer EingangsgréBen.

2. Verbesserung der Préddiktion durch eine Bewertung der Ausgangsre-

siduen liber Verstarkungs- oder Kalman-Matrix K, ;.
Im vorliegenden Fall der modalen Systembeschreibung bedeutet das:
modale Pradiktion: qgk+1 =H,q,,+ Gz‘P;k( PR S (4.19 a)
Zustandsverbesserung: @, 4 = quk+1 +KialyM -C®qB ) (419 b)
mit Qfker = P2k Az lpke) + T qgkﬂ (4.19 c)

Die beiden Schritte kénnen durch Einsetzen von Gl. 4.19 a und ¢ in 4.19 b

zusammengefal3t werden:
azk+1= (I-K,, Co®TOHH q, +(1-Kyy C, 0TV G ‘pz*k( 8y QoK)

+ Kisy (Y1 - C@¢ o) (4.20)
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Mit den Abkiirzungen

Doy = (I-Kpy Cs®, T (4.21 a)

Hoker = TerHz o Ggpey = ke G, (4.21b,c)
Qg1 = Kisy (Ymi - Co® o4y (4.214d)

folgen daraus die verbesserten Ausgangsgleichungen, jetzt mit zeitvarianten

Ubertragungsmatrizen:

Firr = C®s [ 0w *T (Hpuii@yp* G g @k * Tokar)] (4.22)

Die Anteile qz;kﬂ und Ezk“ miissen nur im Fall gemessener Beschleunigun-
gen beriicksichtigt werden. Die Kalman-Gainmatrix Ky ., wird entsprechend
der in Gl. 2.4.3 angegebenen Beziehung berechnet:

Keo; = A%, (C.OJT[ C@ P, (C.@9T+R] (4.23)
R - Kovarianzmatrix des MeBrauschens
Die Kovarianzmatrix Py ,, der Zustandsschatzfehler ist hier:
Prsr = (1 - Ky Cg @) PR, (4.25)

und die Kovarianzmatrix Pktl der Pradiktionsfehler:

Pk:w = Hypey Pisy Hypn+ Q (4.26)
Q - Kovarianzmatrix des Eingangsrauschens

Die Parameterschdtzung lduft analog zu dem in den Gleichungen 4.12 bis
4 .14 angegebenen Schema ab, jetzt allerdings unter Verwendung der Matri-
zen nach GI. 4.21 b,c. Dem Bild 4.4 ist zu entnehmen, daB die Kalman-Ma-
trizen und die zeitvarianten Ubertragungsmatrizen nur einmal zu Beginn
eines Zeitschritts berechnet werden. Bei ausreichendem Speicherplatz ist
es auch méglich, diese Matrizen flir den gesamten Zeitverlauf vorzuberech-
nen, was insbesondere von Vorteil ist, wenn aufgrund der Parameteriteration
mehrfache Zeitintegrationen notig sind. Wegen der Aufteilung des Systems
in M, und M,, sind die Matrizen von den, wahrend der Iteration verdnderten,

Parametern unabhéangig.
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Der Berechnungsschritt zur Ricktransformation der modalen in physikali-
sche Koordinaten kann sehr zeitaufwendig sein, vor allem weil er innerhalb
der Zeitschrittiteration aufgefiihrt wird. Es ist sinnvoll, diese Transforma-
tion auf die tatséchlich bendtigten -zur Steuerung von M, oder zum Ver-
gleich mit MeBwerten- Systemfreiheitsgrade zu beschridnken.
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Bild 4.4: Ablaufdiagramm der wesentlichen Berechnungsschritte einer Para-
meterschdtzung mit dem Rlickfiihrungsmodell in Verbindung mit einer

Kalman-Filterung.
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5. Ddmpfung mechanischer Strukturen

5.1 Allgemeines

Die Entwicklung des Riickflihrungsmodells folgte priméar aus dem Forsch-
ungsziel, einen Ansatz zur Identifikation von nichtlinearen Dampfungs-
mechanismen in groBen mechanischen Strukturen zu entwickeln. Einen
Schwerpunkt sollten Reibungsmechanismen bilden, die durch verteilte Reib-
modelle, wie das Masing-Modell, beschrieben werden kénnen. Fiir diese
Modelle muBte eine Beschreibungsform gefunden werden, die eine Implemen-
tierung innerhalb des Riickfiihrungskonzeptes als Teilmodell M, gestattet
(s. Kapitel 4), was vor allem die Mdglichkeit zur Berechnung der Empfindlich-
keitsfunktionen fiir alle Parameter beinhaltet. Das iterative Schéatzverfahren
zur Bestimmung der Parameter, das im Rahmen der Riickfiihrungsidentifikation
verwendet wird, benotigt Startwerte, die durch ein Verfahren zur Bestim-
mung amplitudenabhéngiger dquivalenter linearer Parameter nach Kapitel 3.1
bestimmt werden konnen. Voraussetzung dafiir ist auBerdem eine analytische
Korrespondenz zwischen dquivalenten Frequenzen oder Dampfungen und den
Masing-Modellparametern, abhéangig von einem AmplitudenmaB. Diese Be-
ziehungen werden, wie auch die erforderliche Formulierung der Dampfungs-
kraft und der Parameterempfindlichkeit des Masing-Modells, in diesem Kapitel
abgeleitet. Zuvor werden in knapper Form die bekanntesten Dampfungsmodelle
diskutiert, um den Stellenwert und die speziellen Eigenschaften des Masing-

Modells im Kontext mit hdufiger angewendeten Modellen zu verdeutlichen.

Die Standsicherheit und Gebrauchsfihigkeit von Tragwerken oder die Be-
triebssicherheit von Maschinen sind vielfach davon abhéngig, daB eine Akku-
mulation von Energie, die Wind, Bodenbewegungen oder Antriebe in die Systeme
einleiten, begrenzt werden kann, indem Energie dissipiert oder in angekoppelte
Systeme abgestrahlt wird. Alle Prozesse, die bei einem Schwingungsvorgang,
also einem periodischen Energieaustausch zwischen verschiedenen Energie-
speichern, eine irreversible Umwandlung von kinetischer Energie oder Form-
dnderungsenergie in andere Energieformen bewirken oder zu einem Energie-
strom iiber die Grenzen des Systems fiihren, werden unter dem Begriff der
Schwingungsdampfung zusammengefaBt.
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Eine Diskussion der Dampfung erfordert zundchst eine Unterscheidung der
verschiedenen Problemstellungen, die eine Untersuchung von Diampfungs-
phinomenen motivieren. Im ingenieurwissenschaftlichen und -praktischen
Bereich sind das vor allem

1. Parametrische wund nichtparametrische Identifikation der

Dampfung oder Dampfungsmessung.
2. Modellierung.
3. Prognose des Dampfungsverhaltens von neu entworfenen

Konstruktionen.

Sowohl die parametrische Identifikation als auch die Prognose setzen Mo-
dellvorstellungen von den in einer Struktur oder einem Material wirksamen
Dampfungsmechanismen voraus. Wiahrend in der Systemidentifikation das
Modell verwendet wird, um aus der Beobachtung des Verhaltens des Sy-
stems, d.h. der Messung von AusgangsgrdBen, die wahrscheinlichsten
Dampfungsparameter zu schatzen, dient es in der Prognose zur Schétzung
der AusgangsgroBen oder ihrer Extremwerte auf der Basis geschatzter Pa-
rameter. Ddmpfungsbeobachtung und -vorhersage stellen sehr unterschied-
liche Anforderungen an ein Modell, so daB nicht notwendigerweise, wie hdu-
fig gefordert, ein optimales Modell existiert, das beiden Problemstellungen
gerecht wird. Folglich reicht die Bandbreite der Dampfungsmodelle von kom-
plexen Werkstoffmodellen iiber phinomenologische Hysteresemodelle [So-
rokin 1955] bis zu rein empirischen Dampfungsformeln [Jeary 1986].

Unter Dampfung ist zundchst -ohne eine Modellvorstellung von den ursichli-
chen Mechanismen- nur eine Verlustleistung zu verstehen, die im Kontext
des jeweiligen realen Schwingungsvorgangs betrachtet werden muB. Jede
objektive, d.h. nicht modellgebundene, Dampfungsidentifikation muBte das
Ziel haben, diese Verlustleistung zu messen, also Dampfungskrafte und zu-
geordente Verschiebungen, um im ndchsten Schritt durch den Vergleich mit
SystemzustandsgréBen GesetzmaiaBigkeiten erkennen und adidquate Modelle
formulieren zu kdnnen. Dampfungskrifte sind aber im Vergleich mit den
Tragheits— und Riickstellkraften von kleiner GroBenordnung und konnen, mit
wenigen Ausnahmen, nicht unmittelbar gemessen werden. Man ist statt des-
sen gezwungen, zur nichtparametrischen Dampfungsmessung integrale
GroBen zu verwenden, bei periodischer Erregung die Verlustarbeit Wy der
Dampfungskrafte und bei freien Schwingungen die Amplitudenabnahme. Bei-

de GroBen werden in der Regel auf einen Schwingungszyklus bezogen, die
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Verlustarbeit zudem auf die maximale Formé&nderungsenergie. Das Damp-
fungsvermdégen eines Materials oder einer Struktur wird somit durch die im
allgemeinen amplitudenabhédngigen, dimensionslosen GréBen Verlustfaktor

und logarithmisches Dekrement charakterisiert:

W
Verlustfaktor: ¢ = —d- (5.1.1)
2nU

Wd - Verlustarbeit in einer

Schwingungsperiode

U - maximale Formanderungsenergie
logarithmisches Dekrement: & =1In ) (5.1.2)
x(t+T)

x(t) - kinematische Gro6Be
T - Schwingungsperiode

Die Kraft-Weg-Beziehungen von Systemen mit Dissipation zeigen bei zyk-
lischen Verformungen eine Hysterese, deren Flachinhalt der Verlustarbeit

Wy entspricht.

Der Verzicht auf die Beobachtung des Weges, auf dem ein Energieentzug
bewirkt wird, reduziert natirlich erheblichdie Mdglichkeit zur Einsicht in die
physikalischen Mechanismen der Dampfung. Diese Mechanismen kdnnen nur
mit Hilfe struktureller Modelle aufgedeckt werden, die aufgrund von Voriiber-
legungen und Analysen der physikalischen Zusammenhdnge aufgestellt und

durch Systemidentifikation iterativ verbessert werden.

Fiir die Modellierung von Dampfungsursachen und -phdnomenen gelten prin-
zipiell die gleichen Grundsdtze wie fir die Systemidentifikation allgemein,
vor allem muB im Zusammenhang mit den eingangs genannten unterschied-
lichen Problemstellungen betont werden, daB ein Modell wesentlich durch
seinen Zweck bestimmt wird. Generell kann man zwischen Modellen unter-
scheiden, die einen Ddmpfungsmechanismus im physikalischen Sinn mdglichst
realistisch nachbilden und solchen, die global die Wirkungen unterschiedlicher
Mechanismen mdglichst einfach approximieren. Die physikalischen Modelle
dienen vorrangig zur Erforschung von Dampfungsursachen und unterstiitzen
beispielsweise die Identifikation. Die Anpassung strukturell ungeeigneter
Modelle erfordert hdufig eine wesentlich héhere Modellordnung, und damit eine
groBere Anzahl von Parametern, als das physikalisch zutreffende Modell,
etwa die Approximation einfacher Nichtlinearitdten durch Volterrareihen.
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AuBerdem vermindern bereits im Experiment verwendete nichtphysikalische
Modelle die Aussagekraft von Versuchsergebnissen, da die Versuchsbedin-
gungen in diesem Fall ebenso die Parameterschétzung beeinflussen wie der
Forschungsgegenstand (Werkstoff, Konstruktionselement) selbst. Wird bei-
spielsweise eine Struktur im wesentlichen durch trockene Reibung geddmpft
und durch ein Modell mit frequenzabhidngigen Parametern beschrieben, die
in Versuchen mit monofrequenter periodischer Erregung ermittelt wurden,
dann kdnnen die Dampfungsverhiltnisse bei, hdufig realistischer, polyfre-
quenter Erregung (Vibrationslinearisierung) vollig unzutreffend eingeschitzt
werden [Ottl 1981, Bandstra 1983]. Etliche Ddmpfungsuntersuchungen aus
der Vergangenheit haben nur sehr begrenzten Nutzen, weil bei der Inter-
pretation von MeBergebnissen zu einfache, bereits prognoseorientierte,
Modelle unterstellt wurden. Flir die Identifikation ist daher zu fordern, so-
weit als moglich physikalische Modelle zu verwenden, deren Parameter nicht
durch duBere Bedingungen relativiert werden. Aus diesen Modellen kdnnen
fur Spezialfdlle -harmonische Erregung oder freie Schwingungen- durchaus
einfachere Formulierungen abgeleitet werden, die rechentechnischen Be-

diirfnissen besser entsprechen.

Das Hauptproblem der Dampfungsprognose besteht in der Vielzahl von
Dampfungsmechanismen, die gewdhnlich in realen Strukturen wirksam sind.
Die Schwingungen eines Fernmeldeturms werden beispielsweise durch das
Dampfungsvermodgen der Werkstoffe Stahl und Beton und ihres Verbunds,
des Bodens, der Ein- und Anbauten sowie der umgebenden Luft beeinfluBt.
Ebenso verwickelt konnen die Dampfungsverhiltnisse an einer Werkzeugma-
schine sein, bei der Energie an den Kontaktflachen von Maschinenteilen und
im Werkstoffgefiige dissipiert oder von Blechverkleidungen als Schall und
iiber das Fundament in den Boden abgestrahlt wird. Die Einflisse k6nnen nur
schwer quantifiziert werden, weil sie zum Teil ungenligend erforscht sind
oder weil die Dampfungsparameter nur mit erheblicher Varianz angegeben
werden kénnen und zudem wé&hrend der Lebensdauer eines Bauwerks oder
einer Maschine nicht konstant sind. Die Dampfung von Stahlbeton beispiels-
weise, die noch ausfiihrlicher diskutiert wird, ist wesentlich durch die Risse
in den Zugspannungszonen des Betons beeinfluBt, deren Umfang und Ort
nicht genau vorhersehbar sind. Als ein weiteres Beispiel kdnnen die Ver-
schraubungen von Konstruktionsteilen angegeben werden [Ottl 1981, Gaul
und Bohlen 1987], die durch die reibungsbehaftete Bewegung der Kontakt-
flichen gegeneinander dampfungswirksam sind. Die GroBe der Reibungs-
kriafte ist von der AnpreBkraft der Verschraubung und der Beschaffenheit
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der Oberflachen abhingig, also Einflissen, die durch Korrosion, Temperatur
und andere Einwirkungen Verénderungen unterworfen sind. Diesem Sachver-
halt tragen stochastische Systemmodelle Rechnung. Aus der Bedingungen
der Dampfungsprognose kann man schlieBen, daB sie in vielen Fillen anstelle
einer realistischen Beschreibung des Strukturverhaltens nur einen Grenz-

wert liefern kann.

5.2 Klassifizierung von Dampfungsmechanismen

Eine reale Struktur besitzt eine Vielzahl unterschiedlicher Dadmpfungsquellen.
Ein Teil der gesamten Energiedissipation kommt durch Mechanismen zu-
stande, die zwischen Strukturelementen (Bauteile, Anbauten, Lager) wirken
oder durch Interaktion der Struktur mit der Umgebung (umgebende Luft,
Boden, Abstrahlung von Energie). Diese Ursachen werden haufig als Struk-
turddmpfung bezeichnet, widhrend die auf Materialebene wirksamen Mecha-
nismen unter dem Begriff der Materialddmpfung zusammengefaBt sind. Die
in der Regel nicht unmittelbar beobachtbaren physikalischen Mechanismen
im mikroskopischen und submikroskopischen Bereich filhren zu meBbaren
makroskopischen Phdnomenen, wie charakteristischen Hysteresen oder Ab-
klingkurven, deren Auspragung vom Schwingungstyp abhangt (Tabelle Ala
und b). Ausfiihrliche Darstellungen von Dampfungsursachen finden sich bei
Lazan [1968], Crandall [1970], Bert [1973], Nashif u.a.[1985] und
ottl [1985].

physlkalische Ursachen

Materialddmpfung Strukturdampfung

flissige Reibung
trockene Reibung
Plastifizierung
Mikrorisse
kristalliner Schlupf
thermoelastische Effekte

magnetoelastische Effekte

Reibung mit umgebenden
Medien (Luft, Wasser)
Bodenddampfung
Wellenausbreitung
Lagerreibung
Reibung in Fligestellen

diskrete Dampfer

Tabelle 5.1a: Klassifizierung der wichtigsten physikalischen Ddmpfungsursachen.
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Beobachtbare Ddmpfungsph&nomene

Schwingung Phanomen

statische Hysterese

zyklisch dynamische Hysterese

Form der Frequenzgangortskurve
Dispersion

Form der Einhiillenden

transient Dispersion

Ubertragungseigenschaften
stochastisch Lo
statistische Momente der Systemantwort

Tabelle 5.1b: Klassifizierung beobachtbarer Ddmpfungphdnomene.

2.3 Modelle

5.3.1 Allgemeines

Die Beriicksichtigung von Dampfungswirkungen auf Materialebene hat zur
Folge, daB der Spannungszustand eines Korpers nicht mehr allein von den
aktuellen Verzerrungen, sondern von seiner Verzerrungsgeschichte ab-
hangt. Man unterscheidet Materialien mit nachlassendem Ged&achtnis -der
EinfluB von Verzerrungen klingt mit der Zeit ab- und solche mit perfektem
Gedichtnis. Zur ersten Gruppe zidhlen die viskoelastischen Stoffe, deren
Kennzeichen ein frequenzabhdngiges Dampfungsverhalten und eine dynami-
sche Hysterese ist. Sie sind auBerdem geeignet, Phdnomene wie Kriechen
und Relaxation zu beschreiben. Elastoplastische Stoffe besitzen ein perfek-
tes Gedichtnis, das heiBt, eingepragte Verzerrungen bleiben zeitunabhidngig
erhalten und werden nur, unter bestimmten Voraussetzungen, von nachfol-
genden Verformungen aufgehoben. Sie zeigen demzufolge auch bei sehr
langsamen zyklischen Verformungen eine Hysterese. Stoffmodelle mit per-
fektem Gedichtnis eignen sich zur Beschreibung von Setzungsvorgangen in
Boden, trockener Reibung zwischen makroskopischen Strukturelementen
oder von Verfestigungseffekten.

Die im folgenden angegebenen Beziehungen zwischen Spannungen und Deh-
nungen kdnnen fir die Betrachtung der Dampfung auf Strukturebene auf
Kraft-Verformungsbeziehungen libertragen werden.
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5.3.2 Viskolelastische Modelle

Zur Beschreibung der Dissipationsvorgédnge in Materialien werden ilberwie-
gend lineare viskoelastische Stoffgesetze verwendet, insbesondere das Kel-
vinmodell (Bild 5.1), das auch als Vergleichsmodell fir andere Ddmpfungs-
ansitze dient. In manchen Anwendungsfillen geniigt es, das Dampfungsver-
halten durch einen Parameter zu beschreiben, wie im Kelvinmodell durch den
Viskositdtskoeffizienten b, wenn das Niveau der Spannungs- und Dehnungs-
amplituden, sowie das Frequenzband genligend beschrankt bleiben. In diesem
Sinne wird mit dem Kelvinmodell haufig Dampfung in der einfachsten Form
approximiert.

Die Beschreibung mechanischer Kontinua als Kelvinkérper flihrt, nach einer
Ortsdiskretisierung, auf das in der Berechnung bequem zu handhabende
Differentialgleichungssystem (Bezeichnungen s. Anhang B1):

MX(D+Dx(t) + Kx(t) = plt) (B1.1)

Um solche Systeme mit den Methoden der Modalanalyse I6sen zu kodnnen,
muB die Dampfungsmatrix D durch die Matrix ® der reellen Eigenvektoren
diagonalisierbar sein. Von Caughey [1960] wurde als Voraussetzung ange-
geben, daB D als Linearkombination von Potenzen der Massen- und Steifig-
keitsmatrizen darstellbar sein muB:

m .
D = MXo[M!' K] (5.3.2.1)
i=o

Einen Spezialfall dieser Matrizenreihe stellt die Rayleighdampfung dar, bei
der nur die Koeffizienten a, und aq von Null verschieden sind. Wenn die Be-
dingung nach Gl. 5.3.2.1 nicht erfiillt ist, beisplelsweise weil die zu be-
schreibende Struktur diskrete Dampferelemente besitzt, muB das quadratische
Eigenwertproblem gelost werden, das auf komplexe Eigenvektoren fiihrt.

Zur Betrachtung eines groBeren Frequenzbereichs muB das Kelvinmodell
moglicherweise durch ein mehrparametriges Modell ersetzt werden (Bild 5.1).
Allgemein konnen lineare viskoelastische Stoffe durch die Beziehung

m g n die
,Z:oqi'd_?r = Ié)pi——tr (5.3.2.2)

6 - Spannung
e - Dehnung
q;, p; - Stoffkonstante
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beschrieben werden [Fliigge 1967]. Nach einer Laplacetransformation folgt
daraus, verschwindende Anfangsbedingungen vorausgesetzt, die Ubértragungs-
beziehung zwischen Spannungen und Dehnungen im Bildbereich:

Q(s) c(s)» = P(s) e(s) (5.3.2.3)
m .
Q(s) Zais’
ge(s) = B(e) ofs) = ol o(s) = G(s) o(s) (5.3.2.4)
s ip;s'
¥ ° Maxwell - 1 1
O—VWWLEI:—O G,(m) ='k— Gz(m)=-b—m—
Modell
’_MW Kelvin-
k | Tt — k -sb
o— —o | (Voigt-) G,(w) " Ty oia? Gz(w)=k—2+b2—w2—
bEE Modell
k2 Poynting- | G(w) = | _;z_ Gzﬁ) = .
—o | Thomson- | k, +w?b2 —k; b g eb( +h)
K
K, b Modell k2 + Pb2(1 +—E-12-)2 k2 +w?b2(1 +T%)2

Bild 5.1: Einfache viskoelastische Ersatzmodelle und ihre Ubertragungs-
funktionen G(w) = G,(w) + i G,(w) im Frequenzbereich.

Wegen der Ahnlichkeit von Gl. 5.3.2.4 mit der Hookschen Spannungs-Dehn-
ungsbeziehung ist fiir G~ auch die Bezeichnung "komplexer Elastizitdtsmo-
dul” gebriuchlich.

Wenn ein viskoelastisches Material durch einen Spannungssprung

Zeitbereich: o (t) =1 (t > 0); Bildbereich: oe(s) =

belastet wird, resultiert daraus die zeitverdnderliche Verzerrung

t
ew= £ {La)n = rt) o(0)+ofc(t) il (5.3.2.5)

Diese Beschreibung der Verzerrungsantwort, oder im umgekehrten Fall der
Spannungsantwort auf einen Dehnungssprung, als Faltungsintegral der Last-
geschichte mit den Sprungantworten r(t), wird als Gedachtnisintegraldar-

stellung bezeichnet.
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Bei einer harmonischen Erregung
olt) = g, ejot

antwortet das lineare viskolelastische System mit dem ebenfalls harmoni-
schen Dehnungszeitverlauf e(t). Aus der Ubertragungsfunktion G(w) kdnnen
Amplitudengang g, (w) und Phasenverschiebung ¢(w) zwischen e(t) und o(t)
berechnet werden.

Glo) = Gilw) + j G,(w)
go(0) = |/G2(w) + G2 (0) (5.3.2.6)
G,(w)
= 22097
pl(w) arctan G, (0)

Die Dampfungsarbeit in einem Schwingungszyklus folgt aus der Integration
der Leistung P(t) lber eine Periode:

P(t) = Re{o(t)} Re{&(t)} =-03 w[G,(w)cosut sinwt +G,(w) cos?wt]
T
Wy = [P()dt = -m 62 G,lw) (5.3.2.7)
o]
Die Verlustarbeit ist also von der zweiten Potenz der Spannungsamplitude
abhingig und dem I[maginérteil der viskoelastischen Ubertragungsfunktion

proportional. Im einfachsten Fall des Kelvinkérpers steigt der Verlustfaktor
¢ danach linear mit der Frequenz an:

- wb
) 2
L ) _ mog b w
dissipierte Arbeit Wy = 2 + b2 o?
maximale Form- U =Lkez= 1y 62 (G2 + G2(w))
anderungsenergie 3 k& = 3 ko (Gile) 2(©)
W
Verlustfaktor g = — = L (5.3.2.8)
2n U k

In der normierten modalen Schwingungsgleichung

§() + 2 E wy q(t) + 02 q(t) = 0
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ist b =2E8w, und k= w?
€ - modales DampfungsmaB
(E= 1 kritische Dampfung)
2§ o, ®
= QFL
¢ w% w g o

Fir stationdre Schwingungen mit 0 = w, gilt

b= 2¢
Aquivalente modale DampfungsmaBe anderer Diampfungsmodelle werden
daher auch nach der folgenden Beziehung bestimmt:

b o Wy
e=L - o4 (5.3.2.9)

Die Frequenzcharakteristik der Dadmpfung nach Gl. 5.3.2.8 war h&ufig AnlaB
fir Kritik am Kelvinmodell als Aquivalenzmodell, weil flir Strukturen iiber-
wiegend frequenzunabhidngige Verlustfaktoren festgestellt worden sind. Zu
verbesserten Modellen gelangt man unter anderem durch komplexere visko-
elastische Formulierungen, imdem man an eine gemessene Dampfungscharak-
teristik im Frequenzbereich die Parameter von G(w) anpaBt. Bestimmte modell-
abhéngige Relationen zwischen q; und p; miissen allerdings beachtet werden, um
kausale Modelle zu erhalten [Fliigge 1967]. Es sind aber auch nichtkausale An-
sédtze gebrduchlich, besonders das sogenannte Strukturddmpfungsmodell, das
auf einen frequenzunabhéngigen Verlustfaktor fiihrt, und daher das oft beob-
achtete Dampfungsverhalten von Strukturen sehr einfach anndhert. Die fre-
quenzabhingige komplexe Steifigkeit des Kelvin-Modells

Ek = k + jb&)
wird durch eine komplexe Konstante ersetzt:
Es =(1+jh)k (56.3.2.10)

Das entspricht einem zur Frequenz umgekehrt proportionalen Viskositdts-
beiwert b und hat somit eine frequenzunabhangige Dampfungscharakteristik
zur Folge (Gl. 5.3.2.8). Das zur Beschreibung stationdrer Schwingungen von
Strukturen nitzliche Dampfungsmodell kann transiente Schwingungen nicht
physikalisch richtig nachbilden [Crandall 1970]. Unter anderem von Brono-
wicki [1980] und Gaul u.a. [1985]werden physikalisch konsistente Nihe-
rungen angegeben.
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Die Hinzunahme weiterer Feder- und Dampferelemente zu den Grundmodellen
nach Bild 5.1 verbessert zwar die Anpassungsmdglichkeiten an gemessenes
Dampfungsverhalten, erschwert aber sehr die Handhabung der Modelle und ist
daher zur Anwendung auf reale Strukturen nicht mehr geeignet. Einfachere
Formulierungen erhdlt man bei der Verwendung einer gréBeren Anzahl ein-
facher Anordnungen, beispielsweise paralleler Maxwellelemente (Bild 5.2).

Die dynamische Kraft in einem Maxwellelement ist
Fi (t) = ki yi(t) ; bi 9i(t) + ki y(t) = bi x(t)

Nach einer Laplacetransformation folgt daraus

Yi(s) = —— X(s) s
s+
I

Im Zeitbereich entspricht diese Beziehung einer Faltung (Operator *) der
Schwinggeschwindigkeit mit einer Exponentialfunktion:

kI k
- 5 t - t
yi) = x(t) * e | = bfi((t-t) e | dt
t -k
Fi() = Kk ofi((t-‘r)e b dr

Die Gesamtkraft des Elements setzt sich aus der Summe der Anteile aus N
Maxwellstrangen und der parallelen Feder zusammen. Die Bewegungsglei-
chung eines einfachen Einmassenschwingers lautet in diesem Fall:
k
) : NS 5t
m X+ ko x(+ [ (X ke ) x(t-1) dt = f()  (5.3.2.11)
0 i=

Eine Anpassung an gemessene Dampfungseigenschaften kann durch die 2N
Parameter k; und b; vorgenommen werden. Fir eine Systemidentifikation
sind solche Modelle allerdings aufgrund der mdéglicherweise groBen Parame-
teranzahl ebenfalls nicht gut geeignet. Man kann die konzentrierten Modell-
parameter aber auch durch verteilte Parameteransédtze ersetzen. Innerhalb
von Intervallen (k.,k,) und (b,,by) wird dann eine kontinuierliche, durch ei-
ne Funktion ®(k,b,a) beschriebene Parameterverteilung gewéahlt. Der Vektor
a umfaBt die Parameter der Verteilungsfunktion. Ein solches Modell geht
auch durch N — o aus dem diskreten Modell hervor. Anstelle einer Vielzahl
von konzentrierten Parametern muB nur noch die wesentlich geringere Zahl
von Parametern der Verteilungsfunktion identifiziert werden.
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Bild 5.2: Biotmodell

Von Neubert [1963] wurde ein Biotmodell zur Beschreibung von Material-
dampfungen verwendet. Die Steifigkeit k; ist bei diesem Modell in allen
Stringen konstant, widhrend die Viskositat, beschrieben durch die Zeitkon-
stante T=k/b; eines Maxwellstrangs, innerhalb eines Intervalls (T¢, Tp) ver-
teilt ist. Die Eigenschaften des Modells werden wesentlich von der Haufig-
keit ®(T) bestimmt, mit der einzelne Viskositdten im Modell auftreten. Neu-
bert wihlte eine konstante Haufigkeitsverteilung

T, . _
®(T) = (In =1
T,
und‘erzielte damit innerhalb des Intervalls (Ty, T2) eine fast konstante
Dampfungscharakteristik.

Bei Dampfungsuntersuchungen realer Strukturen werden an Stelle der ellip-
sendhnlichen Hysteresen der linear-viskoelastischen Modelle oft Hysteresen
mit Spitzen in den Umkehrpunkten gemessen. Diese Hystereseform kann auf
Mechanismen mit perfektem Geddchtnis hinweisen, sie ist aber auch durch
nichtlineare viskoelastische Stoffmodelle reproduzierbar. Die Anwendung
eines kubisch-viskosen Stoffgesetzes auf Schwingungsprobleme einfacher
Strukturen wurde von Luz [1966] untersucht. Mottershead und Stanway
[1986] geben einen Identifikationsalgorithmus zur Schitzung der Parameter
n und ¢, von Ddmpfungsgesetzen mit der Abhédngigkeit der Ddmpfungskraft
von hoheren Potenzen der Schwinggeschwindigkeit an:

dx(t))n
dt

Fd = Cn(
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5.3.3 Modelle mit trockener Reibung

Bei der Beriicksichtigung trockener Reibung als Dampfungsursache geht man
iiberwiegend von der Modellvorstellung aus, daB der Bewegung eine ge-
schwindigkeitsunabhingige Ddmpfungskraft Fy entgegenwirkt:

% = H Sign X (5.3.3.1)

Das Reibelement mit dieser Eigenschaft wird mit einer Feder in Serie oder
parallel geschaltet. Die Gleitreibungskraft ist bei realen Reibungsvorgingen
in der Regel von der Haftkraft H verschieden und von einer charakteristi-
schen Normalkraft abhéngig:

Fg = uFy
Der Reibungskoeffizient ¢ wiederum, der im allgemeinen konstant angenom-

men wird, kann auch geschwindigkeitsabhdangig sein. Die Reibungsmodelle
werden aber, mit wenigen Ausnahmen, unter der Annahme verwendet:

FG = H =const
k
. A

Kraft F 1 Kraft F

Haftkraft H

Verformung x Verformung x

a) b)

Bild 5.3: Reibmodelle und ihre Hysteresen, a) Prandti-Modell, b) Coulomb-
Modell
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Ein zweiparametriges Reibmodell kann nur sehr begrenzt die realen physi-
kalischen Vorgdnge nachbilden. Bei einem Einmassenschwinger mit einem
Prandtl-Element, d.h. mit Feder und Reibelement in Serienanordnung [Ti-
moshenko 1940], existiert beispielsweise nach Uberschreitung der Haftkraft
des Reibelements keine Begrenzung der Verformung bei ansteigender Kraft.
Das Modell eignet sich zur Beschreibung von Setzungs- oder Versagensvor-
gdngen und wird zur Modellierung von Reibungsvorgangen praktisch nur mit
einer zusditzlich parallel geschalteten Feder verwendet. Wenn ein solches
Modell eine nennenswerte Dampfungswirkung besitzen soll, muB die Haft-
kraft geniigend groB sein und daraus folgend auch die Federsteifigkeit k, des
Prandtl-Elements, da sonst die Haftkraft bei der Verformung nicht erreicht
wird. Das hat die Konsequenz einer ausgeprédgten bilinearen Steifigkeits-
charakteristik des Elementes zur Folge.

Bei einer Parallelschaltung wird dagegen der Schwinger bis zur Uberschrei-
tung der Haftkraft blockiert und eine Bewegung der Masse ist in dieser
Spanne nicht moglich. Dieses Phanomen tritt nur bei verformungsgesteuer-
ter Bewegung nicht auf. Wéhrend im Fall eines diskreten reibungsbehafte-
ten Einmassenschwingers das Verhalten durchaus physikalisch korrekt be-
schrieben wird, steht es bei transienten und kraftgesteuerten Schwingungen
mechanischer Kontinua, etwa bei Einfliihrung des Coulomb-Modells auf mo-
daler Ebene, im Widerspruch zur Beobachtung. Eine bessere Ubereinstim-
mung mit der Realitat, und ein glinstigeres Modellverhalten in Simulations-
rechnungen, kann erreicht werden, wenn die Signum-Funktion (Gl. 5.3.3.1)
mit der Unstetigkeit bei x =0 durch eine stetige Funktion ersetzt wird, bei-
spielsweise durch die Hyperbeltangensfunktion:

Fq (x, x) = H tanh{(x» x) (5.3.3.2)

Eine Reihenentwicklung zeigt, daB sich das Verhalten dieses modifizierten
Reibmodells bei kleinen Geschwindigkeitsamplituden viskosem Verhalten
annahert und bei gréBeren Amplituden wieder die Charakteristik des Cou-
lomb-Modells annimmt, wobei der Ubergang durch den Parameter x be-

stimmt wird:

(xx)3 | H(xX) 3

tanh(xx ) = »xx -
anh(xx ) wX 3 15

Die beschriebene Dampfungscharakteristik kann aus dem Verlauf eines

dquivalenten linearen DampfungsmaBes in Bild 5.4 abgelesen werden.
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a) b)

Bild 5.4.: a) Ddgmpfungskraft nach Gl. 5.3.3.2 bei zyklischer Verformung fiir
Parameterwerte 0.2sxs5. b) Verlauf des dquivalenten linearen Ddmpfungs-
maBes £ iiber der Amplitude. Die Werte wurden fir transiente Schwingungen
in Simulationsrechnungen bestimmt (s.a. Gl. 5.3.4.24).

Durch das quasiviskose Verhalten bei kleinen Amplituden wird in diesem Be-
reich auch die Frequenz minimal verringert. GemdB der Beziehung

w, = mo|/1-§2

fur viskose Koérper hat die Frequenz des Hyperbeltangens-Modells den
Grenzwert

og (x= 0) = [0 - (P92 gy, = H (5.3.3.3)
Mit groBeren Amplituden néhert sich w;, wieder der Frequenz des unge-

dampften Systems an, das Steifigkeitsverhalten ist also schwach uberlinear.

Der Flacheninhalt der Hysterese des Parallelmodells unter zyklischer Bela-
stung (Bild 5.3b) entspricht der in einem Zyklus dissipierten Energie:

Wd =4 H Q
Wy __2H
Ec iU - r k2 (5.3.3.4)

Das dquivalente viskose DdmpfungsmaB . besitzt also, liber der Amplitude
aufgetragen, eine Hyperbelcharakteristik.
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5.3.4 Masing-Modelle

Das Coulomb-Modell basiert auf der Annahme der Existenz einer konzen-
trierten Reibungsquelle mit definierter Haftkraft und einer Gleitreibungs-
kraft von gleichem Betrag. Die Dampfungsverhdltnisse in realen Systemen
entsprechen in der Regel nicht diesen einfachen Vorstellungen. Vielmehr sind
die Reibungsquellen, d.h. die Mechanismen, die Energiedissipation durch
trockene Reibung verursachen, ortlich verteilt und die charakteristischen
Reibungskrafte variieren innerhalb gewisser Grenzen. In der Dampfungsfor-
schung wurden daher verschiedene Kombinationen der beschriebenen Grund-
modelle untersucht, um zu besseren Ubereinstimmungen mit beobachtetem
Verhalten zu gelangen [s. Ottl 1981]

Wie bei den viskoelastischen Modellen ist es auch hier mdglich, zu unendli-
chen Modellen iiberzugehen. Sie werden in der deutschsprachigen Literatur
als Masing-, in der englischsprachigen iiberwiegend als Iwan-Modelle be-

zeichnet.
A
a)
kl
= T TR TR TR TR TR e
H, P H P H P H P H P He
b)

i M ——
H, N H, Hy

v | v | v

Bild 5.5: Grundtypen der unendlichen Modelle. a) Parallel-, b) Reihenmodell.

Von den beiden Grundtypen, Parallelschaltung von Prandtl-Elementen und
Reihenschaltung von Coulomb-Elementen, wird im folgenden das Parallelmo-

dell eingehender untersucht. Iwan [1967] hat das Modell zur Beschreibung
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der Strukturddampfung vorgeschlagen und die Berechnung der Dampfungs-
und Rickstellkrdfte des Modells fiir periodische Erregung und konstant ver-
teilte Haftkrafte angegeben. In der hier verwendeten Form besitzen alle
Federn, mit Ausnahme der Feder im reibelementfreien Strang, die gleiche
Steifigkeit k, . Die Haftkrédfte H; liegen innerhalb eines Intervalls (n,, n,).
Die groBe Flexibilitat des Modells besteht darin, daB die Hiufigkeit, mit der
verteilte Reibvorgdnge mit unterschiedlichen Haftkriften innerhalb einer
Struktur auftreten, durch eine Verteilungsdichtefunktion ®(n) beriicksich-
tigt werden kann. Diese Modelle besitzen gegeniiber zahlreichen anderen
Hysteresemodellen den Vorteil, daB sie nur physikalisch realisierbares Ver-
halten beschreiben und damit die Mdglichkeit der Energiegenerierung
[Sandler 1978] nicht besteht.

Die Berechnung des Parallelmodells wird verformungsgesteuert vorgenom-
men, das heiBt, zu einer gegebenen Verformung wird die sich einstellende
Gesamtkraft berechnet. In einem allgemeinen Verformungszustand des Ele-
ments, wenn bereits eine Verformungsgeschichte vorliegt, tragen, auBer
der linearen Feder k,, drei Anteile zur Gesamtkraft bei (s.a. Bild 5.11):

1. Die Krafte in den momentan gleitenden Strangen.

2. Krédfte der Strdnge, in denen bereits einmal die Haftkraft er-

reicht wurde und die jetzt elastisch sind.

3. Die Krafte in den immer elastisch bleibenden Striangen

Die Strange der ersten Gruppe sind dem unteren Teil des Haftkraftintervalls
zugeordnet, die der dritten Gruppe dem oberen Teil. Die Krafte beider An-
teile kénnen durch einfache Integration berechnet werden. Der zweite An-
teil, der aus dem perfekten Gedachtnis des Modells resultiert, erschwert die
Berechnung der Gesamtkraft erheblich. Eine Uberschreitung der Haftkraft
in einem Strang hinterlaBt eine bleibende Vorspannung der zugehorigen Fe-
der, die von der Verformungsrichtung abhéngt. Bei der Berechnung der Ge-
samtkraft muB daher immer dort, wo in der Verformungsgeschichte eine
Verformungsumkehr stattgefunden hat, eine Integrationsgrenze eingefiihrt
werden. Diese Vorspannungen kdnnen auch als innere ZustandsgréBen be-
zeichnet werden, die zusédtzlich zu den kinematischen ZustandsgroBen in die
Beschreibung eines Systems aufgenommen werden miissen. Im Falle unregel-
maBiger Verformungen wird eine solche Beschreibung nur noch schwer hand-
habbar. Zur Reduzierung dieses Aufwands bestehen zwei Mdglichkeiten: Ent-
weder muB die Anwendung auf einfache Verformungsvorgiange beschrinkt
bleiben oder es muB eine nachtragliche Diskretisierung des Modells vorge-
nommen werden. In der Mehrzahl der Falle wird der erste Weg beschritten,
wobei die Betrachtung zyklischer Verformungen iiberwiegt.
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 Bild 5.6: Verlauf der Gesamtkraft des Masing-Elementes wihrend eines

Abklingvorgangs, aufgetragen iber der Verformungsamplitude.

Ein einzelnes Prandtl-Modell (s.Bild 5.3) innerhalb des Parallelmodells wird
in den nachfolgenden Ableitungen auch als "Strang” bezeichnet.

Nach einer Verformung aus dem “jungfrdulichen” Zustand in positiver Rich-
tung vom maximalen Betrag X setzt sich die Kraft im Element nur aus den
rein elastischen Anteilen der Strdnge zusammen, in denen die Haftkraft
nicht erreicht wurde

nO
Foi® = [k, x @) dn (5.3.4.1)
K, R
k, - Federsteifigkeit der Prandti-Strénge
£ - Verformungsamplitude
®(n) - Verteilungsdichtefunktion der Haftkrifte
N, - Obere Grenze des Haftkraftintervalls

und den Kréften der Strédnge mit gleitenden Elementen
k%

Fg|(’>2) = j n ®(n) dn (5.3.4.2)

Widhrend der Umkehrbewegung in Gegenrichtung kommen die Anteile der
vormals gleitenden und jetzt elastischen Strénge hinzu :

Ky, A
T(X"X) k‘ Q no

Fx) = =[n@man + [ [n-k, (& -] dn +kf£‘x ®(ndn  (5.3.4.3)
o 1%

1, A~
—2—(x-x)
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Die Hysterese bei zyklischer Verformung ist damit vollstandig beschrieben.
Auf der Basis dieser Gleichung kann auch eine &dquivalente amplitudenabhidn-
gige Linearisierung vorgenommen werden, indem die Gesamtkraft durch die
Riuckfuhrfunktion des Kelvinmodells, beispielsweise im Sinne der quadrati-
schen Fehlernorm, approximiert wird:

Futx, %) & a(®) x + b(R)x

Es ist aber auch mdglich, und dieser Weg soll hier verfolgt werden, den Ein-
fluB der Modellparameter auf das Dampfungsverhalten des Masing-Elements
fur zyklische Verformungen analytisch durch Berechnung des Verlustfaktors
zu untersuchen und so flir Schwingungen in der Eigenfrequenz zu &quivalen-
ten linearen Dampfungs- und Steifigkeitskoeffizienten zu gelangen. Dazu
miissen wieder, wie bei den zuvor beschriebenen Modellen, die Verlustarbeit
W und die maximale Forménderungsenergie U berechnet werden. Die Dissi-
pation des Masingelements wird durch jene Prandtl-Strdnge bestimmt, in
denen wihrend der Verformung die Haftkraft
H(n) = q
erreicht wird (Bild 5.7), das sind die Reibelemente, fur die gilt:

n < k, R ; X - Amplitude der zyklischen Verformung
Mit H(n) wird die aktuelle, von der Verformungsamplitude und der Lastge-

schichte abhidngige Kraft eines Prandtl-Strangs bezeichnet, der durch die
Haftkraft n gekennzeichnet ist.

S Y
— G NN S e e o R Y

Bild 5.7: Hysteresen von drei Prandt/-Strangen mit unterschiedlichen Haft-
krédften.
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Der Flacheninhalt einer Hysterese ist

Wy =47 (@%- k11) (5.3.4.4)
oder nach Substitution des Kraftparameters n durch den Verschiebungspa-
rameter u:

n=kyu

Wy u) = 4k, u®-uw (5.3.4.5)

Die Verlustarbeit im gesamten Masingelement wird durch Integration iiber
die mit ®(n) (bzw. ®(u)) bewerteten Dissipationsbetrige in den Einzelstrin-
gen berechnet:

R
WgR) = [ @ (u) Wy (u) du
0

Wy =4k [Rf@ W udu - [ @ (u u2du]
0 0
Die Formianderungsenergie wird in der gleichen Weise berechnet:
Prandtlelemente mit H(y)=n: U = 15 k, ®(u) u? (5.3.4.7 a)
Prandtlelemente mit H(n)<n: U = -12— k, ®(u) K2 (5.3.4.7 b)

Die gesamte Forménderungsenergie des Elements ist, die parallele Feder

eingerechnet:

ky

nj—

1'1‘-0
UR) = Lk, %2 + o) uldu + Lk, 22 J‘tb(u) du  (5.3.4.8)
2 0 2 1 =
x

Oy x>

Fir Auslenkungen R = —EQ
1

das heiBt ohne verbleibende rein elastische Anteile im Element, verschwindet

das zweite Integral und im ersten Integral wird die obere Integrationsgrenze

durch die des zweiten Integrals ersetzt. Mit den Abklirzungen

Bo
1
Jo = Jow du (5.3.4.9 a)
x
2
J, = Jé(u)u du (5.3.4.9 b)

R
J, = ofcp(u)uzdu (5.3.4.9 c)
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folgt flir den Verlustfaktor

Qd, - K
9 =% o Ly o= —0 (5.3.4.10)

A
<
x>

N

+
(S8

+
x>

N
—
(=}
x

Die Verteilung ®(u) wird zunachst konstant angenommen:
Do
1
b[d)(u) du=1 — &u=4 (5.3.4.11)

Die Amplitude & der zyklischen Verformung kann auf die Intervallgrenze o
bezogen werden:

R =u —;‘-10 (5.3.4.12)
Der Parameter u charakterisiert im folgenden fiir das Modell mit konstanter
Verteilungsfunktion die Verformungsamplitude. Es wird zundchst der Fall
us! betrachtet, fur den auch bei maximaler Verformung noch rein elastische

Anteile im Element verbleiben:

= - ux _ _uR
Jo=1-uid =55 54,= 8- (5.3.4.13)

S . 2 _RJui-J
E (us) 5 T SR%s U+ K2,
(us?) = i (5.3.4.14)
Eu n[3(1+v) - 2ul
Fur u21 folgt:
O I SRR (5.3.4.15)
JO - ’ 1 - 2u » 2 - 3_[1:2 ed .
3p -2
=L — < 5.3.4.16
E(uz1) n[3u2v +1] ( )

Das DampfungsmaB steigt im Bereich O<u<1 monoton an und besitzt im Be-

reich pz1 ein Maximum bei

e (5.3.4.17 a)
\Y]
8@ === [v@aven +2v]" (5.3.4.17 b)
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Die Lage des Maximums wird also bei konstanter Dichtefunktion ®(u) der
Verteilung wesentlich durch die maximale Haftkraft des Elements beein-
fluBt. Der Betrag des Dampfungsmaximums kann durch das Verhiltnis der
Federsteifigkeiten

k
v = ?Q (5.3.4.18)
1

bestimmt werden. Im Grenzfall v=0, das entspricht einem Modell ohne pa-
rallele Feder, beschreibt das Element elastoplastisches Verhalten mit voll-
stindigem FlieBen bei p=1. Ein Dadmpfungsmaximum existiert in diesem Fall
natiirlich nicht, das Verhalten des Elements ist nach Uberschreitung der
maximalen Haftkraft n, prinzipiell mit dem Prandtl-Modell nach Bild 5.3a

vergleichbar.

Die fiir die Dampfungscharakteristik des Masing-Elements mit konstanter
Verteilungsfunktion maBgebliche Intervaligrenze n, ist in Verbindung mit
Simulationsmodellen nur schwer identifizierbar. Hierflir eignen sich die Pa-
rameter stetiger Funktionen wegen der Differenzierbarkeit der Funktionen
wesentlich besser. Stetige Verteilungsfunktionen ®(u) mit dem Definitions-
bereich

Osu<ow
und mit der Eigenschaft

d(u > ) =0
sind daher einfacher zu behandeln. Prinzipiell geeignet ist aus diesen Griin-
den, und aus physikalischen Uberlegungen heraus ebenfalls, die Dichtefunktion
der Normalverteilung:

1 (u-1u)?

®(u) = expl - 2o2

] (5.3.4.19)
ol/2n

<|

Die zwei zusidtzlichen Parameter, Mittelwert und Streuung der Haftkrifte,
verleihen dem Element zwar fiir die Identifikation eine gréBere Anpassungs-

fahigkeit, kénnen aber bei der Parameterschdatzung Schwierigkeiten berei-

ten, weil aus der in den MeBwerten enthaltenen Dampfungsinformation drei

Parameter, die Federsteifigkeit k, eingerechnet, geschétzt werden miissen,

die moglicherweise nur eine geringe Signifikanz besitzen. Hervorzuheben

ist, daB die Funktion einen iiber den Mittelwert einstellbaren Extremwert

besitzt, und damit das Coulomb—Element mit

6— O und v << 1

physikalisch sinnvoll angendhert werden kann.
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Die Annahme, daB die Reibungsvorgange, die das Dampfungselement be-
schreiben soll, iiberwiegend durch Haftkréfte kleiner GroéBenordnung cha-
rakterisiert sind, motiviert die Wahl einer Exponentialverteilung:

®(u) = o e”*U (5.3.4.20)

Fiir diese Funktion wird wieder das &dquivalente DampfungsmaB berechnet,

um den EinfluB des Parameters a zu untersuchen:

Jg = e"o% (5.3.4.21 a)
Jy =01 - &R (1 + )] (5.3.4.21°b)
Jy=25 - e R (324 2X 4 2 (5.3.4.21 c)
[+ 4 o o
i 2 w2, 28, 2
PRl AR URC0) s M ai L)
E, (a.8) = 2 —— —
z n v Q2+ _2_2_e-ax 2 + 2X 22) + Q20K
o o o

Mit dem AmplitludenmaB X und der Abkiirzung
A= ak (5.3.4.22)
folgt daraus der Ausdruck

co e e )
g0 =2 As2re " (2rA) (5.3.4.23)

T vAZ+2-2e A(\+1)

In Bild 5.8a ist exemplarisch ein dquivalentes DampfungsmaB fiir das Modell
mit konstanter Verteilungsdichtefunktion lber der Anfangsamplitude einer
abklingenden Schwingung aufgetragen. Die Ergebnisse wurden in Simulations-
rechnungen Uber einen Schwingungshalbzyklus aus dem logarithmischen
Dekrement $* bestimmt:

*
9* = In(- 240k ;oo -d (5.3.4.24)
x(%) ‘T i;nzh‘}*?
Die DdmpfungsmaBe E1 stimmen qualitativ mit den liber die Gl. 5.3.4.14/16
bestimmten MaBen E, Uberein, die Abweichungen der Betrége sind aus den
unterschiedlichen Kriterien der dquivalenten Linearitdt zu erkldren.
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Das Bild 5.8b zeigt den Verlauf einer aquivalenten Kreisfrequenz in Abhin-
gigkeit von der Amplitude, der ebenfalls nach der Halbzyklusbedingung be-
rechnet wurde. Aus dieser Kurve kann die Eigenschaft der Unterlinearitit
der Masing-Elemente abgelesen werden, die flir die realistische Nachbil-
dung des beobachteten Verhaltens von Strukturen sehr wesentlich ist.
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a) b)
Bild 5.8: a) Aquivalentes DdampfungsmaB fiir ein Masingelement mit konstan-
ter Verteilungsdichtefunktion und v=1 in Abhédngigkeit von der Amplitude u.
Kurve 1 - Transiente Schwingung, Kurve 2-Zyklische Verformung. b) Ver-
héltnis der dquivalenten Frequenz zur Frequenz des ungeddmpften Schwin-
gers (transiente Schwingung).

Fir geringe Dampfungen kann auch ndherungsweise eine &dquivalente Kreis-
frequenz durch die Gleichsetzung von kinetischer und potentieller Energie

eines Einmassenschwingers berechnet werden:

1 292 -y
> m W~ X
oy - EZO .. VZzu
o, (R) = ]/ =5 = o V "y (5.3.4.25)

w, - Frequenz des Schwingers ohne
Masing-Element
Fiir groBe Amplituden gilt:

UR =) =5 koR?

und damit

0 (8> o)l=0
z 0
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Wenn, wie bisher angenommen, die Verteilungsfunktion normiert ist (Gl.
5.3.4.11), speichert das Masing-Element bei sehr kleinen Amplituden die
1/v-fache Forménderungsenergie der parallelen Feder k, (s.a. Gl. 5.3.4.7 ).
Die Frequenz ist in diesem Fall

Man beachte, daB diese Eigenschaften unabhédngig von der Verteilungsfunk-

tion sind.

E,(v.2) [%]

25.0 2.5

Bild 5.9: Aquivalentes lineares DdmpfungsmaB £,(v,A) fir Elemente mit
Exponentialverteilung der Haftkridfte (Gl. 5.3.4.23). 0.25<v<2.5, 0<A<25.

Unterlineares Verhalten mechanischer Korper resultiert haufig aus der
Gleitung von kraftschlissig verbundenen Struktur- oder Materialelementen
relativ zueinander, nach der Uberschreitung einer Grenzspannung. Weiter
zugefiihrte mechanische Arbeit wird nicht in Formédnderungsenergie umge-
setzt, sondern dissipiert. Beispiele hierfiir sind Plastifizierungen, Gleitungen
verschraubter Strukturknoten oder der Verbund von Bewehrung und Beton
in Stahlbetonbauteilen. Das Masingelement kann prinzipiell sowohl die aus
diesen Vorgangen resultierenden Steifigkeitsanderungen als auch die damit
verbundene Dissipationsmechanismen modellieren. Derzeit eignen sich die
Modelle allerdings wegen der haufig nicht quantifizierbaren Einflisse auf die
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betrachteten Mechanismen nur bedingt zur quantitativen Prognose des Ver-
haltens von Strukturen, sondern eher fiir qualitative Simulationsstudien und
zur Systemidentifikation.

Die Identifikation von nichtlinearen Systemen kann, wie in Kapitel 4 gezeigt,
besonders effizient mit Simulationsmodellen vorgenommen werden, weil
diese Methode nur lokale Linearisierungen in der Umgebung von Zustands-
trajektorien erfordert, die ,im Gegensatz zu globalen Linearisierungen, den
Charakter der Nichtlinearitdt nicht verfidlschen. In eine fiir diese Zwecke
geeignetere Form kann auch das Masingmodell iiberfiihrt werden, wenn inner-
halb des Haftkraftintervalls (n,,n,) eine Diskretisierung mit konstanter
Subintervallbreite An vorgenommen wird. Gegeniiber den unmittelbar diskret
aufgebauten Ersatzmodellen besitzt diese Vorgehensweise den Vorteil, daB
die Parameteranzahl, dhnlich wie bei den Biotmodellen, wesentlich geringer
ist. Zur Charakterisierung des Dampfungsverhaltens von Strukturen oder
Materialien eignet sich zudem eine Verteilungsfunktion besser als Vielzahl
unabhédngiger Parameter.

H(x,n) ¢

®(n)
\ ‘I>(r]) Grenzlinie
J i

=1
W,ﬁx \
@ ()

Hi,, &)
Hi(x)

—a A f—

Y ¥ T T Y v ¥ Y T

M Tiwg Mo~ Mm+1

\J

Bild 5.10: Diskretisierung des Masing-Elements.

Der Verformungszustand innerhalb des Elements wird durch eine stiickwei-
se lineare Funktion H(n) beschrieben und deren Parameter durch die Ordi-
naten der Intervallgrenzen H ; (x) ausgedriickt. Der Beitrag eines Subinter-
valls (n;, nj4,) zur Gesamtkraft betrégt
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Nj o+
H. -H;
Fag (X) = I[Hi (x) + (n-n;) 'H(Z)n L (x) 1 ®(n) dn ; (A.3.4.26 a)
n;
i = 0,1,2,....m
n; =i An
H; (x) = H(x,n;)
m - Anzahl der Subintervalle
m
FM(x) = ¥ FMI (x) (5.3.4.26 b)

I =1

Diese Beziehung gilt fiir alle, durch die H; (x) gekennzeichneten Verform-
ungszustidnde des Elements. Die inneren ZustandsgrdBen H; (x| ) konnen in
der Simulation sehr einfach rekursiv berechnet werden:

Hi (=) + kg (= xp2q)s IHjOxdl¢omy

H; (x) = { (5.3.4.27)

n; sign (xy = Xy ), IH; (¢l 2 m;
Dabei wird vorausgesetzt, daB die Verformungsberechnung des ibergeord-
neten Strukturmodells, dessen Bestandteil das Masing-Modell ist, inkremen-
tell (Index k) vorgenommen wird. Aufgrund der angenommenen Linearitit
von H(n) innerhalb eines Subintervalls ist auch folgende physikalisch not-
wendige Bedingung erfiillt:

H(n) < q fir n; <1 < ngy,
Bei der Berechnung der Kraftanteile treten Integrale der Form
Mi+1 M+

P, = _f ®(n) dn und Q; =f n®(n) dn (5.3.4.28)
n; ny

auf. Mit diesen Abkiirzungen folgt aus Gl. 5.3.4.26 a fiir einen Anteil Fy,; (x):

. J

S 1 ,
Pt 00 = HiDPy(1+) - = ;] Hi,,,k[a Q; -iP;] (53.4.29)

7

und fiir die Gesamtkraft des Elements:

Fax) = hT ¢ ; (5.3.4.30)

.
i
| — |
.IXI
2%
—
L =3
1
o
“ >
;o
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Wenn die Subintervallbreite An geniigend klein gewé&hlt wird, kann auch ®(y)
stiickweise linear angendhert werden. Die Integrale vereinfachen sich ent-

sprechend:
. )
P; 'A_.q(q’l @y
Q =2l + L)+, (- + 1 (5.3.4.31)
| I 2 6 1 +1 2 3
_An 1 1
Fami ‘T[Hiq’i +'5""'i+1‘l’i + '2—'Hi+1‘bi *Hi 0y ]

Die Beziehung zur Berechnung der Gesamtkraft lautet dann im Fall eines

zeitdiskreten Systems:
Fag () = bl kgxp I, _1) AAn) ®(a) (5.3.4.32)

a - Parameter der Verteilungsdichtefunktion
A (An) - Diskretisierungsabhingige Koeffizienten-
matrix entspr. Gl. 5.3.4.31

Die Schreibweise hI(k,,xklxk_1 ) verdeutlicht, daB der innere Zustands-
vektor auBer von der aktuellen Verformung auch von der Verformungsge-
schichte abhingig ist. In dieser Form kann das Dampfungsmodell unmittelbar
zur ldentifikation mit dem spater beschriebenen Riickfuhrungsmodell ver-

wendet werden.

Fiir eine Identifikation mit einem Simulationsmodell werden die zeitabhingi-
gen Empfindlichkeitsfunktionen der Elementkréfte bendtigt. Die Empfindlich-
keiten der Parameter der Verteilungsfunktion sind einfach zu bestimmen,
weil der Vektor ® im allgemeinen -analytische Verteilungsfunktionen vor-

ausgesetzt- analytisch differenziert werden kann:

LRV s (5.3.4.33)
c)a| 0 al

Die Krafte mehrerer, eventuell modal in die Systembeschreibung eingefiihr-
ter Masing-Modelle, werden im Vektor f,, zusammengefaBt. Die Empfind-
lichkeitsfunktionen des Vektors bilden dann die Matrix D} :

a_fMl(=Da
J0 a k
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Bis hier unterscheidet sich die Behandlung von Elementen des Masing-Typs
bei der Identifikation, auch stellvertretend fiir andere Elemente mit Unste-
tigkeiten, nicht von der einfacher, analytischer Dampfungsfunktionen ohne
innere ZustandsgroBen. Die Berechnung der den Parameter k, betreffenden
Empfindlichkeit erfordert dagegen eine andere Behandlung, weil die ent-
sprechende Information in dem rekursiv berechneten Vektor h) der inneren
ZustandsgroBen enthalten ist. Die Anderung der Kraft Fuk in einem Zeit-
schritt kann durch die nichtlineare Zustandsdnderung Ahj, ausgedriickt

werden:

Fuk = Faket *AFge = h-l;-l +Ah-L__‘) Ad®(a)
OF ohl _ o(AhT)
Ok . Dk, k) A ®(a)
d k, d k, 9k,

0 R, - o (Ahy )

_ 9 Rkt k A ®(a) (5.3.4.34)
d k, d k,

Wenn innerhalb des Masing-Elementes die Haftkraft n; bei einer Verformung
zu Beginn eines Zeitschritts schon erreicht ist und im betrachteten Zeit-
schritt keine Verformungsumkehr stattfindet, liefert das Vektorelement h;,
natiirlich keine Information lber den Steifigkeitsparameter k, und die Em-

pfindlichkeitsfunktion ist

dAhy 0

d k,
Andernfalls &ndert sich die durch h; _, ausgedriickte Kraft um einen von
dem Parameter k, und dem Verformungsinkrement Ax, abhdngigen Betrag

und die Empfindlichkeit zum Zeitpunkt t, ist:

dAh;

—r)—k—us = A xy
Nach der Gleichgewichtsiteration in jedem Zeitschritt der Simulationsberech-
nung sind die Verformungsinkremente bekannt und die Matrix der Empfindlich-
keitsfunktionen kann, nach dem fiir einen Matrixkoeffizienten angegebenen
Schema in Gl. 5.3.4.34, rekursiv berechnetet werden. Zur Klarstellung wird
noch einmal darauf hingewiesen, daB aufgrund der digitalen Simulation als
gewahlter Strukturberechnungsmethode, nur Zustandsdnderungen zu dis-
kreten Zeitpunkten betrachtet werden. Um mit diesen Beziehungen eine
Systemidentifikation durchfiihren zu kénnen, muB eine geeignete System-
formulierung gefunden werden, in der die Empfindlichkeitsfunktionen zur
Parameterschatzung verwendet werden koénnen. Diese Formulierung wurde

in Kapitel 4 abgeleitet.
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Bild 5.11: Verformungszustidnde des Masing-Elementes, a) nach einer Aus-

lenkung, die die bisherige Lastgeschichte “l6scht”, b) und c) spdtere Zu-
stinde wihrend eines Abklingvorgangs. Die Ziffern 1-3 kennzeichnen die
Bereiche: 1 - momentan gleitend, 2 - momentan elastisch, 3 - bis zur mo-

mentanen Verformung immer elastisch.



- 102 -

6. Anwendungen des Ruckfuhrungsmodells
Beispiel 1: Masing-Element mit exponentiell vertellten Haftkriften

Fir die Diskussion der Eigenschaften des entwickelten Identifikationsver-
fahrens und den Vergleich der verschiedenen Varianten wird zundchst eine
einfache Simulation eines nichtlinearen Mechanismus, der durch zwei Para-
meter bestimmt ist, gewdhlt. Eine mechanische Struktur, deren Gestalt und
physikalische Eigenschaften aufgrund einer modalen Einfiilhrung des Mecha-
nismus nicht ndher beschrieben werden muB, wird im ersten Mode durch ein
Masing-Element mit exponentiell verteilten Haftkrdften gedampft (s. Kap.
5.3.4). Die simulierten MeBwerte einer AusgangsgroBe werden von normal-
verteiltem Rauschen uberlagert.

Modellparameter:

ModalgroBen : Eigenfrequenz w, = 1.0055¢ ;gg
Eigenvektorkomponente ¢, = 0.0312
Masing-Element: Verteilungsparameter a = 10.0
Federsteifigkeit k= 1.0 (v=10)
Diskretisierungsintervall n, = 1.0
An = 0.05

e e s o aa e s oa e s e v e e e @ e naate e e e ee e ee e e

R A
Al L ST 5\/ .................. ﬁw,}km[sac]

Bild 6.1: Modellierung verteilter trockener Reibung als modale Ddmpfung mit
einem Masing-Element: Zeitverlauf der Verschiebung eines Systemknotens.
Zundchst wird eine transiente Schwingung untersucht, um die Mitschdtzung
der Anfangswerte mit dem Schdtzverfahren mit kombinierter Kalman-
Filterung vergleichen zu kdnnen.
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Anfangswerte Qo = 0.312 ¢ y,=10.0 ; q,,=0.0
Varianz des MeBrauschens 03 = 0.25
Zeitschrittweite At = 0.10 sec, 100 MeBwerte

Die Parameter des Masing-Elements werden fiir die Identifikation mit dem
Riickfilhrungsmodell vorgeschdtzt und mit einem Newtonverfahren iterativ

verbessert.
‘ 0
lineares _ylL
+ s Yk, a
unge cCo, (—X. 3,
dampftes Z
- System

q.9

Bild 6.2: Unterteilung des nichtlinearen Systems.

Zunichst wird die Konvergenz des Verfahrens untersucht, wenn die An-
fangsbedingungen q, und g,als bekannt vorausgesetzt und somit lediglich die
beiden Parameter a und k, des Masing-Elementes geschitzt werden. Die in
der Schitzung zum Aufbau von Hessematrix und Gradient ben&tigten Empfind-
lichkeitsfunktionen der AusgangsgroBe beziiglich der Parameter unterscheiden
sich um etwa eine GroBenordnung (s. Bild 6.4 a und b). Die Sch&atzung wird da-
her durch eine Skalierung der Hessematrix (Kap. 2.3.5) deutlich stabilisiert.

Aus Bild 6.3, das den Verlauf der Parameterfehler g, und g, sowie den Aus-
gangsfehler e . wéhrend der lteration zeigt, kann die rasche Konvergenz der
Schidtzung abgelesen werden.

o - o o - o

€y = —'jgﬁl-xwo[%]; €o = —-Lgﬂwao[%]
PR

s,.=—-—';— x 100 [%]
Yy

Die Startwerte der Parameter wurden bei allen folgenden Schéatzungen
gleich gewéhlt:

Exo = *50 % g = "25 %
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Der verbleibende Parameterfehler ( gqs = -0,5 %, g5 = 0.6 % ), der nach 5
I[terationen nicht weiter reduziert werden kann, ist auf das iiberlagerte
MeBrauschen zuriickzufiihren, ohne das Rauschen konvergieren die Parame-

ter gegen die exakten Werte.

%]
20

[terationen

Bild 6.3: Verlauf der Parameterfehler und des Ausgangsfehlers wdhrend der
iterativen Schdtzung. €,5 = -0.5%, €5 =+0.6%.

Mit der folgenden Schédtzung wird das Konvergenzverhalten bei extrem un-
scharfen Anfangsbedingungen untersucht:

ep = 04022 x 100 [2] 5 e = -150%
Die Parameterschatzungen der ersten Iteration sind in solchen Fillen un-
brauchbar, weil sie auf vollig willkiirlichen Zustandstrajektorien basieren
und zudem die AusgangsgrtBen bei transienten Schwingungen in der Regel
empfindlicher bezliglich der Anfangsbedingungen sind als in Bezug auf die
Parameter. In Kapitel 4 wurden die moglichen Wege diskutiert, trotzdem zu
brauchbaren Parameterschdatzungen zu gelangen. Die erste Méoglichkeit ist
die Einbeziehung der Anfangswerte in die Schdtzung. Wegen der groBen
Anfangswertempfindlichkeit der Ausgédnge kann es giinstiger sein, in den
ersten [terationen nur die Anfangswerte zu verbessern und die Parameter
erst hinzuzunehmen, wenn das FehlermaB nicht weiter reduziert werden

kann.
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Bild 6.4: Empfindlichkeitsfunktionen der AusgangsgrdBe beziiglich der Para-

meter a und k,.

[%] ] ) v,
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Bild 6.5: Fehlerverlauf bei unbekannten Anfangsbedingungen.e,;=-0.8%,
Eie="0.-4%, €,4="0.1%.
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Aus dem Fehlerverlauf in Bild 6.5 ist zu entnehmen , daB die Parameter erst
nach wesentlicher Verbesserung der Anfangsverschiebung konvergieren,
dann aber &dhnlich genau geschatzt werden wie in der ersten Schitzung
nach Bild 6.3. In der Regel vergroBert aber eine gréBere Parameteranzahl
-wie hier durch die Anfangsbedingungen- die Varianz der Parameterschit-

zung, wie in Kapitel 2 gezeigt wurde.

Die alternative Lésung des Parameterschatzproblems iiber eine kombinierte
Zustandsschdtzung mit einem Kalman-Filter wird im folgenden untersucht.
Das Bild 6.7a zeigt den Verlauf der geschédtzten und der vorgegebenen Aus-
gangsgr'dBe bei fehlerhaften Parametern. Das Kalman-Filter korrigiert die
falschen Anfangswerte schon nach wenigen Zeitschritten, so daB auf der
Basis der geschédtzten Zustandstrajektorie als Voraussetzung fiir die Para-
meterschatzung ein realistischer Verlauf der nichtlinearen Dampfungskraft
und der Empfindlichkeitsfunktion berechnet werden kdnnen. Aus dem Fehler-
verlauf in Bild 6.6 ist die rasche Konvergenz der Parameter ablesbar. Die
Berechnung der Schatzgleichungen wird erst nach dem Einschwingen des
Filters gestartet, in diesem Beispiel nach den ersten 25 MeBwerten.

Es wire voreilig, aus diesen guten Ergebnissen auf eine Uberlegenheit der
kombinierten Zustands- und Parameterschédtzung fiir alle Anwendungsfille
zu schlieBen. Der Vorzug des Filters -die Erzielung korrekter Zustandstra-
jektorien als Grundlage einer korrekten Berechnung der AusgangsgréBen
des nichtlinearen Teilsystems- kann ebenso in einen Nachteil umschlagen,
weil die gute Anpassung der AusgangsgréBen mit einer reduzierten Em-
pfindlichkeit beziiglich der Parameter verbunden ist. Das bedeutet, je besser
das Filter imstande ist, gravierende Modellfehler zu kompensieren, desto
geringer wirken sich die Parameterdanderungen auf das FehlermaB aus und
desto groBer ist folglich die Varianz der Schatzwerte.

[%] . E
20 \ /
3,
15 \
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Bild 6.6: Fehlerverlauf bei der Schatzung mit Kalman-Filterung.
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Ungiinstig ist bei Schatzungen auf der Basis transienter Schwingungen mit
Zustandsschdtzern auch der Verlust der notwendigen Einschwingphase der
Filter, weil in dieser Phase die groBten Ausgangsamplituden auftreten und
damit bessere Signal-Rausch-Verhiéltnisse vorherrschen. Die Schitzung
wird in den Bereich mit hdheren Rauschanteilen verschoben. Das erklirt
den, in der grafischen Darstellung nicht erkennbaren Unterschied der sta-
tiondren Fehler von g. = 0.24% ohne Kalman-Filter gegeniiber £.=0.47% mit
Filter. Das verwendete FehlermaB ist im Ubrigen bei Verwendung eines Zu-
standsschédtzers nur bedingt als ein MaB flir die Giite der Parameterschit-
zung zu verwenden, weil die Anndherung der geschédtzten AusgangsgréBen
an die MeBwerte durch entsprechende Wahl der Kovarianzmatrizen Q und R
in weiten Grenzen beeinfluBt werden kann. Aussagekréaftig ist nur der Feh-

lerverlauf wihrend der Iteration bei konstanten Kovarianzmatrizen.

et

- J20 U e e e
. \ . . , . : ; . . . ;
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Bild 6.7: Verlauf der gemessenen und’der mittels Kalman-Filter geschédtzten

AusgangsgréBe, a) mit fehlerhaften Parametern des Masing-Elementes,
b) mit geschédtzten Parametern.
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Die Schdtzung kann mit einer modifizierten Bootstrap-Methode durchge-
filhrt werden, indem nach der beschriebenen Parameterschidtzung mit kom-
binierter Zustandsschatzung die Anfangswerte allein geschatzt werden, was
meistens unproblematisch ist, wenn fiir die Parameter schon gute Ndherun-
gen vorliegen. Rickwaértsfilterungen, das heiBt Schdtzungen mit invers for-
mulierten Filtern (mit Zeitumkehr), sind ebenfalls denkbar, wurden vom Au-

tor in Verbindung mit dem Riickfiihrungsmodell aber nicht erprobt.

Ein weitere Alternative ware, das Kalman-Filter nach dem Einschwingen
"abzuschalten”, in der Vermutung, daB korrekte ZustandsgrdBen vorliegen,
vergleichbar mit der Schéatzung unter der Annahme bekannter Anfangsbe-
dingungen. Das Kalman-Filter liefert aber nicht die exakten ZustandsgréBen,
sondern ihre Schatzungen mit minimaler Varianz. Wegen des groBen Ein-
flusses der Anfangsbedingungen auf die Zustandstrajektorien, den die zwei-
te Schitzung (s.o.) gezeigt hat, filhrt diese Vorgehensweise in der Regel zu

merklich verzerrten Parameterschitzungen.

Nun soll die Identifikation unter stochastischer Erregung untersucht wer-
den, die fiir die Untersuchung realer Systeme besonders bedeutsam ist und
die das Rickfiihrungsmodell prinzipiell ermdéglicht, wenn das Simulationsmo-
dell durch Kopplung mit einem Kalman-Filter in der Lage ist, den nicht prog-
nostizierbaren stochastischen Trajektorien des Systems zu folgen. Bild 6.8
zeigt den Zeitverlauf einer Systemanwort. Zunidchst wird angenommen, da8
der Zeitverlauf der Kraft bekannt ist, also mit einer regellosen determini-

stischen Kraft gerechnet wird.

Yk

Bild 6.8: Zeitverlauf der Systemantwort unter stochastischer Erregung.
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Die Parameter der Simulation werden geringfiigig verédndert:
Zeitschrittweite: At =0.25 sec
Einschwingphase: n, =100 MeBwerte
Schatzung: n, = 400 "

In Bild 6.9 ist der Fehlerveriauf dargestellt. Die Parameter konvergieren, wie
zu erwarten, sehr rasch. Eine Simulation ohne Kalman-Filter wiirde, liber einen
solch langen Zeitraum, auch bei bekannten Anfangsbedingungen zu schlecht-
eren Ergebnissen filhren, weil geringe Ungenauigkeiten in den MeBwerten der
Erregung divergierende Trajektorien nach sich ziehen. Fiir die Identifikation
unter Laborbedingungen ist die meBbare, regellose Erregung aufgrund der breit-
bandigen Anregung und beliebig langen MeBzeiten meistens optimal.
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Bild 6.9: Fehlerverlauf wdhrend der Schédtzung mit Kalman-Filterung und

bekanntem Zeitverlauf der Erregung.

Die Annahme unbekannter Erregung, die den Bedingungen der Freifeldmes-
sung entspricht, offenbart nun ein Dilemma der Kalman-Filterung, wenn sie
als Unterstiitzung einer Parameterschatzung nichtlinearer Modelle dienen
soll. Im Gegensatz zur Schédtzung linearer Modelle, die wesentlich schwichere
Anforderungen an das Erreichen der korrekten Zustandstrajektorien stellen,
muB das Kalman-Filter hier , trotz unbekannter SteuergrdBen, den tatsach-
lichen Systemtrajektorien so gut folgen, daB die nichtlinearen Funktionen und
die Gradienten mit hinreichender Genauigkeit berechnet werden kénnen. Folgt
das Filter aber zu gut, d.h. sind die Eingriffe des Filters zur Korrektur der
Zustandsschidtzwerte gegeniiber dem Pradiktionsanteil dominant, ist aus den
Ausgangsfehlern, die ja die Parameterschdtzung steuern, die Systemdynamik
nicht mehr erkennbar, d.h. die ModellausgangsgroBen werden zu gering-
empfindlich beziglich der SchétzgroBen.



Bild 6.10: MeBwerte und Schdtzwerte der AusgangsgroBen bei unbekannter
Erregung.

Dementsprechend sind die Schatzwerte auch auf der Basis wesentlich ldn-
gerer MeBzeiten, es wurden 2000 Beobachtungswerte verwendet, erheblich
ungenauer als bei den bisher vorgestellten Ergebnissen. Bei gleichen Vor-
schitzungen wie in den obigen Beispielen konnte nur eine grobe Anndherung

erreicht werden:

Eye = 11.55 %

as
Es = ~17.34 %

Anzumerken ist aber, daB die ldentifikation linearer Ergdnzungsmodelle,
beispielsweise von Steifigkeitsmatrizen, unter unbekannter Erregung zu gu-
ten Ergebnissen gefilhrt hat.

In diesem Anwendungsbeispiel wurde gezeigt, daB mit dem Riickfilhrungs-
modell nichtlineare Mechanismen auch unter der Voraussetzung unbekannter
Anfangsbedingungen und verrauschter MeBwerte identifiziert werden kon-
nen. Die ZustandsgroBen, die zur Berechnung des Einflusses der unbekannten
Komponenten zu jedem Zeitpunkt bekannt sein miissen, wurden entweder lber
eine, zur Parameterschdtzung simultane Anfangswertschidtzung bestimmt,
sowie alternativ Uber eine Zustandsschitzung mittels Kalman-Filter.
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Beispiel 2: Identifikation einer lokalen Nichtlinearitit

Nichtlineares Verhalten mechanischer Strukturen kann durch groBe Ver-
formungen (geometrische Nichtlinearitdt) , nichtlineare Stoffgesetze (phy-
sikalische Nichtlinearitdt) oder durch nichtlineare Mechanismen in den Kon-
taktflaichen an den Verbindungsstellen von Strukturelementen bedingt sein.
H&dufig verhdlt sich ein Material nur in rdumlich sehr begrenzten Zonen hoher
Beanspruchung nichtlinear, was beispielsweise in Rahmenstrukturen zur Aus-
bildung plastischer Gelenke fiihrt. In soichen Fillen besitzt die Nichtlinearitit,
innerhalb einer sonst Uberwiegend linearen Struktur, lokalen Charakter. Ein
weiteres Beispiel einer ortlich konzentrierten Nichtlinearitit ist ein RiB inner-
halb eines Bauteils, der sich wdhrend eines Schwingungsvorgangs 6ffnen und
schlieBen kann und so die ortliche Steifigkeit wahrend der Schwingung in
weiten Grenzen verdndert [s. Zastrau 1986]. Sehr oft besitzen die Lager-
ungen von Strukturen nichtlineare Feder- und Dampfungseigenschaften, wie
die Gummifedern von Motorlagern, Gleitlager rotierender Wellen oder der Bau-
grund unter einem Tragwerk. Sie konnen teilweise ebenfalls den lokalen Nicht-
linearitdten zugerechnet werden. Eine genauere Kenntnis der Eigenschaften
dieser Elemente durch Systemidentifikation kann zur Beurteilung ‘des dyna-
mischen Verhaltens von Strukturen entscheidend sein.

In diesem Beispiel wird, exemplarisch fiir den wichtigen Fall lokaler Nicht-
linearititen, ein konzentriertes Reibelement innerhalb eines Balkenmodells
identifiziert. Ein solches Reibelement kdnnte innerhalb eines Stabtragwerks,
zur Modellierung der bei der Verformung auftretenden Reibmomente, in ei-
ner Schraubverbindung angeordnet sein und von den relativen Verdrehungen
der verbundenen Stabenden gesteuert werden. Das Reibelement in diesem
Beispiel simuliert vereinfacht die Reibungsdémpfung infolge Kriimmung in-
nerhalb eines Balkenelementes und ist von den Relativverdrehungen der Bal-
kenendknoten abhangig:

Fypm = Hisign (Xyieq = Xki)

H;

Xi; — zeitliche Ableitung der Verdrehung am Knoten i

- Haftmoment im Balkenelement i
zum Zeitpunkt k
Mit diesem Beispiel sollen noch einmal die wichtigsten Probleme verdeutlicht

werden, die sich bei der nichtlinearen Identifikation stellen und es soll die
die Losungsansdtze aufzeigen, die das Riickflihrungsmodell, verglichen mit
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moglichen Alternativansdtzen, dafir bereitstellt. Ein nichtlinearer Mecha-
nismus innerhalb einer Struktur kann oft durch ein Kraftgesetz beschrieben
werden, in das ZustandsgroBen der Struktur -im vorliegenden Beispiel X
und Xyi4,~ und Parameter -hier- das Haftmoment H;- eingehen. Wenn der
EinfluB der zu identifizierenden Komponente auf die meBbaren Ausgangs-
groBen yk‘ berechenbar sein soll, fiir eine Identifikation natiirlich Voraus-
setzung, muB ein Strukturmodell existieren, daB sowohl die korrekten
SystemzustandsgréBen zu jedem Zeitpunkt t, liefert als auch Ausgangs-
gréBen als VergleichgroBen zu den MeBwerten. VergleichsgréoBen im Zeitbe-
reich kann das Modell nur dann liefern, wenn es mit dem realen beobachte-
ten System synchronisiert ist und gegen Synchronisationsstérungen durch
ungenau gemessene SystemeingangsgroBen oder kleinere Modellfehler, bei-
des fiuhrt ohne KorrekturmaBnahmen zur Divergenz einer reinen Parallel-
rechnung, stabil ist. Das Rickfiihrungsmodell beinhaltet eine Zustands-
schitzung, die durch die Riickflihrung von Ausgangsfehlern eine Synchroni-
sierung mit dem realen System bewirkt. Eine Zustandsschitzung ohne die
hier vorgenommene Teilsystemaufspaltung wirde, wie in Kapitel 3 angedeu-
tet, immer eine sehr aufwendige nichtlineare Filterung erfordern. Auf die
durch die modale Beschreibung mdéglichen rechentechnischen Erleichterun-
gen bei Zeitintegration und Zustandsschédtzung miiBte ebenfalls verzichtet

werden.

Zur Berechnung der Empfindlichkeitsbeziehung zwischen einem gesuchten
Parameter und einer gemessenen GréBe, in diesem Beispiel etwa der Em-
pfindlichkeit dkji einer am Knoten j gemessenen Verschiebung X fir den
EinfluB des Haftmomentes H;

dyji = %%4%"
muB der zur LOsung der nichtlinearen Bewegungsgleichungen verwendete In-
tegrationsalgorithmus herangezogen werden, weil eine analytische Empfind-
lichkeitsfunktion ebensowenig hergeleitet werden kann wie die analytische
Lésung der Differentialgleichung. Im Riickfuhrungsmodell wird zur Zeitinte-
gration eine matrizielle Ubertragungsbeziehung verwendet, die auch die Be-
rechnung der Empfindlichkeiten, wie in Gl. 4.12 gezeigt, wesentlich verein-
facht. Eine solche Ubertragungsbeziehung oder Differenzengleichung stellen
naturlich auch die Gleichungen B1.11 des physikalischen zeitdiskreten Sy-
stems dar, und das Riichfilhrungsmodell konnte ohne weiteres auf der Basis
dieser Gleichungen, unter Beibehaltung aller weiteren Vorziige, auch nicht-
modal formuliert werden. Die Zustandsschdtzung wiirde aber dann, auf der
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Basis der gleichen Zahl von MeBgroBen, die Schitzung eines Vektors wesent-
lich héherer Dimension erfordern (Verschiebungen und Geschwindigkeiten aller
Systemfreiheitsgrade zu jedem Zeitpunkt). Auf die a priori Information liber
Relationen zwischen Freiheitsgraden, die in den Eigenvektoren enthalten ist,
wird dann verzichtet. Wenn beispielsweise nach der modalen Zerlegung einer
gemessenen AusgangsgroBe sehr zuverldssig die Zahl der Moden bekannt
ist, die einen betrachteten Schwingungsvorgang bestimmen, wird infolge der
linearen Bindungen durch die entsprechenden Eigenvektoren die Zahl der
mdglichen Zustinde, die die Freiheitsgrade annehmen kdnnen, wesentlich
eingeschriankt und die Varianz der Zustandsschéatzungen folglich verringert.

Die Verbindung eines linearen und eines nichtlinearen Systems erfordert al-
lerdings eine sehr sorgféltige Wahl der angemessenen Zahl von Moden, weil
mit dem nichtlinearen Mechanismus eine Modenkopplung verbunden ist. Eine
lokale Nichtlinearitdat fiihrt beispielsweise in jedem Zeitschritt auf einen
physikalischen Steuervektor, der bei der modalen Transformation im allge~
meinen Anteile, d.h. modale Anfachungs- oder Ddmpfungskrifte, fir alle
Moden liefert. Durch die groBe Dampfung hoherer Moden realer Systeme
bleibt die Zahl relevanter Eigenformen trotzdem begrenzt. Zu bedenken ist
bei der Diskussion der modalen Reduktion auch, daB das reale mechanische
Kontinuum eine unendliche Zahl von Moden besitzt, von denen jedes diskrete
Modell nur eine sehr begrenzte Zahl nachzubiiden imstande ist, die hdheren
Moden zudem mit geringer Genauigkeit, so daB eine durch modale Zerle-
gung von MeBwerten begriindete Reduzierung der Freiheitsgrade zu keiner
Verschlechterung des Modeils fiihren muB.

In diesem Simulationsbeispiel wird angenommen, daB sowohl der Ort des
gediampften Balkenelements als auch der Betrag des Haftmomentes unbe-
kannt sind. Fir eine erste Schitzung wird die Kenntnis der Anfangsbedin-
gungen vorausgesetzt und in einem zweiten Versuch werden die Zustands-
groBen wieder mitgeschatzt. Der Anfangszustand in physikalischen Koordi-
naten ist bei Verwendung einer reduzierten Modalmatrix im allgemeinen
nicht exakt rekonstruierbar, weil der physikalische Anfangszustand x, durch
eine abgebrochene modale Reihe qu approximiert wird:

X, ¥ ®q und q =0TMxo

r

q, - reduzierter Vektor der modalen

Anfangswerte
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Die genaue Kenntnis des Anfangszustandes ist allerdings nur in seltenen
Fillen bedeutsam. Fiir die Identifikation ist, soweit anstelle der Kalman-Fil-
terung die Variante der zusétzlichen Anfangswertschiatzung angewendet
wird, nur die Kenntnis der fir den Verlauf der Zustandstrajektorien we-
sentlichen modalen Anfangswerte wichtig.

yk! "kuj 1
| 9 Pki+1 = Pki £
Impuls-_| [ 8 _'
anregung 7 .':.:
B 6
g
2
1 Haftmoment

Bild 6.11: Diskretisierung der durch ein Reibelement geddmpften Struktur.

Das Simulationsmodell dient als Vorlauf zur Identifikation eines realen
Tragwerks, daher wurden zur Modellierung, etwas vereinfacht, die Daten
eines Industriekamins aus Stahlbeton verwendet:

Elastizititsmodul E = 3.0x10'® N/m?

Dichte p = 2.5x10® kg/m3
Basis-Schaftdurchmesser d,= 18.0 m
Miindungsdurchmesser d,= 10.0 m
Wanddicke s = 0.4 m
Schafthohe h =220.0 m

Zur Schatzung werden die ersten 7 Eigenfrequenzen verwendet:

f, = 0.27 Hz f, = 1116 Hz f, = 31.81Hz
f, = 1.35Hz fs = 16.53 Hz
fy = 6.20 Hz fg = 23.32 Hz

Zeitschrittweite At = 0.0025 sec

Aufgrund der begrenzten Information eines einzelnen MeBkanals kdnnen
selbstverstdndlich nicht in allen Elementen Reibungsquellen angenommen
werden, um den tatsdchlichen Ort der Ddmpfung zu ermitteln. Statt dessen
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werden zur Schidtzung gleichzeitig nur in den unteren drei Balkenelementen
nichtlineare Dampfer angesetzt. Fiir alle Reibelementen werden die gleichen
Parameterstartwerte gewdhlt:

H, = H, = Hy = 2.5x10% Nm

Weil nur ein Balkenelement tatsidchlich ein Reibelement enthilt, ist zu er-
warten, daB zwei Parameter gegen Null streben, wahrend die Schitzung des
Haftmomentes des korrekten Elementes gegen den wahren Parameterwert kon-
vergiert, zudem hier kein MeBrauschen angenommen wurde. In der Tabelle 6.1

sind die Schatzwerte der einzelnen Iterationsschritte wiedergegeben.

Iteration H1 H2 H3
x 10% [Nm] x 105 [Nm] x 105 [Nm]
1 2.50 2.50 2.50
2 1.44 6.57 2.11
3 0.58 8.79 1.31
4 0.06 9.34 0.43
5 0.00 9.38 0.09

Tabelle 6.1: Schidtzwerte der Haftmomente in den Iterationsschritten 1 bis 5.

In der zu schatzenden Struktur liegt das Reibelement im zweiten Balkenele-
ment und besitzt ein Haftmoment von 9.40x10% Nm. Die Beobachtung nur ei-
ner AusgangsgroBe geniligt also in diesem Fall, um mit Hilfe des Riickfiihrungs-
modells den EinfluB eines lokalen nichtlinearen Elementes zu quantifizieren.

Werden auch die Anfangsbedingungen als unbekannt angenommen, bietet
sich die Verwendung des Kalman-Filters zur Zustandsschdtzung an, da die 7
in der numerischen Rechnung eingesetzten Moden sonst die Schédtzung von
14 unbekannten Anfangswerten von modalen Verschiebungen und Geschwin-
digkeiten erforderten. Das Bild 6.12 zeigt den Verlauf der "gemessenen”
Verschiebung an Knoten 11 und die entsprechende ModellausgangsgroBe. Der
ebenfalls im Bild dargestellte Verlauf des Residuums beider GroéBen klingt
mit fortschreitende Zeit rasch ab.
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Bild 6.12: AusgangsgrdBen des Simulationsmodells und des Sch&tzmodells
mit Kalman-Filterung.

Im Verlauf des Filterfehlers bildet sich in diesem Beispiel das nichtlineare
Element so gering signifikant ab, daB eine Schdtzung nur bei Ansatz jeweils
eines Reibelementes erfolgreich ist. Wie das Bild 6.12 zeigt, ist der mit
1024 Simulationswerten der Schédtzung zugrunde gelegte Zeitabschnitt re-
lativ kurz, so daB vor allem der EinfluB des Reibelementes auf die Moden mit
langeren Schwingungsperioden kaum ausgewertet werden kann. Nach 4 Ite-
rationen wurde, nach gleichem Startwert wie in der ersten Schidtzung, das
Haftmoment mit einer Genauigkeit von g, = +3.4 ¥ ermittelt.
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Beispiel 3: Ddmpfung eines Stahlbetonbalkens durch verteilte Relbung

Im Anhang A sind einige Bemerkungen zur Dampfung von Stahlbetonbau-
teilen angefiihrt, sowie Ergebnisse aus Schwingungsversuchen mit Stahlbe-
tonbalken. Es wird festgestellt, daB Stahlbetonkdrper wesentlich durch
trockene Reibung geddmpft werden. Die Quelle der Reibung ist dabei nicht
eindeutig lokalisierbar, man muB 'von einer, sich liber das ganze Volumen
erstreckenden Reibung, mit einer o6rtlich unterschiedlichen Intensitidt der
Reibungskrifte ausgehen. Die im Anhang erw#hnte, von Dieterle [1981] vor-
geschlagene Modellierung der Stahlbetonddmpfung durch ein zusammenge-
setztes Dampfungsmodell, also mit viskoser Dampfung und trockener Rei-
bung, ist ein erster Anndherungsschritt an die Realitét, 4Bt aber verschie-
dene Fragen offen. Aus den oben genannten Griinden ist die Beschreibung
der verteilten Reibung durch ein konzentriertes Reibelement unrealistisch.
Zudem kann das Coulomb’'sche Reibelement nicht die in den Versuchen er-
mittelten, zum Teil betrdchtliche amplitudenabhédngigen Eigenfrequenzinde-
rungen nachbilden, die zwar teilweise aus dem Offnen und SchlieBen der Be-
tonrisse herrilhren, teilweise aber auch in Zusammenhang mit den Dissipati-
onsmechanismen stehen, wie in Kapitel 5.3 erldutert wird. Den Anstieg der
Dampfung mit der Amplitude bis zu einem Maximum und die anschlieBende
langsame Verminderung des DampfungsmaBes, wie sie aus den Ergebnissen
der Schwingungsversuche hervorgehen und das Dampfungsverhalten im Ge-
brauchszustand, d.h. mit unvollstandiger RiBbildung, charakterisieren, kon-
nen mit dem zusammengesetzten Dampfungsmodell ebenfalls nicht be-

schrieben werden.

Die Reibungsquellen besitzen, abhdngig vom Ort, unterschiedlichen EinfluB
auf das Schwingungsverhalten, der durch die Verteilungsfunktion eines Ma-
sing-Elementes abgebildet werden kann. Das Masing-Element beriicksichtigt
auBerdem, daB Reibquellen existieren, deren Haftkrifte erst nach Uber-
schreiten eines bestimmten Amplitudenniveaus erreicht werden und somit
erst dann dissipativ wirksam werden, wahrend gleichzeitig durch das "Los-
brechen” des Reibelementes Steifigkeit abgebaut wird. Es ware mdglich,
zur Modellierung der Stahlbetondampfung Masing-Elemente auf der Ebene
der Balkenelemente einzufiihren und durch charakteristische Verformungs-
groBen, etwa eine mittlere Krimmung, zu steuern. Fir jedes Element wire
eine Verteilungsfunktion zu identifizieren, die den EinfluB der im Element
verteilten Reibungsmechanismen auf den Element-Schnittlastvektor be-
schreiben wiirde. Diese Modellierung miiBte aber, angesichts der Vielzahl
der fir das Strukturmodell eines realen Systems erforderlichen Elemente,
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schon im Ansatz auf kleine Systeme beschrankt bleiben und besitzt daher
keinen praktischen Wert. Erfolgversprechender ist in dieser Hinsicht die
Einfilhrung des Masing-Elementes auf modaler Ebene, weil sich die verteilte
Reibung ebenso charakteristisch wie auf das einzelne Element, global auf
die Schwingungen in einer Eigenfof-m auswirkt. Auch wenn in diesem Ansatz
das MaB der Kopplung von Moden, die durch nichtlineare Wirkungen immer
zustande kommt, beachtet werden muB, ist er doch unmittelbar auf groBe
Strukturen anwendbar. Im Zusammenhang mit der Identifikation mit dem
Riickfiihrungsmodell spricht zudem die Moglichkeit der empirischen Model-
lierung des linearen Vorwirtsmodells fiir diese Vorgehensweise, weil ein
ad'aiqdates lineares physikalisches Zustandsraummodell im allgemeinen
schwieriger zu erstellen ist, und unter Umstéanden zusétzliche Korrekturan-
sitze, beispielsweise fir Steifigkeits- oder Massenmatrizen, im Riickfiihr-
teil bendtigt, was die ldentifikation natiirlich kompliziert. Um diesen Sach-
verhalt zu verdeutlichen, sei noch einmal wiederholt: Wenn ein nichtlinearer
Mechanismus auf Elementebene (oder auf der Ebene des Stoffgesetzes)
eingefilhrt wird, ist zur ldentifikation die Kenntnis der physikalischen Zu-
standsgréBen erforderlich, dhnlich wie bei lokalen Nichtlinearitdaten, die das
Vorwirtsmodell korrekt liefern muB, wahrend bei modaler Beschreibung nur
die dquivalenten Eigenfrequenzen durch Anpassung bestimmt werden miis-
sen und die Kenntnis der Eigenvektorkomponenten am Ort der Aufnahme der
MeBgroBen notwendig ist. Diese schwicheren Forderungen kdnnen auch bei
groBen Strukturen leicht erfiillt werden.
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Bild 6.13: Abklingende Schwingungen eines impulserregten Stahlbetonbalkens.
(Beschleunigung in der Balkenmitte). Zeitschrittweite At=0.25 Millisekunden.

Das im Abschnitt I angepaBte lineare Modell wird mit konstanten Parame-

tern extrapoliert.
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Fiir dieses Beispiel wird der gemessene Abklingvorgang eines Stahlbeton-
balkens vom Typ All aus der im Anhang A angegebenen Versuchsreihe heraus-
gegriffen und in zwei Moden ein Masing-Element mit exponentiell verteilten
Haftkriften (vgl. Gl. 5.3.4.20) mit zusitzlicher viskoser Dampfung an die
MeBwerte angepaBt. Die Vorschéatzungen der Parameter konnen aus einer
modalen Zerlegung kurzer Zeitabschnitte des Abklingvorgangs, unter Zuhil-
fenahme der Beziehungen der dquivalenten linearen D&mpfung nach Gl.
5.3.4.23, bestimmt werden:

_ 2 A -2+ e Aa+2)
EN) = e T se A el (5.3.4.23)
Mode 1 Mode 3
i ~ ~ —2
f1 51 q, f3 &3 q5 xt0

I 20.11 3.8 0.157 115.94 4.9 0.323

1 20.87 | 4.6 0.108 | 116.44 2.8 0.044

11 21.42 1 4.7 0.073 1120.53 1.7 0.020

v | 22.17 2.8 0.044 | 121.96 1.4 0.018

Tabelle 6.2: Identifizierte dquivalente lineare Parameter in den Zeitab-
schnitten 1 bis 4. Die DdmpfungsmaBe &; setzen sich aus einem konstanten,
amplitudenunabhéngigen viskosen Anteil §,; und einem &dquivalent linearisier-

ten Anteil £5; zusammen, £; = E,; + £

Wie wenig eine Extrapolation des im Abschnitt | angepaBten Modells iiber
diesen Abschnitt hinaus die MeBwerte im weiteren Verlauf zu approximieren
vermag, zeigt das Bild 6.13. Sowohl Dampfung als auch Frequenz &ndern
sich infolge der Verdnderung des Amplitudenniveaus. Die in den Abschnitten
| bis IV identifizierten dquivalenten modalen Parameter sind in der Tabelle
6.2 aufgefiihrt.

Zur Berechnung des AmplitudenmaBes A in Gl. 5.3.4.24 miissen die Para-
meter a; und v; vorgeschidtzt werden. Dazu wird gepriift, welche Parameter
die Gl. 5.3.4.24 am besten erfiillen, wenn die stlickweise identifizierten
DémpfungsmaBe (Anteile §,;) nach Tabelle 6.2 eingesetzt werden:
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A, = o, G, ky, *o; - Parameter der Exponentialverteilung
Ay = oy Gg kg k,; - Federsteifigkeit des Masing-Elementes
ko; - Steifigkeit des Schwingers (Modes)

ohne Masing-Element (hier=m§)

K.
v = 2 4; - modale Amplitude
1

Fiir die §; sind die identifizierten modalen Anfangsamplituden der einzelnen
Abschnitte einzusetzen. Fur sehr kleine und sehr groBe Amplituden ver-
schwindet der DampfungseinfluB des Masing-Elementes und die tatsichlich
vorhandene Restddmpfung der Struktur muB durch eine zusatzliche viskose
Dampfung beschrieben werden, fir die hier eine Vorschitzung von §,;=1.4%
in beiden Moden gewdhlt wird, und von der angenommen wird, daB sie sich
im ganzen Amplitudenbereich der Masing-Dampfung iiberlagert. Die Diffe-
renzen aus identifizierten DdmpfungsmaBen und dem viskosen Anteil sind in
Bild 6.15 eingetragen, um Vorschdtzungen fiir die Steifigkeitsparameter v;
zu gewinnen. Dabei kann auBerdem Bild 5.9 zu Hilfe genommen werden, in
dem das DampfungsmaB §;(a;, v;) iiber dem Steifigkeitsverhéltnis v; und dem
AmplitudenmaB A; aufgetragen ist. Folgende Vorschétzungen wurden nach
diesem Schema ausgewabhlt:

E[%] &

Vorschitzungen:
v, = 2.5; a, = 0.00551
vy = 1.5; ay = 0.00144

8.0 1.0 2.0 3.0 4.0 3.0 6.0 7.8 l

Bild 6.14: Aquivalente lineare Di&mpfungsmaBe fir Steifigkeitsparameter
v=1-4 in Abhédngigkeit vom AmplitudenmaB A nach Gl. 5.3.4.23. Die Symbole
markieren die identifizierten dquivalenten linearen MaBe, abziglich des ge-
schétzten konstanten viskosen Anteils von §,; = 1.4%, (+) Mode 1, (*) Mode 3.

Mit diesen Vorschédtzungen wird eine lIdentifikation mit dem Riickfiihrungs-
modell gestartet. Die modalen Anfangswerte werden in einer Schitzung be-
stimmt, fiir die nur auf den MeBwerten des in Bild 6.13 markierten ersten
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Abschnitts basiert, weil innerhalb eines kurzen Zeitabschnitts die Modellpa-
rameter gering signifikant sind, und der Modellfehler im wesentlichen durch
die Anfangswerte bestimmt ist, insbesondere, weil in der vorherigen linea-
ren Anpassung die Frequenzen des ersten Abschnittes sehr genau identifi-
ziert wurden. Aus der weiteren Schitzung, zu der alle MeBwerte verwendet
werden (n = 960), kénnen die Anfangswerte dann ausgespart bleiben. Das
lineare Vorwiartsmodell wird durch- die ersten 3 symmetrischen Moden (Mo-
de 1, 3 und 5) beschrieben, wobel fiir die ersten beiden die im Abschnitt |
identifizierten Frequenzen nach Tabelle 6.2 eingesetzt werden. Die Fre-
quenzerh8hung mit sinkender Amplitude wird durch die zwei Masing-Ele-
mente modelliert. Fiir Mode 5, der, weil er bereits im ersten Zeitabschnitt
abklingt, durch kein Masing-Element gedampft werden soll, wird zusitzlich
eine konstante lineare Ddmpfung eingesetzt, wahrend die ersten Moden nur
durch das Modell in der Ruckfiihrung (Viskositdt + Masing-Element) ge-
dampft werden.

221.2 Hz
2.5 %

fs
&

Das Ergebnis der iterativen Anpassung ist durch die Zeitverldufe der ge-
schitzten und der gemessenen Beschleunigung in der Balkenmitte in Bild
6.15 dargestellt, wobei die Schatzung auf die folgenden Parameter fiihrte:

£ = 1.76 % «, = 0.007785; v, = 1.86
E3=3.41 % oy = 0.000553; vy = 1.22
Yk [-S¥ 1]

139

| tlsec]

Bild 6.15: Modellanpassung mit Masing-Elementen. Relativer Fehler €. = 5.4%.
(Zur Definition des Fehlers s. Beispiel 1).
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Die gute Anpassung stlitzt die Annahme, daB Strukturen, deren Dissipati-
onsmechanismen vorwiegend durch verteilte trockene Reibung charakteri-
siert sind, in guter Ndaherung durch, um viskose Dampfungsanteile ergénzte,
Masing-Modelle beschrieben werden kénnen. Es wurde gezeigt, daB die Mo-
delle, wenn sie auf modaler Ebene eingefiihrt werden, keinen groBen Auf-
wand bei der numerischen Berechnung erfordern und daher auf fiir die
praktische Anwendung interessant sind. Eine solch gute Anpassung wie in
diesem Beispiel ist allerdings nicht in jedem Fall méglich, weil die Kopplung
der Moden nicht immer vernachldssigt werden kann. Schwierig ist derzeit
noch die Frage nach der korrekten Wahl der Modellparameter zu beantwor-
ten, die in dieser Anwendung die Systemidentifikation geliefert hat. Hier
kénnen nur durch zahlreiche Versuche Fortschritte erzielt werden. Zu-
ndchst sollte die hier gezeigte Modellierung durch Masing-Elemente als
Vorschlag fiir eine verbesserte Beschreibung der Stahlbetonddmpfung ohne
den Einsatz komplizierter Stoffgesetze verstanden werden. Als wesent-
liches Mittel der Modellschatzung und -validierung wird mit dem Riickfiihrungs-
modell eine Methode vorgestelit, die die Erforschung realer Systeme wirk-
sam unterstiitzen kann.
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L. Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wird ein neuer Ansatz zur Identifikation struktur-
mechanischer Systeme vorgestellt, wobei besonderes Gewicht auf die Beriick-
sichtigung der vielféltigen nichtlinearen Mechanismen in realen Strukturen ge-
legt wird, wie trockene Reibung, nichtlineare Steifigkeiten oder htheren
Potenzen der Geschwindigkeit proportionale Dadmpfungskrédfte. Die Identifi-
kationsmethode soll insbesondere die Aufdeckung physikalischer Zusammen-
hinge unterstiitzen, die durch experimentell oder analytisch abgeleitete para-
metrische Modellansdtze beschrieben werden kénnen. Der Zweck einer nicht-
linearen Systemanalyse besteht hdufig der Ermittlung von Verzweigungspunk-
ten, Grenzzyklen oder anderer qualitativer Charakteristiken von Systemen
unter extremen Bedingungen, die die Grenzen der Nutzbarkeit eines tech-
nischen Systems markieren. Dazu miissen seine Eigenschaften bekannt sein,
die sich zuverldssig nur durch Beobachtung desSystemverhaltens im Betriebs-
oder Gebrauchszustand oder unter Einwirkung spezieller Testsignale gewin-
nen lassen. Fur die ldentifikation steht daher die Untersuchung des quanti-
tativen Einflusses nichtlinearer Komponenten auf das Systemverhalten in be-
schrinkten Regionen des Zustandsraums, die durch die Umgebung der Trajek-
torien des linearisierten Systems gegeben sind, im Vordergrund.

Der entwickelte Ansatz beschreibt das reale System durch ein /ineares Zu-
standsmodell mit nichtlinearer Riickfiihrung. Das lineare Teilmodell wird empi-
risch, durch Identifikation eines dquivalenten linearen Modells, oder analytisch,
durch eine Finite-Element-Modell, in das alle bekannten Daten der Struktur
eingehen, modelliert. Das Modell in der RUckfUhrung enthilt Ansétze fiir den
unbekannten, im allgemeinen nichtlinearen Teil des Gesamtsystems. Auf die-
sen Ansatz fiihrte der Grundgedanke, nach den notwendigen Steuerungen
des linearisierten Systemmodells zu fragen, die seine AusgangsgroBen in ei-
ne gréBtmogliche Ubereinstimmung mit den MeBgréBen bringen, um von die-
sen Steuerungen auf nichtlineare Systemeigenschaften schlieBen zu kénnen.
Die Menge der Steuerungen muB aufgrund der Vielzahl mdglicher Ldsungen
beschrénkt sein. In der gewdhlten Form beschrénken sie sich auf solche, die
von einem Modell mit vorgegebener Struktur generiert werden kénnen, wenn
es selbst durch die ZustandsgroBen des linearen Teilmodells gesteuert wird.
Die ZustandsgrdBen des linearen Systems werden hierzu mit Hilfe eines
Kalman-Filters geschétzt. Die Identifikation ist auf die Bestimmung der Pa-
rameter des nichtlinearen Teilmodells in der Rickfiihrung begrenzt.



- 124 -

Zustandsschatzung und Parameterschidtzung werden vereinfacht, vielfach auch
erst ermdglicht, wenn das lineare System modal, mit Beschriankung auf die
wesentlichen, einen konkreten Schwingungszustand kennzeichnenden Eigen-
formen, beschrieben werden kann.'Voraussetzung dafir ist, daB die Zustands-
groBen trotz des nichtlinearen Systemverhaltens in einer reduzierten modalen
Basis beschrieben werden kdnnen. In dieser Arbeit wird nur der Fall betrach-
tet, daB das lineare Modell im Vorwéartszweig des Gesamtsystems die mo-
dale Basis liefert und diese, weil auch die Parameter dieses Teilsystems bei
der Identifikation unverédndert bleiben, im ganzen Beobachtungszeitraum
konstant ist. Die Zustandssch&dtzung kann dann modal, mit a priori bekann-
ten Parametern durchgefiihrt werden.

In den dargestellten Anwendungen des entwickelten Ansatzes werden vorrangig
simulierte oder im Experiment untersuchte Strukturen mit Reibungsdampfung

behandelt. Die Beispiele wurden so gewihlt, daB die Simulationen und Schit-
zungen, ebenso wie die MeBdatenerfassung, noch auf einem Kleinrechner durch-
gefiihrt werden konnten. Auf eine Einschrankung der Anwendbarkeit der

Methode auf kleine Systeme kann daraus nicht geschlossen werden.

Zahlreiche Strukturen in der Realitdt sind durch verteilte Reibungsmechanis-
men gekennzeichnet, das heiBt, trockene Reibung findet an vielen, iiber die
Struktur verteilten Punkten statt, wobei jeweils ortlich unterschiedliche Haft-
und Gleitreibungskréfte auftreten. Diese Mechanismen k&nnen nicht mehr
detailliert abgebildet werden, sondern miissen durch globale Beschreibungen,
beispielsweise durch Masing-Elemente, erfaBt werden. Die Aufbereitung
dieser Ddmpfungs- und Steifigkeitsmodelle fiir eine Identifikation mit dem
Riickfiihrungsmodell wird in dieser Arbeit ebenfalls abgehandeilt.

Fiir weitere Forschungen auf dem Gebiet der nichtlinearen Identifikation
strukturmechanischer Systeme ist das Augenmerk besonders auf die sto-
chastischen Schwingungen zu richten, weil damit die -vielmals einzig
durchfiihrbare- Untersuchung nichtlinearer Systeme unter natlirlichen An-
regungen ermdoglicht wird. In dieser Arbeit wurde die Thematik nur am Ran-
de behandelt, da in diesem Zusammenhang das Problem optimaler Zu-
standsschédtzung bei gleichzeitig geniigend groBer Parameterempfindlichkeit
nicht befriedigend gelost werden konnte. Die guten Ergebnisse mit transien-
ten und erzwungenen Schwingungen, sowie der Identifikation linearer Teil-
modelle in der Rlickfiihrung unter stochastischen Schwingungen, lassen aber
Fortschritte auch in dieser Richtung erwarten.
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ANHANG A
A. Anmerkungen und Versuche zur Dimpfung yon Stahlbeton

A.1, Dimpfungsmodelle fur Stahlbetonkérper

Die vorliegende Arbeit hatte die Entwicklung experimenteller und numeri-
scher Methoden als Beitrag zu einer verbesserten Erforschung von Dampfungs-
mechanismen zum Ziel, wobei die Didmpfungscharakteristik von Stahlbeton-
tragwerken von besonderem Interesse war. Weil hierzu die Untersuchung der
Ursachen und parametrischen Abhédngigkeiten der Dissipation in Stahlbeton-
kérpern von untergeordneter Bedeutung ist, wird im folgenden nur eine kurze
Einfuhrung in die Problematik der Stahlbetonddmpfung gegeben und mit der
Darstellung und Diskussion einiger Schwingungsversuche mit Stahlbetonbalken
verbunden.

In allen in der Literatur dokumentierten Laborversuchen zur experimentellen
Bestimmung von DampfungsgroBen stahlbewehrter Betonkdrper wurden bei
Verwendung linear-viskoser Ddmpfungsmodelle groBe Streuungen der Mo-
dellparameter festgestellt. Die Aufmerksamkeit richtete sich in den Unter-
suchungen zunichst vorwiegend auf den Baustoff Beton, der aufgrund seiner
Zusammensetzung als ursédchlich fiir das relativ groBe Dampfungsvermégen

EC2] oo I

zunehmende N zunehmende
8.0 52>, Bewehrung und s.e ft;%‘ Bewehrung und
héhere B Pt W.*'.., héhere
a0 a8 D,

Betonglte Betonglte

a) Am&lltude b) ;ﬁ\'mg.l.ltude

Bild A.1: Qualitativer Verlauf gemessener modaler Di&mpfungsmaBe von
Stahlbetonbalken in Abhédngigkeit von der Verformungsamplitude, a) Erstbe-
lastung und Wiederbelastung nach geringen und mittleren Beanspruchungen,
b) Wiederbelastung nach sehr hoher Beanspruchung bis zur FlieBgrenze.

von Stahlbetonbauten betrachtet wurde. Lenk stellte 1964 in seinen Ergeb-
nissen aus Versuchen mit Biegebalken qualitativ den Zusammenhang zwi-
schen der RiBbildung in den Probekdrpern und der Verdnderung der Damp-
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fungskenngroBen heraus. Dieterle und Bachmann fuhrten 1979 Dampfungs-
untersuchungen an Stahlbetonbalken gezielt unter dem Aspekt des Einflusses
der RiBbildung durch, und ermittelten eine sehr charakteristische Abh#ngkeit
eines &dquivalenten linearen Dampfungsparameters von der Lastgeschichte
und der Verformungsamplitude des Probekorpers (Bild A.1).

Andere Parameterabhingigkeiten, mit Ausnahme des Bewehrungsgehalts
und in geringerem MaBe der Betongiite, treten dem gegenlber in den Hin-
tergrund. Qualitativ und quantitativ vergleichbare Ergebnisse wurden vom
Autor in eigenen Versuchen erzielt, die am Ende dieses Kapitels dokumen-
tiert sind.

Die Dampfungscharakteristik in Bild A.1 a zeigt, daB eine erstmalige dyna-
mische Belastung eines Stahlbetonkdrpers , falls der Beton zu diesem Zeit-
punkt nicht bereits nennenswerte Risse durch Schwinden, Temperaturlasten
oder statische Vorlasten aufweist, zu einem Anstieg des Dampfungsvermés-
gens mit steigender Verformungsamplitude fihrt, im Fall freier Schwingun-
gen etwa mit steigender Anfangsauslenkung oder -geschwindigkeit. Nach
weiteren Steigerungen des Verformungsniveaus verringert sich die Damp-
fung wieder, teilweise auf kleinere Werte als zuvor bei kleinsten Amplituden.
In einer solchen Erstbelastungsphase bilden sichim Beton dort Risse, wo Zug-
spannungen die geringe Betonzugfestigkeit liberschreiten. Wenn der Stahl-
betonktrper nach sehr groBen Verformungen erneut belastet wird, hat er
sich infolge von Mikro- und MakroriBbildungen gegeniber der Erstbelastung
strukturell verdndert und besitzt eine andere D#mpfungscharakteristik.
Die Dampfungen sind nun bei kieinsten Amplituden sehr hoch und fallen mit
steigender Auslenkung monoton auf &hnlich kleine Werte wie in der ersten
Phase ab, teilweise darunter (Bild A.1 b). Der Bewehrungsgrad beeinfluBt das
Dampfungsvermogen ebenfalls, und zwar verringert sich die Dampfung mit
steigendem Langsbewehrungsgrad.

Die nachfolgenden Bemerkungen zu den Ursachen der Stahlbetonddampfung
sind nach verschiedenen in der Literatur dokumentierten Ergebnissen zi-
tiert, die auf Versuchen mit Zementstein, unbewehrtem und bewehrtem Be-
ton basieren. Entsprechende Literaturzusammenstellungen finden sich in
den Arbeiten von Teichen [1968] und Dieterle [1981]. In einer kurzen Zu-
sammenfassung nach Dieterle lauten die Ergebnisse:

Das Dampfungsvermégen von Zementmdrtelproben ist nahezu fre-
quenzunabhingig, und ebenso von der Beanspruchung unabhéngig. Mit
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zunehmenden Wassergehalt steigt die Dampfung deutlich an, bzw.
sinkt sie infolge Austrocknung mit zunehmendem Probenalter zu-

nidchst stark, nach etwa vier Wochen nicht mehr signifikant.

Die Dampfung unbewehrter Betonproben ist geringer als die Dam-
pfung des Mortels allein. Das verminderte Dampfungsvermdgen re-
sultiert aus einem, durch Hinzufligung der Zuschldge bedingten
Rickgang des Porenanteils und einem daraus folgenden geringeren
Wassergehalt. Eine Ddmpfungsursache ist aus der Zusammenset-
zung des Betons zu erkldren, der aus Zementmortel und Kornzu-
schldgen mit typischen Abmessungen von O bis ungefdhr 18 mm (Stau-
dammbeton bis 200 mm) besteht. Zwischen Zementmatrix und dem
darin eingebetteten Korn kénnen Mikrorisse entstehen, in denen bei

Verformungen Energie durch trockene Reibung dissipiert werden kann.

Die oben erlduterte Dampfungscharakteristik von Stahlbetonkdrpern
kann zum Teil durch bekannte Mechanismen der Interaktion von Beton
und Stahlbewehrung erkldrt werden. Die Risse in den Betonzugzonen
offnen sich bei einer Verformung und bleiben an den RiBufern normal-
spannungsfrei, wahrend die Stahlstibe stark gedehnt werden und einen
betrachtlichen Anteil der Formanderungsenergie speichern. Zwischen
Stahl und Beton muB daher in der Umgebung der Risse eine Relativbe-
wegung stattfinden [Leonard 1979, Darwin und Nmai 19861, bei der ein
vermutlich groBer Teil der Energie dissipiert wird.

Die beschriebenen Einfliisse bestimmen das Dampfungsverhalten von Stahl-
betonbauteilen im Gebrauchszustand, also bei geringen und mittleren Bela-
stungen. Bei hoher Belastung werden weitere Mechanismen wirksam, vor-
rangig die Plastifizierung des Stahls, die einen starken Anstieg der Dissipa-
tion bewirket [s. Meyer 1988].

Dieterle hat aus den bekannten Dampfungsursachen und den Versuchser-
gebnissen geschlossen, daB zur Beschreibung der Stahlbetondampfung ein
Dampfungsmodell gewdhlt werden muB, das sowohl ein viskoses Dampfungs-
element als auch ein Element zur Nachbildung der trockenen Reibung ent-
hilt, in der Literatur ist dieses Modell auch als "zusammengesetzte Dam-
pfung” bekannt (Bild A.2)



- 136 -

Bild A.2: Von Dieterle vorgeschlagendes Ddmpfungsmodell fiir Stahlbeton-
bauteile.

Dieser Ansatz beriicksichtigt erstmals die wesentliche Rolle der trockenen
Reibung bei der Energiedisspation in Stahlbetonbauteilen und kann die ge-
messenen Dampfungscharakteristik nach Bild A.1b qualitativ erkldren, weil
das zur Feder parallel angeordnete Reibelement einen hyperbelartigen
Ddmpfungsverlauf iiber der Amplitude besitzt (s.a. Gl. 5.3.3.4) und das vis-
kose Element die Restddmpfung bei groBer Verformung modelliert. Aller-
dings wird in der Realitdt die GroBe der Reibungskriafte ortlich unterschied-
lich sein und zudem von Lastzustinden abhidngen, so daB die Beschreibung
durch nur eine Reibungskraft moglicherweise eine zu groBe Vereinfachung
darstellt. Masing-Elemente besitzen, kombiniert mit einem viskosen Damp-
fungselement, wesentlich mehr Freiheitsgrade zur Anpassung an ein beob-
achtetes Verhalten und sind, wie schon gezeigt wurde, auch zur System-
identifikation geeignet. Die Ddmpfungscharakteristik der Masing-Modelle ent-
spricht zudem der gemessenen Charakteristik nach Bild A.1a fiir Stahlbeton-
korper im Gebrauchszustand.
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A.2 Schwingungsversuche mit Stahlbetonbalken

Das Ziel der nachfolgend vorgestellten Versuche war eine Untersuchung der
Amplitudencharakteristik der Dampfung von Stahlbetonk&rpern, fir die
exemplarisch Balken identischer Abmessung und Betonglite gewihlt wurden.
Der Bewehrungsgrad wurde in vier Stufen variiert (s.Tabelle A.1) und von
jedem Typ wurden zwei Balken getestet. Zur Ermittlung der Dampfungs-
kennwerte sollten die in dieser Arbeit vorgestellten Identifikationsmethoden
erprobt werden, die prinzipiell auch zur Auswertung von Feldmessungen an
groBen Strukturen geeignet sind. Daher wurden zur Schwingungsanregung
der Probekdrper keine, bei groBen Bauwerken nur schwer realisierbare,
stationdre Erregungen oder Anfangsauslenkungen gewd&hlt, sondern eine
mehrere Eigenformen zugleich anregende Impulsbelastung aufgebracht.

Bei der Durchfiihrung von Versuchen zur Ermittlung von Ddmpfungskenn-
groBen besteht in besonderem MaBe die Gefahr, daB die Ergebnisse durch
nicht quantifizierbare Stdéreinflisse verfdlscht werden. Eine wesentliche
Stoérungquelle sind die Lagerungen der Probekérper. Es kénnen sowohl un-
gewollte Reibkrédfte oder -momente in den Lagern dem K&rper Energie ent-
ziehen und so eine zu groBe Dadmpfung im untersuchten Kérper selbst vor-
tduschen, als auch, mit der gleichen Auswirkung auf die MeBergebnisse,
Energie durch Abstrahlung tber die Lager in angekoppelte Versuchsvorrich-

tungen und Fundamente entzogen werden.
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Bild A.3: Abmessungen und Bewehrung der Balkentypen I und II.
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Zur Minimierung dieser Einflisse wurden die Balken an diinnen Seilen in den
Schwingungsknoten der ersten Eigenform aufgehidngt und durch StoBanre-
gung horizontal zu transienten Biegeschwingungen um die "schwache” Bal-
kenachse (Bild A.3) angeregt. Wie Vergleichsmessungen an einem Alumini-
umbalken gleicher Ldnge -mit sehr geringer Materialddmpfung- zeigten,
kann die Ddmpfung durch Lagereinflisse bei dieser Aufhdngung vernachlds-

sigt werden.

Typ Al All Bl BII

Lingsbewenrung B 4 x D6Emm 6 x ® 6 mm4 x ® 8 mm6 x ® 8 mm

, 53 Biigel 53 Biigel 53 Biigel 53 Biigel
Blgelbewenrung ® 4 mm ® 4 mm O 4 mm ® 4 mm

Wiirfel

2onaonat o w 130.4 | 28.935.9 |30.7 33.5 §29.1 | 31.3 | 291

DOruckfestigkeit e

Zylinder

015 x 30 cm 27.1 271 | 29.6126.5 ) 27.1 |26.4 | 28.0 J25.5

N
Oruckfestigkelt )

Blegezugprobe

oxsxisem | 4 03] 3.62 [3.57 |4.03 | 4.46 |3.48 |3.63 | 4.48

N
Blegezugfest. )
—

Tabelle A.1: Bewehrung der Balken und Ergebnisse der Priifungen nach DIN 1048.

Die Intensitat der StoBanregung wurde in drei Schritten gesteigert, nach
jeder hoheren Belastung, die zur vermehrten RiBbildungin den Zugbereichen
der Probekdrper fiihrte, wurde ein, der ersten Belastung vergleichbarer Im-
puls aufgebracht. Die Impulsaufbringung durch einen gummierten Metall-
hammer (m=4 kg) in der Balkenmitte stellte sicher, daB auBer den symme-
trischen Eigenformen 1, 3 und 5 keine antimetrischen Formen angeregt wur-
den. Wegen des modalen Modellansatzes der Identifikation sollte die gegen-
seitige Beeinflussung der Moden mdglichst gering gehalten werden. Zur
Auswertung der transienten Schwingungsantworten diente die in Kapitel 3
beschriebene Methode der stiickweisen Anpassung eines linearen Modells an
die Beobachtungswerte innerhalb kurzer Zeitabschnitte, das, bezogen auf
die Anfangsamplitude eines Schwingungsanteils innerhalb eines Zeitab-
schnitts, eine Aussage iber die Abhdngigkeit dquivalenter linearer Dam-
pfungs- und FrequenzmaBe von der Amplitude gestattet. Als BezugsgroBe
fur die Darstellung der Amplitudenabhéngigkeit wurde die Beschleunigungs-
antwort in der Balkenmitte gewd&hlt. Diese identifizierten Parameter werden
in den nachfolgenden Diagrammen flir die vier getesteten Balkentypen und
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die Eigenfrequenzen 1 und 3 dargestellt. Der ebenfalls angeregte 5. Mode
klingt infolge der hohen Frequenz (f,» 400 Hz) so rasch ab, daB ein nach-
weisbarer Anteil nur in den ersten Abschnitten enthalten ist. Die Linge der
Zeitabschnilte, innerhalb derer ein lineares Modell angepaBt werden soll,
muB einerseits geniigend groB gewiahlt werden, um den DampfungseinfluB
auf einen modalen Schwingungsanteil feststellen zu konnen. Abhidngig von
der Qualitdt der MeBwerte und der Anregung des betreffenden Modes kann
als Mindestlinge eine halbe Schwingungsperiode angegeben werden. Zu
groBe Zeitabschnitte gestatten dagegen keine Riickschliisse mehr auf die
Abhingigkeit der Parameter von der Amplitude. Eine optimale Wahl der
Zeitfenster kann daher, bei dem Abstand der Eigenfrequenzen der hier un-
tersuchten Balken, nur unter Beriicksichtigung von zwei Moden getroffen
werden. Natiirlich miissen zur Anpassung alle in der Schwingungsantwort
enthaltenen Moden beriicksichtigt werden.

Mit dem Steifigkeitsverlust durch die RiBbildung in Zugspannungsbereichen des
Betons ist eine deutliche Absenkung der Eigenfrequenzen verbunden. Diese Ver-
dnderung der Schwingungscharakteristik verdeutlicht der in Bild A.4 gezeigte
Vergleich der Fourier-Transformierten der gemessenen Beschleunigungsant-
worten eines Balkens im ungerissenen und im gerissenen Zustand . Die Ver-
breiterung der Peaks an den Stellen der Eigenfrequenzen weist auf den An-
stieg der Dampfung hin. Wihrend es sich in Bild A.4 um die Antworten ei-
nes Balkens vom Typ BII handelt, zeigt das Bild A.5 die entsprechenden Er-
gebnisse eines wesentlich schwécher bewehrten Balkens vom Typ Al
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Bild A.4: Verschiebung der Balken-Eigenfrequenzen nach der RiBbildung in-
folge der StoBerregung, Balkentyp BIl. Die Antwort des gerissenen Balkens
ist mit unterbrochener Linie dargestellt.
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Der Vergleich der Antworten der gerissenen Balken zeigt, daB bei etwa glei-
cher Frequenzénderung der stidrker bewehrte Balken noch sehr deutlich in
drei Eigenformen schwingt, wédhrend die Spektraldarstellung der Antworten
des schwach bewehrten Balkens etliche Zwischenpeaks besitzt und ein.ins-
gesamt hoheres Rauschniveau zeigt.

Y(f)
1.0

........................................

..................

.........................................

.......................................

.......................................

m——

[} 56 168 156 200 256 300 358 400 456
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Bild A.5: Betrdge der Fourier-Transformierten der Schwingungsantworten
eines schwach bewehrten Stahlbetonbalkens vom Typ Al vor und nach der
RiBbildung.

Die Charakteristiken der Amplitudenabhingigkeit von Dampfung und Eigen-
frequenz entsprechen bei einigen, besonders den stiarker bewehrten Balken,
in den Versuchen mit héherer Anfangserregung, der Charakteristik eines
Masing-Elementes . Diese zeigt (vgl. Bilder 5.8 und 5.9) ein Ansteigen des
dquivalenten linearen DampfungsmaBes mit wachsender Amplitude bis auf
einen Maximalwert und im weiteren Verlauf einen hyperbeldhnlichen Abfall
mit asymptotischer Anndherung an den Wert £=0. Diese starke Abnahme der
Dampfung wird, wie die Versuchsergebnisse zeigen, aufgrund der in gerin-
gem MaBe neben der Reibungsdédmpfung immer vorhandenen viskosen Dam-
pfung, im realen Kérper begrenzt. Im Beispiel 3, Kapitel 6, werden die Para-
meter eines Masing-Elementes mit zuséatzlicher viskoser Dampfung an die
gemessene Charakteristik angepaBt. Bei den schwidcher bewehrten Balken
ist diese Anpassung nur in Ausnahmen mdglich, weil der Verlauf der Dam-
pfung Uber der Amplitude weniger signifikant ist und die Parameter stéarker

streuen.
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Bild A.8: Eigenfrequenzverhaltnis (1).
fo, = 30.5 Hz.
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Bild A.9: Eigenfrequenzverhdéltnis (3).
f03 = 175.5 Hz.
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Bild A.10: DdmpfungsmaB, 1. Eigenfrequenz.

glx]
10.88 A"
s.eaT —_—
8.80 1 c
?.a9 4
caﬂ *
-

s.esT .

=
O.GDJ- o b

o

3.00 4 ° ° 3

- o °
2.63 1 o

[ ©
1.69 + o . a
-—t

——r T ¥ e
6.8 +—v+—+—t+—+—+—+4+—t—+——t+t+——————t—t—————t

] S 10 15 20 25 30 33 49 45 58 855 69 65 78

=9

Bild A.11: DdmpfungsmaB, 3. Eigenfrequenz.

Der Verlauf der Dampfungs-
maBe bestatigt groBtenteils die
in Bild A.1 a angegebene Charak~
teristik. In einigen Fallen konnte
keine geniigende Impulsanregung
aufgebracht werden, um den
Amplitudenbereich mit abfallen-

der Ddmpfung zu erreichen.

Die Dampfung der schwach be-
wehrten Balken steigt erwart-
ungsgemdB auf die hdchsten
Werte (Al, All). Ebenso ist der
Steifigkeitsabfall
cher bewehrten Balken groBer,

der schwi-

was sich an der grdBeneren
Reduzierung der Eigenfrequenz
zeigt.
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Bild A.12: Eigenfrequenzverhéltnis (1).
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Bild A.13: Eigenfrequenzverhédltnis (3).
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Bild A.14: DdmpfungsmaB, 1. Eigenfrequenz.
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Bild A.15: DdmpfungsmaB, 3. Eigenfrequenz.
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Bild A.17: Eigenfrequenzverhdéltnis (3). ta

fo3 = 175.0 Hz.
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Bild A.18: DampfungsmaB, 1. Eigenfrequenz.
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9 5 10 15 20 23 30 33 40 43 38 IT 66 €3 76
1
Bild A.21: Eigenfrequenzverhiltnis (3).

fog = 167.5 Hz.
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Anhang B

B1 Einige Grundlagen der mathematischen Beschrelbung mechanischer
§ys;em§

Eine kontinuumsmechanische Tragwerkstheorie liefert eine orts- und zeit-
kontinuierliche Beschreibung des mechanischen Kontinuums in Form einer
partiellen Differentialgleichung. Die Durchflihrung einer Ortsdiskretisierung
mit Finite-Element-, Randelement- oder Differenzenmethoden fiihrt auf ein
System gewdhnlicher Differentialgleichungen in der Zeit:

MX(t) + Dx(t) + Kx(t) = p(t) (B1:1)
M - Massenmatrix ; pl(t)

Systemerregungen

D - Dampfungsmatrix ; x(t)
K - Steifigkeitsmatrix ; x(t)
X (t)

Verschiebungen

Geschwindigkeiten

Beschleunigungen

Die GI. B1.1 beschreibt ein lineares zeitkontinuierliches System. Nichtlineare
Mechanismen konnen durch verschiebungs- und geschwindigkeitsabhingige
Steifigkeits- und Dampfungsmatrizen beriicksichtigt werden. Die Massen-
matrix kann in den meisten strukturmechanischen Anwendungen als kon-
stant angenommen werden, wenn die Verformungen klein bleiben. Fiir nicht-

lineare Systeme wird auch die allgemeinere Darstellung
M X(t) + g(x(t),x(t)) = p(t) (B1.2)

verwendet. Zur Losung von Gl. B1.1 kénnen verschiedene Wege beschritten
werden:
1. Integraltransformation. Das Differentialgleichungssystem wird in ein
komplexes algebraisches Gleichungssystem lberfiihrt.
2. Modalanalyse. Das Gleichungssystem B1.1 wird durch eine Linear-
transformation entkoppelt.
3. Numerische Integration.
Die Methode der Integraltransformationen ist, bis auf wenige Ausnahmen
[s.Hillmer 1987], auf lineare Systeme beschrinkt. Die Anwendung der La-
placetransformation [s. Marko 1977] auf Gl. B1.1 liefert bei verschwinden-
den Anfangsbedingungen das komplexe Gleichungssystem
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(Ms2 + Ds + K)X(s) =P(s) (B1.3)
x(t=0) = 0 ; x(t=0) = 0; X(s) =L{x(t)}; P(s)=L{p(t)}
s =0 + jo Variable der Laplace-Transformation

1]

das, nach Auflosung nach den Verschiebungen im Laplaceraum, durch Riick-

transformation auf die Zeitverldufe der kinematischen GréBen filhrt:
X(s) = (Ms?2 +Ds + KJ' P(s) (B1.4)
x(t) = £ 7{X(s)}

Die Losung der homogenen Gleichung

(Ms2+ K)X(s)= 0 (B1.5)
S = jw
liefert die Eigenfrequenzen w; und Eigenvektoren des ungeddmpften Systems.
Die orthogonalen Eigenvektoren x; werden gewdhnlich auf die Massenmatrix
normiert

XM x; =1 (B1.6)

und in der Modalmatrix ® zusammengefaBt. Diejenigen Eigenformen in @,
von denen aufgrund der Bandbreite oder der Verteilung der Erregerkriafte
bekannt ist, daB sie widhrend eines betrachteten Schwingungsvorgangs nicht
angeregt werden, ktnnen eliminiert werden. Die Beschrédnkung auf die we-
sentlichen Moden fiihrt im allgemeinen zu einer drastischen Reduzierung des
Berechnungsaufwandes. Eine Lineartransformation mit der Modalmatrix
entkoppelt das Gleichungssystem B1.1. (Die Voraussetzungen fir die
Dampfungsmatrix werden in Kapitel 5 genannt).

x(t) = @ q(t);  x(t) = ® 4(1);  x(t) = ® Gb);

q(t) +2B0d () + 02q(t) = ®Tp(t) = f(t) (B1.7)

B - Diagonalmatrix der modalen Dampfungen E;

©0 - " Eigenfrequenzen w;
f(t) - modale Erregung
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Das mechanische System kann auch im Zustandsraum beschrieben werden,
der von den Verschiebungen und Geschwindigkeiten aufgespannt wird. Die
Gl. B1.1 wird dazu nach den Beschleunigungen aufgel&st:

d [ x(t) ( 0 1 )(x(t)>+( 0 )( 0 )
dt\ % (1) -M7'/K -M'D/ \x(v) M~/ \ p(t)

[ v 7 | E—— | SE— ;\,—J
A z(t) B u(t)

A z(t) + B u(t) (B1.8 a)

z(t)

Wenn das System am Eingang durch den stochastischen ProzeB w(t) gestort

ist, lauten die Zustandsgleichungen:
z(t) = Az(t) + Bu(t) + w(t) (B1.8 b)

Die AusgangsgréBen gehen uber die Beobachtungsmatrix C aus den Zu-
standsgréBen hervor und werden durch das MeBrauschen v(t) gestort:

y(t) = C z(t) + v(t) (B1.8 c)

Die allgemeine Losung der deterministischen Vektordifferentialgleichung
B1.8a der physikalischen ZustandsgréBen ist

t
2(t) = eAt z + [ A=) B u(r)dr (B1.9)
0
Nach einer Zeitdiskretisierung mit At folgt daraus die Rekursionsgleichung
t+At

2(t+A0) = eABz(1) + [eAtD) B y(1)dr] (B1.10)
t

Wenn der Steuervektor u(t) innerhalb eines Zeitschritts analytisch approxi-
miert werden kann, wird die Gl. B1.10 durch eine Matrizengleichung ersetzt:

Zpe = Ad z, + Bduk (B1.11 a)
Fiir das am Eingang gestorte System gilt:
Zpsy T Ad zZ, t Bd U + wp (B1.11 b)

Yy =Cz + vy (B1.11 ¢)
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[ X1
X

t = kAt; ult) & U,(1) uy s 2
X

Ad - eAAt zk = )_(t?
X

t+At 2

By = JeA ™ B U 1) dt | %n ]

t

U,(1) - Matrix der Ansatzfunktionen fiir den Verlauf
der SteuergroBen innerhalb eines Zeitschritts
u, - Vektor der SteuergréBen, und eventuell ihrer
Ableitungen, zum Zeitpunkt )

Eine solche zeitdiskrete Ubertragungsbeziehung kann dazu analog auch in
Modalkoordinaten formuliert werden. Grundlage ist die Lésung der modalen
Bewegungsgleichungen (Gl. 4.4) anstelle der physikalischen Lésung Gl. B.1.9:

Qak+r = HoQp + G, (B1.12 a)
Qi+ = HaQpe + G, f + woy ' (B1.12 b)
Yk =C ®,q,, + Vi (B1.12 ¢)
Yk
Yk2
AusgangsgroBen y, = Yier
Y
H, 0 ...... G, O .......
= oOH . - o G
HZ = 22 ; GZ = 22 '
Hmm .Gmm
Yk ;kl
Qi k1
R =/ (B1.13)
qZk q.km Zk f.km
A fem

Die zeitinvarianten Blockdiagonalmatrizen H,und G, setzen sich aus den

2x2-Matrizen Hi und Gi zusammen:

o
e [T e o
h21 hap 921 922



- 151 -

: 3
hy, = e 81t [cos oAt - —m'1— sin At ]
h,iz = 61‘_e81At sin w;At
]
h;, = - &%es‘m (02 +82) sin 0,At

(B1.14)

=
|

: 8
2y =€ 1At [cos WAt + T)I]_ sin 0,At]

(,)2,18? [ 1+ _(}lz.eslm (8, sin At - w;coswAt)]

‘D—
0

; 28
i = 1 i
912 _—oﬁ+8,2 {At+_—(.)2i+8;2 +

1 e B[ (32-12) sin w,At - 20,5, cos v, At 1}

w‘(w% + 8,2)
g;‘ = %eS;At sin w,At
922 = Oi

w, =Wy [ 1- E;z , Frequenz der gedampften Schwingung
im Mode i

w,; - Eigenfrequenz im Mode i

€ - modale Dampfung

8, = -wy; § ., Abklingkonstante

At - Zeitschrittweite

Fir die Identifikation in Verbindung mit einer Zustandsschadtzung ist das
Konzept der Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit bedeutsam. Bezogen auf das
zeitdiskrete System B1.11 gilt:

Das System ist vollstdndig zustandssteuerbar im Intervall O<ks<n,
wenn fiir alle Anfangszusténde z, ein Steuervektor u, exisistiert, der
das System in endlicher Zeit in einen vorgegebenen Endzustand z,
uberfiihrt. Zur Definition der notwendigen und hinreichenden Bedin-
gung wird die (px4n?)-Matrix Wy, gebildet, fiir die gelten muB:

Wey=[ By l1A4Byl ...l A "By, Rang [Wg, ] =20  (B1.15)
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Das System ist vollstindig ausgangssteuerbar im Intervall O<kzn,
wenn fur alle AusgangsgroBen y, ein Steuervektor uy existiert, der
die AusgangsgrdBe in endlicher Zeit in eine vorgegebene Ausgangs-
groBe y,, uberfiihrt. Analog zur Definition der Zustandssteuerbarkeit
muB fur die (Ix4n?2)-Matrix Wg, gelten:

Weq =[C Byl CAyByl.....ICAZ"'B], Rang [W,y | =1 (B1.16)

Das System ist vollstdndig beobachtbar, wenn fir bekannte System-
matrizen Ay, By und C, sowie bekannter Steuerung u), aus dem Aus-
gangsvektor y, iber ein endliches Intervall O<k<n der Anfangszu-
stand z, eindeutig bestimmt werden kann. Fiir die (2nlx2n)-Matrix

W, muB gelten:

( C

Wpz = [ CA§ | .Rang [ Wpz]=2n (B1.17)

¢ Az
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B2 Die Methode von Prony

Zur Approximation der AusgangsgroBen eines Systems, die ein Gemisch von
m freien gedampften Schwingungen bilden, wird ein komplexer Exponential-
summenansatz gewiahlt [s.van Blaricum und Mittra 1978]:

2m 2m
Y = 3 Aje AjkAt - Y A; u%( (B2.1)
=1

=1 i

mit den unbekannten komplexen Eigenwerten

, A At
+J(,)i ; u_ize

(B2.2)
des beobachteten Systems. Der ndchste Schritt besteht in der Aufstellung
eines Polynoms in p mit den Wurzeln y; , aus denen unmittelbar auf die

Systemfrequenzen und -ddmpfungen geschlossen werden kann.
am 2m
Pw = X o;u' = II -y (B2.3)
i=0 =1

Die Gl. B2.1 wird dazu, jeweils nach Multiplikation mit einem Polynomkoeffi-

zienten a, 2m mal addiert:
2m 2m 2m . 2m

Loy =xo XA u = LA Py (B2.4)
i=o j=1 J J 1 J J

i=0 ]=

Wegen P(y;)=0 folgt
2m
i=o

oder mit %o 1

2m-i
Y = - ;>=: % Yk-2m +i (B2.6)

o
Aus dem Vergleich mit der Beschreibung des AR-Modells mit p=2m (Gl.
2.2.1) folgt

ai = - azm_1_i N i=1, 2, ceeey 2m (B2.7)

Diese Beziehungen kdnnen auch aus dem Zustandsraummodell eines dynami-
schen Systems abgeleitet werden. Die Losung des homogenen Differential-
gleichungssystems fir die Systemzustande lautet (s. Anhang B1):
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z(n =Ptz =uUm 2, (B2.8)

Wenn die Matrix A die Eigenwerte X; besitzt, lauten die Eigenwerte von

At
U = eAt; "1 = (82.9)
und erflillen die charakteristische Gleichung
2am k :
det[U(t)-pu,1] =kZ oy =Plg) =0 (82.1Q)
=0

Beim Ubergang zu einer zeitdiskreten Beschreibung folgt mit der Beobachtungs-
oder Ausgangsmatrix C fiir die SystemausgangsgroBen y, :

z (t+At) = U(At) z (t) (B2.11)
Z)4y = Ag Zy

Yo = C z,

y, = C A4z,

y, =¢C Ag Z,

: 2m
Yam = € A4 2

Die Multiplikation der Gleichungen jeweils mit a) und anschlieBender Sum-
mation fuhrt auf

X Yo * A Yy Foeeenn + o, Yom= Cagl + 0 Ay+ oo, AJ™) Z,

Daraus folgt mit Gl. B2.10 und dem Satz von Cayley-Hamilton [s.Waller
und Krings 1975]:

(agl + a,Ag+....a, A3 ) =0

wieder Gleichung B2.5.
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B3 Die STD-Methode yon lbrahim

Wie bei der Methode von Prony wird auch von Ibrahim [1985] ein Exponential-
summenansatz verwendet:

yl= ARY. $; - Ansatzkoeffizienten (B3.1)
y - MeBgrdBe y(iAt)
M.: = e)u(j-1)At

J
Mehrere MeBreihen oder auch Sequenzen einer Messung werden zur MeB-
matrix Y zusammengefaBt:

Y=Y M (B3.2)
Die Multiplikation von M mit einer Diagonalmatrix a
e)\,rAt 7

e)\ert

. e)‘z mrAt

beschreibt eine um r Schritte zeitverschobene MeBmatrix ?
= %a M (B3.3)

Unter der Voraussetzung der Invertierbarkeit von M und Y kann die Matrix
¥, die nur von Anfangsbedingungen abhangt, in Gl. B3.3 eliminiert werden.

IMT = YM! « (B3.4)
Eine Umformung mit Y~! ¢Mt = M1a und H= Y9
fuhrt auf das Eigenwertproblem

o m; - Spalte j von m-1 (B3.5)

Hm-=m-J; i

J J
Die Matrix H, die durch den Vergleich zeitverschobener MeBwerte bestimmt
werden kann, besitzt Hessenbergform, nur die letzte Spalte h, enthilt
Systeminformation:



- 156 -

00 ceveeneen 0 hyom
10 ......... h
2,2m
H = 01 0 ...... (B3.6)
1 h2rr".2rn

Die Eigenwerte von Hessenbergmatrizen konnen effizient mit dem QR-2-
Schritt-Algorithmus von Martin, Peters und Wilkinson [1970] bestimmt wer-
den. Die Koeffizienten h; stimmen betragsmaBig wieder mit den Koeffizien-

J
ten der Gl. B2.5 uUberein, da die Eigenwertbedingung

det (H-uD=0

im Fall r=1, der durch Nachabtastung der MeBwerte immer erfiillt werden
kann, wieder auf ein identisches charakteristisches Polynom flhrt.
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B4 Yule-Walker-Gleichungen

Das Modell eines autoregressiven Prozesses lautet (s. Gl. 2.2.1):

Yk T a1 Yk-y t A3 Yk-2 t o-eens + apyk_p + gy

Nach Muitiplikation dieser Gleichung mit y, _. und Bildung des Erwartungs-
wertes der resultierenden Produkte folgt eine Differenzengleichung fiir die

Kovarianzfunktion @T:

ELykyk-<1 = 21 EDyp-yyygd + oon # apE[yk-pyk—t] + Eleyyy-o]

=, =P ¢ =@ q
o =d_,

Aufgrund der vorausgesetzten Unkorreliertheit von y,_. und g ist

Eleyyy-,1=0. Die optimalen AR-Parameter beschreiben also auch die Auto-

kovarianzfunktion @, des Prozesses, bzw. nach Normierung auf ®, die Au-

tokorrelationsfunktion p,:

— -ib—‘[—
p-[ QO

Die Beziehungen fiir die p, werden als Yule-Walker-Gleichungen [s. Box und
Jenkins 1976] bezeichnet und kdnnen entweder, bei gegebener Autokorrela-
tionsfunktion, nach den Koeffizienten aj aufgeldost werden oder im umge-
kehrten Fall kann aus einem angepaBten AR-Modell die Autokorrelations-

funktion abgeleitet werden:

Pr = 81Pg-1 * 32Pg-2 * .ot ApPr-p (B4.1)
[0, | [ 1 e e | [
(P | oer Pp-1 as
- _ (B4.2)

Lpp_ _Pp-1 ..... 1 | _ap_‘



- 158 -
BS Levinson-Durbin-Rekursion

Der Algorithmus von Levinson und Durbin [s. Honig u. Messerschmidt 1984]
ermdglicht die rekursive Berechnung der Autoregressionskoeffizienten der
Modellstufe p+1 aus den Koeffizienten der Stufe p und den Werten der em-

pirischen , das heiBt auf der Grundlage stochastischer MeBwerte geschatz-
ten Autokorrelationsfunktion p,:

ab*! = aP - aBllab,, | (B5.1)
ap*1 = _xPT (B5.2)
3p+1 QP ’

QP*'= QP [1-(aBi}?] (B5.3)
xPTl= poyy - ‘ga,p P p-i (B5.4)

QP beschreibt den Fehler in der Approximationsstufe p und ist daher als ein
MaB fiir die Modellglite geeignet. Die Folge der Koeffizienten CI bildet die
partielle Autokorrelationsfunktion (PAKF). Wie in Kap. 2 erwidhnt wurde,
streben die Werte der PAKF von AR(p)-Prozessen fir Lags oberhalb der
korrekten Modellordnung gegen Null. Diese Eigenschaft folgt auch aus den
Gleichungen der Levinson-Durbin-Rekursion, wenn unterstellt wird, daB eine
optimale Approximationsstufe existiert, oberhalb der sich der Fehler QP
nicht mehr wesentlich dndert (Gl. A5.3).
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B6 Lattice-Filter

In der Theorie der Lattice-Filter [Beneviste und Chaure 1981] dienen die

Werte der PAKF allein zur Beschreibung stationdrer stochastischer Prozes-
se, sie werden in diesem Zusammenhang auch als Reflexionskoeffizienten
oder PARtial- CORrelation- Coefficients bezeichnet. Fiir die Lattice-Filter
wird die identische Vor- und Rickwaéartskorrelation stationdrer Prozesse
ausgenutzt, daB heiBt, daB zur Vorwidrts- und Riickwartspradiktion statio-
nirer Prozesse die gleichen AR-Koeffizienten gelten. Die Lattice-Gleichun-

gen lauten:
_1 -
eP = ep - ag 271 P 1 (B6.1)
rP =z p-1_ aB e p-1 (B6.2)
n
2 ey k-1
ag = K— (B6.3)
Y e
= Gk

eP und rP bezeichnen die Fehler der Vorwirts-, bzw. der Rickwirtspradik-
tion in der Approximationsstufe (Modellordnung) p.

v

A\ 4

Bild B6.1: Struktur der Latticefilter
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ANHANG C

C Identifikation von Steifigkeitséinderungen eines Stahlkragbalkens als Bei-
splel zur Anwendbarkelt des RuckfUhrungsmodells auf Probleme der
Schadensfriherkennung.

Die wohl haufigste Anwendung von Identifikationsverfahren bei der Unter-
suchung mechanischer Systeme dient der Uberprifung von Steifigkeitsan-
nahmen. Schiaden an Maschinenteilen und tragenden Teilen von Bauwerken sind
in der Regel mit Steifigkeitsanderungen verbunden, daher hat die [dentifikation
von Steifigkeitseigenschaften auch in der Maschinen- und Bauwerksiiber-

wachung eine groBe Bedeutung.

Schmidt [1988] hat Methoden der indirekten Identifikation und der adaptiven
Zustandsbeobachtung zur Anpassung der Steifigkeitsmatrix eines Kragbal-
kens verwendet, der zur Simulation einer Schadigung mit einer Querkerbe

versehen wurde (Bild C.1).

4 8

428 -
Klemm- 167 al
vorrichtung

'/ A 127 | Beschleunigungs-
{ I:I/ aufnehmer
I

' PCB3088B 20x3
. 5 - ETTITTTy—
! ! Kerbe/i
o : 5 )
é | | 5 : ?
i : / = :
T T H H
Aufspanntisch MaBe in mm
¥ ¥

Balkenelemente:

D @ 0 ® 60 60 @ 0.6

Knoten:"q:{f 2 3 4 5 6 ? 8 9 18 11
E = 210 000 ——
mm
k
e = 7.85 -4
dm?3
Aufnehmermasse m, = 90 g

Bild C.1: Abmessungen des Kragbalkens und Modellierung.

Bei der von Natke entwickelten indirekten Identifikation werden die Ele-
mentmatrizen des Systems zu Substrukturen zusammengefaBt und nach
Multiplikation mit einem Korrekturkoeffizienten zur Gesamtmatrix assem-
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bliert. Die Koeffizienten werden Uber die Minimierung eines in den Eigenfre-
quenzen formulierten Fehlerfunktionals iterativ bestimmt, wobei in jedem
Iterationsschritt das Eigenwertproblem des korrigierten Systems gel6st
werden muB [Natke 1983]. Die Koeffizienten geben Auskunft iiber die 6rtli-
che Verteilung der von der urspriinglichen Annahme abweichenden Steifig-
keit. Schmidt benutzte bei seiner methodischen Untersuchung unterschied-
liche Substruktur- und Modenanzahlen, die Ergebnisse sind in der Tabelle
C.1 dargestellt. Bei einer Zusammenfassung der Balkenelemente in 5 Ab-
schnitte gleicher Ldnge ermittelte er fiir den Bereich der Kerbe eine Stei-
figkeitsminderung von -12.7%, nachdem zuvor das Vergleichsmodell an die
identifizierten Eigenfrequenzen des unbesch'aidigten Balkens angepaBt wur-

de.

Eigen - Eigen-
| RS | g e | onene
1 14.2 13.97 0.43
2 89.2 88.60 0.45
3 245.0 245.00 0.37
4 485.7 485.70 0.29

Tabelle C.1: Identifizierte Eigenfrequenzen und modale DimpfungsmaBe des
Balkens im unbeschéddigten und beschiddigten Zustand nach Schmidt [1988].

Die ldentifikation mit dem Riickfiihrungsmodell kann in dhnlicher Weise vor-
genommen werden, indem die Anteile der Substruktur-Korrekturen an den
elastischen Riickstellkrdften des Systems als SteuergroBen ‘P:k betrachtet
werden (vgl. Gl. 4.7):

r
‘P;k = - OT(1§1(15 K') Xk

- Steifigkeitsmatrix der Substruktur i
zu identifizierender Substrukturkoeffizient.

X, - Verschiebungen der Systemknoten
Anzahl der Substrukturen

-
|

Aufgrund der Linearitdt der SteuergrdBen in den gesuchten Parametern lau-
tet die Empfindlichkeitsfunktion hier einfach:

dPaj

C)ai

= "QTKIXk
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Der Balken wird durch eine impulsformige Last am Ende angeregt und die
transienten Schwingungen durch ein AR(12)-Modell modal identifiziert. Die
hierbei ermittelten Ddmpfungswerte gehen in die Berechnung der Zeitiiber-
tragungsmatrizen nach Gl. B1.14 ein. Als Frequenzen werden dagegen die mit
dem Balkenmodell ohne Beriicksichtigung der Querschnittschwidchung be-
rechneten Eigenfrequenzen verwendet (Tabelle C.2), d.h. als Referenzmodell
dient ein Rechenmodell.

Berechnete Identifizierte
Eigen-— Eigen- modale
i frequenzen des frequenzen des Dédmpfung
unbeschidigten Balkens E[%]
Balkens [H=z] mit Kerbe [Hz]
1 13.6 13.3 0.92
2 66.3 66.5 0.26
3 221.6 209.6 0.57
4 471.5 407.7 0.29

Tabelle C.2: Identifizierte und berechnete Eigenfrequenzen. Die Eigenfre-
quenzen des Balkens mit Kerbe liegen aufgrund der gréBeren Masse des
Beschleunigungssensors unter den von Schmidt ermittelten Werten.

Die Identifikation soll den Index des Elementes liefern, dessen Steifigkeit
sich infolge des -hier durch die Kerbe simulierten- Schadens verringert hat.
Die MeBergebnisse enthalten nur begrenzte Information liber das Gesamt-
system, weil nur eine kinematische GroBe, die Beschleunigung, an einem
Punkt des Systems beobachtet wurde. Es ist daher zwecklos, eine gleich-
zeitige Anpassung aller 10 Elemente zu versuchen. Giinstiger ist, zundchst
nur zwei Substrukturen zu bilden, um eine Aussage zu gewinnen, in welchem
Teil eine signifikante Anderung aufgetreten ist. In nachfolgenden Schritten
kann dieser Strukturteil immer feiner aufgeteilt werden, bis das betreffende
Element identifiziert ist. Die Anpassung bei dieser Aufteilung des Balkens:

Substruktur Elemente
S1 1,2, 3, 4
S2 5,6,7,8,9,10
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wies eindeutig aus eine Verdnderung innerhalb von S1 hin. Danach wurde die

folgende Aufteilung gewihlt:

Substruktur Elemente
St 1, 2
s2 3
S3 4.5
S4' 6,7,8,9,10

Substruktur S3 soll die Versteifung des Balkens durch den applizierten Be-

schleunigungssensor beriicksichtigen. Identifiziert wurden folgende Koeffi-

zienten:
Identifizierte
Substruktur Koeffizienten
&

St +1.2%

sSe' -21.0%

S3' +5.9%

sS4 +1.7%

Tabelle C.3: Identifizierte Substrukturkoeffizienten.

Die Ergebnisse zeigen sehr klar die Steifigkeitsminderung im Balkenelement

3 und ebenso deutlich den versteifenden EinfluB des Sensors auf die Ele-

mente 4 und 5. Der Identifikationsansatz des Riickfiihrungsmodells eignet

sich also ebenfalls zur Detektion von Schadigungen, wenn es sich auch bei

der hier gezeigten Anwendung um eine sehr einfache Struktur handelt.
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