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Zusammenfassung

Die Randelementmethode (REM, BEM) wird zur Untersuchung ebener, linear-
elastischer Strukturen unter statischer und dynamischer Bélastung eingesetzt,
wobei RiB- und Kerbprobleme besondere Beachtung finden. Zur Steigerung der
Genauigkeit werden sémtliche Randintegrale iiber geradlinige Elemente nicht wie
iiblich numerisch, sondern analytisch ausgewertet. Die Aufstellung der System-
gleichungen erfolgt mittels eines von Nardini und Brebbia vorgestellten Verfahrens
mit konstanten REM-Massenmatrizen, das hier mit einer neuen Gebiets-Ndherungs-
funktion kombiniert wird. Zur Berechnung von Schwingungsverliufen werden
sowohl Zeitschrittverfahren als auch die Modalanalyse eingesetzt. Die Diskretisie-
rung der RiBspitzen erfolgt mit spannungssinguliren Viertelpunktelementen, aus
deren Knotenverschiebungen die Spannungsintensititsfaktoren mit einer hier her-
geleiteten Formel mit hoher Genauigkeit direkt berechnet werden kénnen. Die
Resultate werden Referenzlosungen aus der Literatur gegeniibergestellt.

Summary

The boundary element method (BEM) is employed for the calculation of plane,
linear-elastic structures under static and dynamic load, whereby special attention
is payed to problems of cracks and notches. To increase the accuracy all integrals
over linear elements are evaluated analytically instead of numerically. The compo-
sition of the system of equations is carried out with a procedure of constant mass
matrices presented by Nardini and Brebbia, which is combined with a new domain
approximation function. To calculate transient responses time step methods are
used as well as modal superposition. For the discretization of the crack tips trac-
tion-singular quarter-point-elements are applied. Stress intensity factors can be
computed with high accuracy from the nodal displacements of these elements by
use of a formula which is derivated here. The results are compared to values
from the literature.
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1. Einleitung

Unter den numerischen Verfahren zur Berechnung ebener und raumlicher Kontinua
hat die Randelement- bzw. Boundary-Element-Methode (REM, BEM) in den ver-
gangenen Jahren als Alternative zu den etablierten Verfahren der Finiten Elemente
(FEM) und der Finiten Differenzen (FDM) zunehmend an Bedeutung gewonnen. Bei
der REM wird im Gegensatz zu den genannten Gebietsverfahren nur der Rand bzw.
die Oberfliche des zu untersuchenden Gebietes diskretisiert, woraus im allgemei-
nen eine erheblich geringere Anzahl von Freiheitsgraden resultiert. Im Gegensatz
zur FEM und FDM fiihren die gebrdauchlichen REM-Formulierungen jedoch auf
vollbesetzte, nicht-symmetrische Systemmatrizen, so daB ihre Vorteile durch den
groBeren Aufwand bei der Aufstellung und Lésung des Gleichungssystems zum
Teil wieder aufgehoben werden.

Erste Arbeiten zur Anwendung der REM in der Elastostatik und -dynamik wurden
Ende der 60er Jahre von Rizzo [70]1 (1967), Cruse und Rizzo [27,28]1 (1968) sowie
von Cruse [29] (1969) veroffentlicht. Ausfiihrlichere Darstellungen der REM in
Form von Lehrbiichern stehen dem Ingenieur seit etwa 10 Jahren zur Verfiigung.
Zu nennen sind hier im wesentlichen Brebbia [14]1 (1978), Brebbia und Walker
[151 (1980), Banerjee und Butterfield [7) (1981) sowie Brebbia, Telles und Wrobel
[171 (1984). In jiingerer Zeit sind auch einige deutschsprachige Biicher erschienen:
Bausinger und Kuhn [91 (1987), Hartmann [40] (1987), Antes [41 (1988).

Bei der Berechnung zeitabhidngiger Probleme mit der REM ist zwischen verschie-
denen Ansidtzen zu unterscheiden. Wellenausbreitungsprobleme wurden zuerst von
Cruse und Rizzo [27] (1968) unter Verwendung einer Laplace-, spdter von Niwa et
al. [63] (1971) unter Verwendung einer Fourier-transformatierten Fundamentall6-
sung untersucht. Jiingere Arbeiten hierzu stammen von Manolis und Beskos [53]
(1981), Ottenstreuer [64]1 (1981), Becker [10] (1984) und Huh [43]1 (1986). Die
Moglichkeit einer direkten Lésung im Zeitbereich wurde von Cole et. al. [26]
(1978) aufgezeigt und u.a. von Mansur und Brebbia [54] (1983), Antes [5]1 (1985)
und v. Estorff [34]1 (1986) auf verschiedene zweidimensionale Fidlle angewendet.
Diese Verfahren liefern frequenz- oder zeitabhingige Systemmatrizen, die fiir jede
betrachtete Frequenz bzw. fiir jeden Zeitschritt erneut aufgestellt werden miissen.

Ein anderes Lésungsverfahren wurde von Nardini und Brebbia [57]1 (1982) vorge-
schlagen. Unter Verwendung der statischen Losungsfunktion und geeigneter Na-
herungsansitze zur Darstellung der Trigheitskrafte erhidlt man konstante System-
matrizen dhnlich der FEM-Steifigkeits- und -Massenmatrix.



Das Auftreten katastrophaler Schidden an verschiedensten Konstruktionen hat dazu
gefiihrt, daB sich Ingenieure seit etwa einem halben Jahrhundert zunehmend mit
der Untersuchung des Bruchverhaltens metallischer Bauteile beschiftigen. Aus
diesen Bestrebungen entwickelte sich die Bruchmechanik, die entsprechend dem
Materialverhalten der untersuchten Werkstoffe in die linear-elastische Bruchme-
chanik (LEBM) und die FlieBbruchmechanik (FBM) zu unterteilen ist. Die Theorie
der LEBM hat Giiltigkeit, solange keine oder nur eine sehr kleine plastische Zone
an der RiBspitze auftritt (sprédes Bruchverhalten).

Das meistverwendete Verfahren der LEBM zur Beschreibung der singuldren Span-
nungsverldaufe im Bereich einer RiBspitze ist das der Spannungsintensititsfaktoren
(K-Faktoren). Als Bruchkriterium dient dabei das Verhiltnis zwischen den Span-
nungsintensitdtsfaktoren K;, K und K der statisch belasteten Struktur und den
zugehdrigen, materialspezifischen Grenzwerten Ki., Ko, Kope, den sogenannten
RiBzdhigkeiten. Dieses Konzept kann auch auf RiBprobleme unter dynamischer
Belastung angewendet werden. Die kritischen Grenzwerte unter schlagartig aufge-
brachter Belastung unterscheiden sich im allgemeinen von den statischen Werten
und werden hdufig als Schlagbruchzihigkeiten Ky, Kzgq, Krq bezeichnet.

Die Anwendung von Gebietsverfahren auf RiB- oder auch Kerbprobleme erfordert
eine sehr feine Elementeinteilung in der Umgebung der RiBspitze bzw. des Kerb-
grundes, um das spezielle Losungsverhaltens in diesem Bereich hinreichend genau
wiederzugeben. Die REM ist zur Untersuchung derartiger Problemstellungen we-
sentlich besser geeignet, da hier die im Innern des betracheten Gebietes geltenden
Differentialgleichungen exakt erfiillt werden und eine Elementeinteilung wiederum
nur auf dem Rand erfolgt.

Bei der Untersuchung von RiBproblemen mit der REM kann zwischen zwei an das
spezielle RiBverhalten angepaBten Vorgehensweisen unterschieden werden. Wie
Snyder and Cruse [75] (1973) gezeigt haben, besteht die Méglichkeit, unter Ver-
wendung Greenscher Funktionen auf eine Diskretisierung des Risses durch Rand-
elemente ginzlich zu verzichten. Eine ausfiihrliche Behandlung dieses Verfahrens
findet sich in der Arbeit von Mews [56]1 (1988). Ein anderer Weg wurde von
Blandford et. al. [11] (1981) beschritten, die die Verwendung spezieller Viertel-
punkt-RiBspitzen-Elemente (Quarter-Point-Elements) erstmals von der FEM auf
die REM iibertrugen und K-Faktoren direkt aus den Knotenverschiebungen dieser
QP-Elemente berechneten. Martinez und Dominguez [55] (1983) haben gezeigt,
daB hierzu auch die singuldren Randspannungsverldufe dieser Elemente herangezo-
gen werden kénnen.
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Obwohl die FEM bereits zur Untersuchung verschiedenartiger, dynamisch bean-
spruchter RiBprobleme eingesetzt worden ist, finden sich nur sehr wenige Vertf-
fentlichungen zur Anwendung der REM in der Bruchdynamik. Zu nennen sind in
diesem Zusammenhang die Arbeiten von Sladek und Sladek [72]1 (1986) und von
Dominguez und Gallego [311 (1989).

Ziel dieser Arbeit ist es, hier einen weiteren Beitrag zu leisten. Die Randelement-
methode soll zur Untersuchung nicht-symmetrischer, ebener, stationdrer RiB-
probleme in berandeten Gebieten unter beliebiger, zeitabhdngiger Belastung ange-
wendet werden. Zur Realisierung dieses Vorhabens besteht prinzipiell die Aus-
wahlmoglichkeit zwischen den verschiedenen, vorgenannten Moglichkeiten:

- Verwendung einer Formulierung mit frequenz- bzw. zeitabhingigen System-
matrizen oder einer Ndherungslésung mit konstanten Matrizen

- RiBdarstellung mit Standard-Elementen, Viertelpunkt-Elementen oder mit
Greenschen Funktionen

- Spannungsintensititsfaktor-Berechnung aus Verschiebungen, Spannungen oder
aus dem Riceschen Linienintegral

Diese Verfahren sollen zuniéchst hinsichtlich ihrer spezifischen Vor- und Nachteile
miteinander verglichen werden. Gesucht wird dabei ihre bestmégliche Kombination
im Hinblick auf eine hohe Genauigkeit der Ergebnisse bei vergleichsweise gerin-
gem Rechenaufwand.
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2. Gleichungen der linearen Elastomechanik

Alle Gleichungen werden unter den folgenden Voraussetzungen aufgestellt:

- alle Verformungen sind infinitesimal klein

- das Materialverhalten ist linear-elastisch und isotrop

- die Geometrie und die Belastungen der betrachteten Systeme sind konstant iiber
ihre Dicke

2.1. Notation

Es wird die karthesische Tensor-Notation verwendet; Indizes kennzeichnen die
Koordinaten-Richtung, iiber identische Indizes wird summiert (Einsteinsche Sum-

menkonvention):
agk = agqt agy fiir ebene Probleme (2.1a)
Ak = ayq* 2 g+ a3z fiir raumliche Probleme (2.1b)

Ortsableitungen werden ebenfalls durch Indizes gekennzeichnet, Zeitableitungen
durch einen Punkt:

c)ul

— = 1 (2.23.)
r)xj l'j

0 .

S e (2.2b)

GroBbuchstaben in runden Klammern geben an, in welchen Punkten die voranste-
henden GréBen wirken. Uiber identische GroBbuchstaben wird, sofern im einzelnen
nicht anders angegeben, ebenfalls summiert.

A(K,M) b(M) = A(K,1) b(1) + A(K,2) b(2) + .. + A(K,N) b(N) (2.3)

Matrizen und Vektoren sind durch Fettdruck gekennzeichnet.

2.2. Grundgleichungen

Das Gleichgewicht in einem Punkt X im Innern eines betrachteten Gebietes (Abb.
2.1) 14Bt sich beschreiben durch
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01y.4(X) + by(X) = p i(X) mit ji=1,2,3 (2.4)
mit u;: Verschiebungstensor

b " Volumenkrifte

Oy Spannungstensor

o: Dichte

O22 T b,
/ p21 |
o

. 023 12

G32 —

O11 — b‘
dx, C13
G 031
33 dx, bj
+
4 ¢
dx1
Abb. 2.1: Komponenten des Spannungstensors Oy und Volumenkrifte b;
Der Spannungstensor ist symmetrisch:

0i3= 0 (2.5)

Der Zusammenhang zwischen den Spannungen, den Verzerrungen und den Ver-
schiebungen wird durch das Hookesche Stoffgesetz und die Kompatibilitdtsbedin-

gungen beschrieben:

oy = 1o Cey+ 15 ok dy) mit k=1,2,3 (2.6)
€y = 17(“.1’] + ujg ) (2.7)
mit E Elastizitdtsmodul
v: Querkontraktionszahl
Eqy Verzerrungstensor
1, fir i=
3 = { r j}: Kronecker-Delta

0, fiir i#j
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2.3. Ebener Spannungs- und Verzerrungszustand

Bei einer zweidimensionalen Betrachtungsweise ist zwischen dem ebenen Verzer-
rungszustand (EVZ) und dem ebenen Spannungszustand (ESZ) zu unterscheiden.
Der ebene Verzerrungszustand wird Rechenmodellen zugrunde gelegt, bei denen
die Verzerrungen iiber die Dicke, d.h. die Koordinate x;, als konstant angesehen
werden konnen ( z.B. Baugrundmodelle, "dicke” Bauteile ). Hier gilt also

uz; = const. (2.8a)
€33 = €31 = €32 = 0 (2.8b)
€11,3= €22,3% €123 0 (2.8¢)

Der ebene Spannungszustand basiert auf einer zweidimensionalen Betrachtungs-
weise der Spannungsverteilung, d.h.

G33 = 0314 = 032 =0 (2.9a)

01,3 022,3= 042,30 (2.9b)

Die Summation erfolgt in allen von hier ab folgenden Gleichungen nur noch iiber
zwei Dimensionen. Das Stoffgesetz lautet dann fiir beide Zustdnde

*
E o
oy = Ty (Ei* 1_"2\)* Exk O i) mit k=1,2 (2.10a)
mit v* = v und E* = E fir EVZ  (2.10b)
_ v L {_v_ 2 .
v = % ud E'= E(1-(7%)) firESZ  (2.10c)

Der Schubmodul ist in beiden Fillen identisch

E g*
=y = E . _E 2.11
G=v = T 2 (1+v%) (2.11)

Man erkennt, daB somit alle auf dem Stoffgesetz basierenden Gleichungen sowohl
im dreidimensionalen Zustand als auch im zweidimensionalen Verzerrungszustand
gelten. Der libergang zum zweidimensionalen Spannungszustand kann immer da-
durch erfolgen, daB v und E durch v* und E* ersetzt werden. Alle im folgenden
wiedergegebenen Gleichungen des EVZ lassen sich also durch diese Substitution
direkt in die des ESZ iiberfiihren.
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2.4. Bewegungsgleichungen

Einsetzen des Stoffgesetzes und der Kompatibilititsbedingungen in die Gleichge-
wichtsbeziehung fiihrt nun auf die Naviersche Bewegungsgleichung

E E 1 .
Z(1+y) W Y Ty T2y Wt b= e il (2.12)

Diese Differentialgleichung wird in der Literatur oftmals auch mittels der
Lameéschen Konstanten dargestellt

U ul'” + (A+y) uj.n + bl = p ﬁi (2.13a)

mit: \ = 12;\’ [THH Lameé-Konstante (2.13b)

Gleichwertig hierzu ist eine Beschreibung iiber die Wellenausbreitungsgeschwin-
digkeiten:

2 2 2 1 _
S Wt (cl—cz) u ot —pbi = i, (2.14a)
mit: cf = )‘—;2-9 : Druckwellengeschwindigkeit (2.140b)
c§= lé Scherwellengeschwindigkeit (2.14c¢)

2.5. Randspannungen

Der Zusammenhang zwischen Spannungen oy im Innern und p; auf dem Rand eines
betrachteten Gebietes () (Abb. 2.2) wird beschrieben durch

P, = Oyn, = A u n, o+ oy ( u, * uj’l) n, (2.15)

mit p;: Randspannungskomponenten
n: Randnormalenkomponenten
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~_ P2
~ ng n
—» P f
Cy114—
Gi2 ~ n
Opy +—— >0
L522

Abb. 2.2: Komponenten der Randspannungen

2.6. Randbedingungen

Die Untersuchung eines Gebietes () setzt voraus, daB auf jedem Teilstiick seines
Randes entweder die Verschiebungen oder die Randspannungen bekannt sind (Abb.
2.3). Dementsprechend wird der Rand I in zwei Teile unterteilt, wobei auf dem
ersten Teil die Verschiebungen und auf dem zweiten die Randspanungen fiir die
Berechnung vorgegeben werden.

T=T,+T, (2.16a)
mit w = ii auf Fl (2.16b)
Pi = Bi auf rz (2.16(:)

Abb. 2.3: Geblet Q2 mit Réndern I';
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3. Gleichungen der linear-elastischen Bruchmechanik
3.1. Spannungsintensititsfaktoren

Die Aufgabe der Bruchmechanik besteht darin, eine Aussage dariiber treffen zu
kénnen, ob bestimmte Bauteile innerhalb einer Konstruktion unter bekannter Be-
lastung durch Bruch versagen. Hierzu bedarf es einer idealisierenden Modellbil-
dung, die es erméglichen soll, das recht komplexe Materialverhalten an RiBspit-
zen mit den Gleichungen der linear-elastischen Kontinuumsmechanik sinnvoll zu
beschreiben.

Ein solches Verfahren ist das sogenannte K-Faktor-Konzept. Die Spannungsinten-
sitatsfaktoren K; beschreiben die Singularitit der Spannungen an einer RiBspitze.
Das Verhiltnis dieser Faktoren zu in Laborversuchen ermittelten kritischen Wer-
ten, den sogenannten RiBzihigkeiten K., dient dann als MaB dafiir, ob das be-
treffende Bauteil versagt oder nicht. Zu unterscheiden ist zwischen den Span-
nungsintenSitiitsfaktoren Ki, Ko und Kz entsprechend den drei auftretenden RiB-
6ffnungsarten:

|
\

Mode I - Mode I Mode I

Abb. 3.1: Die drei RiB&ffnungsarten

Die beschriebene Vorgehensweise ldaBt sich grundsitzlich auch auf dynamische
Probleme iibertragen. Die dynamische RiBzdhigkeit wird in Laborversuchen meist
unter schlagartiger Belastung ermittelt und daher auch als Schlagbruchzahigkeit
bezeichnet. Der Versuchsaufwand ist dabei infolge der erforderlichen Hochge-
schwindigkeitsmeBtechnik ungleich héher als im statischen Fall.
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Von Interesse sind zeitabhingige K-Faktoren insbesonders, weil eine dynamische
Beanspruchung zu wesentlich héheren Spannungen fiihren kann als die dquivalente
statische Last.

3.2. Der Griffith-Ri8
Als RiBmodell dient der Griffith-RiB [361], ein gerader Schlitz der Linge 2a, der in

Abb. 3.2 in der unendlichen Scheibe unter einachsiger Zugbeanspruchung darge-
stellt ist.

[RARRERNERARRRRRRRERR AR R RRR AR R R-P

LLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLL o

Abb. 3.2: Griffith-RiB in der unendlichen Scheibe unter einachsigem Zug

Fiir dieses RiBmodell ist die exakte Spannungs- und Verschiebungsverteilung be-
kannt [20,37]. So ergeben sich die RiBrandverschiebungen z.B. zu

[y
+
x
(]
[

VRand = 3, %o 7 @& - X (3.1a)
mit x = 3-4v fiir EVZ (3.1b)
x=3=Y  fir ESZ (3.1.c)

1+v s

Der Spannungsintensititsfaktor ist hier definiert zu
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K;i = ¢y na - (3.2a)

Kee= Kegr = 0 (3.2b)

fl

Fiir die unmittelbare Umgebung der RiBspitze in einem beliebigen Bauteil (Abb.
3.3) werden oft Ndherungsgleichungen in Abhingigkeit der K-Faktoren verwendet,
die aus den exakten Beziehungen des Risses in der unendlichen Scheibe abgeleitet

worden sind.

Oyy T

— Gyy
Z’.,V / T—’Oxx
r
ﬁ
< — » X,u
i

Abb. 3.3: Koordinaten und Spannungen an der RiBspitze

Die Verschiebungs- und Spannungskomponenten lauten hier in Abhidngigkeit der
Faktoren l& und K_II:

_ K Jr Q 2@
u = 7w 2% cos 5 ( x-1+2 sin’ 2) (3.30)
K
+2—JI '2_r1't .sinég (x+1+2 coszg)
v = ;(—: ‘/—Zr—n- sin‘za- (x+1—2cos2323) (3.3b)
3.3
+—2Kf fﬁ cos% (x-1-2 sinz‘%)
- K @ @ cinde
Oxx = o cos 3 (1-sin 5 sin™) 5.401
K
+~/71_rI—xIT sin % (2+ cos‘zg cos3§‘P—)
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- K; . 3
Gyy = Toar cos% (1+sm‘22 sini‘p—) 3.40)
K .
+ szIf'_ sin ‘g— cos‘ze- 0083_25?;
K 3
Oxy = 7 anr sin § cos$ cosH™ + e
Ko © (1- cin 2 <ind® .
+ Tonr cos 3 (1 sin2 sin'g )

Kennzeichnend ist dabei die +r-Charakteristik der Verschiebungen und die
1/Y/r-Singularitit der Spannungsverldufe. Insbesondere ergeben sich einfache Ni-
herungen fiir die RiBachse:

@ = T: u = -l;i: J;(xﬂ) ‘ (3.5a)
v = —Ig—& ‘/g ( %+1) (3.5b)
p=0:  oxx=oyy= TT%_ (3.6a)
Oxy = _/% (3.6b)

Die K-Faktoren ergeben sich abhingig von der Systemgeometrie und Belastung.
Fiir viele Standardfdlle sind statische K-Faktoren in Tabellen und Diagrammen
zusammengefaBt vertffentlicht worden, so z.B. von Rooke and Cartwright in ih-
rem Compendium of Stress Intensity Factors [711.

3.3. Das J-Integral

Die Berechnung von Spannungsintensitidtsfaktoren kann auch iiber das Ricesche
Linienintegral (J-Integral) erfolgen, das von Rice [69] fiir den statischen Fall an-

gegeben wird als

J = [(Wdy-Tu,ds)dr
r
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elj
f 0y dey, : elastische Energiedichte
0

mit w
T, = pp = oyny : Randspannung (traction)

Das J-Integral ist wegunabhéngig, d.h. die Integration erfolgt auf einem beliebigen
Weg entgegen dem Uhrzeigersinn um die RiBspitze herum (Abb. 3.4)

—— n
— “.*.\/
4 <

y / A
>— 1
It
\\ y J
X \*_,/

Abb, 3.4: Ricesches Linienintegral

Fiir den dynamischen Fall wurde das Integral u.a. von Mall [52] um einen Zusatz-
term, der den EinfluB der Massentrigheit wiedergibt, erweitert
N

T=[(wdy-Tu,ds) + [oiiu,,d0
r a

Fiir reine Mode I-Belastung lautet der Zusammenhang mit dem Spannungsintensi-
titsfaktor

Bei gemischten Pfobleinen, d.h. wenn der RiB zusiitzlich im Mode IT belastet; wird,
muB das J-Integral in einen symmetrischen (I) und einen antimetrischen
Term (II) aufgespalten werden:

i e frfm
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4. Die Randelementmethode in der Elastostatik
4.1. Aufstellen der Randintegralgleichungen

Die Gleichgewichtsbeziehung in einem Punkt X im Innern eines betrachteten Ge-
bietes () reduziert sich im Fall verschwindender Volumen- und Tréigheitskrifte auf

Ou‘j(X) =0 (4.1)

Die Anwendung der Methode der gewichteten Residuen mit einer Wichtungsfunk-
tion Wy, auf diese Gleichung fiihrt auf das Integral

I, = [ Wiy 0y X) d0 =0 (4.2)
Q

Als Wichtungsfunktion wird die sogenannte Fundamentallosung verwendet:

Wy, = Ug;(A,X) (4.3)
Dabei handelt es sich um die Verschiebungsfunktion eines unendlich ausgedehnten
Gebietes infolge einer Einzellast in einem Punkt A, der innerhalb von Q liegt. Die
statische Fundamentallésung muB also folgende Differentialgleichung erfiillen:

w Uy (AX) + O U yAX) = oy j(AX) = -8 (AX) (4.4)

mit der Dirac-Delta-Funktion

= ES *
A A.X) { O0,wenn A # X oder k i}

z=w,wenn A =Xund k=i

(4.5)
[ 8(AX) F(X) dO = 8, f(A)
0Q R
Im zweidimensionalen Fall ist dies die Kelvin-L6sung
UR(AX) = o {v-3) s enl + r ry |} (4.6)
ki(A, Brg (V) k ng o+ re o -

Der Abstand zwischen dem Aufpunkt A der Fundamentallosung und dem Punkt X
der resultierenden Verschiebung wird dabei mit r, seine Richtungskomponenten
mit r; bezeichnet. c ist eine frei wihlbare Skalierungskonstante [49].
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Abb. 4.1: Relativ-Koordinaten der Punkte A und X

Die korrespondierenden Fundamental-Randspannungen lauten

* _ 1
Pkl- m{ l'] n,( (2v-1) Skl"‘ 2 r,kr,l )

+ (2v-1) (ryng - reny) }
mit ry = x,(X) - x,(A)

r = 7 rf + rg =Y n (4.7)

ri
r’i = _r

Einsetzen der Fundamentall6sung, des Stoffgesetzes und der Kompatibilitiatsbe-
dingungen in das Gebietsintegral fiihrt auf

]:s = l u:l{ A u].jl + U ( ui,jj"' ul'u) } dQ =0 (4.8)

Partielle Integration liefert:

Is = "!; { ( u:l A ul'j )'1 + ( U:lu. ( um+ uj.l) ) '1} dQ

’ * »* (4‘.9)
- il;{ Ugig Ay + Uy wlugy+uy,)} do =0
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Nochmalige partielle Integration fiihrt nun auf den Ausdruck
L= [ { (w2 i+ (Wu Cugyeug ) }do
o)
- i {Cugyy 2y v ugyyuu s (g, ey} do @0
* * *
+.£ { ufiyru+ Uggpyeuy, + Ug ey }do=o

Mittels des GauBschen Integralsatzes werden die beiden ersten Gebietsintegrale
in Randintegrale iiberfiihrt:

I = ‘I[ U:l{)\ ;3 ng +u (uy +uy,)n }dF

{ A u:l.l ng+p u:m + u;j,l) nj} u, dr (4.11)

+
Dy

* * *
{ AUg; 5 +u ukl,“"‘ uklvll) } u, d =0

Mit den aus Kap. 2 bekannten Zusammenhingen zwischen Spannungen und Ver-
schiebungen kann man nun schreiben:

Is=‘[u;, p; dl' - JP:,u,dI‘ + Joiu’ju‘dﬂ =0 (4.12)

Die Fundamentallé6sung wurde so gewihlt, daB das verbliebene Gebietsintegral
verschwindet. Einsetzen von Gl. (4.4) fiihrt hier also auf

£ ok LA X) uy(X) dO = -h[ Aig(AX) U X) dQ = = 5y (AX) wy(X)  (4.13)

Damit gilt nun

I = I Ug,(A,X) p,(X)dr - {[ Pei(A,X) u,(X) dT - 5,(A,X) u(X) = 0 (4.14)

Diese Gleichung hat Giiltigkeit, solange sich der Aufpunkt A innerhalb des Gebie-
tes () befindet, nicht aber, wenn er auf dessen Rand I' liegt.
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4.2. Singuliire Punkte

Sowohl die Fundamentallésung UL als auch die Fundamental-Randspannung P:,
sind in ihrem Aufpunkt A nicht definiert, da der Abstand r hier zu null wird und
sich die Funktionen en(r) und (1/r) somit nicht berechnen lassen. Liegt A auf dem
Rand TI', handelt es sich bei den Randintegralen in Gl. (4.14) dementsprechend um
uneigentliche Integrale [21], die einer besonderen Betrachtung bediirfen.

Zu diesem Zweck wird der Rand zundchst in einem Kreisbogen mit dem Radius ¢
um den Punkt herumgefiihrt (Abb. 4.2) und die Integrale iiber den so gebildeten
Rand T¢ und den verbliebenen Rest T =I'-T; getrennt berechnet.

Abb.4.2: Integrationsweg um den singuliren Punkt

Auf dem Rand I'; gelten folgende Zusammenhinge:

ng cos ¢

n, sin ¢
s = g9 > ds = g-do

r = (4.15)

"t
-
n

€ COS ¢

-t
N
"

€ sin ¢
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rpny = e(cosch+sin2(p) = €

ry N = reny = 0
Aufteilung der Randintegrale in Gl. (4.14) fiihrt dann auf

I, = [ U, (A,X) py(X)dT - [Py (A,X) u,(X) dT
T T (4.16)

+ U, (A,X) py(X)dT - [Pl (A,X) 1y (X) dT - 84(A,X) uy(X) = 0
Tg Te

Zur Berechnung der Integralwerte im singuldren Punkt muB nun der Grenzwert
£— 0 gebildet werden. Fiir das erste Integral gilt dann

tim { [Ug(A,%) py(X)dr}

Te (4.17)

P2
= 1 € =
=) { !1 Brp(1-v) { @v-3 ng + mn }ede pta) = 0
Das zweite Integral wird mit dem integralfreien Term zusammengefaBt. Es gilt
Clu(AX) = 8g(AX)+ tim J PeAX) dr (4.18)

Die Koeffizienten Cy,; ergeben sich abhdngig vom Eckwinkel des Randes im
Punkt A:

P2 2
= 1 € -1 -9
c,,(A,K)-sm,lo{1+‘_:e_13‘.)1q’fl oy s l2v-1-2211) de }
P2
=8(A.K){l+ 471,11_\,) f {2v—1—2cos2<p}dq>}
?1
(4.19)
1 sinzgg P2
=8(A.K){1+ m[(p(Z\)-l)-tp-z ;lpl}

_ Py~ Po sin (2¢,) - sin (2¢,)
= sk {1+ Hpo + 8nll-v) }
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Py~ P2 sin (2¢,) - sin (2¢,) }

C2(AK) = 3AK | 1 + T - 8n(-v)

2 2
i - si
CulAK) = sAK) { o= %2

C,2(AK)

Fiir Innenpunkte, fiir glatten Rand und fiir AuBenpunkte erhilt man die Werte:

Innenpunkt: Py = P Ci1 = ¥

_ _ S
glatter Rand: Py = Pot+ T Cur = 5 (4.20)
AuBenpunkt: Py = Qo+t 2T Cry= 0

Die entsprechenden Ausdriicke fiir dem dreidimensionalen Fall sind in der Arbeit
von Hartmann [39] zusammenfassend dargestellt.

Einsetzen von Cy; in Gl. (4.16) fiihrt nun auf

Ig = [Ug,(A,X) py(X)dT - [PE,(A,X) 0, (X) dT - Ciy(AX) 4(X) =0 (4.21)
T T

Sofern das untersuchte Gebiet eine geschlossene Randkurve besitzt, kénnen die
Werte C,, auch aus der Bedingung berechnet werden, daB Starrkérperverschiebun-
gen keine Randkrifte verursachen diirfen. Mit u;=1 und p;=0 folgt hier

{'i*[ PRAX) dl + Cy } -1 = 0 (4.22)

bzw.
Ciy = -J PRy(AX) dr (4.23)
T

4.3. tibergang zu diskreten Punkten

Die Gleichungen sollen nun so umgeformt werden, daB sich mit ihnen Verschie-
bungen und Spannungen in diskreten Randpunkten berechnen lassen. Zu diesem
Zweck wird der Rand des betrachteten Gebietes in Randelemente unterteilt.
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Abb. 4.3: Unterteilung des Randes in Elemente

Fiir jedes Randelement wird der Zusammenhang zwischen den KenngréBen in
einem Elementknoten K und einem beliebigen Elementpunkt X durch Ansatz-
funktionen @ dargestellt:

u;(X)

" (X,K) u,(K)
(4.24)

pi(X)

@p(X,K) pl(K)

Die Ansatzfunktionen werden so gewidhlt, daB sie in jeweils einem Knoten K den
Wert 1 annehmen und in allen anderen Knoten gleich null sind. Weiterhin wirken
die Ansatzfunktionen nur auf den an den jeweiligen Knoten K angrenzenden Ele-
menten und verschwinden auf dem gesamten iibrigen Rand.

Moglich ist die Verwendung konstanter, linearer, quadratischer oder auch anderer
Element-Ansatzfunktionen, beispielsweise mit einem Wurzel-Term. Dabei besitzt
das Element mit konstanter Ansatzfunktion einen Knoten in seiner Mitte, das mit
linearem Ansatz zwei Knoten in seinen Endpunkten und das mit quadratischem
Ansatz einen Knoten in der Mitte und zwei in den Endpunkten (Abb. 4.4). Eine
Sonderform stellt das Quarter-Point-Element dar, dessen zweiter Knoten bei
einem Viertel seiner Linge plaziert ist.

Fiir Elemente mit fortlaufender Knotennumerierung und dem Knoten K=1 als er-
stem Elementknoten ist der Verlauf der Ansatzfunktionen in Abb. 4.4 dargestellt.
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. o(X,1) =

Abb. 4.4a: Element mit konstantem Ansatz

!\ @(X,l) .=

—_ 8
-#df/»/ﬂf,/f”/”W @(x;z) =
(1) (2)

Abb. 4.4b: Element mit linearem Ansatz

~
_F T~ ®(X.1)

SN
-
z:tl/ ‘\\ Q (x'2) =
, //”]
-— ] (X,3) =
(1) (2) (3)

1 (4.25a)
s
L-%
(4.25b)
s
e
1 - 3§ + 22
44 - 42 (4.25¢)
-3t 2))F

Abb. 4.4c: Element mit quadratischem Ansatz

<7

o(X,1)

/—\
o(X,2)
M &(X,3)

(1) (2) (3)

l

BN

(S
|
w
|
+
N
@Im

4

0|
]
R
L[]

(4.25d)

I
wia]
+
N
~|n

Abb. 4.4d: Element mit Quadratwurzel-Ansatz
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Die Integrale werden auf Element-Ebene ausgewertet.
N . _
I = ¥ { [ UAAX) 8(X,K) dT py(K) (4.26)
E=1 Te

- [ PlAX) @(X,K) dT w(K) } - Cuy(AK) w(K) =0
Tg

Fiir die Integral-Ausdriicke auf Elementebene werden die Abkiirzungen GE und HAE
eingefiihrt, ihre Summation auf Systemebene wird mit G bzw. A bezeichnet:

Ng
Y [ U (AX) @(X,K) dT
E=1 'f'E
N (4.27)
B,AK =Y HE(AK > [ PG(AX) (X,K) dT
E=1 E=1 T

Ng
GuAK = ¥ GEK
E=1

Nun kann man fiir Gl. (4.26) schreiben
Gii(A,K) pi(K) - Hp(AK) w(K) = 0 (4.28)
mit H,(AK = H,(AK + Cy(AK)

Die Komponenten Gy;, Hy;, ﬁki und Cy; werden in den gleichnamigen System-
matrizen G, H, B und C, die Verschiebungen u; und Randspannungen p; in den
Vektoren u und p zusammengefaBt. Setzt man nun fiir A und K nacheinander alle
N Knoten des betrachten Gebietes und fiir die Indizes k und i die beiden Koordina-
tenrichtungen ein, so erhédlt man das matrizielle, lineare Gleichungssystem

Gp - Hu = 0 | (4.29)
mt H=f+cC
Entsprechend der in jeder Richtung in jedem- Knoten vorgegebenen Randbedingung
werden die unbekannten GréBen in einem Vektor x zusammengefaBt, die bekann-

ten in einem Vektor y. Durch Austausch der zugehérigen Spalten von G und H
erhédlt man ein lineares Gleichungssystem zur Berechnung der Unbekannten.
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Gy -Hyg P1| _ Hyy -Gy uy
Ggy -Hpg ug Hgy -Ggg P2

A . x = B . y = b (4.30)

4.4. Numerische Berechnung der Randintegrale

Die meisten der fiir die Aufstellung der Systemmatrizen G und H zu berechnenden
Integrale lassen sich mit hinreichender Genauigkeit mittels numerischer Integrati-
onsformeln bestimmen. Verwendung findet dabei i.a. die Standard-GauB—Qua-
dratur [21]: Anstelle der Integration iiber einen Randbereich erfolgt die Berech-
nung fiir bestimmte Randpunkte, deren gewichtete Funktionswerte dann summiert
werden.

Fiir die Integration iiber eine Funktion f auf dem in Abb. 4.5 dargestellten Rand-
element der Linge ¢ gilt dann der Zusammenhang:

1
- [#@ ds = § [ o(Gen)a » 3 5 f(E 1) wy (4.31)
~1 i=1

Die Koordinaten §; und die zugehorigen Wichtungsfaktoren w, sind in Tabellen der
Standardliteratur [17] zusammengefaBt. A

0\
N
“». E=2¢-1
NN
2\
\ e -
e
2

Abb. 4.5: Randkoordinaten
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Die Aufstellung der Diagonal-Elemente der Matrix G erfordert die Auswertung
singulédrer Integrale, die den Logarithmus enthalten. Hier kann vorteilhaft die lo-
garithmische GauB-Quadratur [17] eingesetzt werden. Mit der dimensionslosen
Koordinate £’ und den Wichtungsfaktoren v, gilt dann

e
I = [ f(s) en(s) ds
0

1 1
= ¢ [ fee) e &g+ Sen® [ f(SEsn) a (4.32)
0 -1
a Lo m 2 (8
v RXfRED v, + =m® X f(5ED) w,
i=1 i=1

4.5. Analytische Berechnung der Randintegrale

Die numerische Auswertung der Randintegrale fiir randnahe Innenknoten oder
Knotenpunkte auf den einander gegeniiberliegenden Rédndern eines Risses oder
Schlitzes (Abb. 4.6) beinhaltet zum Teil erhebliche Integrationsfehler, die durch
das singuldre Verhalten der Fundamental-Funktionen verursacht werden.

- _ < N\
ho\\ N N

A
N

\

Abb. 4.6: Randnaher Innenknoten und RiBrand

Um auch in diesen Fillen eine korrekte Berechnung der Randintegrale zu gewihr-
leisten, werden in dieser Arbeit alle Randintegrale iiber geradlinige Elemente nicht
mehr numerisch, sondern im Rahmen der Darstellungsgenauigkeit des verwendeten
Rechners exakt berechnet. Das hierzu verwendete Verfahren zur matriziellen Be-
rechnung der Elementmatrizen HE und GE wird in diesem Kapitel vorgestelit.
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4.5.1. Koordinatensysteme

Zundchst werden die Zusammenhidnge zwischen dem globalen, auf den aktuellen
Aufpunkt (A) bezogenen Koordinatensystem (x,,x;) und der lokalen Randelement-
koordinate (s) ndher betrachtet. Fiir geradlinige Elemente werden dabei die in Abb.
4.7 dargestellten Beziehungen verwendet.

le

Abb. 4.7: Koordinaten und Abstiinde zwischen Aufpunkt A und Randpunkt X

Aufpunkt

Element-Anfangsknoten
Element-Endknoten

Randpunkt, dessen Normale durch A geht
Abstand zwischen B und K,

Abstand ;wischen A und B
. Elementlédnge .

Richtungswinkel der Randgeraden

R PT R BARD
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Mit der neuen Randkoordinate

t = s+a (4.33a)

gilt fiir den Abstandvektor zwischen (A) und (X) der Zusammenhang

Insbesondere erhidlt man durch Einsetzen fiir den Anfangs- und den Endknoten
des betrachteten Elementes

ra = 1 a%+ b?

(4.33¢)
r, = 7(e+a)® + b?
Durch Einsetzen der Richtungskomponenten der Randnormalen
n = sin o
n, = -cos a
ergeben sich die fiir die Fundamentall6sung relevanten Komponenten des
Abstandes zu
ry = -tn, -bn
ro = t m - b ny
rf = t.znzz + t 2bnn +b2nf
s = t2 - t 2bn n, + bB¥nd (4.34)
ryrp =—t2nln2+tb(n2z—n";)+b2n,n2
rynyg+ryn = -b

rs Ny - ryng = t
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4.5.2. Fundamentalldsungen

Die Fundamentall6sungen lauten

Cy {4v-3ren- + ryr, }

=
&
"

Pri= Cp { ryn, ((2v-1) 854- 2 ryry ) + (2v-1) (ryny - rieny) |

_ 1
c,= —1L1
P 4n (1-v)r

Fiir gerade Elemente vereinfachen sich diese Ausdriicke unter Verwendung der in
Kap. 4.5.1. eingefiihrten Zusammenhinge. Die Komponenten der Fundamentalls-
sung ergeben sich im einzelnen zu:

ul, = C, {@v-33emk +('})2 }

* ryr
Up =Wy = C, {_1;2__2_
u;, = G {Gv-3yeml +(EE)2 }
* b rl
Py = ¢ { d-zw 2wz ) (4.36)
P, = ¢ {-t-2m Evo2p %}
P}y = ¢ { (2wt T2

2

P} =g { w2 2]

Nach dem Einsetzen der Beziehungen fiir r; werden die Fundamentallésungen nun
als Matrizenprodukt beschrieben. Die Vektoren U* und P* enthalten dabei die
element-abhingigen Komponenten der Fundamentallésungen, wobei die Matrizen
D¢ und Dy die fiir das jeweilige Element konstanten und der Vektor d die von
der Randkoordinate abhiingigen Bestandteile der Fundamentallésung enthilt.
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*

u
=t bn,2 2bngn, n22 0 0 0 4v-3 b_
Cu rz
E )
u—‘z bnn, b(nZ-n?) n,n 0 0 0 0 Lt
c, 1Np 21y 1Nz 2
LF brl  -2bmn, n 0 0 0  4v-3 t2
C. 2 1 2 { v 2
e B R R
Pulz]12y 0 0 b2n?2  2bnn n 0 2b
P*
C—lz 0 1-2v 0 bzn,nz b(n%—nf) -mny 0 -2%
P r
*
Py 2 2 2 2bt2
q 0 2v-1 0 b nny b(nz-—m) -nny 0 l"T
P;, 2 2 2
q 1-2v 0 0 b®nj -2bnyn, ny 0 Enﬁ
bzw. u* - Dg - d
(4.37)
P* - Dy d

4.5.3. Element-Ansatzfunktionen

Die Element-Ansatzfunktionen kann man allgemein beschreiben durch

2K = ALK +(§) AK +(EF AGK +T5 awk +TL A0 438

Dieser Zusammenhang wird nun ebenfalls als Matrizenprodukt dargestellt. Der
Vektor ® mit den drei Ansatzfunktionen ergibt sich als Produkt des Vektors s,
der die Potenzen der normierten Randkoordinate (Ei) enthilt, und der Matrix A mit
den vom Elementtyp abhingigen EinfluBwerten der Potenzen.

Fiir die vier verschiedenen, in dieser Arbeit verwendeten Elementtypen aus Kap.
4.3 ergeben sich die Ansatzfunktionen dann folgendermaBen:

1. linear: | ®OX,1) 0(X,2) 2,3 | = |1 £ (§)* /8

i)

o
© o o~ O
©c oo oo




1 o0 o
-3 4 -1
2. quadr: | @X.D) ox.2 X3 | = |1 §(8* /L. 2 4 2
o o0 o
o o0 o
0
2 -4 2
3.0 |expox2exd| = [18(8* /& 0o o o
-3 4 -1
o o o
-3 4 -
o 6o o0 o
4. TSQP: | oD ox2 ax3) | = [1$(8)° /8% 0 o o
2 -4 2
1 o0 o
Allgemein: o = s . A (4.39)

4.5.4. Berechnung der Elementmatrizen

Mit den zuvor eingefiihrten Beziehungen fiir die Fundamentallésung und die An-
satzfunktionen koénnen die Elementmatrizen nun ebenfalls als Matrizenprodukt
dargestellt werden.

G- [ ute dr - ! Dcds A dI = Dcl[dsdl"A=DGSA
r .
HE=JP’¢ dr = !'DndsA dr = Dy [dsdl A = DgSA
I
mt S= [dsdrl ‘ . (4.40)

r

Die Matrizen D und A sind nur vom Elementtyp und der Elementlage abhingig,
wihrend alle koordinatenabhingigen und somit fiir die Integration relevanten Gro-
Ben in den Vektoren d und s zusammengefaBt sind. Die Matrix S enthdlt somit
also alle zu 15senden Integrale.



b s b s2 b s b /&—h
r2 e r2 ez r2 e r2 § p2
t s t szt s t et
r2 ¢ r2 e2 2 ¢ r2 S g2
t2 s t? s2 ¢ s t? /Zﬁ
r2 e r2 2 rp2 2 r2 s r2
s= [ | 2 s 26 2 2b [5 2b T 2k |qT
. r4 e rt 2 4 e rt S 4
2b s 2bt s2 2bt s 2bt e 2bt
rt e ré g2 4 R r¢ s 4
2b 2 s 2bt? s2 2bt s 2bt? T 2bt?
r4 e rt 02 4 R r4 S 4
en & S epk 82 ppL s onk }/E en L
¢ 02 ) c s
(4.41)

Ihre 35 Elemente beinhalten insgesamt 23 verschiedene Randintegrale. Um eine
mehrfache Berechnung identischer Ausdriicke zu vermeiden, werden die jeweils
benétigten Integraltypen I zundchst abhingig vom Elementtyp berechnet und die
Matrix S anschlieBend durch entsprechende liberlagerung dieser Grund-Integrale
gebildet.

4.5.5. Integrale der Standardelemente

Die Integrale iiber Randelemente mit konstanten, linearen und quadratischen An-
satzfunktionen sind in den ersten drei Spalten von S enthalten. Zur Berechnung
dieser Werte werden die Grund-Integrale I, bis I;;3 benétigt.

e
I, =‘!;12ds=lb—(<pa-cpe)4
e .
= L = -2
I, -Jrzds— En(re)
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e
t2 2
I, = J ¥ds = ¢ - b1
3 .!rz 8 1
et3 (e+a)2 2
+a - a 2
1, = bf; ds ) b? I,
Fogs (t+a)3 - a3
+a)3 - 2
Is =£;2ds- al —2 bl 1,
f 2b e
l = “ U d = +a a '_l
¢ ‘!r“ ° brg bry? ¥ !
f 2bt b _ b
I; = ) 2 -ds = —5 - — (4.42)
7 '! ré s rg ré
% 2
I, = [ 24 = 261, - P
0 r
& 3
b = [ 2845 = 261, - b1,
0 re :
g 4 .
Lo = J 2Bt ds = 2be - 4b® 1, + b1,
o r? ,
4 . r
Iy =ffn§ds=(2+a)(2nf-l)—a(Enf——l)-rbzll
¢ re2 re ra2 ra
Ly = JtemDlds = (m®-1) -2 (2o

113 9

e
3 r . r 2 4
,!tz tnfds = (8220 (3enfe-q)- & (gene-q1) B0 DYy

Mit diesen Werten kdnnen die zugehorigen Elemente der Matrix S nun folgender-

maBen berechnet werden:

b
Sy = b1 Szl=?(lz‘ah) i Sy3 =

2(15-2a1,+ 0% 1)
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4.4.6. Integrale der Viertelpunkt-Elemente

Die Randintegrale iiber Viertelpunkt—Elémente sind in den beiden letzten Spalten
von S enthalten. Zur Berechnung werden 10 zusdtzliche Grund-Integrale benétigt,
die die Quadratwurzel der Randkoordinate s enthalten. Ihre Berechnung wird
durch eine Substitution

s=1z > ds= 2z dz (4.43)

vereinfacht. Damit lautet der Zusammenhang zwischen r und z

r? = 2%+ 2222 + A% 4+ b? = (z2+Az+ra)(zz-Az+ra)

(4.44)
mit A= 2r, - 2a

Innerhalb der Grund-Integrale wiederkehrende Ausdriicke werden zunichst in den
Hilfs-Integralen I, bis 1,3 zusammengefaBt: ‘

3
I =f ( 1 + 1 )dz = 2 arctanD’,e—
40 0 z22+Az+r, z2-Az+r, D ry-€
%)
1 1 440 ¢+a 2
1 = d = —-=_ 1
i ‘! ( (z2+Az+r,)? v (zZ—Az+ra)2) z D2 p2+2ab+r,? * pz 40



Die

._40_

7 1 z2-Az+r A
Z Z a
= Z dz = 5¢@ + 80
af ( z22-Az+r, 22+Az+ra) z 2 n( z2+Az+ra) 2 40
* 2A A
z z
- _Z - dz = -2A _A 4.45
0 ( (z2+Az+r,)? (zZ—AZﬂ;,)z) z D2 D2 *° ( )
'3
_ 22 22 _ A z2-Az+r,
_J ( 22-Azrr 2+ Azer, ) dz = 2z + 5 tn ( zz+Az+ra) +a Iy
_ﬁ( 22 22 )dz __4aEfE—+raZf2— 2n
o  (22+Az+r,)2 (z2-Az+r,)? D2 r,2 pz %0
mit D=4 2r, + 2a
Grund-Integrale I, bis I3 lauten damit:
f’ 1 : -/‘2'2 I I
= — ds = “_d = 40 44
o fsrz O br iz O fa Ar
F ¥ 2 I
- s - YA - 44
= { " ds J 2 " dz = A
: R _
= I—LS LS. 4s = f 2Z_dz= 240 + (-2a) I;s - 1l
0 rZ o r
f g2 Tt e 2
2
= {Srzs dszbfzr—zd“g-efe‘-zalw—ra Iis
JQ 2b d bed 2b (l41+'l4s+148 I lls')
= = s= z =22 (81,3, " 498 - 18
0 /st o ré 2 ‘'2 A 2A2 M A
e /2
= [ 2b¥s 2 4,. b Tis _Tso
- ofﬂ ds_b[zmr4 dz= o (1, v -t
(4.46)
 2bs/s Tt b
= Svs z = -
- af bsts as b“br‘ dz= % (Lig - i)
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* 6
= ‘(];4‘b':'z dz = 2b 114 - 2a 120 - l'g l19

r4
e
122 = br S En(r? ds = g_(E'V,T En% - 117 - a 116)
¢ r
123 = {%Eng—ds = 2‘7’?2“5-2& Ils -2116

Die zugehorigen Elemente der Matrix S kénnen nun wie folgt berechnet werden:

smz%([ls) : Sis = b /€ (1)
s“:%(l,“al,s) : Sps = Y€ (Iys+aly,)
sa4=%e(l.7+2a16+azlls) ; Sgs = 7€ 16+ 2a 1,5+ a Iy4)
Sy = —1/17&_—(1,9) ; Ses = 7€ (15)

Sss = %(Imﬁalw) ; Sss = 70 (Io+alg)

Ses = %e(lzl+2alzo+ L) Ses = 7€ (I0+ 2aljo+ a’l )
s74=71_e—(122) ; Szs = 7€ (1y3)

4.6. Innenknoten

Die Verschiebungen in Innenpunkten des untersuchten Gebietes berechnen sich auf
die gleiche Weise wie die Randverschiebungen. Aus den Gleichungen (4.26) bis
(4.28) erhdlt man fiir C (A, X ) =8,,(A,X) direkt

w(A) = [ UR(A,X) &(X,K) dT p(K) - [ Py;(A,X) ®(X,K) dI' u,(K)
T T

Gri(A.K) p(K) - Hy (A,K) u(K) (4.47)
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Die Beziehung zur Berechnung der Spannungen erhilt man aus den Gln. (2.6),(2.7)

- _E U+ Yk v
O%j = Tev { 2 * 19y UYe.e dk;j } (4.48)

Bei der Berechnung der Ableitungen ist zu beachten, daB diese hier nicht auf dem
Rand, sondern im Aufpunkt A erfolgen

_ duk _ auk .
Yy T IA T T % (X) (4.49)

Die Differentiation von Gl. (4.47) erfolgt nur innerhalb der Fundamentallésungen.
Einsetzen in Gl. (4.48) fiihrt dann auf

Up,  +
A 1‘[ { =I5« o Uele by | @ dT b,
Pk + P k *
) IJ“‘ ” n 1-2\,\) Peie 3x; }q; dr' u,
(4.50)
* ‘%
= [ QuyAK) dI' p(K) - | Ri(A,K) dT' u,(K)
r r
mit
2rrr
Qkyj = m { Cry g+ Tic 8- 13 85y) (2v-1) - —‘rzl—k }

R* = ———u-'———,, .
kU™ on (1-v)r?

{ 2!’2 Np [(1‘2\)) 8kl l"'j‘.' \Y (Sk] ri + Sn r'k) - 4'!'.]( r_l r’,]
+2vingryry+mnrgry

+(1-2) (20 ryr, + ng S + my 8yy) ~(1-4v) ny By }
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4.7. Spannungen auf dem Rand

In vielen Fillen, wie beispielsweise bei allen Kerbproblemen, sind neben den duBer-
lich angreifenden Spannungen vor allem innere Spannungen parallel zum Randver-
lauf von Interesse. Die Berechnung dieser Spannungskomponenten kann wie bei
den Spannungen in Innenknoten in einer Nachlaufrechnung direkt aus den Ergeb-
nissen der Standard-Rechnung erfolgen. In Abbildung 4.8 sind die auf dem Rand
einer ebenen Struktur auftretenden inneren und #@uBeren Spannungskomponenten

am Beispiel eines linearen Zwei-Knoten-Elementes dargestellt.

sin o

ng

n, = -cos «

X2

Abb. 4.8: Spannungskomponenten auf dem Rand

Zwischen den Komponenten der duBeren Randspannungen p; in globalen Koordina-
ten (x,,X,) und in lokalen Koordinaten (s,n) besteht zundchst der allgemeine Zu-

sammenhang
Onn = Pn = PpSina - pycosa = p; ng + pyny
{4.51)
Ons = Pg = Py COSA + pysina = pyn -pyny

Die Normalspannungen in Randrichtung sind nun zusétzlich von der Langenénde-
rung des Randstiicks abhingig

= 75 (vonn+ 26 &5, ) 4.52)

oSS
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Die Dehnung ey im Punkt X kann dabei durch die Knotenverschiebungen u; und
die Rand-Ansatzfunktionen & dargestellt werden. Aus der Beziehung

ug(X) = uy(X) cos a + up(X) sin a = uy(X) ny - uy (X) ny
(4.53)
= &(X,K) ((u (K) ny - w(K) n, )
folgt durch Differentiation direkt
ess(X) = ug o (X) = &, (X,K) ((up(K) ny - uy(K) n, ) (4.54

Fiir das Zwei-Knoten-Element mit den Knoten 1 und 2 erhilt man die erforder-
lichen Ableitungen der Ansatzfunktionen zu

¢, (X.1) = -+
(4.55a)

® 4(X,2)

1
e

Fiir das Drei-Knoten-Element mit den Knoten 1, 2 und 3 und quadratischem
Ansatz lauten die Ableitungen

= _3 . 4s

¢ (X,1) = oy +F

2. x.2) = -8 (4.55b)
= 1 _ 4s

® .(X,3) = - T e

4.8. Doppelknoten

Die korrekte Wiedergabe von sich sprunghaft @ndernden \Randbedingungen oder
unstetigen Randspannungsverldufen, also z.B. der tibergang von I, nach I, oder
von p=0 nach p #0, macht es erforderlich, sogenannte Doppelknoten einzufiihren.
Wiahrend im Normalfall der Endknoten eines Elementes mit dem Anfangsknoten
des Nachbarelementes identisch ist, handelt es sich hier um zwei getrennte Kno-
ten mit derselben Koordinate.
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® Ersatzknoten

LY

Doppelknoten

Ty

Abb. 4.9: Verwendung von Doppelknoten

Bei der Aufstellung des System-Gleichungssystems wird der Aufpunkt der Funda-
mentallésung nacheinander in jeden Knoten gelegt. Doppelknoten fiihren dement-
sprechend zu identischen Zeilen der Matrizen G und ﬁ Es ist daher zu beachten,
daB hier in mindestens einem der beiden Knoten die Randspannung vorgegeben
sein muB, damit das Gleichungssystem nicht singuldr wird.

Sollen in beiden Knoten Randspannungen berechnet werden, so miissen zusitzliche
Bedingungen zur Beseitigung der Singularitit eingefiihrt werden. Bei der Aufstel-
lung des Gleichungssystems kann der Aufpunkt A zu diesem Zweck anstelle in
den zweiten der beiden Doppelknoten in einen Punkt auBerhalb des untersuchten
Gebietes gelegt werden. Da der Wert C,,; aus Kap. 4.2 fiir AuBenpunkte null ist,
erhiélt man auf diese Weise eine zus#dtzliche Gleichung, ohne zusdtzliche Unbe-
kannte einzufiihren.

4.9. Substruktur-Technik

Die Untersuchung nur gebietsweise homogener Gebiete wird durch die sogenannte
Substruktur-Technik méglich. Dabei wird das Gesamtgebiet in homogene Teilge-
biete unterteilt, fiir die dann jeweils die Systemmatrizen getrennt berechnet und
erst anschlieBend zu Gesamt-Systemmatrizen vereinigt werden. Sinnvoll kann eine
Aufteilung in solche Substrukturen auch sein, um bei langgestreckten Bauteilen
eine Bandstruktur der Matrizen #hnlich wie bei der FEM zu erzielen, wodurch sich
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in einigen Fdllen der Rechenaufwand trotz Einfiihrung zusitzlicher Freiheitsgrade

reduzieren l4Bt.

Abb. 4.10: Aufteilung in Substrukturen

Das in der Abbildung dargestellte Gebiet wurde beispielhaft in zwei Teilgebiete

unterteilt. Auf dem gemeinsamen Rand I'; kénnen keine Randbedingungen vorge-

schrieben werden, es miissen jedoch bestimmte tibergangsbedingungen eingehalten

werden. Dieses sind

die Kompatibilitit der Verschiebungen

und das Kriftegleichgewicht

P = —P1

(4.56a)

(4.56b)

Die Gleichungssysteme der Teilgebiete lassen sich nun wie folgt darstellen

Gaa Gar Pa
0
Gia G Pi
Gia Gi: | | PA
0
Gia G p3

1 1
HAA HAI

1 1
Hy, Hyp
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Durch den Einbau der libergangsbedingungen Gin. (4.56) wird das Gleichungs- '

system iiberfiihrt in

1 ] 1
GAA GAI HAI

G G Hy

2 2
- GII HII

2 2
-Gar Hap Gaa

2
GIA

1
Haa

1
Hia

Haa

2
HIA

(4.57)

Auf dem gemeinsamen Innenrand geniigt die Berechnung der SchnittgréBen p{ und
uf. Die GroBen u{ und pf ergeben sich aus den libergangsbedingungen und brau-

chen an dieser Stelle nicht berechnet zu werden.
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5. Die Randelementmethode in der Elastodynamik

Bei der Anwendung der Randelementmethode auf elastodynamische Problemstel-
lungen koénnen im wesentlichen drei unterschiedliche Wege beschritten werden.
Diese lassen sich folgendermaBen kennzeichnen

- Aufstellung zeitabhingiger Systemmatrizen mittels einer Fundamentallésung im
Zeitbereich

- Aufstellung frequenzabhédngiger Systemmatrizen mittels einer Fundamentall6-
sung im Frequenzbereich

- Aufstellung konstanter Systemmatrizen durch Verwendung von Niherungsansit-
zen

Auf die Untersuchung im Zeitbereich soll im Rahmen dieser Arbeit nicht weiter
eingegegangen werden. Ndheres hierzu findet sich in der Literatur, z.B. Brebbia
[17,181, Antes [4], v.Estorff [34].

Ausgangpunkt fiir die Herleitung elastodynamischer Randintegralgleichungen ist
wieder die Gleichgewichtsbeziehung (2.4) im Punkt X im Innern des betrachteten
Gebietes ().

OU'I(X) - p i-il(X) + bl(X) = 0 (S.l)

Die Anwendung einer Fundamentallésung U:l als Wichtungsfunktion auf diese
Gleichgewichtsbeziehung fiihrt dann auf

iu:,(A,X) { 0y (X) - p (X)) + by(X) } dO = 0 (5.2)

Fiir eine Betrachtung im Frequenzbereich wird ein harmonischer Ansatz verwendet
y = u e . (5.3)
mit i, = -0° u; e = -0° W (5.4)
Damit geht diese Gleichung iiber in

iu{,m,m { 6,(X) + po® uyX) + by(X) } do = 0 (5.5)
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Von hier ab unterscheiden sich die verschiedenen Vorgehensweisen der elasto-
dynamischen REM. Beschrieben wird zunichst die bereits in vielen Arbeiten [2,10,
24,43,64] verwendete Formulierung im Frequenzbereich. Dieser werden dann Ver-
fahren gegeniibergestellt, die auf konstante Systemmatrizen fiihren.

5.1. Formulierung mit frequenzabhiingigen Systemmatrizen

Das Integral (5.5) soll fiir den Fall verschwindender Volumenkrifte unter Ver-
wendung einer geeigneten Fundamentall6sung vollstindig in ein Randintegral
iiberfilhrt werden. Zu diesem Zweck muB die Fundamentallésung der um den
Tragheitsterm erweiterten Differentialgleichung (4.4) geniigen.

oxyy fAX) + puf Upy(A,X) = -Ag(A,X) (5.6)

Ein weiteres Kriterium fiir die Wahl der Fundamentallésung bei der Untersuchung
nicht-abgeschlossener Gebiete ist die Sommerfeldsche Ausstrahlbedingung [76],
die beinhaltet, daB keine Energie aus dem Unendlichen in das betrachtete Gebiet
einstrahlen darf. Im zweidimensionalen Fall lautet sie

em {47 (34" - loyge)} - o (5.7)

r—>o

Die Fundamentallésung, die sowoh! die Dgl. als auch die Ausstrahlbedingung er-
fiillt, lautet fiir zweidimensionale elastodynamische Probleme

U:d = ‘li'“il_ { u1 Oy - Uy l'.'k r; } (5.8a)
(1) . (1)
H;" (z,) z, ¢ H;’(z,)
- (1) 1 2 1 1 1
mit U, = Hj (z,) —z, + (Z_z ) —z
2
u = - H(i) + Zy H(l)
2 s (z5) (Z_z) 2 (zy)
- _ (1 Zy 2 (1)
U3 = Zg Hz (22) + Zy (22) Hz (Zl)
21 = wr
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Die Funktionen H\(,l) sind Hankel-Funktionen erster Art und v-ter Ordnung. Sie
setzen sich aus den entsprechenden Bessel-Funktionen J,, und Y,, zusammen [801:

HV(2) = J (@) +iY,(2) (5.8b)

Zu bemerken ist in diesem Zusammenhang, daB der Realteil der Fundamentalls-
sung, der mit den Besselfunktionen Y, gebildet wird, fiir sich allein bereits die
Dgl. (5.6) erfiillt. Der Imagindrteil, der die Funktionen J,, beinhaltet, erfiillt dage-

gen die homogene Dgl. und wird zur Erfiillung der Ausstrahlbedingung hinzuge-
fiigt.

Die Fundamental-Randspannungen ergeben sich nun zu

P;i = '41? { ( r.j n’Sk + r’l nk) W1 + r'knl W2 + r'k r" r'j nj w3

mit Wi = rgt -U, = -z, H"(z;) - 2 U, (5.8¢)
- 222 ¥4 2 dul dU2
Wz-'(—l) Uz*((zT) 2) (rg -rat)
2 2 _ 2
= -du+ -2 (wi1+3uz-us)
Co cg
du
W3 = 4U, -2r g2 = 8U2-2U3

Die Berechnung der Hankel-Funktionen kann naherungsweise mit Polynom-Ansit-
zen, wie sie beispielsweise von Abramowitz und Stegun [1] angegeben werden,
erfolgen. Die Grenzwertbildung fiir w=0 fiihrt auf die statische Fundamentall6-
sung aus Kapitel 4. Bei der Berechnung der Fundamentallésungen fiir niedrige
Frequenzen muB beachtet werden, daB sie sich aus Summanden stark unterschied-
licher GréBenordnungen zusammensetzen. Um hieraus resultierende numerische
Fehler zu vermeiden, ist es sinnvoll, Terme gleicher GréBenordnung zunédchst ge-
trennt zu berechnen und erst danach zusammenzufassen.

Die Werte C;; in den singuldren Punkten und damit die Diagonal-Submatrizen von
H koénnen hier nicht mehr aus Starrkérperbedingungen berechnet werden. Sie sind
jedoch mit denen der statischen Berechnung aus Kap. 4. identisch, so daB keine
zusitzlichen Grenzwertbetrachtungen erforderlich werden [31.
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Die iibrige Vorgehensweise unterscheidet sich nicht von der des statischen Falls,
jedoch erhilt man aufgrund der verwendeten Fundamentallésung hier ein frequenz-
abhédngiges Gleichungssystem.

G(w) p(w) - H(v) u(w) + blew) = 0 (5.9)

Umstellen der Matrix-Spalten und der Vektoren fiihrt dann wie im statischen Fall
auf ein lineares Gleichungssystem zur Berechnung der Unbekannten

Alw) x(w) = rlv) (5.10)

" Bei offenen Gebieten, wie sie z.B. bei Halbraumproblemen vorkommen [43,641,
muB die komplexe Fundamentall6sung verwendet werden, da nur so die korrekte
Beschreibung einer geometrischen (Ausstrahl-) Dimpfung gewihrleistet wird.

Geschlossene Gebiete, wie sie hier ausschlieBlich betrachtet werden, besitzen im
Gegensatz dazu keine Wellenausstrahlung ins Unendliche. Hier ist es daher prin-
zipiell moglich, eine rein reelle Fundamentallésung anzuwenden.

Sollen der Frequenzgang respektive die Eigenfrequenzen einer Struktur ermittelt
werden, so muB das Gleichungssystem in beiden Fillen fiir jede betrachete Fre-
quenz neu aufgestellt und geldst werden.

Einen wesentlich geringeren Rechenaufwand bei der Untersuchung abgeschlossener
Gebiete versprechen Verfahren, die mit einer Separation der Orts- und der Zeitls-
sung arbeiten und damit auf konstante, frequenzunabhingige Systemmatrizen fiih-
ren. Diese innerhalb der FEM altbewédhrte Vorgehensweise einer Formulierung mit
Steifigkeits- und Massenmatrizen wurde erstmals von Nardini und Brebbia [57]
fiir die REM aufgestellt und wird hier zunichst ndher beschrieben.
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5.2. Formulierung mit konstanter Massenmatrix

Ein Verfahren zur Aufstellung einer konstanten REM-Massenmatrix wurde von
Nardini und Brebbia [16,19,57-611 vorgestellt und als "Dual Reciprocity Method”
bezeichnet. Ausgangspunkt ist wieder die Anwendung der Methode der gewichte-
ten Residuen auf das dynamische Gleichgewicht. Die Integralgleichung (5.2) wird
nun fiir den Fall verschwindender Volumenkréfte b, in ein frequenzunabhingiges
und in ein frequenzabhingiges Integral aufgeteilt:

I = l Uiy(AX) oy (X)dQ - p J Ug,(A,X) i, (X) d0 (5.11)

= lstat + Idyn =0
Anstelle der frequenzabhédngigen Fundamentallésung aus Kap. 5.1 wird hier die
vergleichsweise einfache statische Losung verwendet! Das linke Integral 14Bt sich

damit in der in Kap. 4 dargestellten Weise in ein Randintegral iiberfiihren:

Ioeae = )[ {UR(AX) py(X) - PrA,X) ufX) } dI' - ug(A) (5.12)
= le(A,K) pl(K) - Hkl(A'K) ui(K)
Fiir die Berechnung des dynamischen Anteils werden die Massen-Verschiebungen
bzw. -Beschleunigungen nun als Produkt aus ortsabhingigen Funktionen fip=0 124.4
und zeitabhingigen Funktionen o, dargestellt:

u(X) = £(X,M) xp(M) = Gyp ((X,M) ap(M) (5.13)

Unter Verwendung des harmonischen Ansatzes (5.3) fiir u(t) und o(t) gilt dann
auch

1y(X) = -6® uX) = Gpep (X, M) Ge(M) = -0 Gygy ;(X,M) ap (M) (5.14)
Einsetzen in das dynamische Gebietsintegral fiihrt auf

lagn = e0® [ ULLAX) uy(X) dn
a (5.15)

p0? [ URHAX) Gy, (X.M) dQ o (M)
Q
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Der Integrand des dynamischen Gebietsintegrals in Gl. (5.15) stimmt jetzt formal '
mit dem des statischen aus Gl. (5.11) iiberein, so daB es sich nun auf gleiche
Weise wie das statische Gebietsintegral in einen Randintegralausdruck iiberfiihren
léBt. Dazu muB die Ansatzfunktion der Differentialgleichung (5.16) geniigen, d.h.
B’ie, kann als Pseudo-Spannungsfunktion infolge einer Pseudo-Verschiebungsfunk-
tion U, betrachtet werden:

giejlj(x'M) = )\ 812 '{i“'je + u ( Eit,]j + El"ej ) (5.16)
mit U, Pseudo-Verschiebungen
Gye j Pseudo-Spannungen

Zweimalige partielle Integration der Gleichung (5.15) fiihrt dann auf den Rand-
integralausdruck

Tayn= 002 { [ CURKLAX) Bie(X,M) - PL,(A,X) Ty (X,M))dT (5.17)
r ¥
- Bii ulg(A.M)} op(M)

mit pjp = Oy Ny Pseudo-Randspannungen

Die Randverlaufe der Funktionen u und p werden nun mit denselben Ansatzfunk-
tionen angenahert, wie sie auch fiir u und p verwendet worden sind. Man erhilt

layn= pmz{i[ UL (A, X) ®(X,K) dT  p,p(K,M) (5.18)

- (i[ PR(A,X) ®(X,K) dT - 8;,(A,K) ) (K, M) } «eM)

Die neuen Funktionen stehen somit auBerhalb der Integrale, die jetzt mit denen
des statischen Falles iibereinstimmen. Mit den bereits eingefiihrten Abkiirzungen
G und H geht das Integral nun iiber in

Layn= 002 { Gi(AK) Bre(K,M) =~ Hy(AK) UpelK,M) } ae(M)  (5.19)

Die Komponenten Gy, Hy;, Up, pp und o iej,) werden in 2Nx2N-Matrizen, die
Werte u; und op in Vektoren zusammengefaBt. Dabei durchlaufen die Indizes die
beiden Koordinatenrichtungen, die Knotennummern alle N Randknoten. Somit
erhidlt man aus der Gleichung (5.13) und dem Einsetzen von (5.12) und (5.19) in
(5.11) die matriziellen Zusammenhinge :
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u = Fa (5.20)
Gp - Hu = -0’ { GP-HU } « (5.21)
Inversion der ersten der beiden Gleichungen und Einsetzen in die zweite fiihrt auf
Gp - Hu = -p0? { GP-HU } F'u = -0®’Mu
mit der zeit- und frequenzunabh'éngigen Massenmatrix M
M= o{GPF-HU}F' (5.23)
Das entscheidende Kriterium des hier beschriebenen Verfahrens ist die Wahl einer
geeigneten Ansatzfunktion f;, fiir die Tragheitskrafte. Von Nardini werden hierzu
bereits verschiedene Vorschldge gemacht:
- konstante Funktionen
fie(X,M) = §,,C
- lineare Funktionen

fo(X.M) = 8,5 r(X,M)

mit  ri(X,M)

= x;(M) - x,(X)
r(X,M) = ¢ r,(X,M) r;(X,M)
- Polynomansitze

fo(X,M) = §;, xT(X) x’z‘(X)
Denkbar ist auch ein quadratischer Ansatz
fo(X,M) = 8,0 r?(X,M)
Der verwendete Ansatz muB zunichst einmal zwei Kriterien geniigen:

- Die Matrix F der Ansatzfunktionen fj; muB invertierbar sein
- Die zugehorige Verschiebungsfunktion U muB existieren



- 55 -~

Proberechnungen haben gezeigt, daB neben dem konstanten meist auch der Poly-
nom- und der quadratische Ansatz auf eine singuldre F-Matrix fiihren. Sinnvoll ist
daher nur die Verwendung linearer Ansatzfunktionen, wie sie auch allen von Nar-
dini veroffentlichten Beispielen zugrunde liegen. Um Starrkdrperbeschleunigungen
(z.B. aus Gravitation) besser wiederzugeben, kann dem Ansatz eine konstante

Funktion iiberlagert werden.

5.2.1. Lineare Ansatzfunktionen

Die von Nardini vorgeschlagene, lineare Ansatzfunktion fiir die Tréagheitskrifte hat
die Form

fie(K,M) = §,ou {C-r(K,M)} (5.24)
Die zugehéorige Pseudo-Verschiebungsfunktion lautet in diesem Fall

a - 3
e = £2-Crory + gobymor (rrer+ sy (10v-9) ) (5.25)

Die zugehérige Pseudo-Randspannungsfunktion hat die Form

Ble = —5% { (1-2v) (rpn; + r]njsm) + (2+2v)rin, }
1
+ 30(1-_\,)'{ rring (2-10v) + rrpn; (10v-8) (5.26)

{ e r
+ryny (r3e (10v-8) + 2211}

Dieser Ansatz von Nardini, der in identischer Form auch von Ahmad und Banerjee

[2] verwendet worden ist, wird von nun an kurz als N-Ansatz bezeichnet.

5.2.2. Fundamentallsung als Ansatz

Den beiden vorgenannten Verfahren zur Untersuchung elastodynamischer Probleme
mit der REM sollen in dieser Arbeit neuentwickelte, alternative Vorgehensweisen

gegeniibergestellt werden.

Viele Schwingungsformen lassen sich namlich mit dem recht groben Ansatz von
Nardini nur sehr schlecht wiedergebeben, wie auch Kanarachos und Provatidis [461]
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bei der Untersuchung von Wellenausbreitungsproblemen festgestellt haben. Eine
Verbesserung ist durch Verwendung eines modifizierten Ansatzes zu erwarten, der
zumindest alle Biegeformen, die unter statischer Belastung (inklusive dem Lastfall
konstanter Volumenkrifte) auftreten kénnen, so exakt wie méglich darstellen
kann. Um dies zu erreichen, ist nichts naheliegender als die Verwendung der sta-
tischen Fundamentallésung als Ansatzfunktion fiir die Trdgheitskrifte.

Die Verschiebungsfunktion v, in Gl. (5.11) besteht dementsprechend aus der tiber-
lagerung von Verschiebungsverldufen infolge zunédchst unbekannter Randspannun-
gen Bp. Dieser Ansatz ist formal identisch mit der Berechnung von Innenpunkt-
Verschiebungen infolge von Randspannungen, wie sie in Kap. 4.6 beschrieben wor-
den ist.

w(X) = i[u’;‘e(x,ar) Be(Y) dI (5.27)

Fiir die Randspannungen werden wieder die bekannten Rand-Ansatzfunktionen
verwendet

w(X) = 1[ Ul (X,Y) ®(Y,L) dI Be(L) = Gup(X,L) Be(L)  (5.28)

Die Fundamentallésung U* wird in den weiteren Schritten durch eine Pseudo-
Spannungsfunktion '519, dargestellt, deren Verlauf auf dem Rand I' wieder mit den
bekannten Ansatzfunktionen & angendhert wird. Damit wird es moglich, die Fun-
damentallésung aus dem Randintegral herauszuziehen:

w(X) = U (X,M) !(PT(M,Y) ®(Y,L) dI' Be(L)

Oyey(X.M) - T(ML) - Be(L) (5.29)

gm'j(X,M) . C!e(M)

mit T(M,L) i[ aT(M,Y) ®(Y,L) dr

Siep)(X.M) = Ujp (X,M)

(M) T(M,L) Be(L)

Durch diese Bezeichnungsweise wurde Uibereinstimmung mit der Gleichung (5.13)
aus dem Nardini-Verfahren erzielt. Nach dem Einsetzen in das dynamische Gebiets-
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integral, zweimaliger partieller Integration und Zusammenfassung aller Komponen-
ten in Matrizen und Vektoren erhilt man wieder den Zusammenhang aus GIl. (5.21).

Mit u = GB

(5.30)
und « = TB = TG 'u
geht das Gleichungssystem dann iiber in
Gp - Hu = -po® { GP-HU } TG 'u = -w*’ Mu (5.31)

mt M= p{ GP-HU } TG

Die zugehorigen Pseudo-Verschiebungs- und -Randspannungsfunktionen sind in
den GIn. (5.32) wiedergegeben.

e = -5 2 { (382v%-56v+26) r? 5, (2 nL -1)

+ (32v2-24) ryrenk  +(-16v2+200-5) (r* 5, + 2ryr¢)
(5.32)

Bie = 5 C2u{ rne ((-32v2+32v-12) L + 16v%-12v-5 )+

©

e

[a-
1]

£ rn, (16v-12))}

2 2 r
(remy + Bioryny) ((32v7-48v+20)tnT -16v7+20v-5 + -

Zur Unterscheidung gegeniiber dem N-Ansatz wird die hier erstmals beschriebene
alternative Vorgehensweise zur Aufstellung einer REM-Massenmatrix in dieser
Arbeit als A-Ansatz bezeichnet.

5.2.3. Konsistenter Ansatz

Das Nardini-Verfahren benétigt Gebiets-Ansidtze zur Darstellung der Beschleuni-
gungen infolge von Massentrigheit. Somit ist die Qualitit der Ergebnisse in star-
kem MaBe davon abhiingig, inwieweit sich auch komplizierte Verformungszustinde
mit den gewdhlten Ansatzfunktionen darstellen lassen. Bei der Finite-Element-
Methode werden Massenmatrizen im allgemeinen iiber konsistente Verformungs-
ansidtze hergeleitet, d.h. den Beschleunigungen liegen dieselben Gebiets-Ansitze
zugrunde wie den Verschiebungen. Diese Vorgehensweise wird hier nidherungsweise
auf die REM iibertragen.
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Betrachtet wird zuniéchst wieder das dynamische Integral aus Gl (5.11)
lgyn = -P £ UL (A, X) ii,(X) dO (5.33)

Im Gegensatz zum Nardini-Verfahren wird an dieser Stelle keine Gebiets-Ansatz-
funktion fiir die Beschleunigungen ii eingefiihrt. Die Umformung des Gebietsinte-
grales erfolgt stattdessen iiber eine Integration der Fundamentall6sung, die hier
analog Kap. 5.2.2 als Ableitung einer Pseudo-Spannungsfunktion ¢ dargestelit
wird.

* ~
Ug; = Okiy.j
Zweimalige partielle Integration der Fundamentallosung fiihrt dann auf
Idyn = - f a'ku,j(A,X) ﬁi(X) dQ (5.34)
o)

= { i[ ( Bra(AX) 6(X) - Uy (A,X) By(X) )dT +[ T (A, X) 6y ,(X) dO}
0

Der Verlauf der Beschleunigungen soll nun mit dem eines statischen Verschie-
bungsfeldes iibereinstimmen. Er muB also die zweite Ableitung von Gl. (4.1) nach
der Zeit erfiillen:

.O'u.j(X) =0 (5.35)

Einsetzen dieser Beziehung in die zweite Zeitableitung von Gl. (5.1) fiihrt dann
auf

Gy (X) =0 H(X) = - uy(X) = 0 (5.36)

Diese Vorgehensweise entspricht also einer Vernachldssigung der vierten Zeit-
ableitung der Verschiebungen beim Ansatz fiir die Massenmatrix. Durch Einsetzen
von Gl. (5.35) in Gl. (5.34) entfidllt damit das Gebietsintegral und man erhilt den
Randintegralausdruck

layn = -p i[ ( Pra(AX) 1,(X) = Uy, (A,X) By(X) )dT (5.37)
Die Randverlaufe werden wieder mit den aus Kap. 4 bekannten Ansatzfunktionen

® dargestellt. Unter Verwendung der Abkiirzungen P und 4 fiir die so entstande-
nen Randintegralausdriicke kann man jetzt schreiben
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Istac* Layn = GirilAK) py(K) - Hp(AK) uy(K) (5.38)

+0 U (ALK B(K) - p P (AK) iiy(K) = 0

mit P (A,K)

i_ka,(A,X) ®(X,K) dr

0,,(A,K)

[ ¥ (AX) @(X,K) dr
r

Die Zusammenfassung aller Elemente in gleichnamigen Matrizen fiihrt nun auf die
vereinfachte Darstellung der Gleichung in Matrixschreibweise

Gp - Hu = o( Pu - @ip) (5.39)

Da der Beschleunigungsverlauf die Form eines statischen Verschiebungsfeldes ha-
ben soll, muB er auch der zweiten Zeitableitung von Gl. (4.29) geniigen. Es gilt
daher

Gp = Hi (5.40)

Linksmultiplikation mit G™! und Einsetzen in Gl. (5.39) fiihrt dann auf die System-
gleichung

Gp-Huz= o( P-QGGc'H)u = Mu (5.41)
mit der Massenmatrix
M=o(f-ftc!'H) (5.42)

Der Vorteil der in diesem Kapitel beschriebenen Vorgehensweise liegt einerseits in
der Moglichkeit der gleichzeitigen Berechnung der Matrizen P und @ mit den Ma-
trizen G und H. Der zusitzliche Programmieraufwand fiir die Aufstellung der dy-
namischen Matrizen ist dadurch sehr gering. Andererseits werden Starrkorperbe-
schleunigungen, also auch die Lastfille Eigengewicht und Fliehkraft infolge Rota-
tion (Kap. 5.3), mathematisch exakt wiedergegeben, da hier keine héheren als die
zweite Zeitableitung auftreten und GI. (5.35) damit exakt erfiillt wird.

Diese Vorgehensweise wird hier als C-Ansatz bezeichnet.
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5.2.4 Erweiterung mit Innenknoten

Héhere Eigenformen lassen sich meist nur unzureichend iiber die Verformungszu-
stinde aus statischen Belastungen darstellen. Um eine bessere Ubereinstimmung
insbesondere im Innern des untersuchten Gebietes () zu erzielen, kénnen zusitzli-
che Innenknoten eingefiihrt werden.

Das Aufbringen der Fundamentallésung in diesen Knoten fiihrt dann zunichst auf
eine Erweiterung des statischen Gleichungssystems um die Anzahl der zusitzli-
chen Freiheitsgrade, wie es in GIl.(5.43) dargestellt ist. Dabei sind die Matrizen
und Vektoren entsprechend ihren Zugehorigkeiten zu AuBenrand-Knoten (A) und
Innenknoten (I) aufgeteilt worden.

G(A,A) G(A,D) p(A) H(A,A) O u(A)
= 0
G(I,A) G(LD pD H(I,A) I u(d (5.43)

Da die Innenknoten nicht auf einem Rand liegen, sind die zugehoérigen Elemente
der Submatrix H(A,I) allesamt gleich null. Aus dem gleichen Grund koénnen in
diesen Knoten keine Randspannungen im eigentlichen Sinne, sondern stattdessen
nur Einzelkrafte bzw. Knotenersatzkrifte angreifen.

Die Elemente der Matrix G(A,I) ergeben sich fiir Einzelkrifte durch direktes Ein-
setzen der Knotenabstinde in die Fundamentallésung:

Gy(AD = J Uk, (A,X) Ay(X,D dO py(D) = Uj(A,D pyD (5.44)

Fiir die Aufstellung der Matrix G(I,I) muB man sich eines Ersatzmodells bedie-
nen, da eine sinnvolle Berechnung ihrer Diagonal-Elemente wegen der Singularitit
der Fundamentallésung uL fiir r~0 nicht méglich ist. Aus diesem Grund werden
die Einzellasten p(I) hier durch #quivalente, konstante Ersatzlasten p(I) angeni-
hert, die flichenhaft iiber ein kreisférmiges Gebiet mit dem Radius r, aufgebracht
werden (Abb. 5.1).
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Abb. 5.1: Innenknoten (I) mit flichenhaft verteilter Ersatzlast ;‘(I)

Mit diesem Ansatz ergeben sich die Diagonalelemente von G(I,I) dann zu

2w Iy
r 2 1
Gu(LI) = C, of of {(4\)-3) Eng + cos”p } r dr de¢ -’;o?
= Cy { 4v-3) 2 - 2v-1) }
(5.45)
2 ro r . 1
Gy (ILD = G, of o‘[ {(4\)-3) eng + sin® ¢ } r dr do W
= ¢, { @v-3) 2 - (2v-1) }
2w rg i
Gio(ILD = Gy(l,I) = C, 6[ J sing cos¢e r dr dq:n—rg = 0

Der Radius ry kann dabei so gewidhlt werden, daB die Berechnung der Elemente
grundsitzlich entfallen kann. Mit

o _ - _ 2v-1
(4v-3) tn~ = (2v-1) bzw. ¢enry = 373 fnc (5.46)

folgt
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Gll = Gzz =0 (5.47)

Das Gleichungssystem vereinfacht damit sich zu

G(A,A) G(A,D p(A) H(A,A) O u(A)

n
o

G(I,A) 0 p(D H(O,A) I u(l (5.48)

Die so erhaltene Matrix G ist im allgemeinen nicht-singuldr, so daB ihre Inversion
genauso moglich ist wie die der Ursprungsmatrix G(A,A). Fiir die Aufstellung der
Massenmatrizen werden die Aufpunkte der Ansatzfunktionen nun ebenfalls zu-
sitzlich in die Innenknoten gelegt, so daB sich auch die Matrizen {f und # ent-
sprechend vergroBern. Die weitere Vorgehensweise stimmt dann wieder mit der

bisher beschriebenen iiberein.

5.3 Volumenkriifte

Die statische Gleichgewichtsbeziehung im Punkt X unter Beriicksichtigung der
Volumenkrifte lautet

Ou’j(X) + bi(X) = 0 (5.4‘9)

Die Anwendung der Methode der gewichteten Residuen mit der Fundamentallésung
als Wichtungsfunktion auf diese Beziehung fiihrt auf

I = [ Uk (AX) oy (X)d0 + [ Ug,(A,X) by(X) dO
Q Q (5.50)
= le(A,K) pl(K) - Hki(A,K) ul(K) + BI(K) = 0
mit BA) = iuil(A,X) b,(X) dO
In Matrixschreibweise lautet diese Beziehung dann
Gp - Hu + B =0 (5.51)

Die Berechnung des in B,(A) enthaltenen Gebietsintegrals kann grundsétzlich mit-
tels einer numerischen Gebietsintegration, also zum Beispiel der zweidimensiona-
len GauB-Quadratur, erfolgen. Niheres hierzu findet sich in der Literatur [171.
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In den Fillen konstanter Beschleunigung oder Rotation 1dBt sich das Integral je-
doch auch problemlos in ein Randintegral iiberfiihren. Die Fundamentallésung wird
hier wieder wie beim C-Ansatz iiber eine Pseudo-Spannungsfunktion dargestellt.

U, = Oy, (5.52)

Durch Anwendung des GauBschen Integralsatzes kann das Gebietsintegral dann
fiir den Fall konstanter Beschleunigung

b(X) = 1(X) pii; = const. (5.53)

direkt in ein Randintegral iiberfiihrt werden

B{A) = o h[ Sk, (AX) 1(X) dO i,

(5.54)

o \[ Pry (AX) 1(X) dT i,

Die Berechnung der Volumenkrifte infolge Gravitation respektive Rotation ist
auch iiber die Massenmatrix moglich. Der Volumenkraftvektor ergibt sich in die-
sem Fall zu

B=Mi (5.55)
Nur bei Verwendung des konsistenten Ansatzes ist der so erhaltene Lastvektor B
mit dem aus Gl. (5.54) identisch.
5.4 Kombination mit der Methode der Finiten Elemente

Die Systemgleichung der FEM hat allgemein die in Gleichung (5.56) dargestellte
Form.

MF i +«+ K gpu = f (5.56)
mit Mg FEM-Massenmatrix

Kg FEM-Steifigkeitsmatrix

u Knoten-Verschiebungen

f Knoten-Ersatzkriifte
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Die REM mit konstanter Massenmatrix liefert dagegen eine Systemgleichung der

Form
Gp = Hu + Mi (5.57)
mit G H REM-Systemmatrizen
M REM-Massenmatrix
u Knoten-Verschiebungen
P Knoten-Randspannungen

Um die beiden Methoden miteinander kombinieren zu kénnen, muB zunichst der
Zusammenhang zwischen den Randspannungen und den hierzu #dquivalenten Kno-
ten-Ersatzkriften hergestellt werden. Aus der Bedingung, daB die virtuelle &uBere
Arbeit der Ersatzkrifte mit derjenigen der Randspannungen identisch ist, erhilt
man die Beziehung

!
SA® = Su(K) f(K) = i[ Suy(X) py(X) dr (5.58)

Mit den Ansatzfunktionen fiir u und p

w(X) = &u(X,K) u,(K)
(5.59)
pi(X) = ¢P(X,K) pl(K)
geht diese Gleichung iiber in
5u,(K) §(K) = suy(K) [ @uT (K,X) ®P(X,L) dT p,(L)
r (5.60)
= 3u(K) T(KL) pyL)
mit T(KL) = [ @uT(K,X) @r(X,L) dI
iy
Der gesuchte Zusammenhang 14Bt sich also fiir beliebiges du darstellen als
fi(K) = T(K,L) p,(L) ‘ ‘ (5.61a)

In Matrixschreibweise erhilt man

f=Tp (5.61b)



- 65 -

Der Ubergang der REM zu der gewiinschten Darstellungsweise geschieht nun’
durch Linksmultiplikation von Gleichung (5.57) mit T G™!. Man erhilt

TG!Hu + TG 'Mi

f =Tp
(5.62)
K' u + M i

mt K = TG!'H
M = TG!M

Die so berechneten REM-Steifigkeits- und -Massenmatrizen sind im allgemeinen
im Gegensatz zu den FEM-Matrizen voll besetzt und nicht-symmetrisch. Eine
Bandstruktur der Matrizen 148t sich hier nur durch Anwendung der Substruktur-
Technik (Kap. 4.9) erzielen. Weiterhin besteht die Mdglichkeit, die Matrizen
zwangsweise zu symmetrisieren [17,38]. Dazu kann eine Fehlerfunktion f;; als Ab-
weichung zwischen den Koeffizienten der unsymmetrischen Matrix K' und der
gesuchten symmetrischen Matrix K" definiert werden:

fy = 7 ( (kymkj) + (ky-kjp) ) (5.63)

Die Anwendung der Methode der kleinsten Fehlerquadrate auf diese Funktion f;;
fiithrt schlieBlich auf eine Gleichung zur Berechnung von K", die sich analog auch

zur Berechnung einer symmetrischen Massenmatrix M" einsetzen l48t.

K'l

L]
D=

( K' + KoT )
’ (5.64)
M"

()

DN

Die Vorteile dieser neuen Matrizen liegen neben der Kombinationsméglichkeit mit
Standard-Finite-Element-Programmen allgemein in einem geringeren Speicher-
platzbedarf und der Anwendungsméglichkeit spezieller, rationeller Programmbau-
steine fiir symmetrische Matrizen. Andererseits tritt durch diesen {ibergang auf
eine symmetrische Form aber auch ein wesentlicher Nachteil auf. So wird die Be-
dingung, daB Starrkoérperverschiebungen keine Kraftreaktionen hervorrufen diirfen,
von der neuen Steifigkeitsmatrix K" im Gegensatz zu K' nicht mehr zwangsliufig
erfiillt. Die willkiirliche Zwangssymmetrisierung verursacht daher in vielen Fillen

eine Verschlechterung der Rechenergebnisse.
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6. Berechnungen im Frequenzbereich und Modalanalyse

Die in Kap. 5 vorgestellten, frequenzabhiéngigen Formulierungen werden einander
in Beispielen gegeniibergestellt, um Aussagen iiber ihre Genauigkeit und ihr L&6-
sungsverhalten treffen zu kénnen.

6.1. Frequenzabhiingige Matrizen

Die Randelement-Formulierung mit frequenzabhingiger Fundamentallosung liefert
allgemein das bereits in Gl. (5.9) wiedergegebene Gleichungssystem

G(vw) p(w) - H(v) u(w) + blw) = 0 (6.1)

Zur Unterscheidung gegeniiber den Ndherungsansidtzen wird diese Vorgehensweise
hier als F-Ansatz bezeichnet.

6.1.1. Systemantwort auf harmonische Erregung

Die Systemgleichung der frequenzabhingigen Randelement-Formulierung 4Bt sich
unter Beriicksichtigung der vorgegebenen Randbedingungen analog Gl. (4.21) um-
stellen zu

Alw) x(w) = rlo) (6.2)

Auflésen dieses Gleichungssystems nach den Unbekannten x(w) liefert die System-
antwort auf eine harmonische Erregung mit der Frequenz o.

6.1.2. Berechnung von Eigenfrequenzen

Eigenfrequenzen sind die charakteristischen Frequenzen, in denen ein mechanisches
System ohne &uBlere Erregungen schwingen kann. Eine kontinujerliche Anregung
des Systems in einer solchen Eigenfrequenz fiihrt theoretisch zu unendlich gro8en
Schwingungsamplituden: Eine Anregung in der unmittelbaren Nihe einer Eigenfre-
quenz verursacht endliche Auslenkungen, die wesentlich groBer sein konnen als
die des gleichen Systems unter dquivalenter statischer Belastung.



- 67 -

Die Ermittlung der Eigenfrequenzen kann daher einerseits dadurch erfolgen, daB
man das Gleichungssystem (6.2) fiir verschiedene Erregerfrequenzen aufstellt und
die jeweilge Systemantwort mit der statischen Lésung vergleicht. Andererseits ist
es moglich, die Eigenschaften des Systems ohne &uBere Erregung ndher zu be-
trachten. Durch Weglassen der rechten Seite wird die Schwingungsgleichung (6.2)
in ein Eigenwertproblem iiberfiihrt

Alw) x(w) = 0 (6.3)

Diese Gleichung wird nur dann erfiillt, wenn die Determinante der Matrix A zu
null wird

det Alw) = 0 (6.4)

Da die Matrix A nicht linear von w abhingig ist, besteht jedoch nicht die Méglich-
keit zur Anwendung eines Standard-Eigenwertlosers. Vielmehr wird es erforderlich,
die Matrix fiir verschiedene w immer wieder neu aufzustellen und fiir jede der so

erhaltenen Matrizen die Determinante neu zu berechnen.

Diese einander dhnlichen, iterativen Vorgehensweisen bringen, wie man leicht er-
kennt, einen erheblichen Rechenaufwand mit sich. Wenn z.B. fiir die Eingrenzung
einer einzigen Eigenfrequenz lediglich zehn Rechenginge notwendig wiren, so
bedeutete dies, daB die Berechnung der ersten 20 Eigenfrequenzen bereits das
Aufstellen und das L6sen von 200 komplexen Gleichungssystemen erfordern wiir-
de. Dariiberhinaus besteht keine Gewihr, daB sich héhere Eigenfrequenzen mit der
hier beschriebenen Methode iiberhaupt auffinden lassen.

6.2. Konstante Matrizen

6.2.1. Reduktion des Gleichungssystems

Das Gleichungssystem der REM mit konstanter Massenmatrix hat, wie in den vor-
stehenden Kapiteln hergeleitet, allgemein die Form

Gp -Hu = MU-b (6.5a)

Unterteilung der Systemmatrizen entsprechend ihren Randbedingungen fiihrt auf
die Darstellungsweise
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Gy Gy» P{ H,, H,, uy M, M. i b,
- = = (6Sb)
Gy, Gy, P2 H,, H,, U, M, M;, u, b,

Auf T, sind wieder die Randverschiebungen u; vorgeschrieben, auf I', die Rand-
spannungen p,. Die Anzahl der dynamischen Freiheitsgrade entspricht nun wie bei
der FEM der GréBe des Vektors u,, die dynamische Berechnung erfolgt daher auch
nur innerhalb dieser Verschiebungsfreiheitsgrade. Das Gleichungssystem muB also
dementsprechend reduziert werden. Dazu wird zunédchst der obere Teil nach p,
aufgeldst:

p, = (G {‘Gtz Pz +Hy, w +H, u, + M, I, + M, U, - bl} (6.6a)
Einsetzen in den unteren Teil liefert dann

Gy (G“)" {“Gtz Py + Hyy uy + Hyp u, + My, i, + M,, U, ’bi} (6.6b)
+ Gyy pp - Hyyuy - Hypu, = My, uy + My, uy - by

Durch entsprechendes Zusammenfassen erhidlt man das reduzierte System-Glei-

chungssystem
i'\izz u; + ﬁzz i, = azz P2 - i‘izt u - ﬁZI i+ B2 (6.6¢)

mit den neuen Matrizen und Vektoren

Hy, = Hpy-Gy (G 'Hy,
Mz, = Myp-Gyy (G ' My,
Gy = Gyp-Gy (G Gy
ﬁzx = Hjy, - Gyy (Gn)-l Hy,
ﬁm = M;, -Gy, (Gu)-lMu
b, = by -Gy (G b,

Die bekannten Belastungen werden nun nochmals in einem neuen Vektor b; zu-
sammengefaBt, so daB sich die Gleichung in weiter verkiirzter Form darstellen
laBt als
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Hyy up + My, l, = b, (6.6d)
* ~s J— ~s — laYd — ~o
mit b, = Gy, pp - Hyy u; - M, il + by

Die Indizes werden aus Griinden der Ubersichtlichkeit in den folgenden Ausfiih-
rungen weggelassen. Die so vereinfachte Schreibweise der Gleichung stimmt for-
mal mit der der FEM iiberein

Hu + Mi = b (6.7)

Das nun allein in den Verschiebungsfreiheitsgraden u vorliégende Gleichungs-
system kann wie bei FEM-Systemen einer Eigenfrequenz- bzw. Modalanalyse un-
terzogen werden. Die Systemantwort wird dabei fiir eine beliebige Erregerfrequenz
Q) berechnet. D.h., fiir den Verschiebungs- und den Belastungsvektor werden hier
harmonische Ansitze in Abhidngigkeit dieser Frequenz gemacht.

b(t) b 0t (6.8a)

u(t) = u o (6.8b)
Damit lautet das System

(H-0*M)u = b (6.9)

6.2.2. Berechnung von Eigenfrequenzen

Bei einer Eigenfrequenzanalyse wird das System ohne #duBere Belastung unter-
sucht. Weglassen der rechten Seite in Gl. (6.9) fiihrt auf das allgemeine Eigen-
wertproblem

(H- AM)x,= 0 (6.10)

mit o; : i-te Eigenkreisfrequenz
X; : i-ter Eigenvektor

Linksmultiplikation mit der Inversen von M fiihrt auf das spezielle Problem

(M'H-J£I)x, =0 (6.11)
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Hierbei wird nicht iiber i summiert! Die Eigenfrequenzen und -vektoren werden
nun durch Anwendung eines geeigneten Eigenwertlésers, wie z.B. von Engeln-
Miillges und Reutter [33]1 angegeben, berechnet. Zu beachten ist dabei, daB alle
Matrizen im Gegensatz zu denen der FEM im allgemeinen nicht-symmetrisch und
nicht unbedingt positiv definit bzw. positiv semi-definit sind. Es koénnen daher
komplexe, physikalisch nicht sinnvolle Eigenfrequenzen auftreten.

6.3. Modalanalyse fiir REM mit konstanten Matrizen

Die Eigenwerte werden nun in der Diagonalmatrix (.)2, die Eigenformen spalten-

weise in der Rechtsmodalmatrix ®g zusammengefaBt. Es gilt

M'H @&z - 0o’ = 0 (6.12)
mit o = diag [ o, 03, 02, ....... 1
®r = [ x4, x5, X3, ....... ]

Linksmultiplikation mit der Inversen der Modalmatrix, der Linksmodalmatrix,
fiihrt nun auf

& M'H ¢ - w® = 0 (6.13)

mit & = &g
D.h., durch diese Rechts-Links-Multiplikation wird die Matrix M~ H in die Diago-
nalmatrix der Eigenwerte umgewandelt. Diese Beziehung wird jetzt auf die
Schwingungsgleichung (6.7) angewendet. Mit der Substitution

u=9%z q (6.14)
erhdlt man zundchst

H® q + M®: 4 = b (6.15)

Multiplikation mit ® M™' und Einsetzen der Beziehung (6.13) fiihrt nun zu einer
Entkopplung des Gleichungssystems
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& M'Hozq + § = & M!'b

(6.16)

= ol q + 4 = & M'Db

Durch diese Ahnlichkeitstransformation ist das Differential-Gleichungssystem in
n unabhingige Differentialgleichungen iiberfiihrt worden. Ihre Ldsungen lassen
sich in Matrixschreibweise darstellen als

t

q(t) = cos(wt) g, +sin(wt) &' g, +f sln(m(t-t)) o' ® M 'blr) dr
0

mit cos{ot)

diag [ cos(wt), cos(wyt), ... ]

(6.17)
sin(owt) = dilag [ sin(wt), sin(wyt), ... ]
w ! = diag [le—(j—z ... ]
Riicksubstitution liefert den gesuchten Schwingungsverlauf u(t)
u(t) = O qt) = uy(t) + ug(t) (6.18)

®p cos(wt) & u, + Oy sin(et) o' &, i@,

t
+ Op f sln(m(t-r)) 0! ® M7'bl) dr
0

mit uy = u(0)

[
o
1

= vy = v(0)

Die allgemeine L6sung u,, d.h. die Systemantwort infolge von Anfangsverschie-
bungen u, und -geschwindigkeiten v,, 14Bt sich nun fiir einen beliebigen Zeit-
punkt t direkt berechnen, wihrend die spezielle Losung ug ein zusitzliches In-
tegral beinhaltet.
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6.3.1 Systemantwort auf harmonische oder konstante Erregung
Einsetzen des harmonischen Ansatzes fiir die Lastfunktion
b(t) = &9%tD (6.19)

in die spezielle Lésung der Schwingungs-Differentialgleichung (6.18) fiihrt auf
t
u, = & [ sin(et-1) o' @ Tdr M D (6.20)
0

Die Losung dieses Integrals fiir beliebiges () lautet

(6.21)

u, = O (Ie'?" -cos(wt) -i0 o' sintet) ) (0®-I0%)™" @, M'D
3

Die Verschiebungsfunktion u ldBt sich somit fiir jeden beliebigen Zeitpunkt t di-
rekt ohne Auswertung des Zeitintegrals berechnen. Einen Sonderfall stellt dabei
nur der Fall der Anregung in einer Eigenfrequenz, also Q=w;, dar. Die Inversion
der Diagonalmatrix in der zweiten Klammer durch Kehrwertbildung ist hier nicht

mehr moglich, so daB fiir das betreffende Diagonalenelement eine Grenzwertbe-
trachtung durchgefiihrt werden muB.

Rim .{emt - coslot) - iQu! sin(cot.)}

O—w w2-02 (6.22)

= tsinlwt) . { sin(wt) - ot cos(wt)
20 202

Im Fall konstanter Belastung fiir t>0, also auch im Fall einer sprunghaft auf-
gebrachten Last, reduziert sich die spezielle Lésung aus Gl. (6.21) wegen (=0 auf

u, = @ (I-coswt) ) w? @ M'H (6.23)

Im Gegensatz zur statischen Berechnung ist die Untersuchung verschieblicher
Systeme mit der Modalanalyse problemlos moglich, da letztere keine Inversion der
REM-Steifigkeitsmatrix erfordert. Die Systemantwort eines solchen Systems in-
folge konstanter Erregung (1=0) wird dabei wieder iiber eine Grenzwertbetrach-
tung moéglich.
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. 1 - cos(wt) .
Eg% { w2z 1 =72 (6.24)
Aus Gl. (6.13) folgt auch
w?o, M = o H™ (6.25)

Die spezielle Losung (6.23) kann daher statt mit der Massenmatrix M hier auch
als Funktion der Steifigkeitsmatrix H bzw. der statischen ProblemlSsung uge.,
beschrieben werden.

u, =0z (I-coswt) )@ H'6 = 0g(I-coswt) )® u,, (6.26)

6.3.2. Systemantwort auf schrittweise konstante Erregung
Zur numerischen Berechnung des Integrals der speziellen Losung wird der be-
trachtete Zeitbereich in gleichlange Zeitschritte At unterteilt. Innerhalb jedes

Schrittes wird die Lastfunktion b durch einen konstanten Wert angenihert.

bt) = b

fir [t-Atst<t, 1] (6.27)

n

_ blt,)-b(t, -At)
= 2

Die spezielle Lésung kann dann durch eine Summe dargestellt werden

N tnh _
o L { [ sm(ot-0)d &' oy M' b, }
n Tty

U =
N tn =
- _ -2
= @ L { [ cos(e(t-n) ]tn- w2 & M!'b, }
(6.28)
N —
= ¢R{sin(mt) Zt ( sin{ot,) - sin(wt,_;) ) w2o, M'b,
ns=
N —
+ cos(wt) 21 (cos(aty) ~coslot, ) ) o @ M™'b, }
ns
mit t, = nAt
tn—l = (n-1) At
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Grenzwertbildung fiir Starrkérpermoden (w=0) fiihrt hier auf die Summenglieder

th £2 . - g2
tim { [cos(w(t-t)) ]t m'z} = t At + -% (6.29)

w0 n-1

6.3.3. Rechnung mit verminderter Modalordnung

Die Anzahl der berechenbaren Eigenfrequenzen entspricht immer der der dyna-
mischen, also trigheitsbehafteten Freiheitsgrade des zugrundeliegenden Rechen-
modells. Dabei zeigen die unteren Eigenfrequenzen und -formen grundsitzlich eine
bessere {ibereinstimmung mit dem realen Systemverhalten als die hoheren, die
teilweise erhebliche "Fehler" aufweisen. Bei den hier verwendeten REM-Ansdtzen
duBert sich dies u.a. im Auftreten komplexer Eigenfrequenzen, die bei mathema-
tisch korrekter Betrachtung zu einem Aufklingen der zugehérigen Moden fiihren
konnen.

Andererseits besitzen diese hdheren Eigenformen meistens ohnehin einen deut-
lich geringeren Anteil an der Systemantwort als die unteren, so daB es in vielen
Féllen sinnvoll und auch ausreichend ist, nur die unteren in die Berechnung einge-
hen zu lassen. Bei der Modalanalyse geschieht dies nun durch einfaches Weglas-
sen ("Streichen") der entsprechenden Spalten der Rechts-Modalmatrix ®g, der
Zeilen der Links-Modalmatrix ®; sowie der Zeilen und Spalten der Diagonal-
matrizen von .



- 75 -

6.4. Beispiele zur Eigenfrequenzberechnung

6.4.1. Quadratische Kragscheibe

Am Beispiel einer quadratischen Kragscheibe soll eine Aussage iiber die Genauig-
keit der mit den verschiedenen REM-Formulierungen ermittelten Eigenfrequenzen
getroffen werden. Zu diesem Zweck werden zwei verschiedene Rand-Diskretisie-

rungen, teilweise mit zusitzlichen Innenknoten, verwendet (Abb. 6.1):

- QU20 mit 8 Elementen und 20 Randknoten

- QU29 mit 8 Elementen und 20 Rand- und 9 Innenknoten
- QU44 mit 20 Elementen und 44 Randknoten

- QUS53 mit 20 Elementen und 44 Rand- und 9 Innenknoten

5
B o o ¢ plw
Py ~
o
vz »
2/ J K
;/ 3 a a o
z A
7 .
a -’/'/1 ] a a { '
2
vy
o «
.’.’,,»"‘n a a &’
.”{ '
7 4
s
7 v
2\ o ».
A
a a

Modell QU29 (QU20)

Modell QUS3 (QU44)

Systemkennwerte:

a=0,50m = 2,06 10'' Nm 2 v = 0,33
= 7850 kgm ° ESZ

Abb.6.1: Rechenmodelle der Quadratscheibe

Der Rand aller Modelle wird mit dquidistanten, geraden 3-Knoten-Elementen mit

quadratischen Ansatzfunktionen diskretisiert, wobei in den Eckpunkten jeweils

Doppelknoten eingesetzt werden.
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Zunichst wird das 20-Knoten-Modell mit der frequenzabhédngigen Formulierung
untersucht, wobei der rechte Rand des Modells durch eine unter einem Winkel
von 45° angreifende, konstante Randspannung B(m) belastet wird (Abb. 6.1). Die
Berechnung der Horizontalverschiebung Re(?:,(w)) im Punkt A fiir 34 verschiedene
Frequenzen o liefert den in Abb. 6.2 dargestellten Frequenzgang, aus dem sich die
ersten vier Eigenfrequenzen identifizieren lassen.

»

Re(ﬁl(w)) 1

Abb. 6.2: Frequenzgang

Es muB in diesem Zusammenhang nochmals darauf hingewiesen werden, daB die
REM bei Verwendung der komplexen, frequenzabhingigen Fundamentallésung mit
Ausnahme des Grenzfalls w=0 grundsédtzlich eine komplexe Systemantwort liefert.
D.h., daB auch rein reelle Belastungen hier komplexe Verschiebungsamplituden
hervorrufen. Obwohl es sich um ein ungeddampftes, endliches System handelt,
kommt es also zu einer Phasenverschiebung zwischen Erregungs- und Antwort-
verlauf, deren Ursache letztlich nur in einer ungenauen Wiedergabe des exakten

Systemverhaltens durch das Rechenmodell zu vermuten ist.

Die GroBe der auftretende Phasenverschiebungen ist, wie weitere Beispielrechnun-
gen mit der Kragscheibe gezeigt haben, von der Wahl der Randeinteilung und der
betrachteten Frequenz abhingig. Beim 20-Knoten-Modell betrigt sie bei der héch-
sten hier betrachteten Frequenz o = 30.000s™! ca. 2°, wihrend sie oberhalb von
40.000 s rapide ansteigt. Durch eine Verfeinerung der Randeinteilung, d.h. durch
den Uibergang vom 20- auf das 44-Knoten-Modell, wird die Phasenverschiebung
bei w=100.000s"! von ca. 40° auf ca. 6° reduziert.



- 77 -

Aus dieser Beobachtung kann geschlossen werden, daB ein direkter Zusammenhang'
zwischen der gewihlten System-Diskretisierung und der héchsten damit darstell-
baren Frequenz besteht. So ldBt sich mit einem Randelement mit quadratischem
bzw. zwei Elementen mit linearem Ansatz mit Sicherheit keine héhere Rand-
Schwingungsform als die einer Sinus-Halbwelle hinreichend genau beschreiben.
Kobayashi [18] schreibt in diesem Zusammenhang ebenfalls, daB zur Darstellung
der kiirzesten auftretenden Wellenlinge mindestens vier Randknoten verwendet

werden miissen.

Die kiirzesten, vorkommenden Wellen sind die Oberflichen- bzw. Rayleigh-Wellen,
die bei berandeten Gebieten zusitzlich zu den Druck- und Scherwellen auftreten.
Ihre Ausbreitungsgeschwindigkeit wird durch die Rayleigh-Gleichung bestimmt [481:

(2—3)6 -8 (2_;1:)4 ~ 8y (E—})z - 15 =0 (6.30)

AuBerdem gilt:
0,87 c; < cg < 0,96 c, (6.31)
Die Liange einer Rayleigh-Welle betrigt damit mindestens

tr = cr T = cgr2X = 087 ¢, 2& (6.32)

Das vorgenannte Kriterium, daB der Abstand A zwischen zwei Randknoten maxi-
mal ein Viertel der Linge einer Rayleigh-Welle betragen darf, fiihrt dann zu der

Abschitzung
1
A < g b = 087 cgs (6.33)
bzw.
© ¢ Omax = 137 2 (6.34)

Im vorliegenden Beispiel der Quadratscheibe mit 20 Randknoten betrédgt diese Fre-
quenz Wmax = 34.300 s”!. Dieser Zusammenhang bestitigt die bereits genannte
Feststellung, daB hier oberhalb von 40.000s™! deutliche Phasenverschiebungen und
damit eine unsaubere Wiedergabe des Systemverhaltens auftreten.
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Geschlossene Gebiete wie die betrachtete Kragscheibe ermoéglichen keine Aus-
strahlung der Wellen ins Unendliche. Es stellt sich die Frage, ob sich das Sy-
stemverhalten geschlossener Gebiete unter Verwendung des Realteils der Fun-
damentallésung bereits korrekt beschreiben 14Bt, oder ob der Imaginirteil und da-
mit das Einhalten der Sommerfeldschen Ausstrahlbedingung auch hier beriicksich-
tigt werden muB. Es wird daher zunichst eine rein reelle Vergleichsrechnung am
Beispiel des 20-Knoten-Modells durchgefiihrt. Zur Unterscheidung wird diese
Vorgehensweise hier als F.-Ansatz bezeichnet.

Die beiden Modelle QU20 und QU44 ohne zusitzliche Innenknoten werden weiter-
hin mit den drei vorgestellten Ansitzen der REM mit konstanter Massenmatrix
untersucht. Dabei zeigt sich, daB die Resultate des A- und des C-Ansatzes fiir zu-
nehmende Knotenzahl nahezu iibereinstimmen (Tab. 6.1). Die Berechnung der Mo-
delle QU29 und QUS3 mit Innenknoten erfolgt daraufhin nur noch mit dem N-
und dem A-Ansatz, eine Erweiterung des C-Ansatzes fiir Innenknoten wird nicht
durchgefiihrt.

Die dabei mittels eines numerischen Eigenwertlosers fiir nicht-symmetrische Ma-
trizen berechneten Eigenformen und -frequenzen sind in Abb. 6.3 am Beispiel des
Modells QUS53 mit A-Ansatz graphisch dargestellt.

Xa -] X a
xa X a x a
<a x a x a

1. Eigenform: w ,= 6746 s—‘ 2. Eigenform: w, = 16460 8—1



. Eigenform: w; = 18380 s

1
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Abb. 6.3: Eigenformen der Kragscheibe

. Eigenform: w, = 29770 s

1

— |k 1.
Knoten | Ansatz 4 (AP w3 W, |Aw|  |Eigentr. reelle
Eigenfr.
20 Fy 6800 | 16270 | 18160 | 29020 - - -
20 F. 6810 (16370 | 18210 | 29230 | 04 % - -
100 D.uW 6768 | 16210 | 18010 | 28330 1,0 % - -
\
20 N 6609 | 16550 | 20450 | 32040 | 6,9 % 4 13
44 N 6546 | 16430 | 20130 | 31000 | 5,6 % 20 7
29 N 6758 | 16310 | 18290 | 29510 | 0,8 % 8 14
53 N 6689 | 16240 | 18120 | 28750 | 0,7 % 22 8
20 A 6850 (17220 | 19390 | 31780 | 5,7 % 0 alle
44 A 6788 | 17150 | 19210 | 30760 | 4,3 % 0 alle
29 A 6804 | 16510 | 18540 | 30550 | 2,2 % 6 13
53 A 6746 | 16460 | 18380 | 29770 14 % 0 alle
20 6850 | 17200 | 19310 | 31090 | 5,0 % 0 alle
44 6788 | 17150 | 19210 | 30750 | 4,3 % 4 26
Tab. 6.1: Eigenfrequenzen der Kragscheibe
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In Tab. 6.1 werden die mit den unterschiedlichen Modellen ermittelten ersten vier
Eigenfrequenzen der quadratischen Kragscheibe den Ergebnissen gegeniiberge-
stellt, die von Dirr und Waller [30]1 mittels eines 100-Knoten-Gitterrost-Modells
berechnet worden sind. Die mittleren Abweichungen der Eigenfrequenzen werden
dabei auf die REM-L6sung mit frequenzabhingigen, komplexen Systemmatrizen
(Fi-Ansatz) bezogen. Desweiteren enthilt die Tabelle die Anzahl der auftretenden,
unerwiinschten komplexen Eigenfrequenzen.

6.4.2. Zweiseitig eingespannte Rechteckscheibe

Dieses Beispiel behandelt die in Abb. 6.4 dargestellte, zweiseitig eingespannte
Rechteckscheibe, die auf ihren verschieblichen Réndern durch konstante Randspan-
nungen in positiver y-Richtung belastet wird.
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b
Systemkennwerte:
a=0,50m E = 2,06 10" Nm ~? v = 0,33
b=1,00m o= 7.850 kgm ° ESZ

Abb. 6.4: Zweliseitig eingespannte Rechteckscheibe



Die Berechnung erfolgt zunichst wieder mit der frequenzabhingigen Fundamental-
16sung mit und ohne Imaginirteil. Dariiberhinaus wird der EinfluB zusitzlicher
Innenknoten auf die Genauigkeit der ermittelten Eigenfrequenzen ndher unter-
sucht. Den Rechnungen werden dabei unter ausschlieBlicher Verwendung des line-
aren Ndherungsansatzes (N) und des Ansatzes mit Fundamentallésung (A) vier
verschiedene Diskretisierungen zugrunde gelegt:

- RZ28 mit 12 Elementen und 28 Randknoten

- RZ41 mit 12 Elementen, 28 Rand- und 13 Innenknoten

- RZ49 mit 12 Elementen, 28 Rand- und 21 Innenknoten

- RZ40 mit 2 Substrukturen, 16 Elementen und 40 Randknoten
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Abb. 6.5: Rechenmodelle der zweiseitig eingespannten Rechteckscheibe
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Der Rand aller Modelle wird mit dquidistanten, geraden 3-Knoten-Elementen mit
quadratischen Ansatzfunktionen diskretisiert, wobei in den Eckpunkten jeweils
wieder Doppelknoten verwendet werden. Das Modell RZ40 besteht aus zwei qua-
dratischen Teilgebieten, die in ihrer Elementeinteilung jeweils mit dem Modell
QU20 iibereinstimmen.

Die ersten vier Eigenfrequenzen und -formen sind am Beispiel des Modells RZ49
in Abb. 6.6 graphisch dargestellt. In Tab. 6.2 sind die Ergebnisse wieder Refe-
renzwerten von Dirr und Waller [30]1 gegeniibergestellt, die diese mittels eines
45-Knoten-Gitterrost-Modells berechnet haben.
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3. Eigenform: w; = 16312 s 4. Eigenform: w, = 26441 s !

Abb. 6.6: Eigenformen der zweiseitig eingespannten Rechteckscheibe
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Knoten |Ansatz 0, Wy 03 W, Ao lé?gt:gi'}. reelle
Eigenfr.

28 Fy 8149 |16000 | 16280 | 26110 | - - -
28 F, 8155 (16030 |16300 | 26180 | 0,2 % - -
45 D.uW 8368 | 16112 [16199 | 25156 1,9 % - -
28 N 8357 |18331 (17152 | 33419 | 12,6 % 8 5
40 N 8371 | 18841 |16917 | 31041 (10,8 % 16 5
41 N 8132 (16235 | 16283 | 27077 1,3% 10 25
49 N 8143 | 16115 [16312 | 26441 0,6 % 4 38
28 A 8330 | 17381 | 19549 | 30581 | 12,0 % 0 alle
40 A 8012 [ 18633 | 16487 | 31761 | 10,3 % 2 20
41 A 8194 | 16430 | 16788 | 27513 | 29 % 2 39
49 A 8175 | 16291 [ 16519 | 26981 1,7 % 6 24
Tab. 6.2: Eigenfrequenzen der zweliseitig eingespannten Scheibe

Die in Abb. 6.4 dargestellte Randspannung p, wird nun zum Zeitpunkt t=0 sprun-
gartig aufgebracht (Heaviside-Lastfunktion). Zugrunde gelegt wird dabei das Re-
chenmodell RZ28 mit 28 Randknoten, von denen 14 verschieblich sind. '

{ Po, fiir 20
P = 1o fiir <0

Der Schwingungsverlauf des Systems infolge dieser Belastung wird mittels der
Modalanalyse berechnet. Der Verlauf der vertikalen Verschiebung des Punktes A
ist unter Verwendung aller Moden in Abb. 6.7a und fiir eine reduzierte Modal-
ordnung m=7 in Abb. 6.7b wiedergegeben. Um ein aufklingendes Verhalten der in
den héheren Moden auftretenden, komplexen Eigenfrequenzen zu vermeiden und
den Rechenaufwand zu reduzieren, werden die Imagindrteile dieser Frequenzen
vernachlissigt, d.h. zu null gestzt. Die Verschiebung infolge einer gleich groBen,
statischen Belastung ist jeweils gestrichelt eingezeichnet.
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v (A)4

0,001s

Abb. 6.7a: Verschiebungsverlauf Punkt A, Modalordnung m=28

v(A)4

Ld

R S

0,001%s

Abb. 6.7b: Verschiebungsverlauf Punkt A, Modalordnung m=7

Der Vergleich der beiden Schwingungsverliufe verdeutlicht, daB das System durch
die aufgebrachte Belastung vorwiegend in seiner ersten Eigenfrequenz
(w,=8357s'1. T,=0,00075s) angeregt wird, so daB hier eine Beriicksichtigung der
ersten sieben Moden als ausreichend angesehen werden kann.

6.4.3. Erddamm

In Abb. 6.8 ist das Rechenmodell eines Erddamms wiedergegeben, der durch mit
der Hohe abnehmende, in horizontaler Richtung angreifende Randspannungen bela-

stet wird. Das Rechenmodell besteht aus 15 Elementen mit quadratischem Ansatz
und 32 Randknoten. ‘



p(t)
_ 2b
Systemkennwerte
b = 45 G =1 v = 0,45
h = 30 o = 1076 EVZ

Abb. 6.8: Erddamm

Die ersten 15 Eigenfrequenzen des Damms wurden von Clough and Chopra [26]
mit einem FEM-Modell aus 100 Dreiecks-Elementen mit 55 Freiheitsgraden be-
rechnet. Eine Vergleichsrechnung mit einem REM-Modell aus 30 konstanten Ele-

menten im Frequenzbereich wurde von Chuang [18,25] durchgefiihrt.

Frequenz | Fi.-Ans. | Clough | Chuang | N-Ans. A(N) A-Ans. A(A)
Wy 77,7 77,1 77,8 79,7 + 2,6 % 80,9 + 4,1 %
Wy 125,0 125,2 125,0 146,9 +17,5 % | 132,1 + 5,7 %
w3 144,5 146,0 145,3 { 200,9 } +39,0 ¥| 159,3 +10,2 %
Wy 183,5 193,1 183,7 *16,6i + 95 %| 205,7 +12,1 %
Wg 202,2 201,2 202,3 { 269.8 } +33,4 %| 224,0 +10,8 %
Wg 229,5 231,0 224,7 +28,4i +17,6 4| 255,6 +11,4 %

Tab. 6.3: Eigenfrequenzen des Damms




- 86 -

Die ersten sechs Eigenfrequenzen des Damms werden hier sowohl mit der fre-
quenzabhidngigen (komplexen) Fundamentallésung iterativ ermittelt als auch aus
den Systemgleichungen mit konstanter Massenmatrix nach dem N- und dem A-
Ansatz berechnet und den Resultaten von Clough and Chopra und von Chuang ge-
geniibergestellt (Tab. 6.3). Die hier nicht wiedergegebenen Resultate einer zusatz-
lichen Rechnung mit dem C-Ansatz stimmen annihernd mit denen des A-Ansatzes
iiberein.

Die Ergebnisse von Chuang (BEM) unterscheiden sich im Mittel um nur 0,5%, die
der FEM-Analyse um 1,4% von den eigenen Resultaten mit frequenzabhingigem
Ansatz, wahrend die Niaherungslésungen mit konstanten REM-Systemmatrizen hier
Abweichungen von durchschnittlich 9,0% (A-Ansatz), 9,5% (C-Ansatz) bzw. 19,9%
(N-Ansatz) liefern.

Die Schwingungsantwort der Dammkrone (Punkt A) des Modells mit A-Ansatz-
infolge einer harmonischen Erregung

po sin{Qt) fiir 20

(t) = {
P 0 fiir t<0

} mit O = 100s!

ist in Abb. 6.9 wiedergegeben. Die Berechnung erfolgt mittels der Modalanalyse
mit allen und vergleichsweise mit nur den beiden ersten Moden. Die so erhaltenen
Zeitverldufe sind nahezu identisch.

u(A) ?

| /\,/\/\/\

o,1s 0,2s 0,3s

ustat

Abb. 6.9: Horizontalschwingungen der Dammkrone
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6.4.4. Bewertung

Mit der komplexen, frequenzabhingigen Fundamentallésung 14Bt sich in allen Bei-
spielen auch mit vergleichsweise groben Randeinteilungen eine sehr gute liberein-
stimmung des Systemverhaltens im Bereich der unteren Eigenfrequenzen mit den
Vergleichslosungen aus der Literatur erzielen. So weichen z.B. die ersten vier Ei-
genfrequenzen der REM-Kragscheibe mit 20 Knoten im Mittel nur 1,0% von denen
des 100-Knoten-Gitterrost-Modells ab.

Wie die beiden ersten Beispiele zeigen, hat die Beriicksichtigung des Imaginirteils
der frequenzabhidngigen Fundamentallésung allgemein nur untergeordneten EinfluB
auf die Schwingungsantwort der betrachteten Systeme. Wihrend der Rechenzeit-
und Speicherplatzbedarf durch Vernachldssigung des Imagindrteils etwa halbiert
wird, betrdagt die damit verbundene mittlere Abweiéhung der betrachteten Eigen-
frequenzen in beiden Fillen weniger als 0,4%.

Die Suche nach den Eigenfrequenzen bleibt jedoch aufwendig, und die Berechnung
einer zeitabhingigen Lésung wird grundsitzlich erst durch eine Transformation
der Belastung in den Frequenzbereich, komplexe Berechnung im Frequenzbereich
und anschlieBende Riicktransformation in den Zeitbereich méglich.

Einfacher in der Handhabung und weniger rechenzeitintensiv sind im Vergleich da-
zu die Ndherungsverfahren mit konstanten Massenmatrizen, die zur direkten An-
wendung von Eigenwertlosern und Zeitintegrationsverfahren geeignet sind. Bei
identischer Randeinteilung weichen ihre Ergebnisse jedoch deutlich von denen der
frequenzabhingigen Formulierung ab. Weder durch eine Verfeinerung der Rand-
einteilung noch durch eine Substrukturierung 148t sich hier eine zufriedenstellende

tibereinstimmung erzielen.

Eine wesentliche Verbesserung der Ergebnisse wird hier durch die Einfiihrung
zusitzlicher Innenknoten erreicht, die wie die Randknoten iiber dynamische Frei-
heitsgrade verfiigen. In Verbindung mit einer verfeinerten Randeinteilung lieBen
sich die mittleren Abweichungen der ersten vier Eigenfrequenzen damit in den
beiden ersten Beispielen von 5,7 bis 12,6% auf 0,6 bis 1,7% reduzieren. Anders als
von Nardini und Brebbia [57-61] angefiihrt, die die Verwendung zusé&tzlicher Innen-
knoten nur zur Approximation héherer Moden fiir erforderlich halten, wird hier-
durch deutlich, daB diese Vorgehensweisei fiir eine hinreichend genaue Wiedergabe
aller, also auch der untersten Eigenfrequenzen, offensichtlich unumgénglich ist.



- 88 -

Zusammenfassend kann an dieser Stelle gesagt werden, daB sich mit den Né&he-
rungsverfahren durch Einfiihrung zusétzlicher Rand- und Innenknoten annihernd
dieselbe Rechengenauigkeit erzielen 14Bt wie unter Verwendung der "exakten",
frequenzabhingigen Fundamentallosung. Trotz der damit verbundenen gréBeren
Eingabe-Datensidtze ist der Rechenaufwand jedoch letztlich wesentlich geringer, da
die Systemmatrizen bei Verwendung der Niherungsverfahren insgesamt nur ein
einziges Mal aufgestellt werden miissen, wihrend das frequenzabhingige Verfah-
ren ihre erneute Aufstellung fiir jede einzelne betrachtete Frequenz erfordert. Die
Entscheidung, welchem Verfahren fiir die weiteren Berechnungen der Vorzug zu
geben ist, wird aus diesen Griinden zugunsten der Naherungsverfahren getroffen.

Ein wesentliches, negatives Qualitdtsmerkmal der Naherungslésungen ist das Auf-
treten komplexer, physikalisch nicht sinnvoller Eigenfrequenzen. In diesem
Zusammenhang weisen Nardini und Brebbia darauf hin, daB die berechneten Eigen-
werte generell zwar komplex seien, die komplexen Frequenzen aber nur in héheren
Moden auftreten wiirden. Deutliche Gegenbeispiele hierzu sind die Ergebnisse der
53-Knoten-Kragscheibe und des 38-Knoten-Erddamms: Bei Verwendung des
Nardini-Ansatzes sind hier bereits die 8. von 88 bzw. die 2. von 38 vorhandenen
Eigenfrequenzen komplex, insgesamt treten in jedem der beiden Beispiele 22 kom-
plexe Moden auf.

Als sehr vorteilhaft erweist sich in diesem Zusammenhang der in dieser Arbeit
hergeleitete A-Ansatz, der den EinfluB der Massentrigheiten durch tiberlagerung
statischer Fundamentall6sungen anndhert. Die so berechneten Systeme weisen in
fast allen vorliegenden Beispielen weniger unerwiinschte, komplexe Moden auf als
bei Verwendung des von Nardini vorgeschlagenen, linearen N-Ansatzes. Dariiber-

hinaus treten diese auch erst im Bereich hoherer Frequenzen auf.

AbschlieBend kann somit festgestellt werden, daB eine Eigenfrequenzanalyse mit-
tels der Randelementmethode mit konstanten Systemmatrizen nicht ganz so pro-
blemlos ist, wie sie in den Verdffentlichungen von Nardini und Brebbia dargestellt
wird. Der wesentliche Vorteil gegeniiber der Finite-Element-Methode, ndmlich die
ausschlieBliche Diskretisierung des Randes mit einer entsprechend geringeren An-
zahl von Systemfreiheitsgraden, wird durch die hier oftmals erforderliche Einfiih-
rung zusidtzlicher Innenknoten abgeschwicht.
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Ein weiterer Vorteil der REM bleibt jedoch auf jeden Fall auch bei dynamischen’
Berechnungen erhalten: Die Einteilung in Elemente erfolgt nach wie vor nur auf
dem Rand, die Plazierung der Innenknoten ist nicht an irgendwelche Elemente im
Innern der betrachteten Struktur gebunden und erhéht die Anzahl der benétigten
Randelemente somit nicht. Der Eingabe-Datensatz bleibt daher im Vergleich zur
FEM sehr iibersichtlich und ist innerhalb kiirzester Zeit zu erstellen.

Wie das zweite und dritte Beispiel zeigen, 14Bt sich die Modalanalyse vorteilhaft
auch bei REM-Rechenmodellen mit konstanter Massenmatrix einsetzen. So ist es
in vielen Fillen, insbesondere bei harmonischen Erregungen, vollkommen aus-
reichend, nur eine geringe Anzahl von Moden in die Berechnung eingehen zu las-
sen. Wegen des nicht-symmetrischen Aufbaus der Systemmatrizen werden zwar
zusétzliche Rechenschritte notwendig, die prinzipiellen Vorteile dieses Verfahrens

bleiben jedoch erhalten.
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7. Berechnung mit Zeitschrittverfahren

Zur Berechnung des zeitabhidngigen Verlaufes der Verschiebungen u(t) infolge
einer bekannten, zeitabhédngigen Belastung b(t) kdnnen neben der Modalanalyse
numerische Integrationsverfahren benutzt werden. Im Rahmen dieser Arbeit sind
dies die drei direkten Integrationsverfahren:

- Newmark-Verfahren,
- Wilson-©-Verfahren,
- Houbolt-Verfahren,

Das dynamische REM-Gleichungssystem wird zur Anwendung dieser Verfahren
zunichst ebenfalls in der in Kap. 6.1 dargestellten Weise auf die Anzahl der dy-
namischen Freiheitsgrade reduziert. Die Ausgangsgleichung fiir die Integration im
Zeitbereich lautet dann in vereinfachter Schreibweise

H u(t) + M li(t) = b(t) (7.1)

Bei den direkten Integrationsverfahren wird diese Gleichung nun direkt, d.h. ohne
Transformation der Matrizen in eine andere Form, Schritt fiir Schritt integriert.
D.h., aus den bekannten GréBen zum Zeitpunkt t oder zu einem friiheren Zeit-
punkt werden die GréBen zum darauffolgenden Zeitpunkt t+At in einem Schritt
berechnet. Die entsprechenden Gleichungen findet man bei Bathe und Wilson [8].

7.1 Das Newmark-Verfahren

Nach der Wahl eines geeigneten Zeitschrittes At wird zunédchst die effektive Stei-
figkeitsmatrix A gebildet

f-H g M (7.2)

Um unbedingte Stabilitit zu gewdhrleisten, muB dabei fiir die Parameter a und $
folgender Bereich eingehalten werden

§ =2 0,5
@ 2 0,25 (0,5 +5)32
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Mit der effektiven Belastung b um Zeitpunkt t+At

- 1 1 . 1
St-o-At = besae + M ( « A u, + o At “t*(n'l)“t) (7.3a)

ergeben sich die Verschiebungen und ihre Ableitungen zu diesem Zeitpunkt dann

zu
“t'.'At = }I-l Bt"'At (7c3b)
Uoone = —bo (Upape- W) - —— g+ (1 - - ) U, (7.3¢)
o At 2 o At 20
ilt*At = ‘.I't + At (1"'8) ut + 3 At ut.,.At (7.3d)

7.2 Das Wilson-68-Verfahren

Nach der Wahl eines geeigneten Zeitschrittes At wird zundchst wieder die effekti-
ve Steifigkeitsmatrix f gebildet

ﬁ=H+6%M (7.4)

Um unbedingte Stabilitit zu gewidhrleisten, muB dabei fiir den Parameter © fol-
gende Bedingung eingehalten werden

0 =>1,37
Die effektive Belastung zum Zeitpunkt t+©At berechnet sich zu

6 6
o2at? "t T 9 At

Beeoar = be * © (beoae - by) + M( i +2 8, )(7.40)

Die Verschiebungen zum Zeitpunkt t+©At ergeben sich dann zu

Looae = H! beione (7.4b)

Die Verschiebungen und ihrer Ableitungen zum Zeitpunkt t+At werden jetzt fol-
gendermaBen berechnet
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. k]
Uerne = 6‘56_@ (Ueepae — Ue) - ﬁ u.+ (1 - Py ) U4, (7.4d)
. s At
Beape = U+ 5 (Ueppe+ Ue) (7.4e)
Ueone = U+ At 3y +85 (U, n + 20,) (7.46)

7.3 Das Houbolt-Verfahren

Nach der Wahl eines geeigneten Zeitschrittes At wird zundchst wieder die effekti-
ve Steifigkeitsmatrix A gebildet

i} 2
i - H- T M (7.5)

Das Houbolt-Verfahren ist fiir jedes beliebige At unbedingt stabil. Die effektive
Belastung zum Zeitpunkt t+At berechnet sich zu

1
St-i-At. = berar + M At ( S Ue- 4 Uppet ut-ZAt) (7.6a)

Die Verschiebungen und ihre Ableitungen zum Zeitpunkt t+At konnen jetzt be-
rechnet werden:

Ueear = H™' %t-o-At (7.6b)

i, =1—(2|l -5u,+4u -u ) (7.6¢)
+At Atz t+At t t-At t-2At °

. 1 3

Ueear = RJp ( 131‘ Uepne = 3 Up + 5 Upope - % “t—zAt) (7.6d)

Die Anwendung der Houbolt-Verfahren erfordert fiir jeden Zeitpunkt t die Kennt-
nis der Werte u,_,, und u;_,,,. Die Berechnung in den beiden ersten Zeitschritten
ist daher nur dann problemlos moglich, wenn sich das System vorher in Ruhe
befindet. Andernfalls muB eine Startrechnung mit einem anderen Verfahren, z.B.
Newmark, zur Ermittlung von u,, und u,,, durchgefiihrt werden.
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7.4 Beispiele

7.4.1 Einmassenschwinger

Zur Gegeniiberstellung der drei vorgestellten Verfahren wird der in Abb. 7.1 dar-

gestellte Einmassenschwinger herangezogen, der durch eine zum Zeitpunkt t=0

sprunghaft aufgebrachte Kraft belastet wird.

ul(x,t) ——p»

7

f(t)

Abb. 7.1: Einmassenschwinger

Die Schwingungsgleichung dieses Systems
k ult) + m i) = f(t) = Hlr)
hat als exakte Losung die Funktion

u(t) = 1 - cos(2nt)

Systemkennwerte:

k=1
2

m = 0,02533 =(1—)
27

f(t) = H(t)

(7.7)

(7.8)

In den Abbildungen 7.2 bis 7.6 sind die mit dem Newmark-, Wilson-0- und dem
Houbolt-Verfahren fiir jeweils 200 Zeitschritte a At=0,055 berechneten Schwin-

gungsverldufe wiedergegeben. Der Verlauf der exakten Ldsung aus GIl. (7.8) ist

zum Vergleich gepunktet eingezeichnet.

Abb. 7.2: Zeitantwort Newmark-Verfahren

(6=0.,5, «=0,25)
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Abb. 7.3: Zeitantwort Newmark-Verfahren
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Abb. 7.4: Zeitantwort Wilson-®-Verfahren (©=1,37)
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Abb. 7.5: Zeitantwort Wilson-@-Verfahren (©=2,00)
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Abb. 7.6: Zeitantwort Houbolt-Verfahren

Das unterschiedliche Verhalten der drei Zeitintegrationsverfahren wird hier deut-
lich.

- Beim Newmark-Verfahren tritt fiir =0,5 und beliebiges At keinerlei Amplituden-
abfall, sondern nur eine Periodenverlangerung auf. Die Wahl eines griBeren Wer-
tes fiir § verursacht einer numerische Dimpfung der Amplitude, wobei die Perio-
dendauer jedoch unverindert bleibt.

- Das Wilson-©-Verfahren besitzt bei identischer Schrittweite At und ©=1,37 eine
etwas groBere Periodenverlingerung als das Newmark-Verfahren und zusitzlich
einen geringen Amplitudenabfall. GroBere Werte von @ fiihren neben einem Am-
plitudenabfall zu einer deutlichen Periodenverlingerung.

- Beim Houbolt-Verfahren sind sowohl die Periodenverlingerung als auch der
Amplitudenabfall wesentlich gr6Ber im Vergleich zum Newmark-Verfahren mit
$=0,5 und zum Wilson-©®-Verfahren mit ©=1,37.

7.4.2. Zweiseitig eingespannte Rechteckscheibe

Der Schwingungsverlauf der bereits mit der Modalanalyse untersuchten zwei-
seitig eingespannten Rechteckscheibe (Abb. 6.4) infolge zum Zeitpunkt t=0
sprunghaft aufgebrachter Streckenlasten wird nun mittels der vorgestellten Zeit-
integrationsverfahren berechnet. Die in den Abbildungen 7.7 bis 7.11 wiedergege-
ben Schwingungsverldufe der Vertikalverschiebung des Punktes A wurden mit dem
Newmark-, dem Wilson-©- und dem Houbolt-Verfahren fiir jeweils 200 Zeit-
schritte & 10ys, also einen Gesamtzeitraum von 2000us, berechnet. Die Vergleichs-
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l16sung der modalen Analyse mit allen Eigenformen, aber unter "Vernachlissigung"
der Imagindrteile komplexer Eigenfrequenzen, ist zum Vergleich gepunktet einge-
zeichnet.

v(t)

jﬁ~£yl - t
Vv

1000us

Abb. 7.7: Zeitantwort Newmark-Verfahren (5=0,5, «=0,25)

1000us

Abb. 7.8: Zeitantwort Wilson-®-Verfahren (©=1,37)

1000us

Abb. 7.9: Zeitantwort Newmark-Verfahren (8=0,6, «=0,3025)



1000us

Abb. 7.10: Zeitantwort Wilson-®-Verfahren (©=2,00)

1000us

Abb. 7.11: Zeitantwort Houbolt-Verfahren

Der mit dem Newmark-Verfahren mit §=0,5, also ohne jede numerische Amplitu-
denddmpfung berechnete Schwingungsverlauf zeigt ein stark aufklingendes Ver-
halten einer der Oberschwingungen. Da das Newmark-Verfahren fiir alle Parameter
32 0,5 unbedingt stabil ist, kann die Ursache hierfiir nur in den Eigenschaften der
konstanten REM-Matrizen liegen. So besitzt das verwendete Rechenmodell in der
Tat insgesamt 8 komplexe, also physikalisch unsinnige Eigenfrequenzen und -for-
men (Tab. 6.2), von denen hier diejenigen mit der Eigenfrequenz Re(w) =74701s"}
(T=84,1ys) zum Schwingen angeregt werden. Auch bei Verwendung des Wilson-
©-Verfahrens mit ©=1,37 kommt es zu einem, innerhalb des betrachteten Zeitbe-
reiches allerdings wesentlich geringeren, Aufklingen der komplexen Moden.

Die gezielte Ausnutzung der numerischen Dimpfungseigenschaften der verschiede-
nen Integrationsverfahren unterbindet dagegen ein aufklingendes Verhalten der
physikalisch unsinnigen Eigenfrequenzen. So liefern das Newmark- mit 3=0,60, das
Wilson-©- mit ©=2,00 und das Houbolt-Verfahren im vorliegenden Beispiel eine
deutlich bessere Ubereinstimmung mit der Vergleichslésung aus der Modalanalyse.



- 98 -

7.4.3. Bewertung

Bei der Untersuchung dynamischer Systeme mittels der REM mit konstanter Mas-
senmatrix muB der Wahl eines geeigneten Zeitintegrationsverfahrens offensichtlich
besondere Beachtung geschenkt werden. So haben Nardini und Brebbia in den von
ihnen verdffentlichten Beispielen [16,18,581 ausschlieBlich das Houbolt-Verfahren
verwendet und die komplexen Oberschwingungen dabei durch eine entsprechende
Wahl der Zeitschritte herausgefiltert. Loeffler und Mansur [50,51]1 haben umfang-
reiche Studien hinsichtlich der Anwendungsmoéglichkeit numerischer Zeitintegra-
tionsverfahren durchgefiihrt und sind ebenfalls zu dem SchluB gekommen, daB das
Houbolt-Verfahren fiir die Berechnung von Schwingungs- bzw. Wellenausbreitungs-
problemen mit der REM am besten geeignet sei.

In den hier durchgefiihrten Beispielrechnungen zeigt sich jedoch eine gewisse
liberlegenheit des Newmark-Verfahrens. Bei gleicher Schrittweite At besitzt es
grundsétzlich eine geringere Periodenverldngerung als die beiden anderen Ver-
fahren und bietet dariiberhinaus die Moéglichkeit, die Gr6Be der numerischen Dam-
pfung nicht wie beim Houbolt-Verfahren iiber die Schrittweite, sondern direkt
iiber die Wahl eines geeigneten Parameters § zu beeinflussen.

Die Frage, welchem Verfahren zur Berechnung der Schwingungsantwort der hier
verwendeten REM~Modelle der Vorzug zu geben ist, 148t sich klar zugunsten der
Modalanalyse entscheiden, da keines der verwendeten Zeitschrittverfahren eine
Stabilitit des Schwingungsverlaufes gewdhrleistet. Wahrend man bei Verwendung
der Modalanalyse die ungenauen, héheren und ggf. aufklingenden Eigenformen
gezielt eliminieren kann, ist ein Herausfiltern dieser Moden bei den Zeitschritt-
verfahren erst durch Ausprobieren verschiedener Schrittweiten respektive Integra-
tionsparameter moglich, so daB die Modalanalyse letzlich auch hinsichtlich der
erforderlichen Rechenzeit das vorteilhaftere Verfahren ist.
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8. Die REM in der elasto-statischen Bruchmechanik

Die Berechnung ebener RiBprobleme mit numerischen Methoden macht es erfor-
derlich, das spezielle Losungsverhalten an den RiBspitzen méglichst exakt wie-
derzugeben. Bei der Randelementmethode kdnnen zu diesem Zweck verschiedene
Wege beschritten werden:

- Verwendung von Standard-Elementen
- Verwendung spezieller Randelemente (Viertelpunkt-Elemente)
- Verwendung spezieller Fundamentallésungen (Greensche Funktionen)

Die Verwendung von Standard-Elementen mit linearen oder quadratischen An-
satzfunktionen erfordert eine sehr feine Randunterteilung in der Nadhe der RiBspit-
zen. Mit speziellen RiBspitzen-Elementen (Viertelpunkt-Elemente) ldBt sich dage-
gen sogar mit vergleichsweise groben RiBdiskretisierungen eine hohere Genauigkeit
der Ergenisse erzielen. Letztere wurden in der Vergangenheit bereits zur Untersu-
chung unterschiedlichster RiBprobleme eingesetzt [11,31,55,73,741. Alternativ hier-
zu besteht noch die Moglichkeit, spezielle Randelemente mit h&heren Polynom-
ansitzen zu verwenden, wie sie von Tanaka und Itoh [77] vorgestellt worden sind.
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Abb. 8.1: RiBproblem Abb. 8.2: Diskretisierung mit

‘Substrukturtechnik

Die Behandlung nicht-symmetrischer Probleme (Abb. 8.1) erfolgte dabei in allen
Arbeiten ausschlieBlich unter Anwendung der Substruktur-Technik. Mégliche Un-
genauigkeiten der numerischen Randintegration machten es hierbei grundsitzlich
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erforderlich, die einander gegeniiberliegenden Flanken eines Risses unterschiedli-
chen Teilgebieten zuzuordnen, wobei der gemeinsame Innenrand zweier Teilgebiete
jeweils durch die zwischen ihnen liegende RiBachse fiihrt (Abb. 8.2).

Eine andere Mdoglichkeit besteht darin, anstelle der Kelvin-Losung eine spezielle,
problemangepaBte Fundamentallésung einzusetzen: unter Verwendung der Green-
schen Funktion der unendlichen Scheibe mit Griffith- oder halbunendlichem RiB
wird das RiBverhalten exakt wiedergegeben, eine Diskretisierung der RiBréander
kann entfallen [56]. Die Berechnung von abknickenden oder Mehrfach-Rissen er-
fordert jedoch auch hier die Anwendung der Substruktur-Technik (Abb. 8.3).

Die in dieser Arbeit vorgestellte analytische Randintegration ermdglicht es nun,
ganzlich auf die Substruktur-Technik und den damit verbundenen zusitzlichen
Aufwand bei der Erstellung der Eingabe-Datensédtze und bei der numerischen Be-
rechnung zu verzichten (Abb. 8.4).
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Abb. 8.3: Diskretisierung mit . Abb. 8.4: Diskretisierung mit

spezieller Fundamentallsung analytischer Randintegration

Zur Berechnung von Spannungsintensitdtsfaktoren aus den Ergebnissen der REM-
Analyse kann wiederum zwischen verschiedenen Vorgehensweisen unterschieden
werden:

- Berechnung der K-Faktoren aus Verschiebungswerten
- Berechnung der K-Faktoren aus Spannungswerten
- Berechnung der K-Faktoren durch Auswertung des J-Integrals
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Eine Gegeniiberstellung der Berechnung aus Verschiebungswerten und aus dem J--
Integral wurde von Eichenauer [32] durchgefiihrt. Er gibt an, daB die Genauigkeit
der J-Integral-Formulierung in starkem MaBe von der Wahl des Integrationsweges
abhiingt und dabei Streuungen bis zu 20% auftreten. Da diese Vorgehensweise
dariiberhinaus eine Nachlaufrechnung in zusitzlichen Innenpunkten erfordert, wird
sie hier nicht weiter verfolgt.

8.1 Viertelpunkt-Elemente

Der Verschiebungsverlauf der RiBrinder eines Griffith-Risses (Abb. 3.2) wird we-
sentlich von einer Yr-Charakteristik bestimmt und 14Bt sich aus diesem Grund mit
Standard-Elementen, die lineare oder quadratische Ansatzfunktionen besitzen, nur
unzureichend wiedergeben. Wesentlich besser geeignet sind hier sogenannte Vier-
telpunkt-Elemente (Quarter-Point-Elemente), dle einen 1/— -'I'erm in ihren Ansatz-
funktionen aufweisen (Abb. 8.5 ).

vir) 4

RiBspitze

[
®

1 3
st st

Abb. 8.5: Viertelpunkt-Elemente

Der Verschiebungsverlauf eines solchen Elementes mit den Knoten a, b und c lautet
vir) = vg + 7/_-"; ( -3vy+4vy-ve ) + -E- ( 2vo-4vy+2v. ) (8.1)

Durch die Verwendung singuldrer Ansatzfunktionen fiir die Spannungen ldBt sich
mit sogenannten TSQP-Elementen (Traction-Singular-Quarter-Point-Elements) die
(1//r)-Charakteristik der Spannungsverldufe an der RiBspitze ebenfalls wesentlich
besser wiedergeben als mit anderen Elementen. Zu beachten ist, daB der Span-
nungsverlauf anstelle mittels der tatsdchlichen, singuldren Randspannungsverlau-
fes p(r) hierbei durch nicht-singuldre Ersatzwerte p(r) beschrieben wird: .
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pyr) = '/—%- py(r) (8.2)

Mit dieser Beziehung lautet der Randverlauf
) = T Ba+ (-35a+4BpPe) + 15 (25a-45p250) (8.3)

Diese Ansatzfunktionen der Viertelpunkt-Elemente sollen nun genutzt werden, um
zur Beurteilung des RiBverhaltens Spannungsintensitdtsfaktoren aus den Ergebnis-
sen der REM-Berechnung zu ermitteln.

8.2 Berechnung von K-Faktoren aus den RiBrandverschiebungen

Die Nidherungsformel zur Berechnung der RiBrandverschiebung in unmittelbarer
Nihe der RiBspitze eines symmetrisch belasteten Risses hat die bereits in Kap. 3
wiedergegebene Form

- KI r
v = 20 2% (x+1) (8.4)

Blandford et al. [111 (bl) haben erstmals eine 2-Punkt-Verschiebungsformel zur
Ermittlung der K-Faktoren aus den Knotenverschiebungen der QP-Randelemente
angewendet, die zuvor von Tracey [78] fiir Finite-QP-Elemente aufgestellt wurde.
Durch Gleichsetzen des Yr-Terms der Verschiebungsgleichung (8.1) mit der Nihe-
rung (8.4) erhilt man

bl
Kr' jr
vir) = "Q'ﬁ- 2—‘;; (x+1) = 'll—'{?( -3va+dvy-ve ) (8.5)
Auflésen nach K}’l liefert fiir v,=0

KPl= 2L J—%’-‘ (4vy - ve) (8.6)

Eine andere Moglichkeit besteht darin, K-Faktoren direkt mit der einfachen Nihe-
rungsformel (8.4) aus den Knotenverschiebungen der RiBrandelemente zu berech-
nen. Diese Formel gilt jedoch nur fiir die unmittelbare Umgebung der RiBspitze.
Um hinreichend genaue Ergebnisse zu gewihrleisten, ist es erforderlich, den so
erhaltenen Zusammenhang zwischen dem Abstand r und K(r) fiir den Punkt der
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RiBspitze, d.h. fiir r=0, zu extrapolieren. Sollen mehr als zwei Knotenverschie- -

bungen in die Berechnung eingehen, kann man zu diesem Zweck eine Regressions-

gerade durch die berechneten Werte legen. Unter Verwendung der Methode der
kleinsten Fehlerquadrate gibt Eichenauer [32] fiir diese Ersatzgerade

K(r) = K() + m-r

(8.7a)
folgende” Formel zur Berechnung der Steigung an
_ N-X(r-K)-%r-¥K
T OUNEG) - (202 (8.70)
Der Grenzwert K(0) ergibt sich dann zu
K(o) = ZK-m2r (8.7¢)

Wenn man jedoch nur zwei Knotenverschiebungen beriicksichtigt, so kann man
diese Prozedur umgehen [35]. Umstellen der Niherungsformel Gl. (8.4) liefert

K:(r) = % ./Zl_r v(r)

(8.8)

Einsetzen der Knotenverschiebungen vy, und v. des QP-Elementes fiihrt direkt auf

* 4 e *
Ke@® = {2 {& vo = K}0) + me
(8.9)
*, @ 4 2 *
Ki = £ {25 v = KH(0) + md
Auflésen dieses Gleichungssystems nach Kf(O) ergibt
* _ 4 1
KF) = f /% L (8w, -v.) (8.10)

Im Fall v, ¥0 erh'aﬂt man aus der Beziehung, daB Starrkorperbewegungen keine
Spannungen verursachen diirfen, den erweiterten Zusammenhang

T

KHO) = L VI L (8vy-ve - Tv)

(8.11a)
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Dieselbe Vorgehensweise liefert auch die Beziehung fiir die Verschiebungen u in
x;-Richtung:

K =4 {5 L (8u, -u, - 7u,) (8.11b)

Bei nicht-symmetrischen RiBverformungen miissen die Verschiebungen beider Ri-
flanken in die Berechnung eingehen. Einsetzen der Mittelwerte der Verschiebungen
von je zwei gegeniiberliegenden Knotenpunkten unter Beriicksichtigung der Vor-
zeichen fiihrt auf die erweiterten Zusammenhinge:

K; = A '/—2——1—;— % (8 (vp-va) - (ve-ve) )
(8.12)

KX = AL TIZ_TG %— (8 (up-ug) - (u.-u,) )

Um die Genauigkeit dieser Formeln im Vergleich mit der von Blandford et al.
abzuschitzen, werden die exakten RiBrandverschiebungen des Griffith-Risses in
der unendlichen Scheibe unter einachsigem Zug nach Gl. (3.5) in diese Formeln
eingesetzt. Mit

Ve = 1;: Ky Z:Ba—tz (8.13a)
_p2
v = 14“: K, 732t (8.13b)

besteht folgender Zusammenhang zwischen den Ndherungen und der exakten Lésung:

SRS Y = = A 5

ke { adl-3 - fi-L%} (8.13d)

kP!

Die so ermittelten relativen Abweichungen der beiden Nidherungsformeln sind in
Tab. 8.1 wiedergegeben. Unabhéngig davon, wie gut das verwendete QP-Element
die exakten Randverschiebungen anzunéhern vermag, vergroBert sich der Fehler
des ermittelten K-Faktors bei Verwendung der Blandford-Formel (bl) um bis zu
16%, wihrend die eigene Formel (*) einen maximalen Fehler von 1,15% aufweist.
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£/a 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
Kr—K
-—I]—(I—I 0 0,03%| 0,14 % 0,35% | 0,67 % 1,15 %
KPL K _
| —ITI 0 262% | 5,49 % 8,69% 12,28 % | 16,37 %

Tab. 8.1: relative Abweichungen der Nidherungen in Abhingigkeit von @

8.3 Berechnung von K-Faktoren aus den Spannungsverldufen

Spannungsintensititsfaktoren kdnnen auch iiber den singuldren Spannungsverlauf
in der Umgebung der RiBspitze berechnet werden. Zu diesem Zweck wird zunéchst
wieder die Naherungsformel in der RiBachse in unmittelbarer Umgebung der RiB-
spitze aufgestellt. Umstellen von Gl. (3.6a) fiihrt auf die Grenzwertbezichung fiir
die RiBspitze, d.h. fiir r=0

K (r=0) = E_i_ns {v‘21tr Oyy(r) } (8.14)

Martinez und Dominguez [55] (ma) haben eine Nidherungsformel zur Berechnung
zweidimensionaler K-Faktoren aufgestellt, indem sie den Randspannungsverlauf
des spannungssinguliren Viertelpunkt-Elementes parallel zur x,-Achse in diese
Niherung eingesetzt haben:

K™% (r=0)

]

E-i..'% { Y2mr ( '/é P2a * (~3D2a*4P2p"P2c ) + ./-EE( 252a"452b+232c)}

= Pga Y210 (8.15)
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Der Zusammenhang zwischen dem K-Faktor und dem Ersatzwert der Randspan-
nung in x;-Richtung lautet analog

KB = pia Y2me (8.16)

Alternativ hierzu besteht wieder die Moglichkeit, die einfache Ndherungsformel in
der RiBachse fiir eine beliebige Anzahl von Knotenspannungen anzuwenden und
den Wert in der RiBspitze dann mittels einer linearen Extrapolation zu bestimmen.
Sollen nur die drei Spannungswerte des TSQP-Elementes beriicksichtigt werden,
so fiihrt die Regressionsgerade auf

Ki*= y2nt oz { 17 Bpa + 12 Bop- 3 Poc } (8.17)

8.4 Beispiele fiir statische K-Faktoren
8.4.1 CT-Probe

Die Standard-Kompakt-Zugprobe bzw. CT-Probe (compact tension) nach ASTM-
Norm hat die in Abb. 8.6 dargestellte Form. Wegen der vorhandenen Symmetrien
geniigt es, eine Hilfte der Probe fiir die statische Berechnung zu diskretisieren.
Abb. 8.7 gibt das hier verwendete Rechenmodell mit 50 Randknoten und 24 Ele-
‘menten wieder. An der RiBspitze werden je ein QP- und ein TSQP-Element der
Lange €=5 mm (a/¢=0,10) verwendet, alle anderen Randelemente besitzen quadra-
tische Ansatzfunktion und jeweils drei Knoten. Die Offnung wird durch vier Teil-
kreis-Elemente dargestellt und die angreifende Einzellast durch eine &quivalente
Randspannung ersetzt.
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Systemkennwerte:

W =100 mm

B =
a=

rs

1
S0
25

mm

mim

mm

Abb. 8.6: CT-Probe

P=128 N

Abb. 8.7: Rechenmodell der CT-Probe

T
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Von Heckel [41] wird der Spannungsintensitdtsfaktor in Abhidngigkeit der RiBlan-
ge mit einer Genauigkeit von *0,5% fiir RiBldngen 0,2 <a/W < 1,0 angegeben zu

- P 2+ _ 2 - s
Kr = B W0.5 (1+a)l.5 (0,886 +4,64a 13.320; +14.72a° -5,60 )

mit o=

g

Einsetzen der Systemkennwerte liefert:
K; = 120,74 Nmm™'*®

Die mit den vorgestellten Gleichungen berechneten Faktoren sind in Tab. 8.2 zu-

sammengefaBt.
Ky AK;
Blandford (bl) 116,22 -3,74 %
Martinez (ma) 118,99 -1,45 %
neu (%) 120,25 -0,41 %
neu (%) 119,76 -0,81 %
Tab. 8.2: K-Faktoren der CT-Probe

8.4.2 Schriiger RiB in der unendlichen Scheibe unter Zug

Es sollen die Spannungsintensitdtsfaktoren an einem Griffith-RiB berechnet wer-
den, der durch konstante, unter einem Winkel von 45° im unendlichen angreifende
Zugspannungen belastet wird. Zu diesem Zweck wird das in Abb. 8.8 dargestellte
Rechenmodell verwendet.
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Abb. 8.8: Griffith-RiB in der unendlichen Scheibe unter 45° (nicht maBst#blich)

Der Rand im Unendlichen wird durch insgesamt vier Randelemente mit quadrati-
schen Ansatzfunktionen und Doppelknoten in den Eckpunkten abgebildet. Fiir die
RiBoberfliche werden verschiedene Elementeinteilungen verwendet, um eine Aus-
sage iiber die Abhéngigkeit zwischen RiBdiskretisierung und Genauigkeit der Er-
gebnisse treffen zu kénnen:

SI04 mit 4 QP-Elementen .

SI08 mit 4 QP~ und 4 Elementen mit quadratischem Ansatz
SI12 mit 4 QP- und 8 Elementen mit quadratischem Ansatz
SI16 mit 4 QP- und 12 Elementen mit quadratischem Ansatz

Bei Knoten, die identische Koordinaten besitzen, aber keine Doppelknoten sind,
kénnen Probleme bei der Berechnung der Diagonalterme der Matrix H auftreten.
Die einander gegeniiberliegenden Randknoten der beiden RiBflanken sind daher
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nicht exakt in der RiBachse, sondern unmittelbar daneben angeordnet, wie es in
Abb. 8.9 am Beispiel des Modells SI08 dargestellt ist. Die Standard-Elemente
liegen hier parallel zueinander, die Viertelpunkt-Elemente treffen in den RiBspit-
Zen zusammen.

\28

Abb. 8.9: Diskretisierung eines Risses mit 8 Elementen

Vergleichsrechnungen haben gezeigt, daB der EinfluB des RiBflankenabstandes ¢
auf die Genauigkeit der Rechenergebnisse im gesamten Bereich 0,0001 € < £ < 0,01 e
kleiner als etwa 0,2% ist, so daB diesem Punkt bei Verwendung der analytischen
Randintegration keine weitere Beachtung geschenkt werden muB. In diesem und

den folgenden Beispielen wird er zu etwa einem tausendstel der Elementlinge ge-
wihlt:

e &% 0,001¢

Die exakten Spannungsintensitdtsfaktoren des dargestellten RiBproblems sind
bekannt [37]. In dimensionsloser Form lauten sie

Ky o -

2 —— = = =,50
= T 0990 Fo= e °°
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Mit der eigenen (*) und der von Blandford (bl) verwendeten Zweipunkt-Verschie-
bungsformel aus den Ergebnissen der REM-Berechnung ermittelte Spannungsin-
tensitdtsfaktoren sind fiir die verwendeten Rechenmodelle in Tab. 8.3 zusammen-
gefaBt. Abb. 8.10 gibt den Betrag der prozentualen Abweichung in Abhangigkeit
des Verhiltnisses von RiBlinge a zu Elementlinge g wieder. Aus beiden ist er-
sichtlich, daB die mit der eigenen Zweipunkt-Formel berechneten Spannungsinten-
sitdtsfaktoren fiir eine zunehmende Elementanzahl sehr schnell gegen die exakten
Werte konvergieren. Nur acht Elemente, also zwei Elemente pro RiBlinge a, sind
hier ausreichend, um eine Genauigkeit von etwa 1% zu erzielen, wihrend die
Blandford-Formel selbst .bei doppelter Elementanzahl noch Abweichungen von
mehr als 3% liefert.

Modell | AK: Fir AKE | P! AKP! | FB | Ak P!
S104 | 0,4845( -3,1 % | 0,4697| -6,1 % | 0,5747| 14,9 %#| 0,5575| 11,5 %
s108 | 0,4967| -0,7 ¥ | 0,4942( -1,2 % | 0,5336| 6,7 ¥ | 0,5307| 6,1 %

SI12 0,4984( -0,3 %| 0,4971| -0,6 ¥ | 0,5224| 4,5 % | 0,5208| 4,2 %

s1i16 | 0,4991| -0,2 %¥| 0,4982| -0,4 % | 0,5170]| 3,4 % | 0,5159| 3,2 %

Tab. 8.3: Spannungsintensitidtsfaktoren des Risses unter 45°

lac%ll

16 |
14 |

12 |

10 |

a/0g

P
T T Y T L

1 2 3 4

Abb. 8.10: Prozentuale Abweichungen in Abhingigkeit der Elementanzahl
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8.4.4. schriiger RandriB in gezogenem Streifen

Die Verformungen des in Abb. 8.11 dargestellten, gezogenen Streifens mit schri-
gem RandriB unter einem Winkel von 67,5° werden mit einem Modell aus 26 Rand-
elementen und 36 Randknoten berechnet. In den vier Eckpunkten sind wegen der
sich sprunghaft dndernden Randbedingungen Doppelknoten angeordnet, die beiden
RiBrinder werden mit je vier 3-Knoten-Standard-Elementen und je einem Viertel-
punkt-Element an der RiBspitze abgebildet.

Dieses Problem wurde fiir eine RiBlinge von a=0,3b bereits von Eichenauer mit
der REM untersucht. Er verwendete dazu ein aus zwei Substrukturen bestehendes
System mit insgesamt 38 Elementen, deren gemeinsamer Rand in der Verlangerung
der RiBachse liegt. Die von ihm mittels linearer Regression aus den RiBrandver-
schiebungen ermittelteten K-Faktoren besitzen eine Genauigkeit von ca. 1-2% ge-
geniiber Vergleichswerten aus dem Compendium of Stress Intensity Factors [71],
die von Wilson [82] mit einem Randkollokationsverfahren berechnet worden sind.

|
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®
[

b 1,5 b
Systemkennwerte:
a=60 mm v = 0,20
=120 mm EVZ
B =67,5°

Abb. 8.11: Gezogener Streifen mit schrigem RandriB

Unter der angegebenen Belastung verformt sich das System in der in Abb. 8.12
dargestellten Form
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Abb. 8.12: Verformtes System mit klaffendem RiB

Die berechneten Spannungsintensititsfaktoren weisen eine maximale Abweichung
von 0,3% gegeniiber den Vergleichswerten von Wilson auf (Tab. 8.4).

* * * *
Fr Fr AF; Frr Frr AFpp
2,258 2,265 0,3 % 0,494 0,495 0,2 %

Tab. 8.4: Spannungsintensititsfaktoren des gezogenen Streifens

8.4.5. Parallele Mehrfachrisse und Zug und Schub

Drei parallele, gleichlange Risse werden durch im Unendlichen angreifende Zug-
und Schubspannungen belastet. Das in Abb. 8.13 dargestellte Rechenmodell be-
steht aus 28 Randelementen mit 60 Randknoten. In den Eckpunkten befinden sich
Doppelknoten, jeder RiB besteht aus vier Standard- und vier Viertelpunkt-Elemen-
ten (¢/a=0,50).
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Systemkennwerte:
a= 40 mm v = 0,20
b =80 mm EVZ

c = 800 mm
Abb. 8.13: Parallele Mehrfachrisse unter Zug und Schub (nicht maBst#blich)
Die dimensionslosen K-Faktoren aus der REM-Berechnung weichen maximal um

0,4% von den im Compendium of Stress Intensity Factors verdffentlichten Werten
von Isida [44,45]1 ab (Tab. 8.5).

L g L

Lastfall | RiB F Fr AR ) )l Y sl

Zug mitte 0,862 0,864 +0,2 % - 0,000 -—-
auBen 0,915 0,916 +0,1 % -—- 0,015 ---

Schub mitte -—- 0,000 -——- 1,033 1,031 | -0,4 %
auBen -——- 0,021 -—- == 1,017 ==

Tab. 8.5: Parallele Risse unter Zug und Schub
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8.4.6. Abgeknickter RiB

Ein unter einem Winkel von 45° abgeknickter RiB in der unendlichen Scheibe wird
durch konstante Zugspannungen beansprucht. Der waagerechte RiBbereich wird
durch 12, der diagonale RiBbereich durch 8 Randelemente unterschiedlicher Lingen
dargestellt. Die unendliche Scheibe wird durch ein Quadrat aus 4 Elementen ange-
nihert, deren Linge ca. der 30fachen RiBlinge entspricht (Abb. 8.14).

LR RN R RN AR A RN RN RRARARARRRRARRARARNAL

'

LLLLLLLLLLLLL AL L LU L LU LA L L LLLLL L LU L LU L L o

Systemkennwerte:

a= 14,1421 E=10
= 0,2 a v =20,2
c = 400

Abb. 8.14: Abgeknickter RiB (nicht maB8st#blich)

Als Vergleichswerte werden die von Mews (me) [56] mit einem REM-Modell aus 80
Elementen unter Verwendung Greenscher Funktionen und Substruktur-Technik be-
rechneten K-Faktoren herangezogen (Tab. 8.7). Die maximale Differenz betrigt 1,1%.
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RiB Fe Fr ARy Fre Frr AR
A 0,4514 0,4527 +0,3% 0,4214 0,4168 -1,1%
- B 0,7522 0,7500 -0,3% 0,0213 0,0212 -0,5%

Tab.8.7: K-Faktoren des abgeknickten Risses

8.4.6. KerbriBproblem

In Abb. 8.15 ist eine gezogene Rechteckscheibe mit zwei Rissen an einer kreis-

formigen Offnung dargestellt.

o TITITTITITTITITITOIOIOIOIOINN

o LI L

2b
* ab *
Systemkennwerte:
a = 48§ v = 0,30
b = 60 EVZ
R = 30

Abb. 8.15: KerbriBproblem

Die Spannungsintensititsfaktoren dieses KerbriBproblems wurden von Newman
[62] mittels eines Randkollokationsverfahrens berechnet und sind im Compendium
of Stress Intensity Factors [71] fiir verschiedene Lingenverhiltnisse mit einer Ge-
nauigkeit von 1% wiedergegeben. Fiir a=0,75b und R=0,5b erhilt man
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K:=1,99 ¢ Yna

Wegen der doppelten Symmetrie ist es ausreichend, nur ein Viertel des Systems
zu diskretisieren. Das hier verwendete Rechenmodell besteht aus 36 Randelemen-
ten mit 78 Knoten (Abb. 8.16). An der RiBspitze wird je ein QP- und ein TSQP-
Element verwendet (8/a=0,25), bei den iibrigen Elementen handelt es sich um
geradlinige bzw. Kreisbogen-Elemente mit quadratischen Ansatzfunktionen.
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Abb. 8.16: Rechenmodell des KerbriBproblems

Aus den mit der REM berechneten Knotenverschiebungen erhilt man durch Ein-
setzen in die Zwei-Punkt-Verschiebungsformeln die in Tab. 8.8 wiedergegebenen
Faktoren. Die Abweichung der eigenen Ergebnisse betrégt hier 0,2%.

Fr AK;
Blandford (bl) 1,977 -0,7 %
Geis (¥) 1,985 -0,2 %

Tab. 8.8: K-Faktoren des KerbriBproblems
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8.4.7. Tellweise schlieBender RandriB

Es wird untersucht, inwieweit das vorgestellte Verfahren auch zur Untersuchung
teilweise schlieBender Risse geeignet ist. In Abb. 8.17 ist eine symmetrische
Rechteckscheibe mit RandriB unter Biegebeanspruchung dargestellt.

Co
So
®
w
!
Systemkennwerte:
W W =100 mm
a = 60/70/80 mm
E=10
® v = 0,3
Co : EVZ
Go o = 100

[ ]
[

W

Abb. 8.17: Rechteckscheibe mit RandriB unter Biegung

Fiir positives oy 6ffnet sich der RiB, fiir negatives 65 und a> 0,5W wird der RiB
teilweise geschlossen. Eine iterative Anderung der Randbedingungen und Ver-
schiebung der Khotenpunkte auf dem RiBrand ermoglicht es, die Linge ¢ der auf-
tretenden Kontaktzone zu bestimmen. Entscheidendes Kriterium ist dabei, daB
zwischen den in Kontakt befindlichen Ri8flanken nur Druckkrifte iibertragen wer-
den konnen. ‘
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Wegen der vorhandenen Symmetrie ist es wieder ausreichend, nur die obere Hilfte
der Struktur zu diskretisieren. Die Rechenmodelle fiir den Fall von positivem o,
bestehen aus jeweils 53 Knoten (Abb. 8.18). Fiir negatives o, erfolgt eine Verfei-
nerung der Randeinteilung in der RiBachse, die Modelle besitzen 64 Knoten (Abb.
8.19).

Abb. 8.18: Modell flir klaffenden RiB Abb. 8.19: Modell flur schlieBenden RiB

Fiir postives Biegemoment und RiBlingen a20,6W gibt Wilson [83] einen
Niherungsausdruck zur Berechnung des K-Faktors an:

M

o = 39 Grans

Die so berechneten Werte werden in Tab. 8.9 zundchst den eigenen Ergebnissen

gegeniibergestellt.
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a/W ’ K: wilson K: REM A

0,6 2629 2638 +0,3%
0,7 4047 4060 +0,3 %
0,8 7435 7461 +0,3 %

Tab. 8.9: Scheibe mit klaffendem RiB

Fiir negatives o, wurde dieselbe Problemstellung von Karami und Fenner [47] mit
einer Multi-Domain-BEM fiir unterschiedliche RiBlingen untersucht, wobei die
zugehorigen K-Faktoren iiber eine J-Integral-Formulierung berechnet wurden. In
Tab. 8.10 werden ihre Ergebnisse mit den eigenen Resultaten verglichen.

¢ K; 7K,
a/W K.u.F REM A K.u.F. REM A
0,6 0,49 0,468 -4.85% 0,0231 0,0230 -0,4%
0,7 0,44 0,431 -2,0% 0,0443 0,0437 -1,4%
0,8 0,39 0,388 -0,5% 0,0526 0,0468 | -11,0%
" Tab. 8.10: Teilwelse schlieBender RandriB

Die Ergebnisse des Modells mit klaffendem RiB stimmen sehr gut mit denen von
Wilson iiberein, der fiir seine Formel einen maximalen Fehler von 1% .angibt. Fiir

den teilweise schlieBenden RiB treten dagegen relative Abweichungen von bis zu
11% auf.

8.4.8. Tellweise schlieBender, schriiger InnenriB

Das Beispiel eines schrigen Innenrisses in einer Rechteckscheibe unter Biege-
beanspruchung (Abb. 8.20) wurde sowohl von Karami und Fenner [47]1 als auch
von Mews [56] untersucht. Die Linge der Kontaktzone wird nun durch iterative
Verschiebung der sich schlieBenden RiBspitze ermittelt. Entscheidendes Kriterium
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ist dabei, daB der Spannungsintensititsfaktor an dieser Stelle zu null wird. Diese
Vorgehensweise ist nur dann méglich, wenn die Reibung zwischen den in Kontakt
befindlichen RiBflanken so groB ist, daB sich diese nicht gegeneinander verschie-
ben konnen. Das verwendete Rechenmodell besteht aus 34 Elementen und 72
Knoten, wobei der RiB durch 16 Elemente dargestellt wird (Abb. 8.21).

Co )
®
]
Co . %o
1.5W 1,5W
Systemkennwerte:
W = 240 E =10 Gy = 100
a = 84,85 v=0,2
EVZ

Abb. 8.20: Teilweise schlieBender, schriger RiB

In Tab. 8.10 werden die eigenen Resultate den Ergebnissen von Karami und Fenner
gegeniibergestellt, wobei letztere zunichst in die hier verwendete, dimensionslose

Form umgerechnet worden sind.

K.u.F. REM A(REM) A(Mews)
c 0,6a 0,59 a - 2% - 3%
Fr 0,171 0,152 -11% -10%
Fry 0,187 0,138 -26 % -25%

Tab. 8.10: schriger RiB
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Die Ausdehnung c der Kontaktzone stimmt fiir alle drei Berechnungen gut iiberein.
Die berechneten Spannungsintensititsfaktoren liegen jedoch deutlich unterhalb der
Referenzwerte von Karami und Fenner, zeigen dafiir aber eine sehr gute liberein-
stimmung mit den Ergebnissen von Mews.

8.4.6. Bewertung

Am Beispiel der CT-Probe zeigt sich bereits, daB sich statische Spannungsintensi-
titsfaktoren mit den neuen, hier vorgestellten Verschiebungs- und Spannungsfor-
meln (8.10-8.12, 8.17) mit groBer Genauigkeit berechnen lassen. Auch die Ein-
Knoten-Spannungsformel (8.15) von Martinez und Dominguez liefert gute Ergeb-
nisse,.wﬁhrend das Resultat der Formel (8.6) von Blandford et al. mit einem Feh-
ler von mehr als 4% nicht zufriedenstellend ist. Diese Tendenz wird durch die
Ergebnisse des KerbriBproblems bestitigt. Zwar treten hier bei Verwendung der
Blandford-Formeél (8.6) nicht so groBe Abweichungen auf wie im ersten Beispiel,
jedoch liefert die eigene Verschiebungsformel (8.10-8.12) wiederum eine bessere
tibereinstimmung mit den Vergleichswerten.

Der Vorteil der analytischen Randintegration wird in den nicht-symmetrischen
Beispielen deutlich. Ohne die sonst iibliche Verwendung zusitzlicher Innenrénder
in der RiBachse (Substruktur-Technik) [11,32,73], die die korrekte Wiedergabe der
RiBrandverschiebungen negativ beeinflussen koénnen, konnte hier eine sehr gute
tibereinstimmung der berechneten Spannungsintensititsfaktoren mit Vergleichs-
werten aus der Literatur erzielt werden. Die oft vertretene Auffassung, die Ver-
schiebungswerte in unmittelbarer Nihe der RiBspitze seien héchst ungenau und
diirften daher nicht in die Rechnung eingehen, kann nicht bestitigt werden. Bei
den hicht—symmetrischen InnenriBproblemen mit bereichsweise konstanter Rand-
last war eine Diskretisierung mit nur 2 Elementen pro RiBlinge a, beim RandriB-
problem mit 5 Elementen ausreichend, um die gesuchten Spannungsintensititsfak-
toren mit einer Genauigkeit von ca. 1% zu bestimmen. |

Auch nicht-symmetrische Problemstellungen mit teilweise schlieBenden Rissen
lassen sich mit der hier verwendeten Vorgéhensweise iterativ 16sen, wie das letzte
der Beigi)iele zeigt. Unter Verwendung von 4 Elementen pro RiBléngen traten hier
im Vergleich zu den Ergebnissen von Mews Abweichungen von nur ca 1% auf.
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9. Die REM in der elasto-dynamischen Bruchmechanik

Bei der Betrachtung dynamisch beanspruchter Bauteile ist zundchst zwischen har-
monischen und schlagartig aufgebrachten Belastungen zu unterscheiden. Wih-
rend ein harmonisch erregtes System nach Beendigung des Einschwingvorgangs in
der Erregerfrequenz mitschwingt, stellt sich die Schwingungsantwort infolge
schlagartiger Belastung i.a. als Uiberlagerung mehrerer Eigenformen und -frequen-
zen dar [79]. Bei gekerbten oder gerissenen Bauteilen ist letztere von besonderem
Interesse, da die hieraus resultierenden Spannungsiiberh6hungen oftmals deutlich
iiber den dquivalenten statischen Werten liegen.

RiBprobleme unter dynamischer Belastung k&énnen weiterhin in zwei Klassen un-
terteilt werden. Beim stationdren Problem bleibt die Linge des Risses iiber den
betrachteten Zeitraum konstant, widhrend sich der RiB beim instationdren Pro-
blem ausbreitet.

Wie im statischen Fall sind analytische Losungen auch bei dynamisch beanspruch-
ten Rissen nur fiir einige wenige Sonderfille bekannt, es existieren jedoch keine
allgemeinen L6sungen fiir begrenzte Lésungsgebiete (reale Bauteile). Hier besteht
neben einer experimentellen Vorgehensweise, die eine recht aufwendige MeBtech-

nik erfordert, nur die Méglichkeit zur numerischen Behandlung des Problems.

Die meisten Veroffentlichungen, die sich mit der Untersuchung dynamisch bean-
spruchter Risse in begrenzten Gebieten beschiftigen, beschrinken sich dabei auf
ebene, symmetrische Problemstellungen, die im ModeI belastet werden. Ergebnis-
se experimenteller Untersuchungen von Kerbschlagbiegeproben (Dreipunktbiege-
proben) stammen u.a. von Bshme und Kalthoff [12,13] und von Wich [81]. Numeri-
sche Berechnungen von Kerbschlagbiegeproben oder Zugproben mit Innen- oder
AuBenriB mittels FEM oder FDM finden sich in den Arbeiten von Pries [68]1, Mall
[52], Peuser [65] und Wich [81]. Kraft [48] hat zusitzlich ein ModeIT-Problem
sowie Kerb- und KerbriBprobleme mit der FEM untersucht. Ein Beitrag zur An-
wendung der REM auf diesem Gebiet stammt von Dominguez und Gallego [311],
die eine Zugprobe mit symmetrischem Innenri8 mit einer Formulierung im Zeit-
bereich untersucht haben.

Wie die vorstehenden Beispiele gezeigt haben, lassen sich Spannungsintensititsfak-
toren statisch belasteter Bauteile mit der REM unter Verwendung spezieller RiB-
spitzenelemente auch bei vergleichsweise grober Randeinteilung mit hoher Genauig-
keit berechnen. Durch Kombination mit den beschriebenen Randelement-Verfahren
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mit konstanter Massenmatrix wird diese Vorgehensweise nun zur Untersuchung

des dynamischen Verhaltens verschiedener Scheiben mit RiB eingesetzt.

9.1 Beispiele fiir dynamische K-Faktoren

Experimentelle Untersuchungen des RiBverhaltens unter dynamischer Beanspru-
chung werden meist mit dem sogenannten Kerbschlagbiegeversuch durchgefiihrt,

dessen prinzipieller Aufbau in Abbildung 9.1 wiedergegeben ist.

4
[ ]

Abb. 9.1: Kerbschlagbiegeversuch

Die Beanspruchung erfolgt dabei durch das Aufschlagen eines Hammers auf die
Probe. Grundsidtzlich zu unterscheiden ist hier zwischen Versuchsanordnungen mit
und ohne Widerlager. Weitere, fiir das Systemverhalten wesentliche Parameter
sind die Abmessungen des Probekorpers, die Nachgiebigkeit der Auflager sowie

die Kennwerte des verwendeten Hammers.

9.1.1 Kerbschlagbiegeprobe ohne Auflager

Das Verhalten einer "frei fliegenden" Dreipunktbiegeprobe, die mittels eines spe-
ziellen Versuchsaufbaus gegen ein mittiges Lager geschossen wird, wurde von
Wich [81] ndher untersucht. Die Probe aus einer Aluminiumlegierung hatte dabei
folgende Systemkennwerte:



- 125 -

W = 40 mm E = 73000 N mm v = 0,32
L =168 mm o= 2795 kg m° EVZ
a = 20 mm

Zur Wahl einer geeigneten Randeinteilung erfolgt zunichst eine statische Be-
rechnung. Der K-Faktor einer gleichartigen aufgelagerten Probe wurde von Brown
und Srawley [22] mittels Randkollokation mit einer maximalen Abweichung von
1% ermittelt und kann wieder dem Compendium of Stress Intensity Factors ent-
nommen werden. Fiir eine Kraft F=500N erhilt man den Wert

K; = 839,7 N mm'?®
Wegen des symmetrischen Systemaufbaus und der symmetrischen Belastung ge-

niigt es, flir die numerische Berechnung nur eine Hilfte des Systems zu diskreti-
sieren (Abb. 9.2).

N

7.

Abb. 9.2: Rechenmodell W40 der Biegeprobe

Dieses Rechenmodell mit 40 Randknoten, 17 Elementen mit quadratischem Ansatz
und je einem QP- und einem TSQP-Element der Linge ¢=4mm (a/€=0,20) an der
RiBspitze liefert unter Verwendung der Zwei-Punkt-Verschiebungsformel den sta-
tischen Spannungsintensititsfaktor

Kf = 836,7 Nmm!'® [ -0,4%1]

Die libereinstimmung dieser Werte mit dem Vergleichswert ist sehr gut, so daB
dieselbe RiBdiskretisierung auch fiir die dynamische Untersuchung verwendet wird.
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Die in den Abbildungen 9.3 bis 9.5 dargestellten Rechenmodelle mit jeweils 38
Randknoten sind entsprechend der verwendeten Versuchsanordnung in y-Richtung
frei verschieblich, so daB die Auflagerkrifte A(t) entfallen.

MANNY

Abb. 9.3: Modell W38 mit 38 Randknoten

Abb. 9.4: Modell W48 mit 38 Rand- und 10 Innenknoten

n

Abb. 9.5;: Modell W59 mit 38 Rand- und 21 Innenknoten
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Zunichst werden die Eigenfrequenzen und -formen dieser drei Modelle berechnet
und mit denjenigen verglichen, die Wich [81] mittels eines Finite-Element-Mo-
dells aus 76 8-Knoten-Scheibenelementen mit insgesamt 269 Knotenpunkten be-
rechnet hat (Tab. 9.1).

Modell FEM w38 w38 W48 W48 W3S9
Ansatz - N A N A A
Knoten 269 38 38 48 48 59
0y 0 1 1 1 1 1
Wy 23421 0,964 0,977 0,972 0,976 0,976
W3 84459 | 0,999 1,004 0,986 0,989 0,987
Wy 151827 1,006 1,003 0,973 0,986 0,981
ws 227689 1.080 1,046 1,002 1,012 1,000
W 274766 1,111 1,089 1,009 1,022 1,003
w7 322998 1,119 1,106 1,030 1,043 1,017
|Aw| - 5,04% 3,87% 1,57% 1,80% 0,94%
kompl. © 0 32 4 32 4 14
1.kompl. | - 7 37 13 48 30
Tab. 9.1: Eigenfrequenzen der Biegeprobe

Die Tabelle enthidlt die ersten sieben Eigenkreisfrequenzen aus der Arbeit von
Wich (Spalte 2). Fiir die REM-Modelle wird jeweils das Verhiltnis gegeniiber die-
sen Referenzwerten angegeben (Spalten 3-7). Es ist erkennbar, daB die Einfiihrung
der zusidtzlichen Innenknoten bei identischer Randeinteilung zu einer wesentlich
hheren Genauigkeit der 5. bis 7. Eigenfrequenz fiihrt. Auffallend ist weiter, daB
der A-Ansatz deutlich weniger komplexe Eigenfrequenzen liefert als der Nardini-
Ansatz, die zudem in hSheren Moden auftreten. Die Eigenformen des Modells W48
mit A-Ansatz sind in Abb. 9.6 wiedergegeben.

Der Kraftverlauf F(t) wurde von Wich fiir eine mit einer Geschwindigkeit von
3,97ms™! gegen das Widerlager geschossene Probe gemessen (Abb. 9.7) und der
resultierende Spannungsintensititsfaktor K;(t) dann mittels der FEM aus den
Knotenverschiebungen und -spannungen in RiBndhe berechnet.
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Abb. 9.6: Eigenformen der Biegeprobe
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10

100
Abb. 9.7: Kraftverlauf am Widerlager

200 t Cusl
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Dieser Kraftverlauf wird nun durch 200 innerhalb einer Schrittweite von At=1,1us '
jeweils konstante Werte angendhert. Der hieraus resultierende, mit der REM-Mo-
dalanalyse berechnete Spannungsintensititfaktors K: (t) des Modells W38 mit
A—Ahsatz, Modalordnung m=10, ist in Abb. 9.8 den von Wich mit der FEM ermit-
telten Werten gegeniibergestellt.

Ki(t) 4
700 -
600
500 -
400 - .
300 -

200

100 J

t t |
100 200 t Cus]

Abb. 9.8: Zeitverlauf des Spannungsintensitidtsfaktors, Modalordnung m=10

Wihrend Wich ein Maximum von ca. 820 Nmm™ "3 berechnet hat, liefert die REM
max Kj(t) = 796 Nmm ‘5 [ -2,9% ]

Der mit der REM berechnete K-Faktor-Verlauf stimmt qualitativ gut mit den Ver-
gleichswerten iiberein, zeigt jedoch eine geringe zeitliche Verschiebung, die auf die
Abweichung der zweiten Eigenfrequenz (T, =247us) zuriickzufiihren ist. Die groB-
te Abweichung tritt bei t=180us auf und betrigt etwa 75 Nmm™!*° bzw. 9% des
Maximalwertes. Die Ursache hierfiir liegt méglicherweise in geringen Unterschie-
den der Randdiskretisierung der beiden Rechenmodelle respektive einer ungenauen
Wiedergabe des Kraftverlaufs, der aus einer Abbildung in der Arbeit von Wich
abgelesen wurde.
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9.1.2. Kerbschlagbiegeprobe mit Auflagern

Schlagreaktionskurven verschiedener Kerbschlagbiegeproben mit Auflagern wurden
von Béhme und Kalthoff [12,13] am Fraunhofer Institut fiir Werkstoffmechanik
experimentell ermittelt. Fiir die Vergleichsrechnung wurde eine Probe mit veridn-
gerten Probenenden gewihlt, da diese im Gegensatz zu den kurzen Proben wiah-
rend des Versuchsablaufs nur unwesentlich von den Widerlagern abhebt. Die Fe-
dersteifigkeit des Lagers wird von Béhme [12] angegeben als

Kpager ® 7.600 Nmm'
Das Rechenmodell der Probe (Abb. 9.9) besteht aus 26 Randelementen und 66

Knotenpunkten. Die Federeigenschaften des Auflagers werden durch eine Erweite-
rung des Rechenmodells um ein kleines Teilgebiet Q" beriicksichtigt.

AN

q x
A
7
Systemkennwerte:
W = 100 mm E = 3380 N mm > v = 0,33

3

L =550 mm 1216 kg m_ EVZ

H

a = 30 mm 7.6 kN mm '

Abb. 9.9: Rechenmodell der Kalthoff-Probe

Nach Srawley berechnet sich der statische Spannungsintensititfaktor des unter-

suchten Probekorpers zu

K; = 6,085 F%?v'
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Die REM-Untersuchung liefert hier

K} = 6,044 i%w’ [-0,7 %1

Die dynamische Berechnung erfolgt nun mit dem von Béhme und Kalthoff gemes-
senen Kraftverlauf an der Spitze eines Hammers mit einer Masse von 4,9kg, der
mit einer Geschwindigkeit von 1ms™! auf die Probe aufschligt (Abb. 9.10). In Abb.
9.11 ist der mit der Modalanalyse mit einer Modalordnung m=20 berechnete
K;(t)-Verlauf den experimentellen Ergebnissen von Bohme und Kalthoff gegen-
iibergestellt.

Bshme und Kalthoff haben festgestellt, daB es bei vielen in der dynamischen
Werkstoffpriifung verwendeten Probeabmessungen zu Kontaktverlusten zwischen
Probe und Auflagern kommt. In diesen Féllen kann die Darstellung der Lagereigen-
schaften durch ein einfaches Feder-Modell zu einer Verfilschung der Ergebnisse
_fiihren. Eine korrekte Wiedergabe ist dann nur noch durch eine Einbeziehung der
Kontaktbedingungen in das Rechenmodell mdéglich, woraus eine nicht unerhebliche
Steigerung des Rechenaufwands resultiert. Wie aus Abb. 9.12 ersichtlich ist, hebt
die hier untersuchte Probe jedoch nur unwesentlich von den Auflagern ab, so daB
der zu erwartende EinfluB auf die Systemantwort gering ist. Die Lagereigenschaf-
ten werden daher iiber den gesamten Zeitbereich durch das oben genannte Feder-
Modell angenihert.

Die Ubereinstimmung des experimentell ermittelten und des mit der Modalanaly-
se berechneten K;(t)-Verlaufs kann als gut bezeichnet werden. Der rechnerische
Maximalwert betrigt 119 Nmm™ und liegt damit ca. 4% iiber dem experimentell
ermittelten Wert. Die Abweichungen zwischen den zeitlichen Verldaufen liegen mit
maximal etwa 10% innerhalb desselben Genauigkeitsbereiches, den sowohl Wich
als auch Peuser beim Vergleich zwischen ihren numerisch und experimentell er-
mittelten Ergebnissen festgestellt haben. Ursachen fiir diese Unterschiede kénnen
neben eventuell vorhandenen MeBfehlern sowohl in numerischen Ungenauigkeiten
als auch in einer ungenauen Beschreibung des gesamten Systemverhaltens durch
das Rechenmodell liegen.
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F(t) [N]
4

2080
1560
1040 -

520

10 20 't [ms]

Abb. 9.10: Kraftverlauf an der Hammerspitze

Ky(t) 4

104 -

REM

52 a Experlment

' ' »
10 20 t [msl
Abb. 9.11: K (t), Modalordnung m=20

v(A) & v 10 : 20 t [ms]

Abb. 9.12: Versachiebungaverlauf am Widerlager
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9.1.3. Rechteckscheibe mit Innenri

Das Verhalten der in Abb. 9.12 dargestellten Rechteckscheibe unter stoBartig

aufgebrachter Belastung wurde von Kraft [48] niher untersucht.

T T T e e e eeweeeeeesen oco

—

e 5
L . 4

2a

L LT L L ocor

2c
Systemkennwerte:
a=12 mm B =7596,4 Nmm v = 0,292
b =20 mm e = 24500 kgm EVZ

c =582 mm

Abb. 9.12: Rechteckscheibe mit InnenriB

IEREARAR AR AR AR AR ARRR AN AR

Abb. 9.13: Rechenmodell

2b
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Wegen der vorhandenen Symmetrien ist es fiir die Berechnung ausreichend, nur ein
Viertel des Systems zu diskretisieren (Abb. 9.13). Das verwendete Modell besteht
aus 22 Randelementen mit 49 Rand- und 8 Innenknoten. Dabei befinden sich an
der RiBspitze wieder ein QP- und ein TSQP-Element mit einer Linge von je
e=1mm ( €/a=0,083 ).

Fiir eine konstante Belastung 6, = 10kN/mm stimmt der erstmals von Isida [44]
mittels Randkollokation ermittelte statische Spannungsintensititsfaktor, der im
Compendium of Stress Intensity Factors wiedergegeben ist, mit dem von Kraft
berechneten Wert iiberein:

K; = 1,354 o9 /7a = 83.135 Nmm '*°

Aus den RiBrand-Knotenverschiebungen des hier verwendeten REM-Modells
berechnet sich der Wert

*

K: = 1,353 65 Yma = 83.053Nmm '*° [ -0,10% ]

Die Abweichung ist wieder duBerst gering, so daB dasselbe Modell auch der dyna-
mischen Berechnung zugrunde gelegt werden soll. Als Vergleichslosung dient der

von Kraft mit einem FEM-Modell aus 356 Elementen mit 1554 Freiheitsgraden
" berechnete Zeitverlauf des Spannungsintensitétsfaktors K;(t) infolge sprungartig
aufgebrachter Belastung (Abb. 9.14). Die REM-Lésung erfolgt mittels der Modal-
analyse mit einer Modalordnung m=16.

G (t)

Go

Abb. 9.14: Heaviside-Lastfunktion - 0 = G ;5 H(t)
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Kp(v) 4

t,=3,1 10 20 t [us]

Abb. 9.15: Spannungsintensitiitsfaktor KIdyn filr Modalordnung m=16

Der Maximalwert des von Kraft berechneten Spannungsintensititsfaktors betrigt
max Krqyn = 2,44 6 Yma = 149.800 Nmm "*

Aus dem Zeitverlauf der Knotenverschiebungen des REM-Modells erhilt man
(Abb. 9.15)

max Kfgyn = 2,440 Yma = 150.838 Nmm '* [ +0,7% ]
Daraus berechnet sich ein StoBfaktor

K
P = max Rsdyn _ 1,82

KIstat

Bis zum Auftreten dieses Wertes bei etwa t=11us zeigen beide Verldufe eine gute
Uibereinstimmung mit einer gréBten Abweichung von ca. 8kNmm ™ '® [5%]. Danach
treten gréBere Differenzen bis etwa 30 kNmm™'° [20%] auf.
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9.1.4. Rechteckscheibe mit schriigem RandriB

Die in Abb. 9.16 dargestellte Rechteckscheibe mit schrigem RandriB unter 45°
wurde wiederum von Kraft mit einem FE-Modell aus 428 Elementen mit 1818
Freiheitsgraden untersucht. Fiir die Berechnung mit der REM wird ein Modell aus
26 Elementen mit 58 Rand- und zusitzlich 7 Innenknoten gewihlt.

32
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Systemkennwerte:
a=22,63 mm E =75.964 N mm?> v = 0,286
o= 24.500 kgm ° EVZ

Abb. 9.16: Rechteckscheibe mit schrigem RandriB

Die statischen Spannungsintensititsfaktoren werden von Kraft angegeben als

o
n

0,74 o Yma

Kz = 0,474 6 Y 7ma



- 137 -

Die REM mit Zweipunkt-Verschiebungsformel liefert

T
1]

0,731 ¢ Y ma [ -1,2% 1

hd 0,462 6 yma [ -2,5%1

~
H
"

L
KI stat_|_._.

L] b
t,=3,8 10 20 30 t Lusl

Abb. 9.18: Faktor K (t) filr Modalordnung m=12
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In den Abb. 9.17 und 9.18 sind die zeitlichen Verldufe der beiden K-Faktoren in-
folge sprunghaft aufgebrachter Belastung fiir eine Modalordnung m=12 wiederge-
geben und den Ergebnissen von Kraft (FEM) gegeniibergestellit.
Die Maximalwerte der dynamischen K-Faktoren wurden von Kraft berechnet zu
Kimax = 1,6 ¢ Yma
Kit max = 1,05 o Yma
Die REM liefert
Kimax = 1,581 0 Yma [ -1,2%1
Kit max = 1,057 ¢ Yma [ +0,7% 1

Die StoBfaktoren lauten damit

P = 2,16

Par = 2,29

Der K;(t)-Verlauf zeigt eine insgesamt gute {ibereinstimmung mit den Vergleichs-
werten, wihrend beim K (t)-Verlauf deutliche Unterschiede auftreten. Die gréBten
Abweichungen betragen jeweils ca. 12% der zugehérigen Maximalwerte.

9.1.5. Schriiger InnenriB

Die in Abb. 9.19 dargestellte Rechteckscheibe mit schrigem InnenriB wurde von
Chen und Wilkins [23] mit einem Differenzenverfahren mit 1800 Elementen un-
tersucht. Das hier verwendete Rechenmodell besteht aus 32 Randelementen mit
insgesamt 68 Rand- und 10 Innenknoten.
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Systemkennwerte:
a=7,07 mm E = 200 GPa v =20,3
= 60 mm =5 Mg m™3 EVZ
h = 30 mm

Abb. 9.19: Rechteckscheibe mit schrigem InnenriB

Die statischen Spannungsintensititfaktoren des REM-Modells stimmen mit einer
Genauigkeit von ca. 1% mit den von Wilson [84] berechneten Werten iiberein, die
von Rooke und Cartwright fiir eine gezogene Scheibe gleicher Breite mit einer
Lange von b=75mm angegeben werden. Fiir eine Randbelastung po= 100N ergeben

sie sich zu
Kf = 278,66 Nmm ™ = 0,591 ¢ Yma
K& = 250,18 Nmm™® = 0,531 ¢ Y7a
p(t)
A
Po
T »t
Sus

Abb. 9.20: Rampen-Funktion
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Die Zugspannungen auf dem Rand werden nun mit der in Abb. 9.20 wiedergegeben
Zeitfunktion aufgebracht und die resultierenden Spannungsintensitétsfaktoren K;
und K aus den zeitlichen Verldufen der RiBrandverschiebungen berechnet (Abb.
9.21, 9.22).

K (t) A

500

400 -~

300
Kr.stat

200 -

100 -

t,=3.4 10 t Cusl

Abb. 9.21: Spannungsintensitétsfaktor K (t)

)
600 f

§00
400 A

300 -J
K:\::stat
200 -

100 -

Abb. 9.22: Spannungsintensititsfaktor K (t)
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Die dynamischen Maxima ergeben sich zu

max Krgyn 605 N mm™'*°

max Kggyn = 652 N mm™'®
Die mit der Randelementmethode ermittelten Zeitverldufe stimmen nur tendenziell
mit der Vergleichslésung von Chen und Wilkins iiberein und erreichen beide we-

sentlich groBere Maximalwerte. Die StoBfaktoren liegen mit

Psr = 2,17

Parr = 2,61
in derselben GréBenordnung wie in dem vorstehenden Beispiel der Scheibe mit
schrigem RandriB, so daB die Richtigkeit der verwendeten Referenzl6sung in Frage

zu stellen ist.

9.1.6. Bewertung

Die vorliegenden Beispiele zeigen, daB eine Modellierung der RiBoberfliche mit
3 bis 5 Randelementen pro RiBlinge ausreichend ist, um sowohl eine gute Uber-
einstimmung der statischen Spannungsintensititsfaktoren als auch der unteren
Eigenfrequenzen mit Vergleichslosungen aus der Literatur zu gewiéhrleisten. Wih-
rend die zeitlichen Verldufe der K-Faktoren teilweise deutliche Abweichungen auf-
weisen, stimmen die Maximalwerte der dynamischen K-Faktoren wiederum erstaun-
lich gut mit den Referenzlésungen iiberein. Bei Verwendung deutlich gréberer
Randeinteilungen und einer erheblich geringeren Anzahl von Freiheitsgraden liegt
die Abweichung hier in den ersten vier Beispielen jeweils unter 3%.
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10. Kerb- und KerbriBprobleme

AbschlieBend soll das vorgestellte Verfahren noch auf je ein Kerb- und ein Kerb-
riBproblem angewendet werden.

10.1 Rechteckscheibe mit Kreiskerbe

Die in Abb. 10.1 dargestellte Rechteckscheibe mit Kreisloch wird durch einachsige
Zugspannungen pg belastet.

2b

UL

SIRAREREARARARRRERERRANI

0
o

2e

Systemkennwerte:

a = 20 mm ' E = 210.000 N mm™2 v = 0,3
b =100 mm = 7,85 g cm™3 ESZ

g = 200 mm

Abb. 10.1: Rechteckscheibe mit Kreisloch

Wegen der vorhandenen doppelten Symmetrie wird wieder nur ein Viertel der
Scheibe diskretisiert. Das so erhaltenen Rechenmodell besteht aus 30 Randele-
menten mit 65 Rand- und 12 Innenknoten (Abb. 10.2).
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7 ‘
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Abb. 10.2: Rechenmodell

Der Quotient aus der Randspannung oz, an der Kerbe und der Zugspannung pg
wird allgemein als Kerbfaktor bezeichnet. Der Kerbfaktor des beschriebenen Bei-
spiels wurde erstmals von Howland [42] bestimmt und u.a. von Piltner und Taylor
671 mit speziellen Randelementen sowie von Kraft [48] mit der FEM berechnet:

Howland: - ogs (A) = 3,14 pg

Piltner: 0gs (A) = 3,181 py  [+0,03%]

Kraft: ogg (A) = 3,13 pp [-0,32%]
Die REM liefert hier zwei verschiedene Werte, und zwar sowohl den direkt be-

rechneten Wert der Randspannung p, im Punkt A als auch die Spannung o44(A) als
Funktion der Knotenverschiebungen des angrenzenden Kreisbogen-Elementes:

aus dem Spannungsverlauf: Ogs 3,128 p, [-0,38%1

‘aus dem Verschiebungsverlauf: oy, 3,192 p, [+1,66%]

Der Zeitverlauf dieses Spannungswertes infolge einer sprunghaft aufgebrachten
Belastung wurde von Kraft mit einem FEM-Modell mit 986 Freiheitsgraden be-
rechnet und wird in Abb. 10.3 dem eigenen Lésungsverlauf gegeniibergestellt.
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Cpeplt) j.

Spo

Opestat, |----

Abb. 10.3: Zeitverlauf der Randspannung o,,(A), Modalordnung m=40

Der mit der REM berechnete Zeitverlauf zeigt eine weitgehend gute Ubereinstim-
mung mit der Referenzldsung von Kraft. Im Bereich des Maximums, daB zwischen
t=9 und t=10ys auftritt, weichen beide Verldufe jedoch deutlich voneinander ab. So
hat Kraft eine Maximalspannung von

max Ogq (Kraft) = 7,87 pg
ermittelt, wéhrend die REM den Wert
max ogq (REM) = 8,93 pp [+13,5%]

liefert. Zu beachten ist, daB in beiden Fillen bereits vor dem Eintreffen der ersten
Longitudinalwelle zum Zeitpunkt t;=3,7us Spannungswerte im Punkt A auftreten.
Dieses Phdanomen ist hier wie in den anderen Beispielen auf verschiedene Unzuldng-
lichkeiten der verwendeten Rechenmodelle zuriickzufiihren. So kann es z.B. bei der
FEM infolge uneinheitlicher Elementnetze zu unechten Wellenreflektionen kommen,
wihrend die REM aufgrund der verwendeten Gebiets-Ansitze hohere Eigenformen
allgemein nur unzureichend wiedergeben kann. 4
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10.2 Streifen mit Kreiskerbe und RandriB

In Abb. 10.2 ist ein gezogener Streifen mit mittiger Kreiskerbe und einem RandriB
dargestellt, der wiederum von Kraft mit einem FEM-Modell mit 2350 Freiheits-
graden untersucht worden ist. Das hier verwendete REM-Modell (KL78) besteht
aus 33 Randelementen mit 70 Rand- und 8 zusitzlichen Innenknoten. Der RiB ist
dabei durch 6, die Kreiskerbe durch 8 Elemente dargestelit.

20

20
80

A
& LLLLLLLLLLLLLL

110 10 10 110

Systemkennwerte:

210.000 Nmm > v = 0,3

a = 20 mm E

o = 7.85 gem ° EVZ

Abb. 10.4: KerbriBproblem, Modell KL78

Um eine Aussage iiber den EinfluB der Kreiskerbe und des Randrisses auf das
Systemverhalten treffen zu kénnen, werden insgesamt vier verschiedene Rechen-
modelle verwendet:

KL78: mit Kreiskerbe, mit RiB
KL64: ohne Kreiskerbe, mit RiB
KL60: mit Kreiskerbe, ohne RiB
KL46: ohne Kreiskerbe ohne RiB
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Die statischen Spannungsintensitidtsfaktoren werden von Kraft angegeben als:
K; gtat = 1,86 pg Vma
Krrstat = 0,08 py Yma

Die eigene Rechnung liefert fiir das Modell KL78 mit Kreiskerbe:

Kr stac = 1508,8 Nmm™" 1,90 p, Yma [+ 2%]

4

Kstae = 72,5 Nmm™® = 0,09 p, /Yma [+15%]

Fiir das Modell KL64 ohne Kreiskerbe erhilt man analog:

Kr seae = 11850 Nmm™'° = 1,49 p, Vma

Krstar = 0,4 Nmm™® = 0,00 po ¥ ma
Modell KL46 KL60 KL64 KL78
Kreiskerbe nein ja nein ja
RandriB nein nein ja ja
Wy 6936 6918 6715 : 6708
Wy 29809 30161 26211 25920
W3 35647 34969 34722 33918
Wy 64871 62566 60892 57772
W3 102717 99659 98798 96396
W 109496 106482 104316 100914
Wy 140004 139398 137359 133944
Wg 160028 147866 150512 143260
Tab. 10.1: Eigenfrequenzen des gezogenen Streifens
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Die Eigenfrequenzen der vier Rechenmodelle sind in Tab. 10.1 wiedergegeben. Da-
bei ist deutlich erkennbar, daB die beiden ersten Eigenfrequenzen nahezu aus-
schlieBlich durch den RandriB beeinfluBt werden, wihrend die héheren Frequenzen
sowohl vom RiB als auch von der Kreiskerbe abhiangig sind. Insgesamt kann fest-
gestellt werden, daB die Eigenfrequenzen des KerbriBproblems zwischen 3% und
15% unter denen des ungerissenen, ungekerbten Streifens liegen. Die ersten 8 Ei-
genformen des Modells KL78 sind in Abb. 10.5 graphisch dargestelit.

7. Eigenform: w, = 133944 s ! 8. Eigenform: wg = 143260 s

Abb. 10.5: Eigenformen des KerbriBproblems
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Der mit der Modalanalyse (Modalordnung m=10) berechnete dynamische Span-
nungsintensititsfaktor K;(t) des KerbriB-Modells KL78 infolge einer sprunghaft
aufgebrachten Belastung wird in Abb. 10.6 dem von Kraft berechneten Zeitverlauf
gegeniibergestellt. Zum Vergleich ist zusitzlich der mit der REM berechnete Ver-
lauf des Modells KL64 mit RiB, aber ohne Kerbe eingezeichnet.

K 4

2000

K: statf--=-=-----

1000 J

L ) : T : T T : + 4’
t,=18.3 50 t [us]

Abb. 10.6: Spannungsintensititsfaktor K (t)

Der Maximalwert des Spannungsintensitidtsfaktors K;(t) und damit der StoBfaktor
werden von Kraft angegeben zu:

KI max - 3,63 po Yy Ta
Pst = 1,9
Die REM-Modalanalyse liefert hier:

Kimax = 2917 Nmm™® = 3,68 p, vyma [+1,3%]

Psr 1,93 [-0,32%]



- 149 -

Fiir das Modell ohne Kreiskerbe (KL64) erhilt man analog:

Krmax = 2381 Nmm™'® = 3,00 p, Yma

Psr 2,02

Die Ubereinstimmung der Ergebnisse mit der Referenzlésung kann vor allem im
Hinblick auf die wesentlich grébere Diskretisierung des REM-Modells als gut be-
zeichnet werden. Die Abweichungen des statischen als auch des maximalen dyna-
mischen Spannungsintensitatsfaktor betragen weniger als 2%.
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11. Programmtechnische Realisierung

Die im Rahmen dieser Arbeit durchgefiihrten Berechnungen erfolgten mit speziell
zu diesem Zweck erstellten Fortran-Programmen. Das Programm REM2D dient
dabei der Untersuchung elastischer Scheiben mit der REM unter Verwendung der
statischen Fundamentallésung und verschiedener Niherungsverfahren zur Aufstel-
lung einer Massenmatrix, wihrend das Programm REM2DF mit der frequenzab-
hingigen, komplexen L6sung arbeitet. Die Struktur dieser beiden Programmtypen
ist in Abb. 11.1 schematisch dargestellt, die Funktionen ihrer Subroutines sind in
Tab. 11.1 zusammengefaBt.

REM2D REMZ2DF
RSEIN RSEIN
v v
RSSYMA RSSYMAF
> <
RSGLS RSGLSK
v v
RSINN RSINNF
- -
RSEIG RSAUS
-
RSKFAK
v
RSAUS

Abb. 11.1: Programm-Aufbau
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Subroutine Funktion
RSEIN Einlesen des Datensatzes
RSSYMA Aufstellung der Systemmatrizen G, H und M
RSSYMAF Aufstellen der frequenzabhingigen Matrizen G(v) und H(w)
RSGLS Berechnung der statischen Lésung (p; und u,)
RSGLSK Berechnung der frequenzabhingigen, komplexen Lésung
RSINN Berechnung der statischen L6sung in Innenknoten (u und o)
RSINNK Berechnung der frequenzabhingigen Losung in Innenknoten
RSEIG Aufstellen der Gleichung ( Hpp - 0% Mpy ) u, = b,

und Berechnung der Eigenfrequenzen und -formen
RSKFAK Berechnung statischer K-Faktoren aus Knotenverschiebungen
RSAUS Ausgabe der Ergebnisse in die Eingabedatei

Tab. 11.1: Subroutines der REM-Programme

Zur Berechnung und graphischen Darstellung der Schwingungsverldaufe aus den mit
REM2D aufgestellten Rechenmodellen dienen die Programme RETST (Time-Step-
Verfahren) und REMOD (Modalanalyse). Die graphische Darstellung der statischen
Lésung und der Eigenformen erfolgt mit dem Programm REFORM.

Beim Aufbau der Maske fiir die Ein- und Ausgabe-Dateien wurde besonderer Wert
auf Ubersichtlichkeit und eindeutige Zuordbarkeit der darin erhaltenen Daten ge-
legt. Als Beispiel hierfiir soll die in Abb. 11.2 dargestellte quadratische Scheibe
unter Zugbeanspruchung mit vier Randelementen mit linearen Ansatzfunktion die-
nen. Die zugehorige Datei, die von allen vorgenmannten Programmen gemeinsam
benutzt wird, ist in Abb. 11.3 wiedergegeben. Die verwendeten Rechenparameter
(analytische Integration, Protollausdruck, ggf. GauBpunkte, additive Konstante,
TSQP-Elemente, Massen-Ansatzfunktion), die Materialkennwerte, Knotenkoordina-
ten und die Element-Knoten-Zuordnungen kénnen direkt aus der Datei abgelesen
werden. Zu bemerken ist dabei, daB in den Eckpunkten wegen der sich sprunghaft
idndernden Randbedingungen Doppelknoten angeordnet worden sind.



- 152 -

ITITITTTTITTTTITIITITITTeY py=100

100

A A A I

100

Abb. 11.2: Quadratscheibe

646 e A6 HE-HE-HE A A6 060 36 3 36 e 6 A A6 3 e 6 e A A H A N A e B 6 0 A He e A6 e A A e A e e A6 A HE A A A A A e He e A A A He e e e e e de e

*** Datei : REMO.DAT

**x Titel : - QUADRAT-SCHEIBE

0606 06 36 06 9636 3696 06 36 0636 5 36 06 06 56 6 0 206 96306 06 36 36 9636 96 36 H6 36 96 36 56 3606 0 06 H6-36-06 0 969 06 08 06 06 96 306 70606 36 36 306 36 36 36 e 6 9636 36 36 46 06 36 6 46 0
»** Randknoten : 8 *»** Constante : 0.00 *kk
*** Innenknoten : 1 **x* Massenansatz N #*x
*** Randelemente : 4  =%x Protokoll N ks
*** Teilgebiete : 1 *** Integration A e
*»*% NGauss : 36 *x* TSQP-Elemente N sk
*** Zustand : EVZ

**x* E-Moduli : 1000.000000

**%x Ro * 10%x8 : 1000.000000

*x% Nue : .200000

6606 6 06 6 06 03636 6 06 36 36 36 06 06 06 06 06 06 06 360606 06 306 06 36 306 96306 06 76 3 06 B 063636 e A6 3636 3656 0656 06 3606 06 06 6 0 06 36 06 9606 e e A6 e 36 06 36 6 He e Je
I Geb XIml YI[ml Ux[ml Uy[lm] Kx Ky Px Py

11 0.000 0.000 0.000 000 P P 0.000 0.000

2 1 0.000 0.000 0.000 0.000 U U -31.125 -99.576

3 1 100.000 0.000 0.000 0.000 U U 31.125 -99.576

4 1 100.000 0.000 .000 -000 P P 0.000 0.000

5 1 100.000 100.000 -1.400 9459 P P 0.000 0.000

6 1 100.000 100.000 -1.400 9459 P P  0.000 100.000
71 0.000 100.000 . 1.400 9.459. P P  0.000 100.000

8 1 0.000 100.000 1.400 9459 P P 0.000 0.000
IGeb XIml YIiml Ux[ml Uylml Sxx Syy Txy
9 1 50.000 50.000 .000 4.450 5.019 101.979 .000

6 660 2646 00606 6 36 36 6 3 306 06 06 06306 36 3606 26460636 36 46 26 3608 96 606 2606 J6 360 3606 4 60 0 e 00 e e 6 306 e 6 e 26 36 e e e e e
*** Elementzuordnung

I Geb Knl Kn2 Kn3

1 1 2 3 0

2 1 4 5 0

3 1 6 7 0

4 1 8 1 0
B T T T ST 2

Abb. 11.3: Aufbau einer Ein-/Ausgabe-Datei
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12. Zusammenfassung und Ausblick

Die vorliegende Arbeit befaBt sich mit der Anwendung der Randelementmethode
auf ebene Probleme der linearen Elastodynamik und der linear-elastischen Bruch-
dynamik.

Das in diesem Zusammenhang entwickelte Berechnungs-Programm REM2D wertet
alle auftretenden Integrale iiber geradlinige Randelemente mit konstanten, linea-
ren, quadratischen und Quadratwurzel-Ansatzfunktionen analytisch aus. Diese
Vorgehensweise ermoglicht es, numerische Ungenauigkeiten, wie sie vor allem bei
randnahen Knoten auftreten, auszuschlieBen und somit nicht-symmetrische und
Mehrfach-RiBprobleme ohne Einfiihrung einer Substrukturierung zu untersuchen.
Durch die Verwendung von Doppelknoten kénnen sich sprunghaft dndernde Rand-
bedingungen respektive unstetige Randspannungsverliufe dariiberhinaus exakt wie-

dergegeben werden.

Bei der dynamischen Untersuchung wird unterschieden zwischen Randelement-
formulierungen mit frequenzabhingigen Fundamentall6sungen und Systemmatrizen
und solchen, die unter Verwendung einer statischen Fundamentall6sung und geeig-
neter Ansatzfunktionen auf konstante Steifigkeits- und Massenmatrizen #hnlich
einer FEM-Formulierung fiihren. Letztere ermdglichen sowohl die Anwendutig der
modalen Analyse als auch beliebiger Zeitintegrationsverfahren zur Berechnung von
Schwingungs- und Spannungsverlaufen. Nach geeigneter Transformation k&nnen
die Matrizen auch mit FEM-Gleichungssystemen kombiniert werden.

Die auf diese Weise berechneten Zeitlésungen zeigen jedoch nicht immer ein sta-
biles Verhalten. Die Ursache hierfiir liegt in der Beschaffenheit der Niherungsan-
sdtze, mit denen die Massenmatrix gebildet wird. So sind h6here Moden, die sich
mit den gewdhlten Ansédtzen nur ungenau wiedergeben lassen, oftmals auch bei
ungeddmpften Systemen mit komplexen Eigenfrequenzen behaftet, was zu einem
physikalisch nicht korrekten Aufklingen des Schwingungsverlaufes fiihren kann.
Der Wahl der Gebiets-Ansatzfunktionen muB daher zunidchst besondere Beachtung
geschenkt werden. Anstelle der von Nardini und Brebbia zusammen mit dem Ver-
fahren konstanter REM-Massenmatrizen vorgesteliten, linearen Funktionen hat
sich hier besonders die Anwendung der statischen Fundamentallésung zur Dar-
stellung der Trédgheitseinfliisse bewdhrt.
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Da sich das Auftreten komplexer Eigenformen aber auch hiermit nicht génzlich
ausschlieBen 14aBt, muB bei der Anwendung von Zeitschrittverfahren neben der
unbedingten Stabilitit des Verfahrens selbst auch eine numerische Dampfung die-
ser unerwiinschten Moden gewihrleistet sein. Als unproblematischer und oftmals
auch weniger intensiv an Rechenzeit hat sich dagegen die Anwendung der Modal-
analyse auf die konstanten REM-Gleichungssysteme erwiesen. Hierbei besteht die
Mbglichkeit, nach der Lésung des Eigenwertproblems nur noch bestimmte Moden
in die weitere Berechnung eingehen zu lassen, so daB der EinfluB aller ungenauen,

hdheren Moden vollkommen eliminiert werden kann.

Als MaB fiir die Singularitit der Spannungsverteilung an einer RiBspitze und da-
mit fiir die Versagenswahrscheinlichkeit des riBbehafteten Bauteils werden in der
linear-elastischen Bruchmechanik meist die Spannungsintensitdtsfaktoren K;, K
und Ky verwendet. Mit speziellen RiBspitzen-Elementen, wie sie auch bei FEM-
Anwendungen gebrauchlich sind, 1aBt sich der singulidre Spannungsverlauf in Ri8-
ndhe und auch der Verlauf der RiBrandverschiebungen wesentlich besser wiederge-
ben als mit Standard-Randelementen. Die gesuchten Spannungsintensititsfaktoren
lassen sich dabei durch Einsetzen in einfache, hier vorgestellte Formeln direkt aus
den Knotenverschiebungen oder -spannungen dieser Elemente mit hoher Genauig-
keit berechnen. Auf eine vor allem bei dynamischen Berechnungen aufwendige
Auswertung eines Riceschen Linienintegrals (J-Integrals) kann damit verzichtet
werden.

Die Kombination dieser RiBspitzenelemente mit dem Verfahren der konstanten
REM-Massenmatrizen ermoglicht es nun, zeitabhingige Spannungsintensitits-
faktoren ebenfalls direkt aus den mit der Modalanalyse berechneten Zeitverldau-
fen der Randknotenverschiebungen zu ermitteln. Auf diese Weise 148t sich selbst
bei Verwendung grober Randeinteilungen und damit einer sehr geringen Anzahl
dynamischer Freiheitsgrade eine zufriedenstellende Ubereinstimmung der Ergeb-
nisse mit verschiedenen Referenzldsungen erzielen. Aufgrund seines vergleichs-
weise geringen Arbeitsspeicherplatz-Bedarfs ist das hier beschriebene Verfahren

somit auch zum rationellen Einsatz auf kleineren Rechnern (PCs) gegeignet.
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Das vorrangige Ziel zukiinftiger Untersuchungen sollte es sein, verbesserte Ge-
bietsansatzfunktionen zu finden, die sowohl eine exaktere Beschreibung der Mas-
sentriagheitskrifte gewidhrleisten als auch das Auftreten komplexer Eigenfrequen-
zen mit allen daraus resultierenden Nachteilen verhindern. Erst dadurch wird es
moglich werden, auch Zeitintegrationsverfahren, die wie beispielweise das New-
mark-Verfahren keine numerische Amplitudendimpfung beinhalten, sinnvoll anzu-
wenden und Systeme zu untersuchen, die auch in héheren Moden zu Schwingungen
angeregt werden. Weitere Moglichkeiten bestehen in der libertragung des Verfah-
rens auf RiBausbreitungs- respektive auf dreidimensionale Probleme.
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