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sa enrassu

Aufbauend auf einem elastisch-viskoplastischen Stoffgesetz vom Uberspan-
nungstyp werden FE-Formulierungen in inkrementeller Form hergeleitet, die
auf den Verfahren der gewichteten Residuen basieren. Neben dem Verfahren
von Galerkin und dem Least-Squares-Verfahren wird eine Kombination bei-
der Methoden vorgestellt.

Grundlage der Diskretisierung sind dabei die in den GréBen des Geschwin-
digkeitsfeldes ausgedriickten Feldgleichungen, die nicht in ihre schwache
Form uberfiihrt werden.

Vergleichend untersucht werden die verschiedenen Formulierungen anhand
zweidimensionaler Elemente zur Beschreibung von Scheiben und axialsym-
metrischen Problemen hinsichtlich ihrer Eignung zur genauen Erfassung der
Spannungsverldufe.

Der Diskussion der Zeitintegration kommt besondere Bedeutung zu, da die
konstitutiven Beziehungen ein steifes Differentialgleichungssystem bilden.
Zur Losung wird ein sowohl im Ort wie der Zeit durchzufihrender Pradik-
tor-Korrektor-Algorithmus vorgeschlagen.

Summary

Based on an overstress-model for elastic-viscoplastic materials incremen-
tally formulated FE-Algorithms are presented, which are derived from vari-
ous methods of weighted residuals. To be more precisely: Galerkin's me-
thod, the method of least-squares, and a combination of both.

The field equations not being translated to their weak formulation, are ex-
pressed through the components of the velocity field and become the
groundwork of discretisation.

Regarding the precise rendering of stress distributions, the above men-
tioned methods are compared to each other with two types of elements,
one for plane-stress problems, the other for axisymmetric problems.

The other main item of the present thesis is the discussion of the various
numerical methods for integration in time, which obtain special importance
due to the stiffness of the underlying constitutive relations. A predictor-
corrector-algorithm is suggested to be applied to integration in time as well
as in place.
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Aufgefilhrt sind nur die wichtigsten Bezeichnungen. Weitere, in der
Arbeit verwendete Symbole werden im Text erlautert. Tensoren zwei-
ter Stufe, sowie Matrizen und Vektoren sind durch fettgedruckte
Buchstaben gekennzeichnet.

g(x)

cxn)

Deformationsgradient
Funktionaldeterminante
Geschwindigkeitsgradient
Verzerrungsgeschwindigkeitstensor
inelastischer und elastisc her Anteil von D
Rotationsgeschwindigkeitstensor
Cauchy-Spannungstensor

gewichteter Cauchy-Spannungstensor
viskoplastischer Materialtensor
Translationstensor

inelastische Arbeit der reduzierten statischen
Spannungen .

isotrope Verfestigungsfunktion
kinematische Verfestigungsfunktion
verallgemeinerte Uberspannungen
Uberspannungsfunktion
Strukturgedachtnisfunktion

Schub- und Elastizitatsmodul

Querkontraktionszahl

Tangentenmodul



X,y,z
r,z,e

ALPT

a,i,p,t

Grad
Div

tr{ )

-lV-

Linienelement
Geschwindigkeitsvektor

Komponenten von v
gl-obale Koordinaten

lokale Elementkoordinaten

Formfunktion

verallgemeinerte Jacobi-Matrix und ihre Inverse
Elementsteifigkeitsmatrix

Teilmatrizen der Elementsteifigkeitsmatrix
Knotenlaétvektor

Teilvektoren des Knotenlastvektors
Knotenfreiwerte

hydrostatischer Druck

richtungstreue Traktion

Gradient

Divergenz

Spur eines Tensors

Skalarprodukt

substantielle Zeitableitung

objektive Zeitableitung nach Jaumann

Einstensor



1. Einlelitung

Bei der Auslegung und Bemessung von Bauteilen werden als Folge einer
erhdhten Materialausnutzung, wie sie zum Beispiel im Leichtbau ublich
ist, an die Festigkeitsanalyse immer strengere MaBstédbe angelegt. Dies
erfordert einerseits eine Fortentwicklung effizienter numerischer
Lésungsalgorithmen und andererseits eine verbesserte Beschreibung
des realen Materialverhaltens.

Die alleinige Beriicksichtigung der elastischen Kennwerte eines Materi-
als reicht dann nicht mehr aus, wenn eine Belastung die Grenzen der
elastischen Verformbarkeit erreicht oder wenn Sicherheitsbestimmun-
gen die Funktionsfdhigkeit einer Struktur auch fir eine erhdhte, iber
die FlieBgrenze hinausreichende Belastung erfordern.

Zur Erfassung der dabei auftretenden physikalischen Nichtlinearitdten
sind in der Plastizitdtstheorie eine Reihe von Stoffgesetzen entwickelt
worden, die - abgesehen von endochronen Theorien (Valanis /1/) -
tiberwiegend von der Vorstellung ausgehen, da8 sich nach Erreichen
der FlieBgrenze neben den rein elastischen auch plastische Verfor-
mungen einstellen. Weil idealplastische Materialgesetze nur unzurei-
chende Ergebnisse lieferten, hat sich zur Beriicksichtigung der Ver-
formungsgeschichte in den konstitutiven Gleichungen die Einfiihrung
interner Variabler als zweckmidBig erwiesen, mit zundchst nur einem
Skalar, der die isotrope Verfestigung reprisentiert /2/. Zu einer ver-
besserten Beschreibung des phanomenologisch beobachtbaren Bau-
schinger Effektes ist das Konzept der kinematischen Verfestigung
entwickelt worden, das eine innere Variable in Form eines Tensors
zweiter Stufe vorsieht, der die Bewegung des FlieBflichenmittelpunk-
tes im Spannungsraum charakterisiert /3/.

In Weiterentwicklungen sind neben Kombinationsmodellen aus Isotroper
und kinematischer Verfestigung /67/ Stoffmodelle vorgeschlagen wor-
den, deren plastische Verformungen sich nicht nach der Normalenregel
entwickeln /66/. Ferner werden zur genaueren Erfassung des Materi-
alverhaltens bei nichtradialen Prozessen MehrflieBflichenmodelle for-
muliert /4,5,6/.

Gemeinsam liegen dabei allen Gesetzen die Annahmen zugrunde, daB
sich die bleibenden Verformungen momentan einstellen und daB das
Verhalten des Materials geschwindigkeits- und zeitunabhingig ist. Mit
dieser Materiaitheorie lassen sich vielfach im Experiment beobachtete
zeitabhdngige viskose Effekte wie zum Beispiel Kriechen und Relaxati-
on nicht erfassen.

Die Viskoplastizitatstheorie versucht die kombiniert auftretenden plas-
tischen und viskosen Eigenschaften eines Werkstoffes zu beschreiben.
Die dabei entstehenden Stoffgleichungen sind nicht mehr zeitunabhan-
gig, wobel in vielen Féllen die Zeit nicht explizit in die Beziehungen ein-
geht, sondern indirekt in Form einer Geschwindigkeitsabhangigkeit auf-
tritt.

Bingham /7/ hat sich erstmals 1916 mit der Entwicklung eines visko-
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plastischen Stoffmodells befaBt. In neuerer Zeit sind insbesondere die
umfassenden Arbeiten von Perzyna /8/ auf diesem Gebiet zu erwih-
nen, der neben der Formulierung der Stoffmodelle auch eine Einbettung
in einen thermodynamischen Rahmen vornimmt. Weitere viskoplastische
Gesetze werden u.a. von Hart /9/, Miller /10/, Chaboche /11/ und
Krempl /68/, der ohne die Definition einer FlieBflache arbeitet, vorge-
schlagen. :

Das dieser Arbeit zugrundeliegende Stoffgesetz ist ein von Bruhns
/12,137 entwickeltes viskoplastisches Uberspannungsmodell, beste-
hend aus einer Kombination von isotroper und kinematischer Verfesti-
gung mit zwei internen Variablen und einer zusétzlichen Strukturge-
dachtnisfunktion, die dazu beitragt, das Materialverhalten insbesonde-
re bei nichtradialen Prozessen besser wiederzugeben. Wie der Name
Uberspannung bereits ausdriickt, werden hierbei im inelastischen
Bereich Spannungszustinde zugelassen, die die FlieBfliche Uber-
schreiten und demzufolge sogenannte, Uber die FlieBfldiche hinausrei-
chende, Uberspannungen beinhalten.

Auf dem Gebiet der Numerik hat sich die Methode der Finiten Elemente
parallel mit der Entwicklung leistungsstarker Rechner als filhrendes
Berechnungsverfahren im Ingenieurwesen herausgebildet. Dabei wird
uberwiegend in der Festkorpermechanik, ausgehend vom Prinzip der
virtuellen Arbeiten, die FE-Methode als ein bereichsweises Ritz-Ver-
fahren in WeggroBen formuliert /14, 15, 16/.

Die bei der Analyse elner Struktur in erster Linie interessierenden
Spannungen ergeben sich nach Differentiation aus den geniherten
Verschiebungen iliber das Stoffgesetz und verlieren deshalb in aller
Regel an Genauigkeit. Der griéBte Genauigkeitsverlust tritt an den
Elementrindern und damit auch an der Oberfliche des Kérpers auf, wo
aber die den Ingenieur besonders interessierenden Bereiche extrema-
ler Spannungen liegen.

Zu einer verbesserten Berechnung der Spannungen werden verschie-
dene Wege vorgeschlagen. In hybriden Formulierungen werden ele-
mentweise Ansidtze sowohl fir Verschiebungen als auch fiir Spannun-
gen gemacht /17/ , so daB die Spannungen direkt nach dem L&sen des
Gleichungssystems vorliegen. Allerdings sollte nicht unerwéhnt bleiben,
daB hybride Modelle im allgemeinen keine monotonen Konvergenzeigen-
schaften besitzen.

Eine andere Madglichkeit besteht darin, die konventionell ermittelten
Spannungen in einem nachgeschalteten Gldttungsalgorithmus zu ver-
bessern /18/, der in einem Fehlerquadratverfahren liber die gesamte
Struktur die Differenzen aus den berechneten Spannungen und einem
Spannungsansatz minimiert. SchlieBlich kénnen mit Hilfe von Nachpro-
zessoren die Randspannungen erheblich verbessert werden durch die
Entwicklung von Verfahren, die auf der Aquivalenz der Arbeit der
Knotenkridfte und derjenigen der Randverschiebungen beruhen /19/.
Demgegeniiber lassen sich Finite-Elementformulierungen auch direkt
aus den Feldgleichungen ableiten, basierend auf den Verfahren der ge-
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wichteten Residuen /20,21,22,23/. Wihrend sich die Kollokationsme-
thoden fir eine numerische Umsetzung in einen FE-Algorithmus nur
sehr begrenzt einsetzen lassen, da im Vorhinein alle Kollokationspunk-
te festgelegt werden miissen, eignen sich besonders das Verfahren von
Galerkin /749/ und die Methode der kleinsten Fehlerquadrate (Least-
Squares-Verfahren).

Nachteile einer auf den Verfahren der gewichteten Residuen basieren-
den FE-Formulierung sind, abgesehen von der Asymmetrie der Steifig-
keitsmatrizen beim Galerkinverfahren, vor allem die erweiterten Ste-
tigkeitsanforderungen der zu wihlenden Ansatzfunktionen. Das liegt
daran, daB die das Problem beschreibenden Differentialgleichungen
Ableitungen von hoherer Ordnung enthalten als die zugehérigen Varia-
tionsformulierungen. Vielfach werden deshalb die Differentialgleichun-
gen in Systeme niedrigerer Ordnung uberfithrt /24,25/. In /26/ er-
folgt basierend auf dem Least-Squares-Verfahren eine Entwicklung
hybrider Modelle fiir Probleme der Elastostatik unter Verwendung der
reduzierten Integration.

Zu den Vorteilen dieser Verfahren gehort die Unabhdngigkeit von einem
zugehdrigen Variationsfunktional. Es konnen daher auch Folgelasten
mit in die Berechnung einbezogen werden, die nicht aus einem Potential
ableitbar sind. Dazu z&hlen insbesondere die technisch interessanten
Druckbelastungen, die stets senkrecht auf die Korperoberflache wir-
ken. Dieser Aspekt ist in einer Analyse von inelastisch deformierten
Kérpern besonders wichtig, da sich die Flachennormalen im Verlauf
eines Prozesses standig verandern.

Ziel der vorliegenden Arbeit ist die Entwicklung geeigneter FE-Algo-
rithmen fir viskoplastisch deformierbare Korper, basierend auf den
Verfahren der gewichteten Residuen. Da eine exakte Erfiillung der
natirlichen Randbedingungen durch die Ansatzfunktionen im allgemei-
nen groBe Probleme bereitet, werden die Kridfterandbedingungen mit in
die Differentialgleichungen einbezogen.

Die Formulierung der Feldgleichungen erfolgt in inkrementeller Form,
entsprechend den die Spannungs- und Verzerrungsgeschwindigkeiten
verbindenden Stoffgleichungen. Dabei wird beachtet, daB im Bereich
inelastischer Deformationen im alilgemeinen endliche Verformungen
eintreten. Die entstehenden partiellen Differentialgleichungen definie-
ren ein Anfangs-Randwertproblem, daB sich nach den Verschiebungs-
geschwindigkeiten umstellen 148t. Das Problem wird in einer "upda-
ted-Lagrange” Formulierung angegangen. Dabei wird die Diskretisie-
rung im Ort mit isoparametrischen finiten Elementen vorgenommen, die
die Stetigkeitsanforderungen an den Elementgrenzen, die durch die
Verfahren der gewichteten Residuen vorgegeben sind, bericksichtigen.
Unter der vereinfachenden Annahme isothermer Prozesse werden Ele-
mentmatrizen fir den ebenen Spannungszustand und fiir Rotationskér-
 per hergeleitet.
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Da bei inelastischen Prozessen die Plastizierung in der. Regel auf der
Korperoberfliche beginnt und der Spannungszustand das Erreichen der
FlieBgrenze bestimmt, ist mehr noch als bei rein elastischen Berech-
nungen darauf zu achten, daB die sich aus der Berechnung ergebenden
Randspannungen mdoglichst exakt sind.

Unter diesem Gesichtspunkt werden die hier zu implementierenden
FE-Formulierungen diskutiert. Neben dem Galerkin- und dem Least-
Squares-Verfahren wird noch eine Kombination dieser beiden Algorith-
men vorgeschlagen, mit dem Ziel, die Ergebnisse der beiden erstge-
nannten Verfahren zu verbessern. An Beispielen, deren strenge Lésung
im elastischen Bereich bekannt ist, |dBt sich die Giite der einzelnen
Formulierungen erkennen und es kann eine Wertung vorgenommen
werden.

Ein weiterer wichtiger Aspekt der Arbeit ist die Entwicklung geeigneter
Zeitintegrationsverfahren der mathematisch sehr steifen Differential-
gleichungen des Stoffgesetzes. Uber #hnliche Pobleme wird in /27/
berichtet. Anders als in /28/ kann hierbei die Polygonzugmethode
(Eulersches-Extrapolationsverfahren) nicht erfolgversprechend ein-
gesetzt werden, da sie nur ungeniigende Stabilitétseigenschaften auf-
weist.

Anhand des homogenen Beispiels eines spannungsgesteuert belasteten
Zugstabes, bel dem fiir ein Zeitinkrement ein kompletter FE-Schritt
auszufilhren ist, werden verschiedene Zeitintegrationsalgorithmen
hinsichtlich ihrer Eignung zur Integration der Stoffgleichungen vergli-
chen.

Unter Beachtung der dabei entstehenden Verhiltnisse wird schlieBlich
fur die in impliziter Form vorliegenden Verfahren ein FE-Algorithmus
entwickelt, der sowohl in der Orts- als auch Zeitdiskretisierung in ei-
nem Priadiktor-Korrektor-Verfahren miindet, das hinsichtlich der Zeit-
integration eines Prozesses optimale Konvergenz gewaihrleistet.

Als Kriterien zur Beurteilung der Verfahren dienen neben der Genauig-
keit der Integration auch die Stabilititseigenschaften der Algorithmen.
Dazu werden bei den impliziten Verfahren kritische Schrittweiten
bestimmt, die sich auf die Berechnungen inhomogener Strukturen
iibertragen lassen.
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2.Materialunabhiéngige Grundgleichungen

2.1 Vorbemerkungen

Wir werden im folgenden die grundlegenden Beziehungen in Absolut-
schreibweise formulieren, deren Vorziige gegeniiber der Indexschreib-
weise in ihrer Kompaktheit und Ubersichtlichkeit liegen. Bei der Spe-
zlalisierung der Gleichungen werden dann spéter der jeweiligen Kérper-
form angepaBte Koordinaten eingefiihrt.

2.2 Kinematik

Zur Herleitung der kinematischen Grundgleichungen betrachten wir ei-
nen Kérper, der eingebettet in den dreidimensionalen euklidischen An-
schauungsraum aus einem Ausgangszustand Bo zur Zeit to - kurz
(Bo,to) - heraus in einen aktuellen Zustand B zur Zeit t (B,t) defor-
miert wird (Bild 2.1).

Ba t. B. t

Bild 2.1: Kérper im Ausgangs- und Endzustand

Die Beziehung zwischen dem 2zwel benachbarte Korperpunkte verbin-
denden Linienelement dro im Zustand (Bo,to) und dem zugehorigen Li-
nienelement dr (B,t) wird hergestellt durch den Deformationsgradien-
ten F

dr F dro (2.2.1),

der ein MaB fiir die lokale Deformation des Kérpers darstellt. F ist ein
Doppelfeldtensor, der GroBen verschiedener Konfigurationen miteinan-
der verkniipft.
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Im Falle der hier und nachfolgend immer vorausgesetzten eineindeuti-
gen Zuordnung der beiden Linienelemente 1aBt sich der dann nichtsin-
gulire Tensor F eindeutig iiber seine polare Zerlegung ausdriicken
durch ein Produkt

F=RU-=VR (2.2.2)

mit den symmetrischen, positiv-definiten Rechts- und Links- Streck-
tensoren U beziehungsweise V und dem orthogonalen Tensor R. Dabei
erfolgt die gesamte lokale Deformation entweder durch eine Starrkor-
perrotation und anschlieBende Verformung oder zundchst durch eine
Verformung und anschlieBend durch eine Starrkérperrotation.

Die Differenzbildung der Quadrate der Linienelemente liefert die Defi-
nition des auf die Ausgangskonfiguration bezogenen Cauchy-Green-
Verzerrungstensors

2

E=_-(U - 1) (2.2.3)

N |-

sowie den auf die aktuelle Lage bezogenen Euler-Almansi-Verzerrungs-
tensor:

1-Vv ) (2.2.4)

Weitere VerzerrungsmaBe lassen sich lber die spektrale Zerlegung
der beiden Strecktensoren definieren /29,30/.

Da in der Plastizitits- beziehungsweise Viskoplastizitdtstheorie die
Stoffgesetzformulierung ublicherweise in Verzerrungsgeschwindigkei-
ten erfolgt, betrachten wir nun die materielle Zeitableitung der Bezie-
hung (2.2.1):

(dr)” = (Fdro)’ (2.2.5)

Da das Linienelement dre der Ausgangskonfiguration unverandert
bleibt, 1dBt sich (2.2.5) mit Hilfe des inversen Deformationsgradienten
ausdriicken

=1

dr)" = F'droe = F'F 'dr = Ldr (2.2.6)

und man erhilt den (rdumlichen) Geschwindigkeitsgradienten L, der
sich aus dem Geschwindigkeitsfeld v durch Gradientenbildung ergibt:

L = gradv (2.2.7)

Der Geschwindigkeitsvektor selbst wird durch die materielle Zeitablei-
tung des Ortsvektors r

v=uvwrt = r (2.2.8)
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definiert. Verdeutlicht wird (2.2.7) durch die Beziehung

oV

—— dr = gradv dr = Ldr = dr’ (2.2.9).

dv or

Der Tensor der Verzerrungsgeschwindigkeiten D |4Bt sich aus der
zeitlichen Anderung des Quadrates der Linienelemente bestimmen

(dr-dr) =dr-(L+L)dr = dr-2Ddr (2.2.10)

und er repridsentiert den symmetrischen Anteil des Geschwindigkeits-
gradienten. Aus der additiven Zerlegung von L

L=D+W (2.2.11)

in symmetrischen und antimetrischen Anteil

D=5{L+L"} = L{Gradv +Grad"v} (2.2.12)

W=5{L-L"} = S{Gradv - Grad v} (2.2.13)
geht ferner der Spintensor W hervor, der die Drehgeschwindigkeit des
materiellen Elementes beschreibt.

2.3 Spannungstensoren und -geschwindigkeliten

Ausgangspunkt zur Definition von Spannungstensoren ist der im
Gleichgewicht befindliche Kérper in der aktuellen Konfiguration (B,t).
Die lineare Abbildung, die die Beziehung zwischen dem gerichteten
Flachenelement da und dem Kraftvektor dt herstellt (Bild 2.2), wird als
Cauchy-Spannungstensor ¢ bezeichnet.

dt

da

Bild 2.2: Kridfte am Flichenelement



dt = oda (2.3.1)

Ausgehend von der Gleichung (2.3.1) kénnen nun verschiedene Span-
nungsmaBe definiert werden durch die Umrechnung sowohl des Kraft-
vektors dt als auch des gerichteten Flichenelementes da in die Aus-
gangskonfiguration mit Hilfe des Deformationsgradienten /30/.
Zusitzlich zum Cauchy-Spannungstensor fuhren wir noch zwel weitere
SpannungsmaBe ein, nimlich den gewichteten Cauchy-Spannungstensor
t, der bei der Formulierung inelastischer Stoffgesetze aus thermody-
namischen Erwidgungen oftmals verwendet wird und den unsymmetri-
schen 1. Piola-Spannungstensor 6o , der auf die Ausgangskonfiguration
(Bo,to) bezogen ist und zur Beschrelbung der natirlichen Randbedingun-
gen herangezogen wird. Beide Tensoren lassen sich in folgender Weise
durch den Cauchy-Spannungstensor darstellen:

Po
6 -] (2.3.2)

t = detF o = Jo

6,= detFo F7' (2.3.3)

Dabei gibt die Funktionaldeterminante J = det F das Verhiltnis der
Massendichten p zwischen Ausgangs- und aktueller Konfiguration an.
Die Spannungsgeschwindigkeiten ergeben sich zu /31/:

J{d + oetrD -6LT}F T (2.3.4)

G

dc
]

J{g + otrD} (2.3.5)

2.4 Die Glelchgewlichtsbedingungen

Im Rahmen dieser Arbeit werden nur quasistatisch ablaufende Prozes-
se betrachtet, bei denen die Beschleunigungen vernachldssigbar sind,
so daB sich die am verformten Korperelement gebildete Impulsbilanz
zur Gleichgewichtsbedingung reduziert. ‘

Dive + pti =0 (2.4.1)
Da bei vielen, in den Anwendungen relevanten Problemstellungen keine
volumenhaft angreifenden Krafte t; vorhanden sind, beziehungsweise

der EinfluB des Eigengewichts vernachldssigbar ist, werden wir im
weiteren von der verkiirzten Gleichgewichtsbedingung

Dve = O (2.4.2)
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ausgehen, in der die Divergenz des Cauchy-Spannungstensors, gebildet
in der aktuellen Konfiguration, verschwinden muB.

Gleichung (2.4.2) stellt eine lokale Aussage dar, die fiir jeden Kérper-
punkt zu jedem Zeitpunkt zwischen Ausgangs- und aktuellem Zustand
giiltig sein muB. Dies impliziert das Verschwinden der materielien
Zeitableitung der Gleichgewichtsbedingung:

{Dve} =0 (2.4.3)

Nach Umformung von (2.4.3) /31/ erhalten wir die Bedingung des fort-
gesetzten Gleichgewichts, die die Grundgleichung der spiter zu ent-
wickelnden Finite- Element-Verfahren darstelit:

Dv{e +atrD-alL'} =0 2.4.4)

2.5 Anfangs- und Randbedingungen

Zur Formulierung der Randbedingungen unterteilen wir die Oberfliche
OB des betrachteten Koérpers in einen Teil oBv, auf dem geometrische
Bedingungen vorlieggen und einen Teil oBs, der durch die Vorgabe von
Kréaften ausgezeichnet ist (Bild 2.3):

Blld 2.3: Einteilung der Kérperoberfliche

oB=0Bv U 0Bs (2.5.1)

Da die Gleichungen nicht in Verschiebungen, sondern in Geschwindig-

" keiten vorliegen, ist der Teil dBv eindeutig durch das dort vorhandene
Geschwindigkeitsfeld vy charakterisiert, woraus folgende Beziehung
fiur die zu dBv gehérenden Kérperpunkte P resultiert:
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VPedBv: v =v, (2.5.2)

Im Verlauf eines Prozesses verdndern sich neben der Oberfliche des
Kérpers auch die Belastungen in GréBe und Richtung und es ist deshalb
sinnvoll, die Randbedingungen zundchst auf die Ausgangskonfiguration
zu beziehen. Im Falle einer richtungstreuen Belastung tg gilt fur die
Kérperpunkte auf dBs

VPedBs: o,n, = ¢t (2.5.3)

Da sich no widhrend des Prozesses nicht dndert und der Lastvektor tg
richtungstreu ist, erhalten wir die substantielle Zeitableitung von
(2.5.3) zu:

VPedBs : 65N, = tg (2.5.4)

In den Anwendungen treten sehr hédufig Druckbeanspruchungen p als
Vertreter der nicht konservativen Lasten auf, zu deren Beschreibung
die Anderung der Fliachennormalen gegeniiber der Ausgangslage zu
beriicksichtigen ist. Aus der Gleichung

6oNo = =P N, (2.5.5)

folgt nach Differentiation nach der Zeit und anschlieBender Umrech-
nung der Flachennormalen in den Ausgangszustand /31,32,33 /:

. T
VPedBs: o,ng -pn,+ p(L -trD1)n,

. T
{-F + (L -trD1)}n, (2.56)
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3. Stoffgesetz

3.1 Vorbemerkungen und Voraussetzungen

Die konstitutiven Beziehungen vervollstindigen den Satz der Feldglei-
chungen zur Beschreibung deformierbarer Kérper.

Das hier gewédhlte und von Bruhns in /13,34,35/ entwickelte Stoffmo-
dell trigt der Tatsache Rechnung, daB viele Werkstoffe nach Uber-
schreiten der FlieBgrenze neben den plastischen auch - nicht vernach-
lissigbare - viskose Materialeigenschaften besitzen. Um Phéinomene
wie geschwindigkeitsabhingige Spannungs-Dehnungsverldufe, Kriechen
oder Relaxation, die durch plastische Stoffgesetze nicht erfaBt wer-
den, beschreiben zu kénnen, ist dieses Modell entwickelt worden. (vgl.
Bilder 3.1 - 3.4) |
Eine konsistente Einbettung des Stoffgesetzes in eine Thermodynamik
irreversibler Prozesse ist gegeben im Sinne von Lehmann /36/ oder
durch Perzyna /37/.

~ Bild 3.5 zeigt schematisch das Kriechverhalten eines realen Werkstof-
fes. Man unterscheidet dabei drei Kriechbereiche:

- Priméres Kriechen — Bereich 1

- Sekundidres Kriechen — Bereich 2

- Tertidres Kriechen — Bereich 3

Die urspriinglichen Stoffgleichungen beschrédnken sich auf die Erfas-
sung des priméren Kriechbereiches (Bild 3.4). Durch eine Erweiterung
des Evolutionsgesetzes fir die kinematische Verfestigung |aBt sich
neben dem primaren auch der sekundédre Kriechbereich beschreiben,
wie erste Modellrechnungen zeigen. In den Gleichungen wird dieser
zusitzliche Term berlicksichtigt, obwohl er in den den Beispielrech-:
nungen zugrundeliegenden Materialparametern nicht enthalten ist.

Die Behandlung des tertidren Kriechbereiches, der unmittelbar mit der
Schidigung des Materials einhergeht, bleibt einer Schéadigungsanalyse
vorbehalten.

Nach der Zusammenstellung der Gleichungen des Stoffgesetzes wer-
den in einem separaten Kapitel die zur Anpassung nétigen Versuche
beschrieben und die Materialdaten fiir den austenitischen Stahl SS 304
mit den zugehdrigen Materialfunktionen sind im Anhang angegeben.

Folgende Annahmen liegen dem Stoffmodell zugrunde:

- Bis zum Erreichen der FlieBgrenze sei das Materialverhalten ela-
stisch und reversibel

= Nur jenseits der FlieBgrenze sind Geschwindigkeitseffekte zu beob-
achten, so daB die viskosen Eigenschaften ausschlieBlich dem Bereich

inelastischer Deformationen zuzuordnen sind

- Fur sehr kleine ProzeBgeschwindigkeiten seien die viskosen Effekte



- 12 -

400 . Spannung MPa

RN

200

Dehngeschwindigkeiten 1E-6...1E-1

Dehnung % 2.5

Bild 3 Spannungs-Dehnungs Verlaufe
ild 3.1:

400 . Spannung MPa

Zyklisches Verhalten

Bild 3.2:
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250 _ Spannung MPa £

t
125 |
—
L ji
Zeit h
Bild 3.3: Relaxation
3 ( Dehnung % c ‘
t
1.5 1L
Zeit h 5 10

Kriechen
Bild 3.4:
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Dehnung

G = konst ©)

Bild 3.5: Reales Kriechverhalten

o Zeit

vernachldssigbar und das Materialverhalten dann naherungsweise elas-
tisch-plastisch

- Der Giiltigkeitsbereich des Modells ist beschrankt auf moderate Pro-
zeBgeschwindigkeiten, wodurch eine Zerlegung der Spannungen im
Bereich inelastischer Deformationen in einen athermalen (plastischen)
und einen thermisch aktivierten (viskosen) Anteil méglich ist /36/

- Trotz der eben getroffenen Voraussetzung wollen wir von einer na-
herungsweise isothermen ProzeBfiihrung ausgehen

- Die elastischen Dehnungsanteile seien - selbst bei endlichen Defor-
mationen - klein, so daB die additive Aufspaltung der Verzerrungsge-
schwindigkeiten eindeutig wird /38/. Die Zuldssigkeit dieser Annahme
fiir Metalle ist durch Experimente bestitigt worden

- Im jungfréulichen Zustand sei das Material isotrop

- Das Material sei inelastisch inkompressibel

3.2 Konstitutive Beziehungen
Ausgangspunkt der Materialgleichungen ist die additive Zerlegung des

Tensors der Verzerrungsgeschwindigkeiten D in einen elastischen De
und einen inelastischen Anteil Di :

D = De + Di (3.2.1)
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Bei der Aufspaltung der Deformationen geht man von der Existenz ei-
ner im allgemeinen inkompatiblen Zwischenkonfiguration aus /38/, die
die inelastischen Anteile der Gesamtdeformation reprisentiert.

De folgt dem hypo-elastischen Stoffgestz
De = M* (3.2.2)

mit dem Nachgiebigkeitstensor M. t ist der in Kapitel 2.3 definierte
gewichtete Cauchy-Spannungstensor und das Zeichen o steht stellver-
tretend fiir eine objektive Zeitableitung. Wir wollen im folgenden die
Jaumannsche Zeitableitung

T =T - Wt+ W (3.2.3)

gebrauchen. Die Wahl irgendeiner anderen objektiven Zeitableitung wa-
re ebenso mdoglich und wiirde keinerlei zusétzliche Schwierigkeiten be-
reiten.

Nach Einarbeitung der vorausgesetzten |sotropie wird (3.2.2) zu

De = - {% - Y ¢21} : (3.2.4)

mit der Querkontraktionszahl v und dem Gleitmodul G. Inversion von
(3.2.4) liefert das nach den Spannungsgeschwindigkeiten aufgeléste
Elastizitatsgestz:

o _ )
t-2G{De+1_2vtrDe1} (3.2.5)

GemidB Voraussetzung ist im inelastischen Bereich die Aufspaltung des
Spannungstensors in einen statischen oder athermalen Anteil t, und
einen viskosen oder thermisch aktivierten Anteil t, mdglich. Hierbei
erfillt der Teil t, die dem Modell zugrundeliegende elastisch-plasti-
sche Theorie, wihrend t, vereinfachend als Uberspannung bezeichnet
wird.

Zu einer exakten Beschreibung des aktuellen Materialverhaltens muB
die gesamte ProzeBgeschichte mit einbezogen werden. Aus diesem
Grund werden hier zwei interne Variable eingefiihrt, die den EinfluB der
Vorgeschichte ndherungsweise erfassen, so daB der Zustand be-
schrieben wird durch den aktuellen Spannungstensor und die beiden
‘inneren Variablen.

Die im Stoffmodell enthaltenen inneren Variablen - der Tensor & und
der Skalar x - reprédsentieren die kinematische und isotrope Verfesti-

gung.
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Das Auftreten inelastischer Deformationen ist gekniipft an die Erfiil-

lung einer FlieBbedingung F, die befriedigt wird mit dem plastischen
Anteil der Spannungen t :

F = Fltp, @, %) = 0 | (3.26)

Im Spannungsraum beschreibt F eine Hyperfliche, die den Bereich
elastischer von dem inelastischer Deformationen trennt. Einsetzen des
aktuellen Spannungstensors tin (3.2.6) fuhrt zu der Ungleichung

F(t,ex) 2 O (3.2.7)

im inelastischen Bereich, d.h. der Spannungszustand verliBt die FlieB-
fliche und deshalb entfillt im Stoffgesetz die Konsistenzbedingung im
Gegensatz zu elastisch-plastischen Modellen.

Wir wollen annehmen, daB sich in F die Variablen in der Form

F(ta,x) = Flt-a,x) = flt-a) - glx) (3.2.8)

trennen lassen, mit der isotropen Verfestigungsfunktion g(x).

Die Entwicklung der inelastischen Deformationen mége der verallge-
meinerten Normalenregel

_ 1 oF(c-ea) _ 1 of(t-a)

geniigen, wobei die GréBe y® eine zu bestimmende Materialfunktion ist
und A ein skalares MaB fur die oben erwihnten Uberspannungen dar-
stellt, das noch genau zu definieren ist.

Fur die Evolutionsgesetze wird folgender Ansatz gewihlt:

& = cx)Di - dA) & (3.2.10)
- _ 1 oF(wp. @ %) |, - 1 of(eo-a) |
x = 3 1o Di = 5 atp Di (3.2.11)

Wiahrend a die Translation der FlieBflache im Spannungsraum be-
schreibt (3.2.8), wobei der zweite Anteil von (3.2.10) mit der Materi-
alfunktion d(A) einen Recovery-Term darstellt, 14Bt sich die interne
Variable x deuten als inelastische Arbeit der reduzierten statischen
Spannungen.
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Wenn wir die Voraussetzungen der inelastischen Inkompressibilitit

trDi =0 (3.2.12)

und die isotropen Materialverhaltens hinzunehmen, so folgt direkt aus
(3.2.10), daB die Spur des Tensors & verschwindet, & somit von devia-
torischer Gestalt ist und (3.2.8) sich in Abhingigkeit der zweiten und
dritten Invarianten des Deviators von t - & schreiben 14Bt. Die einfach-

ste Maglichkeit der Darstellung von f besteht in der verallgemeinerten
von Mises - Form '

fle-a)= (t'-a):(t'- a) (3.2.13)

mit dem Spannungsdeviator t'.

In der FlieBregel und im Evolutionsgesetz fiir x sind Ableitungen von f
nach t beziehungsweise dem statischen Anteil des Spannungstensors'
Tp zu bilden. Unter der Annahme der Parallelitdt dieser beiden Tenso-
ren fc und f-, im Spannungsraum ergibt sich folgendes Stoffgesetz:

= (2 - v .2 A
D = 2G{'l: renl 1} + < y®(A) 7 fr D (3.2.14)

RO
n

< c(x)ycn(m;,‘? fo - d(A) &) (3.2.15)

x-
n

< 2y ®(A) Yglx) > (3.2.18)

Dabei haben die eckigen Klammern die Bedeutung einer Schalterfunk-
tion:

x fur F(t - a,x) 2 0

<x> = { (3.2.17)
O sonst

Aus (3.2.14) erhalten wir die Spannungsgeschwindigkeiten zu:

o

- v - a1
T = ZG{D+1_2‘) trD 1 - {y®(A) o f:>} (3.2.18)

Die skalare GroBe A - ein MaB fiur die widhrend eines Prozesses ent-
standenen Uberspannungen - wird definiert als Differenz

A = flz' - a)- J/glx) (3.2.19)
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und représentiert im Spannungsraum den Abstand zwischen dem Span-
nungszustand und der FlieBfliche.

3.3 Zur Anpassung der Materialfunktionen

In den konstitutiven Gleichungen (3.2.14 - 16) sind die Materialfunktio~
nen g{x) und c(x) sowie Y®(A) und d(A) durch Experimente zu bestim-
men.

Grundlage bei der Anpassung ist die Annahme, daB fiir kleine ProzeB-
geschwindigkeiten die viskosen Materialeigenschaften verschwinden
und deshalb sowohl die isotrope Verfestigungsfunktion g(x) als auch
die kinematische Verfestigungsfunktion c(x) Ubernommen werden
kénnen aus dem von Bruhns /39/ entwickelten elastisch - plastischen
Kombinationsmodell aus isotroper und kinematischer Verfestigung.

Die zur Bestimmung der beiden Funktionen des geschwindigkeitsunab-
hangigen Stoffmodells notigen, mit kleinstmdéglichen ProzeBgeschwin-
digkeiten durchzufiihrenden Versuche /40/ bestehen aus:

- Monotonem einaxialen Zug

- Zyklischer Belastung bei verschiedenen Umkehrdehnungen

Aus dem Zugversuch 'ergibt sich ein Spannungs—Dehnungsverlauf des
Materials, der in geeigneter Weise durch folgende Funktion approxi-
miert werden kann:

E ¢ fir € £ eo
6 = (3.3.1)
d,e?+d,e +d,

e +d,

fir e 2 eo

E ist der Elastizitdtsmodul, ¢ die gemessene Dehnung und o die wahre
Spannung. Aus den zyklischen Belastungen erhdlt man eine Folge von
zugehdrigen Werten ¢ und g(e), die sich nach Belastungsumkehr und
erneuter Plastizierung durch Messen des elastischen Bereiches erge-
ben. Mit Hilfe einer zusitzlichen Strukturgedichtnisfunktion A(x), die
eine Verbesserung der Beschreibung des Bauschinger Effektes ermég-
licht /39/, kdnnen wir bei Spezialisierung der Gleichungen auf eindimen-
sionale Prozesse eine Beziehung zwischen der internen Variablen »x und
der Dehnung herstellen, so daB mit der daraus resultierenden Folge von
Wertepaaren (%, g(x)) die Materialfunktion g{x) angepaBt werden kann.
Aus g(x) folgt dann direkt Uber eine Differentialbeziehung die kinemati-
sche Verfestigungsfunktion c(x). (vgl. Anhang 1)

Es verbleibt die Ermittlung der von den Uberspannungen abhingenden
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Funktionen Yy®(A) und d(A).

Dazu sind neben monotonen Zugversuchen mit unterschiedlichen Pro-
zeBgeschwindigkeiten auch Relaxations- und Kriechversuche auszu-
werten.

Bei der numerischen Integration der Stoffgleichungen zur Anpassung
an die Versuchsdaten zeigt sich, daB der EinfluB der Funktion d(A) auf
die Spannungs - Dehnungsverldufe bei monotonem Zug venachldssigbar
klein ist.

In einem ersten Schritt wird die Funktion d(A) auf den Wert Null ge-
setzt und anschlieBend die Funktion y®(A) so bestimmt, daB die unter-
schiedlichen Spannungs-Dehnungsverldufe moglichst gut approximiert
werden.

Zu einer genauen Nachbildung des Kriech- und Relaxationsverhaltens
dient die Funktion d(A), deren EinfluB bei diesen speziellen Prozessen,
wo ein Abbau von Uberspannungen stattfindet, groB ist. Betrachten wir
die Evolutionsgleichung (3.2.15), so wird deutlich, daB der zweite Term
ein Riickfedern der FlieBfliche bewirkt und sich die Abnahme der Uber-
spannung verringert. Dies hat eine wesentliche Verbesserung der
Kriechfihigkeit gemdB (3.2.14) wie auch des Relaxationsverhaltens
(3.2.18) zur Folge. »

Zur Kontrolle werden abschlieBend die Spannungs-Dehnungsverliufe
mit dem ermittelten d nachgerechnet.
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4. Aufbereitung der Grundgleichungen - Niherungsbetrachtung

Nach der Zusammenfassung der in den Kapiteln 2 und 3 bereitgestell-
ten Gleichungen zur Beschreibung inelastisch deformierbarer Kérper

ergibt sich folgendes System partieller Differentialgleichungen:

Kinematik:
D = %{Gradv + GradTv}
1 T
W= E{Gradv - Grad v}

Gleichgewlchtsbedingung:

Div{e +otrD - dLT} = 0

Stoffgesetz:
e _ v _ 1
T = 2G{D+1—2v trD 1 <7®(A)'_,/f f:>}
° 1
a = < clx) y®(A)5-fr - dA) )

/f

x-
n

{2 yO(A) /gl >

Geometrische Randbedingungen:

VPedBv : v = w

Krifterandbedingungen:

Richtungstreue Last:
VPe¢dBs : 6, n, = tg

Drucklast:

VPecdBs: a,n, = {-p +p(L-tD1D}no

Komplettiert werden die Gleichungen neben der Definition der Jau-
mannschen Zeitableitung (3.2.3) durch die Beziehungen zwischen den
verschiedenen SpannungsmaBen (2.3.2), (2.3.3) sowie deren Ge-

schwindigkeiten (2.3.4) und (2.3.5).

(4.1)

(4.2)

(4.3)

(4.4)

(4.5)

(4.6)

(4.7)

(4.8)

(4.9)
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Durch Auflésen nach dem Geschwindigkeitsfeld v kénnen die Verzer-
rungs- , Rotations- und Spannungsgeschwindigkeiten eliminiert wer-
den. Diese Vorgehensweise entspricht der Umformung der Grundglei-
chungen der linearen Elastizititstheorie in die Lame-Navierschen
Gleichungen.

Zuerst setzen wir die kinematischen Beziehungen (4.1) und (4.2) in das
Stoffgesetz (4.4) ein und erhalten unter Beachtung der Jaumannschen
Zeitableitung :

. _ 1 T 1 v T
T = 2G {2(Gradv+Grad v )+21_2vtr(Gradv+Grad v)i

(4.10)
- <Y¢(A)‘/+, fio)+ %{(Grad v - Grad 'v)t - t(Grad v - Grad Tv)}

Mit (2.3.5) und (2.3.2) lassen sich der gewichtete Cauchy-Spannungs-
tensor t und seine substantielle Zeitableitung durch die entsprechen-
den GroBen von 6 ausdriicken und aus (4.10) wird, wobei die Spur des
Gradienten von v gleich der Divergenz von v ist:

. -1 l T v _ _L
¢ =2GJ {2(Gradv+ Grad v ) + T—5v divv 1 <7°(A)./f 1293}

+ %{(Grad v-Grad v)o- o(Gradv - Grad ')} - gdivv (4.11)

Durch Einsetzen von (4.11) in (4.3) werden die Spannungsgeschwindig-
keiten eliminiert und es verbleibt die durch das Geschwindigkeitsfeld v
ausgedriickte Bedingung des fortgesetzten Gleichgewichts:

=11 T v - 1
Div{ 2GJ {2 (Gradv + Grad v ) + T-2v div v 1 <7°(M./f fO}

(4.12)

+ %{(Grad v - GradTv)c - 6(Grad v - GradTv)} -0 divv} =0

Zur L8sung von Gleichung (4.12), die zu allen Zeiten zwischen Aus-
gangs- Bo und Endzustand B gilt, denken wir uns die Gesamtdeforma-
tion zusammengesetzt aus einer Folge von n-Teildeformationen mit den
zugehdrigen Konfigurationen B; und Zeiten t; , (B, t;), (Bild 4.1).
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'Fi,M .
—_—

Bo,to —

Bild 4.1: Zusammengesetzte Deformation

Unter der Voraussetzung der Kenntnis von Spannungen, Verfestigun-
gen und Verformungen eines “Zwischenzustandes"” (B;,ti) wihlt man im
Sinne einer updated- Lagrange Formulierung 742/ B; zur Referenzkon-
figuration. Wire die GroBe von J und damit auch die der Inversen be-
kannt, so lieBen sich die drei skalaren Gleichungen (4.12) zur Bestim-
mung des unbekannten Geschwindigkeitsfeldes v verwenden, das den
Kérper in den Zustand B+ liberfiihrt.

Zur L6sung dieser Schwierigkeit fordern wir, daB der Deformations-
gradient, der die Linienelemente zweier benachbarter Zustande aufein-
ander abbildet,

s 1 (4.13)

i,i+1

niaherungsweise gleich dem Einstensor ist oder anders ausgedriickt
sollen die Deformationen zwischen zwei aufeinanderfolgenden Konfigu-
rationen klein bleiben.
Aus (4.13) folgt direkt:

J = detF =1=J7" (4.14)

1,141 i+ 1,i1

Diese Ndherung dndert nichts daran, daB der inelastisch deformierte
Kérper im allgemeinen eine endliche Verformung zwischen Bo und B er-
fahrt. Es ist lediglich sicherzustellen, daB die Unterteilung der gesam-
ten Deformation in eine hinreichende Anzahl von jeweils benachbarten
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Konfigurationen erfolgt, die (4.14) erfiillen. Diese Forderung ist, wie
sich spadter zeigt, gerechtfertigt, da die Zeitintegration des sehr stei-
fen Systems der Stoffgleichungen sehr kleine zeitliche Schrittweiten
erfordert, weshalb sich wegen der im Stoffgesetz vorausgesetzten
moderaten ProzeBgeschwindigkeiten nur kleine Deformationen zwi-
schen zwei aufeinanderfolgenden Konfigurationen einstellen kénnen.
Zur Kennzeichnung der jeweiligen Referenzkonfiguration ist es nun
notwendig, die GréBen dieses Zustandes zu indizieren. Wir wollen im
Hinblick auf die Ubersichtlichkeit der Gleichungen darauf verzichten
und vereinbaren ab jetzt, daB sich die Uberlegungen stellvertretend fiir
den ganzen ProzeBverlauf auf den i~ten Zwischenzustand (Bj,t|) bezie-
hen.

Mit den Annahmen (4.13) und (4.14) und unter Bericksichtigung der
updated-Lagrange Formulierung gilt die Gleichheit

6 = t = d, (4.15)
zwischen den verschiedenen SpannungsmaBen, wdhrend sich die Bezie-

hungen zwischen den Spannungsgeschwindigkeiten aus (2.3.4) und
(2.3.5) vereinfachen:

6 + otrD - o L' (4.16)

%

g + etrD (4.17)

[, ]
]

Die Evolutionsgleichungen bleiben durch diese N&aherung unveriandert,
aber die in den Geschwindigkeiten formulierte Bedingung des fortge-
setzten Gleichgewichts ergibt

1 T , 1
Div{ 2G {7 (Grad v + Grad v ) + =5 div v 1 -<yO(A) - fad}

(4.18)

+ %{(Grad v-Grad'v)d- o(Grad v - GradTv)} -0 divv} =0
mit dem Richtungstensor fo, der sich wegen (4.15) nicht von fr unter-
scheidet.

Die Spannungsrandbedingungen fiir richtungstreue (4.8) und Druckbe-
lastung (4.9) werden zu (4.19) und (4.20):

VY Pe¢ 9Bs :

[ 2G {% (Grad v + Grad 'v ) + 1_V2v dvvi1- (70(A)—_'71-f- fod} +
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+ 1E{(Grad v-Grad'v)e - o(Grad v - GradTv)} -0 LT] n

-t =0 (4.19)

[2G{5(Grad v+ GradTv ) + 7%= div v 1 - <YOW) - o}

+ %{(Gr‘ad v-Grad'v)e- 6(Gradv - Grad'v)} - o L

T
+p-p(L-trDND]n 0 (4.20)

Bei den Krifterandbedingungen sind ebenfalls die Spannungsgeschwin-
digkeiten eliminiert worden. n ist der zur Konfiguration (B;, t;) gehd-
rende duBere Normaleneinheitsvektor.

Durch die zwischen zwei aufeinanderfolgenden Konfigurationen ge-
machte Ndherung werden die Feldgleichungen linear in den Geschwin-
digkeiten. Hinsichtlich der numerischen Umsetzung wird dadurch die
Ldsung nichtlinearer Gleichungen vermieden.
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5. Verfahren der gewichteten Reslduen
Zur Lésung mit der FE - Methode eines in der Form

Y[vix)] - a

1]
o

XeQ (5.1)

Z[vix)] - b

0O , xe0Q (5.2)

vorgelegten Differentialgleichungssystems mit den Operatoren Y im
Gebiet Q und Z auf dem Rand 9Q wird in der Regel ein zugeordnetes
Variationsproblem formuliert, das dann basierend auf dem Ritz-Ver-
fahren stationdr gemacht wird. Durch die Variationsformulierung wer-
den die Stetigkeitsanforderungen der Ansatzfunktionen reduziert, was
eine Erleichterung der numerischen Handhabung beinhaltet.

Allerdings darf nicht unerwidhnt bleiben, daB damit die sogenannte
schwache Lésung des Problems approximiert wird, deren Lésungsraum
nur bei zusitzlichen Eigenschaften der Operatoren Y und Z dicht im
Funktionenraum der exakten Ldsung von (5.1) und (5.2) liegt und daB
erst dann die schwache Ldsung mit der Ldsung von (5.1) identisch ist
/41/.

Da wir jedoch an praktischen Fragestellungen interessiert sind, wollen
wir diese mehr mathematischen Aspekte der Umsetzung der Differen-
tialgleichungen in FE- Verfahren nicht weiter vertiefen und direkt auf
die Verfahren der gewichteten Residuen eingehen, die im Gegensatz
zur Variationsformulierung direkt auf den Gleichungen (5.1) und (5.2)
operieren.

Zur Approximation der gesuchten GréBe v wird dabei der Ansatz

<i

1
x
wMZ

1vk $, (x) (5.3)

verwendet, der eingesetzt in (5.1) unter der Annahme der Erfiillung al-
ler Randbedingungen die exakte Losung genau dann liefert, wenn (5.1)
erfiillt ist. Im allgemeinen wird jedoch ein Rest R verbleiben, den wir
Residuum nennen:

R(x) = Y[V]- a (5.4)

Die Methode der gewichteten Residuen fordert nun, daB die Integrale
gebildet aus dem Produkt zwischen Residuum und einem geeigneten
Satz von Gewichtsfunktionen wj(x) iber dem Geblet Q verschwinden:

[RoOw (x)da=0 , j=1,,N (5.5)
Q J
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Gleichung (5.5) orthogonalisiert das Residuum gegeniiber einem durch
die Gewichtsfunktionen aufgespannten Unterraum. Damit ist die Ver-
bindung hergestellt zum in diesem Zusammenhang fundamentalen
Projektionssatz, der die mathematische Grundlage einer eindeutigen
Losung des Problems im Unterraum legt /20,41/. Haufig wird daher
auch der Name Projektionsverfahren gebraucht, der ausdriickt, da8
man die Losung des eigentlichen Problems durch Funktionen eines
Unterraums approximiert.

5.4 Das Verfahren von Galerkin

Beim Verfahren von Galerkin werden die Gewichtsfunktionen wj(x) so
gewihlt, daB sie mit den Ansatzfunktionen ¢, (x) zusammenfallen:

w, (x) = qak(x) (5.1.1)

Die Galerkinschen Gleichungen, die das Residuum gegeniiber dem Raum
der Ansatzfunktionen orthogonalisieren, lauten also:

[RxX) g, d0 =0 , k=1,,N (5.1.2)
Q

Bei der Herleitung der Gleichungen (5.5) haben wir vorausgestzt, daB
der Ansatz V alle Randbedingungen erfiillt. Diese Forderung ist Vor-
aussetzung fur das Galerkin-Verfahren und im allgemeinen sehr
schwer zu erfiillen, da die natiirlichen Randbedingungen in differentiel-
ler Form vorliegen.

Zur Umgehung dieser Schwierigkeiten erweitert man deshalb das
Differentialgleichungssystem (5.1} um die naturlichen Randbedingungen
(5.2) und modifiziert die Galerkinschen Gleichungen um diesen Anteil.
Der Ansatz (5.3) erstreckt sich also auf die Vereinigungsmenge

Q=0 U0 (5.1.3)

und es verbleibt neben dem Residuum R ein zweites r infolge (5.2):
r(x)= zZ[v]l -b (5.1.4)

Die um die Krifterandbedingungen erweiterten Gleichungen lauten dann:

JRO) ¢, da + [rix) g, don = 0 (5.1.5)
ol 30
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Im verallgemeinerten Galerkin-Verfahren sind vom Ansatz (5.3) wie
beim Ritzverfahren nur noch die wesentlichen Randbedingungen zu er-
fillen.

5.2 Das Verfahren der kleinsten Fehlerquadrate - Least Squares

Das Verfahren der kleinsten Fehlerquadrate versucht das Quadrat der
Norm des Residuums zu minimieren. Fligen wir auch hier die Kraft-
randbedingungen hinzu, so ergeben sich die folgenden Bedingungsglei-
chungen:

[ R an + [ r2x) don —> Min. (5.2.1)
0 30

Unter Beachtung von (5.3) folgen aus (5.2.1) die Gleichungen des Least-
Squares-Verfahrens

%k{il_;ﬂz(x) dQ "")J(;PZ(X) daﬂ} =0, k=1,,N (522)

durch partielle Differentiation von (5.2.1) nach den Freiwerten. Nach
Ausfiihrung der Ableitungen |dBt sich (5.2.2) umformen zu

oR(x) ar(x) = =
fR(x) v dn +fr(x) v don =0, k=1, N (523)

und die Gewichtsfunktionen w;(x) sind hier die partiellen Ableitungen
der Residuen nach den Ansatzfreiwerten.

5.3 Kopplung der belden Verfahren

Durch die Hinzunahme der Randterme werden im Prinzip zwei Residuen
(R und r) minimiert und man ist aufgrund der Allgemeinheit der Ver-~
fahren der gewichteten Residuen in der Lage, Galerkin- und Least-
Squares-Verfahren zu koppeln /742/. Im ersten Fall behandelt man
Gleichung (5.1) mit dem Galerkin-Verfahren und (5.2) mit der Least-
Squares-Methode, im zweiten umgekehrt. Es resultieren daraus die
"gemischten” Verfahren:
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[ R)EBX 4g + frix) g, don = 0 (5.3.1)
ol K 30

k=1,,N
RO ¢, da + [ rx2®) a0 = o (5.32)
Q 30 5

Von den beiden Méglichkeiten der Kopplung der Verfahren wird nach-
folgend nur von der Variante (5.3.2) Gebrauch gemacht.
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6. Diskretisierung mit der FE - Methode

Zur Lésung der Differentialbeziehungen mit Hilfe der Methode der fini-
ten Elemente wird der Kérper B in N Teilvolumina ABj - die finiten Ele-
mente - zerlegt mit der Bedingung

Im Bereich ABj jedes Elementes werden die gesuchten GréBen approxi-
miert durch geeignete Ansatzfunktionen. Wegen ihrer leichten Handha-
bung werden in der Regel Polynomrdume gewéhlt und die Unbekannten
durch die entsprechenden Polynome in Abhidngigkeit der Knotenwerte
interpoliert. Die lokalen Aussagen auf Elementebene sind dann iber
Inzidenzmatrizen beziehungsweise Tafeln der Gesamtstruktur zuzu-.
ordnen und deshalb reicht es aus, zur Charakterisierung einer Struk-
tur stellvertretend ein Element zu betrachten.

Nach der Spezialisierung der Gleichungen (4.18) - (4.20) fiir Scheiben-
und Ringelement und Einarbeiten der Ansidtze fiir das Geschwindig-
keitsfeld in die verschiedenen Verfahren entstehen dann die Glei-
chungssysteme zur Bestimmung der Freiwerte.

Da die zeitliche Diskretisierung bereits im vierten Kapitel erfoigt ist,
bezieht sich die anschlieBende Darstellung auf einen festen Zeitpunkt
t;.

6.1 Ringelement
Das Ringelement soll der Beschreibung rotationssymmetrischer Pro-
bleme dienen, so daB es zweckmiBig ist, neben einem raumfesten kar-

tesischen Koordinatensystem ein korperfestes Zylinderkoordinatensy-
stem (r, z,p) einzufiihren. (Bild 6.1)

Bild 6.1: Ringelement

-~
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Die sich anschlieBende Umrechnung der Grundgleichungen ist dem Ten-
sorformalismus entsprechend durchzufiihren, wobei ausgehend vom
Ortsvektor durch partielle Differentiation nach den Koordinaten die
Basisvektoren entstehen und aus ihnen durch Skalarproduktbildung die
Metrik ermittelt wird. Durch Ableitung der Metrikkoeffizienten ergeben
sich dann die Christoffel-Symbole, mit deren Hilfe sich die kovarianten
Ableitungen bestimmen lassen /43,44,45/. Wir werden nur die wich-
tigsten daraus resultierenden Beziehungen explizit angeben.

Die auf den Kérper einwirkenden Kridfte seien ferner wiahrend des ge-
samten Prozesses rotationssymmetrisch.

Diese Voraussetzungen haben zur Folge, daB - nach Einfiihrung physi-
kalischer Komponenten - neben der Geschwindigkeit v auch die Span-
nungskomponenten ore und 0z , sowie deren Inkremente verschwin-
den. Fur das Geschwindigkeitsfeld gilt demnach

v = [virz),vzir2)] = [ulrz), virz)] (6.1.1)

mit der radialen Komponente u(r,z) sowie der axialen v(r,z). Der Span-
nungstensor besteht aus vier unabhingigen Komponenten:

-Orr Orz 0 T
g = |GOrz Oz2 0 6.1.2)
I 0 0 Ope

Da die Deviatorbildung eines Tensors nichts an den Nebendiagonalele-
menten verdandert, a8t sich aus dem Evolutionsgesetz fiir den Transla-
tionstensor (3.2.10) ausgehend von einem urspringlich jungfriulichen
Material und unter Beriicksichtigung der wahrend des gesamten Pro-
zesses gliltigen Rotationssymmetrie ableiten, daB fiir & ebenfalls die
Darstellung

-arr Arz 0 ]
a = | arz Azz 0 (6.1.3)
o) 0 Apep

giiltig ist.
Nach diesen direkt aus den Voraussetzungen ersichtlichen Beziehungen
berechnen sich die Christoffel-Symbole zu:



rig=-r, 13 =712 =1 (6.1.4)

AIIgenﬁein ist die kovariante Ableitung der kontravarianten Komponen-
ten eines Vektors x definiert durch

- i i k
j = X +rjk X (6.1.5)

und die kontravarianten Komponenten eines Tensors A zweiter Stufe
ergeben kovariant differenziert:

Al = Al 4 er AMI +‘r{<m Alm (6.1.6)

Dabei ist in den beiden letzten Beziehungen von der Einsteinschen
Summationskonvention Gebrauch gemacht worden, bei der lber gegen-
stindige gleiche Indizes zu summieren ist. Mit diesen Beziehungen
kdnnen die Grundgleichungen weiter aufbereitet werden und man erhilt

nach Ubergang auf physikalische Komponenten und unter Beriicksichti-
gung der Rotationssymmetrie:

i = J = a—u ﬂ- u
divv v > + 0z + (6.1.7)
_ su u -
or 0z 0
= i, = = | 9v v
Gradv = v'|j = L % 2y o | (6.8)
0 0 u
L r

OArr OAzr 1 _
i or * oz * r (Arr = Ape)
Dv A= Al = (6.1.9)
0Arz QAzz 1
ar T oz T 7 Ar2

Aus dem Geschwindigkeitsgradienten (6.1.8) folgen direkt die Kompo-
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nenten der Verzerrungs- und Rotationsgeschwindigkeitstensoren ana-

log (2.2.8) beziehungsweise (2.2.9)

Noj—
-
(%
S|<
'

ov)

Q

gu,
Y4

I |c

(6.1.10)

(6.1.11)

und die in den Gleichungen (4.18) - (4.20) zu bildenden Tensorprodukte
kénnen damit angegeben werden:

oW

oL

N|—

—~
oo
NlC

'

v
z ar)

Orr ﬂ"'Or'z

or
ou

Crz—+0zz

or

Orz

=Orr

=Orz

=0Ozz

9

NS

M ¥
C

Z

~Crz

Orr

Orz

Orr'g—v-"'ﬂrz

or oz

oV
or

Opz—+0zz —

0
0
0
0 b
0
0
v 9
ov
9z °
CSoe

(6.1.12)

(6.1.13)

(6.1.14)
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Es sind nun die Vorarbeiten ausgefiihrt, d.h. alle in den Grundgleichun-
gen enthaltenen Tensorkomponenten gegeben, so daB mit der Bezie-
hung (6.1.9) fir die Divergenz eines Tensors die im Innern des Kérpers
gultigen Differentialbeziehungen komponentenweise formuliert werden
kénnen.

Zur Verkiirzung der Gleichungen wird noch der Tensor

Brr Brz 0
B = yo(A);}? f, = |Brz  Baz 0 (6.1.15)
o0 0 Bog

vereinbart, den wir im folgenden "Materialtensor” nennen wollen, da in
B bedingt durch die Definitionen der Uberspannung A und der Funktion f
alle internen Variablen des Stoffgesetzes enthalten sind und B deshalb
das viskoplastische Materialverhalten in den Differentialgleichungen
(4.18) reprisentiert. Rein formal stimmt B mit den inelastischen Ver-
zerrungsgeschwindigkeiten D, Uberein. Die Divergenzbildung des Materi-
altensors fiihrt auf eine ldngere Rechnung, die im Anhang im Einzelnen
ausgefiihrt ist. Wir benutzen hier nur die Komponenten von B und deren
Ableitungen als Kiirzel.

Die Divergenzbildung der einzelnen Terme liefert folgende Gleichungen:

1

or? 2
DivD = . (6.1.16)
1, 9% % . % 1 du.ov

2(araz ¥ or? )+ 0z2 ¥ 2r( oz * or

62u c)zv 1 du u
or? * or oz * r or r2
Div (trD 1) = (6.1.17)
o%u | % 1 Jdu
c)r‘c)z+ 0z * r oz
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1, o%u d3v or= 1, 9%
DIV(w°)=§(W—F) -E('a—z?
Ozz
90rz _ 90rr _1_0
. _1_(92 v, or 0z rz
29z or
ad_zz - ao_"z + 1 )
or 9z r =
= Orz
_1,.0% _ &% 1, 9%
Div (6W) = 5 (3357 ~ o2 ) 2 (32
Orr
_90rz _ 00zz - _1_o
1. 0u v or oz r o=
+ -2-(—2 = —f‘)
O0rr O00rz + 1 o
or oz rr
_ % v 19u _u
Div (a divv) = ( orz T oraz T roor I_2)
-
azu azv ou
* 35z * oz taz)

- d3v ) Orr
ordz
Crz
(6.1.18)
- .a_a"_) o
oroz
- Orz
(6.1.19)
Orr
Orz
Orz

Ozz
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9Crr C)drz + 1

su oy y or 3z (Orr Ucpcp)
+ (5— + oz + =) (6.1.20)
r z r rz , 90z, 1
or 0z rz

Damit lassen sich die beiden aus (4.18) resultierenden Differentialglei-
chungen

du , o%u d%u o%u

ou - - Z -
Ugp U + Uy = + U2 -0 + U3 357 + Ue 5oz F Uis 53

3y o2v d2v

+V11%%+V12%+V13W+V14'a—;z‘+V15?‘<b1>=0

(6.1.21)

2 2 2
du du 9°u 9°u o°u
+ U 2 + U &2 + Upg ——— + Usg —> + —
uzou 2175, 225, T Y23 357 24 3z T Y25 5,2

%v d%v 33v
+ V21% + Vza% * Vo33 a7 t Vaayrz *vasypz ~<b2> =0

(6.1.22)

angeben und die - nicht konstanten - Koeffizienten haben folgendes
Aussehen:

_ 1 J0 0 1
up = {[-2G(1 + 1255) + 3051 — - 2(57F + ’ﬂ}

uy = [2G(1+ 5755) + 204, %orr]% 3(63:- ag;z)
Ugp = -5(63—;" + a:—:z) -2°rz%

uiz = - 36,

ui = 2G(1+ 1_\’2\,) - 30,
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1
G - 5(0,.,. +0,,)

Uig =
SR 1o -l R 2L oS
vig = - 2022 4+ 22 L (g -0, 1]
viz = G(1+27255) - %(Ba,ﬁazz)
Via = ~Oprz
Vis = ~20,,
by = 2G[2r + Bz 4 L(g - Bo,)]
(6.1.23)
sz0 =~ 205 + 553 7
u21 =_2(a_g:_z + ag_:z) ‘4°rz',1?
uze T[6(1+2%55) - 3 (30,40, 0] 1 + J( 2022 _ 0%, S0
uza = G(1+27%=) - 3(30,,+0,,)
Uzg = ~20,;
Uas = = 0pz
var =[G - Flop 4001 L - J(22 4 2022
vep = - 3(%%2 . 2%22) 34 1
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Va3 = ~ 306,

vaa = G - 5(0, +0;;)

vas = 2G(1+125-) - 305,

by = 26[2= 4 Bz, 1 5

In analoger Weise ergeben sich aus den Kraftrandbedingungen fiir rich-
tungstreue Belastung (4.19) die Gleichungen

Uzpou + usq a—u + Ll326—u + V31a—v + V326—v - b3= 0 (6.1.24)

or 0z or 0z

UgoU + Ugy —g% + U426—‘; + vaq a—: + V42i§- - by =0 (6.1.25)

mit den in den Koeffizienten

U30' 2G ﬁ\;‘ Ne
uaq = [2G(1 +1_)’W) - O,.,-] n.

[G - %(a,.,.— 0z2)]1 N,

Usz =

Va1 = =0z np + [G - 30+ 0,500,
vaz = 26 725y N - Oz Nz

by = tg + 2G<B.. n. + B.zn,>

(6.1.26)

Ugo = 2G 'i—_vz_v n,
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- v
Ugq = - Opz N + 2G =2y Nz

ugz = [G - %(orr‘"’ 0zz)1 np - 0z Ny

vay = [G + %(orr" 6zz)] ne

vaz = [2G(1 + 32%55) - 02,] n,

ba tgz + 2G {Brz np + Bzznz

enthaltenen Komponenten des Normalenvektors nr in radialer und nz in
axialer Richtung, die beide Funktionen von r und z sind. Die Bestimmung
des noch unbekannten Normalenvektors wird in Kapitel 6.5 vorgenom-
men. Die duBere Belastung ist ebenfalls in die einzelnen Komponenten
zerlegt worden. (tg , tgz)

Fiir Druckbelastung ergeben sich folgende Verhiltnisse, wobei p der
zum betrachteten Zeitpunkt bereits wirkende Druck ist:

Ugpou + usgq ?)u + usgps aau + vgq 3\’ + vgo gv - b5= 0 (6.1.27)
Ugolu *+ Ugq gu + Ugz aau + vg1q 3\, + vga gvz - b6= 0 (6.1.28)

uso = [2G 255 +pln,

usy = [2G(1 +T_Vﬁ) - o, 1n,.

uss = [G - %(o,.,.— 0z2)1 n,

Vst = -0z 0 + [G - Flo+ o) ~pln,
vsz = [2G 7255 *+ Pl N, - o0z N,
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Abs = -p'n.+ 2G<B. n, + Brz I'Iz>
(6.1.29)
ugo = [2G 255 + Pl n,
_ A
u61 - —d'—z nr + [2G -1.'_2\’ + p] nz

ugz = [G - %(O,-,J' 6zz) - pln. - 6.2 n;

ver = [G + %(drr' 0z2)] ne

vez = [2G(1+12%55) - 0251 N,

beg = =p'nz+ 2G KBy n. + ByznyD

6.2 Schelbenelement

Wir legen bei der Beschreibung ein kartesisches Koordinatensystem
(x,y,z) zugrunde, dessen x-y-Ebene mit der Scheibenmittelfliche zu-
sammenfillt (Bild 6.2).

Bild 6.2: Schelbenelement
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Die Dicke t der Scheibe sei klein gegeniiber den anderen Abmessungen
und wir fordern, daB der Spannungszustand unabhingig von der Dik-
kenkoordinate z ist. Da Belastungen nur in der Scheibenebene angrei-
fen diirfen und Ober- und Unterseite der Scheibe spannungsfrei sind,
liegt in guter Ndherung ein ebener Spannungszustand

o]z = 0 i = X, ys z (6.2.1)
vor, der zu allen Zeiten giiltig ist, woraus
6, =0 i=x,y,2 (6.2.2)

resultiert. Die Gleichungen (6.2.1) und (6.2.2) behalten ihre Giiltigkeit
fur den gewichteten Cauchy-Spannungstensor t, dessen Jaumannsche
Zeitableitung fiir die entsprechenden Komponenten ebenfalls ver-
schwindet:

o

1,2=0 i=x,y,2 (6.2.3)

Ausgehend von einem urspriinglich jungfrédulichen Material und mit
(6.2.1) folgt aus dem Evolutionsgesetz fir die kinematische Verfesti-
gung (3.2.15)

Xyz= Ayz = O (6.2.4)
und daraus
Byz = Byz = O (6.2.5).

Aus dem Stoffgesetz (3.2.14) verschwinden wegen (6.2.3) die Verzer-
rungsgeschwindigkeiten

Dyz=Dyz= 0 (6.2.6)
und aus den drei Gleichungen fur die Dehnungsgeschwindigkeiten

Dux = g [Tux = Too (T + Tyy)] + <Bo>
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Dyy = 2aly = Too (Tux + 5,01 + By > 6.2.7)
D2z = 'él(_a[- +v (T + Tyy)l + <Bzz>

|&8t sich D, in Abhidngigkeit von D, und Dy, angeben:

Dzz = = To5(Dux * Dyy = <Byy + By D) + <Bz>  (6.28)
Im Geschwindigkeitsfeld
v = [ulx,y), vix,y), wl 6.2.9),

dessen x- und y-Komponenten infolge der in z-Richtung konstanten
Spannungen nicht Funktionen von z sind, 148t sich auch w durch u und v
ausdriicken (6.2.8) und es verbleibt somit wie beim Ringelement ein
Ansatz fir die beiden in der Scheibenebene liegenden Geschwindig-
keitskomponenten u und v.

Die Herleitung der Differentialbeziehungen fiir das Scheibenelement
erfolgt analog der Vorgehensweise in Kapitel 6.2. Da wir die Beschrei-
bung in kartesischen Koordinaten vornehmen, degeneriert der Tensor-
formalismus, d.h. Tensorkomponenten und physikalische Komponenten
stimmen uberein, die Christoffel- Symbole verschwinden und deshalb
werden die kovarianten Ableitungen zu partiellen Ableitungen. Da alle
anderen Operationen analog denen beim Ringelement sind, werden hier
nur die Ergebnisse aufgefiihrt. Aus (4.18) wird

o%u d%u d%u
U11%+U12%L;+U13W+ Uig 357 +U1s‘5y—z + V11%
d%v d%v d3v
v 13 Jxdy *Vig 57 Y V1S 357 <by> =0 (6.2.10)
du du 32 d%u 2
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d%v d3v 93v
+ vaa.g_; + Vo3 axay + v24W + vzsv - <b2>'= 0 (6.2.11)

mit den Koeffizienten:

an = - (g 20m0

_ 1 ,90xx ,_ 9dyy
25y oy )

U2
Uiz = ~ Oyxy
Ugg = 26(14-1_“?)—0,0(

uis = G - %(oxx+ dyy)

(aox, _ aow) _ 90xy
oy oy ox

Nj—

Vg =

!
o

Viz =

via = G(1+ 2122%) 4 J(g, -0

yy)

Via = " Oxy

Vi = 0

= v a AY) anx aByy _aBzz anx an
bi = 2655 00 Y ) T T e ooy

(6.2.12)

_1_(aoxx _ aow) _ 90xy
2° ox x dy
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usz = G(1+ 211;_2\’2) - %(oxx_oyy)
U24= 0

Ugg = =0y

Vo1 = _%(6_;?(4_()_;:!)

Va2 = _(‘)g_;m_'_baL;!)

Va3 T "0k

Vo4 = G - %(Oxx"’ Oyy)

vas = 2G(1+ 25-) - oy

anx + aByy) -

B xy

= v __V B2z )
-2G{_ [1_‘,( 3y ]+

oy oy

ox

0Byy
+ 3y }.

Bei der Scheibe beschrinken wir uns auf richtungstreue Belastungen.
Hier sind die Komponenten des Normalenvektors mit n, und n, gekenn-
zeichnet, die wiederum Funktionen des Ortes sind. Die Koeffizienten

der Differentialgleichungen fir richtungstreue Belastung

U31%‘:- + Uaaaa—;*’ V31%v;+ Vszg—; -bz=0
U41%"; + U423—;' + V41% + V42% ~by=0

lauten:

ugq = [2G(1+ﬁ) - 6,5 ] Ny

(6.2.13)

(6.2.14)
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[G - F(0e- 0,1 n,

usz =
V31 T "0y Ny + [G - %(ox,‘*- oyy)] ny
vas = 2G 1-\:—\: Ny ~ Oxy Ny
b3 = tgx
+ 26 <[ 7255 [ 72- (Byx* Byy) = Bzl +Bye Ny + Byy y >
(6.2.15)
v
Ugy = ~ Oxy Ny + 2G - "y
Ugo = [G - %(Gxx'.' dyy)] Ny ~ dxyny
Vaqi = [G + ‘;‘(Oxx‘dyy)] Ny

vaz = [2G6(1+25) -0y ) 0y

bs = ti

+

2G <Byy nx * [ Ty L 7oy (B By) - B221+Byy ] ny >

Wie beim Ringelement ist auch hier die Traktion in die beiden Kompo-
nenten tg, und tg, aufgeteilt worden.

6.3 Isoparametrische Ansiitze

Zur Diskretisierung verwenden wir isoparametrische Elemente, deren
Vorteile In der einheitlichen Beschrelbung von Elementgeometrie und
Geschwindigkeitsfeld bestehen. Da die jeweiligen Definitionsbereiche
der Differentialgleichungen fiir die Scheibe beziehungsweise den Rota-
tionskorper zweidimensional sind, werden wir im folgenden die Ansidtze
nur in einem kartesischen Koordinatensystem vornehmen, wobei dann
im Fall des Ringelementes x durch r und y durch z zu ersetzen sind.

Die Ansatzfunktionen fiir die auf dem Galerkin-Verfahren basierende
FE-Methode sind so zu wihlen, daB neben den Randbedingungen, die
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schon weiter oben diskutiert wurden, auch die Ubergangsbedingungen
von Element zu Element zu erfiillen sind. Im vorliegenden Fall ist also
die Stetigkeit der Spannungen beziehungsweise deren Inkremente iiber
die Elementkanten hinweg zu gewahrleisten '

oy ¢« €2(Q) , o ¢ C2(Q) (6.3.1),

woraus fir die Komponenten u und v des Geschwindigkeitsfeldes die
Bedingung

u,v e CH() (6.3.2)

folgt, d.h. die partiellen Ableitungen miissen stetig iiber die Elemente
hinweg verlaufen.

Fir die hier gewidhlten, im allgemeinen krummlinigen Viereckelemente
treffen wir den Ansatz

N .
ulE,m) = = Hyl(E,n) uy
k=1

(6.3.3)

v(E,n) = Z Hy(E,m)vy

1

Mz

fur das Geschwindigkeitsfeld v mit den von den lokalen Elementkoordi-
naten £ und n abhidngenden Formfunktionen Hy und den Knotenfreiwer-
ten uy und vy,. '

Die Geometrie der Elemente erfiilit infolge des isoparametrischen An-
satzes dieselben Beziehungen:

x(€.m) = Z Hy(E,n) xy

1

Mz

(6.3.4)

y(&;n) Hk(Eﬁn)yk

"
T Mz

In Anlehnung an /46/ - /48/ , die dhnliche Ansatzfunktionen in der FE -
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Verschiebungsmethode basierend auf dem Ritzverfahren fur Platten ge-
wihlt haben, zerlegen wir die Formfunktionen durch einen Produktan-
satz, dessen einzelne Faktoren nur von einer lokalen Koordinate abhin-
gen:

H(E, M) = hn (E) h, (n) (6.3.5)

Fir die Funktionen h_, wahlen wir die kubischen Hermite- Polynome

hi() = 1{E- 1° {g+ 2} hs(®) = ;{E+ 1* (g~ 2)
(6.3.6),
ha(®) = 1{E- 12 {E+ 1} ha(®) = 1{E+ 1° (g~ 1)

die wie gewdhnlich zwischen den Extremwerten +1 und -1 der lokalen
Koordinaten definiert sind. Es ergeben sich somit insgesamt N = 16 in §
und 7 bikubische Formfunktionen Hy (E,7)

HyE.m) = hq(E) hy(n) . Ha(E,m) = ha(E) hyln)
Ha(E.m) = hy(E) ha(m)  Ha(E,m) = ha(E) han)
Hs(E.TI) = - h3(§) h1(1|) HS(E.T]) = h4(§) h1(7|)
H7(E,1|) = - ha(E) ha('l]) HB(E,'I]) = h4(§) ha('ﬂ)

(6.3.7)
Ho(E.m) = ha(E) ha(n)  HiolE.m) = - ha(E) ha(n)
H11(§.'ﬂ) = -hS(E) h4(7|) H12(E.'ﬂ) = h4(§) h4(7|)

H13(E.T|) = ‘h1(£) ha(n) H14(§,7|) = ‘ha(g) ha(ﬂ)

H15(E.T]) = h1(§) h4(1|) H16(E,T|) = ha(E) h4('!])

und die Freiwerte haben folgende Bedeutung:



G(E=-1,1=-1) = u,

ou =
om[E=-1,q=-n " U3

ul(E=+1,1=-1) = ug
u =

on|g=+1,n=-n = 7

(<%

U(E=+1,7=+1) = ug

& =u
an[€=+1,a=+n ~ U

l:l(§= ‘1,1] =+1) = Uia
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[

O |(E=-1,n=-1n = “2

<

2~

9 u = u
OF onf(E=-1,9=-1) ~ Y4
du - 4
JE |(E=+1,9=-1) ~ Yo

2% i
JE on|(E=+1,9=-1 - Y8
(6.3.8)

[« 7
ci

3 |(g=+1,n=+1) T YO

d u = u
BE on[(E=+1,n =41 T U2

(o7
c

aEkE=-Ln=+4): Y14

du 224

onfE=-t,n=+n T U5 3Eon|E=-1,n=4+n T Ue

Fur v, sowie die Elementgeometrie, d.h. x und y gilt entsprechendes.
Wiéhrend die Freiwerte uy, ug , ug und uy3 die Knotengeschwindigkeiten
in x- Richtung sind, lassen sich die partiellen Ableitungen deuten als
Dehngeschwindigkeiten in lokaler Koordinatenrichtung.

Die geometrischen Transformationsgleichungen (6.3.4) zwischen den
globalen und lokalen Koordinaten seien umkehrbar eindeutig, so daB die
inversen Beziehungen

E=E(x,y) , n=nlx,y) (6.3.9)

existieren. Wir fordern wédhrend eines Prozesses, daB kein Element
entartet. Aus (6.3.4) und (6.3.9) folgt die Existenz und Regularitdt der
verallgemeinerten Jacobi-Matrix
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[ o x dy
Y- OF 0] 0 0]
9 X oy
o o 0 0 o)
2 2
0 X 9y Ox Oy , Oy dx 9dx Ox oy oy (6.3.10)
oE o7 OEdn 9OE om OE omn JE 97 CRENCE | -
62)( 621 2 9 x t)! (OX )2 (‘)_,Y )2
£2  oF2 OF OF OE )3
22 o> ax_ ax 2 Ay 2
9 X oy 29X Oy (92X (LX)
on2 n2 on o LR CR
und es ergeben sich folgende Transformationsbeziehungen
[a() T [9() T [00) ] [0() T
9E 9 X X ok
() () a() o)
on dy ) on
2 2 2 - 2
IO | - 9 () 0 | -y 0 | gam
oF o7 Ix oy ' dx Ay oF oy e
2 2 2
2°0) 1) %) 2°0)
dE2 ox 2" x 2 E2
2 2 2
%)) 2°0) %) 20
an? oy 2 Lay?- an2
mit der inversen Jacobi-Matrix
QF on 0 0 0
dx dx
oF on 0 0 0
dy dy
2 2
- ¢)§ IR 0F 91 +a71 -4 0F OEF 07 91 (6.3.12)
ox dy Oxdy Ox dy Ox 9y O9x 90y Ox 9y T
2 2
9"k CER| 5 98 9m (ag )2 (c)y )2
ox 2 Ox 2 ox oXx J X o X
i %1 2F o 2 2 (21 |2
> > 2 ( ) ( )
qy oy oy 9y oy oy
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Mit den Transformationsbeziehungen 148t sich die c' - Stetigkeit des
Ansatzes Uber die Elementgrenzen hinweg zeigen, indem man mit der
Kettenregel die Ableitungen des Geschwindigkeitsfeldes zweier be-
nachbarter Elemente nach den globalen Koordinaten lings einer ge-
meinsamen Kante betrachtet. Dabei ist direkt ersichtlich, daB die aus
den gemischten zweiten Ableitungen nach den lokalen Koordinaten her-
vorgehenden Freiwerte 4, 8, 12, und 16, die bei einem vollstindigen
Produktansatz aller 4 Hermite-Polynome untereinander entstehen, zur
Erfillung der stetigen Differenzierbarkeit liber das gesamte Definiti-
onsgebiet nicht benstigt werden und somit liber die Anforderungen der
Verfahren der gewichteten Residuen hinausgehende Eigenschaften des
Ansatzes darstellen.

Es liegt deshalb nahe, einen zweiten, verkiirzten Ansatz zu bilden, der
aus den Gleichungen (6.3.3) - (6.3.8) hervorgeht durch Wegnahme der
Freiwerte 4, 8, 12 und 16 mit den zugehorigen Formfunktionen Hy, Hg,
H12 und H16'

Da alle Beziehungen dieses neuen Ansatzes bereits oben aufgefiihrt
sind, verzichten wir hier auf die nochmalige Darstellung. Freiwerte und
Formfunktionen des neuen Ansatzes (jeweils links aufgefiihrt) gehen
folgendermaBen aus den GréBen des ersten Ansatzes (rechts) hervor:

Uq, V4 < uq, V4 Hy(E.,n) <— Hy(E,n)
ug, Vg < Uz, V2 Ha(E,m) <— Ha(E,7n)
uz, vz < us, Vs Ha(E,n) <— H3z(E,9)
Ug, Vg4 <— uUs, Vg Ha(E,n) <— Hg(E,m)
us, Vs <— Uug, Vg Hs(E,n) <— HglE.n)
ug, Vg < U7, V7 Hg(E,n) <— H2(E,n)
uy, vz <— ug, Vg H7(E,n) <— Hgl(E,7n)
ug,vg < Up.V1o Hg(E.n) <— HyolE,m)
Ug, Vg < U,V Ho(€,n) <— Hy(E,n)
Uio.Vio € Uiz, Vi3 HiolE,m) <— HialE. )
Ug9,V41 <~ U1a,Via Hi(E.m) <— HyalEm)

f

Uj2,Vi2 € Uis,Vis Hi2(E. ) His(E.7)
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6.4 Elementstelfigkeitsmatrizen - Knotenlasten
Die nachfolgende Herleitung der Steifigkeitsmatrizen der verschiede-
nen Verfahren sowohl fiir Ring- als auch Scheibenelement wird unab-

hingig vom gewdhlten Ansatz vorgenommen, d.h. wir vereinbaren die
Abkiirzungen

- N
U(E.'ﬂ) =X Hk(E.Tl) U

= Hk Uy
k=1
(6.4.1)
- N
v (E.n) = Z Hk(E.n) Vk = Hk Vk
k=1
und N kann wahlweise 12 oder 16 sein. Mit den in (6.4.2)
aH oH, 0 oM +
k k k
A R
OF k OF k on k
OH aH— _ (6.4.2)
Kk - Kk =
— H , — = H
on k on k

eingefiihrten Ableitungen der Formfunktionen lassen sich die Anderun-
gen des Geschwindigkeitsfeldes in Richtung der globalen Koordinaten
mit Hilfe der Transformationsvorschriften (6.3.10) - (6.3.12) ausdriik-
ken, wobei die Elemente der inversen Jacobi-Matrix mit q,, gekenn-
zeichnet sind:

- | — ) -

%J; = Hicuic Qg *+ Hic Ui Qg = (Hie Qyq + Hicqgp) uge = Hige ui

a- _ | - =

ay = (HkQzp* Ha dgp)uic = Hiy ui (6.4.3)
325 _ .l - + I =

dxdy (Hk 934+ Hi 932 * Hk Q33+ Hk 934+ Hk Q35)uk= Hixy Ui
ht? ' .

1 — 1] =
Ox2 = (Hy Qqqt Hy Qg2 t HkQ43+Hk Qua* Hi Q45)Uk= Hicxx Uk

2 = (Hk 95+ Hi 452 * HiQga+ Hi 54+ Hic 55Uk = Hiyy Uk
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Beim Ringelement gilt analog:
u

I - | -
Y Hi Uk Gy + Hic Ui Qg = (Hi ggy + Hic 90) upe = Hie uge

[«

usw.,

Bei der Herleitung der Steifigkeitsmatrizen und Knotenlasten ist zu be-
achten, daB infolge des speziellen Aufbaus der viskoplastischen Stoff-
gleichungen sowohl aus dem Volumenintegral als auch aus dem Randin-
tegral jeweils Anteile in die Steifigkeitsmatrix wie in den Vektor der
Knotenlasten kommen. Im folgenden reprasentiert A den Teil der Stei-
figkeitsmatrix, der durch die Auswertung des Randintegrals entsteht
und | den Teil, der vom Volumenintegral herriihrt. Die Symbole a und |
sind die entsprechenden Anteile des Knotenlastvektors. Fiir die gesam-
te Elementsteifigkeitsmatrix E sowie fiir den Knotenlastvektor e gelten
somit die Zerlegungen:

E = A+ 1
(6.4.4)

Alle Knotenfreiwerte des Elementes fassen wir zu einem Vektor k zu-
sammen, der sich in der Form

KT =[k' kil = [ugse,uy » V9., vy (6.4.5)

schreiben 148t. Entsprechend zu dieser Aufteilung lassen sich die ein-
zelnen Teilmatrizen und -vektoren partitionieren, wobei jede Unterma-
trix eine (N*¥N)- Matrix ist und jeder Untervektor N Reihen besitzt:

A‘lu A1v ‘I u | v
A = , | = (6.4.6)
A2u A2v _l 2u I 2v
al 1T
a = . |1 = (6.4.7)
2 2
a ]
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Die hochgestelite 1 oder 2 deutet die Herkunft aus der ersten oder
zweiten Differentialgeichung (6.1.21/22, 6.2.10/11) an, beziehungsweise
der ersten oder zweiten Krifterandbedingung (6.1.24/25/27/28 ,
6.2.13/14). Auf eine Fallunterscheidung zwischen Ring- oder Scheiben-
element wird verzichtet, da die Zuordnung in den einzelnen Kapiteln
eindeutig ist. Im weiteren bedeutet ein tiefgestellter Index G, daB es
sich um das Galerkin- , ein tiefgestellter Index L, daB es sich um das
Least-Squares-Verfahren handelt.

6.4.1 Ringelement

Beim Ringelement miissen wir weitere Unterscheidungen treffen. Da
hier nicht nur die Krédfterandbedingungen der vorgegebenen Traktion
hergeleitet wurden, sondern auch die der vorgegebenen Folgelast, tei-
len wir die durch das Randintegral entstehenden Matrizen und Vektoren
weiter auf:

>
(1]

0
+
—‘

(6.4.1.1)

Unter Zuhilfenahme der zuvor eingefiihrten Abkilirzungen (6.4.3) erge-
ben sich im einzelnen:

Galerkin:
1“ -0 .
|G W IHk{U1O Hi+ugy Hie +uigHiz +uggHiez +uga Hier + uis Hizz } O
Q
v -
IG K S fHk{V" H|r+V12 le +V13H|rz+v14ler+v15H|ZZ} dQ
Q
(6.4.1.2)
2u  _
|G W S f Hk{u20H| +UpqH). +uppoHjz tusaHy o+ upg Hyrtuzs lez} dQ
9]
|2v -
G - f Hi{va1Hir +vooHiz +vagHyrz +vagHir + vasHz,} dO
N

1
le -({Hk<b1>d0

(6.4.1.3)
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2 -
e ° J Hk <b2> dn
Q
]
PGUM = IHk{USOHI*“mle*‘UsaHu} doQ
o0
v
Pow = .[Hk{V51H|r+V52H|z} don)
20 (6.4.14)
p2v - _rHk{ueoH|+ue1H|,-+usaH|z} doQ
Gkl 50
P 2v 2 fHk{v61H|,.+v62le} doq
G ki
aN
1
Pay =adek bs doQ
(6.4.1.5)
2
P, = JHkbsdon
o0
TGmk. = IHk{U30H|+U35H;r+u32le} doq
19!
)
TGvkl = a{)Hk{V31H|.—+V32H.z} doQ
(6.4.16)
2
TGukl = fHk{”4oHl*“41H|r+u42H 1z} doQd
o0
2
TGVH = fHk{V41le+V42H|z} doQ
N
1 -
to, © anHk by doQ
(6.4.1.7)

t2 = [Hebs don
o0



Least- Squares:

u -
| = J {{uso Hict ugy Hie ¥ uga Hie + Uiz Hicez * Uga Higer * Ugs Hiczz }
Q

{uo Hy+ugg Hip +uiaHiz +uggHyy +uggHir tugs Hyp )
+ {ugoHp+ Uz Hy+ upp Hiz +upg Hyp t uog Hyrr + uns Hyz,}

{ugoHj *ugiHy s Hy, *uzs "z FupgHir +ups lez}}dﬂ

v
I < J {{uio Hict ug Hie # uia His * Usg Mz + Ugg Hir + U5 Hizz )
Q

{vir Hie tvigHiz # Vg Hirg # vag Hie + vis Hizz }
+ {ugo Hit ugHi + UL 2 Hyz + Uz iz ¥ Upg Higer t U5 Hiczz}

{vorHir +vooHiz +vogHiz # vasHi + V25lez}} dQ

(6.4.1.8)

2u
Lk = J{tvis Her# vizHiz # Vi3 Hiez +V 16 Hier V15 Hiczz )
Q

}
{upo Hi+uy Hie+uiaH +ugH +ugHie +ugsHiz, )

+ {vo1Hir +VooHuz +VaaHyrz + VosHurr + VosHizz }

{ugoH| +uziHi +uzz Hiz *uaz Hyrz +Usg Hipr Huas Hizz } } dQ

2v -
Cw J v Hiet vazHie + via Hiez # Via Hier + V15 Hiczz )
Q

I
{vi Hip #viaHiz +vizHiez +vig Hip + visHizz )

+ {vo1Hur+ Voo Hez + vog Hyrp # Voa Hier ¥ Vs Hizz}
{vorHir +voo Hiz #+voa Hiez #voa Hir ¥ vas lez}} dQ

1
Lk = J{K<b> {uso Hic+ usy Hie # Uiz Hicz + Utz Hiez * Uta Hicrr * Uts Hiczz }

9]

+ {ba> {ugoHi+ ugqHir+ upp Hyz +Uusg Hirz+ Upg Hier + U2s szz}} dQ

(6.4.1.9)
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2
i = f{<b1> {vi1 Hert vz Hiz + vi3Hiez + Via Hier * VisHiaz }
Q
+ {ba> {vaiHir+ Voo Hiz * Vaz Hirz t Vo4 Hirr + Vas szz}}dﬂ
1u
Pl = J {{usoHi* ustHye+ usaHie Huso Hy + usgHi + usaHiz }
oN
+ {ugoHi+ ug1Hir * us2 sz}{UBOHI+u61le+u62le}}d‘aQ
v - { H
Pl = J {{usoHik+ usiHir* usaHiz Hv s1Hie + vsaHiz )
19
+ {ugoHi* ug1Hir + us2 sz}{V61HIr"’V62le}}d30
(6.4.1.10)
2
PLuk, = f {{V51Hkr*V52sz}{UsoH|TUs1le+U52H|z}_
+ {ve1Hkr *veaHiz} {ugoH) +ugiHi- *+ ug2 le}}daﬂ
2
P = J;){{V51Hkr+V52sz}{V51H|r+V52le}

+ {Ve1Hie +vezHiz} {ve1Hy +ve2 Hiz} } don

]
Pk = J{bs {usoHi+usiHy + usaHyz}
oN
+ bg {ugo Hi* ugt Hir + Us2 sz}}daﬂ

(6.4.1.11)

psz = f{bs {vsiHir+ vsaHikz} + bg{veiHir* ve2 ""kz}}d‘)Q
o0

T._1uk| = f{{uson+U31 Hyr+ usgHz HusoH) +uzHi- +uzaH;}

+ {UgoHict gt Hie+ Uaz Hi Hugo Hy +uggHi + uga Hiz } }don
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1
Tkal = f {{uaon+u31Hkr‘+u32sz}{V31le+V32H'z}
oQ)

+ {ugoHk* ugqHirtusp Hig Hv g Hi- +van an}}d o2

(6.4.1.12)

2
Luk = f {{V31 Hir* vaz Hiz H {uzo Hi + uaiHi- +uaz Hiz}
oQ

T
+ {varHir +vaoHia HugoH +ugqHy +ugp H|z}}d30

2v

Tiw =a{){{V31 Hir* Va2 Hiz Hva1Hir + vazHiz)

+ {varHir +vazHicHva Hi- + vz le}} doQd

[ad
It

L K J{ b3 {usoHi+uzsHir+usaHiz}
10)

+ ba {ugoHe* uaqHi* uaz sz}} doQ

(6.4.1.13)

Pad
L]

Lk J{ b3 {vatHir* vazHie}
oQ

+ ba{varHe+ vaz Hi )} don

Mit den bekannten Teilmatrizen und -vektoren lassen sich die Element-
steifigkeitsmatrizen beziehungsweise Knotenlastvektoren angeben. Fir
Galerkin und Least-Squares Verfahren sind die jeweiligen Anteile mit G
oder L zusammenzusetzen. Im gemischten Verfahren (5.3.2) ist die
Partitionierung (6.4.6/7) in der Form

1u 1v u v
AL Al. IG IG
A = , | =
2u 2v 2u 2v
AL AL IG ' G
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(6.4.1.14)
1 I 1
a G
a = , 1=
2 2
a | G
durchzufiihren.

6.4.2 Schelbenelement

Beim Scheibenelement haben die Teilmatrizen und -vektoren folgendes
Aussehen:

Galerkin:
PR fH {ugq H *ugsHy +uqgHiey +Uga Higo + Ugs H
e ° J k{ugg Hix v uggHy +uiaHigy +uig Hit uss Hyy b O

v ' ‘
et = JHV i Hck vig Hy +vigHig +vig Hioc+ vasHiy } 40

Q
(6.4.2.1)
2u  _
g5y = J HiluaiHituzaHiy #uzs Hiwy * uza Hie * uas Hiyy } 40
Q .
IZV - '
G Kl f Hk{V21 H|x+V22H|y +va3 HI><y +V24H|xx+V25Hlyy} dfd
QO
1
IGk = fHk<b1> dQ
Q
(6.4.2.2)
2
e, = JHk<b2>dn
Q
1 ,

of

1
AL = [ H{vaHc+vazHy, )} don
o0
(6.4.2.3)
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2
AGukl = fHk{u41H|x+u42H |y} don
oQ
. ,
aQ)
1 -
a., = JHkbzden
o)
(6.4.2.4)
2 ——
ac, = JHkbadon
a0
Least-Squares:

1u _
I = J Hic * Urz2 Hiy + U3 Hiey *+ Uga Hiot U1s Higyy }
Q

{uqg Hix*usa Hyy +uggHiy +ugg Hio + uisHy,y }
+ {ugqHiy + U2z Hiy + Uaz Higy + Uoa Hie + Uas Hiyy }

{ugqHix + Uz Hiy + Upz Hixy + Uza Hi+ Uzs Hyyy } } 400

v i
Lokl ({{{uﬁ Hioe + U1z Hiy + U1a Hicey * U1a Hice + U1s Hicyy }

|
{vit HetvigHy +viaHiy +VigHpot visHyy }
+ {ugyHyy + uza Hiy + U3 Hiey + U g Hie ¥ Uzs Hiyy }

{va1 Hix* vazHiy +VazHiy * VaaHixt VasHyy 1} d0

(6.4.2.5)

2u  _
L kI j{{V11'Hkx+v12Hky+V13Hkxy+v14Hkxx+V15Hkyy}
Q

|
{ugg He tuga Hyy +uggHigy Fugg Hig +uisHigy )

+ {vo1Hix + Voo Hiy *+VazHixy + VosHixx* VasHiyy }

{ugiHix + uza Hiy +uaz Hixy + Upa Hixx + Uas Hiyy } } dQ



_59_

2v  _
LW * J{tva Hix * V12 Hiy + Vaa Hiey +V1g Hiooe + V15 Higyy )}

{vis Hix * vigHiy + vz Hiy + v g Higet vis Hyy )
+ {vaqHuxt Voo Hiy + vz Higy* V24 Hiex ¥V 25 Hieyy }

{varHi* vaz Hiy + Va3 Hixy * Va4 Hixt Vas Hiy } } d0

1
W ° J{<0> {uny Hie + vz Higy # U3 Hicey * U1 Hioe + U1 Higgy }
9]
+ b {ugqHyx +uzz Hiy + Uzz Higey * Uzg Hiex * U2s Hkyy}} dQ

(6.4.2.6)

2
Lk = ({{<b1>{"11 Hix* V12 Hiy + V13 Hiy * V12 Hiex ¥ Vs Hieyy }
+ <{ba> {vaiHux+ Va2 Hky+V23Hkxy+V24Hkxx+VasHkyy}}d0

1
Al G J {{usiHi+ usaHiy HusiHi + usaHy }
0N
+ {UayHio* Uaz Hig HugrHic+usaHyy H}d o

1
ALVkl = a{) {{“31Hkx"' usz2Hyy vaqHy +v32H,y}

+ {ugqHex * gz Hiy HvagHic t vas Hyy }}d o0

(6.4.2.7)

2 .
ALuk| = f {{V31 Hkx"' V32Hky}{U31H|x+u32Hly}

+ {varHux *vazHuy HugqH Huaz Hly}}dan

2
A" J {{vai i+ vaz Hig HvarHi + vazHy )

+ {va1Hix +V42Hky}{v41H|x+V42H'y}} doQ)

]
a_, = J;){ bs {uziHix + uzzaHyy}
9
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+ b4 {U41 Hkx + Ugo Hky }} dofd
(6.4.2.8)

2
a = a{){ ba {va1Hux* vazHyy}

+ba {varHit vaz Hiy } } doq

Der Zusammenbau von Elementsteifigkeitsmatrix und Knotenlastvektor
erfolgt wie beim Ringelement.

6.5 Integration der Elementsteifigkeltsmatrizen und Knotenlastvekto-
ren

Da die Komponenten sowohl der Elementsteifigkeitsmatrizen als auch
der Knotenlastvektoren in Abhingigkeit der lokalen Koordinaten € und 3
formuliert sind, ersetzen wir zundchst die Volumen- beziehungsweise
Flaichenelemente d} und doQ) durch ihre lokale Form. Dazu wird aus
Termen der verallgemeinerten Jacobi-Matrix J (6.3.10) die Determi-
nante Det

Det = I\J11 J22 - J12 \J21| (6.5.1)

gebildet. Im Fall des Ringelementes gilt dann - unter Beriicksichtigung
der Rotationssymmetrie - die Beziehung

+ +
fda = [derdrdz = 2n [[rdrdz = 2= [ [r(E.n) Det dE dn
0 Q zr -1 -1 (6.5.2)

und beim Scheibenelement ergibt sich mit der konstanten Dicke d des
Elementes:

+1 +

fda = [dxdydz = d [[dxdy = d [ [DetdEdn 6.53)
0 Q y x -1 -1 ’

Zur Umformung der Randintegrale beschreiben wir die in der r-z bzw.
x-y Ebene verlaufende Randkurve durch ihre Bogenldange s, die durch

ds =/{dr2+ dza} , ds =~|/{dx2+ dy2} (6.5.4)
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mit den globalen Koordinaten verkniipft ist. Da fiir jede Randkurve ent-
weder £ oder n konstant sind, |48t sich aus (6.5.4) und (6.3.10) fol-
gender Zusammenhang zwischen ds und dE bzw. dn herleiten:

2 2
E = konst.: ds = /{J21 + Jza} dn

. i (6.5.5)
n= konst.: ds = }/{Jn * ‘J12} dg

Mit (6.5.5) ergeben sich dann fiir die Randterme die Beziehungen

E = konst. :

+
fdaﬂ = fqu:rds = 21tfrds 2w fr(n) -/{J: + JaZ} dy
oQ Ps -1

S

7 = konst. : (6.5.6)

+1

afﬁdaﬂ = ffdcprds = 21tfrds 2n fr(&) /{J,? + J,i}d&
Ps

s -1

fiir das Ringelement und im Fall des Scheibenelementes:

£ = konst. :

1
Jdoq = [[dzds =df ds df/{J:+J22}dn
oQ Zs s -1

N = konst. : (6.5.7)

+ 2 2
fdoa = [[dzds =dfds = df {Jy, + J12}cE
oN zs s -1

An dleser Stelle kdnnen auch die in den Koeffizienten der Randbedin-
gungen (6.1.26/29, 6.2.15) enthaltenen Komponenten des Normalen-
vektors bestimmt werden. GemaB /50/ ermitteln wir den Normalen-
vektor aus der Parameterdarstellung der Randkurve und niitzen dabei
aus, daB die Ableitungen der Kurvendarstellung nach dem Kurvenpara-
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meter gerade Komponenten der Jacobi-Matrix sind. Unter Beachtung
der Forderung, in den Randbedingungen jeweils die &duBere Normale
einsetzen zu miissen, erhalten wir fur den Normaleneinheitsvektor

n = [n,., nz]T , n= I:nx, ny ]T (6.5.8)

die Darstellungen:

n=-1 n = 1 > [J12 ’ ‘J11:|T

}/{Jj + J12}

E = +1: n= 71—2“‘ [Jga ’ 'J21]T
/{J21 +J22}

(6.5.9)

T e m— O
'/{J11 "'J12}

T
=1 ne—"—— [-dan. da]
1/{J21+J22} ’

Da sich die Elementsteifigkeitsmatrizen und Knotenlastvektoren in je-
dem Zeitschritt dndern, ist zur Berechnung ein numerisches Integra-
tionsverfahren notwendig. Die Integration von Polynomen |48t sich da-
bei im Gegensatz zu den Newton-Cotes-Formeln am effektivsten mit
der GauBschen Integrationsmethode (GauB-Quadratur) behandeln, da
dieses Verfahren bei n-Stiitzstellen Polynome bis zum Grad (2n- 1) ex-
akt integriert /51,52/.

Die Anzahl der zu einer hinreichend genauen integration nétigen Stiitz-
stellen 1dBt sich am besten beim Scheibenelement ermitteln. Unter der
vereinfachenden Annahme, daB x mit £ und y mit n zusammenfallen, ist
im Volumenintegral ein Polynom 6. Grades und im Randintegral ein Poly-
nom 5. Grades zu integrieren. Daraus folgt, daB die exakte Integra-
tion im Innern 4 Stiitzstellen pro Richtung benétigt und auf dem Rand 3
Stiitzstellen.

Beim Ringelement sind gebrochenrationale Funktionen zu integrieren,
die durch die Terme mit r im Nenner entstehen. In diesem Fall lassen
sich keinerlei weitere Abschdtzungen beziiglich der Anzahl der not-
wendigen Stiitzstellen angeben.

In den Beispielrechnungen hat sich herausgestellt, daB die mit 3 oder 4
GauBstiitzstellen pro Koordinatenrichtung erzielten Ergebnisse in den
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meisten Fillen ubereinstimmen. Bei einer viskoplastischen Analyse,
deren Berechnung eine relativ groBe Anzahl von Zeitschritten beinhal-
tet (vgl. Kapitel 7), ist es daher empfehlenswert, jeweils die in einer
elastischen Vorrechnung mit wahlweise 3 beziehungsweise 4 Stiitz-
stellen pro Koordinatenrichtung errechneten Ergebnisse zu vergleichen
und bei hinreichender Ubereinstimmung der Werte mit 3 Stiitzstellen
pro Koordinatenrichtung wegen der geringeren Rechenzeit zu integrie-
ren, anderenfalls mit 4 Stitzstellen (vgl. Bild 6.3).

Aufgrund der vergleichsweise groBen Anzahl von Stiitzstellen haben
wir noch ein Element mit 2 GauBpunkten pro Richtung vorgesehen. Die
Ergebnisse dieser reduzierten Integration werden in Kapitel 9.1.2
diskutiert. AuBerdem wird im Programm an den 4 Knoten der komplette
Spannungs- und Verfestigungszustand des Elementes berechnet. Dies
ist hinsichtlich einer moglichen Erweiterung auf Bruch- beziehungs-
weise Versagensanalysen von Vorteil.

Es ergeben sich folgende Gewichte und GauBpunktkoordinaten:

Stiitzstellen: Ey , 0, = Gewichte: wy =

a) M=3 Stiitzstellen pro Koordinatenrichtung

k=1: - 0.7745966692 0.5555555556
k= 2: 0.0 0.8888888889
k= 3: 0.7745966692 0.5555555556

b) M=4 Stiitzstellen pro Koordinatenrichtung

k=1: - 0.8611363116 0.3478548451
k= 2: - 0.3399810436 0.6521451549
k= 3: 0.3399810436 0.6521451549
k= 4: 0.8611363116 0.3478548451

c) M=2 Stiitzstellen pro Koordinatenrichtung
k=1: - 0.5773502692 1.0

k= 2: 0.5773502692 1.0

Beim Ringelement wird dann aus (6.5.2) und (6.5.6)

+1 +1

( )D d g %4 ( ) D
, t d =2 , t
21t:]; _J;l‘ E.n) Det dE dn Tfk_“_1WkW| r(€., n)) De I(Ek' -
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(6.5.10)
E = konst.:

<
.

2n fr(n) “/{J21 + Jza} dn =2mn Z Wi r ) */[J21 + Jza }I(
7 = konst. :

+1 2 2 2 2
2EIF(E)‘/{J11 +J12}dg=21t hZAWkr(Ek)'/{J‘“ +\J12}|(
i k=1 Ei)

und beim Scheibenelement gilt:

o M M
df fDetdEdn = d 2 2 wew Det
1 k=11=1 I(Ek' ny) 6.5.11)

+1 2 2 2 2
g = konst. : df '/{J21 + J22 } dT] d g Wi '/ {J21 + J22 }|( )
-1 k=1 Nk

M 2 2
1 = konst. : df}/{ 1-1-\112}dE dZwk/{J11+J12}|(E)
k=1 k

Alternativ zur hier verwendeten GauBpunktintegration ist es mdglich,
die konstanten Anteile der Steifigkeitsmatrizen analytisch zu integrie-
ren und deren Ergebnisse an die zugehorigen Stellen der Steifigkeits-
matrix bzw. des Knotenlastvektors einzutragen; wodurch der Rechen-
aufwand geringfligig vermindert wird. Wir verzichten darauf, weil einer-
seits dadurch die mit verschiedener Anzahl von GauBpunkten integrier-
ten Ergebnisse nicht mehr direkt vergleichbar sind und andererseits
infolge der unterschiedlichen Verfahren die kompakte Form des Pro-
grammsystems verletzt wird.
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> Q)
i + + + X + o+ + o+
J:-a- + +  +X
X + + + X
X+  + +  +X
+ + +
b 3
(-1, -1) (1, -1) (-1, -1) (1, ~1)
3%3 GAUSSPUNKTE 4%4 GAUSSPUNKTE
(-1, 1) (1, 1)

(-1, -1) (1, -1)
2%2 GAUSSPUNKTE

Bild 6.3: Lage der GauBpunkte
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7. Zeltintegration

Mit dem Ergebnis der im letzten Kapitel beschriebenen FE-Rechnung -
dem Geschwindigkeitsfeld v sowie dem Zustand aller FeldgréBen zum
Zeltpunkt t; - mussen die Geometrie und die ZustandsgroBen der nach-
folgenden Konfiguration ti+1 bestimmt werden. Das entspricht der
Integration des Stoffgesetzes um einen Zeitschritt At. Bei einem Ver-
gleich des hier vorliegenden viskoplastischen Stoffgesetzes mit dem
zugrundeliegenden elastisch-plastischen Modell /39/ beziiglich der
Schrittweiten zur reinen Stoffgesetzintegration, ist beim viskoplas-
tischen Modell eine etwa um das zehnfache kleinere Schrittweite nétig,
um die gleiche Rechengenauigkeit zu erlangen. Der Grund dafiir liegt in
dem steifen Differentialgleichungssystem der elastisch-viskoplastischen
Stoffgleichungen. Zur Veranschaulichung dient Bild 7.1, das den Verlauf
der Materialfunktion y® in Abhingigkeit der Uberspannung A bei Raum- -
temperatur zeigt. Im Gegensatz zum beim elastisch-plastischen Modell
fur die Anderung des Materials maBgebenden Tangentenmodul, der etwa
um einen Faktor fiinfzig zwischen Anfangs- und Endwert differiert,
steigt die GréBe von Y® in einem vergleichbaren Dehnungsbereich um vie-
le Zehnerpotenzen an. Dieser Sachverhalt erfordert daher eine eingehen-
de Untersuchung verschiedener Integrationsverfahren hinsichtlich threr
Eignung fiir das vorliegende Differentialgleichungssystem.

6 _ ¥® [10E-4 1/s]

20 40 60

A MPa Bild 7.1: Uberspannungsfunktion

7.1 Explizite Verfahren

Aus dem Geschwindigkeitsfeld v sind iiber die Gleichungen (4.1) und
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(4.2) die Verzerrungs- und Rotationsgeschwindigkeiten bekannt und
mit den ebenfalls vorliegenden ZustandsgréBen werden dann durch die
Gleichungen (4.5 - 4.7) die Spannungs- und Verfestigungsgeschwin-
digkeiten ermittelt. Zur Integration bieten sich zunidchst explizite
Verfahren an, deren Vorteile gegeniiber den impliziten in der direkten
Integration des Differentialgleichungssystems liegen ohne vorherige
Losung eines nichtlinearen Gleichungssystems. Da Galerkin- und
Least- Squares-Verfahren auch die Ortsableitungen der Spannungen
und Verfestigungen bendtigen, sind deren Geschwindigkeiten ebenfalls
an jedem GauBpunkt zu integrieren (vgl. Anhang 1). Um zu einer ubersicht-
lichen Darstellung zu kommen, fassen wir alle Spannungs- und Ver-
festigungsgeschwindigkeiten zu einem Vektor y' zusammen, so daB das
vorgelegte System die Form

y, =y (kb y,im) =y (L .y im) (7.1.1)

besitzt. Dabei sind D und W in L zusammengefaBt und im Vektor m be-
finden sich die zum betrachteten Zeitpunkt giiltigen Werte der im
Stoffmodell enthaltenen Materialfunktionen. Im einfachsten Fall kénnte
(7.1.1) mit der Polygonzugmethode

Y., = ¥, *Aty | (712)

integriert werden, was aber wegen des steifen Systems ein aussichts-
loses Unterfangen ist und trotz einer um das Zehnfache kleineren
Schrittweite gegeniiber derjenigen der Trapezformel nicht zur stabilen
Integration fihrte. Aus der Vielzahl méglicher expliziter Integrations-
verfahren wiahlen wir das klassische Runge-Kutta-Verfahren mit der
Konsistenzordnung 4 und einen auf Fehlberg /38/ zuriickgehenden An-
satz mit der Konsistenzordnung 8 aus. Beide Verfahren lassen sich
einbetten in die allgemeine Darstellung

e, =y L,y im)

92 = y (Li*82At ! yi + At 82191 ;mi+82At)
(7.1.3),

O™ ¥ (Liys ag ¥t AtIBmi @t B me1 O] im 5 ay)

Yiug T Y, H Aty @ by 0 vy 0 )
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wobei man von einem m-stufigen Verfahren spricht.
Das Runge-Kutta-Verfahren ist 4-stufig und die Koeffizienten B, ¥ und
3 lauten:

52=83=% . 84= 1

B21= B3z = ;— v Baz=1 (7.1.4)
= =1 = =1

Yi Y T8 Y27Y3 T3

Die umfangreiche Auflistung der Koeffizienten des 13-stufigen Algo-
rithmus nach Fehlberg befindet sich z. B. in /57/.

Ein entscheidender Nachteil der expliziten Verfahren vom Typ (7.1.3)
besteht darin, daB aus dem aus der FE-Rechnung ermittelten Ge- .
schwindigkeitsfeld lediglich der Geschwindigkeitsgradient beziehungs-
weise die Verzerrungs- und Rotationsgeschwindigkeiten zum Zeitpunkt
t;, nicht aber zu den in (7.1.3) geforderten Zwischenzustianden t;, +
3mAt bekannt sind. Wir setzen deshalb nadherungsweise:

Lagag ® b+ i=tom (7.1.5)

Die Wirkung dieser Naherung laBt sich am besten am homogenen Bei-
spiel des spannungsgesteuerten Zugstabes diskutieren, wo die Ver-
zerrungsgeschwindigkeiten nicht konstant sind. Mit dem Elastizitdts-
modul E ergeben sich die Gleichungen

v = E{D, + ¥(5)y0(A)

E{D

. e - 2731 yo) (7.16)

. 2
v .= E{D .+ /() v0A)

bei Zug in z-Richtung. Aus der FE-Rechnung folgen nun zum Zeitpunkt
Y

T N T s 0 (7.1.7)

mit Zahlenwerten in der GréBenordnung von 10712,

Mit (7.1.5) wird an jedem Zwischenzustand die urspriingliche Verzer-
rungsgeschwindigkeit in (7.1.3) eingesetzt, wahrend sich die Zu-
standsgréBen und damit auch die Materialfunktionen andern. (7.1.7)
wird also an allen Zwischenzustanden t; + 3mAt verletzt und zwar
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infolge (7.1.6) derart, daB die Summe der drei Spannungskomponenten
gleich der &duBeren Zugspannung ist, jedoch die Differenz zwischen
duBerer Spannung und t,, jeweils zur Hilfte t.. beziehungsweise t
zugeschlagen wird.

Dieser Effekt |1aBt sich mit kleineren Schrittweiten reduzieren, aber die
dabei anfallenden Fehler liegen dennoch bei realistischen Werten von At
im Bereich von 1 - 2%, wenn man den Zugstab bis zur 3-4fachen FlieB-
spannung belastet.

Der Vergleich beider Verfahren liefert bei sehr kleinen Schrittweiten
quantitativ kaum Unterschiede in den Ergebnissen und aus diesem Ge-
sichtspunkt ist das Runge-Kutta-Verfahren dem wesentlich aufwendi-
geren Fehlberg-Algorithmus vorzuziehen. Beachtet man aber zusitzlich
die besseren Stabilitdtseigenschaften des Fehlberg-Verfahrens bei der
Integration des steifen Differentialgleichungssystems, das auch Rech-
nungen mit verhidltnismdBig groBen Schrittweiten aus ingenieurmaéBiger.
Sicht noch hinreichend genau integriert, wahrend in diesem Bereich ei-
ne Integration mit dem Runge-Kutta-Verfahren nicht mehr stabil er-
folgt, so solite insgesamt gesehen der gréBere Rechenaufwand des
Fehlberg-Verfahrens durchaus in Kauf genommen werden.

Zwei weitere Verfahren vom Typ (7.1.3) /54, 55/, die besonders giin-
stige Stabilitdtseigenschaften besitzen und von der Konsistenzordnung
5 und 6 sind, verbessern die Ergebnisse nicht gegeniiber dem Verfah-
ren von Fehlberg, da auch dort der Genauigkeit infolge (7.1.5) Grenzen
gesetzt sind.

Nach der Integration der ZustandsgréBen mit expliziten Verfahren
verbleibt die Ermittlung der neuen zum Zustand t;,4 gehérigen Geome-
trie. Da wir durch die Naherung (7.1.5) den Geschwindigkeitsgradienten
wihrend des gesamten Zeitschrittes als konstant annehmen, muB dies
auch fiir das Geschwindigkeitsfeld gelten, woraus sich die neue Konfi-
guration durch die Polygonzugmethode aus der alten bestimmt:

PP

X j+1 = X, HAtu
(7.1.8)

Y41 = Y, ALV,

Der Laufindex k erstreckt sich iiber alle Freiheitsgrade der Struktur.

7.2 Implizite Verfahren

Im Gegensatz zur expliziten Integration erreicht man mit impliziten
Verfahren der gleichen Stufe m eine wesentlich hohere Konsistenzord-
nung (bis zu 2m) /56/ und auBerdem sind die Stabilitdtseigenschaften
dieser Verfahren im allgemeinen besser. Der Nachteil aller impliziten



- 70 -

Verfahren besteht darin, daB die unbekannten Vektoren g, in (7.1.3)
anders als bei den expliziten Verfahren nicht direkt ermittelt werden
konnen, sondern implizit miteinander verkniipft sind, woraus sich in
jedem Zeitschritt und an jeder GauBstiitzstelle die Notwendigkeit der
Lésung eines nichtlinearen Gleichungssystems ergibt.

Das einfachste implizite Verfahren ist die rlickwdrts genommene Eu-
lerformel,

e =y LY my)
(7.2.1)

y'+1=yl+Atp=yl+Aty'(L m .

41 Yier? 1

die die Konsistenzordnung 1 genau wie (7.1.2) besitzt, aber weitaus
giinstigere Stabilititseigenschaften aufweist. Insbesondere ist (7.2.1)
stark absolut stabil. Die Begriffe stark stabil, absolut stabil und stark
absolut stabil /56/ sind im Rahmen der Integration steifer Differen-
tialgleichungen von groBem Interesse, da damit charakterisiert wird, ob
ein numerisches Integrationsverfahren, von der Frage der Konvergenz
gegen die Lésung ganz abgesehen, iiberhaupt in der Lage ist, qualitativ
ein Anwachsen oder Abklingen der steifen Komponenten des Systems
richtig wiederzugeben.

Verfahren mit der Konsistenzordnung 2 lassen sich gewinnen aus der
allgemeinen Form

e, =y L,y im)
92= y. (LI+8A1'. 'yi+AtB°1;m‘+8At) (7.2-2).

Yiug = ¥, + Aty 0+ Y,0,)

wobei die Koeffizienten gewissen Bedingungsgleichungen geniigen mius-
sen, die sich aus dem Taylorabgleich ergeben:

Yt¥, =1, v, %0

(7.2.3)

- = _1
8-3-272

Die implizite Trapezformel (Verfahren von Heun) erhidlt man durch dle
Wahl von



Y,=72=-;—.8=B=1 (72.4)

und es ergibt sich folgende Beziehung:

At
y.. y. + 5 (0 +0,)
T2 2 (72.5)

))

i+1 'yl+1 ;m|+1

yl+%(y'(Ll.yi ;m) +y (L

(7.2.5) ist absolut stabil. Ein weiteres in (7.2.2) enthaltenes Verfah-
ren ist die Mittelpunktregel, bei der v, = O gewdhlt wird und dann aus
Y, = 1 die restlichen Koeffizienten folgen. Wir wollen hier nicht weiter
darauf eingehen, sondern noch ein Verfahren diskutieren, dessen Koef-
fizienten sich aus der Minimalforderung des fiihrenden Fehlergliedes
beim Taylorabgleich ableiten lassen (Optimal-Regel). Dort gilt:

72 = % . 71 = % . 8 = B = % (726)
1 (7.2.7)
Yo = ¥, At(Fe+30,) ,

. . . 2 .
y,*atly (L.,y,;sm) +y (L'%At,yla*-g-AtO,.mH%M) )

Wiirden wir zur Losung der impliziten Gleichungen (7.2.1), (7.2.5) und
(7.2.7) die Niherungsannahme eines iiber das gesamte Zeitinkrement
konstanten Geschwindigkeitsgradienten beibehalten, so wiren die
Ergebnisse mit den gleichen Fehlern behaftet, wie bei den expliziten
Verfahren. Um diese Ungenauigkeit zu vermeiden, formulieren wir die
impliziten Verfahren in einer Prédiktor-Korrektor-Technik, wobei als
Pradiktor jeweils die Polygonzugmethode (7.1.2) gewiahit wird. Wir
erhalten dann nacheinander die folgenden Verfahren:

Pradiktor :

Polygonzugmethode:

0 :
Yier = ¥, + ALY,

Korrektor :
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Euler -Ruckwarts:

Yiuq = ¥, ALY (L.+1.y,°+, -mio,,,) (7.2.8)
Trapezformel:
Yy =¥ 1 M(y L.y, :im)+y "-.+1'Yi+1- o)) (729)
Optimal-Regel:
Vi1 =.yl+At(y'(Ll'yl;mi) (7.2.10)

.,,0 . 0
* 3y (Li+%At'yi+%Aty (Li’yi;mi);mi-o-%At))

Bei der Optimal-Regel (7.2.10) ist der Pradiktor nur iliber zweidrittel
des Zeitschrittes auszuflihren.

Im ersten Schritt wird aus dem aktuellen Zustand t; durch Anwendung
des Pradiktors eine Naherung der ZustandsgroBen fur tieq (yhq, miyq)
ermittelt. Mit diesen gendherten Werten wird dann ein kompletter FE-
Schritt ausgefiihrt, aus dessen Geschwindigkeitsfeld der Geschwin-
digkeitsgradient L°i+1 folgt, der anschlieBend in den Korrektorschritt
einzusetzen ist.

Im Fall der Trapezformel und der Optimal-Regel wird mit dem ersten
Korrektorschritt die Konsistenzordnung des Korrektors erreicht. Wir
haben zu Testzwecken einen zweiten Korrektorschritt nachgeschaltet,
der aber nur bei der riickwiarts genommenen Euler-Formel eine Ver-
groBerung der maximal zulissigen Schrittweite und damit eine Verbes-
serung der Ergebnisse nach sich zog.

Mit der in einer Pradiktor~Korrektor-Form mit einem zweiten FE-
Schritt durchgefilhrten Zeitintegration, der nicht mehr die Niherung
(7.1.5) zugrundeliegt, 1iBt sich der spannungsgesteuerte Zugversuch
bei ausreichend kleinen Zeitschritten exakt nachrechnen und man
erhilt die Spannungskomponenten t.. und tg, in der GréBenordnung
von 10-1,1 woraus ersichtlich ist, daB sich im Verlauf der Rechnung
selbst bei dem steifen Differentialgleichungssystem kaum Fehler ak-
kumuliert haben.

Die Berechnung der neuen Geometrie wird hier mit dem jeweils gleichen
impliziten Verfahren durchgefiihrt, wobei im Pradiktorschritt die erste
Niherung der neuen Konfiguration zu bestimmen ist und das Ergebnis
anschlieBend mit dem Korrektor verbessert wird. Daraus resultieren
analog zu (7.1.8):
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Pradiktor :

0 0
X ie1 = X, YAty v Vi iet T Y, T AL Vi,i

Korrektor :

Euler -Riickwarts :

_ 0 _ 0
Xet = X, FAV UL s Y e T YR T ALY
(7.2.11)
‘Trapezformel:
_ 1 o
Xk, iv1 = Xk, +'§At{“k,| +uk,i+1}
(7.2.12)
_ 1 0
Yisiet = Yt sat{v, [ +v, )
Optimal-Regel:
- 1 0
X et = X g dt{ug +3uk,i+-%—At}
(7.2.13)

- 1 0
Yi,iv1 = Vi + gty +3Vk.i"f23‘At}

Auch in (7.2.13) ist die Rechnung des Pridiktors wieder nur iiber zwe‘i—‘
drittel des Zeitschrittes auszufihren.

7.3 Vergleich der Verfahren - Bemessung der Schrittweilte

Eine globale Aussage zu treffen iber zuldssige Schrittweiten fiir die
einzelnen Verfahren ist sehr schwierig, da die Materialdaten jeweils
fir einen ca. 600 Grad Celsius groBen Temperaturbereich angepaBt
sind und sich die Parameter der Materialfunktionen dabei erheblich
andern. Wir gehen davon aus, daB sich die bei Raumtemperatur getroffe-
nen Aussagen infolge des dort groBen Exponenten in der Materialfunk-
tion Y@, der fiir das enorme Anwachsen dieser Funktion verantwortlich
ist, auf den gesamten Temperaturbereich libertragen lassen.

Wie bereits in Kapitel 7.2 erwidhnt, wird der spannungsgesteuert be-
lastete Zugstab mit den impliziten Verfahren bei hinreichend kleinen
Schrittweiten numerisch exakt integriert. Bei systematischer Ver-
groBerung der Schrittweiten treten bei allen Verfahren kritische Zeit-
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inkremente auf, ab denen die Rechnung instabil wird und anschlieBend
abbricht. Bei Belastung ergeben sich fiir die einzelnen Verfahren fol-
gende kritische Spannungszuwidchse, die im ungiinstigsten Fall pro
Zeitschritt nicht iiberschritten werden diirfen, um eine stabile Zeitin-
tegration zu gewdhrleisten:

Euler - Rlickwirts : Ac < 0.067 MPa

(7.3.1)
Trapezformel, Optimal- Regel: Ac < 0.1 MPa

Es zeigt sich, daB die riickwédrts genommene Eulerformel gegeniiber
den beiden anderen Verfahren deutlich geringere Schrittweiten bens-
tigt, obwohl die in (7.3.1) gewonnenen Ergebnisse fiir dieses Verfahren
mit 2 Korrektorschritten erreicht wurden. Trapezformel und Opti-
mal-Regel sind jeweils mit einem Korrektorschritt durchgefiihrt wor-
den.

Aus (7.3.1) kann mit der konstanten Spannungsgeschwindigkeit o° lber
die Beziehung

= Ao
PR

Aty . = (7.3.2)

das kritische Zeitinkrement bestimmt werden.

Da in das Argument A der Materialfunktion y® im wesentlichen die 2.
Invariante des Spannungszustandes eingeht, wird (7.3.2) in folgende
Form umgeschrieben:

Aty = {(5) —8e— (7.3.3)

Je' e

Bei einer Verallgemeinerung auf beliebige Strukturen ist von der Glei-
chung (7.3.3) Gebrauch zu machen, wobei die kritische Schrittweite an
der Stelle des Korpers zu bestimmen ist, die zuerst plastiziert und
zwar zum Zeitpunkt des Auftreffens auf die FlieBfliche. Numerisch
geschieht dies an derjenigen GauBstiitzstelle, die zuerst plastiziert.

Da die kritischen Spannungszuwidchse bei einem realen ProzeB zu eini-
gen hundert beziehungsweise zu mehreren tausend Zeitschritten fiih-
ren kénnen, wurde zusitzlich ein von Lindberg /58,59/ vorgeschlage-
ner Glattungsalgorithmus fiir die Trapezformel getestet, der in folgen-
der Form durchzufihren ist:

~

y, =V,
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;l+1 = ;l+ A2_t(y.“'l';l im,) +y.(Li+1';l+1;ml+1))

;H-Z = ;|+1+ %(y. (Li+1’;i+1 im Yy (Li+2';l+2;ml+2))
Yie1 T %(yl +2;|+1+9’|+2) (7.3.4)

Der gesuchte Zustand zum Zeitpunkt t;.y wird berechnet durch eine
Mittelung aus aktuellem Zustand t; und Nidherungen y der beiden da-
rauffolgenden Zustinde. (7.3.4) erhsht den kritischen Spannungszu-

wachs der Trapezformel um 10%. Beriicksichtigt man aber, daB zur
Berechnung des neuen Zustandes mit dem Glédttungsalgorithmus in
jedem Schritt eine zusitzliche FE-Analyse auszufiihren ist, weil eine
Abschidtzung fiir t;,o bendtigt wird, so wird deutlich, daB damit kei-
nerlei Zeitgewinn verbunden ist. Negativ kommt hinzu, daB die Glattung
zusitzlichen Speicherplatz in der GréBe eines kompletten Zustandes
erfordert.

Die Berechnung des spannungsgesteuert belasteten Zugstabes mit den
beiden expliziten Verfahren bei zugrundeliegender kritischer Schritt-
weite der Trapezregel fiihrt auf folgende Abweichungen gegeniiber der
exakten Lésung (dreifache FlieBspannung):

Runge-Kutta: -2.3%

Fehlberg : - 1.65%

Interessant ist das Verhalten der expliziten Verfahren bei VergréBe-
rung der Schrittweite. So wachst beim Algorithmus von Fehlberg we-
gen seiner hohen Stabilitdtseigenschaften der Fehler bei der fiinf-
fachen kritischen Schrittweite der Trapezformel lediglich auf 8% an,
wiéhrend das Runge-Kutta-Verfahren dann bereits instabil integriert.
Bei einer Auswahl der vorgestellten Integrationsverfahren bietet sich
von den impliziten Verfahren die Trapezformel an, wdahrend bei den ex-
pliziten der Algoritmus von Fehlberg trotz des gréBeren numerischen
Aufwandes wegen seiner besseren Stabilitatseigenschaften dem Run-
ge-Kutta-Verfahren vorzuziehen ist.

Eine Wahl zwischen Trapezformel und Fehlberg-Verfahren wird neben
der GroBe der vorgelegten und zu analysierenden Struktur auch durch
die Forderungen nach méglichst genauer Rechnung und méglichst ge-
ringer Rechenzeit beeinfluBt. Unter dem ausschlieBlichen Gesichts-
punkt der Genauigkeit der Zeitintegration ist die Trapezformel mit dem
zugehdrigen Algorithmus (7.2.9/12) eindeutig vorzuziehen. Fiir den Fall
von Systemen mit maBiger Anzahl von Freiheitsgraden, wie in den Bei-
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spielrechnungen, ist ebenfalls die Trapezformel giinstiger, da der
zusitzliche FE-Schritt, d.h. Zusammenbau der Gesamtsteifigkeitsma-
trix und Losung des Gleichungssystems weniger Zeit beansprucht, als
die Integration mit dem aufwendigeren Fehlberg-Verfahren. Wihrend
bei gréBer werdendem System die Anzahl der GauBpunkte und somit die
Dauer der Zeitintegration in etwa linear zunehmen, steigt die zur
Lésung des Gleichungssystems erforderliche Zeit mehr als quadratisch
mit der Zahl der Unbekannten an. Deshalb wird fiir Systeme mit einer
groBen Anzahl von Unbekannten die Rechenzeit bei Wahl des Fehi-
berg-Verfahrens geringer als mit der Trapezformel sein, da dort nur
einmal pro Zeitschritt das Gleichungssystem zu ldsen ist. Aus inge-
nieurmaBiger Sicht sollte die Wahl des Fehlberg~Verfahrens trotz der
geringeren Genauigkeit dann aber kein Problem darstellen, denn es
bleibt zu bedenken, daB im allgemeinen die aus der Ortsdiskretisierung
folgenden Spannungen bereits mit Fehlern behaftet sind, die oftmals
wesentlich groBer sind als diejenigen, die aus einer mit dem Fehlberg-
Verfahren durchgefiihrten Zeitintegration resultieren.

AbschlieBend sei angemerkt, daB die Anwendung eines Mehrschrittver-
fahrens in Form eines Adams-Bashforth FPrédiktors und eines Adams-
Moulton Korrektors, wobei die Anlaufwerte mit dem Runge-Kutta-Ver-
fahren ermittelt wurden /60/, gegeniiber der Trapezformel wesentlich
schlechter abschneidet, insbesondere weil der Speicherplatzbedarf der
Mehrschrittverfahren ungleich gréBer ist und deshalb die Behandlung
gréBerer Systeme nicht mehr alleine im Arbeitsspeicher durchgefiihrt
werden kann, was wegen der Plattenzugriffszeiten zu einer erheblichen
Verldangerung der Rechenzeiten fiihrt. AuBerdem ist der Adams-Bash-
forth Pradiktor wegen seines stark anwachsenden Restgliedes extrem
instabil, so daB auch hiermit keine VergroBerung der kritischen
Schrittweiten erreicht werden kann.
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8. Allgemeine Angaben zur Programmierung

Die verschiedenen Programme zur Spannungs- und Verformungsanaly-
se wurden auf einem Personal-Computer entwickelt und sind dort
komplett einsetzbar. Die Programmierung erfolgte aber immer so
maschinenunabhingig wie méglich, um jederzeit eine rasche Implemen-
tierung auf einer GroBrechenanlage zu ermdglichen, weil im allgemei-
nen die Berechnung viskoplastisch deformierbarer Strukturen sehr re-
chenzeitintensiv ist und daher von einem GroBrechner besser bewiltigt
wird.

Der gesamte Rechengang ist in drei groBere Blocke aufgeteilt:

— Aufbereiten der Struktur und des Materialgesetzes; Wahl des
gewiinschten FE-Verfahrens und der Zeitintegration; Organi-
sation und Erstellung der Inzidenztafeln sowie Einarbeiten von
geometrischen und natiirlichen Randbedingungen;

— Aufbau der Gesamtsteifigkeitsmatrix und des Knotenlastvek-
tors; Losen des linearen Gleichungssystems;
Ermittlung der neuen ZustandsgroBen durch Zeitintegration;
Optional: Einarbeiten neuer Randbedingungen (etwa bei Krie-
chen oder Relaxation);

— Verwaltung der Ergebnisse;

Die Aufbereitung der Struktur, d.h. die Diskretisierung erfordert we-
gen des isoparametrischen Ansatzes (6.3.4) nicht nur die Angabe der
Knotenkoordinaten der einzelnen Elemente, sondern auch deren Ablei-
tungen nach den lokalen Koordinaten € und 3 (6.3.8). Da jede Element-
kante in ihrer Parameterdarstellung ein Polynom dritten Grades in der
zugehodrigen lokalen Koordinate ist, werden in einem Algorithmus &dhn-
lich einer Splineinterpolation durch Hinzunahme zweier zusitzlicher
Punkte zu den Knotenkoordinaten oder durch die Angabe von zwei zu-
sdtzlichen Steigungen die gewiinschte Form der Kante entsprechend
der zu berechnenden Struktur erzeugt und die gemaB (6.3.8) erfor-
derlichen geometrischen Beziehungen ermittelt. Durch diese - interak-
tiv programmierte - Interpolation lassen sich auch gekriimmte Beran-
dungen ohne allzu groBen Aufwand beschreiben (vgl. Kap. 9.2,9.5). Die
zugehdrigen Inzidenzen werden nach Angabe aller Lagerungsbedingun-
gen durch ein Programm aufgebaut.

Durch die Vorgabe der gewiinschten Temperatur werden alle zugehori-
gen Materialparameter im Programm bestimmt. AuBerdem sind ver-
schiedene isotrope Verfestigungsfunktionen g(x) implementiert, die
zum Testen des Stoffgesetzes anhand von inhomogenen Problemen
wahlweise eingesetzt werden kénnen.

Der Einbau von geometrischen Randbedingungen mit nicht verschwin-
denden Geschwindigkeiten erfolgt nicht iber ein Penalty- Verfahren, in
dem die zugehérige Steifigkeit erhdht wird, sondern durch Kondensa-
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tion der Steifigkeitsmatrix und entsprechende Modifizierung des Knoten-
lastvektors.

Die Verwaltung der Komponenten der Steifigkeitsmatrix erfolgt mit
dem Skyline-Verfahren, das die Bandstruktur der Matrix ausnutzt.
Durch die bei den Verfahren der gewichteten Residuen auBer beim
Least-Squares-Verfahren vorhandene Asymmetrie der Matrizen war
es notwendig, eine gegeniiber /61/ erweiterte Abspeicherung zu pro-
grammieren, die jeweils ausgehend vom Diagonalelement sowohl die
Siule der zugehdrigen Spalte als auch die der zugehdrigen Zeile be-
riicksichtigt. Ein entsprechend dieser Abspeicherung arbeitender
Skyline-Loser fiir unsymmetrische Matrizen |16st anschlieBend das ent-
stehende Gleichungssystem. Die Invertierung der verallgemeinerten Ja-
cobi-Matrix (6.3.10) ist per Hand ausgefiihrt worden und direkt im
Programm eingebaut. Dadurch entfillt die numerische Matrixinvertie-
rung an jedem GauBpunkt.

Neben einer Klartextausgabe der Verformungen sowie Spannungen und
Verfestigungen mit allen Ortsableitungen fiir alle Elemente sind 3 Plot-
programme vorhanden, mit denen wahlweise

- das Verschiebungsfeld

- eine Spannungs- oder Verfestigungskomponente uber der
Struktur

- eine Spannungs- oder Verfestigungskomponente langs einer
Linie mit £= konst. oder n = konst. durch die Struktur

zu verschiedenen Zeitpunkten dargestellt werden kénnen. Ein weiteres
Programm ermdoglicht die Darstellung einer beliebigen ZustandsgroB8e
an einem GauBpunkt der Struktur als Funktion der Zeit.

Ferner wird in der Eingabe festgelegt, zu welchen Zeitpunkten Ergeb-
nisse produziert werden sollen. Es ist dann jederzeit mdoglich, von ei-
nem bekannten Zustand t; das Programm neu zu starten und weiterzu-
rechnen. Dadurch lassen sich die Rechenzeiten erheblich verringern,
weil die Maoglichkeit der Wahl unterschiedlicher Zeitschrittweiten
besteht, was im vorliegenden Stoffmodell besonders bei Relaxations-
oder Kriechprozessen von Vorteil ist.

Sowohl Ring- als auch Scheibenelement erfiillen mit dem sechzehn- wie
auch dem zwdlfgliedrigen Ansatz den von Irons in /62/ postulierten
Patch-Test.
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9. Vergleichsrechnungen

Wir vergleichen die verschiedenen Finite-Elementformulierungen an-
hand von Beispielrechnungen, fiur die im elastischen Bereich eine ana-
lytische Ldsung vorliegt. Besondere Beachtung findet dabei die Analyse
der Spannungen und hier wiederum der Randbedingungen, da in aller
Regel auf dem Rand des Korpers die maximalen Spannungen auftreten.
Auf die Darstellung des Verschiebungsfeldes wird uberwiegend ver-
zichtet, well die gréBeren Abweichungen der FE-Ldsungen gegeniiber
der strengen Losung in den Spannungen auftreten.

Das dickwandige Rohr unter Innendruck als Komponente eines Rohrlei-
tungssystems wird in der Kraftwerkindustrie oftmals stellvertretend
fur die gesamte Struktur untersucht.

Die dickwandige Kugel wird als Behélter vor allem in der chemischen
Industrie eingesetzt, so daB auch dieses Beispiel von technischem In-
teresse ist.

Als Beispiele fir das Scheibenelement wird die Scheibe unter einer
vorgegebenen Geschwindigkeitsbelastung betrachtet, die bei elasti-
schem Materialverhalten eine reine Biegung hervorruft. Im Bereich
inelastischer Deformationen kénnen das Relaxationsverhalten und
mégliche Spannungsumlagerungen bei festgehaltener Verformung be-
obachtet werden. AbschlieBend werden noch die Kragscheibe und die
Scheibe mit Loch untersucht, letztere vor allem wegen der Spannungs-
uiberhshung in der Umgebung des Lochrandes.

Allen Beispielrechnungen liegen die Materialdaten des austenitischen
Stahls SS 304 bei Raumtemperatur (20 Grad Celsius) zugrunde.

9.1 Das dickwandige Rohr unter Innendruck
9.1.1 Elastische Verglelchsrechnungen

Vorab wird fur alle elastischen Vergleichsrechnungen folgende Verein-
barung getroffen: )

gestrichelte Linie = analytische Lésung

durchgezogene Linie = FE-L&sung
Die analytische Lésung im elastischen Bereich fiir das in Bild 9.1 dar-
gestellte und allen Beispielrechnungen zugrundeliegende System findet
sich in /63/und lautet:

PR

Ra
\\
, Bild 9.1: Dickwandiges Rohr
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(9.1.1.1)

0

p; = 60.627 MPa , =2 = 3

Als Innendruck p; wird der Wert gewihit, der mit den gegebenen Mate-
rialdaten den Innenrand zum Erreichen der FlieBgrenze bringt und das
Verhiltnis von AuBen- zu Innenradius sei 3. Wir verzichten auf die
graphische Darstellung der iiber den Radius konstanten Spannungs-
komponente in axialer Richtung, werden aber die maximalen Abweichun-
gen von der exakten Ldsung angeben. Wegen der speziellen Lagerung
und dem Zusammenfallen der Richtungen der lokalen mit den globalen Ko-
ordinaten entfallen die zusé&tzlichen Freiwerte des 16~ gegeniiber dem
12-gliedrigen Ansatz, so daB die Ergebnisse beider Ansitze fiir dieses
Beispiel identisch sind.

Bei der graphischen Darstellung kdnnen zudem wegen der Ubereinstim-
mung der lokalen und globalen Koordinaten auch die an den GauBpunk-
ten bekannten Ableitungen der Spannungen nach den globalen Koordi-
naten mit eingebracht werden, so daB von GauBpunkt zu GauBpunkt 4
Informationen vorliegen, die eine kubische Splineinterpolation ermégli-
chen.

Die einzelnen Verfahren sind durch folgende Kiirzel gekennzeichnet:

GaGa = Galerkin-Verfahren im Inneren des Kérpers und fiir die
Randbedingungen (5.1.5)

LsLs = Least-Squares-Verfahren im Inneren des Kérpers und
fur die Randbedingungen (5.2.3)

GalLs = Galerkin-Verfahren im Inneren und Least-Squares-Ver-
fahren auf dem Rand (5.3.2)

Die Bilder 9.2 und 9.3 zeigen die Spannungsverldufe der verschiedenen
Verfahen bei Wahl von 3 bzw. 4 GauBpunkten und einem Element in
radialer Richtung mit gleichverteilter Geometrie. Im Vergleich der
Verfahren untereinander liegen die Ergebnisse von Gals mit Abstand
am besten zur strengen Losung. Die maximale Abweichung der Radial-
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spannung an einem GauBpunkt betrigt 9 MPa, was bezogen auf den
Wert der Umfangsspannung am Innenrand 12% ist. Besonders deutlich
wird der Unterschied am Innen- und AuBenrand des Rohres. Wahrend
die Abweichungen vor allem des Least-Squares- aber auch die des
Galerkin-Verfahrens relativ groB sind, weicht GaLs am Innenrand so-
wohl bei der Umfangs- als auch der Radialspannung um weniger als 1.5
MPa von den exakten Werten ab. Am AuBenrand betragen die Fehler bei
der Umfangsspannung weniger als 0.1 und bei der Radialspannung so-
gar weniger als 0.00001 MPa.

Abgesehen von der Umfangsspannung bei LsLs sind die Ergebnisse der
einzelnen Verfahren mit 3 bzw. 4 GauBpunkten identisch und wir wer-
den uns im folgenden auf die Darstellung der Rechnungen mit 3 GauB-
punkten pro Koordinatenrichtung beschrinken.

Bei der Rechnung mit 2 gleichverteilten Elementen (Bild 9.4) fillt zu-
nidchst bei allen Verfahren ein ausgeprigter Knick der Spannungsver—
laufe an den Elementgrenzen auf, der darauf zuriickzufiihren ist, daB
die Spannungen zwar iber alle Elemente stetig, jedoch nur im Element-
innern auch stetig differenzierbar sind und daher Spriinge in den Span-
nungsableitungen ldngs der Elementkanten auftreten. Bei allen Verfahren
ist eine Verbesserung der Ergebnisse gegeniuber den Werten mit einem
Element klar erkennbar. Auch hier sind die Ergebnisse von Gals im Ver-
gleich am besten, wobei die Radialspannung bei GaGa nur geringfiigig
schlechter ist, wihrend die Umfangsspannung von GalLs die analytische
Lésung weitaus besser approximiert. LsLs liegt wiederum am schlechtes-
ten.

Der Unterschied zwischen Gals und GaGa ist besser zu erkennen bei
Betrachtung der Randbedingungen. Hier sind die maximalen Abweichun-
gen von GalLs gegeniiber der strengen Lésung am Innenrand kleiner als
0.4 und am AuBenrand kleiner als 0.02 MPa, wiahrend bei GaGa am
Innenrand immerhin noch Abweichungen von etwa 5 MPa auftreten.

Bei weiterer Verfeinerung mit 3 gleichverteilten Elementen (Bild 9.5)
nihern sich die Ergebnisse noch mehr der analytischen Lésung an, mit
derselben qualitativen Reihenfolge der einzelnen Verfahren untereinan-
der: GaLs - GaGa - LsLs. GaLs iibertrifft die beiden anderen Verfahren
erneut in den Randbedingungen und in der Umfangsspannung stimmen
im Rahmen der Zeichengenauigkeit Ndherungs- und analytische Losung
iiberein. Bei allen Verfahren sind die Spriinge in den Spannungsablei-
tungen kleiner geworden.

Die in Bild 9.6 dargestellten Ergebnisse fir 4 gleichverteilte Elemente
liefern bei allen drei Verfahren sehr gute Ubereinstimmugen mit der
exakten Losung, wobei wiederum GalLs am glinstigsten liegt. Bei wei-
terer Verfeinerung mit 5 und 6 Elementen (Bild 9.7) sind die Plots aller
FE-N&herungsverfahren von der analytischen Losung nicht mehr zu
unterscheiden und nur bei genauer Analyse der Spannungen am innen-
rand ergeben sich erneut genauere Werte bei Gals, die aber im Rah-
men einer Finite-Element-Analyse von sekundirer Bedeutung sind.

Die relativen Abweichungen des Verschiebungsfeldes gegeniiber der
analytischen Lésung liegen fiir GaLs ab 2 Elementen fiir die beiden an-
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deren Verfahren ab 3 Elementen im Promillebereich. Die konstante
Axialspannung wird ab 4 Elementen mit einer Schwankung von maximal
0.1 MPa fiir GaGa und LslLs, sowie von 0.05 MPa fiir GaLs an den
GauBpunkten angenahert.

Die Verfeinerung der Elementeinteilung zeigt numerisch die Konvergenz
aller Verfahren gegen die exakte Losung. Bei gleicher Elementzahl wird
die Glite der Ergebnisse gesteigert durch eine engere Diskretisierung
in den Bereichen maximaler Beanspruchung. Mit dem hier vorliegenden
Elementansatz |iBt sich eine Verbesserung aber nicht nur mit einer
verfeinerten Diskretisierung - beim dickwandigen Rohr am Innenrand -
erzielen, sondern man kann auch bei gleicher Elementanzahl und Ele-
mentlage durch eine geeignete Transformationsvorschrift zwischen
globalen und lokalen Koordinaten (6.3.4) die Ubereinstimmung der Ni-
herungslésungen mit den analytisch berechneten Werten enorm stei-
gern. Durch die in diesem Fall nicht mehr lineare Beziehung zwischen
lokalen und globalen Koordinaten wird die Lage der GauBpunkte zum
Innenrand hin verschoben, was eine bessere Integration der Steifig-
keitsmatrix und des Knotenlastvektors zur Folge hat. Ein Vergleich der
Ergebnisse von Bild 9.8 mit Bild 9.2, die beide mit einem Element be-
rechnet wurden, zeigt bei allen drei Verfahren erheblich genauere
Ergebnisse. Sehr ausgeprigt sind die Verbesserungen beim Least-
Squares-Verfahren, das gegeniiber GaGa jetzt bessere Werte aufweist
und nur geringfiigig schlechter als Gals ist. Aber auch in Bild 9.8
erkennt man die sehr gute Befriedigung der Randbedingungen beim
kombinierten Verfahren.

Insgesamt gesehen sind die Ergebnisse flr das Beispiel des dickwandi-
gen Rohres unter Innendruck besser als diejenigen der Triax-Element-
familie /64/.

9.1.2 Reduzierte Integration

Ein Vergleich mit den obigen Rechnungen bei Verringerung der Anzahl
" an GauBpunkten pro Koordinatenrichtung von 3 auf 2 hat iiberraschen-
de Ergebnisse zur Folge. In Bild 9.9, dem dieselbe Konfiguration und
Geometrie mit einem Element wie in Bild 9.2 zugrundeliegen, sind die
Spannungsverldufe aller Verfahren identisch und im Vergleich zur L&-
sung mit 3 GauBpunkten zumindest beim Galerkin- und Least-Squa-
res-Verfahren besser, wahrend bei Gals die Funktionen etwa ver-
gleichbar sind. Bei Verfeinerung mit gleichverteilten Elementen, denen
eine lineare Transformation zwischen lokaler und globaler Koordinate
zugrundeliegt, erzielt man ebenfalls gute Ergebnisse - Bild 9.10 mit 3
Elementen im Vergleich zu Bild 9.5 - und die Lésungen aller Verfahren
stimmen wiederum iiberein.

Diese Ubereinstimmung der Verfahren bei Wahl von 2 GauBpunkten pro
Koordinatenrichtung hat uns veranlaBt, daB vorliegende Beispiel genau-
er zu analysieren. Dazu betrachten wir den Fall eines Elementes in
radialer Richtung. Wegen der Unabhingigkeit des Problems von der
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axialen Komponente und unter Ausnutzung des Zusammenfallens von
globaler und lokaler Koordinate in radialer Richtung muB der isopara-
metrische Ansatz (6.3.3) mit den zugehérigen Formfunktionen (6.3.6)
ibereinstimmen mit dem in r kubischen Polynom

ulr) = ag + aqr + asr> + azr> (9.1.2.1)

und den Ansatzfreiwerten a;, die natiirlich in dieser Form nicht mehr
den Knotenfreiwerten in (6.3.3) entsprechen. Die Basis des Polynom-
raumes der Ansatzfunktionen wird mit dem Satz

r={1,r,r2,r3) (9.1.2.2)

gebildet, der dann fir das Galerkin-Verfahren gebraucht wird. Mit
(9.1.2.1) 1aBt sich nun durch explizites Nachrechnen zeigen, daB bei
Wahl von zwei GauBpunkten alle Naherungsverfahren ibereinstimmen
(vgl. Bild 9.9). Zur Berechnung der exakten Ldsungen der Finite-Ele-
mentverfahren wird (9.1.2.1) nacheinander in (5.1.5), (5.2.3) und
(5.3.2) eingesetzt und dann anschlieBend analytisch integriert. Die
exakten Funktionsverldufe sind in Bild 9.11 dargestellt. Ein Vergleich
der Bilder 9.9 und 9.11 zeigt, daB die mit reduzierter Integration be- -
rechneten Ergebnisse der strengen Ldsung des Problems niaher kom-
men als die exakt integrierten Verlidufe der FE-Verfahren. Ahnlich gute
Ergebnisse werden in /26/ mit reduzierter Integration in einem hybri-
den Modell auf Least-Squares Basis ebenfalls fiir rotationssymmetri-
sche Probleme vorgestelit.

Im Vorgriff auf die in Kapitel 9.2 zu behandelnde dickwandige Kugel un- |
ter Innendruck bleibt zu erwdhnen, daB sowohl das Zusammenfallen
der Ergebnisse aller Verfahren bei Wahl von zwei GauBpunkten pro
Koordinatenrichtung wie auch deren gute Ubereinstimmung bei Ver-
wendung der reduzierten Integration mit der analytischen Ldosung nur
im speziellen Fall des dickwandigen Zylinders gegeben sind, wahrend
bei der Kugel die reduzierte Integration vollkommen versagt. Es kommt
zum Auftreten der sogenannten "Zero-Energy-Modes".

9.1.3 Rechnung mit viskoplastischen Deformationen

Bild (9.12) stellt die Ergebnisse einer Rechnung dar, die einen typischen
Betriebsvorgang eines Kraftwerkes simuliert. In einer Anlaufphase
wird der Innendruck zunédchst bis zum Erreichen der FlieBgrenze am
Innenrand gesteigert (Zustand 1). Danach erhdht sich der Innendruck
mit einer Geschwindigkeit von 1 MPa pro Sekunde auf das Zweifache
dieses Wertes (Zustand 2) und wird anschlieBend 200 Stunden kon-
stant gehalten. Zustand 3 charakterisiert das Verhalten des Zylinders
nach 2 Minuten Haltezeit, wahrend Zustand 4 nach Ablauf der 200
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Stunden erreicht wird. Die Rechnung erfolgte mit vier iiber dem Radius
angeordneten Elementen mit dem kombinierten Verfahren GalLs und als
Zeitintegrationsverfahren diente die Trapezformel. Die Geometrie der
Elemente sowie ein Vergleich der Spannungen gegeniiber der strengen
Lésung im elastischen Bereich sind in Bild 9.13 angegeben.

Bei Betrachtung der Radialspannung in Bild 9.12 erkennt man zunichst
die strenge Erflillung der Randbedingungen wiahrend des ganzen Pro-
zesses. Die Zustinde 2 und 3 unterscheiden sich kaum, es werden
aber gegeniiber dem elastischen Grenzzustand unruhigere Funktions-
verliufe sichtbar, die im Zustand 4 in zwei Knicken des Spannungsver-
laufes an den Elementgrenzen zwischen erstem und zweitem sowie
zweitem und drittem Element miinden. Diese im inelastischen ProzeB
anwachsenden Spriinge in den Spannungsableitungen erkldren sich aus
den durch fortschreitende Plastifizierung unterschiedlichen Element-
steifigkeitsmatrizen und unterschiedlichen Knotenlastvektoren. Die zur
Radialspannung gehodrende Komponente des Translationstensors a
widchst im Verlauf des Kriechens sowohl im Maximalwert an der Innen-
kante des Rohres wie auch in 4d~r r--ialen sdehnung an.

Der EinfluB des sich im inelas'ischen Bereich dndernden Materialver-
haltens 148t sich am besten beobachten an der Umfangsspannung. Von
der elastischen Grenze bis zum Ende des Belastungsvorganges (Zu-
stand 2) andert sich qualitativ der Verlauf dieser Spannungskomponente,
da das am Innenrand auftretende Maximum in Form einer Spannungsum-
lagerung nach auBen wandert. Am AuBenrand verdoppeln sich die Span-
nungswerte zwischen den Zustanden 1 und 2, was dem dort rein elasti-
schen Materialverhalten entspricht. Mit Beginn des Kriechens sinkt die
Umfangsspannung ab, wobei sich die Tendenz des nach auBen wandern-
den Maximums weiter fortsetzt. Zum Zustand 4 betrigt die Umfangs-
spannung am Rohrinnenrand nur noch geringfligig mehr als beim Errei-
chen der FlieBgrenze. Die Spannungsumlagerung des Maximalwertes hat
sich bis in das zweite Element hinein entwickelt. Die zugehérige kinema-
tische Verfestigung behilt hingegen den am Innenrand einmal erreich-
ten groBten Wert bei und dringt mit fortlaufender ProzeBdauer weiter
nach auBen vor. '

9.2 Die dickwandige Kugel unter Innendruck

9.2.1 Elastische Verglelchsrechnungen

Allen Rechnungen liegt auch fiir die Kugel ein und dieselbe Geometrie
zugrunde, eine Hohlkugel mit Innenradius 1 und AuBenradius 2 (Bild

9.14a). Die strenge Losung ergibt sich bei Erreichen der FlieBgrenze zu
/63/:
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Bild 9.14a: Dickwandige Kugel

Die vorliegenden Spannungen sind in Kugelkoordinaten angegeben und
stellen den Hauptspannungszustand mit den beiden Tangentialspannun-
gen 0, dar. Bei der Berechnung dieses Beispiels sind die Ortsab-
leitungen der Spannungen in den Plots nicht mit verwendet worden, da
in diesem Fall fir jede isoparametrische Linie, lings derer die jeweili-
gen Spannungsverliufe aufgetragen werden, eine aufwendige Koordi-
natentransformation der nach den globalen Koordinaten vorliegenden
Ortsableitungen in die lokale Koordinatenrichtung zu erfolgen hétte.
Die Funktionsverldaufe entstehen durch eine geradlinige Verbindung der
Spannungswerte an den GauBpunkten.

Die strenge Losung (9.2.1) stimmt qualitativ mit derjenigen des dick-
wandigen Rohres iiberein und es wird deshalb auf den numerischen
Konvergenzbeweis der Verfahren verzichtet. Vielmehr kommt es uns in
diesem Beispiel darauf an, neben einem Vergleich der auf unterschied-
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lichem Wege gewonnenen N&herungen zu untersuchen, wie gut die vor-
liegende rotationssymmetrische Elementformulierung in der Lage ist,
ein kugelsymmetrisches Problem zu beschreiben. Da (9.2.1) nur vom
Radius abhédngt, die Ndherungsergebnisse aber auch von der axialen
Richtung, zeichnen wir jeweils pro Element eine Lésung (vgl. Bild 9.14b)
gegeniiber den exakten Werten auf. Im |dealfall miiBten dann alle 4 aus
der FE-Rechnung stammenden Kurven ibereinanderliegen.

Bild 9.14b: Zur Darstellung der Ergebnisse
entlang isoparametrischer Linien

Die in Bild (9.15) aufgetragenen Verldufe der Tangential- und Radial-
spannungen fir ein Element in radialer Richtung bei zugrundeliegen-
dem 16-gliedrigen Ansatz und 3 GauBpunkten pro Koordinatenrichtung
zeigen bei allen Verfahren kaum eine Abhédngigkeit von der axialen
Koordinate. Beim Vergleich der Spannungsordinaten an den GauBpunk-
ten (dort treten Knicke im Funktionsverlauf auf) mit der exakten L&-
sung wird besonders bei GalLs fiir diese grobe Elementeinteilung be-
reits eine sehr gute Ubereinstimmung mit der wahren L&sung deutlich.
Dies gilt im Gegensatz zu GaGa und LslLs in verstiarktem MaBe bei den
Randbedingungen. GaGa liefert insgesamt sehr ausgeglichene Ergeb-
nisse, wihrend bel LsLs die Abweichungen bei der Umfangsspannung
relativ gro8 sind.

Bei Verfeinerung der Elementeinteilung mit zwel gleichverteilten Ele-
menten in radialer Richtung (Bild 9.16) verschlechtern sich die Ergeb-
nisse des Galerkin-Verfahrens (Bild 9.17) ungemein gegeniiber der
groberen Diskretisierung in Bild 9.15. Dies |d8t sich nur mit der bei den
Verfahren der gewichteten Residuen nicht mehr gegebenen monotonen
Konvergenz der Niherungen gegen die analytische Ldsung erkliren.
Beim Least-Squares-Verfahren verbessern sich die Ergebnisse durch
die Netzverfeinerung erheblich und die Werte von GalLs stimmen fast
schon im Rahmen der Zeichengenauigkeit mit der strengen Ldsung
Uberein.

Ein Grund fiir die trotz der Hinzunahme eines weiteren Elementes in
radialer Richtung schlechter gewordenen Ergebnisse von GaGa liegen
sicherlich in der ungeniigenden Genauigkeit bei den Randbedingungen.
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Bild 9.16: Diskretisierung der Kugel in 2#4 Elemente

In Bild 9.18 sind die Radialspannungen am Innen- und AuBenradius
aufgetragen und beim Galerkin-Verfahren weichen am Innenrand die
Spannungen fast um die Hilfte von der exakten Losung ab. Am AuBen-
rand ist eine gute Ubereinstimmung zu erkennen. Bei Gals betrigt die
Abweichung bei Ri konstant 1.9% und fir Ra ist numerische Uberein-
stimmung vorhanden. Die Spannungen alternieren beim Least-Squares-
Verfahren sowohl im Kugelinnern wie auch am AuBenrand um die
strenge Lésung. Wir haben jeweils die Knotenpunkte aus der Darstel-
lung herausgenommen, da ihre Spannungswerte nicht dieselbe Aussa-
gekraft wie die GauBpunkte besitzen. Allerdings bleiben die Plots bei
Hinzunahme der Knotenpunkte qualitativ und quantitativ unverindert.
Vergleicht man das mit dem gemischten Verfahren ermittelte Ver-
schiebungsfeld der mit acht Elementen diskretisierten Kugel (Bild 9.19)
mit demjenigen nach /65/, wo mit einem linearen Verschiebungsansatz
und 90 Elementen gearbeitet wurde, so wird deutlich, daB die hier
vorliegende hohere Ansatzordnung ungleich besser in der Lage ist, eine
verformungsgetreue Abbildung der Kugel vor der Belastung in eine Ku-
gel nach der Belastung zu erreichen.

Bei verfeinerter Elementeinteilung 1iBt sich wiederum die Genauigkeit
der Ergebnisse steigern wie auch durch eine stirkere Wichtung der
Geometrie am Kugelinnenrand analog Bild 9.8 und man erhilt numeri-
sche Konvergenz. Wir wollen darauf aber ebensowenig eingehen wie
auf die Ergebnisse des 12-gliedrigen Ansatzes, der bei der Kugel
schlechtere Werte liefert als der 16-gliedrige, da sich infolge der
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Krimmung der Kugel die zus&dtzlichen Freiwerte positiv auswirken.
Weiter oben wurde bereits erwidhnt, daB flir die Kugel bei dem Versuch
einer reduzierten Integration keine Konvergenz erzielt wird.

9.2.2 Rechnung mit viskoplastischen Deformationen

Mit der in Bild 9.16 gegebenen Konfiguration fiihren wir eine Rechnung
analog derjenigen von Kapitel 9.1.3 durch. Als Finites-Elementverfahren
dient wiederum Gals und zur Zeitintegration wird die Trapezformel
herangezogen. Die Steigerung des Innendruckes vom Erreichen der
FlieBspannung bis zum doppelten Wert erfoigt mit einer Geschwindig-
keit von 1 MPa pro Sekunde und die anschlieBende Haltezeit betrigt
200 Stunden.

Auf eine Diskussion der Ergebnisse (Bild 9.20) kann verzichtet werden,
da die Entwicklung der Spannungen und Verfestigungen vergleichbar
denen von Bild 9.12 ist mit dem Nachteil, daB bei der Kugel nur zwei
Elemente uUber dem Radius liegen. Eine Wertung der Genauigkeit der
Ergebnisse im inelastischen Bereich ist nicht méglich wegen fehlender
Versuchsdaten. Lediglich die Uberprifung der Randbedingungen bei der
Radialspannung 4Bt auf eine genaue Rechnung schlieBen.

9.3 Schelbe unter vorgegebener Verschiebung

Als erstes Beispiel fir das Scheibenelement wird eine Scheibe be-
trachtet, die lings ihrer Kanten x = konstant durch eine linear in der
y-Koordinate aufgebrachte Verschiebungsgeschwindigkeit belastet ist
(Bild 9.21). Im Fall elastischen Materialverhaltens resultiert daraus ei-
ne Biegemomentenbelastung /45/ und die Spannungskomponente o,
verlduft linear in y, wéhrend die anderen Spannungen im elastischen
Bereich verschwinden. Die Berechnungen, denen der zwélfgliedrige
Ansatz mit 3 GauBpunkten pro Koordinatenrichtung zugrundeliegt,
wurden mit einem Element durchgeflihrt, das sich aus Symmetriegriin-
den nur iiber den rechten oberen Quadranten erstreckt.

Qualitativ stimmen die Verschiebungsfelder aller Verfahren (Bilder
9.22a - c) mit der exakten Ldsung gut liberein. Die gréBten Abwei-
chungen gibt es beim Galerkin-Verfahren, wihrend die Losung des
Least-Squares-Verfahrens erheblich besser ausfallt. Das Verschie-
bungsfeld des gekoppelten Verfahrens Gals liegt an der Oberkante der
Scheibe schlechter als das der Least-Squares-Formulierung, verlduft
aber lings der beiden anderen Kanten identisch mit der exakten L&-
sung.

Beim Vergleich der Spannungsverldufe an der Oberkante der Scheibe
(Bild 9.23), aufgetragen sind jeweils die Normalspannungskomponenten
in x= und y-Richtung, liefert GaLs die mit Abstand besten Ergebnisse.
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Der maximal auftretende Fehler in der Komponente o,, betrigt 1.7%,
wiéhrend der Betrag von o,, an jedem GauBpunkt weniger als 0.01 MPa
von der exakten Ldsung abweicht. Die nicht dargestellte Schubspan-
nungskomponente wird in der gleichen GréBenordnung approximiert.
Beim Galerkin-Verfahren liegt die maximale Abweichung bei o,, knapp
uber 20%, wéhrend o, relativ gut wiedergegeben wird. Die Abweichun-
gen des Least-Squares-Verfahrens sind besonders gro8 an den Rin-
dern der Elementkanten.

Betrachtet man die Ergebnisse der verschiedenen Verfahren entlang
von Schnitten mit x = konstant, so treten die gréBten Abweichungen
fur x=1 auf (Bild 9.24). Hier sind alle Verfahren deutlich fehlerbehaf-
tet, da auf dieser Kante keine GauBpunkte liegen, wahrend in anderen
Schnitten die Werte erheblich naher an der exakten L&sung liegen.
Durch Wahl mehrerer Elemente verbessern sich die Ergebnisse aller
Verfahren. :
In einer Rechnung, bei der die vorgegebenen Verschiebungen auf den
zehnfachen Wert gegeniiber dem Erreichen der FlieBgrenze gesteigert
werden, mit anschlieBender Haltezeit, lassen sich sowohl das Relaxati-
onsverhalten aber auch ganz besonders die Spannungsumlagerungen
bei inelastischen Prozessen beobachten (Bild 9.25). Zugrunde liegen
der Berechnung das gekoppelte Verfahren Gals und als Zeitintegration
wiederum die Trapezformel. Im linken Teil des Bildes sind lings der
oberen Kante der Scheibe die Normalspannungen aufgetragen zum Ende
der Belastung (Zustand 1), sowie nach 5000 (Zustand 2) beziehungs-
weise 10000 Sekunden Haltezeit (Zustand 3).

Die Spannungen 6,, und gy, behalten fiir alle Zusténde ihren aus dem
elastischen Bereich konstanten Verlauf nahezu bei. Wéhrend o,, zum
Ende der Belastung (Zustand 2) seinen Wert gegeniiber demjenigen bei
Erreichen der FlieBgrenze verdoppelt, bleibt die geforderte Spannungs-
freiheit in y-Richtung erhalten. Das Relaxationsverhalten, Zustdnde 3
und 4, entspricht qualitativ dem aus Bild 3.3. Man erkennt deutlich, daB
zu Beginn der Haltezeit die Spannungen stark abfallen, wiahrend nach
Erreichen des Zustandes 3 nur noch eine geringflgige Spannungsab-
nahme erkennbar ist.

im rechten Teil des Bildes 9.25 ist neben der Spannungskomponente
O6.x auch die zugehdrige kinematische Verfestigungskomponente o,
entlang einer Linie x = konstant im Innern der Struktur aufgetragen.
Durch den Verlauf der Verfestigung wird deutlich, daB bis auf eine
kleine Umgebung der x-Achse die gesamte Struktur plastiziert ist. Das
urspriinglich lineare Verhalten von o¢,, wird nun nur noch in diesem
schmalen, noch elastischen Bereich sichtbar, wo auch die drei Zustédn-
de identisch sind, wahrend im librigen Gebiet die Spannungsumlagerung
bewirkt, daB sich das Spannungsmaximum von der Oberkante der
Struktur nach innen verlagert.
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9.4 Kragschelbe

In einer Beispielrechnung zur quadratischen Kragscheibe (Bild 9.26a)
wird ebenfalls das kombinierte Verfahren (GalLs) mit der Trapezformel
als Zeitintegrationsverfahren verwendet. Da die elastische Loésung des
Problems nur ndherungsweise angegeben werden kann /45/ und der
analytisch errechnete Spannungsverlauf am freien Rand die Span-
nungsfreiheit der Komponente o,, im Gegensatz zur FE-Losung nicht
gewihrleistet, wird auf einen Vergleich der elastischen Ldsungen
verzichtet. Vielmehr erkennt man anhand von Bild 9.26b, wie gut das
Verschiebungsfeld qualitativ mit einem einzigen Element wiedergegeben
wird. Neben der unbelasteten Ausgangslage sind darin die Verformun-
gen bei Erreichen der FlieBgrenze aufgetragen, sowie die derjenigen
Konfiguration, die durch Verdoppeln der zur FlieBgrenze fiihrenden
Last gehort. Die Lastgeschwindigkeit der duBeren Belastung betrigt 1
MPa/sek. Bild 9.27 zeigt die Verldufe der Spannungskomponente o,
und der zugehérigen kinematischen Verfestigung a,, fiir diese beiden
Zustidnde lings der Kante, auf die die Streckenlast einwirkt. Deutlich
wird dabei, daB der Spannungsverlauf im inelastischen Bereich infolge
der einsetzenden Spannungsumlagerung eine Krimmungsinderung
erfihrt, wobei der Wendepunkt der Kurve etwa dort liegt, wo der
inelastische Bereich beginnt, also wo die kinematische Verfestigung
anwiéchst.

9.5 Scheibe mit Loch

AbschlieBend wird die durch eine Zugbeanspruchung in x-Richtung be-
lastete Scheibe mit Loch (Bild 9.28a) betrachtet. Die Diskretisierung
wird mit 64 Elementen (Bild 9.28b) fiir die quadratische Viertelscheibe
vorgenommen, die in der Umgebung des Kreisloches wegen der groBen
Spannungsiiberhdhung verfeinert ist. Dabel ist die Anordnung so ge-
wihlt, daB jeweils 8 Elemente iUber dem Radius angeordnet sind. Ein
Nachteil des isoparametrischen Elementansatzes flr dieses spezielle
Problem zeigt sich am rechten oberen Rand der Diskretisierung von
Bild 9.28b. Wegen der Stetigkeit der Ortsableitung lings einer isopa-
rametrischen Kante (6.3.4) muB die Ecke ausgerundet sein, um einen
Sprung in den Ableitungen zu vermeiden. Dieser Nachteil ist aber mehr
optischer Natur, denn die interessierenden Spannungsverlaufe am
Lochrand bleiben davon unberiihrt.

Da eine analytische Ldésung dieses Problems lediglich fiir die unendlich
ausgedehnte Scheibe bekannt ist, lassen sich die FE-Lésungen im elas-
tischen Bereich mit den analytisch gewonnenen Ergebnissen nur in der
Nidhe des Kreisloches vergleichen. Dabei zeigt sich erneut, daB Gals die
mit Abstand besten Ergebnisse liefert. DaB zeigt sich nicht nur darin,
daB die einsetzende Plastizierung exakt am Knotenpunkt mit x=0 und
y = 1 angezeigt wird, sondern auch im qualitativ richtigen Verlauf aller
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Spannungen in Schnitten mit x = O beziehungsweise y = 0. Das Least-
Squares Verfahren erkennt zwar die beginnende Plastizierung richtig,
fillt aber gegeniiber GalLs in der Wiedergabe der Spannungsverliufe
deutlich ab. Die vorliegende Diskretisierung reicht fiir das Galerkin-Ver-
fahren nicht aus, denn die Ergebnisse weichen auch qualitativ von der
analytischen Lésung ab und sind somit die schlechtesten im Vergleich
der Verfahren untereinander.

Die Ergebnisse einer Rechnung mit inelatischen Deformationen sind in
Bild 9.29 dargestellt. Zugrunde liegt das Kombinationsverfahren mit
der Trapezformel als Zeitintegrationsalgorithmus. Gewihlt wurde fer-
ner der sechzehngliedrige Ansatz mit drei GauBpunkten pro Koordina-
tenrichtung. Die Lastgeschwindigkeit der Zugbeanspruchung betrigt 10
MPa pro Sekunde und die Belastung wird auf den doppelten Wert vom
Erreichen der FlieBgrenze erhsht. AnschlieBend wird die Belastung 250
Sekunden konstant gehalten.

Aufgetragen sind die Verldufe der Umfangs- und Radialspannung ent-
lang des Lochrandes. Da die Formulierung in kartesischen Koordinaten
erfolgt ist, wird der Spannungstensor an jeder GauBstiitzstelle und
jedem Knotenpunkt auf dem Lochrand mit dem zugehérigen Normalen-
vektor transformiert, so daB Radial- und Umfangsspannung bekannt
sind. Die so ermittelten Werte werden anschlieBend geradlinig verbun-
den. .

Fir alle aufgetragenen Zustidnde des Prozesses fdllt zunichst die
exakte Spannungsfreiheit der Radialspannung auf. Lediglich an den
Knotenpunkten, deren Spannungen nicht die Genauigkeit der GauB-
stiitzstellen aufweisen, lassen sich geringe Spannungsordinaten erken-
nen.

Die Umfangsspannung entspricht an der elastisch-plastischen Grenze
bis auf die beiden im ersten und achten Element auftretenden Knicke
genau dem Verlauf der analytischen Ldsung, die von dem negativen
Wert der duBeren Belastung kosinusformig bis auf den dreifachen
Betrag anwichst. Die weiter aufgetragenen Funktionsverldufe fiir die
1.5- beziehungsweise 2-fache Belastung entsprechen diesem Verlauf.
Das Absinken der Umfangsspannung bei festgehaltener duBerer Belas-
tung zeigt sehr anschaulich einen exponentiellen Charakter, der vom
Stoffgesetz (vgl.Bild 3.3) vorgegeben ist. Die nach 125 beziehungsweise
250 Sekunden Haltezeit abnehmende Steigung der Kurven im Bereich
des Spannungsmaximums zeigt auch hier wieder an, daB sich das glo-
bale Spannungsmaximum der Scheibe vom Lochrand in das Scheiben-
innere hinein verlagert hat.

Die Bilder 9.30 a und b zeigen das Verschiebungsfeld bei Erreichen der
inelastischen Grenze und nach 250 Sekunden Haltezeit. Bei gleichem
VergroBerungsfaktor erkennt man, daB die urspriinglichen Kreise
besonders in 9.30b eine elliptische Form annehmen.



Bild 9.29: Spannungsverldufe am
Lochinnenrand

100 MPa
T

- 17 -

2- 0 Fl . 'Spng.

0.75 sec
1.9 sec

125 sec
250 sec

1.5 Fl.-Spng.

el.-pl. Grenze

Umfangsspannung

et em—

\ Radlialspannung



. =118 -

Bild 9.30a: Verschiebungsfeld (el.-pl.Grenze)
Verg.Faktor 150

Bild 9.30b: Verschiebungsfeld (nach 250s Kriechen)
Verg.Faktor 150
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10. Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wurden verschiedene FE-Formulierungen ba-
sierend auf den Verfahren der gewichteten Residuen, zur Beschreibung
elastisch-viskoplastisch deformierbarer Kérper hergeleitet. Abgesehen
von den fir eine numerische Umsetzung wenig geeigneten Kollokations-
verfahren sind dies:

- FE-Galerkin-Verfahren
- FE-Least-Squares-Verfahren
- Kombination aus Galerkin- und Least-Squares-Verfahren

Um die Ansatzfunktionen von der Befriedigung der natirlichen Randbe-
dingungen, die im allgemeinen sehr kompliziert ist, zu befreien, wurden
die Grundgleichungen um die Krafterandbedingungen erweitert.

Das Kombinationsverfahren wird nun so definiert, daB die Krifterand-
bedingungen mit dem Least-Squares-Algorithmus und die Feldgleichun-
gen mit dem Galerkin- Verfahren behandelt werden.

Grundlage der Materialbeschreibung war das von Bruhns /13/ entwik-
kelte viskoplastische Stoffmodell, das aufbauend auf einem elastisch-
plastischen Gesetz /32/ isotrope und kinematische Verfestigungster-
me enthdlt.

Die Formulierung der Feldgleichungen erfolgte analog derjenigen der
konstitutiven Beziehungen in Geschwindigkeiten, wobei das Auftreten
endlicher Deformationen beriicksichtigt wurde. Durch eine Zerlegung
der Gesamtdeformation in eine Folge von n hinreichend nah benachbar-
ten Teildeformationen lassen sich die Feldgleichungen in einem up-
date-Lagrange-Formalismus in ein partielles Differentialgleichungssys-
tem uUberfiihren, das im Geschwindigkeitsfeld linear ist. Die Zulédssig-
keit dieser Annahme wird durch die vorgegebenen kritischen Zeit-
schrittweiten bestatigt.

Hergeleitet wurden zweldimensionale, isoparametrische Elemente fiir
den ebenen Spannungszustand und fir Rotationskorper unter Verwen-
dung von kubischen Hermitepolynomen. Unter Beachtung der durch die
Verfahren der gewichteten Residuen auferlegten Stetigkeitsanforde-
rungen kann ein 12- und ein 16-gliedriger Ansatz formuliert werden.
Die Vergleichsrechnungen der einzelnen Verfahren an speziellen, tech-
nisch relevanten Bauteilen, deren strenge Ldsung im elastischen Be-
reich vorliegt, zeigen, daB die besten Ergebnisse mit dem Kombina-
tionsmodell aus Galerkin- und Least-Squares-Verfahren erzielt wer-
den. Dies gilt insbesondere fiir geringe Elementzahlen und im Hinblick
auf die Extremalspannungen, die in aller Regel auf der Kérperoberflda-
che auftreten und die einsetzende Plastizierung anzeigen.

Eine Verwendung der reduzierten Integration hat sich lediglich im Fall
des dickwandigen Rohres unter Innendruck bewidhrt, wahrend sie bei
anderen Strukturen véllig versagt. Bei der Berechnung allgemeiner
Systeme empfiehlt sich deshalb, eine ausreichende Anzahl von GauB-
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stiitzstellen zu gebrauchen.

Zur Zeitintegration des steifen Differentialgleichungssystems der kon-
stitutiven Beziehungen sind verschiedene ex- und implizite Verfahren
implementiert und getestet worden, wobei das homogene Problem des
Zugstabes unter konstanter Spannungssteigerung zur Analyse diente.
Es konnte gezeigt werden, daB sich bei den expliziten Verfahren selbst
bei sehr geringen Schrittweiten Fehler akkumulieren, die daraus resul-
tieren, daB nur zu bestimmten, diskreten Zeitpunkten die Verzer-
rungsgeschwindigkeiten "numerisch exakt” vorliegen. Mit den unter-
suchten impliziten Integrationsverfahren wird ein sowohl im Ort als
auch in der Zeit impliziter FE-Algorithmus begriindet, der in einer Pri-
diktor-Korrektor Form optimale Konvergenz gewéhrleistet. Dazu sind
kritische Zeitschrittweiten flir die einzelnen Verfahren angegeben, die
in einer stabilen Integration nicht iUberschritten werden diirfen. Eine
Verallgemeinerung dieser kritischen Schrittweiten auf allgemeine
Probleme wird vorgeschlagen. Als bestes der hier untersuchten Inte-
grationsverfahren hat sich die Trapezformel erwiesen, deren kritische
Schrittweite etwa um einen Faktor 1.5 Uber derjenigen der riickwirts
genommenen Eulerformel liegt.

Wegen der geringen noch zulissigen Schrittweiten ist die inelastische
Analyse sehr rechenzeitintensiv. Wéhrend zur Berechnung des visko-
plastisch deformierten Rohres unter Innendruck (vgl. Kap. 9.1.3) der
Personal-Computer eine ausreichende Rechengeschwindigkeit besitzt,
lassen sich komplexere Strukturen erfolgversprechend nur mit einem
GroBrechner behandeln.

In diesem Zusammenhang kommt der Uberspannungsfunktion besonde-
re Bedeutung zu, deren EinfluB eine zentrale Rolle fiir die kritischen
Schrittweiten spielt. Eine Modifikation von v® koénnte zu moderateren
Rechenzeiten fuhren. '

Eine Erweiterung des Programmpaketes um andere Elemente, die den
Rahmen dieser Arbeit sprengen wiirde, ist infolge der modularen Pro-
grammstruktur ohne weiteres moglich, wie auch die Einbeziehung nicht
isothermer Prozesse durch Hinzufiigen der Wiarmeleitungsgleichung.
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Anhang 1 : Aufbereltung des Stoffgesetzes fur die FE-Formullerung

Die Kenntnis der in den Gleichungen des Stoffgesetzes (4.4) - (4.6)
enthaltenen Spannungs- und Verfestigungsgeschwindigkeiten geniigt
nicht fiur die FE-Formulierung basierend auf den Verfahren der ge-
wichteten Residuen. In den Feldgleichungen (4.18) sind die Ortsablei-
tungen des viskoplastischen Materialtensors B zu bilden. Die partiellen
Ableitungen von B nach den globalen Koordinaten zu einem Zustand t;,q
erfordern aber gerade eine Erweiterung des Stoffgesetzes um die
Ortsableitungen der Spannungs- und Verfestigungsgeschwindigkeiten
des Zustandes t;. Diese sind dann im Zeitintegrationsschritt zu inte-
grieren und fiihren zu den geforderten Ableitungen von B zum Zeit-
punkt ti.1. Dazu bilden wir formal die partiellen Ableitungen des Stoff-
gesetzes nach x und y (beim Ringelement entsprechend nach r und z).
Die Ableitungen des Verzerrungs- und Rotationsgeschwindigkeitsten-
sors werden nicht explizit durch die entsprechenden GroBen des Ge-
schwindigkeitsfeldes ersetzt, da diese aus den kinematischen Zusam-
menhingen des jeweiligen Elementes bekannt sind. Es ergeben sich
folgende Beziehungen:
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Zur Abkirzung wird folgende Beziehung vereinbart:

=2(¢' -a)= ¥ (A.3)

Damit lassen sich die erweiterten Evolutionsgleichungen fiir die kine-

matische Verfestigung angeben:
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Zur Entwicklung der isotropen Verfestigung
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werden die partiellen Ableitungen der isotropen Verfestigungsfunktion
g(x) nach x und y ebenso bendtigt, wie die Anderungen der Ubrigen im
Stoffgesetz enthaltenen Materialfunktionen. Durch mehrmaliges An-
wenden der Kettenregel ergeben sich folgende Beziehungen:.
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Mit (A.3) und (A.6) lassen sich die partiellen Ableitungen des Material-
tensors B angeben:



A5

1
B = yO(A) 54—
7t (A7)
9B d0(A) 1 g _ 1

11 1 %
2<I>(A)f o +O(A) T ox

90 (A) -1 11 1 _o¥
77 ¥ O(A)f Jf?””“/ ay !

Um die Ableitungen der kinematischen Verfestigungsfunktion c(x) bil-
den zu kénnen, ist die Kenntnis einer weiteren im Stoffgesetz enthal-
tenen inneren Variablen, der Strukturgedachtnisfunktion A(x) nétig, die
zur besseren Beschreibung des Bauschinger Effektes eingefiihrt wird
und mit der internen Variablen x in folgender Weise verkniipft ist /34/:

oo
x>

- 9 - o’

= Pu Jg(x Joe - zgmosx + 3%} (A8)
4 _ Y- TS
oy ~ P ~/g(x { 29(x) oy * y }

Darin ist pu eine widhrend eines Belastungsvorganges konstante GrdBe,
die in einem Update-Formalismus bei jeder erneuten Belastung neu zu
berechnen ist /34/. go ist der FlieBflichenradius des Materials im
jungfraulichen Zustand. Bei der Zeitintegration sind die Gleichungen
(A.7) im Stoffgesetz enthalten und dementsprechend ebenfalls zu inte-
grieren.

Fur die Funktion c(x) gilt nun folgende Beziehung, wobei sich der Tan-
gentenmodul des einaxialen Zugversuches in Abhédngigkeit der Struk-
turgedédchtnisfunktion ausdriicken laBt:

clx) = % E EE-LEA:M) - %%9‘

scte) .2 EZ aEumaA _12%g ox  (ng
ox 3 (E - Et(A))a QA Ox 2 dx2 dx

dc(x) _ 2 E>  SEs(M)aA _ 1d°q ox

1
9y 3 (E- g a2 94 9y 20x20y
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Die jeweils gewdhiten Ansidtze fir g(x) beziehungsweise den Tangen-
tenmodul in Abhidngigkeit der Strukturgeddchtnisfunktion sind dann in
die Gleichungen einzusetzen, um die endgiiltigen und kompletten Mate-
rialbeziehungen zu erhalten, die fiir die FE- Formulierung im Rahmen
der Methode der gewichteten Residuen erforderlich sind.

Anhang 2 : Materlaldaten und Funktionen fUur den Austenit SS 304

Fiir den austenitischen Stahl wurden unter Beachtung von Gleichung
(3.3.1) folgende Materialfunktionen und Parameter angepaBt /34/:

Materialfunktionen:

‘ - Co e (1= in(1 + %)
g()(,e) go+ 2c°{1+c1x F C2) 1+c1|n(1+x)
E.(A,8) ;
. _ g '8, _ ldg(x,e)
cx:®) = 3EEE . re T2 dx

d4 (C3' Etoo d4)

d 2
R ]
Etoo
go (1 - T)

Ei(x;0) = Eyo +

(g —2
E Eteo (A.10)
oo (1- T) :

VI

h(a) =

Cs
- A A
owm;e = {1+ }
Materialparameter:
dy =Bt » d2=c3 , d3=0

E
#)

d4= 1E{C3-O°(1"
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a; - ax ©

v(B) = ag + a40 + ag e2

Bt (B) = ag - a7 ©
Co = ag E(8)

Etoo

=2
C°—3E E_Etw

Cq exp(-age - 310)

Cy = exp(-aﬁ e+ 312)

c3 = ajgexp(-au0) + a5 - a1g©

7(6) = exp(a176 = 318)

(A.11)

a0 . e«350°¢C
c4(O) = [ aso - 2210 + anp 82 ; 350° < @ < 550° ¢
ap3 - a24(0 - 550°) ; e 2 550° ¢
a . e« 350°cC
25 ’
Cs(e) = {

326-3276 4 923500C

Tabelle der Koeffizienten a, :

ETH Wert Dimension
1 199050 MPa

2 81.36 MPa/0C
3 0.2773

4 4049 10°° 1/70C

5 275 10°8 1/0¢c2

6 2090.0 MPa

7 0.35 MPa/0C
8 6 1074

9 0.00245 1/0C

10 0.406

1 0.002 170C

12 0.073

13 36.4 MPa

14 0.0128 1/7%¢



15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27

155.14
0.0752
0.0477
8377

0.22
1.2376
0.00408
335 10°°
0.007
0.000126
14.2

26.63
0.0355

A8

MPa
MPa/0C
1/70C

MPa

MPa
MPa/0C
MPa/° c2
MPa
MPa/0C

170C
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