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Zusammenfassung

In dieser Arbeit werden Kreisplatten hinsichtlich ihres Volumens
unter dynamischer Last optimiert. Als Ristriktionen werden eine
minimale Plattendicke und eine zuldssige Vergleichsspannung

vorgegeben.

Die haufig zu bestimmende Zielfunktion erfordert eine vorherige
FEM -Rechnung und eine Schwingungsanalyse. Die FEM-Rechnung
I1aBt sich sehr speicherplatzsparend organisieren, wihrend die
Schwingungsanalyse, zur Verminderung des Rechenaufwandes, mit
einem modifizierten Ritzverfahren und einer modalen Analyse

durchgefiihrt wird.

Ausgehend von der Platte gleicher Vergleichsspannungen wird mit
Hilfe eines linearen Optimierungsverfahrens die Platte minimalen
Volumens gesucht. Dabei erweist sich die Platte gleicher Vergleichs-

spannungen als oft schon sehr gute L6sung der gestellten Aufgabe.

Summary

The present paper deals with the volume optimization of circular
plates subjected to dynamic loads. As constraints a minimal plate

thickness and a maximal allowable stress are considered.

Each evaluation of the weight function implies a ful FEM vibration
analysis. The organisation of the needed matrices is performed in
respect of reduced memory storage. The vibration analysis uses
a modified Ritz method with subsequend modal analysis. Thus the
numerical evaluation could result in a considerable time-

effectiveness.

The plate of fully stress is taken as the startpoint of the
optimization. The method of feasible directions is wused as
optimization method. It is found that the fully stressed plate is a

good approximation to the optimized plate.
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Bezeichungen

Symbol Name

v Plattenvolumen

h Plattendicke

hmin minimal zuldssige Plattendicke
r, 9, z Polarkoordinaten

t : Leit
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\\ Durchbiegung
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€rr, €98, €22 Dehnungen

Yre. Yrz, Yoz Schubdehnungen
Orr, Oss, Tre Spannungen
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Mrr, Mss, Mrs Momente

Qr, Q¢ Querkrifte

Q. 4 Belastung

E Elastizitdtsmodul

G Gleitmodul



Symbol Name

v Querkontraktionszahl

k2 Schubkorrekturfaktor

e Dichte

R Plattenauflenradius

® Frequenz

[K] Steifigkeitsmatrix

[K®] Elementsteifigkeitsmatrix
[M] Massenmatrix

[M®] Elementmassenmatrix
{F) Lastvektor

{F€} Elementlastvektor

{8) Verschiebungsvektor
{3¢) Elementverschiebungsvektor
[R] Ritzmatrix

{q} Ritzkoordinaten

(o] Modal-Matrix

{x} generalisierte Koordinaten
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'3-—— Able‘itun‘g

Q.- . :

o partielle Ableitung

(") Abl,’e_jt,ung nach der Zeit

\% Gradijent

A Laplace-Operator

S Suchrichtung

oj Schrittweite



1. Einleitung

Seit langem beschiéftigen sich Ingenieure und Mathematiker mit unter-
schiedlichsten Problemen der Optimierung in allen ingenieur-wissen-
schaftlichen Bereichen. Die groBe Zahl aktueller Verdffentlichungen

zu diesem Thema beweist den Rang, der diesem Gebiet beizumessen ist.

Widhrend friiher die Ingenieure ihre Optimierungsprobleme meist nur
mit Hilfe ihrer Erfahrungen l6sen konnten, sind in neuerer Zeit von
Mathematikern eine Vielzahl von Optimierungsalgorithmen zur
Verfiigung gestellt worden. Aus den neuesten Verdffentlichungen kann
ersehen werden, daB im Einzelfall einer gestellten Optimierungs-
aufgabe jeweils zundchst ein geeigneter Optimierungsalgorithmus
ausgewdhlt werden muB. Eine zusdtzliche Anpassung an die spezielle
Aufgabenstellung bewirkt hdufig noch eine wesentliche Verringerung

des Rechenaufwandes.

Durch die Entwicklung numerischer Rechenanlagen werden auch
zunehmend Anwendungen der Optimierungsverfahren auf spezielle
Aufgabenstellungen moglich, die zundchst wegen des hohen Rechen-

aufwandes nicht gelost werden konnten.

Beschriankt man sich auf den Bereich der Konstruktion, dann besteht

die Aufgabe der Optimierung vielfach in den folgenden Punkten:

I Verminderung des Aufwandes an Materialien und

Kosten(z. B. Herstellungskosten, Betriebskosten).

I Optimierung gewisser Eigenschaften einer
Konstruktion unter statischen oder dynamischen
Belastungen. Zum Beispiel soll die Verformung
einer Konstruktion moglichst klein, die Abwei-
chung der Eigenwerte von der Frequenz der
Belastung moglichst groB sein (meistens bei einer

vorgegebenen Materialmenge) usw.

Im allgemein wird daher gefordert, daB die zuldssige Spannung an



keinem Punkt der Konstruktion und zu keinem Zeitpunkt iiberschritten

wird.

Einen guten Uiberblick iiber den Stand der Strukturoptimierung erhilt

man aus den Arbeiten [1]1 - (7]

Spezielle Problemstellungen der Optimierung (Maximieren von Eigen-
frequenzen und Steifigkeit) von Platten werden in [8] - [14] mit vor-
gegebenem Volumen unter unterschiedlichen Beschrankungen be-

handelt.
Die Optimierung bei instationdrer Belastung unter Spannungs-
restriktionen ist in [15] (Stédbe), [16] und [17] (Rahmen) und

(181 (Kreis- bzw. Kreisringplatte unter symmetrischer Belastung)

untersucht.

1. 1 Problemstellung

In dieser Arbeit werden Kreisplatten bzw. Kreisringplatten unter

dynamischer Belastung Q = Q(r,9,t) optimiert:

Gesucht ist das Minimum (V_,;,) des Volumens mit

V = [[ h(re) rdedr (1.1)

unter den Bedingungen:

1. Die zuldssige Spannung darf an keinem Punkt
wihrend des Schwingungsvorgangs iiberschritten

werden:



0(!‘,«9) < Ozul,

2. Die Plattendicke h(r,8) ist nur vom Radius r

abhidngig:
h(r,s) = h(r),

3. In bezug auf die Herstellung darf eine vorge-
gebene GroBe h,,;, fir die Plattendicke h nicht

unterschritten werden:

h(r) 2 hmin.

Die Zielfunktion V ist von der Variablen h{( r, 8 ) = h ( r) linear
abhdngig, wdhrend die Bedingung 1 eine nichtlineare, implizite

Beschrdankung darstellt.

Die in Bedingung 3 festgelegte minimale Plattendicke stellt auch
sicher, daB die Schubspannung aufgenommen werden kann, die bei der
Bestimmung der Vergleichsspannung nicht beriicksichtigt wird. Eine
obere Grenze fiir die Plattendicke kann wegen der Bedingung 1 nicht

festgelegt werden.

Durch Restriktion 2 wird gesichert, daB die optimierte Platte jeder
Belastung, die von 9 abhéngig ist, standhalten kann, solange sie den

vorgenommenen Wert nicht iliberschreitet.

Da eine analytische Losung fiir diese Aufgabenstellung nicht mehr
moglich ist, bemiiht sich die vorliegende Arbeit um eine numerische

Losung.

Im 2. Kapitel wird eine Plattentheorie ausgewdhlt, die zur Beschrei-
bung der Platte verdnderlicher Dicke unter dynamischer Belastung

geeignet ist.

Die Berechnung der ZustandsgroBien, die fiir die weitere Optimierung
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der Platte notwendig und fiir jede Anderung der Plattendicke neu zu
bestimmen sind, wird in Kapitel 3 diskutiert. Wegen der Implizitét
der Restriktion 0 < Ozul, wird dort die Diskretisierung der Platte
behandelt und anschlieBend die Methode der finiten Elemente zur

Bestimmung der Vergleichsspannungen angewendet.

Die Platte gleicher Vergleichsspannungen, die meistens eine sehr
gute Ndherung der optimierten Platte und in einigen Fédllen sogar die

optimierte Platte selbst darstellt, wird in Kapitel 4 beschrieben.

In Kapitel S werden die in die engere Wahl gezogenen Optimierungs-
verfahren besprochen. Zur Beriicksichtigung aktiver Restriktionen

wird Zoutendijk's Methode der "feasible directions” benutzt.

Anhand einiger Beispiele werden in Kapitel 6 die Ergebnisse der
Platte gleicher Vergleichsspannungen und der weiter optimierten

Platte gegeniibergestellt.
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2. Plattentheorien

Die zur Zeit existierenden Plattentheorien lassen sich in zwei
Gruppen unterteilen: die klassische Theorie fiir die diinne Platte von
Kirchhoff [19] und die Theorien fiir dicke Platten.

Die klassische Theorie flir diinne Platten von Kirchhoff ist nur fiir
diinne Platten geeignet, besonders fiir solche unter statischen Belas-
tungen, und ist einfach mit analytischen Methoden zu behandeln. Bei

dieser Plattentheorie knnen nur vier Randbedingungen erfiillt werden.

Bei den Theorien fiir dicke Platten sind sechs Randbedingungen zu
erfiillen. Mit den Theorien fiir dicke Platten werden die Platten
besser beschrieben. Dieses 148t sich besonders dann zeigen, wenn die
Dicke von Platten im Verhidltnis zu den jeweiligen Seitenlangen grof
ist. Bei diesen Theorien kann insbesonders je nachdem, ob die Trdg-
heitsmomente in die Rechnung einbezogen werden, zwischen der in
der letzten Zeit bekannt gewordenen Mindlin- oder Reissner-

Plattentheorie [20] [21] gew&dhlt werden.

AuBler mit oben genannten Theorien kénnen Platten auch als dreidimen-
sionales Problem behandelt werden, so daf3 die Platten im theoretischen

Sinne exakt beschrieben werden.

Die Anforderung an die Auswahl einer geeigneten Theorie besteht
darin, daB die Theorie die Platte geniigend genau beschreibt und der
Berechnungsaufwand moglichst klein gehalten wird. Die oben genannten
Plattentheorien konnen Platten unter bestimmten Bedingungen
hinreichend beschreiben, so daB es nicht notig ist, die Platten als
dreidimensionales Problem zu behandeln, und den damit verbundenen

sehr hohen Rechenaufwand in Kauf zu nehmen.
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2.1 Allgemeine Annahmen

Bei der Herleitung der verschiedenen Plattentheorien werden

folgende Annahmen zugrundegelegt:

A. Die verwendeten Werkstoffe seien homogen und

isotrop.

B. Die Beziehung zwischen Spannungen und Verzer-
rungen sei linear, d. h. es gelte das Hookesche

Gesetz.

C. Die Formédnderungen seien klein im Vergleich zu

den Plattenabmessungen.

D. Die resultierenden Belastungen seien senkrecht

zur Plattenmittelebene.

Zur Herleitung von bestimmten Plattentheorien sind zusétzliche

Annahmen erforderlich.

2. 2 Die klassische Theorie von Kirchhoff [19]

Die Herleitung der klassischen Plattentheorie wird im Polar-

Koordiantensystem beschrieben.

AuBer den im obigen Abschnitt eingefiihrten Annahmen werden

zusiatzlich folgende Annahmen getroffen:

A. Die Dicke der Platten bleibt nach der Verformung

unverdandert, d. h.

W(r, 8, z) = W(r, 9). (2.1)

( W ist die Durchbiegung ).
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B. Die senkrechte Linie zur Mittelebene bleibt nach

nach der Verformung senkrecht dazu

oW oW
Ur--z—a—r-, us_-zrc)S‘ (2.2)

( Ur und U9 sind die Verschiebungen der senk-

rechten Linie in den jeweiligen Richtungen. z ist die
Koordinate in Richtung der Dicke. )

Nachdem die benstigten Annahmen getroffen worden sind, kann zur

Herleitung der klassischen Plattentheorie iibergegangen werden.

Die Gleichgewichtsbedingungen lauten

o Mr dMre _ Mr-Ms
or | rog Qr +

'=0v
r

9Mrs oMs _ Mrs  _
or  Troe Qs+2r =0,



- 14 -

oQr Qs _ o2w (2 3)
or +ra3 *q*QP/r'Phat?_.
wobei
Mr = fzdr dz ,
h
M9 = fz 6y dz,
h
Mres = fzfrs dz ,
h
Qr = fl’rzdz. (2.4)
h
Qs = ftra dz .
h

0 und T sind die Normal- und Schubspannung.

q ist die duBere Belastung.

e« %e o e
.
.......

T e

s e e
........

h/2

h/2

j2

Abb. 2.2 Plattensegment
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Es gelten die folgenden kinematischen Beziehungen

2
= -, o0 W
€rr = 25572
- - oW 02w
Eoo z( ror r2992 )’
¢ _ ( az‘v O W (2 5)
re = 2 oros * TTos )
€22 = E&rz = €9z = 0.
Das Hookesche Stoffgesetz lautet
_ E
Op = 1-v2 (Epr + vEgs),
E
Oa=1_v2(\’3rr+sss)v
(2 6)
Tre = G é&pp.

E, G und v sind die von Material abhédngige Elastizititz- Konstanten.

Wird Gleichung ( 2. 5) in ( 2. ¢ ) eingesetzt und die entsprechende

Integration durchgefiihrt, so erhalten wir

L ZW O W 2 W
Mr = D[arz (rc)r +r2a32)]-
_ 2 W 22 W
Ms D[ or2z ' rar rzaaz] ( )
2. 7
Mm:—(l—v)D(aw - ‘)w)
rorod r2o9 /-
E h®
D ist die Biegesteifigkeit der Platte, D = T -vD)

An dieser Stelle ist darauf hinzuweisen, daB die beiden SchnittgroBen
Qr und Qg wegen der Annahme ( 2. 2 ) dem Hookeschen Gesetz nicht
gehorchen. Die beiden SchnittgroBen konnen durch die Gleich-

gewichtsbedingung ( 2. 3 ) ermittelt werden. Wegen der Annahme
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( 2. 2 ) kbnnen auch etwaige Randbedingungen fiir Mre nicht direckt

befriedigt werden[24].

Wird die Gleichung ( 2. 7 ) in ( 2. 3 ) eingesetzt, so erhalten wir die

Gleichung

D'V4w=q-p >tz (2 8)

durch die die Durchbiegung W unter vorgegebenen Belastungen

bestimmt werden kann.

Nach Bestimmung von W konnen die anderen ZustédndsgroBen durch

die Gleichungen ( 2. 3) bis ( 2. 7 ) ermittelt werden.

2. 3 Die Mindlin-Plattentheorie [20]

In diesem Abschnitt wird die Mindlin-Plattentheorie erldutert. Als
Theorie der dicken Platte beriicksichtigt die Mindlin-Platte im Gegen-
satz zu der Reissner-Platte nicht nur die Querkraft bei der Verformung,

sondern auch die Trdgheitsmomente beim Schwingungsvorgang.

2. 3.1 Herleitung der Grundgleichung

Fiir die Mindlin-Plattentheorie gilt die Annahme, daf3 die Durchbiegung
W unabhidngig von der Koordinate z sei. Die senkrechte Linie zur
Mittelebene ist nach der Verformung im Gegensatz zur Kirchhoff-
Theorie zwar noch eine Gerade, aber nicht mehr notwendig senkrecht

zur Mittelebene.

Ur = z-Y, Us = z -0, (2 9)
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So existieren drei unabhédnige Verschiebungen W, Ur und U¢, wobei

die letzten zwei wieder durch die Verdrehungen ¥ und ® dargestellt

werden kdonnen.

Hier gelten die Gleichgewichtsbedingungen

d Mr O Mrs _ Mr-Ms ph® 2y

or T Tro9 Qr + r T IFY T

dMrs dMs Mrs _ oh® 929

ar " res Qe 277 T e
(2.10)

0Qr Qs o2 W

or T Tos +q+Qr/r=phat2

Im Vergleich mit Gleichung (2.3) sind in (2.10) die Trdgheitsmomente

in Radial- und Tangentialrichtung beriicksichtigt.

Die kinematischen Beziehungen lauten

(2 11)
oW
brz = Y+
¢ - oW
oz ‘D*ras

Das Hookesche Gesetz ( 2. 6 ) muB bei der Mindlin-Plattentheorie
erginzt werden. AuBler Or, Og und Trs miissen nun auch die beiden

Schubspannungen Trz und Tgz dem Hookeschen Stoffgesetz

gehorchen,

E

Or 1-v2

(Epp + vigs ),
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E

Os=1_v2("8rr+saa)'

're = Gire, (2 12)
Trz = G &rz,

Toz = GéEgz.

Durch gleiche Behandlung wie bei Gleichung ( 2. 7 ) lassen sich die

Beziehungen zwischen Verschiebungen und SchnittgroBen darstellen

M= [Sre v (T eTes )]

o o [T L. 28]

Mro = A2 p [ 2o o ST -2 ],
Qr=szh(‘¥+%), (2 13)
Qs = k2Gh(0+2K )

k2 ist ein Faktor zur Korrektur der Abweichung von Qr und Qg, die
durch die Annahme ( 2. 9 ) verursacht ist. Nach der Mindlin-
Plattentheorie wird k2 der Wert w2/ 12 zugewiesen und nach der
Reissner-Theorie [21] der Wert 5/6.

Auf jedem Rand sind hier drei Randbedingungen zu erfiillen. Flir
Kreisplatten sind sie W[ oder Qr ], ¥ [ oder Mr ] und @ [ oder Mrs1l.

Die klassische und die Mindlin-Plattentheorie unterscheiden sich in
drei Punkten:

A. Behandlung der Schubverformung,

B. Berlicksichtigung der Trédgheitsmomente,

C. Anzahl der Randbedingungen.
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2. 4. Die KenngroBien

In den vorangegangenen Abschnitten wurden verschiedene GroBen zur

Beschreibung des Schwingungsvorganges verwendet. Bei einer Analyse
erkennt man, daB einerseits nicht die verschiedenen physikalischen
GroBen direkt die Form einer Platte bei der Optimierung beeinfluBen,
sondern Kombinationen von ihnen, andererseits die Reaktionen von
Platten leichter dargestellt werden kdnnen, wenn einige physikalische

GroBen durch Normierung in dimensionslosen KenngréBen dargestellt

werden.

1. Belastung

Flachenbelastung
Qf = Qo / ozul ,

Linienbelastung

Q, = 90/ R2/0,,,,

wobei 9o der groBte Wert der jeweiligen Belastung ist.

2. Radius

C = r/ R,
Plattendicke
hi = di / R .

R ist der &duBere Radius, djist die Plattendicke.

Die anderen, die Plattenform beeinflussenden Gréfen sind (fiir Stahl)

Querkontraktionszahl v = 0.3,

Elastizitdatsmodul E = 2.1-10 N/m2,

kg/m3,

Dichte 0 = 7810
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2.5 Vergleich der beiden Theorien

Zum Vergleich der beiden Theorien werden zuerst die Eigenwerte
einer Platte betrachtet und anschlieflend eine Platte unter statischer

Belastung berechnet.

2. 5.1 Die Eigenwerte einer Kreisplatte

2. 5. 1.1 Die Eigenwerte nach der Kirchhoff-Theorie

Die Eigenwerte nach der klassischen Plattentheorie konnen durch

Gleichung ( 2. 8 ) mit q = O bestimmt werden,

d*W

. 4 =
D-V*W + oh =5 = 0. (2 14)

Als Ansatzfunktion kann

W =[ACos(wt) + BSin(wt)] - Cos(n®) - F(r)

(n=0v19293111a1’) (2'15)

gewdhlt werden. A und B sind zwei Konstanten, n ist eine positive
ganze Zahl, die die Verformung der Platte in 9-Richtung bestimmt.
Wird diese Ansatzfunktion in Gleichung ( 2. 14 ) eingesetzt, so

erhalten wir

d%F dF

+

dr2 rdr

2
+[1(8/R)2-—;]-§]AF=O, (2 16)

wobei (8/R)* = mzl;)h =12(1'V2)92—EEF§ (2 17)

und R der Radius der Kreisplatte oder der &duBere Radius der

Kreisringplatte ist.
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Die Losung der Gleichung ( 2. 16 ) lautet

F(r)=C1-Jn(8r/R) + Ca2-Yn(8r/R)

(2 18)
+C3:In(8r/R) + C4-Kn(8r/R)

Jn, Yn, In und Kp sind die Bessel- und verbesserten Bessel-

Funktionen n-ter Ordnung erster oder zweiter Art.

Ci (i=1,2, 3 4) sind Konstanten, die von den Randbedingungen
abhédngig sind. Fiir Kreisplatten darf die Durchbiegung in der Mitte
nicht unendlich sein, deshalb miissen C3 und C4 verschwinden, da Yp

und Kp bei r = O unendlich groB sind.

Zur Berechnung der Eigenwerte geht man von ( 2. 18 ) aus und setzt
voraus, daB die Randbedingungen von F(r) erfiillt werden und daB die
Konstanten Cj nicht gleichzeitig gleich Null sein diirfen. Dann muB
die durch die Koeffizienten von Cj dargestellte Determinante gleich
Null sein. Durch die Erfiillung dieser Bedingung |48t sich § ausrechnen.

Dann konnen die Eigenwerte ® durch ( 2. 17 ) bestimmt werden.

Als ein Beispiel werden die ersten fiinf Eigenwerte von einer

Kreisringplatte in Abb. 2.3 dargestellt.

Zwei Punkte sind hier zu bemerken:

A. Die Eigenwerte sind linear abhidngig von der

Plattendicke,

B. Der entsprechende Eigenwert wird mit zuneh-
mendem n, welches die Schwingungsformen

beschreibt, grofer.
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2. 5. 1. 2 Die Eigenwerte nach der Mindlin-Plattentheorie

Fiir die Berechnung der Eigenwerte nach der Mindlin-Plattentheorie

sehen die Ansatzfunktionen [26] wie folgt aus:

= _ \.OWi W2  JYWs
(01 - 1)—5 +(02-1)5"% + e

® = (01~ 1)aW1 (Oz-l)awz o W3

rod or '

(2. 19)
W = Wi + W2 |

wobei

= [C1Zn(817/R) + C{ Zn(8:r/R)] Cos(nd),

W2 = [C2 Zn(82r/R) + C3 Zn(327/R)] Cos(nd),

(2. 2)
=[C3Zn(837r/R) + C3 Zn(83r/R)1-Sin(n9)
(n=o0,1,223,,,,,)
und

(81)2=-1—12|:'+'—+1/(1 Y aza2
(82)2=l— 2[1"_"1/“ 2)42"' 202
(83)2=2(A%2-k2/a2)/(1-v),

= (81)2/7 (A2 -k2/a2),
Oz = (32)%2 /(22 - k2/a2),

(2 21)

a? = (22 /12,

_ 1 -
k2 =53 w2

Zn und Z: sind je nachdem, ob §j (i = 1, 2, 3 ) groBer oder kleiner als
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Null ist, Bessel- oder verbesserte Bessel-Funktionen erster und

zweiter Art und n-ter Ordnung,

Durch gleiche Berechnungsvorgidnge wie bei der Kirchhoff—Theorie

kann der Parameter A unter den Bedingungen, daB

1. die Randbedingungen erfiillt werden,

2. die Konstanten Cj und Ci“e nicht gleichzeitig

verschwinden,

ermittelt werden.

Nach Bestimmung des Parameters A ist der Eigenwert mit folgender

Formel zu berechnen:

1 E
=N — v —E
© R }/0(1—\)2) ) (2 22)

Als Beispiel werden die ersten acht Eigenwerte derselben Kreisring-

platte in Abb. 2.3 dargestellt.
Bei der Betrachtung fallt folgendes auf:

A. Die Eigenwerte liegen unter den entsprechenden

Eigenwerten nach der Kirchhoff-Theorie.

B. Mit zunehmender Plattendicke nehmen die hoheren

Eigenwerte ab.

AuBerdem ist bei weiteren Berechnungen aufgefallen, daBB die ent-

sprechenden Eigenwerte mit zunehmendem n auch grofer werden.

Die Eigenfrequenzen zu rotationsymmetrischen Eigenformen in Ab-
hingigkeit von der Plattendicke sind in den Arbeiten [27] und [18]
untersucht worden, wobei auch dort die Tendenz festgestellt ist, daB

die héheren Eigenfrequenzen mit zunehmender Plattendicke abnehmen.
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Ringplatte

Innenrand frei, AuBBenrand eingespannt

‘ 1=5 1=4
Ca = 0.4 P
- S 2'3 \ nsch Kirchhotf
\ — — nsch Mindlin
/ T~
/ - ~/

/ / N LT

gl’ /

_#
-—_-——
a—

——_'._’
a——

Abb. 2.3 Eigenfrequenzen einer Ringplatte
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2. 5. 2. Die Platte unter statischer Belastung

Zum Vergleich der beiden Theorien wird in diesem Abschnitt eine
Ringplatte, dargestellt in der Abb. 2.4, betrachtet.

Die Ringplatte wird gemis
Cl=P(l'/R)cos(m3) (m=2) , (2 23)

belastet. p ist hier eine konstante GroBe. Der duBere Rand ist frei

gelagert und der innere Rand wird als eingespannt betrachtet.

__/\,.T.

jiNI

Abb. 2.4 Die Ringplatte
Die Losung dieses Problems sieht, je nachdem, ob die Theorie von
Kirchhoff oder von Mindlin angewendet wird, folgendermaBen aus:
A. Kirchhoff-Theorie

W = { Cir™m+ Car ™ +C3r™*2 4+ Cqr2™m

prs
+D(mz-zs)(mz_.,) } Cos(m#9) (2. 24)
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Die vier Unbekannten Cj(i =1, 2, 3, ¢) miissen durch die

Randbedingungen bestimmt werden.

Als Randbedingungen gelten hier

bei r=b>b:
W=0 und %=0, (2 25)
bei r =R
Mr =0 und Qr*aMr9=0. (2. 2 )

ror

Die SchnittgroBen konnen nach Bestimmung der Durchbiegung
mit ( 2. 7 ) ermittelt werden. Die Ergebnisse sind in den nach-

folgenden Abbildungen dargestellt.
B. Mindlin-Theorie

Czrm+2 Cyr-m+2

= m -m - -
w {C1r + Caor sm(m+1)D  4m(m-1)D

S 2
pr pr -
IS mI D KGR (mEsy) Cos(m®) (2 z)

und

Qr = { Car™M-t + Cyr-m-t
+ Cs Ii(ar) +C¢,Km(ar)} Cos(m#¥), (2 28)

mit a=1mn/h.

Statt vier gibt es hier sechs Konstanten, die durch Randbedin-

gungen bestimmt werden miissen.

Als Randbedingungen gelten nun

W=0, ¥Y¥=0 und ®=0 (2. 29)



und bei r = R:

Mr

O, Mrsa =0 und Qr=0. (2 30)

Nach Bestimmung von W und Qr kann Qg durch die letzte

Gleichung in ( 2. 10 ) ermittelt werden. Die anderen Schnitt-

groBen kénnen danach mit ( 2. 13) bestimmt werden. Die

Ergebnisse sind ebenfalls in den Abbn 2.5 und 2.6 dargestellt.

X102

WD
P

0 _0.25 0,5 0.75 1.0
N g
°
°
o
—— nach Mindlin
----- nach Kirchhoff
U = 0.3
° h = 1/8
™
°
A

Abb. 2.5 Die Durchbiegung
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0.25 0.5 0.75

1.0

—— nach Mindlin

----- nach Kirchhoff
v = 0.3

h =1/8

0.25"" 0.5 0.75

—— nach Mindlin.
- nach Kirchhoff
U =0.3
h =1/8

L°0-

v ¥-

“.
""""
..
23

—— nach Mindlin = TTUT™KN
----- nach Kirchhoff

v = 0.3

h =1/8

oF 2%

8o

v'0 90

2o

0.25 0.5 0.75 C

Abb. 2.6 Die Darstellungen der Schnittgrdfien
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Zu den Abbildungen ist folgendes zu bemerken:

A. Nach der Mindlin—Theorie ist OW/or bei r = b
wegen der vorhandenen Schubkraft nicht gleich
Null.

B. Die groBten Differenzen von Mrr und Mr9 kommen
dort vor, wo die Verformungen am stdrksten von

den Randbedingungen beschrdankt sind.

C. Wie.zu erwarten, ist Mrs nach der Kirchhoff-
Theorie am frei gelagerten Rand nicht gleich Null.
® wurde nach der Mindlin-Theorie am inneren
Rand als unbeschriankt betrachtet [25]. Sonst

wurde dort der grofite Wert fiir Mro erhalten.

2. 6 Entscheidung fiir eine geeignete Theorie

Die zusétzliche Beriicksichtigung der Schubverformungen und Trig-
heitsmomente bei der Mindlin-Theorie |48t bessere Ergebnisse
erwarten. Besonders gro3e Unterschiede zwischen den beiden Theorien

zeigen sich in den Eigenfrequenzen.

Weil eine dynamische Belastung vorliegt und auBBerdem die Dicke der
Platte nach oben unbeschridnkt ist, wird hier die Mindlin-Theorie

bevorzugt.
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3 Berechnungsmethoden
3.1 Aligemeines

Zur Losung eines komplizierten Problems, besonders eines, das
analytisch nicht mehr zu l6sen ist, bietet sich die Methode der finiten
Elemente an. Der Grundgedanke dieser Methode ist, eine Struktur in
zahlreiche kleine Teile zu zerlegen, in denen die physikalischen

Forderungen nicht exakt, aber wenigstens hinreichend genau erflillt

werden.

Der Vorteil der Methode der finiten Elemente liegt

in folgendem:

1. Fast alle Probleme kdnnen gelost werden. Beson-
ders bei denjenigen, die durch analytische
Methoden nicht losbar sind oder deren Loésung

sehr aufwendig ist, zeigen sich die Vorteile dieser
Methode.

2. Der Grundgedanke und die Behandlung sind

einfach zu verstehen.

3. Die Methode basiert auf bestimimten Prinzipien,
wodurch die physikalischen Eigénschaften hin-

reichend genau eiiigehalten werden.

Wegen der Vorteile ist die Methode der finiten Elemente mit Unter-
stiitzung der rasch entwickelnden Réchenanlagen immer mehr von

Bedeutung und findet immer mehr neue Anwendungen.

Als Nachteile der Methode der finiten Elemente sind

ZU nennen:

1. Die Anzahl der Unbekannten steigt mit der Zahl
der Knotenpunkte, wodurch mehr Rechenzeit und

Speicherbedarf erforderlich werden.
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2. Die Genauigkeit ist in vielen Fidllen schwierig
abzuschdtzen. Es kann auch nicht behauptet
werden, daB sie mit zunehmender Anzahl der

Elemente immer verbessert werden kann.

liber die Methode des finiten Elemente sind zahlreiche Biicher
( wie zum Beispiel [30] [31] ) geschrieben worden, in denen man die

Grundlagen und Anwendungsmdéglichkeiten finden kann.

Die Platten unter statischer und dynamischer Belastung nach den in
Kapitel 2 beschriebenen Theorien kann man zwar, wie man dort sieht,
analytisch berechnen, wenn die Bedingung gleicher Dicke erfiillt
wird. Aber fiir die Problemstellung der Optimierung, das hei}t,
Platten mit verdnderlichen Dicken, konnen die Gleichungen in
Kapitel 2 im allgemeinen nicht mehr analytisch gelost werden. Aus
diesem und den oben genannten Griinden wird die Methode der

finiten Elemente gewidhlt.

In diesem Kapitel wird ein Element hergeleitet. Bei der Aufstellung

des Elementes werden zwei Aspekte beriicksichtigt:

1. Genauigkeit,

2. moglichst geringer Speicherbedarf.

In den letzten Abschnitten dieses Kapitels werden die Losungs-
methoden fiir das Differentialgleichungssystem beschrieben, welches

durch die Methode der finiten Elemente hergeleitet worden ist.
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3.2 Aufstellung der Elementmatrizen

Beim Aufstellen der Elementmatrizen wird in dieser Arbeit die in
dem Buch von Zienkiewicz [31] beschriebene Methode verwendet,
bei der im AnschluB an die Auswahl geeigneter Verformungsansidtze
der weitere Vorgang rein mathematisch erfolgt. Der Ausgangspunkt
der Betrachtung ist das Prinzip der virtuellen Arbeit. Eine andere
Herleitung findet man in dem Buch von Bathe/Wilson[30], wobei das
Prinzip des Minimums des Gesamt-Potentials verwendet wurde. Die
einzelnen Vorgdnge werden hier nicht angegeben; das Ergebnis aus

den beiden Herleitungen ist identisch.

Vor dem Aufstellen der Elementmatrizen ist zu erldutern, daB bei
der Optimierung die Annahme gemacht wird, daB die Plattendicke
unabhédngig von 9 ( der Umfangrichtung ) ist (s.S. 9). Unter dieser
Annahme wird die Platte nur in Radiusrichtung diskretisiert( Abb. 3.1).
Beim Aufstellen der Matrizen wird weiterhin vorausgesetzt, daBl sich
die Dicke innerhalb eines Streifens nicht dndert. Die Abweichung der
Losung bei dieser Annahme nimmt mit zunehmender Anzahl der
Elemente ab. Unter dieser Annahme wird der Speicherbedarf und die
Rechenzeit erheblich kleiner, da die Anzahl der Unbekannten erheblich

geringer ist als bei einer Diskretisierung wie in Abb. 3.2.

Abb. 3.2

Abb. 3.1
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3.2 1 Die Ansatzfunktionen eines Streifens

Wie in Kapitel 2 beschrieben ist, besitzen die Verschiebungen und

Verdrehungen die Form

W = WI() cos{im9),
¥ = ¥(r) cos(md),

(3.1)
® = O(@r) sin(im9),

wenn die Belastung sich gemdfB Q=q(r)cos(m®) darstellen 1&d8¢t.

Diese Formen werden fiir die Ansatzfunktionen iibernommen, d. h.
innerhalb eines Streifens @ndern sich die Verformungen in tangentialer
Richtung mit den Kreisfunktionen. W(r), ¥(r) und ®(r) sollen die
Bedingungen

Wi(r) =W,
¥(r)=Y,,
O(r)) =0, ,
Wir)=W,, (3. 2)
¥iry)=¥, ,

(I)(rz) = (Dz

erfiillen.

Dabei sind Wy, ¥4, ®1 und W, ¥,, ®, die groBten Verformungen am

inneren bzw. duBeren Rand in den jeweiligen Richtungen.

Zur Wahl der Ansatzfunktionen der VerformungsgréBen ist folgendes

zu beriicksichtigen:

1. Die VerformungsgroBen miissen an jedem belie-

bigen Punkt der Platte stetig sein.

2. Die Ansatzfunktionen miissen beliebige Rand-

bedingungen erfiillen kénnen.
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3. Die Ansatzfunktionen sollen eine hohe Genauigkeit
gewidhrleisten.

Mit diesen Uiberlegungen werden die Ansatzfunktionen eines Streifens

wie folgt gewidhlt:

W(r) = C,rMm, c,rm*2,
¥(r) = CgrM~t 4+ ¢, rm*¥1,

3 4 (3. 3)
O(r) = Csrm-l + C6l’m+1 .

C, bis C, sind Konstanten, die durch die Ubergangsbedingungen
( 3. 2) bestimmt werden kdnnen.

Die ersten zwei Aspekte in der liberlegung sind offensichtlich erfiillt,
und der dritte wird in den folgenden Abschnitten dargestellt. Werden

die Ubergangsbedingungen ( 3. 2 ) eingefiihrt, so lassen sich die

Ansatzfunktionen ( 3. 3 ) umschreiben in
Cf(r)] = [N(r)JLTG] (5}. (3. 4)

[ f(r)] ist dabei der aus [ W(r) ¥(r) ®(r)] bestehende Vektor.

[N(r)] umfasst die in Gleichung ( 3. 3 ) definierten Funktionen und
hat folgende Form

rm 0 0 rm+2 o 0
[N(r)1=| o rm-t 0 0 rm+t o
0 0 rm-1 g 0 rm+i
(3.5)

{8‘} enthdlt die Knotenunbekannten [W; ¥, &, W, ¥, 0, 1.
[ TG] ist eine Matrix, die den Vektor {3} und C verkniipft
{ C=(C1 Cz C3 C4 CS Cé } }:

[C] = [TG] {3},
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’_rm rm+2 4 0 0 0 “
1 1
0 0 rt r{““ 0 0
m-1 m+1
-1 0 0 0 0 r r
[TG] = m me2 1 1
rf rs 0 0 0 0
0 0 rnct M 0 0
m-1 m+1
o .
|_° ° 0 Ty Ty _J
(36)

Wird die Gleichung (3. 4)in (3. 1) eingesetzt, dann erhdlt man

[f1l= [SCIIN(r)1LTGI{3}. (3.7)

[f] enthdlt [W ¥ ®1, wdhrend [SCJ] nur aus trigonometrischen
Fuktionen besteht:

Cos(m#9)

[SC1=

Cos(m¥)
(3.8)

Sin(m\‘)):| )

Nach Gleichung ( 2. 16 ) konnen die Dehnungen durch Differentiation

von Gleichung ( 3. 7 ) hergeleitet werden

[e]l] = [SCS1I[BI1ILTGI1 (38}. (3.9)

[£ 1 enthdlt die Dehnungen {€rr €39 €rg Yrz Yoz ). [SCS] ist eine

quatratische Matrix

’_Cos( mg)

Cos(m#d)

[SCS1= Sin(m#9)

Cos(m$9)

L Sin(m#¥)

(3.10)

mit von Null verschiedenen Elementen nur auf der Hauptdiagonalen.

[B] ist eine von dem Radius r abhédngige Matrix
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0 0 (m-1)r (m+1)rm 0 0 -‘
0 0 rm-2 rm mrm-2 mrm
(B1l= 0 ) -mrMm-2 -mrMm (m-2)rm-2 merm
mrMm~L (m+2)rm+t  pm-i rm+1 0 0
-mrMm=1t  —pmrm+t 0 0 rm-1 rm*ij .
(3.11)

An dieser Stelle ist darauf hinzuweisen, daB8 die bisher erhaltenen
Ergebnisse nur fiir einen Streifen mit einem inneren Radius r; > 0 und
m > 1 gelten. Sonst miissen die Ansatzfunktionen entsprechend
gedndert werden. Beispielweise muBl C, gleich Null sein, wenn r; = o

ist und m > o.

3. 2.2 Aufstellung der Steifigkeitsmatrix

Nach der Vorbereitung in den vorigen Abschnitten kann jetzt die
Steifigkeitsmatrix flir einen Streifep aufgestellt werden, wobei die

Matrizen ( 3. 6 ) ( 3. 10 ) ( 3. 11 ) in die Gleichung

g 27T

[Ke1= [ [ (rscs1rB1LTGY TIDUISCSIIBILTGI} rdddr (3. 12)
rl 0

eingesetzt werden.

[K®€1 ist die zu berechnende Steifigkeitsmatrix.

In die Matrix [ D 1 flieBen die Materialeigenschaften und die Platten-

dicke h ein.

Eh3 VEh3
12(1-v2)  12(1-v2) -‘
VEh3 Eh3
_ | 12(1-v2)  12(1-v2)
[D1= Gh3 (3. 13)
12
k2Gh

k2Gh |
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Obwohl Gleichung ( 3. 12 ) bei vorgegebenem m leicht zu integrieren
ist, wird hier eine numerische Integration durchgefiihrt; dadurch wird
die Steifigkeitsmatrix [K®] weicher als bei der exakten Integration,
ergibt aber, wie aus Testrechnungen zu ersehen ist, eine Korrektur
der Fehler aus den Ansatzfunktionen. Nachdem die Steifigkeits-
matrix flir jeden Streifen bestimmt worden ist, wird sie in die globale

Steifigkeitsmatrix des gesamten Systems [ K ] eingesetzt.

Skyline

[K1= (3.14)

Alle Nicht-Null-Elemente in der Steifigkeitsmatrix liegen, wie wir
sehen, eng zusammen in der Ndhe der Hauptdiagonalen. AuBerdem
kann festgestellt werden, daB die Matrix [K®] in Gleichung ( 3. 12 )
mit ( 3. 13 ) symmetrisch ist. Daraus folgt eine symmetrische Gesamts-
teifigkeitsmatrix [K]. Um Speicherplatz zu sparen, werden nur die
Nicht-Null-Elemente in ( 3. 14 ) zwischen der Hauptdiagonalen und
der Skyline in einem eindimensionalen Feld abgespeichert. Die
Adressen der Elemente , die auf der Hauptdiagonalen liegen, werden
in einem anderen Feld gespeichert, wie in dem Buch von Bathe/Wilson
beschrieben. Eine Untersuchung der Konvergenz der hier aufgestellten
Steifigkeitsmatrix wird in den folgenden Abschnitten durch Beispiele

dargestellt.
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3.2 3 Aufstellung der Massenmatrix

Ahnlich wie beim Aufstellen der Steifigkeitsmatrix kann die Massen-

matrix durch

Fg 27

tM®1 = [ [{ISCIIN(rIITGNIT [PI(ISCIIN(r) ILTG]) rd8dr
r{ o

berechnet werden, (3. 1s5)
wobei die Matrix [P ]
ph3
[P1=| ' oh3
12 (3. 16)

eh

die Dichte © der Platte enthilt.

Die globale Massenmatrix [M], die aus den Elementmassenmatrizen
(M€l (e=1,2,...... , n, n ist die Anzahl der Streifen ) aufgebaut
wird, hat genauso viele Nicht—Null-Elemente wie die Steifigkeits-

matrix [K] und den gleichen Speicherplatzbedarf.
Mit einer Anderung der Ansatzfunktionen [f(r)] ( 3. ¢4 ) bei dem
Aufstellen der Massenmatrix [M®] kénnen der Speicherbedarf und die

Rechenzeit weiter reduziert werden, indem angenommen wird, daB

fir rysrs<s(ry+ry)/2

W(r) = W,
¥ir) =¥,
o(r) = @,

und fiir (ry+ry)/2<rsr,

W(r) W2
¥Yir) =¥,

O(r) = 0, (3.17)
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sein sollen.

Unter dieser Annahme erhdlt man durch Integration von Gleichung

( 3. 13 ) die Elementmassenmatrix

[M®]= 1z

(3. 18)

WObEi 81=(4r1r0+r:)/8,
82=(4r2r0-r3)/8

und { 2m  fiir m=o
T fiir m>o0 ,

B'{ 0 fiir m=o
- (3 19)

- fiir m>o

gilt.

Die Matrix [M€1 in (3.18) hat nur auf der Hauptdiagonalen
Elemente ungleich Null und wird
als kondensierte Massenmatrix
bezeichnet. Die entsprechende

e

Verformung sieht wie in der -

Abb. 3.3 gezeigt aus, 2

wobei 8§, fir W, ¥{, ®&; und 3§,
fiir Wy, ¥,, @, steht.

Abb. 3.3

Die Konvergenz dieser Massenmatrix [M€] wird in den nachfolgenden

Abschnitten durch Beispiele dargestellt.
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3.2. 4 Der Lastvektor

Der Lastvektor eines Streifens berechnet sich zu

Fo 27
(F€)= [ [ (ISCIIN(MIITG1I T tqa} rdsdr | (3. 20)
r o

[SC1, [N(r)] und [TG] sind in Abschnitt ( 3. 2. 1) definiert.

{q) ist die &duBere Belastung und enthdlt drei Elemente in drei
Richtungen. In W(r)—Richtung sind es die senkrecht zur Mittelebene
der Platte wirkenden verteilten bzw. konzentrierten Kridfte, in ¥(r)—
und ®(r)—Richtung die entsprechenden verteilten bzw. konzentrierten

Momente.

3. 22 5 Die SchnittgroBen

Nach der Gestaltinderungsarbeithypothese betrdgt die Vergleichs-

spannung

Oy= «/63,-+6293-Orr633+36f-9 ||z|=h/2 . (3. 21)

Die Spannungen in ( 3. 21) lassen sich in Momente umschreiben

Mv = }/ Ml%l” + Mgs' Mrr M,&,& + 3M|?,3 . (3. 22)

Eine Beschrinkung bei der Optimierung ist, daB das groBte Vergleichs-
moment eine zuldssige GroBe ( von der Dicke abhdngig ) nicht

iiberschreiten darf. Deshalb braucht nur das Vergleichsmoment
ausgerechnet zu werden. Werden die Eigenschaften, daB [M;r Mgl in

9-Richtung in der Form Cos(m®) und M;g in der Form Sin(m$)

dargestellt werden konnen, beriicksichtigt, so kann festgestellt
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werden, daB das Vergleichsmoment My seinen groBten Wert entweder
bei 9=0

)
My = 1/ MZ + Mgs - My Mgg (3. 23)

My = Y3 Mg (3. 24)

annimmt, wenn die Belastung sich in der Form Q = 9 (t)Cos(m$)

darstellen ldBt.

Um die Schnittgrofilen [ Myr Mgg Mrgl auszurechnen, werden die

Ansatzfunktionen ( 3. 1) in Gleichung ( 2. 13 ) eingesetzt.

bei 9=o0
M m-2 m m-2 Cs
rr} =D [m+1+ylr [m+1+vlr umr uvmr™ C,
Mss [u(m+D)+11r™™ 2 [u(m+)+)Ir™ mrm=2 pem || Cs
Cﬁ !
(3. 25)
und bei %:...T_t_
2m
C;
Mm:l—'z‘i DI:-mr‘“"'2 -mr™ (m-2)r™m~2 mrm] 24
C: . (3 26)

Bemerkungen:

1. Zur Berechnung von [ My Mgg M;3] werden die

Werte in Meridian - Mitte eines Streifens

genommen.

2. Fiir Q=q(t) cos(m¥%) wird der Maximalwert aus
(3.23) und (3.24) gewdhlt; anderenfalls muB
entlang des Umfangs der Maximalwert ermittelt

werden.
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3.2 6 Differentialgleichungen

Die Diferentialgleichungen des gesamten Systems unter dynamischer

Belastung lauten:

[MI1{8)+ [KI1{s}) ={F} . (3. 27)

{3) enthidlt die Knotenunbekannten, wihrend {3} die zweite Ableitung
von {8} nach der Zeit bezeichnet. {F} ist der Lastvektor des gesamten

Systems. Die Differentialgleichungen in ( 3. 27 ) konnen unter

bekannten Randbedingungen und Anfangsbedingungen ( Anfangslage

{ 3 } und Anfangsgeschwindigkeit {55} ) geldst werden.

Losungsverfahren fiir das Differentialgleichungssystem werden in

nachfolgendem Abschnitt ( 3. 3 ) erldutet.
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3.2.7 Konvergenzbetrachtung der Matrizen

In diesem Abschnitt wird das Konvergenzverhalten der in den vorigen

Abschnitten aufgestellten Matrizen durch zwei Beispiele untersucht.

Zum Vergleich werden lineare Ansatzfunktionen

W(r) = C,+ C,I

¥(r)= C3 + C4I'

(3. 28)
‘D(r): CS + C61'

gewidhlt und in den nachfolgenden Abbildungen als Fall 1 dargestellt.

Die Ergebnisse aus den im Abschnitt ( 3. 2. 1) dargestellten Ansatz-

funktionen werden in den Abbildungen als Fall 2 bezeichnet.

Beispiel 1

Hier wird das in Kapitel 2 dargestellte Beispiel wieder gewdhlt, um
die Brauchbarkeit der aufgestellten Steifigkeitsmatrix [K] ( 3. 14 ) zu
liberpriifen. Die durch eine Belastung von Q = P - r- Cos(29) bean-
spruchte Platte wird in 25 Streifenelemente aufgeteilt. Zum Vergleich

werden die Ergebnisse und die analytische Lésung in den Abbildungen

dargestellt.
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In den Abb.n fallen zwei Punkte auf:

1. Die beiden Ansatzfunktionen (3. 3) und ( 3. 28 )
ergeben gute Ulbereinstimmung mit der analy-
tischen Losung flir die Durchbiegung und fiir das

Moment in radialer Richtung.

2. Die Ansatzfunktion ( 3. 28 ) liefert eine bessere

libereinstimmung fiir das Moment Mgg. Die An-

satzfunktion ( 3. 3 ) liefert eine gute N&dherung

fir M,.g, wédhrend die Ansatzfunktion ( 3. 28 )

eine nichtakzeptable Abweichung von der analy-

tischen Losung an den Rédndern zeigt.
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Beispiel 2

In diesem Beispiel wird das Konvergenzverhalten der aufgestellten
Massenmatrix [M1 durch Wiedergabe der Eigenwerte mit zunehmender
Anzahl der Streifenelemente betrachtet. Die Platte ist dieselbe wie
im Beispiel 1. In der Abb.n wird die Ungenauigkeit der ersten bzw.
finften Eigenwerte dargestellt, die sich auf eine Durchbiegung in

Umfangsrichtung in der Form cos(28) beziehen.

o 0,
“ - [
@ verteilte Masse X verteilte Masse
von ( 3. 28 ) Von(s.?_)

& konzentrierte Masse @ © Konzentrierte Masse

e von ( 3. 28 ) von ( 3. 3)
g
£ w o, .
-
v
R
20
3 .
(L]
£ ]
w "‘ 0
c .
= | -] & a a a 2 . 8 e
®
X g X a
x B " a8 s
e x 8 R 'Y
® g 8 ‘ aj a8 L3
0 20 4 n 90 20 m -
Abb. 3.8 Erste Eigenfrequenz Abb. 3.9 Finfte Eigenfrequenz

Anhand der Berechnung ist folgendes zu sagen:

1. Fiir beide Ansatzfunktionen konvergieren die
Eigenfrequenzen mit zunehmender Elementzahl

zu der analytischen Losung.

2. Die Ansatzfunktion ( 3. 3 ) liefert eine bessere

Ndherung als die Ansatzfunktion ( 3. 28 )

3. Eine eindeutig bessere Losung von verteilten
bzw. konzentrierten Massen ist bei beliebiger
Anzahl von Elementen und beliebiger Eigenfre-

quenz nicht zu erzielen. Aber die Methode der
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konzentrierten( Massen mit den Ansatzfunktionen
( 3. 3) liefert mit zunehmender Anzahl der

Streifenelemente eine bessere Konvergenz.

4. Hohere Eigenfrequenzen verlangen auch eine
groBere Anzahl der Streifenelemente, um die

Ungenauigkeiten klein zu halten.

3.3 Das verbesserte Ritz-Verfahren und die modale Analyse
3. 3.1 Allgemeines

Das in Abschnitt ( 3. 2. ¢ ) erhaltene Differen-tialgléichungssystem

[MI{8}+[KI{8})=(F) (3. 29)

ist ein gekoppeltes Differentialgleichungssystem, zu dessen Ldsung
es verschiedene Moglichkeiten gibt. In dieser Arbeit wird das
verbesserte Ritz-Verfahren gewé&hlt (Kapitel 3.3.2.2 ) und danach
werden die transformierten Differentialgleichungen durch das

Verfahren der modalen Analyse geldst.

Das Differentialgleichungssystem ( 3. 29 ) kdnnte durch modale

Analyse mit n ( dem Freiheitsgrad ) Eigenvektoren entkoppelt und
genau beschrieben werden. Jedoch braucht die Entkoppelung, d. h.

die Auswertung der n Eigenvektoren und der n Eigenwerte, sehr viel
Rechenzeit. Ndherungsweise konnte es auch durch k ( k < n )
Eigenvektoren beschrieben werden, was mit wachsendem k rasch
zunehmende Rechenzeit braucht. Aus diesem Grund wurde in dieser

Arbeit das Ritz-Verfahren in einer speziellen Fassung verwendet.
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Im Gegensatz zu den Eigenvektoren hdngen die hier benutzten Ritz-
Vektoren von dem Lastvektor ab. Das Differentialgleichungssystem
kann durch Transformation mit Ritz-Vektoren nicht entkoppelt

werden, sondern nur der Freiheitsgrad des Systems reduziert werden.

3.3. 2 Das verwendete Ritz-Verfahren
3.3 2.1 Die Transformation

Die bendtigte Rechenzeit fiir das Differentialgleichungssystem
( 3. 29 ) hdangt von dem Freiheitsgrad n und der Bandweite ab. Ein
zweckmaidBiges Verfahren besteht darin, das Gleichungssystem zuerst
in ein Differentialgleichungssystem mit niedrigerem Freiheitsgrad
umzuformen, welches das Gleichungssystem ( 3. 29 ) noch geniigend

genau wiedergibt.

Das Ritz-Verfahren dient zur Reduzierung des Freiheitsgrades. Statt
Eigenvektoren ®={ @, ®,, - - - - - - , ®k } werden die sogenannten
Ritz-Vektoren R = {Ry, Ry, + - -, Ry } benutzt, die von der @uBeren
Belastung abhdngen und deren Elemente mit der Massenmatrix [M]
orthogonalisiert sind. Es wird angenommen, daB sich die Verfor-

mungsgroBen {8) durch R in der Form

{8)=R{q} ( 3. 30')

beschreiben lassen.

Dabei ist {4 ) = {q;, 9y, - - - . . , 4k} ein aus den Ritz-Koordinaten
aufgebauter Vektor.
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Wird ( 3. 30 ) in die Differentialgleichung ( 3. 29 ) eingesetzt und von

links mit RT multipliziert, so erhilt man

RTIMIR{q) + RTIKI1R{q)} = RTF, (3 31)

{a)+ [K*1{q) = F*. (3 32)

Durch eine Orthogonalisierung und anschlieBend Normierung wird
RTIM] R zur Einheitsmatrix. Im Gegensatz zu der modalen Analyse,
die eine diagonale Matrix [K*1 liefert, ist hier [K*] im allgemeinen

Fall nur eine symmetrische quadratische Matrix mit der Ordnung (k).
Die Anfangsbedingungen {q,} und {(10} werden durch

{Qp) = RTIM1{3,) ,

(o) = RTIM1(3,) (3. 33)
bestimmt.

Mit dem Gleichungssystem ( 3. 32 ) und den Anfangsbedingungen
( 3. 33 ) kann {4} in Abhingigkeit von der Zeit t berechnet werden.
Die VerformungsgroBen werden mit Hilfe der Ritz-Vektoren durch

Riicktransformation erhalten.
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3.3. 2.2 Die Bestimmung des Ritz-Vektors R

A : Der urspriingliche Verfahren nach Wilson[32]

Der urspriingliche Ritz-Vektor R wird folgendermaBen bestimmt:

1. Der erste Ritz-Vektor R;

Als erster Ritz-Vektor R, wird die statische Verformung in Folge der
duBeren Belastung F ohne zeitlichen EinfluB durch Orthogonalisierung

mit der Massenmatrix [M] genommen

R} =[K17'F,

R, = R} /(RITIMIRY}) . (3.3¢)

2. Die weiteren Ritz-Vektoren R;j

Die weiteren Ritz-Vektoren werden durch den zuvor berechneten

Ritz-Vektor Rj-; und Orthogonalisierung mit [M1] bestimmt

R}* = [KIT'IM]1 R, ,
RT:R*{*_ZCCjRj, (j=1,2,-.... ,i=1)

Ri =RI /(R{TIMIR}) (i=1,2..... L k), (3. 35)

wobei CCj = Rj[MIR{* gilt.

Der in der Iteration benutzte Vektor [MI] R;.; ist proportional zu
der " Trégheitskraft” x2 [M1 Rj_; ( x2 = R, [K1R;_, ), das heiBt, daB

die "Trédgheitskraft” bei der Berechnung des ndchsten Ritz-Vektors
Rj als statische Belastung verwendet wird. Bei diesem Punkt wird

eine Verbesserung in dem folgenden Abschnitt eingefiihrt.
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B. Die Korrektur des Ritz-Vektors R

Wie in dem vorherigen Abschnitt erwédhnt ist, werden die einem
Ritz-Vektor entsprechenden Trdgheitskrdfte auf den n#dchsten
Ritz-Vektor verschoben. Je kleiner die Tridgheitskrifte sind, desto
kleiner ist der EinfluB der nachfolgenden Ritz-Vektoren auf die
Schwingungsantwort. Eine genauere Losung mit moglichst wenigen
Ritz-Vektoren kann nur dadurch erhalten werden, daB die nicht im
Gleichgewicht befindlichen Tréagheitskridfte, die zur Bestimmung des
ndchsten Ritz-Vektors iibernommen werden, moglichst klein gehalten
werden. Es wird hier ein Verfahren zur Bestimmung der Ritz-Vektoren
vorgestellt, bei dem ein Teil der Trégheitskrifte mit den &uBeren
Belastungen (oder den vom vorherigen Ritz-Vektor ilibernommenen
Triagheitskrdften) im Gleichgewicht bleibt und der tibrige Teil auf die

Bestimmung des ndchsten Ritz-Vektors verschoben wird.

1. Der erste Ritz-Vektor R; wird durch

*R, =[K17'F,
R} = ([K1-%2[M1)71F,

R, = R} /(RIT[MIR]) (3. 36)

bestimmt,

mit %2 = *RT[KI1*R, 7 (*RT [M17R,).

2. Die weiteren Ritz-Vektoren R; werden durch

*Rj = [KIT'[MIR;, ,

R} = ¢([K1-%2[M1)"1[M] Ry,

ermittelt,
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wobei %2 = *R [K1*R;/ (*R} [M1*R;) gilt.

Die weiteren Schritte zur Berechnung von R; sind wie in ( 3. 35 )

dargestellt.

Die beiden Fassungen A und B werden zur Ausrechnung des Vektors
Rj das Glied [MIR;.; auf ein und dieselbe Weise benutzt. Aber der

Unterschied liegt darin, daB in Fassung B ein Teil der Trégheitskrifte
%2 [M] beriicksichtigt wird.

Dieses Verfahren liegt den nachfolgenden Rechnungen zugrunde.

3.3.2.3 Zusammenfassung

AbschlieBend sollen einige wichtige Punkte des Ritz-Verfahrens

erldutert werden

1. Zur Bestimmung der k Ritz-Vektoren wird wesent-
lich weniger Rechenzeit gebraucht als zur Bestim-
mung der ersten k Eigenvektoren,wobei die Rechen-

zeit mit zunehmender Anzahl k schnell ansteigt.

2. Das durch die Ritz-Matrix R transformierte
Differentialgleichungssystem ist weiterhin nicht
entkoppelt, daher ist zu dessen Losung ein

weiteres Verfahren notwendig.

3. Die notwendige minimale Anzahl der Ritz-Vektoren

k ist von der Genauigkeit abhédngig.
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3. 3. 3 Die modale Analysel30]

Um das Differentialgleichungssystem ( 3. 29 ) genilgend genau zu
beschreiben, braucht man in den meisten Fédllen nur eine erheblich
kleinere Anzahl von Ritz-Vektoren als das System Freiheitsgrade
besitzt. Deswegen ist die Ordnung des Differentialgleichungssystems
(3.32) im Vergleich zu der des urspriinglichen Systems ( 3. 29 ) sehr
klein. Der Rechenzeitbedarf zur Losung eines solchen Systems ist

daher wesentlich geringer.

Das Differentialgleichungssystem ( 3. 32 ) ist ebenso wie ( 3. 29 ) ein
gekoppeltes System, zu dessen Losung hier zwei Verfahren zu
empfehlen sind: die direkte Integration und die modale Analyse.
Entscheidend fiir die Wahl eines Verfahrens ist hier nicht die
Genauigkeit ( ausgenommen beim zentralen Differenzen-Verfahren).
sondern die Rechenzeit. Daher wird in dieser Arbeit die modale

Analyse gewidhlt.

Die allgemeine Formulierung des Differentialgleichungssystems

( 3. 32 ) lautet
[M*1{(q)+ [K*1{q} = F*, (3 37)

wobei [M'1 eine symmetrische quadratische Matrix von der

Ordnung ( k) ist.

Werden die Koordinaten {qQ } durch die generalisierten Koordinaten { X}
{q})=090({x} (3 38)

ersetzt, wobei @ = { &4, ®2, - - . . . . , ®x } die mit [M*] orthogo-
nalisierte Eigenvektorenmatrix des Differentialgleichungssystems

( 3.37) ist und {X} ={X4,X3, . .. ... , Xk} gilt.
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Wird ( 3. 39 ) von links mit ® multipliziert, so erhdlt man mit

( 3. 38)

OTIM*10(x}+ 0T[K*10® {x)}= 0TF* ,

(X) + N2(X} =P (3. 39)

mit der Diagonalmatrix

2
[ oF . |
©2

(3. 40)

die durch ©? = OTLK*1®, (i=1,2,...... , k) bestimmt ist.
p ist ein von der Belastung abhédngiger Vektor und hat k Elemente.

Jede der k Gleichungen in ( 3. 39 ) entspricht einer Schwingung mit

einem Freiheitsgrad, deren allgemeine L6sung

X;=AiSin(wj-t) + Bj Cos(0j-t) + xi{

ist.

Aj und Bj sind zwei Konstanten, die durch die Anfangsbedingungen

{x5)=0T[M*1(q,},

(X0} =0TIM*1{q,)}

bestimmt werden miissen. Da [M*] im Differentialgleichungssystem

( 3. 32 ) die Einheitsmatrix ist, lassen sich die Anfangsbedingungen in
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{xo} = QT (qo} ’

(X0} =0T {q,) (3 42)
umschreiben.

x;* in ( 3. 41) stellt eine spezielle Losung dar, die durch die Duhamel-

sche Integration

t
=% fpi(,)Sin(t-T)dT (3.43)
0

oder entsprechend dem Typ der Belastung direkt bestimmt werden

kann.

Die Ritz-Koordinaten {qQ@ } werden durch Riicktransformation mit

Hilfe von ( 3. 38 ) erhalten.

An dieser Stelle ist folgendes zu erldutern

1. Die modale Analyse wird in dieser Arbeit nicht
direkt bei dem Differentialgleichungssystem(3. 29),
sondern bei dem durch die Ritz-Matrix transfor-
mierten System ( 3. 32 ) angewendet. Deshalb ist

die benotigte Rechenzeit geringer.

2. Das Differentialgleichungssystem ( 3. 32 ) wird
mit vollen j = k Eigenvektoren bei der modalen
Analyse transformiert. Daher ist {4} eine exakte

Losung des Systems ( 3. 32 ).

3. Die k Eigenwerte sind aus ( 3. 32 ) bestimmt
worden, und sind i. a. nicht dieselben wie die des

Differentialgleichungssystems ( 3. 29 ).

4. Zur Berechnung der Eigenvektoren und Eigenwerte

wird die Jacobi-Methode verwendet.
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3. 3. 4 Konvergenzbetrachtungen

Das Konvergenzverhalten des dargestellten Ritz-Verfahrens wird in

diesem Abschnitt mit Hilfe von zwei Beispielen untersucht.

Als Beispiel wird die bereits in Kapitel 2 betrachtete Platte verwendet,
die durch zwei unterschiedliche Belastungstypen beansprucht wird.
Die Ringplatte wird in 25 Streifenelémente aufgeteilt und hat einen
Freiheitsgrad von 76. Zuerst wird das Differentialgleichungssystem
( 3. 29) durch die modale Analyse mit vollen 76 Eigenvektoren geldst.
AnschlieBend werden die maximalén VerformungsgriBen jedes Knotens
und die maximalen Vergleichsspannungen in der Mitte jedes Elementes

bestimmt und als VergleichsgroBen zugrundegelegt.

Zur Betrachtung des Konvergenzverhaltens des Ritz-Verfahrens wird
das Differentialgleichssystem ( 3. 29 ) mit unterschiedlicher Zahl von

Ritz-Vektoren ausgewertet.

Zum Vergleich wird auch das Ergebnis, das diirch modale Analyse mit
den ersten Eigenvektoren: erhalten wurde, zusammen mit dem des
Ritz-Verfahrens in Abhi#ngigkeit von der Anzahl der Eigen- bzw.
Ritz-Vektoren tabellarisch dargestellt. Die in den Tabellen eingetra-
genen GroBen sind die maximalen Fehler, die innerhalb der Platte

auftreten.

Beispiel 1

Die duBere Belastung ist wie P
in der Abb. rechts dargestellt.

Die Genauigkeit ist in Prozent

in der Tabelle eingetragen. 2b




- 57 -

Durchbiegungen

Anzahl 1 3 5 10
modale Analyse | 3.4363 0.1265 | 0.9095 | 0.0198
Ritz-Verfahren 0.5777 0.3871 | 0.3521 0.0096
korrig. Ritz-V. 3.4400 | 0.1868 | 0.0864 | 0.0139
Vergleichsspannungen
Anzahl 1 3 S 10
modale Analyse | 2.7499 | 0.1164 | 0.7683 | 0.0200
Ritz-Verfahren | 0.4792 | 0.1607 | 0.1492 | 0.0228
korrig. Ritz-V. 2.7526 | 0.2276 | 0.0397 | 0.0164
Beispiel 2
Die Belastung wirkt nur auf
den Mittelstreifen. C
-—N—-
Durchbiegungen
Anzahl 1 3 S 10
modale Analyse | 34.6895 | 2.8631 | 3.1477 | 0.6188
Ritz-Verfahren 9.3147 | 7.1108 | 3.1809 1.0476
korrig. Ritz-V. 42.7130 | 6.4204 | 1.2947 | 0.9010
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Vergleichsspannungen

Anzahl 1 3 S 10

modale Analyse | 29.3448 | 5.2356 | 3.6429 | 1.8419

Ritz-Verfahren 7.1471 | 4.1359 | 1.5833 | 1.5537

korrig. Ritz-V. 37.4321 | 3.5162 | 2.2397 | 1.0017

Bei der Betrachtung der Tabellen fallen folgende Punkte auf:

1. Mit einem Vektor liefert das Ritz-Verfahren die
beste Ndherung, wobei der Fehler bei gleichméaBig

verteilter Belastung unter 1% liegt.

2. Im Gegensatz zu den anderen Verfahren konver-
giert das korrigierte Ritz-Verfahren schneller und
monoton. Mit 10 Vektoren liefert es das beste
Ergebnis flir die Vergleichsspannungen, die bei

der Optimierung die entscheidende Rolle spielen.

3. Eine groBere Anzahl der Vektoren ist notwendig
um bei ungleichmiaBig verteilter Belastung eine

bestimmte Genauigkeit zu erreichen.

AuBerdem ist als interessanter Aspekt bei der Berechung aufgefallen,
daB die ersten Eigenwerte des transformierten Differentialgleichungs-
system ( 3. 32 ) mit den niedrigsten des Systems ( 3.29 ) liberein-
stimmen oder in ihrer Ndhe liegen, wahrend sich die hoheren Eigen-
werte stiarker unterscheiden. Diese Erscheinung weist darauf hin, daB
bei der Losung des Differentialgleichungssystems ( 3. 29 ) die ersten

Eigenvektoren am stédrksten ins Gewicht fallen.
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4. Die Platte gleicher Vergleichsspannungen
4.1 Allgemeines

Konstruktionen gleicher Vergleichsspannungen sind relativ leicht zu
ermitteln. In vielen anwendungsorientierten Blichern iiber Struktur-
optimierung ( wie [35] [38] [39] ) wird diese Methode dargestellt.
Vorteilhaft spart man in allen Fdllen ( im Vergleich zu Optimierung )
Rechenzeit. AuBBerdem zeigt die Erfahrung, daBl die dadurch erhaltene

Konstruktion meistens sehr nahe an der optimierten liegt.

Unter einer Platte gleicher Vergleichsspannungen versteht man eine
Platte, bei der an allen Punkten der Oberfliache die maximal zuldssige
Spannung erreicht wird. Da bei der Problemstellung festgelegt ist,
daB die Dicke der Platte in Umfangsrichtung unverdnderlich bleiben
soll, kann die zuldssige Spannung nur an einigen Punkten ( wenigstens
einem ) in Umfangsrichtung mindestens einmal wiahrend des Schwin-

gungsvorgangs erreicht werden.

Bei einer Konstruktion gleicher Vergleichsspannungen ist das Volumen-
minimum dann erreicht, wenn die Konstruktion statisch bestimmt ist
und unter statischer Belastung besteht. Fiir den hier zu behandelnden
allgemeinen Fall gilt diese Aussage jedoch nicht immer. Ein ganz

einfaches Beispiel dafiir findet man in [381].

Durch Vergleich des Volumens von Platten gleicher Vergleichs-
spannungen und optimierten Platten wird festgestellt, daB der
Unterschied des Volumens zwischen den beiden Fédllen meistens sehr
gering ist. Die Form der Platte gleicher Festigkeit kann also als her-
vorragende Ndherung der optimierten Plattenform angesehen werden,

wenn die Rechenzeit als wichtiger Faktor beriicksichtigt werden muB.

Die Rechenzeit fiir Platten gleicher Festigkeit ist fast in allen Féllen
nur ein Bruchteil von derjenigen fiir optimierte Platten. AuBerdem
kann aus obengenanntem Grund die Platte gleicher Vergleichsspan-
nung bei der Optimierung als Ausgangspunkt benutzt werden, wo-

durch der Aufwand an Rechenzeit oft erheblich reduziert werden kann.
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4. 2 Die Platte gleicher Vergleichsspannung

Um eine Platte gleicher Vergleichsspannung unter einer bestimmten
dynamischen Belastung zu erhalten, kann man von einer beliebigen

Plattenform, die durch die Dicke H = hy, hy, , , , hn! festgelegt ist,
ausgehen. Bei jeder Iteration i wird die von der letzten Iteration
bestimmte Platte neu analysiert, die Vergleichsschnittgro8e My und

die dazu gehorige Vergleichsspannung 0, neu berechnet und dement-

sprechend die Dickenverteilung gedndert.

Es wird erwartet, daB durch eine Anderung von hik (k=1,2,,,,,,n)
die Vergleichsspannungen ( 0, LH( k=1,2,,,,,,n)
()0t o LMo
k (h,'(“)z (s.1)

(i bezeichnet die Iteration und k das Element )

die zuldssige maximale Spannung 0, erreichen. Wegen der analytischen
Undarstellbarkeit von (0y), in Abhéngigkeit von hy ( k=1, 2, ,, ,n)

kann die zuldssige maximale Spannung 0, nur iterativ gefunden werden.

Die Plattendicken h,i;"1 werden durch die Annahme, daB die Vergleichs-
schnittgroBen ( Mv)ik+1 (k=12 ,,,,, n) trotz der Anderung

von hli< nicht wesentlich von ( Mv)ik abweichen [15], erhalten.

- .
(M) = (My)k (o 2)

Ersetzt man (Mv)ik und (Mv)ik"l in (4. 2) durch (OV)L und

(6y)i*! und fordert (O‘,)ill"1 = G, so erhdlt man
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. 2 s .
6, (ni*1)* = (ol (ni)*

(4.3)
i1
: C (0 \T
h'k”=h'k(oz ) ) (4.4)
Bei ( 4. 4) muB noch die Bedingung
hitt 2 h, (4.5)

beriicksichtigt werden.

Hier stellt h,,; die miminal zuldssige Dicke dar, die nicht nur die

Kontinuitdt der Platte sichert, sondern auch die libertragung der

Schubkrédfte ermoglicht.

Als Kriterium gilt daher entweder
{|1—(ov).£/ozl <t
hli( > h,y (4.6)
oder h{( = h,ur, (4.7)
wobei £ eine vorzugebene Toleranz ist.

Wenn fiir alle Elemente eines der beiden Kriterien ( 4 . ¢ ) oder

(4.7) erfiillt ist, wird die Iteration abgebrochen.
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4. 3 Beschleunigungsfaktor

Die in ( 4 . 4 ) dargestellte Dicken hik+1 hdangen lediglich von der
Vergleichsspannung an der betreffenden Stelle ab. Durch eine kleine

Anderung von ( 4 . 4 ) kann der Aufwand an Rechenzeit verringert

werden.

Im folgenden werden dazu drei einfache Moglichkeiten dargestellt.

A. Einfiihrung eines Faktores a[44]

a ist eine konstante Grofe, die man bei der
Berechnung festlegen mufBl. Mit ihr erhdlt man

anstelle von ( 4. 4 ) den Ausdruck

i1 . i
hll: =h:<{1+a( __(gv)k —1)}' (4.8)
z

Ein geeigneter Wert fiir « muB8 durch Probieren
ermittelt werden. Bei statischen Problemen wird
behauptet, daB a zweckmidBig mit 0.57 [44] ange-
setzt werden soll. Fiir Platten unter dynamischen
Belastung erweisen sich Werte zwischen 1 und 1.3

als giinstig.

B. Die Einfiilhrung von B [44]

Auf dhnliche Weise wie @ wird eine GroBe B ein-
gefiihrt, welche die Dickendnderungen wie folgt
beeinflufit

: i (L0 \B
"';2“=hl'<(oz ) (4.9)

Formeln ( 4. 8) und ( 4. 9) kdnnen ( 4. 4 ) ersetzen.
Die Kriterien (4.6) oder (4.7) miissen dabei

eingehalten werden.
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C. Nédherung

Hier wird eine N&herung der Platte gleicher
Vergleichsspannung vorgestellt, welche das Kri-

terium nicht mehr unbedingt erfiillt.

Der Grundgedanke besteht darin, daB die Platte
nach 10 Iterationen mit(4.4), (4.8) oder ( 4.9)
schon sehr nahe an der Platte gleicher Vergleichs-
spannung liegt. AnschlieBend braucht man nur
die Dicken der Elemente, bei denen die maximal
zuldssige Spannung iiberschritten ist, zu ver-
groBen. Nach wenigen Iterationen erhidlt man

eine Platte, die der folgenden Bedingung geniigt

(6, < o,

(k=1’2D)”l!n) (4.10)

Interessant ist, daB eine durch diese N&dherung
erhaltene Platte ein kleineres Volumen hat als
die Platte gleicher Vergleichsspannungen. Dadurch
ist wieder gezeigt, daB die Platte gleicher Ver-
gleichsspannungen nicht das minimale Volumen

besitzt.
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4. 4 Einige Vorbemerkungen

4. 4.1

Anzahl der Elemente

Bei der Wah!l der Anzahl der Elemente miissen drei Punkte beriick-

sichtigt werden:

Es mlissen soviele Elemente verwendet werden,
daB das Losungs- Konvergenzverhalten der Platte

gewdhrleistet sind.

Die gewédhlte Anzahl der Elemente mufl auch
das Konvergenzverhalten des Volumens sicher-

stellen.

Wegen des Aufwandes an Rechenzeit sollen unter
Berticksichtigung der obengenannten zwei Punkte

moglichst wenige Elemente verwendet werden.

Der erste Punkt ist schon in Kapitel 3 besprochen worden. Hier sollen

die letzten zwei Punkte behandelt werden.

In Abb.4

.1 wird das Konvergenzverhalten in bezug auf die Anzahl der

Elemente durch ein Beispiel dargestellt.

'

Vo

N ist die Anzahl der Elemente

V, ist das Volumen bei N = 1

X

20 40 60 N

Abb. 4.1 Volumenverhdltnis
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4. 4. 2 Impulsformen und Wirkungsdauer

4. 4. 2. 1 Impulsformen

Unter unterschiedlichen Impulsformen reagieren die Platten auch
unterschiedlich. Es ist sinnvoll, eine Impulsform herauszugreifen,
unter deren Einwirkung die maximalen Spannungen nicht kleiner sind
als bei den anderen. Eine mit dieser Impulsform erhaltene Platte
kann auch unter anderen Impulsformen bestehen. Aus den zahlreichen
Moglichkeiten werden drei Impulsformen herausgegriffen und

miteinander verglichen.

Auch hier werden zwei Platten betrachtet. Die erste Platte ist durch
ein Moment an einer zusidtzlichen Masse beansprucht und die zweite
Ringplatte wird gemdB Q = qo cos(2 3)F(t) belastet. Das Ergebnis
wird in folgenden Abbn. dargestellt.

Wie aus den Abbn. ersichtlich ist, schwingt die erste Platte in einer
nahezu idealen Sinus-Form, wihrend sich die Schwingung der zweiten

Platte aus mehreren ( Eigen- ) Schwingungsformen zusammensetzt.

In den Abbn. zeigt sich deutlich, daB die rechteckige Impulsform die
groBte Spannung und Auslenkung hervorruft. Sie kann als Ersatz-
Impulsform benutzt werden, wenn nicht genau entschieden werden
kann, wie die Impulsform aussieht. Die dadurch erhaltene Platte kann

unter anderen Impulsformen auch bestehen.

© mit rechteckiger,
— — mit Sinus-
----- mit dreieckiger

' Impulsform.

1.

v
max
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4, 4. 2. 2. Wirkungsdauer der Belastung

Beziiglich der Wirkungsdauer to des Impulses f(t) [ normiert zu 1
entsprechend den Ausfithrung des letzten Abschnitts J [0 s t < to ]
kann nicht allgemein festgestellt werden, daBl es ein bestimmtes to

gibt, unter dessen Wirkung die Vergleichsspannung am gréofiten ist.

In Abb. 4.3 werden die Spannungen einer Ringplatte unter Q = qo cos($9)
mit unterschiedlicher Wirkungsdauer dargestellt, wobei sich zeigt,
daB die Spannungen bei der Belastungsdauer Ti1/2 ( Ti ist die
Schwingungsdauer der 1. Eigenform ) am groBten sind. Dieses Ergebnis

148t sich jedoch nicht auf konzentrierte Belastungen iibertragen.

[
{ + fiir to=T,
- + X fir to=T1/4
_ ¢ fir to=Ty1/10
A
X s + ada,
X
X &5 &
£ +  +tTHe ¢
+ 4‘; X
X Xxxx N 4
0 X X x X
® x* &
R X & A+X ®
®0,006%°" %0 Xy X o
®00 ° At ®
® x T X o
¢ "% e
ooooo
0 0.5 1.0 E

Abb. 4.3 maximal auftretende Vergleichsspannungen
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4, 4. 3 Schwingungsdauer

Wie in Abschnitt ( 4 . 2 ) dargestellt und spédter bei der Optimierung
noch gesehen werden kann, miissen die maximalen Spannungen in
jedem Element und w&dhrend des gesamten Schwingungsvorgangs
berechnet werden, um die Dicke der Platte gemdB eines Kriteriums,
welches von den maximalen Spannungen abhédngt, zu bestimmen. In
der Praxis wird jedoch der Schwingungsvorgang nur bis zu einem
bestimmten Zeitpunkt berechnet, ab dem gesichert ist, daB das

Maximum der Spannungen erfal3t worden ist.

Wie diese Zeitldnge gewdhlt werden muf3, kommt auf das Problem an.
In Abschnitt 4. 4. 2. 1 zeigt es sich deutlich, daB die Rechnung bis
zu 2T1 ( T1 ist die Schwingungsdauer der 1. Eigenform ) durchgefiihrt
werden muB, bis die groBte Vergleichsspannung erhalten werden

kann.
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S. Optimierung
5.1 Allgemeines

Wie wir schon wissen, besitzen die Platten gleicher Vergleichs-
spannungen noch nicht das optimale Gewicht. Mit anderen Worten
heiBt das , daB wir noch Plattenformen finden konnen, die unter
derselben Belastung die Spannungsrestriktionen erfiillen und gleich-~

zeitig einen kleineren Materialaufwand in Anspruch nehmen.

Die mathematische Darstellung der Optimierung von Platten mit Hilfe

der finiten Elemente kann wie folgt formuliert werden:

Minimiert wird

V=Sc;h, (5.1)
G(h)) <0, (s5.2)
hijz hpmin ., (5 3)

wobei c; = konst, G(hj) =06(h;)-05,] .

Hierbei handelt es sich um eine lineare Zielfunktion mit nicht-
linearen Restriktionen, die durch die Plattendicken h; (i=1, 2, ,,, n)

nur implizit darstellbar sind.

Fiir eine solche Optimierung stehen einige inzwischen bekannt gewor-
dene mathematische Verfahren [35]-[37]1zu Verfiigung, von denen eines
ausgewdhlt werden soll, das fiir dieses Problem geeignet ist. Welches
fiir dieses Problem geeignet ist, wird in Abschnitt 5.3 diskutiert. Hier
soll noch gesagt werden, daB3 es in bezug auf die Anwendbarkeit und
den Aufwand an Rechenzeit kein Optimierungsverfahren gibt, das fiir

alle Problemstellungen gleichermaBen gut geeignet ist.

Beieiner konvexen Problemstellung sind die Kuhn-Tucker-Bedingungen
[39] [41] hinreichend fiir den Nachweis eines globalen Minimums.

Bei allgemeinen nichtlinearen Problemstellungen kann keine Aussage



- 70 -

dariiber gemacht werden, ob das gefundene Minimum ein globales
oder lokales Minimum darstellt. Eine Verbesserung kann dadurch
erreicht werden, daBB man von verschiedenen Ausgangspunkten ausgeht
und nachher die Ergebnisse vergleicht. Aber auch dann kann nicht
mit Sicherheit behauptet werden, daB} das globale Minimum gefunden

wurde.

5.2 Kriterien

Fir die allgemeinen nicht-linearen Problemstellungen gelten die
Kuhn-Tucker-Bedingungen(41] als notwendige Bedingungen fiir ein
lokales Minimum. Durch weitere Uberlegungen und Ableitungen
konnen die dem, in dieser Arbeit gestellten, Problem angepafBiten

Bedingungen hergeleitet werden.

5.2.1 Die Kuhn-Tucker-Bedingungen([41]

Es wird angenommen, daB bei dem betrachteten Punkt k Restrik-

tionen
Gj(H;j) <0 (j=1,2,,,,k=sm) (5 4)

aktiv sind ( m ist die Anzahl der gesamten Restriktionen ).

Die Kuhn-Tucker-Bedingungen lauten unter oben genannter Annahme

A ' +Z)\j'VGl = 0

xi>0. (j=12,,,,,k) (s.5)

Diese Bedingungen lassen sich durch Abbbildungen im 2-dimensionalen

Fall deutlich machen.
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Abb. 5.1
Kuhn-Tucker-Bedingungen Abb. 5.2

Bei dem betrachteten Punkt in Abb. S.1 liegt der negative Gradient
der Zielfunktion V auBerhalb des von den Gradienten der aktiven
Restriktionen aufgespannten Bereiches. Fiir Gleichung ( 5. s ) heiBt
das, daBB ein negatives A auftritt. Deshalb handelt es sich nicht um

ein Minimum.

Dagegen liegt der negative Gradient der Zielfunktion V in Abb. 5.2
innerhalb des von den Gradienten der aktiven Restriktionen aufge-
spannten Bereiches und es existieren nur positive A. Die Kuhn—Tucker
—Bedingungen, d.h. auch die notwendigen Bedingungen eines Minimums

der Zielfunktion, sind bei diesem betrachteten Punkt erfiillt.

5. 2. 2 Das geeignete Kriterium

Bei der Plattenoptimierung kommt es selten vor, daB die Anzahl der
aktiven Restriktionen gleich der Anzahl der Raumdimensionen n ist
( dies gilt nur fiir Platten gleicher Vergleichsspannungen ohne
Dickenbeschrinkung ). Deshalb wird der Fall fiir k < n in diesem

Abschnitt diskutiert.
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Abb. 5.3 Abb. 5.4

Abb. 5.3 zeigt, daB die Kuhn—Tucker-Bedingung nur eine notwendige,

aber nicht hinreichende Bedingung fiir ein Minimum ist.

Der theoretisch in Abb. 5.4 existierende Punkt B ( Minimum ) kann
durch Verfolgung eines Optimierungsverfahrens mit einer vorge-
gebenen Rechengenauigkeit erreicht werden: im n-dimensionalen Raum
nadhert sich der durch die Gradienten der k aktiven Restriktionen
gebildete Unterraum ( oder die durch die Gradienten der k aktiven
Restriktionen gehende Ebene ) immer an den Gradienten der
Zielfunktion an. Dabei ist eine Rechengenauigkeit, die den Winkel
zwischen dem Gradienten der Zielfunktion und der durch die
Gradienten der aktiven Restriktionen gebildeten Ebene beschreibt,

vorzugeben.

Das Kriterium kann unter der Vorraussetzung, daB der betrachtete

Punkt in einem konvexen Bereich liegt, so formuliert werden:
Gesucht ist ein beliebiger Vektor S, der die Bedingungen

S - vV < -3,

s . VG < -8 (s.6)

(i=12,,,k)



- 73 -

nicht mehr erfiillt.

Existiert ein solcher Vektor S beim betrachteten Punkt, so nimmt die

Zielfunktion bei diesem Punkt ein Minimum an.

5.3 Optimierungsverfahren

Zum allgemeinen Problem der nichtlinearen Optimierung wird eine
Reihe mathematischer Verfahren angeboten, die im wesentlichen in

zwei Kategorien aufgeteilt werden konnen[371:

1. die direkten Methoden

(i) the complex method,
(ii) the cutting plan method,

(iii) the methods of feasible (usable) directions,

2 . die indirekten Methoden

(i) transformation of variables,

(ii) Penalty function methods.

Bei der "complex method” wird zuerst die Zielfunktion an m
(m groBer als die Anzahl der Optimierungsvariablen) Punkten im
zuldssigen Bereich ausgewertet. Bei dem eigentlichen Optimierungs-
vorgang wird jeweils der Punkt mit dem schlechtesten Funktionswert
durch einen neuen Punkt im zuldssigen Bereich ersetzt. Der Vorgang
wird so lange wiederholt, bis das Optimum hinreichend genau ge-
funden ist. Von Vorteil ist, daB dieses Verfahren nicht den Gradienten

der Zielfunktion oder der Restriktionen bendtigt.
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Als indirekte Methode wird bei der "penalty function method” ein
nichtlineares beschrianktes Optimierungsproblem wie ein unbe-
schrinktes behandelt, die Zielfunktion aber im Falle einer Ver-
letzung einer Restriktion durch Hinzunahme einer Straffunktion
kiinstlich erhoht. Es geniigt hier ein Verfahren fiir unbeschrédnkte
Optimierungsprobleme, dessen Konvergenz aber langsamer wird,
wenn das zu suchende Optimum an einer Restriktion liegt.

Wegen des hohen Rechenaufwandes zur Auswertung der Zielfunktion
wird zur Einbindung von Restriktionen in dieser Arbeit die Methode
der "feasible directions” gewédhlt. Bei diesem Verfahren wird im
Falle einer Verletzung einer Restriktion aus der aktuellen Such-
richtung und dem Gradienten der Restriktion eine neue Suchrichtung
konstruiert, die zu einem neuen Punkt im zuldssigen Bereich und iur
Verbesserung der Zielfunktion fiihrt. Zwar mufBl hier der Gradient auf
den Restriktionen gebildet werden, aber das Konvergenzverhalten

wird bei geeigneter Wahl der neuen Suchrichtung oft verbessert.

5. 3.1 Die Methode der "feasible directions” [49]

Ausgehend von einem zuldssigen Entwurfsvariablen H* ( H = { hy, h,,

v » » » hp }; in dieser Arbeit die Plattendicken ) wird Hj bei der

néchster Iteration j+1 in eine Richtung des von H; abhéngigen Vektors

Sj um die Schrittweite aj Sj ( aj >0 ) geédndert
Hj+1=Hj+°‘j'S]~ (5.7)
Hierbei sind zwei Bedingungen fiir szu erfiillen:

I Fiir ein kleines aj darf Hjs; zu keiner Verletzung

der Restriktionen fithren, d. h.

SjT'VGi =< 0 (s.8)
(i=1,2,,,,,k) aktive Restriktionen

d. h. Sj muB “feasible” ( durchfiihrbar ) sein.
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2. Die Zielfunktion muBl in dieser Richtung Sj verkleinert

werden konnen

ST .

j VvV =< 0 (59)

d. h. Sj mufB "usable” ( brauchbar ) sein.

I Bestimmung des Vektores Si

Ungleichungen ( 5. 8 ) und ( 5. 9 ) sind zwei Bedingungen, die den

Vektor §;j beschrdnken. Trotzdem existert ein Bewegungsbereich fiir
Sj, in dem beim betrachteten Punkt die in Abschnitt 5.2 dargestellten
Bedingungen erfiillt werden konnen. Zur Bestimmumg des Vektors S;

sind zwei Punkte zu beachten:

1. In der Richtung S; soll die Zielfunktion mog-
lichst stark verkleinert werden kdnnen. So soll
Sj méglichst nahe an der negativen Richtung des

Gradienten der Zielfunktion liegen.

2. Um eine groBere Schrittweite erzielen zu kénnen,

soll §; moglichst von den Restriktionen abgelenkt

werden.

Unter Beriicksichtigung dieser beiden Punkte kann §j durch Einfiih-

rung einer neuen Variablen B mit dem linearen Optimierungsverfahren

bestimmt werden.
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Die Formulierung lautet

Gesucht ist das Maximum von (5 10)

mit den Variablen Si und B

unter den Restriktionen

Sff- VvV + 8 = o0,

S{ - VG; + % = 0,
; (5 11)
(i=1,2,,,,, k) aktive Restriktionen

-1 s 8§ s 1, (i=1,2,,,,n)

wobei §; die i-te Kompnente von §; ist.

9; sorgt dafiir, wie weit der gesuchte Vektor Sj von den jeweiligen

Restriktionen abgelenkt werden soll. 9; ist eine nichtnegative GréBe.

In dieser Arbeit wird 9; der Wert 1 zugeordnet.

Die Restriktion - 1 < §; s 1 sbfgt dafiir, daB keine Komponente von §;

und damit auch B unendlich groB wird.

Durch Einfiihrung t;j = 8§ + 1 kann die lineare Optimierung ( 5. 10 )

mit ( 5. 11 ) in die Standardform gebracht werden. Zur L6sung des
Problems kann auf vorhandene ?n’ografnme zurﬁckgégriffen werden

( Simplex-Verfahren ).

Die nichtnegative GrofBe B ist nicht nur von dem Winkel zwischen Si

und dem Gradienten der ZielfUnktion und der Restriktionen, sondern
auch von deren Betrdgen abhédngig. Bei der Berechnung werden die
Gradienten der Zielfunktioﬁ und der Restriktionen normiert, so daB

man den Winkel ¢ zu
_ -B
cos (¢) = —— (s5.12)
Bl

erhalt.
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Wenn B gegen Null geht, sind die Kuhn-Tucker-Bedingungen erfiillt.

Die ( 5. 6 ) entsprechende Bedingung ist

— =< § . (5 13)

B
|sil

Ist die Bedingung ( 5. 13 ) erfiillt, so wird die Iteration abge-

brochen.

II Bestimmung der Gradienten VV und VG;

Der Gradient VV kann wegen der Linearitdt der Zielfunktion

V = 3 cjhj (5. 14)
durch Ableitung leicht berechnet werden,
VV ={cqyCo.vys5,Cnlt. (5 15)

Da die Restriktionen Gi( H ) nicht durch H explizit darstellbar sind,
und sich deswegen die Gradienten VG;j nicht analytisch bestimmen

lassen, wird hier die Differenzenmethode angewendet,

0 G; c)Gi 0G:
s o= —L —1L
VG' {Ohl’dhz"”" ()hn } (5.16)
und
°Gj t
2 h = Ah {[Gi(Hi“Ahi)]max ‘[Gi(Hi)]max}~

(i=1,2,,,,,n) (5.17)

Die in ( 5. 17 ) auftretende Variablendnderung Ah; spielt eine wichtige

Rolle. Sie muB an das Problem und an die Rechengenauigkeit angepalit

werden.
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Il Bestimmung der Schrittweite o]

Die Schrittweite oj hédngt von den Restriktionen ( aktive und auch

nicht aktive ) ab. Sie darf hochstens so groB sei, daB der neue zu

betrachtende Punkt Hj,; von H; aus wieder an den Rand des

zuldssigen Bereiches stoft,

aj = (aj)max . (s.18)

Wenn die Restriktionen eine flache Ebene bilden, soll eine Schritt-

weite aj < ( ajlmax gewdhlt werden. Sonst soll oj gleich (aj)max

gesetzt werden.

5. 3. 2. Die lineare Optimierung [421[43]

Die lineare Optimierung ist die Optimierung einer linearen Zielfunktion
unter ausschlieBBlich linearen Restriktionen. Alle linearen Optimierungs-

probleme kdnnen durch Transformation in die Standardform

gesucht Maximum von F
F = 3 ajx; (5. 19)
unter

Gj = gjo * 28jixj <0,

( 5. 20)

Xizo (i lyzs»’,vvn)

(j=1,2,,,,,,m)

gebracht werden.
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Zur Losung dieses Problems sollen m nichtnegative Hilfsvariablen
( Xn+1, Xn+2, , » » >, Xn+m ) in ( 5. 20 ) eingefiihrt werden, damit die
Ungleichungen der Restriktionen sich in Gleichungen umschreiben

lassen:

gio + Z gii Xi + xn"‘i = 0 ’

X 20 . (k=12 ,,,,,ntm) (s 21)

Von den n+m Variablen in ( 5. 21 ) miissen mindestens n gleich null

sein, wenn ein Maximum existiert.

Die Lésungsschritte konnen folgendermaBen dargestellt werden

I. Ausgang von einem zulédssigen Punkt X*,

II. Untersuchung, ob das Maximum erreicht ist.

Wenn ja, Stop, sonst zu III.

III. Null- und nicht Null-Variablen austauschen

unter Beriicksichtigung von ( 5. 20 )
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6. Ergebnisse

In diesem Kapitel werden einige Beispiele mit dem in der Arbeit
‘beschriebenen Optimierungsverfahren dargestellt. Die Materialkons-

tante entsprechen den Werten in Abschnitt 2.4,

In den Abbn. werden Platten mit gleicher Dicke und die optimierten
Platten dargestellt. Ebenfalls sind die Belastungen und die

Impulsformen mit ihrer Wirkungsdauer gezeigt.

Die Volumeneinsparung von Platten ‘gleicher Vergleichsspannungen
Av=1-Vv/Vo und optimierten Platten Ao=1-Vop/Vo gegenliber solchen
gleicher Dicke werden in Prozent angegeben, wobei Vo, Vv und Vop
das Volumen fiir Platte gleicher Dicke, gleicher Vergleichsspannung

und optimierte Platte darstellen.

In den Beispielen soll als eingespannter Rand W=0, ¥=0 und Mrs=0
verstanden werden und als einfach gelagerter Rand W=0, Mr=0 und
Mr9s=0. Die in Kapitel 1 eingefithrte minimale Plattendicke hmin in
bezug auf den &duBeren :Radius der Kreis- oder Kreisringplatte
betragt 0.00S.

6. 1 Kreisplatten
Als erstes Beispiel wird die Kreisplatte mit eingespanntem Rand
behandelt. Die Belastung greift kreisringformig mit dem Radius R/2

an: Q; = 9¢(C=0.5) f(t).

Die Ersparnis Av betrdgt s58.722%; Ao betragt ss.722%.

Qo=1/1000 fie) |
1
T

0.5 0.5 LO'S 0.5 0 T1/2

|

R



- 81 -

(hx10)/2

0.6

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Das zweite Beispiel behandelt die Kreisplatte mit eingespanntem

Rand unter linearer (kippender) Belastung: Qg = Q0 { cos(9) f(t).

Die Ersparnisse betragen: Av = 37.453%, QAo = 38.9827%.

Interessant bei diesem Beipiel ist, daB das Volumen der Platte mit dem
Niherungsverfahren C in Kapitel 4 noch kleiner ist als das der Platte
gleicher Vergleichsspannungen. Der Dickenverlauf der optimierten

Platte ist im zweiten Bild der ndchsten Seite dargestellt.
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i.

-
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6. 2 Kreisringplatten

Als drittes Beispiel werden drei Kreisringplatten gezeigt, die alle am
Innenrand eingespannt und am AuBenrand einfach gelagert sind. Sie
konnen auch dazu dienen, zu zeigen, wie sich die Plattenformen in

Folge von Anderungen der Belastungsformen indern.

Konstante kippende Belastung Qg = q,cos(m#$%) f(¢).

m o, 1, 2.

Qp=1/1000 fie)

y,
Ci=03/

0] Ti/2 t

*

(hx10)/2
0.5

+0.4
0.3
0.2

0 0.2 0.4 0.6 T 0.8 1.0
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(hx10)/2

0.5
r0.4
r 0.3
+0.2
0.1
0

+=0.14

-0.2

+-0.3
+=0.4

+-0.5
0 0.2 0.4 0.6 T 0.8 1.0

(hX0)/2

0.5
+ 0.4
0.3
0.2

+=0.5
0 0.2 0.4 0.6 T 0.8 1.0

Die Platten gleicher Vergleichsspannungen bei den drei Féllen erfiilllen
das Kriterium ( 5. 6 ); so stellen sie gleichzeitig auch die optimierten

Platten dar.

Die Ersparnis Ao fiir m = o 29.639 % .
Die Ersparnis Ao flir m = 1 29.081 % .
Die Ersparnis Ao fiir m = 2 29.004 %.
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Bei allen drei Fdllen sind die Ersparnisse zwar fast die selben,
zwischen 29 % und 30%, aber bei Betrachtung der Plattenformen kann
festgestellt werden, da mit zunehmendem m weniger Material
gebraucht ist. Das entspricht der Theorie der Platten, da mit

zunehmendem m die Steifigkeit der Platte auch gréBer wird.

Das 4. Beispiel wird durch eine Anderung des inneren Radius erhalten.
Dabei wird der innere Radius auf den Wert 0.5 gesetzt, m bleibt O

und Impulsform wird nicht geédndert.

Die Ersparnisse betragen: Av = 37.240%, Ao = 37.244 %.

(hX10)/2
0.5

0.4
0.3
0.2
1 0.4

0 0.2 0.4 0.6 q 0.8 1.0

Dabei kann festgestellt werden, dafl die Steifigkeit der Platte mit

zunehmendem inneren Radius sich schnell vergroBert.
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Die Kreisringplatte ( innerer Rand eingespannt, duBerer Rand einfach

gelagert ) wird als Beispiel 5 dargestellt. Die Belastung wirkt in

der Mitte zwischen innerem und duBerem Rand und hat die Form

Q = qo(5=0.7) cos(9) f(t).

Die Ersparnisse betragen: Av = 45.096%, Ao = 45.070%

Qo=1/100 fe)
l 1
A
Ti=0.44 o
, 03 , 03
A 1 1

|

0 T1/2

q 0.8 1.0

t
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6. 3 Platte mit zusidtzlicher Masse

In diesem Abschnitt wird eine eingespannte Kreisplatte mit zusidtz-
licher Masse betrachtet. Als zusé&tzliche Masse wird ein starrer
Zylinderring zentrisch eingesetzt. Der Radius des Zylinderrings ist
halb so groB wie derjenige der Platte und die Ringhbhe/AuBenradius
der Platte betrdgt 0.2.Der Ring sei mit der Platte unverriickbar

verbunden. Die Belastung M wirkt direkt auf die zusdtzliche Masse.

Bei der Berechnung der Platte gleicher Vergleichsspannungen wird als
Ausgangspunkt eine Platte mit gleichmédBig verteilter Dicke gewihlt.
Die dadurch erhaltene Platte erflillt das Kriterium( 5. ¢ ) und stellt
daher gleichzeitig auch die optimale Platte dar. Die Plattenform wird
in der ersten Abb. der folgenden Seite gezeigt.

Werden die oben erhaltenen Plattendicken geringfligig geédndert und
wieder eine Form der Platte gleicher Vergleichsspannungen gesucht,
so gelangt man zum Beispiel zu der Plattenform der zweiten Abb. auf
der ndchsten Seite, die auch gleichzeitig das Kriterium ( 5. ¢ ) erfiillt.
Dies weist darauf hin, daB meist mehrere lokale Minima bei der
Problemstellung der Gewichtsoptimierung unter dynamischer Belastung
existieren. Zur Zeit ist es noch nicht méglich, das absolute Minimum

zu erzielen.

Die Belastung M= M, f(t)

Die Ersparnis Ao betrdgt 49.644 %.

Mo=1/100 f(e) J
*Mn 1
A I v
1 ¥ Vv
Mo
0.5 ., 0.5 0.5 . 0.5
¥ ¥ ¥ — 0 T1/2 t
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6. 4 Platten mit kombinierter Belastung

Zwei Kreisringplatten werden in diesem Abschnitt gezeigt, die durch
die ersten zwei Glieder einer in Fourier-Reihe entwickelten unsym-
metrische Belastung beansprucht sind. Damit wird gezeigt, daB Kreis-
bzw. Kreisringplatten mit dem in dieser Arbeit dargestellten Verfahren

berechnet werden k6nnen.

c—
Die Belastung lautet Q = o[ 1 + cos(8)] sin( 1—:5 nt) f(t).
a

Die Ersparnisse betragen: Av = 28.273%, Ao = 28.276%.

fe)

0 Ti/2 t

(hxi10)/2
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Das Kriterium ( s. 6 ) ist bei der zweiten Platte erfiillt.
Die Ersparnis Ao betrdgt 27.682%

Die Randbedingungen fiir die obigen zwei Platten sind: Innen einfach

gelagert und auflen eingespannt.
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7. Zusammenfassung und Ausblick
7. 1. Zusammenfassung

Diese Arbeit befaf3t sich mit der Volumenoptimierung von Kreis- bzw.
Kreisringplatten unter dynamischen Belastungen. Als Neben-

bedingungen und Beschrdnkungen sind zu beriicksichtigen:
I die untere Schranke der Plattendicke hmin,
II die Spannungsbeschriankung Ov < Gzul.

Verschiedene Randbedingungen und Belastungstypen werden durch

Beispiele dargestellt.

Zuerst beschidftigt sich diese Arbeit mit der Suche nach einer
geeigneten Plattentheorie. In bezug auf die Dickendnderung und die
dynamische Belastung hat sich herausgestellt, daB die Mindlin-Platte
( Theorie fiir die dicken Platten ), nach der auch die Trédgheitsmomente

berilicksichtigt sind, fiir die Optimierung geeignet ist.

Da die Schwingungsanalyse fiir die Platte sehr zeitaufwendig ist, wurde
ein Modell entwickelt, das die Rotationssymmetrie der Platte beriick-

sichtigt und Speicherbedarf und Rechenzeit spart.

Die entscheidenden ZustdndsgroBen ( die Spannungen ) sind nach jeder
kleinen Anderung der Plattendicke neu zu bestimmem. Dabei muf

eine gesamte Schwingungsanalyse durchgefiihrt werden.

Zur Analysierung der Platte wird das Ritz-Verfahren mit einer
Modifikation verwendet, welche es ermoglicht, mit wenig Rechenzeit
die Ordnung der Differentialgleichungen erheblich zu verkleinern.
Ebenfalls, um den Rechenaufwand gering zu halten, wird anschlieBend

die modale Analyse verwendet.

Als Niherung der optimierten Platten werden die Platten gleicher

Vergleichsspannungen zuerst betrachtet. Dabei wird festgestellt, daB
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die Platte gleicher Vergleichsspannungen sehr nahe an der optimierten
Platte liegt oder u.U. sogar die optimierte Platte selbst darstellen
kann. Fiir die Berechnung der Platte gleicher Vergleichsspannungen

werden meistens nur wenige Iterationen bendtigt.

Die Optimierung wird mit dem Verfahren der "feasible usable direction”
durchgefiihrt. Die Platte gleicher Vergleichsspannungen wird dabei
als Ausgangspunkt verwendet. Obwohl das verwendete Verfahren fiir

die Problemstellung geeignet ist, ist der Rechenaufwand erheblich.

Wenn die Rechenzeit als wichtiger Faktor betrachtet wird, dann lohnt
es sich meistens nicht mehr, nach Erhalten der Platte gleicher

Vergleichsspannung noch weiter zu optimieren.

6. 2 Ausblick

Ein weiterer Schritt auf diesem Gebiet ist die Optimierung rotation-
symmetrischer Schalen. Die in dieser Arbeit beschriebene Vorgehens-

weise kann direkt iibertragen werden.

Die Optimierung von Kreisplatten unter beliebiger dynamischer
Belastung kann nach Entwicklung der Belastung in eine Fourier-Reihe
mit in dieser Arbeit entwickelten Programmen gerechnet werden;

dabei ist jedoch eine schnellere Rechenanlage notwendig.
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