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Zusammenfassung

Mechanische Bauteile und Strukturen werden hdufig derart belastet, daB in
ihnen plastische Deformationen auftreten. Ist die Belastung dabei zeitlich
veranderlich, so stellt sich insbesondere die Frage, ob nach einer groBen
Anzahl von Lastwechseln Versagen aufgrund unbegrenzt akkumulierter plas-
tischer Dehnungen auftritt. Dieses Strukturversagen steht im Gegensatz zum
"Einspielen" ("Shakedown"), bei dem die wahrend des gesamten Belastungs-
prozesses entstehenden plastischen Deformationen begrenzt bleiben. Die
vorliegende Arbeit behandelt die theoretische und numerische Untersuchung
des Einspielverhaltens von Fldachentragwerken unter veradnderlichen ther-
mischen und mechanischen Belastungen. Dabei wird insbesondere der EinfluB
endlicher Verformungen beriicksichtigt.

Summary

Under the action of external loads mechanical structures often undergo
elastic-plastic deformations. If the loads are variable in time the
problem arises whether failure due to the unlimited accumulation of
plastic strains occurs after a great number of loading cycles. In contrast
to this kind of structural failure "shakedown'" may occure, such that the
plastic strains, accumulated during the whole loading process, are
limited. The presented work deals with the theoretical and numerical
investigation of the shakedown behaviour of shells under variable
mechanical and thermal loading taking account of the influence of finite
deformations.
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1. EINLEITUNG

Bei der Konstruktion von Bauteilen und Tragwerken des Ingenieurbaus ist
die Beurteilung ihrer Gebrauchsfdhigkeit und Sicherheit gegen Versagen
unter der Einwirkung &duBerer Lasten oftmals wichtiger als die genaue
Kenntnis der in ihrem Innern auftretenden Spannungen und Verschiebungen.
Aus Griinden einer Okonomischen Bemessung wird dabei hdufig das Auftreten
plastischer Verformungen in Kauf genommen. Andererseits kann man dies auch
nicht immer ganz ausschlieflen, wenn unbekannte Eigenspannungen im unbe-
lasteten KoOrper existieren. Steht das Bauteil oder Tragwerk unter der
Wirkung zeitlich verdnderlicher Lasten, so ist eine spezifische Art des
Versagens die unbegrenzte Akkumulation plastischer Dehnungen in seinem
Innern. Dabei kann zwischen zwei mdglichen Formen dieser Versagensart
unterschieden werden. Die eine Form ist durch das Auftreten alternierender
plastischer Dehnungen gekennzeichnet, die zu einem lokalen plastischen
Ermiiden des Materials und schlieBlich zum Bruch fiihren. Man bezeichnet
diesen Versagensfall deshalb als Versagen aufgrund "Alternierender
Plastizitat". Die zweite Form des Versagens ist das inkrementelle un-
begrenzte Anwachsen plastischer Verformungen wahrend eines Belastungs-
prozesses. Dieser Versagensfall fiihrt zu ibermaBigen (lokalen und/oder
globalen) Verformungen und damit zur Gebrauchsunfahigkeit des Tragwerks
und wird als "Inkrementelles Versagen'" bezeichnet. Beide Versagensformen
konnen auch simultan auftreten und sind dadurch gekennzeichnet, daB kein
Zeitpunkt wdhrend des Belastungsprozesses gefunden werden kann, jenseits
dessen keine zusdtzlichen plastischen Verformungen auftreten. Dieses
Strukturverhalten steht im Gegensatz zum "Einspielen" ('"Shakedown"), bei
dem die in der Anfangsphase des Belastungsprozesses im Korper entstehenden
plastischen Dehnungen eine derartige Eigenspannungsverteilung im Innern
der Struktur hervorrufen, daB von einem bestimmten Zeitpunkt an keine
zusatzlichen plastischen Dehnungen mehr entstehen und das Tragwerk somit
im weiteren Verlauf des Belastungsprozesses nur noch rein elastisches Ver-
halten zeigt. Die Sicherheit eines Tragwerks erfordert deshalb, daB es

"einspielt".

Die Vorherbestimmung dieses strukturellen Verhaltens war das Ziel der
grundlegenden Arbeiten von MELAN [67] und KOITER [52], die hinreichende
Kriterien filir Einspielen (MELANsches Theorem) und Nicht-Einspielen
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(KOITERsches Theorem) fiir elastisch~-idealplastische KOrper in quasistati-
" schen Prozessen liefern. Voraussetzung fiir die Giiltigkeit dieser Theoreme
sind die Existenz einer konvexen FlieBfldche, die Giiltigkeit der
Normalitdtsregel ~fiir die plastischen Dehnungsgeschwindigkeiten, die
Vernachldssigung von Temperaturanderungen und viskosen Effekten sowie die
Beschrankung auf geometrisch lineare Probleme. Sie bilden die Grundlage
der klassischen Einspieltheorie ('"Shakedown-Theory"), welche fiir den
Sonderfall proportionaler Belastung auf die bekannte Grenzlasttheorie
starr-plastischer Korper ("Limit Analysis" [23]) fihrt. Ausgehend vom
KOITERschen Theorem haben GOKHFELD [30], SAWCZUK [105] und KONIG [44] hin-
reichende Kriterien flir "Inkrementelles Versagen" und fir Versagen auf-
grund "Alternierender Plastizitdt" entwickelt und diese, wie auch das
MELANsche Theorem, auch mit Hilfe generalisierter Variablen (Spannungs-
und Dehnungsreprasentanten) formuliert. Anwendungen der Theoreme
beschranken sich hauptsdchlich auf die im Bauwesen hdufig vorkommenden
Rahmentragwerke und sind dort bereits fester Bestandteil der Struktur-
analyse (entsprechende Programmsysteme sind in [27,73,78,102] vorgestellt
worden). Es existieren zwar auch vereinzelt Anwendungen auf spezielle
fldchenhafte Strukturen wie zum Beispiel Scheiben [7,18,31,76], Platten
[2,3] oder rotationssymmetrische Sandwich-Schalen [69,71], ein einheit-
liches Konzept, welches allgemein beliebige Flachentragwerke umfaBt, ist
bisher allerdings nicht bekannt.

Experimentelle Untersuchungen von Einspielproblemen (siehe 2z. B.
(1,56,58]) haben die Ergebhisse von numerischen Berechnungen qualitativ
bestdtigt und damit die grundsdtzliche Bedeutung der Einspieltheorie
untermauert. Unterschiede zwischen den numerischen und experimentellen
Ergebnissen werden in der Regel damit begriindet, daB die theoretischen
Untersuchungen Geometriednderungen und/oder Materialverfestigung nicht
beriicksichtigen. Eine Erganzung der klassischen Theoreme 2zur Berlick-
sichtigung dieser und anderer Effekte erscheint schon deshalb sinnvoll
(ausfiihrliche Literaturiibersichten iber neuere Arbeiten finden sich in
[46,51,62,63,107]). Wahrend die Erfassung von Temperaturdehnungen auf der
Grundlage der erweiterten Theoreme von PRAGER [99] und DE DONATO [19]
keine Probleme bereitet, sind die bisher bekannten Erweiterungen der
klassischen Theoreme zur Beschreibung verfestigenden Materialverhaltens
[37,60,65,94,124], dynamischer Prozesse [14,46], temperaturabhingiger
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Materialeigenschaften [41,99] sowie gewisser geometrischer Effekte
[50,60,121,125] haufig auf Sonderfdlle beschrankt. Ein einheitliches abge-
schlossenes Konzept zur Erfassung all dieser Einfllisse liegt zur Zeit noch
nicht vor. Anwendungen der erweiterten Theoreme, insbesondere numerische

Beispiele, sind nur ganz vereinzelt bekannt [124].

Einspielprobleme konnen im Prinzip auch durch eine inkrementelle Vor-
gehensweise [10,38,43] behandelt werden. Dabei wird mit Hilfe der
bekannten inkrementellen Verfahren eine elasto-plastische Analyse des
Tragwerks durchgefiihrt und gleichzeitig kontrolliert, ob sich die im
Inneren auftretenden plastischen Dehnungen im Verlauf des Belastungs-
prozesses stabilisieren. Diese Verfahren setzen die Kenntnis der Belas-
tungsgeschichte voraus. Nachteile liegen darin, daB man unter Umstdnden
sehr viele Lastzyklen rechnen muB3, um eine zuverldssige Langzeitaussage
treffen zu konnen. Dabei besteht grundsatzlich die Gefahr der Fehlerakku-
mulation. AuBerdem erhdlt man keine Angaben iiber die GroRe der Sicherheit

gegen Versagen.

Im Gegensatz zu dieser Vorgehensweise stehen Verfahren, die auf der Anwen-
dung der genannten Einspieltheoreme beruhen. Charakteristisch und attrak-
tiv an diesen Verfahren ist die Tatsache, daB die Belastungsgeschichte
beliebig sein darf und nur die &uBeren Belastungsgrenzen bekannt sein
missen. Dariiberhinaus liefern sie Schranken fiir den Sicherheitsfaktor
gegen Versagen und zwar unabhdngig von der Anzahl der Lastwechsel. Das
MELANsche Theorem ist dabei dem KOITERschen wegen seiner sicheren Aussage
vorzuziehen, da es untere Schranken fiir den Sicherheitsfaktor gegen

Versagen liefert.

Die Ziele der vorliegenden Arbeit sind eine Verallgemeinerung des
MELANschen Theorems zur Berlicksichtigung endlicher Verformungen, seine
Anwendung auf allgemeine Flachentragwerke sowie die numerische Unter-
suchung des Einspielverhaltens von Fldchentragwerken anhand ausgewahlter

Beispiele.

Ausgehend von grundlegenden Beziehungen der klassischen Plastizitdts-
theorie wird dazu in Kapitel 2 unter der Annahme kleiner Dehnungen eine

Erweiterung des MELANschen Theorems auf geometrisch nichtlineare Probleme
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vorgeschlagen. Dabei werden die klassischen Voraussetzungen elas-
tisch-idealplastischen Materialverhaltens, quasistatischer Belastung, der
Existenz einer konvexen Flief3iflache und der Gililtigkeit der Normalitadts-
regel beibehalten. Weiterhin wird vorausgesetzt, daf die auftretenden end-
lichen Verformungen nur kleine zeitliche Anderungen erfahren, was bei
vielen technischen Problemen den Gegebenheiten entspricht. Die
vorgestellte Erweiterung stellt eine Verallgemeinerung zweier in der
Literatur vorliegender Formulierungen von MAIER [60] und WEICHERT [121]
dar. Mit Hilfe eines angegebenen Klassifikationsschemas konnen die beiden
genannten Formulierungen als Sonderfidlle des erweiterten Theorems iden-
tifiziert werden. Als weitere Sonderfdlle sind auch das geometrisch
lineare MELANsche Theorem [67], das statische Grenzlast Theorem £fiir
proportionale Belastungen [23] sowie die Erfassung von geometrischen
Imperfektionen enthalten. 2Zusdtzlich 2zur rein mechanischen Belastung
werden auch Temperaturanderungen beriicksichtigt. Dabei wird jedoch voraus-
gesetzt, daB die Materialeigenschaften temperaturunabhangig sind, und
viskose Effekte werden vernachldssigt.

Kapitel 3 beschaftigt sich mit der Anwendung des erweiterten MELANschen
Theorems auf Flachentragwerke, wobei die bekannte Schalentheorie von
DONNELL, MUSHTARI und VLASOV benutzt wird. Die Reduzierung des 3-dimen-
sionalen Problems auf ein 2-dimensionales Problem erfordert besondere
Betrachtungen bei der Herleitung einer FlieBbedingung, die ausschlieBlich
im Raum der Schnittgrofen formuliert ist. Dabei stellt sich auch das
Problem, daB die Belastungsgeschichte entsprechend der Vorgehensweise der
klassischen Einspieltheorie nicht bekannt ist. Dieser Umstand fiihrt
schlieBlich dazu, daB die beiden moglichen Versagensfidlle "Inkrementelles
Versagen" und Versagen aufgrund "Alternierender Plastizitdt" getrennt
behandelt werden. Die Sicherheitsfaktoren flir beide Versagensfdlle erhdlt

man jeweils als Losung nichtlinearer Optimierungsprobleme.

Zur Berechnung mumerischer Beispiele werden in Kapitel 4 die Finite-Ele-
ment-Algorithmen zur Bestimmung der Einspiellasten axialsymmetrisch belas-
teter Rotationsschalen erstellt. Die Einhaltung des Schrankencharakters
der erweiterten MELANschen Theorems erfordert dabei eine Formulierung in
ausschlieBlich statischen Grofen. Dieser Teil der Arbeit umfaBt im wesent-
lichen die Diskretisierung von SchnittgroBenzustadnden, die Berechnung
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einer rein elastischen Vergleichsldsung, die Konstruktion von Restschnitt-
grofenzustanden sowie die Bestimmung der beiden Sicherheitsfaktoren gegen
"Inkrementelles Versagen" und Versagen aufgrund "Alternierender
Plastizitat".

In Kapitel 5 wird schlieBlich das Einspielverhalten von Flachentragwerken
anhand mehrerer Beispiele numerisch untersucht. In einem ersten Abschnitt
werden dazu einige Schalenprobleme im Rahmen der geometrisch linearen
Theorie behandelt, um einerseits grundsdtzliche Merkmale des Einspiel-
verhaltens zu verdeutlichen und andererseits das Losungsverhalten und die
Konvergenzeigenschaften des Verfahrens zu testen. In den dann folgenden
Abschnitten wird der EinfluB endlicher Verformungen, wechselnder
Temperaturen sowie unterschiedlicher Querschnittsarten auf das Einspiel-
verhalten untersucht. Es werden verschiedene Typen von Flachentragwerken
(Kreiszylinderschalen, Kegelschalen, Kreisplatten) unter wechselnden ther-
mischen und mechanischen Belastungen behandelt. Die berechneten Losungen
werden mit vorliegenden [Osungen aus der Literatur, so vorhanden, ver-
glichen, und auftretende Unterschiede werden diskutiert.
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2. DAS EINSPIELEN ELASTO-PLASTISCHER KORPER

2.1 GRUNDBEZIEHUNGEN DES DREIDIMENSIONALEN PROBLEMS

Wir betrachten das Verhalten eines elastisch-idealplastischen KoSrpers B
(Abb. 2.1) unter dem EinfluB quasistatischer duBerer Wirkungen a.

B(t=t)

n

X1 B(t=0)

Abb. 2.1 Bezetchnungen zum dreidimensionalen Problem

In der Ausgangskonfiguration QA zur Zeit t = 0 hat B das Volumen V und
seine materiellen Punkte werden durch ihre Ortsvektoren X mit den Koor-
dinaten [x1,x2,x3] in einem raumfesten kartesischen Koordinatensystem mar-
kiert. Die Verformung von B aufgrund von a wird durch die raumlichen und
zeitabhidngigen Koordinaten [x1,x2,x3] der Ortsvektoren x aller Punkte X
beschrieben. Die jeweilige aktuelle Konfiguration @ von B ist dann durch
die Verschiebungsvektoren u aller materiellen Punkte von B mit den Kom-

ponenten
u; = xi(x,t) -X L, i= 1,2,3 (2.1.1)

definiert. Die hinreichend glatte Oberfldche S von B besteht aus den von-
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einander unabhangigen Teilen SF und SK' auf denen statische bzw. kine-
matische Randbedingungen vorgegeben sind. Als &uBere Wirkungen berlick-
sichtigen wir Volumenkrafte pf(x,t) in V, Fl&achenlasten f*(X,T) auf S,
vorgeschriebene Verschiebungen u*(x,r) auf SK sowie vorgeschriebene
Temperaturdifferenzen 6*(X,T) = 8(X,t) - 8(X,0) in V und auf S. Zusammen-

gefaBt ergeben sich die duBeren Wirkungen a somit zu

a(Xx,t) = [p* in v, £ auf s, u auf Sk 8" in V und auf s], (2.1.2)

FI

wobei ausdriicklich darauf hingewiesen sei, daB diese nicht nur Funktionen
des Ortes sondern auch der Zeit sind. Dabei wird vorausgesetzt, daB die
zeitlichen Anderungen so langsam verlaufen, daf dynamische Effekte ver-
nachldssigt werden konnen. Da bei technischen Problemen in der Regel nur
die Ausgangskonfiguration eines Bauteils bekannt ist, wollen wir im fol-
genden samtliche GroBen hierauf beziehen, d. h. wir werden von der
LAGRANGEschen Betrachtungsweise ausgehen. Unter diesen Voraussetzungen
ergeben sich die Grundbeziehungen des Problems wie folgt:

(1) kinematische Bedingungen

Fi3=06i3+ Y% 4 in Vv
1 .

Eyj =7 (Fyy Fiy = 633 in v (2.1.3)
* uf S

ui = ui al K

Hierbei bezeichnen Fij und Eij die Komponenten des Deformationsgradienten
F(X) bzw. des GREENschen Dehnungstensors E(X). Gij

bol und das Komma bedeutet Differentiation der beteiligten GroBe nach der

ist das Kronecker Sym-

dem Komma folgenden Koordinate.

(2) statische Bedingungen

t.. . = - P in Vv



*
90 = & auf Sp (2.1.4)
%k Fik = tij
%5 = 954

Dabei sind tij und oij die Komponenten des ersten PIOLA-KIRCHHOFFschen
Spannungstensors t bzw. des zweiten PIOLA-KIRCHHOFFschen Spannungstensors
c. n, bezeichnet die Komponenten des nach auBen gerichteten Normalen-

einheitsvektors n auf S.

(3) Werkstoffgesetz

Wir nehmen an, daB die Gesamtdehnungen E additiv zerlegt werden konnen in
einen rein elastischen Anteil Ee, einen Anteil ]E:e verursacht durch die

*
Temperaturdifferenz 9 und einen rein plastischen Anteil Ep, so daB gilt

E..=ES. +E°. +EP. . (2.1.5)

ij — i3 i3 i3

Diese Zerlegung ist zwar bei beliebigen Dehnungen nicht allgemein giiltig
(LEE [55]1), allerdings hat CASEY [13] gezeigt, daB sie im approximativen
Sinn unter anderem dann gerechtfertigt ist, wenn nur kleine Gesamt-
dehnungen begleitet von hOchstens moderaten Gesamtrotationen zugelassen
werden. Gerade dieses Verhalten zeigen Fldchentragwerke, wo schon bei
kleinen Dehnungen moderate Rotationen auftreten konnen. Wir nehmen weiter
an, daB keine thermomechanische Kopplung vorliegt, so daB Temperatur-
dnderungen weder die elastischen noch die plastischen Materialparameter
beeinflussen. Durch diese Einschra@nkung muf allerdings auf die Beruck-
sichtigung grofRerer Temperaturdnderungen verzichtet werden.

Fiir den elastischen Anteil E° der Dehnungen E setzen wir die Giiltigkeit
des HOOKEschen Gesetzes voraus, wonach E° linear mit dem zweiten
PIOLA-KIRCHHOFFschen Spannungstensor ¢ verbunden ist:

e
Eij = Lijkl % . (2.1.6)
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Hierbei bezeichnet Lijkl die Komponenten des zeitlich konstanten und posi-
tiv definiten Tensors L der elastischen Koeffizienten mit den folgenden

Symmetrieeigenschaften

Lijka = Mkasj = Mk1ji = Mjikl - (2.1.7)
Fir isotropes Material nimmt L die bekannte Form
1
Lijkl = E'[(1+“)5ik 5j1 - v aij,ckl] (2.1.8)

an, wobeli E den Elastizitatsmodul (Young's Modul) und v die Querkontrak-
tionszahl (Poisson-Zahl) bezeichnen.

Die Temperaturdehnungen E? sind gegeben durch [9]
E.=a,. 9 (2.1.9)

mit aij als Komponenten des Warmeausdehnungstensors a, welcher fiir iso-
tropes Material die Form

a,. =a, 6. (2.1.10)

hat. Dabei bezeichnet ey den als zeitlich konstant angenommenen Warmeaus-

dehnmungskoeffizienten.

Fir den plastischen Anteil E° der Dehnungen E nehmen wir die‘ Existenz
einer ausgeprdgten konvexen Flieffldche an, die den Bereich (C der rein
elastischen Zustdnde begrenzt. Diese FlieBgrenze ist durch die FlieBbe-
dingung F(o) = 0 gegeben. Da wir uns auf idealplastisches Materialver-
halten beschrédnken, ist F von der Belastungsgeschichte unabhidngig. Fiir
Spannungszustande, die innerhalb des Bereiches ( liegen, verhdlt sich das
Material rein elastisch. Wir bezeichnen diese als "sichere" Spannungs-

zustinde o°, fiir die die Bedingung
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F(g°) < 0 (2.1.11)

gilt. Nur flr Spannungszustdnde, fiir die F(o) = 0 gilt, kOnnen plastische
Deformationen auftreten; Zustdnde mit F(o) > 0 sind physikalisch nicht
moglich. Die Form der FlieBfunktion F hangt vom betrachteten Material ab.
Fir die meisten isotropen duktilen Metalle stimmt die HUBER-MISES-FlieB-
bedingung, die wir im weiteren benutzen werden, recht gut mit experi-
mentellen Ergebnissen iiberein. Sie lautet [9]

2

F(o) = 30ij oij' (okk) - 20, = 0, (2.1.12)

wobeil op die Fliefigrenze aus dem einachsigen Zugversuch bezeichnet. Wir

nehmen weiterhin an, daB fiir die plastischen Dehnungsgeschwindigkeiten EP

die Normalitdtsregel gilt. Diese besagt, daB EP entweder null ist oder in
die Richtung der Normalen an die Fliefflache F zeigt:

P oF(a)
El. = A —
ij aoij

. (2.1.13)
Hierbei gelten fiir den Proportionalitdtsfaktor A folgende Bedingungen:

F <0 bzw.
A =0 fur und
F=0 und F <0 (2.1.14)

A>OfirF=F=0.

In den obigen Gleichungen (2.1.13) und (2.1.14) bedeutet der iibergestellte
Punkt die Ableitung der entsprechenden Grofle nach der Zeit. Gleichung
(2.1.13) wird auch als assoziiertes FlieRgesetz bezeichnet, weil dort die
plastischen Dehnungen mit der FlieBbedingung verbunden sind. Fir FlieB-
bedingungen mit Ecken, definiert mit Hilfe von n Fliefifunktionen Fk (k =
1,n), ist diese Beziehung von PRAGER [100] und KOITER [52] erweitert
worden. Es gilt dann
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n aFk(o)

AN 3o —
k aoij

EP. =

= (2.1.15)
1) k=1

wobei fiir die Proporticnalitatsfaktoren Ak und die_FlieBfunktionen Fk die
Bedingungen (2.1.14) entsprechend gelten. Damit ist die Beziehung (2.1.15)
an die PRAGERsche Vertraglichkeitsbedingung gebunden, wonach nur solche

FlieRfunktionen Fk' die aktiv sind (Fk = 0), einen Beitrag zu EP leisten:
A, F, =0 (k=1,n). (2.1.16)

Unter diesen Voraussetzungen, ndmlich der Existenz einer konvexen FlieB-
flache und der Giiltigkeit der Normalitdtsregel, kann gezeigt werden (Abb.
2.2), daB fur einen Spannungszustand ¢ auf der FlieBfldche mit zugehorigem
£° und einem beliebigen “sicheren" Spannungszustand d° gemdB (2.1.11) die
folgende Ungleichung gilt:

s |, 2P
(Oij - oij) Eij >0 . (2.1.17)

Im Rahmen der geometrisch linearen Theorie folgt diese Beziehung aus dem

DRUCKERschen Stabilitdtskriterium [22] und ist auch als "lokales Maximum-
prinzip" bekannt.

Flg)=0

nQ

Abb. 2.2 Konmvexitdt der FlieBfldche und Normalitdtsregel
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Fir die weiteren Betrachtungen spalten wir die im Vektor a zusammengefaB-
ten aduBeren Wirkungen in einen zeitlich konstanten Anteil aB und einen

zeitlich verinderlichen Anteil a® auf, so daB gilt
a(X,t) = aN(X) + a'(X,7). (2.1.18)

Dabei nehmen wir der Einfachheit halber an, daB fir Zeiten t < TR der
zeitlich verinderliche Anteil a® gleich null ist und der Korper unter der
alleinigen Wirkung von aB die Referenzkonfiguration QR einnimmt. Da QR

eine Gleichgewichtskonfiguration sein soll, gelten hierfiir die folgenden

Beziehungen:
R R .
Fij = 61] + ui'j inV
1 R .
E?j = 7-(F§i Frg = 83 in v (2.1.19)
R R¥
ui = ui auf SK
R R* .
ij, i = P v
t?. ni = fg* auf SF
J J (2.1.20)
R _R R
%k Fik = tij
GR = OR
ik = Oy

=B+ B+ EE

ij — 7ij ij ij

Re R

E.Z =1L,. a

ij ~ Tigkl "k (2.1.21)
R _ a8

1] 1]
P _ 539 (aR)

ij ij



- 13 -

Fir Zeiten t > TR verursachen die zeitlich veranderlichen &duBeren Wir-
kungen at Zusatzverschiebungen.u?, Zusatzspannungen 6" und Zusatzdehnungen
EC in B, dessen Konfiguration unter der Wirkung von aR + a° wir als
aktuelle Konfiguration Q bezeichnen wollen. Wir nehmen an, daB Q ebenfalls
wie QR eine Gleichgewichtskonfiguration ist, so daB die folgenden Glei-

chungen gelten:

R
ui = ui + u
F.. =FX, +F'. =6,. +u _ +uf in Vv
ij — vij ij — Tij i,J i,
(2.1.22)
R r 1 R r R r .
Eij = Eij+ Eij- > [(Fki+ Fki)(ij+ ij) - 513'] in v
R* r*
ui = ui + ui auf SK
R r R* r* .
(.. + t..) . = -p. -p. in v
ij Tt TPy TPy
(tB. + t5.)n, fR* + fr* auf S
i 13 J J F (2.1.23)
R r r R r
(oik + cik)(F§k + FJk) = tij + tlJ
R r R r
(oik + oik) = (cki + oki)
e e re R r
Eij = E?j + Eij = Lijkl (ckl + °kl)
9 9 r R* r*
Eij = E?j + Eij = aij (¢ + 98 ) (2.1.24)

P _ P rp
Eij = E?j *+ Eij

Durch Vergleich der Gleichungen (2.1.22) - (2.1.24) mit den Gleichungen

(2.1.19) - (2.1.21) erhalten wir die entsprechenden Bedingungen fiir die
Zusatzfeldgrofen:
o=l . in Vv



r 1 R r r R r r . .
ij =32 [Fkl ij + Fly ij + Fly ij_l in v (2.1.25)
ur = ul..* auf S
1 1 K
tr. .= —pr‘.-* in VvV
ij,i J
f_ ni = f"‘.‘* auf SF‘
J J (2.1.26)
R r r r r r
%k Fik + ik Fl;k + %k Fik = iy
Gr = Or
ij ~ Y3i
e r
i = Lijk Yk
9 r*
ij = aij 9 (2.1.27)
E-P = P (aR, at (1))
ij ij

In den Gleichungen (2.1.25) und (2.1.26) sind die in den ZusatzfeldgroBen
nichtlinearen Anteile durch doppeltes Unterstreichen markiert. Der einfach
unterstrichene Term in (2.1 .26)3 enthdlt den EinfluB des Referenz-
spannungszustandes oR auf die ZusatzfeldgroBen.

Fiir die weiteren Betrachtungen ist es zweckmidBig, sich von der zeitlich
verdnderlichen Zusatzbelastung a’ zu befreien, indem man eine partikulare
Losung fiir das liberlagerte Problem konstruiert. Eine besondere partikulédre
Losung ist dabei die LOsung eines fiktiven rein elastischen Vergleichs-
problems. Dazu wird ein rein elastischer VergleichskSrper B (abb. 2.3)
eingefiihrt, der fiir Zeiten t < 1:R die gleiche Konfiguration QR wie der
Realkorper B hat und den gleichen Spannungen oR wie im Realkorper B unter-
worfen ist, aber fir t > ‘I.'R im Gegensatz zu B auf die zeitlich verander-
lichen &uBeren Zusatzwirkungen rein elastisch reagiert. Diese &ufBleren
Zusatzwirkungen erzeugen nun Zusatzverschiebungen ar' Zusatzspannungen g

und Zusatzdehnungen B , wodurch B in eine fiktive Konfiguration 8 iber-
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fiihrt wird. Es wird angenommen, daB f eine Gleichgewichtskonfiguration
ist, so daB entsprechend (2.1.25) - (2.1.27) die folgenden Gleichungen
gelten. Dabei ist zu berlicksichtigen, daf im rein elastischen Vergleichs-
kSrper B keine plastischen Zusatzdehnungen auftreten konnen.

Do

t>R

Abb. 2.3 Zum Xonzept des rein elastischen Vergleichsksrpers 8

r or .
i3 = ui,j in Vv
r r r r r .
Eij = kl EkJ 9kl K3 Pkl ﬁkj in v (2.1.28)
or r*
i = Uy auf S,
r r* .
%ij,i = -pj in Vv
r £ 3
%13 ni = f? auf SF
(2.1.29)
R qr or r r
%k 9Jk + 9 F?k 1k 9Jk Y ij
9r _ 8r
ik = ki
- B, ge°
ij — "ij ij
B - .., & (2.1.30)

ij ijkl "kl
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Die Differenz der Zustdnde von B und B ist dann durch die folgenden
Differenzfelder beschrieben:

s =u -8

oy = Fiy - By

6E, 5 = Eij - Ezj (2.1.31)
8oy = cij - 8§j

at, =t - ..

ij ij ij

Durch Vergleich der Gleichungen (2.1.25) - (2.1.27) fiir den Realkdrper B
mit den Gleichungen (2.1.28) - (2.1.30) fiir den Vergleichskdrper B ergeben
sich die Bedingungen flir die Differenzfelder:

AFij = Aui,j inVv
AE.. =+ [FR. aF, + aF, . FR 4+ FE, FE- 5. B5 .1 inv (2.1.32)
15 = 7 g A% 8 Frgt Bl Figm Fig iy -1
Au =0 auf SK
Atij,i =0 in Vv
At.. n. =0 auf S
11 F (2.1.33)
R R r r or r
Iik AF5x + 895 Fyp + %4y Fap = %4k Ejk = 4ty
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- 3 rp
AE;j = AEj i+ AE; .+ EjC
AES. =L Ac (2.1.34)
ij T Mijkl 8% -1.
Py
aE;; =0

2.2. VERALLGEMEINERUNG DES MELANSCHEN THEOREMS

Allgemeine Bemerkungen

WEICHERT [119,121,122] hat sich in mehreren Arbeiten mit dem EinfluB geo-
metrischer Nichtlinearitdten auf das Einspielen elasto-plastischer Korper
beschéftigt. Er hat dabei gezeigt, daB eine Erweiterung des MELANschen
Theorems auf geometrisch nichtlineare Probleme nur moglich ist, wenn
gewisse Angaben beziiglich der zum betrachteten Lastfall gehdrenden Ver-
formungen gemacht werden konnen. Dies ist immer dann moglich, wenn Gestalt
und Belastungsgeschichte Aussagen iliber die zu erwartenden Deformations-
muster zulassen. Die Beriicksichtigung groBer zeitlich verdnderlicher
Zusatzverformungen u" ist dann nur unter solchen Voraussetzungen moglich,
die eine numerische Anwendung nicht ohne weiteres zulassen [121]. Aus
diesem Grunde werden wir uns in dieser Arbeit auf die Berlicksichtigung
kleiner =zeitlich verdnderlicher Zusatzverformungen beschridnken, so daB
Bewegungen kleiner Amplitude einer endlichen Vorverformung uR infolge aR
tberlagert werden. Dieser Fall entspricht bei vielen technischen Problemen
den Gegebenheiten, z. B. bei Problemen wo kleine zeitlich veranderliche
Lasten (Temperatur, Wind, Schnee) groBen =zeitlich konstanten Lasten
(Eigengewicht, standige Verkehrslasten) tuberlagert werden oder wo grofie
Lasten zeitlichen Schwankungen mit kleinen Amplituden unterworfen sind.

Unter dieser Voraussetzung befassen wir uns mit dem folgenden Problem:

Problemstellung

Ein elastisch-idealplastischer Korper B befindet sich unter dem EinfluB
zeitlich konstanter auBerer Wirkungen aR in der Referenzkonfiguration QR
im Gleichgewicht. Wird B unter dem EinfluB zusatzlicher zeitlich verander-

. o . r ) i
licher auBerer Wirkungen a einspielen?
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Annahmen

Da wir uns auf den Fall beschranken, daB die durch die zeitlich verander-
lichen &uBeren Wirkungen at hervorgerufenen Zusatzverformungen u® und
Zusatzspannungen ¢ klein sind, berlicksichtigen wir im folgenden in den
das Problem beschreibenden Gleichungen nur die Terme, die in den Zusatz-
feldgroBen (Index "r'") hochstens linear sind, d. h. wir vernachldssigen in
den Gleichungen (2.1.25 - 26), (2.1.28 - 29) und (2.1.32 - 33) alle
doppelt unterstrichenen Terme.

In die Bedingung (2.1 .33)3, die in der noch folgenden Beweisfiihrung
benotigt wird, geht der Differenzdeformationsgradient AFij ein, Dieser
enthdlt gemdB den Gleichungen (2.1.32)1 und (2.1.31)1 die unbekannte
Zusatzverformung u’ des Realkdrpers B, von der wir voraussetzen, daB sie
klein ist, so daB die Gesamtverformung u = uR + u in der Nshe von uR
liegt. Wir nehmen deshalb an, daB wir einen Bereich U um die bekannte end-
liche Vorverformung uR kennen, innerhalb dessen die unbekannte Gesamtver-
formung u liegt, so daB gilt (Abb. 2.4):

R r R  or
u=u +u =u +U +Aau €U bzw. (2.2.1)
Au Ga = U _uR_gr
R
u u

Abb. 2.4 Veranschaulichung des Bereichs U

Unter diesen Voraussetzungen gilt die folgende Behauptung:

Behauptung

Der Korper B spielt ein, wenn ein zeitlich konstanter Differenzspannungs-
zustand (Eigenspannungszustand) Ac existiert, so daB fiir alle Zeiten t >
R gilt:



R - - R -
(1) Ok Auj,k + Aoik ij = Atij
Atij,i =0 inV
AT n. =0 auf S
ijJ 1 F
Ay = Adyy (2.2.2)
AG. . =0
1]
Aui =0
Aui =0 auf SK
(2)  Flo® + §F(1) +48) <0 in v (2.2.3)
fiir alle A € U
* * % R *
(3) j(oij Lijkl Oy + ui,j Olj 61k uk,l) av > 0 (2.2.4)
v
. R * * .
flir (oik uj,k + 040 F?k),i =0 in v
R * *
und (oik uj,k + 04y Fl;k)ni =0 auf SF

Die Bedingung (3) kann interpretiert werden als ein energetisches
Stabilitdtskriterium fiir elastische Gleichgewichtszustdnde auf der Grund-
lage des Prinzips vom stationdren Wert des konjugierten Gesamtpotentials
[33,118]. Damit ist (2.2.4) in jedem Fall dann erfiillt, wenn der
Spannungszustand oR ein sicherer Spannungszustand gemaB (2.1.11) und QR
eine stabile Gleichgewichtskonfiguration ist. Zu einem vollig dquivalenten
Ergebnis, allerdings auf der Grundlage einer Formulierung in reinen Ver-
schiebungsgroBen und unter der Einschréankung FB = 6i. kommt auch NGUYEN

ij J
QUOC SON [79-81].
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Beweis

Wir gehen von der folgenden quadratischen Form W aus:

1 - Ay ) dv>0. (2.2.5)

<

Aufgrund der Bedingung (2.2.4) ist W immer groBer oder gleich null. Die
zeitliche Ableitung von W unter Bertlicksichtigung der Symmetrien von Lijkl
und oij ergibt sich zu

e )@, (2.2.6)

1

14

- - . R -
W= j(Aoij- Acij)Lijkl Ackl av + J;lj(Auk'j—Auk
\Y

\)

und mit Hilfe der 2zeitlichen Ableitungen von (2.1.34)2 und (2.1.34)1
folgt

R - .
ij(Auk,j— Auk j)Auk i av. (2.2.7)

’ ’?

._ - - 3 -crp
W= J(Aoij Aoij)(AEij Eij) av + J;
v

v

Die zeitliche Ableitung von (2.1.32)2 unter Berilicksichtigung der Tatsache,
dag Fﬁi zeitlich konstant ist, eingesetzt in (2.2.7) ergibt dann



- 21 -

R ~ . - L q)
Joij(Auk,j - Auk,j)Auk,i av - J(Aoij - Aoij) Eij av , (2.2.8)
v v
und aufgrund der Symmetrie von Aoij und Aaij folgt
W= |(a0,. - AE..)FR. AF . Qv + cR (au - 4G, .)au dav
ij ij " kj T ki ij 7k,j k,j" 7 k,i
\ v
- Y- grP

I(Aoij Aoij) Eij av. (2.2.9)
v

Einsetzen der zeitlichen Ableitung von (2.1.32)1 und Umformen liefert

R R - .

W= j[(Aoij - Aoij)ij + oij(Auk,j - Auk,j)]Auk,i dav
\'
- J(Acij - 45 5) E‘Il; av, (2.2.10)
\

und unter Berlicksichtigung von (2.1.33)3, (2.1.32)1 und (2.2.2)1 folgt

c- - - . _ _ - Qrp
W= I(Atik Atik)Auk,i av I(Aoij Aoij)Eij av. (2.2.11)

v \

Der erste Term auf der rechten Seite von Gleichung (2.2.11) kann mit Hilfe

des GAUBschen Satzes wie folgt umgeformt werden:
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J(Atik— Atj_k)Auk i av = I(Atik- Atik)ni Auk das +

’

\Y SE‘
I(Atik - Atik)ni auy das - J(Atik,i - Atik,i)Auk av. (2.2.12)
SK v

Unter Beachtung der Gleichungen (2.1 .33)1 2 und (2.1.32) 3 sowie

(2.2.2)2 3 ergibt sich, daB die rechte Seite von (2.2.12) zu null wird.
Damit vereinfacht sich (2.2.11) zu

L) - - - orp
W= I(Acij Aoij)Eij dav. (2.2.13)
v

Aufgrund der Forderung (2.2.3) des erweiterten MELANschen Theorems gilt

O.. +0.. 4+ A0.. =0.. (2.2.14)

mit ¢° als "sicheren" Spannungszustand gemaBd (2.1.11). Setzen wir

Gleichung (2.2.14) und zusdtzlich (2.1.31 )4 in (2.2.13) ein, so erhalten
wir schlieBlich

s _ _|(R r _ S ,2rp
W= I(oij+°ij oij)Eij av. (2.2.15)

Die Summe aus den Spannungen oR und ¢ liefert den Gesamtspannungszustand
o, dem die plastischen Dehnungsgeschwindigkeiten EP zugeordnet sind.
Unter Beriicksichtigung von Ungleichung (2.1.17) ist damit klar, daB W
immer negativ ist und nur dann zu null werden kann, wenn E® zu null wird.

Da W aber 1lt. Voraussetzung immer groBer oder gleich null ist, muB W und
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damit EP irgendwann zu null werden bzw. zumindest gegen null gehen. Das
bedeutet, daB jenseits dieses Zeitpunktes keine zusdtzlichen plastischen
Dehnungen mehr auftreten und der Korper im weiteren Verlauf des Belas-
tungsprozesses nur noch rein elastisches Verhalten zeigt, d. h. der Korper
spielt ein. In der obigen Beweisfiihrung wurde dabei vorausgesetzt, daB
keine Singularitdten in den Spannungs- und Verschiebungsfeldern auftreten.
Damit ist gezeigt, daB die Bedingungen (2.2.2) - (2.2.4) ein hin-
reichendes Kriterium filir Einspielen darstellen. Wird in (2.2.3) zusdtzlich
das Gleichheitszeichen zugelassen, dann liefern diese Bedingungen gleich-
zeitig auch ein notwendiges Kriterium flir Einspielen, da Spannungszustande
mit F(o) >0 physikalisch nicht mSglich sind. ‘

Im folgenden wird gezeigt, daB die plastischen Deformationen im Falle des
Einspielens endlich bleiben. Dazu benutzen wir analog zur Vorgehensweise
von KOITER [52] die Bedingung, daB die wahrend des gesamten Belastungs-
prozesses dissipierte Arbeit begrenzt bleibt. Es sei s > 1 ein
Sicherheitsfaktor der Struktur gegen Versagen infolge Nicht-Einspielen.
Aufgrund des notwendigen Kriteriums fiir Einspielen lautet die Bedingung
(2.2.3) dann

F(s[d" + & (1) + ao) <0 in v (2.2.16)
oder unter Berlicksichtigung von (2.2.14)
F(sa®) <0 . in v (2.2.17)

Wegen der Konvexitdat der FlieBfldche und der Giltigkeit der Normali-
tatsregel fiir die plastischen Dehnungsgeschwindigkeiten gilt auch

s 3]
(oi:.| - soij) Eij >0. (2.2.18)

Umformen unter Beriicksichtigung von s > 1 und Integration lber V liefert

Xq s _ S ) P
_[dij Eij av < =7 J-(ci. cij) Eij av , (2.2.19)

v v
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wobei der Ausdruck auf der linken Seite der Ungleichung die globale
Dissipationsleistung D darstellt. Da sich der Gesamtspannungszustand o
additiv aus den Spannungszustanden oR und o zusammensetzt, ist das
Integral auf der rechten Seite von (2.2.19) infolge (2.2.15) identisch mit
-W. Damit ergibt sich (2.2.19) zu

D<-=_Ww. (2.2.20)
-  s-1

Durch Integration beider Seiten von vt = 0 bis v = T, wobeli T den Zeitpunkt
des Einspielens bezeichnet, folgt

T
D<- _Jw ar = S (W(0) - W(D)] . (2.2.21)

0

Da W(T) per Voraussetzung nie negativ ist, ergibt sich eine obere Schranke
fiir D in der Form

S
D < == W(0) (2.2.22)

oder mit Hilfe von (2.2.5)

R

s 1 = = = =
D 55_-—1'_2'_[(A°ij Lijkl Ao, .+ °lj 6ik Auj_“_j Auk,l) av . (2.2.23)
A%

Die rechte Seite von (2.2.23) ist 1lt. Voraussetzung positiv und endlich.
Damit ist gezeigt, daB die wdhrend des gesamten Belastungsprozesses dissi-
pierte Arbeit begrenzt ist, falls Einspielen stattfindet. Die Ungleichung
(2.2.23) liefert jedoch keine Aussagen iber den Verformungszustand, der
natlirlich von der Belastungsgeschichte abhangt. Obere Schranken fiir die
Verformungen in einzelnen Punkten des Korpers konnen mit Hilfe der so-
genannten "Bounding Methods" bestimmt werden. Entsprechende Verfahren
wurden u. a. von DOROSZ [21], KONIG [4,37,39], MARTIN [66], POLIZZOTTO
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[92] und PONTER [93] entwickelt. Ausgangspunkt all dieser Arbeiten ist
dabei die Ungleichung (2.2.23), wobei bei allen geometrisch linearen Ver-
fahren der unterstrichene Ausdruck wegfallt.

Sonderfdlle
Die oben hergeleitete Erweiterung des MELANschen Theorems bei Beschrankung
auf kleine Zusatzverformungen enthdlt die folgenden Sonderfdlle:

(1) Setzen wir iberall FR

ij = éij' so erhalten wir die von MAIER [60,61]
vorgeschlagene Erweiterung des MELANschen Theorems zur Beriicksich-
tigung von Effekten 2. Ordnung. Zu beachten ist hierbei jedoch, daB
MAIER von vornherein diskretisierte Systeme behandelt und eine linea-
risierte FlieBl_Dedingung benutzt, so daB er sein Verfahren mit Hilfe
von kinematischen GroBen formulieren kann. MAIER bezeichnet diese
Naherung als "Linearisierung beziiglich eines gegebenen Vorspanmungs-

zustandes".

(2) Vernachladssigen wir in den Gleichungen (2.1.33) 3 und (2.2.2)1 die
unterstrichenen Terme, so erhalten wir den "Sonderfall B" nach
WEICHERT [121]. Dies =zieht auch den Wegfall der Bedingungen
(2'2'2)6,7 und (2.2.3)2 nach sich und fiihrt dazu, daB die Bedingung
(2.2.4) aufgrund des Wegfalls des 2. Terms von vornherein erfiillt ist,
weil L positiv definit ist. Im Beweis des Theorems fallen dann alle
unterstrichenen Ausdriicke weg. WEICHERT bezeichnet diese Ndherung als

"Linearisierung bezliglich eines gegebenen Verschiebungsfeldes".

(3) Setzen wir zusdtzlich zu den in (2) genannten Vereinfachungen F?j =
6

i und ol;j = 0, so erhalten wir die urspriingliche geometrisch lineare
Formulierung des MELANschen Theorems. Mit o?j # 0 konnen zusatzliche

konstante Spannungszustande berilicksichtigt werden.

(4) Setzen wir zusdtzlich zu den in (2) genannten Vereinfachungen F?j =
b'ij und 8?3.(1-) = 0, so erhalten wir als Sonderfall das geometrisch
lineare statische Grenzlast-Theorem fiir proportionale Belastung

("Limit Analysis") [23].
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(5) Setzen wir zusdtzlich zu den in (2) genannten Vereinfachungen ol;j =0,
so kann mit Hilfe von Fl;j der EinfluB von geometrischen Imperfektionen
berlicksichtigt werden. Wahlen wir den Vorverformungszustand gerade so,
daB er einem aufgrund der Belastung zu erwartenden Deformationsmuster
des Korpers entspricht, so kann damit gepriift werden, ob die jewei-
ligen Verformungen einen stabilisierenden oder destabilisierenden Ein-
fluR auf das Einspielen ausiiben. Wenn die Sicherheit gegen Versagen
unter Beriicksichtigung der Verformungen grofBer ist als ohne Beriick-

sichtigung der Verformungen (E‘li2 = 6ij ), so haben wir es mit einem

stabilen, anderenfalls mit einem J?.nstabilen ProzeB3 zu tun. Eine hierzu
analoge Vorgehensweise unter Benutzung des KOITERschen Theorems, wobei
allerdings die elastischen Verformungen vernachldssigt werden, findet
man in den Arbeiten [45,50,111] von KONIG. Die darin entwickelte
Methode ist eine Erweiterung eines von DUSZEK [24] im Rahmen der
klassischen Grenzlasttheorie eingefiihrten Verfahrens zur Stabilitdts-

analyse starrplastischer Korper.

Erweiterungen beziiglich des Materialverhaltens

AuBer den oben genannten Erweiterungen des MELANschen Theorems zur Berilick-
sichtigung geometrischer Nichtlinearitdten existieren in der Literatur
auch Erweiterungen bezliglich des Materialverhaltens. Die wichtigsten seien

hier kurz genannt:

(1) nichtassoziierte FlieBgesetze

Fiir die Gliltigkeit von Ungleichung (2.1.17), die fiir den Beweis des er-
weiterten MELANschen Theorems von zentraler Bedeutung ist, ist die Giiltig-
keit der Normalitdtsregel nicht zwingend erforderlich. Aufbauend auf einem
Verfahren von PALMER [86] hat MAIER [59] gezeigt, daB das MELANsche
Theorem auch fiir nichtassoziierte FliefBgesetze seine Gliltigkeit behdlt,
sofern sichere Spannungszustéande ¢° gemaB (2.1.11) mit einer modifizierten
konvexen Flieffldche Fs, von PALMER als "G-surface" bezeichnet, definiert
werden. Da der durch F°(¢°) < 0 definierte sichere Bereich innerhalb des
durch F(o) < 0 definierten elastischen Bereiches C liegt, ist bei Annahme
nichtassoziierter FlieRgesetze die Moglichkeit des Einspielens geringer
als bei assoziierten Flief3gesetzen. Die Form der modifizierten FlieBfliche

F° hangt dabei vom jeweiligen nichtassoziierten FlieBRgesetz ab.
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(2) thermomechanische Kopplung

Die Beriicksichtigung temperaturabhidngiger Materialparameter und zwar ins-
besondere des Elastizitdtsmoduls E und der FlieBspannung op findet man in
den Arbeiten von KONIG [41] bzw. PRAGER [99]. Wihrend letzteres nichts an
der urspriinglichen Form des MELANschen Theorems dndert, kann dieses bei
Beriicksichtigung eines temperaturabhidngigen E-Moduls nicht mehr mit Hilfe
von Eigenspannungszustanden formuliert werden. In der Praxis ist der Ein-
fluB der Temperaturabhidngigkeit des E-Moduls auf das Einspielverhalten von
Tragwerken lt. KONIG jedoch sehr gering.

(3) verfestigendes Materialverhalten

Bereits MELAN [68] erwdhnte die Mdglichkeit einer Beriicksichtigung vér-
festigenden Materialverhaltens, wobei er sich auf die PRAGERsche kine-
matische Verfestigung beschrdnkte. Unter einer Vielzahl von weiteren
Arbeiten iiber dieses Thema (z. B. [60,65,94,126]) seien hier insbesondere
die Arbeiten von KONIG [37], in der erstmals ein allgemeines lineares Ver-
festigungsmodell Berlicksichtigung findet, sowie WEICHERT und GROSS-WEEGE
[124], die ein 2-Flachenmodell der FlieBbedingung benutzen, erwshnt. Das
letztere Modell berlicksichtigt im Gegensatz zu allen anderen den Umstand,
daB eine unbegrenzte Verfestigung den physikalischen Tatsachen nicht ent-
spricht.

2.3 BESTIMMUNG VON EINSPIELLASTFAKTOREN

Bisher haben wir noch keine Annahmen ilber den zeitlichen Verlauf der
duBeren Zusatzwirkungen a" gemacht. Im weiteren gehen wir davon aus, daB
diese Lasten lokal und komponentenweise in gegebenen und fixierten Grenzen
variieren. Dann kSnnen wir den Bereich A der moglichen 3duBeren Zusatz-
wirkungen a" mit Hilfe der Proportionalitdtsfaktoren My (i = 1,n) durch

A = { arlar= igi iouy € [uI: u;_'] } (2.3.1)

darstellen, wobel gi n voneinander unabhadngige Zusatzwirkungen mit
gegebenen fixierten Werten (z.B. Volumenkrdfte, Flachenlasten, vorge-
schriebene Verschiebungen, vorgeschriebene Temperaturdifferenzen oder

Kombinationen daraus) und "i_ bzw. "I untere und obere Schranken der
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Proportionalitatsfaktoren By bezeichnen. Es sei angemerkt, daB im Falle

proportionaler Belastung (Limit Analysis) fiir alle i = 1,n u; = u; zZu

setzen ist.

Bei gegebenem Bereich A gibt uns das erweiterte MELANsche Theorem eine
Antwort auf die Frage, ob der Korper unter den genannten Voraussetzungen
einspielt. In der Praxis ist es jedoch in der Regel viel wichtiger zu
wissen, wie groB man den Bereich A wahlen darf, so daB der KSrper gerade
noch einspielt, bzw. wie groB bei gegebenem A die Sicherheit gegen Ver-
sagen aufgrund unbegrenzt akkumulierter plastischer Dehnungen ist. In
diesem Fall wird also der groBte Lastfaktor « gesucht, mit dem die Propor-
tionalitdtsfaktoren ®y multipliziert werden kdnnen, so daB Einspielen
gerade noch stattfindet. Diesen Wert von o bezeichnet man als Einspiel-
lastfaktor ("Shakedown"-Sicherheitsfaktor) Ogp s und man erhdlt ihn als
Losung des folgenden Optimierungsproblems

=max a | F(a"+ o35 (aF)+ 43) < O in v (2.3.2)

Ao

®sp

fiir alle a* € Aund atu € U.

Ac muB dabei die Bedingungen (2.2.2) erfiillen. Es sei darauf hingewiesen,
daB infolge der Linearisierung der Gleichungen fiir die Zusatzfeldgrofien

ein linearer Zusammenhang zwischen a" und & besteht.

Die Bestimmung des Einspiellastfaktors %5 umfaBt somit im wesentlichen
die Losung der folgenden 4 Teilprobleme:

(1) Bestimmung der Losung des zeitlich konstanten Referenzproblems ("R")
(geometrisch nichtlinear, elasto-plastisch) wund zwar sowohl des
Spannungszustandes als auch des Verformungszustandes. Die Losung
dieses Problems, z. B. mit Hilfe der bekannten inkrementellen Ver-

fahren, setzen wir im Rahmen dieser Arbeit als bekannt voraus.

(2) Bestimmung der LOsung des zeitlich veranderlichen rein elastischen
, flir alle
Lastzustinde a" € A. Hierbei sind die Gleichungen (2.1.28) - (2.1.30)

Vergleichsproblems, insbesondere des Spannungszustandes &
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zu erfiillen.

Konstruktion wvon zeitlich konstanten Differenzspannungsfeldern, die

die Bedingungen (2.2.2) erfiillen miissen.

LOsung des Optimierungsproblems (2.3.2).

Bei der Losung von (2.3.2) stellt sich zundchst das Problem, wie die Be-

dingung "fur alle a’ € A" erfiillt werden kann. Hierfiir sind 2 verschiedene
Methoden bekannt:

(1)

(2)

Je nach Anzahl n der unabhdngig voneinander variierenden duBeren
Zusatzwirkungen a" stellt der Bereich A ein n-dimensionales recht-
winkliges Parallelepiped dar. KONIG und KLEIBER [43] haben bewiesen,
daB Einspielen fiir alle a- € A stattfindet, wenn Einspielen fiir alle
Lastzustdnde ali- (i = 1,k), die den k = 2" Eckpunkten von A ent-
sprechen, stattfindet. Dieses Verfahren werden wir bei der numerischen

Anwendung auch benutzen.

GOKHFELD und CHERNIAVSKI [29] schlagen ein Verfahren vor, bei dem die
urspriingliche FlieBfld3che F durch eine fiktive FlieBfliche F* wie
folgt ersetzt wird:

F*(a} + 43) = max F(o" + o (a5) + 43) inv . (2.3.3)
'S
Da F* dann nur noch zeitlich konstante Spannungen enthalt, wird somit
das Einspielproblem auf ein Grenzlastproblem fiir einen fiktiven in-
homogenen Korper =zuriickgefiihrt. Der zur Bestimmung von P erforder-
liche Optimierungsprozefl kann im Falle stiickweise ebener FlieBflichen
fiir jeden Punkt des Korpers unabhingig von Ac gefihrt werden, da dann
keine Kopplung zwischen 3 (a®) und AG besteht. Dies hat den Vorteil,
daB zundchst (2.3.3) geldst werden kann und danach erst der Einspiel-
lastfaktor Cer gemdn (2.3.2) bestimmt wird. Im Falle linearisierter
FlieBbedingungen hat MAIER [59] ein vOllig entsprechendes Verfahren
entwickelt, wahrend im Falle nichtlinearer FliefBbedingungen dieses
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Verfahren im Prinzip der Methode (1) entspricht.
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3. ANWENDUNG AUF FLACHENTRAGWERKE

3.1 GEOMETRIE

Wir bezeichnen einen KOrper als Flichentragwerk, wenn seine Dicken-
abmessung 2H wesentlich kleiner ist als die Erstreckung in den ibrigen
Richtungen. Ein solches Tragwerk wird demnach durch zwei im Abstand 2H
verlaufende Flachen, die Laibungen, von seiner Umgebung abgegrenzt. Bilden
die Laibungen keine geschlossenen Flichen, so dient die Schalenrandfl&ache
als dritte Abgrenzung. Die gedachte Fldche, die die Tragwerksdicke an
jeder Stelle halbiert, heifit Mittelflache I, ihre Schnittlinie mit der
Randflache der Rand S des Flachentragwerks.

X2

Abb. 3.1 Definitionen zur Schalengeometrie
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Die hinreichend glatte Mittelfldache T' sei durch konvektive GAUBsche
Flachenparameter 8% (a = 1,2) markiert, und die zu T orthogonale Richtung
sel durch die Koordinate 63 charakterisiert. Im dreidimensionalen eukli-
dischen Punktraum ist TI' durch die Vektorgleichung

r = x5 (&%) i (3.1.1)

definiert, wobei r (8“) den Ortsvektor eines Punktes P auf I und xK (k =
1,2,3) dessen Komponenten in einem feststehenden radumlichen kartesischen
Koordinatensystem bezeichnen. Mit Hilfe der Flachenparameter laBt sich in
jedem Punkt P auf TI ein orthonormiertes Koordinatensystem mit den
kovarianten Basisvektoren a und dem dazu orthogonalen Einheitsnormalen-

vektor ag definieren (Abb. 3.1):

a, x
a =r, , a,= 1% % . (3.1.2)
o ] 3 |a1 X a2]

Hierbei bedeutet das Komma die partielle Ableitung der betreffenden GrofRe
nach der dem Komma folgenden Flachenkoordinatenrichtung und das Symbol x
kennzeichnet das ibliche Vektorkreuzprodukt. Griechische Indizes nehmen
die Werte 1 und 2 an, wdhrend Lateinische Indizes von 1 bis 3 laufen.
Aufgrund der Definition von ay (3.1.2)2 ergibt sich:

a, ~a;=0, aj-a;=1. (3.1.3)

Hierbei kennzeichnet der zwischengestellte Punkt das Skalarprodukt der
beiden beteiligten Vektoren. Die kovarianten Komponenten des Metriktensors
der Mittelfldche erhdlt man zu

a_.=a *a (3.1.4)

mit der dazugehorigen Determinante
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2
a= |aa8| =a;; ay, - (a12) . (3.1.5)

Die kontravarianten Basisvektoren a” sind definiert durch die Orthogonali-

tatsbedingungen
o o
a ag = 6B (3.1.6)

mit 6;‘ als Kronecker-Symbol. Die entsprechenden kontravarianten Kompo-

nenten des Metriktensors ergeben sich dann zu
a~=a °*a (3.1.7)

mit der dazugehdrigen Determinante

Badl . (3.1.8)

1
a
Aus (3.1.4), (3.1.6) und (3.1.7) folgen die Beziehungen

a =a a , a =a,a , a a,=6_. (3.1.9)

Die Differentiation des Einheitsnormalenvektors a3 nach 6% definiert zwei

Flachenvektoren a , v deren Komponenten

b.=b =-a; 2 =a, *a (3.1.10)

die kovarianten Komponenten des Krimmungstensors der Mittelfldche dar-

stellen. Analog erhdlt man auch die gemischten Komponenten zu

(3.1.11)

Jeder Punkt des Flachentragwerks kann damit durch seine Komponenten ot
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identifiziert werden. Die Gleichung 63 = 0 spezifiziert die Mittelfldche T
und der Bereich |63|‘5 H wird als Flachentragwerks- bzw. Schalenraum be-
zeichnet. Ein beliebiger Punkt P des Schalenraumes hat dann den Orts-

vektor

3

a, (6%). (3.1.12)

T =r (6% +0

Analog zur Beschreibung der Mittelfldchengeometrie kann damit jeder Punkt
des Schalenraumes mit einem System von Basisvektoren ausgestattet werden.

Man erhilt dann die kovarianten Basisvektoren Sd, 53 zu

- - 3 - -

a =r, =a + e a3’a , @3 =I,5=a, (3.1.13)
mit der Metrik

ag =3, * 3, 33-= 0, aj3=1. (3.1.14)

Will man alle bendtigten Grofen auf die Koordinaten der Mittelfldche T be-
ziehen, so kann mit Hilfe von (3.1.12) der "Shifter"-Tensor u eingefiihrt

werden mit
@ _ 5% _ g3 pY (3.1.15)

Damit kann ein beliebiger Vektor u entweder auf die Basis Ed oder die

Basis a, bezogen werden mit

(=]
]
o
+
o
[+]]
]
o
+
c
w
V]
]

(3.1.16)

o 3
ua +ua
o 3

]

o
Qm

e

+

e
W

Y]

wobei die Vektorkomponenten 3* bazw. ﬁa der schalenraumbezogenen Dar-
stellung und die Komponenten u® bzw. u, der mittelfldchenbezogenen Dar-
stellung mit Hilfe des "Shifter"-Tensors ineinander iberfiihrt werden
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konnen:

u . (3.1.17)

W H®uY = & . (3.1.18)

Zur Definition der Ableitungen in der mittelflachenbezogenen Darstellung
werden die Christoffelsymbole 2zweiter Art benotigt. Sie sind gegeben
durch

1
o = 3 > a (ala,B + aBA,a - aaB,l) . (3.1.19)

Die partielle Ableitung eines beliebigen Vektors u kann dargestellt werden

als

[+

w) a
B 3

£
]

[+
(u IB-b u3) a + (u + b

B 3,8

(3.1.20)
o o
-b u3) a + (u3 +b ua) a; ,

= (Uy(g ~ Pug BT 08

wobel die kovariante Ableitung auf der Mittelfldche definiert ist als

o a o A
u IB us,g + PBA u”
(3.1.21)
u =4 + I‘)L u

alp~ a,B T TaB A"

Analog hierzu werden kovariante Ableitungen fiir Komponenten von Tensoren

hoherer Ordnung definiert, so zum Beispiel durch

uaBIA =u +I0 u- + I, ur
(3.1.22)

uaB|A = uaB,h T e uuB T UBA Tom
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Vereinfachende Annahmen

Entsprechend der Vorgehensweise in den Arbeiten von PIETRASZKIEWICZ (89 ]
und WEICHERT [120,123] werden zur Vereinfachung die folgenden Annahmen ge-
troffen:

(1)

(2)

(3)

(4)

Das Flachentragwerk sei diinn, d. h. ZH/Rmin << 1 mit Rmin als
kleinsten Hauptkrimmungsradius der unverformten Schalenmittelfliche.
Dann kann der "Shifter"-Tensor u ndherungsweise durch den Einheits-
tensor ersetzt werden und es besteht kein Unterschied mehr zwischen
der mittelflidchenbezogenen Darstellung und der schalenraumbezogenen
Darstellung:

S, . (3.1.23)

Die Komponenten des Verschiebungsvektors u sind analytische Funktionen

von 93. Dann konnen diese in Taylorreihen entwickelt werden mit

(") + R . (3.1.24)

Dabei ist n eine natlirliche Zahl, die den Grad der Taylorreihenent-
(k)
u

wicklung angibt, und R? das dazugehOrende Restglied. i ist definiert

als

,1(—, | 5 i (3.1.25)

Unter Vernachldssigung des Restgliedes werden die Taylorreihen
(3.1.24) der Komponenten u, nach dem ersten Glied (n = 1) abgebro-
chen.

Unter Vernachlidssigung des Restgliedes wird die Taylorreihe (3.1.24)
der Komponente uy nach dem nullten Glied (n = 0) abgebrochen.
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(5) Die Komponenten Eu3 des GREENschen Dehnungstensors E ('"transverse
shearing strains") sind sehr klein im Vergleich zu den Komponenten

EaB und werden vernachldssigt:

E_=0. (3.1.26)
a3

Diese Einschrankungen fiihren auf die bekannte KIRCHHOFF-LOVE-Hypothese fiir
dlinne Schalen. Annahme (4) flihrt insbesondere dazu, daB die Dicke des
betrachteten Flachentragwerks wahrend des Deformationsprozesses an jeder
Stelle unverdndert bleibt. Filir elastische Schalenbereiche ist es jedoch
moglich, die Dickendnderung des betrachteten Querschnitts in erster
Naherung mittels der elastischen Querkontraktion zu ermitteln wdhrend in
vollplastischen Schalenbereichen die sehr weitgehend giiltige Inkompressi-
bilitdtsannahme zum gleichen Zweck benutzt werden kann. Filir letzteres gilt

dann in erster Ndherung [25]

= - a*f . (3.1.27)

B3z of

Unter Bericksichtigung dieser Annahmen konnen die Komponenten des
GREENschen Dehmungstensors E in einen von 63 unabhdngigen und einen von

93 linear abhdngigen Teil aufgespalten werden:

3

EuB = YuB + 8 xaB '

E .=y o+6° x (3.1.28)
a3 a3 a3 ' °

E., = + 03
33 © 733 "33 -

Dabei sind die Komponenten des Dehnungstensors der Mittelfldche y und des

Krimmungsanderungstensors x gemaB [25] gegeben zu

2

1 1 A
Yog = i'(ua|3+ uB|a) - b.g U3+ 5-[u3|a uz|g * b, g (usy)



- 38 -

(u}‘|au )+b7buu]

A
ae t U lg Wa B U

b}‘u

+7(b u, u3| +b u, u3|o¢ uAIB u3- by Ao u3) , (3.1.29)

B

1 A A A
7a3=§(¢a+u3|a+baul+u |a¢l+ba(pl u3) ’
—1 A L]
1 A A A A
%og = 7 [0 [* Pg o U lo Oajgt W lg Paja = o ®rs* BB Paja! U3

A ALY ALY
+ (bB u3| + b u3|8) 9, + (ba bB + bB b,) u cpA] , (3.1.30)

1 A A
%372 (ba Pt e la q’A)'

= b’ A
X34 = b tchp .

Hierbei bezeichnet Py die Koeffizienten des linearen Terms der Taylor-
reihenentwicklungen (3.1.24) fiir u,- Will man nun den Dehnungszustand
allein durch die Verschiebungskomponenten u, und ug ausdriicken, so konnen
dazu geman [25] die aus (3.1.26) resultierenden Bedingungen

[
o

y
o3 (3.1.31)

]
o

%a3

benutzt werden. Dann werden die Beziehungen £fiir L und x» ., allerdings

af
sehr kompliziert. Zu deren Vereinfachung werden zundchst folgende weiteren

Annahmen [89] getroffen:
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(6) Die Dehnungen seien in jedem Punkt der Schale so klein, daB n, der
grofte Eigenwert des GREENschen Dehnungstensors E, sehr viel kleiner
als eins ist.

(7) Die Verformung der Schalenmittelflache gehorche der Bedingung (2H /
Lw)2 << 1, wobei Lw die Wellenldnge des Deformationsmusters der
Schalenmittelfladche bezeichnet.

Die Annahmen (1) bis (7) bilden die Grundlage der sogenannten ersten
LOVE schen Approximation der Verformungsenergiedichte [57] filir isotrope
elastische Schalen. Hierauf aufbauend existiert eine Vielzahl von
Arbeiten, die sich mit der Vereinfachung der Beziehungen (3.1.29) und
(3.1.30) unter Berilicksichtigung groBer Verformungen beschdftigen. Erwahnt
seien hier beispielhaft die Theorien von KOITER [53], SANDERS [103],
PIETRASZKIEWICZ [90], BASAR [5], NOLTE und STUMPF [82] sowie
PIETRASZKIEWICZ und SZWABOWICZ [91]. Diese Arbeiten befassen sich
allerdings ausschlieBlich mit elastischen Schalen, wahrend auf dem Gebiet
elasto-plastischer Schalen spezielle Theorien von DUSZEK [25] und SAWCZUK
[109] entwickelt wurden. Aufgrund der Voraussetzung der additiven Zer-
legung des GREENschen Dehnungstensors gemdaB (2.1.5) diirfen wir hochstens
moderate Rotationen zulassen. Beschranken wir uns zusdtzlich auf flache,
d. h. schwach gekriimmte Schalen, so ist aufgrund von numerischen Unter-
suchungen von NOLTE [83], durchgefiihrt an rein elastischen Schalen, zu
erwarten, daB die bekannte Theorie von DONNELL [20], MUSHTARI [74] und
VLASOV [117] flir die Mehrzahl baupraktischer Berechnungen recht gute Er-
gebnisse liefert. Der Gliltigkeitsbereich dieser Theorie, die als Sonder-
fall in den Theorien [25,82,90] enthalten ist, wird durch die folgenden
Einschrankungen [89] festgelegt. Als MaB fiir die Kleinheit der abzu-

schatzenden GroBen wird dabei der gemeinsame Parameter 6 mit

o=mx (&2 A JH_ 4, 0% << 1 (3.1.32)
W min

benutzt, und erganzend zu den bereits bekannten Variablen in 6 bezeichnet
d den Abstand eines betrachteten Punktes P vom Schalenrand:
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(1) Beschrankung der Geometrie der Mittelfldche derart, daB nur flache, d.
h. schwach gekriimmte Schalen zugelassen werden, so daB gilt

K[ =0 () . (3.1.33)

Dabei bedeutet 0 (...) "von der Ordnung von ...", und das GAUBsche
KrimmungsmaB K ist definiert als

1.2
K=Db b2 -b

2
1 1

b (3.1.34)

1

2 -

(2) Beschrankung der Rotationen und Verschiebungen auf
- moderate Rotationen um Tangenten:

Q-+a =0 (9),
o

- kleine Rotationen um Normalen: (3.1.35)

Q-a,=0 (92),

3
- kleine Tangentialverschiebungen:

ua =0 (8 u3).

Hierbei bezeichnet Q1 den Rotationsvektor mit dem Betrag sin w, wobei w

den Rotationswinkel angibt.

Unter diesen Voraussetzungen konnen der Dehnungstensor 4 und der
Krimmungsanderungstensor x wie folgt vereinfacht werden [110,113]:

-2b _ u, +u u, ) inT
e 3 3,0 3,8 (3.1.36)



- 41 -
qu = -u3|aB ' in I

Um die kinematischen Bedingungen zu vervollstandigen, seien hier noch die

entsprechenden Randbedingungen angegeben:

o *
u =u v =1u auf S
v a v K
u u® t u* uf S
= = al
t ot K (3.1.37)
*
un = u3 = u3 auf SK
@ _g" uf S
By = H3aV TR a K

Dabei bezeichnen ta und v, die Komponenten des Tangentenvektors t und
dessen Normalenvektors v, wobei v, t und a, ein orthonormiertes Dreibein
auf S bilden. Die kinematischen Randgrdfen sind zusammen mit den
korrespondierenden statischen Randgrofien in Abb. 3.2 dargestellt.

3.2 SPANNUNGSZUSTAND

Wahrend bei elastischem Werkstoffverhalten die Form der Spannungs-
verteilung iiber die Tragwerksdicke durch die kinematischen Annahmen ein-
deutig ilber das HOOKEsche Gesetz definiert ist, sind bei Auftreten
elasto-plastischer Verformungen Spannungs- und Dehnungsverlauf voneinander
entkoppelt. Die kinematischen Annahmen legen dann nur noch den Dehnungs-
zustand fest, wo hingegen der Spannungsverlauf wvon der Belastungs-
geschichte abhangt. Die zu den Dehnungsreprédsentanten y und x adjungierten
Spannungsreprasentanten N und M kdnnen mit Hilfe des Prinzips der
virtuellen Arbeit definiert werden. Dazu sei der Spannungszustand gemaB
[123] dargestellt durch die Potenzreihe

’

o n .
I =7 Lot ek l<n<e (3.2.1)
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ij
(k) 3
entwicklung des als analytische Funktion von 6~ angenommenen tatsdchlichen

wobel die Koeffizientenmatrizen o die Koeffizienten der Taylorrreihen-

Spannungszustands sind mit

- k ij
ij (91 e2)_6 g

9(k) ' =

(3.2.2)

(693)k 93 =0 ’

PIETRASZKIEWICZ ([89] hat gezeigt, daB im Rahmen der ersten Approximation
der Verformungsenergiedichte in isotrop elastischen Schalen naherungsweise
ein ebener Spannungszustand vorliegt. Wir setzen dies auch fiir
elasto-plastische Schalen voraus und nehmen an, daf die Spannungskompo-

nenten 033 und oBa vernachlidssigt werden konnen:

33
o

14
o

(3.2.3)

3o,

2
o

(o]

Durch Einsetzen von (3.2.1) und ( 3.1.28)1 in das Prinzip der virtuellen
Arbeit erhalten wir gemdaB [123] die Definition der Spannungsreprasentanten
(Schnittgrofen) N und M zu

+H
n
N8 (o', 8% =I I L o‘(’i) (6% ae’ ,
k=0 *
-H

(3.2.4)

+H
M (o', %) = E = aro. (8
' - k=0 kt “(k)
-H

Flir diinne linear elastische Schalen werden in den Reihen (3.2.4) die
Glieder n > 1 vernachldssigt. Dies entspricht einer linearen Spannungsver-
teilung ilber den Querschnitt, wodurch man einen umkehrbar eindeutigen Zu-
sammenhang zwischen Spannungen und SchnittgrdSen erhdlt. Damit kann ein
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beliebiger linear elastischer Spannungszustand (Index "e") in der
folgenden Form dargestellt werden:

e af e of e ap 3_
=9t 9 ¥ =

e of e, af
N e3

3 ™M
28 +7 H3 (3.2.5)

Wie bereits erwahnt ergibt sich bei elasto-plastischen Schalen im
allgemeinen kein umkehrbar eindeutiger Zusammenhang zwischen Spannungen
und SchnittgrdBen. Eine bestimmte Paarung [N, M] kann hervorgerufen werden
durch verschiedene Spannungsverteilungen o, die sich nur durch quer-
schnittsbedingte Restspannungen s (sogenannte Pseudo-Restspannungen) von-
einander unterscheiden. Aufgrund dieses Sachverhaltes benutzen wir ab-
weichend von der Darstellungsweise von WEICHERT [120,123] die folgende
Aufspaltung des Spannungszustandes o:

1

*® =] 5%, () + 5% (o7, (3.2.6)
k=0

wobel die Koeffizienten Gc(!g) und 8??) mit Hilfe der Bedingungen

-H (3.2.7)

!
=
N
o

+H
J’saee3de3_sas
-H

bestimmt werden konnen. Diese Darstellungsweise wird sich bei den weiteren
Betrachtungen als besonders zweckmdBig erweisen. Die Spannungsreprasen-

tanten N und M ergeben sich damit wie folgt:
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+H
1
NaB = Z ~OtB (93)k d93
%(k) ’
k=0
—H (3.2.8)
+H
1
aB _ ~af k+1 3
M —J kgoc(k) (9) .
-H

Analog zu (3.2.5) lant sich nun jeder elasto-plastische Spannungszustand
in der folgenden Form darstellen:

aB of
o - 6‘(’3)+ o(?) o3+ s®8(03) = H %MT o3+ s*® (83) . (3.2.9)

Durch Vergleich mit (3.2.5) wird ersichtlich, daB die Existenz von s an
das Auftreten plastischer Verformungen gebunden ist.

Mit Hilfe des Prinzips der virtuellen Arbeit ist es nun moglich, die
Gleichgewichtsbedingungen im Innern T und auf dem Rand SE‘ Zu bestimmen.
Fir die DONNELL-MUSHTARI-VLASOV Theorie ergeben sich diese wie folgt
[110,113]:

N°‘B|B+p°‘*=0 in T
(3.2.10)
aB oB aB 3% .

(M |u+u3'aN ”B"’bas +p =0 in T

aB _ . *
va vB N o= N\N auf SF

aB *
t v, N =N auf S
¢ B tv F (3.2.11)

dB G.B o * *

vg (M [ +uy N ) - M atoEN - M af S

o . *
va vB M = M\N auf SF
mit M =-MB ¢ o
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* *
Hierbei bezeichnen pu und p3 die Komponenten der verteilten Flachen-
*
lasten p , bezogen auf die unverformte Mittelflache I', und die statischen
Randgrofen sind gemdB Abb. 3.2 definiert.

Abb. 3.2 Definition der SchalenrandgréBen
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3.3 WERKSTOFFGESETZE

Die additive Zerlegung der Gesamtdehnungen E entsprechend (2.1.5) unter
Beriicksichtigung von (3.1.28) ergibt

€ LB 4P =y, +0° x

oB B af o8 = YaB o (3.3.1)

Unter der Voraussetzung eines linear iuber die Tragwerksdicke verlaufenden
Temperaturfeldes

2" (6% .3

* i -k o
8 (7)) =9 (07) + =5 ] (3.3.2)

konnen die Temperaturdehnungen Ee entsprechend (3.1.28) aufgespalten

werden in

2 = 76 + 93 x° (3.3.3)

aB aB aB ’
mit [6]

9 * 9 A"

Tog = g %o 9, %p = g % ZH ° (3.3.4)
Damit folgt aus (3.3.1)

_ e P 9 3.8 _ 3
EQB—EGB+EQB+'Y°B+9 xaB_YaB"'e % (3.3.5)

Eine analoge Aufspaltung des elastischen und plastischen Anteils der
Dehnungen E ist im Falle des Auftretens von querschnittsbedingten Rest-
spannungen s nicht moglich, weil diese aufgrund von (3.2.6) nichtlinear
iiber den Querschnitt verteilt sind und dies wegen der vorausgesetzten
Giltigkeit des HOOKEschen Gesetzes zu einem iber den Querschnitt nicht-
linearen Verlauf der elastischen Dehnungen und infolge von (3.3.5) auch
der plastischen Dehnungen fiihren wirde. Im allgemeinen kann man das
Materialverhalten also nur mit Hilfe der Spannungen und Dehnungen selbst

und nicht mit deren Reprasentanten beschreiben. Eine Ausnahme bilden je-
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doch die beiden folgenden Sonderfdlle:

(1)

(2)

Die elastischen Dehnungen sind vernachldssigbar gegeniiber den plasti-
schen Dehnungen. Dieser Fall, der in der Regel bei Umformvorgangen
vorliegt, bildet die Grundlage der Theorie starr-plastischer Korper
(siehe z. B. [98]).

Das Tragwerk verhdlt sich rein elastisch, d. h. es treten keine
plastischen Dehnungen auf. Dann konnen die elastischen Dehnungen ent-

sprechend (3.1.28) aufgespalten werden, so daB gilt

e + e3 ne

e
EGB = Yop o ° (3.3.6)

Flir isotrope Materialien ergeben sich dabei die Komponenten von 1e und

e
x 2u
e _1 YA
Yeg =D Capa ¥ - (3.3.7)
e _1 TA
8 =B GaBYA M

wobei die Dehnsteifigkeit D und die Biegesteifigkeit B definiert sind

(3.3.8)

Der Elastizitdtstensor G mit den bekannten Symmetrieeigenschaften
(2.1.7) hat dabei die Komponenten

G = 1 (a

oo = T D, a8 ). (3.3.9)

Ap auo + alo aup T T+v AL po
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Die in (2.1.12) angegebene HUBER-MISES-Fliefbedingung lautet nun unter
Berlicksichtigung der Schalenmetrik sowie der Vereinfachung (3.1.23):

_ ij ki _ ij,2 .2 _
Flo) = 3aik ajl g~ o (aij g -) 2aE. =0 . (3.3.10)

Filhren wir hierin noch die Vereinfachungen (3.2.3) ein, so ergibt sich

B} B M _
F(o) = 3aa}\ aBu o AR (amB c

-20F=0 (3.3.11)
als flachenhafte Approximation von (3.3.10). In verallgemeinerter Schreib-
weise kann die FlieRbedingung durch

- o A =
F(o) = IaB?«u c- 6" -0 =0 (3.3.12)

dargestellt werden, wobei der FlieBtensor I im allgemeinen Fall plastische
Anfangsanisotropie beschreibt [9] und bei isotropen Materialien iibergeht

in

3 1
I =-2-a a -7a a . (3.3.13)

Will man die FliefRbedingung in Abhangigkeit der Schnittgrdfen formulieren,
stoBt man erneut auf das Problem, daB der Spannungszustand in einem be-
liebigen Punkt der Schale keine eindeutige Funktion der Schnittgrofen ist,
falls plastische Deformationen aufgetreten sind, d. h. s # 0 ist. Solange
sich die Schale allerdings rein elastisch verhdlt, kann mit Hilfe von
(3.2.5) der Spannungszustand eindeutig durch die SchnittgrdBen bestimmt
werden. Damit liegen die Punkte mdglicher maximaler Spannung im Quer-

3

schnitt von vornherein fest, nidmlich bei €~ = + H. Eingesetzt in (3.2.5)

ergibt sich dann

e, aB
3 M
i7 > . (3.3.14)

H

e,.oB
eoaB = N

max 2H

Diese Beziehung filihren wir in die verallgemeinerte FlieBbedingung (3.3.12)
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ein. Beziehen wir hierin noch die SchnittgrdBentensoren N und M durch die
Abkiirzungen

ap aB
af N aB M
no=g— M o=y (3.3.15)
P P
mit
N =o_ 28, M=o H (3.3.16)
p F ! p F T

’

auf die entsprechenden vollplastischen Querschnittstraglasten Np und Mp
2

so erhdlt man nach Division durch GF

F(a)/og =1 (n®® My %_maB mAP + 2 %-nas m¥) -1 =0 (3.3.17)

aBAiu =
und damit eine Aussage iber den Beginn des plastischen FlieBens in der
ersten Randfaser. Nimmt der Maximalwert von (3.3.17) den Wert null an,so
ist die Grenze der elastischen Tragfahigkeit des Querschnitts erreicht.
Die FliefRbedingung des elastischen Grenzzustandes (AnfangsflieBRbedingung)

lautet also

F,=F _+2F +3F -1=0, (3.3.18)
wobei die folgenden Abkiirzungen benutzt wurden:

an = IaBAu nmB nAu ,

Fm = IaBAu m®® M , (3.3.19)

Fom = Togi n®® o™ |

Die AnfangsfliefRbedingung bestimmt das Ende der elastischen Tragfahigkeit
des Querschnitts. Sein weiteres Tragverhalten soll anhand der Abb. 3.3

verdeutlicht werden.
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|

(Querschnittstraglast)

Querschnittstraglast
fir kombinierte
Dehnung und Biegung
(Biegespannungszustand)

Querschnittstraglast
fir reine Dehnung
(Membranspannungszustand)

elastischer Grenzzustand
{(elastische Grenzlast)

vollplastischer Grenzzustand
(plastische Grenzlast)

Ielast. elasto-plastisches Verhalten (Dehnung)
Verhalten

Abb. 3.3 etnachsiges Spannungs-Dehnungs-Verhalten eines Querschnitts

Man erkennt, daB nur flir reine Membranzustdnde nach Erreichen des elas-
tischen Grenzzustandes die Grenze der Tragfahigkeit erreicht ist und somit
auch ein idealplastisches Querschnittsverhalten vorliegt. Weist die Bean-
spruchung dagegen Momentenanteile auf, so steigt die Traglast des Quer-
schnitts infolge seines allmdhlichen Durchplastizierens weiter an, d. h.
der Querschnitt durchlauft einen VerfestigungsprozeB, auch wenn jede Quer-
schnittsfaser fiir sich elastisch-idealplastisches Materialverhalten zeigt.
Erst mit der Spannungsverteilung des vollplastischen Grenzzustandes wird
die Tragfdhigkeitsgrenze erreicht. Man erkennt weiter, daB fiir einen be-
liebigen elasto-plastischen Zustand die Querschnittstraglast vom je-
weiligen Dehnungszustand und damit von der Belastungsgeschichte abhingt

(hierzu siehe auch [25,108]). Interessiert man sich allerdings nur fiir den
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vollplastischen Grenzzustand, wie es bei Problemen der Grenzlastanalyse
sowie der Analyse des "Inkrementellen Versagens" der Fall ist, so kann die
entsprechende Querschnittsgrenzlast zumindest ndherungsweise nur in Ab-
hangigkeit der Schnittgrofen bestimmt werden. ILYUSHIN [35] war der erste,
der sich mit diesem Problem befaBte. Er leitete folgende Naherung der
Fliefbedingung fiir den vollplastischen Grenzzustand (GrenzflieBbedingung)
her [6]:

FG1 =IE‘nn +me 11/‘/—3 an -1=0. (3.3.20)

Aufgrund einer Untersuchung von ROBINSON [101], in der diverse Approxima-
tionen der Grenzfliefbedingung behandelt werden, liefert diese Naherung
Grenzlasten, die gegeniiber der exakten LOsung maximal mit einem Fehler von
6 % auf der sicheren und 3,5 % auf der unsicheren Seite behaftet sind.
Zwar gibt es genauere Approximationen von IVANOV [36,101], die aber wegen
ihrer Komplexitdt (sie enthalten irrationale Terme) filir unsere Zwecke
nicht geeignet sind. Der groBe Vorteil der Bedingung (3.3.20) liegt darin,
da sie nur linear in den Polynomen F und damit quadratisch in den
Schnittgrofen ist. Eine weitere einfache Naherung ist die sogenannte Sand-

wich-Schalen Approximation [101]
(3.3.21)

wobel die hiermit ermittelten Grenzlasten gegeniiber der exakten Losung mit
einem Fehler von maximal 20 % auf der sicheren und 0 ¥ auf der unsicheren
Seite behaftet sind [101]. Fiir Schalen mit Sandwich-Querschnitt liefert
diese Grenzfliefbedingung jedoch exakte Ergebnisse. Sandwich-Schalen
finden hdufig in Leichtkonstruktionen (z. B. bei Luft- und Raumfahrzeugen)
Anwendung. Hierbei besteht die Schale aus zweli diinnen tragenden Schichten,
die durch einen Kern geringer Festigkeit getrennt sind. Bei der Anwendung
von (3.3.21) ist dann allerdings zu beachten, daB die vollplastischen
Traglasten Np und Mp im Gegensatz zu (3.3.16) nun wie folgt definiert

sind:

N =20, T ,6, M = ZUF', TH' . (3.3.22)
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Dabei bezeichnen cé und T die Fliefspannung und die Dicke einer einzelnen
tragenden Schicht und 2H' ist die Dicke des Kerns, dessen Festigkeit ver-
nachlassigt wird. Zu erwdhnen ist noch, daB im Falle von Sandwich-Schalen
die AnfangsflieBbedingung (3.3.18) durch die Bedingung (3.3.21) zu er-
setzen ist, d. h. daB Anfangsfliefbedingung und Grenzfliefbedingung in
diesem Fall identisch sind. Die beiden Naherungen (3.3.20) und (3.3.21)
sind beispielhaft fiir zwei verschiedene Schnittgrofenzustinde zusammen mit
der exakten GrenzflieBbedingung [101] in Abb. 3.4 graphisch dargestellt,
wobeli zum Vergleich auch die Anfangsfliefbedingung (3.3.18) eingezeichnet

ist.

exakte GrenzfliefBbedingung

ILYUSHIN-Approximation
Gleichung (3.3.20)

Sandwich-Approximation
Gleichung (3.3.21)

AnfangsflieBbedingung
Gleichung (3.3.18)

12

11 22

Abb. 3.4 Vergleich verschiedener Approximationen der GrenzflielBbedingung
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3.4 BESTIMMUNG VON EINSPIELLASTFAKTOREN

Entsprechend den Ausfiihrungen im Kapitel 2.3 gliedert sich die Bestimmung

des Einspiellastfaktors a

D in 4 Punkte, die nun im Hinblick auf die An-

wendung auf Flachentragwerke nacheinander abgehandelt werden:

(1)

(2)

Die Losung des zeitlich konstanten Referenzproblems unter Zugrunde-
legung der DONNELL-MUSHTARI-VLASOV-Theorie, d. h. der Bedingungen
(3.1.36 - 37) und (3.2.10 - 11) sowie entsprechender Materialgesetze
setzen wir wiederum als bekannt voraus.

Zur Losung des zeitlich veradnderlichen rein elastischen Vergleichs-
problems sind nun entsprechend der Vorgehensweise im Kapitel 2 die
beziiglich der 2Zusatzfeldgrofen (Index "r") linearisierten Feld-
gleichungen (3.1.36 - 37) und (3.2.10 - 11) sowie die entsprechenden
elastischen Materialgesetze zu erfiillen. Der Ubersichtlichkeit wegen

unterdriicken wir dabei im folgenden den Index "r".

o) 1,0 Q Q R @ Q R .
Tog = 7-(ua|B+ uBIu- 2buB Ug+ u3'a u3'B+ u3'u u3’B) in T (34.1)
o] 0
naB = —u3,aB inT
8 = u* auf S
V) v K
fe) *
u, =u auf S
t ot K (3.4.2)
fo) *
u3 = u3 auf SK
%*
B, =8, auf S,
ﬁaels + p“* =0 in T
(3.4.3)
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alf ¥
vy Vg ReF = N auf S,

o _ . *
ta vB R = Ntv auf SF‘
v, A% +u R® L8, R (3.4.4)
B a 3,a 3,a

o * *
- Iatv,m =N M e auf Sp

af *
vy VB ﬁ = Mvv auf SF

_ _foB
mit ﬂt = A% ¢ vg
o} 1 TA =*
Y ,==0G R +a_a
o8 D “aByA o6 B (3.4.5)
o _1 YA A®
naB—ﬁGuB'yAB +au8 Sy SH

Bei der Bestimmung einer Nzherungslosung dieses Problems ist zu
beachten, daB das MELANsche Theorem nur dann seinen Schrankencharakter
behdlt, wenn die statischen Bedingungen (3.4.3) und (3.4.4) punktweise
erfiillt sind (hierzu siehe MORELLE [70]).

Zur Bestimmung von 2zeitlich konstanten Differenzspannungszustinden

erinnern wir uns zundchst an deren Definition (2.1.31) 4:
AG=0-9 . (3.4.6)

Ersetzen wir hierin den tatsdchlichen elasto-plastischen Spannungs-
zustand o durch die Beziehung (3.2.9) sowie den fiktiven rein elasti-
schen Spannungszustand 8 durch die Beziehung (3.2.5), so erhalten wir

a8 af aB aB
o8 _N 3IM® 3 a8 .3 R 3 8% 3
Ao —-2-[_]—+7T9 + s (9)‘(2—[_]—'+-2-—§—9)
H H
B of
3™ 3 a3
== *t3 3 0" + s (e7) , (3.4.7)



- 55 -

wobei die DifferenzschnittgroBentensoren AN und AM entsprechend
(3.4.6) definiert sind als

an®® o NB _ReR AR o wB L RR (3.4.8)

Analog zu den Ausflihrungen in Kapitel 2 miissen diese die beziiglich der
ZusatzfeldgroBen (Index "r") linearisierten homogenen statischen Be-

dingungen erfiillen:

AN“B|B =0 inT
(3.4.9)
of R af aB af .
(aM la * Uy o AN+ aug Nt )|B +bg N =0 inT
ANaB 0 auf S
\’G \)B = F
t v, aN®® <0 auf S
a B F
v (% s uf N rau, M%) C M.t <0 auf s, (3.4.10)
B o 3,a 3,a tv,a F
ab _
Vo Vg AMTT =0 auf SF
. _ aB
mit AMtv = - AM ta \)B

Aufgrund der Definition (3.2.7) der querschnittsbedingten Restspannun-
gen s gehen diese nicht in die statischen Bedingungen (3.4.9) und
(3.4.10) ein. Infolge (2.2.2)7 muB weiterhin gelten

=0 auf SK (3.4.11)

AuBerdem ist zu berlicksichtigen, daB Ag und Au., zeitlich konstant sein

3
missen:

=AM = As = Au3 =0. (3.4.12)
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(4) Das Optimierungsproblem (2.3.2), dessen Losung uns den Einspiellast-

faktor cgp liefert, lautet nun unter Berlicksichtigung von (3.2.5) und

(3.4.7)
agn = Max a (3.4.13)
AN, M, s

unter der Nebenbedingung

R fa’) 3®@a") 3, AN 3 aM 3 -3 .
F{6+a[2H +7 9]+ﬁ+7F9+S(9)}<0 in Vv

H3
fiir alle a©* € A und Aﬁ3 € ﬁ Hierbei ist die FlieBbedingung (3.3.11)
zu benutzen. Die numerische Anwendung von (3.4.13) erfordert die
Diskretisierung von AN, AM und s, wobei die Bedingungen (3.2.7) und
(3.4.9-11) zu erfiillen sind. Die Einhaltung der Fliefbedingung ms
dann in mehreren, zur Mittelfldche parallelen Fldchen ("Schichten-
modell" der Schale) kontrolliert werden. Da wir es hierdurch immer
noch mit einem dreidimensionalen Problem zu tun haben, ist diese Vor-
gehensweise numerisch sehr aufwendig (vgl. hierzu auch die Arbeit von
MORELLE und FONDER [72]).

Um zu einer zu (3.4.13) dquivalenten Darstellung nur in den Spannungs-
reprdsentanten zu gelangen, d. h., um das 3-dimensionale Problem auf
ein 2-dimensionales Problem zu reduzieren, kann wie folgt vorgegangen
werden:

Fir einen gegebenen zeitlich konstanten querschnittsbedingten Rest-
spannungszustand s definieren wir einen zeitlich konstanten elasti-
schen Bereich S als einen konvexen Bereich im Raum der SchnittgrdBen
mit Hilfe der Bedingung S (N,M) < 0. Dabei ist die Form von S bestimmt
durch die Forderung, daB die Bedingung ‘

5N + KD + AN, M+ R(aF) + aM} <0 in T . (3.4.14)

dquivalent zu der Bedingung
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ry .= r, .=
(R ﬁ(a2é+AN H(a")+aM o3

H3

+3 + 56%)} <0 in v (3.4.15)

sein soll. Das bedeutet, falls (3.4.14) erfiillt ist, soll automatisch
auch (3.4.15) erfiillt sein. Aus dieser Forderung ergeben sich die
folgenden Eigenschaften von S:

-~ S héngt vom jeweils gewdhlten querschnittsbedingten Restspannungs-
zustand s ab. Damit ist auch die Anzahl der voneinander ver-
schiedenen elastischen Bereiche § abhdngig von der Anzahl der mdg-

lichen querschnittsbedingten Restspannungszustinde s.

- Fiir s = 0 ist die Bedingung § = 0 identisch mit der Anfangsflief-
bedingung FA= 0 (3.3.18).

- Der durch S < 0 definierte elastische Bereich S liegt innerhalb des
durch die Grenzfliefbedingung definierten Querschnittstraglast-
bereiches.

Aufgrund der geforderten Aquivalenz zwischen (3.4.14) und (3.4.15)
148t sich somit das Optimierungsproblem>(3.4.13) in die folgende Form
ibberfihren:

Qe = (3.4.16)

SD

max o
AN, AM, S
unter der Nebenbedingung

S {NR+ of(a") + af, M+ ofl(a’) + AM} < 0 inT
fiir alle a° € A und Aﬁ3€ 0.

Diese Vorgehensweise sowie der Begriff des zeitlich konstanten elasti-
schen Bereichs S ("elastic locus") wurden von KONIG [39] eingefiihrt.
KONIG [40,42] gibt auch an, wie man fiir verschiedene Strukturen und
FlieBbedingungen elastische Bereiche konstruieren kann. Wdhrend dieses
Verfahren fiir analytische Losungen grundsdtzlich geeignet ist, lauft
es fir numerische Anwendungen im Prinzip auf die Losung des urspriling-

lichen Problems (3.4.13) hinaus. Aus diesem Grunde gehen wir in dieser
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Arbeit einen anderen Weg (vergleiche hierzu auch die entsprechende
Vorgehensweise von GOKHFELD und CHERNIAVSKI [30]). Dazu betrachten wir
die beiden moglichen Versagensfidlle "Inkrementelles Versagen" und Ver-
sagen aufgrund "Alternierender Plastizitidt", die bei Uberschreiten des

Einspiellastfaktors « eintreten konnen. Ein "Inkrementelles Ver-

sagen" setzt voraus, Sgaﬁ in einem geniigend groBen Bereich auf der
Mittelfldche o' der jeweilige vollplastische Grenzzustand des Quer-
schnitts erreicht wird, so daB sich inkrementell ein Versagens-
mechanismus ausbildet. Ein Versagen aufgrund "Alternierender Plasti-
zitat" kann dagegen eintreten, wenn in einer einzelnen Querschnitts-
faser eines Punktes auf I alternierende plastische Dehnungen auf-
treten, ohne daB dabei notwendigerweise der vollplastische Grenz-
zustand des Querschnitts erreicht werden muB. Will man nun nur den
Sicherheitsfaktor any, gegen "Inkrementelles Versagen'" bestimmen, so
darf man infolge der obigen Betrachtungen in der Nebenbedingung des
Optimierungsproblems (3.4.16) anstelle der Bedingung S(N,M) < 0 die
GrenzflieBbedingung FG1(N,M) < 0 (bzw. FGZ(N,M) < 0) benutzen. Damit
erhalten wir den Sicherheitsfaktor « als Losung des folgenden

v
Optimierungsproblems:
Gy = MaX o (3.4.17)
AN, AM

unter der Nebenbedingung

J (R of(al) + sRI/N, M+ of(a’) + aM)/M} <O dinr

flir alle a® € A und AﬁB € (| . Hierbei bezeichnen Np und Mp die voll-
plastischen Querschnittstraglasten, definiert in (3.3.16) filir Voll-
querschnitte bzw. in (3.3.22) fiir Sandwich-Querschnitte. Die Ein-

haltung des Sicherheitsfaktors a.., allein bietet natlirlich noch keine

Garantie dafiir, daB das Tra:;;werIkV auch einspielt, denn gemdB obiger
Betrachtungen ist hierdurch ein Versagen aufgrund "Alternierender
Plastizitdt" nicht ausgeschlossen. Wir miissen diesen Versagensfall‘
also gesondert behandeln. Das Problem der Bestimmung des Sicherheits-
faktors a,p gegen Versagen aufgrund "Alternierender Plastizitdat" ist

allerdings zur Zeit noch nicht vollstandig geldst. Lediglich fiir die
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folgenden Sonderfdlle existiert ein sicheres Kriterium, wobei jeweils
vorausgesetzt wird, daB die Fliefbedingung eine gerade Funktion von ©
ist (F(o) = F(-0)), was bei der benutzten HUBER-MISES-Flieflbedingung
der Fall ist:

Platten ohne Membrankrifte (KONIG [40,47]),

Zustiande dehnungsloser Verbiegungen bei Schalen,

einparametrige Belastungen, d. h. die variable Belastung hdngt nur
von einem freien Parameter ab (TIN LOI [115]),

lineare Fliefbedingungen (TIN LOI [116]).

Flir diese Fdlle erhalten wir den Sicherheitsfaktor o Zu

AP
app = MaX o (3.4.18)
N,M
unter der Nebenbedingung
Fy {(ef(a") + N)/N, (aM(a") + M)/m} <0 in T

fiir alle a" € A, wobei N und M beliebige zeitlich konstante Schnitt-
grofenzustande darstellen, welche keinerlei zusdtzliche Bedingungen zu
erfiillen brauchen. Insbesondere brauchen N und M auch keine statischen

.Bedingungen zu erfiillen.

Da beide Versagensfdlle abgedeckt sein missen ergibt sich der
Einspiellastfaktor %on schlieBlich zu

ton = min (a a,.). (3.4.19)

SD Iv’ AP

Sonderfdlle

In allen Fdllen, in denen keine querschnittsbedingten Restspannungen
auftreten konnen und somit Anfangsfliefbedingung und GrenzflieB-
bedingung identisch sind, das sind
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- Sandwich-Schalen,

- Scheibentragwerke,

- Membranzustande bei Schalen,

ist die Nebenbedingung in (3.4.17) mehr einschrankend als die Neben-
bedingung in (3.4.18). Daraus ergibt sich sofort

o1y < pps

und unter Beriicksichtigung von (3.4.19) folgt

In diesen Fdllen muB das Versagen aufgrund "Alternierender Plasti-

zitdat" also nicht gesondert betrachtet werden.

Ergdnzende Bemerkungen

(1) Die Losung von (3.4.18) liefert ausnahmslos eine obere Schranke

(2)

fiir den Sicherheitsfaktor « (KONIG [44,48], GOKHFELD und

AP
CHERNIAVSKI [30]) und damit wegen (3.4.19) auch fiir den Einspiel-
lastfaktor agp- Letzteres wird sofort einsichtig, wenn man sich

die Bedeutung der Nebenbedingung in (3.4.18) klarmacht. Diese
stellt namlich sicher, daB der zum gegebenen Bereich A der mog-
lichen &uBeren Lasten gehdrende Bereich R der moglichen Schnitt-
gropenzustande innerhalb des rein elastischen Bereiches C , de-
finiert durch die Anfangsfliefbedingung F
werden kann (siehe Abb. 3.5).

a < 0, eingeschlossen

Im Falle proportionaler Belastung schrumpft der Bereich R der
moglichen &uBeren Schnittgrofenzustdnde entsprechend den Bemer-
kungen im Abschnitt 2.3 zu einem Punkt. Daraus ergibt sich, daB in
diesem Fall die Nebenbedingung in (3.4.18) immer erfiillt werden
kann, so daB ein Versagen aufgrund "Alternierender Plastizitdt"
von vornherein ausgeschlossen ist. Dies entspricht auch den
physikalischen Tatsachen, so daB fiir proportionale Belastung also
nur die Bedingung (3.4.17) zu erfiillen ist.
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4. FINITE-ELEMENT-FORMULIERUNG FUR ROTATIONSSYMMETRISCHE
FLACHENTRAGWERKE

4.1 EINFUHRENDE BEMERKUNGEN

Aufbauend auf den in den vorangegangenen Abschnitten hergeleiteten theore-
tischen Grundlagen wérden im folgenden die Finite-Element-Algorithmen zur
Berechnung von Einspiellastfaktoren axialsymmetrisch belasteter Rotations-
schalen erstellt. Dabei folgen wir der im Kapitel 3.4 vorgenommenen Glie-
derung in 4 Teilpunkte, wobei die LOsung des zeitlich konstanten Referenz-
problems (Punkt 1) hier wiederum als bekannt vorausgesetzt wird. Wir
werden uns also mit den iibrigen 3 Punkten befassen; dies sind

- die LOsung des zeitlich verdnderlichen rein elastischen Vergleichs-

problems,
- die Bestimmung zeitlich konstanter Differenzschnittgrofenzustidnde und

- die Bestimmung der Sicherheitsfaktoren o1y und %p als Losung nicht-

linearer Optimierungsprobleme.

Der Einfachheit halber bechranken wir uns dabei auf die im Képitel 2.2 (s.
25,26) aufgefiihrten Sonderfalle (2) bis (5), d.h. wir vernachldssigen den
EinfluB des Referenzspannungszustandes auf die ZusatzfeldgrdBen.

Das allgemeine Konzept der Finite-Element-Methode, zumindest in Form des
WeggroBenverfahrens, ist hinreichend bekannt und es existiert heute eine
Vielzahl von Biichern ilber dieses Thema (siehe die Literaturiibersicht von
NOOR [85]). Wir werden uns daher nur mit solchen Aspekten befassen, die
von der iiblichen WeggroRenformulierung abweichen. Der wichtigste ergibt
sich dabei aus der Forderung, dal zur Erhaltung des Schrankencharakters
des erweiterten MELANschen Theorems die statischen Bedingungen in allen
Fdllen punktweise erfiillt werden miissen. Dies kann dadurch erreicht
werden, daB man von einer Finite-Element-Diskretisierung mit Hilfe von An-
sdtzen filir die Spannungsreprdsentanten ausgeht. Die hierbei an die Ansdtze
zu stellenden Forderungen wie die Erfiillung der Gleichgewichtsbedingungen
im Innern und auf dem Rand sowie die Einhaltung der notwendigen Kon-
tinuitadtsbedingungen zwischen den Elementen sind im allgemeinen wesentlich

schwieriger zu erfiillen als die entsprechenden Forderungen an Ver-
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schiebungsansdtze. Aus diesem Grunde sind reine Spannungsansatze (bzw.
Ansdtze fiir die Spannungsreprasentanten) in der klassischen Finite-Ele-
ment-Methode praktisch ohne Bedeutung geblieben (alle groBeren Finite-Ele-
ment-Programmsysteme basieren fast ausschlieBlich auf Verschiebungs-
ansdtzen [11]).

Dennoch haben sich im Laufe der Jahre filir geometrisch lineare Probleme zu-
mindest theoretisch 2zwei unterschiedliche Finite-Element-Formulierungen
mit Ansdtzen flir die Spannungen (Spannungsreprasentanten) auf der Grund-
lage des Prinzips vom Minimum der Komplementidrenergie herausgebildet. Die
erste Methode basiert auf einer Formulierung in Spannungsfunktionen und
benutzt die Analogie zwischen den Dehnungs-Verschiebungs-Beziehungen
einerseits und den Beziehungen zwischen den Spannungen (Spannungsreprasen-—
tanten) und den Spannungsfunktionen andererseits. Diese Vorgehensweise
geht auf ELIAS [26] zurilick und wurde fiir ebene Spannungszustinde von
GROSS-WEEGE und WEICHERT [31] erfolgreich auf Einspiel-Probleme angewandt.
Die zweite Methode, die wir im folgenden auch benutzen werden, wurde von
FRAEIJS DE VEUBEKE [28] entwickelt. Anwendungen dieser Methode auf Ein-
spiel-Probleme im Rahmen geometrisch linearer Theorien findet man in den
Arbeiten von NGUYEN DANG HUNG und KONIG [75] sowie MORELLE und NGUYEN DANG
HUNG [69]. In Erweiterung der Arbeiten [28,69,75] werden wir hier zusidtz-
lich Temperaturdehnungen und Vorverformungen beriicksichtigen.

4.2 GRUNDLEGENDE BEZIEHUNGEN IN DISKRETISIERTER FORM
Geometriebeschreibung

Die Mittelfldche I einer Rotationsschale entstehe gema Abb. 4.1 durch
Drehung einer willkiirlichen ebenen Kurve, der Meridiankurve, um die
z-Achse und sei beschrieben durch Zylinderkoordinaten z,r,0 mit der zuge-
horigen orthonormalen Basis [ez,er,ee]. Mit Hilfe der Flachenparameter s€
[0,L] und 6 ¢€[0,2r], wobei s die Bogenldnge entlang eines Meridians von I
bezeichnet, ist der Ortsvektor eines Punktes auf ' durch

r(s,0) = z(s)ez + r(s)er(e) (4.2.1)

gegeben [64]. Teilt man die Meridiankurve durch Wahl von N+1 Knotenpunkten
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in N Elemente auf, dann ist ein typisches Element e durch zwei

aufeinanderfolgende Knotenpunkte k und k+1 mit den Werten Sy bzw. Sp4p VoD
s gekennzeichnet. Mit Hilfe von (4.2.1) 1dBt sich in jedem Punkt auf T ein

orthogonales System von Basisvektoren [as,ae,a n] errichten mit

a =a, =r, =2z,e +r, ,e=cos de_+ sin ¢ e_,

s 1 s sz sr 2 r

aeéa2=r,e=rder(9)/d9=ree, (4.2.2)
a_ x a

an=33=w=—51n062+<:05@er,

wobei ¢ = 0(s) den Winkel zwischen der z-Achse und der Tangente an die
Meridiankurve bezeichnet (s. Abb. 4.1).

e e
e -
c—t-—-——--———-
\
\
I ﬁ?z
|
/
I/ rk=|'(5k)
r=r{s)
Mot = T{Sk.1)
\
\
\
I
I
I
/
R -— e e wm —— —— - - et

1z

Abb. 4.1 Definitionen zur Geometrie von Rotationsschalen
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Ausgehend von den hergeleiteten Ausdriicken (4.2.1 - 2) erhdlt man mit
Hilfe der in Kapitel 3.1 2zusammengestellten differentialgeometrischen
Beziehungen die einzigen nichtverschwindenden Komponenten des Metrik- und
Krimmungstensors sowie der Christoffelsymbole zu:

a,, =1, b,, =09, . I',, = - r sin 0,

1 11 s 22 (4.2.3)
2 2 1 .

ay, =, b22 =-rcos 0, I‘12 = £ sin 0.

Bei Schalen mit konstanter Meridiankriimmung R erhdlt man folgende verein-

fachte Beziehungen fiir r und ¢ (s. Abb. 4.1):

r(s) = r_ + R(cos ¢(s) - cos 0,), s€l[s,, s ..]
k k k? ke (4.2.4)
s-s o o
k 180 1 180
o(s) = ¢ - - 1 % "R 7 %ss =0

Im weiteren Verlauf der Arbeit werden wir uns der Einfachheit halber auf
rotationssymmetrische Lastfdlle mit rotationssymmetrischen Verformungs-

mustern beschrdnken. Dadurch ergeben sich die folgenden Vereinfachungen:

N2 owl2 2 2 = o

(4.2.5)

Yip = %y = Uy = 0.

Zusdtzlich sind alle Feldgrofien in Umfangsrichtung konstant, so daB die
entsprechenden Ableitungen nach der Umfangskoordinate (Index 2 bzw. 6)

verschwinden.

Ansdtze fiir die Schnittgrofen

Wir approximieren die im Vektor s® zusammengefaBften Elementschnittgrofen
e e .
N~™ und M~ mit

(4.2.6)
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mittels eines Ansatzes der Form

e e e
§° = N, b, + N,-b,. (4.2.7)

Dabei enthalten die Matrizen N1 und Né Formfunktionen, die so zu wdhlen

sind, daB s% die linearisierten Gleichgewichtsbedingungen (3.4.3) erfiillt.
Unter Vernachldssigung des Einflusses von NR ergeben sich diese mit Hilfe
von (4.2.3) und (4.2.5) in physikalischen Komponenten zu

. . * .
NS’S r + Ns sin ¢ - Ne sin ¢ + Py T = 0 inT

R
- Ny cos @ + N, r (¢,S +u ss) +

’

. R
[Ns,s r + Ns sin 6] un'S + MS’SS r (4.2.8)

- Me g sin o - Me Q's cos ¢ + ZMs,s sin 0

14

* .
+ Ms ¢, ,c0s 0 +p = 0. inrT

Damit sind N1 und N2 von uﬁ abhdangig, wobei man im allgemeinen auch uﬁ mit

Hilfe von Ansatzfunktionen und Freiwerten approximieren wird. Diese
Freiwerte werden dann wahrend der Rechnung konstant gehalten; werden sie
gleich null gesetzt, so ist die Referenzkonfiguration QR gleich der
Anfangskonfiguration ﬁA. Der Ansatz (4.2.7) besteht aus 2 Anteilen, wobei

der erste Term N1-b$ mit den Elementfreiwerten b$ die homogenen Gleich-

gewichtsbedingungen erfiillt, wahrend der zweite Term Né'bg die partikulare

Losung enthdlt. Dadurch sind die Elementfreiwerte h§ vollstandig durch die

* *
gegebenen Flédchenlasten Py und Py bestimmt. Die eigentlichen Unbekannten
im Ansatz (4.2.7) sind also die Elementfreiwerte b?,
zu den Knotenfreiwerten in der Finite-Element-Verschiebungsmethode keine

direkte mechanische Bedeutung haben.

welche im Gegensatz

Bestimmung der rein elastischen Vergleichsldsung

Zur Bestimmung der fiktiven rein elastischen Vergleichslosung benutzen wir
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aus den bereits erwdhnten Griinden das Prinzip vom Minimum der Komple-
mentdrenergie [118], wobei zur Vereinfachung die kinematischen Randgréfien
auf SK zu null vorgeschrieben sein sollen. Ausgeschrieben fiur axial-
symmetrisch belastete Rotationsschalen ergibt sich die Komplementadrenergie
des Elementes e mit den Knotenpunkten k und k+1 in Matrizenschreibweise

Zu

Sk+1
xS = 2 I [ %-seT-L-se +STEY ras | (4.2.9)

Sk

wobei die Elastizitatsmatrix

[ 1 v 0 0
-V 1 0 0
L ='"%T (4.2.10)
0 0 32 -3v/,2
| o 0 -3v/,2 3/H2__

und der Vektor der Temperaturdehnungen

— _% =
-
9
E’- o (4.2.11)
4 *
20"/
*

unter Berlicksichtigung von (4.2.3) aus den Beziehungen (3.3.7 - 9) bzw.
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(3.3.4) hergeleitet werden kodnnen. In (4.2.9) steht der hochgestellte
Index "T" flir "transponiert". Einsetzen des Ansatzes (4.2.7) in (4.2.9)
und Integration iiber die Elementfldche ergibt die diskretisierte Form

e 2 2 1 eT _e e eT _e
fe T i£1 j£1[ 7 b FiyrPy + by E] (4.2.12)

mit den Elementflexibilitdtsmatrizen

Sk
Fo. = 2n JN?T-L-N? r ds (4.2.13)
ij i j

Sk

und den Vektoren

Sk+1
Ei = 2n j N‘;T-}s:e r ds. (4.2.14)

Sk

Durch Addition der Element-Komplementidrenergien nce: iber alle N Elemente
erhalten wir schlieBlich die globale Komplementdrenergie L der Gesamt-
struktur zu

N e 2 2 -1 ,T T
ne= I =1 I L 7 b °Fy by + b;°E.] , (4.2.15)
e=1 i=1 j=1

wobel man die globalen Flexibilitdtsmatrizen Fij und die globalen Vektoren
bi und Ei durch die iibliche Uberlagerung der entsprechenden Elementflexi-
bilitatsmatrizen Fij bzw. der Vektoren bi und Ei erhdlt. Im Vektor b1 sind
dabei die Freiwerte der Gesamtstruktur zusammengefaBt. In (4.2.15) sind
die statischen Randbedingungen sowie die notwendigen Kontinuitdtsbedingun-
gen flir die SchnittgrofBen zwischen zwel benachbarten Elementen e und e+l
im Knotenpunkt k noch nicht beriicksichtigt. Unter Vernachlassigung des
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Einflusses von NR ergeben sich diese mit Hilfe von (4.2.3) und (4.2.5) aus
den Bedingungen (3.4.4) und lauten in physikalischen Komponenten

SN L
s s s
e e+1 *
-ND 4+ NS =N, (4.2.16)
Y YL Vi
s s s
mit
e e e e, 1 . e Re
Nn = Ms,s + (Ms— Me) + sin o + NS un,s‘ (4.2.17)

Hierbei ist darauf zu achten, daB in jedem Knotenpunkt k nur dann sta-
tische Randbedingungen vorgeschrieben sein diirfen, wenn nicht gleichzeitig
die korrespondierenden kinematischen Randbedingungen vorgeschrieben sind.
Die vorgeschriebenen statischen Randgrofien [N:, N:, M:] im Knotenpunkt k
sind dabei gemaB Abb. 4.2 definiert.

r

o

\

\

|

!

!

/

—

:
L]

1=z

Abb. 4.2 Definition der vorgeschriebenen statischen RandgriBen
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Wir fassen die statischen RandgroBen im Knotenpunkt k des Elementes e im

Vektor kg'e zusammen und erhalten

k e e e  .e-T
g = [N,,N. M) =S, . (4.2.18)

Unter Berlicksichtigung der Beziehung (4.2.17) sowie des Ansatzes (4.2.7)
ergibt sich kge in der folgenden diskretisierten Form

= k¢ % + Ko bS, (4.2.19)

wobel die Matrizen kC1 und kC2 von der Lage des jeweiligen Knotenpunktes
und wegen (4.2.7) und (4.2.17) auch von der bekannten Referenzverformung
uﬁ abhdangen. Damit ergeben sich die statischen Rand- und Kontinuitadts-

bedingungen (4.2.16) im Knotenpunkt k zu

k k e k k e k *
[-c1 c{l b +[:-c2 cz]- b, [= g . (4.2.20)
e+1 e+1
b, b,

Diese Beziehungen konnen wir fiir alle N+1 Knotenpunkte der Gesamtstruktur

zusammenfassen. Wir erhalten dann ein Gleichungssystem der Form
C.*b, +C b, =g (4.2.21)
1P +Cyb, =g 4.2.21

Durch Hinzufiigen dieses Gleichungssystems zur Funktion (4.2.15) mit Hilfe
von Lagrange-Multiplikatoren q erhalten wir

~ * T
Ro=1m_+ (g - o b1 - C2 b2) q. (4.2.22)
Die so erweiterte Funktion der Komplementidrenergie nimmt fiir die Losung
einen stationdren Wert an, so daB ihre Variation nach den Komponenten von

b1 und q zu null wird. Unter Beachtung von (4.2.15) erhalten wir damit
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zwei Bedingungen:

T
l.“Hob1 +F,,b, + E, - Cieq = 0, (4.2.23)

*
o -b1 + C2-b2 =qg. (4.2.24)

Losen wir die erste Gleichung nach b, auf, so erhalten wir

1

-1 ..T
b, = F;;+[C/*q - F,,*b, - E 1. | (4.2.25)

Eingesetzt in die zweite Gleichung folgt dann

c, -F;: Cloq = c1-Fﬂ E, + [C, -F:I':-Fn -Clb, + g (4.2.26)
oder

K-q = g*3 +g° + g* (4.2.27)
mit

K=C, F1‘} -crf (4.2.28)
als Steifigkeitsmatrix des Gesamtsystems,

g® = ¢ -F-E, (4.2.29)
als Vektor der Temperaturlasten,

g = [c1-Fﬂ *F,, - C,1'b, | (4.2.30)

*
als Vektor der verteilten Fliachenlasten und g als Vektor der vorge-

schriebenen Randlasten. Unter Beriicksichtigung von (4.2.22) konnen die
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Lagrange-Multiplikatoren q aus energetischen Griinden aufgefafBt werden als
die zu den statischen Randgrofen [Ns’Nn'Ms] korrespondierenden kine-
matischen RandgroBen [us,un,¢S]. Damit entspricht die Darstellung (4.2.27)
der Darstellung in der klassischen Finite-Element-Verschiebungsmethode,
ocbwohl hier von Ansdtzen fir die SchnittgrédBen ausgegangen wurde. In der
Arbeit von FRAEIJS DE VEUBEKE [28] werden die statischen Rand- und
Kontinuitdtsbedingungen schon auf Elementebene beriicksichtigt, indem
direkt von einem entsprechend erweiterten Variationsprinzip der
Komplementdrenergie ausgegangen wird (hierzu siehe auch PIAN [87]). Das
Ergebnis stimmt mit unserem iberein. Durch Ldsen des Gleichungssystems
(4.2.27) erhalten wir den Vektor q, der eingesetzt in (4.2.25) die Frei-
werte b1 des Gesamtsystems liefert. Damit konnen mit Hilfe von (4.2.7)

auch die Elementschnittgrofen s® bestimmt werden.

Bestimmung von DifferenzschnittgréfBenzustdnden

GemaR den Ausfiihrungen im Kapitel 3.4 miissen Differenzschnittgrdfen-
zustinde as® die homogenen statischen Bedingungen (4.2.8) und (4.2.16) er-
flillen. Aufgrund dieser Forderung folgt

b, =0,
2 (4.2.31)
g*=0.
Damit reduziert sich das Gleichungssystem (4.2.21) auf

C,*b, = 0. (4.2.32)

Bezeichnen wir die Anzahl der im Vektor b$ zusammengefalten Elementfrei-

werte mit NE, so ergibt sich die Anzahl NG der im Vektor b1 zZusammen-

gefaBten Freiwerte des Gesamtsystems zu
NG = N x NE (4.2.33)

mit N als Anzahl der Elemente. In der Matrix C1 sind die homogenen stati-
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schen Rand- und Kontinuitdtsbedingungen beriicksichtigt. Deren Anzahl NS

ergibt sich aus

NS =3 % (N +1) - NK, (4.2.34)

wobei NK die Anzahl der vorgeschriebenen kinematischen Randbedingungen an-
gibt. Damit hat das Gleichungssystem (4.2.32) NS Gleichungen fiir NG
Unbekannte. Fir NS < NG, was in der Regel der Fall ist, stellt (4.2.32)

ein unterbestimmtes Gleichungssystem dar. Dann konnen die Freiwerte b1 des

Gesamtsystems mit Hilfe von NGU unabhangigen Freiwerten Ab1 , wobeil
NGU = NG - NS, (4.2.35)
dargestellt werden als
° = Xx"eab, . (4.2.36)

b, = X-ab,, b

1 1
Dabei wird die Matrix X unter Anwendung eines GauB-Jordan-Eliminations-

verfahrens [112] aus der Forderung

C1 X=0 (4.2.37)

bestimmt, und die Matrix X% enthilt den zum Element e gehorenden Teil der
Matrix X. Bei beliebiger Wahl von Ab‘l wird damit die Bedingung (4.2.32)
identisch erfiillt und die Differenzschnittgrdfenzustande im Element e
ergeben sich zu

as® = N, -x%-ab, . (4.2.38)

Bestimmung des Sicherheitsfaktors oy

Aufgrund der Ausfilhrungen in Kapitel 3.4 ergibt sich der Einspiellast-
faktor ap als der kleinere Wert der beiden Sicherheitsfaktoren ary gegen
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"Inkrementelles Versagen" und a,p gegen Versagen aufgrund "Alternierender

Plastizitat". Der Sicherheitsfaktor a., ergibt sich dabei als Losung des

Iv
nichtlinearen Optimierungsproblems (3.4.17), welches nun mit Hilfe von

(4.2.6 - 7) und (4.2.38) in folgende diskretisierte Form libergeht:

0., = Mmax o (4.2.39)

unter der Nebenbedingung

(SERﬂge(ar)-l-ASe)T'T'MG-TT-(SeR-l-age(ar)+ASe)-1 <0 in r°
fiir alle a" € Aund alle Elemente e = 1,N mit
as® = N_-x-b_ . (4.2.40)

1 1

Dabei werden die ElementschnittgroBen s® in den Nebenbedingungen von
(4.2.39) mit Hilfe der Matrix T dimensionslos gemacht:

- -

1y 0 0 0
P
0 1/y 0 0
T = P (4.2.41)
0 0 1/ 0
P

0 0 0 1/y

b— p—

wobei die vollplastischen Traglasten Np und Mp gema (3.3.16) fiir Voll-
querschnitte und (3.3.22) flir Sandwich-Querschnitte definiert sind.
Weiterhin bezeichnet SeR die ElementschnittgroBen aus der gegebenen Losung

des zeitlich konstanten Referenzproblems und 8%(a") die Elementschnitt-
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grofen im rein elastischen Vergleichskorper, welche mit Hilfe des vorge-
stellten Finite-Element-Verfahrens berechnet werden. Die Matrix M‘G in der
Nebenbedingung von (4.2.39) ergibt sich dabei aus der Definition der je-

weils benutzten GrenzflieBfunktion F.. bzw. F

G1 G2
4v3 23 +2 ¥
43 +1  +2
1
MG =I5 (4.2.42)
W3 243
sym.
43
im Falle der ILYUSHIN-Approximation (3.3.20) bzw.
2 -1 +2 % 1—‘
2 1 + 2
1
2 -1
sym.
L 2

im Falle der Sandwich-Schalen-Approximation (3.3.21).

Das Optimierungsproblem (4.2.39) hat eine lineare Zielfunktion und nicht-
lineare (quadratische) Nebenbedingungen in Form von Ungleichungen. Die
Anzahl der Unbekannten ist NU = NGU+1, wobei NGU die Anzahl der unab-
1 angibt und zusadtzlich a als Unbekannte
auftritt. Bei der numerischen Losung kann die Einhaltung der Neben-

hiangigen Freiwerte im Vektor Ab

bedingungen in (4.2.39) nur in einer endlichen (beschrankten) Anzahl von
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Kontrollpunkten auf der Meridiankurve von I' erzwungen werden. Deswegen ist
eine nachfolgende Uberpriifung der Nebenbedinqungen (FlieBbedingung) in
moglichst vielen Punkten jeden Elementes erforderlich, und gegebenenfalls
muB3 die Rechnung mit einer entsprechend veranderten Wahl der Kontroll-
punkte wiederholt werden. Die Anzahl der Nebenbedingungen hadngt deshalb
zum einen davon ab, in wievielen Punkten P(s) die FlieBbedingung
kontrolliert werden soll und zum anderen von der Anzahl n der unabhangig
voneinander variierenden Zusatzwirkungen a’. Bezeichnet NF die Anzahl der
Kontrollpunkte auf der Meridiankurve von I und NL die Anzahl der zu unter-
suchenden Lastkombinationen (NL = 2", siehe Abschnitt 2.3), so ergibt sich
die Anzahl der Nebenbedingungen zu M = NF#NL*2, Der Faktor 2 ergibt sich
aus der Tatsache, daB in jedem Kontrollpunkt P(s) zwei FlieBbedingungen
einzuhalten sind, da in (4.2.42) und (4.2.43) jeweils 2 Vorzeichen zu
beriicksichtigen sind. Im Rahmen dieser Arbeit wird das Optimierungsproblem
(4.2.39) mit Hilfe des von PIERRE und LOWE [88] entwickelten nichtlinearen
Optimierungsprogramms LPNLP geltst. Das diesem Programm zugrundeliegende
Losungsverfahren wird im Anhang A kurz erldutert.

Bestimmung des Sicherheitsfaktors ®ap

Wir erhalten den Sicherheitsfaktor ap gegen Versagen aufgrund "Alter-
nierender Plastizitdt" als Ldsung des Optimierungsproblems (3.4.18),
welches mit Hilfe von (4.2.6 - 7) folgende diskretisierte Form annimmt:

o, = max a (4.2.44)

unter der Nebenbedingung
(o8%(a") + s%)Ter-M, T+ (a8%(a) + 8%) -1 <0 in T

flir alle a" €Aund alle Elemente e = 1,N. Dabei ergibt sich die Matrix MA
aus der Definition der Anfangsflieffunktion FA (3.3.18) zu
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8 -4 + 12 + 6
8 + 6 + 12
1
MA =§ (4.2.45)
18 - 9
sym.

Aufgrund der Tatsache, daB der Vektor ée ganz beliebig sein darf, kann das
Optimierungsproblem (4.2.44) in jedem Punkt P(s) jeden Elementes e ge-
trennt geldst werden. Bezeichnen wir den lokalen Sicherheitsfaktor gegen
"Alternierende Plastizitdt" im Punkt P(s) mit aAP(s), so erhalten wir den

globalen Sicherheitsfaktor «,. zu

AP

a,p = min aAP(s), s €[o0,L]. (4.2.46)

Die Bestimmung des lokalen Sicherheitsfaktors uAP(s) kann aufgrund der an-
schaulichen Interpretation der Nebenbedingungen in (4.2.44) bzw. (3.4.18)
(siehe Kapitel 3.4, Abb. 3.5) vereinfacht werden. Es ergibt sich dann

uAP(s) = max o (4.2.47)
unter den Nebenbedingungen

1 + -, @e,or,,.T T 1 + -, Qe,or .

> [i(“i' ui)agi(ai)] “T+M, T - Vi [i(“i_ pi)agi(ai)] -1 <0, i=1,n,

wobei alle Vorzeichenkombinationen + 2zu berlicksichtigen sind und n die
Anzahl der vunabhangig voneinander variierenden Lasten gi (2.3.1)
bezeichnet. Das Optimierungsproblem (4.2.47) hat damit nur noch eine Un-
bekannte, ndmlich «, sowie in o quadratische Nebenbedingungen, so daB

dessen numerische Losung keine Schwierigkeiten bereitet.
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4.3 PROGRAMMTECHNISCHE REALISIERUNG

Fir die numerischen Berechnungen wurde das im vorherigen Kapitel ent-
wickelte Finite-Element-Verfahren in ein FORTRAN-Programm umgesetzt. Ent-
sprechend dem FluBdiagramm in Abb. 4.3 beinhaltet dieses Programm den ge-
samten Rechengang von der Erstellung der Jjeweiligen elastischen
Vergleichslosung iber die Bestimmung von Differenzschnittgrofenzustinden
bis zur Bestimmung des Einspiellastfaktors. Zur Bestimmung der Losung des
zeitlich konstanten nichtlinearen Referenzproblems, welche bisher immer
als bekannt vorausgesetzt wurde, haben wir das Programmsystem MECMESY
benutzt. Einzelheiten bezliglich dieses Systems und der entsprechenden
theoretischen Grundlagen sind [16,84] zu entnehmen. Die Losung des jewei-
ligen Optimierungsproblems besorgt das Optimierungsprogramm LPNLP, welches

dazu in unser Programm integriert wurde.

Das Programm ist so aufgebaut, daB auBer Einspiel-Problemen grundsadtzlich
auch Grenzlast-Probleme behandelt werden konnen. Fiir beide Problem-
stellungen konnen jeweils zwei unterschiedliche Querschnittsarten (Sand-
wich-Querschnitt oder Vollguerschnitt) und zwei verschiedene Approxi-
mationen der Grenzfliefbedingung (ILYUSHIN-Approximation oder Sand-
wich-Schalen-Approximation) beriicksichtigt werden. In allen Fallen konnen
auBer der iblichen mechanischen Belastung auch Temperaturlasten erfafBt
werden. Fiir jedes behandelte Problem wird zusdtzlich die jeweilige
elastische Grenzlast berechnet. Im Programm sind bisher ein Kreiszylinder-
schalen-Element und ein Kegelstumpfschalen-Element implementiert,jedoch
konnen grundsdtzlich noch weitere Elemente (flache Kugelschale, etc.)
eingebaut werden.
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Eingabe von Geometrie, Topologie, Material und kinemat. Randbedingungen

Eingabe der Belastung fiir die jeweiligen Lastfdlle

Berechnung der rein elastischen Vergleichslgsung fiir jeden Lastfall

geometrisch linear (linearisiert) geometrisch nichtlinear (MECMESY)

Bestimmung von DifferenzschnittgréBenzustidnden (GauB-Jordan-Verfahren)

"Shakedown - Analysis" "Limit - Analysis"

Eingabe der Belastungsgrenzen

Voll - I Sandwich - ! Voll - | Sandwich -

Querschnitt Querschnitt Querschnitt | Querschnitt

Bestimmung der elastischen Grenzlast fiir jeden Lastfall

| | |

Alternierende |
Plastizitit

Wahl der I Wahl der |
FlieBbedingung FlieBbeding. |

| | |
Inkrementelles Versagen, I
Berechnung des Einspiellastfaktors ' Berechnung der plast. Grenzlast

Abb. 4.3 FluBdiagramm des Finite-Element-Programms
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5. NUMERISCHE BEISPIELE

5.1 ALLGEMEINES

In diesem Kapitel wird das Einspielverhalten axialsymmetrisch belasteter
Rotationsschalen numerisch untersucht und die Leistungsfdhigkeit des vor-
gestellten Verfahrens demonstriert. Im ersten Abschnitt betrachten wir
dazu einige Probleme im Rahmen der geometrisch linearen Theorie, um einer-
seits die beim Einspielen auftretenden grundsatzlichen Phdnomene zu disku-
tieren und andererseits das Losungsverhalten sowie die Konvergenzeigen-
schaften des Verfahrens zu testen. In den dann folgenden Abschnitten be-
schaftigen wir uns mit dem EinfluB dreier verschiedener Effekte auf das
Einspielverhalten, und zwar mit dem EinfluB geometrisch nichtlinearer
Effekte, kombinierter thermischer und mechanischer Belastung, sowie dem
EinfluB der jeweiligen Querschnittsart (Vollquerschnitt oder
Sandwich~-Querschnitt). Alle diese Effekte kSnnen mit dem vorgestellten
Verfahren problemlos erfaBt werden, wobei durch die direkte Anwendung des
erweiterten MELANschen Theorems seine Schrankeneigenschaften erhalten
bleiben: Jede LOsung, die gefunden wird, garantiert im Rahmen der ge-
troffenen Voraussetzungen das Nichtversagen (Einspielen). Wie im Kapitel
2.2 bereits erwahnt, ist der Sonderfall proportionaler Belastung im
erweiterten MELANschen Theorem enthalten. Damit konnen mit Hilfe unseres
Verfahrens uneingeschrankt auch Grenzlast-Probleme (Limit Analysis)
behandelt werden. Die Wahl einer Diskretisierung mittels Finiter Elemente
macht das Verfahren dariiber hinaus flexibel hinsichtlich der Behandlung
unterschiedlicher Schalengeometrien, Belastungen und Randbedingungen.
Durch die Verwendung eines nichtlinearen Optimierungsprogrammes ist eine
Erweiterung des Verfahrens auf allgemeinere Problemstellungen wie Ein-
spielen unter Berlicksichtigung einer optimalen Formgebung ("Optimum
Design") und/oder der Begrenzung der Verformungen ("Bounding Methods")
grundsatzlich moglich. AuBerdem war damit eine Einschrankung auf lineare
FlieBbedingungen nicht erforderlich, und wir konnten die HUBER-MISES
FlieBbedingung benutzen.

Im Gegensatz hierzu beruhen die in der Literatur nur vereinzelt vorliegen-
den Losungen fiir Einspielprobleme bei Schalen in der Regel auf der Ver-

wendung linearer bzw. linearisierter Fliefbedingungen und gelten aus-
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schlieBlich fiir geometrisch lineare Probleme. Analytische Ldsungen
[12,30,40,56,58,96,105] existieren dariiber hinaus nur fiir ganz spezielle
Probleme, wobei haufig zusdtzliche Vereinfachungen (z. B. Vernachldssigung
von Randstorungen, Behandlung nur eines einzelnen Versagensfalles, Beriick-
sichtigung nur zyklischer Belastungen) eingefiihrt werden. Numerische
Losungen [34,69,71,77] liegen ebenfalls nur fiir eine eingeschrankte Klasse
von Problemen (Sandwich-Schalen, keine Temperaturlasten, diinne Rohre) vor.
In beiden Fdllen bleibt zudem der Schrankencharakter der Losungen oftmals
unklar. Zum Zwecke des Vergleichs haben wir einige der vorliegenden
Losungen nachgerechnet. Die Unterschiede zwischen den jeweiligen Losungen
werden dabei in den folgenden Beispielen im einzelnen déutlich gemacht,

und deren Ursachen werden diskutiert.

Ergebnisse von Einspieluntersuchungen konnen anschaulich in sogenannten
Shakedown - (Interaktions-) Diagrammen dargestellt werden. In solchen Dia-
grammen wird die Umhiillende aller sicheren Belastungsbereiche 'AéD' inner-
halb derer Einspielen gerade noch stattfindet, dargestellt. Man erhdlt
diese wie folgt: Fiir verschiedene Verhdltnisse von p';' / u; / .../ u:
(bgw.|1; /14; / ../ u;), welche jeweils verschiedene Belastungsbereiche
Al definieren (n bezeichnet die Anzahl der unabhidngig voneinander
variierenden Lasten), berechnen wir mit Hilfe des vorgestellten Verfahrens

den jeweils zugehOrigen Einspiellastfaktor uéD. Damit konnen wir den

jeweiligen sicheren Belastungsbereich AgD durch eine proportionale Ver-

groperung des entsprechenden Belastungsbereichs A um den Faktor “;D
bestimmen, und aus der Uberlagerung aller Bereiche A.]S‘:D kann schlieBlich
die Umhiillende konstruiert werden.

Alle nachfolgenden Beispiele wurden auf der Rechenanlage CDC CYBER 855 des
Rechenzentrums der Ruhr-Universitdt Bochum gerechnet. Dabei traten in der
Regel keine Konvergenzschwierigkeiten bei der Anwendung des Optimierungs-

programms auf.
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5.2 EINIGE EINFUHRENDE BEISPIELE
5.2.1 Kreiszylinderschale unter Innendruck und Ringlast

Wir betrachten die in Abb. 5.1 dargestellte kurze Kreiszylinderschale, die
durch Innendruck p sowie eine Ringlast Q belastet wird. Beide Lasten
variieren unabhangig voneinander in den Grenzen 0 < p < p* bzw. 0 <Q <
Q*. Es wird nur der Versagensfall "Inkrementelles Versagen" behandelt. Fiir
dieses Problem hat SAWCZUK [105,106] eine analytische Ldsung in Form einer
oberen Schranke bestimmt. Dazu benutzte er eine modifizierte Version des
KOITERschen Theorems sowie die sogenannte '"quadratische" FlieBbedingung
("one-moment limited-interaction yield surface") (siehe Abb. 5.2). Um
unsere Losung moglichst genau mit derjenigen von SAWCZUK vergleichen zu
konnen, haben wir diese FlieBbedingung zusdtzlich in unser Programm einge-
baut. Das Shakedown-Diagramm fiir dieses Beispiel ist in Abb. 5.1 darge-
stellt, wobei auBer den Ergebnissen flir zweiparametrige variable Belastung
(Kurven a) auch die Ergebnisse fiir proportionale Belastung (plastische
Grenzlast: Kurven b; elastische Grenzlast: Kurve c) dargestellt sind. Man
erkennt, daB unsere Ergebnisse zu kleineren Einspiel- und Grenzlasten
filhren als die Ergebnisse von SAWCZUK. Dies muB auch so sein, da unser
Verfahren untere Schranken liefert, wdhrend SAWCZUK's Ergebnisse obere
Schranken sind. Wegen des in weiten Bereichen sehr geringen Unterschieds
zwischen den beiden Losungen (maximal 4 %), stellen beide eine recht gute

Néherung der exakten LOsung dar.

Da die "quadratische" Fliefbedingung nur eine sehr ungenaue und 2zudem
unsichere Ndherung der HUBER-MISES-Grenzfliefbedingung darstellt, haben
wir dieses Beispiel auch mit Hilfe der genaueren und auf der sicheren
Seite liegenden ILYUSHIN-Approximation (siehe Abb. 5.2) berechnet. Die
Ergebnisse sind in Abb. 5.3 dargestellt, wobei wiederum die Ldsung von
SAWCZUK zum Vergleich herangezogen wurde. Eine numerische Losung dieses
Problems wurde auch von NGUYEN DANG HUNG und MORELLE [77] unter Anwendung
des MELANschen Theorems und der linearen Sandwich-Approximation der
TRESCA-Grenzfliefbedingung bestimmt (Abb. 5.3). Im Gegensatz zu unserer
Losung 1aBt diese jedoch keinen Schrankencharakter erkennen.
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"quadratische" FlieBbedingung

("one-moment limited-interaction yield surface")

HUBER-MISES Fliefbedingung,

ILYUSHIN-Approximation der GrenzflieBbedingung

HUBER-MISES FlieBbedingung,
exakte GrenzflieBbedingung

TRESCA FliefBbedingung,

Sandwich-Approximation der Grenzfliefbedingung

Beispiel 1

Vergleich verschiedener FlieBbedingungen

Abb. 5.2
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5.2.2 Rohr unter Innendruck und Axiallast

Als ein Beispiel, bei dem der Unterschied zwischen der Einspiellast und
der plastischen Grenzlast wesentlich starker ausgeprdgt ist als im
vorherigen Beispiel, behandeln wir das in Abb. 5.4 dargestellte
"geriffelte" Rohr unter Innendruck p und axialer Ringlast Q. Unter Berlick-
sichtigung der Symmetrien in der Geometrie und der Belastung des Rohres
kbnnen wir die Berechnung an dem vergroBert dargestellten Ersatzsystem
einer entsprechend gelagerten Kegelstumpfschale durchfithren. Dabei
behandeln wir die folgenden 3 Lastfidlle:

a) zweiparametrige Belastung

0o<ps<p ;0<@<Q

b) einparametrige Belastung

p = konstant ; 0 <Q < Q*
c) proportionale Belastung

Die Berechnungen werden fiir einen Vollquerschnitt durchgefiihrt, und als
GrenzflieBbedingung wird die Sandwich-Schalen-Approximation (3.3.21)
benutzt. Bei den Lastfdllen a) und b) werden beide Versagensfalle
"Inkrementelles Versagen" und Versagen aufgrund ‘"Alternierender
Plastizitdt" berlicksichtigt. Das Shakedown-Diagramm ist in Abb. 5.5
dargestellt, wobei zum Vergleich auch die elastische Grenzlast flir propor-
tionale Belastung (Kurve d) eingezeichnet ist. Bei der Interpretation des
Diagrammes ist zu beriicksichtigen, daB bei den Berechnungen nur positive
oder nur negative axiale Ringlasten Q zugelassen waren, so daB ein Vor-
zeichenwechsel filir Q ausgeschlossen war. Weiterhin ist zu beachten, daB
die Grenzkurven fiir den Versagensfall "Alternierende Plastizit&dt" obere
Schranken darstellen, wahrend alle anderen Kurven, mit Ausnahme der Kurve
der elastischen Grenzlast, untere Schranken sind. Man erkennt, daB fiir
positive Werte wvon Q die jeweiligen Einspiellasten im Falle zwei-
parametriger Belastung (Kurve a) in weiten Bereichen des Diagrammes
wesentlich kleiner sind, als die entsprechenden plastischen Grenzlasten im
Falle proportionaler Belastung (Kurve c), wdhrend fir negative Werte von Q

zumindest im Falle des "Inkrementellen Versagens" keine Unterschiede auf-
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treten. Weiterhin ist festzustellen, daB im Falle der zweiparametrigen
(Kurve a) wie auch der einparametrigen Belastung (Kurve b) fiir dieses Bei-
spiel der Versagensfall "Alternierende Plastizitat" den kritischen ver-

sagensfall darstellt.

Das Beispiel macht einige charakteristische und allgemein gliltige Merkmale
des Einspielverhaltens von Tragwerken deutlich (vgl. auch [30]): Es sei
aSD(fi,C—z) der Einspiellastfaktor fiir p und Q im Falle der zweiparametrigen
Belastung 0 < p < p und 0 <Q < J. Ferner sei aG(E,Q) der Grenzlastfaktor
fiir p und Q im Falle der proportionalen Belastung p = p und Q = Q. Dann
gilt:

agp(P,8) < min {ag(P,0); agy(0,0)}
aber
a(P,0) Z min {ag(B,0); ag(0,3)}.

Damit liegt die begriindete Vermutung nahe, daB fiir aG(E),(-J) > min’ {aG(ﬁ,O);
uG(O,('j)} groBere Unterschiede zwischen der jeweiligen Einspiellast und der
zugehorigen plastischen Grenzlast auftreten konnen, wehrend im anderen
Falle nur kleinere bzw. gar keine Unterschiede zu erwarten sind. Be-
zeichnen wir mit ae(f:,c‘:) den Grenzlastfaktor der elastischen Grenzlast fiir

proportionale Belastung von p und Q, so gilt weiter:

Die erste Bedingung folgt unmittelbar aus dem Kriterium der Sicherheit
gegen Versagen aufgrund "Alternierender Plastizitdt", welches gemdB Kap.
3.4 (siehe auch Abb. 3.5) in allen Fdllen eine obere Schranke fiir Ein-

spielen liefert.
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5.2.3 Konvergenzuntersuchungen

Um die Konvergenzeigenschaften der beiden im Programm implementierten Ele-
mente zur Berechnung von Kreiszylinder- bzw. Kegel(stumpf)schalen zu
testen, haben wir jeweils ein Beispiel mit proportionaler Belastung
berechnet. Die beiden Systeme sind in den Abbildungen 5.6 und 5.7 darge-
stellt. Im Rahmen der geometrisch linearen Theorie wurde dabei fiir unter-
schiedlich feine Diskretisierungen die plastische Grenzlast des jeweiligen
Problems bestimmt. In den beiden Abbildungen sind die entsprechenden
Losungen in Abhdngigkeit von der Anzahl N der Unbekannten dargestellt. In
beiden Fdllen, wie auch bei den jeweiligen Vergleichslosungen, wurde bei
der Berechnung die Sandwich-Schalen Approximation der Grenzfliefbedingung
benutzt. Im Falle der 2Zylinderschale wurden unsere Ergebnisse einer
exakten Losung von SAWCZUK [108] gegeniibergestellt, wahrend im Falle der
Kegelschale eine numerische LOsung in Form einer oberen Schranke von
CHWALA und BIRON [17] zum Vergleich herangezogen wurde. Beide Elemente

zeigen fiir das jeweilige Beispiel ein gutes Konvergenzverhalten.
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5.3 EINFLUSS GEOMETRISCH NICHTLINEARER EFFEKTE
5.3.1 Kreiszylinderschale unter variablem Innendruck

Wir betrachten eine kurze beidseitig eingespannte Kreiszylinderschale
unter Innendruck p, der um + A[%] schwankt (Abb. 5.8). Entsprechend der
allgemeinen Vorgehensweise in Kapitel 2 kann p damit dargestellt werden
als

R r
P =P +p
pR = konstant

2R <p < R,

Bei der geometrisch nichtlinearen Berechnung des jeweiligen Referenz-
zustandes (oR(pR) , uR(pR)) infolge der zeitlich konstanten Last pR wurde
darauf geachtet, daB die Verformungen (insbesondere die Rotationen) ent-
sprechend den Forderungen (3.1.35) begrenzt waren. Die Berechnungen wurden
P durchgefiihrt, und zum Ver-
gleich wurde auch die geometrisch lineare Losung berechnet. Die Ergebnisse

fir verschiedene Werte der FlieBspannung o

sind im Shakedown-Diagramm in Abb. 5.8 dargestellt, wobei nur der
Versagensfall "Inkrementelles Versagen" berlicksichtigt wurde. Als Grenz-
fliefbedingung wurde in allen Fdllen die Sandwich-Schalen-Approximation
benutzt. Mit Hilfe der im Diagramm eingezeichneten Geraden £fiir ver-
schiedene Werte von A kann man die jeweilige Einspiellast pl;D ablesen. In
Abb. 5.9 ist diese in Abhdngigkeit von A dargestellt. Man erkennt, daB
gegeniber der geometrisch linearen Losung deutlich hdhere Einspiellasten
resultieren. Der Unterschied ist umso groBer, je hoher die jeweilige

FlieBspannung o, und je kleiner A ist. Fir A < 2,5 % verlassen wir in

diesem Beispiel Zen Glltigkeitsbereich der DONNELL-MUSHTARI-VLASOV-Theorie
(moderate Rotationen). Das bedeutet, daB innerhalb des Gliltigkeits-
bereiches dieser Theorie fiir A < 2,5 % kein Versagen fiir dieses Beispiel
zu erwarten ist. Zu beachten ist ferner, daB wegen der vorgenommenen
Linearisierung (siehe Kapitel 2.2) die Verformungen infolge von pr klein
sein sollen, also im allgemeinen eine Grdfenordnung kleiner als die Ver-

formungen infolge pR. Aus diesem Grunde ist flir Werte von A grdfer als
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10 % Vorsicht geboten.

Zusdtzliche Berechnungen fiir gednderte Verhdltnisse von L/R zeigen, daB
der EinfluB der nichtlinearen Effekte nur bei sehr kurzen Rohren auftritt.
Er nimmt rapide ab, je langer das Rohr wird. Dies kann damit erklart
werden, dal in diesem Fall die Lasten (auBer im Randbereich) nur noch in
Umfangsrichtung iliber Membranwirkung abgetragen werden. Die Losung hierfiir
kann mit Hilfe der "Kesselformel" bestimmt werden und ist ebenfalls in
Abb. 5.9 dargestellt.

Eine zusatzliche Berechmung des Sicherheitsfaktors gegen Versagen aufgrund
"Alternierender Plastizitat" zeigt, daB dieser Versagensfall nur fiir
kleinere Werte von pR und gleichzeitigen groBeren Werten fiir A eintritt.

Die entsprechenden Grenzwerte ergeben sich wie folgt:

Kurven linear ©) @ ®

144 pR/oF 0,57 0,62 0,69 0,78

’ ’ 14

Al%] 45 46 47 49

Fir den Sonderfall proportionaler Belastung, d. h. A = 0, existiert fiir
dieses Beispiel eine geometrisch lineare VergleichslOsung von SAVE und
MASSONNET |104], die folgende Schranken fiir die exakte plastische
Grenzlast pg angeben:

R
144 pG/aF Autor
0,94 [104], untere Schranke
1,02 eigene Losung, untere Schranke
1,14 [104], obere Schranke
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5.3.2 Kreisplatte unter variabler Gleichlast

Ein Beispiel, bei dem der EinfluB der geometrisch nichtlinearen Effekte
wesentlich stadrker ausgepragt ist, ist die allseitig gelenkig, aber unver-
schieblich gelagerte Kreisplatte (Abb. 5.10). Wir untersuchen fiir den
gleichen Lastfall wie im vorherigen Beispiel nur den Versagensfall "Inkre-
mentelles Versagen" und benutzen die Sandwich-Schalen-Approximation als
GrenzflieBbedingung. Die Ergebnisse sind in den Abbildungen 5.10 und 5.11
graphisch dargestellt. Aus den gleichen Griinden wie beim vorherigen Bei-
spiel liegt hier der Glltigkeitsbereich wiederum etwa bei A = 2,5 - 10 %.

Durch Vergleich der Abb. 5.11 mit Abb. 5.9 wird ersichtlich, daB bei der
Kreisplatte die Einspiellast gegenilbber der geometrisch linearen Ldsung
wesentlich starker zunimmt als dies bei der Kreiszylinderschale der Fall
ist. Qualitativ zeigt sich jedoch in beiden Beispielen ein sehr dhnliches
Verhalten. Insbesondere ergibt sich in beiden Fdllen ein stabilisierender
EinfluB der geometrisch nichtlinearen Effekte. Natiirlich sind im all-
gemeinen auch Beispiele denkbar, in denen ein gegenteiliges Verhalten
auftritt. Weiterhin ist im Vergleich zur jeweiligen linearen LOsung nicht
alléein ein quantitativer Unterschied zu erkennen. Vielmehr kann die geo-
metrisch lineare Losung den iberproportional starken Anstieg der Ein-
spiellast im Bereich kleiner A - Werte (A < 5 %) nicht wiedergeben.

Fiir den Sonderfall proportionaler Belastung (A = 0 %) berechnete CHEN [15]
im Rahmen der geometrisch linearen Theorie die exakte Losung fiir dieses
Beispiel zu pcR;/oF = 159,68. Wir ermittelten als untere Schranke einen Wert

von 159,43, der damit nur um 0,16 % unter der exakten Losung liegt.
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5.4 EINFLUSS KOMBINIERTER THERMISCHER UND MECHANISCHER BELASTUNG

In diesem Abschnitt untersuchen wir das Einspielverhalten von Kreis-
zylinderschalen unter kombinierter thermischer und mechanischer Belastung.
Probleme dieser Art treten unter anderem hdufig in Kraftwerken und ver-
fahrenstechnischen Betrieben auf.

5.4.1 Rohr unter Innendruck und variabler Innentemperatur

Wir betrachten das in Abb. 5.12 dargestellte Rohr unter zeitlich konstan-
tem Innendruck p und einer ebenfalls zeitlich konstanten axialen Ringlast
Q, deren Wert zu Q = pR/2 festgelegt ist. Dieser Wert fiir Q entspricht der
GroBe der axialen Ringlast eines an beiden Enden geschlossenen Rohres
unter Innendruck. Die zeitlich verdnderliche Temperatur ai im Innern des
Rohres variiere in den Grenzen ea < ei < ei*, wobei ea die zeitlich kon-
stante AuBentemperatur bezeichnet. Es wird vorausgesetzt, daB die Tempera-
tur iber die Dicke des Rohres linear veranderlich ist.

Mit der Losung dieses Problems im Rahmen der geometrisch linearen Theorie
hat sich erstmals BREE [12] beschaftigt. Unter Vernachldssigung der
SchnittgrodBen in Axialrichtung hat er iiber ein einfaches Modell eines
einachsigen Spannungszustandes eine analytische Losung bestimmt. 1In
jlingster Zeit beschaftigen sich weiterhin HYDE, SAHARI und WEBSTER [34]
mit diesem Problem. Sie wédhlen ein inkrementelles Verfahren und das
PRANDTL-REUBsche FlieBRgesetz mit der HUBER-MISES FlieBlbedingung. 2Zur
Losung benutzen sie eine Finite-Element-Diskretisierung mit Hilfe von
axialsymmetrischen isoparametrischen Elementen. Sowohl die Losung von BREE
wie auch diejenige von HYDE et. al. besitzen keinen Schrankencharakter, da
beide Verfahren nicht von den klassischen Einspieltheoremen ausgehen.

AuBlerdem gelten beide Losungen nur fiir zyklische Belastungsgeschichten.

Im Gegensatz hierzu liegen unsere Losungen gegeniber der exakten Ldsung
auf der sicheren Seite und decken alle moglichen Belastungsgeschichten
innerhalb der gegebenen Belastungsgrenzen ab. Im Shakedown-Diagramm in
Abb. 5.12 sind unsere LOsungen zusammen mit denjenigen von BREE und von
HYDE et. al. dargestellt. Dabei haben wir als Grenzfliefbedingung sowohl
die ILYUSHIN-Approximation als auch die Sandwich-Schalen-Approximation
benutzt. Man erkennt, daB die Ldsung von HYDE et. al. ndherungsweise mit
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unserer LOsung unter Benutzung der ILYUSHIN-Approximation iibereinstimmt,
wohingegen die [oOsung von BREE quantitativ doch grodRere Unterschiede
zeigt. Allerdings hat die Losung von BREE in diesem Beispiel zumindest
konservativen Charakter. Qualitativ 2zeigen alle Losungen dennoch ein
dhnliches Verhalten. Die etwas hohere plastische Grenzlast fir p im Falle
ai = 0 von HYDE et. al. ist darauf zuriickzufiihren, daB diese auch den Ein-
fluB von Radialspannungen sowie allgemein einen nichtlinearen Verlauf der
Spannungen iiber die Dicke beriicksichtigen.

Unsere Berechnungen ergeben, daB fiir Lasten von p < 0,6 Py (pb = oFZH/R)
ein mur durch die Temperaturwechsel bedingtes Versagen aufgrund
"Alternierender Plastizitdt" eintritt, wadhrend fiir 0,6 P, <P < 1,155 Py
die kombinierte thermische und mechanische Belastung zum "Inkrementellen
Versagen" fiihrt. Das Erreichen der plastischen Grenzlast von p = 1,155 Po
bei 81 = 0 filhrt dagegen 2zum sofortigen Versagen ("instantaneous
collapse'") des Rohres.

Die Ergebnisse machen deutlich, daB das Auftreten wechselnder Temperaturen
die plastische Grenzlast fir p reduziert. In diesem Beispiel ist eine
Abminderung auf bis zu 60 % derjenigen Grenzlast zu verzeichnen, die man
erhdlt, wenn keine Temperaturwechsel beriicksichtigt werden. Die dazu
‘erforderlichen Temperaturschwankungen betragen hier lediglich maximal
140° K. Geht man von normalen AuBentemperaturen aus, so liegen die
auftretenden Temperaturen in einem Bereich, in dem ihr Einfluf auf die
Materialkennwerte wie auch viskose Eigenschaften noch nicht sonderlich
stark ausgepragt sind. Eine Vernachldssigung dieser Effekte erscheint so-
mit noch gerechtfertigt.

Werden die Randbedingungen derart gedndert, daB die Verformungen in Axial-
richtung behindert sind, so ergeben sich die in Abb. 5.13 dargestellten
Ergebnisse. Qualitativ zeigt sich kein wesentlicher Unterschied zu den
vorherigen Ergebnissen. Allerdings betrdgt die maximal zuldssige Tempera-
turschwankung nunmehr nur noch 94,6o K. Dies ist zuriickzufiilhren auf die
aus den Temperaturschwankungen resultierenden Zwangungsspannungen in
Axialrichtung.
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5.4.2 Kreiszylinderschale unter Axiallast und Temperaturbelastung

Wahrend wir uns im vorherigen Beispiel mit 2zeitlich veranderlichen, in
Axialrichtung jedoch gleichmdBig verteilten Temperaturfeldern beschaftigt
haben, behandeln wir im folgenden den F‘all, da das Temperaturfeld in
Axialrichtung einen Sprung von & auf 9 +A9® aufweist. Dazu betrachten wir
die in Abb. 5.14 dargestellte Kreiszylinderschale, welche auBer durch die
angegebene Temperaturverteilung auch noch durch eine zeitlich konstante
axiale Ringlast Q belastet wird. Die Unstetigkeitsstelle im Temperaturfeld
bewege sich dabeli in Axialrichtung beliebig innerhalb eines Bereiches der
Ldnge AL. Es wird angenommen, daB die Temperatur konstant iiber die
Schalendicke verteilt ist. Die Ergebnisse der geometrisch linearen
Berechnung unter Benutzung der Sandwich-Schalen-Approximation der Grenz-
flieBbedingung sind im Shakedown-Diagramm in Abb. 5.14 dargestellt. Dabei
ist zum Vergleich auch eine analytische Ldsung von PONTER [95-97] ein-
gezeichnet. Diese hat keinen Schrankencharakter, da ein inkrementelles
Verfahren benutzt wurde. PONTER's Losung stimmt in einigen Bereichen exakt
mit unserer LOsung iiberein, wahrend sie in anderen Bereichen zu grodBReren
Einspiellasten fiihrt. Im Vergleich zum vorherigen Beispiel ergibt sich ein
qualitativer Unterschied, da nunmehr fiir alle Werte der mechanischen Last
Qmit 0 <Q< 1,0 Qo (Qo = ZHOF) ein "Inkrementelles Versagen'" eintritt.
Fir Q = 1,0 Qo und A% = 0 wird die plastische Grenzlast des Systems
erreicht. Die hier auftretende maximale Temperaturdifferenz betrigt Aemax
= 285,7° K. Abhdngig von der GrdBe von & ist in diesem Temperaturbereich
schon mit einer merklichen Abnahme der FlieBspannung Op um bis zu 30 % zu
rechnen, so daB die ermittelten Ergebnisse ihren konservativen Charakter

verlieren.
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5.5 EINFLUSS DER ART DES QUERSCHNITTS
5.5.1 Kreisplatte unter Gleichlast und Randmoment

Wir behandeln die in Abb. 5.15 dargestellte gelenkig gelagerte Kreis-
platte, die durch eine gleichmidRig verteilte Fldchenlast p und ein Rand-
moment M entlang des duBeren Randes belastet wird. Dabei variieren p und M
unabhdngig voneinander in den Grenzen 0 < p < p* bzw. 0 <M < M* (zwei-
parametrige Belastung). Als Querschnittsform wird sowohl der Voll-
querschnitt als auch der Sandwich-Querschnitt behandelt, und als Grenz-
fliefbedingung wird die Sandwich-Schalen-Approximation der HUBER -
MISES Fliefbedingung benutzt. Es wird eine geometrisch lineare Berechnung
durchgefiihrt. Fiir dieses Problem hat KONIG [40] analytisch unter Benutzung
der Sandwich-Schalen-Approximation der TRESCA GrenzflieBbedingung die
exakte LoOsung bestimmt. Unter Beriicksichtigung der Beziehung zwischen den
beiden FlieBbedingungen von HUBER~MISES und von TRESCA (siehe [104]) kann
man mit Hilfe der Losung von KONIG eine obere Schranke fiir unsere Ldsung
angeben. Alle 3 Losungen sind im Shakedown-Diagramm in Abb. 5.15
dargestellt. Man erkennt, daB unsere LoOsung den Schrankencharakter
erfillt.

Dieses Beispiel 1laBt vermuten, daB die Ldsungen fir den Sandwich-
Querschnitt obere Schranken fiir die jeweiligen Losungen fiir den Voll-
querschnitt liefern. Fiir Platten, in denen keine Membrankrafte wirken, ist
dies tatsdchlich auch der Fall. Jedoch gilt es nicht allgemein fir
Flachentragwerke.
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6. SCHLUSSBEMERKUNGEN

In der vorliegenden Arbeit wird ein Verfahren zur Untersuchung des
Einspielverhaltens von Fldchentragwerken unter Beriicksichtigung endlicher
Verformungen und wechselnder Temperaturen vorgestellt. Die Leistungs-
fahigkeit des Verfahrens wird anhand mehrerer numerischer Beispiele demon-
striert. Diese Beispiele verdeutlichen den in einigen Fallen erheblichen
Unterschied zwischen variabler Belastung und proportionaler Belastung bei
der Beurteilung der Sicherheit gegen Versagen, wobei sich insbesondere der
EinfluB wechselnder Temperaturen zeigt. Dariliberhinaus wird auch der
EinfluB endlicher Verformungen deutlich, deren Beriicksichtigung eine

verbesserte Erfassung des globalen Strukturverhaltens ermoglicht.

Im Hinblick auf eine praxisgerechte Weiterentwicklung des Verfahrens ist
in erster Linie eine genauere Modellierung des lokalen Materialverhaltens
unter Einbeziehung der Materialverfestigung, temperaturabhangiger Mate-
rialkennwerte und viskoser Eigenschaften anzustreben. Weiterentwicklungen
auf allgemeinere Problemstellungen wie Einspielen unter Beriicksichtigung
einer optimalen Formgebung ("Optimum Design"”) und/oder der Begrenzung der
Verformungen ("Bounding Methods") sind theoretisch grundsatzlich moglich
und bieten sich aus numerischer Sicht auch an, da das Verfahren ein

allgemeines nichtlineares Optimierungsprogramm benutzt.
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ANHANG A

ZUR NUMERISCHEN LOSUNG DES NICHTLINEAREN OPTIMIERUNGSPROBLEMS

Im Rahmen dieser Arbeit 1ldsen wir das Optimierungsproblem (4.2.39)
numerisch mit Hilfe des von PIERRE und LOWE [88] entwickelten nicht-
linearen Optimierungsprogramms LPNLP, welches wir unseren speziellen
Bedlirfnissen entsprechend angepaBt und erweitert haben. Im folgenden soll
kurz die diesem Programm zugrundeliegende LOsungsstrategie erlautert

werden. Dazu betrachten wir das Optimierungsproblem

£ = max £(x) mit xT=[x,x, cee, x 1 (A-1)
X 1 2 n
unter den Nebenbedingungen
gj(x) <o, j=1,2,...,m, (A-2)

wobei die m+1 Funktionen f und g-_j im allgemeinen Fall nichtlineare
Furiktionen in x darstellen. Im weiteren setzen wir voraus, daB diese
Funktionen stetig differenzierbar sind. Die Funktion £(x) wird Ziel-
funktion genannt, wdhrend die Nebenbedingungen (A-2) auch als
Restriktionen bezeichnet werden. Ein Punkt x, der den Nebenbedingungen
geniigt, heiBt zuldssiger Punkt. Die Menge 7 aller zuladssigen Punkte mit

Z=1{x | gi(x) <0 fiir alle i=1,2,...,m} (A-3)

heiRt zuldssiger Bereich. Eine Nebenbedingung ist aktiv in x fiir gi(x) =
0. Ein 2zuldssiger Punkt x*, der fiir f(x*) das Maximum iber Z liefert,
heiBt Losungspunkt mit f(x*) > f(x) fir alle x € Z. Das Maximum £(x7) =
f* heiBt Losungswert des Programms.

Die Grundidee des LoOsungsverfahrens von LPNLP besteht darin, daB das
Optimierungsproblem (A-1) mit den Nebenbedingungen (A-2) (restringiertes
Optimierungsproblem) in ein Optimierungsproblem ochne Nebenbedingungen
(freies Optimierungsproblem) | transformiert wird. Dazu wird die Ziel-
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funktion f£(x) mit Hilfe von Lagrange-Multiplikatoren Ai (i=1,2,...,m) und
Gewichtungsfaktoren ("penalty weights") w, > 0 (a=1,2) um die Neben-
bedingungen (A-2) erweitert, so daB sich folgendes Problem ergibt [881]:

i* = max ﬂ(x,l,w) (a-4)
X,A

mit

- 2 2

L(x,A,w) = L(X,A) - w, ) g5 - W, ) g3 (A-5)

JeM JeN

wobei

L(x,A) = £(x) - Ay gi(x) (A-6)
und

M= {j|xj>0}, N={j|lj=0und ngO}. (A-7)

Die Funktion L(x,A) (A-6) ist die ibliche Lagrange-Funktion des Problems
(A-1, A-2).

Im folgenden soll gezeigt werden, daB die Losung des Problems (A-4)
aquivalent zur Losung des urspriinglichen Problems (A-1, A-2) ist. Dazu
befassen wir uns zundchst mit der Herleitung notwendiger Bedingungen fiir
einen Losungspunkt x*, indem wir ein Problem mit 2 Variablen und 3 Neben-
bedingungen (Abb. A.1) betrachten. Der Verlauf der Zielfunktion ist
hierbei durch verschiedene Kurven f£(x) = konstant gekennzeichnet. Das
Maximum von f unter Beriicksichtigung der Nebenbedingungen liege im Punkte
x*, in dem die Restriktionen 1 und 2 aktiv sind. Betrachten wir nun einen
vergroferten Ausschnitt der Umgebung von x*, so stellen wir fest, daB der
Gradient von f(x) im Punkte x*, Vf(x*), innerhalb eines Kegels
(schraffierter Bereich) 1liegt, der durch die Gradienten der aktiven
Restriktionen in diesem Punkt aufgespannt wird. Kein anderer zulassiger

Punkt erfiillt diese Bedingung.
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x2 T f = konstant

Maximum ohnée
~o

Nebenbed.

[y

Bbb. A.1 Veranschaulichung der KUHN—TUCKER—Bédingungen

Die auf diese Weise durch rein geometrische Uberlegungen ermittelten
Bedingungen sind die sogenannten KUHN-TUCKER-Bedingungen [8,54,88]. Sie

lauten

gi(x*) <0
* * * * *
vE(x ) - A Vgi(x ) = VxL(x A)=0
(A-8)

¥
A, >0
l_

* * .
A gi(x ) =0, i=1,2,...,m
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und liefern notwendige Bedingungen fiir einen LOsungspunkt x* des Problems
(A-1, A-2). Auf weitere Bedingungen, z.B. die sogenannte Regularitits-
voraussetzung ("constraint qualification") gehen wir hier nicht nidher ein,
da diese in der Regel erfiillt sind (siehe auch [8,54,88]). Unter
Beriicksichtigung _von (A-7) urd (11\-8)1 4 gilt in einem LOsungspunkt auch
VL(x 1) = VL(x x) = 0. Eine hinreichende Bedingung fir einen
Losungspunkt x erglbt sich aus dem folgenden Theorem von PIERRE und LOWE
[881]:

Ist I:.(x*,l*,w) ein nicht restringiertes lokales Maximum von I:.(x,l*,w) fiir
endliche Werte von wund erfiillen x*,l* die Kuhn-Tucker-Bedingungen (A-8),
so ist f (x*) ein restringiertes lokales Maximum von £(x). Sind sowohl
Zielfunktion £(x) als auch die Funktionen gi(x) konvexe Funktionen (wie es
bei unseren Problemen der Fall ist), so ist jedes lokale Maximum von f

zugleich ein globales Maximum von £.

Damit ist die Aquivalenz der Ldsung des Problems (A-4) mit derjenigen des
Problems (A-1, A-2) sichergestellt und unsere Aufgabe besteht somit darin,
ein lokales Maximum von L(x 1 ,W) lber x zu finden. In der Praxis sind
dabei die optimalen Werte A von vornherein nicht bekannt, so daB eine
iterative Vorgehensweise zur Anwendung kommt Fiir feste Werte von w und X
wird eln m.chtrestrlnglertes Max1mum von L. generiert. Die LOsung sei ,.i
mit VXL(x ,i, w) = 0, wobei x im allgemeinen nicht alle Nebenbedingungen
erfiillen wird, solange R # A* ist. AuBerdem erfordern die Kuhn -
Tucker-Bedingungen VxL = 0 und nicht VXI: = 0. Um VxL = 0 zu erfiillen, wird
im ndchsten Iterationsschritt des Algorithmus der Wert A verandert, indem
VxL(g*,i) = vxf,(:oc*,i) =0 gesgtzt wird. Mit diesem festen Wert flir A wird

dann das nidchste Maximum von L bestimmt, u.s.w.

Die Ldsung des Optimierungsproblems ohne Nebenbedingungen in dem jewei-
ligen Iterationszyklus beinhaltet eine Folge von eindimensionalen
Optimierungsproblemen ("line search") im n-dimensionalen Raum. Sie

basieren auf dem Iterationsschema

xk"'1 = xk + p rk, (a-9)
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wobel rk‘die Suchrichtung'und p die jeweilige Schrittweite bezeichnet. Die
Suchrichtung rk ergibt sich dabei allgemein zu

wobeli die Matrix Hk im erweiterten Programm LPNLP alternativ nach drei
verschiedenen Verfahren berechnet werden kann. Zusatzlich zum vorhandenen
DFP- und SSVM-Algorithmus [88] haben wir den neueren BFGS-Algorithmus [54]
implementiert. Die optimale Schrittweite p in (A-9) ergibt sich dabei aus
der Forderung

= k+1

Lix k

)=mu£m +p§)mmuymL (A-11)
P P

wobei das in LPNLP benutzte eindimensionale Suchverfahren auf der Annahme
beruht, daB y(p) lokal mit Hilfe einer quadratischen Form, deren Maximal-

punkt bekannt ist, approximiert werden kann.

Zur numerischen Anwendung des Optimierungsprogramms LPNLP ist zu sagen,
daB wir in allen unseren Beispielen 2zufriedenstellendes Konvergenz-
verhalten erzielten, wobei der BFGS-Algorithmus gegeniiber den beiden
anderen Algorithmen eine bis zu doppelt so hohe Konvergenzgeschwindigkeit
aufwies.
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Franz-Josef Biehl:
Zweiseitige Eingrenzung von FeldgroBen beim einseitigen Kontakt-

problem

Maria K. Duszek:

Foundations of the Non-Linear Plastic Shell Theory

Reinhard Piltner:
Spezielle finite Elemente mit Lochern, Ecken und Rissen unter

Verwendung von analytischen TeillOsungen

Petrisor Mazilu:
Variationsprinzipe der Thermoplastizitdt I. Warmeausbreitung und
Plastizitdt

Helmut Stumpf:
Unified Operator Description, Nonlinear Buckling and
Post-Buckling Analysis of Thin Elastic Shells
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Bernd Kaempf:

Ein Extremal-Variationsprinzip fiir die instationdre Wirmeleitung
mit einer Anwendung auf thermoelastische Probleme unter Ver-
wendung der finiten Elemente

Alfred Kraft:
Zum methodischen Entwurf mechanischer Systeme im Hinblick auf

optimales Schwingungsverhalten

Petrisor Mazilu:
Variationsprinzipe der Thermoplastizitat

IT. Gekoppelte thermomechanische Prozesse

Klaus-Detlef Mickley:
Punktweise Eingrenzung von FeldgroBen in der Elastomechanik und

ihre numerische Realisierung mit Fundamental-Splinefunktionen

Lutz-Peter Nolte:
Beitrag zur Herleitung und vergleichende Untersuchung geometrisch
nichtlinearer Schalentheorien unter Beriicksichtigung grofier

Rotationen

Ulrich Blix:
Zur Berechnung der Einschniirung von Zugstdben unter Berlicksichti-
gung thermischer Einflisse mit Hilfe der Finite-Element-Methode

Peter Becker:
Zur Berechrung von Schallfeldern mit Elementmethoden

Dietmar Bouchard:
Entwicklung und Anwendung eines an die Diskrete-Fourier-Trans-
formation angepaBten direkten Algorithmus zur Bestimmung der

modalen Parameter linearer Schwingungssysteme

Uwe Zdebel:
Theoretische und experimentelle Untersuchungen zu einem thermo-
plastischen Stoffgesetz

Jan Kubik:
Thermodiffusion flows in a solid with a dominant constituent

Horst J. Klepp:
Uber die Gleichgewichtslagen und Gleichgewichtsbereiche nicht-

linearer autonomer Systeme
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J. Makowski/L.-P. Nolte/H. Stumpf:
Finite in-plane deformations of flexible rods - insight into

nonlinear shell problems

Franz K. Labisch:
Grundlagen einer Analyse mehrdeutiger LOsungen nichtlinearer
Randwertprobleme der Elastostatik mit Hilfe von

Variationsverfahren

J. Chroscielewski/L.-P. Nolte:
Strategien zur Losung nichtlinearer Probleme der Strukturmechanik
und ihre modulare Aufbereitung im Konzept MESY

Karl-Heinz Bilirger:
Gewichtsoptimierung rotationssymmetrischer Platten unter in-

stationdrer Erregung

Ulrich Schmid:

Zur Berechnung des plastischen Setzens von Schraubenfedern

Jorg Frischbier:

Theorie der StoBbelastung orthotroper Platten und ihre experi-
mentelle Uberpriifung am Beispiel einer unidirektional verstirkten
CFK~-Verbundplatte

W. Trampczynski :
Strain history effect in cyclic plasticity

Dieter Weichert:
Zum Problem geometrischer Nichtlinearitadten in der Plastizitats-

theorie

Heinz Antes/Thomas Meise/Thomas Wiebe:
Wellenausbreitung in akustischen Medien, Randelement-Prozeduren

im 2-D Frequenzraum und im 3-D Zeitbereich

Wojciech Pietraszkiewicz:

Geometrically non-linear theories of thin elastic shells

J. Makowski/H. Stumpf:
Finite strain theory of rods

Andreas Pape:

Zur Beschreibung des transienten und stationdren Verfestigungs-
verhaltens von Stahl mit Hilfe eines nichtlinearen Grenzflidchen-
modells



Nr. 58 Johannes Grof-Weege:

Zum Einspielverhalten von Fldchentragwerken
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