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Zusammenfassung

Die Vernachldssigung des Einflusses geometrischer Nichtlinearité&ten in
der klassischen Plastizit&tstheorie kann bei der Berechnung des Ver-
haltens elasto-plastischer Strukturen zu erheblichen Abweichungen von
ihrem tatsdchlichen Verhalten fihren. In der vorliegenden Arbeit wird
dieser EinfluB geometrischer Nichtlinearitdten untersucht. Es wird
dabei im Besonderen auf die Formulierung von Stoffgesetzen, das
Anfangs-Randproblem, das Einspielproblem und das Stabilitdtsproblem
eingegangen. Flachentragwerke als wichtiger Anwendungsbereich
geometrisch nichtlinearer Theorien bei Annahme kleiner Dehnungen dienen

zur Veranschaulichung der dargestellten Verfahren.

Summary

The neglection of the influence of geometrical non-linearities in
classical plasticity may lead to significant deviations of numerical
predictions of the behaviour of elastic-plastic structures from their
real behaviour., In the presented work this influence of geometrical
non-linearities is investigated. Particular attention is payed to the
formulation of constitutive laws, the initial-boundary value problem,
the shakedown-problem and the stability-problem. Plates and shells as
important field of application for geometrically non-linear theories
under the assumption of small strains serve as demonstration of the

presented methods.
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I. EINLEITUNG

Mechanische Bauteile und Strukturen, die derart belastet werden, daR in
ihnen plastische Verformungen auftreten, erfahren dabei h&ufig so grofle
Deformationen, daB sich ihr Verhalten nicht mehr mit den klassischen,
geometrisch linearen Theorien fir elasto-plastische Prozesse
beschreiben 1l&8t. Dieser Umstand begrenzt den Anwendungsbereich von
Methoden zur Vorherberechnung des Verhaltens von Bauteilen ganz erheb-
lich oder fuhrt bei Nichtbeachtung der entsprechenden Einschrénkqngen
zu falschen Ergebnissen. Der zuldssige Anwendungsbereich kann dabei
unter Umstédnden sehr eng sein: Bei der Berechnung von Platten und
Schalen zum Beispiel milssen bekanntlich selbst bei langwelligen Defor-
mationsmustern die im Rahmen geometrisch linearer Theorien erlaubten
Verschiebungen der Tragwerksmittelfldche in zu ihr senkrechter Richtung
wesentlich kleiner als die Tragwerksdicke sein. In dieser Arbeit wird
untersucht, wie der EinfluB der Geometrie&nderung wahrend des
Deformationsprozesses auf die Beschreibung und L&sung von Randwert-
problemen in der Plastizitdtstheorie erfaBt werden kann.

Im allgemeinen ist die L&sung von Randwertproblemen in der Struktur-
mechanik nur ndherungsweise méglich; je nachdem ob diese Lésung im
Zustandsraum geometrischer oder statischer Gréfen gesucht wird, spricht
man- von geometrischen beziehungsweise statischen, gegebenenfalls auch
voéxk gemischten Methoden [159]. Fiir Probleme der linearen Elastizitdts-
theorie sind auf der Grundlage der Dualitdt dieser 2Zustandsrdume
Schrankenverfahren entwickelt worden, die sowohl die globale energe-
tische als auch die punktweise Eingrenzung von FeldgrdSen ermdglichen
[1,40,148,160]. Vergleichbare energetische Methoden existieren auch in
der klassischen geometrisch linearen Plastizitdtstheorie
[69,78,113,168], sind dort jedoch auf die Eingrenzung von Grenz- und
Einspiellasten sowie globale Extremalaussagen beschrankt [78]. Ihre
Erweiterung auf geometrisch nichtlineare Probleme, deren Notwendigkeit

aus praktischer Sicht aus den Eingangsbemerkungen ersichtlich wird,



verursacht wegen der Kopplung der kinematischen und statischen GréBfen
erhebliche Schwierigkeiten. Ganz besonders sind davon statische
Methoden betroffen, deren numerische Verfahren auf der Benutzung von
Ansatzfunktionen  fiir den Spannungszustand beruhen, die die
Gleichgewichtsbedingungen und die statischen Randbedingungen von
vornherein erfiillen: Geometrisch nichtlineare Theorien unterscheiden
sich von geometrisch linearen Theorien gerade dadurch, daB in ihren
Gleichgewichtsbedingungen die Systemdeformationen enthalten sind, die
in der Regel unbekannte GréBen sind [41,159]. Diese prinzipielle
Erschwernis filihrt dazu, daB diese statischen Methoden in ihrer
herkémmlichen Form bei gréBeren Deformationen unbrauchbar sind und fir
die L&sung geometrisch nichtlinearer Probleme zumeist kinematische
Methoden verwendet werden, die von Ansatzfunktionen flir den
Verschiebungszustand oder den inkrementellen Verschiebungszustand
ausgehen, welche die kinematischen Randbedingungen von vornherein
erfiillen.

Wdren nun statische und kinematische Methoden in ihren Aussagen véllig
dquivalent, so wdre dieser Vorgang nur der Ausdruck einer natlirlichen
Konkurrenz von Berechnungsverfahren mit Vorteilen fir die kinematischen
Methoden. Dies ist jedoch nicht der Fall: So'gibt es im Bereich geo-
metrisch linearer Theorien statische Methoden zur Lésﬁng des Anfangs-
randwertproblems mittels globaler Minimalprinzipe, mit deren Hilfe der
tatsédchliche Spannungszustand im betrachteten elasto-plastischen Kérper
auch bei nichtproportionalen Belastungsvorgdngen durch einen einzigen
Minimierungsvorgang angendhert und im Grenzfall bestimmt werden kann.
Diese Methoden gehen auf die Arbeiten von MOREAU [103-105], NAYROLES
(110,111], HALPHEN & NGUYEN [49] und RAFALSKI [129,130] zuriick, durch
die eine schwache Formulierung des plastischen Werkstoffverhaltens
méglich ist, die dann zur Konstruktion eben dieser Minimalprinzipe
angewendet wird. Entsprechende kinematische Methoden sind nicht
bekannt.

Gleiches gilt fir das MELAN'sche Theorem [101,78], welches im Bereich



geometrisch linearer Problemé ein hinreichendes Kriterium fiir das
elasto-plastische Einspielen von Bauteilen liefert und somit erlaubt
vorherzusagen, daB kein inkrementeller Kollaps aufgrund unbegrenzt
akkumulierter plastischer Dehnungen erfolgt. Besonders wichtig daran
ist, daB fir das Rechenverfahren keinerlei Beschrénkung der Anzahl von
Lastwechseln erforderlich ist. Ein entsprechendes kinematisches Theorem
ist nicht bekannt; das KOITER'sche Einspiel-Theorem [78], welches von
einem kinematischen Ansatz ausgeht, liefert ein hinreichendes Kriterium
fir den Kollaps des betrachteten elasto-plastischen Systems.

Einen Uberblick iliber die obe; genannten klassischen Verfahren und ihre
Anwendung bieten die Monographien von KACHANOV [69], HILL [56], SLATER
[141] und, mehr mathematisch orientiert, NECAS & HLAVACEK [113] und
DUVAUT & LIONS [37]; die Ubersichtsartikel [17,18] zeigen die
Anwendungsbreite in den Ingenieurwissenschaften.

In dieser Arbeit werden Erweiterungen der genannten statischen Methoden
zur Lésung des Anfangsrandwertproblems fiir den Spannungszustand und zur
Bestimmung des Einspielverhaltens zur Berilicksichtigung geometrischer
Nichtlinearitaten angegeben und den kinematischen Methoden
gegeniibergestellt.

Dazu werden in Kapitel II zundchst die allgemeinen Grundgleichungen zur
Beschreibung thermo-mechanischer Prozesse in der N&he des
thermodynamischen Gleichgewichts ohne Beschrankungen fiir die Verfor-
mungen einzufithren. In der daran anschlieBenden Diskussion verschie-
dener Stoffgesetze fir inelastische Materialien stehen diejenigen
Ansdtze im Vordergrund, die bei Annahme der Existenz eines thermo-
mechanischen- Potentials eine mbglichst breite Palette verschie-
denartiger physikalischer Phdnomene wiedergeben kénnen. Dabei wird
besonderer Augenmerk auf die thermodynamische Konsistenz
[19,46,54,70,119] der gewdhlten Materialbeschreibung gelegt, da in
dieser Arbeit energetische Betrachtungsweisen im Vordergrund stehen,
die die Frage nach der Aufspaltung der Gesamtenergie in die den

verschiedenen physikalischen Vorgdngen entsprechenden Anteile aufwer-
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fen. In den Kapiteln III bis VII, die der L&sung von Randwertproblemen
gewidmet sind, werden deswegen Stoffgesetze verwendet, die auf der
Existenz eines plastischen Potentials aufbauen und somit eine klare
Trennung verschiedener physikalischer Effekte unter energetischem
Aspekt erlauben. Grundlagen fiir die Einfihrung eines plastischen
Potentials bilden die Arbeiten von ZIEGLER [168-170]; wichtige Beitré&ge
zur Konkretisierung stammen u. a. von GREEN und NAGHDI [44,46], MANDEL
[97-99], KLEIBER und RANIECKI [71] und LEHMANN [85,86,88,89], die den
Rahmen flir die vorliegende Arbeit beziglich der behandelten Stoff-
gesetze abstecken. Am SchluB dieses Kapitels wird ein fiir die weiteren
Betrachtungen in besonderem MaBe geeignetes Werkstoffmodell von HALPHEN
und NGUYEN [49], NGUYEN @Q.S. [115] vorgestellt, welches sich als
Sonderfall in den zuvor dargestellten Rahmen eingliedert.

In Kapitel III wird gezeigt, wie fir eine bestimmte Klasse geometrisch
nichtlinearer Anfangsrandwertprobleme der Spannungszustand fiir variable
Lasten mit Hilfe eines globalen Minimalprinzips ermittelt werden kann.
Dazu wird analog. zum geometrisch linearen Fall von einer schwachen
Formulierung des Stoffgesetzes ausgegangen und tiliber die Beschrankung
der Vergleichsspannungszusté&nde auf statisch und plastisch 2zul&ssige
Zust&nde ein konvexes Funktional hergeleitet, dessen Minimum den ge-
suchten Zustand angibt. In Erweiterung zu den Ergebnissen aus [164]
ist hier die Berlicksichtigung von Wirmespannungen unter der Annahme,
daB die Temperatur keinen EinfluB auf die Materialkonstanten hat und
keine thermomechanische Koppelung vorliegt, in die Betrachtungen
eingeschlossen.

Im vierten Kapitel wird dann die allgemeine Vorgehensweise zur
Formulierung und L&sung des Zuwachs-Randwertproblems mittels
kinematischer Verfahren dargestellt. Dabei wird besonderer Wert darauf
gelegt, den Zusammenhang der Formulierung in den Geschwindigkeiten
derjenigen in endlichen Inkrementen deutlich herauszustellen. Am SchluB
des Kapitels wird aufgezeigt, wie thermische Einfliisse in eine variat-

ionelle Formulierung eingebracht werden k&nnen.



In vielen praktischen Fidllen ist es fiir die Bemessung eines Bauteils
ausreichend zu wissen, ob es unter gegebenen variablen Lasten aufgrund
akkumulierter plastischer Dehnungen versagt, oder ob es einen Grenz-
zustand gibt, jenseits dessen die verdnderlichen Lasten keine zu-
sdtzlichen plastischen Verformungen erzeugen. Dieser Frage, der im
Bereich geometrisch linearer und A priori diskretisierter Systeme,
insbesondere Stab- und Rahmentragwerke, erhebliche Beachtung zugekommen
ist [42,43,74-76,95], widmet sich das Kapitel V aus kontinuums-
mechanischer Sicht durch die Erweiterung des MELAN'schen Theorems auf
geometrisch nichtlineare Probleme bei Verwendung des Stoffgesetzes nach
[49,52]. Im letzten Abschnitt des finften Kapitels wird dann eine
Erweiterung des KOITER'schen Theorems [78], welches auf der Grundlage
kinematischer Vergleichszustinde ein hinreichendes Kriterium fir
Nichteinspielen liefert, auf eine Klasse geometrisch nichtlinearer
Probleme hergeleitet,. wobei diese Klasse enger ist als bei den
entsprechenden Herleitungen zum MELAN'schen Theorem in den ersten
Abschnitten des Kapitels.

Immer, wenn geometrische Nichtlinearit&dten das Verhalten von Strukturen
wesentlich beeinflussen, ist die Frage nach dem Versagen aufgrund des
Stabilitdtsverlustes 2zu stellen. Unter Benutzung von energetischen
Methoden, die mit den allgemeinen Erhaltungssdtzen aus Kapitel II
vertrdglich sind, werden in Kapitel VI notwendige Kriterien fir die
Stabilit&t gegebener elasto-plastischer Gleichgewichtszustinde herge-
leitet.

In Kapitel VII wird gezeigt, wie die in den Kapiteln III und V her-
geleiteten Methoden auf Flichentragwerke angewendet werden kénnen. Dazu
werden zundchst die Feldgleichungen sowie konstitutive Beziehungen fir
geometrisch nichtlineare elasto-plastische Fl&chentragwerke herge-
leitet. Grundlage dazu bilden die Arbeiten von HODGE [61,62],
PIETRASZKIEWICZ [122], DUsZEK [29,33,35] und sawczUK [137]. Danach
werden die Methoden aus den Kapiteln III und V fir bestimmte Schalen-

typen konkretisiert. Dabei folgen wir der Klassifikation von DUSZEK



(33,35], die durch Abwesenheit einer nur durch den Verformungszustand
bestimmten elastischen Energiedichte von den iliblichen Klassifikationen
der elastischen Schalentheorien ([122,138,150]) abweicht.

Die Berechnung des Einspielverhaltens einer elasto-plastischen diinnen
Platte: im Rahmen der VON KARMAN-Theorie unter 2zyklischen Lasten

schlieflit als Illustration des in Kapitel V vorgestellten Verfahrens die

Arbeit ab.



II. DAS VERHALTEN INELASTISCHER KORPER BEI QUASISTATISCHEN

VERFORMUNGSPROZESSEN
IXI.1 ZUR BESCHREIBUNG EINES THERMOMECHANISCHEN PROZESSES

Wir gehen davon aus, daB ein thermomechanischer ProzeB, dem ein fester
Kdérper unterworfen ist, bestimmt ist durch:
1) Die Geometrie des Kdrpers B zu Beginn des Prozesses.
2) Die Materialeigenschaften von B, die im allgemeinen von der
Belastungsgeschichte abhé&ngen.
3) Die &uBeren Wirkungen, die die Umgebung auf B ausiibt und die als
unabhangige ProzeBvariable den Prozef steuern.
Die Beschreibung des Prozesses erfordert dann:
1) Die Bestimmung der Geometrie von B im Verlauf des Prozesses.
2) Die Bestimmung von ZustandsgrdBen, die unabh&ngig von der
Position des Koérpers B seinen inneren Zustand definieren.
Dazu ist neben der Definition der beteiligten Grdéfen die Formulierung
ihrer funktionalen Zusammenh&nge notwendig derart, daB die Ldsung von
konkreten Rand- und Anf angs-Randwertproblemen méglich ist.
Ausgangspunkt ist dabei die gegebene Geschichte der unabhéngigen
ProzeBvariablen, bestehend aus den thermomechanischen Randbedingungen
und den volumenbezogenen Kréaften und Energiequellen. Die
ProzeBbeschreibung bezweckt dann die Bestimmung der abhédngigen
ProzeBvariablen zu jedem Zeitpunkt des Prozesses. Im einzelnen kd&nnen
dies nicht vorgeschriebene thermomechanische Randbedingungen,
Verschiebungen, Spannungen, Dehnungen, Temperaturen sowie nicht
spezifizierte Volumenkr&fte und volumenbezogene Energiequellen sein.
Neben diesen direkt beobachtbaren Zustandsgréfen ist die Evolution der
internen, nicht direkt beobachtbaren Parameter zur Bestimmung des
jeweiligen aktuellen Materialzustands von besonderer Bedeutung.
Bindeglied zwischen der Geschichte der unabhédngigen Prozefvariablen und
dem jeweiligen Zustand des betrachteten Kérpers sind:

a) Die allgemeinen materialunabhingigen Feldgleichungen, bestehend



aus Massenbilanzgleichung, Gleichgewichtsbedingungen und dem
ersten und zweiten Hauptsatz der Thermodynamik. Werden die
Gesamtdehnungen nicht aus Verschiebungsfunktionen abgeleitet, so
sind zus&tzlich die Kompatibilit&tsbedingungen zu erfﬁllen.

b) Das Materialgesetz, das Spannungen und Dehnungen miteinander
verknipft einschlieBlich der Beschreibung der eigenen Evolution
in Abh&ngigkeit von den gewdhlten beobachtbaren und internen
ZustandsgroéBen.

Es werden im folgenden nur Prozesse betrachtet, die in der N&he des
thermodynamischen Gleichgewichtes verlaﬁfen, so daB der Gesamtprozef
als eine Folge von Gleichgewichtszustdnden aufgefaft werden kann. Durch
diese Annahme ist es mdglich, die Methoden der klassischen
Thermodynamik auf die hier 2zur Beschreibung kommenden Prozesse

anzuwenden .

II.1.1 Geometrie

Gestalt und Bewequng eines Kérpers B werden in einem raumfixierten
euklidischen Koordinatensystem mit der Basis [0,e1,e2,e3], die den
Anschauungsraum E3 aufspannt, als Funktion der 2eit Tt beschrieben. 2Zu
Beginn des Prozesses zur 2Zeit t=0 hat B die Ausgangskonfiguration a°
und seine materiellen Punkte sind durch die materiellen Ortsvektoren X
mit den Koordinaten [X1,X2,X3] markiert. Die Bewegung von B wird dann
durch die Kurvenschar beschrieben, die die materiellen Punkte von B
durchlaufen. Sie ist durch die r&umlichen wund zeitabh&ngigen

2,x3] der rd&umlichen Ortsvektoren x aller Punkte X

Koordinaten [x1,x
bestimmt und definiert die jeweilige aktuelle Konfiguration © von B. Um
die speziellen Geometrien der zu untersuchenden Kérper wie Schalen,
Platten, Scheiben etc. sinnvoll 2zu nutzen, werden in der Regel
kdrperbezogene Koordinatensysteme eingefiihrt, so daB die Koordinaten
x® auf eine Basis [O,G1,GZ,G3] mit der Metrik Gap und die Koordinaten
x> auf die Basis [0,g1,g2,g3] mit der Metrik 9.b bezogen werden.



Die Konfiguration Q kann als zeitabhingige Abbildung [100,113]
interpretiert werden, die die Ausgangskonfiguration n° von B in die
jeweils aktuelle Konfiguration i{iberfitlhrt. Diese Abbildung kann
definiert sein durch die Verschiebungsvektoren u aller materiellen
Punkte von B mit den auf das raumfeste Koordinatensystem [O,e1,e2,e3]

bezogenen Komponenten

ul = xl(X,t) - xt , 1=1,2,3. (2.1.1)

Nur regulire Abbildungen Q(X,t) werden hier betrachtet, fiir die es eine
eindeutige Umkehrabbildung 0—1(x,t) gibt, die den abgebildeten Ko&rper
in seine urspriingliche Gestalt zuriicktransformiert. Dadurch werden
Effekte wie RiBbilduﬁg, Durchdringung und Faltung von der Betrachtung
ausgeschlossen [100]. Bei den hier behandelten Randwertproblemen ist
‘die Abbildung Q(X,t) bis auf den Anteil, der in den kinematischen

Randbedingungen enthalten ist, unbekannt.

II.1.2 AuBere Wirkungen

Wir unterscheiden statische, kinematische und thermische &uBere
Wirkungen.

Statische duBere Wirkungen sind die massenbezogenen Krdfte p(X,t) sowie
die auf dem Oberflachenteil SF von B wirkenden flachenbezogenen Krafte
f(X,t). Man unterscheidet zwischen Potentialkrdften, die sich aus einem
Potential herleiten lassen und Nichtpotentialkr&ftéﬁ.‘ﬁeispiel fir die
erste Kategorie sind Totlasten ("dead loads"), zu denen als Beispiel
die Gewichtskr&fte =zdhlen. Folgekrdfte ("follower loads") gehdren im
allgemeinen 2zur Kategorie der Nichtpotentialkrdfte. Dabei hé&ngt es
allerdings von den gewdhlten Systemgrenzen ab, ob das befreite System
unter der Wirkung der einen odér anderen Kategorie von Kraften steht.
So kann die Vergréferung des Kontrollraums unter Umst&nden ein Nicht-
potentialsystem in ein Potentialsystem {iberfilhren. Bei den hier be-

handelten Problemen beschrinken wir uns im wesentlichen auf Potential-
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systeme.

Wegen der deringen technischen Bedeutung wird hier beim drei-
dimensionalen Kontinuum auf die systematische Berlicksichtigung von
massen~ oder fl&chenbezogenen Momenten verzichtet. Bei Fl&chen-
tragwerken hingegen spielen &uBere Momente insbesondere an den Randern
eine wichtige Rolle und werden dementsprechend beriticksichtigt.
Kinematische duBere Wirkungen sind die auf dem Oberflé&chenteil SK von
B vorgeschriebenen Verschiebungen u(X,t) und, bei Fl&chentragwerken,
Rotationen des Randes. Auf die Behandlung &uBerer kinematischer
Wirkungen im Innern von B wird hier verzichtet. Als Beispiele hierfiir
seien PreBverbande [136] und VOLTERRA'sche Distorsionszustdnde [158]
genannt. .

Es sei bemerkt, daB sich die Oberfldchenanteile SF und SK gegenseitig
lUberlappen koénnen. Dabei fiihrt aber die Bedingung, daB die Elementar-
arbeit bzw. -leistung nicht durch die vorgegebenen Feldgrtfen allein
bestimmt sein darf, da sie ja sonst von der LOsung des Problems unab-

hangig wire, zur Forderung komplementdrer Randbedingungen.

Bip 1: BEISPIELE FUR KOMPLEMENTARE RANDBEDINGUNGEN _
A S 6, =0, u#0, 6,#0, uy=0, InS;: M=0,w #0
G, : SCHUBSPANNUNG. Gy : NORMALSPANNUNG. Ug: TANGENTIALVERSCHIEBUNG
u, : NORMALVERSCHIEBUNG, M : MoMENT., W' : NEIGUNGSANDERUNG
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Im einfachsten Fall bedeutet dies, daB sich SF und sK nicht liberschnei-

den (SFF\S = @ ). Es ist aber auch mdéglich, daB an einem Oberflé&chen-

K
teil durch entsprechende Lagerung nur die Bewegung in einer Richtung
behindert ist (z.B. durch ein reibungsfreies Rollenlager) oder, bei
Fl&chentragwerken, an einem Randgebiet die Verschiebung behindert, die
Verdrehung jedoch frei ist. In diesen Fallen iiberlappen sich SK und SF
und die zueinander zugeordneten Kraft- und VerschiebungsgréBen milssen
im obigen Sinn auf ihre Komplementaritdt uberpriift werden.

Thermische &uBere Wirkungen sind vorgeschriebene Temperaturen #&(X,t),
Temperaturgradienten V&(X,t) sowie massenbezogene Wirmequellen r(X,tT).
Die im energetischen Sinn zur Temperatur komplementdre GréBe ist die

Entropie s.

ZusammengefaBt ergibt sich der Vektor a der &uBeren Wirkungen zu

( P \ inv
f auf SF
* fs
u au K
a = r in Vv (2.1.2)
r
9 in V'9
Vo auf S
q
\ 9 ) auf Sa .

V bezeichnet hier das gesamte Volumen von B und Vr sowie VB die Teile

des Volumens, in denen die Warmeproduktion bzw. die Temperatur

9 die Teile des Randes,

auf denen der Temperaturgradient bzw. die Temperatur selbst

vorgeschrieben ist. Entsprechend sind Sq und S

vorgeschrieben sind. Abweichend von der hier gewdhlten
Darstellungsweise k&énnen die &uBeren Wirkungen auch auf die aktuelle

oder eine beliebige andere Konfiguration bezogen werden.
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IXI.1.3 Der innere Zustand

Nur wenn der innere Zustand des betrachteten Kdrpers durch geeignet
gewdhlte Zustandsvariable in seiner Evolution ausreichend erfaBt wird,
kann der beobachtete Proze3 beschrieben werden. Dazu gehért die
Definition von koordinatenunabhdngigen konjugierten Dehnungs- und
SpannungsmaBen, inneren Zustandsvariablen, die den inneren Material-~
zustand beschreiben (interne Parameter) und konjugierte thermische
Variable. An die Gesamtheit dieser Variablen ist die Bedingung
gestellt, daB sie und ihre =zeitlichen Ableitungen objektiv, d.h.
unberiihrt von Starrkdérperrotationen sind. Konjungiert zueinander sind
Spannungen und Dehnungen dann, wenn ihr Produkt die tats&chliche
mechanische Elementararbéit bzw. -leistung darstellt, die im
betreffenden Koérperelement geleistet wird [91]. Ebenso miissen
konjugierte thermische Variable den ihnen entsprechenden Anteil
nichtmechanischer Elementararbeit bzw. -leistung darstellen (siehe auch
Abscnitt II.2.4). An die internen Parameter hingegen wird hier zunichst
nur die Forderung der energetischen Konsistenz und Widerspruchsfreiheit
bezliglich der thermodynamischen Bilanzgleichungen (siehe Abschnitt
II.2.4) gestellt. In Abschnitt II.3.4 wird die Definition konjugierter
interner Parameter dahingehend verschérft, daB ihr Produkt keinen

Beitrag zur beobachtbaren Elementararbeit leistet.

1I.1.4 Die Deformation eines Kontinuums

Die Deformationen verkniipfen die raumbezogene Geometrie des
betrachteten Kérpers iber das koordinatensystemunabhéngige Material-
gesetz mit den lokalen KraftgréBen, den Spannungen. Bei der hier
vorausgesetzten reguldren Bewegung ist der Deformations- oder

Verzerrungszustand durch den Deformationsgradienten F mit
F = vx(x) | (2.1.3)

definiert. In Komponentenschreibweise erh&lt man
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Biwp 2: RaumMFeSTE BEZUGSSYSTEME
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F=(m”w%%$=(mgw%f$ (2.1.4)

mit.den entsprechenden Permutationen filir die restlichen Kombinationen
aus ko- und kontravarianten Basisvektoren. Dabei bezeichnen g, und GA
die kovarianten Basisvektoren in der verformten bzw. unverformten
Konfiguration, wdahrend ga und GA die entsprechenden kontravarianten
Basisvektoren sind.

Im folgenden werden hdufig nur die Komponenten des jeweiligen Tensors

ausgeschrieben, so daB (2.1.4) ersetzt wird durch

a a A A
F.A = (9x /8X7) , FaA = (axa/ax ) . (2.1.5)

Zu einer direkten Benutzung in einem Stoffgesetz ist der
Deformationsgradient allerdings ungeeignet, da er die Rotationen der
Volumenelemente relativ zum Bezugssystem enthdlt und daher dem Anspruch
auf Objektivitdt nicht gerecht wird. Durch die Einfihrung der
CAUCHY-GREEN-Verzerrungstensoren erhdlt man DehnungsmaBe, aus denen die
koordinatensystembezogenen Rotationen eliminiert sind: Der rechte

CAUCHY-GREEN Verzerrungstensor C ist definiert durch
C = FF (2.1.6)

mit den Komponenten

a

Cag = FoaFap -

(2.1.7)

Der linke CAUCHY-GREEN Verzerrungstensor b ist definiert durch

b = F-FT (2.1.8)

mit den Komponenten

ab aAFb

b™ =F A . (2.1.9)
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Wahrend C auf die Ausgangskonfiguration mit der Basis GA und der Metrik
GAB bezogen ist, ist b auf die aktuelle Konfiguration mit der Basis 9,
und Qer Metrik b bezogen. Aus ihnen ergeben sich direkt der
GREEN' sche Dehnungstensor E und der ALMANSI® sche Dehnungstensor e mit

den Komponenten

A A
= (1/2)(CAB - GAB) bzw. E.B = (1/2)(C.B -6

A

gl (2.1.10)

EAB
und

ab

e® - (1/2)(g® - ) baw. &2 a

a
= (1/2)(6b - b.b). (2.1.11)

b

Dabei ist E auf die Ausgangskonfiguration und e auf die aktuelle
Konfiguration bezogen. (E ist auch unter der Bezeichnung "materieller
Verzerrungstensor" oder “LAGRANGE'scher Dehnungstensor" bekannt,
wdhrend filr e auch die Bezeichnungen “r8umlicher Verzerrungstensor"
oder "EULER'scher Dehnungstensor® {iblich sind). Ein Uberblick ilber die
Definition verschiedener VerzerrungsmaBe findet sich in [91].

Die gebrduchlichsten objektiven DehnungsmaBe sind fiir reelle Parameter

m in der Ein-Parameter-Familie

(1/2m)(lim- 1) farm#£0 , i=1,2,3

1n Ai flr m = 0 (2.1.12)
enthalten [34,59,60]. Dabei sind A;die Streckungen("stretches") in den
Hauptdehnungsrichtungen und € die entéprechenden Hauptdehnungen der
durch beliebig wdhlbare Werte m definierten DehnungsmaBe. So erhdlt man
z.B. fir m=1 die Hauptdehnungen des GREEN'schen, fir m=-1 die des
ALMANSI'schen und fiir m=0 die des HENCKY schen Dehnungstensors [34].
Eine alternative Methode zur Herleitung von DehnungsmaBen geht auf
LEHMANN [84 - 89] zuriick : Beschreibt man die Bewegung mittels
eines Koordinatensystems, das an B fixiert ist, so daB es die gleiche

Verzerrung erfdhrt wie der betrachtete Kérper (konvektives Koordinaten-
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system), so l&Bt sich die Anderung der Metrik durch die Matrizen

“a ac 1.a  ac. ' '
q-y = G 9eb ’ (q ).»b =g ,'Gcb o (2..1.13)

darstellen. Dabei sind G°C und g°C die Metriken ein und dessélbeén
Koordinatensystems im unverzerrten und verzerrten Zustand. Durch Bezug
auf die Basisvektoren in der unverformten Konfiguration erh&lt man den

Dehnungstensor 8, definiert durch

-1 a b

o] a o -1
q = q.bGaGb bzw. (q) = (q )'bGaG . (2.1.14)

Durch Bezug auf die verformte Konfiguration erh&lt man analog zu
(2.1.14)
a_ b -1,a b ’
= . s . (2.1.15)
q=9.,99 bzv. (a ). g9 | A

Mittels ‘isotroper Tensorfunktionen lassen sich diese Dehnungstensoren
in eine unbegrenzte Anzahl &quivalenter DehhungsmaBe (u.a. auch in den
GREEN ' schen-, ALMANSI' schen-, HENCKY' schen Dehnungstensor) tuberfihren
[88].:

Fir die Formulierung von Stoffgesetzen ist es vorteilhaft, daB bei der

Verwendung eines mitbewegten Koordinatensystems die stérenden Starr-
kdrperrotationen &  priori eliminiert sind. Daher ist ‘diese
Darstellungsweise in besonderem MaBe bei der Formulierung von Modellen
zum Stoffverhalten geeignet.

Allgemein - hingt die Wahl des geeigneten DeformdtionsmaBes von der
Problemstellung: ab: Ist das Interesse hauptsichlich auf das
Materialverhalten ausgerichtet, so ist in der Regel eine Darstellung in
Bezug auf die verformte Konfiguration zu empfehlen, da diese einen
natiirlichen Rahmen fiir das Stoffgésetz bildet. Allerdings mu8 hierbei
in Kauf genommen werden, daB die verformte Konfiguration bei
Randwertproblemen meistens unbekannt ist und somit als Teil der
unbekannten L&sung in die Problemformuliérung mit - eingeht. Da zur

Erstellung von Materialgesetzen ~jedoch {iblicherweise homogene Deh-
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nungs-und Spannungszustidnde experimentell erzeugt werden, stellt die
unbekannte Verformung in diesem Fall kein wesentliches Problem dar.

Im Gegensatz dazu ist man bei der L3sung allgemeiner inhomogener
Randwertprobleme auf die mdglichst genaue Kenntnis der Bezugskon-
figuration angewiesen. In diesem Falle bietet sich demzufolge die
Ausgangskonfiguration als Bezugskonfiguration an. Dieser Standpunkt
wird hier in den Kapiteln, die die L&ésung von Randwertproblemen be-
treffen, auch eingenommen. Weitere Kriterien filir die geeignete
Darstellungsweise ist die Zerlegbarkeit des gewdhlten DehnungsmaBes in
reversiblen und irreversiblen Anteil (siehe auch Abschnitt II.3) sowie
die Frage, ob das gewdhlte DehnungsmaB eine auf die Strukturgeometrie

bezogene Darstellung im Bedarfsfall fdrdert (siehe Kapitel VII).

II.2 DIE ERHALTUNGSSATZE DER THERMOMECHANIK
II.2.1 Das Massenerhaltungsgesetz

Beschrdnkt man sich auf die Beschreibung von Vorgédngen, bei denen
Wachstums-und Schrumpfungsprozesse, etwa durch Diffusion, keine Rolle
spielen ("locally mass closed systems" [38]), so folgt aus der

Massenerhaltung fiir den Gesamtkérper in raumbezogener Darstellung

(d/dt)I pdvV(x) = I (3/07) (p3)av(x) = 0 (2.2.1)
(v) (v)

die lokale Forderung

(3/0t)(pJ) =0 (2.2.2)
beziehungsweise

= . 2.2.3

poJ° pJ ( )

Dabei ist J die JAKOBI'sche Determinante [100], fir den Fall allgemeiner

Koordinatensysteme definiert durch
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a A 1/2
J = Det [ax (x)/8x ][ (Det g, )/ (Det G, )] (2.2.4)

und p bzw. Py bezeichnen die Dichte im verformten bzw. unverformten

Zustand. Fir kartesische Koordinaten vereinfacht sich J zu
J = pet [3x2(x)/ax™]. (2.2.5)

Flir reguldre Bewegungen ist J(X,t) immer gréBer als null. Dies folgt
sofort daraus, daB fir die Ausgangskonfiguration zur Zeit 1 = 0 die
JAKOBI ' sche Determinante J° = J(X,0) den Wert eins hat und fir alle

Zeiten T gilt, daB J(X,t) von null verschieden ist.

II.2.2 Der Impulssatz

Die globale Impulsbilanz bezogen auf die aktuelle Konfiguration in
rdumlichen Koordinaten mit v als Geschwindigkeit eines Volumenelementes

lautet:

(d/dt)J pve av = I p2 av + I £2 ds; (2.2.6)
V) (V) (s)

d.h. die zeitliche Anderung des Integrals der BewegungsgrdBe pv iiber
den gesamten Kérper B ist gleich der resultierenden Kraftwirkung auf B.
Dabei bezeichnet f hier die Oberflichenkraftdichte auf der gesamten

Oberfldche S, bestehend aus SF’ wo £ vorgegeben ist und S _, wo f unbe-

k
kannt ist.

Es ist mdglich, das Oberfldchenintegral in Gleichung (2.2.6) in ein
Volumenintegral umzuwandeln. Dazu wird zundchst die Oberfldchenkraft-

dichte f als Projektion eines Tensors ®6 in die Oberflichennormalen-

richtung n der verformten Konfiguration von B interpretiert:

f =nCo (2.2.7)

(2.2.8)
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Wendet man jetzt das Divergenztheorem an, so 148t sich das Oberflé&chen-

integral in Gleichung (2.2.6) umformen

av , (2.2.9)

wobei der vertikale Strich die kovariante Ableitung nach der dem Strich

folgende Koordinate bedeutet. Gleichung (2.2.6) geht Uber in

(d/dt)j pvadV = I (ppa + coablb) av . (2.2.10)
(v) (v)

ca wird CAUCHY'scher oder EULER'scher Spannungstensor genannt. Er ist

vollstdndig auf die Basis der verformten Konfiguration von B bezogen:

c c ab
6= 0 9.9, - (2.2.11)

Wird bei der Zerlegung von f anstelle des Normalenvektors n der ver-
formten Konfiguration der Normalenvektor n der Ausgangskonfiguration

benutzt, so ergibt sich die Zerlegung

f=n-+1t (2.2.12)
oder, in Komponentenschreibweise

f  =n_t . (2.2.13)

Die Anwendung des Divergenztheorems liefert jetzt:

n_ t%° as = I 25|

(s)) (v.)
o o

B av (2.2.14)

und die Gleichung (2.2.6) geht liber in

a a aB
(B/GT)J Py v av = I (po p +t IB) av. (2.2.15)
(v.) (v.)
o o
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Der Tensor t ist als "erster PIOLA-KIRCHHOFF'scher Spannungstensor" be-
kannt. Andere ibliche Bezeichnungeh sind "LAGRANGE'scher" oder
"Nomineller" Spannungstensor.

Es ist zu bemerken, daB t auf die Basen der unverformten und der ver-

formten Konfigurationen gleichzeitig bezogen ist mit
(2.2.16)

Durch Multiplikation mit der Inversen des Deformationsgradiententensors

F kann dann der zweite PIOLA-KIRCHHOFF'sche Spannungstensor ¢ (auch als
"KIRCHHOFF'scher Spannungstensor bezeichnet) erzeugt werden. Er ist

definiert durch

A

.

-1 aB
g =(F )et = (F ) t GAGB . (2.2.17)

Fir ihn ist charakteristisch, daB er ausschlieBlich auf die Basis der
unverformten Konfiguration von B bezogen ist.

Benutzt man ihn in Gleichung (2.2.15), so erhdlt man:

(a/ar)f pova av = I [popa + (FaAoAB)IB] av . (2.2.18)
V) (v)
(o] (o}

Entsprechend 143t sich der 2Zusammenhang zwischen dem ersten
PIOLA-KIRCHHOFF'schen und dem CAUCHY'schen Spannungstensor herleiten.

Man erhdlt:

aB -1,B c ab
c

t=(p/p)E) + %0 bazw. 3= (p /p)(FT)E (2.2.19)

Fiir den Fall quasistatischer Prozesse sind die linken Seiten von
(2.2.10, 2.2.15, 2.2.18) jeweils null und man erhdlt die drei &qui-

valenten Formen der globalen Gleichgewichtsbedingungen

(pp° + coab|b) av = 0 (2.2.20)
(V)
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a aB
(pp + t IB) av = 0 (2.2.21)
(v.)
(o]

a a AB
(pp + (F ,a )| ] av=o0 . (2.2.22)
(v)
(o]

Uber die Annahme, daB diese Gleichungen nicht nur fiir das Gesamtsystem

sondern auch fiir jedes beliebige Subvolumen giiltig sind, erh&lt man die

lokale Form der Gleichgewichtsbedingungen zu

pp- + coablb =0 in v (2.2.23)
24t <o in v (2.2.24)
PP B = in V_ .2.
a a AB .
PP + (Fa )| =0 inv_ . (2.2.25)

Als statische Randbedingungen auf dem Teil sF der Oberfldche von B, auf
dem die Kré&fteverteilung vorgeschrieben ist, sind dann die Gleichungen
(2.2.7) bzw. (2.2.8), (2.2.12) bzw. (2.2.13) oder, ausgedriickt mittels

des zweiten PIOLA-KIRCHHOFF'schen Spannungstensors
f=n-+(Po) bzw. £ =n_F ¢ (2.2.26)

zu erfillen.

Der Ubergang von der globalen zur lokalen Form der Gleichgewichtsbedin-~
gung ist allerdings nur unter der Voraussetzung gerechtfertigt, daB die
Fernwirkungen der Massenelemente von B aufeinander (zum Beispiel Gravi-
tationswechselwirkungen oder molekulare Kohdsion[6,38]) vernachléssigt
werden. Diese Effekte spielen bei den hier behandelten technischen
Prozessen jedoch keine Rolle, so daB fortan die lokalen Gleichgewichts-

bedingungen in der obigen Form benutzt werden.
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IX.2.3 Der Drallsatz

Die globale Drehimpulsbilanz fiir eine volumenbezogene Momentenver-
teilung m ergibt sich bei Bezug auf die aktuelle Konfiguration in

raumlichen Koordinaten analog zu Gleichung (2.2.6) zu:

(d/dt)f sabk xo pvb av = | (e k x> pb + mk) 4av +

(v) (v)

e k3P as (2.2.27)

wobei eabk das Permutationssymbol ist. eabk nimmt fir die Permutationen
(1,2,3), (2,3,1), (3,1,2) der Indizes den Wert eins an. Fir sich wie-
derholende Werte der Indizes hat € den Wert null und fiir alle anderen
Fdlle den Wert minus eins.

Unter der Benutzung des CAUCHY'schen Spannungstensors erh&lt man hier-

aus:

k _a b krc ab a,c bc b k
I €p X p(dv /dt) dv = I{eab [To7 +x (o |c+p )] + m} av.

(v) (v)
(2.2.28)

Dabei ist bericksichtigt worden, daB wegen der Symmetrie von (v vb) in
den Indizes a und b und der Antimetrie von eabk in a und b der Ausdruck
k a_ b
v v =

k a b . \ .
eab = sab (dx /3t)v  identisch null ist.

Setzt man Gleichung (2.2.10) in (2.2.28) ein, so ergibt sich

I (eabk coab + mk)dv =0 (2.2.29)
(v)

als Forderung. SchlieBt man &hnlich wie bei Betrachtung des Im-
pulssatzes Wechselwirkungseffekte aus, die den Ubergang von der
integralen Form zur lokalen Form stéren, so folgt aus Gleichung

(2.2.29) schlieBlich die lokale Bedingung

Eabk e _ _ n¥ . (2.2.30)
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Fir verschwindende Momentenverteilungen m ist dies gleichbedeutend mit

der Fofderung nach der Symmetrie des CAUCHY'schen Spannungstensors s:

Ca?T = %o bzw. So® = S4P2. (2.2.31)

Unter der Benutzung des Zusammenhangs zwischen co, t und ¢ nach
(2.2.17) und (2.2.19) erh8lt man die der Gleichung (2.2.31) ent-

sprechenden Forderungen

ia

(F°t)T = Fet bzw. FlAtJA -t (2.2.32)
und
R, i 3 AB_ _j i AB
[F-(F-0)]" = Fe(Fr0) bzw. F ,F'o o =F F o . (2.2.33)

Durch zweifache Multiplikation beider Seiten von (2.2.33) mit der In-

-versen des Deformationsgradienten F erhdlt man sofort die Bedingung

oT =0 bzw. oAB =.OBA, (2.2.34)

d.h. die Forderung nach der Symmetrie des zweiten PIOLA-KIRCHHOFF'schen

Spannungstensors.

II.2.4 Erster und zweiter Hauptsatz der Thermodynamik

Der erste Hauptsatz (Energieerhaltungssatz) besagt allgemein, daB fiir
einen K&rper B bei Vernachldssigung der potentiellen Energie die
zeitliche Anderung der Summe aus kinetischer und innerer Energie gleich

der zugefilhrten (mechanischen und nichtmechanischen) Energie ist:
(@/d0)(K +E ) =W+ Q. (2.2.35)

Dabei gelten die folgenden Definitionen:

Kinetische Energie K:

K = (1/2)[ p(vev)dv (2.2.36)
(v)
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‘Innere Energie E:

E = Jpedv (2.2.37)
v)

mit e als spezifischer innerer Energie, die neben der direkt wiederge-
winnbaren mechanischen Energie noch thermische, chemische und andere

Energieanteile enthalten kann.

Zugeflihrte mechanische Leistung W

W o= IJ: av = Ip'v av + If-v ds (2.2.38)
) (V) (s)

mit w als spezifischer mechanischer Leistung.

Zugefihrte nichtmechanische Leistung Q

[

Q = Ip r Qv - Iq-ﬁ ds. (2.2.39)
(V) ()

Hier bezeichnet r die volumenhaft verteilten Wérmequellen bzw. -senken
und q den Energiestromvektor.
Setzt man die Definitionen (2.2.36-39) in die Gleichung (2.2.35) ein,

so erhdlt man in Indexschreibweise:

ab ab
(d/dT)I [pe + (1/2)(gabv v )]dav = I p(gabp v+ r)dv
(v) ‘ (v)

+ I gab(vafb
(s)

- ¢® i®as (2.2.40)

bei Bezug auf die aktuelle Konfiguration und
@/da0)| [pe + (1/2)(g v lav = | p (g p2P + r dav +
oo ab oo o “ab’o o o
(v) ' (v)
o o

A _aB b A B
I GAB(n t Vo 9 ~ 9, 1 )ds (2.2.41)
(s )
o
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bezogen auf die Ausgangskonfiguration, auf die der tiefgestellte Index

"o" hinweist. Bei Gliltigkeit der Massenerhaltung, des Impulssatzes und
des Drallsatzes erhdlt man aus (2.2.40-41) die lokale Form des ersten
Hauptsatzes:

Bezogen auf die aktuelle Konfiguration ergibt sich mit d als Zeitab-

leitung des ALMANSI'schen Dehnungstensors

pe + V -q = 6 : d + pr (2.2.42)

beziehungsweise in Indexschreibweise

c

a, a a ab
pL(8e/81) + (3e/3x )v"] + q Ia = (1/2) o (va|b+vb|a) + pr .

(2.2.43)
Bezogen auf die Ausgangskonfiguration erh&lt man:
Py * v&-qo =0 : D+ Po¥o (2.2.44)
bzw. in Indexschreibweise
A *A a AB
po(aeo/ar) + qolA = ta (aF_A/ar) +pr, =0 DAB + P T,
(2.2.45)
mit
D, = (1/2[F° (v | +F (v [.] (2.2.46)
AB *B o'b'A *A o'b'B et
und
A -1,A a
q = J(F ).aq . (2.2.47)

Geht man davon aus, daB die Anderungsgeschwindigkeit w der spezifischen

mechanischen Energiedichte w aus einem direkt rickgewinnbaren Anteil
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W und einem nicht direkt riickgewinnbaren Anteil &i besteht, so gilt
bei Zugrundelegung des MAXWELL'schen Materialmodells (z.B. [41]), bei
welchem vorausgesetzt wird, daB ein materielles Element als Hinter-
einanderschaltung verschiedener Feder- bzw. Feder-Ddmpfer-Reibelemente

interpretiert werden kann (siehe auch Bild 9):

wW=w +w, = (1/p )a:(e_+¢€,) . (2.2.48)
X 1 [} r h}

Hierbei ist das auf die Ausgangskonfiguration bezogene adjungierte Paar
o, € zundchst beliebig und muB erst bei der weiteren Konkretisierung
des Problems spezifiziert werden. Die Dehnungsgeschwindigkeitstensoren
ér und éi sind dabei nicht notwendigerweise symmetrisch [88].

Mittels der LEGENDRE-Transformation kann iber die innere Energie e
(2.2.37) die spezifische freie Energie (HELMHOLTZ'sche Energie) £ und
die spezifische freie Enthalpie T definiert werden; die den inneren
Zustand des Materials beschreibenden Parameter werden hier und im

folgenden mit x bezeichnet:

e - 8s (2.2.49)

M
it

]

E(er, 8, n)

C =;(6, 9, Jl)

£ - (1/p )oie_ (2.2.50)

wobei T auch direkt mit e Uber die doppelte LEGENDRE-Transformation

verbunden werden kann
L =e-9%s - (1/po)6:er . (2.2.51)

Die spezifische Entropie als zur Temperatur konjugierte Variable ist

hier mit s bezeichnet. Gleichung (2.2.49) ist &quivalent zu
G =p, (ag/aer) , 8 = -dE/9% (2.2.52)
und (2.2.50) bzw. (2.2.51) ist Aquivalent zu

e, = =P, (8z/d0) , 8 = -90/38% . (2.2.53)
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Zur Herleitung der Evolutionsgleichungen filr die Entropie sowie den
reversiblen und den irreversiblen Anteil der mechanischen Leistung wird
die 2zeitliche Ableitung von (2.2.44,48-49) gebildet. Man erhdlt mit

(2.2.27) und (2.2.48)
£ = (65/6=r>=ér + (9E/08)9 + (BE/am)x =
v +w +r-(1/p)divg-8s-9 s . (2.2.54)
Aus (2.2.48) und (2.2.52) folgt dann
98 =w +r -(1/p ) div q - (3E/om) *x . (2.2.55)
Benutzt man dann weiter (2.2.53)2 mit
s = -[(a%/28%) & + (azg/aaaer)zér + (8%E/383m) ] , (2.2.56)

so erhdlt man als Evolutionsgleichung filir den irreversiblen Anteil der

mechanischen Arbeit
°® 2 2 hd 2 .
w, = -9 [(3°E/89°)8 + (D £/380¢e ) ;e ] -
[a%E/00ax) - (1/8) (9E/ax)]x + (1/p) 4iv q - r . (2.2.57)

Eine &quivalente Gleichung erhdlt man bei Benutzung der freien

Enthalpie T unter Verwendung der Gleichungen (2.2.42,48,51,53) mit
° 2 2. 2 .
w, = -8 [(37°2/087)8 + (87C/0880):0 ] -
[(aZC/aeau) - (1/0)(6C/an)]°i + (1/po) divg-r. (2.2.58)

Die Evolution des reversiblen Anteils &r der mechanischen Ele-

mentarleistung ist einfach gegeben durch
w_ = (BE/BBr):sr . (2.2.59)

Bei Verwendung der spezifischen freien Enthalpie I ergibt sich unter

Benutzung der zeitlichen Ableitung von (2.2.53)1 und (2.2.48)

v = ~0:[(8°C/30°):0 + (3°C/8009)8 + (82C/datx)x 1 . (2.2.60)
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Die Evolutionsgleichungen (?.2.56,57,60) bzw. (2.2.40,58,44) fiur s, W
und W, resultieren aus der Anwendung des ersten Hauptsatzes der Thermo-
dynamik. Temperatur und Entropie sind hier zundchst nur Trans-
formationsvariable, deren physikalischer Inhalt erst dqurch die For-
derung des zweiten Hauptsatzes erhellt wird: Die Entropie eines
abgeschlossenen Systems nimmt nicht ab; nur in einem idealen Prozef
kann sie konstant bleiben. Die Entropie wird somit zu einem Evolutions-
indikator [128), der die Richtung von Prozessen anzeigt. Fiir aufein-
anderfolgende benachbarte Gleichgewichtszustédnde wird dies ausgedriickt

durch

I 8 As dV > AE - AW, (2.2.61)

(v.)
o

wobei W die gesamte mechanische Energie des Systems ist. Betrachtet man
jedes materielle Element als thermodynamisches System und geht man zur
Beschreibung von Zustandsédnderungen durch Geschwindigkeiten iiber (was
nur unter der in II.1 getroffenen Annahme zur ProzeBfiihrung in der N&he
des thermodynamischen Gleichgewichts méglich ist), so erh&lt man mit

(2.2.42) aus (2.2.61) die CLAUSIUS~-DUHEM-Ungleichung
8s>-(1/p ) divg+r (2.2.62)

als lokale Formulierung des zweiten Hauptsatzes der Thermodynamik. Nach

LEHMANN [88] kann weiter zwischen reversiblem und irreversiblem Anteil

der Entropieé&nderung ér und éd unterschieden werden. Danach sind die

folgenden spezifischen Leistungen die physikalische Ursache fiir den

irreversiblen Anteil é s

d
a) Die unmittelbar dissipierte Leistung &d’ definiert durch &d = &i‘-
t}h , wobei ‘;'h der Leistungsanteil ist, der filir den Anteil der

Strukturdnderung aufgebracht wird, der bei entsprechender physi-
kalischer Behandlung des Materials wiedergewonnen werden kann.
b) Der irreversible Anteil des Energieflusses 9 mit 93 =9 -9, >

wobei q, den Nicht-Warmeanteil des Energieflusses darstellt.
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c) Die Entropieproduktion ﬁ, hervorgerufen durch den Nicht-Warmeanteil
q, des Energieflusses sowie durch die spezifischen Energiequellen r
und andere denkbare interne dissipative Vorgénge.

Damit ergibt sich eine gegeniber (2.2.62) verschérfte Forderung des

zweiten Hauptsatzes:

9 éd = &d - (1/p8) V8 +8n>0 . (2.2.63)

II1.3 STOFFGESETZE INELASTISCHER KURPER

II.3.1 Zerlegung der Deformationen in reversiblen und irreversiblen An-

teil.

Die in Abschnitt II.2 hergeleiteten Erhaltungssdtze der Thermomechanik
erlauben noch keine L&sung von Randwertproblemen. Dazu ist die Ver-
knlipfung der adjungierten Spannungs- und DehnungsmaBe sowie der
adjungierten internen Parameter und der kalorischen Variablen mitein-
ander {ber das Materialgesetz erforderlich. Da dieses aber ganz
verschiedene physikalische Effekte wiedergeben muB8, ist eine Auf-
spaltung der gesamten Deformationen beziehungsweise Deformations-
geschwindigkeiten entsprechend der Gleichung (2.2.48) angebracht.

wWahrend im Rahmen der geometrisch 1linearen Theorie die additive

Zerlegung des linearen Dehnungstensors € = (1/72)[Vva + (vu)T] in rein
elastischen Anteil ez und inelastischen Anteil et giltig ist mit
e i
€ =€ +€ (2.3.1)

haben sich im Bereich der geometrisch nichtlinearen Theorien

nebeneinander verschiedene Konzepte entwickelt.
a) Multiplikative Zerlegung des Deformationsgradienten

Der Deformationsgradient F wird multiplikativ in Anteile F° und F*

zerlegt mit

|

F=F «F bz ) = (Dl T . (2.3.2)

K
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Dabei bildet Fi die Ausgangskonfiguration in einen fiktiven und
spannungsfreien 2Zwischenzustand Q* ab, der einen im allgemeinen Fall
inkompatiblen Verformungszustand darstellt. Die Konfiguration n* wird
dann wieder als Ausgangskonfiguration fir den reversiblen Defor-
mationsanteil F° benutzt.

Die Basis von Fi setzt sich aus einem Basisvektor ;M des fiktiven
spannungsfreien Zustands zusammen, wdhrend die Komponenten von Fo auf
einen Basisvektor g:j der verformtep Konfiguration und einen Basis-

* *
vektor gM der spannungsfreien Konfiguration Q bezogen sind.

XJ' _Q*

Bib 4: MULTIPLIKATIVE ZERLEGUNG DES DEFORMATIONSGRADIENTEN

Die Zerlegung (2.3.2) wurde von BACKMAN [3] erstmals eingefiihrt und
insbesondere durch LEE und LIU [81], LEE [82] und MANDEL [97 - 991]
weiterentwickelt und auf Probleme der Plastizitétstheorie angewandt.
Dieses Konzept findet heute insbesondere in theoretisch orientierten
Arbeiten ,' in dehen keine Einschrénkungen der Deformation postuliert

werden, breite Anwendung.
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b) Additive Zerlegung des GREEN'’schen Dehnungstensors

Hierbei wird der GREEN'sche Dehnungstensor E durch
i
E=E'+E (2.3.3)

ip einen rein irreversiblen Anteil Ei und den Differenzdehnungs-
zustand E' zerlegt. Dieses Vorgehen entspricht der Zerlegung im Fall
der geometrisch linearen Theorie; in Ei sind hier die plastischen und
viskoplastischen Dehnungsanteile zusammengefaft, die mit einem gege-
benen Stoffgesetz beschrieben sind. Erstmals in einen weiteren
thermomechanischen Rahmen wurde es von GREEN und NAGHDI [44]
gestellt, wobei schon dort das Problem angesprochen wird, daf E' im
allgemeinen nicht unabhdngig von den inelastischen Deformationen ist.
Von besonderem Interesse wird es fir uns sein, unter welchen Um-
stidnden E' rein reversibel und somit iiber einfache konstitutive
Gesetze zugédnglich ist (Kommentare zur Verwendung von (2.3.3) siehe

auch in [53], [88]).

c) Metriktransformation eines konvektiven Koordinatensystems
Wie in Abschnitt II.1.4 dargestellt wurde, 148t sich die Deformation
eines Kérpers durch eine Transformationsmatrix q beschreiben, die das
Produkt der Metriken eines mitbewegten Koordinatensystems im unver-
formten und verformten Zustand ist [Gleichung (2.1.13)]. Durch Bezug
auf die verschiedenen Basissysteme lieBen sich dann verschiedene
Dehnungstensoren definieren [Gleichungen (2.1.14-15)]. Diese Metrik-
transformation 138Bt sich auf nattirliche Weise 2zur Zerlegung der
Gesamtdeformation in reversiblen und irreversiblen Anteil nutzen.
Dazu wird die Metrik ; der fiktiven spannungsfreien Zwischenkonfi-
guration n* eingefiihrt, mit deren Hilfe die Transformationsmatrix q:

zerlegt wird:

a ab am¥* *rsg i, a r.r
qb =G gcb = G gmrg gsb= (g ).r(q )'b . (2.3.4)

Hierbei bezeichnet q1 den irreversiblen und qr den reversiblen Anteil
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der Gesamtdeformation. Im Unterschied .zur Zerlegung (2.3.2) werden
durch die Verwendung konvektiver Koordinaten die Rotationen der
materiellen Elemente von vornherein von der Betrachtung ausge-
schlossen.

Alle drei Konzepte wdhlen die fiktive spannungsfreie Konfiguration n*

als Grundkonfiguration flUr den reversiblen Dehnungsanteil.

Diese Vorgehensweise ist jedoch nicht zwingend. So entwickelt z. B.

BELL [7 - 10] auf der Grundlage des rotierten ersten
PIOLA-KIRCHHOFF'schen Spannungstensors tR ein inkrementelles Stoff-
gesetz, das sich auch bei komplizierteren nicht proportionalen
Belastungsgeschichten bewdhrt hat. Es gelten dabei die Definitionen

tR = Ret mit F = R*V. Hier ist V der rechte Strecktensor und R der
Rotationstensor aus der polaren Zerlegung von F.

Es ist nicht m8glich, dem einen oder anderen Zerlegungstyp von
vornherein den Vorzug 2zu geben, da jeder gewisse Vor- und Nachteile
gegeniiber dem anderen aufweist. So beinhaltet der Deformationsgradient
F in der Zerlegung (2.3.2) nicht nur die fir die Formulierung des
Stoffgesetzes stdrenden Starrkdrperrotationen, die nachtrdglich elimi-
niert werden miissen. Dariiberhinaus ist die Zwischenkonfiguration n* nur
bis auf eine beliebige Starrkdrperrotation bestimmt (siehe auch
(53,82,88,98,99]).

Zur Beseitigung dieser Vieldeutigkeit besteht bei polykristallinen
Werkstoffen die Mdglichkeit, die Rotation der Kristalle bzw. Kdrner des
Materials zur Beschreibung der spannungsfreien Zwischenkonfiguration
heranzuziehen. Dazu werden zusdtzliche Materialgleichungen benétigt,
mit deren Hilfe die Dehnungs- und Spannungsgeschichte mit diesem
mikroskopischen Effekt der Rotation 2zu verkniipfen sind. (siehe z. B.
[25,27,97,114) aber auch [9] und [71]). Ebenso wie BELL benutzt HAUPT
(53] die polare Zerlegung des Deformationsgradienten, um dann die
Zwischenkonfiguration allgemein als Funktional der gesamten Dehnungs-

und Spannungsgeschichte zu definieren. In Bezug auf die Erstellung ent-
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sprechender Materialgleichungen kann jedoch bisher nicht von einer
abgeschlossenen Theoriebildung gesprochen werden.

Der besondere Nachteil der Zerlegung (2.3.3) liegt in der physikalisch
unklaren Definition des Differenzzustands E'. Da jedoch diese Zerlegung
wegen ihrer einfachen Handhabung bei der Formulierung und L&sung von
Randwertproblemen in den Kapiteln III und folgenden benutzt wird, ist
es notwendig zu prifen, wann dieser Anteil E' der Gesamtdehnungen eine

physikalische Deutung erlaubt. Insbesondere interessiert die Frage, in

welchen Fdllen E' als vom irreversiblen Anteil Ei unabhédngiger, rein
elastischer Dehnungsanteil behandelt werden kann.

Diese Frage wird von CASEY [21] auf der Grundlage von [22] ausfithrlich
untersucht. Er kommt dabei 2zu dem Ergebnis, daf fir die folgenden
Kombinationen die Zerlegung (2.3.3) mit der Interpretatioﬁ von E' als
rein elastischem und von Ei unabh&ngigen Deformationsteil im appro-

ximativen Sinn gerechtfertigt ist:

(i) Kleine plastische Deformationen werden von moderaten elastischen

Deformationen begleitet.

(ii) Kleine elastische Deformationen werden von moderaten plastischen

Deformationen begleitet.

(iii)Kleine Gesamtdehnungen werden von moderaten Gesamtrotationen

begleitet.

Besondere Wichtigkeit kommt hierbei den MaBen fiir die Absch&tzungen der
GréBenordnungen einzelner = tensorieller Terme - zu. In Analogie 2zum

vorgehen in [22] fihrt CASEf [21] die skalare
€ = s:s ||Hp|| , €= s;g ||He|| » e =max [e,e] (2.3.5)

ein. He und Hp sind dabei definiert durch

H=F -1, H=F -1, (2.3.6)
e P

mit F und F entsprechend der Zerlegung (2.3.2). Die Norm ||.|| ist
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die durch das doppelte innere Produkt von Tensoren zweiter Stufe

m n 1/2

induzierte Norm, definiert durch |[a|| = (a_ & )

, wobei a einen
'n em

beliebigen Tensor zweiter Stufe reprdasentiert. Die Ausgangs-
konfiguration wird hier mit a° und die spannungsfreie Zwischenkonfigu-

3/2

%* , -
ration mit Q bezeichnet. Werden die Ausdriicke der Ordnung e in der
umgeformten 2Zerlegung (2.3.3) vernachldssigt und definiert man den

Begriff "moderate élastische Deformationen" durch

/2)

=1
He = 0(€ » (2.3.7)

1/2

so ist die additive Zerlegung "genau” der Ordnung € . Fir den Fall
(ii) wird entsprechend gefordert, daB "moderate plastische De-

formationen" definiert sind durch

) (2.3.8)

wobei jetzt gilt € = sup ||ﬂé|| tiber dem Bereich Q*. Analog zum vorher-
igen Fall ist die Zerlegung (2.3.3) "genau" der Ordnung 31/2, wobei
wieder alle Terme der Ordnung ?3/2 vernachléssigt werden. Es ist dabei
bemerkenswert, daB es sich hier nicht um absolute sondern um relative
Abschatzungen bezliglich der Maximumnorm der elastischen Deformationen
(Fall (i)) beziehungsweise der plastischen Deformationen (Fall (ii))
handelt. Abweichend vom Schema bei den Fallen (i) und (ii) wird fir den
Fall kleiner Gesamtdehnungen und moderater Gesamtrotationen nur der
symmetrische Anteil der Tensoren He und H_zur Definition der

GroBenordnungsmaBe herangezogen. Es werden nun die MaRe

*

e = sup [le|| .7
= )
Q e

* k%
su ||e || e =max[e , € ] (2.3.9)
QB P ’ ’

definiert mit

i

2e =H + (H) , 2 =H + (H)T . (2.3.10)
e e e P P P



- 35 -

Moderate elastische und plastische Rotationen We und wp sind dann

durch

W, - 0e‘1/2), (2.3.11)
und

w =0’ (2.3.12)

p
mit

T T
M, = H - (BT, 2 =B - (H) (2.3.13)

definiert. Werden nun wieder alle Terme der Ordnung 33/2

vernachléssigt, so ist die Zerlegung (2.3.3) im Rahmen einer
(relativen) Genauigkeit € gerechtfertigt. Eine entsprechende
Abschdtzung fir den Fall kleiner Rotationen bei moderaten Dehnungen
fihrt 2zu dem Ergebnis, daB im gesetzten Genauigkeitsrahmen die
Vernachldssigung der Glieder der Ordnung 63/2 nicht 2zu einer
Rechtfertigung der Zerlegung (2.3.3) fiihrt.

Es bliebe zu untersuchen, welchen EinfluB die zundchst beliebige Wahl
der Norm || H und die damit verbundene Wahl der GrdBenordnungsmafie €,
€, e* und e** auf das Ergebnis der Abschadtzung hat. Die Anwendung der
Resultate wird auBerdem dadurch erschwert, daB die Abschdtzungen in
allen F&llen relativ zu unbekannten Teilverformungszustdnden erfolgt.
Trotzdem erlaubt die vorgestellte Kategorisierung eine bisher nicht
mdgliche systematische Quantifizierung des Approximationsfehlers bei
der Benutzung von E' aus (2.3.3) als "rein elastischem" Anteil der
Gesamtdehnung E.

Die Zerlegung (2.3.4) schlieBlich ist durch die & priori Elimination
der Starrkérperrotationen fiir eine Beschreibung des Materialverhaltens
besonders gut geeignet und bietet dadurch gegeniber den anderen

Zerlegungen bei bestimmten Prozessen, wie 2z. B. rein homogenen

Verformungszustdnden, wie sie bei Materialtests erzeugt werden,
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Vorteile. In der vorliegenden Arbeit liegt der Schwerpunkt jedoch auf
der Beschreibung und L&6sung von Randwertproblemen als Proze3 in
Abhéngigkeit der Lastgeschichte mit den speziellen Problemen, die aus
den geometrischen Nichtlinearititen resultieren. Fir diese 2Zwecke
beglinstigen wir die Zerlegung (2.3.3) gegenliber den anderen hier
beschriebenen Aufspaltungen des DehnungsmaBes die allerdings mit den
oben erl&uterten Einschrénkungen verbunden ist.

Die Gegeniiberstellung der Zerlegungen (2.3.2-4) in [71] zeigt als ihre

Gemeinsamkeit, daB sie alle auf die Form
E = ¢(E, E) (2.3.14)

gebracht werden kodnnen, wobei ¢ an dieser Stelle eine von Fall zu Fall

zu bestimmende Funktion mit der Eigenschaft

¢$(E', E) =0 (2.3.15)
darstellt.
II.3.2 Energiekonsistente Zerlegung der Elementarleistung

Ausgangspunkt ist die Zerlegung (2.2.33) der gesamten Elementarleistung
w in reversiblen und irreversiblen Anteil &r und &i' Entsprechend den
verschiedenen physikalischen Effekten, aus denen sich das Gesamtstoff-
verhalten zusammensetzt und die fiir das Jjeweilige Material
charakteristisch sind, kann der irreversible Anteil &i weiter zerlegt

werden

W. =W +W +W . (2.3.16)
i s P c

Dabei beschreibt Gs den Anteil, der flir die unmittelbare Struktur-
veranderung des Materials (Verfestigung oder Erweichung) verantwortlich
ist, &p ist der viskoplastische Anteil und &c der Leistungsanteil, der
mit Relaxation und Langzeitkriechen verkniipft ist (LEHMANN [89]). Bei
Zugrundelegung des MAXWELL'schen Materialmodells erh&lt man mit

(2.2.48) direkt
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£
1]

(1/p) o : e, (2.3.17)

(1/p) o : (e + e+ %) . (2.3.18)

£
it

Die Gesamtdehnungsgeschwindigkeit ¢ ist dann die Summe der Anteile € ’
e®, € una €°.

Mit (2.2.60) erh&dlt man dann sofort

¥ = -{[8%C/(8000)1: 6 + [8°C/0008) 18 + [8°C/(300m) ) x}.
(2.3.19)
Fliihrt man die Abkiirzungen

2

D, = -3¢ /(d0d0)

D, = -37C/(3089) (2.3.20)
2

D3 = -8°C/(d001x)

- ein, so ergibt sich das inkrementelle Stoffgesetz fiir die reversiblen

Dehnungsgeschwindigkeiten zu
€ =D :0+D.®+ D, *x . (2.3.21)

Die Elemente der Tensoren D1, D2 und D3 sind dabei Stoffkenngréfen, die

experimentell ‘ermittelt werden miissen. Interpretiert man o als zweiten
PIOLA-KIRCHHOFF'schen Spannungstensor (o kdnnte hier filir ein beliebiges
anderes SpannungsmaB stehen), so ist D1 der Tensor der elastischen
Konstanten, der den elastischen Anteil des GREEN'schen Dehnungstensors
mit o verkniipft. Durch D2 und D3 wird die Abhéngigkeit des reversiblen
Deformationsanteils von der Temperatur § und dem Vektor x der internen
Parameter, die hier noch nicht n&her spezifiziert sind, dargestellt.

Im einfachsten Fall der thermomechanischen Entkopplung sind D2 und D3
identisch null.

Nimmt man nun an, daf der nicht-dissipative (und somit mittelbar

wiedergewinnbare) Anteil €° der irreversiblen Dehnungsgeschwindigkeiten
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denselben physikalischen Mechanismen gehorcht wie ér, so erhalt man

hierfir analog zu (2.3.21) den Ausdruck

= d1 T 0+ d20 + 63 e x . (2.3.22)

Die Tensoren d1 , d., und d3 enthalten hier wieder, entsprechend zu

2
{(2.3.21), stoffkenngrdBen, die den Anteil des elastischen Verhaltens
charakterisieren, der nur durch zus&tzliche physikalische Behandlung
wieder freigesetzt werden kann (in Bild 9 durch die Feder 2
symbolisiert).

wWahlt man, so wie hier, die Aufteilung der Elementarleistung als
Ausgangspunkt fiir die Formulierung von Stoffgesetzen, so miissen zur
Gewdhrleistung der Existenz eines thermo-mechanischen Potentials fiir

die reversiblen und nicht-dissipativen irreversiblen Deformationen die

folgenden Reziprozititsbedingungen erfiillt sein [88]:

6D1/60 = 6D2/ao i 6d1/60 = adz/ad
an1/a: = 6D3/66 ; ad1/at = 663/66 (2.3.23)
aDz/at = 8D3/66 ; de/at = 8d3/68.

Fiir den plastischen Anteil der Deformationen wird desweiteren die
Existenz einer ausgeprdgten FlieBgrenze angenommen, dargestellt durch
die FlieBfunktion (Flieffliche) F(o, o, x), die den Bereich C rein
reversibler Zutdnde begrenzt. Danach verhdlt sich das Material fiir alle
Zusténde [o, ®, x], fiir die F < 0 ist, rein elastisch und nur fiir F = 0
kdénnen irreversible Deformationen auftreten; Zust&nde mit F > 0 sind
physikalisch unméglich.

Obwohl die Beriicksichtigung viskoplastischer Effekte ohne wesentliche
Schwierigkeiten mit den hier dargestellten Methoden méglich ist [48,50,
51,97,107], beschranken wir uns auf elasto-plastische Werkstoffe. Es
muB dabei allerdings beachtet werden, daB eine Reihe von Effekten, wie
z. B. Dehnungsgeschwindigkeitsabhédngigkeit und die Verschiebung des

Stoffverhaltens bei ErhShung der Temperatur in Richtung viskosen
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Verhaltens, nicht mehr mitbetrachtet werden k&énnen.

Die Annahme der Existenz einer ausgeprigten FlieBfunktion F, die auf
Arbeiten von TRESCA[152,153]und couLoMB [24] zuriickgeht, ist keineswegs
zwingend erforderlich, um plastisches Verhalten von Stoffen zu
beschreiben. Sie steht im Kontrast zur “endochronen"
Plastizitdtstheorie, die durch die Arbeiten von VALANIS[154,155]
begriindet worden ist. In den Stoffgesetzen dieser Theorie wird von
einem stetigen Ubergang von iiberwiegend reversiblen zu {berwiegend
irreversiblen Deformationen im Laufe des Verformungsprozesses

ausgegangen, ohne daB eine scharfe Grenze diese beiden Bereiche trennt.

Die Leistungsf&higkeit dieser Theorie ist auch schon an einer Reihe von
Beispielen fiir komplexe Lastgeschichten einfacher Koérper, aber auch
komplexer Strukturen nachgewiesen worden[156,157), In dieser Arbeit wird
jedoch die Existenz einer ausgeprigten Flieffunktion F angenommen, da
wir der Ansicht sind, daB dieses Konzept der Existenz der vdllig
unterschiedlichen physikalischen Prozesse fir reversible und
irreversible Deformationen auf mikroskopischer Ebene besser gerecht

wird.

II.3.3 Normalitdtsregel und Materialstabilitat

Es wird nun angenommen, daB fir die plastischen Dehnungs-
geschwindigkeiten die Normalitdtsregel gilt, die besagt, da8 eP
entweder null ist oder in die Richtung des Gradienten der FlieBSfunktion

F zeigt:

e’ = A(3F/d0) (2.3.24)

A\=0Ffir F<Ooder F=0und F <0

A>0fir F=F = 0.
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Fir FlieBbedingungen mit Ecken, wie zum Beispiel bei Verwendung des
TRESCA'schen FlieBkriteriums, ist diese Form durch PRAGER [127] und

KOITER [78] erweitert worden.

| o
Q |Nn

Ny

BrLp 6: FLIESSBEDINGUNGEN MIT ECKEN

An die Stelle des Produktes aus A und dem Gradienten der FlieBRfunktion

tritt jetzt eine Linearkombination aus n Produkten mit

n
ef =) A ;(3F ;/30) (2.3.25)
3=1
mit
Ai = 0 fur Fi < 0 oder Fi= 0 und F.< 0

1
A.>0 fir F, = F.= 0.
j j j
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Hier bezeichnet der Index j die aktiven FlieBmechanismen. "Aktiv" ist
eine FlieBfl&che dann, wenn fir sie die Beziehung (2.3.24) mit A > 0
erfillt ist. Der Index i bezeichnet die nichtaktiven FlieBfl&chen und n
ist die Gesamtanzahl der gerade aktiven FlieBfldchen.

Im Rahmen der geometrisch linearen Theorie folgt die Forderung nach der
Glltigkeit von (2.3.24) bzw. (2.3.25) fuir verfestigendes
Materialverhalten unmittelbar aus dem DRUCKER'schen Postulat [26]. Es

besteht aus zwei Teilen:

(1) Wwihrend eines Belastungsvorgangs produzieren zusdtzliche
Spannungen do positive Arbeit (Bedingung fiir materielle

Stabilitat)

do : de > 0. (2.3.26)

(2) Fir einen Zyklus von zus&tzlichen Spannungen ist die dazugehérige
Arbeit positiv, wenn plastische Deformationen auftreten und null,

wenn die Deformationen rein elastisch sind

45(0 -6) : de > 0. (2.3.27)

*
Hier bedeutet o einen beliebigen Ausgangszustand im Spannungsraum

und ¢ eine Spannung, die einen geschlossenen Zyklus durchl&uft.

In beiden Fdllen kann der elastische Anteil der Deformation abgespalten

werden, da er fir (1) nur einen positiven und fir (2) keinen Beitrag

zusteuert. Mit dep

als plastischen Dehnungszuwachs erhdlt man dann:
ds : aeP > 0 (2.3.28)
und
* p
(6 ~-a ) : de" > 0. (2.3.29)

Da die plastischen Zusatzdeformationen nur auf dem infinitesimalen Weg

BC (siehe Bild 5) auftreten, wird (2.3.28) auch in der Form
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*
(6 -0) : deP >0 (2.3.30)

angegeben und ist als "lokales Maximumprinzip" bekannt [141]. Die
Forderung der Erfillung von (2.3.30) ist Sﬁuivalent zur Forderung nach
einer konvexen FlieBfldche, da im Fall der Nichtkonvexitdt immer ein
Spannungszustand o* gefunden werden kann, der die linke Seite bei

festgehaltenen aeP negativ macht. Somit folgt aus der Giiltigkeit des

DRUCKER' schen Postulats direkt die Gliltigkeit von Normalitdtsregel und
die Konvexitdt der FlieBfldche. Im Fall elastisch-idealplastischen

Verhaltens gilt in (2.3.28) das Gleichheitszeichen.

Bitp 5: NORMALITATSREGEL UND MATERIALSTABILITAT



- 43 -

Bei der Erweiterung auf geometrisch nichtlineare Probleme f&llt der
Wahl der adjungierten Spannungs- und DehnungsmaBe in Ungleichung
(2.3.26) eine entscheidende Bedeutung zu und man erh3lt voneinander
abweichende Ergebnisse flr verschiedene Paarungen adjungierter MaRe.
Dies ist sofort einsichtig, wenn man die Bedingung flir materielle
Stabilitdt (2.3.26) durch Einsetzen von Spannungs- und DehnungsmaBen
modifiziert, mit denen geometrisch nichtlineare Zustdnde beschrieben
werden kdénnen. Unter Verwendung des ersten PIOLA-KIRCHHOFF'schen
Spannungstensors t und des Deformationsgradienten F erhalten wir

formal
dt : dF > 0 s (2.3.31)

wdhrend bei Benutzung des zweiten PIOLA-KIRCHHOFF 'schen

Spannungstensors ¢ und des GREEN'schen Dehnungstensors E
do : dE > 0 (2.3.32)

‘erhalten wird. Unter Verwendung des Zusammenhangs zwischen t und ¢

durch t = F + o 1348t sich (2.3.31) umformen und man erhdlt in
Indexschreibweise
ia i BA i BA i BA
at™"dF,, = a(F 0" )dF,, = dF dF. .0 + F_dF do (2.3.33)

Wegen der Symmetrie von o ergibt sich fiir den zweiten Summanden in
(2.3.33) dE : do , so daB sich die Bedingungen (2.3.31) und (2.3.32) um
den Term cBAdFj:BdFiA unterscheiden.

Dadurch, daB in (2.3.31) MaBe verwendet werden, die von Starrkérper-
drehungen abhdngig sind, beinhaltet diese Formulierung neben dem
Materialverhalten auch das strukturelle Verhalten des betrachteten
Kérpers, auch wenn es in lokaler Form angegeben wird. Deswegen ist die
Ungleichung (2.3.31) als Bedingung‘ fir "Materialstabilit&at"
unbrauchbar. Sie eignet sich grunds&tzlich fir die Betrachtung der

"Strukturstabilit&t", die in Kapitel V dieser Arbeit behandelt wird.
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Untersuchungen 2zur Abh&ngigkeit der "Materialstabilit&t" von der
gewdhlten Darstellungsweise finden sich auch in [16,31,36].

Hier wird Konvexitdt der FlieBfldche und Normalitdt der plastischen
Dehnungsgeschwindigkeit im Sinne des zweiten PIOLA-KIRCHHOFF'schen
Spannungstensors und des plastischen Anteils des GREEN'schen
Dehnungstensors verstanden, wehn nicht anders ausdriicklich festgelegt.
Fiir verfestigendes Materialverhalten kann bei eindeutigem Gradienten

OF/80 der plastische Multiplikator A iiber die Konsistenzbedingung
F(o, 8, x) = (3F/30) : o + (3F/88)8 + (BF/3m)+x = 0 (2.3.34)

bestimmt werden: Der Parameter A geht Uber das Verfestigungsgesetz
(z.B. Arbeitsverfestigung oder Dehnungsverfestigung [69]) in die
Definition von F ein und (2.3.34) ist dann eine skalare Bedingung zur
Bestimmung von A. Bei FlieBbedingungen mit Ecken kann A dann aus
(2.3.34) ermittelt werden, wenn bekannt ist, daf nur ein
FlieBmechanismus aktiv ist. Im Fall mehrerer aktiver Mechanismen oder
im Fall ideal-plastischen Verhaltens ohne Verfestigung kann A auf diese
Weise nicht ermittelt werden, sondern ist nur Uber die L&sung des

gesamten Randwertproblems zugénglich.

I1.3.4 Das Modeli des “generalisierten Standard Materials"®

Von besonderem Interesse fir die vorliegende Arbeit, speziell fiir die
Kapitel III, IV und V, ist das Modell des "generalisierten Standard
Materials", welches von HALPHEN und NGUYEN [49] auf Ger Grundlage der
Arbeiten von MOREAU [103,104] und des Konzepts des verallgemeinerten
thermomechanischen Potentials (ZIEGLER [168,170]) eingefiihrt worden ist.
Dabei wird ein Potential ¢ als Indikatorfunktion des konvexen Bereichs

C eingefiihrt mit

0 fir s€ C
9 = (2.3.35)

+ fir s¢gcCc .
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Der generalisierte Spannungszustand s = [0,x] setzt sich dabei aus den
Komponenten des KIRCHHOFF'schen Spannungstensors ¢ und denen des
- Vektors der internen Parameter x 2zusammen. Deren Dimension R > 0
richtet sich nach der Genauigkeit, mit der das Verfestigungsverhalten
des Materials modelliert wird. Die Dimension von s ist somit 6+R. Nur
im Fall elastisch-ideal plastischen Materials ist R = 0. Der elastische
Bereich C ist in diesem Fall im Unterschied zu den bisherigen Betrach-
tungen ein Bereich im Raum S der generalisierten Spannungen s, der
éegenﬁber dem Raum der KIRCHHOFF'schen Spannungen ¢ um die Dimension R
der internen Parameter =z erweitert ist. Man erkennt leicht, daB auch
fir kinematische Verfestigung der Nullpunkt des Raumes S immer in C

liegt.

p(s) ‘P*(ép}

ép

BiLp 7: DAS PLASTISCHE POTENTIALY UND DAS POLARE POTENTIAL #*

Es ist in [105,109,110] gezeigt worden, daB die generalisierten

plastischen Dehnungsgeschwindigkeiten e® = [EP°,x] bei Gliltigkeit der
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verallgemeinerten Normalitdtsregel als Elemente des Subgradienten 3¢ (s)

des plastischen Potentials ¢ an der Stelle s dargestellt werden kann:

P e ap(s) . (2.3.36)

Die internen plastischen Parameter x sind dabei kodimensional zu x.
Damit ist es méglich, eine schwache Form fir das plastische Material-
verhalten analog zum Vorgehen in der Elastizitdtstheorie zu finden: Die
dort 2zur Konstruktion von globalen Energiefunktionalen benutzte
LEGENDRE-Transformation wird hier durch die allgemeinere FENCHEL-Trans-
formation ersetzt um eine globale Form filir das Materialgesetz zu finden
([105,109,111,129-131,162]). Auf dieses Verfahren wird bei der Behand-

lung des Anfangsrandwertproblemes in Kapitel III ausfithrlich eingegangen.
Fiihrt man die generalisierten elastischen Dehnungen e mit e = [E°,uw]
und die generalisierten Temperaturdehnungen e0 = [Ee,o] ein, wobei ®
der zu x und = kodimensionale Vektor der internen elastischen Parameter

ist, so ergibt sich der Gesamtdehnungszustand e zu
e
e=e +€ + e . (2.3.37)

Hier und im folgenden wird angenommen, daB keine thermodynamische
Kopplung (siehe ‘auch Abschnitt II.3.2 (2.3.20-23)) vorliegt, so da8
Temperaturanderungen weder das elastische noch das plastische Verhalten
beeinflussen. Durch diese Einschré@nkung muf auf die Berilicksichtigung
gréBerer Temperaturdnderungen verzichtet werden, was aber konsistent
mit der Vernachldssigung viskoser Anteile im Stoffverhalten ist (siehe
Abschnitt II.3.2).

Ein Vergleich =zeigt, daB das "generalisierte Standard Modell" ein
Spezialfall des allgemeinen Stoffgesetzes nach Abschnitt II.3.2-3 ist.
Seine mathematische Formulierung durch Erweiterung des Spannungsraums
um die Dimension der internen Parameter und die Einfiihrung des
Subgradienten (2.3.36) macht dieses Modell jedoch dadurch besonders
attraktiv, daB zum einen eine schwache Formulierung des Stoffgesetzes

und zum anderen eine analoge Behandlung elastisch-idealplastischen und
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0-7

BiLb 8: Zur VERANSCHAULICHUNG DES UM DIE DIMENSION VON 9t ERWEITERTEN
SPANNUNGSRAUMES AM BEISPIEL DER KINEMATISCHEN VERFESTIGUNG

(a) {b)
\ysrrr /0 A Vs
, z , z

[*4
| |
! £ a-x E:
= ,
E

P

BiLp 9: EiNDIMENSIONALE VERANSCHAUL1CHUNG DES KONZEPTS DER INNEREN PARAMETER
(A) UNVERFORMTES MATERIALELEMENT
(B) VERFORMTES MATERIALELEMENT
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elastisch-verfestigenden Verhaltens mdglich ist. Nimmt man ferner an,
daB die generalisierten elastischen Dehnungen e uber die konstante
Matrix L mit den generalisierten Spannungen 8 verkniipft ist, so ergibt

sich die einfache Form

e

e =L : 8, (2.3.38)
ot
mit
L C
L = (2.3.39)
o~
C Z
so daB gilt
EE=(L:6+C* x) y B = (CT T 0+ ZT ° x) . (2.3.40)

Darin sind Z und C konstante Tensoren von Materialkonstanten. In den
folgenden Kapiteln wird angenommen werden, daB die Kopplungsmatrix C
null ist, so daB reversibel elastischer und irreversibel elastischer

Anteil der Deformation unabh&ngig voneinander sind. Dann gilt

(2.3.41)

i
i

L und Z sind dabei positiv definite Tensoren mit den Symmetrien

L A,B,C,D = 1.2,3 (2.3.42)

Lasep = “aBpc = “cpas = Usacp

zMN = zNM M, N=1,2, ..., R . (2.3.43)
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II.3.5 Viskoplastische Effekte und Stoffgesetzformulierung im Dehnungsraum

STICKFORTH entwickelt in einer Serie von Verdffentlichungen [145-147]
ein von dem hier in den Gleichungen (2.2.47) und folgenden abweichendes
Konzept in dem er sich im besonderen MaBe um eine Beschreibung
plastischer und visko-plastischer. Prozesse durch ein einheitliches
Stoffgesetz ohne qualitative Unterscheidung von zeitabh&ngigen und
zeitunabhédngigen Prozessen bemiiht. Ausgehend vom ersten und zweiten
Hauptsatz der Thermodynamik bei der iblichen Beschrénkung auf irre-
versible Prozesse, die als Folge von Gleichgewichtszust&nden behandelt
werden kénnen, zerlegt STICKFORTH die spezifische freie Energiedichte E
nach (2.2.49) additiv in die elastische Dehnungsenergiedichte g(e) und

einen vom Spannungszustand unabhé&ngigen Anteil E(q) mit

Dabei sind a; beobachtbare und 9 nicht beobachtbare (interne) Para-

meter zur lokalen Materialbeschreibung, wdhrend C den Teil des

(e)
rechten Cauchy-Green'schen Dehnungstensors C nach (2.1.6-7) darstellt,

der mit dem rein elastischen Teil des Deformationsprozesses durch

c, . = (FHT- (¥%) (2.3.45)

(e)

verbunden ist. F° bezeichnet den rein elastischen Anteil des Defor-
mationsgradienten F nach (2.1.3-5) (siehe auch Abschnitt II.3.1).

Ausgangspunkt zur Entwicklung der Evolutionsgleichungen fiir Entropie s
und interne Parameter dy ist die abgewandelte Form des Energiesatzes
(2.2.59). Dazu wird nach der Zerlegung von s in einen lokal erzeugten
Anteil 50’ der die Dissipation enthdlt und einen durch Wirmeleitung
erzeugten Anteil Scon sowie der Vernachlédssigung innerer Reibungspro-
zesse, inelastischer Dehnung (z. B. durch Porenbildung) und an-
elastische Effekte (z. B. Phasendnderungsvorgdnge) tiber s eine

loc
"Dissipationsfunktion des plastischen FlieBen bp" eingefihrt :

6 =® -1+ )q (-p6E, ./6q) (2.3.46)
p ket k (q)" 7k

mit ® als rein gestaltsinderndem (deviatorischem) Anteil des Tensors
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des plastischen Flusses, additiv zusammengesetzt aus den FlieBanteilen

von n plastischen Subelementen .(i) mit

n
° ='z ’(i) ] (2.3.47)
i=1

wdhrend t der deviatorische Anteil des um die durch innere Reibung ver-
ursachten Spannungen a(r) verminderten Spannungstensors ist. Die
Kopplung von ’i mit den Anderungen der internen Parameter &k fuhrt mit
der Einfiihrung interner "backstress"-Tensoren & zur Beschreibung des
Verfestigungsverhaltens schlieBlich zu einer dem Onsager'schen Prinzip
und der Aussage des zweiten Hauptsatzes der Thermodynamik genilgenden
Darstellung des Werkstoffverhaltens. Die implizierte Zeitabhdngigkeit

des Werkstoffgesetzes findet seinen Ausdruck in der Bestimmung der

Raten von a mit

v
@) = K(ji o(j)- ‘y(j)[exp (-Q(j)/ReA] @y - (2.3.48)

Dabei ist Z die mitrotierte (Jaumann'sche) Zeitableitung von a

(3) (3)°
wobei der Index j auf den j-ten FlieBmechanismus (bzw. das j-te plaszi-
sche Subelement) hinweist. K(j) sind die entsprechenden Verfestigungs-
moduli, wahrend Y(j)’ Q(j)’ R und OA der Reihe nach die Relaxationsko-
effizienten, Relaxationsaktivierungsenergien, universelle Gaskonstante
und absolute Temperatur bezeichnen. Die Einfihrung expliziter FlieB-
bedingungen fir die einzelnen plastischen Subelemente erlaubt dann die
explizite Formulierung der Evolutionsgleichungen der interessierenden
FeldgréB8en, wenn die das Werkstoffverhalten charakterisierenden Para-
meter bekannt sind. Die theoretische Leistungsfihigkeit des Konzepts
wird anhand von Beispielen (Niedertemperaturrelaxation, Hochtemperatur-
anfangskriechen und steady-state-Kriechen) in [146] untermauert.

Wahrend die bisher behandelten Vorgehensweisen von einer Beschreibung
der FlieBbedingung im Spannungsraum ausgehen, beschreitet BESDO [11,12]
den von ILYUSHIN [65] vorgeschlagenen Weg einer Formulierung des

Stoffgesetzes im Dehnungsraum. Dabei ersetzt die “Konsistenzbedingung”
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g(c, c:, x, Yp, 8) <0 (2.3.49)

c, = )T () (2.3.50)

die den Spannungstensor nicht enthdlt, die sonst ﬂbliche FlieB-
bedingung, Wie in[65,145-147] wird die Existenz eines elastischen Poten-
’tials E(e) vorausgesetzt, welches als Funktion von C, C;1, 9 sowie der
internen Parameter x und YB dargestellt werden kann und den Spannungs-
zustand eindeutig definiert.

Die Anwendung des ILYUSHIN'schen Postulats auf einen fiktiven Kreis-
prozeB im Dehnungsraum und die Voraussetzung kleiner elastischer Form-

dnderungen (was bei metallischen Werkstoffen keine wesentliche Ein-

schrinkung bedeutet), erlaubt dann die Formulierung einer FlieBregel
(8/8C) [(ag(e)/ac;’): d(c;‘J] =-dy(8g/3C) , (2.3.51)

in der dx ein unbestimmter skalarer Faktor ist. Weitere GrdRenordnungs-

abschitzungen [12] erlauben die Vereinfachung von (2.3.51) zu
d(C%) = ~dx(dg/ac), dx > 0. (2.3.52)

Am Beispiel des Hencky'schen FlieBgesetzes [12] und der Beschreibung
des Bauschinger-Effektes im Dehnungsraum [13] wird die praktische An-
wendung des Konzeptes auch anhand von Testrechnungen [13] demon-

striert.
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III. DAS RANDWERTPROBLEM FUR SPANNUNGEN

III.1 DEFINITIONEN UND FORMULIERUNG DES PROBLEMS

Ein Kérper B werde durch eine gegebene Geschichte &uBerer Wirkungen {a}
entsprechend (2.1.2) so belastet, daB B plastische Deformationen bei
endlichen Verschiebungen erfdhrt. Man bestimme den Spannungszustand in

B am Ende der Belastungsgeschichte.

Es wird angenommen, daB sich der Werkstoff der Kategorie des ‘'generali-
sierten Standard Materials" nach Abschnitt II.3 zuordnen 1&8t. AuBerdem
wird vorausgesetzt, daB Temperaturverdnderungen keinen EinfluB auf das
plastische Verhalten (FlieBbedingung, Evolution der internen Parameter)
und die elastischen Eigenschaften hat. Diese Annahmen sind eine starke
Einengung fiir die Beschreibung des Materialverhaltens: Insbesondere bei
endlichen plastischen, nichtproportionalen Deformationsprozessen treten
die in II.3 ndher beschriebenen Effekte der thermomechanischen Kopplung
auf, die in dem hier benutzten Modell ebensowenig Eingang finden wie
die Herausbildung von Anisotropien im plastischen wie elastischen
Bereich. Eine Erweiterung der hier vorgestellten Methoden auf
allgemeine und realitidtsndhere Werkstoffgesetze ist jedoch solange als
grundsdtzlich méglich anzusehen, wie ein thermodynamisches Potential
fir den zu betrachteten Werkstoff angenommen werden kann.

Unter Benutzung der Gleichungen (2.1.1), (2.2.12), (2.2.24), (2.2.34),
(2.3.3), (2.3.36-38), (2.3.41) erhd3lt man den folgenden Satz von Be-

ziehungen zur Beschreibung des Randwertproblems:

(1) Kinematische Bedingungen

F=1+VW in Vv (3.1.1)
T .
! E=1/2 (F *F - 1) in v (3.1.2)
*
u=nu auf Sk (3.1.3)

(2) statische Bedingungen
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Div t = -p inv (3.1.4)
*

ne*t=1f auf SF (3.1.5)

Feo=t in v (3.1.6)

o = oT in Vv (3.1.7)

(3) Materialgesetz

(a) Generalisierte Variable

e =¢e 4 e6 + e (3.1.8)
e® = [E°, w] (3.1.9)
e - %, o] (3.1.10)
e = [EP, x) (3.1.11)
s = [o, x] ‘ (3.1.12)

(b) Konstitutive Bedingungen

E =L :0 (3.1.13)
Ee = A S (3.1.14)
0 =Z-7x | (3.1.15)
eP e ap(s) (3.1.16)

Dabei sind L und Z die konstanten und positiv definiten Elastizit&ts-
tensoren des reversiblen und des irreversiblen elastischen
Deformationsanteils; A ist der Tensor der Temperaturdehnungs-

koeffizienten entsprechend D_ in (2.3.20)2.

2
Zur L&sung des Problems wird ein rein elastischer Vergleichskdrper B°
betrachtet, der sich vom Realkdrper B nur dadurch unterscheidet, daB
sein Material rein elastisch (mit den gleichen elastischen
Koeffizienten wie B) ist. Gestalt im unverformten Zustand und Bela-

stungsgeschichte {a} sowie Randbedingungen sind fiir B und B°

dieselben.
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Dieses Vergleichsproblem ist dann durch die folgenden Bedingungen be-

schrieben:

(a) Kinematische Bedingungen

Fo =1 + W in Vv (3.1.17)

= 172 [(FO)T+(F°)- 1] in v (3.1.18)
*

w = u » auf SK (3.1.19)

b) Statische Bedingungen

. (] * .

Div t~ = ~p in v (3.1.20)

o *
n+*t =f auf SF (3.1.21)
F° + o°= t° in v (3.1.22)
o°= (7 in v (3.1.23)

c) Materialgesetz

o) oe od

E = E + E (3.1.24)
E° =L : ¢ (3.1.25)
% -as (3.1.26)

Die Differenz der 2Zust&nde von Bo und B sei beschrieben durch die

Differenzfelder
Au=u-u (3.1.27)
(o]
AF = F - F (3.1.28)
AE = E - EC (3.1.29)
AG =0 - o (3.1.30)
At =t - £ . (3.1.31)

Durch Substitution der Gleichungen (3.1.17-23) und (3.1.27-31) in die

Feldgleichungen (3.1.1-7) fir den Realkdrper B erhdlt man folgende
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Bedingungen fiir die Differenzfelder:

AF = V{Au)
AE = (1/72) [(FD)T-(am) + (P T+ (F°) + (aF) T+ (AF)]
Div (At) = 0

n-* (At) = 0 auf SF

(AF) *(06®) + (F°)+(Ad) + (AF)«(Ag) =

At
A6 = (a0)T
Au =0 auf SK .
X3
an
o
u
B,B°t=0)/ *? du
|
A \
/ ! \l ‘I
0 (-:- ] i
] ] y-

(3.1.32)

(3.1.33)

(3.1.34)

(3.1.35)

(3.1.36)

(3.1.37)

(3.1.38)

Bip 10: Zum KONZEPT DES REIN ELASTISCHEN VERGLEICHSKORPERS B

Es sei hervorgehoben, daB an dieser Stelle noch keine einschréankenden
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Annahmen beziiglich der GréBenordnung der Differenzfelder (3.27-31)
gemacht worden sind. Von daher ist auch keine Vernachléssigung der
nichtlinearen Terme in (3.1.33) und (3.1.36) zuldssig. Auch ist bis
hier die Mdglichkeit mehrdeutiger L&sungen des Systems (3.1.17-25)
nicht ausgeschlossen worden, deren Berlicksichtigung fir Stabilit&ts-

und Eindeutigkeitsuntersuchungen erforderlich ist.

III.2 LOSUNG DES PROBLEMS

Zundchst werden die Bilinearformen (.,.), <.,.> und <<.,.>> eingefiihrt,

definiert durch

ij...1lm

(a, b) = a bij...lm (a)
<a, b> = I ald---im g av (b) (3.2.1)
ij...1lm
(v)
o . .
<<a, b>> = I alj"'lm b. . £f(t) av dz (c)
ij...lm
(V xT)
[o]

Darin bezeichnen a und b beliebige Tensoren der Stufe m und Tensor-
felder als Funktionen von Ort und Zeit mit endlicher Norm ||.||, wobei
als Norm jeweils: die durch die verwendete Bilinearform induzierte Norm
dienen soll. Die Funktion f(1) ist nach MOREAU[106] und RAFALSKI[131]
eine beliebige monoton abnehmende positive Funktion.

Damit lassen sich die zur Indikatorfunktion des elastischen Bereichs C

polaren Funktionale mittels der Fenchel-Transformation konstruieren:

9 (&P) = sup [(s", &) - o(s)] (a)
8 eé

7 P = sup <8, P> - (sD] (b) (3.2.2)
s €8

07(P) = sup [<<s", &P>> - & (8] (c)
s*eS

Hochgestellter 1Index "*" bezeichnet dabei das jeweilige polare
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-~ *
Funktional. Die Mengen S, S und S der zuldssigen Spannungstensoren s

sind jeweils dadurch bestimmt, daB die durch die entsprechende
Bilinearform induzierte Norm des betrachteten Spannungszustands endlich

ist. Dabei sind die folgenden Definitionen benutzt worden:

g(s) = &gg I ma(x) av (a) (3.2.3)
(v)
o
¢(s) = &gg I ¢a(X, t) f(t) dr (b)
(VoxT)

0 fir s e C
o = : (3.2.4)

o fir s¢ C; ae [a,®); a>0 .

Aus der Anwendung der Theorie konvexer Funktionale [102,106,109,111,
129-133] folgt, daB die Formulierung des plastischen Anteils des Stoff-
gesetzes nach (3.1.8-12) und (3.1.15-16) in schwacher Form mittels der

konvexen Funktion

gls, &) = o(s) + ¢ (&P) - (s, ) 20 (3.2.5)
bzw. der konvexen Funktionale

3(s, &) =9 (8) + ¢ (&) - <s, P> 20 (3.2.6)

G(s, &) = 0 (8) + 0 (P) - <s, P> >0 (3.2.7)

moéglich ist.

Der plastische Teil des Stoffgesetzes ist immer dann erfiillt, wenn g
(bzw. g oder G) den Wert null annehmen. In allen anderen Fillen ist g
(bzw. g oder G) grdBer als null.

Die Fenchel-Transformation (3.2.2) ist eine Verallgemeinerung der
Legendre-Transformation, mit der auch eine schwache Formulierung des

elastischen Teils des Stoffgesetzes mdglich ist (siehe =z. B.
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[132,133,149]).Die Wahl der entsprechenden Dualform und der konjugierten
Dehnungs- und Spannungsmafe ist dabei von wesentlichem Einfluf auf die
Formulierung und L&sung des entsprechenden Randwertproblems. Hier be-~
schrédnken wir uns jedoch auf die Verwendung der in den Gleichungen
(3.1.8 -12) definierten Variablen. Fir den elastischen Anteil des
Materialgesetzes ist dann eine analoge Darstellung wie fiur den
plastischen Anteil méglich:

Sei ¢(ee) die elastische Dehnungsenergiedichte, so ist die dazu duale

Spannungsenergiedichte definiert durch

6 (8) = (5,6%) - ¢(e°) (3.2.8)
bzw.
i¥(s) = <8, > - §(e%) (3.2.9)
oder
¢*(s) = <<s, e®>> - ¢(ee) (3.2.10)
mit
¢ = J ¢(e%) av (3.2.11)
(v ) '
o
und
¢ = J'¢ (e®) £(1) av at . (3.2.12)
(V xT)
(o]

Das Stoffgesetz ist dann erfiillt, wenn die strikt konvexe Funktion h(s)
(bzw. die strikt konvexen Funktionale h(s) oder H(s)) den Wert null als

absolutes Minimum annehmen mit:

h(s, e¥) = (s, &) - ¢ (%) 20 (3.2.13)
h(s, ) =<8, e°> - (%) 20 (3.2.14)
H(s, %) = <<8, e>> - ) 20 . (3.2.15)
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Wegen der Konvexitdt der Funktionale g, g, G, h, h H ist die Forderung
nach dem Nullwerden der linken Seiten von (3.2.5-7) und (3.2.13-15)

gleichbedeutend mit der Forderung nach dem Verschwinden ihrer Summen
g+h=0, g+h=0, G+H=0 . (3.2.16)

Diese Form der schwachen Darstellung des Stoffgesetzes wurde in[132,133]
verwendet.

Zur weiteren L&sung des Anfangsrandwertproblems wird zundchst die Menge
der zuldssigen Spannungszust&nde s auf die plastisch zuléssigen (s € C)

beschrénkt, so daB (3.2.7) lbergeht in

. . x o *
G(s,ep) = -<<s,ep>> + sup<<s ,ep>>; s,8 € C, (3.2.17)
*
s

da die Indikatorfunktion Py identisch null ist.
Plastisch zuldssig wird hier ein Spannungszustand s dann genannt,. wenn

er im "strikten Innern" von C liegt, d. h. wenn gilt
C
|ls-s"||o >6 (3.2.18)

wobei ||.||C ein MaB fir den Abstand eines Spannungszustands s von
einem beliebiggn Spannungszustand oC auf der &uBeren Begrenzung C des
elastischen Befeiches C ist. Die Zahl 6 ist eine beliebig kleine
positive Konstante (siehe auch JOHNSON [68]). Diese Bedingung l1&8t sich
sehr 1leicht dadurch erfiillen, daB die tatsachliche experimentell
ermittelte Fliefbedingung durch eine fiktive Fliefbedingung mit ver-
minderter FlieBgrenze ersetzt wird.

Durch Ersetzen von e° durch e - e° nach (3.1.8) erhilt man

G (e -e°, 8) = sup << ; - e°, s* -8> ; s, s*ec . (3.2.19)

*
8

Dabei ist schon beriicksichtigt, daB der sup-Operator nicht auf das
*
Spannungsfeld s wirkt, sondern nur auf s . Ausgeschrieben erh&dlt man

mit (2.3.50a)
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L . . * [ 4 *
G (e - ep, 8) = syp [<< E, 8 - 8> -<< ee, 8 - 8 >]

%
8,8 € C . (3.2.20)

Als weitere Restriktion werden nur Felder s und s* zugelassen, die die .
Gleichgewichtsbedingungen (3.1.4-7) bzw. fir die Differenzfelder As*
und As nach (3.1.30) die Bedingungen (3.1.34-37) erfiillen. Unter
Benutzung von (3.1.2) sowie der Symmetrie von s nach (3.1.7) folgt dann

fiir homogene kinematische Randbedingungen
. *
<< E, 8 -8> =0 (3.2.21)

Zum Beweis benutzt man die Definition der Zeitableitung des Green'schen

Dehnungstensors

E = (1/2) (Fie F + FLe F) (3.2.22)

und setzt sie in (3.2.21) ein. Man erhdlt mit (3.1.7)

. * o *
<< E, 8 ~-8>»=<KF *F,8 -~-8D2>-=

* . * .
= <<F * (8 -8), F>»@=<<F *8 -F *s5, Vu>> (3.2.23)

Die partielle Integration iiber das Volumen von B und die Anwendung der

Definition (3.1.6) ergibt dann fiir die rechte Seite von (3.2.23)

* . * .
<<t -t, Wu>>=-<KLDivt - Div t, u >

* .
+<<n-+*t - n*t,u >>s, (3.2.24)

wobei <:<.,.>>s das Oberfléchenintegral iber soxT darstellt. Der
tatsachliche Spannungszustand t und die statisch zuldssigen
Spannungstensoren t* erfilllen per Definition die Gleichgewichtsbedin-
gungen (3.1.4-5), so daB auch die rechte Seite von (3.2.24) null ist
und die Gliltigkeit von (3.2.21) nachgewiesen ist.

Somit geht das Funktional G liber in

= - * ° *
G :‘%p «<sg -8, >>0; 8,8 €CNS, (3.2.25)
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wobei S die .Menge der im Sinn der Gleichungen (3.1.4-5) bzw.

; *
(3.1.34-37) statisch 2zuldssigen verallgemeinerten Spannungen s, s
ist.

Mit

Oo L]
e =L : (8 + As) : , (3.2.26)
sowie der Definition (3.1.30) kann dann (3.2.25) unter Benutzung der

Abkiirzung des Skalarproduktes (3.2.1c) << a, b >>L =<<a, L :b>in

der folgenden Form dargestellt werden:

% . .
-sup << s° + A8 - s°- As, s° + A s >>L
*
s

G)
]

% 0 * .
-sup [<< A8 , 8 >>L + << As , As >>L]

*
8

+ << As, é°>>L + << As, 08 > 20 . (3.2.27)

Die Spannungsdifferenz As ist dann eindeutig bestimmbar, wenn G strikt

konvex ist. In (3.2.27) enthdlt nur der Ausdruck

<< As, As > (3.2.28)

die Variable As in nichtlinearer Form, so daB nur dieser Term fiir die
Beantwortung der Frage nach def strikten Konvexitdt von G relevant ist;
alle anderen Terme sind entweder unabhingig oder linear abh&éngig von
As. Die strikte Konvexitdt von G 138t sich nun durch Umformung von
(3.2.28) beweisen: Benutzt‘man als monoton fallende Funktion f(t) die
Exponentialfunktion e-T, so ergibt sich fir den Ausdruck (3.2.26)

ausfihrlich in Indexschreibweise die Umformung

<< As, A8>> =| <As, 8> e ‘dt=

L

O Sy A |



- 62 =~

AB *CD M *N -T
J (Ao LABCDAS +2 zMN" ) dve ‘dz=
o(Vv.)
o

Sy A |

T
= (1/2) II (a/8v)[ac™ L
o(v )
_ o
T

AB CD M N -T
=(1/2) I (a/01) I [Ao. LABCDAO + 2 ZMN” le dav dz=
o (Vo)

CDh M N -T
ABCDAO + ZMN” ] e avaz=

= (1/2) I [AUAB L A CD +”MZMNnN] =T av lt
(v.)

v}

v ABCD o
. o
p- .

AB CD M N -T
+(1/2) I I [Ac LapcpB0 ¥ Zyygt ] e "dvar . (3.2.29)

o(v )

o

Fir Tt~ und einen unbelasteten Anfangszustand z. 2t. T = 0 mit

verschwindenden internen Parametern ist der erste Term in der rechten

Seite von (3.2.29) null. Man erhilt somit

<< As, As > = (1/2) << B8, 88 >>

(3.2.30)

Das aber bedeutet, daB das Funktional G quadratisch in As ist und somit

die L&sung des Minimalproblems

e

* . *
Inf G = Inf{sug << 8 ~s,e >} >0 fiirs, s € C (3.2.31)

eindeutig, wenn sie existiert. Ein Existenzbeweis flir die L&sung des
Problems (3.2.3&) soll hier nicht erbracht werden. Fir geometrisch
lineare Probleme hat RAFALSKI [129] durch die Konstruktion von Hilbert-
rdumen flUr Spannungen und Dehnungen sowie deren orthogonale Zerlegung
in Eigenspannungs- und Eigendehnungs-Unterrdume einen solchen Beweis
geliefert. JOHNSON [66-68] erzielte &hnliche Ergebnisse fiir die gleiche
Problemklasse bei Verwendung eines weitergefaBten funktional-
analytischen Rahmens, da er im Gegensatz zu RAFALSKI auch Aussagen iber
die Verschiebungszustdnde im betrachteten Kérper macht.

Die Ubertragbarkeit dieser Ergebnisse auf das vorliegende Problem ist
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jedoch nicht ohne weiteres gewdhrleistet. Sofort einsichtig ist jedoch,
daB eine L&sung des Problems (3.2.31) dann nicht existiert, wenn die

Menge

M(As) =sn C - s° (3.2.32)

leer ist, d. h. wenn kein Spannungsfeld As gefunden werden kann, das
fiir alle Zeiten statisch und plastisch zuldssig ist.

Die numerische Anwendung, die am Beispiel der Fl&chentragwerke in
Abschnitt VII.4 im einzelnen diskutiert wird, besteht aus folgenden

Einzelschritten
(1) Diskretisierung von As in Raum und Zeit
(2) Beschrankung von As auf statisch zuldssige Felder

(3) Numerische Losung des Min-Max Problems auf dem Bereich C plastisch
zuldssiger Felder.

Neben den numerischen Schwierigkeiten, die bei der Problemldsung bei
den Punkten (1) und (3) auftreten, existiert das prinzipielle Problem,
daB die Verformungen des betrachteten Kérpers in Gestalt des Verschie-
bungsgradienten in die Gleichgewichtsbedingungen (3.1.4-7) bazw.
(3.1.34-37), die die statische Zuldssigkeit von Spannungen definieren,
eingehen. Diese Verformungen sind jedoch unbekannt. Das aber heifit, daB
bei der L8sung praktischer Probleme zusdtzliche Annéhmen beziglich der
Systemverformung getroffen werden miissen. So wird in vielen praktischen
Fdllen, wenn zum Beispiel eine Struktur erhebliche elastische Vorver-
formungen erleidet bevor Plastifizierung eintritt, die Konfiguration
des verformten, rein elastischen Vergleichskérpers eine brauchbare
Bezugskonfiguration sein. Dieses Vorgehen ist in WEICHERT[164] an einem
numerischen Beispiel demonstriert worden. Eine andere Mdglichkeit
besteht darin, durch Vorversuche eine geeignete Referenzkonfiguration
zu ermitteln, die dann als Grundlage fir die numerischen Berechnungen
dienen kann.

Anwendungen auf geometrisch lineare Probleme mit proportionaler Last-



- 64 -

aufbringung finden sich in der Arbeit von GROSS-WEEGE [47]. In diesem
Sonderfall des hier behandelten geometrisch nichtlinearen Strukturver-
haltens vereinfacht sich der numerische Aufwand erheblich, da nur der
Spannungszustand des rein elastischen Vergleichskdrpers B° bertick-

sichtigt werden muB.
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IV. KINEMATISCHE FORMULIERUNG DES ZUWACHSRANDWERTPROBLEMS

Die Form der Stoffgesetze (2.3.19-22) als lineare Tensorfunktionen in
den Geséhwindigkeiten der adjungierten Spannungs- und Dehnungsgréfen
legt es nahe zu versuchen, den mathématischen Apparat derylinearen
Elastizitdtstheorie zur Konstruktion von L&sungen filir physikalisch
nichtlineare Probleme heranzuziehen. Esriét dabei éllefdingé nicht zu
erwarten, daB ‘Anfangs- und Endzustand: des gesamten Prozesses im
allgémeinen direkt miteinander' verkniipft werden k&énnen, da die
Linearit&t des Stoffgesétzes nur in den éeschwindigkeiten der
FeldgrdBen, nicht aber in den FeldgrdBen selbst, besteht. Diese
Uberlegungen haben zur Formulierung des 2Zuwachs-Randwertproblems
gefiihrt, das im folgenden unter Berilicksichtigung geometrischer und
physikalischer Nichtlinearitdten sowie bestimmter thermischer Wirkungen
diskutiert werden soll. Dabei beschrénken wir uns wie schon in Kapitel
III auf kleine Dehnungen, quasistatische Prozesse und beschreiben alle
GroBen bezogen auf die Ausgangskonfiguration des betrachteten Korpers.

Erste Arbeiten 1Uber das 2Zuwachs-Randwertproblem ("rate-problem")
stammen von ONAT [117], ONAT & sHU [118], NEALE [112] und WUNDERLICH
[167]), wobei frihzeitig eine fruchtbare Kombination der Finiten
Elemente Methode mit der variationellen Formulierung des
Zuwachs-Randwertproblems, insbesondere in der Verschiebungsformulierung
und, bedingt, in der gemischten Formulierung, eingesetzt hat
([4,28,55,63,92,142]). Als Stoffgesetze werden dabei entweder das lineare
HOOKE'sche Gesetz oder die PRANDTL-REUSS Gleichungen, die unter
Benutzung der VON MISES-FlieBbedingung und bei isotroper Verfestigung
und Gililtigkeit der Normalitdtsregel in Form des Tangentenmoduls auf
eine lineare Beziehung 2zwischen Spannungs-und Dehnungsinkrementen
fihrt, benutzt. Der Wert der Komponenten des Tangentenmodulentensors
hingt dabei nur vom aktuellen Spannungszustand und Spannungsinderungs-
zustand ab.

Wahrend die theoretischen Grundlagen seit etwa 10 Jahren als gefestigt



- 66 -

angesehen werden kdnnen (siehe auch [20,140]), konzentrieren sich die
Bemiihungen jetzt auf die Entwiéklung zuverldssiger und OSkonomischer
Algorithmen zur numerischen Lésung der aus der Formulierung des
Zuwachs-Randwertproblems resultierenden Folge linearer Gleichungs-
systeme mit groBSen Anzahlen von Unbekannten ([5,134,143,144]).
Erfolgreiche Ansitze die in den Stoffgesetzen nach [86],[88],[89],[71]
enthaltene, besonders filir Umformprozesse wichtige thermomecﬁénisché
Kopplung bei der L&ésung des Zuwachs-Randwertproblems 2zu erfassen,
finden siéhbe:st seit neuerem in der Literatur ( [2], [90] ). DaSei
wird eine échwache Form der mechanischen uqd der thermischen Gléich—
gewichtsbedingungen dazu benutzt, ein Einite Element Verfahren aufzu-
bauen, bei dem sowohl Verschiebungen als auch Temperaturen als Knoten-
freiwerte in die Rechnung eingehen.

In dieéem Abschnitt werden die Grundlagen der kinematischen
inkrementellen Verfahren erldutert und ihre Anwendung auf Probleme der

Thermoplastizitétstheorie dargestellt.

4.1 Problemstellung und Grundgleichungen

Wir betrachten hier einen Kérper B vom Volumen V, der sich in einer
Referenzkonfiguration nR unter der Wirkung der Volumenkré&fte pR, der
Oberflachenkrifte fR und der Oberfléchenverschiebung u*R bei der
Temperaturverteilung QR im Gleichgewicht befindet. Die &uBeren

*R

Wirkungen pR, fR, u und eR sind zusammengefaBt im Supervektor aR,

definiert durch
*
at = {pR in Vv, £R auf SF’ u' R auf SK’ BB in v} , (4.1.1)

die Oberflé&chenanteile SF und SK sind dabei entsprechend (2.1.2) die
Anteile,; -auf denen Kr&fte bzw. Verschiebungen vorgeschrieben sind.
Aufgabe ist die Bestimmung der Zustands&nderung von B, verursacht durch

die zusdtzlichen &uBeren Wirkungen Aa, die durch
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*
Aa = {Ap in v, Af auf Sp» Ou auf S ., A8 in v} (4.1.2)
definiert sind.

Es sei angendmmen, daB der Referenzzustand durch die Verschiebungen uR,
den elastischen behnungsanteil EeR und die internen Parameter xR, die
den innéren Zustand des Materials beschfeiben, bekannt ist. Die
internen Parameter uR beschreiben dabei entsprechend der Definition in
Abschnitt II.1.3 die Ver&nderung des Materialverhaltens vom Beginn des
Prozesses bis zum Referenzzustand. In Abschnitt VI.2, (6.2.41-44) ist
ein Beispiel fir die explizite Fofmulierung interner Parameter
angegeben.

Unter diesen Voraussetzungen gelten die folgenden Beziehungen fiir den

Referenzzustand
Div t" = -p° in v (4.1.3)
nt? = £ auf s, (4.1.4)
R = (/21 FHTFED - 1] in v (4.1.5)
FR =1+ v in v (4.1.6)
uR = u*R auf Sy ' (4.1.7)
= R 4 R e in v (4.1.8)
EeR = dR:L in Vv (4.1.9)
R - a of A in v (4.1.10)
iR

ER(6(1) x (1)) in v (4.1.11)

o]
]
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Fleg® = t in v ; (4.1.12)

Dabei ist aR dér symmetrische zweite PIOLA-KIRCHHOFF'sche Spannungs-
tensor des Referenzzustands mit oR = GRT. Entsprechend den Definitionen
(2.2.17,2.1.10,2.1.3) sind der Reihe nach auBerdem t der erste
PIOLA-KIRCHHOFF'sche Spannungstensor, E der GREEN'sche Dehnungstensor,
F der Deformationsgradient, E bezeichnet die direkt reversiblen
elastischen Dehnungen, E0 die durch die Temperaturdnderung 9 verur-
sachten Extradehnungen, EiR sind die inelastischen Dehnungen, die ein
Funktional des gesamten Prozesses sind, die Tensoren L und A beinhalten
die elastischen Koeffizienten und die  Temperaturausdehnungs-
koeffizienten. Der Einfachheit halber wird im folgenden die zeitliche

Konstanz von L und A vorausgesetzt.

Die Anderung Aa der #uBeren Wirkungen a, definiert durch
Aa = {Ap, Af, Au*, A9}, ‘ (4.1.13)

verursacht Zusatzverschiebungen Au, Zusatzspannungen Ac¢, inelastische
Zusatzdehnungen AEi sowie die Anderung M der internen Parameter a in
B, dessen Konfiguration unter der Wirkung von a+Aa als "aktuelle
Konfiguration Q" bezeichnet werden soll. Es wird angenommen, daf § eine

Gleichgewichtskonfiguration ist, so da8 die folgenden Gleichungen

gelten
. R R .
Div (t +At) = -p -Ap inv (4.1.14)
R R
ne(t +At) = £ +Af auf SF (4.1.15)
E = E#AE = (1/2) [(F+am) T« (FReap)-11] in v (4.1.16)

AE = (1/2)[(FO T« (AR +(AF) T« (F)+(aF) T+ (aF) ] in v (4.1.17)
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AF = V(Au) in v (4.1.18)
Au = Au* auf SK (4.1.19)
R .
E=E + AE inv (4.1.20)
e i 9 .
E=E +E + E in v . (4.1.21)
e R .
E = o6:L = 0 :L + Ao:L in v (4.1.22)
9 R \
E =AS& =A% + A AP in Vv (4.1.23)
i iR i iR i .
E " =E + AE = E  + AE (0,A0,x ,x) in V (4.1.24)
AE = L:AG + A A® + AE" in Vv (4.1.25)
R R R .
F°o = (F +AF)+*(0 +A0) = t = t + At in Vv (4.1.26)
At = AF+6" + FReAd® + AF-Ac in V. (4.1.27)

Dabei ist AEi in den Gleichungen (4.1.24) und (4.1.25) von dem Teil des
Prozesses abhdngig, der B von der Konfiguration QR in die aktuelle
Konfiguration Q Uberfihrt.

Bei gegebenen &uBeren Wirkungen Aa gibt es filir das Gleichungssystem
(4.1.14) -(4.1.27) im allgemeinen keine geschlossene L&sung. Dariber-
hinaus kann 2zundchst weder die Existenz noch die Eindeutigkeit einer
eventuellen Ldsung & priori angenommen werden. Der quélitative
Unterschied zu verwandten Problemen mit rein elastischem
Materialverhalten 1liegt in der Prozessabhédngigkeit von AEi, die

prinzipiell kein finites Stoffgesetz erlaubt.
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4.2 Schwache Form der Gleichgewichtsbedingungen in der aktuellen
Konfiguration

Zur schwachen Formulierung der Gleichgewichtsbedingungen wird das

Prinzip der virtuellen Arbeit fiir den Kérper B in der aktuellen

Konfiguration Q angewandt. Mit den schon in (3.2.1a) eingefihrten

Bilinearformen
<a,b> = I (a:b)dav = I a..b. .dv (4.2.1)
ijij
(v) (v)
[c,d]. = I cled ds = I c.d, ds , (4.2.2)
SF 11
(SF) (SF)

definiert fir beliebige zweistufige Tensoren a und b bzw. Vektoren c

und d, gilt

<tR4At, V(6u)> = <pT+ap,6u> + [£740F,6ul; . (4.2.3)
F
Hierbei ist 6u ein beliebiger Verschiebungszustand fir B, der auf dem
Rand SK iberall den Wert null annimmt. Derartige Verschiebungszusténde

werden “"kinematisch zul&ssig" genannt. Durch Einsetzen von (4.1.26) in

(4.2.3) erhdlt man sofort

FRegR,V(6u)> + <(FR+AF) +AG,V(6u)> + <AF+a,V(6u)> =

<P +p,6u> + [£4af,6u, . (4.2.4)
F
Setzt man voraus, daB die Referenzkonfiguration QR eine Gleichgewichts-
konfiguration ist, so folgt aus (4.2.4)
<(FR+AF)°A6,V(6u)> + <AF-0R,V(6u)> = <Ap,6u> + [Af,6u]s (4.2.5)
' F
Die Umformung von (4.2.5) unter Beriicksichtigung der Symmetrie von ¢

und Ao liefert dann
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(1/2)<00, [ (FR+AF) T+ (V(6u) ) +(V(6u) ) T (FR+AF) I> + <™,V (6u) T+AF> =

<Ap,6u> + [Af,éu]s . (4.2.6)
F

Entwickelt man Ao und AF in Taylorreihen mit
2 2 2
Ag = (8g/3T)| At + (3°g/(B0)) | (AaT)%/2 + ..., (4.2.7)

wobei g eine beliebige tensorielle Funktion ist, so erh3lt man mit den

Abklirzungen
: . 2 2 " o
(dg/8t) =g , (8°g/(8T)" =g , g =g AT (4.2.8)

unter Vernachldssigung aller Terme zweiter und hdherer Ordnung in AT

aus Gleichung (4.2.6)
(1/2)<8, [ (F408) T+ (V(6u) ) +(V(6u) ) T« (F W) I> + <o™,V(6u) T« (Vd)>
= <p,6u> + [f,bu]sl . (4.2.9)

F

Dabei sind p und f entsprechend (4.2.8) definiert.

Zu beachten ist, daB 6u und 4 voneinander verschiedéne physikalische
Bedeutungsinhal;e haben: Wihrend @ die linearisierten tats&chlichen
d.h. dem Zuwachs Aa der &uBeren Wirkungen entsprechenden Verschiebungs-
dnderungen sind, bezeichnet 6u beliebige, von Aa vdllig unabhingige,
kinematisch zul&ssige Verschiebungszusténde. Dabei gehdrt allerdings 4
zur Klasse der durch 6u bezeichneten zuldssigen Vefschiebungszusténde.
Zur Herleitung inkrementeller Variationsverfahren kann zundchst durch

Einschrinkung der méglichen 6u auf G Gleichung (4.2.9) in die Form

(1/2)<8, [ (FReva) T« (W) + (V) T+ (Fe Vi) 1> + <0, (V) T+ (Vd)> =

<p,6> + [£,4] (4.2.10)
SF

Uberfiihrt werden. Umgeformt ergibt sich

(1/2)<8,E> + <0*, (W) T+ (Va)> + <3, (V)T +(V@)> =
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<P,E> + [f,ﬁ]S . (4.2.11)
F

Vernachldssigt man Terme dritter Ordnung in AT, so erhdlt man aus

(4.2.11)
- R T “
(1/2)<8,E> + <g ,(Vad) ~(Va)> =
qs:l’i) + [f’ﬁ]S ] (4.2.12)

F

wobei in (4.2.11) und (4.2.12) die Definition

E=1/20FHT (v + (v)Te(FR) ] (4.2.13)

als Linearisierung des Ausdrucks
(/2 [Fav) To(vd) + (v T (FRewi)] (4.2.14)

durch Vernachlissigqung der Terme (Vﬁ)T'(Vﬁ) benutzt worden ist.
Dividiert man die Gleichung.(4.2.12) durch (A1)2, so erhdlt man den
Gleichung (4.2.11) entsprechenden BAusdruck in Geschwindigkeiten

entsprechend den Definitionen (4.2.8) zu

(1/2)<6,E> + <6, (W) T +(Va)> = <p,u> + [£,ul, . (4.2.15)
' ' F

Linearisiert man die Gleichung (4.1.27) dadurch, daB nur Terme
beriicksicht werden, die die Anderungen F = Wi und & entsprechend den

Definitionen (4.2.8) linear enthalten, so daB gilt

t = Fedh + Fe8 (4.2.16)
beziehungsweise
t = Fedt + FReo (4.2.17)

so lassen sich die Gleichungen (4.2.12) und (4.2.15) sofort umformen

zu
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<t,vi> = <p,> +[f,ﬁ]s (4.2.18)
F
beziehungsweise
<t, Vo> = <p,w> +[%,ﬁ]s ) (4.2.19)
F A

Trotz des grunds&dtzlichen Unterschieds zwischen den mit M) ge-
kennzeichneten Geschwindigkeiten und den mit (A) gekennzeichneten
linearisierten Anderungen von FeldgrdBen haben die mit ihnen
hergeieiteten Gleichungen dieselbe Struktur. Im folgenden wird daher
nur mit den Geschwindigkeiten gearbéitet in der Kenntnis, daB die

entsprechenden Gleichungen in den Anderungen der betrachteten GréBen

dieselbe Form haben.

4.3 sStoffgesetze elasto-plastischer Materialien

Wir beschr&nken uns hier auf Stoffgesetze, bei denen ein 1linearer
Zusammenhang zwischen Spannungsgeschwindigkeiten ¢ und Dehnungs-

geschwindigkeiten E postuliert werden kann mit
6 =M:E. (4.3.1)

Dabei gelten entsprechend Gleichungen (4.1.17), (4.1.18), (4.1.25)

unter Zuhilfenahme von (4.2.7-8,4.2.13) die Definitionen

E = (1/2)[F-FF +(FOT-F] (4.3.2)
Pova (4.3.3)
B = ES+ ED 4B (4.3.4)
E° = L:o (4.3.5)
£ -as (4.3.6)
2t - B (o,x,0) (4.3.7)

Beschrénkt man sich auf elasto-plastisches Stoffverhalten mit
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Verfestigung bei Existenz einer FlieBbedingung mit Potential und der

Gliltigkeit der Normalitdtsregel, so gilt entsprechend (2.3.24)

& - Alaf(ax)/80] . (4.3.8)

Die Belastungsbedingung (2.3.34), hier vereinfacht zu

f =0 = (3£/306):0 + (Of/om)x , (4.3.9)

erlaubt dann bei vorgegebener expliziter Form fiir f und des
Verfestigungsgesetzes die Bestimmung des skalarwertigen Multiplikators
A. So erhdlt man bei Verwendung der von Mises FlieBbedingung und

isotroper Verfestigung die Tangentensteifigkeitsmatrix

Camy = [30, 0 [C1I/EL)+(1/E) 1}/ (23,) . (4.3.10)
mit 6 als Spannungsdeviator, ET als Tangentenmodul des einachsigen
Zugversuchs, E als elastischem Modul und J2 als zweiter Invariante des

Spannungsdeviators, definiert durch

~KL ~MN
J2 = (g GKM GLN c ) (4.3.11)

mit der Metrik G des Bezugskoordinatensystems und der Definition des

Deviators ¢ durch

~KL KL M KL

6 =0 - (1/3)(GMK G LC ) (4.3.12)
so dafB gilt

op _ *MN

EKL = YChrun © . (4.3.13)

Dabei nimmt y den Wert 0 oder 1 an, je nachdem, ob Entlastung bzw.
Belastung im rein elastischen Bereich (y=0) oder Belastung im
plastischen Bereich (y=1) vorliegt.

FaBft man nun Gleichungen (4.3.5-6,4.3.13) zusammen, so ergibt sich

E= (L + yc):& +A$ , (4.3.14)
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oder, in Indexschreibweise

. *KL a
EMN (LKLMN + YCKLMN)O + AMN s . (4.3.15)

il

FaBt man L und yC zum Tensor K zusammen, so ergibt sich

. KL, .
Egy = Keond® .+ Ay @ (4.3.16)

mit der Umkehrung

< (B - A ) HKMN (4.3.17)

&KL
MN MN

4.4 vVariationelle Formulierung des Zuwachsrandwertproblems

Setzt man Gleichung (4.3.17) in (4.2.15) ein, so ergibt sich in

Indexschreibweise
. . ~1  KLMN - R, KL i
(1/2)I [EMN--AMN 8)(K ') EKL + (a) u IKuiIL]dv =
(v)
oKe oK e
J P u. av + I f Uy ds =0 . (4.4.1)
(V) (SF)

Unter Verwendung von (4.2.13) und unter Berilicksichtigung der Symmetrie

von K (und somit K-1), erhalten wir hieraus

R, - -1 KLMN, R.i - R.LN » ij
(1/2)[ [(F ).M ujIN (K ) (F ).KuilL + (ag) ujINuilL 6
(v)

. -1 KLMN, R.,j = Ko oK o
-29AMN(K ) (F ).K ujIL] av + Jp uKdV + I f u as
(v) (sF)

. -1, KLMN
= 1/2 . K
1/ )J {uJIN L« )

(v)

R,j ,_R.i R,LN_ijq *
(F ).M(F ).K + (o) 6 "1] uiIL
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e -1, KLMN, R.i * oK *K-
-28[ (k) (F).KAMN] ui|L} dV+IpuKdv+I fu das=0.
(v) (s,)
K (4.4.2)
Mit den Definitionen
MLV Ryt (KM R L (RN 61D
.K .M
=iL R.i -1 ,KLMN
B (F ).K(K ) AMN (4.4.3)
erhalten wir die Form
. iLjNe A *Ke
(1/2)[ [uleM uiIL-Ze B uiIL] av + I pu, dv
(v) (V)
cKo
+ I f u ds =0 . (4.4.4)
(SF)
In Matrizenform dargestellt ergibt sich hieraus
MleN _BlLJN a.
. . ilu
(v) N
iLj .
-B 0 J | esiL ‘
oKe oKe
I P uy av + I f uy ds = 0 , (4.4.5)

(v) (SF)

wobei formal der Tensor B zweiter Stufe durch den Tensor B, definiert

lLJNé. = §1L zur Erzeugung kodimensionaler Elemente in der

JN
Matrix in Gleichung (4.4.5) ersetzt worden ist. In abgekiirzter Form

durch B
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kann sie dann ausgedriickt werden durch
(1/2)<x,Q:%> + <p,u> + [f,u] = 0 , (4.4.6)

wobei Q die Supermatrix aus (4.4.5) und x den Vektor aus den Variablen
Wu und § darstellt.

Dabei ist 2zu berilicksichtigen, daf $ in allen Beziehungen dieses
Abschnitts entsprechend der Aufgabenstellung eine vorgegebene Gréfe
ist.

Eine Erweiterung auf Prozesse mit vorgegebener Oberflichentemperatur
und Wdrmeproduktion im Innern ist dadurch m&glich, daf man die
Bedingung des thermischen Gleichgewichts berticksichtigt. Dazu gehen wir

von der thermischen Gleichgewichtsbedingung in der Form
. 2
pcd - A(V) "6 -q =0 (4.4.7)

aus, wobei p die spezifische Dichte, c die spezifische Wdrmekapazitit,
A der Warmeleitungskoeffizient und g die gegebene, im Innern von B
produzierte spezifische Wirme ist. Alle GréBen sind hier auf die
Referenzkonfiguration QR bezogen und V2 steht fUr V-V bzw. in Index-
schreibweise (dz/(dxA)Z), A=1,2,3. Dann l&Bt sich eine schwache Form
der thermischen Energieerhaltung durch die Multiplikation von (4.4.7)
mit einer beliebigen Variation 69 der Temperatur % und Integration uber

das Volumen von B durch

I (pcd - A(W28 - Q)68 av = 0 (4.4.8)
(v)

erzeugen. Selektiert man aus der Menge der zul&ssigen Funktionen 68
diejenigen, die die Randbedingungen fiUr die Temperaturdnderungen 8
erfiilllen und identifiziert man 6% entsprechend der Vorgehensweise beim
Ubergang von (4.2.9) nach (4.2.11) mit dem tats&chlichen Tempera-

turdnderungsfeld é, so ergibt sich fir (4.4.8)
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J pch? av - J [A(W?20d + g8l av =10 . (4.4.9)
(V) ()

Da pc immer positiv ist und die Faktoren A(V)2% sowie q bekannt sind,
stellt (4.4.9) ein in # positiv definites Funktional dar, welches fiir
die L&sung §* ein absolutes Minimum annimmt. Dieses kann mit der

quadratischen Form (4.4.5) bzw. (4.4.6) zusammengefaBt werden

(1/2)<x,0:x> + <a,y> + [%,&]S =0, (4.4.10)
F

mit den Abkilirzungen

MleN _BleN
5 -
BN (2/9)pcsts N
| )
und
y=@, »H" ,a=0", a-r(v%9) 1T . (4.4.11)

Soll die therm;mechanische Kopplung 2zwischen plastischer Arbeit,
Dissipation und Temperatur&@nderung erfaft werden, so kann dies in
erster Ndherung unter Vernachld@ssigung der in Abschnitt II.2.4
beschriebenen Effekte dadurch geschehen, daB die gesamte plastische
Leistung oR:ép als dissipierte W&rme g angesetzt wird. Die plastischen
Dehnungsgeschwindigkeiten E® sind jedoch durch é, ée und die gegebenen

Materialparameter darstellbar.
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V. DAS EINSPIELEN ELASTO~-PLASTISCHER KORPER

In sehr vielen praktischen Problemen der Strukturmechanik ist die
Kenntnis des tatsdchlichen Spannungszustands am Ende eines Bela-
stungsprozesses, der mit den im vorigen Abschnitt hergeleiteten
Methoden ermittelt werden kann, von untergeordneter Bedeutung. Vielmehr
interessiert, ob die betrachtete Struktur, gemessen an den an sie ge-
stellten funktionalen Anforderungen, versagt oder nicht.

Eine spezielle Form des Versagens bei veré&nderlichen Lasten ist der
inkrementelle Zusammenbruch einer elasto-plastischen Struktur: Er ist
dadurch gekenzeichnet, da8 man keinen Zeitpunkt <t im Verlauf des
Prozesses angeben kann, jenseits dessen keine zus&tzlichen plastischen
Verformungen auftreten; die plastischen Deformationen wachsen un-
begrenzt. Wenn hingegen ein solcher Zeitpunkt existiert, so bleiben die
plastischen Deformationen begrenzt und man sagt, daB sich der
betreffende Kdrper jenseits dieses Zeitpunkts "eingespielt" hat. Es sei
bemerkt, daB mit den herkdmmlichen inkrementellen Verfahren die Frage,
ob sich bei einer beliebigen Anzahl von Lastzyklen ein Bauteil ein-
spielt oder nicht, prinzipiell nicht zufriedenstellend beantwortet wer-
den kann, da nur fiir eine sehr begrenzte Anzahl von Berechnungs-
schritten zuvefléssige Ergebnisse erwartet werden kénnen, wdhrend bei
dem genannten Problem eine sehr groBe Anzahl von Lastver&nderungen
berlcksichtigt werden miiBte.

MELAN [101] hat fir geometrisch lineare Probleme iiber einen statischen
Ansatz ein  hinreichendes Kriterium flir das Einspielen eines
elasto-plastischen Koérpers hergeleitet. Er zeigte, unter welchen Bedin-
gungen die plastischen Deformationen in einem globalen Sinne begrenzt
bleiben. Wenn dies fir einen bestimmten Kérper gezeigt werden kann, so
sagen wir, daB sich der Kérper "einspielt". Komplementdr hierzu hat
KOITER [78] ein hinreichendes Kriterium fiir "Nicht-Einspielen" mittels
eines kinematischen Ansatzes angegeben. Erweiterungen dieser beiden

Grundkonzepte auf andere Problemklassen unter Berilicksichtigung von
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Temperaturver&nderungen, Verfestigung, Kriechen und dynamischer Effekte
sind gemacht worden [23,42,43,72,73,77,80,124,125] und die numerische
Anwendung, basierend auf der Formulierung von MAIER [93,94], bei der das
Kontinuum & priori durch eine endliche Anzahl diskreter Freiwerte
ersetzt wird, gehdrt inzwischen zum Instrumentarium der Struktur-
analyse; Literaturiibersichten finden sich in KONIG & MAIER [75] und
MAIER & MUNRO [95], sowie in GOKHFELD & CHERNIAVSKY [43].

Die iiberv)iegende Mehrzahl dieser Arbeiten basiert auf der Theorie
infinitesimaler Verformungen, bei der der EinfluB der Geometriednderung
auf die Gleichgewichtsbedingungen vernachlassigt wird. Bei Problemen
der Strukturmechanik im Bauwesen stellt dies keine wesentliche
Einschréankung dar, da ein Bauwerk gewdhnlich schon dann unbrauchbar
wird, wenn die in ihm auftretenden Verschiebungen klein sind, d.h. im
Glltigkeitsbereich der geometrisch linearen Theorien. Die Beurteilung
des Einspielverhaltens .von Bauwerken, speziell von Rahmen und Stab-
werken, ist demzufolge ein wichtiges Anwendungsgebiet fiir das
MELAN'sche Theorem (siehe auch Literatursammlungen [75,95]).
Betrachtet man jedoch Strukturen aus metallischem Material, wie Behdl-
ter, Rohre, allgemein tragende Teile bei Fahrzeugen und Flugzeugen, so
stellt man fest; daB Versagen unter Umsté@nden erst bei erheblichen
Verformungen der Struktur auftritt, die den Gliltigkeitsbereich linearer
Theorien weit iberschritten haben, so daf eine Erweiterung der
herkémmlichen Verfahren zur Erfassung geometrisch nichtlinearer Effekte
erforderlich ist.

Geometrische Nichtlinearitdten ("Effekte zweiter Ordnung") wurden zum
erstenmal von MAIER [93,94] bei Anwendung auf von vornherein
diskretisierte Systeme berlcksichtigt. Er benutzte dazu ein verein-
fachtes lineares DehnungsmaR sowie eine linearisierte Fliefbedingung.
KONIG [74,76] behandelte in mehreren Arbeiten das Problem stabi-
lisierender bzw. destabilisierender Effekte geometrischer Anderungen
auf den inkrementellen Kollaps und erhielt ein Kriterium fir stabile

und instabile Prozesse, unter der Voraussetzung, daB entweder die
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Formfunktion, die die Gestaltsdnderung des betrachteten Kérpers bei der
sukzessiven Deformationen beschreibt, invariant ist, oder aber daf nur
der Beginn des Prozesses betrachtet wird.

Ganz &hnlich hierzu untersuchten NGUYEN & GARY [116] das Problem von
Instabilit&ten, hervorgerufen durch akkumulierte plastische Dehnungen
und unterstreichen das Risiko des Beulens von Strukturen infolge dieser
plastischen Deformationen. Sie linearisieren die Gleichgewichtsbedin-
gungen beziiglich einer fixierten Vorspannung des Systems.

In diesem Abschnitt wird der EinfluB von Geometrie&nderungen auf das
Einspielverhalten im Rahmen der Kontinuumsmechanik betrachtet, ohne daB
a priori Linearisierungen vorgenommen werden. Die hergeleiteten Aus-
sagen sind Erweiterungen der Resultate der Arbeiten von

WEICHERT [163,165].
V.1 EINE ERWEITERUNG DES MELAN'SCHEN THEOREMS

Es wird dieselbe Notation wie in Kapitel III verwandt. Insbesondere
wird vorausgesetzt, daB die L6sung eines rein elastischen Referenz-
problems (Index nOu) entsprechend den Gleichungen (3.1.17-26) gegeben
ist. Die Diffe;enzfelder zwischen allen FeldgréBen des Realkdrpers B
und des Referenzkdrpers B° sind dann durch (3.1.27-31) definiert.

Sei s° ein "sicheres" generalisiertes Spannungsfeld entsprechend

(3.1.12), welches filir alle Zeiten 1t die FlieBbedingung so erfiillt, daB

es im strikten Innern des elastischen Bereichs C liegt:

+
s € C(s) (5.1.1)

Mit

st = g% As+, (5.1.2)

wobei ast zeitunabhdngig ist. Es wird gezeigt werden, unter welchen

Bedingungen der Realkérper B einspielt, wenn ein solches Feld As+
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existiert.
Unter der Annahme der Existenz eines Differenzfeldes As® kann die posi-

tive quadratische Form W definiert werden mit
W= (1/2) (As-As+,As—As+)i=

(1/2)J [(a0-86") :L: (Ac-A0T )+ (w-w) Z+ (w-0T)]av. (5.1.3)

\Y
[o]

Die Stofftensoren L und 2 sind positiv definit wund konstant
entsprechend (3.1.13-15). Der =zeitliche Zuwachs W ist dann gegeben

durch
W=(As-as", e-€) , (5.1.4)
wobei € und e definiert sind durch
+

e=1L:48 ,¢e=%:as" . (5.1.5)

Der Dehnungsdifferenztensor Ae setzt sich zusammen aus einem Anteil,
der die Spannungsdifferenz As erzeugt und dem rein plastischen Defor-

mationsanteil ep, so daB mit (5.1.5a) gilt:
pe =€ + & . (5.1.6)
Mit (3.1.29) ergibt sich dann
p

e=e¢"+e+ ¢ . (5.1.7)

Aus der Annahme, daB ast zeitunabhéngig ist, folgt mit (5.1.5)b, das

e gleich null ist. Setzt man (5.1.7) in (5.1.4) ein, so erhdlt man
W= (88 - 25", e -e&® -&) . (5.1.8)
Unter Benutzung der Definitionen
e=I[g, 0], & =I[° 0], &°=1I[F" ], (5.1.9)

die aus (3.1.9), (3.1.11) und dem Umstand folgen, daB die rein
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elastische L&sung des Referenzproblems keine internen Parameter haben
kann, und der Definition (3.1.2) bzw. (3.1.18) der Zeitableitung des

Green'schen Dehnungstensors erh&lt man:

W=wp+Wh (5.1.10)

ﬁp = (1/2)<As - AT, F e F + Foe B - (F)Te F° - (F) T+ F°- 28P >
(5.1.11)

Wh =(1/2) <x-x", 22 > . (5.1.12)

Es sei bemerkt, daB wegen der Entkopplung der Temperaturdehnungen ea
von elastischem und plastischem Deformationsanteil die

Temperaturdehnungen ee in dieser Herleitung nicht explizit auftreten.

Sie gehen nur Uber die Bedingung, daB s = s° + As bzw. s = &% + As' im

elastischen Bereich C liegen miissen, in die Problemldsung ein, da sie
den Spannungszustand s° beeinflussen.

Durch die Symmetrie von Ae und AB+ kann ﬁp umgeformt werden. Es gilt

dann:

&p - s - ast, FoF - (BT (8°) - ﬁp;, (5.1.13)
oder, unter Benutzung von (3.1.28) und (3.1.17)

W_ = <As - As®, FL «(F - F°) + V(Au)T-§°> - <As - AsT, EP> .

p

(5.1.14)

Unter Beriicksichtigung von (5.1.2) und (3.1.30) sowie des Umstands, daB
so = [op, 0] gilt, da fir den rein elastischen Referenzkdrper keine

internen Parameter definiert sind, erh&lt man:
We<ag-0,Flef - FO) + V(AW ToF° > - <s - g",6"> .
(5.1.15)

Benutzt man die Verkniipfung von erstem und zweitem
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Fall (a)
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Fall (b)

BiLp 11: Zur VERANSCHAULICHUNG DES KONZEPTS DES ZEITLICH KONSTANTEN EIGENSPANNUNGS-
ZUSTANDS 46 : ElNSPlELEN KANN NUR ERFOLGEN., WENN FUR JEDEN ELASTISCHEN
VERGLE I CHSZUSTAND eg, 8, EIN ZEITLICH KONSTANTER EIGENSPANNUNGSZUSTAND 268
GEFUNDEN WERDEN KANN, DER DEN GESAMTSPANNUNGSZUSTAND IN DEN “SICHEREN"
Bere1cH C' zURUCKFUHRT. FALL (A): EINSPIELEN KANN ERFOLGEN
FaLL (B): EINSPIELEN KANN NICHT ERFOLGEN.,
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Piola-Kirchhoff-Spannungstensor nach Gleichung (3.1.6) so erhdlt man

t=F - g, tt=F.0". (5.1.16)

Man kann dann zeigen, daB bei Beschri&nkung von t" auf statisch
zuldssige Felder ein Teil der rechten Seite in (5.1.15) gleich null

ist: Es gilt mit (5.1.16) die Umformung

T . . ° °
<o - o+, F « (F - F°)> =< F.(0 - o+), F - F>

=<t-t,F-F>=-<pivt-pivt, a-u>

+ < net - n-t+, u- u°> (5.1.17)

s -
Dies ist jedoch die Differenz der schwachen Formen der Gleichgewichts-
bedingung flir das tats&chliche Spannungsfeld t und das fiktive
Spannungsfeld t+. W&hrend t per Definition die Gleichgewichtsbedingung
erfiillt, wird sie durch t" durch die obige Einschrénkung auf statisch
zulédssige Felder erfiillt. Dieser Beweis entspricht der Begriindung der
Gleichung (3.2.21) in Abschnitt III.

Der verbleibende Teil von W nach Gleichung (5.1.15) wird aufgespalten:

w =WG +'-WI (5.1.18)
&G =<0 -0, aAvaT. F> (5.1.19)
ﬁI =-<s-s8", > . (5.1.20)

Aus der Definition des generalisierten Standard Materials nach
(2.3.35-43) folgt aber sofort, daB &I immer nicht-positiv ist, selbst
im Falle nur konvexer und nicht streng konvexer FlieBbedingungen. BAus
der Definition (5.1.3) folgte, daB W nicht negativ werden kann. Die
rechte Seite von (5.1.18) besteht aus dem nicht-positivem Anteil &I
(gleich null fiir e = 0 und kleiner als null fiir &> 0). Kann nun
gezeigt werden, daB W_ beschrinkt nach oben ist, so folgt, daB es einen

G
Zeitpunkt geben muB jenseits dessen keine zusdtzlichen plastischen Ver-
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formungen auftreten. Man erkennt dies sofort, wenn man die Zeit-

integration von (5.1.18) ausfiihrt:

Wo- W =J W dr (5.1.21)
(T)
Ist WG nach oben beschrénkt, so ist die linke Seite von (5.1.21) nach
unten beschrankt (W ist fir endliche Differenzen As - As' und endliche
Gebiete V immer beschrénkt. Nur dieser Fall ist jedoch physikalisch
sinnvoll). Daraus folgt sofort, daB die rechte Seite von (5.1.21) eben-
falls beschrankt sein muB. Das aber bedeutet, daB in diesem Sinn e
jenseits eines bestimmten Zeitpunktes T, 2z null werden mu. Die grund-
sdtzliche Annahme kleiner bzw. endlicher Dehnungen und differen-
zierbarer Felder schlieBt aber den Fall aus, da8 auf einem Gebiet der
Méchtigkeit null (dieses sind Fl&chen bei der Betrachtung volumenhafter
Kdrper, Linien bei der Betrachtung flachenhafter Kdérper und Punkte bei
der Betrachtung linienhafter Koérper) die plastischen Dehnungen iber

alle MaBe anwachsen kdnnen. Damit ist gezeigt, daB unter der Bedingung

Wy = J <o-0, AW .F°>dr <a , (5.1.22)
(T)

wobei A eine feste 2Zahl kleiner e ist, im Sinne der gewdhlten

Definition der betrachtete Korper einspielt.

V. 2. Praktische Sonderfille

Der allgemeine Beweis, daR W; nach (5.1.22) beschrénkt ist, ist
deswegen nicht méglich, weil die unbekannte Verformung u als
Differenzfeld A(Vu) auftritt. Dieses Problem hat seine Entsprechung in
dem am SchluB von Abschnitt III erlduterten Problem bei der L&sung des

Anfangs-Randwertproblems fiir die Spannungen. Deswegen werden im fol-

genden zwei technisch wichtige Sonderfdlle betrachtet:
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Problem (A):

Die gegebenen Daten erlauben es, das Deformationsmuster von B im
Rahmen eines gegebenen Ungenauigkeitsbereichs vorherzusagen.
Insbesondere wird angenommen, dal ein Bereich u® von Verschiebungs-
feldern ua bekannt ist, durch den sich die Struktur im Fall des in-
krementellen Kollapses quasistatisch hindurchbewegen wiirde (siehe

Bild 12). Unter welchen Bedingungen spielt B ein?

BiLDp 12: VERANSCHAULICHUNG VON PROBLEM (A)

Problem (B):
Die &uBeren Lasten {a} sind spezieller Art: Bis zu einem Zeitpunkt
TR erfahrt B endliche, als bekannt vorausgesetzte Verschiebungen uR
unter der Last {aR} derart, daB B zur Zeit TR in der bekannten Kon-
figuration QR im Gleichgewicht ist. Flir Zeiten Tt > tR ist B

zyklischen Lasten {a} unterworfen mit

{a}l(xX,1) = {aR}(x) + r (X,t), ©t > TR. (5.2.1)

Dabei wird angenommen, daB ein Vergleichskorper BC, der z. Zt. TR

die Konfigurationen VR hat und rein elastisch auf die zyklischen
Lasten r reagiert, Bewegungen mit vur << FR ausfiihrt, wobei u? die
Amplituden dieser {iberlagerten Bewegung sind. Filir langwellige
Deformationsmuster der ibgerlagerten Bewegung (siehe Bild 13)
entspricht dies der Forderung o << uR . Unter welchen Bedingungen

spielt B ein?



- 88 -

BiLp 13: VERANSCHAULICHUNG VON PRoBLEM (B)

Ldsung von Problem (A)

Es sei eine Klasse U> ausreichend glatter und zeitunabhangiger
Verschiebungsfelder ua, dicht in Ua, gegeben, die die homogenen Rand-

bedingungen auf S erfiillt. Der Einfachheit wegen sei angenommen, da8

K
u® von Funktionen u' und_u- eingeschlossen ist und daB u® konvex ist,

so daB ein beliebiges Feld uw’e v? gegeben ist durch
(X)) = [1=a(X)] u(X) + a(X)u'(X) , «(X) € [0,1] . (5.2.2)
Die Gleichgewichtsbedingungen fiir B sind dann gegeben durch:

pivi(1 + v + W) 0] (5.2.3)

It
|
©

ne[(1 + W + w)eal

]
H

(5.2.4)
mit u® e U%. Die entsprechende Menge F® von Deformationsgradienten
Fa(ua), erzeugt durch die Menge Ua, ist dann definiert durch:

FF =1+ w® + w® (5.2.5)

Man kann dann beziglich F® statisch zul&ssige Spannungen 6% und t%°

als diejenigen Spannungsfelder ot definieren, die die Bedingungen
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. .
piv (F® « ¢") = -p (5.2.6)
+ #

1
(o]

ne+ (FF ¢ (5.2.7)

erfiillen. Dabei kann F° + ¢ entsprechend (3.1.6) ersetzt werden durch
t**. Aus der Formulierung von Problem (A) folgt, daB wenigstens in
einem Moment des Deformationsprozesses eines der Felder u® € U® mit dem
tatsdchlichen Verschiebungsfeld wu (bereinstimmt. Demzufolge aber

erfillt das tatsdchliche Spannungsfeld ¢ zu diesem Zeitpunkt die Bedin-

gungen
Div (F* + ¢) = —p" (5.2.8)
ne(F +a0) =f (5.2.9)
bzw.
Div t° = -p" (5.2.10)
netisf (5.2.11)
a

mit t2 = F° - ¢. Mit derselben Begriindung wie im allgemeinen Fall folgt

dann direkt, daB gilt

<t -, F-F>=0 (5.2.12)

as

und die Gleichung (5.1.15) geht mit s = [oas,t] tiber in:

o s

W= <o - 0, ()T - w®> - < - s°5,eP>. (5.2.13)

Analog zum allgemeinen Fall gilt der SchluB, daB bei Existenz eines
statisch und plastisch zuldssigen Feldes s®° und der nach oben
Beschrénktheit von w: mit
wz = Jm< o -0, ()T« w ac (5.2.14)
0
ein Zeitpunkt erreicht wird, 3jenseits dessen keine zusdtzlichen
plastischen Dehnungen mehr auftreten, so daf der betrachtete

. . . s . as
Kbrper einspielt. Die Konstruktion statisch zuldssiger Funktionen s
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bezliglich eines gegebenen geometrischen Bereichs u® nenne ich
* LINEARISIERUNG BEZUGLICH EINES BEREICHS VON VERSCHIEBUNGSZUSTANDEN"
oder "KONSTRUKTION STATISCH ZULASSIGER FELDER BEZUGLICH EINER UNGENAUEN

GEOMETRIE".

L3sung von Problem (B)

Dieses Problem ist ein Spezialfall von Problem (A): Die Menge v+ o°
reduziert sich auf das Verschiebungsfeld uR, welches die Referenz-
konfiguration VR beschreibt. Die Gleichungen (5.1.10 - 12) reduzieren

sich dann unter Benutzung von

s=8+A8 , 8 =s8+as (5.2.15)

mit
st = [}, =] (5.2.16)
auf

We<o-0o,(FR + 0F)T+0F - (FX + 0FC)T+3F°> - <5 - 87,eP> .
(5.2.17)

Dabei bezeichnet 8F die Xnderung des tatsichlichen Deformations-
gradienten und 9F° den zu B gehdrenden Deformationsgradienten. Der
EinfluB von 8F und OF wird als vernachldssigbar in den
Gleichgewichtsbedingungen angesehen. W&hrend dies fir oF° durch die
Formulierung von Problem (B) gerechtfertigt ist, ist die Vernachldssi-
gung von OF als Linearisierung der Gleichgewichtsbedingungen fir den
KOrper B in der geometrischen Umgebung der Referenzkonfiguration VR
anzusehen. Dann aber folgt aus (5.2.17):
W=<F +(c-0"), OF - 0F> - <s -8*,eP> . (5.2.18)

Der tats&chliche linearisierte Spannungszustand tR, definiert durch

t =F -+ o0, (5.2.19)
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erflillt die linearisierten Gleichgewichtsbedingungen

piv t} = p~ - pF (5.2.20)

noett= 4, (5.2.21)

wobei der Index "r" die betreffende GrdBe als Teil der allgemeinen
Zusatzlast r(X,t) kennzeichnet. Werden nun nur solche Spannungsfelder

& und t*°, definiert durch

t =F -0, (5.2.22)

zugelassen, die die Gleichgewichtsbedingungen (5.2.20 - 21) erfillen,
so verschwindet der erste Term der rechten Seite von (5.2.18) und man

erhdlt:
W= -<s - s8¢, &P> (5.2.23)
mit

Rs Rs R
s =[U N ]

x . (5.2.24)

Hier nun gilt wieder MELAN's Argument: Da W im nichttrivialen Fall
immer positiv ist und W immer nicht-positiv, muB ein Zeitpunkt erreicht
werden, von dem ab keine 2zus&tzlichen plastischen Deformationen
auftreten kdnnen. Die Konstruktion statisch zuldssiger Funktionen sRS

identifizieren wir als "“LINEARISIERUNG BEZUGLICH EINER GEGEBENEN

REFERENZDEFORMATION" .
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V.3 EINE ERWEITERUNG DES KOITER'®'SCHEN THEOREMS

Wahrend wir in den Abschnitten 1 und 2 dieses Kapitels das Melan'sche
Theorem zum Ausgangspunkt der Betrachtung gemacht hatten und
hinreichende Kriterien fir das Einspielen von Strukturen gefunden
hatten, werden wir hier auf der Grundlage des Koiter'schen Theorems ein
hinreichendes: Kriterium fiir das Nichteinspielen von elastoplastischen
Kdrpern unter Berlicksichtigung bestimmter geometrischer Effekte
herleiten. Ganz analog zur klassischen Vorgehensweise Koiters [78]
werden wir dazu die Aussage des erweiterten Melan'schen Theorems mit
heranziehen.

Problemstellung:

Ein elastisch-idealplastischer Kérper B steht unter der Wirkung der
zyklischen Lasten £ Qnd pF, nachdem er durch die zeitlich konstanten
Lasten fR und pR so vorverformt worden ist, daB er in der Referenz-
konfiguration ﬂR unter der alleinigen Wirkung von fR und pR im Gleich-
gewicht war. Wird B unter der Wirkung der zus&tzlichen Lasten £ und
pf einspielen?

Diese Fragestellung entspricht dem Problem (B) in Abschnitt V.2 und ist
somit wesentlich eingeschrénkter als die Fragestellung bei der Erwei-

terung des Melan;schen Theorems.

Behauptung: Immer dann, wenn fiir einen beliebigen kinematisch

zuldssigen Zyklus plastischer Extradehnungsgeschwindigkeiten E*p die

Ungleichung

<<p,ﬁ*>> + [[£, G*JJ > <<o*,é*p>> (5.3.1)

gilt, dann tritt kein Einspielen ein.

Dabei gelten die folgenden Definitionen:
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T
<<a, b>> = JI a;y by avdr, i,j=1,2,3 (5.3.2)
o(V)

mit T als Zeit filr einen Lastzyklus und a, b als beliebigen

symmetrischen, zeitabhl&ngigen Tensoren zweiter Stufe,

T
[[e,d]] = J] c; di ds dt , (5.3.3)
O(SF)

mit ¢ und d als beliebigen zeitabhdngigen Vektoren und SF als dem Teil
der Oberfldche von B, auf der Krdfte vorgegeben sind. Der Teil der
Oberflé&che, auf dem Verschiebungen vorgeschrieben sind, ist mit SK
bezeichnet. Wir nehmen an, daB nur Verschiebungen gleich null auf SK
vorgeschrieben sind.

Der Dehnungszustand wird durch den Green'schen Dehnungstensor E

entsprechend (2.1.10) beschrieben mit

o)
1}

(1/2)(F$,F o - 6,0) (5.3.4)

AB kB AB

wobei F entsprechend (2.1.3-5) den Deformationsgradienten darstellt

mit

axl)/(ax®) . (5.3.5)

|
H

*A

Der Verschiebungsvektor sei u und 6 das Kronecker-Symbol. Komma mit
nachfolgendem Index zeigt die Differentiation nach der durch den Index
bezeichneten Koordinate an. Der Einfachheit halber beschrénken wir uns
auf kartesische Koordinaten mit tiefgestellten kleinen Indizes fiir
verformte und unverformte Konfiguration. Wie bisher wird die Ableitung

nach der 2Zeit durch iibergestellten Punkt gekennzeichnet: (= (8/81) ().

Wir erhalten dann die Zeitableitungen des Green'schen Dehnungtensors

und des Deformationsgradienten zu
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ki Fkj

Ty

+ F ) (5.3.6)

i3 (1/2)(FkiFkj

T | (5.3.7)

1) 1,]
Im folgenden wird der Sonderfall betrachtet, daB Bewegungen mit kleiner
Amplitude einer endlichen Vorverformung iliberlagert werden. Die endliche
Vorverformung wird dabei durch den hochgestellten Index "“R"
gekennzeichnet, wdhrend vorgestelltes 6 auf die superponierte Bewegung
hinweist:

R

F..=F.. + 6F. . (5.3.8)
ij 1) 1]

Byy = (1/2) [(ry, + 6ij)(F§j + OF ) - 6,1 =
- (1/2)[(F§iFk§ - 69 (Fiierkj + 6FkiF§j) +(8F, ;6 )]
=EN, + B, +e,. , €.. << E. . (5.3.9)

ij ij ij ij 1)
mit

E?j - (1/2)(F§iF§j - 6,4

- (1/2)(F§iGij + 6FkiF§j)

eyy = (1/2)(6F, 6F, ) .

Die Vernachlédssigung von eij bezeichnen wir als "Linearisierung

beziliglich der Referenzkonfiguration QR".
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Fir konstantes FR gilt dann:

ij

-~ R ° . R
= Eij = (1/2)(Fk16ij+ éFkiij) . (5.3.10)
Ein kinematisch zuldssiger Zyklus plastischer Dehnungsgeschwindigkeiten

ist definiert durch

p Roa*p R o%p
E" = (1/2)(Fki6Fkj + ijkai ) . (5.3.11)
Dabei ist fir die Beweisfilhrung entscheidend, daB das Zeitintegral von

6F P {iber einen Lastzyklus mit

T

Iaf"’.‘"? dr = au'P. ; mP=0 aufs (5.3.12)
ij i,j i K

o

*P darstellbar

als Gradient eines zugehdrenden Verschiebungsfeldes Au
ist.

Der Beweis der Behauptung erfolgt durch indirekten Beweis.

Annahme: Einspielen erfolgt. Dann existiert ein Spannungsfeld 6" mit

= +d ++p, (5.3.13)

so daB oa im Innern des rein elastischen Bereichs C liegt: & e c.
Dabei ist OR der Spannungszustand im Referenzzustand QR, o ist das
zeitlich variable Spannungsfeld, welches durch die superponierten
Lasten £ und pr in einem auf f° und pr rein elastisch reagierenden
Vergleichskérper B’ hervorgerufen wird und d° sind die durch die Extra-
dehnungen E*p hervorgerufenen Eigenspannungen in demselben auch auf
E*p rein elastisch reagierenden Vergleichsk&drper B; p ist ein zeitlich

konstantes Eigenspannungsfeld. Das Spannungsfeld 6® ist dabei statisch
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zuldssig, d. h. es erfiillt die Bedingungen

R a

(Fkioij),j = -Py in v (5.3.14)

n. (Fklolj) = fk au‘f-‘SF (5.3.15)
oder, dquivalent hierzu:

<<p,u>> + [[£, 0 ]] = <<6>, B >> (5.3.16)
wobei é* ein beliebiger, kinematisch zuldssiger Dehnungs-
geschwindigkeitstensor ist mit

By = (1/2) (Fh, uk’j + Fijﬁ: 2 (5.3.17)

G: =0 auf S . (5.3.18)

Umformung der rechten Seite von (5.3.16) liefert dann:

R - ok o % X
<o + " + 0 +p, E> = <<, B> + <<d® + 6°, E S>>

— l* L
+ <P, B> 4+ << ¢, EP> . (5.3.19)

Untersuchung der Terme der rechten Seite von Gleichung (5.3.19)
a) Es gilt die Umformung:

o % - ok ok
<o +6°, B3> = << L:ES, L ip >> = <<ES, p 5>, (5.3.20)

wobei Ee definiert ist durch
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e

r e
Biy = (o

+ oo.)
k,3

R R e ‘
Kl Lijkl = (1/2)(Fk16u + ijéuk i). (5.3.21)

3

Dabei ist 6ue die Verschiebung, die durch die Wirkung von pF, £ und

E*p in einem auf diese Lasten bzw. Extradehnungen rein elastisch

wirkenden Vergleichsk&rper B auftritt. Fir verschwindendes pr,fr und

E’kp hat B die Referenzkonfiguration QR und den Spannungszustand dR, ist

fir diese Situation also identisch mit B. Der Eigenspannungs-
ok

geschwindigkeitstensor p ist mit dem elastischen Dehnungs-

o %
geschwindigkeitstensor E € verbunden durch

X3 -1 s ke

pij = Lijkl E Kl (5.3.22)

o %
mit E © als dem durch die zyklischen Extradehnungsgeschwindigkeiten
ﬁ*p induzierten elastischen Dehnungsanteil. Da E° kinematisch zulédssig
ist, d. h. durch einen Verschiebungsvektor Gue definiert ist, der die

o%
kinematischen Randbedingungen erfiillt, und p ein Eigenspannungszustand

ist, gilt
T T
e % . R - e R » e
<<E , p >> =‘JI (Fkipij),jﬁukdv + JI (Fkipij)njéukds = 0.(5.3.23)
o(Vv) o(SF)

b) Da angenommen wurde, daB B einspielt, ist der tatsdchliche

*p

* .

Eigenspannungszustand p aufgrund von E zyklisch, so daB gilt
%

p*(nT)-p (nT-T) = 0. Dabei bezeichnet n eine beliebige natiirliche Zahl.

Das aber heiBt, daB die mit einem 2yklus verbundene elastische

*
Dehnungsdnderung AE e, definiert durch

T
*e LE Y R *e R *e
AE ij = Jﬁijdt = (1/2)(FkiAu K, + ijAu k,i) (5.3.24)
o

ebenfalls null sein muB. Da 0'R und p zeitlich konstante Spannungsfelder

sind, muB demnach gelten:
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T
R - % R - o k@
<<6 + p, BE >> = I [(oij + pij) IE ijdt] av
(v) o
#
= I [(o.R + 5..) aE™, av = 0. (5.3.25)
1j 1) 1)

Der einzige nichtverschwindende Term der rechten Seite von Gleichung

(5.3.19) ist also der Ausdruck <<oa, é*p>>. Demnach gilt:

«c®, E'>> = <«<d®, EP>>, ’ (5.3.26)
bzw. unter Zuhilfenahme von Gleichung (5.3.16)

<<p, 0> + [[E, u 1] = <<a®, EP>> . (5.3.27)
Aus der Konvexitdt des elastischen Bereichs C folgt aber

. * .
<<6?,EP>> < <0, EP>>, _ (5.3.28)

* .
wobei o der tatsdchliche, zu E*p gehérende Spannungszustand ist.

Eingesetzt in Gleichung (5.3.27) ergibt sich also die Ungleichung
otk ok * .
<<p, u > + [[f, u]]l] <<<0, £P>> R (5.3.29)

die im Wiederspruch zur getroffenen Annahme steht,

Die hier gegebene Erweiterung des KOITER'schen Einspieltheorems (erster
Teil) geht direkt in das urspriingliche Theorem iiber, wenn FR gleich &
und oR gleich null gesetzt wird.

Die Anwendung des Koiter'schen Theorems zur Bestimmung sicherer Ein-
spielbereiche fir &uBere Lasten ist auch bei geometrisch 1linearen

Problemen unter der Voraussetzung mbglich, daf die zum betrachteten
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Lastfall dazugehdrenden Deformationsmuster gegeben sind. Dies ist im
allgemeinen problematisch, in Sonderfillen [83] jedoch méglich, wenn
Gestalt und Belastungsgeschichte eine klare Aussage tber die zu

erwartenden Deformationsmuster zulassen.
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VI. ZUR STABILITAT ELASTOPLASTISCHER ZUSTANDE

VI.1 DEFINITION UND ANNAHMEN

Die Betrachtungen in Abschnitt V bezogen sich ausschlieBlich auf die
Versagensméglichkeit von Strukturen aufgrund der unbegrenzten
Akkumulation plastischer Deformationen. AuBer Acht gelassen wird dabei
die Mdglichkeit des Versagens hervorgerufen durch den Stabilit&tsver-
lust der betrachteten Struktur. Die Frage, ob eine elastoplastische
Struktur unter einer gegebenen Lastgeschichte instabil wird, hat in den
letzten Jahrzehnten sehr groBe Beachtung gefunden und soll hier keines-
falls umfassend diskutiert Qerden. Ubersichten ilber die existierende
Literatur auf diesem Gebiet finden sich in [57,58,64,120,121,139],

Ausgangspunkt ist dabei die Theorie von HILL[57,121], in der ein Poten-
tial U als Funktion des Geschwindigkeitsgradienten F postuliert wird,
mit dessen Hilfe die adjungierten (nichtsymmetrischen “Nominal"- oder
1. PIOLA-KIRCHHOFF-) Spannungsgeschwindigkeiten t bestimmt werden

kénnen:
t = dU(F)/8F (6.1.1)

HILL hat damit -allgemein fiir K&rper unter Totlasten, bestehend aus
Materialien ohne "natlirliche" 2Zeit, also Materialien deren Verhalten
entweder zeitunabh&ngig ist oder aber von einem Zeitparameter mit
beliebigem MaBstab abhdngt, eine notwendige Bedingung fiir stabile

Gleichgewichtszusténde hergeleitet. Danach muB gelten [57,58]

UGF) av > 0 , (6.1.2)
(V)
wobei ﬁ* ein beliebiges Element der Klasse geometrisch zuldssiger
Deformationsgradientengeschwindigkeiten ist. Diese Klasse ist dadurch
gekennzeichnet, daB ihre Elemente aus stetigen und differenzierbaren

Geschwindigkeitsfeldern herleitbar sind, die die geometrischen Rand-

bedingungen des betreffenden Problems erfilllen. Die Potentialdichte U
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ist dann mit dem Steifigkeitstensor C durch

) = (F) (6.1.3)

2 - - .
) U(F)/(aFijaFkl

Cik1
verkniipft, wobei im Fall des elasto-plastischen Werkstoffverhaltens bei

Glltigkeit der Normalit&tsregel gilt:

P —
Cijk1 = Fiskat %k%41
{

(S
i5k= Tigiat %041

1 .
- — R L R _.>
5 Mgt £ A F20
0=
fir A, .F,.< 0
ij §i

(6.1.4)

A ist der Normalentensor zur FlieBfflache, als eindeutig angenommen und
g ist ein skalarwertiger Faktor gréSer als null,

Dieses Stabilit&tskriterium eignet sich sehr gut fiir die numerische An-
wendung bei der Benutzung von inkrementellen L&sungsalgorithmen, die,
sofern sie auf Variationsverfahren basieren, grundsdtzlich die Existenz
eines Potentials fiir die Inkremente der gewdhlten Zustandsvariablen
voraussetzen. Ein gewisser Nachteil besteht jedoch darin, daB kein
direkter Bezug zum GesamtprozeB besteht: Unter der Voraussetzung der
exakten Bestimmtheit eines Gleichgewichtszustandes, dessen Existenz
angenommen wird; dient die Positivheit des Zuwachspotentials fiir belie-
bige 2zuldssige Deformationsgradientengeschwindigkeiten (gleich-
bedeutend mit der strikten Konvexitdt des Integrals (6.1.2) oder der
positiven Definitheit wvon C) zur Beurte%lung, ob der betrachtete
Gleichgewichtszustand stabil ist. Da der Zustand selbst nicht in die
Formulierung des Kriteriums eingeht, ist keine Aussage iiber das Ver-
halten des Korpers in einer weiter gefaSten Umgebung des Gleich-
gewichtszustands méglich; nur seine infinitesimale Umgebung wird

berticksichtigt.

Hier wird das Stabilitatsverhalten elastoplastischer Korper ausgehend
von der Stabilititsdefinition der klassischen Thermodynamik [6] unter-

sucht: Das betrachtete System sei in einem Zustand f im Gleichgewicht
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und werde durch KEnderungen der Zustandsvariablen in einen benachbarten
Zustand f* des 2Zwangsgleichgewichts ("constrained equilibrium") tlber-
fiilhrt. Das System heiBt dann "stabil", wenn es nach Entfernung der
duBeren Zwinge, die den Zustand f* erzeugt haben, in den Zustand f
zuriickkehrt. Das Kriterium hierfir ist, daB der Zuwachs AE der gesamten
inneren Energie E des Systems bei einer Stérung des Gleichgewichts-
zustandes vermindert um das Produkt aus Entropie&nderung und Temperatur
gréBer ist als der Zuwachs AA der durch die Stdrung verursachten Arbeit
der &uBeren Krafte. Bezeichnet man den Vektor der Zustandsvariablen

allgemein mit Ay, so schreibt sich obiges Kriterium [6] als
-9As + AE (x,Ax) > AA (x,Ax) (6.1.5)

Es sei im folgenden angenommen, daB:

1) Die gesamte plastische Leistung ﬁp mit

W =I s : e av (6.1.6)
(Vo)

dissipiert und so zur Erhdhung der inneren Energie beitragt.’
2) Der ProzeB adiabat gefihrt wird.

3) Der EinfluB der Entropiednderung As, hervorgerufen allein
durch die Dissipation der plastischen Leistung,

vernachldssigbar fir die Ungleichung (6.1.5) ist.
Ungleichung (6.1.5) geht dann iliber in

Treten bei der beliebigen Stdrung Ax plastische Zusatzdeformationen
auf, wie es zu erwarten ist, wenn B oder Teile von B in der
betrachteten Gleichgewichtslage einen Spannungszustand aufweisen, der
auf der aktuellen FlieBflache liegt, so kehrt definitionsgemd@Bf B bei

Wegnahme der Stdrung nicht in den urspringlichen Zustand zuriick.
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Demnach wére grundsdtzlich jeder derartige 2Zustand entsprechend der
obigen Definition stabiler Zustdnde auch bei Gliltigkeit wvon (6.1.7)
nicht als stabil zu bezeichnen. Diese Aussage ist jedoch ohne weiteren
Erkenntniswert fiir das Verhalten der Struktur und reflektiert nicht die
technischen Erfordernisse einer Stabilitdtsuntersuchung. Viel wichtiger
ist es zu wissen, ob die Stérungen Ay die betrachtete Struktur in einen
dynamischen Zustand lberleitet, der vom Gleichgewichtszustand wegfihrt.
Der Vergleich der 2Zusté&nde f und f* nach dem ersten Hauptsatz (2.2.25)
fﬁr verschwindende von auBen zugefilhrte nichtmechanische Energien

liefert dann sofort

* *
K -K+E -E-=AA. (6.1.8)

Im Zustand f ist die kinetische Energie K null. Durch Umformung von

(6.1.8) erh3lt man
*
K = AA - AE . (6.1.9)

Es folgt unmittelbar, daB der 2Zustand f* kein dynamischer sein kann
wenn (6.1.7) gilt, da in diesem Fall die dazugehdérige kinetische
Energie K* negativ sein miBte, was definitionsgemis (2.2.36)
ausgeschlossen ist.

Die Ungleichung (6.1.7) mit der gegebenen physikalischen Inter-
pretation wird Ausgangspunkt flir die folgenden Stabilité&ts-

untersuchungen sein.

Es sei angenommen, daB sich der Kérper B zum Zeitpunkt Tt in der
Konfiguration Q(t) unter den gegebenen konservativen &duBeren Wirkungen
a(x,t) im Gleichgewicht befindet. Der aktuelle Zustand f(t) sei durch

den Vektor der generalisierten Zustandsvariablen yx(t) beschrieben mit:
x (1) = [F(w), E°, ] (6.1.10)

wobei der Deformationsgradient F, der plastische Anteil des Green'schen
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Dehnungstensors E® und der Vektor der internen Parameter x der Reihe
nach in (2.1.3-4), (2.3.46a) und (2.3.46b) bzw. (2.3.50) definiert
sind. Die innere Energie E(x(t)) setzt sich dann zusammen aus dem
Volumenintegral der direkt wiedergewinnbaren elastischen Energiedichte
¢1 und der durch den VerfestigungsprozeB auf mikroskopischer Ebene
gespeicherten elastischen Energiedichte ¢2, sowie der dissipierten
plastischen Energiedichte ¢, die sich ihrerseits zusammensetzt aus dem
Anteil 94 der auf der Wirkung von Ep beruht und dem Anteil, der auf
die Verfestigung des Materials zuriickzufiihren ist. Im einzelnen gelten

die folgenden Definitionen:

(a) Direkt riickgewinnbare elastische Energiedichte ¢1:

E°: L: E° = & & RBCD g° (6.1.11)

(=] e
(E",E7), = 2 “AB cD

N =
N =

‘l’1=

(b) Gespeicherte elastische Energiedichte ¢2:

1 1 T 1 MN

¢, =3 (w, m)z =z ° Z cw= 5 Wy Z Wy (6.1.12)

(c) Spezifische plastische Arbeit ?, aufgrund der beobachtbaren
plastischen Dehnungen ﬁp:

T

T
(o]

T
o:F dr = IoAB B ar (6.1.13)
AB
(o] o

(a) Spezifische plastische Arbeit ?, aufgrund der internen

plastischen Parameter x:

T T T
. T . M
9, = I (x, n)dr = I x x dt = I LI dr.
o o o

(6.1.14)

Damit gilt

-~

E(x(1)) = ¢1+ ¢2+ 01+ ® (6.1.15)

2

mit
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(Vo) (Vo) (Vo) (Vo)

(6.1.16)

Wir nehmen an, daB zu Beginn des Prozesses der Wert aller interner
Parameter null ist. Dann folgt aus dem Umstand, daB definitionsgemis
interne Parameter keinen Beitrag zur Arbeit leisten mit IT'(Q + %)=0

die betragsmédBige Gleichheit der Komponenten von x und o mit o = -%x.

Die bis zum Zeitpunkt T geleistete &uBere Arbeit A(1) ist gegeben

durch
T
* . o . -~
<p, u>dr + I [ £,ul] ar

(¢}

It
OQ—ﬁF‘ 0'———.—.0%‘_‘

A(x(<))
T

* o -~ % o ~

(pu)-dv 4t + f J( feu) 4s 4t +

(Vo) o (SF)

r

r

[(n-t)+u Jas dr .

J
(5,)

oder, in Indexschreibweise

T T
A(x,T) = I I ;i Gi av d; + I %i u, ds d; +
o (Vo) o (SF)
T
II n, % 3) as ar . (6.1.17)
o (SK)

* * ok
p, £ und u sind dabei durch (2.1.2) definierte &uBere Wirkungen. Zu

beachten ist hier die schon in Abschnitt II angesprochene
Orthogonalit&t einander zugeordneten Kraft- und VerschiebungsgréBen auf
den Réndern SF und SK'

Beschrédnkt man sich auf konservative &uBere Wirkungen, so ist die

duBere Leistung auf SF’ also dort wo KraftgrdBen vorgegeben sind,

definitionsgemdB geschwindigkeits- aber nicht deformationsabh&ngig. Da
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aber der Spannungstensor t auf dem Rand vom Deformationszustand
abh&ngt, ist die Wegunabhdngigkeit der &uBeren Leistung auf SK nicht in
der gleichen Weise gegeben. Deswegen beschrdnken wir uns hier auf
kinematische Randbedingungen mit 2zu allen Zeiten verschwindenden
vorgegebenen Verschiebungen und Verschiebungsgeschwindigkeiten. Dann

aber geht (6.1.17) unter Berlicksichtigung der  angenommenen

Potentialit&t von A lber in:
* *j *i
A= < p, u>> + [%, u]s = I pl u, av + I £t uy as. (6.1.18)

Fow) (s.)
(o]

VI.2 HERLEITUNG EINES STABILITATSKRITERIUMS AUS DEM VERGLEICH VON

NACHBARZUSTANDEN

Zur Definition eines energetischen Nachbarzustands f(x) wird zun&chst

der Differenzvektor Ay durch

Ax = x - X (6.2.1)
oder ausgeschrieben

[AF(Aw), AEP, m] = [F - F, B°- E°, x - x] (6.2.2)

definiert. Der Zustandsvektor i wird dann zuldssig genannt, wenn u die
geometrischen Randbedingungen erfiillt und [ﬁp,i] in Einklang mit der
FlieBbedingung und der FlieBregel stehen. Auf die Bedingungen fir
[ﬁp,;] wird spdter ndher eingegangen. Die Differenz der inneren Energie

AE, verursacht durch Ay, ist dann gegeben durch:
8E = ¢, (EGP) - B) - ¢ (Bw-EP) + ¢, (@) - $Z(m> +
01(§P,G(E(ﬁ)-ﬁp),t) + 0,0, x(@),1) .  (6.2.3)
Die entsprechende Anderung AA der &AuBeren Arbeit A ist dann:

* % * %
AR = A(u + Au, p ,£) - A(u, p ,£) . (6.2.4)
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Fir die weiteren Betrachtungen wird vorausgesetzt, daB AE und AA in der
Umgebung von x in Taylorreihen entwickelbar sind. Notwendige Bedingung
dafiir ist die Existenz der GATEAUX-Differentiale, die flr eine

beliebige Funktion g(x) definiert sind durch [15] :

(n) “1 %2 “n-1 "n
g (X3 X >X 523X X ) =

1

. (n-1) “n "1 “n-1 (n-1) o “n-1
i Lo A

(X+aX X »>--.X )= g (X>X »X 5---X

(6.2.5)

g(n) ist dabei das n-te GATEAUX-Differential und xk die Koordinate der

k-ten Anderungsrichtung der Zustandsvariablen Y.
Mit dieser Definition erhdlt man explizit fir ¢1 und ¢2 sé&mtliche

GATEAUX~-Ableitungen:

;f1)(x; X) =< FloF - ;E:P,,(1/2)(FT-F-1)-EP>L (6.2.6)
\¢f )(x;i,i) = <FT-§-EP,FT-E-EP>L + <§T~F,(1/2)(FT~F-1)-EP>L
(6.2.7)

$f3)<x:i %) = < FLop,Fef-EP >+ < Frep,F BB >
+ <P op-tP FTF > (6.2.8)

L

¢f4’(x,x, o0 = <FepFb o+ T Fleb, + & on b

(6.2.9)
¢(k) =0 fir k > 4 (6.2.10)
(1) -
4’2 XX ) = <w, ‘l’)z (6.2.11)
¢(2)(Xsi,i) =<w, 0> (6.2.12)
2 Z
¢(m) =0

firm > 2 . (6.2.13)
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Dabei sind die Bilinearformen <.,.> und <. ,.>Z definiert durch

L
ABCD
<a, b>L =I aABL bCDdV (6.2.14)
(v.)
o
MN
<c, d>z =f cM 2 deV . (6.2.15)
(v.)
o

Die direkte Anwendung der Definition (6.2.5) des GATEAUX-Differentials
auf die Dissipationsarbeit ist nicht méglich, da in ihr E° und x
explizit nur in den Zeitableitungen auftreten, wobei allerdings die
Zeit entsprechend der allgemeinen Definition plastischen Verhaltens als
Parameter mit beliebigem MaBstab auftritt. Aus der Konvexitdt der
FlieRfldche C und der Glltigkeit der Normalenregel folgt jedoch die

Glltigkeit der Absch&tzung

T T

2 . 2 . T .
I s:ePdr =I (o:Ep+t x) dt >
1 oy
2 L )
J 3(11):epdr = 5(11):[ep(1:2)- p(‘c1)] . (6.2.16)
T

1
Wird der Zeitparameter 1 mit der Stérung Ax durch Ax = )'((12-1:1)

assoziiert, so gilt:
Pz, -ep(11) = aeP =[aEP, m]. (6.2.17)

Ersetzt man nun die tatsdchliche Dissipationsarbeit ¢ = 01 + 02 durch

0= 01 + Gz mit

¢ = Is:Aep av , @1-: Id:AEp av , @zz I IT'An av , (6.2.18)
(v.) (v.) (v)
o o o
so erhdlt man mit der Bedingung

AR = Ap +AD > AA (6.2.19)

ein gegeniiber (6.1.7) verschdrftes Kriterium fir Stabilit&t. Fir die
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infinitesimale Umgebung von f(x) geht das (schidrfere) Niherungs-

kriterium (6.2.19) in das urspriingliche Kriterium (6.1.7) {iber, da
aeP- Par  fir ax - 0 (6.2.20)

gilt.

Eine entsprechende Ableitung der &uBeren Arbeit liefert dann:

% *

Alx) = <p,w> + [f ,u]s (6.2.21)

F

* %
2V %0 = <o+ [F,8] (6.2.22)

F
A(k) =0 fir k > 1 (6.2.23)
Gleichungen (6.2.21) - (6.2.23) gelten unter der Voraussetzung konser-

* %*
vativer Lasten P und f. Wenn fir den allgemeinen Fall
nichtkonservativer Lasten jedoch die Abh&ngigkeit der Lasten von ¥
bekannt ist, kénnen die héheren GATEAUX-Ableitungen entsprechend

gebildet werden.

Reprasentation eines beliebigen Zustands f in der Umgebung von ¥

mittels der Taylorreihenentwicklung

Fiir einen beliebigen Zustand f(x +Ax) in der Umgebung von f(x) kann
jetzt durch Taylorreihenentwicklung der &uBeren Arbeitsdifferenz AA und
der N3herung der Anderung der inneren Energie AE die Ungleichung

(6.2.19) ausgedriickt werden durch:

~

* *
<p,d>+[f ,ﬁ]s < < FT-F-Ep,o(x)> +
F

<w,R >+ (1/2)<k 8 >, +(1/2)< Flef - B°, Flop - Ep>L +

Z
(1/2)< BT+F, o(x)> + (1/2)< BT +p,FL p-£° >

(1/8)< BL+B,PT+F >+ <ol B >+ <=0 &> . (6.2.24)

Dabei sind d(yx) und =x(x) entsprechend (2.3.40-43) definiert als:



- 110 -

o(x) = [(1/2)(FTs F -1) -E°]:L (6.2.25)

(6.2.26)

u
e
[ ]
N
"
%
[ ]
N

x(x)

Durch Anwendung des GAUSS'schen Theorems 1l&Bt sich der erste Term der
rechten Seite der Ungleichung (6.2.24) umformen. Es gilt, entéprechend
den Umformungen (3.2.21-24) bzw. (5.1.17) fir den Gleichgewichtszustand

fix):
<F. P - Ep,o(x)> = < FT°F,d(x) > - < tPay) > (6.2.27)
und

* * %
< FT-F,o(x) >=< tlxy),F>=<p,a>+ [f ,ﬁ]s + [net,d ]S .
’ F K

(6.2.28)

, *
Unter Berilicksichtigung der Voraussetzung 4 =0 erh&dlt man damit aus

(6.2.24)

0<<F.pP-E,F.F-¢ >+ < alx), FB >+ <k, A >,

+ <Pl B, Fre P - BP >+ (1/4) < prep, PLop > (6.2.29)

als notwendiges Kriterium fiir die Stabilitdt des betrachteten Gleich-
gewichtszustands. Betrachtet man zundchst nur die Terme zweiter Ordnung
in der Variablen 5‘(1 der Taylorreihenentwicklung, so ergibt sich in

Indexschreibweise als Stabilit&tskriterium

I {F, P LABCDPiCPjD + o, ot _or)  1APCD gP ®ip
V)
(o]
b g PP g 2% dav >0 .
(6.2.30)

Die quadratische Form des Kriteriums (6.2.27) wird klar erkennbar, wenn

die folgenden Definitionen benutzt werden:
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ciciD ABCD_i _j cD i .Lj

=L F,F, +0 6 6 (6.2.31)
ptCID _ _ABCD g1 3 (6.2.32)
A °*B
gtCID _ [ ABCD i 51 (6.2.33)
A B
Man erh&lt dann anstelle (6.2.27) die Bedingung
AT n
J (X" : M:%x)dav>0 (6.2.34)
(v.)
(o]
mit den Abkilirzungen
% = (F, £°, ) (6.2.35)
und
(.. . )
ClC]D D1CjD 0
M = |Dp*¢P g€ (6.2.36)
l 0 0 st) .

Kinematische Kopplung der Elemente des Variablenvektors x

Hinreichende Bgdingung fir die Gliltigkeit der Ungleichung (6.2.27) ist
dann die positive Definitheit der Supermatrix M. Bei kritischen Zu-
sté&nden, wenn in (6.2.27) anstelle des Ungleichheitszeichens das
Gleichheitszeichen gilt, d. h. daB M an irgendeiner Stelle X indefinit
ist, entscheidet an dieser Stelle der Term dritter Ordnung, ob das
Kriterium (6.2.26) erfiillt ist. Ist fir jede zul&ssige Anderung X auch
dieser Term identisch null, so ist der Term vierter Ordnung zusténdig
flir die Frage nach der Stabilitit im Sinn von Ungleichung (6.2.24).
Dieser Term ist flr positiv definite Elastizit&tstensoren L jedoch fiir
nichtverschwindende Stérungen X immer positiv.

Die obigen Betrachtungen erlauben zundchst nur paussagen {iber die Art
des jeweils untersuchten Gleichgewichtszustands, bieten jedoch keine

MSglichkeit, die Verformungen des Systems nach dem Verzweigungspunkt,



- 112 -

charakterisiert durch die Indefinitheit von M zu bestimmen. Die Frage,
inwieweit das in [151] vorgestellte Konzept zur Bestimmung von Verzwei-
gungspfaden elastischer Schalen mit wunbegrenzten Rotationen unter
einparametrigen &uBeren Lasten zur Behandlung inelastischer Systeme
erweitert werden kann, ist noch ungekldrt. Besondere Beachtung bedarf
die Frage nach der Zuldssigkeit von ¥: Wihrend es die Anwendung des
GauB'schen Theorems erforderlich macht, daB F aus einem differenzier-

~P

baren Verschiebungsfeld herleitbar ist, ist an die Erfillung der

Bedingungen aus dem plastischen Anteil des Stoffgesetzes fir das
"Generalisierte-Standard-Material” nach (2.3.35-2.3.43) gebunden. Setzt

man die Orthogonalité&tsbedingung
<8, &>=0 (6.2.37)

in (6.2.30) ein, so ergibt sich

i _j . ABCD cD i p .p .ABCD
I [F, Flg L Py Fyp+o By Fp - Bl B0 L
(v.)
(o]

- RS .
e z i Javs>o (6.2.38)

als Stabilit&tsbedingung. Die Matrix M geht dann lber in

;o )

i ~j _ABCD  CD .ij
Pl P L + 6P s 0 0
M = 0 - LRBCD 1 51 (6.2.39)
A B
0 0 ZRS|

\ /
Fir Stérungen, die sich vollstdndig im elastischen Bereich befinden,
ist nur das Element M11 der Matrix M ungleich null. Beriicksichtigt man
ferner, daB sich die Anderung des plastischen Deformationsanteils als

Projektion der Gesamtdehnungen auf die Aufennormale an die Fliefflé&che

ergibt mit ¥ = gg ;erh&lt man die plastischen Dehnungs&nderungen zu

AB

8 = ay; @ =A:B = (172) YRR P+ PEF ) . (6.2.40)
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Der AuBennormalentenor an die FlieRfliche ist dabei als ¥ bezeichnet.
Es kann dann gezeigt werden, daB (6.2.34) dem zitierten Kriterium von
HILL, bezogen allerdings auf die Ausgangskonfiguration, entspricht.
Dazu soll zundchst auf die physikalische Bedeutung interner Parameter
eingegangen werden.

In [131) ist gezeigt worden, wie sich bestimmte Verfestigungsgesetze
mittels des Konzepts des generalisierten Standard Materials darstellen
lassen. Flir die Mises-Arbeitsverfertigung ergibt sich dabei:

I5) = 1 B =1

{s = [o, x] : o - B <5 B8, =1, 8, =1,

B, =1} . (6.2.41)

B =1 ) =1 ) = n6, 33 7

31 4’ "22 5’ ~23
o' ist dabei der Deviator des Spannungstensors ¢ mit den Komponenten

AB AB _ (OKK/3) 6AB

(077) =o¢ (6.2.42)

und T, bezeichnet die FlieBgrenze und die internen Parameter x sind

definiert durch:

T
n, o= I[ép : EX) 1/2 dt, X, = E$1, ny = E§1, Ky = E§1
o
g = ED, , ng = B, %o = ED_ . (6.2.43)
Die Matrix Z ist definiert durch
Z =k, 2,, =2 =0,1i=1, ..,7 . (6.2.44)

11 i1

Die anderen Elemente der symmetrischen, konstanten und positiv
definiten Matrix Z sind durch Messung zu bestimmende Materialparameter.
Der letzte Term der linken Seite von Ungleichung (6.2.38) kann somit
als Funktion von é° und damit iiber die Beziehung (6.2.40) als Funktion

von F ermittelt werden.

Damit ist die kinematische Kopplung der Elemente des Variablenvektors

Ax abgeschlossen, die es fiir das vorliegende Werkstoffmodell er-
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mdglicht, das Kriterium (6.2.34) darzustellen als

i _j .ABCD CD ij _
I {F_A F‘.B L FiCFjD + 0 6 PiC FjD
()
ptCiD ®ic Fyp + ola(®),z]} av > 0 . (6.2.45)

Das Verfestigungsverhalten wird hier durch die skalare Funktion g
beschrieben. Der Tensor P ergibt sich aus (6.2.38-40): Wegen der

Symmetrie von A gilt

AB i i

(1/2) A (F.A FiB + F-B FiA) = A F-A FiB . (6.2.46)
Damit gilt

P _ AB _i

EMN = AMNA F.A FiB (6.2.47)
und man erhdlt

p MNOP .p _ AC _i MNOP BD _j

By U Bp = Ay A Fop Fic L Ap M Fig FjD. (6.2.48)

FaBt man die konstanten Terme zusammen, so erhdlt man

icjp _ MNOP AC _i .BD _j
= Ayyrop T S P S S (6.2.49)

P
Mit

piCID _ (CD 1] (6.2.50)

ist also fir St6rungeﬁ, die sich ausschlieBlich im elastischen Bereich

befinden, die Bedingung

(€0 L 2Py p a5 (6.2.51)
ic jb

notwendiges Kriterium fiir .Stabilitat, wahrend fiir alle anderen

Stérungen

(€0 | pICID _ piCIDy W p 4 (6.2.52)
iC jDb

gelten muB. Dies aber entspricht den Bedingungen (6.1.4).
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VII. ELASTOPLASTISCHE FLACHENTRAGWERKE

VII.1 GEOMETRIE
VII.1.1 Grundlagen und Definitionen

Ein K8rper B wird dann als Fl&chentragwerk bezeichnet, wenn sich seine
Gestalt in allen Konfigurationen, die er wadhrend des Deformations-
prozesses einnimmt, mittels einer Fl&che T (Mittelfl&che) und der zu
dieser Fl&ache orthogonalen Abmessung, der Dicke 2H, beschreiben 1l&8t,
wobei 2H wesentlich kleiner ist als die charakteristischen MafBe der
Mittelfl&che TI'. Es wird nun vorausgesetzt, daB T eine hinreichend
glatte Funktion der r&umlichen Koordinaten des euklidischen Bezugs-
koordinatensystems [0, e e, e3] ist. Die Punkte A auf I werden dann
aufgefaBt als Funktion der GAUSS'schen Flichenkoordinaten [X1 s x2]. Die
Parameterlinien XA = konst. formen somit ein Netz auf I. Die zu T

orthogonale Richtung wird durch die Koordinate X3 charakterisiert.

Bip 14: DEFINITIONEN ZUR SCHALENGEOMETRIE
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Mittels der Fl&chenkoordinaten 148t sich in jedem Punkt A von I' ein
orthonormiertes Koordinatensystem definieren. Der Ortsvektor des
Schalenmittelfl&chenpunktes A sei in der unverformten Konfiguration r.
Bezeichnet man die partielle Differentiation durch ein nachgestelltes
Komma, gefolgt vom Index der betreffenden Koordinatenrichtung, so
ergibt sich fir die kovarianten Basisvektoren A (unverformte

A
Konfigurationen) und a (verformte Konfigurationen)

= = 7.1.1
AA B,A » o a r,q ( )

Griechische Indizes nehmen die Werte 1 und 2 an, wdhrend lateinische
Indizes von 1 bis 3 laufen, GroBbuchstaben beziehen sich auf die un-
verformte, Kleinbuchstaben auf die verformte Konfiguration. Der
Normalenvektor auf I sei A iﬁ unverformten und a, im verformten

3 3
Zustand. Durch die Orthonormiertheit der Basisvektoren ergibt sich:

a ~a, =0 , a, a6 =1 (7.1.2)

Die Metriktensoren (erste Fundamentalform) erhdlt man durch

AAP = AA . AP , aaB =a, " aB (7.1.3)
mit den dazugehdrigen Determinanten
A=|a,| . a=|aa8|. (7.1.4)

Die kontravarianten Basisvektoren AA und aa sind dann definiert durch

die Orthogonalit&tsbedingungen

(7.1.5)

mit den entsprechenden Metriken

AT =A <A , a =a °*a . (7.1.6)
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Die Kriimmungstensoren (zweite Fundamentalform) sind definiert dQurch

Bar = Bra 3 A, T T TR3,A r 3,T A

]
>
»
t
{
>
>
1]
|
-
b

baB = bBa =a,; aa,B = -a s a = -a ca, (7.1.7)

und die dritte Fundamentalform ist schlieBlich definiert durch das

Produkt der Krimmungstensoren

(] A
CAP = BA BOF , cmB = ba ka . (7.1.8)

Ein beliebiger Punkt P des unverformten Schalenraums I x x3, |X3| <H

hat dann den Ortsvektor

P(x%) = rxD) + X3A3 x® . (7.1.9)

Damit kann aber jeder Punkt des Schalenraums in analoger Weise zur Be-
schreibung der Mittelflichengeometrie mit einem System von Basis-
vektoren ausgestattet werden: Man erh&lt die kovarianten Basisvektoren

G,, G3 der unverformten Konfiguration zu

A
G =P, =A +X3A G, =A (7.1.10)
A T’A T A 3,A , 3 73 o
mit der Metrik:
GAP=GA~GP , GA3=0,G33=1 . (7.1.11)

Will man alle benétigten GrdBen auf die Koordinaten der Mittelflé&che T
beziehen, so kann mit (7.1.9) der "Shifter"-Tensor p eingefiihrt werden

mit
(7.1.12)

Damit kann ein beliebiger Vektor U entweder auf die Basis GA oder die

Basis AA bezogen werden mit

A 3 A 3
U=1U GA + U G3 = UA G + U3 G =
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=U"A +0 A, =0 A" +0,a , (7.1.13)

wobei Vektorkomponenten UA bzw. UA der schalenraumbezogenen Darstellung

und die Komponenten ﬁA bzw. U, der mittelfladchenbezogenen Darstellung

A
mit dem Shifter-Tensor ineinander iiberfuhrt werden kénnen:

=A -1.,4 T

U =u£ﬁ 2 = w HAuh (7.1.14)

A r’

wobei u_1 definiert ist durch [35]

-1

A O A
(u )¢ Hp = 6

r. (7.1.15)

Zur Definition der Ableitungen sowohl in der schalenraum- als auch
mittelfl&chenbezogenen Darstellung werden die Christoffel-Symbole

benétigt. Sie sind gegeben durch

rbAB = (1/2)((';,m,B + c;BD,A -GAB’D) = GD . GA,B (7.1.16)
und
C CD C
PAB =G PDAB =G GA,B (7.1.17)
bei Bezug auf die Basis GA' Man erh&dlt somit
D
G5 = Tpap © = P§B 6, (7.1.18)

als Ableitung der Basisvektoren. Die Christoffel-Symbole bezogen auf

die Mittelfliche ergeben sich als Sonderfall von (7.1.16-17) fir X3 =0

zZu

r =T 3 r

DAB DAB ! X (7.1.19)

1]

o

gU

&

><__
i

o

Die Differentiation des beliebigen Vektors U kann nun dargestellt

werden als

[=
]

A A
(U GA),B = U,B GA + UAGA,B

,B

A D
W+ 01l e, = vP||6, | (7.1.20)

1
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wobei der Doppelstrich die kovariante schalenraumbezogene Ableitung

definiert:
A A D _A
v|g=U B*U Tpg (7.1.21)
bzw.
D
UA”B = UA,B = UDI‘AB . (7.1.22)

Beriicksichtigt man ferner, daB durch die Orthogonalit&t des Normalen-

vektors A, zur Mittelfl&dche I' die Beziehungen

3
P <P, =<, =-T.._ =B
ar = Y3ar AT3 A3T = Bar
A
rgr - r$3 = -5} (7.1.23)

gelten und Christoffel-Symbole mit sich wiederholendem Index "3" gleich
null sind, so erhdlt man die Komponenten der schalenraumbezogenen

Ableitungen eines Vektors U zu

-1.4 -0 o 3
Pl = w™Hy @), - B, v (7.1.24)
Al = w s e, (7.1.25)
2
Ol =0, + 8, 0" (7.1.26)
d -
UA||P =, (U¢|P - BypUs) (7.1.27)
o -
UA||3 =uA U°,3 (7.1.28)
U vy, +8YG, (7.1.29)
3]ja ™ "3]a T Fa e e
3 3 3
u |[3 = U3||3 =UT[; = Uyp3= U, (7.1.30)

Dabei bedeutet der einfache Vertikalstrich die kovariante mittel-

flachenbezogene Differentiation. Sie ist definiert durch:

=K ~K =0 =
vy, = UL+ Tk Yp (7.1.31)
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- - -0
Y%L = %,. * Tke
K

U¢ (7.1.32)

-K =K =0 0 =K
'I:LlM = TL,M + PQM T L -—.I‘LM T o (7.1.33)
Hier bezeichnet T einen beliebigen mittelfléchenbezogenen Tensor
zweiter Stufe.

Unter Benutzung der allgemeinen Definition des GREEN'schen Dehnungs-

tensors (2.1.10) erh&lt man seine schalenraumbezogenen Komponenten zu:
2B, = U 1o+ U (1, + U 11.0] (7.1.34)
aB -~ a||B T "B||a T "M||a” !B

Ausgeschrieben ergibt sich mit (7.1.24-32)

- o -
2Exr = ¥ Wo|p = Borls) + Br Wg|a = Beals
-0 ) -
+@°|, - B, U) (U¢|r - ByrUy) +
+u., +82 5y ..+ 825 (7.1.35)
3]a™a "¢’ "73|r T °r Te? T
o - o - ) o -
ZE:A3 =M, U‘:b,3 + U3|A+ B, Uy + (UIA =B, Uus) U¢,3
+(U, . + B, THU (7.1.36)
3]la T Cea 3,3 e
2E__ = 2U + 4 G + U (7.1.37)
33 T “Y3,3 ,3 4,3 3,3 e

Setzt man voraus, daB der Verschiebungsvektor U analytisch ist, so

kénnen seine Komponenten in Taylorreihen entwickelt werden mit

k (n)
UA=Z UA(X

n=0

3;m L RE . (7.1.38)

Dabei ist k eine natilirliche 2Zahl, die den Grad der( T)aylorreihenent-
n

wicklung angibt und Rk das dazugehérende Restglied. UA ist definiert

als

(n) 3

u, = [a%/(ax>)™] u, fir X" =0, (7.1.39)

|_\

=]
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Die Gleichungen (7.1.38-39) sind uneingeschrénkt giltig. Theorien fir
Fli3chentragwerke werden allerdings in der Regel dadurch gebildet, daB
die Koeffizienten (B; als Reprdsentanten des dreidimensionalen
Verschiebungsfeldes benutzt werden, um {iber die Weglassung des Rest-

gliedes Rk in (7.1.38) das tatsdchliche Feld UA anzundhern mit
u, = I u,xH". (7.1.40)

Die Unterdrilickung des Restgliedes kann im Sinne von WOZNIAK [166] als
geometrische Zwangsbedingung ("geometrical constraint") interpretiert

werden.
VII.1.2 Vereinfachende Annahmen

AuBer der Voraussetzung, daB U analytisch sein muB, sind keine Annahmen
tiber die Gestalt oder das Verformungsverhalten des betrachteten
Flachentragwerkes gemacht worden. Die hergeleiteten Beziehungen gelten
somit noch fir Platten und Schalen von beliebiger, auch verdnderlicher
Dicke als Funktion von xA. Zur Vereinfachung der weiteren Betrachtungen

werden nun folgende zusdtzliche Annahmen getroffen:

(1) pDas Flichentragwerk ist so diinn, daB der Shiftertensor p durch den

Einheitstensor ersetzt werden kann:

=6 . (7.1.41)

(2) Die Taylorreihen (7.1.40) der Komponenten U_ des Verschiebungs-

r
vektors werden nach dem ersten Glied (k = 1) abgebrochen.

(3) Die Taylorreihe (7.1.40) der Komponente U3 wird nach dem nullten

Glied (k=0) abgebrochen.

(4) Die Schubverzerrungen E sind sehr klein im Vergleich zu den

A3

Komponenten E,  und werden vernachléssigt.

AT

Diese Einschrinkungen fiihren auf die bekannte KIRCHHOFF-LOVE-~Theorie
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fir dinne Schalen [122]. Annahme (3) impliziert dabei insbesondere, daB
die Dicke des betrachteten Fl&chentragwerks an jeder Stelle wdhrend des
Deformationsprozesses unverdndert bleibt. Fiir elastische Bereiche ist
es jedoch méglich, die Dicken&nderung des betrachteten Querschnitts in
erster Ndherung mittels der elastischen Querkontraktion zu ermitteln.
Bei plastischen Schalenbereichen kann die sehr weitgehend giiltige
Inkompressibilit&tsannahme zum gleichen Zweck benutzt werden. Es gilt

dann in erster Naherung [35]

333 = -EAP G = —EAF A . (7.1.42)

Die Komponenten des Dehnungstensors E kénnen jetzt in einen von X3

unabhdngigen und einen von X3 linear abhdngigen Teil aufgespalten

werden:

E, = A, + X x (7.1.43)

ar - “ar Ar e
mit

A= (/20 +V ) =B, W+ (1/2)[w] u| + 8% B _w

AT aAlr 7 'r|a” T Far A"lr T Fa Cer

o o e o
+ (1/2)(v |5 Vo[rt Y | v¢|A) + B, BV, V]

) o - ]
+ (1/2)(BA \Y wl + Br Vo WIA - BA V¢|P W - Br v°|A W)

0
(7.1.44)
2ar = ®alr * Orfat VQIA ®o|r * VOII‘Q)QIA
- (BZ oplp + B? ¢¢IA) W+ (B? Wi, + Bz Wl e,
+ (By By + By Bo) Vg 95 - (7.1.45)

Hier bezeichnen V A die Komponenten des Verschiebungsvektors parallel

zur Mittelfl&che T' und W die Komponente senkrecht zur Mittelfl&che und
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P ist der Koeffizient des linearen Terms der Taylorreihenentwicklung
(7.1.40) fur U°. Die Tensoren A und x sind hier die zweidimensionalen
Reprédsentanten des dreidimensionalen Dehnungszustands im Schalenraum-
Sie sind bezogen auf die Basis der unverformfen Schalenmittelfl&che TI.
Im Sonderfall der geometrisch nichtlinearen Platte nach VON KARMAN ist
der Krimmungstensor B identisch null. Die Komponenten des Dehnungs-
tensors ergeben sich dann aus (7.1.44-45), indem 2zus&tzlich die Pro-
dukte der Deformationen der Schalenmittelfl&che miteinander und mit den

Ableitungen der Schalenmittelfl&chenneigungen vernachldssigt werden,

zu:

AAI‘

]

(1/2)(VA’ + VvV

r P)A+w’r W:A) (7.1.46)

) = W (7.1.47)

® t Ppop ,AT

AT

]

(1/2)(¢A,P

Dabei wurde beriicksichtigt, daB ko~ und kontravariante Komponenten der
Tensoren sowie kontravariante und partielle Ableitungen in diesem Fall
Ubereinstimmen. Dariiberhinaus ist die Ableitung der Neigung der Mittel-
flache gleich der zweiten Ableitung ihrer Verschiebung in die zu T
orthogonale Richtung.

Ein Vergleich mit den entsprechenden Ausdriicken der Schalentheorie von
PIETRASZKIEWICZ'[123] ergibt, daB die Tensoren zur Beschreibung der
Mittelflachenverzerrung beider Theorien ineinander {iberfihrbar sind.
Entsprechendes gilt jedoch nicht fir die Tensoren der Krimmungs-
&nderungen. Ursache ist, daB beiden Theorien verschiedene Konzepte zur
Beschreibung der Verschiebung der materiellen Punkte des Schalenkdrpers
zugrunde liegen. W&hrend DUSZEK die Koeffizienten der Taylorreihen-
entwicklungen der einzelnen dreidimensionalen FeldgrdBen zur Definition
von Dehnungs- und Krimmungs&nderungsmalen benutzt, fiihrt
PIETRASZKIEWICZ die aus der zweidimensionalen  Flachentheorie
abgeleiteten Rotationen der einzelnen Schalenelemente als maBSgebliche
GréBen zur Definition der Krimmungsédnderungen ein. Letztere Vorgehens-

weise erlaubt bei elastischen diinnen Schalen eine energetisch
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konsistente Klassifikation von Schalentheorien, die breite Akzeptanz
gefunden hat; Literaturiibersichten findet man in [122,138,151]. Bei
elasto-plastischen Schalen verliert dieses Klassifikationskonzept
jedoch seinen Sinn: Die elastische Dehnungsenergiedichte, die in ihm
als AbschatzungsmaB benutzt wird, existiert zwar auch in diesem Fall,
tritt aber in der Bedeutung hinter der plastischen Dissipations-

leistungsdichte zuriick, die in diesem Konzept nicht erfaBt wird.

VII. 2 DER SPANNUNGSZUSTAND

Wahrend bei elastischem Werkstoffverhalten die Form der Spannungsver-
teilung Uber die Dicke des betrachteten Tragwerks durch den an-
genommenen Dehnungszustand eindeutig {iber das Hooke'sche Gesetz de-
finiert ist, sind im Fall elastoplastischer Verformungen Spannungs- und
Dehnungsverlauf voneinander entkoppelt. Die kinematischen Annahmen
legen nur noch den Dehnungszustand fest, wo hingegen der Spannungsver-
lauf geschichtsabhdngig ist. BAnalog zum Vorgehen im dreidimensionalen
Kontinuum kénnen die zu den Dehnungsreprdsentanten A und x adjungierten
SpannungsgrdBen Uber das Pfinzip der virtuellen Arbeit definiert
werden. Dazu se; der Spannungszustand dargestellt durch die Potenz-

reihe

n
™ =Y (1) o

k=0

AB
k

xH¥ ,1<n<eo (7.2.1)

wobei die Koeffizientenmatrizen oinie Koeffizienten der Taylorreihen-
entwicklung des als analytische Funktion von X3 angenommenen tat-

sdchlichen Spannungszustands sind mit

o' ,x%) = (@™ ex| 3 (7.2.2)

Es wird angenommen, daf die Spannungskomponenten 033, o3r so klein

sind, daB sie vernachléssigt werden kénnen.
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Setzt man die Zeitableitungen A und x in das Prinzip der virtuellen Ar-

beit ein, so ergibt sich mit 8A als virtueller Arbeit

n
JI [, +x%,0 T azn ot o)) arax® (7.2.3) .
-H(I) k=0
Da dsrund AAP von x3 unabhéngig sind, kann die Integration iliber X3 vor-~
gezogen werden und man erhdlt:
aa = | INTX  + M Jar (7.2.4)
(m
mit
+H n
ATex! x%) = J I Gk c:]fp(x?’)k ax’ (7.2.5)
-H k=0
+H n
ATk ,x%) = I Y (/xn) aﬁp(x:*)k'”dx3 . (7.2.6)
-H k=0

Bricht man die Reihe (7.2.1) nach dem Glied k= 1 ab, so erhdlt man die
fir dlinne elastische Schalen ibliche Darstellung des Spannungszustands.
Es ist offensiéhtlich, daB zwar der Ubergang vom Spannungszustand auf
die SchnittgrdBen N und M eindeutig ist, wdhrend eine bestimmte Paarung
[N, M] mehrere verschiedene Spannungsverteilungen als Ursache haben
kann. Mit (7.2.4) ist es nun mdglich, die allgemeinen Gleichgewichts-
bedingungen (2.2.25) auf die spezielle geometrische Situation von
Fldchentragwerken umzuschreiben: Setzt man in (7.2.4) die Ausdriicke fir
A und x nach (7.1.44-45) explizit ein und filhrt man die doppelte
partielle Integration durch, so folgen die allgemeinen statischen
Gleichgewichtsbedingungen flr Fl&chentragwerke im Innern I' und auf dem
Rand SF unter den in VII.1.2 angegebenen Annahmen.

In Hinblick auf die geschilderte Unbrauchbarkeit der energetisch

begrindeten Klassifikation von Schalentypen im Fall plastischer
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Verformungen bezieht sich DUSZEK [35] von vornherein auf die GréRen-
ordnungen der einzelnen Terme in den definierten Dehnungs- und
Krimmungsé&nderungsmafen und schatzt sie dem Verhdltnis von Schalendicke
2H.und Schalenmindestradius Rmin,erfaBt durch den Schalenparameter ez =
O(ZH/Rmin) % 0,1 , gegeniber ab. "O0" bedeutet dabei "der GréRenord-
nung". AuBerdem wird angenommen, daB die Wellenldnge des Schalen-
deformationsmusters derselben GréBenordnung ist wie die charakter-
istische L&nge L der Schale, so daB auch die kovarianten Verschiebungs-

ableitungen mit IWIFI = O(W/L) und |V, .| = O(VA/L) abgeschatzt werden

Alr
kénnen.

Dieser Klassifikation folgend erh&lt man zum Beispiel die Bedingungen

nAT P = b : in T (7.2.7)
NAP Byp + (NAPWIA)|I‘ + MAT AT = -p3 ~inT (7.2.8)
athH NAfvr auf s, (7.2.9)
(MAP)*vP = MArvr auf SF (7.2.10)
"™ v, ="(N’“‘w|A IR auf 5, (7.2.11)

als Gleichgewichtsbedingungen fiir die flache Schale bei Verschiebungen
der Mittelfl&che, die senkrecht zu ihr moderat und parallel zu ihr
klein sind. Dieser Schalen/Deformationstypus ist charakterisiert durch

die GréBenordnungen der Schalenparameter

L/R. <0(e) oder L < 0,1 R _,
min min

max (W/2H) = 0(1) und max (VA/ZH) < 0(e) . (7.2.12)

Der Vergleich zeigt, daB die Gleichgewichtsbedingungen (7.2.7-11) denen

der Donnell-Mushtari-Vlasov-Schalentheorie entsprechen und somit im
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Klassifikationsschema von PIETRASZKIEWICZ einer Schalentheorie fiir
Rotationen mittlerer GréBenordnung nur um Tangenten an die Schalen-
mittelfldche anzusehen wére, wenn es sich um rein elastische Schalen
handeln wiirde.

Fir die quasiflache Schale, definiert durch L/Rmin = 0(1), mit Ver-
schiebungen, die senkrecht zur Mittelfldche groB und parallel zu ihr

klein mit max(wW/2H) = 0(5—1) und max(VA/ZH) = O(e) sind, erhdlt man

entsprechend
N = -t in T (7.2.13)
NAFBAF + (NAPWIA)IP-NAPBz B°PW + MAr AP.+ MAPBAP Bg = -p3
in T (7.2.14)
ﬁAP Vp = NAP\)P auf Sp (7.2.15)
AT v =ty auf 5, (7.2.16)
SP v = (NAPWIA + MAFIA) Vp auf,sF . (7.2.17)

Bei der Einbeziehung von Dehnungen, die nicht als klein angenommen
werden koénnen, wédre nun im Einzelfall zu priifen, inwieweit neben den
durch die gewdhlte Schalentheorie festgelegten Forderung an die Gr&Ben-
ordnungen der Schalenparameter (hier als Beispiel (7.2.12),(7.2.18))
die Bedingung moderater Rotationen nach (2.3.6-13) als Voraussetzung
fiir die Gultigkeit der additiven Zerlegung des Gesamtdehnungstensors E
in rein reversiblen und rein irreversiblen Anteil im gegebenen Genauig-
keitsmaB erfiillt ist. Da wir uns hier auf den Fall kleiner Dehnungen
beschrénken, ist dies an dieser Stelle nicht erforderlich.

Die Randterme (7.2.9-11) bzw. (7.2.15-17) lassen sich durch Projektion
auf ein orthonormiertes begleitendes Dreibein [v, t, n] auf dem Rand S

durch die Randmomente Mvv’ Mv an und die Randspannungsresultierenden

t)
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» N_.» N_ Uberfihren ([122],[1381,[150).
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Biup 15: DEFINITIONEN DER SCHALENRANDGROSSEN
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VII.3 STOFFGESETZE FUR INELASTISCHE FLACHENTRAGWERKE

In den Abschnitten 1 und 2 dieses Kapitels wurden M&glichkeiten auf-
gezeigt, die allgemeinen dreidimensionalen Verteilungen von Gesamt-
dehnungen und Spannungen durch eine endliche Anzahl zweidimensionaler
Reprdsentanten, bezogen auf die Mittelfldche der Schale, unter be-
stimmten Voraussetzungen wiederzugeben. Bei dem Versuch, auch das
Stoffgesetz in lber die Dicke des Tragwerkes integrierter Form, d. h.
als Beziehung zwischen den Spannungs- und Dehnungsreprdsentanten anzu-
geben, stdBt man auf das Problem, daB (siehe auch Abschnitt VII.2) der
Spannungszustand in einem beliebigen Punkt des Schalenkdrpers keine
eindeutige Funktion der Schnittgréfen N und M ist. Da das Material-
verhalten aber aus physikalischen Griinden rein lokalen Charakter hat,
kann eine derartige zweidimensionale Darstellung des Stoffgesetzes nur
eine N&dherung fir das tatsdchliche Verhalten sein. Diese kann aller-
dings, insbesondere in Sonderfdllen der Belastung oder der Geometrie
des Tragwerkes, recht gut den wirklichen Verh&ltnissen entsprechen, zum
Beispiel wenn ein Tragwerk einer proportional anwachsenden Last ohne
Lastumlagerung ausgesetzt ist oder wenn nur eine reine eindimensionale
Biegung betrach?:et wird. Da hier jedoch ganz allgemeine Lastgeschichten
in die Betrachfung eingeschlossen sind, wird hier zundchst von einer
allgemeinen dreidimensionalen Betrachtungsweise ausgegangen.

Wie im Kapitel II festgelegt sei angenommen, daB das Stoffgesetz
mittels des zweiten PIOLA-KIRCHHOFF'schen Spannungstensors ¢ und den
dazu adjungierten elastischen und inelastischen Anteilen des

Green'schen Dehnungstensors formuliert ist, so daB gilt
F = F(o, x) , (7.3.1)

wobei F die FlieBfldche und x der Vektor der internen Parameter ist.

Dabei wird angenommen, dafR die thermomechanische Kopplung tuber die

Matrizen D, und D, in (2.3.20b) bzw. (2.3.22) die FlieBbedingung und
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die FlieBregel unbeeinfluBt 1lassen. Zur konkreten Umsetzung der all-
gemeinen dreidimensionalen Theorie betrachten wir das Beispiel der
HUBER-MISES~FlieBbedingung, die schon im Abschnitt VI.2 zur Erl&uterung
der physikalischen Bedeutung der internen Parameter herangezogen worden

ist. Bezogen auf die unverformte Schalengeometrie ergibt sich

AB_BAB

F(o,x) = (o )t (g - k2(B) <0 . (7.3.2)

AB BAB)

BAB(:) bezeichnet dabei die Translation der FlieBflache durch die kine-
matische Verfestigung und kZ(B) die Anderung des elaétischen Bereichs
als affine Abbildung der urspriinglichen FlieBflédche auf die neue,
vergréBerte. Der hochgestellte Strich bezeichnet den Deviator des be-

treffenden Tensors mit

&y - ™ _(1/3) Tﬁ K (7.3.3)

. KL . . . .
wobei T die Komponenten eines beliebigen symmetrischen Tensors zwei-

ter Stufe sind. Unter Benutzung der Annahme (7.1.41) ergibt sich dann

® . a.a -x2<o (7.3.4)

AT _AT o0 .6
(" -8B ro"ae

F= (o -8B )

wobei beriicksichtigt wurde, daB der Spannungszustand im Fl&chentragwerk

als eben angenommen wurde. Umformung von (7.3.4) ergibt

-Al' -00 -AT', 2 2
F = 3AA¢APG g o - (AAP ¢ ) -6k” <0, (7.3.4)
dabei ist die Abklirzung
g7 = oA _ gAT (7.3.5)

benutzt worden. In analoger Weise kann die TRESCA-FlieBbedingung

benutzt werden, fir die sich anstelle (7.3.4) die Bedingung

F = Max {|61|, |3, |s - &} <o, ‘ (7.3.6)

ergibt. 51 und 32 sind dabei die Hauptwerte der durch (7.3.5) definier-
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ten Spannungstensoren ¢ im ebenen Spannungszustand und Op ist die

FlieBgrenze im einachsigen Zugversuch mit 05 = 3k2.

Zur praktischen Handhabung der FlieBbedingung

Das Stoffgesetz ist eine im dreidimensionalen Schalenkdrper lokal giil-
tige Beziehung. Bei praktischen Berechnungen ist jedoch eine Diskreti-
sierung der Bedingung (7.3.5) bzw. (7.3.6) erforderlich. Zwei Methoden

sind dabei iiblich:

(1) Die FlieBbedingung wird in mehreren, zur Mittelfldche parallelen
Flichen kontrolliert ("Schichtenmodell" der Schale).

(2) Die dreidimensionale FlieBbedingung wird durch eine zweidimen-
sionale Beziehung, ausgedriickt in M und N, approximiert, wobei in
der Regel auch die Gilltigkeit der Normalenregel filir die
"plastischen Anteile" von x und A angenommen wird. Es ist dann nur
noch zu kontrollieren, ob die so modifizierte FlieBbedingung in der

Schalenmittelfldche erfiillt ist.

Methode (1) ist numerisch aufwendig, wird aber den physikalischen
Gegebenheiten besser gerecht als Methode (2) und ist somit bei kom-
plexeren Lastgeschichten vorzuziehen. Die zweite Methode bietet den
Vorteil gerinéeren Rechenaufwands und ist daher bei einfachen

Belastungsarten angebracht ([39],[30],[1611]).

Sonderfille

(a) Die elastischen Deformationen sind vernéchléssigbar gegeniiber den

plastischen Deformationen

Dieser Fall 1liegt in der Regel bei Umformvorgédngen vor. Die
plastischen Dehnungsgeschwindigkeiten sind dann gleich den gesamten
Dehnungsgeschwindigkeiten, und lassen sich bei Benutzung einer
glatten, strikt konvexen FlieBfflache (z. B. HUBER-MISES-Fliefbedin-
gung) in einen eindeutigen Zusammenhang mit dem Spannungszustand

stellen: Entweder das Tragwerk verformt sich, dann ist der dazu-
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gehérige Spannungszustand rein plastisch, oder es treten gar keine
Deformationen auf und der Spannungszustand liegt innerhalb der

FlieBflache ([30],[1261,[137]).

(b) Die Schale besteht aus zwei diinnen, tragenden Schichten, die durch
einen Kern geringer Festigkeit getrennt sind ("Sandwich" -

Schale).

Dieses Material findet h&ufig in Leichtkonstruktionen (z. B. bei
Luft- oder Raumfahrzeugen) Anwendung, insbesondere dort, wo keine
konzentrierten Lasten orthogonal zur Tragwerkmittelfldche auftreten
kénnen, die die verh&ltnism&Big diinnen tragenden Schichten durch-
stoBen kénnten. Die allgemeine dreidimensionale FlieBbedingung re-
duziert sich dabei auf zweidimensionale Bedingungen fiir die beiden
tragenden Schichten. FiUr eine Schale der Dicke 2H und der Dicke
T<<H der tragenden Schichten mit den dimensionslosen Biegemomenten

m und Membrankré&ften n, definiert durch die Tensorkomponenten

AT AT
=N /No s M =M /Mo ’

Mo = ZOFTH ’ No = ZOFT : (7.3.7)

erhdlt man als HUBER-MISES-FliefBbedingung:

F¥ = (n1 + m1)2 - (n1 + m1) (n2 + m2) + (n2 + m2)2 <1

F = (n1 - m1)2 - (n1 - m1) (n2 - mz) + (n2 - m2)2 <1 (7.3.8)

beziehungsweise die TRESCA-Fliebedingung

F' = Max {|n1+ m1|, [n2+ mzl, |n1— ns m'- mzl} <1
F~ = Max {|n1— m1|, |n2~ mzl, |n1- n-m's m2|} <1 . (7.3.9)
n" und ml, i = 1;2 sind dabei die Hauptwerte der Tensoren n und m,

wobei vorausgesetzt wird, daB die Hauptrichtungen von n und m Uberein-

stimmen.
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Fir ideal plastische Sandwich-Schalen kdnnen &quivalente massive
Vergleichsschalen definiert werden. Seien os, Hs, T der Reihe nach die
FlieBkonstante, Gesamtschalendicke und Dicke der tragenden Schichten
der Sandwich-Schale und Ov’ HV die FlieBkonstante und die Gesamtdicke
der Vergleichsschale, so ist die Aquivalenz beider Schalen definiert
durch die Gleichheit der Grenzmomente und Grenzmembrankréfte (MO)s und
(Mo)v bzw. (No)s und (No)V von Sandwich-Schale und massiver Vergleichs-

schale. Es gilt dann [35]

il

(N ) 20 T=(N) =20 H
S oV v

=
L]

20 HT = (M) =0 H . (7.3.10)
s s o'v v
Daraus folgt als Forderung fiir die Aquivalenz beider Schalen

Os/dv = H/T , ZHS = Hv (7.3.11)

Es ist sofort einsichtig, daB die Aquivalenz nur fiir den plastischen
Grenzzustand gilt, wenn der gesamte Querschnitt plastifiziert ist, je-

doch nicht fir allgemeine, elasto-plastische Zusténde.

VII.4 DER SPANNUNGSZUSTAND IN ELASTO-PLASTISCHEN FLACHENTRAGWERKEN

Mit den in Abschnitt 1-3 dieses Kapitels hergeleiteten zwei-
dimensionalen Beziehungen fir Fl&chentragwerke ist die Anwendung der in
Kapitel III entwickelten Methode zur Besfimmung des Spannungszustands
in Fl&chentragwerken mdglich. BAusgangspunkt ist dabei das Funktional
(3.2.31), welches definitionsgem&B fiir die Erfillung des plastischen
Anteils des Stoffgesetzes den Wert null annimmt und sich wegen seiner
strikten Konvexit&t in den Spannungsdifferenzfeldern As besonders gut
fir die numerische Anwendung eignet. Exemplarisch werden die flache
Schale mit moderaten Verschiebungen senkrecht und kleinen Ver-
schiebungen parallel zur Mittelfl&che (7.2.7-12) und die quasi-flache

Schale mit groBen Verschiebungen senkrecht und kleinen Verschiebungen
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parallel zur Mittelfldche (7.2.13-18) entsprechend den Definitionen in

Abschnitt VII.2 behandelt.

Lésungsmethode

Generell wird angenommen, daB eine Referenzlésung ﬁ = [ﬁ, ﬁ, ﬁ, 3]
einer rein elastischen Vergleichsschale entsprechend der Betrachtungs-
weise in Kapitel III fiir jeden Zeitpunkt t der Belastungsgeschichte
gegeben ist. Analog zu (3.1.27-31) werden dann Differenzfelder Ax ein-
gefiihrt, die die tatsdchlichen, in der realen Schale auftretenden Feld-

gréen mit denen der fiktiven, rein elastischen Schale verbinden mit:

AT AT _ gar

AT _ (AT _ QAT

ANT" = . (7.4.1)

Alle Vektor- oder Tensorkomponenten sind dabei auf die Basis der
unverformten Konfiguration bezogen; die VergleichsgréBen der rein
elastischen Schale sind mit Ubergesetztem "o" gekennzeichnet. Im
dreidimensionaleﬁ Fall war gezeigt worden, daBf die notwendige Be-
schrankung auf statisch zuldssige Differenzfelder durch die Erfillung
der Bedingungen (3.1.34-37) charakterisiert war. Hier erhalten wir
durch Einsetzen der Differenzfelder in die den jeweiligen Schalentyp
kennzeichnenden Gleichgewichtsbedingungen die folgenden Bedingungen fiir

die Differenzfelder:

a) Flache Schale mit moderaten Verschiebungen senkrecht und kleinen

Verschiebungen parallel zur Schalenmittelfl&che:

vl =0 in T (7.4.2)

U JEER N IR

AT
AT + (B AWIA)II.,+

|r
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N7 AW = i
(ANT" A |a Ir + AM AT 0 inT (7.4.3)
ANT, ~ o auf T (7.4.4)
r S
BT, ~ o auf T (7.4.5)
r S
AT AT AT AT
N =
(A %'A + R AW) )+ ANTTAW| 4 A |Jvp =0 auf I_ . (7.4.6)

b) Quasi-flache Schale mit groBen Verschiebungen senkrecht und kleinen

Verschiebungen parallel zur Schalenmittelflé&che:

P I in T (7.4.7)
AT AT AT AT
ANTB, L+ (& By, + AN ﬁlA + AN AWIA)IP -
o
By B°P (RTaw + aN2TR + an®Taw) +
AT AT o .
aMT | L+ AMTB, L By =0 in T (7.4.8)
aNAT S0 auf T (7.4.9)
r s
iy <o auf T (7.4.10)
r s
AT AT\ AT AT
8 Dy 4 AN %,A + ANTAW) o+ AMT | v = 0 auf T. (7.4.11)

Mit den zweidimensionalen Représentanten [M, N] des dreidimensionalen
Spannungszustands kann auch das Minimierungsproblem (3.2.31) mit seinen
Nebenbedingungen in ein °‘zweidimensionales Problem umgewandelt werden.
Dazu werden zundchst die 2zweidimensionalen Reprdsentanten des
elastischen Flexibilitdtstensors L und des Flexibilitdtstensors Z der

elastischen internen Parameter definiert. Man erhdlt:

L-(£ 11, z~102 % (7.4.12)
8AF09 = (17w L, .0
. < [3/7czm31L (7.4.13)

AT'0O AT



- 136 -

LAP@G = [(1+v)/(2E)J[AMAPe +BpoRrg = (2v/1+v)AAFA°e] (7.4.14)
gar = [1/em] z,,
3
AT = [3/(2H7)] ZAP . (7.4.15)

E und v sind dabei der Elastizit&tsmodul und die Poisson'sche Querkon-
traktionszahl. Die zweidimensionalen Reprédsentanten der internen Para-
meter sind analog zu denen der Spannungen nach (7.2.1-2) definiert. Be-
schrdnkt man sich auf die Représentanten der plastischen internen
Parameter nullter und erster Ordnung, hier, abweichend von der Notation

in Kapiteln II, III und IV mit K bezeichnet, so ergibt sich

+H +H
g [ xfax®, &F.- J kTx3ax® . (7.4.16)
-H -H

Eingesetzt in (3.2.29) erh&lt man das zweidimensionale Funktional G, in

2
Indexschreibweise zu
ARAT _ AT 0s00 <00
G, = . I{( )BANO((N AN )
[N.M KJ (I'xT)
*AT AT 000 _,-00
+(AMS-AMS)£AM9( - )
* *
+ (OKT _ okl ZPO°K¢ O %G % 1 k2 &7 ar ac
(7.4.17)

fir [§, ﬁ, ﬁ], die plastisch zuldssig nach den in Abschnitt 3 dieses
Kapitels entwickelten Kriterien sind. °N und °m sind die zeitlichen
Anderungen der elastischen Vergleichsmembrankrédfte und -momente, der
tiefgestellte Index "s" weist darauf hin, daB die indizierte GrdBe die
homogenen Gleichgewichtsbedingungen (7.4.2-6) bzw. (7.4.7-11) erfiillt.

Die internen Parameter K sind hier durch zweidimensionale Reprisen-
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tanten nullter und erster Ordnuung entsprechend (7.4.16) mit °Kk und 1K
erfaBt.

Die L&sung des Problems ergibt sich aus der Minimierung des Funktionals
G, Uber der Menge der statisch und plastisch zul&ssigen Spannungs-

2
differenzreprésentanten [ANS, AMS].

VII. 5 DAS EINSPIELEN VON FLACHENTRAGWERKEN UNTER BERUCKSICHTIGUNG

GEOMETRISCHER ANDERUNGEN

Bei bestimmten praktischen Problemen ist die Frage, ob ein Fl&chentrag-
werk aufgrund der Akkumulation von plastischen Deformationen versagt
("incremental collapse") von libergeordneter Bedeutung gegeniiber der Be-
stimmung des tatsdchlichen Spannungszustands, der z. B. nach dem in
Kapitel III und VII.4 vorgestellten Verfahren bestimmt werden kann. In
einem solchen Fall wére die Anwendung der in Kapitel IV hergeleiteten
Methoden denen des Kapitels III bzw, VII.4 aufgrund des deutlich gerin-

geren Rechenaufwands vorzuziehen.

In Anlehnung an das Kapitel III seien auch hier die zwei technischen
Fragestellungen nach Abschnitt 2 des Kapitels IV als Anwendung des

MELAN 'schen erweiterten Problems herangezogen.
Problem (A):

Das Deformationsmuster eines Fl&chentragwerks unter den gegebenen
verdnderlichen (der Einfachheit halber als zyklisch angenommenen)
Lasten ist innerhalb eines bestimmten Ungenauigkeitsbereichs be-
kannt. Konkret wird angenommen, daB ein Bereich u®  von
Verschiebungsfeldern u® bekannt ist, durch den sich das Fl&chen-
tragwerk wadhrend des Deformationsprozesses quasistatisch hindurch-
bewegt , wenn inkrementeller Kollaps vorliegt (siehe Bild 12). Unter

welchen Bedingungen spielt sich das Fl&chentragwerk ein?
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Problem (B):

Das betrachtete Fl&chentragwerk T erfdhrt bis zu einem Zeitpunkt TR
endliche und als bekannt vorausgesetzte Deformationen unter der Last
aR derart, daB es zur Zeit TR in der bekannten Mittelfl&chenkonfi-
guration PR mit aR im Gleichgewicht ist. Fir Jjedes T > ™R ist T

zyklischen Lasten unterworfen, die gegeben sind mit
*
a’(X.1) = av(X) + r(X,1), T > T . (7.5.1)

Es wird dabei angenommen, daf die quasistatische Bewegung eines Ver-
gleichstragwerks Tc, welches zur Zeit TR ebenfalls die Konfiguration
PR einnimmt, jedoch rein elastisch auf die Zusatzlasten r reagiert,
kleine Amplituden o< 1o+ uR hat. Unter welchen Bedingungen

spielt das reale Fl&chentragwerk T ein?
L3sung des Problems (A)

In Kapitel III sind die Bedingungen hergeleitet worden, unter denen ein
dreidimensionaler Kdrper fiir das entsprechende Problem einspielt. Danach
findet Einspielen statt, wenn ein ‘'"sicherer" statisch 2zulé&ssiger
Spannungszustand's+ gefunden werden kann, fir den auBerdem das Integral

(4.2.19) beschrénkt ist.

Fall (a) (Entsprechend Abschnitt VII.4, (7.4.2-6))

Die Bedingungen fir die statische Zul&ssigkeit lauten dann

AﬁAP|P=o in T
AT AT’ ,0 a
A BAF + [AF (W + W)IA]|T+
ATa +Al .
R wlA)IP+AM [op = O in T
AﬁArv =0 auf I
r s
+AT

v, =0 auf I
S
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+A'’ 0 a +API ﬁAF%IA]V

[ANT (w +w)|A+AM dp * r= 0 auf Ps . (7.5.2)

wobei [Aﬁ, Aﬁ] die "sicheren" Spannungsdifferenzreprédsentanten dar-
stellen., d. h. die durch sie représentierten Spannungszustdnde, addiert
zu der rein elastischen L&sung, liegen im strikten Innern der Flief-
fl&che. Besondere Beachtung verlangt der Umstand, daB der geometrische
Unschirfenbereich U® hier allein durch die Verschiebungskomponente W
(X1, x2) bestimmt ist und daB W +w einem vorgegebenen Bereich W = [$,

w] zugeordnet ist. AM und AR miissen jetzt beziliglich aller Zusté&nde w

+Ww aus dem Bereich W die homogenen Gleichgewichtsbedingungen erfiillen.

Die FlieBbedingung ist nach einer der in Abschnitt 3 angegebenen
Methode zu ilberpriifen. Wadhrend dies im Fall des elastisch-ideal-
plastischen Werkstoffverhaltens keine besonderen Probleme darstellt,
ist‘bei verfestigendem Verhalten darauf zu achten, daB sich die in-
ternen Parameter nur innerhalb zu definierender Grenzen verdndern
kénnen, So ist zum Beispiel die Annahme, die isotrope Arbeitsver-
festigung sei unbegrenzt, aus physikalischer Sicht ebenso sinnlos wie
die, daB die FlieBfldche im Fall kinematischer Verfestigung eine be-

liebig groBe Translation im Raum der Spannungen ausfihren kdnne.

Entsprechend der Herleitung im dreidimensionalen Fall muB 2zus&tzlich

nachgewiesen werden, da das Integral WG’ definiert durch

AB AB, 0°K
Wy = [ I(c - &% % HASK”B avdt (7.5.3)

o(v. )
o

nach oben beschr&nkt sein muB. Unter Berlicksichtigung des angenommenen

ebenen Spannungszustands ergibt sich

-]
AT +All', o+K a
WG = I I (o -d ) "u 'IAuKIIP dvdr (7.5.4)
o(Vo)

wobei die Approximation (7.1.41) verwendet wurde.
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Fall (b) (Entsprechend Abschnitt VII.4, (7.4.7-11))

Die zu erfiillenden Gleichgewichtsbedingungen sind jetzt gegeben durch:

afAT) =0 _ inT
AﬁAPBAr + ﬁAPSIA + [AﬁAr(g +3)|A]IF
-Bz B¢P [ﬁAr3 + AﬁAr(g ]+
Pl RS T . in T
ANAPvr =0 auf T
AﬁArv =0 auf T
r s
L‘ﬁ“%lA + aAT| eaRAT (8 8| yJvp =0 auf T (7.5.5)

Beziliglich der Erfiillung der FlieBbedingung und der Bedingung (7.5.4)
der Beschradnktheit des Integrals WG &ndert sich nichts gegeniiber dem
Fall (a).

Fall (c)

Fliir die Platte nach der VON - KARMAN'schen Theorie ergeben sich als

Sonderfall der vorhergehenden Schalentypen die Gleichgewichtsbedin-

gungen
AﬁAP.P =0 in T
[AﬁAP (¥ +3),P],A + (8AP %,A),P+ AﬁAP,AP =0in T
My vr auf T_
AﬁArvr =0 auf I_ (7.5.6)
[AﬁAP (3+3),A + AﬁAP,A+8AP%,A]vP =0 auf T_

Wegen der Orthonormiertheit des Bezugssystems sind partielle, kova-
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riante und kontravariante Ableitung identisch. W&hrend die FlieBbedin-
gung degeniiber Fall (a) und Fall (b) unver&ndert bleibt, nimmt das
Integral (7.5.4) jetzt die einfache Form

©
o a
W = [ I (N, - ﬁAP) W, W ,amat (7.5.7)
(o]

G R
(r
an, wenn die Beitrdge der Terme parallel zu TI' als vernachléassigbar

klein angenommen werden.
Lésung des Problems (B)

Hier wird die Kenntnis eines Referenzzustandes (Index "R") und einer
Losung eines fiktiven rein elastischen geometrisch linearen Problems
(Index "c") in der Umgebung der Referenzldsung vorausgesetzt. Der
Gesamtspannungszustand setzt sich dabei aus Referenzspannung sR,
Spannungsdifferenz As® des fiktiven rein elastischen Problems und
Spannungsdifferenz As* mit den zweidimensionalen Reprédsentanten [NR,
M1, [an®,av%] una [aN*,am*].

Da alle GrdBen auf die unverformte Konfiguration der Struktur bezogen

sind. gilt
[N. M] = [NR + anC 4+ ANT, MR+ amC oeant)

und die Forderung nach Erfillung der FlieBbedingung durch den Gesamt-
spannungszustand ist gleichbedeutend mit der Forderung, daf [N, M] die
FlieBbedingung nach (7.3.7-11) erfiillen miissen. Dies gilt filir alle drei
exemplarisch behandelten Fl&chentragwerkstypen, die sich nur durch die
von [AN+, AM+] zu erfiillenden Gleichgewichtsbedingungen voneinander un-

terscheiden.

Fall (a) (Entsprechend Gleichungen (7.5.2))

Die Bedingungen flir die statische Zuldssigkeit fiir AN+ und AM+ sind

gegeben durch:
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AT = 0 in T
AT AT R AT
aNB, 4 (o Ior & lar - 0 in T
AﬁApv = 0 auf T
r s
AﬁAP v, =0 aufrl
r s
AT R LAT
(aN Wiy o+ A | vp =0 auf I (7.5.8)

Dabei ist 3 die entsprechend (7.2.12) als moderat angenommene Verschie-~
bung der Schale senkrecht zur Mittelfl&dche. Sowohl die gesamten Ver-
schiebungen parallel zu TI' als auch die rein elastischen Zusatzverschie-
bungen % aus der Losung des fiktiven rein elastischen Vergleichs-

problems in der Umgebung der Referenzkonfiguration sind dabei als ver-

nachldssigbar klein angenommen worden.

Fall (b) (Entsprechend Gleichungen (7.5.5))

Fir diesen Schalentyp erh&lt man als Gleichgewichtsbedingungen fir ANT

und Aﬁ

AﬁAr[A =0 in I
AT AT R o AT R

AN B, + (o “1a)|r - Ba Bgr AV W o+

+AT ® JAT :

MM | \p + Byp By AMT = 0 in T

AﬁAPv =0 auf T
r s

AﬁArn =0 auf T
r s

+AT AT R

AT, + (N TR auf T_  (7.5.9)

. . ., R
Auch hier wurden alle Verschiebungsanteile auBer dem Anteil w, der Ver-
schiebungskomponente senkrecht zur Mittelfldche der Schale von der

urspriinglichen in die Referenzlage, vernachléssigt.
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Fall (c¢)

Fir die Platte nach der VON~KARMAN 'schen Theorie erh&lt man schlieflich

den Sonderfall

AﬁAF,F =0 in T
- + .

(AﬁArﬁ'A)'r + AMAP,AP =0 inT
ANAP“P =0 auf FS
A v =0 auf T

AT s

+
(aff 1 )+ A, a’,A)"r =0 auf I (7.5.10)

Wegen der Identit&t der kovarianten, kontravarianten und partiellen Ab-
leitung wird hier wie im vorherigen Teilabschnitt die partielle Ablei-
tung benutzt. Alle Verschiebungskomponenten auBler 3 sind als ver-

nachlassigbar klein angenommen worden.

VII.6 DAS EINSPIELVERHALTEN EINER SANDWICH-PLATTE BEI BERUCKSICHTIGUNG

DER VERFORMUNG

Als Beispiel zur in IV.2 bzw. VII.5 (Problem (B)) vorgestellten Methode
wird eine quadratische Sandwich-Platte (siehe Bild 16) der Dicke 2H und
der Kantenldnge 2A betrachtet. Die Platte sei an allen Ré&ndern
verschieblich und gelenkig gelagert und zwei Kraftgruppen ; und ﬁ
ausgesetzt, die sich gleichphasig in den gegebenen Bereichen [P',P”]
und [N+.N—] so verdndern, daB der ProzeB als quasistatisch behandelt
werden kann. Das Materialverhalten sei elastisch-idealplastisch mit dem
Elastizitdtsmodul E, der Poisson'schen Querkontraktionszahl v=0.3 fir
das elastische Verhalten und habe die FliefBgrenze oo’ die aus dem ein-
achsigen Zugversuch ermittelt ist, Es wird angenommen, daB das Material
isotrop ist und der MISES-Fliefbedingung sowie der Normalit&tsregel

gehorcht.



- 144 -

Rk
N N
N
|
AN
|
|
I
|
N,

Biup 16: PLATTE UNTER WECHSELNDEN LASTEN.

Die Last B ist eine gleichmdBig verteilte, senkrecht zur unverformten
Plattenmittelfldche [P wirkende Kraft, wdhrend Ifeine parallel zu den
Kanten der Platte wirkende, ebenfalls gleichm&Big verteilte Zugkraft
ist.

Die L&sung einer rein elastischen Vergleichsplatte mit den Material-
konstanten E und y unter dieser Last sei gegeben mit [MO,NO,WO] als
lastabh&ngiger Momenten- und Membrankraftverteilung sowie Durchbiegung
der Plattenmittelfldche. Es werden die folgenden dimensionslosen

KenngrdBen verwendet:

2 3 2 4
naB = NaB[A /E(20)7 ] , maB = MGB[A /E(2H)7) ] , w = W/2H ,

x =X /A ,n= Fe) (a2, p = (Hazm? . (71.6.1)

Dabei sind M und N die Schnittmomente und -Membrankr&fte in der realen
Platte. Es wird entsprechend der Darstellung des Problems (B) ange-
nommen, daB sich die Platte in einer Referenzkonfiguration pR, gegeben
durch die Mittelfl&chenverschiebung 5, mit den konstanten &uBeren Kraf-

ten }]} und g im Gleichgewicht befindet. Der Zustand in [-R ist rein
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elastisch. Es wird nun geprift, ob die Platte einen inkrementellen
Kollaps erleidet, wenn die Lasten n und p beginnen, um die Werte pR und
n® in den Grenzen pt=5.0, p =7.0 und n*=0.64, n”=1.83 zu schwanken. Es
wird zundchst die Ldsung des elastischen Vergleichsproblems bestimmt,
die hier auf der Gruﬁdlage von [79] durch einfache Polynome

angendhert wird. Insbesondere wird der Verschiebungszustand wR durch

W = (6/2) (1x0) (1-x2) (7.6.2)
approximiert.

Fiihrt man den dimensionslosen Faktor y = [E(ZH)Z/(OOA%H ein, so gilt

mQB = 4mGB n o, n(!B = naB " , (7.6.3)

wobei m und m definiert sind durch

naB = NaB/(zooT) s mmB = MaB/(ZUOHT) ’ (7.6.4)

mit T als Dicke der tragenden Sandwich-Schichten. Diese dimensionslosen
SchnittgréBen werden in die FlieBbedingung nach (7.3.4) eingesetzt.
Entsprechend den Gleichungen (7.5.8) werden Ansatzfunktionen f£fiir den

Eigenspannungszustand act eingefihrt mit:

2
An11 = -(1/2G)(2c1—c2)(1-x1)
An.. = -(1/2G)(2 ) (1-x2)
22~ C17C %y
An12 = An21 = —(1/G)(2c1-c2)(x1x2)
Am,. = Am.. = (c./2) (1-x2) (1-x2)
Mg = 8Myy = 16 B R
Am = Am = (1/2) ([ex,x.+(1/3)(c, -c.) (x x3+x3x )
12 = Ay = 2%1%2 1767 X XX %y

+(1/3)(2c1-c2)xfx§] LG40 . (7.6.5)
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¢y
BiLb 17: Der BEReicH ZuLAsSIGER PARAMETER C; UND C, ALS FUNKTION DES MATERIALPARAMETERS K.
Bereichsnummer 1 2 3 4 5 6 7 8
Materialwert x 0.158 0.182 0.200 0.204 0.208 0.213 0.216 0.217
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In dem hier gewdhlten Beispiel hat G den Wert 2.0. Die Parameter <, und
<, sind hier freie Parameter, flr die sich in Abh&ngigkeit vom dimen-
sionslosen Materialparameter x der plastisch zul&ssige Bereich
aufzeichnen 14Rt. Man erkennt in Bild 17, wie sich dieser Bereich fir
wachsendes x verkleinert. Jenseits eines kritischen Wertes x
verschwindet dieser Bereich vollstdndig, was bedeutet, daB das
mathematische Modell der betrachteten Platte jenseits von » inkre-
mentellen Kollaps erleidet. Da es sich bei dem verwendeten MELAN'schen
Kriterium um ein hinreichendes Kriterium fir Einspielen, d.h.
Nicht-Kollaps., handelt, garantiert die Existenz eines Bereichs fiir

zuldssige Werte c, und c,.,, daB kein Kollaps eintritt. Dadurch, daB die

1 2’
gewdhlten Ansatzfunktionen (7.5.5) sehr einfach sind, ist zu erwarten,
daB die betrachtete physikalische Platte auch fiir » -Werte grdBer als »

noch einspielen kann.
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