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In der vorliegenden Arbeit wird ein Weg zur Berechnung des Setzens von
Schraubenfedern mit nichtkonstanter Kennlinie vorgestellt. '

Hierzu werden die Federn durch finite Stabelemente diskretisiert, die durch
ein im Rahmen der Thermodynamik konsistentes Werkstoffgesetz das reale
Materialverhalten auch bei erhohten Temperaturen hinreichend genau erfassen.
Durch Versuche wird die Giite der elasto-plastischen Stabelemente aufge-
zeigt.

- Die bei Schraubendruckfedern auftretenden Kontaktprobleme werden durch den
Einbau zusadtzlicher Kontaktelemente beriicksichtigt.

Durch Messungen an 2zylindrischen Schraubenfedern konstanter Steigung werden
die numerischen Verfahren experimentell verifiziert.

Summary

In this paper a method is introduced for the calculation of the positioning
of coil springs with a variable characteristic. For this purpose the spring
continuum is discretisized by finite rod elements.

The material behaviour is accurately described by means of a thermo-
dynamically consistent material law, even under increased spring
temperatures.

The quality of the elasto-plastic rod element is demonstrated in experi-
ments.

The contact problems, resulting from coil pressure springs are taken into
consideration by use of additional GAP-elements. The presented numerical
procedures are verified by a comparative experimental investigation of
cylindrical coil springs with constant lead.
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Bezeichnunggn

Symbol Name

a Vektor

A Tensor 2. Stufe

() Inverse eines Tensors

( )T Transponierte eines Tensors

sp () Spur eines Tensors

1 Einstensor

Grad Gradient

v Nabla-Operator

6 Variation

6; Kronecker-Symbol

ng Christoffelsymbole

( )%8 kovariante Ableitung beziiglich der
Ausgangsfiguration

(¥[8 kovariante Ableitung beziiglich der aktuellen
Konfiguration

. Skalarprodukt

o doppelskalares Produkt

") substantielle Zeitableitung

) ' objektive Zeitableitung nach ZAREMBA-JAUMANN

Sofern an entsprechender Stelle nicht anders vereinbart, gilt
die EINSTEIN'sche Summationskonvention.

B, B Ausgangs- bzw. aktuelle Konfiguration

;g, 2ﬁ Zwischenkonfiguration
mA, My Fldache, Volumen des Korpers in Konfiguration m
dmA, dmv infinitesimales Fldchen- oder Volumenelement

der Konfiguration m
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X krummlinige Koordinaten

%Mmf'%w'%ﬁ kovariante bzw. kontravariante Basis, Metrik des
Zustands m

dr Linienelement

F Deforma;ionsgradient

oC rechter CAUCHY-Tensor

B linker CAUCHY-Tensor

OE CAUCHY-GREEN bzw. GREEN'LAGRANGE'scher
Verzerrungstensor

E ALMANSI-HAMEL oder EULER-ALMANSI-Verzerrungstensor

u Verschiebungsvektor

v Geschwindigkeitsvektor

Grad v, v-v Geschwindigkeitsgradient

D Tensor der Verzerrungsgeschwindigkeit

W Tensor der Rotationsgeschwindigkeit

df infinitesimaler Kraftvektor

da gerichtetes Fldchenelement

o CAUCHY-Spannungstensor

S gewichteter CAUCHY-Spannungstensor

T 2. PIOLA-KIRCHHOFF-Spannungstensor

T Spannungsdeviator

J Funktionaldeterminante

P Dichte

b*, B interne Zustandsvariablen

T Temperatur

G Gleitmodul

v Querkontraktionszahl

a linearer Wiarmeausdehnungskoeffizient

E Elastizitatsmodul

Dél' Dpl elastische und plastische Verzerrungsinkremente

C konstitutiver Tensor

kz, T, Stoffparameter



FEM-Matrizen

Oberflachen- und Volumen-Verschiebungs~Interpola-
tions-Matrix

lineare und nichtlineare Verzerrungs-Verschie-
bungs-Transformationsmatrix im Zustand m, bezogen

auf den Zustand n

inkrementelle Spannungs-Verzerrungs-Materialeigen-
schaftsmatrix, bezogen auf Zustand n

inkrementelle Steifigkeitsmatrix bei  linearer
Verzerrung

bei nichtlinearer Verzerrupg (infolge
Geometrie oder Anfangsspannungen)

Vektor der Knotenverschiebungen

Vektor der verallgemeinerten inneren Knotepkrédfte
Vektor der aduBeren Knotenpunktlasten

Matrix und Vektor der CAUCHY-Spannungen

Oberflachen- und Volumenkraftvektor



1. Einleitung

Durch die in den letzten Jahren sprunghafte Weiterentwicklung der Computer-
anlagen wurde in allen Bereichen der Technik die Moglichkeit geschaffen,
komplexe numerische Berechnungen selbst fiir solche Probleme durchzufihren,
deren analytische LOsung frilher undenkbar schien. So avancierte vor allen
Dingen die Methode der finiten Elemente zu einem sehr beliebten Berechnungs-
werkzeug und stellt gegenwdrtig das wohl universellste Hilfsmittel zur

numerischen Behandlung komplexer Fragestellungen des Ingenieurwesens dar.

Die immer stdrkere Verbreitung und der umfassende Einsatz dieses rechner-
gestiitzten Berechnungsverfahrens brachte eine kontinuierliche Steigerung von
Qualitdt und Zuverldssigkeit der Produkte mit sich, fiihrte aber gleichzeitig
bei immer groBSer und dabei leichter werdenden Konstruktionen und standig
gesteigerten Belastungen 2zu einem stetigen Herantasten an die Grenzen
elastischer Verformbarkeit. Da man bei neueren Projekten aus Kostengriinden
und zur weiteren Materialeinsparung zunehmend auch Verformungen bis in den
plastischen Bereich zulant, wird verstarkt der Ruf nach Elementen laut, die
auch fiir solche Berechnungen geeignet sind.

Folgerichtig hat man in den letzten Jahren einige finite Elemente ent-
wickelt, die unter Anwendung einfachster Materialgesetze einen begrenzten
Einstieg in die Berechnung plastizierender Strukturen ermdglichen sollten.
Bei den anschlieBend durchgefiihrten Berechnungen erwies sich jedoch die
Unzuldnglichkeit der verwendeten konstitutiven Gleichungen; die Elemente
lieferten nur bedingt brauchbare Ergebnisse. Dies verdeutlicht die Not-
wendigkeit, bessere finite Elemente unter Einbezug einer theoretisch
fundierten, allgemein anwendbaren und dabei moglichst einfachen Pla-
stizitdtstheorie zu entwickeln.



1.1, Problemstellung

Mit dem Trend der Automobilindustrie zum Leichtbau und stetig steigenden
‘Anforderungen an Fahrsicherheit und -komfort finden zunehmend zylindrische
und nichtzylindrische Schraubendruckfedern mit progressiver Kennung ihren
Einsatz. Die Progressivitdt wird neben der Formgebung durch das Anlegen
einzelner Windungen aneinander oder auf den Federunterlagen er;eicht.
Bedingt durch die Federgeometrie greift die Reaktionskraft einer Schrauben-
druckfeder aufermittig an der Aufstandsfldiche an. Wegen der Abwdlzbewegungen
der Endwindungen auf dem Federteller kann sich diese Exzentrizitdt wahrend
der Belastung &ndern.

Im Hinpliek auf eine bessere Materialausnutzung werden die nichtzylindri-
schep PFedern vermehrt mit varigblem Drahtdurchmesser ausgebildet. Eine
weitere Verbesserung der Werkstoffausnutzung sowie der Federeigenschaften
ist durch das zusdtzliche (Vor)Setzen oder Plastizieren der Federn zu er=
reichen, Bei diesem Herstellungsvorgang, dem erstmaligen Spannen einer Feder
in Richtung ihrer spdteren Betrjebskraft, bei dem die Spannungen die Fliefi-
grenze iiberschreiten, tritt eine plastische Verformung ayf, die im Quer-
-schnitt einen giinstigen Eigenspannungszustand und damit eine erhfhte Belast-
barkeit beim §p§te§en Einsatz erzeugt,

Der Problemkomplex 2zylindrischer und nichtzylindrischer Schraubenfedern
weist demnach folgende Teilprobleme auf, die von einer praxisorientierten
Software zur Berechnung aller Schraubenfedern erfaBt werden muf:

1. beliebige Federgeometrie (Zylinder-, Kegelstumpf-, Doppelstumpf-,
Taillen-, Tonnen-, Trichterfedern u.s.w.) mit inkonstanter Steigung ung
verdnderlichem Drahtdurchmesser

2. Berilprung libereinanderliegender Windungen bzw. Elemente miteinander

3. Berihrung der Elemente mit den Federunterlagen, Darstellung der Bettung
und beliebiger Randbedingungen fiir die Endwindungen

b

. grofe Verformungen und grofie Verzerrungen
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5. Bestimmung der Kraftmittelpunkte sowie der aus Exzentrizitdt resul-
tierenden zusdtzlichen Lagerkridfte

6. Spannungsanalyse

7. Berechnung des SetzmaBes und der nach dem Plastizieren verbleibenden
Restspannungen

Aufbauend auf den Methoden der Kontinuumsmechanik und eingebettet in eine
konsistente inkrementelle und iterative Formulierung zur Berechnung geo-
metrisch und physikalisch nichtlinearer Probleme soll in dieser Arbeit ein
finites Stab-Element hergeleitet werden, das mit einem in der phdnomenologi-
schen Betrachtungsweise des Kontinuums verankerten und auf den Grundgesetzen
der Thermodynamik basierenden thermoplastischen Stoffgesetz arbeitet und zur
Berechnung plastizierender Strukturen eingesetzt werden kann. Dieses Element
soll zusammen mit weiteren, speziell fir diese Anwendung entwickelten
Algorithmen zur Untersuchung zylindrischer und nichtzylindrischer Schrauben-
federn mit nichtlinearen Kennlinien einzusetzen sein, wobei primdr das
Problem des Plastizierens bei erstmaliger Belastung der Feder untersucht
werden soll. Die entwickelten numerischen Verfahren sollen anschlieBend
durch den Vergleich mit experimentell gewonnenen Ergebnissen verifiziert
werden.

Da die Schraubenfeder eine sehr komplexe Struktur darstellt, standen den
Ingenieuren lange Zeit nur Verfahren zur Berechnung elastisch deformierter
zylindrischer Schraubenfedern mit konstanter Steigung zur Verfiigung. Diese
Standardverfahren, wie sie 2z. B. den Lehrbiichern von GROSS [1] und
ROLOFF/MATEK [2] zu entnehmen sind, oder von HUHNEN mit einer Fiille von
Literaturhinweisen in [3] zusammengefant wurden, sind ausfiihrlich dokumen-
tiert und bekannt. Uber den Stand der Technik liefern die Berechnungsunter-
lagen namhafter Federnhersteller einen guten Uberblick. Stellvertretend
seien nur die Berechnungsbldtter der Firma GRUEBER [4] genannt.

Erste einfache Naherungsansadtze zur Beriicksichtigung inkonstanter Steigungen
bei zylirdrischen Federn wurden von GROSS [5] sowie dem Federnhersteller
HOESCH [6] eingefiihrt und von WANKE [7] kritisch kommentiert. In seiner
Dissertation hat HEYN [8] ein Verfahren entwickelt, bei dem die Helixkurve
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einef Schraubenfeder eine parameterabhingige GrofBe ist. Da dieses Verfahren
jedoch von konstantém AuBen-, Innen~ oder mittlerem Durchmesser der Feder
ausgeht, ist és ih seiner Anwendung ebenfalls begrenzt.

Mit fortschreitender Entwicklung der Rechnertechnik kamen langsam exaktere
Beréchnungsmethoden auf, bei denen die Feder nun als riaumlich gekriimntes
Stabwerk betrachtet wird. Hierbei griinden die grundlegenden Arbeiten von
TROSTEL [9] und KAMMEL [10] auf der linearen Theorie gekriinmter Stdbe. Die
Moglichkeitén zur Erfassung der bei grofen Verformungen auftretenden geo-
metrischen Nichtlinearititen behandelte BESSELING [11] allgemein. Erste
Formulierungen geometrisch nichtlinearer Stabprobleme fiir beliebig ge-
kriiminte, diinnwandige und gerade Stidbe unter Anwendung der Tensornotation
finden wif bei BOEGERSHAUSEN [12], BEVERUNGEN [13] und CELIGOJ [14]. Alle
diese Methoden lieferten zwar eihe Fiille theoretischer Ansédtze, diese blie-
ben jédoch immer auf spezielle Géometrien beschrinkt und konnten keifie all-
géméingiiltigén Losungen liefern.

Den Einstieg in die Analyse der elastisch deformierten Feder beliebiter Geo-
metrie brachte die Anwendung des Verfahrens der finiten Elemente. So betich-
tet GO in seiner Dissertation [15] von umfasséndén Berechnungen nicht-
Zylind¥ischer Schtaubendruckfedern nach einer Theorie erster Ordnung. Stab-
elemente fiir den Einsatz bei geometrisch nichtlinearen Berechnungen wurden
in den letzten Jahren z. B. von BATHE/BOLOURCHI [16] sowie BESSELING [17,
18] entwickelt.

Die Bestimining von Setzérscheinungen bei Schraubenfedern stiitzt sich bislang
immer noéh auf empirische Verfahren, deren Gtundziige schon vor Jahren von
WANKE [19] beschrieben wurden. In unzidhligen Versuchen werden hierfilr Schub-
spanhungs-Schiebungs-Schaubilder erstellt, die dann zur Vorausbestimmung des
Setzens voh Federn gleicher Geometrie genutzt werden komnen. Im Lauf der
Zeit hat man dieses Verfahren zwar verfeinert, eihe zufriedenstellende ana-
lytische Berechnung des Setzens von Federn beliebiger Geometrie und mit
nichtlinearen Kennlinien ist aber bis heute hicht mdglich.
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1.2. Aufbau und Schwerpunkte

Zundchst werden in gebotener Kiirze die Grundlagen zur Beschreibung endlicher
elasto-plastischer Deformationen =zusammengefaft. Hierzu stellen wir die
bendtigten Grundgleichungen der Kontinuumsmechanik dar und erdrtern an-
schlieiend das verwendete thermoplastische Materialgesetz in seinen wesent-
lichen Ziigen.

Aus dem Prinzip der virtuellen Arbeit leiten wir dann die wesentlichen Glei-
chungen einer konsistenten, inkrementellen und iterativen Formulierung zur
Berechnung geometrisch und physikalisch nichtlinearer Probleme her. Die so
in Form eines partiellen Differentialgleichungssystems gewonnenen Bewegungs-
gleichungen des Korpers losen wir numerisch mit der Methode der finiten Ele-
mente.

Nach der ausfiihrlichen Darstellung des elasto-plastischen Stabelements
verifizieren wir das Element und die eingesetzten Berechnungsverfahren ex-
perimentell. Da die Spannungsanalyse relativ rechenzeitintensiv ist, wird
anhand weiterer Testbeispiele der Iterationsalgorithmus ermittelt, dessen
Anwendung bei der Berechnung plastizierender Strukturen optimale Konvergenz
und minimale Rechenzeit verspricht.

Der letzte Schwerpunkt beinhaltet einen Abrif der Vorgehensweise zur Dar-
stellung der bei Schraubendruckfedern auftretenden Kontaktprobleme. Dem
schlieBt sich die Berechnung einer zylindrischen Schraubendruckfeder und der

kritische Vergleich mit experimentell gewonnenen Daten an.

Den AbschluB der Arbeit bilden die Zusammenfassung der Ergebnisse und ein
Ausblick auf mogliche weiterfiihrende Untersuchungen.
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2. Stoffunabhdngige Gleichungen

2.1. Grundlagen der Beschreibung endlicher Deformationen
2.1.1. Kinematik

Die Deformationen eines Korpers, den wir als klassisches Kontinuum betrach-
ten wollen, konnen aus der Beschreibung der Bewegung seiner Korperpunkte
gegeniber einem geeignet definierten Beobachtungsraum ermittelt werden.
Hierbei ist zu beachten, daB die Starrkorperrotationen, die zu den Defor-
mationen der Korperelemente nicht beitragen, eliminiert werden miissen.

Eine eindeutige Beschreibung der Bewegung bedingt, die Position aller
Korperelemente im Raum als Funktion der Zeit t eindeutig zu spezifizieren.
Dazu ist es notwendig, sowohl die Raumpunkte selbst wie auch die jeweils
betrachteten Korperelemente zu jedem Zeitpunkt eindeutig zu identifizieren.

Zur Identifikation aller Punkte des Beobachtungsraums e legen wir ein raum-
festes, krummliniges Koordinatensystem x* fest, das uns sowohl beziiglich der
geometrischen Form des zu untersuchenden Korpers als auch von der guantita-
tiven Beschreibung der Bewegung her jegliche Freiheit 1laGt.

Abb. 2.1. krummlinige Koordinaten
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Fiir ein Linienelement des Beobachtungsraums gilt (Abb. 2.1.)")

dr = &° g, (2.1.1)
wobel mit

g (xP) = "La (2.1.2)

o ax

die im allgemeinen ortsabhdngigen Basisvektoren des raumfesten Koordinaten-
systems definiert sind.

Die zu diesen Basisvektoren reziproke Basis g“ ist durch

o _ a0
g °g; = 6 (2.1.3)

a

definiert. Hierbei bezeichnet 6B

das Kroneckersymbol, das fiir o=f den Wert
1, sonst den Wert O annimmt.

Die Metrik des raumfesten Koordinatensystems ergibt sich durch die skalare
Multiplikation der Basisvektoren

gaB(xp) =g,9, (2.1.4)

bzw. fiir die reziproke Basis

g®®(xP) = g% (2.1.5)
und es gilt
op - po = o -
9% g5 =9, 9 65 (2.1.6)

1) Wir benutzen hier und im folgenden stets die EINSTEIN'sche Summations-
konvention, nach der iber die (von 1 bis 3) laufenden Indizes stets zu
summieren ist, sobald ein Index in einem Term (genau) zweimal auftritt,
wie hier der Index a. Fett geschriebene Kleinbuchstaben bezeichnen Vekto-
ren, fette Grofbuchstaben gerichtete Grofien 2. Stufe.
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Die Anfangsposition eines Korperpunktes im Beobachtungsraum zum Zeitpunkt Ot
(Ausgangskonfiguration °B des Korpers) legen wir durch seine Raumkoordinaten
(Abb. 2.2)

%% = x“(ot) (2.1.7)

fest, die ihn zugleich:fﬁr alle-Zeiten‘qindeutig identifizieren. Die diesem
Kérperpunkt zugeordneten Basisvektoren und Metriken sind entsprechend mit
dem Superskript ° gekennzeichnet

(o] - o_p

9, = ga_( x") (2.1.8)
und

(o] - o_p Ry

Gap = Tl ¥ - (2.1.9)

Die verformte Lage des gleichen Korperpunktes zur Zeit t (aktuelle Konfi-
guration B des Korpers) erhdlt man durchZ)

x* = x*(%°.t). (2.1.10)

(2,1.10) beschreibt die Bewegung der Korperpunkte in Abhangigkeit ihrer
Anfangslage im Beobachtungsraum und der Zeit.

Der zur aktuellen Konfiguration zugehorige Basisvektor und die Metrik sind
g, =9,x) =g (%" t) (2.1.11)
und

p o p
Iog = gus(x ) = gaB( X ,t), (2.1.12)

2) Der Einfachheit halber benutzen wir das gleiche krummlinige Koordinaten-
system fiir die Identifikation der Elemente in °B und B. Natiirlich bleiben
alle Relationen auch danh’unveréndert,'wenn x® als Koordinate eines zwei-
ten Koordinatensystems in B mit der Basis g, interpretiert wird,
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Aus den Bewegungen der Korperelemente (2.1.10) lassen sich die Verzerrungen
des Korpers ableiten.

Abb, 2.2.
x! Korper im Ausgangszustand %
und Endzustand B

Ein Linienelement, fiir das in der Ausgangskonfiguration (Abb. 2.2)
&r = ¢ oga (2.1.13)
gilt, geht bei der Bewegung des Korpers in

dr =ax" g (2.1.14)
o

Uber. Die Abbildung des Ortsvektors d&®r auf den Vektor dr mittels einer
linearen Transformation wird durch Angabe des Deformationsgradienten F ein-
deutig festgelegt:

dr = F-d°r (2.1.15)
mit
ax“ o B o)
P = g g =dr- V. (2.1.16)
aoxB (]

OV bezeichnet den auf die Ausgangskonfiguration bezogenen Nabla-Operator.
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Bei der Umkehrtransformation

&r = Flar (2.1.17)
mit
o .a
Fl 22X % & = .y - (2.1.18)
axb ¢

stellt v dann den auf die aktuelle Basis bezogenen Nabla-Operator dar. Die
jeweils transformierten Tensoren lauten

a o _a

T ox o -1.T ox
F = 989.(F)=
%" o axP

qBoga. (2.1.19)

Zur Elimination der im Deformationsgradienten noch enthaltenen Starr-
korper-Rotationen bilden wir durch skalare Multiplikation mit FT von links

T axp ax" o_ao O_ao
F F"aoxa gpu 6°xB 9 gB=OCaB g 9B=OC (2.1.20)

bzw. von rechts

B 8

a
9 = 99, =B 9.9,

T " o pu 9x
FF 5 S
8°xP a%x* ¢

B (2.1.21)

und erhalten den rechten CAUCHY-TENSOR C’C, der dem Ausgangszustand °p
zugeordnet ist, bzw. den auf die aktuelle Konfiguration B bezogenen linken
CAUCHY-Tensor B. Beide koSnnen zur Beschreibung der totalen Deformationen
(Verzerrungen) des Korpers herangezogen werden.

2.1.2. Verzerrungstensoren

Als MaB flir die Verzerrungen bilden wir die Differenz der Quadrate eines
Linienelements des Korpers im verformten und unverformten Zustand

% {as? - &2 =% {ar+dr - &r+d°r} (2.1.22)
=1ic O 1 &%%°xP = E  a%%°xP (2.1.23)
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1

= -1 a. B _ a. B
== {gaB - (B )as} dx dx- = E, dx d;g (2.1.24)

B
und erhalten mit (2.1.23) die MaBzahlen des auf die Anfangskonfiguration g
bezogenen CAUCHY-GREEN bzw. GREEN'LAGRANGE'schen Verzerrungstensors, mit
(2.1.24) die des in der aktuellen Basis g, stehenden ALMANSI-HAMEL oder
EULER-ALMANSI-Verzerrungstensors.

Abb. 2.3. Verschiebungsvektor

Flir viele Zwecke, wie in der vorliegenden Arbeit fiir das Verfahren der fini-
ten Elemente, ist es vorteilhaft, den Verschiebungsvektor u einzufiihren, der
die Verschiebung des Punktes %p(%%P) Qer Ausgangskonfiguration im Verlauf
des thermo-mechanischen Prozesses in der Form (Abb. 2.3)

u(oxp,t) = r(oxp,t) - %r(°xP) (2.1.25)
beschreibt. Stellen wir den Verschiebungsvektor
u = %* 0gm(oxp) (2.1.26)

beziiglich der kovarianten Basis der Ausgangskonfiguration °s dar, liefert
die Differentiation von (2.1.25)

or _3k _ au _o
%xF %P %

o a o
2.1.27

Die kovariante Ableitung in der Ausgangsbasis wird durch
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r u (2.1.28)
By

definiert, wobei or;y die sogenannten Christoffelsymbole darstellt, die man

durch Differentiation der Metrik nach den Koordinaten erhadlt

oa _1oa O o _o
PBY =z 9 ( 9.8 Y Y8,y ng,p)' (2.1.23)

Ist der Verschiebungsvektor hingegen durch
u=u* g, (xP) (2.1.30)

in Abhdngigkeit der aktuellen Basis gegeben, folgt aus (2.1.25)

du

(o]
or or o
axP  axP axP 8 B "o

Dabei soll der Doppelstrich || die kovariante Differentiation im verformten
KSrper (Basis ga) andeuten.

Wir setzen (2.1.27) in (2.1.22) ein und erhalten unter Beriicksichtigung der
Transformation

u

.
ol

=9 Oy ©O4f% (2.1.32)
9y U Ip g

den CAUCHY-GREEN Verzerrungstensor
- 1 ;0 o o o.p 0_ao
E=71 ualB + usla + upla u |B} g™
, 0_ao
= Eu 09 ' (2.1.33)

bzw. durch Einsetzen von (2.1.31) in (2.1.22) den ALMANSI-HAMEL-Verzerrungs-
tensor

q |
E 2‘7'{ua'|8 + uBIIa - upl[uuplls} o’
o
=B, a°d’ (2.1.34)

in Abhidngigkeit des Verschiebungsvektors u.
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Die entweder mittels des Deformationsgradienten F oder durch den Verschie-
bungsvektor u definierten Verzerrungstensoren beschreiben die zeitabhdngigen
Deformationen des KOrpers eindeutigq.

2.1.3. Verzerrungsgeschwindigkeiten

Da die elasto-plastischen Deformationen eines Korpers im allgemeinen zeit-
abhdngig sind. benotigen wir zu deren Beschreibung die Formanderungs- oder
Verzerrungsgeschwindigkeit der einzelnen Korperpunkte.

Die Geschwindigkeit des Korperpunktes x® gegeniiber dem Beobachtungsraum er-
gibt sich aus der zeitlichen Anderung des zu diesem Korperpunkt zeigenden
Radiusvektors r bei festgehaltenem %P (substantielle Zeitableitung)
V=Dr=iig =).(ag =Vag (2135)
dt at “a () N *he
Definieren wir den Tensor F der Deformationsgeschwindigkeiten als sub-
stantielle Zeitableitung des Deformationsgradienten F

«,0.p
il o_p _&_ 9 3ax ("x,t) o
et =T 9,8

= 9 (\,ru g )Ogﬁ' (2.1.36)
o.B a
a x
erhalten wir nach der Skalarmultiplikation mit F-1 von rechts
o Y
s =1 0 o o 9 X o
FF = (v® g )°g" g 98
% @ axP Y
= v°‘|B gugB = Grad v = Vev (2.1.37)

den Geschwindigkeitsgradienten. Spalten wir diesen unsymmetrischen Tensor
auf, so definiert sein symmetrischer Anteil den Tensor der Verzerrungsge-
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schwindigkeit
_ Qe _ s e-1y _ 1 [ a a
D._c:lB gagB_sym{FP } = v |B+VB| }gugB, (2.1.38)

sein antimetrischer den sogenannten Spin- oder Rotationsgeschwindigkeits-
tensor

W B_ ap1y_1 @ a
H-w,B g9 = {P-F }-7{v IB—VBI }gage, (2.1.39)
der die Starrkdrperrotation der Korperelemente gegeniiber dem Beobachtungs-
raum beschreibt.

2.2. Spannungstensoren

Wie die Dehnungen konnen wir auch die den Spannungszustand des Korpers be-
schreibenden Tensoren auf die aktuelle Konfiguration B oder auf die Aus-
gangskonfiguration °B des Korpers beziehen.

Die wahren Spannungen des Korpers beschreibt der auf die aktuelle Konfigura-
tion bezogene CAUCHY-Spannungstensor

a _ B
¢ = o gqu =0 g.g,. (2.2.1)

der im aktuellen Zustand zur Zeit t das gerichtete Fladchenelement da = n dA
mit dem Kraftvektor 4af = o+da (Abb. 2.4) verkniipft. Bei Annahme des

BOLTZMANN~-Axioms ist o

8 symmetrisch.

Abb, 2.4. Krafte am Fldchenelement
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Ebenfalls symmetrisch ist der gewichtete CAUCHY-Tensor, der liber die lineare
Beziehung

S=Jo

J o guds =S, guge

af _ quB
Jo 9.9 = S 9,9 (2.2.2)

mit dem CAUCHY-Spannungstensor verkniipft ist. Die Funktionaldeterminante

o 19,61
g=F e/ e g (2.2.3)
O, ) o 8
dav | gaBI

beschreibt die Volumendanderung eines Elements wdhrend des Deformations-
prozesses in Abhangigkeit von der Determinanten der Mafzahlen des Deforma-
tionsgradienten und der Metriken. °p bezeichnet die Dichte des unverformten,
p die des verformten Elements.

Der auf die Ausgangskonfiguration bezogene 2. PIOLA-KIRCHHOFF-Spannungs-

tensor ist tiber

T = F.1 *S- (F.1 )T =dJ F-1 o+ Ad (P-1 )T
o 0.« o_B
- PO3X pudX ogaogB = B ° uogs (2.2.4)
P axP axt

definiert. Eine der wichtigsten Eigenschaften dieses ebenfalls symmetrischen

Tensors ist seine Invarianz gegeniiber Starrkorperrotationen.
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3. Konstitutives Gesetz

Zur Beschreibung des nichtisothermen inelastischen Verhaltens von Werk-
stoffen bei grofen Formanderungen hat LEHMANN in [20] einen grundlegenden
Rahmen erstellt, der auf den Grundgesetzen der Thermodynamik basiert und |
nicht an eine spezielle ProzefBfiihrung gebunden ist. Diese Theorie ist eine
phanomenologische, in der der betrachtete KOrper als klassisches Koritinuum
angesehen. wird und die versucht, makroskopisch auftretende Phdnomene 2zu
beschreiben. Da sie gewisse Erweiterungen der klassischen Plastizitdts-
theorie umfaBt, erlaubt sie insbesondere, die isotrope wie die kinematische
Verfestigung sowie gewisse Abweichungen von der sogenannten Normalenregel in
Abhdngigkeit der Temperatur in die Betrachtungen mit einzubeziehen. |

Das Stoffgesetz ist an die folgenden Voraussetzungen gebunden:

a) Die Beschreibung beschrankt sich auf elasto-plastische Forménderungen,
viskose (geschwindigkeitsabhingige) Effekte werden nicht beriicksichtigt.
Allerdings stellt die Ausweitung auf elasto-viskoplastische Deformationen
theoretisch kein Problem dar. Wie LEHMANN in [20] gezeigt hat, gestaltet
sich deren Beschreibung in manchen Punkten sogar einfacher.

b) Das Material sei elastisch kompressibel und plastisch inkompressibel.

¢) Die elastischen Deformationen und -anteile sollen klein sein. Diese
Forderung ist bei allen Metallen erfiillt.

d) Der Werkstoff sei vor der Deformation isotrop.

e) Beziliglich der Energiefliisse wird nur die Warmeleitung beriicksichtigt, bei
den anschlieBenden Berechnungen wird eine isotherme ProzeBfiihrung voraus-
gesetzt. Warmeleitungseffekte konnen jedoch analog abgeleitet und ohne
groferen Aufwand beriicksichtigt werden.

Im folgenden filihren wir nur die fiir das Verstandnis der vorliegenden Arbeit
notwendigen Grundgleichungen ein. Der allgemeine Rahmen fiir die Definition
thermoplastischer Stoffgesetze und dié theoretischen Uberlegungen beziiglich
der Thermodyriamik sind bei LEHMANN in [21] - [30] ausfiihrlich nachzulesen.
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3.1. Evolutionsgesetze fiir elastische und plastische Deformationen

Das Stoffgesetz elasto-plastisch deformierbarer Korper beschreibt den
Zusammenhang zwischen Spannungs- und Verzerrungsinkrementen in Abhidngigkeit
der Formanderungsgeschichte. Einige der bei plastischen Deformationen auf-
tretenden typischen Effekte sind fiir den einachsigen Zugversuch in Abbildung
3.1 zusammengestellt.

/ / ~ instabil

3
- /ﬂ/F lieBspannung bei
€ € Belastungsumkehr
Abb. 3.1. Werkstoffverhalten bei verschiedenen Belastungsfolgen

Da elastische und plastische Formidnderungen unterschiedlichen GesetzmaBig-
keiten gehorchen, wird die Gesamtdeformation in einen elastischen und einen
plastischen Anteil aufgespalten. Diese Aufspaltung kann auf unterschiedliche
Art und Weise erfolgen. LEHMANN geht in [22] ausfilhrlich auf die ver-
schiedenen Moglichkeiten ein, die jedoch letztlich alle zu einer additiven
Aufteilung des Tensors der Deformationsgeschwindigkeit in einen elastischen
und einen plastischen Teil fihren.

+D

b1 (3.1.1)

D= Dél

3.1.1. Elastische Formidnderungen

Da bei allen Metallen die elastischen Verzerrungen klein sind, liefert ihre
Beschreibung durch ein hypoelastisches Stoffgesetz der Form

1 1-2v : .
Del = G (¥ +m Sp(S)1) + oT1 (3.1.2)

eine gute Approximation (vgl. [21]). (V) kennzeichnet die objektive
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ZAREMBA-JAUMANN Zeitableitung [31, 32], (') die substantielle; Sp() die Spur
eines Tensors. Uber die Beziehung

T=S--1§Sp(S)1 (3.1.3)

sind die MaBzahlen des Spannungsdeviators definiert. Die elastischen Eigen-
schaften des Werkstoffes werden durch die Materialkonstanten G (Schubmodul)
und v (POISSON'sche Querkontraktionszahl) bestimmt, den aus der zeitlichen
Temperaturanderung T resultierenden Dehnungen wird durch die Multiplikation
mit dem Temperaturausdehnungskoeffizienten a« Rechnung getragen.

Vorausgehende plastische Deformationen beeinflussen zwar die Grenzen des
elastischen Bereichs, das elastische Verhalten selbst bleibt dadurch aber
nahezu unverandert.

3.1.2. Plastische Formanderungen

Plastische Deformationen werden im Gegensatz 2zu elastischen prinzipiell
durch drei GesetzmaBigkeiten bestimmt

- die Fliefbedingung
- das Formdnderungsgesetz (FlieBregel)

- das Verfestigungsgesetz.

Wir nehmen an, daBl inelastische Deformaticnen nur auftreten, wenn der Zu-
stand des Materials die Flieflbedingung

F(S.T,b*,B) = sp((T-B)%) - k% (b*,T) = 0 (3.1.4)

und die korrespondierende Konsistenzbedingung

2 2
F=2sp(e-B) (3-B)) - 2 pg* % 5 _ (3.1.5)

ob oT

erfiillt. In (3.1.4) und (3.1.5) bezeichnet
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b* eine skalarwertige Zustandsvariable, die zusammen mit der Temperatur T
den durch die skalare Funktion kz beschriebenen isotropen Verfestigungs-

zustand kennzeichnet (vgl. Abb. 3.2: Aufweitung der Ellipse) und

B eine tensorielle, spurlose Zustandsvariable mit den Mafzahlen b“, die in
Abhdngigkeit der Deformationsvorgeschichte den anisotropen Verfestigungs-
zustand (BAUSCHINGER-Effekt) (vgl. Abb.3.2: Verschiebung des Ellipsen-
mittelpunktes) beschreibt.

LEHMANN und ZDEBEL (33] folgend, wadhlen wir fiir den plastischen Anteil der
Deformationsgeschwindigkeit das Formanderungsgesetz .

D

L= g—g +x ($-B). (3.1.6)

Der erste Term gehorcht der sogenannten Normalenregel (Abb. 3.3), wobei A
ein noch unbekannter, stets positiver skalarwertiger Faktor ist. Da Ver-
suchsergebnisse eine systematische Abweichung von der Normalenregel zeigen,
wird einem Vorschlag von LEHMANN [22] folgend der zweite Term zur Berlick-
sichtigung dieser Effekte eingefiihrt. Uber den (relativ kleinen) skalaren
Faktor x, der vom internen Zustand des Materials abhangt, lassen sich die
Abweichungen von der Normalenregel steuern.

Bei rein isotroper Verfestigung (B = O) und reiner Normalenregel (x = O) ist
(3.1.6) mit der von MISES'schen Fliefiregel identisch.
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\o,

o,

< V-5

| >/. -

a.a._y3
b b g
— 0, b=
Abb, 3.2. Fliefbedingung mit abb. 3.3. Fliefflidche im
. isotroper und kinematischer Hauptspannungsraum
Verfestigung

Definieren wir die Evolutionsgesetze der die Verfestigung beschreibenden
internen Zustandsvariablen in der Form (vgl. [34])

b= Sp((T-BID; ) mit b (0) = 0 - (3.1.7)
B = tD; = &(D-D,)) mit B (0) = 0 (3.1.8)

und setzen diese in die Konsistenzbedingung (3.1.5) ein, erhalten wir den in
(3.1.6) bislang unbekannten Faktor A und mit diesem letztlich

2
(2-x2) sp ((1-B)H)
1 ab
D) = Tre (xF + —— (T-B)) . (3.1.9)
(2§+ —*-)k
ab

Die Materialfunktionen

k2 (b*,T)
£ (b,T)
x (b*,T) : (3.1.10)

(a2t
]

]
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sind durch geeignete experimentelle Untersuchungen [33, 34] zu bestimmen.

3.2. Konstitutiver Tensor

Fiir den Tensor D der Deformationsgeschwindigkeit erhalten wir bei isothermer
Prozeffiihrung mit (3.1.1), (3.1.2) und (3.1.9)

1 1 1-2v :
D= (mi'm) 7¢¥+m SP(S)1

2
(222 sp ((1-B)D)

*
> (T-B). (3.2.1)

ab
(14xg) (2z+ 2 )i?
ab

+

Invertieren wir (3.2.1), ergibt sich mit

_ _2G (14xZT) 1 ,(14xZ+2Gx) (14v)
8- (1+xZ+2Gx) (D + 3'( (T+xT) (1=-2v) 1) sp(D)1

akz

26 (2-x%%) sp ((T-B)D)

- ® (T-B)) (3.2.2)
(14x2) 20+ 2 446)k?
ab

bzw. bei Verletzung der FlieB- oder Belastungsbedingung mit
§ = 26 (D + 4= Sp(D)1) (3.2.3)
das nach den Spannungsgeschwindigkeiten aufgelSste Stoffgesetz.
Ordnen wir (3.2.2, 3.2.3) geeignet um, so kdnnen wir g in der Form
E-c-p (3.2.4)

schreiben, wobei einem Verzerrungsinkrement ein Spannungsinkrement zugeord-
net ist. C ist der "konstitutive" Tensor.
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4. Bewegungsgleichungen des Kontinuums

Zur Vervollstandiqung der Grundgleichungen der Kontinuumsmechanik bendtigen
wir noch eine Beziehung, die das Verschiebungsfeld und das Spannungsfeld des
Korpers verkniipft. Bilden wir fiir das verformte Volumenelement zum Zeitpunkt
t die Impulsbilanz, erhalten wir diesen Zusammenhang in Form der Bewegungs-
gleichungen des Kontinuums.

2

{Divo+pf-pD—lz’-} av = 0. (4.1)
dt
Hierbei bezeichnet
Div 0 = Veo (4.2)

die Divergenz des CAUCHY-Spannungstensors, f die Summe der am Korperelement
volumenhaft verteilt angreifenden Krafte.

Der Drallsatz liefert bei Annahme des BOLZMANN-Axioms lediglich die Aussage,
daB der Spannungstensor symmetrisch ist.

Ist die Beschleunigung aller Korperelemente vernachldssigbar klein, gelangen
wir zur Statik deformierbarer Korper:; (4.1) vereinfacht sich zu

Div o + pf = 0. (4.3)

Die Gleichungen (2.1.23 - 2.1.39), (4.1) und (3.1.2 - 3.2.4) bilden das
vollstdandige Gleichungssystem der Kontinuumsmechanik in Form partieller
Differentialgleichungen, fiir die sich im allgemeinen keine geschlossenen Lo-
sungen unter Beriicksichtigung der Anfangs- und Randbedingungen eines spe-
ziellen Problems mehr finden lassen. Als eine Mdglichkeit zur numerischen
Losung bietet sich die Finite-Element-Methode (FEM) an. Der Einstieg in die-
ses Naherungsverfahren erfolgt am zweckmadBigsten iiber das Prinzip der vir-
tuellen Arbeit.
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4.1. Prinzip der virtuellen Arbeit

Betrachten wir die am ruhenden, verformten Korperelement angreifenden
Krdfte, gilt die beziliglich seiner aktuellen Konfiguration aufgestellte
Gleichgewichtsbedingung (4.3). Multiplizieren wir diese skalar mit dem vir-
tuellen Verschiebungsfeld 6u (vgl. [35]) um die deformierte Konfiguration
und integrieren iiber das Volumen des verzerrten Korpers, erhalten wir die am
Korper infolge der virtuellen Verschiebungen geleisteten virtuellen
Arbeiten

I (Div o+6u)dv + J (p £+6u) v = 0. : (4.1.1)
v \
Formen wir (4.1.1) in bekannter Weise um (vgl. [35/4]), ergibt sich das

beziiglich der verformten Konfiguration des Korpers aufgestellte Prinzip der
virtuellen Arbeit

o
[}

- J (6 *+ Grad (6u))dv + I (pfv-ﬁu)dv + J (fA-éu)dA

v v A

-6W + 6Av + 6A (4.1.2)

A
6W bezeichnet die mittels des doppelskalaren Produkts

o -+ Grad (6u) = 0®® 6u = oy 6uB||a (4.1.3)

BHu B

aus dem Tensor der CAUCHY-Spannungen und dem virtuellen Verschiebungs-
gradienten zu berechnende virtuelle Formanderungsarbeit, 6Av die virtuelle
Arbeit aller (inneren und duBeren) volumenhaft verteilt angreifenden Krafte
fV und GAA die virtuelle Arbeit der vorgegebenen &uBeren, auf der Korper-
oberflache flachenhaft verteilt angreifenden Krdfte fA.

(4.1.2) gilt unabhidngig von den Materialeigenschaften und ist in der darge-
stellten EULER'schen Form, bei der alle GroBen auf die aktuelle Basis ga
bezogen sind, auch fiir grofere Formanderungen giiltig.
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4.2. Update-Lagrange'sche Formulierung

Das mit (4.1.2) formulierte Prinzip der virtuellen Arbeit fordert Qdas
Gleichgewicht von virtueller Formanderungsarbeit und virtueller Arbeit der
am verformten Korper angreifenden Krdfte. Grundlegende Schwierigkeit bei der
Anwendung von (4.1.2) ist die Tatsache, daB sich sowohl der
CAUCHY-Spannungstensor als auch die infinitesimalen Verzerrungskomponenten
auf die noch unbekannte deformierte Konfiguration beziehen und die
Integration iiber das ebenfalls unbekannte aktuelle Korpervolumen bzw. die
-fldche auszufiihren ist.

Diese Schwierigkeit 1dB8t sich durch den Ubergang auf eine inkrementelle
Formulierung des Problems umgehen. Im Hinblick auf eine solche sind zwischen
- den Ausgangszustand °B und die verformte Endlage B die Zwischenlagen 1B und
2B (Abb. 4.1) vor und nach einem endlichen Verschiebungsinkrement Au einge-
fiilhrt. Die Methode geht nun davon aus, daB die Bewegung des KOrpers vom Aus-
gangszustand bis in die Lage 1B bereits berechnet und die Nachbarkonfigura-
tion 2B gesucht ist. Diesen Vorgang filhren wir so lange fort, bis die End-

lage und damit die Gesamtverformung erreicht ist.

Wie MALVERN [36] und RAMM [37] zeigen, lassen sich alle Grofien der Gleichung
(4.1.2) auf jede bereits berechnete Gleichgewichtslage beziehen und die an-
gesprochenen Schwierigkeiten bei der Integration umgehen. Bei der in dieser
Arbeit verwendeten mitgehenden (updated)-Lagrange-Formulierung (UL), die ur-
spriinglich auf Arbeiten von YAGHMAI und POPOV [38] zuriickgeht, sind alle Zu-
standsgrofen und kinematischen Variablen auf die Konfiguration 1B vor dem

Inkrement bezogen, also auf einen jeweils anzugleichenden Bezugszustand.
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Ausgangszustand
2ur Zeit °t

Zustand 1 vor dem
Inkrement zur Zeit 't

Zustand 2 nach dem
Inkrement zur Zeit

e;

x!

Abb. 4.1. Verformungsprozef

Zur Unterscheidung einzelner Konfigurationen verwenden wir im folgenden
linke Super- und Subscripts. GroBen, die eine Lage kennzeichnen (Volumen,
Flichen, Koordinaten, Verschiebungen aus der Anfangslage...) oder in dieser
wirken (Spannungen,’Verzerrungen...), werden mit einem oberen linken Index
versehen. Ist dariiber hinaus eine Bezugskonfiguration zu definieren, er-
scheint diese als linker FuBzeiger, z. B.

my "Wirkungszustand"

n Bezugszustand (4.2.1)

Entsprechend kennzeichnen wir auch die Raumableitungen, z. B.

m

9 a m o n
aan = na IB gu. (4.2.2)

Inkremente hingegen werden ohne Superskript angegeben.
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Beziehen wir alle GroBen in (4.1.2) auf die Referenzkonfiguration 1B und
benutzen die beschriebene Notation, ergibt sich mit

0=- I(  JRX 6 E) d vV + I( p f *6u) d V + I(ZfA-Gu) d1A (4.2.3)

ly ly 'a

die UL-Formulierung des Prinzips der virtuellen Arbeit. Die hierbei erfor-
derlichen Umformungen (vgl. [39]) umfassen die Definition eines Spannungs-

und eines ihm energetisch konjugierten Verzerrungstensors

2e =g 2 2T
1 1 a 1.8
p 9ax 2ppu 3x 1_1 208 1_1
= £ o g g, =51 g g (4.2.4)
2p aixp 2 azxu a 7B 1 a “B
2 1 .2 1 a1
IE_'?{1C«B g }
2.p T n
1 ,8°x° 2 IR 1 u1 B
= = { g - g } (4.2.5)
2 aZXu pu asz aB

in Analogie zum 2. PIOLA-KIRCHHOFF-Spannungs- bzw. GREEN-LAGRANGE'schen
Verzerrungstensor.

fE sind zunichst unbekannt. Die Ein-

filhrung des inkrementellen Verschiebungsfelds (Akb. 4.2)

Die Spannungen ?‘l‘ und die Verzerrungen

2r=11'+Au=°:’r+11.1+Au=°r+2u (4.2.6)

mit den Gesamtverschiebungen 1u, 2u und dem Verschiebungsinkrement Au fir
die Verschiebung von der Konfiguration 1 in 2, liefert aus (4.2.5) den
inkrementellen Verzerrungstensor
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2. _ 1 P 1 al
1E = J4E =, {1Aum|‘3 + 1AuB|m + 1AuplmAu |B } g ga (4.2.7)

mit den ko(kontra)varianten Ableitungen des Verschiebungsinkrements Au

beziiglich der Koordinaten 1xB der Referenzkonfiguration 1B. Durch die Auf-
spaltung
j0E = JAE, + ,AE . (4.2.8)
1 1 _al
By =7 {au g+ aug] ) 'et'd? (4.2.9)
_1 p 1 al
(8B =7 Lpau | o} g ¢ (4.2.10)

erhalten wir einen beziiglich des Verschiebungsinkrements linearen und nicht-
linearen Anteil.

Ausgehend vom (laut Voraussetzung) bekannten Zustand 1B spalten wir vom
Spannungstensor ?t in Analogie 2zu Gleichung (4.2.6) den inkrementellen
Spannungszuwachs 1A‘t (2. PIOLA-KIRCHHOFF-Inkrement-Tensor bezogen auf 1B)
ab

ff = }r + ot (4.2.11)

und erhalten, da :‘t mit der bereits berechneten CAUCHY-Spannungen :o
identisch ist
?t = ]Io + 447, (4.2.12)
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Abb, 4.2,
inkrementeller
Verschiebungszustand

Setzen wir die Inkremente (4.2.9), (4.2.10) und (4.2.12) in Gleichung
(4.2.3) des Prinzips der virtuellen Verschiebungen ein, folgt

1

18E,;) 4V

1 1
I(1At oo 61AE) av + j(1d ** 6 1

ly ly

2 2 1 2 1 1 :
- I( o 2, 0u) a'v + J( £,-6u) d'A - I(1o 6,8E) d'V.  (4.2.13)
y

Ta ly

Diese Basisgleichung der UL-Formulierung stellt das Prinzip der virtuellen
Arbeit exakt ohne Ndherung dar. Eine Beschriankung auf kleine Verzerrungen,
Verschiebungen oder Drehungen ist nicht gegeben, auch wenn dies im Schrift-
tum manchmal behauptet wird [40, 41].

4.3. Linearisierung der Update-Lagrange Bewegungsgleichung

Die fiir das spezielle mechanische Problem 2zu 1lO0sende Integralgleichung
(4.2.13) ist in den unbekannten Verschiebungsinkrementen Au des Kontinuums
formuliert.
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Definieren wir die inkrementelle konstitutive Beziehung
1At = 1AC .o 1AE, (4.3.1)

setzen diese in (4.2.13) ein und machen 2zur numerischen Berechnung einen
Diskretisierungsansatz, wiirde dieser zu einem algebraischen Gleichungssystem
dritter Ordnung in den Verschiebungsinkrementen filhren, dessen direkte
Losung im allgemeinen nicht mdglich ist.

Zur numerischen Behandlung nichtlinearer algebraischer Gleichungssysteme
gibt es unterschiedliche Verfahren, siehe z. B. RAMM [37]. In der vorlie-
genden Arbeit verwenden wir eine kombinierte inkrementelle und iterative
Vorgehensweise, filir die wir (4.2.13) innerhalb jedes Inkrements
linearisieren. Bei einer Diskretisierung erhalten wir dann ein lineares
algebraisches Gleichungssystem, das uns eine Naherungslosung fiir das Ver-
schiebungsinkrement liefert. Durch eine ggf. nachgeschaltete Iteration wird
der aus der Linearisierung resultierende Fehler kompensiert und die berech-

nete Naherungslosung verbessert.

Setzen wir die Linearisierung

AE % AE, (4.3.2)
zusammen mit der konstitutiven Beziehung

AE

AT = AC o« 1 (4.3.3)

1 1 1

in (4.2.13) ein, ergibt sich die linearisierte UL-Formulierung des Prinzips
der virtuellen Arbeit

1
1AE51) av

1

1 1
I(1A re JOE) +o 6,4E)) A'V 4+ I(1o 6
ly v

1 1

= (Zp 2f >64u) d1V + (Zf +64u) d1A - (16 s+ 6,AE,) d1V. (4.3.4)
\Y A 1 1771
ly A v
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(4.3.4) ist Ausgangsgleichung fiir die Diskretisierung im Sinne der Methode
der finiten Elemente (siehe Abschnitt 5.1). Diese wird zur Berechnung eines
gendherten Inkrements Au der Verschiebungen des jeweiligen Lastinkrements
eingesetzt. Die Verschiebungsapproximation 2u der Konfiguration 2B erhalten
wir durch Addition des Verschiebungsinkrements Au zu den Verschiebungen 1u.
Dié Berechnung der aus den Systemverschiebungen 2u resultierenden
CAUCHY-Spannungen go erfolgt mittels numerischer Integration des inkremen-
tellen elasto-plastischen Stoffgesetzes (siehe Abschnitt 5.2). Die N&he-
rungswerte flir Verschiebungen, Dehnungen und Spannungen des geometrisch und
physikalisch nichtlinearen Systems werden anschlieflend durch Gleichgewichts-
iteration innerhalb des Lastinkrements verbessert (siehe Abschnitt 4.4).

In vielen Anwendungen mit grofien Verschiebungen und ebensolchen Verzerrungen
sind die &uBeren Lasten vom jeweiligen Verschiebungszustand, also von den
noch unbekannten Systemverschiebungen, abhidngig. Diese Abhangigkeit erfaft
(4.3.4) mit hinreichender Genauigkeit, wenn man die zum Ende des Inkrements
gehorende Lastintensitdt benutzt und die Verfofmungsabhéngigkeit der auBeren
Belastung bei der nachgeschalteten Iteration beriicksichtigt.

Die in Gleichung (4.3.1) postulierte Einfihrung des inkrementellen
konstitutiven Tensors 1AC hat eine weitere, iiber die Linearisierung (4.3.2)
hinausgehende Ndherung zur Folge. Wegen des ungleichen Bezugszustands lant
sich 1AC lediglich niherungsweise durch Ubernahme der Werte des konstituti-
ven Tensors C (Gleichung 3.2.4)

€ = (o (4.3.5)
(Sekantenverfahren) ermitteln. Wie die Linearisierung wird diese Naherung
ebenfalls bei der Iteration durch standige Anpassung an die aktuellen Ver-
haltnisse ausgeglichen.

4.4 Gleichgewichtsiteration
Haben wir aus der linearisierten UL-Basisgleichung (4.3.4) des Prinzips der

virtuellen Arbeit die approximierten Systemverschiebungen 2u und daraus
mittels der konstitutiven Beziehungen die CAUCHY-Spannungen go der
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Konfiguration 2B berechnet, konnen wir den aus der Linearisierung und dem
gendherten Werkstoffverhalten resultierenden Fehler bestimmen.

Hierzu bilden wir mit der Gleichgewichtsbedingung (4.1.2) die Differenz der
virtuellen Arbeit der &uBeren Krdfte und der geleisteten Formdnderungs-
arbeit

Fehler(u)HJ’(p f-6u)dv+J(f-6u)dA

ZV 2A
- J'(go .+ Grad (s2w)) a%v. (4.4.1)
2V
Dieser Fehler wird als duBere "Ungleichgewichts"-Arbeit

("out-of-balance-virtual-work") angesehen, die durch eine 2zusidtzliche
Systemverschiebung, einschlieBlich der notwendigen Anpassung der Material-
konstanten und der verformungsabhdngigen Lasten, auszugleichen ist.
Bezeichnen wir in (4.4.1) die aus der gendherten Systemverschiebung Zu
berechneten duBeren und inneren Kraftresultierenden mit 2r und zf , fordert

diese Betrachtungsweise die Ldsung der nichtlinearen Gleichung
Fehler (%w) = %r (%w) - %¢ (%w =o. (4.4.2)

Zur Losung solch nichtlinearer Gleichungen werden z. B. von PREUSS [42]
verschiedene Verfahren aufgezeigt. In der vorliegenden Arbeit verwenden wir
eine iterative Vorgehensweise mit dem Ablaufschema

out-of-balance-work Ar(i°” =2 (Zu(i—1)) -2 (% (i—1))

Verschiebungsinkrement i) o (Zli-1))=1 ) (i-1)
Verschiebungsapproximation Zu(i) = Zu(i-l) + Au(i) (4.4 3‘)

und den Anfangsbedingungen
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Zu(o) _1 Zr (Zu(o)) _1

u, (o)) __1

r und 2¢ ( u
Die Iteration wird so lange fortgesetzt, bis sich der Fehler Ar(i-” oder
das Verschiebungsinkrement Au(i) innerhalb einer vorgegebenen Toleranz-
schranke befindet. Eine Auswahl zweckdienlicher Konvergenzkriterien ist von
BATHE in [39] zusammengestellt. Von einigen Erfahrungen mit verschiedenen
Toleranzbereichen berichten BATHE / CIMENTO [43] und CHROSCIELEWSKI / NOLTE
[44].

Die bislang (in der FEM-Anwendung) meistverbreiteten Iterationsverfahren
arbeiten nach (4.4.2) und sind Formen der NEWTON-RAPHSON-Iteration [43,‘
45-50]. Fiir die in dieser Arbeit verwendete UL-Formulierung (4.3.4) lautet
(vgl. (371 die wiederholt zu ldsende Gleichung . des
Standard-NEWTON-RAPHSON-Iterationsverfahrens (NR)

(1) (1)) dZV(i-1)

(i-1)
J(i-1Ac - 1 i-148)

Zv(i-1 )

i-1 (i-1) | (1), -2 (i-1)
+ I(Ho 6;_1AE, ) a%v

2V(i—1 )

- 1(29(1-1) 2 Loauli-1)) g2yli-1) I( £, waati1)) g2ai-v)

\Y)
2,(i-1) 2,(i-1)
- j(ga‘i"’ .. Grad (s2u'i"1))) gyli-1) (4.4.4)
24(i-1)

i=1'2,3-00

die fiir i = 1 der Gleichgewichtsbedingung (4.3.4) entspricht. Erheblicher
Aufwand entsteht hier durch die in jedem Iterationsschritt zu berechnende
linke Seite (Tangenten-Steifigkeits- oder Koeffizientenmatrix).
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Beim sogenannten modifizierten Verfahren nach NEWTON-RAPHSON (MNR) wird
dieser Aufwand entscheidend reduziert, indem wir die Werte des Zustands 1B

wahrend des ganzen Inkrementschrittes beibehalten

(1), 41
v ly

1

(1) (i), .1 1
I(,Ac .o 1AE ** 6,AE )y dv +I(1° e 6 1

_ I(zp(i-1) 2fv-6Au(i°1)) 2y J‘ZfA'éA“(i-1)) 32ali-1

Zv(i-'l ) ZV(i-1 )
- J(go(i-” ++ Grad (6Au(i’1))) dzv(i'”. (4.4.5)
2V(i-1)

i=1,2,3...

Im allgemeinen steigt jedoch bei diesem modifizierten Verfahren die Zahl der
Iterationsschritte gegeniiber dem Standardverfahren an.

Bei Systemen mit starken Materialnichtlinearitdten oder mit flachen
Bereichen des Last-Verschiebungs-Diagramms zeigen beide Methoden selbst bei
kleinen Inkrementschritten numerische Instabilitdten, die bei der MNR bis
zur Divergenz reichen. Abhilfe schafft hier mitunter eine Konvergenzbe-
schleunigung, z. B. nach dem Verfahren von AITKEN [43]. Neuere Strategien
sowie zugehdrige Steueralgorithmen sind in [44] mit umfangreichen numeri-
schen Untersuchungen zusammengestellt,

Als Alternative zu Formen der NEWTON'schen Iterationen wuraen Metnoden mit
Matrix-Umrechnung entwickelt [51, 52], die ebenfalls dem Interationsschema
(4.4.3) folgen. Bei diesen unter dem Begriff quasi-NEWTON'sche-Methoden be-
kannten Verfahren wird die Koeffizientenmatrix ZK (genauer gesagt ihre In-
verse) im Bedarfsfall in der Weise neu aufgestellt, daB wir fur den aktuel-
len Verschiebungszustand zu(i) wieder eine Sekantenndherung der Last-Ver-
schiebungsfunktion erhalten. Eine ausfiihrliche Herleitung der aus der
Optimierung stammenden und seit kurzer Zeit mit gutem Erfolg [53] in der

FEM-Analyse eingesetzten BROYDEN-FLETSCHER-GOLDFARB-SHANNO'schen oder kurz
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BFGS-Methode ist bei MATTHIES und STRANG [54] zu finden.

Vor dem Start des Iterationszyklus nach dieser Methode bestimmen wir mit

(4.3.4) die Anfangs-Koeffizientenmatrix 1K sowie einen ersten Naherungswert

Au(O) fir das Verschiebungsinkrement. Die zur Berechnung der Systemverschie-

bung 2:1) ynd der Sekantenmatrix 2k'1=1)

3 ...) anzuwendenden Gleichungen lauten:

in der i-ten Iteration (i =1, 2,

2,(1) _ 2 (i-1) (1) 2,(0) _ 1

+ Bau 7, u. (4.4.6)

Der skalare Faktor B wird durch einen Line-Search-Algorithmus derart be-
stimmt, daB die gemdB (4.4.1) berechnete "Ungleichgewichts"-Arbeit

1) 2,8) 2008

J'(Zp(i) zfv-éAu(i)) 2yl +J<2fA'6Au(i) g2 (i)

2,(1) 2,(1)
- J(go(i) .. Grad (sau'l))) a%v{) (4.4.7)
2,(4)

minimal wird. Liegt dieser Fehler auBerhalb des vorgegebenen Toleranz-
bereichs, ermitteln wir aus dem Verschiebungszuwachs

(1) _ 2,(4) _ 2, (i-1)

6 (4.4.8)
und dem Zuwachs der "out-of-balance"-Arbeit

die Korrekturvektoren
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. (1)T (J.) . .
(i) _ / B & (i-1) (i)
v = ( (1)T (1 1)) AT -9 (4.4.10)
. (i)
(i) 6
w = —(—r-)——(—)-a T T-y 7 - (4.4.11)

Die korrigierte Koeffizientenmatrix

2 (1), (4)T

21i=1) =1, (4, (3) ()T,

= (14w ) « ("K

mit (k)1 = ('g)! (4.4.12)

muB nicht explizit aufgestellt werden. Beriicksichtigen wir ihre Struktur,
1aBt sich das neue Verschiebungsinkrement gemaB (4.4.3) direkt mit den
Korrekturvektoren berechnen

(i)

(1), (1T

(1), Ty | (1)1 oo

coe * (14w ('K) " <(14v

e (a2 =Ty g G- LE-1Ty | (1-1) (4.4.13)

dabei sind die in (4.4.13) enthaltenen Skalarmultiplikationen numerisch

besonders effektiv.
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Abb. 4.3. Standard-Newton-Raphson (NR) Abb. 4.4. modifiziertes NR (MNR)

2p

'3

[0 S

2y 'mu

Abb. 4.5. BFGS

In den Abbildungen (4.3 - 4.5) ist abschlieBend das Konvergenzverhalten der
angesprochenen Iterationsschemen fiir ein aus [39] bekanntes System mit einem

Freiheitsgrad dargestellt. Fiir dieses System sei

2,(1) _ 2,(4-1) |, (5)

nit (G112 42u(i-1);|' 2,00) _ 1 2. _ 10.

14

Die in den einzelnen Iterationsschritten erhaltenen Werte fir die Koeffi-
zientenmatrix und die Systemverschiebungen sind in Tabelle 4.1. erfaft.
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Tabelle 4.1: Beispiel zum Konvergenzverhalten

BFGS (B=1)

28

29

(ZK(i-1))-1 2,(1)

1.0000
2,2360
2.9011
2.9984

5.0000
8.4146
8.9902
9.0000

(ZK(i—1))-1 Zu(i)

1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000

.

1.0000
1.0000

5.0000
6.5279
7.4179
7.9708
8.3242
8.5539
8.7045

8.9999
9.0000

1.0000
1.6180
2.4848
2.8497
2.9822
2.9992

(ZK(i—1))-1 Zu(i)

5.0000
7.4721
8.7964
8.9909
8.9999
9.0000
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5. Diskretisierung mit der Methode der finiten Elemente

Die analytischen Betrachtungen der vorausgehenden Abéchnitte filhrten auf
Systeme partieller Differentialgleichungen mit Rand- und Anfangsbedingungen,
die fiir beliebige Probleme nicht mehr geschlossen 1l6sbar sind. Aus diesem
Grund suchen wir eine numerische Berechnungstechnik, mit der wir eine
Ndherungslosung erhalten. Als Verfahren bietet sich hier die
Finite-Element-Methode (FEM) an, die in den letzten zwei Jahrzehnten mit der
fortschreitenden Entwicklung der Rechenanlagen an Bedeutung gewonnen und
sich in allen Bereichen der Ingenieurwissenschaften verbreitet hat.

Uber die Grundlagen der Finite-Element-Methode als bereichsweises RITZ-Ver-
fahren ist ein reichhaltiges Literaturangebot vorhanden. Knappe Beschrei-
bungen dieser Methode werden in den klassischen Bilichern von DESAI / ABEL
[55], ZIENKIEWICZ [56] und BATHE / WILSON [57] gegeben. Eine Ubersicht zur
Anwendung mit zahlreichen Schrifttumshinweisen finden wir in den Werken von
GALLAGHER [58] und ARGYRIS / MLEJNEK [59], eine Vielzahl von Aufsdtzen ist
in Tagungsberichten [60-62] zusammengefaBt. In den letzten Jahren geht man
immer mehr 2zu kontinuumsmechanischen Formulierungen iiber. Hierzu liefern
wohl die Monographien von ODEN [63] und BATHE [39] die ausfiihrlichsten Dar-
stellungen. Eine Anwendung im Bereich der Plastizitdt wurde z. B. von OWEN /
HINTON [64] eingehend diskutiert. Ferner sind die Biicher von DANKERT [65],
WALLER / KRINGS [66] und SCHWARZ [67] zu erwshnen, die sich in erster Linie
mit den numerischen Problemen auseinandersetzen, die bei der Anwendung der
FEM auf mechanische Systeme auftreten.

In diesem Kapitel stellen wir ein finites Stab-Element vor, das mit
moglichst geringem Aufwand beziiglich Speicherplatzbedarf und Freiheitsgraden
die zu behandelnden komplexen geometrisch und physikalisch nichtlinearen
Probleme hinreichend genau beschreiben kann.

5.1. Methode der finiten Elemente

Beim Verfahren der finiten Elemente diskretisieren wir das Problem, indem
wir den Korper in einfache TeilkOrper endlicher Grofe, die finiten Elemente,

zerlegen. Fiir jedes dieser Elemente ersetzen wir die kontinuierlichen Ver-
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schiebungsfelder durch geeignete Polynomansdtze, die allen problemspezi-
fischen Stetigkeitsanforderungen gerecht werden. Diese Interpolationsfunk-
tionen werden in Abhadngigkeit von der Knotenvariablen des Elements als
Linearkombination der sogenannten Formfunktion mit den Knotenvariablen als
Koeffizienten ausgedriickt. Setzen wir diese iliber die Elementverschiebungen
gemachten Annahmen in das Prinzip der virtuellen Arbeit ein, ergibt die
Superposition der Einzelelemente die Gleichgewichtsbedingung des Gesamt-
korpers als Summe von Integrationen, die iiber das Volumen bzw. die Ober-
flache der Elemente auszufiihren sind. Da die Gleichgewichtsbedingung fiir
jede beliebige mit den kinematischen Restriktionen vertrdgliche virtuelle
Anderung der Knotenvariablen erfiillt sein muB, folgt daraus ein System
linearer Gleichungen zur Bestimmung der unbekannten Elementvariablen.

Es ist offensichtlich, daB es fiir viele Probleme effektiver ist, jedes der
Einzelintegrale der Gleichgewichtsbedingung vorab beziiglich der lokalen
Elementbasis zu berechnen und die resultierenden FEM-Matrizen vor dem Zu-
sammenbau zum Gesamtausdruck auf die globale Basis zu transformieren. Auf
diese Weise konnen beliebige Elementmatrizen einfach berechnet werden.

Da die Superposition der Elementmatrizen zum Gesamtsystem mittels Standard-
prozeduren erfolgt, werden im folgenden lediglich die zum Einzelelement
gehdrigen FEM-Matrizen sowie die Vorschriften zu deren Transformation auf
die globale Basis darstellt. Auf eine besondere Kennzeichnung als Element-
matrizen bzw. -vektoren im Unterschied zu den entsprechenden des Gesamt-
systems wird daher verzichtet.

Die FEM-Matrizen beziiglich der lokalen Elementbasis 1g°‘ erhalten wir, indem
wir alle statischen und kinematischen Variablen auf diese Basis beziehen. Um
die Bewegung des Elements zu beschreiben, machen wir fiir das inkrementelle
Verschiebungsfeld Au innerhalb des Elements den Polynomansatz

N .
1 o i e 1a
Ma=pu g = (i£1h°‘ u) ‘g (5.1.1)

in Abhangigkeit der Freiheitsgrade ui der N Knotenpunkte des Elements und
den Verschiebungs-Interpolationsfunktionen hi. Setzen wir diesen Diskreti-
sierungsansatz in die Basisgleichung (4.3.4) ein, erhalten wir das lineare
Gleichungssystem
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1 1 2 1
(11(1 + K )u="r- f (5.1.2)

mit der inkrementellen Steifigkeitsmatrix 1Ki bei linearer Verzerrung, 1Khl
bei nichtlinearer Verzerrung (infolge Geometrie oder Anfangsspannungen), dem
aus den CAUCHY-Elementspannungen :d resultierenden Knotenlastvektor }f und
dem Vektor 2r der &duBeren Knotenpunktlasten der Konfiguration 2B zur Berech-
nung des Vektors u der inkrementellen Knotenverschiebungen. Die Element-
matrizen in Gleichung (5.1.2) ermitteln wir aus dem Verschiebungsansatz fir
das spezielle Element. Tabelle 5.1 faBt alle hierzu notwendigen Berechnungen

zusammen, bei denen wir folgende Notation benutzen

Fn
=
"

Oberfachen- und Volumen-Verschiebungs-Interpolations-Matrix

1Bl, 1Bhl = lineare und nichtlineare Verzerrungs-Verschiebungs-Trans-
formationsmatrix

1AC = inkrementelle Spannungs-Verzerrungs-Materialeigenschafts-
matrix

:o, :s = Matrix und Vektor der CAUCHY-Spannungen

1fA' 1fV = Oberflidchen- und Volumenkraftvektor

u = Vektor der Inkremente der Knotenverschiebungen
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Integral

Matrixauswer tung

1
I(1AC .o 1AEl .o 61AEl) a'v

1 1
I(1a -+ 8,8E 1) a'v

ly

1 1
I(1o . 61AI-:1) av

ly

I(Zp zfv-éAu) alv

+ J(zfA-eAu) ala

1

A
mit
1 2
h1 h1 cos
1 2
H= I'l2 h2 oo
1 2
h3 h3 L

K u-—(I(B'AC B)dV)'u

1711

'u—(I( -oB

1.T 1
f = I(1Bl 15) dV)

)dV)'u
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hil, . ni ™),
b3l . n™,
h§|3 . h§=“’|3
(hZ] 2] ) ... (02" Nl
(hylgthgly) (2] #nd] ) ... (nd= N| gnd™
2133150 oon (nl= N i
nfl, m
h3), o}
" et
il il
h3l, n ™,
h3l, h3 ™,
hil m
"2l s
h3l; h3
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2,011 201122 5,133,112 (1113 (1123
28PN oPE2 g (TBFD (2212 (2213 2223
1€ = 0.5| 2,81 2 aC2 5\ W INZ \INI 3923
2,811 241222 5 1233 p1212 p1213 41223
2,813 5 41322 5 4133\ INZ \III 41323
2,8 3 422 5 (23 W22 \2N13 2323
Mgl o11g12 11913 12,11 1212 1213 1311 13012 13,13
o11g22 1123 1212 12,22 1223 1312 1322 1323
o11g33 412413 412,23 (12,33 1313 1323 1333
o251 22,12 2213 2311 2312 2313
lo - o222 2223 2312 2322 2323
522533 (2313 (2323 2333
oym. o331 33412 (33,13
o342 (323
533533
mit origt = 1543 1k1

1

17T 11 122 133 112 113 1 23
s-[1o 19 19 19 19 10]

e e._ e e
u = [u1 u, Uz ... ui=N]

Diese beziiglich der lokalen Basis definierten Elementmatrizen miissen dann
vor dem Zusammenbau zum Gesamtsystem noch auf die globale Basis transfor-
miert werden.
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5.2. Stabelement fiir geometrisch und physikalisch nichtlineare Berechnungen

Stabilitats- und Spannungsberechnungen werden im allgemeinen geldst, indem
die Gleichgewichtsbedingungen am verformten System aufgestellt werden. Damit
geht der jeweilige Verformungszustand in die formulierte Differential-
gleichung ein. Diese, das System beschreibende Gleichung, ist somit nicht-
linear auf Grund geometrischer Verformungsbedingungen.

Eine weitere Schwierigkeit liegt in der Tatsache begriindet, daB Rotationen
nicht in beliebiger Reihenfolge addierbar sind, da sie keine tensoriellen
Grofen darstellen. Bei Beschrankung auf endliche, jedoch kleine Rotationen
kann der Verschiebungsansatz in Bezug auf die Verdrehanteile um die je-
weilige Gleichgewichtslage linearisiert werden. Das bedeutet, daf die drei
Rotationskomponenten, die ein MaB fiir die Biegung bzw. Torsion des Stabes
darstellen, wechselweise auch als Winkel gedeutet werden konnen, wie es bei
der linearen Stabtheorie gehandhabt wird.

Aus dieser {berlegqung folgt, daB bei der Untersuchung geometrisch nicht-
linearer Stabwerke immer dann mit linearen Elementen gearbeitet werden kann,
wenn diese allein eine Relativverdrehung im Sinne einer "Restbewegung"
erfassen. Dies ist bei der hergeleiteten inkrementellen Vorgehensweise der
Fall. Ein Weg zur Bewdltigung groBfer Rotationen ist demnach eine mitgehende
Darstellung mit wechselndem Bezugszustand, bei der die Verschiebungsinkre-
mente in linearisierter Form definiert und alle anderen GroBen stdndig mit
angeglichen werden.

Zur Herleitung eines Stabelementes fiir finite, aber kleine Verschiebungen
und Verdrehungen treffen wir folgende Annahmen:

- in der Ausgangskonfiguration sind keine Eigenspannungen und Vorver-
formungen vorhanden

- Querschnittsverschiebungen sind klein gegeniiber der Stabdicke
- durch reine Biegung und Scherung dndert sich die Elementliange nicht

- Querschnitte bleiben wahrend der Verformung erhalten
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- ein vor der Verformung zur neutralen Achse normaler Querschnitt bleibt
wahrend der Deformation eben (Bernoulli-Hypothese), aber wegen der
vorhandenen (iiber den Querschnitt konstant angenommenen) Schubdefor-
mation nicht notwendigerweise normal zur Stabachse

- Verwdlbungen des Querschnitts werden nicht betrachtet

- die Abmessungen sind so gewdhlt, daf lokale Instabilitdtserscheinungen
nicht auftreten

zum Stoffgesetz werden keine einschrankenden Aussagen gemacht.

Die getroffenen Annahmen haben ebenfalls zur Folge, daB
oyy(x,y,z) = czz(x,y,z) = oyz (x,y,z) =0, (5.2.1)

also Schnittflachen parallel zur Stabachse spannungsfrei sind.

5.2.1 Beschreibung des Stabelementes

Das entwickelte rdumliche Element ist ein auf Zug und Druck beanspruchter
biege- und drillsteifer Stab. Er ist gerade und von konstantem Querschnitt.
Lasten werden nur an den Stabenden eingeleitet. Beliebige linienhafte Korper
mit verdnderlichem Querschnitt oder gekriinmten Achsen konnen bei hinreichend
feiner Unterteilung durch solche Elemente angenadhert werden.

Das Element hat zwei Knoten mit je sechs Freiheitsgraden. Wie in der Stab-
theorie iiblich, nehmen wir an, daB ebene Querschnitte wdhrend der Deforma-
tion eben bleiben, jedoch nicht notwendigerweise senkrecht zur neutralen
Achse, d. h. eine konstante Scherung ist erlaubt. Diese Scherung wird durch
die beiden Scherwinkel als Elementfreiheitsgrad eingefiilhrt. Damit ist das
Element in der Lage, eine Axialkraft, zwei Scherkridfte, zwei Biegemomente
und das Torsionsmoment zu ilbertragen. Abbildung 5.1 zeigt ein solches Ele-
ment.
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Abb. 5.1. Stabelement im lokalen Koordinatensystem

Das Element kann grofien Verschiebungen und Rotationen unterliegen, im Rahmen
der inkrementellen Vorgehensweise setzen wir aber fiir einen Inkrementschritt
‘kleine Verzerrungen voraus. Daher sollen sich Querschnitt und Lange des
Stabelementes wahrend des Verformungsinkrements nicht &ndern. Bei der an-
schlieflenden Spannungsberechnung entfallen diese Annahmen, hier berechnen
wir die aus dem Verschiebungsfeld 2u resultierenden CAUCHY-Spannungen unter
Berilicksichtigung aller Nichtlinearitdten.

Die Hauptachsen des Stabes definieren die lokalen kartesischen Koordinaten

LFL X, % = Y, 3. z, (5.2.2)

die beiden Endknoten 1, 2 sowie der externe Knoten 3 legen die xy-Ebene fest
(Abb. 5.1).
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5.2.1.1. Interpolationsfunktion fiir das inkrementelle Verschiebungsfeld

Zur Beschreibung der Elementbewegungen benotigen wir die Ansatzfunktionen
fir das Verschiebungsfeld des Elements in Abhangigkeit der Knoten-Ver-
schiebungs-Inkremente u und der Interpolatlonsfunktlonen h beziiglich der
lokalen Koordinaten x, y, z zur Zeit t (vgl. Abb. 5.2)

Au = Au (x,y.2) 1g = [ h (x,y,z) ui) 1g°‘. (5.2.3)
i=1

Die kinematischen Annahmen zur Ableitung der Ansatzfunktionen entsprechen
denen der linearen Stabtheorie [16, 35/1, 65, 67, 73].

Ausgangszustand
zur Zeit °t

nach dem Inkrement

vor dem Inkrement 2ur Zeit 2t = 1t + At

2ur Zeit 't

Abb. 5.2. inkrementeller Verschiebungszustand des Stabelementes

Als MaB fiir die Verformung des Elements werden die Verschiebungen und Ver-
drehungen der Stabquerschnitte betrachtet. Nach dem Superpositionsprinzip
setzen wir diese aus den Einzelverschiebungen und -verdrehungen, die durch
Lingung, Torsion und Biegung in zwei Ebenen entstehen, zusammen. So erfdhrt
der Querschnitt bei reiner Axialbeanspruchung oder Drillung eine Ver-



- 54 ~

schiebung bzw. eine Verdrehung. Im Falle einer Biegebeanspruchung ergibt
sich die Verschiebung und Verdrehung des Querschnitts durch Uberlagerung der
Verformungen infolge der die Stabachse krimmenden Biegemomente und infolge
der die Querschnitte gegeneinander verschiebenden Querkrdfte.

Um die Stetigkeit der Axial- und Torsionsverschiebungen zu gewahrleisten,
sind lineare Ansatzpolynome ausreichend. Da fiir die Stabbiegung die Stetig-
keit der ersten partiellen Ableitungen der Biegelinie iiber die Element-
grenzen gefordert wird, erhalten wir mit einem kubischen Ansatzpolynom
(Hermite-Polynom dieser Ordnung, Abb. 5.3) ein zuldssiges Element, wenn
neben den Knotenverschiebungen auch noch deren erste Ableitungen, 4. h. in
erster Naherung die Drehwinkel um die Achse, als Knotenvariable eingefiihrt
werden.

Benutzen wir die in der Stabtheorie iiblichen Knotenfreiheitsgrade (wie sie
fiir den Zeitpunkt 1t vor dem Inkrement in Abbildung 5.1 dargestellt sind)
und fiihren die Scherwinkel als weitere unabhdngige Variablen ein, ergibt
sich der Diskretisierungsansatz

e e
Au1 = L1u1 + L2u7

e e
(Au2'1 - u14) y - (Au3'1 + u13) z

e e e e e e
Au, H1u2 + Hzl (u6 + u14) + H3u8 + H4l (u12 + u14)

e e
(L1u4 + L2u10) z

e e e e e e
Au3 = H.lu3 - Hzl (u5 + u13) + H3u9 - H4l (u11 + u13)
e e
+ (L1u4 + L2u10) Y , (5.2.4)

fiir das Verschiebungsinkrement Au. Setzen wir diesen in die mit Tabelle 5.1

definierten Matrizen ein, erhalten wir fiir das Stabelement:
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Tabelle 5.2: Matrizen fiir die Formulierung des Stabelementes

Anzahl der Element-Freiheitsgrade N = 14

AdT = [Au1 Au, Au3J Element-Verschiebungsfeld

T e e e e e .
u = [u1 u, u3 ... U3 u14] Knoten-Verschiebungen

inkrementelle Verschiebungs-Interpolations-Matrix

L.1 -Hiy -Hiz 0 Hélz -Hély
H=|0 H1 0 -L1z 0 Hzl
0 0 H1 L1y -Hzl 1]
LZ -Héy -H3z 0 H&lz -H&ly
0 H3 0 -Lzz 0 4H41

0 0 H3 Lzy -H4l 0

-(1-H;

21--H"11)z (1-H51-H&1)y

0 (H2+H4)l
-(H2+H4)1 0

mit

1 = Lange des Stabelementes
X.Y.2 = lokale Koordinaten

2

0 i)
=0
axz

= =)

ax ’
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Interpolationsfunktionen

X X
Ly=1-T. L=7

X,2 X,3 X xX,3
H1—1—3('1-) +2(T),H2—1-—2(T)
x,2 x,3 X2 x,3
H3 = 3(T) - Z(T) , H4 = - (T) (-1~)
///’“
H,() // Hs(E)
/
/
/
/
/
/
/
/
/
Ha(g)
-~ 0'5 /7'1 gn?

Abb. 5.3. Ansatzfunktionen

lineare Verzerrungs-Verschiebungs-Transformationsmatrix

L: -H;'y -H!’z 0 H)'lz -H)'ly

: 1 1 1 2 2
By =10 0 0 -Liz 0 0
0 0 0 Lyy 0 0
Ly Hi'y Hi'z 0 Hy'lz -Hy'ly
0 o0 0 Liz 0 0
0 o 0 -Lijy 0 0

Hi'lz -H;'ly
0 -1

-1 0
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nichtlineare Verzerrungs-Verschiebungs-Transformationsmatrix

Li -Hi’y -Hi'z 0 Hé'lz -Hé'ly
0 H1 0 -Liz 0 Hzl
1 0] 0 H1 L1y -Hzl 0]
1Bnl = |0 -H1 0 0 0 -Hzl
0 0 0 L1 0 0
0 0 -Hi 0 Hél 0
0 0 0 -L1 0 0
-Li Hi'y Hi'z 0 H&'lz -HA'ly
0 -H1 0 Liz 0 H41
0 0 -H1 -Liy -H&l 0
0 H1 0 0 0 —Hal
0 0 L2 0 0
0 Hi 0 Hal 0
0 0 -L2 0 0
Hi'lz -Hi'ly
0 (H2+H4)l
-(H2+H4)l 0
0 1-Hzl-H41
0 0
-1+Hé1+H&l 0
0 0

inkrementelle Spannungs-Verzerrungs-Materialeigenschaftsmatrix
‘elastisches Werkstoffverhalten

2G(1-v) 0 0

sym.
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elasto-plastisches Werkstoffverhalten

1.1 1.1 1.1
C,(Cymt t,) C,tity  C,tgts
1.1 1.1
JAC = Ci=Cytoty —Cutots
c.-c tht!
sym. 17%4%3%3
c, = k,/2 C, = kyky (143k,)/kg
Cy = (1-kgk,)/ky C, = Kykg (142k,) /kg
K. = 2G(14xZ) K =] (1+nl;+26x) ) _ )
1 = T+nC+2Gx 2~ 3 'TTwxg) (1-2v)
2
4G-ZGx2k—*-
ab .242.,.3.2,,,.2,2
k3 = k2 ; k4 = (tz) +(t3) +2(t3)
(14x8) (2z+ 2 +4G)k
ab
k. = (1=k.k,) (142k.) + kok.(t))2
5 3%4 2 2¢3' %y
mit t* = ¢&
B = 1%
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Matrix und Vektor der CAUCHY-Spannungen

: 11 0 0 112 0 ?'013 0
0 0 0 o 1"

: 11 0 1012 0 0

:a = 0 0 0 0

sym. 0 0 0

0 0

0

5.2.1.2. Kondensation der lokalen Element-Freiheitsgrade

In Tabelle 5.2 hatten wir fiir das dreidimensionale Stabelement die beziglich
der lokalen Basis 1g"l definierten Elementmatrizen und -vektoren zusammenge-
stellt. Da es sich bei den als unabhdngige Elementvariablen eingefiihrten
Scherwinkeln u1e3 und u? 4 um lokale Freiheitsgrade handelt, also um Frei-
heitsgrade, die mit keinem anderen Element in Verbindung stehen, eliminieren
wir diese mittels statischer Kondensation aus dem Gleichungssystem (5.1.2).
Die zur Berechnung der kondensierten Elementmatrizen und -vektoren notwendi-
gen Beziehungen und effektiven Algorithmen zur Durchfiihrung sind in [65, 66]

ausfiihrlich dargestellt.

Da die Symmetrie der Elementmatrizen bei der statischen Kondensation erhal-
ten bleibt, konnen wir das kondensierte Element in der weiteren Berechnung
wie ein einfaches behandeln. Als Unbekannte verbleiben im reduzierten
Gleichungssystem (5.1.2) nur die externen Knotenverschiebungen und -ver-
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drehungen u?' i=1, 12° Nach der Transformation der kondensierten Matrizen
und Vektoren auf die globale Basis und dem Zusammenbau aller Elemente unter
Beachtung der Kontinuit&dtsbedingungen konnen wir die externen Elementfrei-
heitsgrade bestimmen. AnschlieBend berechnen wir aus diesen die Scherwinkel
e

u13 und u?d durch Rekondensation.

5.2.1.3. Koordinatentransformation

Vor dem Zusammenbau der Einzelelemente zum Gesamtsystem miissen die beziiglich
des lokalen Systems von Bezugsrichtungen 19& erstellten Elementmatrizen (Ta-
belle 5.1) auf die globale Basis e, transformiert werden. Sind die System-
verschiebungen durch die FEM-Analyse berechnet, haben wir aus diesen das fiir
die anschlieflende Spannungsanalyse bendtigte Verschiebungsfeld des Elementes
beziiglich der lokalen Basis Zga zu ermitteln. Die beiden hierzu notwendigen

Koordinatentransformationen sollen in aller Kiirze angegeben werden.

Die Lage des Stabelementes im Beobachtungsraum vor dem Inkrement wird durch
die bekannten globalen Koordinaten der Knoten 1 und 2 sowie des externen
Knotens 3 eindeutig festgelegt. Mit den lokalen Koordinaten 1

Ortsvektor 1r (Abb. 5.4) des Elementpunktes 1P:

x* gilt fir den

1.1 1.2 1.3
X =x; X =y; x =2
1 1 1 1
1 1 ( r,- r1) ( ry- rl)
r = r, +x +
1 T Tr | TrTr.|
2 1 3 1

1 1 1 1
( r- r1)x( ry- r1)

+.z (5.2.5)

|(1r2-1r1)x(1r3-1r1)| -
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Abb. 5.4. Stabknoten-Verschiebung

Die kovariante Basis 1gm(1xp) ergibt sich daraus mit Gleichung (2.1.2)

1.1
(r.-r,)
1 2~ 5 1, 1.1 1.1
Q1=W -t1e1+ t282+ t3e3
R R
1 ('r3-'rp) 1.2 1.2 1.2
9 =9 | = tie + te + tye
| '£3-'x,
1.1 1.1
1g ( r,- r1)x( ry- r1) 13 1 1

1 1 1 1
| Cry="r)x(Cry- r,)| (5.2.6)

in Abhidngigkeit von der globalen kartesischen Basis e.- Dabei sind die

Komponenten der Basisvektoren gleich‘den MaRzahlen 1t° des Tensors 1‘1‘ der

B
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Basis-Transformation
g = T-e. (5.2.7)

Die Verdrehung des lokalen Systems von Bezugsrichtungen zga gegeniiber der
Basis ‘ga wird durch die Winkel « und B (Abb. 5.5) eindeutig festgelegt.
Hierbei bezeichnet a den Winkel, der die Drehung um die Knotenlinie angibt,
8 den Winkel, der die Drehung um die 2g1-Achse beschreibt.

Abb. 5.5. Rotationen im lokalen Koordinatensystem

Stellen wir den Basisvektor 2g1 mittels der Verschiebungsinkremente der
Elementknoten beziiglich des lokalen Dreibeins 1g& dar (Abb. 5.4)

2 1 1 1
g1 = a g1 +b g2 + C 93

e e
1+u.7-u1

a

J 108 0®) 2 (S0 2w 2)
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e e
-u
b - Ug=y
e e,2 e e,2 e e,2
w/((l+u.7-u1) +(u8-u2) +(u9-u3) )
uS-us
c = 9 3 , (5.2.8)
e e2 e e2 ,e e2
ﬁl+u7- 1) +(u8-u2) +(u9-u3) )
ergibt sich der Drehwinkel a durch das Skalarprodukt
Ccos a = 1«;1-2g1 = a. (5.2.9)

2

Der Rotationswinkel B um die g9, -Achse ist bei dieser Transformation gleich

dem Elementfreiheitsgrad 4 (Abb. 5.1), also
B = uj (5.2.10)

Filhren wir mit bekanntem o« und B zuerst die Drehung um die Knotenlinie aus,

erhalten wir

12
9+ 9
1+cosa

1 1 1. 2
g, - (g,""g,)

o
n

1.2
9t 9

1+cosa

1 1 1.2
= g3 - ('g3-"g;)

ol
|

(5.2.11)
und aus der anschliefenden Drehung B um die 291 -Achse -
2 1

e 1. . e
g, = g, cosu, + ‘g3 sinu 4

1 ., e 1 e
g3 = - g, siny, + g3 cosu, (5.2.12)
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Der Zusammenhang zwischen den lokalen Basen wird letztlich durch die Gesamt-
transformation

2

1 .
g, = AT 9 (5.2.13)

beschrieben, wobei wir die MaBzahlen von AT aus den Gleichungen (5.2.11,
5.2.12) beider Teildrehungen sowie den Konstanten (5.2.8) zu

1

At1 = a
1
At:2 =b
1
At3 = C
At2 = - (b cosu® + ¢ sim®)
1 4 4
2 e e .. e, b
At2 = cosu, - (b cosu, + C smu4) =
2 - e . e, cC
At3 = sinu, - (b cosu, - ¢ smu4) Sy
At3 = - (c cosu - b sinu®)
1 4 4
3 . e e .. e, b
Atz = -sinu, - (c cosu, - b s.1nu4) 115
3

e e . e, C
At3 = cosu, - (c cosu, - b s:Lnu4) T

berechnen. (5.2.14)

5.2.2. Beschreibung der Deformation des Stabelementes

Die Deformation des Stabelementes (Abb. 5.6) ist nach Vorgabe der Knoten-

variableninkremente vollstidndig beschrieben. Wir konnen nun die Koordinaten
zx“ aller Korperpunkte der verformten Konfiguration in Funktion ihrer Aus-

gangskoordinaten 1xm vor dem Inkrement berechnen. Aus dem mit Gleichung
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(5.2.3, 5.2.4) in Abhdngigkeit von den Ansatzfunktionen und den Element-

freiheitsgraden definierten Verschiebungsfeld Au(1x°) und dem durch (5.2.13)
gegebenen Zusammenhang zwischen den lokalen Bezugssystemen, ergeben sich die

Koordinaten des Punktes ZP der verformten Konfiguration “B:

B)

20 _ Atg(1xB + auf - bu,

mit
suf = auP (1x%=0). (5.2.15)

Abb. 5.6. inkrementeller Verformungszustand

Nach (2.1.35) erhalten wir dann die MaBzahlen des Geschwindigkeitsvektors

2,0 _ 2z0 Atg AP, (5.2.16)

Da fiir die Basis Zga die nach (2.1.29) berechneten Christoffelsymbole ver-
schwinden, folgt mit (2.1.28) fiir die MaBzahlen des Geschwindigkeitsgradien-

ten (2.1.37)

. 1 o]
20|, = atd L S (5.2.17)
Ta xP  8%x A

Aus diesen erhalten wir durch (2.1.38) und (2.1.39) die MaBzahlen des Ten-



- 66 -
sors der Verzerrungsgeschwindigkeit

vy Al.p . P A
a a dAu 9 X B dAu 0 X
= —-(At + At —— ) (5.2.18)
28 2 a1xp aix Y alxp 2.a

e PN
_ B dAu’ 9 x
=7 1 5 62 5 At 1 5 22 5 (5.2.19)

fiir die Koordinatendifferentiale gilt mit (5.2.15)
1 x* 2 B

-1 B ,.u . aat |, -1
= (X1 2 (at (6" + ) (5.2.20)
2 B 3 xa n o aixa

Die filir das Element verwendeten Ansatzfunktionen erfiillen die in der
linearen Stabtheorie iiblichen Annahmen iiber die Verformungen in Richtung der
Stabachse. Da sie jedoch keine Aussage iber die Verschiebungen von Schnitt-
flichen parallel 2zu dieser treffen, miissen wir die zur Bestimmung des
Verzerrungszustandes (5.2.18, 5.2.19) bendtigten Ableitungen

asu’. aaaS. am’. aAnS
a2 a3 ol olx (5.2.21)

aus der Kinematik und den iber die Spannungen des Stabes getroffenen An-
nahmen (5.2.1) bestimmen und mit aufintegrieren.

Wie in [68] gezeigt, 1aBt sich dem schiefsymmetrischen Spin- oder Rota-
tionsgeschwindigkeitstensor gw ein "axialer" Vektor 20 zuordnen. Dieser Vek-
tor der Winkelgeschwindigkeit, mit der sich das lokale gegeniiber dem raum-
festen System dreht, hangt mit gw folgendermallen zusammen:

o -o° o

2 3 1

zw_B = Q 0 -0
2 a' o (5.2.22)

Da die Rotation des Stabelementes um seine Achse durch den Freiheitsgrad ui
(Abb. 5.1) beschrieben wird, gilt
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Wlg = -0 = U, (5.2.23)

wodurch in Verbindung mit (5.2.19) die erste Bestimmungsgleichung fiir die
Verschiebungsableitungen (5.2.21) ermittelt ist.

Neben der Kinematik muB das Element noch die iiblichen Annahmen (5.2.1) iiber
die Spannungsverteilung im Stabvolumen erfiillen. Diese liefern mittels des
konstitutiven Gesetzes die noch ausstehenden drei Bestimmingsgleichungen.
Wir kommen in den folgenden Abschnitten darauf zurlick.

5.2.3. Spannungszustand

In der Stabtheorie ist es iblich, Schnittfldchen parallel zur Achse als
spannungsfrei zu betrachten. Damit erhalten wir in der zur Achse senkrechten
Schnittfldache einen Spannungszustand mit den physikalischen Komponenten o:,
o; und o;. Nach ([69] sind fiir unsere Basis Zga die MaBzahlen des

CAUCHY-Spannungstensors mit diesen physikalischen Komponenten identisch:

1 1 1
9 92 93
2 a 1
2°B = 02 0 0
013 o o |. (5.2.24)

Da bei metallischen Werkstoffen die elastischen Deformationen stets klein
sind, konnen wir elastisch inkompressibles Materialverhalten annehmen. Wegen
der ohnehin vorausgesetzten plastischen Inkompressibilitdt bleibt folglich
die Dichte wahrend der Verformung konstant und wir erhalten (2.2.3)

3=2Y__2_1; 5 (vov) =5p (D) = 0, (5.2.25)

2
2S = 50 (5.2.26)

Fihren wir die zur Beschreibung des anisotropen Verfestigungszustands ver-



- 68 -

wendete tensorielle Zustandsvariable gB (siehe Abschnitt 3.1.2.) ein, folgt
mit (3.1.3) und (5.2.24) fiir die "aktiven Deviatorspannungen"

§T -2 = (tg-bg) %g %
2/3o:-b: o;-b; o;-b;
(t5-55) = o;—b; -1/3o}-b§ 0 ,
ol-b} 0 -1/30] b3 (5.2.27)
die FlieBbedingung (3.1.4) vereinfacht ;ich mit diesen zu
F = (o1-b1)% + 2 (a)b))? + 2 (ay-b))?
-1 e? + D)%+ D)7 - K 6,1 = o. (5.2.28)

5.2.4. Vollstandiges Differentialgleichungs-System zur Spanmungsberechming

Die konstitutiven Gleichungen verkniipfen die nach ZAREMBA-JAUMANN gebildete
objektive zeitliche Anderung des gewichteten CAUCHY-Spannungstensors mit dem
Tensor der Verzerrungsgeschwindigkeiten, so daB fiir die MaBzahlen

2% - %3; (%og, gdg,T) (5.2.29)

bzw. unter Beriicksichtigung von (5.2.18)

2Va ' 2Va ;2 a ds” as®
o, = 50, (50, —=, ——,T) (5.2.30)
2B 2B 28 a1xB a1x8
gilt. Da andererseits beim Stab in den Schnittfldchen parallel zur Achse
keine Spannungen auftreten, muf die objektive zeitliche Anderung der ent-

sprechenden MaBzahlen des Spannungstensors ebenfalls verschwinden, also
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vyl
1 % 93
23; = 5§ 0o o0
3; 0 o0 (5.2.31)

gelten. In Verbindung mit (5.2.30) erhalten wir aus den Bedingungen

a o QO
09X 9 x
o o« O
B8,
0 x X
o Qo
B8, B, 8 n =0 (5.2.32)

09X ax

die substantielle Zeitableitung der unbekannten Verschiebungsableitungen
(5.2.21), aus den verbleibenden MaBzahlen von (5.2.31) bei Beriicksichtigung
der Definition der objektiven Zeitableitung die substantielle zeitliche
Anderung der Elementspannungen

o1 v 2 1 1 21 1
01 = 01 + 2 Zw.2 02 + 2 ?_w.3 03
1 v1 21 1 2 2 1
O =092~ %2 9+ W3 O3
A Vi 2 1 1 2 2 1
03 =03- W3 G- W3 0, . (5.2.33)

(5.2.23) und (5.2.32, 5.2.33) bilden das zu ldsende Differentialgleichungs-
system, aus dem von den bekannten Anfangswerten ausgehend die Spannungen und
die unbekannten Verschiebungsableitungen mittels numerischer Integration
berechnet werden.

5.2.4.1. Elastische Deformation

Sind FlieB- oder Belastungsbedingung verletzt, verwenden wir zur Beschrei-
bung der elastischen Formanderungen das hypoelastische Stoffgesetz (3.1.2).
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Setzen wir eine isotherme Prozesfihrung voraus, folgt aus den Spannungsbe-
dingungen (5.2.32)

0=v 2l + 24

0=v 2l +2a

0 = 242 (5.2.34)
und der Elementkinematik (5.2.23)

0 = 5y + 08 | (5.2.35)
sowie mit (5.2.33)

5: = 2G(1+v) gd: + 2 gwlz o; + 2 §w13 o;

53 = 2658, - i, o+ gy o

5% = 262l - A ol - A o (5.2.36)

Durch Einsetzen von (5.2.18) und (5.2.19) und Umstellen von (5.2.34, 5.2.35)
nach den unbekannten Verschiebungsableitungen erhalten wir die endgiiltige
Form des zu ldsenden Differentialgleichungssystems.

5.2.4.2. Elasto-plastische Deformation

Dés Differentialgleichungssystem zur Beschreibung elasto-plastischer Form-
dnderungen ist wesentlich umfangreicher. Neben den Entwicklungsgesetzen der
Verzerrungen und Spannungen miissen auch die Evolutionsgesetze der die iso-
trope und Kkinematische Verfestigung beschreibenden internen Variablen mit
beriicksichtigt werden.

Der aus (5.2.32) hergeleitete Zusammenhang der Verzerrungsgeschwindigkeiten
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2.1 1 3 1.3

29, (ayti-ast3)+ a3a4(a7+t1t3) 22

Y (e Gzt aateh?) 3D+ 2%
3°5 2 273" 1 3772

2.1 1 2 1,2
2d1(a2t1—a6t2)+a3a4(a7+t1t2) 2
0= + 2d

3
1,2 3,2 3
((1-a3a5) (1+2a2) + a2a3(t1) ) (b3-b2)

2.2
0= 2d3 (5.2.37)
vereinfacht die konstitutive Gleichung (3.2.2) auf
2.1 1
v 4y (1-ajag) - aja,t,
0y = a, (1+3a2) T
(1-a3a5) (1+2a2) + aja, (tl)
1 2.1 1
71 21 (a4(1+2a2) +a2t1 2d1) t2
2= %% (1 ) (142a,) + a (t1)2)
—aj3g) 1l+éay) + axa; it
1 2.1 1
(a,(1+2a,) + a,t, -d,) t
v 2.1 4 2 2121 3
g3 = a (2d3 - a, (5.2.38)

1,2'
(1-a3a5) (1+2a2) + a2a3(t1)

und reduziert die Gleichungen (3.1.7) und (3.1.8) der internen Variablen



fiir das Stabelement auf:

B* = k, (] §1e2t) §le2t] §L)

E} = k, (23}+k3(t} 31+2t12 <‘§12+2t:13 g;)t:)

gg = k, (—g:+k3(t: g:+2t12 812+2t; 313)t§)

gg = k2 (-g:+k3(t: g:+2t; g;+2t; g;)tg)

%; = k, (38 4y(t] leze) 8le2el D))

gg = k, (3g;+k3(t: g:+2t12 312+2t§i 313)1:;)

Y,g = 0. (5.2.39)

Die Koeffizienten erhalten wir durch:
_ 2G(14x%) 1 ((1+nC+2Gx) (+v) 1

) T T2 2 T F "Owme) (1-2v)

2
ac-20n2%_
- ab
"3 - ) 2
(14x) (2C+4G+ %;)k2
ab
124 12,1 12,1
a4 = t1 2d1 + 2t2 2d2 + 2t3 2d3
2.2 3,2
ag = (t2) + (t3)
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2
3(2—uik—*-
_ 2 - xG _ ob
k.] = -—-aT<-2— kz = m k3 = akz 2. (5.2.40)
T+ — x(20+ —)k

ab ob

Wie bei den elastischen Formanderungen erhalten wir aus (5.2.35, 5.2.37 -
5.2.39) das vollstandige Differentialgleichungssystem der elasto-plastischen
Formanderungen des Stabelementes durch Einsetzen der Definitionsgleichung
der objektiven Zeitableitung nach ZAREMBA-JAUMANN, dem Ersetzen von Ver-
zerrungs- und Rotationsgeschwindigkeiten durch (5.2.18) und (5.2.19) und
AuflOsen nach den substantiellen Zeitableitungen.

Ist die Belastungsbedingung

1 v

17
1 9

2
ok
(2-7(——*-) (t + 2t 3 03

812 + 2t
ab

: ) >0 (5.2.41)
verletzt, sind zur Beschreibung der Formdnderung die Gleichungen der elasti-
schen Deformation zu benutzen.

5.2.5. Numerische Ldsung

Die numerische Losung der gekoppelten linearen partielleﬁ Differentialglei-
chungen mit nicht konstanten Koeffizienten erfolgt mit einem modifizierten
HEUN-Verfahren (vgl. RECHENBERG [70]).

Innerhalb jedes Integrationsschrittes wird die FlieB- und Belastungsbe-
dingung uberpriift und entsprechend das Differentialgleichungssystem der ela-
stischen oder elasto-plastischen Deformation abgearbeitet. Die geforderte
Genauigkeit der Losung wird mit einer automatischen Steuerung der Schritt-
weite gewdhrleistet. Durch die zusadtzlich in jedem Integrationsschritt
mittels Fehlerabschatzung durchgefiihrte Korrektur der. ermittelten Werte wird
der numerische Aufwand bei vorgegebener Genauigkeit deutlich reduziert.



- 74 -

5.2.6 Volumenintegration

Der letzte Schritt zum Erhalt der Elementmatrizen ist die Auswertung der
Matrixintegrale (Tabelle 5.1). Diese erfolgt numerisch unter Anwendung der
GAUSS 'schen Quadraturformel. Da der anfallende Berechnungsaufwand im wesent-
lichen von der Anzahl der verwendeten Integrationsstiitzstellen im Element-
volumen bestimmt wird, benutzen wir eine auf die spezielle Elementgeometrie
zugeschnittene Form, die bei gleicher Genauigkeit eine geringere Anzahl von
Stiitzstellen verlangt.

Nach ABRAMOWITZ [71] leiten wir fiir das zylindrische Element mit Ldnge 1 und
Radius R die Niherungsformel

n m

2

- . R“1

F dxdydz = X P (x.,y.,2Z. 5.2.42
I (x,y,z)dxdydz > i£1 j£1 Wy Wy (xl,yJ,zJ) ( )

\

her. Die w, sind die Gewichtsfaktoren und die F (xi,yj,zj) die Werte der
Matrizen F (x,y,z) in den im Argument angegebenen Integrationsstiitzstellen.

Abb. 5.7. Stiitzstellen der numerischen Integration

Aus den mit verschiedenen typischen Testfunktionen durchgefiihrten
Vergleichsrechnungen hat sich die Wahl von 18 Stiitzstellen mit der in Ab-
bildung 5.7 dargestellten Verteilung auf zwei Querschnittsebenen des
Volumens als geeignet aber auch notwendig erwiesen. Flr die Lage der Stiitz-
stellen und die Werte der Gewichtsfaktoren gilt [71]
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Xy (yj,zj) wj
(0, 0) 1/6
1 1
> (1- ;;)
(+R, 0) 1/24
(0, 4R) 1/24
1 1
(+R/2, +R/2) 1/6

(5.2.43)
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6. Numerische Realisierung

Zur Spannungs- und Verschiebungsanalyse beliebiger Bauteile und zur Berech-
nung der nachfolgenden Beispiele haben wir ein Finite-Ele-
ment-Programm-System in FORTRAN 77 erstellt, in welches u. a. das zuvor
hergeleitete elasto-plastische Stabelement eingebaut wurde. Zur Uberpriifung
der entwickelten Einzelalgorithmen und fiir erste Testldufe haben wir den
MODCOMP IV-Rechner sowie einen Personal Computer ATARI 520 ST+ des Instituts
fiir Mechanik der Ruhr-Universitdt Bochum eingesetzt. Die anschlieflenden
umfangreichen Berechnungen wurden an dem Rechner HP 1000/A900 des Instituts
durchgefiihrt.

Das entwickelte Programmsystem entspricht in seiner modularen Strukturierung
und den verwendeten Algorithmen den heute iblichen Verfahren, wie sie auf
vielen Grofirechnern implementiert sind. Der wesentliche Vorteil seiner, in
den Grundziigen an die von SCHRADER [72-74] entwickelte Elementmethode MESY
angelehnten Konzeption ist jedoch, daB beliebige generalisierte Koordinaten
im Sinne der analytischen Mechanik als Rand- oder Systemverschiebungen ge-
wahlt werden konnen. Damit efmbglicht das Programm-System den Einsatz und
die Kopplung unterschiedlicher Elementtypen und so die Analyse von Struk-
turen verschiedenster Art und Geometrie. Da weiterhin alle wesentlichen
Routinen vOllig wunabhangig voneinander sind, ist die Erganzung des
Programm-Systems auf allen Ebenen, wie z. B. das Einfiligen neuer Elementtypen
oder die Anpassung an spezifische Forderungen des Anwenders einfach moglich,
chne in die Grundroutinen selbst eingreifen zu missen. Auf einen kleinlich
sparsamen Umgang mit dem verwendeten Speicherplatz haben wir bei der
Programmierung dufersten Wert gelegt, so daB Strukturen mit maBiger Anzahl

von Freiheitsgraden auch auf Kleincomputern analysiert werden konnen.

Der Programmablauf kann vereinfacht zu folgenden Punkten zusammengefaBt
werden:

1. Einlesen aller Daten fiir Geometrie, Elemente, Belastungen und Rand-
bedingungen

2. Organisation und Speicherzuteilung
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3. Aufbau der Systemsteifigkeitsmatrix und des Lastvektors einschliefB-
lich der Einarbeitung der Randbedingungen

4. Auflosung des linearen Gleichungssystems nach den Systemverschie-
bungen

5. Berechnung der Spannungen und der Randschnittlasten aus den System-
verschiebungen

6. Konvergenzabfrage
6.1. keine Konvergenz: Aufbau eines Korrekturzyklus, dadurch
Erstellen einer neuen rechten Seite und ggf. Korrektur der
Systemsteifigkeitsmatrix, Riicksprung zu 4.
6.2. Konvergenz: nachster Lastschritt oder ENDE.

Alle Eingabedaten, welche die zu analysierende Struktur beschreiben, werden
in einer separaten, leicht editierbaren Datei bereitgestellt. Aus diesen
generiert sich das Programm zundchst alle bendtigten Grofen, bestimmt die
Systemdimensionen und ermittelt den Speicherplatzbedarf der Systemsteifig-
keitsmatrix sowie ggf. den der Fehlervektoren des Iterationsverfahrens.

Das Abspeichern der Matrix des Gesamtsystems erfolgt speicherplatzsparend
unter Ausnutzung von Symmetrie und Bandstruktur nach dem "Skyline-Verfahren"
[57]. Diese Vorgehensweise legt nur die Elemente des oberen Dreiecks der
Matrix nacheinander auf einem Vektor ab, die zwischen der Hauptdiagonalen
und der “Skyline" (Abb. 6.1) liegen. Das Programm berechnet neben den
Indices der Diagonalelemente auch die Saulenhohe der einzelnen Matrixspalten
und speichert diese Information.

AnschlieBend werden alle Elemente der Gesamtstruktur durchlaufen, ihre
Steifigkeitsmatrizen berechnet und in die Steifigkeitsmatrix des Systems
eingeordnet. Nach dem Einarbeiten der Krdfte- und Verschiebungs-Rand-
bedingungen l1dsen wir mit den tiblichen Routinen zur Dreieckszerlegung und
dem Riickwartseinsetzen nach dem GAUSS-Algorithmus das lineare Gleichungs-
system fir die Systemverschiebungen.
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x abgespeicherte Matrizenelemente

O Hauptdiagonalenelemente

Abb, 6.1. Skyline-Struktur der Steifigkeitsmatrix

Bei einem zweiten Durchlauf aller Elemente berechnen wir in jeder Element-
routine nach den speziellen Integrationsvorschriften der konstitutiven Glei-
chungen die aus den Systemverschiebungen resultierenden Spannungen. Die
Randschnittlasten ergeben sich dann durch nﬁmerische Integration iiber die an
den vorgeschriebenen Stiitzstellen im Element berechneten Spannungen.

Die Differenz zwischen dem aus den Randschnittlasten berechneten Knotenlast-
vektor und dem Vektor der eingeprdgten Systemlasten ergibt den Korrektur-
lastvektor der Ungleichgewichtskridfte. Dieser wird als MaB fiir die Glite der
ermittelten Systemverschiebungen verwendet. Liegt sie auBerhalb des vom
KonvergenzmaBl abgesteckten Bereiches, kann der Anwender zwischen den ver-
schiedenen vom Programm-System bereitgestellten Iterationszykien (z. B. NR,
MNR, BFGS) zur Verbesserung der erhaltenen Verschiebungsldsungen auswdghlen.

Ist die Konvergenz erreicht, wird der nadchste Lastschritt durch ein Kraft-
oder Verschiebungsinkrement vorgegeben.

Die Restartfahigkeit vervollstdndigt schliefilich das Programm und erlaubt in
Verbindung mit einer interaktiven, halb- oder vollautomatischen Steuerung
die effiziente Bearbeitung geometrisch und physikalisch nichtlinearer
Probleme.
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6.1. Rechner-Implementierung des elasto-plastischen Stabelementes

Das hergeleitete elasto-plastische Stabelement ist als ein in sich
abgeschlossenes Programm-Modul im beschriebenen FEM-Software-Paket imple-
mentiert worden. Die zur Erstellung der Elementsteifigkeitsmatrix, fiir die
Spannungsberechnung und zur Koordinatentransformation bendtigten Subroutinen
bestehen aus 3500 Zeilen FORTRAN-Quelltext, aus denen der HP 1000/AS00 46K
Bytes Programmcode erzeugt. Als Programmdaten sind fiir jedes Element 395
Realzahlen zu speichern. Diese setzen sich aus den fiir die 18 Integrations-
- stiitzstellen jeweils benotigten 20 Anfangswerten der Spannungen und internen
Variablen des Stoffgesetzes, den insgesamt 29 fiir die Rekondensation der
Scherwinkel notwendigen Koeffizienten sowie den Werkstoff- und Geometrie-

grofien zusammen.

6.2. Elementiiberpriifung

Um Aussagen liber die Zuverldssigkeit und Brauchbarkeit des Stabelementes bei
der Beschreibung des physikalisch hichtlinearen Werkstoffverhaltens zu ge-
winnen, werden filir ein spezielles Material die aus der numerischen Berech-
nung erhaltenen Ergebnisse experimentell iberpriift. Bevor das Element zur
Berechnung eingesetzt werden kann, miissen die Werkstoffparameter des ver-
wendeten Materials bestimmt und der Elementroutine mit den Geometriedaten
vorgegeben werden. Die dazu durchgefiihrten experimentellen Untersuchungen
dienen dann gleichzeitig zur Uberpriifung des Elementes.

6.2.1. Werkstoff

Als Probenmaterial suchten wir einen in seiner chemischen Zusammensetzung
relativ reinen Stahl mit ausgepragt nichtlinearem Verhalten. Auf Grund der
begrenzten Leistung der fiir die Versuche zur Verfiigung stehenden
Zug-Torsions-Priifmaschine (Abb. 6.2) und um Fertigungsschwierigkeiten wegen
zu kleiner Probenabmessung zu vermeiden, sollte der Werkstoff eine moderate
Streckgrenze besitzen. Die-Wahl fiel auf den Stahl Ck 15, einen weichen,
kohlenstoffarmen Stahl, der besonders zur Einsatzhartung geeignet ist.
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Chemische Zusammensetzung von Ck 15 in Gew. %:

o Si Mn P S Cr Cu Al N

0.15 0.29 0.39 0.012 0.026 0.12 0.215 0.0033 0.0065

Alle Proben, wie auch die bei den spidteren Versuchen eingesetzten Federn
sind aus Material ein und derselben Charge gefertigt. Zur Vermeidung etwai-
ger aus den Herstellungsverfahren des Halbzeugs (z. B. Texturen durch
Strangpressen) und aus der Weiterverarbeitung (z. B. Verfestigung durch
Kaltformung) resultierender Anisotropien wurden alle Proben bei ca. 900 %
zwel Stunden unter Hochvakuum gegliiht und langsam abgekiihlt.

6.2.2. Ermittlung der Werkstoffkenngrofien

Zur analytischen Beschreibung des Spannungs- und Verfestigungszustands bend-
tigen wir fiir das verwendete Material die Materialfunktionen (3.1.10) sowie
die elastischen Werkstoffkenngrofien G und v.

In seiner Dissertation [34] hat ZDEBEL fiir die Materialfunktionen die
Ansatze

2 * *. . * *
k =ko + a, (1+a2b - exp (-a3b)), b§b1

2 2 * . * *
k" =k~ - (kw —k1 )exp(-a4(b 'bl))’ b > b1

C = as(a6+a7- exp(-a.,b*))»lek2

2Gx = a b*3
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ermittelt. Zur Verifikation der materialabhangigen Konstanten haben wir auf
der hydraulischen Zug-Torsions-Prﬁfmaschine3)(Abb. 6.2) des IfM drei Typen
von Versuchsreihen mit Zylinderproben gefahren. Als Grundexperiment zur Er-
mittlung des Verfestigqungsverhaltens dient der einachsige 2Zugversuch. Zur
Bestimmung der isotropen und kinematischen Verfestigung sind

J S —l

Kraft -u. Momentenmefdose

| . Einspannung

*H

Probe

LP{T ' H,]

| Ldngszylinder

-

I YE—

Langenausgleichs - Kupplung

—=—t—

2

e —

Torsionszylinder

;t

Abb. 6.2. Universalpriifmaschine

3) Die Maschine wurde von der Firma Schenk in Darmstadt gebaut und vom IfM
mit Mitteln der Stiftung Volkswagenwerk erworben.



- 82 -

Torsionsversuche mit Belastungsumkehr ndtig. Die Abweichung von der
Normalenregel erhalten wir aus kombinierten Zug-Torsionsversuchen mit abrup-
tem Belastungswechsel Zug-Torsion bzw. Torsion-Zug. Eine genaue Versuchsbe-
schreibung sowie die Vorschriften zur Ermittlung aller GroBlen sind aus der
Arbeit von ZDEBEL [34] zu entnehmen.

Die experimentellen Untersuchungen ergaben fiir den Werkstoff Ck 15 die
Konstanten:

2 2, 4 .2
k2 = 22480.00000 N°/mm o
a, = 86664.00000 NZ/mm
a, = 0.00490 mm>/N 0
a3 = 0.05740 mmz/N
b," =  80.00000 N2 /mm? s T2
k12 = 142238.00000 NZ/mm?
2 2 4 00 ® 2 30 @ s 5 70 8 s 100
k_2 = 160000.00000 N°/mm o]
a, = 0.02675 N°/mn’
2601
2 60
as = 7.30000 N/mm
S0
a = 0.01350 mm2/N
6 40
a, =  1.18000 mn’/N .
20
a = 0.00050 mm®/N° . e
03 °C % ® ® 2 2 2 ® 0 & 590 p
JWMmﬂ [Nmm?)
3
2.
‘c
1% 26°C
) I ________ _ Abb. 6.3. - 6.5.
Q 1 10 15 20 ri 30 35 40 113 S0 b*

IWmmd]  Materialfunktionen des Werkstoffs
Ck 15
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In den Abbildungen (6.3 - 6.5) sind die Materialfunktionen in Abhdngigkeit
der Zustandsvariablen dargestellt.

Die Messung der elastischen Materialgrdfien ergab die Werte

84000 N/mm>
0.28989 .

G

\Y

Im Rahmen der getroffenen Voraussetzungen (isotherm, kleine elatische De-
formationen) konnen diese als konstant angenommen werden.

6.2.3. Vergleich zwischen Experiment und der Berechrmng mit Hilfe des Stab-
elementes

Wie im vorausgehenden Abschnitt ausgefiihrt, bestimmen wir das Verfestigungs-
verhalten des Materials aus dem einachsigen Zugversuch. Die Approximation
des aus dem Experiment gewonnenen Spannungs-Dehnungs-Diagramms liefert uns
die filir unsere konstitutiven Beziehungen benotigte Verfestigungsfunktion.
Setzen wir diese in das Stoffgesetz ein und fahren den Zugversuch numerisch
nach, kdnnen wir die nahezu deckungsgleiche Ubereinstimmung der aus Theorie
und Experiment erhaltenen Spannungs-Dehnungs-Verldufe erwarten. Die auf-
tretenden Abweichungen (Abb. 6.6) sind somit ein MaB fiir die Glite der

G

600 W[N/mmzl

500 -

400

300 j
——-—kombiniert isotrope und kinematische

. - - 3

200 _,/ Verfestigung 26G™M (b*,T*) = a(T*)b'
———  Experiment

100 4

0 T T T T T T T L T
0 2 L 6 8 10 12 % 16 18 20 22

Abb. 6.6. Spannungs-Dehnungs-Kurve,
Vergleich Theorie und Experiment
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T*=26°C

——— — kombiniert isotrope und 200 4
kinematische Vertestigung
261 (b°,T*) = a(T*)b"*

Experiment

% 102.tan T

Abb. 6.7. Torsion mit Belastungsumkehr, Vergleich Theorie und Experiment
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Approximationen und der Beschreibung des elasto-plastischen Verhaltens durch
das Stabelement. Der ermittelte maximale Fehler lag bei allen Versuchen in
der Grofienordnung von einem Prozent.

Rechnen wir mit dem Stabelement Torsionsversuche (Abb. 6.7) ohne Belastungs-
umkehr nach, so erhalten wir stets um ca. 5% zu hohe Spannungen. Diese Ab-
weichung ist, wie ZDEBEL in [34] ausfiihrt, im wesentlichen auf die gewdhlte
Fliefbedingung zuriickzufiihren, die das konstante Verhdltnis von V3’ der
Fliefspannungen bei 2ug bzw. Torsion voraussetzt. Abbildung 6.7 zeigt am
Beispiel der Torsion auch die Beschreibung des BAUSCHINGER-Effekts bei
Prozessen mit Belastungsumkehr (2Zug-Druck bzw. Torsion-Riicktorsion). Nach
dem Wechsel der Belastung treten im Versuch die erneuten plastischen
Deformationen stets frither auf, als es die Theorie vorhersagt. Bei grdferen
Riickverformungen nihern sich beide Kurven wieder an und die Ubereinstimmung
zwischen Versuch und Theorie ist Qurchaus zufriedenstellend.

Die Ergebnisse der kombinierten Versuche mit abruptem Belastungswechsel
Zug-Torsion und Torsion-Zug sind in den Abbildungen 6.8, 6.9 dargestellt.
Auch hier erfaft das Stabelement die im Versuch auftretenden Spannungs-
umlagerungen sowie die Spannungsdnderungen bei anhaltender Verformung recht
gut. Die Abweichungen von den experimentell ermittelten Funktionsverldufen
bleiben immer unter fiinf Prozent. Praktisch identische Resultate beschreiben
LEHMANN und ZDEBEL in ihren Ausfiihrungen [33, 34] zum verwendeten thermo-
plastischen Stoffgesetz, so daB wohl letztlich die Diskrepanz in den
Spannungsverldufen nicht aus den vereinfachenden Annahmen bezliglich des
Element-Verschiebungsfeldes sondern primdr aus dem Stoffgesetz resultieren
diirfte.
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G
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' Abb. 6.8. Belastungszyklus 1, Vergleich Theorie und Experiment
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6.3. Anwendungsbeispiele fiir das Stabelement

Nach der Implementierung des elasto-plastischen Stabelementes in das
Finite-Element-Programm haben wir Berechnungen zum Fliefiverhalten verschie-
dener Strukturen durchgefiihrt. Von primdrem Interesse war hierbei, wie die
in Abschnitt 4.4 beschriebenen Iterationsverfahren auf plotzlich auftretende
Steifigkeitsanderungen der Struktur, wie sie z. B. beim 'Eintreten des
FlieBens oder bei Entlastung nach vorausgehender plastischer Deformation
vorkommen, reagieren. Einige Ergebnisse wollen wir beispielhaft an zwei
einfachen Strukturen erldutern. Fiir den Abbruch der Gleichgewichtsiteration
benutzten wir eine Fehlerschranke der Form (siehe 4.4.3)

(i-1)
> JoR™ 7| (6.3.1)

€ .

i =10 .
mit €tol 0
fj Ag Querschnittsflache
7 F .
Ge FlieBspannung
7, \ !
7 ! .
l W
£
08 - GF AO
0.6 1
v Lastinkrement
o Verschiebungsinkrement
0.4
0.2 4
0 ]

0.1 0.2 03 04 0.5

~I€

Abb. 6.10. Beispiel 1: Kragtrdger mit Endlast
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Abbildung 6.10 zeigt das erste Beispiel, einen durch Querkraft belasteten
Kragtrdger. Dieser wird Uber seine Fliefigrenze hinaus plastisch deformiert.
Das fir ihn berechnete Last-Verschiebungs-Diagramm ist ebenfalls dieser
Abbildung zu entnehmen. In Tabelle 6.1 haben wir die Anzahl der bei den
verschiedenen Iterationsverfahren in den einzelnen Lastinkrementen durch-
laufenen Iterationen aufgelistet. Im oberen Teil sind die bei Vorgabe der
eingepragten Systemverschiebung w bendtigten Schritte dargestellt. Die bei
Vorgabe der Verschiebungsrandbedingungen erreichte wesentliche Verminderung
der zur Gleichgewichtsfindung notwendigen Iterationen 1ldBt sich auch bei
Strukturen mit groBerer Elementzahl feststellen.

Im zweiten Beispiel wollen wir die Traglast des in Abbildung 6.11 darge-
stellten Dreibeins bestimmen. Nach Eintreten des plastischen FlieBens wird
die Struktur vollkommen entlastet, um die bleibende plastische Verformung
upl sowie die Restspannungen zu ermitteln. Aufgetragen sind das berechnete
Last-Verschiebungs-Diagramm sowie der Spannungszustand der Einzelstdbe. In
Tabelle 6.2 werden die bei den verschiedenen Verfahren bendtigten Itera-
tionsschritte miteinander verglichen. Der mit einer Entlastung verbundene
Ubergang von plastischem zu elastischem Materialverhalten bedingt normaler-
weise eine Reorganisation der System-Steifigkeitsmatrix oder eine grofie An-
zahl von Iterationsschritten im ersten Entlastungsinkrement.
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Tabelle 6.1
w F
T °1=' Ao NR MNR BFGS
Laststeuerung
0.001 0.100 1 1 1
0.002 0.200 2 3 3
0.003 0.300 4 12 4
0.018 0.400 7 55 9
0.045 0.500 10 21 M1
0.085 0.600 16 64 16
0.162 0.7060 15 72 17
0.282 0.800 15 68 16
Wegsteuerung
0.003 0.295 1 1 1
0.005 0.329 3 Nn 3
0.010 0.365 2 6 3
0.020 0.402 2 5 3
0.030 0.443 3 5 3
0.040 0.484 2 5 3
0.050 0.516 4 8 4
0.075 0.572 4 35 5
0.100 0.631 4 42 6
0.150 0.690 5 21 4
0.200 0.742 4 26 5
0.250 0.779 5 23 5
0.300 0.805 4 22 5
0.350 0.823 6 15 7
0.400 0.818 6 16 6
0.450 0.796 3 13 5
0.500 0.733 4 12 5
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Abb, 6.11. Beispiel 2: Statisch unbestimmtes Fachwerk
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Tabelle 6.2
2u F %.3 )
10 T A O NR MNR BFGS
b ) Op Op

0.05 1.090 0.298 0.597
0.10 1.863 0.570 1.019
0.15 2.308 0.89% 1.041
0.20 2.505 1.018 1.062
0.40 2.644 1.063 1.139
1.00 2.974 1.173 1.310
3.00 3.716 1.420 1.680
5.00 4.272 1.604 1.951
7.00 4.716 1.763 2.150
9.00 5.087 1.901 2.297
11.00 5.39% 2.020 2.406
13.00 5.656 2.121 2.490
15.00 5.879 2.208 2.559
14.84 2.9717 1.314 0.988
14.79 1.982 1.012 0.456
14.74 0.991 0.709 -0.078
14.69 0.000 0.405 -0.611

N NN NN NN NN WS = e

NN N R NN DN NN NN NN =2 =
NN N NN NN NNDNDNDN =S e -
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Geben wir fiir dieses jedoch eine relativ kleine Lastadnderung vor, erhalten
wir auch ohne Neuberechnung der System-Steifigkeitsmatrix schnelle Konver-
genz. Der Steifigkeits-Update geschieht erst im folgenden Lastschritt, von
dem ab wir mit Inkrementen gewohnter GroBe weiterentlasten.

Anhand der gewahlten einfachen Beispiele wird deutlich, daB bei der modifi-
zierten Newton-Raphson-Iteration (MNR) immer Konvergenzschwierigkeiten auf-
treten, wenn sich die Steifigkeit der Struktur wahrend des Lastschrittes
wesentlich &ndert. '

Nimmt sie stark ab, wie es filir den Eintritt des plastischen FlieBens
(Beispiel 1) typisch ist, und plastifiziert innerhalb des Lastinkrements
mehr als ein Element, kann es sogar zu Divergenz von der Losung kommen. Bei
einer plotzlichen Steifigkeitszunahme, wie sie bei Entlastung plastisch
flieBender Strukturen auftritt (Beispiel 2), liefert die MNR nur Konvergenz,
wenn die Systemsteifigkeitsmatrix innerhalb des Lastschrittes mit den
elastischen WerkstoffkenngrofRen erneut aufgestellt und 2zur weiteren
Iteration verwendet wird.

Hingegen =zeigt die BFGS-Methode befriedigendes Konvergenzverhalten. Bei
allen berechneten Strukturen bendtigt sie nur unwesentlich mehr Iterationen
als das volle Newton-Raphson-Verfahren (NR), bei dem, wie in Abschnitt 4.4
erwahnt, die System-Steifigkeitsmatrix in jedem Iterationsschritt neu
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zu berechnen und zu triangularisieren ist. Dies fiihrt bei groBen Systemen zu
einem gegeniiber der BFGS mit ihrer geringfiigig grdfieren 2Zahl von Iterationen
unvertretbar hohen numerischen Aufwand. Aus diesem Grund setzen wir die
BFGS-Methode bei den weiteren Berechnungen als Standard-Iterations-Verfahren
ein.

Abschliefend bleibt noch zu erwdhnen, daB die GroBe der vorgegebenen Last-
inkremente sowie die Entscheidung, ob der Struktur eingepragte Krdfte oder
Verschiebungen als Randbedingungen vorgegeben werden, von Problem zu Problem
neu abzuwdgen sind. Im Zweifelsfalle miissen diese Grofen wahrend der Berech-
nungen interaktiv lberwacht und gesteuert werden.

7. Schraubenfedern

Belasten wir eine Druckfeder und iberschreiten die dadurch in ihr erzeugten
Spannungen die FliefRgrenze des Werkstoffs, tritt abhidngig vom MaB der (ber-
schreitung eine bleibende Verformung auf, die sich in einer Langenabnahme
der ungespannten Feder &uBert. Erfolgt dieses Setzen erst wahrend des
Betriebszustands, filhrt es in den meisten Fillen zum Ausfall der Feder, oft
auch zu dem des gesamten Aggregats.

Um dies zu vermeiden, werden die Federn bei der Herstellung entsprechend den
zu erwartenden Betriebskradften vorgesetzt. Durch das Vorsetzen tritt eine
Verfestigung des Werkstoffes ein, wodurch wir sicherstellen, daB die FlieB- -
spannung im spateren Einsatz nicht mehr iberschritten wird. Mit den nach dem
Setzen verbleibenden lokalen Eigenspannungen, die den Betriebsspannungen
entgegengesetzt sind, ist bei Wiederbelastung ein hdheres elastisches Form-
dnderungsvermogen verbunden, wodurch eine bessere Werkstoffausnutzung bei

ruhender bzw. selten wechselnder Belastung erreicht wird.
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Ziel der von uns durchgefiihrten Berechnungen ist, neben den iiblichen Gréfen
wie Federkennlinie (Last-Verschiebungsdiagramm) und Federrate (Feder-
rate-Verschiebungs-Diagramm), auch das fiir eine gegebene Last zu erwartende
Setzmafl, den Verfestigungszustand des Werkstoffes sowie die nach dem
Plastizieren in den einzelnen Querschnitten verbleibenden Eigenspannungen
numerisch zu ermitteln.

7.1. Diskretisierung der Schraubenfeder

Durch den Trend der Automobilindustrie zum Leichtbau wird von den Federnher-
stellern zunehmend die Verminderung des Federgewichts und der -bauhdhe
gefordert. Dies kann durch den Einsatz zylindrischer und nichtzylindrischer
Schraubendruckfedern mit progressiver Kennung realisiert werden. Die
Progressivitdt der Kennlinie entsteht sowohl durch die Federgeometrie
(Tonnenfeder, Taillenfeder usw.) als auch durch das sukzessive Abschalten,
d. h. das Anlegen einzelner Windungen aneinander (inkonstante Steigung der
Windungen) bzw. das Abrollen oder Anlegen auf der Federunterlage. Diese
Eigenschaften weisen vor allem die Mehrzahl der nichtzylindrischen Schrau-
bendruckfedern auf.

Abb. 7.1. Diskretisierung einer Schraubenfeder
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Fiir die FEM-Analyse diskretisieren wir die zu untersuchende Feder mit dem
elasto-plastischen Stabelement. Beliebige Geometrie sowie variablen Draht-
durchmesser konnen wir durch eine geeignete Elementunterteilung, wie sie z.
B. in Abbildung 7.1 dargestellt ist, hinreichend genau erfassen. Da das
Setzverhalten der Druckfedern mit progressiver Kennung entscheidend durch
die Beriihrungszustdnde bei ihrer Verformung, d. h. dem Kontakt einzelner
Windungsbereiche miteinander oder mit der Federauflage, gepragt ist, miissen
wir zusdtzlich Elemente einbauen, mit denen wir die entstehenden Kontaktpro-
bleme modellieren konnen. Setzen wir diese "Kontakt"-Elemente zwischen die
Knotenpunkte, an denen wir Beriilhrung erwarten, sollen sie im Falle eines
Kontakts die entstehenden 2Zwischenreaktionen in die sich beriihrenden Knoten
einleiten. Definieren wir auch auf der Federunterlage Knoten, konnen wir das
Anlegen bzw. Abrollen der Endwindung auf der Federunterlage ebenfalls mit
Hilfe dieses Elementtyps beschreiben.

Abb,.7.2. Druckverteilung
Federaufstandsfldche

Abb, 7.3. Exzentrizitat und
resultierende Belastungsrichtung

Wegen der Unsymmetrie der Federenden erhalten wir eine unsymmetrische Druck-
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verteilung (Abb. 7.2) in der Federaufstandsfliche. Damit weicht die resul-
tierende Druckkraft R (Abb. 7.3) von der geometrischen Mittellinie der Feder
ab. Folge dieser Exzentrizitdt sind zusdtzliche Momente und Querkrafte in
den Auflagern. Rollen die Federenden mit zunehmender Belastung auf der
Unterlage ab, a&andert sich die Druckverteilung, der Druckmittelpunkt D
wandert aus und damit variiert der Verlauf der Resultierenden sowie die
Exzentrizitat. Da wir fir eine gegebene Last die resultierende Druck-
verteilung aus den, durch die "Kontakt"-Elemente ibertragenen, Krdften

berechnen konnen, liegen uns auch die zugehorigen Auflagerreaktionen vor.

7.1.1. “Kontakt"-Element

Erstmalig wird das "Kontakt"-Element von HUGHES vorgestellt, der in seiner
Arbeit [75] das Kontaktproblem zwischen zwei Knoten direkt auf die Element-
ebene zurlickfilhrt. Das von ihm beschriebene Element findet inzwischen nicht
nur bei Berechnungen dieses Problemkreises [76, 77] sondern auch bei Unter-
suchungen zu Riflausbreitungen in Bauteilen [78, 79] Verwendung. Daher ist in
der Literatur auch die Bezeichnung Gap-Element geldufig.

Das "Kontakt"-Element 138t sich durch ein diskretes Federmodell (Abb. 7.4)
darstellen, das nur dann eine Reaktionskraft iibertragt, wenn es gestaucht

wird. Somit hdngen seine Knotenkrdfte Si sowohl von der Richtung der beiden

Freiheitsgrade u,

7. T

.

7 7,

Abb. 7.4. Federmodell des "Kontakt'-Elementes

als auch dem Abstand lk der Knoten ab (Abb. 7.5). Ist dieser grdBer als die
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ungespannte Ldnge 1 der Feder, sind die Verschiebungen u,
und die Knotenkrdfte verschwinden. Tritt ein Kontakt auf und wird das Ele-
ment gestaucht, filhrt dies 2zu einer Kopplung der 1linken und rechten
Knotenverschiebung

und u, entkoppelt

u, =u, (7.1.1)
und zu den Knotenkriaften
S1 = -Sz. (7.1.2)

Das beschriebene Verhalten konnen wir mit zwei  symmetrischen
quasi-Element-Steifigkeitsmatrizen formulieren. Filir ein geoffnetes Element
lautet diese

0 0 (7.1.3)

-1 1 (7.1.4)

! i
a) bl uz
e =1 L -

—— W~
S S; Abb. 7.5. SchnittgrdBen

des "Kontakt'"-Elementes
I | u

b}
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Den Vektor der Knotenkridfte erhalten wir dann aus dem Matrizenprodukt
S = H-u. (7.1.5)

Je nachdem, ob ein Kontakt vorliegt und das "Kontakt'"-Element gestaucht wird
oder nicht, bauen wir eine der beiden Element-Steifigkeitsmatrizen in die
Steifigkeitsmatrix des Gesamtsystems zwischen die sich beriihrenden Knoten
ein. Ist kein Kontakt vorhanden, sind durch Verwendung der Matrix H K die
Systemfreiheitsgrade dieser Knoten entkoppelt und ihre Knotenkrafte ver-
schwinden. Wird das Element gestaucht, erzwingt die Matrix HK die gewiinschte
Kopplung der Systemverschiebungen und der resultierende Knotenkraftvektor S
baut die Kontaktkraft an der Beriihrungsstelle auf. Tritt wdhrend des Lastin-
krements eine Anderung, d. h. ein Kontakt- oder Abhebevorgang auf, so
braucht lediglich ein "Schalter" fiir die Steifigkeit umgelegt und die
Kontaktkraft mit der entsprechenden Element-Steifigkeitsmatrix berechnet zu
werden. Da wir die Knotenkridfte bei der Gleichgewichtsiteration mit beriick-
sichtigen, wird das Kontakt- bzw. Abhebeproblem des Lastschrittes exakt er-
faBt und geldst. Uber die Federsteifigkeit c (Bettungsziffer B) kann zusitz-
lich die GroBe der Kontaktkraft individuell beeinfluft und damit auch
Berilhrung von Materialien verschiedener Harte sowie die Bettung in einer
Auflagefldche simuliert werden.

Da beim Einbau der "Kontakt"-Elemente die Symmetrie der System-Steifigkeits-
matrix erhalten bleibt, konnen wir auch weiterhin alle auf diese Symmetrie
ausgerichteten speicheroptimalen Algorithmen nutzen. In Verbindung mit dem
angesprochenen FEM-Programm 1dBt sich das "Kontakt"-Element beliebig mit
anderen Elementtypen kombinieren, es muB jedoch beachtet werden, daB es im
Gegensatz zu den Standard-Elementen nicht fiir unterschiedliche Belastungs-
richtungen genutzt werden kann, da die Kontaktkraft nur bei einer Stauchung
des Elements entsteht. Durch Beriicksichtigung von Gap-Elementen zwischen den
Knoten, an denen Abhebe- oder Kontaktvorgidnge zu erwarten sind, konnen die
verschiedensten Probleme untersucht werden. Die Zahl der gleichzeitig statt-
findenden Beriihrungs- und/oder Abhebevorgange ist dabei unerheblich, da die
jeweils neu entstandenen oder geldsten Bindungen durch die Gleichgewichts-
iteration mit beriicksichtigt werden.
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7.1.2. Beispiel zum "Kontakt"-Element

An einem rechenzeitunkritischen einldufigen Stabtragwerk wollen wir die bei
der Analyse einer Schraubendruckfeder mit progressiver Kennlinie zu
erwartenden typischen Kontakt-, Abhebe- und Abrollerscheinungen simulieren,
um Aufschliisse dariiber zu erhalten, wie die Iterationsalgorithmen BFGS und
MNR auf die damit verbundenen Spriinge der Systemsteifigkeit reagieren. Vor
allen Dingen galt es, die Frage zu beantworten, ob das BFGS-Verfahren auch
beim Einbau von "Kontakt"-Elementen in das System die bei den elasto-plasti-
schen Berechnungen gezeigte Zuverldssigkeit beibehdlt und fiir die weiteren
Untersuchungen als Iterationsverfahren geeignet ist.

Als Beispiel wahlen wir ein ebenes System entsprechend Abbildung 7.6. Die
aus drei Biegebalken zusammengesetzte Struktur wird durch ein Moment Mo be-
lastet. Die mit Abstand zu ihm angeordnete starre Unterlage ldBRt nur eine
begrenzte Vertikalverschiebung der Knoten 2 und 3 2zu. Belasten wir den
Trager und erhdhen dabei schrittweise das Biegemoment Mo’ wird zuerst Knoten
2. einige Lastschritte spater Knoten 3 Kontakt mit der Aufstandsfldche
bekommen. Nach einer Ubergangszeit, in der beide Knoten aufliegen, wird
Knoten 2 wieder abheben, der Tr&dger rollt quasi auf der Unterlage ab. Die
Struktur diskretisieren wir durch drei Stabelemente. Zwischen die erwarteten
-Auflagepunkte und den Knoten 2 bzw. 3 bauen wir "Kontakt"-Elemente ein. Da
die Reaktionskraft Knoten/Unterlage normal zur Beriihrungsfldche wirken muB,
sehen wir fiir die "Kontakt"-Elemente verschiebliche Auflager auf der starren
Unterlage vor. Durch eingepragte Verschiebungen werden diese Auflager
jeweils so mitbewegt, daB die Elemente immer lotrecht zur Aufstandsflache
liegen. Im Rahmen des FEM-Programmes lant sich dies einfach durch ent-
sprechende Vorgaben in der System-Eingabedatei erreichen.
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Abb. 7.6. Beispiel zum "Kontakt'"-Element

Das fiir die Strukturknoten 2 und 3 berechnete Last-Verschiebungs-Diagramm
ist ebenfalls Abbildung 7.6 zu entnehmen, Ergebnisse fiir die einzelnen
Lastinkremente sowie die Anzahl der mit der MNR~ und BFGS-Iteration zur
ol = 1077 bendtigten Schritte sind in
Tabelle 7.1 aufgelistet. Wie zu erwarten war, zeigt auch dieses Beispiel,
daB die im Kontaktfall auftretende plotzliche Steifigkeitsdnderung des

Konvergenz (Gleichung (6.3.1),



- 102 -

Systems beim MNR-Verfahren zu groBen Konvergenzschwierigkeiten fiihrt, beim
Abheben der Knoten sogar 2zu Divergenz. Fiir einen Einsatz bei den uns
interessierenden Problemen ist sie damit ungeeignet. Die BFGS-Methode hin-
gegen konvergierte bei allen auftretenden Kontakterscheinungen zufrieden-
stellend und arbeitete auch bei anderen von uns durchgefilhrten Test-
rechnungen recht zuverldssig. Aus diesem Grund scheint uns ihre Verwendung
als Standard-Iterations-Verfahren zur Berechnung der bei den Schraubendruck-
federn mit progressiver Kennung auftretenden Kontaktprobleme gerechtfer-
tigt.

0.20 -0.003 -0.001 -0.31 -0.35 39
0.24 -0.002 -0.007 -0.23 -0.62 1
0.28 -0.001 -0.009 -0.12 -0.68 1
0.32 -0.001 -0.011 -0.01 -0.79 1
0.36 0.002 -0.014 - -0.83 -
0.40 0.004 -0.015 - -0.86 -

Tabelle 7.1

P 2 S % wwoerss

ET i} I M M_

0.04 0.080  0.630 - - 11

0.08  0.040  0.490 - - 1

0.12 -0.001  0.280 -0.12 - 16 3

0.16 -0.003  0.019 -0.44 - 11
.
1

_— ) == =

7.2. Numerische und experimentelle Untersuchung von Schraubendruckfedern

Zur Uberpriifung der numerischen Berechnungsverfahren sollen an zylindrischen
Schraubendruckfedern mit konstanter Steigung vergleichende numerische und
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Abb. 7.7. Geometrie und Elementunterteilung einer berechneten Feder

experimentelle Untersuchungen durchgefilhrt werden. Fir die bendtigte
numerische Kontrollrechnung stand uns nur der Rechner HP 1000/A900 des In-
stituts fir Mechanik zur Verfiigung. Auf Grund seiner begrenzten Kern-
speicherkapazitdt (768 kB) und wegen des, bei einem Adressierbereich von 64
kB pro Page, bei groferen Datenmengen erforderlichen Pagings und dem damit
verbundenen Uberproportionalen Anwachsen der Rechenzeit, muBte die Zahl der
Zu berechnenden Windungen beschriankt bleiben. Ausreichend fiir die Beur-
teilung der Giite des Verfahrens diirfte bei der Symmetrie des Problems die
Untersuchung einer Teilfeder mit 2.5 Windungen sein, wobei Kontakt- und Ab-
rolleinfliisse mit berlicksichtigt werden.
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Die Abmessungen dieser Feder sowie die spezielle Form der zur Kraftein-
leitung eingesetzten Federteller sind Abbildung 7.7 zu entnehmen. Fir die
numerische Analyse wird das Bauteil durch 40 der beschriebenen
elasto-plastischen Stabelemente gleicher Linge und gleichen Durchmessers
diskretisiert. Die Simulation des Kontaktproblems Windung/Federteller sowie
der bei Blockbildung auftretenden Beriihrung der Windungen untereinander
erfolgt durch den Einbau von "Kontakt"-Elementen zwischen ibereinander-
liegenden Knoten (Abb. 7.7). Die Kraft F pragen wir dem System iiber den
verschiebbaren Federteller mittels der Kontaktkraft Feder/Unterlage der je-
weils geschlossenen "Kontakt"-Elemente ein, die vorzugebenden Rand-
bedingungen werden dem Federteller angepafBt.

Das so diskretisierte Bauteil hat 264 Freiheitsgrade, fiir die
System-Steifigkeitsmatrix sowie die Werkstoff- und Anfangswerte der 138
Elemente sind 35000 Real- und 2000 Integerzahlen zu speichern, was auf der
eingesetzten Rechenanlage 284 kB Programmdaten entspricht. Zur Ausfithrung
eines aus 12 Lastschritten bestehenden Belastungs- und Entlastungszyklus
benotigte der Rechner 190 CPU-Stunden, wobei der Rechenaufwand primar durch
die Integration der Spannungs-Differentialgleichungen des Stabelementes
bestimmt wurde.

7.2.1. Versuchsanordnmung
Aus Abbildung 7.8 ist die Versuchsanordnung in ihrer Gesamtheit 2zu ersehen.

Die Feder wird zwischen zwei als Federteller entsprechend Abbildung 7.7
ausgeformten und fest mit der Arbeitsplattform (2) bzw. dem MeBaufnehmer (3)
verschraubten Spannkdpfen in die bereits erwahnte Hydropuls-Maschine (1)
eingespannt. Mittels des hydraulisch gefahrenen Arbeitszylinders (4) wird
die Feder mit der Einzelkraft F belastet. Die Messung der Verschiebungen des
Federtellers, der Federkraft sowie des aus der exzentrischen Krafteinleitung
resultierenden Auflagermomentes erfolgt durch die maschineninternen MeBauf-
nehmer, deren Anzeigewerte aus der Maschinenregelung (5) analog abgegriffen
werden konnen. Zusadtzlich wird wahrend eines Versuches das Last-Verschie-
bungs-Diagramm der eingespannten Feder auf dem xy-Schreiber (6) direkt
mitgeschrieben.
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Die bei Belastung der Feder auftretenden Dehnungen werden mit DehnungsmeB-
streifen aufgenommen. Hierzu bringen wir an dem durch Knoten 21 bestimmten
Querschnitt der Feder in den vier auf der Mantelfldche des Drahtes liegenden
Integrationsstitzpunkten des Elementes Kanten-Rosetten vom Typ RY 81 (K =
1.98 + 1%, R = 120 @ + 0.2%) der Firma Hottinger Baldwin MeBtechnik mit dem
Spezialkleber Z 70 auf. Naheres zur Anordnung der Dehnungsmefistreifen geht

auch aus Abbildung 7.9 hervor.

Abb. 7.9. Anordnung der DehnungsmeBstreifen

Die Dehnungsmefstreifen (11) bilden das erste Glied der im Blockschaubild
(Abb. 7.10) skizzierten MeBRkette des Versuchsaufbaus. Ihre 12 MeBgitter sind
in Viertelbriickenschaltung an das MeBstellen-Unschaltgerat (7)
angeschlossen. Um Einflisse der Warmedehnungen zu kompensieren, klemmen wir
an dieses zusatzlich fur je zehn MeBstellen einen Kompensations-DMS an. Die
intern mit diesem Kompensator gebildeten Halbbriicken werden schlieBlich mit
der sich 1n der Haupteinheit UH 3321 des Umschaltgerates befindlichen
Erganzungshalbbriicke zu einer {modifizierten) Thomson-Vollbriicke
verschaltet. Die Thomson-Schaltung eliminiert den EinfluR variierender

Kontaktwiderstande beim Durchschalten der einzelnen MeRstellen.

Mit  der aus  Steuergerat (8) und  Umschalter (7) bestehenden
MeBstellen-Umschalteinrichtung legen wir die an den geschalteten Briicken
durch die Dehnung der MefRgitter auftretenden Spannungen abwechselnd an den
Eingang des Tragerfrequenz-MeBverstarkers (9) an. Durch

Analog-Digital-Wandler werden dessen Ausgangssignale sowie die in der Regel-
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einheit (5) abgegriffenen Maschinendaten dem ProzeBrechner (10) zugefiihrt.
Hat der Rechner die Daten des anliegenden MefRgitters gewandelt, gibt er dem
Steuergerat einen Schaltimpuls, so daB dieses zum ndchsten MeBgitter weiter-
schaltet. Nach dem Durchlauf aller MeBstellen speichert der Rechner die er-
faten Daten zusammen mit den Werten der maschineninternen Aufnehmer zur
spdteren Weiterverarbeitung ab. Zu einem vorgegebenen Zeitpunkt wdahlt der
Prozefirechner durch einen Reset des Steuergerdtes wiederum das erste MeB-
gitter an und startet einen neuen MeBdurchgang.
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Abb. 7.10. Blockschaubild der MeBanordnung

Zur photometrischen Vermessung der Verschiebungen markanter Federpunkte
nehmen wir in regelmaBigen Abstdnden Bilder von der sich deformierenden
Feder auf. Durch geeignet angeordnete Spiegel konnen wir die rdumliche Lage-
dnderung der gekennzeichneten Mefipunkte verfolgen und auf einer einzigen
Fotografie festhalten. Da wir in diese gleichzeitig einen Zeit- sowie einen
Verschiebungsmafstab einblenden und das Ausldsen des Kameraverschlusses
durch den Prozefirechner erfolgt, ist spater eine eindeutige Zuordnung der im
Rechner gespeicherten Verformungsdaten und der aus den Fotografien zu ent-
nehmenden Verschiebungsfeldern méglich. Zur weiteren Auswertung kénnen wir
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die Verschiebungsfelder mittels eines Digitalisiertisches (TDS-Digitizer,
Typ HR-20) in den Rechner iibernehmen und zusammen mit den bereits ge-
speicherten Daten weiterverarbeiten.

7.2.2 Versuchsergebnisse und Vergleich zwischen Theorie und Experiment

Die aus Messungen an mehreren Federn gleicher Geometrie erhaltenen
charakteristischen Resultate sind in den Abbildungen 7.11 bis 7.13 zusammen-
gestellt. Hierbei haben wir jeweils das Last-Verschiebungs-Diagramm sowie
die Verlaufe der Normal- und Schubspannungen in den beiden durch Biegung
beanspruchten Querschnittspunkten (DMS 2 uns 4, Abb. 7.9) der Feder (Abb.
7.7) im Vergleich zur Finite-Element-Rechnung aufgetragen. Da die Dehnungs-
meBstreifen bei Blockbildung der Feder ausfielen, standen flir die Entlastung
keine Mefiwerte der Dehnungen mehr zur Verfiigung.

l F Ap = Querschnittsfldche -o—o—o—~ Theorie
-3
10 GrAg Gg = Fliefspannung ———— Experiment
4 4 |
Feder auf
Block
3
2 4
1
0 T T T T LA 10-2 -f—
5 10 5 20 25 0 o
| o -
! 1

Abb. 7.11. Last-Verschiebungs-Diagramm der Feder
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Im Bereich elastischer Formanderungen konnten wir betrachtliche Schwankungen
der aufgezeichneten MefRwerte feststellen, so daB hier die Reproduzierbarkeit
der Ergebnisse nicht sehr gut war. Dies liegt in den fertigungsbedingten
Geometrieabweichungen und der Einspannung der untersuchten Federn begriindet,
welche durch die Form der verwendeten Federteller zu entscheidendem Einfluf
gelangen. Schon HUHNEN berichtet in seiner (Ubersichtsarbeit [3], daB sich
selbst kleine Abweichungen in Geometrie und Randbedingungen stark bemerkbar
machen und zusammen mit der Auflage bis zum vollstandigen Anliegen der End-
windungen auf dem Federteller entscheidenden EinfluB auf das Verhalten der
Feder haben. Diese Aussage wird von den durchgefiihrten Messungen bestatigt,
die nach dem Anliegen der Endwindungen nahezu identische Werte liefern, die
auch im Bereich plastischer Formanderungen nicht voneinander abweichen. Bei
einzelnen Proben kam es lediglich durch Ortliches Flieflen zu unterschied-

lichen Ubergingen von elastischem zu plastischem Materialverhalten.

Im gemessenen Last-Verschiebungs-Diagramm (Abb. 7.11) konnen wir deutlich
die durch Anlegen und Plastizieren bedingten Teilbereiche unterscheiden.
Belasten wir die Feder kontinuierlich, legen sich die Endwindungen wahrend
einer kurzen linear-elastischen Verformung vollstandig an den Federteller
an. Die dadurch verkiirzte federnde Lange duflert sich in einem Anwachsen der
Federkonstanten, die weitere elastische Deformation erfolgt entlang einer
Geraden mit sichtbar groferer Steigung. Nach dem langsamen Eintreten des
plastischen FlieBens konnen wir die Feder bei fast konstanter Belastung
weiterdeformieren, Verfestigung ist im Experiment faktisch nicht zu beob-
achten. Bei der anschlieBenden Entlastung stellen wir deutliche Abweichungen
gegeniiber einem linearen Verhalten fest. Dieser bekannte Effekt resultiert,
wie SCHOLTES in [80] zeigt, aus Spannungsumlagerungen und Kriecheffekten,
die bei Entlastung nach vorausgegangener plastischer Deformation stets zu
Nichtlinearitdten fiilhren, so daB bei sehr genauer Betrachtung keine lineare
Entlastung existieren kann. Da die Feder beim Unterschreiten einer bestimm-
ten Last wieder von der Auflagefldche abhebt, andert sich erneut die Feder-
steifigkeit, die den weiteren Funktionsverlauf bis zur vollstandigen Ent-

lastung festlegt.

Vergleichen wir das berechnete mit dem gemessenen Last-Verschiebungs-Dia-
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gramm, so ist zu erkennen, daB die Theorie den Funktionsverlauf tendentiell
richtig beschreibt, das Anlegen der Endwindungen an die Federteller und
damit den EinfluB der Auflage aber offensichtlich nicht ausreichend beriick-
sichtigt. Klammern wir diesen Bereich aus und verschieben wir den berechne-
ten Funktionsverlauf parallel in den Punkt der Steifigkeitsdnderung, ist
eine gute Ubereinstimmung beider Verliufe gegeben. Das von der Theorie bei
elastischen Formanderungen etwas zu steif wiedergegebene Systemverhalten
folgt aus der Streuung der Materialkennwerte und dem aus der Literatur [56,
57] bekannten Faktum, daB Balkenelemente allgemein zu steif ausfallen. Auch
beim Setzman fpl' das wir dem Last-Verschiebungs-Diagramm entnehmen, miissen
dann geringfiigige Abweichungen festzustellen sein.

Betrachten wir in den Mefipunkten 2 und 4 den Verlauf der Normalspannungen
(Abb. 7.12, 7.13 oben), so erkennen wir deutlich, daB den Spannungen aus
Biegung im Experiment ein aus Normalkraft resultierender Anteil iiberlagert
ist. Dieser durch die stark nichtaxiale Krafteinleitung, die zu einer Quer-
kraft im Federteller und damit zu der zusdtzlichen Normalkraft im MeBquer-
schnitt flihrt, bedingte Spannungsanteil baut sich bei zunehmender Verformung
langsam auf, bleibt nach Eintreten des plastischen FlieBens praktisch kon-
stant und verschwindet bei anhaltender Deformation. Verfolgen wir den Ver-
lauf der gesamten Normalspannung, so erkennen wir zuerst einen gleichmaBigen
Anstieg, nach dem Eintreten des plastischen Flieflens gehen die Spannungen
langsam zuriick und bauen sich bei anhaltender Deformation fast vollstandig
ab. Dieser Spannungsverlauf wird von der Theorie in Tendenz und Betridgen gut
wiedergegeben. Die durch die Exzentrizitadt der resultierenden Federkraft im
MeBquerschnitt hervorgerufene Normalspannung wird von der Rechnung hingegen
nicht ausreichend erfaft.

Bei den Schubspannungsverldufen (Abb. 7.12, 7.13 unten) konnen wir deutliche
Abweichungen erkennen. So plastiziert die Feder nach der Theorie friiher als
im Experiment. Dieses Verhalten, das wir bereits bei reinen Zug~ und Tor-
sionsversuchen (Abb. 6.6, 6.7) beobachten konnten, ist durch die von ZDEBEL
[34] festgelegte Approximation der Verfestigungsfunktion im Bereich der
LUDERS-Bdnder (inhomogene Deformationsphase zu Beginn der plastischen Form-
dnderungen) bedingt. Die im weiteren Funktionsverlauf zu erkennenden Gréfen-
unterschiede von berechneter und gemessener Schubspannung gehen primdr auf
die bereits beim Normalspannungsverlauf nachgewiesene und vom Programm nicht
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ausreichend erfafite Exzentrizitat der resultierenden Federkraft zuriick. Ver-
gleichen wir die mit den "Kontakt"-Elementen berechnete Lage des Kraft-
mittelpunktes der resultierenden Federkraft (Abb. 7.14) mit der aus ver-
schiedenen Veroffentlichungen (3, 4] bekannten, zeigt sich, daB der theore-
tische Kraftmittelpunkt ndher am MeBquerschnitt liegt. Folglich ist das bei
der Berechnung in den Meflpunkten beriicksichtigte Torsionsmoment zu klein,
wodurch sich zwangslaufig zu geringe Schubspannungen ergeben.

Experiment

— 7P

Mefquerschnitt

Abb. 7.14. Lage des Druckmittelpunktes, Vergleich Theorie und Experiment

Abschliefiend ist noch zu erwahnen, daB Vergleichsmessungen an Federn mit
einer Gesamtwindungszahl von 7.5 die dargestellten Funktionsverldufe
bestdtigen. Im Vergleich mit dem am Federsegment mit 2.5 Windungen
gemessenen und in den Abbildungen 7.11 - 7.13 dargestellten Verhalten fiel
besonders die bei allen Versuchen festzustellende vollige Ubereinstimmung

der FlieBlast ins Auge.
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8. Zusammenfassung und Ausblick

In der vorliegenden Arbeit wird ein finites Stabelement vorgestellt, das in
Verbindung mit einem konsistenten, in der Kontinuumsmechanik begriindeten
inkrementellen und iterativen Losungsverfahren zur Berechnung geometrisch
und physikalisch nichtlinearer Strukturen eingesetzt werden kann. Abweichend
von bereits bekannten Arbeiten [11-15, 81, 82] verwenden wir ein im Rahmen
einer phanomenologischen Betrachtungsweise gegeniiber klassischen Ansidtzen
erweitertes thermoplastisches Materialgesetz mit realer, nichtlinearer Ver-
festigungsfunktion. Nach Uberpriifung der Giite des Elementes an den zur Be-
stimmung der Materialfunktionen des Stoffgesetzes durchgefiihrten Versuchen,
wird dieses zur Analyse des plastischen Setzens von Schraubenfedern mit
nichtlinearer Kennlinie verwendet, wobei wir die numerischen Verfahren an
zylindrischen Schraubendruckfedern konstanter Steigung experimentell verifi-
zieren.

Beim Vergleich mit den Versuchsergebnissen zeigt sich, daB die benutzten
Modelle und Verfahren die beim Plastizieren einer Schraubenfeder ablaufenden
Mechanismen tendentiell richtig wiedergeben, den EinfluB der Auflager, d. h.
die Wanderung des Kraftmittelpunktes beim Anlegen der Endwindungen aber
offensichtlich nicht ausreichend erfassen. Da die Auflagerbedingungen, wie
in den Versuchen nachgewiesen, fiir das Verhalten der Federn von wesentlicher
Bedeutung sind, sollte in weitergehenden experimentellen Untersuchungeﬁ ver-
mehrt das Augenmerk auf die sich aus der Krafteinleitung ergebenden Ein-
fliisse gelegt werden.

Als Schwachstelle des eingeschlagenen Losungswegs ist sicher auch der durch
Gleichgewichts-Iteration und aufwendige Spannungsintegration erforderliche
numerische Aufwand zu betrachten. Schwierigkeiten bereiten uns ebenfalls die
groBen Datenmengen, die durch Ablage der vom Stoffgesetz in Jjedem
Iterationsschritt benotigten Anfangswerte von Spannungen und internen
Variablen anfallen. Im Zuge einer sprunghaft fortschreitenden Entwicklung
der Rechenanlagen und einer damit verbundenen Steigerung von Rechenge-
schwindigkeit und Speicherdichte diirften diese Punkte in naher Zukunft an
Bedeutung verlieren und bei zukiinftigen Untersuchungen keine Probleme mehr
aufwerfen.
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Zu den auf die verwendete Fliefbedingung zuriickzufiihrenden Abweichungen sei
abschlieBend angemerkt, daB eine Verbesserung hier im wesentlichen von
modifizierten Ansdtzen fiir die Entwicklung der internen Variablen in Ab-
hangigkeit vom ProzeB zu erwarten ist. Moglichkeiten hierzu wurden von
LEHMANN im Rahmen eines umfassenden Stoffgesetzes [83] aufgezeigt. Eine
Uberpriifung der Ergebnisse mit diesem modifizierten Stoffgesetz macht durch
Einbeziehung viskoser Einfliisse die Erweiterung der Untersuchungen auf
andere Werkstoffe moglich.

Bauen wir im Element die Temperatur als weitere variable Zustandsgrofe ein,
indem wir deren Anwachsen in Abhdngigkeit des dissipierten Anteils der
plastischen Arbeit als eine zusadtzliche Gleichung in das Differentialglei-
chungssystem der Spannungen aufnehmen, lassen sich auch nichtisotherme Form-
anderungsvorgange berechnen. Warmeleitungsprobleme konnen wir leicht durch
Entkoppeln des thermischen und mechanischen Prozesses in unsere Betrach-
tungen einbeziehen.

Voraussetzung fiir alle diese Erweiterungen ist jedoch die Verfligbarkeit der
bendtigten temperaturabhangigen Materialfunktionen technisch wichtiger Werk-
stoffe. Aus diesem Grund sollte ein umfassendes Mefprogramm 2zu deren Be-
stimmung initiiert werden.
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