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Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wird das Gewicht instationdr belasteter,
rotationssymmetrischer Platten unter Beachtung von Restriktionen
beziiglich einer minimalen Wanddicke und einer nicht zu iliber-

schreitenden maximalen Vergleichsspannung minimiert.

Dabei stellt die Platte gleicher dynamischer Festigkeit eine recht
gute Ndherungsldsung dar, die sich in den betrachteten Fillen nur

geringfiigig von der gewichtsoptimalen L&sung unterscheidet.

Fiir die hierzu h3ufig durchzufiihrende Schwingungsanalyse wird ein
effizientes Verfahren mit Finiten Elementen, orthogonalen Ritz-

vektoren und der Zeitintegration nach NEWMARK verwendet.

Die Giite der erhaltenen Ergebnisse wird anhand von Vergleichen mit

experimentellen Untersuchungen fiir einen Belastungsfall aufgezeigt.

Summary

The present work deals with the weight minimization of rotationally
symmetric plates subjected to dynamic loads of short duration.
Constraints concerning plate thickness and occuring stresses are

taken into account.

It was found that the plate of dynamic fully stressed design is a

good approximation to the optimum solution.

The maximum stress values in time are evaluated by an effective
method using finite elements, orthogonal Ritz-vectors and Newmark-

integration.

For one particular dynamic load condition the theoretical and
experimental results are compared. The measurements are in good

agreement with the results of calculation.
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1. Einleitung

Mit der rasch fortschreitenden Entwicklung von immer schneller und

beziiglich der Speichermdglichkeiten immer grdfer werdender Computer-
anlagen nimmt gleichzeitig auch die Zahl der Anwendungsmtglichkeiten
der Optimierung auf den Gebieten der Ingenieurswissenschaften schnell

Zu.

Aus der Vielzahl der mSglichen Anwendungsfdlle sind beispielhaft

folgende angefiihrt:

- Optimale Standortwahl von Industrieanlagen

- Optimierung von ProzeBabliufen

~ Optimale Auslegung von FertigungsstraBen

- Kostenglinstiger Entwurf von Bauwerken

- Optimale Flugbahnen von Raumfahrzeugen

- Gewichtsoptimale Konstruktion von Flugzeugteilen

- Gewichtsoptimaler Entwurf von Strukturen unter dynamischer

Belastung (Erdbeben, Wind, Explosion, u. a.)

Bei der Losung eines Optimierungsproblems ist dabei im ersten Schritt
eine dem Problem angepaBte, von zu widhlenden Entwurfsvariablen linear
bzw. nichtlinear abhingige Zielfunktion aufzustellen, deren Wert mini-
miert (maximiert) werden soll. Beispiele fiir mbgliche Zielfunktionen

sind Herstellungskosten, Ertrag, Materialaufwand, Gewicht, u.s.w.

Aus der jeweiligen Aufgabenstellung ergibt sich ferner, ob das vor-
liegende Problem beschridnkt oder unbeschrinkt ist. Dabei kann es sich
bei den entsprechend formulierten Beschrinkungen um Restriktionen im
Entwurfs- oder im Zustandsraum handeln, die entweder implizit/explizit

und linear/nichtlinear von den Entwurfsvariablen abhingen.



1.1 Problemstellung

Im Rahmen dieser Arbeit sollen Kreis— bzw. Kreisringplatten unter

impulsartiger Belastung gewichtsoptimal dimensioniert werden.
Dabei sollen folgende Nebenbedingungen eingehalten werden:

~ Die Plattendicke soll an keiner Stelle den

Minimalwert hmin unterschreiten.

- An keinem Ort und zu keinem Zeitpunkt darf die
vorgegebene, maximale Vergleichsspannung . ul
iiberschritten werden.

Betrachtet werden sollen zeitlich verschiedenartige Impulsverliufe,
wie sie z. B. bei DruckstdBen, Explosionen, Anfahr- und Bremsvor-
gédngen auftreten. Als Belastungsformen sollen Flichenlasten und

Belastungen infolge von Auflagerbeschleunigungen untersucht werden.

Diese Arbeit befaBt sich demzufolge mit der gewichtsoptimalen
Dimensionierung von Flichentragwerken unter instationdrer Belastung,

d. h. mit einem Problem der Strukturoptimierung.

Auf diesem Gebiet ist in den letzten zwei Jahrzehnten eine Vielzahl
von Untersuchungen durchgefiihrt worden. VENKAYYA [1], VANDERPLAATS [2],
BANICHUK [3] und OLHOFF/TAYLOR [4] liefern iiber den Stand der Forschung
beziiglich der Strukturoptimierung einen guten Uberblick und eine groRe

Anzahl von Literaturstellen.

Spezielle Zusammenfassungen iiber die Optimierung von schwingenden
Bauteilen stellen die ﬁbersichten von OLHOFF [5] und RAO [6] dar.
iber Arbeiten beziiglich der Optimierung von Plattenstrukturen be-
richten HAFTKA/PRASAD [7].



Die Arbeiten zur Gewichtsminimierung von Platten befassen sich dabei

zum groBten Teil mit statisch belasteten Systemen.

Fiir den Fall der dynamisch belasteten Platte sucht OLHOFF [8, 9] nach
dem Querschnittsverlauf, der bei vorgegebenem Volumen den Maximalwert
fiir die 1. Eigenfrequenz ergibt. CHENG/OLHOFF [10, 11] und NIORDSON

[12‘]bestimmen in weiteren interessanten Arbeiten die Platte minimaler

Nachgiebigkeit bei vorgegebenem Volumen.

NIORDSON fiihrt dabei eine Beschrinkung beziiglich des Gradienten des
Dickenverlaufs in radialer Richtung ein und errzicht so, daB Losungen,
die auf einen Querschnittsverlauf mit einer groBen Anzahl von Rippen
filhren [10] und somit aus der Sicht des Ingenieurs unsinnig sind,

unterdriickt werden.

Untersuchungen zur Optimierung bei instationdrer Belastung unter
Beachtung von Restriktionen beziiglich auftretender Spannungen sind
bisher nur fiir Stibe von ULLENBOOM [13 ] und fiir Rahmen von FENG/ARORA/
HAUG [14] und VENKYYA/KHOT [15] durchgefiihrt worden. Hierbei treten
Beschrinkungen im Zustandsraum auf, die im allgemeinen nichtlinear

sind und implizit von den jeweiligen Entwurfsvariablen abhingen.



1.2 Ein beschrinktes, nichtlineares Parameteroptimierungsproblem

Durch Unterteilung der homogenen, isotropen Platte in N ringfSrmige
Streifen mit jeweils konstanter Dicke h 1dBt sich die in 1.1 ange-
fiihrte Problemstellung in folgendes Parameteroptimierungsproblem mit

dem Volumen der Platte als zu minimierende Zielfunktion iiberfiihren:

Minimiere V=c' h (1.2.1)

unter Beachtung der Restriktionen

=
v
=2
™
"

1t (1) N (1.2.2)

und . <¢c i

1t (1) N (1.2.3)

Die Konstanten im Vektor c ergeben sich hierbei aus der Wahl der

Unterteilung.

Bei Betrachtung dieses Parameteroptimierungsproblems fdllt folgendes

auf:

- Die Zielfunktion V ist linear von den Entwurfsvariablen hi
abhingig. Das bedeutet, daB der Gradient beziiglich der Ent-
wurfsvariablen unabhidngig von der jeweills betrachteten Stelle

im N-dimensionalen Entwurfsraum ist.

- Die Restriktionen (1.2.2) hdngen explizit von den Wanddicken hi
ab. Demgegeniiber handelt es sich bei den Ungleichungen (1.2.3)
um Beschrinkungen filir ZustandsgrdBen, deren Abhdngigkeit von den
Entwurfsvariablen implizit und wie sich nachfolgend zeigt nicht-

linear ist.

Daraus folgt, daB hier ein nichtlineares, beschrdnktes Parameter-

optimierungsproblem zu 18sen ist.



1.3 Aufbau und Schwerpunkte

Der erste von zwel Schwerpunkten dieser Arbeit ergibt sich aus
der Abbildung 1.1.

Entwurfsvariablen —

SYSTEM —> Zustandsgr6fBen
Belastung ——»

Abb., 1.1 Zur Bestimmung der Zustandsgrdfen

Dieser Schwerpunkt befaBt sich mit der mdglichst schnellen und
genauen Bestimmung der ZustandsgroBen o, bei Vorgabe der Ent-

wurfsvariablen hi und der Belastung.

Man kann ihn in folgende Unterabschnitte unterteilen:

- Wahl eines geeigneten Plattenmodells und Herleitung der

wichtigsten Beziehungen. (Kapitel 2)

- Numerische L6sung des erhaltenen partiellen Differential-
gleichungssystems:
-- Ortsdiskretisierung mittels Finiter Elemente (Kapitel 3)
-— Losung der sich ergebenden Schwingungsdifferential-

gleichungen (Kapitel 4)

AnschlieBend behandelt der zweite Schwerpunkt die Suche nach einem
den Besonderheiten der vorliegenden Aufgabenstellung angepaBten
Losungsverfahren fiir das Parameteroptimierungsproblem. Hierbei ist
besonders zu beachten, daB die Bestimmung der Zustandsgrdfen auf-
grund der jeweils durchzufiihrenden Schwingungsanalyse rechenzeit-

intensiv ist.

Den vorgenannten Schwerpunkten folgen die Darstellung einiger Ergeb-
nisse und die experimentelle Uberpriifung anhand eines Belastungsfalles.
Den AbschluB bilden eine Zusammenfassung der erhaltenen Erkenntnisse

und ein Ausblick auf weitere mdgliche Arbeiten.
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2. Die Plattentheorie nach MINDLTIN

2.1 Allgemeines

Im Rahmen dieser Arbeit sollen transiente Schwingungsvorginge unter-
sucht werden, bei denen nicht nur die unteren, sondern auch die oberen
Frequenzbereiche von Bedeutung sind. Dieses ist bei der Auswahl eines

geeigneten Plattenmodells zu beachten.

Anhand eines Vergleiches der bei den unterschiedlichen Theorien auf-
tretenden Dispersion (Abhingigkeit der Transversalwellengeschwindig-
keit von der Wellenlinge) wird deutlich, aus welchem Grunde die
Plattentheorie nach MINDLIN [16] angewendet wird, die #hnlich der
Balkentheorie von TIMOSHENKO [17] die Einfliisse der Schubverformung
und der Rotationstrédgheit beriicksichtigt. Zur Gegeniiberstellung wer-
den die Dispersionsbeziehungen der elementaren Theorie nach KIRCH-
HOFF [ 18] und der exakten Theorie fiir die unendliche Platte nach
LAMB [19] und LORD RAYLEIGH [20] ﬁerangezogen.

Bei der Betrachtung der Darstellung der unterschiedlichen Dispersion

in Abbildung 2.1 fd11lt auf, daB das Plattenmodell gemidB der elementaren
Theorie fiir lange Wellen, d. h. wenn die Platte zu Schwingungen in
ihren niedrigen Frequenzen angeregt wird, eine gute Ubereinstimmung
mit der exakten Theorie zeigt. Unter den Voraussetzungen der Theorie
nach KIRCHHOFF ergibt sich jedoch eine lineare Abhiingigkeit der Aus-
breitungsgeschwindigkeit ¢ vom Faktor (h/\ ). Diese Tatsache bewirkt,
daB sich sehr kurze Wellen unendlich schnell in der Platte ausbreiten,

was physikalisch unsinnig ist.

Demgegeniiber ist im Rahmen der Zeichengenauigkeit kein Unterschied
zwischen den Ergebnissen der Theorie nach MINDLIN und der exakten

Theorie fiir den hier betrachteten Wellenlingenbereich zu erkennen.

Aus Griinden der besseren Ubersichtlichkeit ist fiir die exakte Theorie

nur die niedrigste der unendlich vielen, durch Reflektion an den Grenz-
fldchen entstehenden L8sungen dargestellt. Aus gleichem Grunde ist die
sich aus der Theorie nach MINDLIN ergebende zweite LGsung nicht einge-

zeichnet.



Als ein weiterer interessanter Aspekt wird anhand Abbildung 2.1
noch deutlich, daB dem EinfluB der Schubdeformation weitaus gréBere

Bedeutung als dem EinfluR der Rotationstridgheiten zukommt.

]

1.5 1
v

1.0

[«11

Biegewellengeschwindigkeit
Scherwellengeschwindigkeit

05 -

£
c

| LAMB, RAYLEIGH

I MINDLIN

1 KIRCHHOFF

v + Rotationstragheiten

. \ 1 + Schubdeformationen

o © o5 1 15
h _ Plattendicke
A Wellenlange

Abb. 2.1 Dispersion bei unterschiedlichen Theorien



2.2 Herleitung der Bewegungsgleichungen

Den weiteren Betrachtungen liegen folgende Annahmen zugrunde:

- Der verwendete Werkstoff ist homogen und isotrop.

Sein Verhalten gehorcht dem HOOKEschen Gesetz.
- Die betrachteten Formidnderungen verlaufen isotherm.

- Die auftretenden Belastungen wirken senkrecht zur

Plattenmittelebene.

Zusdtzlich wird angenommen, daB bei den zu untersuchenden Problemen
Auslenkungen auftreten, deren GrdfBenordnung klein im Verhdltnis zu
den Plattenabmessungen ist. Aus diesem Grunde wird zur Beschreibung
eine lineare Theorie verwendet, die bei der Berechnung der Verzerrun-

gen nur lineare Verschiebungsanteile berlicksichtigt.

I )

— e e+ e+ .+ S ¢

Abb. 2.2 Plattensegment



Die bisher gemachten Annahmen fiihren auf folgenden Zusammenhang
zwischen Verzerrungen und Verschiebungen, wobei zur Beschreibung
der zu behandelnden axialsymmetrischen Probleme ein polares Ko-

ordinatensystem (r, ¢, z) eingefiihrt wird. (Abb. 2.2)

du 1 1 du du u
e - r [, e o
rr or re 2 r o or r
1 du u 1 du du
E = — + € = - LS 2
wP r 10 r rz o, dz ar
ou 1 ou 1 Buz
2z oz @z 2 dz r F.10)
(2.2.1)

MINDLIN [16] macht bei der Herleitung seiner Plattentheorie folgende

zusidtzliche Annahmen:

- Normalspannungen senkrecht zur Plattenmittelebene werden

vernachlissigt.
-~ Die Plattenmittelebene bleibt in ihrer Ebene unverzerrt.

- Normalen zur Mittelebene vor der Deformation bleiben gerade,

aber nicht unbedingt normal zur Mittelebene nach der Deformation.

KIRCHHOFF [18] verlangt dagegen in der elementaren Theorie, daR die
Querschnitte eben und senkrecht zur Plattenmittelebene bleiben. Die
Theorie nach REISSNER [21] unterscheidet sich von der MINDLINschen

Theorie dadurch, daB sie die Normalspannungen senkrecht zur Platten-

mittelebene nicht vernachlissigt.
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Aus den getroffenen Annahmen lassen sich folgende Ansdtze fiir das

Vers

o
Il

c
I

chiebungsfeld ableiten:

MINDLTIN

KIRCHHOFTF

-z ‘br (r, @,t)
- 2 ll’(o (r, @, t)

w (r, ¢,t)

U = -z aw (xr,P,t)

r or
4 = -z _1_ ow (r,o,t)
[0 r 1)
uz =W (r' (prt)
(2.2.2)

¢; bzw.¢b ist dabei eine Rotation um die im betrachteten Punkt

senkrecht zur rz- bzw. ¢z-Ebene stehende Achse. (Abb. 2.2)

Aus

die

rx

44

rQ

rz

€

Mit

9z

den Ansitzen fiir das Verschiebungsfeld

Verzerrungen:

MINDLIN

ergibt sich somit fiir

KIRCHHOFF

ST 2Ty
e
= - z{—= + —
r oP r

1

N
At
|
<
Jr—
Im
b

Hilfe der iliber das HOOKEsche Gesetz zu

e _ 92w
rr =~ % Tar?
-, 1 9%w ow
oo 2397 or
€ = 0
ZZ
e - _ 12w 1 8w
o 2 r 0rdQ@ & r? 9
€ = 0
rz
€op = © (2.2.3)

bestimmenden Spannungen

erhdlt man durch Aufintegration i{iber die Plattendicke den Zusammen-

hang zwischen SchnittgrdBen und Verschiebungen. (2.2.4)
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k2 ist hierbei ein Faktor zur Korrektur der aus der Annahme {iber
das Verschiebungsfeld (2.2.2) folgenden Konstantheit der Schub-
spannungen iiber der Plattendicke. Um die Ausbreitungsgeschwindig-
keit von sehr kurzen Wellen mit den RAYLEIGH-Oberflichenwellen in
Einklang zu bringen, berechnet MINDLIN [16] x2 zu x2/12. Dieser
Wert liegt nahe an dem von REISSNER [21] verwendeten Wert 5/6.

Bei der Betrachtung der Schnittgrdfen nach KIRCHHOFF erkennt man,
daB die aus den Gleichgewichtsbedingungen zwingend erforderlichen,
endlichen Werte fiir die Querkridfte Qr und Qp nur zu erhalten sind,
wenn Schubstarrheit (d.h, G —> o« ) gefordert wird. Es zeigt
sich also, daB die Querkrdfte nach KIRCHHOFF nicht i{iber das HOOKE-
sche Gesetz, sondern nur {iber Gleichgewichtsbetrachtungen als geo-
metrische Reaktionskrifte des Modells auf die geometrischen Zwangs-
bedingungen (—g—:{- =¥r 3 raav;
(MARGUERRE [ 22])

= ¢¢ ) berechnet werden k&nnen.

An dieser Stelle sei ferner noch darauf hingewiesen, daB die
Plattentheorie nach MINDLIN im Gegensatz zur elementaren Theorie

drei ideale Randbedingungen liefert.

dero;g; (Mogdr) rde

Mg dr « %" (Mg, dr) rde

Mo rdq»aa; (Mo rdw) dr

Q, rdy+ 'aaF (Q, rdep) dr
M rdoe % (M rde) dr

r4
Qpdr + 3= (Qydr) rde

Abb. 2.3 Schnittgrdfen am Plattensegment



Gleichgewichtsbetrachtungen am Plattensegment (Abb., 2.3) fiihren
unter Beriicksichtigung der Trigheitskrdfte und -momente nach dem
Prinzip von D'ALEMBERT und unter Vernachlidssigung der Dimpfung

zu folgenden Bewegungsgleichungen:

) _ 3 a2
aMrr+_1—3MHp+Mrr MW—Q =_ph Blpr
dr r oo r r 12 at?
oM 1 oM 2 ph® 3%y
—r(E + - w + — M - Q = —_— — (p
or r J¢ r ¢ 12 ot?

2
B0 199, 9 3w
—~+—-—2+ L4+ p (r, o) = ph—
r r d® r at?

(2.2.5)

p ist dabei eine senkrecht zur Plattenmittelebene wirkende Flichen-

belastung.

Bis zu dieser Stelle sind noch keine Annahmen iiber die hier vor-
liegende Rotationssymmetrie getroffen worden. Betrachtet man diesen
Sonderfall, so entfdllt die Abhidngigkeit vom Umfangswinkel ¢ und
die Verdrehung *p ist identisch Null. Aus Griinden der besseren Uber-

sichtlichkeit wird in nachfolgenden Gleichungen ﬁ;=¢ gesetzt,

Setzt man die Gleichungen (2.2.4) in die Bewegungsgleichungen (2.2.5)
ein, so erhdlt man partielle, hyperbolische Differentialgleichungen,
deren geschlossene LOsung unter Beriicksichtigung der Rand- und Anfangs-
bedingungen und eines beliebig verinderlichen Querschnittsverlaufes im

allgemeinen nicht mdglich ist.



Bevor in den Kapiteln 3 und 4 ein Weg zur numerischen L&sung fiir
beliebig verinderlichen Dickenverlauf beschrieben wird, schlieBen
sich im nachfolgenden Teil dieses Kapitels Betrachtungen zum
Unterschied der Theorien nach MINDLIN und KIRCHHOFF und zum Ein-
fluB des zeitlichen Verlaufes des Impulses anhand der analytischen

Losung fiir die Kreisplatte gleicher Dicke an.

Hiertiir erhdlt man nach einigen Umformungen folgende partielle
Differentialgleichung, die sich von der der Theorie nach KIRCHHOFF
durch die Terme infolge der Beriicksichtigung von Schubdeformation

und Rotationstrigheit unterscheidet:

oh 3%w (r,t) _p (x,t) P 92

M w (r,t) + 5 TR 5 - E76-3€7~A w (r,t)
e v ) “ v 2

elementare Theorie Einfluf der Schubdeformation
B ph 32 p ph? 3w (r,t)

13- stz Aw (r.t) * ¥%6 12 ot =0

[ ¥ J ¢ y )

EinfluB der Rotationstrigheit Kombinierter EinfluB aus

Schubdeformation und Rotations-

trigheit

(2.2.6)



2.3 Die eingespannte Kreisplatte gleicher Dicke

Anhand der am AuBenrand eingespannten Kreisplatte mit dem
AuBenradius R und der Plattendicke h werden weitere Betrach-
tungen zum dynamischen LOsungsverhalten der Theorien nach

MINDLIN und KIRCHHOFF angestellt.

Hierzu werden folgende dimensionslose GrdBen eingefiihrt:

£ = < Ortskoordinate

To= Ii ‘/P(IE- v2) Zeit

Q = w - RJ 2 (1E_ v?) Frequenz

W = —%— Durchbiegung
(0 =-v)

k? = Faktor zur Schubsteifigkeit

I
x
~

Faktor zur Rotationstrigheit

R
N
1}
;|_
N
o=
S—””
[}

(2.3.1)

Als Losungsansatz fiir die Bewegungsgleichungen wird entsprechend

REISSMANN [23]

W(E,m) = W (§,7)+ E W, (8)-qp (7)
1
V(g T) = g (E,7) 4 §:¢i<z)-qi<r)
i
gewdhlt.

(2.3.2)



Hierbei sind wi und ¢& die zu dem Problem gehSrenden Eigenfunktionen,
qa; die generalisierten Koordinaten und Ws und ¢S die '"statischen"
Lésungen der Bewegungsgleichungen unter Vernachlidssigung der Trédgheits-—
terme. Die exakte analytische L&sung verlangt die Beriicksichtigung von
unendlich vielen Eigenfunktionen. Bei der folgenden numerischen Be-
handlung ist es natiirlich nur mdglich, eine endliche Anzahl von Eigen-

funktionen zu bestimmen.

Die zu den Bewegungsgleichungen (2.2.5) gehSrenden Eigenfunktionen
haben bei Betrachtung des rotationssymmetrischen Falles fiir die Eigen-

frequenzen Qi folgende Form:

WoCE) = Ay I Dy 8) + Mgy J Dy &)+ Ay Y (Dyge k) + 8y Y (Do b))

11
¥, (£) =D, (Cys- 1)[%11 Iy 8 * Ay, Y (D8 )]
* Dy (Cy=1) [fzi I g &) + 8y YDy 8 )]
mit Jo, J1 Besselfunktion der 1. Art
Yo, Y1 Besselfunktion der 2. Art
A (k = 1,4) aus den jeweiligen Rand-
bedingungen zu bestimmende
Konstanten
k2, -1
= 2 2 - —
Cii» Cpp = (@y;%» Dyy*) - (8 o
Qi 1 + 1 4
2 2 - = - -
D11 ? D21 1+ k2 1 kz) + alei

(2.3.3)



AuBerdem erfiillen die Eigenfunktionen die Orthogonalitits—

und Normalit&dtsbedingungen:

(2.3.4)

2.3.1 Frequenzspektrum

Fiir den Fall der eingespannten Kreisplatte erhdlt man zur Be-
stimmung der Eigenfrequenzen Qi aus den zu erfiillenden Rand-
bedingungen folgende Koeffizientendeterminante, deren Wert fiir

die jeweiligen Eigenfrequenzen verschwindet:

3o @) J,(y))
Det =
Dyg (Cpym D 3Dy Dyy (Cyym 1 33 (Dyy)
(2.3.5)

Die hierzu erforderliche Berechnung der Besselfunktionen er-
folgt mit Hilfe von Polynomapproximationen nach ABRAMOWITZ/
STEGUN [24].

Das so erhaltene Frequenzspektrum ist in Abbildung 2.4 darge-
stellt und wird dort den Ergebnissen der klassischen Theorie

nach KIRCHHOFF gegeniibergestellt.
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_ Plattendicke



Folgendes f&llt beim Vergleich der Ergebnisse auf:

- Im Gegensatz zur Theorie nach MINDLIN sind die
Eigenfrequenzen gemdR der KIRCHHOFF-Theorie linear

von der Plattendicke abhingig.

- Die entsprechenden Eigenfrequenzen nach MINDLIN
sind immer niedriger als die nach der klassischen
Theorie. Die Abweichungen nehmen mit grdfer werden-

der Plattendicke und steigender Frequenz schnell zu.

- Die Eigenfrequenzen liegen bei der Beschreibung mit

Hilfe der MINDLINschen Theorie enger zusammen.

- Oberhalb der Frequenz QS, die zur 1. Eigenform der
Scherwellen fiir die unendliche Platte gehdrt, #dndern
sich die Kurvenverliufe fiir die MINDLIN-Theorie. So
ist hier stellenweise ein Abfall der Eigenfrequenz

mit zunehmender Plattendicke zu beobachten.

In Abbildung 2.5 wird anhand der 5. Eigenform (W) der Anteil der
Biegeverformung (¢ ) und der Schubdeformation (%%- -y ) qualitativ
dargestellt. Dabei ist zu erkennen, daB mit zunehmender Platten-
dicke der Anteil der Schubdeformation grofer als der der Biegever-

formung wird.

Bei noch gréBer werdender Plattendicke ist eine die Eigenformen
(z. B. Knotenzahl) beeinflussende Verinderung der Phasenlage der

Anteile aus Schub~ und Biegeverformung zu beobachten.
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Abb. 2.5 Anteil von Schub- und Biegeve.rformung



2.3.2 EinfluB von Impulsform und -dauer auf die Systemantwort

Dieser Abschnitt versucht am Beispiel der eingespannten Kreisplatte
gleicher Dicke unter iiber den Radius konstanter, zeitlich veridnder-
licher Flichenbelastung p (t) den EinfluB8 von Impulsform und -dauer
deutlich zu machen. Die ndtigen Berechnungen erfolgen mit Hilfe des
Modalansatzes (2.3.2), wobei die 25 unteren Eigenfrequenzen beriick-
sichtigt werden. Bei den in den Diagrammen dargestellten Verldufen

handelt es sich jeweils um die Systemantwort in der Plattenmitte.

2.3.2.1 Unterschiedliche Impulsformen

10 20 30

Abb. 2.6 Systemantwort auf unterschiedliche Impulse

Anhand der in Abbildung 2.6 dargestellten Abhdngigkeit des Biege-

momentenverlaufes von der Impulsform fallen folgende Aspekte auf:

- Bei sprungfSrmigen Belastungen treten in der System-
antwort hdherfrequente Anteile auf als z. B. bei der

Halbsinusbelastung.



- Der symmetrische Dreiecksimpuls liefert eine recht
gutartige LOsung. Hierzu ist anzumerken, daB bei
dieser Impulsform die Bedeutung hSherer Frequenzen

zunimmt, wenn man die Flankensteigung erhdht.

~ Der Rechteckimpuls liefert bei gleichem Impuls-
maximum und gleicher Impulsdauer im Vergleich zu
den anderen Impulsformen die Hdchstwerte und stellt
somit die hirteste Erregung dar. Er kann als Extrem-
fall fiir reale Belastungen angesehen werden, deren

Zeitverliufe geneigte Flanken haben.

-~ Fiir das betrachtete Plattenmodell kann man nicht wie
fiir den Einmassenschwinger (CLOUGH/PENZIEN[ 25]) sagen,
daB die dynamische Systemantwort bei impulsfdrmiger
Belastung hdchstens doppelt so groB wie die bei gleich-

grofer statischer Belastung ist.

Zu dem zuletzt angefiihrten Punkt ist zu sagen, daB sich die gesamte
Schwingungsantwort der Platte aus der Uberlagerung der Anteile der
angeregten Eigenformen ergibt. Dabei erhdlt man fiir jede Eigenform
bei plétzlicher Belastung hbchstens eine Verdoppelung des infolge
einer gleichgrofen statischen Belastung erhaltenen Anteils. Die
Maximalwerte der einzelnen Eigenformen werden jedoch aufgrund der
transzendenten Werte der Eigenfrequenzen ws im allgemeinen nicht
gleichzeitig erreicht. Aus diesem Grunde kann fiir die Platte (Viel-
massenschwinger) kein einfacher Zusammenhang zwischen maximalen
dynamischen Beanspruchungen und den statischen Beanspruchungen eines

scheinbar vergleichbaren Belastungsfalles aufgezeigt werden.



2.3.2.2 Variation der Impulsdauer

Anhand der Fouriertransformation fiir den Rechteckimpuls verschiedener

Linge (Abbildung 2.7) wird deutlich, wie der Anteil hdherer Frequenzen
bei abnehmender Impulsdauer zunimmt. Mit kleiner werdender Impulsdauer
wichst somit auch der Anteil der hdheren Eigenformen innerhalb der

Systemantwort der Platte.

Abb. 2.7 Fouriertransformation fiir den Rechteckimpuls

Dieser Aspekt wird anhand des zeitlichen Verlaufes der Durchbiegung
und des Biegemomentes in der Plattenmitte fiir eine Sprungbelastung
bzw. einen Rechteckimpuls mit geringer Impulsdauer in den Abbildungen
2.8 und 2.9 aufgezeigt. Der Deutlichkeit halber sind fiir die 3 ersten

Eigenformen die Anteile an der jeweiligen Systemantwort dargestellt.

Zusammenfassend ist folgendes zu sagen:

- Je kiirzer die Impulse sind, desto grdBer ist die Bedeutung

der hdherfrequenten Anteile.

- Der EinfluB der hdheren Eigenformen ist bei der Darstellung
der Krdfte und Momente grdBfer als bei der Verschiebungsgr&Bfen-
darstellung. Dieses ergibt sich zwangsliufig aus dem Zusammen-

hang zwischen Kraft- und Beschleunigungsgr6Ren.
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Abb., 2.8 Systemantwort bei einer sprungfdrmig ansteigenden Flichenlast
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2 Eigenform
3. Eigenform

Abb. 2.9 Systemantwort bei Rechteckimpuls (7
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3. Ortsdiskretisierung mit der Finite-Element-Methode

3.1 Allgemeines

Die analytischen Betrachtungen im vorangegangenen Abschnitt fiihren
auf partielle hyperbolische Differentialgleichungen, die fiir einen
beliebigen Querschnittsverlauf der Platte nicht mehr geschlossen

16sbar sind. Aus diesem Grunde wird die Ldsung dieser Differential-

gleichungen numerisch angegangen.

Mit dem ersten Schritt der numerischen L®sung, der Ortsdiskreti-
sierung, befaBt sich dieser Abschnitt. Als Verfahren bietet sich
hierfiir die Finite-Element-Methode an, die in den letzten zwei
Jahrzehnten mit der fortschreitenden Entwicklung der Rechenanlagen
an Bedeutung gewonnen hat und deren Anwendungsmdglichkeiten im Be-
reich der Ingenieurswissenschaften immer mehr zunehmen. Weitere
mégliche Verfahren sind u. a. das Differenzenverfahren und das

Ubertragungsmatrizenverfahren (PESTEL/LECKIE [26]).

{iber die Grundlagen der Finite-Element-Methode ist ein reichhaltiges
Literaturangebot vorhanden. Hier sei unter vielen anderen auf die
Standardwerke von ZIENKIEWICZ [27] und GALLAGHER [28 ] verwiesen.
Ferner sind die Biicher von DANKERT [29], BATHE/WILSON [30)] und WALLER/
KRINGS [31] zu erwdhnen, die sich in erster Linie mit den numerischen
Problemen befassen, die bei Anwendung der Finite-Element-Methode auf

mechanische Systeme auftreten.

In diesem Kapitel wird ein Finites Element aufgestellt, das mit
méglichst geringem Aufwand beziiglich Speicherplatzbedarf und Frei-
heitsgraden die zu behandelnden Probleme hinreichend genau beschreiben

kann.
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3.2 Aufstellen der Elementmatrizen mit dem Prinzip der virtuellen Arbeit

Zur Diskretisierung beziliglich der Ortskoordinate wird die Platte in ring-
férmige Streifen mit jeweils konstanter Dicke aufgeteilt. Abbildung 3.1
zeigt einen solchen Plattenstreifen unter einer Fldchenbelastung p mit

den dazugehdrenden Randschnittgréfen.

p
N7
Q, Q,

Abb. 3.1 Plattenstreifen unter Flichenbelastung
Fiir diesen Plattenstreifen setzt sich die Formidnderungsarbeit unter den
Annahmen der MINDLIN-Theorie aus den Anteilen infolge Biege- und Schub-

verformung wie folgt zusammen:
r

1 T’ 3 ¥ vT
¢ = —-2n}f D —l+2V —= + |- r dr
2 r, ar or r r |
Anteil der Biegeverformung
1 Ty \ \ ow ow?
+ =27 KGhqyYs = 2po— + |~— r dr
2 ;f or arj

Anteil der Schubverformung

(3.2.1)

Die Arbei% der duBeren Kridfte ergibt sich zu

1

a
A = Znﬁf p'w r dr + 2T Q1r1w1+ erzwz—erlwl- Mzrzw2 )
2
Fldchenbelastung Randkrifte

(3.2.2)



Nach diesen Voriiberlegungen wird das Prinzip der virtuellen Arbeit
[32] angewandt. Dieses Prinzip besagt, daB bei einem Kbrper im Gleich-
gewichtszustand die Arbeit der eingepridgten Krédfte fiir jede infinite-
simale Variation der Systemkonfiguration verschwindet, die mit den
gegebenen kinematischen Restriktionen vertrdglich ist. Das in dieser
Form fiir einen statischen Gleichgewichtszustand definierte Prinzip
1438t sich auf ein dynamisches Gleichgewicht erweitern, indem man nach

dem Prinzip von D'ALEMBERT die Arbeit der Trigheitskrdfte und -momente

beriicksichtigt.
Y
2 )3y o foy Y £ W 111} O VI .
o 1513 o3t v 3 offe vt o) Lol r
1
Y
2
+2m [ x? G h{ Y&y -y éd {%%} - %%- Sy + %%- 6{%%}% r ar
r

1

4

2
2n f pSwrdr+ 21 (Q r Sw + Q r 6w - Mr &Y -Mr 6P )
r 11 2 2 2 171 1 22 T2

1

r2 3 2 *
_ph*9
2 S { B
. X

2

}Glj)rdr+211f2—phaw 8w r dr
t . tZ

1 1

+
Qo

(3.2.3)

In den zugrunde liegenden Funktionalen treten die Verschiebungen w,
die Verdrehungen ¢ und deren 1. partielle Ableitungen beziiglich des
Ortes auf. Daher reicht es aus, daB bei der Wahl eines Elementtyps
nur Stetigkeit fiit die Verschiebungen und Verdrehungen beim {ibergang
zu angrenzenden Elementen verlangt wird (Co-Kontinuitét). Fordert man
Stetigkeit bis zur 1. Ortsableitung so macht man damit nicht nur eine
Aussage iiber die Kontinuit#dt von VerschiebungsgrdBen, sondern auch
von KraftgrdBen. Dieses fiihrt zu Widerspriichen, wenn man z. B. Krifte

oder Momente an den Elementgrenzen einleitet.



An dieser Stelle ist zu erwdhnen, daB bei Verwendung des Platten-
modells nach KIRCHHOFF die Durchbiegung w wegen der Zwangsbedingung
(¢= -——9 bis zur 2. Ortsableitung im Ausdruck fiir die Forminderungs-
arbelt auftrltt. Daher ist fiir diesen Fall von den zu wdhlenden
Elementen C‘-Kontinuitﬁt, d. h. Stetigkeit fiir die Verschiebung w
und deren 1. Ortsableitung beim Ubergang zu angrenzenden Elementen,
zu verlangen. Bei diesen Elementen 1#8t sich jedoch der Querkraft-
verlauf nicht aus den Ansatzfunktionen berechnen, da die Querkraft

in diesem Falle von der 3. Ortsableitung abhingt.

l lokale Koordinaten Ansatzfunktionen
‘ n:0 =1 s

___WI"-”'
b fw,

0 -
2
globale Koordinaten ' 03 0:5 l‘.O n
dN;
= . 2 [y~ Ny =1-7 ¢ —_— -
n+Ar-m; Ar=ry-r, 1 M, an 1
=f-|'] . dNi_1_ dN N, = . d_NZ,__I
Ly vl dr Ar dm 2= 7. dn

Abb. 3.2 2-Knotenringelement

Vorangegangene Forderungen bei Verwendung des Plattenmodells nach
MINDLIN werden von dem in Abbildung 3.2 dargestellten Element mit
linearen Ansatzfunktionen erfiillt. Fiir die Verschiebungsgridfen w
und ¥ werden hierbei i{iber das Element folgende Ansdtze in Abhidngig-

keit von den Knotenfreiheitsgraden gemacht

W(r,t) N(x) 0 N (r) O W, (e)]
ve,o| o N@ 0 K@) ¥ ()
Wy (t)

e -¢2(t)‘

(3.2.4)



Setzt man diese Ansidtze fiir w und ¥ in Gleichung (3.2.3) ein, so
erhidlt man aus der Bedingung, daB diese Gleichung fiir jede beliebige
virtuelle, mit den kinematischen Restriktionen vertrdgliche Ver-
dnderung der Knotenfreiheitsgrade erfiillt sein muB, fiir das Element

das folgende gewdhnliche Differentialgleichungssystem:

=
[ES
+
=
™
]
Ir3
+
I

(3.2.5)

mit den Vektoren 5? und gé fiir die Verschiebungen und Beschleunigungen

in den einzelnen Elementfreiheitsgraden, der Elementmassenmatrix Me,
‘s . - e

der Elementsteifigkeitsmatrix K, dem Elementbelastungsvektor F~ und

dem Vektor Bé mit den unbekannten RandschnittgrdBen.

3.2.1 Elementsteifigkeitsmatrix

Fiir die Elementsteifigkeitsmatrix Eé ergibt sich folgende Berechnungs-

vorschrift:
)
kK° = 27 /ETQE rdr
Ty
dN dN
0 -1 0 -2
dr dr
N N
mit B = |0 - 1 0 -2
- r r
dN1 dN2
- N - N,
dr dr
[ D D 0 ]
’ Do ER
2 = vD D 0 12(1 - »2)
= 2
0 0 g S k2 G h

(3.2.6)



3.2.2 Elementmassenmatrix

Die konsistente Massenmatrix ae des verwendeten Elementes berechnet
sich zu:
To
gtﬁ = 2r '/.E_ng rdr
5
ph 0
mit m = o ph?
12

(3.2.7)

Die so aufgestellte Massenmatrix ist auch auBerhalb der Hauptdiagonalen
besetzt. Bei den weiteren numerischen Berechnungen, z. B. bei Matrizen-
inversionen, erweist es sich als vorteilhaft, mit einer nur auf der
Hauptdiagonalen besetzten Massenmatrix, einer ''lumped-mass" Matrix,

zu rechnen.

Zur Berechnung der lumped-mass Matrix werden andere Ansatzfunktionen'ﬁ1

undlﬁé eingefiihrt (Abbildung 3.3) [33].

0.0 05 101 00 05 0
Abb. 3.3 Ansatzfunktionen zur Bestimmung der lumped-mass Matrix

Mit Hilfe dieser Ansatzfunktionen erhdlt man die lumped-mass Matrix

aus folgender Formel:

(3.2.8)



mit

=}
[{]

und M., = 0 fir i # j

Die Verwendung dieser lumped-mass Matrix anstelle der konsistenten
Massenmatrix wird in Abschnitt 3.4.2 durch die dort angefiihrten
Ergebnisse iiber das Konvergenzverhalten bei der Darstellung von

Eigenfrequenzen und -formen gerechtfertigt.

3.2.3 Elementlastvektoren

— Vektor der &duBeren Belastung:

)
EF = 2n-.)rET prdr
T
mit N = [N1 0 N2 O]
(3.2.9)

(3.2.10)



3.3 Differentialgleichungssystem der Gesamtstruktur

Der Zusammenbau der Elementmatrizen zu den Matrizen des Gesamt-
systems erfolgt durch Einarbeiten der Ubergangs— und Gleichge-
wichtsbedingungen zwischen den einzelnen Elementen und durch
Beriicksichtigung der Randbedingungen. Dabei fallen die unbekannten
Randschnittgrdfen aus den Gleichungen heraus und als Unbekannte
bleiben die Knotenfreiheitsgrade iibrig. Als Ergebnis erhilt man

schlieBlich das gekoppelte Differentialgleichungssystem

.
.

=
|54
+
=

x = EF,

(3.2.11)

auf dessen LOsung unter Beachtung der Anfangsbedingungen Xgs io

in Kapitel 4 eingegangen wird.

3.4 Konvergenzbetrachtungen

Um Aussagen iiber die Zuverlidssigkeit des hergeleiteten Elementes
machen zu kdnnen, wird das Konvergenzverhalten bei steigender
Elementzahl, d. h. feiner werdender Diskretisierung, fiir einen
statischen Belastungsfall und anhand der Berechnung von Eigen-
frequenzen untersucht. Weitere Vergleiche der Elementrechnung
mit analytischen L&sungen schlieBen sich in Kapitel 4 an. Dort
wird die Ldsung der Matrizendifferentialgleichung und die Suche
nach den Maximalwerten der Zustandsgr6fen (d. h. der Spannungen)

beschrieben.

3.4.1 Statische Belastung

Am Beispiel einer am Aufenrand eingespannten und am Innenrand freien
Kreisringplatte mit linear verdnderlicher Dicke (Abb. 3.4.a) unter
Flichenbelastung p wird das gegen die analytische LGsung [34] kon-

vergierende Verhalten des hier verwendeten Elementes dargestellt.



An dieser Stelle ist darauf hinzuweisen, daB die Berechnung der
Steifigkeitsmatrizen (Gl. 3.2.6) mit numerischer Integration nach
GAUSS bei Beriicksichtigung einer Stiitzstelle (Elementmitte) er-
folgt. Diese numerische Integration bewirkt eine '"Aufweichung"

des durch die Finiten Elemente zu steif dargestellten Systems.

Abbildung 3.4.b zeigt den L&sungsverlauf fiir Durchbiegung, Biege-
moment und Querkraft bei steigender Elementzahl im Vergleich zur
analytischen L&sung. Bei den Ergebnissen fiir das Biegemoment und
die Querkraft sind dabei die an den Stiitzstellen der Integration
berechneten Werte eingezeichnet. Beim Ubergang zwischen den Ele-
menten erhdlt man Spriinge in den KraftgrdBen, die in der Wahl der
hier verwendeten Ansatzfunktionen begriindet sind. Beim L8sungsver-
lauf des Biegemomentes fiihrt dabei die Mittelung der berechneten
Werte aneinander grenzender Elemente zu guten Ergebnissen. Die
Spriinge im Querkraftverlauf sind sinnvoll, da an den Element-

grenzen Kridfte eingeleitet werden.

Zusammenfassend ist zu sagen, daB fiir Verschiebungs- und Kraft-
groBen ein gutes Konvergenzverhalten gegen die analytische L8sung

bei steigender Elementzahl zu erkennen ist.

Problemstellung Diskretisierung mit Finiten Elementen
(N=5)
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Abb. 3.4a2 Statischer Belastungsfall
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3.4.2 Eigenfrequenzen, Eigenformen

Das Konvergenzverhalten des hier verwendeten Elementes bei der
Darstellung der Eigenfrequenzen des Plattenmodells zeigt Abbildung
3.5. Hierbei werden beispielhaft fiir die 1. und 5. Eigenfrequenz
die Fehler gegeniiber der analytischen Ldsung (Kapitel 2) bei stei-

gender Zahl der Elementfreiheitsgrade aufgetragen.

Zum Vergleich werden Ergebnisse herangezogen, die man bei der
Verwendung eines 3-Knoten-Ringelementes mit quadratischen Ansatz-

funktionen [35] erhdlt.

Die Berechnung der Eigenfrequenzen erfolgt mit Hilfe des Computer-
programmes ''SSPACE", das die Methode der sogenannten simultanen

Vektoriteration (''subspace iteration') verwendet. [30]
Bei der Betrachtung der erhaltenen Ergebnisse fdllt folgendes auf:

~ Zur Darstellung hdherer Eigenfrequenzen ist wie
erwartet eine hdhere Anzahl von Freiheitsgraden

im Elementmodell notwendig.

- Das hergeleitete 2-Knoten-Ringelement liefert
bessere Ergebnisse als das 3-Knoten-Ringelement
mit den komplizierteren quadratischen Ansatz-

funktionen.

- Die Verwendung von lumped-mass Matrizen erhdht

die Konvergenz bei den hier betrachteten Elementen.

Diese Aspekte fiihren dazu, daB bei den nachfolgenden Berechnungen das

2-Knoten-Ringelement mit lumped-mass Matrix verwendet wird.
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Zweifel an der Giite von Elementmodellen mit lumped-mass Matrizen
bei der Darstellung von Eigenformen [36] werden fiir das hier ver-
wendete Element anhand von Abbildung 3.6 entkrdftet. Auf dieser
Abbildung werden fiir die 1. und 5. Eigenform den Ergebnissen bei
Verwendung des Elementmodells die analytischen LGsungen aus

Kapitel 2 gegeniibergestellt.
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Abb. 3.6 Darstellung von Eigenformen



3.5 Zur Abspeicherung der Matrizen

Die Abspeicherung der Matrizen des Gesamtsystems wird mdglichst
speicherplatzsparend mit dem '"Skyline-Verfahren" nach BATHE/
WILSON [30] durchgefiihrt. Dieses Verfahren nutzt die Bandstruktur
und Symmetrie der hier vorliegenden Matrizen aus und speichert nur
die Matrizenelemente auf einem Vektor ab, die zwischen Haupt-
diagonalen und '"Skyline'" der Matrix liegen. Die Adressen der

Hauptdiagonalenelemente werden auf einem Zusatzvektor ausgewiesen.

x abgespeicherte Matrizenelemente
O Hauptdiagonalenelemente

Abb. 3.7 Bandstruktur und Symmetrie der Matrizen



4. Ldsung der Matrizendifferentialgleichung

4.1 Allgemeines

Bei der in Abschnitt 3.3 hergeleiteten Gleichung

X
o’ o

=
e

*+ K x = F  mitx

(3.2.11)

handelt es sich um eine lineare gewShnliche Matrizendifferential-
gleichung mit konstanten Koeffizientenmatrizen. Zur numerischen
Behandlung dieses Anfangswertproblems in der Zeitkoordinate bieten

sich folgende Vorgehensweisen an:

- Direkte Integration der gekoppelten Differential-

gleichungen im Zeitbereich.

- Entkoppelung des Differentialgleichungssystems nach
der Eigenwertbestimmung mit der erhaltenen Modal-
matrix; LOsung der entkoppelten Differentialgleichungen
in den Modalkoordinaten und Riicktransformation in die

urspriinglichen Koordinaten. (Modale Analyse)

- Lésung der durch Integraltransformation (LAPLACE, FOURIER)
in den Frequenzbereich iiberfiihrten Gleichungen und nach-

folgende Riicktransformation in den Zeitbereich.

Bei der Auswahl eines fiir die hier vorliegende Problemstellung ge-

eigneten Verfahrens sind u. a. folgende Aspekte zu beachten:

- Die vollstdndige Schwingungsanalyse soll mit einem mdg-
lichst geringen Zeitaufwand bewdltigt werden kdnnen, da
fiir jede im Optimierungsverfahren auftretende Konfiguration
der Entwurfsvariablen (Querschnittsverlauf der Platte) eine
vollstdndige Analyse zur Bestimmung der auftretenden Maxi-
malwerte der ZustandsgrdBen (d. h. Spannungen) notwendig

ist.



- Dem zu 1l6senden Differentialgleichungssystem liegt ein
Finite-Element-Modell zugrunde, das nur in einem ge-
wissen Rahmen die physikalischen Eigenwerte und —-formen
des darzustellenden mechanischen Systems wiedergeben
kann, Aus diesem Grunde kann davon ausgegangen werden,
daB die hochsten Eigenwerte nicht mehr verldBlich sind.
Bei den numerischen Berechnungen ist deshalb darauf zu
achten, daB diese physikalisch unsinnigen Eigenwerte

die Ergebnisse nicht verfdlschen.

Betrachtet man die vorher angefiihrten Verfahren unter diesen Gesichts-
punkten, so spricht der erste Aspekt eindeutig gegen die Modale Analyse
bzw. die Vorgehensweisen mit Integraltransformationen, da diese auf-
grund der Losung des Eigenwertproblems bzw. der Bestimmung der Uber-

tragungsfunktionen sehr rechenzeitintensiv sind.

Der zweite Punkt schlieBt dagegen z. B. die Verwendung des direkten
expliziten Integrationsverfahrens mit zentralen Differenzen aus, bei
dem die zu wdhlende Zeitschrittweite vom hdchsten Eigenwert des
Differentialgleichungssystems abhdngt. Somit kdnnen die hdheren,
physikalisch nicht verldRlichen Eigenwerte des Finite-Element-Modells
nicht ausgefiltert werden. Eine Vergrdferung der Schrittweite fiihrt
bei diesem Verfahren zu Stabilititsproblemen im LOsungsverhalten

("blowing up").

Aufgrund dieser Uberlegungen wird ein Verfahren gew#dhlt, das mit

Hilfe orthogonaler Ritzvektoren [37] das Differentialgleichungs—-
system auf ein System niedrigerer Ordnung reduziert und das so er-
haltene Anfangswertproblem unter Anwendung einer impliziten, unbedingt

stabilen Zeitintegration nach NEWMARK [38] 18st.



4.2 Das Verfahren mit Ritzvektoren

Die hier benutzte Vorgehensweise macht sich dhnlich der modal-
analytischen Verfahren die Tatsache zunutze, daB in vielen Fidllen
die dynamische Antwort eines Systems mit n Freiheitsgraden durch
eine relativ kleine Anzahl von m (untereinander orthogonalen)
Ritzvektoren ausreichend genau beschrieben werden kann. Dieses
ist genau dann der Fall, wenn die verwendeten Ritzvektoren die
Systembelastung sowohl rdumlich als auch ihrem Frequenzinhalt

nach zutreffend wiedergeben konnen.

Wie bei der Modalen Analyse wird zur Reduktion des Differential-
gleichungssystems (3.2.11) ein Niherungsansatz fiir den Vektor x
gemacht. In der Transformationsmatrix R, der sogenannten Ritz-
matrix, stehen dabei nicht die Eigenvektoren des Systems, sondern
noch zu bestimmende orthogonale Ritzvektoren (WILSON/YUAN/DICKENS

[37D).

Anzahl der Freiheitsgrade

|4
1]

li=

o
=

m  Anzahl der Ritzvektoren

q. Ritzkoordinaten

} Ritzmatrix

[
5"1

it R T T eveenecne
e {—1 L%

Ritzvektoren

(4.2.1)



4.2.1 Bestimmung der Ritzmatrix

Die Bestimmung der untereinander beziiglich der Massenmatrix M
orthogonalen Ritzvektoren I, erfolgt nach einem leicht pro-

grammierbaren Rechenschema (Tabelle 1).

Nachdem die Steifigkeitsmatrix K auf Dreiecksform gebracht
worden ist, wird der erste Ritzvektor proportional zur Antwort
des Systems bei statischer Belastung durch den Lastvektor F
bestimmt. Mit Hilfe dieses Vektors werden die weiteren Ritz-
vektoren mit einer bei Vektoriterationen hidufig verwendeten
Rechenvorschrift berechnet. AuBerdem werden die Ritzvektoren

einem Orthogonalisierungsverfahren unterzogen.

4.2.2 Reduktion des DGL-Systems

Setzt man den Ansatz (4.2.1) fiir den Vektor x in das Differential-

gleichungssystem (3.2.11) ein, so erhilt man:

n=
{1
ha:
+
=
=
ha
fl
-

(4.2.2)

Die Multiplikation der Gleichung (4.2.2) von links mit der Trans-

ponierten der Ritzmatrix R fihrt auf

=
ES]
la
]
=,
|

RN i+ v

n=

(4.2.3)



Eingabe:
Steifigkeitsmatrix K
Massenmatrix M
Belastungsvektor F
Anzahl der Ritzvektoren m
1
Triangularisierung von K
k = L"p L (0]
k =1
Bestimmung des 1. Ritzvektors:
* =
K - F
T -— -
I M I = 1 (M-normal)
k =m —-ja
!
nein
|
- k =k + 1

Bestimmung des k—-ten Ritzvektors:

* =
L ¥ oo
= T * ] = -
cj Ej E: ¥ G 1,..., k= 1)
Xl Lk ~
o ° X CJ Eﬁ
1=
] M or = (M-orthogonal)
-k = =k -
(M-normal)
|

Ausgabe:

A

Ritzmatrix ﬁ ={.£1,..., Em}

Tabelle 1:

Berechnung der Ritzvektoren




Man erhdlt also schlieBlich ein DGL-System m—ter Ordnung:

E* .ﬂ. + 5.* g = _F_'*

und

flo
=

(!x

.
X
-0

[1}
uzh
=

mit 4, =

(4.2.4)

Dabei ist g*wie nach der Transformation mit der Modalmatrix eine
Einheitsmatrix. §*ist im Gegensatz zur reduzierten Steifigkeits-
matrix bei der Modalen Analyse, die nur auf der Hauptdiagonalen
mit den Quadraten der Eigenwerte besetzt ist, im allgemeinen nicht

diagonal.

Als Vorteil gegeniiber der Modalen Analyse erweist es sich bei dem
hier verwendeten Verfahren, daR die bendtigte Rechenzeit fiir das

Aufstellen der Ritzmatrix erheblich niedriger ist als die zur Be-
stimmung der Modalmatrix. Dieser Unterschied nimmt mit Zunahme der

Freiheitsgrade des Gesamtsystems schnell zu.

Nachteilig ist dagegen die Tatsache, daB das entstehende DGL-System

nicht entkoppelt ist.

Die Beantwortung der Frage nach der Anzahl der zu beriicksichtigenden
Ritzvektoren richtet sich wie bei der Modalen Analyse nach der Dar-
stellbarkeit der rdumlichen Verteilung und des Frequenzinhaltes der

Belastung.

Eine weitere Besonderheit dieses Verfahrens liegt darin, daB es die
Vorteile der bewdhrten numerischen Techniken der statischen Konden-
sation und der GUYAN-Reduktion [39] beinhaltet. Dieses kann z. B.

bei der Behandlung von singuldren Massenmatrizen (z. B. bei Vernach-

ldssigung von Rotationstridgheiten) von Vorteil sein.



4.3 Die Zeitintegration nach NEWMARK

Das im letzten Teilabschnitt erhaltene reduzierte Anfangswert-
problem (Gl. 4.2.4) wird wmit Hilfe des direkten Integrations-—
verfahrens nach NEWMARK [38] geldst. Dieses Verfahren gehdrt zu
den Einschrittverfahren, die gegeniiber den Mehrschrittverfahren
den Vorteil der grdBeren Wirtschaftlichkeit in Bezug auf Speicher-

platzbedarf und Rechenzeit haben.

Bei diesem impliziten Verfahren werden folgende Ansitze gemacht,

wobei die GroBen zum Zeitpunkt t als bekannt vorausgesetzt werden:

Qeepar = 9 + (0 -7)-g- At + g, A

_ . _ At? At?
Qespr = 9 * 98t + U -28g- =+ 289, A

mit (0L 1) und (0285 1)
(4.3.1)

(4.3.1)

Setzt man diese Ansitze in das reduzierte Differentialgleichungs—
system fiir den Zeitpunkt (t + A t) ein, so filhrt dieses auf das
folgende, fiir jeden Zeitschritt zu l&sende, lineare Gleichungs-

system mit dem unbekannten Vektor 9 4 p¢

1 -
[mz B y]'ﬂum -

1 1 . 1 o

x| ——— —_— —_— -
Froar * ¥ [3 ace e Y Far % +[2ﬁ '] g,
4.3.2)

Bei den nachfolgenden Berechnungen wird der Parametersatz (y= 1/2;
B = 1/4) benutzt, der zu einer der Trapezregel entsprechenden Inte-
grationsvorschrift fiihrt. Durch Wahl dieses Parametersatzes erhilt
man ein unbedingt stabiles Integrationsverfahren [40] fiir die hier
vorliegende Problemstellung. Das bedeutet, daB die GréBe der be-

nutzten Zeitschrittweite nur von den an die Genauigkeit der Ergeb-

nisse gestellten Anspriichen abhingt.



4.4 Bestimmung der Zustandsgrdfen

Fiir den gesamten Schwingungsvorgang sind die iiber der Platte
auftretenden maximalen Spannungen zu bestimmen. Diese treten

an der Plattenober- bzw. Plattenunterseite auf, wo nach den

zu Anfang getroffenen Annahmen ein ebener Spannungszustand
herrscht. Aus den dort berechneten Hauptspannungen in radialer
und tangentialer Richtung wird mit Hilfe der Gestaltinderungs-
arbeitshypothese eine Vergleichsspannung berechnet, die die zu
bestimmende ZustandsgrdBe in den Restriktionen des Optimierungs-—

problems darstellt.

Ausgehend von dem bei der Zeitintegration nach jedem Zeitschritt
bestimmten Vektor 9, lassen sich die ZustandsgrdBen filir die ein-
zelnen Plattenpunkte in einer Nachlaufrechnung folgendermaBen

berechnen:

—— Riicktransformation der Ritzkoordinaten:

= R g
(4.2.1)
-- k-tes Element (k =1, ...., N)
= Dehnungen:
£ 0 gN‘ 0 gNZ v
Xx _ _11‘ X r l!)
-2 Ny N, '
€ (0]
@p (Z=-EJ r © r w2
2 ] ] v,
- Spannungen: [ ?
o = —-—E—[ (€ + V€ )
rr (1 - v%) rr ©p
_ E
Gw_———z-(l_v)(em+ \)err)
- ZustandsgroBe:

o =qJo *+0 %2 -0 o
v ‘/rr [(00) rr @p (4.4.1)



4.5 Vergleich mit der analytischen L&sung

Die hier beschriebene Vorgehensweise zur Schwingungsanalyse bis

zu den Maximalwerten der ZustandsgrdBen birgt eine Reihe von még-

lichen Fehlerquellen in sich:

- Ortsdiskretisierung mit Finiten Elementen

- Beriicksichtigung einer geringen Anzahl von Ritzvektoren

- NZherungsweise L&sung des reduzierten DGL-Systems mit

dem NEWMARK-Verfahren

Ein Vergleich mit der analytischen L&sung (Kapitel 2) bei Berlick-

sichtigung von 25 Eigenfrequenzen zeigt jedoch befriedigende Er-

gebnisse.
13
o T pit)
o, ! y oo R
—— IIIISITILSS VSIS,
Gv(g"o‘ 3
10 4 A
0.9 -
0.8
0.7
0.6 -
05 -
0.4 -
0.3 -
0.2 -
0.1 -
© o1 02 03 04 0 06 07 08 09 10 £ek
Gy R
Gy(E=0)
10 1 Anzahl der Ritzvektoren
09 - o Nali
084° a N3
0.7 4 - analytische Losung
0.6
05 -
06{° ° o
0.3
0'21 © 0 50 0 °
0.1
© o1 02 03 04 05 06 07 08 09 10 gt
Abb. 4.1 Vergleich mit der analytischen L3sung



In Abbildung 4.1 sind die Maximalwerte der Vergleichsspannung fiit
eine Flichenbelastung und eine zentrale Belastung in der Platten-
mitte flUr unterschiedliche Anzahl von Ritzvektoren gegeniibergestellt.

Der zeitliche Verlauf stellt dabei einen Rechteckimpuls dar.
Bei Betrachtung dieser Abbildung fdllt folgendes auf:

- bei der Flichenbelastung (¢ B 1) zeigt das Verfahren bei
Beriicksichtigung nur eines Ritzvektors schon eine iiber-
raschend gute Ndherung. Fir N = 3 fallen die Ergebnisse im
Rahmen der Zeichengenauigkeit mit der amalytischen L&sung

zusammen.

- bei der zentralen Belastung (¢ 3= 0.05) sind wie erwartet
wegen der Singularitédt in der Plattenmitte mehr Ritzvektoren
zur Darstellung der Belastung notwendig. Man erkennt jedoch
auch bei diesem Fall, daR man sich mit steigender Zahl der

Ritzvektoren der analytischen L8sung nidhert,

Ein weiterer interessanter Aspekt fiir die Belastung in der Platten-
mitte zeigt sich in Abbildung 4.2 beim Vergleich mit der Modalen
Analyse. Hierbei liegt bei Beriicksichtigung von 5 Ritzvektoren bzw.
Eigenvektoren die Ldsung mit Ritzvektoren ndher an der analytischen

L8sung als die mit der Modalen Analyse erhaltenen Werte.

analytische Losung
0.9 o Ritzvertahren
08 4% X  Modale Analyse
0.7 4
0.6 1
0.5 1
04
0.3 1
0.2 1
0.1 1

Abb. 4.2 Vergleich mit der Modalen Analyse



5. Optimierung

5.1 Allgemeines

Nachdem in den vorangegangenen Abschnitten eine mdglichst effektive
Berechnung der in den Restriktionen des Optimierungsproblems auf-
tretenden ZustandsgrdBen beschrieben wurde, kann nun die Suche nach

einem effizienten Optimierungsverfahren aufgenommen werden.

Aus der Vielzahl der iiber das Gebiet der Optimierung und deren An-
wendungsmbglichkeiten im Ingenieurbereich erschienenen Literatur sei
an dieser Stelle auf die Biicher von FOX [41], HIMMELBLAU [44,

KIRSCH [43] und RAO [44] verwiesen. Diese beschidftigen sich ein-
gehend mit der Darstellung der wichtigsten Verfahren und gehen auf
deren Vor- und Nachteile bei unterschiedlichen Problemstellungen
ein. Dabei stellen die obengenannten Autoren einhellig fest, daB es
kein herausragendes Verfahren zur L8sung aller erdenklichen Opti-
mierungsprobleme gibt. Je nach Problemstellung ist daher nach einer
Vorgehensweise zu suchen, die sich mdglichst gut den problemspe-

zifischen Gegebenheiten anpaBt.

Das vorliegende nichtlineare Parameteroptimierungsproblem (1.2.1 -

1.2.3) 148t sich in folgende allgemeine Form bringen:

Gesucht ist H , so daR V (H) — min. ,

unter Beachtung von gj m<o j=1Mmn

(5.1.1)

H ist hierbei der Vektor mit den Entwurfsvariablen, V ist die Ziel-

funktion und die gj stellen die m zu erfiillenden Restriktionen dar.

Zur LOsung dieses allgemeinen nichtlinearen, beschrinkten Problems
bietet die Mathematik eine Reihe von numerischen L&sungsmdglichkeiten
an. Hierbei kann zwischen direkten und indirekten Vorgehensweisen

unterschieden werden.



Zu den indirekten Verfahren geh6ren z. B. die Methoden mit Straf-
funktionen (penalty functions). Diese kdnnen wiederum nach dem Typ
der verwendeten Straffunktionen (innere bzw. HuBere Straffunktion)
unterschieden werden. Bei beiden Arten wird das beschrinkte Opti-
mierungsproblem in eine Reihe von unbeschrinkten Problemen trans-
formiert. Beim Vorgehen mit inneren Straffunktionen liegt dabei

die Reihe der berechneten Minima der unbeschrinkten Probleme inner-
halb des zuldssigen Bereiches des Entwurfsraumes und ndhert sich
so dem Minimum des beschridnkten Ausgangsproblems. Demgegeniiber
konvergiert das Verfahren bei Anwendung von duBeren Straffunktionen
vom ZuBeren, d. h. unzuldssigen Bereich aus gegen die gesuchte

Ldsung.

Der Vorteil der Verfahren mit Straffunktionen liegt darin, daB zur
Losung der unbeschrdnkten Optimierungsprobleme auf vorhandene Pro-
grammpakete zuriickgegriffen werden kann. Nachteilig ist dagegen die
Tatsache, daB zur Bestimmung der LOsung eine groBe Anzahl von Be-

rechnungen der Zielfunktion und der Restriktionen notwendig ist.

Aufgrund der rechenzeitintensiven Bestimmung der Zustandsgr&Ben im
vorliegenden Fall spricht der letzte Punkt eindeutig gegen die Ver-

wendung von Verfahren mit Straffunktionen.

Zur Anwendung kommen die Methode der zuldssigen Richtungen (feasible
directions) [45] und die Methode der linearen Approximation.[46],
die beide zu den direkten Optimierungsverfahren gehSren. Diese Ver-
fahren beziehen ohne vorherige Transformation des Problems die Re-

striktionen in ihren L&sungsalgorithmus ein.

Als Ausgangspunkt der nichtlinearen Optimierung wird die Platte
gleicher dynamischer Festigkeit (fully stressed design) benutzt,
die in einem geringen Bruchteil der zur nachfolgenden Optimierung

bendtigten Rechenzeit bestimmt wird.



Die Uberpriifung der Optimalitidt der LOsungen wird abschlieBend durch

die Anwendung der KUHN-TUCKER-Bedingungen [47] durchgefiihrt.

An dieser Stelle ist darauf hinzuweisen, daB bei einem allgemeinen
nichtlinearen Problem keine Aussage dariiber gemacht werden kann, ob
es sich bei einem berechneten Extremum um ein relatives oder um das
globale Minimum handelt. Nur fiir den Sonderfall einer konvexen Pro-
blemstellung sind die KUHN-TUCKER-Bedingungen hinreichend fiir den

Nachweis eines globalen Minimums.



5.2 Die KUHN-TUCKER-Bedingungen

Ausgehend vom allgemeinen Optimierungsproblem (5.1.1) werden nicht-
negative Schlupfvariablen yg eingefiihrt, um die in Form von Unglei-

chungen angegebenen Restriktionen in Gleichungen zu iiberfiihren.
Als Ergebnis erhidlt man das Problem:

Minimiere V (H) unter Beachtung der Nebenbedingungen
B B D =g @ + yi =0 i=1Mn

(5.2.1)

Die LAGRANGE-Funktion L fiir dieses Problem lautet:

m
*x
L, Y, N = V@ + .Zixj g D
J =

mit H = { hy, hyy oennn. hy } Entwurfsvariablen
Y = { Yy» Yoo eevees Yo } Schlupfvariablen
A = { Ao AZ’ cenes Am} LAGRANGE-Multiplikatoren

(5.2.2)

Notwendige Bedingungen fiir stationdre Punkte dieser LAGRANGE-Funktion

sind:

m
oL _ 9V A 98:. _ =
ah, ahi+zj ah‘]]-_ 0 i=1(Q)N
= (5.2.3)
L ,
2= - . =0 =1 (1
3N, 8J + YJ h| 1 (1) m
hi (5.2.4)
JL
- = 2 ) =0 =1 (1
ay. AV ] (1) =

] ' (5.2.5)
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Hierbei stellen die Gleichungen (5.2.4) sicher, daB die Restriktionen
des Optimierungsproblems erfiillt sind. Mdgliche Losungen fiir die Glei-
chungen (5.2.5) sind kj = 0 bzw. yj = 0. Der erste Fall tritt ein,
wenn die betreffende Restriktion im betrachteten Punkt nicht aktiv ist
und damit in (5.2.3) ignoriert werden kann. Demgegeniiber ist fiir den

Fall (yj = 0) die Restriktion j aktiv,

Die KUHN-TUCKER-Bedingungen (notwendige Bedingungen fiir ein relatives

Minimum) lauten demzufolge:

g. < 0 j=1 () m

: aktive Restriktionen

f
o
e

vv o+ Z"k'ng By
K

mit Ak > 0

(5.2.6)

Abb. 5.1 Zu den KUHN-TUCKER-Bedingungen

Die geometrische Interpretation dieser Bedingungen ist Abbildung 5.1
zu entnehmen. Im Fall A liegt der negative Gradient der Zielfunktion V

auBerhalb des von den Gradienten der aktiven Restriktionen aufge-

spannten Bereiches. Daraus folgt, daB V ohne Verletzung der Restriktionen

verringert werden kann. Bei dem betrachteten Punkt handelt es sich des-

wegen nicht um ein Minimum.
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Im Fall B liegt (-VV) innerhalb des von den aktiven Restriktionen
aufgespannten Kegels, d. h. es existieren positive Xk um den negativen
Gradienten der Zielfunktion als Linearkombination der Gradientean1
und ng darzustellen. Demzufolge kann die Zielfunktion ohne Verletzung
der Restriktionen vom betrachteten Punkt aus nicht verkleinert werden,

d. h. an dieser Stelle sind die KUHN-TUCKER-Bedingungen erfiillt.

Numerisch koénnen die Xk durch Ldsung des Gleichungssystems (5.2.7)

bestimmt werden. (FOX [41])

& & A = - g vy
- (5.2.7)
p
mit N G = {Vgl,.... Vgp } Gradienten der aktiven Restriktionen

N: Anzahl der Entwurfsparameter

p: Anzahl der aktiven Restriktionen

Im Losungsvektor A* stehen danach die gesuchten LAGRANGE-Multiplikatoren.
Falls alle Ai positiv sind, so sind die KUHN-TUCKER-Bedingungen erfiillt.

5.3 Die Platte gleicher dynamischer Festigkeit

Als 1. Ndherung des Optimierungsproblems (1.2.1 - 1.2.3) und damit als
Ausgangspunkt filir die nachfolgend beschriebenen Optimierungsverfahren
wird die Platte gleicher dynamischer Festigkeit (fully stressed design)
berechnet. Hierunter versteht man die Platte, deren Querschnittsverlauf
fiir die betrachtete Belastung bewirkt, daB in der Schwingungsantwort an

jeder Stelle die zuldssige Spannung % erreicht, aber nicht iiberschrit-

1
ten wird. Der entsprechende Querschnittsverlauf wird durch vergleichende
Beobachtung des dynamischen Tragverhaltens bei unterschiedlichen Ent-

wurfsparametern iterativ bestimmt.

Zwischen den in Abschnitt 4.4 berechneten Zustandsgrdfen, den dazuge-
h8renden SchnittgrdBen und den Entwurfsparametern (d. h. den Platten-

dicken) besteht folgender Zusammenhang:

6

= —— . . = 2 2 -
0V h2 MV ’ MV v Mrr * M¢¢ Mrr M¢¢

(5.3.1)



Im k-ten Iterationsschritt erhi#lt man nach der Schwingungsanalyse

folgende zu den N Plattenabschnitten gehdrende Maximalwerte fiir die

ZustandsgréBen:
i 6 i
o = M i=1 ()N
2
K Voax kh k "max

(5.3.2)

. . i
Die neuen zu bestimmenden Entwurfsparameter h sollen so berech-

k+1
net werden, daB im nichsten Schritt die zuldssige Spannung 71 &F
reicht wird.
i
_ _ 6 i
o v =0 zul i, k+1Mv i=101)N
K+1 max h max
k+1
(5.3.3)

Die Division der Gleichungen (5.3.2) und (5.3.3) filhrt auf folgende

Bestimmungsgleichungen fiir die neuen Entwurfsparameter:

i i 1
o M 5
i i k 'max k+1 'max .
h = h g . T 1=1(1)N
k+1 K zul M
v
k "max
R (5.3.4)
In diesen Gleichungen ist die GrdBe k+}Mv jeweils unbekannt.

max

Da der SchnittgrdBenverlauf nur unwesentlich von der Variation der

Entwurfsparameter beeinfluBt wird, kann der Faktor

= 1 gesetzt werden.
(5.3.5)



Unter Beriicksichtigung der Restriktionen beziiglich der minimalen

Wanddicke werden die neuen Entwurfsparameter demzufolge durch die

Rechenvorschrift (5.3.6) bestimmt.

g v ax
ih - iy k "
k+1 Tk o
zul
nn ih < h — ih = h
Wenm 141 min k+1 = min

i=1()N

]

(5.3.6)

Die Iterationsvorschrift (5.3.6) wird solange angewendet, bis in jedem

Plattenabschnitt die zuldssige Spannung in einem vorgegebenen Genauig-

keitsrahmen erreicht wird.

Die recht gute Konvergenz dieses Iterationsverfahrens kann durch An-

wendung eines verbesserten AITKEN-Verfahrens (5.3.7) (MEYERS [48])

noch beschleunigt werden.

k
i, - 1 i, _ i -
k1D LR S L K i=1 i3
i
o] o]
mit a.. = zul j-1 "max
ij .
i i
o - g
3 max -1 max

1 (1) N

i

(5.3.7)



5.4 Optimierungsverfahren

5.4.1 Die Methode der zuldssigen Richtungen (feasible directions)

Zur Losung des allgemeinen Parameteroptimierungsproblems (5.1.1) wird
ausgehend von einem zul#dssigen Punkt Eq im N-dimensionalen Entwurfs-

raum der nichste zuldssige Punkt Hq+1 nach folgender Formel bestimmt:

H = H + a « S
_q+‘| _q ..q
. T
mit §q = {51, gy eereen ’ SN }

(5.4.1.1)

Bei jedem Iterationsschritt sind die Suchrichtungen §q und der die

. . . * . . .
Schrittweite bestimmende Faktor a¢ jeweils neu zu bestimmen.

Dabei ist zu beachten, daB die Suchrichtung §q folgende Bedingungen

erfiillt:

- §q muBl zuldssig sein.

Ausgehend vom betrachteten Punkt Eq darf eine kleine Ver-
dnderung der Entwurfsvariablen in Richtung von §q zu keiner

Verletzung der Restriktionen fiihren.

T
— S° «Vg. (H) < O
-q gJ -q -
mit gj s 3 =1(1)J aktive Restriktionen

(5.4.1.2)



Eine Restriktion ist aktiv, wenn gilt:
. H) | £
| 8J (-q I S e
(5.4.1.3)

€r ist hierbei eine dem Problem angepaBte ToleranzgrdBe.

- §q muf brauchbar sein.

Eine Variation in §q - Richtung ergibt eine Verringerung der
Zielfunktion V.

__.gz-vv E) S o0
(5.4.1.4)

Der Vektor §q’ der diese beiden Forderungen erfiillt, weist in den zu-

lissigen und brauchbaren Bereich im Punkte gq (Abbildung 5.2)

zuldssiger
u.brauchbarer
Berech

g,=0

2ulassiger
Berech

brauchbarer
Bereich
Vg, .

~ ~

Abb. 5.2 Zur Bestimmung von §



Bestimmung der Suchrichtung §q:

Sind in dem betrachteten Punkt keine Restriktionen aktiv, so gibt
man §q die Richtung des negativen Gradientens der Zielfunktion

(d. h. die Richtung des steilsten Abstiegs). ZOUTENDIJK [45] fol-
gend wird im anderen Fall zur Bestimmung der Suchrichtung das
lineare Programmierungsproblem (5.4.1.5 - 5.4.1.8) mit Hilfe eines
auf dem Simplexalgorithmus basierenden Computerprogramms (KUNZI/
TZSCHACH/ZEHNDER [49]) gelbdst.

B —> max

(5.4.1.5)
T
s Vg, + 6, B = O i=1 () J
q ] ] (5.4.1.6)
§T vV o+ B =< 0
q (5.4.1.7)
-1 £ s, < 1 i=1(()N
(5.4.1.8)

Der positive skalare Faktor B bewirkt, daB der sich ergebende Vektor S
die Forderungen (5.4.1.2) und (5.4.1.4) erfiillt. Durch die Maximierung
von # nimmt die Projektion der Suchrichtung auf den negativen Gradienten

der Zielfunktion den groBtmdglichen Wert an.

Die nichtnegativen Faktoren Oj in (5.4.1.6) sorgen dafiir, daB die Such-
richtung von den nichtlinearen Restriktionen abgelenkt wird. (Abb. 5.3)
Hierbei erweist es sich als glinstig oj gleich 1 zu wdhlen. Bei linearen
Nebenbedingungen (z. B. beziiglich der minimalen Plattendicke) erhdlt 0 .

J
den Wert Null.
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Sqle=ll
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Abb. 5.3 EinfluB des Faktors §

Die Komponenten S5 der zu bestimmenden Suchrichtung §q werden durch
die Forderungen in (5.4.1.8) beschridnkt, damit das lineare Program-

mierungsproblem auf eine endliche Ldsung fiir den Faktor B fiihrt.

Bestimmung der Schrittweite:

Da der Gradient der Zielfunktion im vorliegenden Fall ortsunabhdngig
ist, entfdllt die sonst {libliche Suche des Minimums der Zielfunktion in

Richtung von §q

Die Schrittweite und damit die GrdBe von a* hingt in dem hier zu be-
trachtenden Anwendungsfall nur von den Restriktionen ab. Dabei ist a*

so zu bemessen, daR der neue Punkt H + im zuldssigen Bereich des Ent-

q+1
wurfsraums liegt.

Konvergenzkriterium

Fiir 8= 0 sind die KUHN-TUCKER-Bedingungen im betrachteten Punkt erfiillt.
Da dieser Wert 8 = 0 nur im theoretischen Fall erreicht werden kann, ist
fliir die numerischen Berechnungen eine Toleranzgrdfie e einzufiihren.

. k
(z. B. € = 1078



5.4.2 Die Methode der linearen Approximation

Bei der Methode der linearen Approximation werden die Zielfunktion V
und die Restriktionen B; des allgemeinen Parameteroptimierungsproblems
im Ausgangspunkt Eq in eine Taylorreihe entwickelt, wobei die Entwick-

lung nach dem linearen Glied abgebrochen wird.

= T A
v (H) V) o+ UV @) AH
(5.4.2.1)
~ _ T .
B, =g H) + ve; (B)-AH
(5.4.2.2)

Da V linear von den Entwurfsvariablen hi abhidngt, ist die vorgenommene
Reihenentwicklung fiir die Zielfunktion exakt. Die Reihenentwicklung der
nichtlinearen Restriktionen beziiglich der ZustandsgriBen ist demgegen-—

iiber eine Ndherung und nur in einem begrenzten Bereich verldRflich.

Ausgehend von Eq erhdlt man den ndchsten Iterationspunkt Eq+1 iiber die

Formel

§+1 E AH
q q —d (5.4.2.3)

Den Vektor AH erhdlt man als Ldsung des linearen Programmierungspro-
blems (LP) (5.4.2.4) - (5.4.2.6), die man mit Hilfe des in 5.4.1 er-

wihnten Programms basierend auf der Simplexmethode erhdlt. (Abb. 5.4)

VH) + VVT(H ) AH e—————> min
-q -qQ —q
' (5.4.2.4)

A . -
g; (gq) + vg?(gq) H >0 ; i=1 Mmn

T
mit AH  ={Ah Ah_, ...,Ah_}
1 { e N (5.4.2.5)



—GSAhi_S& H i=1 Q)N
(5.4.2.6)

Dabei ist zu beachten, daB die Ldsung bei zu kleinem 4 nur schlecht
konvergiert. Bei zu groR gewdhltem § oszillieren die L&sungen zwischen

den Beschrinkungen im Entwurfsraum.

Die Berechnungen werden bei dieser Methode abgebrochen, wenn die Ver-
dnderung in der Zielfunktion in zwei aufeinanderfolgenden Schritten
kleiner als eine vorgegebene GrdBe ¢ wird und die nichtlinearen Re-
striktionen des Ausgangsproblems innerhalb eines vorgegebenen Toleranz-

bereiches erfiillt sind.

= - | |
h, 5,H,)=0 §,Hy)=0 |- 2% i
9,=0
g,=0
/ g,(H) =0
§,(H,)=0
{ ‘)H, / ! 2)
N
N A
N A Minimum des Problems
ﬁ; Losung von LP (H;) (ohne 5)
\ H; Ldsung von LP {H,;) (mit &)
A 7 5; Lésung von LP {H,) (ohne 6)
=3 - Hy Lésung von LP (Hy) (mit &)
- .
H;
Ha \

Abb. 5.4 Vorgehensweise bei dem Verfahren mit linearer Approximation

(LP Lineares Programmierungsproblem)



5.5 Gradientenberechnung:

Zur Uberpriifung der KUHN-TUCKER-Bedingungen und fiir die vorgestellten
Optimierungsverfahren werden die Gradienten der Restriktionen an den
jeweils betrachteten Stellen im Entwurfsraum bendtigt. Fiir die im-
plizit von den Entwurfsvariablen abhingenden Restriktionen wird die

Gradientenberechnung dabei mit Hilfe von Differenzenquotienten durch-

gefithrt.
i = dh, > dh, * Tt Tamy
(5.5.1)
k
ag; g, M- g @
mit = = m L
Iy Ah
und B ={h,nh h + Ah h}
H By eees by o cee by
(5.5.2)

Hierbei ist anzumerken, daR die GrdBen des so berechneten Gradientens
aufgrund des Ndherungscharakters des Differenzenquotientens nur in einer
kleinen Umgebung des betrachteten Punktes verldBlich sind. Ferner fdllt
auf, daB die ZustandsgrdBen zur Berechnung des Gradientens N-mal be-

stimmt werden miissen.



6. Ergebnisse der Optimierung

In diesem Kapitel wird auf die Darstellung und Diskussion der mit
vorgenannten Optimierungsstrategien erhaltenen Ergebnisse einge-
gangen. Das dazu erstellte Computerprogramm ermdglicht die Berech-
nung und Darstellung der optimierten Querschnittsverldufe in Ab-
hdngigkeit von den verschiedenen Auflagerbedingungen und der Art
der aufgegebenen Belastung. Nachfolgend werden aus der Vielzahl

der Kombinationsmglichkeiten beispielhaft einige aufgefiihrt.

6.1 Allgemeine Untersuchungen

Am Beispiel der eingespannten Kreisplatte unter plétzlicher Druck-
belastung (Abb. 6.1) werden einige allgemeine Betrachtungen an-

gestellt.

N

| P p(t)

b . ) 1 1!
LR

.

LY

o4

Abb. 6.1

6.1.1 Impulsform, Impulsdauer

Fiir die Platte gleicher Dicke werden in Abb. 6.2 die erhaltenen,
normierten Maximalwerte der Vergleichsspannung in Abhdngigkeit von
der Impulsform dargestellt. Die dabei fiir den Rechteckimpuls er-

haltenen Maximalwerte stellen eine obere Schranke fiir die anderen

Impulsformen mit gleichgroBfem Impulsmaximum dar.
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Abb. 6.2 EinfluB der Impulsform

Beim Vergleich der Systemantwort fiir Rechteckimpulse verschiedener
Linge (Abb. 6.3) fillt auf, daB die grdBten Vergleichsspannungen fiir

den Impuls mit T = T1/2 auftreten. T,  ist dabei die Schwingungsdauer

1
der 1. Eigenform.

G + 4+ T=H P
x x N X X T =112
10F+ . x a a T=T1/H T ral)
MO oo T=T/0
oot ) £ L .
08 . ox R
Ora *ox -
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Abb. 6.3 EinfluB der Impulsdauer



Die beiden vorgenannten Aspekte werden bei den nachfolgenden Berechnungen
beriicksichtigt, indem fiir den Fall der pldtzlichen Belastung der Rechteck-
impuls als Impulsform verwendet wird. Die Impulsdauer wird programmintern
so variiert, daB sie halb so groB wie die Schwingungsdauer der 1. Eigen-
form der aktuellen Querschnittskonfiguration ist. Durch diese Vorgehens-
weise wird erreicht, daf fiir die berechneten Querschnittsverldufe unter
Einwirkung eines in Form und Dauer beliebigen Impulses mit gleichem oder

niedrigerem Maximum kein Uberschreiten der zuldssigen Spannung auftritt.

6.1.2 Dimensionslose Kenngrdflen

Fiir die betrachteten Belastungsarten zeigt sich, daB die sich einstellen-
den optimalen Querschnittsverldufe in erster Linie von der Wahl der fol-

genden dimensionslosen Kenngr6Ben abhidngen:

Flichenbelastung p

Einzelkraft F
- F/R2

Ky

o
zul

Auflagerbeschleunigung a

(6.1.2.1)

Die zusdtzlich die Ergebnisse beeinflussende Querkontraktionszahl v

erhdlt in nachfolgenden Berechnungen den Wert 0,3.

Der EinfluBR des Elastizitdtsmoduls E und der Dichte p wird durch die
programminterne Anpassung der Impuls- und Berechnungsdauer an die sich

aus den aktuellen Parametern ergebende Grundperiode beriicksichtigt.



6.1.3 EinfluB der Anzahl der Querschnittsspriinge

In Abbildung 6.4 wird die Volumenersparnis in Abhdngigkeit von der
Anzahl der Querschnittsspriinge aufgezeigt. Dabei wird deutlich, daR
z. B. die Erhdhung von 20 auf 75 Abschnitte gleicher Dicke die
Volumenersparnis nur um 2,5 7 vergrdBert. Aus diesem Grunde wird

bei den nachfolgenden Berechnungen eine Unterteilung in 20 Abschnitte

jeweils konstanter Dicke gewdhlt.

s 10 25 50 75
Anzahl der Querschnittssprunge

Abb. 6.4 EinfluR der Querschnittssprungzahl (Kp = 1/125)

6.1.4 EinfluB der minimalen Wanddicke

Der EinfluB der minimalen Wanddicke auf das Aussehen der optimalen
Losung wird in Abbildung 6.5 dargestellt. Dabei ist mit kleiner werden-
der Minimaldicke eine ErhShung der Volumenersparnis von 15,5 Z auf

30,2 7 zu beobachten. An dieser Stelle ist jedoch anzumerken, daB die
Wahl eines griBeren Wertes fiir hmin z. B. zu leichter herzustellenden

Querschnittsverldufen fiihren kann.
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Abb. 6.5 EinfluBf der minimalen Wanddicke (Kp = 1/400)



6.2 Einige optimale Querschnittsverldufe

6.2.1 Kreisplatten

Fiir die in Abb. 6.1 dargestellte Problemstellung ergeben sich bei
unterschiedlich gewdhlten Anfangskonfigurationen zwei verschiedene
Ergebnisse fiir die Platte gleicher dynamischer Festigkeit (Abb. 6.6).
Fliir den punktiert dargestellten Verlauf, der gegeniiber der Platte
gleicher Dicke (~=———- ) eine Volumenersparnis von 29,4 7 ergibt,

sind die KUHN-TUCKER-Bedingungen nicht erfiillt. Mit der Methode der
linearen Approximation 148t sich diese Ldsung in drei Iterations-—
schritten in den volumenoptimalen L&sungsverlauf (————) iiberfiihren.

Hierfiir betrdgt die Volumenersparnis 30,4 Z.

T T T T T T T Lo T 0.05

h/ (2R)

B | I i 1 Il 1 L Il

-t -0.05
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

r/R

Abb. 6.6 Ldsungsverldufe fiir den Fall Kp = 1/1000

In Abb. 6.7 wird der EinfluB der KenngriRe KF

verldufe fiir die durch eine Einzellast F belastete, eingespannte Kreis-

auf die optimalen LOsungs-

platte dargestellt. Die Volumenersparnis gegeniiber der Platte gleicher
Dicke betrdgt hierbei 56,5 - 57,7 7.
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Abb. 6.7 EinfluB der Kenngrdfle KF

Fiir die am AuBenrand gelagerte und durch Auflagerbeschleunigungen
belastete Kreisplatte erfiillen die sich ergebenden Querschnittsver-
ldufe fiir die Platte gleicher dynamischer Festigkeit die KUHN-TUCKER-
Bedingungen. Fiir den Fall der sprungartigen Belastung betridgt die
Volumenersparnis 42 7%, fir den Fall der pldtzlichen Entlastung 44,5 7%

gegeniiber der Platte gleicher Dicke (-===——- ). (Abb. 6.8)
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6.2.2 Kreisringplatten

Fir die am Innenrand eingespannte und am AuBenrand freie Kreisring-
platte fihren die Bérechnungen fiir den Belastungsfall der plétzlichen
Auflagerbeschleunigung auf den in Abb. 6.9 dargestellten volumen-
optimalen L3sungsverlauf (Volumenersparnis 94,6 7). Dieser unterschei-
det sich im Rahmen der Zeichengenauigkeit nicht von dem Verlauf fiir

die Platte gleicher dynamischer Festigkeit (Volumenersparnis 94,3 Z).

N d A
} N a(t)
N
7777778, | YLD -
VR
_ t
a R./R = 0.2
Ka = 1/60

T T T T T T —T L T 0.0S

1°° n/(en)

0.00

4-0.02
W -0.03

4-0.04

1 1 1 L L L Il 1 1 -0.05

Abb. 6.9

Fiir die innen und auBen gelagerte Kreisringplatte unter einer Flichen-
last p sind in Abb. 6.10 fiir verschiedene Verhdltnisse Ri/R die opti-
malen Querschnittsverldufe dargestellt. In beiden Fidllen sind die
Lésungen fiir die Platte gleicher dynamischer Festigkeit volumenoptimal.
Im Fall A betrdgt die Volumenersparnis 20,1 Z, im Fall B 33,6 7, gegen-
iber der Platte gleicher Dicke (-=—=——-- ).



Hierbei jst interessant, daB sich bei unterschiedlichen Verhdltnissen

die Form der L&sung &dndert.
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Abb. 6.10



7. Experimentelle Untersuchungen

Zur Uberprﬂfung der numerischen Berechnungsverfahren werden fiir den
in Abb. 7.1 dargestellten Belastungsfall experimentelle Untersuchungen
an einer Platte gleicher Dicke und an einer Platte mit optimiertem,

d. h. verdnderlichem Querschnittsverlauf angestellt.

)/
/ Z
\\\\\\\\\\\\\\\\X\\\\\f Material: Al Cu Mg 1 (DIN 1725)
7 F 4 E=74-10° N/m?
p = 2800 kg/m?
F(t)
PlattenauBenradius: R = 0.25 m
. Einzelkraft: F = 582 N
t
Abb. 7.1

7.1 Versuchsanordnung

Aus Abb. 7.2 ist die Versuchsanordnung in ihrer Gesamtheit zu ersehen.

Die dabei fiir den Belastungsfall bendtigte Einzelkraft F wird mit Hilfe
eines an einem Federstahldraht unterhalb der Platte hingendem Gewicht
bereitgestellt. Eingeleitet wird diese Kraft durch einen oberhalb der
Platte befindlichen Stempel (@ 10 mm), der tiber den durch eine Bohrung

( 2 mm) in Plattenmitte gefiihrten Draht mit dem Gewicht verbunden ist.

Die pldtzliche Entlastung ergibt sich durch Durchtrennen des Drahtes

mit Hilfe einer Zange.

Die auftretenden Dehnungen werden mit DehnungsmeBstreifen aufgenommen,
die sich wegen ihrer geringen Tridgheit fiir die Erfassung dynamischer
Vorginge mit hohen Frequenzanteilen eignen. Hierzu werden an den je-
weiligen MeBpunkten Rosetten des Typs RY 11 (K = 2.01 £1 Z; R = 120Q)

der Firma Hottinger/Baldwin mit dem Spezialkleber Z 70 aufgebracht.
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Zu Abb. 7.2

1 Eingespannte Versuchsplatte

2 Gewicht

3 Zange

4 Rickholfeder

5 Gleichspannungsverstirker

Magnetbandgerat
Frequenzgenerator
Zweistrahloszilloskop
Voltmeter

Netzspannungskonstanter

Die jeweils entsprechenden DMS an der Plattenober- und Plattenunterseite

v

werden zu einer Halbbriicke geschaltet, wodurch der Einflufl der Wirme-

dehnung kompensiert und der zu messende Fffekt der Biegedehnung verdoppelt

wird. Ndheres zur Anordnung der DehnungsmeRstreifen geht aus Abb. 7.3

hervor.

Abb. 7.3 Anordnung der DMS
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Abbildung 7.4 zeigt die weitere Anordnung der MeBkette.

DMS- Gleichspannungs- Magnetband-
Halbbriicke verstirker gerit
Versuchs- Frequenz-

start generator

Abb. 7.4 Datenaufnahme

Zur Verstdrkung der an den geschalteten Briicken auftretenden Spannungs-
dnderungen werden Gleichspannungsverstirker vom Typ KWS 3020 A bzw.

KWS 3020 C der Firma Hottinger/Baldwin benutzt. Die Ausgangssignale der
Verstidrker werden auf den frequenzmodulierten Kandlen des Transienten-
recorders vom Typ "STORE 4 DS" der Firma Racal aufgezeichnet. Die Daten-
aufnahme erfolgt hierbei mit gréBtmdglicher Bandgeschwindigkeit (60 inch/
s). Gleichzeitig zu den Dehnungssignalen werden als Zeitbasis 1 kHz-Recht-
eckimpulse vom Frequenzgenerator aufgenommen, wobei dieser gestartet

wird, sobald der Draht durchtrennt ist.

Zur weiteren Datenverarbeitung werden die aufgezeichneten GroBen iiber
einen Analog-Digital-Wandler bei 64-fach verlangsamter Bandgeschwindig-
keit in die Rechnereinheit (HP 1000) eingelesen. Um eventuelle Schwan-
kungen der Bandgeschwindigkeit beriicksichtigen zu kdnnen, werden parallel

die 1 kHz~Rechteckimpulse ebenfalls eingelesen.

7.2 Versuchsergebnisse

In Abb. 7.5 und 7.6 sind die Ergebnisse fiir die Platte gleicher Dicke
(5 mm) dargestellt. Dabei sind jeweils die Verliufe fiir die Dehnungen
in radialer und tangentialer Richtung und fiir die Vergleichsspannung

im Vergleich zur Finite-Element-Rechnung aufgetragen.
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Flir die hierzu bendtigte numerische Kontrollrechnung wird die Platte in

25 der in Kapitel 3 beschriebenen Elemente gleicher Dicke unterteilt.

Beim Vergleich der Ergebnisverlidufe ergibt sich eine gute Ubereinstimmung
zwischen Theorie und Experiment. Die experimentell bestimmten Maximal-
werte der Vergleichsspannungen weichen dabei um 3,1 bzw. 5,2 % von den
Werten aus der numerischen Rechnung ab. Durch die Tatsache, daB diese
Maximalwerte sehr kurz nach der Entlastung erreicht werden, wird die Ver-
nachldssigung der Ddmpfungseinfliisse bei der numerischen Behandlung der

vorliegenden Problemstellung nachtrdglich gerechtfertigt.

AuBerdem ist festzustellen, daR die Grundschwingungsdauer der dem Ex-
periment zugrunde liegenden Struktur gréfer als die des Plattenmodells
ist, auf dem die numerischen Berechnungen basieren. Dieses kann auf eine
Steifigkeitsverringerung durch nicht exakte Realisierung der idealen Ein-

spannung im Versuch zuriickgefiihrt werden.

Fertigungsvorgabe
——=— Fertigungsman
h/2(mm]

- N W s,

2
K, =—— = 1/1250 —0, = 11,7 N/mm? h

ul min 4 mm

Abb. 7.7 Querschnittsverlauf der optimierten Kreisplatte

In Abb. 7.7 ist die Fertigungsvorgabe und das tatsdchliche Fertigungs-
maf der zweiten Versuchsplatte mit optimiertem Querschnittsverlauf dar-
gestellt.

Zur numerischen Berechnung wird in diesem Fall die Platte wiederum in
25 Elemente unterteilt, wobei die Elementdicken dem FertigungsmaR

(Abb. 7.7) angepaft werden. Die so erhaltenen Ergebnisse werden den ge-

messenen Verldufen in den Abbildungen 7.8 und 7.9 gegeniibergestellt.
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Auch fiir den Fall der Platte mit verdnderlichem Querschnittsverlauf
zeigt sich hierbei eine gute Ubereinstimmung zwischen den numerisch
und experimentell bestimmten Dehnungs- und Spannungsverlidufen. Die
Abweichung zwischen den Maximalwerten fiir die Vergleichsspannung be-
trdgt hierbei 4,7 bzw. 3,5 7.

Ein Vergleich mit der vorgegebenen zuldssigen Spannung %, ul zeigt,
daB an der Stelle ¢ = 0,2 eine Spannungsiiberschreitung von 18,1 7%
auftritt. Dieses ist in der Tatsache begriindet, daB die aktuelle
Plattendicke an dieser Stelle unterhalb des der Fertigungsvorgabe
zugrundeliegenden optimierten Querschnittsverlaufes liegt (Abb. 7.7).
Die daraus folgende Verringerung der Plattendicke fiihrt zwangsldufig

zu einer ErhShung der Werte fiir die Vergleichsspannung.

Da im Optimierungsverfahren an der Stelle & = 0.7 die Querschnitts-
restriktionen (hmin) aktiv sind, erreicht die Vergleichsspannung an

dieser Stelle den zuldssigen Wert nicht.

AbschlieBend ist noch zu erwidhnen, daB Vergleichsmessungen an einer
anderen Stelle des Umfangs fiir £ = 0.7 die Rotationssymmetrie der

Systemantwort bestdtigen.



8. Zusammenfassung und Ausblick

Diese Arbeit befaBt sich mit der volumenoptimalen Dimensionierung
rotationssymmetrischer Platten unter instationirer Erregung, wobei
die Randbedingungen und Belastungsformen weitgehend variiert werden.
Die bei der Optimierung zu beriicksichtigenden, beschrinkenden Neben-
bedingungen beziehen sich im Entwurfsraum auf eine untere Schranke
fiir die Plattendicke und im Zustandsraum auf eine nicht zu iiber-

schreitende zulidssige Vergleichsspannung.

Da fiir die nachfolgend vorgestellten Optimierungsverfahren eine hiu-
fige Bestimmung der ZustandsgrdBen, d. h. Spannungen, erforderlich ist
und hierfiir aufgrund der instationiren Belastung jeweils eine gesamte
Schwingungsanalyse durchgefiihrt werden muB, wird im ersten Teil der
Arbeit schwerpunktmifig auf die mdglichst schnelle und genaue Bestim-

mung der auftretenden Maximalspannungen eingegangen.

Unter Anwendung der MINDLINschen Plattentheorie wird zur Ortsdiskre-
tisierung ein mdglichst einfaches, speicherplatzsparendes Finites Ele-
ment aufgestellt, wobei die Masseneinfliisse mit Hilfe einer lumped-mass
Matrix beschrieben werden. Die sich ergebenden Matrizendifferential-
gleichungen werden mit einem Verfahren geldst, das aus einer Kombination
des Verfahrens mit orthogonalen Ritzvektoren und der Zeitintegration
nach NEWMARK besteht. Hierbei stellt sich heraus, daB dieses Verfahren
dem Vergleich mit der Modalen Analyse in Bezug auf Genauigkeit stand-

hdlt, jedoch vergleichsweise beachtliche Rechenzeitersparnisse bringt.

Nach Bereitstellung des Verfahrens zur Bestimmung der ZustandsgréBSen
wird der zweite Schwerpunkt auf die Ldsungsmdglichkeiten fiir das vor-

liegeride nichtlineare Parameteroptimierungsproblem gelegt.

Dabei erweist es sich als glinstig, als erste Niherung die Platte gleicher
dynamischer Festigkeit zu bestimmen. Dieses geschieht mit einem recht ein-
fachen, schnell konvergierenden Iterationsverfahren, das aus der ver-

gleichenden Beobachtung des Tragverhaltens fiir unterschiedliche Parameter-

sdtze hergeleitet wird.



In den meisten der betrachteten Fdlle erfiillt diese erste NZherung
bereits die KUHN-TUCKER-Bedingungen. Ist dies nicht der Fall, so
wird ausgehend von diesem Punkt im Entwurfsraum mit Hilfe von Opti-
mierungsverfahren der numerischen Mathematik (Methode der zul#ssigen
Richtungen; Methode der linearen Approximation) die volumenoptimale

Losung gefunden.

Hierbei stellt sich jedoch heraus, daB die dadurch gegeniiber der
Platte gleicher dynamischer Festigkeit erzielte Volumenersparnis

den dafiir bendtigten, hohen Rechenaufwand nicht rechtfertigt.

Daraus folgt, daB die Platte gleicher dynamischer Festigkeit fiir
die betrachtete Problemstellung eine sehr gute Nidherung fiir den

volumenoptimalen Querschnittsverlauf darstellt.

Den AbschluB der Arbeit bildet die experimentelle Uberpriifung der
numerischen Ergebnisse anhand eines Belastungsfalles. Dabei zeigt
sich, daB die verwendeten Modelle und Verfahren die experimentell
bestimmten Dehnungs- und Spannungsverliufe recht genau wiedergeben

konnen.

Ausblick
Die in dieser Arbeit aufgezeigte Vorgehensweise lidBRt sich auch auf
Rotationsschalen unter instationdrer Erregung anwenden. Hierzu sind

bereits mit Erfolg erste numerische Berechnungen durchgefiihrt worden.

Den nichsten wichtigen Schritt, der einen noch weitaus hoheren
Rechenaufwand erfordert, stellt die Behandlung nichtrotationssym-

metrischer Belastungsfille dar.
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