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ZUSAMMENFASSUNG

Fir Ingenieurwissenschaften interessante Beispiele, bei denen das
Auftreten mehrdeutiger Ldsungen wesentlich ist, sind Verzweigung,
Durchschlagen, nichtlineares Nachbeulverhalten, Imperfektionssensiti-
vitdt und Stabilit&t von Strukturen. Um solche, fir gewisse Last-
konfigurationen erscheinende, entartete Phdnomena erfassen zu k&nnen,
muB beim Studium korrekt gestellter Randwertprobleme der nichtlinearen
Elastostatik grunds&tzlich eine Analyse mehrdeutiger L&sungen durch-
gefihrt werden. Als &uBerst schwierig hat sich dabei eine globale
Ermittlung der exakten Morphologie, d.h. die Berechnung einer voll-
stdndigen Lo6sung, die Bestimmung der Menge aller entarteten Punkte und
deren Projektionen in den Raum der Belastungen, sowie die Erstellung
von Stabilit&tsaussagen, erwiesen.

Parallel in dualen Vektorr&umen durchgefihrte Untersuchungen kdnnen
zur Kontrolle der Morphologie und trotz fehlender Extremaleigenschaften
fir eine Abschidtzung der Approximationsgenauigkeit herangezogen
werden.

Eine solche Problemstellung kann nur als anzustrebendes Ziel ange-
sehen werden. Die vorliegende Arbeit soll als kleiner Beitrag zu einer
notwendigen Grundlagenforschung eingestuft werden. Die Arbeit besteht
aus zwel Teilen. Im ersten Teil werden in drei Kapiteln Methoden der
Funktionalanalysis zur Konstruktion von dualen Variationsverfahren und
zur Erstellung von Fehlerabschdtzungen flir nichtlineare Randwert-
probleme dreidimensionaler elastischer Korper, flr eine KéRMANsche
Plattenversion und fir eine flache MARGUERRE Schale angewendet. In
Kapitel 4 wird eine exakte nichtlokale mehrdeutige L&sung fir das
Durchschlagsproblem eines flachen Bogens konstruiert und die Morpho-
logie dieser L&sung untersucht.

Der 2zweite Teil enthilt eine breitere Ubersicht {iber die ange-

wendeten Grundlagen und Methoden der Funktionalanalysis.

SUMMARY

Important examples, where multi-valued solutions play an essential role
in engineering sciences are bifurcation, snap-through, nonlinear
post-buckling analysis, imperfection sensitivity and stability of
structures. In order to embrace such degenerate phenomena appearing for
some load configurations, in a study of correctly posed boundary value

problems from nonlinear elastostatics an analysis of multi-valued
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solutions must always be carried out. It proved to be extremely
difficult to determine globally, for a whole domain of applied loads,
the exact morphology, i.e. to describe the complete solution, to
evaluate the whole set of degenerate solution points and its
projections onto the space of applied loads and to assess stability
estimates.

Simultaneous considerations in dual vector spaces can provide a
control for the deduced morphology and may lead regardless of extremal
properties, to error estimates.

A satisfying solution of problems posed in such a way must be viewed
as an ultimate goal. The present paper should be seen as a small
contribution to a necessary basic research. The paper is divided into
two parts. Methods of modern functional analysis are applied in the
first three chapters of part one in order to construct dual variational
principles and to derive corresponding error estimates for nonlinear
threedimensional elastostatic boundary value problems, for a von KARMAN
plate version and for a shallow MARGUERRE shell problem, respectively.
In chapter 4 a nonlocal exact multi-valued solution for a shallow arch
problem is calculated and the corresponding solution morphology is
investigated.

The second part contains a broader outline of the applied tools and

methods of modern functional analysis.



- III -

INHALTSVERZEICHNIS

SEITE

EINFUHRUNG 1

TEIL I: AUSGEWAHLTE KAPITEL DER NICHTLINEAREN ELASTOSTATIK 7

1. UBER DIE DUALE FORMULIERUNG VON RANDWERTPROBLEMEN IN DER
NICHTLINEAREN ELASTOSTATIK DREIDIMENSIONALER ELASTISCHER 7
KORPER

1.1 Bemerkungen zur Problemstellung 7
1.2 Das Randwertproblem 8
1.3 Herleitung der Energiefunktionen 12
1.4 Herleitung von Variationsprinzipen 14
1.5 Energienormartige Fehlerabschdtzungen 20
1.6 Punktweise Fehlerschranken 27

2. UBER DIE DUALE FORMULIERUNG VON RANDWERTPROBLEMEN FUR

DIE KARMANSCHE PLATTE 31
Einleitung 31
2 Das Randwertproblem fiir die KARMANsche Platte 32
2.3 Herleitung der Energiefunktionen filir die KARMANsche
Plattentheorie 36
2.4 Herleitung von Variationsprinzipen fiir das Randwert-
problem der KARMANschen Plattentheorie 41
2.5 Energienormartige Absch#dtzungen fiir die KARMANsche
Platte 49
2.6 Numerisches Beispiel 51
3. FLACHE SCHALEN VO! MARGUERRE TYPUS 57
3.1 Vorbemerkung 57
3.2 Das Randwertproblem fiir eine flache Schale vom
MARGUERRE Typus 57
3.3 Herleitung der Energiefunktionen fir die flache
MARGUERREsche Schale 61
3.4 Duale Variationsprinzipe fiir die MARGUERREsche
flache Schale 66

3.5 Numerisches Beispiel 68



- IV -

Seite

4, DER FLACHE BOGEN 74
4.1 Vorbemerkungen 74
4.2 Das Randwertproblem fiir einen flachen Bogen vom
MARGUERRE Typus 75

4.3 Herleitung eines Variationsprinzips in geometri-
schen GrdB8en 79
4.4 Der flache Sinusbogen 82
5 Diskussion der numerischen Ergebnisse 88
4.6 SchluBfolgerungen 93

TEIL II: KURZE UBERSICHT UBER DIE METHODEN DER FUNKTIONAL-

ANALYSIS 96

1. DIE HILFSMITTEL DER FUNKTIONALANALYSIS 96

1.1 Bezeichnungen und Grundbegriffe 96

1.2 Abbildungen 100

1.3 LEBESQUE-MaB8 und LEBESQUE-Integral 104

1.4 Lineare Vektorriume 108

1.5 Metrische, normierte und Innenproduktriume 113

1.6 Bilinear- und Dualsysteme. Beispiele von BANACH-

Rdumen 119

1.7 SOBOLEV-R&ume 123
1.8 Differentiale, Ableitungen und Integrale in abstrak-

ten R&umen 133

1.9 Niitzliche Lemmata und S&dtze 138

2. DIREKTE METHODEN DER VARIATIONSRECHNUNG 141

2.1 Endlich-dimensionale Approximation 141

2.2 Katastrophentheorie 144

LITERATURVERZEICHNIS 147



EINFUHRUNG

Es ist nur natilirlich, daB bei der Untersuchung nichtlinea-
rer Probleme verschiedene unerwartete Phidnomena auftauchen, die
berilicksichtigt werden miissen und die den Gliltigkeitsbereich
problemaddquater Ldsungen stark einschrdnken.Die Randwertpro-
bleme der nichtlinearen Elastostatik machen hier keine Aus-
nahme. Sie iliben eine starke Faszination aus und haben sich
als eine nicht zu unterschdtzende Herausforderung sowohl an
Mathematiker als auch an Ingenieure erwiesen. Trotz einer
sprunghaften Entwicklung in den letzten Jahren und einer gro-
Ben Anzahl von Verdffentlichungen miissen auf diesem Gebiet

viele Probleme weiterhin als ungeldst betrachtet werden.

Die Zielsetzung theoretischer Betrachtungen ist in den In-
genieurwissenschaften und in der angewandten Mathematik recht
unterschiedlich. Bau- und Maschinenteile, wie z.B. B&gen,
Briicken, Karrosserien, Krdne, Kiihltilirme, Kuppeln, Stauddmme,
Staumauern, Tragfldchen und auch solche Elemente wie z.B.
Hift- und Oberschenkelknochen haben von Natur aus komplizier-
te Formen und ein differenziertes Materialverhalten,Zur Be-
rechnung von Verschiebungen, Spannungen usw. und zur Fehler-
abschdtzung werden spezialisierte und in der Anwendung teure
numerische Verfahren angewendet. Bei geometrisch und physika-
lisch nichtlinearen Problemen, wo verschiedene spezifische
Dehnungs- und Spannungstensoren angewendet werden kénnen, und
bei Stabilitdtsuntersuchungen tauchen weitere oft unerwartete

Komplikationen auf.

Die teilweise getrennt verlaufende Entwicklung hat zu
sprachlichen Eigenarten und zu Wortbildungen gefiihrt, welche
unabhdngig von sachlich bedingten Schwierigkeiten einer Ver-
stdndigung zwischen Ingenieuren und Mathematikern im Wege
sind. So kdnnen erfahrungsgemdB in der Mechanik allgemein be-
kannte Ausdriicke, wie z.B. nichtlineares Vorbeul- (Nachbeul-)
verhalten, energiekonsistente Methode, Lastkofrekturglied,
konsistente Massenmatrix, hyperelastisches Material, Schalen-
theorie unbegrenzter Rotationen, mittragende Breite einer ge-

driickten Platte einem Mathematiker Verstédndnisprobleme berei-



ten, wdhrend gleichzeitig die in der Mathematik {iblichen Aus-
driicke, wie z.B. Nullumgebungsbasen lokal konvexer Vektorrdume,
Linksdualsystem, surjektive, bijektive Abbildung, reflexiver
separabler Raum, vollst&dndige Hiille, kompakter Tré&ger, Trace-
Theoreme in sogenannten negativen SOBOLEV-Rdumen, einem Inge-

nieur unbekannt sein k&énnten.

Praxisbedingt miissen in den Ingenieurwissenschaften trotz
fehlender mathematischer Beweise groBe Verformungen von ver-
schiedenartig gelagerten komplizierten Strukturen berilicksich-
tigt, deren Verhalten errechnet und deren Stabilit&t unter-
sucht werden. Differenzenverfahren, Finite-Element Methoden,
Penalty-Methoden, Spline-Funktionen-Verfahren, Randelement-
Verfahren, Shooting-Verfahren und viele andere Methoden und

Verfahren werden angewendet.

Von einem mathematischen Standpunkt aus gesehen k&nnen die
Betrachtungen nur in geeigneten topologischen Rdumen durchge-
fihrt werden. Zwischen den im Innern des elastischen Kdrpers
und den auf dessen Rand induzierten Rdumen muB eine gewisse
Relation bestehen. Flir SOBOLEV-Rdume ist diese Relation durch
den in den bekannten Trace-Theoremen auftauchenden Homdomor-
phismus und Isomorphismus gegeben. Wenn Variationsverfahren
angewendet werden sollen, dann miissen die topologischen R&ume
linear und in einem gewissen Sinne reflexiv sein. AuBer den
FRECHET- und GATEAUX-Differentialen entsprechender Ordnung
werden wahlweise auch die FRECHET- oder GﬁTEAUX-Ableitungen
bendtigt. Damit die zugrundeliegenden EULER - LAGRANGE-Glei-
chungen deduziert werden k®énnen, sollten die in den Differen-
tialen auftretenden Bilinearformen, Dualformen, und die im
Innern und auf dem Rand des Kdrpers definierten dualen R&ume
vollstdndig sein.

Bei Stabilit&dtsuntersuchungen treten mehrdeutige L&sungen
auf. Bei einer Approximation sollte die Morphologie der ange-
ndherten L8sung und die der exakten L&sung dquivalent sein.
Bei einfachen Problemen kann ein lokales Verhalten durchaus
mittels elementarer Katastrophen beschrieben werden. Bei kom-

plizierteren Problemen diirfte dies kaum der Fall sein.



Trotz zahlreicher noch offenen Fragen konnten in den Inge-
nieurwissenschaften in vielen Fdllen bemerkenswert plausible
numerische Ergebnisse erzielt werden. Zu beachten ist jedoch,
daB die Frage, inwieweit die erhaltenen Ergebnisse eine addqua-
te Beschreibung der untersuchten Probleme darstellen k&nnen,

durch die Plausibilitdt allein nicht gekldrt werden kann.

Die mathematische Analyse der zu untersuchenden mechanischen
Vorgdnge stiitzt sich auf eine physikalisch fundierte Be-
schreibung dieser Vorgidnge, siehe z.B. NEWTON [1], KOITER [17],
ZERNA, GREEN ([31], NOVOSHILOV [36], LEHMANN [40,43], TRUES-
DELL, NOLL [60], ERINGEN [69], LUR'E [77] und erfolgt parallel
auf verschiedenen Ebenen unter Zuhilfenahme recht unterschied-
licher mathematischer Hilfsmittel und Methoden. Hierzu z&hlen
u.a. die schon als klassisch anzusehende Methode der Mathema-
tischen Physik, siehe z.B.: COURANT, HILBERT [27], MICHLIN
[44, 58, 94] und die Hilfsmittel der Funktionalanalysis, siehe
z.B. FRECHET (61, GATEAUX [7], HADAMARD [9], GAVURIN [13],
ROTHE [23], KANTOROVICH, AKILOV [51], NASHED [102, TAPIA [104].
Hilfreich sind Aussagen iUber Existenz, L&sbarkeit, Eindeutig-
keit von L&sungen und Aussaden allgemeinerer Art siehe z.B.
BROWDER [46, 56], MINTY [53], KIRCHGASSNER (100, 220], KIRCH-
GASSNER, SCHEURLE [192, 213, 214], LIEBERMAN [216], sowie Un-
tersuchungen iiber allgemein anwendbare Hilfsmittel und Metho-
den, siehe z.B.: RITZ [4], BABngA [35], FICHERA [50], VAIN-
BERG [54], ROCKAFELLAR [66], OLIVEIRA [80], DUVAUT, LIONS (107,
131], HOLMES [109], PANAGIOTOPOULOS [176], TEMAM [180], BREZZI,
RAPPAZ, RAVIART [198].

Umstritten, widerspriichlich und trotz zahlreicher Ankiindi-
gungen nicht vollst&dndig gekldrt ist das Problem einer streng
dualen Variationsbeschreibung nichtlinearer Probleme der Ela-
stostatik. Die hierfiir notwendige Umkehrung der sogenannten
konstitutiven Beziehungen ist entweder fir einfaches z.B.
semilineares Material und einfache Sonderfédlle bekannt‘oder
wird schlicht als mdglich vorausgesetzt. Erwdhnt werden miissen
in diesem Zusammenhan¢g z2.B. die Arbeiten von HELLINGER [8],
LEVINSON [57], ORAN [79], ZUBOV [98], CHRISTOFFERSEN [117],
KOITER [119, 156], DILL [120], STUMPF [148], OGDEN [175]. Nur



bei OGDEN [175] wird die Bedingung filir eine eindeutige Umkeh-
rung erwdhnt. In keiner dieser Arbeiten wird verlangt, daB die
statischen GréBen in einem linearen normierten oder topologi-
schen Raum liegen. Folglich kann in keiner dieser Arbeiten die
Existenz einer dualen Energie (Stammfunktion) bewiesen werden.
Ebensowenig wird in keiner dieser Arbeiten die Notwendigkeit
entsprechender Trace-Theoreme fiir die Existenz dualer Varia-
tionsfunktionale erkannt. Die hingeschriebenen Formeln fir

ein duales Variationsfunktional k&nnen den Eindruck erwecken,
daB eine dquivalente allgemein gililtige Variationsformulierung
erhalten wurde und dies umsomehr da eine solche Formulierung
fir Sonderfdlle gliltig ist. Offen bleibt in diesem Zusammen-
hang u.a. die Frage nach dem Sinn einer dualen Beschreibung
fir den Fall einer degenerierten Funktionaldeterminante des
unsymmetrischen PIOLA-KIRCHHOFFschen Spannungstensors bezlig-

lich dem Verschiebungsgradienten.

Eine zufriedenstellende LOsung eines nichtlinearen Randwert-
problemes der Elastostatik mit Hilfe eines Variationsprinzips
ist gewiB dann erreicht, wenn die folgenden vier Punkte be-
ricksichtigt werden:

1. Erstellung der konstitutiven Beziehungen auf der Grundlage
eines mathematisch-mechanischen Modells. Bestimmung der zulds-
sigen topologischen Rdume filir die geometrischen und die stati-
schen Komponenten der elastischen Zustdnde unter Berlicksichti-
gung von Wachstumsbeschradnkungen, welche z.B. aus den konsti-
tutiven Beziehungen deduziert werden. Konstruktion der Ener-
giefunktion. -

2. Wahl der zuldssigen Klasse von Ansatzfunktionen fiir ein Va-
riationsfunktional unter Berlicksichtigung der Giiltigkeit ge-
eigneter Trace-Theoreme. Konstruktion eines Variationsfunk-

tionals in der zuldssigen Funktionenklasse.

3. Ad&quate numerische Approximation in einem endlich- oder
unendlichdimensionalen Raum. Analyse der Morphologie der L&-
sung filir einen interessierenden (beschridnkten) Bereich der
duBeren KontrollgrdBen. Bestimmung der Entartungs- und der

Verzweigungsmengen.



4. Kontrolle der Morphologie der erhaltenen LOsung und Ab-
schdtzung der Approximationsgenauigkeit fiir die verschiedenen

Ldsungsédste.

Wegen der vielen noch offenen Fragen kann eine solche Ver-
fahrensweise nur als anzustrebendes Ziel angesehen werden.
Exakte L&sungen kénnen nur in Sonderfdllen erhalten werden.
Als &duBerst schwierig hat sich die Bestimmung der Morphologie
mehrdeutiger Ldsungen und die Abschdtzung der Approximations-
genauigkeit fiir die einzelnen L&sungsdste erwiesen. Parallel
durchgefiihrte Untersuchungen in dualen Raumen k&nnten zur Kon-
trolle der Morphologie und fiir eine Abschdtzung von Fehlern
herangezogen werden. Flir diesen Zweck ist es notwendig zu un-
tersuchen unter welchen Bedingungen eine morphologisch dqui-
valente, duale Beschreibung von Randwertproblemen auch fiir
nichtkonvexe Probleme sinnvoll und m&glich ist. Eine Tendenz
der wissenschaftlichen Untersuchungen auf dem Gebiet der Ela-
stostatik in diese Richtung ist deutlich erkennbar, wenn die
Literaturhinweise dieser Arbeit und auch die aller zitierten
Literaturstellen betrachtet werden. Bei der Untersuchung der
auftretenden Phdnomena spielt neben modernen numerischen Me-
thoden flir leistungsstarke Computer und neben der Katastro-
phentheorie auch die Grundlagenforschung eine nicht zu unter-
schdtzende Rolle. Als Beitrag zu dieser Grundlagenforschung
sollte auch die vorliegende Arbeit angesehen werden. Sie be-
steht im wesentlichen aus zwei Teilen, wobeli der erste Teil
der Anwendung der Funktionalanalysis fiir konkrete Probleme
der Elastostatik gewidmet ist und der 2zweite Teil eine brei-~
tere Ubersicht iber die notwendigen mathematischen Grundlagen

bringt.

Der erste Teil enthdlt vier Kapitel. Im ersten Kapitel wer-
den duale Variationsverfahren fiir nichtlineare Probleme der
Elastostatik dreidimensionaler K&rper hergeleitet und Fehler-

schranken fiir angendherte L&sungen konstruiert.

Im zweiten Kapitel werden duale Variationsverfahren und
Fehlerschranken fiir die KARMANsche Platte hergeleitet. An



einem einfachen numerischen Beispiel wird gezeigt, daB eine
duale Beschreibung auch in einem Verzweigungspunkt und in

dessen Umgebung giiltig bleiben kann.

In Kapitel 3 werden duale Variationsverfahren fir eine
flache Schale vom MARGUERRE-Typus hergeleitet. Ein einfaches
numerisches Beispiel zeigt das lokale Verhalten einer Schale

in der Umgebung eines einfachen Verzweigungspunktes.

Im vierten Kapitel wird filir einen flachen Bogen eine
exakte LOsung konstruiert und gezeigt, wie eine zufrieden-
stellende LOsung eines nichtlinearen Randwertproblems der
Elastostatik aussehen sollte.

Der zweite Teil enthdlt eine breite, fiir das Verstidndnis
des ersten Teils hinreichende Ubersicht i{iber die angewandten

Grundlagen und Methoden der Funktionalanalysis.



TEIL I

1. UBER DIE DUALE FORMULIERUNG VON RANDWERTPROBLEMEN IN DER
NICHTLINEAREN ELASTOSTATIK DREIDIMENSIONALER KORPER

1.1 Bemerkungen zur Problemstellung

In der Literatur wird das Materialverhalten oft mit Hilfe
solcher symmetrischer Tensoren beschrieben, fiir die das Mo-
mentengleichgewicht in jedem Punkt des betrachteten dreidimen-
sionalen elastischen K&rpers identisch erfiillt ist. Fir hyper-
elastisches Material folgt daraus die Existenz einer Energie-
funktion (stored energy function siehe z.B.: BALL [153],S5.343).
In diesem Artikel wird in Anlehnung an LABISCH [223] fir 16-
sungsunabhdngige Belastungen und Randbedingungen (dead load)
und fir eine beschré@nkte Klasse von konstitutiven Beziehungen
die Existenz und Aquivalenz von Randwertaufgaben und dualen

Variationsprinzipen bewiesen.

Der Verschiebungsgradient und der nicht-symmetrische PIOLA-
KIRCHHOFFSCHE Spannungstensor werden als duale FeldgrdBen ein-
gefiihrt. Das untersuchte Randwertproblem wird beherrscht wvon
einem quasilinearen System partieller Differentialgleichungen
in Divergenzform mit den entsprechenden, nicht notwendiger-
weise homogenen geometrischen und statischen Randbedingungen.
Die fir die Existenz einer Stammfunktion (Potential) notwen-
digen Voraussetzungen sind schwidcher als die Momentengleich-
gewichtsbedingungen und k&énnen dazu filhren, daB die mathema-
tisch errechnete Verschiebungsenergie nicht unbedingt einer
bezugsindifferenten (objektiven) Verformungsenergie entspricht.
Falls jedoch die sogenannten konstitutiven Beziehungen so ge-
wdhlt sind, daB sie den Bediirfnissen eines geeigneten symme-
trischen Spannungstensors geniigen, dann kann die hier erhal-
tene Verschiebungsenergiedichte mit der sogenannten bezugsin-
differenten Deformationsenergiedichte identifiziert werden.

Es ist bekannt, daB die Konvexitdt der Verschiebungsenergie
beziiglich dem Verschiebungsgradienten nicht immer gewdhrlei-
stet ist, siehe OGDEN [175], ZUBOV [168), BERDICHEWSKII,



MISIURA [190]. Jede der bei BALL [153] diskutierten Konvexi-
tdtsbedingungen, die sogenannte LEGENDRE-HADAMARDsche Ellip-
tizitdtsbedingung , siehe BALL [153] S. 339 und ODEN [193]

S. 9 und auch die Koerzivitidtsbedingung, siehe ODEN [193] S.7,

kdnnen versagen.,

Fiir konstitutive Beziehungen, welche geeigneten Wachstums-
beschrdnkungen geniigen und eine reguldre symmetrische FRECHET-
sche Ableitung besitzen, konnte von LABISCH [223] eine Ein-
bettung in einen reflexiven normierten Raum erhalten und die
Existenz einer Verschiebungs- und einer dualen Energie bewie-
sen werden. Mit Hilfe des bekannten bei ADAMS [139] zitierten
Trace~Theorems und des in [223] fir den dualen Raum erhalte-
nen Trace-Theorems werden in einem zweiten Schritt dquivalen-

te duale Variationsprinzipe konstruiert.

Unter den betrachteten Bedingungen ist die Umkehrung der
konstitutiven Beziehung auch filir nichtkonvexe Probleme, also
auch fir mehrdeutige LO&sungen ein-eindeutiq. Fiir eine Fehler-
schdtzung wird die z.B. von WEBER [16], RIEDER [65], STUMPF
[96] fiir lineare Probleme bekannte Methode der sogenannten
komplementdren Fehlerschranken auf nichtlineare und auch auf
nichteindeutige L&sungen verallgemeinert. Kurz angedeutet
wird, daB filir nichtkonvexe Probleme die sogenannte Energie-

norm ihren Sinn verliert.

Die Betrachtungen werden flir nichthomogene geometrische
und nichthomogene statische Randbedingungen durchgefiihrt. Um
ein semihomogenes Problem mit homogenen Randbedingungen zu
erhalten, kann in einem translationsinvarianten Raum eine Ver-
schiebung des Nullpunktes vorgenommen werden. Dabei muB je-
doch die Verdnderung der nichtlinearen konstitutiven Beziehun-

gen und die Verdnderung der Volumenkridfte beriicksichtigt wer-
den.

1.2 Das Randwertproblem

. 3 . . e .
Es sei @ € R” das beschrdnkte, vom elastischen K&érper in unver-

formter Konfiguration eingenommene Gebiet und T sei dessen



hinreichend glatte Randfldche (z.B. Q(“C2). In einem gemein-

samen orthogonalen Koordinatensystem seien

x = {x., A 1,2,3}

~ A

und

< {yil i

=
1}

1,2,3}; y; = xAéiA-ﬁui

die materiellen und die r&dumlichen Koordinaten,

u(x) sei der Verschiebungsvektor.

us oA der Verschiebungsgradient und

14

- o . . .

Yi,a aiA'Pui,A der Deformationsgradient, wobei 61A das
KRONECKER-Symbol ist. Partielle Ableitungen bezliglich der ma-
teriellen Koordinaten werden mit dem entsprechenden Index nach
einem Komma bezeichnet. Uber sich wiederholende Indizes soll

summiert werden. Es sei t der erste, also der unsymmetrische

Ai
PIOLA-KIRCHHOFFsche Spannungstensor und 2 die &duBere Volumen-

kraft (dichte).

Das betrachtete Randwertproblem ist beschrieben durch:

die Gleichgewichtsbedingungen

-[t 1 = 0; ¥X € Q (1.2.1)

ai,A " Pi

die geometrischen Randbedingungen

.= u¥ ; : 2.2
u; =uf i owxel (1 )
und die statischen handbedingungen
= % . €
tg T othy 7 ¥XETL . (1.2.3)

Mit dem duBeren auf ' definierten Normaleneinheitsvektor n

A
ist tni = tAinA' Die geometrischen und die statischen Randbe-
dingungen konnen fiir jedes i auf verschiedenen Anteilen Fui

in. 3 i s = T r
oder Fti vorgegeben sein. Deshalb sind Pu {Fu1, uz, u3}



und 7,: = {r_ , I, , . } als Vektoren zu betrachten. Der Ein-
E t1 t2 t3
fachheit halber wird vorausgesetzt: Fu n Ft = ¢, Fu ur =T
und Fu 2 ¢ yi = 1,2,3. 1 1 i i
i
Der Zusammenhang zwischen den geometrischen und den stati-
schen FeldgréBen ist gegeben mittels der sogenannten konstitu-

tiven Beztehungen
; u. ). (1.2.4)

Deshalb ist die partielle Ableitung in (1.2.1) als totale par-
tielle Ableitung zu verstehen.

tas soll die CARATHECDORY-Stetigkeitsbedingung (siehe Teil II)
erfillen und es sollen Konstanten C und p

0 <C < = g 1 <p <o

existieren, so daB fiir jede Komponente t die Wachstumsbe-

Ai
schrdnkungen

e, (x; E. )l sc (1+ J |ng|P’1) (1.2.5)
j.B

erfillt sind. Fiir ui,A € Lp‘(Q) und t € Lq (2) mit

-

Ai
1/p + 1/g = 1 ist das Integral

J tas Y3, 99
Q

sinnvoll.

Wir setzen voraus
u* 1 (r)
~1 € ~1/p’q

E; E W (r) (1.2.6)

und g(§)€ L_ (R)



Damit fihren die Gleichgewichtsbedingungen (1.2.1) zu

tAi,A € %q(ﬂ) und deshalb auch 2zu E € gq(ﬂ) (siehe (1.7.14)

in Teil II).

Wenn eine LOsung des Randwertproblemes (1.2.1 bis 6) existiert,

dann existiert zumindestens ein u € W p(Q) , so daB

5 ~1s
gAi: = taix¢i Yy,8) € Egt®)
= * . = *
EIF urt g tni|I‘ En ! (1.2.7)
© u
wobei t_.|. : =(t_ .| bezeichnet.
ont IE SAi Pt

Wir nehmen ein solches gehen liber zu den neuen Feldgr&Ben

u,
o

U, :=u,~-u, ; T, .: = (1.2.8)

tai~Eai
und erhalten filir diese das semihomogene Randwertproblem

+ ) + g.] =0

“[T (207 Uy 5 * Uy p) a i

i'r = O;(TAiII, ) n, = 0" vi=1,2,3 (1.2.9)
u t

mit den assoziierten konstitutiven Beziehungen

T. . =

Ai TAi(xC; gj,B; Uj,B) (1.2.10)

und

q. (1.2.11)

i - pi vt

SAi,A"

(@]
Offenbar ist U (iw1 b
- , u
ist und aus pEiLq(Q) und t € §q(9) folgt sofort T ¢ Eq(Q).

(Q, Pu), so daB eine "Kurznorm" sinnvoll

Es wird vorausgesetzt, daB y: Q - R® orientationserhaltend und

lokal invertibel d.h.: 0 < det (yi A) < o yx € Q glltig ist.
, iy



Die Konstruktion eines Variationsverfahrens fiir die betrach-
teten Randwertprobleme erfolgt in zwei Schritten. Im ersten
Schritt wird eine Stammfunktion, auch Potential genannt, kon-
struiert. Diese Funktion wird hier Verschiebungsenergiedichte
genannt und kann unter bestimmten Bedingungen mit der Deforma-
tionsenergiedichte identifiziert werden. In einem zweiten
Schritt wird dann fiir die zuldssige Klasse von Ansatzfunktio-

nen das eigentliche Variationsfunktional erstellt.

1.3 Herleitung der Energiefunktionen
o
Die R&ume gq(Q)Aund W1’p(9, Fu) ? W1'p(9) sind linear und
normiert, so daB GATEAUXsche und FRECHETsche Ableitungen und
ein abstraktes Integral, siehe z.B. TAPIA[104] S. 69 sinnvoll
sein kénnen. Wir machen die zus&dtzliche Voraussetzung, daB die
konstitutiven Beziehungen

%P(Q) -+ gq(ﬂ)
t. . (1.3.1)

SjB + tAi (xC; EjB)

. _ 1 .
mit uj,B"ng als C Abbildungen von Y ,

nommen werden kdénnen. Damit existiert die Ableitung

(Q) auf Lq(Q) ange-

(1.3.2)

Flir diese Ableitung wird angenommen, daB die Symmetriebedin-
gungen fiir die Existenz einer Stammfunktion, siehe Satz 1.8.4
in Teil II erfiillt sind und daB

det ( ) = 0, (1.3.3)

BCjB

Fliir die Durchfiihrung des ersten Schrittes betrachten wir eine



Verallgemeinerung der konstitutiven Beziehungen (1.2.4) auf

. Q) :
ng € Lp( )

t,. = to.(x.; £..) (1.3.4)

Mit den Voraussetzungen dieses Paragraphen existieren die fol-
genden Stammfunktionen:

1
£(xq: EjR): = J tai (xC; u EjB)EiAQ“ (1.3.5)
0
und

£, (% ‘O’k'c’ ng";j,B)’z [TAi(xG; gj'Bw(EjB—u.,B))(ng—gj,B)]du (1.3.6)

o’

Oh—‘—l

wobei gilt

(x ; u, ;&..-u. ) = £(x; £..) - f(x.; u.
1" %c ok,c jB OJ,B C jB C ol /B

). (1.3.7)

Die Existenz der Energiefunktionen ist eine unmittelbare Konse-
quenz der Voraussetzungen. Die Beziehung (1.3.6) wird erhalten
mittels eines abstrakten Integrals iiber den Umfang eines Drei-

ecks mit den Eckpunkten O0; ..; u. .
P £57 Y5,8

Definition 1.3.1

Die Funktion f(x_.; u ) errechnet mit Hilfe von (1.3.5) fir

C j.B
ng = uj B wird Verschiebungsenergiedichte genannt. O
4

Aus der Konstruktion von f(xc; uj B) als Stammfunktion wvon
14

tAi(xC; uj,B) folgt sofort

Bf(xc;
P

uj,B)

=t . . (1.3.8)
Uy, B

Al

Die Bedingung (1.3.3) ist mit der Voraussetzung des Satzes
iiber die Umkehrabbildung (Satz 1.9.1, Teil II) identisch. Da-
her existiert in der Umgebung jedes nichtdegenerierten Punktes
A ng eine eindeutige Umkehrung der verallgemeinerten konstitu-

tiven Beziehungen (1.3.4)



S.n = S (X4 t .). (1.3.9)

u. = u, (x.; t..) . (1.3.10)

Die Bedingung (1.3.3) ist hinreichen fiir die Giiltigkeit einer
LEGENDRE-Transformation. Deshalb existiert eine Funktion

g(xai ty;): = tAiEiA(xc;tAi)-f(xc;EjB(xC;tAi) (1.3.11)

mit der Eigenschaft

g (xC; tBj)
ot

Ai

T (1.3.12)

Definition 1.3.2

Die Funktion g(xc;tAi)wird duale Energiedichte genannt. O

1.4 Herleitung von Variationsprinzipen

Ein auBerordentlich wesentlicher Punkt bei der Durchfih-
rung des zweiten Schrittes ist die sorgsame Wahl der R&ume
oder linearen Mannigfaltigkeiten der Ansatzfunktionen fiir
die zu erstellenden Variationsprinzipe. Eine ein-eindeutige
stetige Einschrédnkung von im Innern des Gebietes (@ definier-
ten Funktionenklassen auf den Rand ' und ebenso eine ein-ein-
deutige Erweiterung der auf dem Rand ' erkl&rten Funktionen-
klassen auf das Innere des Gebietes Q miissen gewdhrleistet -
sein. Dieser Zusammenhang ist fiir u EW

1,
geben durch das bei ADAMS [139] zitierte Trace-Theorem und

p(Q); 1 < p < = ge-
fir t € Eq(Q) durch das verallgemeinerte Trace-Theorem von

LABISCH [223]. Die durch den Isomorphismus und den Hom&omor-
phismus dieser Trace-Theoreme auf dem Rand T erkldrten R&ume

W (T) und W
1/q,p -1/4,9
Verbindung mit den Voraussetzungen des vorigen Paragraphen

(T) sind auf ' dual und garantieren in

die Existenz dualer Variationsfunktionale.



Die im folgenden definierten R&ume und linearen Mannigfal-

tigkeiten werden zur Bestimmung von Ansatzfunktionen bendtigt.

Definition 1.4.1

Die Klasse der Funktionen

. - ~¢ 4 . - - *
B~: {g, iew p(ﬂ), ui|F ui} (1.4.1)

u 1, u

wird Mannigfaltigkeit der geometrisch zuldssigen Verschiebun-

gen genannt. O

Definition 1.4.2

Die Klasse der Funktionen

o
Byt = {

(¥ =1

; U eW

Q); U =0 1.4.2
1'p( ) glrg } ( )

wird Raum der homogenen geometrisch zuldssigen Verschiebungen

genannt. O

Definition 1.4.3

Die Klasse der Funktionen

»: = {&; € H =0; . = t* .4.
Bt e € E Milty; A+pi]|g 0’(tA1]Ft)nA thid (1.4.3)

-~

wird Mannigfaltigkeit der statisch zuldssigen PIOLA-KIRCH-

HOFFschen Spannungstensoren genannt.O

Definition 1.4.4

Die Klasse der Funktionen

= 0} (1.4.4)

Ha

.
’

- kL
3

€ . =~
Eq(Q). [T

o
Bg: ={ ai,at 93l =00l

Ailrg)nA

wird Raum der homogenen statisch zuldssigen PIOLA-KIRCHHOFF-

schen Spannungstensoren dgenannt. O



In den Klassen der geometrisch zuldssigen Verschiebungen gilt

Satz 1.4.1 (LABISCH ([223] Theorem 3.1)

Unter den Voraussetzungen von Paragraf 1.2 und 1.3 ergeben

Qe

o)
(i) fir € B~, T € Eq(Q)

u
und das semihomogene Problem (1.2.9 bis 11), das
Funktional
1
I(Ui)=JJ{[TAi(xc;gj,B+uUj'B)]Ui,A-qui}du aQe, ((1.4.5)
Qo

- o
(ii) fiir U €B~, uEe Bﬁ t(EEq(Q), das Funktional

~

¥ =
(o)

I(U,) = || {ltyy (xas gj,B'*“Uj,B’]Ui,A"piUi}d“ dQ

Ai

>
DY
O+——=

(1.4.6)

- [ t* u. ar
in"i
r

(iii) f£iir § € B{.1 und das Problem (1.2.1 bis 4) das Funktional

-~

A

_ =xu _ xu
I(Ui) =1 (ui) I (gi) (1.4.7)

1

- - - *
J[tAi(xC'uuj,B)ui,A]du piui}dﬂ J tniuidr
o Pt

T (1.4.8)

1
v = - - - *
I (u,) [{J[tAi(xC,ugj,B)gi’A]du pigi}dﬂ Jtniuidr
o T
t
T (1.4.9)

jeweils ein &dquivalentes Variationsprinzip.



Beweis:

(i) Die Stammfunktion fiir -(TAi,A-Pqi) ist
1
J {-[TAi(xC;gj,B + W0y p) A+ gl Uy du
o

Diese existiert, denn TAi besitzt eine Stammfunktion.

Eine partielle Integration iiber Q@ fihrt wegen der homoge-
nen Randbedingung zu (1.4.5). Nun kann angenommen werden

u€ Bﬁ. Die homogenen statischen Randbedingungen sind na-

~

tlirlich.
(ii) Die Translation t = T + t und eine partielle Integration
o
fir I tAi A UidQ ergeben mit den homogenen geometrischen
o 't T
Q

Randbedingungen das gewlinschte Resultat.

(iii) Die Translation u = Q + und Formel (1.3.7) ergeben den

u
o
Ubergang von (ii) zu (iii). D

Der Existenz verallgemeinerter Variationsverfahren gilt.

Satz 1.4.2

Gegeben seien die Funktionale

1 x L_ x E_ -+ R und I°:

W W x E_+R
~,p ~P -9 ~T,p  ~q

mit
u -
Q
I (upd; /st

= . - - *
Ai) J[f(xc,dia) piui]dQ J tniuidF +

Q T, (1.4.10)
- L .
+,[[tAi(ui,A diA)]dQ'*J toy(uf-uy)dl
) r

u

und



[tAi,A + pi] uid.Q + J[ (tni-t;i) uidl" .
u ' Te
¥ h (1.4.11)

c - . ( *3T -
I (ui,tAi) Ig(xc,tAi)dQ-kj tniuidF
2 r

QD=

Wenn die Bedingung (1.3.3) erfillt ist, dann gilt fiir hinrei-
chend glatte Gebiete Q@ und fir ue w p(Q), d ELP(Q), t EEq(Q)
<~ ~1, < =2 ~ 3

¥ (u., 4 £ ) = Ic(ui, t

i ia’ tag ). (1.4.12)

Ai

Bewelis

Partielle Integration ergibt

Ai"i, j nii

Q r 9]

Jt u, AdQ-—[ t .u.dF=-JtAi’AuidQ-+JtniuidF.
u e

Der Kiirze halber wird diese Formel geschrieben

> - < > = - > < > -
“TairYi,a’q thiti’r “ai,a'MiTg T <tairYiTr

u t
Mit dem Funktional

G(ui,d ) : =-I[f(x ;d, ) - uipi]dQ +

ia'tai ci%ia

D

+ Jt .d. dQ-+I t*.u.dP-—I t .u*dr
i ni’i ni i
Q

e Ty

und der dualen Energiedichte (1.3.11) erhalten wir mit

u - -
T7 0y dyprtn ) e =<ty oy 220~ <t 00%r

—G(u ’d. It -) =
a i

iA’ Ai
= - - =-Ac = c
= <tAi,A'ui>Q+<tni'ui>I‘t G(ui,diA,tAi) :I (ui,diA,tAi) I (ui,tAi)

sofort (1.4.12). 0

Eine einfache Folgerung ist



Satz 1.4.3

(i) Die Einschrdnkung des Funktionals (1.4.10) auf die li-
neare Mannigfaltigkeit Bﬁ ergibt das Funktional

~

iu(ﬁi):=:[u(ﬁi,ﬁ. e ) = J[[f(x ;8, ) -p.u.lde- [ t* 84.dr. (1.4.13)
14

i,A" Al i,A ii j nii
Q Pt
(idi) Die Einschradnkung des Funktionals (1.4.11) auf die li-

neare Mannigfaltigkeit B% ergibt das Funktional
: . = 1° £ = - . i : *
(tAi). I (ui,tAi) J g(xc,tAi)dﬂi-J tniuidF. (1.4.14)

Q Fu

~

(iii) Das Funktional (1.4.13) in der Klasse By und das Funk-
tional (1.4.14) in der Klasse B% ergeben unter der Be-
dingung (1.3.3) eine équivalenté'duale Variationsformu-
lierung fiir das betrachtete Randwertproblem (1.2.1 bis 4).

Beweis:
(i) Ein Variationsproblem mit dem Funktional (Iu(ui,dAi,tAi)
und u € w, p(Q), de QP(Q), t € gq(ﬂ) fiihrt zu den
14
EULER-LAGRANGE Gleichungen
“ltai,a * P31l =0
of _
Y D tAi (1.4.15)
iA
- *
tn1|T‘t thi
u, = u¥
ilry
dia = Yy,a

Das rein geometrisch formulierte Problem kann in der
Klasse u ¢ Bﬁ interpretiert werden als Teilproblem fiir
das Funktional (1.4.13) wenn (1.4.15)4 bis 5 identisch
erfiillt sind.



(ii)

(iii)

Ein Variationsverfahren mit dem Funktional Ic(ui'tAi)
und ug€ W p(Q), t € Eq(Q) fiihrt zu den EULER-LAGRANGE
by °1, by <

Gleichungen

“ltps,a * Pyl =0
t .1~ = tX, (1.4.16)
nili ni
t
L S
atAi i,A
- *
ul“, ur .

Wenn (1.4.16)1 bis 2 identisch erfillt werden, erhdlt
mann sofort (ii).

folgt sofort mit Hilfe von Satz 1.4.2 . O

Diese iquivalente duale Beschreibung ist nicht auf Extremal-
probleme beschrédnkt. Sie bleibt auch fiir mehrdeutige Ldsun-
gen des betrachteten Randwertproblems giiltig. Insbesondere
bleibt sie giiltig flir die durch die Bedingung (1.3.3) zuge-
lassene Klasse von Verzweigungspunkten.

1.5 Energienormartige Fehlerabschdtzungen

Exakte LOsungen flir das gesuchte Randwertproblem k&nnen nur
fir Sonderfdlle erwartet werden. Deshalb werden fiir die Ab-
schdtzung der Genauigkeit der approximierten L&sungen Fehler-
maBe bendtigt. Eine Vergleichsm&glichkeit filir dual approxi-

mierte, nicht notwendigerweise eindeutige LOsungen, kann mit

Hilfe der sogenannten elastischen Zustdnde unter Ausnutzung

der sogenannten "Kurznorm" erhalten werden.

Definition 1.5.1

(1)

Die Klasse der Funktionen § € B, < Lp(Q) X LP(Q)

v
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B:={¢=w¢);§e§ym,geEhmh-t=§@@H (1.5.1)
wird Mannigfaltigkeit der elastischen Zustdnde Y genannt.O

< B

~

(ii) Die Klasse der Funktionen & €B

e

) } (1.5.2)

g

€ B

e

= t(x,

Qe

B@: = {y € B?;

~
'
u
<

wird Mannigfaltigkeit der geometrisch zuldssigen elasti-

schen Zusténde @ genannt. O

(iii) Die Klasse der Funktionen @65 B

vy
B$: = {@ € By; § € By, d = d(x,t) (1.5.3)

wird Mannigfaltigkeit der statisch zuldssigen elasti-
schen Zustdnde @ genannt. O

Hier bedeuted § =
Beziehungen im Pun
Punkt E.

Qe
L}

(x;é) bezeichnet die konstitutiven

qd..
~’Ai > ~
kt d und 4 = §(§;§) deren Inversion im

Die Mannigfaltigkeit B, ist eingebettet im cartesischen

v
Produktraum mit den Punkten (d,t). Flir dieses Produktraum
wird die Norm

Pells=Nall, + Nl (1.5.4)

‘P

oder jede &dquivalente Norm eingefiihrt. Von Interesse ist der

Durchschnitt B@ n B@ welcher mit Hilfe von
inf ||p-v|l =0
p € B (1.5.5)
V¢ B;

errechnet wird.
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Flir Extremalprobleme der linearen Elastostatik werden sym-
metrische Dehnungstensoren E, symmetrische Spannungstensoren

S und eine kommutative bilineare Form

1 2 12 21
{h,h}: = [ S E 42 = J S E aQ (1.5.6)
Q Q
mit h: = (§,§) und
{h,h} = ZJf(E)dQ = ZJ g(s)dQ (1.5.7)
12 9

eingefiihrt. Die Bilinearform {h,h}(1.56) wird Wechselwirkungs-
energie genannt und wird innerhalb der sogenannten Energieme-
thode zur Berechnung von komplementdren Fehlerschranken anage-
wendet, siehe z.B.: RIEDER [65], STUMPF[96], SCHOMBURG [111].

Fir nichtlineare Probleme ist jedoch

1 2
Jf(x;d)dﬂ 2 [ g(x;g)dﬂ und flir ¢ = ¢

Q Y]

df. Daher kann diese Methode nicht

[§o T V)
ter =

r 1 2
ist auch j d tde = J
9] 0
sogleich filir nichtlineare Probleme angewendet werden.

Eine Verallgemeinerunag auf nichtlineare und auch auf nicht-
konvexe Probleme ist in [173], [203], [223] zu finden.

Definition 1.5.2

Die kommutative Bilinearform

12 J 12 21

{g,9}: = 5 [(d £ +d £) 40 (1.5.8)
9]

wird Wechselwirkungsenergie genannt. O

Es gilt

Satz 1.5.1 (siehe LABISCH [223], Theorem 6.1)
-~ v T A
- —‘E' lB: =l£,—|£' S * = I

14

terg
Xkl

v )
Mit den Bezeichnungen d: =d

¢ Qe

gilt die Abschdtzung:
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v Vv v v vy v3
{y,v} = J diA tAi aq = 2 Sk4-0(§ 7). (1.5.9)
Q
Beweis:
Es gilt
Jg td = !ui'AtAidQ='-J tAi,AuldQ-+J tAinAuidF =
Q Q Q r
3 * 3 £ *
inuldQ+J lnuld9+[ tAinAuidF {(1.5.10)
Q Fe Fu
und daher ist
~ ~ ~ = _~u—=c
hf+g-dﬂﬁde = I I°. (1.5.11)
Q
Die LEGENDRE Transformation angewendet auf ? und ¥
f+g= diAtAl
(1.5.12)
frg =d;at
und ein verallgemeinerter Mittelwertsatz
~ . Vv Y v
F-F=Fa+q E"a® + 0(a)
3 v o v, v, (1.5.13)
g-g = @'E'*E Q"E + 0(t7)
ergeben
~ . . .V .V
ZSk~+[[f-—f-+g-—g-+diAtAi-tAidiA]dQ =0 (1.5.14)

Q
und deshalb auch (1.5.9). Dabei wurde f'(g;a)

eingesetzt. D

E und gl =&

Die Norm (1.5.4) fiir die elastischen Zustinde enthidlt nur

Terme mit d und t. Aussagen iber u, t, div t und die geometri-



schen und statischen Randwerte k&nnen mit Hilfe der Funktionale
(1.4.13), (1.4.14), der Bedingung (1.3.3) und der Absch&tzung
(1.4.9) erhalten werden. Unabhdngig von der Konvexitdt der Ver-

schiebungsenergie liefert die HOLDERsche Ungleichung

v v
Huw,wdl < 1 all png!!q . (1.5.15)
Im folgenden sei w der elastische Zustand der gesuchten Lo~
sung (u t) und U(W) eine Umgebung von w Es sei w = ? ?,
w ¢ € U(W) und t(x d) sei in U(w) eindeutig umkehrbar.
Betrachten wir zuerst eine Ldsung (4, t) fiir die in U(w) die
Wechselwirkungsenergie (1.5.8) positiv definit ist in dem
Sinn, daB

v v
Yi, ¥Ya. >
i, YA; ! d(iA) t(Ai) dQ 2 0 (ohne Summe) (1.5.16)
v v
und das Gleichheitszeichen nur fiir diA = 0 und tiA'-O erreicht

wird. Da die Ungleichungen (1.5.16) auch fiir ®==$ und

IR =X

=w
gelten, folgt sofort, daB f“(x d) positiv definit, die Ver-
schiebungsenergie ein konvexes Funktional beziliglich § und die
duale Energie ein konvexes Funktional beziliglich E ist. In der
Klasse Bﬁ definiert das Funktional (1.4.13) ein lokales Mini-
mumprinzip und in der Klasse BE definiert das Funktional
(1.4.14) ein lokales Maximumprinzip. Es gilt daher mit

M o= 1% =1,

@ -1, s @ -1
(1.5.17)
-9 s @ -1%h .

Die Abschdtzung (1.5.9) hat hier die Form

v v
{y,9} =25 _+0 (s '*®

Kk ); s20.5 . (1.5.18)

Eine sofortige einfache Folgerung ist

Satz 1.5.2

Flir eine positiv definite Wechselwirkungsenergie im Sinne von

(1.5.16) sind die Aussagen
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(1) S, = 0
v Vv
(i1)  {y, ¥} =0 (1.5.19)
v
(1i1) [l =0

dquivalent und nur fiir die L&sung (4,t) giiltig. Fiir geome-
trisch oder statisch angendherte LOsungen gelten die Abschét-

zungen
-~ v Vv
(iv) {v-v, 9-0} < {yp v}
o v v (1.5.20)
(v) to=v, v-0} s {y,9)

Die Absch&tzungen (iv) und (v) gelten auch in der linearen
Theorie,siehe z.B. STUMPF [96], werden dort pauschale oder
komplementdre Fehlerschranken genannt und konnten nur iiber
langwierige Betrachtungen erhalten werden. Wegen der positi-
ven Definitheit wvon f“(§;§) und von g"(g;;) generieren
f(§;g)d9 und Jg(g;g)dﬁ jeweils eine Norm flir § oder E. Die

Q Q
Methode in der diese Eigenschaft ausgenutzt wird, wird Ener-

gtemethode genannt.

Betrachten wir nun eine solche LOsung (u,t) fiir die in

einer Umgebung U(@) zumindestens ein Term mit

[ g(iA) Z(Ai) d2 < 0 (ohne Summe) (1.5.21)
Q

existiert. In diesem Fall ist sowohl f(x;d), als auch 9(§7§)

nicht konvex und die Funktionale (1.4.13) und (1.4.14) brau-

chen fiir die zuldssigen Ansatzfunktionen keine lokalen Extre-

malprinzipe zu konstituieren. Deshalb kann hier die duale

Differenz Sk==fu-ic nicht als pauschale oder komplementdre
Fehlerschranke angewendet werden. Die Energiemethode verliert

ihre Gliltigkeit.

Eine Energienormartige Abschdtzung liefert
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Satz 1.5.3 (siehe LABISCH [(222], Theorem 6.4)
Es bezeichnen iO und Ao die Indizes, fiir welche in der Umge-
bung U(@)

( v v
J d(i A ) t(A i) d?2 < 0 (ohne Summe) (1.5.22)
a oo o o
ist, dann gilt:
(i) Das Funktional
v v v v , [v v
Moyl = {y,9} -2} j4; a ta 4 40 (1.5.23)
lo‘Ao g oo oo

v
generiert eine lokal zu !|y!] (1.5.4) &dquivalente Norm.

Die Gleichungen

v Vv
(ii) }?19{ =0

v (1.5.24)
(iii) il = o

sind dquivalent und nur fiir die méglicherweise nicht eindeuti-
ge Lésung (u,t) gililtig.

Fiir geometrisch oder statisch approximierte L&sungen gelten
die Abschdtzungen:

o oa v Vv
(iv) }?—g, Q—g{ < }g,y{ .
(1.5.25)
-~ — - v v
(v) }y-y, Q-y{ < }Q,Q{ .
Beweis:

Flir jede L6sung wird mit (1.5.23) eine Norm generiert. Dabei
konnen die Indizes fiir verschiedene L¥sungsiste verschieden
sein. FUr jede sinnvolle Wahl der Indizes kann jedoch genau
so, wie im konvexen Fall verfahren werden. Die Wahl des rich-
tigen Losungsastes wird dabei durch die Bedingung (1.3.3) er-
méglicht. O
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1.6 Punktweise Fehlerschranken

Beim Entwurf neuer Konstruktionen kann an gegebenen Stel-
len gewisser Bauteile eine numersiche Abschdtzung von bestimm-
ten geometrischen und statischen FeldgrdBen notwendig sein.
Solche Abschidtzungen sind aus der linearen Elastostatik fiir
konvexe Probleme bekannt, siehe z.B.: WEBER [16], PRAGER,
SYNGE [19], DIAZ, GREENBERG [20], GREENBERG [21], SYNGE [24],
WASHIZU [30], SYNGE [34], RIEDER [65], STUMPF [82 , 96],
SCHOMBURG [111].

Eine Verallgemeinerung filir eine Klasse nichtlinearer und
auch nichtkonvexer Probleme ist m&glich. Eine wesentliche Ein-
schrédnkung wird jedoch filir nichtlineare Probleme durch

f(x;a):tg(§;g) verursacht.

Fiir die Berechnung punktweiser Fehlerschranken fiir ver-
schiedene FeldgrdBen des Randwertproblems (1.2.1 bis 4) wird

das semihomogene Randwertproblem

o o)
“ltay,atPyl == rvx €@
8, = o; ¥x €T (1.6.1)
i ! ~ u U
o
t; = 0s ¥x €T,
mit den konstitutiven Beziehungen
o) o
t =t (x;d) (1.6.2)
o o
gemdB (1.2.4) mit diA==ui,A formuliert.

Die Volumenkrédfte 8i(x—n) sollen an der Stelle x=n eine be-
stimmte Singularitdt haben, die so gewdhlt ist, daB die Wech-

selwirkungsenergie

_©0 . 0 o _
2{y y} =: J(g t+d t) 4o (1.6.3)



an der Stelle x = n die abzusch&dtzende FeldgrdBe induziert, und
soll an allen ;nderen Stellen von § Null sein. Gewdhnlich wird
§(§~Q) 3 gg(Q). Dann muB untersucht werden ob {iber Grenzbe-
trachtungen eine sinnvolle Problemanalyse iiberhaupt m&glich

ist.

Es sei y der elastische Zustand der exakten L&6sung (u,t)

~

o
des Randwertproblems (1.2.1 bis 4) und ¥ der elastische Zu-

stand der LOsung des Randwertproblems (1.6.1). Wir bezeichnen
mit @ das Gebiet @ aus dem eine kleine Kugel K(nje) mit dem

Radius € und dem Mittelpunkt n herausgeschnitten wurde.

Ein Grenziibbergang lime= 0, partielle Integration,(1.6.1) und

(1.2.1 bis 3) ergeben fiir nichtsingulire t

o _ o _ o _
I dt d? = lim { [ d t d(k(n,e) +J d t 4q }
o £=0 )~ - 5" €
K(Q;e) €
. o o ..
= S(Q)-+i:2 { J uiqidQ}-+J uitndI‘E (1.6.4)
Qe I't
und
- © - © ] 0
= * =
J d t 4Q éig { u; P; dQI4-J uy tn dFE
Q K(n;e) a
o
= *
E(Q) + J ui tn dFt . (1.6.5)
P b
u
Daher ist
_ 0 [O o o
- * *
2{y,p} J u, Py do + J u¥ t_ . dFE + J u, tx. dFE
Q Fu Ft
+ E(n) + S(n). (1.6.6)

E(n) bezeichnet eine geometrische und S(n) eine statische
- L e o ... - .
durch die Singularitdt von p, indizierte FeldgrdBe. Wenn z.B.
i

o
q; (x-n) =& (x-n) die DIRACsche Deltafunktion bezeichnet, dann ist
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S(n) =0, E(n)==1_1i und 8 wird Fundamentalldsung genannt. Bei
passend gewdhlten Singularitdten k&nnen andere geometrische
oder statische Feldgr&Ben als Beitrag der Singularitédt erhal-

ten werden.
Der singuldre elastische Zustand wird in der Form
o [eo]
V=9 +y (1.6.7)

gesucht. Hier hat ¢ die notwendige Slngularltat, ist jedoch
nicht durch Randbedingungen elngeschrankt w bezeichnet eine
glatte Funktion die so gewdhlt wird, daB w die homogenen geo-
metrischen und statischen Randbedingungen erfiillt. Der exakte
singuldre elastische Zustand kann nur fiir einfache Sonderfdlle

gefunden werden. Daher wird eine geometrische Approximation
o._ o) U~
yoo=p + Y (1.6.8)

welche nur die homogenen geometrischen Randbedingungen erfiillt,
und eine statische Approximation

~
~

oo U
= ]fl\.) + T (1.6.9)

~
<

<0

welche nur die homogenen statischen Randbedingungen erfiillt,
angewendet. Es ist dann

_ o _ o o o
~ : ~ ~ *
2{y,y~}= Jggdsnjui P, dQ+Jui tr; AT +S(n) (1.6.10)
Q Q Ft
und
_ o, o._ o_
~ - -~ * ~ n
2{?,? } = J d't d o + I u? tni dI‘1~1 + E(n). (1.6.11)
Q Pu
Mit F(n) := E(n) - S(n) erhalten wir

(o]
= O- * *Oz - ::;_0.,-
F(D) inuidQ-+I 1tn1dF_ I uitnidFP-fJ(gt g E)dﬂ. (1.6.12)
T Q

t u



Aus
!f -0, O_- |I' -~ O: ~ = 0O .0z Mol
i[dt”-—d“t]d@ = [ [(d=-d)t™ + (E-t)d +dt - td 149 (1.6.13)
und
B - O_
I(g-pg dQ =0 (1.6.14)
Q
folgt mit

_ O-.. O._ * _ *o: ~O:_O~z
F,(n) = J u.pidQ+-[ u.t dFF uitnidrt*-[(gg d E)dQ(1.6.15)

A -~ i j ini ]
2 Ty Ty £
- ~_  O.
F(n) = Fp(n) ¢ lj(g'-g) t aqe| . (1.6.16)
o P
Wenn ||¢|] existiert, dann liefert die HOLDERsche Ungleichung
(1.5.15)
- ~ 0O - ~
| J (d-d)t ael| s ||d- c}| Ht|| (1.6.17)
Q

Fir komplementdre Extremalprobleme folgt mit Hilfe von
(1.5.18) und (1.5.20)

1/2

- v v
| J(c}-g)? ael s {y,y} ||w!| =2 (S)) 19 . (1.6.18)

Flir duale Probleme wird mit Hilfe von (1.5.26)

- . v Vv o)
| J(g-g)? ae| s ly.pl || v (1.6.19)

erhalten, siehe auch [203].
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2. UBER EINE DUALE FORMULIERUNG VON RANDWERTPROBLEMEN FUR DIE
KARMANSCHE PLATTE

2.1 Einleitung

Eine fiir die Berechnung einer endlichen Durchbiegung diin-
ner elastischer Platten geeignete Theorie wurde 1910 von Th.
von KARMAN [5] verdffentlicht. Das Verhalten der Platte wird
durch zwei gekoppelte semilineare partielle Differentialglei-

chungen vierter Ordnung

2 -2 - =
A70 = Elug 157 U3 1943 5))

(2.1.1)
2— = ll.. é G a O u - v u
A, = (F* % 22%3,11 % © 11%3,22 729 1543 45)

und entsprechende Randbedingungen beschrieben. Hier bezeichnen:

E das Elastizitdtsmodul, v die Querkontraktionszahl, © die

AIRYsche Spannungsfunktion, h die konstante Plattendicke, 5
Eh’

12(1-v2)

eine partielle Differentiation zweiter Ordnung beziiglich der

die Fl&chenlast, D = und die Indizes nach dem Komma

entsprechenden Komponenten von x.

Eine mathematisch wesentliche Erschwerung wird durch die
auf der rechten Seite auftretenden nichtlinearen Terme verur-
sacht. Viele Ver&ffentlichungen, siehe z.B.: [5, 15, 42, 55,
61, 74, 92, 124, 133, 135, 136, 144, 146, 148, 149, 158, 159,
163, 164, 173, 184, 199, 201, 203, 233] und die darin zitier-
te Literatur, beschdftigen sich mit dieser Plattentheorie. In
den Untersuchungen werden meistens die AIRYsche Spannungsfunk-
tion und die Gleichungen (2.1.1) benutzt. Oft sind die Verdf-
fentlichungen,durch die auftretenden Schwierigkeiten mathema-

tischer Natur bedingt, auf homogene Randbedingungen beschréankt.

Eine modifizierte, sowohl flir theoretische Betrachtungen
als auch fiir numerische Berechnungen geeignetere Version die-
ser Plattentheorie wurde zuerst von STUMPF [148, 149, 163, 164]
vertdffentlicht und spdter von LABISCH [233, 234] mathematisch
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begriindet. Beliebige nichthomogene geometrische und statische
Randbedingungen kénnen auf einfache Weise beriicksichtigt wer-
den. Die relative Einfachheit predistiniert diese Version
einer nichtlinearen Plattentheorie geradezu als Versuchsfeld
flir Anwendung und Effizienz verschiedener Hilfsmittel und Me-
thoden der modernen Funktionalanalysis. Die Version ist hin-
reichend vielseitig um eine informative Einsicht in die Natur
einer dualen Darstellung des nichtlinearen Problems zu ver-
mitteln. An einem einfachen numerischen Beispiel konnte ge-
zeigt werden, daB die RIEMANN-HUGONIOT Katastrophe in der Um-
gebung eines einfachen Verzweigungspunktes dquivalent sowohl
liber eine geometrische als auch iiber eine rein statische Ap-
proximation als Beschreibung des auftretenden Phdnomens er-
halten werden konnte.

2.2 Das Randwertproblem fiir die KARMANsche Platte

In dimensionsloser LAGRANGEscher Formulierung beschreiben
die Gleichgewichtsbedingungen

I
o

-(maB,Ba 'bna3,a'+p)

-n 0 ; YE€Q, (2.2.1)

aB,a

die geometrischen Randbedingungen

-u* = -1* = i = .
u, ~uf 0, uy . -uy o 0, i :={1,2,3}; YE € E& (2.2.2)

kurz geschrieben

G(g)lr = 0 (2.2.3)
u

~

und die statischen Randbedingungen

- = - * = - * = . A4 (2.2.4)
i n;i 0. Mon = ™an 0, 93 " 943 0; § € Ft

~ ~

kurz geschrieben

S“E”r =0 (2.2.5)
t
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das betrachtete Randwertproblem.

Die statischen Randbedingungen sind iUberbestimmt. Deshalb

werden diese oft in der Form

-n* =0; + +n ,-(m* +qg* +n*_ ) =0
Nha ™ Pna 0; mns,s qn3 n3 ns n3 n3
N ~ T (2.2.6)
m -m* =0
nn nn
geschrieben.

Der Zusammenhang zwischen geometrischen und statischen
FeldgrdBen wird durch die konstitutiven Beziehungen ausge-

driickt. Hierzu gehdren:

die Momentenschnittkrafte

myq 2= “Dlug 49 * VU3 5p)
My, @ -D(u3,22 -rvu3’11) (2.2.7)
Myp 1= "DU=VIug 45 = myqs
die Membranschnittkrdfte
n,, = Dyle, (u) +ve,,(u))
Ny, = D1(e22(9)-+ve11(g)) (2.2.8)
n,, = D1(1—v)e12(g) =: n,,
und die Vertikalkomponenten der Membrankrédfte
M3 3T Myq¥3,0 Y P2%3,2
(2.2.9)
N33 MgY3,q " P22%3,2 -

 bezeichnet ein offenes im Quadrat [Ca|§ 1, ai= 1,2 enthalte-
nes Gebiet und ' dessen Rand, siehe Fig. 1. Es wird vorausge-

setzt, daB @ hinreichend glatt ist, so daB das Trace-Theorem

fiir SOBOLEV-Rdume, ADAMS [139] und das Trace-Theorem
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fiir die statisch dualen R&ume, LABISCH [234], gliltig sind.
Geometrische und statische Randbedingungen k&nnen fiir verschie-

dene Komponenten auf verschiedenen Teilen T, < [ oder Ftk<: r

Uk
gegeben sein, so daB Ty := {FUk; k =1,2,3,4} und
Ty := {Ftk : k =1,2,3,4} als Vektoren anzusehen sind. Der
Einfachheit halber wird Fuk n rtk = ¢ und FukLJ Ftk = T,¥% an-
genommen. n := (n1,n2) bezeichnet den &uBeren Einheitsnormalen-
vektor auf ' und s := (s1,sz) den Einheitstangentenvektor auf
['. Es ist u3'1;1 :=u3'ana, ngi 2=n Ny m8g=m80tna’ an :=mag,a’
1
m_:=m n , m := m, S,; Dt=—————, D, :=12 D.
nn° “enta’ “ns Bn”8 12(1-v%) 1
Die Verzerrungen der Mittelfl&chen
_ 1 .2 _ 1.2
€18 2=y g g U3 4 0 €py(0) 22Uy 545Uz,
(2.2.10)
2ep(wi= vy Hruy g rug gUg

werden als Abkilirzungen benutzt. u, ist die dimensionslose Ver-
schiebung in xa—Richtung,tx= 1,2 und (')'a oder (')'aB bezeich-

nen partielle Ableitungen beziliglich der dimensionslosen Koordi-
naten ga oder &a und EB'

X,, U,
‘a
1 -ai
ry C.,
-a
Fig. 1; Gebiet Q Fig. 2; Gebiet Fo

Bemerkung 2.2.1

Fir das im Quadrat |xa| $¢ a eingebettete Gebiet FO der Mittel-
fldche der unverformten Platte wird die aus mathematischen
Grinden bevorzugte dimensionslose Formulierung iber die Einfiih-

rung



p 4
dimensionsloser Koordinaten ga i = ?% ;
a - i.13
dimensionsloser Verschiebungen u = — u_ ; u, = ;
o h2 o 3 h
dimensionsloser statischer Feldgr&Ben
2 3 2
n ::a_ﬁ ’ n ::a_4.b-] v m ::a_—
aB EpS B o3 Eh a3 aB Eh4 aB
4
und der dimensionslosen Fl&dchenlast p := jLz P
Eh

erhalten. O

Bemerkung 2.2.2

Die Gleichung (2.2.1)2 ist in der Literatur in der &dquivalen-

ten Form

maB,Ba'ﬁnaBu3,Ba'fp =0 (2.2.17)
bekannt. Einsetzen der Vertikalkomponenten (2.2.9) und Beriick-
sichtigung wvon (2.2.1)1 ergibt (2.2.2).0

Die Einflihrung der Vertikalkomponenten (2.2.9) in die kon-

stitutiven Beziehungen ist aus folgenden Griinden notwendig:

In den Gleichgewichtsbedingungen (2.2.1) erscheinen geome-
trische Feldgr&Ben nicht explizit. Wenn die Gleichungen
(2.2.1) in den statischen GrdBen betrachtet werden, dann sind
die geometrischen FeldgrdBen automatisch eliminiert. Damit
werden fiir diesen Fall alle Einwdnde mancher Verfasser, siehe
z.B. MASUR, POPELAR [160], S. 204 gegen eine rein statische
Formulierung der Randwertaufgabe ausgerdumt. Beziiglich den
eingefiihrten statischen Feldgr&Ben ist das Gleichungssystem
(2.2.1) linear. Linear sind auch die statischen Randbedingun-
gen (2.2.6). Somit liegen die eingefﬁhrten statischen Feldgré-
Ben auf einer linearen Mannigfaltigkeit. Dies ist eine notwen-
dige Bedingung filir die Existenz eines &dquivalenten rein stati-

schen Variationsprinzips.
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Das betrachtete Randwertproblem entspricht einer verallge-
meinerten KARMANschen Plattentheorie. Es erleichtert die Be-
riicksichtigung nichthomogener geometrischer und statischer
Randwerte. Wenn die Glattheit des Gebietes , der Randwerte
und der Fldchenlast eine hinreichend glatte Ld&sung zuldsst, so
daB eine AIRY-sche Spannungsfunktion 6 mit

N := -hO (2.2.12)

C
N h® 140 Ny 12

N11 = he,221

wobei die ﬁaB die dimensionsbehafteten Membrankrdfte bezeich-
nen, existiert, dann fihrt eine Reduktion wvon ﬁa aus den di-
mensionsbehafteten Gleichgewichtsbedingungen und die Einfiih-

rung von © zu den bekannten KARMANschen Gleichungen (2.1.1).

2
0
(In (2.2.11) bedeutet ausnahmsweise 9, =-jl———4.
oB axaaxB
Es wird vorausgesetzt, daB Fuk z ¢, vk = 1,2,2,4. Falls
[y, =¢ flir ein k, dann wird die Existenz einer &dquivalenten

b 3
Bedingung angenommen. Diese Bedingung ist notwendig fir die

Existenz einer &quivalenten "Kurznorm" aber auch fir die De-
terminiertheit der Randwertaufgabe. Sc wiirde z.B. fir

Fuk==¢ ¥k in den statischen Gré&Ben ein unterdeterminiertes
partielles Randwertproblem erhalten werden, welches unabhdn-
gig von den konstitutiven Beziehungen (2.2.7 bis 9) gel&st
werden koénnte.

2.3 Herleitung der Energiefunktionen fiir die KARMANsche
Plattentheorie

Die in den konstitutiven Beziehungen (2.2.7 bis 9) auftre-
tenden partiellen Ableitungen der Mittelfl&chenverschiebungen
und die statischen Schnittgr&Ben kdnnen in Vektorform

A T e R YT T N L W PR WP P W PY
(2.3.1)
und
tn_.,m__.) := {n11,n22,n12,n13,n23,m11,m22,m12} (2.3.2)
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geschrieben und als Repridsentanten der Vektoren

(1,3,...8) (2.3.3)

v (Vz) HE

und

t (t,) (2.3.4)

2

betrachtet werden. Die Substitution von (2.3.3 bis 4) in die

konstitutiven Beziehungen ergibt die nichtlineare Abbildung

t1 := D1(e11(y)-+ve22(y))

t, &= D1(e22(y)-+ve11(y))

o
il

3 D1(1-v)e12(y)

rf.
]

t.v, +t,v
4 14 73°5 (2.3.5)

rr
1]

5 Eavy + Vg

ct
1]

D(v6-+vv7)

t, == D(V7-+vV6)

D(1—\))v8 .
Auch hier werden die Verzerrungen

eq (V) = vy 4

< ' <
NLﬂhJ NN

e22(y) i = v2 + (2.3.6)

2e12(v) t= v, + v

N 37 V45
als Abkilirzungen angesehen. Die konstitutiven Beziehungen gel-
ten flir ein homogenes Material. Deshalb tritt x nicht explizit
auf, so daB die CARATHEODORY—Stetigkeitsbedingungen gelten.
Die spezielle Form der Beziehungen (2.3.5) garantiert, daB die
Wachstumsbeschrédnkungen erfiillt sind und

VyrVarV

3 5
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also

.= 3 2 3
M EV(Q) := (LZ(Q)) x (L4(Q)) X (LZ(Q)) (2.3.7)
angenommen werden kann. Damit ist EV(Q) ein linearer normier-
ter reflexiver Raum in welchem FRECﬁETsche Ableitungen und

Stammfunktionen sinnvoll sein k&nnen.

Der Existenz der Verschiebungsenergie, der dualen Energie
und deren Konstruktion gilt

Satz 2.3.1

Es sei AV(Q) eine Untermenge von EV(Q) fir welche

-~ ~

t 1 t3]
det £ (-e,e) : e >0 (2.3.8)
t3, t2
erfilillt ist.
Dann gilt:
(i) In AV(Q) kénnen die konstitutiven Beziehungen (2.3.5)
eindeutig invertiert werden, so daB v = v(t) mit
va(t)
Vi T B TVE T T
vé(g)
Vy = t2--\)t1 - 5

v, = 2(1 + v)t3-v4(§)v (E)

3
bty gty
Vg T 2
ity -ty (2.3.9)
o tot, - t,t,
5 ° 3
£ty - t]

v, = 12(t6-vt7)
v7 = 12(t7-vt6)
v, = 12(1 +v)t8

und
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= 3 2, 3
EEF(Q) 1= (Ly(R))7 x (L ,5(0))%x (L, () (2.3.10)

~

4/

erhalten wird.

(ii) t(v) besitzt eine Stammfunktion

£(v) “‘El[ 2 (v) + 2 (v)+2v (v) (V)+2(1—\))e2 (v)]
Vi i=mrlefvire,v €19 Viey v 11
D 2 2 2
+ 35 [v6-tv7-+2vv6v7-+2(1-v)v8] (2.3.11)
If (v)
mit 5 = tk(y)'

(iii) v (t) besitzt eine Stammfunktion

_o1,2, .2 ' 2
g(E) s = 2(t1+t2 2vt1t -+2(1-+v)t3)

2
1
t 5 (t4v4(§)-+t5v5(§)) (2.3.12)
v 6 (t2 4 t2o2ut bt +2(1+v)t2)
6 7 6 7 8
_9g(t)
L
Beweis:

(i) Eine formale einfache Rechnung fiihrt zu

dt A,0
E§ = 9'9 = 9 (2.3.13)
mit
1, v, 0, Vg vv5
v, 1, o, YV, v5
_ 1-v 1-v 1-v
é.-D1 0, 0, 5 5 Vg1 —3 Yy (2.3.14)
v -V
Var VVyqr T3 Vgr a4 as
v 1-v,
5r Vgr T3 Vqr 81 aj




a1 = V1+\)V2+%V‘21+;—V§
az =1";'\’)"3""4"5
und
( 1, v, 0
B:=D | v, 1,0 . (2.3.15)
[ 0, 0, 2(1-v)

AuBerdem gilt:
t1(y). ty(v)
det C = C(v,D,D1) det (2.3.16)

mit C(v,D,D1) > 0. Der Satz iiber die Umkehrabbildung
garantiert nun die eindeutige Umkehrung von (2.3.5) die
zu (2.3.6) fihrt.

(ii) Die Matrix C (2.3.13) ist symmetrisch, daher ist im re-
fiexiven Raum EV(Q) die Bedingung flir die Existenz einer
Stammfunktion erfiillt. Das Integral

1

f(v) := J tl(uy) vldu (2.3.18)
0

fiihrt iber eine einfache Rechnung zu (2.3.11).

(iii) (2.3.16) und (2.3.8) bilden eine hinreichende und not-
wendige Bedingung fiir die Gliltigkeit der LEGENDRE-Trans-

formation
glt) := tv () - £(v(t)) (2.3.18)
ag(t)
mit der Eigenschaft —§E:— = vg(g). o

Definition 2.3.1
Der Operator f£(v(u)) (2.3.11) errechnet fir v(u) (2.3.1) wird

Verschiebungsenergiedichte genannt.
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Der Operator g(E(nai'maB)) (2.3.12) errechnet fiir E(nai,mas)
(2.3.2) wird duale Energiedichte genannt. O

Bemerkung 2.3.1

Die spezielle Form der konstitutiven Beziehungen (2.2.7 bis 9)
fiihrt zu der speziellen Form der Verschiebungsenergiedichte in
der Verzerrungen (2.2.10) als Abkilirzungen auftreten. Daher
kann dieser Operator beziiglich der Verzerrungen mit der bekann-

ten Verzerrungsenergiedichte identifiziert werden. O

2.4 Herleitung von Variationsprinzipen flir das Randwertpro-
blem der KARMANschen Plattentheorie

Analog wie im vorigen Kapitel ist fir die Konstruktion von
Variationsprinzipen fiir Randwertprobleme der KARMANschen Plat-
tentheorie die Wahl geeigneter Rdume fiir die zul&dssigen Ansatz-
funktionen wesentlich. Fiir eine rein geometrische Beschreibung
kann flir ein hinreichend glattes Gebiet Q in Ubereinstimmung
mit v € EV(Q) und filir Randwerte in geeigneten Funktionenklas-
sen angenommen werden

ua<5 W1'2(Q)

so daB

2
wE Wy L) %W, () =:E (@) . (2.4.1)

2,2

Fliir den cartesischen Produktraum Eu(ﬂ) ist die Ubereinstim-
mung der Randwerte mit den im Innern von { definierten Funk-
tionenklassen durch das Trace-Theorem fiir SOBOLEV-R&ume gere-
gelt. Komplizierter ist das Problem, die entsprechenden R&ume
der zuldssigen Ansatzfunktionen fiir ein &dquivalentes rein sta-
tisches Variationsprinzip zu bestimmen. Der zu Eu(Q) duale

Raum Ea(Q) ist zu umfangreich. Hier kann kein geéignetes Trace-
Theorem fiir die Ubereinstimmung der Randwerte mit der im In-
nern von 2 definierten Funktionenklassen hergeleitet werden.
Ein zufriedenstellendes Ergebnis kann jedoch filir den einge-

schrdnkten Raum
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.= . € .
Et(ﬂ) : {naB’naB'maB’ naB’naB,a’maB'maB,Ba'+na3,a LZ(Q)’
€ .= =
na3 4/3(9)1 [0 (1,2) : B} (2.4.2)
mit der Norm
|||na8'na3’ma6|” = ”nO.BHZ + ”naB,aHZ +

+I|naﬂh/3 +||ma6” 2*'|ImaB,Ba'+na3,al|2 (2.4.3)
oder mit jeder anderen dquivalenten Norm erhalten werden. Ein
verallgemeinertes Trace-Theorem fiir den Raum E¢ (Q) ist in

[234] zu finden. Diese zwei Trace-Theoreme bestimmen die gegen-
seitig dualen R&ume fiir die zul&ssigen Randwerte und die zul&ds-
sige Klasse der Funktionen fiir die Fl&chenlast p(g). In Uber-

einstimmung mit diesen S&tzen wird angenommen:

(i) u; € W1/2'2(F ) (ii) n;aes W-1/2’2(FE) (iii) p(é) € Lz(Q)
uX e W (T.) e W (Ty)
3 €03 20y 3 “1/5:2
/2 N 2 ~ (2.4.4)
€ x €
I3 Mo3,,,20¢)

Dem betrachteten nichthomogenem Randwertproblem kann ein &qui-
valentes Randwertproblem mit homogenen geometrischen und sta-
tischen Randbedingungen zugeordnet werden. Fiir diesen Zweck
wdhlen wir im translationsinvarianten Raum Eu(Q) ein hinrei-
chend glattes Element 4 € E (2) und konstruieren mit Hilfe

von (2.3.1) das Element y v(u)e IE (). Es sei

q.

g “'(na (g), m, (v)) € E () das mit Hilfe von (2.3.2) und
der konstltutlven Bez1ehungen (2.2.7 bis 9) erhaltene Element.
Wenn eine LOsung des betrachteten Randwertproblems existiert,
dann existiert zumindestens ein hinreichend glattes Element u
welches sowohl die aeometrischen als auch die statischen Pand-
bedingen erfiillt. Wir nehmen ein solches Element y und fiihren

o
iiber eine in Eu(Q) zuldssige Translation die neuen FeldaréBen

-~



U:t=u-ug; V :=v-vVv (2.4.5)
- T 0 - )
und
N :t=n ., - n
at ai ool (2.4.6)
M =

aB : maB - gaB

ein. Dadurch wird das semihomogene Randwertproblem mit den

Gleichgewichtsbedingungen

|
o

-[M ]

aB,Ba'*NaB,a'*q3
(2.4.7)

_[NaB +qB ]=OIV£€Q

, O

den homogenen geometrischen Randbedingungen

= 0; Y¢ €T . (2.4.8)

U* Ux 3
3,n ~ u

I := 0,
den homogenen statischen Randbedingungen

* = * = * = - V E
Nni 0 Qn3 9' M 0; £5 T

~ ~ ~

(2.4.9)
und den assozierten konstitutiven Beziehungen

Nai = nai(Y'+Y)-gai
(2.4.10)
= - A
MaB : maB(g*-Y) gaB ' E € Q

+ n erhalten.

mit 98 *= BaB,o gaB,Ba oa3,a

, und qy == p ¢+
Obwohl einige Aussagen eine allgemeinere Gliltigkeit haben,
wird fir die folgenden Ausfiihrungen vorausgesetzt, daB die
geometrischen und statischen Randbedingungen, die~Flachen-
last und die geometrischen Eigenschaften des Gebietes Q so
gewdhlt sind, daB die Bedingung (2.3.8) erfiillt ist. Diese
Einschrdnkung ist eine notwendige Bedingung fiir die Existenz
dquivalenter Variationsprinzipe in rein dualen Feldgr&Ben.
Die L&sung des nichthomogenen oder &dquivalent des assozier-
ten semihomogenen Randwertproblems braucht nicht eindeutig zu

sein. Die Morphologie der L&sung wird durch die Randbedingungen,
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die Fldchenlast, das Gebiet { und die Anteile Fu und Ft des
Randes [ bestimmt und muB aus diesen Daten deduziert werden.
Ein lokales Verhalten filir einen beschrdnkten Bereich der &uBe-
ren Kontrollparameter kann mit Hilfe elementarer Katastrophen

analysiert werden.
Die Betrachtungen werden fiir bestimmte Funktionenklassen
von zuldssigen Ansatzfunktionen durchgefiihrt. Diese werden in

den folgenden Definitionen erkldrt.

Definition 2.4.1

Die Klasse der Funktionen

B, := {81 € E_(Q); G(§)|Fu= 0} (2.4.11)

-~

[ X 1]

-~

wird Mannigfaltigkeit der geometrisch zuldssigen Verschiebdungen
genannt. O

Definition 2.4.2

Die Klasse der Funktionen

o
B

.o
il

~—

R

€ EB(Q); G1(g)|ru = 0} (2.4.12)

=1}

-~

wobei G1(6)!r fir (2.4.8) eingesetzt ist, wird Raum der homo-
~ u

genen geometrisch zuldssigen Verschiebungen genannt. O

Definition 2.4.3

Die Klasse der Funktionen

BE :={(nai,ma8) € EE(Q); maB,Ba-anB'a.Pp =0 ;
Nog,a = 07 S(E(nairmas))lpt = 0} (2.4.13)

wird Mannigfaltigkeit der statisch zuldssigen PIOLA-KIRCHHOFF-
schen SchnittgrdBen genannt. O

Es gilt

Satz 2.4.1
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(i) Dem semihomogenen Randwertproblem (2.4.7 bis 9) ent-
o}
spricht im Raum Bﬁ ein dquivalentes Variationsprinzip

mit dem Funktional

1
I(g) s !!{—Mas(g'*UY)U3'Ba-+Na3(Y”+uY)U3,a
Q0 °
+ N, (Y-+uY)UB’a-ana-q3U3}du aa . (2.4.14)

O

(ii) Dem Randwertproblem (2.2.1 bis 2), (2.2.6) entspricht
auf der Mannigfaltigkeit Bﬁ ein &dquivalentes Variations-
prinzip mit dem Funktional

(0 := F (3 - I (

u ) (2.4.15)

I () : J[f(y(ii))-pﬁ3]d9-<6(n;i,m38),l(§>r (2.4.16)

Q t

und

T (3) «= =~ — - * * -~

Iu(g). J[f(y(g)) pg3]d9 <6(nai,mas),xg> (2.4.17)

~ 0 o o 't
Q <
wobei <.,.>F s. auch Seite 129 unten, eine Erweiterung'von
t
l [nnaua-f(qn3-+nn3)u3-mnau3’a]dF (2.4.18)
£~ ~ - -

bezeichnet. Es geniigt in (2.4.14) und (2.4.17) ein hin-
reichend glattes Element u € By zu wdhlen, denn die

(o] <
statischen Randbedingungen sind natiirlich.

Beweis:

(i) Filir Q (2.4.5) so gewdhlt, daB auch die homogenen stati-
schen Randbedingungen erfilillt werden, ergibt eine par-
tielle Integration
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]
DV

+ Nas(g-+uY)UB’a-qBUg-q3U3}dudQ . (2.4.19)

Das Funktional I(g) mit den gewlinschten Eigenschaften
existiert, denn fiir die konstitutiven  Beziehungen exi-
stiert eine Stammfunktion.

Die Transformation

+m

af  oaB

I X =]
n
L
+
orge

=]
]
+
=
I
=

und eine Integration iiber den Umfang eines Dreiecks mit

den Eckpunkten 0, u, u liefert das gewiinschte Resultat,
5 =

siehe auch [233], Theorem 5.1. O

Verallgemeinerten Variationsprinzipen gilt der folgende Satz.

Satz 2.4.2

Gegeben sei:

mit

Iu :Eu(Q)><EV(Q)><Et(Q)-*R und IC :Eu(ﬂ)><Et(Q)-*R

~ ~ ~ ~ ~

Iu(ui'vl’nai'maB)

- - * -
J[f(y) pu3]dQ <6(nai,m33),zg>rt

+ J[naB(uB'a—vBa)-+na3(u3pa-v3a)-maB(u3'Ba-v3Ba)]dQ
& ,

- - u*
<6(nai,mu8),x(g u )>Pu (2.4.20)
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und
Ic(ui’nai'maB) :

P’

= J9lt(ng amyp))dl+ <din,myg) s YUR> L

Q u

r | Q
- ‘[(maB,Ba'Fna3,a-+p)u3'+naB,auB]d

Q

- * - m¥*
+ <6(nai nai'maB maB)’IB>Pt . (2.4.21)
Dann gilt mit det (naB) 20

Iu(ui'vﬂlnai’mas) = Ic(ui'nai'mae) . (2.4.22)

Hier bezeichnen <"'>F analog zu (2.4.18) eine Erweiterung
e . ey B ) -
des Linienintegrals iiber Fu und V30rV3gq € EX(Q) die zu u3'a

und Uz gy korrespondierendén Elemente.
14

Beweis:
Es sei
H : Fu(Q) X EV(Q) x Et(Q) + R

~

l
2

mit

H(ui,vk,nai,mas) = - J[f(y)-—pu3]dﬂ +
Q2
* J[nanBa"na3v3a'-maBV38a]dQ *
Q
* * - *
+<6(nai,ma8),xg>rt <6(nai,ma6),zg >I,u . (2.4.23)

Partielle Integration fiihrt iber

148 - <8 (nai'maB) IIE>

I (74698, 0 * Ma3¥3,0 ~ Y3, o r

u

Q
= - J[(mas'Ba+na3'a)u3+na8,auB]dQ-+<6(nai,maB)Ig> t.(2.4.24)
Q bt

Zu
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) ==

Iu(ui'v

~

o' Pai Mg

= [[naBuB,a'Pna3u3,a-ma8u3,8a]d9'_<6(nai’mae)’zg> u
Q =

=T ][(maB,Ba'Fna3,a)u3'knaB,auB]dQ.*<5(nai'ma8)'19> &
Q ~

- H(ui,v N ..M

[eE § aB) = Ic(ui'V Myir™

o' Tai aB)

=3 Ic(ui,n .o ) . (2.4.25)

ai’ af

Mit det (naB) # 0 ist eine LEGENDRE-Transformation gliltig, so
daB (2.4.22) erhalten wird. O

Fiir den folgenden Satz kann der Beweis vdllig analog zum Be-

weis des Satzes 1.4.3 durchgefiihrt werden.

Satz 2.4.3

(1) Die Einschrdnkung des Funktionals (2.4.20) auf die 1li-
neare Mannigfaltigkeit der geometrisch zul&dssigen Ver-
schiebungen u € By ergibt das Funktional

~

Iu(u) :=Iu(ﬁi,v£(u),nai,ma ):

~

B

- = P 73 -— * * 3
[[f(y(g)) pu3]d9 <6(nai'ma8)'!E> . . (2.4.26)
(ii) Die Einschrdnkung des Funktionals (2.4.21) auf die li-
neare Mannigfaltigkeit der statisch zuldssigen PIOLA-
KIRCHHOFFschen SchrittgréBen t € By ergibt das Funktio-
nal h

Ha
—
et
S’

.

1]

[ ]

o

-

= 73]

-
=13

N
1]

- - < =~ x *
Jg(g)dﬂ-+<6(nai,ma8),zg >Fu (2.4.27)
Q b
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) .

I¥s &1
s
Ha

mit := E( ai’ Mg

(iii) Die Funktionale (2.4.26) und (2.4.27) definieren unter
der Bedingung det (naB) # 0 in der Klasse u € By und
t e BYX zwei Hquivalente vollsténdig duale Variations-

prinzipe.

2.5 Energienormartige Fehlerabschdtzungen fiir die KARMANsche
Platte

Es sei yY:= (v,t) wobei v mittels (2.3.1) und (2.3.7) und t
mittels (2.3.2) und (2.3.10) gegeben ist. Dann kdnnen fiir das
Randwertproblem der KARMANschen Platte (2.2.1 bis 2), (2.2.6

bis 9) formal iibernommen werden:

(i) die Definition (1.5.1) fiir die Mannigfaltigkeiten der

elastischen Zusté&dnde,

(ii) mit der Norm

10l 2= 1vglly + Nvgglly + Nvagglly +llinggrnggimeglll (2.5.1),

siehe (2.4.3), oder auch mit jeder anderen &quivalenten

Norm, die Formel (1.5.5) und
(iii) mit der Wechselwirkungsenergie
1 2 1 2 21
: J (VQtQ-rvRtQ)dQ (2.5.2)

die Sdtze 1.5.1, 1.5.2 und 1.5.3.

Die Formel (1.5.9) aus Satz 1.5.1 hat hier z.B. die Form

~ 2o~ ox oy oy vV ¥ v Vv _
BB B o= [ Fog, + B ¥, + KooV tan -

~ = v
= ZSk(lP,lL)) +0(v t7) (2.5.3)
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et
]
et
|
Lt
1 <<
W
Ln
!
X1

) = I -1 (B)

e

Schematisch ist fiir eine konvexe Verschiebungsenergiedichte

die Situation nach Formel (2.5.3) in Fig. 3 dargestellt. Der

Fehlerterm in(2.5.3) resultiert aus der Tatsache, daB das

kleine, durch die zwei Bdgen begrenzte Gebiet, zwischen @ und

& =X

t.

1=

I
I
|
[
|

0 - =

v

~

tiberhaupt nicht oder doppelt iiberdeckt wird.

l

1€

sibatatihadiia i I e T

v

Fig. 3; Schematische Darétellﬁhg von Formel (2.5.3).

Das betrachtete Randwertproblem (2.2.1 bis 2), (2.2.6 bis 9)
besitzt einige auffallende Eigenschaften:

(i)

(ii)

(iii)

(iv)

Die geometrischen Komponenten der elastischen Zustédnde
(2.3.1) enthalten partielle Ableitungen erster und zwei-

ter Ordnung der Verschiebungen.

Die Dualitdt der Variationsprinzipe basiert auf der
Dualitdt der R&ume der geometrischen und der zugeordne-

ten statischen Komponenten der elastischen Zustédnde.

Unter der Bedingung det(n o) # 0 existieren FRECHETsche
Ableitungen beliebiger Ordnung sowohl fiir die Verschie-

bungsenergie als auch filir die duale Energie.

Flir eine positiv definite Matrix C (2.3.13) ist das
Funktional (2.4.26) in der Klasse der geometrisch zu-
ldssigen Verschiebungen ein Minimalprinzip und das
Funktional (2.4.27) in der Klasse der statisch zulas-

sigen Feldgr&Ben ein Maximumprinzip.



- 51 -

(v) Fliir eine nicht positiv definite Matrix g existiert bis
zum Uberschreiten der ersten Katastrophenfliche ein Be-
reich der &uBeren KontrollgrdBen in welchem das Funk-
tional (2.4.26) beziiglich der Verschiebungen ein Minimal-
prinzip definiert. Das Funktional (2.4.27) definiert f£fiir
diesen Bereich der &duBeren Kontrollgr&dBen jedoch kein
Maximalprinzip. Die sogenannte Energienorm verliert hier
ihre Gliltigkeit und die Differenz der dual approximier-
ten Funktionale bildet keine komplementdre Fehlerschran-
ke.

(vi) Die Matrix B (2.3.15) ist immer positiv definiert und

damit verbunden sind die zu den Momenten m korrespon-

apB
dierenden Anteile in (2.5.3) immer positiv.

2.6 Numerisches Beispiel

Randwertprobleme fir die KARMANsche Platte mit HuBeren Kon-
trollparametern in Bereichen, fiir welche die Matrix g (2.3.13)
positiv definit ist, haben eine triviale Morphologie. Hier ist
die LOsung eindeutig und kann dual approximiert werden. Kom-
plementdre und punktweise Fehlerschranken einiger Feldgr&Ben
konnen errechnet werden, siehe z.B.: [146, 148, 158, 159, 164,
203]. Die Kontrolle der Morphologie beschrédnkt sich auf den

Bereich der Eindeutigkeit der L&sung.

Topologisch interessanter und wesentlich schwieriger ge-
staltet sich der Fall, wenn mehrdeutige L&sungen auftreten
koénnen und die Morphologie der mehrdeutigen L&sung bestimmt
werden muB. Wenn die Bedingung det (nae) z 0 erfiillt ist,
dann miiBte sowohl mit Hilfe einer geometrischen, als auch mit
Hilfe einer statischen Beschreibung die Morphologie der mehr-
deutigen LOsung dquivalent bestimmt werden kdnnen. Dies kann
am einfachen Beispiel einer quadratischen Platte flir

Q := {6 ; |¢ <1, o := (1,2)}) (2.6.1)

a

siehe Fig. 4 mit beweglich gelagertem Rand und den Randbedin-

gungen
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ug =3 Ty = r

]
o

m*
{ll} l"t =T
-N. N 20 ~ (2.6.2)

n*
o nn

~

ua(oro) =0

untersucht werden.

€, u,

- 1 E,u,

-1

Fig. 4. Quadratische gelenkig gelagerte Platte

Die vier bei der partiellen Integration auftretenden Eckbedin-
gungen werden wegen u§ = 0 identisch erfiillt. Die Randteile
auf denen u,.u, und u3'n vorgegeben werden sind leere Mengen.
Gleichwertige Bedingungen folgen aus ua(0,0)==0 und fir die

Eckpunkte in denen u =0 gilt.

3,17 93,2
Die geometrisch zul&dssigen Verschiebungen
~ 3
Uy =oafy *+EE,
3
2 Ty * BEy
- T T
Uy = y cos 5 g1 cos % 52 (2.6.3)

fihren eingesetzt in das Funktional (2.4.26) fir p = const

iber § zu

iﬁ(a,s,y)==AY4~+YZ(B-+Ca-+DB)-+Ea2-+2Ea8~+G82-+8N(a+B)-pr
(2.6.4)
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mit A = 1.045341379
B = 1.115030804
C = 3.524858715
D = 4.678704868
E = 5.714285714
F = 1.621138938
G = 9.230769231 .

Die GrdBen o und B sind passiv und konnen mit Hilfe von

=~ =0 (2.6.5)

eliminiert werden. Erhalten wird

Y3+(K—L'N)Y _p.M=O (2-6-6)
K = 1.369438452

L = 3.030368248

M = 0.995510613 .

Mit p und N als &duBere Kontrollparameter wird die sogenannte
1= 0.4519049633

als exakter Eigenwegt fiir den eine Verzweigung stattfindet
m

Cusp-Katastrophe erhalten. Bei p=0 wird N= )

erhalten. (A1= ——————5——)
24 (1-v©4)

Die statisch zuldssigen GrdéB8en

~

= = u n
11 My, =9, cos 5 &, CoOs 5 &,

M, = (q, - q,)sins £, sin— -%(sin"é;qimrg +sinng, sin2mE.)-L& £
My = (qq —gy)sing &,sin5 &) =7 Mg, sinmé, 1 21”7852

=

5o-% - 3 3

N q =Ny, = N(1+RB cos > w£1 cos 5 ngz)

~ ~ 3 3 (2.6.1)
n12=1121 = - NB sin 5 1r£1 sin 3 m;z

a =g E-[sin-1 £, cos 3—5 -+E (sin 2 €, cos mE, - sin wE, cos 2 7mE,)]
13 42 2 2 1 2 72 2 1 2 1 2

i =q f—[coslf sinﬂg +E (cos mE, sin2 nE -~ cos 2 wE_ sin wE,)]
23 42 2 2 71 2 72 2 1 2 "1 2
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fiilhren eingesetzt in das Funktional (2.4.27) zu

% (q,,9,,8) = N°(2.8 + 28 +-2—4—£“38)+84q2+
c 172 1
82,2 2 P8
-a)? 2 32 .p° _ _ 64 TP
*+15.6 [lg-q,)) " +—z—+Bla, ~q,)q, g5+ ~Pla ~q) w-—7.=7]
.2
2 m 4
-~ 7~ fgEl- (2.6.8)

g
sind dabei so gewihlt, daB —2 der

Die Vertikalkomponenten n N

af
Gr6Be Yy entspricht. Berechnung von

=0 (2.6.9)

und Eliminierung von q4 fihrt zu

2 -
(A-FA1B + A28 )q2-+(A3-A4B)p =0
(§1+A B) 2-—A -+N2(4B~+A ) =0 (2.6.10)
2 HaPldy T AP 57 © i
mit
- el
A = 10.92 >N
A, = —5_ - .7867927648
1 45N :
A, = .2174301507
A, = 3.587344839
A, = .155144371
_22.4
Ag = =g - (2.6.11)
Eliminieren der passiven Gr6B8en f fiihrt zu
2 3 4 5 A
ao-+a1y-ba2Y +a3y ta,y tagy = 0 (2.6.12)
mit
a = (16A3-+4A )p
_ _ 2, _ aa2=2
a, = 16 A 4A1A5-+A5A2 4A4p
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[V}
1

(6A.A, + 8A,A, ~AA A4)5

2 g * SRRy~ Agh,
a, = 8AA, - 2A°
3 2~ %Ry
A,' _
ay = (7 Ay +A3A)Ap
_ q
ap = 8a3A2 i p = § P Y = 3% . (2.6.13)

In einer kleinen Umgebung von y=0, p=0, N=.4508477243 be-
schreibt (2.6.12) lokal eine Cusp Katastrophe, siehe Fig. 7.

Losungsdste in der (y,N) Ebene fiir (2.6.6) und einige Werte
p sowie das zugehdrige Verzweigungsdiagramm sind in Fig. 5
wiedergegeben. Lokale Variationsfunktionale fiir N = const sind

in Fig. 6 gezeichnet.

-

La ol P

Fig. 6. Lokales Verhalten des Funktionals filir N = const.
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o1 , 0,01 -

p=0,001 p=0,0

N 0,450 0456 N

-1

Fig. 7. Statisch approximierte Cusp Katastrophe

Dieses einfache Beispiel bestdtigt, daB eine &quivalente dua-

le Darstellung mehrdeutiger L&sungen mdglich ist.
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3. FLACHE SCHALEN VOM MARGUERRE-TYPUS

3.1 Vorbemerkung

Die im vorigen Kapitel fiir eine Analyse der KARMANschen
Plattentheorie angewendeten mathematischen Methoden ké&nnen
nicht flir eine Analyse beliebiger nichtlinearer Schalentheo-
rien, solcher wie sie 2z.B. in [132, 177, 217, 218, 221, 228,
229, 235, 237] benutzt werden, iibertragen werden. Fiir solche
Schalentheorien ist die Frage nach der Einbettung in einem
problemgerechten kompletten topologischen Raum, den Trace-
Eigenschaften komplizierterer Rdume und nach der Existenz der
notwendigen abstrakten Ableitungen und Integrale nach dem
augenblicklichen Wissensstand der Mathematik noch offen. Ohne
grbBere Schwierigkeiten gelingt jedoch die Verallgemeinerung
flir den Fall der MARGUERREschen flachen Schale, siehe MAR-
GUERRE [14], SANDERS [47], STUMPF [163, 165}, WASHIZU [207].

3.2 Das Randwertproblem fiir eine flache Schale vom MARGUERRE-
Typus

In dimensionsloser LAGRANGEscher Schreibweise ist das Rand-
wertproblem fiir die flache MARGUERREsche Schale definiert mit
Hilfe

der Gleichgewichtsbedingungen

_(naB,a + pB) =0

-{m + n + p3) 0 in @ (3.2.1)

aB, Ba a3, o

der geometrischen Randbedingungen

- u* =0 auf T

1 1 u1
u, - u§ = 0 auf Fu
2 (3.2.2)
uz - u§ =0 auf Pu
3
* - *
u3'n u3 auf T



kurz mit

G(g)lr = 0 (3.2.3)
T

bezeichnet und

der statischen Randbedingungen

-n¥* = r
nn1 n§1 0 auf t1
-k =
nn2 nn2 0 auf th
h h (3.2.4)
- * * * =
Tn3 “Mns,s M3 3 T Mhs,s T Mhs) T 0 A Ty
m _-m* =0 auf T
nn - “nn ty
kurz mit
s(t)|l, =0 (3.2.5)
t
bezeichnet.

Die geometrischen und die statischen Feldgr&Ben sind ver-
bunden mittels der konstitutiven Beziehungen welche aufgeteilt
sind in

Momentenschnittkrifte

myq 2= “Dluz 44+ vuy 5))
m,, &= -D(u3'22-+vu3’11) (3.2.7)
myp 3= DO =vIug 4y = my,
Membrankrifte
Ny i D1(e11(u;z)-+ve22(u;z))
n,, := D1(e22(u;z)-+ve11(u;z)) (3.2.7)

n12 : D1(1-v)e12(u;z) =: n,,

und die Vertikalkomponenten
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1102, 4703 () +n5(2 54y 5)
(3.2.8)

u

+ + z .+
N,y i= N, (2,1 3,1) Tz 5+ ug )

z(£) beschreibt in dimensionsloser Gestalt die Form der un-

verformten Schalenmittelfl&dche.

Die Dehnungen

_ 1 2
qq(@i2) =uy g ¥z quy g t3 vy
e,,(u;z) :=u +2 .u + 1 u2 (3.2.9)
228i2) 12Uy 5% 2 Hu3, 5% 3 U3 -2
2e1p(072) 12Uy 5 Uy 4 *Z qu3 ot 2 oU3 g tUg qU5 57128, (U52)

werden als Abkiirzungen benutzt.

Das Gebiet Q der Mittelflichenprojektion auf die (51, 52)
Ebene liegt im Quadrat IEa[ € 1 und wird hinreichend glatt
vorausgesetzt. Der Einfachheit halber werden nur solche Fédlle
betrachtet fiir welche die Eckbedingungen und die Ubergangsbe-
dingungen zwischen Fu4 und Ft4 identisch erfiillt sind. T be-

zeichnet den Rand von  und

I = (T_) (3.2.10)

g =
[+
w

sowie
r., = (T, ) ; k =1,2,3,4 (3.2.11)

werden als Vektoren angesehen. Genauso wie fiir die KARMANsche
Platte ist FukU Ftk==P, Fukﬂ Ptk = @ und Fuk==¢; k.
oa:=1,2=:8; n u=(n1,n2) bezeichnet in der (51, 52)-Ebene den
auf ' definierten duBeren Normaleneinheitsvektor und

S = (51,82) den Einheitstangentenvektor auf I'. Es ist
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;i D=—21—, D, =12D

12(1—v2) 1

m :t=m_ S
ns Ne g
und v bezeichnet die Kontraktionszahl. Uber sich wiederholen-
de Indizes wird summiert und (.) o oder (.) aB bezeichnet
r 1
partielle Ableitungen erster Ordnung beziiglich Ea oder zwei-

ter Ordnung beziliglich Eu und EB.

Es sei Fo der Projektionsbereich der unverformten dimen-
sionsbehafteten Schalenmittelfl&che und Fo liege im Quadrat
Ixal‘éa. Die hier benutzte dimensionslose Form der Randwert-

aufgabe wird erhalten wenn die dimensionslosen

X
. = &
Koordinaten ﬁa =3 ’
. - 2 3
Verschiebungen u, == h2 u, s
< 23
U3o—h ’
Mittelfldchendarstellung z == % '
statischen FeldgréB8en
a2 = a3 = a2 =
n t= —= N .; n t=— N _; m t=S— M _,
oB Eh3 aB o3 Eh4 03 aB Eh4 aB
und Fl&dchenkrdfte
P
o Eh3 o 3 Eh4 3

eingefiihrt werden.

E bezeichnet den Elastizit&tsmodul, ﬁa, u, die Verschiebungen

~ _ 3
in X, oder X3 Richtung, P, oder P3 die Fl&dchenlasten in der
gegebenen Richtung, h die konstante Schalendicke und ﬁaB’

Na3’ ﬂuB die dimensionsbehafteten statischen Schnittgr&Ben.
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3.3 Herleitung der Energiefunktionen fiir die flache MARGUERRE-
sche Schale

Die Konstruktion von Variationsprinzipen fiir die flache -
MARGUERREsche Schale erfolgt in zwei Schritten. Im ersten
Schritt werden die ben&tigten Energiefunktionen hergeleitet.
Dafiir werden die in den konstitutiven Beziehungen (3.2.6 bis
9) vorkommenden geometrischen und statischen Gr&8en in Vek-
torform

V(u) = (u1'1lu2'21u1’2+u2,1lu ) (3.3-1)

via 3,1793,27793,117 793,227 793,12
sowie

t(n_.,m

ai’MypiZ) = (3.3.2)

e P PR E P E YL R R P PY

geschrieben und in der auftretenden Reihenfolge als Element

v = (vz) : 2 :=1,2,...8 (3.3.3)

sowie

£ = () (3.3.4)

angesehen. Die konstitutiven Beziehungen kdénnen in diesen
GréBen als

t = ‘E(Y;z) (3.3.5)

mit

t, = D1(e11(y;z)+ve22(y;z))
t, = D1(e22(Y;z)+ve11iy;z))
t3 = D1(1-v)e12(y;2)

t, =t a44-t a

4 1 385
tg = t3a, +t,ag
t6 = D(v6-+vv7)
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‘—r
]

D(v74-vv6)

D(1-V) v (3.3.6)

t
1]

8

geschrieben werden, wobei =2 4+ V. g =2 , * Vg bedeuten
’ 14
und die Verzerrungen

. e 1,2
e11(Y;z) ¢ = v1+-z'1v4+-2 vy
e ~(V;2) 1= Vv, +2Z V. +< v2 (3.3.7)
227 2 25 2 °5 cTt

Ve + 2 +v,Vv

2e 5(viz) 1= vytz Vet z v, +V,Vg

als Abkiirzung benutzt werden. Fiir ein homogenes Material und
fir hinreichend glatte z (), genauer gesagt fiir

z(E) € W q(Q): 2 $q g w (3.3.8)

1,

sind die CARATHEODORY-Stetigkeitsbedingungen erfiillt und es kann
genau wie fiir den Fall der KARMANschen Platte aus der Form
von (3.3.6) deduziert werden

VyrVyrVa € LZ(Q) P VgiVeg € L4(Q) P VeiVaiVg € Lz(Q)
so daB

v EE () := (Ly(2))7 x (1, () x (L, ()3, (3.3.8)

~

Eine einfache formale Rechnung fiihrt zu der FRECHETschen Ab-
leitung

dt~: (Y;Z)
—__d Y = g (3.3.9)

mit

) (3.3.10)

QN

-~ =

W o

sowie
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’ 1, v, 0, a4, va5 \
v, 1, 0, va4, ag
a:=p |0, o, 1% I, 12 (3.3.11)
dqr Vays 15Va5' aqr a3
\ vag, ags l%2a4, a3, a,

t
_ 1-v 2
a, = D, tayt 3 ag
t
- 2 1=v _2 2
a, = D1 + 5 a4 + ag (3.3.12)
t
- _3 1-v
% % p, T T3 885
und
1, v, O
B := v, 1, 0 . (3.3.13)
0, 0,2(1-v)

Somit ist C symmetrisch und genau wie fiir die KARMANsche
Platte gilt

t-] (Y;z) It3 )
tylviz) ., t,(v;2)

(viz)

det g = C(v,D,D1) det ( (3.3.14)

mit C(v,D,D1) > 0.

Mit A, (Q) wird die Untermenge von EV(Q) bezeichnet fiir
welche det (nBa)=t0 gilt. Mit diesen Vorbereitungen k&nnen in
AV(Q) duale Energiefunktionen hergeleitet werden. Alle Bewei-
se und Berechnungen verlaufen vdllig analog zum Fall der KAR-
MANschen Platte. Daher werden die folgenden S&tze ohne Beweis
angegeben.

Satz 3.3.1

Die konstitutiven Beziehungen (3.3.6) besitzen eine Stamm-
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funktion

f(v;z) :=

Py

2 2
> [e11(Y'Z) +e22(y,Z) +2\>e11(y,2) e, ,(v;z) +

22 ~
|2 -~

[v

+
Nlo

2 2 2
6-Fv7-+2vv6v7~+2(1-v)v8]. o (3.3.15)

Satz 3.3.2

Auf AV(Q) definieren die konstitutiven Beziehungen eine bijek-

tive Abbildung. Eine explizite Umkehrung existiert und es ist

2
Va

AT T S M A
2
Vg

Vy = byt vt =5 T2 oYy

vy = 2(1+V)t, -v v, -2 ,V_ -2 .V

37 V457 2%2,1Y57 2 oY,

| bty tgty
Vg T 2.~ %1
- 1 4
t1t2 t3
it N A RO
5 _ 2 )2
t1t2 t3
Ve = 12(t6-vt7)
V7 = 12(t7-vt6)
Vg = 12(1+v) t8 (3.3.16)

mit t€ F (@) := (Ly(2))° x (L, ()% x 1,(2)3. o
- 3

Satz 3.3.3

t,,t

Unter der Bedingung det(t1 t3) # 0 ist die LEGENDRE-Transfor-
14

mation 3772
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gl(t;z) := tﬂ,vz(tk;z) -f(y(tk;z);z) (3.3.17)
giiltig und
1.2 .2 2
glt;z) = 2(t1+t2 2vt1t2-+2(1+v)t3)
+ il [s,v, + s_v_]
2 44 5°5
v 6(t2+t2 - 2vt .t +2(1+v)t2) (3.3.18)
6 7 67 8 e

mit

n

t4--(t1z'1+t3

2]
1]

ts-—(t3z,1-+tzz

ist eine Stammfunktion fiir v(t;z). 0o

Definition 3.3.1

Der Operator (3.3.15) errechnet fir v aus (3.3.1)

f(v(u);z) :=

D

1 2 - 2 - - - - 2 b4
— lej,(uiz) +e,,(uiz) + 2ve, (usz)e,, (uiz) + 2(1-v)ey, (u;z)]
+Dow? en? L v2va, o+ 201-v)ud ) (3.3.19)

2 '73,11 73,22 3,11°3,22 3,12 e

wird Verschiebungsenergiedichte genannt. O

Definition 3.3.2
Der Operator (3.3.18) errechnet fir (3.3.2)

_ 1,2 2 _ 2
g(t(nai,maB,z) s = 7(n11-+n22 2vn11n22-+2(1+v)n12)

1
* gls,vy +sgve)

+ 6/ 2

m11+m2 - 2vm, . m -+2(1+v)m$2) (3.3.20)

22 11722
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mit
Sy = My3- (ngz g +n,z o)

+nN.~Z )

- (ngpZ 1+ 1552 5

Sg = Ny3

0 on - (3.3.21)
_ M3l T hy30y,
v, = 2 - 2

Niqfop "0

_ Do3fy T30,
v = - 2
> n, n, -n> '2
11022 " P2

wird duale Energiedichte genannt. O

Die Verschiebungsenergiedichte (3.3.19) kann mit der iiblichen
Verzerrungsenergiedichte identifiziert werden.

3.4 Duale Variationsprinzipe fiir die MARGUERREsche flache
Schale

In einem zZweiten Schritt k&énnen mit Hilfe der Verschie-
bungsenergiedichte (3.3.19) ein Variationsfunktional in der
Klasse der geometrisch zuldssigen Verschiebungen und mit Hilfe
der dualen Energiedichte (3.3.21) ein &quivalentes Variations-
funktional in der Klasse der statisch zuldssigen PIOLA-KIRCH-
HOFFschen Schnittgr6B8en hergeleitet werden.

Definition 3.4.1

Die Klasse der Funktionen

By = (8 € E (@ 5 G(g)lPu

= 0} (3.4.1)

wird Mannigfaltigkeit der geometrisch zuldssigen Verschiebun-
gen genannt. O

Definition 3.4.2

Die Klasse der Funktionen

~
~~

B§:={( wg’ aB'HaB)EEE(Q); m

=23
sa

aB,Ba+na3,a‘+p3 = 0;

naB,a+pa=0 ; S(E(nuB’naB’muB))lrt = 0} (3.4.2)

~
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mit Et(Q) nach (2.4.2) wird Mannigfaltigkeit der statisch zu-
ldssigen PIOLA-KIRCHHOFFschen SchnittgrdBen genannt. g

Mit den geometrischen und statischen Randwerten in den in
Formel (2.4.4) gegebenen Funktionenklassen und den Fl&chen-
lasten p_(£), p;(£) € L,(R) bleiben die fir die KARMANsche
Plattentheorie angewendeten Trace-Theoreme gliltig. Ein asso-
ziiertes semihomogenes Randwertproblem kann erhalten und die
Satze 2.4.1, 2.4.2 und 2.4.3 k6nnen formal ilibernommen werden.
Dabei wird filir geometrisch zuldssige Verschiebungen QGEBG
das Funktional

.

I, := ‘[f(y(g);z)-piui]dn
N Q
- * 11 * ~ - ~
J [nf U, * (Qh5 + nX3)u, m;au3'a]dr (3.4.3)
r, " ~T . ~

erhalten. Das Randintegral ist eine Abkiirzung fiir

J‘qWﬂ&+[(%fﬂﬂ+J[M&+%§%MF'JWE%JM4&L“
~ n ro
4

~ -~

r r r
ti t2 t3

Es ist liblich die zwei letzten Integrale durch

* * * 13 - 0
J [(mns,s-+qn3-+nn3)]u3dr J (m;nu3'n)dr (3.4.5)
r Tt h ¥ T T -

t3 €4

zu ersetzen.

Fir n n?z # 0 wird das &dguivalente duale Variations-

11~
funktional
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in einer rein statischen Formulierung fiir EEEBE erhalten. Da-
bei ist das Randintegral wieder als Abkilirzung, analog zu
(3.4.4 bis 5), liber die Komponenten von Fu zu verstehen.

Bedingt durch das zusdtzliche Auftreten der Funktion z(g)
ist die Morphologie der L&sungen der Randwertaufgabe filir die
MARGUERREsche flache Schale topologisch komplizierter als die
fiir die KARMANsche Platte. Die Abschdtzungen mit Hilfe der
elastischen Zustdnde bleiben jedoch gililtig und brauchen hier
nicht wiederholt zu werden. Die in 2.5 filir das Randwertpro-
blem der KARMANschen Platte aufgezdhlten Eigenschaften (i)
bis (vi) bleiben gliltig. So ist z.B. vaus der Eigenschaft (v)
sofort zu ersehen, daB fiir ein nach oben gewdlbtes Tonnendach
unter Eigenlast die sogenannte Energienorm nicht anwendbar ist
und eine komplementdre Fehlerschranke nicht existieren kann.
Wenn z(g) = 0 wird als Sonderfall die KARMANsche Plattentheo-
rie erhalten.

3.5 Numerisches Beispiel

Zur Illustration wird eine flache Schale mit der Mittel-

fldchenfunktion
z(£) := Yy, cos I ¢, cos I Y (3.5.1)
a’ 1 2 1 2 '2 Tt
und dem Projektionsbereich
Q = {ga ; Ieal <1, o = (1,2)} (3.5.2)
unter konstanter Fl&chenlast
Py = Py = 0, p3 = p = const. (3.5.3)

und konstant verteilten Druckbelastungen an allen gelenkig ge-

lagerten beweglichen Rdndern



[ -N auf  (#1, &,) )
* -
Nh1 © e
~ [ 0 auf (£,, 1) ] 1
(0 auf (%1, £,5) )
*
Dh2 ~© Te
- -N auf (£,, *1) 2
(3.5.4)
u* = 0 auf T =T
3 u
3
* = =
mx 0 auf Ft4 r
betrachtet. Ft3 = @ und die durch Fu1= Pu2= Fu4= § verursach-
te Undefiniertheit wird behoben mit
ua(0,0) =0 (3.5.5)
und
u3(i1, 1)y =0 . (3.5.6)
Die geometrisch zuldssigen Verschiebungen
~ 3
4g = abq + BE,
3, = af., + BES (3.5.7)
2 2 2 e

m )
3 = Y cos 3 51 cos 5 &2

u

fiihren, eingesetzt in das Funktional (3.4.3), mit v=0.3 zu

der endlich-dimensionalen Darstellung

iu(a.B,Y:Y1.p.N) :=

~

An2-+n(Ca-+DB)-+E02-+2EaB-+G82-+BY2-+8N(a+B)-pr (3.5.8)

mit

no:= y(2y, +y)

und
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A = 1.045341379
B = 1.115030804
C = 3.524858715
D = 4.678704868
E = 5.714285714
F = 1.621138938

G = 9.230769231

Die GroBen o und B sind passiv und konnen mittels

~ ~ ~

BIu BIu BIEl

o0 0B ~ dy

eliminiert werden. Erhalten wird die Gleichung

Y3-+3Y1Y2-+(K-LN-+2Y$)Y-(Mp-+LNY1) = 0 (3.5.9)
mit
K = 1.369438452
I = 3.030368248
M = 0.995510613.

Der Ubergang zu der neuen Verhaltensvariabel 0
Y = 0- Yy (3.5.10)

eliminiert den quadratischen Term 3Y1Y2- Erhalten wird die
Gleichung

@3'+[K-LN-Y$]@ - [KY1-+Mp] =0 (3.5.11)
welche der Kiirze halber mit
H(G;NIPIY1) = O

bezeichnet wird. Die Verzweigungsfldchen von (3.5.11) k&nnen

aus



H(O;N,p,Y1) =0

(3.5.12)

3

35 (@:N,p,v,) = 0
bestimmt werden. Erhalten wird eine Cusp-Familie

(LN-—K-+Y$)3 = %} (Ky.l-l-Mp)2 (2.5.13)
deren Spitzen auf einer Parabel

2
LA = K-A1 H KY1-+Mp =0 (3.5.14)

siehe Fig. 8, liegen.

Fig. 8; Verzweigungsdiagramm fiir Gleichung (3.5.11)

Flir Yq = const. kann der kleinste Eigenwert A(Y1) mit Hilfe
von (3.5.12) bestimmt werden. Dessen Maximalwert y(0) =
.4519049634 wird fir Yy = 0, also fiir eine Platte erreicht.
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\(Y1) bezeichnet hier den Wert von N fiir welchen eine Verzwei-
gung stattfindet. Flir einige Werte von y;sind die fir
KY1-bMp = 0 vorkommenden L&sungen von (3.5.11) in Fig. 9 auf-
gezeichnet.

ol

271

Fig. 9; L&sungen von Gleichung (3.5.11) filir KY1-+Mp==0

Bei KY1-+Mp==0 wird die L&sung von (3.5.11) komplizierter. In
Fig. 10 sind fiir Y4 = 0,4 einige L&sungen aufgezeichnet. Konti-

nuierliche Linien bezeichnen stabile lokale Minima, gestrichel-
©

P

2.004 Z

oo
™~
AN

1
o
~

©vV|VvOUVO
woalwonouon
Z|

LN
/

- 2004

Fig. 10; Lo6sungen von Gleichung (3.5.11) f£fir KY1-rMp==O
und Y1= 0.4
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te Linien instabile lokale Maxima. Fir ein fixiertes Yq0 also
flir eine gegebene flache Schale, bestimmt der Schnittpunkt
einer angewendeten Belastungsfunktion f(p,N;Y1)= 0 mit dem Ver-
zweigungsdiagramm in der (p,N) Kontrollparameterebene ob eine
Verzweigung oder ein Durchschlagen stattfindet. "

Die lokalen Funktionale iu(a(@), B(), v(©); Y1) besitzen fiir

A(Y1)‘=N==const. zwei stabile lokale Minima und ein instabi-
les lokales Maximum, siehe Fig. 11.

Ile)
p=0,4
p=1
10 4
T A
\ 25 (=)
V lokal stabil
A lokal instabil

Fig. 11; Lokale Funktionale iu(a(e), B(e), v(@); v )
Ehnliche Berechnungen fiir eine kreiszylindrische flache
Schale unter Einzellast und konstanter Druckbelastung an
zwei freien Rédndern sind unter Verwendung einer allgemeine-
ren Theorie flacher Schalen auch bei STUMPF [241] zu finden.



4. DER FLACHE BOGEN

4.1 Vorbemerkungen

Randwertprobleme fiir KARMANsche Platten, flache Schalen
oder dreidimensionale elastische Korper sind zu kompliziert
und zu rechenaufwendig um die Morphologie der L&sung fir einen
vorgegebenen Bereich der &duBeren KontrollgrdBen exakt oder auch
nur zufriedenstellend zu analysieren. Bei Untersuchungen, wel-
che von einem endlich dimensionalen Element zuldssiger Ansatz-
funktionen ausgehen kann z.B. mit Hilfe der Katastrophentheo-
rie eine approximierte Morphologie erhalten werden, siehe z.B.
HUI, HANSEN [212], CHILLINGWORTH, MARSDEN, WAN [219], STUMPF
[241] . Aussagen iiber die Exaktheit der erhaltenen Morphologie
sind verhdltnismdBig unbekannt. Auch eine ilibereinstimmende
dual approximierte Morphologie, wie sie z.B. von LABISCH [233]
flir ein Randwertproblem einer KARMANschen Platte erhalten wur-

de, kann nicht als Beweis filir deren Exaktheit gewertet werden.

Wesentlich einfacher und iibersichtlicher kann das torsions-
freie eindimensionale Problem eines gelenkig gelagerten Bo-
gens untersucht werden. Die Anzahl der Ver&ffentlichungen fiir
diesen Themenkreis ist betridchtlich. HUSEYIN [90], ROORDA [59]
und THOMPSON [227] gehen von einer endlich dimensional dar-
stellbaren Energie aus. Durch Elimination passiver Koordinaten
und Selektion . fihrender Terme wird die elementare eventuell
verformte Cusp-Kathastrophe erhalten. Eine unendlich dimensio-
nale Approximation ist zu finden bei FUNG, KAPLAN [25] und bei
ASHWELL [41], jedoch ist hier die benutzte Bogentheorie zu ein-
fach. Interessante Ergebnisse erhielten SCHREYER, MASUR [67] .
ZEEMAN [181] geht von den ersten zwei Eigenformen aus und er-
h&lt die sogenannte duale Cusp-Katastrophe. Eine Anzahl von
Verdffentlichungen beschdftigt sich mit rein numerischen Me-
thoden und numerisch erhaltenen Ergebnissen, wie z.B. CRIS-
FIELD [209], SABIR,LOCK [122] und HUDDLESTON [76]. Unzweifel-
haft hat die Anwendung leistungsstarker Rechenautomaten zu
neuen Ergebnissen und neuen Erkenntnissen gefithrt. Bei einer

genaueren kritischen Betrachtung wird man jedoch feststellen
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miissen, daB auch in solchen Verdffentlichungen in denen Varia-
tionsverfahren angewendet werden, keine Einbettung der Rand-
wertprobleme in problemgerechte lineare topologische R&ume
durchgefiithrt wird. Fliir solche Fdlle bleibt die Frage, inwie-
weit die Anwendung verschiedener auf lineare topologische R&u-
me beschrdnkter Hilfsmittel der Funktionalanalysis, solcher
wie FRECHETsche oder GATEAUXsche Ableitungen und abstrakte In-
tegrale, sinnvoll oder {liberhaupt md&glich ist, offen. Offen bleibt
auch die Frage nach dem Sinn der "deduzierten" EULER-LAGRANGE
Gleichungen. Gelten diese absolut, oder nur in einem bestimm-
ten Quotientenraum; in dem Sinn, daB nur Aquivalenzrelationen
vorliegen und beliebige Funktionen aus bestimmten Untermengen
addiert werden kénnen, etwa sogenannte Null-Lagrangeane, sie-
he z.B. EDELEN [210]. Oft werden Reihenentwicklungen den Be-
dirfnissen der Katastrophentheorie entsprechend abgeschnitten
cder/und L&sungsidste iibergangen. Bei numerisch orientierten
Arbeiten k&énnen verhdltnism&Big kleine Einzugsgebiete bestimm-

ter L&sungsdste unentdeckt bleiben.

Ein qualitativer Durchbruch kdnnte erreicht werden, wenn
es gelingen wiirde mit Hilfe eines hinreichend variablen Bogen-
modells filir einen bestimmten Bereich der &uBeren Kontrollpara-
meter eine mathematisch exakte LOsung des betrachteten Rand-
wertproblems zu finden und daraus die exakte Morphologie 2zu
deduzieren. Ein solches Bogenmodell mit einer exakten LOsung
und exakt bestimmter Morphologie fiir ein numerisches Beispiel
ist von LABISCH (239, 240] bekannt.

4.2 Das Randwertproblem fiir einen flachen Bogen von MARGUERRE-
Typus

Die hier angewendete Theorie flir einen flachen Bogen ist
v6llig analog zur Theorie flacher Schalen, nach MARGUERRE auf-
gebaut.

Es sei := {x; -¢ <x < 2} das Intervall fiir die Projektion
des Bogens auf die x-Achse. In LAGRANGEscher Betrachtungsweise
wird das folgende Randwertproblem mit
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den Gletichgewichtsbedingungen in Q

X
an,  _
- f q1) = 0
2 (4.2.1)
d°M, AN, _
et ta3) =0
dx
den geometrischen Randbedingungen
up (9 =0 (4.2.2)
ug(£8) =0
und der statischen Randbedingung
M1(i2) =0 (4.2.3)

betrachtet. Die Verbindung zwischen geometrischen und stati-
schen Feldgr&Ben ist spezifiziert durch die konstitutiven Be-

ziehungen mittels

der MomentenschnittgrdBe

2~
d u,
M, = -EI ' (4.2.4)
1 2
dx
der Membrankraft
N, = EF e1(u1,u3;z) (4.2.5)
und der Vertikalkomponente der Membrankraft
d(ﬁ3+2)
N13 = N1 . T . (4.2.6)
Die Verzerrung
du = du du
- = = 1,dz ~ 3.1 3,2
e (Uyrugiz) = gty & Y2 &) (4.2.7)

dient als Abkiirzung. Wie iiblich bezeichnet E den Elastizitdts-

modul, u, die Verschiebung in x-Richtung, u, die Verschiebung

1 _ B 3
in x3—Richtung, dqqr 95 die Linienlasten in diesen Richtungen.
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22 ist die Lénge des Intervalls Q_,z(x) bezeichnet die Mittel-
linie des unverformten Bogens, I das Trdgheitsmoment, F den

Querschnitt und h die konstante Dicke des Bogens, siehe Fig.12.

Die mathematisch handlichere dimensionslose Formulierung ist
-in Q :={&; -1< E< 1} gegeben durch

die Gleichgewichtsbedingungen

dn1
“FE ) =0
2 (4.2.8)
d'my dngy
- ( + +Q) = 0,
d&z ag 3
die geometrischen Randbedingungen
u, (1) =0
(4.2.9)
u, (1) =0
und die statische Randbedingung
m1(i1) =0 . (4.2.10)

Die dimensionslosen konstitutiven Beziehungen sind gegeben iiber

die Momentenschnittgribe

dzu3
m, = - D > (4.2.11)
dg
mit
I
D=—'§'
Fh
die Membrankraft
n, = e1(u1, u3;z) (4.2.12)

und die Vertikalkomponente der Membrankraft

_ d(u3+z)
n = n

13 =™ —g - (4.2.13)
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Fig. 12; Das Randwertproblem fiir den flachen Bogen und

dessen dimensionslose Ubertragung

Die dimensionslose Verzerrung ist

du du du
e, (u,,uy;2) = 1.4z 3, ——31)2

&+ 5E %( 27 (4.2.14)

Diese dimensionslose Formulierung wird erreicht mittels Ein-

fihrung der dimensionslosen

Koordinate £E = %
Verschiebungen u, = J% 51
h
- 33
U3 T Th
Mittellinie z = %



2
statischer Feldgr&B8en n, = . 5 N1
EFh
3
2
n = N
13 EFh3 13
2
_ 2
m = EIn M
22 -
und Linienlasten q, = 5 94
EFh
4
2 -
q, = ——x 49, -
3 EFh3 3

4.3 Herleitung eines dquivalenten Variationsprinzips in geo-

metrischen GréBen

Auch hier erfolgt die Herleitung eines Variationsprinzips

in der Klasse der geometrisch zuldssigen Verschiebungen in

zweli Schritten. Im ersten Schritt wird die Verschiebungsener-

gie konstruiert. Fiir diesen Zweck werden die in den konstitutiven

Beziehungen auftretenden geometrischen und statischen Gr&Ben

in Vektorform

du, du d2u
V(u) = ( d£1 4 dg3 I— 23)
MAD ac
und
tlvlwiz) = (ny(vlw);z), no5(v(u)iz), m (viu);z))

arrangiert. Die gemometrischen Komponenten

vV = V.,
~ J

und die statischen Komponenten

t = tj ; J=1,2,3

(4.3.1)

(4.3.2)

(4.3.3)

(4.3.4)

der elastischen Zustdnde sind verbunden iiber die verallgemei-

nerten konstitutiven Beziehungen
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t1(y:2) = e1(y;2)
to(viz) = t. (viz) (v, + 33 (4.3.5)
207 127 2 dg .
t3(Y;z) =D Vj
mit
_ g .82 1,2
e1(Y,z) = V1'*d£ v2 + 5 YV, - (4.3.6)

Fir eine hinreichend glatte Mittellinienfunktion z(g) sind
die CARATHEODORY Stetigkeitsbedingungen automatisch erfiillt.
Die konstitutiven Beziehungen (4.3.5) filhren unter Zuhilfenah-
me geeigneter Wachstumsbeschridnkungen zu

v, € LZ(Q), v, € L4(9), v, € LZ(Q)

2 3

und damit 2zu
YGEEV(Q)== LZ(Q)><L4(Q)><L2(Q) . (4.3.7)
Dieser cartesische Produktraum ist ein normierter reflexiver

Raum. Eine einfache Rechnung zeigt, daB die FRECHETsche Ablei-

tung der konstitutiven Beziehungen (4.3.5) existiert und mit

dt (viz) 1T ¢ 0
_dTV_ = r S 0 (4.3.8)
- 0 0 D

und r = %% *Vyr S = t1(Y;z)-+r2 symmetrisch ist. Deshalb

existiert fir t(v;z) eine Stammfunktion
1
f(viz) = J (t(uviz) -v)dp .
0

Eine einfache Rechnung ergibt

flyiz)=1 (flviz) +D v3) . (4.3.9)

Die Funktion
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2
d“u

f(y(t}):z) = %(ef(u1,u3;2) +D( 23)2
dag

) - (4.3.10)
wird Verschiebungsenergiedichte genannt.
Der cartesische Produktraum

Bﬁ(Q)= {§==(ﬁ1,ﬁ3);y(§)e EV(Q), ﬁ1(t1) =0, ﬁ3(i1) =0}

(4.3.11)

wird Raum der geometrisch zuldssigen Verschiebungen genannt.

Mit Hilfe der homogenen Randbedingungen folgt sofort

G €W, () G,€W, (ANR, (0
Uy EwW, K@) ugew, @i w (@)
und damit
Q no

Bﬁ(ﬁ) = W1'2(Q)><W2,2(Q) W1’2(Q). (4.3.12)
W1 2(Q) und W2 2(Q) bezeichnen die Ublichen SOBOLEV-R&ume und
ols ’
W1 2(Q) entspricht W1 2(Q), ist jedoch auf homogene Randwerte

'] 4

beschrdnkt, siehe ADAMS [139]), S. 45. In Bﬁ(Q) ist eine par-

tielle Integration mdglich.

Mit gﬁ(ﬁ)c: Bﬁ(Q) wird die Klasse hinreichend glatter Funk-
tionen gEEBﬁ(Q) bezeichnet, fiir welche auch die statische
Randbedingung (4.2.3) erfiillt wird. Der Satz von FUBINI und
eine partielle Integration liefern fir Vg € B;(R) und fir

~

o
t(uv(d);z) errechnet fiir 4 nach (4.3.2) und uv(y)
<RI M

(@] (e}
11 dn, d2m1 dn_
[ f -lgg v a0y - ‘dgz tgE *d3)uzldtdw =
0 -1
0 g, g, d2g3
=J{f[n1 ac "Mz @ - ™ 2 ldk-agl, - qjdslae
dg
-1 0
1
=j[f(Y(g);z)-q181"q3g3]d£ = I(g;z;q1,q3) . (4.3.13)
-1

Im letzten Integral kommt die statische Randbedingung nicht

mehr vor. Sie ist natiirlich.
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Das Funktional kann auf ﬁ(EBﬁ(Q) erweitert werden. Dem Rand-
wertproblem (4.2.8 bis 14) entspricht im Raum der geometri-
schen zuldssigen Verschiebungen Bﬁ(Q) ein Variationsprinzip

mit dem Variationsfunktional
1
I(E;z;q1,q3) = J[f(y(g);z)-q1u1-q3u3]d£ . (4.3.14)
-1
Die folgenden Fragen bleiben interessant:

(i) Eignet sich eine mit Hilfe von (4.3.14) erhaltene Appro-
ximation immer fiir eine qualitative Analyse der L&sung

des primdren Randwertproblems?

(ii) Wann ist die Morphologie der so approximierten L&sung
dquivalent zu der der exakten L&sung des Randwertproblems?

4.4 Der flache Sinusbogen

Der vollstdndige Formalismus einer mathematischen Analyse

kann anschaulich am Beispiel eines flachen Sinusbogens mit

D=_1_

127 a = Ul und der Mittellinie

2

z = y, cos a 13 (4.4.1)

unter der Belastung

q10

(4.4.2)
43 = Py Cos a £ + P, sin 2 a £

siehe Fig. 13 demonstriert werden.

o o)
Die R&ume W () und W Q)N w () sind separabel. Als
1,2 2,2 1,2

Basis fiir beide R&ume wird die Menge
M = {cos(2k-1)a &, sin 2ka&; k = 1,2,3,...} (4.4.3)

angenommen. Der Einfachheit halber wird die Untersuchung auf

die Wechselwirkung der ersten zwei Eigenformen fir ﬁ3 begrenzt.
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pz-sin 20k
U £
pl-tosug
\I% £
p‘<0.0
- -
i "\
Zr
] -~ 4
-1 \\ // 1
~ /’

Fig. 13; Dimensionslose Ubertragung fiir den flachen Sinus-
bogen. Schematische Darstellung von zwei stabilen
Gleichgewichtslagen

Daher wird

4, =) [, cos(2k-1)ag+ B, sin 2k ag]
=1
(4.4.4)

uy =y, cos a£-+Y2 sin 2 a £

in das Funktional (4.3.13) eingesetzt. Stationaritdtsbedingun-
gen fihren zu

a, = 0 = Bk , vk > 2 (4.4.5)

k

und damit zur endlich-dimensionalen Darstellung

11 (0.1 14 81 IYi;Yolpi) =

1 ,.2.2 2 2 2
Vi {a [a1-+481-+9a2-+1662] +
+ a3[-2a Yoy _ +7v,) =B, (2y_ Y +Yz)+60tY (y_+7v,) +8B Y2] +
2o T Y TR1eYeY T Y 27207 11 272
4 3 2,2 .4 .2 2 2 2 1,2 2
a2y v+ Y T3y 2y, (v 4y ) T4y (2 v tYg) + vy +16Y5) 1)

_p1Y1—p2Y2 ' i= 1’2 (4.4.6)
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fiir das Funktional (4.3.13). Die Koordinaten a1, Gy B1 und Bz
sind passiv, denn sie k&nnen iiber die Stationaritdtsbedingun-
gen
311 311
=— =90, i=1,2 (4.4.7)

Oai BBl

eliminiert werden. Das Einsetzen der resultierenden Beziehun-
gen

a, aYz(Yo'+Y1)

_ 2

(4.4.8)
3a, =-aY2(Yo'*Y1)
.2
4Bz_aY2
und die Einfilihrung der neuen Verhaltensvariablen
$ =y _ + Yy
o (4.4.9)
Y = 2y,
und Kontrollparameter
P Y
P R
(4.4.10
D, ( )
C2% v
. 1 4 ...
mit b = 5 a fihren zu
4 4 2 2 2 2
- p{&_+¥ LoV e 2 v_oo4 .2 o
=g rE Tt 3 T 3
c.6 C ¥4 2
_ ;—'72‘”"?0*1_(2)*—21"(0}‘ (4.4.11)

Das Randwertproblem fiir den Sinusbogen (4.4.1 bis 2) ist auf
eine mathematisch strenge Art und Weise von einem unendlich
dimensionalen Problem mit den Parametern aus (4.4.4) auf ein
zweidimensionales Problem reduziert worden. Das Funktional

(2.4.11) kann wie eine Funktion von zwei Variablen behandelt
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werden. Die Analyse des Randwertproblems ist damit auf die
Analyse einer reellen Funktion in den zwei Verhaltensvariablen
¢,9 und eine Diskussion des Verhaltens dieser Funktion in Ab-

C., zurilick-

hdngigkeit von den &uBeren Kontrollparametern Yo! C1, 5

gefiihrt worden.
Eine wesentliche Rolle bei der Analyse spielen die Statio-
naritdtsbedingungen

oI

o

- 91 _
3% " 3¢ " 0 (4.4.12)
welche
] _ 2 2 1_.2 _
f1 (¢;w:YO,C1) = (9 + 9y ""'3_ YO)(I) C.] =0
(4.4.13)
_ 2 2 4 2 _
fZ(Q’w’Yo'CZ) = (d’ +w +§—YO)¢-C2 =0
ergeben und der Hessian von (4.4.11)
o . af1 'af1
11 712 ) Iy
§(I) = = 3f2 3f (4.4.14)
H,, H 2 2
21 722 ) Y
mit der Determinante
H(cb.ll):Yo) = det H(I) =
2 2 1 2
= det =
2 2 4 2
2 0 l’) 3w + & +§' ‘Yo

302+ 022 02+ v?) B -avd) - 2? s F-vD §-vd e

[}

Ein zu (4.4.13) &hnlich erscheinendes zweidimensionales alge-
braisches System ist von CHOW, HALE, MALLET-PARET [152] unter-
sucht worden. Das hier untersuchte Problem, die hier angewen-
dete Methode und die erhaltenen Ergebnisse sind jedoch v&llig

verschieden.
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Der geometrische Ort der degenerierten stationdren Punkte
geniigt dem System

f2(q>.w;¥0,c2) =0 (4.4.16)
H (d’,‘P;YO) =0

Eliminierung der Verhaltensgr&B8en ¢ und y aus (4.4.16) filihrt

Zzu einer endlichen Anzahl von Kurven
9, (Cqr Cyryy) = 0 ’ (4.4.17)
die das Verzweigungsdiagramm bilden.

Die Anzahl der Loésungen von (4.4.13) ist in jedem durch
Kurven von (4.4.17) begrenzten Gebiet konstant. Wenn eine
Kurve von (4.4.17) erreicht wird, dann erscheinen entweder
zwei neue LOsungsdste oder aber zwei vorhandene L&sungsdste

von (4.4.13) gegen ineinander iiber.

Fiir unser Beispiel ist (4.4.17) in einer Parameterdarstel-

lung mit ¢y als Parameter gegeben durch reelle LOsungen von

_ 2 121 _ 44 2 4

A = 24 lp +—9— 3 'Yo + 4YO

6 (®2-+¢2)'= 4yé- %? 1A1/2
1/2 (4.4.18)

Die L&sung von (4.4.13) ist in einem Punkt (¢, Y) regulir
oder nichtdegeneriert, wenn

H(¢,W;Yo) z 0 . (4.4.19)

Hier schneiden sich die Mannigfaltigkeiten f& =0 und f2==0

transversal. Das MORSE Lemma, siehe z.B. POSTON, STEWART [186],



- 87 -

S. 97 gilt und eine Verzweigung kann nicht stattfinden.

Um zu untersuchen, in welchem Sinn die mit Hilfe des Varia-
tionsfunktionals (4.3.13) erhaltene L&sung der Randwertaufgabe
(4.2.8 bis 14) geniigt, wird ﬁ1
riicksichtigung von (4.4.5) fiir D==f% und z(£) gegeben durch
(4.4.1) sowie d, und ds nach (4.4.2) in (4.2.8 bis 14) einge-
setzt. Die natiirliche statische Randbedingung (4.2.11) wird
identisch erfillt. (4.4.8 bis 10) und einige triviale trigono-
metrische Bedingungen zeigen, daB (4.2.8)1 identisch erfiillt

wird und (4.2.8)2 der Gleichung

und ﬁ3 aus (4.4.4) unter Be-

[¢(¢2'*¢2'+ - Yi)-c1] cos ag +

Wi W=

220002+ 9%+ 3 - y2)-cl sin 2 af = 0 (4.4.20)
dquivalent ist. Da cos a& und sin 2 af in  linear unabhdngig
sind, folgt aus (4.4.20) sofort, daB sowohl die L&sung des
Variationsproblems als auch die L&sung des Randwertproblems
(4.2.8 bis 14) fiir den betrachteten Sinusbogen der LSSung der
gekoppelten algebraischen Gleichungen (4.4.13) &quivalent

sind.

Die Verschiebungen ﬁ1 und ﬁ3 kdnnen erhalten werden indem

(4.4.8) in (4.4.4) eingesetzt wird.

~ R 1 2 _ 2 . _
u, al > cos a§ + 8 (o Yo) sin 2 ag
- %g cos 3 at - sin 4 at]

sin 2 ag . (4.4.21)

N ;\lew

o
w
0

(<I>—Yo) cos af +

In der Literatur sind strenge Stabilit&tsaussagen fiir kom-
pliziertere Probleme schwierig zu erhalten. Bei mit Hilfe ele-
mentarer Katastrophen erhaltener Ndherungen kann die Stabili-
tdt aufgrund der angendherten Morphologie abgeschdtzt werden.
Bei rein numerisch erhaltenen L&sungen wo meistens in sogenann-
ten Last-Verschiebungsdiagrammen der Mittelpunkt eines Bogens
aufgezeichnet wird, ist man oft auf Vermutungen angewiesen.
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THOMPSON [195] versucht z.B. Stabilitdtsaussagen iiber eine Fol-
ge von Fold-Katastrophen zu erhalten. Damit kann jedoch keine

Stabilitdtsaussage fiir geschlossene Kurven erhalten werden.

Unter der Annahme, daB ein Minimum des Funktionals (4.4.11)
einer stabilen L&sung entspricht, geniligt es fiir den vorliegen-
den Fall die Definitheit des Hessians (4.4.14) zu untersuchen,
um exakte Stabilit&dtsaussagen, auch flir geschlossene Kurven,
zu erhalten.

Wenn der Hessian (4.4.14) positiv definit ist dann liegt fiir
den gegebenen Ldsungspunkt ein Minimum vor und die L&sung ist
stabil.

Bei einem negativ definiten Hessian liegt ein Maximum vor
und die L&sung ist instabil.

Wenn die Determinante (4.4.15) negativ ist dann ist ein

Sattelpunkt vorhanden und die L&sung ist auch instabil.

Die angewendete Bogentheorie setzt einen flachen Bogen vor-
aus. Dies muB berilicksichtigt werden. Ab gewissen Werten von
Yo wirden nichttriviale L&sungsdste fiir hhere Eigenformen er-

scheinen. Diese werden hier nicht beriicksichtigt.

4.5 Diskussion der numerischen Ergebnisse

Bei den numerischen Berechnungen entstehen keine Schwierig-
keiten. Alle interessierenden Ergebnisse konnten mit Hilfe

eines einfachen Taschenrechners TEXAS SR52 errechnet werden.

Das in der (¢, y) Ebene durch H(@,w;yo)==0 (4.4.15) gegebe-
ne Entartungsdiagramm ist eine Kurve vierter Ordnung. Fiir eini-
ge Werte von Yo sind Entartungsdiagramme und die entsprechenden
nach (4.4.18) errechneten in der (C1, C2) Ebene liegenden Ver-
zweigungsdiagramme in Fig. 14 gezeichnet.
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C1

4—-é3——r-——t<
-1.0 1.0 Q -1.0

—
b
o
4%.—

Fig. 14; Entartungsdiagramme H(@,w;yo) =

0
. - L2 2
gungsdiagramme %JC1’CZ'Y0) =0 Vg

m = Minimum, S = Sattelpunkt, M = Ma

14

X owjin o

imum
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Die durch die Kurven des Entartungsdiagramms in der (¢, @)
Ebene begrenzten Bereiche bestehen von auBen ausgehend aus
Minima, Sattelpunkten und wenn Ygi:% auch aus Maxima. Die mit
Hilfe von (4.4.18) fiir die &duBeren Kurven des Entartungsdia-
gramms errechneten Kurven des Verzweigungsdiagramms ergeben

die Traglastkurven des gegebenen Bogens.

Flr Yg<% ist H(¢,w;YO)> 0. Alle stationdren Punkte sind
reguldre Punkte. Die LOsung ist eindeutig fiir jeden Wert von

C1 und C2.

Fir %‘:Yi“% definiert H(¢,w;yo)==0 eine Entartungskurve

vierter Ordnung. Die entsprechenden Kurven des Verzweigungs-
diagramms sind stetig und glatt beziiglich C2.

Ab %‘:Yi erscheint in der (%, {) Ebene eine zweite Entar-
tungskurve. Auch im Verzweigungsdiagramm erscheinen zwei neue

Aste. Diese zeigen eine glatte Abhdngigkeit beziiglich C Fiir

1°
wachsende Werte von Yg formen sich auf den primdren Asten des
Verzweigungsdiagramms zwei Spitzen aus. Damit scheinen diese

Aste denen der Cusp Katastrophe &dhnlich. Es sind jedoch nicht

wie erwartet Kurven mit einer 2/3 Potenz.

Die Einfiihrung der neuen GrdBen ¢, v, C1 und C2 fiihrt zu
einer gewissen Symmetrisierung des Funktionals und damit auch
der Entartungs und Verzweigungsdiagramme und auch der Lastpa-
rameter-VerhaltensgrBen-Linien. Bei einer physikalischen In-
terpretation muB dies berilicksichtigt werden. So entspricht

z.B. dem Wert Py = 0 in (4.4.2)2 der Wert C, = =2 .

1 3
Die Projektionen einiger Lastparameter-Verhaltensvariable-
Kurven sind in Fig. 15 bis 18 wiedergegeben. Stetige Linien
bezeichnen Minima, gestrichelte Linien Sattelpunkte und punk-

tierte Linien Maxima.

Fir Y§==% dhnelt das Verzweigungsdiagramm einer Lippensin-
gularitdt. In der (¢, y) Ebene treten Minima und Sattelpunkte
1 findet in A
oder B ein erwarteter dynamischer Sprung sowohl fiir C, = 0.0

als auch fir C2 = 0.1 statt.

auf. Flir steigende oder fallende Werte von C
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Topologisch verschieden und unerwartet ist die Situation
in Fig. 16. Fir C1 = 0.0 findet in den Punkten A und B eine
Verzweigung statt. Flir C, = 0.01 erscheint eine geschlossene

Kurve. In den Punkten A lnd B findet ein dynamischer Sprung
von der Linie mit kleineren Werten ¢ zur Linie mit gr&Beren
Werten ¢ statt. Diese Linie mit gr&Beren Werten von ¢ bleibt
stabil fiir jeden Wert von C2.
Komplizierter ist das Bild fiir y§==2. Minima, Sattelpunkte
und Maxima treten auf. In Fig. 17 findet in den Punkten A und
B eine Verzweigung statt. Die fiir C, = 0.2 auftretende ge-
schlossene Kurve ist nicht stabil. Ein dynamischer Sprung fin-
det flir die lokal extremalen Werte fiir C1 in den Punkten A
oder B statt. In Fig. 18 entsprechen die Punkte A und B bei
C,= 0.0 einer Verzweigung, bei C

1 1
Sprung auf die filir jeden Wert von C, stabile Linie.

= 0.1 einem dynamischen

4.6 SchluBfolgerungen

Die einfache exakte L&sung des untersuchten Randwertpro-
blems fiir den flachen Sinusbogen basiert wesentlich auf der
einfachen Form des unverformten Bogens und der einfachen Form
der beriicksichtigten Belastung. Sowohl die Mittellinie des
unverformten Bogens als auch die Belastung kdnnen genau wie
die Vertikalverschiebung ﬁ3 exakt mit den zwei ersten Koordi-
natenfunktionen der Basismenge M(4.4.2) ausgedriickt werden.
Die erhaltene Ldsung ermdglicht es, die Wechselwirkung zwi-
schen den Verhaltensvariablen & und ¥ zu untersuchen und da-
mit auch Aussagen iiber die Approximationsméglichkeiten mit
Hilfe einfacher Katastrophen, z.B. mit Hilfe der Cusp-Kata-
strophe, zu erhalten.

Wenn z.B. im Funktional (4.4.11) ¢y =0 eingesetzt wird,
dann folgt

_3 12y _
f1(w,0,vo,c1) =9 +(3 Yo)d> C, 0 (4.6.1)

mit der Entartungsfunktion
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3¢2+%—Yi= 0 | (4.6.2)

wdhrend aus (4.4.15) fir ¢ = 0

4 2,13

2 1 2.4 2 _
3"+ ¢ (—3.— 4Yo)+(§"Yo) (E“Yo) 0 (4.6.3)
erhalten wird Ehnlich wird fiir ¢ = 0
3. .4 2 _
£,(0,¥5¥,,Cp) = ¥+ (§-Y0)1P- C, =0 (4.6.4)
mit der Entartungsfunktion
2 4 2 _
3p° o+ 3 YO =0 (4.6.5)
und nicht
4 2,13 2 1 2.4 2. _
3+ (j;“-4YO)-+(§ Yo)(§ Yo) =0 (4.6.6)

erhalten. Eine v6llig falsche Stabilitdtsaussage kann fiir Sat-
telpunkte erhalten werden, wenn diese in einer Cusp-Katastro-
phe als lokale Minima erhalten und als stabile Ldsungsdste in-
terpretiert werden.

Zumindestens ebenso vorsichtic muB8 vorgegangen werden, wenn
versucht wird ¢ oder § als passive Koordinaten 2zu eliminieren
und das Verhalten der L&sung mit Hilfe einer elementaren Kata-
strophe h&herer Ordnung zu beschreiben. Einige LOsungsdste kon-
nen iibergangen werden und die erhaltenen Stabilit&tsaussagen

kdnnen falsch interpretiert werden.

THOMPSON [227] vermutet, daB die, hier in Fig. 14 fiir Yg é%
und fir yi = 2 erhaltenen, Verzweigungsdiagramme durch die
Theorie elementarer Katastrophen ausgeschlossen werden. Da
diese Verzeigungsdiagramme hier jedoch fiir eine exakte L&sung
vorliegen, muB als richtige SchluBfolgerung angenommen werden,
daB die elementare Katastrophentheorie nicht in der Lage ist,
diese L&sungen exakt wiederzugeben.

Entartungsfldchen bezeichnen den geometrischen Ort, an dem
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die Determinante des Hessians eines zugrundeliegenden Funktio-
nals, das Vorzeichen wechseln kann. Damit verbunden ist eine
m8gliche Anderung des Stabilit&tsverhaltens der station&ren
Punkte auf verschiedenen Seiten der Entartungsfldche. So be-
steht beispielsweise in Fig. 14 fiir Y§3’% der &duBere Bereich
aus stabilen lokalen Minima, der innerste Bereich aus instabi-
len lokalen Maxima und der Bereich zwischen den beiden Kurven
des Entartungsdiagramms aus instabilen Sattelpunkten. Im be-
trachteten Fall des flachen Sinusbogens kann somit die &duBere
Kurve als Stabilit&dtsgrenze angesehen werden. Die topologische
Vielfalt der mdglichen degenerierten stationdren Punkte mit
einer verschwindenden Determinente ist jedoch, wie z.B. in
POSTON, STEWART [186] in Kapitel 4 angedeutet, erheblich.

Eine unkritische Anwendung einer erscheinenden Entartungsfl&-
che zur Bestimmung der Stabilitdtsgrenzen kann daher zu fal-

schen Stabilit&tsaussagen filhren.

Die im Ingenieurwesen gebr&uchlichen Lastparameter-Ver-
schiebungsdiagramme fiir einen bestimmten Punkt eines Bogens
oder einer Schale kdnnen nur unter Vorbehalt zur Stabilitdts-
bestimmung angewendet werden. Die Verschiebungen sind im all-
gemeinen, wenn nicht anders bewiesen, Elemente eines Raumes
mit unbekannter Midchtigkeit. Projektionen auf Ebenen verschie-
dener aktiver Verhaltensvariablen sind informativer. Im be-
trachteten Fall des flachen Sinusbogens geniigt es Lastparame-
ter-Verhaltensvariable-Kurven auf zwei Ebenen zu projizieren,
siehe z.B. Fig. 15 bis 18.
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TEIL II: KURZE UBERSICHT UBER DIE METHODEN DER FUNKTIONALANA-

LYSIS
1. DIE HILFSMITTEL DER FUNKTIONALANALYSIS
1.1 Bezeichnungen und Grundbegriffe
Die nachstehenden Symbole werden gelesen:

g es existiert,
v flir jedes,
:= die linke Seite wird definiert,

=: die rechte Seite wird definiert.

Mengen werden mit groBen lateinischen Buchstaben A, B, C,

Ele-

mente dieser Mengen mit kleinen lateinischen Buchstaben a, b,

¢ bezeichnet.

Es bedeutet:

o

€ A ; das Element a ist in der Menge A enthalten,

1))

£ A ; a ist nicht in A enthalten,

© B'; die Menge A ist in der Menge B enthalten,

>

€ B ; A ist in B enthalten oder A = B.

Besteht eine Menge M aus allen Elementen x einer Menge E,die

eine gewisse Eigenschaft P besitzen, so schreiben wir
M :={X€E, x besitzt die Eigenschaft P}
Wir bezeichnet mit:

AUB := {a; a € A oder a € B}

~

die Vereinigung der Mengen A und B,

ANB := {a; a € A und a € B}

den Durchschnitt der Mengen A und B,
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A\B := {a; a € A und a ¢ B}
die Komplementdrmenge von B beziiglich A
AxB := {(a,b); a € A, bE B}

die Menge aller Paare (a,b);
das cartesische Produkt,

g := {x; x#x} die leere Menge
R := {x; ~o»<x<®»} die Menge der reellen Zahlen

[a,bl:= {x€ R; asx<b} das abgeschlossene Intervall
(a;b):= {xe R; a<x<b} das offene Intervall
definieren iterativ
R®™ := Rx Rx...xR := {(x1,x2,...xn);xie R; i=1,2,...n}
und schreiben kurz

X s = (x1,x2,...,xn)

sowie

1O
.
1]
—
o
-
o
~
.
o
~—

X+y

W
%
+
<
—
X

und die Multiplikation mit A

AX  := (Ax1,...,Axn).

~

Damit hat Rn die Struktur eines linearen Vektorraumes.

Die Elemente v,,Vyse..,V € R" werden linear abhdngig genannt,

wenn
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2 2 2
3).1,>\2,...,Ar, )\1 +A2+ +Ar=¢0
und
A1Y1'*A2Y2+ +Aryr = 0. (1.1.1)

Wenn (1.1.1) nur méglich ist fiir A =0, i=1,2,...,r dann sind
i

die VyrVoreeerVo linear unabhingig.

. n , n
Die Elemente v.,,v.,, , V.. aus R~ spannen einen Unterraimm WCER
auf, wenn:

3%1,A2,...,ArEER; ¥u €Ew
eine Darstellung

U = AV F AV, ALY,

méglich ist.

Die Dimension von W, kurz dim W geschrieben ist die maximale
Anzahl von linear unabhdngigen Elementen vy € W. Diese v, bil-
den eine Basis von W.

Neben diesen Eigenschaften, welche die algebraische Struktur
des linearen Raumes R" bilden, wird auch die topologische
Struktur von R" angewendet. Eine Topologie kann z.B. iliber das
Skalarprodukt

(1.1.2)

und die induzierte euklfidische Norm
R" > R* := {x€eR; x> o}

.|

Yt—) <V|v>

eingefiihrt werden. Die Norm |[x|| gibt den Abstand des Elemen-
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tes x €R" von 0 und |ju-v|| den Abstand zwischen u und v wieder.

Die offene Kugel mit dem Mittelpunkt in x und dem Radius b>0

(o]
K(x,b) := {x€R"; |[|x-x|| < b} (1.1.4)
3 ~ ~ %
und die zugehOrige Sphdre
S(x,b) := {x€R"; ||x-x]|| = b} (1.1.5)
o T 06

entsprechen in dieser Topologie einer Kugel und einer Sphédre

im Ublichen Sinn.

Die Menge

(x } := {x_€ R n=1,2,..., } (1.1.6)

wird eine Folge genannt.

Die Folge {xn} konvergiert gegen den Punkt X , X >X, wenn
h 5] ~ o
Hxn—§||+ 0 fiir n>=. {x_ } bildet eine CAUCHY-Folge wenn

(o]

lx ~x Il + 0, n»w, mo. (1.1.7)

Der Raum E mit der Norm ||. || wird vollstdndig genannt, wenn je-

de CAUCHY-Folge aus E einen Grenzwert in E besitzt.
Die Menge A ist beschrdnkt, wenn
dK(0,b)> A; 0<b<wx,

wird Znnerer Punkt von A genannt, wenn

OtX

dK(x,ec)<c A; >0 .
o

A ist offen wenn
¥a € A; dK(a,e)< A.
Eine Menge A wird zusammenhéngend genannt, wenn ¥,a,b&€ A ein

Streckenzug existiert, der a mit b verbindet und ganz in A ver-
lguft.
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Eine zusammenhdngende offene Menge wird Gebiet genannt.

X wird Grenzwert der Menge A genannt, wenn
o

H{i(n}e A, H’fn-}gll + 0, ¥n » o,

Wenn zu A alle Grenzwerte von A addiert werden, wird das abge-
schlossene Gebiet A erhalten.

Eine abgeschlossene, beschrénkte Menge wird eine kompakte Men-

ge genannt.

Jede Folge aus der kompakten Menge A enthdlt eine konvergente
Teilfolge und deren Grenzwert liegt in A.

Die Menge

M := {x€ A; x ¢ A} (1.1.8)

wird Rand von A genannt.

1.2 Abbildungen

E und F seien nichtleere Mengen. Eine Abbildung £ von E in F
ordnet jedem x € E ein und nur ein y € F zu, das auch mit

f(x) bezeichnet und das Bild von X genannt wird. Es ist

E die Definttionsmenge
F die ZzZelmenge

f die Zuordnungsvorschrift .

Wir benutzen die Schreibweise

E~»>F
£ : { (1.2.1)
- X > f(x).

E -+ F bedeutet f(E)c F, nicht unbedingt g(E) = F, x » £(x) be-
deutet, daB dem Element x das Element f(g)é: F zugeordnet wird.

Wenn die Zielmenge F =R ist, sprechen wir von einer Funktion

oder einem Funktional.
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Wenn E und F bekannt sind, benutzen wir nur einen Teil dex Be-

, . 2
zeichnung z.B. sin X, X  usw.

Zwei Abbildungen

sind gleiech, wenn E,=E,, F;=F, und
f,.(x) = fz(x); ¥Xx € E, = E

Es sei

f : E » F gegeben.

~

Fir A€ E, B CF ist

f(a) := {f(x) e F; x € A} das Bild von A

f-1

(B) := {x€E; f(x)e B} das Urbild von B.
f heiBlt

surjektiv wenn f(E) = F,
tnjoktiv wenn aus f(x) = f(y) folgt x = vy,

bijektiv  wenn f surjektiv und injektiv ist.

Jede injektive Abbildung

£f : E-~>F

~

besitzt eine Umkehrabbildung

» f£(E) > E
£ { . (1.2.2)

f(x) » x

Bijektive Abbildungen spielen eine wichtige Rolle bei einer

dualen Darstellung von geometrischen und statischen FeldgréB8en.
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Die Abbildung

i

,{E*E (1.2.3)
o

X = X

nennen wir <dentische Abbildung.

Fir £ : E »~ F; g: F ~» G versteht man unter dem Produkt go g
E-~> G
go f : { (1.2.4)
X v g(f(§)) .
Fir g = f haben Potenzen einen Sinn. Wir definieren

o)
£

g

fn .= Jfn-1

~

o £, n=1,2,3,... (1.2.5)

Bemerkung 1.2.1

Manchmal wird eine unterschiedliche Schreibweise benutzt. So
bezeichnet allgemein

sinz(x) = (sin x)2 und nicht sin(sin x). O

Bemerkung 1.2.2

Es sei f bijektiv und E # F mit

x b £ (x)
-1 F + E
df : {
) £~ x
1 E + E
HiE :=f o f : { -1
N N x> £ o f(x) ,
1 F > F
HiF := f o £ { -1
-7 f(x) » £ o f (£(x))
und iE # iF . 0O

Die Abbildung f : E+F ist stetig im Punkt x wenn aus x> X
folgt f(xn)-+f(x)
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oder &dquivalent
VK(f(Jj),E)CF, HK(X,(S)CE
mit £(K(x,8)) S K(f(x),¢€).

Die Abbildung f : E+F wird beschrdnkt genannt, wenn sie be-
schrédnkte Mengen auf beschrédnkte Mengen abbildet.

Die endliche Folge nichtnegativer ganzer Zahlen
a := {a1,a2,...,an}

~

wird Multi-Index genannt.

Es sei | l ?
o s= o .
j=1
n
o l:=oa,laleeea. ! = T oLl
~ 1°72 n j=1 J
fiir X = (X,/Xqp.0.,X_) E R
> 1' 2' ! n
X" 1= x, 5 ees X
und fiir hinreichen glatte f(g)
o
o ( ) al"'lf(X)
D™ f(x) := 5 T X
~o ax, 1 ax.2 ...0x. 0
1 2 n

Trdger einer Abbildung f(x) wird die AbschlieBung der Menge
der Punkte genannt, flir die f(x) # 0. Der Trdger der Abbildung
f(x) wird supp f genannt und es ist

supp £ := {x € Q; §(§)==0} (1.2.6)

Mit CO(Q) wird die Klasse der stetigen Funktionen mit kompak-
tem Tridger in Q bezeichnet. Diese Funktionen sind in einem Rand-
streifen von Q identisch Null. ‘
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Die Menge aller Funktionen f, welche zusammen mit allen Ablei-
tungen DY £(x) fur loa] < p; 0sp<® stetig sind, wird mit
CP(Q) bezeichnet. De; Kiirze halber wird C(9) = CO(Q) geschrie-
ben. Wir definieren noch

p o P
CO(Q) = CF(R) N CO(Q)
o © g
c®(Q) := N C (Q)
1=1
@ = 0 el
o ° 1=1 ©

Fir f£(x) € Cg(Q) wird im Komplement R\ © der Wert Null ange-
nommen, d.h. daB diese Funktionen auf Rn erweitert werden kon-
nen.

Fiir ¢(x) € C (Q) hat die TAYLOR-Formel

5)(575)9 (1.2.7)
o (o]

einen Sinn.

Bei Abbildungen £ benutzen wir als Kurzbezeichnung fiir entspe-
chende cartesische Produkte z.B.

cP(0) := P@x...xcP() = (cP@n™ .

1.3 LEBESQUE-MaB und LEBESQUE-Integral

Energiebetrachtungen fir kontinuierliche elastische Struk-
turen kénnen nur dann exakt durchgefiihrt werden, wenn hinrei-
chend allgemeine Definitionen fiir den Inhalt, das Volumen, die
Fldche oder die Ldnge und eine hinreichend allgemeine und viel-
seitige Definition filir Integrale zur Verfligung stehen. Als na-
tiirliche hinreichend vielseitige Verallgemeinerung fiir Volumen,
Fldche und Lidnge ist das LEBESQUﬁ—MaB bekannt. Die Vollst&ndig-
keit der angewendeten Funktionenrdume, Vertauschbarkeit von
Grenziibergang und Integral und viele andere niitzliche mathema-

tische Eigenschaften k&nnen nur dann bewiesen werden, wenn das
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sogenannte LEBESQUE-Integral angewendet wird. Hier sollen nur
die allernotwendigsten Grundlagen filir das LEBESQUE-MaB und das
LEBESQUE-Integral skizziert werden. Eine kurze Ubersicht iiber
diese Thematik ist bei ADAMS [139], eine griindlichere Theorie
z.B. bei BOGEIL, TASCHE [128] oder MUNROE [101] zu finden.

Ein System I von Teilmengen aus R" welches den Bedingungen
) n
(i) R € I,

(ii) Aus A € I folgt A®:= {x€R"; x¢ A} €I,

(1ii) aus Ay €I, j=1,2,...; folgt U‘;f’=1 Aj€e I. (1.3.1)

geniigt, wird eine o-Algebra genannt.
Als Implikation von (i bis iii) erhalten wir
(iv) gez
v Aus A. €1 ;j=1,2,...; folgt ne A. € I,
(v) j IT s It N1 %y
(vi) Aus A, BE I folgt A\ B € I . (1.3.2)

Eine reelwertige auf einer o-Algebra erkldrte Funktion U, wel-
che fiir

Ay €% 3=1,2,... und Ayn Ay =9 fir 3 =k

abzdhlbar additiv ist, d.h.

(uS_. Aa.) =
SR BRI

ne-18

u(Aj) (1.3.3)

j=1

erfillt, wird ein MaB genannt.
Es gilt

Satz 1.3.1 (Theorem 1.3.5 ADAMS [139]

Es existiert eine o-Algebra von Teilmengen aus R" und ein po-
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sitives MaB u mit den folgenden Eigenschaften.

(1) Jede offene Menge aus R© gehdrt zu I.
(ii) Aus Ac B, BE€ I und p(B) =0 folgt A € T und u(a) =0.

(iii) Aus A := {x €R"; a; £ %, $b,3=1,2,3,...,n folgt A€ ¥

n
(bj aj).

und p(A) = Hj=1

(iv) w ist translationsinvariant, d.h. aus 56 Rn und A€ ¥
folgt 54-A:=={g+y; y€ Ale I und p(x+A) = p(A). o

Die Elemente aus I werden LEBESQUE-meBbare Untermengen aus R"
und y das LEBESQUE-MaB in Rn genannt.

Charakteristische Funktion von A C Rn wird die Funktion
1 fir x € A
Xp (X) 2= { (1.3.4)
b 0 fir x ¢ A

genannt.

Wir sagen eine Aussage gilt fast iiberall (f£.1) auf der Menge
A, wenn dB € A < R” mit p(B) = 0 und die Aussage ¥x € A\B
gilt.

Eine auf einer meBbaren Menge A definierte Funktion

f: AR U {+w,-»} wird meBbar genannt, wenn ¥Ya € R die Menge
{x;f(g) > a} (1.3.5)

mefbar ist.

Das LEBESQUE-Integral einer reellwertigen, auf einer meSbaren

Menge A < R" erklirten meBbaren Funktion £, kann auf folgende

Weise definiert werden:

Fir die Treppenfunktion

. mit A,< A : A. meBbar
JXA J j

m,
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definieren wir

n e~

1 a, u(Aj). (1.3.6)

J s(g)dA 1=
A J

Flir eine nichtnegative meBbare Funktion f definieren wir
I f(x)dA := sup J s (x)dA (1.3.7)

A A
wobei das Supremum iiber meBbare Treppenfunktionen

o
A

s(x) s f(x) flir x € Aunds = o fiir x ¢A (1.3.8)

~

errechnet wird.
Wenn f meBbar und reelwertig ist, erkldren wir
+ -, + - .
f=f -f mit £ :=max(f,0), £ :=-min(£f,0)
und definieren

J f(x)da = I f+(§)dA - J f_(f)dA. (1.3.9)
A A A

Wenn beide Integrale auf der rechten Seite endlich sind, sa-
gen wir, daB8 f auf A LEBESQUE-integrierbar ist. Die Klasse der
integrierbaren Funktionen bildet einen linearen Raum und wird
mit L1(A) bezeichnet.

Die fiir theoretische Untersuchungen wichtige Vertauschbar-
keit von Grenziibergang und Integration wird im folgenden Satz
betrachtet.

Satz 1.3.2 (ADAMS [139], Theorem 1.4.5)
Es sei A ¢ R" meBbar und {fn} eine Folge meBbarer Funktionen

welche auf A punktweise gegen eine Grenze konvergieren. Wenn

eine Funktion g € L,(A) existiert so daB |fn(x) [sg(x) ynyx€eA

dann gilt
lim J f (x)dA = J(lim f (x))dAa. o (1.3.10)
n-+o n -~ n-o n -~

A
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Anwendung findet auch der

Satz von FUBINI 1.3.2 (ADAMS [139], Theorem 1.49)
n+m

Es sei f eine meBbare Funktion auf R und zumindestens eines

der Integrale

[}
i

|£(x,y) | ar™ (x)ar"(y)
m

rR™Y
2 [ (

Rm

|

Rn

=
H

I [£(x,y) | an(g))dRm(g)
Rn
( ! | £ (x,y) |aR" (y) ) AR" (x) (1.3.11)

Rm

existiert und ist endlich. Dann gilt:
(1) £(.,y) € Ly(R") (£.4.) auf R'(y)
(i1) £(x,.) € L (R") (£.4.) auf R (x)

(iii) J‘ f(x,.) dR™(x) € L1(Rm)
R )

(1v) J £(.,y) dR"(y) € L,(R")  und
Rm

(v) I1 = I2 = I3. 0

1.4 Lineare Vektorrdume

Die im ersten Teil betrachteten nichtlinearen Probleme der
Elastostatik werden als Randwertprobleme, oder &quivalent als
Variationsprobleme in geometrischen und teilweise auch in sta-
tischen FeldgrtBen formuliert. Eine mathematisch sinnvolle und
exakte Beschreibung und Analyse kann nach dem jetzigen Stand
der mathematischen Wissenschaften nur auf einer beschr&dnkten
Klasse von Abbildungen mit einer vertrédglichen algebraischen
und topologischen Struktur durchgefiihrt werden. Die algebrai-
sche Struktur dieser Klassen von Abbildungen ist eine Verall-
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gemeinerung der bekannten algebraischen Struktur des euklidi-

schen Raumes.

Eine Menge V von Elementen x, y, 2... wird linearer Vektorraum

iiber R genannt, wenn ¥x, y, 2€V,¥,B € R eine Summe
x +y €V (1.4.1)
und ein skalares Produkt

ax € V (1.4.2)

~

erkldrt sind, so daB die folgenden Regeln gelten:

(i) x + (y+z) = (x+y) + z

(ii) X +y =y +x

(iii) 30 €V i x + 0 =x

(iv) = (-x) ;X + (=x) =0

(v) a(§+¥) = ax + ay (1.4.3)
(vi) (a+B)x = ox + Bx

(vii) oB x = a(Bx)

(xiii) &7 Pl x = x.

Der abstrakte Charakter der betrachteten Vektorrdume ist in

den folgenden Beispielen deutlich zu erkennen.

Beispiel 1.4.1

Es sei E eine nichtleere Menge und V ein reeller Vektorraum.
Die Menge F aller Funktionen £ € F

£f : E~>V

wird mit den Definitionen

(1.4.4)
(af)(f) := af (x)

Zu einem linearen Vektorraum. O
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Beispiel 1.4.2

Eine ein-eindeutige Zuordnung zwischen

x' € R+\{0} := {x'e R; x>0}

und x € R ist gegeben durch

Die Linearisierung

é‘dﬁ_\_‘

X+ X

x'+y' = eX+ef = XY - XY = &
-

<= _ T x ax

ax = oe = e =

e ® =(xn®

(1.4.5)

(1.4.6)

fiihrt zu einem linearen Raum mit 1 als Nullelement. Diese Li-

nearisierung liefert den beim Rechenschieber realisierten lo-

garithmischen MaBstab. O

In der sogenannten Variationsrechnung werden auch die fol-

genden linearen Vektorrdume angewendet:

(i) Die Menge R" aller n-Tupel (x1,x2,x3,...,xn)

(ii) Die Menge lp; 1$p<o aller Folgen x

[o2]
mit Z |{, ‘p<oo_
n
n=1

(iii) Die Menge L_(Q) der auf dem Gebiet @ definierten

tionen ¢ mit [|¢|Pag <.
2
(iv) ‘Die Menge Cn(Q).
(v) Die Menge CE(Q).

Es seien [ und F reelle Vektorrdume.

Die Abbildung A : E »

heiBt lineare Abbildung oder Homomorphismus wenn

vx,ye E; vae R

~ ~

(Eqrpre-)

Funk-
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A(x+y) AX + Ay

A(ox) a(§§). (1.4.6)

Die Menge aller linearen AbbildungenfE + F wird mit L(E,F) be-

zeichnet.l;E:F) wird ein linearer Vektorraum, wenn

(A+B)x := Ax + Ay
: (1.4.7)
(aé) X = a(§§)

V¥x €E, VA,B€ F erkldrt wird, wobei das Nullelement die Null-
abbildung ist. Der Nullraum ker A € [ ist gegeben durch

ker A := {x € E; Ax = 0} (1.4.8)

Bei linearen Problemen wird gesucht

(1) fir welche y €eF aie Gleichung Ax y lésbar ist (Bild-

~ ~ -~ -~

bereich) und

(ii) die L&sungsmenge.

Besitzt die Gleichung Ax =y die beiden L&sungen X, und x so

1!
ist A(x1-xo)==0, also §1-xo € ker A und damit Xy =X, +ker (A)

~ ~

Ist X4 € xo-rker A, so ist auch Ax1 Ax =y. Daraus folgt

Satz 1.4.1 (HEUSER [141], Satz 5.1)
Die Gesamtheit der L&sungen von Ax =y 1l&B8t sich mit irgendei-

~

ner L&sung X, darstellen in der Form xo-fker A. A ist genau
dann injektiv, wenn ker A= {0}, d.h. wenn aus Ax =0 stets
y =0 folgt. O

Ist A injektiv, dann definieren wir die auf %(E) definierte
Umkehrabbildung mit §_1 und nennen sie die zu A inverse Abbil-
dung.

Satz 1.4.2 (HEUSER [141], Satz 5.2)
Die lineare Abbildung A :E~F ist genau dann bijektiv, wenn

es lineare Abbildungen B und C von E in F mit



§§ = lE und ég = lF

gibt. In diesem Falle ist B==C==A“1 . 0O

Eine bijektive lineare Abbildung A : E > F wira I'somorphismus
genannt. Eine bijektive Abbildung £ : > F wird homdomorph
oder ein Hombomorphismus genannt, wenn sowohl f als auch §-1

stetig ist.
Die Menge AC V heiBit linearer Teilraum von V wenn
%Xt A%y € Ai UXysX; € Ay WOy,0y€ R

Somit enthdlt jeder lineare Teilraum 0 und mit x auch (-g).
Der Durchschnitt beliebig vieler linearer Teilrdume von V ist
wieder ein linearer Teilraum. Fiir jedes A C V; A # @ existiert
L(A), die lineare Hiille von A die gleich dem Durchschnitt al-
ler A enthaltenen linearen Teilrdume ist.Die (unendlich-dimen-

sionale) Menge #§ # A < V heiBt linear unabhingig, wenn fiir

jede endliche Teilmenge {x1,x2,...,xn} von A die Bedingung
OgXy T axX, Foa%n T 0
nur fir ai==0, i=1,2,...,n erfiillt werden kann und heifit 1li-

near abhdngig wenn mindestens ein ai # 0 existiert. Eine 1li-
near unabhidngige Menge B © V ist genau dann eine Basis von V,
wenn

L(B) = V (1.4.9)

gilt. Ist B eine Basis von V, so ld8t sich jeder Vektor
0 # x € Vin eindeutiger Weise als Linearkombination von Ba-
sisvektoren darstellen.

Die Wahl der linearen Vektorrdume filir die LOsung eines gegebe-
nen Problems ist nicht eindeutig, sie hdngt von der Erfahrung
und der Intuition ab. Dies kann an einem einfachen Beispiel
demonstriert werden.
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Beispiel 1.4.3

Gesucht ist die LOsung der Anfangswertaufgabe

% (£) + w® x(t) =0 (1.4.10)
mit den Anfangsbedingungen

x(0)

"
o]

(1.4.11)
x (o)

[}
b

Aus der Theorie gewdhnlicher Differentialgleichungen ist be-
kannt, daB

x(t) = a cos wt + b sin wt (1.4.12)

eine allgemeine LOsung der Gl. (1.4.10) ist. Die Basisfunktio-
nen cos wt und sin wt spannen einen zweidimensionalen Raum auf.
Die Bestimmung der exakten L&sung fiihrt iiber (1.4.11) zu

X

x(t) = X cos wt + 7} sinwt. (1.4.13)

Die Aufgabe (1.4.10 bis 11) kann &dquivalent in einem unendlich

dimensionalen Raum mit dem Ansatz

x(t) = £ &, £k (1.4.14)

gelbst werden. Die exakte Losung ist

oo 2k+
[ E (_1)1{ (u)t)Z !
k=0 (2k+1) !

2k X
_ vk (wt) 1

k=0

1 (1.4.15)

Die algebraische Struktur der gewdhlten linearen Vektorrdume
reicht aus, wenn eine exakte L&sung des gegebenen Problems ge-
funden werden kann. Wenn jedoch nur eine Ndherungsldsung er-
halten werden kann und die Frage nach der Giite der Approxima-
tions gestellt werden muB, dann ist es notwendig auch eine to-

pologische Struktur zu beachten.

1.5 Metrische, normierte und Innenproduktrdume

Fir Randwertprobleme der Elastizitd@tstheorie konnen exakte

Ldsungen nur in Sonderfdllen erhalten werden. Bei Absch&dtzungen
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von Ndherungsl@sungen spielen solche topologische Ph&nomene,
wie Umgebung, Limes, Stetigkeit eine wichtige Rolle. Topolo-
gische und algebraische Strukturen milissen vertrdglich mitein-
ander verbunden werden. Eine nichtleere Menge E wira topolo-
gischer Raum genannt, wenn V§ ek ein Umgebungsfilter g(g)
von Teilmengen UcE so zugeordnet wird, daB die sogenannten
Umgebungsaxiome, siehe z.B. HEUSER [141] S. 332, erfiillt wer-
den. Auf einer Menge [ k¥nnen verschiedene Topologien einge-
fiihrt werden. Daher wird der topologische Raum E mit der To-
pologie T mit (E,t) bezeichnet. Die Vielfalt der mdglichen
Topologien wird drastisch eingeengt durch die Voraussetzun-
gen, uhter denen gewisse Operatoren, wie z.B. FRﬁCHETsche
Ableitungen oder das RIEMANNsche Integral, in diesen abstrak-
ten Rdumen sinnvoll sind und durch die Bedingungen fiir die
Trace-Theoreme und z.B. der Satz iliber die Umkehrabbildung
ihre Giltigkeit behalten. Die Wahl der fiir eine qualitative
und quantitative Analyse einer gegebenen nichtlinearen Rand-
wertaufgabe geeigneteten linearen Vektorrdume und der darauf

erklédrten Topologien muB sehr sorgfdltig durchgefiihrt werden.

Fir die im ersten Teil betrachteten Randwertprobleme der
nichtlinearen Elastostatik geniligte es reflexive BANACHrdume
einzufiihren. Die aus der linearen Theorie bekannten HILBERT-
rdaume sind flir die Bediirfnisse einer qualitativen Analyse zu
arm. Einige Aussagen sind einfacher in metrischen Rdumen zu
formulieren.

Der lineare Vektorraum [ wird zu einem metrischen Raum (E,0),

wenn auf [ eine Metrik o
{EXE ->R+

(g.y) > p(g,g)

o (1.5.1)

mit den Eigenschaften

—
=
~
©
~
-
kg
"y

0; Aus p(x,g) = 0 folgt x =y

—
=
=
©
-
»
-
<
-
]

p (y,x) (1.5.2)

~ ~ ~ ~

——
[
-
[ aad

e

©

»
N

S
A

p(x,y) + ply,2)
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erkldrt ist. p(.,.) wird auch Entfernung oder Abstand genannt.
Auf einem Vektorraum [ k&nnen verschiedene Metriken erklirt
werden.

Wenn die Metrik p des linearen metrischen Raumes (E,p) die

Bedingungen fiir die Translationsinvarianz
p(x+z, y+z) = p(x,y) (1.5.3)
und die Homogenttdt

plox,ay) = ap(x,y) (1.5.4)

~ T~

¥X,¥Y,2 € (E,p), YoER erfiillt kann eine Norm
E-r*
e (1.5.5)
x = |lx]l= o(x,0)

mit den Eigenschaften

(1) l|x]] 2 0; |[|x]| = 0 dann und nur dann wenn x = 0
(ii) fax|| = ol [Ix]| (1.5.6)
(111)  Jlxeyll £ Ixll + Nyl

eingefiihrt werden.

o a.n. (B, ). Y]) wird

normierter Raum genannt. Die Norm ist translationsinvariant.

Der lineare Vektorraum E mit der Norm |

Die topologischen Eigenschaften sind in jedem Punkt von
(E,||-H ) gleich. Daher geniigt es, in einem normierten Raum,
die Umgebung des Nullpunktes zu untersuchen.

.|| des Raumes (E, ||.||) die Parallelo-

Wenn die Norm |

grammgleichung
lxry 1%+ M-yl = 20 1212+ 11gl1%) (1.5.7)

erfiillt, kann auf (E,||.]|]) ein Innenprodukt
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s TR

<. (1.5.8)
(x,y) ~ <x|y>
mit den Eigenschaften
(i) <§|y> = <¥|§>
(ii)  <ox +Bx2]y> = a<x1|y>-+B<§2|y> (1.5.9)

(iii) <x|x> > 0; ¥x # 0
definiert werden.

Mit lle2 :=<x|x> wird jeder Innenproduktraum (F,<.|.>) zu

einem normierten Raum (E, ||.[l ). Mit p(x,y) := ||x-y|| wird je-
der normierte Raum (€, ||.]] ) zu einem linearen metrischen
Raum (E,p). somit gilt die Hierarchie:

(E;0) D (E ll.11) 2 (E/<.].>). (1.5.10)

Die Folge {xk} c (E,p) konvergiert gegen den Punkt x € ([,p),
kurz geschrieben

X =+ x oder lim x, = X (1.5.11)
~n ~ <k ~
k=w

wenn p(§n,x) + 0, d.h.
¥e > 0, E{ko(e); p(}fn’)f) <eg ¥Y¥k = ko(s:).
x ist der eindeutige Grenzwert der Folge (x,) in der Metrik p.

Die Folge {gk} in (E,p) heiBt CAUCHY-Folge wenn ve >0,
ano(e); Vn,nlzno; p(xn,xm)< €. Eine CAUCHY-Folge braucht nicht
konvergent zu sein.

Ein metrischer Raum (F,p) ist vollstdndig, wenn jede CAUCHY-
Folge in (E,p) gegen ein Element in (E, ) konvergiert.

Ein metrischer Raum (E,p) wird durch die AbschlieBung (Verei-
nigung mit den Grenzwerten aller CAUCHY-Folgen aus (E,p) zu
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einem vollstdndigen metrischen Raum. Die AbschlieBung von

(E,p) wird mit (F,p) bezeichnet.

Betrachten wir die TeilrZume {(A,p), (B,p), (C,p)c (E,p). wir
sagen (A,p) < (B,p) ist dicht in (B,p) wenn (R,p)g (B,p).
Ist (A,p) dicht in (B,p) und (B,p) dicht in (C,p), dann ist
auch (A,p) dicht in (C,p).

Der metrische Raum (F,p) wird separabel genannt, wenn eine

in (E,p) dichte Folge {§k} existiert.

Alle diese Eigenschaften metrischer Rdume gelten sowohl in

normierten, als auch in Innenproduktr&umen.

Ein vollstdndiger normierter Raum wird BANACH-Raum genannt.

Die Normen ||.|1 und | .|2 werden auf [ dquivalent genannt,
wenndm,M € R; V X
sl
m=W < M. (1.5.12)

Auf dem cartesischen Produkt(E1, H.||1) X(EZ' 1l.]
verschiedene &dquivalente Normen eingefiihrt werden. Eine Klasse

2) k6nnen

der m&glichen Normen ist z.B.

.-

(II.II?+H.1|§)1/p;1spsw : (1.5.13)

Der BANACH-Raum (E,, H.||1) ist eingebettet im BANACH-Raum
(Ey» II-1l,) in zZeichen (E., [|.1,) < &,
X < (E1r||-”1 ) folgt x E(EZ' H.llz) und aus

|.[|2), wenn aus

[lu_ -u + 0.
~n

all, >0 folgt lly, - u

S,

Wenn eine vom Parameter p abhdngige Familie von BANACH-R&umen

P I existiert, so daB
(B Il Ilp)

|P1> < (Epz, .

dann sprechen wir von einer BANACH-Skala.

.

’ H 1.5.14
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Ein vollstdndiger Innenproduktraum wird HILBERT-Raum genannt.

Wir sagen x ist orthogonal zu y, in Zeichen xly, wenn <x|y>=0.

Satz 1.5.1 (PHYTAGORAS)
Ist x|y, dann gilt <x+y|x+y> = <x|x>+<yly>. @

Flir zwei Mengen A, B«:(E,<.

.>) bedeutet A|B da8
alb; va € A; vbe B.

Ist AC(E,<.

.>), dann nennt man

L ;
A" = {xe(E,<.].5), x]a) (1.5.15)

den Orthogonalraum zu A.

Das System der Vektoren {en}(E(E,<.|.>) wird ein Orthonormal-

system, kurz ONS genannt, wenn ¥n,m=1,2,3,... gilt

Om=#n
{ (1.5.16)

<gn|em> = § 1=
~ 1Tm=20
Das ONS {e_} bildet eine Basis fir (E,<.|.> falls

¥x € (f,<.].>) gilt x = ¢ a

e .
x k<k

Es gilt der folgende

Satz 1.5.2

Es sei {en} ein ONS fiir (£,<.|.>), dann sind die folgenden
Aussagen dquivalent

(1) Die endlichen Linearkombinationen von {em} liegen
dicht in (E,<.|.>).

(ii) Das ONS {e_} ist eine Basis in (E,<.l.>).
(iii) Es gilt die PARSEVALsche Identitédt

<x|y> = T <xl|e ><yle >, ¥x,y € (E,<.].>) (1.5.17)
XY R M Xy
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(iv) Es gilt die PARSEVALsche Gleichung

to<x|e>? = [[x]|%; vx e €,<.].>) . (1.5.18)
k hand -~ -~
(v) Aus <x|gn> = 0; ¥n=1,2,... folgt x = 0. O (1.5.19)

1.6 Bilinear und Dualsysteme. Beispiele von BANACH-R&umen

Die linearen Vektorrdume E und F iiber R formen ein Bilinear-

system (E,F), wenn eine Bilinearform

E X F + R
B(.,.) : { (1.6.1)
(u,v) P B(u,v)
existiert, so daB
B(Ajuy + A,u5,v,) = MBlug,v,) +2,B(uy,v,)
Blugs A v+ 45vp) = ABlug,vg) + 4B (1)) (1.6.2)
VE']'EZGE'VY'I’YZ eFIVA1IA26R

gilt.

Das Bilinearsystem (E,F) nennen wir ein Linksdualsystem, wenn

aus
B(u,v) = 0, Yu €E folgt v = 0, (1.6.3)
ein Rechtsdualsystem wenn aus

0, (1.6.4)

B(’.‘.I’Y) = 0, vv e F folgt u

ein Dualsystem, wenn es sowohl ein Links- als auch ein Rechts-

dualsystem ist.

Dualformen werden iblicherweise mit <.,.> bezeichnet. Der Vek-

torraum L((E,I l ) ,R) aller stetigen Linearformen auf
(E, -1l wird mit (E*, [|.|

* ) bezeichnet und topologischer
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Dualraum oder kurz Dualraum genannt. Mit der Norm

|<EIY>|

[|v][* = su (1.6.5)
NEERLEL

~

wird (E*, {|.||*) zu einem BANACH-Raum. Der zu (f*, ||.[|*) dua-
le Raum (E**, |[|.]|**) wird Bidualraum genannt. Der Raum
€, |l.]l) wird reflexiv genannt wenn der Raum ([, | ) mit

dem Bidualraum (E**, ||.|/**) identifiziert werden kann.

Die Elemente vy VY, € F werden gleichwertig genannt, wenn
VooV, im linearen Unterraum

ker B(u,a) := {a efF; B(u,v) = 0, vu e[} (1.6.6)

liegt. Die Mengen der Form v1-+ker B(g,g) bilden Restklassen.
Die Gesamtheit aller Restklassen bezeichnen wir mit [/ker B.
Ist ker B(u,a) ein linearer Unterraum von [ und F/ker B ein
linearer Vektorraum, dann kann fir § = v+ker B mit der Bili-
nearform

[u,v] := B(u,w) (1.6.7)

Yw € Vv eine Linksdualform auf (E,F/ker B) erklirt werden. Der
Vektorraum [/ker B wird Quotientenraum von F nach ker B ge-
nannt.

Beispiel 1.6.1

Es sei Q ein Gebiet in R" und 1<p<» eine reelle Zahl. Der

lineare Vektorraum der auf 2 definierten meBbaren Funktionen
u fir die

J lu(x) [P aa < (1.6.8)
Q

wird mit der Norm

|ull . := (J lu(x) |P d9)1/p (1.6.9)
Q
zu einem BANACH-Raum. Funktion die f. {i. auf Q {libereinstimmen,



- 121 -

werden als identisch angenommen. Das Integral ist im Sinne
von LEBESQUE zu verstehen. Flir vektorwertige Abbildungen
g==ui, i=1,2,...,n erkldren wir die Norm im cartesichen Pro-
duktraum

n
llall, = (J (1 lu,1®) an) /P (1.6.10)

Q 1=.

Die Riume werden mit Lp(ﬂ) oder gp(ﬂ) bezeichnet. Die Lp(Q)
bilden eine BANACH-Skala, denn '

l 2

[>2]

1 :={x=4{g};: ¥ lg |P < =} (1.6.12)
P - k=1 k
und
3 P
Lon 2= X = (Egy, .0 £ k§1|&k[ < =} (1.6.13)

werden mit der Norm

1/p

=il e= 1 15 1®) (1.6.14)

k=1
oder
n
- p,1/p
X := g 1.6.14)
lxllp += €1 151D ( 1
fiir 1 < p <» zu BANACH-Riumen. Die Rdume Lp(Q) und 1_ sind se-

14
parabel und es gilt der '

Satz 1.6.1 (BOGEL, TASCHE [128], S. 73 u. S. 320)

. 1 . .t s
Es sei 1< p,q< o, %-+a = 1. Dann gilt fiir Lp(Q) und fiir lp
(i) die MINKOWSKIsche Ungleichung
u+v s [lu + ||V H 1.6.15
laevlly s llall, + 1wl (1.6.15)

¥u,v € LP(Q) oder u,v € 1p und
p
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(ii) die HOLDERsche Ungleichung

i o violae s ally llvll,

u €L _(2); ¥v € L_(Q
Yu D vV q )

oder

oo

I lend < Nl liyll,

¥x = {Ek} € lp; ¥y = {nk} € 1q.

Mit der Dualform

<u,v> := ngdﬂ; u € Lp(Q), v € Lq(Q)
Q
wird (LP(Q), gq(ﬂ)) zu einem Dualsystem.

Mit der Dualform

<X,y> := 2
T k=1

ik
x = {Ek} € lp, y = {nk} € lp

wird (lp, lq) zu einem Dualsystem.

Die Rdume Lp(Q) und 1p sind reflexiv und es ist

* = - kk =
(Lp(Q)) Lq(Q), Lp(n)) Lp(Q)
sowie

1 =1 , 1*x*x=1

* .
P q P p
Wir sagen daB die Abbildung

£:0 xR > RU

(1.6.16)

(1.6.17)

(1.6.18)

(1.6.19)
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die CARATHEODORY-Stetigkeitsbedingung erfiillt, wenn

£(.,u) : X b £(

tR

IEI)
n
Yu € R meBbar und
f(x,.) : upr f(x,u)
in R™ £.4. auf @ stetig ist.
Fiir Energiebetrachtungen nitzlich ist

Satz 1.6.2 (BERGER [170] S. 76 u. 77)
Es sei 1<p,p1,p2,...pn < « und

0 x Rn-pR.n
£

(x,u) » £(x,u)

ein Operator, der die CARATHEODORY-Stetigkeitsbedingungen er-
fiillt. Dann gilt:

Der Operator f bildet H? Lpi(Q) kontinuierlich und stetig auf

LP(Q) ab, wenn fiir jede Komponente £, von f die Wachstumsbe-

i
scehrinkungen
n Pi
Ifi(g,u1,u2,...,un)| < {co + izlcilui|P ) (1.6.20)
mit Konstanten co, c1,...,cn erfiillt sind. o
1.7 SOBOLEV-Rdume
Der Vektorraum
W (R) := {u,p?ue L_(; |al £ m} 1.7.1
m, p (% L, (27 o ( )
mit der Norm
_ X a np,1/p '
u := D~u 1.7.2
hally, o Ia}gm ID=ull5) ( )
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wird SOBOLEV-Raum genannt.

Beispiel 1.7.1

Q := (0,1)c R, p=2-=m

1

2
llully 5 = [I(u2+ (292, (51—‘21)2)dsz]1/2

=)
o dx dx - o

Beispiel 1.7.2

Qc:R?, P 4, m = 2

Ilu||2'4=[f(u4+(u,x)4+(u,y)4+(u,xx)4+(u,xy)4+(u,yy)4d9]1{40(1.7.3)
. 9]

Oft angewendet wird auch der Raum

Q
Wm p(Q):={uECO(Q);abgeschlossen in der Norm (1.7.2)} (1.7.4)

SOBOLEV-Rdume k&nnen auf vektorwertige Abbildungen u verallge-

meinert werden. Anwendung finden auch cartesische Produkte

E’m'p(g) ‘

Informativ ist der

Satz 1.7.1 (ODEN [161], Theorem 3.3)

Es sei 2c R" ein Gebiet mit hinreichend glattem Rand T'. Fiir
1.1 .
1Ssp<®, —+—= =1 gilt:
p "Pq g

) o)
(i) W p(S’Z) c W, p(Q).

14 ’

o
(ii)  Yu e W p(Q) avE W q(Q), so daB ¥|a| sm

’ r

Q
(iii) Aus u € Wm (0) folgt ue€ Wm p(9) dann und nur dann, wenn
4

14

ol £m-1 pu(x) = 0 fiir x€T.0

Yo:
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Fiir SOBOLEV-Rdume konnen verschiedene Dualformen eingefiihrt
werden. Dem Raum Wm,p(Q) entsprechen dann verschiedene duale
Rdume. Um MiBverstdndnissen vorzubeugen, sollte die benutzte
Dualform spezifiziert werden. In der mathematischen Literatur
wird allgemein die Dualitdt im Sinne der Distributionen ver-
wendet.

Wm’p(Q) + R

<u,.> : . (1.7.5)
(u,v) +» J uvdg
Q

Mit Hilfe dieser Dualform wird z.B. dem Raum %m

gative" SOBOLEV-Raum

Q d 11} -
p( ) der "ne

’

W-m,q(g) :={v; v=D gg; gg E%q(ﬂ); Igl <m} (1.7.6)

mit der Norm

:: < > . [
vl _p, q supol u,v>| (1.7.7)
Q
uCWm’p( )
lally, =1
zugeordnet. Die Elemente v € W_mq(Q) kénnen so singular, sein,
)

daB eine Integration der Ordnung |o| notwendig ist, um diese
Elemente auch nur schematisch darzustellen.

Eine fiir W 2(Q) mdgliche andere Dualform ist

’

Wm,2(Q) + R

(u,v) » J 7 pup®vdg. (1.7.8)

Q |o|<m
FPir diese erhalten wir

WQ’Z(Q) =W () (1f7'9)

m, 2

so daB der Dualraum mit dem Raum Wm 2(Q) identifiziert werden
'

kann.
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Welche Dualform zur Bestimmung des Dualraumes benutzt wird,
hangt von der gestellten Aufgabe ab.

Bemerkung 1.7.1

Fiir die natiirlichen Zahlen m1,m2;0§1n1§1n2 und die reellen
Zahlen PqrPyrdQyi 1<py<pPy<®
1 <4, <q < gelten die Einbettungen:

(1.7.10)
W_ (@) cW_ ()
my sy Myrdy '

so daB diese Rdume BANACH-Skalen bilden. O

Die bisher definierten SOBOLEV-Rdume sind fiir eine ganzzah-
lige positive oder negative Ordnung der Differentiation defi-
niert worden. Es ist mGglich die Definitionen auf reellzahli-
ge Ordnungen zu erweitern, siehe z.B. ADAMS [139], Kapitel
VII. Das Studium nichthomogener Randwertaufgaben verlangt die
Betrachtung von Funktionen auf dem Rand I' des offenen Gebietes
. Die Werte in Q miissen mit den entsprechenden Randwerten ver-
trdglich sein. Bei der Erweiterung der Abbildungen bis auf den
Rand I' geht ein Teil der Glattheit verloren. Die Eigenschaften
der auf @ definierten SOBOLEV-Raume sind von der Glattheit des
Randes ' abhdngig. ADAMS [139] fiihrt in Kapitel IV fiinf Klas-
sen von Regularitdtseigenschaften des Randes ein. Der Einfach-
heit halber wird hier vorausgesetzt, daB filir den Rand die
gleichméBige’Cm Regularitédt erfiillt ist. In jedem Punkt x € r
muB der duBere Normaleneinheitsvektor n eindeutig definiert
sein. Jedoch sind Verallgemeinerungen auf bestimmte Klassen
bereichsweise glatter Rdnder mdglich.

Definition 1.7.1

Die lineare Abbildung

aju
ubk yu := (yu,...,Y__,u) ; y.u := — (1.7.11)
T °© m=1~ 3~ and|T
Wobei gL 2= n, 5%7 die Richtungsableitung in der Richtung der
i

¢
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J
duBeren Normalen n auf I' und 3—3 die Richtungsableitung j-ter
~ 3
Ordnung bezeichnet wird Trace-Operator genannt. O

Der Nullraum ker y des Trace-Operators y

~

ker y := {E € Wm’p(ﬂ) Py = 9} (1.7.12)

o

ist genau der Raum W p(Q), siehe (1.7.4).
14

Es gilt

Satz 1.7.2 (ADAMS [139], Theorem 7.53)

Fir 1 <p<eo und Q@ mit einer gleichmédfigen c™® Regularitdt kann

die lineare Abbildung y stetig zu einem Isomorphismus und
Hom&omorphismus des Quotientenraumes

m-1

W p(Q)/ker v auf n w

~m' -~ k:O ~m_k—1/plp(r) (1-7.13)

erweitert werden. 0

Zu beachten ist, daB der Satz 1.7.2 nur fir m-k-%zto gilt.
Er kann also nicht fiir Lp(Q)==Wo p(Q) und auch nicht fiir

’
W (2) angewendet werden. Fiir eine duale Beschreibung von

Ragégertproblemen der Elastostatik reicht dieses Theorem
nicht aus, denn die Klasse der filir eine duale Beschreibung
zugelassener Probleme miiBte auf t e Wm’q(ﬂ) beschrédnkt werden.
Die dualen R&ume W?IP(Q) und w5,2(9) sind jedoch zu umfang-
reich. Es ist nicht mdglich fiir diese R&ume Trace-Theoreme 2zu
erstellen. Die im offenen Gebiet @ definierten Abbildungen
(Distributionen) konnen nicht auf ' erweitert und mit vorge-

gebenen Randwerten identifiziert werden.

Flir die in Teil 1, Kapitel 1 bis 3 betrachteten Randwert-
probleme koénnen jedoch hinreichend umfangreiche Unterr&ume
der dualen Rdume definiert werden, flir die hinreichend allge-

meine Trace—-Theoreme bekannt sind.

Fiir das Randwertproblem (1.2.1 bis 4) ist bekanntlich

u W, p(Q). Der duale Raum W? p(Q) ist zu umfangreich. Des-
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halb wird der Raum
Q) := {te L (Q) ; div teL_(&Q 1.7.14
Eq( ) {~ ~q( ) iv ~C~q( ) ( )

mit der Norm

ME e 1119 . [laiv. 119 1.7.15

I |q | q ||div a ( )
tas

eingeftihrt. Hier ist t=t,., div t=¢t,, , FZ\ %, "t

i,A = (1,2,3).
Es gelten die Einbettungen W q(SZ) CﬂEq(Q)t: Lq(ﬂ)-
~1, -

Eingefihrt wird auch der Raum

o
Eq(Q):= {tESCO(Q); abgeschlossen in der Norm 1.7.14} (1.7.16)
und der Trace-Operator
Yng := §-§| =t .n_ . (1.7.17)

r Al A

Mit diesen GroBen gilt fir @ mit einer gleichmdBigen C2 Regu-
laritéat

Satz 1.7.3 (LABISCH [223], Theorem 1.2)

o
(i) Der Nullraum von Yn' ker Y, ist der RaumI:q(Q).

(ii) Der Operator Y kann stetig zu einem Isomorphismus und

Homomorphismus des Quotientenraumes

(T)

Eh(ﬁ)/ker YE auf W_1/q’q

erweitert werden.

(iii) Mit grad u := gilt Yte Eq(Q), Yu €W p(9) die

u,
i,A ~ =~1,
verallgemeinerte GAUSSsche Integralformel

J(E'grad u)de  + J (div tru)dl = <y t,y u> .  (1.7.18)
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<Ynt,YOu> steht filir eine Erweiterung von Jtngdr. )
~ q -~
Satz 1.7.2 und Satz 1.7.3 definieren u.a. die Klassen der zu-

ldssigen Randwerte.

Eine dhnliche Problematik entsteht beim Versuch einer dua-
len Beschreibung von Randwertproblemen filir die KARMANsche

Plattentheorie. Da bei einer Beschreibung in Verschiebungen

2 - o T
u e (W1'2(Q)) ><W2,2(Q) —..Eu(Q) '
geniigt der Satz 1.7.2 zur Bestimmung der Klasse der zul&ssi-
gen Randwerte. Der im Sinne der Distributionen duale Raum
ES(Q) ist zu breit fiir eine duale Beschreibung des Problems.
Fir die statischen FeldgrdBen wird der Raum

Et(m = {naB'na3’maB7naB;nozB,a'maB'maB,Boc+n0t3,a€L2(Q);
N3 ELi(Q); o := (1,2) =: B} (1.7.19)
3

mit der Norm

IHnOLB'nOL3'm0LB|” = ”nOtB”Z + ”nOLB,OtHZ +

+ (1.7.20)

Ingally + limgglly + limyg oo+ mg3 4115
3

oder jeder anderen &dquivalenten Norm eingefiihrt.

Definiert wird noch der Raum

(o] oo
E_(Q) := {(naB'na3'maB)e C,(Q) ;abgeschlossen in der Norm (1.7.20) }

~

(1.7.21)

und der Trace-Operator

) :={

S§(n .,m

oln,;/Myg ((1.7.21)

nga|F'nn3|F'mga|F’qn3|F}

Es gilt der
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Satz 1.7.4 (LABISCH [233] Theorem A u. [234], Theorem 4.2)
Flir hinreichen glatte  gilt:

(1) Der Nullraum von 6(n_.,m_,): ker § ist der Raum
o ~ oy’ aB ~
E  (Q) (1.7.19).
o
(ii) Der lineare Operator 6§ kann stetig zu einem Isomorphis-

mus und HomSomorphismus des Quotientenraumes

Et(Q)/ker S auf

~

( ,(20) % % ( L ()7 x W (@) (1.7.22)

W W
—1/2I _1/2’

-3/2,2

erweitert werden.

s 2 0. E . . $ -
(iii) wu € u(Q), V(nai,maB) € EE(Q) gilt die verallgemei

nerte fntegralformel

J(-ma8u3,8u * N53Y3,4 ¥ naBuB,a)dQ ¥

Q

+J[(na8,au8 * (maB,Ba * na3,a)u3]d9 =
Q

= <§(nai'ma6)' Yu>, . (1.7.23)

<6(nai,ma8), Yyu>, bezeichnet die Erweiterung des In-

tegrals

J[nnaua * (au3 * npglug - omug 140
po- A n n

auf die erweiterten, auf dem Rand T erkl&d&rten dualen
Raume. O

Satz 1.7.2 und Satz 1.7.4 definieren u.a. die Klassen der zu-
ldssigen Randwerte und der Fl&achenlast.

Fiir das Randwertproblem der flachen MARGUERRE-Schale kann
Satz 1.7.4 ohne Verdnderungen iibernommen werden.
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Funktionen aus Wm p(Q) kénnen zugleich Elemente anderer R&ume
[4

sein. Diese niitzliche Eigenschaft ist in den sogenannten Ein-

bettungssdtzen berlicksichtigt. Diese gelten fiir Gebiete fiir

welche die Kegelbedingung (ADAMS [139], S. 66) erfiillt ist.

Wir sagen daB fir Q c;Rn die Kegelbedingung erfillt ist,
wenn ¥x € Q ein endlicher Kegel mit einem von Null verschie-
denen Bffnungswinkel mit Spitze in X existiert, der ganz in Q
liegt. Gebiete filir welche eine gleichmdBige c™ Regularitédt er-
fillt ist, erflillen automatisch die Kegelbedingung.

Fiir Fehlerabschdtzungen kdnnen Einbettungen von Wm p(Q)
’
in W, () ¢ j<mund in
1P

cg(m := {u€ cI (9); p¥u auf O beschrinkt, ¥ || < 5§} (1.7.24)
von Interesse sein. C%(Q) ist ein BANACH-Raum mit der Norm
3 % '
Hu;CB(Q)II := max sup |D~u(x) | (1.7.25)
0<|alsy x€Q

Es gilt der

Satz 1.7.5 [ADAMS [139], Theorem 5.4 Part I)
Fiir ein Q ¢ R welches die Kegelbedingung erfilillt gelten die

Einbettungen
(i) fir mp <n und n - mp < n
. Q . : < < DP_ .7,
Wj+m,p( ) ~» leq(Q) P q n=hp (1.7.26)

fiir mp = n

W. (Q) » W, Q) ; < < o 1.7.27
Jj+m,p ) J,q( Vi p d ( )
(ii) fir mp > n
J
wj+m,p(9) - CB(Q). o (1.7.28)

Zu beachten ist, daB Elemente aus Wm p(Q) keine Funktionen
14

sondern Aquivalenzklassen von Funktionen sind, welche in Q

bis auf eine Menge vom MaB Null libereinstimmen. Die Einbet-
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tung von wj+m,

von u € wj+m p(Q) eine solche Funktion U enth#lt, fiir welche
7
gilt

p(Q) in C%(Q) bedeutet, daB die HEquivalenzklasse

llﬁ;cg(m | € K [|ul] (1.7.29)

m+j,p
mit K unabhdngig von u.
Q
Fiir u ¢ W, p(Q) und hinreichend glatte, beschridnkte Q < R"
14
existiert eine von u unabhdngige Konstante k() so daB
o)
Yu € W (Q); 1<p<e=
1, P

p 4 p
Ilullps k(m(iz1 lla, ; IDp (1.7.30)

siehe z.B. BERGER [170], S. 29. Diese Ungleichung wird FRIED-
RICHsche Ungleichung genannt. Eine iterative Anwendung dieser
Ungleichung fiihrt zur

Bemerkung 1.7.2

Fiir hinreichend glatte und beschrdnkte Q c R” und fiir
[}
u€ W p(Q) ist

r

]
i= ( [|p%u]|P )P (1.7.31)
al=m

~

o}
Y 193
lusly, @) |
eine Norm die der Norm (1.7.2) &quivalent ist. O

In der Elastizitdtstheorie werden R&ume

Q

w1'p(sz,1“9) := {u €W, L E'Fu = 0} (1.7.32)
eingefiihrt mit I‘l~1 := Fuﬂ,Fuz,Fu3 und Fui z @#; i=1,2,3.

Auch hier existiert eine Konstante, die nun auch von Fu abhidngt,

so daB Vg € W1’p(Q.Fu). 1<p<w

]
3 s
|Iullg S k(@:T ) 1 lu, lIP)P (1.7.33)
L

gilt. Eine iterative Anwendung der Ungleichung (1.7.33) fiihrt
fir den Raum
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9 m-1 = . n% = <m—
m'p(n,r1~J ) :={u eWm,p(Q), D 9|Pm_1-o,|a|=m 1} (1.7.34)
u
zu der Kurznorm
1
m=-1 12 P,P
u;w ;T := ([D~u ) 1.7.35

sy, p (92T ) | (aLm.l al| ( )

als &dquivalente Norm zur Norm (1.7.2). F§-1

bezeichnet die Ge-
samtheit aller Teile des Randes ', die alle von ¢ verschieden
sein miissen, auf denen homogene Randbedingungen vorgeschrie-

ben sind.

1.8 Differentiale, Ableitungen und Integrale in abstrakten

Rdumen

Eine wesentliche Rolle bei der L&sung von Randwertproblemen
der Elastostatik spielt die sogenannte Variationsrechnung. Die-
se ist jedoch nur vage definiert. Insbesondere bei der Unter-
suchung nichtlinearer Probleme muB vorsichtig vorgegangen wer-
den. Um MiBverstdndnissen vorzubeugen werden hier FRECHETsche
und GATEAUXsche Differentiale und Ableitungen angewendet.

Es seien [ und F reelle BANACH-R4ume und Ac [ eine offene
Teilmenge in E. Gegeben sei die Abbildung

a - F.

¢t Hh

Wenn im Punkt a € A, Yh € E der Grenzwert

£(arth) - £(2)
t

¢f(a,h):=lim (1.8.1)
<l =0

1
t
existiert, dann wird 6f(a,h) das GATEAUXsche Differential im
Punkt a in Richtung h genannt.

Es gilt

d.h. das Differential ist homogen. Es ist jedoch nicht unbe-
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dingt additiv (g ist additiv, wenn g(x+y) =g(x) + g(y)).

Ist das GATEAUXsche Differential linear und stetig bezlig-
lich h so gilt

s£(a,h) = £°'7(a) () (1.8.3)

~ o~ o~

1> 1>

wobei f£° (a) : £> F eine lineare stetige Abbildung ist. £°

wird die GATEAUXsche Ableitung von £ im Punkt a genannt.

Eine &dquivalente Formulierung fiir das GATEAUXsche Diffe-
rential ist gegeben durch

lim [|£(a+th)-£(a) - téf(a,h) || = 0 (1.8.4)
t=u - -

fir a, a+th € A. Manchmal wird die Schreibweise
2 f(a+th)|,_. = 8f(a,b) (1.8.5)
dt ~ <" 1t=0 ~ '3 Ut
benutzt.

Existiert eine lineare stetige Abbildung u: [+ [ so daB

f(a+h) - £(a) - u(h)
im == S .8.6
é:g TaT 0 (1 )

oder &dquivalent
I|£(a+h) - £(a) - ulh) || = 0(h) (1.8.7)

fiir a €A, dann wird u mit £'(a) oder é% f(a) geschrieben und

die FRECHETsche Ableitung genannt. f'(a;(g) wird das FRECHET-
sche Differential genannt. Existiert f&r f:A ~ F die FRECHET-
sche Ableitung, dann sagen wir daB f im Punkt a differenzierbar
ist. Ist f differenzierbar Va € A d;nn sagen wir daB f auf A
differenzierbar ist. i i

Existiert die FRECHETsche Ableitung im Punkt a, dann exis-
tiert auch die GATEAUXsche Ableitung und beide Ableitungen
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sind eindeutig. Aus der Existenz der GATEAUXschen Ableitung
folgt nicht die Existenz der FRECHETschen Ableitung, aber es
gilt der

Satz 1.8.1 (BOGEL, TASCHE [128], S. 262)
Die Abbildung f : A ~» F besitze in allen Punkten der Umgebung
U von a € E die GATEAUXsche Ableitung f<1>die in a stetig sei.

Dann ist £ in a differenzierbar und es gilt f' (a) = f<1>(a).g

Fiir Anwendungen in der Elastizitdtstheorie ist u.a. die Ket-

tenregel wichtig.

Satz 1.8.2 (BOGEL, TASCHE [128], S. 266)
Es seienf , F und G reelle BANACH-R&ume und A c E, BcF
offene Teilmengen. Die Abbildungen f : A + F und g:B +0G seien

~

gegeben. Wenn f im Punkt a und g im Punkt b = f(a) differen-

~

zierbar ist, dann ist die Komposition w=gof :E » G diffe-

renzierbar in a und ihre Ableitung lautet:
(w'(a) = g'(b)of'(a) . g (1.8.8)

Eine differenzierbare Abbildung f ist zweimal differenzierbar
im Punkt a wenn die Abbildung f£': [ - | (E,F) differenzierbar
ist.

£"x) € LIEL(ER) = LyE.F) . . (1.8.9)

Wir sagen daB f € C2(U), wenn:
(i) f auf U zweimal differenzierbar ist und

(11)  £"(x) : U > L, (EF) stetig ist.

Wenn f zweimal differenzierbar ist, dann ist
(i) g"(§) eindeutig und

(ii) f"(§) ist symmetrisch d.h.

£ (x) (hyshy) = £"(x) (hy,hy) . (1.8.10)
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Die multilineare Form

£(hyrhyeesh) € LGB, F)

wird symmetrisch genannt, wenn sie unabhdngig von der Permu-
tion der Indizes 1,2,... N ist.

Ableitungen N-ter Ordnung k&nnen induktiv definiert werden.

f ist N-mal dlfferen21erbar, wenn f (g) differenzierbar ist.
Die Abblldung f (x) ist ein multlllnearer Operator der Ordnung
N. Wenn f (x) existiert, dann ist f (x) eindeutig und symme-
trisch.

Khnlich k&nnen GATEAUXsche Differentiale hdherer Ordnung de-
finiert werden.

525(5,51,92) = 8§(8f(x,h,)h.) (1.8.11)

Analog erhalten wir

6 f£(x, h1'~2"°"hN) = 6(6 f(x,h h2""'hN 1)h ) (1.8.12)

~ o~ e

Es seien E und F reelle BANACH-R&ume und A eine konvexe Teil-
menge aus E. Mit a, a+h € A liegt die Verbindungsstrecke in A.
Es gilt der

Satz 1.8.3 (BOGEL, TASCHE [128], S. 281)
Die Abbildung f : A+[F sei (n+1)-mal stetig differenzierbar.

(i) Es gilt:

fla+h) = £(a) += £' (@) (h) +or £ (@) (b)) +.. 4o

£™ @) @Mr (1.8.13)
mit

n

R = J (=t) " 1) (reny (™) ae.
n n: ~ ~ ~

0

(ii) Es existiert eine Zahl 1 €(0,1) so daB die Ungleichung
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A

1 <4 1
||§(§+§)—f(§)-——f (@) (h)-...- =%

e, £ (@) @™ ||

I, In+1

W (1.4.14)

< 1 £™*) (q41n)
gilt. . D

Eine wichtice Rolle bei der Erstellung von Variationsfunktio-
nalen zur Beschreibung von Randwertproblemen spielen Stamm-

funktionen oft auch Potential funktionen genannt.

Gegeben sei eine stetige Abbildung g : A +|_(E,F). Wir un-
tersuchen unter welchen Bedingungen eine differenzierbare Ab-
bildung f : A >F mit der Eigenschaft

£l (x) = g(§) ¥x € A

existiert. Eine derartige Abbildung wird Stammfunktion ge-
nannt.

Unter dem Integral,entlang der Strecke von X5 nach %4 in
A,der stetigen Abbildung g: A -+ L(E,F) verstehen wir das In-
tegral

1
J g((1-t)x_+tx,) (x,-x )dt (1.8.15)
0
welches wir kurz mit
X
~1
J g(x)dx
X
~0

bezeichnen. Es gelten:

Satz 1.8.4 (BOGEL, TASCHE [128], Satz 24.12)
Die Abbildung g : A ~» L (E,F) sei stetig. Genau dann besitzt g

~

eine Stammfunktion, wenn

J glx)dx = 0 (1.8.16)
A
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fir jedes Dreieck A © A gilt. Ist f eine Stammfunktion von g

die Gleichung

so besteht fiir beliebige Punkte z2yr 24
z

“
i

~

2(51) -ﬁ(go) = I g (x)dx. o (1.8.17)

z
~0

und

satz 1.8.5.(BYGEL, TASCHE [128], Satz 24.13)
Die gegebene Abbildung g : A + | (E,F) sei differenzierbar
und ihre Ableitung §n A > |,(E,F) besitze die Eigenschaft

[g' (x) (h,)1(hy) = [g'(x) (h,)](h,) (1.8.18)

¥x € A, Vh1,h2€£E . Dann existiert zu g eine Stammfunktion. O

~

1.9 Nlitzliche Lemmata und S&tze

Ein Punkt x mit der Eigenschaft P wird <soliert genannt,
wenn eine Umgebung U(x) existiert, in der kein weiterer Punkt

mit der Eigenschaft P existiert.

Satz 1.9.1 iiber die Umkehrabbildung (BERGER [170] S. 113)
Es seien £ und F BANACH-RAUME und f c c!
U(x)) c E definierte Abbildung

eine in der Umgebung

£ : Ulx) » Foo.

~

Wenn f'(xo) ein linearer Homdomorphismus wvon E auf Fist,

dann ist f ein lokaler HomSomorphismus von U(xo) auf U(f(xo)). )

Dieser Satz handelt u.a. iUber die Aufldsung des Gleichungs-

systemes
f1(x1,...,xn) =Y,
f2(x1,...,xn) =Yy,
f (x /X ) =y . (1.9.1)
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Wenn

(£, EprenniE)

n
det
€ (a(§1,§2,...,§n))

2 0 (1.9.2)

X
~0

dann besitzt das Gleichungssystem (1.9.1) in U(§o) genau eine
Losung, die stetig differenzierbar beziiglich y ist.

Satz 1.9.2 iber implizite Abbildungen (BERGER[170], S. 115)
Es seien E, Fund G BANACH-Riume und f eine stetige Abbildung
einer Umgebung U(x_,y.) € E xF +(G. Es sei £(x_,y.) =0,

§§(§o’¥o) existiere, sei stetig bezliglich x und sei ein linea-
rer HomSomorphismus von F auf G. Dann existiert in einer Umge-
bung (U(x_) eine eindeutige stetige Abbildung g:U(x ) - F.

so daSB g(§0)==¥o und f(g,g(§)) =9 Y§ € U(§o). a]

Dieser Satz handelt u.a. liber Gleichungssysteme

f1(x1'oo-,XR’, Y‘I’...'yn) :0}
. r (1.9.3
fn(x1,...,xl, y1,...,yn) =0

und liber Bedingungen fiir welche f(x,y) = 0, Vx € U(xo) genau

eine Losung y = g(xo) besitzt.

Theorem 1.9.3 Splitting Lemma (POSTON, STEWART [186], s. 95)
Das Funktional F : R" x Rr + R sei hinreichen glatt. Es sei

(§,9)= bﬁ,...,x c1,...,cr)€ R11><Rr-und der Hessian

nl
2
g o= [2°F

[§§—§§—]; 1€i,3¢n (1.9.4)
- 1 0%

besitze den Rang ng < n und den Korangln:=r1—no. Dann ist F
lokal &quivalent 2zu

Bly, (x,0), ...,y (X,0),0) Yo, t...ty2 . g (1.9.5)

Als Sonderfall wird fir no==n d.h. fir m=0 erhalten.
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Lemma 1.9.1 MORSE Lemma (POSTON, STEWART [186], S. 97)
Das Funktional F :R" x R® - Ri-sei glatt und der Hessian

2
9 .
[BX a}F{ ]l1 < 1,73 < n

1777
sei nicht degeniert, d.h. besitze den Rang n. Dann ist F lo-
kal dquivalent zu

2
tyqt...ty, . O (1.9.6).
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2. DIREKTE METHODEN DER VARIATIONSRECHNUNG

2.1 Endlich-dimensionale Approximation

Es wird vorausgesetzt, daB es fiir die hier betrachteten
Randwertprobleme unter Beachtung von Stetigkeitsbedingungen,
Wachstumsbeschrédnkungen, Trace Theoremen und anderen notwen-
digen Restriktionen mdglich ist, zu zeigen daB die exakte L&6-

sung u in einem cartesischen Produkt separabler SOBOLEV-Rdume

u € Hiwmi,pi(ﬂ); 1 <pi<°° , i=1,2,3,...,r (2.1.1)

liegt und daB eine &dquivalente Beschreibung mit Hilfe eines

Variationsfunktionals

I(q,g) (2.1.2)
mit solchen Kontrollgr&Ben p wie etwa Fldchenlasten, Randbe-

dingungen, Materialkonstanten u.a. konstruiert werden kann.

Wir versuchen durch geeignete Wahl von Koordinatenfunktio-

nen mit Hilfe einer Projektion auf ein cartesisches Produkt

ub% nilqj; 1 <qj<°°l j=1,2,3,...,s

£ =£.;E8.=¢

£ = £y 7 8 3512,3,00 08, k=1,2,3, .., (2.1.3)

und eine gleichzeitiage geeignete Projektion der Kontrollgré-
Ben p in den Raum der Kontrollparameter C eine addquate Be-

schreibung des primdren Problems mit Hilfe eines hinreichend

glatten Funktionals
F(E;C) (2.1.4)

zu erhalten. Die Wahl der Koordinatenfunktionen ist, wie aus
dem Beispiel 1.4.3 ersichtlich, nicht eindeutig. Sie héngt
von der Erfahrung und Intuition ab. Auch die Dimension der

Rdume kann unterschiedlich sein. Die Mannigfaltigkeit der
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Gleichgewichtszustédnde filir den betrachteten Bereich der Kon-
trollparameter C ist bestimmt als die Menge der station&ren
Punkte fiir das Funktional (2.1.4). Diese werden als L&sungen

des algebraischen Systems

¥3j=1,2,3,...,8

5§§L-= 0 (2.1.5)
&5k ¥k=1,2,3,...
welches kurz
%E =0 (2.1.6)

bezeichnet wird, erhalten. Wenn fiir einen Bereich der Kon-
trollparameter C die Gleichung (2.1.6) exakt gel8st werden
kann, ist eine exakte LOsung des Randwertproblems gefunden.
Im Normalfall wird versucht eine endlich-dimensionale Appro-
xXimation zu finden.

Eine einfache Umbenennung der Verhaltensvariablen und In-
dizes

gjk Hng, (i,k) » 2=1,2,...,n,...
fihrt zum Funktional

Fiir ein endliches £ kann das Problem iiber die Aufldsung des

algebraischen Gleichungssystemes

oF
‘a—n];";-' fk(nﬂ,'cj) = 0' k=1’2'-.¢,m (2.1-8)
in Abhdngigkeit von den Kontrollparametern Cj' j=1,2,...,m
formuliert werden.
a(f1,f2,...,f )
det (37 nm)) = det(H(F))|_ =0, (2.1.9)
1' 2,..-' n no -~ T,JO

dann besitzt das System (2.1.8) in einer Umgebung von n, genau

~

eine L&sung Ng = nﬂ(cj) (siehe Satz 1.9.2 iiber implizite Funk-
tionen). Die Stabilit#dt jedes LOsungspunktes kann dann mit
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Hilfe der Definitheit des Hessians bestimmt werden. Singulari-
tdten in Form von Verzweigunasmannigfaltigkeiten, Auftreten
neuer L8sungsdste, oder Ubergang vorhandener L&sungsdste in-

einander und Verschwinden kann nur stattfinden wenn
det(ﬂ(F)) =0 (2.1.10)

Im Raum der Verhaltensvariablen n definiert Gleichung (2.1.10)

den Ort aller singuldren Phdnomene. Elimination aller n, aus

I

fk(nQ‘,Cj) 0, k=1,2,...,m

(2.1.11)

det (H(F)) 0, 2=1,2,...,2
fihrt im Raum der Kontrollparameter cj zu den Verzweigungsfld-

chen
gm(cj) = 0, m=1,2,...mo (2.1.12)

welche filir einfache Fdlle auch Verzweigungsdiagramme genannt
werden, siehe CHOW, HALE, MALLET-PARET [152] oder LABISCH
[240].

In der Praxis ist der Bereich der Kontrollparameter einge-
schrdnkt. Flir diesen beschrédnkten Bereich spielt ein Teil der

Verhaltensparameter z.B. Nyi £ > n, nur eine passive Rolle.

1
Sie ko6nnen mit Hilfe der Gleichungen

+1,n,+2,...,n (2.1.13)

1

fi( ng,cj) = 0, i=n 1

, welche zu

n;, = ni(nk,cj) (2.1.14)

fiihren, eliminiert werden. Substitution in das Funktional
(2.1.7) ergibt

F(nk,ni(nk,cj),cj) = V(nk,cj) . (2.1.15)
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Die Mannigfaltigkeit der Gleichgewichtszustdnde ist nun gege-
ben durch

V. _ = _ -

Eﬁ; fk(nz,cj) = 0, k 1,2,...,n1 (2.1.16)
und

det (H(V)) = 0 (2.1.17)

bestimmt den Ort der singuldren Phdnomena. Die Verzweigungsfla-
chen werden nicht beeinfluBt. In der Mechanik werden sogenann-
te Gleichgewichtspfade mit einem variablen Kontrollparameter

. = ] 2
Cyd cj cj(cK) j k betrachtet.

2.2 Katastrophentheorie

Funktionale V(Q,g), welche zu mehrdeutigen L&sungen fiihren,
treten in vielen Disziplinen auf. Die LOsungsmengen, die Dege-
nerationsflédchen det(H(V)) =0 und die Verzweigungsmengen im
Raum der Kontrollparameter kénnen auch fiir eine endlich-dimen-
sionale Anndherung 9==nl, £=1,2,...,n sehr kompliziert sein,
siehe z.B. HALE [171]. Fir einfachere Funktionale V(Q,g) ist
die Theorie dieser Phdnomena als Katastrophentheorie bekannt,
siehe z.B. THOM [150], POSTON, STEWART [186], WASSERMANN [167].
Die einfachsten Funktionale sind klassifiziert in THOM's Theo-
rem (POSTON, STEWART [186] S. 121, 122).

Nichtdegenerierte Funktionale haben die Form:

Nichtstationdr

u,- (2.2.1)
Stationdr vom MORSE-Thypus

2
u

2 2 2 .
1+...+ui-ui —...-un, (os:.gn).‘ (2.2.2)

+1

Degenerierte Funktionale sind unter Kosenamen, die von den Ver-

zweigungsfldchen stammen bekannt:
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Die Cuspoiden Katastrophen:

Fold
3 .
u1+C1u1+(M),
Cusp
4 2
+ 3
—(u1+C2u1+C1u1)+(M).
Swallowtail
5 3 2
ug+Cyug+Cyugdc u, + (M)
Butterfly
6 4 3 2
i(u1+C4u1+C3u1+C2u1+C1u1)+(M)
Wigwam

u7+C5u5+C u4+C u3+C u2+C

1 11C4uqtCyuy+Cou+Cru, + (M)

Die Umbilic Katastrophen:
Elliptischer Umbilic

2 3 2
u,u +C3u1+C2

19274, u,+C

1u1+(N)

Hyperbolischer Umbilic

2u +u3+C u2+C u

Ll Rt i R Ml R

2*Cqu +(N)

Parabolischer Umbilic

2 4 2 2
t(u1u2+u2+c4u2+c3u1+C2u2+C1u1)+(N)

Zweiter elliptischer Umbilic

5+C u3+C u2+C uf

2*Cguy*tC uy+Ciuy+C

2
u,u,~u

192 u

+C u1+(N)

272 71

Zweiter hyberbolischer Umbilic

2 5 3 2 2
u1u2+u2+C5u2+C4u2+C3u1+Czu2+c1u1+(N)

Symbolischer Umbilic

3 4
t(ujruy+Cou,uy+Chus+Ciu,u,y+Chu,+Cou,

+C.u u2+c u2+c u,u,+C,u,+C_ u, +(N)

(2.2.3)

(2.2.4)

(2.2.5)

(2.2.6)

(2.2.7)

(2.2.8)

(2.2.9)

(2.2.10)

(2.2.11)

(2.2.12)

(2.2.13)
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M bezeichnet die nichtdegenerierte Form

2 2 2 2
b}

+...4u, - u, ..U B
1 n

N bezeichnet die nichtdegenerierte Form

2

2 2
toootuy o -oug gTeeeTu

w N

M und N enthalten nur passive Verhaltensvariablen welche die
Geometrie der Katastrophen nicht verdndern. Die Vorzeichen #

weisen auf sogenannte duale Katastrophen hin.

Die Geometrie dieser Katastrophen ist z.B. in POSTON, STE-
WART [186], Kapitel 9 untersucht. In der Mechanik wird eie Ka-
tastrophentheorie oft angewendet, siehe CHILLINGWORTH [140],
HUI, HANSEN [201, 212], HUSEYIN [172], ROORDA [59], STUPMF
[241]), THOMPSON [226, 227], ZIEGLER [182]. Untersuchungen ma-
thematischer Natur sind z.B. von KIRCHGASSNER [100] und von
WASSERMANN, siehe z.B. [167] bekannt.

Bei der Untersuchung nichtlinearer Probleme fiir kontinuier-
liche elastische Strukturen muB sehr vorsichtig vorgegangen
werden. Die Geometrie der approximierenden endlich-dimensiona-
len Funktionale kann sehr sensibel von der Wahl der Koordina-
ten abhdngen. Dies muB bei TAYLOR-Reihenentwicklungen beriick-
sichtigt werden. Die einzige bekannte exakte LOsung fiir das '
Durchschlagsproblem eines flachen Bogens, LABISCH [240] weist
darauf hin, daB viele vereinfachende Voraussetzungen revidiert
werden miissen. Die passiven Koordinaten beeinflussen sehr
stark die Katastrophengeometrie. Das Splitting Lemma POSTON,
STEWART [186] S. 95 und die sogenannten elementaren Katastro-
phen konnen nur sehr bedingt angewendet werden. Die Katastro-
phen Fold und Cusp gehSren zu den "stabilen" Katastrophen. Bei
einer einfachen Approximation treten diese immer auf. Dieses

Phdnomen muB bei einer Approximation beriicksichtigt werden.
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