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ZUSAMMENFASSUNG

Es werden autonome Systeme betrachtet,auf die unstetige
Krédfte wirken.Das Verhalten in den Gleichgewichtslagen
und Gleichgewichtsbereichen wird untersucht.

Flir konservative Systeme mit unstetigen Riickfiihr- oder
Verstellkrédften werden mit dem bereichsweise definierten
Potential Hilfsfunktionen gebildet,mit denen die Stabi-
1litat der Gleichgewichtslagen bestimmt werden kann,

Fir Systeme mit Dampfung und Reibung werden typische Ei=-
genschaften der Phasenportrédts untersucht.Auf Besonder-

heiten der Schaltlinien in der Phasenebene,bei unstetigem
Ubergang von der Haft- zur Gleitreibung,wird hingewiesen.

Dann werden Systeme mit Gleichgewichtsbereichen betrachtet.
Um das unterschiedliche Verhalten der Systeme in den ver-—
schiedenen Gleichgewichtslagen innerhalb von Gleichge-
wichtsbereichen zu kennzeichnen werden,auf Grund des Ver=-
haltens des Systems auf kleine Stdrungen,fiir die Gleich-
gewichtslagen Richtungselemente und fiir die Bereiche Rich-
tungsfelder definiert.Fir ein Modell werden die Verzwei-
gungspunkte des Richtungsfeldes bestimmt und der Einfluf
von System- und Storparametern auf die Verzweigungspunkte
untersuchte. '

SUMMARY

Autonomous systems with discontinuous forces are consi-
dered.The behavior in the equilibrium positions and equi-
librium domains is investigated,

For conservativ systems having discontinuous displacement
dependent forces,with the help of the piecewise defined.

potential,auxiliary functions are determined.These func=
tions are used for stability investigations of the equi-

librium positions.

For systems with damping and friction representativ phase-
plane portraits are established.Particularities on the
switching line because of discontinuous transition from
static to kinetic friction are pointed out.

Then systems with equilibrium zones are considered.In
order to characterize the equilibrium positions inside
equilibrium zones,on the base of the response of the
system to small perturbations,direction elements for equi-
librium positions and therefore direction fields for equi-
librium zones are defined.For a model the bifurcation
points of the direction field are established and the in-
fluence of the parameters of the system and the pertur-
bation on the bifurcation points is analysed.
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UBER DIE GLEICHGEWICHTSLAGEN UND GLEICHGEWICHTSBEREICHE
NICHTLINEARER AUTONOMER SYSTEME

I.SYSTEME MIT EINEM FREIHEITSGRAD

I.7.DIE DIFFERENTIALGLEICHUNG DES SYSTEMS

Es wird ein System betrachtet,dessen kinetische Energie
Ek als Funktion der verallgemeinerten Koordinate q und
der verallgemeinerten Geschwindigkeit & gegeben ist

Ek = Ek(q,é) . D)
Auf das System wirken orts- und zeitabhingige Krafte
sowie geschwindigkeitsabhingige Dampfungskrédfte und Rei-
bungskridfte.In den Reibungskrdften treten die dynamischen
Komponenten der Reaktionen auf,die von g und auch von §
abhingen konnen.Deshalb ist die verallgemeinerte Kraft
Q allgemein in der Form

Q = Q(tsq,a’é) (2)
anzunehmen,

Fir autonome Systemetritt die Zeit t nicht explizit in
(2) auf.Damit ergibt sich allgemein fiir autonome Systeme
die Bewegungsdifferentialgleichung

§ = F(q,q,4) . (%)
Die Funktion F(q,é,é) wird wie folgt dargestellt
F(a,3,8) = F (q) - d(q,q).sign § + R(q,q,8) ()
mit
F,(a) = F(q,0,0) . | (5)

Die Gleichgewichtslagen des Systems,das sind die singulé-
ren Punkte der Phasenebene,folgen aus der Gleichung

?o(a) = 0 : (6)



Die ortsabhidngige Kraft Fo(q) kann auch Unstetigkeits-
stellen mit Sprung haben.In der Umgebung solcher Unste-
tigkeitspunkte,z. B. mit der Abszisse a3 swerden seitliche
Bereiche (ql 1]l,ql) und. (ql,ql+1| D) betrachtet in
denen vorausgesetzt wird,daB Fo(q) analytisch ist.

In einer Sprungstelle der Funktion Fo(q) mit der Abszisse
qi,in der die Bedingung
sign F (q;-0) # sign F (q;+0) (7)

erfillt ist,wird die Definition der Kraft Fo(q) durch die
Vorschrift

Fo(qi) =0 (8)

ergidnzt.Solche Unstetigkeitsstellen sind auch Gleichge-
wichtslagen des Systems.

In einem Bereich um die Gleichgewichtslage mit der Abs-
zisse qi,in der die Bedingung

F,(a)e(qa - q5) <O (9)
erfiillt ist,stellt Fo(q) eine Ruckstellkraft dar.In einem
Bereich mit

F,(@)e(ad = q;) >0 (10)
ist Fo(q) eine Verstellkraft.

Der Kraft Fo(q) wird ein Potential zugeordnet

U = -‘/fo(q) dg + C . (11)

Die Integrationskonstante C ist durch die Wahl eines
Punktes q ,in dem U(Q) = O gilt,bestimmt.

Beli einer bereichsweisen Definition des Potentials konnen
Unstetigkeitsstellen auftreten.Die Tatsache,daB das Po-
tential Sprungstellen besitzt,ist nicht wesentlich,wenn
das Studium mit Hilfe des Anstickelungsverfahrens durch-
gefihrt wird und die Sprungstellen als Anstiickelungs-
punkte genommen werden.,
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Das Glied =-d(q,d).sign q ist die D&mpfungskraft und ent-
hglt auch die gyroskopischen Kridfte.Gewdhnlich treten die
Dampfungs- und gyroskopischen Krédfte in der Form von Po-
tenzen der Geschwindigkeit multipliziert mit konstanten
oder ortsabhingigen Faktoren oder als Summen von solchen
Gliedern auf.Es gilt

d(q40) = O . (12)

In Bereichen der Phasenebene (q,é),in denen die Bedingung
d(q,9) > O (13)

erfillt ist,heillt diese Kraft "positive" Dampfungskraft,
da sie eine echte Dampfungskraft darstellt und die mecha-
nische Energie des Systems vermindert.

In Bereichen der Phasenebene,in denen
d(q')d) <O ‘ (14)

gilt,heiBt diese Kraft "negative" Dampfungskraft,da sie
dem System Energie zufihrt.

Das Glied R(q,q,d) ist die Reibungskraft und enthidlt die
in den Fihrungen und Gelenken des Systems auftretenden
Reibungseffekte.In Bereichen der Phasenebene mit

R(q,d4,8).q < O (15)

ist R(q,q,d) eine "positive" Reibungskraft,die energie-
vermindernd auf das System einwirkt.In Bereichen der
Phasenebene mit

R(Q,§,8).q >0 (16)

ist R(q,é,é) eine "negative" Reibungskraft,wie sie bei
selbsterregten Systemen auftreten kann,und dem System
mechanische Energie zuflhrt,

Fur den Fall mit positiver Reibungskraft wird zwischen
Reibung der Bewegung T(q,q,4) (Gleitreibung),Reibung in
Umkehrpunkten Ts(q,é) und Reibung der Ruhe Ts(q,O)
(Haftreibung) unterschieden.Wenn die Reibungskraft nicht
von der Beschleunigung @ abhidngt,stimmen die Reibung in
Umkehrpunkten und die Reibung der Ruhe ilberein.
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Die Reibungskraft R(q,q,d) wird in folgender Form ange-
nommen

R(q,4,84) = =7(q,3,d).sign q -
-[1-(signd)®{F (@)H [T, (q,0)-IF (@)I] sign[T (a,0)-|F (a)I+
+ T,(q,@)H [|F_(q)] -T,(q,0)] sign F (a)} . (17)
Hier sind sign x und H(x) die Vorzeichen- bzw. die
Heaviside-Funktion mit sign O = O und H(O) = 1 .

Die Bereiche der Koordinate q,in denen die Bedingung
IF ()] S T(q,0) (18)

erfillt ist,stellen Gleichgewichtsbereiche des Systems
dar.
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I.2,DIE ISOLIERTEN GLEICHGEWICHTSLAGEN EINES KONSERVATIVEN
SYSTEMS MIT UNSTETIGZR KENNLINIE

Die isolierten Gleichgewichtslagen des konservativen
Systems sind die L&sungen der Gleichung (6) und die Un-
stetigkeitsstellen der ortsabhingigen Kraft Fo(q),fﬁr die
(7) gilt.

Die Stabilitat dieser Gleiéhgewichtslagen ist aus dem Ver-
lauf des Potentials in der Umgebung dieser Punkte zu be-
stimmen.Die hinreichende Bedingung fiir Stabilitdt ist,daR
das Potential ein strenges relatives Minimum besitzt.

Wenn in der Gleichgewichtslage mit der Abszisse q die
Kraft Fo(q) stetig ist,so entscheidet das Vorzeichen der
ersten von Null verschiedenen Ableitung des Potentials
Uber den Verlauf des Potentials in dieser Gleichgewichts-
lage.Die Bedingung fur Stabilitdt ist

Pl

[——E] > 0 k eine gerade Zahl (19)
d
Q .
Q=44
Gilt hingegen
a¥y
_55] <0 , k eine gerade Zahl (20)
d
a
a=q5

so hat das Potential ein Maximum und die Gleichgewichts-
lage ist instabil.

Wenn die Ordnung der ersten von Null verschiedenen Ablei-
tung eine ungerade Zahl ist,so hat das Potential in dieser
Lage einen Wendepunkt.Das ist ein degenerierter singulidrer
Punkt und stellt eine einseitig instabile Gleichgewichts-
lage dar.

In Gleichgewichtslagen,die Unstetigkeitsstellen der Kraft
sind,missen die seitlichen Ableitungen des Potentials er-
mittelt werden,um ein Potentialmaximum,ein Minimum oder
einen Wendepunkt zu erkennen.Um die Stabilitit solcher
Gleichgewichtslagen zu untersuchen,werden Hilfsfunktionen
definiert,mit denen diz 321tlichen Ableitungen ausgedriickt
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werden.Der Unterschied zu anderen verallgemeinerten Ab-
leitungen in Unstetigkeitsstellen,wie z.B. in der Distri-
butionstheorie, besteht darin,daB hier der Sprungwert in
zwel Anteile aufgespalten wird.

I.2.7.DAS POTENTTAL UND DIE HILFSFUNKTIONEN

Das Potential des Systems wird in der Form

U = U(q, $4(a), ¥5(a)seeey ¥ (a)) (21)
angenommen.Hier sind
b;(a) = ¢;(q).H[f;(a)] . (22)

Die Funktionen fi(q) sind unendlich oft differenzierbar.
Die Gleichungen

£,(@) =0 i=1,2,000,8 (23)
haben nur h; einfache Wurzeln,die mit a3 4 (j=1,2,...,hi)
bezeichnet werden.

Die Funktionen Qi(q) haben stetige Ableitungen.Wenn qij
auch Wurzeln der Gleichung

\pi(Q) =0 (24')
sind,dann ist das Potential stetig.

Die Funktion U hat stetige partielle Ableitungen in bezug
auf q und ¢i(q) .

Die erste Hilfsfunktion ist

S
1
V) = U (a) = U+ X U] Lae ()] (25)
l,l=1 1 1
mit
1 _3U 1 _ 23U '

Diese Funktion stimmt in allen Punkten auBer q;  mit der
ersten Ableitung des Potentials iliberein,die in den Punkten

9 5 nicht definiert ist.



Die zweite Hilfsfunktion ist der Sprungwert R(qij> der
ersten Ableitung des Potentials im Punkt qij.Dieses ist
auch der Sprung der verallgemeinerten Kraft im Unstetig-
keitspunkt 9 5
R(q; ;) = U - U -
1d (qij+°) (qij o)

(27)
V(qij+o) - V(qij—o) .

Wenn a 5 nur die Wurzel einer Gleichung (23) ist,gilt

/‘
R(qij) = U qlJ) .sign f! (qla) . (28)

Es sei a4 5 solch eine Wurzel,fiir die sign fi(qij) =1
gilt.Aus (25) folgt mit der Bezeichnung (28)
1
V(q -0) Ug(qij)
V(qij Uo(qij) + R(qij) (29)
/l
V(qij+°) = Uo(qij) + R(qij)

[}

Es folgt fiur diesen Fall
V(qij‘o) = V(qij) il R(qij)

V(qij) o

Wenn fiir a4 3 die Bedingung sign fi(qij) = =1 gilt,folgt
aus (25) mit der Bezeichnung (28)

V(ay5=0) = Ul(a;4) = R(gy3)
V(ag3) = Up(ags) - R(ay4) (31)
V(ag ;+0) = Ug(ayy) :

Es folgt fur diesen Fall
V(q; 5=0) = V(a4 3) (32)
V(qij+0) = V(qij) + R(qij) .

Wenn 9 5 mit den Wurzeln mehrerer Gleichungen (23) iber-
einstimmt,z.B. sei qij=qkm='°'=q Tt ,dann gilt

. 4 '
R(qij) = (qlg sign £ (qla) + Uk(q }Slgn £ (qkm) +
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1 . o
+ eee + Ur(qrﬁys1gn £rlaL) . (33)

In diesem Fall wird R(qij) in zwel Glieder aufgespalten.
Die Glieder in (3%),deren letzter Faktor positiv ist,

werden mit den Kennzahlen PqsPpyees bezeichnet und ihre
Summe ist

+ 1 1
R (q° -) = U .+ U + eee . (54‘)
1] p,](qij) p2(qij)
Die Glieder in (33),deren letzter Faktor negativ ist,
werden mit den Kennzahlen NjsNoyeee bezeichnet, und ihre
Summe ist

R (g34) = - Ugﬂ(qij)- Ulg(qij)- ces . (35)
Mit den Bezeichnungen (34) und (35) gilt

R(a;4) = R'(a34) + R7(g;4) (36)

V(g y+0) - V(g;4-0) = R"(qz4) + R7(q;4) (37)
und

V(g4 5-0) = V(a;5) = R¥(q) (38)

V(q; 5+0) = V(az 5) + R7(qy 4) . (39)

Das sind die seitlichen Ableitungen des Potentials in

der Unstetigkeitsstelle qij .

Weiter werden fir v =2 noch folgende Hilfsfunktionen
definiert

bS]
\Y v \Y
U'(q) = U_ + U.' JH[f. + 40
S S y
+ y 3 Uiqig.H[fiq(q)].H[fi (@)] +eeot
S S s
+ ) D WD} Ui:ig.'.iv.H[fiq(q)]...H[fiv(q)]
1,l=/| 12=/| iv=/] Pt

mit
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y aur™
U =
0 aq
V=1
U, auY™"
oy - + —9© .
i R §
1 dq avy. 1
14
V=] Vel
ali i, 38U;
v it M .
1112 aq I 1o
000000 (41>
v-1 v=1
au. ", . auy~. .
u.Y. . 1qloeeely Lqtpeeely o |
1112..01\/-'] = aq + aq} L4 \p iv "
iy1
. . . 1 1
(fir v=2 ist hier U; = U_ )
. (o] o
V=1
auY ™
Ulvl i - l,]laooolv 1 \p‘! .
12 v a‘bi 1y
Vv

Diese Funktionen stimmen in allen Punkten auller qij mit
der V -ten Ableitung des Potentials iberein,die in diesen
Punkten nicht definiert sind.

Mit Hilfe der Funktion U kann auch die Distribution
gebildet werden

U= {u} : (42)
Wenn das Potential keine Unstetigkeitsstellen hat,ist die
erste Ableitung dieser Distribution

U'o= (TN} = [} - (43)
In den Punkten qij‘gilt

U'Casy) = 1V} (44)
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Berechnet man die zweite Ableitung der Distribution
so erhalt man

U = (3@} +
(45)
Py
+ i/1=’| {,j=1 Ui,l (qi,‘j)'sj'gn[f]{,l(qij)] . 6(q-qiqj) } .

In einem Punkt 9 5 gilt mit der Bezeichnung (33)

(J“(qij) = {UE(qij)] +—R(qij) .0 (0) . (46)

In diesem Ausdruck erscheint der Wert R(ql .),der den
Sprung der verallgemeinerten Kraft im Unstetlgkeltspunkt
qu darstellt.Wenn q; 4 nur die Wurzel einer Gleichung
(2%) ist,besteht R(q ) nur aus einem Glied,das entweder
zu R (q ) oder zu R (q ) gehort.Ist hingegen 93 3 Wurzel
mehrerer Gleichungen (25) so erscheint in der Distribu-~
tion (46) der Gesamtwert R(qij) .Da zur Bestimmung der
Stabilitdt die seitlichen Ableitungen (38) und (39) also
die Teilsummen R+(qij) und R'(qij) notwendig sind,miissen
diese auch berechnet werden.Der Gesamtwert R(qij) hilft
hier nicht weiter.

I.2.2.DIE UNSTETIGKEITSSTELLEN DER KRAFTE ALS
SINGULARE PUNKTE

Die einseitigen Ableitungen U'(qlJ 0) = -F (q1J 0)
und U'(qij+o) = =-F (q +o) geben Aufschlufl iiber das
Verhalten des Potentlals in qi..Dle Bedingungen fir Sta-
bilitat werden an Hand der seitlichen Ableitungen (3%8)
und (39) mit den Hilfsfunktionen V(q),Rt(q) und R™(q)
ausgedriuckt.In einigen kritischen Fdllen werden auch die
Hilfsfunktionen UV(q) verwendet.

In einer Unstetigkeitsstelle qi.,die auch eine Gleich-
gewichtslage ist,werden V(qij)zv,R(qij)zR und R"'(qij):R+
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bestimmt und das Verhdltnis
+
R"(aq; )
A= ——2d 47)
R(qij)

berechnet.

In einem Koordinatensystem mit den Achsen OV und OR ent-
spricht den Werten (V,R) ein Bildpunkt.Die Geraden

v v
R = = R = — (48)
A A=

entsprechen den Grenzwerten,in denen die seitlichen Ab-
leitungen gleich Null sind.

Die so entstandenen vier Bereiche stellen stabile,insta-
bile bzw. keine Gleichgewichtslagen dar.Aus der Lage des
Bildpunktes (V,R) in der OVR-Ebene kann die Natur der
Gleichgewichtslage bestimmt werden.

In den Abb.1-5 sind fiir A >1,A =1, 0O<A< 1,A =0 und
A< 0 die verschiedenen Bereiche dargestellt.

Die VR-Ebene eignet sich zur Bestimmung von Werteberei-
chen der Systemparameter,damit der singuldre Punkt ein
vorgegebenes Stabilitadtsverhalten aufweist.

Die Bedingungen fiir V(qij)’R+(qij) und R-(qij),damit die
Unstetigkeitsstelle qij eine stabile oder instabile
Gleichgewichtslage bzw. keine Gleichgewichtslage ist,
sowie die entsprechenden Bereiche in der Ebene OVR, sind
in der Tabelle 1 angegeben.In den Abb.6-21 sind die ent-
sprechenden Phasenportrats dargestellt.

Beim Studium der Fdlle 5 bis 9 (Tabelle 1) mit U'(qij—o)
=0 oder/und U'(qij+o)=0 werden die Funktionen
UY(q) verwendet.Es gelten die Bezeichnungen

]

v
Uv(qij-o) 0 fiir V<V; und U l(qij-o) #0 (49)

. . Y .
Uv(qij+o) O fiir v<v, und U I'(qij+0) #0 . (50)

Es werden FZlle unterschieden,wenn Vi eine gerade oder



V=-R~

V=R*

<v

II

Abb.1

V=-R =0
RAL

v I V=R*=R

Abb.2

V=-R=-R R ,V= R0

NN

A\

Abb .4

Abb.5
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ungerade Zahl ist und wenn Vo eine naturliche Zahl ist.

Fiir den Fall mit analytischer und symmetrischer Kennlinie
gilt R+(qij) = R-(qij) = 0 +.Er ist in der Tabelle 1
unter Nr.9 enthalten.

BEISPIELE

Als erstes Beispiel wird das in der Abb.22 dargestellte
System betrachtet.Eine homogene Stange von der Masse m
und Lénge a ist mit zweli Gleitern gelenkig verbunden.
Auf den Gleiter,der sich vertikal bewegen kann,wirkt
fir q4>qq4q die Feder c,,die in der Lage Q44 Wit 44 vor-
gespannt ist.Fur qQ<q,q wirkt die reder cz,die in der
Lage 41 mit d2 verformt ist.Limitatoren verhindern die
Wirkung der Feder Cq fir a<dq4q und der Feder Ch fir
qj>q11.Auf den Gleiter,der sich horizontal bewegen kann,
wirkt fur q >q4qq die Feder cB,die in der Lage dq1 mit
d3 = a.sin Qqq verformt ist und fir A< dqq nicht wirkt.
Die Feder c¢ ist in der Lage gq=0 unverformt.

Das Potential des Systems ist

Us=s = % mga.(1=-cos q) + % cazsinzq + (51

.Y

+ 5 cq[(a.cos g4 - a.cos g + dq)e-d%]H(q-qqq) +

+ % 02[(a.cos Q - 8.C08 Qqq + d2)2-d§]H(q11-q) +
+ % 05[(a.sin q - a.sin qQqq + d;)a-dg]H(q-qqq)

mit g ¢ (0, ®/2) .Es soll die Stabilitidt der Lage Q=q44
untersucht werden.

Mit diesem Potential werden die Hilfsfunktionen (25),
(34),(35),(40) und der Wert von A berechnet.Es folgt

1 .
V(gqq) = = = mga sin qqq + % ca® sin 2944 + (52)

+ chqa sin Qqq = cedza sin Qqq + czdaa COS Qg9
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R+(q41) = ¢, d, a sin qqq + c5d5a COS Q4 (53)
2 1 2
U“(gqq=0) = = = mga cos g q + Ca~cos 2q44 + (55)
2_. 2
+ Cra sinqqq = cedga COS Qqq
2 1 2 6
U~(qqq+0) = - 5 mga coS qqq + Ca COS 2q44 + (56)
+ cqazsin2q11 + chqa COS Qqq +
+ C agcos2 - c,d_,a sin
3 d11 = 3% 911
Ae( 035 1) : (56)

Die Bedingungen fir Stabilitdt der Lage PP sind aus
Tabelle 1 Nr.1 zu entnehmen.Es folgt

2cacosq41-202d2<:mg<:2cacosq14+2ch1+205d500tq44 .(57)
An der Grenze der Bereiche I und II (Tabelle 1,Nr.5) ist

mg = 2ca cos g q - 2¢5d, (58)
und

U2(q41-0) = az(cg‘C)Sin2Q1q . (59

Fiir ¢,>c¢ ist q44 eine stabile und fir c,<c keine
Gleichgewichtslage.Fir Cr=C ist in dem Bereich q<dqq
das Potential konstant, und es bildet sich hier ein
Gleichgewichtsbereich.,

An der Grenze der Bereiche I und IV (Tabelle 1,Nr.6) ist
mg = 2ca c0S qqq + 2¢,d, + 2053 COS Qq4q (60)
und

2 .
U (q41+o) = a2(cq-c-c5) 51n‘2q,|,I . (61)
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Fir c11>c+c3 ist q,, eine stabile und fir Cq< CHCy keine
Gleichgewichtslage.Fiir c,l=c+c3 ist das Potential fir

q >q44 konstant,und es bildet sich hier ein Gleichge-
wichtsbereich.

Fiir die numerischen Werte q,],1=60o ,c,|d1=c2d2=03d5 ’
d1=a/20 ’ d2=a/15 R d3=a/10 sind in der Abb.23% die
Wertebereiche von ca/(chq) und. mg/(chﬂ) fir stabiles
und instabiles Verhalten dargestellt.

Als zweites Beispiel wird das in der Abb.24 dargestellte
System betrachtet.Gegeben sind:m1=m,m2=0,8 m ,m5=0,5 m ,
m4=0,5 m ,8=Qz=dp ist die Vorverformung der Feder.Man
bestimme die Federkonstante c,damit

a) die Lage q=q5 »

b) die Lage a=q3

eine stabile Gleichgewichtslage ist.

Das Potential des Systems ist
U(q) = -mygq + mygq + mygq.H(q-qq) - (62)
- m58a.H(a5=q) + 5 c(qa-ay*s) H(a=q,) -H(a5=q)
BSQ- q5 a ] Q=a5 Q=Qs). q5 a .

In der Unstetigkeitsstelle q=q4 gilt

V(aq) = [=(mq+my)+(mpm,)] g = = 0,4 mg (63)
R+(Q1) = Mg = 0,5 mg (e4)
R (gq) = 0 (65)

und entspricht dem Fall 4 aus Tabelle 1.Die Unstetig-
keitsstelle q=q4 ist also keine Gleichgewichtslage.

In der Unstetigkeitsstelle Q=q, gilt

V(ay) = [-(mq+m§)+(m2+m4)]g + CS (66)

R'(a,) = cs (67)
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R(gp) =0 (68)

In der Unstetigkeitsstelle g= gilt

i3
V(ag) = [=(mp+mg)+(my+my)] g + c(az-ap+s)  (69)

R"(az) = 0 (70)

R—(QB) mzg ~ 2¢S (71)

a) Die Bedingungen,damit q=q, eine stabile Gleichge-
wichtslage darstellt,sind

-R7(ap) < V(gp) < R'(ay) . (7

Daraus folgt 1,1 m <1,5m und ¢ > 0,4 mg/s .Damit
q, eine stabile Gleichgewichtslage ist,mufl ¢ > 0,4 mg/s
sein.

b) Die Bedingungen,damit 9=z eine stabile Gleichge=
wichtslage darstellt,sind

- R7(gz) < V(az) < R7( ay) (73)

Daraus folgt 1,1 m >m und c¢ <0,2 mg/s Fur
¢ < 0,2 mg/s ist a3 eine stabile Gleichgewichtslage.

In der Abb.25 ist der Verlauf des dimensionslosen Po-
tentials U = U/(mgs) als Funktion von x=q/s flir c=

0,8 mg/s dargestellt,fiir die die Gleichgewichtslage a5
stabil ist.

In der Abb.26 ist U in Abhsngigkeit von x fiir ¢=0,1 mg/s
dargestellt.Die Gleichgewichtslage q=q5 ist stabil.

1.2.3.SONDERFALL MIT DER VORZEICHENFUNKTION

Das Potential kann mit der Vorzeichenfunktion ausge-
drickt werden,wenn die unstetigen Krédftekomponenten in
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den Sprungstellen symmetrisch verlaufen.Fir diesen Son-
derfall dndern sich auch die Ausdriicke fiir die Hilfs-
funktionene.

Fiir die unstetige Funktion ¢i(q) wird folgender Aus-
druck verwendet

¢i(Q)

£;(q) sign f;(q) . (74)

Wegen

fi(Q) sign fj_(Q) fi(Q) H[fi(Q)] + (75)

+

[‘fi(Q)] H ["fi(Q)]
folgt aus dem Vergleich mit (22)
£pi(2) = - £5(a) (76)

?;(a) = £5(a) 9.,:1(2) = £ 50 (77

e

fir i=1,2,ee095.Aus (34) und (35) ergibt sich
R¥(q; ) = R7(q;4) = 5 R(a ) (78)
ij ig’ = 2 ij ¢
Die Stabilitdtsbedingung fir diesen Sonderfall ist
- A R(a ) < V(@) < & R(G ) (79)
2 M9y 9 3 7 945 .
Wenn fir das in der Abb.22 dargestellte System die Pa-

rameterwerte Cq=Cs , d,|=d2 und c5=0 angenommen werden,
hat das Potential die Form

U= - % mga (1-cos q) + % ca2 singq + (80)

1 . 2
+ = cq[a(cosqqq-cosq) 51gn(cosq11-cosqﬂ - % chﬁ

und. es folgt

+ - :
R" =R = cydqa sin qq . (81)



-3 -

Die Bedingung fir die Stabilitdt der Lage qq4 ist
2ca cosqqq — 2¢,4d, <mg < 2ca cosqq, + 2c, 4, . (82)

Als anderes Beispiel mit der Vorzeichenfunktion sei der
Wackelschwinger erwdhnt.Das Potential ist

U = (ua[cos(a - q sign q)-cosa] (83)

im Bereich q ¢ (03 ®/2) .Hier sind w und a Konstan-
ten.Fir die Unstetigkeitsstelle a44=0 folgt

V(aqq) = 0 3 R*(aqq) = R(aqq) = wisina .(84)

Die Bedinguhg (79) ist immer erfiillt,und somit ist die-
se Gleichgewichtslage stabil.

BEISPIEL

Der Punkt A(x,y,2) eines Systems befinde sich auf einer
Kurve C.Die Lage des Punktes auf der Kurve sei durch
die verallgemeinerte Koordinate q bestimmt

x=x(q) 3 y=y@ 3 z=2(@Q . (85

" Auf diesen Punkt wirkt eine Kraft Fi(q),deren Richtung
durch einen fixen Punkt Ai(xi,yi,zi) hindurchgeht.Fir
diese Kraft kann ein Potential Ui definiert werden

auy (xi-x)x'+(yi~y)y'+(zi-z)z'
— - - F () .
dq

. (86)

V(x=0)° +(3;-9)° +(2;-2)°

Befindet sich der Punkt A; nicht auf der Kurve C,so hat
(86) immer einen endlichen Wert,wenn auch Fi(q) endlich
ist.

Wenn sich Ai auf der Kurve C befindet und fliir den Wert
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qi der verallgemeinerten Koordinate entspricht und auch
noch Fi(qi) # 0 gilt,wird (86) flir A=A; zum unbestimmten
Ausdruck,.Um das Stabilit8tsverhalten in einer solchen
Lage zu beurteilen,werden die seitlichen Bereiche von
q=q; untersuchte.

Solche Krdfte konnen mit Hilfe von Konstruktionselemen-—
ten,die sich in eine Richtung elastisch verformen,oder

durch Seile,die iuber Rollen oder durch ﬁinge gehen,er-

zeugt und eingeleitet werden.

Als Sonderfall wird ein Punkt A von der Masse m, betrach-
tet,der sich reibungsfrei auf einem Kreis in einer ver=-
tikalen Ebene bewegen kann.An diesem Punkt ist ein Seil
befestigt,das durch einen Ring in Ai(0,0,R) hindurchgeht.
Am anderen Ende des Seils ist die Masse m, befestigt.

Die Gleichung des Kreises sei x2+z2 = R2 y y=0 ,2-verti-
kal und q sei der Winkel,der die Lage von my in bezug

auf den tiefsten Punkt des Kreises (0,0,~R) bestimmt.

Es so0ll die Stabilitadt der Gleichgewichtslage g= ™ un-
tersucht werden.

Das Potential des Systems ist
U = mygR (1=cos q) = (87)
- 2 m,gR [1 - cos % .sign(cos %)] .
Die Hilfsfunktionen sind
V(q) = m.gR sin q - m,gR sin % .sign(cos %) (88)
V(m) =0 3 R'(mw) =R(m)=merR . (89)
Die Bedingung (79) ist immer erfilillt ,und somit ist die

Gleichgewichtslage gq=T ,in der die verallgemeinerte
Kraft -(dU/dq) unstetig ist,stabil.

Die Stabilitat der Gleichgewichtslage g=m kann auch
durch die Betrachtung eines allgemeineren Systems be-
stimmt werden.Der Ring,durch den das Seil geht,befinde
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sich im Punkt Ai(O,d,R).Fﬁr d-= 0 folgt das anfangs be-
trachtete System.Fir dieses allgemeinere System ist
das Potential

U = mqeR (1-cos q) -

- mo8 [ V32+4R2 - VE§+2R2(4+cos q) ] (20)

differenzierbar mit der zweiten Ableitung

U" = myeR cos q - (9)
- d%cos q - R2(1+cos q)°
- gR . .
2 2 _ 2 >/2
[d +2R“( 1+cos q)]

In der Gleichgewichtslage gq=T ist

R2
() = -mqu T Myge. ar o (92)

Fir ldlicg Rma/mq ist diese Gleichgewichtslage stabil.
Das gilt auch fiir (dle0 .

Die Gleichgewichtslagen des Systems mit d=0,in Abh&ngig-
keit vom Massenverhdltnis me/m,| sind in der Abb.27 dar-

gestellt.Die mit ausgezogener Linie gezeichneten Gleich-
gewichtslagen sind stabil (q=0 fiir m,/m;€[032),q=T und

== T),die mit unterbrochener Linie gezeichneten insta-

bil.

Wird Reibung zwischen Masse m, und Kreis angenommen
(Haftreibungszahl 0,2),dann bilden sich Gleichgewichts-
bereiche,die in der Abb.27 schraffiert eingezeichnet
sind.Die Grenzzustdnde mit negativer Verlagerungstendenz
sind als strichpunktierte Linien mit einem Punkt und bei
positiver Verlagerungstendenz mit zwei Punkten darge-
stellt.
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I.%.BESONDERHEITEN DER SCHALTLINIE q = O BEI
UNSTETIGEM UBERGANG VON DER HAFT- ZUR GLEITREIBUNG

Zwischen den in (17) definierten verallgemeinerten Rei-
bungskridften bei Bewegung und in den Lagen mit der Ge=-
schwindigkeit gleich Null kann folgender Zusammenhang
bestehen

P(q,d,3) = £(a,q,d; 1;(3)) (93)
Ts(q’ﬁ) = £(q,0,4; uis) . (o)

Hier sind ui(é) und p; . die Gleit- bzw.Haftreibungs-
koeffizienten in den Fuhrungen und Gelenken des Systems.

Der Ubergang von der Reibung in Zustidnden mit =0 zur
Gleitreibung geschieht in der Regel mit fallender Cha-
rakteristik.Fur kleine Werte der Geschwindigkeit kann
die Verdnderung der Reibungskoeffizienten bei diesem
Ubergang z.B. mit dem Gesetz

Bi(@) = By + (B - nydexp(-ayiq) (95)
ausgedruckt werden.Mit diesem Gesetz gilt
Ts(q’é)v= T(q,0,d) . (96)

Oft werden einfachere Modelle fir die Reibungskrifte
verwendet,die einen unstetigen Ubergang von der Reibung
bei §=0 zur Gleitreibung beinhalten.Fiir solche Systeme
gilt in der Regel

TS(Q7§) > T(q,0,d) ' . (97)

Auf der Schaltlinie =0 der Phasenebene entstehen Be-
reiche mit besonderem Verhalten, auf die im folgenden
hingewiesen wird.
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Eine wichtige Hilfslinie in der Phasenebene,die zur Be=-
urteilung des Verhaltens des Systems verwendet wird,ist
die Isokline mit horizontalen Tangenten.Sie stellt Zu-
stande mit Nullbeschleunigung dar und ist aus der Glei-
chung

F(Q,9,0) = O (98)

zu bestimmen.Diese Isokline schneidet die Schaltlinie
é = 0 1in Punkten,die Gleichgewichtslagen darstellen
(=0, @=0) und die Losungen der Gleichung

IF (@) = Ty (a,0) (99)

sind.Bei stetigem Ubergang von der Haft- zur Gleitreibung
sind diese Punkte auch die Losungen der Gleichung

|F ()| = T(a,0,0) . (100)
In einem Bereich mit Fo(q) >0 sei q%s so eine Gleich-
gewichtslage
1 1 1
Fo(a;") = 1,(a;°,0) = T(a;°,0,0) (101)
und es gelte
Fo(a) < 7,(a,0) fir q > q3° (102)
Fo(a) > T,(a,0) fir q< gi® : (103)

Die Isokline mit horizontalen Tangenten verlaufe z.B. so,
wie sie in der Abb.28 dargestellt iste.

Fur sehr kleine Betrédge der Geschwindigkeit kann ange-
nommen werden

d(q,v) 2 0 »  T(a,q,d) ¥ T(q,0,48) (104)
und
= 3 [F(0) - (a,0,8)sien v] . (105)

Links von qis sind die Punkte der & = 0 Achse E=A Punkte
(E-Eintrittspunkt,A-Austrittspunkt) oder transition points.
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Rechts von q%s sind die Punkte der é = 0 Achse E-=E Punkte
(end points) also Gleichgewichtslagen.

Bei unstetigem Ubergang von der Haft- zur Gleitreibung

sei qi > q%s durch

Fo(a) = T(a},0,0) < T (a3,0) (106)

bestimmt.Die Richtungselemente der Phasenkurven beim {ber-
schreiten der g-Achse sind in der Abb.29 dargestellt.Auf
der g=Achse gibt es den Abschnitt [q%s,q%] mit Punkten,
die Gleichgewichtslagen darstellen und als E-A Punkte
auftreten.Bei einer Bewegung aus der negativen Geschwin-
digkeitshalbebene kommt das System in diesen Gleichge-
wichtslagen zur Ruhe.Es verbleibt in dieser Lage,bis eine
Storung,in der Form einer positiven Anfangsgeschwindig-
keit,einwirkt und die Bewegung fortgesetzt wird.Solche
Punkte werden als E-A Punkte mit Haften oder als tran-
sition points with stick bezeichnet.

In den folgenden Darstellungen in der Phasenebene werden
die Isoklinen mit horizontalen Tangenten als strichpunk-
tierte Linien gezeichnet.Die Abschnitte von E=A Punkten

mit Haften werden mit einer unterbrochenen Linie darge-

stellt (Abbe30).

Wenn Haft- und Gleitreibung als gleich angenommen werden,

fallen die Punkte qis und q% zusammen und Abschnitte von

E=~A Punkten mit Haften treten nicht auf.
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I.4.DIE PHASENPORTRATS IN DEN SEITLICHEN BEREICHEN DER
UNSTETIGKEITSSTELLEN DER KRAFT F o(@)

Die Lage Q=95 sei eine Unsﬁetigkeitsstelle der Kraft
Fo(q) ,in der die Bedingungen (7) und (8) erfiillt sind
und die somit ‘eine Gleichgewichtslage darstellt.Weiter
wird angenommen,dal sich um diese Gleichgewichtslage,
wegen der Reibungskraft,ein Gleichgewichtsbereich bildet.
In solch einem Bereich kann Fo(q) eine Riickfiihr- oder:
Verstellkraft sein.Die Dampfungs- und Reibungskraft wir-
ken entweder gleichsinnig,wenn beide positiv oder negativ
sind,oder entgegengesetzt,wenn eine Kraft positiv und die
andere negativ ist.

Die Schaltlinien q=q4 und q=0 in solch einer Unstetig-
keitsstelle der Kraft Fo(q) bilden in der Phasenebene
vier Bereiche mit unterschiedlichen Eigenschaften.

Um allgemeine Eigenschaften der Phasenportridts abzulei-
ten,werden die Bereiche links und rechts der Schaltlinie
a=q4 betrachtet,obwohl genau genommen in diesen seitlichen
Bereichen die Halbebenen § > 0 und q< O oder Teile
dieser Halbebenen nicht gleichzeitig ZufluB- oder Abflufll-
bereiche sind und deshalb auch unterschiedliche Eigen-
schaften aufweisen kdonnen.Besonders bei Systemen mit
gyroskopischen Kraften und bei durch Reibungskridfte er-
regten Systemensind solche Besonderheiten zu beachten.

I.4.1,GLEICHSINNIGE WIRKUNG DER REIBUNGS- UND
DAMPFUNGSKRAFT

In einem linksseitigen Bereich von q; sei F_(q) eine
Ruckfiihrkraft,also positiv.Die Démpfungs- und Reibungs-
kraft seien beide positiv,d.he.

d(q,v) = Id(q’v)l ’ T(Qa‘iﬂl) = IT(Q9é1§)|° (107)
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Somit ist dieser seitliche Bereich ein AbfluBbereich.Bei
unterschiedlicher Haft- und Gleitreibung bildet sich ein
Abschnitt von E-A Punkten mit Haften.Die Isokline mit
horizontalen Tangenten ist aus der Gleichung

1P ()] = [ld(a,v)I+ 17(q,4,0)|] sign v = 0 (108)

zu bestimmen und verladuft in der positiven Halbebene.Das
Phasenportridt eines solchen Bereiches ist in der Abb.3"1
dargestellt,

Ist hingegen Fo(q) eine Verstellkraft,d.h. Fo(q) = —|Fo(qM,
so befindet sich die Isokline mit horizontalen Tangenten
in der negativen Halbebene.Solch ein Phasenportrdt ist in
der Abb.32 dargestellt.

Wenn im linksseitigen Bereich der Unstetigkeitsstelle Q3
eine negative Dampfungskraft,d.h. d(q,v) = =|d(q,V)| ,und
eine negative Reibungskraft wirken,dann ist dieser ein
zufluBbereich.Eine negative Reibungskraft T(q,q,8) < O ,
Ts(q,ﬁ) = O wirkt im Richtungssinn der Geschwindigkeit.
Solch eine Kraft mit konstantem Betrag wurde z.B. beim
Studium der Bewegung der Unruhe einer Uhr verwendet.

Hier wird eine negative Reibungskraft angenommen,die von
q und auch von § abhingen kann

R(q,4) = - T(q,q) sign q = |T(q,q)] sisn q .(109)

1]

Im linksseitigen Bereich von Qi sei die Bedingung

IF ()l < |7(a,0)l (110)

in einem Abschnitt erfiillt,der durch die Lage —% aus

IF,(TPI = 12(T])| (111)

nach links begrenzt ist.Der Abschnitt [E%,qi] stellt in-
stabile Zustédnde dar,die als Intervalle von A=A Punkten
oder als starting point set bezeichnet werden.Die Linien-
elemente innerhalb dieses Abschnittes sind sowohl in der
positiven als auch in der negativen Halbebene von der
Schaltlinie v=0 weg orientiert.Fiir kleine Be:rige der
Geschwindigkeit gilt wegen d(q,v) = 0



] ] | IR

- U] =

Abb.31
{ﬁa' (
i/

{
,
./

Abb,34.




= 3 [F(@) + 17(a,0) | sign v] (112)

und daraus folgt

dv

[EE] v=0%0 g 0 ) (13
Wird ein System mit Rickstellkraft in solch eine Anfangs-
lage gebracht,so wirkt zuerst wegen v=0 nur die Kraft
Fo(q) > 0 ,die eineBewegung in die positive Richtung
einleitet.Damit sich das System in die negative Richtung
bewegt,bedarf es einer Stérung in der Form einer Anfangs-
geschwindigkeit in diese Richtung.Um hervorzuheben,dal
die Bewegungen in die positive Richtung ohne Anfangs-
storungen,jene in die negative Richtung aber erst nach
einer Anfangsstdrung einsetzen,wird in diesem Abschnitt
in der negativen Halbebene eine zus&tzliche unterbroche=-
ne Linie gezeichnet.

Flir Systeme mit Verstellkraft in solch einem Abschnitt
setzen die Bewegungen in die negative Richtung ohne An-
fangsstorungen,die in die positive Richtung aber erst
nach einer Anfangsstorung ein.Deshalb wird fir diesen
Fall die unterbrochene ILinie in der positiven Halbebene
gezeichnet.

Die Isokline mit horizontalen Tangenten ist aus der
Gleichung

F (@) + [ld(a, ) + IT(q,MI] sign v =0  (114)

zu bestimmen und verl&uft fir eine Ruckfihrkraft in der
negativen und fir eine Verstellkraft in der positiven
Halbebene.Typische Phasenportrats sind fir Rickfihrkraft
in der Abb.%3% und filir Verstellkraft in der Abb.3%4 darge=-
stellt,

Flir den rechtsseitigen Bereich der Unstetigkeitsstelle
d; erh&lt man die Phasenkurven aus denen des linksseiti-
gen Bereiches durch Symmetrie zum Punkt (qi,O) «3ie sind
fur AbfluBbéreiche mit Riickfiihrkraft in der Abb.35 und
flir Verstellkraft in der Abb.36 sowie fiir ZufluBbereiche
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mit Rickflihrkraft in der Abb.%7 und mit Verstellkraft in
Abb.38 dargestellte.

T.4.2.ENTGEGENGESTZTE WIRKUNG VON REIBUNGS- UND
DAMPFUNGSKRAFT

Wenn Reibungs- und Dampfungskraft gegensinnig wirken,ver-
dndert sich im Phasenportrdt der Verlauf der Isokline mit
horizontalen Tangenten.

In einem linksseitigen Bereich der Unstetigkeitsstelle

Qs mit Ruckfuhrkraft und positiver Reibung bewirkt eine
negative Dampfungskraft eine verstidrkte Kriimmung der Iso-
kline mit horizontalen Tangenten im positiven Halbraum
nach rechts und im negativen Halbraum nach links.

Eine positive Dadmpfung in einem linksseitigen Bereich mit
Ruckfiihrkraft und negativer Reibung bewirkt eine ver=
starkte Krimmung der Isokline im positiven Halbraum nach
links und im negativen Halbraum nach rechts.

In einem linksseitigen Bereich mit Verstellkraft ist es
umgekehrt.

Fiir den Sonderfall,daBl die Reibungskraft nur von q ab-
hangt,zeigen die Abb.%39-42 typische Phasenportriats fir
Rickfihrkraft mit positiver Reibung und negativer Diémp-
fung in Abb.3%9,mit negativer Reibung und positiver Diamp-
fung in Abb.40 sowie fir Verstellkraft mit positiver Rei-
bung und negativer Dampfung in Abb.41 und mit negativer
Reibung und positiver Dampfung in Abb.42,

Die Geschwindigkeiten v,> 0 und vy <0 sind die LOsun-
gen der Gleichung

F (a;-0) =[d(q;=0,v) + T(g;-0) ] sign v = 0 . (115)

Typische Phasenkurven fir den rechtsseitigen Bereich der
Unstetigkeitsstelle q; erhdlt man aus den Phasenkurven
des linksseitigen Bereiches durch Symmetrie zum Punkt
(qi,O) der Phasenebene.Sie sind fiir Riickfiilhrkraft mit
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positiver Reibung und negativer Dampfung in Abb.43% und
mit negativer Reibung und positiver Déampfung in der Abb.
44 sowie fir Verstellkraft mit positiver Reibung und ne-
gativer Dampfung in Abb.45 und mit negativer Reibung und
positiver Dampfung in Abb.46 dargestellt.

Wenn keine unterschiedliche Haft- und Gleitreibung be-
ricksichtigt wird,fehlen die Abschnitte von E-A Punkten
mit Haften.

Fir bestimmte Systeme kann der Verlauf der Phasenkurven
um singulidre Punkte durch Kombinationen der dargestellten
Phasenportrats ermittelt werden.Als Sonderfidlle ergeben
sich die bekannten Strukturen wie Wirbelpunkt,Strudel-
punkt,Knotenpunkt und Sattelpunkt.
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I1.5.SYSTEME MIT GLEICHGEWICHTSBEREICHEN

T o541 «BEISPIELE VON SYSTEMEN MIT GLEICHGEWICHTSBEREICHEN

Bei Systemen mit Reibung bilden sich in der Regel um die
Punkte mit Potentialmaximum oder Potentialminimum Gleich=-
gewichtsbereiche.Es ist bekannt,dal kleine Storungen ein
"Wandern" der Systeme zu den Punkten mit Potentialmini-
mum bewirken.Diese Eigenschaft wird in der Regeltech-
nik verwendet,um die Genauigkeit von Stellelementen zu
verbessern.

Hier werden Systeme mit Gleichgewichtsbereichen betrach-
tet,die Punkte mit Extremwerten des Potentials enthalten,
und solche;fﬁr die das Potential konstant ist.Einige Sy-
steme mit konstantem Potential sind in den Abb.47-51
dargestellt.

Flir bestimmte Werte der Federkonstanten ¢ befinden sich
die Systeme in den Abb.47-49 fiir alle Werte des Lagepa-
rameters im Gleichgewicht.

Die Zugbriicke in Abb.50 befindet sich stets im Gleich-
gewicht,wenn die Leitkurve des Gegengewichtes eine Kar=-
dioide ist.

Das Modell einer Hebebriicke in Abb.51 befindet sich eben-
falls stets im Gleichgewicht,wenn die Bedingung Ga=Pb
erfillt ist.

Bei diesen Systemen bilden sich Gleichgewichtsbereiche,
die mit dem Definitionsbereich der Lagerkoordinaten liber-
einstimmen.

Die Gleichgewichtslagen innerhalb dieser Bereiche sind
nicht dquivalent.Der Begriff "indifferente Gleichgewichts-
lagen",der gewdhnlich zur Bezeichnung solcher Zusténde
verwendet wird,ist bestimmt nicht zutreffend.

Experimentell kann auch fiir solche Systeme unterschied-
liches Verhalten festgestellt werden,wenn sie kleinen
Storungen,z.B. in der Form von Erschiitterungen,ausgesetzt
sind.Das unterschiedliche Verhalten tritt in der Form
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von Verlagerungstendenzen auf.Das System verlagert sich
unter der Einwirkung von Stdrungen in bevorzugte Gleich-
gewichtslagen.

Unterschiedliches Verhalten tritt auch bei Systemen auf,
die mit Hilfe von Stellmotoren innerhalb von Gleichge-
wichtsbereichen bewegt werden,wie das z.B. bei Briicken,
ToremAntennen der Fall sein kann.Das kann zu einer un-
gleichformigen und ruckartigen Belastung des Antriebes
fihren.

Da das Potential in solchen Bereichen konstant ist,sind
andere Ursachen fir die unterschiedlichen Eigenschaften
der Gleichgewichtslagen innerhalb solcher Bereiche ver-
antwortlich.Die Reibungskriafte in den Gelenken und Fiih-
rungen gehoren zu den Ursachen,die unterschiedliches Ver-
halten bewirken.

Das unterschiedliche Verhalten von Systemen in den ver-
schiedenen Lagen von Gleichgewichtsbereichen macht eine
zusdtzliche Charakterisierung der einzelnen Gleichge-
wichtslagen notwendig.Die Moglichkeit einer solchen Cha-
rakterisierung wird im folgenden behandelt.

I.5.2.DIE RICHTUNGSELEMENTE DER GLEICHGEWICHTSLAGEN

Die Bewegungsdifferentialgleichung des Systems sei
4 = F(q,d,4) . (116)
Das System besitzt Gleichgewichtslagen,die die Bedingung
0 = F(g,50,0) (117)

erfiillen und einen zusammenhdngenden Bereich bilden.In
der Abb.52 sei [qq,qzl solch ein Bereich.

Es werden Stdrungen angenommen,die dem System kleine An-

Tfangsgeschwindigkeiten do vermitteln.Das System bewegt
sich deshalb in benachbarte Gleichgewichtslagen.

Die Bewegungen in die benachbartenGleichgewichtslagen sind



die Losungen der nicintlinearen Differentialgleichung (116)
mit den Anfangsbedingungen g  und éo.ln der Regel konnen
diese Bewegungen

a = a(t3q,,4,) (118)
in die benachbarten Gleichgewichtslagen
T = a(t;39,,9,)  mit  d(t;39,,4,) = O ( 119)

nur durch numerische Integration ermittelt werden.

Die benachbarten Gleichgewichtslagen fir éo =v,> 0

bzw. 4, = v < O sind in der Abb.52 mit 3" bzw T~ be-
zeichnet.Der Gleichgewichtslage q, wird ein Richtungs-
element zugeordnet.Dieses zeigt in die Richtung der be-
nachbarten Gleichgewichtslage,die am weitesten von der
Anfangslage q, entfernt ist.Fur den in der Abb.52 darge-
stellten Fall zeigt das Richtungselement der Gleichge-~

wichtslage q, in die negative Richtung.

Wenn die benachbarten Gleichgewichtslagen g% und g~ von
q, gleichweit entfernt sind,so wird kein Richtungselement
definiert.Solch eine Gleichgewichtslage ist in der Abb.
52 mit qI bezeichnet.

Wenn als Folge einer kleinen Storung in eine Richtung
sich das System in eine benachbarte Gleichgewichtslage
bewegt,in die andere Richtung aber eine Bewegung einge-
leitet wird,die das System aus der Gleichgewichtslage
entfernt,dann zeigt das Richtungselement in Richtung der
sich entfernenden Bewegung.

Wenn als Folge von Storungen in beide Richtungen Bewe~
gungen entstehen,die das System aus dem Gleichgewichts-
bereich entfernen,dann wird so einer Gleichgewichtslage
kein Richtungselement zugeordnet.

I.5.%.DA5 RICHTUNGS#ELD

Un die Richtungselemente der verschiedenen Gleichgewichts-
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lagen eines Gleichgewichtsbereiches in Zusammenhang zu
bringen,werden die Anfangsstorungen bestimmten Bedingun-
gen unterworfen.Aus dem Modell,das filir die Anfangsstorun-
gen angenommen wird,sind diesse Bedingungen abzuleiten.

Flir ein System mit einem Freiheitsgrad kann solch eine
Bedingung ganz allgemein in der Form

Id, () Il =¢C (120)

geschrieben werden.Hier ist g(q) eine Gewichtsfunktion,
die ortsabhingig sein kann.

Mit den Anfangsbedingungen,die einebestimmte Bedingung
(120) erfiillen,werden den Gleichgewichtslagen des Be-
reiches Richtungselemente zugeordnet,die zusammen ein
Richtungsfeld bilden.Innerhalb dieses Feldes gibt es Ab=-
schnitte mit Richtungselementen,die entweder in die po-
sitive oder in die negative Richtung zeigen und durch
Gleichgewichtslagen begrenzt sind,denen keine Richtungs-
elemente zugeordnet sind.Die Gleichgewichtslagen ohne
Richtungselement sind die Verzweigungspunkte des Richtungs-
feldes.

Allgemein héngen die Verzweigungspunkte sowohl vom System
als auch von den Storparametern ab.

In der Abb.52 gibt es zwei Abschnitte mit Richtungsele-~
menten nach links und nach rechts.Der Verzweigungspunkt
ist die Gleichgewichtslage qx.

Wenn entsprechende Modelle flir das System und fir die
Storungen angenommen wurden,ist ein Zusammenhang zwischen
Richtungsfeld und Verlagerungstendenz bei Storungen zu
erwarten,

I1.5.4.MODELL MIT EINEM FREIHEITSGRAD

I.5.4.1.DIE BEWEGUNGSDIFFsRENTIALGLEICHUNG

Das Modell ist in der Abb.5% dargestellt und besteht aus



einem homogenen 3tab (Masse m,Ldnge 1l),der sich in einer
vertikalen Ebene um das Gelenk 1 drehen kann.Am Ende 2
ist ein masseloser Stab angelenkt,der durch die Fiihrung
3 geht und sine Feder verformt.Die Feder ist in der Lage
q=0 unverformt.

Abb. 55

Das bezogene Potential des Systems ist

U=-(1-3%).(sin §)? . (121)

Flir den Wert der Federkonstanten

c = %% (122)

ist das Potential von q unabhingig,und das System befin-
det sich fir alle g-Werte im Gleichgewicht.Ungenauigkei-
ten in der technischen Ausfilhrung des Systems kdénnen dazu
fihren,daB diese Bedingung nicht genau erfiillt ist.Deshalb
wird fir die Federkonstante der Wert

¢ = (m-Am) %I (123)

angenommen.Fir das Potential folgt



U= - —%‘2 (sin § )? . (124)

In den Gelenken 1,2 und in der Filhrung % werden konstan-
te Gleit- und Haftreibungskoeffizienten p; bazw. p,g
(i=1,2,3) angenommen.Die Gelenke werden als zylinderfor-
mige Zapfen mit den Radien r; angenommen.Es werden fol-
gende Reibungsbeiwerte definiert

I. Tr.

.= Moo= . £ = uis‘i}' i=1,2 . (125)

Das bezogene dynamische Reibungsmoment im Gelenk 1 ist
2 2
Mg = £, VXS + 15 (126)

mit
X,I= %(14— %@-)sinq + %Me(/l- MBCOt%)Slgm.l - %é .9 (427)
T4= (cos%)a— %E(sin%)2 + %Mg( p5+oot%)sign§- %géa.(428)

Hier bedeutet M, das bezogene Reibungsmoment im Gelenk 2

5(1= 88y £ {25 12 + 4(sin$)2(1-£2 —-———g“”% '/
M, = - =) f fS pz + 4(sin 1=f
£, ussiend }/(1-£3 ——”“g ) (129)
+ signq - .
2 13 2 4(sin§)
Die Bewegungsdifferentialgleichung fiir é # 0 ist
2 ® . . [ 3
4 %-é = 5[% %gsinq - M(q,q,4)signg ] (130)

mit dem verallgemeinerten dynamischen Reibungsmoment
. .. 1 1
M(q,q,q):M1 +5 My + M5 p5cot% (131)
Am

=f(q’d’§§f1af2a |J-53 - ) .

Das verallgemeinerte Haftreibungsmoment ist
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Am
= )

MS = f(anao§qu)f287 M;s; . (132)
Gleichgewicht besteht in den Bereichen der Lagekoordinate
q,in denen die Bedingung

15| = g (133)

erfillt ist.Fir Am = O ist diese Bedingung fir alle
Werte des Lageparameters erfiillt.Fiir Am # O werden die
Systemparameter Amym,qu,fzs, uas’fﬂ’fa und. hz so ge-=
wdhlt,daB in allen Lagen Gleichgewicht besteht.Aus Symme-
triegriinden wird nur der Bereich (0°;180°) betrachtet.

Um die Untersuchung ubersichtlich zu gestalten,wird im
weiteren die Reibung im Gelenk 2 und in der Fihrung 3
vernachléssigt.Fir diesen Fall folgen mit f =1 und f_=f

My = f {{(1+ J%E)sin% cosa - %E 412 + (134)
. 1/2 .
+ 11 - (4 2B (sind)®- 5 1% - wy(a,dd
Mig = £5 [(coshs (SB)(sind)?] /2 (135)

und die Bewegungsdifferentialgleichung

§ 5z = 3 [ sind cosd - M,(q,8,)siend ] . (136)

I.5.4.2.DAS RICHTUNGSFELD FUR ANFANGSSTORUNGEN MIT
KONSTANT<R KINETISCHER ENERGIE

Es wird angenommen,dal3 die kleinen Storungen Anfangsge-
schwindigkeiten vermitteln,deren kinetische Energie kon-
stant ist.Flir die Gewichtsfunktion g(q) gilt

g(q) = 1 (137)

und daraus folgt
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la,l = C = const . (138)

Fir verschiedene Werte der Systemparameter Am/m und f
sowie des StOrparameters C werden die Richtungselemente

in den verschiedenen Gleichgewichtslagen des Bereiches
(0°;180°) bestimmt und die Gleichgewichtslagen ohne
Richtungselemente,also die Verzweigungspunkte des Rich-
tungsfeldes,ermittelt.Die Abszissen dieser Gleichgewichts=-
lagen werden mit qx'bezeichnet.

Zuerst wird der Fall Am = O betrachtet.Das Potential

ist konstant und hat keinen EinfluB auf das Richtungsfeld.
Nur das Reibungsmoment beeinfluBt die Bewegung in die
benachbarten Gleichgewichtslagen.Flir verschiedene Reibungs-
beiwerte £ wurden die Kurven der qx-Werte berechnet und
sind in der Abb.54 dargestellt.Im Gleichgewichtsbereich
(0°;180°) bilden sich zwei Abschnitte mit verschiedenen
Richtungselementen.Fir £ = 0,015 und C = 0,1 1/s zeigen
die Richtungselemente links von qx zur Gleichgewichtslage
q = 0° und rechts von q* zur Gleichgewichtslage q = 180°.
Fur steigende Werte der Anfangsgeschwindigkeit 'do |=C
verlagert sich q!‘Z nach links.Steigende Werte des Reibungs-
beiwertes f bewirken eine Verschiebung der Grenzlage qx
nach rechts,

In der Abb.S54 sind auch die q®-Werte dargestellt,die mit
Hilfe eines Reibungsmomentes berechnet wurden,in dem die
dynamischen Komponenten in q und § vernachlédssigt sind.
Dieses Reibungsmoment ist in der Abb.55 dargestellt und
hat eine fallende Kennlinie .Die mit unterbrochenen
Linien gezeichneten und mit f bezeichneten Kurven zeigen,
 daB fiir Anfangsgeschwindigkeiten,die einen bestimmten
Betrag lberschreiten,die Richtungselemente alle nach
rechts weisen,wie es aus dem Verlauf des Reibungsmomentes
in Abb.55 zu erwarten iste.Der Vergleich mit den Kurven,
die mit dem vollsténdigen Reibungsmoment berechnet wurden,
zeigt groBe Unterschiede.Die Vernachlidssigung der dynami-
schen Komponenten im Reibungsmoment kann also nicht als
erste Ndherung betrachtet werden.Noch einfachere Annahmen
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wie die eines ortsunabhingigen Reibungsmomentes wirde das
Richtungsfeld noch mehr verfdlschen.

In der Abb.56 ist der Fall eines Systems mit Am>Odargestellt.
Das Potential (Abb.57) hat in q=Oo ein Maximum und in g=
180° ein Minimum.Die fiir Am/m = 10~ in Abb.56 darge-
stellten Kurven zeigen,daB sich auch hier zwei Abschnitte
mit verschiedenen Richtungselementen bilden.Obwohl man
erwartet,dal,entsprechend dem Verlauf des Potentials,

die Richtungselemente zur Gleichgewichtslage q = 180° mit
Potentialminimum hinweisen, gibt es einen Abschnitt mit
Richtungselementen,die zur Gleichgewichtslage q = 0° mit
Pot_entialmaximum zeigen.

Steigende Betridge des Stdorparameters verkleinern den Ab=-
schnitt um q = O°,so daB fir Anfangsgeschwindigkeiten,die
einen bestimmten Betrag liberschreiten,die Richtungsele=
mente im ganzen Bereich nach rechts,entsprechend dem Po-
tentialgefidlle,verlaufen.

Steigende Werte des Reibungsbeiwertes bewirken das Gegen-
teil und vergrdBern den Abschnitt um die Gleichgewichts-
lage q = 0°.

Wenn an Stelle des Reibungsmomentes Mq(q,é,ﬁ) das Moment
Mq(q,0,0) zur Berechnung der benachbarten Gleichgewichts=
lagen verwendet wird,dann zeigen die Richtungeelemente,
entsprechend der mit unterbrochener Linie und mit ¥ be=-
zeichneten Kurve,zur Gleichgewichtslage q = 180°,Das war
aus dem Verlauf des Potentials und des vereinfachten Rei-
bungsmomentes zu erwarten.Aber auch hier konnen die Er-
gebnisse,die durch Vernachlissigung von q und § im Rei=~
bungsmoment erzielt wurden,nicht als Naherung betrachtet
werden.

In der Abho,58 ist ein Fall mit Am/m < O dargestellt,
Das Potential (Abb.59) hat in q = 0° ein Minimum und in
q = 180° ein Maximum.Die fiir Am/m = -10-5 in Abb.58
gezeichneten Kurven zeigen,dall es zwel Abschnitte mit
verschiedenen Richtunzsszlementen gibt.BEs gibt auch hier
einen Abschnitt,dessen Richtungselemente zur Gleichge~
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wichtslage q = 180° mit Potentialmaximum hinweisen.

Die mit einem Reibungsmoment ohne dynamische Komponenten
berechnete Kurve fir £ = T = 0,0% zeigt auch groBe Unter-
schiede zur Kurve f = 0,0%,die mit dem vollst&ndigen Rei-
bungsmoment berechnet wurde.

Khnlich wie fir die Fd8lle mit Am = O und Am > O ,be-
wirkt eine Vergroferung des Betrages der Anfangsgeschwin-
digkeit eine Verkleinerung des Abschnittes um die Gleich-
gewichtslage q = 0° und eine VergroBerung des Reibungs-—
beiwertes eine VergroBerung dieses Abschnittese.

In den Abb.60 und 61 sind fir f = 0,02 und £ = 0,05 und
fir verschiedene Werte von Am die Kurven der Grenzlagen
qx dargestellt,

Wenn der Betrag von Am/m kleiner als 102 ist,gibt es

im Gleichgewichtsbereich zwei Abschnitte mit verschie-
nen Richtungselementen jeweils um die Gleichgewichts-
lagen q = 0° und q = 180° .Der Grenzpunkt mit der Abs-
zisse qx‘verschiebt sich mit steigender Anfangsgeschwin-
digkeit nach links.

Wenn der Betrag von Am/m groBer als ein Hundertstel
ist,entscheidet das Potential uber das Richtungsfeld.
Fir Am/m >’10"‘2 zeigt das Richtungsfeld zur Gleich-
gewichtslage q = 180° mit dem Potentialminimum und fiir

Am/m < —40-2 zur Gleichgewichtslage q = 0° gleichfalls
mit Potentialminimume.

I.5.4.%.DAS RICHTUNGSFELD FUR ANFANGSSTORUNGEN IN DER
FORM VON STOSSEN MIT KONSTANTEM IMPULS

Es werden nun Anfangsstorungen in der Form von Sto8en
mit konstantem Impuls angenommen.Die Richtung des Im=-
pulses I ist durch den Winkel a festgelegt (Abb.62).

Aus dem Drallsatz in bezug auf die Drehachse 1 folgt,
daB die so vermittelte Anfangsgeschwindigkeit ortsab-
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héngig ist.Die Gewichtsfunktion g(q) ist

8(2) = Ere=D : (139)

HORIZONTALE STOSSE

Bei horizontalen StdBen ist a= 90° .Fiir Am = O und

f = 0,005 zeigt die Abb.6% die Lage der Verzweigungspunkte
des Richtungsfeldes.Fir C = 0,05 1/s bilden sich zwel
Abschnitte.Im Abschnitt links von q* zeigen die Pfeile

zur Gleichgewichtslage q = 0° und im Abschnitt rechts von

a® zur Gleichgewichtslage q = 180°.

Fir C = 0,1 1/s bilden sich im Gleichgewichtsbereich
(0°;180°) drei Abschnitte.Die Richtungselemente zwischen
0° und qg zeigen zur Gleichgewichtslage qf.AuBerhalb die=
ser Abschnitte zeigen die Richtungselemente zur Gleich-
gewichtslage q = 180°.

Die Abb.64 zeigt die Kurven der Verzweigungspunkte fur
Am = O und fiir verschiedene Reibungsbeiwerte.Fur stei-
gende Reibungsbeiwerte sind auch steigende Betrige der
Anfangsgeschwindigkeit notwendig,damit sich die drei
Abschnitte bilden und daB die Richtungselemente nicht
zur Gleichgewichtslage q = 0° zeigen.

VERTIKALE STOSSE

Bei vertikalen StdBen ist g = O°.Fir Am = O und fir
verschiedene Reibungsbeiwerte zeigt die Abb.65 die Lage
der Verzweigungspunkte qx des Richtungsfeldes.Es bilden
sich zwei Abschnitte,und die Richtungselemente zeigen zu
den Gleichgewichtslagen q = 0° und q = 180°.

Fur steigende f-und C-Werte verkleinert sich der Abschnitt
um die Gleichgewichtslage q = 0° . Fiir Anfangsstorungen,
deren Parameter C einen bestimmten Wert unterschreitet,
bildet sich nur ein Abschnitt mit Richtungselementen,die
zur Gleichgewichtslage q = 0° zeigen.



- 67 =

L o1

0,2

-0,1




68

TeDel o4 SCHLUSSFOLGERUNGEN

Aus den hier dargestellten Ergebnissen kann man folgende
SchluBlifolgerungen ziehen.

Bei konstantem Potential ist das Richtungsfeld nicht aus
der statischen Reibungscharakteristik abzuleiten.

Flir Potentiale mit kleinem Gefdlle ist das Richtungsfeld
nicht aus dem Verlauf des Potentials abzuleiten.

Nur durch die numerische Integration einer nichtlinearen
Differentialgleichung in der Form & = F(q,§,4) kann das
Richtungsfeld ermittelt werden.

Die Verzweigungspunkte,die Abschnitte mit verschiedenen
Richtungselementen voneinander trennen,héngen sowohl von
den Systemparametern als auch von den Storparametern ab.



Te5¢5.SYSTEME MIT ORTSABHANGIGER REIBUNGSKRAFT

Flir den Sonderfall einer nur von der Lagekoordinate ab-
hangige Reibungskraft gilt

R(q,3) = - T(q)sign q - (140)
- [1-(signd)?] {F, (a) HIT (a)=IF (Q)lx
xsign[T4(a)=|F (a)l] +
+ T,(a) H[IF (o)l =T (a)]sign F (a)} .

Wenn auch die Dampfungskridfte vernachlidssigt werden,so
folgt aus der Bewegungsdifferentialgleichung

v & = F(a) + R(a,d) - (s

In (140) ist T(q) die Gleitreibung und Ts(q) die Haft-
reibung. ’

Es werden Gleichgewichtslagen des Systems betrachtet,
um die sich Gleichgewichtsbereiche bilden.Der Gleich-
gewichtsbereich um die Gleichgewichtslage q = Q3 sei

links durch q% und rechts durch q§ begrenzt.Innerhalb
dieses Bereiches gilt

1F,(@)| < T(q) = T, (a) . (142)
In den Randpunkten gilt IFO(q)I = T(q) °

In diese Intervalle des Stillstandes miinden Phasenkurven
ein.Aus

P (q) - T(q) sign v
da
Q- v (143)

ergeben sich folgende Orientierungen der Linienelemente
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entlang dieser Intervalle

dv dv
0 und <0 . 144)
(a:a)v> 0 < (aa)v< 0 ¢

Beriicksichtigt man die allgemeinen Eigenschaften iliber den
Verlauf der Phasenkurven in den Geschwindigkeitshalbebenen
des Phasenplans,so folgt,daB die Phasenkurven sowohl aus
der positiven als auch aus der negativen Halbebene in die=-
se Intervalle einminden.Deshalb sind das E-E Punkte.

Im Bereich (q%,qi) soll zuerst Fo(q) eine Rickfiihrkraft,
also positiv sein.Die Linienelemente in den Punkten Py

und P, (Abb.66),die fiir denselben Wert von q, und flir Ge=-
schwindigkeiten mit demselben Betrag,aber entgegengestztem
Vorzeichen Vo, = =V, entsprechen,folgen aus

av _ Fo(a,)-2(a,) o T(q,)-F,(a) an
(az}: P’] B Vi - V4 (145)
av Fo(q,)+0(q,) T(q)+F,(q,)
= = - 146
Daraus folgt
av) . (147)

dv >
(HE)EH ([ 5

Die Phasenkurven aus der negativen Halbebene verlaufen
steiler auf das Intervall des Stillstandes hin als Jene
aus der positiven Geschwindigkeitshalbebene,

Um die Lagen g und §+ zu bestimmen,in denen das System
mit den Anfangsbedingungen Pq bzw.P2 zum Stillstand kommt,
wird die Bewegungsdifferentialgleichung (141) integriert.
Aus

v = F,(a) - N(q) sign v (148)

folgt fiir die positive Geschwindigkeitshalbebene
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§+

0
.[ vav=- [ [T(a)-F, ()] da (149)
vq %

und mit dem Mittelwertsatz und 'ﬁqe (q0,§+) ergibt sich

2
v
51 = [2(d)-F, (@) (@ -a,) (150)
und.
2
V.
€, = 3-q, = d . (151)

2[(3,)-F (34)]

Flir die negative Geschwindigkeitshalbebene: folgt mit
e (@ ,q,)

13| " (152)
€45 =tq =4 _I= .
2 ° 2[M(d,)F (d,)]

Wenn im Bereich (q%,qi) die Bedingung

sup [T(q)-F (a)] < inf[T(q)+F_(a)] (153)

erfillt ist,so folgt €5, < £, .Die Bedingung (153) ist
eine hinreichende Forderung,damit das Richtungselement
der Gleichgewichtslage g in die positive Richtung zeigte.

Im Bereich (qi’qi) sei Fo(q) eine Verstellkraft,also ne-
gativ.Wenn die hinreichende Bedingung

sup [2(q)-IF (a)|] < inf [0(a)+IF (a)I] (154)

erfiillt ist,so folgt ¢, > £ (Abb.67).Das Richtungs-
element zeigt in die negative Richtung,.

In einem rechtsseitigen Intervall konnen dhnliche Be-
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dingungen abgeleitet werden.

Wenn im Bereich (qi,qi) eine Bedingung (154) erfiillt ist,
zeigt mit Fo(q) < O (Rickfithrkraft) das Richtungselement
nach links (Abb.68) und mit Fo(q) > 0 (Verstellkraft)
nach rechts (Abb.69).

Wenn in den seitlichen Bereichen Fo(q) Null ist,testimmt
der Verlauf der Reibungscharakteristik T(q) die Orien-
tierung der Richtungselemente.
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II.SYSTEME MIT MEHREREN FREIHEITSGRADEN

IT.1.BEISPIELE VON SYSTEMEN MIT GLEICHGEWICHTSBEREICHEN

IT.1.1.DIE SCHWINGERKETTE MIT ZWEI FREIHEITSGRADEN UND
KONSTANTER REIBUNG

Eine Schwingerkette mit zwei Freiheitsgraden ist in der
Abb.1 dargestellt.Die Bewegungsdifferentialgleichungen
des Systems sind

m8q = = ¢q9q = Cqp(aq=ap) + Ry = Fq + Ry )
mody = = Cpdp = ¢qp(Ap=aq) + Ry = Fp + Ry (2)
mit
R: = = T.signq: = [1-(sign§-)2][F..H(T =P Dx
1 1 1 1 1 [ShR 1

xsign(T ;= |F;|) + T ;signF,; JH(IF =T )] (3)

fir i=1,2.Hier sind T; und T ; die Gleitreibungs- bzw.
Haftreibungskrafte,die als konstant angenommen werden.

Um die Gleichgewichtslage 94=0,9,=0 bildet sich ein Be-
reich von Gleichgewichtslagen,dessen Grenzen im Koordi-
natenraum durch die Gleichungen

=(eqteqpday + 04005 = X Ty (%)

¢pdq = (cotcqplay = % T (3)

bestimmt sind.

Fir den Sonderfall c, = Co = Cyp = & 4Ty =T 5 =T ist
dieser Gleichgewichtsbereich in der Abb.2 gezeichnet.

Es werden die Gleichgewichtslagen innerhalb dieses Be=-
reiches betrachtet und die Nachbarlagen bestimmt,in die
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sich das System dls Folge der Anfangsgeschwindigkeiten
ég,ég,die eine konstante kinetische Energie vermitteln,
bewegt.Es kann rechnerisch ermittelt werden,daB sich
das System aus einer Anfangslage qg 5 qg am weitesten
in die Richtung der Gleichgewichtslage-qq =0 , q = 0
bewegt.Das ist auch die Richtung der Richtungselemente,
die den Gleichgewichtslagen zugeordnet werden.Das war
auch zu erwarten,da das Potential des Systems in diesen
Punkt ein Minimum besitzt und die Reibungskriafte als
konstant angenommen wurden.

Das Richtungsfeld ist in diesem Fall von der kinetischen
Energie der Anfangsstorung unabhingige

IT.1.2.,3YSTEME MIT KONSTANTEM POTENTIAL

Das in der Abb.3 dargestellte Modell eines Zeichentisches
befindet sich fiir alle Wertepaare der Koordinaten dq995
im Gleichgewicht,wenn die Bedingungen

Gob = Pod N G.S = Poa (6)

erfillt sind¢da in diesem Fall der Massenmittelpunkt

sich in O befindet.Die praktische Erfahrung zeigt,daB
diese Gleichgewichtslagen nicht gleichwertig sind und daB
unter der Einwirkung von kleinen Erschitterungen sich das
System in bevorzugte Gleichgewichtslagen innerhalb des
Bereiches verlagerte.

Ahnliches gilt auch fiir das System in der Abb.4,wenn die
Bedingungen

m/lal/l = m2012 ; m,]ola = mzolq_ (7)

erfiillt sind,

Das Potential ist filr diese Systeme von a4 und a5 unab=-
hangig,und das ungleichfdrmige Verhalten des Systems in
den verschiedenen Gleichgewichtslagen wird durch die



- 78 -




Reibungsmomente in den Gelenken bestimmte.

Aus der Abb.5 folgen fir das System aus Abb.4 die 12 Be-
wegungsdifferentialgleichungen fir die 12 unbekannten
GroBen gq(t),q,5(t) und X5 0Y5 (i=1,24ee0499) .Die Reibungs=~
momente Mi in den als zylindrische Tragzapfen angenom=
menen Gelenken werden durch die Gleichungen

[ ® .. .o 2 2
My = Mi(q,] 1351911951Q4 ,‘22)= HiTy bxi‘*‘Yi (8)
ausgedrickt.Die Bewegungsdifferentialgleichungen sind:

- mp¥, = Xy = X3 = 0 (12)
- myy, + Ty + Y3 = myg = O (13%)

(M2+M5)sign(iq-é2) - [X514+X2(15+l4)]cosq1 -

- [Y514+Y2(15+14)] sing, = O “4)
- X, + X, =0 (15)
-Y, +Y, =0 (16)

(M1+M4)sign(iq—é2) - X,1lzc0sq, + Y,lzsing) = O (17)
Xy = Xy + Xg = O (18)
- Y5 - ¥y + Ig =0 (19)

-(M5+M4)sign(dq-d2)+M5signi2-xalgcosq2-



Abb.6
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- i = o 2
Y51281nq2 0 (20)
Hier bedeuten
X4 = -lBSinq,l-l,lsinq2 (21)
yq = =lzcosq -1l cosq, (22)
y2 = l4cosq1+lgcosq2 ° (2"")

Zweli dieser Gleichungen konnen durch folgende Gleichungen
ersetzt werden,die mit der Lagrangeschen Methode ermittelt
wurden

ﬁq(mql§+mgl§) + 62(m11113+m21214)cos(q4—q2) +
.’) -
+ qz(mq1115+m21214)51n(q1-q2) =
. .. 2 2
91(m11115+m212l4)cos(q1-q2) + 92(mqlq+m212) -
- é%(mqlqla+m21214)sin(qq-q2) =

Aus diesen Gleichungen konnen fir gegebene Anfangsbedin-
gungen der Bewegungsverlauf und die Reaktionskrifte mit
einer numerischen Methode iterativ ermittelt werden.

Die Reaktionskrdfte in den Gelenken 1=4,die bei der itera-

tiven LOsung zum ersten Schritt benotigt werden,haben fol-
gende Ausdriicke

)
R R 51in-aq
1 -2 2 ,.2 o4
— —— = —> + (1’.) O(Q/2|+q ) -

2mg  2mg sin (q1—q2) 5




sing .2 1/2
-a. 2 _ . ] (28)
sin(qq=4,)
R,
_2 [ L sin2q .sinaq + 1 sine(q +Q,) +
e 1 2" T 1742
2ng sin~(qq=q,)
+ (52)%.(85+87) - m= dqsing, -
T 1+29) = 7g 7PN
- ° - L] /‘
& sin(qq-q;,)
R sin2q
1 . ol
-2 - -— + é)zo(Qq+Q1) =
2mg  sin~(gq=qp)
: 1/2
Slnq o 21 . .
_ 2L 4 - 47 - 55 @gsingq ] | (30
& tan(qq-a,)

In der Abb.6 ist flir den Sonderfall r;=r , py; =up  der
statische Anteil des bezogenen Reibungsmomentes

L
(31)

4
1
M. =2Tﬁg 2 R.

- 1
M =
Emgru i 21 i i=1 b

1

das mit den Reaktionskrdften aus (28)-(30) berechnet wurde,
dargestellt.Der Verlauf dieses Reibungsmomentes 1aBt auf
unterschiedliches Verhalten des Systems in den verschie-
denen Gleichgewichtslagen des Gleichgewichtsbereiches
schlieBen,

I1.1.3.SYMMETRISCHES SYSTEM MIT KONSTANTEM POTENTIAL

In der Abb.7 ist ein symmetrisches System mit zweli Frei-
heitsgraden dargestellt,das ein konstantes Potential be=
sitzt.Die Stédbe sind homogen mit der linearen Dichte P .

In der Abb.8 sind die Reaktionskrdfte und die Reibungs-
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momente in den Gelenken fir die Bewegungstendenz in die
positiven q¢—und qz-Richtungen dargestellt.

Flir den Sonderfall m,=4m , m2=2m s pa=m erhdlt man mit
der Langrangeschen Methode folgende Bewegungsdifferential-
gleichungen

a4 ma2( 2% + 4cosq, ) + a5 ma2( é% + 4cosq, ) -

- éng 4maesinq2 - ég ll-ma‘?‘sinq2 =
= - M,signg, (32)
a5 ma2( 2% + Ll-cosq2 ) + a5 mag.g% +
6
+ d% LHnaesinq2 == > M; signd, . (33)
i="1

Hier sind M; die Reibungsmomente in den Gelenken,die durch

M 2 2

i = |J,iI'i Ni + Qi i=’],2,.o.,6 (54)

bestimmt sinde.

Die statischen Anteile der Reaktionskrdfte,die bei der
iterativen LOsung zum ersten Schritt bendtigt werden,sind

Q1 =Q2=Q5=Qq,= mgsj-nq/] ‘ (34)

Q=Qg= 10 mgsing, (35)
sin(qq+q,)

N = 4mgcosq, + mg. STna; (36)
sin(aq+a,)

N,= 6mgcosq, + mg. ST (37)
sin(qq+a,)

N5= 6mgcosq1 - mge.

sing, (38)
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sin{a,+q,)
17 =2
N,= 4mgcosg, = mg. 5ing, (39)
Ng= 20 mgcosq, (40)
Ng= 0O (41)
R7= 22 mg . ' (42)

)
In der Abb.9 ist das Verhdltnis (3] Mi)/M7 fir den
i=1

Sonderfall T;=T und Hi= K dargestellt.Der Verlauf
dieses bezogenen Reibungsmomentes 18Rt unterschiedliche
Eigenschaften in den verschiedenen Gleichgewichtslagen
erwarten.

II.1.4.BEMERKUNG ZUR INTEGRATION DER BEWEGUNGS=-
DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Es wird ein allgemeines System mit zwel Freiheitsgraden
betrachtet,bei dem Reibung in g Gelenken und f Fihrungen
bericksichtigt wird.Die Komponenten der Reaktionen in den
Gelenken werden mit Ns’Qs fir s=1,2,.e0,8 und in den

Fuhrungen mit N'j fir j=g+1,...,8+f bezeichnet.

Aus den mit der Lagrangeschen iMethode ermittelten Bewegungs-—
differentialgleichungen folgt

qi = fi(Qq9Q29é1,é29MS9Tj) 1=1,2 (43)
2

Aus den dynamischen Gleichgewichtsbedingungen der einzelnen
Teile des Systems folgt

NS=NS(Q1,qE,éq’é2a619§21Mq’O-O,Mg9Tg+q’--,Tf+g) (44)

f’:iI‘ S"—'—',I ,2’...’g+f
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QS=QS(Qq9qQ,§19&2961962’M11--0sMgng+19°-1Tg+f) (45)

fﬁr S=’|,2,...,g .

Die Reibungsmomente Mg sind durch

2
My = HgTg Ng + Qg s=15e0,8  (46)

und die Reibungskridfte Tj durch

Tj = ulejJ J=8+1 5000 y8+f (47)

gegeben.Diese Gleichungen driicken folgende Zusammenhénge
aus

Fs(aq,a5,44 +d5984 1859Mq 900 WMas T qeee ng_,.f) =

M fiiI‘ S=1,2,ooo,g

S
= { . (48)
TS fiiI‘ S=g+1,o.o,g+f
Die Systeme (43) und (48) werden zur iterativen LOsung
der Aufgabe verwendet.Die Iteration fir jeden Zeitschritt

wird solange fortgesetzt,bis Qi,MS und TS die angestrebte
Genauigkeit erreicht haben.



II.2.ALLGEMEINES SYSTEM MIT n FREIHEITSGRADEN

II.2.1,DIE BEWEGUNGSGLELCHUNGEN UND GLEICHGEWICHTSLAGEN

Der Lagevektor der verallgemeinerten Koordinaten eines
autonomen Systemsmit n Freiheitsgraden sei

Q@ = (Qqs8preeerdy) . (49)

Die Bewegungsdifferentialgleichung wird allgemein in der
Form

F(Qsé1§3qo’éo> = 0 (50)

angenommen,weil beli der Berilicksichtigung der Reibungs-
krafte und Reibungsmomente die Beschleunigungskomponen-
ten in den verallgemeinerten Kraften auftreten.Hier sind

qo = (qg,qg,---,qg) > §°= (é29dgoo-°9dg) (51)

die Anfangsbedingungen.

Das System besitzt Gleichgewichtslagen q,die die Bedingung
F(9,0,039,0) = 0 (52)

erfilllen.Diese Gleichgewichtslagen werden iiber Bewegungen

mit bestimmten Anfangsbedingungen in endlicher Zeit er-

reicht.Im n-dimensionalen Raum der Systemkoordinaten wird
die Menge dieser Gleichgewichtslagen mit R bezeichnet

R = {r | © = 5 ’ F(E,O,O;E,O) =0 } . (53)

Im 2n-dimensionalen Phasenraum (q,é) bilden diese Gleich-
gewichtslagen Bereiche von E-E Punkten oder end point sets.

IT1.2.2,DIE RICHTUNGSELEMENTE DER GLEICHGEWICHTSLAGEN

Es sei § = r eine Gleichgewichtslage des Systems inner-
halb des Bereiches R.Diese Gleichgewichtslage soll zusdtz-
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lich charakterisiert werden.Zu diesem Zweck werden kleine
Storungen betrachtet,die dem System in dieser Anfangs-
lage Anfangsgeschwindigkeiten vermitteln.

Um die Auswirkungen dieser Storungen auf das System ver-

gleichen zu konnen,wird verlangt,daBl die Anfangsgeschwin-
digkeiten ° Bedingzungen erfiillen,die aus dem Modell,das

fir die Anfangsstorungen angenommen wird,abzuleiten sind.
Solche Bedingungen konnen z.B. die Form

I 3° g(a)h = C = const (54)

haben.Hier ist g(q) eine Gewichtsfunktion,die auch orts-
abhéngig sein kann.So z.B. kann verlangt werden,daf die
kinetische Energie der Anfangsstorung oder der Betrag des
durch die Storungen vermittelten Impulses und Dralls
konstant sind.

Die Anfangsgeschwindigkeiten,die die Bedingung (54) er-
fillen,bilden im Raum der verallgemeinerten Geschwindig-
keiten einen abgeschlossenen Bereich G,in den eine Halb-
ordnung eingefiuhrt wird.Diese erlaubt es,die Anfangsge-
schwindigkeiten in einer bestimmten Reihenfolge zu be-
trachten.

Mit diesen Anfangsgeschwindigkeiten bewegt sich das System
aus der Gleichgewichtslage q nach einem Gesetz

g = q(t33,9°) ) (55)

das in der Regel nur numerisch bestimmt werden kann.

Fur die Menge der Anfangsgeschwindigkeiten aus dem Be-
reich G,entspricht eine Menge Q von Bewegungsgesetzen

Q = {ala=a(%;3,4%),F(q,4,d;3,3°)=0, |3°s1=0}.(56)

Zuerst sollen Jjene Gleichgewichtslagen aus R betrachtet
werden,fir die bei geeigneter Wahl von C,dem Parameter
der Anfangsstorungen,alle Bewegungen q = q(t;E,éo) in
benachbarte Gleichgewichtslagen der Anfangslage g enden.
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Einer solchen Gleichgewichtslage q wird mit Hilfe der An-
fangsgeschwindigkeiten,die (54) erfillen,und der Bewegungs-
gesetze (56) eine Menge benachbarter Gleichgewichtslagen

§ zugeordnet.Diese Gleichgewichtslagen bilden eine Unter-
menge von R,die mit P bezeichnet wird

P ={pIp = 3,F(,0,033,3°)=0, 13%° =C} . (57)

Im Raum der verallgemeinerten Koordinaten sei der Abstand
zweler Elemente q(q),q(e) durch

0™ 1a®) =1 Ma®= Vi ofV-of>) 12 (58)

definiert,

Die Absténde p zwischen einer Gleichgewichtslage g und den
Nachbargleichgewichtslagen @ aus P bilden eine Menge end-
licher Zahlen

E={ele=1p(3,@) ,d€R,T€EP | . (59)
Die obere Schranke dieser Menge sei S
S
€~ = sup E . (60)

Dieser Wert hingt in der Regel von den Systemparametern
und vom Parameter der Anfangsstorungen C abe

Wenn es nur ein Element der Menge P gibt,also nur eine
Nachbargleichgewichtslage §°,fiir die

S

£ = 9(5, S) (61)

o]

gilt,dann wird im Raum der Systemkkordinaten der Eins-
vektor e des Vektors gebildet,der die Punkte g und §
verbindet

=S -
e = 4= . (62)
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Dieser Einsvektor ist das Richtungselement der Gleich-
gewichtslage q.

Flir ein System mit zwei Freiheitsgraden ist dieser Sach-
verhalt in der Abb.10 gargestellt.

Wenn es mehrere Punkte g € P gibt,fir die
e= p(3,3) = €° (63)

gilt,dann wird fir solch eine Anfangsgleichgewichtslage
q kein Richtungselement definiert.Solche Punkte begren-
zen Teilbereiche mit Richtungselementen,die zu unter-
schiedlichen Gleichgewichtslagen des Gleichgewichtsbe-
reiches hinweisen,

Jetzt werden auch jene Gleichgewichtslagen q € R be-
trachtet,fir die kein C gewdhlt werden kann,damit alle
Bewegungen,die aus ihnen als Anfangslage und mit Anfangs-
geschwindigkeiten aus (54) beginnen,zu benachbarten Gleich-
gewichtslagen filihren.Es werden also auch Bewegungen ein-
geleitet,die das System aus dem Gleichgewichtsbereich R
entfernen.Diese Bewegungen filhren iiber einen Bereich des
Randes der Menge R.Wenn dieser Randbereich eine eindeu-
tige duBere Normale besitzt,so ist der Einsvektor dieser
Normalen das Richtungselement der Gleichgewichtslage de

Wenn fur ein System mit zwei Freiheitsgraden die Anfangs-
geschwindigkeiten aus G entsprechendder eingefihrten Halb-
ordnung genommen werden,so entsprechen z.B. fir zwei die-
ser Anfangsgeschw1nd1gke1ten (3° ) und (g° ) die Nachbar-
gleichgewichtslagen q, und q (Abb 10) Fiir Anfangsgeschw1n—
digkeiten zwischen (q%) und (§° ) gibt es keine LOsung Qqe.

Die Punkte ai und Ej bestimmen einen Bereich des Randes
der Menge R.Wenn diesem Randbereich eine eindeutige ZAuBere
Normale zugeordnet werden kann,so ist der Einsvektor die-
ser Normalen das Richtungselement der Anfangslage q.

Auf diese Weise werden den Gleichgewichtslagen des Berei-
ches R Richtungselemente zugeordnet.Diese bestimmen fiir
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Abb .10
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den ganzen Bereich Richtungsfelder,die zu verschiedenen
bevorzugten Gleichgewichtslagen innerhalb des Bereiches
hinweisene.

Die Gleichgewichtslagen,fir die keine Richtungselemente
bestimmt werden,begrenzen die Richtungsfelder,die zu
verschiedenen Gleichgewichtslagen hinweisen,und sind
deshalb die Verzweigungspunkte des Richtungsfeldes oder
sind die bevorzugten Gleichgewichtslagen des Bereiches,
auf die die Richtungselemente weisene.

Bei einer genauen Bericksichtigung der tats&dchlich in
einem technischen System auftretenden Reibungen und der
auf das System wirkenden Storungen durch entsprechende
Modelle konnen die so ermittelten Richtungsfelder iber

ungleichformiges Verhalten des Systems im Gleichgewichts-

bereich AufschluBl geben.
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