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Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wird ein neues Verfahren zur direkten Bestimmung
von Schwingungsparametern mit Hilfe der Diskreten-Fourier-Transformation
(DFT) vorgestellt. Das Verfahren basiert auf einer exakten Rekonstruktion
der DFT einer exponentiell abklingenden harmonischen Funktion, welche freie
oder periodisch erregte Schwingungen linearer Schwingungssysteme mit
viskoser Dampfung beschreibt. Durch eine angepaBte Iteration werden auch
Schwingungen mit eng benachbarten Eigenfrequenzen getrennt. Neben der
Beschreibung des Algorithmus enthdlt die Arbeit die Ergebnisse numerischer
Untersuchungen iiber die Abhdngigkeit der Fehler der ermittelten Schwingungs- '
parameter von den beim Messen auftretenden Stdrungen, sowie einige Beispiele
fir die praktische Anwendung des Verfahrens bei durchgefiihrten Versuchen an
einfachen Modellen und Maschinen.

Summary

This paper shows a new algorithm for the identification of vibration-
parameters using the Discrete-Fourier-Transform (DFT). The algorithm is
based on an exact reconstruction of the DFT of an exponentially decreasing
harmonic function, which describes free or periodically excited vibrations
of a linear system with viscous damping. Using a special iteration
algorithm, it 1is possible to seperate vibrations with closely neighboured
eigen-'frequencies. This paper also shows the results of numerical tests
about. the relationship between the uncertainties of the identified
parameters and the disturbances, that are accompanied by measurements, as
well as some applications of this algorithm to practical tests at simple
modells and machines.
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1. Einleitung

Eine der Hauptaufgaben in der Mechanik ist die Berechnung des Verhaltens von
Maschinen und Bauwerken unter dynamischer Beanspruchung. Mit der in der
letzten Zeit immer weiter verbesserten Rechentechnik sind auch die Verfahren
zur Modellbildung (z. B. finite Elemente) verfeinert worden. Ebenso haben
die Verfahren der experimentellen Systemidentifikation, bei der die
Model lparameter der Struktur aus den Ergebnissen von Schwingungsversuchen
abgeleitet werden, groBe Fortschritte gemacht. Durch die immer schneller und
leistungsfdhiger werdenden Mikrorechner haben die digitalen Verfahren zur
Versuchsauswertung die analogen Verfahren fast vollstdndig verdrdngt. Neben
~den in der Mechanik seltener angewendeten Zeitbereichsverfahren, die die
MeBwerte direkt verarbeiten, sind das vor allem Frequenzbereichsverfahren,
die mit der FFT, einem schnellen Algorithmus zur Berechnung der
Diskreten-Fourier-Transformation (DFT), arbeiten. Der Grund dafiir ist, daB
das Schwingungsverhalten einer komplizierten mechanischen Struktur mit Hilfe
der Modalanalyse auf eine (berlagerung des Verhaltens mehrerer Systeme mit
nur einem Freiheitsgrad zuriickgefiihrt werden kann. Diese sogenannten
Eigenschwingungen besitzen in der Regel unterschiedliche Eigenfrequenzen, so
daB es naheliegt, sie durch eine Transformation in den Frequenzbereich zu
trennen.

Eines der Hauptprobleme der experimentellen Modalanalyse stellt die
Auswertung der mit Hilfe der FFT transformierten MeBdaten dar. Wihrend aber
den Verfahren zur Berechnung der Modellparameter aus den versuchstechnisch
ermittelten modalen SchwingungsgrSBen sehr viel Aufmerksamkeit gewidmet
worden ist, haben sich die Methoden zur Bestimmung der modalen Parameter
nicht wesentlich weiterentwickelt. Die heute noch praktizierte Anwendung von
Auswerteverfahren, deren Grundlage die analytische Fourier-Transformation
ist, kann wegen der groBen Unterschiede zwischen den beiden Transformationen
-nur selten befriedigende Ergebnisse liefern. Der Beschreibung dieser
Unterschiede, die auch als systematische Fehler der FFT bezeichnet werden,
ist in der Literatur viel Platz eingerdumt worden.

Zur Verbesserung der Auswertung diskret transformierter MeBwerte sind jedoch
im wesentlichen nur zwei Methoden entwickelt worden. Dabei handelt es sich
.um die Zoom-Analyse und die Multiplikation mit Fensterfunktionen. Bei der
Zoom-Analyse wird eine hohe Frequenzauflésung in einem begrenzten
Frequenzbereich durch digitale Filterung der MeBwerte vor der Transformation



erreicht. Die Auswertung erfolgt dann in mehreren Schritten fir die
unterschiedlichen Frequenzbereiche. Die Zoom-Analyse bendtigt viel
Speicherplatz fiir die Zwischenspeicherung und ist rechenzeitintensiv. Die
systematischen Fehler werden jedoch auch durch die verbesserte Aufldsung
nicht beseitigt. Bei dem anderen Verfahren, der Multiplikation der MeBwerte
mit einer Fensterfunktion vor der Transformation, soll der Fehler, der durch
die zeitliche Begrenzung der Messung (Abschneiden) entsteht, abgeschwdcht
werden, indem die Schwingung langsam ausgeblendet wird. Der Nachteil ist,
daB das Spektrum dabei verzerrt und die Frequenzaufldsung verringert wird.

In dieser Arbeit soll nun ein Auswerteverfahren vorgestellt werden, mit
dem die Parameter freier und periodisch erregter Schwingungen linearer,
viskos geddmpfter Systeme direkt aus der Diskreten-Fourier-Transformierten
der MeBwerte berechnet werden kénnen. Weil die Auswertung auf einer exakten
Analyse' der DFT basiert, sind ergdnzende Verfahren (Zoom-Analyse,
Fensterfunktion) nicht erforderlich. Das Auswerteverfahren ist auf
periodisch erregte und freie Schwingungen beschrédnkt, weil es sich bei
diesen um deterministische Funktionen handelt, die explizit angegeben werden
kdnnen und nur wenige freie Parameter enthalten. Fiir diese Funktionen kann
auch  die DFT analytisch rekonstruiert werden. Die expliziten
Auswertegleichungen basieren auf einer Ndherung dieser Rekonstruktion, bei
der nur unwesentliche Anteile vernachldssigt wurden. Den zweiten Teil des
Verfahrens bildet ein Iterationsalgorithmus, der auch in schwierigen Fdllen
eine saubere Trennung iberlagerter Schwingungen ermdglicht. Mit Hilfe der
Rekonstruktionsformel konnen die storenden Einfliisse iberlagerter
Schwingungen schrittweise eliminiert werden, sofern der Frequenzunterschied
zum Erkennen der einzelnen Spitzenwerte ausreicht. Die Vorteile des
vorgestellten Verfahrens sind also zum einen die extrem hohe erreichbare
Genauigkeit, die die Modglichkeiten der vorhandenen MeBapparatur in
VerE;ndung mit der DFT wvoll ausschopft, zum anderen die einfache
Progﬁammierbarkeit (explizite Gleichungen, FFT ohne Zusdtze) und der geringe
Bedarf an Rechenzeit und Speicherplatz.

Uber die Herleitung und Beschreibung des Verfahrens hinaus enthdlt die
Arbei¢ numerische Untersuchungen iiber die Abhdngigkeit der Auswerte-
geﬁaﬂigkeit von der GroBe der Storungen, die beim Messen durch die
verwendete MeBapparatur hervorgerufen werden, sowie die Ergebnisse einiger
Versuche, die zur praktischen Erprobung des Auswerteverfahrens durchgefiihrt
wurden.



2. Systembeschreibung - Modalanalyse
2.1. Allgemeine Bemerkungen

Zundchst sollen die allgemeinen Grundlagen der Systembeschreibung mit Hilfe
linearer Differentialgleichungen, sowie die Losung dieser Gleichungen iber
Eigenwertprobleme und die physikalische Interpretation der Ergebnisse
dargestellt werden. Die Strukturmechanik unterscheidet nach der Art der
Bewegungsgleichung drei Arten von Systemen.

1) Systeme mit einem Freiheitsgrad (Einmassenschwinger)

2) Diskrete Systeme mit mehreren Freiheitsgraden

3) Kontinuierliche Systeme

Einmassenschwinger werden durch eine lineare Differentialgleichung 2. Ord-
nung beschrieben. Sie eignen sich besonders zur Untersuchung und Veranschau-
lichung von Démpfungseinfliissen, weil ihr Verhalten leicht darstellbar ist
und die Schwingungen komplizierter Systeme darauf zuriickgefiihrt werden
kénnen. Diskrete Systeme werden durch gekoppelte Differentialgleichungen
beschrieben, die zu einer Matrizendifferentialgleichung zusammengefaBt
werden. Fir kontinuierliche Systeme ergeben sich partielle Differential-
gleichungen, die 1in der Regel nicht Ildsbar sind. Durch eine Orts-
diskretisierung ist es mdglich, diese Schwinger ebenfalls durch eine
Matrizendifferentialgleichung zu beschreiben. Die Giite eines diskreten
Modells kann an einfachen Beispielen durch Vergleich mit der analytischen
LOsung lberpriift werden.

Nur in wenigen Fdllen wird es jedoch gelingen, allein aufgrund der
bekannten Konstruktionsdaten einer Maschine oder eines Bauwerks ein hin-
reichend genaues Modell =zu erstellen. Hier setzt die experimentelle
Systemidentifikation an. Ist die Modellbildung schon anhand der Kon-
struktionsunterlagen durchgefilhrt worden und sollen nur die Parameter des
Modells bestimmt oder korrigiert werden, so spricht man von Parameteridenti-
fikation. Wird das Modell ebenfalls aus den Versuchsergebnissen abgeleitet,
so handelt es sich um eine Strukturidentifikation. Unter Modellbildung
fallen z. B. die Wahl des Dampfungsansatzes, die Bestimmung der
Freiheitsgrade und die Struktur der Matrizen. Wihrend in der
Regelungstechnik beide Identifikationen starke Bedeutung haben - die
physikalischen Zusammenhdnge sind meist zur Modellbildung zu kompliziert -



bedeutet Systemidentifikation in der Mechanik in der Regel Parameteridenti-
fikation

Die Losung der Schwingungsgleichung, das Zerlegen einer Schwingung in
Eigenschwingungen (modale Analyse), sowie die Zusammenhdnge zwischen dem
Ein-/Ausgangsverhalten eines Systems und seinen Parametern sollen im
folgenden kurz skizziert werden.

2.2. Beschreibung linearer Systeme
2.2.1. Konservative Systeme mit einem Freiheitsgrad
Die Differentialgleichung des Einmassenschwingers lautet allgemein:
mx + kx =*F (2.1)
und fiir freie Schwingungen:

mx+kx=0 . (2.2)

Der komplexe Ansatz

1

X(i—) = Xo elwr

, (2.3)
fiihrt auf das charakteristische Polynom:
. 2
-mw+ k=0, (2.4)

mit den Lésungen (Eigenwerten):

2 K

6")4/2 =m /



die eingesetzt auf die reelle Ldosung der Differentialgleichung fiihren:

i2e7 - -0t
X(H)=x,8 X, e (2.6)
2.2.2. Konservative Systeme mit mehreren Freiheitsgraden
Die Beschreibung erfolgt durch eine Matrizendifferentialgleichung:
Mx+Kx=f [=0). (2.7)

Die Ldsung fiir freie Schwingungen erfolgt lber den gleichen Ansatz, wie beim
Einmassenschwinger:

x{t) =X, @iwf , (2.8)
der hier auf ein Matrizeneigenwertproblem fiihrt:

Cw?M+Kx, =2, (2.9)
dessen Eigenwerte Nullstellen des charakteristischen Polynoms sind:

det (~w*M+K)} =0 . (2.10)

Die Zahl der Eigenwerte (Uf5 entspricht der Anzahl der Freiheitsgrade, wenn
- mehrfache Nullstellen mehrfach gezdhlt werden. Die Eigenvektoren (X,) sind
nur  bis auf einen Faktor bestimmbar, die 2zu mehrfachen Eigenwerten
gehdrenden haben entsprechend mehr frei wadhlbare Faktoren.

Die Eigenvektoren werden in der Modalmatrix zusammengefaBt:

X=(x1,% ..., Xni . . (2.11)



Sie kann die Systemmatrizen auf Diagonalform transformieren.

X'MX = diag (W, =11, (2.12)

~

Y'KX = diag (0} i) ~ diag (K, ' =

X

(2.13)

Die beiden Diagonalmatrizen werden als generalisierte Massen- und
Steifigkeitsmatrix bezeichnet. Damit ist eine Transformation der
urspriinglichen Differentialgleichung méglich; die Verschiebungen werden aus
den Eigenvektoren zusammengesétzt:

X=Xg = x=Xq = X=Xq, | (2.14)

MXqg +KXg =1, (2.15)

XMXG+XkXq =X'f

- Mg +Kqg=f (2.16)
oder normiert: X' MX =1 , (2.17)

X'KX - diag (252)~ 2], (2.18)

G+0'9 ~F. (2.19)

Diese Matrizendifferentialgleichung enthdlt nur Diagonalmatrizen. Damit
handelt es sich um ein System entkoppelter Differentialgleichungen. Jede
dieser Gleichungen ist identisch mit der Differentialgleichung des
Einmassenschwingers.

2.2.3. Viskos gedampfte Systeme mit einem Freiheitsgrad

Die Berechnung der Schwingungen viskos gedédmpfter Systeme hat heute in der
Schwingungstechnik die grdBte Bedeutung. Dies hat mehrere Griinde: Zum einen
werden solche Systeme durch lineare Differentialgleichungen mit reellen
Koeffizienten beschrieben, zum anderen sind viele der auftretenden
Dampfungen anndhernd geschwindigkeitsproportional. Erwdhnt seien hier nur
die Flissigkeitsreibung der Schmiermittel wund das viskoelastische
Dehnungsverhalten vieler Kunststoffe.



Die Differentialgleichung lautet:
mXx +dx + kx= f (=0;j . (2.20)

Die Ldsung erfolgt durch den Ansatz einer komplexen Exponentialfunktion:
At

x(t)=x,e” ", (2.21)

mat+dA+ k -0, (2.22)
d d?

Atz == 5.~ *V[ 3 ";/,,'S;" : (2.23)

2
Im Fall starker Dampfung Qﬁé2>7§4 sind die Eigenwerte reell, die L&ésung der
Gleichung lautet:

Mgt Ap
x(th=x,e” 7" +x, 2%, (2.24)

2
Der Grenzfall ﬁ£%1=;§ﬂ ist nicht wvon praktischer Bedeutung. Fiir das

2
schwingungsfdhige System (ZQLE<:£§) sind die Eigenwerte:
m ‘

__.d k __d* .4,
qu?-—--z—m * -’7“4""2 .—.4A_+_112 . (2.25)

Das fiihrt auf die Losung

[A+iQ)t | e(A—zﬂ)t

x(t)= x, & X, ) , (2.26)

eine exponentiell abklingende harmonische Funktion.

2.2.4. Viskos gedampfte Systeme mit mehreren Freiheitsgraden

Differentialgleichung, Ansatz und Eigenwertproblem werden wie vorher



aufgestellt:
Mx+Dx+Kx=f {=0), (2.27)
X(f) =X, eM , (2.28)
W2M+2D+Klx =0 . (2.29)

Die Systemmatrizen sind alle symmetrisch und positiv definit oder positiv
semidefinit. Es gibt pro Freiheitsgrad (analog zum Einmassenschwinger) zwei
reelle oder konjugiert komplexe Eigenwerte. Die Eigenvektoren sind wie die
zugeordneten Eigenwerte reell oder konjugiert komplex.

Dieses Problem wird zur Lésung als Standardeigenwertproblem (1.0rdnung)
in  ZustandsgréBen formuliert. Diese sind neben den Auslenkungen die
Geschwindigkeiten der Systempunkte. Mit den partitionierten Vektoren und
Matrizen:

P T T
lautet die Differentialgleichung 1. Ordnung:

Az +Bz =1, ,‘ (2.31)
und das (zugehdrige) Eigenwertproblem:

(2A+B)z =0 . (2.32)

Das Zusammenfassen der Eigenvektoren zur Modalmatrix fihrt auf einen
dhnlichen Zusammenhang wie beim ungeddmpften System:

Z=(z,,2,,...,2,,), (2.33)

£



~
\
4

ZTAZ 2 diag (A, E (2.34)

ZTQ Z = i’f’? {"Ak 7‘/= A_zg = E . (2.35)

Unter Verwendung dieser Beziehungen kann die Bewegungsgleichung dhnlich wie
im konservativen Fall 1in ein System entkoppelter Gleichungen iiberfihrt
werden. Da die Entkoppelung (mit Ausnahme von modaler Dé&mpfung) hier nur im
Zustandsraum méglich ist, handelt es sich um komplexe Differentialgleichun-
gen 1. Ordnung. Mit dem (komplexen) Ansatz

z(t)

I

Zglt) |, zlt)=Lq'* (2.36)

/
und durch Linksmultiplikation mit ;T entsteht das Gleichungssystem:

T

ZAZG+2'22q =21,
Ag +Bg =7 , (2.37)
A ‘j'k + /a-'k Ak G = ;Ek L k=1..2n . (2.38)

Diese Gleichungen besitzen entweder reelle oder paarweise konjugiert
komplexe Koeffizienten. Eine Gleichung mit reellen Koeffizienten hat nur
reelle Losungen und beschreibt das Verhalten eines Feder-Démpfer-Systems
ohne Masse. Ein Paar konjugiert komplexer Gleichungen beschreibt einen
geddmpften Einmassenschwinger, was aus den Gleichungen nicht ohne weiteres
erkennbar ist. Im folgenden wird deshalb zur Verdeutlichung dieser Tatsache
die komplexe Differentialgleichung 1. Ordnung in zwei reelle Differential-
gleichungen 2. Ordnung iiberfilhrt. Ausgegangen wird von Gleichung (2.38), in
der zur Schreibvereinfachung der Index k weggelassen wird.

~

Ag+Arg = F . (2.39)

Die einzelnen Koeffizienten werden in Real- und Imagindrteile getrennt. Fir
A wird dabei eine Darstellung gewdhlt, die auf zum ungeddmpften Fall analoge
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Gleichungen fiihrt:

g=v+iw , F=oawtifi |

A=A+i A iasib)lA+i0), (2.40)

/

> (a+ibUA+iI( i) + (a+i D) A+i ) o tvrim)= x+i B,

veiw + [A+i)(v+iw} = 0’;455 . (2.41)

Die komplexe Gleichung wird in eine Realteil- und eine Imagindrteilgleichung
aufgespalten. AnschlieBend werden die Funktionen v und w voneinander
getrennt: ' '

V-4v+Qw= & (2.42)
W-dw-0v =3 (2.43)
> V-24v + (020 y = & - A3 -0 p (2.44)
und w «—é— v - g— y % & (2.45)
. 2 2 x ¥ ¥
oder WwW-2Aw+ (A" +Q)w=pB-AL+ Mo (2.46)
und v=-8w-2Lw-214 (2.47)
0 n n )

Diese Gleichungen lauten ausgeschrieben und so normiert, daB rechts
KraftgroBen stehen:

——n 2 A2y
Q2 b? [V= 200+ (0% 0Py ] - Al L2b2000

T A >
Vi « bF (24 %

o280 bl0el) o, odobll o af+bs 4
Va*+6* (4%+10%) Va2 6% (0%+ %) Vast? (0% 0% 7 7

(2.48)



- 11 -

. A— .(.i - —(‘_' 'bA
und W= %V—%—V-r (12 7_[,9 ~ — ¢+ a_;_, — .2 (2.49)
. - 2Va B (L% G4 OYor it 1A%

2 .2
oder  Va?%+b? [W—ZAH'/ + (AP ] = i;g—l;‘?{'z{ﬁ); erA.Q B
Va1l A I FA

v

102 N2 A
+"02;A—Q"DQ[S+ 2)0( + OAZ: b;Q- _ bs + h“ 0:1(:_ ’b[.\ - C;' (2’50)
VaZs 62 (A% Q%) Va2 > (17502 V@7 in4 7

: —al+b g, alirol . (2.51)

TV — — [ =y 7 o
Ve 4 b7 -:(l"v‘-fl"‘, QVa?rp? (A2 ~(]%;

c
3
Q
<
I
]
!
a3
+
RN

In Analogie zur entkoppelten Differentialgleichung beim konservativen System
kann der Ausdruck Va?+b* als generalisierte Masse (m) bezeichnet werden.
Die generalisierte Ddmpfung ist dann:

d=2Am (2.52)

und die Steifigkeit:

B=(02+0%m . (2.53)

Dabei handelt es sich um die gleichen Beziehungen, die flir das ungeddmpfte
System mit einem Freiheitsgrad gelten. Im Gegensatz zu den bisher
betrachteten F&dllen treten hier aber als Erregung nicht nur die (modalen)
Krdfte, sondern auch deren erste Ableitungen auf.
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Die Lbsung fiir ein konjugiert komplexes Eigenschwingungspaar lautet:

X=X, q(t) + X, Gt} =2 Xore VIt = Xg 1 # (1)l (2.54)

Das bedeutet, daR die Schwingung aus zwei ({iberlagerten Schwingungsformen
(Xope » Xom» ) Mmit unterschiedlichen, aber nicht voneinander unabhdngigen
Zeitfunktionen (v(t), w(t)) besteht; auch treten Real- und Imagindrteil
(e , B ) der modalen Erregung immer gleichzeitig auf.

2.2.5. Modale Ddmpfung

Wenn die Eigenformen des geddmpften Systems bei entsprechender Normierung
gleich denen des zugehdrigen ungeddmpften Systems (gleiché Masse und
Steifigkeit) sind, so spricht man von modaler Ddmpfung. Die Bedingung fir
das Auftreten modaler Dampfung ist:

KM™'D < DMK . (2.55)

Die Dampfungsmatrix kann dann mit der Modalmatrix des ungeddmpften Systems
auf Diagonalform transformiert werden:

X, DX, = diag(d)} . (2.56)

In der Praxis hat sich die Annahme modaler Ddmpfung besonders bei schwach
geddmpften Systemen bewdhrt. Der Fehler ist gegenilber sonstigen durch die
Modellierung entstandenen Fehlern in der Regel sehr klein. Der Vorteil bei
der Systemidentifikation ist, daB die Systemparameter Masse und Steifigkeit
aus den gemessenen Schwingungen leichter bestimmt werden kénnen, wenn
angenommen wird, daB die Dampfung keinen EinfluB auf die Eigenformen hat.
Die Schwingungsfrequenz des ungeddmpften Systems 13dBt sich aus der des
gedampften Systems leicht berechnen, wie sich durch Vergleich mit den
Beziehungen (2.5) und (2.23) fiir den Einmassenschwinger zeigen 1&Bt:
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ungedédmpft: 2, = Vgé ; (2.57)
. d .1/ ¢/ 2!
geddmpft: A=A+ifl = T 5 + ,i;- _.{%) ; (2.58)

Q=VeZA2 (2.59)
2, =Y .[7* A2 (2.60)

Bei der Anwendung wird meistens nicht allgemeine modale Ddmpfung, sondern
eine massen- und steifigkeitsproportionale Ddampfungsmatrix angenommen:

D=oaM~+BK . (2.61)
Fir die einzelnen (generalisierten) Dampfungen gilt:
dy = my, («+R0E), (2.62)
A = -Lla+p0? 2.63
k=" la+pLli. (2.63)

Diese Annahme proportionaler Ddmpfung, auch Bequemlichkeitshypothese
genannt, fihrt die Bestimmung einer kompletten Matrix auf die Bestimmung
zweier Parameter (o , 3 ) zuriick. Das ist sinnvoll, weil die Bestimmung von
Dampfungen sehr schwierig und damit unsicher ist.

2.2.6. Systeme mit Strukturddmpfung

Als Strukturddmpfung werden Ddmpfungskréfte angenommen, bei denen die
dissipierte Energie (harmonische Schwingung vorausgesetzt) nicht von der
Frequenz abhédngt. Mit einer harmonischen Erregungsfunktion wird daher fir
das System folgende Differentialgleichung angesetzt:

PN A iwt
K+ Dx +Kx = fe'*" . (2.64)
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Diese fihrt mit dem harmonischen Ansatz

xit) = £ e/t (2.65)
auf die Gleichung

(~w?M+iDs +K)X =£ | (2.66)

Daraus wird analog zum System mit viskoser Dampfung folgendes Eigenwert-
problem abgeleitet:

(AcM+iD+KiXs, =0 (2.67)

)
das auf komplexe Eigenwerte und -vektoren filhrt. Im Gegensatz zu den bisher
betrachteten Fdllen bedeutet die Losung des Eigenwertproblems hier nicht die
Berechnung der Parameter einer freien Schwingung des Systems. Da schon beim
Aufstellen der Differentialgleichung harmonische Erregung vorausgesetzt
worden ist, sind die berechneten Eigenwerte und -vektoren nur ein
mathematisches Hilfsmittel zur Beschreibung harmonischer Schwingungen. Auch
hier gibt es wieder den Sonderfall modaler Ddmpfung und die einfache
Berechnung der Dampfungsmatrix mit Hilfe der Bequemlichkeitshypothese.

2.2.7. Komplexe Systeme

Nur kurz erwdhnt werden soll hier der Fall komplexer Systemmatrizen. Sie
treten bei Rotoren oder Balken auf, wenn Auslenkungen in einer Raumrichtung
als Realteil und Auslenkungen senkrecht dazu als Imagindrteil einer
komplexen VerschiebungsgroBe angesehen werden. Das daraus resultierende
komplexe Eigenwertproblem hat auch allgemein komplexe Losungen. Bisher
traten konjugiert komplexe Losungspaare auf, weil nur reelle Verschiebungen
mdglich waren. Bei der Schwingungsauswertung soll im folgenden nicht von
komplexen Systemen ausgegangen werden; die Abweichungen, die sich hieraus
ergeben, werden jedoch erwdhnt.
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2.3. Experimentelle Modalanalyse

Die Umkehrung dieses Vorgehens, bei dem die EigenschwingungsgroBen (modale
Parameter) aus den gemessenen oder errechneten physikalischen System-
parametern berechnet werden, ist die experimentelle Modalanalyse. Dabei
werden zundchst die modalen Parameter mit Hilfe von Schwingungsversuchen
ermittelt und daraus die Systemparameter des physikalischen Modells
bestimmt. Dieser (Um-) Weg, die Systemparameter mit Hilfe von Frequenz-
bereichsverfahren {iber die modalen GroBen und nicht mit Hilfe von
Zeitbereichsverfahren direkt aus der gemessenen Schwingung zu berechnen, ist
in der Mechanik gebrduchlicher. Fiir die Schwingungen kénnen unterschiedliche
Anregungen gewdhlt werden; daraus ergeben sich unterschiedliche
Moglichkeiten der Versuchsdurchfiihrung mit verschiedenen rechnerischen
Auswertungen.

Eines der wichtigsten Hilfsmittel bei der experimentellen Modalanalyse
ist die FFT (Fast-Fourier-Transformation), mit deren Hilfe die digitali-
sierten MeBdaten schnell in den Frequenzbereich transformiert werden. Sie
wurde 1965 von Cooley und Tukey als schneller Algorithmus zur Berechnung der
Diskreten-Fourier-Transformation (DFT) entwickelt. Damit weist sie auch die
prinzipbedingten Eigenschaften der DFT auf, die als systematische Fehler der
FFT bezeichnet werden. Auf deren Herkunft und Auswirkungen wird sp&ter noch
eingegangen.

Zundchst sollen deshalb Schwingungen bei unterschiedlichen Erregungen mit
Hilfe der modalen Analyse beschrieben werden. Es soll gezeigt werden, welche
Bedingungen fiir Schwingungsversuche daraus resultieren und wie das
Systemverhalten aus den MeBwerten hergeleitet werden kann. Als Beispiel wird
das viskos geddmpfte System mit mehreren Freiheitsgraden aufgefiihrt. Dieses
ist der hdufigste in der Praxis angenommene Fall. Das ungeddmpfte System und
- der Einmassenschwinger sind als Sonderfdlle (D =0 und n = 1) darin schon
enthalten. Auf Unterschiede in der Behandlung des strukturgeddampften Systems
wird jeweils hingewiesen.
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2.4. Schwingungen bei unterschiedlichen Erregungen
2.4.1. Beschreibung freier Schwingungen

Die freie Schwingung des Systems wird durch die homogene Differential-
gleichung beschrieben. Der exponentielle Ldsungsansatz fiihrt, wie gezeigt,
auf Eigenldsungen, bestehend aus Eigenwerten und Eigenvektoren, mit deren
Hilfe sich die Bewegungsgleichung auf entkoppelte Differentialgleichungen
transformieren 1dBt. Allgemeine freie Schwingungen sind Uberlagerungen der
unterschiedlichen Eigenschwingungen. Die Stdrke der einzelnen Anteile wird
in relativen GroBen, den sogenannten modalen Koordinaten, angegeben.

Fir ein System mit L Freiheitsgraden gilt:

2L
2t
X() =0 Go Ko €7, (2.68)
k=1

und bei schwacher D&mpfung:

2L
(D +i02,)T
x(t) =Z Qo Xor € o / (2.69)
k=7
& (Ak*l‘ﬁ.k}f - (A;g-[.Q;Ji“‘
.).(.(t)=Z (qok Xox € tQor Xpi € } . (2.70)
k=1

Die modalen Koordinaten werden aus den Anfangswerten durch Ldsen eines
Gleichungssystems berechnet:

2L
X(t=0) =; Toic Xou (2.71)

/

oder mit der L=2L Matrix der Eigenvektoren X
x(t=00=Xgq, (2.72)

Dieses System aus L Gleichungen mit 2L Unbekannten wird durch Hinzunahme der
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Anfangsgeschwindigkeiten (Ubergang in den Zustandsraum) um weitere L Glei-
chungen ergdnzt und damit eindeutig l6sbar.

z(t-0) = Z g, (2.73)

7

IN

-1

@ Lz

™~
~p

=0) . | (2.74)

Fiir das System mit Strukturddmpfung konnen die freien Schwingungen nicht
berechnet werden, weil die Differentialgleichung unter der Annahme harmoni-
“scher Erregung aufgestellt worden ist.

2.4.2. Versuche mit freien Schwingungen

Die Auswertung freier Schwingungen spielt in der Systemidentifikation eine
groBe Rolle, weil freie Schwingungen sehr leicht auf unterschiedliche Art
erzeugt werden kénnen, z. B. durch zeitlich begrenzte Erregungen oder durch
Wegnahme statischer Lasten. Versuchstechnisch ist es von Vorteil, daB keine
Krafteinleitungs- und KraftmeBprobleme auftreten. Rechnerisch ist es von
Vorteil, daB es sich um deterministische Zeitfunktionen handelt, deren
Verlauf nur von wenigen Parametern abhdngt. Da es sich nicht um die Messung
von Ein-/Ausgangsbeziehungen des Systems handelt, konnen einige fiir dessen
vollstdndige Beschreibung notwendige GroBen nicht bestimmt werden. Dieses
sind die generalisierten Systemparameter (Massen, Dampfungen oder
Steifigkeiten), welche untereinander durch die Eigenwerte verkniipft sind,
von denen aber jeweils ein Parameter immer bekannt sein muB. Der Nachteil
ist daher, daB deren Bestimmung nur Uber ergdnzende Verfahren erfolgen kann.

Die Schwingungsfrequenz und die Dampfungskonstante jeder Eigenschwingung
werden direkt aus der DFT der gemessenen Zeitfunktion ermittelt. Die
Frequenzen dirfen dazu nicht zu dicht liegen, weil eine Trennung sonst
‘unmdglich wird. Der Eigenvektor ergibt sich aus dem Vergleich der
(komplexen) Anfangswerte einer Eigenschwingung an den unterschiedlichen
MeBstellen. Sind die MeRpunkte mit den Diskretisierungspunkten des Modells
identisch, so sind die Anfangswerte gleich den Komponenten des Eigenvektors
(ohne Normierung). Stimmen sie nicht iiberein, so kénnen sie ineinander
[Uberfiihrt werden. Das geschieht in der Regel durch Multiplikation mit der
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sogenannten MeBmatrix. Sind nicht an allen Punkten die gleichen GréBen
(Wege, Geschwindigkeiten, Beschleunigungen) gemessen worden, so werden sie
mit Hilfe der Eigenwerte angepaBt:

. .o - ~o 2
Xet=Ak X, Xpi= Ap Ay =2 X (2.75)

Zur Bestimmung der generalisierten Systemparameter kdnnen unterschiedliche
Verfahren benutzt werden. [12] Bei der Zusatzmassenmethode werden kleine
Zusatzmassen am System angebracht und dadurch die Eigenfrequenzen
verschoben. Die Massen sollten an den Diskretisierungsstellen befestigt
werden und so bemessen sein, daB sie die Eigenformen praktisch nicht dndern.
Die generalisierten Massen sind aus den Frequenzdnderungen direkt zu
berechnen. Zur sinnvollen Anwendung dieses Verfahrens ist eine sehr genaue
Bestimmung der Eigenfrequenzen erforderlich.

Ein dazu analoges Verfahren ist die Methode der Zusatzsteifigkeiten, bei
der kleine Zusatzfedern iber das System verteilt angebracht werden. Damit
erfolgt die Berechnung der generalisierten Steifigkeiten, welche sich in die
generalisierten Massen umrechnen lassen:

my = (2.76)

i

Als Nachteile gegeniiber dem Zusatzmassenverfahren ergeben sich: Die zu
beriicksichtigende Eigenmasse der Federn, das Problem der Befestigung am
System und die Notwendigkeit eines festen Gegenlagers fiir die Federn.

Eine gute Mdglichkeit zur Bestimmung der Steifigkeiten ist die statische
Belastung des Systems und Messung der Verschiebungen, die miteinander (iiber
die Steifigkeitsmatrix verkniipft sind:

Kxse =fee . (2.77)

Besteht die Moglichkeit, das System an allen Diskretisierungsstellen zu
messen und zu belasten, so 1Bt sich aus n (= Anzahl der Freiheitsgrade)
Messungen durch Losen eines Gleichungssystems die Steifigkeitsmatrix
‘bestimmen. Ist diese Méglichkeit nicht gegeben, so werden die Belastungen
und Verschiebungen entsprechend dem gewdhlten physikalischen Modell
umgerechnet. ‘



- 19 -

Eine direkte Bestimmung der Systemsteifigkeit 1ist gegeniiber einer
indirekten aus generalisierten Systemparametern deshalb vorteilhaft, weil
eine unabhdngige Entkopplung von Massen-, Steifigkeits- und DampfungseinfluB
nur bei modal gedampften Systemen mdglich ist. Zur Berechnung der iibrigen
Systemmatrizen dienen dann (beim schwach geddampften System) die folgenden
Beziehungen:

XSKX, “AXs ME A = s by, (2.78)
X KXs - AXMX A5 =0, (2.79)
Xe DXo + AX X + XM X As = A, (2.80)
XsDXs *AXsMXs + Xe MXs As =0 . (2.81)

2.4.3. Beschreibung harmonisch erregter Schwingungen

Das System antwortet auf eine harmonische Erregung mit harmonischen
Schwingungen. Die Differentialgleichung und der Ldsungsansatz lauten:

m-'X-' +Qi +K! =£1 eIW1t+:E él(lbf'f (2.82)

x(t)= x, e"“”t + X e'“‘”f ) (2.83)

21

Die Beschreibung im Zustandsraum lautet:

. (s -
Az +Bz = f;,e' " +f,, &' (2.84)

A
~

_g(f)=g1 e . +Zy e. . (2.85)

Durch eine Ahnlichkeitstransformation mit Hilfe der Modalmatrix werden die
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Gleichungen entkoppelt:
Z'AZ g+ Z BZq=2"%,""+8, &} (2.86)

7oL
YN £ 4

iwgt =~ —rayt

mit qlf)= g.e +g,e . (2.87)

Das fiihrt im Fall normierter Eigenvektoren auf die Beziehung:

(fwsl =A,) g4 = ., (2.88)

mit den Komponenten:
z

SR < I S 2.89

q4k l.w»f_Ak ( )

Zur Beschreibung der Zeitlosung wird die sogenannte Frequenzgangmatrix
definiert:

2y = Zliw -2 " ZTE, £ Hyliw) e, (2.90)

Und analog dazu:
_)_(1 = f_/x(l'w,,)'_f,, . (2-91)

Sie kann auch direkt aus der Schwingungsdifferentialgleichung abgeleitet
werden:

£, (2.92)

Xy = Fa*M+iwD+K) £, (2.93)

Die harmonische Schwingung als Antwort auf eine harmonische Erregung stellt
sich jedoch erst ein, wenn sonstige Schwingungsanteile (Uberlagerte freie
Schwingungen) abgeklungen sind. Besonders bei sehr schwach gedémpfien
Systemen ist deshalb eine ldngere Einschwingzeit vor den Messungen
erforderlich.
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Das System mit Strukturd@mpfung verhdlt sich in diesem Fall entsprechend,
und die Frequenzgangmatrix wird mit den gleichen Methoden wie oben
geschildert berechnet.

2.4.4. Versuche mit harmonisch erregten Schwingungen

Untersuchungen von Systemen mit Hilfe harmonischer Erregung gehéren zu den
klassischen Verfahren in der Systemidentifikation. Beim Phasenresonanz-
verfahren wird versucht, eine Mehrpunkterregung so zu optimieren, daB nur
eine  Eigenschwingung mit ihrer Eigenfrequenz erregt wird. Beim
Phasentrennungsverfahren werden Schwingungen nicht mit Eigenfrequenzen (und
Formen) erregt, sondern bei beliebigen Zwischenwerten. Die iiberlagerten
Anteile der unterschiedlichen Eigenschwingungsformen werden anschlieBend
rechnerisch getrennt. Die MeRtechnik kann bei diesem Verfahren einfacher
ausfallen als bei den iibrigen Versuchsarten, die Verwendung analoger
MeBgerdte reicht aus. Wegen des groBeren Zeitaufwandes sind mit dem
Aufkommen der digitalen Versuchsauswertung diese Verfahren allerdings'
zunehmend verdrdngt worden. Die Messung harmonischer Schwingungen tritt
heute hauptsdchlich bei Rotoren auf, bei denen harmonische Erregung durch
Unwuchten automatisch vorhanden ist. Eine Moglichkeit zur Verkiirzung der
Versuchszeiten bietet die Anregung mit sich langsam dndernder Frequenz
(Gleitfrequenzerregung), bei der praktisch stdndig ein eingeschwungener
Zustand vorliegt und die Frequenz (iiber kurze Betrachtungszeitrdume als
ndherungsweise konstant angesehen werden kann. Weil bei diesen Versuchen das
Ein-/Ausgangsverhalten des Systems gemessen wird, ist auch die Bestimmung
aller zur vollstdndigen Beschreibung notwendigen Parameter moglich.

2.4.5. Beschreibung periodisch erregter Schwingungen

Die Antwort eines linearen Systems auf eine allgemeine periodische Erregung
wird mit Hilfe der Fourier-Analyse berechnet. Die Erregung wird in eine
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Fourier-Reihe entwickelt:

+ oo

+00 A i 2T
f,)=) £ e =) fetTh (2.94)
k=—oo k=00

mit der Periodendauer T.

Da die Antworten auf harmonische Erregungen harmonische Schwingungen sind,
stellt sich die Antwort auf eine periodische Erregungsfunktion wieder als
periodische Funktion in Form einer Fourier-Reihe dar.

X = Helik &) - £, (2.95)
x =) HddikE) £, (2.96)
K«-00

Wie bei der harmonischen Funktion gelten auch diese Zusammenhdnge ebenfalls
fiir das System mit Strukturdampfung.

2.4.6. Versuche mit periodisch erregten Schwingungen

Periodische Erregungen haben in der Versuchstechnik hauptsdchlich dadurch
Bedeutung, daB sie im Betrieb von Maschinen hdufig auftreten. Zum Teil sind
sie stetig oder sogar sinusdhnlich, zum Teil treten sie als periodische
Folge von StoBen auf. Die Frequenzzusammensetzung unterscheidet sich dabei
erheblich. In einem Fall kann nur die Grundfrequenz ausgewertet werden, im
anderen Fall konnen iber einen weiten Bereich gestreute Frequenzen
verwertbare Ergebnisse liefern. Deshalb kann eine Messung mit allgemeiner
periodischer Erregung mehrere Messungen mit harmonischer Erregung ersetzen.
Die. Erregung und die Schwingungsantwort miissen jedoch bei der Auswertung in
ihre Frequenzbestandteile zerlegt werden. In der Regel geschieht dies
digital mit Hilfe der FFT. | - |
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2.4.7. Beschreibung transient erregter Schwingungen
Unter transienter Erregung soll eine deterministische, aber nicht

- periodische Erregungsfunktion verstanden werden. Ist die Funktion absolut
integrierbar,

J1£8)] gt < co, (2.97)

so kann sie mit Hilfe der Fourier-Transformation als Frequenzfunktion
dargestellt werden:

~ . _lwt
#=5 | feliw) o™ o (2.98)
mit  frliw) = Jp_f./t,' e i (2.99)

Die Loésung im Frequenzbereich wird mit der Frequenzgangmatrix berechnet und
dann in den Zeitbereich zuriicktransformiert:

Xeliw)= Hyliwife (Tw] | (2.100)
17 wt
L(H')=Z; J‘)_f fiw) '
-0
y Foo -
=2‘7;_£ Hxliw) feliw) &' dluw . (2.101)

Ist die Erregungsfunktion, wie z. B. die hdufig verwendete Sprungfunktion, .
nicht Fourier-transformierbar, so kann das Problem mit Hilfe der
Laplace-Transformation geldst werden. Die Bedingungen dafiir sind, daB die
Funktion vor einem festen Zeitpunkt identisch Null sein muB, und sich das
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System in Ruhe befindet. Die Laplace-Transformation ist definiert durch:

? £
7 —-S
fisi=Jfltle

Jt, (2.102)

I
mit ~der komplexen Variablen S =oa+iw . Sie ist identisch mit der
Fourier-Transformation der mit e *' multiplizierten und damit absolut
integrierbar gemachten Zeitfunktion:

o+ oo

- . t
fo=5= [ f(eas . (2.103)

" x=feo

Durch die gleichen Umformungen wie bei der harmonischen Ansatzfunktion, bei
der nur die Variable s statt iw steht, wird die Schwingungsantwort im
sogenannten Bildbereich berechnet:

X (s)=HIis)f [s) . (2.104)

Die Matrix H(s) wird in diesem Fall Ubertragungsmatrix genannt und sie
entspricht fiir Re(s) =« =0=s = iw der Frequenzgangmatrix. Die L&sung
der  Schwingungsgleichung fiir transiente Erregung mit Hilfe der
Frequenzgangmatrix kann auf Systeme mit Strukturddmpfung nicht angewendet
werden. Die Frequenzgangmatrix war wie die Differentialgleichung nur fir den
eingeschwungenen Zustand bei harmonischer Erregung aufgestellt worden. Eine
Anwendung auf andere Fdlle kann auf ein nicht-kausales Verhalten des Systems
fihren, d. h. der Beginn der Schwingungsantwort liegt zeitlich vor dem
Beginn der Erregung.

Eine andere Mdglichkeit, die Differentialgleichung fiir transiente
Erregung zu l6sen, stellt die Faltung, auch Duhamel-Integral genannt, dar:

X(t) = f Glt-T)flt) dt

]

=[G Fre-T) ot | (2.105)
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X(t)< G(t) * £(4) (2.106)

EA] o J
wobei G(t) die Matrix der Gewichtsfunktionen ist; das sind die Antworten des
Systems auf Einheitsimpulse &(t) an den verschiedenen Diskretisierungs-
punkten. Fiir die Anwendung der Fourier-Transformation auf eine solche
Faltung gilt der Zusammenhang:

x(t)=Gl) % £(1) ©  xo(w= G (w) el (2.107)

und dessen Umkehrung:

E(t) =Gt f(t) = B lw= Gplw)xfe(w) . (2.108)

Die Frequenzgangmatrix ist also die Fourier-Transformierte der
Gewichtsfunktion:

Hliw) = G lw) . (2.109)

Dieselben Zusammenhdnge gelten auch filir die Laplace-Transformation.
2.4.8. Versuche mit transient erregten Schwingungen

Weil transiente Funktionen ein kontinuierliches Frequenzspektrum besitzen,
und weil das Erzeugen und Aufbringen transienter Erregungen meistens sehr
einfach ist, haben solche Erregungsfunktionen in der Schwingungsversuchs-
technik im Laufe der letzten Jahre immer mehr an Bedeutung gewonnen.
Unterschieden werden hierbei drei Arten von Funktionen. Zum einen handelt es
sich dabei um Vorgdnge mit genau definiertem Verlauf, wie z. B. Impuls,
Rampenfunktion, RechteckstoB oder &hnliche. Fiir solche Funktionen existieren
von den Systemparametern abhédngige exakte LOsungen, mit denen die gemessenen
Funktionen verglichen werden. Das fiihrt auf eine Bestimmung der Schwingungs-
parameter durch Optimieren. Angewendet werden hiervon hauptsdchlich die
Rampenfunktion, die durch Wegnahme einer statischen Last realisiert wird,
und der Impuls, der sich durch einen sehr kurzen, harten StoB anndhern 1dRt.
Im Prinzip fiihren diese beiden Testfunktionen wieder auf freie Schwingungen



- 26 -

des Systems mit unterschiedlichen Anfangswerten.

Zum anderen handelt es sich um zeitlich begrenzte Funktionen, deren
Verlauf jedoch beliebig ist. Die Fourier- (oder Laplace-) Transformierten
dieser Erregungen und ihrer Systemantworten sind kontinuierliche Funktionen,
die Uber die Frequenzgang- (bzw. Ubertragungs-)matrix verknipft sind. Die
Bestimmung des (Ubertragungsverhaltens geschieht in der Regel unter
Verwendung der FFT zur Transformation der Eingangs- und Ausgangsfunktion in
den  Frequenzbereich und anschlieBende Division der beiden diskreten
Spektren. Zu beachten ist dabei, daB die Diskrete-Fourier-Transformation nur
unter bestimmten Bedingungen wirklich Naherungswerte fiir das Frequenz-
spektrum einer Funktion liefert. Zu diesen Bedingungen gehért, daB die
Funktionswerte auBerhalb des Zeitintervalls, in dem transformiert wird,
gegeniiber den Werten innerhalb des Intervalls vernachldssigbar klein sein
missen, und ferner, daBR die im wesentlichen darin enthaltenen Frequenzen
durch die gewdhlte Abtastrate erfaBt werden, worauf im ndchsten Kapitel noch
ndher eingegangen wird. Fiir die praktische Anwendung hat das zur Folge, daB
nur kurzzeitige Erregungsfunktionen in Frage kommen, denn die in der Regel
schwach geddmpften Systeme besitzen eine ldngere Ausschwingzeit. Deshalb ist
die einfache Methode der Schwingungsanregung durch Hammerschldge weit
verbreitet. Durch die Wahl der richtigen Hirte des Hammers wird dabei
erreicht, daB die angeregten Frequenzen im wesentlichen innerhalb des
Darstellungsbereichs bleiben. Die dariiber liegenden Frequenzanteile werden
aus den beiden gemessenen Funktionen analog herausgefiltert. Ungiinstig ist
die starke Anregung hoher Frequenzen durch Hammerschldge besonders bei der
Verwendung von Beschleunigungsaufnehmern, da sie in diesem Bereich besonders
empfindlich sind. Sie registrieren daher auch sich im Moment der Anregung
sehr schnell ausbreitende Oberfldchenwellen, die keine Schwingungsantworten
im Sinne der Strukturmechanik sind.

Die dritte Form transienter Erregungsfunktionen stellen stationdre
Rauschprozesse dar. Zur Beschreibung dieser sogenannten stochastischen
Signale dienen nicht explizite Parameter, sondern statistische KenngroRen.
Die Auswerte- und Identifikationsverfahren sind daher andere als in den
bisher behandelten Fdllen. Mit diesen Verfahren konnen auch zeitlich
begrenzte Erregungsfunktionen behandelt werden, die ansonsten nur
statistische GesetzmdBigkeiten erkennen lassen. Die stochastischen
Erregungen sind in der Regel keine kiinstlich erzeugten und aufgebrachten
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Testfunktionen, sondern natiirliche Prozesse und Gegebenheiten wie Erdbeben,
Wellen, Wind und bei Fahrzeugen Unebenheiten des Untergrundes. Auf die
Auswertung solcher Versuche mit Hilfe statistischer Verfahren soll in dieser

Arbeit jedoch nicht eingegangen werden.
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3. Signalanalyse mit Hilfe der DFT
3.1. Vorbemerkungen

Im vorangegangenen Kapitel wurden die Grundlagen der Modalanalyse und der
experimentellen Modalanalyse als Methode zur Systemidentifikation beschrie-
ben. Grob gesehen besteht die experimentelle Modalanalyse aus drei Schrit-
ten: |

1) Versuchsdurchfiihrung und Messung

2) Auswertung der gemessenen Signale (Signalanalyse), Bestimmung von Kenn-
groBen der Messungen

3) Zusammenfassung der MeBergebnisse, Bestimmung der Modal- oder Modell-
parameter, mit denen das Systemverhalten fiir beliebige Erregungen voraus-
berechnet werden kann.

Diese drei Punkte beeinflussen sich sehr stark gegenseitig und hdngen in
ihrer Ausfiihrung auch zum groBen Teil von den jeweiligen Moglichkeiten und
Gegebenheiten ab. Solche entscheidenden Dinge sind z. B. die vorhandene
MeBapparatur und Rechenkapazitdt, die MeBbedingungen (im Labor oder im
Betrieb), die Zugdnglichkeit des Systems fiir Messungen und Anregungen
(Beobachtbarkeit und Steuerbarkeit), sowie auch die geforderte Genauigkeit.
Der erste und der letzte Punkt sollen nicht Gegenstand weiterer
Betrachtungen sein. Vielmehr soll ein Verfahren zur Analyse von abklingenden
harmonischen Schwingungen mit Hilfe der FFT, die sich inzwischen zum
wichtigsten Hilfsmittel der digitalen Schwingungsanalyse entwickelt hat,
vorgestellt werden. Dieses Kapitel enthdlt deshalb zundchst eine
anschauliche Darstellung der speziellen Eigenschaften der Diskreten-Fourier-
Transformation, die zur Folge haben, daB sich deren Ergebnisse oft erheblich
von denen der analytischen Fourier-Transformation derselben Funktion
unterscheiden. AnschlieBend werden die mathematischen Zusammenhdnge beim
Ubergang von der Fourier-Transformation (FT) =zur Fourier-Reihe (FR) und
schlieBlich zur Diskreten-Fourier-Transformation (DFT), fiir die die FFT ein
schnelles Berechnungsverfahren ist, gezeigt. Damit werden die Unterschiede
zwischen den Transformationen erkldrt und die Grundlagen fiir das im nédchsten
Kapitel hergeleitete Auswerteverfahren gelegt. Zum SchluR dieses Kapitels
werden noch zwei Mdglichkeiten vorgestellt, die Fehler, die sich aus den
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Unterschieden zwischen FT und DFT ergeben, zu verringern.

. 3.2. Systematische Fehler der DFT

Die Ursache fiir die sogenannten systematischen Fehler der DFT liegt in der
Notwendigkeit, die Funktion fiir die numerische Behandlung durch eine
begrenzte Anzahl einzelner Zahlenwerte darzustellen. Diese Darstellung wird
durch das Abtasten der Funktion erreicht, indem in dquidistanten Zeit-
schritten der Momentanwert der Funktion A/D-gewandelt und abgespeichert
wird. Zum einen fehlt nun bei der Weiterverarbeitung jede Information iiber
den Funktionsverlauf zwischen den Diskretisierungspunkten, zum anderen muB
die Diskretisierung aus Speicherplatzgriinden nach einer meist sehr kurzen
MeRzeit abgebrochen werden, so daB ilber den weiteren Funktionsverlauf nichts
bekannt ist. Steht ein sehr groBer Speicherraum zur Verfiigung, so kann mit
Hilfe der DFT eine gute Anndherung an die FT erreicht werden. Ist im
" Extremfall die betrachtete Funktion auBerhalb des MeBzeitintervalls
(0 €t <T) identisch Null, und ist deren FT auf den bei der DFT durch die
Abtastung begrenzten Frequenzbereich (—%’-ﬂsws ~N—r'l) beschrédnkt, so sind
die Werte der DFT gleich den Funktionswerten der FT fiir die entsprechenden
Frequenzen. Die Wirkungen der Diskretisierung und Zeitbegrenzung auf die
Transformationsbeziehung sind in Bild (3.1) veranschaulicht. Die implizit
und explizit berechneten Transformierten sind fiir alle Frequenzen
(-00 <t < 00 ) definiert, so daB es, wenn die Transformierte anders als
bisher angenommen zu hohe Frequenzanteile besitzt, zu Uberlagerungen kommt .
Die Folge davon ist, daB im explizit dargestellten Frequenzbereich Anteile
der sonst nur implizit vorhandenen Funktionen auftauchen und die Ergebnisse
fiir die dort 1liegenden Frequenzen verfdlschen. Dieser Effekt wird als
. Spiegelungsfehler bezeichnet, weil der Kurvenverlauf anschaulich gesehen an
der Grenzlinie gespiegelt wird. Das liegt an den Symmetrieeigenschaften def
FT (und DFT) bei rein reellen Zeitfunktionen: In rdumlicher Darstellung ist
die FT symmetrisch zur reellen Achse im Ursprung, der Realteil der Funktion
ist also achsensymmetrisch, der Imagindrteil ist punktsymmetrisch zum
Ursprung.
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f(t)

P — y A~ /- ~ ——

C =T b 0 a T b 21 b

a) leitlich begrenzte Funktion
b) Fir die DFT gedachte periodische Fortsetzungen der Funktion

Fw)

~N

v
N

d

¢) Fourier-Transformierte, die durch die DFT-Werte explizit dargestellt wird

d) Implizit von der DFT erzeugte periodische Wiederholungen der FT

e) Eigentlich (im mathematischen Sinn) benutzter Frequenzbereich bei der DFT
(Summe von n =0 bis N-1)

Bild 3.1 Begrenzte Zeitfunktion mit begrenztem Spektrum

Soll der Spiegelungsfehler verhindert werden, so muB die gemessene Funktion
vor der Abtastung analog tiefpaBgefiltert werden. Durch die Begrenzung der
Frequenz ist gewdhrleistet, daB der Funktionsverlauf durch die Einzelwerte
hinreichend genau beschrieben wird. In der Praxis jedoch ist es nur selten
méglich, eine Signalfunktion von ihrem Beginn bis zum vollstdndigen
Abklingen zu erfassen. Die Erregungsfunktion kann zwar kurz gewdhlt werden,
jedoch schwingen schwach gedampfte Systeme meistens sehr lange nach. Das’
bedeutet, daB die Zeitfunktion bei der Messung abrupt abgeschnitten wird.
Die Folge davon ist, wie Bild (3.1) zeigt, eine Anderung der Form der
Transformierten, und damit auch ein Wegfallen der Beschrdnkung im Frequenz-
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bereich. Die Begrenzung der Zeitfunktion kaﬁn als Multiplikation 'der
unbegrenzten Zeitfunktion mit einer rechteckigen "Fensterfunktion" aufgefaBt
werden. Das bedeutet, daB sich die Transformierte der begrenzten Zeit-
funktion durch Faltung der Transformierten der urspriinglichen Funktion und
der des Fensters ergibt. Die FT des Rechteckfensters lautet:

T .
R=f 71 e_‘wfdf = ;;‘, a"e-‘wr-’l) . (3.1)
0

Das ist im Realteil eine Spaltsinusfunktion, im Imagindrteil eine ent-
sprechende Funktion des Cosinus.

f(t)
[

WU Uy w

l_‘
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o
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~a) Zeitlich begrenzte Funktion
b) Fir die DFT gedachte periodische Fortsetzungen der Funktion

Flw)
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-2 g zu%? : '

T
[APES— SR A — ~~ e’ e 2w s
d c d

¢) Fourier-Transformierte, die durch die DFT-Werte explizit dargestellt wird

d) Implizit von der DFT erzeugte periodische Wiederholungen der FT

.e) Eigentlich (im mathematischen Sinn) benutzter Frequenzbereich bei der DFT
(Summe von n =0 bis N-1)

hild 3.2 Abgeschnittene Zeitfunktion mit verbreitertem Spektrum
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Diese Funktion besitzt ein ausgeprdgtes Maximum, klihgt jedoch nach beiden
Seiten hin nur langsam ab. Das bedeutet, daB sich ausgeprdgte Spitzen im
Frequenzbereich verbreitern und Nachbarwerte iiberdecken. Dabei treten sogar
Verschiebungen zwischen Realteil- und Imagindrteilwerten auf. Eine weitere
Folge davon ist die Ausweitung der FT iiber den begrenzten Darstellungs-
bereich der DFT hinaus, was durch die oben beschriebene Spiegelung zu einer
zusédtzlichen Anderung der Werte der Transformierten fiihrt.

Ein Folgefehler dieser Verdnderungen ist der sogenannte Faltungsfehler.
Er tritt auf, wenn eine Faltung durch Multiplikation der beiden DFT's und
diskrete Riicktransformation realisiert werden soll, oder eine Entfaltung
analog dazu durch eine entsprechende Division. Ein Anwendungsfall dieser
Methode. ist die schon erwdhnte Bestimmung der Frequenzgangfunktion durch
Division der DFT einer Schwingungsantwort durch die DFT der Erregungs-
funktion, oder die Berechnung der Gewichtsfunktion durch anschlieBende
Ricktransformation. Weil Erregung und Antwort durch die zeitliche Begrenzung
unterschiedlich verédndert werden, haben diese Effekte ein starkes Verfdl-
schen der Ergebnisse zur Folge.

f(t)

Rechteckfenster
— — — —~ Dreieckfenster
Hanningfenster

—-—--Exponentialfenster

-t
Bild 3.3 H3ufig verwendete Fensterfunktionen

Zur Verringerung der spektralen Verbreiterung sind in der Vergangenheit
unterschiedliche Fensterfunktionen entwickelt worden, mit denen die
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Zeitfunktion vor der Transformation multipliziert werden kann. Durch diese
Operation wird aus dem Abschneiden ein weiches Ein- und Ausblenden des
MeBsignals. Diese Fenster, von denen drei typische Formen in Bild (3.3)
skizziert sind, haben npatiirlich auch verfdalschende Eigenschaften. Eine
Sonderstellung nimmt dabei das Exponentialfenster ein, das die Funktion nur
zum Ende der MeBzeit hin abschwdcht. Dessen Anwendung fihrt mit der DFT auf
eine "Diskrete-Laplace-Transformation". Je schneller die Funktion dadurch
abklingt, umso stdrker ndhert sich die diskrete Transformation an die Werte
der analytischen Laplace-Transformation an. Bei der Untersuchung freier
Schwingungen mit Hilfe des Exponentialfensters kann dessen Abkling—
koeffizient auch als zusdtzliche Dampfung aufgefaBt werden, die von den
Ergebnissen wieder abgezogen werden muB. Die Auswertung erfolgt dabei immer
iiber Vergleiche zwischen den mit der DFT transformierten MeBwerten und den
analytisch Fourier-transformierten Ansatzfunktionen. Benutzt werden dazu in
der Regel Optimierungsverfahren. '

3.3. FT - FR - DFT

Eine bessere Auswertung ist moglich, wenn die DFT als eigenstdndige
Transformation angesehen wird, deren spezielle Eigenschaften schon bei der
Herleitung des Auswerteverfahrens beriicksichtigt werden. So zeigt es sich
zum Beispiel, daB die DFT mehr Eigenschaften mit der Fourier-Reihe als mit
~ der Fourier-Transformation gemeinsam hat. Eine Analyse der Zusammenhdnge
zwischen FT, FR und DFT soll deshalb die Grundlage fiir eine analytische
Berechnung der DFT mit Hilfe von Transformationsintegralen liefern und die
schon betrachteten Phdnomene der DFT verstdndlich machen.

Um (mathematisch) einen Ubergang von Transformationsintegralen zu
Transformationssummen vollziehen zu kénnen, wird der Dirac-Impuls einge-
fuhrt, der durch folgende Eigenschaften gekennzeichnet ist [1] :

(3.2)

’

st at 21
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+o0

§ attisr-tadt - gtiy)

-on

(3.3)

/

g(t) ist eine stetige Funktion. Der Dirac-Impuls gehért nicht zur Klasse der
gewohnlichen Funktionen, sondern zu den Distributionen. Sein Funktionswert
wird angegeben als:

§(t=0)=0c0 , lt%)i=0. (3.4)

’

Damit ist eine Integration der §-Funktion im klassischen Sinn auch nicht
moglich. Die Regeln fiir die Behandlung solcher verallgemeinerter Funktionen
sind in der Distributionstheorie (verallgemeinerte Funktionstheorie)
mathematisch festgelegt. Fiir die Betrachtungen hier reicht jedoch eine
einfachere Vorstellung aus, die den Impuls als Grenzwert einer Folge
gewdhnlicher Funktionen auffaBt. Ein gebrduchliches Beispiel dafiir ist die
GauBsche Glockenfunktion, deren Integral auf eins normiert ist:

. 1 - }2‘? R
giti= lim [\/% g™ - (3.5)
n=co ) :

Die Integration 1dBt sich dann durch eine Vertauschung des Integrals und des
Limes erkldren:

o

+ oo +I‘ —— v

. Y ] H R N fl '? —r’.“ T
f glti- &+ d ] 3.'-f.z-lmn[/;~,: e Lt
-—m )

-
— n-sen

. - +{‘m L _/" ¢ L I'_.'). -
~lim | [ gt IR at [ = gt0) . (3.6)

P -
Fi~e G -On

Zu den im folgenden angegebenen Formeln fiir FT, FR und DFT muB noch
angemerkt werden, daB sie nur eine der unterschiedlichen Darstellungen, die
in der Literatur vorkommen, sind. Die Unterschiede beschrénken sich jedoch
auf Faktoren vor dem Integral oder im Exponenten, die auf die Umformungen
und die sich ergebenden Zusammenhdnge keinen weiteren EinfluB haben. Sie
wurden nur gewdhlt, weil sie am hdufigsten auftreten und auch der Normierung
in angewendeten FFT-Programmen entsprechen. Die FT und ihre Umkehrung sind
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definiert durch:

) +on » o t'
Flwt § ftg; % ar (3.7)
f{ﬂ:éz%-j Fhﬂc?mfdw ; (3.8)

Fir ihre Giiltigkeit gilt die Einschrdnkung, daB f(t) eine absolut
integrierbare Funktion sein muB:

+-00 {

Jrrmrdt < e (3.9)

Die Beziehung zwischen der Zeitfunktion f(t) und der Frequenzfunktion F(w),
die oben durch die beiden Integrale dargestellt ist, wird im folgenden durch
das Symbol o-e gekennzeichnet:

fiioe Flw) . Flw)esfit) . (3.10)

Eine Funktion, die nicht absolut integrierbar, dafiir aber mit der Zeit T
periodisch ist, 1d8t sich durch eine Fourier-Reihe darstellen:

kA
O=F | 62T Tt (3.11)
-T/2
+00 . &"
ior =5 o0t FT 2-12
K=~

Der Ausdruck zur Berechnung der Fourier-Koeffizienten ¢, unterscheidet sich
von der Transformationsgleichung nur durch die Integrationsgrenzen
(-T/2, T/2) und den Vorfaktor (1/T). Zum Vergleich der FR mit der FT wird
die periodische Funktion f (t) nun aufgefaBt als eine Summe unendlich
vieler, transformierbarer Funktionen f(t), die jeweils um die Zeit T
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gegeneinander verschoben sind. Fiir diese Funktionen brauchen keine weiteren
Einschrdnkungen, wie zeitliche Begrenzung, zu gelten, weshalb hier auch der
allgemeine Fall genommen wird.

+00

FAVE 4 flE-nT), (3.13)
Fm—on
mit  Floj= | fltie’™ (3.14)

—Cn

Aus der Riicktransformation von F(w) zu f(t) wird eine Fourier-Reihe, wenn
die Frequenzfunktion F(w) zuvor mit einem Impulskamm multipliziert wird. Ein
Impulskamm ist eine unendliche Folge dquidistanter Dirac-Impulse. Der
Frequenzabstand der Impulse wird dabei so gewdhlt, daB die entstehende
Zeitfunktion fp (t) mit der Zeit T periodisch ist, um den Zusammenhang
zwischen der durch Oberlagern im Zeitbereich und der durch Diskretisieren im
Frequenzbereich erzeugten periodischen Funktion darzustellen:

+o0 on .
¥, : 1 r - . 'Z:" - ,Eﬁ.“ ft
o) ) LFloi 2 éln k52T
- R ¢

+o0 ., D4
1 DATRLE i s
- %.KE_WF(k Iy T (3.15)

Die Verwandtschaft zwischen dieser Fourier-Reihe und der Reihenentwicklung
der periodisierten Funktion kann durch die Umformung der FT der
transformierbaren Funktion fiir die hier vorkommenden Frequenzen (w =k 2%5)
in die Berechnung der Fourier-Koeffizienten der durch ihre (berlagerung
erzeugten periodischen Funktion gezeigt werden. Das geschieht durch die im
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folgenden gezeigten Schritte. Uberfithrung in eine stiickweise Integration:

+00 Tr2=nT oy
. LT
Fluwi=) [ fey 512 gt
h=-00 _T,~ +5T

Substitution der Integrationsvariablen: t = t-nT:

+ Qo 7/2 - fore T
_ L ? . -1a.n'£~~n;)
Flad =2 5 Fl3-rT) € JT

n=-o =T/2
172 +om

n A it rT

=) 2 flz-nTis" )
-7/2 Ps-eo

Die Exponentialfunktion ist fir (u)-l"* ) mit T periodisch:

~(kZE (1-rT) Y 2Al
e T ( / o 1R T

und kann deshalb aus der Summe gezogen werden:

27 2 e k2T
Flis) f[) Flr-nT) ] &' T
~T/2 r--on '
'."’/\2 ) 2% T
FIkEy = | fim e Tl - Cr
~-T/2
,I i T

‘Die durch Uberlagerung erzeugte periodische Funktion

dec .

darv

ist

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

somit durch
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folgende Reihe darstellbar:

n AN . rkz.zf- Doy
fplti== 2 Flk&l o5+ /“ i (3.22)

PRy

Diese Betrachtungen fiihren zu einer erweiterten Definition der Fourier-
Transformation. Die FT einer periodischen Funktion ist die Impulsfolge, die
das Riicktransformationsintegral in die FR dieser Funktion iberfilhrt. Die
Stdrke der Impulse (Faktor vor dem normierten Einheitsimpuls) ist gegeben
durch die FT der Ausgangsfunktion, die durch Verschieben und Uberlagern
periodisiert wurde, multipliziert mit dem Frequenzabstand der Impulse. Somit
kann die FR als vereinfachte Darstellung dieser erweiterten Transfor-
mationsbeziehung angesehen werden:

400 +or

Do ’,
' y R ] 2%
fo(t)= 2. FlEonT) oe Fylwid i 50 D Elw-«£E)
Vi =0 ) jee ~co
o) "
2 o
Ty a R v k& - (3.23)
k= ot

Dieser wechselseitige Zusammenhang zwischen Diskretisierung einer
Frequenzfunktion mit einem Impulskamm und Periodisierung ihrer Zeitfunktion
durch Verschieben und Uberlagern, der fiir alle elementar transformierbaren
Funktionen gilt, ist in bezug auf die Transformationsrichtung umkehrbar. Der
Grund dafiir ist, daB sich Hin- und Riicktransformation nur wenig unter-
scheiden, das heiBt, daB eine Anwendung des Hintransformationsintegrals auf
die Transformierte (mit der Frequenz als Integrationsvariable) auf einen
Ausdruck fiihrt, der die urspriingliche Zeitfunktion enthdlt, die nur
umgedreht und mit einem Faktor versehen ist.

fit) oo Flw) , i ea £4) (3.24)
> Flw; »e 2 £{~1} . (3.25)

Auf  diese umgedrehte Transformationsbeziehung lassen sich die vorher



durchgefiihrten Schritte ilibertragen
> Flt-nT) 0w Flw) L 5 6lw-k2E) (3.26)
Nn=-oo0 K= -—~o0n
+ 00 2’_’_
S Flw-nf) o 2m fl-t) 2L Z(S(— - k<L) (3.27)
nNe-oo Jc=-00
Die mit dem Impulskamm diskretisierte Zeitfunktion besitzt also ein
periodisches Spektrum: '
o '. +00
£ £(£) 4 Z § (t-k2m) oo F, (w) = D Flw-nfl) (3.28)
kn-aa n=-oo
i - 27 . (3.29)
oder mit =% ¢ .
+ o0 2
FIOT, D &lt-kT,) o Z Flw-n<t (3.30)
= - 00 Nn= -00
Das entspricht der Darstellung der Frequenzfunktion als Fourier-Reihe
—lwkT,
Folw) =Ty D F(KTy) 6" (3.31)
fe=~oc0
(3.32)

",
FIKT,) =5k j/—; e Wk
-/

0

Ausgehend von dem elementaren Transformationspaar f(t)o-e F(w)

wurden die beiden erweiterten Félle
Periodische Zeitfunktion - diskretes Spektrum f, (t)o-e Fy(w)
P

Diskrete Zeitfunktion - periodisches Spektrum f;(t)o~e F,(w)
Daraus werden die Transformationsregeln fiir den dritten Sonder-

betrachtet.
fall (Periodisierung und Diskretisierung), der sich aus den beiden ersten
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zusammensetzt, abgeleitet.

BE S KT T, 5 6(t-nTy)
k=-00

Nne=- oo

o Fyp (w) = Z[F/w n%;— %* : {w—n%-—k%l)j, (3.33)

n=- oo k=

Interessant ist hier nur der Fall einer ganzzahligen Abtastung pro Periode:
T=N-T,. (3.34)

In diesem Fall lassen sich Abtastung und Uberlagerung voneinander trennen.

> kT S sit- ) O*ZF(w ) <?-fZ (w-mE),  (3.35)

k==c0 n=-co
£it) L5 6lt-nfloe Fy(w)3E ) slw-mEE). (3.36)

Das Ergebnis dieser Umformungen ist, daB die Impulsabtastung der periodi-
sierten Zeitfunktion und die ihrer periodisierten Transformierten ein neues
Transformationspaar (im erweiterten Sinne) darstellen. Diese Werte kdnnen
deshalb auch direkt ineinander iiberfilhrt werden. Die Herleitung der Formel
daflr erfolgt analog zur Herleitung der zeitlich begrenzten Integration der
periodischen Funktion, die auf die Fourier-Reihe fiihrt. Ausgegangen wird von
der Transformation der impulsabgetasteten nichtperiodischen Zeitfunktion,
die auf ein periodisiertes Spektrum fihrt:

+00 400

Flw= § 2 g 6it-ki) €

~02  f=-c0

lwi‘
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+00 i l"l
=L 5 fd) ek (3.37)

k=--co

Von dieser Funktion interessieren nur die durch die Impulse abgetasteten

Frequenzwerte (w-= m-Z.Tf-T :

+00 - M N-1 +<0 iz (.,
F,,(mg-,gFNT*Z H!’\NT—)e‘ZVN =N‘TZ Zf(nNT-+kT)e 2 "‘),
ke~ oo n=0 ke-oo
(3.38)
N-1 o mn
F,,/m.érﬂ—r)r,;,-TZ folnd) <" N (3.39)
n=0

Diese Formel ist die bekannte Definitionsgleichung der Diskreten-Fourier-
Transformation (DFT). Ihre Inverse wird durch die gleichen Umformungen aus
der Ricktransformation der abgetasteten Frequenzfunktion gewonnen:

t®  +oo

)= > Flw) % slw-k€F)e'" du, (3.40)
2 & 2\ 12T
fLiny)=5L 2 FiméD) e "N . (3.41)

Mit Hilfe der §-Funktion ist es also méglich, die FR und die DFT als zwei
Félle einer erweiterten Definition der FT anzusehen. Damit ist zugleich auch
der Ursprung der unterschiedlichen Eigenschaften, die am Anfang des Kapitels
anschaulich Vgezeigt wurden, erkldrt. Es zeigt sich, daB die Begrenzung des
Integrationsintervalls bei der FR und der Summationsgrenzen bei der DFT auf
die Berechnung von §-Impuls-Koeffizienten fiihrt, was notwendig ist, weil
deren Funktionswerte immer 0 oder oo betragen.

Ein Spezialfall, der auf die spdtere analytische Berechnung der DFT-Werte
einer bekannten Funktion starken EinfluB hat, muB hier noch betrachtet
werden. Es handelt sich dabei um den Funktionswert an einer |nstetig-
keitsstelle (Sprungstelle). Da ein solcher Einzelwert keinen EinfluB auf ein
Integral und damit auf die Transformation hat, kann er auch bei der
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Ricktransformation nicht rekonstruiert werden. Die Rekonstruktion kon-
vergiert an dieser Stelle vielmehr gegen das arithmetische Mittel der beiden
Grenzwerte von rechts und links. Wie in Bild (3.2) dargestellt, wird bei der
DFT die im Zeitintervall O< t <T gemessene Funktion als Ausschnitt aus einer
periodischen Funktion behandelt, der genau eine Periode lang ist. Die
betrachtete Funktion springt an den Stellent =0 und t = T vom gemessenen
Wert f(T) auf f(0). Bei der Integration (FR) spielt das keine Rolle, bei der
DFT wird jedoch nur der MeBwert f(0) beriicksichtigt. Eine Periodisierung
(durch Uberlagerung) des durch Integration berechneten diskreten Spektrums
fihrt auf Werte, die von den DFT-Ergebnissen um einen konstanten reellen
Wert abweichen. Sie wiirden iibereinstimmen, wenn die DFT mit dem Mittelwert
aus f(0) und f(T) rechnen wiirde.

3.4. Vorperiodisierung

Eine sich aus den Betrachtungen iiber die Periodizitﬁt bei der DFT ableitende
Moglichkeit, zu besseren Ergebnissen bei der Anwendung zu gelangen, ist die
Vorperiodisierung der MeBwerte, wenn diese wédhrend der MeBzeit nicht
abklingen, eine Verlédngerung der Messung aber aus Speicherplatzgriinden nicht
moglich ist.

f(t)

)

C ' t

Einschwingen liberlagerung Ausschwingen

Bild 3.4 Vorperiodisierung einer Zeitfunktion

Dieses Vorgehen beruht im Prinzip auf der Tatsache, daB die DFT einer durch
Verschiebung und Uberlagerung periodisierten Zeitfunktion mit der FT dieser
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Zeitfunktion fir alle berechneten Frequenzpunkte iibereinstimmt, wenn sich
diese auf den durch die Abtastung begrenzten Frequenzbereich beschrdnkt. In
diesem Fall wird das Spektrum durch seine Periodisierung nicht verdndert,
wie Bild (3.1) zeigt.

Folwd= Fw) - wemn f:‘(w<‘2"') Flw> —TZJ—-»O ) (3.42)
};(m_Z_L/‘) -1 Maf/kl P—:”'Y“._!E
T/TN & W e
= mn
NI Zf (n-—) e ' (3.43)

Bei der begrenzten Summe der DFT miissen also die Werte der gemessenen
Funktion durch die der periodisierten gemeséenen Funktion ersetzt werden, um
auf das gleiche Ergebnis zu kommen. Bei dem im Bild (3.4) gezeigten Beispiel
wurden zu den Funktionswerten fiir n = 0,...,N-1 die Funktionswerte fiir
n=n,...,2N-1 hinzuaddiert. Auf die Beriicksichtigung weiterer Bereiche
(n>2N-1) wurde hier verzichtet, weil die Funktion darin nur unwesentliche
Werte aufweist. Durch wiederholtes, von vorn beginnendes Hinzuaddieren
kénnen jedoch beliebig lange Zeitrdume beriicksichtigt werden. Vorteilhaft
ist die Vorperiodisierung bei der Bestimmung von Frequenzgdngen durch
Division von Ausgangs- durch Eingangsspektrum kurzzeitiger (impuls&hnlicher)
Erregungen, eine Methode, die heute weit verbreitet ist. Es ist dann nicht
erforderlich, zugunsten einer langen MeBzeit auf eine hohe Diskreti-
sierungsfrequenz, und damit auf ein breites Spektrum, zu verzichten; die in
den stoBformigen Erregungen enthaltenen hohen Frequenzanteile kénnen
ausgenutzt werden. Die Schwierigkeit in der Praxis besteht nur darin, daB es
von der Gerdteseite her méglich sein muB, entweder die gréBeren Datenmengen
bis zum Aufaddieren zwischenzuspeichern, oder wédhrend des MeBvorgangs die
Addition in Echtzeit vorzunehmen, was bei fertig konfektionierten Gerdten
oft nicht moéglich sein wird.
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3.5. Entperiodisierung

Die Umkehrung dieser Methode ist die Entperiodisierung. Sie kann angewendet
werden, wenn die Schwingungsantwort auf eine kurzzeitige Erregung durch
Multiplikation des Frequenzgangs mit dem Erregungsspektrum und anschlieBende
diskrete Riicktransformation berechnet werden soll (diskrete Faltung). Bei
der Entperiodisierung handelt es sich um die numerische Trennung der in der
berechneten  Funktion enthaltenen Schwingungsantworten fir mehrere
Zeitabschnitte. Das Verfahren besteht dabei aus zwei Teilen; im ersten
werden die Anzahl der Zeitabschnitte, fiir die Ndherungswerte berechnet und
abgezogen werden sollen, festgelegt, und die Anfangswerte der freien
Schwingung fiir diese Abschnitte bestimmt; im zweiten Teil werden die
Funktionswerte daraus mit Hilfe der Frequenz und Ddmpfungsparameter
punktweise berechnet und von den durch die DFT erzeugten Werten der
periodischen Zeitfunktion abgezogen.

Im Gegensatz zur Vorperiodisierung, bei der die wirklichen, gemessenen
Funktionen iberlagert werden, missen hier vereinfachende Annahmen gemacht
werden, die eine ndherungsweise Extrapolation der Zeitfunktion erméglichen.

Die Beriicksichtigung mehrerer Eigenschwingungen bei der Extrapolation
erfordert eine modale Trennung der Auslenkung am Ende des ersten, mit der
DFT berechneten, Zeitabschnitts. Dazu sind die Auslenkungen an mehreren
Systempunkten erforderlich. Zu beachten ist dabei jedoch, daB bei héheren
Frequenzen schon eine relativ geringe Ungenauigkeit bei der Berechnung der
Zeitfunktion einen schnell groBer werdenden Fehler bis zur Vorzeichenumkehr
zur Folge hat, was dann zu einer Verschlechterung des Gesamtergebnisses
fihrt. In der Praxis ist es deshalb sinnvoll, von der Annahme auszugehen,
daB alle Eigenschwingungen bis auf eine abgeklungen sind. Die Zuldssigkeit
dieser Annahme muB im Einzelfall anhand der Dampfungsparameter {iberprift
werden. Bei sehr vielen Systemen ist eine Eigenschwingung (in der Regel die
erste) gegeniiber den librigen extrem schwach geddmpft. Unter dieser Annahme
kann npun aus dem Endwert der (iberlagerten periodischen Funktion der
wirkliche Endwert des ersten Zeitabschnitts und damit der Startwert fiir die
Extrapolation der Zeitfunktion iterativ berechnet werden. Weil dafiir der
komplexe Endwert oder Auslenkug und Geschwindigkeit nétig sind, muB die
Endgeschwindigkeit z. B. durch den Differenzenquotienten berechnet werden.
Im ersten Schritt wird der Funktionswert am Ende des ersten Abschnitts
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gleich dem berechneten Endwert gesetzt. Damit wird der Wert am Ende des
zweiten Zeitabschnitts vorausberechnet. Dieser Restwert wird vom
Ausgangswert abgezogen, wodurch sich ein verbesserter Anfangswert ergibt.
Ist die Schwingung sehr schwach geddmpft, so konnen weitere Zeitabschnitte
hinzugenommen werden. Zur iterativen Verbesserung des Anfangswerts werden
dann die Restwerte aller betrachteten Zeitabschnitte vom Endwert der
iberlagerten Funktion abgezogen. Die Zahl der Zeitabschnitte muB jedoch
moglichst gering gehalten werden, damit der Fehler aus der
Frequenzungenauigkeit die Vorteile des Verfahrens nicht wieder aufhebt. Eine
AbsChétzung der Genauigkeit mit der die Frequenz bestimmt wurde, ist deshalb
sehr wichtig. Nach Abzug der Extrapolierten Zeitfunktion von der mit der DFT
berechneten Ausgangsfunktion, in der diese als Uberlagerung aus der
prinzipbedingten Periodisierung schon enthalten war, ergibt sich eine
verbesserte Ndherung fir die Schwingungsfunktion im ersten (betrachteten)
Zeitabschnitt, deren Genauigkeit von der Giite der Rekonstruktion der
iiberlagerten Anteile abhéngt.

Diese beiden Verfahren der Vorperiodisierung und Entperiodisierung, die
die Zusammenhdnge zwischen der FT und der DFT ausnutzen, wurden im Rahmen
dieser Arbeit nicht nédher untersucht, weil die Idee dazu erst bei der
Zusammenfassung der Ergebnisse der Arbeiten entstand. Jedoch sollen es die
genauen Ausfiihrungen dem daran interessierten Leser ermdglichen, die
Verfahren zu programmieren und ihre Anwendbarkeit im Einzelfall selbst zu
iiberpriifen.
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4. Explizite DFT-Auswertegleichungen
4.1. Vorbemerkungen

Die im letzten Kapitel gezeigten Beziehungen zwischen FT, FR und DFT
ermiglichen die analytische Berechnung der diskreten Transformierten einer
gegebenen Zeitfunktion durch Integration. Die am hdufigsten in der Schwin-
gungstechnik auftretende analytische Funktion ist ?ie exponentiell ab-
klingende harmonische Funktion. Freie und periodisch erregte Schwingungen
linearer Systeme sind Uberlagerungen solcher Funktionen, wobei im zweiten
Fall die Abklingkonstante identisch Null ist.

Fir die exponentiell abklingende harmonische Funktion wird deshalb im
folgenden die DFT als Funktion der Frequenz und der Schwingungsparameter
(Eigenfrequenz, Dampfung, Amplitude und Phase) berechnet. Nach einer verein-
fachenden Annahme wird diese Funktion in eine Gleichung zur Berechnung von
Eigenfrequenz und Dampfung (Abklingkonstante), die zusammen den komplexen
Eigenwert bilden, aus den komlexen Funktionswerten an zwei Frequenzpunkten
umgestellt. Die komplexe Amplitude wird damit aus einem Funktionswert
berechnet. AnschlieBend werden diese beiden Gleichungen so erweitert, daB
mehr als zwei Funktionswerte zur Berechnung der Schwingungsparameter ein-
gesetzt werden. Auch nach der Erweiterung handelt es sich wieder um
explizite Parameterbestimmungsgleichungen, die sehr einfach zu programmieren
sind, sehr wenig Rechenzeit erfordern und die prinzipbedingten Schwachen
anderer Verfahren nicht aufweisen, weil sie auf einer exakten Analyse der
DFT basieren.

4.2. Analytische Berechnung der DFT

Die exponentiell abklingende harmonische Funktion lautet in komplexer
Schreibweise:

(A+if2)t 1A-i D)t
+ X € .

xX(t)= x, e X (4.1)
Sie wird nur im MeBzeitintervall 0 =1t =« T betrachtet. Die DFT dieser

Funktion lautet somit bei einer Diskretisierung der MeBzeit T in N
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Abschnitte:

N-1

.X(n)==ﬁ5 2

¢

A= () rm - Jrina
{ Ar{‘zjrr + ;..( (n.,} (-l)rn'.]} lZI N . (4.2)
=0

Die FT dieser zeitbegrenzten Funktion liefert:

¢ -2t 7 -iw
Xiw) = jx(t) Fo | [ ™%t 5 A j ™ gy .43

o ___ Xo [A+1(Q~ wlT
X(w}*[hm( 7)

e Ko X (e [A+i(-.Q-w)]T_4) (4.4)
A+1(- - w) ‘

Die DFT ist wie die FR die Transformation einer periodischen Funktion, d. h.

es werden nur die Funktionswerte fir die Frequenzen berechnet, deren Periode

im MeBzeitintervall ganzzahlig ist. Analog zur Variablen w werden auch die
Schwingungsfrequenz.ﬂ und die Démpfungszahl A umnormiert:

wT = n2ir (4.5)
07 =b2w (4.6)
AT =d2w . (4.7)

Damit erhdlt die Transformierte folgende Form:

@ . 2mid+it) 0 2w (d-ib)

Xin)= ——Xe . T (o274 _4 Xe L (FTI0Lg) g

diilb-n) 27 deil-b- n) 2m

Eine ungeddmpfte Schwingung mit ganzzahliger Periode b erzeugt in diéser
Gleichung fiir b =n im ersten und fir b = -n im 2zweiten Term den
unbestimmten Ausdruck ({%). Fir diesen Sonderfall filhrt die Integration auf
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die folgenden Gleichungen:

@ @ -
Xin=b)= x, T , Xin==b) =%, T. (4.9)
Das entspricht auch dem Grenzwert von Gleichung (4.8) fir (d = 0, b = n)
bzw. (b -» -n). Die Diskretisierung der Zeitfunktion in N Einzelwerte hat zur
Folge, daB das berechnete Spektrum periodisch mit der Frequenz (2ﬂ%§) wird:

. T v Xq 27 (d+ib)
XKn):TIf k»Z-ao{di.;(b—n-PkN') (6 —4)

X (e 21//C/-lb) )}

d+1/~b n+kN} (4.10)

Die diskrete Riicktransformation dieses Spektrums fiihrt an der Stelle t =0
auf den Mittelwert der beiden Grenzwerte (x(-0) = x(T), x(+0) = x(0)), weil
hier bei der Periodisierung ein Sprung entstanden ist. Der EinfluB dieses
Unterschieds auf die Transformierte X(n) ergibt sich aus:

+b) & _ ald-ib) & -2
Xh= T 5 [ STEPR L5, 2O ) TR

m=0 ’ ’ l
X(n)= [ +%,] +,~$é§ { e, (2.11)
?()(n) =2~% [o+ %+ %, eZ?T(dﬂb) o%, ﬂ-(al—,'.e>)J+_TT':—7 ' .}e—EZﬂ’-mW'l' (1.12)
X(n)- )Gé(n) = Q—E [x, (1- Al y %, (1- ez”(d'ib))]. (4.13)

Damit wird die gefundene Ndherungsformel zur vollstdndigen Beschreibung der
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DFT einer abklingenden harmonischen Funktion ergdnzt.

400

L Xo 21 (d+ib)
X(n)—.z,” kg—;; {dfi{b-n+kN) e -1

X, owld-ib)
“deifb-nvrt) © ‘4’}

_2_% [, (27 (dib)_y) | o (o 2T0=ib)_ 7]. (4.18)

Bei der DFT nimmt n nur Werte von 0 bis N-1 an. Eine Schwingung mit der
Frequenz b < N hat im Spektrum Betragsmaxima an den Punkten:

,b—N, - Min ;

l-b-n+N/| - Min .

Jede Frequenz b > N erzeugt wegen der Periodizitdt der Frequenzfunktion im
Bereich (0 < n < N-1) ebenfalls zwei Maxima. Von diesen beiden Maxima liegt
eines stets im Bereich (0 < nsg), das andere im Bereich (—g-s n < N-1). Das
gemessene Signal sollte deshalb keine Frequenzen b >:g enthalten. Diese
Forderung entspricht dem Shannon'schen Abtasttheorem. Die Schwingungs-

frequenz in Hz (v =2£’n:) muB immer kleiner sein als die halbe Abtastrate%—ﬁ-.

b<f > we<w, =wd (4.15)

4.3. Aufstellung der Zwei-Punkte-Formel

Nach der Bestimmung des diskreten Spektrums als Funktion der Schwingungs-
parameter wird eine Umkehrung dieser Beziehung gesucht. Wegen der
komplizierten Summe kann Gleichung (4.14) jedoch nicht nach den
Schwingungsparametern aufgeldst werden. Es ist aber leicht zu erkennen, daB
der groBte Anteil der Funktion durch den ersten Term in der Summe mit dem
Faktor (k = 0) dargestellt wird. Besonders in der Nahe des Betragsmaximums
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der Funktion kénnen die iibrigen Anteile verndchldssigt werden. Deshalb wird
mit der folgenden Ndherungsfunktion gearbeitet:

Sy T X 2m(d+ib) 4.16
X(n)—-zﬂ_ d+l'(b-o-rl) (e 1) . ( )

Fir den Sonderfall (be N, d = 0) lautet die Frequenzfunktion:

Xln=b) = x, T,

Xin+b) = 0 . (4.17)

Zum Umstellen dieser Funktion sind zwei Funktionswerte erforderlich, weil
zur Berechnung der vier Schwingungsparameter (b, d, Re x,,Im x,) vier
Funktionswerte (Re X(n,), Im X(n,), Re X(n,), Im X(n,)) benétigt werden. Die
Division von zwei benachbarten Werten fiihrt auf eine Gleichung, die sich
nach den Parametern fir Frequenz und Démpfung auflosen 18Rt und die
Amplitude nicht enthdlt.

Ktni_ dvilb=n-1) _ 1

Xins1) - —~ 4.18
Kln+1)  deifb-n) deilb-n) '’ (4.18)

b-id= n+ = X(””l . (4.19)
X{n+1)- X(ni

Es ist nicht erforderlich, zwei benachbarte Frequenzpunkte zu nehmen, jedoch
ergeben sich beim Einsetzen der beiden der Schwingungsfrequenz am ndchsten
gelegenen' Punkte die besten Ergebnisse. Diese Punkte sind gefunden, wenn
a<b-ngi1, (4.20)

a- Re | X{n+1) ).

X(n+1)-X(n) (4.21)

Der komplexe Anfangswert der Schwingung, die Amplitude, wird anschlieBend
unter Verwendung der schon berechneten Frequenz und Ddmpfung aus einem
komplexen Funktionswert bestimmt. Dazu wird Gleichung (4.16) nach x,
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aufgelost:

%, = 27 df‘.m:;«n),, - Ktn) . (4.22)

Im Sonderfall (be N, d =0), in dem b und d auch durch Gleichung (4.19)
berechnet werden, wird zur Berechnung des Anfangswertes (der Amplitude)
Gleichung (4.17) nach x, umgestellt:

X, = 1 X (n=b). (4.23)

4.4. Erweiterung zur Mehr-Punkte-Formel

Diese direkten Parameterbestimmungsgleichungen, mit denen exakte Ergebnisse
aus der Niherungsfunktion X(n) berechnet werden, konnen verfédlschende
Einfliisse der in X(n) vernachldssigten Anteile der DFT-Funktion X(n) auf die
ermittelten Parameter nicht unterdriicken. Schon die Addition eiper
Konstanten im Frequenzbereich d&ndert die mit den Gleichungen (4.19) und
(4.21) ermittelten Parameter. Das 14Bt sich dadurch é&ndern, daR bei der
Auswertung mehr als die erforderlichen zwei Werte der Frequenzfunktion
benutzt werden. Die hergeleiteten Auswerteformeln lassen sich durch einfache
Umformungen dahingehend erweitern. Als Beispiel soll hier die Erweiterung
auf die Benutzung von drei Punkten der DFT gezeigt werden:

_ i’m"ﬂ
L T TR (4.24)
iﬁﬂ)
d- 1= ) 4,25
b-id-n- Xin+1) - X(VU ( )
b-id-n-2-— X1 (4.26)

Xin+2)- Xln+1)
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b-id-n-2. _ __Xint2)-K(n) (4.27)
b-td-n X(n+2)-X(n+1)

b-id= n+2 — Xin+2)-X(n+1) . (4.28)

Xin+2i-2%(n+4)+ ¥ (i}

Diese Gleichung zur Bestimmung von Frequenz und Dampfung hat den Vorteil,
eine konstante Abweichung der Ndherungsfunktion X von der Frequenzfunktion X
nicht zu beriicksichtigen. Durch die Differenzenbildung hat die Addition
einer Konstanten zu X keinen EinfluB auf das Ergebnis. Analoge Umformungen
erweitern diese Formel so, daB vier Punkte im Frequenzbereich zur Auswertung
dienen.

beide ne3— Xn:3)-28me2)+klnst) )
X/n+_5)—3X(n+2)+3X(n+4)—X(n)

Bei Verwendung dieser Gleichung beeinfluBt selbst eine iiberlagerte lineare
Frequenzfunktion das Ergebnis der Auswertung nicht mehr. Auch die
Gleichungen zur Bestimmung der Amplitude konnen in der gleichen Form
erweitert werden. Der erste Schritt der Erweiterung wird hier dargestellt:

)A(’(n)-’= —iXo T {621r(d+ib)_7)

b-id-n 2w ’ (4.30)
Stne0)-im) = =2 - ) L (e2m(d-ib)_4)

=(b~id—n-’8(?73—id—n) 2; (em{d_ib)-’/} (4.31)

X, = i%lf [Fin 115 (n}] {b;g},-'/'&jf)t.{f:;d'") ' (.32)
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Die ndchste Erweiterung fiihrt dann auf:

Xo= & 2 [fim2)-25 tr11+ ] :’zg;({*{i)‘”: n-A)b=id=n) —(4.33)

Auch bei dieser Gleichung spielt eine lineare Storfunktion im Frequenz-
bereich keine Rolle mehr. Die berechneten Parameter sind davon unabhédngig.
Weil zur Erweiterung der Auswertegleichungen stets die gleichen Umformungen
durchgefilhrt werden, entstehen GesetzmidBigkeiten, die es erméglichen, fiir
diese Gleichungen allgemeine Formeln anzugeben. Die Anzahl der verwendeten
Funktionswerte soll m sein:

m-1 m-2
> (0T Rt

b-id = nefm-1-—1 , (4.34)
s ke (m-
2 (-1 ( )X(mm k)
a mi2,

, - . m
&=‘¢" - ~TT{bﬂd~n*m+H

, (eer(d+1b)_7)‘ [ =41 e

Z (—4)’” ( )X{n+m k), (4.35)

ms 1
Es ist auch hier am glinstigsten, wenn die der gesuchten Frequenz am nédchsten
liegenden Punkte bei der Auswertung mit den betragsgroBten Faktoren
multipliziert werden. Das Kriterium dafiir lautet:

F-1<b-n< g . (4.36)

Charakteristikum aller dieser Gleichungen ist, daB eine {iberlagerte
Stérfunktion in Form eines Polynoms (m-3)-ten Grades bei der Frequenz- und
Ddmpfungsbestimmung und (m-2)-ten Grades bei der Amplitudenbestimmung die
Ergebnisse der Auswertung nicht mehr beeinfluBt. Durch die Erweiterung zur
Mehr-Punkte-Formel ist es gelungen, die Nachteile der Vereinfachung in der
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zur Herleitung benutzten Ndherungsgleichung fiir die DFT bei der
Parameterbestimmung weitgehend auszuschalten. Ist die Auswertung mit nur
zwei Punkten bei groBen Diskretisierungszahlen (z. B. N = 1024) und
mittleren Frequenzen (z. B. 100 < b < 400) noch so genau, daB sie fiir die
praktische Anwendung immer ausreicht, so treten bei kleinen
Diskretisierungszahlen (z. B. N = 32) oder bei Frequenzen in der Ndhe der
oberen oder unteren Grenze (z. B. b < 5 oder b > N-5) dabei schon gréBere
Fehler auf. Durch die Verwendung von nur vier Punkten tritt schon eine so
wesentliche Verbesserung ein, daB die prinzipbedingten Auswertefehler weit
unter den Fehlern durch MeBungenauigkeiten liegen. Das liegt daran, daB die
bei der Auswertung vernachldssigten DFT-Anteile iiber den Kkleinen
Frequenzbereich von nur vier Punkten anndhernd linear sind.



- 55 -

5. Systematische und iterative Auswertung
5.1. Vorbemerkungen

Bei den freien Schwingungen komplizierterer mechanischer Systeme treten in
der Regel mehrere solcher hier betrachteten abklingenden harmonischen Funk-
tionen gleichzeitig auf. Die gemessene Schwingung wird ja auch deshalb in
den Frequenzbereich transformiert, weil damit eine Trennung der einzelnen
Eigenschwingungen, die sich in der Frequenz fast immer deutlich unterschei-
den, erreicht wird. Eine vollstdndige Trennung erfolgt dadurch jedoch nicht.
Iwar treten die Maximalwerte bei der DFT immer im Bereich der gemessenen
Schwingungsfrequenz auf, jedoch kdnnen die von Schwingungen groBer Amplitu-
den erzeugten Werte selbst die Spitzenwerte benachbarter schwach angeregter
Schwingungen iiberdecken. Es ist auch praktisch nicht durchfiihrbar, alle
Eigenschwingungen eines Systems gleich stark anzuregen. Die Mehr-Punkte-
Auswertung besitzt schon die Eigenschaft, wesentliche Einfliisse dieser Uber-
lagerung zu unterdriicken, jedoch konnen die Ergebnisse nicht immer be-
friedigen. Um auch in schwierigen Fdllen eine ausreichende Genauigkeit zu
erreichen, empfiehlt sich bei der Auswertung lberlagerter Schwingungen ein
systematisches Vorgehen.

Durch eine einfache Iteration kdnnen die Werte weiter verbessert werden.
Die Iteration erméglicht ndmlich eine wesentliche Verringerung der verfdl-
schenden Einfliisse der Seitenspektren (Spiegelungsfehler) und der (ber-
lagerten Schwingungen auf die ermittelten Parameter. Sie wird zundchst fir
den Fall einer einzelnen Schwingung beschrieben. AnschlieBend wird die
Systematik beim Auswerten {iberlagerter Schwingungen vorgestellt und zum
SchluB die iterative Verbesserung der Ergebnisse fiir diesen Fall. Die
Schritte der Auswertung werden einzeln beschrieben und ihre Wirkung wird in
Bildern veranschaulicht. Als Beispiele werden auBerdem die jeweils
einfachsten mdglichen Gleichungen angegeben. Die Verwendung von Formeln
héherer Ordnung dndert namlich am Prinzip des Vorgehens nichts.
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5.2. Iterative Auswertung einer Schwingung

Die iterative Auswertung einer Schwingung bringt besonders bei extrem nie-
drigen Frequenzen, wie in Bild (5.1) gezeigt, oder bei extrem hohen Frequen-
zen deutliche Verbesserungen der Ergebnisse.

Re(X)

fir Auswertung benStigte Funktion und deren gespiegelte (Fehler)
—— —-mit der DFI berechnete funktion
see-e-eseeme im 1. Iterationsschritt abgezogene Niherung fiir den Fehler
-—-—-— verbesserte Funktion flr die Auswertung im 2. Iterationsschritt

Bild $.1 Iterative Auswertung bei niedriger Ffrequenz

Als Startwert fir die Auswertung wird das betragsgroBte Element des Spek-
trums gesucht:

Xtnmedl > 1X(n)| , n = 1. 2’ 1, (5.1)

Eine erste Bestimmung des Frequenzparameters aus der Gleichung:

"’o_-’v; X{Amst 1) 5.2)
b il = M T Xned) (

dient zur Festlegung des optimalen Auswertepunktes:

n,<b<ny+1. (5.3)
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Damit erfolgt die Bestimmung aller Schwingungsparameter fiir den ersten
Iterationsschritt:

51-- ic'{v; n, + Xlr+1)

X(n,+1)=X(n,} (5.4)
1 ow _ dvilbm)
Xo = & 'e,':rr(a‘+1'£")_4 Xin,, (5.5)
bzw. %; = —7_4—- X{n,) . (5.6)

Hier beginnt die iterative Verbesserung der Ergebnisse, indem versucht wird,
die Einfliisse der bisher vernachlédssigten Anteile der DFT auf den Funktions-
verlauf zu eliminieren. Mit den Parametern aus der ersten Auswertung
(54, ad, 2:) werden diese Anteile ndherungsweise bestimmt. Dazu werden in
Gleichung (4.14) nur die Summanden flir k = -1, 0, 1 bericksichtigt. Sie
werden dann von den benutzten Spektralwerten abgezogen:

¢ ) = .. %, 2w {d*ib)
Xin) = Xfn)= [( E’p ke ,H_{.E,_WN))(V -1)

~ P
+( Xo Xo if: ) eZ?’T R | _4)

c74+:'(~31n-N)‘ d+l' i”/ du(—'—‘n*N)

~ oI+ ib) =1, so(dtib’ -
[4 ) A L L] (5.7)

Durch Abzug der gepunktet gezeichneten Ndherungskurve, Bild (5.1), vom ge-
strichelt dargestellten DFT-Funktionsverlauf wird eine wesentlich bessere
Anndherung (strichpunktierte Linie) an die optimale Funktion (durchgezogene
Linie) erreicht.

Im zweiten Iterationsschritt erfolgt die Bestimmung der Schwingungs-
parameter wieder mit den Gleichungen (5.4) bis (5.6), aber unter Verwendung
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der korrigierten Funktionswerte.

xq
B-id < n, + Xing+1) , (5.8)
Xlng+1) =X (n,)
~f e
o w +(b -n ¥
~~? *1
bzw. X: = ':,’% X(n,) . (5.10)

Die Korrektur des Funktionsverlaufs mit den ermittelten Parametern und die
anschlieBende verbesserte Auswertung konnen beliebig oft wiederholt werden,
jedoch steigt die Genauigkeit dadurch nur bis zu einer bestimmten Grenze,
weil in Gleichung (5.7) Vereinfachungen durch den Abbruch der Summe gemacht
wurden. Durch Hinzunahme weiterer Summenglieder kann die Auswertung theo-
retisch bis zur Rechengenauigkeit gesteigert werden. Das gilt jedoch nur fiir
rechnerisch erzeugte Testfunktionen, weil dabei keine Ubertragungsfehler von
MeBgerdten vorhanden sind. Auf die durch diese hervorgerufenen Streuungén
der Ergebnisse wird im ndchsten Kapitel eingegangen.

5.3. Systematische Auswertung iiberlagerter Schwingungen

Das systematische Vorgehen bei der Auswertung mehrerer {iberlagerter Schwin-
gungen wird in Bild (5.2) dargestellt. Die Reihenfolge bei der Parameter-
bestimmung der einzelnen Schwingungen richtet sich dabei nach der GrdéBe der
Spitzenwerte der DFT. Die Untersuchung der ersten Schwingung erfolgt wie im
vorigen Abschnitt fiir den Fall einer Schwingung beschrieben. Der EinfluB
dieser Schwingung auf den gesamten Verlauf der DFT ldBt sich, so gut es die
Genauigkeit der ermittelten Parameter erlaubt, eliminieren. Dazu wird eine
Gleichung &hnlich (5.7) verwendet, bei der der zentrale Anteil der Kurve
Jedoch nicht ausgespart ist.
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Lok T

Reste durch Uberlagerungsfehler
Re(X)

Bild 5.2 Systematische Auswertung bei 3 Schwingungen

~4 ~1
Die Ndherungswerte der ersten Parameter seien x", b,, dg.

o1 T il XM n (J *ibf)
X{ﬂ) =X('7)"_ {~4 ~4 (e ! —7
. 277 k_.:Z__// { d1-i(b1 -n+kN)) )

~d4

x04 2" (;44_15:)
+(,~.4 e —4
d, -i{-b b *n+kN))( )}

~dq ~4

T ~4 2 d1+b4 ~1 w{ds ~iby
o L [t (28D g) L b)) ],

(5.11)
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Die Funktion %(n) wird im folgenden behandelt wie im vorhergehenden die
Funktion X(n). Eine Identifikation der betragsgéBten Schwingung von Y(n) ist
somit eine Identifikation der zweitgroBten Schwingung in X(n). In Bild (5.2)
ist zu erkennen, daBR von der zuerst untersuchten Schwingung im Frequenz-
bereich nur ein kleiner Rest iibrigbleibt, der bei den Frequenzen der anderen
Schwingungen praktisch vernachldssigbar ist. Nach dem Eliminieren der zwei-
ten Schwingung kann die dritte schon als ungestért angesehen werden. Sind
noch mehr Schwingungen als in diesem Beispiel vorhanden, so wird das Vor-
gehen fortgesetzt, bis sich bei der Parameterbestimmung unsinnige Werte
einstellen. Um diese zu erkennen, miissen bei der Programmierung sinnvolle
Kriterien ausgewdhlt werden. Einige davon, die die hdufigsten Fédlle
abdecken, sollen hier genannt werden:

1) Der gefundene Maximalwert unterschreitet eine bestimmte Grenze. Punkte,
die sich nur unwesentlich aus dem Rauschen herausheben, kdnnen keine
brauchbaren Schwingungsparameter liefern.

2) Der Wert fir die Dampfung ist zu hoch oder hat das falsche Vorzeichen.
Solche Werte kénnen entstehen, wenn zur Parameterbestimmung einige Werte des
Rauschens benutzt werden.

3) Der Wert fiir die Schwingungsfrequenz liegt nicht direkt bei dem Betrags-
maximum. Auch dieses ist ein hdufiges Kennzeichen des Rauschens.

4) Der Maximalwert liegt dicht bei einer vorher ermittelten Schwingungs-
frequenz. Bei diesem sehr hdufigen Fall werden die Reste einer der ersten
Schwingungen als Maximum einer weiteren Schwingung gedeutet.

5) Die ermittelte Schwingungsfrequenz ist genau das zwei- oder dreifache
einer der Grundfrequenzen. Diese Oberwellen werden in der Regel von den
MeBgerdten und -verstdrkern erzeugt und stellen keine Systemschwingungen
dar.

5.4. Iterative Auswertung iiberlagerter Schwingungen

Die Ergebnisse dieser systematischen Auswertung sind in der Regel hinrei-
chend genau. Liegen jedoch die Frequenzen zweier Schwingungen dicht ne-
beneinander und unterscheiden sich deren Amplituden nur wenig, so treten bei
den ermittelten Parametern groBere Fehler auf. Diese (berlagerungsfehler
kdnnen durch iteratives Neuauswerten beseitigt werden. Graphisch veran-
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schaulicht wird dieses in Bild (5.3). Die Reihenfolge bei der iterativen

Re(X) A

Bild 5.3 Verbesserte Auswertung durch Iterationsverfahren

Neuauswertung ist die gleiche wie bei der ersten Auswertung. Von den zur
Untersuchung der ersten Schwingung benutzten Funktionswerten werden séamt-
liche Nebeneinfliisse abgezogen, bevor die Parameter erneut berechnet werden.
Zuerst werden dazu mit Hilfe von Gleichung (5.7) die konjugiert komplexen
und die periodischen Anteile der ersten Schwingung von den Funktionswerten
abgezogen. Durch mehrfaches Anwenden von Gleichung (5.10) werden nach-
einander die Einfliisse der iUbrigen identifizierten Schwingungen eliminiert.
Es ist deutlich zu erkennen, wieviel besser die libriggebliebene Funktion dem
optimalen Funktionsverlauf entspricht. Dementsprechend haben sich auch die
jetzt ermittelten Parameter dieser Schwingung verbessert. Auf die gleiche
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Art werden auch die Parameter der anderen Schwingungen erneut berechnet.
Weil zur Elimination der storenden Uberlagerungen immer die =zuletzt
berechneten (besten) Ndherungen der Schwingungsparameter benutzt werden,
konvergieren die ermittelten Werte schnell gegen die wirklichen Parameter.
Auch in schwierigen Fdllen sind nur selten mehr als drei solcher Itera-
tionszyklen nétig, um eine ausreichende Genauigkeit zu erzielen. Zu beachten
ist, daB die Auswertegleichungen in der Regel dann falsche Ergebnisse
liefern, wenn die Spitzenwerte von zwei Schwingungen gleichzeitig erfaBt
werden. Eine Auswertung mit nur zwei Punkten ist deshalb in diesen Fdllen
empfehlenswert. Zur Sicherheit sollte deshalb immer ein Frequenzpunkt
zwischen den beiden Spitzenwertpaaren liegen:

n1< b1 \<n4+4 ) n2$b2<hz+4

!
2> N, > he+3 (5.12)

5.5. Auswertung einer Schwingung mit Gleitfrequenz

Das angegebene Verfahren zur Auswertung von Schwingungen, die sich nédhe-
rungsweise durch die U0berlagerung einer begrenzten Anzahl exponentiell
abklingender harmonischer Funktionen beschreiben lassen, kann auch bei der
Anregung einer Schwingung durch eine Sinusfunktion mit sich langsam &ndern-
der Frequenz angewendet werden. Dazu werden jeweils sehr kleine Ausschnitte
mit nur wenigen Diskretisierungspunkten (z. B. 32) transformiert und aus-
gewertet. Somit werden punktweise die Frequenzgédnge der untersuchten Systeme
bestimmt.

5.6. Auswertung komplexer Schwingungen

Die in der Rotordynamik hdufig auftretenden komplexen Schwingungen k&nnen
auf die gleiche Art wie die reellen Schwingungen ausgewertet werden. Bei der
Programmierung sind nur einige Unterschiede zu beriicksichtigen. Im Spektrum
komplexer Schwingungen fehlen die konjugiert komplexen Ergédnzungen, sie sind
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deshalb bei der Programmierung aus den Gleichungen fiir die Iteration
herauszulassen. Daflir erweitert sich der =zu betrachtende Bereich von
(n = 0...%-4) auf (n = 0...N-1). Bei der Berechnung der Frequenz ist
allerdings zu beriicksichtigen, daB der Bereich n > é? die negativen Schwin-
gungsfrequenzen beschreibt. Die wirkliche Frequenz b‘ergibt sich aus dem mit

Gleichung (5.4) ermittelten Wert 5" durch:

b4= . fur 0< 54< _g‘ ’
1 ~1 . N E1<
b=b-N  fiar 5<b<N (5.13)

Die ilibrigen Parameter brauchen nicht umgerechnet zu werden.
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6. Storanfdlligkeit
6.1. Eingrenzung der Stdrungen

Eine der ersten Fragen, die bei einem neuen MeB- oder Auswerteverfahren auf-
tauchen, ist die Frage nach der Anfdlligkeit der Ergebnisse gegen Stdérungen,
die beim Messen unvermeidbar sind. Bei der Herleitung des Verfahrens ist
nicht nur ein einmaliges Verhalten des Systems (die Schwingung wird durch
die angesetzte Funktion exakt beschrieben) sondern auch eine ideale MeBkette
(die zur Auswertung benutzten Zahlenwerte geben genau die Auslenkung des
Systems wieder) angenommen worden.

Wird davon ausgegangen, daB die erste Annahme unzutreffend war, so ist es
erforderlich, neue Ansdtze zur Beschreibung der Schwingung zu machen, die
natlrlich andere Funktionen mit anderen Parametern enthalten. Es bieten sich
dann drei Ldsungswege zur Untersuchung solcher Schwingungen an:

1) Die Verwendung von Parameteranpassungsverfahren

2) Die Herleitung angepaBter Auswertegleichungen analog zum hier beschrie-
benen Verfahren, ausgehend von der analytischen L&ésung

3) Die Verwendung der hier beschriebenen Auswertung zur Bestimmung von
Ndherungsldésungen und die Berechnung der wirklichen Parameter aus systema-
tischen Abweichungen bei den ermittelten Werten

Solche Abweichungen - das haben Versuche gezeigt - treten besonders deutlich
bei den Ddmpfungs- und Phasenwerten auf. Die Ergebnisse hdngen dann sehr
stark davon ab, ob mit 2, 3, 4 oder 5 Punkten ausgewertet wurde, wahrend in-
nerhalb einer MeBreihe bei Auswertung mit einer festgelegten Punktezahl nur
geringe Streuungen auftreten. Der ermittelte Ddmpfungsparameter kann auch
von der GréBe der Amplitude abhangen. Die Interpretation solcher Ab-
weichungen setzt eine genaue Voruntersuchung der Zusammenhé&nge zwischen der
angesetzten Schwingungsfunktion und den systematischen Parameterdnderungen
voraus, die im Rahmen dieser Arbeit nicht durchgefiihrt worden ist.

Die zweite Annahme (einer idealen MeBkette) stellt sich im Gegensatz zur
ersten in der Praxis als nicht anndhernd erreichbar heraus. Auf dem MeBweg
vom Schwinger zum Rechner treten hauptsédchlich drei die MeBwerte verfél-
schende Effekte in Erscheinung:

1) Die MeBwertaufnehmer, die die mechanischen in proportionale elektrische
GroBen umwandeln sollen, weisen hdufig ein nichtlineares Ubertragungsverhal-
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ten auf. Auch die erforderlichen Verstdrker und analogen Filter verzerren
die Funktion noch zum Teil.
2) Alle in der MeBkette verwendeten elektronischen Schaltungen und Uber-
tragungselemente erzeugen zusédtzlich ein zufdlliges Rauschen, das sich den
MeBwerten iiberlagert und diese dadurch teilweise stark verdndert.
3) Auch im letzten Schritt vor der rein digitalen Verarbeitung der MeBwerte,
der A/D-Wandlung, treten Verfdlschungen auf, weil die A/D-Wandler in
Spannungsstufen arbeiten, die im Vergleich zur Rechengenauigkeit sehr grob
sind, und bei schwachen MeBwerten schon optisch erkannt werden kénnen.

Der Inhalt dieses Kapitels ist die Untersuchung des Einflusses von
Stérungen der hier beschriebenen Art auf die Genauigkeit der Auswertung mit
dem in dieser Arbeit vorgestellten Verfahren.

6.2. Untersuchungsmethoden

Die Untersuchung der Storanfdlligkeit erfolgte rein numerisch in Testreihen
von jeweils 100 Auswertungen fiir einen einzelnen Fall. Die Vorgabewerte fir
die Schwingungsparameter wurden von einem Zufallsgeneratorprogramm innerhalb
genau vorgegebener Grenzen erzeugt, die Storungen zu der ungestérten
Zeitfunktion hinzugerechnet. Nach der Auswertung wurden die Parameterfehler
berechnet und in Bildern aufgetragen. Um zu einer umfassenden Aussage iber
die Anfédlligkeit der Auswertung gegen die hier beschriebenen Stoérungen zu
gelangen, wurden neben der Art und GréBe der jeweiligen Stérung noch
folgende Parameter unabhdngig voneinander variiert, weil die Empfindlichkeit
der Auswertung zum Teil sehr stark von ihnen abhdngt:

1) Der Frequenzbereich, weil Frequenzen im mittleren Bereich eine genauere
Auswertung ermbglichen, als Frequenzen nahe der unteren oder oberen Grenze.
2) Der Dampfungswert, weil schnell abklingende Schwingungen schneller im
Rauschen untergehen und durch die grobe Digitalisierung nicht mehr genau
wiedergegeben werden.

3) Die Auswertepunktzahl, weil die Storanfdlligkeit ganz entscheidend von
ihr abhdngt.

4) Die Transformationspunktezahl, weil eine geringe Auflisung grofRere
prinzipielle Fehler zur Folge hat.

5) Die Zusatzdampfung eines Exponentialfensters, weil damit ein Abklingen



- 66 -

der Stdrungen erreicht wird, die die MeBwerte zum SchluB schon {berdecken
konnen.

Die Abhdngigkeit der Auswertefehler von der Verdnderung der einzelnen
Parameter ist fir unterschiedliche Stdérungen untersucht worden, dafir sind
am Ende des Kapitels nur einige typische Beispiele angegeben.

6.3. Abhangigkeit des Fehlers von verschiedenen Parametern

Die Abhdngigkeit des Fehlers von der Zahl der Diskretisierungspunkte wird in
diesem Kapitel nicht genauer angegeben. Zwar wird die Auswertung besonders
mit nur zwei Punkten bei abnehmender Diskretisierungszahl ungenauer, jedoch
wird davon nur der prinzipielle Fehler der Auswertung, aber nicht die ‘
Storanfdlligkeit beeinfluBt. Den gleichen EinfluB hat die Wahl des Frequenz-
bereichs, was sich schon daran erkennen 1&Rt, daB bei extremen Frequenzen,
wie bei kleinen Diskretisierungszahlen der Spiegelungsfehler den Funktions-
verlauf stark verdndert. Bei den Berechnungen, die zu den gezeigten Kurven
gefiihrt haben, wurden deshalb 512 Zeitdiskretisierungspunkte gewdhlt, die
eine Frequenzaufldsung von 256 Punkten unter Beriicksichtigung der Symmetrie-
verhdltnisse zur Folge haben. Untersucht wurden der mittlere Frequenzbereich
mit einer Periodenzahl zwischen 10 und 245 und der untere Frequenzbereich
von 1 bis 10 Perioden, der in der Auswertegenauigkeit dem Bereich von 246
bis 255 Perioden entspricht. Fiir die Ddmpfung wurden ebenfalls zwei Bereiche
vorgegeben. Im einen Fall handelte es sich um sehr schwach geddmpfte
Schwingungen mit einer Abklingkonstanten von 0 bis 0,2 und im anderen Fall
um eine groBe Abklingkonstante zwischen 1 und 1,3. Die Ddmpfung hat auf die
Auswertegenauigkeit einen noch wesentlich stérkeren EinfluR als die
Frequenz. Bei zunehmender Ddmpfung vergroBert sich nicht nur der prizipielle
Auswertefehler, sondern auch die Empfindlichkeit gegeniiber Rauschen und
Diskretisierungsfehlern. Der prinzipielle Auswertefehler (Fehler bei
ungestorter Zeitfunktion) nimmt durch die Verbreiterung des Spektrums zu,
ndmlich durch die vergroBerten Werte der verschobenen Spektren (Spiegelungs-
fehler) und die gleichzeitige Abflachung der Spitzenwerte. Die Empfind-
lichkeit der Auswertung gegeniiber Rauschen und Diskretisierungsfehlern hdngt
ab von der mittleren Verfdlschung der Funktionswerte im MeBzeitraum, weil
durch die (Integral-) Transformation die gesamte (gemessene) Zeitfunktion
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zur Auswertung benutzt wird. Da sich aber die angegebenen relativen Storun-
gen immer auf den Anfangswert beziehen, ist der EinfluB auf Schwingungen mit
schnell abklingender Amplitude wesentlich stédrker als auf Schwingungen mit
ndherungsweise konstanter Amplitude. Anders ist dies bei einer Verzerrung
durch eine nichtlineare Kennlinie, weil die relative Verzerrung der Schwin-
gung bei abnehmender Amplitude ebenfalls kleiner wird. Es ist jedoch
trotzdem sinnvoll, die Fehler auf den Maximalwert der Amplitude zu beziehen,
weil der Maximalwert durch die Aussteuerbarkeit der Verstdrker und des A/D-
Wandlers begrenzt ist. Entscheidend fiir den Fehler bei der Auswertung
gestorter MeBwerte ist auch die Zahl der benutzten Frequenzpunkte. Gezeigt
wird das am Beispiel der durch Rauschen gestdrten Funktion, fir die Auswer-
tungen mit 2, 4 und 7 Punkten angegeben sind. Deutlich ist zu erkennen, daB
der prinzipielle Auswertefehler bei mittleren Frequenzen mit zunehmender
Punktezahl zwar geringer wird, die Empfindlichkeit gegeniiber Stdrungen sich
jedoch vergrdBert. Bei extrem niedrigen oder hohen Frequenzen steigt auch
der prinzipielle Fehler stark an. Da auBerdem in Fdllen starker Dampfung die
Auswertung schon bei geringen Stérungen abbricht, kann die Verwendung
gréBerer Punktezahlen nicht empfohlen werden. Beonders bei schwdcheren
Stérungen stellt eine Auswertung mit 4 Punkten in den meisten Féllen den
besten KompromiB dar. Eine Auswertung mit nur 2 Punkten kann in Fdllen
extrem starker Stérungen von Vorteil'sein.

6.4. Angabe der Fehler

Wichtig fiir die Ubertragbarkeit der Ergebnisse dieser Storungsrechnung ist
die Angabe der Parameterfehler in GroRen, die von den sonstigen Randbedin-
gungen der Versuche, wie Abtastfrequenz, Diskretisierungszahl oder GrofBe der
Amplituden nicht abhdngen. Als MaB fiir den Fehler sind jeweils zwei Kurven
angegeben, die erkennen lassen, ob der mittlere Fehler durch eine gleich-
mdBige Streuung der Ergebnisse oder durch wenige stark abweichende Werte
hervorgerufen wird. Fiir die Frequenz- und Déampfungsparameter sind die
Abweichungen der normierten GroRen b und d angegeben:

1

M M
4 Z ~ ; 7y ' 2
Gbq = M 1 lb=bl , &,- Cor +‘/_'L"k y (IE,-bii-6,) ;. (6.1)
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M M
\ .\~ . 2
G 3 i G +\/;£-aZf-‘d«- A el (6-2)
! =1

7
Die komplexe Amplitude wurde aufgespalten in Betrag und Phasenwinkel,wobei
fiir den Betrag der relative Fehler angegeben ist:

iP - e
Xoole , Keifie (6.3)
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-

M
“%;'ﬁ;’ﬂ(, ; Gy € /M’IZ “’{( l'G) . (6.5)

Mit Hilfe der gemessenen Amplitude X, und der MeBzeit T lassen sich die
normierten GroBen fir den Einzelfall leicht umrechnen. Es wurden bei 512
Diskretisierungspunkten mit jeweils 10 unterschiedlich starken Storungen in
je 100 Beispielen die folgenden 4 Fdlle durchgerechnet und ausgewertet:

Fall 1: 10<b<245, 0=<ds=<0,2
Fall 2: 1<b < 10, 0<d<0,2
Fall 3: 10<bs245, 1<d<x<1,3
Fall 4: 1<b< 10, 1<d<1,3

I/

N

6.5. Fehler bei unterschiedlichen Stérungen

6.5.1. Rauschen

Das Rauschen der MeBkette wurde mit Hilfe eines Programms zur Erzeugung
normalverteilter Zufallszahlen simuliert, die zu der ungestérten Funktion
addiert wurden. Als MaB fiir das Rauschen ist hier das Verhdltnis zwischen
der Standardabweichung der Zufallswerte und dem Betrag der Amplitude
angegeben:

.2'
SR = 2Tx] 1/N4 TXal (6.6)
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Zum Vergleich wurden die Auswertungen mit 2, 4 und 7 Punkten vorgenommen :

———— 2 Punkte
4 Punkte
————— 7 Punkte

6.5.2. Digitalisierungsfehler

Das mangelhafte Aufldsungsvermégen der A/D-Wandler wird durch ein Programm
zur Rundung der erzeugten Funktionswerte simuliert. Die Schrittweite wird
auch bezogen auf die Amplitude angegeben:

F-xl <3*  mit X =kxy (6.7)
X
%0 2 (6.8)

Die Auswertung erfolgte nur mit der 4-Punkte-Formel. Die Abhdngigkeit des
Fehlers von der StorgréBe war auch in diesem Fall linear.

6.5.3. Nichtlineare Kennlinie

Die fur die Simulation der Verzerrung angesetzte nichtlineare Kennlinie
entsprach der Kennlinie der bei den Messungen an Balken und Kreisringplatte
verwendeten kapazitiven Wegaufnehmer. Eine solche umgekehrt proportionale
Beziehung zwischen MeBwert und MeBgréBe tritt immer bei der beriihrungslosen
Abtastung mit Hife elektrischer oder magnetischer Felder auf. Die schein-
bare Auslenkung (X) ergibt sich dann als Funktion der wirklichen Auslenkung

(x) und des Abstands (a) vom Aufnehmer:
2

» a
X = a-a:;' ’ (6'9)

oder als abgebrochene Taylor-Reihe:

)

X

= 4

* X X
- ox- s - Sy 6.10
X X~ g 22 A ( )
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Die GroBe der Verzerrung hdngt dabei vom Verhdltnis zwischen Abstand und
Amplitude ab, welches sich in der Praxis leicht feststellen ldBRt.

a a

A= - . (6.11)

Xm ox 2 ‘:7"l

Damit ist auch die maximale Amplitudenverzerrung gegeben:

2 )’ 17 1 1
,S,V=21x,: . (21?1) . {24>3<,b AL 2.1

2 4 A

= » P (6.12)

Im Gegensatz zu den beiden anderen Stérungsarten erzeugt die Verzerrung ei-
nen nicht proportionalen Fehler bei den ermittelten Schwingungsparametern.

6.5.4. Uberlagerte Storungen

Weil die untersuchten Stdrungen nicht getrennt sondern immer gleichzeitig,
aber von Fall =zu Fall in unterschiedlichen Stdrken auftreten, wurden auch
die Fehler bei iiberlagerten Stérungen untersucht. Es zeigte sich, daB sich
die Einzelfehler fiir die vorhandenen Storungen addieren, wie auch der Fehler
fir den ungestdrten Fall und der Anteil aus den Storungen. Eine Abschdtzung
der erreichbaren Genauigkeit bei der Anwendung des vorgestellten Aus-
werteverfahrens kann also, wenn die Storungen der verwendeten MeBkette ihrer
GroBe nach bekannt sind, anhand der vorgestellten Bilder vorgenommen werden.
Es muB dabei jedoch auBerdem beachtet werden, daB andere Einfliisse, wie das
Einschwingverhalten der verwendeten Verstdrker, die Ergebnisse noch zusdtz-
lich verfdlschen kénnen.
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0,02 - . -

Bild 6.1 Frequenzfehler im Fall 1 durch Rauschen

0,02 =

Bild 6.2 Dimpfungsfehler im Fall 1 durch Rauschen
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Bild 6.4
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Amplitudenfehler im Fall 1 durch Rauschen

o
p

Phasenfehler im Fall 1 durch Rauschen



0,03

0,02

0,01

Bild 6.5

0,03

0,02

0,01

Bild 6.6

Frequenzfehler im Fall 2 durch Rauschen

£

Dimpfungsfehler im Fall 2 durch Rauschen
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0,05

Bild 6.7

Amplitudenfehler im Fall 2 durch Rauschen
o
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Bild 6.8

Phasenfehler im Fall 2 durch Rauschen
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Bild 6.9 Frequenzfehler im Fall 3 durch Rauschen
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Bild 6.10 Dimpfungsfehler im Fall 3 durch Rauschen
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Bild 6.12 Phasenfehler im Fall 3 durch Rauschen
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Bild 6.13 Ffrequenzfehler im Fall & durch Rauschen
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Bild 6.1% Dimpfungsfehler im Fall 4 durch Rauschen
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Bild 6.15 Amplitudenfehler im Fall 4 durch Rauschen
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Bild 6.16 Phasenfehler im Fall &% durch Rauschen
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Bild 6.17 Frequenzfehler im Fall 1 durch Digitalisierung
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Bild 6.18 D¥mpfungsfehler im Fall 1 durch Digitalisierung
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Bild 6.20 Phasenfehler im Fall 1 durch Digitalisierung
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Bild 6.21 Ffrequenzfehler im Fall 2 durch Digitalisierung
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Bild 6.22 Dimpfungsfehler im Fall 2 durch Digitalisierung
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Biid 6.23 Amplitudenfehler im Fall 2 durch Digitalisierung
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Bild 6.2% Phasenfehler im Fall 2 durch Digitalisierung
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Frequenzfehler im Fall 3 durch Digitalisierung

Ddmpfungsfehler im Fall 3 durch Digitalisierung
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Bild 6.27 Amplitudenfehler im Fall 3 durch Digitalisierung
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Bild 6.28 Phasenfehler im Fall 3 durch Digitalisierung
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Bild 6.29 Frequenzfehler im Fall & durch Digitalisierung
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Bild 6.30 Dimpfungsfehler im Fall 4 durch Digitalisierung
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Phasenfehler im Fall 4 durch Digitalisierung
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Bild 6.33 Frequenzfehle} im Fall 1 durch Verzerrung

Bild 6.3% Dimpfungsfehler im Fall 1 durch Verzerrung
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Bild 6.36 Phasenfehler im Fall 1 durch Verzerrung
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Bild 6.38 Dimpfungsfehler im Fall 2 durch Verzerrung
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Bild 6.39 Amplitudenfehler im Fall 2 durch Verzerrung
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Bild 6.40 Phasenfehler im Fall 2 durch Verzerrung
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0,0001 —

Bild 6.41 frequenzfehler im Fall 3 durch Verzerrung

Bild 6.42 D4mpfungsfehler im Fall 3 durch Verzerrung
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Bild 6.43
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Amplitudenfehler im Fall 3 durch Verzerrung
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Phasenfehler im Fall 3 durch Verzerrung
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Bild 6.45 Frequenzfehler im Fall & durch Verzerrung
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Bild 6.46 Dimpfungsfehler im Fall & durch Verzerrung
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Bild 6.47 Amplitudenfehler im Fall & durch Verzerrung
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Bild 6.48 Phasenfehler im Fall 4 durch Verzerrung
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6.6. Der EinfluB eines Exponentialfensters

In Ergdnzung der Untersuchungen iliber die Storanfdlligkeit wurde auch ilber-
priift, ob durch den Einsatz einer Fensterfunktion Verbesserungen der
Ergebnisse mdglich sind. Fiir eine Anwendung in Verbindung mit dem hier
vorgestellten Auswerteverfahren fiir komplexe Exponentialfunktionen kommt nur
das Exponentialfenster in Frage, das eine VergroBerung des ermittelten
Dampfungsparameters bewirkt. Somit ist ein Umrechnen der Ergebnisse leicht
méglich. .

Der Vorteil des Exponentialfensters liegt darin, daB es die Werte nur zum
Ende der MeBzeit hin abschwdcht, wodurch geddmpfte Schwingungen, die nur zu
Beginn der MeBzeit groRe Auslenkungen aufweisen, im Mittel weniger stark
beeinfluBt werden, als das konstante Rauschen.

Untersucht wirden die gleichen 4 Fdlle, wie bei den einzelnen Stérungen.
Als Stdrung wurde jedoch eine Kombination aus starkem Rauschen (0,05),
mittlerer Auflésung (0,005) und schwacher Verzerrung (0,01) angesetzt.

Im Bereich schwacher Dampfungen kdnnen durch den Einsatz des Exponential-
fensters nur geringfiigige Verbesserungen erzielt werden, bei starken .Démp-
fungen ist eine deutliche Verbesserung besonders der ermittelten Amplituden
zu erkennen. Das gilt jedoch nur fiir den mittleren Frequenzbereich. Bei sehr
niedrigen oder hohen Frequenzen hingegen hat der Fehler schon bei geringen
Zusatzdampfungen sein Minimum und steigt dann sehr schnell iber den Wert bei
der Auswertung ohne Fensterfunktion an. Die Multiplikation mit einem zu
schmalen Exponentialfenster Fiihrt sogar, wie an dem Abbruch der Kurven fir
die Fdlle 2 und 4 zu erkennen ist, dazu, daB die Parameter von Schwingungen,
die ohne Fenster noch identifizierbar sind, nicht mehr bestimmt werden
kdnnen.

Aufgrund der Ergebnisse der durchgefilhrten Untersuchungen kann die
Anwendung des Exponentialfensters nur in Ausnahmefdllen empfohlen werden.
Die deutliche Verschlechterung der Ergebnisse in Fdllen sehr niedriger oder
hoher Frequenzen und bei nur geringfiigig zu groB gewdhlter Zusatzddmpfung
erfordert in jedem Fall Vergleichsrechnungen ohne Fensterfunktion.
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Bild 6.49 Frequenzfehler im Fall 1 bei Exponentialfenster
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Bild 6.50 Dimpfungsfehler im Fall 1 bei Exponentialfenster
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Bild 6.51 Amplitudenfehler im Fall 1 bei Exponentialfenster
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Bild 6.52 Phasenfehler im Fall 1 bei Exponentialfenster
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Bild 6.53 Ffrequenzfehler im Fall 2 bei Exponentialfenster
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Bild 6.5% Dimpfungsfehler im Fall 2 bei Exponentialfenster
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Bild 6.55 Amplitudenfehler im Fall 2 bei Exponentialfenster
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Bild 6.56 Phasenfehler im Fall 2 bei Exponentialfenster
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Bild 6.57 Ffrequenzfehler im Fall 3 bei Exponentialfenster
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Bild 6.58 Dimpfungsfehler im Fall 3 bei Exponentialfenster
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Bild 6.59 Amplitudenfehler im Fall 3 bei Exponentialfenster

Bild 6.60 Phasenfehler im Fall 3 bei Exponentialfenster



- 102 -

Bild 6.61 Ffrequenzfehler im Fall 4 bei Exponentialfenster

Bild 6.62 Dimpfungsfehler im Fall & bei Exponentialfenster
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Bild 6.63 Amplitudenfehler im Fall 4 bei Exponentialfenster
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7..Durchgefﬁhrte Versuche
7.1. Ubersicht

In diesem Kapitel werden nun zum AbschluB die Versuche beschrieben, die im
Rahmen dieser Arbeit durchgefiihrt und mit dem direkten Verfahren ausgewertet
wurden. Es handelte sich dabei einerseits um Versuche an einfachen Modellen
(Balken und Kreisringplatte) auf einem Versuchsstand neben der Rechenanlage,
wobei die MeBwerte direkt digitalisiert werden konnten, und andererseits um
Versuche an groBeren Objekten (Werkstoffpriifmaschine und Scherentrenn-
schalter) an deren Aufstellungsorten, wodurch die MeBwerte auf einem
Analogbandgerdt zwischengespeichert werden muBten. Bei allen Versuchen
wurden immer 2zwei MeBkandle gleichzeitig aufgenommen, die mit gleichen
MeBwertaufnehmern und Verstdrkern bestiickt waren. Durch die Messung von zwei
Kandlen 1ist es moglich, Eigenformen zu bestimmen, indem die MeBwerte eines
Kanals (des Referenzkanals) immer an einem Punkt des Systems aufgenommen
werden, wdhrend der andere Aufnehmer nacheinander an verschiedene Stellen
des Systems gesetzt wird. Die Eigenform wird dann durch eine einfache kom-
plexe Normierung bestimmt. Wird z. B. die Amplitude der m-ten Eigen-
schwingung an der Stelle n zur Normierung gleich 1 gesetzt,

Ko o+ (7.1)
so ergibt sich fir die anderen MeBpunkte:

Yom k VYeen , (7 .2 )

X
oy b = T
s S w y,wr

x-komplexe Amplitude am MeBpunkt
y-zugehdrige Amplitude am Referenzpunkt

Die MeBreihen weisen hdufig Liicken auf. Liicken im MeBkanal, bei groBen Am-
plituden im Referenzkanal, zeigen an, daB in der Ndhe eines Schwingungs-
knotens gemessen wurde, bei Liicken in beiden Kandlen ist die éntsprechende
Eigenschwingung zu schwach angeregt worden. Sollen méglichst viele Eigen-
formen untersucht werden, empfiehlt es sich, an einer Stelle mehrfach zu
messen, da das Anregen hoher Eigenfrequenzen auch vom Zufall abhdngt.
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Aussagen iiber die Genauigkeit der bestimmten Parameter lassen sich durch
einen Vergleich der Frequenz- und Dampfungswerte machen, die fir jede
Messung und jeden Kanal unabhdngig voneinander bestimmt werden. Zu beachten
ist, daB an MeBstellen mit sehr kleinen Amplituden zwangsldufig gréBere
Fehler auftreten. Entscheidend fiir die Berechnung von Eigenformen ist auch
die Wahl eines giinstigen Referenzpunktes. Ideal ist ein Punkt, an dem alle
Eigenformen maximale Auslenkungen aufweisen. Beim einseitig eingespannten
Balken besitzt das freie Ende diese Eigenschaft, bei komplizierteren
Systemen muB aufgrund von Vergleichsmessungen ein Punkt festgelegt werden.
In kritischen Fédllen kann es sogar erforderlich sein, fiir unterschiedliche
Eigenformen unterschiedliche Referenzpunkte zu wdhlen. Bei den im Rahmen
dieser Arbeit durchgefiihrten Versuchen war das jedoch nicht nétig.

7.2. Messungen am Biegebalken

7.2.1. Versuchsdurchfihrung

Als erstes Beispiel fir die Auswertung von MeBwerten wurden Versuche an
einseitig eingespannten Biegebalken durchgefiihrt. Der Versuchsaufbau und die
Anordnung der MeBgerdte sind in Bild (7.1) dargestellt. Den Untergrund fiir
den Versuchsaufbau bildete eine massive GuBplatte, die auf einem Tisch in
Gummi gelagert war, um von den Schwingungen des Bodens weitgehend isoliert
zu sein. Die berilhrungslos arbeitenden kapazitiven Wegaufnehmer wutden
zundchst beide iliber dem Balken verschiebbar an einer Schiene aufgehdngt. Die
bei den ersten Versuchen verwendete Stahlschiene wurde spdter gegen eine aus
Holz ausgetauscht, weil sich die Eigenchwingungen der Schiene mit den
Aufnehmern den Balkenschwingungen iiberlagerten. Zudem é&nderten sich diese
Schwingungen durch das Verschieben der Aufnehmer stdndig. Die Holzschiene
hat dagegen eine so hohe innere Ddmpfung, daB deren Eigenschwingungen schon
nach wenigen hundertstel Sekunden abgeklungen sind. Der Referenzpunkt wurde
so nahe wie moglich an das freie Balkenende gelegt. Der andere MeBaufnehmer
wurde nacheinander an verschiedene Punkte des Balkens geschoben. Da beide
Kandle mit den gleichen MeRwertaufnehmern und Verstdrkern bestiickt waren,
sollte der MeBwert des Referenzkanals mit zur Bestimmung der Eigenfarmen
dienen. Es zeigte sich jedoch, daB die Verstdrker dazu zu ungenau waren; SO
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wiesen die ermittelten komplexen Amplituden der ersten Eigenfrequenz (ca. 18
Hz) eine Phasendifferenz von 0,35 (20" ) zwischen beiden Kandlen auf. Da sich
dieser Fehler jedoch als ndherungsweise konstant erwies, war eine komplexe
Normierung der MeBwerte mit Hilfe des Referenzkanals mdglich. Der
Versuchsstand wurde darum so umgebaut, daB der Referenzaufnehmer unter dem
Balken auf dem Tisch befestigt war, damit auch die Auslenkungen in der Ndhe
des freien Balkenendes gemessen werden konnten. Die Erregung der
Schwingungen erfolgte durch Schldge mit einem kleinen Hammer. Als giinstig
fir die gleichmdBige Erregung auch hoher Frequenzen erwiesen sich Schldge
nahe der Einspannung. Da der Hammer beim Auftreffen zum Prellen neigte,
wurde er an eine Spannungsquelle angeschlossen. Die Spannung des Hammers
wurde auch aufgezeichnet, damit festgestellt werden konnte, wann der Hammer
den Balken nicht mehr berihrt hat. Wurde zu diesem Zeitpunkt mit der
Auswertung begonnen, waren die ermittelten Ergebnisse jedoch zu ungenau. Die
Ursachen dafir sind das Einschwingverhalten der Verstédrker, die mit einem
Ubertragungsbereich von 20 Hz bis 20 kHz fiir Messungen im Audio-Bereich
ausgelegt sind, und das Einschwingverhalten des Balkens, der nach der
punktférmigen Belastung zundchst noch Querschwingungen ausfilhrt. Bei der
Wahl der Einschwingzeit muB ein KompromiB zwischen gut eingeschwungenen
unteren Eigenfrequenzen und noch nicht abgeklungenen oberen Eigenfrequenzen
gewdhlt werden. Bei den angegebenen Streuungen handelt es sich um die
Streuung innerhalb der MeBreihe.

7.2.2. Stahlbalken

Als Beispiel fiir die am einfachen Stahlbalken durchgefiihrten Messungen sind
in Bild (7.2) die ersten 6 in einer Versuchsreihe bestimmten Eigenformen
aufgezeichnet und die zugehdrigen Eigenfrequenzen und Dampfungen angegeben.
Die Auslenkungen wurden an 14 Stellen gemessen, die hier durch die
senkrechten Linien dargestellt sind. Die gezeigten Verformungskurven sind
von Hand gezeichnete Verbindungen der gemessenen Einzelwerte. Die
Versuchsreihe umfaBte jeweils 3 Messungen an jedem Punkt, deren Ergebnisse
gemittelt wurden.
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Versuchsdaten: MeBzeit............. 0,25 s Einschwingzeit..0,05 s
Diskretisierungszahl..1024 Auswertepunktzahl....4
Exponentialfenster-Zusatzdampfung 0,8 %%

Ergebnisse: siehe Bild (7.2)

Zur Uberpriifung der Genauigkeit unter optimalen Versuchsbedingungen wurde
ergdnzend eine Versuchsreihe durchgefiihrt, bei der durch Wegnahme einer
statischen Auslenkung hauptsdchlich die erste Eigenform angeregt wurde. Der
Balken war bei diesen Versuchen kiirzer eingespannt. Um die Amplituden und
Phasengenauigkeit nach der Normierung bestimmen zu kénnen wurde nur an einem
Punkt gemessen.

Versuchsdaten: MeBzeit.............. 1.0 s Einschwingzeit...0,3 s
Diskretisierungszahl..1024 Auswertepunktzahl....2
Auflésung.......c...... 5 mV

Ergebnisse: 1. Eigenform 2. Eigenform

Frequenz 18,970 x0.003 Hz 118,78 +0,10 Hz

Dampfung 0,008 £0,002 <~ 0,053 £0,004 £

Aussteuerung 2068 mV...3440 mV 41 mv...143 mV

Normierungsfehler Amplitude

3 mV 20,0015 2mV =0,03

Normierungsfehler Phase

0.1° = 0,002 1" = 0,02

7.2.3. Stahl-Plexiglas-Balken

Um Aussagen iiber die Phasenverschiebungen bei einem nicht modal gedampften
Balken zu erhalten, wurde ein Stahlbalken untersucht, der teilweise mit
Plexiglas zusammengeklebt war. Die Messungen erfolgten unter den gleichen
Bedingungen wie beim Stahlbalken. Wegen der hohen Dé&mpfung und der kleinen
Amplituden, bedingt durch die schlechtere Anregbarkeit, konnten in diesem
Fall aber nur 3 Eigenschwingungen ermittelt werden. Es konnten jedoch trotz
der hohen erreichten Genauigkeit keine Phasenverschiebungen bei den
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Phasenwerte wiesen nur
lagen. Zu beach-

Amplituden festgestellt werden. Die ermittelten
zufdllige Streuungen auf, deren Betrdge bei 2 , 1 , und 3
ten ist bei der Beurteilung der Genauigkeit der MeBergebnisse, daB bei einer
méglichen Signalspannung von 10 000 mV und einer Auflésung von 5 mV die
durchschnittliche Amplitude der 3. Eigenschwingung zu Beginn 160 mV, nach
der Hilfte der MeRzeit 26 mV und am Ende nur noch 4 mV betrug. Die Fehler
sind unter diesen Bedingungen als gering zu bezeichnen. Die Eigenfrequenzen
und Ddmpfungen des Balkens betrugen:

Versuchsdaten: MeBzeit.............. 0,25 s Einschwingzeit..0,01 s
Diskretisierungszahl...1024 Auswertepunktzahl....4
Ergebnisse: Frequenz/Hz Dampfungfﬁff—
23,35 20,05 0,50 £0,03
102,24 +0,02 0,93 0,01
295,08 + 0,06 2,37 £0,03

7.2.4. Stahlbalken mit Oldampfer

Ebenfalls zur Untersuchung des Einflusses nichtmodaler Démpfung wurde ein

Stahlbalken

Blechpldttchen an einer Gewindestange bestand, das in
Phasenverschiebungen konnten auch hierbei nicht festgestellt werden.

wurde.

am freien Ende mit einem Ddmpfer versehen,

der aus einem
Getriebedl getaucht
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Versuchsdaten: MeBzeit.............. 0,50 s Einschwingzeit..0,25 s
Diskretisierungszahl...1024 Auswertepunktzahl....2

Ergebnisse zum Vergleich:

ohne 0lddmpfung

Frequenz /Hz

17,82 £0,02
111,88 0,02
313,00 0,03

Dﬁmpfung/ﬁgL

0,02 +0,01
0,057 0,006
0,128 £0,009

mit Oldampfung 17,77 0,03 0,33 *0,03
111,65 0,01 0,40 +0,01
312,24 0,04 0,74 +0,01

7.2.5. Holzbalken

Zum Vergleich der Dampfung zwischen Stahl und Holz wurden die Schwingungen
eines Balkens aus Fichtenholz unter gleichen Bedingungen gemessen. Die
Oberflédche war mit Aluminiumfolie beklebt, um elektrisch leitfdhig zu sein.
Wegen der hohen Ddmpfung konnten nur vier Eigenschwingungen ermittelt
werden.

Versuchsdaten: MeBzeit............. 0,125 s Einschwingzeit..0,05 s
Diskretisierungszahl....256 Auswertepunktzahl....2

Ergebnisse: Frequenz/Hz D&mpfung/—‘%—lr
24,37 *0,10 0,13 0,08
154,93 0,08 0,62 *0,05

431,51 %0,05 1,66 *0,05
830,5 0,6 3,5 0,5
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7.3. Messungen an einer Prifmaschine

Als erstes Beispiel fir Messungen an Maschinen wurden die freien Schwingun-
gen einer Zug- und Torsionspriifmaschine gemessen. Der Versuchsaufbau ist in
Bild (7.3) dargestellt. Der Hammer, mit dem die Schwingungen angeregt wur-
den, muBte =zur Ddmpfung mit einem Gummi beklebt werden, damit die ver-
wendeten Beschleunigungsaufnehmer nicht beim Anschlagen (ibersteuerten. Die
MeBwerte wurden auf einem Analog-Magnetband zwischengespeichert und spdter
digital ausgewertet. Zwei der gemessenen Eigenformen sind in Bild (7.4)
rdumlich dargestellt, die iibrigen vier Eigenschwingungen waren sehr liicken-
haft, so daB eine bildliche Darstellung nicht sinnvoll war.

Versuchsdaten: MeBzeit.............. 0,25 s Einschwingzeit..0,00 s
Diskretisierungszahl....512 Auswertepunktzahl....2

Ergebnisse: Frequenz/Hz Dampfung/E%L
71,0 0,2 0,74 £0,09
91,6 0,8 3,0 0,5
17,7 t0,4 2,1 0,4
154,5 0,9 3,9 %0,9
263,8 +0,7 5,5 0,7
637,6 £0,8 8,3 1,1

7.4. Messungen am Trennschalter

Mit dem gleichen MeBaufbau, wie bei der Priifmaschine wurde auch an einem
Scheren-Trennschalter, wie er in Starkstromanlagen verwendet wird, gemessen.
Durch KurzschluB erregte mechanische Schwingungen fiihren bei diesen
Schaltern hdufig zum Versagen. Zur Schwingungsanregung wurden die Holme mit
einem Draht verspannt, der durchgetrennt wurde. Die Versuchsergebnisse
reichten jedoch wegen ihrer mangelnden Genauigkeit zur Bestimmung von
Eigenformen nicht aus. Die MeBschriebe zeigten immer am Umkehrpunkt ein
plétzliches Entstehen sehr hochfrequenter Schwingungen. Erklart werden kann
das nur durch das Festhaken und Losbrechen der Gelenke im Umkehrpunkt. Diese
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weisen eine groBe Reibung auf, weil sie elektrisch gut leiten miissen. Die
ermittelten Frequenz- und Ddmpfungswerte sollen trotzdem angegeben werden:

Versuchsdaten: MeBzeit............. 0,125 s Einschwingzeit..0,00 s
Diskretisierungszahl....512 Auswertepunktzahl....2
2 Ty

Exponentialfenster-Zusatzdampfung 2 =

Ergebnisse: Frequenz/Hz _ Dampfungfiéi-
8,9 0,2 1,1 £0,4
17,5 10,4 2,1+0,4
236 2 3,3 £1.0
473 +3 3,310,8

7.5. Messungen an einem Kreissdgeblatt

Auf dem Versuchsstand, auf dem die Balkensschwingungen gemessen worden wa-
ren, wurden auch die Versuche an einem horizontal eingespannten Kreis-
sdgeblatt durchgefiihrt. Der Aufbau war der gleiche, nur so gedndert, daB der
obere Wegaufnehmer an jede Stelle iliber dem Sédgeblatt geschoben werden konn-
te. Zwei der gemessenen Eigenformen sind in Bild (7.5) rdumlich dargestellt.
Wahrend die untere Eigenschwingung als stehende Welle erscheint, besitzt die
obere auch umlaufende Anteile. Deshalb sind hier auch zwei (verschobene)
Schwingungszustdnde eingezeichnet, die bei den Versuchen ermittelt wurden.

Versuchsdaten: MeBzeit................. 2s Einschwingzeit...0,1 s
Diskretisierungszahl...2048 Auswertepunktzahl....4

Ergebnisse: Frequenz /Hz Démpfung/~%”'
57,1 10,1 0,27 +0,07
59,6 +0,1 0,16 £0,08
119,8 0,1 0,07 0,04

243,6 +0,1 0,02 £0,01



Kapazitiver Wegaufnehmer
Briel & Kjaer Type MM 0004
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150 g Hammer

At

(_']—:—_—_—:_":1

It

-

Versuchsstand mit Biegebalken

Vorverstérker
Briiel & Kjaer Type 2619

MeBverstdrker mit Analoganzeige-
Briiel % Kjaer Typz 2609

Speicheroszilloskop
Philips Type PM 3243

2 - Kanal Analogfilter
Kemo Type VBF /[ &

Interface mit Taktgenerator
und Sample & Hold Verstidrkern

ml

Rechner mit A/D-Wandler
MODCOMP IV

Spannungs-
quelle
S Volt

Bild 7.1 Versuchsaufbau fiir Messungen am Biegebalken
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Frequenz
17,55 £0,02 Hz

Démp fung 24
. 0,03 0,024

frequenz
109,87 +0,06 Hz

Démpfung
0,05 %0,014Z

Frequenz
307,76 0,12 Hz

Démpfung
0,55 0,052

Frequenz
602,87 +0,24% Hz

Démpfung
0,40 0,057

Frequenz
996,4 +0,4 Hz

Ddmpfung
0,6 £0,1<C

Frequenz
1489 +0,4 Hz

Ddmpfung .
1,22 +0,07 4"

Bild 7.2 Eigenformen des Biegebalkens



1500 g  Hammer mit Ddmpfungsqummi

Beschleunigungsaufnehmer
Briel & Kjaer Type 4375

lug - Torsions - Prifmaschine
Schenk Hydropuls

Ladungsverstdrker
Briel & Kjaer Type 2626

Speicheroszilloskop
Philips Type PM 3243

2 - Kanal Analogfilter
Kemo Type VBF / &

Analog - Barndgerdt
Philips Type Analog 7

Bild 7.3 Versuchsaufbau fiir Messungea an der Prifmaschine
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frequenz 57,12 +0,10 _Hz
Dampfung 0,27 £0,07 7

Frequenz 119,8 iO,‘IZHz
Dampfung 0,07 20,4 <™

Bild 7.5 £Eigenformen eines Kreissidgeblattes
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8. Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wird ein neues Verfahren zur digitalen Versuchs-
auswertung von Schwingungen vorgestellt. Dieses Verfahren basiert auf der
Diskreten-Fourier-Transformation (DFT, FFT). Der Anwendungsbereich ist auf
freie und periodisch erregte Schwingungen begrenzt, da sich diese explizit
beschreiben lassen. Die Vorteile des Verfahrens liegen in der optimalen
Ausnutzung der Mdglichkeiten der DFT.

Eine mathematische Analyse fiihrt dabei auf eine Beschreibung der DFT als
Fourier-Reihe von -Impulsen, und der Fourier-Reihe als Darstellungsform der
Fourier-Transformation periodischer Funktionen. Damit ist die DFT einer
bekannten Funktion analytisch darstellbar. Fiir die exponentiell abklingende
harmonische Funktion fiihrt das auf eine Gleichung, die vereinfacht und dann
umgestellt werden kann. Bei der Bestimmung der Schwingungsparameter mit
Hilfe dieser direkten Gleichungen wird eine extrem hohe Genauigkeit er-
reicht. Zur Trennung eng benachbarter Eigenfrequenzen kann eine iterative
Auswertung vorgenommen werden.

Die drei wichtigsten die MeRergebnisse verfdlschenden Storungen sind das
Rauschen der MeBgerdte, die geringe Auflésung des A/D-Wandlers und die Ver-
zerrungen durch nichtlineares Verhalten von MeBwertaufnehmern.

Die Anfdlligkeit der Auswertung gegen diese Stdrungen wird deshalb mit
Hilfe kiinstlich gestdrter numerisch erzeugter Testfunktionen statistisch
untersucht und fir die vier Schwingungsparameter (Frequenz, Déampfung,
Amplitude, Phase) graphisch dargestellt. Bei Uberlagerung dieser Storungen
addieren sich auch die einzelnen Fehler.

Wie die ergdnzenden Versuchsbeispiele zeigen, lassen sich auch 1in der
praktischen Anwendung gute Ergebnisse erzielen. Besonders geeignet ist das
vorgestellte Verfahren wegen seiner hohen Genauigkeit zur Untersuchung von
Dampfungen und Phasenverschiebungen.

Mit der vorliegenden Arbeit ist daher eine neue praktisch anwendbare Mdg-
lichkeit zur Signalanalyse im Frequenzbereich gegeben.
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