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Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit werden die Grundgleichungen des Randwertpro-
hlems sowie zugehdrige Stabilitdtsgleichungen einer allgemeinen geome-
trisch nichtlinearen Schalentheorie der ersten Approximation in vollstdn-
dig Lagrangescher Beschreibungsweise hergeleitet. Ein mithilfe des polaren
Zerlegungssatzes gewonnenes, wirklichkeitsnahes Klassifikationsschema er-
moéglicht die Betrachtung verschiedener Approximationsstufen geometrischer
Nichtlinearitdt im Rahmen grofer Rotationen. Energiekonsistente Transfor-
mationen flihren zur Entwicklung einfachster Schalentheorien groBer Rota-
tionen mit hoher numerischer Leistungsfé&higkeit. Zugehdrige eindimensio-
nal reduzierte Varianten beschreiben ebene Deformationen dinner elasti-
scher Balken. Auf der Grundlage der klassischen FEM in Form des Weggrdfen-
verfahrens werden Computerprogramme zur Berechnung gekrimmter Balken und
Rotationsschalen mit Flexibilitdt hinsichtlich der Theorievarianten e=nt-
wickelt. Am Ende stehen umfangreiche vergleichende Untersuchungen ausge-
wdhlter Spannungs- und Stabilitdtsprobleme aus den Bereichen Balken, Plat-
te und Schale sowie die quantitative Analyse des sogenannten ,inneren”

Fehlers verschiedener fladchenhafter Modellvarianten.

Summary

The equations of the boundary value problem and stability equations of a
general Lagrangean geometrically nonlinear first-approximation shell
theory are derived in tensor notation. Furthermore using a classification
scheme based on the polar decomposition theorem different levels of geo-
metrical nonlinearity within the range of large rotations are considered
and simplest energy-consistent large rotation shell theories with high
numerical efficency are developed. Corresponding one-dimensional reduc-
tion leads to equations describing in-plane deformations of curved bars.
Using classical FEM displacement method computer programs for curved bars
and shells of revolution are developed including various shell theories.
Finally well chosen stress and stability problems of bars, plates and
shells are investigated and a quantitative analysis of the so called

"intrinsic" error of different shell models is given.
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1. EINLEITUNG

Die unterschiedlichen Trageigenschaften dlinner elastischer Schalen
spiegeln sich in der Vielfalt méglicher Last-Verformungsbeziehungen
wieder.

Zu einer genauen Erfassung dieser komplizierten mechanischen System-
antworten sind komplexe Modelltheorien und leistungsstarke Ndherungs-
verfahren unumgénglich, so daf erst die sprunghafte Entwicklung elektro-
nischer Rechenanlagen und computerorientierter Ldsungsverfahren es er-
mGglichte, Tragwerksberechnungen auf nahezu alle Bereiche auszudehnen.

Vor diesem Hintergrund ist auch die intensive Forschung auf dem Ge-
biet dinner elastischer Schalen zu sehen, die seit Mitte der finfziger
Jahre zur Formulierung einer Vielzahl geometrisch linearer und nichtli-
nearer Theorien fihrte. Vor allem die Arbeiten von Koiter [1.2 -4] £&6r-
derten das Versténdnis fir die bei der Ableitung flachenhafter Modell-
theorien unter Annahme der Kirchhoff-Love-Hypothese auftretenden grund-
legenden Probleme.

Die Anwendung des polaren Zerlegungssatzes der Kontinuumsmechanik
ermdglicht es, die GrdBe der Dehnungen und Rotationen eines Material-
elementes unabhdngig voneinder zu behandeln. Den Arkeiten von Pietrasz-
kiewicz [1.6 -8] folgend, kdnnen damit verschiedene geometrisch lineare

und nichtlineare Schalentheorien bei Annahme kleiner Dehnungen 0(92),

(6 typischer Schalenparameter, 82 << 1) durch Beschrinkung der auftre-
tenden Rotationswinkel w weiter klassifiziert werden: kleine Rotationen
(= lineare Theorie) : w < 0(62), moderate Rotationen: w = 0{(6), groBe
Rotationen : w = O(/g), finite Rotationen : w 2 0O(1).

Im Bereich moderater Rotationen liegen in der Literatur eine Viel-
zahl umfassender theoretischer und numerischer Untersuchungen vor
(s. z. B. [1.2, 1.5, 1.7, 1.11, 1.13-1.16]).Die Zahl der Arbeiten auf
dem Gebiet groBer und finiter Rotationen (s. z. B. [1.1, 1.9, 1.12])
ist vergleichsweise gering. Vor allem im Hinblick auf die Ableitung
leistungsfdhiger Varianten mit hoher Praktikabilitdt hinsichtlich der

numerischen Anwendung, gibt es noch viele offene Fragen.



~Bei der Vielzahl der Formen, in denen Schalengleichungen in der
Literatur erscheinen, ist es von besonderem Interesse, Abschdtzungen
fir die Unterschiede zwischen Ld&sungen 2zu erhalten, die ausgehend
von vermeindlich &dquivalenten Schalentheorien gewonnen werden. Die-
ser sogenannte "innere" Fehler [1.3] ist dem Bereich der Modellfehler
zuzuordnen. Mathematisch fundierte Ergebnisse liegen jedoch hierfir
nur in der linearen Theorie vor [1.3-41,

Vergleichende Untersuchungen auf der Basis bereits in der Literatur
vorhandener numerischer Berechnungen werden durch Verwendung verschie-
dener Naherungsverfahren, Losungsalgorithmen, Elementformulierungen
usw. erheblich erschwert. Ein weiteres Problem besteht darin, daB die
untersuchten stteme mit wenigen Ausnahmen keine Indikatoren fir
N&herungsstufen geometrisch nichtlinearer Schalentheorien sind.

In der vorliegenden Arbeit werden daher im wesentlichen zwei Ziele

verfolgt

- die Ableitung konsistenter geometrisch nichtlinearer Schalen-

theorien unter Bericksichtigung groBer Rotationen,

- die Durchfihrung vergleichender numerischer Untersuchungen an

Linien- und Flachentragwerken.

Im 2. Abschnitt werden die grundlegenden Beziehungen zur Bestimmung
von Geometrie und Verformung einer Schale zusammengestellt. Nach Ein-
fihren der mit der Kirchhoff-Love~Hypothese kompatiblen ersten Appro-
ximation der Verformungsenergiedichte definieren wir im 3. Abschnitt
unter Verwendung dquivalenter Krimmungsdnderungstensoren konstitutive
Beziehungen. Modifizierte kinematische Ausdrucke [1.9] ermdglichen die
Ableitung der grundlegenden Gleichungen einer allgemeinen gecmetrisch
nichtlinearen Schalentheorie ohne Beschrdnkung der Rotationen in voll-
stdndig Lagrangescher Beschreibﬁngsweise im 4. Abschnitt. Setzt man
voraus, daf die &uferen Lasten vom Typ "dead loads" sind, fihrt die
Variation des Funktionals vom Gesamtpotential auf eine schwache Formu-
lierung des Randwertproblems. Zur Bestimmung méglicher Singularitédten
der Losung befassen wir uns im 5. Abschnitt mit der Ableitung zuge-
hériger Stabilitédtsgleichungen unter Verwendung eines energetischen

Kriteriums.



Die Komplexitdt der Beziehungen einer allgemeinen Theorie 148t Ver-
einfachungen insbesondere im Hinblick auf die Praktikabilitdt bei der
numerischen Anwendung sinnvoll erscheinen. Auf der Basis des in [1.10]
eingefihrten erweiterten Klassifikationsschemas werden daher im Rahmen
der zweidimensionalen Betrachtungen des Abschnitts 6 konsistent appro-
ximierte Dehnungs-Verschiebungsbeziehungen und Randparameterausdrﬁcke‘
einer Familie von neun Schalentheorien unter Berilicksichtigung groBer
Rotationen angegeben. Dem Konzept folgend , Schalentheorien in ihrer
eindimensional reduzierten Form an hochgradig nichtlinearen Balkenpro-
blemen einem Vorabtest zu unterziehen, befassen wir uns im Kapitel 6.3
mit der Formulierung allgemeiner Theorien gekrimmter Balken zur Be-
schreibung des einachsigen, ebenen Biegeproblems. Konsistente Approxi-
mationen fir Theorien groBer und moderater Rotationen werden vorge-
stellt. Kapitel 6.4 dient der Einordnung und Uberprifung verschiedener
in der Literatur angegebener Schalentheorien aus dem Bereich groBer
und finiter Rotationen. Modifizierte, energetisch &quivalente Dehnungs-
Verschiebungsbeziehungen und Randparameterausdricke bilden die Grund-
lage zur Formulierung einfachster Schalentheorien grofer Rotationen
im 7. Abschnitt.

Mit Hilfe der im 8. Abschnitt beschriebenen Finite-Element-Programme
fihren wir umfancreiche vergleichende Untersuchungen an Balken-, Platten-
und Rotationsschalenproblemen durch. Die numerischen Ergebnisse werden

im 9. Abschnitt diskutiert und gewertet.



2. ZUR BESCHREIBUNG VON GEOMETRIE UND VERFORMUNG VON SCHALEN

2.1 Differentialgeometrie gekrlmmter Fli&chen und Raumkurven

Dieses Kapitel soll dazu dienen, die fir spétere Betrachtungen
notwendigen differentialgeometrischen Beziehungen gekrimmter Fl&chen
und ihrer Randkurven aufzustellen. Hierbei wird auf die ausfihrlichen

Abhandlungen dieses Themas in [2.3, 2.5, 2.6, 2.8, 2.13] Bezug genommen.

Abb. 2.1

Wir definieren die Mittelfldche einer Schale in der unverformten
(Referenz-) Konfiguration M unter Zuhilfenahme konvektiver GauBscher

Flachenkoordinaten 6%(a = 1,2) durch die Vektorfunktion

2k
[=f(9°‘)= > f (8«).‘:&‘ xki.,Q _ (2.1.1)

k=1 ~

x bezeichne den Ortsvektor eines Flachenpunktes M € M und xk dessen
Komponenten beziglich eines feststehenden kartesischen Koordinatensystems

im dreidimensionalen Euklidischen Raum (Abb. 2.1). GemdB8 Einsteinscher



Summationskonvention wird tdber gegenstandige Indizes summiert, wobei
lateinische Indizes die Werte 1,2,3 und griechische Indizes 1 und 2
annehmen. '

Wir definieren nun in jedem Punkt M € M einen Satz kovarianter und

kontravarianter Basisvektoren Ea bzw. ga

= = JR o _ o
bot4 qu X ,a btk J ,C.L 2/3—6/6 ) (2.1.2)
mit 6; als Kronecker-Symbol und (...) 0= 3(...)/306%. Die Basisvektoren
’

sind dber das Kreuzprodukt mit dem Normaleneinheitsvektor n auf folgende

Weise verknipft

Cp(gux g, € (a"r2)

~ r~ ~ )

=T xp 2.1.3)
Q 26 guxg/-'t * (

af

Hierin sind die Komponenten des Permutationstensors der Flache EaB' €

bestimmt duxch

-1
€=V e eP=(Va) P )
(2.1.4)
1 far «=1 p=2 ,
e,ﬂne“p-e 0 fir =8
-1 fir a=2 ,p="1

Als MaBgrdBen auf M fihren wir den Metriktensor mit seinen kovarianten

und kontravarianten Komponenten und zugehdrigen Determinanten ein

=q - @B g*.
a'ocp 8% , Q@' =4 Q;p R
(2.1.5)
=a-= 2 «f| . 1
Iadpl—a—a"azz-aﬂ ) |a l"a.

Einige nidtzliche Identitdten lassen sich aus (2.1.4) mit (2.1.5) ableiten

oA _ A of _
e*efla,, = o | euep, 0 =q,

(2.1.6)
€ €1 =8, 8% - 838



und unter Zuhilfenahme von (2.1.3)

(2.1.7)

Jeden Flachentensor n-ter Stufe kénnen wir durch seine Komponenten
bezliglich einer kovarianten, kontravarianten oder gemischt varianten

Basis darstellen

=T t\p = «x p A [
=T "20.004...8:8%0= Top...ap 308 ... 200
(2.1.8)

T s a0gp . gaf= ..

wobei 2, ® a, fir das Tensorprodukt von Basisvektoren steht. Die Bezie-

8
hungen der einzelnen Komponenten des Flachentensors T untereinander

lassen sich bestimmen als

Toz{.’.... - 0%, %P - S, 2 N ! 1.
ap= 00 Ty apm e aWAQFPTS'*"' , (2.9

woraus sich eine Regel vom Heben und Senken von Indizes durch kovariante
und kontravariante Komponenten des Metriktensors ableiten 148t.

Die Definition eines Tensors ist bestimmt durch sein Verhalten beim
Ubergang auf ein neues Koordinatensystem 9'® = O'G(Ol,ez). So erhdlt

man fir einen beliebigen Flachentensor n-ter Stufe das Transformations-

gesetz
Z'-.:Torﬁ...mAP 2,0 g.,,...:g'\eg"
(>3 % A 9
=gg°‘ ggP gg"‘f gg'[-k TRP...'”AP 9'699:; g:nrago# (2.1.10)

=T

oder in Komponentenschreibweise



5. _96°368™ 26" 39% Tep--.
T * ‘"’I-'- aeuaep SG'WSB'PT/A CeAp . , (2.1.11)

Mit (2.1.10) 148t sich zeigen, daB a8 und am6 sowie EaB und GQB kovari-

ante und kontravariante Komponenten von Flachentensoren 2-ter Stufe sind.

Differentiation des Normaleneinheitsvektors n nach 8% erklirt zwei

Fldchenvektoren ., deren Komponenten
14

0 =" Do 2R =" 0p B " 0 Gag (2.1.12)
die Komponenten des Krimmungstensors der Mittelfldche darstellen.
Unter Verwendung von (2.1.5)2 kénnen die mittlere Krimmung H und das
GauBsche KrimmungsmaB8 K angegeben werden zu

b

ot

=

H=%a"b,, |
K- -:—=%e°"‘eﬁf‘b by = 816348, b=lt

Nl*
b
TN

(2.1.13)

Die partielle Differentiation der Basisvektoren 2, E? und des Normalen-
einheitsvektors n werden durch die Gleichungen von Gauf (2.1.14) und

Weingarten (2.1.15) beschrieben

=¥ a __[M« K w (2.1.14)
g"‘;ﬂ r‘.a/sh‘y"!-b R E’ﬁ I—'ﬁ’LQ. +b/bQ )

- _h& 2.1.15
2)/3.. b{j.o.'cx , ( 15)

mit FuaB als Christoffelsymbol 2. Art, das man mit Hilfe von (2.1.2)1 5
¢ ’

und (2.1.5) erhdlt =zu
TR ok =l o pA -a . (2.1.16)
F-o(ﬁ .g'.a,/b a 2 @ (O'Au,/b+O‘A,oz acx/&,z\) '
Ebenso flhren wir die partielle Ableitung eines beliebigen Vektorfeldes

Q a .
v=wva +v,n=va + v.n ein

X,pa(vaiﬁ_bg V;)ch +(v3),5 + bq/bv“)g

= (VUI{S

{(2.1.17)

_bd[bvs)g«"’(v\’a,ﬁ*b;;v«)g )



wobei die kovariante Ableitung der Komponenten eines Flachentensors

n-ter Stufe definiert ist durch

. _Tref... - L TR [
TR e = TP g * TP Mo w T TR

(2.1.18)

- Tdﬂ..'. “F'PI—".‘G'A = Tﬂp..APr‘{Le‘? ..

Die kovarianten Ableitungen der Basis- und des Normaleneinheitsvektors

ergeben sich unter Beachtung von (2.1.14-15)

. A .
Culn= Cen=l “up Ga=bup
~ X ~ xfd <A ofd o~ )

B o p i (2.1.19)

- - (-4
Nlp = 0,8 =~y 2y

Im Gegensatz zu den kovarianten Ableitungen von Tensorkomponenten
(2.1.18) erfiillen sowohl die Christoffelsymbole 2. Art (2.1.18) als
auch die partiellen Ableitungen von Flachentensorkomponenten die in
(2.1.11) geforderten Tensoreigenschaften nicht. Die kovariante Ab-
leitung einer Summe oder eines Produktes von Tensorkomponenten folgt
den Regeln der ordentlichen Differentiation. Die Reihenfolge kovarian-
ten Differenzierens hingegen ist im allgemeinen nicht vertauschbar.
Mit Hilfe der Beziehungen (2.1.16), (2.1.4), (2.1.7) und (2.1.14 - 15)
erhdlt man das Lemma von Ricci

«ﬁl

= €ppls = e"‘f’[ =0 . (2.1.20)

a‘u{s//\ =G A A

Zusammen mit (2.1.18), (2.1.14) und (2.1.15) lassen sich aus (2.1.12)

die Gleichungen von Mainardi und Codazzi ableiten

= 2.1.21
6%&LK quhs ( )

Sie beinhalten zusammen mit der Gleichung von GauB
Ruﬁl\f& = qu bp‘u - b“F bﬂ‘\ (2.1.22)

drei Bedingungen, die die sechs Komponenten aaB und baB einer durch die



drei skalaren Komponenten ihres Ortsvektors r definierten Flache erfillen

missen, wobei der Riemann-Christoffel Tensor der Fliche gegeben ist durch

=% ® o 2 _rp *
ﬁ"ﬂ PPP» r'ﬁdp+r-ﬂpr~pk r-p)\r.yp (2.1.23)

auch ausdrickbar mit Hilfe von (2.1.16) durch die Komponenten des Me-

triktensors.

Wir werden nundie entsprechenden differentialgeometrischen Bezie-
hungen fir gekrimmte auf der Schalenmittelfldche M verlaufende Kurven
zusammenstellen. In anschaulicher Verbindung mit Abb. 2.2 sind die Glei-
chungen der Randkurve C und einer ihr in jedem Punkt M € C zugeordneten

orthogonal verlaufenden Kurve Cv gegeben zu
C: 6%=8%s) C, : 8%=8%s,) (2.1.24)

mit s und Sv als zugehdrigen Lingenparametern. Der Einheitstangenten-

vektor t = ¢ s und der nach auBen gerichtete Einheitsnormalenvektor
’

V=X sind geméB (2.1.1 ~2) die Basisvektoren der neuen Fl&chen-

~

~1Sy
randparameter 6' = s und 9’2 =8, mit den Transformationsbeziehungen
= = t%q = « = = - o
tooxp-tfa st  petxaevigmva
(2.1.25)
- o o
Q.= V2 +tt , @ =vh e t%

wobei die Komponenten unter Zuhilfenahme von (2.1.11) und (2.1.7)2

bestimmt werden

30* _0s
e N A
i (2.1.26)
= —a—g—- = e«ptb ) Vm=-g%; = e“@ tp .
v

GemdB (2.1.10) ldBt sich jeder Flachentensor auf die Basis der Para-
meterlinien s und s, beziehen. Stellvertretend lauten die entsprechen-

den Beziehungen fir einen Tensor 2-ter Stufe

T=T,pa%al =T (t7% +v)e(trt + viv)
(2.1.27)

=va°.‘.). +7;

~~

toy *Tvt vol + Tuﬁeﬁ >

v
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mit den physikalischen Komponenten

T = Tapv™F Ty = 7;/3 the

T =Teg t8 | Ty =Toa t°¢P

(2.1.28)

AbschlieBend wollen wir die Ableitungen des orthonormierten Drei-
beins v, t, n in tangentialer und auBSennormaler Richtung bestimmen.

Differenziert man demgemdB die Identitdten

=t-t

~ re

3.

lc
i

13

3
i
~\

(2.1.29)

pt=y-a-ton=0

ict

ergibt sich mit (2.1.16), (2.1.25), (2.1.17), (2.1.12), (2.1.28)1 2 und
(2.1.5)1 '

~)S=8eé£_TtQ ) ~)5v=6'92 )
5,660 - %Y 'é’sv ==T,n , (2.1.30)
.’3’557“&2 - G‘ti ) 9’59 = TQE "Gv.g '

Ky bzw. €, sind dabei die geoddtischen Krimmungen, Oy bzw. ov die Nor-

malkrimmungen und T bzw. T, die geoditische Torsion der Parameter-

linien s bzw. sv

2= ttlo, e, = "Ptalp ,

G,= b 6,= b

t et ) W ! (2.1.31)
Tt“"bot ) 't’,=—b\,¢= Tt



-11 -

2.2 Kinematik der Schalenmittelfldche

In vollstédndig Lagrangescher Beschreibung werden die grundlegenden
differentialgeometrischen Beziehungen einer verformten Fliche zusammen-
gestellt. Ausfihrliche Darstellungen finden sich in [2.13-14, 2.9, 2.61.

Alle GroBen der verformten Konfiguration kennzeichnen wir im folgen-
den durch einen Querstrich, wie z. B. gu’ éu':i’ éas' ... . Sie sind
durch GrdBen des bekannten Referenzzustandes und Verformungskomponenten
beziglich der Referenzbasis 2, B auszudridcken.

Die Beziehungen des Kapitels (2.1) gelten analog. Es sind jedoch

ungestrichene durch quergestrichene Gréfen zu ersetzen.

Abb. 2.2

GemdB Abb. 2.2 wird jeder Punkt M € M der Schalenmittelfldche mit

zugehdrigen konvektiven Koordinaten 6% durch den Verschiebungsvektor
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u=u(8%)=u"g, +wn = u,a* +wn (2.2.1)

in seine verformte Position M(6%) € M dberfiihrt. Seine neue Lage auf M

138t sich duxch den Ortsvektor
.':‘:.’:'(9“):7"2(9“).5@, = r (8% +u (8% (2.2.2)

angeben. Analog zu (2.1.2) definieren wir in jedem Punkt M € M einen

Satz kovarianter Basisvektoren

® I ~ 0 ~J0
(2.2.3)
=4 a,
X A B )
mit den Abkidrzungen
L«ﬁt: a‘oe[% * ?«/6 )
Pup ™ Ualp™ by W = O - Oup (2.2.4)

A
Pu = w,«*baUA .

Die Komponenten wa werden auch als linearisierte Rotationen der Flachen-

normalen, als linearisierte Rotationen um die Normale und eae als

aB
linearisierte Dehnung der Schalenmittelfldche bezeichnet [2.13, 2.18]

1
eupzf(%(/b +)0:3°L)=%(u'oz,(b +u'{$]oz> “ba/sw=a/»50< )

1 1

Qo= 7 Py - P«/s)“'z'(‘-‘-/sla‘“ulp)="m/3« ) (2.2.5)
_ 4 _ 1.

P =3 eqﬁwaﬁ =7€ ﬁ“p/a :

Insbesondere ist die Geometrie der verformten Schalenmittelfldche durch
die Komponenten des Metr:i.ktens:ors-EO‘B und des Krimmungstensors BaB gege-
ben, die die Gleichungen von Codazzi-GauB (2.1.21 - 22) erfillen missen.
Zur alternativen Beschreibung der Schalenverformung unter Verwendung von
Dehnungsmafen definieren wir zundchst mit ihrer Hilfe einen Dehnungs-

tensor der Mittelfliche
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1
,«ﬁ= 2 (6.« - Qq/_\,) . (2.2.6)

Wdhrend diese Beziehung in der Literatur generell Verwendung findet,
gibt es fir das zweite Dehnungsmaf, den Krimmungsdnderungstensor, ver-

schiedene, zueinander dquivalente Definitionen

% =-[-(V2 & ,- LA, L Aph Ly :
ac«p";[ (1-/—00: bq/], bafb) *2—6«3‘{34‘ Zbﬁf/\a*b“ﬁ,{:} ) (2.2.7)

e

die wir durch Vernachlissigung entsprechend markierter Terme aus (2.2.7)

gewinnen kdnnen (s. Tab. 2.1).

Streichen von Termen

gekennzeichnet mit ergibt den Krimmungsdnderungstensor

1. —_— AN =S eee Pietraszkiewicz [2.13], Krdtzig [2.8],
Basar [2.1], Budiansky [2.2], Sanders
[2.17], Leonard [2.9], Green u. Zerna
[2.3]1, Naghdy [2.11];

2. — e~ -_— Pietraszkiewicz [2.12 - 15], Budiansky
[2.2]

3. _— e Koiter [2.6]

!

4. —_ - Koiter [2.6], Koiter u. Simmonds [2.7]

S. = e Koiter [2.6] '

6. e Budiansky [2.2]

7. Ay === Pietraszkiewicz [2.16]

Tab. 2.1
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Die Varianten 1 -4 sind geprédgt durch die Terme -(BaB - baB) und weichen

voneinander lediglich durch eine unterschiedliche Vorzeichendefinition
des Krimmungstensors baB(ﬂﬁﬁ-) und die Mitnahme einiger Korrekturglie-
der im Sinne einer "best linear theory" [2.18] ab. Insbesondere enthal-
ten sie nichtrationale Beziehungen in den Verschiebungen und deren
Flichenableitungen (s. auch (2.2.15)). Dies fiihrte zur Modifikation

a
die den Varianten 5 -7 zugrunde liegt. Nichtrationale Anteile werden

durch Multiplikation des Krimmungstensors Saﬁ mit der Invarianten«q 5',

umgangen, und die resultierenden Tensorkomponenten enthalten Polynome
bis zur 3. Ordnung. Damit gelang erstmals die Ableitung des vollstdndi-
gen Gleichungssatzes einschlieB8lich zugehSriger Randbedingungen einer
allgemeinen Theorie dinner elastischer Schalen [2.16].

Um die Schalendehnungsmafe (2.2.6) und (2.2.7) vollstdndig durch
GrdBen des Referenzzustandes auszudrilicken, bendtigen wir entsprechende
Beziehungen flr die Komponenten des Metriktensors aaB und des Krimmungs-

tensors Sa . So erhdlt man aus (2.1.5)1 mit Hilfe von (2.2.3 -4)

B8
Q = A
Qoup = Qup * Paupp * Yo * PuPa * P Pips (2.2.8)
und unter Verwendung von (2.1.4), (2.1.8), (2.1.6) und (2.2.6)
g = e —0¢&_1/Z? o3

d“ﬂ=g‘(a°{ﬁ (4+2Ji)_23(“/5) (2.2.9)

)
é‘— = A A - A 73
e ~1+2y, *z(h)'ﬁ Huya) .
Dexr Normaleneinheitsvektor‘ﬁ auf M ergibt sich zu

ela x

b ]
bY=]]

4
a1 _ 2.2.10
2 p = N,Q +nn ( )

wobei die Komponenten na und n mit (2.2.3), (2.1.7)1, (2.2.9)1, (2.1.6)2,

(2.2.4) bestimmt werden
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e

Ne= Qmu=Vg(—(1+9:)‘P«+PA(GAm- o)\u)) )

n V& m =VE(1+0% 76268°-706%502 + p*)

(2.2.11)

Weitere Umformungen ergeben fir die kovarianten Komponenten des

Krimmungstensors auf M den Ausdruck

bqp = Q:vx,/& -0
(2.2.12)
- A
mit den Abkilirzungen
A _pd A A A
¥ _Gu’p * elb/c(- 6«/3, - btxﬂ)’ >
(2.2.13)

1 17 .4 1 .4
dtx/b = b«/b + 7.-( Po:/p+ ?/slu) + '2'_"'6« ‘ﬂ\/b *+ Zbﬂ* Phox

Unter Zuhilfenahme der vorstehend abgeleiteten Beziehungen erhalten
wir schlieBlich die Komponenten der Schalendehnungstensoren (2.2.6)

und (2.2.7)

dup = 6&/& + %)o«)o/b * _Z-(eoé"w-‘a)( 8A/5"“°A0() , (2.2.14)
ae«fﬂ=-(gup-b«/b)
(2.2.15)
A

== (nydiyp *ndyp-b,4) ,
P:/.s""(l/— o~ bap)

= L[ (mype byym) * Uy b m)*

“z[L-«(”’A/ﬁ in™ PN A o™ A ™ (2.2.16)

P, nnp-rb ’"A)"ﬁs(”ﬂq"Q:’"A)]"b«ﬁ
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Dabei liegen « den Varianten 1 -4 und OZS den Varianten 5 - 7 zugrunde

ag
und sind gem#B Tab. 2.1 mit Hilfe von (2.2.14) zu modifizieren.

2.3 Kinematik des Schalenraumes

In diesem Kapitel wird die Kinematik der Schale als dreidimensio-
naler dinner K&rper in Abhdngigkeit zweidimensionaler, auf die Mittel-
flache bezogener Zustandsgrdéfer, dargestellt. Grundlage zur Beschrei-
bung der Dehnungen und Rotationen eines Materialelementes bildet die
Kirchhoff-Love-Hypothese. Diese Annahme stellt einen Sonderfall dex
in [2.12 -2.15] abgeleiteten exakten Theorie flUr die in einer Schale

auftretenden Rotationen dar.

Der Schalenraum P sei durch r&umliche konvektive Koordinaten 61,

i=1,2,3, markiert, mit 63 als zur Mittelflache rechtwinkliger Ab-

standskoordinate, - %-S 63 <+ %-(Abb. 2.3).
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Wie in Abb. 2.3 dargestellt, ergibt sich der Ortsvektor eines beliebi-
gen Schalenpunktes P € P zu

p(89)=r(8+ 8°n(8%) 2.3.1)

Analog zu (2.2.3) werden nun kovariante und kontravariante Basisvekto-

ren mit zugehdérigen Metrikkomponenten in P eingefihrt

gf:fm:f‘:% y §aTP=n (2.3.2)
gaJigA) §3=,'3 ) g«.gﬁ=5; Copalesr o
9«p=F:f*’/§%,4 , g“ﬁﬂ\fl\ﬁof‘f‘) 9=194a! , (2.3.4)
pl=80-g3pf p=lpf|=4-283H+(33)K=‘@ ’ (2.3.5)

sowie entsprechende Beziehungen fiir die verformte Konfiguration P. Wir
definieren den Einheitstensor 1, den Krummungstensor B und einen Shif-

tertensor H in einem Punkt P(6%)

1= gLJ 3%9" ) §=bo(/5 Q‘d@gﬁ >
(2.3.6)

"~

{:l=gaog°'+ nen =1—@35

Der Verformungsgradiententensor F ermdglicht eine vollstdndige Be-
schreibung der Kinematik eines Materialelementes in der Umgebung des

Punktes P
dp = 5, d8°= Fdp

F = F(P)= 5,09’

(2.3.7)

Unter Zuhilfenahme von (2.3.6) erhdlt man mit (2.3.7) die bekannte Form

des Greenschen Dehnungstensors E

§=%(ftf—1)=%(gu°3i‘j) : (2.3.8)
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Fihren wir nun die Kirchhoff-Love-Hypothese ein, wobei Normalen zur
Mittelfldche im Referenzzustand nach der Verformung in Normalen auf ﬁ
ohne Lingendnderung Ubergehen, liefern weitere Umformungen mit (2.2.10 -
11) bzw. (2.3.6-7) den Verschiebungsvektor v und den Verformungsgra-
diententensor F eines Punktes P, ausgedriickt durch an der Schalenmittel-

fldche definierte Zustandsfelder

y=u+88 . R=7-n
5=(§_935.§).£{-4 ) (2.3.9)

1wy’
N

F(8%0

oL -
=8,9Q + Nen
Das Greensche Dehnungsmaf E kann damit angegeben werden als

E=H"y+8% +(68%v)H" | (2.3.10)

~

wobei X X und v

1 -
4’=E(Q«/A‘a«ﬁ)ﬂu‘“~‘ﬁ )
‘3’%=”(bxﬁ“bq,s)2-“°2 ’ (2.3.11)

v =7(beBe-b1b,,)0% o

)

ie in Kapitel 2.1 abgeleiteten Lagrangeschen Dehnungsmafe der Mittel-
flachendeformation und‘z eine von ihnen abhdngige DehnungsgrdéBe sind.
Es ist anzumerken, daB die Eulersche Betrachtung der Kinematik
eine zu (2.3.10) analoge Beziehung liefert [2.13, 2.10]. Die Kompo-
nenten der Lag;éngeschen (yr<rv) und Eulerséhen (ihgng) VerzerrungsnalBe
sind dann in konvektiven Koordinaten identisch. Erst durch Einfihren
entsprechender physikalischer Komponenten wird dieses verwirrende

Bild entzerrt.

Mit Ausnahme einer mSglichen Starrkérperverschiebung beschreibt der
Verformungsgradiententensor G den DeformationsprozeB der auf M defi-

nierten Basisvektoren a , n
l\ul\l
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201

=G-a

b 11

=G -n . (2.3.12)

~e

4 - 4 )

Unter Anwendung des polaren Zerlegungssatzes [2.12 - 13] spalten wir G
auf in einen sogenannten "right stretch tensor" U und einen Starrkdrper-

rotationstensor‘g

G=R-U . (2.3.13)
Dies ermbéglicht eine Zerlegung der Verformung in eine reine Dehnung
entlang der Hauptdehnungsrichtungen sowie eine anschlieBende Starr-
kdrperrotation. So finden wir nach Enderung der Metrik unter Erhaltung
der Normalen den Zwischenzustand

v
Qe = u- Qo

~

nh=U-n (2.3.14)

) J

der mit Hilfe des Rotationstensors R ohne weitere Anderung der Metrik
in die verformte Konfiguration M {iberfihrt wird.

a.-R-a, , a=R-n | (2.3.15)

- 4 ~ ~
Aus (2.3.14 -15) ergeben sich mit (2.3.9)3 die Beziehungen fir den
symmetrischen, positiv definiten Tensor U und den orthogonalen Tensor
R in absoluter Notation

é!:

L8+ Aen . (2.3.16)

<

L +nen | R-=

bE =]

Dies liefert fiir den ersten Teil des aufgespaltenen Deformationspro-
zesses die Dehnungsmafe

~

Jz%(u'u‘i)"]“pg“@gﬂ) j'=l;,l-1=()’“,5g°‘og" , (2.3.17)

~

v
mit y als sogenannten Tensor der Ingenieurdehnungen.

v
Die Starrkérperrotation der Basis 2, 1 werden wir im folgenden alter-
nativ durch einen Rotationsvektor e beschreiben. Richtung und Betrag
sind durch den Einheitsvektor g bzw. die GrdBe sin w bestimmt,wobei

m(|m|<n) den wihrend der Rotation uberstrichenen Winkel angibt

Q=sinwe . (2.3.18)

~ ~
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Geometrische Betrachtungen der Rotationen eines beliebigen Vektorfeldes

gemdf (2.3.18) liefern zu (2.3.15) dquivalente Beziehungen

(2.3.19)

Anzumerken ist, daf in der Literatur auch ein a priori orthogonal zu n
und.é stehender, vereinfachter Verdrehungsvektor Verwendung findet
(2.11.

SchlieBlich erhalten wir mit Hilfe einiger zusdtzlicher Transforma-
tionen [2.13] den Rotationsvektor { beziuglich der Basis des Zwischen-

zustandes und der Referenzkonfiguration

e*R[(

[ 4

Q= :

~o

R«

ﬁ*(g’u'gﬂ)ﬂ] )

k1]
201
20«

o’ Q)

(2.3.20)

N Sl

6l [A-8P(8 1) pp) o ¢

+[ @8l + F8h + pty)]n )

Die Aufspaltung des Deformationsprozesses gemdB (2.3.13) ermdglicht
eine exakte Beschreibung der Dehnungen und Rotationen in einer Schale.
Darauf aufbauend werden wir im Abschnitt 6 unter der Annahme kleiner
Dehnungen eine systematische energiekonsistente Klassifizierung von

Schalentheorien nach der GrdB8e der auftretenden Rotationen durchfihren.
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2.4 Xinematik des Schalenrandes

Zur vollstandigen Erfassung der Schalenkinematik beschédftigen wir
uns in diesem Kapitel mit der Verformung des Schalenrandes. Insbeson-

dere wird auf die ausfihrlichen Abhandlungen in [2.12 -~ 16] Bezug ge-~

nommen.

Zur Beschreibung der Randdeformation bendtigen wir zundchst die Be-
ziehungen fir die Verformung der Schalenrandkurve. GemdB8 Abb. 2.2 de-

finieren wir in jedem Punkt M € C Tangenten- und AuBennormalenvektoren

) (2.4.1)

g=ut+uv+wn X (2.4.2)

Da sie im allgemeinen keine Einheitsvektoren sind, erkldrt man analog

zu (2.1.25) einen Satz orthonormierter Basisvektoren E, QJ ﬁ auf C

20

X

31

)
|=lg,l=V1+2y, ,

wobeli wir mit (2.4.3)2 auch die Beziehung zwischen den Langenparametern

f.—.

4?+A

@y

il
]

Bl

(2.4.3)

o
!
1{»]]

t

der verformten und unverformten Schalenrandkonfiguration erhalten

ds = a,ds . (2.4.4)
Die vollstandig Lagrangesche Beschreibungsweise erfordert die Dar-
stellung der orthogonalen Basis ét’ é beziiglich der unverformten ortho-
normalen Basis t, V, n. Umformungen mit (2.4.1) und (2.1.30) fihren

schlieflich zu

a =c¢t + +

g, =i+ y s ) (2.4.5)
n = + :

f? ’%Jé nv!! + ’7£Z )
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mit den Abkilrzungen

cC=4+u +2U-6GW
S v

¢ ts T BULTRW 5 Gom Ut TR,

v
(2.4.6)

= - -
Cp = W tO U~ U,

Die physikalischen Komponenten des verformten Normalenvektors ﬁ lassen

sich dabei mit Hilfe von (2.1.27 -28) aus (2.2.11) bestimmen

a
= ]/:(~5°v— %o Ot * £, 84, + Py )

}

2
= 1/:('7% BN 6%"%7’)

(2.4.7)

n =1/%'_(1+9,,,+9&+9 8,,-6,,+ ¢")

LAt - T

Abb. 2.4
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In anschaulicher Verbindung mit Abb. 2.4 beschreiben wir jeden Punkt
der Schalenrandfliche vor und nach der Verformung P € 3P bzw. P € 5P
kompatibel mit der Kirchhoff-Love-Hypothese durch die Ortsvektoren

p(s,8%) = r(s)+8°n (s)
- (2.4.8)
5(s,8°)=F(s)+8°7 (s)

Das Randverschiebungsfeld erh&lt man analog zu (2.3.9)1

V(8,0 =p-p=u(s)+ 0(ats)-n(s))=u(s)+8fes) . @249

’

Die Kinematik des Schalenrandes 1a8t sich nun mit (2.4.9), (2.4.2)
sowie (2.4.5) durch die drei Verschiebungskomponenten U, u, W und die
drei Komponenten n.,n,n des Vektors n als RotationsgrdBen beschrei-
ben. Im Rahmen einer Verschiebungsmethode unter gleichzeitiger Annahme
der Kirchhoff-Love-Hypothese k&nnen jedoch nur vier von ihnen unabhdngig
sein, so daB zwei Randparameter offensichtlich durch die restlichen aus-
zudricken sind. Die Identitdten ét -n =0 und 5,2§ = 1 liefern schlieB-
lich unter Beachtung von (2.4.5), und (2.4.3)2 die Beziehungen fuir die

abhéngigen GréBen n¢, n

nt (g:n\)) C’b <
== P {C n +thz(4—nj)-cj
n (glnv) t Cn “Ct

] : (2.4.10)

d. h. drei Verschiebungskcomponenten Uy, s W und nv als VerdrehungsmaB

erlauben eine vollstédndige Beschreibung d:r Deformation des Schalen-
randes.

Abschlieflend wollen wir die spiter bendtigten Ausdricke fir ein be-
liebiges Flachenelement da*, dA* in der unverformten bzw. verformten
Konfiguration bestimmen. Geometrische Betrachtungen gemdB Abb. 2.4

ergeben
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dA'=]/(4—G‘t93)Z*(‘l't33)z dA | dA=ds-d8’

d§*=]/(4—€t63)2+(’ft83)2 dA , dA=ds-d8® |  (z.a.11)
dA™
97 dA*

mit g als Funktion zur Beschreibung der Anderung des Fliachenelementes
dA* infolge einer Randverschiebung (2.4.8).

Es ist anzumerken, daB8 bei der Aufspaltung des Deformationsprozesses
gemdB (2.3.13) auf dem Schalenrand auch Rotationen der Basisvektoren
£ und v infolge reiner Dehnung auftreten. Im Zusammenhang mit der Ab-

leitung zugehdriger Rotationsvektoren verweisen wir auf (2.12 - 13].
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3. KONSTITUTIVE BEZIEHUNGEN

Unter Verwendung der ersten Approximation der Verformungsenergiedichte
wird im folgenden die Konsistenz der Krummungsdnderungsbeziehungen (2.2.7)
nachgewiesen. Zugehdrige konstitutive Gleichungen werden abgeleitet und
einige Ausdricke der Schalenkinematik des zweiten Abschnitts unter der

Annahme kleiner Dehnungen vereinfacht.

3.1 Die erste Approximation der Verformungsenergiedichte

Das elastische Potential oder auch die Verformungsenergiedichte
eines nichtlinearen elastischen K3rpers pro Volumeneinheit kann néhe-

rungsweise angegeben werden als [3.2, 3.8]
=2 ikt
W=~ LY EijEm ) (3.1.1)

wobei im Fall homogenen und isotropen Werkstoffes die Komponenten des

Elastizitdtstensors L bestimmt sind durch

Lijkt=2_(%_:;$(9Lk9jL+ gingb+ 4%99 : ijgkl) (3.1.2)

mit v als Poissonscher Querkontraktionszahl und E als Youngschem

Elastizitdtsmodul.

Abweichend von Kapitel 2.3 gehen wir nun von einer beziglich der
Orts- und Basisvektoren auf M und in P verfeinerten Schalenkinematik

aus 3.7, 3.101]

- - 3~
p-F 0%,
(3.1.3)

-5 =a 3= 5 = -
gu_f)u—9&+9 gs,c( ) g3— f)a—gjj .

Entwicklung des zugehdrigen Deformationsvektors, des Greenschen Dehnungs-
tensors (2.3.8) sowie der Elastizitdtskoeffizienten (3.1.2) beziglich 63
fihrt auf eine Reihendarstellung der dreidimensionalen Verformungsener-

giedichte (3.1.1)

W=W, + 6° W, +(63)2w2 L. . (3.1.4)
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Die Koeffizienten W,, W,, ... sind dabei durch an der Mittelfléiche M
definierte Zustandsfeldexr ausdrickbar. Nach Integration Uber die
Schalendicke kann die Verformungsenergiedichte als ein auf die Fl&chen-
einheit der unverformten Schalenmittelfldche bezogenes Potential ange-

geben werden

h
z

: 2
I=[ pWd0® = kW, + B(W,-ZHW, +KW,) ¢

(3.1.5)

hh
+ 2 (W,-2HW, —KW,)+. . ]

Zur Abschédtzung der Reihenglieder in (3.1.5) treffen wir die folgen-
den einschrédnkenden Annahmen:

a) Die Schale sei dinn, h/R << 1, mit h als(konstanter) Schalendicke
und R dem in [3.3] definierten kleinsten Hauptkrimmungsradius

b

e = 0 (R)

0(R1-") (3.1.6)

)

b =
o Cupla,...a,
wobei O(...) "von der Ordnung von" bedeutet.

b) Die in jedem Schalenpunkt auftretenden Dehnungen seien klein, so
daB der grdBte Eigenwert des Greenschen Dehnungstensors E (2.3.8)

n << 1 ist.

’ 2
¢) Die Verformung der Schalenmittelfld@che folge der Bedingung h/Lz <<1,
mit L als "kleinster Wellenlinge des Deformationsmusters" auf M,

definiert durch [3.4 -5]

d 1
.&%!&=O(-L—) ) (3.1.7)
s bezeichnet dabei den Lingenparameter einer beliebigen Kurve auf M.

Um nun die verschiedenen in den Annahmen a) - c¢) definierten GrdfSen
miteinander verknlipfen zu kénnen, fihren wir ein gemeinsames MaB fir

ihre Kleinheit ein.



- 27 -

8 = max (‘{}')LCE.) é%‘ ;l/ggj ) ) (3.1.8;

dem wir zur Abschidtzung der Gr&Be kovarianter Ableitungen den Parametexr
A=t o min(L,d ViR L) 3.1.9
B-an ) ) ,Vrz' (--)

hinzufigen, (...) Ia =0 ((...)/)) [3.6]. d ist dabei der Abstand eines
betrachteten Punktes P vom Schalenrand. Daruberhinaus wdhlen wir die
Flichenkoordinaten 6% so, daB die folgenden Gr&Benordnungen eingehalten

werden

ofp _ ~ ROBL LB - 4
aaﬁ"' a "0(1); bq/b b b“ = O(R) (3.1.10)
h
RI
abweichend von (3.1.8}, gelang in [3.3] ausgehend von einer dreidimen-

Unter Verwendung der dimensionslosen GrSBe 6 = max (%-, N
sionalen Theorie die punktweise Abschitzung fir die Komponenten des
2. Piola-Kirchhoffschen Spannungstensors einer nur durch Randkrdfte be-

lasteten Schale

S*=0(Eq) | S =0(€q0), 533=O(Er292), (3.1.11)

Dieses Ergebnis 1l&Bt sich mit qualitativen physikalischen Argumenten
(3.6] auf Scbalen mit hinreichend glatt verteilter Flachenlast P uber-
tragen, wenn die Parameter (3.1.8~9) verwendet werden. Abschidtzungen
der (3.1.11) zugeordneten DehnungsgrdBen fihren im Rahmen eines rela-
tiven Fehlers 0(94) auf die zweite Approximation der Verformungsenergie-
dichte [3.7, 3.10]. Unter Annahme einer grdBeren relativen Fehlermarge
0(62) erhalten wir nach detaillierter Abschdtzung aller Terme die be-

kannte Form der ersten Approximation der Verformungsenergiedichte
2

I LRI C I

Die Komponenten des modifizierten Elastizitdtstensors HaBXu berlcksich-
tigen dabei den EinfluB der Querdehnungen
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Diese Form des elastischen Potentials stimmt mit dem in [3.4 - 5] erhal-
tenen Ausdruck unter Annahme eines ebenen Spannungszustandes iberein.
(3.1.12) ist mit der Kirchhoff-Love-Hypothese kompatibel; sie stellt
keine weitere Annahme, sondern lediglich eine Einschrdnkung im Hinblick

auf die zuldssige Kinematik dar.

3.2 Aquivalente Krimmungs&nderungsbeziehungen und konstitu-

tive Gesetze

Bereits in [3.4 - 5] war nachgewiesen worden, daf die Addition bzw.
Subtraktion von Termen der Gr&S8enordnung o(gb zum Tensor‘der Krimmungs-
dnderungen im Rahmen einer mit dem relativen Fehler 0(92) behafteten
ersten Approximation der Verformungsenergiedichte (3.1.12) zuldssig ist.
Im Hinblick darauf wird im folgenden die allgemeinere Form der KrGmmungs-

anderungsbeziehungen (2.2.7) untersucht.

Mit Hilfe der GrdBenordnungsbetrachtungen des Kapitels 3.1 zeigen wir,
daB die méglichen auftretenden Differenzen zwischen KGB {2.2.15) und

den modifizierten Komponenten P (2.2.7) O(%O sind

afB

2y~ Ep = 0(5) (3.2.1)
die nach Substitution in (3.1.12) vernachlissigbare Beitrdge O(Eh96)

liefern. Unter Zuhilfenahme einer konsistenten Approximation der Inva-
rianten‘ﬂﬁé (3.3.3)1 erhdlt man zundchst fir die Differenz der Kompo-

nenten k_, und pz (2.2.16) die Beziehung

aB 8

Rop = Pap=bup(1+y + 0 (’9")- 1) . (3.2.2)

Umformungen mit (2.2.15) und (3.1.9) fdhren schlieBlich auf

f’e«p“P:/s'-'bu/sJ:‘ «/sX: + 0 (6>R)
So(d)

Ebenso lassen sich die in (2.2.7) mit einer doppelten und einer gestrichel-

(3.2.3)

ten Linie markierten Terme abschitzen zu

A | n
by fap ™ bupX: = 0(’;’;‘) . (3.2.4)
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Die abgeleiteten Approximationen (3.2.3 ~4) ermdglichen nun den Nach-
weis von (3.2.1) fir alle auftretenden Modifikationen der Kriimmungs-
&nderungsbeziehungen in {2.2.7) und damit eine 2u (3.1.12) &quivalente

Darstellung der Verformungsenergiedichte

h. o, 2 ~ ~
Loy (% ptap i Bp B 1-0089] . .29

Die zugehdrigen konstitutiven Beziehungen einer isotropen elastischen

Schale im Rahmen kleiner Dehnungen folgen aus (3.2.5)

N.Ot/b___gyz =”HNM"JA,4 . O(EhQ")
of (3.2.6)
= C[(-v) X""} + va“ﬂfe]+ 0(EnB*)

Mw/b az H“ﬁAF ~ + 0(5’7294)
aae«/s 2 (3.2.7)

= D[(1-v) % « Va"’pa'é:] + 0(ER'0%)

)

womit nun symmetrische SchalenschnittgréBen in Lagrangescher Beschrei-
bungsweise definiert sind. £ und D bezeichnen dabei die bekannte Dehn-

bzw. Biegesteifigkeit einer Schale.

3
C = ';,E_%{ , D= 425(:' 3 . (3.2.8)

Beziglich des Zusammenhangs der SchnittgrdB8en (3.2.6) und (3.2.7)
mit dem dreidimensionalen Spannungszustand einer Schale sei auf die

Darstellungen in [3.1] und [3.8] verwiesen.

3.3 Reduzierte Kinematik fir kleine Dehnungen

Mit Hilfe der GrdBenordnungsbetrachtungen in Kapitel 3.1, insbe-
sondere der Annahme kleiner Schalendehnungen k&nnen einige kinematische
Beziehungen der Kapitel 2.2 -2.4 durch energiekonsistente Approxima-
tion im Rahmen der relativen Fehlermarge 0(82) vereinfacht werden

[3.7-9].
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Die Voraussetzung c) ergibt mit (3.1.8)

Yop = 0(6*) (3.3.1)

womit (2.2.9)3 abgeschdtzt werxden kann zu
a A 4 2
8. qe2ph 4 0(6%) =1+0(8% (3.3.2)

und damit die Beziehungen

=1+ yy +0(8%) =1+ 0(6%)
(3.3.3)

=1-44 +0(8%=1+0(6)

liefert. Die kovarianten und kontravarianten Metrikkoeffizienten erhal-
ten wir damit zu

= . = 2 = + 2

a«ﬁ acxﬁ * Xu/!» alx/b 0 (9 ) )

gB - %P - 230(/5 . 0(94) - aor/s + 0(6?)

Aus der Approximation der Komponenten des verformten Normaleneinheits-

(3.3.4)

Avektor-s 'r:x‘ (2.2.10)
Ny =[=(1+9)) g + P (By=cope) ][ 1+0(6%)]

n=(1+6}+ 70,80 - 7620k + p*)[1-y1 + 0(6*)]

(3.3.5)

lassen sich mit (2.1.28) Abschidtzungen fir die Rotationsparameter des

Schalenrandes (2.4.7) gewinnen
n,=Cp,~9,0, 08, +ppl1+0067]
n.=Cp-v08,,+98, -ppl1e0(60] (3.3.6)

n =(4+9W+Btt+ evoett-'ev:: +W2)[4-Xw-3tf.+ 0(9‘)]
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Schlie8lich finden wir mit Hilfe der Approximation fiir den Tensor der
Ingenieurdehnungen (2.3.17)2

f«ﬂwm* 0(8* =0(6%) o (3.3.7)

)

die vereinfachte Beziehung fir den Rotationsvektor einer Schale (2.3.20)

Q=7 [e”((2+63) p, -~ p*(Biom2pa) ) 25 +
(3.3.8)

+2pn] [41+0(8%)]
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4. DAS DIFFERENTIALGLEICHUNGSSYSTEM DER ALLGEMEINEN GEOME-
TRISCH NICHTLINEAREN SCHALENTHEORIE

4.1. Einleitende Betrachtungen

Mit Hilfe des Prinzips der virtuellen Verschiebungen leiten wir in
diesem Abschnitt die statischen Gleichungen einer allgemeinen geometrisch
nichtlinearen Schalentheorie vom Typ Kirchhoff-Love ab, die bezilglich der
Rotationen der Materialelemente keinen Einschrénkungen unterliegt. Als
Basis dazu dienen die verallgemeinerten Dehnungs-Verschiebungsbeziehun-
gen (2.2.6) und (2.2.7) sowie die jeweills zugehOSrigen Ausdriicke fir die

erste Approximation der Verformungsenergiedichte (3.2.5).

Zundchst gilt es, aus der Vielzahl mdglicher Krimmungsdnderungstensoren
eine flir spatere theoretische und numerische Aufgaben geeignete Version
auszuwdhlen. Dabei 148t sich feststellen, daB insbesondere die Varianten
1 - 4 nichtrationale Terme in Verschiebungskomponenten und deren Fl&chen-
ableitungen enthalten. Flir kleine Dehnungen kdénnen sie zu Polynomen finften
Grades vereinfacht werden. Jedoch erweisen sich beide Darstellungen bei
Verwendung eines leistungsstarken Nd&herungsverfahrens wie z. B. der Fini-
te-Element-Methode als sehxr aufwendig. Zudem bereitet die Ableitung kon-
sistenter statischer Randbedingungen Schwierigkeiten, da bei Transforma-
tionen mit HBilfe partieller Integration und Anwendung des GauBschen Di-
vergenztheorems am Rana Verschiebungsableitungen in Richtung der AuBen-
normalen y auftreten, die nicht durch die vier unabhdngigen virtuellen
geometrischen RandgrdBen Guv, Gut, ow, cSnv auszudrucken sind.

Demgegenﬁbe: stehen die Varianten 5 - 7, die durch Modifikation mit
Hilfe der Invariantené nur noch Polynome dritten Grades in Verschie-
bungen und Verschiebungsableitungen enthalten und gleichzeitig von
duBerst kompakter Form sind. Die zusédtzliche Forderung, daB ihr linearer
Anteil mit dem der im Sinne einer dreidimensionalen Betrachtung "ur-
springlichen” Krimmungsdnderung < (2.3.11)2 Ubereinstimmen soll, £ihrt
schlieBlich auf den in [4.6] erstmals eingefiihrter Kriimmungsdnderungs-

tensox xaB

X«pa’( g gu,s‘ b“,g) + 6«,5 X: (4.1.1)

oder unter Verwendung der Identitédt -ﬁ Z O0Omit (2.2.3) und (2.2.10)

a
~
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auf die Form
1 A A A
Xu{ff{(’"lfs' bp ”’)lmx +(bmm * mlp)ﬂx N
*('"A/«' b:'")l’m * (Bygm? + ™) )"’,5] *oa(1eyy) o (4.1.2)

Die Leistungsfdhigkeit des gewd&hlten Dehnungsmafes (4.4.1 -2) zur
Beschreibung hochgradig geometrisch nichtlinearer Probleme, insbesondere
im Rahmen einer Theorie groBer Rotationen, wird in den folgenden Ab-
schnitten aufgezeigt. AbschlieBend sel angemerkt, daB im Fall der Theorie
dehnungsloser Verbiegungen (YaB = 0) alle Krimmungsdnderungsvarianten

1 - 7 identisch sind.

Wir betrachten nun einen Kdrper im Gleichgewichtszustand. Das Prinzip
der virtuellen Verschiebungen fordert £ir eine zusédtzliche, geometrisch
zuldssige, virtuelle Deformation Su = Guaza + 6wn die Gleichheit des
inneren virtuellen elastischen Potentials Gfri mit der &uBeren virtuellen

Arbeit aller an der Schale angreifenden Lasten Gna

Sar. = S . (4.1.3)
L a

Geometrisch zuldssig sind solche virtuellen Verschiebungsfelder, die

als Nebenbedingung in M die Kompatibilitit

4 1 1(n 1 gA
63’«/.5: J[BNﬁ + Z ‘Pa('f/ﬁ * .Z—er/b)oz -_Z—(Borwal{s*' e{:"’ka)* z 6u 0:\/5] )

il a (4.1.4)
53(«; 5['2'{(’" //5' b/a’")lua +( bA/s""A +m/ﬁ))0¢x+

(- 2m)ly, + ( b, m*e mj.) )oﬁ}f»b%(f +ng)]

und auf C‘_1 die geometrischen Randbedingungen

Jaf- JU.t‘ 6w=5'79=0 )
(4.1.5)
Su, (sy;) = Su, (5,00 = (s, )=0  for alle w , €C,
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erfillen. Dabei-bezeichnet Cu den Teil des Randes C auf dem zumindest

eine Komponente der vier unabhingigen geometrischen GrdoBen U, U, W,

n, zu ut, u:.w* bzw. nj vorgeschrieben wird. Lings des Berandungs-

teils C_ k8nnen m Ecken M . an den Punkten s = s ., (i =1,...,m) auf-
u ui ui

treten.

4.2. Die innere virtuelle Arbeit

Ausgehend von der ersten Approximation der Verformungsenergie-
dichte (3.2.5) erhalten wir die innere virtuelle Arbeit Gwi, als deren

erste Variation
s, - [[ 6T dA =[] (N*Rgy, v MBSy ) aa . w2
M M, )

Der Integrand 6I kann unter Beachtung der geometrischen Nebenbedingungen

(4.1.4) transformiert werden
A
ST =MLy Sm* s pdm]], + THRE L, « TRY, | (e.2.2
mit
T8 lf‘a( NP, c1°"""bal,5J M#*P) *(m"/«-b:m) MoP,

+e P L, [( PN, + Labd M T g (LM ) - p b M)
(4.2.3)

TR= )ou( NP+ auﬁb:ePMa'P) +(m/°‘ + b:mA) MR,

+ e%e'{'“‘m[(t,;aeM?P)/‘o“Y’ee bpp M*?) :

Nach partieller Integration und Anwendung des GauBschen Divergenz-
theorems liefert der erste Term in (4.2.2) solche RandintegralgrdBen,
die mit Hilfe weiterer Umformungen nicht durch die vier unabhéngigen
virtuellen Kirchhoffschen Randparameter Guv,éut, 8w, 6nv auszudriicken

sind. Fihren wir den spiter hdufig bendtigten Satz Identitdten [4.6]

d, n=0 A-a=1 (4.2.4)

~ )

R3)

ein, so ergibt sich mit deren erster Variation eine hilfreiche Beziehung
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Mﬁﬁ( LAa6mA + )0“6m)=1/z;g-Mup(LAuéq’l +P« (Sn) ) (4.2.5)

die schliefilich die Randintegraltransformation ermdglicht und den Aus-

druck fi4r die innere virtuelle Arbeit in Vektorschreibweise liefert
8ari=-ff7'/3/ -4y dA +[[Tﬁ‘v ‘Su + R\,‘é‘ﬁ]ds , (4.2.6)
‘J“‘ ~ p ~ c ~ P ~ ~ ~

In (4.2.6) wurden zusétzlich als Abkirzungen nachstehende GrdB8en ver-
einbart

I/&=T“/b9:°r +Tﬂr’~' ’ B\,”ng +Rtv£ +Rn\>.'3 )
/2 & 4
Rw‘]/:LaM“ﬁVﬂp ’ Rw:]/a—(_aM“/ﬁtA v ) (4.2.7)

g .
Rm’___]/;MN/l)auvﬁ , 6§=6"93 + d‘nt!,: + dnﬂ .

Eine weitere Schwierigkeit bei der Herleitung der statischen Randbe-
dingungen besteht darin, die virtuellen Anderungen der sechs Parameter
du, 80 durch die unabhidngigen geometrischen Randvariablen Su und Gnv
auszudriicken. Zundchst erhalten wir ausgehend von der Identitdt [4.16]

.‘?"(aﬁ"go)"(k"@o)"fﬁ -(3-5,@)'9'_.\, (4.2.8)
unter Beriucksichtigung von
Saxa,-= St'(5§ . ﬁ) - Q'(5§ .g't)
=~§'(J§'§t) (4.2.9)

die Transformationsbeziehung

vx[-ﬁ'-(6§-§t)]=(3-go)-6§-(3-5§)‘g9 (4.2.10)
Unformungen mit (4.2.4) fihren zu den gesuchten Abhdngigkeiten
1 (= d _
6§= [oxﬂ(ﬂ‘—55)*995”v] . (4.2.11)
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Mit (4.2.6) und (4.2.11) erhdlt man schlieBlich die Lagrangesche
innere virtuelle Arbeit der allgemeinen geometrisch nichtlinearen
Schalentheorie unter Annahme der ersten Approximation der Verformungs-

energiedichte in Vektorschreibweise
5JL=‘f/Iﬂ//5'JS +[[ P-8u + Mdn,lds + YF o6y . @212
M c

P und M werden als effektive innere Randkraft- und RandmomentengrdBen
und Ei als konzentrierte Eckkrdfte bezeichnet, die an den zugehdrigen

geometrischen RandgrdB8en 62, Gnv bzw. 62& Arbeit leisten

Th, _ & = a
g I"/s A M 'R Q AR PE (4.2.13)
(2x7) ~
FI52R)a, FmEeeo)-Fesoy .

Weitere fdr eine vollstindige Komponentendarstellung der inneren

virtuellen Arbeit erforderliche Transformationen werden im folgenden

zusammengestellt:
r 1 -
/31 [7;0 { ég h,
d
Pe|Rl=|Tew|-C ik *E{C n, |} ] (4.2.14)
Lfr:u .7;"’J -,‘en. -n4
= [% = Uﬂ = A
T =T , T,=T teve » Tmw=1T'V% (4.2.15)
[~ ] [
F, n
’ ’ C=%(R nv t) !
F=lk|=-C ng |, (4.2.16)
£ . M=R99+{Rt9+é/?n9 ;
"n
ky=n TN , k=Gn-a.n, , bk =T,n-6n (4.2.17)

= - 1 1
D=c,n-¢n | f-D (cyn—cnng) ; k--ﬁ—(ctnv- Cv"e)' (4.2.18)
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4.3, Die &AufBere virtuelle Arbeit

Bei der Bestimmung der &duleren virtuellen Arbeit sind BReitrdge aus
Fl&chen- und Randlasten,bezeichnet nach der Lage ihrer Angriffspunkte,
getrennt zu betrachten. Zudem unterscheiden wir generell zwischen kon-
servativen und nichtkonservativen Belastungen [4.4], wobei im erscen
Fall ein Potential angegeben werden kann, dessen Variaticn die entspre-
chenden Anteile an der iufleren virtuellen Arbeit liefert. Im Gegensatz
dazu existiert fir nichtkonservative Lasten kein zugehdriges Potential.
Hier fdhrt oftmals die quasi-statische Betrachtungsweise bei Auftreten
nichtreeller Eigenwerte der unsymmetrischen Steifigkeitsmatrix nicht
zum Ziel [4.1, 4.4, 4.7, 4.12). Zur Gruppe der konservativen Lasten
gehdren die sogenannten "dead loads", die wdhrend des Deformationspro-
zesses weder ihre Richtung noch den Betrag &dndern. Drucklasten hingegen
wirken stets mit konstanter Intensitdt in negative Richtung des ver-
formten Normaleneinheitsvektors ﬁ. Abh&ngig vom Grad der gewdhlten
Schalennichtlinearitdt lassen sich fiir einige Spezialf&lle [4.2] zuge-
hérige Potentiale angeben. Folgelasten sind gekennzeichnet durch kon-
stante Komponenten beziliglicn der Basis in der verformten Xonfiguration.
Sie fallen generell in die Gruppe der nichtkonservativen Lasten. Ab-
schlieBend sei angemerkt, dafl in der hier verwendeten quasi-statischen
Betrachtungsweise eine Zeitabhdngigkeit der Belastungen ausgeschlossen

wird.

Wir fihren nun die Flachenlast einer Schale, bezcgen auf die Fléchen-
einheit der unverformten Mittelfdche M, unter Beriicksichtigung einer

Verformungsabhdngigkeit ein
a o
p:P(a’%)zpa(G)%)gu+p(9°;(_n{,)g . (4.3.1)
Sie ist Gber die Transformationsbeziehungen

pdA=pYE dA=5dA

b -]
8

)
h

P V25t e n%p) b

(4.3.2)

SIA

(')o/sﬁ[o*”/a) )

mit einer beziglich der verformten Konfiguratiorn M definierten Fl&chen-

last gekoppelt
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(4.3.3)

o
1]
Y
—
<D
R
s
N”
1]
O
R
P
QO
R
c
S
&
+
-]
—
D
. R
s
SN
13

Ebenso definieren wir auf dem Schalenrand Lastvektoren, bezogen auf
die Flacheneinheit der unverformten und verformten Randildche 3P bzw.

3P
(4.3.4)

p (Ut Gttt (5,07

Mit Hilfe von (2.4.3}, (2.4.5), (2.4.10)3, (4.3.4)1 sowie der Beziehung

fir den verformten AuBennormaleneinheitsvektor

- 4

D) m— 4

2 at<e\)2 +et +e n) , (4.3.5)
e‘):: C‘tn—c 4] t= Cnn‘)' C)n ) en:‘_c‘)nt_ctnv , (4-3.6)

/\

\‘+-I

(D

+

[ 11
*

(@]

+

|

O=v,t,n .

Zusammen mit (4.3.1), (4.3.4)1 und (4.3.7)1 148t sich die virtuelle
Arbeit einer Flichenlast p an einer virtuellen Fl&chenverschiebung

o . , . . -
SE = 6u 2, + §wg sowie einer Randlast Ef an einer virtuellen Randver-

schiebung dv = Ju + 93§g bestimmen als

rr Ff -
JJYQ =Jij/'£-<5g dA *_/J/ zf’*- Sv dA*
M op (4.2.8)

-pr Su dA +j( Sy + HY-8n)d
f

wobei die duBere Randkraft E; und das &uBere statische Randmoment E: als

Integralreprasentanten der verteilen Randlast £f definiert sind
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+ h
F3 *3
*_ f * 3 x 3
jr; Z 't B 48 , Z‘ B d8 )
-2 -4

B - B(BY) =} (1-6,8%) + (1,8°)

! (4.3.9)

T*=T*2+7;* +T%n H* H* +H6:t+/-/n’:)n.

\) ~ HV~ )] ~ ~ - ~

Umformungen mit Hilfe der Beziehungen (4.2.11) ergeben schlieBlich

die Lagrangesche dufere virtuelle Arbeit in einer zu (4.2.12) analogen

Form

8, - [/p du dA [(P* Su + M*6n)ds « TE 6w, | 4310
f

mit gf, M* und Eg als effektiven &uBeren Randkraft- und Randmomenten-

grdBen bzw. konzentrierten Eckkrdften definiert durch

¥

Pr=Tr- L F* M*«ST= H-a
~ N‘) ~ ! 9 a ~V NV }
ds ~ ~V (4.3.11)
* (Qxﬁ) *] - *x_ _r*
L =[v-c‘19 Hola o E=Fseo-Leg-0)

B (8] ] B [a]
*_ | IT¥| _ ¥ _d_-_ _ e
B\ RY|=Ta) <O [+ Gl Clny | | |7 |=mC |, (63
# *
'/f'*J Tan _é"J n F;’ n

A0S n-HAn) | M*= H o+ FHE « R HY

't

Cf bezeichnet in den vorstehenden Ausdricken denjenigen Teil des Ran-

des, auf dem zumindest eine Komponente der &uBeren Randkraft Ez oder eine
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Komponente des &duBeren statischen Randmomentes g; vorgegeben ist. Der

fj = (J = 1,..',1’1)1'1 mit ij be-

zeichnete Eck - oder Diskontinuitétspunkte der Komponenten des statischen

Berandungsteil Cf kann an den Stellen s

Randmoments g: aufweisen. Im allgemeinen Fall gemischter Randbedingungen
miissen die mdglicherweise auf demselben Teil der Berandung C vorgeschrie-
benen geometrischen und statischen GrdBen wechselseitig komplementdr

sein [4.5, 4.11].

4.4. Das Differentialgleichungssystem des Randwertproblems

und das Funktional des Gesamtpotentials

Das Prinzip der virtuellen Verschiebungen liefert unter Berﬁcksichtigung
der Beziehungen (4.2.12) und (4.3.10) die statischen Gleichungen einer
allgemeinen Theorie dunner elastischer Schalen, konsistent im Rahmen
der ersten Approximation der Verformungsenergiedichte. Das vollstdndige
Differentiaigleichungssystem des nichtlinearen Randwertproblems kann

damit angegeben werden:

Dehnungs-Verschiebungsbeziehungen in M:

Jap™ Fup(4) , Xep ™ Xop (W) , gemdB (2.2.14) (4.1.2) (4.4.1)

geometrische Randbedingungen auf Cu:

*
g=% n =n . (4.4.2)

geometrische Randbedingungen f£ir alle Eckpunkte Mui € Cu:

T (4.4.3)
S<su_i.) Y (sui) )
Gleichgewichtsbedingungen in M:
T/-", . p = 4.4.
et p 0 ; (4.4.4)

statische Randbedingungen auf Cf:

*
E=E ) M=M* ; (4.4.5)
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statische Randbedingungen fir alle Eck- bzw. Diskontinuitédtspunkte

ij € Cf:

=F* (4.4.6)

konstitutive Beziehungen :

Nt 45,«9(30'/3“4?9 “6) M&/A'fz(4+\>)(3C°lp+ e efy) . @
Verwenden wir die in den Kapiteln 4.2 und 4.3 angegebenen Beziehungen
(4.2.14-18), (4.3.12), so laBt sich daraus die zugehdSrige Komponenten-
form des Gleichungssatzes bestimmen. Im Zusammenhang mit méglichen
Vereinfachungen entsprechender Ausdricke infolge Approximation der
Invarianten %-geméﬁ (3.3.3)1 verweisen wir auf die Darstellungen in

[4.6,4.16].

Ausgehend vom Prinzip der virtuellen Arbeiten wollen wir nun das
Prinzip vom stationdren Wert des Gesamtpotentials ableiten [4.3, 4.11,4.18].
Beschrénken wir unsere Betrachtungen auf Lasten vom Typ "dead loads",

dann existieren Potentiale [4.16-4.17]

Ban=-pu , ¥ean-Tiu-HEaom , weo

deren erste Variation mit der &uBeren virtuellen Arbeit entsprechender

Lasten Ubereinstimmt

6ﬁ0-=-[[5¢ (w) dA - fé ¥ (u,n,)ds . (4.4.9)
M c;
Mit der Existenz des elastischen Potentials gemdB8 (3.1.12)

kann das Prinzip der virtuellen Verschiebungen in ein Variationsprinzip

GIp = 0 transformiert werden mit Jp als Gesamtpotential der Schale

Jp= f):(Jw/s('*) X,,,P(u)) u|dA-

(4.4.10)

(e B (Gom)ids
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Unter allen geometrisch zuldssigen Verschiebungsfeldern u auf M und

u, ﬁ auf C, d. h. solchen,die die Nebenbedingungen (4.4.1 -3) und (2.4.10)
erfillen, erteilt gerade die Ldsung des Randwertproblems (4.4.1 -7) dem
Funktional einen stationdren Wert und der Variation des Funktionals den

Wert Null.

Ausgehend vom Prinzip vom stationfiren Wert des Gesamtpotentials
lassen sich fiir diese allgemeine geometrisch nichtlineare Schalentheorie

eine Vielzahl unterschiedlicher Stationaritdtsprinzipe formulieren [4.8-9,
4.16]. Untersuchungen iber m8gliche Extremaleigenschaft dieser Prinzipe

fiir eine bestimmte Klasse eindeutiger Gleichgewichtszusténde, in [4.11,

4.13-15] fir Schalentheorien moderater Rotationen dargestellt, liegen

nicht wvor.
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5. DIE STABILITATSGLEICHUNGEN DER ALLGEMEINEN GEOMETRISCH

NICHTLINEAREN SCHALENTHEORIE

5.1 Einleitende Betrachtungen

Die LOsung des Randwertproblems (4.4.1 -7) liefert Verschiebungs-
felder u, die als Funktion mdglicher Lastparameter Xj, j=1,...,m, nicht-
lineare Last-Verschiebungsbeziehungen, sogenannte Gleichgewichts-Hyper-
Flidchen bilden. Beschrénken wir unsere Betrachtungen auf ein Ein-Parameter-
Lastsystem, d.h. alle duBeren Lasten hdngen linear von einem Parameter
A ab, kénnen gemdf Abb. 5.1 Singularitdten in Form von Schnittpunkten
zweier oder mehrerer Gleichgewichtspfade (Nr. 2) und relativen Extrema
(Nr. 3a-b) auftreten. Besondere Bedeutung kommt dabei Schnittpunkten von
stabilen und instabilen Asten zu, in denen das Verzweigungsbeulen auftritt.
Dabei koénnen die Nachbeulkurven sowohl durch einen Lastanstieg (Nr. 2b)
als auch durch einen kritischen Lastabfall (Nr. 2a) gekennzeichnet sein.
Das Durchschlagsproblem (Nr. 3a) nach Erreichen relativer Maxima ist mit
einem durch einen dynamischen Vorgang eingeleiteten Stabilitdtsverlust bis
zum Erreichen einer stabilen Gleichgewichtslage (Nr. 4) im Nachbeulbereich
verbunden. Abb. 5.1 ist weiter zu entnehmen, daB Stabilitdtsuntersuchungen,
die sich ausschlieBlich mit der Erfassung eines der beiden Instabilitdts-
phidnomene beschidftigen, im allgemeinen ﬁicht als ausreichend bezeichnet
werden kdnnen. Im Hinblick auf die Untersuchung von Mehr-Parameter-Last-

systemen insbesondere Aj' j = 1,2 sei neben anderen auf die Arbeiten [5.10,

5.16] verwiesen.

IC'

Abb. 5.1
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Wesentlicher Bestandteil jeder Stabilitdtsanalyse ist somit einer-
seits die Angabe des zum Auffinden kritischer Lasten notwendigen Glei-
chungssatzes, den sogenannten Stabilitdtsgleichungen, andererseits die
Formulierung des zugehSrigen Arbeitsprinzips als Grundlage variationeller
Ndherungsverfahren.

In der Literatur finden sich eine Vielzahl von Arbeiten dber Stabili-
titsprobleme dinner elastischer Schalen mit unterschiedlichen Ndherungs-
stufen der geometrischen Nichtlinearitat, von denen im folgenden nur
einige genannt werden. Der Gleichungssatz wird dabei in der Regel aus-
gehend von einem Energiekriterium [5.2-3, 5.5, 5.7-9, 5.12~15] oder
mit Hilfe der Methode des benachbarten Gleichgewichts (5.1, 5.4, 5.6,
5.18] formuliert, wobei alle auftretenden Zustandsgrd8en entweder
auf die unverformte Referenzkonfiguration M oder auf die verformte Lage
M bezogen sind. Hiufig fihrt man Stabilit&tsbetrachtungen ohne Berick-
sichtigung entsprechender Randbedingungen durch, was nur in wenigen
Sonderfdllen zu L&sungen fihren kann.

Die Mehrzahl der Arbeiten befaBt sich auBerdem mit dem Spezialfall
einer linearen Beulanalyse (Nr. 1) [5.1, 5.5, 5.7—8,5.181.Dabei wird
angenommen, daB die Spannungen im Fundamentalzustand ndherungsweise
aus einer Membran- bzw. linearen Biegeldsung berechenbar sind, und
der EinfluB linearisierter Vorbeulrotationen und -dehnungen in den
Stabilitdtsgleichungen vernachldssigt werden kann. Dieses Vorgehen
fihrt tatsdchlich bei vielen Problemen (Kreiszylinderschalen, Platten,

' Kreisringen) abhdngig von bestimmten Geometrie- und Lagerungsparametern
zu befriedigenden Ergebnissen.

Im Hinblick auf ein ingenieurorientiertes Konzept zur Bestimmung
wirklichkeitsnaher Grenzbeullasten diinner Schalenstrukturen verweisen

wir auf [5.6, 5.18, 5.19].

In [5.12-15] £finden sich grundlegende Stabilitdts~ und Nachbeul-
untersuchungen fiir eine Theorie kleiner Dehnungen bei Auftreten modera-
ter Rotationen. Eine vereinfachende Operatorschreibweise ermdglicht dort
die kompakte Ableitung aller erforderlichen Gleichungen fir kritisches
Gleichgawicht und die Nachbeulanalyse mit einfachen und mehrfachen Beul-
formen. Darauf aufbauend werden in diesem Abschnitt die Stabilitits-
gleichungen der allgemeinen geometrisch nichtlinearen Schalentheoiie

vom Typ Kirchhoff-Love ohne Einschrédnkung der Rotationen unter Ver-
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wendung des modifizierten Kriimmungs&nderungstensors X (4.1.2) abge-
leitet [5.11]. Ausgehend vom Funktional des Gesamtpotentials erhalten
wir in vollstédndig Lagrangescher Beschreibungsweise eine Variations-

formulierung des Problems. Die Stationaritdtsbedingungen liefern dann

als Euler-Lagrange-Gleichungen Beziehungen flr kritisches Gleichgewicht.

5.2. Taylorreihenentwicklung des Gesamtpotentials

GemdB Abb. 5.2 bezeichnen wir mit g die Verformung eines Material-
elementes infolge duBerer Lasten (4.3.1),(4.3.4)1 aus dem Referenzzu-
stand in die hinsichtlich ihres Stabilitdtsverhaltens zu untersuchende
Fundamentallage. Ohne Anderung der Belastung werde die Schale durch das
Verschiebungsfeld‘g, von dem wir fordern, daB es die homogenen geome-

trischen Randbedinungen

A A A
u =u=w=n

] - A -
0" Uy v(gig)-O auf C (5.2.1)

erfillt, in eine Nachbarlage Uberfihrt.

Fundamentalzustand

Regerenzzustand Nachbarzustand

Abb. 5.2
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Spaltet man das Gesamtverschiebungsfeld u in die Fundamentalverschie-
bung E und den Verschiebungszuwachs 5 auf, ergeben sich entsprechende

lineare Superpositionen fir die linearisierten Dehnungs- und Rotations-

komponenten

6&/5;-8«/5‘,’9«/5). )oora)aa*\ﬁo: ) )0=75+ﬁ ) lwﬁzl'w/s * Lorﬁ ) (5.2.2)

wobei unter Verwendung von (2.2.4 - 5) folgende Gr&B8en definiert werden

2 1( - _ - A _4(a A _ -
90!/33-2-(&«//5 +u'{5/¢!)-b°(l$w ) eap'z(‘-"«l,e,*“/sla) bu/éw )
- - A - “ A

P = Wy + b«u'A ) Px ” w.aoe+ blxuk

(5.2.3)

Die Komponenten des Mittelfldchendehnungstensors Yop und des Kriim-
mungsé&nderungstensors Xae im Nachbarzustand lassen sich als Taylor-

reihenentwicklung in der Umgebung von }:i‘ bestimmen

X +AX0{5 Xu/b J’up(~,~) 23’/5 &4,

25:)

X«{é(
(5.2.4)

X,,,,g,(u- a =X *AX«/!; Xorlb Xu(&(u' u)+2XQ{5(~l~) 6% (@

e

Zugehdrige Glieder der Potenzreihen erhdlt man nach Substitution von

(5.2.2-3) in (2.2.14) bzw. (4.1.2) in der Form
4 -
Xor =-i( Ll\ﬁ '750:)0/5 oc ) )
S '!( ' ~ -
(G;4)= 7 cr)oA/b )”u ant Bl t Pubs) (5.2.5)

“)ol\ﬁ * ﬁc(ﬁ/b )
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"“)*[ (m (a. u)/ bm(ug.)) +

~'~

3))* Za(m'ca, 2y - bl m) (@4

=%[2,am(m a u)/ b m'(a, u))+Z)oA/5(m (uu.)/ b m'(a &) +

Pl m’ (ﬁ;.‘:"/ﬁ* b/s m,(3,4)) + 23%("' @8 * by my(3:4)) *
-t m'g,39) + §p(m(g -4} ma,an)*

* éu,.(m)‘”cg;c:c‘»/,5
) )%(mu(- 41)/ + b m, ( /)}-f-

* @ (ma, &’)/A+ b m '(a.8%)

xf3 tY (.‘.’ )

(5.2.6)

Meg,ary, -blm" @) +

m"(g,a9) * Py m™'(a,a

"~y re

- a3 o3 i o
X (2,8 = 3 Pl ez, 8%y, -
+ 9. (m" a4y, + b,,, m!'( g;Q‘)) + py(m@, gy, + b m! (a; _za))]

wobeil wir zusdtzlich die folgenden Abkirzungen einfihren

- e%e 3 It
mF- € 64,‘_)0& )

-— A [ A I\A
m, (3.4) = e“ﬁéAP(PuL~ﬁ * P )’-F’:) )

A A

ma @00 = 2%, pofl

)
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- _ 1 _op A T
m“ze 64/“[.0,[./5 )

?

-0 1 Ad T TA A AA T
m(g,gwge"/”edp(;o.a ot Lapla =e“’seA#,o.°,L{‘ﬂ

Ny A2, _. &/é AA A
m'"@.a%) =€ € 70.”9’_‘/5 . (5.2.7)

Die in (5.2.4 - 7) auftretenden n-fach quergestrichenen GréBen (...)(n)
kénnen mit Hilfe der Definition des G8teaux Differentials eines nicht-
linearen Operators F(u) [5.17]

. F - A _F -
Fea,d)=tlim (g*ig) @ %(F(g*tg))]
t-0

(5.2.8)

t=0

als n-te Gateaux Differentiale entsprechender Gr&B8en im Punkt E in

Richtung von 4 bestimmt werden.

Ausgehend von den nichtrationalen Beziehungen (2.4.7) lassen sich
die Zuwdchse der Rotationsparameter des Schalenrandes infolge einer
Zusatzdeformation g formal als unendliche Taylorreihe um die Fundamen-

tallage schreiben

! - A 4 - A
an,=n,(3,4) + 70, (4,49 . . ,
o 4 5o a2 (5.2.9)
= —— . +
an =n(aa)+ 30 (Za)+. ..

An =n'(d;a) + E"'",l(g;gl) *.

Die Berechnung der in (5.2.9) auftretenden G&teaux Differentiale

nin) (n)Qﬁ;ﬁ?) ist infolge der dabei erforder-

(ﬁ:,\:l,n) , nén) (E;En) und n
lichen Transformationen der Invarianten g- mit einigen Schwierigkeiten
verbunden. Zudem war schon in Kapitel 2.4 nachgewiesen worden, daB bei
Annahme der Kirchhoff-Love-Hypothese drei Verschiebungskomponenten

U, U, W und n, als Rotationsparameter eine Deformation der Schalen-
randfldche vollsténdig beschreiben. Es ist daher erforderlich die

(n)
t

Gateaux Differentiale der abhingigen Rotationsparameter n (ﬁgﬁn) und

n(n)Qé;é?) durch Differentiale der vier unabhdngigen RandgrdB8en auszu-

dricken.
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In einer Theorie moderater Rotationen (6.2.23 - 25) nimmt n, den kon-
sistent approximierten linearen Ausdruck n, = -wv an, womit Gateaux
Differentiale nin)(ﬁjﬁs),t1>1 verschwinden und der vierte Randparameter
linear superponiert werden kann. Die in der allgemeinen Theorie dlinner
elastischer Schalen auftretenden Differentiale h8herer Ordnung werden
im folgenden zundchst als zusdtzliche unabhdngige RandgréBen betrachtet,
wobei wir uns im Rahmen der Untersuchung kritischen Gleichgewichts auf
Differentiale bis zur zweiten Ordnung beschrdnken werden.

Das erste und zweite Giteaux Differential der hilfreichen Identitdten
(4.2.4) liefert dann zwei Gleichungssysteme, deren Ldsungen nach umfang-

reichen Transformationen auf die gesuchten Abhdngigkeiten fihren

>

‘G ) A " RORS 2 5 5.2.10
nt(gi':."):dvuo +dtut +d,w *fnv(5;3)+9vuv‘5 Tht%s t I s ( )

4 . a A / A A ! - A A A A -
- (5.2.11)
n(@a)=ha,+ha, hnw*knv(g;g)f-cuv)sf; 4Lot Vs
”—’42__'-'\" t o A A | ,e A, A o A ] g A
n @a")=d,@H 4, + d (&8, + 4,357 + F(@Ln, @d) "
t oo Ay A 1,m Ay A t oA A I ym Ap (5.2.12)
+ + + +
9y (@ Dy * 9(E D)8, * 9,3, D)0+ n, (2,49
" !, . A t A A t 7o A A ), A b, oA
n'(; %)= h,(a.a)4, * A (gL e, + h (G, ayw + R(a,u)n,(a;d)+
+ b pen A A + ’_l(.. A, A f!‘"(& A VAV ‘fbn“(- '\2) (5.2.13)
Pv(...if‘.")u'p's 3 S;S)u‘f’s n q4,d)w,g Ay (4,4

wobei sich in (5.2.10-13) r_xt, ﬁv, n und Et' Ev' En unter Verwendung von

(2.4.7) bzw. (2.4.6) mit entsprechenden Kopfzeigern bestimmen lassen

und folgende Definitionen eingefihrt wurden

cv=uu's+‘z'¢w°aetut ) Ct=ut)5 +aetav-6'tw )
R (5.2.14)
Cp™ Wy T 04y ~ B,
—'ﬁ’ 7 -Nn =ﬁ ] -A =§ 2] -
d,=5( . 2, n'rt) , d, D(”Gt va"t) , d, D(n\,'z't nfs't) ,
= A = _ At
P D . D . T D )
=—’-)-.t ford - H __:1:‘ - - _ﬁt - -
hy=p(fr,-Awe)  h=3(s@-ks) , h=p(A6-51), (5.2.15
- - - — -
’! =-__t_2 r = - t =—~—L—~
v D D )
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) C ! - - A ;, - A A t,_ a
d:; (Q;Q)'-'-_%[dont (g,u) * hv "'(.':.";‘:.‘)] *ﬁ[dpat + *t"t' (G@,a)+ hoc 'Tt”(i’;':.‘)],
‘..n_.__a_[d 1y A h'-a]*_’z[ A*ﬁ,l_q+h,h~ f ]
do (@, d)="7{ld, 7, (G;Q) + A (@] * pyldC, * 8 n(g,u)*h,C-&.n,(Lu)

d,@a)=-§ld,n@ )+ b @]+ 5ld,8, + 1m0 h,C-gn@a)],

"

A o A F’t P ' oA S 1
1],

A 1, A
h,C -8, (5, &)

’,

<

I
12

]
~is (TR H

A b A ___Fi_t A ! e A A .
8t ht”(%;&f)] D [dtct * On(a,d)+hi-en

o>
Q
(339
<
:h
~
(]
{53
~-
.+

ld nica,a)+ b n'@d)]-

g‘;(a.a)=-%[ 3\>”;(§;'::'-) + r;n'(g'.g)] * _'8‘ [99 Et + ns(g;g) +r:)f:‘ ] ,

ey

A ! - A A
[gtct +n, (3,8) ¥ ¢ ], (5.2.16)

O

.- “ - s
3;(&-Q)=‘§[9t n;(:l.u) + r;n'(g;g) ] +

~ )~ ~y o

[gnéer M@sne ],

i [ 1]

8@ =Flg.nid + frapl

) - n N . N
WED=D [99” @uw + ’o"'(i‘.;k‘)] —J-J"'E[% ¢t Ny (Gu)t e J )

A - A - A ‘ ﬁ A A A
c@d=p lg e pr@dl-pleg « radntl,

~ )~

1_._3r !, o a 1, & _ﬁ A L, A A
nEy g g, m@dr nadl -5ilg,é + @b+ ne],
o a c ! " A I s Al a

f(i‘;'i):—ﬁ[ ny(@.a) * ‘Fnt(g;g.) * kn('é;%)]*ﬁ[ Co ¥ fe-{; ! kf‘.‘} )

n. A
K@) g lm@d+ fry,dye kn'@,a) - 5le, + 4 ¢ ae]

Substitution der vorstehend abgeleiteten Beziehungen in (4.4.10)
liefert schlieBlich das Gesamtpotential der Schale in der Nachbarlage

als Taylorreihenentwicklung in einer Umgebung des Fundamentalzustandes

- A 1 "
Jotwr=Jo(@y + Jota,dy + 7 IJca, @y ... (5.2.17)

~ ) A

mit Jp(n) (E;ﬁ ") als n-te Gateaux Differentiale des Gesamtpotentials ing

in Richtung von }:1’ gemdB (5.2.8)
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Jow=[[l L@ -paldd- [[T3a+H-ci-mlds , G.oas
M ~ Ce
2= [[[Z@,0-p-gldA- [[Tra+ B Aaalds , ©.2.19
Ct
7"( ;a%)= ff Y'ta,an] dA - f[H* HCNPIER (5.2.20)
&
und entsprechenden Differentialen der Verformungsenergiedichte
- A Fon hz o
L - ¢ A hz n
2(g,d)= hHP#[Ja/sX,\,.(&.S) 2 Xor/bX)./.«(..m)] . (5.2.22)
n_ . A z
@ = h HR J'«/s(.....)h,;(..,..) A p G s @) +
| +JNpK1\}L ~o~ 72 XQ'/&X,\F_ ...,-v )] (5.2.23)
5.3. Das energetische Kriterium und der vollstdndige Satz

Stabilitdtsgleichungen
Um das Verhalten der Schale im Fundamentalzustand und insbesondere

die Grenzen stabilen Tragverhaltens bestimmen zu k&énnen, benutzen wir als
MaB den Zuwachs des Gesamtpotentials AJp beim Ubergang in eine Nachbar-

lage
Adp= T,y (3+g) - Jp(a) 3.

Fdhrt man die Reihenentwicklung (5.2.18) in (5.3.1) ein und bericksich-
tigt, daB das erste G&teaux Differential fir Gleichgewichtslagen E

verschwindet, ergibt sich die Beziehung
3_4 N, o~ a
A p‘z“ljp(g;ga)f-. .. (5.3.2)

Der wesentliche Beitrag zum Energiezuwachs, das zweite Gateaux Differen-

tial, wird im folgenden zur Bestimmung der Stabilit&dtsgleichungen heran-
= 2)

gezogen. Substitution von (5.2.23) und (5.2.5 -7) in (5.2.20, n
ermbglicht die zu (4.2.2) analoge Transformation des Integranden
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H,_ a A A A . - A A - 7 ]
jp,(.'-!-;':.‘z) =f[{ T ﬁ'(‘:é;‘.‘:)ﬂ\p * Tﬂl(ﬁ;&.‘))"ﬂ r [ ”“’6'02-,%)( A«mA (4,4)+
| A
! )au’"l(g;g)) + ﬁ“’s(ﬁA“m"‘(g;Q) +P,m(3;4)+
+[ An__ ., v B N, Ay ]
A ™M (@,0%) P m(Q, 4 )) ,ﬂ

- * ", a ® 0, _
cf { Hoo ny (@,8% + H n, (@44 + H, ”"(Q-,az)} os
f

} dA -

,  (5.3.3)

mit den Abklirzungen

TAIS'@;Q) =p'te< Nuﬁ*a“pbapﬁzp) * Z:‘« (Nuﬁ'(g;g) * aaﬂbep Ma’f’(,‘?;é )) *

*Mqﬂ(mm@;é)/{ b: m'(@,a) * Maﬁ'(g:g)(’ﬁA/or - b:ﬁ’) *

e Ll P17 (g, D), + 6F Lyp M™03,0) +
AP, + WP ™)+ 0 (5, 1% Yo+ 65 Lo M%)
(e M*Pa, 3 Jo ™ O P M7 (8,8) +( B, 1P, -
- u&)ap/c,&P];)aoz[(z;u&ﬁwp)ly—b#m)ap M=)} (5.3.4)
TRa@r=p(RF + 0o, A%F) + 5 (N*F'(g,0) + *h, M*Pg,g)) +

* M m'cg, gy, + 62 m) (3,25 + M*P'(g, @)y, + 62, +

+e™ethy [Aa[([”a,M*P'(g;Q))IP e pp M@, +
(B 1) b 171+ hral (LAY - b F170])

und den zugehérigen konstitutiven Beziehungen

- - 3

NP = b HERAR - 1B =5 papan
L & Kig > (5.3.5)

1 A l\ a a 3

N*,ar=h Py @d M"/A'(Q;w‘-‘ihi HNNHX:I,, (%.4) .

oy~

Mit Hilfe der Identitdt (4.2.5) und derem ersten Ga&teaux Differential
1laBt sich die nidtzliche Beziehung
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Ma,a)([,mY(a, + g, m'caw) + MR(B, m (3, d) +
* '@ * Lem™'(a; 3% + p,m"(@, %)=
=Row (@) n,@;d + R;\) (g;4) ”é (q,&) + Rp, (@.dyn'a,dy +
*Ruuny (@, * Ry, nl(3,dh + R, n"(3 3% (5.3.6)

herleiten, womit die schon in Kapitel 4 erwdhnten Schwierigkeiten bei der

Randintegraltransformation umgangen werden kénnen. Weitere Umformungen
mit Hilfe partieller Integration und Anwendung des GauBschen Divergenz-

theorems liefern schlieflich das zweite Gateaux Differential in der

Form

«[M - m*]1nt a0y } ds -

-JZ{ [ - £ aolay (£ asn- Elanla,

LA A ¢
*[@'(Q;Q)‘@?'@;Qﬂ%} . (5.3.7)

In (5.3.7) wurden zusdtzlich als Abkirzungen nachstehende GréBen ver-

einbart
)
P

Pan =TPaoto, + Gao |

A - -~
(Z.('lj = 7- p'(.‘.?;‘.é) "o\')/fl t Q:)(Q'.g) }

~ )~

(5.3.8)

Raa =Trapv » 4@y

n ‘e



Ve A AR, o, _ ® A ¥ _ o Xl _ .
R¥@,= Q@6 , Ri@d=qga , A@s=0w@d) ,

Y;<
(5.3.9)
o oAy ! - ! - A ! ~ t pe A
‘o@:4) = Rtv(gz.‘..“dm * Ry @, @b Repdz(g;8) + Ry b, g,&) -
! A
“(Fowad),, , (B=v,t,n)
X T a - * ! Y ¥* ] - {m
Qo@a) = Hy,dl@d) + Hhocaa)-(Rlew),, ,  6.3.10
! PN ! a ’ Py L4 - . L 44
JCA A E'ea -F, (49) EYa.a)=FYaa - I (3.4
DJ B S{J‘*o : 6ﬁ'0 ) cd Q 6,,j+0 o ! S{j"o,
4 A - [ - A 1 - A ] N 4 - A
6 (q@.u)= Rt‘,(.ﬁ‘;f.‘?gn"' ana.!';‘-:.‘)"&: * nga(g;fc‘) * anpn (€;4)
Fra,e) = H,, 9033y * o 1 (8.8) ) (5.3.11)

R, = I/‘?“ﬂ&(mﬁ , Rey= I/‘"i"ﬁl-f\«t,\vﬁ , RE Iﬁ“ﬁ;op )
R}, a8 =(MPlg ) I Up+ M PT 34, + M%PT'aa) Vv, |
R: @dy=(MP@pIl » MCI3Y, + ACT'@ D ) b,
R @i =(MPaIp, « APIp + MPI'G0 5 )% |
I=yE , I'a»=-(B)as

a LN
M’(Q;Q-)-‘- Rv’v (@a)* R,_:,CQ;Q))‘ * Rr;v (Q,-Q) R + Réyf’(g;%) * Rno k G, ,

A — * - A - A
Mg, 8)= Hy, flaa.ay + HY, R'eg,a0 . (5.3.12)

Es sei angemerkt, daB die mit dem zweiten Gateaux Differential des unab-
héngigen Rotationsparameters n; (E,- EZ) behafteten Terme im Randintegral
von (5.3.7) die vierte statische Randbedingung des nichtlinearen Rand-
wertproblems (4.4.5)2 bilden. Mit dem Fundamentalzustand als Gleichge-

wichtslage (M - M* = 0) kénnen diese Beitrdge jedoch vernachldssigt werden.

Folgen wir nun dem energetischen Stabilitdtskriterium, werden Zu-
stdnde kritischen Gleichgewichts durch die nichttrivialen L&sungen des

verschwindenden zweiten G8teaux Differentials definiert

\Zo"(g;ga) =0 , 4+0 . (5.3.13)
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Der vollstdndige Satz konsistenter Stabilitdtsgleichungen einer allge-
meinen geometrisch nichtlinearen Theorie dinner elastischer Schalen

ergibt sich dann aus (5.3.13) unter Beachtung von (5.3.7):

TW(Q@/@ - b, Tg,8) =0
£M (5.3.14)

B - o > J/}l - A au !

7 (2,9), s T™0a;3) =0

Rea.s) - B2y =0

el(g:g) - tm(..a,g) =0

el(g;g) - e*'(g;g) = {) . auf Cf, (5.3.15)

Miaa) - M @2 =0

Ko -£T@a =0

Ft_.'(g.;g) 'lf.w(g’.é) =0 in allen Punkten (5.3.16)
o v M €C

rrag -hlas =0 ’

Diese Ergebnisse vervollsténdigen die Stabilitdtsbetrachtungen in

(5.2], wo mit Hilfe des modifizierten KrimmungsinderungsmaBes chB = X8 +
+ %(béym +b2Y)‘a) entsprechende Gleichungen einer linearen Stabilitdtsana-
lyse unter Annahme eines Membran-Vorbeulzustandes abgeleitet wurden.

Aus (5.3.9), (5.3.11-12) ist zu ersehen, da8 die resultierenden
duBeren Kirchhoffschen RandgrdBen P*'(u;d), M*'(u;u) und F*'(u;d),
die multiplikativ mit den 2ugeh8rigen Randverschiebungs- bzw. Rotations-
parametern G\), ﬁt' w, n\’)(ﬁ;g), Gv(sfj)’ Gt(sfj), v‘v(sfj) verbunden sind,
im Rahmen dieser hochgradig geometrisch nichtlinearen Schalentheorie
explizit von den Verschiebungen abhdngen. Im Gegensatz dazu kdnnen bei
Theorien mit maximal moderaten Rotationen die Beziehungen fir kritisches
Gleichgewicht aus dem lastunabhdngigen zweiten Gateaux Differential des
inneren Potentials hergeleitet werden.

Zudem enthalten die statischen Randbedignungen (5.3.15-16) nicht-
rationale Beitrdge in Verschiebungskomponenten und deren Flachenablei-

tungen. Auf eine Darstellung der approximativen Transformationen im Sinne
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kleiner Dehnungen (YaB = 0(62) wird aus Grunden der Ubersichtlichkeit

verzichtet.

Vergleicht man die Stabilitdtsgleichungen (5.3.14 - 16) mit den Grundglei-
chungen des nichtlinearen Randwertproblems (4.4.1 ~7), dann sind (5.3.14 - 16)
offensichtlich die Gateaux Differentiale von (4.4.1-7), was nach umfangrei-
chen Transformationen ausgehend von (4.4.1 - 7) nachgewiesen werden kann.
Damit erhalten wir eine allgemeine Form der in der ingenieurorientierten

Literatur hdufig verwendeten Methode des benachbarten Gleichgewichts.

Die LOsung des nichtlinearen Stabilit&tsproblems (5.3.13), (5.3.14 -
- 16) fihrt auf ein nichtlineares Eigenwertproblem, welches ndherungs-
weise durch eine Sequenz linearer Eigenwertabfragen auf der Basis be-
reits berechneter Fundamentalzustinde erfolgt [5.12-13] (s. auch
Kapitel 8.2).

Die Komplexitédt des Differentialgleichungssystems (5.3.14 - 16) und
der zugehSrigen variationellen Formulierung (5.3.13) 13a8t weitere
Vereinfachungen zweckmdBig erscheinen.

Durch Vernachlédssigung linearisierter Dehnungs- und Rotationskompo-
nenten @a, @, 8 __ und der Annahme, daB die Vorbeul-SchnittgrdBen ﬁas

B oB

bzw. ﬁa aus einer Membran- oder linearen Biegeldsung bestimmt werden,
ergeben sich die Beziehungen einer linearen Verzweigungsanalyse, die
jedoch als klassische Ndherung bei vielen Stabilitdtsproblemen zu un-
tauglichen Ergebnissen fihrt( s. auch Kapitel 9.3).

Wesentlicher erscheint daher die Ableitung konsistent approximierter
Schalentheorien durch sinnvolle Einschré@nkungen des Grads der Nicht-
linearitit insbesondere im Hinblick auf die Praktikabilitit bei der

numerischen Anwendung.
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6. VERSCHIEDENE APPROXIMATIONSSTUFEN EINER THEORIE GROSSER

ROTATIONEN

6.1. Das Klassifikationsschema

In den vorangegangenen Kapiteln haben wir die grundlegenden geo-
metrischen und statischen Beziehungen einer allgemeinen Theorie dinner
elastischer Schalen, glltig fir kleine Dehnungen ohne Beschrénkung der
Rotationen unter Verwendung der modifizierten Kriimmungsédnderungsbe-
ziehung X, (4.1.1) abgeleitet. Mit Hilfe der in Kapitel 2.3 dargestell-
ten Aufspaltung des Deformatlonsprozesses in eine reine Dehnung und eine
anschlieBende Starrk&rperrotation ist es mdglich, unabhingig von den Mate-
rialdehnungen die GrdBe der Rotationen einzuschrénken. Dies fihrt zu einem
Klassifikationsschema fir geometrisch lineare und nichtlineare Schalen-
theorien mit jeweils entsprechend begrenztem Glltigkeitsbereich bezig-
lich der GréBenordnung der Rotationen. Unter Verwendung des Abschdtzungs-
parameters 6 (3.1.8) wurde in [6.22 - 6.24] die folgende Klassifikation

der Rotationswinkel w eines Schalenelementes vorgeschlagen:

@< 0(8%) - kleine Rotationen, ¢u= 0(8 )- moderate Rotationen
(6.1.1)

W= O(V.B_) - groBe Rotationen, > (0(1)- finite Rotationen

Mit Hilfe der f£dr Drehwinkel le <7/2 giltigen Beziehungen [6.25]
0(IQ]) =0(sinew) = 0(e) (6.1.2)

148t sich die GrdBe des Rotationsvektors {{, aber nicht die GréBe seiner
Komponenten in vorgebenen Richtungen einschrénken. Viele Schalen-
strukturen besitzen jedoch eine hohe In-Flichen-Steifigkeit bei gleich-
éeitiger flexibilitét aus der Fliche heraus. Die Rotationsanteile kdnnen
ausgehend von den zugehdrigen Komponenten des Drehvektors‘g, Qa = g -
und Q@ = @ -n, mit (6.1.1 ~2) abgeschiatzt werden.

Den Geltungsbereich einer geometrisch nichtlinearen Theorie grofer
Rotationen definieren wir gemiB Tabelle 6.1 durch entsprechende Vorgaben
der GrdBenordnungen fir Qa und Q. Approximationen fir die linearisierten
Rotations- und Dehnungskomponenten P, @ bzw. 6 folgen aus (3.3.8) und
(2.2.14).

af
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Zusdtzlich finden sich in Tab. 6.1 Abschdtzungen fir eine Theorie modera-

ter Rotationen, die spiter bei theoretischen und numerischen Betrachtun-

gen vergleichend herangezogen wird.

Gr&B8enordnung der Abschidtzung fdr die
Rotationskomponenten linearisierten GrdRen
na Q wh 0] eaB
groB grof ) ) )
groB moderat /o S 6
grof klein ) 92 6
moderat moderat 6 ] 82
Tab. 6.1

Ingenieurorientierte Uberlegungen [6.25] fiihren zu einer Erweiterung

des Klassifikationsschemas durch Einfihrung verschiedener relativer Fehler

bezliglich der Verformungsenergiedichte. Die Gr&Benordnungen der vernach-

lassigbaren Anteile an den Dehnungs-Verschiebungsbeziehungen (2.2.14) und

(4.1.2) sowie an den Rotationskomponenten des Schalenrandes (2.4.7) sind

in Tab. 6.2 zusammengestellt. Sie wirden nach Substitution in (4.4.10)

Relativer Fehler ermbglicht Vernachldssigung

der von Termen der GréBenordnung
Verformungsenergie- in

dichte
Tap XaB y Ry n

EO ~ 0(62) K o3/n | o8 | %% 63
E1 ~ 0(8/8) 676 0¥8/x | 62 92 %8
E2 ~ 0(8) 93 82/ i 6v8 6v8 62
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Beitrdge liefern, die im Rahmen der relativen Fehler EO, El bzw. E2 im
Energieausdruck bereits vernachldssigt wurden.

Das auf der Basis qualitativer physikalischer Argumente und energe-
tischer Abschétzungen entwickelte Klassifikationsschema wird den ein-
und zweidimensionalen Betrachtungen der Kapitel 6.2 und 6.3 zugrunde
gelegt. Ergebnisse alternativer Vorgehensweisen werden mit seiner Hilfe

im Kapitel 6.4 untersucht.

6.2. Zweidimensionale Betrachtungen

Unter Verwendung des modifizierten KrUmmungsdnderungsmaBes XaB
(4.1.2) werden in diesem Kapitel konsistent approximierte Dehnungs-Ver-
schiebungsbeziehungen und Randparameter einer Familie von neun Theorien
dinner elastischer Schalen bei Auftreten groBer Rotationen vorgestellt.
Die bei der Formulierung zugehdSriger statischer Beziehungen auftretenden
Probleme werden jeweils angesprochen. Das Klassifikationsschema (s.
Kapitel 6.1) ermdglicht dann dem Anwender aufgrund einfacher physikali-
scher Uberlegungen eine optimale Auswahl zur Ldsung anstehender Problem-
stellungen.

Einfachste konsistente Beziehungen erfidllen die Forderung nach einer
‘Schalentheorie grofer Rotationen bei gleichzeitig minimalem numerischen
Aufwand durch

1. linear approximierten vierten Randparameter n,,,

2. einfachste quadratisch approximierte Dehnungs-Verschiebungs-

beziehungen.

Dieses theoretische Konzept und seine numerische Realisierung er-
m8glichen schlieBlich die Einordnung, Uberpriifung und Bewertung ver-
schiedenster in der Literatur vorgeschlagener Schalentheorien grofer

und moderater Rotationen.

6.2.1. Theorie groB/groBer Rotationen

Wir definieren eine Theorie groB/groBer Rotationen (g/g) durch
Annahme groBer Rotationen sowohl um die Tangenten als auch um die
Normalen zur Mittelfliche M. Die GrdBenordnungsabschdtzungen fiir die
linearisierten Dehnungs- und Rotationskomponenten (Tab. 6.1, Zeile 1)
erlauben keine Vereinfachung des Mittelfl&chendehnungstensors YGB (2.2.14),
liefern jedoch unter Berilicksichtigung der relativen Fehler EO ¢ E2 appro-

ximierte Beziehungen fir die Komponenten des Krimmungsdnderungstensors XaB
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1 A AL )
X o= 21 amaie = Upmaned " mpy + 9 1, -

—{ A%, A A A
(8 o,‘lsx»sﬂ bM)ﬁ +(m.ab,\'%+ w.ﬂo,_a),v + (6.2.1)

“(nby *’”ﬁ‘;’:)"\:"\ " Dupy Pheat +0(8%)
1 , v v
Yo =f{(6:- ca'.\,,) SITA +(6\fi - c.:’.\ﬂ)m”;(eimA/ﬁ*f 9/:‘m&fa)+
*(',ouﬁ’v[/s * pﬁn%/“)-[(ei- wfa)b’\’,f(@f— wf\,s)bm] A+ (6.2.2)
: 4 freA A A~ -
Xu{bzf{(a‘x mA}ﬁ * 5@ mA’(X) +(6°£ mv\//b * eﬁ;‘ mz\la)_

A v ~
~( farﬁ”ﬁ*- w.ﬂm/\la)'*(\pum/ﬁhp )+ (6.2.3)

Dy M1

[+ 4
(e ebyy + wlyby) @ |+ 0(6%)

mit den approximierten Beziehungen fiir my und m (2.2.11)

v .
= - S " = -

My PATP ®ua , My PA

(6.2.4)

v @@ 2 ~ &®
= + = =

m=1+8_+p*  m=1+8] | A=A

Die Abschitzungen (6.2.1-3) sind mit denen in (6.25] identisch.

Zur weiteren Vereinfachung der kinematischen Ausdriicke in allen neun
Schalentheorien werden wir einige konsistent approximierte Transforma-
tionen ableiten. Zunadchst findet man it (2.2.14) und den GréBenordnungs-
abschdtzungen (Tab. 6.2, Zeile 1) die reduzierte Beziehung fiir eine Theorie

g/g Rotationen

euﬁz—%‘laoe)o/b—%aup)oz +0(9V§) (6.2.5)

oder unter Verwendung von (2.1.9) in der Form

9§=-{-pa‘.’p& - pt s 0(9Y8) . (6.2.6)
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Weitere Umformungen mit Hilfe von (6.2.5 - 6) fithren schlieB8lich nach

detaillierter Abschitzung aller Beitrdge auf die Transformation
® __1 2 2 _ .
05 pFG#A— S p(e* . 6.2.7)

Substitution von (6.2.6 -7) ermdglicht nundie Vernachl&ssigung von
vier Termen in (6.2.1) sowie von jeweils zwei Termen in (6.2.2) und
(6.2.3). Die bei der Transformation entstehenden Polynome 4. Grades
in Verschiebungsgradienten und damit verbundenen Nachteile bei Anwen-
dung eines Néherungsverfahréns wie z. B. der Finite-Element-Methode,
lassen uns auf eine Einarbeitung der Beziehungen im Rahmen einer
Theorie g/g Rotationen verzichten.

SchlieBlich erhdlt man zugehdrige approximierte Ausdriicke fiir

Rotationsparameter des Schalenrandes

EO + E2:

=99, By *p, Oy, + pp *+ 0(87VE)

nt=_)ot—‘Pt8\>o+>ov O ~ PP * O(QZVE) ) (6.2.8)
4 4
38" P: 26, 2 e * 000028, + 0(6%)

MMWNW\DNMM

wobei im Rahmen des relativen Fehlers E2 die mit einer Wellenlinie mar-

kierten Terme vernachldssigt werden kdénnen.

Sollen die zugehdrigen statischen Beziehungen einer Theorie g/g
Rotationen bestimmt werden, so ist den Terﬁen mit kovarianten Flachen-
ableitungen besondere Aufmerksamkeit zu schenken. In der relativen Feh-
lerﬁarge EO kénnen wir die in 6wi (4.2.1) entstehenden Randintegrale
unter Zuhilfenahme von (4.2.5) wie in der allgemeinen Theorie trans-
formieren. Kovariante Ableitungen approximierter Ausdriicke m, m (6.2.4)
und n,n.,n (6.2.8) generieren in der Regel Randintegrale mit Beitr&-
gen, deren Variationen Verschiebungsableitungen Gg,v enthalten. die
weder durch die vier unabhdngigen virtuellen Randparameter Su und Gnv
auszudricken sind, noch durch partielle Integration entlang der Rand-
kurve s eliminiert werden kdnnen. Zur Formulierung entsprechender stati-

scher Randbedingungen ist es dann erforderlich, bereits vernachlidssigte
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kleine Terme zu bericksichtigen und die so erhaltenen transformierten
Beziehungen erneut abzuschdtzen [6.25 - 6.27]. Ein Nachweis, daB die
Gleichgewichtsbedingungen und statischen Randbedingungen die Euler-
Lagrange Gleichungen eines zugehdrigen Variationsprinzips sind, ist

dann nicht mehr méglich.

6.2.2.Theorie groB/moderater Rotationen

Die Theorie groB/moderater Rotationen (g/m) entsteht in diesem
Klassifikationsschema, wenn angenommen wird, daB Schalenelemente groBe
Rotationen um Tangenten der Mittelfldche M ausfihren, wdhrend die Rota-
tionen um Normalen n moderat bleiben. Die Gr&B8enordnungsabschdtzungen
(Tab. 6.1, Zeile 2)'ergeben entsprechend reduzierte Ausdricke fir die

Krimmungsdnderungsbeziehungen

EO:

1 {714 A
X«ﬁ"f{(Lu’"A:’/s * ('ﬁ mllu) +(Poxml/\’, + ppm,o:)-

A A Ay ~
-(P'Atxb/\ﬂ ¥ )0"\/36:\0()’-" +()a¢x.b/3 * pﬁbu)mA* (©:2:9)

* 6«/5 PI\)OA} +0 (6}4{) )

Noj

A A A~ Ao
X«/S= {(6« Mp ! 6/-" m/\loc) +(}0'°¢mt\/ﬁ *Pp m)\/a) *
+(50kr"fulﬁ + \pﬂfr‘r,a)—(,of&b,\p + y)f‘,sbm)r?) + (6.2.10)

+(\Po:b/2 ! ﬁsb:)'%x " b«/s‘f’A‘l’A} *0(6%8,)

: { A A A L
X«p’i{(cfmmws * Sa mad * (Plaiale + 01p Fale)* (6.2.11)

+(?oo(;;;l/5 * pp’?’/u)} +0 (G/ZA) )

Die hilfreichen Transformationen (6.2.6-7) lassen sich fiir g/m Rota-

tionen vereinfachen zu
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4
0= 7P * 0(8%) | p,BF-pkE, = 0(6F) . ©.2a2)

‘Ihre Anwendung in (6.2.9 - 11) fihrt zu erheblichen'Vereinfachungen, ins-
besondere kdnnen in allen drei Fehlermargen vier kubische bzw. quadratische

Terme vernachlassigt werden

EO

Xop =Z{(8m Mals * Sp Mg *(ProctTiagy * Pl Myl ) *
+(7Docm;’/5 +}0/5m[«)-(‘to?‘°¢bAﬁ+‘Pé/sb,\u)’?7 + (6.2.13)

'*(:)‘&b/: * Y’/sb:)’"",\ * bu/bPAv’A} +0(6)

El:
) _1 A v v Ao~ A
X«p-i—{(axmAlp * J/: "’Ala) +()0'0thI/5 * ‘P'/sm,\la)*
+(P«'¢'/p+ ‘Pﬁ’%la)‘()of‘«bl\fb*'p).\ﬁb/\u)fg + (6.2.14)
A LR A 2
+(Pabp +>apbm)m,\ + bu/},)”%\} + 0(61/5/,\)

E2:

T 1 A v A v A A Y

Xap™2 (8 A + 83 1) (pagy * 2op ) * 4
(6.2.15)

+ o d 2
(i + py i) |+ 0(8%)
Wie schon die Dehnungs-Verschiebungsbeziehungen unterscheiden sich auch
die entsprechend reduzierten Randparameter infolge Substitution von

(6.2.12) von den Ergebnissen in [6.25]

EO % E2:

nvz-fu*ﬂ,‘:o * 0(62]/9_) )

=R TRY T 0(911/5) )

A

(6.2.16)

44 2 1 2 452 4 2
n=1 7P 7T 7% 2 £:+9W6t£—29V£ 0(8%) .

e e e’ N L SN AAAAAS AN

In allen aus (2.2.14), (6.2.9-11) oder (6.2.13-15) und (6.2.16)

erhaltenen Satzen geometrischer Gleichungen einer Theorie g/m Rotationen
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treten bei Transformationen in Gni und GnazurBestimmung zugehdriger
statischer Beziehungen die erwdhnten kritischen Randterme auf. Lediglich
(2.2.14), (6.2.9) fihren beli gleichzeitiger Annahme eines grdBeren Feh-
lers E2 auf dem Rande in (6.2.16) und zusatzlichen Transformationen zur
Bestimmung der approximierten Abhdngigkeiten n_ = ntgg, nv) und n =

= n(g,nv) zu entsprechenden statischen Gleichungen [6.31].

6. 2.3.Theorie groB/kleiner Rotationen

Die einfachste Theorie groBer Rotationen entsteht durch Beschrénkung
auf kleine Rotationen um die Normalen bei gleichzeitig groBen Rotationen
um die Tangenten zur Mittelfldche (g/k). Die Tatsache, daB viele Schalen-
strukturen eine hohe In-Flidchen-Steifigkeit besitzen, kann Uber die zu-
gehdrigen GrdBenordnungsabschdtzungen (Tab. 6.1, Zeile 3) bei der Ab-
leitung kinematischer Beziehungen direkt berlcksichtigt werden. Unter
Zuhilfenahme der auch im Rahmen einer g/k Theorie qiltigen Transforma-
tionsbeziehungen (6.2.12) erhalten wir nach detaillierter Absch&tzung

-aller Beitrage‘reduzierte Dehnungs~Verschiebungsbeziehungen

EO * E2:

1 1/pA° A 1 pd
Jup” Oup * 7 s~ 7O woap * Buwne)* 38, 6,5 * 0(6%) , 6.2.17)

EO:
— 1(, ~A A A A
Xap = Z (% a1 * G a1 *(P iy * P2 Pae)
. o - (6.2.18)
(Ml « ) ~(Blbyg + B30, )R -
+(p b + 9 b2y My + bavin} 1 0(68%)
El +E2

1 A o A ~ ~
Xap=Z{( by "Mip* L/s m/\/oc) +( PuTln * #a o) -

‘(G:bAﬁ + ng,\a)r?) +()0°(’0,é\ +. ’Dﬂbi)’%,\ + (6.2.19)

ANV AAAANA S AN A,

*havia ]+ 0 (6%8)

sowie reduzierte Randparameter
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EO ¢+ E2:
=% * O(BZVB_) )
n=-p +0(68%0) | '(6.2.20)
=q-F 21 2 1
n=1-37p-7% 2699 Z'Wf'tv * 0,06, 262 + 0(5°)
mit
A
=6, +0) | r‘r’;.—.4+9:+24—9:9;—21c9§99* , (6.2.21)

Die Transformation (6.2.12) als Ergebnis konsequenter energetisch
konsistenter Abschdtzungen liefert mit (6.2.17), (6.2.19 -20) gquadra-
tisch approximierte DehnungsmaBe sowie einen linear approximierten
Schalenrandparameter n, und damit die Voraussetzungen fir einfachste
Theorien groBer Rotationen [6.20]. Insbesondere konnte in den Arbeiten
[6.25 -~ 6.27] ohne Transformation der reduzierten Dehnungs-Verschie-
bungsbeziehungen und Randparameter mit (6.2.12) nicht nachgewiesen
werden, daB die erhaltenen Gleichgewichtsbedingungen und statischen
Randbedingungen die Euler-Lagrange Gleichungen des zugehdrigen Variations-
prinzips sind, eine grundlegende Voraussetzung zur Anwendung variationel-
ler Nadherungsverfahren. Die restriktive Annahme gr&Berer relativer Fehler
El und E2 erscheint im Hinblick auf Diskretisierungs- und Rundungsfehler
bei der numerischen Anwendung vertretbar. Interessant ist zudem die Tat-
sache, daR fiir eine Theorie g/k Rotationen mit relativen Fehlern El1, E2
die Beziehungen filir a priori unterschiedlich abgeschdtzte Krimmungs-
dnderungstensoren XaB und KQB ineinander uberfihrt werden kdénnen (s.
Anhang Al), was fiir Theorien g/g und g/m Rotationen bisher nicht gezeigt

werden kann.

6.2.4,. Theorie moderater Rotationen

AbschlieBend werden die kinematischen Beziehungen einer Schalen-
theorie moderater Rotationen ohne detaillierte Ableitung zusammengestellt.
Wir beziehen uns dabei auf die Darstellungen in [6.22, 6.32, 6.36], wo
ausgehend vom relativen Fehler EO unter Anwendung des auf moderate Rota-

tionen erweiterten Klassifikationsschemas entsprechende Dehnungs-Verschie-
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bungsbeziehungen abgeleitet werden

Yoo = Ous® 3 Putp* 7 %l -7 0es* Breoy,) + 0(6%) (6222
X“ﬁ,':-%{‘ﬁylp + %Ia + b:(.a,\p.- f‘)f_\ﬁ_) + bﬁA( ‘6"‘?" 6.)’\“)]“' O(H}A) . (6.2.23)

Auf dem Schalenrand fihrt dort die restriktive Annahme eines groBen
Fehlers E2 zu den approximierten Ausdricken

H="f"* 0(61/6-) )
ntg_pt+ 0(01/5) ’ (6.2.24)

n= 1+ 0(6%

Die Beziehungen der Theorie moderater Rotationen (6.2.22 - 24) ent-
halten als Spezialfdlle die Gleichungen vieler bekannter linearer und
nichtlinearer Theorien, die aus (6.2.22 - 23) durch Vernachldssigung

entsprechend markierter Terme (s. Tab. 6.3) ableitbar sind:

Vernachlédssigung der mit ergibt die Theorie

(s.u.)gekennzeichneten Terme

—_ Leonard [6.13] (6.2.25)
cecas Sanders [€.30]: "moderately
small rotations (6.2.26)
Koiter [6.11]: "small finite
deflections"
—— seeen « — o Pietraszkiewicz [6.22] (6.2.27)

o —_— Sanders [6.30]: "moderately

|

small rotations about tangents

and small rotations about nor- (6.2.28)
mals to the middle surface"

Koiter [6.11]
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S s 00t e —— 0 — 0 —— Donnell-Marguerre~Vliasov (6.6,

6.16, 6.40]: "quasi-shallow shells"

i =9 +E-u u ;
Yag = %8 72 U3,0"3,8°

KOLB = —u3|a8) (6.2.29)

== tesse e — von Karman [6.10]:"nichtlineare
(baB =0) Plattentheorie" (6.2.30)
m— Naghdi [6.19]: "lineare Scha-
lentheorie" (6.2.31)
S e e — = teese Budiansky und Sanders (6.4]:
"lineare Schalentheorie" (6.2.32)
Tab. 6.3

Neun in entsprechender Weise abgeleitete Approximationen des Krimmungs-

dnderungstensors x_ _., als Représentant der Varianten 1 -4 (2.2.7), werden

apg
im Anhang Al angegeben.

6.3. Eindimensionale Betrachtungen

Ausgehend von den kinematischen Betrachtungen des 2. Abschnitts
leiten wir im folgenden eine allgemeine Theorie gekrimmter, dinner ela-
stischer Balken her. Sie beschreibt die ebene, einachsige Biegqung, je-
doch nicht das rdumliche Biegetorsionsproblem [6.28, 6.14, 6.41]1. Mit Hilfe
des Klassifikationsschemas (s. Kapitel 6.1) kdnnen approximierte Beziehun-
gen filir Theorien eingeschrédnkter Rotationen angegeben werden, die schlief-
lich Gber vergleichende Betrachtungen auf eine einfachste Balkentheorie
bei Auftreten groBer Rotationen fihrt. Insbesondere lag bisher eine Gegen-
Gberstellung &dquivalenter KrimmungsénderungsmaBe und somit ein Beitrag zur
Kldrung der bei willkiirlicher und oftmals miBbré&uchlicher Verwendung wvon
Dehnungs-Verschiebungsbeziehungen auftretenden Probleme nicht vor. Das
hochgradig geometrisch nichtlineare Verhalten dinner elastischer Balken-
tragwerke ermdglicht nun einen theoretischen und numerischen Vorabtest
unterschiedlicher Schalentheorien in ihrer eindimensional reduzierten Form

durch den Vergleich mit Balkentheorien, die hinsichtlich ihrer Dehnungs-
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Verschiebungsbeziehungen als exakt bezeichnet werden kdnnen. Infolge der
Komplexitdt allgemeiner zweidimensionaler Grundgleichungen sind ent-
sprechende Betrachtungen bei Schalen auch im Hinblick auf eine sinnvolle

Interpretation der Ergebnisse nicht ohne weiteres mdglich.

Abb. 6.1

Unter Verwendung der krummlinigen konvektiven Koordinate 61 beschrei-
ben wir die Mittellinie eines Balkens in der unverformten Referenzkonfi- -
guration durch die Vektorgleichung

[=£(94)=X4(5'),§4 *X3(94),§3 (6.3.1)

woraus der zugehérige Satz kovarianter und kontravarianter Basisvektoren

bestimmt wird

1 = 4 3 ; 4' "4
SoL Xk Pk, 2080,
{6.3.2)
. 2
= a“- = 1 .
g}. &z ) ~ gz

Die Definition des Normaleneinheitsvektors n erfolgt mit Hilfe des Ein-
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heitsvektors e, in Richtung‘g1 und des Ldngen- oder Lamé-Parameters A

1

1
der Koordinate 61, A, = ]a1|[6.22]

1 . 47,3 - PR
2 Z’(Qq"&z)-*--—x i-xt i) (6.3.3)

n=e, x A, gt Tag R

~q

e~.

Als MaBgréBen der Balkenachse flihren wir die kovariante und kontravarian-

te Metrik, ihre Determinante sowie die Beziehung fir Linienelemente ein

2 2 2 -2
Q”=Q’-91=A1 =(x4”) +(x?4) ) a‘":(A") )
(6.3.4)
2 4
a=a,=A | dz=Ad8" .
Kovariante Komponenten des Krummungstensors werden definiert
_ _ 4.1 03 3 1 2 '
‘54-1 91,1 n 'A1(X;, x:ﬂ ‘X,4X>“)=A,,G' ) (6.3.5)
mit o als physikalischer Krimmung
b =pt=dp 1,
& = bews = by Afb-u A,gw"qa ) (6.3.6)

wobei 0 unter Zuhilfenahme des Parameters ¢ (s. Abb. 6.1) in die Form
der mathematischen Krimmung einer ebenen Kurve Uberfihrt wurde. Im
folgenden sollen in eckigen Klammern indizierte GrdBen zugehbrige phy-
sikalische Komponenten bezeichnen [6.22]. SchlieBlich erhalten wir die
Ableitungsgleichungen von GauB und Weingarten (2.1.14 -15) in ihrer

eindimensionalen reduzierten Form

A,
S Z—d 2,7 Afe‘n B Aue1 +A:ern
: 1 ) ~ (6.3.7)
= e 4 = - - -
QM - bq a, 69'4 A16§1 .

In Anlehnung an die Ableitungen (2.1.24 - 31) wird die Randgeometrie

durch nachstehende Beziehungen erfaft

= = —e =21
t=i, 2 ixn-g=7 ¢,
(6.3.8)

G =7 =2 =3 =0 G,= 6
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Abb. 6.2

Bei der Behandlung der Balkenkinematik wollen wir uns auf Defor-
mationen der Balkenachse und des zugehdrigen Randes beschré@nken. In an-
schaulicher Verbindung mit Abb. 6.1 erhdlt man den Tangentenvektor,
den Normaleneinheitsvektor, die Metrik sowie das Linienelement in der

vexformten Konfiguration zu

g{=~)¢'=g.4+lﬁiol4=g4+(u§1+wlr\!))4
=A[(1 <> e +P<4> ] ] gza-{;z:gz )
(6.3.9)
:.-7 =§7x ' [ )0<1>e1 + 4 (44>)n]

2[( <11>)a )D:»] =a di = A‘! 48 )

Al =
_i - 1
Cure 2y Y "W, P VR TAL

Aus (6.3.8) lassen sich mit (6.3.9 - 10) entsprechende Beziehungen fir

den deformierten Balkenrand bestimmen (s. Abb. 6.2)

(6.3.10)
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mit w als Rotationswinkel des Randes.
Wir definieren unter 2Zuhilfenahme von (6.3.4)1 und (6.3.9)3 den Deh-

nungstensor der Balkenachse

(6.3.11)

woraus sich eine hilfreiche Beziehung fir das Verhdltnis der Lamé-

Parameter A, und A, ableiten 1l&Bt

1 1
A _ 3 ‘
A—q—("*z&,,)) : (6.3.12)

Der Krimmungstensor Sll ergibt sich nach umfangreichen Transforma-
tionen mit (6.3.9)1, (6.3.9)2 und (6.3.12) zu

- 1
QM=(1+ZJQD)Z{A:G'*A1%L%4+ ZAfGXa""

- - (6.3.13)
= 42 =
1@ ?
wobei
-"'- =-4=_.4_-..._1_- -
= 1> b1 Af 6»11— A"Qu =0,z . (6.3.14)

die physikalische Krimmung in der verformten Konfiguration ist, auch be-
kannt im Rahmen einer Theorie gerader Balken (o = O) als Eulersches
KrimmungsmaB [6.37 - 38]

W, ==

5 = 22 (6.3.15)
g —-— 2 3 . - -
B (1rwd)*

Die Verwendung von (6.3.15) als Lagrangesche Krﬁmmungséndefungsgréﬁe er-
fordert eine Koordinatentransformation der verformten Koordinate z in
die unverformte z unter Zuhilfenahme des tangentialen Verschiebungsfel-
des. Eine teilweise oder vollstindige Vernachldssigung der erforderlichen

Nachdifferentiation g% ist im Sinne eines energetisch orientierten Kon-
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zepts nicht zuldssig. Die Bearbeitung hochgradig geometrisch nicht-
linearer Problemstellungen, z.B. der Eulerschen Elastika [ 6.37, 6.18],
mit inkonsistenten Dehnungs-Verschiebungsbeziehungen infolge unkorrek-
ter Koordinatentransformation fihrt zwangsldufig bei Auftreten groBer
Rotationen zu Fehlern, wie die Bestimmung von Verzweigungspunkten des
reinen Spannungsproblems in [6.18].

Mit Hilfe von (6.3.13), (6.3.5) sowie (6.3.12) kénnen die eindimensio-
nal. reduzierten Krimmungsdnderungstensoren in (2.2.7) bestimmt werden,.
Wahlen wir aus Tabelle 2.1 die Varianten 1, 2, 6, 7 bzw. 5 mit gednder-
ten Vorzeichen und benennen sie gemdB ihren Bezeichnungen in der Lite-
ratur mit x, p, K, X bzw. 2‘*, lassen sich die Dehnungs-Verschiebungsbezie-
hungen und Randparamter einer Theorie didnner elastischer Balken ohne

Einschrdnkung der Rotationen in tabellarischer Form zusammenfassen:

Balkentheorien finiter Rotationen

Dehnungs-Verschiebungsbeziehungen:

=.1(5 -a.) 21(_45_5_1) (6.3.16)
§n= 2\~ %, deans™ 2 Al
=-(}5 - =- 5 (6.3.17)
ae“ (611 611) ae«» (1+2X<4f>)6 *e
= 1 = - G 6.3.
.P" ®uyt b4 & P(H) (1+26’<«>)6 +(4+J<41>)6 (6.3.18)
a L 3,
* - (/& - * o= 2= (6.3.19)
17 (]/a_. bﬂ bﬂ) -9<41> (1+ 2J<‘H>)3, 6+ &
= * 1 n - z- . -
Xy~ Sy * 0] ey 14 2e) 8 (14 f)e (6:3.20
= 1 = - % & ; .3.
K" Xﬂ * b4 XH K<41) (4’.23’«0) ‘6’*(44'23'«”)6' (6.3.21)
Sonderfall: Dehnungslose Verbiegungen (y_;,, = O)
= = o = = = -§ (6.3.22)
ae(ﬂ) P <11 .? <14> X(M) K(-M) G+e
Randparameter: |
1+2 (. ' (6.3.23
n,=(1+ X«o) (*%ep>) +3-23)
n (14 20 1 (14 B,,) 6320

Tab. 6.3
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Flihren wir eine Gleichlast, bezogen auf die L&ngeneinheit der unver-

formten Balkenachse

(6.3.25)

P = P(f) nea1 * Pg
und eine Randlast mit zugehérigen Reprédsentanten
* " * * * * * * »
= = = 6.3.26
,é t(og'r +t ,’,’ ) Iv 7:0 21"7- Q ) ﬁv H<1>€1 * H ,,'Z ¢ )

ein, flir die gemdB (4.4.8) Potentiale existieren, ergibt sich kompatibel
mit der ersten Approximation der Verformungsenergiedichte das Gesamt-

potential eines Balkens zu

0 (6.3.27)

mit EA, EI, 1 als Dehn- bzw. Biegesteifigkeit und L&nge des Balkens
sowie 61 bzw.ei als Rand mit AuBennormalenvektor in Richtung bzw. ent-
gegen der Richtung wvon 01. Mit Hilfe der in Abschnitt 4 vorgestellten
Transformationen liefert die erste Variation von (6.3.27) unter Be-
ricksichtigung zugehdriger Nebenbedingungen (6.3.16 - 24) die Gleich-
gewichtsbedingungen und statischen Randbedingungen einer allgemeinen
Theorie dinner elastischer Balken. Diese werden fir die Krimmungs-
dnderungsbeziehungen Kas (6.3.17) und qu (6.3.20) als Reprédsentanten

der Varianten 1 - 4 bzw. 5 - 7 im Anhang A2 angegeben.

Systematische Beschrénkung der Rotationen eines Balkenelementes bei
gleichzeitiger Bericksichtigung unterschiedlicher relativer Fehler-
margen EO, El und E2 £ihren auf eine Familie von Theorien groBer und
moderater Rotationen. Dabei ergeben sich die Theorien groBer Rotationen
mit den relativen Fehlern E1 und E2 gem&B Kapitel 6.2 durch Vernach-
liassigung der mit einer gestrichelten bzw. gestrichelten und Wellen-
linie markierten Terme in Tab. 6.4. Werden alle mit einer durchgezo-
genen Linie gekennzeichneten Terme weggelassen, flihrt dies zu den redu-

zierten Beziehungen einer Theorie moderater Rotationen.SchlieBlich
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erhdlt man als Spezialfdlle Theorien gerader Balken

(6 = 0) durch Strei-

chen solcher Beitrége in Tabelle 6.3 und 6.4, die die Krimmung der unver-

formten Balkenkonfiguration ¢ enthalten.

Balkentheorien groB8er und moderater Rotationen

Dehnungs-Verschiebungsbeziehungen:

+ iwz +1g2
<44> <> 2 11>

Jems =

2 =-%p -8 +2yp 8 -Lep s
1> A "lD<4>,4 an A ,)060 <Hr1 2 Pens
AANAAA~

kA :
¥ ZA,’ P<4>)4()0<4) * 3

2
6<44>) - A_ <41>,4 §0<4> 6(4‘) *

-————-————_-_

e L2 -
2A, 70(0( Pes, 1 9{44)

- - v - - e an em -
——————

362 )-

Pes” T A, 7D<1> 1 A 70(4) <, 4 2A, <1> 4(70«) <>

1
:4!_.<14_>£1_>€<43 .9<_11_> A b <1>( ‘f«) 49«4) <a1,1 )0«)) +0 (9 )
- — — \ ——
<11>— 70(1) 1 <ﬂ> (7o<4> 41,4 “1 ﬂn ,4}
- GP(?) + 0 (63‘/,[)
N =- A + i.( s - Yo
<> ﬂn 1 an AL Pens Teansyt ™ 7 caes Pers,1/
I BV 3
2 GP(-» * 0(8/.{)
Keos =~ 2 Py o* 20 0 - )+ 0(63)
< A e’ AN 5,0 canFers, 1 ‘A

(6.3.28)

(6.3.29)

(6.3.30)

(6.3.31)

(6.3.32)

(6.3.33)
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Sondexrfall: Donnell-Vlasov Theorie moderater Rotationen

1 2
= + (6.3.34
Yo = Bcars 2A3 M )|
e = = A% = = K =_iw (6335).
s Pears P cans X(«) <G A,l M e
Randparameter:

nv=_)o<1> * 0(621/5) (6.3.36)

= —-1— Z_J_ 3
n 1 2 Y&D 2 <H>+ 0(9 ) (6.3.37)

Tab. 6.4

Wie schon bei den zweidimensionalen Betrachtungen sind auch im Rahmen
einer Balkentheorie die k- und p-Approximationen Polynome hdherer Ordnung
und von weitaus komplizierterer Form als die reduzierten Beziehungen der
modifizierten Varianten Ef'ld K. Der Krimmungs&nderungstensor K 148t sich
im Rahmen aller relativen Fehler nicht vereinfachen; er behdlt die exakte
Form (5.3.21) bei. Andererseits ist diese mit der E2-Approximation von
Rf und‘s sowie den zusdtzlich transformierten E2-Approximationen (s.
Arhang Al) von p und g identisch. Dies 1l&8t von theoretischer Seite die
Leistungsfdhigkeit der mit dem relativen Fehler E2 behafteten Balkenglei-
chungen sogar Uber den Bereich groBfer Rotationen hinaus erwarten. Es ist
jedoch anzumerken, daB im Rahmen dieser Approximationsstufe auf dem Rand bei
nichtklassischen Bedingungen, d. h. eingeprdgtem statischen Moment E:
oder vorgeschriebener Randverdrehung n, = nt, sich der grdBere Fehler
kritisch auf das rechnerische Tragverhalten auswirken kann.

Dem Konzept einer reinen Verschiebungsmethode folgend, haben wir in
diesem Kapitel auf der Basis dquivalenter Krlimmungsdnderungsbeziehungen
eine Balkentheorie mit Verschiebungen als unabhdngigen Variablen abge-
leitet.

Da im Fall einachsiger Biegung die Rotationsachse (s. Kapitel 2) wdhrend
des Deformationsprozesses unverédndert bleibt, ist es mdglich, den Rota~
tionswinkel w als Variable zu verwenden [6.2, 6.3, 6.5] und das insbeson-

dere auch im Rahmen gemischter Formulierungen [6.17, 6.21, 6.41].
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Eine interessante Alternative wird in [6.33] beschrieben. Mitgehende
Elementkonfigurationen mit einfachsten, in der Regel linearen kinema-
tischen Beziehungen, die dUber eine Relativkinematik in den Systemkonfi-
gurationsraum eingebettet werden, ermdglichen die exakte Erfassung von
Starrkdrperbewegungen. Die approximierte Elementkinematik erzeugt jedoch
dabei einen starrkdrperbewegungsunabhingigen Fehler in den Steifigkeits-
beziehungen. Ein theoretischer Vergleich mit diesen grunds&tzlich ver-
schiedenen Vorgehensweisen, speziell im Rahmen unterschiedlicher Naherungs-
stufen der geometrischen Nichtlinearitdt, ist &uBerst schwiérig. Wir be-
schrénken uns daher auf vergleichende numerische Untersuchungen im

Kapitel 9.1.

6.4. Vergleichende Betrachtungen

Auf der Basis des polaren Zerlegungssatzes wurden in den voran-
gegangenen Kapiteln konsistent approximierte kinematische Beziehun-
gen von Schalen und Balkentheorien groBer und moderater Rotationen
abgeleitet. Eine theoretische Einordnung und Bewertung verschiedener
Varianten der Theorie moderater Rotationen (6.2.23 - 29) erfolgte in
[(6.32].Im Zusammenhang mit ihrer numerischen Realisierung werden aﬁs
der Vielzahl von Arbeiten nur einige genannt [6.7, 6.8, 6.9, 6.12,
6.15, 6.29, 6.34, 6.35], die sich mit wenigen Ausnahmen [6.9, 6.12,
6.15, 6.35] auf die einfachsten Theorien flacher Schalen beschrénken.

Dagegen ist die Anzahl der Arbeiten auf dem Gebiet groBer und
finiter Rotationen gering, insbesondere fir den Fall kombinierter,
d. h. theoretischer und numerischer Betrachtungen [6.9, 6.39, 6.42 -43].
Im folgenden werden wir die dort verwendeten Schalengleichungen in das
Klassifikationsschema (s. Kapitel 6.1) einordnen und mit dessen Hilfe

tberprifen.

Ausgehend vom Greenschen Dehnungsmafl dreidimensionaler Kontinua
werden in [6.42] die kinematischen Beziehungen einer Schalentheorie
zur elasto-plastischen, axialsymmetrischen Berechnung von Rotations-
schalen hergeleitet. Reihenentwicklung beziiglich der Dickenkoordinate
e3

allér quadratischen Anteile in 63 auf Gleichungen, die schlieBlich

fihrt mit Hilfe der kirChhoff—Love—Hypothese und Vernachldssigung

mit den Annahmen "infinitesimal deformations”" und "large rotations"

2 2 n
f° « @ B <« 8 D P P, N2 (6.4.1)

<145 <11> ) <22> <€22> 3
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approximierte kinematische Ausdriicke einer Theorie groBer Verformungen
und Rotationen ergeben (A3-21). Es ist anzumerken, daB die in [6.39,
6.42 - 431 verwendetete physikalische Schreibweise unter Zuhilfenahme
spezieller Geometrieparameter den direkten Vergleich mit einer eigenen
Variante groBer Rotationen des Kapitels 6.2 nicht zul&Bt. Daher werden
im Anhang A3 die in [6.39, 6.42 - 43] abgeleiteten Dehnungs-Verschie-
bungsbeziehungen in einer dieser Arbeit zugrunde liegenden tensoriel-
len Schreibweise verallgemeinert angegeben.

Demgem&fl wédren (A3~21) mit den kinematischen Ausdricken einer Theorie
g/k Rotationen bei relativem Fehler El1 zu vergleichen, jedoch impliziert

die Vernachldssigung der Beitrdge in (A3-21)

Xu/s "‘;.'9:94/5 = 0(6*) (6.4.2)
5‘60{(5 : -%(ei)”/\lp * 9/3‘;%«/ = 0(9]/_/)\ (6.4.3)

relative Fehler O(1) bzw. 0(¥8) an der Verformungsenergiedichte, die
selbst die Fehlermarge E2 erheblich tbersteigen und damit groBe Fehler
bezlglich der Ldsung u erwarten lassen. Eindimensionale Betrachtungen
haben gezeigt, daB insbesondere Produkte zweiter Ableitungen der Normal-
verschiebung mit ersten Ableitungen der Tangentialverschiebungen in der
Biegeenergie (6.4.3) und Quadrate erster Ableitungen der Tangential-
verschiebungen in der Membranenergie (6.4.2) solche Fehler erzeugen
kénnen (s. auch Kapitel 9.1). Bei der numerischen Realisierung wird in

[(6.42 - 43] zudem der Term

~ 1
®,, z(yo“ ael + )p/beae = 31/—/& (6.4.4)

gestrichen, womit der EinfluB zweiter Ableitungen der Tangentialver-
schiebungen auf das rechnerische Tragverhalten bei gleichzeitigem Auf-
treten eines Fehlers 0(v8) verloren geht. Diese Vernachlédssigung h&ngt
mit der Forderung nach Konformitdt der Elementansdtze zusammen. Die
dann verbleibenden einfachen kinematischen Beziehungen sind zur Be-
schreibung hochgradig nichtlinearer Probleme Gber den Bereich moderater

Rotationen hinaus nicht tauglich.

In [6.39] werden drei Schalentheorien zur elastischen, axial-symme-
trischen Berechnung von Rotationsschalen abgeleitet. Neben. zwei ein-

facheren Varianten, die dem Bereich moderater Rotationen zuzuordnen sind,
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findet sich dort auch eine Theorie groBer Rotationen (A3 -25). In dieser
hdchsten Approximationsstufe fihren jedoch die inkonsistent vernachldssig-

ten Beitrdge (6.4.4) und

Bop ' 3(626,4 + 028,)= 0(8%) (6.4.5)

zu relativen Fehlern O(v/8) und O(g) am Biegepotential und damit im

Sinne des energetischen Konzepts zu inkonsistenten Approximationen.
Eigene Vergleichsrechnungen haben zudem gezeigt, daB die Testbeispiele

in [6.42 - 43, 6.39] keine Indikatoren fir Niherungsstufen geometrisch

nichtlinearer Schalentheorien sind. Auftretende Unterschiede [6.39] kén-

nen daher nur Folge von Diskretisierungsfehlern sein.

Ausgehend von einer geometrisch nichtlinearen Schalentheorie finiter
Rotationen werden in [6.9] verschiedene Abbruchvarianten systematisch
hergeleitet. Reihenentwicklungen der Invarianten %- und der Komponen-
ten des verformten Normaleneinheitsvektors beziglich der Deformations-
gradienten(%!,(pund eae liefern Approximationen des Krimmungsanderungs-
mafBes KaB. Der Grad der Nichtlinearitdt wird dann in einem mathematischen
Sinne Uber die Ordnung berdcksichtigter Reihenglieder definiert. Die
Theorien finiter und moderater Rotationen (s. auch [6.1]) als kubische
bzw. quadratische Approximationen sowie Donnell- Marguerresche N&herungen
fdr flache und steile Schalen mit linearen Krimmungsdnderungsbeziehungen
liegen den nichtlinearen Testbeispielen zugrunde. Die Galtigkeitsbe-
reiche der verschiedenen Ndherungen werden anhand des hochgradig geo-
metrisch nichtlinearen Problems eines Kreiszylinders unter diametralen
Einzellasten aufgezeigt.

Davon abweichend liefert das in Kapitel 6.1 vorgestellte energetische

Konzept im Rahmen einer Theorie finiter Rotationen mit den GréBenord-

nungsabschdtzungen

O ~ P ~ p = 0(1) (6.4.6)

KaB als Polynom 5. Grades in Deformationsgradienten [6.22]. Im Gegen-
satz zur Theorie moderater Rotationen (6.2.22 - 23) mit einem linear
approximiertem Krimmungsdnderungstensor werden bei der entsprechenden
Theorie nach [6.1,6.9] gemdB (A3-20) finf zusdtzliche quadratische Terme
berlicksichtigt, die die numerische Praktikabilitdt erheblich einschrin-

ken. Wirde man solche Beitrdge im Sinne einer Verallgemeinerung auf Pro-
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blemstellungen mit grofien Rotationen betrachten, wire diese Variante
infolge der Vernachldssigung von (6.4.3) mit einem relativen Fehler
O(Yg} behaftet. Damit kann aber eine Lésungsstabilitdt iber den Bereich
moderater Rotationen hinaus nicht grundsdtzlich erwartet werden. Die
Donnell-Marguerresche Theorie steiler Schalen [6.9] entsteht aus der
klassischen Ndherung (6.2.29) durch Einfihren der verbesserten linearen
Krimmungsanderungsbeziehung (6.2.23). Da jedoch der Mittelfldchen-
dehnungstensor YaB (6.2.29) unveridndert bleibt, ist diese Theorie im
Sinne der restriktiven Annahmen flacher Schalen in ihrem Gdltigkeits-
bereich beschrankt und kann nur bei typischen Biegeproblemen zZu ver-

besserten Ergebnissen fiuhren.

Der EinfluB vorstehend aufgezeigter relativer Fehler O(1) und 0(/9)
auf die Lésung geometrisch nichtlinearer Problemstellung ist Gegenstand
der numerischen Untersuchungen des Abschnitts 9. Zur Bestdtigung des
energetischen Konzepts soll dort gezeigt werden, daB tatsdchlich kleine
bzw. groBe Fehler beztglich der Energie zu kleinen bzw. grofien Fehlern
in der L&sung flihren. Dabei ist jedoch zu beachten, daf in Sonderfillen,
wie z. B. reinen Membran- und Biegeproblemen sowie bei bestimmten Struk-

turgeometrien, der erwartete Fehler nicht aufzutreten braucht.
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7. EINFACHESTE GEOMETRISCH NICHTLINEARE SCHALENTHEORIEN
GROSSER ROTATIONEN

Mit Hilfe des Prinéips vom stationdren Wert des Gesamtpotentials
werden in diesem Abschnitt unter Verwendung der in Kapitel 6.2.3 vorge-
schlagenen Dehnungs-Verschiebungs- und Randparameterapproximaticnen die
statischen Gleichungen einfachster geometrisch nichtlinearer Theorien
dinner elastischer Schalen bei Auftreten groBer Rotationen abgeleitet.
Insbesondere konnten flir diese Varianten keine auf variationellem Wege
hergeleiteten statischen Randbedingungen angegeben werden [7.5-7].

Das Problem wird hier mit Hilfe modifizierter, energetisch &quivalenter
kinematischer Ausdricke und einer zusdtzlichen konsistenten Randintegral-
transformation geldst [7.4]. Damit kann das vollstdndige Differential-
gleichungssystem des nichtlinearen Randwertproblems angegeben werden.
Taylorreihenentwicklung des Gesamtpotentials und Anwendung des energe-
tischen Stabilitatskriteriums fihren schlieBlich auf die zugehérigen
Beziehuﬁgen fir kritisches Gleichgewicht.

7.1. Kinematische Beziehungen

Schon in Kapiﬁel 6.2.3 war gezeigt worden, daB energiekonsistente
Transformationen in einer Theorie g/k Rotationen erhebliche Vereinfachun-
gen der kinematischen Ausdriicke ermSglichen und bei Annahme grdBerer rela-
tiver Fehler El bzw. E2 auf einfachste, quadratisch approximierte Deh-

nungs-Verschiebungsbeziehuhgen fdhren

1 1( nA A 4
fop~ 8«/3:+ ZPu¥p” 2( 9«“’1\/5+ afb wAa) Yy 6: 94/5 Y 0(631/5) )

1 A A A A .1,
Xo{{s=?{-lu)ot\/g,—tfé)ol\/a+)Da6:/,5 *VAB:IQ- o:b/\;'E:_ 9/5 bz\oc- (7.1.1)

-plblpt ban) * e} ¢ 0088

wobei im Rahmen der Fehlermarge E2 die mit einer Wellenlinie markierten
Beitrdge vernachlissigbar sind. Formt man den zweiten und dritten Term
in (7.1.1) unter Zuhilfenahme von (6.2.12)1 weiter um, ergibt sich ein

energetisch &quivalenter Ausdruck
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1 A A 1 ;1
Xop 2 { “letalp” ipPatn 2 Pm(ﬁaefae),’/s 2 3%(7”&?99)/{ 8: Opa~

Amnman (7.1.2)

A Y A s /n
" b Y’A‘b«{pfa * bon) * b oy f-o(8 ’/%) )

AAAAAA

der durch vollstdndige Substitution von (6.2.12)1 in (7.1.2) nach de-
taillierter Abschdtzung aller Beitrdge in eine modifizierte Darstellung,
ausschlieBlich in Gr&Ben linearisierter Rotationen um Tangenten zur

Mittelflache M uberfihrt werden kann

4 A 4 A4 2
Xqﬁz{-(&, L YRGS S Vi

4
_3(6:W,3* b/ﬁ%.))”,{ * bapWA,vO } ¥ 0(921/5/,\)

PP AP A PSS AP P

(7.1.3)

Es ist anzumerken, daB bei Verwendung der Varianten (7.1.2-3) als
Folge der zusdtzlichen Transformation mit (6.2.12)1 keine zweiten Ab-
leitungen der Tangentialverschiebungen im Gesamtpotential einer Schale
(4.4.10) auftreten. Ihr EinfluB wird durch energetisch &guivalente Pro-
dukte von Normalverschiebungsgradienten ersetzt, was im Hinblick auf
hochgradig geometrisch nichtlineare Biegeprobleme nicht unproblematisch
erscheint. Es sollte auch beriicksichtigt werden, daB die vereinfachenden
Modifikationen der Krummungs&nderungsbeziehungen nur bei Annahme grdBerer
relativer Fehler El1, E2 mSglich sind, dann aber auch solche implizieren
konnen. Zudem enthalten die Varianten (7.1.2 - 3) kubische Terme in Ver-
schiebungen und deren Flichenableitungen, die beim Aufstellen der Ele-
mentmatrizen im Rahmen eines Finite-Element-Verfahrens erhdhten rechneri-
schen Aufwand erfordern. Lediglich im Fall rein theoretischer Betrachtun-
gen sollte dem kompakten Krimmungsdnderungsausdruck (7.1.3) der Vorzug
gegeben werden. Bei den in dieser Arbeit durchzufihrenden kombinierten,
d. h. theoretischen und numerischen Untersuchungen verwenden wir daher

die Vvariante (7.1.1).

L&Bt man bei der Ableitung der Rotationéparameter des Schalenrandes
in solchen Randausdricken, die die dritte Komponente des verformten
Normaleneinheitsvektors n enthalten, einen grdferen Fehler O(8) zu, dann
kénnen fuir beide Fehlermargen El, E2 die folgenden konsistenten Approxi-

mationen angegeben werden.
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n,=-p,+ 0(6%8) n.=-p, «0(6%Vp)

n=1-gpi-Tul v 0(6%6) .

(7.1.4)

Mit Hilfe der Beziehung

= - 7.1.5
P 'Z.'tuv + G’tu.t + w,s ( )

erhalten wir zu (2.4.10) analoge Ausdricke fir die abhéngigen GrdBen

n n
e’

n=n(4,n,)=TU,~GuU-wW,,

(7.1.6)

- VIR A SRS rw )V
n—n(g,nv)—‘l 7N, 2( 'zluo*rs'tut-w,s) .

Den kinematischen Betrachtungen des Kapitels 5.2 folgend, spalten

wir das Gesamtverschiebungsfeld u der Schale auf in eine Fundamental-

8 und eine Zusatzverschiebung U (s. auch Abb. 5.2).Dann kénnen mit Hilfe

von (5.2.2-3), (7.1.1) sowie (7.1.6) zu (5.2.4) und (5.2.9) analoge

approximierte Dehnungs-Verschiebungs- und Randparameterbeziehungen an-

gegeben werden

1
J,Q'ﬁ (U.) JQ/& (U-) +Jq/5 (~'~ -Z_JQ/S(%J% ) (7.1.7)

Xup(u')-iu/b X/s(u' u)+2Xﬁ(~IE) 3
! (7.1.8)

n (u) = A@) + n'(@;a)+5n"@a>

wobei s;ch y g’ xaB' n , nt’ n aus (7.1. 1), (7.1.6) unter Verwendung

entsprechender Koszelger bestimmen lassen und folgende G&teaux Diffe-

rentiale eingefidhrt werden
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(7.1.9)

A _ DA _ B oA AA A
d (5.(.‘.‘) )ou)ofs 90((‘"):\/5 ?’/&bﬂ&+ orHA/b )

b oA A AA.  _AA-  _TAa TA -
Xap(‘iiﬁf)“z{ 90:)‘0/\/ 8/5703!01 u‘ﬁkl,’b-l,% Al *

- ‘;5,\( bx50,3 *+ 0,3)0«) + Zbaﬁ\ﬁAﬁA} ) (7.1.10)

1} A2\ AA
Nap (807 =6 Py~ Faduie * BB, + 5457, -
-9 8y + 5/3‘,3«) * O 3, ,

A

), (7.1.11)

A2 =__'\Z__ A A A 2
a*y=-n, ('Z‘tuvw‘ﬁ'tutw,/)s)

7.2. Das Differentialgleichungssystem des Randwertproblems

Folgen wir dem Prinzip vom stationdren Wert des Gesamtpotentials,
dann erteilt unter allen geometrisch zuldssigen Verschiebungsfeldern u
gerade die L&Ssung 5 dem Gesamtpotential (4.4.10) einen stationdren Wert

und dessen erstem Gadteaux Differential den Wert Null

Jy(@,a) =0 . (7.2.1)



Geometrisch zuldssig sind solche Verschiebungsfelder u in M und Yon,
nt(g,nv), n(g,nv) gemidB (7.1.6) auf C, die als Nebenbedingungen die Deh-

nungs-Verschiebungsbeziehungen in M

Vo™ Fop () 5 X - Vo () : gemdB (7.1.1) (7.2.2)

die geometrischen Randbedingungen auf Cu

* *

E‘= W , nv = nv (7.2.3)
und in allen Ecgpunkten M, € Cu

w(s,;) = W(S d (7.2.4)
erfillen.

Substitution der kinematischen Beziehungen einfachster Theorien groBer
Rotationen (5.2.22), (7.1.1), (2.4.5),, (7.1.11)1'3 sowie (5.2.3) in
(5.2.19) liefern nach weiteren Umformungen mit Hilfe partieller Integra-
tion und Anwendung des GauBschen Divergenztheorems einen zu (5.2.19)

dguivalenten Ausdruck flir das erste Gateaux Differential

Jo(3,2) = 'fff om6a TP) 0 A (TH b, TPIR] dA +
f[(P P* a+(M-M*)A, ] ds+ (7.2.5)
f

vT(E-F*) i,
J J < )

wobei zusdtzlich die hilfreiche Transformation (6.2.12)1 verwendet und

folgende Abkilrzungen eingefiihrt wurden

TR AR %[(GAa+ )ai\a)Nf +(9°‘/5-)a°‘ﬁ")N:] -

e a «f> + xAj -
2[(Pla+f°2M +(7Dp’« fg‘ffi)M ] QM(MQP)D*)IP > (7.2.6)

TR = g N MBI 4(6B M) + M“’*(“Gim'
S(MPPHA + MIR6R) o, + b, M” P’

P,
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L=Re+RtsBn | P=Fy Rt |
[ w r ‘p1 )
ie _ Loy . Fl "2; Ttv‘ {F:
oxl |7l Celpel 0 pxiTlyx TE ’
SO L I L B U B ST R L
. : \
[/'37 - 7';" _d F ) a4 e tv—ff;an
x| || ds| -« o oy ’
B ] TLF 2 B e A A

TR _ T4
To=T 2% Teo=T ﬂt»’/s )
= MoByA _ A _
Rw M zfx"z\% ) ,Q“- M aﬁ(‘a t/\% ) Rm)° Maﬁ)"a%
M=RW*)09R M*=H:\)+)D\>H:;

nv

7= Tﬁvp

~

Vv )

= .+ - . - * = x S - * -
fi=Fes+0)-Fesi-0) Fl= FYsjr0)- F7(s;-0) |

Fihren wir (7.2.5) in die Stationaritdtsbedingung (7.2.1) ein,

erhdlt man die nichtlinearen Gleichgewichtsbedingungen in M

T - ba TP = ph =0
A . wo, =
T+ b, T v p =0

sowie die nichtlinearen statischen Randbedingungen auf Cf
p = pP* M =M
~ ~ )
und in allen Eck- und Diskontinuitdtspunkten ij € C.
F=F*
v J
als Euler-Lagrange-Gleichungen des Variationsproblems.
Zusammen mit den konstitutiven Beziehungen
3
o¢5=_§, oBAu
M*=g H XA

A
N*®= h 4R HJ'\#

(7.2.7)

(7.2.8)

(7.2.9)

(7.2.10)
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bilden (7.2.2-4) und (7.2.7-9) das Differentialgleichungssystem fir
einfachste geometrisch nichtlineare Schalentheorien bei Auftreten groBer
Rotationen. Es enthdlt als Sonderfdlle die Gleichungen bekannter Theo-
rien, wie der Theorie flacher Schalen (6.2.29) (7.1., 7.3., 7.12] und
vereinfachter Theorien moderater Rotationen (6.2.28) [7.2., 7.8].

Die Energiekonsistenz der abgeleiteten Beziehungen erméglicht unter
anderem die Anwendung numerischer Ndherungsverfahren, wie z. B. der
Finite-Element-Methode in Form des WeggrdBenverfahrens. Dabei 1d8t die
Kompaktheit der Gleichungen des Randwertproblems und seiner schwachen Formu-
lierung insbesondere bei der einfachst mdglichen Variante g/k Rotationen
mit relativem Fehler E2 eine hohe Praktikabilitédt bei der Berechnung

hochgradig geometrisch nichtlinearen Tragverhaltens von Schalen erwarten.

7.3. Konsistente Stabilitdtsgleichungen

Die Ableitung konsistenter Stabilitdtsgleichungen erfolgt in An-
lehnung an entsprechende Betrachtungen fir die allgemeine Theorie dinner
elastischer Schalen im Abschnitt 5.

Den Zuwachs des Gesamtpotentials AJp beim Ubergang in einen Nachbar-
zustand erhdlt man fir die Theorien g/k Rotationen mit einfachsten kine-
matischen Beziehungen (7.1.1), (7.1.6-11) als abbrechende Taylorreihen-

entwicklung in der Umgebung cer Fundamentallage (s. Abb. 5.2)

~j

AJy= Ty (a0 + 5 Iy g, 89+ 4 303,85 * 75 375,89 (7.3.1

wobei infolge quadratisch approximierter Dehnungs-Verschiebungsbeziehun-
gen (7.1.1) wie bei Theorien moderater Rotationen [7.9-11] G&teaux
Differentiale des inneren Potentials bis zur vierten Ordnung auftreten.
Mit der Lastabhidngigkeit des zweiten Gdteaux Differentials bleibt jedoch
ein typisches Merkmal der allgemeinen Theorie erhalten.

Wir transformieren nun den wesentlichen Beitrag zum Energiezuwachs,
das zweite Gateaux Differential J;Qﬁ;é?hnach Substitution von (5.2.23),
(7.1.1), (7.1.9-11), (2.4.5)2 ~sowie (5.2.3) in (5.2.20) mit
Hilfe partieller Integration und Anwendung des Gauﬁgchen Divergenztheo-

rems und erhalten unter Beridcksichtigung von (6.2.12)1
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7.3.4)

GemdR dem energetischen Stabilitdtskriterium werden 2Zustdnde kriti-

schen Gleichgewichts durch die nichttrivialen Ldsungen des verschwin-

denden zweiten G&teaux Differentials definiert (5.3.13), woraus sich

der vollstdndige, energetisch konsistente Satz Stabilitdtsgleichungen

einfachster geometrisch nichtlinearer Schalentheorien unter Zuhilfenaime

von (7.3.2) ergibt

TABL - A A P =
ra,a) by T

I~

-~
;4)

TR, b, + b, TV @)

0]

-0

|

auf M,

auf Cf

in allen Punkten

M €C_..
£5 £

(7.3.5)

(7.3.6)

(7.3.7)

)
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8. FINITE-ELEMENT-FORMULIERUNG FUR ROTATIONSSCHALEN UND

GEKRUMMTE BALKEN

8.1. Einfihrende Betrachtungen

Auf der Basis der in den vorangegangenen Abschnitten vorgestellten
Ndherungsstufen geometrisch nichtlinearer Schalen- und Balkentheorien
werden im folgenden die Finite-Element-Algorithmen zur Berechnung axialsym-
metrisch belasteter Rotationsschalen und gekriimmter Balken erstellt. Das allge-~
meine Konzept der Finite-Element-~Methode in Form des WeggrdBenverfahrens
ist hinreichend bekannt (siehe z. B. die Lehrbicher [8.31, 8.16, 8.2 1).
Wir beschrénken daher unsere Betrachtungen im wesentlichen auf solche
Teilaspekte, die sich aus der Forderung ergeben, verschiedene geometrisch
nichtlineare Schalen- und Balkentheorien untersuchen und vergleichen zu
kdnnen. Dabei wird auf die explizite Angabe der Algorithmen fir gekrimm-
te Balken verzichtet, da sie durch Reduktion entsprechender Rotations-

schalenbeziehungen zu ermitteln sind (s. auch Kapitel 6.3).

Die Mehrzahl der geometrisch nichtlinearen Finite-Element-Berechnun-
gen axialsymmetrisch belasteter Rotationsschalen mit Hilfe von Ring-
elementen werden ausgehend von einfachsten Theorien flacher Schalen oder
Theorien moderater Rotationen durchgefihrt (8.9, 8.14, 8.15, 8.24, 8.27,
8.1 ]. In nur wenigen Arbeiten finden Theorien Verwendung, die dem Be-
reich groBer Rotationen zuzuordnen wiren (8.26, 8.29, B.30], Unterschied-
liche Elementtypen und Ldsungsalgorithmen erschweren vergleichende Unter-
suchungen ebenso, wie die Vielzahl der gerechneten Anwendungsbeispiele,
die zudem in der Regel keine Indikatcren flr Ndherungsstufen geometrisch
nichtlinearer Schalentheorien sind.

Numerisches Ziel der vorliegenden Arbeit ist daher die Entwicklung
eines hinsichtlich der verwendeten Theorie flexiblen Schalen- bzw. Bal-
kenprogramms und die Anwendung auf solche Strukturen, die als Indikatoren
fiir Ndherungsstufen geometrisch nichtlinearer Theorien vergleichende

Untersuchungen erméglichen.
Bei der Anwendung der Finite~Element-Methode auf Probleme der Struk-
turmechanik sind grundsdtzlich drei wesentliche Aspekte 2zu beachten:

- die Reprdsentation der Struktur durch finite Elemente und damit

eine Geometriebeschreibung auf Elementebene,
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- die Wahl geeigneter bereichsweiser Verschiebungsanséatze,

~ die Wahl geeigneter Verfahren zur L&sung des nichtlinearen alge-

braischen Gleichungssystems.

Sowohl bei geometrisch linearen als auch nichtlinearen Problemen ist
auf eine méglichst genaue Beschreibung der Tragwerksgeometrie zu achten.
Erste Berechnungen von axialsymmetrisch belasteten Rotationsschalen wurden
mit Hilfe von Kegelétumpfelementen durchgefihrt (8.10, 8.17]. Diese haben
jedoch den Nachteil, daB durch Diskontinuitdten der Neigung zwischen be-
nachbarten Elementen Pseudo-Biegemomente selbst bei Rroblemen erzeugt
werden, die durch reines Membranverhalten gekennzeichnet sind. Eine Ver-
besserung der Ergebnisse konnte durch die Entwicklung sogenannter "doubly
curved" Ringelemente mit approximativer Beschreibung der Meridiangeometrie,
in der Regel Uber Polynomansdtze, erzielt werden [8.24, 8.30, 8.2]. Zu
dieser Gruppe z&hlen vor allem die isoparametrischen Elemente [ 8.5,8.27].
Jedoch kdnnen solche Niherungen insbesondere bei imperfektionsempfindli-
chen Schalentragwerken zu unangenehmen Nebeneffekten fuihren.

Umn unerwilinschte Einfllsse approximativer Geometriebeschreibung und
ihre Auswirkungen auf die L3sung konkreter Probleme auzuschalten, werden

wir geometrisch exakte Schalenring- und Balkenelemente entwickeln.

. Eine weitere Schwierigkeit liegt in der Wahl geeigneter bereichsweiser
Verschiebungsansdtze, die,um Konvergenz gegen die exakte Losung sicher-
zustellen, gewisse Bedingungen beziglich Vollst&ndigkeit und Vertrdglich-
keit an den Elementridndern erfillen missen [8.31, 8.16]. Bei den in der
vorliegenden Arbeit betrachteten eindimensionalen Problemen gekrimmter
Balken und axialsymmetrisch belasteter Rotationsschalen bereitet die
Erfillung der Vertraglichkeitsbedingungen zwischen den Elementen keine
Probleme. Im Rahmen konsistent approximierter Schalentheorien moderater
Rotationen (s. Kapitel 6.2.4) gilt die Stetigkeit der Tangentialverschie-
bungen (Co—Kontinuitat [8.31]) als ausreichend, wdhrend die Ansatzfunktion
fir die Normalverschiebung nicht nur stetig, sondern auch stetig differen-
zierbar sein muB (Cl-Kontinuitét). Sollen jedoch Theorien groBer Rotationen
(s. Kapitel 6.2.1 -3) zur Berechnung herangezogen werden, ist es not-

wendig C,-Kontinuitdt sowohl fiir Tangential- als auch Normalverschiebung

1
zu fordern, da im zugehdrigen Variationsfunktional (4.4.10) zweite partiel-

le Ableitungen aller Verschiebungskomponenten auftreten.



Die Forderung nach Vollstdndigkeit der Ansatzfunktionen hdngt stark
mit den Kriterien der Repréasentation konstanter Dehnungszustdnde und
der Invarianz gegen Starrkdrperbewequngen zusammen [8.31, 8.2, 8.1]. Im
Gegensatz zum isoparametrischen Elementkonzept mit gleichen Ansatzfunk-
tionen fir Geometrie und Verschiebungsfelder werden sie bei exakter Geo-
metriebeschreibung mit Hilfe konvektiver krummliniger Koordinaten nicht
a priori sondern nur nidherungsweise erfiillt. Folgt man [8.21], missen
die Formfunktionen so gewdhlt werden, daf die Knotengrdfen oder die im
Funktional auftretenden Ableitungen bei gegen Null gehender Elementdi- .
mension konstante Grenzwerte annehmen. Dies kann automatisch befriedigt
werden, wenn die verwendete Polynomfolge bis zur n-ten Ordnung voll-
sténdig ist, d. h. bei Auftreten n-ter Ableitungen im Variationsfunktional
alle Folgenglieder n-ter Ordnung und darunter vorhanden sind.
Untersuchungen, inwieweit spezielle StarrkdSrperansdtze das Konvergenzver-
halten beeinflussen [8.7, 8.23, 8.3 ], haben nur in Einzelfédllen zu signi-
fikanten Verbesserungen gefihrt.

Bei Polynomansdtzen stellt sich zudem die Frage, ob fiir Tangential-
und Normalverschiebungen gleiche oder ungleiche Ansatzordnungen gewdhlt
werden sollen. Qualitative Untersuchungen und numerische Vergleichsrech-
nungen haben gezeigt, daB optimale Effiziens bei Wahl gleicher Polynom-
ordnungen erzielt wird [8.8, 8.12, 8.7 ]. Dies erscheint auch sinnvoll
im Hinblick darauf, daB bei geometrisch nichtlinearen Problemen mit Auf-
treten groBer Rotationen beide Verschiebungskomponenten von gleicher Be-
deutung flir die Beschreibung des Tragverhaltens sind.

Unter Beachtung vorstehend genannter Konvergenzkriterien wird daher
sowohl fir das Schalenringelement als auch das Balkenelement ein gleich-

miaBig kubischer Polynomansatz gewdhlt.

Die Diskretisierung im Sinne der Finite-Element-Methode fihrt uber die
Wahl geeigneter Verschiebungsansdtze zu einem System algebraischer Glei-
chungen fir die unbekannten Knotenparameter. Im Gegensatz zu entsprechen-
den linearen Problemstellungen entzieht sich das nichtlineare Gleichungs-
system einer direkten Losung, was die Anwendung eines numerischen N&herungs-
verfahrens erforderlich macht. Einen ausfiihrlichen Uberblick uber die
Vielfalt mdéglicher Algorithmen gibt das mathematisch und ingenieurmiBig

orientierte Schrifttum (8.4, 8.11, 8.18 - 22, 8.25]
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Insbesondere inkrementelle und iterative sowie aus ihnen kombinierte
Verfahren haben die weiteste Verbreitung gefunden. Die Frage nach einer
fir das zur LAsung anstehende Problem optimalen Methode hdngt von vielen
Faktoren wie Problemgr&éBe, Speicherplatz, Grad der Nichtlinearitdt,
erforderliche Genauigkeit wusw. ab. Fir die Berechnung hochgradig nicht-
linearer Probleme dinner elastischer Balken und Rotationsschalen und
den dabei angestrebten vergleichenden Untersuchungen spielt die Genauig-
keit eine besondere Rolle. Werden zudem gute Konvergenzeigenschaften
" gefordert, bietet sich das Newton-Raphson-Verfahren zur L&sung des nicht-

linearen Gleichungssystems in jedem Lastschritt an.

8.2. Grundlegende Beziehungen in diskretisierter Form

8.2.1. Die Geometriebeschreibung

Gemd8 Abb. 8.1 definieren wir die Meridiankurve einer beliebigen

Rotationsschale durch zwei Funktionen
r=r(8) | z2=2(6) (8.2.1)

Dabei sind r und z die Achsen eines globalen kartesischen Koordinaten-
systems und 61 ein beliebiger Parameter der Meridiankurve. Teilt man die
Meridiankurve durch Wahl von N + 1 Knotenpunkten in N Elemente auf, dann
ist ein typisches Element durch zwei aufeinanderfolgende Werte 9; und

61 -, i=1,2,...,N von 61 gekennzeichnet.

i+1

—

— ———

-

———
r ~-
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Auf Elementebene wird zusdtzlich der Lingenparameter s eingefihrt.
61
4 b
s=s(6M= [4,46' | @'ela, 0,
L)
6; (8.2.2)
A= (dr;)z . <dz )‘
1 dé o6’

In anschaulicher Verbindung mit Abb. 8.1 laft sich der Winkel ¢

zwischen z-Achse und der Tangenten zur Meridiankurve in Abhdngigkeit von

91 bestimmen

D = g(64)=arctg(§% fe—a;) ) i%;#o (8.2.3)

oder unter Verwendung von (8.2.2) auch als Funktion des Langenparameters
s, ¢ = ¢(s), s € [o,L].

Ausgehend von den vorstehend abgeleiteten Ausdricken (8.2.1 - 3) erhdlt
man mit Hilfe der in Kapitel 2.1 zusammengestellten differentialgeome-~
trischen Beziehungen die kovarianten Komponenten des Metrik- und Krim-

mungstensors

.
- [A,ﬁ,, 0 J (8.2.4)
Q0 -rcosy

Im Verschiebungsfunktional f4r die Rotationsschale treten nur folgende

A 0
amﬁz 01 r2 ) bwe

geometrische Gr&Ben auf

) dg o3
r, San, syg , d._s-. , 35—? ; (8.2.5)

die aus (8.2.1 - 3) zu bestimmen sind und damit eine exakte Erfassung
der Geometrie erméglichen. Bei Elementen mit konstanter Meridiankrimmung
R zur Berechnung von Kugelkalotten, Tori, Kreiszylinderschalen usw.

erhdlt man die vereinfachten Beziehungen (s. Abb. 8.1)

r{s)= lz + R ( cos J(s) - coszfi) )

d (8.2.6)
D(s)=0; - i% ) Ezgl = "i% ) det 0 .
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8.2.2. Die nichtlinearen Gleichgewichtsbedingungen

Das Verschiebungsfeld u einer axialsymmetrisch belasteten Rotations-
schale mit seiner Tangential- u und Normalkomponente w hdngt nur von einem
Meridiankurvenparameter ab, 4. h. auf Elementebene u = u(s), s € [o,L]. Dies
erméglicht die verschiebungsunabhdngige Integration des Verschiebungsfunktio-
nals (4.4.10) in Umfangsrichtung und fihrt zur Reduzierung des betrachteten
Problems auf ein eindimensionales.

Unter Verwendung kubischer Polynomansdtze fir beide Verschiebungskom-

ponenten

= z 3 = 2 3 i
u(s) o +XS+X, ST+, S w(S) U+ X S+0c, 8%+, s (8.2.7)

)

erhdlt man mit den Knotenfreiheitsgraden
T du . -
{g‘-‘}=[u£(¢—5)i Wi )ps'._] , L=‘1‘2)...,N+‘/ (8.2.8)

die Darstellung des Verschiebungsfeldes E_in Abhdngigkeit diskreter Knoten-

verschiebungen {gq e} auf Elementebene

§(5)=[U.(5) }=[N] }zt}] =[N]{9e} : (8.2.9)

w (8) t+4

mit @ = _, als linearisierter Rotationskomponente und [N] als Matrix
der zugehdrigen Formfunktionen.

Einsetzen. von (8.2.9) in (2.2.4-5) fihrt auf entsprechende Formfunk-
tionen fir die linearisierten Dehnungs- und Rotationskomponenten 6(11>,
9(22>, (p( 1>,' wonit die Elementdehnungen durch Knotenverschiebungen auszu-

dricken sind

Sems

?'(zzs ~ -
{el= % = ([8] +[B([g D] )g} . (8.2.10)

~
at <22>

Im Gegensatz zum linearen [ﬁL] ist der nichtlineare Beitrag [§NL] zur
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Dehnungsmatrix [B] nicht nur Funktion des Langenparameters s, sondern
auch der Knotenverschiebungen {qe}. Die explizite Form dieser Matrix
h&ngt zudem von den Dehnungs-Verschiebungsbeziehungen der verwendeten
Schalentheorie (~) ab (s. auch Kapitel 38.3).

Setzen wir voraus, daB die éuBgren Belastungen p, 33 und Ht gemdf
(4.3.1), (4.3.9) vom Typ "dead loads" sind, dann ergibt sich das Gesamt-

potential (4.4.10) eines Rotationsschalenelementes in diskretisierter

Form
‘7pe=%{9e}r[R]{ge} + a;‘({ge})“{ge}me} , (8.2.11)
(K] = 20 [B)7C](BY rds 6.2.12)
0

als linear elastische Matrix und [ﬁZL] als Beitrag zur Verformungsenergie-
dichte mit kubischen und Funktionen hdherer Ordnung der Knotenverschie-

bungen

(2] = 20 [ ([BI[CI (B + (B[ ][] »
0 y . (8.2.13)

+ S BM[C)[B"]) rds

Der Elementvektor der duferen Knotenkrifte {Qe} wird unter Zuhilfenahme
von (4.3.1), (4.3.9) und den Formfunktionen flir die Verschiebungskomponen-
ten und linearisierten GrdBen ermittelt.

Folgen wir dem Prinzip vom stationdren Wert des Gesamtpotentials

ajpe = 8.2.14)
Eﬂ?;l = ) (8.2.

ergeben sich mit (8.2.11 -13) die nichtlinearen Gleichgewichtsbedingungen

in diskretisierter Form

[Klge} + [82(lg N = 10c) 8.2.15)

1

wobei der sogenannte Vektor der Pseudo-Krifte definiert wird durch
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2= 2
TPy

Der Zusammenbau des algebraischen Gleichungssystems erfolgt unterx

(8.2.16)

Beriicksichtigung der Ubergangs- und Randbedingungen und liefert die zuge-

hérigen globalen Beziehungen

[K]{q} « [@gD} (2} . 6.2.17

8.2.3. Die Stabilitdtsgleichungen fir nichtaxialsymmetrisches Beulen

- Lidngs des symmetrischen Pfads der Last-Verformungsbeziehungen
einer axialsymmetrischen belasteten Rotationsschale kénnen Schnittpunkte
mit unsymmetrischen Gleichgewichtspfaden auftreten. Solche Verzweigungs-
punkte lassen sich mit Hilfe der in Kapitel 5.3 bzw. 7.3 fir Theorien
finiter und g/k Rotationen abgeleiteten Stabilitdtsgleichungen bestimmen.

Um die diskretisierte Form dieser Beziehungen ermitteln zu kénnen,
teilen wir die Schale gemiB Kapitel 8.2.1 in finite Elemente auf und
setzeh die Lésung des axialsymmetrischen Fundamentalpfads é gemdB (8.2.17)
als bekannt voraus. Das Zusatzverschiebungsfeld g mit seinen Tangential-
komponenten u, v und der Normalkomponente w lberfiihrt die Schale in eine
Nachbarlage. 4 ist Funktion zweier Variablen u = u(s,8), mit 6 als Um-
fangswinkel der Schale. Das Problem 148t sich jedoch durch Fourier-
reihenentwicklung in Umfangsrichtung formal auf eine Sequenz eindimen-

sionaler Probleme fiGr jede Umfangswellenzahl zurilickflihren

& (s,0) &%cs) cos &8
d(s,68)=1V(s8) =§ 9Res) sink 9 . (8.2.18)

w (s,8) \?/“(s) cos kB

. . ~k -~k -k :
Approximation von u, v, w mittels kubischer Polynome auf Elementebene

@) = o, +&,S + &y $2+0t9 s*

Qk(s) =gt XS o st +o<853 (8.2.19)
~ kR

W(s) =g o s ta st o 3
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und Definition zu (8.2.8) analoger Knotenfreiheitsgrade

~& ~h
A Ak ood ~k ¢d .
{gf }T= [ u. (d;L )i V-k (-d._\sl )i W? )0:'- ] (8.2.20)

L L L

fihrt auf die Formfunktionen fir das Verschiebungsfeld é&(s)

~ b
gk(5)= R | =[N] !.?,: =[N]{§:} . (8.2.21)
6)“%5) : i+4}

Die Gateaux Differentiale der Elementdehnungen (8.2.10) kdénnen nach
Substitution von (8.2.21), (8.2.18) in die Beziehungen fir die lineari-

-~

sierten Dehnungs- und Rotationskomponenten 6 , @ bestimmt werden.

<aB>' T<o>
Das zweite Gateuax Differential des Gesamtpotentials einer Rotationsschale
ergibt sich dann nach Integration in Umfangrichtung unter Beriicksichtigung

der Orthogonalitdt trigonometrischer Funktionen
[&]
Ty%a@; v =1V UK ] +[R(gh)] + [Kq(ighl) g (8.2.22)

fir jede Umfangswellenzahl. Im Gegensatz zur klassischen linear elastischen
Matrix [Ek] hdngt sowohl die Anféngsspannungsmatrix [i;] als auch die
Anfangsverformungsmatrix [ﬁg] explizit von den Fundamentalverschiebungen
{g@} ab. Auf die Angabe dieser umfangreichen matriziellen Ausdriicke wird

aus Grinden der Ubersichtlichkeit verzichtet.

Folgen wir dem energetischen Stabilitdtskriterium, sind axialsymmetri-
sche Gleichgewichtslagen E stabile Zustidnde, wenn J;k(ﬁagz) > 0 fir be-
liebige Zusatzknotenverschiebungen {ik} , d. h. die Matrix [ﬁ&] positiv defi-
nit ist. Kritisches Gleichgewicht tritt dann auf, wenn wenigstens ein Eigenwert
der Matrix {?&] Null wird. Das nichtaxialsymmetrische Beulproblem kann somit
@urch eine Reihe von linearen Eigenwertabfragen auf der Basis bereits be-
rechneter Fundamentalpfade E geldst werden.

Vernachlédssigt man den EinfluB der Linearisierten Dehnungs- und Rota-

tionskomponenten 6<11>, 6<22>, D, 1

SchnittgrdBen des Fundamentalzustandes aus einer Membran- oder linearen

in (8.2.22) und nimmt an, daB die

Biegeldsung bestimmt werden kénnen, ergibt sich die diskretisierte Form

der klassischen linearen Verzweigungsanalyse
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([RR] + )\[ng] y{gt) = o0 ) (8.2.23)

bei der die kritische Last fiir jede Umfangswellenzahl durch L&sung nur

eines Eigenwertproblems berechenbar ist.

8.3. Programmtechnische Realisierung

Auf Programmebene wird die in den vorangegangenen Kapiteln verwendete
matrizielle Darstellung zur Vermeidung unndtiger Nulloperationen durch
eine Vorgehensweise ersetzt, die mit den Formfunktionen der linearisier-
ten Dehnungs- und Rotationékomponenten und deren Ableitungen lber ent-
sprechende Produkte in den Dehnungs-Verschiebungsbeziehungen zu den Ele-
ment-Matrizen fihrt.

Diese Berechnung ist jedoch abhdngig von der Wahl einer geometrisch
linearen oder nichtlinearen Schalentheorie. Mit der Angabe einer Kontroll-
parameterfolge werden dazu aus der Vielzahl implementierter linearer,
quadratischer und kubischer Dehnungs-Verschiebunbsbeitrdge die entspre-
chenden beim Aufbau der Element-Matrizen berlcksichtigt. Durch Kombina-
tion vorhandener oder Hinzufilgen neuer Terme lassen sich auf einfache
Weise neue Schalentheorien generieren.

Die zur Berechnung der Steifigkeitsmatrizen erforderliche Integra-
tion wird in Umfangsrichtung analytisch und fir die Meridianrichtung
numerisch durchgefihrt. Dabei hat sich insbesondere das Verfahren nach

Gauf mit drei Stiitzstellen pro Element bewdhrt [8.14, 8.6].

Das nichtlineare algebraische Differentialgleichungssystem
flg,x)=Kq+» Q%(g)-2Q =0 (8.3.1)

wird mit Hilfe des Newton-Raphson Verfahrens auf inkrementell iterative
Weise geldst. Bezeichnet qi die i-te Approximation der L&sung q fir

einen gegebenen Wert des E;stparameters A, dann liefert die Tg;iorreihen-
entwicklung erster Ordnung von (8.3.1) das folgende lineare Gleichungs-

i+
system fdr die Xorrektur Aql 1

57(9£)A3M= '\Q ‘f(gi,l) X (8.3.2)



Die tangentiale Steifigkeitsmatrix ET 148t sich als Summe der linear

elastischen K und der geometrischen Steifigkeitsmatrix EC schreiben

K(g)= K+ Kglg) 3.3

CD

kS
aa1g)

KG(Q) = (8.3.4)

~6 " 3(q)

wobei sich letzere analog zu (8.2.22) aus der Anfangsspannungs-—§§ und

Anfangsver formungsmatrix Ev Zusammensetzt.

Das Auffinden von Zustdnden kritischen Gleichgewichts ldngs der Last-
Verschiebungskurven kann mit Hilfe von begleitenden Eigenwertuntersu-
chungen der tangentialen Steifigkeitsmatrix ET erfolgen. Verzweigungspunk-
te des Fundamentalpfads axialsymmetrisch belasteter Rotationsschalen
mit unsymmetrischen Pfaden missen jedoch gemdB Kapitel (8.2.3) zusdtzlich
berechnet werden.

Die im Bereich relativer Extrema auftretenden numerischen Probleme
werden durch Kombination des Newton-Raphson Verfahrens mit einer Ver-
formungssteuerung ("displacement control method") geldst [8.11,8.19]. Dabei
wird als Parameter des Gleichungssystems der Wert einer charakteristi-
schen Knotenverschiebung qp vorgegeben und die zugehdrige Lastbk itera-
tiv berechnet.

Die Restart-Fihigkeit der Programme erlauben dann in Verbindung mit
der MOglichkeit einer interaktiven, halbautomatischen oder vollautoma-
tischen Steuerung die effiziente Bearbeitung geometrisch nichtlinearer
Probleme.

Die Eingabe der Strukturgeometrie, Materialkonstanten und Lasten sowie
die Ausgabe der Verschiebungen und SchnittgréBen erfolgt in physikali-

schen Komponenten.

Von den der ersten Approximation der Verformungsenergiedichte zugrunde-
liegenden Annahmen konstanter Schalendicke h und isotropen Materialverhaltens
abweichend [8.13], kdnnen in beiden Programmen zusdtzlich eine linear verén-
derliche Dicke h und im Rotationsschalenprogramm orthotropes Materialver-

halten [8.23] berilicksichtigt werden.
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9. ANWENDUNGSBEISPIELE

9.1. Balkenprobleme

Wir beginnen unsere numerischen Betrachtungen mit einer Reihe von
Balkenproblemen, deren umfassende Bearbeitung eiﬁen ersten Einblick in
die Vielfalt geometrisch nichtlinearen Tragverhaltens insbesondere auch
im Hinbliék auf die spédtere L&sung weitaus komplexerer Schalenprobleme
geben soll. Eine Zusammenstellung der Berechnungsbeispiele zeigt Abb. 9.1.
Sie schlieflen eine Vielzahl repradsentativer Balkenprobleme,wie z. B.
Eulersche Elastika, flache und steile BSgen mit typischen Phédnomenen
geometrisch nichtlinearen Tragwerkverhaltens, d. h. Spannungs- und
Stabilitdtsproblemen mit Durchschlags-'oder Verzweigungsbeulen, ein.

Die Ziele der Untersuchungen lassen sich wie folgt umschreiben:

- Nachweis der Leistungsfdhigkeit einer einfachsten konsistent appro-
ximierten Balkentheorie grofer Rotationen durch Vergleich mit eige-
nen Theorien finiter Rotationen und exakten unterschiedlichen Fox-

mulierungen in der Literatur,

- Angabe des Gultigkeitsbereichs konsistent approximierter, verein-

fachter Varianten mit Beschrénkungen beziiglich der Rotationen,

- Untersuchung des Einflusses inkonsistenter Vereinfachungen der
Dehnungs-Verschiebungskeziehungen auf das rechnerische Tragverhalten
der Strukturen,

~ Uberpriifung der Leistungsfihigkeit des verwendeten Elementtyps.

Die Ergebnisse umfangreicher quantitativer Betrachtungen der benannten
Teilaspekte sollen in ihrer Summe schlieBlich zu entsprechenden grund-

legenden qualitativen Aussagen fiithren.

Eine Liste der verschiedenen zur numerischen Berechnung herangezo-
genen eindimensional reduzierten Schalentheorien und Balkentheorien
mit Literaturangaben und Bezug zu den theoretischen Ableitungen voran-
gegangener Kapitel findet sich in Tab. 9.1. Die zugehdrigen Dehnungs-

Verschiebungsbeziehungen werden im Anhang A3 zusammengestellt.
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}il————-L=1969.6 ——————Jj

STEILER BOGEN UNTER UN-
SYMMETRISCHER EINZELLAST

TV
ELASTIKA MKSSIG FLACHER BOGEN
UNTER EINZELLAST
3 4y
& " R=400. &
FLACHER BOGEN UNTER MESSIG STEILER BOGEN
EINZELLAST UNTER EINZELLAST
KONVERGENZVERGLEICH
5 6

HALBKREISBOGEN UNTER
EINZELLAST

BALKEN | TESTBEISPIELE - UBERSICHT ABB. 9.1
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N Zusammenstellung der zur Berechnung herangezogenen
) Balkentheorien

B1 Theorie flacher Schalen (Donnell-Mushtari-Vlasov [9.12,
9.26, 9.45]

B2 Schalentheorie "small finite deflections, medium bending,
small rotations ‘about normals" (Koiter-Sanders-~Mushtari u.
Galimov (9.36, 9.20, 9.26]

B3 Schalentheorie moderater Rotationen (Pietraszkiewicz [2.31])

B4 Donnell-Marguerre'sche N&herung steiler Schalen (Harte [9.161)

BS Theorie midBig flacher Balken (Sabir u. Lock [9.35])

B6 Modifizierte Theorie flacher Balken (A3-6)

B7 Schalentheorie miBig groBer Rotationen (Basar-Harte [9.3,
9.161)

B8 Schalentheorie "Large deformations and rotations" (Yaghmai
[9.461])

B9 Schalentheorie grof/kleiner Rotationen, Fehler El (Nolte u.
Stumpf [9.28])

B10O Schalentheorie gro8/kleiner Rotationen, Fehler E2 (Nolte u.
Stumpf, Nolte [9.28, 9.29]

B11l Schalentheorie uneingeschrankter Rotationen (Pietraszkiewicz
u. Szwabowicz [9.32])

B12 Modifizierte Balkentheorie grofier Rotationen, Fehler El1 (A3-12)

B13 Balkentheorie groBer Rotationen, Fehler E2 (A3-13)

B14 Balkentheorie groBer Rotationen, Fehler E1 (A3-14)

B15 Schalentheorie "large displacement" (Varpasuo [9.441])

Tab. 9.1
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9.1.1. Elastika

Die Eulersche Elastika gilt als reprdsentative Problemstellung
zur Demonstration hochgradig geometrisch nichtlinearen Tragverhaltens.
Anhand dieses Einfilhrungsbeispiels werden wir die Leistungsfdhigkeit
des Klassifikationsschemas (s. Kapitel 6.1) und der daraus resultieren-
den konsistenten Approximationen sowie die Folgen verschiedener inkon-
sistenter Abschitzungen aufzeigen.

Fir den Fall des geraden Balkens sind die Dehnungs-Verschiebungsbe-
ziehungen der Theorien B9, B10 und Bll identisch. Die mit ihrer Hilfe
gewonnenen Ergebnisse zeigen gute Ubereinstimmung mit den Finite-Ele-
ment-Berechnungen von Epstein u. Murray [ 9.14 ] und Murakawa et al
[ 9.25 lsowie der analytischen L&sung einer Theorie dehnungsloser Ver-
biegungen von Timoshenko u. Gere [ 9.40]. Eine eigene Vergleichsrech-
nung auf der Basis des klassischen Ritz-Verfahrens liefert bei nur acht

Freiheitsgraden bis in den Nachbeulbereich hinein &hnlich gute Ergebnisse.

B 3 lp —— 89,810,811
ev__ ---- B9,B10,811 (RITZ)
wO
.......... X<11>- (p<1>e<11>,1
(1 X11>* P<15,19<11>
] 1.2
2. =T Y157 -2-9<11> :
. —~—— B1,B2,B3 ’.’./;::"—:..)i
a-"‘:.-/..'

. ™’ .
‘,—' o " *

. .
- L

' 0.2 ' 0.4 ' 06 0.8 w

ALKEN ELASTIKA
B 1 LAST-VERFORMUNGS-DIAGRAMM ABB. 9.2
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Einfachste geometrisch nichtlineare Balkentheorien Bl, B2, B3, gililtig
im Bereich moderater Rotationen, kdénnen die anwachsende Tragwerksstei-
figkeit nach Uberschreiten der Eulerlast nicht wiedergeben. Die Last-
Verformungsbeziehung ist durch ein asymptotisches Verhalten charakte-
risiert [ 9.381. |

Der Biegeanteil am Gesamtpotential eines Balkens gemi3B einer allge-
meinen Theorie B9, B10, Bll enthdlt Eeitrage zweiter Ableitungen der
Tangentialverschiebung. Eine Vernachldssigung dieser Terme fihrt zu
einem starken Steifigkeitsabfall des Tragwerks nach Erreichen eines
relativen Extremums unterhalb der Eulerlast (----). Schon in [9.14]
war auf der Basis qualitativer, geometrischer Uberlequngen gezeigt wor-
den, daB der zugehdrige relative Fehler des Krimmungsdnderungstensors
O(sin2 w) ist, mit w als Rotationswinkel des Balkens.

Weniger deutlich, aber immer noch erheblich, ist der EinfluB auf das
Tragverhalten infolge Vernachldssigung von Produkten 2zweiter Ableitungen
der Normal- und ersten Ableitungen der Tangentialverschiebung in der
Biegeenergie (~-~--) sowie das Streichen von Quadraten erster Ableitun-
gen der Tangentialverschiebung in der Membranenergie (~-.--).

Eigene Testrechnungen auf der Basis eines Lagrangeschen Dehnungs-
und approximierten Eulerschen KrimmungsmaBes [ 9.27 ] fihrten zu dhnlich
irrefiihrenden Ergebnissen.

Die Unzuldssigkeit solcher inkonsistenten Transformationen der Deh-
nungs-Verschiebungsbeziehungen werden wir auch bei der Behandlung geome-
trisch nichtlinearer Probleme gekrimmter Balken und Rotationsschalen

aufzeigen.
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9.1.2. MaBig flacher Bogen unter Einzellast

In diesem Beispiel wird das nichtlineare Tragverhalten eines mdfBig
flachen Bogens unter Einzellast untersucht. Geometrie und Materialkon- -
stanten sind in Abb. 9.3 beschrieben. Berechnungen mit Hilfe eines Finite-
Element-Verfahrens auf der Basis einer Theorie flacher Balken B5 von
Sabir u. Lock [9.35] sowie eine analytische L&sung von Ashwell u. Sabir
[9.35] werdenmit eigenen Berechnungen unter Verwendung von Balkentheo-
rien grofer und finiter Rotationen B10, Bll1 verglichen.

Ein charakteristisches Merkmal der Last-Verschiebungsbeziehungen dieses
midBig flachen Bogens ist das sogenannte "looping" des symmetrischen Pfads,
das erstmals in [9.35] beobachtet wurde. Eigene Untersuchungen an steile-
ren BSgen (s. Balken 4) zeigen, daB mit zunehmender Stéilheit und ab-
nehmender Biegesteifigkeit die Anzahl der "loops" wadchst. Eine mdg-
liche physikalische Interpretation dieses Ph&nomens wird dort vorge-
stellt.

Die in Kapitel 8.3 beschriebene automatische Steuerung der Last- und
Verformungsinkrementierung liefert die vollstdndige symmetrische Ldsung
in 116 Schritten. Nach manuellem Einpr&gen einer Stdérverformung wird
der antimetrische Verzweigungspfad in 30 Schritten berechnet. Beglei-
tende Stabilitatsuntersuchungen ergeben, daf alle Gleichgewichtslagen
zwischen den Verzweigungspunkten instabiler Natur sind.

Abb. 9.3 ist zu entnehmen, daB erkennbare Unterschiede zwischen Theo-
rien groBer und finiter Rotationen und der Theorie flacher Balken nur im
Nachbeulbereich auftreten. Uberprifung der zugehdrigen Verschiebungen
und Verschiebungsgradienten zeigt, daB die restriktiven Annahmen einer
Theorie flacher Balken (u = O(w - 8)) erfillt werden.

Die eigenen Ergebnisse dieses und anderer Beispiele verdeutlichen, daB
zur Berechnung flacher bis mdBig flacher Balken Theorien moderater Rota-
tionen B2, B3 und sogar einfachste Theorien Bl, B4, B5, B6 ausreichend

sind. Zu &hnlichen Ergebnissen gelangt Brink in [ 9.51].
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9.1.3. Flacher Bogen unter Einzellast/Konvergenzvergleich

Eine Vielzahl von Arbeiten beschdftigt sich mit dem Problem dexr
Konvergenz der Finiten-Element-Methode bei Verwendung unterschiedlicher
Elemente zur Berechnung linear elastischer Probleme [ 9.1 ]. Seltener
dagegen sind entsprechende Untersuchungen bei nichtlinearen Problemen,
in denen das Konvergenzverhalten nicht mehr lastunabhéngig betrachtet
werden kann [9.5, 9.35].

Um die Leistungsfihigkeit des in Abschnitt 8.2 beschriebenen Element-
typs aufzuzeigen, werden Testrechnungen an einem flachen Bogen unter
Einzellést, mit Radius R = 400. in , Basisldnge L = 100. in, Querschnitts-
breite b = 0.8 in, -~h6he h = 1. in und Elastizitdtsmodul E=1. X107lbf/in2

vorgenommen.
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Dieses Beispiel diente als Basis filr Konvergenzuntersuchungen von Sabir
u. Lock [9.35] an zweli Elementtypen, einem einfachen Eleﬁent mit Poly-
nomansdtzen, linear fir die Tangentialverschiebung und kubisch fir die
Normalverschiebung, sowie einem verbesserten Element mit Starrk&érperan-
sdtzen, die sich aus den Annahhen konstanter Membran- und linear ver-
dnderlicher Biegedehnungen ergeben. Zugehdrige nichtlineare Last-Ver-
schiebungsbéziehungen fir unterschiedliche Elementanzahlen (NE) zur
Diskretisierung des gesamten Bogens sind in Abb. 9.4 a,b aufgetragen.
Abb. 9.4 c zeigt die Ergebnisse eigener Rechnungen und Abb. 9.4d einen
Vergleich der Konvergenzgeschwindigkeiten durch Auftragen der jeweili-
gen Durchschlagslast als Funktion der Elementanzahl (1 : einfacher Poly-
nomansatz, 2 : Starrkdrperansatz, 3 : eigenes Element). Die gleichméBig
kubische Elementvariante (3) zeigt ein weitaus besseres Konvergenzver-
halten und bringt selbst gegeniber dem Element mit StarrkSrperansdtzen
erhebliche Verbesserungen. Dies konnte auch in vielen anderen, insbe-
sondere hochgradig nichtlinearen Testbeispielen beobachtet werden. Im
Sinne eines objektiven Vergleichs wird den eigenen Rechnungen die in

[9.35] verwendete Theorie flacher Balken B5 zugrunde gelegt.
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9.1.4. M3Big steiler Bogen unter Einzellast

Das nichtlineare Tragverhalten des mdBig steilen Kreisbogens mit
symmetrischer Einzellast im Scheitel ist von Huddlestone [9.19] unter
Verwendung des Tensors der Ingenieurdehnungen (2.3.17) analytisch unter-
sucht worden. Teilldsungen des Problems werden von DaDeppo u. Schmidt
(9.8 1, Ramm [9.33 ], Brink [ 9.5 ], Diekkdmper u. Schrader [9.10]
sowie Reuter [9.34 ] angegeben. Ausgewdhlte Ergebnisse der eigenen um-
fassenden Untersuchungen sind in den Abb. 9.5 ~ 7 dargestellt.

Bemerkenswert ist, daf die relativ einfache Struktur des méBig stei-
len Kreisbogens ein duBerst kompliziertes Tragverhalten aufweist. Die
in abb. 9.6 -7 gezeigte Bezugslésung B10, Bli stellt in Wirklichkeit
nur einen Teil des vollstédndigen Gleichgewichtspfads dar. Neben dem
unsymmetrischen Verzweigungsast bilden die beiden dargestellten Teile
der symmetrischen Lésung zusammen mit einer Vielzahl sogenannter "loops",
auf deren Darstellung aus Griinden der Ubersichtlichkeit verzichtet wird,
einen stetigen Gleichgewichtspfad. Begleitende Stabilitdtsbetrachtungen
zeigen, daB nur die Schnittpunkte h,i mit der unsymmetrischen Losung Verzwei-
gungspunkte des Problems sind. Detaillierte Untersuchung des Phdnomens
"looping" ergibt, daB die Anzahl der Halbwellen des Deformationsmusters
jeweils um vier pro "loop" ansteigt. In Abb. 9.5 Mitte sind neben den
mSglichen dreihalbwelligen Beulmustern a, b, ¢, d, e die instabilen
Halbwellenmuster £ und g des ersten "loops" fir eine Belastung P =09.
dargestellt. Diese Erséheinung 148t sich physikalisch anschaulich deu-
ten. Lings der Last-Verformungskurve gibt es Konfigurationen mit hoher
globaler Steifigkeit der Struktur. Lastzuwdchse fihren zu einer lokalen
Stérung, die ab einer gewissen GrdBenordnung in zwei symmetrische Halb-
wellen Gbergeht. Nun tritt das "looping" nicht generell auf, sondexn
ist dber die Geometrie und Biegesteifigkeit der Struktur parametrisiert.
Insbesondere tiefe und biegeweiche BSgen zeigen unter dér Wirkung von
Einzellasten hdherwellige Beulmuster.

Abb. 9.6 ist zu entnehmen, daB im Gegensatz zu den Bezugsldsungen
B10, Bl1 die konsistent vereinfachten Theorien moderater Rotationen
B2, B3 die komplizierten Last-Verformungsbeziehungen nicht beschreiben
kénnen. Es stellt sich die "herkémmliche" L&sungsform mit ausschlieBlich
dreihalbwelligem Deformationsmuster ein. Bemerkenswert ist die ausge-

zeichnete LSsungsstabilitdt der Donnell~Vlasovschen Ndherung Bl, wobei
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jedoch aus dieser eher zufdlligen Ubereinstimmung mit B10, Bll eine Er-
weiterung ihres Gliltigkeitsbereichs lGber maximal moderate Rotationen
hinaus nicht mdglich ist.

Andererseits zeigen die Vergleichsrechnungen in abb. 9.7, daB infolge
der Interaktion inkonsistent vernachldssigter Beitrdge die Theorie groBer
Rotationen von Yaghmai B8 das Problem des mdBig steilen Bogens nicht be-
schreiben kann. Die Theorie md@Big groBer Rotationen von Basar und Harte
B7 liefert mit Ausnahme der Bereiche relativer Extrema weitaus bessere
Losungen als die entsprechenden Theorien moderater Rotationen B2 und B3.
Einen Vergleich der Verformungszustdnde bei der jeweils oberen und unteren
Beullast sowie einer Laststufe im stabilen Nachbeulbereich fir die Theo-
rien B7, B8, B9, BlO zeigt Abb. 9.5 unten.

In Tab. 9.2 sind die bezogenen Verzweigungs- und Durchschlagslasten aller
verwendeten Varianten angegeben. GrdBere Abweichungen von der Bezugs-
lésung finden sich insbesondere bei den inkonsistent approximierten

Theorien B7 und BS.

Theorie Verzweigungslast Durchschlagslast
Bl 12.4 14.4
B2 12.3 14.4
B3 12.0 14.6
B7 14.5 ~ 17.7
B8 15.4 22.3
Blo, Bil 13.3 15.2
Tab.9.2

Dieses relativ einfache Beispiel zeigt, daB die auftretenden Fehler
bei Verwendung konsistent approximierter, einfachster Theorien B2, B3
und inkonsistenter Varianten B8 nicht nur von quantitativer sondern

auch qualitativer Natur sein kd&nnen.
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BALKEN 4

MASSIG STEILER BOGEN UNTER EINZELLAST
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9.1.5. Steiler Bogen unter unsymmetrischer Einzellast

Zum Vergleich aller fanfzehn im Anhang A3 zusammengestellten
Balkentheorien wird das hochgradig nichtlineare Spannungsproblem eines
sehr schlanken, tiefen Bogens (Abb. 9.8) unter unsymmetrischer Einzel-
last mit Verformungen von der GréB8enordnung der tausendfachen Quer-
schnittsdicke ausgewdhlt. Abb. 9.9 zeigt die zugehdrigen Last- Ver-
formungskurven (P(wo)), deren schalen- bzw. balkentheoretischer Hinter-
grund mit Hilfe der Zeichenerkldrung und Anhang A3 bestimmt werden
kann.

Wie zu erwarten ist, kdnnen weder die klassische Theorie flacher
Balken Bl noch deren Varianten B4, BS5, B6 ebenso wie die Theorien
moderater Rotationen B2, B3 das vollstdndige Tragverhalten des Bogens
beschreiben. Zudem beginnen die Varianten Bl und B6, denen die einfach-
stg Form des Krimmungsdnderungstensors --w'11 zugrunde liegt, die Be-
rechnung bereits mit einer falschen Anfangstangente und liefern daher
fehlerhafte lineare LOsungen. Bemerkenswert ist, daB bei Auftreten
groBer Rotationen (Last P~4.KN) Koiters Theorie "small finite deflec-
tions" B2 sogar qualitativ unterschiedliche Ergebnisse zur Theorie
moderater Rotationen von Pietraszkiewicz B3 ergibt.

Alle konsistent approximiertén Theorien finiter und grofer Rotationen
B9, BlCc, B11, B12, Bl13, Bl14 kdnnen gemdB Abb. 9.9 als hinreichend ge-
naue Bezugsldsungen bezeichnet werden. Koiters grundlegendes Ergebnis,
daB sich dquivalente Krimmungsidnderungstensoren um Grdfen O( y/R) unter-
scheiden dirfen (s. Kapitel 3.2) wird durch die L&sungsstabilitdt der

K ,-Varianten B12 und Bl3 wiedergegeben.

afB
Wie schon in den vorangegangenen Beispielen ist auch beim schlanken

<11> <l1>
nicht erlaubt (s. B8). Auf der anderaen Seite kann im Einzelfall (s. B4)

Bogen die inkonsistente Vernachldssigung des Terms % 92 in vy

die Interaktion von Fehlern infolge gleichzeitiger inkonsistenter Ver-
nachldssigung von Beitrdgen in der Membran- und Biegeenergie eine Ver-
besserung der Ldsung liefern. Die Inkonsistenz der Theorie B15 fiihrt zur
Divergenz wdhrend des Iterationsprozesses. Ldsungen fir Lasten P~ 2., KN
kénnen nicht angegeben werden.

AbschlieBend sei angemerkt, daB als Folge inkonsistenter Vereinfachun-
gen in den Dehnungs-Verschiebungsbeziehungen im allgemeinen schlechte Kon-

vergenzgeschwindigkeiten beobachtet wurden.
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R=1000.m h=b=1.m 7 2
L=1969.6m E=1.2x10"KN/m

LASTSTUFE P = 5.KN

89,810,811

B2

LASTSTUFE P = 10.KN

89,810,B11

STEILER BOGEN UNTER EINZELLAST

BALKEN 5 VERFORMUNGS ZUS TANDE ABB. 9.8
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9.1.6. Halbkreisbogen unter Einzellast

Der durch eine symmetrische Einzellast belastete Bogen weist als
charakteristisches Merkmal der Last-Verformungsbeziehunger einen zu Beginn
stabilen Nachbeulast auf. Teile der bis auf mégliche "loops" des
symmetrischen Pfads vollstdndigen L&sung in Abb. 9.10 wurden unter der
Annahme dehnungsloser Verbiegungen von DaDeppo u. Schmidt [ 9.7, 5.8]
analytisch und von Langhaar et al [9.22] sowohl analytisch als auch
experimentell untersucht. Finite-Element-Ldsungen auf der Basis von
Verschiebungsmethoden geben Brink [ 9.51, Diekkdmper u. Schrader [9.11]
sowie Reuter [9.34] an, wdhrend Beverungen [ 9.4 ] ein gemischtes Verfah-
ren verwendet.

Die Ergebnisse in Abb. 9.10 einer Theorie finiter Rotationen Blli
stellen eine Verallgemeinerung vorgenannter Arbeiten dar. Insbesondere
konnte die Traglast des Systems als Durchschlagslast auf dem stabilen
Nachbeulast gemdf Tab. 9.3 mit Hilfe eines verformungsgesteuerten Algo-

rithmus (s. Kapitel 8.3) genau berechnet werden.

—Bl11

LAST P x 1073 (KN
B

23
] 5. Wo [m]
=27 R=10.m
4' h=0.3m
1 b=0.11186m
o] E=2.1x10%/m?
RALKEN 6 HALBKREISBOGEN UNTER EINZELLAST ABB. 9.10
LAST-VERFORMUNGS -DI AGRAMM
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- p.R? ’

Kritischer Punkt P [KN] P = o5 i
|

. |
Verzweigungslast 3091.2 5.85 |
|

l

Durchschlagslast des stabilen 4090.6 7.74° {
Nachbeulpfads (Traglast) i
Durchschlagslast des Funda- 5.335.2 10.09 |
mentalpfads l

Tab. 9.3

Auch die Bestimmung des Durchschlagspunktes auf dem Fundamentalpfad
bereitet ohne ein solches Verfahren Schwierigkeiten, und die zufdllige
Berechnung eines Punktes des stabilen Nachbeulbereichs kann dann zu
einer irrefihrenden Interpretation der Last-Verschiebungsbeziehungen
[9.34] fihren. Wihrend die in [9.4, 9.5, 9.7, 9.8, 9.11, 9.22, 9.34]
berechneten Verzweigungslasten nur geringe Unterschiede aufweisen und
gut mit der eigenen L3sung Ubereinstimmen, weicht die Traglast in Tab.
9.3 bis zu 13 % von den Ergebnissen in [9.5, 9.4] ab.

Da der EinfluB konsistent und inkonsistent vereinfachter Balkentneo-
rien auf die Systemantwort ausfihrlich in den vorangegangenen Beispielen
analysiert wurde, beschrédnken wir uns bei der Berechnung des Halbkreis-

bogens auf die Theorie finiter Rotationen Bll.



9.2. Plattenprobleme

Dinne elastische Platten verschiedenster Geometrien werden als
Bauteile in vielen Ingenieurkonstruktionen verwendet. Eine Vielzahl von
Arbeiten befaBt sich daher seit etwa Beginn dieses Jahrhunderts mit der
theoretischen, numerischen und experimentellen Analyse gecometrisch linea-
rer und nichtlinearer Plattenprobleme.

Platten kdénnen alé Soncderfdlle gekrimmter Schalen behandelt werden.
Die Gleichungen des Randwertproblems ergeben sich aus zugehdrigen Scha-
lenbeziehungen, indem man die Komponenten des Krimungsdnderungstensors

= O setzt.
]

der unverformten Referenzkonfiguration ba

Dies erdffnet uns nun die M6glichkeit der Berechnung geometrisch
linearer und nichtlinearer Kreisplattenprobleme mit Hilfe des in
Abschnitt 8 beschriebenen Rotationsschalenprogramms. Eine Ubersicht ent-
sprechender Schalentheorien wird in Kapitel 9.3 und Anhang A3 gegeben.

Mit der Kreisplatte unter Gleichlast und der Kreisringplatte unter
radialer Drucklast behandeln wir im folgenden zwei charakteristische

Plattenprobleme (s. Abb. 9.11).

4 I W NN
2l B3 ™= ril s
W A [’ | 7 I

* r * r— 4 Fa ra“_**

KREISPLATTE UNTER
GLEICHLAST

KREISRINGPLATTE MIT
VARIABLER DICKE

PLATTEN TESTBEISPIELE

- OBERSICHT

ABB. 9.11
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9.2.1. Kreisplatte unter Gleichlast

Fir das geometrisch nichtlineare Spannungsproblem der eingespann-
ten und gelenkig gelagerten Kreisplatte konstanter Dicke unter Gleich-
last liegen analytische Ldsungen von Timoshernko u. Woinowsky-Krieger
F3.411] und Banerjee [ 9.2 ] vor. Die Platte mit eingespannten R&ndern
wird von Yaghmai [ 9.46 ] und Varpasuc [9.441] mit Hilfe Finiter Elemente
berechnet.

Abb. 9.12 zeigt die linearen und nichtlinearen Last-Verformungs-
beziehungen mit der fGr dieses Problem charakteristischen Steifigkeits-
zunahme im nichtlinearen Bereich. Eigene Testrechnungen auf der Basis
konsistent approximierter Theorien groBer S8 und moderater Rotaticnen
S4 sind in voller Ubereinstimmuné mit den analytischen L&sungen in
[9.41]. selbst die inkonsistent approximierte Variante von Varpasuc
S10 sowie eine reduzierte Form der Yaghmaischen N&herung S6 ({s. auch

Kapitel 6.4) liefern keine abweichenden Ergebnisse.

‘ ’

12.4 /
qré
- v 17
Eh 1

A
9‘- /'L r
V=
$4.S8
67
1 eingespannt
3 2 gelenkig gelagert

linear

T T L T T g
0.5 1.0 15 Wo
h
KREISPLATTE UNTER GLEICHLAST .
PLATIE 1 LAST-VERFCRMUNGS-DIAGRAMM AEB. 9.12
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9.2.2. Kreisringplatte mit variabler Dicke

Die programmtechnische Mdglichkeit, auf Elementebene eine linear
verdnderliche Schalendicke bericksichtigen zu kdénnen, wird in diesem
Beispiel zur linearen Beulanalyse einer Kreisringplatte mit variabler
Dicke unter AuBendruck genutzt. Neben der konstanten und zwei linear
verdnderlichen wird auch eine nach dem Potenzgesetz (h = h, * Sn,

n = 2/31[9.131) gebildete Dickenvariante beriicksichtigt. Dimensionslose
Beullasten, die sogenannten Knickzahlen, werden als Funktion verschie-
dener Lochdurchmesser aufgetragen. Entsprechende kritische Lasten erhdlt

man aus der Beziehung

cr 12xZ (1-v2)
a
A
Z 307 —e— 54,58
P s ws P

KREISRINGPLATTE MIT VARIABLER DICKE ABB. 9.13

PLATTE 2 BEULLASTEN UNTER AUSSENDRUCK
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Analytische LOsungen des Problems flir die Dickenvarianten (:) ' C@
und (:) werden in den Arbeiten von Federhofer [9.151, Egger [ 9.13]
und Timoshenko u. Cere [ 2.40] angegeben. Diese stimmen mit den Er-
gebnissen eigener Testrechnungen unter Verwendung der Schalentheorien
mocderater und grofer Rotationen S4 bzw. S8 gut Uberein. Vergleiche
mit den L&sungen in [9.13,9.15] haben gezeigt, daB man mit Hilfé des
in Abb. 9.13 dargestellten Diagramms auch die kritischen Lasten &hnli-
cher Dickenvarianten durch Extrapolation erhalten kann.

Abschliefend sei angemerkt, daf im Sinne einer vollstandigen
Beulanalyse die stark ansteigenden Knickzahlen groBer Lochdurchmesser
insBesondere. £ir r, > ra/Z durch eine nicht a priori symmetrische .

Stabilititsberechnung tberpriift werden miissen.



9.3. Schalenprobleme

Dieses Kapitel stellt die numerische Ergénzung der schalentheore-
tischen Betrachtungen vorangegangener Abschnitte dar. Anhand ausgewdhl-
ter Beispiele aus dem Bereich der Rotationsschalen (s. Abb. 9.14) wird
der EinfluB konsistenter und inkonsistenter Vereinfachungen der Schalen-
gleichungen auf die L&sung geometrisch nichtlinearer Probleme untersucht.
Unter anderem kann gezeigt werden, daB entgegen einer weit verbreiteten
Meinung weder die Donnell-Vlasovsche N&herung noch Theorién moderater

Rotationen in allen F&llen eine korrekte Beschreibung des Tragverhal-

tens liefern. Selbst wenn diese Beispiele von geringerem praktischen

8
L

KUGELKALQTTE UNTER ZYLINDERSCHALE UNTER
RADIALER FLACHENLAST AXIALER RINGLAST

770 7% <:::f‘;:) T
HALBKUGEL UNTER TORUS UNTER
RINGLAST RINGLAST, VARIABLER RADIUS

SCHALEN TESTBEISPIELE - UBERSICHT - ABB. 9.14
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Interesse sind, bestdtigen sie die theoretischen Ergebnisse des energe-
tischen Konzepts, das zu einer préazisen Formulierung der Schalenglei-
chungen fihrt.

Die folgenden Betrachtungen sollen stets im Zusammenhang mit den
vorangegangenen numerischen Untersuchungen von Balkenproblemen gesehen
werden. Dies gilt insbesondere £ir die dort erarbeiteten Teilaspekte.

Eine Zusammenstellung der verschiedenen zur numerischen Berechnung
herangezogenen Schélentheorien mit Literaturangaben und Bezug zu den
theoretischen Ableitungen vorangegangener Kapitel findet sich in
Tab. 9.4. Die zugehSrigen Dehnungs-Verschiebungsbeziehungen sind im

Anhang A3 angegeben.

NE Zusammenstellung der zur Berechnung herangezogenen
) Schalentheorien

S1 Theorie flacher Schalen (Donnell-Mushtari-Vlasov [9.12, 9.26,
9.45])

s2 Schalentheorie "medium bending, small rotation about normals"
(Mushtari u. Galimov-Sanders-Koiter [9.26, 9.36, 9.20])

K] Schalentheorie “"small finite deflections" (Koiter [9.20])

s4 Schalentheorie moderater Rotationen (Pietraszkiewicz [9.317])

S5 Schalentheorie miBig groBer Rotationen (Basar-Harte [9.3,9.16])

S6 Schalentheorie "large deformations and rotations" (Yaghmai
[9.461)

S7 Schalentheorie grof/kleiner Rotationen, Fehler El (Nolte u.
Stumpf [9.28])

S8 Schalentheorie grof/kleiner Rotationen, Fehler E2 (Nolte u.
Stumpf [9.281])

sS9 Schalentheorie grof3/groBer Rotationen, Fehler EO (A3 - 24)

s1o0 Schalentheorie "large displacement" (Varpasuo [9.44])

Tab. 9.4




- 125 -

9.3.1. Kugelkalotte unter radialer Flichenlast

Eine Vielzahl numerischer und experimenteller Arbeiten haben sich
mit dem Tragverhalten von Kugelkalotten unter konstanter radialer Fla-
chenlast beschdftigt, von denen im folgenden nur einige genannt werden
{e.6, 9.18, 9.30, 9.39, 9.42, 9.43, 9.48]. Diese Untersuchungen be-
schrénkten sich in der Regel auf die Bestimmung kritischer Lasten, d. h.
Durchschlags- oder Verzweigungslasten. Ausschlieflich einfachste Scha-
lentheorien wie die Marguerresche oder Donnell-Vlasovsche Ndherung wur-
den verwendet. ‘

Eine vellstdndige LOsung des axialsymmetrischen Problems der in Abb.

9.15 dargestellten eingespannten Kugelkalotte mit Kennparameter

X o= 203(1-v3)1Y/4 (%)“2

Gleichungen einer Rotationsschalentheorie finiter Deformationen nach

= B gibt Mescall in [9.24]. Dort werden die

Reissner mit Hilfe eines Differenzenverfahrens direkt geldst. Uemura
(9.43] und Uchiyama u. Yamada [9.42] fihren umfangreiche Untersuchungen
an Kugelkalotten verschiedenster Geometrien unter a priori Annahme spe-
zieller Deformationsmuster durch. Peer-Kasperska et al [9.30] gében
Finite-Element-L3sungen auf der Basis einer Theorie moderater Rota-
tionen von Pietraszkiewicz an. Abb. 9.15 zeigt, dab die Ergebnisse
eigener Rechnungen unter Verwendung der Donnell-Vlasovschen Né&herung Sl
sowie je einer Theorie moderater S4 und groBer Rotationen S8 gut mit
denen in [9.24, 9.30] Ubereinstimmen. Abweichungen zur L&sung von Mescall
[9.24] im Nachbeulbereich sind schwierig zu analysieren, da weder die
dort verwendete Schalentheorie noch das Nidherungsverfahren vergleichbar
sind. Die von Uemura [9.43] und Uchiyama u. Yamada [9.42] angegebenen
in Abb. 9.15 nicht dargestellen Last-~Verformungsbeziehungen weisen
neben erheblichen quantitativen insbesondere auch qualitative Unter-
schiede auf.

Zur Frage der Art des Gleichgewichts lédngs des axialsymmetrischen
Pfads war in [9.43] festgestellt worden, daB alle ansteigenden Bereiche
im Last-Verformungsdiagramm stabil und alle abfallenden instabil
sind. Eigene Untersuchungen ergaben jedoch flir alle Ldsungen zwischen
der oberen und unteren Beullast instabiles Gleichgewicht.

Bei eingespannten Kugelkalotten unter radialer Fl&chenlast mit

A 2 5.5 sind auBerdem nichtaxialsymmetrische Verformungszusténde
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méglich [9.18], Zum Auffincden zugehdériger Verzweigungspunkte wurde
daher eine lineare und nichtlineare Verzweigungsanalyse vorgencmmen.
Die berechneten kleinsten kritischen Lasten sowie die obere und

untere Beullast sind in Tab. 9.5 angegeben.

‘ i

Kritische Lasten ! qcr/qkl

Verzweigungslast (4) 1.105 (k=4) q .: klassische kritische

. kl
(linear) Last
|
| Verzweigungslast (1) 0.776 (k=4) 2 Eh2 KN
qkl = 1/7R7' =1.2184EZ

! (nichtlinear) [3(1-vH '~
|
, .

Obere Beullast (2) 1.125 -

Untere Beullast (3) 0.1554 ks anzahl aer Yollwellen

in Umfangsrichtung
Tab. 9.5

Interessanterweise liegt das Ergebnis der vereinfachten Verzweigungs-
analyse (4) oberhalb der klassischen N&herung (qki) und weicht um mehr
als 40 % von der nichtlinearen Berechnung (1) ab.

In diesem Beispiel wird deutlich, daB zur Berechnung flacher Schalen ein-
fachste Theorien,wie die Marguerresche oder Donnell-Vlasovsche N&he-
rung, in den meisten F&llen ausreichend sind. Jedoch erfordert die Kom-
vlexitdt der Last-Verformungsbeziehungen ein leistungsstarkes und ge-
naues Niherungsverfahren. Restriktive Annahmen beziglich der Deforma-
tionsmuster bei Verwendung einfachster klassischer Methoden kénnen zu

qualitativ falschen Aussagen fihren.
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9.3.2. Kreiszylinderschale unter axialer Ringlast

Zur Demonstration der Gefahren,die bei Vernachldssigung vermeind-
lich kleiner Terme in den Schalengleichungen auftreten kdnnen, betrach-
ten wir das in Abb, 9.16 dargestellte Beulproblem einer Kreiszylinder-
schale unter Axialdruck. Dabei werden sogenannte modifizierte Randbe-
dingungen (ﬂur die Normalverschiebung w = O) zugrunde gelegt.

Unter Verwendung der Donnellschen Stabilitdtsgleichungen wurde fiir

dieses Beispiel von Hoff [9.17] unabhdngig vom L&ngen-Radius Verhdltnis )
_ E h

K175 (ou2) 2 R

angegeben. Koiter.[9.21] fihrte spidter durch Angabe einer oberen Grenze den

dieselbe kritische tast, 50 % der klassischen Beullast (P

Nachweis, daB kurze Zylinder schon unterhalb der in [9.17] angegebenen
Last beulen. Auf der Basis eigener allgemeinerer Stabilitdtsgleichungen
[9.9] wurden von Simmonds u. Danielson {9.37] erstmals zylincerlidngenab-
h&ngige kritische Lasten auf analytischem Wege berechnet. Eine Finite-
Element-L&sung des Problems gibt Makowski [9.23], wobei ebenso wie in
allen anderen Untersuchungen ein Membranspannungs-Vorbeulzustand ange-
nommen wird.

Abb. 9.16 zeigt einen Vergleich dieser Ergebnisse mit denen eigener
Rechnungen. Auffallend ist, daB die mit den Theorien S2 und S8 be-
rechneten kritischen Lasten im Bereich kurzer Zylinderlidngen bei abfal-
lendem Langen-Radius Verhdltnis L/R + O stark ansteigen, wohingegen die
Theorien S3 und S4 abfallende kritische Lasten liefern. Zudem treten in
Meridianrichtung unterschiedliche Beulmuster auf, die in Akb. 9.17 dar-
gestellt sind. Detaillierte Untersuchung aller Beitrdge zur zweiten Va-
riation des Gesamtpotentials verschiedener Varianten ergab, daB die
fehlerhaften Ergebnisse der Theorien S2 und S8 auf die Vernachldssigung
des Terms ﬁ;@z zuridckzufihren sind. Die Annahme kleiner Rotationen um
Normalen zur Mittelfldche ist also in diesem Beispiel nicht zulédssig.
Fir praktisch relevante Zylinderldngen konnte jecdoch das Ergebnis von
Hoff mit allen Theorien bestdtigt werden. Auch dies erscheint bemerkens-
wert, da bei einer Vollwellenzahl in Umfangsrichtung k = 1 typische
Fehler der Donnell-Vlasovschen Ndherung infolge des langwelligen Beul-
musters erwartet werden konnten [9.37]. Flir sehr groBe Lingen-Radien
Verhdltnisse L/R > 40 weichen die Beullasten der Theorien S2 und S8 je-

doch wieder deutlich von denen der Theorien S3 und S4 ab.
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Wahrend die eigenen kritischen Lasten unter der Annahme eines Mem-
branspannungs-Vorbeulzustands gut mit den Ergebnissen in [9.37, 9.23]
Ubereinstimmen, fiihrt eine Stabilit&dtsanalyse mit VorbeulschnittgréBen,
die aus einer linearen Biegeldsung berechnet werden, im Bereich kurzer
Zylinderschalen zu erkennbaren Unterschieden.

Die Ergebnisse einer vollstdndig nichtlinearen Verzweigungsanalyse
auf der Basis der Theorie moderater Rotationen S4 weichen davon nur
bei einem Langen-Radius Verhdltnis L/R ~ 0.2 um etwa 10% ab.

Dieses Beispiel macht deutlich, daB konsistent approximierte
Schalengleichungen nur dann zu sinnvollen Ergebnissen fihren kdnnen,
wenn die dabei getroffenen Annahmen nicht im Widerspruch zum tatsich-

lichen Spannungs- und Stabilit&dtsverhalten stehen.
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9.3.3. Halbkugel unter Ringlast

Das in Abb. 9.18 dargestellte Beispiel einer Halbkugel unter Ring-
last wurde ausgewdhlt, um die verschiedenen Einflisse konsistenter und
inkonsistenter Approximationen der Schalengleichungen auf das rechneri-
sche Tragverhalten zu untersuchen. Eine reprdsentative Auswahl mehrerer
Last-Verformungsbeziehungen wird in Abb. 9.18 gezeigt.

Obwohl die auftretenden relativen Verschiebungen der Halbkugel wesent-
lich kleiner sind als die vorangegangener Balkenbeispiele, fihren die
verschiedenen Ndherungen zu bemerkenswerten Unterschieden. Infolge der
guten Ubereinstimmung zwischen den Theorien groBer Rotationen S9 und
S7, S8 werden diese im folgenden als Bezugsl&sungen betrachtét.

Auffallend ist, daB die Donnell-Vlasovsche Ndherung erheblich besse-
re Ergebnisse liefert als die Theorie moderater Rotationen von Pietrasz-
kiewicz S4. Diese relative Ldsungsstabilitdt war schon bei der Berech-
nung des mdBig steilen Bogens (Balken 4) beobachtet worden, sollte je-
doch grundsdtzlich als Ausnahme gewertet werden.

Die Theorie mdBig groBer Rotationen von Basar und Harte S5 zeigt in
diesem Beispiel ein durchschnittlich gutes L&sungsverhalten, jedoch
treten auch hier im Bereich relativer Extrema deutliche Abweichungen vcn
der Bezugsldsung auf. Bis zu Verformungen der 2.5-fachen Schalendicke
sind alle Last-Verformungskurven nahezu deckungsgleich. Dann spalten
sich allerdings die inkonsistent approximierten Varianten $6 und S10
ab und fihren in den folgenden Bereichen zu v8llig untauglichen Ergeb-
nissen. Ein Grund fir das aus Ingenieursicht "gef&hrliche" Ansteigen
der Tragwerkssteifigkeit bei der Ndherung nach Yaghmai S$6 liegt in
der Interaktion verschiedener Fehler O(1) und O(Y8) beziglich der
Membran- und Biegeenergie (s. Kapitel 6.4). Ahnlich wie bei den in Kapi-
tel 9.2 untersuchten Balkenproblemen zeigt die Theorie von Varpasuo
S10 ein &uBerst schlechtes Lésungs~ und Konvergenzverhalten, was auf
Vernachldssigung zweiter Ableitungen der Tangentialverschiebungen im
Biegepotential zurickzufihren ist. Ein Vergleich der ermittelten Durch-

schlagslasten ist Tab. 9.6 2zu entnehmen.
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Theorie Durchschlagslast PLKN] Verschiebung wo[m] i
s1 42.2 - 6.0
i
' sS4 44 .6 - 6.4
s7,s8 42.5 - 5.6
S9 41.8 - 5.0
S5 46.3 - 6.5
59) 67.3 -25.3
s10 36.8 - 4.4
Tab. 9.6

Abb. 9.19 zeigt die Komplexitdt der Last-Verformungsbeziehungen, ins-

besondere die Existenz vieler benachbarter instabiler Gleichgewichts-
zusténde, eine dem Phdnomen "looping"” (s. Balken 2 u. 4) &hnliche Er-
scheinung. Dieses Beispiel verdeutlicht, daB die Last-Verformungsbe-
ziehuncen eines Freiheitsgrades nicht unbedingt ein reprdsentatives
Bild des Tragverhaltens wiedergeben, jedoch 148t sich die Topologie
der LOsung durch Kennzeichnung der relativen Extrema in beiden Dia-
grammen gut verfolgen.

Neben der Untersuchung des axialsymmetrischen Verhaltens wurde zur
Bestimmung mdglicher nichtaxialsymmetrischer Verzweigungen eine
lineare und nichtlineare Verzweigungsanalyse durchgefiihrt. Interessan-
terweise liegen die linear und nichtlinear berechneten kritischen
Lasten deutlich unter der axialsymmetrischen Durchschlagslast und das
bei Radialverschiebungen von der GréBenordnung der Schalendicke.

Dieses Beispiel macht deutlich, daf die auf der Basis theoretischer
Untersuchungen und Testrechnungen an Balken gewonnenen Aussagen recht
gut auf Rotationsschalen zu Ubertragen sind, was nicht zuletzt eine

Rechtfertigung flir die hier gewdhlte Vorgehensweise ist.
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9.3.4., Torus unter Ringlast, variabler Radius

Tori mit konstanter radialer Fldchenlast sind von Timoshenko u.
Woinowsky-Krieger [9.41] linear analytisch und von Yaghmai u. Popov -
[9.47] mit Hilfe Finiter Elemente untersucht worden. In diesem Beispiel
wird das geometrisch nichtlineare Problem eines Torus unter Ringlast
mit variablem Radius Li behandelt (s. Abb. 9.20). Durch Anderung nur
eines Geometrieparameters gelingt es, verschiedene Phédromene des Trag-
verhaltens dinner elastischer Schalen zu erfassen. Zudem sind insbe-
sondere Tori mit groflen Radien unter Ringlasten, dhnlich wie Zylinder
unter Linien- und diametralen Einzellasten [9.168] ausgezeichnete Indi-
katoren fir die in Tab. 9.4 zusammengestellten N&herungsstufen geome-
trisch nichtlinearer Schalentheorien.

Abb. 9.21 - 22 zeigen die Last-Verformungsdiagramme fir vier ver-
schiedene Torusradien L1 # L4. Neben der Donnell-Vlasovschen N&herung
S! und konsistent approximierten Theorien grofier S7, S8, S9 und modera-
ter Rotationen S4 werden drei weitere Ndherungen von Basar u. Harte
S5, Yaghmai S6 und Varpasuo S10 zur Berechnung herangezogen.

Fir alle untersuchten Geometrien liefert die einfachste Schalen-
theorie g/k Rotationen S8 auch in diesem Beispiel gleichbleibend gute
Ergebnisse. Testrechnungen unter Verwendung der Variante S7 mit rela-
tivem Fehler El und einer Theorie g/g Rotationen S$ mit kubisch appro-
ximiertem Krimmungsdnderungstensor f£Ghren erst im hecchgradig nicht-
linearen Bereich (wo/h 2 350) zu kleinen Abweichungen, so daB im fol-
genden S7, S8 und S9 wieder als Referenzldsungen betrachtet werden
kénnen. ‘

Die Theorie flacher Schalen S1 beginnt beim Torus L1 die Berech-
nung bereits mit einer falschen Anfangstangente. Mit abnehmenden Tori-
radien verbessern sich jedoch ihre L&sungseigenschaften erheblich.
Dies gilt ebenso fiir die konsistent approximierte Variante moderater
Rotationen S4 von Pietraszkiewicz.

Die N3herung nach Yaghmai S6 fihrt auch in diesem Beispiel zu stark
erhdhten rechnerischen Tragwerkssteifigkeiten. Insbesondere kann im
Fall Torus L2 das Durchschlagsproblem nicht beschrieben werden. Noch

-deutlichere Abweichungen von den Bezugsl&sungen liefert die Variante

S10. Zudem treten dort erhebliche Konvergenzprobleme wihrend des Itera-
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tionsprozesses auf. Die im Nachbeulbereich v8llig untauglichen Ergeb-
Vnisse der Varianten S6 und S10 kénnen durch die schon in den vorange-
gangenen Beispielen erlduterten inkonsistenten Approximationen und den
damit verbundenen grdBeren relativen Fehlern im Energieausdruck erklart
werden.

Die Theorie mdRig groBer Rotationen von Basar und Harte S5 liefert im
Vergleich dazu etwas bessere LOsungen. Jedoch ist bemerkenswert, daf
diese Variante mit einem exakten Mittelfldchendehnungstensor und einem
nichtlinearen, quadratisch approximierten Krimmungsinderungstensor
stdrker von der Bezugsldsung abweicht als die vergleichbare Theorie
moderater Rotaticnen S4 mit wesentlich einfacheren kinematischen Be-
ziehungen.

Dieses hochgradig geometrisch nichtlineare Berechnungsbeispiel ver-
anschaulicht unter anderem das Fehlerverhalten verschiedener Theorien
dinner elastischer Schalen als Funktiocn der Tragwerksgeometrien. Die
qualitativen Aussagen der vorangegangenen Untersuchungen wurden weit-

gehend bestatigt.
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9.4. Wertung der Ergebnisse

In alien ausgewdhlten Anwendungsbeispielen zeigte das in Abschnitt §
beschriebene gleichmé&Big kubisch approximierte Balken- und Schalen-
ringelement ausgezeichnete Konvergenzeigenschaften.

Bei der Mehrzahl der untersuchten Balkenprobleme war ein hochgradig
geometrisch nichtlineares Tragverhalten mit Auftreten groBer und finiter
Rotationen zu beobachten. Die Verwendung verschiedener Varianten ein-
dimensional reduzierter Schalen- und Balkentheorien flihrte dort nicht nur zu
erheblichen quantitativen, sondern auch qualitativen Abweichungen von den
Bezugslésungen.

Die Suche nach Schalenbeispielen mit dhnlichen Eigenschaften gestal-
tete sich &uBerst schwierig. Erst gezielte Variationen der Schalengeo-
metrie, der Randbedingungen und des Lasttyps lieferten mit der Kalb-
kugel und den Tori unter Ringlasten Systeme, die sich als ausgezeich-
nete Indikatoren fir Ndherungsstufen geometrisch nichtlinearer Schalen-
theorien erwiesen.

Bemerkenswert ist, daB sich die bei der Untersuchung von Balken unter
Verwendung verschiedener Theorien gewonnenen Aussagen weitgehend auf
Schalenprobleme Ubertragen liefen. Diese Tatsache mag ihre Erklé&rung
darin finden, daB die bekannten Indikatoren fir N&herungsstufer geome-
trisch nichtlinearer Schalentheorien (s. auch [9.161]) eihe charakteri-
stische "linienhafte" Lastabtragung mit langwelligem Deformationsmuster
aufweisen. Die Vorgehensweise, Schalentheorien in ihrer eindimensonal
reduzierten Form an hochgradig nichtlinearen Balkenbeispielen einem
Vorabtest zu unterziehen, findet dadurch seine Bestdtigung.

Die folgenden Wertungen der Ergebnisse sollen dem Anwender die
Auswahl einer fir das zur L&sung anstehende Problem optimalen Schalen-

bzw. Balkentheorie erleichtern:

- Konsistent approximierte Theorien sind wegen ihres gleichbleibend
guten Losungsverhaltens und ihrer Praktikabilitdt hinsichtlich der
numerischen Anwendung inkonsistenten und energetisch unvollsté&ndig

verbesserten Ndherungen vorzuziehen.

- Auf eine Anpassung des Glltigkeitsbereiches der verwendeten Theorien
an das zu ldsende Problem ist zu achten. Langs der Last- Verformungs-

beziehungen sollten daher in mehreren Punkten Kontrollrechnungen mit
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Theorien héherer Nichtlinearitdt durchgefiihrt werden. Erst bei gréBeren
Abweichungen auf der gleichen Last- A bzw.Verschiebungsstufe {ql ist ein

Wechsel der Theorie erforderlich.

- Beil Platten- und Schalenproblemen ist fir die Mehrzahl baupraktischer
Berechnungen mit geringeren Nichtlinearitdten die Donnell-Vlascvsche N&he-
rung (6.2.30) ausreichend. Jedoch liefert sie in einigen Sonderf&llen vollig
untaugliche Ergebnisse und sollte dann abhdngig vom Grad der Nicht-
linearitdt des zu berechnenden Systems durch konsistent approximierte
Theorien moderater (6.2.23 -29) bzw. groBfiler Rotationen (6.2.1 -22)

ersetzt werden.

- Das geometrisch nichtlineare Tragverhalten gekrimmter Balken ist in
der Regel nur durch Theorien grofer oder finiter Rotationen zu be-
schreiben. Ausnahmen bilden Probleme mit geringerer Nichtlinearitit

insbesondere ausgeprigtem Membran-Vorbeulverhalten.

- Einfachste Theorien grofler Rotationen (s. auch Abschnitt 7) lieferten
ohne Ausnahme in allen Anwendungsbeispielen ausgezeichnete Ergebnisse
und das mit einem im Vergleich zu Theorien moderater Rotationen nur
geringfliigig héheren numerischen Aufwand. Vor allem die Variante mit
dem grdReren relativen Fehler E2 bietet sich zur Bearbeitung hoch-

gradig nichtlinearer Problemstellung von Balken und Schalen an.

Es ist anzustreben, diese auf der Basis numerischer Ergebnisse ge-

wonnenen Aussagen durch mathematisch fundierte Untersuchungen zu tker-

prifen.
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Anhang Al

KONSISTENTE APPROXIMATIONEN DES AQUIVALENTEN KRUMMUNGSANDERUNGS-

MASSES KaS IM RAHMEN EINER SCHALENTHEORIE GROSSER ROTATIONEN

Fir eine Schalentheorie groBer Rotationen wurden in Kapitel 6.2. unter
Verwendung verschiedener GrdBenordnungsabschidtzungen fir die Rotationen
um die Flachennormale und der relativen Fehlermargen EO + E2 Approxima-
tionen des modifizierten Dehnungsmafes xaB vorgestellt. In diesem Kapitel
leiten wir die entsprechenden Beziehungen fir die Komponenten des Kriim-
mungsédnderungstensors KGB als Reprdsentant der Varianten 1 -4 (s. Kapitel
2.2) ab. Damit erhdlt man eine Vervollstdndigung und teilweise Korrektur
der Approximationen in [Al.1, Al.2]. Zusétzlich werden wir zeigen, dal

beide DehnungsmafBe Ky und xaB im Rahmen einer Theorie g/k Rotationen

B
mit den relativen Fehlern El und E2 ineinander Utberfihrbar sind.

Ausgehend von den Beziehungen (2.2.15), (2.2.13) fihren weitere Um-
formungen und detaillierte Abschdtzung aller Terme auf den approximier-

ten Ausdruck fir eine Theorie g/g Rotationen

EO % E2
v 1 . A _ A
#up =72 [Pa/p 2o +bu(fﬁ& wpe) * bp(ﬁg'%)] B
1 A 1(1 A A 1 gA
_z..ﬂbﬁ@ffi ' Z(Z PenT .ef‘_qf‘_‘ ) _z_?’l_effz_ X Pelp” ol ~ (Al-1)
1 A
B0 - By 000) = PP bug ¢
+(p -_1’_’0)\)01 . }OHC"'W\) B * 0 (68%) ,
wobei die Abkirzung
(B1-2)

6/\0(/5: BAa‘p ¥ aAﬁ’fx - 80(/3;“

verwendet wurde. Analog zu Kapitel 6.2 erhalten wir durch Vernachldssi-

gung der mit einer gestrichelten Linie markierten Terme bzw. der mit
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einer gestrichelten und Wellenlinie markierten Grdfen die Approximationen

mit den relativen Fehlern El und E2.
Schrankt man die Rotationen um die Fl&chennormale auf ein moderates
MaB (@ = 0(8)) ein, so laBt sich die zu (Al-1) analoge Beziehung fir

eine Theorie g/m Rotationen angeben

1 A
% ™~ 7 Pulp * ol * b Bhp=) + 05( B4 1a)] -
(A1-3)

_4 A 171 A
Z b«(b)" o * 7 (7 Y’ASOA "“9;1 8y “%Gf eﬁ)()"«lﬁ* ‘f’/slu) *

ARSI Ar . e e e - -

GroBe Rotationen um die Tangenten (Qa = 0(vV8)) bei gleichzeitig
kleinen Rotationen um die Flachennormale (R = 0(62), eine Annahme, die
fir viele Schalenkonstruktionen berechtigt erscheint, liefert schlief-

lich den entsprechenden Ausdruck flir eine Theorie g/k Rotationen

EO + E2:

A
330( = %()Dlﬂi'lfpl +b Bkﬁ*b BAQ)

{Al-4)

4 .
-7 bamoﬂ 2 (2 P Par ?i?_“ :Bﬁ>(>om,ﬁ+)0/5!a)+
)erAor/b * O(e /\)

Das kubische Polynom in Verschiebungen und deren Flachenakbleitungen

Kya (Al-4) soll im folgenden durch weitere Uniformungen mit anschlieBenden

>

energiekonsistenten Abschidtzungen markanter Beitrdge in ein quadratisches
und damit in die Form des modifizierten MaRes qu Uberfihrt werden.

Dabei werden generell grédere relative Fehler El bzw. E2 angenommen.

Unter Zuhilfenahme der bekannten Transformaticnen [Al.1]
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w/\u’[b = thﬁM - 9,\/510( * o3 )0& - b/‘ﬁ Po( (A1-5)

1l4Rt sich aus (Al-2) die hilfreiche Beziehung

4
8/\«/3» B f( BAul{b * BAISI« - bA/b P~ bzlo: )0,6) * bafb YA

gewinnen. Zusammen mit (6.2.13)1 sowie (6.2.13)2 und deren erster

kovarianter Ableitung
(a1-7)

A A A A
P 9/\0(/{5 T Pulp BA = P 6A 4 //é BA«

erhalten wir schliefilich den Ausdruck

El + E2:

4 A A A A
%m ffy%&x+&)wm_“b+%)ﬂh+
@\ A
* (14050 * Pa( 1402 * bap P’ -

- (8] Pp * b/i)"a) - b, b1p” b/ﬁ O ] + 0 (521/5/,\)

el

(A1-8)

- X

xf gemdB (6.2.20)

Ausgehend von zwei &dquivalenten jedoch a priori verschiedenen Krimmungs-
anderungstensoren xaB (6.2.19) und KaB (Al1-4), beides kubische Poly-
nome in Verschiebungen und Verschiebungsgradienten, fihren konsistente
Transformationen auf die kompakten quadratischen Beziehungen einer

einfachsten Schalentheorie g/k Rotationen (6.2.20) bzw. (Al-8).
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Anhang A2

DAS DIFFERENTIALGLEICHUNGSSYSTEM DER ALLGEMEINEN GEOMETRISCH

NICETLINEAREN THEORIE GEKRUMMTER BALKEN BEI VERWENDUNG AQUI-

VALENTER KRUMMUNGSANDERUNGSBEZIEHUNGEN

Auf der Basis dquivalenter Dehnungs-Verschiebungsbeziehungen (6.3.16 -
21} und modifizierter Randparameter (6.3.23 - 24) lassen sich mit Hilfe des
Prinzips vom stationdren Wert des Gesamtpotentials (6.3.27) die statischen
Beziehungen einer aligemeinen geometrisch nichtlinearen Balkentheorie
bei kleinen Dehnungen und finiten Rotationen ableiten. Stellvertretend
fir die Varianten 1 -4 und 5 -7 werden wir im folgenden das vollstédndige
Differentialgleichungssystems des nichtlinearen Randwertproblems unter

Verwendung der Krimmungsédnderungsbeziehungen KaB bzw. xOlB angeben:

a) « (6.3.17)
ofB

Dehnungs-Verschiebungsbeziehungen:

o™ $enn (L), 2, =%, (&) , gemaB (6.3.16) (6.3.17) (A2-1)

geometrische Randbedingungen bei ei und Gi:

= % = pn* (A2-2)
&5 % ) nv nv ]

Gleichgewichtsbedingungen:

= A2-
Lerp=0 e
mit
. _ 4 '
T=i(N<"’—G‘M<“>)5, . —-(M“” - &Lm_ M«”}f) (a2-4)
~ A‘, ~1 A1 J1 1+ 2{(14> ~ 2

qs . 1
statische Randbedingungen bei Gi und 9 _:

7'=7'v* / M=M* (A2-5)

)
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mit
1 ' ) x 1 x =
== + = — . = a 2-6
M D(1 23’<«>)M ) M D~y a, , D A1(4+'J(41>)) (a2-6)
konstitutive Beziehungen:
<> _ 1 _
N £a Sew> M =&J ® s . {a2-7)
b) Xap (6.3.20)
Dehnungs-Verschiebungsbeziehungen:
Tertr™ Feres (%) 5 Nean™ Xeans (&), gemdB (6.3.16)(6.3.20) (a2-3)
geometrische Randbedingungen bei Gi und ei
=" =n" (a2-9)
if—'g' ) nv nv )
Gleichgewichtsbedingungen
- - (a2-10)
~)e Lo 0 ]
mit
1 [ { pr<at> any_ 1 <A
= — + - —_— -
Z- A, (4 B{,,”)\A’ eM ) A( ,)0«) M
Al M) Je + Lo (N-ai ™~ e
A7 Yers 191 ~q A1t'<4>
1 <> > S<ADY
+Az( 1 <44>))4M ( M )) ‘A(A‘a M )’1.:2 )
statische Randbedingungen bei Bi und ei
T =T* M=M* (A2-12)
~ NQ ) }
nit
_ 1 3 0 11> * 1
M'D(“z(ﬂm) M , M =1_)'~lj a |, (A2-13)

konstitutive Beziehungen:

<14 = M("") = (A2_14)
N EA Yoy EJ X -



Anhang A3

2USAMMENSTELLUNG VON DEHNUNGS-VERSCHIEBUNGSBEZIEHUNGEN DER ZUR BERECH-

NUNG HERANGEZOGENEN BALKENTHEORIEN

_1 2
25 %,

Nr. Dehnungs - Verschiebungsbeziehungen =LBezug
— |
- 1 2
J(«> " 9(10 *+ ZA: W,’
Bi - 4 (6.2.29) (A3-1)
o8 = - =3 W
14> A1 2%
g - - —
3 <14 9(«) 2 30(4)
B2 - _ 4 (6.2.26) (83.2)
@ Ay P,
§oo =8, : 0 (6.2.22)
B3 {14> 44) 1 (A3-2)
ae(ﬂ) B -/I, 50«),4- 69<n> (6.2.23)
~ 1 2
= v+ —
X(‘H) <> 2A? Wis
B4 y s. Kapitel | (A3-4)
<113 T X’ P(‘f),f - <> (6.4)
~ 4 2
= + —
X<41> 9(44> ZA: Wie (6.2.29)
B> - y (A3-5)
3\‘3(”)“;\‘1)0«)), (6.2.28)
~ { 2
+ 3 (6.2.28)
B X 1) G 2 50(4)
Bé - p, (A3-5)
an A Mo (6.2.29)
~ i 2 i n2
= ¢+ - -
X <14> 9(1» 2 ')0<1> t2 9<41>
~ 1 1
B7 " - -g! — - i -
ae(«) A1}0«>,4 69«0 ’ A, Fers 9«4),1 S- lf:pit):el (A3-7)




Dehnungs - Verschiebungsbeziehungen Bezug
i 2
J(«) <f1> z 50«)
R 1 .
3 <11 - A,)DW,! - 66«» T’\ﬁ(o 9<41> 1 s. Kapitel| (A3-8)
(6.4)
. 2
2%%4p
= t3 5 (6.2.17)
!(‘4-“ 9(44) 2 ‘)0«) 2 5«{)
4 4
T e - - — + _
3P<"> A, <1> + 8(44) A, )0<4>,1 9(«) (A3-9)
4 4 2
A z 1
A B %rs,s 2% Py (6.2.19)
o 1 2 1 n2
=8, +3 +58 (6.2.17)
2 >0(4> 2 4
810 ) PTIN 4<44> N 3-10
37 E Y —[_ - 4 'I\ R
<115 v 70(»,1 }o(1>,19<44>+ )oqs, 7:(4,\1) (6.2.19)
> o) 4 2 1l n2
1 - + - + = ) .
i(<44> C7\’44> 2 >‘9««) 2 9(.,,, (2.2.14)
2 2 P : - A3-11
Bl <’e('N) A1 >D('>, /D<4) {4 9(41) 1'0(4) 6{,”)'4) ( )
I
-2 - - 4.1.2
2 6\&” <11> 69«1) ( )
1 2 1 p2
+ = + -
Y es™ Ceas® 2% * 2 B (6.3.28)
: ! - -12)
Bl2 Ge(ﬁ) /%o 1 9(44, t A, ‘,p,:” a«” P (a3-12)
_de,2 _4_n2
38%,, "260,, A /g,,,;om (6.3.17)
94 41 2 4 n2
Cors =0t 2% * 26, (6.3.28)
B13 “ 40 ’ ‘ (A3-13)
e A, (’ﬂo,, * Lol '5)0«,‘, v ) | (6.3.29)
= *3 3 6.3.28
X “n Q<41) 2 }0<1> 2 Ye11> (6 )
% =-1, - 1 _
Bl ae(ﬁ) B A1 )0<1> .8 9<-11> A, )0<4>8<41>,4 (A3-14)
—26)0(0 *ﬂ,w«%v >o<!> (6.3.29)
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Dehnungs-Verschiebungsbeziehungen

Nr
—

BI15

[
1

S.

Bezug

Kapitel
(6.4)

(A3-15)

ZUSAMMENSTELLUNG VON DEHNUNGS-VERSCHIEBUNGSBEZIEHUNGEN DER ZUR BERECH-

NUNG HERANGEZOGENEN SCHALENTHEORIEN

=1 A A
T2 {P«Ip * Pﬁ!oc * bu PAp * bfs Phoe ™

o (Pafp* Pl + b -

’?%(Qﬁ - Vﬁ,h:.)}

Nr. Dehnungs-Verschiebungsbeziehungen Bezug
— — ]
d&ﬁ.' of 2%y )
S1 (6.2.29) (A3-16)
%qﬁ.—-w’u{b
~ 1
., dop 90{/3+ Z%‘PIS
G2 (6.2.28) (A3-17)
q3== 2 (yL phx)
Jq' wg, z}"«‘fp z a/s‘/’
s3 y ' (6.2.26) (A3~18)
%02 (Palp * Pl bocw/‘lb "By
Juﬂ &/5 Zw«?p 2 (Xﬂlp (6.2.22)
S4 "2(6:(;)4,5*6 w,{(x) (A3-19)
aP’ot 2{%:’(5 Wplo b 50/\[5 +b "OAM} (6.2.23)
A@qs = 8 +'2 %&f&bi.z auﬁ)o
) 4 ~A
SS s. Kapitel | (A3-20)
{6.4)
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Nr.

Se*

Dehnungs - Verschiebungsbezienungen

& i
X‘Yﬂ = '90‘,/5 + 2 Pa‘pﬁ

>3

aeh(/.‘»_ P_{ pu/p*fpﬂlu"p& 9&
A A

+8“b'{/3+9p bl\Of +IDA (‘p,xblg*

A
* )O,Gboc - a,(b‘ta‘l)}

Bezug

————————

ae/[5 i "0/3: 9;:,0( * 5

Kapitel | (a3-21)
(6.4)

s7

g“ﬂ,: B *%.Pa‘ﬂ/.s -3 (9:“’,\,3* 6/;\ hac)
29:8
I O PR C AL P
")0«9:/{5 -2 00l 9, bjs *
+ 9,; b * P2 (w«b,}\, ‘ o -

"ty )}

(6.2.17)

(A3-22)

(6.2.19)

s8

gw,fszgw@ 25"0«"/5 2.89

% I ?/59;« }

m—--{(& +04 )il (41+8 *)m;

(6.2.17)

(A3-23)

(6.2.19)

~

= 1 1 2
qus’ecqs “7 %t T2 Tl
1704 A 04
'?(gu“-‘xrs*s QAOt) +%B 5,\/5

) A A 1
‘oo(b,s'f}sbu )+ B0 P2 j

Zop® 7 {U ™p* Mt Bl *
- -nt LI .
9, i 9/3. e ¥ (18P

.. A Il-l
\w.quﬁ*’w.pbAG) - (“’A*V‘OFA

(2.2.14)

(A3-24;

):

(6.2.1)
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Nr. Dehnungs - Verschiebungsbeziehungen Bezug

~ ki 1 g4
Jafa‘ga/s Y2h% T2 N ’94,3

~ 41 A , j A
S10* ¥ .3 (5'\* d))o *(JA*B ) lo T |s. Kapitel | (A3-25)
op 2 Alp A A /e )

Die Dehnungs—Verschiebungsbéziehungen der Theorien S6 und S10
wurden in [A3.1, A3.2] mit Hilfe einer physikalischen Komponenten-
schreibweise fir das axialsymmetrische Verformungsverhalten von
Rotationsschalen abgeleitet. Sie kdénnen aus den in (A3-21, A3-25)
vorgestellten Tensorkomponenten durch entsprechende Reduktion gewon-

nen werden.
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