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ZUSAMMENFASSUNG

Die vorliegende Arbeit beschreibt Variationsprinzipe gekoppelter
thermoplastischer Prozesse. Die Variationsprinzipe sind urspring-
lich fir das Modell des thermoplastischen FlieBens, welches von
Lehmann entwickelt wurde, erstellt.

Zuerst wird eine Analyse der existierenden Modelle des plasti-
schen Flieflens durchgefiihrt. Es wird eine alternative kalorische
Gleichung vorgeschlagen, die fur die Beschreibung der thermopla-
stischen Prozesse geeigneter scheint als die libliche kalorische
Gleichung der Thermoelastizitdt. Im Rahmen des Konzeptes der Aner-
gie von Baehr wird das Modell von Lehmann in eine Form gebracht,
die man als eine Ausdehnung des Greenschen Modells fiir isotherme
plastische Prozesse auf nicht-isotherme Prozesse betrachten kann.
Diese Form beinhaltet gleichfalls das Pragersche Modell der Ther-
moplastizitdt, welches auf das Konzept der Normalen-Regel im Span-

nungs-Temperatur-Raum gegriindet ist.

Fiir die erhaltene allgemeine mathematische Form der Thermoplasti-
zitdt wird ein Mehrfachkriterium Variational-Verfahren entwickelt.

SUMMARY

The present work is devoted to the variational principles for
coupled thermoplastical processes. The variational principles
are fundamentally formulated for the models of thermoplastic
flow developed by Lehmann.

First an analysis of the existent models of plastic flow is
performed. A new form of the chaloric equation is suggested,
which seems to be more suitable for the thermoplastic processes
than the usual chaloric equation of thermoelasticity. By using
the concept of anergy developed by Baehr, one achieves to repre-
sent Lehmann's model in a mathematical form which generalizes,
.in respect to non-isothermal processes, the well-known model of
Green. This form also contents the model based on the normality-

rule suggested by Prager.

For the obtained general mathematical model of thermoplasticity
one develops a variational theory based on a multi-criterial

procedure.



Vorwort

Der erste Teil unseres Berichts war den Variationsprinzipien der
Wdarmeausbreitung und Plastizitdtstheorie als entkoppelte Phidnomene
gewidmet. Die vorliegende Arbeit widmet sich den Variationsprinzi-
pen der Thermoplastizitdt als gekoppelten ProzeR. Diese Variations-
prinzipe sind fiir das Modell des thermoplastischen Flieflens, wel-
ches von Lehmann in einer Reihe von Vertéffentlichungen seit Anfang
1972 entwickelt wird, entworfen. Im Gegensatz zum Prager'schen
Modell spielt die Normalen-Regel im Modell von Lehmann keine be-
sondere Rolle mehr.

Umn die Variationsprinzipe zu entwickeln, miissen die folgenden drei
Schwierigkeiten, die mit dem betrachteten Modell des thermoplasti-
schen FlieBens verbunden sind, zuerst {iberwunden werden.

1. Die Bestimmung eines geeigneten konstitutiven Gesetzes fiur die

Entlastung, so dafl die Stetigkeit, die von der allgemeinen Theorie
der nichtlinearen Variationsrechnung im allgemeinen vorausgesetzt

wird, gesichert ist (vgl. Appendix des Teils I).

2. Die Einfiihrung geeigneter experimenteller Verfahren, welche eine
eindeutige Bestimmung der Abweichungen von der Normalen-Regel er-
lauben. Die existierenden experimentellen Verfahren (vgl. Th. Lehmann,
Ing.Arch., 52, 6, 1982, 391-403) beriicksichtigen nicht die eventuelle
Wirkung der dritten Invariante bei der Verletzung der Normalen-Regel.
Deswegen filihren diese Verfahren vermutlich manchmal zu groflen Werten
des Gliedes, welches die Abweichung von der Normalen-Regel be-
schreibt.:X = 3,2(1/2H) bei €= 4,9% fir Ck 15 und K= 7,2(2n) fir

Messing.

3. Die Bestimmung des konstitutiven Gesetzes filir den elastischen
Teil der Verzerrungen in einer expliziten differentiellen Form.

Das approximative konstitutive Gesetz des Modells von Lehmann flihrt
zu elastischen Verzerrungen, die fiir einen Spannungszyklus nicht ganz



reversibel sind. Das wirft Schwierigkeiten bei der Aufstellung von

Variationsprinzipen auf.

Die LOsung des ersten Problems wurde im Rahmen des Modells von
Green durchgefiihrt (vgl. Abschnitt 5.2). Dies wurde durch die Be-
merkung erleichtert, daR fiir isotherme Prozesse und Belastung das
konstitutive Gesetz des Modells von Lehmann einen besonderen Fall
der allgemeinen Greenschen Theorie darstellt.

Fiir die Uberwindung der zweiten Schwierigkeit werden als experi-
mentelle Verfahren die Experimente von Feigen-Typ vorgeschlagen.

Lines solchen Experiments (fiir Stahl Ck 15)

Eine erste Durchfiihrung”
fuhrt fiir kleinere plastische Deformationen (bis 4,4 %) zu einer

geringeren Abweichung der Normalen-Regel bis max x =0,76(1/2yu).

Das dritte Problem wird in Kapitel 4 betrachtet. Die allgemeine
Form eines elastischen konstitutiven Gesetzes wird in einer expli-
ziten Form in Verzerrungsgeschwindigkeiten abgeleitet.

AuBer diesen Problemen, die spezifische Probleme des Modells von
Lehmann sind, muff man auch die Form der kalorischen Gleichung und
den Ausdruck der Entropie fir dies thermoplastische Flieflen be-
stimmen.

Es ist bekannt (vgl. Kapitel 1), daf die thermoplastischen Prozesse
mit der Existenz der Carnotschen Zyklen unvereinbar sind. Deshalb
schlagen wir die Ersetzung der iiblichen kalorischen Gleichung (die
spezifisch fiir die thermoelastischen Prozesse ist) durch eine alter-
native Form vor, die den Materialien entspricht, fiir die Prozesse

nicht méglich sind.

*)U.Damm und P. Mazilu, Some studies to Feigen's cxperiment:
internal report of the Institute of Mechanics, Ruhr-Universitdt
Bochum (unpublished)



Der Ausdruck der Entropie wird aufgrund des Konzepts der Anergie
von Baehr bestimmt (vgl. Kapitel 3 und Abschnitt 5.2). Dieses
Konzept erlaubt uns die Bestimmung der Entropie bis einen positi-
ven Proportionalitdts-Faktor, welcher nur eine qualitative Rolle
spielt._

Aufgrund dieses thermomechanischen Konzeptes gelingt es uns, das
Pragersche Modell und das Modell von Lehmann (mit den oben erwdhn-
ten Ergdnzungen) im Rahmen desselben mathematischen Formalismusses
darzustellen (vgl. Abschnitt 5.3). Die resultierenden Gleichungen
lassen die Aufstellung eines Variationsprinzips zu, das auf ein
Mehrfach-Kriterium gegriindet ist. Diese Art des Variationsprinzips
besteht in der Trennung der thermoplastischen Aufgabe in einen
mechanischen ProzeB, in dem die Temperatur die Rolle eines inneren
Parameter spielt,und einen thermischen Prozefl, in dem die Spannungen
diese Rolle i{ibernehmen. Die Kopplung der Prozesse wird durch die
Evolutionsgleichungen der inneren Parameter wieder hergestellt. Das
Variational-Verfahren verlangt die gleichzeitige Minimierung von
vier Funktionalen, jeweils beziiglich einer bestimmten Zahl der Par-
meter (vgl. Abschnitt 5.6 und Kapitel 6).

Die Arbeit wurde teilweise von der Deutschen Forschungsgemeinschaft
im Rahmen des Schwerpunktsprogramms '"Kopplung von thermodynamischen
und mechanischen Vorgidngen bei Formidnderungen fester K&rper" finan-
ziert. Sie darf nur als ein Versuch betrachtet werden, ein vollstidn-
diges Modell der Thermoplastizitidt anzugeben, dessen thermomechani-
schen Funktionen und Parameter experimentell bestimmbar sind und
das eine mathematische Grundlage fiir eine zuverl#dssige numerische
Lésung darstellt.

Der Autor ist Herrn Professor Th. Lehmann fiir seine stetige Unter-
stiitzung und sein Verstidndnis sehr dankbar.

Meinen Kollegen am Institut fiir Mechanik, Ruhr-Universitdt Bachum,
danke ich fiir ihre kollegiale Hilfe bei der Redigierung dieser
Arbeit.

Bochum 20, Oktober 1983 P.M.
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1. Kalorische Gleichung

Die Thermodynamik der reversiblen Prozesse (oder besser ge-
sagt: die Thermodynamik derjenigen Kérper, die nur rever-
sible Prozesse leisten konnen) wurde von Carnot, Clausius,
Kelvin, Duhem und Reech begriindet.

Ihre Entwicklung wurde durch die Erfindung und Anwendung
thermischer Maschinen verursacht. Hierdurch bedingt, be-
trachtet sie vor allem die Verhdltnisse bei Gasen (vgl.
Truesdell und Bharatha [ﬂ , S. 60), obwohl ihre Begriinder
behaupten, daB ihre Theorie fiir alle natiirlichen K&rper im
festen, fllissigen und gasfdrmigen Zustand gililtig ist.

Ist die Hypothese der allgemeinen Gliltigkeit haltbar, dann
folgt daraus, dafl es universale Funktionen gibt, mit denen
man alle reversiblen Prozesse beschreiben kann, unabhéngig
davon, ob sie sich an Gasen, Fliissigkeiten oder festen
Kéorpern vollziehen.

Eine rigorose Beweisfiihrung war ohne die Existenz einer
axiomatischen Theorie nicht méglich. Solche eine Theorie
fehlte bis zu dem in jilingster Vergangenheit erschienenen
Buch von Truesdell und Bharatha (loc.cit.).

Im folgenden untersuchen wir die Frage, ob die kalorische
Gleichung, wie sie in der Klassischen Thermodynamik zu fin-
den ist, zur Beschreibung der thermoelastischen Kérper ge-
eignet ist oder nicht. Wir griinden unsere Darstellung auf
die oben erwdhnte Monographie von Truesdell und Bharatha
sowie auf die Theorie der Thermodynamik von Sommerfeld [2].
Ebenfalls betrachten wir die Theorie, die auf dem Prinzip
von Carathéodory aufbaut, so wie sie in der Monographie von
Buchdahl [3] und in der Studie von Nemat-Nasser [4] darge-
stellt wird.



1.1 Die Theorie von Truesdell und Bharatha

Man nimmt als primitive Quantitdten an:

t - die Zeit

V(t) - das Volumen, V{(t) > O
8(t) - die Temperatur, O(t) > O
p(t) -~ den Druck, p(t) 2 O

Q(t) - die Wﬁrmeenergief)

Es sei D ein Gebiet das sdmtliche mdglichen Zustinde des

Korpers beinhaltet.

Axiom I. Das Volumen und die Temperatur bestimmen (zur Gén-
ze) den Druck, der auf einen gegebenen Kérper einwirkt.

p = w(V,8) ; w:D > R"

Die Funktion w sei stetig und habe die stetigen Ableitun-
gen 3w 5y » W ;50 und dazu

ow
"'a"v‘>00
Axiom II. Die Wirmeenergie Q eines gegebenen Kdrpers wird
mit Hilfe der Funktionen A,(V,8) und K, (V,08) , (Vv,8)eD
bestimmt, die selbst stetig sind und stetige Ableitungen er-
ster Ordnung haben, und zwar durch die Formel

é=AV(v,e)G+KV(v,e)é.

Jr)Truesdell und Bharatha (loc.cit.) bezeichnen mit Q die
Zeit-Ableitung der Wirmeenergie.



Uberdies gilt
KV>0 .

Die Funktionen A und K werden die latente Wirme be-

v Vv
ziiglich des Volumens bzw. die spezifische Wiarme bei konstan-

tem Volumen genannt. t

J (1al+ Q)dt ,
ta

Definition 1. ct-

N —

t
! (lol- @)dt ,
t2

(e}
h
ST

bezeichnen die absorbierte, die abgestrahlte bzw. reine ge-
wonnene Widrme im Zeitintervall [tl, tz].

Definition 2. t

L = J pvdt
T,

bezeichnet die Arbeit, die vom Druck p im Zeitintervall
[t,, t,] geleistet wird.

Es gebe einen ProzeB (V(t), O(t)), te€[t,, t,]
Man bezeichnet mit

TY - das Zeitintervall T+C:[t1'tz]

wdhrend dessen Wirme absorbiert wird,
T~ - das Zeitintervall T C [t ,t,]

wihrend dessen Wirme abgéstrahlt wird.

Definition 3. Es sei ein Carnotscher Zyklus ein solcher ein-
facher Zyklus (V(t), e(t),t€&1,tﬂ genannt, fiir den gilt:




+ +

fiir teT wird =286 = const.
und
flir teT~ wird =06~ = const.< 87,

Definition 4. Ein Carnotsche Zyklus, flir welchen

d(t):O fiir alle te[ti,t,])- (TH+T7)

gilt, ist ein gewdhnlicher Carnotscher Zyklus (Abb. 1)

Abb. 1

Axiom III(Carnotsches Axiom). Fiir jeden K&rper gibt es eine

Funktion ¢ , so dafl, wenn ein gewdhnlicher Carnotscher
Zyklus ist,

L(c) = c(e",87,c*( ¢))
gilt.

Definition 5. Die Menge aller Carnotschen Zyklen, die durch

die Unterteilung eines gewdhnlichen Carnotschen Zyklus kon-
struiert werden, bilden eine Carnotsche Wabe.

Theorem von Reech. Wenn W eine Carnotsche Wabe ist, dann

gibt es eine Funktion F(87,8%), so daB

G(e*,87,c(¢c)) = F(e%,07)c"(¢)
fiir jeden Carnotschen Zyklus von W  ist.



Lemma 1. Es gibt zwei Funktionen h(6) und g(6),(h(8)>0 und g(8)=
stark zunehmende Funktion), so dafB

F(o*,57) - 9¢87) - g(87)
h(e*)

fiir alle gewdhnlichen Zyklen von ¥  ist.

Lemma 2. Es sei V¥ eine Carnotsche Wabe. An allen Punkten

(V,8)eD welche von einem gewdhnlichen Carnotschen Zyklus
der Wabe umgeben sind, gilt dann folgende Restriktion:
A K
3 .V 9,V
=5F) - wwlF) = 0 (1.1)

Korrolar. Die Funktion h 1ist ein integrierender Faktor der

Differentialformel
dQ = AV(V,6)dV + KV(V,G)dG
d.h.
A, (V,8) K, (V,8)
do VB, BVO

h(8) h(8)

ist ein totales Differential. Es gibt eine Funktion H(V,#6)
so dafl gilt:
dHZd—Q-c
h(®)
Diese Funktion wird als Pro-Entropie bezeichnet.

IThrer Konstruktion nach hdngt die Pro-Entropie vom jeweils
betrachteten Kdrper ab.

In gleicher Weise wie Truesdell und Bharatha nehmen wir die
folgenden zwei neuen Axiome an:

Axiom IV. Die Funktion G(6%,0”,c*)) ist die Restriktion an
D von einer universalen Funktion

G, (8,8 ,c™(c)

die fiir alle 07°287> 0 und c*(©) > 0 definiert ist.



Axiom V. Es gibt ein ideales Gas

p = R{% y R = const. ,

so dal es fiir jede Nachbarschaft eines beliebigen Punktes
(v,8), (v>0,6>0) wenigstens einen Punkt gibt, in dem A#0
ist. Mit diesen neuen Axiomen kann man folgendes Theorem be-
weisen.

Theorem. Die Funktionen G, h, g seien universale Funktionen,
die folgende Formen haben:

9, = Jh, + const,
h = Me ,
u
+ - + 6* +
G (67,87 ,C7(cN =3(1l-5=) C°(C) ,

wobei J eine universale Konstante und M eine beliebige
positive Konstante sind.

Aufgrund dieses Theorems folgt, dafl die Pro-Entropie den
Ausdruck

S(v,08) =

<

f% + const.

hat.
Nimmt man M = 1 , dann folgt

s(v,e) = [%g + const,

Diese besondere Pro-Entropie wird Entropie genannt.
Anmerkung: Das Lemma 2 funktioniert nur fiir solche Punkte

(v,8)eD , die innerhalb eines gewShnlichen Carnotschen
Zyklus liegen. Infolge dieses Lemmas bildet dQ/e ein
totales Differential nur in solchen Untergebieten von D ,
die sich von gewdhnlichen Carnotschen Zyklen umkreisen las-
sen.



Wenn ein Punkt auBerhalb eines gewdhnlichen Carnotschen Zy-
klus liegt, liefert die oben dargestellte Theorie keinen Aus-
druck der Entropie mehr.

Kommentar zu den Axiomen. Das erste Axiom postuliert nur die

Existenz einer konstitutiven Beziehung zwischen Druck, Volu-
men und Temperatur. Das zweite Axiom bestdtigt nur, daB V
und © tatsdchlich Zustandsparameter bilden.

Im Gegensatz zu diesen ersten beiden Axiomen bilden die
letzten drei Axiome eher abstrakte mathematische Behauptun-
gen. Eine geeignete physikalische Motivation wird unserer
Meinung nach von den folgenden Uberlegungen von Sommerfeld
Loc.cit.) geliefert.

1.2 Die Ausfiihrungen von Sommerfeld

Ein Carnotscher Prozefl, den man mit einem Stoff durchfiihren
kann, lduft folgendermafen ab. Der Stoff geht durch isother-
me Widrmezufuhr der Widrmemenge Q1 aus einem Wirmereservoir
mit der Temperatur 6" vom Zustand 1 v, 9+) zum Zustand 2
v, G+) liber, von Zustand 2 aus durch einen adiabaten Pro-
zeB zum Zustand 3 (V , © ), von hier wiederum durch isother-
me Wirmeabfuhr der Wirmemenge Q in ein Wdrmereservoir der
Temperatur 6 (8" > ©) zum Zustand 4 (V , 6') und von dort
aus wieder durch einen adiabaten Prozefl zum Zustand 1 zuriick.
Derselbe ProzeR kann auch in umgekehrter Reihenfolge ablau-
fen. Die Integrale der Wdarme und die Arbeit beider Prozesse
liber den gesamten Weg dieses Kreisprozesses lassen sich fol-
gendermallen definieren: dQ = Q;, - Q. ; die reine ge-
wonnene Wiarme und L=L die Arbeit, die von dem Kdrper-

geleistet wird.

Aus dem ersten thermodynamischen Hauptgeset:z

0 =/<ﬁ dw :‘f‘ﬁdQ +fﬁd|_

folgt

L =0Q:-Q»



Fiir den Wirkungsgrad

My = geleistete Arbeit

zugefithrte Wirme

erhdlt man

o= L - _O1- 0,

M~ Q P )
L4Bt man denselben ProzeB in umgekehrter Reihenfolge ablau-
fen, dann ergibt sich aus

0 =i'¢dw :f’(?da +’q9dL

die Arbeit

-L =-0140:
Daraus folgt, daB der Wirkungsgrad des umgekehrt ablaufen-
den Prozesses

U= "
ist.
Das heiRt, daf der Wirkungsgrad unabhédngig davon ist, ob die
Kérper als Motor oder als Kdltemaschine funktionieren.

Von hier aus 14Rt sich der Carnotsche Beweis, daBl der Wir-
kungsgrad unabhdngig von der Beschaffenheit des Arbeits-
stoffes ist, nachvollziehen. Dazu stellen wir uns zwei Wir-
mereservoirs mit den Temperaturen 0" und O~ vor, die so
durch zwei Carnot-Prozesse verbunden sind, dafl der eine als
Motor genau die Leistung L bringt, die der andere Prozel
als Kédltemaschine bendtigt. Die Prozesse werden mit unter-
schiedlichen Stoffen ausgeflihrt. Die dem Motor zugefiihrte
Wdarme sei Q> die abgefiihrte QZ’ Die Kédltemaschine entziehe
dem Reservoir mit tieferem Temperaturniveau die Wirme Qé
und fiihre dem Reservoir mit hoherem Niveau die Widrme Qi zu.
Wenn wir den Wirkungsgrad des Prozesses, der als Motor wirkt,
mit n,; bezeichnen, den der Kdltemaschine mit N2 und
gleichzeitig voraussetzen, daBl gilt

N1 > N2
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dann folgt daraus

L)L

o9

und demzufolge Q> O ; die Kdltemaschine fiihrt somit
dem Reservoir mit héherem Temperaturniveau mehr Wirme zu,
als ihm der Motor entzieht. Die Quelle dieser Differenz kann

nur das Reservoir mit niedrigerem Temperaturniveau sein.

Weil auBerhalb des Systems keine Arbeit hinzugekommen ist,
steht dies im Widerspruch zum Postulat von Clausius, daB
Wdrme nicht von selbst von niedrigen zum hdheren Niveau
wandern kann. Die gegenteilige Behauptung

ni>n:

kann man auf die gleiche Art widerlegen, wenn man nur in
beiden Prozessen die Reihenfolge vertauscht, also aus dem
"Motor'" die "Kdltemaschine' macht und umgekehrt. Es bleibt
also nur

ni1="nN2
was besagt, daBl alle Prozesse die beiden gleichen Tempera-
turen ' und 6~ die gleiche Arbeit aus einem Carnot-Prozef}
ziehen, den gleichen Wirkungsgrad haben und unabhidngig vom
jeweiligen Arbeitsstoff sind. Anders ausgedriickt gibt es
eine universale Funktion f(67,87,l), so daB

1 _ O + - 2.
T-7n =0 - f(e ,0 ,L) « (z.1)
Man kann beweisen, dafl in der Tat die Funktion f unabhidn-
”»
gig von L ist. Es sei L # L ,so daB gilt

L _p (2.2)

wobei p und q ganze Zahlen sind.

Man betrachtet eine Anzahl q als "Motoren', von denen je-
"der die Arbeit L 1leistet und p als "Kdltemaschinen',von
denen jede die Arbeit L* verbraucht. Alle '""Motoren' und
Kdltemaschinen sind mit demselben Reservoir, einer Wirmequel-
le mit der Temperatur 6" und einer Kdltequelle mit der Tem-
peratur 6~ (8 > 87), gekoppelt.
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Es sei Q1 die Wdrme, die jeder Motor aus dem Reservoir mit
hGherer Temperatur entzieht und Q: die Wirme, die jede Kidl-
temaschine der Widrmequelle zufiihrt. Es gilt:

Q = —©L (2.3)
1 + -
n(e",e ,L)
und
»*
»*
Q = — - (2.4)

' n(e",87,L)
Weil die gesamte Arbeit Null ist: qL - pL*: 0 , folgt
aufgrund des Postulates von Clausius
PO, < a0,
Macht man die '"Motoren" zu '"'Kdltemaschinen'" und die "Kidlte-
maschinen" zu '"Motoren'", dann folgt

Aus (2.2), (2.3) und (2.4) folgt

(2.5)

+

n(e*,0”,L)=n(6%8" ,g.u

Fir alle p und q als ganze Zahlen.

Ist der Wirkungsgrad n eine stetige Funktion, dann folgt
aus (2.5), dafl n unabhdngig ist von L, und es gilt:

Q1. r(o 0"
0, f(67,87) .

Verbindet man von drei Wirmereservoirs der Temperaturen 91.
92 und 90 die ersten beiden so durch die Prozesse P, und
)
menge QO erhdlt, die es an P2 weitergibt, dann stehen die

mit dem driten, dafl dieses durch P1 genau die Wdrme-

ausgetauschten Widrmemengen in den Verhdltnissen



== f(8,,08,) 2L = £(8,,0,)

Da bei der Widrmebilanz liber das ganze System der Einflufl des
mittlernen Reservoirs wegfdllt, ist dieser Aufbau mit einem
einfachen Carnot-Prozefl zwischen 91 und 92 bei gleichen
Groéflen Q1 und Q2 vergleichbar, d.h.

©

9
2

8—2:1’(81,62) :’Q_‘;

Diese allgemein hergeleiteten Gleichungen miissen auch fiir

den Sonderfall 91 = 8, gelten, bei dem keine Arbeit gelei-

= f(elyeo) f(eo,ez)

©
(=]

stet wird
L = —’JdL =0 =0Q,- 0,

1 = -g—; = f(el,ez) = f(elyeb) f(eo,e]_)v
Daraus folgt

£(B0,0,) = —1
£(0,00
oder
Q: _ _f(08,,80) _ ¢(8;)
Q. f(6,,00) ~ 6(6,)

Filhrt man jetzt unter der Voraussetzung, dal ¢ (8) eine mo-
notone Funktion ist, an Stelle der bisherigen Temperaturska-
la © die absolute Temperatur T so ein, daf

T = ¢(0)

ist, erhdlt man die Carnotsche Proportion

_ 0

N

J

Q1
T,

-

2



die angewandt auf einen Carnot-Prozefl mit einer endlichen Tem-
peraturdifferenz T1 - T2 aber infinitesimal kleinen Wirme-
mengen dQ, und dQ, zu

- d0
L 2.

fuhrt.
Bezeichnet man

98 - A(v,T)av « B(V,T)dT
K, (V,T)
mit ACV,T) = AV(¥y_T) unq B(V,T) = _V_T'_ ,
dann fihrt die Gleichung (2.6) zu
J A(V,T)dV + B(V,T)dT = 0 (2.7)

liber alle gewShnlichen Carnotschen Zyklen.

Es ist einfach zu beweisen, dafl das genau dann geschieht,
wenn

A(V,T) dV + B(V,T)dT

ein totales Differential bildet. Es sei ¢ ein gewShnlicher
Carnotscher Prozefl, der durch die Eckpunkte (V,T),(V+aAvV,T),
(V+AV+AVy ,T+AT), (V+AV, ,T+AT) definiert ist.

o

(V+4v,T) (v,T)
(HAVHAV, JHAT) (WHAV JHAT)
v,
Abb. 2

Wendet man (2.7) an, dann erhdlt man durch Vernachldssigung



der Glieder dritter und héherer Ordnung in AV und AT

9A

av(V T)(AV) 2 + A(V+AV,T)AV 1+ B(V+AV,T)AT =

A(V,T)AV +

= A(V+AVHAV 1, T+AT)AV + A(V,T)AV,+ B(V,T)AT ,

oder &quivalent

A(V,T)AV + —%%(V,T)(AV)2+ A(V,T)AV,; + —%%(V,T)AVAV, +

+ B(V,T)AT + —32(V,T)AVAT = A(V,T)AV, + B(V,T)AT +

L AVLTIAY + 20y, Ty (av) 2« 2Ry, TavaT (2.8)
Berechnet man A V1 und A'Vz, dann folgt
AV = BV+AV,T) o
AVEav, 7T
= E%&:i;(ljav(v T)AV-«—(V T)AV+...) T
bzw.
AV %%%4%% AT

Daraus folgt

AV, = AV, + 0(AVAT).
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Setzt man das in (2.8) ein, dann erhdlt man durch Vereinfa-
chung

3B _ 2A
S7(V,T) = S2(v,T)

was zu beweisen war. Daraus folgt fir A (V,T) und K, (V,T)
die Restriktion

A K
Bah = @9

und es folgt aullerdem, daB

_ doQ
dS_—T
ein totales Differential darstellt.

Fiir einen beliebigen Zyklus gilt demzufolge

d
f ds =Af 79 - 0,

das fiihrt wieder zur Definition der Entropie

A0
[ do

s(v,T) =I T (2.10)
(00

Anmerkung. Eine und dieselbe Restriktion (vgl. (1.11) und
(2.9)) und ein- und derselbe Ausdruck der Entropie (vgl.
(1.2) und (2.10)) wurden auf zwei unterschiedlichen Wegen
abgeleitet.

Der erste Weg griindet sich auf solche Postulate, die als
abstrakte mathematische Behauptungen formuliert sind. Der
zweite Weg ist vom mathematischen Gesichtspunkt her gesehen
eine nicht ganz rigorose Theorie, aber sie liefert eine zu-
friedenstellende physikalische Motivation. Bedauerlicherwei-
se stellen die ersteren Ausfiihrungen keineswegs eine mathe-
matische Theorie filir die oben erwdhnte physikalische Motiva-
tion dar.



Mehr als das: GemdR der Behauptung von Truesdell (vgl. 1)
ist es schwer zu begreifen, daB diese physikalische Motiva-
tion liberhaupt in einer mathematischen Darstellung erfafit

werden kann..ﬂ

1.3 Die thermodynamische Theorie auf der Grundlage des

Prinzips von Carathé&odory

Eine Alternative filir die Bildung eines thermodynamischen Mo-
dells reversibler Prozesse wird vom Prinzip von Carathé&odory
geliefert. Im folgenden werden wir diese Theorie so vorstel-
len, wie sie in den Ausfihrungen der Arbeit von Nemat-Nasser
[4] dargestellt wird. Man nimmt als zweites Hauptgesetz der

Thermodynamik folgendes Prinzip an:

Das Prinzip von Carathéodory: Gegeben ist ein Zustand (V, ©).

Dann gibt es in jeder mdglichen seiner Nachbarschaften einen
anderen Zustand, der durch einen adiabatischen Prozefl nicht
erreichbar ist. Es gilt folgendes Theorem:

Das Theorem von Carathéodory. In dem euklidischen Raum E|

betrachtet man die Differentialeformel

dF = Xi(xl,xz,...xn)dxi s

wobei X1 (i =1,2,...n) hinreichend glatte Funktionen von

§1, cee xq sind, sowie einen Punkt PéEn und seine Nach-
barschaft N_(P) , wobei

|PI - P|l<r
Falls es fiir jedes € (0<e<r) einen Punkt PE:Nr(p) mit
/
[P" - Pl<e gibt, so daB dieser Punkt nicht durch eine

D Es scheint jedoch, dafl die neue Arbeit von Pitteri [12]
solch eine mathematische Darstellung vorstellt.
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Lésung der Differentialgleichung

Xidxi = 0
mit P zusammenhidngen kann, dann gilt es einen integrieren-

den Faktor  A{Xy,x,,...x.) so daB
—%\—d.Fz 1;-1 d>~'.i
ein totales Differential darstellt.
'Die Beweisfiihrung dieses Theorems kann man in der Monogra-
phie von Buchdahl (loc.cit.) finden.
Beriticksichtigt man jetzt das Theorem von Carathé&odory, dann
folgt, daBl es ein )(v,p) gibt, so daf
A, (V,8) K, (V,8)
gs = 9@ . VY av + — de
Y (N D) AV, e

ein totales Differential bildet. Es sei S(v,8) die
Funktion, die durch diese Differentialformel definiert wird.

Um den oben entwickelten Carnotschen ProzeB hier wiederzuge-
winnen, geniligt es zu beweisen, dalB A eine Funktion ist,
die nur von © abhidngt.

In den Ausfiihrungen von Nemat-Nasser (loc.cit.) wird die Be-
weisflihrung dieser Tatsache unter der Voraussetzung vorge-
nommen, daB die oben definierte Funktion S(v,6) eine in
V und © eindeutige Funktion ist (vgl. (4] , S. 100).

Dieselbe Voraussetzung wird auch von Buchdahl (loc.cit.)
formuliert. Offensichtlich ist diese Voraussetzung unabhin-
gig vom Carathéodory-Prinzip und mufl als zusdtzliches Axiom
betrachtet werden.

Aufgrund des Prinzips von Carathéodory und dieses Axioms
148t sich die Restriktion (2.9) fiir die kalorische Gleichung
und zudem der Entropieausdruck (2.10) gewinnen.

Anmerkung. Die Annahme, daB S(V, 8) eindeutig in V und 6
ist, sowie die Annahme, dafl fiir alle Paare (V, ©) gilt:

A(V,8) £ 0 yng K (V,8) £ 0

sind dquivalent.
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Es ist ebenfalls klar, dafl die letztgenannten Bedingungen die
Moéglichkeit der Durchfithrbarkeit von Carnotschen Zyklen um
alle Punkte (V, ©) impliziert.

Im tiberndchsten Abschnitt wird ein Beispiel von einer kalo-
rischen Gleichung betrachtet, das zwar mit den Hauptgesetzen
der Thermodynamik vereinbar ist, aber zu einer nicht eindeu-
tigen V und © Entropie S (V, ©) fiihrt.

1.4 Die Anwendung der Carnotschen Theorie auf die Thermo-

elastizitét

Anfinglich wurde die Thermoelastizitdt als ein entkoppeltes
Phdnomen fir die Wdrmeausbreitung unabhdngig vom Deformations-
prozefl betrachtet. Diese Konzeption erlaubt fiir die Berech-
nung des thermomechanischen Zustandes folgende Verfahren:
Zundchst wird die Temperatur, aufgrund der Widrmeausbrei-
tungsgleichung in starren Kdérpern,berechnet, dann setzt

man das Temperaturfeld T in das konstitutive Gesetz

(hier nur linear betrachtet)

. . _ 4.1
Oij = A 6ij+ 2uejj-(3)t+2u)0tT(T-To)61j ( )

wobei € =g, , ein und berechnet die Spannungen und
Verzerrungen genau wie in der Elastizit#dtstheorie.
Schreibt man die Energiebilanz im Rahmen eines solchen
Modells, dann erhdlt man

W = (ﬁdL +q§dg = ~(3A+2u)aT cﬁTékkdt .

Durchléduft man den Zyklus in einer bestimmten Reihenfolge,
wird die innere Energie ¥ negativ. Das steht aber im
Widerspruch zum zweiten thermodynamischen Hauptgesetz.

Das aktuelle Modell fiir die Beschreibung des thermoelasti-
schen Ko6rpers wurde von Biot [5] vorgeschlagen. #

1 Die erste Formel, die die Beziehung zwischen Spannungen und Tempera-
turen in adiabatischen Prozessen beschreibt, geht auf Lord Kelvin

zuriick. Weitere Entwicklungen sind mit den Namen von Duhamel, Voigt
und Jeffreys verbunden.
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Das Biotsche Modell griindet sich auf die VoraussetzZung, daf

dW = dL + dQ  und E@

totale Differentialformeln im Raum der Verzerrungen
€5 (1,3 = 1,2,3) und der Temperatur T sind.

Es seien ¥ = W(£,Dbzw. s = s(e,T) die innere Energie bzw.
die Entropie, die durch oben erwdhnte Differentialformeln de-
finiert sind. Berilicksichtigt man den Ausdruck der elementaren
Arbeit |

dL =0, .d¢

13%€13
dann folgt
- _ _ v oW (4.2)
dQ = dw oijdeij = 3T dT + (aeij oij)deij-
Setzt man dQ in den Ausdruck der Entropie ein, dann er-
hdlt man
=LV L
dS = Z(—dT + (aeij -0y5)de )

Beriicksichtigt man das konstitutive Gesetz (4.1),dann folgt

oW

3€ij

1 3w
- Zus:ij)deij + 7 ﬁTdT'

1
ds = T((3A+2u)aT(T-To)Gij - Aeéij +

Schreibt man die Bedingung der totalen Differentierbarkeit
dann folgt

+ (3>\+2u)aTT6ij (4.3)

Aus (4.2) erhdlt man

oW
dQ = ==dT
ST + (3A+2u)aTTdijdeij.
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Leitet man (4.3) beziiglich T ab, dann erhilt man

W

e v— = 0
aeij '
und dadurch ergibt sich, daf %¥ eine Funktion nur von
T ist
oW
Tr' - f(T)o

Nimmt man an, dafl fiir den undeformierten Zustand gilt:
W = cpT ,

wobei ©P die Wdrmekapazitdt bezeichnet, dann folgt un-
mittelbar, daB

f(T)= cp = const.
ist. Die kalorische Gleichung lautet dann

dQ = cpdT + (3A+2u)aTTde. (4.4)

Es gibt noch andere Wege, die zum selben Ausdruck der kalo-
rischen Gleichung fiihren. Diese Wege griinden sich auf die
Betrachung der freien Energie, die durch die Beziehung

dQ = dW - TdS -SdT
definiert ist. Das Modell von Parkus [6] griindet sich auf
die Voraussetzung, daff dS und dF totale Differentialfofmeln
bilden. Das Modell von Kovalenko [7] geht ebenfalls von die-
sen Annahmen filr dF und ds aus. Beide Modelle stimmen im
wesentlichen mit dem Biotschen Modell iiberein. Die Vorausset-
zung, daB dQ/T ein totales Differential darstellt, ist in
der Tat eine Ausdehnung der Carnotschen Theorie auf die festen
K6rper. Wie wir schon gesehen haben, ist die Eigenschaft der
totalen Differentiabilitdt von dQ/T nur fiir solche Korper
beweisbar, die Carnotsche Zyklen leisten konnen.
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Die Wdrmeausbreitungsgleichung, die der kalorischen Glei-
chung (4.4) entspricht, lautet

cpf + (3X +2u)a Té = aAT + R, (4.5)

wobei a die Wirmeleitfdhigkeit und R die Wdrmequelle be-
zeichnen. Im folgenden werden wir diejenigen Beispiele be-
trachten, die in den Rahmen des oben erwdhnten Modells der
Thermoelastizitédt gehdren.

1. Vergleich zwischen einem isothermen und adiabatischen

Zugversuch

Es sei ein isothermer Prozefl, in dem o;;=0 die einzige
Spannungskomponente ist, die nicht den Wert Null hat. Die
entsprechenden Verzerrungen lassen sich durch folgende For-

mel berechnen:
A+ U

€11 = TG !

€11= € = - A Kej
22 2u(3a+2uy)

Fiir diesen isothermen Prozell ergeben sich das Elastizitidts-
modul und die Querkontraktionszahl aus den Verhdltnissen

o _ uBr2w) _
En A+ I |
bzw.
g _2u(3a+2p) _Ei
€22 A Y
i
Die beiden GroéBen filihren den Index "i" , well sie einem

isothermen ProzeB entsprechen. Lassen wir denselben Prozef}
jetzt adiabatisch ablaufen, indem

dQ = cpdT + (3A+2u)aTTde =0
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gilt, dann - berilicksichtigt man die konstitutive Beziehung

N 1
de = m do +3 (ITdT,
erhidlt man
a. T
_ T (4.5)
dT = - —é—;—f)do ’
wobei CP(T) = ¢p + 3(3A+2u)u?T die Wirme-Ka-

pazitidt unter konstanter Spannung bezeichnet.
Eingesetzt (4.5) in das Konstitutive Gesetz (4.1) ergibt
dies

a2T

deiy = A+ u do - —T do
u(3r+2u) QpIT)

woraus lber

deai. A+ u T _1 YT 1
do wi3xs2n) E;TTT““ T E;TTT =7
d
ein von Ey unterschiedlicher Elastizitdtsmodul E,

flir adiabatische Prozesse folgt.
Die numerische Auswertung des Ausdrucks

EI Ea ) %QT + 3(3Xx+2q) ) cp(T)

ergibt fiir Aluminium mit den Werten
Ey = 6.75x10* N/mm? , v = 0.3 ,p = 2.7 kg/dm®

¢ = 0.22 kcal/kggrad , oy = 2.38x10"°1/grad

0
T =300 , E, = 67803 N/mm”

was im Vergleich mit Ei eine Anderung um 0.4 % entspricht.

Wie dieses Beispiel zeigt, kann man auf diesem Wege das
Biotsche Modell experimentell nur im Rahmen eines Experi-
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mentes bestdtigen, bei dem der Fehler kleiner als 0.4 %
wird.

2. Adiabatischer Zugversuch

Flir einen adiabatischen Prozefl mégen folgende Zustdnde gel-
ten: '

Anfangszustand: o = 0 , To = 300%
Endzustand: 0 = 01 , T # T,.

Aus der kalorischen Gleichung

dQ = cpdT + (3A+2u)aTTde = 0

und aus dem konstitutiven Geset:z

1
de = 37—:—53 do + BQTdT
folgt
¢pdT +a Tdo + 3(3A+2u)a%TdT =0,

Integriert man diese Differentialformel, dann erhilt man

%%(ln'h-ln'h) + 3(3A+2u)uT(T1-To = - gi .

Bezeichnet man

T1= T0+AT
und rechnet man in Ndhrung

lnT-lnTo'—'-TA-Io

dann erhdlt man (Kelvin's Formula)

AT = -01 =010, T

aT(cp/’a%Toar EXEPYY2T)) M & & ma

)
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Setzt man die oben angegebenen Materialwerte filir Aluminium
ein und wdhlt man o0, = 200 N/mm? so erhdlt man in erster
Ndherung einen Temperaturabfall von T = 0.57° K.

Dieses Beispiel zeigt, dafl fiur eine Bestdtigung des Biot-
schen Modells durch einen adiabatischen Zugversuch eine
Anderung der Temperatur registriert werden muB, die kleiner
ist als 0.57° K.

Im Vergleich mit den Werken der Temperaturdnderungen in den

tiblichen Experimenten der infinitesimalen Thermoelastizitidt

bildet 0.57° K eine obere Grenze. Wie in der Monographie von

Bever, Holt und Titchener [8] behauptet wird, sind Werte
0.2 K tiblich.

3. Isothermer Zugversuch

Gegeben sei ein Aluminiumzylinder mit den Abmessungen

T = 10 mm 1 = 200 mm. Nehmen wir als Temperatur die
Raumtemperatur T = 300° K. Aus dem Biotschen Modell und
aus dem konstitutiven Gesetz folgt

dQ =a.T do .

T
Pro Volumeneinheit ist die zugeflihrte Wdrme in einem Zug-
versuch mit der Entspannung o = o0, folgende:

GQ -
Q =IdQ = aTTocl = 7.14 x 10 4 Joule/mm? .
0
Das bedeutet bei dem gegebenen Gesamtvolumen der Probe eine

Wirmemenge von ca. 45 Joule.

Die ersten Experimente von dieser Art wurden schon 1830 von
Weber durchgefiihrt. Spédter konnte Joule (1859), Edlund (1861)
aufgrund sehr genauer Experimente Kelvin's Formula fiir Metal-
le bestdtigen (vgl. Bell [9], S. 411).
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Anmerkung: Die oben vorgestellten Beispiele zeigen, dafl der
numerische Beitrag des Kopplungsgliedes

(3A+2u)aTTé

in der Widrmeausbreitungsgleichung (4.5) sehr gering ist,
‘d.h., daB man die Gleichung (4.5) als eine Stdrung der klas-
sischen Widrmeausbreitungsgleichung betrachtet. Weil die St&6-
rung die Abteilungen der hdchsten Ordnung beinhaltet, bilden
diese eine singulédre Stdrung.

Bemerkenswert ist, daf die einfache Vernachldssigung des
Kopplungsgliedes in (4.5) den thermodynamischen Hauptgesetzen
widerspricht. Mit anderen Worten bildet die klassische Wir-
meausbreitungsgleichung keine geeignete Regularisierung von
(4.5).

Die folgenden Fragen scheinen berechtigt zu sein:

1. Gilt das oben erwdhnte Modell von Biot (bzw. die Kelvin
Formel) fir alle festen Kdrper?

2. Ist das Modell von Biot das einzige Modell, welches mit
den Hauptgesetzen der Thermodynamik vertrédglich ist?

3. Wie kann man die Widrmeausbreitungsgleichung (4.5) regu-
larisieren, ohne die Hauptgesetze der Thermodynamik zu
verletzen?

Im folgenden versuchen wir, eine Antwort auf die beiden
letzten Fragen zu geben.

1.5 Alternative Modelle flir die Thermoelastizitidt

Das Modell von Biot ist auf die Voraussetzung der Existenz
der Carnotschen Prozesse gegriindet. Damzufolge mufl jedes
eventuell alternative Modell auf diese Annahme verzichten.
Wir betrachten wieder die allgemeine Form der kalorischen
Gleichung

dQ (E,T)deij + B(e,T)dT .

=°Llj
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Carnotsche Zyklen sind in folgenden zwei Fdllen unmdglich:

1° ag4=0  fir alle 1,j = 1,2,3

20 B =0
Weil der zweite Fall nicht die Wirmeausbreitung in starren
Kérpern beschreiben kann, ist nur der erste Fall, d.h.

dQ=8(e,T)dT (5.1)

zu betrachten. Vergleicht man (5.1) mit

oW W
dQ = ("a“ézj -Oij)dﬁlij + ﬁdT ’
dann folgt
oW ) W

Der Ausdruck der inneren Energie ist dann

dW =aﬂ-d
Eij

was durch das konstitutive Gesetz in

oW

W
€13 T T

dT = Oijdslj + —a—T

dT

= - - ov 5.2
dw (Aecsij + 2uEy (3x+21) ap (T To)éij)deij+aTdT (5.2)

tibergeht. Die Bedingung der Intergrabilitdt dieser Differen-
tialformel fiihrt zu

= -(31+2u)aT6
i}

Durch Integration erhdlt man

iy °

%¥ = -(3A+2u)aTe + £(T) ,

wobei f(T) eine beliebige Funktion ist.
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Setzt man dies in (5.2) ein, dann folgt

dw = (>\e(5:"_i+2uelj -(3)\+2u)0LT(T-Tg )6ij)d€ij +

+ (-(3A+2p)aTe+f(T))dT,

dessen Stammfunktion

1 2
W = §(Ae +2usijeij) - (3A+2u)aT(T-To)e + Fo(T)

mit
dFy

&= (1)

ist. Nimmt man an, daff fiir den unverformten Kérper

W(0,T) = cpT

gilt, dann folgt

1
W = §(Ae +2ueij€ij) - (3A+2u)aT(T—Tg)e +cpT

Als kalorische Gleichung erhdlt man

dQ = %¥dT = (-(3A+2u)aTe + ¢ep)dT (5.3)

was elne Alternative zu dem ModellA von Biot bildet.
Wie wir schon bemerkt haben, in dem Modell von Biot sind die
Warmeausbreitung und der Def ormationsprozeB das Glied

(3A+2u)aTTé

miteinander gekoppelt, welches in der kalorischen Gleichung
erscheint. Obwohl dieses Kopplungsglied sehr klein ist, kann
man es nicht ohne weitere mathematische Uberlegungen ver-
nachlidssigen. Die mathematischen Grundlagen flir eine solche
Vernachlédssigung wurden in letzter Zeit von Day ﬁO] , [11]
untersucht.

Im Rahmen des neuen Modells sind die thermischen und die
mechanischen Prozesse miteinander durch das Glied

—(3A+2u)aTe
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gekoppelt, das in der kalorischen Gleichung (5.3) erscheint.
Bemerkenswert ist, dafl dieses Glied nur von der Deformation
abhidngt und so einer einfachen Stérung der Wirmeausbreitungs-
gleichung entspricht.

Die Existenz eines zum Modell von Biot alternativen Modells
fiir die Beschreibung der thermoelastischen Stoffe fiihrt uns
zu den folgenden Bemerkungen:

1. Gilt Kelvin's Formula nicht fiir einen bestimmten Stoff,
dann hat die kalorische Gleichung dieses Stoffes unbedingt
die Form (5.3).

2. Gilt Kelvin's Formula fir alle Stoffe, dann bendtigt die
Thermodynamik noch ein neues Hauptgesetz, welches das
alternative Modell nicht mehr notwendig macht.

1.6 Asymptotische Gleichung

Fliir eine kleine Deformationsgeschwindigkeit ist der Beitrag
des Gliedes (3A+2u)é sehr klein. Das Problem besteht
darin, zu einer asymptotischen Darstellung der kalorischen
Gleichung zu gelangen, in der der Betrag der Deformationsge-
schwindigkeit Null ist. Die einfache Vernachlidssigung des
Kopplungsgliedes fiihrt ja zu einer kalorischen Gleichung der
starren Korper, die, wie wir bereits festgestellt haben,
nicht mit der Thermodynamik vereinbar ist. Im folgenden

wird ein asymptotisches Verfahren fiir ein Modell aufgezeigt,
das mit den Hauptgesetzen der Thermodynamik vereinbar ist.

Es sei

~

d0 = d0 + dQT - (cp+nr(e,T))dT +
(6.1)

+ ((3A+2u)aTT + ne(e,T»de .
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Eine St6rung der kalorischen Gleichung. Diese Stdrung muB
mit den Hauptgesetzen der Thermodynamik vereinbar sein,
d.h., daB die zusdtzliche innere Energie

dW' = dQ’ = n;(e,T)dT + n,(e,T)de

ein totales Differential bildet. Der Beitrag der Deforma-
tionsgeschwindigkeit verschwindet genau dann, wenn gilt:

Ne = -(3A+2u)uTT .

Aus der Bedingung der totalen Differentiabilitédt von aw’

folgt

ony

woraus man

T]T=-(3)\+2u)OLTe + £(T)

erhdlt.
Die kalorische Gleichung (6.1) wird

dQ = (cp - (3A+2u)aTe + F(T)T
Aus der Bedingung, daB im unverformten Zustand gelten soll:
dQ = c pdT
folgt unmittelbar
f(T) = 0.
Dadurch reduziert sich die kalorische Gleichung zu
dQ = (cp - (3X+2w)oge)dT

was identisch mit der kalorischen Gleichung (5.3) ist.

Die asymptotische Formel der kalorischen Gleichung, die einer
kleinen Deformationsgeschwindigkeit entspricht, und die kalo-
rische Gleichung fiir das alternative Modell sind gleich.
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1.7 SchluRfolgerung

Wir fassen die oben gewonnenen Ergebnisse in folgendem Sche-

ma zusammen:

Das Modell von Biot
Kalorische Gleichung

dQ:cpdT+(3A+2u)aTdT

Das alternative Modell
Kalorische Gleichung

dQ = (cp- (3A+2u)aTe)dT

Carnotsche Zyklen sind
méglich

Carnotsche Zyklen sind
unmdglich

Wirmeausbreitungsgleichung

cpT+(3A+2u)aTTé:aAT+R

Wiremeausbreitungsgleichung

(CD-(BX+2u)aTeJT=aAT+R

Asymptotische Formel der
kalorischen Gleichung fiir
kleine Deformationsgeschwin-
digkeit

dQ=(c -(3A+2u)aTe)dT

Unabhdngig von der Deforma-
tionsgeschwindigkeit

Das alternative Modell ist tauglich fiir die Beschreibung

von thermodynamischen Prozessen, die mit Materialien, die

die Carnotschen Zyklen nicht durchfiihren kénnen,und als

asymptotische Darstellung fiir diejenigen thermodynamischen

Prozesse, in denen der Betrag der Deformationsgeschwindig-

keit in der kalorischen Gleichung vernachlédssigbar ist,




2. Die FliefRgrenze, Normalitdts-Regel und Druckers

Postulat fiir isothermes plastisches Fliefen

Die Theorie des infinitesimalen plastischen Flieflens bein-
haltet vier spezifische Konzepte, und zwar:

1. die FlieRgrenze,

2. die Normalitédts-Regel,

3. die Belastungs-Entlastungs-Bedingung,
4. die Restriktionen von Drucker.

Diese Konzepte sind aus experimentellen Beobachtungen her-
vorgegangen. Betrachtet man diese speziellen Begriffe im Zu-
sammenhang mit der klassischen Elastizitdtstheorie, dann er-
hdlt man passende Modelle,um isothermes plastisches Flieflen
zu beschreiben.

Eine natilirliche Aufgabe besteht in der Erkldrung der thermo-
dynamischen Bedeutung dieser Konzepte. Eine Antwort darauf
kénnte bestimmen, welche der oben erwdhnten Begriffe univer-
sell gililtig sind und welche nur zu dem besonderen Modell des
plastischen FlieBens gehdren. Die Antwort kann fiir die Be-
schreibung anderer Arten von plastischem Flieflen nlitzlich sein,
z.B. filir die Beschreibung des nichtisothermen plastischen
FlieBens.

Wir beginnen mit folgendem Theorem:

Theorem. Gegeben ist ein plastisches Fliefen, das von einem
konstitutiven Gesetz der Form

Ckl

éij = ij(o)bk1 (1.1)

regiert wird, so dafl folgende Annahmen erfiillt sind:
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1. die plastische Arbeit, die einer Trajektorie o(t) , t¢[0,T]

im Spannungsraum assoziiert wird
T

L = Lfijéijdt
ist eine Funktion der End-Spannungen

L = $(o(T)) ; (1.2)

2. ohne plastische Arbeit sind keine plastischen Formdnde-

rungen méglich,

3. fiur hinreichend kleine Spannungsinkremente ist

die Monotonie-Bedingung

AoijAEij> 0 ; (1.3)

immer erfiillt.
Dann hat das konstitutive Gesetz die besondere Form:

= a(o) 2L A (1.4)
i “pg P

Beweis: Aus den Bedingungen (1.1) und (1.2) folgt, daB das
Spannungsinkrement, welches tangent an der Fldche f (0 ) =

£y

const. ist, keine plastischen Formidnderungen produziert, d.h.

of  _ . : g =
wenn gklﬁazl_ 0 gilt, dann ist ij 0. (1.5)
L : kl .
Man spaltet den Koeffizienten Cij fiir feste Indizes
i und j, in
k1 ~ af =kl 6
Cij(O) = Gij(c) 36;1 + Cij ’ (1' )
wobei fr; die Projektion des C?l auf die Ebene

tangent zu f (o) = const. bezeichnet wird, d.h.

Ekl of

s = = 0 .
ij Bokl



Wenn man als bkl

=kl

k1 =M€y

annimmt, mit M eine beliebige positive Zahl, dann folgt
aus (1.5)

5

=kl.kl
o - —
u ”ijcij = éij =0

(keine Summierung beziliglich der festen Indizes i und j
ist vorausgesetzt). Das impliziert unmittelbar, daB

Tkl _ ) fir k, 1+ =1, 2, 3.
Weil die festen Indizes auch beliebig sein kdnnen, folgt das

fir alle i, j, k, 1 = 1, 2, 3. Setzt man dieses in das kon-
stitutive Gesetz (1.1) ein, so erhdlt man

af ‘

¢ = G - & . (1'7)
i iy o
3 h| Opq Pd

Es sei jetzt g ein beliebiges Spannungsinkrement und

& seine Zeitabteilung. Man kann 4 in folgender Form

o~

aufspalten:
'g - gl + gl L4 R

wobei & normal zu f (o) = const. und o tangent zu
derselben Fliche ist. Es sei O ein anderes Spannungsinkre-
ment, so daf auch tangent zu f (0) = const. ist. Aufgrund
der Voraussetzung 2 des Theorems produziert kg* + &7 ,
wobei k eine beliebige Zahl ist, dieselbe Verzerrungsge-
schwindigkeit ¢ wie &+ &~

Gem#dR der Monotonie-Bedingung (1.3) folgt

+ ’”
(kdij+61j)éij > 0,

Weil k eine beliebige Zahl ist, gilt Ungleichung genau



dann, wenn

.1.

6j.é., = 0
J 1]
t
ist. Weil man © beliebig in der Ebene tangent zu
f (9 ) = const. wdhlen kann, folgt, dafl ¢ normal zu

dieser Fldche ist, d.h. es gibt H(od , so daB

g, = H(od) 2 | (1.8)
90,

ij

Vergleicht man (1.8) und (1.7), dann folgt unmittelbar (1.4).

Das beweist auch das Theorem. '

Die physikalische Motivierung fiir die Annahme des Theorems

kann folgende sein:

Die allgemeine Form des konstitutiven Gesetzes (1) und die

Voraussetzung 1.

Eine der allgemeinsten Formen eines geschwindigkeitsunab-
hdngigen konstitutiven Gesetzes lautet

: s 1.9
de = [ als) Jdg , e
wobei %(s) den Spannungsweg als Funktion der Bodenlédnge s
bezeichnet

2
ds“ = dOijdL)ij

und do , dg die Spannungswege bzw. die plastischen
Verzerrungsinkremente darstellen.

Das konstitutive Gesetz (1.1) stellt eine besondere Form
von (1.9) dar, welche der Voraussetzung entspricht, dafl C
nur von dem aktuellen Spannungszustand abhingt. Diese Vor-
aussetzung und die Voraussetzung 1 des Theorems sind
dquivalent der Annahme, daf die Spannungskomponenten die
Zustandsparameter bilden. '

Die Voraussetzung 2 hat eine eindeutige thermodynamische

Bedeutung, urd zwar, diaB all: bleibenden Deformationen
Energie verbiauchen.



Die Voraussetzung 3 stellt eine tlibliche Monotonie-Bedingung

zwischen Spannung und Verzerrung dar, die in der Mechanik
der Kontinua sehr hidufig getroffen wird.

Definition. Ein isothermes plastisches lIlieBen, das die Be-

dingungen des oben erwdhnten Theorems erfiillt, wird
standard-isothermes plastisches Flieflen genannt.

Aus dem Theorem folgt, daf ein standard-isothermes plasti-
sches Flieflen folgende Eigenschaften hat.

1. Es entsteht nur flir Spannungszustidndc, die auflerhalb
der Fldche £(0) = O (FliefBgrenze) liegen.

2. Die plastische Verzerrungsgeschwindigkeit ist normal zu
der Fldche f (Y9 ) = const. (die Normalitits-Regel).

3. Plastisches FlieRBen entsteht nur, wenn neben der Bedin-
gung £(9) = O auch f(o) > O gilt (die Belastungs-
bedingung). '

4. Die Monotoniebedingung AoijAEij > 0

ist erfilillt (der erste Teil von Drucker's Postulat).

Es folgt, daB das Modell des standard-isothermen plasti-
schen FlieBens alle Begriffe der klassischen Plastizitiits-
Theorie enthédlt. Diese Begriffe erscheinen aber als eine
Folge der besonderen Annahmen iber die physikalischen
FlieBeigenschaften und nicht als primédre Konzepte.

Anmerkung: Der zweiteTeil von Drucker's Postulat (der mit

der Konvexitédt der Flieflgrenze dquivalent ist) ist eine zu-
sdtzliche Bedingung fiir Stabilitét.

Wir werden das anhand des folgenden Beispiels argumentieren.
Es sei eine nicht konvexe FlieBgrenze, deren Schritt mit
der Ebene (011, 012 ) eine Kurve ergibt, die nicht konvex
ist. Weiter nehmen wir an, dafl diese Kurve im Punkt

(-0 5 0 ) nicht konvex ist (Abb. 1).
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Abb. 1

Wir betrachten einen Stab, der aus solch einem Material
besteht. Dieser Stab sei durch ein Krdftesystem, so wie
in Abb. 2 dargestellt, belastet.

RN
1N
x

M

Abb. 2

Der Anfangsspannungszustand sei (-o,T)
Durch Aufbringung zusédtzlicher Krdfte wird der Spannungs-
zyklus beschrieben, der durch die Ecken (- o, 1 ),

(- of »T2) ("0.f 0), (- ot , 0) mit of >0 dargestellt

ist.

Berechnet man die Arbeit, dann folgt, daB durch solch
einen Zyklus das System einen Teil seiner potentiellen
Energie abgibt.

Wir bemerken, daB die Voraussetzung der Nichtkonvexitit,
die als Gerade in der ( OCi11 012 )-Ebene erscheint,
keine Einschridnkung der Allgemeinheit darstellt. Wenn
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dieFliefRgrenze nicht konvex ist, dann giht es im Spannungs-
raum immer eine Ebene, welche die Flieflgrenze entlang eine
nicht-konvexe Kurve schneidet.

Daraus folgt, daB der zweite Teil des Druckerschen Postu-
lats eine notwendige Stabilitdts-Bedingung beziiglich der
oben erwdhnten Spannungszyklen darstellt.

Man kann sich auch solche Systeme vorstellen, die nicht
stabil auf diese Art von Stdrungen sind. Das heift, dafl

der zweite Teil des Druckerschen Postulats keine allgemeine
thermodynamische Restriktion darstellt.

Aufgrund der oben erwdhnten Uberlegungen kann man schlie-
en, daB die Fliefgrenze, die Normalitdts-Regel, die Bela-
stungs-Entlastungs-Bedingung und das Druckersche Postulat
keine allgemeine thermodynamische Bedeutung haben. Sie

sind nur eine Folge der speziellen Annahmen lber die physi-
kalischen Eigensthaften des plastischen Fliefens.

Es ist interessant zu bestimmen, welche physikalischen Ei-
genschaften den am meisten bekannten Modellen des plasti-
schen Flieflens entsprechen.

Melan's Modell [ 1] Dbetrachtet das konstitutive Cesetz

g1=c(o)%l__ai_¢

i ojli Bokl k1l

Es ist ein konstitutives Gesetz, welches der Klasse (1.1)
angehort. Im allgemeinen Fall befriedigt dieses Modell
nicht die Bedingungen 1 - 3 des Theorems. Bemerkenswert
ist, daf dieses Modell die Monotonie-Bedingung (1.3) ge-
nau dann erfiillt, wenn

g(s) = g(f(o))

ist.
Das konstitutive Gesetz reduziert sich in diesem Fall auf



~

wobei G(o) = G(o) %% bezeichnet.

Drucker's Modell [2] hat als konstitutives Gesetz die
Flief3-Regel

of of
00,,00
ii~" " pq

5 = G(o)

13 o

Pq
Dieses konstitutive Gesetz gehdrt zur Klasse (1.1).
Die Monotonie-Bedingung (1.3) wird genau dann erfiillt,
wenn G(0) > 0 jst,
Ist

af

O ————
ijaoij

>0 ,

dann wird auch die Voraussetzung 3 des Theorems erfiillt.
Die Voraussetzung 1 des Theorems wird genau dann erfiillt,

wenn

6lo) = L)

a.
= O..
aoij ij

Lehmann's Modell [3] hat das konstitutive Geset:z

’

éij = h(T)oijT + k(1)8,, ,

ij
wobel s 2 die Deviator-Komponenten und
P1y * OLg” 3%kkbiy . P .
12 =0’.0’ ie zweite Invariante bezeichnen. Dieses
15713

konstitutive Gesetz gehdrt zur Klasse (1.1).
Das Modell erfiillt die Voraussetzung 1 und 2 des Theorems.
Es erfilillt nicht die Bedingung 3 dieses Theorems.

Um diese letzte Behauptung zu beweisen bemerken wir, daf}
die plastische Arbeit den Ausdruck

L = f (h(t)t? + k(1)T)dT

hat und eine Funktion von T ist

L = f(1) .
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Es sei o(t) eine Spannungsgeschichte, so dafl gilt

4

%= oﬁ(t)oﬁ(t) = const.

Die entsprechende plastische Deformation wird

It K(T)bij ’
wdhrend die plastische Leistung
P:L=0.

Anmerkung: Es sei das letzte konstitutive Gesetz im Rahmen

des Verfestigungs-Modells

éij = h(T)oijT + K(T)bi'j wenn T%-k2(L)=0 und %>0

betrachtet.

Man kann dann eine Folge der Spannungsgeschichte UH(t)
bestimmen, so daf

lim o;(t) = o’ (t) , T; = k(L)

n >0
lim 12 = lim o/, ,(t)o’,  (t) = o/, (t)o/.(t) = 12 = const.
oo naw Nid nij ij ij b
und
’fn> 0 , 1lim 1?2 =0
n --co
gelten.

Fir die entsprechenden plastischen Verzerrungen gilt

1im égﬁ&) = K(to)bi’j £ 0,

n ->oo

obwohl
Hm P (t) = 1im L(Tn)

n oo n oo
Das zeigt, daB auch fir die oben crwidhnte Art von Verfesti-
gung das Paradoxon nicht ausgeschlossen wird.
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Christoffersen und Hutchinson Modell [4). Das konstitutive

Gesetz dieses Modells lautet

t = C(8,0)8
wobei C eine Tensor-Funktion

C:[0,n]xy » REX"

ist, welche von der Spannung 0€Z und von dem Winkel ¢
zwischen der Spannungsgeschwindigkeit & und einer gegebe-
nen Richtung A(0) im Spannungsraum I  abhingt.

Wegen der Abhidngigkeit von © gehdrt dieses konstitutive
Gesetz nicht zur Klasse (1.1).

Obwohl durch geeignete Restriktionen, welche der Tensor-
funktion aufgezwungen werden, die Existenzbedingungen der
Flielgrenze,der Normalitdts-Regel, der Monotonie-Bedingung
der Konvexitdt der FlieBgrenze erfiillt werden konnen,
stellt das Modell von Christoffersen und Hutchinson - im
Vergleich zum Modell des standard-isotropen plastischen
FlieRBens - besondere physikalische Eigenschaften dar. Ob
alle diese Eigenschaften in der Tat denen reeller Materia-
lien entsprechen, ist noch eine offene Frage. Besonders
wichtig ist zu beweisen, dall die Flieflregel dieses Modells
im folgenden Sinn stabil ist:

Strebt die Spannungsgeschichte ol(t),te[O,TJ gegen
o2(t),t£[0,T] beziiglich der Norm

o] = max |g| d.h. max l91(t)-gz(t)| + 0
te [o7] tefoT]

dann gilt auch fiir die entsprechenden Verzerrungen e,(t), e,(t),

te[0,T]

H

max |€1(t) - gz(t) | + 0
te for]

Man erkennt, dafl bei den tliblichen Modellen der isothermen
Plastizitdt eine solche Eigenschaft der Stabilitdt unmittel-
bar folgt.
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Green's Modell [5]. Fiir den isotropen Fall griindet sich
dieses Modell auf die folgenden zwei Gleichungen:

b B | Lok 1+, .1 k ick + + i
ty = hlfj + Ztkf‘j + -Z_hl&(fktj + tkfj)+(h3M + h7N)<5j +
+ + i + + ik
(h M + thN)tJ) +~(h9M + hllN)tktj +
1o +i m.n i mgn " I PO
2h8(fmtntj + tmtnfj) fir M = tjfi >0
und
RS R | i,k 1 - ik ik - - i
ty = hpfy + 26 F 5+ Zhu(fktj + 4 fe) + (h3M 4 h7N)6j +
- - i - - ik
(hGM + thN)tj + (h9M + hllN)tktj +
1 - i mn i m.n . i3
2h8(fmtntj + tmtnfj) fgr M = tjfi <0
Hier bezeichnen
Flo=al - dgkel o opl o ogf | Lokgd
3 I 37k7 3 Jooo37kg
die Deviatoren der Verzerrungsgeschwindigkeit dij: -%(vi +V
+
und Sij der: Cauchy-Spannungen ;-h1 ,,hir
bezeichnen Funktionen von 11
1 1d i o1l ik k
J = 5 tjtj ; K - 3 thjti
S P . _ofdl LY ek
M = tjfi ; N = Lj tk f1
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und i
9s

~1 _ \ LI ! m i i m

sj T TY Sj,m + v,jtm v’m tj

Im Fall der infinitesimalen Theorie reduziert sich dieses
konstitutive Gesetz zu einem Gesetz der Klasse (1.1). Das
Modell von Green ist, mit Ausnahme des Modells von

Christoffersen und Hutchinson, allgemeiner als alle schon
betrachteten Modelle. Dieses Modell beinhaltet keines der

Konzepte der klassischen Plastizitédt.

Verlangt man aber von diesem Modell die physikalischen
Eigenschaften, die den Bedingungen des Theorems entsprechen,
dann erhdlt man wieder das Modell des standard-isothermen
plastischen FlieRens. Die Verhdltnisse des Modells von
Green zu den anderen Modellen sind in Abb. 3 dargestellt.

,///””’//ﬂ’E;;en's Mode 11
,-//.‘- . .
///,/” Lehmann’s Modell

/."‘"——- T ——
Mellan’s Modell

o ——————— e
— T——
~

Drucker s Modell ;
Standard \
isotropes
plastisches '
\\\\liiieﬂ //
) - /
~—— ////
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SchlufRfolgerung:

Durch bestimmte Restriktionen reduziert sich das Modell
von Green auf andere bekannte Modelle. Diese Restriktionen
reflektieren physikalische Eigenschaften des Materials.
Die Existenz der FlieBgrenze, der Normalitdts-Regel und
die Erfiillung der Ungleichungen von Drucker erscheinen als
Folge dieser physikalischen Eigenschaften und nicht als

primdre Konzepte.
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3. Zur Entropie

Fiir die reversiblen Prozesse, welche die Existenz der Car-
notischen Zyklen voraussetzen, wird die Entropie S durch
die Beziehung

ds:ﬁ_
T

definiert, wobei T die absolute Temperatur und dQ das
Inkrement der Widrmeenergie bezeichnen.

Diese Definition gilt nicht mehr fiir irreversible Prozesse.
Eine allgemeine Giiltigkeit besitzt aber die folgende sta-
tistische Definition der Entropie (vgl.[1l]). Diese Defini-
tion grindet sich auf die Annahme, dafl die Entropie ein

Mafl fir die Unordnung des Systems ist.

Es existiere ein thermodynamisches System, das von den Zu-
standsparametern x; ....... S charakterisiert wird.
Diese Parameter beschreiben nur den makroskopischen Zu-
stand des Systems, es gibt jedoch immer mehrere mikro-
skopische Zustdnde, die denselben Werten der Zustands-Para-
meter entsprechen. Die sogenannte thermodynamische Wahr-
scheinlichkeit W, die mit den Zustandsparametern

b S I EERRES assoziiert wird, kodnnen wir gleich
der Zahl der mikroskopischen Zustidnde annehmen, durch die
der makroskopische Zustand realisiert werden kann. W ist
umso gréBer, je grdfer die Unordnung des Systems und da-
durch unsere Unkenntnis iber das System ist. Das filihrt

uns zur Annahme, dafl es eine Funktion

S= 8§ (W)

gibt, die die Entropie und die thermodynamische Wahrschein-
lichkeit verbindet. (Moderne Uberlegungen iiber die mikrosko-
pische Theorie der Entropie finden sich in den Arbeiten
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von Miiller [2], Prigogine [3] und Becker[4].) Im Rahmen

der phdnomenologischen Thermomechanik der Kontinua, in
der man liblicherweise die innere mikroskopische Struktur
ignoriert, ist solch eine Definition der Entropie un-
fruchtbar. Fir ein Kontinuum scheint eine phinomenologi-
sche Definition, die die Entropie in Verbindung mit den
Zustandsparametern betrachtet, mehr geeignet zu sein. Die
ersten Untersuchungen fiir eine solche Definition sind erst
in der Mitte des neunzehnten Jahrhunderts von Carnot,
Clausius und Reech durchgefiihrt worden. Sie wurden spéter
von Kelvin, Caratheodory und Planck weitergefithrt. Im fol-
genden beschridnken wir uns nur auf die Betrachtung der
Entwicklung der Forschungeﬁ, die zu der sogenannten Clau-
sius-Duhem-Doktrin der Entropie gefiihrt hat.

Chronologisch wird diese Entwicklung von den folgenden
Etappen markiert:

1822, Fourier (vgl. [5]) formuliert filir die Wirmeausbrei-
tung die Beschrénkung

qg gradT ¢ 0,

1850 - 1854 Clausius und Reech (vgl. [6]) begriinden die
kalorische Theorie, die fiir solche reversiblen Pro-
zesse, die auch Carnotsche Prozesse beinhalten, zu
der Definition der Entropie

dS =‘d£
T
gefiihrt hat.
1897 Planck [7] schldgt fir irreversible Prozesse die
Ungleichung dS » %9 (Clausius-Planck-Ungleichung)

vorT.

1897 Duhem (vgl. [8]) leitet die Ungleichung

: div &
05> dlva , g gradT

(Clausius-Duhems Ungleichung) ab.



1960

1963

1977
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Truesdell und Noll [9] dehnen die Clausius-Duhem-Un-
gleichung filir den Fall einer existierenden Wirmequel-
le R auf

-

oS > - ¥ a4 ggrad T,

aus.

Coleman und Noll [10] erarbeiten die rationale Ther-
modynamik, die sich auf die Clausius-Duehm-Ungleichung

griindet.

Day [11] findet ein Beispiel, welches beweist, daR aus
der Ungleichung von Clausius-Duhem nicht eine eindeu-

tige Definition der Entropie folgt.

Es ist ausgesprochen interessant, eine Erkl&rung dafir zu
finden, weshalb die Definition der Entropie durch die Clau-

sius-Duhem-Ungleichung zu keiner Eindeutigkeit fihrt. Zu
diesem Zweck schreiben wir alle Postulate und alle notwen-
digen Schritte in der logischen Abteilung der Clausius-

Duhem-Ungleichung nieder. t
Annahme O: Die Entropie hidngt nur von der Geschichte X

- 0O

des thermodynamischen Prozesses

ab.

t
S = S( X )

-0

Annahme 1: Fir reversible Prozesse gilt

Annahme 2: Die Entropie kann in die Form

S =S + S

ext int

aufgespalten werden, so daf éint> 0 gilt und

S

int”

0 genau dann gilt, wenn der ProzeB reversibel ist.
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Aufgrund dieser Annahme folgt

. t
s=2 . r0x),
- 00
t
wobei f ein Funktional von _X bezeichnet, welches fiir re-
versible Prozesse identisch Null ist (f = 0). Da aufgrund
der Annahme 2 ein Prozefl genau dann reversibel ist, wenn
S, = 0 gilt, folgt, daB man f in der Form

int
t

t R
f(-é ) = ¢(-é )Sint

schreiben kann. Demzufolge gilt

L] . t
_9Q - 1.1

Wir formulieren ferner die folgenden Annahmen:
Annahme 3: S int und Q sind unabhidngige Verédnderliche.

Annahme 4: Fir adiabatische Prozesse gilt s >o0.

Aus den annahmen 3 und 4 folgt
t
o(_ X ) > 0.

t
Bezeichnet man ¢o = min¢(_é )

dann folgt aus (1.1)

: Q : ' 1.2
S >/T +d)osint . ( )

Annahme 5: Die Widrme breitet sich stets von der wirmeren

zu der kdlteren Zone des Kdrpers aus
g gradT < 0

Mit der Annahme 5 wird (1.2) zu

é 5 Q (1.3)

1 q gradT
T %5 3

T2
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wobei P die Dichte bezeichnet
Beriicksichtigt man, daf

PQ = -divq + ﬁ

gilt, dann folgt

ps > - 4iva R 4,5, . 4 g gradT
T T int P
oder dquivalent

. _ ﬂ B .
pS > div(T) ot edeS, o

Vernachldssigt man pqﬁint , dann erhdlt man die Unglei-
chung von Clausius-Duhem in der Form

pS > -div( §) +;‘—T‘ (1.4)

Anmerkung: Bezeichnet man mit W die spezifische innere
Energie

W=1L+Q,

wobei L die Arbeit (pro Masseneinheit) bezeichnet, dann
erhdlt man aus (1.3)

. u ’ . (1.5)
s>¥ - L, ¢os, . 1o gradl
T int P T2
Schreibt man diese Ungleichung mit Hilfe der Freien
Energie U = W-ST, dann findet man
U+ ST - L +605, , + = 39radl .,
int P T2
Wenn die Leistung durch die Cauchy-Spannung 9 wund die
Deformationsgeschwindigkeit d

~

ausgedriickt wird,
L =1 Sp(ad) ,
p —
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dann wird (1.4) zu
¥ - 1 . 1 radT
U + ST - 5S5p(gd) + 605, + 5 1325 <o

reduziert. Vernachldssigt man wieder S; . , dann erhilt
man die Clausius-Duhem-Ungleichung in der Form

-p(0 + st) + splod) - 3—9$591 >0, (1.6)
oder dquivalent hierzu

-p(W - ST) + Sp(ad) - ﬂ_ﬂ%ﬁﬂl >0 - (1.7)

Man kann folgendes schliefen: Die Ungleichung von Clausius-
Duhem in der einen oder anderen #dquivalenten Form (1.4),
(1.6) oder (1.7) ist eine direkte Folge der Annahme AO-AS.
Sie ergibt sich aufgrund der folgenden Reihe von eindirek-
tionalen Implikationen

Al . . t

\ _ Q .

/ 5 = T * ¢(-§ )Sint
A2
A3\ : .

\ . Q
Ay — S >y +00Syny
A5 ——5 S 3> 2 10,8 + 1 9 gradl

T int P T2
R

S » -div(d) + R
pS > div(T) + T

-p(U + ST) + Sp( d) - 1.922dl 5 ¢

’

“p(W - ST) + sp(od) - 49£adl 5 o



Weil die Implikationen eindirektional sind, folgt natiir-
lich, dafB die Clausius—Duhem-Uhgleichung schwidcher als die
Axiome AO-AS5 ist. Deswegen bildet diese Ungleichung nur
eine notwendige Beschrédnkung. Diese Bemerkung kdnnte die
oben erwdhnte Nichteindeutigkeit der Entropie, die durch
die Clausius-Duhem-Ungleichung definiert wird, erklédren.

In einer Zusammenfassung aller Kritiken zur Clausius-Duhem-
Ungleichung bemerkt Naghdi [12]: '"1) It is not at all

clear how the basic ideas contained in the statement of the
second law of thermodynamics have been translated into
C(lausius)-D(Duhems) inequality"and

2)"the inhability of the C-D inequality to rule out
unacceptable behaviour in some materials"

Interpretiert man, dafl die Axiome AO-AS5 das zweite Gesetz
der Thermodynamik reflektieren, dann bildet die oben er-
wdhnte Reihe von Implikationen eine passende Antwort auf
die erste Frage von Naghdi. Diese Antwort unterstiitzt aber
nicht die Behauptung, daf die Ungleichung von Clausius-
Duhem die ganzen Ideen des zweiten Gesetzes der Thermody-
namik beinhalten.

Man kann mit der Bermerkung schlieflen, daf eine universale
Definition der Entropie unmdglich zu sein scheint. Eine
eindeutige Definition der Entropie bendtigt zusétzliche
spezielle Informationen liber die Entwicklung des Thermo-
dynamischen Prozesses. Aufler den Arbeiten von Day (loc.cit.)
und Naghdi (loc.cit.) sind andere kritische Uberlegungen
liber die Clausius-Duhem-Ungleichungen und die neuen Versu-
che fiir alternative mathematische Ausdriicke des zweiten
thermodynamischen Gesetzes von Green und Naghdi [13], [14],
[15], Meixner [16], Hutter [17], Lebon [18], Muschik [19],
Kratochvil und Silhavy [20]und Nevers und Seader [21]
durchgefiihrt worden.

Fir die Mechanik der Kontinuum scheint die Definition der
Entropie, die sich auf das Konzept von der Anergie griindet,
vielversprechender zu sein.
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Unter Anergie versteht man den Teil der Energie, welcher zu
der nutzbaren Energie (Exergie) komplementdr ist.

(Vgl. H.D. Baehr [22]). Nevers und Seader (loc.cit.) nennen
diesen Teil "lost work'".

Die Idee von '"lost work'" wird als ein MaR fiir die Energie-
degradierung benutzt. Gemdf Nevers und Seader (loc.cit.)
wurde dieses Konzept benutzt, um die irreversibilitdt zu
charakterisieren. Wir geben ein einfaches Beispiel zur An-
wendung dieses Konzeptes in der Thermodynamik der Kontinua.

Es bestehe ein thermomechanischer Prozefl, in dem der fol-
gende Mechanismus der Energieumwandlung funktioniert.

Arbeit L innere Lrecoy. = zurlickgewinnbare
\\\\\\\\\‘ ////’ Arbeit
+ W ——— Qrecov. = zurlickgewinnbare
N Warme
KuBere Q Energie D » O = Anergie

Warme
Diese einfache Art der Energieumwandlung entspricht z.B.
dem folgenden rheologiscgen Modell

& SETEN A0 e

——> L reoov.
Thermoelastisches Plastisches
Element Element

Abb. 1

Man nimmt die folgenden Voraussetzungen an:

V1. Die Anergie D produziert eine Zunahme der inneren
Entropie Sint .
V2. Die innere Entropie nimmt nur zu, wenn D > O ist.

Aufgrund dieser Voraussetzung folgt, daf es zwischen S, ¢
in

und D eine Beziehung gibt, die man in der Form



schreiben kann, wobei K einen positiven Parameter be-
zeichnet, welcher von der Geschichte der dissipierten Ener-
gie D bestimmt wird.

Bemerkt man, daf

D = W - L Trecov - é

dann erhdlt man

.

S . )
int KW - Lrecov = @ (1.8)
Nimmt man an, daB fiir die externe Entropie Sext die
Beziehung
: 0y + 03
Sext = 7

gilt, dann findet man

Szé +S‘ = ).(1'9)

ext int

—O.

¥ (W“Lrecov-Qrecov

Berticksichtigt man (1.8), dann erhdlt man die Ungleichung
von Planck und dadurch die Ungleichung von Clausius-Duhem
als eine schwidchere Form der Gleichung (1.9).

Man bemerkt, daf auf diesem Weg die Entropie voll definiert
bis auf den Proportionalitdts-Faktor k ist.

Nevers und Seader (loc.cit.) betrachten diesen Faktor als
konstant. Natiirlich kann man K durch eine neue Defini-
tion der Entropie immer zu einer Konstanten reduzieren.

Die Definition der Entropie mit der Hilfe der Anergie wur-
de im Rahmen des oben erwihnten Energieumwandlungs-Schemas
in [24] auf den thermoplastischen Prozefl angewendet.
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Die oben erwdhnte Art der Energieumwandlung stellt einen
sehr speziellen Fall dar. Als ein anderes Beispiel be-
trachten wir den folgenden komplizierten Typ der Energie-
umwandlung.

Es bestehe ein rheologisches Modell, wie s in Abb. 2 ge-
zeichnet wird. Der Kolben und der Zylinder bilden ein zwei-
tes plastisches Element P neben dem gewbhnlichen plasti-
schen Element P.

Wir nehmen an, dafl der Zylinder und der Kolben die unter-

schiedlichen Wdrmeausdehnungskoeffizienten o0

besitzen, so daB @, > ap
%z P,
Bi P Ez
o.__/\/\’/\/—?\—- —"\./\ /\ —0
%p
Abb. 2

Wir stellen uns den folgenden thermomechanischen Prozef
vor (Abb. 3)

Stufe I : Belastung im elasto-plastischen Bereich
Stufe II : Entlastung im elastischen Bereich
Stufe III : Thermische Belastung
tF
Ic
I
Ia II
I1I Y.

Abb. 3
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Die Stufe I unterteilt sich in drei Unterstufen

Ia - reine elastische Deformation (F « FZ)
Ib - elastoplastische Deformation (F2 < F ¢ F2 + F1)
Ic - reine plastische Deformation (F = F1 + Fz)

Beziiglich der Stufe II unterscheidet man zwei Fidlle

1. Fl.g F2 dann ist die Entlastung so wie in Abb. 3
.gezeichnet wird

2. E, > FZ; dann gibt es zwei Unterstufen
ITa - Entlastung des elastischen Elements Ez
IIb - Entlastung beider elastischen Elemente E1 und E2
Die Energieumwandlung, die diesem ProzefR entspricht, hat

das folgende verhdltnismdfig komplizierte Schema:

|_I+II L - LI+II N |_III
L / recov
\ ol+!I > 0 o oIHIT , III
+ w //' recov
/' yI+I11Z
Q
DI+II ‘ ~a D - DI+II . DIII
Hierbei sind
L I+1I - die zurilickgewinnbare Arbeit
I+11 . . "
Q - die zurlickgewinnbare Wirme
WI+II - die gespeicherte Energie
DI+II - die Anergie,

die den Stufen I und II entsprechen.

Lrecov » Qecov und D bezeichnen die gesamte zurilickge-
winnbare Arbeit bzw. Wdrme und die dissipierte Energie.

Schluf3folgerungen:

1. Es gibt keine universale phidnomenologische Definition
der Entropie,



Das Konzept der Anergie erlaubt bis auf einen Propor-
tionalitdts-Parameter eine eindeutige Definition der

Entropie unter der Bedingung, daf das Energieumwand-
lungs-Schema bekannt ist.
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4. Konstitutive Beziehungen fiir groBe elasto-plastische Verzerrungen

Bezeichnungen:

Zeichen:
F
I
S
C=F'-F
B=F-F'
L=F-F~
D= %(L+LT)
W= Z(L-LT)
oK

9% 37

ik
g

o ik ik
525419, %9 =5, 9;%g =S g5 %9,

1

1 ik 1k
D= 79ik8 *3 = = 29 %%

€= Z(I'B-l)= %(gi k-aik)glx

1, ik_ i
- 2(91 _g1r8rsgsk

Bedeutung:

Deformationsgradient
Cauchy-Spannungstensor

Gewichteter Cauchy Spannungstensor
Rechter Cauchy-Green Verzerrungstensor
Linker Cauchy-Green Verzerrungstensor
Geschwindigkeitsgradient

Tensor der Verzerrungsgeschwindigkeit
Spintensor

Basisvektoren eines konvektiven Koordi-
natensystems

Metrik der konvektiven Koordinaten
bais g.

Metrik Qer konvektjven Koordinaten
basis 31‘(21§k = &)

Gewichteter Cauchy Spannungstensor im
konvektiven Koordinatensystem

Almansi Verzerrungstensor

Verzerrungsgeschwindigkeit im konvektiven
Koordinatensystem
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4.1 Einleitung

Eine aktuelle Aufgabe der Geometrie nichtlinearer elasto-plastischer Defor-
mationen besteht in der Bestimmung eines geeigneten differentiellen konsti-
tutiven Gesetzes zur Beschreibung des elastischen Teils der Formanderungen.
Beziiglich des besonderen Falls der isotropen Materialien wird dieses Problem
von Lehmann ([1] - [7]) intensiv untersucht. Er betrachtet u.a. die lineare
konstitutive Beziehung zwischen gemischt-varianten Komponenten des Almansi
Verzerrungstensors e; und des gewichteten Cauchy Spannungstensors

i_1 i v oI

gy = QG'(Sk - T srak) s (1.1)
wobei G und v - die elastischen Konstanten bezeichnen. Durch Zeit-Ablei-

tung der (1.1) und mit der Beziehung

Co s
% = 7(8 - 9 )

erhdlt man
(&) = 3((3)) - 1% ()8 (1.2
und
(e)) =~ 1g'"8 (1.3)
€k 729 Iy :

Mit Hilfe des Verzerrungsgeschwindigkeit-Tensors

i ldirs _  lsr
dk =79 9k T 79 9k

148t sich (1.3) in der Form

. . . . -1
. 1 i
(£ = - ?g1r9rpgpsgsk ) d;gpsask ) dpqE ’ (1.4)

schreiben, wobei

q; = 81r9rk

ist.
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Setzt man (1.4) und (1.2) gleich, dann folgt
— s s
d = 75 Lo ((S)y = Ty ()FELN. (1.5)

Man bemerkt, daB die Zeit-Ableitung (él; nicht vo11*) objektiv ist. Diesen

Nachteil kann man durch die Benutzung der Jaumann'schen Ableitung

i _ o ond ir r_i
skl0 = (), +ds, - ds,

eliminieren. Dann wird (1.5)

b~ Ty (S)psp- (1.6)

i_ 1 re i L 4ip p
dy = 21;—[qk(sr|0 dpsr +ds
Man bemerkt, daB (1.6) eine implizite Beziehung in d; ist. Wird eine solche
Beziehung zur Beschreibung des elastischen Teils der grofen elasto-plasti-
schen Deformationen herangezogen, dann folgt, daB der elastische Teil der
Verzerrungsgeschwindigkeit d; auch von der gesamten Formanderungsgeschwindig-

. . . E
keit d; = g; + g; gemdB der konstitutiven Beziehung

i_1 ro i, _ o 4ilp p.i _ v zp.i
d = 25 L9k(Splo = dpsy + sy - T Sp8)]
abhangt.
Diese Bemerkung geht auf Lehmann [ 3] zuriick. Sie war urspriinglich auf eine

andere nicht ganz korrekt abgeleitete Form von (1.6) gegriindet, namlich
i_1 re.dy _ 4ip P _ v pi
d = -Zc-sym{qk(srlo dpsr + drsp F spdr)} .
wobei sym{A} den symmetrischen Teil von {A} bezeichnet.

Es gibt einen besonderen Fall, in dem sich (1.6) auf eine explizite Formel

reduziert. Das betrifft den Fall der kleinen Deformationen und Deformations-

*)(SLL bleibt unverédndert bei starren Rotationen, verédndert sich aber mit
den Formanderungen des konvektiven Koordinatensystems.



geschwindigkeiten. Dann gilt

k o K
QG ~ Gp ; (1.7)
ir r.i
und (1.6) wird zu
i_ 1,1 v oergi
d = 7wlsklo - oy Sre8k) - (1.9)

Anmerkung: Falls man (1.6) benutzt, um den elastischen Teil eines elasto-
plastischen Prozesses approximativ zu beschreiben, dann wird die Bedingung
(1.8) zu

%l+§nz-%i+§n;%&

verandert. Bemerkenswert ist, daB diese Bedingung auch fiir groBe plastische
Formanderungen erfiillt sein kann. Das entspricht dem Fall, daB dE proportional

zu sE ist so wie es fiir das von Misessche konstitutive Gesetz gilt.

Die approximative Beziehung (1.9) ist nicht integrierbar, d.h. sie fiihrt
nicht auf eine eindeutige Spannung-Verzerrung-Beziehung, die einen elasti-
schen Stoff beschreibt. Im allgemeinen ergeben sich bei einem Zyklus in der
Spannung bleibende Deformationen, die zwar meist sehr klein sind aber prin-
zipiell die Entwicklung eines vollstédndigen thermodynamischen Modells sto-
ren. Um diese Behauptung zu begriinden, ist es ausreichend zu bemerken, daB
unter diesen Umstdnden die eindeutige Bestimmung der freien Energie, oder
der dissipierten Energie unmoglich wird. Dies macht aus mathematischen Ge-

sichtspunkten die Erstellung irgendeines Variationsprinzips unmoglich.

In dem folgenden wird ein neues mathematisches Verfahren entwickelt, das

dem isotropischen Material, hypoelastische konstitutive Gesetze von der
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Form

D= H(MT

assoziiert, wobei % Jaumann'sche Ableitung bezeichnet. Mit Hilfe solcher
konstitutiven Beziehungen, die integrierbar und explizit sind, kann man in
der Beschreibung der groBen elasto-plastischen Verzerrungen die oben erwdahn-
ten Nachteile vermeiden.

Dieser neue Weg griindet sich auf die geometrisch nichtlinearen konstitutiven
Gesetze fiir isotrope elastische Stoffe, die im Cauchyschen Spannungstensor

T(bzw. S) und im linken Cauchy-Green Tensor B beschrieben sind

4.2. Das konstitutive Gesetz fiir isotrope elastische Materialien

Es ist bekannt, daB fiir ein isotropes elastisches Material die Deformationen

durch ein konstitutives Gesetz (vgl. [9]) von der Form
T = f(B) (2.1)
beschrieben werden konnen, wobei f(B) der Identitdt

Qf(B)Q' = £(Q8Q") (2.2)

fiir jede orthogonale Matrix Q(QQT = I) geniigt.

Wir nehmen an, daB f(B) eine invertierbare Funktion ist, d.h.

B = g(T) (2.3)

und dazu, daB das g eine differentierbare Funktion ist. Durch Ableitung

nach der Zeit erhdlt man

é:%?f (2.4)
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Benutzt man die Identitdt

e T, T 1

B = FF' + FF T

T T

= FF"'B + BF'F' = LB + BL' ,

dann 1dBt sich (2.4)
1B +pLl =287 (2.5)

schreiben. Wird der Geschwindigkeitsgradient in Deformations- und Rotations-

geschwindigkeit aufgespalten, dann folgt aus (2.5)

DB + BD = 23 T - WB + BM ,
oder dquivalent

DB + BD = 24 T - Wg(T) + g(T)W. (2.6)
Aus (2.2) folgt unmittelbar, daB auch fiir g

0g(T)Q" = 9(qTQ") (2.7)

gilt. Wendet man (2.7) fiir eine Rotationsgeschichte Q(t) an, so daB Q(0) = I
und Q(0) = W(W = -wT) ist, dann folgt durch Zeit-Differenzierung die Iden-
titat

Wg(T) - g(T)W = 23 (WT - W) . (2.8)
Auf Grund von (2.8) kann man (2.6) in der folgenden dquivalenten Form

DB + BD = g% (T - WT + TH) (2.9)
schreiben. Mit Hilfe der Jaumannschen Ableitung

T=1-ur+m
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1dBt sich schlieBlich (2.9)
DB + 8D = 23 § (2.10)
aT
schreiben. Es ist einfach zu beweisen, daB (2.10) mit dem hypoelastischen-
kenstitutiven Gesetz, das von Noll [8] abgeleitet wurde, dquivalent ist.

Anmerkung: Falls man statt (2.1) mit dem konstitutiven Gesetz

* 1/2

S = f*(B) = (det B)™/° (B) (2.11)

beginnt, dann bekommt man auf dem gleichen Weg
*
DB + 8D = 23§, (2.12)

. +* . * .
wobei g die Inverse von f  bezeichnet.

3x3

Es sei Rs die Menge der 3x3 symmetrischen Matrizen. Wir bemerken, daB die

Beziehung (2.10) bzw. (2.12) eine lineare Transformation

. m3x3 3x3
B(B) : RS™ + R
B(B)D = DB + BD (2.13)

definieren. Um (2.10) oder (2.12) in einer expliziten Form zu schreiben, mup
man zuerst beweisen, daB B(B) nicht eine singuldre Transformation bildet,
d.h. daB

B(B)D = 0

genau nur dann gilt, wenn D = 0 ist. Im nachsten Abschnitt wird dies bewie-

sen.

4.3. Die lineare Transformation B(B)D = DB + BD

Wir beginnen mit dem folgenden allgemeinen Theorem der Algebra.

Theorem: Fiir eine symmetrische und positiv definite Matrix M(M = MT, M>0)
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gilt die Identitdt

MA + AM = 0 (3.1)

genau dann, wenn A = 0 ist.

Beweis: Es seien Ai(i = 1,2,...,n) die Eigenwerte der Matrix M und X

die entsprechenden Eigenvektoren. Da M eine symmetrische und positiv de-
finite Matrix ist, gilt Ay > 0, i=1,2,...,n und die Eigenvektoren X kdnnen

so bestimmt werden, daB

Xi%y = %ij

gilt.

Es sei X die Matrix, die mit den Eigenvektoren by gebildet ist
X = {xl,xz,...,xn}.

Dann ist M 1in der Form

M= XTaX (3.2)

darstellbar, wobei A die diagonale Matrix

bezeichnet.

Bezeichnet man

¢ = xax! ,

dann folgt aus (3.1) und (3.2)

AC +Ch=0 (3.3)



- 67 -

In einer expliziten Form wird (3.3) zu

2C124 C12(A1+A2) .. Cln(A1+AZ)
CZI(A1+A2) 20002y .+ . CZn(A1+x2)
Cn1(11+x2) ............ 2Cnnxn

Weil A; streng positive Zahlen sind, gilt (3.3) genau dann, wenn C = 0 ist.

Aus (3.2) folgt, daB dann auch A = 0 ist. Damit ist das Theorem bewiesen.
Anmerkung: Die Notwendigkeit der positiven Definitheit der Matrix M wird
durch das folgende Gegen-Beispiel bestatigt:

-1 00 0 01
M= 0-1 0 , A=10 00
0 01 1 00
Dann gilt
0 0-1 0 01
MA+M=]000)] + | 000 =0 .
1 00 -1 00

Auf Grund dieses oben erwdhnten Theorems folgt, daB die Transformation

B(B)D = DB + BD nichtsinguldr ist und demzufolge die Matrix-Gleichung

DB + BD = E

(mit E = (eij) als 3x3-symmetrische Matrix) eine eindeutige Losung D = (d

hat. Bezeichnen wir diese Lﬁsung*) durch

D = B L(B)E

*)s. S. 10

)
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und kehren wir zu (2.10) und (2.12) zuriick, dann folgt

- [o]
0-8"() 2% (3.4)
bzw.
*
D=87(8) 2L S (3.5)

Benutzt man (2.3) bzw. (2.11), so folgt dann

0= 8 Mg(m) 3T, (3.6)
oder
D= B (g"s)) A8 . (3.7)

Diese Beziehungen bestimmen voll die allgemeine differentielle Form die

einem elastischen konstitutiven Gesetz entspricht.

4.4, Kleine elastische Formanderungen

Wir nehmen an, daB die elastischen Formdnderungen klein sind, d.h.

B=1+0(e) (4.1)

wobei O(e) einen Term der Ordnung ¢ bezeichnet mit €2 ~ 0.

*) s.S5. 9
Die Komponenten dieser Losung sind durch die Formel

: *okCk1%qg1

e = ¢ ———— X s
ij k,1,P,q pi ~xp+x2 qj

zu bestimmen mit Ai(i=1,2,3) und Xp (psg=1,2,3) werden die Eigenwerte

d

bzw. die Komponenten der Eigenvektoren des Tensors B bezeichnet.
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Es ist dann einfach zu beweisen, daB
81(8) = 5 I +0(c). (4.2)

Die konstitutiven Gesetze (3.4) bzw. (3.5) werden durch

_1ag?Q
bzw.
1 ag” @
D="ga—sg‘—5 (4.4)

gut angendhert.

Nimmt man als g und g* die Funktionen

g(T) = 21 + & (T - 7% Sp(T)I) (4.5)
bzw.
g*(5) = 21 + 2 (S - 1= Sp(S)I), (4.6)

dann reduziert sich (4.3) und (4.4) zu

D=5 (F - = sp(h) (4.7)
bzw.
0= (-1~ sp(d)1) (4.8)
26 T+ ’

die dieselbe Form wie (1.9) darstellen.

Wir konnen jetzt den folgenden Satz formulieren:

Unter der Bedingung (4.1) bildet das konstitutive Gesetz (4.8) eine An-
naherung des elastischen konstitutiven Gesetzes fiir geometrische nichtli-

neare Formanderungen

7 (B~ 1) = 3= (S - 7 Sp(S)1) (4.9)
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Die exakte Differential-Beziehung, die aus (4.9) abgeleitet wurde ist

D= gx B M2L + 5 (S - £ Sp(HDI (S - 7% sp(HT) (4.10)

Dieser Satz rechtfertigt demzufolge das konstitutive Gesetz (1.9) als eine

Anndherung von (4.10).

4.5. Das elastische Potential fiir isotrope Materialien

Es sei

1k o=

[o]

s=L11F
P
Piolas Spannungstensor und

U = U(FTF) = U(C)

das elastische Potential, das einem isotropen hyperelastischen Korper ent-

spricht. Das konstitutive Gesetz ist, in diesem Fall, durch die Beziehung
_al U
S.;=sp=2F v (5.1)

gegeben. Schreibt man diese konstitutive Beziehung mit dem Cauchy Spannungs-

tensor, dann erhdlt man

1. aU
EHJ'ZQPREFN ’

oder den dquivalenten Ausdruck

| U T
> T=2F 3c Foo.

Anmerkung: Weil das Material isotrop ist, hdngt das elastische Potential
U(C) von C durch die Invarianten I(C), II(C) und III(C) ab. Es ist aber
bekannt, daB die Tensoren C und B dieselben Invarianten besitzen,

d.h. I(C) = I(B); II(C) = II(B) und III(C) = III(B).
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Es folgt demzufolge, daB im isotropen Fall das elastische Potential auch als
eine Funktion von B zu betrachten ist:

U= U(I(C), II(C), III(C)) = U(I(B), II(B), III(B)).
Die Funktion f(B) in (2.1) wird dann durch die Beziehung

f(8) = 2p F T (5.3)

definiert.

Lemma. Fiir hyperelastische und isotrope Materialien erfiillt die konstitutive

Funktion f(B) fiir alle antimetrischen Tensoren W;W = -NT die Beziehung

Sp(f(B) B™L(B)(WB - BW)) = 0 . (5.4)

Beweis. Weil das Material isotrop und hyperelastisch ist gilt fiir das

elastische Potential U(B)

U
U= 358 =sp(TD) "

Es sei ein DeformationsprozeB der von dem Spin W und von der Deformationsge-

schwindigkeit

D = B~1(B)(WB - BW)

bestimmt wird.

Aus der Gleichung

B=BD+ DB + WB - BW

folgt, daB B = 0. Das impliziert,
0= 288 =sp(M) = Sp(T8"L(B) (WB - BW) = Sp (F(B)B™X(B)(WB - BW))-

Das beweist das Lemma.
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Korrolar. Wenn das konstitutive Gesetz (2.1) invertierbar ist, dann wird mit

Hilfe von (2.3) die Beziehung (5.4) zu

1

Sp(TB™ " (g(T)) (Wg(T) - g(T)W) =0 - ‘ (5.5)

Benutzt man die Identitdat

Wg(T) - g(T)W = 33 (TY(WT - Tw) ,

dann reduziert sich (5.5) zu
sp(TB™(g(T)) 28 (T)(WT - TW) = 0 . (5.6)

Beriicksichtigt man (5.4) und (5.5), so erhdlt man flir das elastische Potential

den Ausdruck

U= s Sp(f(B)B~L

(8)dB) = s sp(18”}(g(T)) 3 (T)aT) , (5.7)
c(8) ()

wobei C(B) und C(T) Trajektorien im B- bzw. im T-Raum darstellen. Die In-
tegranden in (5.7) sind vollstdndige Differential im B- oder T-Raum.

Jetzt beweisen wir ein Theorem, welches die hinreichenden Bedingungen fiir
Hyperelastizitdt bestimmt.

Theorem. Ein isotropes elastisches Material fiir welches

1. sp(f(B)B™1(B)(WB - BW)) = 0 (5.8)

fiir alle antimetrischen Tensoren W gilt und
2. die differentiale Form

sp(£(B)B™1(B)dB) (5.9)

ein vollstandiges Differential darstellt,
ist ein hyperelastisches Material.

Beweis. Es sei U(B) die Funktion, die durch
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U(B) = s Sp(f(B)B™1(B)dB) (5.10)
C(B)

definiert wird. Man kann beweisen, daB U(B) invariant in Bezug auf starre
Rotationen ist. Um das zu beweisen, schreiben wir (5.10) in die dquivalente

Form

U(B) = 5 Sp(Ff(B)B™(B)B)dt.

O -+

Beriicksichtigt man (5.8), dann folgt

-t ]
U(B) = 5 Sp(F(B)B 1(B)(B - WB + BW)dt =
0
t 1
= 7 sp(f(B)B 1(B)B)dt.
0

Das zeigt, daB U(B) offenbar invariant in Bezug auf starre Rotationen ist.

Beriicksichtigt man

o]

DB + BD =B - WB + BW =B

dann folgt die Beziehung

U(B) = s Sp(TD)dt.

o =

Das beweist, daB (5.10) tatsdchlich das elastische Potential definiert.

Anmerkung 1. Wenn das konstitutive Gesetz (2.1) in die Form (2.3) invertier-

bar ist, dann lassen sich die Bedingungen des Theorems durch

1. sp(T8 L(g(T)) (Ng(T) - g(T)H) = 0

fiir jedwelchen antimetrischen Tensor W, und

2. die Differential form

sp(18™1(g(T)) 3 (T)aT)

ist ein vollstandiges Differential ersetzen.
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Anmerkung 2. Die Bedingung (5.8) bildet eine Objektivitatsbedingung. Es stellt

sich die Frage, ob es moglich ist, diese Bedingung durch die iibliche Objekti-

vitdtsbedingung

T T

£(QBQ') = QF(B)Q' , QQ = I

zu ersetzen. Wir werden diese Moglichkeit beweisen.

Aus (5.10) folgt, daB f(B) und U(B) durch die Beziehung

-1 aU
£(8)87"(B) = 35 (B)
verbunden sind. Weil f wund B-l objektive Tensorfunktionen sind, folgt, daB

die Objektivitit auch fiir %g gilt, d.h.
U, T U o T
B (QBQ") = Q 53'(3)0

jeder Zeit wenn QQT = I ist. Durch Integration der letzten Bedingung erhdlt

man, daf} die Beziehung
u(qBe") = " Sp(3p (aBQ")d(aBQ") =

25 (B)asa") =

= ¢ sp(q 2V (B)Q'q dBQ") = sp(q s
(8) 9B (B)

= sp(QU(B)Q") = U(B)

fiir alle starren Rotationen Q(QQT = 1) qgilt.
Weil U(B) objektiv ist und fiir Deformationen, fiir welche W = 0, gleich dem
elastischen Potential ist*), folgt es, daB sie immer gleich dem elastischen

Potential ist.

*)Durch die Rotationen Q(t), die durch die Beziehung é = -QW definiert wird,

kann man immer den Spin annullieren.
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Schreibt man

W(B) = Tr(TD) = Tr(f(B)B L(B)(B - WB + WB)

und vergleicht mit (5.10), dann folgt (5.8).

4.6. Anisotrope Materialien

Die allgemeine Form eines konstitutiven Gesetzes fiir ein anisotropes elasti-

sches Material ist

T=f(F) . (6.1)
Beniitzt man die Polarzerlegung F = YR , dann folgt

T = f(VR) ,
oder, weil

V2 =B
gilt dquivalent

T = f(B,R) . (6.2)

Die Objektivitdt der Beziehung (6.2) wird genau dann erfiillt, wenn (6.2) die

besondere Form

T T

T = R f(R'BR)R (6.3)

T

hat. Wenn man die Bezeichnungen T = RTTR und B* = R'BR einfiihrt, dann redu-

ziert sich (6.3) auf

T = £(8%). (6.4)

Im folgenden, nehmen wir an, daB (6.4) invertierbar ist, d.h.

B¥ = o(T%) (6.5)
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und dann reduziert sich (6.3) auf

B =Rg (RTR)R' (6.6)

Anmerkung. Ist das Material isotrop, dann ist (6.3) oder (6.6) zu jedwelcher

Vordrehung

F = FQ

invariant, d.h.

T = RF(RTBR)R! = Re(RTBR) =

- RQF(Q'R'BRQ)Q'R .
Es folgt

£(Q'BQ) = Q'(B)Q

und (6.3) reduziert sich zu (2.1).

Durch Differentiation von (6.6) beziiglich der Zeit, findet man

T

BD + DB = (R - WR)G(RTTR)R! + Rg(R'TR)(R + R'M)

T T

+ R 28 RITR)(R'TR + RTTR + RTTR)R . (6.7)

Bezeichnet man durch R und '? die objektiven Zeitdifferentiale

<

R

R - WR

und

T T T

T =rR"R + RTIR + RTTR

dann wird (6.7)

T o o
80 + 08 = R 2R TR F gT 4 Ry(RTTR)RT + Rg(RTTR)R' .
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Benutzt man die Transformationen B-I(B), dann erhdlt man

.
D= 8 (Rg(R'TR)) (R 2R TR) Fpr

. (6.8)
+ Rg(RTTR)RT + Rg(RTTR)RT)

Man kann diese Formel in einer 3dquivalenten Form umschreiben, die die Abhan-
gigkeit von T und R besser hervorhebt.

Aus der Beziehung

1 T,~1 1:.T

W=z (W v e vt v Ty (6.9)
folgt
W= (781288712 - Tl/2y gl/%5 , gl/ogTg7l/2

124 . . (6.10)
+ 8/ 2RT8Y/2) = 5 (BR)B + g (BRI

Benutzt man das konstitutive Gesetz (6.6), dann reduziert sich (6.10) auf

=
]

Y7(T,R)T + yp(T,RIR. (6.11)
Setzt man (6.11) in (6.9) ein, dann erhdlt man
D = (ag(TLR) + yp{T,R))T + (ap(T,R) + yp(T,R))R . (6.12)

Jetzt kann man den Ausdruck des elastischen Potentials fiir anisotrope hyper-
elastische Materialien bestimmen.

-

Beriicksichtigt man, daB C = R'BR ist, so folgt, daB das elastische Potential

eine Funktion von RTBR ist

U = U(RBR)

oder, mit Hilfe des konstitutiven Gesetzes (6.6)

U= U(RTR) .
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Man findet

T

UR'BR) = s TDdt= s  RF(RIBR)R'B L(B)[B-WB+BW|dt =

(6.13)
= RF(RTTR)R'B™I(B)IdB - (84(B,R)dB + go(B,R)AR)B +

+ B(8g(B,R)dB + Rp(B,R)AR)]

wobei C(B,R) eine Trajektorie im Raum (B,R) bezeichnet.

Weil das Material hyperelastisch ist, muB der Integrand ih (6.13) ein voll-
standiges Differential sein. Auch umgekehrt gilt, daB wenn der Integrand ein
vollstandiges Differential ist, das Material hyperelastisch ist.

Berlicksichtigt man (6.12) dann hat das elastische Potential den Ausdruck

URTTR) = 7 TDdt= s TC(aq(T.R) + ay(R,R)vp(T,R))dT
C(T,R) C(T,R)

+ (aR(TsR) + aw(T’R)YR(TsR))dR] ’

wobei C(T,R) eine Trajektorie im Raum (T,R) darstelilt.

4.7. Elasto-plastische Deformationen

Wir nehmen an, daB es ein plastisches Potential gibt, das von T und R

abhingt.
o = o(T,R) . (7.1)

Die Objektivitatsbedingung veriangt, daB

»(QTQ",QR) = o(T,R) (7.2)

fiir alle starren Rotationen Q, gilt.
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Nimmt man an Q = RT, dann folgt aus (7.2) die Identitdt

3(RTTR,I) = o(T,R).

Auf Grund dieser Identitdt kann man das plastische Potential in der Form
T *
o = ¢(R'TR) = o(T") (7.3)

schreiben. Wenn das plastische Material isotrop ist, dann ist (7.3) unabhin-

gig von den Verdrehungen des Materials, d.h., es gilt:

o(Q'RTTRQ) = &(R'TR). (7.4)

Beachtet man, daB (7.4) genau dann erfiillt ist, wenn nur von den Invarianten
I(R'TR), II(R'TR), III(R'TR) abhingt und daB diese Invarianten gleich mit
I(T), II(T), III(T) sind, so folgt:

a) Fiir isotrope Materialien reduziert sich das Plastische Potential (7.1) zu

o = o(1(T), II(T), III(T)) = o(T) (7.5)

b) Ein plastisches Potential hangt nur von den Cauchy-Spannungen T ab, wenn
das Material isotrop ist.

Mit Hilfe solch eines plastischen Potentials kann man folgendes Modell fiir
plastisches FlieBen bilden:

Normalitdts-Regel Die plastische Verzerrungsgeschwindigkeit DP ist im T-Raum

zu den Fldchen

¢(RTTR) = const.
senkrecht, d.h.

T *
P _ . 3as(R'TR) _ ,,T ao(T
D" = —aT AR ; R (7.6)
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Im isotropen Fall reduziert sich diese Beziehung auf

;
P_ . a(RTR) _ . as(T
0P = 5 2R TR) _, 20T) (7.7)

Addiert man (7.6) mit (6.8) bzw. (7.7) mit (4.3), dann erhdlt man die ent-
sprechenden konstitutiven Beziehungen fiir anisotrope bzw. isotrope elasto-
plastische Materialien. Setzt man in (4.3) die konstitutive Beziehung (4.5)
ein und nimmt man (4.2) an, dann erhdlt man das konstitutive Gesetz, welches
von Lehmann (loc.cit.) als eine Naherung fiir groBe e]asto-p]astischg Ver-
zerrungen vorgeschlagen wurde.

Im besonderen Fall des plastischen Fliefens mit Verfestigung, wenn die pla-

stische Arbeit L eine Funktion des plastischen Potentials ist

L = L(¢),

dann findet man

.
_aL o _ 3¢(R TR
L=2 3 —TD—AT——ar—l.

Daraus folgt

aL :
36 0

)\=__..__.r__

T a¢§R TR)

Im isotropen Fall erhdalt man
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5>.Thermoplastische Modelle

5.1. Ein Oberblick iiber aktuelle mathematische Modelle der Thermoplastizitat

Die groBen Schwierigkeiten, die man in der Ausarbeitung mathematischer Modelle
fiir gekoppelte thermomechanische Prozesse iiberwinden muB, riihren daher, daB
solche thermomechanischen Prozesse mit unseren iiblichen menschlichen Erfah-
rungen nicht libereinstimmen. (..." the concept of thermodynamics do not con-
form to the unsophisticabel human experience", vgl. Ahrends [1]).

Die Vielfalt in der die Gesetze der Thermodynamik formuliert werden, macht
gleichzeitig die Uberpriifung einer Theorie schwer. Hier beschrdnken wir uns
darauf, iiber den zweiten Hauptsatz der Thermodynamik zu referieren.

Wie Woods [2] bemerkt: "The second Taw manifests itself in a remarcable number
of forms, and discussion still continuous as towhich of these forms is opti-
mal in some sense or other". Diese Lage wird von der folgenden Behauptung

von Miiller [ 3] gut charakterisiert: "Because of the difficulties of thermo-
dynamic experimentation we cannot decide which one of the thermodynamic
theories is general enough for the discription of a particular material.
Therefore the theories are judged on their appeal to logic or to personal
preferance."

Die Auseinandersetzung iiber die verschiedenen thermodynamischen Theorien hat
viele Wissenschaftler dermaBen entmutigt, daB sie sich schlieBlich zur Ver-
urteilung der klassischen Thermodynamik fiihren TieRen.

(.o... " discourage many mathematicians and engineers so much as to bring
then to contem classical thermodynamics". vgl. Truesdell [4]).

Weil es gegenwdrtig keine thermodynamische Theorie gibt, die von allen
Wissenschaftlern anerkannt wird, ist es sinnvoll, eine Diskussion nur im
Rahmen solcher Postulate zu fiihren, die von allen Theorien akzeptiert werden.
Diese Postulate sind die folgenden:

1. Das Gesetz der Energieerhaltung.
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2. Clausius-Fouriers Gesetz: Die Wdrme flieRt nicht von selbst vom Kilteren

zum Warmeren.

3. In einem isothermischen Zyklus wird mechanische Arbeit verloren und nicht

gewonnen.

Ein thermodynamisches Modell, welches mit den allgemeinen Gesetzen der Mecha-
nik vereinbar ist und dazu den oben erwdhnten drei Axiomen der Thermodynamik
nicht widerspricht, kann man als ein mogliches Modell akzeptieren. Nur Expe-
rimente konnen es jedoch bestdtigen oder widerlegen.

Im folgenden werden wir einen kurzen Oberblick iiber die mathematischen Mo-
delle geben, die fiir die Beschreibung des thermoplastischen FlieBens vor-

geschlagen werden.

Prager's Modell [ 5]

Zundchst sei das Prager'sche Modell vorgestellt, wie es von Naghdi [6] formu-
Tiert wird.
Das Modell bezieht sich auf die Theorie der infinitesimalen Verzerrungen.

Man nimmt an, daB die gesamten Verzerrungen in der Form

£= E-. +£" (11)

darstellbar sind, wobei ¢' den elastischen Teil und ¢'" den inelastischen

Teil bezeichnen. Der elastische Teil wird vom konstitutiven Gesetz

€ lEX o35 " (-E Ok " aT)Gi:j (1.2)

beschrieben, wobei E wund v Young's bzw. Poisson's Modul und o den

thermischen Ausdehnungs-Koeffizienten bezeichnen.

Das Auftreten inelastischer Verzerrungen ¢" 1ist an die FliePBbedingung
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f(o,e" , Lp,T) = 0 (1.3)

gebunden, wobei T die Temperatur und Lp die plastische Arbeit
- bl 1]
Lp - foij E_ij dt (1.4)

bezeichnen. Nimmt man die Gultigkeit der Normalenregel an, dann erhalt man

J/ » 25 fir £ = 0 und 255, +-%; T>0

ao.ij 301\] 1]
®ij © (1.5)
o _ of . of -
L 0 firf <0 oder f =20 und 50,7 %ij + T T<0.
1]
Aus der FlieBbedingung (1.3) folgt
of . of
Bo_ij %4j * Py T
S S P (1.6)

aF A yef

Das thermodynamische Modell griindet sich auf die Aufspaltung der mechanischen

Arbeit W in der Form

W=o1.j €1j=w + W', (1.7)

wobei W' und W" die elastische bzw. plastische Arbeit bezeichnen

W =¢.:.€:. 5, W' = 013 €1J . (18)

Als Definition der Entropie n nimmt man die Beziehung
94
n=- ) to (1.9)

wobei q den WarmefluB und o die innere Entropie bezeichnen. Nimmt man

die Gibson'sche Beziehung an

T =U-W,
n
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wobei U die gesamte Energie bezeichnet, dann erhdlt man
cu. il
To = W"- -_— . (1.10)

Wird der zweite Hauptsatz der Thermodynamik in der Form

g>0

geschrieben, dann ist er genau erfiillt, wenn

. Ts.
W 3 1>0 . (1.11)

Man bemerkt, daB (1.11) erfiillt wird, wenn die letzten zwei der oben erwdhn-
ten Axiome gelten. Tatsachlich folgt aus Clausius-Fouriers Ungleichung und
aus der Bedingung, daB in jeden isothermen Zyklus die plastische Arbeit po-

sitiv sein muB, daB gleichzeitig

q:T,: < 0 (1.12)
it =
und
... of
1J 9o, .
1J >0 (1.13)

of , 3f 5. ) of =
aek"] alp k1 30,1

gelten. Aus diesen Ungleichungen folgt unmittelbar (1.11). Man bemerkt, daf

die Bedingung (1.13) z.B. erflllt wird, wenn die FlieBfunktion f konvex

im Spannungsraum ist und

- of

-a-‘é]?:l—'-o ’ 3[_6<0

gelten. Diese Bedingungen lassen sich einfach physikalisch deuten.

Wir konnen schlieBen, daB Prager's Modell mit den oben erwdhnten allgemeinen
Axiomen der Thermodynamik vereinbar ist.

Es bildet aber kein volistdndiges Modell. Es fehlen Betrachtungen iiber die
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Umwandlung der plastischen Arbeit.

Besonders beinhaltet das Modell keine Gleichung, um die Warmeausbreitung zu
beschreiben.

Bemerkenswert ist die folgende Eigenschaft eines Materials, welches durch
die FlieBregel (1.5) beschrieben wird. Es sei eine Spannungsgeschwindigkeit,

so daB

f .. <0 (1.14)

und eine Anderung der Temperatur, so daB

of
30, . °ij
T> - M
oT
T

(1.15)

Aus der letzten Ungleichung folgt, daB fiir solch eine Anderung der Spannungen
und der Temperatur plastische Verzerrungen auftreten, obwohl die Anderung

der Spannungen einer isothermen Entlastung entspricht, d.h., daB im Rahmen
dieses Modells plastische Verzerrungen aufgrund einer reinen thermischen Be-
lastung auftreten konnen.

Um diese Eigenschaft experimentell zu bestdtigen, geniigt der folgende ein-
fache Versuch:

1) Ein isothermer Zugversuch bringt die Probe bis an seine FlieBgrenze (Abb. 1)

Abb. 1
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2) Unter konstanter Spannung andert man die Temperatur, so daB

gilt (Abb. 2)

—_—

v

Abb. 2
Falls das Material von den konstitutiven Gesetzen (1.5) beschrieben wird,

muB die plastische Verzerrung dem in Abb. 3 dargestellten Verlauf entsprechen,

‘rell

v

Abb, 3

Bruhns und Mielniczuks Modell [7] basiert auf der Zerlegung der Verzerrungs-

geschwindigkeit

1 T
D= 2-(L + L)
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in einen elastischen und einen plastischen Teil

+ 0y .

D =Dg +Dp

Dadurch wird die mechanische Arbeit W = %— Sp(SD), wobei S die Cauchy-
0

Spannung bezeichnet, in der folgenden Form zerlegabr

W= WE + NP

mit
1

_1 _
-5 Sp(SDg) » W = =— Sp(SDp) .

W P Pq

E

Weiter wird wp in den Anteil ND , der dissipiert wird und den Anteil wH s

der zur Strukturverdnderung im Inneren des Materials beitrdgt, zerlegt:

NP = wD + wH .

Man nimmt an, daB zwischen wD und wH die Beziehung

mit einer Konstanten y gilt.
Als thermodynamische Restriktion, die dem zweiten Gesetz der

entspricht, wird die Ungleichung

p 20

vorgeschlagen. Diese Ungleichung wird als eine Folge der Clausius-Duhem-
Ungleichung abgeleitet.

Fiir die elastischen Verzerrungen nimmt man die Beziehung

(o] .
S = 26(D; + ’IX?G Sp(Dg)-I) + mo I (1.16)
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0
an, wobei S - die Jaumannsche Ableitung, 6 die Temperatur und I die

Einheitsmatrix bezeichnen.

Die plastischen Verzerrungen werden mit Hilfe der FlieBbedingungen

8(T,0.k%) = sp(1?) - KE(e.My) = 0 (1.17)

beschreiben, wobei
T=5-%sp(s) I
'3'P

der Spannungsdeviator ist. Die konstitutive Beziehung lautet dann:

30 _ 30 3%
| A oz wenn ¢ = 0 und Sp(§§ g) tog 8 0
DP =f.'i (1.18)
! B 30 3%
{0 wenn ¢ <0, oder ¢ =0 und Sp(sg ) + 35 ° <0
Als kalorische Gleichung nimmt man
. % .
Q= - m—=>Sp(Dg) + Ce (1.19)
0
an und definiert die Entropie durch die Differentialgleichung
o __Q
§ =3 (1.20)

Die entsprechende Warmeausbreitungsgleichung wird dann

Cpoé = v Sp(SDp) + mo SpD + p_r + A6 ,

wobei r die Warmequelle pro Massen-Einheit, ¢ die spezifische Wdarme

und 1 die Warmeleitfahigkeit bezeichnen.

Kritik: 1) Es wird nicht klar, ob (1.16) zu den reversiblen elastischen Ver-
zerrungen fiihrt oder nicht, d.h., ob fiir einen Zyklus in Spannungen und Tem-
peratur mit ¢ < 0 die bleibenden Verzerrungen Null sind. Das passiert genau

dann, wenn die Integrabilitatsbedingungen von Bernstein [ 8] erfiillt werden.

Fiir isotrope Materialien ist die allgemeine Form einer hypoelastischen kon-
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stitutiven Beziehung, welche diese Integrabilitdtsbedingungen erfiillt, in
dem Kapitel 4 dargestellt.
2) Aus (1.19) und (1.20) folgt fiir die Entropie der Ausdruck
.1 % .
S=‘e—(m'p—5p(D-)+C9) .
0
Dieser Ausdruck der Entropie ist demjenigen sehr dhnlich, der in der Thermo-

elastizitdat benutzt wird

f =

s = =(-m g—-Sp(é) +co) .

0
Dieser Ausdruck fiir die Entropie gewdhrleistet in der Thermoelastizitdt, daB
ds ein totales Differential im (e,8) - Raum ist. Durch die Ersetzung von Sp(g)

durch Sp(DE) und von %— durch 59 scheint diese totale Differentiabilitdt zer-
) 0

stort zu sein.

3) Es scheint, daB in der Belastungsbedingung
0 .
Sp(—§ S) +-—- 8 >0

Q
die Jaumannsche Ableitung S durch partielle Zeitableitung ersetzbar ist.

Man rechnet

28 = 2 (spL(S - 3 SP(S)(S - 7 SR(SN)

"

(sp(s?) - 3 (sp(s)? =

QJ’]QJ

= 2(s - 3 5p(S) = 2T,

woraus folgt

sp(3% §) = Sp(T8) = Sp(TS) - Sp(THS) + Sp(TSH) =

n
H

n
i

Sp(T$) = Sp(3s S) .



Weil die FlieRfunktion objektiv sein mufB

(2(Q'SQ) = o(S) fiir alle Q,QQ' = I)

gilt die Identitdt
3 & 3% 3% _ 39 ¢
fiir alle antimetrischen Tensoren W,W = wT .
Um das zu beweisen reicht es, die Objektivitdtsbedingung fiir eine besondere
Drehungsgeschichte Q(t), t € [0,1] mit Q(0) = I und Q(O) = W zu schreiben.

Daraus folgt, daf in der Belastungsbedingung die Jaumannsche Ableitung immer

durch die partielle Zeitableitung ersetzbar ist.

Lehmann-Raniecki Modell Das Modell griindet sich auf Arbeiten von Lehmann

[9]1, [101 , [11]. Im Vergleich mit Prager's Modell verzeichnen diese Arbeiten
die folgenden Vorschritte:

1. Die plastische Arbeit wird zuerst in den dissipierten Anteil wD und in
den komplementdren Anteil wH zerlegt. Diese Zerlegung ist eindeutig durch

die Proportionalitdtsbeziehungen
Wy = ng > Wy = (1-¢) wp, 0<¢g<1

definiert, wobei & experimentell bestimmbarer Parameter ist.

2. Die Energie-Bilanzgleichung wird mit Hilfe der Helmholtz-Funktion

ausgedriickt, wobei q; die elastischen Verzerrungen und T die Temperatur
E
bezeichnen. Sie lautet

2, . a2 ;
T4 E |O) (1.21)

¢
aqiaT

Qo
©

él'*'ng:'T(

&Y
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Man bezeichnet mit q die gesamte Warmeenergie, die von einem Einheits-

Volumenelement aufgenommen wird:

q=-divqg+r.

3. Das Modell wird fiir groBe elastoplastische Formdnderungen ausgearbeitet.
Es griindet sich auf die Zerlegung der gesamten Deformationsgeschwindigkeit D
in den elastischen und plastischen Anteil DE bzw. DP . Der elastische Anteil

wird durch die Beziehung

v i

1 ,.1 m; i
?G(Sklo " TH Snlo 8 ) + o8,

sil, = (sh), +dls", - dls’

bezeichnet.

Der plastische Anteil wird mit Hilfe der FlieBbedingung

2

i i iry _
F(Sk ., T, k&, O - Aks) =0

und der Belastungsbedingung

oF i oF 2 _
Fsk|0+wT-o
k

ausgedriickt. Durch k, a; und Alg bezeichnet man bestimmte verborgene Variablen.

Die FlieBregel Tautet dann

i_ , oF ir ;s
gk = A ;gT +a t, (1.22)
k

wobei tep die Komponenten des Spannungsdeviators und ﬂﬂg eine tensorielle
Funktion die eventuelle Abweichung von der Normalitdts-Regel beschreiben
Ein ganz dhnliches Modell wird,unabhdngig,von Mroz und Raniecki [12], [13]

vorgeschlagen:



1. Das Modell beschreibt die elastischen Verzerrungen durch die Beziehung
ée = Lo + afl,

wobei L = (aae/ac) und o die thermische Ausdehnung - Koeffizient bezeichnen.

Die plastischen Verzerrungen sind mit Hilfe der Normalitdtsregel

gegeben, wobei X aus der FlieBbedingung

f(o,M,1,K,K,8) = 0 (1.23)

bestimmt wird. Die Parameter T,»,K und K sind mit der Verfestigung des
Materials verbunden. (Diese Verbindung ist im Modell nicht spezifiziert.)

2. Die plastische Arbeit wird in der Form

Splocp)= Wy + sp(mk) + 1K (1.24)

~ o~

zerlegt, wobei ND der dissipierte Anteil und Sp(TK ) + nK der Anteil, der zur
Strukturverdnderung im Inneren des Materials beitrdgt ist.

3. Die Warmeausbreitungsgleichung ist mit der von Lehmann vorgeschlagenen
gleich.

4. Als thermodynamischen zweiten Hauptsatz nimmt man die Ungleichung

p 20

an. Diese'Ungleichung ist als eine Folge der Clausius-Duhem abgeleitet.

Das Modell von Mroz und Raniecki wird von Raniecki in [ 14] erweitert und ent-
wickelt. Es wird ein neues Paar von inneren Variablen betrachtet (insgesamt
sechzehn); die physikalische Bedeutung dieser Parameter diskutiert und mdg-
liche experimentelle Bestimmungen vorgeschlagen.

Ein umfassendes Modell,um thermoplastisches FlieRen zu beschreiben, wurde

von Lehmann [ 15] vorgeschlagen. Dieses Modell griindet sich auf die Voraus-
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setzung, daB die FlieBgrenze den Ausdruck

2

F=5Sp (T-cB)? - kK¥(b,T) = 0 (1.25)

hat, wobei T =3 - % Sp(S)I den Deviator der Cauchy Spannung $, und T die
Temperatur bezeichnet, B und b die Verschiebung bzw. die isotropische
Ausdehnung der FlieBgrenze beschreibt.

Fiir Verzerrungen nimmt man die Zerlegung

D=D- + D, + D

E P S

an, wobei

p. =L 1,1 ) 4 oT 1.26
e =g T+ (G SP(S) + el (1.26)

o]
(mit T oder S bezeichnet man, wie iiblich, die Jaumannsche Ableitung)

=L X.22 (7r-cB), (1.27)

D oF
P V2 38 7 2

und

sind. Die Konstanten G,K und o sind die iiblichen thermoelastischen Konstan-
ten, ¥ qst eine Funktion, die die Abweichung von der Normalitdts-Regel be-

schreibt. Filir die inelastische Arbeit NP + ws gilt die Zerlegung

+ U = Wy + Wy = (1-£)Sp(TD,) + (1-6)Sp(TDg ) +

(1.28)
+ £ Sp(TDP) + 0 Sp(WS) s

wobei £ und o (0 <& <1, 0 <6 <1) experimentel]l zu bestimmen sind.
Nimmt man fiir die inneren Variablen B und C die Evolutionsgleichungen
b=Ssp((¥- B)D.) + 2 Sp((T- B)D,) (1.29)
o ST e P

B = c;Ds + chP
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an, sowie

Wy = b+ 2g Sp(BB) (1.30)

dann erhdlt man 6§ = 8, p = ¢

c c
v = |2 r = $
290, ° 29p,,
2

Bezeichnet man vy = 555— dann folgt
0

Ct = 8§y 5, Cv = py .
Setzt man (1.26) und (1.27) in (1.29) und (1.30) ein, dann erhalt man

2

b= sp (T-cB)NT-cB) - 2 A% (1.31)

Po

o |%

und

. .
ysKT + 2yy 2= (T - cB)
/k2

B - (1.32)
1+ 8%

Der Parameter A 14Bt sich aus der FlieBbedingung

F=0

ableiten. Schreibt man die Funktion k2 in der Form kz(ypob,T) , dann erhdlt

man
(2 - ak2 v83€)Sp[ (F-cB )Pf] - ak2 f(1+y<s:f()
o 30wgD) o (1.33)
= > .

=2 ak
2uyvk™(2 +
uy vk ( 31;5;57)
Setzt man (1.33) in (1.31) ein, dann findet man fiir b die Evolutions-

gleichung

9 ak2 .
. 2 Sp[(T - cB)T] - T T
poyb = kz (1.34)
)
2+ B(Ypob5




Die irreversiblen Deformationen Dirr = DP + DS sind durch

2 2
1 o [14%(gs-yu)] (T-cB){(2 -—(_—57 v&3) Spl (T-cB )Sh T (1+ys¥)}
Dirr= I+g&'ff(JCT+ 2

uyk™(2 + —T—~——7J
(1.35)

bestimmt. Betrachtet man dazu die Energiebilanz in der Form

2 % ., 2 %

3P 37y 21, U1 . :

T + s,} ==divg-r - W, , (1.36)
aT asLaT e ~ D
*

wobei ¢~ = w*(S ,T) wie iiblich bestimmt ist, so daB die Summe zwischen der

Leistung der reversiblen Deformationen und der Warmeenergie Intensitdt
2*, 2 %

i
L +Q= —Sp(SD) . T{——z—"’ T+2¥ <) (1.37)
Po E aSLaT k

ein totales Differential im (sik,T)~Raum bildet, dann erhdlt man ein voll-
standiges Modell.

Anmerkung: In [16] wird auch ein allgemeines Modell vorgeschlagen, in dem
nicht (1.30) angenommen ist. Dieses fiihrt aber auf die reversiblen Deforma-

tionen

5= i GlT.hB)

(r) (r)
die wegen Anwesenheit der inneren Variablen b und B nicht mehr reversi-
bel sind.*)
Das Modell besteht aus

G1. (1.26)-fiir den elastischen Anteil der Deformation;

G1. (1.35)-fiir den inelastischen Anteil der Deformation;

G1.(1.31) und (1.32)-fiir die Entwicklung der inneren Variable b und B3
*)g1k und gi

K bezeichnen ein Paar von adjungierter Spannung und Verzerrung (nicht

uﬁbedingt symmetrisch), so daB W = 10 qu ?ﬁ
- .
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G1. (1.33)-fiir das Parameter );
G1. (1.36)-filir die Wdrmeausbreitung;
G1.(1.37)-fiir die Bestimmung der Gibb'schen Funktion;

A > 0 -als Belastungsbedingung.

Kritik: 1. Das Mode11*%rUndet sich auf die Existenz der Gibb'schen Funktion

P o= ¢(sL,T,b,B;), die sich durch die Gleichung darstellen 1aBt:

b=U - %‘651k S (1.38)
(r)
L
% -5 e (1.39)
Sk (r)
He-s. (1.40)

Dabei bezeichnen U die totale Energie und S die Entropie. Es ist bekannt,
daB die Gibbs'sche Funktion immer fiir thermoelastische Prozesse existiert,

wenn

k

.i
W= v - -:Usk dek) (1.41)

ein totales Differential im Spannung-Temperatur-Raum darstellt. Nimmt man
dann als Entropie

.. Q

=7
und setzt sie in (1.38) ein, erhdlt man durch Differenzierung

3y + _ 1 i k _ 1
as] k + ~8~T- T = EO—S k C.i TS s
k (r)

woraus, dasik und T unabhdngig sind, auch (1.39) (1.40) nehmen eine ein-

oY

—~~ar S

deutige Losung ¢ genau dann an, wenn

*) Um jedwelche MiBinterpretation des Modells zu vermeiden, beschrdanken wir
uns hier nur auf infinitesimale Verzerrungen. Dann bezeichnen

j
S| und e? die iiblichen Spannungs- und Verzerrungsgeschwindigkeiten der
infinitesimalen Elastizitdtstheorie.



i

9 €
1 (r) _35_
00 3 o
k

gilt. Diese Integrabilitatsbedingung wird immer erfiillt, weil fiir thermo-

elastische Prozesse.

du = %USL ds‘i‘

+ dQ

ein totales Differential im Spannung-Temperatur-Raum bildet. Im allgemeinen
Fall verlangt die Existenz der Gibbs'schen Funktion die Erfiillung entspre-
chender Bedingungen. Um diese Bedingungen abzuleiten, setzen wir (1.40) in

(1.38) ein, und schreiben das Ergebnis in der Form
e W) . ey - 35s) &) (1.42)

Schreibt man (1.39) in der dquivalenten Form
=T
e _v) ..
i

*k

-T i
E

. (1.43)

1
e
o0

(o5

dann folgt, daB die Gibbs'sche -Funktion genau dann existiert, wenn die In-

tegrabilitatsbedingung

-T

- 1 i
T 1 ) == o (e ) (1.44)

)
e — (U - S, ¢
35S ( o0 "k T

=~ =

erfiillt wird. Ist diese Bedingung erfiillt, dann folgt aus (1.38-40)

3y i 3 Y Y Y o o1 d
T(~—=— + T) + b+~~B=U->gs, ¢
astaT K o ? 28, DR

Q=U- s ¢ (1.45)



gelten muB. Demzufolge muB neben (1.43) noch

2 . 2 .
9 ¢ 0 3 Y 1 oY | A -
TR T 4381y 4 2 p 4 2 gl (1.46)
as'kaT k" 572 ab aB; k

gelten. Wir fassen jetzt alle Bedingungen zusammen, die fiir die Existenz der

Gibbs'schen Funktion notwendig sind.

a) Es gibt innere Parameter b und B , so daB

1 k

i e ed i
[ S5Sy & dt+ 7 Qdt = UG LT,b,B

i k)

(r)

fiir alle moglichen Spannung-Temperatur-Trajektorien gilt.

b) Mit der so definierten Gesamtenergie U(s1 ,T,b,B;) ist die Integrabili-

tatsbedingung (1.44) erfiillt.

c) Die Funktion ¢ , die durch die Gleichungen (1.42) und (1.43) definiert
wird, erfiillt die Bedingung (1.46).

Das oben erwdhnte Modell nimmt stillischweigend an (vgl. [15]), daB alle
diese drei Bedingungen erflillt werden und weiter, daB die Losung y die

besondere Form

%, ink
p =¥ (sk ,T) + b + gBkBi

(mit einer Konstanten g) hat.

Fir diese starke Annahme wird keine physikalische Rechtfertigung geliefert.

2) Die Beschreibung des Verfestigungsprozesses durch eine Translation und
Ausdehnung der urspriinglichen FlieBgrenze ist nur als eine erste Annaherung
annehmbar.

In Wirklichkeit fiihrt die Verfestigung zu einer komplizierten Anderung

dieser FlieBgrenze (vgl. [16], [17], [18]). Nimmt man diese Art von Ver-
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festigung an, dann muf man diejenigen Beschrankungen der Parameter b
und B feststellen, die auf nun, physikalische noch annehmbare Fl1ieBgren-
zen fiihren, (z.B. muB diese FlieBgrenze immer den Nullspannungs-Punkt um-

schlieBen).

3. Das Modell stellt nicht die mathematische Restriktion genau fest, die

das zweite thermodynamische Gesetz reflektiert. Oblich ist die Restriktion

Sp(s ]Dirr

zu beweisen,
Sije ist bei allen oben erwdhnten Modellen anzutreffen. Der Beweis, daR diese

) >0

Restriktion erfiillt ist, ist aquivalent zum Beweis, daf die Ungleichung
143 T<B)((2 - 2 % )% - 3 1(Legsic
[ 1+3(gs-yu)) (T<B){(2 - Wgé )Spl (T-cB)T] - 3T (1+gsit)

Sp n(¥} T +

| v
o

3k®

2

pyk

immer dann gilt, wenn

2 2
k 0 :
(2 = STy 959)SpL (TB)T] - 3% T(1+gsk)
0
> 0

2uy/ K (2 + ok’
uy —(‘_‘3 gpob‘)'

gilt.

4. Das Modell schldgt fiir die Entlastung keine konstitutiven Gleichungen vor.
(o]

Die Anwesenheit des Gliedes T in (1.35) macht die elastische Entlastung

gemaB (1.26) unmoglich. Fiir isotherme Prozesse (ohne die Existenz der in-

neren Variable b,B) ist dieses Problem in [ 19] betrachtet worden.

5.2. Thermoplastizitdt auf der Grundlage des Green'schen Modells fiir

plastisches Fliefen

Wie wir in Kapitel 2 gesehen haben, stellt Green's Modell eines der allge-
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meinsten Modelle fiir die Beschreibung der plastischen Verzerrung dar, die
heute benutzt werden. Es beinhaltet z.B. das klassische Modell von Plastizi-
tdt, welches sich auf die Existenz eines plastischen Potentials griindet. Ein
Grundprinzip der mathematischen Logik empfiehlt uns, das thermoplastische
FlieBen im Rahmen einer Erweiterung des allgemeinsten Modells, in unserem
Fall des Green'schen Modells, zu versuchen. Es gibt "a priori" keinen Grund,
die Annahmen, die ein besonderes isothermes Modell definieren, auf nicht
isotherme Prozesse auszudehnen.
Ein thermoplastisches Modell, welches vom Green'schen Modell ausgeht, wird
durch die konstitutive Beziehung der Form:

Spannungsgeschwindigkeit = f(Spannungen, Temperatur, Verzerrungsge-

schwindigkeit, Temperaturgeschwindigkeit)

beschrieben. Jedes thermoplastische Material braucht zwei solche Spannungs-

Verzerrungs-Beziehungen; eine fiir Belastung, eine fiir Entlastung. Es sei:

S = (sij) - Cauchy Spannungstensor

D= (dij) - Verzerrungsgeschwindigkeitstensor
T=S5- % Sp(S) = (tij) - Spannungsdeviator ,

E=D - % Sp(D) = (eij) - Deviator fiir Verzerrungsgeschwindigkeit ,
s = Sp(S) - Hydrostatischer Anteil der Spannung ,

d = Sp(D) - Hydrostatischer Anteil der Verzerrungs-

geschwindigkeit.

Im folgenden entwickeln wir ein solches Modell, das sich auf die folgenden
zusatzlichen Voraussetzungen stiitzt:
1. Der Verzerrungsprozess ist Geschwindigkeits-unabhdngig.

2. In der Spannungs-Verzerrungs-Beziehung sind die hydrostatischen Anteile
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und die Deviatoren der Spannung und Verzerrungen entkoppelt.
3. Die Belastungs-Entlastungs-Bedingung ist durch dasVorzeichen der Distor-

sions-Leistung M = t..e.. definiert.

iJ71d
4. Den stetigen Verzerrungs- und Temperaturgeschwindigkeiten entsprechen im-

mer stetige Spannungsgeschwindigkeiten und umgekehrt.

Auf Grund dieser Voraussetzungen erhdlt man die konstitutiven Beziehungen:

$ = hy(s,0)d + he(s,e)é (2.1)
[0) + + .

T = AE(T,e)E + Ae(T,e)e wenn M > 0 , (2.2)
= A (T,0)E + A (T,005 wenn M <O, (2.3)

mit der Stetigkeitsbedingung

RE(T,0)E + AJ(T,0)0 = AZ(T,0)E + A(T,0)6 wenn M =0 .

Wir machen die folgende zusdtzliche Voraussetzung:

5. Keine Verzerrungen sind ohne die Anderung des Spannungs- oder Temperatur-
zustands moglich.

Diese letzte Voraussetzung wird genau dann erfiillt, wenn hd # 0 und die

Matrizen AE,AE nicht singuldre sind;

det (A‘E) # 0, det (A) # 0

Bezeichnet man:

1 he(S,e)
95(5,9) = h-d_(s—,_é) ) ge(s,e) = ﬁ'g('g"e—)‘

BY (T,0) = (AF(T,6))"", B(T.0) = (Ag(T.e))™"

By (T,0) = BX(T,0)A%(T,0), B(T,0) = BH(T,0)A;(T,0)
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dann wird die konstitutive Beziehung (2.1-3)

d = g(s,8)s + ge(s,e)é , (2.5)
+ o] + .

E =.BT(T,6)T + B e(T,e)e wenn M > 0, (2.6)
- o - .

E = BT(T,e)T + B e(T,e)e wenn M < 0 . (2.7)

Bezeichnet man

M* = Sp(TE(T,0)T) + Sp(TBE(T,0)¢)
bzw.

M™ = Sp(TB;(T,0)T) + Sp(TB,(T,6)6)
dann folgt

M wenn M > 0O
M= (2.8)
M~ wenn M < 0

Aus der Stetigkeitsbedingung (2.4) folgt gleichfalls MP =M =0 » Wenn
M=0. (2.9)

. I .
Bezeichnet man mit a ,a den Tensor zweiter Ordnung

1(T,0)

at = TB;(T,e) , a=TB
und mit c¢t,c” die Skalarfelder

b* = SHTBG (T,6)) » b~ = Sp(TB(T.8)) ,

dann erhdalt man

M 1) +b%e wenn M > 0 (2.10)

n
w

©
—

o

=
"
w
o
Catn)
<]
!
—o
S
<+
o
1
@,

wenn M < 0 (2.11)



- 103 -

Wir machen die folgende Voraussetzung:

6. Die Umkehrung der Richtung einer Trajektorie T(t), o(t) im (T,6) - Raum

dndert auch das Vorzeichen der Verzerrungsleistung M.

(d.h. falls T(t), e(t), te€ [to,to+ nl eine Belastung darstellt, dann
T(t),6*(t), t € [ty +n, t, +2n mit T*(t) = T(2t, +2n-t) und
8 (t) = e(Zt0 + n-t) eine Entlastung bildet, Abb.1)

“60%

tao

Abb. 1
Mit Hilfe dieser Voraussetzung kann man beweisen, das folgender Satz gilt:

Wenn M* > 0 dann M > O und wenn M < 0 dann M < 0 . Widerspruchbeweisfiihrung:
Es sei M > 0 und M < 0. Durch die Umtauschung der Richtung der Trajektorie
folgt dann fiir die neue Spannungs-Temperatur-Geschichte M <OundM> 0,
was der Gleichung (2.8) widerspricht. Weil wegen (2.9) M" > 0 und M = 0
gleichzeitig unmoglich ist, folgt der erste Teil des Satzes unmittelbar.

Die Beweisfilhrung des zweiten Teils erfolgt gleichartig. Aus dem oben er-
wahnten Satz folgt die folgende neue Form der Belastungs-Entlastungs-Bedin-
gung

Belastung: M >0 <« M > 0

Entlastung: M <0 <= M <0 (2.12)

Wir machen die folgenden zwei neuen Voraussetzungen:
7. Fiir Entlastungen die Verzerrungsarbeiten
L™ =/ Mdt

héngt nur von den Enden der Entlastungs-Trajektorien ab.
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8. Ein reiner Temperatur-Zyklus produziert keine Distorsions-Arbeit.

An den Voraussetzungen 7 folgt, daB M~ ein totales Differential im
(T,8)-Raum darstellt. Aus 8 folgt auch unmittelbar, daB b+(T,e) = b (T,6)
ist, und dadurch, daB M" - M™ = spl (a¥(T,0) - a™(T.0))T1 qilt. Es sei L
die Distrosions-Arbeit, die einer Trajektorie T(-:),6(:) im (T,8)-Raum ent-

spricht.

Definition. Die Differenz

L=t (2.13)

pl
wobei L~ die Verzerrungsarbeit ist, die einer Entlastungs-Trajektorie ent-
spricht, die im Punkt (T(t),e(t)) anfdngt und im Punkt (T = 0,6 = 0) endet,

wird plastische Arbeit im Moment t genannt.

Aus dieser Definition folgt unmittelbar, daB

' [M+ -M  wennM>0
Lp1 = (2.14)
‘ 0 wenn M < O
gilt.
Wir nehmen die folgende neue Voraussetzung an:
9. In jedem isothermen Zyklus ist die Distrosions-Arbeit positiv.
. Wir konnen das folgende Theorem beweisen:
Theorem: Die Zeitableitung der plastischen Arbeit ist immer positiv, d.h.
es gilt:
[

p1 2 ©

Beweis: Es sei T(t),e(t) = eo,t € [to,t0 + n] der Teil einer isothermen
Trajektorie in (T,e)-Raum, auf der die Belastungsbedingung M > 0 erfiillt

wird. Wenn man diese Trajektorie in umgekehrte Richtung zuriickgelegt,
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d.h. TH(t),0%(t) telt + noty + 20, TH(t) = T(2t, +2n-t), 0¥ (t) = o,

und man beriicksichtigt die Voraussetzung S , dann erhdlt man:

t +n t +2n

0 + 0 _
o Mdt + / Mdt >0
to t0+n

woraus folgt
t ofn . )
S M -M)dt>0
to

oder, firn >0 M -M >0 .

Weil im allgemeinen Ausdruck der Differenz MT - M die Temperatur die Rolle
eines Parameters spielt (vgl. die Folge der Voraussetzung 8 ) gilt diese
Ungleichung auch fiir nicht isotherme Prozesse. Mit Hilfe von (2.14) folgt
die Behauptung des Theorems. Man kann beweisen, daB sich die Belastungs-
EntTastungs-Bedingung in der dquivalenten Form

Belastung: Ly > 0,

pl
Entlastung: Lp] =0
schreiben 14pt.

Tatsdchlich folgt aus dem oben erwahnten Theorem, daf

. + -
Lp] =M -M >0 wenn M>0

d.h., daB

Sp[(a+(T,e) - a‘(T,e))%] > 0 wenn Sp(a+(T,e)%) + b+(T,e)é >0 .
(2.15)

Man bemerkt, daB es nur zwei Moglichkeiten gibt, unter denen diese letzte

Bedingung erfiillt wird, und zwar
+
(

1. wenn a (T,8) -a (T,8) =0
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und

2. b+(T,e) =0 und es gibt eine skalare Funktion A(T,e), so daB

at(T,8) - a"(T,0) = A(T,0)a*(T,0).

Der erste Fall folgt unmittelbar. Wir werden nur den zweiten Fall beweisen.
Es sei die orthogonale Darstellung des Tensors a+(T,e) - a (T,6) in der Form

a+(T,e) - a (T,8) = A(T,6) a+(T,e) +a"(T,8) gegeben,

wobei a*(T,e) orthogonal zu a+(T,e) ist

sp(a¥(T,8)a" (T,6)) = 0

und A(T,8) eine bestimmte skalar Funktion ist. Nimmt man

9 + *
T=oca + Ba

an, mit o« > 0, 8 € R, dann findet man

M=a Sp(a(T,0)at(T,8)) >0

und

MY - M7 = o A(T.8)Sp(at(T,0)a*(T,08)) + 8 Sp(a’(T,0)a*(T,6)) .

Man bemerkt, daB (2.15) erfiillt wird fiir alle 8 € R genau dann, wenn

Sp(a”(T,6)a*(T,8)) = 0

gilt, demzufolge genau dann, wenn a'(T,8) = 0 ist.
Mit der neuen Belastungs-Entlastungs-Bedingung wird die Stetigkeitsbedingung

(2.4) zu

B (T,0)T + B (T,0)6 =BI(T,0)T + BT (T,6)6 wenn L, = M" =M™ = 0
T 2 ) ) T > 8 ) p'|

reduziert. Weil M+ - M~ abhangt nicht von 6 wird diese Bedingung genau
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dann erfiillt, wenn

+ 0 - (0] .
BT.(T,e)T = BT(T,e)T wenn Lp1 =M -M =0 (2.16)
und

+ - - —
Be(T,e)::Be(Le) = Be(T,e).
5.2.2. Beispiele Es sei B; (T,6) und B} (T,0) gegeben, so daR

By (T,0) = B(T,0) + ATE[(T,6) = B(T,0) + rat (2.17)

d.h.
BY.. (T,8) = Bl...-(T,0) + r..T_BY  (T,e8)
Tigk1' 27/ = PTijkit e ij pq Tpgkl'‘'?
wobei A ein Tensor-Feld bezeichnet, mit:

Sp(TA) =2 >0
und
+ - = -
By (T,8) = B (T,0) = B (T,e)
so daB
Sp(TB, (T,8)) = 0 .

Es ist offenbar, daB die konstitutiven Beziehungen (2.6), (2.7) alle oben
erwdhnten Beschridnkungen erfiillen.

Um dieses zu beweisen geniigt es zu bemerken, daB in diesem Fall die Gleichung
MY = M+ M
und dazu die Beziehung
+ 0 - <
BT(T,e)T = BT(1}e)T + AM

gelten.
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Die Experimentelle Bestimmung der Funktionen B$(1ye) und B (T,e) .

Die konstitutiven Funktionen B%(]}e) sind aus isothermen Belastungen bzw.
Entlastungen zu bestimmen. Die Beziehung (2.17) erlaubt uns, die Zahl der
unbekannten konstitutiven Funktionen zu reduzieren. Es reicht, das Tensor-
Feld B; (T,6) (oder B} (T,6)) und den Tensor zweiter Ordnung A(T,B) zu be-
stimmen. Die konstitutiven Funktionen Be (T,6) sind aus reinen thermischen
Prozessen bestimmbar. Die Funktionen gs(s,e) und ge(s,e) sind aus normalen
Exper{menten der Volumen- und Temperatur-Anderung zu bestimmen. Zeichnen
sich die Tensoren ﬁf%(T,e) durch Symmetriebeziehungen aus, z.B. die Onsager-

schen Symmetriebeziehungen

B} (T.0) = (BE(T,0))" ,

dann wird die Anzahl der Unbekannten weiter reduziert.

Im folgenden nehmen wir diese Onsagerschen Symmetriebeziehungen an. Dann
folgt aus (2.17) A = ga+, wobei g eine Skalarfunktion

Eine erhebliche Vereinfachung gilt in dem folgenden Sonderfall des isotropen

Materials.

Isotrope Materialien. Fiir die Beschreibung der thermoplastischen Verzerrungen

isotroper Materialien kann man die konstitutiven Beziehungen von Green
(vgl. Kap. 2) benutzen. Es reicht dann, in den konstitutiven Funktionen
des Modells von Green die Temperatur als Parameter zu betrachten und die

Form der Glieder Ag(T,e) flir den isotropen Fall abzuleiten. Man erhdlt

d = gs(s,e)s + ge(s,e)e ' (2.18)
+
o 2+hy

_
tiy = hpegy v o= ety + Tyl +

N)t,. +

+ + +
+ (h3M+ h= N)(s].j + (th +. i

7

T

0

* 1 .+
+ (hgM + hyy N)tytys + 5 Mgl Sintuntng * timtmn®n;)

+ ; .19
thp ;0 (2.19)
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.+ + +
wobei hT tee th’ hTZ von den Invarianten
1 1
J=7 it 0 K= 3ttt

und von der Temperatur 6 abhdngen, und auBerdem die Bedingungen

+ 2 3h, + 2h9J =0

hy 3

3h7 + h8 + 2h11J =0

erfiillen.

(diese Bedingungen folgen aus tii= 0); N bezeichnet.

N = t13tgkek3
und mit "+" bezeichnet man die konstitutiven Funktionen, die der Belastung
entspricht bzw. mit "-" diese die der Entlastung entsprechen.

Die Stetigkeitsbedingung (2.4) verlangt, daB

oo ot b -
+ =+ - + - + .-
hg = hg 5 hjg = hyg s hyg = hyp 5 hyp = hyp

Falls wir annehmen, genau wie in Thermoelastizitdt, daB wahrend der Ent-
lastung die Temperaturdnderung nur die Anderung des Volumens des Korpers

verursacht, dann muf B (T 8) = 0 und demzufolge h12 = 0 sein.

Nimmt man
+_ ot ottt o+
hy = hy = hg=hg=hpg=hy; =0

an und beriicksichtigt man, daB die Bedingung t.;=0 verlangt, daB h; = - 2,

dann erhdalt man:

+0

+
i3 hje i * h6t M wenn M > 0 (2.20)

+O

i = eyt he 6t M wenn M < 0 . (2.21)
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Fiir kleine Formdnderungen gilt

+O

wobei o%j und e%j die Deviatoren der Spannungen %33 bzw. Verzerrungen . .

1J
bezeichnen.
Or .= 0.. = l S6.. o €42 = €., = 1 €8:: s S = 0.: 5, €= £..
ij ij 3773 i iij 3 7vigce ij > ij -
Die konstitutive Beziehung (2.20-21) reduziert sich zu
MY} - + | + ]
O_ij-hl €1j+h6 cijM WennM>0 s
oder dquivalent
nt
gto=Logt - 8o M wenn M0 (2.22)
iJ nF ij hF ij i ’
1 1
st - Eé-o!. M wenrn M <0 . (2.23)
1) h- 1] h" 1J -
1 1
Bezeichnet man 12 = c%jo%j = 2J und nimmt man an, da@ h% und h% unabhdngig

von der dritten Invarianten sind, dann erhdlt man fiir die Verzerrungsleistung

+
he(1,8)
e L -8 “ M wenn M >0
h (1,9) h (T,e)
1 1
bzw.
- h-(Tﬁe)
M = _1 T - ? M wenn M <0
hy(7,6) hy(t,8)
Es folgt
+
Ie=(t,0) _4 .
w1 (1458 Lo (2.24)

hf(x,e) h{(r,e)
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Bezeichnet man gf(-,o) und g%(',') die Funktionen, die durch Gleichungen

°

dg7(r,6) hg(,0) . hE(,6) 2
I ° 7 i + — T )T ,
T (I (x,0)) ht(,0)
+ +
QT(T,G) + gE(Tse) = T
hl(T,e)
definiert werden, dann werden die konstitutiven Gleichungen (2.22-23) zu
+

.\ + + - dgy(r.8)

€,ij = (gl(T,e) + 92(136))01:1- + "T—' U,ij T wenn M > 0

s .- - 2t ng(T,e) 1 ‘

€5 ° (gl(r,e) + 92(1,9))01j g oj5 T wenn M<0.
reduziert.

Aus (2.24) folgt die dquivalente Belastungs-Entlastungs-Bedingung:

Belastung: >0

Entlastung: 1<0

Mit dieser neuen Belastungs-Entlastungs-Bedingung wird das vollstdndige

System der konstanten Gleichungen zu:

e = g (s,0)s + g(s,8)6 ,

+
dgl(Tae)

M
H

) + + ‘q . .
ij (91(1,9) + gZ(T’B))Uij + —q oij T wenn 1t >0,

dgl(Tse)

™M
i

Die Stetigkeitsbedingung reduziert sich auf
+ + - -
g1(758) + gy(7,8) = gy(r,8) + go(r,0) .

Die experimentelle Bestimmung der Funktionen s> 9o g% und g%

L= (gp(r.0) + 9p(150))655 + ——gr— oy T wenn t <0 .

(2.25)

(2.26)

(2.27)

(2.28)

Die Funktionen gs(s,e),ge(s,e) sind aus iiblichen Experimenten von Druck-
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und Temperaturdnderungen bestimmbar, d.h.

65(5:8) = % l50 (2.29)
bzw.
_é
%(s:8) =7 l¢q | (2.30)

Die Funktionen g%(T,e)g%(r,e) sind aus dem Experiment von Feigen [20] be-
stimmbar. Solche Experimente bemessen die Schubspannungen in der Nachbar-
schaft eines axialen Spannungszustands. Eine zylindrische Probe ist einem

Zugversuch unterworfen (Abb. 2)

£

.
>

Abb. 2
In den Punkten A,B,C,...G des o-¢-Diagramms fiir Belastung und Entlastung des

Zugversuchs wird der Zug gestoppt und ein Torisonzyklus begonnen Es sei
n = n(€) die Beziehung zwischen der Schubspannung € und Schubverzerrung
in diesem Torsions-Versuch.

Durch die Definition des Anfangs-Schubmoduls ist durch die Beziehung

G(o) = 7 3¢ le=0

definiert, wobei o die Axialspannung ist, an der der Torsion-Zyklus durch-
gefiihrt wird. Im oben erwdhnten Experiment wird G nur flir die Punkte
Tps0p e+ 9 bestimmt. Fiir die Aluminiumlegierung (24S-T3) Feigen Anfangs-

Schubmodul G(c) bestimmt, ist er wie in Abb. 3 gezeichnet.
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Go

\

4

Abb. 3

Bezeichnet man mit M(o) die Funktion, die durch die Beziehung

o) = 7oy

definiert wird, dann gilt gemdB Feigens Experiment

J 715 fiir o < 209 N/mm®
M(c) = < )
l 715 £5.28 1072 (o - 209) fiir ¢ > 209 N/mm

Das entspricht einer Anderung von 10-11 Prozent des Anfangs-Schubmoduls G(o).
Um eine vollstdndige Bestimmung der Funktionen g{(r,e) und g%(r,e) zu erhal-
ten, muB man das Experiment von Feigen auch fiir Entlastung und verschiedene
konstante Werte der Temperatur durchfiihren. Es sei Gi(c,ﬁ) der Anfangs-

Schubmodulus (Abb. 4)

Go —G
——p )
\\b\\\ 5 «’7

& 4
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Es gibt zwej Moglichkeiten:

1. G (0,0) ist unabhﬁngig von der maximalen Spannung o

2. G (0,8) hdngt von O ax ab.

Im ersten Fall muB wegen der Stetigkeitsbedingung

G+(o,0) =G (0,0) = G(0,0) sein. Im zweiten Fall ist G (0,08) = G (0.6, o
Im folgenden geben wir eine kurze Darstellung des ersten Falls. Mehr iiber
den zweiten kann man in [19] finden. Die Stetigkeitsbedingung (2.28) wird

immer erfiillt, wenn
g1(t,8) = gy(7,0) + h(r,8) ,
g5(1,0) = gp(1,8) - h(x,8) ,
g1(1,0) = gy(v,0) ,

95(158) = gp(7,0) .

Die konstitutiven Beziehungen (2.26), (2.27) lassen sich in der Form

é%j = gl(T,e)é%j + ggl'(T,e)O%j T+ 92(1,9)&%j + h(r,e)o%j T,1>0
(2.31)
: ., 49 . Y
e%j = gl(r,e)o%j + a?—-(r,e)oij T + gz(r,e)O%j , 1<0 (2.32)
schreiben.

Es bleiben demzufolge nur die Funktionen gl(r,e) R gz(r,e) und h(t,8) zu
bestimmen.

Es seien E:(o) und E;(o) die Tangenten-Module von Belastung bzw. Entlastung

4+ _ ,dot+
By = (@) -

Aus dem konstitutiven Gesetz (2.25) und (2.31-32) folgt dann
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s dg ;
% gs(s,0) + § (gl(@ 0,6) +'/% o a;l (@ 0,8) + 92(/23 0,0) +

(2.38)
+ 2 2 h(/é O) = 1 s
3 TV EZ(")
dg :
1g(s.0) + 49,02 020) +V20 2k (/2 0,0) + gy(/2 o,0) = E_t )
t o]

(2.34)
Berechnet man den Anfangs-Schubmodulus dann aus Feigen's Experiment, so

folgt:

gl(s,e) + gz(s,e) = G(o,0) . (2.35)

Aus (2.29-30) und auch (2.33-2.35) kann man eindeutig alle konstitutiven

Funktionen, d.h. 9g» 94> 97> 9p und h bestimmen.

Sonderfdlle:

1. Es gelte in (2.29) und (2.30)

e _1

T lg=0 = 3k
bzw.

El L,

§ =0 %1 >

dann reduziert (2.25) zu
=1 §+apb
3k T
2. Der Tangenten-Modulus der Entlastung ist konstant EE(G) = E wobei

E-Young's Modulus im elastischen Bereich ist. Aus (2.34) folgt dann

2 dg; 4
91(“% 0,0) + % a‘{l (‘/':2; 0,0) + 92(4 0,0) = %H
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3. Feigen's Experiment liefert, daB

Die kalorische Gleichung.

Es ist bekannt (vgl. [21]), daB fiir thermoplastische Materialien die spezi-
fische Wdrme und dadurch die kalorische Gleichung von der gespeicherten
Energie abhangt.

Die experimentelle Auszeichnung dieser Abhdngigkeit ist besser beobachtbar
im Temperaturbereich in der Nachbarschaft von Null1-Absolut. Solche experi-
mente zeichnet aus, daf} die spezifische Warme eine Anderung mit ungefdhr

3 Prozent.

Aus dem Kapitel 1 folgt, daB diese Anderung vergleichbar ist mit der Ande-
rung der spezifischen Warme, die man bei Benutzung solcher klassischer ther-
modynamischer Modelle erhdlt, die sich auf die Existenz Carnotscher Zyklen
griindet.

Die Ausarbeitung einer mathematischen Theorie, die in der Lage ist, die
Wirkung der gespeicherten Energie iliber die kalorische Gleichung zu beschrei-
ben, scheint in diesem Moment unmdglich zu sein. Es fehlen noch die quanti-
tativen und qualitativen Kenntnisse iiber diese Phenomen. Eine sichere Infor-
mation besteht darin, daB die gespeicherte Energie sehr wenig die kalorische
Gleichung beeinfluBt. Auf Grund dieser Information kann man aber nur eine
asymptotische Darstellung geben, d.h. einen Ausdruck der kalorischen Glei-

chung finden,gegen die der richtige Ausdruck der kalorischen Gleichung
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strebt, wenn die gespeicherte Energie gegen Null strebt. Die Theorie, die

in dem Kapitel 1 entwickelt worden ist, zeigt, daB es nur zwei mdgliche Mo-
delle fiir diese asymptotische Darstellung gibt: Eines, das sich auf die
Existenz der Carnotschen Zyklen griindet und eines, das dieses nicht voraus-
setzt. Weil die Wirkung der gespeicherten Energie ein kumulatives Phanomen
ist, welches unvereinbar mit der Existenz der Carnotschen Zyklen ist, folgt,
dap nur die zweite Art von Modell paBt. Im Sonderfall, wenn die konstitu-

tive Beziehung fiir den hydrostatischen Teil der Spannung und Verzerrung
e=L1 §4ab
3k T
lautet, wird dieses Modell der kalorischen Gleichung (vgl. Kapitel 1) zu:

Q= (co - (3n + 2u)aTe)é .

Jetzt betrachten wir den Fall der allgemeinen Beziehung

é = g.(s,0)s + ge(s,e)é .

Wir suchen die kalorische Gleichung in der Form

Q = C(s,8)6 . (2.36)

Die Funktion C(s,8) ist so zu bestimmen, daB die innere Energie

dW = dL +dQ = (sg (s,8)$ + sg,(s,8)0 + C(s,0)6)dt
ein totales Differential bildet. Die Bedingung der totalen Differenzierbar-
keit fiihrt zu der Gleichung

3gq(s,90) 394(s,9)

s (S’B) = - 96(5’9) =S “3s +S YR (2.37)

Mit Hilfe der Anfangsbedingung

C(0,8) = pc = kalorische Kapazitdt fur (2.38)
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Null-Spannungszustand, kann man die Funktion C(s,8) eindeutig bestimmen.
Es ist interessant zu bemerken, daB in dem Sonderfall ge(s,e) und gs(s,e)
die Bedingung

3g,(s.0)

I
S =g (5:0) = gg(s,6) +s—=

erfiillen, gerade
C(s,8) = pc

gilt.

Die Entropie.

Fiir die Definition der Entropie werden wir die Doktrine von Anergie benutzen
(vgl. Kapitel 3). Das vorliegende Modell thermoplastischen FlieBens bezieht

genau die schon betrachtete Art von Energieumwandlung ein:

Mechanische Arbeit: L Lrec - zuriickgewinnbare Arbeit
~. =
~ -
: o
W0 - zuriickgewinnbare Wirme
// \ rec
KuBere Warme: 0~ D - Anergie
Fiir die kalorische Gleichung fiir die zuriickgewinnbare Warme Q gilt die

folgende Gleichung

Qrec = C(ss8)e .
Wir bezeichnen mit Q* die Differenz

*

Q" = Qpgc - Q = C(s,0)0 - Q, -
So definiert, stellt Q* den Teil der Warmeenergie dar, der aus der Transfor-

mation der mechanischen Arbeit entsteht. Aus diesem Grund nennen wir Q"

“degradierte mechanische Arbeit" bzw. Q¥ “degradierte Leistung".
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Die gesamte zuriickgewinnbare Energie V(s,8) besteht aus der Summe

V(s,8) = Lrec+QNC .

Im Rahmen des oben erwahnten Modells thermoplastischen FlieBens wird V(s,0)

durch die Gleichung

V(s,0) = sgs(s,e)é + s ge(s,e)é + TA™(T,8)T + C(s,0)6

definiert.
Aus der Energie-Bilanzgleichung folgt, daB filir die Anergie pro Zeiteinheit

D die Gleichung

D=W-V=1L+ da V= (L - l.‘r*ec) mit da ) érec = (L - I.'rec) - "
gilt. Aus dieser Gleichung folgt unmittelbar, daB
M-M" wenn M > 0
D+ "= L - Lrec ) Lp] ) 0 wenn M < 0 (2.39)
gilt.

Es folgt, daB auf Grund der allgemeinen Energie-Bilanz, nur die Summe aus
Anergie pro Zeiteinheit D und die degradierte Leistung 6* bestimmbar ist.
Aus physikalischen Gesichtspunkten ist klar, daB Q* und D nicht unabhé@ngig
sind. Die einfachste Beziehung, die man sich vorstellen kann, ist die Pro-

portionalitédt
-ep, (2.40)

wobei der Proportionalitdtsfaktor € von der gesamte Anergie abhdngen,

kann:

€=€ (D)
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Aus (2.36) und (2.37) folgt

.- 1 .

D’lﬁ"p]
und

. E .

Q = = Lpl

Nimmt man € = const., dann entspricht die zweite Gleichung einer Beziehung,
die in einer ganzen Reihe von Veroffentlichungen anzutreffen ist (vgl. [7],
[111, [15] ). Benutzt man zur Definition der Entropie die Anergie, dann folgt

(vgl. Kapitel 3)

: _x 17 .
psint—-].—"fé -e-Lp] m]t:’(io

Nimmt man fiir die dufere Entropie den Ausdruck

--divg, R (2.41)

0 Sext = )
an, wobei q den WarmefluBt und R die Warmequelle bezeichnet, dann findet

man fiir die gesamte Entropie den Ausdruck

e " _ _ div R, ¥ 17
0 = 0(Seqr* Sint) = -5+ 5 * T g bp (2.44)

GemdB der Doktrin der Definition der Entropie "via" Anergie stellt
ein positives Funktional dar, das von der allgemeinen Geschichte des Pro-

zesses abhangen kann. Beriicksichtigt man, daB ip] > 0 ist, dann folgt

: 17
ist. Aus (2.38) folgt dann die Ungleichung von Planck

. div q

pS > - —5

R
o (2.42)

Benutzt man die Clausius-Fouriersche Ungleichung g grad o < 0, dann erhdlt

man weiter auch die Clausius-Duhems Ungleichung. (vgl. Kapitel 3)



- 121 -

Ammerkung: Weil die kalorische Gleichung die Form (2.36) hat (keine
Carnotsche Zyklen sind moglich), fithrt die Definition (2.41) die #uBere En-

tropie nicht mehr zu einem totalen Differential fiir sex Das zeigt, daf

.
(2.41) nicht mehr eine geeignete Definition der duBeren Entropie liefert,
obwohl formal die Clausius-Duhemsche Gleichung erfiillt wird.

Um die duBere Entropie, die vereinbar mit der kalorischen Gleichung (2.36)
ist, zu definieren, muB man zum Konzept des integrierenden Faktors fiir die
kalorische Gleichung zuriickkehren. Es ist klar, daB solch ein Faktor unbe-

dingt den Ausdruck

M(s,0) = ¢ 2,6

~hat., wobei ¢ eine beliebige Funktion der Temperatur bezeichnet. Es folgt,
daB éext = ¢(e)é gilt. Die absolute Temperatur liefert in diesem Fall nicht
mehr einen integrierenden Faktor. Dadurch verliert die Clausius-Duhem-Unglei-
chung voll ihre physikalische Bedeutung. Es bleibt, als ein mathematischer
Ausdruck das zweite thermodynamische Hauptgesetz, nur die Ungleichung (2.43)

zu betrachten.

Die Warmeausbreitungsgleichung

Aus der kalorischen Gleichung (2.36) und aus dem Fourierschen Gesetz

9 = - Ky 0,5

folgt mit Hilfe der Energie-Bilanzgleichung, die Wdrmeausbreitungsgleichung

+ R + Q¥ (2.43)

C(s,08)e = kije?ij

Diese Gleichung ist mit dem thermoplastischen DeformationsprozeB durch den

Koeffizieten C(s,6) und durch die degradierte Leistung é* gekoppelt.
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Die Charakteristiken des Modells

1. Fir die Beschreibung des thermoplastischen FlieBens bengtigt das Modell
kein Potential im Spannungs-Temperatur-Raum. Dadurch wird die Erscheinung des
plastischen FlieBens nur als Wirkung der Temperaturdnderung vermieden. Das
heiBt, daR die Geschichte der Spannung und Temperatur, wie sie in Abb. 1 und
2 dargestellt wird, in Abb. 3 fiihrt. Wir exemplifizieren dies durch das fol-
gende Beispiel: Es sei ein Stab, der durch einen isothermen Zugversuch an

die Grenze des plastischen FlieBens gebracht wird. Unter konstanter Spannung
vergrofBert man nun die Temperatur. Wegen der thermischen Ausdehnung soll die
Distrosions-Leistung M positiv sein; M > 0. Unter der Voraussetzung, daB
der Deformations-ProzeB von der Gleichung (2.19) bestimmt wird. Weil & nicht
in dieser Gleichung erscheint und éij = 0, missen die entsprechenden plasti-
schen Formanderungen Null sein.

2. Das Modell benutzt (2.36) als kalorische Gleichung. Das fiihrt zu der regu-
larisierten Warmeausbreitungs-Gleichung (2.43), (vgl. Kap. 1). Das Modell

zeichnet sich durch die folgenden Vorteile aus:

a) Die numerische Losung vereinfacht sich,
b) Es vermeidet die Benutzung der kalorischen Gleichung der thermoelati-

schen Prozesse fiir die nichtreversible thermoplastischen Prozesse.

Die Entropie wird mit Hilfe des Konzeptes der Anergie definiert. So definiert,
erfiil1t die Entropie die Planck'sche Ungleichung (2.42) und dadurch folgt
iber die Clausius-Fourier‘sche Ungleichung gleichfalls die Ungleichung von
Clausius-Duhem. (Falls man als Definition der &uBeren Entropie (2.41) nimmt.)
3. Das Modell beschreibt gleichzeitig den Entlastungs-ProzeB, so daB in dem
neutralen Punkt die Kontinuitdt der Spannungs- und Verzerrungs-Geschwindig-

keiten erfiil1t ist. Z.B. wird diese Stetigkeit in dem Fall der konstitutiven
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Gesetze (2.31), (2.32) fiir alle Konstitutiven Funktionen 91290 und h er-
fll1t. |

4. Die konstitutiven Funktiénen sind direkt bestimmbar. Im besonderen Fall
des isotropen Materials (2.31)-(2.32) sind die Funktionen 9190 und h durch

Experimente, wie Feigen vorgeschlagen hat, zu bestimmen.
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5.3 Die Variationsprinzipe in der Thermoplastizitdt, die auf ein Mehrfach-

Kriterium gegriindet sind

Wir versuchen, flir das Modell von Prager (vgl. Abs. 5.1) und fiir solche Mo-
delle, die sich auf das Greensche konstitutive Gesetz (vgl. Abs. 5.2) griinden,
Variationsprinzipe zu entwickeln. Wie im Abs. 5.1 gezeigt wurde, fehlt fiir

die anderen Modelledie passende thermodynamische Rechtfertigung.

Im Rahmen des Modells von Prager beschrénken wir uns nur auf solche kon-
stitutiven Gesetze, bei denen die FlieBgrenze nicht von den plastischen Ver-
zerrungen abhdngt. Fiir diesen besonderen Fall gilt es als sicher, daf das

Model1l mit der Thermodynamik vereinbar ist.

Im Rahmen des Modells, welches sich auf das konstitutive Gesetz von Green
griindet, werden nur die konstitutiven Gesetze, die in Abs. 5.2.2 vorge-
stellt wurden, betrachtet. Beide Modele werden nur fiir infinitesimale Ver-

zerrungen angewendet.

Wie in den vorherigen Abschnitten bemerkt wurde, sind die oben erwahnten Mo-
delle aus physikalischen Gesichtspunkten ganz unterschiedlich. Es gibt
aber eine Moglichkeit, beide Modelle in einer einheitlichen mathematischen

Form darzustellen.

5.3.1 Das konstitutive Gesetz

Beide konstitutiven Gesetze lassen sich in der Form

, .
= H_ (0,0)g + Hy(0,0)8 + 7 9(0,0) (1 +13r)é (3.1)

€
n
schreiben. Es werden H_ (0,8) , }16(0,6), g(o,0) ¢ und 3(0,9) wie folgt

definiert:
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1 . in dem Fall des Modells von Prager durch die Gleichungen:

__V 1+v
oij (9:9) = =85 8t (S5 851 % S 851

~01J iJ
s af af
¢ = G.2 +t =~ 06 ,
a°ij ij 96
2 =gmd0f,
- . 1
9 5F aF

3Lp 3opq °P9

und
2 . 1in dem Fall des Modells welches sich auf das konstitutive Gesetz von

Green griindet, durch die Gleichungen

a = oB
n
g = g(o,8) = eine beliebige Skalarfunktion.

5.3.2. Warmeausbreitungsgleichung

Das Modell von Prager enthdlt keine Gleichung fiir die Wdrmeausbreitung. Im

Rahmen des zweiten Modells (vgl. 2.4.3.) lautet diese Gleichung

A - C e
c(s,6)e = kij 8,45 * R + Q", (3.2)

wobei -c(s,8) eine Funktion ist, die von dem kugelsymmetrischen Teil der

Spannungen und von der Temperatur abhdngt, - kij sind die Komponenten des



Warmeleitfahigkeittensors

- R ist die Wdarmequelle

- Q¥ ist der Teil der plastischen Arbeit, welcher in Wdrme degradiert wird.

Fiir das Modell von Prager gilt:

af . 3f
30.: %ij T 38 °
L g = —
pl of
8Ep-|

In dem Fall des Modells,welches sich auf die konstitutiven Gleichungen von

Green griindet, gilt

i_ = M+ -M = [r%+ (0,6) - Q‘- (0,0)]

o
N
Man kann filir die beiden Fdlle eine einzige Formel fiir Q" schreiben

Q* = m(s,8)0 + n(s,8)6 ,
n, N,
mit
c of

m.ij(s,e) = - -I—E Bol.j g{pl

B € »of
n(s,9) = T TE 56)/%f

oL
pl
flir das Pragersche Modell, und

m(s.6) = = (3" (0,0) - 2" (0,0)]

0

n(s,o)

fiir das zweite Modell.
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Die Warmeausbreitungsgleichung wird in beiden Fdllen in der Form

. : 1 ) . .
c(s,9)6 = kij e’ij + R+ 2(1 + T%T)[Q(O’G)ﬁ + n{o,0)e]

geschrieben.

5.3.3. Das_fundamentale Problem der Thermoplastizitdt

Es wird ein Gebiet o (o C R3 oder @ C RZ) betrachtet, welches von 3@ be-

grenzt wird. Man kennt

a) das Volumen-Kraft Feld i Q- R3

b) die Verschiebungen an einem Teil 3,9 des Randes

Wt o ax[0,T] - R
n u
c) die Kraft auf dem komplementdren Teil 309(309 +3,0 = 3Q)
o 3
,l"I: dCsz—*XIO,T] -~ R
d) die Wdrmequelle
R=ax[0,TI =R
e) die Temperatur auf einen Teil IR des Randes
4V
8 = 3,9 x [0,T] ~ R
f) den thermischen F1uB auf dem komplementédren Teil aqn(sqn t 3,0 = 19D
q Q x [0 R
9.0 x s > .
q g 1

g) die Anfangstemperatur

60 -+ R



- 128 -

Der Rand 32 und die gegebenen Funktionen i, g*, Q, R, 6 R E s 8, sind

hinreichend glatt vorauszusetzen.

Zu bestimmen sind die Vektor- und Tensorfelder u: Q@ x[0,T] -~ R3,

u(-»t) € cH(a) n ¢°(a + 20),

3x3 1

=0 x [0,T] » Rsym » £(+,t) € C7(9)

€
n
3x3

9b=ﬁx[OsT] "Rsyma

o(-»t) € () n Oa + a0)

6 =0 x[0,T] »R, 8€ca)ncle+ )

die die folgenden Gleichungen und Randwertaufgaben erfiillen:

als

divo +F = 0, (3.5)
e = 3.6
ei5 =7 (U5 5+ U5,¢) (3.6)
. _ .1 .
€ = H (0,0)5 + Hy(0,0)6 + 5 g(o,0)(1 + T%T)¢$ (3.7)
- 1 i _ .
c(s,n)e = kij e’ij + R + > (1 + TKT)[m(O’G)O + n(o,0)6] (3.8)
g =¥ (3.9)
" .
on = h (3.10)
n
ela q =6 (3.11)
0
ny
(k grad e)Q[an = q (3.17)

8(x,0) = eo(x) fir x € a . (3.

13)
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Hier sind Ho s He’ m , n , gegeben, konstitutive Funktionen und ¢ bzw. k
Y Y

sind die gegebene Wiarmekapazitat und Warmeleitfdhigkeit.

5.3.4. Die Zerlegung in einfache thermische und mechanische Probleme

Das fundamentale Problem der Thermoplastizitdt ist besonders schwierig. Die
Schwierigkeit wird hauptsdchlich durch die Kopplung zwischen den mechanischen
und thermischen Prozessen verursacht. Auf Grund unserer aktuellen mathema-
tischen Kenntnisse ist es schwer vorauszusagen, daB die Losung des fundamen-
talen Problems der Thermoplastizitdt irgendwann durch ein Extremal-Variations-
prinzip im Eulerschen Sinne moglich wird. Mit anderen Worten, es ist kaum zu
erwarten, ein Funktional im Spannungs- und Temperatur-Raum zu finden, welches
sein Minimum genau fiir die Losung des fundamentalen Problems der Thermoplasti-
zitdt erreicht. Geeignete Extremal-Variationsprinzipe kann man finden, wenn
das Problem in einfache thermo-mechanische Probleme zerlegt wird. Diese Zer-
legung bedeutet die Umschreibung des fundamentalen Problems der Thermoplasti-
zitdt in Form eines reinen mechanischen Problems und eines reinen termischen
Problems flir Kérper mit veranderlichen mechanischen bzw. thermischen Charakte-
ristiken. Diese mechanischén und thermischen Charakteristiken lassen sich
durch bestimmte Parameter beschreiben, deren Entwicklung von den mechanischen
und den thermischen Prozessen regiert wird. Das Schema dieser Zerlegung wird

in dem folgenden Bild gezeigt:

-::mwm____wﬁ,h,m____
Mechanische Mechanische : |
Prozesse _‘J Prozesse : N
e im~“_www_____w| Verdnderung der
I-Wmn_—-_wwu~w~~—> mechanischen und
i : -4 thermischen Charakte-
Thermische Thermische ,wrjitiﬁff_ﬁuu_u“,_ o
Prozesse Prozesse - _MHM_J
el e
Das thermo-mecha- Die Zerlegung in
nische Problem einfache thermische

und mechanische Probleme
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Fir das fundamentale Problem der Thermoplastizitdt schlagen wir folgende Zer-
legung vor:

1 . das konstitutive Gesetz

¢ = H_(a,8)5 + H,(0,8)8 +

v

£(a,B)g + n(a,8)8

2‘ g(a,B) (1 + TETOL B)O T n{o,B) A )x
[£(asB)g + n(a,8)8] a(a,8) (3.14)
2 . die Warmeausbreitungsgleichung
: 1 £(a,8)g + n(a,B)6
c(a,B)8 = K.: 0 ..+ R+ (1+ )x
a 1J 1]

|%(a,8)& + n(o,B)8

| £(a,8)g + n(a,B)8] a(a,8) (3.15)

3 . die Gleichgewichtsgleichung

divo +F =0 (3.16)

4 . die Evolutionsgleichungen fiir a und B

a(t) = 5 5 dt (3.17)

‘u 0 Y

3(t) = s 6 dt _ (3.18)
0

5 . Die Kompatibilitatsgleichung sowie die Rand- und Anfangsbedingungen

gleiben unverandert.

Wir nehmen an, daB F = 0 und h = 0 s1nd. Der allgemeine Fall ist, durch eine
geeignete Translation der Unbekannten, immer an diesem Fall reduzierbar.
(vgl. [22], Abschnitt 3.2)
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S o H (a,8)d dv +
Q 4" v
LT £(0,8)9 + n(a,8)d | L, 819
+g [ dt S g(a,B)(1 + v — ) (g(a,8)0+ n(a,8)8)" dv
) Q Pe(a,B)o + nla,B)gl  ~™ ™
v v
+/dt S o H(a,8)8 dv+/dt J u'g ds
n AN
o 0 o 30

das Funktional auf der Mengez[0,T] aller Spannungsgeschwindigkeiten

. 3x3
g:ax[0,T] ~ }zsym !

a(-,t) € C'(a) 0 (o + a0) fir alle t€[0,T] ,

div ¢
N\

1
—
-,
Q
Q
o
<
~
—
~
~N

HQI- <+« flr alle t€[0,T] .

Man kann auf demselben Weg wie in [22] (Abschnitt 3.3) beweisen, daf o
sein Minimum fiir o € £ [0,T] genau fiir die Losung der folgenden Randwert-

aufgabe erreicht:
divo =0 . (3.20)
N

e = H (c,8)0 + Ho(a,8)8 +

1 £(e,8)g + n(a,B)8
+'29(°~s8)(1 + - X N ]X
ls(a,s)g + n(a,B)B

[£(a,8)g + n(a,B)8] a(asB) (3.21)
21
€45 = 2'(mij + uj,i) R (3.22)
_ *
u|a g = u . (3.23)



Es ist auch einfach zu beweisen, daB 21 eines Funktionals bildet, welches fiir
alle 2,€ £ [0,T] konvex ist. Jetzt werden wir das zweite Funktional betrach-
ten, welches in Verbindung mit der Anfangs- und Randwertaufgabe fiir die
Wdrmeausbreitungsgleichung (3.15) steht. Zuerst schreiben wir die Gleichung

(3.15) in eine dquivalente Form.

Es sei die Transformation x*(x,t), t*(x,t) im Raum (x,t) die durch die Glei-

chungen
dx* = dx ,
dt* = Slea8) g

0

mit Co = c(0,0); x*(O,t) =X, t*(0,0) = t definiert wird.

Bezeichnet man mit R*(x*,t) die Funktion, die durch folgende Gleichung be-
stimmt ist:
£(a,8)a + n(a,B)8

R¥(x*,t*) = R(x,t) + % (1 + : e
l"%(aaﬁ)% + n(d,B)Bl

[E(u,B)é + n(a,B)é] a(a,B) ,
" A "

wobei % a5 B und B fiir das Paar (x,t) gilt, welches dem Paar (x*,t*) ent-

spricht.
Bezeichnet man durch 6*(x*,t*) die Funktion, die durch die Gleichung
o (x",t*) = o(x,t)
definiert ist, dann wird (3.15) auf
26™ 36"

c. L_=k,, — + R¥ (3.24)

0 * 17 *, ¥
at ax-iaXJ'

reduziert.
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Diese Gleichung entspricht im Raum (é*,t*)der klassischen Warmeausbreitungs-
gleichung.

Wir schreiben die Randbedingungen und die Anfangsbedingungen in folgende

Form
01, o () = 8¥(x Tt = G(x,t) (3.25)
9
* * L% Ve, % % v
- (kgradyx 07)nl, o (x75 t7) = g (x7, t7) = q(x,t) (3.26)
q
67(x7,0) = 0g(x") = 8 (x) . (3.27)

Es sei das Funktional

T A T 6% 2
¢2(0 ) = 5 [ dth LLf;I dv + 5! dt* s |ki' — v
0 o at 0 g 270X
*
* % * 90
+ 1y ki 32 di I 2 32 2|, dv
Q IX:  ax:  t =T g Joax¥ oax. ti=s
1 J 1 J
T* * T N
- s dtt s ki 39; n, 6 ds + ¢, ! dt* s q" e dv
0 IR ax® J 0 30

Es sei o[ 0,T*]die Menge der zuldssigen Funktionen

2(9) N Clis + an) fiir alle t € (0,TH

e*(+,t) € C
e*(f*,-) € CIIO,T*] fir alle ﬁ* € Q

*

T * T
S dt* ! I_a.;*lzdv <+ o, f dt* s |k1..§—§%—-g—;(-—|2dv < 4 »
0 Q ot 0 Q I 9Xy 9%y
@*l _'g’*
= )
Beﬂ
* Vi
- (k gradx 67)nl, o =q
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Es ist moglich zu beweisen (vgl. [22] , Kapitel 1), daB ¢y ein
konvexes Funktional ist und es sein Minimum in ©[0,T] genau fiir die

Losung der Anfangs- und Randwertaufgabe (3.23 - 26) erreicht.

Wir konnen jetzt die Gleichungen (3.17) und (3.18) einfach durch zwei Varia-

tionsprinzipe ersetzen. Es seien die Funktionale

T t t
=/d c. = .. dt)(a.. - e
<I>3 é t é (%” (J)'ou )(au éou)dv
und
T t ?
oy = S dt S (R - s o dt)” dv .
0 Q 0

Fiir gegebene 043 und 6 sind diese Funktionale konvex in %43 bzw. g (Uber-
all in Lz(n x [0,T] ) und erreichen ihr Minimum genau, wenn (3.17) bzw.

(3.18) gilt.

Das Mehrfach-Kriterium, welches dem fundamentalen Problem der Thermoplasti-
zitdt assoziiert wird, lautet:

Zu bestimmen sei g ez [0,T}],

6 € 0[0,T], « € L(ax[0,T] ), 8 € Lo(2ax[0,T])
Y 2 2

so, daRB

min ¢1(1, a,8) = ¢1(0,0,8)
€ 1 [0,T]

T
av

min oo(n,a,8) = 0,(6%,a,8)
ne o[0T 2 2

¢(es8) 4t sind)
CO

(wobei 8% (x*,t*) = e(x,t) und T" =

o - -
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min 0a(v50) = do(a,0)
v€Lye x0T 3 3"

’ min A 9,(6,8) = 3,(8,0) .
§ € Ly(a x[0,T]) 4 : ‘4( ')'



- 136 -

6. Moglichkeiten der numerischen Lgsung

Wie in dem vorhergehenden Kapitel formuliert wird, besteht das Mehrfach-
Kriterium Variationsprinzip flir die Losung der fundamentalen Randwertaufgabe

der Thermoplastizitdt in vier Funktionalen

P15 925 b3 9g5 (1.1)
welche von vier Systemen von unbekannten Funktionen

{o}, (o}, {%},4{8} (1.2)

abhdngen. Die Losung der fundamentalen Aufgabe der Thermoplastizitdt ist
durch die Minimisierung jeder der oben erwdihnten Funktionalen beziiglich des
entsprechenden Systems von unbekannten Funktionen gegeben. Die Bestimmung
der Systeme der unbekannten Funktionen, die gleichzeitig die vier Funktio-
nalen minimisieren, stellt ein Problem dar, das dfe Entwicklung einer be-

sonderen numerischen Methode verlangt

Im Folgenden wir nur einige Uberlegungen Uber die numerischen

nggggﬁﬁgﬁ.die ein einzelnes Funktional minimisieren konnen,

Wie schon bemerkt wurde sind alle vier Funktionalen konvex beziiglich des
entsprechenden Systems der Funktionen. Die Minimisierung der Funktionalen
¢3 und ¢, berg]ich"{g} bzw. {8} ist eine triviale Aufgabe. Beziiglich des
Funktionals ¢, bemerkt man, daB es mtglich ist, es in folgender Form darzu-

stellen:

—

¢1(0,9,a,8) =7/ ¢;(0(',t),9(-,t) ,u(',t),B(',t)dV . (1-3)
v v 0 N "

Fiir jedes feste t € [0,T] bildet ¢T ein Funktional vom klassischen Typ.
Soich ein Funktional ist z.B. in der Elastizitdts-Theorie der physisch nicht-

linearen Kgrper anzutreffen. (vgl. [1]). Dieses Funktional vereint alle
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Eigenschaften, die eine gute numerische Ngherung erlaubt. Das Funktional 9o
wurde vom numerischen Gesichtspunkt aus sehr wenig untersucht. In[2]
wird die Konvexitdt dieses Funktionals bewiesen. Diese Konvexitat impliziert
unter anderem die Eindeutigkeit*) der Losung. Gleichfalls wird die Bestim-
mung einer minimisierenden Folge, die gegen die Losung des Problems strebt,
moglich. Wir werden im folgenden zeigen, daB die minimisierende Folge
(vgl. [2], Appendix) des Funktionals b9 dieselben Eigenschaften betreffend
ihrer numerischen Stabilitat besitzt, wie das Funktional von Dirichlet

¢p = %-I I grad uI2 dv + s fu dv . (1.4)

Q Q

Zuerst erinnern wir an diese Eigenschaften der numerischen Stabilitat des

Funktionais ¢D .

Es sei u die Funktion fiir die 9p sein Minimum in der Klasse der zuldssigen

Funktionen

u_} (1.5)

= M -> 2 ©o =
Z(2) = {u : @R/ s lgrad ul“ dv < + =, u]aQ = U,

Q
erreicht und {u,} eine minimisierende Folge.
Infolge der Konvexitdt von 9p folgt (vgl. [2])

1 1 um+un
En =7 ¢p (Up) + 5 0y (ug) = op (——) >0 (1.6)

Gleichzeitig kann man die Ungleichung

2
é lgrad u, - grad u 1™ dv < 8 E (1.7)
beweisen.

*)Die Eindeutigkeit der Ldsung bedeutet in diesem Fall, daB alle numerischen
Verfahren, die man benutzt, unter der Voraussetzung, daB keine mathemati-
schen Fehler gemacht werden, zu derselben Ldsung fiihren.
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Aus (1.6) und (1.7) folgt dann, daB die Folge {grad u,} gegen grad u konver-
~ giert bezliglich der Norm von L2. Es ist einfach zu beweisen, daf diese Kon-
vergehz auch dann gilt, wenn wegen den numerischen Storungen die Randwerte

u, sich verédndern in uj + su_, wobei su_ eine kleine Abweichung bezeichnet.
Diese bemerkenswerte Eigenschaft der Stabilitdt bei numerischen Stérungen

gilt nicht fiir alle Variationsprinzipe. Es sei das quadratische Fehler-

Funktional

6o = [ AU - fl2 dv
Q Q

und z(q) die Klasse der zuldssigen Funktionen

u_}

2
Z(2) ={u=@a >Rl s laul" dv < + =, ul89 = U,

Y]

flir die Losung der folgenden Randwertaufgabe:
AU = f(x), X € Q

ul u

3 o -
Das folgende Beispiel zeigt, daB nicht alle minimisierenden Folgen des

Funktionals ¢Q eine stabile Konvergenz haben.

Es sei als @ der Einheits-Kreis betrachtet. Als Storung des Randwertes

. 21
nehmen wir auo = 75 Cos ne an.

Es sei {un} e¢ine minimisierende Folge, die dem Grundproblem entspricht.

Dann ist {un + ;ﬁ r" cos ne} eine minimisierende Folge fiir die gestorte

Randwertaufgabe. Es ist einfach zu beweisen, daB der Gradient

au _
{Siﬂ +v/n " 1 cos (n-1)a} ,

ou

n_ n-1 _. _
{357- /nr " sin (n-1)e}
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nicht mehr in L2 konvergiert.

Im folgenden werden wir zeigen, daB das Funktonal 9o dieselbe Eigenschaft
der numerischen Stabilitat hat wie das Funktional von Dirichlet. In dem Fall
der Minimisierung des Funktionals 9o konnen folgende Arten von Storungen er-

scheinen:

1 . die Storungen der Randwerte e*, q° und des Anfangswertes 8,-die in dem

Ausdruck des Funktionals erscheinen;

2 . die Storungen der Randwerte, die die Klasse der zuldssigen Funktionen

definiert.

Bezeichnet man mit O(e) die GroBenordnung dieser Stdrungen, dann kann man
auf Grund der Konvexitdt zeigen, daB fiir die Abweichung 66 der Losung die
folgende Abschdtzung

T T

hool = (£ dt /18612 dv + 5 dt £ 1asel % dv +
0 Q (o} Q

1/2

dv) = 0(¢) (1.8)

2
+ flgrad sel |t=T

Q
gilt. Aus (1.8) folgt unmittelbar die numerische Stabilitdt jedwelcher mini-

misierenden Folge.

Das folgende Gegenbeispiel zeigt, daB diese numerische Stabilitdt nicht
flir andere Arten von Variationsprinzipien gilt. Es sei das Funktional der

quadratischen Fehler

b = } dt ?ﬂ 16 -6, -RIZdy
2Q 0 o X X s

welches der folgenden Randwertaufgabe mit den Anfangswerten
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6 -8 = R(x) , x € (0, 2n) ,

IXX
0(0,t) = o(2n, t) =0, t€[0,T] ,

8(x,0) = eo(x), x € (0, 2n) .

entspricht.
Es sei
2
1 -n"t _.
660 = e sin 2wn X

Falls {en} eine minimisierende Folge fiir das Grundproblem ist, dann ist

{0 + 1 e-nzt - }
nt 7 sin 2wn x
eine minimisierende Folge fiir die gestorten Anfangswerte. Es ist klar, daB

der Gradient dieser letzten minimisierenden Folge nicht mehr konvergiert.

Die folgende Anmerkung erleichtert uns, eine Rechtfertigung fiir diesen bemer-

kenswerten Unterschied zwischen %o und ¢ZQ zu finden.

Es sei ¢ in dem besonderen Fall, wenn kij = Gij und ¢ = 1 sind, betrachtet.
Nehmen wir dazu an, daB die Warmequellenintensitdt R, die Randwerte o

v
und q unabhdngig von der Zeit sind. Der Anfangswert A wird so gegeben, daB

die Losung 6 der Randwertaufgabe auch unabhdngig von der Zeit ist.

Schreibt man 95 fiir T , welches gegen Null strebt, dann erhdlt man

2

1
000 = 7 é 'grad 6l © dv - é grad & grad % dv =0 .

Es ist einfach zu beweisen, daB ¢20 bis auf eine Konstante, mit dem Funktio-

nal von Dirichlet
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¢, = 1 / lgrad el2 dv + f Re dv + q*d ds ,
2~ 7 0

Q 3.0
q

gleich ist, welches der Randwertaufgabe
A9 =R,

8| 0,

369

grad e n|, o = q*

q

entspricht.

Es folgt, daB das Funktional ¢y eine Verallgemeinerung des Funktionals von
Dirichlet ¢p darstellt. Gleichzeitig ist es einfach zu bemerken, daB ¢20

die Verallgemeinerung des quadratischen Fehler-Funktionals ist.
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