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Zusammenfassung

Die Methoden der elektrischen Netzwerksynthese werden fiir die Mechanik auf-
bereitet. Passive mechanische Systeme werden durch positiv-reelle Funktionen
bzw. Matrizen beschrieben. Die freien Parameter solcher Funktionen bzw.
Matrizen kénnen zur Optimierung von Schwingungssystemen, z. B. Schwingungs-
tilger und -isolatoren, verwendet werden. Die Synthesemethoden erlauben die
Umsetzdng der gefundenen Funktionen in mechanische Systeme; Zundchst erhdlt
man ein mechanisches Netzwerk. Es wird geZeigt, wie man dieses mechanisch
interpretieren kann. Die Masse besitzt gegeniiber einem analogen elektrischen
Bauelement die besondere Eigenschaft, am Inertialsystem gebunden zu sein.
Dagegen erhdlt man mit den Syntheseverfahren auch Netzwerke mit Massen, die
nicht-direkt mit dem Inertialsystem verknipft sind. Mit Balkensystemen ist
jedoch die mechanische Realisierung gewéhrleistet. Das Syntheseverfahren

von 0. BRUNE wird durch ein spezielles mechanisches Ersatzsystem anwendbar
gemacht. Somit kann analog zum Satz von BRUNE in der Elektrotechnik bewie-
sen werden, daB allen positiv-reellen Funktionen passive mechanische Sys-
teme zugeordnet werden kénnen.

Summary

The methods of electrical network synthesis are worked up for mechanics.
Passive mechanical systems will be described by positive-real functions resp.
matrices. The free parameters of such functions resp. matrices can be used
for the optimization of vibrational systems, e.g. vibration absorbers. By
means of the synthesis methods the functions found can be realized by me-
chanical systems. At first we obtain a mechanical network. Its interpreta-
tion is shown. Contrary to analogous electrical elements the mass has the
special property to be bound by an inertial system. But by applying the
methods of synthesis we will get networks with masses which are not linked
with the inertial system. With beam-systems the mechanical realization is
possible. The BRUNE-synthesis is applicable if a special mechanical substi-
tute system is used. Thus by analogy to the theorem of 0.BRUNE in electro-
technics it is proved that all positive-real functions can be realized by
passive mechanical systems.
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1. Einleitung

An vielen Konstruktionen treten unerwiinschte Schwingungen auf, z.B. Tirme
im Wind, Maschinen auf schwingenden Fundamenten, Fahrzeuge auf unebenen
Fahrbahnen und vieles andere mehr. Als wesentliche Aufgabenstellungen zur
Verringerung von Schwingungseinfliissen sind die Schwingungstilgung und die
Schwingungsisolation zu nennen.

Zur Schwingungstilgung und -isolation werden diskrete, passive mechanische
Bauelemente betrachtet. Die Wirkung dieser mechanischen Systme wird beein-
fluBt von der

- Struktur und den
- Bauelementwerten

Bei der bisherigen Entwurfspraxis fiir mechanische Tilger und Schwingungs-
isolatoren greift man aus der Menge aller mechanischen Strukturen zuerst

e i ne heraus. Die Bauelementwerte werden nun z.B. einer Optimierung un-
terzogen, um eine geforderte Ubertragungseigenschaft zu erzielen. Die aus-
gewdhlte Struktur beschrénkt jedoch in jedem Fall die Optimierungsméglich-
keiten. Nur durch Einblick in die physikalische Wirkungswéise mechanischer
Systeme bei bestimmten Erregungen gelingt eine optimale Strukturauswahl,
z.B. bei Stdérungen mit schmalem Frequenzband. Liegen Stérungen vor, die
breiter iliber das Frequenzband verteilt sind, und sind die Bauteile, fir
die eine Schwingungstilgung oder -isolation vorgenommen werden soll, zu-
dem kompliziert, kann der physikalische Zusammenhang unanschaulich werden.
In der Praxis kommt es durch willkiirliche Auswahl mechanischer Strukturen
vor, daB die Schwingungstilgung und die Schwingungsisolation nicht die ge-
wiinschten Erfolge bringen. Aus diesem Grunde gewinnen aktive Bauelemente,
die mit den Methoden der Regelungstechnik konzipiert werden, in jiingerer
Zeit an Bedeutung. Die Regelung mechanischer Strukturen ist jedoch aufwen-
dig, kostspielig und stdranfédlliger als der Einsatz passiver mechanischer
Bauelemente.

In dieser Arbeit wird eine neue Methode zur Synthese, d.h. zum Entwurf,
passiver mechanischer Systeme vorgestellt. Der Hauptvorteil liegt im Weg-
fall des Auswahlproblems einer geeigneten mechanischen Struktur zu spezi-
ellen Schwingungsproblemen. Aus der Optimierung zur Anpassung an eine



Ubertragungsvorschrift geht bei diesem Verfahren stets die optimale Struk-
tur mit den optimalen Bauelementen hervor.

Die vorgestellte Entwurfstheorie basiert auf der Netzwerksynthese der Elek-
trotechnik, wo sie zu einem selbstdndigen Teilgebiet geworden ist. GroBRe
Bedeutung besitzt die Netzwerksynthese beispielsweise in der Nachrichten-
technik. R. UNBEHAUEN [36] schreibt in einem Standardwerk zur Netzwerk-
synthese: "Die deduktive Methode wurde hier zu einer prinzipiellen Vorge-
hensweise entwickelt, die dazu geeignet ist, auch in anderen Fdllen der
Technik die spezielle Aufgabe der Synthese einer Losung zuzufiihren." Von
RUPPRECHT [26] wird betont, daB es sich bei der Netzwerksynthese um eine
axiomatische Theorie handelt, die im Gegensatz zur Netzwerkanalyse kein Ge-
genstiick in der theoretischen Mechanik hat.

Das Ziel dieser Arbeit besteht in der Aufbereitung der Netzwerksynthese fiir
die Strukturmechanik. Die Methoden bieten sich als Entwurfstheorie diskreter,
passiver mechanischer Systeme wie Tilger und Schwingungsisolatoren an. Anhand

von Aufgabenstellungen der Schwingungstechnik sollen Einsatzgebiete der
mechanischen Netzwerksynthese aufgezeigt werden.

Die Methoden der Netzwerksynthese machen es notwendig, mechanische Systeme
als Netzwerke darzustellen. Anstelle direkter Analogiebetrachtungen zwischen
elektrischen und mechanischen Systemen wird von einer allgemeinen Netzwerk-
theorie ausgegangen. Hierdurch soll der allgemeine Charakter der Synthese-
methode hervorgehoben werden. Diese Arbeit mége im Sinne von R. UNBEHAUEN
auch als Anregung fiir andere Ingenieurdisziplinen als der Elektrotechnik

und der Mechanik angesehen'werden.



2. Allgemeine Netzwerke

Im folgenden werden Begriffe, Definitionen und Darstellungsformen einer
der Mechanik iibergeordneten, allgemeinen Netzwerktheorie eingefihrt.

Netzwerke sind eine Moglichkeit neben anderen zur Darstellung und Be-
schreibung einer Klasse von Modellsystemen technischer Objekte, die ver-
schiedenen physikalischen Bereichen (Objektbereichen) entstammen konnen.
Bei den betrachteten Modellsystemen sollen folgende Voraussetzungen zu-
treffen:

a) Die das System beschreibenden Variablen kénnen in FluBgrdéBen und Dif-
ferenzgrdBen, deren Produkt eine Leistung darstellt, unterschieden
werden. In den einzelnen Objektbereichen sind dies z.B.

FluBgréRe DifferenzgroBe

Kraft Geschwindigkeit
Drehmoment Winkelgeschwindigkeit
elektr. Strom elektr. Spannung
Volumenstrom Druck

Entropiestrom Temperatur

FluRgroBen werden an einer Stelle gemessen (1-Punkt-Variable). Bei
DifferenzgréBen ist stets die Angabe einer Bezugsstelle erforderlich.
Zur Feststellung der DifferenzgroBe missen daher zwei MeBstellen ange-
geben werden (2-Punkt-Variable).

b) Das Modellsystem kann auf eine endliche Menge von Bauelementen bzw.
Netzwerkelementen zuriickgefilhrt werden. Die Netzwerkelemente koénnen
Energie speichern, erzeugen oder verbrauchen. Innerhalb eines Bau-
elementes sollen die rdumlichen Ausbreitungsvorgdnge vernachldssigbar
sein (konzentrierte Bauelemente), so daB sich das Bauelement durch
gewbhnliche Differential- und Integraloperationen in.der Zeit t be-
schreiben 1d&Rt.

c) Die Netzwerkelemente werden durch ideale Verbindungselemente ver-
kniipft. Die idealen Verbindungselemente dienen zur Ubertragung der
FluBgrdéBen und kénnen weder Energie speichern, erzeugen oder verbrau-
chen.



Das oben definierte Gebilde wird als Netzwerk bezeichnet. Von einem Netz-
werk wird weiter die Erfiillung folgender Gesetze gefordert:

1. Schnittgesetz fiir FluBgroBen:
Wird ein beliebiger Teil des Netzwerkes herausgeschnitten, so ver-
schwindet zu jedem Zeitpunkt die Summe aller in das Teilnetzwerk ein-
und austretender Flisse. In den verschiedenen physikalischen Bereichen
ist das Gesetz als Kirchhoffsche Knotenregel, Gleichgewichtsbedingung,
Kontinuitdtsgesetz usw. bekannt.

2. Umlaufgesetz fiir DifferenzgroBen:
Bei einem beliebigen Umlauf innerhalb des Netzwerkes verschwindet zu
jedem Zeitpunkt die Summe aller lber dem Umlauf ermittelten Differenz-
“groBenunterschiede. Dieses Gesetz ist z.B. in der Elektrotechnik als
Kirchhoffsche Maschenregel bekannt. In der Mechanik besteht eine Ana-
logie in den (geometrischen) Vertraglichkeitsbedingungen.

Aus der Menge der konzenrierten Netzwerkelemente werden die Zweipole und
IZweitore (andere Bezeichnung: Vierpol) ausgewdhlt.

Ein Zweipol wird in Abb. 2-1 dargestellt.

T @
f(t)
vit {0
1
@ 0 ¢,

Abb. 2-1 Zweipol

Die Knoten oder Pole 1 und 2 besitzen bezliglich eines Bezugsniveaus
die Potentiale 9, und P, , woraus sich die DifferenzgroRe



v = ¢2 - V’ (2-1)

ableitet.
Ist die im Zweipol zu einem beliebigen Zeitpunkt t 2 t, (fur jedes tg)
gespeicherte Energie

t

E(t) = [ viw) f(x) dt + E(ty) @)
tO

( sofern 0 = E(t)) S Empgx <o)

- positiv, handelt es sich um ein passives Netzwerkelement. Anderenfalls wird
es als aktiv bezeichnet.

Folgende Definitionen werden eingefiihrt:
a) Integrierte FluBgréBe (Mechanik: Impuls)

t

q(t) = ff('r) dr + q(0) (2-3a)
0

Unter Anwendung der LAPLACE-Transformation erhdlt man

. _ 1 L1 -
Qfs) = 5 F(s) + --q(0) (2-3b)
b) Integrierte DifferenzgroBe (Mechanik: Weg)
t .
vit) - [vryar + w0 (2-4a)
0
I 1
Y(s) = s V(s) + ?,W(O) (2-4b)

Mit Hilfe dieser Definitionen werden folgende passive, zweipolige Standard-
Netzwerkelemente klassifiziert:



a) Verbraucher

vit) = r-f(t)

V(s) = r-F(s) (2-5)
b) FluBgroRenspeicher |

q(t) = m-v(t)

Qrs) = m-V(s) | (2-6)

Aus Gl.(2-3a) folgt
¢
myv(t) = f f(r) dt + mv(0)
0

= f(t) = m-v(t)

bzw; nach Gl.(2-3b)

‘ . 1 . L
mV(s) = < F(s) 5 mv(0)
> F(s) = msV(s) - mv(0) (2-7)
¢) DifferenzgroBenspeicher |
V(it) = n-f(t)
Y(s)= n-F(s) (2-8)

Aus Gl.(2-4a) folgt



4
nfct) = [v(r) dr + n f(0)
0

= vit) = n-f(t)

bzw. nach Gl.(2-4b)

I . L
nF(s) = S V(s) S nf(0)
> V(s) = nsF(s) -nf(0) (2-9)

Aufgrund der Zusammenhdnge Gln.(2-5) bis (2-7) werden die Netzwerkelemente
als linear und zeitinvariant bezeichnet, d.h. r, m und n sind keine
Funktionen der Zeit. Wegen der vorausgesetzten Passivitdt sind r, m und
n positiv. ‘

Bei der weiteren Betrachtung werden die Anfangswerte v(0) und f(0) als
verschwindend angenommen. In der Darstellung der LAPLACE-Transformation
werden fiir den Zusammenhang zwischen FluB- und DifferenzgrﬁBe'eines~Zwei-
pols folgende GrdBen eingefihrt:

a) Impedanz

Z(s) = Y(s) (2-10)

F(s)

b) Admittanz

vis) = -£(S) (2-11)
V(s) |

Erregungen gehen von Quellen (aktive, zweipolige Netzwerkelemente) aus.
Eine ideale DifferenzgroBenquelle (siehe Abb. 2-2) liefert unabhédngig von
der anliegenden Last eine konstante DifferenzgroBe. Eine ideale FluBgroBen-
quelle (siehe Abb. 2-3) gibt eine konstante FluBgroBe unabhdngig von

der Belastung ab.



f(t)
Zwei-
veu)l pol
vit)
Abb. 2-2 Ideale DifferenzgroBenquelle
el
Zwlei-
vit) po

Abb. 2-3 Ideale FluBgroBenquelle

Lastabhdngige Quellen werden ndherungsweise auf ideale Quellen mit inneren
Impedanzen bzw. Admittanzen zurickgefihrt.

Gegeniiber den Zweipolen besitzen die Zweitore zwei Eingdnge (Tore) bzw.
vier Pole. An jedem Tor kann eine FluBgrdBe und eine DifferenzgroBe ge-
messen werden (siehe Abb. 2-4).

@ £t f,) @
Zweitor
vy(t) vo(t)
© @

‘Abb. 2-4 Zweitor

Es wird angenommen, daR die Zweitore lineare, zeitinvariante Netzwerkelemente
sind, d.h. im Inneren eines Zweitors gelten zu den Gln.(2-5) bis (2-8) ana-
loge lineare Beziehungen mit zeitinvarianten Proportionalitédtsfaktoren. Wie -
bei Zweipolen bietet sich eine Beschreibung mit LAPLACE-transformierten
GroRen an. Unter Annahme verschwindender Anfangswerte sind mehrere Beschrei-



bungsformen méglich, von denen hier nur die drei wesentlichen gezeigt wer-

den:

. a) Impedanzdarstellung

V](S) Z”(S) Z;z(s) F;{S) (2-12a)
Vofs)| z,,(s) 2z,,(s) || Fy(s) |

vis) = Z2(s)-f(s) | (2-12b)
Z(s) : Impedanzmatrix

b) Admittanzdarstellung

F (s) Yy (S)  yy5(s) || Vi(s) (

= 2-13a)
Fy(s) YaylS)  Yy,(8) || V,(s)
fts) = Y(s)-y(s) (2-13b)
Y(s) : Admittanzmatrix

c) Kettendarstellung

Vi(s) - apls) a(s) || Vals)

= (2-14a)
F(s) ax(s) a,(s) ||-6(s)|
w,(s) = A(s) wys) |  (2-14p)
A(s) : Kettenmatrix

Die Koeffizienten z; , y; wund a; (i, j =1, 2) kénnen mit Hilfe von

Tabellen (siehe RUPPRECHT[ZSD umgerechnet werden. In einigen Fdllen existie-
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ren nicht immer alle Matrizen Z, Y und A gleichzeitig.

Die Energie in einem zweitorigen Netzwerkelement lautet fir t 2 t,
t
E(t) = f[ V(T) £,(T) + vy(T)-Fp(1)] dT (2:15)
to

( mit E(ty) =0 )

Gilt E(t) 20 fir jedes t, und fiir jedes t zt, , handelt es sich um
ein passives Zweitor. '

Die wichtigsten passiven Zweitore sind:

a) Idealer Ubertrager
Charakterisiert wird dieser durch die Kettendarstellung

v, (t) 7] 0 (| v,(t)
= 1 (2-16)

Aus Gl.(2-16) erhdlt man
v,(t)-F, (t) + v(t)f,(t) = 0
! ! 2 2
d.h. im idealen Ubertrager wird keine Energie gespeichert. Die Impedanz-
und Admittanzdarstellungen des idealen Ubertragers existieren nicht.

b) Gekoppelter Ubertragér
Gekoppelte Ubertrager besitzen entweder die Form

V’ (t) L" L"z i’(t)
= | . (2-17)
vo(t) Lz Ly [fa(0)
oder die Form
fl (t) MH Mh? "1“)
= (2-18)

f2(0) Mz M) oY
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Die zu den GIn.(2-17) und (2-18) geh6renden physikalischen Systeme sind
verschieden. Im Sinne der zuvor eingefiihrten Definitionen soll ein System
nach Gl.(2-17) als differenzgroBenspeichernder gekoppelter Ubertrager und
ein System nach Gl.(2-18) als fluBgroBenspeichernder gekoppelter Ubertrager
bezeichnet werden.

Wendet man die LAPLACE-Transformation unter Voraussetzung verschwindender
Anfangswerte an, erhdlt man aus Gl.(2-17)

Vi (s) Ly L [|F(s)]
= S (2-19a)
Vo(s) Liz  Lpp || Fals)
bzw.
v(s) = s L f(s) | (2-19b)
und aus Gl.(2-18)
F (s) My My || v(s)
s S (2-20a)
Fp(s) Mz M| V2(s)
bzw. _
f(s) = s Muyv(s) (2-20b)

Die Energie (vgl. Gl1.2-15) ergibt sich unter Verwendung der Gl.(2-17) zu

E() = £ [Ly 20+ 2 Ly 08) £(8) + Ly, £(1)]
‘ (2-21)
und unter Verwendung von Gl.(2-18)

1 2 2 -
E(t) = [ M)+ 2 M, 10t) £,(t) + My, £7t)]
(2-22)
Gekoppelte Ubertrager werden als passiv vorausgesetzt, so daB fiir die qua-.
dratischen Formen (2-21) und (2-22) gelten muB:



h
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bzw.
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(2-23a)

(2-23b)

(2423c)

(2-24a)
(2-24b)

(2-24c)

Sind die Gleichungen (2-23c) bzw. (2-24c) mit dem Gleichungszeichen erfiillt
und gilt Ly -»o00 und L,, -»00 bzw.

man aus den gekoppelten Ubertragern die Charakteristik eines idealen Uber-

tragers mit konstantem Ubersetzungsverhdltnis

ii

bzw.

(2-25)

(2-26)
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3. Obergang von den allgemeinen zu den mechanischen Netzwerken

" Es werden im folgenden mechanische Systeme mit translatorischen Bewegungen,
die nur in einer Raumrichtung vorliegen mdgen, betrachtet. Solche Systeme
filhren auf sogenannte eindimensionale Netzwerke. Mechanische Systeme mit

~ rotatorischen Bewegungen mit einer Drehachse nur in einer Raumrichtung ver-
halten sich physikalisch vollkommen analog. Deshalb kénnen die nachfolgenden
Begriffe und Beziehungen fiir translatorische Systeme auf rotatorische iliber-
tragen werden.

Die wesentlichen Bauelemente in der Mechanik sind Feder, Ddmpfer und Masse.
Ein System aus diesen Elementen ermbglicht nur Bewegungen auf einer Geraden
~ Mit den Bauelementen Hebel und Balken sind parallele translatorische Bewe-
gungen moglich. Im Gegensatz zur Ublichen mechanischen Darstellung werden
zur Beschreibung des Zustandes eines solchen Systems die Geschwindigkeiten
und nicht die Lagekoordinaten herangezogen.

Die Darstellung eines mechanischen Systems erfolgt lblicherweise so, daB die
rdumliche Anordnung der Bauelemente erhalten bleibt. In der Netzwerkdarstel-
lung werden die Elemente so dargestellt, daB die sinnbildliche Anordnung
nicht mit den rdumlichen Koordinaten iibereinstimmt. Durch die nachfolgenden
Definitionen wird die Netzwerkdarstellung physikalisch sinnvoll und anschau-
lich.

Zundchst werden mechanische Netzwerkelemente mit zwei Systempunkten (Pole)
betrachtet, die als Zweipole eingeordnet werden konnen. Einen allgemeinen
mechanischen Zweipol zeigt Abb. 3-1 in der orientierungsgebundenen Darstel-
lung. Die Punkte 1 und 2 besitzen gegeniiber einem Inertialsystem die
Absolutgeschwindigkeiten ¥, und ¥, , wobei eine positiv Richtung festge-
legt wurde. Der Aktionsrichtungsvektor & stimmt mit dieser Richtung Uber?
ein, wdhrend der Reaktionsrichtungsvektor  entgegengesetzt ist. Eine po-
sitive Geschwindigkeit wird in der Netzwerkdarstellung (siehe Abb. 2-1) in
Richtung abnehmenden Potentials dargestellt. So ergibt sich eine unterschied-
liche Orientierung der DifferenzgroBe bzw. Relativgeschwindigkeit

(man vergleiche Gl. 2-1).
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ATL |

Abb. 3-1 Zweipol in orientierungsgebundener mechanischer Darstellung

Ein Unterschied besteht auch in der Darstellung der Krdfte. In Abb. 3-1
werden Krifte als positiv bezeichnet, die in Richtung & weisen. So er-
gibt sich das Krédftegleichgewicht

F;- F' =0 (3-2)

. In der Netzwerkdarstellung Abb. 3-2 wird eine Bilanzhiille um das Bauelement
gezogen. Kréfte, die in das System eintreten, werden positiv gewertet ( &
kann auch als Normalenvektor auf einer konvexen Hillle gedeutet werden).

Abb. 3-2 Festlegung von positiven Krdften im Netzwerk
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Mit dieser Orientierung stimmt die FluBgréRenbilanz mit dem Gleichgewicht
in Aktionsrichtung lberein.

Die mechanischen Standard-Bauelemente, welche zu den passiven Zweipolen
zdhlen, sind:

a) Dampfer (2 Verbraucher)

V(s) = -CZ- F(s) (3-3)

c: Démpfungskonstante

c
o— 3 o
Abb. 3-3
Symbol eines Ddmpfers
b) Masse (2 FluBgroBenspeicher)
V(s ==-1—- F -
(s) ms [ (s (3-4)
m: Masse
m
o 0 o
Abb. 3-4
Symbol einer Masse
c) Feder (¢ DifferenzgroBenspeicher)
V(s) = -i- F(s) (3-5)
k: Federsteifigkeit
k

—MM—

Abb. 3-5
Symbol einer Feder

Bei der Masse wird der zweite Systempol durch das Inertialsystem dargestellt.
Da sich die Trdgheitskraft einer Einzelmasse immer proportional zur Abso-
lutgeschwindigkeit verhdlt, ist die Masse immer mit dem Inertialsystem ver-
kniipft ("geerdet"). Dies ist eine folgenschwere Einschrédnkung fir die me-
chanische Netzwerksynthese.

Am Beispiel eines gekoppelten mechanischen Schwingers (siehe Abb. 3-6) soll
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gezeigt werden, daB die eingefiihrte Darstellungsweise physikalisch sinn-
voll und anschaulich ist.

ﬂl=b)

V(s)I m, g
ko2 |
k, Cy 3 2 @
O m2
a) ,
Fis) ﬂ@
O—o
k2
m ky ¢ Qm,
vie)]
py ©

Abb. 3-6 a) Mechanisches System; b) Mechanisches Netzwerk

Entsprechend den Ausfiihrungen des letzten Kapitels geht man bei ErregUngen
von idealen Geschwindigkeits- und Kraftquellen aus.

Das ideale Ubertragungselement wird mechanisch durch einen Hebel (siehe
Abb. 3-7) realisiert. Am Hebel gelten die Beziehungen (vgl. Gl. 2-16)

vl li of|y

RITlo -E] A o
i=aL
= (3-7)
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R Vi
T = 0O
F
ly _r=2> ) V2
,

A ®

Abb. 3-7 Mechanisches Bauteil Hebel

Die Geschwindigkeiten sind relativ zum Punkt 0. Als schaltungstechnische
Darstellung wird eine solche nach Abb. 3-8 gewdhlt (entspricht einem ide-
alen elektrischen Ubertrager).

@ f/ U FrF @

Abb. 3-8 Netzwerkdarstellung eines Hebels

Der starre Balken nach Abb. 3-9 besitzt die gekoppelten Differentialglei-
chungen (LAPLACE-transformiert):

F(s) s mb?+ mab-6 V(s)

Es)| 2| mab-6  ma%e [|yes)|

(l =a+b)

f(s) = Y(s)-v(s) = s M-v¥(s) (3-8b)
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Abb. 3-9 Starrer Balken

Die Gleichungen (3-8a,b) entsprechen den Gleichungen (2-20a,b), d.h. ein
starrer Balken entspricht dem gekoppelten Ubertrager. Fiir a +b =0 er-
fillt die Massenmatrix M aus Gl.(3-8a) die Ungleichungen (2-24a,b,c).
Insbesondere erhdlt man

2 me
MHM22' MIZ = W Zz 0 (3-9)

wegen m, 8 2 0.
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4. Zweipolfunktionen

Die Impedanz Z(s) und die Admittanz Y(s) gehdren zur Klasse der positiv-
reellen Funktionen oder Zweipolfunktionen. Im folgenden wird ein passives
Netzwerk aus Massen, Dampfern, Federn und Hebeln betrachtet, flr welches

die Admittanz Y(s) abgeleitet wird. Die Eigenschaften von Y(s) werden
analysiert, worauf der Begriff einer positiv-reellen Funktion spezifiziert
wird. Die Ableitung der Admittanz Y(s) soll durch zwei Betrachtungsweisen
erfolgen:

1. Topologische Analyse
2. Betrachtung des Differentialgleichungssystems eines mechanischen
Schwingungssystems

4.1. Topologische Analyse

Ein Netzwerk bestehe aus N Zweigen mit passiven oder aktiven Elementen.
Zur Beschreibung des Systems sind Np s N unabhangige Variable, z.B.
Knotenpotentiale (Absolutgeschwindigkeiten), erforderlich. Alle Vertrdg-
lichkeitsbedingungen und das Gleichgewicht in jedem Knoten seien erfiillt.
Dann gilt: |

ﬁ Vi(s)-F¥s) =0 (4-1a)
i=t
i V¥is) F(s) =0 (4-1b)
i=1

~wobei iber alle Elemente zu summieren ist und wenn mit V; die Relativge-
schwindigkeit iber den Zweig i und mit Ff die konjugiert~komplexe
Kraft iber diesen Zweig i bezeichnet werden. Diese Aussage wird als Satz
von TELLEGEN bezeichnet. '

Beweis: Die Zweiggeschwindigkeiten V; (i=1,...,N) konnen als Lineaf—
kombination der Knotenpotentiale Vk (k = 1,...,N;) dargestellt
werden:
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N
Z In Y, (4-2)

k=1

Das Gleichgewicht fir einen Knoten k wird beschrieben durch:

N
Z Ju £ =0 (4-3)

i=1

Fiir das Produkt Vi -F;* erhdlt man mit Gl.(4-1a)
Es wird die Summe iber alle Zweige i =1,...,N gebildet:
oder

i=1 k=1

Mit G1.(4-3) erhdlt man

N
Z Vi'F* = 0
i=1

was zu beweisen war.

Der Satz von TELLEGEN wird in Form von Gl.(4-1b) angewendet. Fiir die passi-
ven mechanischen Netzwerkelemente gelten die Zusammenhdnge:

a) Démpfer

F = ¢ (4-4)
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b) Feder
Fa = fl v (4-5)
B~ s B
c) Masse
d) Hebel
v 1p W
Vi =@ W > VAE LYt F 0
’ | B p e Fpa = | (4-7)
Fast = - E%”Eh
e) Balken
VQ Mﬂv M’Zv F;
=8
V;w A‘h? Aizzv F;"
‘a:Ffif + J:i ’iw4 =
= 5 [ My, YWy + Mg Vi¥ouy# K¥o) o
+ M22v vf! Vv-tl ] (4-8)

oder in Matrizenschreibweise (vgl. Kapitel 2)
» * T - "
Vo h s Waba = 1 £ = sy My,
Da My positiv-semidefinit ist, gilt
Ty u
WMy 20 (4-9)
fir jedes V, , V,,q , d.h. der Ausdruck in eckigen Klammern von

Gl. (4-8) ist immer positiv.

Die Gl.(4-1b) wird nach den Netzwerkelementen a bis e aufgegliedert:
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:ﬁﬁ VG*:f; = :é: bﬂ:’fﬁ; . :é: UquFi + :é: ig: IE; ¢
+ ;[V: Fu + ':‘,1 Fn,«‘] ¢

e D VEF « Vo Ryl - V¥ F =0
v (4-10)

Der letzte Term stammt von der Quelle. Mit den GIn.(4-4) bis (4-8) erhdlt
man aus Gl.(4-10):

:E: (:G,VQ:‘\Q; + -%% :%;: 'lq' Par'\qb + S ::E: I711,P£;'\(' +
a Y

+ S Z;:[M”" WV *'Mf-z,,( W Ve * ¥y Vv‘:1) +

+ M22v V,v:1 Vvﬂ] = V*F (4'”)-
Die Admittanz
Y(s) = —Fﬁ)-
Vis)

lautet nach Gl.(4-11)
V(s)=w+.s’.u.sr (4-12)

wobei folgende Akarzungen eingefihrt wurden:

Vn* Ya
W= Z Ca V3, (4-13)
a

Vo* V,
U= ; kp '3"7' (4-14)
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| » »
e T - Sl et

v

W Vyar + V, V% Vot Viat
+M12v v vv*yv v ’an vel Yy ]

Wegen Gl.(4-9) und der positiven Bauelementwerte cg , kB y My gilt:

w £ 0 (4-16a)
U & 0 B (4-i6b)
r 2 0 | (4-16¢)

4.2. Betrachtung des Differentialgleichungssystems eines
mechanischen Schwingungssystems

Ein mechanischer Schwinger mit passiven Balken, Hebeln, Ddmpfern, Federn
und Punktmassen kann in der Form

s Muis) + Cuis) + L Kuls) = £(s) (8-17)

beschrieben werden. Mit V; werden die zur Beschreibung des Systems notwen-
digen Knotengeschwindigkeiten und mit Fj die am Knoten angreifende duBere
Kraft bezeichnet. Vereinbarungsgemal gelte, daB V, und F, mit den Er-
“‘regungsgroBen V und F identisch sind. Dann gilt:

f"= [F,0,...,0] | | © (4-18)
V, sV (4-19)

Es wird das Skalarprodukt !f'-f_ gebildet, das mit den GIn.(4-18) und
(4-19 a,b) tbergeht in

' f -'-'_Z"'[SM&_Q-&%—E]_V_:V*F | (4-20)
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Nun erhdlt man fiir die Admittanz:

v(s) = £651 o ! v*'[sMoCo-—’- K]v
- Vts) V¥s)v(s) ~ - = s§=-
(4-21)
Die Massenmatrix M, Dampfungsmatrix C und Steifigkeitsmatrix K sind
wegen der vorausgesetzten Passivitdt des Systems positiv-definit (positiv-
semidefinit). Der Vergleich zu den GIn.(4-16 a,b,c) fiuhrt auf

W = V”‘V v Cy 20 (4-22a)
g |

U z—— v K 0 (4-22b
py LAY 2 )

T =1 _verMy 2 0 (4-22¢)
vey - —-—

so daB die Gl.(4-12) eine allgemeine Darstellungsform einer Admittanz ist.

4.3 Eigenschaften von Admittanzen und Impedanzen

Die Admittanz Y(s) hat folgende Eigenschaften:

1. Re Y(s) > 0 fiir Res > 0
d.h. Y(s) ist positiv
2. fur reelle s ist Y(s) auch reell

Beweis: Gl.(4-12 lautet mit s = 6+ iWw

W ¢ : y
V(s) = W ahazwzu.m[r-my]( |
4-23

Da nicht alle inneren Krdfte fiir einen Wert von s verschwinden,
ist mindestens einer der GroBen W, U, T von Null verschieden,
d.h. W>0 oder U>0 oder T>0. Dann gilt fiir ¢ = Re s > 0:

Fﬁl[ Y?!i)] = W+ T +~1;ZF€F:;:F-(/ >0
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Andererseits erkennt man fir reelles s =6

Y(e) = Re[VY(o)]

d.h. Y(s) ist fiir reelle s auch reell. Damit sind Punkt 1 und
2 bewiesen.

Teilt man Y(s) in Real- und Imagindrteil auf, d.h.

Y(s) = R(s) +iX(s) (4-24)

erhdlt man

Z(s) = ! !

Y(s) — |v(s)

Anhand der Gl. (4-25) erkennt man, daB auch Z(s) positiv und reell ist.

Zu diesem Resultat kommt man auch, wenn man von Gl.(4-1a) ausgehend die
Impedanzbeziehungen anstelle der Admittanzbeziehungen fiir die Netzwerk-
elemente herangezogen hitte. Da nun Y(s) und Z(s) positiv sind, folgt
einerseits, daB beide Funktionen keine Nullstellen in der offenen rechten
Halbebene besitzen und, da Y(s) und Z(s) reziprok zueinander sind,

daB beide Funktionen keine Pole in der offenen Halbebene besitzen kénnen.
Wegen der addquaten Eigenschaften von Y(s) und Z(s) spricht man von
IZweipolfunktionen. Aus den bereits bewiesenen Aussagen sollen die Eigen-
schaften von Zweipolfunktionen auf dem Rand s = iw der rechten Halbebene
abgeleitet werden. Zu diesem Zweck wird eine Zweipolfunktion {(s) mit ei-
ner n-fachen Nullstelle sg= iw, betrachtet. Fir eine solche Funktion gilt
eine TAYLOR-Reihenentwicklung '

5(s) = a,(s-55)" a,,(s-5,)"" + .. . (4-26)

lz {R(S) -iX(S)] (4-25)

in der Umgebung von s,= iw, (m°=i=oo ). Auf einem kleinen Halbkreis C
mit dem Radius r innerhalb der offenen rechten Halbebene, d.h. |¢| = %%-
(siehe Abb. 4-1) gilt

$-s, =T et (4-27)
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~C

o
Abb. 4-1 Kurve C um Nullstelle s = iWwg

Der Entwicklungskoeffizient a, wird komplex angenommen, d.h.
a, = |a,| e'™ (4-28)
Aus den Gleichungen (4-26), (4-27), (4-28) erhdlt man fiir alle s e C
Re §(s) = |a,|r" cos(a,« ny) + r™ o(r;¥) (s-29)

Die im Restglied auftauchende GroBe p(r,¢ ) ist fir kleine r beschrinkt.
Fiir sehr kleine Radien r (r »0) erweist sich das Restglied gegeniiber dem
ersten Glied in G1.(3-29) als von héherer Ordnung klein. Also erhdlt man fir

hinreichend kleine r
Rey(s) = |a,| r® cos(a, « ny) « O™ (4-30)
R sy = B
| ( > ¢ 2 )
Fir n=1 und n =2 wird Gl.(4-30) veranschaulicht.

RL 4 |ay|rcos(age ¢) L § log|r2cos(az+2¢)

3 N s N s
L e [/ \_J ¥

a)n=1 b)n=2

Abb. 4-2 Darstellung der Funktion Gl.(4-30)
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Der Realteil von [(s) fir seC und r -0 wird durch eine Schwingung
mit der Frequenz n¢ dargestellt.

Da nun [(s) positiv-reell vorausgesetzt wurde, muB hier Re L(s) > O
fir -%} < < L erfillt sein. Diese Bedingung kann nur erfiillt werden,

2
wenn:

1. n=1,d.h. [(s) eine Nullstelle héchstens vom ersten Grade besitzt,

und
2. o4=10, d.h. a, eine reelle, positive Zahl ist.

In diesem Fall erhdlt man einen in Abb. 4-3 veranschaulichten Realteil
nach Gl.(4-30).

R
-%g Jg ¢

Abb. 4-3 Realteilverlauf nach Gl.(4-30) fiir eine Zweipolfunktion

Genau fiir ¢ = ¢ %} , also Re s =0 (s eC), erhdlt man Re {(s) =0.
Wére n>1 oder a, # 0, wirde der Realteil von [(s) innerhalb '|¢| s %%
sicher negativ werden.

Es wird nun angenommen, daB [(s) eine Nullstelle n-ten Grades in s =00
besitzt. Dann gilt in der Umgebung von s =oo die LAURENT-Reihenentwicklung

c-n a..g-! a -
L(s) = ';T" + prxy + pre + © (4-31)

Betrachtet man die Funktion auf einem Halbkreis C é&hnlich Abb.(4-1), je-
doch mit hinreichend groB gewdhltem Radius r , gilt '

la-sl

!
Re Y(s) = —3— cos(ny-«a.,) « —mr o(r,¥)
(4-32)
In der Umgebung der Nullstelle s =oo ist p(r,¢) beschrdnkt. Das Rest-
glied ist fiir sehr groBe Radien r von»pﬁhergr Ordnung kleiner als das erste
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Aéifed in Gl;(4-32):'1n diesem Falluérhélt“man

a.,| net
Re Y(s) = -IF-,;’-'- cos(ny-a.,) + 0 (4-33)
- R =y = 1
( 2 ¢ 2)
Die Bedingung Re [(s) >0 in Re s >0 bzw. hier - %% < < {% kann

wiederum nur mit n =1 und a_.y =0 erfillt werden. Eine Nullstelle in
s = oo kann also ebenfalls nur einfach sein und besitzt einen positiven,
reellen Entwicklungskoeffizienten.

Eine Zweipolfunktion {(s) besitze eine n-fache Polstelle in Se= 1wy

Die reziproke Funktion, die ebenfalls Zweipolfunktion ist, besitzt dann
dort eine n-fache Nullstelle. Diese Funktion kann man in eine TAYLOR-Reihe
um s;= iw, entsprechend Gl.(4-26) entwickeln, wobei aber fir eine Zwei-
polfunktion n =1 und a;=0 gelten muB. Dann besitzt die Zweipolfunk-
tion [ (s) aber hdchstens eine einfache Polstelle in s, = iw, mit posi-
tivem Entwicklungskoeffizienten.

Eine n-fache Polstelle einer Zweipolfunktion L(s) in s =oo fihrt auf
eine n-fache Nullstelle in s =00 der reziproken Zweipolfunktion. Es gilt
dann dort eine LAURENT-Reihenentwicklung entsprechend Gl.(4-31). Die Pol-
stelle von [(s) in s = oo muB folglich einfach sein und einen positiven
Entwicklungskoeffizienten besitzen.

Die Ergebnisse dieses Abschnittes werden in folgendem Satz zusammengefaBt:

Satz 4-1

Die Impedanz oder Admittanz eines jeden passiven Zweipols, der aus Fe-
dern, Massen, Démpfern, Hebeln und Balken besteht, ist eine Zweipol-
funktion, d.h. eine positiv-reelle Funktion. Eine Zweipolfunktion U (s)
hat folgende Eigenschaften:

1. Re f{iw) 2 0 fUr alle w , fir die C(iw) endlich ist

2. C(s) besitzt in der offenen rechten Halbebene Re s >0 keine
Null- oder Polstellen

3. U(s) besitzt, wenn Uberhaupt, auf der imagindren Achse (einschlieB-
lich s =00 ) nur einfache Nullstellen und einfache Polstellen mit
positiven Entwicklungskoeffizienten.
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4.4 Priifung der Positivitdt einer rationalen und reellen
Funktion

Es wird eine rationale, reelle Funktion

ap+a;s+ase ... +a,s”
2 n
by+ b,s «b,s+ ... + b, s

{(s) =

(4-34)

mit reellen Koeffizienten ag, ay,..., &, und by, by,..., b, betrachtet.
Soll U (s) eine Zweipolfunktion sein, muR die Positivitdt von Gl.(4-34)
iberpriift werden. Die Eigenschaften einer positiv-reellen Funktion gehen
aus Satz 4-1 hervor. Im Sinne der Funktionentheorie handelt es sich bei

den Zweipolfunktionen um in Re s > 0 analytische Funktionen. Mit Hilfe
von Sdtzen der Funktionentheorie zeigt sich, daB Aussagen iiber Null- und
Polstellen in Satz 4-1 verkniipft sind. Es wird gezeigt, daB die nachfolgen-
den Sdtze fiir die Uberpriifung der Positivitdt einer rationalen und reellen
Funktion hinreichend sind.

Satz 4-2

Notwendig und hinreichend fiir die Positivitdt einer rationalen, reellen
Funktion L (s) sind die Bedingungen:

a) Re [(iw) 20 fiur alle w-Werte, fiir die L (iw) endlich ist
b) UC(s) hat in der offenen rechten Halbebene keine Pole

| c) Alle Pole von [(s) auf der imagindren Achse (einschlieBlich
s = oo ) sind einfach und besitzen positive Entwicklungskoeffizien-
ten.

Beweis: Die Notwendigkeit der Bedingungen ergibt sich aus Satz 4-1. Fir
die Hinldnglichkeit wird das abgeschlossene Gebiet [T mit der
Randkurve T~ nach Abb. 4-4 betrachtet. Durch kleine Halbkreise
mit den Radien ry, ry,..., ry und einem GroBkreis mit dem Radius
r.. werden so die Pole auf der imagindren Achse (s =0, s =2iw,
..., S =%iwy, S =00) auBerhalb des abgeschlossenen Gebietes
gelegt.

Im Punkt a geht man entlang jener Teilstiicke von I, die auf
der imagindren Achse s =iw liegen, denn dort bleibt T (iw)
endlich. Die Eigenschaften von [(s) auf den Halbkreisen mit den
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Abb. 4-4 Gebiet I mit Rand [

Radien rg, ry,..., ry und r, werden in Punkt c beschrieben.
Da die Entwicklungskoeffizienten auf der imagindren Achse positiv
sind, folgt aus den Untersuchungen des Kapitels 4.3 , daB [(s)

auf den Halbkreisen einen positiven Realteil besitzt. Aus a und

b ergibt sich die Abbildung von I innerhalb Re C(s) 20 (siehe
Abb. 4-5).

iJm
*l ‘ Cis) vsel

Cisvsel

—

ey

Abb. 4-5 Abbildung von I und T in der { -Ebene
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Die geforderte Positivitit (Re {(s) >0 fir Res »0) besagt,
daB sich ein beliebiger Punkt innerhalb des Gebietes [ im
schraffierten Gebiet der [ -Ebene (siehe Abb. 4-5) abbilden muB.
Zur Erfillung dieses Kriteriums dient Punkt b . Trifft b zu,
ist [(s) im abgeschlossenen Gebiet T polstellenfrei ({(s) #*
too ) , d.h. analytisch. Dann ist die Funktion

nts) = et (4-35)

im abgeschlossenen Gebiet [ null- und polstellenfrei, d.h. ana-
lytisch. Nach dem Prinzip vom Maximum (siehe RUHS [25]) erreicht
der absolute Betrag einer in einem abgeschlossenen Gebiet analy- .
tischen Funktion seinen groBten und, wenn die Funktion im abge-
schlossenen Gebiet nullstellenfrei ist, auch seinen kleinsten Wert
nur auf dem Gebietsrand (sofern die Funktion nicht konstant ist).
Die Voraussetzung des Prinzips vom Maximum trifft fir m(s) im
abgeschlossenen Gebiet [ zu. Dann besitzt

In(s)| = e Relis) (4-36)
sein Maximum auf dem Gebietsrand I . Aufgrund des Zusammenhangs
Gl.(4-36) liegt das Realteilminimum von {(s) auf dem Rand [

Da Re {(s) 20 auf [ erfullt wird, gilt auch Re[(s) 20

im abgeschlossenen Gebiet [T . Das Prinzip vom Maximum besagt so-

gar Re [(s) > O im offenen Gebiet ( I ohne Rand I~ ). Die Po-

sitivitdt von [ (s) ist mit Satz 4-2 hinreichend bewiesen.

Da ;us) auch positiv sein muB, wenn [(s) . positiv ist, muB auch -Z%;T
die Bedingungen von Satz 4.2 erfiillen. Geht man wieder auf [(s) iber,
gehen die Polstellenaussagen (Punkte b und c) in solche fiir Nullstellen
iiber. Da auBerdem

! | ! |
Re{—-;—(;-j-} = Wﬁel;(s) (4-37)

gilt (sofern [(s) * 0), erhdlt man den
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Satz 4-3

Notwendig und hinreichend fiir die Positivitdt einer rationalen, reellen
Funktion [(s) sind die Bedingungen:

a)
b)

c)

Re [(iw) 20 fur alle w-Werte, fir die {(iw) endlich ist
C(s) hat in der offenen rechten Halbebene keine Nullstellen

Alle Nullstellen von L (s) auf der imagindren Achse (einschlieB-
lich s =00 ) sind einfach und besitzen positive Entwicklungs-
koeffizienten.
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5. Realisierbarkeit nicht geerdeter Massen

In Kapitel 3 wurde bereits darauf hingewiesen, daB alle Einzelmassen am
Inertialsystem anliegen miissen. Im allgemeinen Netzwerk ist jedoch jede
beliebige Zusammenschaltung der Netzwerkelemente erlaubt. Ein solches,
nach den bisherigen Betrachtungen als unzuldssig anzusehendes Netzwerk
zeigt Abb. 5-1.

@ m,
‘——
k
Z{9) |
¢
my
@

Abb. 5-1 Netzwerk mit nicht geerdeter Masse m,

Interpretiert man den Punkt O als Inertialsystem, handelt es sich bei
m, um eine nicht geerdete Masse. Die Impedanz

mymysde mycs?e k(m,e my)s + kc
m,s( myecsZe km,s « kc)

Z(s) =

(mtamz,k,c >-0) - (5-1)

kann durch kein anderes Netzwerk mit positiven Einzelmassen als das nach
Abb. 5-1 realisiert werden. Daher miiBte die Zweipolfunktion Gl.(5-1) als
mechanisch unzuldssig ausgeschlossen werden. Existieren keine "erdfreien"
Massen, miiBten Bedingungen gefunden werden, wann Zweipolfunktionen auf Re-
alisierungen mit geerdeten oder mit nicht geerdeten Massen fiihren.

Im folgenden wird ein mechanisches System betrachtet, das eine nicht geer-
dete Masse im Netzwerk ersetzen kann. Ausgangspunkt ist der Balken nach

Abb. 3-9. Mit 8 =0 und a =b =—é- erhdlt man das System in Abb. 5-2.
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e —f
v,l _ms ‘Vi 1\'”:"'2'
2 . pe; frieor

Abb. 5-2 Starrer Balken mit © =0

Die Admittanzbeziehung lautet hier (vgl. Gl. 3-8a):

" I 11 -
m m
R - £ v ;
= S m (5-2)
£, Mg d/: ] v’
L L 4 4 JL 2 J

Das Gleichungssysfem (5-2)‘isiAéihgulériﬂbiémgiﬁéulafitﬁt'verﬁéhﬂindet spafér
bei der Zusammenschaltung mit anderen Bauelementen. Aus Gl.(5-2) folgt eine

Massenmatrix
B "

>
L

Nun kann jede symmetrische Admittanzmatrix Y durch das Netzwerk Abb. 5-3
abgebildet werden. Die Funktionen

Ml

v .| 7
R

(5-3)

|

Ye s y" * y): (5-45)'

o
"

Y22 * N2 (5-4b)

Y, = = Y, (5-4c)
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brauchen keine Zweipolfunktionen zu sein.

Abb. 5-3 Darstellung einer symmetrischen Admittanzmatrix

Eine Analyse beweist unmittelbar die Richtigkeit der Darstellung Abb. 5-3:

F, ) YaVI’Yc(Vl’Vz) ) Yir N2 v
R, va‘_,oYc(Vz-—V') Yo Yaa |1%

(5-5)
In diesem Sinne erhdlt man aus Gl.(5-2) das Netzwerk Abb. 5-4, das auch

nicht geerdete Massen enthdlt.

_ Mg
R pd F
A
Mg Mg
2 2
A/ v;

Abb. 5-4 Netzwerkdarstellung eines Balkens mit © =0

Eine allgemeine Darstellung des Systems mit nicht geerdeten Massen zeigt
Abb. 5-5. Die Impedanz des Netzwerkes lautet:

Z(s) = «-—’-5- ¢ Zg4(s) (5-6)
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Zis) Z,(s)

Abb. 5-5 Realisierungsproblem mit nicht geerdeter Masse m

Das System mit der Impedanz Z, besitze mindestens eine Masse. Anderenfalls
konnten die Masse m und die Impedanz Z, vertauscht werden, so daB die
einzige im System vorhandene Masse m am Inertialsystem anliegt.

Greift man die Masse m in Abb. 5-5 als Zweitor heraus (siehe Abb. 5-6),

erhdlt man die Massenmatrix:

m-m N 5-7
M=l.m m (5-7)

V=V v,

Abb. 5-6. Masse m als Zweitor

Der Vergleich zwischen den Netzwerken Abb. 5-4 und 5-6 sowie zwischen den
Gleichungen (5-3) und (5-7) zeigt zundchst Unterschiede auf. Definiert man
die Vorzeichen von v; und Fé in GI.(5-2) um (siehe auch Abb. 5-2), d.h.

V, = - V) | (5-8)
Fz = - F2 (5-9)

. folgt die Admittanzbeziehung
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B . - 9 -
. my _mg [,
! 4 4 !
= S m (5-10)
F.l — ﬁ m& VM
L 2 - b 4 ‘ J L 2 -
Die Massenmatrix in Gl1.(5-10) lautet:
Mg Mg _
. 4 4
M = (5-11)
_Mg Mg
L 4 $ |
Unter den Voraussetzungen
"
F2 = F2 (5-12)
und " '
vV, = V, (5-13)
sind sie Massenmatrizen M nach Gl.(5-7) und M’y nach Gl.(5-11) fir
m,
m = — (5-14)

Abb. 5-7 Ersatznetzwerk fiir Abb. 5-5 (mit Richtungsumkehr)

Aus dem Netzwerk Abb. 5-7 geht hervor, daB das Uberkreuzen der idealen Ver-
bindungselemente nicht notwendig ist. Entwirrt man die Leitungen, erhdlt man
Abb. 5-8.
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Z(s)

Abb. 5-8 Ersatznetzwerk fiir Abb. 5-5 (ohne Richtungsumkehr)

Die Abbildungen 5-9,a,b zeigen die beiden mechanischen Realisierungen der

Impedanz Z(s) nach Gl.(5-6).

a) b)

Abb. 5-9 MechaniSche Realisierung zu Abb. 5-5:
a) mit Richtungsumkehr
b) ohne Richtungsumkehr

Im Falle der Zweipolfunktion Gl.(5-1) besteht nun die mechanische Realisie-
rung nach Abb. 5-10 (ohne Rightungsumkehr).

lV 4m|
@

I k

Abb. 5-10
Mechanische Realisierung zu Abb. 5-1
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Mit Hilfe des Balkensystems Abb. 5-2 lassen sich noch weitere Realisierungen
mit nicht geerdeten Massen finden. Betrachtet werden soll zum Beispiel ein
Netzwerk in Form von Abb. 5-11, das die Impedanz

s
y4 = + Z.(S (5-15)
(s) ms2 +cs + k al$)

besitzt.

| N
‘?7
oy
—

Zls) L—Q | Jzu

<

Abb. 5-11 Weiteres Realisierungsproblem mit nicht geerdeter Masse m

Im Gegensatz zum System Abb. 5-5 muB hier die Richtungsumkehr beriicksich-
tigt werden. Verwendet man als Ersatzsystem fir die nicht geerdete Masse
den Balken Abb.5-2 mit Richtungsumkehr und schaltet das Feder-Dampfer-System
entsprechend Abb. 5-11 parallel hinzu, erhdlt man das Netzwerk Abb. 5-12.

Abb. 5-12 Ersatznetzwerk'zu Abb. 5-11 (mit Richtungsumkehr)
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Ohne OUberkreuzen bzw. ohne Richtungsumkehr an der rechten Balkenseite er-
gibt sich Abb. 5-13.

ch
N P
(F,
Z,
—&—
™ R
Abb. 5-13 Ersatznetzwerk zu Abb. 5-11 (ohne Richtungsumkehr)
Fur die Kraft F,. erhdlt man aus Abb. 5-12
_ k ”

bzw. nach Vorzeichenumkehr

ch = ( c + ?k- )( V, + VZ’ ) (5-17)

Die Kraft F, . in dem Feder-Ddmpfer-System ergibt sich aus der Differenz
der Pol-Absolutgeschwindigkeiten, d.h. nach Gl.(5-16). Da der AnschluBR der
Impedanz Z, ohne Richtungsumkehr erfolgen soll, muB aber eine Umlenkung
fir das Feder-Démpfern-System erfolgen.

Betrachtet man das mechanische System in Abb. 5-14, werden alle geometrisdhen
Vertrédglichkeitsbedingungen und Gl.(5-16) bzw. Gl.(5-17) des Netzwerkes in
Abb. 5-13 wiedergegeben. DaB mit dem System Abb. 5-14 nicht nur die Vertrdg-
lichkeitsbedingungen, sondern insgesamt die Impedanz Z(s) nach Gl.(5-15)
realisiert wird, soll die nachfolgende Analyse zeigen. Die Abb. 5-15 gibt
das in die zundchst als unabhdngig betrachteten Baugruppen Balken, Feder-
Ddmpfer-System mit Hebel und Impedanz Z (s) zerlegte System wieder.
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V=V
F 4m
——lv
k c '
L,
JAY 2
Viz-N) v
25772
F————
Abb. 5-14 Mechanische Realisierung zu Abb. 5-11
uﬁ 4m ﬂFz'
@
e
Fltc
k (SRS
r uFltc
=
Fa
Z= v,
F

Abb. 5-15 Krdftezerlegung des Systems Abb. 5-14
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Als Ankopplungsbedingungen miissen erfiillt sein:

F, + ch = F (5-18)
F2'+ F.* F, = 0 (5-19)

Die Vertrdglichkeitsbedingungen seien erfiillt, so daB unter Verwendung von
Gl. (5-2) (mit mg =4 m) und Gl.(5-17) sowie '

- ! ' '
,-; - Z . V2 - Ya * V2 (5'20)
a
aus den GIn.(5-18) und (5-19) das Gleichungssystem
ms+c+ K ms+c+ & v F
S S
= (5-21)
ms+c + -é? ms+c + -g? + Yo ||V, 0

folgt. Aufgeldst nach V, ergibt sich aus Gl.(5-21)
S

V, =V = (m52+c5+k +Za)F (5-22)
Der in Klammern stehende Ausdruck in Gl.(5-22) stellt genau die Impedanz
Z(s) nach G1.(5-15) dar. Das mechanische System Abb. 5-14 realisiert somit
das Netzwerk Abb. 11.
Zu bemerken ist, daB die Gln.(5-18) und (5-19) im Netzwerk Abb. 5-13 mit den
Krédftebilanzen an den Knoten I und II Ubereinstimmen.

In diesem Kapitel wurde die Realisierbarkeit nicht geerdeter Massen mit Hilfe
des Balkens Abb. 5-2 gezeigt. Die zu Anfang aufgefiihrten Vorbehalte. gegeniiber
"erdfreien" Massen sind nicht notwendig. Allerdings wird man vielleicht aus
konstruktiven Griinden ein System ohne Balken, also Schwingerketten, bevor-
zugen wollen. Es existiert jedoch noch keine notwendige und hinreichende Be-
dingung fiir Zweipolfunktionen, die Realisierungen mit Schwingerketten er-
moglicht.
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6. Spezialfdlle der Zweipolfunktionen

Eine Zweipolfunktion fiihrt, wie zuvor beschrieben, nicht in jedem Fall auf
balkenfreie mechanische Systeme (Schwingerketten). Im folgenden werden
Spezialfdlle von Zweipolfunktionen definiert, die immer durch mechanische
Systeme ohne Balken realisierbar sind. Dazu gehdren:

1. Netzwerke mit nur zwei Bauelementen
2. Modale Netzwerke

6.1 Netzwerke mit nur zwei Bauelementtypen

vTreten nur zwei Bauelementtypen auf, verschwindet einer der Ausdriicke W,

U oder T in Gl.(4-12) identisch, d.h. fir alle Werte von s . Dann ist
aber eine einfache Darstellungsform einer Impedanz oder Admittanz méglich.
Die Herleitung fir die Impedanz Z(s) soll hier vom Gleichungssystem (4-17)
ausgehend allgemein abgeleitet werden. Folgende Bauelementkombinationen sind
méglich:

a) Massen-Federn (oder ungeddmpfte Systeme)

(sM+LK)y - 1
oder mit  V(S) = s x(s) (6-1)

(s?2M + K)x = f ~ (6-2)

b) Massen-Dampfer (oder ungefederte Systeme)

(sM+C)y = f ()

) Déampfer-Federn (oder masselose Systeme)

(c+LK)y -1
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bzw. mit Gl.(6-1)

(sC+K)x = f (6-4)

Die Gleichungen (6-2), (6-3) und (6-4) besitzen die allgemeine Form

(rAa+B)z = f (6-5)

wobei A und B als symmetrisch und positiv-semidefinit vorausgesetzt
werden. Das Eigenwertproblem lautet

(rA+B8)z = @ | (6-6)

Die Eigenwerte A, ,....,A,sind wegen der Symmetrie von A und B reell.
Aus der Positiv-Semidefinitheit folgt, daB die Eigenwerte zudem negativ oder
Null sind. Aus Gl.(6-6) erhdlt man fir einen Eigenwert lj mit dem zuge-

“hérigen Eigenvektor Z;

Aj_jrAZ' + Z'T.E.Zj = 0

j T
£ 15.59
woraus wegen
z/Bz; 20
und fir ZjTA Zj >0
A EQ

/
folgt. Im Fall gf Az, = 0 ist der Eigenwert Xj=oo0 . Es wird nun eine

lineare Transformation
Z = _I_g (6-7)

mit der Modalmatrix T durchgefiihrt. Die Gl1.(6-5) geht iber in

(AITAI+I'BT)u =1'f (6-8)

oder
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(AE -MNu =g (6-9)

Die Matrix E ist diagonal und besitzt r, = rg A Eins-Elemente, die
durch Sortieren auf den Diagonalpldtzen 1 bis r, stehen mogen. Die
restlichen d, = n-r, Elemente sind Null. Durch geeignete Linearkombi-
nationen von Eigenvektoren zu mehrfachen Eigenwerten geht die Matrix B
bei der Ahnlichkeitstransformation auch in eine Diagonalform iiber. Die
Matrix B kann singuldr sein und habe den Rangabfall dg = n-rg B,
wodurch sich in der Matrix A dp Null-Diagonalelemente ergeben. Diese
konnen durch Sortieren auf die Diagonalpldtze 1 bis dg < r, gebracht
werden, ohne daB die oben erwdhnte Struktur von A verdndert wird. Der
Fall, daB E wund A auf einem Diagonalplatz gemeinsam Nullen besitzen,
bedeutete, daB die Gleichungssysteme (6-9) und (6-5) fiir alle A singuldr
wdren, was aber ausgeschlossen werden kann. Im einzelen erhdlt man in Gl.
(6-8)

A fur Zeilen j=1,...,dg
1A-4;, =~ " J=dg+l,...0
n

diag(AE -A)

l _,‘\/ " " j,:l'AAi»’,...,
oder mit '
Ij - 'A/ >0 (6-10)
F A fir Zeilen j=1,...,dg
d’ag(lg-d) = 4 A,'l'll " " j:'dB'\‘",..oJ':A
‘ lj Y ‘ " j:‘.‘ rA4'1,...,n

(6-11)

Die Werte 1; in den Zeilen j = r,+1 bis j = n sind beliebig, je-
doch von Null verschieden und wegen der Positiv-Definitheit von B posiliv.

Entsprechend Kapitel 4 sei 2z, die ErregungsdifferenzgrdBe, und f habe
die Form Gl. (4-18) , d.h.
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f = F-g (6-12)
Dann gilt
T
z, = &2 (6-13)
bzw. mit Gl1.(6-7)
&y = _e-’r'l'y_ (6-14)

Lost man das Gleichungssystem (6-9) nach u auf und setzt das Ergebnis in
Gl.(6-14) ein, erhdlt man

eI (AE-4)'g

z,

bzw.

"
o
T
I~
Pammn
o
Im
)
>
N’
L
~
-~
I~

Z,

Fir die "Impedanz"

= 4
4 5 (6-15)
folgt mit Gl.(6-12)
-]
tE= e T(AE-A)TIg (6-16)
oder
dp tg r, tg n tg
g - > AL, 2 LY/ EE /2
j=1 A j=dg! At jaryl L
(6-17)

Die Elemente unter dem ersten und letzten Summenzeichen werden zusammenge-
faRt:

K, = thj = 0 (6-18)
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n t2
Koo = Z 1 = 9 | (6-19)

S+l l/

Dann folgt aus Gl.(6-17)
N
K:
g - _KQ. + Z __J__ + KOO (6-20)
A S oAt

wobei eine Indexverschiebung (N = ry -dg) durchgefiihrt wurde. AuBerdem

wurde eingefiihrt

Ki = tiq,; B O (6-21)
P, = ljsa, > 0 (6-22)

Nun wird von der allgemeinen Form Gl.(6-5) auf die speziellen Formen zu-
riickgegangen:

a) ungedampfte Systeme
hier galten

A. = 5;2
Xy(s)
s 212/
E(s) Fls)
Z(s) = s-¥(s)

Aus Gl1.(6-20) ergibt sich also eine Form

N,
A 2A;s
Z(S) = —?Q- + 2 ‘;2-:—%2— + Aoos (6-23)

j=1 J



b) ungefederte Systeme

c)

hier galten

A

- 48 -

> I
X

>

1>
N~ X
X

= s

[=2

Aus Gl1.(6-20) erhdlt man

Z(s) = _1593,

masselose Systeme

hier galten

A

E(s)

By

IR
1 LA | | D [
® X é:; X

= S

X;(s)
F(s)

(6-24)
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Z2(s) = s-¥(s)

Aus Gl.(6-20) erhdlt man

Ne C;]ﬂS
Z2(s) = CO + Z —s—-:—E— + Coo'S (6-25)

. J
j=

C, & K,

Coo & Koo

c, & K

o, = p;

(j=1,....,N)

In v6llig analoger Form kann man mit der Maschenanalyse auf Darstellungs-
formen fir die Admittanz Y(s) entsprechend den Gleichungen (6-23) bis
(6-25) kommen, sofern Syteme mit zwei Bauelementtypen vorliegen.

Eine Maschenanalyse fiihrt auf ein Gleichungssystem

a

(SlM +CesK)Ff =7 (6-26)
wobei M, C und K wegen der vorausgesetzten Passivitdt des Systems
positiv-definit oder (im Falle von Bewegungsformen ohne Energiespeicherung) -
positiv-semidefinit sind. Der Vektor { enthdlt die notwendigen Maschen-
krdfte fj (j=1,...,n), womit sich die Invertierbarkeit des Gleichungs-
systems (6-26), ausgenommen wenn s einen Eigenwert annimmt, ergibt. Die
Maschen seien so sortiert, daB die erste Masche {iber den Quellenzweig, alle
ibrigen innerhalb des passiven Zweipols laufen. Dann gilt

v’ = [v,0,..... ,0] (6-27a)

A

F, = F (6-27b)

Sind nur zwei Bauelementtypen vorhanden, geht Gl.(6-26) jeweils iber in:

a) Masse-Feder-Systeme
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L a " _ -
oder mit vV = sX | (6-28)
’ L A A a
(28 &) -2 (62
b) Masse-Dampfer-Systeme
I A A 2 a
(£81+8)1 - & o)
c) Feder-Dampfer-Systeme
(C+sk)f = 2
oder mit G1.(6-28)
(Lé+R)F - % (6-31)
s=7"T4)L = 4
Die Gleichungen (6-29) bis (6-31) besitzen dhnlich Gl.(6-5) die Form
(L;\‘*é)f - 3 (6-32)
A £ = L r4

Die Matrizen A, 8 und B, @ aus Gl.(6-5) und Gl.(6-32) beziehen sich
auf jeweils gleiche Bauelemente, und die Variable A ist identisch.

Da die Voraussetzungen zu Gl.(6-32) vollkommen denen von Gl.(6-5) entspre-
chen, ergibt sich fiir die "Admittanz"

A

E' = .fl— = £ (6-33)
Z’ Z, _
die Darstellung (vgl. G1.6-20)
A S .
E‘ = g + :E: / + f(oo

1/A j=1 7/1 *ﬁj
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bzw. "
. N’ l(bﬂs. A .
g' = Ko/\ + j’ + Koo
jat A+ /’5,'
Mit
Ké = Koo
Kéo - Ko
/ p
J
p' - L
J ﬁj
(j=1,...,N°)
erhdlt man endgiiltig die Darstellung
| N’ 'a
o= Koo A+ —L— + K, (6-34)
1 AP

(( Ky, Koo, Kj 20 ; p/>0 fir j=1,...,N')

Aufgrund der getroffenen Vereinbarungen, insbesondere wegen z, = 2, , sind -
E und E' reziprok zueinander. '

Fir die speziellen Bauelement-Kombinationen erhdlt man:

a) Masse-Feder-System

A =s?
Y(s) = si-g'(s)
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’ N' R I.‘
= vis) = Lo, S ZAIS | 4
: j=1 S +wj

Ay 2 Ko

Ao &2 K
’ A ’ ’

12 A ’

wi = pl

(j=1,...,N])

b) Masse-Dampfer-Systeme

AES

Y(s) = E'(s)

’
Nb 2

> Yis) s Bus + 3 o . 8
Jj=1 J
B, = K,
Boo & Koo
B, = K
o 2 p

c) Feder-Dampfer-Systeme

AE S

(6-35)

(6-36)
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Yis) = L gts)
Né [ I
> Y(s) = Coo + 2 __EJ_' + _C_:_q_ (6-37)

js1 %09 S

Co & K,

o 2 Koo

C; & K;

6; & p;j

6.2 Modale Systeme

Im Gegensatz zum letzten Abschnitt sollen hier alle GréBen W, U und T

in G1.(4-12) existieren, so daB M, K und C in Gl.(4-18) nicht verschwin-
den.

Als modale Systeme werden solche bezeichnet, bei denen sich eine der Matrizen
M, K oder C als Linearkombination der beiden lbrigen ausdricken laBt.
Unter den verschiedenen Mdglichkeiten werden die modal geddmpften Systeme
beispielhaft herausgegriffen.

Es gilt fiir modale Dampfung:

C = aM + pBK (6-38)

Fir Gl1.(4-18) wird eine Ahnlichkeitstransformation durchgefiihrt:

v = Tu (6-39)



T 4
>  (SI'MI+I'CT+l1'KI)u =1If
Unter den mdglichen reguldren Transformationsmatrizen T wird eine solche
herausgewdhlt, die sowohl M als auch K diagonalisiert. Man erhdlt sie
durch Betrachtung des Eigenwertproblems im ungeddmpften Fall. Mit den Be-

zeichnungen

M = T"TMT = diag[m,’,...,mn'] (6-41)
K' = I"KI = diag[ky,..., k, ] (6-42)

(m; ,k, 20 fir j=1,...,n)
und

g = I'f (6-43)

folgt unter Anwendung von Gl.(6-38) aus Gl.(6-40)

[sM «(aM' +BK) + L'|u - g
oder

Sls)u =g (6.00)

wobei

Q{S) = SM' 4-‘( aﬁ_'f' +ﬁ£') + SLK' (6-45)
zur Abkiirzung eingefiihrt wurde.

Es gilt nach Gl.(4-19b)

4
und mit Gl.(6-39):

V, = e}y (6-46)

]
5
~ -
Iy
I=

4 (6-47)
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Das Gleichungssystem kann als invertierbar vorausgesetzt werden, d.h.

u = $7(s)g

woraus aus Gl.(6-47)

V = e]T-®s)g

folgt. Beriicksichtigt man Gl.(4-19a), d.h.

f = E’F

erhdlt man
V = ejT® (s)I'e F
und fir die Impedanz
Z(s) = _e.,'I-.Q"(s) Te, (6-48)

Dies ergibt

2(s) = Z fP,(s)

j=1

bzw. mit Gl.(6-45) ricksubstituiert

Z(s) = Z": s tf
= s’m} +s(amj+ 3k;)+ k;

(6-49)

Die G1.(6-49) ist die Darstellungsform der Impedanz eines modal gedémpften
Systems. Andererseits sind modale Ansdtze auch fiir das Gleichungssystem
(6-26), d.h. bei einer Maschenanalyse, denkbar. Zum Beispiel erhdlt man
mit '

oy
n"

/:?E (6-50)

flir die Admittanz die Darstellungsform

_ Sl‘, )
Vis) = ZT +s{ozrh +/3k)+r.— (6-51)
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Der Ansatz Gl.(6-38) soll veranschaulicht werden. Betrachtet man Gl.(4-17)
in der Form

(s+a)Myv + (f3+ —57— Kv = f (6-52)

-besagt der erste Teil anschaulich, daB zu jeder Masse m; ein Dampfer der
GroBe c; =am; parallel geschaltet ist (51ehe Abb. 6 1a)

| - |
- -
Ci = am C; = Bk;
a) J J b) i=Bki

Abb. 6-1 Modale Dampfung
a) Masseproportional: b) Steifigkeitsproportional

Der zweite Teil besagt, daB zu jeder Feder k; ein Dampfer der GroBe

c; = Bm; parallel geschaltet ist (siehe Abb. 6-1b). Da dielDampfer passiv

sein sollen, ist a 2 0 und B 2 0 notwendig.

Entsprechend bedeutet der Ansatz Gl1.(6-50) fir Gl.(6-26), daB zu jeder Masse

m; ein Dampfer der GrofBe c¢; = 14i m; und zu jeder Feder k; ein Démpfer
der GroBe ¢, = lé kj in Reihe geschaltet ist.

Ahnliche Darstellungsformen wie Gl.(6-49) und (6-51) fir Z(s) und Y(s)
ergeben sich auch fiir modale Ansdtze von M oder K bzw. @ oder K.

Zusammenfassend kann man fiir modale Systeme folgende Sdtze aufstellen:

Satz 6-1

Modale Systeme besitzen fiir eine Impedanz notwendig die Darstellungs-'
form

. n 2
2(s) = ) — ‘S't’i — (6-53)
jo1 STy +SC; + Ky

wobei entweder
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1) - ' ’ ’ ' >
m; = aci+ fBk; (cj,kj_O)

vz ’ ! ¢ ki 2
¢t = amj+ 3k (m:, k; £0)

o , . , -
ki = ami+ Bc (m;, c;E0)

(a2 0 wund BEO ; j=1,....n)

gelten muB.

Satz 6-2

Modale Systeme besitzen fir eine Admittanz notwendig die Darstellungs-
form

. 2
n St;j
Y(s) = > s T (6-54)
s‘m’ +sC’. + k
j=1 J
wobei entweder
2 - 2 2 AL’ “f ">
mj-ozj+/3j (C,:j=0)
e’ = am ' h' 'z
J mi+ Bk, (m;, k=0)
4 - a A, ‘A. A, "2
kj = ozmj+ﬁj {mj,cj_O)

(620 und B2O ; j=1,....n)

gelten muB.

Aus den bisherigen Betrachtungen ergibt sich nicht notwendig, daB aus einer
Form Gl.(6-53) oder (6-54) die andere folgt.
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7. Syntheseverfahren fiir spezielle Zweipolfunktionen

7.1 Syntheseverfahren fiir Zweipolfunktionen mit zwei Bau-
elementtypen

Im letzten Abschnitt wurden passive Netzwerke mit nur zwei Bauelementtypen
betrachtet. Fir die Impedanzen ergaben sich Darstellungen nach den Gleichun-
gen (6-23) bis (6-25), und fiir Admittanzen erhielt man die Darstellhngen
Gln. (6-35) bis (6-37). Die auftretenden Koeffizienten sind notwendig po-
sitiv. Im folgenden wird gezeigt, daB diese Darstellungen auch hinreichend
fiir die Realisierbarkeit in ein mechanisch zuldssiges Netzwerk sind. Die
Impedanzen und Admittanzen bei den verschiedenen Bauelementkombinationen
kénnen im Sinne von Kapitel 6.1 mit Hilfe der Funktionen § und §’ LE
verallgemeinert werden.

Die zwei Bauelemente mogen die “"Admittanzen" €'= aX bzw. E'=Db be-
sitzen. Die "Impedanzen" E sind voraussetzungsgemdB reziprok zu den "Ad-
mittanzen". In Gl1.(6-5) gehen die einzelnen Zweig-"Admittanzen" a;A (j =
1,...,J) linear kombiniert in den Matrizenteil AA und die Zweig-"Ad-
mittanzen" b (1 =1,...,L) linear kombiniert in die Matrix B ein.
Entsprechend gehen die Zweig-"Impedanzen" 1/qjx (j =1,...,J) und

Yy, (1= 1,...,L) indie Matrizenteile A und B von 61.(6-32) ein.
Wegen der Passivitdt der Bauteile miissen die Koeffizienten a; und b,
positiv sein.

Fir die Umsetzung der allgemeinen Koeffizienten a, und b, in die spe-

j
ziellen Bauelementparameter gelten folgende Korrespondenzen:

a) Masse-Feder-System

a = m;
b, 2 k

b) Masse-Démpfer-System

a,=mj

b,

| 14
)
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¢) Dampfer-Feder-System

i

a; ¢

b, K

n»

Nach den Vorbetrachtungen ist erkennbar, daB eine "Impedanz" g in Form
von Gl.(6-20) unmittelbar durch ein Netzwerk nach Abb. 7-1 realisierbar

ist.
aA ayA
GgA [:::}
boo
: by by

Abb. 7-1 Impedanz in der 1. Fosterform

Das Netzwerk in Abb. 7-1 besitzt die "Impedanz"

1 N 1 1

a,A A +b  boo

(7-1)

E =

INg

j=1
Der Koeffizientenvergleich zwischen G1.(6-20) und Gl.(7-1) liefert:
a, = -
,(0
!
boo = ——
oo ,(oo
aj = .._’_.
Kj
b, = P
J K.
J
(j = 1,...,N)
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Ebenso ist die "Admittanz" E' in Form (6-34) unmittelbar realisierbar

(siehe Abb.7-2).

(S

Abb. 7-2 Admittanz in der 2. Fosterform

Das Netzwerk in Abb.7-2 besitzt die "Admittanz"

N
b; A )
' = afA ¢+ Z_%_ + b, (7-2)

jel A+ —+

aj
Hier ergibt der Koeffizientenvergleich zwischen Gl.(6-34) und Gl.(7-2):

ar, = Ko
by = K

K’
A B
aj - p.l

J
bj = K;

Die Gleichungen (7-1) und (7-2) stellen Partialbruchzerlegungen der ratio-
nalen Funktionen € und E' dar. Deshalb werden die Netzwerke Abb.7-1
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und 7-2 als Partialbruchnetzwerke bezeichnet. Die Realisierung nach Gl.
(7-1) wird auch als 1. Fosterform und die nach Gl.(7-2) als 2. Fosterform
bezeichnet. Die Funktionen E& und §' sind zueinander reziprok, so daB
die Netzwerke in Abb. 7-1 und Abb. 7-2 2zwei Realisierungen einer Zwei-
polfunktion ermoglichen. Dariiberhinaus sind noch viele andere Realsierungen
méglich. Besitzt beispielsweise die Funktion & in Gl.(7-1) n =N+ 2
Summenglieder, gibt es ebensoviele Méglichkeiten, einen Summanden mit der
“Impedanz" € unmittelbar zu realisieren. Das restliche Netzwerk besitzt
die "Impedanz" §,= E-E, . Da es durch passive Bauelemente realisierbar
ist, muB g; = ng in Form von Gl.(7-2) mit n, Summanden darstellbar
sein. In jedem der n Moglichkeiten der Abspaltung eines Summanden von §E
gibt es wieder n, Moglichkeiten, einen Summanden von EZ abzuspalten.
Dies setzt sich bis zum vollstdndigen Abbau fort und fiihrt auf einen "Re-
alisierungsbaum". Dieser verdstelt sich dadurch noch weiter, daB neben der
Abspaltung eines Gliedes in Gl.(7-1) r (mit 1 £ r £ n) Summanden abge-
spalten werden kénnen. Im Fall r > 1 ist die Realisierung der abgespalte-
nen Funktion E, selbst auf verschiedene Weise moglich. Praktisch kann sich
die Anzahl der Realisierungen dadurch verdoppeln, indem man nicht von der
"Impedanz" § , sondern von der "Admittanz" E' =1/§ ausgeht.

Aus der Fiille méglicher Realisierungen gibt es neben den Fosterformen noch
zwei Cauerformen, die jeweils auf einen bestimmten Algorithmus zuriickge-
filhrt werden konnen. Da diese Algorithmen auf E oder E'= v; anwendbar
sind, ergeben sich daraus vier Realisierungsmdglichkeiten. Bei der 1. Cauer-
form wird jeweils derjenige Summand abgespalten, der fiir A - oo (ber-
wiegt. Im Falle einer "Impedanz" E nach Gl.(6-20) ist dies eine Konstante
Ko 2 0 und im Falle einer "Admittanz" E' ='D§ nach Gl.(6-34) ein Pol

in N =00 mit dem Residuum K. 2 0. Die Realisierung fiihrt auf Bau-
1

elemente mit den Leitwertparametern a°°j = K;j und boj = o im
Abbauschritt j. Daraus erhdlt man entweder die Kettenformen .
| 1 1 I
P A B S &
00,
oder
r . 1 1 |
- 00, + (7-4)
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Die Schreibweise fiir Kettenbriiche geht auf 0. PERRON [23] zuriick, und
zwar gilt
« o 4 o
' = b, gl

£ - @ TR

Die Realisierungen von Gl.(7-3) und Gl.(7-4) zeigen die Abbildungen (7-3)
und (7-4).

booy beoy
r c | ey | | e | -—— — . ——
E < QoozA Qoog A
_ -

Abb. 7-3 Impedanz in der 1. Cauerform

1§

g 9 QeogA Qoo3A

Abb. 7-4 Admittanz in der 1. Cauerform

Die 2. Cauerform zeichnet sich durch das Abspalten desjenigen Summanden
aus, der in X » 0 (berwiegt. Liegt eine "Impedanz" E vor, handelt es
sich nach G1.(6-20) um einen Pol in A = 0 mit dem Residumm K, 2 0.
Die "Admittanz" E' nimmt nach Gl1.(6-34) in X = 0 den Wert Kj 2 O
an. Die Realisierung erfolgt mit Bauelementen mit den Leitwerten aoj = T%%

und by, = Kéj im Abbauschritt j. Man erhdlt die Kettenformen
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g = ’A + —’5’— + ”l L N (7-5)
a01 | 0, I/aoA.
oder
! !
g': b01+ ’| + 'TI"' (7-6)
| Va2 | bo,

Die zu den Gleichungen (7-5) und (7-6) gehdrenden Netzwerke zeigen die Ab-
bildungen (7-5) und (7-6).

, ag,A Qg M )
£ bo, bo,

\ o -

Abb. 7-5 Impedanz in der 2. Cauerform
ag,\

4 O el e — — — —
E' < bo, bo,

L oO— ¢o—— ¢ ———

Abb. 7-6 Admittanz in der 2. Cauerform

Ubertrdgt man mit den oben angegebenen Korrespondenzen die Netzwerke in den
Abbildungen (7-3) bis (7-6) in die speziellen Netzwerke mit zwei Bauelement-
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typen, ergeben sich zum Teil unbefriedigende Realisierungen. Interpretiert
man die untere, durchgehende ideale Verbindung als Inertialsystem (Erde),
kommt man zu dem Resultat, daB die 1. Fosterform und die 2. Cauerform auf
nicht geerdete Massen fiihren, sofern es sich um ein System mit Massen han-
delt. Dagegen liefern die 2. Fosterform und die 1. Cauerform geerdete
Massen, so daB Schwingerketten méglich sind. .

Zur Veranschaulichung wurden die Netzwerke bzw. mechanischen Systeme in der
2. Fosterform und 1. Cauerform mit Massen und Federn (Reaktanzen) in den
Abbildungen 7-7 bis 7-9 dargestellt.

k
Yis) ¢ N Ko
| i
a)
b)

Abb. 7-7 Realisierung der Admittanz Y(s) eines Feder-Masse-Systems in
der 2. Fosterform
a) mechanisches Netzwerk; b) mechanisches System
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- Wv -=
Z(s)
Vis)
a)
F(s) Kooy koo3 koogq-1
=—W—0—W—0—---—-——W—0
— Moo Mooy, Moo2q
V(s)
b)

Abb. 7-8 Realisierung der Impedanz Z(s) eines Feder-Masse-Systems in
der 1. Cauerform
a) Netzwerk; b) mechanisches System

F(s) kooz kooﬁ koozq

a)

b)

Abb. 7-9 Realisierung der Admittanz Y(s) eines Feder-Masse-Systems in
der 1. Cauerform
a) Netzwerk; b) mechanisches System
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7.2 Synthese modaler Systeme

In Kapitel 6.2 wurde gezeigt, daB die Impedanz Z(s) eines modalen Systems
notwendig die Form von Gl.(6-53) besitzt. Es stellt sich die Frage, ob die
Darstellung auch hinreichend dafiir ist, daB ein mechanisch realisierbares
Netzwerk existiert. Wirde man jedes Summenglied in Gl.(6-53) fir sich rea-
lisieren, erhielte man insgesamt das Netzwerk in Abb. 7-10.

m; m} m,
c, c, Cn
o e fn | . |
= o | === pe |
—M’— ""l‘h ﬁ‘v‘v‘
z(s) k: k. k:
1 2 n

Abb. 7-10 Netzwerkrealisierung von Gl.(6-53)

Das Netzwerk ist aber nur durch eine Hintereinanderschaltung von Ersatz-
systemen nach Abb. 5-14 realisierbar. Die besonderen Eigenschaften mo-
daler mechanischer Systeme erlauben jedoch folgenden Satz :

Satz 7-1

Impedanzen mit der Darstellung

n s :
2(s) = 3 T o - (7-7)
jero 2T Myt SeG
wobei entweder
R - ’ s ! >
m; = aci+fk (c;, K 20)
' ’ ’ ! >
't ’ ’ R oA
ki = ami+ f3c; (mj C z20)
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gilt, fiuhren auf passive mechanische Schwingerketten. Insbesondere

sind Netzwerke dhnlich der 1. Cauerform und 2. Fosterform moglich. Im
Fall my' =ac} « Bk} (j=1,...,n) gilt a=0 oder B=0.

Beim Ubergang von Gl.(6-53) zu Gl.(7-7) wird davon ausgegangen, daB n
Summanden nicht verschwinden, fir die also ty; *+ 0 (j=1,...,n) gilt.
Die Koeffizienten ty; sind dann frei wéhlbar, z.B. t;; = 1 (j=1,...,n).
Dies ist auch so interpretierbar, daB die Partialbriiche in Gl.(6-53) durch
tfj (j=1,...,n) kirzbar sind, d.h. G1.(6-53) ist beziiglich der Parame-
ter redundant.

Zum Beweis, daB Satz 7-1 hinreichend ist, wird eine Realisierung nach Abb.

7-10 angenommen. Das Netzwerk fiihrt auf das Gleichungssystem:

(SM'+.Q'+-5LL\”)V‘ = f (7-8)
Jene Matrix, die als Linearkombination der beiden anderen angesetzt wurde,
soll vorldufig unberiicksichtigt bleiben. Das verbleibende System besteht
nur aus zwei Bauelementtypen und besitzt ein Gleichungssystem in Form von
(vgl. Kapitel 6.1):

(LA +B')z = f (7:9)

In G1.(7-7) verschwinden dann alle mj , cj bzw. k] (j=1,...,n).
Die Impedanz Z(s) kann nach Kapitel 7.1 auch durch andere Netzwerke rea-
lisiert werden, insbesondere durch die mechanisch zuldssige 2. Fosterform
und 1. Cauerform. Eine solche mechanisch zuldssige Realisierung besitze das

Gleichungssystem

(AA”+ B")z" = f (7-10)

Notwendig fir die Ahnlichkeit der Systeme nach Gl.(7-9) und (7-10) ist, daB
sie auf die gleichen Diagonalformen nach Gl.(6-9) fiihren (siehe GANTMACHER
[10] ), denn dann besitzen beide Systeme die gleichen Eigenwerte. Mit den
linearen Transformationen

IN
h
|~
I

(7-11a)

g-u = T"°U" A (7-11b)

erhdlt man



(Ar’a'r s I"BT)w = If (7-12a)
und
(AI”TAH_T" . I-IIT_B—II—T_'H).g-H - I_”tﬁ (7-12b)
Daraus entstehen die Diagonalformen
(AE -A)uw = g (7-13a)
und
(A _E - A ).g-n = -g.u (7-13[))
Daraus folgt
IITAI—Tl - IuTAulu
und r ;
—TI g, I, - Ill éll—ll
d.h.
A" = (T"")T A T ! (7-14a)
und r |
-Qli = (7"0") Tlrﬁlll —7'.01"’ (7-14[))
Mit
T = 171" (7-15)
erhdlt man
| A" = ITAT (7-16a)
B” = I'B'T (7-16b)

d.h. Gl1.(7-9) geht durch eine Ahnlichkeitstransformation mit der Transfor-
mationsmatrix T in Gl.(7-10) uber.

Die bisher unberiicksichtigte Matrix Q', die sich als Linearkombination von
A' und B' darstellen 1dRt, also

D= aA'+f8B’ (7-17)
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geht bei der Ahnlichkeitstransformation in

” T
D" = I'D'T (7-18)
Uber. Aus Gl.(7-18) folgt mit den Gleichungen (7-17) und (7-16a,b)
_Q" = dﬁ"-fﬁéu (7—19)

Durch den modalen Ansatz Gl.(7-17) besitzt das neue System eine solche
Struktur, daB zu jedem Bauelement a"; in Gl.(7-19) ein Bauelement d'}=
a-a"; und zu jedem Bauelement b’ ein Bauelement d", = B b',  paral-
lel geschaltet ist. Da A" und B" einer mechanisch zuldssigen Realisie-
rung mit positiven Bauelementwerten zugeordhet sind und andererseits a 2 0
und B 2 0 vorausgesetzt wurde, sind die Bauelementwerte der parallel zu-

geschalteten Bauelemente positiv. Liegt der Fall

m! = o c!+ !

j cj * Bk

(j=1,...,n)
vor, erlauben die Standardrealisierungen Netzwerke, bei denen entweder alle
Démpfer c"; oder Federn k? (j=1,...,n) am Inertialsystem anliegen.
Da zu den nicht geerdeten Bauelementen keine Massen parallel geschaltet wer-
den sollen, muB der entsprechende Wert @& oder [ zu Null werden.
Der Satz 7-1 ist damit vollstdndig bewiesen.

Wurde bisher die Synthese ausgehend von Gl .(6-53) bzw. (7-7) betrachtet,
soll nun auf die Darstellung Gl.(6-54) eingegangen werden. Treffen die
Voraussetzungen von Satz 6-2 zu und setzt man t,; =1 (wenn die n Summan-
den nicht verschwinden, d.h. ty; =+ 0; j=1,...,n),kann unmittelbar eine
Partialbruchrealisierung nach Abb. 7-11 erfolgen.

/ ® o ——

1 1 1
k, k, ki
Y(s) ﬂ ]— -1— 1—
<y C, S
1 1 1
] m; mi
k - -

Abb. 7-11 Netzwerkrealisierung von Gl.(6-54)
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Das Netzwerk in Abb. 7-11 ist unmittelbar als Schwingerkette realisier-
bar. Andererseits sind noch weitere balkenfreie Realisierungen mdglich.
Das Netzwerk in Abb. 7-11 besitze das Maschengleichungssystem:

(S—IM:'*Q'+SK')_I?' = v (7-20)
Durch die lineare Transformation
-t
erhdlt man aus Gl.(7-20)
(s—l_/‘! s C"esK)f" = ¥ (7-21)
mit
M= TTMT (7-22a)
¢r = 17CT (7-22b)
K" = I"Kk'1T (7-22¢)

Die zwei unabhdngigen Matrizen in Gl.(7-20) werden mit 8' und @‘ be-
- zeichnet, die dritte sei

D' = aA'+ 3B’ (7-23)
Durch die Ahnlichkeitstransformation kénnen die Matrizen

A” Ar A, A

A =T AT (7-24a)

A' Ar A N

B"=1'B'T (7-24b)

auf Formen gebracht werden, die als Realisierung mit zwei Bauelementtypen
mit passiven Netzwerkelementen zuldssig sind. Die Gl.(7-23) geht iber in

_D‘" = TT Do—i-

A a L) A N
$. -Qll = a —"‘ ﬁ §" (7-25)
Die G1.(7-25) besagt, daB zu jedem Bauelement 3’; ein Bauelement d =
%8% und zu jedem Bauelement b', ein Bauelement d" = #b" in Relhe

nv

geschaltet ist. Fir & 20 und ﬁ
schalteten Bauelemente positiv.

0 sind die Bauelementwerte der zuge-
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Im Falle eines modalen Ansatzes
M = ac' + K’

ist keine Einschrankung fir @ und B notwendig, da in jedem Fall eine
Realisierung nach Abb. 7-11 moglich ist. Weitere Realisierungen, insbeson-
dere in der 1. Cauerform, sind nur moglich, wenn entweder @& = 0 oder
B=0 ist.

Die letzten Ergebnisse werden zusammengefaBt:

Satz 7-2

Admittanzen mit der Darstellung

n
S
Y(s) = = — (7-26)
= s?2m' s s¢E + k '
J=1 J ‘ J
wobei entweder
s, - A a A A, A, A, >
o5 = aAm e ‘“.' n’ ‘.' Z
j je Bk (., ki 2 0)
A - A A, “A‘ A, A, 2
ki = amjs ¢ (mj, ¢ & 0)
(a'ﬁ ; 0 l. j= 7,...,")
gilt, fihren auf passive mechanische Schwingerketten. Im Fall
mg = &~E} + ﬁ-ﬁ] (j=1,...,n) sind Kettennetzwerke nur mdglich,

wenn entweder @ = 0 oder |§= 0 gqilt.
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8. Synthese allgemeiner Zweipolfunktionen

8.1 Methodik der Syntheseverfahren

- Bei den Syntheseverfahren wird eine Zweipolfunktion go(s) aufgeteilt in

§,(5) = ¥,(5) +g,(s) RENCEY

Die Funktion E,(s) soll nach Moglichkeit eine Zweipolfunktion sein (trifft
jedoch nicht fir alle Syntheseverfahren zu). Die Restfunktion

Z,(S) = L,ls) - z}(s) . (8-2)

ist aber wieder eine Zweipolfunktion. Die Gl.(8-1) stellt im Falle einer
Impedanz eine Reihenschaltung (siehe Abb. 8-1a) und im Falle einer Admittanz
eine Parallelschaltung dar (siehe Abb. 8-1b).

Z,ls)
o—r——

Zyls) Zis)  Yols) Yils) [{Y,06)

a) b)

Abb. 8-1 Veranschaulichung von Gl.(8-1):
a) Impedanz; b) Admittanz

Die Gl.(8-2) wird auch ausgedriickt als Abbau der Funktion 'Ei von T (s)
mit der Restfunktion (,(s). Mit dem Abbau von T .(s) wird der erste Ab-
bauschritt beendet. Nun erfolge ein Abbau von }2(5), d.h.

1

R B
2,(s) t(s)  T,(s) (8-3)

Daraufhin erfolge wieder ein Abbau von U,(s) usw., so daB sich eine Ket-
tenentwicklung

5y(s) = T,(s) + ¢
| ’/fz(s) | T,fs)
mit (8-4)

5(s) = g ,(s) - E(s) 8:50)
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~ flr ungerades j 21 bzw.

~a

! /

§;(s) g () fj (s)

fiir gerades j 2 2 ergibt. Die Realisierung und damit der Kettenbruch Gl.
(8-4) enden im Abbauschritt N entweder mit

g (s) = g, (s) - T, (s) =0 (8-62)

fiur ungerades N oder mit

! - —1 _ . —--’— = 0 (8-6b)

Euls) Zy._,(s) gy(s)
fir gerades N.
Fir eine Impedanz Z,(s) geht die Kettenentwicklung Gl.(8-4) iber in (wenn
N ungerade):

(8-5b)

Zyts) = 2, . .. A4, 1
Iyz IYN-I ZN
Die Gl.(8-7) wird in Abb. 8-2 veranschaulicht. (8-7)

NI

z

0
|-

c = ———
Zyls) ! i?z i iVN_,
[ -———

Abb. 8-2 Kettennetzwerk zu Gl.(8-7)

Handelt es sich in Gl.(8-4) um eine Admittanz, folgt fiir ungerades N :
11

SV ' | E

Z 2.1 i

Die Abb. 8-3 veranschaulicht Gl1.(8-8). Die Funktionen Y; wund Z; (j =
1,...,N) aus den GIn.(8-7) und (8-8) sind i.a. nicht miteinander verwandt.

Yos) = Y, «
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Yols)

Abb. 8-3 Kettennetzwerk zu Gl.(8-8)

Die einzelnen Syntheseverfahren unterscheiden sich nun im Auffinden der Ab-
baufunktionen E} (3 =1,..., N).

8.2 Reaktanzreduktion und Realteilminimumabbau

Die Partialbriche mit imagindren Polstellen (einschlieBlich s =oc0 ) einer
Zweipolfunktion T,(s) werden zusammengefaBt zur Reaktanzfunktion:

N .
§als) = Ay . 2 2A; s + Ao S (8-9)

(A, , A, , A

(el Kt RERAS

Die G1.(8-9) entspricht Gl.(6-23) bzw. Gl.(6-35). Der Abbau der Reaktanzen
"~ (Reaktanzreduktion) '

g,(5) = §o(s) - ypls) (8-10)
fiihrt wieder auf eine Zweipolfunktion C,(s) als Restfunktion. Diés lant
sich mit Satz 4-2 zeigen:

a) Re [, (iw) = Re y(iw) 20

b) §1(s) besitzt als Polstellen diejenigen von go(s) , die in der
offenen linken Halbebene Re s < 0 liegen

c) g1(s) besitzt keine Polstellen mehr auf der imagindren Achse (ein-
schlieBlich s =00 ).
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Als weiterer Abbau wird der einer Konstanten R; 2 0 , also eines passiven
Démpfers , betrachtet:

,(s) = Y,(s) - R, (8-11)

Fir die Positivitdt von T, (s) verbleibt aus Satz 4-2 die Bedingung
Re C,(iw) 20 , so daB

Min| Ret, (iw)] = Min|[ Reg,tiw)] - R, 2 0
gelten muB. Aus Gl.(8-12) folgt: (
R,  Min[Rei,liw)] (8-13)

Wird die Beziehung Gl.(8-13) verletzt, ist [,(s) keine Zweipolfunktion.
Der Abbau mit

8-12)

R, = Min [Re );o(lw)] (8-14)
wird als Realteilminimumabbau bezeichnet.

Realteilminimumabbau und Reaktanzreduktion werden so gekoppelt, daB eine
moglichst groBe Gradreduktion oder sogar ein Vollabbau moglich ist. Auf eine
Zweipolfunktion [(s) soll der Realteilminimumabbau angewendet werden. Da-
bei sind zwei Wege mdglich:

1. Das Realteilminimum wird von [(s) abgebaut, d.h.

;,(s) = ¥(s) - R, (8-15)
nit

R: = Min[Rey(iw)] = Ref(iw,) (8-16)

m

Nun folgt aus den GIn.(8-15) und (8-16)

Min[Rel (iw)] = Rel, (iw,) = 0  (617)
Gilt auch
Img, (iwy,) = Im§(iw,) = 0 (8-18)

besitzt 1/245) eine Polstelle in s =iw, . Diese und, sofern w,, # 0
1
gy(s)

abgebaut, d.h.

und Wp #£00 , die in s = -iw,, konnen von abgebaut werden.

2. Das Realteilminimum wird von

-1
11‘5)
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7 1 ”
o7 T g Fm &)

mit

” 4 7
R: = Mm{Re[m-)—]} = Re[?i:u_,;;_] (8-20)

Aus den GIn.(8-19) und (8-20) folgt

M 1 _ 1 1. )
Mm{Re[W]} = Re| tz(iw,;;)] = 0 (8-21)

Gilt auch
!
Im| ~——+ = Im (8-22)
[ Zz(,w"r’,) ] [ Z( w”) ]
liegt eine Polstelle von T (s) in s = iwg, und, wenn Wmn=*0
und W +00 , auch in s = -iw),, vor. Der Polstellenabbau ist an-

schlieBend méglich.

Unter Umstdnden konnen der Realteilminimumabbau nach Gl.(8-15) und der nach
Gl.(8-19) auf Reaktanzreduktionen filhren. Je nachdem fiir welchen Weg man
sich entscheidet, ergeben sich unterschiedliche Losungen. Fihrt nur einer
der beiden Wege zu einer Reaktanzreduktion, wird dieser Weg beschritten.
Ist in beiden Fdllen keine Reaktanzreduktion mdglich, handelt es sich um
eine Zweipolfunktion minimaler Reaktanz QM(s).

Es wird angenommen, daB die Reaktanzreduktionen nach 1 bzw. 2 moglich
sind. Je nach beschrittenem Weg erhdlt man entweder

1.

_r R |
g, (s) g, (s) $p,(S)

(8-23)

oder

§3() = L,(s) - %g(s) (8-24)
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Da alle Reaktanzen abgebaut werden, sind die Restfunktionen —ZZ%ET- bzw.
C,(s) auf der imagindren Achse (einschlieBlich s =oco ) polstellenfrei.
Nicht notwendig ist die Nullstellenfreiheit von -Zg%gy- bzw. g3(s). Be-
sitzen TS bzw. T, (s) Nullstellen auf der imagindren Achse (ein-
schlieBlich s =o0), sind dies Polstellen von gé(s) bzw. -ng;T , die
abgebaut werden kénnen. Nach den Reaktanzreduktionen kann der beschriebene-
PolabbauprozeB solange fortgefiihrt werden, bis eine Restfunktion verbleibt,
die weder Null- noch Polstellen auf der imagindren Achse (einschlieBlich

S = oo) besitzt. Die Restfunktion kann wieder Ausgangspunkt eines Realteil-
minimumabbaus mit einer Folge alternierenden Polstellenabbaus auf der ima-
gindren Achse (einschlieBlich s =oo) sein. Der beschriebene ProzeR lauft
also zyklisch ab. FaBt man einen Realteilminimumabbau mit der Folge alter-
nierender Reaktanreduktionen als einen Zyklus auf, wird die Indizierung (z.B.
der abgebauten Reaktanzen) sehr aufwendig und uniiberschaubar. Ginstiger ist
es, einen Zyklus so zu definieren, daB nach einem Realteilminimumabbau nur
ein Polstellenabbau erfolgt. Besitzt die Restfunktion nach einem Zyklus eine
Nullstelle, ist das abzubauende Realteilminimum im ndchsten Zyklus Null.

Ausgangspunkt eines jeden Zyklus j ist nun die Impedanz Z[j)(s) . Fir

j =1 ist Z'Y(s) mit der zu realisierenden Impedanz Z(s) identisch.

Bei der Beschreibung des Vorgehens innerhalb des Zyklus j ist zwischen

den oben beschriebenen Alternativen des Realteilminimumabbaus zu unterschei--
den:

1. Es wird

27{/)(5) = z{/)(s) - R,;l) ) (8-25)
mit '
R = Min[Re ZV(iw)| = Re ZP(iw))  (8-26)
gebildet. Unter der Voraussetzung

Im z7(iwd) =0 - (8-27)

erfolgt die Reaktanzreduktion

ey - yli) (j) |
V,"(s) = Y, s) - ¥ (8-28)

2. Es wird
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(j) (j) (j)

v,ts) = v%s) - R} - (82)
mit
R = Min[ ReYP(iw)| = Re YW(iwf) 5-30)

gebildet. Unter der Voraussetzung

Im v/ tiwd) =0 | (8-31)
erfolgt die Reaktanzreduktion
(j) (j) '
z,%s) = zfs) -z (8-32)

Die GroBen Réf’ ) (»Lﬂ’ und andere sind in Punkt 1 und 2 verschie-
den. Da in einem Zyklus nur einer der beiden Wege eingeschlagen wird, ist
die Bezeichnungsweise bei Angabe des Realteilminimumabbaus von der Impedanz
(Gl. 8-25) bzw. von der Admittanz (Gl. 8-29) eindeutig.

Fur den ndchsten Zyklus j + 1 erhdlt man als Ausgangsfunktion entweder

1.
z07*1s)

Z;”(s) (8-33)
oder
20 s) = Z;”(s) (8-34)

Die Abb. 8-4 veranschaulicht den AbbauprozeR im Zyklus j nach Punkt 1,
und Abb. 8-5 veranschaulicht ihn nach Punkt 2.

° 3
z Eim M| (jon
R zle
o- &

Zyklus j

Abb. 8-4 Abbauzyklus nach Punkt 1
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O-
L™
z(j) R(j) Z(jon

b

Abb. 8-5 Abbauzyklus nach Punkt 2

Zyklus

Nach jedem Zyklus beginnt der AbbauprozeB von neuem, wobei sowohl nach Punkt f
1 oder Punkt 2 verfahren werden kann.

Fihrt die geschilderte Vorgehensweise auf einen Vollabbau im Zyklus N ,
bedeutet dies entweder

1.

m
o

YZ{N) (s) Y,(N)(S) _ YR(N)(S) (8-35)

oder

Z;N)(S) = Z;N){s) _ ZR(N)(S) = 0 (68.36)

Sind nach dem Zyklus Ny weder durch Verfahren 1 noch durch Verfahren 2
Reaktanzreduktionen méglich, wird der AbbauprozeB mit einer Zweipolfunktion
minimaler Reaktanz Z,,s% 0 abgebrochen. Es gilt dann

Zyls) = ZMNu1) ) (8-37)

Die Abb. 8-6 gibt ein Beispiel der Vorgehensweise mit einer Zweipolfunktion
minimaler Reaktanz Zy als AbschluB. Wie schon in den Abbildungen 8-4 und
8-5 angedeutet, kénnen die in einem Zyklus abgebauten Bauelemente zu Zwei-
toren zusammengefat werden. Erfolgen wie in Abb. 8-6 mehrere Abbauzyklen,
erhdlt man eine Kettenschaltung einzelner Zyklus-Zweitore. Zweitore, die
sich aus dem Verfahren 1 ergeben, werden als Typ "IMP" (Realteilminimum-
abbau von der Impedanz) bezeichnet, anderenfalls, d.h. nach Verfahren 2
(Realteilminimumabbau von der Admittanz) als Typ "ADM".
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o— —O0— —O0—
R0 (0 \ R
Rm Ro L I
z"s) R
1. Zyklus IMP 2. Zyklus ADM 4 3.Zyklus IMP

“Abb. 8-6 Beispiel mit drei Abbauzyklen und ZM(s)

Die Synthese von Zweipolfunktionen minimaler Reaktanz erfolgt mit den in
den folgenden Abschnitten beschriebenen Verfahren.

8.3 Das Syntheseverfahren von 0. Brune

Betrachtet werden soll eine Zweipolfunktion minimaler Reaktanz -Zy(s). Aus
dem letzten Kapitel geht hervor, daB ZM(s) auf der imagindren Achse (ein-
schlieBlich s =oo) und damit in der abgeschlossenen rechten Halbebene

Re s 20 null- und polstellenfrei ist. Fiir Zy(s) nimmt Gl1.(4-34) die Form

2 n
aa+a,s+ags L S +ans
b0+b,s+b252+ ...+ b,s"

ZM(s) = (8-38)

an. Da die Null- und Polstellen nur in der offenen linken Halbebene Re s < 0
liegen diirfen, stellen Nenner- und Zdhlerpolynom in G1.(8-38) HURWITZ-Poly-
nome dar. Notwendig fiir das Vorhandensein von Null- bzw. Polstellen in der
offenen linken Halbebene Re s <0 sind (siehe SZABO [27] )

a >0 (8-39)
bj > 0 (8-40)

fiir alle j =0, 1,..., n . Dann erhdlt man mit G1.(8-38) in s =0
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a
0 -
und in s = o0
. " an
Z,, (o) = SILTO[ZM(S)] = -—E:- (8-42)

d.h. reelle Werte. Der Imagindrteil von Z,(s) verschwindet in s =0 und
s = oo . Darum kann das Realteilminimum

Rm = Min[ReZ, (iw)] = ReZ,(iw,) (8-43)
nur an einer von Null und Unendlich verschiedenen Stelle s = iw, auftreten.
Wire Wy, =0 oder Wy, = oo , kdnnte man das Realteilminimum abbauen, und
die Restfunktion besdBe eine Nullstelle in wWp=0 oder wy,= oo . Dies wire -
eine Voraussetzung eines anschlieBenden Reaktanzabbaus, der aber vorausset-
‘zungsgemdh fir eine Zweipolfunktion minimaler Reaktanz nicht mdglich ist.
Also tritt das Realteilminimum an einer von Null und Unendlich verschiedenen
Stelle auf. Mit der gleichen Begriindung liegt das Realteilminimum

’ o . .

R Min | Re Y, (iw)] = Re Yyliwy,) (8-44)
nicht in Wp =0 und wWpn=o00 .

Das Realteilminimum R, nach Gl.(8-43) wird abgebaut:

Z,(s) = Z,(s) - Rnm (8-45)

An der Stelle s = iwy(wy> 0) folgt mit G1.(8-43)

Z,(iwy) = I X, (8-46)
(wy > 0)
mit .

Da eine Reaktanzreduktion nach Realteilminimumabbau fir Z,(s) ausgeschlos-
sen wurde, gilt hier
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Xm # 0 (8-48)

Im weiteren sind die Fdlle X, <0 und X, >0 2zu unterscheiden:
1. Fall Xm< O
Es erfolgt der Abbau

Z,(s) = Z,(s) - s (8-49)
2 ! k
!
Die Federsteifigkeit k, erhdlt man aus der Forderung
. . | -
Z(iwy) = Z,(iwy) - | T Ym = 0 (8-50)
!

Aus G1.(8-50) folgt mit Gl.(8-46)

k - Ym (8-51)
! X
m
Da X";< 0 und Wmp >0 vorausgesetzt wurden, gilt
k, < 0 (8-52)

Wegen k; <0 wird in G1.(8-49) zur Zweipolfunktion Z,(s) eine Zweipol-
funktion addiert, d.h.

Zé(s) = Z,(s) + (8-53)

!
— S
|4
Aus Satz 4-2 folgt unmittelbar, daB die Summe zweier Zweipolfunktionen wie-
der eine Zweipolfunktion darstellt. Somit ist Z,(s) wieder Zweipolfunktion.

Aufgrund der Wahl von k, nach Gl.(8-51) ist G1.(8-50) erfullt, d.h. Z,(s)

besitzt in s =iw,, aber auch in s = -iw, eine Nullstelle. Die Nullstel-
. - . . _ 1
len von Z,(s) in s =% iw, sind Polstellen von Y,(s) = 7505 Da

Yz(s) IZweipolfunktion ist, sind die Entwicklungskoeffizienten in den Polen
S =2iwy, nach Satz 4-1 notwendig positiv. Es erfolgt nun der Pol- bzw.
Reaktanzabbau

kzs

(8-54)
s? s+ w?

V,(s) = Y,(s) -
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mit k, > 0. Hier unterscheidet sich k, um den Faktor Zwei von den Ent-
wicklungskoeffizienten in s =+ jw  (vgl. Gl. 6-35). Aus Kapitel 8.2 geht
hervor, daB Y,(s) nach dem Reaktanzabbau Gl.(8-54) wieder eine Zweipol-
funktion ist.

Nach Einsetzen von Gl.(8-49) in Gl.(8-54) ergibt sich

! k,s
- - 2
1 - —_— m
k,
oder
Y3(s) = - :J- k’ - szklzz (8-55)
+
[7- 5 Zts)] "

VoraussetzungsgemdB bleibt Z,(s) in s =oo endlich. Fir s-oo erhdlt
man aus Gl.(8-55) die Entwicklung

k, k,
Y3(s) = - T S (8-56)
bzw.
Y (S) - k,i (8-57)
3 - s

Da Y,(s) Zweipolfunktion ist, muB der Entwicklungskoeffizient in der Null-
stelle s = oo nach Satz 4-1 positiv sein. Daraus folgt

ky = -(k, + k,) >0 (8-58)

Aus Gl.( 8-57) folgt, daB Z,(s) = 71(_5).
sitzt, die nachfolgend abgebaut wird?

in s =oo eine Polstelle be-
= - —_— 8-59
Z, (s) Z,(s) k (8-59)

Nach dem Reaktanzabbau Gl.(8-59) folgt nach Kapitel 8.2, daB Z,(s) wieder
eine Zweipolfunktion ist.
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Der AbbauprozeB oder Abbauzyklus ist nun abgeschlossen. Das Netzwerk, das
sich hier ergibt. zeigt Abb. 8-7.

( MW
k, <0 k3 >0
Z,6) kz>0 [z
m
, O

Abb. 8-7 Netzwerk nach einem BRUNE-Zyklus (X < 0)

m

Die abgebaute Reaktanz in Gl1.(8-54) wird durch eine Reihenschaltung der Fe-
der k, >0 und der Masse

k
m = Ué_ (8-60)

realisiert. Auf die mechanische Realisierung des Netzwerkes Abb. 8-7, insbe-
sondere der Feder mit k, < 0 , wird spdter noch eingegangen.

2. Fall Xm>0
Aus Gl.(8-46) folgt

' . 1 !
Y (Ilw,) = —_— (8-61)
! m’ . :
oder Z’ ('wm) I Xom
mit
)?m = - —’— < 0 (8-63)

Der Fall 2 kann auf Fall 1 zurickgefiihrt werden. Analog zu Gl.(8-49) -
wird '
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yz'(s) = Y (s) - m;s (8-64)
gebildet. Mit der Wahl
X
m = - < 9 (8-65)
wm
erhdlt man
Y,(iw,) = 0 (8-66)

Wegen m, < 0 stellt Y, (s) eine Zweipolfunktion dar, die in s = ¢ iWq
Nullstellen besitzt. Dann besitzt Z; (s) = VATET dort Polstellen, die
abgebaut werden: 2

!

m,

231(5) = Zzl(s) - 52 R w’%

(8-67)

Da Z, (s) eine Zweipolfunktion ist, muB der Entwicklungskoeffizient in den
Polen s =$iwy und damit m, positiv sein.

(s
s
Mit Gl.(8-64) geht Gl.(8-67) iiber in

1 7n’—5
2:;(!;) = - > 2 3
Y,(s) - ms s + wh
oder ' .
, /) ! 1 1
Z,(s) = - - - :
3 m, s ! m.,s w2
s [r-gvel ™ (1. 2]

(8-68)
In s =00 bleibt Y,(s) endlich. so daB man fiir s -»oo aus Gl.(8-68)
‘die Entwicklung

Zy(s)

...( R | ).7 (‘8-69)

-~ bzw.

Z,(s)

(8-70)
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erhdlt. Da Z; (s) Zweipolfunktion ist, folgt fir den Entwicklungskoeffizi-
enten der Nullstelle in s =00

_’_ = - ( ! + ! ) > 0 (8-71)
Nun besitzt Y5 (s) = 2455 eine Polstelle in s =oo ., die abgebaut
wird: ?
’ ’
Y,(s) = Yj(s) - mys (8-72)

Da my> 0 gilt, stellt Y, (s) wieder eine Zweipolfunktion dar. Der Abbau-
prozeB ist mit der Restfunktion Y, (s) beendet. Das Netzwerk fiir Fall 2
zeigt Abb. 8-8

Z,(s) m<0 m,>0 my>0 | | Y/ (s)

Abb. 8-8 Netzwerk nach einem BRUNE-Zyklus (Xm > 0)

Die abgebaute Reaktanz in Gl.(8-67) wird durch die Parallelschaltung der
Masse m, > 0 und der Feder
- 2 .
k = m,w? (8-73)
realisiert.

Die Netzwerke Abb. 8-7 und Abb. 8-8 sind wegen k; < 0 bzw. m, < 0 nicht
durch einzelne Federn und Massen realisierbar. Im folgenden kann gezeigt
werden, daB ein mechanisches Ersatzsystem existiert, das die Netzwerke in
Abb. 8-7 und 8-8 realisiert.

Zundchst wird das Zweitor Abb. 8-9 aus dem Netzwerk Abb. 8-7 betrachtet. Es
wird nun eine Maschenanalyse mit den Maschen 1 und 2 (siehe Abb. 8-9)
durchgefiihrt. Aus der Wahl der Maschen folgt, daB die Maschenkrdfte mit den
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F, k,<0 k3>0 F
o———AW MW——o2
- - —
@ k2> 0 @
m >0
J L
LB LV

Abb. 8-9 Zweitor aus Abb. 8-7

duBeren Krdften F, und F, identisch sind. Mit Hilfe der Maschenanalyse
ergibt sich das Gleichungssystem

(1, 1Y, 1 s | 1
v s( k, i k, " ms k, ms h
V. S + ! [ -—’— + L + L. F
L ZJ i k, ms (k2 k3) ms || 2_
oder (8-74)
- _ o -
S ! s ., L
v ke = ms k, = ms h
= (8-75)
! S !
V. S + +y —_— F
2 k m k 2
| | b S c M 11
mit
I | 1 . Kk (8-76)
ka ) kl ‘ k2 i kl k2 > 0
= > 0 (8-77)
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B A B | (8-78)
P

DaB k, positiv ist, ergibt sich mit Gl.(8-58).

Betrachtet wird nun das mechanische System in Abb. 8-10.

VR L

& P>
ko 1Mo
| Vz F2 Vo FT =IT|OSV°
1 — =>® —— <g—
1_ :
+ |

Abb. 8-10 Mechanisches Ersatzsystem fir die BRUNE-Synthese

Die Fihrung der Einzelmasse mg, in Abb. 8-10 sei reibungsfrei und bewirke,
daB nur translatorische Bewegungen mdglich sind. Ferner besteht das System
aus einem Hebel und einer Feder k,.Es soll nun eine Impedanzbeziehung ana-
log zu G1.(8-75) abgeleitet werden. Das System Abb. 8-10 wird aufgeschnitten

(siehe Abb. 8-11).

F1 Fk V| - VO
=—==w<='
-I_ F, V-

Abb. 8-11 Analyse des Systems Abb. 8-10
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Fir das Teilsystem Abb.(8-11) erhdlt man das Momentengleichgewicht (bezig-
lich 0):

- - 8-79
51,4512 Fkl,_O (8-79)
Die Federkraft F ergibt sich aus
F o= Xo(v -v) (6-80)
k S ! 0
Das Krdftegleichgewicht am Gesamtsystem Abb. 8-10 lautet
Fipo e« Fp - mysV, = 0
> v = h*h (8-81)
0 my s
Nach Einsetzen von G1.(8-81) in Gl1.(8-80) folgt .
o RV - (R 4 ) s
s m,s?

Gl1.(8-82) kann nun in G1.(8-79) eingesetzt werden:
ko k
517+F2.12-[’ S Vl"’ mos!(Fl*F;)a. 0

> V = ( S + ! ) fs + ( -!?L--Ei— + : ) FE’

! k_o' mys [, kg m,s
Die Geschwindigkeiten beziiglich 0 verhalten sich nach (8-83)
i -V . Y% -Y
¥ [,
[

Mit Gl.(8-84) geht G1.(8-80) in

Fo= . ¥ (v, - V,) (8-85)

k - 2 0
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iber. Gl.( 8-81) in G1.(8-85) eingesetzt fiihrt auf

L, K [, kK
Fe = ,;'50 V, - ,;‘mosf(ﬁ*"})(s-ss)

Nach Einsetzen von Gl1.(8-86) in Gl.(8-79) folgt

F1+F1-_’i._’iav+"2.k0(/=+/=)-o
1Y 2°2 12 S 2 [, m052 ! 2 -
[, s 1 3 s 1
=>V2=(_Ilzok0+mos)ﬁ+(7§-.ko*moS)F;.
| (8-87)
Die Gleichungen (8-83) und (8-87) werden zum Gleichungssystem
MmN 1M
v, s , 1 L.s , 1 g
Ky myS l, ky mys
) [, s ! 1? s
V. 2.2, —2.— . F
2
] Ll ke mgs 1Z k, masJsz
zusammengefalt. (8-88)

Zwischen den Gleichungssystemen (8-75) und (8-88) wird ein Koeffizienten-
vergleich durchgefiihrt:

m = mo (8-89)
ka = ka | (8-90)
{
Kk = —L k 8-91
b 12 0 ) ( )

Die Federkonstanten k, .k, und k. in den Gln.(8-76) bis (8-78) sind
nicht unabhéngig voneinander, sondern sind iber Gl.(8-58) gekoppelt. In Gl.
(8-78) wird die Gl.(8-58) eingesetzt:

1 1 1 k,

ke Ky k) + " “'2( ky + kz)
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oder
_.Z_ = 7’_ ki "z (8-92)
ke kz (kr + kz)
Mit Gl.(8-76) und Gl.(8-77) folgt aus Gl.(8-92)
! _ ka
ke, ki
oder
2
k
k = b (8-93)
(o ka

Die Ahnlichkeit der Gleichungssysteme (8-75) und (8-88) istvdann gewdhr-
leistet, wenn Gl1.(8-93) erfillt ist. Dies wird mit den GIn.(8-90) und (8-91)
Uberpruft

ki 1?
b . —L- K, (8-94)
Kq {
2
Def unmittelbare Koeffizientenvergleich liefert ebenfalls
H |
- 8-95
kC - 12 kO ( )
2

Die Bedingung G1.(8-93) ist also erflllt. Hiermit wurde gezeigt, daB das
mechanische System Abb. 8-10 das Zweitor Abb. 8-9 ersetzt. Koppelt man am
Punkt 2 in Abb. 8-10 Bauelemente mit der Impedanz Zk(s) an, wird das
Netzwerk Abb. 8-7 realisiert. | -

Zur Untersuchung der mechanischen Realsierbarkeit des Netzwerkes Abb. 8-8
wird das Zweitor Abb. 8-12 betrachtet.
Die Analyse an den Knoten I und II fihrt auf das Gleichungssystem
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[ K K
Al fmem)s £ (ms - B[,
F, -('m S + -k—) V.
|72 2 S (m; + m3) *' 5 2
oder (8-96)
_ - o -
A Mes + & -(mys + “_‘g'(") v
- k Kk
A (my+ ) mes 5 ||V
(8-97)
mit
mg = m, + m, >0 (8-98)
m, = m, > 0 (8-99)
me. = m, + my >0 (8-100)

F‘l (D k>0 @ F2
e |
A
2

m
m1<0 m3>0

Abb. 8-12 Zweitor aus Abb. 8-8
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Die Giiltigkeit von m > 0 wird mit Gl.(8-71) bewiesen. Aus Gl.(8-71) folgt

m, m, mg
m, m

= m, = - 2 3 0

rrg? + 1773

Dann erhdlt man
m, m
ITE? +‘nn3
2 .
m
= m, +m, = 2 > 0 (8-101)

was zu beweisen war. Aus Gl.(8-71) folgt ferner, daB m, , m, , m. von-
einander abhdngig sind. Mit

__mm,

my
m, + m,

aus Gl.(8-71) folgt aus Gl.(8-100)

2
m, = T2
m, + m,

woraus sich unter Verwendung der GIn.(8-98) und (8-99)

2
m. = My © (8-102)
ma

ergibt.

Es wird wieder das mechanische System Abb. 8-10 betrachtet. Um den Vergleich
mit dem Zweitor Abb. 8-12. fiir das die Admittanzbeziehung Gl1.(8-96) herge-
leitet wurde, durchzufiihren. muB Gl.(8-88) invertiert werden. Die Inversion
ergibt



- 94 -

F 1 x2m,s + —I;Q —(xm05+3lfQ) v,
= BRY;
F, (7"‘) -(xmas+§0- Mmys + J’;L VZJ
(8-103)
mit ‘
X = _%_  (8-104)
1

Der Koeffizientenvergleich zwischen den Gleichungssystemen (8-97) und (8-103)
liefert:

k = .(__fﬂ.? (8-105)
] -x
2
m, = (’ xx)z m, (8-106)
m, = -(—I—jc—x—)?- m, (8-107)
! |
m. = mo (8-108)

Die'Bedingung Gl.(8-102) muB erfiillt sein. Es folgt aus Gl.(8-102) nach Ein-
setzen der Gln. (8-106) und (8-107)
mZ x?
(1-x)* 1
m = : = (8-109)
c DY m
MyX (1 -2 °
(1-x)?

Die G1.(8-109) ist mit G1.(8-108) identisch, d.h. die Bedingung Gl.(8-102)
wird erfillt. Das mechanische System Abb. 8-10 realisiert somit auch das
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Iweitor Abb. 8-12. Nach Ankopplung von Bauelementen mit der Admittanz Y2 (s)
an Punkt 2 in Abb. 8-10 wird das Netzwerk Abb. 8-8 realisiert.

Bei dem oben abgeleiteten Realisierungsverfahren wurde in Gl.(8-45) das Re-
alteilminimum R, nach G1.(8-43) von der Impedanz Z,(s) abgebaut. Das
Syntheseverfahren dndert sich nicht, wenn das Realteilminimum R;, aus Gl.
(8-44) von der Admittanz Yy, (s) abgebaut wird. wenn also

' ! ’
Y, (s) = );4 (s) - Rm (8-110)
gebildet wird. Mit Gl.(8-44) erhdlt man aus Gl.(110) fir s = iwp (wy > 0)

Y (iw,) = iX, (8-111)
wobei
Xm = Im Y (iwg) = Im Y/ (iwy) (8-112)
eingefiihrt wurde. Analog zu Gl.(8-48) muB hier auch
Xm * 0 (8-113)
gelten. Mit Hilfe des Zusammenhanges
Z,/(iwy,) = 7 = l)?,,', ©(8-114)
| Wilivg)
mit
SR (8-115)"
m )(n;

kann gezeigt werden, daB die weitere Realsierung auf die oben definierten
Félle 1 und 2 zurickgefiihrt werden kann. Folgende Vorzeichen kann X,

besitzen:
a) Xm >0
Es gilt nach G1.(8-115)
Xm= Im Z/(iwy,) < 0 , (8-116)

Hier treffen die Voraussetzungen fir Fall 1 zu (vgl. Gln. 8-46 und
8-47).

!

b) XL < 0
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Aufgrund der Ahnlichkeit von Gl.(8-112) mit den GIn.(8-62) und (8-63)
treffen fir X,, < 0 die Voraussetzungen von Fall 2 zu.

Bei der Realisierung von Y{ (s) nach Gl.(8-110) wird also auch das Bau-
element Abb. 8-10 verwendet, das aber im allgemeinen andere Bauelementwerte
als bei der Realisierung von Z,(s) nach Gl.(8-45) besitzt. Auch die bei den
Realisierungen von Z,(s) und Y, (s) verbleibenden Restfunktionen Z,(s)
(fur Fall 1 bzw. Y, im Fall 2) unterscheiden sich im allgemeinen.

- Die Restfunktionen ZL(s) oder Y2 (s) sind nicht notwéndig Zweipolfunktio-
nen minimaler Reaktanz. Die Realisierung dieser Funktionen mit Realteilmini-
mumabbau und Reaktanzreduktion ist also mdglich. Handelt es sich bei Z,(s)
oder Y, (s) um Zweipolfunktionen minimaler Reaktanz, kann der in diesem
Kapitel beschriebene AbbauprozeB erneut angewendet werden. Bei der Realisie-
rung werden dann zwei oder mehr mechanische Systeme nach Abb. 8-10 hinter-
“einander angeordnet.

In diesem Kapitel wurde ein Syntheseverfahren fiir Zweipolfunktionen minimaler
Reaktanz [, (s) gezeigt. Die beim Abbau auftretenden Netzwerke kdnnen in me-
chanische Systeme umgesetzt werden. Die nach Anwendung des Syntheseverfahrens
verbleibende Restfunktion ist in jedem Fall gradniedriger als die Ausgangs-
funktion T, (s) . Auf die Restfunktion kann erneut Realteilminimumabbau und
Reaktanzreduktion bis zum Vollabbau oder bis zu einer Zweipolfunktion minima-
ler Reaktanz angewendet werden. Im letzteren Fall wird wieder das hier be-
schriebene Syntheseverfahren angewendet usw. Die Kombination von Realteilmini-
mumabbau, Reaktanzabbau und Syntheseverfahren von 0. BRUNE fiihrt somit zum
Vollabbau der Zweipolfunktion minimaler Reaktanz gM(s).

8.4 Realisierbarkeit allgemeiner Zweipolfunktionen

Mit Hilfe von Realteilminimumabbau und Reaktanzreduktion nach Kapitel 8.2
kann eine Zweipolfunktion voll abgebaut oder auf eine Zweipolfunktion mini-
maler Reaktanz reduziert werden. Die abgebauten Realteilminima werden durch
Dampfer realisiert, und die abgebauten Reaktanzen kénnen nach Kapitel 7 durch
Systeme mit Federn und Massen realisiert werden. Die Massen koénnen auch nicht
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geerdet vorkommen. Dazu wird auf das Beispiel in Abb. 8-6 zuriickgegriffen.
Beim Zweitortyp "IMP" sind die Reaktanzen, als Zweipole dargestellt, mit der
durchgehenden Verbindungsleitung, die als Inertialsystem interptetiert wird,
verkniipft. Die Realisierungen der Reaktanzen in der 2. Fosterform (siehe Abb.
7-7a) oder 1. Cauerform (siehe Abb. 7-8a und 7-9a) weisen Massen auf, die an
einer Verbindungsleitung liegen. Wird diese mit der durchgehenden Verbindungs-
leitung in Abb. 8-6 verknipft, kénnen alle Massen im Typ "IMP" am Inertial-
system anliegen.

Dagegen sind die Reaktanzzweipole beim Typ "ADM" im allgemeinen nicht mit

der durchgehenden Verbindungsleitung verbunden (z.B. z§§’ in Abb. 8-6). Bei
der Realisierung in der 1. Fosterform (siehe Abb. 8-13) wird eine Reaktanz-
funktion Zp(s) in die Impedanz der Masse m, und der Restfunktion Z,(s)
aufgeteilt:

!
Zp(s) = s Z,(s) (8-117)
21(5) Z;(S)
— o " "
mo Koo
Zglo) m, M, my
(o —

Abb. 8-13 Reaktanzfunktion (Impedanz) in der 1. Fosterform

Da nach einer Reaktanzfunktion im allgemeinen noch weitere Bauelemente, die
zu einem Zweipol mit der Impedanz Z,(s) zusammengefaBt werden, angeordnet
sind (z.B. alle Bauelemente nach Z::’ in Abb. 8-6), erhdlt man das Reali-

sierungsproblem nach Abb. 8-14.
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2q (s) = 21(5) * Zz(s)

21 (s)
Zo(S)ﬁ

Zz (s)

\O—

Abb. 8-14 Zur Realisierung von Gl.(8-119)

Die Impedanzen Z,(s) und Z,(s) werden zur Impedanz

zusammengefalt. Das Realisierungsproblem nach Abb. 8-14 mit
!
Zy(s + Z.(s 8-119
o(S) My s alS) (8-119)

entspricht dem aus Abb. 5-5. Es wurde in Kapitel 5 gezeigt, daB die mecha-
nischen Systeme aus Abb. 5-9 die Realisierung eines Netzwerkes nach Abb. 5-5
erméglichen. Damit existiert mit dem System Abb. 5-9 auch eine mechanische
Realisierung der Impedanz Zy(s) nach Gl.(8-119).

Nach Abbau der Masse m, aus Abb. 8-14 ist die Impedanz Z4(s) aus Gl.
(8-118) zu realisieren. Die verbleibende Reaktanzfunktion Z,(s) wird auf-

geteilt in
s
m
Z,(s) = I + 2Z!(s) (8-120)
) 32 . k, !
/777,

Werden Z;(s) und Z,(s) zusammengefaRt zu
Zy(s) = Z/(s) + 2Z,(s)

folgt das Realisierungsproblem (siehe auch Abb. 8-15)
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m; S
Zy(s) = ! + Z4(s) (8-121)
s? . k’/
m,
ks
Z,(s) m Z,(s)

Abb. 8-15 Realisierungsproblem nach Gl.(8-121)

Das Realisierungsproblem in Abb. 8-15 kann man mit dem nach Abb. 5-11 (mit
¢ = 0) vergleichen. Das mechanische System Abb. 5-14 ermoglicht die mecha-
nische Realisierung des Netzwerkes Abb. 5-11. Dann wird auch hier die Impe-
danz Z, (s) aus Gl.(8-121) mit dem mechanischen System Abb. 5-14 reali-
siert. Die Realisierung kann nun schrittweise fortgesetzt werden, bis von
der Reaktanz in Abb. 8-13 nur die Feder k. , die als Einzelfeder reali-
sierbar ist, verbleibt.

Die Realisierungen in der 2. Cauerform werden in den Abbildungen 7-5 und
7-6 in allgemeiner Form dargestellt. Nach den Korrespondenzen in Kapitel 7
entsprechen die - ao; Massen Mo, und die by ~ Federn k, . Die Bauele-
mente konnen auch hier schrittweise immer so zusammengefaBt werden, daB
eine Impedanz als Summe der Impedanz einer Einzelmasse und einer Restimpe-
danz betrachtet werden kann (vgl. Gl. 8-119). Dies entspricht dem Realisie-
rungsproblem nach Gl.(5-6) bzw. Abb. 5-5, fiir das die mechanischen Reali-
sierungen aus Abb. 5-9 existieren. Damit besteht auch in der 2. Cauerform
die mechanische Realisierbarkeit von Reaktanzen im Zweitortyp "ADM".
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Im Zweitortyp "ADM" ergeben sich bei Anwendung der 2. Fosterform (siehe
Abb. 7-7a) oder 1. Cauerform (siehe Abb. 7-8a und 7-9a) neue Realisierungs-
_probleme.

Eine Reaktanz mit der Admittanz VYg(s) = -75337 wird in der 2. Fosterform
Abb. 7-7a (Y (s) entspricht VYp(s) ) dargestellt. Zundchst mége nur ein
Zweig mit in Reihe geschalteter Feder k,; und Masse m, vorhanden sein
(siehe Abb. 8-16).

ky m,
AAA ' |
W O
ko
L
Z,ls) Mo Z,ls)
o— Y *

Abb. 8-16 Reaktanzfunktion (Admittanz) in der 2. Fosterform

Wie oben werden die nachgeschalteten Bauelemente mit der Impedanz Z,(s)

in Abb. 8-16 beriicksichtigt.

Die untere Verbindungsleitung befindet sich auf Nullniveau (Inertialsystem)
und kann mit einer idealen Verbindungsleitung wie in Abb. 8-16 verzweigt

~ werden. In Abb. 8-16 werden zwei Zweitore hervorgehoben, fiir die in Kapitel
5 mechanische Realisierungen gefunden wurden. Dabei wurde das Balkenelement
Abb. 5-2 mit der Netzwerkdarstellung Abb. 5-4 zu Hilfe genommen. Das Zwei-
tor mit der Masse m, (vgl. Abb. 5-6) wird durch ein Netzwerk nach Abb.
5-4 mit vertauschten Polen am Tor 2 ersetzt. Das Zweitor mit der Feder
ko, und der Masse m,. kann auch in Abb. 5-11 herausgegriffen werden. Das
Ersatzsystem findet man in Abb. 5-12. In Abb. 8-17 sind die Ersatzsysteme
verwendet worden.
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1 -

k1 -m
W

2m1 2m1

ko
o——
-Me
Zyks)
2Mee 2Mgy,

Z,(s)

Abb. 8-17 Ersatznetzwerk zu Abb. 8-17 (mit Richtungsumkehr)

In Abb. 8-18 werden die Balken ohne Uberkreuzen bzw. ohne Umkehr der einmal

als positiv definierten Richtung fir Krdfte und Geschwindigkeiten gezeigt.

[~ Zweitor A

Z,ls)
7} ‘

ko
Wy
F y —C— L -
-m P

Zweitor B

-

Abb. 8-18 Ersatznetzwerk zu Abb. 8-17 (ohne Richtungsumkehr)
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Aus Abb. 8-18 wird die Feder k, mit nachfolgendem Balken als Zweitor A
(il ich betrachtel (siche Abh. 8-19).

Abb. 8-19 Ananlyse des Zweitors A

Die Darstellung des Balkens erfolgt ohne Richtungsumkehr im mechanischen
System (siehe Abb. 5-2). Die Krafteinteilung erfolgt lber eine Feder k,; .
Dann muB das mechanische System Abb. 8-20 das Zweitor A in Abb. 8-19 rea-
lisieren.
~ bm,

F l
A
V2
A

h,

Abb. 8-20 |
Mechanische Realisierung von Zweitor A

Die Knotenanalyse in den Knoten I bis III aus Abb. 8-19 fiihrt auf das
Gleichungssystem

- - ) e -
k, | K
A s 0 -t V
Bl = 0 m, s m, s V, | (8-122)
k k
0 - —L m, s m,s + L[|V
L ] I S ! ! + S 11 3J,4
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Nach Kondensation folgt aus Gl.(8-122)

- i

F Y a Y
= (8-123)

A AL

L A L 4 L 14

mit
k,m,s

Y.(s) = 1 1 (8-124)
A m, s + k,

Die Realisierung des Zweitors B (siehe Abb. 8-21) aus Abb. 8-18 folgt aus
Abb. 5-14 und wird hier mit den aktuellen GroBen in Abb. 8-22 gezeigt.

Abb. 8-21 Parallelschaltung der Zweitore A und B

In Abb. 8-21 wird die Richtungsumkehr entsprechend dem mechanischen System
Abb. 8-22 durch einen Ubertrager (Hebel) mit dem Ubersetzungssystem i = - 1
dargestellt. Das Gleichungssystem fiir das mechanische System Abb. 8-22 geht
aus Gl1.(5-21) hervor und lautet mit den aktuellen GroBen

[~ 1 r k k Tar 7
F, Moo S + —Sﬂ- My S + —SQ- v,
- (8-125)
E K LORLE
5 Moo S + — MooS + — v,
L " dp L J L dg
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Abb. 8-22 Mechanische Realisierung zu Abb. 8-21

Der Leitwert Y (s) aus Gl.(5-21) verschwindet hier. AuBerdem wirkt im
Gegensatz zu Gl.(5-21) an der rechten Balkenseite die &uBere Kraft FZB .
Mit

YB(s) z Moo S + '{;'Q' (8-126)

nimmt Gl.(8-125) die Form

|l Vs % || ]

- (8-127)
F, Y, Y, V.
- Z.JB R B BJ-ZJB

an. Der Zweipol Z,(s) aus Abb. 8-18 wird einzeln in Abb. 8-23 gezeigt
(in Abb. 8-23b als mechanisches System).

2 .
i Dhm 2,(s)

a) b)

Abb. 8-23 Zweipol 1Z (s) :
a) Netzwerk; b) Mechanisches System
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Es gilt der Zusammenhang

1
F,(s) = —Z;TST V,(s) = Yz(s) v, (s) (8-128)

Die Teilsysteme in den Abbildungen 8-20, 8-22 und 8-23 werden verknipft
(siehe Abb. 8-24).

bm,
4 “’r
Y
Vy =V F bmg, 4
- l
~ ) Vv,
22(5)

Abb. 8-24 Mechanische Realisierung zu Abb. 8-16

Die Vertrdglichkeitsbedingungen lauten

Vi, = V., = V¥ (8-129)
VZA = V2B = V2 (8-130)

Aus den Gleichgewichtsbedingungen folgt

f; . fi = F (8-131)
A B
o+ KB +F =0 (8-132)

Unter Beriicksichtigung der GIn.(8-129) und (8-130) folgt nach Einsetzen
der Beziehungen Gln.(8-123), (8-127) und (8-128) aus den GI.(8-131) und
(8-132) das Gleichungssystem
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Yo + Vs /RN v ‘ F
, = (8-133)
%W + Y Yo+ Y5 + %Y 0

Aus G1.(8-133) erhdlt man
YA + YB + Y2
Yz(YA*YB)
Da V(s) und V,(s) identisch sind, entnimmt man Gl.(8-134) die Impedanz
Yo+ Ye o %

Yz( A YB)

V, F (8-134)

Zy(s)

(8-135)

wobei Y, nach G1.(8-124), Yg nach Gl.(8-126) und Y, nach Gl.(8-128)
definiert sind. Mit diesen Abkiirzungen nimmt das urspriingliche Netzwerk in
Abb. 8-16 die Gestalt von Abb. 8-25 an.

Z,(s) Ys zZ,= 1

Abb. 8-25 Vereinfachte Darstellung von Abb. 8-16

Die Impedanz Zo(s) berechnet sich hier aus

Z ICS) = +
0 Y Y Y
A’ ' 2
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> Z,(s) = Y * Ys + ¥ (8-136)
° AQARRA

Die Impedanzen aus den GIn.(8-135) und (8-136) sind also gleich, d.h. das
mechanische System Abb. 8-24 realisiert das Netzwerk Abb. 8-16. Zundchst
wurde nur ein Zweig mit der Feder k, und der Masse m, betrachtet. Bei
N Zweigen werden dann N Balkenelemente nach Abb. 8-20 parallel angeord-
net und mit den Elementen Abb. 8-22 und 8-23 verknipft. Aus Y,(s) nach
Gl.(8-124) wird nun

N
Yy (s) = Z m; k; s (8-137)

m; s+ ‘t

und zwar sowohl im Netzwerk Abb. 8-25 als auch in der mechansichen Zusam-
menschaltung. Die Impedanz Z,(s) besitzt wieder die Darstellungen Gln.
(8-135) und (8-136). Die oben beschriebene Parallelschaltung von Bauelemen-
ten nach Abb. 8-20 ldst also das Realisierungsproblem aus Abb. 8-16 bei N
parallelen Zweigen mit Federn k; wund Massen m; (j = 1,...,N).

Realisiert man Reaktanzfunktionen Zp(s) im Zweitortyp "ADM" in der 1.
Cauerform (siehe Abbildungen 7-8a und 7-9a) kann man das mechanische System
unmittelbar dem Netzwerk entnehmen. Die Abb. 8-26 zeigt die Netzwerkdarstel-
lung der Admittanz VY.(s) = Tﬁﬁ?ﬁ' in der 1. Cauerform fiir zwei Massen und
zwei Federn. In Abb. 8-26 gilt wieder die Reihenschaltung

Zo(s) = Zn(s) + Z,(s)

zu realisieren. Aus Abb. 8-26 erkennt man die aus Kapitel 5 bekannten Zwei-
tore A und B . Das Zweitor B kann durch das mechanische System Abb. 8-
22 realisiert werden. Die Krafteinleitung erfolgt Uber die Feder k., .
Parallel zur Feder k., mit Zweitor B 1st das Zweitor A angeordnet,
das durch einen Balken nach Abb. 5-2 realisiert werden kann.



- 108 -

kcbz L-Zweitor B

SRS S N N B
K Moo,
20(5) 22(5)
| BT

Zweitor A

- Abb. 8-26 Reaktanzfunktion (Admittanz) in der 1. Cauerform

Die Netzwerkanordnung erlaubt nun unmittelbar die Umsetzung in das mecha-
nische System Abb. 8-27.

Vl F 4mQ1
kmz Am@3
-
B koo,
A

Abb. 8-27 Mechanische Realisierung zu Abb. 8-26
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Erweitert man das Realisierungsproblem in der 1. Cauerform auf drei Massen,
folgt Abb. 8-28.

kog | pu
Zweitor C
Keog r\AN‘j
Avl; mws
kmz L ~ ’_":..—-Zweltor B
2 —d —
m,,a
- S 9—1%
Mg,
ZO(S) 2215)
Vv V
Zweoitor A

Abb. 8-28 1. Cauerform (Admittanz) mit drei Massen

A
F me
Vl '.*L /(AAQ
keo,
4moo3 8
—e- L3
k(ﬂ‘
mes
. !
kws }c
7aY ) 1%

Abb. 8-29 Mechanische Realisierung zu Abb. 8-28
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Die Zweitore A, B und C aus Abb. 8-28 entsprechen wieder den bereits
bekannten Bauelementen Abb. 8-22 und Abb. 5-2 . Nach den oben ausgefiihrten
Betrachtungen kann auch hier das realisierende mechanische System (siehe
Abb. 8-29) der Netzwerkstrukur in Abb. 8-28 entnommen werden.

Bei q Massen und q Federn (siehe Abb. 7-9a) erhdlt man q - 1 Einzel-
massen- Zweitore und (sofern k°°2q + 0) ein Zweitor mit parallel geschal-
teter Feder Kw,q und Masse m.,, . Diese beiden Zweitore wurden durch
die mechanischen Ersatzsysteme 5-2 und 8-22 realisiert. Die mechanische
Realisierung mit einer Admittanz Y.(s) in der 1. Cauerform mit q Massen
und q Federn zeigt Abb. 8-30.

&m,
Vl F N
——
:D
.:kcz bm:.,
———
3«
- @

:=k°1q-1 ‘mnzq.j
.-

Ek‘"“ 1v
?

2,(s)

AAA

Abb. 8-30 1. Cauerform (Admittanz) mit q Massen

" Gilt Kepq =0, tritt Mezq.y als Einzelmasse auf, so daB auf den Hebel
in Abb. 8-30 verzichtet werden kann.

Wendet man den Algorithmus der 1. Cauerform auf die Impedanz Zgx(s) an,
folgen Netzwerke nach Abb. 7-8a . Bei q Massen und q Federn treten alle
Massen in Einzelmasse-Zweitoren auf (siehe Abb. 8-31 fir q = 3). Die me-
chanische Realisierung (siehe Abb. 8-32) folgt unmittelbar aus der Netzwerk-
struktur in Abb. 8-31, wobei alle Einzelmassen durch Balkenelemente nach
Abb. 5-2 realisiert werden.
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kw5 | Zweitor C

o } |

ny e |
VVYy 4 A

Moo n

Llwcitor B

F k@] | ~
A

[ | me

Z,ls)
v V.
e . 2
Zweitor A

Abb. 8-31 1. Cauerform (Impedanz) mit drei Massen

oy

kQ]

PN /
k
®3 lam(n/, /B
Keog dMmog !Vz
7
C

Zz (s)

Abb. 8-32 Mechanische Realiiserung zu Abb. 8-31
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Zusammenfassend kann festgestellt werden, daB alle bei der Reaktanzreduktion
abgebauten Reaktanzen - sowohl im Zweitortyp "IMP" als auch im Iweitortyp
“"ADM" - in mechanische Systeme umgesetzt werden konnen.

Im letzten Kapitel wurde bereits darauf hingewiesen, daB durch wiederholte
Anwendung von Realteilminimumabbau, Reaktanzreduktion und Syntheseverfahren
von 0. BRUNE (siehe Kapitel 8.3) der Vollabbau einer allgemeinen.Zweipol-
funktion erreicht wird. Nach den Betrachtungen dieses Kapitels lassen sich
alle abgebauten Realteilminima und Reaktanzen mechanisch umsetzen, und nach
' Kapitel 8.3 besteht auch die mechanische Realisierbarkeit der Netzwerke beim
Syntheseverfahren von 0. BRUNE. Damit sind alle Zweipolfunktionen mechanisch
realisierbar.

In Kapitel 4 wurde die Notwendigkeit der Darstellung passiver mechanischer
Systeme als positiv-reelle Funktionen, d.h. Zweipolfunktionen, gezeigt. In
diesem Kapitel ergibt sich diese Darstellung auch als hinreichend fir die
Realisierbarkeit in passive mechanische Systeme. Somit gilt folgender Satz:

Satz 8-1
Notwendig und hinreichend fiir die Realisierbarkeit der Impedanz Z(s)
oder Admittanz Y(s) eines allgemeinen passiven mechanischen Systems
ist die Darstellung von Z(s) oder Y(s) als positiv-reelle Funktion,
d.h. Zweipolfunktion. Eine Zweipolfunktion {(s) besitzt die Eigenschaften:

a) Rel(s) >0 fir Res>0
b) UC(s) ist reell fiir reelle s

8.5 Abbau von Polen in der offenen linken Halbebene

Eine Zweipolfunktion [ (s) besitze auch Pole in der offenen linken Halb-
ebene Re s < 0 . Komplexe Pole treten paarweise konjugiert-komplex auf, da
das Nennerpolynom von [(s) nach Kapitel 4.4 reelle Koeffizienten besitzt.
Es wird untersucht, ob der Abbau von Partialbriichen mit einfachen oder kon-
jugiert-komplexen Polstellen auf passivé mechanische Systeme fihrt.

Zundchst wird eine einfache Polstelle §; = 6;< 0 betrachtet. Die Zweipol-
funktion {(s) wird aufgeteilt in
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{(s) = E(S) + _Xi (8-138)
S - G'j

Der Entwicklungskoeffizient X ; an der Polstelle s = G; ist, da T(s)

in der Umgebung von s = @ reell sein muB, reell.

Der Abbau soll so erfolgen, daB die abgebaute Funktion wieder eine Zweipol-
funktion darstellt. Aus diesem Grunde ist zwischen den Fdllen x; >0 und
Xj<0 zu unterscheiden.

Im Fall X; >0 ist der Partialbruch

r'(s) = ___xl__ . X (8-139)
- 0j s+ |oj

nach Satz 4-2 Zweipolfunktion. Insbesondere gilt

. | &
Re ¢'(iw) = ——),(J—Lﬁl-;— =z 0 (8-140)
j

we +

flir alle w (einschlieBlich oo ). Der Partialbruch in s = G, wird abge-
baut:
Xj

r(s) = y(s) - P |°'j| (8-141)

Es wird mit Satz 4-2 untersucht, ob E(s) eine Zweipolfunktion ist. Punkt
b ist erfillt, da L(s) und E(s) alle Nullstellen auBer die in s = 6
gemein haben. In der Umgebung von imagindren Polstellen (einschlieBlich

S =00 ) ist der EinfluB des Partialbruchs in Gl.(8-141) vernachldssigbar
klein, d.h. L(s) und E(s) besitzen an imagindren Polstellen (einschlieB-
lich s =oo ) die gleiche Entwicklung. Dann besitzen L (s) und E(s) an
Polstellen auf der imagindren Achse (einschlieBlich s =oo) positive Ent-
wicklungskoeffizienten, so daB auch Punkt ¢ aus Satz 4-2 erfiillt ist. Die
Erfiillung von Punkt a , d.h. Re E(uu) 20, ist jedoch nicht gesichert.

Fir s =iw folgt aus Gl.(8-141)
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X; |9

(8-142)
012’* 07‘2

Re I (iw) Re f(iw) -

Sind zwar beide Funktionen aus Gl1.(8-142) wegen Re [(iw) 20 (da T (s)
eine Zweipolfunktion ist) und Gl1.(8-140) positiv, kann die Differenz in
bestimmten Bereichen negativ werden (siehe Abb. 8-33).

bR

f Cliw)

Abb. 8-33 Veranschaulichung von Gl.(8-142)

Ist das Realteilminimum von E(iun

R; = Min[Re§(iw)] = Min[Rej(iw) - Re §:(iw)]
(8-143)

positiv, wird Satz 4-2 erfiillt, und E(s) aus Gl.(8-141) ist Zweipolfunktion.

Fir R} < 0 fiihrt der Abbau nach Gl.(8-141) nicht auf eine Zweipolfunktion

und ist deshalb fir die Synthese nicht zuldssig.

Fur x; <0 ist der Partialbruch in Gl.(8-139) negativ reell, da

- RRlA
Relf'(iw) = —wlgf%gl— = 0 (8-144)
J

fur alle w (einschlieBlich o0 ) gilt. Gl.(8-144) stellt wegen

d : |x;1 191 )
——[Rey(iw)] = 2w (djziwz)ﬁ‘, > 0 (8-145)
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fir w >0 eine monton steigende Funktion dar. Dann gilt

. . Xi
R; = Min| Re Zl'-(lw)] = - _l_ll_ < 0 (8-146)
|o; |
Damit die abzubauende Funktion eine Zweipolfunktion ist, muB
6! = - R/ > 0 (8-147)
J J
zu T (s) addiert werden. Also stellt
E;(S) = Zj'(S) + 6; (8-148)

eine Zweipolfunktion dar. Mit den Gln.(8-139), (8-146) und (8-147) erhdlt
man aus Gl.(8-148)

i (s) = L (8-149)
/ o] s + ||

Anstelle des Abbaus Gl.(8-141) wird

x| s

Idll s . IO'jI (8-150)

g, (s) = Y;(s)

gebildet. Wendet man auf Gl.(8-150) den Satz 4-2 an, folgt auch hier, daB
Re Ly(iw) 20 nicht notwendig erfiillt sein muB. Nur fir

Min [ Re ¥,(iw)] 2 0 (8-151)

darf der Abbau nach GI.(8-150) erfolgen, wenn §1(s) eine Zweipolfunktion
sein soll. :

Die Vorgehensweise in den Fdllen X; > 0 wund X< 0 wird zusammengefaBt.
Zum Partialbruch §;(s) nach GI.(8-139) wird

- 0 fir x> 0
j = - Min| Re Z}(iw)] = | (8-152)
| |Xj| fir Xj < 0

addiert, wodurch

Z}(S) = Zj'(S) + 6; (8-153)
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entsteht. Der Abbau lautet

g,(s) = §(s) - fj'.(s) (8-154)

Die Bedingung Re {,(iw) 20 muB iberprift werden. Ist sie erfUllt,’ist
der Abbau nach Gl.( 8-154) zuldssig, da T,(s) eine Zweipolfunktion ist.
Zur mechansichen Realisierung muB zwischen den Fdllen x; >0 wund ¥x;< 0
unterschieden werden:

1. x. >0
j
Es wird der Partialbruch Gl.(8-139) abgebaut. Aus Gl.(8-139) folgt
+ = Aol ! S (8-155)
g (s) X; X;

Im weiteren wird unterschieden:

a) g}(s) stellt eine Impedanz Z} (s) dar. Die Gl.(8-155) kann als
Parallelschaltung eines Ddmpfers und einer Masse interpretiert werden
(siehe Abb. 8-34a).

b) g} (s) stellt eine Admittanz Y} (s) dar. Dann entspricht Gl.(8-155)
einer Reihenschaltung eines Ddmpfers und einer Feder (siehe Abb. 8-

34b).
° I o—3—M—
Xj X
; i 1 , Xi ,
Zjls) '—G‘T| '-L X Yj foil
e | |
a) b)

Abb. 8-34 Realisierung im Fall 1 :
a) Impedanz; b) Admittanz

2. X;<0
j
Es wird der Partialbruch Gl.(8-149) abgebaut. Aus Gl.(8-149) folgt
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1 L/ of 1

= . (8-156)
§;(s) %] 1% S

Nun muB unterschieden werden:

a) f;(s) stellt eine Impedanz f; (s) dar. Gl.(8-156) ergibt eine
Parallelschaltung eines D&mpfers und einer Feder (siehe Abb. 8-35a).

b) f;(s) stellt eine Admittanz 7} (s) dar. Gl.(8-156) entspricht

einer Reihenschaltung eines Ddmpfers und einer Masse (siehe Abb.8-

35b).
o o——j O
X; X
Zis) i g Yj'(s) %;d lfg
j Xil X, j il o
o o
Q) b)
Abb. 8-35 Realisierung im Fall 2 :
a) Impedanz; b) Admittanz
Im folgenden wird das konjugiert-komplexe Polstellenpaar
s = @6 - iw (8-157b)
Jj J J
(o; <0)
mit der Definition

betrachtet. Die Zweipolfunktion U[(s) wird aufgeteilt in
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2
~ X;: X: ‘
g(s) = IL(s) + / s — T o (8-159)
. S.
J J
Die Entwicklungskoeffizienten X; und )(? an den konjugiert-komplexen

Polstellen s; und s? sind nach dem Risuduensatz konjugiert-komplex zu-

einander (siehe GUTLLEMIN [13] ). Der Partialbruch

(8-160)

§'(s) = . . +

braucht nicht notwendig Zweipolfunktion zu sein. Aus Satz 4-2 muB die Be-
dingung Re §} (iw) 20 erfillt sein. Zerlegt man X; in

. = r. + ix. 8-161
X, J J ( )

mit der Definition
X; z 0 (8-162)

erhdlt man aus Gl.(8-160) mit den Gln.(8-157a,b)

2rs - 2 ( o e x,w,')

zfl(s) = (8-1638)
/ s? - 20 s + (0 uw?)
Zur Vereinfachung der Schreibweise wird Gl.(8-163a) auf die Form
a
r’(s) = 0o * % ° > (8-163b)
by + b;s + s |
mit
a, = 2r, | (8-165)
2 2
= : \ > 8-166
b, dj + w3 0 ( )
b, = -2¢ > 0 (8-167)
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gebracht. Zur Untersuchung der Positivitdt wird

i(lbﬂ +(a, b, - ag)wz

(8-168)
(b, - w2)? + b} w?

Re ;J’.’(iw)

gebildet. Der Nenner in Gl.(8-168) nimmt fir alle w positive Werte an, so
daB die Bedingung Re QY (iw) 20 nur mit einem positiven Zahler erreicht
wird. Es sind unter Beriicksichtigung von Gl.(8-166) notwendig

a zZ 0 . (8-169)
0 .
und
> -
zu erfiillen. Die Ungleichungen (8-169) und (8-170) werden zusammengefaBt:
> > -
ab, = a, = 0 (8-171)
Aus G1.(8-171) folgt aber auch mit Gl.(8-167)
a, = 0 (8-172)

Nach Riicksubstitution von a, durch Gl.(8-165) erhdlt man aus Gl.(8-172)
die Forderung

v

r.

, 0 (8-173)

fir Zweipolfunktionen. Aus den notwendigen Bedingungen Gl.(8-169) und (8-170)
ergeben sich nach Riicksubstitution mit den Gl.(8-164) bis (8-167) die Forde-
rungen

ri o] - X; w, z 0 (8-174)
odel e % w B0 -5

Es wurden w; > 0 und X 2 0 definiert, und r 20 gilt nach G1.(8-173).

Dann konnen die Beziehungen Gl.(8-174) und (8-175) zusammengefaBt werden zu
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X < Aol = X (8-176)
rj w; r;

Die Abb. 8-36 veranschaulicht die Ungleichungen (8-176). Der Entwicklungs-
koeffizient X; muB innerhalb des schraffierten Gebietes

arctan(-Ell- (8-177)

=
arg x;| £ 7 5;

“liegen.

i Im|

S .

lw, X

Y ix
¢ \argx, -

9 -y f Re

: :ix]
s]" W )

Abb. 8-36 Zulissigkeitsgebiet des Partialbruchs Gl.(8-163b)

Handelt es sich bei g}%s) nicht um eine Zweipolfunktion, muB eine Kon-
stante

5 = - Min[Rey'(iw)] = 0 (8-178)

addiert werden. Dadurch entsteht die Zweipolfunktion
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T'(s) = y'(s) + & (8-179)
J J J
Bei der weiteren Betrachtung wird Gl.(8-168) vereinfacht dargestellt:
2
(4 4 + O
Re tiliw) = ' (8-180)
By + B,we+w
mit
@, = 4a, b, (8-181)
o, = a, b, - q (8-182)
2
/30 = bo (8-183)
2
B, = b, - 20, (8-184)

Das Realteilminimum aus Gl.(8-180) folgt aus der Forderung

. 2 4
—Q—[RQZ"(ICU)] = aOﬁl'alﬁO*zagw +a’w =0
dw

[ o + [3, w? + w* ] 2
(8-185)

Gl.(8-185) wird auBer in w =0 und W =o0 an den Stellen

2 _ @ . 1/ %9 \2 o )
w', = --Ef- P V(FE) B, - == B (1)

erfillt, sofern w;{ 20 bzw. w> 20 und @, = 0 gilt. Im Fall a, =0
wird Gl.(8-185) bei

0{3 =

2 B,
- — (8-187)
2
erfillt, sofern w? 20 gilt. Da @, und a, positiv oder negativ sein
kénnen, werden vier Fdlle unterschieden. Zu jedem Fall erfolgt eine Unter-

scheidung in die Unterfdlle:



a)
b)
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"
o

Bo- "%, Bi20 fur o+ 0 oder - B0 fir a,
B[,-"‘o/m1 B,20 fir a,+ 0 oder - B,20 fir a, =

|
o

Die vier Fdlle sind:

1.

2.

a, 20, a, 20 (Zweibolfunktion)
Es gilt

Min [ Re ;I."(iw)] = §(w) = 0 (8-188)

1]

Im Fall 1a tritt ein relatives Maximum bei w’ w,z fir a; *0
bzw. w? = (u§ fir a, =0 auf. Die Félle 1a und 1b werden in

Abb. 8-37 veranschaulicht.

Reg'j"
1a
1b
L
w
Abb. 8-37 Fall 1 : @Q@az20, ;20
Ag20, a; <0
Gl.(8-186) geht mit
(¢ 4 ‘
w2 = I Ql (8-189)
0 e, |
geht hier {iber in
2 - 2 + 4 2 ’ 8-190
wy, = wy I Y w +Buwy +f (8-190)

Der Ausdruck unter der Wurzel in G1.(8-190) ist fir w = W, mit dem
Nenner in G1.(8-180) gleich. Der Nenner in Gl.(8-180) geht aus Gl.(8-
180) hervor und ist fir alle w , d.h. auch fir w, , positiv.
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a) Das Realteilminimum tritt bei

2 2 . 2 Z 2 !
“m wi = wg o+ Yy 2wy ot

auf. Es gilt w; < 0 . (8-191a)

b) Das Realteilminimum tritt bei

- 2 2 4 2 -
Up = W = “’0'*1/‘”0 + Wy B+ fy
2 2 . (8-191b)
auf. Bei w" = w, liegt ein realtives Maximum vor.
Abb. 8-38 veranschaulicht die Fdlle 2a und 2b .

Rel) 4

2b

.

Abb. 8-38 Fall 2 : ay,20, a,<0

3. ay<0, a;,>0
Auch hier ist Gl.{8-186) nach Gl1.(8-190) darstellbar.

a) Es tritt ein realtives Maximum bei w? = wl

, auf ((ni <0),
d.h.

Min[Re t7(iw)] = 4(0) < 0 (8-192)
b) Das Realteilminimum liegt bei

2 . 2 - 2 _ 4 2 o
Um = Wy = Wo ]/‘”o +wy By o+ By

(8-193)
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Bei w? = (»f liegt das Maximum.

Die Fdlle 3a und 3b werden in Abb. 8-39 veranschaulicht.

ReQT 4
3a

D

3b

Abb. 8-39 Fall 3 : @,<0, a,>0

4. ag<0, a,2 0
Gl.(8-180) lautet hier
2
oo | + |, |w

(8-194)
/30 + /3, 0)2" + ul‘

Re gj'.'(iw)

so daB der Realteil fiir alle w negativ wird. Die Realteilverldufe
zu den Fillen 4a und 4b (siehe Abb. 8-40) sind deshalb gegeniiber
den Fédllen 1a wund 1b (siehe Abb. 8-37) vorzeichenverschieden.

a) Das Realteilminimum liegt bei

we = Wi = - wi o+ 1['”0‘ - wg B, + B

(8-195)
fir @, =0 (w!<0).ImFall a wird fir &, =0 -, 20
vorausgesetzt, so daB das Minimum bei

2 - - Z% > .
w; = —— £ 0 (8-196)
liegt.
b) Wegen wf <0, (.of <0 und w§ <0 gilt

Min|[Re ;;’(iw)] ;;’(0) < 0 (8-197)
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ReQ? A

eV

4b

ba

Abb. 8-40 Fall 4 : ap<0, a;=0

Nach der Kurvendiskussion fiir E}'(s) liegt die Konstante &; (siehe
Gl.(8-178) fest. Es wird g;'(s) nach G1.(8-179) gebildet. Die Realteil-
verldufe in den Fallen 1 bis 4 (Abbildungen 8-37 bis 8-40) gehen lber
in solche nach den Abbildungen 8-41 a bis d

A Rcfi" A Re f';
1a 2b

€

ai Y b)
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| Re L7 | § ReT) ‘e

3b 4b

3a

— —
w

c) d) w

Abb. 8-41 Realteilverldufe in den Fdllen 1 bis 4 nach Addition einer
Konstanten 5? nach Gl.(8-178)

Fiir die Realisierung wird die folgende Klassifikation durchgefiihrt:

1. Realteilminimum in s =o0
Dies trifft bei den Féllen 1a und 1b zu, bei denen §}'(s) nach
Gl.(8-163b) bereits Zweipolfunktion ist. Zur Realisierung wird §;(s)
auf die Form

4 dp
— ! . L s  + _QL*( b, - /a,)s (8-198)
;;.’(s) a, aQ, +a,s

gebracht. Wird der Pol in s =oo mit dem Entwicklungskoeffizienten
?}- abgebaut, ist die Restfunktion
1

! ) £g+(b,-aa/a,)s

(8-199)
<~ =
l;’j(S) a, + a,s

Zweipolfunktion. Auf die Realisierung von Gl.(8-199) wird noch einge-
gangen.

2. Realteilminimum in s =0
Dies tritt bei den Fdllen 3a und 4b auf. Die Gl.(8-179) lautet hier

Fi(s) = s(ay+ a;s) (8.200)
J " by + b;s + s?

Gl.(8-200) wird in die Form
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1 by 1 (b, - by%%as) + s
T C e s " a; + als
j 0 o * !
(8-201)
b
liberfiihrt. Der Pol in s =0 mit dem Entwicklungskoeffizienten '75%
wird abgebaut. Die Restfunktion
al
b, - b, Ya,) + s
__“Z___ - ( 10 af) (8-202)
gzj(s) a, + a,s

ist notwendig Zweipolfunktion.

3. Realteilminimum bei s = iw, ( WL*0 und w, *+oo) . Dies tritt bei
den Fdllen 2a , 2b, 3b und 4a auf. Gl1.(8-179) wird hier zu

f) s 29 2

a, + a,’s + a, s

0 l s (8-203)
b0+b,s + S

'Ejn (S)

E;'(s) ist Zweipolfunktion minimaler Reaktanz. Die Realisierung erfolgt
mit dem Syntheseverfahren aus Kapitel 8.3 , wobei ein Bauteil nach Abb.
8-10 zur Anwendung kommt. Da beim Syntheseverfahren aus Kapitel 8.3
Nenner- und Zdhlerpolynom nach einem Zyklus eine Gradreduzierung um 2 .
erfahren, verbleibt eine positive Konstante als Restfunktion. Diese ist
durch einen passiven Ddmpfer realisierbar.

Die Restfunktionen Gl.(8-199) und G1.(202) sind Zweipolfunktionen ersten
Grades mit der Form

g, (s) = dp + d, s (8-204)
Es gilt
. d,e, + d, e, w?
= 0 1 ] _
Re ¢ (iw) g S (8-205)

ec, + e, w

und daraus
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2w eLe’(d] eO - dg e,)
[ eg + e’z w2 2

'CT% [ Re zI(iw)]
(8-206)

Nach G1.(8-206) ist Re g,(iun fir w >0 eine monoton steigende oder mo-
noton fallende Funktion. Es sind folgende Unterscheidungen zu treffen:

a)
do . 9
ep e,

Dies ist nach Gl.(8-205) gleichbedeutend mit 4

g,00) > Z,(es) (8-207)

Nach G1.(8-206) ist Re {,(iw) fir w >0 monoton fallend. Der Realteil-
verlauf wird in Abb. 8-42a dargestellt.

b)
G _ 9
€ e,
Somit gilt
ZI(U) < f,() | (8-208)

nach Gl1.(8-205). Nach G1.(8-206) ist Re QI(HD) flir w > 0 monoton stei-
gend. Es folgt der Realteilverlauf nach Abb. 8-42b.

Rel; 4

gl(O) -‘~\\\\\\\\\\~\-\\_____

; I(“) ———————————————————

eV

‘a)
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Rel,
QI(N)AL'"“"/;:’"
g,(0)
—
b) "
Abb. 8-42 Verlauf nach Gl.(8-205), Fdlle a) und b)
Es folgt die Realisierung von T.(s)
a) dye, - dyeq >0
Es existieren zwei Realisierungsmoglichkeiten:
at)
- &
d, dO e’ d’
ZIJQS) = + P S
¢, & *+ &
d epe e? -1
- sS) = —L [ l + ! 53]
gf( ) e, Cﬂgev - CG‘EO C!a;e, - Ci,(?o
(8-209)
az2)
ev - J!L. eo
! _ o, dp
P

L. %
Tyfs) T4 ¢ [dae,-d,e(]* dpe, - d; ey S
(8-210)

Im Fall a gilt d,e, - d,e, >0, so daB alle Koeffizienten in den

GIn.(8-209) und (8-210) positiv sind. Die GIn.(8-209) und (8-210) stel-
len also Kettenentwicklungen zur Realisierung mit passiven Bauelementen

dar. Ist gl(s) eine Impedanz ZI(S) , erhdlt man die Realisierungen
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aus Abb. 8-43.
&
.
o |
eéye 2
Zy(s) c, = 0*1 m= e
doel-e0d1 doei -eod1
o |
a)
O—
. e d.d
Z,(s) . Cy = a_oo. 04
o m= %€ 'zdieO
d
b) °

Abb. 8-43 Realisierung in a) Fall a1, b) Fall a2

Es existieren zwei Realisierungsméglichkeiten:

b1)
s(d, - 2L da)

€
¢+ G!, S

: d
| ‘o
ZI(s) - +

d e e; ep 1yt
= ;](S) = _E-OQ [ d, dae, d’ eo - doe, S ]

(8-211)
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b2)
- 9
1 _ e, . eO d’ ef
zI(S) d, do + d, S
2
> = S
¢.(s) d, ’ [ d, e, - dpe, * d, e, - d,e, ]

(8-212)

Im Fall b gilt d,e, - dye, > 0 , so daB die Kettenentwicklungen
GIn.(8-211) und (8-212) durch passive Bauelemente realisierbar sind.
Stellt Ql(s) eine Impedanz Z (s) dar, sind die Realisierungen aus

Abb. 8-44 méglich.

(]
Cy =d—°
o 1 0 —
o
epey e.2
Cyh= k=
21(5) 2 dleO'doel dieo-doﬁ
%
a)
¢,z d1eg-:oe1
e od
e 61.037 d,ep-dge
k= 2150 1
b)

Abb. 8-44 Realisierung in a) Fall b1 ; b) Fall b2
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Im bisher nicht behandelten Sonderfall -%% = {E— sind Zdhler und Nenner
von QI(S) kiirzbar. Es verbleibt die Konstante
d
z = —L z (8-213)
I e, .

die als passiver Dampfer realisierbar ist.

Damit wurde gezeigt, daB die Partialfunktion Q;’(s) fiir sich mechansich
realisierbar sind. Wird 'f;'(s) von der Ausgangsfunktion L(s) (vgl. Gl.
8-159) abgespalten, erhdlt man

g, (s) ¥(s) - Ti(s) (8-214)

Die Zuldssigkeit des Abbaus nach Gl.(8-214) hédngt nach Satz 4-2 davon ab,
ob die Bedingung

Min[Re §,(iw)]

Min[Re y(iw) - Re Z;’(iw)] 20
' (8-215)
erfiillt ist. Die Bedingung Gl.(8-215) muB nicht notwendig gelten. Im Fall

Min{Re L, (iw)} <0 ist  (s) keine Zweipolfunktion, so daB die Reali-
sierung nicht ausschlieBlich mit passiven Bauelementen méglich ist.

Besteht eine Zweipolfunktion [ (s) aus N, einfachen Polen und N, kon-
jugiert-komplexen Polstellenpaaren kénnen beliebig viele Partialbriiche
herausgegriffen werden, die fiir sich realisiert werden sollen. Es existiert
dann eine groBe Zahl verschiedener Kombinationen von Partialbriichen. Die
jeweiligen Restfunktionen miissen auf Positivitdt Uberpriift werden. Der Ab-
bau eines Partialbruchs stellt einen Sonderfall mit N, + N, Moglichkei-
ten dar. Ein anderer Sonderfall liegt vor, wenn [(s) in alle N; + N,
Partialbriche zerlegt wird.

Zundchst wird T (s) in eine notwendig positive Konstante

8 = &(w) Z 0 (8-216)
und eine echt gebrochene Funktion U.(s) zerlegt :
E(s) = oo + Lols) (8-217)

L (s) kann in Partialbruchfunktionen g?(s) entsprechend GI.(8-139) mit
j=1,..., Ny und C,/(s) entsprechend Gl.(8-163a) mit k =1,..., N,
aufgegliedert werden, so daB man aus Gl.(8-217)
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N, N,
r(s) = § + Z Li(s) o+ Z yr(s)  (8-218)
j=1 k=1

erhdlt. Nun werden die Konstanten & nach 61.(8-152) und 8,’ nach
Gl.(8-178) ermittelt und zu g;(s) und L. (s) addiert (j =1,..., N, ;

k =1,..., Ny) . Aus G1.(8-218) entsteht

N N.
I(s) = % _{2’:5; *26:} ’
j=1

k =1
N. N
4-2 [gj‘(s) + 6}'] + 2 [ ZZ(S) + 5:
j=1 k=1 (8-219)

Mit den Gln.(8-153) und (8-179) und der Zusammenfassung

Ny N
Tw = %o - {26; + 2 5, (8-220)
J=1

k=1
folgt aus Gl.(8-219)

N1 NZ
I(s) = foo + /Z-r: -fjf(s) + ; f;(s) (8-221)

Handelt es sich bei [(s) um eine Impedanz, stellt Gl.(8-221) eine Reihen-
schaltung dar. Auf die Realisierung der Summenglieder in Gl.(8-221) wurde |
bereits oben eingegangen. Die Konstante E}, kann als Dampfer angesehen
werden, der fir E}o 20 passiv realisierbar ist. Falls f}, <0 , muB ein
aktiver, geschwindigkeitsproportionaler Ddmpfer eingesetzt werden.

Zusammenfassend kann man feststellen, daB der Abbau von Partialbriichen mit
Polen in der offenen linken Halbebene nicht immer zuldssig ist. Die Zu-
ldssigkeit besteht darin, daB die Restfunktionen einen positiven Realteil
fiir alle s =iw (einschl. s =oo) besitzt. Ist die Restfunktion positiv,
d.h. Zweipolfunktion, kann die weitere Realisierung durch passive mecha-
nische Bauelemente erfolgen.
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9. Beschreibung von Zweitoren durch positiv-reelle Matrizen

. Ein Zweitor nach Abb.(2-4) bestehe aus Massen, Dampfern, Federn, Hebeln und
Balken. Dann ist eine Beschreibung mit Absolutgeschwindigkeiten mdglich:

(s_A_q;_C_I+-§Z-I_()_g:f (9-1)

Es wird vereinbart, daB V, und V, sowie F, und F, mit den GréRen
an den beiden Toren in Abb.(2-4) iibereinstimmen und daB

f7 = [F,F,0,...,0] (9-2)

Die Matrizen M, C und K sind wegen der vorausgesetzten Passivitdt des -
Systems positiv-semidefinit. Bildet man aus Gl.(9-1) den Ausdruck

Vis) = w¥(sM +C + LK)y = vt o
muB dann im einzelnen
T = v Mv 20 | (9-4a)
W = v¥Cv 20 (9-4b)
U = viKyv 20 (9-4c)

gelten. Die GréBen T, W und U sind gegeniiber denen aus Kapitel 4 etwas
anders definiert, besitzen aber die gleichen Eigenschaften (vgl. Gln. 4-22a,
b,c). Aus Gl.(9-3) folgt mit den Gleichungen (9-2) und (9-4a,b,c)

V(s) = V*F «+ VP F = sT+welu o9
Der Vergleich mit Gl.(4-12) zeigt, daB Y(s) in Gl1.(9-5) zu den positiv
reellen Funktionen, deren Eigenschaften in Satz 4-1 beschrieben werden, ge-
hort.

Da nach Gl.(9-2) Fj =0 fiur j »2 definiert wurden, sind die Geschwindig-
keiten V; (j >2) von Vy und V, linear abhdngig. Eine Kondensation

filhrt auf das Gleichungssystem

Yy () Y,(8) [ 1Y, F,

(9-6)
V() 080 | V2] |F
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das mit Gl.(2-13a) Ubereinstimmt. Da die Matrizen M, C und K symme-
trisch sind, folgt y,,(s) = y21(s). Die Funktion Y(s) erhdlt man auch
aus Gl.(9-6):

Yu Yo ||V

Y(s) = [v*, v3]
Y12 Y22 V2

= VI*FI + Vz*Fz

- » » »

Nach Satz 4-1 muB Re Y(iw) 20 fiir alle w erfiillt sein. Daraus folgt
notwendig die Forderung:

Re y"(iw) 2 0 (9-8)
Re yzz(iw) z2 0 (9-9)

[ Rey, (iw)][ Re y, (iw)] - [Re y,(iw)]° 2 0 -0

Da Y(s) 1in der offenen rechten Halbebene Re s >0 keine Polstelle be-
sitzen darf, miissen y,, (s}, y,,(s) und y,,(s) ebenfalls in der offenen
rechten Halbebene polstellenfrei sein. Wenn Y(s) hochstens eine einfache
Polstelle auf dem Rand s = iw (einschlieBlich s =oo) besitzen darf,

muB dies auch fir vy, (iw), y,,(iw) und y,,(iw) gelten. Der Entwicklungs-
koeffizient r von Y(s) an einer Polstelle auf der imagindren Achse muB
positiv sein. Werden mit r,, , r,, und r,, die Entwicklungskoeffizienten
von y,.» ¥, und Y,, an einer solchen Polstelle bezeichnet, erhdlt man

¥ * * *
r = r, V, V" « I"’z( V, V2 * V’ V2) + ”22V2V2 (9-11)

ro= [V,*, 2*] rn rl2 VI
f2 || Y2
oder
r = v* Ry (9-12)

Mit der linearen Transformation
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v = i[ ji (9~13)
'gehe Gl1.(9-18) in eine Diagonalform iiber, d.h.
% 3o
r 9y U, Uy + 9, U, Uy

2 2
9, Iuyl + 92 qul (9'14)
Die Forderung r 2 0 kann erfiillt werden, wenn die Eigenwerte P, und
p, von R positiv sind. Notwendig und hinreichend dafir sind

oder
r

r, 0 (9-15)
r,, 2 0 (9-16)

W

_ 2 9-17
r,., r ns 0 (9-17)

11 22

Wird ein Zwéitor nach Abb. 2-4 mit Maschenkrdften beschrieben, erhdlt man
(vgl. Kapitel 4):

(‘sl‘ﬁ’ +C osK)E = v (9-18)

Die Maschenkrdfte '?1 und ?2 sollen mit den duBeren Krdften F

] und F2

iibereinstimmen. Ferner gelte

Die Kondensation fiihrt auf das Gleichungssystem

z,,(s) z,,(s) Y F,
= (9-20)
z,,(s) Z,,(s) v, F,

wobei ?, = F, und fz = F, beriicksichtigt wurde.
Bildet man eine Funktion

ALT a »
2s) = I8 = RrYe ERY, 520

muB diese analog zu Y(s) 1in Gl1.(9-3) eine Zweipolfunktion sein. Daraus
ergeben sich die Forderungen (vgl. Gln. 9-8 bis 9-10):
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Re z”(iw) Z 0 (9-22)

. - }
Re zzz("”) Z 0 (9-23)

Rez, (iw)|| Rez (iw)| - | Re z (iw)z Z 0 (9-24)
[ Re z,, (iw)][ Re zyyiw)] - [ Re z,,(iw)]

In der offenen rechten Halbebene Re s > 0 miissen z, (s), Zz,,(s) und
z,,(s) polstellenfrei sein. Auf der imagindren Achse s = iw (einschlieR-
lich s =oo) dirfen nur einfache Polstellen auftreten. Werden mit r,, ,
f2» T, die Entwicklungskoeffizienten von z,,, 2z,, und z,, an einer
solchen Polstelle bezeichnet, missen die Ungleichungen

ry Z 0 (9-25)
Fop 20 | (9-26)

2 2 22 > 9-27
Fyla - Iy 20 (8-27)

gelten, die den GIn.(9-15) bis(9-17) entsprechen.

Nach Kapitel 2 bilden die Funktionen Yij (s) nach G1.(9-6) und z;; (s)
nach G1.(9-20) (i, j =1, 2) die Matrizen Y(s) und Z(s), die bei be-
stimmten Systemen nicht existieren. Die in diesem Abschnitt vorausgesetzte
Kondensation ist dann nicht méglich. Allerdings sind die hier gemachten Aus-
sagen nur von Bedeutung, wenn alle Yii bzw. zij(s) (i, j =1, 2) exis-
tieren.

Die Matrizen Y(s) und Z(s), die gleiche Eigenschaften besitzen, werden
auch als positiv-reelle Matrizen bezeichnet. Zusammenfassend kann man fol-
genden Satz aufstellen (vgl. Satz 4-1 fir Zweipolfunktionen):

Satz 9-1
Die Impedanzmatrix Z(s) oder Admittanzmatrix Y(s) eines jeden passiven
Iweitors, der aus Federn, Massen, Dampfern, Hebeln und Balken besteht,
ist eine positiv-reelle Matrix. Eine positiv-relle Matrix mit den Elemen-
ten gij(s) (i, j =1, 2) hat folgende Eigenschaften: ’
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Rey,(iw) Z 0
Ref,,(iw) Z 0
,
[ Rey, tiw)][ Rey, fiw)] - [Rey, tiw)]” 2 0

fir alle w .

C,,(s), T,,(s) und T, (s) besitzen keine Pole in der offenen
rechten Halbebene Re s > 0.

C,(s), C,,(s) und T, (s) besitzen, wenn Uberhaupt, auf der

imagindren Achse (einschlieBlich s =oo ) nur einfache Pole. Die

Entwicklungskoeffizienten r;  der Funktionen T (i, j =1, 2)

an einer solchen Polstelle erfiilllen die Bedingungen

>

>
’:22 = 0
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10. Spezialfdlle von Zweitormatrizen

Analog zu den in Kapitel 6 definierten Spezialfdllen mechanischer Zweipole
sollen hier spezielle Zweitormatrizen hergeleitet werden.

10.1 Netzwerke mit nur zwei Bauelementtypen

Wie in Kapitel 6 gezeigt, flihren Netzwerke mit nur zwei Bauelementen in der
Beschreibung mit Absolutgeschwindigkeiten (Knotenpotentialanalyse) auf das
Gleichungssystem (vgl. Gl. 6-5)

(LA +B)z = f (10-1)

Im Gegensatz zu Gl. (6-5) wird der Vektor f im Sinne von G1.(9-2) defi-
niert, und mit z, und 2z, werden die absoluten DifferenzgrtBen an den
beiden Toren bezeichnet. Auch hier wird Gl.(10-1) als invertierbar voraus-
gesetzt, da die folgenden Betrachtungen sinnlos wédren. Mit den Gleichungen
(6-7) bis (6-9) fiihrt die Inversion von Gl.(10-1) auf

z T(Ae -A)'171 (10-2)

Die Matrizen E und A entsprechen den Gln. (6-10) und (6-11), d.h. sie
mogen in diesem Sinne sortiert sein.

Zur Herleitung einer 2 x 2 - "Impedanz"-Matrix wird die Beziehung

14

Zy = & z (10-3)
r —

Z; L3

eingefiihrt, wobei e, und e, Einheitsvektoren sind. AuBerdem gilt

fo= e el (10-4)
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Setzt man G1.(10-2) in G1.(103) ein und ersetzt f durch Gl1.(10-4), folgt
die gewiinschte "Impedanz"-Beziehung

Z, e; : A
= I (Ag .._/_\_ )- IT [g’ , 22] (10-5)
Z, e; | R

Fiihrt man die Abkiirzung

® = AE-A = diag [qv,,...,(pn] (10-6)

ein, erhdlt man aus Gl1.(10-5) die "Impedanz"-Matrix

- -
e] 19" e Id ' Te,
s = (10-7)
e, 7o I7e, e, I® ' T7e,
oder in Komponenten
4 - e'Td7 e (10-8)
ik - -j = = - k
(i, k =1,2)
Die Gl1.(10-8) wird vereinfacht zu
n t:: to:
gik = z 1 ki (10-9)
j<1 |

(i, k = 1,2)

Da voraussetzungsgemdB die Matrix @ aus Gl. (10-6) die Struktur von Gl.
(6-11) besitzt, erhdlt man aus Gl.(10-9)

& ¢t At ¢t Ntk

X - 2: ki E: i ki Z ij “kj
Ik - ¢ . A * 1. l,
J=1 J=dgt! J j=r,+1 J

(10-10)
(i, k = 1,2)
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Es erfolgen die Zusammenfassungen (vgl. Gln. 6-18, 6-19, 6-21 und 6-22):

dB
Koik = z’: tii thj (10-11)
j:
2t by (10-12)
- ij “kj -
’(ooik - .:E: (j
I:I'A+7
Ki;, = ti,dsq"tk,daoj (10-13)
p} = lda*l > 0 (10-14)

Wichtig ist es, festzustellen, daB die Koeffizienten in den Gln.(10-11) bis
(10-3) mit 1 = k positiv werden, da sie sich aus Summen quadratischer
Ausdriicke ergeben. Mit den Gleichungen (10-11) bis (10-14) nimmt GI1.(10-10)
die Form

Ko. N K
s O —Li% 4 Koo 10-15
(i,k = 1,2)

an. Wie in Kapitel 6.1 erfolgt der Ubergang zu den speziellen Bauelement-
kombinationen:

a) Feder-Masse-Systeme

Nq
z. - AOik + Z ZAjik S . A
ik s 5 sZ 4 w? ik

(10-16)
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> b » €
g S

W I in» >

~x x>

BN

(ilk=,lz ’ j=7l“‘lNC)

b) Masse-Déampfer-Systeme

N
Bo L B
ik Jik
Z,-k = < + Z P . 6' <+ B°°|k
=1 J
(10-17)
Bmu = Kmu
B°°ik 2 K°°ik
B, = K

(i,k =1,2 ; j=1,...,N)

¢) Feder-Dampfer-Systeme

I
Zig * COik * z s + 0. Cooiy S
J

(10-18)
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C:Oik = ,(Oik

C°°ik £ K°°ik
c:l.k = ,(jik

6] = p]

Erfolgt die Beschreibung mit Maschenkrdften, erhdlt man das Gleichungs-
system (vgl. Gl. 6-32)

(_L A +B)f = 2 (10-19)
A — —— —

Entgegen den Definitionen aus Kapitel 6 gelten hier (vgl. Gln. 6-27a, b)

Z = [Z,, 221 01 .. :0] (10-20)
und
3 = 10-21a)
1 Fy ‘

3 = 10-21b
o= R (0.2t

Die Invertierbarkeit des Gleichungssystems (10-19) wird vorausgesetzt. Wen-
det man zur Invertierung von Gl.(10-19) das gleiche Vorgehen wie oben fir
G1.(10-1) uber das Eigensystem an, ldRt sich die "Admittanz"-Beziehung

[ ] ., s T L
F, b4
2 £ £z : 0.22)
F g s ’ Z
I 2 i i 21 g}H?J i .2-

ableiten. Es gilt dann analog zu G1.(10-15)



g,}r = :(0.
/A
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N’ 5
Kj, -
ik
* :E: 1 - * ’(°°ik

(10-23)

Die Koeffizienten in G1.(10-23) mit i = k sind auch hier positiv. Setzt

man

folgt aus Gl.(10-23)

A Keo

Lk

ik

< K oo
- Kaik
- ’(}ik
- *
Pj
_ !
J
( ik = 1,2 ; J=1,...,N")
NI AK; J
o3 e K,
j:7 A + p} '
1,2 )

(i, k =

Aufgrund der getroffenen

[t

Vereinbarungen ist die Matrix

glf gIZ
S %2

(10-24)

(10-25)

(10-26)

(10-27)

(10-28)

(10-29)
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~—

zur Matrix S aus Gl1.(10-7) invers. Fir die speziellen Bauelement- Kom-
binationen erhdlt man:

a) Feder-Masse-Systeme

’ N' ’
A,. S 2A;. s
i = e Ty Ay,
EEEE
(10-30)
12 D ’
w; p;
/qoik = ,(O.k
’ A '4
A1°°ik = f(°°ik
’ R )] P
/qiik = 7 ;‘}ik

b) Masse-Dampfer-Systeme

Ny ’
s B;
Yip = S 5:»;,‘ + Z Jix + B(',.k (10-31)
4 S + 0; '
j=1 J
’ ~ ’
éBOik = '(aik
E3°°iu = f(°°ik
' A ‘
jik = Kjik
G'j = pj

(i,k =1,2 ; j=1,...,Np)

c¢) Feder-Ddmpfer-Systeme
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c  C o
; Oix
= C! + EE: Jik +
Yin ik . S + O; S
j=1 J
(10-32;
Caw = Kbik
'} ’
c:°°w« & '(°°ik
C/ ik = Kjik
¢ & !
J Fb

10.2 Modale Systeme

Ausgangspunkt ist wieder ein Gleichungssystem nach Gl.(4-17), wobei der
Vektor f entsprechend Gl.(9-2) definiert ist und V, , V, mit den Ge-
schwindigkeiten an den beiden Toren iibereinstimmen. Insbesondere gilt hier
entweder "

‘ M = aC + 3K (10-33a)
oder

€ = aM + (K (10-33b)
oder K = oM + f3C (10-33¢)

Wie in Kapitel 6.2 werden die modal geddmpften Systeme (Gl.10-33b) aus den
verschiedenen modalen Ansdtzen beispielhaft ausgewdhlt.

Mit der Transformation Gl.(6-39) geht Gl.(4-17) in die Diagonalform Gl.(6-
44) uber. Invertiert man Gl.(6-44) und setzt u 1in G1.(6-39) ein, erhdlt
man unter Beriicksichtigung von Gl.(6-43)
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v = I&7717f (10-34)

Die Matrix ® geht aus G1.(6-45) mit den Gln.(6-41) und (6-42) hervor. Da
v im Sinne von G1.(10-3) und f nach Gl1.(10-4) vereinbart wurden, erhdlt
man die zu Gl.(10-5) &hnliche Impedanzbeziehung

Vi f—‘.;rT F,
= T&7TT [ e , _e_z] (10-35)
V. 4 F.
| 2. | £2] |2 |
Die Impedanzmatrix aus Gl.(10-35) lautet nun
- i t2 "t T
z 1j Z lf 2!'
J=1 ‘p/ j=1 ‘p/
gg =
n t t . n t2
:E: 1 "2j :E: 2j
j=1 ¢5 j=1 ¢G

bzw. mit Gl.(6-45) ricksubstituiert

- —

n 2
S t.. N S
1 1 ‘2
Z = E: — : i J j "2
i1 mjs +C;iS +kj 2
ty t2j t2j

v (10-36)
Die G1.(10-36) ist die Darstellungsform der Impedanzmatrix eines modal ge-
dampften Systems. G1.{10-36) kann auf alle drei modalen Systeme nach den
GIn.(10-33a, b, c) Ubertragen werden. Es gilt entweder

]
2 acCct o+ . (10-37a)
oder mj ] ﬁ kj

s

am;+ Bk (10-37b)

,
J

oder
’ ’

k,- = am; + ﬁc,'- (10-37¢)
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Es erfolge die Beschreibung eines mechanischen Systems mit dem Maschenglei-
chungssystem Gl.(6-26) unter Verwendung eines modalen Ansatzes, also entwe-
der

M = &C + K (10-38a)
oder R . . “ a

C = aM + (K (10-38b)
oder _:‘_‘\.' = &ﬂ + [}_C: (10-38c)

Die Vektoren f und ¥ werden hier im Sinne der GIn. (10-20) und (10-21a,
vereinbart. Wendet man das in diesem Kapitel oben ausgefiihrte Vorgehen auf
~das Maschengleichungssystem Gl.(6-26) an, erhdlt man die Admittanzmatrix

- B 4.2 a A T
n
s H b b,
.X = A, 2 A, ’ -
| Dy U 2j |
(10-39)

Zusammenfassend kann man fiir modale Zweitore aussagen:

Satz 10-1
Modale Systeme besitzen fiir eine Impedanzmatrix notwendig die Darstel- -
lungsform

n 2
—_— ’ ’ ’
j m; s +cjs+kj — 02
1j *2) 2j
- -
(10-40)
wobei entweder
! =z oc. + ] ! 20
oder ml C/ A k/ (C/ ’ k/ )
C}- = ctm}d- ﬂkj (mj, ki 20)
oder '
. = I. '} I' I- Z
k; am;+ f3c; (m;,c; 0)
(a 20 B 20 ; |j 1,...,.n)



gelten muB.

Satz 10-2
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Modale Systeme besitzen fir eine Admittanzmatrix notwendig die Darstel-

lungsform

n
Yy = >

jot

wobei entweder

’

oder )
&' -
j -
oder A,
i =
(a 2

gelten muB.

S

Iii; s? + ¢

’
J ]

>

A A, A
acj+[3,.
am;+ fk
oar } + f3 ¢
BeoO ; j=1,

4
\~
-
5’\.\ -

-~ ~N o~
> >
- -
\(.’5, .
v

iv




11. Anwendung der Netzwerksynthese auf mechanische Schwin-

gungsprobleme

11.1 Aufgabenstellungen der Schwingungstechnik und deren Be-
handlung mit Hilfe der Netzwerksynthese

Durch die Anwendung der LAPLACE-Transformation bietet sich die Netzwerksyn-
these sowohl fiir stationdre als auch fiir instationdre Schwingungsvorgédnge
an.

Es wird ein mechanisches System betrachtet, das einen passiven Zweipol mit
der Zweipolfunktion {(s) als Teilsystem enthdlt. Fiir das Gesamtsystem
wird eine gewisse AusgangsgroéBe

G(s) = G(%(s)) o (11-1)

angenommen. Die Gl.(11-1) besagt, daB G(s) vom Teilsystem mit der Zwei-
polfunktion T(s) beeinfluBt wird. Bei G(s) kann es sich einerseits um
eine GroBe handeln, die unmittelbar mit physikalischen GrdBen wie Weg, Be-
schleunigung usw. in Beziehung steht. Andererseits kann sie eine (bertra-
gungsfunktion H(s) , die als Quotient physikalischer Ausgangs- und Ein-
gangsgroBen definiert wird, darstellen. Von der Funktion G(s) wird eine
beliebige Vorschrift G (s) erwartet.

Bei stationdren Schwingungsvorgdngen geht der Frequenzparameter in s = iWw
tiber. Zu bemerken ist, daB in den meisten Anwendungsfdllen FOURIER-trans-
formierte Funktionen mit den LAPLACE-transformierten fir s = iw iberein-
stimmen. Die Identitdt besteht, wenn die FOURIER-transformierte Funktion ‘
keine DIRAC-Impulse besitzt bzw. die LAPLACE-transformierte Funktion auf
der imagindren s-Achse polstellenfrei ist (sieche UNBEHAUEN [35] ). Die
Voraussetzungen mégen zutreffen. Als AusgangsgroBe G(w) bei stationdren
Schwingungen kann es sich beispielsweise um das Spektrum

Sqlw) = |X,,(w)|~2 (11-2)

einer Auslenkung Xnuu) aufgrund eines gegebenen Erregungsspektrums handeln.
BetragsgroBen sind daher von Interesse, weil damit Aussagen dber maximale
Materialbeanspruchungen méglich werden. Ein anderer Fall liegt vor, wenn die
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Funktion G(w) eine Ubertragungsfunktion

X,(w) 2 | Xqlw)
H{w, Lg'W a' @) 3)
(w) X.(w) w X.(0) (11-3

darstellt. In G1.(11-3) geht H(w) aus dem Quotienten der Beschleunigung
Xq(w) und der Wegerregung X.(w) hervor.

Aufgabenstellung bei instationdren Schwingungen ist zumeist, fiir die zeit-
liche Ubertragungsfunktion

h(t) o—e H(s) (11-4)

ein bestimmtes Verhalten hgy(t) zu erreichen. Zu h,(t) existiere die LA-
PLACE-transformierte Funktion Hy(s) . Aus Stabilitdtsgriinden erwartet man,
daB Hy(s) und H(s) in Re s >0 analytisch ist (siehe UNBEHAUEN [35] ).
Da eine analytische Funktion betragsmdBig das Maximum und, falls die Funk-
tion in Re s > 0 nullstellenfrei ist, das Minimum auf dem Rand des Analy-
tizitdtsgebietes erreicht, erfolgt die Approximation von Hy(s) durch H(s)
auf dem Rand s = iw .

Die Aufgabenstellung bei stationdren und instationdren Schwingungen besteht
.somit gleichermaBen in der Approximation einer beliebigen Vorschrift G,(w)
" durch die Funktion

Glw) = G (Liw)) (11-5)

Die Vorschrift Gy,(w) kann im allgemeinen nicht exakt durch G (w) erfillt
werden. Aus diesem Grunde muB eine Optimierungszielfunktion definiert werden.
Beispielsweise kann die integrale oder diskrete Fehlerquadratmethode ange-
‘wendet werden. Die Funktionen

o0 .
[ [6tw) - Gow)’dw —- min
5 (11-6)

£

bzw.

N
4 = Z [G(wj) - Go(w,)]z —= min
Jj=1 (11-7)
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sollen hier minimiert werden. Da G{w) nach Gl.(11-5) von T(iw) abhidngt
und sich [(s) in Form von Gl.(4-34) ausdriickt, stellen die Koeffizienten
dgs 8ys--e5 8ps by,..., by aus G1.(4-34) Optimierungsparameter dar, die
man zum Np-dimensionalen Parametervektor p zusammenfassen kann. Die Ko-
effizienten von ‘g(s), unterliegen den Bedinguhgen aus Satz 4-2 oder Satz
4-3 . So entstehen im Np-dimensionalen Raum der Parameter p_ (k' =1,...,
Np) Teilgebiete, in denen T(s) zuldssig ist. Die relativen Minima der
Z1elfunktionen R aus Gl.(11-6) und A aus Gl.(11-7) befinden sich zum
Teil im nicht zuldssigen Gebiet. Das absolute Minimum kann also auch auf
dem Rand eines zuldssigen Teilgebietes liegen. Aus diesem Grunde empfehlen
sich zur Optimierung Koordinatensuchverfahren (siehe ENTENMANN [9] ). Der
mathematische Zusammenhang der Restriktionen aus den Sdtzen 4-2 und 4-3 und
den Koeffizienten der Zweipolfunktionen ist bisher noch nicht gefunden wor-
den. Bei den Koordinatensuchverfahren bietet sich hier die Verwendung von
Straffunktionen an. Nimmt z.B. Re {(iw) zwischen w, und w, negative
Werte an, kann entweder der Straffehler

1

W,
2
Rs = & [[Re;(iw)] dw + g (11-8)
Wy '
oder
Ng 2
JS = 6, Z [Re Z(ij)] + 60 (11-9)
j=1

definiert werden. Die GroBen &y, 6; , €,,€, seien so groB gewdhlt,
daB Q¢ und Ag groBer sind als @ und A fir zuldssige Funktionen.

Sehr hilfreich fiir die numerische Anwendung sind konforme Abbildungen. Bei
der bilinearen Transformation

Og =S

Wo + S

Z (11-10)

mit einer beliebigen reellen Konstante &, > 0 wird z.B. die offene rechte
s-Halbebene in das Innere des Einheitskreises, d.h. |z] < 1, transfor-
miert. Die imagindre Achse s = iw wird auf dem Einheitskreis |z| =1
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unter dem Winkel

4

i (11-11)
%

&S = - 2arctan(

abgebildet. Das unendliche Intervall
- OO0 < W < O0°

geht nach Gl.(11-11) dber in

-x =2 & E

. d.h. in ein endliches und abgeschlossenes Intervall. Man kann nun die Va-
riable w in den GIn.(11-6) und (11-7) durch & substituieren. Ande~
rerseits kénnen auch neue Zielfunktionen wie

Ql

),
[1663) - Gy])’as — min
5 (11-12)

oder

N '
,Z” [608,) - 6,(8,)]" —= min

Al
(11-13)

formuliert werden.

" Die beschriebene Optimierungsmethode wird als direkt bezeichnet, da unmit-
telbar die Koeffizienten einer Zweipolfunktion optimiert werden. UNBEHAUEN
[33] schldgt ein indirektes Verfahren vor. In einem ersten Schritt er-
folgt die Approximation durch eine positiv-reelle, jedoch nicht rationale
Funktion T () . UNBEMAUEN [33] verwendet stiickweies lineare Funktionen,
HANSEN [15] dagegen Spline-Funktionen. Dariiberhinaus kénnen FOURIER-
Reihen in der Variablen 2z angesetzt werden, da sich die im Intervall

-t 2 ¥ =1 definierte Funktion [ () bazw. E(&) periodisch wieder-
holt. Bei indirekten Verfahren ist von Vorteil, daR bei den Restriktionen
fiir positiv-reelle Funktionen aus den Sétzen 4-2 und 4-3 ein linearer bzw.
quadratischer Zusammenhang zu den Optimierungsparametern gelingt. Somit
kénnen auch andere Optimierungsverfahren als Koordinatensuchverfahren an-
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gewendet werden (siehe ENTENMANN [9] ) . Im zweiten Optimierungsschritt
erfolgt die Umsetzung der nicht rationalen Funktion E(-&) in eine ratio-
nale, positiv-reelle Funktion [(%) . Dabei werden keine Restriktionen ver-
langt, da man von einer so guten Approximation ausgeht, daB

ReZ(8) = Rel($%) & O (11-14)

erfillt ist.

Das indirekte Verfahren ist auch in der Form moglich, daB fiir die N&he-
rungsfunktion E(s) noch weitere Vereinfachungen getroffen werden. Diese
bestehen z.B. darin, daB E(s) in Re s >0 analytisch, jedoch nicht not-
wendig positiv-reell ist. Bei analytischen Funktionen bestehen zwischen Re-
al- und Imagindrteil, aber auch fiir Betrag und Phase Zusammenhdnge durch
die HILBERT-Transformation (siehe GUILLEMIN [13] , UNBEHAUEN [35] ) .
Im zweiten Optimierungsschritt, der Anndherung von g(s) durch die Zwei-
polfunktion L (s) auf dem Rand des Analytizitdtsgebietes s = iw (oder
Izl =1 nach s-z-Transformation) , miissen die Restriktionen fiir Zweipol-
funktionen erfiillt werden. Die erste Approximation erfolgt hier z.B. mit
TSCHEBYSCHEFF-Funktionen (siehe RUPPRECHT [26] , UNBEHAUEN [36] ) .

Kein prinzipieller Unterschied besteht, wenn statt des oben vorausgesetzten
‘Iweipols ein Zweitor als Teilsystem eines mechanischen Systems betrachtet
wird. G(w) wird nun von den einzelnen Funktionen einer Zweipolmatrix be-
einfludt, also (vgl. Gl. 11-5)

Gw) G(g,liw), g, (iw), ,tiw)) (115

Bei der Optimierung miissen hier die Restriktionen fiir positiv-reelle Matri-
zen (siehe Satz 9-1) erfiillt sein, die gegeniiber denen fiir skalare, positiv-
" reelle Funktionen umfangreicher sind.

An dieser Stelle soll der besondere Vorteil von modalen Systemen hervorge-
hoben werden. In den Darstellungen der Gln. (7-7), (7-26), (10-40) und (10-
41) konnen alle auftretenden Koeffizienten als Quadrate der Optimierungspa-
rameter definiert werden. Dann sind alle notwendigen Bedingungen fir Zwei-
polfunktionen modaler Systeme erfiillt. Die Optimierung erfolgt also ohne
Restriktionen und erfordert dementsprechend wesentlich geringere Rechenzei-
ten.
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Der Ubergang von {(iw) bzw. {,,(iw), L,(iw) und L, (iw) auf L(s),
Ci(s), T,,(s), §,,(s) wird durch analytische Fortsetzung erreicht. An-

stelle von w setzt man

- is (11-16)

bzw. fiir w?

w? = - s? (11-17)

ein.

11.2 Approximation von Impedanzen und Admittanzen

Ein mechanisches System bestehe nur aus einem passiven Zweipol selbst. Auf-
grund einer vorldufigen Approximation bei indirekten Verfahren erhalte man
Forderungen fiir eine Impedanz Z(s) bzw. Admittanz Y(s) (allgemein Zwei-
polfunktion [(s) ) . Ndherungsweise seien die folgenden Betragsvorschriften
|§°ﬂu»|z zu erfillen (siehe auch die Abbildungen 11-1a bis d ) :

1. TiefpaB

2. HochpaB

3. BreitbandpaB

4. Breitbandsperre

G %A mﬁ

a) b)
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1Tyl 1G4
- 1 [__
I —» W T 1 — W
1 2 3 1 2 3
c) d)

Abb. 11-1 Betragsvorschriften
a) TiefpaB b) HochpaB
c) BreitbandpaB d) Breitbandsperre

Wie aus den Abbildungen 11a bis d =zu erkennen ist, werden hier die Fre-
quenz w und die Zweipolfunktion {(s) bzw. [, (iw) als normierte Gros-
sen aufgefaBt (siehe UNBEHAUEN [37] ) .
Wendet man die s-z-Transformation (siehe Gln. 11-10_ und 11-11) an, gehen
die Vorschriften aus den Abbildungen 11-1a bis d in solche nach den Ab-
bildungen 11-2a bis d Uber. Die Konstante @, aus GI.(11-11) nimmt
fiir die Vorschriften 1 und 2 den Wert 6, =1 und fir die Vorschriften
3 und 4 den Wert &, ="/:? an.

IC1%A 145

e e

(NI
Nl
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16§ 1A

wiA

Abb. 11.2 Betragsvorschriften
a) TiefpaB ( 6o = 1) b) HochpaB ( Gy=1)
c) BreitbandpaB ( G, =V3) d) Breitbandsperre ( G, =V3)

Als Optimierungszielfunktion wird

NI

> (a2 - [5,0807)°

j=1 (11-18)

d'

definiert. (vgl. Gl. 11-13). Das Intervall O 5 @21 wird hier in N'- 1
dquidistante Intervalle mit N’ Stiitzstellen aufgeteilt. Nach Anwendung der
s-z-Transformation Gl.(11-10) erhdlt man fir eine allgemeine Zweipolfunktion
C(s) die Ansatzform

2 n
ao+a,z+a22 $ ...+ Up2

S <. (11-19)
1 +B,z+0,2%+ ...+ f,2"

t(z) =

Erfilllen die Optimierungsparameter dg, @y ,..., @, By, B ..., B,
nicht die Positivitdt des Realteils von [ (9 ) , wird ein Straffehler
entsprechend G1.(11-9), jedoch in der Variablen < ,gebildet. Liegen die
2n + 1 Koeffizienten aus Gl.(11-9) aus der Optimierung fest, kann [ (z)
mit der Transformation
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s = @ 1 - z (11-20)
S

durch einfache algebraische Operationen in

2

_ a0+a,s+as
{(s) = I+b’s+bz;2+...+bns'"

n
+ ...+ 40,S (11-21)

iberfilhrt werden.

Als Vergeleich zu den allgemeinen Zweipolfunktionen sollen auch Zweipoi-
funktionen modaler Systeme nach Gl.(7-7) oder Gl.(7-26), allgemein
"m

: S
(s) = Z 5 (11-22)
fz1 M, 8 + c,s+ Kk,
mit
m, = ac, + 3 Kk (11-23a)
oder ,
c, = a m + 3 k, (11-23b)
oder |
k, = @« m, + f3 c, (11-23c)

(L=1,..., np; @& , B 20), angesetzt werden. Hier wird von der Miglich-
keit der Riicktransformation

w, = o, tan (-‘-;L-) (11-24)

Gebrauch gemacht. Eine Stitzstelle ; wird mit Gl1.(11-24) umgerechnet in
s = iw;j. Dieser Wert wird zur Berechnung von {(%;) bzw. L(iw;) ein-
gesetzt. Da alle Koeffizienten in Gl.(11-22) einschlieBlich « und B als
Quadrate der Optimierungsparameter definiert werden, sind bei modalen Ansdt-
zen keine Restriktionen und damit keine Straffunktionen notwendig.

Als Beispiel wurde zundchst eine allgemeine Zweipolfunktion nach G1.(11-19)
mit n =4, d.h. mit 9 Optimierungsparametern, angesetzt. Die Koeffizi-
enten von [(s) nach Gl1.(11-21) sind in der Tabelle 11-1 zu finden. Im
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Vergleich dazu wurde ein modaler Dampfungsansatz nach Gl.(11-22) und Gl.(11-
23b) mit nm=3, d.h. 8 Optimierungsparametern, gewdhlt. Die Koeffizien-

ten aus Gl.(11-22) findet man in Tab. 11-2. Zur Veranschaulichung der Opti-

mierungsergebnisse dienen die Abbildungen 11-3 bis 11-6, wobei jeweils unter
a die Ergebnisse aus dem allgemeinen Ansatz und unter b die aus dem moda-
len Ddmpfungsansatz aufgetragen sind.

Es wurden auch noch allgemeine Zweipolfunktionen héheren Grades und modale
Ansédtze (auch mit modalen Massen und modalen Steifigkeiten) herangezogen.
Der Vergleich der Werte der Zielfunktion A’ geht aus Tab. 11-3 hervor.
Modale Massen bzw. modale Steifigkeiten sind als Ansatzfunktionen fiir be-
- stimmte Vorschriften ungeeignet. Man mochte z.B. die Vorschrift 1 (Tief-
paB) durch den modalen Massenansatz

m, = f - k, (11-25)

(1 =1,..., ny) erreichen. Um T(0) = 1 zu erfillen, muB mindestens eine
Feder k,  mit L € [1,..., ny] aus Gl1.(11-22) verschwinden. Nach Gl.(11-
25) verschwindet auch m, , und es folgt

-—’- ‘ (11-26)

¢,

Z(0)

Nun gilt aber auch mit m =k, =0 und einer endlichen Démpferkonstante
CL

foo) = —— + 0 (11-27)

Mit dem modalen Massenansatz Gl.(11-25) ist also Vorschrift 1 nicht zu
verwirklichen.

Zu den allgemeinen Zweipolfunktionen aus Tab. 11-1 wurden zu jeder Vorschrift
Realisierungen mit Hilfe eines FORTRAN-Realisierungsprogramms bestimmt. Die
Zweipolfunktionen wurden als Impedanzen interpretiert. Es zeigte sich, daB
bis auf Vorschrift 3 der Einsatz von mechanischen Bauelementen nach Abb.
8-10 zur BRUNE-Synthese erforderlich war. Vorschrift 3 kann ohne Hebel als
Schwingerkette realisiert werden. Zu jeder Zweipolfunktion gehdrt eine LO-
sungsvielfalt, aus der fir jede Vorschrift jeweils eine Realisierung ausge-
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Koeffizienten |Vorschrift 1 |Vorschrift 2 |[Vorschrift 3 | Vorschrift 4
a, 1,0000 0,0 0,0 1,0000
a, 2,6498 1,6319 0,3575 0,1169
3, 1,1113 1,2573 0,2186 0,8345
a, 0,9250 2,9559 0,1192 0,0390
a, 0,0 0,7294 0,0 0,11
b, 3,6541 4,4878 0,6117 0,6293
b, 3,2595 3,8679 0,8962 1,1272
b,y 3,3357 3,7807 0,2039 0,2098
b, 0,0227 0,7294 0,111 0,111

Tab. 11-1 Koeffizienten einer allgemeinen Zweipolfunktion [ (s) mit n =4

Koeffizienten |Vorschrift 1 Vorschrift 2 | Vorschrift 3 | Vorschrift 4

m, 6,9110 0,0 2,6934 2,0798
K, 0,9415 2,9173 15,6855 0,0

m, 6,2908 0,8794 1,9434 2,9214
k, 2,7818 7,3575 3,5820 1,0551
m, 2,7197 ' 2,6051 2,4619 0,0

k3 - 0,0 6,7022 8,6455 2,7187
a 0,3569 0,0 0,6191 0,4562
B 0,0 0,3326 0,0041 0,3349

Tab. 11-2 Koeffizienten fiir einen modalen Ddmpfungsansatz mit np = 3

Ansatzfunktiqn Vorschrift 1 | Vorschrift 2 | Vorschrift 3 | Vorschrift 4
gié%gg?}ﬂﬁktion 0,66 | 0,63 .26 0.7
| goiaasmnimﬁfﬂng 1,35 1,36 1,39 3,01
mogalcce1 I(*:'lassen 1,35 1,39

mogalg Eassen 2,30

Tab. 11-3 Vergleich der Zielfunktionen bei verschiedenen Ansdtzen
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Abb. 11-3 Anndherung der Betragsvorschrift 1 durch UT(s)
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112

........................................................

IC1?

Abb. 11-4 Anndherung der Betragsvorschrift 2 durch [(s)
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19K

Abb. 11-5 Anndherung der Betragsvorschrift 3 durch C(s)
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1C12

b) 1o f 2 3 7

Abb. 11-6 Anndherung der Betragsvorschrift 4 durch C(s)
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Abb. 11-7 Realisierung von
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Abb. 11-8 Realisierung von Z(s) fur Vorschrift 2

a) Netzwerk b)

mechanisches System
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Abb. 11-9 Realisierung von Z(s) fur Vorschrift 3
a) Netzwerk b) mechanisches System
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Abb. 11-10 Realisierung von Z(s) fir Vorschrift 4
a) Netzwerk b) mechanisches System
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m= 14895 ¢, =0.5317  k, = 0.1997
m,= 0.8282  ¢,=0.2956  k, = 0.055
my= 0.402 ¢, =0.1435

Abb. 11-11 Realisierung der modalen Impedanz Z(s) fiir Vorschrift
der 1. Cauerform a) Netzwerk b) mechanisches System
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b)
m, = 0.6575 ¢, = 0.9703 k, = 2.9173
m,= 4.9484 c, = 1.5098 k, = 4.5392
Cy = 5.1314 k:! = 15.428

Abb. 11-12 Realisierung der modalen Impedanz Z(s) fiir Vorschrift
der 1. Cauerform a) Netzwerk b) mechansiches System
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Abb. 11-13 Realisierung der modalen Impedanz Z(s) fir Vorschrift 3 1in
der 1. Cauerform a) Netzwerk b) mechanisches System
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Abb. 11-14 Realisierung der modalen Impedanz Z(s) fiir Vorschrift 4 in
der 1. Cauerform a) Netzwerk b) mechanisches System
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wdhlt wurde. Die Netzwerke und mechanischen Systeme zeigen die Abbildungen
11-7 und 11-10. Hier findet sich bestdtigt, daB mit der Wahl n =4 fiir die
Ansatzfunktion Gl.(11-19) auch vier Energiespeicher erforderlich sind.

Die modal geddmpften Systeme aus Tab. 11-2 wurden in der 1. Cauerform reali-
siert. Auch hiér wurden die Zweipolfunktionen als Impedanzen aufgefaBt. Die
Realisierungen als Netzwerke und mechanische Systeme zeigen die Abbildungen
11-11 bis 11-14. Hier ergab sich der Einsatz von finf Energiespeichern.

Der Vergleich zwischen den Ansédtzen mit allgemeinen Zweipolfunktionen und
Zweipolfunktionen modal geddmpfter Systeme zeigt, daB selbst unter Verwen-
dung eines weiteren Energiespeichers die modal geddmpften Systeme wesentlich
schlechtere Werte fiir die Zielfunktion A’ aus Gl.(11-18) . liefern. Hier
zeigt sich der Vorteil der Synthesemethode. Nach Wahl der Menge von Energie-
speichern, d.h. Wahl des Grades n in G1.(11-19), wird die fir eine bestimm-
“te Zielfunktion optimale mechanische Struktur mit den optimalen Bauelement-
werten ermittelt. Zweipolfunktionen aus modalen Systemen schrénken, da sie
Unterklasse der allgemeinen Zweipolfunktionen sind, die Optimierbarkeit ein.-

11.3 Ein Beispiel fiir stationdre Schwingungen und direkte
Optimierung

Betrachtet wird eine Masse m , die mit einer Feder k und einem Déampfer m
auf einem schwingenden Fundament abgestiitzt ist (siehe Abb. 11-15).

xn( t )""xa(w)
Ko t)oeX ()

k |_|_IC
x,(t)o——.if,(w)
S S

Abb. 11-15 Einfaches Beispiel einer Fundamentschwingung
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Bei dem System aus Abb. 11-15 handelt es sich z.B. um das einfache Ersafz-
system eines Maschinenbauteils. Auf der Masse m befinde sich ein hochem-
pfindliches MeBgerdt, das durch die Beschleunigungen X4(t) in seiner Ein-
satzfdhigkeit gestdért wird. Von der stationdren Beschleunigungserregung
Xo(t) sei das Spektrum

Se(w) = Ii,(w)lz (11-28)

bekannt. Optimal wdre, wenn die Masse m in Ruhe bliebe. Die Vorschrift fiir
das Ausgangsspektrum ‘

Sglw) = I)?a(w)lz (11-29)

verschwindet in diesem Fall. Da ein verschwindendes Spektrum Sqa(w) in der
Realitdt unerreichbar ist, wird die Zielfunktion
oo

2 = fSa(w) dw (11-30)
0

gebildet, die mit der Varianz bei Zufallschwingungen (siehe GOSSMANN/KRINGS/
WALLER [11] , HEINRICH/HENNIG [16] ) in Beziehung steht. Nimmt man z.B.
GAUSS-Verteilung an, lassen sich Aussagen iUber die Wahrscheinlichkeit des
Auftretens der Beschleunigung innerhalb vorgegebener Grenzen treffen. Je ge-
ringer die GroBe Q in Gl1.(11-30) wird, desto geringer wird die Wahrschein-
lichkeit dafiir, daB die Beschleunigung innerhalb vorgegebener Grenzen bleibt.
Daher ist es sinnvoll, § als Optimierungsfunktion heranzuziehen.

Die BauteilgréBen m , ¢ und k mobgen aus konstruktiven Griinden festlie-
gen, z.B.

m = ! 1k!]

c = 02 ‘;
ki

k = 4 %

Die Eigenfrequenz des ungeddmpften Systems befindet sich bei
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“’o"z'sl'

Zur Verbesserung der GréBe R wird ein Tilgersystem mit der Admittanz

Yr(s) angekoppelt (siehe Abb. 11-16).

V.(S)T m
k % L|_| C YT (S)

Xds)
S S

Abb. 11-16 Anbringung eines Tilgers am System Abb. 11-15

Nun erhdlt man mit der Ubertragungsfunktion

H(s) = ’V!(S) ; k +cs
¥, (s) k+cs+ms?+ s V(s)

das Spektrum

Sa(w) |Hw)|* S,w)

(11-31)

(11-32)

wobei Sq(w) und S.(w) den Definitionen Gln. (11-28) und (11-29) entspre-
chen. Als Erregungsspektrum S,(w) werden drei Verldufe betrachtet (siehe

Abbildungen 11-17a bis c):

1. Schmalbandige Erregung
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-4 2 ..
S.(w) = 251078 fir w,=wsw,
2,5 102 fir w<w, und
1 . Wy< W < Wngx

(11-33)
mit w, = 11? , Wy = 31§ und Wy, = 101§ . Mit der Grundstdrung in den

Bereichen w < w, und W,;< W < Wy, Sollen Eigenfrequenzen auf der
imagindren s-Achse in diesen Intervallen vermieden werden. Die Stdrung
liegt im Bereich der Eigenfrequenz Wy = 21§ des ungeddmpften Systems
aus Abb. 11-15 .

. Exponentiell abklingendes Spektrum

- 2
Selw) = da-ed°m (11-34)

dg= 1% i dy = 0.00713 s?

Das Integral

Ry = Sel(w) dw (11-35)

zur Berechnung der Erregervarianz konvergiert hier (siehe BRONSTEIN [1] ).
Die Integration des Ausgangsspektrum nach Gl1.(11-30) kann bei w = 30%
mit vernachldssigbarem Abbruchfehler abgebrochen werden.

. Tiefbandiges Spektrum

. !
1 I Sws 3
Sefw) = ;- fir 0=2ws 305 (11-36)

0 fir w> 30+t

Die Bandbreite ist im Vergleich zur Eigenfrequenz wy = 21§ relativ groB
gewdhlt worden.
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Abb. 11-17 Darstellung der Errgerspektren S,(w)
a) Schmalbandiges Spektrum
b) Exponenetiell abklingendes Spektrum
c) Tiefbandiges Spektrum

Da das Bauteil in Abb. 11-16 auf einem schwingenden Fundament steht, kann
die Verkniipfung des Tilgers mit dem Inertialsystem nur iiber einzelne Massen
erfolgen. Daraus ergeben sich Bedingungen fiir die Ansatzform der Tilgerad-
mittanz Y;(s) . Fir s =0 verschwinden die Admittanzen (Leitwerte) aller
Massen. Da allein die Massen im mechanischen Netzwerk die Verbindung zum
Inertialsystem herstellen sollen, wird der KraftfluB im Netzwerk fir s =0
gesperrt. Die Tilgeradmittanz Y;(s) muB also fir s =0 notwendig ver-
schwinden. Wie man anhand einfacher Beispiele zeigen kann, ist die Bedin-
gung jedoch nicht hinreichend zur Vermeidung nicht geerdeter Massen. Daher
missen noch weitere Uberlegungen zu Y,(s) erfolgen. Aus den Gln.(11-31)
und (11-32) geht hervor, daB der Tilger seine optimale Wirkung wohl dann
erreicht, wenn Y;(iw) groB wird, wenn das Spektrum S¢(w) groRe Werte
annimmt. Im ersten Erregungsfall wird demnach ein einfacher Tilger, der
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seinen Maximalwert im schmalen Stdrbereich erreicht, ausreichende Wirkung
erzielen. Es wird die Ansatzfunktion

s(aq+als)
2

1+ b,s+b,s

gewdhlt, die aufgrund des zweiten Grades von Nenner- und Zdhlerpolynom zwei

Energiespeicher erwarten 14Bt. Nunn kdnnte man auch das Tilgersystem nach
~ Abb. 11-18 mit der Admittanz

(11-37)

v.(s) =

Yr(s) = m s ( k + cs)? (11-38)
k + cs + ms :

wdhlen. k

vy iF F

a) m b)

Abb. 11-18 Vorgewdhlte Tilgerstruktur
a) mechanisches System; b) Netzwerk

Besitzt Gl1.(11-37) vier freie Parameter, treten in Gl.(11-38) nur drei auf.
Die G1.(11-38) stellt den Spezialfall von G1.(11-37) dar, daB ein Koeffizi-
ent von den anderen abhdngig ist, beispielsweise

Die Wahl der Ansatzfunktion Gl.(11-37) mit den Methoden der Netzwerksynthese
ist somit ein allgemeines. Vorgehen.

Realisiert man Gl.(11-37), erfolgt zundchst der Abbau

ZI(S) = ’_ - ! (i1-40)
Y:(s) d, S
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Aus G1.(11-40) erhdlt man
(agb, - a,) + asb,s

ao(aa + a,s)

(11-41)

;Ziféi) =

Die Impedanz Z;(s) aus Gl.(11-41) ist mit G1.(8-204) vergleichbar. Nach
den Betrachtungen aus Kapitel 8.5 ist G1.(8-204) bzw. Gl.(11-41) entweder
durch Masse-Ddmpfer-Systeme (Fall a) oder Feder-Démpfer-Systeme (Fall b)
realisierbar. Da in Gl.(11-40) bereits eine Masse abgebaut wird, muB zur
Vermeidung nicht geerdeter Massen der Fall b erzwungen werden. Die Restrik-
tion fiir Fall b lautet hier

2 2 - > -42
a, b2 + aq a, a, b2 =z 0 (11-42)

Das Gleichheitszeichen wird zugelassen, da dies auf einen einfachen Sonder-
fall fihrt. Wird die Bedingung aus Gl.(11-42) nicht erfiillt, wird wdhrend
der Optimierung ein Straffehler berechnet. Bestrafung erfolgt wieder entspre-
chend G1.(11-8) bei Nichterfiillung des positiven Realteils von Y.(s) fur

S =lw .

Fiir die Erregungen 2 und 3 wird der Ansatz nach Gl.(11-37) als nicht
ausreichend angenommen. Die Ansatzfunktion lautet hier

s(aj+ a;s) s(ay + a,"s)
1 + b)s+bys 1+ b's + bys?
(11-43)
und stellt eine Parallelschaltung zweier Admittanzen nach Gl.(11-37) dar.
Liegen die Maxima der einzelnen Partialbriiche von Y (iw) aus Gl.(11-43)
bei zwei verschiedenen Frequenzen, nimmt Y;(iw) im Hauptstorbereich groBe
Werte an. Aufgrund der GIn. (11-31) und (11-32) wird das Ausgangsspektrum
- klein. Die Realisierung der einzelnen Partialbriiche aus Gl.(11-43) erfolgt
wie fir Gl1.(11-37). Die Koeffizienten miissen jeweils Restriktionen entspre-
chend G1.(11-42) erfiillen. Die Uberpriifung der Positivitdt des Realteils
muB fiir jeden einzelnen Partialbruch aus Gl.(11-43) erfolgen. Bei Nichter-
fiillung wird ein Straffehler nach Gl.(11-8) berechnet.

Y,(s) =
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Die Rechenergebnisse zu diesen Beispielen gehen aus Tabelle 11-4 hervor. Es
werden fiir jede Erregung die Werte der Zielfunktion @ nach GI.(11-30) mit
und ohhe Tilger angegeben. Die Verbesserung von S durch Einsatz des Til-
gers umfaRt vier Zehnerstellen. Auch die Maximalwerte des Ausgangsspektrums
Se(w) verringern sich in diesem MaBe. Die Realisierung von Y; nach Gl.
(11-37) bzw. jedes Partialbruches in Gl.(11-43) kann nun entweder nach Abb.
11-19a oder Abb. 11-19b erfolgen. Die Bauelementwerte zu den Optimierungs-
~ergebnissen aus Tabelle 11-4 sind in Tabelle 11-5 aufgefiihrt.

Erregung @ (ohne Tilger) Q (mit Tilger)
1 7,537 107 0,3436 1070
2 33,03 0,1486
3 22,10 0,1895

Tab. 11-4 Vergleich der Zielfunktion Q mi

t und ohne Tilger

1. Partialbruch | Erregung 1 Erregung 2 Erregung 3
Realisierung a b a b a b
m’ 108,2 | 108,2 82,5 | 82,5 208,3 | 208,3
c, 133,0| 90,7 | 245,3 1,16 93,2 19,9
CY 284,91 42,3 1,16] 244,1 25,3 73,3
k' 474,0 | 48,0 1,0 0,99 30,5 18,9
2. Partialbruch | Erregung 1 Erregung 2 Erregung 3
Realisierung a b a b a b
m" -- -- 395,0 |395,0 202,5 | 202,5
¢y’ -- -- 97,7 | 18,1 262440 3,0
¢, -- -- 22,2 | 79,6 3,0 | 262437
k" -- -- 48,5 | 32,2 3,0 3,0

Tab. 11-5 Bauelementwerte zu den Realisierungen nach Abb. 11-19a und b
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Abb. 11-19 Realisierungsméglichkeiten a und b =zu Gl.(11-38)

11.4 Anwendung der Synthesemethode zur Schwingungsisolation

Durch die ungleichférmige An- und Durchstrémung des Hauptrotors im Trans-
lationsflug treten bei einem Hubschrauber periodisch verdnderliche Luft-
~lasten auf. Diese Stérerregungen sind abhdngig von der Rotorblattzahl und
der Rotordrehzahl. An der Hubschrauberzelle fiihren-beispielsweise diese Er-
regungen zu einem Beschleunigungsspektrum nach Abb. 11-20 . Die blattzahl-
" harmonischen Frequenzen liegen in einem Bereich, in dem sich Vibrationen
negativ auf das physiologische Wohlbefinden des Menschen auswirken. Daneben
spielt die Empfindlichkeit von Gerdten in der Zelle eine Rolle.

Ein einfaches Ersatzmodell des Hubschraubers, das auch fir praktische Ver-
-suche verwendet wurde, zeigt Abb. 11-21 . Hier wurde das Verbindungselement,
der Schwingungsisolator, noch als freies Bauteil aufgefaBt. In Abb. 11-22
wird das Verbindungselement herausgeschnitten.
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Abb. 11-21 Ersatzmodell fiir einen Hubschrauber
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Abb. 11-22 Verbindungselement eines Hubschraubers

Aus Abb. 11-22 wird deutlich, daB das Verbindungsbauteil als ein Zweitor mit
der Kettenmatrix A, betrachtet werden kann. Die Kettendarstellung lautet

- ‘1 F b B ot -
V AVu Av,, V2
= (11-44)
F, Ay, Av, [|-F
b -l e od b -
mit
vs = yq? : (11-45)
Die Gleichgewichtsbetrachtung an der Masse m, ergibt
‘ - (11-47)
F, (s) m, s V,(s)

Beriicksichtigt man in Gl.(11-44) die Gleichungen (11-45) bis (11-47), erhdlt
man in der ersten Zeile

Vo(s) = (AV“ +5m, AVu) Vy(s) (11-48)

Multipliziert man die rechte und linke Seite in Gl.(11-48) mit s , bekommt
man eine Beziehung zwischen den Beschleunigungen am Rotor und an der Zelle.
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Aus G1.(11-48) laRt sich die Ubertragungsfunktion

H(s) = —VZ(S) = S&(S) = ! (11-49)
W(s) skK(s) Ay, + s mz A,

definieren.

Die Beschreibung von Zweitoren erfolgt nach den Kapiteln 9 und 10 in der
Impedanz- oder Admittanzform. Fir das Verbindungselement wird eine Impedanz-
matrix Z (s) angesetzt, so daB man

Zy 42
4 z
A - 12 21 (11-50)
| 22 22
mit
- 2 -
42 = 2z, 2,, - Z (11-51)
erhdlt.

Da es sich um ein stationdres Schwingungsproblem handelt (s =iw) , erhdlt
man aus Gl.(11-49) eine Beziehung

2
Sy(w) = |H(w)| Splw) (11-52)
wobei das Beschleunigungsspektrum der Zelle

S,(w) | iw Vytiw) |° (11-53)

und das Erreger- Beschleunigungsspektrum
Splw) = | jw Voliw) ]2 (11-58)
R - R

eingefiihrt wurden. Aus den physikalischen Eigenschaften des Rotors kann
Se(w) entsprechend Abb. 11-23 angenommen werden (vgl. Abb. 11-23). Die
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Erregung am Rotor erfolgt durch die Kraftquelle "Motor", die als ideal an-
genommen werden kann.

Se { - §,=1.17
T 5231.
53 =0.23
[ u Sl
Wy W, Wy W, Wy Wg Wy Wy w
wy, = 164.9 w,=188.5 wy;=341.6 w, =365.2

wg = 518.4 wg= 538, w,=895.  wg= 7147

Abb. 11-23 Spektrum der Rotorerregung eines Hubschraubers

Wie in Kapitel 11.3 kann die GroBe

Winax
2 = sz(w) dw —» min (11-55)
0

als geeignete Optimierungsfunktion angesehen werden.

Es erfolgte eine Rechnung mit einem modalen Ddmpfungsansatz nach Gl.(10-40)
mit zwei Partialbriichen. Da die Briiche beziiglich der Parameter redundant
sind, wurde t,; =1 und t,, =1 festgelegt, so daB insgesamt 8 Optimie-
rungsparameter zur Verfiigung stehen. Die Optimierung lief in Richtung ¢ — 0
und B — 0 , was sich anhand der GIn. (11-49) bis (11-52) erkldren ldBt.
Gilt a =0 und B=0 , wird A\,‘2 (s) auf der imagindren Achse s = iw
im ersten Storungsbereich von S¢ (w) wunendlich groB. Nach Gl.(11-49) ver-
schwindet dort H(w) bzw. nach Gl.(11-52) auch S.(w) .

Das Ergebnis der Optimierung hédtte man durch genauere Betrachtungen des
Schwingungsproblems von vorn herein erhalten kénnen. Es sollte jedoch ge-
zeigt werden, daB die optimierung tatsdchlich in die Richtung einer opti-
malen Struktur geht.

Fir breiter verteilte Erregerspektren und kompliziertere zu isolierende
Strukturen wird die analytische Betrachtungsweise ihre Grenzen haben. Hier
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kann die vorgestellte Methode weiterhelfen, auch wenn die Realisierung von

Iweitormatrizen durch mechanische Systeme noch zu erforschen ist. Man wdhle
Zz.B. fiir ein kompliziertes Schwingungsisolationsproblem wie beim einfachen

Hubschraubermodell eine Impedanzmatrix Z(s) mit

m
aoik*‘ a“ks + ... ¢ Clm.S

z..(s) = L (11-56)
ikls) 1+ bys+...+b,s" |

( i,k = 1,2)

vor. Die Koeffizienten aus Gl.(11-56) mégen einer Optimierung, wie sie be-
reits beschrieben wurde, unterzogen werden. Im Optimierungsergebnis, also
in einer optimalen Impedanzmatrix Z , ist die optimale Struktur enhalten,
auch wenn diese nicht explizit bekannt ist. Die Darstellungsform Gl.(11-56)
ermdglicht danneinen Einblick zur praktischen Strukturauswahl. Hat man sich
auf der anderen Seite fir eine bestimmte Struktur entschieden, erhdlt man
nun ein Beurteilungskriterium im Vergleich der Impedanzdarstellungen der
optimalen mit der vorgewdhlten Struktur. Diese Vorgehensweise stellt ein
indirektes Optimierungsverfahren dar. Sie bietet sich fiir aufwendige Systeme
an, wo der Rechenaufwand zur Bauelementoptimierung bei einer vorgewdhlten
Struktur groB ist. Ein numerisches Experimentieren mit verschiedenen Struk-
turen wﬁrde viel Rechenzeit in AnspruchAnehmen. Der erste Optimierungs-
schritt erfolge dannn mit einer Impedanzmatrix Z(s) in der Darstellung
nach Gl1.(11-56). Die Anpassung der gefundenen Losung mit Hilfe einer vorge-
wdhlten Struktur im zweiten Optimierungsschritt ist in relativ einfacher 'A
Weise programmierbar (dhnlich wie in Kapitel 11.2). Das Erproben verschie-
dener Strukturen kann mit wenig Rechenaufwand durchgefiihrt werden.
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12. Zusammenfassung

In dieser Arbeit wird eine neue Synthesemethode als Entwurfstheorie fir dis-
krete, passive mechanische Schwingungssysteme vorgestellt. Anhand von ein-
fachen Beispielen werden Einsatzgebiete bei der Schwingungstilgung und -iso-

lation aufgezeigt.

Notwendig zur Anwendung der Synthesemethode ist die Darstellung mechanischer
Systeme als Netzwerke. Mechanische Netzwerke konnen als Spezialfdlle allge-
meiner Netzwerke aufgefaBt werden. Aus der Menge allef passiven Netzwerke
lassen sich Zweipole (z.B. Tilger) und Zweitore (z.B. Schwingungsisolatoren)
definieren. ZIweipole, die aus Massen, Balken, Ddmpfern, Federn und Hebeln
bestehen, werden durch Impedanzen und Admittanzen charakterisiert. Die Im-
pedanzen und Admittanzen gehdren zur Funktionenklasse der rationalen, posi-
tiv-reellen Funktionen, sogenannte Zweipolfunktionen. Zweitore werden mit-
tels Matrizengleichungen zweiter Ordnung beschrieben. Die Impedanz- und
Admittanzmatrizen passiver Zweitore konnen der Klasse rationaler, positiv-
reeller Matrizen zugeordnet werden. '

Die freien Parameter von Zweipolfunktionen und positiv-reellen Matrizen
bieten die Moglichkeit zur optimalen Anndherung an vorgeschriebene Uber-
tragungsfunktionen. Die Methoden der Netzwerksynthese erlauben die Umset-
zung der gefundenen Funktionen in mechanische Systeme. Durch diese Vorgehens-
weise erhdlt man fir jedes spezielle Schwingungsproblem optimale Strukturen
mit optimalen Bauelementwerten.

Bei der Realisierung von Zweipolfunktionen durch mechanische Systeme stoRt
man auf eine Sonderrolle der Masse. Einzelne Massen weisen die Besonderheit
auf, mit dem Inertialsystem verkniipft, d.h. "geerdet" zu sein. Dagegen er-
hdlt man mit dem Syntheseverfahren auch Netzwerke mit nicht geerdeten Mas-
sen. Es existieren jedoch mechanische Ersatzsysteme (Balkensysteme) zur Re-
alisierung solcher Netzwerke. Das fiir die Synthese wichtige Verfahren von
0. BRUNE fihrt auf mechanische Netzwerke, die wegen negativer Massen und
Federn nicht unmittelbar realisierbar sind. Es konnte jedoch ein mechani-
sches Bauelement gefunden werden, mit dem die Anwendung des Synthesever-
fahrens von 0. BRUNE fiir die Mechanik mdglich wird.
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Mit Hilfe der Betrachtungen iiber nicht geerdete Massen und die Netzwerke
bei der BRUNE-Synthese wird der Beweis der mechanischen Realisierbarkeit
aller Zweipolfunktionen erbracht. Der Realisierbarkeitssatz ist die Kern-
aussage dieser Arbeit und kann als Analogon zum Satz von BRUNE in der Elek-
trotechnik angésehen werden.

Die praktischen Anwendungsmiglichkeiten passiver mechanischer Systeme werden
durch die methodische Vorgehensweise beim Entwurf verbessert und erweitert.
Es bleibt zu hoffen, daB die vorgestellte neue Synthesemethode in die Mecha-
nik Eingang findet wie dies bereits in der Elektrotechnik geschehen ist.
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