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Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wird das instationdre Temperatur-
feld unter EinschluB einer bekannten Warmequelle durch ein
Extremal-Variationsprinzip im Funktionalraum beschrieben. Auf
dieser Basis werden fiir den ein- und zweidimensionalen Korper
FEM~Programme entwickelt. An einigen Beispielen werden Ver-
gleiche mit bekannten Losungen und experimentellen Ergebnis-
sen durchgefiihrt. Die so bestimmte Temperaturverteilung wird
in das Prinzip der virtuellen Arbeit =ingesetzt. Hierdurch
wird die Berechnung der entsprechenden Warmespannungen mog-—
lich. Ein hierzu entwickeltes FlM-Programm wird an einfachen
Beispielen getestet.

Summary

The present paper deals with the description of the unsteady
temperature field including a known heat source by means of
an extremal-variational principle in the function space. On
this basis FEM-programs for the one-~ and two-dimensional
body are developed. Some examples are compared with known
solutions and experimental results. The so determined
temperature profile is applied to the principle of the
virtual work. Hereby the calculation of the corresponding
thermal stresses is made possible. A FEM-program developed
for this purpose is tested with single examples.
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1 Einfiihrung

Die vorliegende Arbeit wird als ein Beitrag zur numerischen
Losung von thermomechanischen Problemen verstanden. Es wird
eine Beschré@nkung auf lineare, thermoelastische Prozesse
durchgefiihrt. Im Hauptteil der Arbeit wird mit Hilfe der
Variationsrechnung bzw. der Methode der kleinsten Fehler-
quadrate eine mathematische Grundlage zur Berechnung
instationdrer Wiarmeleitungsprobleme entwickelt. Die so
formulierte Theorie wird auf die Methode der finiten
Elemente angewendet. Die erhaltene Temperaturverteilung
wird als Belastung fiir einen thermoelastischen Korper be-
trachtet. Die entsprechenden Warmespannungen werden durch
ein erweitertes Formanderungsgesetz berechnet, das in das
Prinzip der virtuellen Arbeiten eingesetzt wird. Numeri-
sche Beispiele und experimentelle Untersuchungen bestati-
gen die entwickelten theoretischen Methoden.

1.1 Die instationdre Warmeleitungsgleichung

Mit der Warmeleitung ist ein Energietransport infolge un-
gleichmédRiger Temperaturverteilung verbunden. Die Ge-
schwindigkeit mit der diese thermische Energie transpor-
tiert wird, hdngt von den thermischen Materialeigenschéften
und der GroBe des Temperaturgradienten ab. Beschrénkt man
sich auf homogene und isotrope Korper, so kann der auf ein
Flachenelement in Normalenrichtung bezogene Warmestrom

Q (x, t) mit der von Biot und Fourier eingefiihrten Be-
ziehung

q=-Agrad® (1.1)



als Warmestromdichte qQ ermittelt werden. Hierbei stellt
N\ die auf eine skalare GroBe reduzierte Matrix der Wirme-

leitfahigkeit dar. ()(Es t) stellt die Temperaturvertei-

lung dar. Die Energiebilanz fir ein Volumenelement dV er-

gibt (s. a. [7] )
dVg,c,d®=-dV dt¥g+dVdt R .2

Wahrend die linke Seite von (1.2) die Anderung der inneren
Energie darstellt, bestimmt div g die pro Volumen- und Zeit-
einheit ausgetretene Wdrmemenge. Der letzte Ausdruck der
Gleichung (1.2) stellt die Anderung der Quellenenergie dar.
Gleichung (1.2) wird umgeformt und man erhdlt mit (1.1) die
bekannte Fourier-Gleichung

M - ‘I . |
@—aA@--—QOCp R (1.3)

In der obigen Gleichung ist eine unendliche Wellen- bzw.
Informationsgeschwindigkeit vorausgesetzt. AuBerdem werden
samtliche Materialkonstanten als konstant liber die Zeit
angenommen. Das Symbol "[&“ stellt den Laplace-Operator
dar. Mit H = R schreibt sich die Gleichung (1.3) zu

Qo Cp é + V‘q = H. (1.4)



Schreibt man die Feldgleichung der Mechanik zu

Qv -V0 =gf, (1.5)

so sind die folgenden Analogien zu erkennen:

i) Impuls -+ innere Energie
ii) Spannung —~— Warmestromdichte
iii) Volumenkraft «—e Quellenleistung oder
thermische Quellenkraft H

Fiir spezielle Probleme existieren Losungen dieser parabo-
lischen Differentialgleichung (1.3), so z. B. fiir die un-
endliche Halbebene. Insbesondere sind fiir regelmdfige Kor-
performen brauchbare Nzherungsldosungen, die z. B. aﬁf
Laplace-Transformationen oder Differenzenverfahren beruhen,
vorhanden (s. a. [8] und [9] ). Eine allgemeine Losung fiir
beliebige Korperformen ist offensichtlich nur iiber die An-
wendung numerischer Verfahren moglich. Obwohl die Grenzen,
die durch die elektronische Datenverarbeitung bedingt sind,
sehr weit gesteckt sind, kommt es bei einer numerischen
Losung eines Problems nach wie vor auf ein stabiles Lésungs-
verhalten an. Eine Grundvoraussetzung ist hierfiir ein ge-
eignetes Funktional.

1.2 Bekannte Variationsprinzipien fiir die instationire
Wérmeleitung

Eine zusammenfassende Darstellung iiber das gesamte Gebiet
der Thermodynamik ist in dem Buch von G. Lebon und

P, Perzyna [10] enthalten. B. A. Finlayson und L. E. Scriven



- 10 -

[41] haben in einer umfassenden Arbeit die Entwicklung der
Variationsprinzipien bis 1966 beschrieben. Fir die Zeit bis
1966 existieren nach Finlayson fiir die Warmeleitung nur
"Quasi-Variationsprinzipien" und "eingeschrankte Variations-
prinzipien", die nicht den Anwendungsbereich von klassischen
Variationsprinzipien besitzen. In diesem Zusammenhang wird
auf die Einteilung der approximativen Losungsmethoden in
zwei grofBe Gruppen hingewiesen., Dies sind zum einen die
Methode der gewichteten Residuen (s. a. G. Schmid [37] )
und zum anderen die Methoden, die auf eine variationale
Formulierung griinden. Beide Gruppen beinhalten wieder Ver-
fahren wie z. B. die Fehlerquadrat-Methode oder das Galerkin-
Verfahren als Sonderfélle der Methode der gewichteten Resi-
duen bzw. das Prinzip von d'Alembert oder ein Quasi-Varia-
tionsprinzip als Methoden der Variationsrechnung. Zwischen
einigen Methoden der beiden genannten Gruppen bestehen
Lquivalenzbeziehungen, auf die an dieser Stelle jedoch nicht
eingegangen wird. Fir die Zeit nach 1966 werden einige be-
kannte Variationsprinzipien fiir die instation&ire Wdrmeleitung
betrachtet. Als ein erstes Beispiel wird ein Funktional von
Krajewski [13] bzw. von Lebon und Lambermont [14] betrachtet.
Alle drei Autoren betrachten ein Funktional der folgenden Arts

T 2 C]
o©)=[[[20)|vel"  6,[ci Aip do
00 6,

©
-[wm ) d ] dVdt
©o

(1.6)
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*fo [feq(&) A(D) d9 | dA dt
eo

0 3D,
T )
sof [ [[{%-%) o) d9]dAdt
0 aDs 6, |

(1.6)

Hierbei beschreibt (1.6) die nichtlineare Warmeleitung,
wobei die folgenden GroRen definiert sind:

?\('ﬁ ) Warmeleitfahigkeit

C({}) Warmekapazitiat

W(J) wirmequelle

() wirmestromdichte auf dem Rand 0D 2

a Warmeiibergangskoeffizient fiur eine
Randbedingung der 3. Art
(Newton'sche R. B.)

()o Bezugstemperatur

2
Z| =4[ {®-6a} dVv
L:O 26[{ | (1.7

@a Temperaturverteilung zur Zeit t = O

'8' F Temperatur des umgebenden Mediums.
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Wdhrend Krajewski [’13] mit Hilfe des Satzes von Gauss-
Ostrogradsky zu den Differentialgleichungen des Problems
kommt, bezeichnet Lebon [14:1 das Variations~Frinzip als
ein eingesthénktes Prinzip, da bei der Variation der
Ausdruck (Qk nicht variiert wird.

Ebenso wird die Anfangsbedingung durch das Fehlerquadrat-
integral Z| 4 = o Offensichtlich unabhéngig vom Variations-
prinzip erfiillt. Betrachtet man das Prinzip fiir den Fall
der linearen Warmeleitung, so folgt das Funktional (1.6)

zZu

T
oo = [[5A[V6['+ C 60 -Wie) 0] dVat
0D

T T
[ [6 aedadtsaf [[76*6:6)dAdt
0 aD, d aD4
+Zl.0 - (1.8)

Es ist nun nicht schwierig zu erkennen, daB eine Variation
von (1.8) nur dann zu den Differentialgleichungen des Systems
fihrt, falls der Ausdruck @k nicht variiert wird.

Hieraus resultieren auch gewisse Schwierigkeiten fiir die
numerische Anwendung. Es bleibt somit der grundsidtzliche
Nachteil bestehen, daB der Differentialoperator [ ()= %(t—)
ein Hindernis fiir die Bildung eines positiv
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definiten Funktionals darstellt. Diese Schwierigkeit ist
mathematisch begriindet und liegt in der fehlenden Selbst-
adjungiertheit des Operators L (.) in Bezug auf das gewShn-
liche innere Produkt. Diese negative Eigenschaft ist natiir-
lich auch noch bei anderen Problemen vorhanden und es wurde
daher mit Hilfe der modernmen Funktional-Analysis schon
friihzeitig versucht, solche Operatoren zu symmetrisieren.
Ist dies moéglich, so wird ein selbstadjungierter Operator
K (.) so bestimmt, daB L (.) K-selbstadjungiert ist. Auf
diese Weise erhdlt man z. B. ein Faltungsintegral
(convolution-produkt). K. Washizu [16] war offensichtlich
der erste, der diese Produktbildung fiir die Formulierung
eines Variationsprinzipes einsetzte. Spater wurde diese
Methode auf Probleme in der Viscoelastizitédt (M. Gurtin
[17] » M. Leitman [18] ) und auf die Wérmeleitung (J. M.
Reddy [19] ’ [20] ) ausgedehnt. Die Methode der Symmetrie-
rung fiihrt Jjedoch fiir die Warmeleitung zu keinem Extremal-
Prinzip. Ein erster Schritt auf dem Weg zur Entwicklung
eines Extremal-Prinzips wurde von Herrera [21] und Collins
[22] getan. Grundlage dieses Weges ist die gleichzeitige
Betrachtung der Fouriergleichung und ihrer adjungierten
Gleichung. Herrera erhalt durch diese Betrachtung ein
Funktional, das in einem beschrénkten Bereich ein Minimum
und in einem anderen beschrédnkten Bereich ein Maximum fiir
die Losung der Gleichung besitzt. Collins [22] erhdlt
durch Addition und Subtraktion der zueinander adjungierten
Differentialgleichungen ein neues System von Differential-
gleichungen. Er konstruiert zwei Funktionale mit den fol-
genden Besonderheiten: Das erste Funktional stellt zusam-
men mit der ersten Gleichung als Nebenbedingung ein Minimum-
Prinzip und das zweite Funktional stellt zusammen mit der
zweiten Gleichung als Nebenbedingung ein Maximumprinzip dar.
Ein weiterer Versuch, ein Extremalprinzip zu konstruieren,
ist von Filippov und Skorohodov [23] durchgefiihrt worden.
Die Hauptidee der Autoren besteht in dem Versuch,
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das Prinzip in einer erweiterten Klasse der Funktionale zu
formulieren. In dieser erweiterten Klasse werden neben den
ersten Ableitungen auch die Integrale der ersten Ableitun-
gen betrachtet. Hierdurch gelingt es den Autoren, ein
Extremalprinzip zu konstruieren. Es ist ;jedoch offensicht-
lich nur fiir Rechteck-Gebiete und besondere Randbedingungen
anwendbar. Vujanovic und Baclic [15] wenden das Prinzip des
kleinsten Zwanges nach GauB auf die parabolische Differen-—
tialgleichung an. Sie betrachten den quuadratischen Ausdruck

Z=[[x-v]"av

D

(1.9)

mit

X =V(AVO); Y=qc®

Eine Minimisierung von (1.7) ist fiir die Autoren auf
zweierlei Arten moglich:

X0 wa 8Y=0
oder 6X=0 und 6Y* O (1.10)

Unabhangig davon, daB in beiden Féllen nicht alle Variationen
zugelassen sind, erh&lt man bei dieser Methode Losungen, die
noch nachtréglich iiber die Zeit integriert werden miissen.
Ansonsten ist der Grundgedanke, das Prinzip fiir die Warme-
leitung iliber das GauBl'sche Prinzip des kleinsten Zwanges
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zu formulieren auch in dem Prinzip der virtuellen Quellen-
energie enthalten. Eine besondere Stellung unter den Prinzi-
pien fiir die instationdre Warmeleitung nimmt das Prinzip von
Biot ['12] ein. Biot fiihrt einen Warmeverschiebungsvektor H

ein, der durch

(1.11)

t
H =0[g_d'c

bestimmt ist. Hierdurch kommt Biot zu der Beziehung

f(V@-l--%EI)'GH dvV=10 (1.12)

D

und nach einiger Umformung sowie mit der inneren Energie

u, = cp@ zu

[c060dvs [LH-6HdV=-[on-5H dA
D oD

D

(1.13)
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Aus dem ersten Integral schlieBt Biot auf das thermische
Potential

(1.14)

P = lz-chp@zdv

Durch eine Variation des (1.13) entsprechenden Funktionals
xommt man zu (1.12), falls E nicht variiert wird. Eine
Deutung der Fourier-Gleichung als Euler-Gleichung in (1.12)
ist jedoch moglich. Durch eine Einfiihrung von generalisierten
Koordinaten gelingt es Biot, eine zur Lagrange'schen Glei-
chung fir dissipative mechanische Systeme analoge Gleichung
zu finden., Es fallt an dieser Stelle auf, daB &hnlich wie
beim Prinzip der virtuellen Quellenenergie die Eulersche
Gleichung durch eine beliebige Variation einer abgeleiteten
GroBe und nicht der GrundgrdBe ® folgt. Ein entsprechendes
Funktional existiert Jjedoch im Sinne der Variationsrechnung
nicht.
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2 Ein Variationsprinzip mit Extremal-Eigenschaften fiir die

Warmeleitung

2.1 Das Funktional und seine erste Variation

Es wird ein homogener und isotroper Korper betrachtet, fir
den die Warmeleitungsgleichung (1.3) in jedem Punkt gililtig
sein soll. Ebenso sollen auch alle in Kapitel 1.1 getrof-
fenen Annahmen weiterhin bestehen. Zur mathematischen Be-
schreibung im Raum und der Zeit wird der Korper in ein Ge-
biet D und einen Rand 9D wie folgt aufgeteilt.

aD;
\

8D2—
8D = 3D; + 3D+ 3D;

aD,

Abb. 2.1 Gebiet D und Rand 9D des Korpers

Wahrend auf den RéndernaD1bzw.aDzdie.Temperaturen bzw.

die Warmestromdichten in Normalenrichtung als bekannte Funk-
tionen vorgegeben sind, konnen auch auf dem Rand 9D3 Linear-
kombinationen von Temperaturen und Warmestromdichten als
Randbedingung der dritten Art beriicksichtigt werden. Da

im folgenden in Zeitintervallen gerechnet wird, wird die
Randbedingung der dritten Art mit ausreichender Genauig-
keit auf eine Randbedingung der zweiten Art zuriickgefiihrt.
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Das Funktional lautet mit K = -———1—
QoCp

T T ,
o = -‘Z—O[Dj@lzdv dt + %;fD[azlwlz dv dt

[ [xR (6 -a00) dvdte L[ alvel* av
D

0D A

: T
2 .
- 3 [alve| dv-[ [afve-n dAdt
D 0 @D,

T [ ]
+ofa{2%q,,® dA dt .
(2.1)

Es wird nun die Menge der Funktionen @(_}g, t) betrachtet,

die

(i) stiickweise stetig bezliglich t und zweimal
stlickweise stetig beziiglich x differenzier-

bar sind,

(ii) die Anfangsbedingungen ©(x, 0) = @O (x)
und '
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(iii) alle Randbedingungen erfiillen, d. h. fir
die

O(x, t) = £ (t) auf 8D, und

AVOGE, t.n= - q,(t) auf 3Dy .

- Die erste Variation des Funktionals (2.1) ergibt unter Be-

achtung der obigen Bedingungen (i - iii)

6<b=ff® 50 dV dt +fo a?A® 6A0 dV dt
0D 0D .

T

-[ [ k66 - asre)dvdt + [avel: svel,dv
0D D '

_-jT’ a f5V0-n dAdt+ijuqn6® dA dt

(2.2)
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Zur Umformung von 6 (D wird zundchst die Gililtigkeit der
Identitat

1 . . T
-[[a (20 86+65A8)av dt - [ave-ove| dv
0D D ,

T .
+[ [(ave-n 66+ a‘(:) 5V6-n)dAdt= 0

0 ab

- (2.3)
gezeigt. Diese folgt aus
T . . T
[ [(ne 56 +6506)dvdt=6[[6 redvdt
0D 0D
(2.4)

sowie einer Umformung von

T T
OjD[@ A® dV dt =0fD[@ 8, dV dt
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T I..
=[[(6 e)dvdt -Ojnfe,i 8, dV dt

0D

T T .
- i
Ofo ),idV dt - zofo 6,)dV dt

:
[ [é G,inidAdt—-%-J@,s 8], dv .

0 aD

(2.5)
Setzt man (2.5) in (2.4) ein, so folgt
T
f (A6 66+ 6 5A6)dVdt =
0D
(2.6)

:
[ [(66ve-n+ve 66-n dAdt -[ve-58] v .
D

0 aD
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Aus (2.6) folgt unmittelbar die Identitdt (2.3).
Addiert man die Identitdt (2.3) zu (2.2), so schreibt sich

die 1. Variation unter Beachtung der Zulassungsbedingungen
fir @(Ea t)

60 =[[(©-206-%R) 5(6-200)dvdt.

(2.7)

Wird das Funktional fir eine Funktion @(3{_, t) stationdr,

gilt also 6(]) = 0 fiir alle 6@ (x, t), die den homogenen
Anfangs- und Randbedingungen geniigen, so befriedigt die zu-
gehorige Funktion @(z, t) die Warmeleitungsgleichung

®-alAB8-wR =0. (2.8

Um auf diese Euler-Gleichung schlieBen zu kdnnen, ist zu
beachten, daB zu beliebig vorgegebenen 6e

56 = 60 - a ABO
2.9)

stets eine Funktion 6@(5, t) gefunden werden kann, nam-
lich die Losung der obigen Warmeleitungsgleichung fiir
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6@(1(_, t) mit homogenen Anfangs- und Randbedingungen und

Gé(z, t) als Quellterm bzw. als spezifische thermische
Quellenenergie.

2.2 Die Konstruktion des Funktionals aus dem "Prinzip der
virtuellen Quellenenergie" |

Es wird nun gezeigt, daB das Funktional (2.1) auch direkt
aus der Warmeleitungsgleichung entwickelbar ist. Hierzu
wird die Gleichung (1.3) mit einer virtuellen Anderung der
spezifischen thermischen Quellenenergie (2.9) multipliziert;
so daB

T
[[(6-ane-%R) 6¢dvdt=0
0D

(2.10)
folgt. Mit e = @ -a A8 wird (2.10) zu
T
[[(&-xR)6¢dvdt=0.
0D (2.11)

Diese Form wird als das Prinzip der virtuellen Quellen-
energieq) bezeichnet. Von (2.11) kommt man leicht zu

1 Dieses Prinzip ist eine besondere Form des Prinzips der
virtuellen Energieilibertragung, das P. Mazilu in [3] ent-
wickelt hat.
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Gf[(%éz-néé)dthO

0D . (2.12)
und zu der Funktionalform

0 :JTD[(;— ¢~ wRé) dvdt.

(2.13)

Schreibt man (2.13) ausfiihrlich, so folgt

¢ 6[[[ (6- aA@)—nR(@ a4e)]dvdt

(2.14)

bzwe.

=% f|@| dvdt + 2ffa|A@| dv dt

i
f[ a ® A6 dVdt ffnR@ aA@)dVd(tm)
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Mit Hilfe der Beziehung (2.5) kann das dritte Integral
(2.15) umgeformt werden, so daB das Funktional zu

T T o
o =3[ [16lavdt+ [ [a"laol avat
0D 0D

f aA@)dth+— a|vel: dv

0D D

- 2ja|vel dv fjafve .n dA dt

0 9Dq

o[ [xa6aaa

)] oD,

(2.16)

geschrieben werden kann. (2.16) stimmt aber mit (2.1) {iber-.
ein. Hierdurch ist bewiesen, daB die Wdrmeleitungsgleichung

(1.3) und das Funktional (2.1) #quivalente Beschreibungen
des Wdarmeleitungsproblems sind.
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Beziiglich der Konvexit#t des Funktionals hat P. Mazilu in

[3] bewiesen, daB das Funktional (2.1) streng konvex ist.
Damit ist die Voraussetzung fiir ein stabiles Losungsver-
halten gegeben. '

2.5 Beziehﬁngen zur Fehlerquadratmethode

Fir eine beliebige Funktion @(E, t), die lediglich den
Zulassungsbedingungen geniigt, wird die Warmeleitungsgleichung
natiirlich nicht erfiillt, es entsteht vielmehr der Fehler

O - aA® - uR.

(2.17)

Als Fehlerquadrat ergibt sich damit

® =fo((~5) - 2 A6 -%R) dvat =ij(é kv
. 0D ‘

0D

(2.18)
bzw.

i
b = e2-2n Ré+ w2 R?)dVdt .
0fo< )
(2.19)
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Vergleicht man (2.19) mit (2.13), so gilt

$ - 20 +f[ W2 RV dt

0D (2.20)

bzwe.

T

¢=+8-+[[ w2 R*dvat .

0D

(2.21)

Das Funktional (D stimmt also bis auf ein konstantes,
additives Glied und einen konstanten Faktor mit dem Fehler-
quadrat 6 iiberein. Dieser Unterschied ist fiir die Varia-
" tion des Funktionals ohne Bedeutung. Das Minimum beider
Funktionale wird natiirlich fiir die gleiche Funktion

@(g, t) angenommen.
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2.4 Zur Illustration der instationdren Wérmeleitung

An zwei'einfachen Beispielen werden typische Losungen der
~ als Anfangs—Randwertaufgabe formulierten parabolischen

" Differentialgleichung (1.3) aufgezeigt. In einem ersten
Kapitel werden die Werte, die aﬁfgrund des vorgestellten
Variationsprinzipes aus der FEM-Rechnung folgen, mit den
Werten der entsprechenden exakten Losung verglichen. In
einem zweiten Kspitel wird eine Minimisierung des Funk-
tionals (2.1) beziiglich einer allgemeinen LOsungsfunk-
tion durchgefiihrt. Es folgt hieraus die exakte Losung.

2.4.1 Ein numerischer Vergleich mit der exakten Losung

Es wird das folgende, einfache Problem betrachtet.

®n
T T——
\\
~
N
N
. AN
AN
| \\
T‘Z"l \
0 ' e -
l 4
-

Abb. 2.2 Eindimensionaler Kérper (Stab) mit der
Lénge 1 = 20 mm, der Temperaturleit-
fahigkeit a = 14,1 mm2/s und der ge-
wdhlten Elementeinteilung
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. Gegeben ist die in Abb. 2.2 skizzierte Anfangstemperatur-
verteilung des Stabes zu

©ix,0) = Bmax COS(%“ X) ;

(2.22)
der homogenen Dirichlet'schen Randbedingung
Bun =0
(2.23)
und der homogenen Neumann'schen Randbedingung
d - -
3x @(o,t)- S, (0,t) = 0.
(2.24)

Im folgenden wird @max gleich Eins gesetzt. PFiir
dieses Wéarmeleitungsproblem schreibt sich die Fourier-
gleichung (1.3) mit R = 0 zu

©-a0" =0.

(2.25)
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Die exakte Losung nach J. Bernoulli ist bekannt und
lautet fiir das obige Problem

® = expl-k®at) cos{kx)
mit
(2.26)

Im Vergleich hierzu wird das obige Problem mit Hilfe des
vorgestellten Variationsprinzipes geldst. Hierzu wird der
Korper in vier Elemente aufgeteilt, fiir die geeignete
Formfunktionen mit Hilfe kubischer Hermite~Polynome
formuliert werden. Als Freiheitsgrade an den jeweili-

gen Knoten werden die Temperaturen und die Températur—
Gradienten bestimmt, so daB auch die Stetigkeit der
ersten Ortsableitung gesichert ist. Der entsprechende
Formfunktionsansatz wird zu

Ow,0) = fitn Hi 6} + fom Hi oi
(2.27)

geschrieben und in das Funktional (2.1) eingesetzt. Hier-
bei stellen die Hi die schon erwdhnten Hermite-Polynome
dar und die Gﬁ bzw. Gﬁ sind die Knoten-Anfangswerte
bzw. Knotenfreiheitsgrade (Temperaturen und Temperatur-
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gradienten) zur Zeit t = O bzw. t = T. Die Zeitfunktionen
f‘l(t) und fz(t) sind lineare Formfunktionen, die den Zeit-
. verlauf approximieren. Das Funktional wird nun besziliglich
aller @; minimisiTert und man erhdlt die Bestimmungs-
gleichungen fiir ®; . Das entsprechende Programm ist in
Basic geschrieben und auf einem CBM-Computer gerechnet
worden. Die Ergebnisse sind in Abb. 2.3 aufgetragen.

U N — — — — exakte Losung

@; ax \,k\ /X =0 X X X  FEM-LOsung

T T
1 2 3 4 § :
t [sec]
Abb. 2.3 Temperaturverlauf flir zwei Punkte des
eindimensionalen Koérpers (cp: 470 J/kg K,

A= 52,3 W/K m, Qg = 7900 ke/m’)
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Vergleicht man die Werte der in diskreten Zeitpunkten be-
rechneten FEM-LOsung mit der Kurve der exakten Losung,

80 kann man von-einer nshezu volligen Ubereinstimmung
beider Losungen sprechen. Die Abweichungen liegen inner-
halb der Zeichengenauigkeit und betragen bei einer Zeit-
intervallénge von 1,6 sec weniger als 0,04 %.

2.4.2 Eine Minimisierung des Funktionals

Analog zum Beispiel in Kap. 2.4.1 wird ein Stab mit einer
sinusformigen Anfangstemperaturverteilung '

G(x.o) = Omax Sin(_zl_ux) (2.28)

und den homogenen Dirichlet'schen Randbedingungen

1l
o

Bo,t) = O, 1) (2.29)

betrachtet.

Im folgenden wird ©max gleich Eins angenommen und R
gleich Null gesetzt.
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Fiir die allgemeiné Losung wird die Funktionenreihe

’ (o)
Oty = 21 batr sin{S2nx )

(2.30)
mit Q:%-T—I-
angeschrieben.
e ela() e Ll ) coigen
‘weiterhin

o0
Oix,u= . Q n byw cos(Qnx)
n=1
Oty = =D, @ n’byy sin(Qnx)
n=1

® w L ]
Ot = 2, buty sin (nx) .
n=1

(2.31)
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Diese allgemeinen Ausdriicke werden in das Funktional (2.1)

eingesetzt und beziiglich b, (t) minimisiert. Unter Beriick-

sichtigung der obengenannten Randbedingungen kann das
Funktional zundchst auf

T T
: . 2 YA
o = 17[|@| dvdt + + fazlA@Idth'

0D 0 D

+ 3 [ alve| av
D

(2.32)

reduziert werden.
Im einzelnen folgt

0o T, (
CD(b'n)'-‘-;—Z {fb?;.dfsinz(an)dx dt

n=1 ¢

T | ‘
+f a2 n' bﬁcf sin‘(Q nx) dx dt

0

2 2,2 2
+a@n bnd[COS (an)dx} " (2.33)
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Hierbei wurde bzw. wird von der allgemeinen.Beziehung

27T
fsin(mx) sin(nx)dx = T Omn

(2.34)

Gebrauch. gemacht.

Die weitere Rechnung ergibt

o0 T o
Oy= 22, { [ (bh +&QribL)dt sa@r’bir)

n=1 0

(2.35)

Zur Minimisierung des Funktionals (2.35) wird die erste
Variation durchgefihrt.

(> 0] T o .
50 = > { [(bnbbn+ 2R n by 8bs) dt
n=1

0 A
2 2
+a Q'n bnmﬁbn(ﬂ}= 0 (2.%6)
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Eine partielle Zeitintegration fiihrt auf

-
-

T ' .
f 22 by -bn ) by dt
0 .

+ (Bn(Tl +a Qz I‘\2 bnm)ﬁbnm} =0

(2.37)

und damit zu den Bestimmungsgleichungen
2 4 l, (X}
a f? n bn "t)n - 0

e A 2
buym+a Qnbyn =0 .
(2.38)
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Aus den Anfangsbedingungen (2.28) folgt

b1(0) =1
(2.39)

bn(O) =Cn+Dn=0 fiirn=2,3,....

Die Fundamentalldsung der Differentialgleichungen (2.38)
lautet mit K. = a anz

bntt1 = Cn exp(-kn t) + Dn exp(knt).

(2.40)

Diese Beziehung wird in die zweite Gleichung von (2.38)
eingesetzt, so daB

- Cn kn exp(-kn T) + Dn kn exp(knT)

+Cn Kn exp(-knT)+ Dn kn exp(kaT) = O

(2.41)
folgt.
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Aus (2.41) folgt unmittelbar

Dn =0

fiir alle n- (2.42)

und hieraus mit (2.39)

(:rl = (J

fiir alle N> (2.43)

Die allgemeine Losung (2.30) wird mit den obigen Ergeb-
nissen eindeutig zu

2 .
O, t) = exp(-aft) sin(Qx)
(2.44)
geschrieben. Dies ist aber auch die exakte Losung, wie

man sie direkt aus (2.25) mit den entsprechenden An-
fangs-~ und Randbedingungen erhalt.
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3 Zur Thermomechanik fester Korper

3.1 Allgemeines

Eine sehr ausfiihrliche und fiir einen weiten Bereich der Thermo-
mechenik giltige Theorie hat Th. Lehmann in [24] und [25]
aufgestellt. Ebenso grundlegend haben K. Thermann und B. Raniecki
die Kopplungseffekte in der Thermoplastizitdt in [26] betrachtet.
0. Bruhns und J. Mielniczuk [27] beschreiben den EinfluB eini-
ger Kopplungsphdnomene fiir Verzweigungsprobleme. Die obengenann-
ten Arbeiten beinhalten insbesondere Phé&nomene im plastischen Be-
reich der groBen Deformationen wie z. B. die Verfestigung oder
die teilweise Dissipation der plastischen Arbeit. Da in dieser
Arbeit eine Beschrankung auf linearelastische Verformungen vor-
liegt, ist es sinnvoll, nicht die Gleichungen der oben zitierten
allgeméinen Theorie als Grundlage zu nehmen, sondern die grund-
legenden Gesetze direkt fiir die in dieser Arbeit betrachtete
quasistatische Theorie der linearen Thermoelastizit&@t anzuwenden.
Die in dem zweiten Kapitel gemachten Ausfiihrungen beziehen sich
ausschlieflich auf das Temperaturverhalten in festen Korpern

bzw. auf Prozesse, die durch W&rmeenergie bestimmt sind. Auch

das Prinzip der virtuellen Quellenenergie beschreibt ja z. B.
nicht explizit die Umwandlung von mechanischer Energie in W&arme-
energie. Mit Hilfe der Warmequellenfunktion R (x, t) ist es je-
doch mdglich, die z. B. in thermoplastischen Prozessen dissi-
pierte Arbeit zu erfassen. Ebenso wdre auch die Beriicksichtigung
der in der gekoppelten thermoelastischen Theorie auftretenden
Wédrmeenergie durch Volumendehnung auf diese Weise méglich. Eine
Kopplung durch die Volumendehnung wird jedoch nicht durchge-
fiihrt. Eine Begriindung wird in dem nachfolgenden Abschnitt ge-
geben. Dort werden auch Betrachtungen zur Vernachlédssigung von
Beschleunigungsgliedern bei der thermoelastischen Ldsung ange-
stellt.



3.2 Einige Bemerkungen zur gekoppelten thermoelastischen
Theorie

Die in Abschnitt 1.1 hergeleitete Fourier-Gleichung beinhaltet
nicht den "Kopplungsterm", der durch die Volumendehnung be-
stimmt ist. Eine Herleitung einer so erweiterten Energieglei-
chung geschieht iiber die thermischen und kalorischen Zustands-
gleichungen. Sie wird hier nicht nachvollzogen. So gilt fir die
gekoppelte Theorieq) (s. a. Boley, Weiner [28] K

QoCy ©-NAO= -mBy €5 . (3.1)

Bei fehlenden Massenkrédften liefert der Impulssatz

Jij,j = Qo Ui . (3.2)

Der Zusammenhang zwischen Verzerrungen und Verschiebungen sei
linear, so daB

-
gilt.

Das Forménderungsgesetz fir den dreidimensionalen Spannungs-
zustand lautet

Oij = 26[8”*1}/_2\/ € kk 6”‘ ]+m@611 ; (3.4)

1) Im folgenden wird die Giiltigkeit der Einstein'schen
Summationskonvention vereinbart.
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Die Gleichungen (3.1) bis (3.4) werden fiir den ebenen
Spannungszustand zu

G AU+ G VV-u- V=g (3.5

und

_Qécv ¥ - NAD = - m"f@ov._g . (3.6)

Die gekoppelte Theorie besteht somit aus den beiden Gleichun-
gen (3.5) und (3.6) fiir A und U . Fiir den ebenen Spannungszu-
stand sind dies somit 3 Gleichungen. Die Wadrmequellenfunktion

(x £) wird hierbei nicht beriicksichtigt, da sie fiir dle.
verglelchenden Betrachtungen zwischen der gekoppelten und
entkoppelten Theorie ohne Bedeutung ist. Es ist noch zu er-
wdhnen, daBl sich auch die obige gekoppelte dynamische Theorie
der Thermoelastizitdt auf sogenannte thermodynamisch einfache
elastische Materialien beschrénkt (siehe hierzu auch P. J.
Chen u. a. [29] e

Es stellt sich anun die Frage bzw. es ist das Problem zu ldsen,
ob die Vernachlidssigung des Kopplungsausdrucks

* [ 4
m” O V-u (3.7)

und des Beschleunigungsterms

Qe U
(3.8)
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unter gewissen Voraussetzungen zu einer brauchbaren Theorie
im Bereich der Thermomechanik fiihrt. Zu diesem Problemkreis
finden sich in der Literatur nicht wenige Arbeiten, die mei-
sten dieser Arbeiten behandeln diese Frage an Hand von kon-
kreten Beispielen. Obwohl sie daher keine allgemeine Aussage-
kraft besitzen, tragen sie in niitzlicher Weise zu Entschei-
dungsfindung im jeweils vorliegenden Problem bei.

Eine allgemeine Aussage ist W. A. Day.in [30] fir den ein-
-dimensionalen Fall und fiir die Randbedingung der 2. Art in
Form eines Beweises gelungen. Day beweist das Theorem, dalBl
die Verschiebungs~ und die Temperaturldsungen der.gekoppel-~
ten dynamischen und der entkoppelten quasistatischen Theorie
fiir t -~ 00 gleich werden. Dieses Ergebnis ist von grund-
sdtzlicher Bedeutung. Die anfangs allgemeine Fragestellung
nach dem Unterschied der beiden Theorien reduziert sich zum
Ersten auf die Frage nach dem Zeitbereich, in dem wesentli-
che Differenzen zu erwarten sind. Zum Zweiten ist die Be-
deutung des Kopplungsausdruckes der Volumendehnung (3.7)
abzuschétzen. Die Frage nach der Temperaturverdnderung
durch Volumendehnung ist in der linearen Elastizitdtstheorie
Z. B. fiir Metalle von H. Lauert [51] und P. Mazilu und .
L. Schreiber [32] beantwortet worden. Sie haben gezeigt,
daBl der Fehler bei Ausnutzung der Streckgrenze in der Gro-
Benordnung von 0,5 Kelvin liegt. Dies liegt schon nahe an
der MefRungenauigkeit von Thermoelementen und ist auf jeden
Fall von sekunddrer Bedeutung fiir die Spannungs- und Ver-
formungsberechnung. Desgleichen betrachtet H. Parkus [53]
die dynamischen Einfliisse des Beschleunigungsausdruckes
(3.8). Parkus erhdlt z. B. fiir eine Rechnung mit Stahl bei
einem unendlichen Korper mit einem kugeligem Hohlraum und
sprunghaft aufgebrachter Randtemperatur eine Anndherung

der Losungen bis auf 5% innerhalb eines Zeitraumes der
GroBenordnung 40‘12 Sekunden. Eine interessante Rechnung
haben auch Boley und Weiner [28] mit einer rechteckigen
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Aluminiumplatte und einer sprunghaften Anderung der Warme-
stromdichte an einer Seite durchgefiihrt. Sie erhalten in
Abhdngigkeit der Plattendicke und eines weiteren Parame-
ters das folgende Ergebnis. Die durch den Warmeschock her-
vorgerufene Plattenschwingung ergibt zwar fiir sehr diinne
Platten nach der dynamischen Theorie eine bis zu 100 %
groBere maximale Durchbiegung als mit der quasistatischen
Losung, jedoch reduziert sich diese Abweichung z. B. fiir
quadratische Platten mit einem Dicken-Léngenverhéltnis
von mehr als 1/100 auf weniger als 10 %. Je dicker die
Platten sind, desto geringer ist die Abweichung zwischen
den Losungen. Z. B. entspricht ein Verh#dltnis von 1/60 einer
Abweichung von nur 2 %. Weiterhin untersuchten Boley und
Weiner [28] sehr ausfiihrlich die Kopplungseffekte. Sie
zeigen mit Hilfe von definitiv eingefiihrten charakteristi-
schen Zeiten fur die Mechanik mit tM = L/Ve und fir die
Wirmeleitung mit ty= L2/a, daB die Kopplungseffekte von
héherer Ordnung klein sind, falls ty >> tM und im Falle
der Temperaturstorung innerhalb der Zeit to die Bedingung
to > tM gilt. Diese Bedingungen sind fﬁr die meisten
Metalle erfiillt. Hierbei ist L eine charakteristische
.Lénge und Ve ist die Wellengeschwindigkeit der Verfor-
mungen. Eine recht einfache und allgemein giiltige Ab-
schédtzung des Kopplungseffektes der Volumendehnung wird
moglich, wenn man das Alternativmodell von Mazilu und
Schreiber [52] betrachtet. Hiernach gilt fiir die Ener-
giebilanz ohne eine externe Warmequelle im Vergleich

zu (3.1)

(QoCv+mME;;i) ©-NAB=0. 5.9)

Es 1dB8t sich durch einfache Zahlenrechnungen zeigen, daB
bei den meisten tnermomechanischen und insbesondere auch
bei thermoelastischen Prozessen in Metallen der Ausdruck
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gegeniiber der Warmekapazitédt von hoherer Ordnung klein ist
(s. a. Y. Takeuti [48] ).

Diese hier genannten Ergebnisse rechtfertigen die Anwendung
einer entkoppelten Theorie der linearen Thermoelastizitdt

in ausreichendem MaBRe, da die Energiedissipation im elasti=-
schen Bereich nicht ein Gegenstand dieser Arbeit ist. Dar-
iiber hinaus wird die Auffassung vertreten, daB die ehtkop-
pelte quasistatische Theorie auch eine sichere Grundlage fiir
viele thermoplastische Prozesse liefert. Fiir thermoelastische
Prozesse kommen somit fiir den ebenen Spannungszustand die
folgenden Gleichungen zum Ansatz: '

Glau+ I¥-vyv.y] -mvg=0 ©©
Qo Cp '6 - ?\ A'& —.R = 0 . (3.11)

3.3 Zum ebenen Spannungszustand

Das in dieser Arbeit entwickelte FEM~Programm ist auf thermo-
elastische Korper beschrankt, die eine Annahme des ebenen
Spannungszustandes zulassen. Diese Beschrdnkung wird durch-
gefﬁhrt, da einerseits die vorhandene Rechnerkapazitét schon
fir die Durchrechnung relativ kleiner Beispiele im dreidimen-
sionalen Fall zu gering ist und andererseits Beispiel-Rech-
nungen im zweidimensionalen Raum ausreichende Beweise zur



- 45 -

"Gliltigkeit der vorliegenden Theorie darstellen.

Es gelten die folgenden Annahmen:
O3 = Oy .= O, = O' (3.12) |

und

(3.13)

(3.14)

GemdB (3.4) folgt fiir die X5-Richtung nit (3.12)

v 1+\/ -

Diese Gleichung dient zur Elimination der Dehnung 833,
Mit

=2 1+V
€= 1oy (En+ Epl Q¥ (3.16)

 —

folgt fiir den ebenen Spannungszustand (i (k,j) = 1,2) das
Formédnderungsgesetz
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k - 2G [S,ki- 8” 6, ] 1+V 26(’1’3 6|k (3.17)

4 Zum Prinzip der virtuellen Arbeiten fiir thermoelastische

Verformungen

4.1 Allgemeines

In der Literatur iiber sogenannte entkoppelte thermoelastische
Prozesse sind nur wenige Arbeiten zu finden, die auf der
Basis eines Variationsprinzipes die thermoelastischen Verfor-
mungen betrachten. Eine Literaturiibersicht ist z. B. von

H. J. Yu in [45] erstellt worden. H. J. Yu arbeitet zwar
fiir das Warmeleitungsproblem nach dem Galerkin-Verfahren,
beschreibt aber die Verformungen in dhnlicher Weise wie in
dieser Arbeit nach dem Prinzip der virtuellen Arbeiten. Den
zu (4.9) entsprechenden Ausdruck bezeichnet H. J. Yu als fik-
tive duBere Warmekrdfte. Im Gegensatz hierzu ist die Litera-
tur iiber Variationsprinzipe bei gekoppelter Thermoelastizitidt
umfangreicher. Es wird hier nur kurz auf einige Aspekte der
gekoppelten Thermoelastizitdt beziiglich einer Beschreibung

im Funktionalrasum eingegangen.

Ein GroBteil der Arbeiten betrachtet die Helmholtz'sche
freie Energie als Grundlage. Es ist bekannt, daB diese Ener-
giefunktion keine Extremaleigenschaften hat, falls man z. B.
die Dehnungen und die Temperaturen variiert. Wie in [10]
ausfiihrlich beschrieben, hat Biot ein Variationsprinzip ent-
wickelt, das eine Analogie zu seinem Variationsprinzip fiir
die Warmeleitung darstellt. Im Gegensatz zur freien Energie
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fiihrt Biot ein thermoelastisches Potential ein, daB positiv-
defigit ist. Mit Hilfe eines Wérme-Verschiebungsvektors

H= f qdt fiihrt Biot eine zusdtzliche Dissipationsfunktion
ein®und erhdlt durch Variation der Verschiebungen U und

des Wadrme~Verschiebungsvektors H die Euler-Lagrange-Gleichun-
gen. Dieses Quasi-Variationsprinzip setzt die n&@herungsweise
Vorgabe des Temperaturverlaufes voraus und unterliegt daher
gewissen Anwendungsbeschrénkungen (s. a. Kap. 1.2). Rafalski
verallgemeinert in [44] das Prinzip von Biot durch eine An-
wendung-der Methode von Gurtin, die mit Faltungsintegralen
arbeitet. Grundsatzlich bestehen aber auch bei Rafalski Be-
schridnkungen beziiglich der zu variierenden GroBen. Eine

recht umfangreiche, meist anwendungsorientierte Darstellung
von thermomechanischen Problemen ist in [45] und [46]

zu finden.

4.2‘Formu1ierung des Prinzips fiir thermoelastische
Forménderungen '

Stellt man das Grundgesetz der Mechanik an den Anfang der Be-
trachtungen, so folgt aus (1.5) in Abschnitt 1.1 (s. a.

Th. Lehmann [35]) der Impulssatz ohne Massen- und Beschleuni=-
gungskrafte zu

Olkll = O-

(4.1)

Das in Abschnitt 3.3 schon benutzte Boltzmann-Axiom liefert
mit dem Drallsatz

Cik = Oi
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Es werden nun die unabhéngigen ProzeBvariablen festgelegt.
Diese in Form der Randbedingungen auftretenden Variablen

" sind zum Ersten die Spannungen Pk (x £)? die auf dem Teil
9D, der Korperoberfldche vorgeschrleben sind, und zum
Zweiten die Verschiebungen Uk (x, t)? die auf dem Teil
aD2 der Kdrperoberfliche vorgegeben sind. Andere mecha-
nische Randbedingungen werden hier nicht betrachtet. Wei-
terhin gilt bei kleinen Verschiebungen der Korperpunkte
und bei kleinen Verdrehungen und Verzerrungen der Korper-
elemente ein linearer Zusammenhang zwischen Verzerrungen
und Verschiebungen (s. a. Glg. 3.3). Die Beziehung (4.1)
wird nun mit der virtuellen Verschiebung skalar multi-
pliziert und das Ergebnis iiber den ganzen Korper D inte-
griert.

foik,i 5Uk dv=10 (4.3)
D

Eine Umformung der virtuellen Arbeit (4.3) ergibt

[0 Bud,dv - [ou (Budidv= 0.
D D

(4.4)

Auf das erste Integral von (4.4) wird der Integralsatz
von GauB-Green angewendet. Es folgt mit (3.3) fiir die
virtuelle Arbeit

fo.k Sey dV + fpkﬁuk dA=0. (us

9D
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Hierbei wurde beriicksichtigt, daBl GIHCauﬂTdem Rand aD2
zu Null wird. In die obige Gleichung wird nun das Form-
snderungsgesetz (3.17) eingesetzt. Es wird die Beziehung

m*=-%26a |
‘ : (4.6)

vereinbart, so daf aus (4.5) die Gleichung

- f [2G (e 75 €5 i)+ D 6,]0e,,dV

D

+ka du, dA=0
%01 (4.7)

folgt.

Aus (4.7) folgt das Funktional

uX ="f[G(€ik Exi+Tg €kl + M €dV

D

+fpkude .
01 (4.8)
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In diesem Funktional ist die Temperaturfunktion ~J(x, t)
als bekennt voraus zu setzen und wird nach dem Prinzip
der virtuellen Quellenenergie (Kapitel 2) bestimmt. Der
Integralausdruck

| fm*& € dV
D (4.9)

stellt den Unterschied zur Verzerrungsenergie der rein
elastischen Forminderung dar. Die Extremaleigenschaften
des Funktionals (4.8) gestatten eine vorteilhafte nume-
rische Losung (8. Abschnitt 5.3).

5. Ein FEM-Programm zur Thermoelastizitat

5.1 Grundsédtzliche Bemerkungen

Die Methode der finiten Elemente ist ein N&herungsverfahren,
das insbesondere im Bereich der Ingenieurwissenschaften schon
sehr weit entwickelt ist. Ein Hauptgrund fir die weite Ver-
breitung dieses schon um 1940 in der Stabstatik angewendeten
Verfahrens liegt in der Moglichkeit begriindet, die Vorgénge
in einem beliebig geformten Korper sehr wirklichkeitsnah be-
schreiben zu konnen. Obwohl die Beschrankung des Anwendungs-
gebietes bei komplexen Korper- und Belastungsstrukturen durch
die schnelle Entwicklung der elektronischen Rechnersysteme
immer geringer wird, kommt es nach wie vor in grofBem MaSe

auf eine theoretisch gut begriindete Grundlage der Methode an.
Diese Grundlage bilden im Bereich der FEM vor allem die
Variationsprinzipien bzw. die Verfahren, die mittelbar aus
der Methode der gewichteten Residuen ableitbar sind. Wihrend
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die klassischen Variationsmethoden nach Ritz, Galerkin und
Trefftz (s. a. Th. Lehmann [34] ) mit Basisfunktionen
arbeiten, die nehezu im gesammten Korper von Null verschie-
den sind, ist beim FEM~Verfahren durch die besondere Art der
Korperaufteilung eine bessere Anpassung der Interpolations-
funktionen an die Vorgénge im Korper moglich. Die Ndhe der
FEM zu den Variationsprinzipien zeigt sich z. B. darin, da8
die Herleitung aus der verallgemeinerten Methode nach Ritz
mglich ist (s. a. Kold¥ u. a. [36] ). Neben den klassi-
schen Extremal-Variationsprinzipien konnen auch andere
Integralprinzipien wie z. B. die Methode der gewichteten
Residuen (s. a. Schmid [37] ) oder die sogenannten Quasi-
Variationsprinzipien als Grundlage dienen.

Auf die durch die Numerik des Losungsalgorithmus bedingten
Schwierigkeiten und Instabilitéten sei hier nur hingewiesen,
da eine genauere Betrachtung nur bei grdBeren Systemen. erfor-
derlich ist. Wesentlich wichtiger ist jedoch die Frage nach
der Konvergenz und der Zuldssigkeit der Formfunktionen bzw.
der Néherungsfunktionen. Diese Frage ist z. B. von O. C.
Zienkiewicz in [38] ausfihrlich behandelt worden. Die we-
sentlichen Bedingungen fiir ein gutes Konvergenzverhalten

sind die folgenden:

1. Die gewdhlte N&herungsfunktion hat mindestens die gleiche
Ordnung "n" wie die Funktionen im Funktional, d. h. sie
ist stetig und n-mal stetig differenzierbar.

2. Zwischen den Elementen diirfen keine Unstetigkeiten bis zur
(n-1)-ten Ableitung auftreten.

3. Innerhalb eines Elementes muB eine konstante, endliche
n-te Ableitung moglich sein.
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Das 1. Kriterium, auch als Vollsténdigkeit bekannt, ist die
wichtigste Forderung und einfach durch ein Polynom in den
entsprechenden Variablen zu erfiillen. Wesentlich schwieriger
und aufwendiger ist die Erfiillung des 2. Kriteriums, falls

die Stetigkeit der ersten oder einer hdheren Ableitung ge-
fordert wird. So ist grundsdtzlich bei einem Dreieck-
Element . zur Stetigkeit der 1. Ableitung eine Polynomfunktion
der 5. Ordnung notwendig. Dies wiirde eine unverhdltnisméfig
hohe Anzahl von Elementfreiheitsgraden bedeuten. Da dies ein
Problem ist, das in den nachfolgenden Kapiteln fiir die drei-
dimensionalen Probleme auftritt, sei noch erwdhnt, daB gerade
zu diesem Thema relativ viele Untersuchungen angestellt wurden.
Der Erfolg war jedoch mehr praktischer Natur. So hat z. B.
Morley in [59] gezeigt, daR fiir das Plattenproblem bei ge-
eigneter Wahl der Freiheitsgrade bei einem Polynom der 2.

| Ordnung trotz der Unstetigkeiten Konvergenz auftritt.
Interessant sind in diesem Zusammenhang die Versuche, die

mit verschiedenen konformen und nichtkonformen Plattenelemen-
ten durchgefiihrt wurden und in [38] dargestellt sind. Ob-
wohl diese Ergebnisse nicht allgemein auf andere Probleme
iibertragbar sind, wird hierdurch bewiesen, daB eine Verletzung
der Kompatibilitatsbedingungen nicht unbedingt zur Divergenz
oder falschen Ergebnissen fiihren muBl. Eine interessante Ldsung
mit Hilfe der Methode von Galerkin ist von O. C. Zienkiewicz
und C. J. Parekh in [40] fir isoparametrische Elemente ent-
wickelt worden. In dieser Arbeit werden die Knotentemperaturen
als Funktion der Zeit betrachtet. Die 3. Bedingung ist natir-
lich auf jeden Fall erfiillt, falls man genau ein Polynom der
Ordnung "n" einsetzt. Bei Funktionen hoherer Ordnung ist die
3. Bedingung jedoch nicht immer erfiillt. Hierbei ist die 3.
Bedingung in der schwécheren Form als ein Kriterium fiir die
Gliite des Konvergenzverhaltens zu verstehen. Es bleibt noch

zu erwdhnen, daB das vorliegende Raum-Zeitproblem im allge-
meinen ein vierdimensionales Problem ist, das sich im ein-
fachsten Fall der eindimensionalen Korper zweidimensional ge-
staltet.
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5.2 Das dreidimensionale Problem der instationdren

Wdrmeleitung

5.2.1 Zur Geometrie eines Dreieck~Elementes

Sowohl fir die thermoelastischen Verformungen wie auch fir
die W&rmeleitung werden Dreieck-Elemente verwendet. Weiter-
hin wird eine Beschrankung auf ebene Probleme durchgefiihrt.
Der Einsatz von Rechteck-Elementen bietet sich dann an, wenn
grundsdtzlich in kartesischen Koordinaten gerechnet werden
soll. Andererseits haben Dreieck-Elemente den groBen Vorteil,
daB sie eine beliebige Korperkontur leichter abbilden konnen.
Da im folgenden Dreieck-Elemente verwendet werden, ist es
sinnvoll fiir das Element mit Flachenkoordinaten zu rechnen.

Zur Festlegung-der Geometrie werden die drei Eckpunkte des
Dreiecks benutzt. '

3 (xa,Ys )
Yy 2 1X3.Y3

Abb. 5.1 Dreieck-Element mit Fl&chen- und Global-
Koordinaten und lokaler Knotennumerierung



- 54 -

Gem#B Abb. 5.1 gilt fir die Beziehungen zwischen kartesi-
schen Koordinaten und Flachen-Koordinaten

X = L1 X1+L2X2+L3X3

y = Ly yi+Llyy,+ L3y,

(5.1)
AuBerdem gilt
L1 + L2 + L3 = 1
(5.2)
Die Gleichungen (5.1) werden mit Hilfe der Gleichung
(5.2) zu
L1(x,y) = ﬁ(m +b1 X +C1Y)
- _ |
Latx,yy = ﬁ(az +by x +c; y)
(5.3)

1
Litx,y) = 'ﬁ(a3 +b3X +Cy Y)

umgestellt. Die Koeffizienten Q; ,bi und Cj sind durch
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a; =Yz X, - Y2 X3

b1 =y, -y;
' (5.4)

Ci = X3 - X3

(Zyklische Vertauschung der Indizes ergibt die restlichen
Konstanten) bestimmt. Die Flache "A" des Dreiecks 1 - 2 - 3

wird zu

A = —;—(a1 +a, +23) (5.5)

ermittelt. In der spateren Rechnung erscheinen die partiel-
len Ableitungen der Flachenkoordinaten nach den kartesischen
Koordinaten. Hierfir gilt

oLi _ _bi

s, i
ax 2A

(i = '1,2 U, 3)

Q
L

i

= G
2A

Q
<

(5.6)
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5.2.2 Bestimmung der Formfunktionen fiir die Temperatur-
funktion

In dem Funktional (D (Glg. 2.1) fiir die instationdre Warme-
leitung tritt die zweite Ortsableitung und die erste Ablei-
tung nach der Zeit auf. Beachtet man die in Abschnitt 5.1

. beschriebenen Bedingungen fir ein gutes Konvergenzverhalten,
so miiBte ein Polynom der 5ten Ordnung gewidhlt werden. Durch
.eine geschickte Formulierung der Neigungsbedingung kann man
die Zahl der Freiheitsgrade auf achtzehn reduzieren. In die-
ser Arbeit wird jedoch ein anderer Weg beschritten. Grund-
sdtzlich wird ein quadratisches Polynom verwendet. Es werden
die folgenden drei Modelle betrachtet (Abb. 5.2), wobei die
hotwendige Zeitdiskretisierung spéter vorgenommen wird.

A
) o

Abb. 5.2 Dreieck-Elemente mit nichtkonformen
Formfunktionen

a

Freiheitsgrade

o [¥] ; A[g_‘?] ; D[lf“g%ds],- © [9.7]

J
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Alle drei Dreieck-Modelle erfiillen zwar mit dem zugrunde-
liegenden quadratischen Polynom die 1. Bedingung nach Voll-
st&ndigkeit und die 3. Bedingung nach einer konstanten 2.
Ableitung, jedoch verletzen die Dreiecke a) und b) die
Kompatibilitdtsbedingungen. Energetisch gesehen scheint
,das Element b) durch die integrale Stetigkeit der Normalen-
abieitung bzw. der Warmestromdichte eine brauchbare Losung
zu sein. Um dies zu iiberpriifen, wurden umfangreiche Unter-
suchungen durchgefiihrt. Die hierbei erhaltenen Resultate
lassen den SchluB zu, daB weder das Element-Modell a) noch
b) zur Darstellung des Funktionals im diskretisierten Raum
geeignet ist. Die Verletzung der Kompatibilitdtsbedingungen
durch die Funktion selbst hat zu groBe Auswirkungen auf das
Konvergenzverhalten. Auf eine Darstellung der Formfunktionen
und deren Einarbeitung in das Funktional (2.1) wird fiir die
Elemente a) und b) verzichtet, da das Ergebnis negativ ist.

Eindeutig positiv sind jedoch alle Rechnungen mit dem
Element-Modell c¢) verlaufen. Der entscheidende Unterschied

zu den anderen Modellen besteht darin, daB die Funktion
selbst die Kompatibilitédtsbedingungen erfiillt und die Stetig-
keit der 1. Ableitung ngherungsweise durch eine zus&dtzliche
Zwangsbedingung fiir den Warmestrom gesichert ist. Dies wird
in der Abb. 5.2 durch den Lagrange'schen Parameter A
angedeutet.

Bevor die Formfunktionen bestimm: werden, wird das Funktional
(2.1) um die zusdtzliche Bedingung zur Zeit T

[eXg O“-"]T =0 (5.7)
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mit Hilfe des Lagrange'schen Multiplikators erweitert. Hier-
bei gilt fiir den Warmestrom Q ilber eine Elementgrenze des
Elementes "+" bzw. "-"

= .[q" dA . (5.8)

aDf

Mit Glg. (1.1) folgt aus (5.8)

= —j)\V%-n dA (5.9)

aD;

und damit wird (2.1) unter der Annahme f = O zu

o =3 [m dvat « zj [ dloof vt dfavafav

:
_% a|V%|;dV "_[,/‘93155 R(¥ -aAd)dVdt
D 0D |

T . k |
+f [naud dAdt+ YA [(XV8.1'+ XVo70) dA]
0 3D, apk

(5.10)
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In dem obigen Funktional ist die thermodynamische Temperatur
durch die empirische Temperatur {} ersetzt. Diss geschieht
aus praektischen Gesichtspunkten und ist in diesem Fall ohne
weitere Bedeutung. Die Summe iiber die Lagrange'schen Zusatz-
bedingungen erstreckt sich auf alle inneren Elementseiten.
D. h., die Lagrange'schen Parameter sind als knotenlose Frei-
heitsgrade den inneren Elementseiten zugeordnet. Das obige
Anfangs-Randwertproblem wird beziiglich der finiten Elemente
im Raum und der Zeit diskretisiert. Hierzu wird zunsdchst ein
Intervall von t = O bis t = T betrachtet. Bezeichnet man mit

{{}O}das vorgegebene Anfangstemperatursystem bei t = 0 und
mit {{)1} das gesuchte Temperatursystem bei t = T, so folgt
mit einer linearen Interpolation in Matrizenform

(31 = NV, N} [19°]
(¥')

(5.11)

0]

Hierbei sind Nt 1

und Nt geeignete Formfunktionen, die spédter
bestimmt werden. Da das Funktional (5.10) auch als Summe aller
Elementintegrale geschrieben werden kann, geniligt eine Defini-
tion der Ndherungsfunktion fiir jeweils ein Element. Wie schon
angedeutet, wird ein quadratisches Polynom in den Temperaturen
{} als Néhérungsfunktion bestimmt. Allgemein gelte fiir die
Temperatur {} in einem Element mit den Flachenkoordinaten Li

9 = By Ly Ls +Baly Lo+ BsLa L+ Bullss BsLy+ Bs Lz .

(5.12)
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Abb. 5.3 Dreieck-Elemente mit lokaler Knotennumerierung

Wendet man (5.12) auf das Element (Abb. 5.3) an, so folgt
fiir die Konstanten B1— BB

By
B2
B3
B
Bs
Bs

bds— U — Y

LY, — O — Oy
bds — I3 — O,y
U3

U1

T2 .

(5.13)
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{)1-{}5 sind die entsprechenden Knotentemperaturen. Aus
(5.12) folgt mit (5.13) und der Beziehung

F=N; 9 C(5aw)
fir die Formfunktionen N,
2 2 | |
Ni={ L - L Ls- Ly Ly;L%-Ly Lz - L2 L,
) :
1%-L; Ls - LyLa; 4L LyhlolybLy Ls).
(5.15)
Damit sind die Formfunktionen bestimmt und es ist offensicht-
lich, daB es sich um subparametrische Elemente handelt. Die
Beziehung (5.14) gilt natiirlich auch zur Zeit t = O und t = T
und wird daher in die Matrizenform (5.11) eingesetzt. Da die

Funktion nun ausschlieflich auf jeweils ein Element bezogen
ist, gilt fiir die Temperatur im Element

9={N} Ni}N:i, 0] [

0, Ni| |9

(5.16)
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In (5.16) bzw. (5.11) sind noch die Formfunktionen Ng und
Nl zu bestimmen. Hierzu werden mit Abb. 5.4 die folgenden

Beziehungen aufgestellt.

0 T-t 1 t
Ne=-5H 5 Ny = -
(5.17)

A

Abb. 5.4 Zur Interpolation im Zeitbereich

Wghlt man aufwendigere Zeitelemente bzw. Formfunktionen, so
steigt zwar die zulassige Schrittweite, gleichzeitig erhoht
sich jedoch die Zahl der zu losenden Gleichungen. Die Be-
stimmung einer optimalen Formfunktion sowie einer optimalen
Schrittweite kann nur im Zusammenhang mit bestimmten Opti-
mierungsparametern durchgefiihrt werden und kann nicht ein
Gegenstand dieser Arbeit sein.
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5.2.3 Die Bestimmungsgleichungen des Anfang-Randwertproblems

5.2.5.1 Die Anfangs- und Randbedingungen der instationéren
Warmeleitung

Als Anfangsbedingungen sind lediglich alle Knotentemperaturen
.{{)O}am Anfang eines Zeitschrittes vorzugeben. Bei den Rand-

bedingungen sind drei Arten zu unterscheiden. Zundchst wird

die Randbedingung der 1. Art betrachtet. Sie lautet mit der

- vorgegebenen Funktion :

’&(>_<,t)|aD1 = f(a_t,t) . (5.18)

Physikalisch sinnvoll ist diese Bedingung, falls ein sehr gu~
ter Warmekontakt zwischen zwei Korpern bzw. zwischen einem
Korper und einem Fluid vorhanden ist und eines der beiden
Kontaktmaterialen eine Temperatur besitzt, die nicht vom
anderen Kontaktmaterial beeinfluBlt wird. Die Erfiillung die-
ser Randbedingung wird dadurch gesichert, daB die entsprechen-
den Knotentemperaturen in den Bestimmungsgleichungen als be-
kannte GroBen angesehen werden. Im Falle, daR fix,t) nur
eine Funktion des Ortes ist, reicht die gewZhlte lineare Zeit-
interpolation aus, um f(xﬁ) darzustellen. Im allgemeinen
Fall muB eine numerische oder, falls mdglich, eine exakte
Zeitintegration fiir f(g,t) durchgefiihrt werden.

Eine 2. Art der Randbedingung ist die schon verwendete
Neumann'®sche Bedingung. Hierbei ist also die Warmestromdichte
Qn(x,t) auf dem Rand vorgegeben. Diese Bedingung kann z. B.
bei der solaren Einstrahlung auf einen Korper oder einer
Strahlungsheizung verwirklicht werden. Ebenso kann diese
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Bedingung zur Annaherung der 3. Art der Randbedingung dienen.
In den ausgearbeiteten FEM-Programmen wird die Randbedingung
der 3., Art beriicksichtigt. Jedoch wird durch eine Anpassung
der Gleichung der 3. Art zum jeweiligen Zeitschrittanfang
die Randwertaufgabe der 3. Art auf eine der 2. Art zuriickge-
fiihrt.

Eine Erweiterung hinsichtlich der thermischen Belastung auf
die Rénder parallel zur (x - y)-Ebene wird in Abschnitt
5.2¢%.3% durchgefiihrt.

5.2.3.2 Herleitung des Gleichungssystems aus der ersten
Variation des Funktionals

Setzt man die Ndherungsfunktion (5.16) in das Funktional
(5.10) ein, so folgt aus der notwendigen Bedingung fiir ein
Extremum das folgende Gleichungssystem aus der ersten
Variation von (5.10) nach den Knotentemperaturen {}i und
den Lagrange'schen Faktoren./\k. Dieser Losungsweg mit Hil-
fe eines simultanen Gleichungssystems wird einer direkten
Minimisierung des Funktionals vorgezogen, da sich diese erst
bei nichtlinearen und sehr groBRen Systemen vorteilhaft an-
bietet.

Fir die erste Variation gilt

_ oo ad
CSCD = EifhnES{)"‘ + E)/\"1{5/\n1 o
(5.19)
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Da die Variationen O Umund O/\m beliebig sind, erhdlt man
die Bestimmungsgleichungen

o9
dvm

und

&_

dAm ~ 7, ' (5.20)

Dies bedeutet im einzelnen mit elementweise konstanten
Werten von a, A , Qg und Cp

: %
a'a,m = ./.‘/l’& a dth
Elemen e |
IT1 |
;
+2f a5 S%qyqr + [valTJ——aﬁ I
0 De |
] IT2 - T (5-2D
T .
-»;j [ R(EY -2 g%ﬁ-)dvmmf jq,, dAdt]
De 0 9De
IT4 ITS | IT6
Kk ., -
eI [0 T 90 an = o
aD
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und

g(/l\> = [ [XV'n+ X V0], dA = 0.

m
aD™m

IT8 (5.22)

" In der weiteren Rechnung werden die zeitlichen und geome-
trischen Ableitungen von (5.16) bendtigt. Fiir die zeitliche
Ableitung folgt mit (5.17) bzw.

[ ] 0 .1 1
Pit = "'%—i Nt“= T
(5.23)

die Gleichung

(5.24)

Weiterhin wird der Gradient der Temperatur zu

VO = O,c€x + U,y €y (5.25)
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geschrieben. Benotigt werden also die partiellen Ableitun-
gen nach x und y. Diese werden mit (5.6) wie folgt formuliert

_ov 9oLki - 1 nH 8
Sx=BLiox = 24 PO

S _ov oL . 1
Yy=3Lidy © ZA SV .

(5.26)

Mit (5.14) und (5.15) folgen aus (5.26) nach einiger Rech-
nung die Gleichungen

3 = 5] [(2by=by=bs)Ly ~byLs-by L] 9
+ [(2by-by=by)Ly -bsls-bols19;
+ [(2b3=by-b,)Lg -bsLy-bs Ly 19
+ 4[by Lo+ by Ly)9 + 41y Ly+ by Ly]9s

+4[b1 L3+ b3 L1 ]'&5 }
(5.27)



oder in einer kiirzeren Form

*T2AT T (5.28)

Tauscht man in (5.27) die Konstanten b, durch c; aus, so
erhdlt man die partielle Ableitung der Temperatur nach der
y-Koordinate, d. h. '

I .
%zy‘ﬂNi%i . (5.29)

Als nidchstes wird der Laplace-Operator auf {} angewendet.

AT = Tyxx+ Uyyy (5.30)

Im einzelnen gilt fir die partiellen Ableitungen analog zu

(5.26)

Q)

P JPGR = 7 b1 (%),

@

cp
"
@)
QA
g
!

S5 Ci (),

Jyy i

* (5.31)
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Hieraus folgt mit Hilfe von (5.27), (5.28) und (5.29) nach
einiger Rechnung

Bex = 5zl [b% -1 by= by b19;+(b3-byby-bybs)9,

+[b5 -by by -b,b;] 03 + 4 by b, Uy

+ 4 byby D5 + 4 by by )

(5.32)
bzw.
Tow = ——l_f Pd*x T
1XX | | R
2A (5.33)
und nach einem Austausch der Konstanten b; durch c; in

(5.32)

1T\
yy = EFZETin Vi .

(5.34)
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Die Integranden in (5.21) und (5.22) sind nun soweit be-
stimmt, daB die Integrationen durchgefiihrt werden konnen.
Dies kann einmal numerisch und zum anderen auch exakt ge-
schehen. Der Vorteil einer exakten Integration liegt in
diesem Fall nicht so sehr in der groBeren Genauigkeit,
sondern vielmehr in der kiirzeren Rechenzeit. Grundsatzlich
wird daher der exakten Integration der Vorzug gegeben, ob-
-wohl dies eine, wenn auch einmalige, sehr zeitintensive
Arbeit ist. Eine numerische Integration wird nur dann er-
forderlich, falls die vorgegebenen Funktionen wie z. B.
die Wérmestromdichte auf dem Rand oder die Wérmequellen-
funktion im Element von X und t abhéngen und nicht oder
nur sehr schwierig durch die natﬁr;ichen Koordinaten Li
auszudriicken sind.

Aus Griinden der Ubersichtlichkeit werden die folgenden
Symbole eingefiihrt. Mit den Beziehungen (5.16), (5.24),
(5.28), (5.29), (5.33) und (5.34) folgen aus (5.21) und
(5.22)

IT1 =3/ N {-Ni 97 +N; 9} }dV
D

e

-, _ _a? XX AfYY yy
|Tz-4A,,TD{{ LN )N o NP)9?
+LING N2 INT + NP ldv

IT3=-2-[ (N5 NX+N. NY)Sdv
l’Az (5.35) -
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Weiterhin folgt mit elementweiser Konstanz der Warmequel-
lenfunktion R und der Wirmestromdichte q

T4 = -uRmedV ITs - qumedA

oDe

| (5.36)
Ts=22R 7 {NReNR}av

IT7 = Mg [ X (N3 i+ Ny K(Nnie Ny Jd A

oDk

ITa= 55 [{[MNFneeNYny ) 81] ANFnaNin) 1] ] dA

apm

Bevor iiber den Raum integriert wird, wird das Differential
"dA" wie folgt umgewandelt. Es gilt fiir eine konstante

Dicke "h" des Korpers und die Koordinate "S" auf dem Rand
eines Elementes

dA=h ds,

(5.37)
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Gem#dB Abb. 5.5 folgt aus (5.37) mit ds(_j = ljdLi
dA; = h ; dL,  (5.38)
3 J =L|- - i= 3

1.: = Lange der Seite "j"

6)

~
(K]
]
=
-
\n
-

s b 2

Abb. 5.5 Zur Umrechnung des Differentials "dA"

Die Léngen der Elementseiten werden mit Hilfe der Beziehun-
gen (5.4) zu

l, = (b23+ c23 )0,5
I, = (B +c% )

2 5 ’
g = (B, +c5 ) (5.39)
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ermittelt. Die Integrale in I™ bis IT8 konnen nun ausge-
fihrt werden. Hierzu dienen fir die Volumenlntegrale die
Ergebnisse, die K. H. Huebner in [42] S. 144, fir ver-
schiedene Integranden dargestellt hat. Die Randintegrale
werden direkt integriert. Durch die Kombination der ver-
schiedenen Komponenten der Formfunktionen sind umfang-
reiche Rechnungen notwendig. Man erhdlt fiir die einzel-
nen Kombinationen die folgenden Eprgebnisse:

(5.4'0)
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Ny =i ! NN dV =2 [357+ B+ b+ 2(bsba-byby-biby)| A

N},= +[38,+ 8, + B+ 2(b,b,-b,b,-b, b,)]A,
a1 X 1 2 2 2 :

Nj3= 5 [3B; +by+ by + 2(b,by - byby-byby)]A,

NZI. =%[bz1*b22*b1bJAe: N;s"- %[b22+b23+b2b3 ] A,

= X _8_ 2 2

NGG = 3 [b3+b1 +b1b3]Ae

Nx ='1_2'[b 'l'b +b3"“ Z(b b3"‘b2b3 b1b )]A

NE = 15 [B,+ By + 15 + 2(b,b; +b, b,-b,b)] A,

Ny, = 3[b,b,=bby-2b,by-b7 -2 b5 ] A,

—

NJ == 3 [by+by +2b,by+ by by + b, JA,
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NJs = - 1[D,+b,+2b,b,+b,by+b,b,] A,
N3s= 75 [b; b2+b3+2(b,b3+b b, - b2b3)] .

[b2+2b1+2b b,+b b;-byb,| A,

w]-a

Njs= 3-[bsbs -2 byby-b,b,-by-2b5 | A,
N2s= - 3[2biba+biby+bsbs+bi+bi | A,
N;z.- %[b b3+b2b3*2b1b2*b1*b2]

— 1 2 2
N3s= - 5 [b1bs+2byby-b,by+2by+ by | A,
Nis=-[brbs - 2bsb, - bybs - 28, -B5 | A,

Nz5= %[b1 b2+b2b3+2b1b3+bzz ] Ae
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Nis = % [by +bybs+2b,by +byb,] A
| (5.4)

N; %‘[b3+b1b3+b2b3*2b1b2] |
N-y Nx falls 9y durch Cy erssefzt wird,
Mit - 5 :b b b b1 b3 folgt

NI = hj NN AV = b, (¢ -c,c, - cqc) A,
N3y = b, (c5-c ¢, -, ¢5)A,
NYY = b, (c2-c,C3-C,Cq)A,

N:Z=451C102Ae, N:g=451C2C3A

N?é - 461 C1 C3 Ae



wit D, = by by b, ~b, by  foles

Xy L 2
N2 =by(cs -ci¢y -, C3)A,
SXy o 2
N2s = by (c5-¢y c3-C, Cy)A,
N;Z': 452 C; C, A,

N;YS:ABz C2 C3 A

e

N;é: Lb,cycy A

e



- 78 = °

mis by =bs -b, by=b, by roles

NXY=b,(c -c,cy-coc5)A,, NiY =4 b, c, c'2 A,
N¥=4byc e, A, , NY= ABg-c{cs A,

"N} =16 b, b2c1c2Ae,N45-16 b,b,c,c;5 A,
Nig=16b,b,c cs A, Nzt =16 b,bsc,c3 A,

N56 = 16 b2b3 C1 C3Ae 3 N;g=16 b1 b3 C1' C'3 A

Durch Austauschen der Konstanten erhilt man

o XX 1 X
Nmn N mit c. = b
J J

N Y Y N XY

Nznn = Nmn mit b] = ¢y

N X N XY

Nin =Nma mit by = cj
und C = b o

(5.42)
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Mit (5.38) und (5.39) folgt

N, =L [N, dA = JN; Lot
~ De

DX

L =0= k=5,i=2, Ls=1-L2



Analog folgt hierzu mit (5.27) und (5.28)

* o x
NY = [N L, dL

anX

* V .
[N;(]s: {—b1,b2 -Jz_(b3+b1)’ b3 --]2-(b1 +b2)1.

2b1 ,2(b2"‘b3), 2b1}15

*xs | ' .
[N;] = { by=5(by+bs), = by, by=F(by+b,),
2b, ,2b, ,2(by +by)}ls
#’xl. 1 1 ’
[N]T" = {by -5 (b, +bs), b, = 3 (by+b3), -bs
(5.44)
2(by+by),2bs, 2bs } L,
k

*
Durch einen Austausch von bj durch CJ erhdlt man [N}y] .

Mit (5.15) folgt

N] '-"Jﬁ- Ni dv ) [Nj]

De

{0:'0: O t%:%:%—}Ae.

(5.45)
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Mit (5.32) bzw. (5.34) folgt
NP = NP+ N?) dv
De

*

Ny =(b21 - b, b, - b, ba*cz1 -C1C, - C4C3) A,
*’xy 2 2

Ny = (b, -byb, -b,byecy -cycp-cyC3)A,
*'xy 2 2

N3 = ( b3 -b1 b3 -b2b3+C3 -Cq C3 "C.2C3)Ae
X x

Nl,y = l'(b1b2+c1 CZ)Ae

% oy

N5 = A b2b3+C2 C3)Ae

*X
Nsy = ll(b1 b3‘|'C1 C3)Ae

(5.46)
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Mit den obigen Formeln konnen die Integrale I™ bis IT8
ausgewertet werden. Zur Aufstellung des simultanen Glei-
chungssystems wird die Matrix Z (I, J) eingefiihrt. Hier-
durch geschieht die Zuordnung der lokalen Knotennummer J
des Elementes I zur globalen Knotennummer Z.

5.2¢3.3 Erweiterung der thermischen Belastung

Die im vorigen Abschnitt angedeutete Erweiterung der-

thermischen Belastung auf die Rﬁnder'parallel zur

(x - y)-Ebene bezieht sich auf die Warmestromdichte
g (x, t). Mit Hilfe der Warmequellenfunktion R (x, t)

w1rd gemdR Abb, 5.6 die folgende Beziehung

dA

i |
y 7

—_— T e———

dV‘=h.dA
Abb. 5.6 Korperelement mit Warmestrombelastung

aufgestellt. Eine Betrachtung der Leistungsbilanz ergibt

gz - dA = R av. : (5.47)
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Mit Hilfe der Newton'schen Beziehung wird aus (5.47)

R(a_c,t)?—:{CIR = %a(%F—%R)- (5.48)

mit (1l als Wirmeiibergangszahl und '&F als Fluidtemperatur.

Durch diese Beziehung wird die Beriicksichtigung der Ab- .
bzw. Einstrahlung an den grofflachigen Seiten der Scheibe
sehr leicht moglich.

5.3 Die Anwendung der FEM auf thermoelastische
Verformungen

Da gemdB Abschnitt 4.2 das entsprechende Funktional aus-
schlieBflich im Raum beschrieben ist und als héchste Ab-
leitung die 1. Ordnung enthdlt, wird der in diesem Falle
ebene Raum durch Dreieckselemente diskretisiert, wie sie
in Abschnitt 5.2.1 beschrieben sind. Weiterhin reicht es
aus, ein Polynom 1. Grades zur Erfiillung aller in 5.1 be-
schriebenen Forderungen zur Konformit&dt zu nehmen. Dies
bedeutet, daB fir die Verschiebungen die folgenden Be-
ziehungen innerhalb eines Elementes gelten.

(5.49)

(Knotennummer i = 1,2,3)
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Vergleicht man die Beziehungen (5.1) mit (5.49) so wird
deutlich, daB es sich in diesem Fall um isoparametrische
Elemente handelt. In der Gleichung (5.49) stellen die ﬁi
die Verschiebungen in Richtung der k-Koordinate am Knoten
i dar. Es gelten die Entsprechungen 1 2 x und 2 2 y. Fir
die partiellen Ableitungen nach x bzw. y gilt

Q)

1 1 )
_duadli _ n. &
Uy =3038x = Dilima;

C—

1
2 =Ci Ui a7

[ o XY
1"
_ST
N
N
]> -—
[ ot XY
ro
1
AR
&
N
>
()]

"

(5.50)

Mit den Gleichungen (3.3) und (5.50) folgen die Beziehungen

] . - 1
811W t)1, 0 ; |32 ’ 0 t)3, 0 U,
d 2
- 1 u
€2 7A. 0, ¢, 0,c,, 0,0c 11]‘
2
1 1 1 1 1 1
€12 ;?Cn7buifm7bm70&3b% 62
1
Uj
2
Usl.

55.51)
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Eine Variation des Funktionals (4.8) ergibt

(5.52)

(5.53)

geschrieben.

Vereinbart man

{L110 :L2101L3:0}

’—A—‘
P
-
pame
—_—
"

{sz} = {0 , L, 0 :L2:0 :La}

{N'} = {b11 0 :b2| 01b3:0 }21A

B

{Nl2]} = {0 :b11 0 ! b21 0:b3]2,1Ae

{N’;i}={N1lj}m“ bi =c¢; ,{N:j}={N;_j} mt b, =¢; -
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und faBt weiterhin

X ! ' \ %
Bik = Nak + v Ny, Bae= Nyy+ v N2_k

Ba = N’:k + Nl2k , Bk = No + NTk

i *
Bsi =Ni + Nay
. (5.55)

zusammen, so folgen die auf jeweils ein Element bezogenen
Bestimmungsgleichungen aus (5.52) zu

f[m*’&(x,t)BSm +G( Tg'\‘/‘(Bm{sz} + Bom{Ny})
De

+ Ban{N}] + Bum [ Nolu ] ]aV

-[pkamdA = 0.

aDe
(5.56)
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Hierbei stellen die Py die auBeren Spannungen auf dem Rand
0De in Richtung der k-Koordinate dar. Das simultane
Gleichungssystem folgt aus einer Summation von (5.56) iiber
alle Elemente.
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6 Zum Programmsystem fiir das dreidimensionale Problem

Fast alle im Rahmen dieser Arbeit entwickelten FEM-Programme
sind in "Fortran-IV" geschrieben und auf Band gespeichert.
Die in Kapitel 7 beschriebenen Ergebnisse sind mit diesen
Programmen auf einem "Modcomp"-Rechner gerechnet worden.

Der Programmaufbau ist in erster Linie beispielorientiert
und nicht allgemein anwendungsorientiert gestaltet. Eine

- etwas allgemeinere Gestaltung ist natiirlich leicht mdéglich.
Durch eine kurze Eingabe- und Ausgabebeschreibung soll der
Leistungsumfang der Programme deutlich werden:

Eingabe

1) Physikalische Konstanten und Geometriedaten eines
rechteckigen Kérpers mit oder ohne eine kreisformige
Aussparung.

2) Anfangswerte und Randbedingungen wie Temperaturen,
Wérmestromdichten oder Verschiebungen.

3) AuBere Belastungen wie Wdrmequellen, Spannungen oder
Temperaturverteilungen. '

Ausgabe

1) Temperaturverteilung zur Zeit T

2) Verformungen und Spannungen infolge der Temperatur-
verteilung unter 1) und der ZuBeren Kriéfte.

Alle durchgefiihrten Rechnungen zeigten ein stabiles Ver-
halten und lieBen die fiir groBere Gleichungssysteme typi-
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sche Abhdngigkeit der Losung von dervGenauigkeit der Zahlen
und Operationen erkennen.

7 Numerische Ergebnisse

7.1 Beispiele zur Wiarmeleitung

Das in dieser Arbeit entwickelte FEM-Programm kann grund-
éétzlich fiir alle ebenen Wdrmeleitungsprobleme eingesetzt
werden. Zusdtzlich ist auch eine dreidimensionale Be-
lastung durch einen Warmestrom moglich. Im zweidimensiona-
len Raum sind die Randbedingungen der 1., 2. und 3. Art
sowie Wérmequellen und Wérmesenken beriicksichtigt. Aus
der Vielzahl der hiermit gegebenen Moglichkeiten werden
nur einige wenige, betont einfach gestaltete Beispiele
herausgegriffen. Es soll dadurch ausschlieBlich die An-
wendbarkeit und Stabilitdt des Prinzips der virtuellen
Quellenenergie gezeigt werden. Die in Kapitel 2.1 be~
schriebenen zulassigen Funktionen bedingen z. B. bezlig-
lich der Neumann'schen Randbedingungen eine konstruktive
Erfillung durch entsprechende Temperaturen der randnahen
Knotenwerte. Auf diese Erfiillung wurde bei den folgenden
Beigpielrechnungen verzichtet. Die numerischen Ergebnisse
lassen den SchluBl zu, daB die Klasse der zuldssigen
Funktionen bezliglich der Neumann'schen Bedingung erwei-
tert werden konnen.

Ein erstes Beispiel ist in Abb. 7.1 dargestellt.
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Abb. 7.1 Kreisscheibe (R = 80 mm, a = 14,1 . 10—6m2/s)
mit einer Randbedingung der 1. Art und der
gewédhlten FEM-Einteilung

Das in Abb. 7.1 skizzierte Problem wird zum Vergleich mit
der FEM-Rechnung mit Hilfe der Bessel'schen Funktionen
(10 Glieder) nach H. S. Carslaw und J. C. Jaeger [49]
direkt gelost. Einige Ergebnisse sind in Abb. 7.2 aufge-
tragen. Bei der FEM-Rechnung wurden nur 2 Elemente iiber
den Durchmesser verteilt.



- 91 -

[OC] ~—— Zuldssiger Bereich

- \ ' —_— analyt. Losung

\ FEM-LOsung

20 40 60 80 100

Abb. 7.2 Temperaturverlauf fir das'in Abb. 7.1
skizzierte Anfangs-Randwertproblem

Der zulédssige Bereich gilt in diesem Fall auch fiir die
FEM~-Rechnung, da die Einteilung der Elemente relativ grob
ist und auBerdem die sprunghafte Anderung der Randtemperatur
eine Verletzung der Stetigkeitsforderungen darstellt.

Ein weiteres Beispiel zeigt den EinfluB einer inneren
Wdrmequelle (Abb. 7.3), die im schraffierten Bereich

wirksam ist. Es ist der Temperaturverlauf fiir einige

Isothermen zur Zeit t = 10 sec eingezeichnet.
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25mm

- 30mm -
R=24,19 . 10~ J/um’ s
8 = /“-'-,’l mm2/s

Abb. 7.3 Rechteckige Scheibe mit 24 Elementen und
adiabatem Rand. Isothermen zur Zeit
t = 10 sec

Ein praktisch orientiertes Beispiel ist der W&rmeilibergang
von einem Fluid mit einer Temperatur von 90 °C auf einen
festen Korper mit 20 °C. Bei diesem Problem liegt grund-
sdtzlich eine Randbedingung der 3. Art vor. Da die FEM=-
Rechnung auf jeden Fall in Zeitschritten vorzunehmen ist,
bietet sich die in Abschnitt 5.2.%.1 angedeutete Beriick-
sichtigung durch eine Anpassung der Randbedingung nach
jeweils einem Zeitschritt an. Die so erhaltenen Tempera-
turverldufe werden mit Losungen verglichen, die mit einer
Methode von Duhamel (1833) (s. a. [8] ) fiir den halbunend-
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lichen Korper bei zeitabhangigen Randbedingungen erhalten
wurden. Diese Rechnung ist vom Verfasser in "Pascal"
progrémmiert und auf einem Mikrocomputer installiert.
Vergleichende Betradhtungen sind jedoch hier nur fir

die ersten Sekunden zulédssig, da die endliche Ausdehnung
des betrachteten Korpers schon relativ friih eine Wirkung
zeigt.
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267

251
244 Qn=0

234

i —
-

2 3 b t[sec]
Abb. 7.4 Beispiel zur Randbedingung der 3. Art.

L =1000 J/skm2, A=52.3J)/sKm

cp=470 J/kgK, Qo=7900 kg/m3

-l
-
-y

—

analytische Losung
(halbunendlicher Korper)

—_— FEM-LOsung

W Einteilung des Korpers
>/ N/ in 16 Elemente
\ :/\
>(/ N/

<UD
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Das Temperaturverhalten des gesamten Korpers ist in
Abb. 7.5 dargestellt.

dn=0

Qn=0"

20s [~
N

\\\\‘ T ~d
~. 10 \l — \\\
~— =
\\.\

oA .6

Abb. 7.5 Temperaturprofil zur Randbedingung

der 3. Art

AJo=70°C, AT = Jixn-20°C
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Im folgenden Beispiel wird die Randbedingung der 1. Art be-
riicksichtigt. Zusédtzlich wird der EinfluB der Zeitschritt-
weite betrachtet.

'

Abb., 7.6 Temperaturprofil zur Randbedingung der
1. Art an einer quadratischen Scheibe mit
{)(5, 0) = 20 °C, die an einer Seite
einen Temperatursprung auf 23 °C erfihrt
(Konstanten wie im vorigen Beispiel).

Die Schrittweite wurde zwischen t= 0,005 s und t = 0,5 sec
variiert. Bei dem obigen Beispiel beltragen die hierdurch
bedingten Abweichungen weniger als 1 %. Fiir einfache Kor-
per sind z. B. in [8] Formeln und Ergebnisse fiir die in-
stationdre Warmeleitung enthalten. Zum Vergleich mit der
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FEM-LOsung bei einer quadratischen Scheibe (wie im vorigen
Beispiel beschrieben) werden die entsprechenden Werte dem
Bild 6.6 in [8] entnommen. Die mit einer eindimensionalen
Theorie unter Anwendung der Fourier-Reihen in [8] angegebe-
nen Temperaturverldufe konnen fiir eine Biotzahl von Bi =

QL X/ A\ =00 (Randbedingung 1. Art) nach einer kleinen
Umrechnung direkt iibernommen werden. Mit den physikali-
schen Konstanten des vorigen Beispiels und mit der charak;
teristischen Lange X = 50 mm sind in Abb. 7.7 die Vergleichs-
kurven gezeichnet. .

1.0 | | | .
| | Wirtet | Batken
.8 I I | !/// !_/’ __.l —_—
T A -
AD | | / | ]
A"&o-s .L ——l 4 — ’,ét/___
BV AR
| /y _ latte
I I./ | I
T e e
7/ i |
| f, /7 | |
A S N T
T
pd | ]
Y/ N
A .2 3 A 5 6

F0=at/X2 —_—

Abb. 7.7 Vergleichskurven fir die quadratische Scheibe
mit einer Randbedingung der 1. Art
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Mit dem folgenden Beispiel wird der EinfluBl der Zeit-
intervallénge dargestellt. Behandelt wurde das folgende
Problem.

Uix,0)= 20 °C
dn = ~ - '
s \/\\ //ﬁ\\ //\\ S ar=0|
—_—> /( >2\ A >\ 10

/\/\/\/\l

- 30

Abb. 7.8 Einteilung der finiten Elemente mit
den Abmessungen in mm.

g, =70000 W/m? ,\ =52,3W/Km
cp =470 J/kgK, G, = 7900 kg/m3

Fiir die Punkte 1 und 2 aus Abb. 7.8 werden nun einige
Temperaturverldaufe fir verschiedene Zeitintervallédngen
gegeniibergestellt.
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—%—>%— 5 Intervalle mit .05 sec, dann .25 sec
— — —o— 5 Intervalle mit . 1 sec, dann .5 sec
——-—o- 5 Intervalle mit . 5 sec, dann 2,5 sec

A Intervalle mit 1 sec

'

v 1
.2 b .6 .8 - 10 1.2

t [sec]

Abb. 7.9 Temperaturverlauf fiir Punkt 1
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el

25+

4 -

3-

2 -

1 -

20 . . : ; ; -

1 2 3 4 5
t [sec]

Abb. 7.10 Temperatur-Verlauf fiir Punkt 2

Aus den Abbildungen 7.9 und 7.10 ist zu entnehmen, daB
bei abnehmender Zeitintervalldnge die Temperaturldsungen
von unten konvergieren. Aulerdem erkennt man, daB die
Rechnung im gewdhlten Intervallidngenbereich relativ ge-
ringe Abweichungen zeigt. Die groBten Abweichungen sind
erwartungsgemdB im Bereich groBer Gradienten aufgetreten.
Vergleicht man die Temperstur des Punktes 1 bei .25 sec,
so ergibt sich eine maximale Abweichung von 2,7 % bei
einer VergrdBerung der Intervallinge um den Faktor 10.
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7.2 Beispiele zur Thermoelagtizitat

Als ein erstes Beispiel wird die eine H&8lfte einer Loch-~
scheibe betréchtet, die auf dem ganzen Rand in den Ver-
schiebungen u und v fest ist. Die Scheibe erfihrt eine
homogene Temperaturerhchung um {): 50 K. Die Verformun-
gen sind, wie zu erwarten

NONNN
E = 210 000 N/mm2
v N
N 6 1
- Q= 11,0 . 107° ¢
X,U )
V= 0’3
N
N
N
ANN\N

Abb. 7.11 Allseitig eingespannte Scheibe mit
Elementaufteilung

ist, an allen Knoten zu Null ermittelt. Die Spannungen in
den Elementen werden zu Oxx =Oyy = - 165 N/mm® und Oxy= 0
berechnet. In diesem einfachen Fall stimmt die FEM-LOsung
vollig mit der exakten Ldsung iliberein. |
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Als ein weiteres Beispiel dient die Scheibé in Abb. 7.11,
wobei Jjedoch eine andere Lagerung der Randknoten vorgese-
hen wird (s. Abb. 7.12). Da Symmetrie zur y-Koordinate
vorliegt, gilt die LOsung auch fir die gesamte Scheibe.

-100.9 -110.8
-94
N ~116.5
-93,4
-109.5
-184
B - 263,7
< 2247
-14.4
.5
26.5
4.2
-5.3
-6.7 -4

a) 16 Elemente b) 48 Elemente

Abb. 7.12 Scheibe mit homogener Temperaturerhdhung
um 50 Kelvin mit Elementspannungen.
(Oxx im Bereich y < O und Oyy im Be-
reich y > 0), E = 210 000 N/mm?,
QA = 11,0 . 107° ¢,V = 0,3
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Der Abb. 7.12 ist leicht zu entnehmen, daB die Spannungs-
erhohung im schraffierten Element mit zunehmender Verfeine-
rung des Elementnetzes ansteigt. Um eine Konvergenz erken=-
nen zu konnen, miiten natiirlich noch weitere Rechnungen mit
immer feineren Einteilungen durchgefiihrt werden. Da dies
jedoch nicht Gegenstand dieser Arbeit ist, soll die Be-
merkung geniigen, dafBl die betragsméBig maximale Hauptspan-
nung von (Omax = 264, N/mm2 schon relativ gut die stei-
gende Tendenz an dieser Stelle darstellt, die mit Hilfe

von Spannungskonzentrationsfaktoren in [47] fiir einen
dquivalenten Spannungszustand ermittelbar ist. Weiterhin
ist zu erkennen, daBl die Spannungen in den.ungestérten
Bereichen trotz einer Erhdhung der Elementzahl nahezu
konstant bleiben. Dies ist ein Beweis fiir die Stabilitat
des Verfahrens. Fir ein entsprechendes eindimensionales
Problem erhdlt man bei homogener Spannungsverteilung eine
Normalspannung von (Oyy = = 115,5 N/mm2. Fiir das in Abb.
7.12 skizzierte Problem werden noch die errechneten Ver-
formungen dargestellt.

\VAV/
I
|
|
|
|
|
9 - _ I
X

Abb. 7.13%
Verformungsbild der
Scheibe

I

»
>
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In den nédchsten drei Abbildungen sind die Verformungen auf-
grund einer inhomogenen Temperaturverteilung, einer homo-
genen Tempefaturverteilung mit freier Ausdehnung und einer
duBeren Kraft dargestellt. Die Temperatur des schraffierten
Bereiches ist in Abb. 7.14 um 50 Kelvin hoher als im rest-
lichen Korper. Hieraus resultieren die skizzierten Verfor-
mungen. In allen Féllen wird mit 16 Elementen gerechnet. .
Die Verschiebungen sind um den Faktor 150 vergréBert dar-
gestellt. '

I .082 mm
_______ '] T —“'—__f——l
| I

| 04Tmm | |
I I
I E |
| o L\\ |
: CLE S} ’ |
i 57) |
| X ) i

| 4
| v |
- I
I I
I |
I |
’ L‘-*“’SSnwﬁ‘—“—'1
| |
VAN AN
Abb. 7.14 Abb. 7.15
Verformungsbild fiir Verformungsbild fir eine

ll{)= 50 K im schraffierten homogene Temperaturerhdhung
Bereich (Sonst A = O K) um AJ = 50 K
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Fiir die homogene Temperaturerhdhung in Abb. 7.15 stimmen
die dort angegebenen Verschiebungen mit der exakten LOsung
liberein. Das dritte Beispiel ist in Abb. 7.16 skizziert.

‘ . ! P =100 N/mm?2

Abb. 7.16 Verformungsbild fiir mechanische Belastung

Die hier gezeigten Beispiele bestadtigen alle qualitativ
und auch quantitativ das in Abschnitt 4.2 beschriebene

und in Abschnitt 5.3 angewendete Prinzip fiir thermoelasti-
sche Formé@nderungen.
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7.3 Ein Vergleich mit experimentellen Ergebnissen

Zum Vergleich mit einer entsprechenden FEM-Rechnung wur-
den Versuche mit einer Stshlprobe, wie sie in Abb. 7.17
-zu sehen ist, durchgefiihrt. Die dargestellte Probe wurde
gegen die Luft zur Verminderung der freien Konvektion

mit Styropor isoliert. Da es insbesondere auf die Messung
der instationdren Vorginge ankam, diirfte die angebrachte
Isolierung gut genug gewesen sein. Es sollte also im Ver-
such gewdhrleistet sein, daB die Warme ausschlieBlich
iiber die Bohrungen an den oberen und unteren verdickten
Endstiicken mit dem Wasser abflieBt und durch das zentri-
sche Loch der Platte aus der Oelfliissigkeit i{ibertragen
wird.

Versuchsaufbau:

Die Stahlprobe wird durch ein am 30 mm-Loch angeflansch-
tes Rohr mit Oel beaufschlagt. Das Rohr ist mit einer
Teflondichtung gegen die Platte abgedichtet und hat sonst
keinen Kontakt zur Probe. Das Wasser wird mit entsprechen-
den Schlauchverbindungen an die Probe gefiihrt. Das Wasser
wird dem Leitungsnetz entnommen und das Oel wird in einem
eigens dazu konstruierten Behdlter erhitzt und iiber eine
Pumpe zur Probe im Kreislauf gefordert. Auf die Probe
sind die mit 2 - 9O numerierten Thermoelemente aufgeklebt.
Die entsprechenden Thermospannungen werden jeweils mit
einem in einem Eis-Wasser-Gemisch befindlichen Thermo-
element verglichen. Uber eine elektronische Schaltung
werden die einzelnen Thermospannungen zu diskreten Zeit-
punkten in den Datenspeicher eines Mikrorechners gege-
ben. Die Steuerung geschieht ebenfalls iiber ein Rechner-
programm.
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Versuchsablaufs

Zundchst wird das Wasser durch die Inden der Probe ge-
schickt. Es wird ein stationdrer Zustand der Wassertem-
peratur und der Proben-Temperaturverteilung abgewartet.
Dann wird das Ventil an der Oelpumpe gedffnet, so daB
das vorher erhitzte Oel plotzlich durch die Probe stro-
men kann. Der instationdre Temperaturverlauf wird hier-
bei vom Rechner datenmi@Big erfaBt. T

Gemessene GroBen:

1) Die Oeltemperatur im Beh&dlter mit einem Thermometer

2) Die Wassertemperatur des Leitungsnetzes

3) Die Temperatur im Eis-Wasser-Gemisch mit Eintauch-
ThermomeBfiihler und Thermometer '

4) Die Raumtemperatur mit einem Thermometer

5)vDie Thermospannungen der aufgeitlebten Thermoelemente

6) Die Zeit mit dem rechnereigenen Zeitsignal

Zur Genauigkeit der Messungen:

Die Temperaturmessungen mit dem Thermometer durften in

dem gemessenen Bereich bis auf + 0,2 K genau sein. Die
Thermoelemente wurden bei Raumtemperatur (af= 2% °C)
geeicht. D. h. der Verstiarkungsfaktor wurde bei dieser
Temperatur bestimmt. Der MeBbereich des Versuches um-
faBte Temperaturen von 14,41 °C bis 35 °c. Es wird ange-
nommen, daB der Fehler der Thermoelemente in diesem Be-
reich bei + 0,1 K liegt. Die durch das Aufkleben der MeB-
fiihler bedingten zusatzlichen Fehler infolge einer schwan-
kenden Kontakthaftung werden zu + 0,2 K angenommen. Da-
durch ergibt sich ein Gesamtfehler von + 0,5 K, der pro-
zentual bezliglich der MeRwerte in einem Bereich von 1,43 -
3,6 % liegt. Diese Genauigkeit ist ausreichend, um mit
numerischen Ergebnissen eines FEM-Programms aussagekrif-
tige Vergleiche zu bekommen.
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Zum Rechenmodell

Das vorliegende Problem ist grundsdtzlich mit Randbedin-
gungen der . ATt zu rechnen. Da in Zeitintervallen ge-
rechnet wird, reicht es aus, die Neumann'sche Randbedin-
gung zu beriicksichtigen. Im Fall der Wasserkiihlung wére
auch fiir einen Zeitbereich bis etwa 150 sec eine Randbe-
dingung der 1..Art zu akzeptieren. Gerechnet wurde jedoch
mit im Zeitintervall konstanten Wirmestromdichten, die
jeweils nach einem Zeitschritt angepaBt wurden. Es wurde .
mit folgenden Parametern gerechnet:

ol el = 450 W/K m°
Q. Wasser = 4000 W/K n°
A stanl = 52,3 W/K m
CpStanl = 470 J/kg K
QStanl = 7900 kg/m’
O Oel = 98 %
{TWasser = 14,1 °c.

Die Rechnung startet mit einer homogenen Anfangstempera-
tur der Probe von 23,2 °C und einer Kihlung mit Wasser.
Nach Erreichen einer definierten Temperatur am Rand des
Plattenloches wird die Randbedingung bezliglich des heiBen
Oeles an dieser Stelle automatisch hinzugeschaltet. Die
Ergebnisse sind in den nachfolgenden Bildern dargestellt;
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Zu den Ergebnissen

Die in den Abb. 7.21 - 7.24 eingezeichneten Temperatur-
kurven sind fiir charakteristische Punkte der Probe ausge-
widhlt worden. Die Ubereinstimmung zwischen Versuch und
‘Rechnung liegt innerhalb einer Abweichung von 9 %. Die
Ubereinstimmung kann verbessert werden, falls die An-
fangswerte der FEM-Rechnung exakt an die Versuchsanfangs-
werte angepaBt werden. Ohne eine neue Rechnung durchzu-
fiihren, ist ersichtlich, daB die nachtréglich einge-
zeichneten Korrekturkurven (gestrichelt) bis etwa.50 sec
als realistisch angesehen werden konnen. Es fallt auf,
daB die Punkte 4 und 7 in der N&he der Olbohrung im
Gegensatz zu den etwas entfernter liegenden Punkte 3

und 5 ab ca. 100 sec eine Vorzeichenumkehr der Tempera-
turabweichung erleiden. Dies ist wahrscheinlich auf
Einfliisse des an die Probe angeflanschten Rohres zuriick-
zufitlhren, das ja ebenfalls vom Oel erwdrmt wird und mit
etwa 80 °C Oberfléchentemperatur die Isolierung in die-
sem Bereich zusdtzlich beeinfluBt. Eine bessere Uberein-
stimmung der Ergebnisse ist durch ein feineres Element-
netz auf der Rechnungsseite zu erreichen. Dies ist aber
nur dann sinnvoll, falls der Versuchsaufwand ebenfalls
erhoht wird, um die mittlere Fehlerquote von ca. 2,5 %
zu mindern. Dies war im Rahmen dieser Arbeit Jjedoch
nicht vorgesehen.
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Abb. 7.18 Versuchsaufbau
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8 Zusammenfassung und Ausblick

In der vorliegenden Arbeit wird die instationdre Tempera-
turverteilung in festen Korpern unter Beriicksichtigung be-
liebiger Randbedingungen durch ein Extremal-Variations-
prinzip im Funktionalraum beschrieben. Dieses als Prinzip
der virtuellen Quellenenergie formulierte Prinzip wird

mit einigen bekannten Prinzipien fiir die Wédrmeleitung ver-
glichen. Es werden Aquivalenzen aufgezeigt; Fir den ein-
und zweidimensionalen Koérper werden FEM?Programme entwik-
kelt, die konkrete Rechnungen zur instationdren Warmelei-
tung auf der Basis des vorgestellten Prinzips ermdglichen.
Die Vorteile der entwickelten Methode liegt zum e€inen in
der positiven Definitheit des Funktionals und zum anderen
in der Darstellung in der Zeit-Raum-Struktur. Dadurch

sind iterative Rechenprozesse iiberfliissig. Die Temperatur-
funktion ist also im Gegensatz zu anderen Verfahren direkt
aus der Anfangsbedingung mit einer Genauigkeit berechenbar,
die natiirlich von der Einteilung des Raumes und der Zeit
abhédngt. Vergleiche mit exakten Losungen und experimentel-
len Ergebnissen bestdtigen die Brauchbarkeit des Verfahrens
in zufriedenstellender Weise. Auf der Basis einer so be-
stimmten Temperaturverteilung wird ein thermoelastisches
Variationsprinzip vorgestellt und durch die FEM ebenfalls
konkretisiert. Es werden weiterhin die Unterschiede zur
gekoppelten Thermoelastizitat diskutiert und die These
aufgestellt, dafl mit Ausnashme von Schwingungsproblemen

die hier vorgestellte Theorie fiir lineare thermoelastische
Probleme v6llig ausreichend ist. Die Ergebnisse dieser
Arbeit bestédtigen ohne Ausnahme die Gililtigkeit der Theorie.

Es bieten sich folgende Punkte an, die eine weitere Be-
trachtung sinnvoll erscheinen lassen. Zun&dchst sind dies
Themen aus numerischer Sicht, wie z. B. die Verwendung
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anderer Polynome oder die direkte Minimisierung des
Funktionals. Weiterhin konnte der EinfluB von Nicht-
linearitéten untersucht werden. Dies ist besonders
bei hohen Temperaturen und bei groBen elastoplasti-
schen Deformationen von Interesse. Ebenso sind Er-
weiterungen der thermoelastischen Theorie auf der
Basis des Prinzips’der virtuellen Energieilibertra-
gung denkbar. Nicht zuletzt verspricht eine Kopplung
zwischen dem in dieser Arbeit vorgestellten Prinzip
der virtuellen Quellenenergie und entsprechenden
Prinzipien fiir elastoplastische Prozesse eine zu-
kﬁnftigé, sinnvolle Aufgabe zu werden.
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