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Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit werden die Verzweigungslasten
elastoplastisch deformierter, dickwandiger Kreiszylinder
unter Innendruck und Axialkraft ermittelt. Die Anwendung
zweier Stoffgesetze, denen unterschiedliche Flieflbedin-
gungen (Tresca, v.Mises) zugrunde liegen, ermbglicht es,
elastoplastisches Materialverhalten mit nichtlinearer
Verfestigung in die Rechnung einzuarbeiten. Es werden
kritische Werte fiir den Innendruck und fiir die Axialkraft
gezeigt, sowohl auf konstante Geometrie des deformierten
Grundzustandes als auch auf den spannungsfreien Ausgangs-
zustand bezogen.

Summary

The bifurcation of elastoplastic thick-walled tubes under
internal pressure and additional axial loading is examined.
Elastoplastic material behaviour is considered with non-
linear hardening in the plastic range. Critical values for
internal pressure and axial loading are presented with
respect to the current state and stress-free initial state.
It is shown that the application of two constitutive laws
with different yield conditions (Tresca, v.Mises) for the
predeformation and bifurcation analysis leads to satisfying
results.



Inhaltsverzeichnis

Bezeichnungen

1., Einleitung

2. Stoffunabhidngige Grundlagen

2.1 Allgemeines

2.2 Geometrie

2.3 Spannungstensoren

2.4 Gleichgewichtsbedingungen

3. Stoffgesetze

3.1 Allgemeines

3.2 Elastische Formidnderungen

3.3 Plastische Formdnderungen

3.4 Formulierung der Stoffgesetze

4. Beschreibung der Grunddeformation

4.1 Geometrie des dickwandigen Rohres
4.2 Normierung der geometrischen Gré&Ren

5. Spannungen im Grundzustand

5.1 Allgemeines

5.2 Spannungen filir Fall 1
5.3 Spannungen fiir Fall 2
5.4 Spannungen fiir Fall 3
5.5 Belastungsbedingung

6. Verzweigungsanalyse

6.1 Allgemeines

6.2 Feldgleichungen

6.3 Randbedingungen zu den Feldgleichungen
6.4 Rotationssymmetrische Beulformen

6.5 Belastungsbedingung

Seite

12
13

15

15
15
16
18

28

28
32

34

34
36
42
45
49

So

50
51
55
58
64



Seite
7. Numerische Lésung der Randwertprobleme 66
7.1 Allgemeines 66
7.2 Werkstoffkennwerte 66
7.3 Numerische Behandlung 68
8. Ergebnisse flir vorgegebene Grundzustandsgeometrie 71
8.1 Geschwindigkeitsfeld in Umfangsrichtung 71
8.2 Geschwindigkeitsfeld in Radial- und Axialrichtung 72
8.3 Verzweigungslasten 83
9. Ergebnisse flir vorgegebene Ausgangszustinde 90
9.1 Allgemeines 90
9.2 Eigenwerte 90
9.3 Verzweigungslasten, Grunddeformationen 9
9.4 Erglnzungen 1o4
1o. Zusammenfassung 113

Literaturverzeichnis 1158




Bezeichnungen
(~) Vektor im Euklidischen Raum
() Tensor 2. Stufe
-1
() Inverse eines Tensors
T . .
(~) Transponierte eines Tensors
So( ) Spur eines Tensors
1 Einstensor
(_)Qv) Verjilingendes Produkt
(z) Materielle Zeitableitung
o
(x) Objektive Zeitableitung
(~)e (_L, Elastischer bzw. plastischer Anteil

einer tensoriellen Gréfle

Alle weiteren, nicht einzeln aufgefiihrten Bezeichnungen
und Abkiirzungen werden im Text erliutert oder sind all-
gemein gebriduchlich.

Fiir das Rechnen mit Tensoren gelten die in [36] erliu-
terten Rechenregeln.



1. Einleitung

Steigende Anforderungen an die Sicherheit mechanisch be-
anspruchter Bauteile fiihren zu der Uberlegung, auch pla-
stische Deformationen mit in die Berechnung einzubeziehen.
Dabei kommt den Stabilitdtsbetrachtungen plastisch oder
elastoplastisch deformierter Kérper eine besondere Bedeu-
tung zu. Im Gegensatz zu elastischen Kdrpern, fiir die be-
reits gut ausgebaute Theorien, wie zum Beispiel Arbeiten
von PFLUGER [1] und FLUGGE [2], vorliegen, sind die Sta-
bilitdtstheorien flir plastische oder elastoplastische
Stoffe weit weniger gut entwickelt. BRUHNS gibt in [3]
einen geschichtlichen Riickblick zur Entwicklung der Sta-
bilitdtstheorien.

Unter dem Begriff "Stabilitdtsuntersuchungen" werden so-
wohl die Ermittlung von Verzweigungen des Gleichgewichts
(Verlust der Eindeutigkeit einer LOsung) bei bestimmter
Belastung als auch die Berechnung der maximalen Traglast
eines Korpers zusammengefaflt. SHANLEY weist in [4,5] erst-
mals darauf hin, daB fiir plastische oder elastoplastische
Kérper Unterschiede zwischen beiden Betrachtungsweisen be-
stehen. Danach ist das Errcichen eines Verzweigungspunktes
nicht unbedingt mit einem Stabilitdtsverlust (Versagen
ohne weitere Laststeigerung) verbunden. Die Deformationen
nehmen jedoch nach Uberschreiten der Verzweigungslast
relativ stark zu, etwa durch drtliches Ausbeulen, so daf
der Verzweigungspunkt bzw. die Verzweigungslast ein mdg-
liches Kriterium fiir die Belastbarkeit eines Korpers dar-
stellt.

Eine grundlegende kontinuumsmechanische Theorie zur Stabi-

1lit4t und Eindeutigkeit von Deformationen starrplastischer

und elastoplastischer Stoffe entwickelt HILL in [6—9].

Mit diesen Arbeiten als Basis wurden in den letzten Jahren

verschiedene Einzelprobleme behandelt. Von besonderem Inte-
resse sind hier Verdffentlichungen, die sich mit diinnen



und dicken Zylinderschalen unter Innen- bzw. Auflendruck-
belastung oder Belastung in axialer Richtung befassen.

Fir dinnwandige Schalen wird liblicherweise ein homogener,
ebener Spannungsgrundzustand angenommen. Unter dieser
Voraussetzung berechnet HILLIER [10,11] die maximale Trag-
fihigkeit von Rohren bei starrplastischem Werkstoffver-
halten und Belastung durch Innendruck und Axialkraft.
CHAKRABARTY [12-14) untersucht die Eindeutigkeit von L&-
sungen fiir die mit AuBlen- oder Innendruck belastete,
ARIARATNAM/DUBEY ([15] fiir die axial gedriickte Zylinder-
schale. In diesem Zusammenhang seien noch Arbeiten von
ARIARATNAM/DUBEY [16,17] genannt, die sich allgemein auf
die Verzweigungsanalyse elastoplastischer Kdérper im ebenen
Spannungs- oder Verzerrungszustand beziehen. Eine Gegen-
liberstellung von Verzweigungslasten und maximalen Trag-
lasten des diinnwandigen Rohres bei elastoplastischem Werk-
stoffverhalten mit linearer Verfestigung zeigt BRUHNS [18].
In dieser Arbeit werden Belastungen durch Innendruck und
Axialkraft, sowie nicht-rotationssymmetrische Versagens-
moden (Beulformen) beriicksichtigt.

Fir Probleme mit inhomogenen Spannungsgrundzustéinden, wie
im vorliegenden Fall des dickwandigen Rohres, existieren
liberwiegend nur Untersuchungen filir starrplastisches Werk-
stoffverhalten. MILES [19] berechnet die Verzweigung der
dicken Kugelschale unter Innendruck. SKRZYPEK/ZYCZKOWSKI
[20] und STORAKERS [21] zeigen LSsungen fiir das dickwandige
Rohr unter AuRendruck, STRIFORS/STORAKERS [22,23] bertick-
sichtigen Innen- und Aufendruck. Einen gewissen Abschluf
zu diesem Problemkreis stellt eine Arbeit von KUMAR/ARIA-
RATNAM [24] dar, in der das dickwandige, starrplastische
Rohr unter Innendruck und axialer Zugkraft auf Eindeutig-
keit der Ldsungen untersucht wird.

Die Annahme von starrplastischem Werkstoffverhalten bringt
bei inhomogenen Spannungsgrundzusténden eine - zum Teil -
erhebliche Vereinfachung der Rechnung mit sich. Obwohl



dies wiinschenswert erscheint, kann dadurch bei Verzweigungs-
problemen das Ergebnis v8llig verfdlscht werden, siehe in
diesem Zusammenhang auch [3]. Eine Mdglichkeit, elastopla-
stisches Materialverhalten mit linearer Verfestigung, sowie
Belastung durch Innendruck und Axialkraft in die Verzwei-
gungsanalyse des dickwandigen Rohres einzuarbeiten, fiihrt
BRUHNS in [25] auf.

In der vorliegenden Arbeit soll diese Mbglichkeit aufge-
griffen und weiterentwickelt werden. Unter anderem wird
durch geeignete Ansitze elastoplastisches Stoffverhalten
mit nichtlinearer Verfestigung beriicksichtigt, und zwar

mit teilweise analytischen L&sungen, so daB der numerische
Aufwand zur Berechnung des Verzweigungspunktes nicht un-
ndtig ansteigt. Es werden filir verschiedene Rohrabmessungen
(Wanddicken) die Verzweigungslasten - kritische Innendriicke
und kritische Axialkrédfte - ermittelt und deren gegensei-
tige Abhingigkeit unter besonderer Beachtung der zugehd-
rigen Deformationszustinde dargestellt. Zusdtzlich wird

der EinfluB der Axialkraft auf die Linge des Rohrabschnitts,
auf dem die Verzweigung erfolgt, untersucht und diskutiert.

Die Berechnung von Formdnderung und Verzweigung soll an
folgende Voraussetzungen gebunden sein:

1. Der Werkstoff sei vor und widhrend der Deformation homo-
gen und isotrop.

2. Im plastischen Bereich soll die Verfestigung isotrop
erfolgen.

3. Der Werkstoff sei elastisch und plastisch inkompressibel.
4. Alle Formdnderungen sollen isotherm verlaufen.
5. Trdgheitswirkungen seien vernachlidssigbar.

6. Die Belastung soll wdhrend der Deformation richtungstreu
bleiben.

Fiir die weiteren Betrachtungen gehen wir von einem '"unend-



lich" langen, spannungsfreien Rohr aus, das durch Innendruck
und Axialkraft zunichst iiber die gesamte Linge gleichmiRig
verformt wird, bis bei einem bestimmten Spannungs- und Ver-
zerrungszustand die Verzweigung des Gleichgewichts eintritt.
Wir kénnen nun annehmen, daB die Verzweigung - zum Beispiel
der Beginn des Ausbeulens in radialer Richtung - auf ein
endliches Teilstlick des Rohres begrenzt bleibt. Die Lénge
des Teilstiicks wird im folgenden mit 'Beullinge' oder "Rohr-
ldnge'" bezeichnet. Unter Einhaltung entsprechender Randbe-
dingungen an den Enden 1idBt sich die Betrachtung auf diesen
Rohrabschnitt beschrinken. In den einzelnen Kapiteln dieser
Arbeit wird, soweit es erforderlich erscheint, auf die Vor-
aussetzungen Bezug genommen.

Im Anschlufl an die Einleitung werden die bendtigten stoff-
unabhidngigen Grundlagen und die Stoffgesetze zusammenge-
stellt. Die Beschrecibung der Deformation des dickwandigen
Rohres und die Berechnung der zugehdrigen Spannungen erfolgt
in den Kapiteln 4 und 5. Danach wird in Kapitel 6 die ei-
gentliche Verzweigungsanalyse behandelt, eine kurze Beschrei-
bung der numerischen Lésung des Problems folgt in Kapitel 7.
Die Ergebnisse der Berechnungen werden in den Kapiteln 8

und 9 ausfiihrlich dargestellt und diskutiert.



2. Stoffunabhéngige Grundlagen

2.1 Allgemeines

Wir betrachten einen Kérper, der aus einem spannungsfreien
o

"Ausgangszustand" B in einen beliebigen "Grundzustand" B

deformiert wird.

Ausgangszustand B Grundzustand B Konfigurationen b, ,b,

Abb. 1 Deformationszustinde

Die Deformation von B nach B bezeichnen wir im folgenden
als "Grunddeformation". Fiir den Grundzustand B wollen wir
annehmen, dafl Spannungen und Verzerrungen bekannt seien.
Existieren nun im Grundzustand neben dem Geschwindigkeits-
feld, welches eine Fortfiihrung der Grunddeformation nach
b, bewirken kénnte, noch andere Geschwindigkeitsfelder,
die mit den Randbedingungen des Systems vereinbar sind,
so wiirden diese auf von der Grunddeformation abweichende
Deformationen fiihren, etwa nach b,. In diesem Fall liegt
eine Verzweigung des Gleichgewichts vor, die zugeh®rigen
Belastungen sind die Verzweigungslasten oder kritischen
Lasten.



2.2 Geometrie

In einem raumfesten, kartesischen Koordinatensystem z' mit
den Basisvektoren e; definieren wir ein raumfestes, krumm-
liniges Koordinatensystem x mit den Basisvektoren g; , der
Zusammenhang der Koordinaten sei gegeben durch

X/ = xi(z9) 2.1)
7= z/x7)

Die Deformation eines Kdrpers vom spannungsfreien Ausgangs-
zustand B in einen beliebigen Grundzustand B 1&dBt sich da-

durch beschreiben, daf fiir jeden Korperpunkt eine Beziehung
zwischen seinen Koordinaten im Zustand B und seinen Koordi-
naten im Zustand B angegeben wird. Nimmt ein K&rperpunkt

K

zur Zeit to die Lage X¥ im Raum ein, so gilt allgemein zur

Zeit t fiir diesen Punkt

xi=xi(x*1t) . (2.2)

Der Ortsvektor zum Punkt x lautet

r — ZJ.—E_?J, . (203)
Damit erhalten wir die Basisvektoren des krummlinigen Ko-

ordinatensystems

g = a/j foerd aZJ e (204)
:..l a)(/. aX/‘ et 4

und die Metrikkoeffizienten

G = c]/ 7 P (2.5)

P

Die kontravarianten Basisvektoren und die kontravarianten
Metrikkoeffizienten sind definiert durch



_10—

9'°£7k = d, (2.6)

9" Gk = Iy - (2.7)

Als MaB fiir diec Verzerrung fiilhren wir den Deformations-
gradienten ein

é— aX’ 24

Sex 0igF = Flegigh, §=gltx%). @8

Die Geschwindigkeit eines K8rperpunktes x' erhalten wir
unter Beachtung von (2.2)

”{: D T = [/lg (2'9)

At -- 2

mit der Ableitung
ox’
ot

v o= (2.10)

Flir die materielle Zeitableitung der Basisvektoren (2.4)
folgt nun

_ D o, _ i,
gk—df g = VASAY 9; (2.11)

—

mit den Christoffelsymbolen
(i 1 qir _ (2.12)
/_'J‘k— I g (gk,-/j-l_gr‘j/k gjk,r') .
Der Geschwindigkeitsgradient

= Vi, gigk (2.13)

ist die kovariante Ableitung des Geschwindigkeitsvektors v
nach den Ortskoordinaten x/, also

Vil =V + Chev? (2.14)
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Es gelten die bekannten Rechenregeln fiir Tensoren, siehe
zum Beispiel [35,36].

Wir spalten den Geschwindigkeitsgradienten auf in einen
symmetrischen und in einen antimetrischen Anteil, in den
Tensor der Verzerrungsgeschwindigkeit

D=%(y+UT)=24d] g g"

(2.15)

g . -\
de=5 (V] + Ve l')
und in den Tensor der Rotationsgeschwindigkeit
_ 1 Ty )
W=5(U-U')=wigg"

(2.16)

. P .
Wi =5 (Vik—Vil')

Die materielle Zeitableitung des Deformationsgradienten
ergibt sich zu

F=UE = (Fl+Flrj.v)gg* . (2,17)

Eine Volumendnderung wird allgemein ausgedriickt durch

_ S __
7—9_

wobeil Vﬁ , VE die Spatprodukte der Basisvektoren go,-, 9;
bedeuten.
Die materielle Zeitableitung von ] erhalten wir aus

rs/ ) (2.18)

J=L7 =75 =TV, . (2.19)

Zu bemerken widre an dieser Stelle, dafl die aufgefilihrten

Gleichungen auch zur Berechnung der Verzweigung herangezo-

gen werden. In Kapitel 6 werden wir auf die dadurch beding-

ten formalen Unterschiede hinweisen. Dies gilt sinngemif
auch fiir die folgenden Herleitungen.
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2.3 Spannungstensoren

Wir fiilhren zundchst den auf die aktuelle Konfiguration be-
zogenen Cauchyschen Spannungstensor ein

§ - ("T'g g‘k . (2.20)

Zwischen dem Kirchhoffschen Spannungstensor

;gk: (‘;g/g!\ (2.21)

und dem Cauchyschen Spannungstensor besteht der Zusammenhang

Se=75 . (2.22)

-

Den Lagrangeschen Spannungstensor erhalten wir aus
. -\ T
§L=7§(€ ) (2.23)
mit den Komponenten

§1.= Stzélgké’i ‘ (2.24)

Weiterhin bendtigen wir die Spannungsdeviatoren

[ = TQ, K= (a) - 7cdk)g (2.25)

L= tigor =(s]-1Idlige" o)

* .
Die physikalischen Komponenten U; des Tensors S folgen aus
% . ngk

o= Ok, 3 (2.27)

Liegt ein Hauptachsensystem vor, so sind bei gemischtvari-
anter Schreibweise die physikalischen Komponenten gleich
den MaBzahlen des Tensors.
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Wir wollen nun die verschieden Zeitableitungen der Spannungs-

tensoren betrachten, zunidchst definieren wir

(2.28)

S _ D e _ D isin o)
S=gr2 = ge 989

als materielle Zeitableitung des Cauchyschen Spannungsten-
sors. Die Ausrechnung von (2.28) flihrt mit (2.11) zu

=[6r+ 6, (df+w!y)
(2.29)

- :
— 0/ (de+wT) -0, v+ 0.V ]gg"

Wir koénnen die Zeitableitungen von Sy und QL mit (2.17) und

(2.19) formulieren
(2.30)

w=T[S +S $p(U)]

Rn
¢

S =T[S+Sp(U)-SUTET)T . (2.31)
Zusdtzlich bendtigen wir die objektive Zeitableitung (Jau-

mann-Ableitung)
(2.32)

(2.33)

Die materiellen und objektiven Zeitableitungen der Spannungs-
deviatoren (2.25), (2.26) lassen sich ebenfalls mit Hilfe
der vorstehenden Gleichungen herleiten.

2.4 Gleichgewichtsbedingungen

Bei Vernachlédssigung von Massenkrdften und Trdgheitswirkun-

gen gilt
(2.34)

Div $ = U};/,-g" =1
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mit

[ Y / r /
oufi =0, +rLer-rael . (2.35)

Fordern wir, dal dies zu allen Zeiten fiir jeden KSrperpunkt
giiltig bleibt, so muB auch die materielle Zeitableitung
von (2.34) verschwinden

DivS =0 . (2.36)

Zur Ausfithrung dieser Rechnung sei auf [3] verwiesen. Man
erhédlt die Bedingung des fortgesetzten Gleichgewichts in
der Form

Div[$+S spil)-SUT]=0 . (2.37)

Unter Verwendung der Gleichungen aus Kapitel 2.3 14dBt sich
(2.37) schreiben

D/'V[f;-g,(qL;_Wg -SD]=0 (2.38)

oder in gemischtvarianten Komponenten
[LSi), +w el-ardl]=0 (2.39)

mit Suo als MafBzahlen von gx-



3. Stoffgesetze

3.1 Allgemeines

Ein Stoffgesetz fiir elastoplastische Kdrper beschreibt den
Zusammenhang zwischen Spannungen bzw. Spannungsinkrementen
und Verzerrungen bzw. Verzerrungsgeschwindigkeiten. Da ela-
stische und plastische Forminderungen unterschiedlichen
GesetzmdBigkeiten unterworfen sind, miissen wir die Gesamt-
deformation aufteilen in einen elastischen und einen pla-
stischen Anteil, beispielsweise durch multiplikative Zer-
legung des Deformationsgradienten

F-Ffb . 61

Die Aufspaltung kann auch auf andere Art erfolgen. LEHMANN
[27,28] geht ausfithrlich auf dic unterschiedlichen Mdglich-
keiten ein, die schlieBlich alle zu einer additiven Auftei-
lung des Tensors der Verzerrungsgeschwindigkeit in einen
elastischen und einen plastischen Anteil fiihren

D =LDe +Dp =(gfﬂ+g£)g,-gk (3.2)

3.2 Elastische Forminderungen

Fiir kleine elastische Forminderungen, wie z.B. bei metalli-
schen Werkstoffen, gilt die bekannte Beziehung

Do=-L[S—-Y_ Sp(S)1] 3,3
ze“jé[zx“m p(Sk)1] . (3,3)
Dieses hypo-elastische Stoffgesetz kann auch in der Form

. .
D=7 In + 57 <P (k)1 -9

[} .
geschrieben werden, mit Sp(Sk) = Sp (Sk) -
K ist der Kompressionsmodul
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1+V 7

K=263—(7—2V)'—E3(7 7y - (3.5)

In Komponentenform lautet (3.4)

di =5 tilo + o SHo . (3.6)

3.3 Plastische Formidnderungen

Plastische Forminderungen werden durch eine Flieflbedingung
und durch ein Formidnderungsgesetz bestimmt. Die Fliefbedin-
gung kennzeichnet den Beginn der plastischen Deformation

als Funktion der Spannungen und der Werkstoffverfestigung,
das Formidnderungsgesetz beschreibt den Zusammenhang zwischen
Verzerrungsgeschwindigkeit und Spannungen bzw. Spannungs-
inkrementen.

Die FlieBbedingung fiir isotrope Materialien wird iiblicher-
weise mit den Invarianten des Spannungsdeviators T« aufge-
stellt

Fdy,Jy,k?) =14y, J3)-k?=0 , (3.7)

wobei

J; = Sp(Tx?)
(3.8)
J; = 5f7(2}3) .

k? ist eine skalare Funktion, welche die Werkstoffverfesti-
gung in Abhingigkeit der plastischen Arbeit wp, beschreibt

2= k?(wp) . (3.9)

Neben der Flielbedingung muff auch die Belastungsbedingung
erfiillt sein

S'D/an T) 0 . (3.10)
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3.3.1 FlieRbedingungen

In dieser Arbeit sollen die Fliefbedingungen von Tresca und
von v.Mises angewandt werden. Die Tresca-Fliebedingung 1Rt
sich nach [37] in allgemeiner Form angeben

Fr=Fd] =307 —9kFJ} +48 ki), =64k, =0 . (3.11)

Liegt ein Hauptspannungssystem vor, kann (3.11) auch als
Funktion der Hauptspannungen formuliert werden

[(61- 02~k )[(0?-02)—ki][[o2-c1)-ki]=0. (3.12)

Wenn einer der drei Terme zu Null wird, so ist die Flieflbe-
dingung erfiillt. Zur Vereinfachung der Rechnung k&énnen wir
spdter in drei Fidlle unterscheiden.

Die v.Mises-Flielbedingung lautet

= Sp(Tl) ~kE=tith-ki=0 (3.13)

und als Funktion der Hauptspannungen
i 2 3
(07— c?)r(o2-0l)+(oi-0!)-3Kki=0.  (3.149)

Das Verfestigungsgesetz (3.9) wird aus dem Spannungs-Deh-
nungs-Diagramm eines einachsigen Zugversuchs ermittelt. Als
Approximationsansatz fiir die Versuchskurve wihlen wir

£=§+E§Tﬂ(—gfn—1)"}6>cro (3.15)
nach einem Vorschlag von BRUHNS [3]. Dieser Ansatz #hnelt
dem sogenannten Ramberg-Osgood-Gesetz. Ein Vorteil von
(3.15) ist unter anderem, daB an der Streckgrenze O, ein
stetiger Obergang vom elastischen in den plastischen Bereich
- sowohl von O (£) als auch von dO(£)/d€ - beriicksichtigt
wird.

Durch Differentiation von (3.15) nach der Dehnung £ erhalten
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wir eine Beziehung fiir den Tangentenmodul

E, - ao _ - Eo _
W 1tgnle-1)

G,
Der Elastizitdtsmodul E und die Parameter B, n werden aus

(3.16)

o

dem Zugversuch bestimmt,

3.3.2 Formdnderungsgesetz

Als Formidnderungsgesetz verwenden wir den Ansat:z

s 0F

D,= 2 35
(3.17)

dl =X OF

pK GSf

aus der Theorie des plastischen Potentials (Normalenregel).
Die positive, skalarwertige Funktion A wird aus der Forde-
rung bestimmt, daB die FlieBbedingung wdhrend der gesamten
plastischen Deformation erfiillt bleibt, d. h.

F=20. , (3.18)

Die Belastungsbedingung (3.10) ist aus (3.18) entstanden.

3.4 Formulierung der Stoffgesetze

Die v.Mises-FlieBbedingung (3.13) fiihrt auf ein Stoffgesetz,
das bei beliebigen Formidnderungsvorgédngen einfache Bezie-
hungen zwischen Spannungs- und Verzerrungsinderungen ergibt.
Die Tresca-FliefRbedingung (3.11) bereitet hingegen wegen

der singulédren Ecken in manchen Fidllen Schwierigkeiten.
Deshalb sei hier vorweggenommen, dafl wir die Fliefbedingung
von Tresca fiir ein Stoffgesetz zur Berechnung der Grundde-
formation heranziehen wollen. Die Forminderungen eines dick-
wandigen Rohres, belastet durch Innendruck und Axialkraft,
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erfolgen koaxial in Richtung der Hauptspannungsachsen, siehe

z. B. [29,30,31]. Wir kénnen uns also bei der Herleitung ei-

nes Stoffgesetzes mit der Trescaschen Flieflbedingung auf ein

Hauptspannungssystem beschrénken und Gleichung (3.12) verwen-
den. T -

Im folgenden beriicksichtigen wir inkompressibles Materialver-
halten, mit J = 1 nach (2.18) erhalten wir aus (2.22), (2.26)
und (2.30) ‘ -

Sc=5 , L= 5.19)
k=8, =1 . (3.20)

Wir betrachten den Fall, dafl ein beliebiger Term in (3.12)
'zu Null wird. Die Hauptspannungen O], 07, 07, ordnen wir
nach ihrer Grtfe und weisen ihnen die folgenden Indizes zu

o> 0o

n

1\

m
m

o[ , In,m,i (.21
Dann lautet die vereinfachte Form der FlieBbedingung
F=(of~-0/)-kP=0. (3.22)

Die Normalenregel (3.17) liefert

Do=X(07-0{)8 , (3.23)
mit B; nach
8] o o
B,=|0 B 0 (3.24)
0o 0 B
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Die Auswertung von (3.18) ergibt

9 k2

P w, =0 . (3.25)

F.-= (O’,’,’- 01{)(5’:_(51{)_2

Fiihren wir die Forminderungsarbeit in inkrementeller Form

W= Sp(SkD) (3.26)

1
£

ein, so erhalten wir mit der Aufspaltung von D nach (3.2)

=3

Wp=9105p(gkgp)=;#o Sp(IxDp) (3.27)

die plastische Formidnderungsarbeit. Der hydrostatische Anteil
des Spannungstensors liefert keinen Beitrag zur plastischen
Arbeit.

Aus (3.27), (3.23) folgt unter Beachtung von (3.19)

W= & 24 (6] —6!) Sp(T5) (3.28)

und mit (3.25) fithrt dies zu

4 OkT gr_ gty (3.29)
4 aWP ( n Gl)

Der plastische Anteil des Tensors der Verzerrungsgeschwindig-
keit wird demnach
o (6—/’77 — 611) B
2 akf_ = : (3.30)
owp

Dp =

Den elastischen Anteil von D konnen wir nach (3.3) und (3.20)
[+ 0y
fir koaxiale Formdnderungen, d. h. § = §, angeben zu

po- s[5~ s0($11]= L5 -d1] , wasn

und mit (3.30) erhalten wir das elastoplastische Stoffgeset:z
in der Form
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26 [ = 'f-'— 1 8k# ==] . (3.32)
Nach kurzer Zwischenrechnung folgt schlieBlich
§=26__Q+q'l —Gd}(wp)Sp(QQ)g (3.33)
mit der Abkiirzung

dT(Wp)z 7 y3 ) 04 6ré1}
i, 1 0K
2G 89 Owp

(3.34)

einer dimensionslosen Stoffgrtfe, die filr rein elastisches
Verhalten den Wert O, fiir elastisch-idealplastisches Ver-
halten den Wert 1 annimmt, siehe [32,3,25].

Wir wollen den "Verfestigungsparameter" Jdr aus dem einach-
sigen Zugversuch bestimmen. Zunichst betrachten wir dazu
zwei verschiedene Mdglichkeiten, dr als Funktion des Tangen-
tenmoduls E{ darzustellen. ‘
Eine "direkte" Anpassung des Stoffgesetzes (3.33) an den
Zugversuch soll zuerst diskutiert werden. Hierzu gehen wir
von einem Spannungszustand aus, fir den (3.22) und somit
auch (3.33) eine eindeutige Aussage liefert, z. B,

ol>03>0}%, 0}]=0, 02<0, (3.35)
mit der FlieBbedingung

Eine Anniherung an den einachsigen Spannungszustand O] er-
halten wir, wenn 63%-»0.

Den Tensor der Verzerrungsgeschwindigkeit widhlen wir unter
Beachtung von (3.21) bis (3.24) und Vernachli#ssigung eines
mdglichen elastischen Verzerrungsgeschwindigkeitsanteils dj
zZu
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alle iibrigen di = O, wobei wir nach LEHMANN [33]

d: = 8;[0 ) (3.38)

bzw. fiir koaxiale Forminderungen
d,= & (3.39)

angenommen haben. Das Stoffgesetz (3.33) ergibt - bedingt
durch die Tresca-Fliefbedingung - im Regelfall nur ebene
plastische Deformationen. Die tatsichlichen Formidnderungen
eines einachsigen Zugversuchs lassen sich deshalb ohne Zu-
satzannahmen nicht erfassen.

Eine "direkte'" Anpassung des Stoffgesetzes an einen Zugver-
such ist somit nur angenihert méglich.

Fordern wir noch, daf

62=0, G6i=0, (3.40)
so flihrt die Auswertung mit (3.33), i = k = 1, zu
6]=2GE +§7 6! - 266, = E € (3.41)
und fiir inkompressibles Material, E = 3G, zu
£y
d = - e . 3042
T E ( )

Oberprtifen wir die Forderung (3.40) durch Einsetzen von
(3.42) in (3.33), i = k = 2, 3, so folgt

hd 7 . . 1 .

67=—56,, 0;=50/, (3.43)
d. h. die Forderung wird nicht erfiillt; dies bestdtigt noch-
mals die Aussage hinsichtlich der Anpassung des Stoffgesetzes.

Die zweite Moglichkeit, welche wir diskutieren wollen, ist
eine "indirekte'" Anpassung des Stoffgesetzes, indem wir iliber
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die Forminderungsarbeit den einachsigen Zugversuch in (3.34)
einarbeiten.
Als Flieflbedingung bendtigen wir

F=0—-2kr=0 . (3.44)

Der inkrementelle Zuwachs der gesamten Forminderungsarbeit
des Zugversuchs

dW=-é’-;O’dE (3.45)

148t sich aufspalten in einen elastischen und einen plasti-
schen Anteil

dw=dw, + dw, . (3.46)
Mit dem elastischen Anteil

dwe=—;-;—g— do (3.47)

und dem Tangentenmodul E{ folgt aus (3.45) und (3.46)

s _ 9 1
dwp, © 1__ 1 (3.48)

E, E

Dricken wir k; bzw. k¥ mit Hilfe von (3.44) aus, so kénnen
wir die partielle Ableitung in (3.34) ersetzen durch

dkt _ 0 d6 _ 9 EE&
de 2 de 2 E_Ef (3.49)

und erhalten schliefllich die gewlinschte Form von &7

JE¢

dr=1-TF-F,

. (3.50)
Bs 18Rt sich leicht zeigen, daf auch diese zweite Mbglich-
keit keine exakte Anpassung an den Zugversuch darstellt.
Eine Oberpriifung der Annidherung des Stoffgesetzes (3.33) mit
dr nach (3.50) an den einachsigen Spannungszustand ergibt,
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daB neben den nicht erfilllten Forderungen (3.40) auch.éfﬂﬁé
nur ndherungsweise erreicht wird.

Auf die Nachteile der Tresca-Flieflbedingung, die hier zu
Tage treten, wollen wir nicht weiter eingehen, es sei auf
die einschligige Literatur verwiesen, z. B. [38].

1.0

05 p
0.4 /

021 /

T T LR S A A | 1 v T 1 T 7T L
0 2 3 4 5 678910 20 30 40 5060 100 200 300 E

Abb. 2 Verfestigungsparameter

dr (3.42) und d} (3.50) sind in Abb. 2 iiber dem Verhdltnis
E/E¢ aufgetragen. Die Kurven weichen flir kleine Werte E/E;
geringfligig voneinander ab. In Kapitel 5.1 entscheiden wir,
welcher Beziehung fir &;der Vorzug gegeben wird.

3.4.2 Stoffgesetz bei Anwendung der v.Mises-FlieRbedingung

Wir gehen von einem beliebigen Spannungszustand Sy bzw. Ty
aus.
Die FlieBbedingung (3.13) ergibt mit der Normalenregel (3.17)

sz=jZ7;( . (3.51)

-~
-~

Aus der Bedingung (3.18)

: o\ _ dka
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mit w, nach (3.27)

WP:.’%Z}( Sp(IKZ) | (3.53)
folgt o
A.= 902 5P(__Z;K:Z;() .
Okuy Sp(z;?) (3.54)
aWp -

Damit erhalten wir den plastischen Anteil des Tensors der
Verzerrungsgeschwindigkeit

o)
_ 29, SP(IxIk)
“p— 2 L
=P é?ﬂi 6W7C53) =

We

kK (3.55)

und mit dem elastischen Anteil De nach (3.4) flihrt dies zu

29, SP(Ik TK)
0kT S (TK?_) ~k - (3.56)
aWp =

(o]
D=l I+ 5 SPSKIL +

Uberschieben wir beide Seiten von (3 56) mit Tk und bilden
die Spur, so folgt

1 29, =
Sp(Lzo)= (26 +%)SD(IK:TK) . (3.57)
OWpe

Eingesetzt in (3.56) erhalten wir das Stoffgesetz

_ 1 2 1 So(Z D)
Q"Z—(;‘Z TSP(SK)7+JM( P)W'ZK ) (3.58)

mit dem Verfestigungsparameter

1
Oy (Wp )= ; 0<dug1, 3.59
s 1 0K (3.59)
469, aWp

in einer #hnlichen Formulierung wie (3.34).
Wir wollen auch diesen Verfestigungsparameter als Funktion
des Tangentenmoduls darstellen.



- 26 -

Das Stoffgesetz (3.58) 1l#Bt sich direkt dem einachsigen Zug-
versuch anpassen.
Setzen wir dazu unter Beachtung von (3.19) und (3.20)

Sl=0'=06, Sl=06!=¢6 (3.60)

und als Verzerrungsgeschwindigkeiten entsprechend (3.39)

1_ & 2 _ é 3 _ é
d;=¢, dz‘"j'/qa——jl (3.61)
alle librigen SL, éL, di = 0, so folgt unmittelbar durch Ein-
setzen in (3.58), i = k = 1

_1 ¢ :_ G
—3GG+<55-E (3.62)

und flir E = 3G schlieflich

Oy = 7—5‘- . (3.63)
3

Eine Kontrollrechnung mit i = k = 2, 3 flihrt zum gleichen
Ergebnis, d. h., die Forderung (3.40) wird in diesem Fall er-
fillt, die Anpassung an den Zugversuch ist exakt.
Zu untersuchen wire noch die M8glichkeit, den Zugversuch in
die Gleichung fiir &, (3.59) einzuarbeiten. .
Mit der Fliefbedingung fiir den einachsigen Spannungszustand

Fzﬁz_zikrg_—_o (3.64)

und (3.45) bis (3.48) erhalten wir

dkz _4 do _é]&;
dws =3 9w~ e Er (3.65)

Eingesetzt in (3.59) ergibt sich die gleiche Beziehung flir &,
wie (3.63), beide hier gezeigten Mdglichkeiten stimmen also
liberein.

Wir wollen das Stoffgesetz (3.58) noch umformen, mit eini-
gen Gleichungen aus Kapitel 2.2 folgt nach kurzer Rechnung
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Q : Sp(IxD)
Se=26[D+¢1-q, K=l ,
LK [,_ +q1—dy So(T7) ,ZK] ,  (3.66)

wobei die Abkilirzung

. K
C7={Z—G—3I)SP(.Q) (3.67)
fir inkompressibles Material unbestimmt wird, siehe hierzu

auch [3].
In Komponentenschreibweise lautet (3.66)

5 ZG[d’ +q6’ fs d” t, ] (3.68)
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4. Beschreibung der Grunddeformation

4.1 Geometrie des dickwandigen Rohres

Wir wdhlen zur Beschreibung der Deformation ein raumfestes
Zylinderkoordinatensystem

x'=(r,¢,z) (4.1)

und kennzeichnen die auf den undeformierten Ausgangszustand
bezogenen Gréflen mit ( )o

o]
XK= (r, 0., Z5) . (4.2)

Wihrend der Grunddeformation sollen
a) Bewegungen von Kdrperpunkten nur in radialer und
axialer Richtung erfolgen,
b) ebene Querschnitte eben und
¢) kreiszylindrische Mantelflidchen kreiszylindrisch
bleiben.
Nach (2.2) k6nnen wir dann schreiben

F=F(ro)t)) gDz('D(LPo)t))Z‘:Z(Zo,t)- (4.3)

Bedingung a) bedeutet weiterhin, dal Rotationen ausgeschlos-
sen werden; es gilt somit

W = @, = konst. (4.4)

Abb. 3 zeigt die Koordinatensysteme und Bezeichnungen am
undeformierten und am deformierten Rohr.

Der Ortsvektor r eines Punktes P hat die Komponenten
Z'=rcosyp
z2=rsiny (4.5)
z’=z
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Abb. 3 Koordinatensysteme und Bezeichnungen
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daraus ergeben sich mit (2.4) die Basisvektoren
gy = rcosg e, +rsinge,
g,=—rsinpe,+rcosge, (4.6)
ga = €3

Die Metriktensoren erhalten wir aus (2.5) und (2.7)

7 0 0 0 0
gx=lo r2ol, 9% 1|o %i ol w@.mn
0 0 1 o 0 1

Unter Berlicksichtigung von (4.4) 148t sich der Deformations-
gradient (2.8) angeben

r'0 0
Flo=10 1 o0 |, (4.8)
o o0 Zz*

mit den Abkiirzungen

()'=5=(), (V=20 ). @9

Die Komponenten des Geschwindigkeitsvektors folgen aus
(2.10) und (4.1)

vi=(r,0,z) . (4.10)
Bilden wir die Christoffelsymbole (2.12) mit (4.7)

7 2 2 1
Fzz=_r)F4z=Fz1=’F; (4.11)

alle {ibrigen f}} = 0, so kénnen wir den Geschwindigkeits-
gradienten (2.14) ermitteln
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~/
£ 0 o
vie=10 £ 0 : (4.12)
S+
0 L

Zum gleichen Ergebnis gelangen wir auch mit (2.17) und (4.8).
Da der Geschwindigkeitsgradient symmetrisch ist, eriibrigt
sich eine Aufspaltung nach (2.15), (2.16).

Die Verzerrungsgeschwindigkeit d] in Axialrichtung wollen wir
als unabhidngig von den Koordinaten ansehen, d. h. wir setzen
eine Uber die Rohrlidnge konstante Lidngsdehnung voraus.

Damit folgt unmittelbar

‘—+‘_"7” ) (4.13)

!
L o0 o \
i r |
a, 0 = f | (4.14)
0O O T /
Aus der Inkompressibilitétsbedingung
r ! Is l / ( 015)
erhalten wir durch Integration nach der Zeit
r T 7, (4.16)
mit den Anfangswerten
r'(t,)=1, rity)=r,, UUt)=1, . (4.17)

Nach einer Variablentrennung 148t sich (4.16) nochmals
integrieren
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ry: =—{0—(/“2-—C1) . (4.18)

Der Parameter C; kann eine Funktion der Zeit sein [30,25].
Fir bekannte Werte C; und 1/1, ist der Deformationszustand
des dickwandigen Rohres vollstdndig bestimmt.

4.2 Normierung der geometrischen Grdflen

Die numerische Berechnung und die Darstellung der Ergebnisse
sollen spédter in dimensionslosen Kenngroéfen durchgefiihrt wer-
den. Als Bezugsgréfen wdhlen wir den Innenradius und den
mittleren Radius.

Fir den Grundzustand definieren wir als dimensionslose

Variable
X’==7§; ) (4.19)
sowie
Pt
:_[_- R,:G_’FQ (4.20)
¥ R 2

als bezogené Rohrabmessungen.

Eine Gegenliberstellung beider Bezeichnungsméglichkeiten ist
aus Abb. 4 ersichtlich.

Der Parameter C, 148t sich ebenfalls als bezogene Grifle

angeben c
1
Li=—7 (4.21)
Fiihren wir an dieser Stelle als Maf fiir die Verzerrung in
Axialrichtung
3
Ly=75 0, ‘

ein, so kénnen wir den Deformationszustand des Rohres auch
mit Ls und L, beschreiben.
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Abb. 4 Absolute und bezogene Rohrabmessungen

Flir den Ausgangszustand definieren wir analog (4.20)

. b,
§°=a_o
, (4.23)
_ b - Yo+ Do
Com gy =72

Wir formen (4.23) mit (4.18) bis (4.22) noch um, so dafl nur
bezogene Grifien F, I und die Parameter L,, L, auftreten

FZ_L4

r o= l/ < 1
SO 7—'L1
T =C 1+ % EXP{"Lz)
o T I+E 1-L)

(4.24)
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5. Spannungen im Grundzustand

5.1 Allgemeines

Wie in Kapitel 3.4 bereits erwdhnt, wollen wir die Berechnung
der Spannungen im Grundzustand mit einem auf der Trescaschen
FlieRbedingung basierenden Stoffgesetz durchfiihren. Unter
dieser Voraussetzung sind dann analytische LOsungen fiir die
zur Verzweigungsberechnung bendtigten Hauptspannungsdifferen-
zen méglich.

Im Gegensatz dazu ist die Ermittlung der Spannungen aus einem
Stoffgesetz bei Verwendung der v.Misesschen Flieflbedingung
nur noch numerisch unter groflem Aufwand durchfiihrbar. In Ver-
bindung mit der numerischen Losung des Verzweigungsproblems,
bei dem die Spannungen fiir jeden Integrationsschritt neu be-
rechnet werden miissen, wiirde dabei die Rechenzeit auf ein
unitberschaubares Mafl anwachsen.

Bevor wir die drei m8glichen Félle des Stoffgesetzes, die wir
nach der Flieflbedingung (3.12) zu unterscheiden haben, im
einzelnen untersuchen, wollen wir nochmals auf den Verfesti-
gungsparameter J&; zurlickkommen. Als Abkiirzung fiir die Span-
nungsdifferenz, welche die FlieBbedingung (3.22) erfiillt,
fihren wir ein

20=0G,-6, , (5.1)

wobei ein libergesetzter Querstrich Spannungen kennzeichnet,
die auf 2G bezogen sind. Entsprechend folgt fiir die Flief-
spannung C und die Streckgrenze O, des einachsigen Zugver-
suchs

(5,2)

Damit kdnnen wir den Verfestigungsparameter d; nach (3.42)
mit dem Tangentenmodul (3.16) angeben
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En(e " (5.3)

und den Verfestigungsparameter J4, nach (3.50)

//
g =1—
7 4 F (6 n-17 (5.4)
7+§-~ET/7/7(—:—7}

Wir missen nun entscheiden, welche von den beiden Beziehungen
fur &r in den folgenden Rechnungen angewandt wird. Aufgrund
der besseren Anpassung an den Zugversuch (siehe Kapitel 3.4)
und der formalen Obereinstimmung mit 4 nach (3.63) diirfte
die Anwendung von Jr nach (3.42) bzw. (5.3) gerechtfertigt
sein. Versuchsweise wurden L&sungen des Verzweigungsproblems
auch mit Gleichung (5.4) ermittelt. Dabei zeigte sich, daB
die kritischen Spannungszustinde und damit die kritischen
Belastungen (Verzweigungslasten) mit denen von Gleichung
(5.3) bei gleichem Grundzustand libereinstimmen. Die zugehd-
rigen Ausgangszustidnde bzw. Grunddeformationen sind jedoch
verschieden. d; nach (5.3) flihrt auf die kleineren Deforma-
tionen und stellt aus ingenieursmifiiger Sicht also die un-
glinstigere Ldsung dar, man liegt '"auf der sicheren Seite".

Der Spannungszustand 148t sich als Funktion der Koordinate r
mit den gemischtvarianten Komponenten der Spannungstensoren
und -deviatoren beschreiben

clir) 0 0
Si=0] = 0 ©ir) 0 (5.5)
0 0 olr)
20]-0%2-6¢ 0 0
te= T =% 0  20;-0/-0; 0 . (5.6)
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5.2 Spannungen fiir Fall 1: 07 > 03 > 0]

Wir formulieren die Flieflbedingung nach (3.21), (3.22)
F=(0}=07)"—4kf=0 (5.7)
und die Komponenten von_é nach (3.24)
Bl==1, BZ=+1, Bi=0 . (5.8)

Aus dem Stoffgesetz (3.33) folgt mit dem Verzerrungsge-
schwindigkeitstensor (4.14)

-26 5 +¢-6(5 L)
=25?r+g'—6(—,/;—%-) (5.9)
6i=26++g

Enﬁsprechend der in der Flieflbedingung auftretenden Span-
nungsdifferenz bilden wir die Differenz der zugehbrigen In-
Rremente, unter Beachtung von (5.1) erhalten wir

20=052-567=(1- dT,—-{—,') , (5.10)
Gleichung (5.10) 188t sich nach der Zeit integrieren, wobei
zwischen rein elastischen Forminderungen (J; = 0) und ela-
stoplastischen Forminderungen (dJ; # 0) zu unterscheiden ist.
Im folgenden kennzeichnen wir GréBen, die sich auf den Ober-
gang (Grenze) von rein elastischen zu elastoplastischen De-
formationen beziehen, mit ( )x.

5.2.1 Elastische Deformationen

Die Integration von (5.10) mit 6 = O

t t t

o _a([r 7
/9df=7'(/?d'f— FCH-) (5.11)
t to to



- 37 -

fiihrt mit den Anfangsbedingungen

t=t,: 0]=07=0 (5.12)

6=—5n(1-25]) , (5.13)

d. h. die Spannungsdifferenz ist eine Funktion der Koordinate
r und des Parameters C;.

Flir die Verzweigungsanalyse in Kapitel 6 bendtigen wir wei-
terhin die partiellen Ableitungen nach dem Radius r von &(r)

_a_ez I=_ C1

or ri1- &)

56 i Gl3r=G) 10
or? [/“3(7——,% }‘]2

Um Verwechselungen mit der partiellen Ableitung nach dem
Radius r, des Ausgangszustandes gemdf (4.9) zu vermeiden,
halten wir fest, daB Ableitungen von © nur nach dem Radius
r des Grundzustandes erfolgen.

5.2.2 Plastische Deformationen

Mit J7 von (5.3) erhalten wir aus (5.10)
t

t t .
[[+5n(g-1y7]6at=2([Fot - [Ladt) 55
x £, i,

Die Integration beider Seiten ergibt mit den Anfangsbedin-
gungen

t=t,: 62-6!= 2k, (5.16)
eine implizite Bestimmungsgleichung flir ©

9+—g—/?o (%—7)n+211n{1~—rc—’2)=0. (5.17)
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Bei beliebigen, reellen Exponenten n ermitteln wir & nach
dem Newtonschen Ndherungsverfahren, als Startwert wihlen
wir die Losung flir den ganzzahligen Exponenten n = 2

65 = ko— ZOE k°~— 52 —’k ~In|1- C’)]. (5.18)

Differentiation nach dem Radius r von (5.17) fihrt zu

o= — 7 Cq
7+£n{—§-—7)”—7 /_3/7__61_)
E

B 'k,

o' G(3r*-Cs) _E nin-1) _9__,[)’7"29'2]’

= 1 1L L -
T

5.2.3 Zusammenstellung der Spannungsdifferenzen

Aus der noch zur Verfiigung stehenden dritten Gleichung von
(5.9) folgt

Damit lassen sich die Spannungsdifferenzen und deren Ablei-
tungen aufstellen, wobei L; nach (4.22) eingesetzt wird

(5.21)

=\l Al
)'=6".

“

6
(62—G!)=6+L,, (6 —-61)=06' (6]-

Lo

Der Spannungszustand ist fiir vorgegebene Werkstoffkennwerte
E, B, n nur abhingig von den Parametern C; (L4) und L.,
ebenso wie die zugehdrige Deformation (siehe (4.18)).

5.2.4 Elastoplastische Grenze

Wird das dickwandige Rohr mit Druck beaufschlagt, breitet
sich nach Erreichen der Fliefgrenze am Innenrand von dort
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beginnend eine elastoplastische Zone aus, die bei weiterer
Drucksteigerung zum AuBlenrand wandert, bis das Rohr voll-
stdndig plastisch deformiert ist. An der Grenze zwischen
elastoplastischen und rein elastischen Forminderungen wird
die Fliefbedingung (5.7) erstmals erfiillt, d. h.

0=k, . (5.22)
Ist der Deformations- bzw. Spannungszustand durch C; vorge-

geben, so erhalten wir aus (5.13) oder (5.17) mit (5.22)
den elastoplastischen Grenzradius

c, !
= — 5.23
T V7~ exp(-2k,) - (5-23)

Folgende Moglichkeiten sind zu unterscheiden:

a) Ty < a: rein elastische Formidnderungen von
a<r«<hb.

b) a < r4x < b: elastoplastische Formdnderungen von
a<rT<ry, rein elastische Forminde-
rungen von r, < 1 < b,

c) ry > b: nur elastoplastische Formidnderungen von
a<rTr«<b.

5.2.5 Giiltigkeitsbereich

Den Gliltigkeitsbereich von (5.7) stellen wir als Funktion
der Parameter C; (L1) und L, dar, aus (5.21) folgt

6)<G}: L,< 6
(5.24)
0:=6]: L,=-6

7

Da 6 =6(C;, r), ist (5.24) eine obere und untere Grenze
fir L, in Abhdngigkeit von C4, T.
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5.2.6 Gleichgewicht

Gleichung (2.34) fiihrt mit den Christoffelsymbolen (4.11)
und dem auf 2G bezogenen Spannungstensor (5.5) zu

36, , 1 ;=1 _ =2:
5+t (01-6;)=0, (5.25)

der Bedingung des radialen Gleichgewichts.
Es gelten die Randbedingungen

r=a: Gl=-p
(5.26)
r=p: 6:=0 ,
damit erhalten wir aus (5.25)
r
- r‘ —
UZ=2/9%—~p . (5.27)
a

Entsprechend der elastoplastischen Grenze r, (5.23) wird die
Integration bereichsweise mit © nach (5.13) oder mit © nach
(5.17) durchgefiihrt.

5?, 5? ermitteln wir dann aus den Spannungsdifferenzen (5.21).

5.2.7 Innendruck, Axialkraft

Die zweite Randbedingung von (5.26) liefert mit (5.27) den
Innendruck

ﬁ=2/9?‘ ) (5028)

die Integration von 5? iiber den Rohrquerschnitt ergibt die
Axialkraft
b

/V:zft/@;,ad,» ) (5.29)
a
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Mit (5.21), (5.27) und (5.28) 14Rt sich (5.29) schreiben
b

b r
/\7=27c[2/{/9%)rdr+ erdr-f-(Lz—ﬁ)bzz—az]. (5.30)
a a

a

Wir wollen Gleichung (5.30) noch vereinfachen. Dazu betrach-
ten wir das dickwandige Rohr im ebenen Verzerrungszustand,
d. h. die Verzerrungsgeschwindigkeitskomponente d in (4.14)
wird Null. Dann folgt mit (5.20) sofort

b

. =
Np = Zn/Mrdr : (5.31)

Fir die Annahme elastischer und plastischer Inkompressibili-
tdt -und nur dann - fihrt die Auswertung von (5.31) zu

Ny = rcap (5.32)

einer Kraft, die der Wirkung des Druckes p auf die innere
Querschnittsfliche ra®> entspricht (siehe hierzu [23,26,34]).
. Dies bedeutet, daB der ebene Verzerrungszustand des Rohres
hier einem Rohr mit geschlossenen Enden gleichkommt.
Da wir die axiale Verzerrungsgeschwindigkeit dg als unab-
hingig von den Koordinaten eingefiihrt haben, kdnnen wir die
axiale Dehnung 1/1o als eine dem ebenen Verzerrungszustand
Uberlagerte, zusdtzliche Dehnung ansehen. Damit erhalten
wir die vom Innendruck unabhingige Axialkraft

b

T=N- ﬁzzn/ﬁjrdr —ra*p (5.33)
a

und mit (5.20), (5.31) schlieflich
T =7 (b*-a?)L, . (5.34)

Flir elastoplastisches Werkstoffverhalten mit linearer Ver-
festigung wird in [25] dasselbe Ergebnis gezeigt.
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5.3 Spannungen fliir Fall 2: J; > O > O]

Die Rechnung erfolgt analog dem Vorgehen in Kapitel 5.2.

Wir erhalten die Flieflbedingung
F=(0}-01)—4Kkt=0
und die Komponenten von:g
Bi==1, Bi=0, Bj=+1
Aus dem Stoffgesetz folgt

. 2 1 J}
61=265+¢+66,[L-L)

.

6=261++¢

~3 Jl 7 — G4 _L _._l

0_3—26(+g T l rl
und daraus

26=83-61=(1-6;) L~ £]

§.3.1 Elastische Deformationen

Die Integration von (5.38) mit é; = O

t ot t
[6at =% ( [Lat -[Sat]
to to to

ergibt mit den Anfangsbedingungen

_ . =1 _ =3 _
t=t,: 6,=0, =0 ,
sowie (4.16) bis (4.18) schlieBlich

o=~ 4[4 ofr- %1

(5.35)

(5.36)

(5.37)

(5.38)

(5.39)

(5.40)

(5.41)
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Die partiellen Ableitungen werden

59 9/ 7 C1

or 250-5)
(5.42)
2%6 ) =0"= 1 C1(3/“ —C4
ar? 2 [r ]2
5.3.2 Plastische Deformationen
Mit dr von (5.3) folgt aus (5.38)
t £ /o t . 1 ,

E (e _4)" " ggr=1(]L __fi)
/[7+Bn(ko 7) edz‘—z{/(df /,.,df . (5.43)
Ty Ty tx

Die Anfangsbedingungen sind
t=ty: O0}—-C]=2k,, (5.44)
damit erhalten wir aus (5.43)
E
6+ & k, ——7) 7[2 /”2 2], (5.45)
Zur numerischen L8sung wird ein Startwert &hnlich (5.18)
gewdhlt.
Die partiellen Ableitungen werden
gi__1 1 ¢,
Y E_ 16 _ 07 €,
7+Bn(Ro 177 -4
(5.46)
o= 7 [_:]_C4(3/‘2—C4 _Enln- 1){ 7)’7‘26'2]
E (6 _n-112[3 B k, |k .
7*3’7(/20 7) [ ) ° .
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5.3.3 Zusammenstellung der Spannungsdifferenzen

Die Integration der zweiten Gleichung von (5.37) ergibt
—2  O1+6) 1 3 Cy
——”Z—L—-ZLZ—ZU)( —-,.—2)) (5.47)

daraus folgen die Spannungsdifferenzen und deren Ableitungen

pz 5i)=6-+[3in(1-5)

o C,
51-61)'= '3
(6= 0, Z ,~3( ",gjz‘) (5.48)

(62-62)=(62-6])-206, (62- 63)'=(c2-c1)-26'

(6:-6])=20, (6;-6]/=26, (6]-6])"=20"

5.3.4 Elastoplastische Grenze

Gleichung (5.41) ftihrt mit (5.22) zu dem Grenzradius

Cq '
r*_V7—exp(—4Eo+ZLz) : (5.49)

Neben den Fillen a) bis c¢) aus Kapitel 5.2.4 ist hier zu be-
achten, daB fir L, > 2k,unabhdngig von C, kein elastischer
Bereich mehr méglich ist, da infolge der Lingsspannung (aus-
gedrickt durch L,) die FlieBgrenze erreicht wird.

5.3.5 Gliltigkeitsbereich

Den Gultigkeitsbereich von (5.34) erhalten wir aus (5.48)

J;> 65 : Lzéze—gm(—%) 5. 509
,50
§2<67: L, >-20-2in(1-%)

Da C, nur positive Werte annimmt, 148t sich abschitzen, daf
L, 2 0 wird.



- 45 -

5.3.6 Gleichgewicht

Aus (5.25), (5.26) ermitteln wir mit (5.48) die Radial-

spannung

r r
6;=/9%’—'—% n(1-%)L -1, n5 -5,
a a

die Spannungen G7, J7 folgen aus (5.48).

5.3.7 Innendruck, Axialkraft

Der Innendruck wird nach (5.26), (5.51)

b b
=_lpdr _3 _C)dr 1
p=loL -2 in(1-%)9 - L1,
a a

und die Axialkraft nach (5.29), (5.48)

/\7=27r[/7/r9%5)rdr

——f/ d") dr+2/@rdr]

- fi5-p 1, Fin 5=

5.4 Spannungen flir Fall 3: 0'22 >0/ >0

Die FlieBbedingung lautet
—(A2_F3V2_, .2 =
F=(6}-082)~-4ki=0

und die Komponenten von [J

/311= 0/ /322 =+71 By=-

(5.52)

(5.53)

(5.54)

(5.55)
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Damit erhalten wir aus dem Stoffgesetz (3.33)

c')‘,’=26%l+g'z

IS

6§=26£ +Q—Gdr( ——f-) (5.56)
{4
{

-7)

SN D

G3=26++4+G66(
und daraus

26= 5;—6:33 = (1—6,)(—/’—:——[—() : (5.57)

5.4.1 Elastische Deformationen

Aus (5.57) folgt mit 6; = O

t t t.
fédt=—27—(/%dt——/—[(—dt) , (5.58)
tx ty ty

Die Integration fllhrt mit den Anfangsbedingungen

t=t,: 83=07=0, (5.59)
sowie (4.16) bis (4.18) zu

=——;j[%(n{1——,%)+L2] : (5.60)

Die partiellen Ableitungen nach r von (5.60) stimmen iliberein
mit den Ableitungen von (5.41), d. h. o', 6" wie (5.42).

5.4.2 Plastische Deformationen

Mit &r nach (5.3) ergibt sich aus (5.57)

t t t,
[[1+6n(8-1)"Toat=5([Fat-[tat] . e.en
t’(‘

T tx
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und mit den Anfangsbedingungen
t=ty,: §2-6=2k, (5.62)
liefert die Integration
E (Q_ n 1[_7_ __Cv_) ]
6+Bnko P 7) 5 2(n(1 2 +sz . (5.63)
Die Ableitungen O’, ©”sind (5.46) zu entnehmen.

5.4.3 Zusammenstellung der Spannungsdifferenzen

Aus der ersten Gleichung von (5.56) 148t sich

~_ 02+085 1 3, [,_C1
G,——Z———Z—Lz +Z(f7( /.2) (5.64)
herleiten. Damit folgt
=2_ = 13 C:
(63-061)=0-F[Fn(1-7)-L,]
- 3 Cy
(oj—'ozl Qh—z' 3 Cq
ri(1- &)
(5.65)

(85~ 6) =(0;-67)-26, (5;-6])'=(5;-6])-26'

_ C,(3r?~=Cq)
(Gj_ U;),’“ 0"+ %[;3/;_ %)1]2

5.4.4 Elastoplastische Grenze

Der Grenzradius wird nach (5.60) und (5.22)

= C1 1
M ]/1— exp(~4ko— 2L,) (5.00)

Fiir L; < 2k, ist unabhldngig von C; kein elastischer Bereich
mdglich.
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5.4.5 Gultigkeitsbereich

Aus (5.65) erhalten wir die Grenzen

5i< 62 Ly»=-20+3in(1-%)
(5.67)
oy o 43 c
51> 87 L,<20+FIn(1-2%)

Fiir positive Werte von C4 wird L, < O.

5.4.6 Gleichgewicht

Die Bedingung des radialen Gleichgewichts (5.25) fithrt zu
dar _ 3 =
/9 ar 4 = L2 ln —Pp, (5.68)

die Spannungen 55,453 lassen sich aus (5.65) ermitteln.

5.4.7 Innendruck, Axialkraft

Der Innendruck folgt aus (5.26), (5.68)

ar 1 b
/9 A 4/( + L,ng (5.69)

und die Axialkraft aus (5.29), (5.65)

N=2n[f([9d7f)rdr //ln (1-%)% ) rar
/Grdr——/ %)rar]

wt[Ly[ZinE + L (b*-a?))-(b2-a%)p] .

(5.70)
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5.5 Belastungsbedingung

Setzen wir in die Belastungsbedingung (3.10) die Gleichun-
gen (3.22) und (3.24) ein, so folgt mit (5.1) unmittelbar

68 >0 . (5.71)

Fiir unsere Berechnungen wollen wir davon ausgehen, daf
wihrend der Grunddeformation keine Entlastungen oder Bela-
stungsumkehrungen stattfinden und daf bei Laststeigerun-
gen die jeweilige Fliefbedingung (Fall 1, 2 oder 3) bzw,
die zugehOrige Spannungsrestriktion (3.21) eingehalten
wird.
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6. Verzweigungsanalyse

6.1 Allgemeines

In Kapitel 2.1 wurde bereits erldutert, wann eine Verzwei-
gung des Gleichgewichts vorliegt. Wir nehmen nun einen be-
liebigen Grundzustand als Ausgangspunkt mdglicher weiterer
Deformationen an, Spannungen und Verzerrungen aus der Grund-
deformation seien bekannt. Da die Bestimmung des Verzwei-
gungspunktes durch eine Betrachtung der Geschwindigkeits-
felder erfolgt, brauchen weiterfiilhrende Deformationen nicht
berechnet zu werden. Somit fallen fiir die folgenden Herlei-
tungen aktuelle und Referenzkonfiguration zusammen. Aus (2.8)
und (2.18) folgt dann - unabhiingig von der vereinbarten In-
kompressibilitdt des Werkstoffs -

Der Lagrangesche Spannungstensor nach (2.23) wird
S =5c=S5 . (6.2)

Die Bedingung des fortgesetzten Gleichgewichts (2.37) 1iRt
sich mit (2.31) und (6.1) schreiben

Divs, =0 . (6.3)

Wir fihren ein beliebiges, mit den Randbedingungen des
Systems vertridgliches Geschwindigkeitsfeld v ein. Zur Her-
leitung von §L missen wir dann ein Stoffgesetz verwenden,
das solche beliebigen Geschwindigkeitsfelder und damit auch
beliebige Formidnderungen erfaflt, also Stoffgesetz (3.58)
bzw. (3.66). Das zur Berechnung der Grunddeformation ange-
wandte Stoffgesetz (3.33) ist auf koaxiale Forminderungen
in Richtung der Hauptspannungen beschrinkt und erfilllt die-
se Voraussetzungen nicht.

Die Anwendung zweier Stoffgesetze, denen unterschiedliche
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FlieBbedingungen zugrunde liegen, stellt eine gewisse In-
konsequenz in der Berechnung des vorliegenden Problems dar,
jedoch ist eine andere Vorgehensweise filir elastoplastisches
Werkstoffverhalten nicht ohne weiteres mbglich, siehe auch
die Hinweise in den Kapiteln 3.4, 5.1, 8.2.3.

6.2 Feldgleichungen

Aus dem Geschwindigkeitsvektor
v=v;g'=ug'+vg?+wg? (6.4)

erhalten wir mit (2.14) und (4.7), (4.11) den Geschwindig-
keitsgradienten

u' }u*—;v— | u*
— )
I | +
il 1 (V) ¥, U v
v, = F?’(V"'r):_f*r | z . (6.5)
—_— e e |-- ____,_|..-_____
w' wr w

Als Abklirzung verwenden wir

(=g, (V=50 ), (1=F50 ). @

Es folgt mit (2.15) und (2.16) der Tensor der Verzerrungs-
geschwindigkeit

%o 0 _\ZJI i
(u +v'=27| Z(u +W}
__________ et g

) *
= | a2, Bt | gl o
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und der Tensor der Rotationsgeschwindigkeit

0 igfurv) iy Flur-w)
wi=| =gp(ur=v] o0 __Eg_fZEViiW_*)_ (6.8)
|
4 (ur-w) =Hvr-w)l 0

Die Forderung nach fortgesetztem Gleichgewicht (2.38) filihrt
mit dem Stoffgesetz (3.66) zu der Bedingung, der alle mdg-
lichen Geschwindigkeitsfelder v unterworfen sind, unter Be-
achtung von (6.2), (6.3)

Div §L=

. Sp(ID (6-9)
va[ze(g +ql—d,,—?b£’(”‘—73—})l)+ WS —gg]=0

und in gemischtvarianten Komponenten mit (2.39), (3.68)
. 'i
Slk A -
: (6.10)
=0.
I

r 45

[26(01; +4d! —d,,gi—ig r,g)+w,;fo~,'.-c,:d;]/
S r

Da die Spannungen im Grundzustand allgemein durch (5.5),

(5.6) gegeben sind, lassen sich die Komponenten von éLJ

ermitteln.

Wir setzen im folgenden

V¥ u 3
Tl dS ciu'+ 62 (fz+7)+ oiwt

3q- _
2 A7 % Tres T M gt o2 Pe(o7- 0ifHo3-0] 1T

und erhalten nach einiger Rechnung éLJ (6.12).
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Die Divergenz von éL; (6.12) wird entsprechend (2.35) ermit-
telt. Unter Beriicksichtigung der Inkompressibilitdtsbedin-

gung

r v*¥ U +_
cL=u#77+7+W =0

(6.13)

und deren partielle Ableitungen gemdB (6.6), sowie der Be-
dingung des radialen Gleichgewichts (5.25), gelangen wir zu
drei linearen, partiellen Differentialgleichungen, den so-

genannten Feldgleichungen

r* 2
+2-Q(e2-0of) - [a(26]-02-62)]
r 2 1 1 2 3)_'

[aw+

Fw'+ W YD) (67~ 53)+ (ut- w0703

-Q*(20}-0]-02)

wobei als Operator

angewandt wird.

=0

(6.17)
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Eine spezielle LOsung des partiellen Differentialgleichungs-
systems ist das Geschwindigkeitsfeld der Grunddeformation,
kurz "Grundldsung'" genannt. Die '"Verzweigungsldsung'" wire
dementsprechend ein Geschwindigkeitsfeld, welches ebenfalls
eine Losung des Differentialgleichungssystems darstellt, je-
doch auf andere Deformationen als die Grundldsung fiihrt.
SHANLEY zeigt in [5] am Beispiel eines Knickstabes, daBf die
wirkliche Deformation am Verzweigungspunkt eine Oberlage-
rung aus Fortfiihrung der Grunddeformation und "Verzweigungs-
deformation'" ist. Beziehen wir diese Erkenntnis auf das vor-
liegende Problem, so mul die physikalisch sinnvolle L&sung
eine Linearkombination aus Grund- und VerzweigungslOsung
sein. Wir kommen spédter noch darauf zuriick.

Im folgenden betrachten wir nur die Verzweigungslésung mit
den Geschwindigkeitskomponenten u, v, w.

6.3 Randbedingungen zu den Feldgleichungen

Flir das dickwandige Rohr bendtigen wir Krdfterandbedingun-
gen sowohl fiir die Rohrenden als auch fiir die Rohrinnen-
und -aufenfléchen. Wir beziehen alle Groflen auf die Refe-
renzkonfiguration des Grundzustandes, d. h. wir verwenden
den Lagrangeschen Spannungstensor.

Liegt richtungstreue Belastung einer Flédche vor, wie etwa
an den Rohrenden (durch die Axialkraft), so gilt

Sin =fFf
=bot o (6.18)
SN =71

Erfolgt die Belastung einer Flidche durch hydrostatischen
Druck, muB die Verdnderung der Fldchennormalen gegeniiber
der Ausgangslage bei der Zeitableitung beriicksichtigt wer-
den (siehe auch [19]), mit (2.31) und (6.1) erhalten wir
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C

‘\
N
I

2 =00
(6.19)

Sn=-pn, +p[oclU-SeiDin]

!

Die zeitlichen Anderungen der Belastungen werden als klein
vorausgesetzt. Somit kOnnen wir in der zweiten Gleichung von
(6.19) die zeitliche Anderung des Druckes gegeniiber dem An-
teil aus der zeitlichen Anderung des Flichennormalenvektors
vernachldssigen.

6.3.1 Rohrenden z = 0, 1

Es geniigt die Betrachtung eines Rohrendes, z. B. z =1,
mit dem Flédchennormalenvektor

f7, = ga . (6.20)

Die Axialkraft N hat ebenfalls die Richtung gs, so daB aus
der ersten Bedingung von (6.18) keine neue Aussage erfolgt,

sondern mit

Gl+0, ¢)=0;=0 (6.21)

nur der vorhandene Spannungsgrundzustand (5.5) bestidtigt
wird.

Aus der Zeitableitung erhalten wir

f=fg’=38,79" (6.22)

~~

und durch Vergleich der Komponenten

S PP =530 (6.23)

Lg YL

2.3
S #+ 0,

Ausgeschrieben lauten die Bedingungen fir z = 0, 1

UH(1= G+ 63 +w'(1-81+65) =9

/

(6.24)

Q

ytH(1—GE+ G2)+wH(1=Gi-52) =
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Weiterhin fordern wir, daB das Geschwindigkeitsfeld an den
Rohrenden keine Komponente in Axialrichtung hat, also

w =0 ; (6.25)

damit schlieflen wir Lingeninderungen des Rohrteilstiicks
(Beullinge) durch die Verzweigung aus.

6.3.2 Rohrinnenfliche r = a

Die druckbeaufschlagte Innenfliche des Rohres hat den
Flichennormalenvektor '

n=-g", (6.26)
aus der ersten Gleichung von (6.19) folgt dann
6,=-p, 6,=6,=0. (6.27)

Dies stimmt iiberein mit den Spannungen des Grundzustandes,
vergleich (5.5), (5.26).

Fir inkompressibles Material fiihrt die zweite Gleichung von
(6.19) zu der Beziehung

Sl=pv, (6.28)

und mit (6.5), (6.12) gelangen wir zu
u'+ g - ZQ(ZG,’—@;-o'j):O

(u*+ v’—ZFV)(1+5,’—6§)=O (6.29)
)

6.3.3 Rohrauflenfliche f = b

Der Flidchennormalenvektor der unbelasteten Auflenfliche des

Rohres ist

n=g . (6.30)
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Aus (6.18) oder (6.19) erhalten wir mit £f = O bzw. p = O

O]=0c,=06]=90 (6.31)
und

) (6.32)

%)(7 )=O (6.33)

Vergleichen wir die Bedingungen (6.29) und (6.33), so zeigt
sich, daB (6.33) unter Beachtung von O, = 0 flir r = b aus
(6.29) abzuleiten ist.

Die Randbedingungen lassen sich demnach zusammengefafit
schreiben; fiir r = a, b

u’+cj—~2QA(ZO ~-0}-0l)=0
u*+ v’—Z% =0 (6.34)

w'+u* =0

6.4 Rotationssymmetrische Beulformen

Zur Losung des partiellen Differentialgleichungssystems wol-
len wir uns auf rotationssymmetrische Beulformen beschrin-
ken. Setzen wir dementsprechend in (6.14) bis (6.16)

( )=0, (6.35)

so 1dft sich das System entkoppeln in eine Differentialglei-
chung flr v, sowie - einschliefilich der Inkompressibilitits-
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bedingung (6.13) - in drei Differentialgleichungen zur Be-
stimmung von u, w, q.

6.4.1 Geschwindigkeitsfeld in Umfangsrichtung

Aus (6.15) erhalten wir

y'[1-(62 - 61)] - v'[L(1- (62~ 61)+(62-53)]

(6.36)
+27(67-8]) +v*[1-(6;-6])] =0,

die Differentialgleichung filir das Geschwindigkeitsfeld
v (r, z) in Umfangsrichtung. Die zugehdrigen Randbedingun-
gen sind nach (6.24), (6.35)

z=0,[: yt=20 (6.37)
und nach (6.34), (6.35)
_ ) / V _
r=aq,b: v'-2+=0 . (6.38)

Flir den Fall eines in z-Richtung konstanten Geschwindigkeits-
feldes werden in [3] kritische Belastungen gezeigt, die
"Scher-Verzweigungslasten'. Der zugehfrige Versagensmodus
(Scher-Beulmodus) wird dort niher erliutert.

Mit einem Produktansatz

27T 7/2

V(rlz): ,l//(f-)COS(O(Z) ) O(:m(_) m= yoo- (6.39)

der die Randbedingung (6.37) identisch erflillt, konnen wir

die partielle Differentialgleichung (6.36) in eine gewdhn-
liche, lineare Differentialgleichung flir ¥ {iberfiihren

///‘1 ] W[/‘ 52“

+w[—£-(6;~6:)’ ~ aZ(f—(ﬁf—c%:»] =0,

Q
—

i
Qn
= a

2



mit der Randbedingung

r=ab: wv-2%=0. (6.41)
Dieses Randwertproblem 148t sich nur auf numerischem Wege
18sen, da die Koeffizienten von'w,xuﬁy/'Spannungsdifferenzen

enthalten und somit Funktionen der Variablen r sind.

6.4.2 Geschwindigkeitsfeld in Radial- und Axialrichtung

Aus (6.14) und (6.16) folgt

[u”+%’—%+u++j(7~51+6;’)+ 2 (2u'+w*)(51-52)
' (6.42)

+2q(of-o])+[a(20!-02-03)] +24 =0

1l WI + + =2 =3 i WI +1 U+ =41 =2

[W +"/..—+W ]{7+©‘2—(_‘)3)+[W +'/.—:—u +7_—](67—6'2)
(6.43)

(ut-w')(6]-63)-Q'(263-61-62)+2¢% =0

und aus (6.13)

u'+E+wt=0 . . (6.44)

Damit stehen drei Differentialgleichungen fiir u, w, q zur
Verfligung, die zugehdrigen Randbedingungen bleiben unverin-
dert, siehe (6.24), (6.34).

Ein Geschwindigkeitsfeld mit den Komponenten u, w fithrt zu
einer radialen Aufweitung des dickwandigen Rohres, also zu
einem "klassischen" Ausbeulen. Flir unsere Betrachtungen ist
dies offensichtlich der interessantere Fall.

Zur L8sung des Differentialgleichungssystems bilden wir zu-
nichst die Ableitung ( )* von (6.42) und ( )' von (6.43),
anschlieBend 148t sich der unbestimmte Ausdruck q*' elemi-
nieren. Die Inkompressibilitdtsbedingung gestattet die Ein-
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fihrung einer Funktion H (r, z), die folgendermafen mit den
Geschwindigkeitskomponenten zusammenhingt

u=—H", W=—/;7—(r/-/)" } (6.45)

so dafl (6.44) erfiillt ist.

Ersetzen wir nun alle Ableitungen von u, w durch entsprechen-
de Ausdriicke von H und arbeiten Q nach (6.11) in die Rechnung
ein, so erhalten wir nach kurzer Zwischenrechnung eine Diffe-
rentialgleichung 4.0rdnung fiir H

A LL(H)+ 2L (H)TT = 2(62=61)L(H)'-A,L(H)
(6.46)

+A3H++++—A4_H++”+ A5H++I+A6H++ =O
mit dem Operator
’ !
L( )={j,1r[r< )]} (6.47)

und den Faktoren

A1= 7—(6;—"641

A, = (63-6])"+ £ (57-6])

36 (=3 =
A=g, (6:-67)

(a8 1, (B5-8]) (6.48)
As AI'[QN Sm r 2(@‘33-(7'77
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Qy ist der auf 2G bezogene Nenner der Abkiirzung Q
On="T[(6]-62)?+ (52 G})*+(G:-G1)?] . (6.49)

Die Faktoren der Differentialgleichung lassen sich also voll-
stdndig mit Hilfe der Hauptspannungsdifferenzen und deren Ab-
leitungen ausdriicken, den Verfestigungsparameter dv betrach-

ten wir in diesem Zusammenhang noch gesondert.

Mit dm nach (3.63) und E: nach (3.16) folgt

7

Gy=1— ——
uli_ O 4\N T . (6.50)
74 Bn(G’o 7)

Wir koénnen die Spannungen des einachsigen Zugversuchs G, G,
entweder durch die Tresca-Fliefbedingung oder durch die
v.Mises-Fliebedingung ersetzen. Nach (5.2) erhalten wir als
erste Méglichkeit /0, = B/ko und mit (3.14), (6.49) als
zweite Mbglichkeit O/C, = 1/Qun/G, . Da Qv aus den Spannungen
der Grunddeformation ermittelt wird, miissen beide Mbglich-
keiten gleichermaBen als Versuch angesehen werden, die un-
terschiedlichen Flieflbedingungen miteinander zu kombinieren.
Die Anwendung von 9/k, ergibt eine Obereinstimmung von dy
und dr (5.3), so daB der Verlauf von Jy - und von &y - am
Grenzradius rx (bzw. an der Streckgrenze G,) stetig ist. Im
Gegensatz dazu ergeben sich Unstetigkeiten an diesen Punkten,
wenn 1/ Q,/0, angewandt wird.

Fir die weiteren Rechnungen wdhlen wir deshalb die erste
Moglichkeit, also

1
Oy =1— E 76 A=1 (6.51)
7-/-?—/7{7?;—7)
und die Ableitung

EMJ(;@___ )”‘2 ,

/ B ko ko !
KA PPy ) L o

B kg
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Erwdhnt sei noch, daB L8sungen des Verzweigungsproblems ver-
- suchsweise auch mit 0/0, = 1/ Q,/5, ermittelt wurden. Bei
gleichen Geometriewerten fiir den Grundzustand (Radienver-
hdltnis ¥, bezogene Rohrlinge §) fithrt diese zweite Mdglich-
keit zu den hdheren Verzweigungslasten und den gréfleren
Grunddeformationen. Die Anwendung von ©/k, erscheint aus die-
ser Sicht ebenfalls gerechtfertigt.

Wir setzen (6.45) in die Randbedingungen (6.24), (6.25) ein,
und erhalten

z=0,(: (A=28])L(H)-AH T =0

(6.53)
(rH)' =
sowie aus (6.34) mit q* nach (6.43)
r=a,b: A [rL(H)]'+[2+A~A]JrH**'+A,H =0
(6.54)
L(H)—H*"=0.
Ay, A;, A, sind (6.48) zu entnehmen, A, lautet ausgeschrieben
= 1+(572- §3)+ (63~ 6])+257(63-63)(63-67) . (5.55)
Mit dem Lbsungsansatz
H(r,z)= ¢(r)sin(ecz), oc=m#, m=1,2,..  (6.56)

liberfilhren wir die partielle Differentialgleichung (6.46) in
eine gewdhnliche, lineare Differentialgleichung fiir ¢

¢////+ B,Jb'" *‘Bad’”"* B, o' +B, =0 ) (6.57)
wobei wir als Abkiirzungen
=—Z— A1 =3_ =1 !
B, A, [ *+(6; 01)) (6.58)
jL
/*2

((65» 5;)” + zo<2)+ {Aaocz—AG)oc2]
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(6.58)

verwenden. _

Ein Vergleich mit (6.45) zeigt, daB der Ldsungsansatz (6.56)
ein in z-Richtung (co)sinusférmiges Geschwindigkeitsfeld
ergibt, dies entspricht den zu erwartenden Beulformen.

Die Randbedingungen (6.53) werden durch den Ansatz (6.56)
bereits erfiillt; aus (6.54) erhalten wir

r=a,b:

m, 2 a0 |1 2-As 4 I [ln_ﬂ;gf _
P9 [r2+(7+ Aq )‘X P+ A:r $=0

o'+ L9+ (- )o =0 .

Es liegt auch hier ein Randwertproblem vor, welches nur nu-
merischen Losungsverfahren zug#dnglich ist,

6.5 Belastungsbedingung

Wir miissen iliberpriifen, ob die Belastungsbedingung (3.10) am
Verzweigungspunkt noch erfiillt ist. Dazu betrachten wir die
Uberlagerung von Grund- und Verzweigungsdeformation, die in
Kapitel 6.2 ndher erldutert wurde.

Fiir die Grunddeformation haben wir Rotationen ausgeschlossen
(siehe (4.4)), so daB ein Geschwindigkeitsfeld v in Umfangs-
richtung - vorausgesetzt es existiert - zusdtzliche (Scher-)
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Deformationen und damit zusdtzliche Scherspannungen zum vor-
handenen Spannungsgrundzustand hervorruft. Die Belastungsbe-
dingung widre also erfiillt, da der Spannungszustand - verein-
facht ausgedriickt - ansteigt.

Eine dhnliche Uberlegung wollen wir auch fiir ein Geschwin-
digkeitsfeld mit radialen und axialen Komponenten anstellen.
Die Linearkombination von Grund- und VerzweigungslSsung (die
"physikalische" LOsung) erhalten wir mit (4.10) und (6.4)
Uges = Uhor (r)+2au
(6.60)

Wges = Whom(Z.)-,'/\W -

Nach den Ergebnissen von SHANLEY [5] i{iberwiegt unmittelbar
am Verzweigungspunkt noch die Grunddeformation. uge und Wges
rufen demnach nur Deformationen hervor, die zu ansteigenden
Spannungen fiihren. Damit ist die Giiltigkeit dervBelastungs-
bedingung (3.10) am Verzweigungspunkt gesichert.
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7. Numerische LOsung der Randwertprobleme

7.1 Allgemeines

Um die numerische L6sung mit dimensionslosen Kenngréflien
durchzufiihren, setzen wir die in Kapitel 4.2 definierten
Beziehungen (4.19) bis (4.21) in die Gleichungen flir die
Spannungsdifferenzen von Kapitel 5 und in die Differential-
gleichungen, Randbedingungen etc. von Kapitel 6 ein. Die
Ableitungen nach r ersetzen wir durch

n 1 an
orrl )= ). 7.1

Auf eine Wiederholung der normierten Gleichungen wollen wir
verzichten, da sich nur formale Anderungen ergeben (r — x,
C;— Ls). Im folgenden ist ( )' als Ableitung nach x zu ver-
stehen, die Randbedingungen (6.41), (6.59) gelten nun fiir

x =1, §. Der Parameter & (6.39) und (6.56), liber den die
Rohrlinge 1 in die Randwertprobleme eingeht, 1&B8t sich eben-
falls auf bezogene GrbfRen zurilickfithren, mit (4.20) erhalten
wir

o (7.2)

I
Q
R
I
3
5

Fir die Rechnung setzen wir m = 1 und variieren die Linge 1
bzw. die bezogene Linge I entsprechend.

7.2 Werkstoffkennwerte

Zur Bestimmung der Werkstoffkenngrtéfen greifen wir auf einen
Zugversuch zuriick, der im Rahmen einer Versuchsreihe [40]

an der Zug-Torsions-Priifmaschine des Instituts fiir Mechanik
der Ruhr-Universitdt durchgefiihrt wurde. Bei dem Werkstoff
handelt es sich um eine Aluminium-Legierung AlMgCuPb, deren
Spannungs-Dehnungs-Diagramm in Abb. 5 gezeigt wird.
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b ¢

[Nlmmz]
Versuch
8004 ———— Approximation
600 -
400 - Werkstotf: AlMgCuPb
Gy = 240 N/mm?
200 E = 59500 N/mm2
0 T T 1 ] T At
0 01 02 03 0.4 e=Inl

o

Abb. 5 Zugversuch

Die Werkstoffkennwerte ergeben sich unter Berlicksichtigung
des Ansatzes (3.15) zu

.= 240 N/mm?
E = 59500 N/mm’
B = 4857,5 N/mm*
n = 2,79865

und aus (3.5) folgt mit V = 0,5

G = 19833 N/mm?
k,= 0,0030252

Zu bemerken widre noch, daB O, den wirklichen Obergang von
der elastischen Geraden in den nichtlinearen plastischen
Bereich darstellt und nicht die sogenannte o,2%-Dehngrenze
‘nach DIN 144.
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7.3 Numerische Behandlung

Beide Randwertprobleme werden mit denselben numerischen Me-
thoden geldst. Wir wollen deshalb den Ldsungsgang nur einmal
an Hand des Randwertproblems (6.57) bis (6.59) skizzieren.

Zundchst wird die lineare, homogene Differentialgleichung
4. Ordnung in ein System von vier Differentialgleichungen
1. Ordnung iiberfithrt, z. B. y, =¢, y, = ¢' usw. Wir fassen
die Koeffizienten des Differentialgleichungssystems in einer

Matrix Cij zusammen und schreiben abgekiirzt
1
’ / (7.3)

j=1 .4

Die Randbedingungen (6.62) lassen sich fiir den Innenrand
x = 1 angeben zu

Jj=1,...4

/

(7.4)
/’7,(7)}//;("/) = 0
und fiir den AuBenrand x = ¥
g,'(g))/,‘(’f): 0
(7.5)

hi(§)y;(§)= 0

h; (x) und g; (x) sind die Abkiirzungen der von x abhdngigen
Faktoren der jeweiligen y; in den Randbedingungen. Zwischen
den Ldsungen am Innenrand y; (1) und den LOsungen am Aufien-
rand y; (§) besteht ein linearer Zusammenhang, so daf wir

y; (§) als Linearkombination von y. (1) darstellen kénnen

v;(8)=Yiy(1), (7.6)

wobei Yji als eine Ubertragungsmatrix zu interpretieren ist,
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die aus vier Fundamentalldsungen des Differentialgleichungs-
systems besteht. Mit Hilfe eines numerischen Integrations-
verfahrens, etwa mit der Methode von Runge-Kutta, wird (7.3)
fiilr vier linear unabhéngige Anfangsvektoren

S':; (1) = (1' o, O, 0)’ ?2 (1) = (0, 1, o, O) uSW;

integriert. Die Ldsungen (Fundamentalldsungen)

Z () = ()’11 » Yoz » Ya3 » Yau ), S;z (5) = ()’21 » Y22 9 Y23 9 You ) usw.

ergeben dann die Elemente der Obertragungsmatrix. Damit 148t
sich (7.4), (7.5) als lineares Gleichungssystem schreiben

g, (1)y(1) =0

Fi11)y(1) = 0
(7.7)

GilE) % y(1)=0
hil5)Yiy; (1) = 0

Eine nichttriviale Losung dieses Gleichungssystems und somit
auch eine L8sung des Randwertproblems liegt genau dann vor,
wenn die Koeffizientendeterminante von (7.7) verschwindet

[ 9,(1) " g.(1) " g(1)  g,(1)

. m— ! - . S — — e

h(1) hy(1) A1) ha(1)

2

e e e =0 (7.8)
gi(E)Wi . Gil&E)Y g )Yy 9i(8) Y
(

|
i
- . P
I
i

(PilE) Y (&) Y b (E) Yy hil€)Y

Det

Die Parameter L: und L., von denen - iiber die Spannungsdif-
ferenzen - alle Koeffizienten der Differentialgleichung und
der Randbedingungen abhingen, stehen uns noch als freie
GroBen zur Verfligung. Wir kdnnen demnach L, und L, als Eigen-
werte des Randwertproblems ansehen, die so zu bestimmen sind,
Adaﬁ (7.8) erfiillt wird.

Der Ldsungsgang zum Randwertproblem 2. Ordnung (6.40), (6.41)
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148t sich den vorstehenden Gleichungen entnehmen, wenn die
zweite Randbedingung sowohl in (7.4) als auch in (7.5) ge-
strichen wird; fiir die Indizes gilt i = 1, 2 bzw. j = 1, 2.
Vereinfachen wir dementsprechend (7.7), so folgt unmittelbar

g.(1) 1 g.(7)

Gi(E)Yy G (%)Y

Zur Bestimmung der Eigenwerte L;, L, beider Randwertprobleme
wurden zwei - im wesentlichen Aufbau libereinstimmende - Pro-
gramme in FORTRAN IV geschrieben, die nach Wahl einer Flief-
bedingung (Fall 1, 2 oder 3 aus Kapitel 5) fiir vorgegebene
(Grundzustands-) Geometriewerte 5, [ schrittweise ein Feld
Lia< Ly € L, L2a < L2< Lze auf mbgliche Nulldurchgédnge
der Determinante absuchen. Existieren Nullstellen und damit
kritische Wertepaare L;, L,, so erfolgt die Berechnung der
zugehbrigen kritischen Belastungen p und N (bzw. T), sowie
die Ermittlung des Ausgangszustandes 5,, C,.

Det =0 . (7.9)

Die umfangreichen numerischen Rechnungen wurden auf dem
MODCOMP-Rechner des Instituts flir Mechanik durchgefiihrt.
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8. Ergebnisse fiir vorgegebene Grundzustandsgeometrie

8.1 Geschwindigkeitsfeld in Umfangsrichtung

Das Randwertproblem (6.40), (6.41) untersuchen wir fiir die
folgenden Kombinationen von Radienverhiltnissen § und bezo-
genen Beullingen £ innerhalb der Bereiche L,,, L4, sowie

Lyas Log:

E=1,1/1,5/2,0/2,5 T =4/8/16/32/64/128

0,01< L; < 0,95 -0,04 < L, £ 0,04

F=1,02/1,1 T = 4/8/16/32/64/128

o,01 < L, € 0,7 o<L,< o,8

£ =1,02/1,1 L =4/8/16/32/64/128

0,01 < L, € 0,7 -0,8< L,< o

Um die Ermittlung nicht von vornherein einzuengen, iiber-
schreiten die vorgegebenen Bereiche fiir L; und L, deut-
lich die Giilltigkeitsgrenzen der jeweiligen Fliefbedingungen,
siehe hierzu Abb. 6 und Abb. 11.

Zu keiner der aufgefilhrten Wertekombinationen §, T existie-
ren kritische Wertepaare L;, L,, die (7.9) erfiillen, Eine
Verzweigung nach dem "Scher-Beulmodus" ist also fiir ein in
Lingsrichtung veridnderliches Umfangsgeschwindigkeitsfeld
nicht méglich.
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8.2 Geschwindigkeitsfeld in Radial- und Axialrichtung

8.2.1 Eigenwerte fiir Fall 1 (0j< 03 < ¢])

Zundchst wollen wir den Giiltigkeitsbereich der Tresca-Flief3-
bedingung nach (5.24) betrachten. Abb. 6 zeigt den (nume-
risch) ermittelten Verlauf der Grenzwerte von L, als Funk-
tion von L, fiir verschiedene Radienverhiltnisse £. Den Kur-
ven ist zu entnehmen, dafl mit positiv oder negativ anstei-
genden Werten L, zuerst am Auflenrand des dickwandigen Rohres
der Bereich der Fliefbedingung verlassen wird.

Die Bestimmung der Eigenwerte stellt den aufwendigsten Teil
der numerischen Bearbeitung dar. Andererseits liefert der
Verlauf von L,, L, bereits wesentliche Aussagen liber die zu
erwartenden Kkritischen Belastungen, Grunddeformationen etc.,
so daf wir uns ndher damit befassen wollen. Als Beispiel
werden die Radienverhidltnisse & = 1,05/1,2/1,5/2,0 gewdhlt
und mit unterschiedlichen bezogenen Beullingen & kombiniert.
Abb. 7 bis Abb. 10 zeigen - iiber die Grenzen von Abb. 6 hin-
ausgehende - Kurvenziige der Eigenwerte L., L, in Abhidngig-
keit der GréBen §, T.

Aus den Diagrammen ist ersichtlich, dal bei konstantem Ver-
hdltnis £ die LOsungskurven mit steigendem ¥ zu kleineren
Werten L, verschoben werden. Der EinfluR der Beulldnge I
nimmt jedoch oberhalb f{ = 10...12 stark ab, so ergeben Rech-
nungen fiir & = 40 keine nennenswerten Anderungen gegeniiber
Rechnungen filr § = 20. Mit zunehmender Wanddicke (bzw. stei-
gendem Radienverh#dltnis) verlagern sich die Ldsungen insge-
samt zu grofleren Werten L, und damit zu gr6éBeren radialen
Grunddeformationen, die L&sungen fiir kleine Beullédngen ver-
schwinden.

Die innerhalb des giiltigen Bereichs der Fliefbedingung ver-
laufenden LOosungskurven weisen keine Unstetigkeiten an den
Grenzen fiir L, auf, wie der Vergleich mit Abb. 6 zeigt. Vom
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Standpunkt des Ingenieurs ausgehend, kdnnten also Eigenwerte
in unmittelbarer Nachbarschaft des Bereiches nach (5.24)
durchaus noch als (Niherungs-) Ldsungen zugelassen werden.

Rechnungen mit Radienverhiltnissen £ > 2,0 erscheinen wenig
sinnvoll, da die zugehSrigen Ausgangszustinde, d. h. die Ra-
dienverhdltnisse §,, fiir ¥ = 2,0 bereits Gr&Benordnungen von
§ ~ 2,4...5,0 erreichen.

8.2.2 Eigenwerte fiir Fall 2 (O < CZ2< (0]

Wir betrachten auch hier zuerst den Gilltigkeitsbereich der
FlieBbedingung. Die oberen und unteren Grenzen filir L, nach
(5.50) werden in Abb. 11 flr unterschiedliche § dargestellt.
Es zeigt sich, daB die Grenzkurvenpaare fiir den Aufllenrand
bereits fiir relativ kleine Werte & soweit von den Grenzkur-
ven des Innenrandes (x = 1) entfernt verlaufen, daB nur im
unteren Bereich noch Uberschneidungen stattfinden. In diesem
Ubérschneidungsbereich miften aber die L&sungen L;, L, lie-
gen, damit die FlieBbedingung liber die gesamte Wanddicke des
Rohres giiltig bleibt. Wie aus Abb. 11 deutlich hervorgeht,
ist jedoch fiir ein Radienverhiltnis § = 1,2 praktisch kein
Lésungs (Uberschneidungs-)bereich mehr vorhanden. Die Anwen-
dung von Fall 2 muBl also auf diinne Rohre beschrinkt werden.

Abb. 12 zeigt die ermittelten Eigenwerte L,, L, filir ein diinn-
wandiges Rohr mit & = 1,02. Simtliche L&sungskurven liegen
auBerhalb des gestrichelten Giiltigkeitsbereiches, auch eine
Steigerung der Beullidnge liber £ = 16 hinaus fiihrt zu keinen
giiltigen Ldsungen.

8.2.3 Eigenwerte fiir Fall 3 (07 < G, <C3)

Fir Fall 3 tritt - erwartungsgemidf - die gleiche Erscheinung
hinsichtlich des Gliltigkeitsbereiches der FlieBbedingung auf
wie bei Fall 2. Die Grenzkurven nach (5.67) verlaufen spie-

gelbildlich zu denen von (5.50), in Abb. 11 gelten jetzt die
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Abb. 11 Gultigkeitsbereich Fall 2 (3)
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in Klammern gesetzten Bezeichnungen. Es existieren auch hier
keine gliltigen Eigenwerte, siehe Abb. 13,

Die Verzweigungsberechnung fiihrt also in Verbindung mit den
Tresca-Flieflbedingungen (5.35) und (5.54) zu unbrauchbaren
Ergebnissen. Ein "nahtloser" Ubergang von einem Tresca-Fall
auf den anderen - und damit eine Erweiterung von Fall 1 auf
beliebig grofle Axialkridfte - ist nicht méglich. Als Nidhe-
rungsldsungen sind die fiir Fall 2 und 3 ermittelten Eigen-
werte ebenfalls ungeeignet, da die versuchsweise berechneten
Verzweigungslasten - bezogen auf die zugehdrigen Grunddefor-
mationen - unrealistisch sind.

Die Ursachen fiir das Versagen der Berechnung in den Fidllen

2 und 3 lassen sich wegen des komplizierten Zusammenhangs
von Grunddeformation und Verzweigung nicht vollstdndig klid-
ren. Einer der wesentlichen Griinde ist offensichtlich die
Formulierung der FlieBbedingungen mit Cj. Die Spannungskom-
ponente in Axialrichtung C; wird maBgeblich bestimmt durch
den Verzerrungsgeschwindigkeitsanteil d:, der in Kapitel 4.1
als unabhidngig von Radial- und Tangentialrichtung eingefiihrt
wurde. Somit besteht ein Widerspruch, da d} - dber Gj in den
FlieRbedingungen - ¢ bzw. G: beeinflufit.

Wir wollen nochmals auf die Anwendung zweier unterschied-
licher Stoffgesetze bei der Berechnung von Grunddeformation
und Verzweigung zurilickkommen und zwar im Hinblick auf Fall 1.
HODGE und WHITE zeigen in [39], daB die Berechnung elastopla-
stischer Deformationen von dickwandigen Rohren unter Innen-
druckbelastung mit der Tresca-Fliefbedingung zu Ergebnissen
fihrt, die quantitativ gut ilibereinstimmen mit Berechnungs-
ergebnissen bei Anwendung der v.Mises-Fliefbedingung. Bezie-
hen wir diese Aussage auf .das vorliegende Problem, so ergeben
beide FlieBbedingungen annihernd gleiche Grundzustidnde bzw.
Grunddeformationen. Die aus bereits genannten Griinden (siehe
Kapitel 5.1 und 6.1) erforderliche Anwendung zweier Stoff-
gesetze fithrt demnach zu keinen nennenswerten Abweichungen.
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8.3 Verzweigungslasten

Die Verzweigungslasten filir den Fall 1 - wir betrachten des
weiteren nur diesen Fall - erhalten wir aus (5.28), (5.34).
Um die Ergebnisse fiir die Radienverhidltnisse § = 1,05/1,2/
1,5/2,0 miteinander vergleichen zu kénnen, beziehen wir die
GroBen p und T auf den jeweiligen belasteten Querschnitt und
auf die Streckgrenze des Werkstoffs. Fiir die kritische Axial-
kraft folgt
7 L,
&, (2-1) &, (8.1)

=i

und fiir den kritischen Innendruck analog der sogenannten
"Kesselformel"

Ra]
T

=50(,—7) (8.2)

{

Abb. 14 bis Abb. 17 zeigen die gegenseitige Abhidngigkeit von
Innendruck p und Liéngskraft T bei konstanter Grundzustands-
geometrie, der Bereich von T ist auf die nihere Umgebung des
Giiltigkeitsbereiches nach Abb. 6 begrenzt.

Der EinfluB der Beullinge ¥ ist bei positiven Axialkriften
fiir alle Radienverhidltnisse #hnlich, die Zunahme von & flihrt
zu abnehmenden Driicken. Eine Steigerung der Beullinge auf
Werte & > 20 ergibt keine wesentliche Verringerung des Innen-
druckes gegeniiber § = 20, siehe hierzu auch Abb. 17. Bei ne-
‘gativen Lingskrdften liberschneiden sich die einzelnen Kur-
venzlige, so daB zu den jeweils niedrigsten Driicken unter-
schiedliche Beulldngen gehdren.

Zu den Verzweigungslasten p, T konstanter Geometriewerte £, T
gehdren - in Abhldngigkeit der veridnderlichen Eigenwerte L4,
L, - variable Ausgangszustidnde 5., Lo (siehe Gleichung (4.24))
bzw. variable Grunddeformationen.



84

b

uajsersdundtomziap p|
[A

"qqy

0Z/0L/9/5/9 =2 L+
G01=3

S
7




85

usiseyssundtoamziapn S| °qqy

? —

4 m 0 (- Z-
0Z/01/9/5 =1 1+
Z1=3
Nll
|§
—_____ o . —
9
S \ /A
mLI

.
-




86

1 -

uajlseyssundtoamziapn 91 °*qqy

l 0 |- Z-
|
oz/ol/giL =2 |+
ql=3
T
z
(074
Ol
\\\-
L
MII
d



87

‘"k—

usalsersdungdramzaapn AL *qqv
| 0 |- Z-
0Y/0Z/0L/8/L =1 L-
07=3
0y 0z ol W- 8 -
MIl
d



- 88 -

2)onIpuauuU] SYISTITIY STBUIUTW 8| °qqV
02 gl 91 71 Al |
1 1 1 | 1 1 O
-
-Z
- €




- 89 -

In den bisherigen Darstellungen der Ergebnisse werden diese
verdnderlichen Deformationen nicht in gewilinschtem MaBe be-
ricksichtigt. Die Zunahme der kritischen Driicke bei positi-
ver oder negativer Lingskraftsteigerung (an den unteren Kur-
venziligen in Abb. 14 bis Abb. 17 am deutlichsten erkennbar)
ist beispielsweilse zuriickzufiihren auf eine veridnderliche

- mit der Lidngskraft ansteigende - Grunddeformation.

In Abb. 18 wird zu verschiedenen Axialkriften T der jeweils
minimale Innendruck p,;, als Funktion des Radienverhilt-
nisses dargestellt. Die bezogene GroBe P, 14Bt Riickschliis-
se zu auf die spezifische Belastbarkeit und damit auf die
mdégliche Werkstoffausnutzung des dickwandigen Rohres.
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9. Ergebnisse flir vorgegebene Ausgangszustinde

9.1 Allgemeines

Die Verzweigungslasten p, T sollen nun zu vorgegebenen, kon-
stanten Ausgangszustéinden £,, &, berechnet und dargestellt
werden. Zur Durchfiihrung dieser Rechnungen wurde ein weite-
res Programm abgefaft, welches durch gezielte Variation der
Grundzustandsgeometrie §, S die Ldsungen L,, L, bzw. P, T

flir einen bestimmten Ausgangszustand ermittelt. Da zu jedem
Ndherungsschritt, d. h. Vorgabe eines geschéitzten Wertepaares
£, &, das Randwertproblem (6.57), (6.59) vollsténdig geldst
wird, ergeben sich betrdchtliche Rechenzeiten; fiir eine L8-
sung sind unter Umstinden mehrere Minuten erforderlich.

9.2 Eigenwerte

Der Verlauf der Eigenwerte L;, L, zu den gewdhlten Radienver-
hiltnissen & = 1,2/1,6/2,0/2,5 , kombiniert mit verschiede-
nen bezogenen Beullidngen I, , ist aus Abb. 19 bis Abb. 22 er-
sichtlich. Die ermittelten Ldsungen L,, L, weisen #dhnliche
Merkmale auf wie die in Kapitel 8.2.1 besprochenen L&sungs-
kurven fiir konstante Grundzustandsgeometriewerte 5, & (siehe
Abb. 7 bis Abb. 10).

An dieser Stelle sei an die Definitionen von & und % nach
(4.20) und (4.23) erinnert. Infolge der Bezugsgrbfien R bzw.
Ro wird der Zusammenhang zwischen & und fo im wesentlichen
durch die radiale Grunddeformation bestimmt, wdhrend der Ein-
fluB der - rein elastischen - axialen Deformation von 1, auf
1 flir den betrachteten Bereich L, gering bleibt.

9.3 Verzweigungslasten, Grunddeformationen

Eine Darstellung der Verzweigungslasten nach (8.1) und (8.2)
ist hier nicht angebracht, da variable Grundzustinde vorliegen.
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Wir beziehen deshalb die kritischen Innendriicke und die kri-
tischen Lingskrédfte auf die Geometrie des Ausgangszustandes.
Analog (8.1) und (8.2) folgt

T,=-= T - Lo sxpi-41 ) (9.1)
° G,m(gi-1, & T 22 )
sowie
B
o7 G (8,10 (9.2)

Die Verzweigungslasten p,, T, fur die gewdhlten Geometrie-
werte 5, &, sind in den Abb. 23 bis 26 angegeben. Im Gegen-
satz zu den Ergebnissen von Kapitel 8.3 werden durch die
vorliegenden L8sungen die jeweiligen - mit der L#ngskraft
verdnderlichen - Grunddeformationen hinreichend berticksich-
tigt. Verfolgen wir z. B. die oberen Kurvenziige in den Ab-
bildungen, so filhren positiv oder negativ ansteigende Lidngs-
krdfte zu abnehmenden Innendriicken. Dieser Effekt entspricht
durchaus den Erwartungen einer ingenieursmiBigen Betrach-
tungsweise.

Im Bereich negativer Lingskrdfte liegen die Maxima der ein-
zelnen Kurven. Die Ursache dafiir ist der vom Innendruck ab-
hingige Axialkraftanteil, der iiber O] mit in die Rechnung
eingeht, jedoch nicht explizit in den Ergebnissen erscheint,
dargestellt ist nur der druckunabhingige Axialkraftanteil,
siehe hierzu Kapitel 5.2.7. Kleine negative Krifte T (bzw.
To) bewirken also - vereinfacht ausgedriickt - eine Entla-
stung des Rohres in Axialrichtung, so daB die Belastbarkeit
in Radial- und Tangentialrichtung ansteigt.

Um die Abhéngigkeit der Grunddeformation von der Lingskraft
zu zeigen, ist in den Abb. 27 bis 30 das Radienverh#dltnis
des Grundzustandes § iiber To aufgetragen. Bei geringer Wand-
dicke im Ausgangszustand, etwa ¥, = 1,2 , wird der Verlauf
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von & nur unwesentlich von der Lingskraft beeinfluBt. Mit zu-
nehmender Wanddicke nimmt jedoch der Einflufl der Lingskraft
auf die Grunddeformation deutlich zu.

Bisher offengeblieben ist die Frage, welche Beullidngen
auftreten kdonnen, bzw. welche Verzweigungslasten und Grund-
deformationen gililtig sind fiir ein Rohr, das steigenden Bela-
stungen ausgesetzt wird. Wir gehen davon aus, daf durch eine
vorgegebene Schrittfolge von Druck- und Lingskraftsteigerun-
gen, kurz "Belastungsweg'" genannt, die in Kapitel 5.5 aufge-
stellten Bedingungen nicht verletzt werden. Die Verzweigung
tritt dann bei einem Grundzustand ein, der - fir den gewihl-
ten Belastungsweg - auf die kleinste Grunddeformation und
damit auch auf den kleinsten Spannungszustand fiihrt. In den
Abb. 23 bis 30 gelten demnach die jeweils oberen Kurvenziige.

Flir positive Axialkrdfte ist die gréftmdgliche Beullinge
maBgebend; ¢ = 20 kann als Grenzwert angenommen werden, da
eine Rechnung mit z. B. o = 40 keine wesentlichen XAnderun-
gen mehr ergibt. Eine genaue Aussage, welche Beullédnge am
belasteten Rohr auftreten wiirde, ist somit nicht méglich.

Im Bereich negativer Axialkrdfte verlagern sich dagegen die
giltigen Losungen zu endlichen - infolge der Kurveniiber-
schneidungen verdnderlichen - Beullidngen. Bei vorgegebenem
Belastungsweg kann man die entsprechende Beulldnge aus den
Abbildungen entnehmen.

9.4 Ergédnzungen

Die Abb. 31 und 32 zeigen fiir einige Axialkrifte To den Ver-
lauf der kritischen Innendriicke p, iiber dem Radienverhilt-
nis .. Der bezogene Druck und damit die spezifische Belast-
barkeit des Rohres nimmt mit steigender Wanddicke ab.

Um die GrdoBenordnung der dargestellten Ergebnisse zu veran-
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schaulichen, wollen wir auch die zuldssigen Innendriicke fiir
rein elastisch beanspruchte, dickwandige Rohre betrachten.

Die Gleichungen zur Berechnung der Spannungen bei kleinen,

elastischen Formidnderungen in radialer Richtung und ebenem

Verzerrungszustand in axialer Richtung entnehmen wir [34].

Fir ro = ao. folgt

=4 _ _
’77(“'0/'_10

_ _ &2+

’\,2," ): =20 =

334, = P £ 1 (9.3)
53//\' )_—__21’)

2 (o 55_7

Aus der Forderung, daB die Vergleichsspannung aus 5:, 5; und

G! an der Rohrinnenseite (r, = a,) gerade die Streckgrenze Co
erreichen soll, 1ift sich eine Beziehung zwischen dem zulds-

sigen Innendruck und dem Radienverh#dltnis herleiten. Mit

der Tresca-FlieBbedingung (3.12) und kr = 1/28, erhalten wir

- (9.4)

B =2ttt (9.5)

Die Kurven zu (9.4) und (9.5) sind in den Abb. 31 und 32
eingezeichnet. Abgesehen von der Grbfe der Zahlenwerte ist
der Verlauf des kritischen Druckes p, und der Verlauf des
Druckes p.; iiber dem Radienverhiltnis £, #hnlich. In beiden
Fdllen zeigt sich der Einflufl des inhomogenen Spannungszu-
standes, der bei zunehmender Wanddicke dazu filihrt, dafl die

duBeren Zonen des Rohres weniger '"mittragen'.

Abschlielend wollen wir noch einige charakteristische Span-
nungsverldufe im Grundzustand betrachten. Um die unterschied-
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lichen Radienverhdltnisse & auszugleichen, filhren wir als
bezogene Wanddicke

__17'
N

X

X = 0<X<1 (9.6)

ein. In Abb. 33 bis Abb. 35 sind die Spannungen eines Rohres
£o = 2,0 fir verschiedene Verzweigungslasten p,, T, darge-
stellt. Aus dem Verlauf von 67 und O: wird ersichtlich, daB
keine elastischen Bereiche am AuBenrand existieren. Dies gilt
im lUbrigen fir alle in Kapitel 9.3 gezeigten Ldsungen.

Bei einem Werkstoff mit héherer Streckgrenze als die hier
gewdhlte Aluminium-Legierung AlMgCuPb (siehe Kapitel 7.2)
kdénnten durchaus Spannungszustidnde mit elastischen Randzonen
auftreten.

Die Abhdngigkeit der einzelnen Spannungen vom Radienverh&dlt-

e

nis <o ist der Abb. 36 zu entnehmen, als Belastung liegt aus-
schlielich Innendruck vor.
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Abb. 35 Spannungsverlauf
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lo. Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit werden die Verzweigungslasten er-
mittelt fiir elastoplastisch deformierte, dickwandige Rohre
unter Innendruck und Axialkraft. Die Bestimmung des Verzwei-
gungspunktes erfolgt durch eine Betrachtung mdglicher Ge-
schwindigkeitsfelder, die liber ein Stoffgesetz der Bedingung
des fortgesetzten Gleichgewichts unterworfen werden. Die da-
raus resultierenden Feldgleichungen ergeben mit den zugehd-
rigen Randbedingungen ein lineares, homogenes, partielles
Randwertproblem, welches fiir rotationssymmetrische Geschwin-
digkeitsfelder auf numerischem Wege zu l8sen ist.

Durch die Anwendung zweier unterschiedlicher Stoffgesetze

- das Stoffgesetz fiir die Grunddeformation basiert auf der
Tresca-Flielbedingung, zur Verzweigungsanalyse wird die
v.Mises-Fliefbedingung angewandt - lassen sich sowohl ge-
schlossene Ldsungen fiir die Spannungen der Grunddeformation
angeben als auch elastoplastisches Werkstoffverhalten mit
nichtlinearer Verfestigung in die Rechnungen einarbeiten.
Auswirkungen dieser Vorgehensweise werden im einzelnen dis-
kutiert.

Einige Ergebnisse dieser Arbeit seien nochmals kurz zusammen-
gefaflt. Flir die drei mdglichen Fidlle der Tresca-Fliefbedin-
gung werden in den Abb. 6 bis 13 Losungen des Randwertpro-
blems gezeigt. Zwei Fdlle der Tresca-Flieflbedingung filhren
zu keinen sinnvollen Ergebnissen, Abb. 11 bis 13. Die Ver-
zweigungslasten, bezogen auf die Geometrie des deformierten
Grundzustandes, lassen sich den Abb. 14 bis 18 entnehmen.

Eine Berechnung der Verzweigungslasten zu konstanten, unde-

formierten Ausgangszustdnden berlicksichtigt die unterschied-
lichen Grunddeformationen und ergibt damit eine vollstidndige
Aussage iliber das vorliegende Problem, Abb. 23 bis 26, sowie

Abb. 31 und 32.
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Der Einflufl der Axialkraft auf die Beullidnge wird - unter
Beachtung vorgegebener Belastungswege - in Kapitel 9.3
ausfiithrlich erldutert.

Eine Uberpriifung der ermittelten Ergebnisse durch Versuche
erscheint angebracht, da im allgemeinen die Theorie zu hohe
Verzweigungslasten liefert, siehe z. B. [40]. Méglicher-
weise kdonnte dann eine Erweiterung des zur Verzweigungs-
analyse angewandten Stoffgesetzes um einen '"nichtassozia-
tiven'" Anteil im Formdnderungsgesetz (wie in [33] vorge-
schlagen) auch beim dickwandigen Rohr zur Anpassung von
theoretischen Ergebnissen an den praktischen Versuch bei-
tragen.
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