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Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit werden mehrfachkorrelierte, wirklich in der
Natur vorkommende Zufallserregungen durch stochastische Differential-
gleichungen beschrieben. Dazu muB zundchst die Leistungsspektralmatrix
bestimmt und anschlieBend miissen die einzelnen Spektren durch rationale
Funktionen angendhert werden. Dann kann durch eine Folge von Transfor-
mationen aus der Leistungsspektralmatrix eine Matrix von Obertragungs-
funktionen wiedergewonnen werden. Hieraus wird mit Hilfe von Minimal-
realisierungsverfahren der Regelungstechnik die 2ugeh6rige Differential-
g]eithung gefunden, die es gestattet, den wirklichen Erregervorgang mit
dem ModellprozeB "weiBes Rauschen" zu verkniipfen.

Die Berechnung der Varianzen von Schwingungsantworten, die wichtige
Kennzahlen fiir die Beanspruchung sind, wird wesentlich einfacher und
rechenzeitglinstiger als bei der Spektralmethode.

Summary

In the following pdper multi correlated stochastic processes that can be
found in nature are described using stochastic differential equations.

To do this the power spectral density matrix has to be evaluated first,
then all of the power spectra must be approximated by rational functions.
By a series of transformations of the power spectral density matrix a
matrix of the transfer functions can be restored. Then by means of minimal
realisation methods known in control theory the differential equation is
evaluated that connects the real excitation process with so called "white
noise".

The calculation of variances of dynamic responses of structures can be
simplified and less calculation time is necessary as with methods using
power spectral densities.
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1. Einleitung

Die Anspriiche an Konstruktionen des Maschinenbaus und an Tragwerke
des konstruktiven Ingenieurbaus nehmen laufend zu. Das Bestreben,
kostengiinstig und gewichtssparend zu bauen, erfordert zunehmend
Leichtbauweisen. Wahrend friiher fir die Auslegung massiver Bauteile
eine statische Berechnung mit ihren Sicherheitsfaktoren dynamische
Beanspruchungen weitgehend mit abdeckte, ist der Konstrukteur heute
gezwungen, dynamische Berechnungen schon beim Entwurf mit in sein
Bemessungskonzept aufzunehmen.

Aus allgemeinen Aufgaben ergeben sich Erregungen, die oft periodisch

oder stoBformig einzelne Bauteile belasten. Derartige Lastfdlle konnen
mit den Methoden der klassischen Schwingungslehre bearbeitet werden.
Hierzu wird das Schwingungsverhalten einer mechanischen Struktur durch
eine deterministische, meist numerische Rechnung im Zeitbereich simuliert.

Neben periodischen oder stoBformigen Erregungen sind Konstruktionen
des Maschinenbaus oder des konstruktiven Ingenieurbaus haufig
Belastungen aus der Natur ausgesetzt, die sich nicht in einfacher
Form behandeln lassen. Hierzu zdhlen Windbelastungen von Bauwerken
ebenso wie die Schwingungserregung von Automobilen bei Fahrt auf
unebener StraBe. Man denke auch an die Anregung von Schiffen und
Bohrinseln durch Meereswellen, an die Landung von Flugzeugen oder

die Fahrt von Schienenfahrzeugen. Der von Stromungstriebwerken
verursachte Korperschall ist genausowenig wie die Erdbebenerregung

von Bauwerken durch einfache GesetzmaBigkeiten zu beschreiben. Allen
diesen Erregungen ist gemeinsam, daB sie durch eine grofe Zahl von
Ursachen und Einfliissen erzeugt werden. Da eine deterministische
eindeutige Darstellung solcher Vorginge physikalisch und mathematisch
bislang nicht moglich ist, behandelt man diese Erregungen als Zufalls-
prozesse. Hierunter wird aber nicht nur eine einzelne Erregung (z. B.
eine Messung), sondern eine Vielzahl "vergleichbarer" Erregungen ver-
standen. Die Untersuchung von Zufallsvorgingen in der Natur, wie z. B.
die Windkrafterregung oder StraBenunebenheiten, zeigen, daB diese
Belastungen nicht vollkommen unterschiedlich sind. Sie besitzen



vielmehr statistische GesetzmdBigkeiteh, die sich in bestimmten
Kennwerten und -funktionen ausdriicken lassen. Diese Tatsache
ermoglicht eine statistische Behandlung zufalliger Erregungen und
deren Einwirken auf die dynamisch belasteten Bauteile. Man spricht
von Zufallsschwingungen mechanischer Strukturen und versteht
hierunter die deterministisch nicht vorhersagbaren Schwingungs-
erscheinungen.

Fiir eine optimale Bauteilauslegung ist die Kenntnis der maximalen
Beanspruchungen vor dem Entwurf erwiinscht, um die Zuverldssigkeit
einer Konstruktion zu gewdhrleisten. Hochstbeanspruchungen konnen
aber bei zufdlligen Erregungen, wie z. B. der Windbelastung, nur
unter wahrscheinlichkeitstheoretischen Gesichtspunkten ermittelt
werden, da Zufallserregungen nicht einmalig, sondern wiederholt oder
permanent einwirken. Wahrscheinlichkeitstheoretische Betrachtungen
widerstreben dem Konstrukteur, da im Gegensatz zu erzwungenen perio-
dischen Schwingungen fiir Zufallsschwingungen keine eindeutig sicheren
Angaben zur Vorhersage z. B. eines Gewaltbruchs moglich sind. Forschun-
gen auf dem Gebiet mechanischer Zufallsschwingungen sind motiviert,
Zufallserregungen beschreibbar zu machen und das durch die Natur
vorgegebene Risiko bei angemessener Bauweise klein zu halten.

Gebrduchliche Methoden zur Behandlung von Zufallsschwingungen sind:

1. TIME-HISTORY-Verfahren
2. Spektralmethode
3. Kovarianzanalyse

TIME-HISTORY-Verfahren werden zur Untersuchung zufdllig belasteter
Strukturen mit gemessenen Mustererregungen herangezogen und dienen

z. B. zur Ermittlung eines dynamischen Oberhchungsfaktors. Die wahr-
scheinlichkeitstheoretische Aussagekraft ist beschrdnkt, falls nur

wenige statistisch vergleichbare Messungen zufdlliger Erregungen zur
Verfiigung stehen. Als numerische Verfahren sind Zeitverlaufsberechnungen
zudem fiir die Auslegung neuer Konstruktionen aufgrund hoher Rechen-
zeiten wirschaftlich nicht zu vertreten.



Fiir die zahlreichen Zufallserregungen ist die Behandlung linearer °
mechanischer Systeme bei stationdrer Erregung mit GauBscher Ampli-
tudenverteilung am weitesten fortgeschritten. Auf derartige Erregungen
beschrankt sich auch diese Arbeit. Die wichtigsten Kennwerte von
Zufallsschwingungen sind der Mittelwert und die Varianz. Wahrend die
mittlere Schwingungsantwort eines zufdllig belasteten mechanischen
Systems durch statische Berechnungen mit dem (stationaren, zeitin-
varianten) Mittelwert der Erregung bestimmt werden kann, bendtigt
man zur Berechnung der Schwingungsvarianzen bislang statistische
Kennfunktionen fiir die Erregung. Eine mogliche Funktion ist das
Leistungsspektrum, das iiber die harmonischen Anteile und deren
Gewichte einer Zufallsfunktion informiert. Die Leistungsspektren
der Systemschwingungsamplituden berechnen sich durch Multiplikation
der Leistungsspektralmatrix der Zufallserregung mit der Systemfre-
quenzgangmatrix. Man gewinnt aus den Spektren der Systemantwort
durch Integration die Schwingungsvarianzen. Da GauB-verteilte
Erregungen bei Tinearen Systemen zu GauB-verteilten Schwingungs-
amplituden fiihren, liegt mit deren Verteilungsdichtefunktion ein
Kriterijum zur Abschdatzung der maximalen Beanspruchung unter wahr-
scheinlichkeitstheoretischen Gesichtspunkten fest. Das Verfahren
ist heute allgemein unter dem Namen Spektralmethode bekannt und
findet in der Praxis vieifaltige Anwendung. Es 1dBt sich in der
Regel nur numerisch anwenden und ist sehr rechenzeitintensiv, falls
eine ausreichende Genauigkeit gefordert wird.

Neben diesem Verfahren wird die von Mathematikern entwickelte Theorie
stochastischer Differentialgleichungen allmahlich in das Ingenieur-
wesen ibertragen. Hierbei handelt es sich um Differentialgleichungen
mit zufdlligen zeitabhangigen Koeffizienten oder um gewdhnliche
Differentialgleichungen, die als StorgroBe einen regellosen Vorgang
enthalten, der als weiBes Rauschen bezeichnet wird. Einen solchen
ProzeB mit konstantem Leistungsspektrum gibt es in der Praxis nicht.
Er erweist sich aber als mathematisch niitzliche Idealisierung, da mit
ihm die Theorie der Zufallsfunktionen ermdglicht wird. Diese rein
theoretische Behandlung von Zufallsvorgdngen gestattet dem Mathematiker,
die Theorie auszubauen und Zufa]]serscheinungen zu klassifizieren.



Die Theorie ermoglicht dariiber hinaus eine sehr einfache Bestimmung
der Kovarianzen stochastischer Prozesse. Da keine Aufbereitung fir
Zufallsvorgange aus der Natur vorliegt und MeBergebnisse zufdlliger
Erregungen schwer in die Theorie stochastischer Differentialglei-
chungen eingearbeitet werden konnen, wurde die Theorie zunachst fiir
ingenieurwissenschaftliche Fragestellungen nicht genutzt.

SCHIEHLEN und WEDIG weisen 1974 nach Wissen des Verfassers erstmals

auf diese Theorie hin und stellen ihre vorteilhafte Anwendung zur
Behandlung mechanischer Zufallsschwingungen dar [78,92]. Unter

dem Begriff Kovarianzanalyse wird gezeigt, wie einfachkorrelierte
Erregungen, deren Darstellung durch stochastische Differentialglei-
chungen ebenfalls theoretisch erdacht ist, mit der gewthnlichen
Differentialgleichung einer mechanischen Struktur gekoppelt werden
konnen. Hierdurch ergibt sich eine stochastische Differentialgleichung,
deren Koeffizientenmatrizen sowohl das mechanische System, als auch die
Erregung beschreiben. Da als StorgrioBe dieser Differentialgleichung
weiBes Rauschen dient, konnen die Schwingungsvarianzen des zufdllig
erregten mechanischen Systems sehr einfach berechnet werden. Die Uberle-
gungen verbleiben bis zum Jahre 1979/80 akademischer Natur, da sie

sich nicht an Messungen zufdlliger Erregungen orientieren. Zu diesem
Zeitpunkt zeigen MOLLER, POPP und SCHIEHLEN eine Anwendung fiir zeit-
verzogerte Wegerregungen eines Personenkraftwagens auf [ 60 1].
Trotzdem bleibt die mathematische Theorie stochastischer Differential-
gleichungen weiterhin einer breiten paxisorientierten Anwendung ver-
schlossen. Die Mehrzahl aller bekannten Zufallserregungen greifen als
Streckenlasten (z. B. Wind auf Bauwerke) oder an verschiedenen Kraft-
angriffspunkten eines technischen Bauteils an. Fiir solche mehrfach-
korrelierten Erregungen kann die Theorie stochastischer Differential-
gleichungen bislang nicht angewendet werden, da geeignete Methoden zur
Herleitung der Koeffizientenmatrizen stochastischer Differentialglei-
chungen aus MeBergebnissen fehlen.

Hier versucht die vorliegende Arbeit anzukniipfen und die Liicke zwischen
Theorie und Praxis zu schlieBen. Die Arbeit verfolgt das Ziel, Methoden
zur Herleitung stochastischer Differentialgleichungen fiir in der Natur



vorkommende mehrfachkorrelierte Zufallserregungen zu entwickeln.
Hierdurch wird eine sehr einfache Berechnung der Schwingungsvarianzen
zufdllig erregter Strukturen ermoglicht, die numerische Vorteile in
Rechenzeit und Genauigkeit gegeniiber der Spektralmethode liefert.
Dariiber hinaus kdnnen stochastische Differentialgleichungen zur
numerischen Simulation beliebiger mehrfachkorrelierter Zufalls-
erregungen genutzt werden, um zur Kldarung von Sonderfragen (z. B.
nichtlineares Werkstoffverhalten) beizutragen. Ferner darf erwartet
werden, daB sich durch die mathematisch noch nicht abgeschlossene
Theorie stochastischer Prozesse neue Moglichkeiten in der Behandlung
mechanischer Zufallsschwingungen (Extremwerttheorie) ergeben werden.

Die vorliegende Arbeit gliedert sich in die folgenden Teile:

1. Oberblick Uber die Behandlung von Zufallsschwingungen,

2. Theorie stochastischer Prozesse,

3. Methoden zur Herleitung stochastischer Differential-
gleichungen fiir mehrfachkorrelierte Erregungen,

4, Kovarianzanalyse mechanischer Zufallsschwingungen,

5. Anwendung auf Fahrzeugschwingungen und aerodynamisch
belastete Tragwerke.

Nach einem Oberblick iiber die heute iibliche Behandlung von Zufalls-
schwingungen in der Praxis und einer kurzen Darstellung der Theorie
stochastischer Prozesse beginnt die Arbeit mit der Herleitung
stochastischer Differentialgleichungen fiir mehrfachkorrelierte
Zufallserregungen. Ausgangspunkt ist die Leistungsspektralmatrix,
deren Elemente als konsistente Schatzfunktionen von Messungen
verstanden werden und die durch gebrochen rationale Funktionen
approximiert werden konnen.

Aus der Leistungsspektralmatrix mehrfachkorrelierter zufdlliger
Erregungen wird durch Zerlegung das Obertragungsverhalten eines
linearen Modellsystems bestimmt. Hiermit findet sich die Beschreibung
eines mathematischen Modells, welches den stochastischen ProzeB des
weiBen Rauschens in einen farbigen ZufallsprozeB iibertrdgt, der die
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vorgegebene Leistungsspektralmatrix besitzt. Zur Herleitung der
Koeffizientenmatrizen stochastischer Differentialgleichungen muB
das Obertragungsverhalten des mathematischen Modells als Zustands-
raumdarstellung identifiziert werden.

In der (regelungstechnischen) Systemtheorie ist seit langem das
Problem der Systemidendifikation bekannt. Dort wird aus einer
definierten Systemerregung (z. B. Sprung- oder Dirac-Funktion)

und der kausalen Systemantwort das Ubertragungsverhalten eines

realen Systems vermessen. HO/KALMAN gelang es im Jahre 1966, ein
Verfahren zu entwickeln, das dem Ubertragungsverhalten eines linearen
Systems eine gewohnliche Differentialgleichung zuordnet und somit das
meBbare Ein/Ausgangsverhalten um die Kenntnis des inneren Systemzu-
standes erweitert.

Das bekannte Verfahren eignet sich auch zur Bestimmung einer Differen-
tialgleichung fiir das aus der Leistungsspektralmatrix mehrfachkorre-
lTierter Zufallserregungen abgeleitete Obertragungsverhalten eines
mathematischen Modellsystems. Durch Realisation der zugehorigen
Matrix-Obertragungsfunktion wird eine Tineare Differentialgleichung
gefunden, die mit der StorgroBe des weiBen Rauschens den Zustand
eines linearen Systems beschreibt, das auf weiBes Rauschen mit einem
farbigen ZufallsprozeB antwortet,der die statistischen Merkmale
(Mittelwert, Varianzen, Leistungsspektren, Amplitudenverteilungen)
der zu beschreibenden Zufallserregung (z. B. Wind, Fahrbahnerregung)
besitzt. Durch diese Darstellung konnen mehrfachkorrelierte Zufalls-
prozesse durch stochastische Differentialgleichungen beschrieben
werden.

Fiigt man zum mathematischen Erregungsmodell das mechanische System
hinzu, so wird ein System beschrieben, das auf weiBes Rauschen mit

einer mechanischen Zufallsschwingung antwortet. Diese Schwingungen
entsprechen der Systemantwort des mechanischen Bauteils bei Erregung
mit dem entsprechenden mehrfachkorrelierten ZufallsprozeB. Die zusammen-
gefaBten Differentialgleichungen fiir die Erregung und fiir das mechani-
sche System ergeben wieder eine stochastische Differentialgleichung,

die die Anwendung der Kovarianzanalyse ermoglicht.
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Nach den theoretischen Abhandlungen wird die analytische und numerische
Aufbereitung der Kovarianzanalyse gezeigt. Hieran schlieBt sich eine
praxisnahe Anwendung der Theorie stochastischer Differentialgleichungen.
Aus Messungen von Fahrzeugerregungen und Windgeschwindigkeitsverlaufen
werden iiber die statistischen Kennfunktionen fiir verschiedene Beispiele
stochastische Differentialgleichungen abgeleitet. Im Vergleich mit der
Spektralmethode werden Vor- und Nachteile einer Kovarianzanalyse fiir
stochastisch belastete Automobile und fiir aerodynamisch belastete
Turmtragwerke herausgearbeitet, wobei die Abschdtzung maximaler
Beanspruchungen beriicksichtigt wird.
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2. Die Behandlung von Zufallsschwingungen

Seit jeher miissen sich Ingenieure mit dynamischen Problemstellungen
auseinandérsetzen. Man denke an Unwuchten rotierender Wellen und
deren Erregung von Lagern und Fundamenten, an bewegte Kolben oder

an stofformige Belastungen beim Schmieden. Fiir diese periodischen
oder transienten Erregungen wurden im Laufe der Zeit geeignete
Losungsansatze entwickelt, die sich an den jeweiligen Rechenmoglich-
keiten orientierten und von einer weitgehend analytischen Betrach-
tungsweise ausgingen. Vorrangiges Ziel war es immer, einfache
Erregermodelle zu finden. Dies gilt auch fiir die heute unter dem
Begriff "Zufallsschwingungen" zusammengefaBten mechanischen Struk-
turschwingungen infolge physikalisch nicht (oder schwer) beschreib-
barer Erregungen. Hierzu zihlen die Erdbeben- und Windbelastung von
Bauwerken ebenso wie die Fahrbahnerregung von Automobilen oder die
Schwingungsanregung von Flugzeugstrukturen durch turbulente Stromung.
Zufdllige Erregungen von Fahrzeugen durch StraBenunebenheiten wurden
lange Zeit [54] durch Sinushalbwellen oder Sprungfunktionen (Bild 1)
angendhert. Mit mechanischen Modellen aus Ein- oder Zweimassenschwin-
gern konnte analytisch eine Schatzung der maximalen Beanspruchung
gefunden werden.

N\

Fahrbahnerregung Windkrafterregung

Bild 1: Einfache Modelle zuf&lnger Erregungcn
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Die Windbelastung hoher Bauwerke bearbeitete RAUSCH [72] 1933, indem
er mit bekannten Eigenschwingzeiten von Tiirmen und Hausern Einmassen-
schwingermodelle bildete und diese durch definierte Erregungen (Bild 1)
belastete. Die Ergebnisse seiner Rechnungen konnte er als Reaktions-
faktoren veroffentlichen. Die Erregungsfunktionen leitete er aus eigenen
Beobachtungen stiirmischer Wettertage ab. Diese, der damaligen Vorstel-
Tungskraft entsprechenden Problemldsungen wurden lange Zeit weiterver-
folgt. Noch 1966 schldgt SCHLAICH [79] fiir die Windbelastung vergleich-
bare Ansatze vor. Bemerkenswert ist, daB sich diese Modellfunktionen

im Vergleich zu den heute gebrduchlichen Rechenverfahren keineswegs als
unrealistisch erweisen [83].

Mit der um 1955 einsetzenden Entwicklung leistungsfahiger Rechenhilfs-
mittel konnten einerseits die mechanischen Methoden zur Modellbildung
von Bauteilen (FINITE-Elemente) verfeinert werden, andererseits konn-
ten auch kompliziertere Erregungsmodelle Beriicksichtigung finden. Mit
der Abbildung kontinuierlicher Schwinger auf diskrete Schwinger

My + Dy + Kxy = fiy

sowie der Aufbereitung numerischer Losungsalgorithmen fiir diese gewShn-
lichen linearen Differentialgleichungen besteht die Moglichkeit zu Zeit-
verlaufsberechnungen (TIME-HISTORY-METHODEN). Zudem gestattete die Ent-
wicklung der Elektronik [95], Zufallserregungen zu vermessen. Obwohl die
numerischen (TIME-HISTORY) Methoden weiter verfeinert wurden, bleibt noch
heute die Anwendung dieser Verfahren aufwendig. Eine realistische
Behandlung von Zufallsschwingungen erfordert groBe Datenmengen und

viele Messungen. Somit liegt eine statistische Betrachtungsweise von
Zufallserregungen nahe, um zu einer geeigneten Datenreduktion zu-
gelangen. Da aus der Signalanalyse [80] mit regelungstechnischem
Verstdndnis die Beschreibung von Zufallsvorgdngen bekannt ist,

bedient man sich dieser Methoden auch fiir mechanische Zufallsschwin-
gungen. Die Entwicklung in der Behandlung zufallig erregter mechanischer
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Strukturen fiihrte zur Spektralmethode. Dieses auch in der Praxis weit-
verbreitete Verfahren arbeitet im Frequenzbereich. Die meisten Zufalls-
erregungen erweisen sich als stationdr und ergodisch (s. Anhang) und
konnen statistisch durch Leistungsspektren gekennzeichnet werden. Diese
Funktionen beschreiben, welche Frequenzen in einem ZufallsprozeB auf-
treten und wie sie gewichtet sind. Da ein stochastischer Vorgang nicht
durch eine FOURIER-Transformation beschrieben werden kann, weil gewthn-
lich keine Konvergenz vorliegt, erweiterte WIENER die harmonische
Analyse durch Definition des Leistungsspektrums.

Wirken als Erregungen n stationdre Zufallsfunktionen fi(t) auf ein
Schwingungssystem, so ist fiir jede dieser Zufallsvorgdnge das Leistungs-
spektrum Sfifi“”) und fiir alle fi(t) und fk(t) das Kreuzleistungsspek-
trum Sfifk(w) definiert. Die n? Leistungsspektren (spektrale Dichten)
lassen sich zu einer Leistungsspektralmatrix §ffﬁu) der mehrfach
korrelierten Erregungen zusammenfassen. Es gilt (siehe auch Anhang):

.1 ~T
S¢¢lw) =1!lf£ T [fT(w) fT(w)]

+ Q0 .
¢ - [s é'wtdt | folt) = f(t) O<t=<T
Tlw) -é!. T(t) T { 0 t=T

Aus der Behandlung linearer gewohnlicher Differentialgleichungen
MXit) *Dxy +Kxy) = fiy)

ist die Losung mittels Integraltransformationen bekannt:

A _ 2 B
X) = (-w™M+K+iwD) f,
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In dieser Gleichung beschreibt

-1
(..uuzhd + K +iwD) = !?(0))

den Frequenzgang des mechanischen Systems. Mit der konjugiert komple-
xen, transponierten Darstellung 1aBt sich die Leistungsspektralmatrix
der mechanischen Zufallschwingungen bestimmen.

= lin;qrcs — *w® Fw flw)
ystem || Xa= Foo f
fw,%o0) Ti‘(t),’.‘(ur )™ =) )

?rT ~T

Xw) *w) = fw fiw b Fw

1 1 ~T .1 T =T
Sxxtw) = 1M [t X ] = Frw) im ) F] Fio

—{ lineares = S = Ftil S =
2] system e 2xx(w) = Flw) St Flw)
St(w) Sxx(w)

Aus diesen Antwortspektren wird anschaulich das Schwingungsverhalten
einer zufallserregten mechanischen Struktur erkannt. Die Spektren
dienen zudem zur Berechnung von Schwingungsvarianzen. Mit einer
einfachen Multiplikation berechnen sich die Mittelwerte der Schwin-

gungsantworten iiber die Frequenzgangmatrix

X= Fgf
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F(o) entspricht der Flexibilitdtsmatrix, x ist der Mittelwertvektor
der Ausgdnge und f der entsprechende Vektor der Erregung. Bei Abspal-
tung der Mittelwerte erhdlt man die Varianzen der Schwingungsantwort
aus den Leistungsspektren der Systemantworten mit

2 0

. _ 1 |

Cx, = Efsxixi(w) dw
o

Die Gleichung folgt aus dem WIENER-CHINTCHIN-Theorem (s. Anhang). Mit
dieser Darstellung sind sowohl die Obertragung der Mittelwerte, als
auch der Varianzen von der Erregung zur Antwort eines zufdllig erreg-
ten mechanischen Systems moglich.

Zufallsvorgdnge sind oft schmalbandige Prozesse, d.h. ihre Frequenzen
treten in einem begrenzten Bereich auf. Liegen die Eigenwerte mecha-
nischer Schwinger weit auseinander, so werden nur wenige Eigenformen

des Systems angeregt. In diesem Fall eignet sich eine rechnergerechte
Formu]ierﬁng der Spektralmethode in modalen Koordinaten. Mit der bekann-
ten Transformation

T T
) = 09w 9 =IMxy . fay=Q fy
entkoppé]t sich das Differentialgleichungssystem
di(n) » 28 9 - wl i dign = ¢ Yo

‘so daB mit

.
36y (w) = 2 Sepw) &
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und

| 1
fq(w) = dlag [Fq‘(w)] ’FQi(w) ; _w.2+ 2i 6|0.) + w%

die Leistungsspektren der Systemantwort in modalen Koordinaten berechnet
werden konnen:

SQiqi(u)) = Fqi(w) qu(w) quifqi(w)

Der Obergang zum Antwortspektrum'in physikalischen Koordinaten erfolgt
durch Riicktransformation:

T
) = 99w — Sxx(w) = © Sqqlw)

Dieser Weg bietet den Vorteil, rechenzeitsparend zu sein, falls mit
rechteckigen Modalmatrizen Q (Beschrdnkung auf wenige Eigenformen)
gearbeitet werden darf. Fiir die Berechnung der SchwingungsVarianzen
folgt mit obigen Transformationen:

(2
_ 2 2 2 T
fxx = gxixi- - fsx'x(w) dw "— Y _qq(w)?’ dw
-00 —Q .
- Lop o
Fex = 7 2R3t

Die Theorie stochastischer Schwingungen gestattet es unter bestimmten
Voraussetzungen, wie Ergodizitdt und Stationaridat, eine Klasse von
zufdlligen Zeitfunktionen durch statistische Kennfunktionen zu
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beschreiben. Mit Hilfe der linearen Systemtheorie 1dBt sich im
statistischen Sinn auf den stochastischen AntwortproZeB schlieBen.
Man erhdalt als wesentliches Ergebnis Mittelwert und Streuung der
Systémantwort. Bei einer groBen Zahl zufdlliger Errederprozesse sind
die Amplituden normalverteilt. In diesem Sonderfall kann bei 1inearen
Systemen direkt auf die Verteilungsdichte der Schwingungsamplituden
geschlossen werden [25].

Ziel mechanischer Schwingungsanalysen ist, ein Versagen durch Bruch
der mechanischen Struktur auszuschlieBen. Das einfachste Verfahren
nutzt die Obertragbarkeit GAUSSscher Verteilungsdichtefunktionen:

f-f
Qygy = — exp-{ >
1 X- X
—= Y exp- {55}
(x) 21 Gx 2 Gx .
) | I(t) : mcchanisch.:: '5(0 g(x;)
I lineares |-
| 1 Y ) U !
oo | . X o Xi
Normalverteilung Ubertragung Normalverteilung
Bild 2: Zur Ubertragl.ﬂg von Amplitudenverteilungen

Ist die normalverteilte Amplitudendichte bekannt, so betrdgt die
Wahrscheinlichkeit, daB sich die Amplituden vom Mittelwert absolut
genommen um mehr als dem 3-fachen Betrag der Streuung unterscheiden,
weniger als 0.01. Diese Eigenschaft GAUSS-verteilter ZufallsgroBen

wird haufig als DREI-SIGMA-REGEL bezeichnet. Aus der TSCHEBYSCHEFFschen
Ungleichung [2€] resultiert:
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1.2
P{Ix-xl>acx}s 532 %x T3 , a>0
| a“cy a

Mit dieser Regel kann eine einfache Maximalwertabschdatzung der Schwin-
gungsamplituden vorgenommen werden.

Anhand von TIME-HiSTORY-Berechnungen von Turmtragwerken [38] unter
gemessener Windbelastung fand der Verfasser die DREI-SIGMA-REGEL mit
Werten von 2.8 bis 4 bestatigt. Die grobe Abschatzung maximaler Bean-
spruchung ist ein Anhalt, durch den der Praktiker dem Zufall nicht
grenzenlos ausgeliefert ist. Die maximale Beanspruchung eines Bauteils
unter stochastischer Belastung ist nicht als deterministische GroBe
berechenbar. Sie ist eine Schatzung unter wahrscheinlichkeitstheore-
tischen Gesichtspunkten. Aus diesem Grunde befriedigt die DREI-SIGMA-
REGEL nicht. Man versucht daher, die maximale Beanspruchung mathematisch
enger einzugrenzen.

Bei der Untersuchung einer (zeitabhangigen) ZufallsgroBe wird unterschie-
den [66] zwischen den Verteilungen der momentanen Amplituden, der
relativen Maximalwerte (Einhiillenden) und den iiber einen langen Zeit-
raum moglichen Extremwerten. Letztere sind in Messungen nur vereinzelt
anzutreffen.
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< 4

’Extrcmwcrtz
T -~ " TIMIT T X

o

9(x 9(¢)

LM_-___\:\‘E_ %)

Momentanwerte

Verteilung der
stochastischer ProzeB Amplituden rel.Maxima Extrema

Bild 3: Zur Behandlung von Maximalwerten

Den Konstrukteur interessiert die Verteilung der Extremwerte, aus der
er die zur Auslegung bendtigte maximale Beanspruchung geeignet abschdtzen
muB. Diese Verteilungsdichtefunktion ist zeitabhdngig. Sie hangt von der
Nutzungsdauer eines Bauteils ab.

Um Extremwertverteilungen berechnen zu kdnnen, geht man von dem Begriff
der Niveauiiberschreitung [43,82] aus. Zur Veranschaulichung dient das
folgende Bild.

)

Niveaugrenze a

A(t) Zahlung der Niveau =
Uberschreitungen

dﬁt)? f ' ’: t Ableitung der Zahlfunktion

dt | ! Vot

Bild 4: Zur Berechnung von Niveauiiberschreitungen

Fiir den stochastischen ProzeB x(t (z. B. mechanische Strukturschwingung)
wird eine Amplitude a festgelegt, deren Uberschreitungshaufigkeit durch
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die zufdllige Variable x g) Von Interesse ist. Zur Ermittlung allge-
meiner Beziehungen wird die Funktion

1 fur HEL

) " Lo fur Xg) < a

sowie deren Ableitung

dA .
Ly Xy 8(x(y-al

betrachtet. Beide Gleichungen zdhlen die Uberschreitungen des Niveaus a
durch den stochastischen ProzeB. Im deterministischen Sinne gilt fiir
die Anzahl der Oberschreitungen:

Nyla,T) = 2, X 8lx(y-a) At

T
Nx(u,T) =°[ Xit) G(X(t) -a) dt

Diese Gleichung verbindet die Anzahl der Niveauiiberschreitungen inner-
halb eines definierten Zeitintervalls mit der Zufallsfunktion. Lost
man sich von einer deterministischen Vorstellung dieser Zufallsvor-
gange, so kann die Anzahl der Oberschreitungen nur statistisch betrach-
tet werden. Die Zufallsfunktion ist eine Musterfunktion aus einem
Ensemble statistisch gleichwertiger Prozesse, so daB fiir obige Glei-
chungen der Erwartungswert gebildet werden muB.
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T
E{Nx(a,T)}= E{of X ()8 gy ~a)dt }

- [ &bl
= [ E{kgslxy - o)} ot

Als Erwartungswert einer zufdlligen Funktion Z(t) mit der Amplituden-
dichteverteilung g(z) bezeichnet man den Ausdruck

Efz) = [ 2 902

Im vor]iegénden Fall ergibt sich:

E{xmﬁ(xm a)] f[ffxmﬁtx(t) -a)g, [ x=q, X t)dxdx]dt

-0
[ J

Flir stationdre, ergodische Zufallsprozesse gilt [26,82]
9(x,x) = 9(x) Q(X)
und unter Beriicksichtigung normalverteilter Amplituden:

x x)

1
9(x,x) 'VZ?G _{(xﬂ }V_G exp-

Hiermit ergibt sich der Erwartungswert der Anzahl der Niveauiiberschrei-
tungen zu
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e . 2
(-&[g(m 6(x-a)da=g(a)),(2fe-xx x dx =-17)

F 1 1 .
(a- , | .
eiiant= 158 s, ool o
(a-04" (2
5z o, et ) [ o) o
T % o n_ [la-)?
) 2n Gx exp ZC§ } .

Wird die Niveaugrenze variabel gehalten und ist der ZufallsprozeB von
seinem Mittelwert befreit, so folgt die von RICE (1954) erstmals auf-
gezeigte Nullstellendichte:

T 5 : - %
NX(E,T)'—'-Z_E_G}: exp -{ 20x]’NX(0’T)- 21 G,

An dieser Stelle ist nach der Verteilung der Extremwerte gefragt. Die
Wahrscheinlichkeit, daB hohe Niveaugrenzen iiberschritten werden, ist
gering. Zur Charakterisierung seltener Ereignisse bedient sich der
Statistiker einer POISSON-Verteilung:
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Diese Gleichung besagt, daB das r-malige Eintreten eines seltenen
Ereignisses die Wahrscheinlichkeit Pr besitzt. A ist eine positive
Zahl, die aus dem Stichprobenumfang und der Wahrscheinlichkeit des
Einzelereignisses gebildet wird. Im vorliegenden Fall wird aus einem
groBen Zeitintervall T die wahrscheinliche Anzahl von Oberschreitun-
gen einer hohen Niveaugrenze gesucht, deren Wahrscheinlichkeit im
infinitesimalen Bereich (t, t + At)

; 3
Nx(g) = Ng = '1——% ""‘p‘{'z_oi]

Ox

betrdgt. Mit der POISSON-Verteilung lautet die Wahrscheinlichkeit,
daB in einem Zeitintervall T der stochastische ProzeR x(t) die (hohe)
Niveaugrenze a k-mal iiberschreitet:

k
(T Ny(q)
Py = T oxp- (TN (ol

Damit betrdgt die Wahrscheinlichkeit, daB die Zufallsvariable den
gewdhlten Extremwert nicht erreicht:

Py = exp-{TN,a} = exp {'ﬁ'c_ 202“

Aufgrund der variablen Niveaugrenze ist die Einzelwahrscheinlichkeit
P0 als Wahrscheinlichkeitsverteilungsfunktion zu schreiben:

R e e R 1
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Durch Differentation erhdlt man die gesuchte Extremwertverteilungs-
dichtefunktion:

L E exp- {—-Z--T exp{ }}

x Oy Cyx

9g) =

Die Funktion stellt die Verteilung von Extremwerten der ZufallsgroBe
x(t im Zeitintervall T dar. Sie darf nicht als Verteilungsfunktion

der relativen Maxima (Bild 3) gedeutet werden. Mittelwert und Streuung’
der Verteilungsdichtefunktion erhdlt man in bekannter Weise:

E= E{E} =-£§ g(g)dg
op = E[tg-£1?)

Zur expliziten Berechnung dieser statistischen Kennwerte wird die
variabel gehaltene Niveaugrenze E benotigt. Mit

TNg = - 5K £”
€ 21 o xp {——} TNg exp- { }
folgt

€= Gy VZlnTNg + 2InTNg
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und hiermit _ d_g( )
(g Oy dE = E d(TNf»g) d(TNg) )

£ = f°x Y2 1in TNg + 2ln TNg cxp-{TNg} d(TNg)

Durch Reihenentwicklung folgt fiir den Mittelwert

_ e, 05712 09862 .
£ = o[Y2In TN ZInTNg Y2 In(INg®

und entsprechend fiir die Streuung:

2 _ T _ 1 + -
Gg = E{(E-g) }' GX{VS_- W-N_a }o

Vernachldssigt man Glieder htherer Ordnung, so erhdlt man eine Ndherung,
die zur Abschatzung maximaler Beanspruchung eines mechanischen Systems
unter zufdlliger Erregung geeignet ist. PETERSEN stellt in [66] die
Verteilungsfunktionen fiir verschiedene Werte TN§ graphisch dar (Bild 5).



dag,
1, 2. . 4,
Bild 5: Extremwertverteilungen

Man erkennt, wie sich die Verteilungsdichtefunktionen mit zunehmender
Intervallzeit T enger um den Mittelwert gruppieren.Diese Tatsache
nutzt DAVENPORT bei der aerodynamischen Belastung von Bauwerken [22]
zur Entwurfsgrundlage, indem er den Mittelwert der Verteilungsdichte-
funktion dem zu erwartenden Maximalwert der Berechnung zugrundelegt.

Die dargestellte Methode fiihrt im wahrscheinlichkeitstheoretischen Sinne
zur Verteilung extremer Schwingungsamplituden einer mechanischen Struk-
tur unter stochastischer Belastung. Aus dieser Verteilung muB der
Praktiker die maximal zuldssige Beanspruchung zur Auslegung seines
Bauteils geeignet abschdtzen. Da es keine deterministische Hochstbela-
stung gibt, bleibt auch die Frage der Sicherheit offen. Die wahrschein-
lichkeitstheoretischen Betrachtungen sind von Annahmen geprdgt, deren
Oberpriifung durch MeBdaten [40,28,89] andauern. DaB diese Vorgehens-
weise erst zum jetzigen Zeitpunkt moglich ist, 1iegt an der verfeinerten
MeBtechnik und der Verfiigbarkeit von MeBdaten. Zur Verbesserung der
Extrem- und Maximalwerttheorie werden MeRergebnisse als Zeitrealisie-
rungen herangezogen. Nun stellt aber jede dieser Messung allenfalls

eine Musterfunktion eines Ensembles dar, mit der nur wenig Statistik
betrieben werden kann. Extremwerte sind nur vereinzelt in MeBreihen
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zu finden. Um das Angebot von MeRdaten stochastischer Prozesse zu
erweitern, bedient man sich hdaufig der numerischen Simulation von
Zufallsvorgdngen [ 36,86,98]. Hierbei handelt es sich um die

Filterung von stochastischen Rauschprozessen, die bandbegrenzt

eine konstante spektrale Dichte aufweisen und untereinander
unkorreliert sind. Einen solchen Zufallsvorgang nennt man auch

weiBes Rauschen (s.u.). Physikalisch kann man sich solche Prozesse
durch eine regellose Folge von sehr kurzen, dicht aufeinanderfolgenden
Impulsen entstanden denken. Derartige Folgen werden pseudozufdllig
bezeichnet, wenn sie durch einen deterministischen Algorithmus numerisch
erzeugt werden. Sie besitzen bei hinreichend groBer Zahl gewthnlich die
fir den gewiinschten Zweck charakteristischen Eigenschaften echter
Zufallsfolgen. Dies sind Stationaritdt und Ergodizitdt sowie Normal-
verteilung der Amplituden.

Fiir den zu simulierenden stochastischen mehrfachkorrelierten ProzeB
wird dessen spektrale Dichtematrix in Form von MeBwerten oder analy-

tischen Funktionsverldufen als bekannt vorausgesetzt.

Aus der Theorie linearer Systeme ist die Obertragung von Leistungs-
spektralmatrizen bekannt (s.o.):

~T
Sxx(w) = Fiu) Steiw) Flw) |

Die Problemstellung bei der numerischen Simulation unterscheidet sich
von der obigen, da sowohl die Leistungéspektra1matrix der Erregung
(weiBes Rauschen) als auch des zu simulierenden Prozesses bekannt ist.

‘ ~T
S = Ew 1L E(w

Unbekannt ist die Matrix E(y) , die bei linearen mechanischen Systemen
den Frequenzgang des Systems beschreibt. Bei der numerischen Simulation
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kennzeichnet diese Matrix ein Filter, iiber das die weiBen Rauschprozesse
zu einem merhfachkorrelierten stochastischen ProzeB mit gegebener spek-
traler Dichtematrix geformt werden. Aufgrund der positiven Definitheit
hermitescher Leistungsspektralmatrizen lassen sich diese stets in der
Form

- =T
2iw) = Ejw) Ew)

darstellen. Die numerisch einfachste Methode ist eine Zerlegung in
obere und untere Dreiecksmatrix nach dem CHOLESKY-Verfahren an diskreten
Stiitzstellen.

Mit der FOURIER-Transformation weiBer Rauschvorgange

§0°° Ew)

erhd1t man durch Obertragung im Frequenzbereich

flw = E(w)’.g.(w)
und anschlieBender Riicktransformation in den Zeitbereich

f

a0 Iy

einen stochastisch mehrfachkorrelierten ProzeB mit den gewiinschten
statistischen Eigenschaften. Dem Verfasser gelang mit dieser Methode
die Simulation von Windgeschwindigkeitsverldufen [36], wobei gute
Obereinstimmung zwischen gemessenen und simulierten Zeitreihen festzu-
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stellen sind. Vergleichbare Simulationstechniken findet der Leser in
[36,86,98 1.

Da die obigen Gleichungen zur numerischen Simulation von Zufalls-
prozessen aus der linearen Systemtheorie abgleitet wurden, muB theore-
tisch eine Realisierbarkeit der Filterfunktionen moglich sein. Unter
Realisierbarkeit wird die Herleitung einer gewohnlichen linearen
Differentialgleichung aus der Filtermatrix verstanden. Die lineare
Systemtheorie kennt die inverse Fragestellung durch Bestimmung der
Systemfrequenzginge aus der Differentialgleichung.

gegeben : gegeben :
) _ Xo® & Yo
aus §(w) =—(w)§(w) _y(t) = é _(t)+ ?!(t)
gesucht: g gesucht: y
Eig)=C(sl-A)B fiir Fis) =ClsI-A B
Xt =C Yy
Yo =2 Yy *B
Simulationstechnik lineare Systemtheorie

Bild 6:Inverse Fragestellungen in der Simulations =
technik und in der linearen Systemtheorie

In der Regel wird in der Simulationstechnik die Realisierbarkeit der
Filtermatrix nicht gefordert, da numerisch im Frequenzbereich gefil-
tert wird. Obwohl bei dieser Methode eine den stochastischen ProzeB
beschreibende Differentialgleichung bisher nicht von Interesse war,
verschafft die erweiterte Problemstellung Zugang zu einer modernen
Theorie in der Behandlung zufalliger Vorgange.

Neben den beschriebenen Methoden ist die mathematische Theorie
stochastischer Differentialgleichungen bekannt [ 4,24 1, die auf
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grundlegende Arbeiten von ITU [46] (1951) aufbaut und von einer
Differentialgleichung zur Beschreibung stochastischer Prozesse aus-
geht. Es sind formal gewdhnliche Differentialgleichungen mit weifem
Rauschen als Storfunktion (s.u.)

v.v(t) - f(t,W(t)) * G(t,W(t)) g(t)

und entsprechen im linearen Fall der oben angesprochenen Realisierung
von Filtermatrizen zur numerischen Simulation stochastischer Prozesse.
Da diese Theorie bislang wenig anwendungsorientiert verfaBt ist, wird
die Spektralmethode in der Praxis vorgezogen. Setzt man aber die Kennt-
nis einer stochastischen Differentialgleichung voraus, so ermoglicht
diese Theorie eine wesentlich vereinfachte Berechnung von Varianzen,

da diese direkt aus der Losung einer bilinearen Matrizengleichung der
Form (s.u.)

T T

PA + AP = -B

gefunden werden konnen. Seit 1975 versucht man daher, diese mathema-
tische Theorie auch auf mechanische Strukturschwingungen infolge
zufdlliger Erregungen anzuwenden. Unter dem Begriff Kovarianzanalyse
existieren eine Reihe von Arbeiten [57,78,93 1 zu diesem Problemkreis.
Die Verwertung der Theorie stochastischer Differentialgleichungen
gelingt fiir theoretisch erdachte Problemstellungen. Erst in jiingster
Zeit (1979/80) werden Fahrzeugschwingungen infolge Fahrbahnerregung
[59,60] mit dieser Methode bearbeitet. Hierbei handelt es sich um
skalare stochastische Prozesse. In der Natur treten Zufallserregungen
zum Uberwiegenden Teil (z. B. Windbelastung) als mehrfachkorrelierte
stochastische Prozesse auf. Zur Losung derartiger Probleme trdgt diese
Arbeit bei. Vor dem angesprochenen Hintergrund einer erweiterten
Simulationstechnik werden Filtermatrizen realisiert, so daB mehrfach-
_korrelierte Zufallsprozesse durch stochastische Differentialgleichungen
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beschrieben werden kdnnen. Da von MeRdaten sto¢hastisther Vorgidnge
ausgegangen wird, konnen die bisher vereinzelt behandelten Sachgebiete
Signalanalyse, Spektralmethode, Realisation von Filtermatrizen, numeri-
sche Simulationstechnik, Theorie stochastischer Differentialgleichungen,
Kovarianzanalyse und Maximalwertabschdtzung als gemeinsame Theorie zur
Behandlung mechanischer Zufallsschwingungen angeseher werden. Die
Anlehnung an systemtheoretische Gesichtspunkte ermdglicht den Ubergang
von der Signalanalyse zur modernen Theorie stochastischer Differential-
gleichungen. Hierdurch entsteht eine anwendungsorientierte Kovarianz-
analyse mehrfachkorrelierter Zufallsschwingungen, deren Ergebnisse direkt
mit der vorgestellten Extremwerttheorie weiterverarbeitet werden kdnnen.
Einen Beitrag zur numerischen Simulation stochastischer Prozesse leistet
die Zerlegung von Leistungsspektralmatrizen in Filtermatrizen und deren
Realisation durch stochastische Differentialgleichungen. Hierdurch kann
z. B. die Theorie der Maximalwertabschdatzung praxisnah liberpriift werden,
da beliebig viele Daten zu TIME-HISTORY-Rechnungen numerisch mit bestimm-
ten statistischen Merkmalen erzeugt werden kdnnen. Ferner konnen Sonder-
fragen wie nichtlineares Werkstoffverhalten oder Ermiidungsprobleme mit
dieser Methode bearbeitet werden.

Einen Oberblick iiber die verschiedenen Moglichkeiten zur Berechnung und
BehandTung von Zufallsschwingungen vermittelt Bild 7.
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3. Die Beschreibung zufdlliger Prozesse durch
stochastische Differentialgleichungen

3.1 Der stochastische ProzeB

Bei vielen ingenieurwissenschaftlichen Problemen 1dBt sich der
zeitliche Erregungsverlauf einer mechanischen Struktur nicht als
deterministische Muster-Zeitfunktion definieren. Denkt man an die
Fahrt eines Automobils iiber unebene StraBen oder an die aerodyna-
mische Belastung von Gebauden durch Wind, so erkennt man, daB die
Einzelbelastungen nur als Teil einer Menge klassengleicher Zufalls-
erregungen zu verstehen sind. Die unter gleichen Voraussetzungen
zusammengefaBten zeitvarianten Realisierungen von Zufallsvorgdngen
bilden ein Ensemble oder einen stochastischen ProzeB. Bild 8 veran-
schaulicht einen solchen zufdlligen Vorgang

"1(t)1“ MH!S ﬂ' v !ﬂ
: t
"2«)% WA Q! :!é!
t

(Y

T

Bild 8 :  Stochastischer ProzeB (Ensemble)

Zur Kennzeichnung stochastischer Prozesse dienen statistische Parameter,
wie Mittelwert, Varianz, oder als Funktionen spektrale Leistungsdichten,

Korrelationsfunktionen und Amplitudenverteilungen (s. Anhang). Die in

dieser Arbeit zu behandelnden stochastischen Prozesse und ihre Beschrei-
bung durch stochastische Differentialgleichungen werden auf ‘die Klasse

der in der Natur am hdufigsten vorkommenden stationdren ergodischen

Zufallsvorgange mit GauBscher Amplitudenverteilung beschrdnkt. Hierunter
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Werden Prozesse mit zeitinvarianten, statistischen KenngriBen
(Stationaritdt) und untereinander gleichen Kennwerten aller
ZufallsgroBen (Ergodizitdt) eines Ensembles (Bild 8) verstanden.

3.2 Das weiBe und das farbige Rauschen

Die Begriffe "weiBes" und "farbiges" Rauschen kennzeichnen allgemein
zwei Typen stochastischer GauB-Prozesse mit verschiedenen Frequenz-
verteilungen. Bild 9 zeigt Korrelationsfunktionen und Leistungsspektren
von weiBem und farbigem Rauschen.

| Rauschen
T ‘ uo=
Qux(T) S (W) farbiges
Rauschen
t Y
Korrelationsfunktionen Leistungsspektren
Bild 9: Statistische Kennfunktionen

Der als sogenanntes "weiBes Rauschen" bezeichnete stationdre stochasti-
sche GauB-ProzeB wird durch einen verschwindenden Mittelwert und einer
auf der gesamten Frequenzachse (w -Achse) konstanten spektralen Dichte
sowie einer GauBschen Amplitudenverteilung charakterisiert. In Anleh-
nung an den Begriff vom "weiBem Licht", welches alle Frequenzen des
sichtbaren Lichtes mit gleicher Intensitdt enthdlt, kennzeichnet das
gleichmdBige Auftreten "aller" Frequenzen in einem stochastischen
ProzeB das weiBe Rauschen. DaB ein solcher ProzeB im physikalischen
Sinne nicht existiert, wird bei Betrachtung der Korrelationsfunktion
(Bild 9) deutlich, die der Dirac-Funktion entspricht. Der ProzeB ist
zu allen Zeitpunkten T> 0 statistisch unabhdngig und besitzt im
Grenziibergang zu T = 0 eine unendlich groBe Streuung. Der Zufalls-
vorgang besitzt also unendliche Energie und ist physikalisch unrea-
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Tistisch. Trotzdem stellt das "weiBe Rauschen" einen mathematischen
ModelTprozeB dar, der sich fiir die Beschreibung schnell schwankender
und zu verschiedenen Zeiten unkorrelierter Ereignisse eignet. Er
wurde schon 1908 von LANGEVIN beim Studium der Brownschen Bewegung
von Molekularteilchen in Flissigkeiten als Denkhilfe benutzt.

Zur Eingliederung in eine strengere Theorie fiihrt man den WIENER-
ProzeB ein, der einer Integration des weiflen Rauschen iiber einen
endlichen Zeitraum entspricht. Hierdurch ergibt sich formal ein

ProzeB mit GauBscher Amplitudenverteilung, verschwindendem Mittel-
wert, aber endlicher Varianz. Ein stationdrer ProzeB VVt mit GauBscher
Amplitudenverteilung wird im Zeitintervall (0 =t «oo ) bei unabhdn-
gigen Zuwdchsen (E { Wi -Wo } = 0), einer Normalverteilung der
Zuwdchse mit verschwindendem Mittelwert und der Varianz (t - T )

sowie mit einem Anfangswert (w0 = 0) als WIENER-ProzeB bezeichnet.

Wahrend das weiBe Rauschen einen ZufallsprozeB charakterisiert,

dessen Frequenzen gleichmédBig liber den vollen (- oo & + @ ) Frequenz-
bereich verteilt sind und dessen Ereignisse "quasi" unabhangig vonein-
ander bleiben, sind die meisten Naturvorgdnge mit dem Begriff des
"farbigen Rauschens" zu umschreiben. Physikalisch realisierbare
Prozesse sind immer differenzierbare Prozesse mit ungleichmaBig
verteilter Spektralintensitat und endlicher Streuung. Bild 9 zeigt
typische statistische Kennfunktionen dieser Prozesse.

Die groBe Bedeutung des Modellprozesses "weiBes Rauschen" wird im

nachsten Abschnitt bei der Herleitung farbiger Zufallsvorgidnge aus
dem Dirac-Delta-korrelierten ProzeB sichtbar.

3.3 Die stochastische Differentialgleichung

Jedes Einwirken weiBer Rauschvorgange auf dynamische Systeme (z. B.

ein Regelsystem oder eine mechanische Struktur) fiihrt zu einer farbigen
Antwort desselben. Der rauhe EingangsprozeB wird gegldttet. Betrachtet
man einen solchen dynamischen Vorgang (Bild 10), so sind die statisti-
schen Ein - und Ausgangskennfunktionen mit denen in Bild 9 vergleichbar.
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weiller farbiger
Rauschvorgang Rauschvorgang
*I mathematisches Modell >

g(t) _. physikalisches System | : X(t)

.

——=| Filter, Ubertragung —
Eingang Ausgang

Bild 10: Zur Filterung weifler Rauschprozesse

Man kann in diesem Zusammenhang auch von einer Filterung der Eingangs-
frequenzen oder einer Transformation der’ Spektralintensitdt sprechen.
Betrachtet man das Zeitverhalten derartiger dynamischer Systeme, so
18Rt es sich durch die folgende Differentialgleichung beschreiben:

1%;:) = flt, X)) + glt,Xp) Epy +tst ST

Da in dieser Differentialgleichung der mathematische ModellprozeB
des weiBen Rauschens § (t) als StorgroBe vorkommt, spricht man auch
von einer stochastischen Differentialgleichung. Mit dem oben verbal
eingefiihrten WIENER-ProzeB

dWe = €y dt

schreibt sich die obige Gleichung wie folgt:

dXpy =t Xp)dt + glt, X)) dWy

fur t,St=sT = ®

Es sei vermerkt, daB Differentialgleichungen n-ter Ordnung der Form
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(n) {n-1) (n-1)

Xy = £06, Xy, -0 X)) * gl X, - %)

mit den Anfangswerten X( 1) . mss i=0,1, .., n-1 und dem m-fachen
Vektor des weiBen Rauschens § t wie Ublich in eine (stochast1sche)
Differentialgleichung 1. Ordnung iiberflihrt werden konnen:

fn) Xit) 0
dX;y = e :
—(t) d {n-1) {n-1) dt * ¢ {n-1) d_W(t)
2(m f(t xm A 2((t) (t' Xm* s 2((u) |

Formuliert man diese Gleichung als integrale Vektorgleichung, so folgt:

t t
Xo = m + JHnXoldr [gitXq) aw,

far tostsTsoo °

Derartige Gleichungen heiBen stochastische Differentialgleichungen

[ 4,5 ] und sind mit den zufdlligen Anfangswerten X( =m eine
symbo11sche Schreibweise der stochastischen Integra1g1e1chung X(t)
stellt im Intervall [t,,T ] einen stochastischen ProzeB dar, wenn er
die folgenden Voraussetzungen erfiillt:

1. Die Gleichungen gelten ohne Einschrankung fiir alle
t e (t,,T).
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2. Die Integrale

d 2
flg(t, Xy)|~ dt

3
t,

T
t jlf(T, X(7) )IdT

bleiben endlich.

3. Der stochastische ProzeB X, ist mefbar fir alle t im
Intervall [t,, T 1, d.h. antwortet auf E(t) kausal
und nicht vorgreifend.

Eine stochastische Differentialgleichung beschreibt also einen farbigen
ZufallsprozeB, der aus weiBen Rauschvorgangen hervorgeht. Hierbei kann
der stochastische ProzeB sowohl als AntwortprozeB eines realen techni-
schen Systems,‘aber auch als ein mathematischer ModellprozeB verstanden
werden.

Im Unterschied zur (klassischen) gewohnlichen Differentialgleichung
enthdlt eine stochastische Differentialgleichung als StorgroBe das
weiBe Rauschen und kann allgemein zufdllige Funktionen, Koeffizienten
und Parameter enthalten. Das weiBe Rauschen ist zwar ein verallgemei-
nerter stochastischer ProzeB, der durch Integration zum WIENER-ProzeB
wird, doch stellt das Integral

einen mathematischen Ausdruck mit stetigen, aber zu keinem Zeitpunkt
differenzierbaren Funktionswerten dar. Der Integralausdruck bedarf
einer gesonderten theoretischen Untersuchung und rechtfertigt den
Begriff stochastische Differentialgleichung.



- 40 -

3.4 Das stochastische Integral

Da der WIENER-Prozef w(t) zwar stetig, jedoch zu keinem Zeitpunkt
differenzierbar ist, sind Integrale der Form

f
it =°jG(1:) dW)

keine gewdhnlichen RIEMANN-STIELTJES Integrale. Der Begriff des
stochastischen Integrals findet sich bei ITU [46], der im Jahre 1951
derartige Integrale fiir eine Vielzahl von Funktionen G(t) definierte
und somit die Theorie der stochastischen Differentialgleichungen
begriindete.

Transformiert man den WIENER-ProzeB nichtlinear mit T , so lautet
die TAYLOR-Entwicklung:

2
sWt L,
2

'
TIWt, o)) = T(Wyy) + T(Wiy) AWy + T"(W(t))
mit AWty = Witeat) = W

Mit den unabhdngigen Realisierungen des WIENER-Prozesses folgt
- 2 -
E{awy} =0, Efawg) = e

Formal erhdlt man also aus der Differentation von T ( w(t))

E
dT(W(t)) =T (W(t)) dw(t)
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und aus der TAYLOR-Reihe

2
aW)

dT (W) = TtWeean) = TiWep) = T(We) aWgy + T (W) =5

+

Bildet man nun in beiden Fdllen die Erwartungswerte, so ergibt sich
ein Widerspruch, wenn die TAYLOR-Reihe ohne Beriicksichtigung hdherer
Ableitung gebildet wird:

E {d—dt— T(Wyy) } = ;— E{rlwy)+ -+

E{dTWy)} = E{TiWg) E{dwy)} = o

Um diese Diskrepanz zu beheben, die eine iibliche Vernachldssigung der
Terme hoherer Ableitungen in der TAYLOR-Reihe nicht gestattet, fiihrte
ITO die folgende spezielle Differenzierregel fiir transformierte
WIENER-Prozesse ein. '

Nach ITU gilt:
!
dT(Wey) = T(Weo) dWey + T (W) dit

und somit:

t1 t
JT W) dWey = TOWG3) = TIW)) - 3= [T W) it
to to



- 42 -

Bei den in dieser Arbeit vorkommenden Formen von stochastischen
Integralen

ty
J = fG(T) dW(t)
t, |

“kann vorausgesetzt werden, daB mit ti - t1+1 gegen Null die Funktion
G(t) als Treppenfunktion, also als konstant zwischen ti und ti+1’
angesehen werden darf. Somit 1dBt sich der Integralausdruck als Grenz-
wert einer Summe formulieren:

e

:
dWip = Lim Gery Wty = W)
thm ) m.n(tm_t]),o; () Wiy, = Wap
(o]

Hinsichtlich allgemeinerer LOosungen von stochastischen Differential-

gleichungen, wie G(t) = W (1) sei auf die Literatur [4‘5‘21“47,65]
verwiesen.

3.4.1 Der Erwartungswert und die Varianz des stochastischen
Integrals

Die Definition eines stochastischen Integrals ist von tragender
Bedeutung fir die weiteren Ableitungen zur direkten Berechnung von
Kovarianzmatrizen zufdllig erregter mathematischer Modelle oder
physikalischer Systeme; Hier sei noch einmal darauf hingewiesen, daB
das Hauptanliegen dieser Arbeit nicht in einer deterministischen
Schwingungsberechnung, sondern in einer stochastischen Berechnung
zufallserregter mechanischer Strukturen besteht. Daher ist die
Bestimmung von Erwartungswert und Varianz des oben definierten
Integralausdrucks fiir die weiteren Abhandlungen von groBer Wichtigkeit.
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Fiir den Erwartungswert des stochastischen Integrals gilt:
N
E l ./ (v) w('t)}= Z E { G(ti_1)[Wti ) - w(ti_") l }
i=1 L4

Die statistische Unabhéngigkeit von G( 1) und AW( 1) bewirkt
t N
E { fG(T) dW(T)} b Z E {G('H)} E{ Wty - W(*i-1)]
to i=1 ¢

Da die Schwankungen eines WIENER-Prozesses per Definition voneinander
unabhangig sind, folgt der gesuchte Erwartungswert mit

E{W( (tn)}- 0

E{t!tc-;m AW, } =
Fiir die Kovarianzmatrix des stochastischen Integrals folgt:
E {”Gmdw(r)][fe(r) dWm] } -
E {[2 Gry;_p) (Wat,) = W, )’”Z Gy, ) Wity ~ Wy, 1))] } -
R

Z E {G(tM) (Wet.y =Wt 0! Wa,) 'W(ti_,)) G(ti_p }
-

T T '
v 2 2 E{6q ) (Wer,y = Wet,_) (Weey = Wee,_p) B, ) }
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Mit der Varianz des normalverteilten Zuwachses Wi - Wy des WIENER-
Prozesses (s.0.) und der Unabhdngigkeit der Terme Awti, Aw-;j
fiir i < j sowie G(T-), AW (1) folgt:

N”J[Gm dW(T)” fG(t) dW(r)] } =
Selon Hy ) 1 efd,,) -

. 2 ZE {G(t )}{ } e {61(.‘14)}

|<j

t
ZE{G(t 1)G(t ) } (t -t - jE {G(T)GIT)}C”

(o]
®

Da die Funktionen (5(1) in dieser Arbeit keine stochastischen Ausdriicke

darstellen, berechnet sich die Kovarianzmatrix des stochastischen
Integrals zu:

t t T t
E{[th(t)dW(t) ] [tf Gy) dWm] }= thm Gy dt

3.4.2 Die Kovarianzmatrix mehrfachkorrelierter stochastischer
Prozesse

Die Theorie der stochastischenDifferentiale und Integrale nach ITU
gestattet eine direkte Berechnung von Varianzen und Kovarianzen
stochastischer farbiger Prozesse, die aus der Losung einer gewdhnlichen
Differentialgleichung mit stochastischer "weifer" StorgroBe hervorgehen.
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Dabei soll im weiteren eine Beschranktheit auf lineare stochastische
Differentialgleichungen des Typs

Xt = Awy X * B S

erfolgen. Die Losung dieser Differentialgleichung ergibt sich formal zu:
Ay t Am“ T)
Xt = e X(t,) B(t) dW(t)

x(t) ist hierbei stetig und verhdlt sich zur StorgroBe kausal, bleibt
aber wie der WIENER-ProzeB nicht-differenzierbar. Die Fluktuationen
von X bleiben unabhdngig. Da das stochastische Integral nicht von
dem Term e3(t)? X(t 0) abhdngt, besitzt der ProzeB eine GauBsche Vertei-
lung, solange der Anfangswertvektor X(t 0) konstant oder selbst GauB-
verteilt ist.

Von besonderer Bedeutung ist die Kovarianzmatrix E(t) des stochastischen
Prozesses X ). Sie berechnet sich mit den oben aufgefiihrten Definitionen
direkt aus der Losung der stochastischen Differentialgleichung, ohne

daB der Zeitverlauf bestimmt werden muB.

Es gilt: Pey = E {x(t) X(t) }

_(t)f Awlt-T) '
e{le [ i Bty dWry )

t
At A lt-1
‘(e l‘(to) + t'[ A ) E(t) dW(‘[) )T }

] [e_A(t)t o B At ] .

t
| feA“)(t-T) B dWm e
t

Ryt

Z‘Yt,) ]
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' t
d! Aot X(t,) f Blt-T) B(t) dWp)]
[( f Am(t "o Bty dW(r)){ _[ A(t)(t R Bty dWny) ]]
= £{eA0 0, et } - E[ ] E{eé‘(”t Kot )]
+ E{e—(f)t X(t )} E{ } . E{(f A(t)(t ) B(t) dW(-t))

Agylt-T
‘ fe—“) By W) )

Aus der Unabhdngigkeit von e-(t)t mit Xt sowie dem Erwartungswert
[ B(t)t] = B(t)t ynd der Kovarianzmatrix des stochastischen Inte-

grals nach ITU ergibt sich die Kovarianzmatrix des stochastischen

y wie folgt: |

Prozesses X(t

Apt — (it
P = e'f(t) E{)_‘(to)l(.l(-to)} eA“) o+

t
t- T o (-
t[eA(n( v By By e™nlt-1) ¢

Pa) = E { X(t,) l‘Ito)}

Eine wesentliche Vereinfachung, insbésondere bei zeitunabhdngiger
Losung, erhdlt man durch Zeitdifferentation obiger Gleichung.

Mit

- Ay t

d_[ eA’(t)t] - Ay e

dt
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folgt:
‘Z_':(t) - Py = [_A(t)eAt "] Py eAT(,)t .
) eA(t)*_(to) [eAT(t)tA'l‘(t) .
+t./;(f) eBiot-1) B(n B e&t)(t—t) dt
' f;A(t)(t-T)-B-(t).BT(t) oAolt-D Apy dt o+
t,
Aottt g o A lt-t)
oder:

S T T
Poy = AwPw + Py Aw + By B

Diese Gleichung stellt eine (zeitabhangige) bilineare Differential-
g]eiéhung zur Bestimmung der Kovarianzmatrix instationdrer Prozesse
dar'). Zur Beschreibung stationdrer, normalverteilter GauB-Prozesse
gilt als notwendige und hinreichende Bedingung

E{Z(t)} = const. ) B(t"[) = _P_(T"t)

bei Zeitinvarianz der ersten beiden Momente.

*) Sie ist in der Regelungstheorie in etwas verallgemeinerter Form
als RICCATI-Differentialigleichung bekannt.
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Diese Bedingungen werden mit
E{X(to)} =0, Ap=A , Bp=B
erfiillt, womit sich die f01gende zeitinvariante Gleichung ergibt:

AP+ PA + BB =0

Diese bilineare Gleichung besitzt die positiv definite Losung
T
At T At
P [Apg Aty
0 A

und ist eine eindeutige Losung, wenn die Matrix A nur Eigenwerte mit
negativen Realteilen besitzt.

Der stochastische ProzeB !(t) ergibt sich als Losung der stochastischen
Differentialgleichung normalverteilt mit dem Erwartungswert Null und
besitzt die aus der bilinearen Matrizengleichung berechneten Varianzen
und Kovarianzen.

3.5 Einige Bemerkungen zur Theorie und Anwendung
stochastischer Differentialgleichungen

Es konnte gezeigt werden, daB stochastische (farbige) Prozesse mit
nicht-konstanter Spektralintensitdt durch stochastische Differential-
gleichungen zu beschreiben sind, die als StorgroBe den mathematischen
ModellprozeB des weiBen Rauschens enthalten. Ein mathematisches oder
technisches System antwortet auf weiBes Erregungsrauschen mit einem
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farbigen stochastischen ProzeR. Durch Anwendung des ITU-Kalkiils
werden die Varianzen des zufdlligen Antwortprozesses direkt ohne
Bestimmung des Zeitverlaufs berechnet. In diesem Zusammenhang soll
nicht unerwdahnt bleiben, daB die abgeleitete bilineare Matrizenglei-
chung sowohl in der Regelungstechnik als RICATTI-Gleichung beim
Entwurf optimaler Filter, aber auch in der Stabilitatstheorie als
LJAPUNOV-GTeichung bei der Untersuchung der Stabilitdt dynamischer
Systeme eine Rolle spielt. In der vorliegenden Arbeit dient die
Ljapunov-Gleichung ausschlieBlich zur direkten Berechnung von
Varianzen und Kovarianzen zufdllig erregter mechanischer Strukturen.

Als Voraussetzungen stationdre Erregungen mit GauBscher Amplituden-
verteilung und durch gewohnliche lineare Differentialgleichungen
beschreibbare diskrete mechanische Schwinger zu wdhlen, liegt nicht

an der Beschrdnktheit der Theorie stochastischer Differentialgleichungen.
Vielmehr zeigten die Ableitungen, daB die Matrizen A, B und G zeitvariant
zugelassen werden konnten, womit zeitabhangige Kovarianzmatrizen und
entsprechende instationdre Zufallsprozesse berechenbar sind. Bei voll-
stﬁndiger Anwendung des ITU-Kalkiils sind neben nichtlinearem System-
verhalten auch nicht-normalverteilte Amplitudendichten moglich.
Schwierigkeiten bereitet die Beschreibung zufdlliger Prozesse jedoch

bei praktischer Anwendung dieser Theorie. Dies gilt mit Ausnahme
deterministischer TIME-HISTORY-BERECHNUNG fiir alle in Kapitel 2
beschriebenen Verfahren. Sinn dieser Arbeit ist es, die zu beschreiben-
den Zufallsprozesse nicht an theoretisches Gedankenspiel, sondern an
Naturvorgdnge anzulehnen, die durch Zeitreihenmessungen zu belegen

sind. Derartige Zufallsvorgdnge sind im allgemeinen stationdr und
besitzen GauBsche Amplitudenverteilung. DaB nach Wissen des Verfassers
bisher die Theorie stochastischer Differentialgleichungen nicht auf mehr-
fachkorrelierte Naturvorgdnge (wie Windbelastungen) angewendet werden
konnte, liegt an den Koeffizientenmatrizen A und B, die aus der aufge-
fiihrten Theorie nicht bestimmt werden konnen. Handelt es sich beim
stochastischen AntwortprozeB um die durch weiBes Rauschen veranlaB3te
Zufallsschwingung eines diskreten mechanischen Schwingers, so sind

die Koeffizientenmatrizen (s.u.) mit der Massen-, Steifigkeits- und
Dampfungsmatrix der mechanischen Struktur identisch. Entspricht der
ZufallsprozeB jedoch einem Naturvorgang, so miissen diese Matrizen,
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die im folgenden auch Filtermatrizen genannt werden, aus einer jeweils
eigenen Theorie oder Messung hervorgehen. Im folgenden Kapitel wird
daher die Realisierung eines mehrfachkorrelierten stochastischen
Prozesses im Sinne eines Naturvorganges behandelt.



- 51 -

4. Die Realisierung mehrfachkorrelierter stationirer
stochastischer Prozesse

4.1 Das mathematische Obertragungsmodell

Ziel dieser Arbeit ist es unter anderem, eine stochastische Differen-
tialgleichung als mathematisches Modell fiir einen zeitlichen Zufalls-
vorgang abzuleiten, von dem nur die statistischen Parameter und
Kennfunktionen bekannt sind. Unter der Realisierung eines mehrfach-
korrelierten stationdren stochastischen Prozesses wird die rechnerische
Bestimmung der Koeffizientenmatrizen einer linearen stochastischen
Differentialgleichung verstanden. Da durch diese Differentialgleichung
der weiBe RauschprozeB zu einem farbigen Zufallsvorgang geformt wird,
sollen diese Matrizen auch als Formfilter oder als Obertragungsmodell
bezeichnet werden. Zunachst soll das Problem einer Realisierung bzw.
die Ableitung eines Obertragungsmodells an physikalisch-technischen
Systemen mit bekannter und unbekannter innerer Struktur verdeutlicht
werden, da die Beziehungen die Grundlage fiir die Realisierung der
ausschlieBlich statistisch beschreibbaren Zufallsvorgiange bilden.

Zu den Modellen mit bekannter Struktur zdhlen physikalisch-technische
Systeme, deren innerer Zustand weitgehend erforscht ist. Ein solches
Obertragungsmodell kann z. B. ein mechanisches System sein.

weilles System mit bekannter — farbiger
Rauschen lin. Differentialgleichung [~ Zutfalls =
. T X
.El(t) *{ z.B.: mech. Struktur |- M prozef
Eingang Ausgang

Bild 11: Systeme mit bekanntem inneren Zustand

Erregt man eine mechanische Struktur, die als linearer, diskreter
Schwinger beschrieben werden kann, mit dem IdealprozeB des weiBen
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Rauschens, so entsteht aus der bekannten gewohnlichen Differential-
gleichung eine stochastische.

Mit der Massenmatrix M, der Steifigkeitsmatrix K sowie der Dampfungs-
matrix D und dem Erregungsvektor g(t) des weiBen Rauschens wird:

hier

MXty + Dxwy + Kxw = fy = Et)

oder als Differentialgleichung 1. Ordnung:

zZw= Gzw + hw

1%
o
1%

o

1

]
+

_Z..(t) = -1
(t)

-1 -1

K -MD (t)M-g(t)

1 e
'
X
e

Innerhalb der stochastischen Differentialgleichung stellt das Matrizen-
tripel M, K, D das Formfilter dar, mit dem der weiBe ErregerprozeB
zum stochastischen (Schwingungs-) AntwortprozeB iibertragen wird. An
diesem Formfilter 1dBt sich die Theorie der linearen Obertragung

weiBer Rauschvorgange verdeutlichen, da die Struktur des Systems
bekannt ist.

fo ] W

J Xyl Xo

Antwort

Erregung

Bild 12 : System mit vorgegebener Struktur
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Die Kovarianzmatrix der Schwingungsantwort berechnet sich, wie im
vorherigen Kapitel abgeleitet, aus der bilinearen Matrizengleichung:

GP + PG = -Q

Fiir eine mechanische Struktur folgt:

. —Q- -l— —Pxx _Exi Exx f)‘(x _0_ (-LTK_)T
MK -M'D|[Pex Pix| [P Pix |1 (-M'DY
0 0
- - )T

0 M (M

Obertragungssysteme mit unbekannter Struktur sind unter anderem
physikalisch-technische Systeme mit meBbarem Ein/Ausgangsverhalten.

i farbiger
weies  — |incares Modell — d
Rauschen—" . —  Zufalls =
—.] mit unbekanntem Fozefl
- | inneren Zustand : P
g(t) . |zB.: regelungstechn. Yip) - X
— -System —
Eingang Ausgang
Bild 13 :System mit unbekanntem inneren Zustand

Der unbekannte innere Zustand !(t) des Systems wird dabei aus dem
meRbaren Obertragungsverhalten abgeleitet. Das System mit bekannter
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Struktur ist eindeutig durch seine Differentialgleichung bestimmt.
Durch Transformation dieser Gleichung in den Frequenz- oder
(allgemeiner) Bildbereich errechnet sich das Systemiibertragungsver-
halten.

Mit den Transformationen nach FOURIER (w-Transformation) oder
nach LAPLACE (s-Transformation) folgt mit

fiir die systembeschreibende Differentialgleichung:
2 -
(s°M + sD + K) x5 = %)

Hierin beschreibt

<1 Wirkung
- 2 -
His) = (s"M+ sD+K) Ursache

die Matrix-Ubertragungsfunktion (bei FOURIER-Transformation die
Frequenzgangmatrix F (w)). Der eindeutige Obergang von Matrizen-
tripel [M, K, Q} zu {ﬂ(s)} kennzeichnet die Ein/Ausgangsbeziehung
eines linearen Systemmodells bekannter Struktur. Bei unbekannter
Struktur stellt sich das inverse Problem. Hier ist das Obertragungs-
verhalten meBbar. Die Koeffizientenmatrizen der Differentialgleichung

C ym
Ayp + BEw

X(t)

Yo
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miissen aus der Matrix-Obertragungsfunktion

He = Clsl- AN B

abgeleitet werden.

T -

s, g (i f Iit) ¢ =W
Erregung Antwort
{Messung AT {Messung}

Bild 14: System mit unbekannter Struktur

Das Obertragungsverhalten physikalisch-technischer Systeme 1&Bt sich
mit definierten deterministischen Erregungen (Dirac-Impuls, Heavyside-
oder harmonischer Erregung) bestimmen. Mit der Matrix-Obertragungs-
funktion wird versucht, das Systemverhalten zu identifizieren. Unter
Systemidentifikation soll hier der Ubergang von der gemessenen
Ubertragungsmatrix H(s) auf die Koeffizientenmatrizen {5, B, g}
einer das Systemverhalten beschreibenden Differentialgleichung
verstanden werden. Wahrend aber der Ubergang vom Matrizentripe]

{A, B, C }zur Matrix-Obertragungsfunktion eindeutig ist, wird das
Problem bei der inversen Fragestellung mehrdeutig (KALMAN, [49]1).

Im Bereich der linearen (regelungstheoretischen) Systemtheorie
besitzt die Realisierung, d.h. die Ableitung der Koeffizienten-
matrizen aus der Matrix-Obertragungsfunktion, seit langer Zeit groBe
Bedeutung, so daB an spdterer Stelle auf die Theorie zur Identifika-
tion von Obertragungssystemen zuriickgegriffen werden kann.

Die bisherigen Ausfiihrungen dienen als Grundlage weiterer Ablei-
tungen. In dieser Arbeit sollen fiir stationdre mehrfachkorrelierte



- 56 -

Zufallsprozesse Tineare Obertragungsmodelle erstellt werden. Hierbei
werden die stochastischen Prozesse als Naturvorgange und nicht wie
oben als zufdllige Antwort eines dynamischen Realsystems auf weiBes
Erregungsrauschen verstanden.Der stochastische (farbige) ProzeB ist
nicht unmittelbar als kausale Ursache des weiBen Rauschens zu beob-
achten. Untersucht man die Zufallsvorgdnge statistisch, so erhdlt man
unter anderem zur ProzeBbeschreibung die statistischen Kennfunktionen
wie Leistungsspektren und Korrelationsfunktionen. Fiir Tineare dynami-
sche Systeme ist die Obertragung solcher Kennfunktionen bekannt. Fiir
Systeme nach Bild 12 und Bild 14 wird die Eingangs-Spektralmatrix mit

:
Suts) = Hs) Stits) Hes)

zur Antwort-Spektralmatrix iibertragen. Diese Gleichung gilt auch, wenn
das lineare System durch weiBe Rauschvorginge erregt wird. In diesem
Fall wird die Leistungsspektralmatrix am Systemeingang, wie oben
beschrieben, eine Einheitsmatrix:

T T
Sxx(s) = Hi Sgete) Hesy = Hes) He-s)

Beide Gleichungen kennzeichnen eine stochastische Obertragung
statischer Kennfunktionen.

Da im vorliegenden Fall farbige Rauschvorgange aus weiBen Rauschpro-
zessen gefiltert werden sollen, und das gesuchte Obertragungsmodell
linear wir die Realsysteme aufgebaut sein soll, muB die spektrale
Dichtematrix des zu beschreibenden stochastischen Prozesses das
Obertragungsverhalten des gesuchten Modells beinhalten.
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Untersucht man einen stationdren mehrfachkorrelierten ZufallsprozeB
durch Bestimmung seiner spektralen Dichtematrix und zerlegt diese
in die Form

A ~T
S(s) = Hsy Hi-s) = Hs) His)

s=jw

so soll die Matrix H(s) stellvertretend fiir das Ubertragungsverhalten
eines linearen Systemmodells stehen. Identifiziert man das Ubertra-
gungsverhalten durch eine Zustandsraumdarstellung

Hesy= C (sI-Al' B

_9(t) Aye + BEw

"
[@]

X(t) Ya)

so findet sich mit der nun bekannten Systemstruktur die stochastische
Differentialgleichung zur Beschreibung stochastischer mehrfachkorre-
lierter Prozesse.

Bild 15 zeigt den Ablauf zur Realisierung mehrfachkorrelierter statio-
narer Zufallsvorgdnge, die ausschlieBlich durch ihre statistischen
Kennwerte und -funktionen beschrieben werden konnen.

Im folgenden werden zundchst im Frequenzbereich Verfahren zur Bestim-
mung linearer Ein/Ausgangsmodelle aus der Leistungsspektralmatrix
stochastischer Prozesse hergeleitet und diskutiert. Hier schlieBt
sich die Realisierung dieser Matrix-Obertragungsfunktion durch
Ableitung einer Zustandsraumdarstellung an. Das Ergebnis ist die
Beschreibung zufdlliger Prozesse durch stochastische Differential-
gleichungen, mit der eine neue und einfache Behandlung von Zufalls-
schwingungen mechanischer Strukturen ermoglicht wird.
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4.2 Einige Bemerkungen zur Zerlegung einer
Leistungsspektralmatrix

Die Leistungsspektralmatrix ist eine positiv definite HERMITEsche
Matrix mit symmetrischen Realteil- und .antimetrischen Imagindrteil-
funktionen (s. Anhang). Sie dient der statistischen Beschreibung
regelloser Vorgange und informiert iiber das Frequenzverhalten und

die Phasenlage von mehrfachkorrelierten stationdren Zufallsprozessen.
Die statistischen Kennfunktionen der Einzelprozesse sind durch die
Definition positiv reell und enthalten keine Information iiber die
Phasenlage der anteiligen harmonischen Vorgdnge, aus denen sich ein
Zufallsvorgang zusammensetzt. Durch die Nichtberiicksichtigung des
Phasenverhaltens ist keine eindeutige inverse Zuordnung von Leistungs-
spektren und einem "einzelnen" deterministischen Zeitvorgang herstell-
bar. Grundsdtzlich ist eine Rechenvorschrift mit Informationsverlust
nicht umkehrbar. Dies entspricht der Auffassung von Zufallsprozessen.
Zu einer statistischen Kennfunktion gehtrt immer eine nicht endliche
Zahl klassengleicher Zufallsfunktionen. Man spricht auch von einer
Familie von Zufallsfunktionen. Die angestrebte Zerlegung einer Leistungs-
spektralmatrix und die damit verbundene Ableitung von Formfiltern gilt
somit nicht fiir eine einzelne deterministische Signalfunktion, sondern
fiir unendlich viele Zufallsvorgdnge mit gleicher statistischer Kenn-
zeichnung.

Bei mehrfachkorrelierten Zufallsprozessen, wie sie in dieser Arbeit
behandelt werden, steckt die Information iiber die Phasenlage der
korrelierten Teilprozesse in den komplexen Kreuzleistungsspektren und

ist bei Herleitung eines Formfilters zu beriicksichtigen.

Die trivial anmutende Zerlegung spektraler Dichtematrizen

.
S(sy = H(s) H(-s)

bereitete dem Verfasser anfangs erhebliche Schwierigkeiten bei der
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praktischen Anwendung von stochastischen Naturvorgdngen (WindmeBdaten).
Daher sollen die Moglichkeiten der Zerlegung von Leistungsspektral-
matrizen etwas breiter diskutiert werden. Betrachtet man die Zerlegung
zunachst rein mathematisch ohne Bedingungen, so bietet sich eine
CHOLESKY-Zerlegung oder eine modale Darstellung der spektralen Dichte-
matrix an.

Nach CHOLESKY 1dBt sich jede positiv definite HERMITEsche Matrix als
Produkt einer komplexen unteren und einer konjugiert komplexen oberen
Dreiecksmatrix darstellen. Eine andere Moglichkeit besteht in der
modalen Schreibweise einer spektralen Dichtematrix:

S(s)= 9s) diag [Q%s)] s = {0e) diag[Qs)[Haios [2(s)] 9T(s)}

Mit der Modalmatrix Q@ {s) unitdrer Eigenvektoren und der Diagonalmatrix
| Q (s) der komplexen Eigenwerte der Leistungsspektralmatrix S(s) wdre
die gewiinschte Produktdarstellung gefunden. Bei spektralen Dichtema-
trizen diskret gemessener Zeitreihen wird die Zerlegung fiir jede
Frequenzstiitzstelle durchgefiihrt. Die praktische Anwendung bei der
Zerlegung gemessener Leistungsspektralmatrizen von Windgeschwindigkeits-
verldaufen fiihrte numerisch auf diskrete Funktionsverlaufe der gesuchten
Obertragungsfunktionen H(s) mit sprunghaft wechselnden Amplituden, die
keine Approximation durch analytische Funktionen ermdglichten. Die
Ergebnisse versprachen keine erfolgreiche Realisation dieser Ober-
tragungsmodelle durch ein lineares dynamisches Systemmodell. Der rauhe
Kurvenverlauf wird durch den Informationsverlust bei der Berechnung
der spektralen Dichten (Phase) begriindet. Durch die Mehrdeutigkeit der
Problemstellung : ' -

T T T T
S(s) = His) Hes) = His) Ugs) Uy He-s) = Wisy Wees)

J

;
Us) Y-s) = 1
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Tassen sich Leistungsspektralmétrizen niéht in der beschriebenen Weise
flir jede ihrer Stiitzstellen numerisch in eine weiterverarbeitbare Form
zerlegen. Vielmehr ist das auf diese Art berechnete Formfilter mit
groBen Phasenspriingen behaftet.

Deshalb hdlt es der Verfasser fiir unumganglich, gemessene Leistungs-
spektren durch geeignete Funktionen zu approximieren und diese in
analytische Obertragungsfunktionen zu zerlegen. Hierzu sollen jedoch
zundchst einige Voraussetzungen gekldrt werden.

Hinsichtlich des Ubertragungsmodells muB gefordert werden, daB die
durch Simulation aus weiBem Rauschen zu berechnenden (deterministischen)
Zeitfunktionen als Teil des stochastischen Prozesses existieren und fiir
negative Zeitpunkte verschwinden. Ferner soll dem abzuleitenden Form-
filter nur duBere Energie iiber seine Erregung zugefiihrt werden. Es

darf physikalisch auf Impulse nur mit abklingenden Eigenschwingungen
antworten. Diese Forderungen erwirken die Gliltigkeit des Kausalit&ts-
prinzips. Ursache (weiBes Eingangsrauschen) und Wirkung (stochastischer
farbiger ProzeB) sollen eindeutig sein.

Aus der Tinearen (regelungstechnischen) Systemtheorie ist bekannt,

daB lineare Ubertragungsmodelle physikalisch-technischer Systeme
vorwiegend durch gebrochen rationale Funktionen dargestellt werden.
Dies liegt zum einen darin, daB sich zu gewdhnlichen 1inearen Differen-
tialgleichungen Obertragungsfunktionen dieses Typs‘(LAPLACE-Transforma-
tion) finden lassen, und zum anderen kann das Systemverhalten aus
Matrix-Obertragungsfunktionen mit Elementen gebrochen rationaler
Funktionen abgeleitet werden. Es erscheint daher sinnvoll, auch die
(numerische) Approximation spektraler Dichtefunktionen mit Hilfe
rational gebrochener Funktionen vorzunehmen. Dies mag zundchst als
wesentliche Einschrankung der Problemstellung angesehen werden, doch
reicht filir die meisten Aufgaben diese Darstellung aus. Vergegenwdrtigt
man sich die Grundformen [25] von Korrelationsfunktionen stochastischer
Prozesse,
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Kreuz - Korrelationsfunktionen

=T T
Auto - Korrelationsfunktionen

Bild 16 : Grundformen von Korrelationsfunktionen

so sind die Auto-Korrelationsfunktionen in der Regel durch Funktionen

der Form

N
Z -a; [T
Oxx(T) = . 1 Aj e
: =

N .
-oilt .
Ouxlt) = z A; e,m'| |[coth + —aB— sin B|‘[|]
i=1

approximierbar. Fir die Kreuz-Korrelationsfunktionen kdnnen dhnliche
Ausdriicke gefunden werden. Hier soll nicht unerwdhnt bleiben, daB die
numerische Berechnung konsistenter statistischer Kennfunktionen noch
nicht ganzlich geklart ist, da die Genauigkeit z. B. der Korrelations-
funktionen stochastischer Prozesse aufgrund endlicher MeBwerte mit
wachsendem T fdllt (s. Anhang). Die Erfahrungen des Verfasser in der
Untersuchung gemessener Zufallserregungen sprechen jedoch fiir die
angefiihrten Approximationen.
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Die Korrelationsfunktionen sind nach WIENER-CHINTCHIN die FOURIER-

Transformierten der Leistungsspektren (s. Anhang)

. Die obigen Grund-

formen gehen durch Integral-Transformation in gebrochen rationale

Funktionen iiber:

Syie= [(s-salls-sp)-ts-sp)[-s-sa)l-s-sp) -+ ]

[(5-51) (s-s,) (s -sn)][(-s -5 )-s-5,) ]

linke y Sxx(s)
s -Halbebene

@
@

rechte
s-Halbebene

-S

+S

v

Bild 17 : Auto- Leistungsspektren

Die Kreuz-Leistungsspektren konnen ebenfalls durch gebrochen rationale

Funktionen der Form

Sxy(s)

a-bs+ cs?- ds3+ est-

syx(s)

[(s ~5¢) -*(s-sp) " (-s-5¢) - (-5 -sn)]

a+bs+cs’+ ds3+ es’s+ -

[(s-s, vo(s- sn)] [(—s sy) - --(-s sn)]
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approximiert werden. Aufgrund des HERMITEschen Charakters der
Leistungsspektralmatrix stellt sich das Zahlerpolynom als ungerade
Funktion dar. Die Darstellungen rechtfertigen allgemein die Approxi-
mation von Leistungsspektren durch gebrochen rationale Funktionen.

Es verbleibt eine Beziehung zwischen dieser Beschreibung und dem zu
bestimmenden Obertragungsmodell herzustellen. Gesucht werden Tineare
dynamische stabile Systeme als mathematische Modelle stochastischer
Prozesse. Es ist bekannt, daB Systeme, deren Eigenwerte ausschlieBlich
negative Realteile besitzen, durch abklingende Eigenschwingungen
gekennzeichnet sind. Treten Eigenwertldsungen mit positivem Realteil
auf, wachst das Ausgangssignal nach einer kleinen Storung gegen
unendlich, das System ist instabil. Fiir stabile Obertragungsmodelle,
die durch gebrochen rationale Funktionen beschrieben werden, zeigt
sich, daB die Nullstellen der Nennerpolynome (Polstellen der Matrix-
Obertragungsfunktion) mit den Wurzeln des charakteristischen Polynoms
der systembeschreibenden Differentialgleichung iibereinstimmen. Es muB
daher verlangt werden, daB die aus der Leistungsspektralmatrix abgelei-
tete Matrix-Obertragungsfunktion ausschlieBlich Polstellen in der
linken (negativen) s-Halbebene aufweist.

Durch den positiv definiten HERMITEschen Charakter der Leistungsspek-
tralmatrix ist eine Approximation der Elemente dieser Matrix mit
gebrochen rationalen Funktionen unter der Bedingung von paarweisem
Auftreten der Polstellen in linker und rechter s-Halbebene immer
moglich. Die angestrebte Zerlegung

T
§(5) = Hs) Hs)

erfiil1t dann bei entsprechender Aufteilung der Polstellen mit dem
Obertragungsmodell H(s) die Forderung nach einem stabilen Systemverhalten.

In gleicher Weise ist auch die Bildung der Zdhlerpolynome moglich. Wenn
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die Symmetriebedingungen S, . (s) = Sxx(-s) und Sxy(s) = Syx(-s)
eingehalten werden, fallen die Nullstellen entsprechend in die
linke oder rechtes-Halbebene.

Es zeigt sich, daB die Beschreibung von Leistungsspektralmatrizen
durch Elemente gebrochen rationaler Funktionen ein geeignetes Hilfs-
mittel zur Zerlegung dieser Matrizen darstellt. Da jede rationale
Funktion eine eindeutige Funktion von s ist, erhdlt die aus einer
analytischen Zerlegung hervorgehende Matrix-Obertragungsfunktion

ein definiertes (eindeutiges) Phasenverhalten und erfiil1t die
Bedingungen der Kausalitdt.

Fiir kausale Filter des beschriebenen Typs besteht die Moglichkeit [44]
der Realisierung durch ein Matrizentripel und die Beschreibung des
Obertragungssystems mittels einer Tinearen Differentialgleichung.

Stochastische Prozesse, deren Leistungsspektralmatrix durch gebrochen
rationale Funktionen approximiert werden kann, sind, wie gezeigt wird,
durch stochastische Differentialgleichungen beschreibbar. Inwieweit
die spezielle Darstellung der Leistungsspektralmatrix lberhaupt eine
Einschrankung des Problemkreises bedeutet, kann zu diesem Zeitpunkt
nicht gekldrt werden, da allgemein noch zu wenig MeBdaten stationarer
stochastischer Naturvorgange vorhanden sind.

4.3 Die Zerlegung der spektralen Dichtematrix in eine Summe
mit gebrochen rationalen Funktionen zur Bestimmung der
Matrix-Obertragungsfunktion

Bei Darstellung der Komponenten einer spektralen Dichtematrix durch
echt gebrochen rationale Funktionen ist die Existenz und Eindeutigkeit
einer Partialbruchzerlegung gegeben.

Zdhlerelemente Zij (s) A1 AZ AN
—_— = + ...+

Nij(s) $-51 S-5 S-S

!
+

Nennerelemente
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Dabei nennt man die Nullstellen des Nennerpolynoms (Si) auch Pole
der echt gebrochen rationalen Funktion. Weist das Nennerpolynom
komplexe Linearfaktoren auf, so treten die Pole in konjugiert
komplexen Paaren auf, die als reelle Summen darstellbar sind. Im
Falle einer HERMITEschen positiv definiten Matrix mit gebrochen
rationalen Elementen ist die Matrix in eine Summe zerlegbar:

.
Ss) = Ws) + Wes)

Die Symmetrie der Realteile und die Antimetrie der Imagindrteil-
komponenten gewdhrleistet eine Pol- und Nullstellenkonfiguration
in linker und rechter Halbebene der LAPLACE-Variablen s.

Die Zef]egung der Leistungsspektralmatrix in eine Summe von Matrizen
mit Elementen echt gebrochen rationaler Funktionen ermdglicht die
Realisierung dieser Matrizen und 1iefert fiir weitere Oberlegungen
ein geeignetes lineares Hilfssystem zur Herleitung der Matrix-Ober-
tragungsfunktion. |

Wie an spdterer Stelle ausfithrlich gezeigt wird, kann aus einer
Matrix mit Elementen echt gebrochen rationaler Funktionen eine
Zustandsraumdarstellung gefunden werden.

Aus der Matrix W(s) folgt somit die stochastische Differential-
gleichung

"
| e
g
~~
e
N’

Z(t)

n
I
E3

+

@
s

W)
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Das Matrizentripel {E, G, g] erfiillt die Gleichung

Wie)= J(sI-F)'

I®

und fiihrt zu der Darstellung der Leistungsspektralmatrix:

-1 -1 T
Ses) = Wisy * Wis) = JISI-F) G + G (-sI-F) J

Von ANDERSON [ 2,3 ] stammt der Vorschlag, die gesuchteZer]egung

.
S(s) = His) Heesy

mit dem geforderten Formfilter {A, B, g} bzw. der Matrix-Obertragungs-
funktion

aus der Summenzerlegung der Leistungsspektralmatrix
Sis) = W) + W[, = H HY
(s) = W(s) + W(_s) = N(s) H(-g)

abzuleiten.
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:._ __________________
|
i W(s)
' bekannt |
H T !
! Wes) '
1 . \ bekannt ; . 0
— ) Lt Q——o_
P === =-= === ==°" '
| T !
! Hey | Hes !
" | unbekannt unbekannt s
'L : ¢ 2(s)

| Bild 18 : Die Zerlegung der Leistungsspektralﬁ
' matrix in Summe. und Produkt ‘

Im folgenden wird aus der Summenaufspaltung der Leistungsspektral-
matrix und der Zustandsraumdarstellung {E, G, g}des Tinearen Hilfs-
systems W(s) durch Koeffizientenvergleich das gesuchte Obertragungs-
modell H(s) und seine Realisation {5, B, (_:}abgeleitet.

w w z
&) s PO e Z(t)
weiBes fiktiver \_A_/(s)
Rauschen stoch.
F Prozef

Hiltssystem aus der Summendarstellung

y y X

€y PR RN e 0 I:_C_ 12 4

weiBes - gesuchter (s)
Rauschen stoch.

A Prozef3
Gesuchtes System der Produktdarstellung

Bild 19 : Gesuchtes System und abgeleitetes Hilfs =
system zur Realisierung stoch. Prozesse
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Wird die Existenz der Produktdarstellung einer Leistungsspektralmatrix
und ihre Realisation im Zeitbereich vorausgesetzt, so folgt aus

Sty = Heey Heey = [Cls1-A1"'B] [E(s1-£7 € |

die geforderte stochastische Differentialgleichung zu

Ke)
<

Xt = (1)

Ayw + BEm

Y

Mit dem Matrizentripel {A, B, C}14Bt sich die spektrale Dichte-
matrix direkt darstellen:

-1
. [9,9] sI-A) 0 ¢
2) < R ' (sl-l-AT)-‘ 0
- -1
R=(-sI-A)"' BB (s]-A)

Aus dem bereits realisierten Hilfssystem W(s) folgt mit

. -1 -1
S(s) = Wis) + Wis) = J (SI-F)" G+ G'bsI-FT) J'
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eine dquivalente Darstellung der Leistungsspektralmatrix

[_J, 9’] sI-F) o 6

Se) = B,
. 0 (s1.EY| |

Mit diesen Darstellungen der spektralen Dichtematrix besteht nun die
Aufgabe darin, das gesuchte Matrizentripel {A, B, C }aus dem bekannten
Obertragungsmodell {g, F, G ]abzu]eiten.

Aus der-Beziehung

-1
st ol |Foflsi-By o |_|1 0
0 si| [0-Fl| 0 s1+ED"| |0 1
folgt mit den Matrizen
. F O . v il u
_F= _0_ _FT J ;j = [:’JQ]J _G_ = [_Q,‘J]

die Matrizengleichung

Sey = J(sI-F)" 6"
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Ebenso 1dBt sich die Leistungsspektralmatrix mit dem gesuchten
System [l_\, B, Q}darsteﬂen.
Mit

kann iiber die Matrizen

Diese Gleichung wird mit der trivialen Ldsung B = 0 erfiil1t, doch
widerspricht diese Losung dem Ausgangspunkt. Andererseits gilt auch
die folgende Matrizengleichung
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*"’1 -1 ai
CT{Iisl-A") T }1B = J(sI-F)
Wah1t man die Transformationsmatrix T zu

1 o]
“:lxaf 1

I— |O

1
X

so folgt fiir die Tinke Seite der obigen Matrizeng]eichung die Darstel-
lung der Leistungsspektralmatrix:

[ex,c][ si-a o || ¢
§($)= ZA+§2(_+§B_ S_I_'*AT -XC'

LdBt sich eine Matrix X derart finden, so daB gilt

XA+ AX+ BB =0

konnen die Darstellungen der spektralen Dichtematrix aus Produkt-
und Summendarstellung ineinander iiberfiihrt werden.

Durch Koeffizientenvergleich folgt direkt

AzF , C=6
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wdhrend fiir die noch unbekannte Matrix B die beiden Bestimmungs-

gleichungen

J=CX , BBz -XA-AX=-XF-FX

gefunden werden. Zur Kontrolle wird die Ausgangsgleichung ausgefiihrt:

. T
Weis) + Wis)
G-sI-FT'J + JIsI-FI'G

S{i-sI-F1'X + X(sI-Fi'} @

S(s)

Glos1-FT {X(s-F) « tsI-E1 X ts1- 1" &
Sl-sI-FT {Xs - Xs - XF - Fxhisi-Fi'
Gsi-FT' {BE"} (sI-F G

T
Hes) @ Hes)

Mit der Zerlegung der spektralen Dichtematrix in eine Summe realisier-
barer "Obertragungs”-Matrizen W(s) sind die Matrizen A, C zur
Realisierung der gesuchten Ubertragungsmatrix H(s) direkt gegeben,
wihrend fiir Matrix B die zwei Bestimmungsgleichungen

gelten.
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Im Falle einer quadratischen, reguldren Matrix G wird die Matrix B durch
CHOLESKY-Zerlegung aus

BE:= -CUF-FJC

gewonnen. Leider ist die Beschrdnkung auf quadratische Matrizentripel
fiur den praktischen Anwendungsfall zu groB, so daB nach anderen
Losungsmoglichkeiten der Matrizengleichungen gesucht werden muB. Sind
die Matrizen B und C rechteckig und setzt man fiir die Matrix X Symme-
trie voraus, so lassen sich die beiden Matrizengleichungen in ein
nichtlineares Gleichungssystem zur Bestimmung der unbekannten Koeffi-
zienten b . der Matrix B iiberfiihren.

Fur BB' = XF - £'X folgt mit
I~T
X = [Xnaxm"',Xmsxzz,xzs,"‘,xzns ixnn]
1 n l.|'n~ m 2 m
T LI N
km_@_]=[2b1i D, bybyj, th nj
j=1 st
z s se oo @
b3, , bay by E} b2;Bo

und einer Umformung der Matrix F:

1 Ky 1
F*[BB] ., k=nlnsnr2

x

11
1]

Kol
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sowie mit einer Neuformulierung der obigen Matrizengleichung

n n _n 1 k 1
mJ =anX — m,n'J':mnE'k

I

in ein nichtlineares Gleichungssystem mit den Unbekannten bij:

O

3.

A

Da fiir die rechteckige Matrix C mit geringerer Zeilenzahl (m) als
Spaltenzahl (n) keine Linksinverse existiert, verbleibt ein nicht-
lineares unterbestimmtes Gleichungssystem zur Bestimmung der
Koeffizienten b . der Matrix B. Die Mehrdeutigkeit der Losung
verwundert ke1neswegs, denn mit QQT = I folgt sofort:

Sw= Cl-s1-FI BUUE (sI-FI G -
-1 . 1
= _G:r(-SI_- ET) E_ BT (5] ) -G- .

Fiir die Losung des nichtlinearen Gleichungssystem bietet sich ein
numerisches Verfahren von NEWTON-RAPHSON an, da die unbekannten
Koeffizienten bij in quadratischen Formen auftreten und somit die
Ableitungen leicht (schematisiert) bestimmt werden kdnnen. Die
bekannte NEWTON-RAPHSON-Iteration verlauft nach der Iterationsformel:

3f(b,)

\
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In dieser Gleichung sind die iiberzahligen Koeffizienten bij
vorzuwdhlen. Unter Beriicksichtigung der quadratischen Formen sind
allerdings Nebenbedingungen einzuhalten, deren Bestimmung bei
groBen Systemen zu Schwierigkeiten fiihren konnen. Zur Veranschau-
lichung des Zerlegungsverfahrens soll ein kurzes Beispiel angefiihrt
werden.

BEISPIEL ZUR ZERLEGUNG EINER LEISTUNGSSPEKTRALMATRIX
Gegeben ist eine 2* 2 Leistungsspektralmatrix mit E]ementen gebrochen
rationaler Funktionen:

1 - 452 S
4-58. s 4-5¢.s
Sts) = -s 1 - 95’
4-5sts® 4 -5shs’
_ _ I

Die Nennerpolynome sind auf den gemeinsamen Hauptnenner der spektralen
Dichtematrix erweitert worden. Die Summenzerlegung erfordert zundchst
eine Partialbruchzerlegung der Elemente.
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a) Die Zerlegung in eine Summe

; T
Sts) = Wis) + Wi

Element 11:
-4s’s1  -0.5 1.25 0.5 1.25
4-5s°vs* " 1-s 2-s 1+S 2+S
Element 12 ;
S _ 016 -016 ., -0.16 , 016
4 -5s%s st 1-s 2-s 1+ s 2+S
Element 21:
-S . =016 0.16 0.16 . -016
4 -Ss?. s* 1-5s 2-5 1s+5s 1+s
Element 22:
-9s%+1 -133  -133 = 2916 2916
4-5s% & 1-s 2-s 1+5 2+s
- -
0.75s+0.25 1
s?s 35+ 2 6(s?+ 3s+ 2)
W) =
-1 1.58s + 0.25
6(s’+3s4+ 2) s? + 354+ 2
L. -

b) Die Realisation der Matrix W(s) aus der Summenzerlegung

Die Realisierung des Formfilters {E, G, g} erfolgt nach einem
Verfahren von GERTH, das an spdterer Stelle beschrieben wird.
Innerhalb dieses Beispiels sind die Ergebnisse einer Zustands-

raumdarstellung des Hilfssystems vorweggenommen.

1000]|[s000] [0100]] o5 o
0010||losoo| |-2300]| |-2 o016
W) = 00s0|7|0001 0 1.58
000s| |00-23 || Lot -45
T -1
= 6 (s1 - FI'
T -1 -1
Stsy = Wis) +Wees) = G (SI-FJ JJ' (-sI+ FT)" G
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c) Die Produktzerlegung unter Benutzung der Realisation der
| Summenzer]egung

-1 T T ~1
Sce) = Hes)Hesy = ClsI-AJ BB (-sI+ A C

Das beschriebene Verfahren ilibernimmt die Matrizen A und C aus der
Realisation der Summenzerlegung. ’

1>
"
I
"
O OO
- OO

r_[1000
£=G6-= [0010]

OONO
oo w-—

'
N
]
w

Die Bestimmungsgleichungen der an dieser Stelle noch unbekannten
Matrix B

;3

1=G
BE = -A

T

I X

G
N

fiihren auf ein nichtlineares Gleichungssystem. Mit

(075 0 —x" X,, x,ax,: 1 0]
-2 0.166 < [*2 X2 %03 % 00 ()
0 1583 |[X3%,3%,;%,]]0 1 ‘
-0166 -45| |x, x, x,x.[|O OJ
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und - r } B ar u
0-1 0 Ofx, x,,%;X,, X, X, %3%,[]0 200
2 3 0 Offx,X,%3%, | . [X2XpXsXy|[-1 300
0 0 O -1[]x3%p3%33%3, Xi3X23X33X3| 0 0 0 2
0 0 2 3||x, Xy Xy X x,sz,‘xux“J 0 01 i
bﬂ bIZ bll bZl b3‘l bLl
= bZI b22 bIZ b22 b32 bl»Z
.bsa baz (ii)
me bl.z_
folgt durch Umstellung der Gleichungssysteme aus (1)
(1000000000 [x,] [075 ]
0100000000 |x, -2.
0010000000 |x, 0.
0001000000 |xs _-0.166 (i)
0010000000/ |x,,|7] o "
0000010000 [x, 0.166
0000000100 |x,, 1.538
L0000000010 X33 -A.SJ

X3,
XAAJ
und aus Gleichung (ii)
0-200000000 x,,T B, « B,
2300100000 ]|x,| |b,b, + b,b,,
0001040000 ||x,| [byby + bybs,
0023001000 ||x, | |Byby« byby
0400600000 |[x,| [B,+ B,
0020034000 ||x, || byby+ byby,| liii)
0002026000 [[x,| [byby+ byubi
0000000200 || x| B+ B,
00000203-10(| x| |Buba~, “bubes
| 0000000046]] x, B, + B, .

Die Zusammenfassung der Gleichungssysteme (1‘1‘1’) und (iiii) ergibt ein

nichtlineares Gleichungssystem mit 7 Gleichungen und 8 Unbekannten.
2

6 by, b, + 6 by, b, + bil + b, + 80 =0

6 by by + 6 b2 bg; + ba by + b2, by, + 3 =
2

= 0
2

6 by by + 6by, by, « by, + by + 35 =0

bn bu - ba bn + bu bu - by baz’ 1 =0
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bzn bJI + baz bsz‘ = 0
2 .
2 2
by + by - 4 = 0

Durch Wahl einer Unbekannten konnten mittels NEWTON-RAPHSON-Iteration
numerisch die folgenden Losungen erzielt werden:

- =

1r -
(022 -198 | [-044 -195] [-2 0.13
~166 585|| 229 s89|| 7 0671 &
_298 -0.33]*| 292 -oes|'{-02 -3

L9.05 0 il -9 1- i 0.9 10J 9 1

(94
n
-
!
w
(=]

A11§emein bleibt festzustellen, daB eine mit gebrochen rationalen
Funktionen besetzte spektrale Dichtematrix in eine Summe von Matrizen
zerlegt werden kann. Aus der Realisierung dieser analytisch gegebenen
Matrizen wird die Matrix der Obertragungsfunktionen abgeleitet. Wahrend
zwei Matrizen der Summenzerlegung in die Produktzerlegung iibernommen
werden konnen, verbleibt zur Bestimmung der iibrigen Matrix die Losung
eines nichtlinearen Gleichungssystems. Die Mehrdeutigkeit der Ldosung
ergibt sich formal aus der Problemstellung, wobei fiir die iiberzdhligen
Koeffizienten aufgrund der quadratischen Ausdriicke Nebenbedingungen
einzuhalten sind. Wie schon das kleine Beispiel zeigt, liegen die
Losungen des nichtlinearen Gleichungssystems unter Umstanden eng
beieinander. Bei komplizierteren und anwendungsbezogenen Beispielen
tauchten oft numerische Schwierigkeiten auf, weil die Anzahl der
Iterationen zu groB oder aber die Losungen in der Kontrollrechnung
nicht den Anspriichen des Verfasser geniigten.Daher soll im folgenden
ein weiteres Verfahren vorgestellt werden, das auf direktem Wege eine
Prodhktzer]egung spektraler Dichtematrizen ermoglicht.

4.4 D{e Zerlegung der spektralen Dichtematrix in ein Produkt
konjugiert komplexer transponierter Obertragungsmatrizen

Dieser Abschnitt zeigt die direkte Zerlegung einer Leistungsspektral-
matrix mit Koeffizienten, die aus gebrochen rationalen Funktionen
bestehen,
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i,
Sts) = H(sy Hs)

durch einé endliche Zahl von Matrizentransformationen der positiv
definiten HERMITEschen spektralen Dichtematrix. Von DAVIS stammt
die Idee [23], auf der Grundlage der mathematischen Sdtze iiber
Polynommatrizen, diese durch Ahnlichkeitstransformation in eine
reelle Zahlenmatrix zu transformieren.

Nimmt man einmal an, daB es gelingt, durch eine Folge von Ahnlichkeits-
transformationen die spektrale Dichtematrix in eine Einheitsmatrix zu
uberfiihren, so ist dies vergleichbar mit der Umkehrung der Problem-
stellung.

N N
—”—Ii(s) §(s)-|-|-Ii(-s) = I
i=1 i=1

Im vorliegenden Fall wird die spektrale Dichtematrix eines farbigen,
mehrfachkorrelierten Rauschprozesses in die Einheitsmatrix des weiflen
Rauschens transformiert. Gelingt es, reguldre Transformationsmatrizen
zu finden, so ist durch Inversion dieser Matrizen die gewiinschte Zer-
legung zu vollziehen.

Mit

-1 -1 -1 -1
t‘(s) = Il(s) IZ(s) Tags) - TN(s)
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wird die spektrale Dichtematrix in

T
N N T
Sy = TTw| I | M Ties| = Hes I Hes
i=1 i=1 ’

zerlegt.
i) ) 10
— H(s) L s - Ints [
_Sgg(s) =1 Syy(s) S1(s) S2(s) Sn(s)=1
|weilles  gesuchtes Transformationsmodell weifles
[Rauschen  Modell Rauschen
Bild 20 : Zur Darstellung der Produktzerlegung
von Leistungsspektralmatrizen

Die Transformation der Leistungsspektralmatrix wird schrittweise aus-
gefiihrt. Hierbei entspricht jede Transformation formal einer Obertragung
von spektralen Dichtematrizen, wie zu Beginn dieses Kapitels bei physika-
lisch-technischen Systemen mit bekannter und unbekannter Struktur gezeigt
wurde. Es gilt somit allgemein:

.
Sis) = Tits) Sits) Tics)

Da die Leistungsspektralmatrix mit gebrochen rationalen Funktionen
besetzt ist, muB die HERMITEsche Matrix zundachst in eine Polynommatrix
transformiert werden. Wie eingangs aufgefiihrt, treten die Pole einer
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spektralen Dichtematrix paarweise in der rechten und 1inken Halbebene
der LAPLACE-Variablen s auf. Bringt man die Nennerfunktionen der
Leistungsspektralmatrix auf einen gemeinsamen Hauptnenner, so werden
die Transformationsmatrizen offensichtlich Diagonalmatrizen. Die
Vormultiplikation mit T(s) eleminiert Pole in der rechten Halbebene,
wahrend die Nachmultiplikation gleiches in der linken LAPLACE-Ebene
bewirkt.

Mit den Nullstellen S; des gemeinsamen Nennerpolynoms wird der Haupt-
nenner in der Form

| k K
HN(S) HN(_S) = -I-I-(S-l-Si) -n-(-S"- Si)'
i=1 i=1

aufgespalten, und die Leistungsspektralmatrix kann wie folgt dargestellt

werden
Z11(s) Z12(s) * - - Zin(s)

. 1

 CiNel, AN
(s) Zn1(s) Zn2(s) * * * Znn(s) (-s)

Mit der Transformationsmatrix

B 1 T 7]

Tlis+s;) 0 HN(s) 0

Tes) = . :
s 0 ']ﬁ+s+sﬂ 0 " HN(s)
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ergibt sich durch Abspaltung der Pole aus der spektralen Dichtematrix

eine Polynommatrix. Durch die HERMITEsche Form der Leistungsspektral-

matrix kann unter Umsta@nden die Hauptnennersuche umgangen werden. Die

diagonale Transformationsmatrix I(s) eleminiert die Polstellen zeilen-
weise, wahrend die konjugiert komplexe Transformationsmatrix die Pol-

stellen spaltenweise reduziert. Hierauf soll jedoch nicht ndher einge-
gangen werden. Komplexe Polstellen, die paarweise auftreten konnen,

werden reell in der Form (s? +as; + b) abgespalten.

Es ist bekannt, daB eine Polynommatrix mit konstanter Determinante
durch eine endliche Anzahl von Elementarumformungen in eine reelle
Zahlenmatrix liberfiihrt werden kann [30]. Nach Abspaltung der Pole soll
nun die verbleibende Polynommatrix derart transformiert werden, daB
sich ihre Determinante als unabhdngig von der LAPLACE-Variablen erweist.
Berechnet man die Determinante einer Polynommatrix, so 1dBt sich im
vorliegenden Fall durch Aufsuchen der Nullstellen das Determinanten-
polynom der Matrix wie folgt darstellen. Die Nullstellen treten

N
det(Sij(s)) = A Miss sj)l-s+s;) , A= const.
i=1 :

aufgrund der besonderen Struktur der positiv definiten HERMITEschen
Matrix als ein- oder mehrfache reelle oder konjugiert komplexe Null-
stellen auf. Aus der Symmetrie der Realteile und der Antimetrie der
Imagindrteile folgen die Nullstellenpaare. Da der Wert der Determinante
einer Matrix unabhdngig von einer Zeilen- oder Spaltenentwicklung ist,
muB jeweils eine ganze Zeile oder Spalte von einer der Nullstellen
befreit werden. Einerseits ist nicht automatisch jedes Zeilenelement
ohne Rest durch eine Nullstelle des Determinantenpolynoms teilbar,
andererseits dndert sich der Wert einer Determinante nicht, wenn zu
einer Zeile (Spalte) Vielfache einer anderen Zeile (Spalte) addiert
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werden. Es muB nun die jeweilige Entwicklungszeile (-spalte) derart
manipuliert werden, daB sie ohne Rest durch eine Nullstelle teilbar
wird. ' '

Setzt man in die Polynommatrix die jeweilige Nullstelle ein und addiert
zur Entwicklungszeile (-spalte) das entsprechende Vielfache der iibrigen
Zeilen (Spalten), so daB die Entwicklungszeile verschwindet, entspricht
~dies der Teilbarkeit dieser Zeile (Spalte) durch die Nullstelle.

Mit erlaubten Operationen wird die letzte Zeile und Spalte so verandert,
daB die Nullstellen aus der Polynomdeterminante abgespalten werden konnen
und sich die Determinante der verbleibenden Polynommatrix als invariant
zur LAPLACE-Variablen s erweist.

Durch Einsetzen der Nullstellen Sk der Polynomdeterminante det (§i(s))
in die Polynommatrix §i(s) ergeben sich die Faktoren zur Umformung der
letzten Zeile (Spalte) durch Losung des Gleichungssystems:

n

Der Losungsvektor X enthdlt die Multiplikationsfaktoren zur Addition
der Zeilen (Spalten) und garantiert die vollstdndige Teilbarkeit der
Elemente der letzten Zeile (Spalte) durch die jeweilige Nullstelle
(sk). Hierdurch wird die Polynomdeterminante um die Faktoren (-s + sk)
und (s + sk) reduziert.

FaRt man die verbalen Erklarungen formelmdBig zusammen, so lautet die
Transformationsvorschrift

Sia(s) = Tis) Si(s) ]}k-S)
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1 0 - 0 B R
(—S#Sk)
0 1 0 0 1 ° xZ
. . . . GS+SQ
= - ' © | Sisy | .
X4 X9 .. 1 0 0 . 1
L(s’_sk) (S+Sk) (5+sk)_ I (-5+sk)_j

Es gilt

det (_Sio1 (S))

det(Ti(s)) det(Si(s)) det(Ti(_g))

I B . 1
= S + Sk det (_S_l(S)) —s + Sk

Die fortlaufende Reduktion der Nullstellen der Polynomdeterminante fiihrt
zu einer Matrix mit konstanter Determinante. Im Falle komplexer Null-
stellen bleibt die Transformationsvorschrift erhalten, wobei jeweils ein
konjugiert komplexes Nullstellenpaar eleminiert wird. Die verbleibende
Matrix besitzt in jedem Fall eine Determinante mit reellem Wert, man
spricht auch von unimodularen Polynommatrizen. Polynommatrizen mit
konstanter Determinante besitzen die Eigenschaft [30,100], durch

elementare Umformungen (vgl. GauB-Algorithmus) in eine reine Zahlen-
matrix transformierbar zu sein.

Da der hochste Grad der Polynomdeterminante mit verschwindenden Koeffi-
zienten nur aus Termen mit den groBten Potenzen in s gebildet werden
kann, faBt man diese in einer Matrix zusammen. Vernachldssigt man jene
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Beitrag leisten, so muB aufgrund obiger Operationen die Determinante
dieser neuformierten Matrix verschwinden. Hierdurch ist eine Linear-
kombination von Zeilen bzw. Spalten gegeben. Addiert man zur Zeile mit
der hdchsten Potenz in s Vielfache anderer Zeilen, so daB die Potenzen

dieser Zeile verschwinden, so kann mit diesen Faktoren die folgende

Transformationsmatrix erstellt werden.

Tits) =

Bei Vormultiplikation der urspriinglichen Polynommatrix mit Matrizen
dieser Art unterscheiden sich die Elemente einer Zeile der Produkt-
matrix durch Polynome mit einem um die Potenz 1 verminderten Grad.

0 0
P pd
0
0 0

Zur Reduzierung der Polynomordnung ergibt sich fiir die hier behandelten

Matrizen die folgende Rechenvorschrift:

§i01 (S) = 0

Die schrittweise Durchfiihrung solch elementarer Umformungen fiihrt
letztlich auf eine reine Zahlenmatrix, die durch CHOLESKY-Zerlegung

_S.i (s)
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in zwei transponierte Dreiecksmatrizen zerlegt werden kann. Mit

§n(s) = Sn = Tp I; = const.

Vsu - Sz
Tw = ¥Su - Ta , =1, -,n
k=1
Ti = ——(S lZ-'Tz) t=1,---,n
j = —ISy - k),
S TR~ j=lsl, - n

folgt schlieBlich die Transformation der Leistungsspektralmatrix in
eine Einheitsmatrix

[I"‘ e IZ(s) I‘ (5)] §(s) [117(-5) I;(-s) . T:\] = 1

Die gesuchte Matrix der Ubertragungsfunktionen wird durch Inversion
und Multiplikation der Transformationsmatrizen in der Reihenfolge der
Reduktion gefunden:

-1 -1 -1 - |
His) = Ties) Taes) - - - Tnetes) Tn

-
S(s) = H(s) H(s)

- Vergegenwartigt man sich die Typen der Transformationsmatrizen in den
einzelnen Reduktionsschritten, so ist die jeweilige Inversion sehr
einfach zu vollziehen. Bei der Elemination der Pole treten Diagonal-
matrizen der Form auf,
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T(s) = diagltis))

deren Inverse mit

-1 ) 1
T(ey = diagl )
..(5) g ti(S)

gegeben sind. Die Bildung der unimodularen Polynommatrizen wird mit
Matrizen der Struktur

- -
1 0
' 0 10
Ttsy = 0
X4 XZ 1
s.sk s.sk s’skJ

vollzogen. Die Inverse ergibt sich durch Vorzeichenumkehr und
Produktdarstellung.

[ 0
, 0
T(s) = 010 .
_-X1 —XZ LRI S*Sk"



- 90 -

Die Transformationsmatrizen zur Elementarumformung der Polynommatrizen
entsprechen mit Ausnahme einer einzelnen Zeile der Einheitsmatrix.

0

1 <1gn I:s'n .o zs?

1

.

L

Die Inversen dieser Matrizentypen bildet man durch Vorzeichenumkehr

der Polynomkoeffizienten.

-1
T(s) =

Die verbleibende reelle Zahlenmatrix ist reguldr, zerlegbar und somit

invertierbar.

Zum bessereri Verstdandnis der Transformation einer positiv definiten
HERMITEschen Matrix mit Elementen gebrochen rationaler Funktionen in
eine reelle Zahlenmatrix wird ein kurzes Beispiel angefiihrt.
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BEISPIEL ZUR ZERLEGUNG EINER SPEKTRALEN DICHTEMATRIX
Gegeben sei die Leistungsspektralmatrix

B T
1 - ‘452 s
| ¢-5€.4 s-5s2.4
_SO(S)= 2
-S 1-9s
A 2 4 2
L.s - 55"+ 4 s -58%+ 4 _

a) Die Reduktion der Polpaare

HN(S)z S‘ - 5520 4 = (501)(502)(-501)(-So2)

(s+1)(s+2) 0
IuS) ) 0 (Se1)(S+2) ‘
1- 452 s

T
Sis) = Tits) Socs) Ti-s) = 1-9s2
-S -9s

b) Die Reduktion der Determinante. |

det(_S|(s))= (1-452)(1—952) * Sz'_' 36 SA -125201
=(se L)s-L)sel)s- L)

[ 3 3



- 92 -

(i) Die Reduktion des Nullstellenpaares (f s + L)

V6
- - - -
1-4(1) s J I
& Yo | . |3 Ve
-1 1 -1 -1
—  1-9(2) - —_
i 17 1
a1 i
3 e "‘ﬂ 40
-1 -1
-—6— —2— XZJ 0 x2= 1
- “
1 0
Ta(s) = -3/ 1
| 1
Se S ¢+ —
Vs Ve

| - 1-42 Yz s-3
§z(s) = IZ(s) §1(s) IZ(-S) - 12/%-5-3 15
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(ii) Die Reduktion des Nulistellenpaares (t s - —l—)

Vs
1 -4 21, 3 v -1
6 6 |6 _| "
12,1
£ (=)-3 15 -5 15
i s(-v’e?’ ] il
:
Yy -1 x| [0 Xy, =3
-5 15 Xz - 0 Xz =1
[ 0 |
T3(s, = 3 1
1 1
S$- = S- —
B G
1-4s2 _12s

.
Sats) = Tas) Sacs) Taces) = | o 46

Die verbleibende Polynommatrix 3, (s) hat eine von der LAPLACE-
Variablen unabhingige Determinante. Die Matrix ist unimodular.

det(S,g)) = (1-4s?) 36 28 = 36
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c) Die Elementarumformungen der Polynommatrix

(i) Die Reduktion der hdochsten Polynompotenz

1-4s%2  -12s -4s2  _12s
—>
12s 36 2s 36
2
= : X, = —S
o 1|| 12s 36| lizs 36| * 1 3

1-1.52 -12s -l.s2 -12s
12s 36 12s 36
1 1, s

/

Tus) = 3

1
Ses = Tuee Spey Tonz|! O
O5(s) = ‘4(s) “4(s) '4(-s) = 0 36

d) Die CHOLESKY-Zerlegung der Zahlenmatrix

1 0 1 0|1 O
0 36| |0 6]|0 6
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e) Die Matrix der Obertragungsfunktionen

-1 -1 -1 -1 . |
His) = Tics) Tats) Tacs) Tats) Ts

(Se1)(S5+2) 0

-1
.".'.'(s) =
(0} (se1)(s+2)

_3/%.

1 0

1

50—1- Se

3

1
(Sol)(SoZ)

0

H‘(s)

1

(s+1)(s+2)

[

1
Vs |

0

-

3 1
'gv Soﬁ-

-2s

E(S)' =

(s+1)(S2)

-3s

1

(Se1)(s¢2)

f) Die Kontrolle

(s+1)(s+2)

(se1)(s¢2)

-

T
S(s)y = Hs) H(-s)

i 1 =28 T

1

3s

(501)(502) (501)(302)
-3s 1

2s

(-So'l )(-302) (-501 )(—So 2)

1

(501)(502) (501)(50 2)

1 - 1.52

(-Se1)(-S¢2) (-Se1)(-S+2)

s
2

4

s -Ssz

e 4

-5s“+. 4
1-952

g%

4 2

| s -5s+ 4

sl' -Sszoa_J
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Es konnte gezeigt werden, daB es mit Hilfe einer Folge von Khnlichkeits-
transformationen gelingt, eine Leistungsspektralmatrix mit Elementen
echt gebrochen rationaler Funktionen in eine Einheitsmatrix zu Uber-
fiihren. Aus den konjugiert komplexen inversen Transformationsmatrizen
wird eine Matrix-Ubertragungsfunktion gebildet, die kennzeichnend fiir
das Obertragungsverhalten eines linearen Systems angesehen werden kann.

Mit diesem Ubertragungsmodell 13Bt sich der stochastische ProzeB des
weiBen Rauschens in einen mehrfachkorrelierten farbigen ZufallsprozeB
transformieren. Die Ableitung eines mathematischen Obertragungsmodells
aus einer vorgegebenen (z. B. gemessenen) spektralen Dichtematrix
gewdhrleistet, daB der AntwortprozeB dieses fiktiven Systems die
geforderten statistischen Kennwerte (Mittelwerte, Varianzen, Kovarianzen)
und Kennfunktionen (Leistungsspektren, Korrelationsfunktionen) des zu
modellierenden stochastischen Prozesses aufweist.

Im folgenden wird nun eine Realisierung dieser Matrix-Obertragungs-
funktion gesucht. Zur Beschreibung des Obertragungsverhaltens eines
linearen Systems im Frequenzbereich wird eine dquivalente Darstellung
im Zeitbereich in Form einer Differentia]g]eiéhung abgeleitet.
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4.5 Die Minimalrealisierung einer Matrix-Ubertragungsfunktion

Mit den bisherigen Ausfiihrungen ist die Berechnung einer Matrix-Uber-
tragungsfunktion aus der Leistungsspektralmatrix eines mehrfachkorre-
lierten, stochastischen Prozesses moglich. Zur Beschreibung des Ein/
Ausgangsverhaltens linearer Systeme sind die Matrix-Ubertragungsfunktion
(z. B.: Frequenzgangmatrix) und die entsprechende gewdhnliche Differen-
tialgleichung ebenwertig. Der innere Systemzustand wird jedoch im allge-
meinen ausfiihrliicher durch die Differentialgleichung gekennzeichnet.
Ziel dieser Arbeit ist es unter anderem, ein Verfahren zu erstellen,

mit dem stationdre, mehrfachkorrelierte Zufallsprozesse durch stochasti-
sche Differentialgleichungen beschrieben werden konnen. Gesucht wird ein
mathematisches 1lineares Systemmodell, das auf weiBes Eingangsrauschen
mit einem ZufallsprozeB antwortet, der die vorgegebene (z. B.: gemessene)
Leistungsspektralmatrix (bzw. Matrix der Korrelationsfunktionen) und
GauBsche Amplitudenverteilung aufweist. Die Beschreibung stochastischer
Prozesse durch lineare, stochastische Differentialgleichungen ermoglicht
spdter neben einer numerischen Prozefsimulation im Zeitbereich eine
einfache Kovarianzanalyse von mechanischen Strukturschwingungen unter
zufdlliger Belastung.

Nach der Bestimmung der Matrix-Obertragungsfunktion aus einer spektralen
Dichtematrix wird nun ein Verfahren zur Realisierung im Zeitbereich

vorgestellt.
——lp
# unbekannter bekanntes .
g - | innerer y .. X
2(t) - (t) Ubertragungs=| . Z(t)
- | Systemzustand .
— His) verhalten —
weil3es stoch.
Rauschen Prozef}
Bild 21 : Ein mathematisches Modell zur Be =
schreibung zufdlliger Prozesse
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Aus der Matrix-Obertragungsfunktion

es) Siz(s) N3(s) 0 0 9iq(s)

He = |%20 %29 - - - - - - - Y

gm(s) . . e e e e gpq(s)J

mit den p* q Elementen gij(s) echt gebrochen rationaler Funktionen
wird die Zustandsraumdarstellung

!
1>
<
-~
-
~
+
|
TA
o~
ot

Yt
xy = Cyw

gesucht.

Das Problem besteht in der Bestimmung der Matrizen A mit der Ordnung
(n, n), B mit der Ordnung (n, q) und C mit der Ordnung (p, n) aus
der vorgegebenen Matrix-Ubertragungsfunktion H(s) mit der Ordnung
(p> q). Neben dieser Realisierung wird zusdtzlich die Bedingung
einer minimalen Systemordnung (n = Noin = no) und der vollstéandigen
Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit des mathematischen Obertragungs-
modells {5, B, Q]'geste11t. Im Rahmen der Darstellung der linearen
(regelungstechnischen) Systemtheorie spielt die Realisierung der
Matrix-Obertragungsfunktion seit langer Zeit eine groBe Rolle. Die
Problemstellung ist dort unter dem Begriff "Minimalrealisierung"
bekannt. Im Gegensatz zu der hier angestrebten Behand]ung stochasti-
scher Prozesse handelt es sich in der Regelungstechnik um die Unter-

suchung realer, physikalischer Systeme, dagegen soll an dieser Stelle
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zur Beschreibung von Zufallsvorgdngen ein fiktives lineares System-
modell aus statistischen Kennfunktionen abgeleitet werden. Wdhrend

im einen Fall die Matrix-Ubertragungsfunktion gezielt deterministisch
vermessen werden kann, wird sie in dieser Arbeit aus der statistischen
Leistungsspektralmatrix bestimmt. Beiden Problemstellungen gemein ist
jedoch die Ableitung einer Zustandsraumdarstellung {g, B, Q] aus der
(wie auch immer bestimmten) Matrix-Ubertragungsfunktion H(s). Die
Behandlung dieser Fragestellung geht auf Arbeiten von KALMAN [49]
zuriick, dem im Jahre 1966 mit HO [44] ein erstes Rechenverfahren zur
Realisierung einer minimalen Zustandsraumdarstellung gelang. Weitere
Arbeiten [ 32,62] auf diesem Gebiet erhdhen im wesentlichen die
Effektivitdt fiir diesen Algorithmus. Obwohl sich an dieser Stelle die
Zielsetzung zur Beschreibung mehrfachkorrelierter zufdlliger Prozesse
durch stochastische Differentialgleichungen mit der zur Identifikation
und Realisierung von MehrgroBeniibertragungssystemen deckt, soll die
Methode einer Minimalrealisierung vorgestellt werden. Die derzeitige
Behandlung von Zufallsschwingungen beschrdankt sich auf die Berechnung
von Strukturschwingungsvarianzen durch Ein/Ausgangsiibertragung von
Leistungsspektralmatrizen iiber das mechanische System ohne Beriick-
sichtigung einer systemtheoretischen Betrachtungsweise des stochasti-
schen Erregerprozesses. Da das Problem einer Minimalrealisierung

in der Strukturdynamik unbekannt ist, soll an dieser Stelle ein
Losungsverfahren nach GERTH [31] mit der in dieser Arbeit gebrduch-
lichen Formulierung vorgestellt werden.Zum ausfiihrlichen Studium sei
auf die Spezialliteratur [ 31,32,84] verwiesen.

Der Ausdruck "Minimalrealisierung" besagt, daB einem bekannten Uber-
tragungsverhalten ein lineares Systemmodell (Struktur) mit der
geringsten Zahl an Enérgiespeichern zugeordnet wird. Mit dem Ober-
tragungsverhalten

_
§(s) H(s) H(—s) 4
Yis) = Hig Eisy = {C1s1-A)V B} £
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wird das mathematische Zustandsmodell

!
I >
I
~~
L d

+

@
(Ta)t
—
lad

Y(t)

1]
1O
I
~~~
L d
e

X(t)

gesucht, welches die kleinste Systemordnung (no) aufweist. Die
Herleitung steht in engem Zusammenhang mit den Begriffen von
Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit dynamischer Systeme, die von
KALMAN um 1960 in die Regelungstheorie eingefiihrt wurden.

Ein System heiBt vollstdndig beobachtbar im
Zeitintervall (to, tl), wenn ein beliebiger
Zustand X, 2ur Zeit t  aus der Kenntnis von
Systemein- und -ausgangen bestimmt werden kann.

Ein System heiBt vollstdndig steuerbar im
Zeitintervall (to, tl), wenn es zu jedem
Zustand x zur Zeit t  und jedem Endzustand
X, aur Zeit t1 (t1:> to) einen Systemeingang
gibt, mit dem Xy = 51(t1) wird.

Wahrend der Begriff Steuerbarkeit verlangt, daB alle Systemeigen-
schwingungsformen von auBen erregt werden konnen, verlangt die
Beobachtbarkeit, daB diese Zustdande auch bemerkt werden konnen.

Die KALMAN-Kriterien [ 49,841 fir diese Begriffe werden ohne Ausfiih-
rungen angegeben:

Ein System mit der (n, nq)-Matrix
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heiBt mit der (n, n)-Matrix A und der (n, q)-Matrix B
vollstdndig steuerbar, wenn

RﬂnQ[WST] =n

gilt und wird vollstdandig beobachtbar mit der (p, n)-
Matrix C und der (n, np)-Matrix

2 -1
Wg = [CT:ATCT:AT_C_T: :ATn CT]

genannt, wenn
Rang[!VB] =N

gilt.

Im Falle einer vollstandigen steuerbaren und beobachtbaren Realisie-
rung entspricht der Rang der Matrizen "jST und b_JB gerade der Ordnung
der angestrebten Minimalrealisierung. Hiermit kann an spdterer Stelle
aus einer allgemeinen Realisierung nicht minimaler Ordnung, die durch
geeignete Wahl der Matrizen A, B, C gefunden wird, die geforderte
Minimalrealisierung {Ao’ Eo’ Qo} abgeleitet werden. Eine derartige
Realisierung ist aber keineswegs eindeutig, denn mit

=1 - -1 -
He = ClsI-A B = cQaQ (sI-Al ad' B
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ist natilirlich auch

1

- d'Aq !

=GB

1o
T
o
O
13>?
I

J

eine dquivalente Minimalrealisierung. Jede Minima]rea]isierqng ist
durch Ahnlichkeitstransformation in eine andere liberfiihrbar.

Im folgenden wird zundchst eine Realisierung der gegebenen Matrix-
Obertragungsfunktion gesucht und anschlieBend mit Hilfe der KALMAN-
Kriterien eine mogliche Minimalrealisierung abgeleitet.

Vergegenwdrtigt man sich die Matrix-Obertragungsfunktion H(s) mit
ihren Elementen echt gebrochen rationaler Funktionen, so ist jede
Komponente dieser Matrix als Potenzreihe darstellbar:

- m-
by 8™ + bp_pST 2k eenn +bys + b,
9= = s™ + apqs” e + Q45 + Q,
M, M, M, M
= + + +* - . . >
s s2 s3 s! .

Auf Konvergenzfragen soll hier nicht eingegangen werden. Die Koeffi-
zienten der unendlichen Potenzreihe werden auch als MARKOV-Parameter
bezeichnet. Ihre Berechnung kann durch Koeffizientenvergleich erfolgen.
Mit der hochsten Potenz m des Nennerpolynoms lassen sich rekursive
Eigenschaften zeigen [84]:

i-1
-Z am_i*j MJ + bm-l N iSm
j=1

m-
)=

M;

—

X
n

Qj Mi—-moj

o
[ ]
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Die MARKOV-Parameter bilden eine rekursive Folge und sind identisch

- mit den Koeffizienten einer Entwicklung der Gewichtsfunktion (LAPLACE-
Transformierte der OUbertragungsfunktion) in eine TAYLOR-Reihe an der
Stelle t = 0 bei verschwindenden Anfangswerten:

Mot Myt M; t"
au) = My + 11 + 21 M '°"+W+

Die spezielle Anordnung der MARKOV-Parameter in Matrizenform:

-

Ml Mz M3"'Mr
Iwzlw3 ce.- M
P = Mg - - -

rel

Mr . . - . Mer

nennt man eine HANKEL-Matrix [30]. Derartige Matrizen haben auch bei
unendlicher Ordnung einen endlichen Rang. Im Falle einer vollstdndig
steuer- und beobachtbaren Realisierung kann gezeigt werden [84]:

T
Pn = YYEB YYST

Diese charakteristische Eigenschaft wird spater zur Bestimmung einer
Minimalrealisierung aus einer geeignet gewdahlten Realisierung genutzt.
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FaBt man die MARKOV-Parameter aller Elemente der Matrix-Obertragungs-
funktion fiir jeden Koeffizienten der Potenzreihe in Matrizen der Form

My My - Miq Mj“ Mj12 e th
j .o . ce e e e

Mp1 Mp2 - -+ Mpq M]p1 Mjpz T M]qu
4 b

zusammen, so folgt fir die Matrix-Obertragungsform die Matrizenreihe:

M M, M3 M, M,

H = + + + + oo +
Z(s) S 52 s3

Eine vergleichbare Darstellung 13Bt sich auch dann finden, wenn die
Matrix-Obertragungsfunktion zuvor auf ihren gemeinsamen Hauptnenner
aller Elemente gebracht wird. Nach KALMAN [48] fordert die Realisie-
rung einer Matrix-Obertragungsfunktion die Zuordnung eines reellen
Matrizentripels [5, B, g} zur unendlichen Folge der reellen Matrizen
M. derart, daB gilt:

i-1

Mi=C A" B

Die Beschreibung der Matrix-Obertragungsfunktion durch eine Folge
von MARKOV-Parametern versteht sich unabhdangig von Konvergenzfragen
als Rechenvorschrift zur Bestimmung der MARKOV-Koeffizienten. Mit
einem gleichen Ansatz erhdlt man fiir die rechte Seite der Gleichung
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His)y = C(sl - A) B
mit
-1 » -« o o
(s1-a) = S Mp M5 0 M,
s s s3 sl
und
M M, M™
1 = —(sI-A) .=22(sl-A).....—.' (s1-A)..
- s S s!
bzw.
. M M3 M, MiA  MA
M.l L 3 * * L ] = l’ L 3 L 4
s g2 3 s s3
durch Koeffizientenvergleich
M= 1 =A
" » 1
M, = M)A -=AZ
4 v
M3 = MpA = A
- ’ i1

K <
"
K<
7
>
n
>
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die folgende Reihenentwicklung:

4 CM;B  CM;B CM:B
C(S_I_‘A) B = + >+ . o+ i
S S S

_clB, cAB, ., cAB
s 52 si

Aus diesen Ableitungen ergibt sich die Realisierungsvorschrift nach
KALMAN, die nun zur Bestimmung des Matrizentripels {e, B, Q} genutzt
wird. Durch geeignete Wahl dieser Matrizen wird zundchst eine nicht
minimale Realisierung erreicht, aus der im weiteren ein giinstiger
Algorithmus zur Berechnung der geforderten Minimalrealisierung
abgeleitet werden kann. Aus den Rekursionseigenschaften der MARKOV-
Parameter wird die Matrix A zu einer FROBENIUS-Matrix gewdhlt, so
daB sich mit der aus Einheitsspaltenvektoren bestehenden Matrix

B die Matrix C aus den MARKOV-Parametern zusammensetzen muB. Die
Rekursionseigenschaften der MARKOV-Parameter eines einzelnen
Elementes der Matrix-Ubertragungsfunktion konnen auch fir die
Matrizen M. gefunden werden. Fiir diese Matrizen mit einem Index 1,
der groBer oder gleich dem gemeinsamen Hauptnennergrad m ist, gilt
die folgende Matrizengleichung:

- 1T r .
Mo My Moo Mo fegt] M
M M3 ot Mmd ~021 Mm+2
M3 . Mmnaoll-a3l] = Mmn.3
L ! ,k=2m,--, 00
| M T M [ %l 1 M
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Nutzt man die Realisierungsvorschrift

k<
n
0
>
vy

so folgt:

Mma = =My - coMp - - -0 - o M,
an = C l"@ll - QZA - « e . - am Am"w
Mm+2 = 9. ["‘(116 - Qz;ﬁz - am A ]

@ [ | @

O
|
>’r
5
L
'
i
R
3
P
S

M =

Nach GERTH wird die Matrix A so gewdhlt, daB sie einerseits die
Bedingung M. = 951'1§ erfiillt und andererseits die Rekursions-
eigenschaften der MARKOV-Parameter erhalten bleiben.

Setzt man die Kenntnis des Polynoms a' voraus, so existiert zu
diesem Polynom eine Begleitmatrix der Form:

(000 01-q,]
100 0: -G,

Fn = ]010 0:~a3
Ce e e )
| 0 00 --- 1}1-am|

Diese FROBENIUS-Matrix bildet ihr charakteristisches Polynom direkt

aus den Koeffizienten aiz
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1 m-1 m
det [AI-F] = @y + ahe --- s apX + X
®
Es gilt mit dem Satz von CAYLEY-HAMILTON:
-m 2 m-1
Fmn = -l - 0F - qF - capF
+ 2 =3 m
F'l= -oF -ayF - azF - .. ... -anF

Setzt man die gesuchte Matrix A als (qmgqm) diagonaldhnliche Matrix

Fm

se s .

-m

an, so folgt mit den obigen Bedingungen:

M1 = Cf-ail -1, diag'[F]-asdiad [F- - amdiadfFn ]} B
“Qm .A-m}g

Mpz= C{ -1 - A2~

.
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~ oder durch die spezielle Wahl der Matrix A aus dem Satz von CAYLEY-
HAMILTON:

Mmd = g Am | 5

_Mm*Z = C Amq B
R

Eﬂk = gi fi B , k =2m

Die diagonaldhnliche Matrix A mit ihren FROBENIUS-Bldcken E  garantiert
die Einhaltung der Rekursionseigenschaften der MARKOV-Parameter und
fiihrt bei geeigneter Wahl der Matrizen B und C auf die gestellte Bedingung:

i:‘.a-.. 00

?

M=cA"B

J

Wah1t man die (gm, q)-Matrix B als Anordnung von q Einheitsvektoren:

_B.. = [§11§1+m1 T ':.e.hqm-rn]

so ergibt sich fiir die Matrizenmultiplikationen ei'l B:
[ | 17T i i 7
fm . 0 € 0 €ia 0
=m,AD= im py | = il
0 * i 0 0 :
- Bl | — & — &
b -t -‘ J o -
- m - - W — -
e
) Fm w02 o] (2 o
=m AB = -Ehn 94 = Q .
0 Fm 0 e ’
L= WL e 209
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Die gewiinschte Realisierung der Matrix-Obertragungsfunktion folgt
mit der Matrix C, die aus den MARKOV-Parametern aufgebaut wird.

= :
Min M2y - aniMhz M212 + Mmiz:
M121 M221‘ . Mm21:M122M222 .o MmZZ:. :M12q M22q . Mmzq

10
]

o | o . .
. )

L] . . . I . . . o . L] . - -

Die Richtigkeit dieser speziellen Wahl der Realisierungsmatrizen
wird durch Einsetzen in

M=C A" B

bestatigt. Mit den obigen Ableitungen ergibt sich:

C1B =CAB = C diag [e] = My
CAB = C diag’ [e)] = M,
cAB - C diag' [e;] = My
3 ST
CAB = C diag' [a] = My
CA™B = -0CAB-o,CAB- . . . - CAB =
- My ~ap; M3 - -%m Mma=Mn,2
'l'z +
CA"“B=-oCAB- - amcA™ s -
-op M3 - -am Mp.2 = M3
9 .

n
K4
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oder direkt:

- _.M1 Mz .M_s M’ .
By = 5" 50" 53 T
CB CAB CA’B cA’'B
= + +* +* S + - < e e o
s s2 s3 si

Das Matrizentripel {5, B, g} stellt also eine algebraische Realisie-
rung der Matrix-Obertragungsfunktion dar. Die nicht minimale Realisie-

rung ist vollstdndig steuerbar, denn mit dem entsprechenden KALMAN-
Kriterium kann gezeigt werden:

Wer

[B:iAB | ABi ... [A"B]

[diagq[§1]§diugq[§2]5 o gdiagq[gm]]‘

] H 4 ]
Y!ST [‘§1 §92ﬁ ce !ehn!erno15 ot qunwl

Der Rang dieser Matrix ergibt sich zu Rang [yst] = gm und entspricht
der Ordnung der vorgegebenen Matrix A. Somit ist also eine vollstdndig
steuerbare, aber eine nicht unbedingt vollstidndig beobachtbare Reali-
siérung zundchst formal gefunden worden.

Aus der Realisierung [A, B, C }und der zusatzlichen Bedingung der
vollstdndigen Beobachtbarkeit kann im weiteren die geforderte
Minimalrealisierung {Ao’ Bo» Qo] abgeleitet werden. Hierbei wird
sich zeigen, daB das Matrizentripel direkt aus den MARKQOV-Parametern
der Matrix-Obertragungsfunktion folgt, ohne explizite Bestimmung der
FROBENIUS-Bldcke. ‘
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Der Aufbau der Matrix Wp zur Kontrolle der vollstdndigen Beobachtbar-
keit folgt mit dem KALMAN-Kriterium zu:

[ ] €
C :
c1A
CA
W = |[..._.. = |ceA__| ,¢i
... P i-te Zeile der
T oo - "'Arﬁ;_vl' Matrix _C_
m-1 1=
QA ° m"1 o
cpA
- i | J

Zur vollstdndigen Beobachtbarkeit gilt die Bedingung
Rang [V_VB] = qm

Da sich der Rang einer Matrix nicht durch Zeilenvertauschen @ndert,
gilt das KALMAN-Kriterium zur vollstdndigen Beobachtbarkeit auch

fir die Matrix:




- 113 -

Die Ausfiihrung dieser Matrix ergibt mit der formal gewonnenen
Realisierung {A, B, C }das folgende Schema:

- . -
M ' P
M Mag oo MMy Majg <o Myt My My, - Mmiq
Z MZn |‘11311 .. Mm+1|M—212 M312 o Mma : :M21q M31q "Mma
: . . : | .

. ! : Y . ,
- - e e e e m e e e e am e e e - - - - e e s mm e er wn o  em o=

W%= Sl el S L S S A M DL

7 —2p‘| -—3p‘| —m41'—2p2 -3p2 Mmd [ —qu-3pq - m+1
=p | b
. | L, .
M Mmd Mk _Mm + M b : ;
i Mpt=Melgr ™ =¥ = p2dm 2" " =kp2 | =MpgMelpg " Zkpq

Die Matrix w; weist einige Besonderheiten auf, die die Ableitung einer
Minimalrealisierung ermoglichen. Zum einen entsprechen die Unter-
matrizen Z, den HANKEL-Matrizen der i-ten Zeile der Matrix-Obertragungs-
funktion:

Zi= [P1,Pi2, - - + +Pid]

mit der erwdhnten Eigenschaft

v
>

Rang [E’r‘] = N | , T
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Zum anderen werden die Matrizen Z. aufgrund ihrer Konstruktion
durch ein Vektorsystem gebildet:

T T T2 M-
= [ i, A i, A Ci, =+, A Qi]

Fiir derartige Vektorsysteme gilt der folgende Satz [30]:

Sind die ersten k Vektoren x, Dx, 925,..., Qk X
einer Vektorfolge linear unabhdngig, so stellt
der ( k +‘1)-te und alle weiteren Vektoren eine
Linearkombination dieser k -Vektoren dar.

Mit diesem Satz werden die Untermatrizen Z. durch elementare Spalten-
operationen in die Form

n ?i
K -o§11 100 -+ 0]
n{| . T Q : .
4 ' L Ioo 0
7. =72.Q = Q2200 7 __1100"
LI Yoo « + Yuypn)0 0 - -0
. . . I .
. . ‘ . . .
‘Ymﬂ e Ym,n.r:, :0 0 0

gebracht.

Mittels elementarer Umformungen (vgl. GauB-Algorithmus) ist diese
Transformation aufgrund der HANKEL-Charakteristik der Matrizen Zi
immer moglich. Es wird die j-te Spalte (j= n) mit einer Spalte
vertauscht, so daB ein Element groBen Betrages auf den jeweiligen
PIVOT-Platz in der Matrix Z. kommt. AnschlieBend wird die j-te

Spalte durch den Wert des PIVOT-Elementes dividiert und ein Vielfaches
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dieser Spalte zu den librigen Spalten addiert, so daB die Zeile mit
dem PIVOT-Element zu einem Einheitsvektor wird. Die Umformungen
werden so lange fortgefiihrt, bis rechts von der jeweiligen PIVOT-
Spalte nur noch Null-Spaltenvektoren erscheinen. Die Einheitsunter-
matrix gibt den Rang der Matrix Z. an. Die Zeilen unter dem letzten
PIVOT-Element sind linear abhdngig. Weitere elementare Zeilenumfor-
mungen transformieren die Matrix Z. auf ihre Normalform, doch ist
die Form im Algorithmus nicht erwiinscht, da die erste linear
abhdngige Zeile zur weiteren Bestimmung der Minimalrealisierung
genutzt wird. Die Umformung kann auch direkt aus dem GauB-Algorithmus
abgeleitet werden, allerdings ergeben sich die linear abhé&ngigen
Zeilen zu Nullzeilen.

Fiihrt man die Elementarumformungen an allen p Untermatrizen Zi’
beginnend mit der HANKEL-Matrix, als Darstellung der ersten Zeile
der Matrix-Obertragungsfunktion durch, so 1aBt sich die Matrix H;
zur Kontrolle der Systembeobachtbarkeit in folgende Matrix trans-
formieren:

[~ | !
o L]
| 1
oy [i] |
0 ! Inp:
Y , 0
Wg =WQ=|--- 72~ - 4o -, :
. .

: . Lo L
b T T TR e
Y S { Inp

Xb :

X
2
S
n
=
D_
"
Py
Q
3
(=]
|
S
(D
Commm—
"
=
"
- J
o
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und ist zugleich die kleinst moglichste Ordnung der gesuchten
quadratischen Systemmatrix A .

Aufgrund der Orthogonalitdt der Tinear unabhdngigen Zeilenvektoren
in der Matrix @B konnen die transformierten Matrizen C und A sowie
die gesuchten Systemmatrizen A  und C, mit minimaler Ordnung direkt
aus der Matrix W, abgelesen werden.

Die transformiérten Teilmatrizen Z;+ Q; beginnen mit dem i-ten
Zeilenvektor der Matrix C. Da dieser dem k-ten Einheitsvektor
entspricht, bildet die (i + 1)-te Zeile die k -te Zeile der Matrix A.
Da die 2-te bis (n1 + 1)-te Zeilen der Matrix Zl einer FROBENUS-
Matrix entsprechen, konnen diese Zeilen als l-te bis nl—te Zeilen
der Matrix A gesetzt‘werden, da aus

i )
_e_1 Ao= Ei J I=1J"'Jn1

gerade die ersten n; Zeilen der Matrix A  folgen. Geht man zu der
Matrix Z, iiber, so konnen mit den bisher bekannten Zei]en der Matrix

Bo erneut die (n1 + 1)-te bis (ny + n2)-te Zeilen der Matrix Ao mit

der 2-ten bis (n2 + 1)-ten Zeile der Matrix Z, gefunden werden. Aufgrund
der FROBENIUS-Bldcke der Matrix QB kann dieses Schema bis zur Matrix

Zp fortgefﬁhrt werden, wie man durch Ausmultiplizieren sieht. Aus der
Matrix Wg (Kontrolle der Beobachtbarkeit) werden die Matrizen C  und

50 wie folgt abgelesen:



3

n
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o

o

mit den Zeilen Co; der gesuchten Matrix gb und den Zeilen 30 der
gesuchten Matrix 50. Durch Transformation gehen die Systemmatrizen

C und A iiber in:

(@2
"
@]
[»3

1

1>
n
1D,
[>
T~)

- - - - ..i._.._-..--

o

sz
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Bei Anwendung des KALMAN-Kriteriums verschwinden die Untermatrizen
Aabys Aabo durch Multiplikation der in C enthaltenen 0 Matrix. Diese
Teilmatrizen gehdren also zum nicht beobachtbaren Teil der System-
matrix und konnen entfernt werden.

Es verbleibt festzustellen, daf die Matrizen Aj und C der geforder-

ten Minimalrealisierung durch GauBsche Elementarumformungen an den

HANKEL-formigen Matrizen, die die Zeilen der Matrix-Obertragungs-

funktion durch MARKOV-Parameter darstellen, gefunden werden konnten.

Bei Durchfiihrung des Rechenverfahrens muBten weder die Transformations-

matrix Q noch das in der Herleitung des Verfahrens bendtigte Polynom
QT zur Bildung der FROBENIUS-Matrix explizit berechnet werden.

Zur Bildung der Matrix B wird jedoch die Inverse der Transformations-
matrix Q bendtigt:

= d'B

fuski

Die Matrix Q-l 1dBt sich ohne Berechnung konstruktiv aus der
Beziehung

IO

= ca ) £§4 = C

ol

finden. Mit den bekannten Matrizen C und C folgt:

B r ] B n
T .
& d [ T Q; Z,
T ' T
L : e 2
T
e |
—Nq+Ny+ 1, - - .
| R ! S! Q 1 =
. l — .
. ] _') P
e" -1 i (=7 \
-1 > ni E S]Ep
R 1=1 , i | i i i
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Diese Matrizengleichung wird offenbar mit

i 1.
Im Z4
In22>
1 AT

Q = .. °
InpZp

y

erfiil1t. Durch die Kenntnis der minimalen Systemordnung o und der
im Ansatz (s.o.) speziell gewdhlten Matrix B:

B = [er e, -]

folgt fir die Matrix B :

Bo = InQ B

Diese Matrix ergibt sich ebenfalls aus den Matrizen Lis die durch

die MARKOV-Parameter gebildet werden. Die nicht berechnete Unter-

matrix Y aus der Transformationsmatrix Q'l entfdllt fiir den voll-
standig ;teuerbaren Systemanteil.

Im folgenden sollen die einzelnen Schritte zur Minimalrealisierung
einer vorgegebenen Matrix-Obertragungsfunktion nach dem Verfahren
von GERTH fiir ein einfaches Beispiel verdeutlicht werden. Gegeben
§ei die 2* 2 Matrix-Obertragungsfunktion, die in den vorhergehenden
Abschnitten durch Zerlegung einer spektralen Dichtematrix erzielt
wurde.



- 120 -

BEISPIEL ZUR MINIMALREALISIERUNG EINER MATRIX-OBERTRAGUNGSFUNKTION

1 -2s
szo35.2 52.3502

- 3s 1
¢+ 35+ 2 5203502

s2

In einem ersten Schritt erfolgt die Entwicklung der MARKOV-Parameter
fiir die einzelnen echt gebrochen rationalen Funktionen der Matrix-
Obertragungsfunktion durch Koeffizientenvergleich.

Element 11: 1 0 1 3 7
— = - - * -, ¢
s, 35 +2 s 52 s3 Asl'
Element 12 _2s _ -2 6 -1 30 ...
sz+ 3s+2 s s2 s3 sl‘
Element 21: -3s -3 9 - 45
—— - * + ¢ =i
sz+ 3s+¢2 s 52 53 S"
Element 22: 1 0 1 -3 7
T —— - L L ] L L
524» 3s+2 S 52 53 Sl’

Die MARKOV-Parameter werden entsprechend dem Hauptnennergrad (m =2)
zu 2k = 4 Reihengliedern bestimmt und in Matrizen zusammengefaBt:

M 0—2M16M —3-14M_730
™= -3 01_2' 9 1:_3- -21 -3 W24 = 45 7
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Hieraus werden die HANKEL-formigen Untermatrizen Z. der Beobachtbarkeits-
matrix fir die zwei Zeilen der Matrix-Obertragungsfunktion gebildet:

Z

Z,

-
1 -3 6 -1
-3 7 -4 30
-39 0 1
9 21 1 -3
=2145 -3 7
b -

01 -2 6|

J

J

Entwicklung der

1-ten Zeile der
Matrix- Ubertragungs =
funktion

Entwicklung der

2-ten Zeile .

Durch Elementarumformungen an beiden Matrizen folgt bei Orthogonalitat
der linear unabhdangigen Zeilen: '

0 1 -2 6
1 -3 6 -4
3 7 % 30
1 0 0O O
1o 1 0 o
-2 -3 0 O
-3 9 0 1
9 -21 1 .3
21 45 -3 7
0O O 1 0
O 0 0 1
0 0 -2 -3

3 1 0 -4
0 0 0 0 |=
05 0 0 3

0 0 0 1 |
3 6 10 9,
1 2 1 1 |=
-6 -12 -3 -5

0 0 0 1|
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Aus diesen beiden Matrizen ergeben sich direkt die Systemmatrizen
Ao und go mit der Minimalordnung Ny = 4. Die jeweils ersten Zeilen
von Z; und Z, bestimmen die Matrix C:

10
o
]

wahrend die folgenden einschlieflich der jeweils linear abhangigen
Zeile die Matrix A  bilden:

[0 1 0 o
2 -3 0 0

1>
o
"

Ferner berechnet sich die Matrix B  aus den HANKEL-férmigen Matrizen
Zi unter Beriicksichtigung des jeweiligen Ranges dieser Teilmatrizen zu:

i o off[o 1 -2 6ll[i o
0 1 offr 3 6 -u|/lo o
B.-Q'B - ' k3 7 -4 3|0
=0 = = 1 0 o][-3 9 o0 1 o o]
0 1 of{9 -z 1 -3
-2t 45 3 7

o 1 -2 6|1 o [o -2
|1 -3 & wffo of [1 s
-3 9 0 1flo 1] " |3 o
9 -21 1 -3||lo o 9 1
L JL - L - °
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Die Probe bestdtigt durch Einsetzen die Richtigkeit dieser Minimal-
realisierung fiir die vorgegebene Matrix-Ubertragungsfunktion:

-1
'_-'(S) = Qo (Sl“ Ao) Bo =

2 se3

[1 o 0 o]l[s -1 o o]0 -2
0 0 1 6
0O 0 s -{(-3 0
0 O 2 s.3||-9 1
i ik 1,
Mit
F 11 S+ 3 1 i
s - 2 2 »
$€+3s5.+2 S+ 35+ 2 - I
2 s.3 2'35 5 L
i i LS +35+2 S 03S¢2J
folgt die Matrix-Obertragungsfunktion
- r
S+ 3 1 '
0 0 -
52*3502 52.35¢2 0-2
- 16
Hes) = s 3 1
0 0 2 2 3 0
$%¢35+¢2 s +3Se+2
L ' . _9 1J

-
1 -2s 7
s2,3s.2 s2.3s. 2
- -3s 1
5203502 3203802
[ _ °
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4.6 Die SchluBbetrachtung zur Realisierung mehrfach-
korrelierter stationdrer stochastischer Prozesse

Wahrend die bisherige Behandlung von mehrfachkorrelierten stationdren
Zufallsprozessen auf die Bestimmung statistischer Kennwerte und
-funktionen beschrankt war, gelingt es mit den Ausfiihrungen der
voerhergehenden Abschnitte,Zufallsvorginge durch stochastische
Differentialgleichungen zu beschreiben.

Aus der gemessenen Leistungsspektralmatrix von stochastischen Zufalls-
vorgangen und ihrer Darstellung durch gebrochen rationale Funktionen
gelingt es, diese positiv definiten HERMITEschen Matrizen mittels
Transformationen oder Zerlegung als Produkt von Ubertragungsmatrizen
darzustellen. Durch die analytischen Umformungen spektraler Dichte-
matrizen wird der Informationsverlust (Phasenbeziehungen) aus der
statistischen Beschreibung von Zufallsvorgangen geeignet ergianzt.

Als Ergebnis erhdlt man eine Matrix-Ubertragungsfunktion, die ein
Filter beschreibt. Dieses Formfilter entspricht dabei einem linearen

dynamischen System, welches auf weiBe Rauscherregung kausal mit einer
farbigen Zufallsschwingung mit definierter Leistungsspektralmatrix
antwortet. Die getroffene Beschrankung, daB die den stochastischen
ProzeB kennzeichnenden Leistungsspektren mit gebrochen rationalen
Funktionen approximiert sein miissen, hdlt der Verfasser aufgrund
allgemeiner Erfahrungen fiir nebensdchlich. Vielmehr ist durch diese
Annahme gewdhrleistet, daB Wirkung und Ursache in dieser Beschreibung
eindeutig sind und das Modell ein Phasenminimumsystem darstellt.

Die aus der Leisthngsspektra]matrix stochastischer Prozesse abge-
leitete Matrix-Obertragungsfunktion wird mit den Methoden der linearen
Systemtheorie identifiziert. Die echt-gebrochen rationalen Funktionen
dieser Ubertragungsmatrix gestatten eine Darstellung durch MARKOV-
Parameter, aus denen iiber geschickt gewahlte Ansdtze und der zusdtz-
Tichen Bedingung von vollstandiger Steuer- und Beobachtbarkeit des

zu bestimmenden Systems eine Realisierung im Zeitbereich gefunden wird.
Das Obertragungsverhalten wird durch eine Differentialgleichung erster
Ordnung realisiert und beschreibt ein lineares dynamisches Modell.
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Dieses System bildet mit der weiBen Eingangserregung ein mathematisches
Modell zur Beschreibung mehrfachkorrelierter stochastischer Prozesse
und steéllt eine geeignete Datenreduktion von Zufallsvorgdngen dar. Es
kann durch analoge oder digitale Schaltkreise nachgebildet und mittels
Pseudorauschgeneratoren zur Zeitreihensimulation eingesetzt werden.
Hierdurch wird das Angebot vorliegender MeBdaten mit bestimmten
statistischen Eigenschaften beliebig erweitert, so daB spezielle
Studien von Tragwerksschwingungen (z. B.: First-Passage, Ermiidung,
nichtlineares Werkstoffverhalten) ermdglicht werden.

Der Beschreibung stationdrer, mehrfachkorrelierter Zufallsprozesse
durch stochastische Differentialgleichungen gestattet dariiber Hinaus,
wie im weiteren gezeigt wird, eine einfachere Kovarianzanalyse
zufdllig erregter mechanischer Strukturschwingungen als bisher.
Hierdurch wird beispielsweise die konstruktive Optimierung von _
Bauteilen wesentlich vereinfacht. Ausbaufdahig erscheinen dem Verfasser
die abgeleiteten Methoden auf die Behandlung instationdrer Zufalls- ‘
schwingungen. B

Mit der Realisierung mehrfachkorrelierter stationdrer stochastischer
Prozesse wird ein neuer Weg zur Behandlung von zufﬁ]ligen’Struktur-
schwingungen beschritten.
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5. Die Kovarianzanalyse von Schwingungen mechanischer
Strukturen durch Anregung mehrfachkorrelierter,
zufalliger Prozesse

5.1 Die Bedeutung der Kovarianzmatrix bei der Untersuchung
zufallserregter mechanischer Strukturschwingungen

Die Behandlung von Zufallsschwingungen mit GauBscher Amplitudenver-
teilung beruht im wesentlichen in der Berechnung von Mittelwert und
Streuung der Schwingungsantworten mechanischer Strukturen unter
stochastischer Belastung. Hierzu dienen als deterministische Methode
die bekannten TIME-HISTORY-Verfahren und als statistisches Verfahren
die Spektralmethode (s. Kapitel 2). Wahrend die Zeitverlaufsberech-
nungen nur Uber das Schwingungsverhalten eines dynamischen Systems
bei wohl definierter Erregung Auskunft geben konnen, werden die mit
der Spektralmethode erzielten Ergebnisse als statistische Werte einer
ganzen Klasse von zufalligen Erregungen verstanden. Die hinreichende
Behandlung von Zufallsschwingungen ist ausschlieBlich mit statistischen
Methoden zu erreichen.

Wéahrend die mittlere Belastung eines Tragwerks unter stationdrer
Zufallserregung als rein statisches Problem behandelt werden kann,
sind die maximalen dynamischen Beanspruchungen von Bauwerken und
Maschinenteilen nur als Naherungen unter wahrscheinlichkeitstheore-
tischen Gesichtspunkten zu verstehen. Die Berechnungen leiten sich im
wesentlichen aus den Verteilungsdichtefunktionen der fluktierenden
Schwingungsamplituden stochastisch beanspruchter Bauteile ab. Der
Grund 1iegt in der bekannten Obertragung dieser statistischen Kenn-
funktionen bei Tragwerken mit Tinear elastischem Werkstoffverhalten.
Lineare Systeme besitzen die Besonderheit [25], auf eine Erregung mit
GauBscher Amplitudenverteilung mit ebenfalls GauBverteilten Schwingungs-
amplituden zu antworten (Bild 10).

Sind der Mittelwert (X) und die Streuung ( cx) der Schwingungsantwort
berechnet, ergibt sich die Amplitudenverteilung nach der bekannten
Gleichung ' -(x-% F

g . - 1 267
(x) — e
2n o,
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Die den Praktiker interessierende maximale Beanspruchung errechnet
sich aus Erfahrungswerten mit dem 3,5 bis 4,5-fachen der Streuung

oder unter wahrscheinlichkeitstheoretischen Gesichtspunkten aus der
RICEschen Theorie [73] als Funktion der Streuung von Schwingungsampli-
tuden und deren Ableitung.

Fiir eine angemessene Behandlung zufdllig erregter Bauteile unter den
gegebenen Voraussetzungen ist die Berechnung der Schwingungsvarianzen
maBgebend. Diese wurde bisher mit der aufwendigen Obertragung von
Leistungsspektralmatrizen vom Ein- zum Ausgang des linearen Systems
erreicht, wobei sich die gewiinschte Streuung aus der Integration der
Antwortspektren ergibt. Die zu Beginn dieser Arbeit vorgestellte
Methode weist den Nachteil auf, daB die Berechnung im Frequenzbereich
sehr aufwendig ist. Zur Erzielung einer ausreichenden Genauigkeit ist
numerisch eine hohe Stiitzstellenzahl der spektralen Dichtefunktion
erforderlich, die eine groBe Anzahl von rechenzeitintensiven Matrizen-
multiplikationen und -inversionen bewirkt. An dieser Stelle soll nun
ein in der Anwendung wesentlich einfacheres Verfahren zur Berechnung
der Schwingungsvarianzen vorgestellt werden, das auf der Grundlage der
stochastischen Differentialgleichungen basiert. Im Gegensatz zur
Spektralmethode erfolgt die Berechnung der Kovarianzmatrix im Zeit-
bereich und ist nach Meinung des Verfassers vom Aufwand her mit
statischen Berechnungen zu vergleichen.

5.2 Die Kopplung von mathematischen Obertragungsmodellen
zur Beschreibung stochastischer Erregerprozesse mit
mechanischen Strukturmodellen

Die bisherigen Ausfiihrungen ermdglichen die Beschreibung mehrfachkorre-
lierter stochastischer Prozesse mit Hilfe linearer stochastischer
Differentialgleichungen. Die Zufallsprozesse mit vorgegebenen statisti-
schen Merkmalen entstehen aus der Antwort eines 1linearen dynamischen
Modellsystems mit weifRem Eingangsrauschen und konnen als farbige Erregung
einer mechanischen Struktur verwendet werden.
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Schwingungsfdhige Konstruktionen sind Systeme mit kontinuierlich
verteilter Masse, Federsteifigkeit und Dampfung. Diese kontinuierlichen
Schwinger werden mathematisch durch partielle Differentialgleichungen
beschrieben . Die numerische Rechnung erfordert eine Diskretisierung
durch Differenzen, Ansatzfunktionen oder durch Finite Elemente. Hier-
durch erhdalt man ein System von gewShnlichen Differentialgleichungen.
Ahnlich konnen diskrete Schwinger, die aus einzelnen Federn, Dampfern
und Massen aufgebaut sind, beschrieben werden. Fiir lineare Probleme
gilt die Matrizendifferentialgleichung

MXy + Dxw + Kxp = f

Hierin sind x die Systemauslenkungen infolge der Erregungen f und M
die Massen-, D die Dampfungs- und K die Steifigkeitsmatrix. Fiir die
Zeitlosung liegt ein Anfangswertproblem vor, das neben den Anfangs-
auslenkungen auch die Anfangsgeschwindigkeiten bendtigt. Nimmt man sie
mit in die Rechnung auf, erhdlt man die folgende gewohnliche Differen-
tialgleichung 1. Ordnung:

X
=l +

v
=J(t)

1

0
Mt

1< 1X

®

oder

?.(t) = Amech. Z(t) * bty

Mit dieser Gleichung ist der physikalische Zustand des Schwingungs-
systems vollstdndig beschrieben. Wie bei der Herleitung des Formfilters
zur Beschreibung stochatischer Prozesse, erhdlt man eine Zustandsraum-
darstellung des Schwingungssystems. ‘
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Als zufallige Belastung mit definierter, statistischer Charakteristik
wirke auf den Systemeingang der Ausgang des durch weiBen Rauschens
erregten Formfilters:

mech. Struktur 24 = l_\med“;(t) . b(t)

T 1
t‘(t) = [Q:f"_‘ ](t)

Formfilter . .f(t) = W(t)

Wiyt By

> 10

M =

Beide Differentialgleichungen konnen zu einer stochastischen Differen-
tialgleichung zusammengefaBt werden. Als anschauliches Beispiel diene
ein Fernsehtrum unter natiirlicher aerodynamischer Belastung (Bild 22).
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Bild 22: Zur Kopplung einer stochastischen Modell =
erregung mit einer mechanischen Struktur
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Die mathematische Formulierung der Problemstellung fiihrt zu einem
linearen, dynamischen Systemmodell mit weiBem Eingangsrauschen und
stochastischen Strukturschwingungsantworten:

x] [ o 1 olfx] [o
v|=|-MKk -MD M¢|lyf+ |0
L__J(t) L g g -A— - Lw_ (t) _@__(t)'

oder

o

5@)

w W - X
1. A ST T

't ; 1 Ay

: B

Bild 23 : Ein Ersatzmodell fir zufallserregte
mechanische Strukturschwingungen

Das Ersatzsystem kann z. B. zu Zeitsimulationen von mechanischen

Systemen unter zufalliger Belastung auf Analog- oder Digitalrechner

eingesetzt werden und eignet sich dariiber hinaus fiir Langzeitversuche

(z. B. Ermiidungsprobleme) als Teil einer ProzeBrechnersteuerung,
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An dieser Stelle steht jedoch die Bestimmung der Schwingungsvarianzen
im Vordergrund. Der Vorteil der obigen Beschreibung von Bauteilen unter
stochastischer farbiger Erregung liegt in der Problemformulierung als
stochastische Differentialgleichung. Wie in Kapitel 3 ausfiihrlich
hergeleitet, berechnet sich die Kovarianzmatrix mit den Sdatzen von

ITd aus der stochastischen Differentialgleichung mit der folgenden
algebraischen Gleichung:

Xi)=SXw +HEw — SK + K s = -Q

oder
] 1 -' Tl

9 10 QB Bylp Bx Biwp [[2 <M K) i0
HE MDY L B Bk T T B By |[L MDY (O
0 0 All PRy iRy Beow Ba][2 EMC 1 A

N EEE

2.0, .

o |-BE

®

In dieser bilinearen Gleichung ist P, die Kovarianzmatrix eines
dynamischen Ersatzmodells mit weiBer Erregung. Die Matrix enthdlt als
Untermatrizen die Kovarianzmatrizen der Verschiebungen Pyx und der
Geschwindigkeiten P.. des mechanischen Systemanteils sowie die
Kovarianzmatrix P vom inneren Zustand des Erregersystems (Form-
filter) und die Kovarianzmatrix Exw aus der Kopplung beider Teil-
systeme. Die Streuungen der Knotenschwingungen des mechanischen
Systems ergeben sich aus

, 1=Knotennr.
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An dieser Stelle sei vermerkt, daB in der behandelten Problemklasse
sowohl die Formfilter als auch die Schwingermatrizen als zeitinvariant
angenommen werden. Dies ist fiir stationdre GauB-Prozesse keine Ein-
schriankung. Eine vergleichbare Formulierung ergibt sich fiir zeitab-
hangige Matrizen bei instationdren Ekregungen (z. B. Erdbebenerregung
von Bauwerken). In diesem Fall ergeben sich die zeitabhdngigen
Schwingungsvarianzen'aus der Losung der RICCATI-Gleichung. Hierauf
sol1 jedoch nicht ndher eingegangen werden, da die Bestimmung der
zeitvarianten Leistungsspektren, der Matrix-Obertragungsfunktion

und ihre Minimalrealisierung einer eigensténdigen Forschungsarbeit
entspricht, die auf dieser Arbeit aufbauen kann.

5.3 Einige algebraische Methoden zur Berechnung der
Kovarianzmatrix

Das dynamische lineare Ersatzmodell zur Beschreibung mechanischer
Strukturschwingungen infolge farbiger Rauschvorgange besitzt die
Kovarianzmatrix P als Losung der bilinearen algebraischen Matrizen-
gleichung

T

SP+PS = -0

Diese Gleichung ist als LJAPUNOVsche Matrizengleichung bekannt und
spielt unter anderem bei Stabilitatsuntersuchungen linearer, zeitin-
varianter System eine groBe Rolle.

Partitioniert man die Matrix S wie folgt

—~mech.

'
K<
lg]
1]

: (lw)

:
i
|
S

ln
n
1
IIZ
>
'y
K<
{w)

lo |

|>

o >
1> 10

[
!

I
| -
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0
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Am“h- Bg B( Txw B( Fuw émech- 9 g g
o alle.B]| [PuB |[(ROT A| |0 -BF

so 13Bt sich die Gleichung in die folgenden dquivalenten Matrizen-
gleichungen aufspalten,

AP, + Fw égr + E}Eir = 0 (i)
T
é‘mech._wa + Pw A 4 RCR, = 0 (ii)
T
Amech. Px + B Amech. * (Bg_xw + wagTBT) =0 (iii)

die nacheinander geldst werden konnen. Die urspriingliche LJAPUNOV-
Gleichung schreibt sich somit allgemeiner (s. (ii)) in der Form:

TX + XZ = -Q

In dieser Gleichung sind T und Z quadratische Matrizen der. Ordnung

(m, m) bzw. (n, n) sowie Q eine rechteckige Matrix der Ordnung (m, n).
Die gesuchte Losungsmatrix x der Ordnung (m, n) kann aus einem entspre-
chenden linearen Gleichungssystem
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m n
DT Xy # DX Zy) = - Qi
j=1 L=1 (i=12,..,m;k=12,..,n)

gefunden werden, welches sich durch Ausmultiplizieren der bilinearen
Gleichung und Neusortierung ergibt. Das Tineare inhomogene Gleichungs-
system ist eindeutig 10sbar, wenn das zugehorige homogene Gleichungs-
system nur die triviale Losung X = 0 besitzt (AusschluB von Singulari-
taten).

Aus der Gleichung TX + XZ = 0 folgt formal

—

= -XZ X

die Ahnlichkeitstransformation der Matrix Z. Die Losung ist also genau
dann eindeutig, wenn die Matrizen T und Z keine gemeinsamen Eigenwerte
aufweisen. Andernfalls besitzt das homogene Gleichungssystem nicht-
triviale Losungen.

Fiir Gleichungen der Form

TX + XT = -Q

ist die Losung X stets eindeutig reell, wenn die quadratische Matrix T
Eigenwerte mit negativen Realteilen besitzt. Dies kann sowohl fiir die
Matrizen des mechanischen Schwingers als auch des Formfilters voraus-
gesetzt werden, weil die Systeme andernfalls nicht asymptotisch stabil
und Energie nicht nur aus der zugefiihrten Energie der duferen Erregung
beziehen wiirden. Die Losungsmatrix X wird fiir diesen Fall symmetrisch,

da sich eine symmetrische rechte Seite Q der bilinearen Matrizengleichung
einstellt.
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Fiir Gleichungen der Form

IX + XZ = -Q

die in dieser Arbeit mit T = A . und Z = A auftreten, wird immer eine
eindeutige Losung erwartet, da es als unwahrscheinlich angesehen werden
kann, daB die grundsdatzlich verschiedenen Problemstellungen zu gleichen
Eigenwerten der Ersatzsysteme fiihren.

Die bilineare Matrizengleichung

TX+ XZ = -Q

1dBt sich durch Umsortieren immer in ein entsprechendes lineares Gleichungs-
system liberfiihren

T

13

Im Falle der rechteckigen (m, n) Ldsungsmatrix X ergeben sich m* n-dqui-
valente Gleichungen, indem aus den Spalten der Matrizen X und Q (unter-
einander) die Vektoren X und g gebildet werden und die Matrix T mit den
Elementen von T und Z entsprechend sortiert wird. Entspricht die Matrix
Z gerade der Transponierten der Matrix T, ergeben sich n (n + 1)/2
Gleichungen, da nur die oberen Dreiecksmatrizen von T und Q sortiert
werden miissen.

An dieser Stelle soll der Hinweis auf die algebraische Lésungsmoglich-
keit der bilinearen Matrizengleichung geniigen. Die effektiveren numeri-
schen Algorithmen werden im Anschluf ausfiihrlich vorgstellt.
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Zundchst soll die in der Bauwerks- und Maschinendynamik heute gebrauch-
liche Methode der modalen Analyse auch bei der Formulierung der Kovarianz-
analyse Berlicksichtigung finden, da sich hiermit eine wesentliche Rechen-
vereinfachung in der praktischen Anwendung einstellt.

Haufig werden bei der Konstruktion und Auslegung dynamisch beanspruchter
Bauteile die Eigenfrequenzen und -formen mitbestimmt, um einen Ober-
blick iiber das dynamische Strukturverhalten zu gewinnen. In diesem

Fall ist es sinnvoll, den mechanischen Systemanteil nicht in physika-
Tischen, sondern in modalen Koordinaten zu beschreiben, da sich der

Rechenaufwand bei der Kovarianzanalyse erheblich reduzieren 1aRt.

Mit der Modalmatrix @ der Eigenvektoren werden die physikalischen
Koordinaten E(t) der Systembeschreibung

MX1 + Dxw + Kxw = &)
auf die modalen Koordinaten q(t) transformiert

‘ T
X =92qwn » 9 = 2 Mxqy

LdBt sich die Dampfungsmatrix D durch Transformation diagonalisieren
T .
A=90DOQ mit A = diag[2djw;]

(modale Dampfung), so folgt mit

T

O K¢ = Q = diag [w!] OMO=1
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das entkoppelte Differentialgleichungssystem zur Beschreibung der
mechanischen Struktur in modalen Koordinaten zu:

| =y

Jiw

. 2 . _ T
Qict) + WiQit) * Ai qipy = [9"_’1
oder als entkoppeltes Differentialgleichungssystem

0 1
-4

(t) (1) (t)

o

+

i(t) =

-4
iR

l=n |O

| Qe 1.0
|10
|

1<

Aus der stochastischen Differentialgleichung mit einem mechanischen
Systemanteil in modaler Formulierung folgt die bilineare Matrizen-
gleichung zur Berechnung der Kovarianzmatrix:

- ) - 4 r -
01 ’91 20 o P [ [Ra RaPou ([0 “R 91' 000
. -
Q-0 QWGP BP s [ReBuluf|L A CHO =0 0 0
J T T T T
oder wieder mit R' = [0, ¢ M1
T T
APw *+ Pw A BB = 0 (j)
T
Anr}'QOCh _qu + —qw _A + Bg_ww = _g_ (”)
T T T T
ATnech o+ Py Amch + RCRw + PwCR =0 Gip
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Dieses Gleichungssystem bietet den Vorteil, daB zur mechanischen System-
beschreibung die Anzahl der Eigenformen (rechteckige Modalmatrix)
beschrankt werden kann. Dariiber hinaus kann Gleichung (jjj) direkt
analytisch gewst werden.

Aus
0 I qu Edq E::|q qu 0 -Q @ Q
+ = -
R -Al|Pyq Pia| |Peg Begl|1 -A Q; Qg
folgt
Fa * Faa = -G
- Fiq- APy +Psg = -Q,
‘qug + Ec]qé *_qu = -Q,

und unter Beriicksichtigung der Diagonalmatrizen  und A

-w; -4 1 Pqiqj Qujj + 4iQyy
-wj A, 1 Faid | = -Q2j

0 wi-w; -A;-4 P‘iifljJ - Qi + w;Qy
i 4L - -

oder

) -0y {-4;(4; *Aj)“(wi’wj)}-injEAi(Ai’Aj)-((.Oi - w))} "°3ij{“’i’ wj}
%] i (A (4 + A)) + (w;-w)) - w;lw; -w)

éiq]= wi(Aj(Ai'*Aj)"'(mi'wi)) B wi(wi-wj)

= Q1ijwj (wi"wj) + Gzijwi(wi-wj) - 03ij(wi Aj + iji)
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Mit den Rechenregeln fiir Erwartungswerte folgt fiir die Kovarianzmatrix
in den gesuchten physikalischen Koordinaten

X =290 —> Poq =[E{{a-E{a][E]{a- E{a}}]

-[efa}] [ela}]
P = [Ef2a}] [£ (o0} - ¢ [EfallEfa)] ¢

T
Pxx = @ th Q

Wie bei der in der Strukturdynamik gebrauchlichen Modalen Analyse

(s. Kapitel 2) ist auch in der Kovarianzanalyse zufalliger Struktur-
schwingungen eine modale Formulierung der mechanischen Struktur-
gleichungen fiir die praktische Anwendung von Vorteil. Doch soll
hierzu bei den numerischen Algorithmen zur Berechnung der Kovarianz-
matrix mehr gesagt werden. Die bisherigen Ab]eitungen befassen sich
ausschlieBlich mit algebraischen Losungsmdglichkeiten und sind Grund-
lage der nun folgenden numerischen Betrachtungsweise.

5.4 Einige numerische Algorithmen zur Berechnung der
Kovarianzmatrix

Die Vorteile einer Kovarianzanalyse stochastisch erregter Tragwerk-
schwingungen liegen unter anderem in ihrer einfachen praktischen
Handhabung. Es kann unterstellt werden, daB in der zukiinftigen
Behandlung von Zufallsschwingungen die Beschreibung zufdlliger
Erregerprozesse, wie beispielsweise Windbelastungen, Erschiitterungen
durch Meereswellen und ggfs. Erdbebenerregungen in der Bauwerksdynamik
sowie Fahrbahnerregungen aller Art oder aerodynamische Schwingungs-
erregungen von Flugzeugbauteilen in der Maschinendynamik, durch
stochastische Differentialgleichungen einen hoheren Stellenwert
einnehmen werden als bisher. Wie aus den folgenden Kapiteln zu ersehen
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ist, gelang es dem Verfasser, gemessene merhfachkorrelierte Windge-
schwindigkeitsverldufe mit den aufgefiihrten Methoden durch ein lineares,
dynamisches Systemmodell zu beschreiben, wobei die durch Minimalrealisie-
rung einer aus statistischen Kennfunktionen abgeleiteten Matrix-Ober-
tragungsfunktion gewonnene Zustandsraumdarstellung {50, Bys Co }fUr die
dynamische Untersuchung von Bauwerken unter aerodynamischer Belastung
ausreichen. Gelingt es in zukiinftigen Forschungsarbeiten, natiirliche
Erregungen, deren’physikalische Interpretation und Beschreibung fir
praktische Schwingungsberechnungen in absehbarer Zeit nicht anwendbar
sein werden, durch ein mathematisches Modell zu klassifizieren und die
Realisierung einer Normung zuganglich zu machen, so reduziert sich die
Behandlung von Tragwerken unter stochastischer Belastung auf die L&sung
der Matrizengleichung:

Ip+PZ =-Q

Ober die rein algebraischen Losungsmoglichkeiten wurde einiges gesagt.

An dieser Stelle sollen zwei numerische Verfahren zur Losung der biline-
aren Mdtrizeng]eichung vorgestellt werden, die als geeignete, schnelle
numerische Algorithmen dem Anwender bei einer Kovarianzanalyse dienen
konnen. Die Umformung der Matrizengleichung in ein gewdhnliches, Tineares
Gleichungssystem (s.o.) soll nicht zu den numerisch geeigneten Algorith-
men gezahlt werden, da die Umformung schon in dem Sonderfall Z = IT mit
der Ordnung (n, n) auf n (n + 1)/2 Gleichungen fiihrt. Zwar bestehen fiir
die numerische Losung linearer Gleichungssysteme heute kaum noch Probleme,
doch sind die Rechenzeiten im Vergleich zu den beiden folgenden Algorith-
men deutlich hoher.

Zunichst wird ein iteratives Verfahren von SMITH [81] vorgestellt. Unter
der besprochenen Voraussetzung, daB die Matrizen T und Z keine gemein-
samen und nur Eigenwerte mit negativen Realteilen besitzen, existiert
eine eindeutige Losungsmatrix P der bilinearen Matrizengleichung.
Erweitert man diese Gleichung in der folgenden Weise
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[-11P[t-Z] - [1+1] P1+2] = 20 = -2TP -2PZ

und multipliziert diese Gleichung von links mit (I - I)'l und von rechts

mit (I - Z)_l, so ergibt sich mit

U= (I-T] (1+T)
V= (1+2) (1-Z7
’ W=2I(1-1) ¢ (I-2Z}

die folgende dquivalente Gleichung:

P - UPV =W

Die LOosung dieser Gleichung ergibt sich zu
QO
k-1 k-1
P= 20U WY

wie man durch Einsetzen leicht sieht:

(Wouwy . UwWy2Zo wwyd. o) - (uw

Diese Ldsung konvergiert nur sehr langsam mit dem jeweiligen Fehlerglied
ukw Vk.chhnellere Konvergenz kann mit einer Reihe quadratischer Terme
erreicht werden.
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Setzt man

Y, = W

-Yl+1 = Yl + -l'-l

so gilt fiir alle 1:
l
2
k-1 k-1
Y= DU WY
k=1

wie man durch Einsetzen erkennt:
l'Ll
) = (WeUW

\ l { lo‘l_ lo]_
WP P wvte L L T Wy

2Ny, o2

® ..

<

.

Hierbei konvergiert Y sehr schnell gegen die gesuchte Losung P. Auf
Konvergenzfragen (s. [81]) soll hier verzichtet werden. Es steht fest,
daB der Algorithmus sehr einfach zu programmieren ist und numerisch
sichere Ergebnisse bei kurzen Rechenzeiten liefert.

Ein anderes Verfahren nach KREISSELMEIER [51] transformiert die Matrix T
der bilinearen Matrizengleichung

IP +PZ = -Q

auf HESSENBERG-Form und erreicht hiermit ebenfalls ein relativ einfaches
Losungsverfahren. Im Gegensatz zum Verfahren nach SMITH brauchen bei
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diesem Algorithmus die Matrizen T und Z keine negativen Realteile
zu besitzen. Transformiert man die Matrizengleichung derart, daB
die Matrix Z in ihre HESSENBERG-Darstellung Z,

Zy 2z O 0
*n % 23 0~
Zy = | b o
: | \szJI
Zm Zn2 - - - - - - Znn
libergeht, so wird mit
-1
Zy = X Z X
L =PX
R =-0X
aus
ITp+PZ = -Q
TPX + PXX'ZX = -QX
TL o+ LZy =R

Versteht man die Losungsmatrix L als Vektoranordnung ihrer Spalten-
vektoren [1,, 1,5 ...5 1.1, so gilt

g 2y 0
Z, 2,z U

_I[!‘I J.!ZJ ":!n] M [.114121 S Z' :22 :23 T = [!1.:!21 ”J.rn]
Zp - * Znn
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Als Losung erkennt man fir die einzelnen Spaltenvektoren:

1 C ]
iy =-— |T L zili + 1
S Ziai [' T j=1 " N

fiir i = n, n-1, ..., 1 und den Definitionen 25,1 = 1, 24 941 # 0.
Dieser rekursive Algorithmus fiihrt zu den gesuchten Lgsungen, falls
der Spaltenvektor 1 der Losungsmatrix L bekannt ist. Der Vektor 1n
kann andernfalls aus dem Vektpr ]  berechnet werden. Fir i = 1
bestimmt sich der nicht gesuchte Vektor 10 aus dem Rekursionsalgo-
rithmus zu:

-1 -1 -1 -1 _
l s "’T [ — T — T - T e o o . . — I ! ]]] CERY .]
=° - z12 - zza - 23L - zn-1,n n

| *{Zzn[g’iz[g;’is [gzmln”“]}

o'l'.lq-l‘zo ¢ o o ¢« T

oder allgemein

Die Losung 1 = 0 ist ein notwendiges und ‘hinreichendes Kriterium, damit
L=1T115 155 00 1,1 der gesuchten Ldsungsmatrix entspricht. Somit
ergeben sich zur Bestimmung des Vektors ln m Gleichungen.
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Der Aufbau der unbekannten Matrizen kann wie folgt schematisiert werden:
Fir 1. =0 folgt aus dem rekursiven Algorithmus mit i =n, n-1, ..., 1

fa = ;i—l-'i[_fi‘ * g:'zji!; + 1 |

und schlieBlich

1}
@
| o
3
+
(FaX
n
| o—
o
]
| Q.

Filr B = [, rps -vs Tyl = 0 und der Wah! 1h =g mit k=1, ...,n
entspricht das jeweilige 10 als Tetzte Gleichung des rekursiven
Algorithmus gerade der k -ten gesuchten Spalte der unbekannten
Matrix G.

Besitzen die Matrizen -T und Z keine gemeinsamen Eigenwerte (s.o.),
wird die Matrix G reguldr und man erhdlt als Problemldsung

und

-1 0
hia = Tk - Dzl o+ n)
fuir i = n, n-1, ..., 2.

Die Ahnlichkeitstransformation Z auf eine untere HESSENBERG-Matrix
zy = 5'1 zx 18Bt sich problemlos durchfiihren. Fiir diesen Algorithmus
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stehen allgemein sichere Rechenprogramme (z. B. [97]1) zur Verfiigung,

so daB auf diese Transformation nicht ndher eingegangen werden braucht.
Erweisen sich nach der HESSENBERG-Transformation einige Koeffizienten
Z, .,k W Null, so ist der Algorithmus an diesen Stellen zu unter-
brechen und fiir 1 =n, ..., kj und i = kj, .-+s k getrennt zu
durchlaufen, wobei sich der jeweilige Startvektor durch den vorher-
gehend letzten Losungsvektor bestimmt.

Die beiden vorgestellten numerischen Algorithmen geniigen der numerischen
Problemldsung. In der Anwendung erwies sich der SMITH-Algorithmus als
(etwas) rechenzeitgiinstiger. Es existieren weitere Algorithmen [56],
die der Verfasser aber hinsichtlich ihres numerischen Aufwandes nicht
testete, da die vorgestellten Rechenverfahren sichere und schnelle
Ergebnisse lieferten.

Allgemein bleibt festzustellen, daB bei LOosung des Eigenwertproblems
der mechanischen Struktur in jedem Falle die modale Darstellung bei
Formulierung der Kovarianzanalyse Beriicksichtigung finden sollte.
Hierdurch kann einerseits bei einer Teilproblemldsung auf die vorge-
stellten numerischen Algorithmen verzichtet werden, da die Streuungen
der Strukturschwingung direkt berechnet werden konnen. Bei Kenntnis

der Eigenfrequenzen des mechanischen Systems und des Frequenzverhaltens
der stochastischen Erregung 1aBt sich andererseits die Berechnung der
Kovarianzmatrix unter Umstinden mit den vorgestellten Algorithmen stark
reduziert durchfiihren.

Generell lieBe sich zwar zur Berechnung der Kovarianzmatrix auch fiir

das gekoppelte lineare System (mechanische Struktur + Formfilter)
eine eigene modale Darstellung mit

SP+PS = -0

g = diag [wits)]

#*

yP'+ Py =-0Q
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und der modalen Losung Piz = Q.’;.‘J./.(uu,i + (nj) finden, doch hdlt der -
Verfasser die Losung des Eigenwertproblems fiir das Gesamtsystem
aufwendiger als die Anwendung der gezeigten numerischen Losungs-
algorithmen. '
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6. Die Anwendung der Kovarianzanalyse auf fahrbahnerregte
Fahrzeugschwingungen

6.1 Die dynamische Erregung von Fahrzeugen durch
StraBenunebenheiten und ihre Behandlung

Die in den letzten Jahrzehnten steigende Zahl von Automobilzulassungen
erfordert eine stetige Verbesserung der Fahrzeugtechnik. Hierzu zahlt
insbesondere die Optimierung von Automobilfahrwerken, wobei dem
dynamischen Verhalten von Fahrzeugen grofe Bedeutung zukommt.

Die Schwingungserregung von Kraftfahrzeugen wird hauptsachlich durch
StraBenunebenheiten verursacht und fiihrt zu vertikalen Fahrzeugschwin-
gungen, die sich in einer Hubbewegung und einem Nicken des Automobils
bemerkbar machen [§4]. Dariiber hinaus treten Schwingungen in Form von
Wanken und Gieren oder Schleuderbewegungen auf, deren Auslosung aber

in erster Linie von dem System "Fahrer-Auto" beeinfluBt werden und

nicht unbedingt als zufdllige fahrbahnerregte Schwingungen anzusehen’
sind. Dieser Problemkreis soll im weiteren nicht ndher betrachtet werden.

Es wird angenommen, daf3 die Unebenheiten von Fahrbahndecken auf ein
fahrendes Auto eine stationdre stochastische Erregung mit GauBscher
Amplitudenverteilung [ 25,26 ] ausiiben. Die daraus resultierenden
zufdiligen Schwingungen von Automobilen wurden lange Zeit in praktischen
Fahrversuchen studiert, wobei sich die Automobilhersteller eigene Ver-
suchsstrecken anlegten und auf diese Weise eine geeignete Fahrwerksab-
stimmung vornahmen. Das Bestreben, Zufallsschwingungen auch theoretisch
zu beherrschen, fiihrte in den Jahren um 1965 zur statistischen Analyse
von StraBenbeldgen. Messungen vertikaler Beschleunigung an Radlagern
von Kraftfahrzeugen, die iiber ausgewdhlte StraBentypen fuhren, ermog-
lichten die Frequenzanalyse solcher stochastischer Erregungen. BRAUN
[10] gelang es im Jahre 1969, Fahrbahnbeldge durch Leistungsspektren

zu charakterisieren (Bild 24). Die statistischen Kennfunktionen hdngen
von der jeweiligen Fahrzeuggeschwindigkeit ab und werden in bezogener
Form dargestellt.
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10 21
- Q -

(Qp: Bezugswegkreis =
: 01 frequenz

S Sh(82g): Unebenheits =
h(Q) maB einer StraBe
1

\ W : Welligkeitsfaktor
-1

z.B.: gute Zement-

10 Betonstrafle

2 A W = 2_2

10 , .n.°= 10 cm
-3 Sh(ao) = 4.5
10 _ -2 =1 -

103 10 10 100
Wegkreisfrequenz Q

Bild 24 : Leistungsspektren von Strafienuneben =
heiten nach BRAUN  (normiert)
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Die Kenntnis der spektralen Dichte gestattete im weiteren die Anwendung
der Spektralmethode (s. Kapitel 2), wie sie seit langem in der linearen
(regelungstechnischen) Systemtheorie bekannt ist. In der Annahme, daB
sich das Fahrzeug als lineares mechanisches System beschreiben 1aBt,
und eine Autofahrt durch Spurtreue der Vorder- und Hinterrdder gekenn-
zeichnet ist, werden die Varianzen der Aufbauauslenkungen oder
-beschleunigungen wie folgt berechnet:

+ QD +Q0

2 _ 2 2 ~T

Cxx T [-S-'xx(“’) dw == [E(w)§ff(w)E(w) dw
-0 - 00

F(u)) stellt hierbei den Frequenzgang des Fahrzeugs

=1
f(w)= (-w?M + K +jwD)

und §ff die spektrale Dichtematrix des durch den Achsabstand gegebenen
mehrfachkorrelierten stochastischen Erregerprozesses dar.

v =const.
< f X M:Q: 5.:9 Tx

f — T ’j e \
W hl_j.lj\lw%i r ™

fo ftomyp)

1

f(t:rﬂl
Bild 25 : Zur zeitverzogerten stochastischen Erregung
an den Radern von Kraftfahrzeugen
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Mit der vorausgesetzten Spurtreue sind die Autoleistungsspektren der
Erregung am Vorder- und Hinterrad identisch, wdhrend sich die Kreuz-
leistungsspektren aus der Korrelation der Erregung zwischen den
Rddern ergeben. Aus der Zeitverziogerung des stochastischen Prozesses
folgt mit

T -
fn 7o, fewg), - - - ftet |

die Kreuzkorrelationsfunktion (s. Anhang):

Q

f(“',j) f(le)(T) = E { lf'[ij(t"'-tij)-.?] If'tlk(t""tlk) -.f-] }

mit der Autokorrelationsfunktion Off(t ) kann geschrieben werden:

°ft;iftlk“) ® Ol Te T+ 1) = Opf( +T5) = Opf(TT),)

Durch FOURIER-Transformation (WIENER-CHINTCHIN) ergeben sich die
benotigten Kreuzleistungsspektren zu

szjf e-jw [T+ Ty

i 't“‘(“’)‘ = Stflw)

Mit den Radabstandslangen ]1j’ ... und der konstanten Fahrgeschwindig-
keit v erhalt die spektrale Dichtematrix das folgende Aussehen:

Ty o ST lj
Stlw)= Stflw) @ SOT T RV
g -
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Bei linearem Systemverhalten des Fahrzeugmodells 1dBt sich die
Kovarianzmatrix und somit die bekannte (Normal) Verteilung der
Fahrzeugschwingung berechnen. Da im allgemeinen das mathematische
Modell eines Kraftfahrzeuges keine linearen Feder- und Dampfungs-
kennlinien gestattet, bleibt die Anwendung der Spektralmethode
beschrdnkt. Man hilft sich einerseits durch Linearisierung der
nichtlinearen Feder- und Dampfungskennlinien [54] oder versucht,
die nicht-GauBschen Antwortamplitudenverteilungen geeignet abzu-
schiatzen [25].

Die derzeitige Behandlung zufallserregter Fahrzeugschwingungen

stiitzt sich allerdings mehr auf eine rechnerische Simulation der
Fahrbahnerregung mit Hilfe von Digital- [90] oder Analogrechnern

[13] durch Filterung pseudozufdlliger weiBer Rauschvorgdnge. Diese
Simulationsrechnungen filtern im Frequenzbereich und entsprechen
nicht der in dieser Arbeit vorgestellten Beschreibung zuf&dlliger
Vorginge durch stochastische Differentialgleichungen. Die gefilterten
farbigen Zufallsprozesse mit definierten statistischen Merkmalen
erlauben TIME-HISTORY-Rechnungen mit nichtlinearem Fahrzeugverhalten
oder kionnen direkt in Versuchsstdnde (servo-hydraulische Schwingtische
(11,19 1) eingeleitet werden.

6.2 Die Kovarianzanalyse als Hilfsmittel zur Berechnung
zufallserregter Fahrzeugschwingungen

Das in dieser Arbeit aufbereitete Verfahren der Kovarianzanalyse mehr-
fachkorrelierter Zufallsvorgdnge umfaBt im wesentlichen die bereits
angesprochenen Teilgebiete Simulation und Varianzberechnung. Eine
numerische Simulation wird durch die Herleitung einer stochastischen
Differentialgleichung ermoglicht, mit deren Koeffizientenmatrizen

die Kovarianzanalyse zufallserregter Fahrzeugschwingungen erfolgen
kann. Da Fahrbahnerregungen als Wegerregungen mechanischer Strukturen
auftreten, die iliber Federn und Dampfer eingeleitet werden, wird ein
mathematisches Modell entwickelt, welches infolge der Erregung durch
einen skalaren weiBen Rauschvorgang sowohl mit den zeitlich verschobe-
nen farbigen Wegerregungen als auch mit deren Ableitungen antwortet.
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: f
E(t) mathematisches Modellsystem zur [~ ?(t)
—* Beschreibung von zufdlligen mehr: : (t)
fachkorrelierten Fahrbahnerregungen|[—o f(to’tii)
f
'(t+T“)
Bild 26 : Zur Beschreibung zufdlliger Fahrbahner =
regungen durch Ubertragungsmodelle

Diese Darstellung unterscheidet sich von neueren Arbeiten [ 59 601,

in denen das Verfahren der Kovarianzanalyse fiir fahrbahnerregte
Fahrzeugschwingungen aus einem Formfilter mit mehrfachkorrelierten
zeitverschobenen weiBen Erregungen hergeleitet wird. Hierin beschreibt
die stochastische Differentialgleichung ausschlieBlich zeitverschobene
Wegerregungen.

Die Herleitung einer stochastischen Differentialgleichung zur
Beschreibung vertikaler Fahrbahnerregungen unter Beriicksichtigung
der Korrelation zwischen den Laufrddern eines Automobils erfordert

die Bestimmung einer Matrix-Obertragungsfunktion. Wihrend in Kapitel 4
diese Herleitung allgemein in Matrizenschreibweise

:
‘Sts) = H(s) H(-g)

durch Zerlegung der spektralen Dichtematrix dargestellt wird, 1dBt
sich die Matrix-Obertragungsfunktion fiir zeitverschobene Erregungen
direkt angeben.

Besitzt der farbige RauschprozeB
£ = [y finy Frrunsf o]
=(t) T LAY, (1), (teg), (tey)) ,

die Leistungsspektralmatrix
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] 1 ST -STyyt . .
1 s ST _gg ST ]
s - iseSm.deSt o
S ST !
S Ty2! ' .
se°M_g2%h12, ¢ -s?
- ww e —— m— — -:- —_—_— e = e — -
I . . . . .J
so ergibt sich eine dquivalente Darstellung mit
[ 1 ] ~STh2 -ST2
1 -s e -S e e
: J J J
S
S QST'IZ S
2(s) © * O¢5(s)
seSTe| ff
. .

Unter der Voraussetzung, daB das (skalare) Leistungsspektrum Sff(s)
durch eine gebrochen rationale Funktion darstellbar ist, findet sich
durch Aufsuchen der Zdhler- und Nennernullstellen dieser Funktion

(S+S,)lsts,9) - (-5+85)(-5+5,5) -

T
S¢¢l(s) = Heels) Hegl-s) =
=17 _fS (s+sylis+spy)- -+ [s+sy)(-5+5,) - -

eine UObertragungsfunktion (Filter-), die weiBes Rauschen in farbiges
Rauschen mit den vorgegebenen statistischen Merkmalen der StraBen-
unebenheiten transformiert. Da Realisierungen von Matrix-Obertragungs-
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funktionen bislang nur mit gebrochen rationalen Funktionen mdglich
sind, miissen die Zeitverschiebungen entsprechend approximiert werden.
Geeignete Naherungen finden sich in der Regelungstheorie. Dort reali-
siert man Totzeiten durch PADE-Approximationen [1 ].

Zumindest fiir Fahrzeuge kurzer Radldngen reicht eine PADE'-Approximation
4. Ordnung ([901) aus:

| 2 3 -4 4
c—s'tij - Xals) - 1.-0.5( Stij) +0.107( S'l'ii) -00119(51:“) +59510 (ST“)A
Xl 1.05(sty) + 0107(s7;) 2+Q0MIsT;) 5950 sty

Bild 27 zeigt Amplituden- und Phasenginge von Totzeit und PADE-
Approximation (Allpass)

00
—i XQ/ Xc —D r
Xe(t) Ya(t)¥e(t. )
- 60°—— |
2. ‘ -90°
— : Totzeit
1. e e : AllpaB
80 -150" \
.01 wT 10
-180" r
(0]0)] 01 wTt 10 100
Amplitudengang Phasengang
Bild 27: Zur Totzeitrealisierung mit einer PADE -
Approximation 4.-Ordnung
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Mit diesen Approximationen ergibt sich die realisierbare Matrix-
Obertragungsfunktion zu

X X X e v e
t!(S) = Hff(S) [ 1 ) S, ;:(SJTIZ) S -i(s.utlz)!i"(sitw) ) f

Das vorgestellte Verfahren zur Minimalrealisierung einer Matrix-
Obertragungsfunktion ermdglicht die Beschreibung mehrfachkorrelierter
vertikaler Weg- und Geschwindigkeitserregungen von Fahrzeugen durch
eine stochastische Differentialgleichung:

I = € Wy
Wiy = A Wy *1'35“)
Hg= Clsl-A) B

Der die Fahrbahnerregungen beschreibende Vektor

T . .
fo = [fin, o fitsng, fltetgfitenyg, - - -]

kann zu numerischen Simulationsrechnungen mit TIME-HISTORY-Verfahren
oder zu praktischen Versuchszwecken genutzt werden. Mit der gewdhn-
lichen Differentialgleichung zur Beschreibung des Fahrzeugs

Mxy +KXy +DBXxy = [‘-‘:Q] fit)
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folgt die oben hergeleitete bilineare Matrizengleichung zur Berechnung

der Kovarianzen zufallserregter Fahrzeugschwingungen durch StraBenun-
ebenheiten:

_ - p= 1
o 1y o | [ ]
|
N _ 3 Jxx  Ixw -XX —XW
-_M_ 15 - M ‘_ : M [50-]‘9 P P * P P
- TQ— - § 1I" _A_ —-XW —-WW L—xw -w 1
- I [
0 (-Ml_)T :g . 1
0
- | -
LMD Jg | =

il
i
o

6.3 Die Berechnung der Kovarianzmatrix am Beispiel
fahrbahnerregter Fahrzeugschwingungen

Fiir die beispielhaften Berechnungen von Streuungen zufallig erregter
Fahrzeugschwingungen werden Modelle eines Personen- und eines Last-
kraftwagens gewahlt. Dank der freundlichen Oberlassung von MeBwerten
fahrbahnerregter Fahrzeugschwingungen eines deutschen Automobilher-
stellers konnten diese Daten analysiert und zur Studie des stochastisch
erregten Personenkraftwagens herangezogen werden. Zur Approximation

des durch FOURIER-Transformation berechneten Leistungsspektrums

(Beschleunigungsmessung) wurde der folgende gebrochen rationale
Funktionstyp gewdhlt:
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Da das Leistungsspektrum der erforderlichen Wegerregung
s - — YY)
filw) = —7 Stflw)

keine Singularitdat aufweisen darf, ergibt sich die hohe Nennerpolynom-
ordnung. Als statistische Beschreibung der Lastkraftwagenerregung
wurde ein empirisch gegebenes Leistungsspektrum nach [25] ausgesucht:

a

S¢clw) =
fflw b+cw2+w‘

Dieses Spektrum gilt fiir das Befahren schlechter Wegstrecken.

Mit der Wahl der Fahrzeuggeschwindigkeiten und der Radstidnde werden
mit den oben vorgestellten Methoden die Fahrbahnerregungen durch
stochastische Differentialgleichungen beschrieben und eine Berechnung
der Schwingungsvarianzen der Fahrzeuge nach der Spektralmethode und
der Kovarianzanalyse vorgenommen.
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Im einzelnen ergibt sich der folgende Rechenablauf:

Leistungsspektrum der ceinfach =
korrelierten Wegerregung

Zerlegung der skalaren Funktion

S(s) = H(s) H(-s)

Wah! des mechanischen Fahr =
zeugmodells

Bestimmung der Totzeiten

Bestimmung der Lei:
stungsspektralmatri x
fir die mehrfach =
korrelierte Erregung

Totzeiten

Approximation der

!Bestimmung der Lei=

fur die mehrfach=
korrelierte Erregung

stungsspektralmatrix |

Berechnung der
Matrix-Ubertra =
gungsfunktion

Spektralmethode

Spektraimethode

Varianzen durch In:
tegration der Ant =
wortspektren

tegration der Ant-=
wortspektren

Realisierung in
stoch. Dgl.

F;arianzcn durch Inz|

Kovarianzanalyse

Eine iibersichtliche Darstellung der Beispiele und der erzielten
Rechenergebnisse findet der Leser in den folgenden Bildern.
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w 400!
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Realteil
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w 400!
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-0.99- . .
Filterfunktion 13
0,'0' PKW ’
10°

4005’

Imaginarteil

-0

-099- L0.84 - fumkt )
Filterfunktion 11 Filterfunktion 1
0.84+ PRW 0.99 - PRW
16° 203N
0 k ! 0 - Y
W 400s! w 400s?
| Imaginarteil Imagindrteil
-084 -099
0.99 ] 0.81 .
_ Realteil ] Realteil

Filterfunktion 14
PKW

~Allpcss
/Tnizglt

4005s!

Imagindrteil

Bild 29 :Matrix-Ubertragungsfunktion zur
Simulation einer Fahrbahnerregung
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S. -
4.1
Antwort -
Leistungsspektrum 11
3.
103 See(®)
2.1
1.7 | PKW
0. 3 -
0 [ 25 w 50.
4. -
31 Antwort -
163 Leistungsspektrum 22
2. 1
Spgf )
1. 4
k PKW
0. . . "
0. (3 25. w 50.

Bild 32 : Antwort -Leistungsspektren eines

Personenkraftwagens infolge zufdlliger

Fahrbahnerregung
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Die erzielten Ergebnisse bediirfen der Diskussion. Sowohl die Spektral-
methode als auch die Kovarianzanalyse sind in praktischer Anwendung

als numerische Rechenverfahren anzusehen. Diese berechnen die
Kovarianzen der Antwort eines mechanischen Systems infolge zufdlliger
Erregung unter statistischer Betrachtungsweise. An den Anfang der
Betrachtung wurde die spektrale Léistungsdichtematrix gestellt, die

sich aus der Approximation gemessener Leistungsspektren ergibt. Diese
statistischen Kennfunktionen bediirfen einer Untersuchung auf Allgemein-
giiltigkeit, die an dieser Stelle nicht vorgenommen werden kann. Es war
das Anliegen des Verfassers zu zeigen, daB aus spektralen Dichtematrizen
lineare stochastische Differentialgleichungen hergeleitet werden konnen.
Hierdurch ist eine stochastische ProzeBbeschreibung von Fahrbahnuneben-
heiten gegeben, die eine einfache Kovarianzberechnung gestattet. Wahrend
die Kovarianzanalyse geschlossene Losungen Tiefert, hangt die numerische
Kovarianzberechnung mittels Spektralmethode entscheidend von der
gewdhlten Stiitzstellenanzahl N bzw. der Frequenzdiskretisierung aw
ab. Um den Rechenaufwand der Spektralmethode in Grenzen halten zu
konnen, ist die Kenntnis der Systemeigenfrequenzen und des Frequenz-
umfangs der Erregung in jedem Fall erforderlich, um Fehlberechnungen

zu vermeiden. Aus diesem Grund bleibt ein Aufwandsvergleich beider
Methoden immer relativ.

Die erzielten Ergebnisse aus der Untersuchung des stochastisch erregten
Personenkraftwagens sind im Rahmen der Rechengenauigkeit als zufrieden-
stellend anzusehen. Die Spektralmethode erforderte eine Frequenzdiskre-
tisierung von 0.025 s'l, wobei iiber 8000 Frequenzpunkte mit dem EULER-
Verfahren integriert wurde. Ohne Beriicksichtigung der Ein/Ausgabe
Anweisungen bendtigte eine MODCOMP IV Rechenanlage 4.4 Minuten zur
Problemldsung. Die programmierte Kovarianzanalyse begniigte sich dagegen
mit 4.42 Sekunden bei Anwendung des iterativen Algorithmus von SMITH..

Die Untersuchung des zufdllig erregten Lastkraftwagens zeigt die
Grenzen der PADE-Approximation. Totzeitnahrungen 4. Ordnung sind

fir Lastkraftwagen mit "langem" Radstand unzureichend. Es verbleibt

zu kldren, inwieweit Approximationen hoherer Ordnung bessere Ergebnisse
liefern.
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Hinsichtlich der Wirtschaftlichkeit ergeben sich vergleichbare
Resultate. Die Spektralmethode wurde mit einer Stiitzstellenrate

von 0.01 s'1 liber 2000 Datenpunkte ausgefiihrt. Die Integration bis
zur maximalen Frequenz von 20 s_1 konnte aufgrund der Kenntnis von
Systemeigenfrequenzen und Frequenzbild des Auto-Leistungsspektrums
der Wegerregung als ausreichend angesehen werden.Wdhrend dieses
Verfahren nach 17 Minuten die Problemldsung fand, benotigte die
Kovarianzanalyse insgesamt nur 20 Sekunden. Die wesentlichen Vorteile
der Kovarianzanalyse liegen in den extrem kleinen Rechenzeiten, ihrer
einfachen Handhabung und der geschlossenen Losung. Die Spektralmethode
ist anschaulicher. Der Praktiker sollte die Kovarianzanalyse der
Spektralmethode vorziehen, falls die stochastische Differentialglei-
chung vorliegt und Eingang in die Normung gefunden hat. In der dar-
gestellten Form diirfte die vorldufige Anwendung in der Auslegung
neuer Fahrzeugmodelle zur (Erst-) Bestimmung von Federsteifigkeiten,
Dampferwerte usw. liegen.
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7. Die Anwendung der Kovarianzanalyse auf Bauwerke
unter aerodynamischer Belastung

7.1 Die dynamische Erregung von Bauwerken durch den
natiirlichen Wind und ihre Behandlung

Die zunehmende VergroBerung von Industriebauten, wie Kiihltiirme und
Kamine oder Fernsehtiirme, sowie das Bestreben, die wirtschaftlichen
Erstellungskosten solcher Tragwerke durch geringer werdende Eigenge-
wichte zu verkleinern, erforderte es, die geldaufigen Berechnungs-
methoden zu iiberdenken. Wahrend sich die klassische Behandlung
windgefahrdeter Bauwerke mit einer rein statischen Betrachtung

(DIN 1055, 4131) begniigte, ist es fiir den Bauingenieur heute not-
wendig, aus sicherheitstheoretischen und wirtschaftlichen Oberle-
gungen dynamische Berechnungen in sein Bemessungskonzept mit auf-
zunehmen. Der Lastfall Wind konnte lange Zeit durch statische
Ersatzlasten abgedeckt werden, da die Eigenfrequenzen herkdmmlicher
Bauwerke und das Frequenzband der Winderregung weit auseinanderlagen.
Die Windkrédfte erregten die Tragwerke nur zu quasi-statischen Schwin-
gungsreaktionen. Katastrophen, wie der Einsturz der Tacoma-Briicke
(1941) oder der Kiihltiirme von Ferrybridge (1965), zeigen jedoch die
Gefdhrlichkeit windinduzierter Bauwerksschwingungen. Die zunehmende
Leichtbauweise erfordert dynamische Berechnungsmethoden und die
Analyse der Windkrafterregungen.

Seit dem Jahre 1950 beschaftigen sich Wissenschaftler vieler Fach-
richtungen mit dem Problem winderregter, mechanischer Strukturschwin-
gungen unter dem Gesichtspunkt einer stochastischen Erregung. Eine
ganzliche Kldrung ist nicht in Sicht,und das Problem erscheint
aktueller denn zuvor.

Tragwerksschwingungen infolge stromungsdynamischer Effekte lassen
sich grob den folgenden drei Klassen zuordnen [53,671]:
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Winderregte Schwingungen

Bzwcgungsind U= Wirbelinduzierte Turbulenzinduzierte
zierte Schwingung Schwingungen Schwingungen
Flattern Querschwingungen stoch. Anregung
Formanregung Wirbelablésungen Ldngsschwingungen

Die in dieser Arbeit hergeleitete Kovarianzanalyse mehrfachkorrelierter
mechanischer Strukturschwingungen ist ein Verfahren zur Berechnung
turbulenzinduzierter Schwingungen. Windstromungen entstehen durch das
GroBwettergeschehen. Der Energieaustausch kalter Luftmassen der Polar-
zone und heiBer Luftmassen des Aquators bewirkt auf der Erde Luftstro-
mungen, die zusdtzlich von weiteren Krdften, die z. B. aus der Erd-
drehung herriihren, beeinfluBt werden. Die resultierende Stromung
bezeichnet man als Gradientenwind, der ortsabhdangig in Hohen zwischen
300 bis 800 Metern auftritt. Die Schwankungsanteile dieser Strdmung
sind nur sehr gering. Zwischen dieser Schicht und der Erdoberfldache
bildet sich dagegen eine turbulente Grenzschicht aus, deren Stromung
durch die Erdoberfldche, Bebauung, Wdarmeabstrahlung usw. in mannig-
facher Weise gestort wird. Die atmosphdrische Turbulenz erregt unsere
Bauwerke zu Schwingungen. Unterscheidet man die atmospharische
Turbulenz in ein GroBwettergeschehen (Makrostruktur) mit lang
periodischen Windgeschwindigkeitsschwankungen und in kurzfristige
Wetterveranderungen (Mikrostruktur) mit stark fluktuierenden Wind-
verhdltnissen,so belastet die Makrostruktur ein Bauwerk statisch,
wahrend die Mikrostruktur auf ein Tragwerk schwingungsgefahrdend
einwirkt.

Windmessungen iliber lange Zeitraume von VAN DER HOVEN aus dem Jahr 1957
zeigen [88], daB die Trennung von statischer und schwingungsgefahrden-
der Bauwerksbelastung etwa im Bereich von einer Stunde liegt (Bild 38).
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Bild 38: Frequenzanalyse von Windgeschwindigkeiten

Fiir die turbulenzinduzierten Schwingungen von Tragwerken ist nur
die Feinstruktur von Interesse. Dieser Bereich des VAN DER HOVEN
Spektrums wird sei 20 Jahren erforscht, wobei der Wind nicht mehr
deterministisch, sondern probabilistisch verstanden wird.

Teilt man die Windgeschwindigkeit in Mittelwert und Schwankungs-
anteile auf

V(t) =V + V(t)

so sind die statistischen GesetzmaBigkeiten der fluktuierenden
Windgeschwindigkeiten und ihr EinfluB auf Tragwerksschwingungen zu
untersuchen. Mit diesem neuen Verstdandnis der aerodynamischen
Belastung von Bauwerken waren neue Rechenverfahren zur dynamischen
Schwingungsuntersuchung von Tragwerken notwendig. In Anlehnung an

die statistischen Verfahren fiir die Nachrichten- und Regelungstechnik
[80] 1ag es nahe, sich der Methoden dieser Fachrichtungen zu bedienen,

da die stochastische Erregung und Antwort Tlinearer Systeme dort weit-
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gehend erforscht war. DAVENPORT erstellte im Jahre 1961 ein vergleich-
bares Konzept [21] zur statistischen Behandlung von windbelasteten
Bauwerken, das weltweit Anerkennung fand und zu groBen Aktivitdten
auf diesem Gebiet der Aeroelastik im Bauwesen fiihrte.

Nach VAN DER HOVEN (s.o.) konnen die Bauwerke alle jenen Wetter-
schwankungen folgen, deren Periode gréoBer als eine Stunde ist,
wahrend die iliberlagerten Fluktuationen zu schwingungsgefdhrdeten
Bauwerksreaktionen fiihren. Da von den amtlichen Wetterstationen seit
jeher das Einstunden- und Zehnminuten-Mittel registriert wird, lag
es nahe, auf diesen Werten eine Sicherheitstheorie fiir aerodynamisch
belastete Bauwerke aufzunauen.

Messungen von Windgeschwindigkeitsverldufen im Bereich von 10 Minuten
bis zu 1 Stunde nutzte DAVENPORT nach Abspaltung des Mittelwertes zur
Frequenzanalyse. Im Sinne der Systemtheorie regelloser Vorgadnge ist
die Obertragung von Leistungsspektren zur Bestimmung der Varianz der
Schwingungsantwort (Spektralmethode, (s.o.)) gegeben

~T
Syx(w) = Flw) Stflw) Flw)

+®
2 2
- 00

falls die Windgeschwindigkeitsverlaufe als stationdre (ergodische)
stochastische Prozesse aufgefaBt werden konnen. Mit der im Jahre

1954 von RICE aufgestellten Theorie [73] zur Absch@tzung der Anzahl
von Niveauiiberschreitungen zufdlliger Ereignisse unter wahrscheinlich-
keitstheoretischen Betrachtungen sowie der Annahme, daB die Anzahl
solcher Oberschreitungen bei hohen Niveaugrenzen als POISSON-verteilt
angesehen werden konnen, schlug DAVENPORT die folgende Formel [22]

zur Bestimmung der maximalen Antwortreaktion eines Bauwerks unter
aerodynamischer Belastung vor:
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— 0.5772
Xmax=x+cx{V2lnTNo+m }

1 Gy )
mit No = 5= -—GL , T:Nutzungszeitraum des Bauwerks
X

2T

Das in Anlehnung an die Nachrichtentechnik entstandene Verfahren fand
Eingang in die Bauwerksdynamik und regte weltweit bis zum heutigen
Zeitpunkt zu Forschungen auf diesem Gebiet an. Bestehende oder im

Bau befindliche Turmbauwerke wurden mit Schalenkreuzanemometern
bestiickt, um die regellose Struktur des Windes zu untersuchen.

In ersten Ergebnissen konnten die Windgeschwindigkeitsschwankungen
innerhalb eines Mittelungsintervalls als normalverteilte Momentanwerte
eines stationdaren stochastischen Prozesses gedeutet werden, der die
Beschreibung durch spektrale Leistungsdichten gestattet. Ferner TlieBen
sich die mittleren Extremwerte (1 h-Mittel) wdhrend eines langeren
Zeitraums (z. B. Jahreswind) in Windkarten mit regionalen Spitzen-
werten darstellen sowie Hohenprofile der mittleren Windgeschwindig-
keiten in der turbulenten Grenzschicht in Abhangigkeit verschiedener
Bodenrauhigkeiten der Erdoberfidche ([21], HELLMANNsche Exponential-
formel) finden (Bild 39).

6004 M a

Hohe T - v (2
5001  Stadt /zG=52°-"‘ z~ 76 (ZG)
400  Hochhauser zo=400.m
300- a=0.28 2= 280.m
200 offencs | =0-16
100- Geldnde

Bild 39: Profile mittlerer Windgeschwindigkeiten
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Zahlreiche Wissenschaftler veroffentlichten Leistungsspektren
gemessener Windgeschwindigkeitsverldufe, wahrend andere um die
Umsetzung der Windgeschwindigkeitsschwankungen in Winddruckschwan-
kungen (aerodynamische Admittanz) bemitht sind.

Obwohl z. Z. in zahlreichen Landern die Aufnahme der Forschungs-
ergebnisse in Normvorschriften erfolgt, verbleiben viele offene

Fragen. Dies gilt insbesondere fiir eine vereinheitlichte analytische
Darstellung der Leistungsspektralmatrix. Es ist verstandlich, daB in
der Vergangenheit zuerst vorwiegend Auto-Leistungsspektren, also die
Betrachtung von Windgeschwindigkeitsschwankungen ohne Beriicksichtigung
der Mehrfachkorrelation abgeleitet wurden. DaB die zahlreichen spek-
tralen Dichteverlaufe [ 21,41,70] nur in grober Ngherung vergleich-
bar sind, hat verschiedene Ursachen. Einerseits kidnnen die statistischen
Auswerteverfahren ([71], s.o.) unterschiedlich aufgefaBt werden und
andererseits kennzeichnet ein Leistungsspektrum eine Klasse von
Zufallsfunktionen mit der mittleren Windgeschwindigkeit, der MeBhohe
und der Bodenrauhigkeit als BezugsgroBen. Es kann unterstellt werden, -
daB die Messung klassengleicher Windgeschwindigkeitsverlaufe und die
Ensembleauswertung nicht nur einer langjdhrigen Arbeit bedarf, sondern
auch den Austausch riesiger Datenmengen unter den beteiligten Forschern
notwendig macht, um zu einer konsistenten statistischen Beschreibung
der Windkraftverldufe zu gelangen. Eine derartige Koordination und
systematische Untersuchung fehlt bisher.

Weitgehend ungeldst ist auch die Herleitung von Kreuzleistungsspektren
zur Beriicksichtigung der Mehrfachkorrelation der hohenabhangigen Wind-
geschwindigkeitsmessungen. Untersuchungen der rdumlichen Korrelation
der Windboigkeit 1iegen bislang aus Naturmessungen kaum vor. Dies liegt
vor allem an der aufwendigen MeBtechnik. Bisher werden an turmartigen
Bauwerken allenfalls an 3 MeBstellen iiber der Bauwerkshohe MePwerte
aufgenommen. Dies ist aber nach Ansicht des Verfasser zu wenig, um

die hohenabhdngige Phasenkorrelation verallgemeinert untersuchen zu
kdnnen. Fiir herkommliche Bauwerke, die vorwiegend in der Grundfrequenz
schwingen, reichen die bisherigen Forschungsergebnisse aus oder sind
von geringer Bedeutung, da sich diese Tragwerke als Einmassenschwinger-
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modelle darstellen lassen. Schwieriger ist die Auslegung von
Fernsehtiirmen bzw. Tragwerken, bei denen sich Steifigkeits- und
Massenverteilung stark andern. Diese Sonderbauten liegen zumindest
mit ihrer ersten Eigenfrequenz (< 1,2 Hz) im vollen Frequenzbereich
der Wind-Leistungsspektren und entnehmen somit der Windkraft Energie,
die auch in den hoheren Eigenschwingungen zu Beanspruchungen fiihren
konnen. Fiir diese Bauwerke wirkt sich aber die Beriicksichtigung der
Mehrfachkorrelation schwingungsdampfend und daher vorteilhaft aus,
wie durch Vergleichsrechnungen [38,67] festgestellt werden konnte.
Eine Untersuchung der Phasenkorrelation ist in jedem Fall erforder-
lich, da sie sowohl in TIME-HISTORY-Rechnungen wie in statistische
Verfahren eingeht.

Die bisherigen Austhrungeh sollen dem Leser einen Oberblick uber
den derzeitigen Stand der Forschung auf dem Gebiet aerodynamisch
belasteter Bauwerke vermitteln. Die teilweise kritischen Anmerkungen
stellen jedoch nicht die statistische Betrachtungsweise von Wind-
kraften in Frage. Der zeitliche Windkraftverlauf ist regellos und
als stochastischer ProzeB anzusehen, da die Luftstromung durch
unendlich viele, nicht erkennbare und berechenbare Storungsfaktoren
beeinfluBt wird.

Sollen TIME-HISTORY-Rechnungen wirklichkeitsnah durchgefiihrt werden,
so miissen einerseits iiber die Bauwerkshthe verteilt viele Windge-
schwindigkeitsmessungen Vor]iegen, und andererseits konnen solche
Berechnungen im Sinne stochastischer Prozesse nicht auf eine einzige
Rechnung mit "MustermefBwerten" beschrankt bleiben. Viele Zeitverlaufs-
rechnungen mit gemessenen Windkraftverldufen sind in der Bauauslegung
wirtschaftlich nicht zu vertreten.

Eine Weiterentwicklung der statistischen Berechnungsmethoden aerodyna-
misch belasteter Bauwerke sieht der Verfasser in der beschriebenen
Kovarianzanalyse von mechanischen Strukturschwingungen infolge mehr-
fachkorrelierter Erregung und der damit verbundenen Beschreibung
(Realisierung) dieser zufdlligen Zeitverlaufe durch stochastische
Differentialgleichungen.
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Gegeniiber der angesprochenen, anschaulichen Spektralmethode ist die
Kovarianzanalyse bislang gleichwertig, aber rechenzeitgiinstiger.

Dies hilft vor allem dem Praktiker in der Bauwerksauslegung, weil
dort das Konstruieren Vorrang vor dem Rechnen hat. Die Einfachheit
des Verfahrens gestattet schon in der Entwicklungsphase die
Beriicksichtigung der stochastischen Windbelastung und muB nicht

auf einen einzigen Standfestigkeitsnachweis beschrankt bleiben.
Andererseits folgt aus der Darstellung der regellosen Windstruktur
durch stochastische Differentialgleichungen zumindest systemtheore-
tisch gesehen eine physikalische Beschreibung, die nach dem Kausali-
tatsprinzip erstellt wurde. Nicht nur hiermit steht die Datenreduktion
der Windkrafterregung auf einem gesicherten, ausbaufiahigen mathemati-
schen Fundament. Die (mathematische) Theorie stochastischer Prozesse
ist noch nicht abgeschlossen, wie die zahlreichen Konferenzen [75]
und Neuverdffentlichungen zeigen. Es bleibt zu hoffen, daB bei den
zukiinftigen Auswertungen von WindmeRdaten der Darstellung durch
stochastische Differentialgleichungen mehr Beachtung geschenkt und
hiermit die Verbindung zu einer modernen mathematischen Theorie
hergestellt wird, um so First-Passage-Probleme oder Ermiidungsfragen
klaren zu konnen.

7.2 Die Kovarianzanalyse als Hilfsmittel zur Berechnung
winderregter Bauwerksschwingungen

Ausgangspunkt zur Beschreibung winderregter Schwingungen sind
Messungen zeitlicher Windgeschwindigkeitsverlaufe unterschiedlicher
Hohen. Aus der Frequenzanalyse folgt die spektrale Dichtematrix,
die in eine realisierbare Matrix-Obertragungsfunktion zeriegt wird.
Mit Hilfe des Verfahrens der Minimalrealisierung findet sich eine
stochastische Diffefentia]g]eichung,aus der in geeigneter Weise mit
der gewdhnlichen Differentialgleichung des in FINITE-ELEMENTE diskre-
tisierten Tragwerks die Berechnung der Kovarianzmatrix zufdllig
schwingender Tragwerke erfolgt. In der folgenden Tafel werden noch
einmal die zur Bestimmung der stochastischen Differentialgleichung
eines mehrfachkorrelierten zufalligen Prozesses durchzufiihrenden
Verfahren iibersichtlich dargestellt.
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Messung des mehrfachkorrelierten Prozesses
Frequenzanalyse

Darstellung der Elemente der Leistungsspektral=
matrix durch gebrochen rationale Funktionen

Zerlegung der spektralen Dichtematrix in ihre
konjugiert komplexen transponierten Matrix -
Ubertragungsfunktionen ( Filterfunktionen)

Sts) = H(s) H(-s)

Minimalrealisierung der Matrix-Ubertragungs =
funktion durch Bestimmung des Matrizen =
trippels {A,B, C} e

H(s) = C(s] -A) B

Aufstellen der stochastischen Differential =
gleichung aus den Matrizen der Realisierung

f(t) C w(t)
w(t) = A w(t) « BE@®)

Aufstellen der bilinearen Matrizengleichung mit
den Matrizen der Realisierung und des Bau-
werks zur Berechnung der Kovarianzmatrix

Ap . PA - -@

Tafel1 :Ubersicht zur Berechnung der Kovarianz-=
matrix von Tragwerken unter mehrfach=
korrelierter Erregung
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Aerodynamische Bauwerke werden durch den stochastischen Windkraft-
verlauf zu Schwingungen angeregt. Da dje Forschungen auf diesem

Gebiet z. Z. andauern, ist es verstdandlich, daB in der Vergangenheit
vorwiegend Windgeschwindigkeitsverldufe gemessen und analysiert
wurden. Die notwendige Obertragung von der Windgeschwindigkeit zum
Winddruck (aerodynamische Admittanz) steht z. Z. noch aus. Aus diesem
Grund werden einige Vereinfachungen durchgefiihrt, die zwar die
berechenbare Reaktioh eines Bauwerks infolge aerodynamischer Belastung
beeinflussen, aber auf die dargestellten Methoden und deren Vergleich
ohne EinfluB bleiben.

Die allgemeine Beziehung [87] zwischen Winddruck und Windgeschwindig-
keit lautet:

P 2 L)
Piyy = 2wl Vig + emP A —
P,. : Zzeitlicher F . Flache
® Druckverlauf
p : Luftdichte A Bczugsflﬁche(“—z-F)
Cw - Widerstands-= Cm: Beschleunigungs=
beiwert beiwert

Im einzelnen werden die folgenden Vereinfachungen durchgefiihrt:

1) Der aus der Stromungsbeschleunigung resultierende
Anteil

« dv
cm P AR

wird vernachlassigt.
2) Der Windwiderstandsbeiwert Cw(t) wird sowohl zeit-
als auch geometrisch invariant angenommen.
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3) Die Windlast wird als Stablast anteilsméBig auf
die Knoten des diskreten Schwingers aufgeteilt.

_ P 2
Py = 2 wh Vily

4) Die Windgeschwindigkeitsschwankungen folgen bestimmten
angenommenen GesetzmdBigkeiten iiber die Hohe (s.u.).

5) Der EinfluB des schwingenden Bauwerks auf das
Stromungsfeld wird vernachldssigt.

Teilt man den zeitlichen Windgeschwindigkeitsverlauf in Mittelwert und
Schwankungsanteil auf, so folgt mit

V(t) =V <+ V(t)

der zeitliche Winddruckverlauf mit den oben getroffenen Einschrankungen
zu

Py =P * Py

E:—Ech

=2
2 v

wdahrend der stochastische Druckkraftverlauf zu

~ _ _ﬂ -~ ~2
Py =7 Sw FL2Vy+ vy )
_ = 2V, Vi
p (—m-v * =2 )

angenommen wird. Linearisiert man die Beziehung zwischen Winddruck
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und Windgeschwindigkeit durch Vernachlassigung des quadratischen

Anteils, so kann mit

b= p Cy v ?"(t)

()
-<IL:;2

S(t) =P

das Druckkraft-Leistungsspektrum in Abhangigkeit vom Leistungsspektrum

der Windgeschwindigkeit angegeben werden:

svivj(w)

2 .2 kT
Spipjlw) = R Fj i Y

In Matrizenschreibweise lautet diese Beziehung:
Splw) = p cy diag[FV] Sylw) diag[F¥] ¢, p

Um die stochastische Differentialgleichung der zufdlligen Wind-
erregung bestimmen zu konnen, muB die spektrale Windkraftdichte-

matrix in ihre Matrix-Obertragungsfunktionen

-
Splw) = Hiw) Hiw)

zerlegt werden. Aufgrund der Linearisierung reicht die Zerlegung der

spektralen Windgeschwindigkeitsdichtematrix in

Glw) ‘E_iT(w)

Sylw) =

aus. Hiermit ergibt sich die Matrix-Obertragungsfunktion der Windkraft

Zu
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Hw = P Sw diag[FV] Gy

Die Zerlegung der Leistungsspektralmatrix der Windgeschwindigkeits-
verlaufe ermoglicht durch Minimalrealisierung (Kapitel 4) die
Bestimmung einer stochastischen Differentialgleichung:

[

Moy = = ¥y
Wy = A Wy *BEy

-1
Gig)= C(sI -A) B

Aus den Windgeschwindigkeitsverlaufen sind die stochastischen Druck-
kraftverldufe entsprechend obiger Ableitungen und Vereinfachungen zu

finden:
Py P w diag[Fv] Cwy, = E C w,
Wi = A Wy B Ey

-1
Hg= E C(sI-A) B

Gegenwartige Forschungen [14] beschdftigen sich mit der Ableitung
einer aerodynamischen Ubertragungsfunktion, um den Zusammenhang
zwischen spektraler Windlastdichte und Boigkeitsspektrum herzustellen.
Gelingt der eingeschlagene Weg

~T
Splw) = Tlw) Sylw) Tw)

so sind die Beziehungen entsprechend obiger Ausfiihrungen in der

-
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Bestimmung der stochastischen Differentialgleichung zu beriicksich-
tigen.

‘ ~T ~T
2plw) = Hiw) Hiw) = Tiw) Syiw) Jw)

Hw = Jw Sw)

Mit der gewohnlichen Differentialgleichung zur Beschreibung mechanischer
Systeme

Mxiy + DXy + KXy = £y = R pyy

folgt die stochastische Differentialgleichung zur Schwingungsbeschrei-
bung der mechanischen Struktur, einschlieBlich der systemtheoretisch
dargestellten Winderregung

My » D¥y* KXy = REC wy,

Wi = AWy BEgy

Fiir diese lineare Differentialgleichung kann die in Kapitel 3 herge-
leitete Kovarianzmatrix in bekannter Weise aus der bilinearen
Matrizengleichung

0 1.0 [ ]
N T p P P 0 0
-MK -MDiM REC|[™* |, [* = =
e - P -
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berechnet werden. Die Matrix R stellt hierin eine Steuermatrix
zur Verteilung der realisierten hohenabhdngigen Windkrafte auf
das diskrete mechanische System (s.u.) dar.

7.3 Die Darstellung gemessener mehrfachkorrelierter
Windgeschwindigkeitsverldufe durch stochastische
Differentialgleichungen

Am 30.12.1978 wurden in der Zeit von 2.00 bis 2.30 Uhr am Miinchener
Fernsehtrum vom Lehrstuhl fiir Stromungsmechanik der dortigen Univer-
sitdt Messungen der Windgeschwindigkeit durchgefiihrt. Diese mit einer
Abtastung von 0,1 Sekunden aufgezeichneten Daten stehen dem Verfasser
dankenswerter Weise zur Verfiigung. Bei diesen umfangreichen Messungen
[ 29 1 handelt es sich um Windgeschwindigkeitsmessungen mittels
Schalenkreuzanemometern auf 3 MeBebenen des Miinchener Fernsehturms
(Bild 40).

N
VV‘—{—OC)
9 6 5
290 -
m 320° 50° 5
MeBebene
7 8 220 m
220 m | 230° 140°
1. o
151 m ) 15" MeBebene
ﬂ 285° 151 m
FA
105°
3
195°
MeBhdhen : Anordnung der Anemometer

Bild 40: Windgeschwindigkeitsmessungen am
Miinchener Fernsehturm
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Mit der Hauptwindrichtung von 253 Grad (Bild 40) eignen sich fiir
weitere Untersuchungen die MeBwerte der Geber (3, 7, 9). In dieser
Arbeit werden Turmbauwerke als Linientragwerke abgebildet. Hierdurch
ergeben sich Differenzen hinsichtlich der Belastung, weil die MeB-
stellen nicht in Fluchtlinie angeordnet sind. Den weiteren Analysen
liegen zwei MeBreihen mit je 4096 Datenpunkten mit MeBzeiten von

819,2 Sekunden und 409,6 Sekunden zugrunde. Sie werden im weiteren
mit Messung I und Messung II bezeichnet. Die Mittelwerte und Varianzen
der MeBreihen zeigt die folgende Tafel.

Hdhe mittl. Windgeschw. Varianzen
51 m | 12.96 ms' 12.33m3' | 2.22m2S2 111 ms?
20m | 1222 ms' n52ms' | 1.36ms2 0.77 nfs?

290m | 1635 ms' 15.36md | 1.54 m?s? 0.98 més?
Messung : I 11 I 11

Tafel 2: Mittelwerte und Varianzen aus 2 Messungen

Anhand dieser statistischen Daten lassen sich relativ schwache Wind-
geschwindigkeiten feststellen. Wahrend Messung I noch verhdaltnis-
mapBig groBe Turbulenzen (s. Varianzén) aufweist, sind diese in

Messung II wesentlich geringer. Auffdllig verhdlt sich die Verteilung
der mittleren Windgeschwindigkeiten iiber die Bauwerkshohe. Offenbar
unterliegen die Mittelwerte keiner bekannten GesetzmaBigkeit (z. B.
HELLMANNsches Expotentialgesetz). Die Feststellung konnte der Verfasser
auch in der Analyse weiterer MeBreihen [38,39] treffen. Der Grund

kann in den versetzten MeBwertgebern liegen. Es ist auch moglich,

daB die Windstromung um den in einer GroBstadtumgebung eingebetteten
Turm durch thermische Schichtung beeinflut wird. Weiteren Untersu-
chungen (s.u.) liegt daher eine vereinfachte (Hohen-) Annahme zugrunde.

Zundchst werden fiir die beiden MeBreihen die Auto- und Kreuzleistungs-
spektren numerisch mit dem Algorithmus der Fast-Fourier-Transformation
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[12] bestimmt. Die notwendige Gldttung der Frequenzkurven wurde nach
einem Verfahren von WELCH [96] durchgefiihrt. Hierbei wird das zunachst
"rauh" errechnete Kurzzeit-Leistungsspektrum in den Zeitbereich
(Korrelationsfunktion, WIENER-CHINTCHIN) transformiert und dort
mittels eines BARTLETT-Fensters gegldttet. Die maxiamle zuldssige
Korrelationsdauer wurde fiir beide MeBreihen auf T/16 = 51,2 Sekunden
bzw. 25,6 Sekunden festgelegt. Der interessierte Leser kann sich im
Anhang iiber das Analyseverfahren informieren.

Die zur Zeitrealisierung erforderliche Darstellung der spektralen
Dichteverlaufe mittels gebrochen rationaler Funktionen wurde mit
einem Approximationsverfahren nach [42] durchgefiihrt. Fiir die
Auto-Leistungsspektren erscheint der folgende Funktionstyp geeignet:

a
S+Sy; ) [-5+55;)

sVi Vi(s) = (

Unter der Bedingung minimaler quadratischer ABweichung der beiden
Kurvenverldufe iiber den gesamten darstellbaren Frequenzbereich
werden die freien Parameter a, s, numerisch bestimnmt. Die Gite der
Approximation kann anhand der Varianzen

2 1
Oy, = 'ﬁofsv; vlw) dw

von gegldttetem und angendhertem Funktionsverlauf gemessen werden.
Die Abweichungen liegen in der GroBenordnung von 4 Promille und
mogen als Beweis einer ausreichenden Approximation angesehen werden.

Um den Aufwand der Minimalrealisierung in Grenzen halten zu konnen,
wurde der gebrochen rationale Funktionstyp zur Beschreibung der

Kreuz-Leistungsspektren enger gefaBt, indem die Polstellen vor der
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erweiterten Approximation festgelegt wurden. Der Ansatz lautet:

Suu(s) b +cs+ (1552 + e::53 1
v.(S) = ‘
vlv] (s + Szi M-s+ Szj) { S*SY)Z("'S"’SY )2

Die Polstellen S,k ergeben sich aus den approximierten Auto-Leistungs-
spektren, wahrend die Nennernullstelle Sy interaktiv durch mehrmalige
Berechnung und Approximation aller Kreuz-Leistungsspektren des
stochastischen Prozesses festgelegt wurde. Die Parameter des Z&hler-
polynoms folgen aus der numerischen Approximation.

Die Bilder 41 bis 44 zeigen eine gute Obereinstimmung zwischen Messung
und Approximation bei den Auto-Leistungsspektren sowie bei den Real-
teilen der Kreuz-Leistungsspektren, wahrend die Imagindrteile dieser
Funktionen deutliche Abweichungen aufweisen. Dies kann einerseits an
den gewdhlten Naherungsfunktionen 1iegen, andererseits bleibt zu
klaren, ob die groBen Hohendifferenzen (70 Meter) zwischen den MeB-
gebern nicht zu Unkorreliertheiten der Windgeschwindigkeitsverldufe
fiihren. Es sei vermerkt, daB in der Literatur bislang nur ansatzweise
Kreuz-Leistungsspektren veroffentlicht wurden [55, 61 ] . In diesem
Sinne befriedigen die erzielten Ergebnisse.

Mit der Darstellung der spektralen Dichteverlaufe durch gebrochen
rationale Funktionen wird die Zerlegung der Leistungsspektralmatrix
in ihre Matrix-Obertragungsfunktionen durchgefiihrt.

T

Ss) * His) Pi-s)

Die geeignete Wahl der Nennerpolynome (gemeinsame Polstellen der
Elemente jeder Matrizenzeile legt die Aufspaltung der Nenner-
Spektraimatrix fest. Die schrittweise durchgefiihrte Reduktion der
Polynomordnung der verbleibenden Zghler-Spektralmatrix fiihrt mit dem
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in Kapitel 4 beschriebenen Algorithmus zu den Matrix-Obertragungs-
funktionen. Diese Filterfunktionen, deren graphische Darstellung

den Bildern 46 und 48 entnommen werden kann, ermdglichen im Frequenz-
bereich die Transformation weiBer Rauschvorgidnge in farbige Zufalls-
prozesse mit den statistischen Merkmalen mehrfachkorrelierter Wind-
geschwindileitsver]éufe. Die angestrebte statistische Beschreibung
der Windgeschwindigkeiten durch stochastische Differentialgleichungen
wird durch Realisierung im Zeitbereich mit den beschriebenen Verfahren
zur Minimalrealisierung von Matrix-Obertragungsfunktionen durchgefiihrt.
Die zu den stochastischen Differentialgleichungen des Typs

Vi = & W)
Wy = AWy *BEw

gehorenden Matrizentripel {A, B, C} der beiden untersuchten Messungen
sind den Bildern 45 und 47 zu entnehmen.
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Bild 46 : Matrix -Ubertragungsfunktion zur
Simulation von Windgeschwindigkeiten
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Bild 48 : Matrix-Ubertragungsfunktion zur

Simulation von Windgeschwindigkeiten
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Die Minimalrealisierung von Matrix-Obertragungsfunktionen ist
aufgrund der Problemstellung mehrdeutig. Es bleibt zu untersuchen,
inwieweit die erzielten Ergebnisse verallgemeinert werden konnen.
Eine stochastische Differentialgleichung stellt ein mathematisches
Modell zur Beschreibung stochastischer Prozesse dar. In dieser
Arbeit kann erstmals gezeigt werden, daB gemessene mehrfachkorre-
lierte Windgeschwindigkeitsverldufe statistisch durch Differential-
gleichungen gekennzeichnet werden konnen. Es kann an dieser Stelle
keine physikalische Interpretation gegeben werden. Hierzu bedarf es
weiterer Untersuchungen von Messungen an verschiedenen Orten und in
unterschiedlichen Landschaftsformen. Trotzdem erscheint bei Fort-
filhrung der hier gezeigten Analyse von Windgeschwindigkeitsschwan-
kungen eine Datenreduktion bei der Behandlung aerodynamisch belasteter
Bauwerke moglich.

7.4 Die Berechnung der Kovarianzmatrix am Beispiel
aerodynamisch belasteter Turmtragwerke

Fiir die weiteren beispielhaften Berechnungen von Kovarianzmatrizen
winderregter Bauwerke nach den beschriebenen Verfahren werden drei
Turmtragwerke gewdhlt, deren Eigenfrequenzen im Bereich heute
Ublicher Bauwerke Tiegen. Die Tiirme werden durch Stabelemente [91]

in lineare mechanische Schwinger (lumped-mass-systems) diskretisiert.
Da fiir hohenabhiangige Belastungen keine GesetzmiBigkeit nachgewiesen
werden kann, sind die (gemessenen) Winderregungen bereichsweise
konstant anzusetzen.

30 W.t .

V) W IO

t
Y I! A A
1o t v2t)
2 v
1(t)

Messung Bauwerk Hohenansatz  disk. Modell

Bild 49: Zur Hohenverteilung der gemessenen Winde
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Die gemessene Leistungsspektralmatrix wird in geeigneter Weise
in die Belastungsmatrix iberfiihrt.
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o o o To__,o;‘...]:o...o

%)_?__g SV|V| 5v1v2 :v'vs 0o --- qo o o 0|1 e i
Selw)* 51 0 Svpwy Svavy Svpvg
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001

Messung Belastungswahl
§ff(w) = B §vv(w) B_

Entsprechend lassen sich die Antworten des mathematischen Modells
zur Beschreibung der Winderregung verteilen:

W= AWy +Bly

fiy= RCw T
"“) - (t) ’ _V(t’ s Q _w(t) ] .v(t) = (V1 ,Vz ,V3 )(0

Auf den folgenden Seiten werden die numerischen Rechenergebnisse
fiir drei Turmtragwerke in graphischer Form mitgeteilt.
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Die numerisch berechneten Schwingungsvarianzen zeigen die erwartete
Obereinstimmung beider Methoden zur Behandlung von Zufallsschwin-
gungen. Es muB wiederholt werden, daB der Vergleich der Verfahren

an gleiche Ausgangsstellungen gebunden ist. In den Beispielsrechnungen
wird von Leistungsspektralmatrizen ausgegangen, deren Elemente mittels
gebrochen rationaler Funktionen dargestellt (s.o.) werden.

Die Kovarianzanalyse ermdglicht eine geschlossene Ldsung, da der
gesamte Frequenzbereich (Ausnahme ist die modale Darstellung) der
Erregung und des mechanischen Systems kontinuierlich abgedeckt wird.
Dies trifft bei Anwendung der Spektralmethode auf Mehrmassenschwinger
nicht zu, da die Frequenzbelastung und die maximale Frequenzgrenze
zu wdahlen sind. Die mit der Spektralmethode berechneten Schwingungs-
varianzen wurden mit einer Frequenzdiskretisierung von 0.001 s'1 bis
zur maximalen Frequenz von 8 s_1 erzielt. Die Wahl dieser Werte kann
willkirlich werden. Berechnungen der stochastischen Bauwerksbean-
spruchung mit einer durch die endliche MeRzeit und Diskretisierung
vorgegebenen Frequenzrate (Aw = 27T /T) fiihrten in den 3 Beispiels-
rechnungen zu Fehlern von durchschnittlich 10 %. Hier wird die
Problematik der Spektralmethode deutlich.

Beide Verfahren gestatten bei speziellen Dampfungsgesetzen die
Formulierung mit modalen Systemkoordinaten (Kapitel 2, 5). Dies

bietet bei aerodynamisch belasteten Bauwerksberechnungen hinsichtlich
Rechenzeit und Speicherkapazitdt groBe Vorteile. Der Verfasser variierte
in beiden Methoden die Anzahl der zugrundeliegenden Eigenformen und
konnte feststellen, daB bei Beriicksichtigung von nur 3 Eigenformen

der Fehler zur "exakten" Berechnung unter 1 % liegt. Aus einer der
Beispielsrechnungen sei vermerkt, daB die Beschrankung von 11 auf

5 Eigenformen zu einer Rechenzeiteinsparung von 60 % fiihrte. Die

L

Mitnahme von nur wenigen Eigenformen (Eigenfrequenzen bis zu 10 s~
rechtfertigen auch die mit der Spektralmethode gewonnenen Antwort-
spektren (Bilder 53 bis 55). Die Resonanzpunkte heute iiblicher
Bauwerke liegen auf dem abfallenden Kurventeil der spektralen
Winderregerfrequenzen, so daB dynamische UberhShungen in hdheren
Eigenformen nur wenig zur Schwingungsvarianz beitragen. Die Bilder
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53 bis 55 zeigen dem Leser hieriiber hinaus den Vergleich der Antwort-
spektren bei Erregung des Systems mittels gemessenen und approximier-
ten spektralen Dichteverlaufen.

Die Kovarianzanalyse ist in ihrer Handhabung (Abtastung) nicht nur
problemloser, sie benttigt auch weniger Rechenzeit. Anhand der
Beispiele konnte festgestellt werden, daB diese Methode zwischen

30 und 100 mal schneller Schwingungsvarianzen errechnet als die
Spektraimethode. Diese Zahlen sind allerdings von den Genauigkeits-
anforderungen abhdangig. Als sehr genau erwiesen sich die Algorithmen
von SMITH und KREISSELMEIER bei etwa gleichem Aufwand zur Losung der
bilinearen Matrizengleichung. Es soll ferner vermerkt werden, daB
die angesprochene modale Darstellung der mechanischen Systeme bei
der Spektralmethode die Rechenzeit einschlieBlich der Eigenwert-
16sung auf 1/6 reduziert, wahrend der EinfluB bei der Kovarianz-
‘analyse unerheblich (0.9) bleibt. Die genannten Zahlen sind
Erfahrungswerte aus drei Beispielsrechnungen und sollen dem Anwender
einen Oberblick verschaffen. Eine Entscheidung zugunsten der Kovari-
anzanalyse oder der Spektralmethode stellt sich nach Meinung des
Verfassers z. Z. nicht. Trotz aller Vorteile ist eine Kovarianz-
analyse nur dann sinnvoll, wenn stochastische Differentialgleichungen
zur Beschreibung mehrfachkorrelierter Windkrafterregungen in breitem
Rahmen hefge1e1tet und verallgemeinert werden. In diesem Sinne sind
die angefiihrten Rechnungen zu verstehen. Es konnte erstmals gezeigt
werden, daf dreifachkorrelierte Windgeschwindigkeitsverlaufe als
zufdllige Prozesse durch stochastische Differentialgleichungen, die
aus ihren Leistungsspektralmatrizen abgeleitet werden, beschreibbar
sind.
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7.5 Die Abschdtzung maximaler Beanspruchung aerodynamisch
belasteter Turmtragwerke unter Zuhilfenahme der
Kovarianzanalyse

Die Erweiterung der gewdhnlichen Differentialgleichung zur Beschreibung
schwingungsfihiger Tragwerke

MX4y) + DXy + Kxy = fiy

auf eine Differentialgleichung 1. Ordnung

o= (2] [ -, (84,

ermoglicht eine Kovarianzanalyse, die sowohl die Varianzen der
Verschiebung und deren Ableitung aerodynamisch belasteter Bauwerke

'Z l._‘

Tiefert.
-1
_-?— _% Bx Bx|, [Bex Exx 0 ("‘41}9 =] Q
MK -MD||Bix Frg| [Bix Besf|L M D) i

Aus der bilinearen Matrizengleichung ergeben sich die zur Berechnung
der Extremwertverteilung notwendigen Parameter
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Die Verteilungsdichtefunktion der Extremwerte (Kapitel 2)

Xi

TGy, g? + %% f
Q(Ei)z —cci_l E; eXP-{ZG—i = 'G—' -{{‘2 }}

besitzt den ndherungsweise berechneten Mittelwert

0.5772

_ X o+
' V.z ln =i
2ncxi

und die Streuung

1

CE. - Gxil l- +
' Ve l/ 1 G
| 2ln 1.211 ETI

In diesen Gleichungen beschreibt T die Nutzungsdauer des Bauwerks.
Die Bilder 56 und 57 zeigen die Anwendung der Extremwerttheorie fiir
zwei der oben vorgestellten Turmtragwerke.

Die Beispielsrechnungen verdeutlichen einen unwesentlichen EinfluB

der gewdhlten Nutzungsdauer von T = 10,25 und 50 Jahren. Der Anwender
hat aus diesen Funktionen die maximal zuldssige Beanspruchung "geeignet"
zu wahlen. Mit der iiberlagerten mittleren Beanspruchung

X = Kf=E.f
=227 Jo-
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stellt die GroBe

X

Xmax = X * gwth

eine Beanspruchung des Tragwerks dar, die mit der Wahrscheinlichkeit

Siwan } }

T G,
P(qux)i = exp-{?n—xé exp"{ 2 62
o i X

im Gebdudenutzungsraum T eintreten kann. Diese Wahrscheinlichkeit
betridgt fur die Beispiele im Mittel 4.10"'L. Ein Vergleich mit der
Drei-Sigma-Regel zeigt die Sicherheit dieser Ergebnisse.

xmaxf X; + (~5.5)c;,(i

Hier muB an die wahrscheinlichkeitstheoretischen Gesichtspunkte
erinnert werden. Der Verfasser hat in TIME-HISTORY-Rechnungen mit
gemessenen Windbelastungen einen Faktor von 2.5 bis 4.5 vorgefunden.
Dieser Wert ergibt sich auch aus der Extremwertverteilung (~3.1),
wenn statt der Nutzungsdauer die MeBzeit (Windgeschwindigkeitsver-
ldufe vom TU Miinchen) zugrundegelegt wird. Da aber eine einzige
Zeitrealisation nur eine Musterfunktion darstellt, konnen in
statistisch dquivalenten MeBreihen hchere Werte auftreten. Der Leser
muB sich verdeutlichen, daB es nur "wahrscheinliche" Maximalbean-
spruchungen gibt. Die tatsdchliche Hochstbelastung kann im Nutzungs-
zeitraum eines Bauwerks niedriger, aber auch hGher ausfallen. Es muB
also die Frage nach einem vertretbaren Risiko gestellt werden. Auf
diese Theorie [27,611] soll jedoch nicht naher eingegangen werden,
obwohl die Herleitung stochastischer Differentialgleichungen ein
geeignetes Hilfsmittel fiir numerische Simulationsrechnungen darstellt.
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Mit den heute an allen Rechenanlagen installierten Pseudozufalls-
zahlengeneratoren konnen die stochastischen Differentialgleichungen

zu umfangreichen TIME-HISTORY-Rechnungen genutzt werden und erweitern
so das Angebot von MeBdaten erheblich.
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8. Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit beschreibt Methoden zur Darstellung mehrfach-
korrelierter Zufallsprozesse durch stochastische Differentialgleichungen
und deren Anwendung fiir mechanische Zufallsschwingungen.

Aus der Leistungsspektralmatrix stationdrer Zufallserregungen werden
Koeffizientenmatrizen linearer Differentialgleichungen abgeleitet.
Hierbei weisen die Differentialgleichungen als StorgroBe den mathe-
matischen ModellprozeR des weiBen Rauschens auf. Diese Beschreibungs-
form mehrfachkorrelierter Zufallserregungen fiihrt in Verbindung mit
der Darstellung linearer mechanischer Systeme zur Anwendung der
Theorie stochastischer Differentialgleichungen auf mechanische
Zufallsschwingungen.

Zur Herleitung stochastischer Differentialgleichungen aus MeBwerten
mehrfachkorrelierter Zufallsvorgange wird folgender Weg vorgeschlagen:

1. Beschreibung der mehrfachkorrelierten Zufallsprozesse
durch Leistungsspektren und Approximation dieser
statistischen Kennfunktionen durch gebrochen rationale
Funktionen;

2. Zerlegung der Leistungsspektralmatrix in ein Produkt
komplexer und konjugiert komplexer Matrix-Ubertragungs-
funktionen;

3. Minimalrealisierung der Matrix-Obertragungsfunktion als
mathematisches Modell zur Beschreibung mehrfachkorrelierter
Zufallsprozesse durch stochastische Differential-
gleichungen.

Mit den vorgestellten Methoden wird ein lineares, mathematisches Modell-
system erzeugt, das bei Erregung durch weiBes Rauschen mit einem mehrfach-
korrelierten stochastischen Vorgang antwortet, der die statistischen
Kennwerte und -funktionen des zu beschreibenden Zufallsprozesses

aufweist.

Stochastische Differentialgleichungen lassen sich zur numerischen
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Simulation zufdlliger Naturprozesse verwenden. Die Erweiterung
dieser Gleichungen mit den gewshnlichen Differentialgleichungen
linearer mechanischer Systeme ermoglicht eine einfache Berechnung
der Schwingungsvarianzen von Konstruktionen unter zufdlliger
Belastung.

Die vorliegende Arbeit zeigt, daB die Theorie stochastischer
Differentialgleichungen fiir praxisorientierte Aufgabenstellungen
genutzt werden kann. Berechnungen von Kovarianzmatrizen fahrbahn-
erregter Fahrzeugschwingungen und aerodynamisch belasteter Turm-
tragwerke verdeutlichen in Beispielen die Vorteile einer Kovarianz-
analyse mechanischer Zufallsschwingungen im Vergleich mit der bisher

in der Praxis angewandten Spektralmethode. Die Berechnung von Schwin-
gungsvarianzen mit der Kovarianzanalyse zeichnet sich numerisch durch
wesentlich kiirzere Rechenzeiten (im Einzelfall 30 bis 100 mal schneller)
aus und ermoglicht geschlossene Losungen, da keine Zeit- oder Frequenz-
diskretisierung erforderlich ist. Mit der gleichzeitig anfallenden
Bestimmung der Varianzen fiir die SchwingUngsverschiebungen und deren
Ableitungen kdnnen die Ergebnisse mit der vorgestellten Extremwert-
theorie zur wahrscheinlichkeitstheoretischen Voraussage maximaler
Beanspruchungen mechanischer Bauteile verwertet werden.

Die Kovarianzanalyse ist ein leistungsstarkes numerisches Rechen-
verfahren zur Bestimmung der Varianzen von Schwingungsantworten,

das der Spektralmethode oft iiberlegen sein wird. Dies setzt aber die
Kenntnis der stochastischen Differentialgleichung zur Beschreibung
mehrfachkorrelierter Zufallserregungen voraus, da andernfalls der
numerische Aufwand zur Herleitung dieser Darstellungsart beriick-
sichtigt werden muB.

Stochastische Differentialgleichungen sind eine neue Beschreibungs-
moglichkeit zufdlliger Naturvorgange, die mindestens soviel Information
wie die entsprechenden Leistungsspektren beinhalten. Es ist zu erwarten,
daB mehr Einsicht in zufdllige Naturvorgédnge moglich wird. Diese
interessante Fragestellung kann hier nur angedeutet werden. Zur Kldrung
bedarf es sehr umfangreicher signalanalytischer Untersuchungen zufdlliger
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Prozesse, die diese Arbeit nicht Teisten kann.

Die vorteilhafte Behandlung mechanischer Zufa]]sschwingungen bei
Darstellung mehrfachkorrelierter Erregungen durch stochastische
Differentialgleichungen sollte AnlaB zu weiterfiihrenden Untersu-
chungen sein.

i
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ANHANG

A Statistische und wahrscheinlichkeitstheoretische
Grundbegriffe

A1 Zufdllige Ereignisse und Wahrscheinlichkeit

Ein Ereignis, welches eintreten kann oder nicht, nennt man ein
zufalliges Ereignis.

Sind in N Versuchen ni-ma1 die Ereignisse Ai vorgekommen, so
spricht man von der relativen Haufigkeit

nj
hp¢(l\i) "N

des zufdlligen Ereignisses Ai‘ Unter dem Grenzwert

P{Ai} = lim hy(a;)

N~oco

wird die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten des Ereignisses Ai
verstanden. Tritt das Ereignis sicher ein, so betrdgt die Wahrschein-
lichkeit 1.

A 2 Zufallsfolge, Zufallsfunktion und stochastischer ProzeB

Unter einem ZufallsprozeB versteht man die geordnete Anzahl von Zufalls-
ereignissen. Ein solcher Vorgang tritt in Abhangigkeit von zwei Para-
metern auf. Diese sind der Wert des zufdlligen Ereignisses X; und der
Zeitpunkt ti’ bei dem das Ereignis eintritt. Sind die Ereignisse zu
diskreten Zeitpunkten gegeben, spricht man von einer Zufallsfolge,
andernfalls von einer Zufallsfunktion. Ein stochastischer ProzeB
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besteht aus einem Ensemble von Zufallsfunktionen. Hierunter versteht
man eine Klasse (Vielzahl) zufalliger Zeitfunktionen gleicher
statistischer Merkmale.

Eine Zufallsfolge besitzt zdhlbare Werte mit Einzelwahrscheinlich-
keiten

P = P{x]

Die Xs sind die Werte des zufdlligen Vorgangs X. Die Wahrscheinlich-
keit, daB die Zufallisfolge einen Wert kleiner X5 annimmt, betrdgt
mit obiger Gleichung Pi’ Aus dem Werteumfang leitet sich die

Wahrscheinlichkeitsverteilungsfunktion ab:

P{X<"i} = P{Ai}= G(xi)

Fir Zufallsfolgen ist die Verteilungsfunktion eine Treppenfunktion,
fiir Zufallsfunktionen eine kontinuierliche Funktion.

“G(x) 1“G(x)

0 X 0 X

Bild A1 : Zur diskreten und kontinuierlichen
Wahrscheinlichkeitsfunktion

Findet sich eine Funktion g(x), mit der die Wahrscheinlichkeitsver-
teilungsfunktion G(x) der ZufallsgroBe X fiir alle x in der Form
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X
Cix) = fg(u) du
-00

geschrieben werden kann, so nennt man g(x) die Verteilungsdichte-
funktion der ZufallsgrofBe X

90|
* PPl =X =x, }
|
A
0 ;x‘ XZ X
Bild A2:Zur Verteilungsdichtefunktion

Das Integral iiber g(x) ergibt stets den Wert 1. Es gilt:
+ Q0
dx =06 -G =1
™ () ~ “l-c0)
-

Die Wahrscheinlichkeit, daB die ZufallsgroBe X im Intervall X1s Xo
liegt, berechnet sich wie folgt:

| X2
P {Xr‘s X = XZ} = fg(x) dx
X4
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A 3 Erwartungswert, Mittelwert und Varianz

Fiihrt man k Versuche durch, so wird der Mittelwert der Zufallsfolge
mit

X = 2, X hilx;)
i

definiert. Handelt es sich um sehr umfangreiche Versuchsreihen, so
stimmen die relativen Haufigkeiten mit den Einzelwahrscheinlich-
keiten liberein:

hk(x{) = Pj

In diesem Fall entspricht der Mittelwert dem Erwartungswert, der
wie folgt gegeben ist:

E{X] =zi:xipi

Fiir Zufallsfunktionen folgt entsprechend:

E[X} = :[x g‘x)dx , Tlxl 9ix) dx <
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Sind die Zufallsprozesse stationdr (s.u.) gilt:

E{x} = tlimd fxT(t,dt

T-» 00
-T °

Fiir Erwartungswerte gelten die folgenden Rechenregeln:

E{ax+bY}= aE{x} + b E{Y}
XSY E{x]se{v}

X=1 :E{X}

Wahrend der Mittelwert ein MaB fiir die Lage einer Verteilung ist,
stellt die Varianz G 2 die mittlere quadratische Abweichung vom
Mittelwert dar. Es gilt:

62 = e{x?} - (e{x} = Efix-%?]

Die Rechenregeln fiir Varianzen lauten:

2 _ 2.2
Ocx = € Oy

2 2 2

(X*y) Gx + Gy , falls X, Y stoch. unabhdngig
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Allgemein werden Mittelwert und Varianz auch als 1. und 2. Moment
der Verteilung einer ZufallsgroBe genannt

E{x} = %
E {(x-%%} = o2

By
Ha

Die Wurzel aus der Varianz bezeichnet man als Streuung.

_]éz
° =)oy

A 4 Stationaritdt und Ergodizitdt

Errechnet man zu verschiedenen Zeitpunkten einer Zufallsfolge die
ersten beiden Momente, so spricht man von einem stationdren Vorgang,
wenn die statistischen Kennzahlen zeitinvariant sind. Sind diese
Werte zusdtzlich fiir alle Folgen eines Ensembles von Zufallsvorgangen
gleich, so heiBt der stochastische Vorgang ergodisch. Ergodizitdt
setzt Stationaritdt voraus.

A 5 Spezielle Verteilungsdichtefunktionen

Viele Zufallsvorgange werden durch das additive Zusammenwirken sehr
vieler voneinander unabhdngiger Einfliisse bestimmt (zentraler Grenz-
wertsatz). In diesem Falle besitzt die Zufallsfunktion X hdufig eine
stetige Verteilungsdichtefunktion der Form



- 231 -

Mit

e{x} = ¥ , E{ix-x1%}-

nennt man diese Funktion eine GauBsche Verteilungsdichtefuﬁktion

G 9
'o 8 (X) F'y (x)
0.75 ~ 32
0.5 )
0.2 0.2 /" '\
SIJ » X J P > X
3210 12 3 3-2-1 012 3

Normalverteilung %20 . Verteilungsdichte
= 6=

Bild A3: GAUB sche Verteilungen

Eine Zufallsfolge, welche die Werte k = 0, 1, 2, ... mit den

Einzelwahrscheinlichkeiten

k .
Pk =P{X=k}: %c-x, A>0

annimmt, heiBt POISSON verteilt. Mit dem Parameter X ( A>0) wird
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e{x}=2 , ox=12

POISSON-Vertei]unQen dienen u.a. zur wahrscheinlichkeitstheoretischen
Voraussage von Niveauliberschreitungen (Extremwerttheorie). Die Extrem-
werte treten hierbei als Einzelereignisse in Zufallsfunktionen auf.

A 6 Korrelation und Kovarianzen

Betrachtet man mehrere ZufallsgroBen, so lassen sich mehrdimensionale
Verteilungen und Verteilungsdichtefunktionen angeben. Fiir eine zwei-
dimensionale GauBVerteilung gilt die Gleichung

B} 1 { (_4__ ) 2p xy )}
Ix,y) ZﬂGxGyW “P"L20-p Gy Oy

Die Momente der Verteilung eines zweidimensionalen Zufallsprozesses

errechen sich wie folgt:

k-tes Moment: .. {(X X) y- Y)J} , i+j =k

x = E{x} , y: €y}
cf = E{(x-i)2 , cgz E{(y-?)z}

6ay = E{lx-%)ly-7)}
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G 2 stellt hierin die Kovarianz der ZufallsgroBen X, Y dar. Im

Falle von Zufallsfunktionen ergibt sich:

+QD +C0

°xy ff(x x)y-y) 9(x y)dx dy

Fiir Kovarianzen gelten folgende Rechenregeln:

(;2 = C?z
xy - “yx
ogy = E{xv}- efx} efv}

2
Gax,by = ab Gyy

Die Zufallsfolgen heiBen unkorreliert, wenn gilt

opy = E{xY} - Efx} EfY]

Als normierte Kovarianz der ZufallsgroBen x, y ist der Korrelations-
koeffizient definiert:

Cx

Pix,y)® Pxy i\m
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Die Kovarianzmatrix zweier Zufallsfolgen

i - .
2 2 2

[xx © ®xx P CxxCyy
=Xy |2 2 2

yy| [P %xx®yy  Cyy

ist symmetrisch und positiv semidefinit. Es gilt die SCHWARZsche
Ungleichung:

A 7 Korrelationsfunktionen und Leistungsspektren

Ein stochastischer ProzeB heiBt ein ProzeB 2. Ordnung, wenn
E {Xz} <oofiir alle t € T(X = X(t)) gilt. Das Moment 1. Ordnung
nennt man die Erwartungswertfunktion

E{x} = %y

und das zweite Moment die Auto-Korrelationsfunktion

E {x,, Xt, | = Oxlty,ty)
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Entsprechend stellt

E[Xt1 Yt2}= oxy(t“tz)

die Kreuz-Korrelationsfunktion dar.

Unter der Bezeichnung Auto-Korrelationsfunktion wird die Erwartung
des Produkts der Werte einer Zufallsfunktion zu zwei verschiedenen
Zeitpunkten t1 und t2 verstanden.

Cxx(ty, ty) 'E{(x -X )(xzfxtz) }

j-[‘ xtl xt )(th ‘-th) g(x th) dxf, dxtz

-00 - 00

Im stationdren, ergodischen Fall gilt:

Oxx(T) = E[(xt-i)(xt+r->‘<)] -Th?;nz_rf(xt XN (%, o-%) dt

Entsprechend folgt fiir zwei Zufallsfunktionen x(t), y(t) die Kreuz-
Korrelationsfunktion

Oyylt) =E {(xXlyq -9} =lim, f(xt Ryp,-7) dt

T»00 2
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Die Auto-Korrelationsfunktion bestimmt die Wahrscheinlichkeit
dafiir, daB eine Zufallsfunktion X, . ,, die zum Zeitpunkt t den

Wert x(t) (t+1) haben wird.
Mit Hilfe dieser Funktion lassen sich Schwankungszeiten und
Periodizitdten feststellen. Falls die Korrelationsweite t klein
ist, so ist die Wahrscheinlichkeit, daB die Werte x(t) und x(t+t )

(t)
hat, zum Zeitpunkt t +t den Wert x

sich nur wenig unterscheiden, sehr groB. Die Verwandtschaft dieser
Werte nimmt bei stochastischen Prozessen ohne periodische Anteile
mit Zunahme der Korrelationsweite ab.

Fiir diese statistischen Kennfunktionen gelten die folgenden
Eigenschaften:

im, S+ 0
°xx(0) = X ( -"-'G)z(x mit ?:0)
Oxxl(t) = Oxx(-T)
<>xx(m = onx('t)l
°xy(0) = Xt Yt
am Oyylt) = Xt ¥
oxy(T) = oyx(-T)

Zwei stochastische Prozesse heiBen unkorreliert (s.o0.), wenn gilt
Oxy(t) = 0  fir alle T mit x=0,y=0

. Einen stochastischen ProzeB nennt man stationdr, falls die Auto-
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Korrelationsfunktion nur von der Korrelationsweite T und nicht von
der Zeit abhdngt. Die Korrelationsfunktionen kennzeichnen stochasti-
sche Prozesse im Zeitbereich. Eine gleichwertige Beschreibung liefert
das Leistungsspektrum im Frequenzbereich. Diese Funktionen zeigen,

welche Frequenzen in einem stochastischen ProzeR vertreten sind und
wie stark sich diese auswirken.

Nach WIENER und CHINTCHIN heift die FOURIER-Transformierte der Auto-
Korrelationsfunktion

+ Q0 . *C
-jwT
Syx(w) = j¢xx(-|:) eJ dt = 2f°xx(1:)°°5 wTt dt
-00 o

Auto-Leistungsspektrum eines stochastischen Prozesses. Diese statisti-

sche Kennfunktion ist nur dann definiert, wenn das FOURIER-Integral
existiert. Dies trifft fiir stationdre ergodische Prozesse in der Regel
mit

. i 2
_tllrg O)()((.'«:) -0, Qxx“t=0) =cxxl Oxx('[) = OXX ('T)

zu. Fiir Kreuz-Leistungsspektren definiert man entsprechend:

+ QD .
-jwt
Sxy(w) :_a‘[oxy(t) e 9% 4y

Fiir Leistungsspektren (spektrale Dichten) gelten die folgenden

Eigenschaften:
Syxlw) = Syx (-w)
Sxxlw) = 0 fir alle ® € R
2 1 PARSEVAL sches
O = Oxx(0) =2—nﬁ"xx(w) dw  Theorem

<
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sxy(w) = Syx(-u)) hermitisch
2 1 F PARSEVAL sches
Cxy -OXY(O) ) 2_1-1 fsxy(w) dw Theorem
-00
sxy(w) =0 talls x(t),y(t) unkorreliert
Sxxlw) = jw Syylw)
" 2
SXX(N) s -w Sxx(w)
Sixlw) = w? Syxlw)
Breitbandrauschen Schmalband-= weiBes Rauschen

() fto rauschen Y1)
t t t
89 T () (1)
vﬁ'ddva'? T #—{

L)

I S(w) I/\S(u) X fp———ro -

(2] W o

Bild A4 : Auto - Korrelationsfunktionen und
- Leistungsspektren einiger Funktionen

Hinweis: Der Begriff Leistungsspektrum resultiert aus der
Elektrotechnik.

It Liegt an einem OHMschen Widerstand die
Rauschspannung U,.,, so errechnet sich
Uy R USENSPanning =)
. die momentante Leistung durch
1 2
R E{Ut}

2 +20
E{Ut} i cSt ) %L_;{Suu(w) dw
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B Numerische Berechnung von Leistungsspektren

B 1 Kurzzejt-Leistungsspektrum

Da ein stationdrer stochastischer ProzeB nicht durch eine FOURIER-
Transformation beschrieben werden kann, weil gewdhnlich keine
Konvergenz vorliegt, erweiterte WIENER die harmonische Analyse
durch Einfiihren des Leistungsspektrums (s.o.). Diese Funktionen
beschreiben, welche Frequenzen in einem ZufallsprozeB auftreten
und wie sie gewichtet sind.

Zum besseren Verstandnis wird die Definition der FOURIER-Transfor-
- mation vorgestellt:

+* QD ’
1 .
fly = 3p fF(w) eJ¥ gy
Co-® | (b1)
- -jwt
Flw) -If(t) e’ dt,  flicg) =0

Konvergenz ist bekanntlich nur gewahrleistet, wenn das Integral
+*

jf|f(t)|dt konvergiert. Betrachtet man nur einen Ausschnitt der
-
Funktion f(t), so existiert fiir

fit) =
0 t>T

das FOURIER-Integral. Da physikalische Prozesse nur endliche Leistung
enthalten konnen, werden Leistungsspektren wie folgt definiert:
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. 1 ~
Sxylw) = lim — [F () Fy (w)] (b2)
.Sxy(w) = ijy(-t) cIWT 4q (b3)

Beide Definitionen sind dquivalent. Wahrend Gleichung (b2) die
FOURIER-Transformierten direkt zur Berechnung von Leistungsspektren
benutzt, wird in Gleichung (b3) der Umweg Uber die Korrelationsfunk-
tion beschritten. Den Zusammenhang zwischen Leistungsspektren und
Korrelationsfunktionen zeigten WIENER (1930) und CHINTCHIN (1934) auf.

Da sich der Grenziibergang Ts co in beiden Gleichungen numerisch

nicht nachvollziehen 1dBt, sind Spektren endlicher Zeitsignale

nur geschatzte statistische Kennfunktionen. Die numerische Auswertung
ist also fehlerbehaftet.

Wihrend Gleichung (b3) als konventionelle Auswertemethode bezeichnet
wird, nennt man Gleichung (b2) auch FFT-Methode, da der schnelle
numerische Algorithmus der Fast-Fourier-Transformation (COOLEY-TUCKEY,
1965) benutzt wird.

B 2 Numerische Berechnung von Kurzzeit-Leistungsspektren

Da ein Digitalrechner keine kontinuierlichen Funktionen berechnen
kann, missen die Gleichungen (b3) und (b4) fir diskrete Funktionswerte
dquidistanter Stiitzstellen aAt, AT und aAw aufbereitet werden. Die
zu wahlende Diskretisierung ergibt sich im allgemeinen aus der zeit-
lichen Abtastrate At des zu analysierenden MeBschriebes. Unter
Beriicksichtigung des SHANNON-Theorems folgt hieraus auch der numerisch
auswertbare Frequenzbereich (0=ws= wc). w. ist die NYQUIST- oder

(o
Faltungsfrequenz, bis zu der Frequenzen maximal abgebildet werden
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kdnnen (t»c =1/ At). Hinsichtlich der Grenzwertbildung bzw. der
oberen Integrationsgrenzen ergeben sich fiir Gleichung (b2) und (b3)
verschiedene Betrachtungsweisen der numerischen Aufbereitung, die
im folgenden angesprochen werden sollen.

B 2.1 Konventionelle Methode

Die Autokorrelationsfunktion ist eine gerade Funktion, d. h. man kann
mit Hilfe der bekannten EULERschen Gleichung

S0t oswt t j sinwt

die Leistungsspektren (Gl1. b3) auch in der Form
+0

Syxlw) =2 [or(r) cos wt dt (b4)
o

darstellen. Die konventionelle Methode geht hierbei von der numerisch
berechneten Korrelationsfunktion ¢ (t) aus. Fiir eine zeitlich begrenzte
MeBreihe xT(t) der MeBdauer T ergibt sich die naherungsweise Berechnung
der Korrelationsfunktion zu:

T-1
Puxlt) - ﬁf e %] [xitur)X] ot (b3)
o

bzw. mit N diskreten MeBpunkten und einer Abtastrate At:
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N
A 1
Oxx(n at) = T n at Z Xr Xren ¥ NCTh Z Xr Xy

r=1 r=1

Infolge der zeitlich begrenzten MeBzeit nimmt hierbei das jeweilige
Korrelationsintervall mit zunehmender Korrelationsverschiebung

T=n At ab (Streifenmodell). Die Schatzung der Korrelationsfunktion
wird mit wachsender Korrelationszeit ungenauer. Mit T =T wird die
Schdtzung (G1. b5) sogar zu einem unbestimmten Ausdruck. Allgemein
Uiblich wird daher nur eine Schdatzung bis zu einer maximalen Korrela-
tionsweite von T nax < 0.1 T als geniigend genau angesehen. Da
Korrelationsfunktionen natiirlicher Zufallsvorgange im allgemeinen
sehr schnell abklingen, scheint diese beschrankte Auswertung sinnvoll,
doch bleibt die Wah1l der maximalen Korrelationsdauer willkiirlich. Eine

zeitlich sehr lange Messung ist in jedem Fall von Vorteil.

Mit Gleichung (b5) und Thax = M At (m<<N) ergibt sich die

Schatzung des Leistungsspektrums:

m-1
2 N rmew N MW
S(w) = o {0(0) + 2;-1: Orcos—wc + O cos W } (b6)

B 2.2 FFT-Methode

Wahrend bei den bisherigen Ableitungen der spektralen Dichten von der
WIENER-CHINTCHIN-Beziehung ausgegangen wurde, soll nun eine Berechnung
der Leistungsspektren ohne Benutzung der Korrelationsfunktion versucht
werden. Hierzu sind die Gleichungen (bl) und (b2) in dhnlicher Weise
aufzubereiten wie die Gleichungen (b5) und (b6). Liegt die Funktion
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xT(t) in 2 N dquidistanten Stiitzstellen mit der Abtastrate at = T/2N
vor, so folgt mit

‘lk =k at = kT/2N,k=0,3,2,...,2N-1 ;n=0, 21,. .. 2(N-1)

T ‘
xTn = 2_N|§, X-,-k exp-[J——n;n}

N-t
1 ir
Xn, = Tf:pz-(:w.nxT" exP {Jn_r:m_ J

Gleichung (b7) beschreibt eine diskrete FOURIER-Transformation, wobei
die Integrale der Gleichung (bl) mit der Rechteckregel berechnet werden..
Eine computergerechte, d.h. rechenzeitgiinstige Formulierung findet man
in dem hier nicht dargesteliten Algorithmus der Fast-Fourier-Transfor-
‘mation, der dieser Methode auch den Namen gibt. Eine ausfiihrliche
Beschreibung findet der Leser in [12].

Im Gegensatz zur konventionellen Methode wird bei der FFT-Methode
verfahrensbedingt Periodizitdt der Funktion xT(t) angenommen, d.h.

Xe = Xonek = Xanek = c0- Damit ergibt sich eine andere Betrachtungs-

weise. Bei der konventionellen Methode gehen alle iiber Toax =M At (m<N)
hinausverschobenen Werte der Korrelationsrechnung verloren, wahrend

sie bei der FFT-Methode erneut mit den Anfangswerten korreliert werden.

Fiir die Zufallsfunktion entsteht ein Zylindermodell.

B 3 Anwendung und Vergleich

Die beiden vorgestellten Methoden sind analytisch gleichwertig, da
sie liber die WIENER-CHINTCHIN-Beziehung miteinander verkniipft sind.
Sie unterscheiden sich jedoch in ihrer numerischen Aufbereitung.
Wahrend sich bei der konventionellen Methode das Korrelationsinter-
vall mit zunehmender Korrelationsdauer verkleinert, bleibt es bei
der FFT-Methode konstant, da die zu untersuchende Funktion mit der
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Periode T (MeBdauer) periodisch angesehen wird. Diese Unterscheidung
fiihrt natiirlich zu verschiedenen numerischen Rechenergebnissen. Die
Bilder Bl und B2 zeigen vergleichbare Auswertungen.

1.0 : 10
Sl R T s i
62 . o.'.:.-' b 52 " .. ‘.. p O.I. ‘::‘0,"
0.1 . ul A e 0.1 L o »'f SHB
. = - B =
o :Q O - 1 0‘.4' o
4 . 1 . 1%
b % | 4 B AL ¢
(010} - - om Al
0]0)] 0} w10 50 0.01 0O o 10 50
Bild B1: kon. Methode Bild B2: FFT - Methode

Auto-Leistungsspektren (Windgeschwindigkeiten)

Die gewonnenen Leistungsspektren sind "rauhe" Schatzungen des zu
untersuchenden stochastischen Prozesses. Die Rauhigkeit erklart sich
aus der zeitlich begrenzten Mefdauer. Hierdurch wird der eigentlich
zu betrachtende ZufallsprozeB durch ein Rechteckfenster beschnitten.
Zusdtzlich zu den oben erwdhnten verschiedenartigen Betrachtungen
verfdlscht dieses Fenster das "wahre" Spektrum durch Spreizung der
einzelnen Frequenzanteile (Leakage). Die Multiplikation einer
Funktion mit einem Rechteckfenster fiihrt im Frequenzbereich zu einer
(unerwiinschten) Faltung :

Xp(t) = X(t) uglt) e—o X{lw) * x(w)*UT(w)

Mit der FOURIER-Transformation dieser Fensterfunktion

SiN WTmax

UT(N) = 2":rmux © Trmay
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wird die in jedem Punkte des Spektrums stetiger Zufallsfunktionen
konzentrierte Leistung gespreizt. Die Oberlagerung der "Seiten-
bander" an den einzelnen Frequenzpunkten fithrt zu einer Aufrauhung
der spektralen Dichtefunktion. Eine mathematisch befriedigende
Reduzierung gelingt bisher nur fiir weiBe Rauschvorgdange, wihrend

man dieses Problem fiir farbige Zufallsprozesse mit Glattungsfunktionen
zu beheben versucht.

B 4 Gldttung rauher Kurzzeit-Leistungsspektren

Fiir weiBe Rauschvorgange ist eine Fehlerbehandlung und Beurteilung

der numerisch berechneten Spektren moglich, da das "wahre" Leistungs-
spektrum als analytische Vergleichsfunktion bekannt ist. Durch eine
gleitende Mittelung iiber "viele" Punkte wird das Spektrum erwartungs-
treu geglattet. Farbige Rauschvorgange lassen sich mit dieser Methode
nur bei sehr umfangreichen Datenmengen (z. B. 16 000 Punkte, Mittelung
ber ein 12 Punkteintervall) erfolgreich behandeln. Bei Unkenntnis des
"wahren" Spektrums liegt die Gefahr der Kurvenverzerrung sehr nah. Da
Naturmessungen meist einen zu geringen Umfang aufweisen, und eine

~ Mittelung vieler rauher Spektren nach dem Ergodentheorem im allgemeinen
wegen mangelnder dquivalenter MeBreihen nicht moglich ist, sucht man
nach anderen Glattungsmethoden.

Das bekannteste Verfahren stammt in Anlehnung an die Glattung weiBer
Zufallsprozesse von HAMMING und beschrdnkt sich auf eine gleitende
Mittelung dreier gewichteter Punkte der rauhen Schatzfunktion:

7

S(wk) = 0.25 S(wk..1)+ 0.5 S(wk) + 025 s(wkd)

Eine dquivalente Darstellung [ 6] ergibt sich bei der Bewertung
(G1dttung) der Korrelationsfunktion mit
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Wiy = 0.5(1+ cos wt)
w, ={ 0.5(‘I+c:os%r r=0,1,2,---,m
0 r-m

Die Anwendung auf MeBschriebe mit etwa 2000 Datenpunkten zeigt bei
der konventionellen Methode einen "deutlicheren" Glattungseffekt
als bei der FFT-Methode (Bilder B2 und B4).

1.0 1.0
fS(w) _ I 1)
2 2
G . G
e’ ..“.. .. .j..r 'F- ...*:D'.:.
0.1 0.1 siizm==z=z2iin
H 4 Y - - : -'. oly ) | -
I I “LHIRR BT
001 " I ' 0.01 sedfsd
0.0 (0} v 10 50 0.n 0.1 w 10 5.0
BildB3: kon. Methode Bild B4: FFT - Methode

Auto -Leistungsspektren (Windgeschwindigkeiten)

Der Grund liegt in der unterschiedlichen numerischen Berechnung der
Korrelationsfunktion (Streifenmodell-Zylindermodell) und im wesent-
lichen an der ausgewerteten Korrelationslange. Ebenso wie bei der
konventionellen Methode 1dBt sich iliber einen Umweg auch bei der
FFT-Methode die zur Spektrenberechnung verwertbare maximale
Korrelationszeit [0 (t:>t"mx) = 0} manipulieren. Hierzu wird

das mit der FFT berechnete Leistungsspektrum zundachst invers trans-
formiert und die somit gewonnene Korrelationsfunktion entsprechend
bewertet und beschnitten. Bild B5 zeigt eine vergleichbare Fenster-
funktion (BARTLETT-FENSTER). Durch erneute Transformation erhdlt
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“n BARTLETT-Fenster

(Skizze)

N 2N
o L ' ) > T
0 M TI2 ' T

Bild B5 : Zur Bewertung der Korrelationsfunktion
bei der FFT-Methode

man nun ebenfalls glatte Spektren, die denen der konventionellen
Methode gleichen. Angemerkt sei, daB dieses Verfahren wesentlich
rechenzeitgiinstiger als die konventionelle Auswertung ist. Die
Beschriankung der maximalen Korrelationsweite T nax (Festlegung
des Punktes M, Bild B5) erfolgt gleichermaBen willkiirlich wie bei
der konventionellen Methode. Hierdurch wird der Kurvenverlauf der
Spektren ebenso beeinfluBt wie durch die Wahl des Glattungsalgo-
rithmusses. Je kiirzer das verwertete Korrelationsintervall gewdhlt
wird, desto "glatter" verlaufen die Leistungsspektren. Eine hdhere
Konsistenz der Spektren wird jedoch nicht zwingend gewdhrleistet.
Unberiihrt hiervon bleibt lediglich die Varianz der zu beschreibenden
stochastischen Funktion (PARSEVALsches Theorem), solange die ‘zu
transformierende Korrelationsfunktion an der Stelle T = 0 nicht
gewichtet wird. Einen Zusammenhang zwischen T max und einer
erwartungstreuen Schatzung spektraler Leistungsdichten ist bisher
ungekldrt. Bild B6 zeigt einige Auswertungen. Die Ausfiihrungen

gelten in dhnlicher Weise fiir Auto- und Kreuzleistungsspektren.

1.0 m = 1.0 !
fS() Sw) 1

¢2 i Y X 3

Q N

0.1 = 0.1 =

0.01 001

001 0 o 10 50 001 00 o 10 5.0

Tmax=01Ts Tmax= 005 Ts

Bild B6 : Zur Glattung von Auto-Leistungsspektren
bei der FFT-Methode (Windgeschw.)







Mitteilungen aus dem Institut fir Mechanik
RUHR-UNIVERSITAT BOCHUM
Nr. 24



