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Zusammenfassung

Um auch umfangreiche und komplizierte Aufgaben der Opti-
mierung mechanischer Strukturen numerisch 18sen zu kdnnen,
wird eine Erweiterung der Mehrzielmethode in Verbindung mit
einem modifizierten Newton-Verfahren zur Anwendung auf mehr-
ldufige (verzweigte) mechanische Systeme vorgenommen. Die
Optimierungsprobleme miissen sich dabei auf nichtlineare
Randwertaufgaben mit gewShnlichen Differentialgleichungen
zuriickfihren lassen. Der Aufbau der Tragwerke aus einzelnen
Bauelementen darf dabei v6llig beliebig sein. Es werden ver-
schiedene Aufgaben aus dem Bereich des optimalen Entwurfs
von Tragwerken vorgestellt, wobei unterschiedliche Ziel-
funktionen gewdhlt werden. Die Effizienz der Methode kommt
besonders bei den komplexeren Aufgabenstellungen zum Tragen.

Abstract

In order to solve larger complicated problems of optimization
of structures the multiple shooting method coupled with a
modified Newton method is extended as to apply also to me-
chanical systems with different branches. The problems have
to be prescribed by a nonlinear boundary value problem with
ordinary differential equations. The shape and the construc-
tion of the structures composed of several elements is
completely arbitrary. Different subjects in the field of
optimal design of structures with various criterium functions
are presented. The efficiency of the method stands out
especially in complex problems.
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1. Einfiihrung

Die vorliegende Arbeit ist ein Beitrag zum optimalen Entwurf
von einzelnen Bauelementen und ganzen Tragwerken, deren me-
chanisches Verhalten durch gew8hnliche Differentialgleichun-
gen beschrieben werden kann. Die Gestalt der Tragwerke hingt
wesentlich vom jeweiligen Bewertungskriterium ab. Restriktionen
aus konstruktiven oder physikalischen Griinden spielen dabei
eine erhebliche Rolle. In der Regel ist die Topologie der Sys-
teme, d.h. die Form der Stabachse bei Stabtragwerken oder die
Form der Mittelfliche bei Flichentragwerken, vorgegeben. Als
Entwurfsparameter stehen dann Querschnittsabmessungen bzw. die
Wanddicke zur Verfligung. Aber auch die erweiterte Fragestel-
lung, die Bestimmung der Topologie bei gegebenem oder durch
Restriktionen (z.B. Spannungsbeschrédnkungen) eingeschrédnktem
Querschnittsverlauf, ist m8glich. Entwurfsvariable sind dann
geometrische Parameter der Form der Stabachse bzw. der Mittel-
fliche. Eine Ubersicht liber die Vielfalt der Aufgabenstellun-
gen und verbffentlichten Arbeiten findet man etwa bei WASIU-
TYNSKI und BRANDT [1], SHEU und PRAGER [2], NIORDSON und PE-
DERSEN [3] und ZYCZKOWSKI [4].

Eine groBe Klasse von Problemen kann man in die folgende all-
gemeine Aufgabenstellung einordnen:

Eine Zielfunktion, auch Glitefunktion genannt (beispielsweise
das Gewicht eines Tragwerks), soll in Abhingigkeit von Ent-
'wurfsvariablen, die als Steuergrdfien wirken, und Zustandsva-
riablen, die den Zustand des Systems beschreiben, zum Extre-
mum (meist minimal) gemacht werden. Dabei liegen im allgemei-
nen verschiedene Nebenbedingungen vor, und zwar:

(1) ein System gewbhnlicher Differentialgleichungen

_lef(x,__y,ﬁ) (1.1)

das die Struktur beschreibt. Die Vektorfunktion £



auf der rechten Seite von (1.1) ist durch die Art

und den inneren Aufbau des entsprechenden Tragwerks
bestimmt und h#dngt ab von der Ortskoordinate x, dem
Vektor der Zustandsvariablen y und dem Vektor der
Entwurfsvariablen u. Sie gibt also das Gesetz an

ilber die 6rtliche Verdnderung der Zustands- und Ent-
wurfsvariablen. (Beispiel: Dgl.-System der Eigenschwin-
gungen eines Biegebalkens'mit Verschiebungen und
Schnittkridften als Zustandsgr6fen und der Querschnitts-
fliche als Entwurfsvariable)

(ii) Integralbedingungen (Beispiel: vorgegebene Material-
menge), die sich aber stets in differentielle Bezie-
hungen umwandeln lassen.

(iii) Nebenbedingungen in Gleichungs- und Ungleichungsform
(Beispiel: Spannungsbedingungen), die den Steuerbe-
reich der Entwurfsvariablen einschrdnken, wobei auch
ein mit der Ortskoordinate veridnderlicher Steuerbe-
reich eingeschlossen ist.

Notwendige Bedingungen filir ein Extremum der Zielfunktion fin-
det man mit Hilfe der PONTRYAGINschen Maximumtheorie [5] (Me-
thode der Lokalschnitte von BOLTJANSKI [19]) oder der Variations-
rechnung. Damit verkniipft ist das Auftreten eines adjungierten
Dgl.-Systems von der gleichen Ordnung wie das Ausgangssystem
und gegebenenfalls weiteren Hilfsfunktionen infolge der Glei-
chungs- und Ungleichungsnebenbedingungen. Die Randbedingungen
des adjungierten Systems sind dabei liber Transversalitidtsbe-
dingungen zwischen den Zustandsvariablen und adjungierten
Variablen bestimmt, so daB ein vollstindiger Satz von Diffe-
rentialgleichungen und Randbedingungen vorhanden ist.

Die Extremalaussagen geben an jeder Stelle x den Zusammenhang
zwischen Entwurfsvariablen, Zustandsvariablen und adjungier-
ten Variablen an. Die Entwurfsgrbfen lassen sich also als
Funktion der Zustandsvariablen und adjungierten Variablen



ausdriicken, wobei sie natiirlich innerhalb des zul#issigen Steu-
erbereichs oder auf seinem Rand liegen miissen. Das fiihrt dazu,
dafl verschiedene rechte Seiten der Differentialgleichungs-
Systeme auftreten kdnnen. Welche rechte Seite zu nehmen ist,
18Rt sich liber Schaltfunktionen steuern.

Die unbequeme Folge des funktionalen Zusammenhanges zwischen
Entwurfs,- Zustandsvariablen und adjungierten Variablen be-
steht darin, daB stets, selbst bei urspriinglich linearen Dgl.-
Systemen und linearen Randbedingungen, ein nichtlineares
Randwertproblem entsteht. Erschwerend kommt hinzu, daff man im
Gegensatz zu den Zustandsgrﬁﬁén keinen physikalischen Zugang
zu den adjungierten Variablen findet. In speziellen Fidllen,
z.B. flir lineare konservative Systeme unter globalen Neben-
bedingungen, 148t sich das adjungierte System auf das Origi-
nalsystem zurilickfiihren, so dafl diese zusitzliche Schwierig-
keit entfidllt und gleichzeitig ein kleineres Dgl.-System
entsteht. Die Problematik der L8sung einer nichtlinearen
Randwertaufgabe bleibt jedoch erhalten.

Auf diesem Gebiet sind in den letzten Jahren beachtenswerte
Fortschritte gemacht worden. Als besonders effektives Verfah-
ren mit guten Konvergenzeigenschaften stellte sich die Mehr-
zielmethode [15, 16, 17] ("multiple shooting method'") heraus,
die in Kapitel 4 vorgestellt wird. Der Unterschied zum ein-
fachen Schiefiverfahren besteht darin, da eine iterative L&6-
sung des Randwertproblems an mehreren Stellen gleichzeitig
vorgenommen wird, indem man das Integrationsintervall durch
Stiitzstellen unterteilt. Das Verfahren 148t sich auch auf
mehrliufige Systeme erweitern, so daB auch verwickeltere Kon-
struktionen, man denke etwa an aus mehreren Flementen zu-
sammengesetzte Stab- und Flichentragwerke (z.B. Stockwerks-
rahmen), optimal gestaltet werden kdnnen.

Die iterative L8sung des bei solchen Verfahren auftretenden
nichtlinearen Gleichungssystems erweist sich oft als schwie-



rig, zumal das Gleichungssystem schlecht konditioniert sein,
wenn nicht sogar infolge des Iterationsprozesses in einem
Iterationsschritt singuldr werden kann. Unter den verschie-
denen Techniken bei der L8sung von nichtlinearen Gleichungs-
systemen sind besonders hervorzuheben das Levenberg-Marquardt-
Verfahren (LEVENBERG [6], MARQUARDT [7]), die Methode von ‘
Powell (POWELL [8], BROYDEN [9]) und die modifizierte Newton-
Methode (GOLDSTEIN [10], STOER [11], STOER und BULIRSCH [12]).
Eine gute Obersicht gibt SCHWETLICK [13]). In dieser Arbeit
werden die Ergebnisse von DEUFLHARD [14] verwendet, der eine
modifizierte Newton-Methode zur L&sung schlecht konditionier-
ter Systeme von nichtlinearen Gleichungen vorschlidgt und die-
se auf die Mehrzielmethode anwendet.

Die hier vorgenommene Modifikation auf mehrliufige Systeme
wurde in das von BULIRSCH und DEUFLHARD entwickelte Fortran-
Programm DLOPTR eingearbeitet. Das Fortran-Programm OPTAL als
neue Fassung von DLOPTR befindet sich im Anhang der vorlie-
genden Arbeit.

Mit diesem weiter entwickelten Algorithmus werden verschie-
dene Aufgaben aus dem Bereich des optimalen Entwurfs von
Tragwerken geldst. Die Ergebnisse sind in Kapitel 5 ent-
halten.



2. Aufgabenstellung

Betrachtet werden mehrlidufige Tragwerke entsprechend Abb. 1

i-ter Abschnitt

Abb. 1

mit gegebener Knotentopologie. Das bedeutet, die Koordinaten
von Punkten, an denen Bauelemente miteinander verbunden wer-
den, liegen fest. Die Koordinatenachse X{» die auch gekriimmt
sein kann, darf fiir jeden Abschnitt beliebig gewdhlt werden.
Abhidngig von der Aufgabenstellung kénnen ein oder mehrere
Entwurfsparameter, die im folgenden als Steuervariable uy
bezeichnet und zum Steuervektor

u,

Y = ‘;
us| ;

des i-ten Abschnitts zusammengefaflit werden, auftreten.

Unter der Einwirkung einer gew#hlten Belastung oder Beanspru-
chung wird das Tragwerk einen bestimmten Zustand annehmen.
Der Zustand eines Bauteils, des i-ten Abschnitts, kann an
jeder Stelle x; durch die Zustandsvariablen Yk oder den Zu-
standsvektor Yo

_):[ = XA’
yn
beschrieben werden.



Die Glite der Struktur 148t sich im allgemeinen durch ein
Funktional (die Gilte~ oder Zielfunktion) bewerten. Fiir den
i-ten Abschnitt erhilt man

4;
Z; =/)€‘.(x"/z‘-lﬁf-)a/x‘- (2.1)

X =

und fiir das aus m Abschnitten bestehende System

Z-Z 2 (2.2)

i=7
Optimalitdt ist im Sinne des Minimums des Funktionals
(2.2) zu verstehen. Beispiele fiir Zielfunktionen sind das
Gewicht oder die Form#nderungsarbeit. Die Frage nach dem
Maximalwert einer Zielfunktion ist in (2.2) enthalten, wenn
man die negative Zielfunktion minimiert.

Die Zustandsgrdflen sind aus einem gewbhnlichen Differential-
gleichungs-System zu ermitteln, wobei die Ableitungen Funk-
tionen der Zustandsvariablen und Steuergrdfien sind. Es lau-
tet fiir den i-ten Abschnitt

[ [ b
Yy B (X, Yy ooy Yo, U, o)
- (2.3)
Yn' i /,‘1('\',}’7/ ..... /}’n, u1/ LYy )-‘
oder
J
Yo = g, ye, we (2.4)

An den Knoten und Rdndern sind die Zustandsvariablen durch
die entsprechende Zahl von Rand- und Knotenbedingungen mit-
einander verkniipft, wobei hier alle Randbedingungen zu einer
Knotenbedingung zusammengefligt werden. In vektorieller
Schreibweise ergibt sich flir den j-ten Knoten



|

mit G} als Index fiir einen Abschnitt, dessen Ortskoordinate
am Knoten beginnt (rechter Knotenrand) und Ti als Index fir
einen Abschnitt, dessen Ortskoordinate am Knoten endet

(linker Knotenrand).

Neben dem beschreibendem Dgl.-System kdSnnen Nebenbedingungen
in integraler Form vorgeschrieben werden. Man denke daran,
da fir ein Tragwerk nur eine bestimmte Materialmenge ver-
fiigbhar sein kann. Allgemein

b;

m
e =Z /9‘- (XL'/ Ye, u‘-/a(x‘- = A‘oﬂ-ff‘ (2.6)

i=7 4.

Solche Integralbedingungen lassen sich durch formales Dif-
ferenzieren auf Differentialform plus Randbedingungen brin-
gen und damit dem Dgl.-System (2.4) zuordnen.

Als weitere Nebenbedingungen kdnnen Gleichungen und Unglei-
chungen der Form auftreten

@y (x;,y u) =0 , =7..., 4 (2.7)
Ay Oy ye, ) 20, g7 L (2.8)

Durch sie ergibt sich im allgemeinen ein mit der Ortskoordi-
nate x, verlinderlicher Steuerbereich. Beispiele filir Unglei-
chungen sind Spannungsbedingungen oder in einfachster Form
die Vorschrift einer oberen bzw. unteren Schranke flir die
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Querschnittsflidche. Die Gleichungen (2.1) bis (2.8) stellen
die allgemeinste Form der hier behandelten Problemklasse
dar.



3. Notwendige Optimalitidtsbedingungen

3.1 Allgemeines

Flir die analytische Behandlung von Extremalaufgaben, wie sie
bei der Optimierung vorkommen, ist die Variationsrechnung

und das PONTRYAGINsche Maximumprinzip entwickelt worden [5],
[18] . Diese Methoden liefern leider nur notwendige Bedingun-
gen fir das Vorliegen eines Extremums, nur in Ausnahmeféllen,
z.B. bei der linearen Optimierungsaufgabe, auch hinreichende.
Die Frage nach der Existenz und Eindeutigkeit von L8sungen
kann meist unmittelbar aus der physikalischen Problemstellung
beantwortet werden. Ein Beweis ist nur unter sehr einschrin-
kenden Bedingungen durchfiihrbar.

Die eleganteste und am besten geeignete Methode zur Aufstel-
lung der notwendigen Bedingungen filir die hier betrachteten
Aufgabenstellungen bietet die Methode der Lokalschnitte von
BOLTJANSKI [19], die eine Weiterentwicklung des PONTRYAGIN-
schen Maximumprinzips darstellt.

3.2 Die Methode der Lokalschnitte

Die in Kapitel 2 gegebene Aufgabenstellung wird nach[19] in

der Weise abgelndert, daB das Funktional (2.1) als zus#tzli-
che Zustandsvariable (Phasenkoordinate) eingeflihrt wird und

dann durch die Gleichung

yat'l = fOz' (x’-‘l X, ._L_l_“/ (3.1)

bestimmt ist. Fiir jeden Abschnitt i erhdlt man unter Einbe-
ziehung der Nebenbedingungen in Integralform ein Dgl.-Sys-

tem der Form

- 1 - -
YO’ 7(0‘ (X/ yf/ vt '/Yﬁ/ u1l A '/ul}

(3.2)

. (X, Yy oo Y, Uy, |
o “¢

-
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oder

yi' = filx, ye, u), (3.3)

wobei die rechten Seiten von (3.2) bzw. (3.3) nicht von
den Variablen Yoi abhidngen. Der Steuerbereich Ui(yi) folgt
aus den Nebenbedingungen (2.7) und (2.8)

a, (x;, yi,u) =0 , &=7...,k
by, (%, yi, uil 20, yi=1,.. ., L

Von den Funktionen f}, Aoy s bX? wird verlangt, daB ihre er-
sten Ableitungen nach sidmtlichen Argumenten stetig sind. Je-
der Punkt'_zi aus dem Zustandsraum Yi und jeder Punkt_t_xi aus
dem Steuerbereich Ui(Xi) erfiillt daher die Beziehungen (2.7)
und (2.8). Der Index y; heiffit aktiv im Punkt (Zi’gi)’ wenn in
(2.8) das Gleichheitszeichen gilt. Die Menge aller im Punkt
(Zi,gi) aktiven Indices wird mit Ji(zi,gi) bezeichnet. Wei-
ter wird vorausgesetzt, daR die Gleichungen (2.7) und (2.8)
die Bedingungen der allgemeinen Lage erfiillen. Das ist der
Fall, wenn die Vektoren

/

grad a,. (g, y., u ), <;=1.. . 4
u« (3.4)

9/’&0[ br‘ (X"/ ‘Z:.', ﬁc.) / X’(_' € ‘7¢ (_X_‘.l l_‘_"}
“

linear unabhingig sind. Im Zustandsraum Y sind auBerdem die

glatten Mannigfaltigkeiten Mo,....,M entsprechend der Kno-

. tenzahl gegeben. Das zu minimierendetFunktional wird durch
Gleichung (2.2) reprédsentiert. Gesucht ist jetzt ein opti-
maler ProzeR, der die Mannigfaltigkeiten Mo"""Mt verbin-
det. Dafiir gibt der folgende Sat:z [19] die notwendigen Op-

timalitdtsbedingungen an.

Maximumprinzip:

Man bilde mit Hilfsfunktionen 3pj die Hamilton-Funktion fiir
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jeden Abschnitt i

Hi = Yoi forOxc, yo, i)+ Y ly O, ye, i) .. )
- (3.5

.7 ?ﬁ[ f;u' /x“,Zi, 4_‘4.)

Ezi(xi)lgi(xi))’ a; = xX; = bi’ i=1,....,m sei ein zul#dssi-
ger Prozefl, der die Mannigfaltigkeiten Mo,....,Mt miteinan-
der verbindet. Filir diesen ProzeB sei die Menge der aktiven
Indices Ji(!i(xi)’gi(xi)) auf jedem Abschnitt i stiickweise
konstant, d.h. die Strecken a; = x; = bi kénnen in eine end-
liche Anzahl aneinander grenzender Teilstrecken zerlegt wer-
den, so daB sich die Menge Ji(Zi(xi)tBi(xi)) auf keiner of-
fenen Teilstrecke idndert. Wenn (Zi(xi),gi(xi)), a; = x; = bi'
i=1,....,m ein optimaler ProzeR ist, muB es stiickweise ste-
tige Funktionen ,k“i(xi), o=1,....k, i=1,....m, a; =x; =
bi’ nichtnegative stiickweise stetige Funktionen fyui(xi),
Yesl,ee00,1, i=1,....,m, a; ﬁxiébi, Konstanten % . =0,

i=1,....,m und fir jeden Abschnitt i eine stetige L8sung
-'y, (x)]
ngnJ =1 . ) ¢
?/,,. (x)

]
3

der Hilfssysteme

. I H; {xc'/ _Z:.'(&.‘),_Z;(XZ), 3"()(4'}}
39‘ 3)g£

O o (x0, Yo lxe), wilxe))

A
t Z )\d‘ {X"/
O("=1 ay./.t.
(3.6)
()b ; (Xc}z_c'(xt'}, (2% (Xé)}

DX/"'

4
+ .
7o 5%
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geben, so daB die folgenden Bedingungen zutreffen:

(A) Flr sdmtliche Punkte Xy der Intervalle a, £ x; = bi

und beliebige 3‘01 = 0 mit endlich vielen Ausnahmen
gilt fir jeden Abschnitt i

max H( 3 (3 ¢/
ueul Xa,}",[X))/(x)u) (3.7)

F: (Xe, 3 05 ), e Cxy ), gy (0= O

(B) Die Transversalititsbedingung in jedem Knotenpunkt.
Es ist '
%
¥ Car) - wyplar) # 2 3, () wlb)=0 (3.8)
- S= —
7

M{I

=

&

fiir jeden Tangentenvektor

W.=(_vgq(aq),...,g%(d%)/fz;( AL AL )

an die Mannigfaltigkeit Mj in jedem Punkt

Zl- =[Z_5;/d6—’)j. ,Z_G-/‘[Q’G[‘/Il’?;[bz;}/ - - ,Zf';(sz)}/
Jj=0...,%

/ /

(C) Die Bedingung der Nichtrivialit#it: Wenigstens eine
der Zahlen Yoir Frireccr 7ni ist von Null ver-
schieden.

(D) ;) by (x;, yve(xi) w (x)) =0 (3.9)

yx‘- x:) Yo LX) Ye(Xil, Uy (x; - ¢

fir Yial"""l’ ai.ﬁ.xisé bi’ i=1,....,m auf jedem

Abschnitt i.

(E) Bis auf endlich viele Ausnahmen auf jedem Abschnitt i

fir alle x; aus a; £ x; = b, gilt die Beziehung:
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grao[ H; (x,:/_;&i' (X"),ﬁ [Xt'/,__li,_- (x;)) =

e

&
c\’§1 Aot ‘ x) g ro:,d Fat [X‘./_L" (xed, Bt x;1) (3.10)

{
Tt Z ffL (Xt} gfad b/-‘ (x‘-} y‘- (x‘.}/i‘. (x“))
Je=7 u° -~

Eine kurze Oberlegung zeigt, daf dieser Satz von Bedingungen
hinreichend ist, um eine L&sung eindeutig zu bestimmen. Es
gibt infolge der Transversalitdtsbedingungen (3.8) 2mn Kno-
tenbedingungen fiir 2mn Differentialgleichungen der n Zu-
standsvariablen (y,,.....,yn)i und n Hilfsfunktionen
(y1,.....,'yn)i auf m Abschnitten. Wegen der Homogenitét
von H, in den 3‘ji und der Bedingung (3.7) kann man filir die
3‘oi=-1 setzen. Gleichung (3.10) liefert zunichst J-(k+1)
Gleichungen fiir » -(k+1) unbekannte Steuervariable u; auf
jedem Abschnitt i. k Steuervariable sind durch die Gleichungs-
nebenbedingungen (2.7) und die restlichen 1 Steuervariablen
entweder durch (2.8) bei Giiltigkeit des Gleichheitszeichens
oder liber die Identitéit (3.9) durch die Beziehung (3.10) be-
stimmt. Die Steuergrdflen u; lassen sich also auf jedem Ab-
schnitt i durch die Zustands- und Hilfsvariablen ausdriicken.

Infolge von Restriktionen, ausgedriickt durch die Ungleichungs-
nebenbedingungen, kénnen die durch sie festgelegten Steuer-
variablen sowohl im Inneren ihres Definitionsgebietes als

auch auf seinem Rand liegen. Dieser Teil der Steuervariablen
ist, wie oben bereits erwdhnt, entweder durch (2.8) oder lber
die Beziehung (3.9) durch Gleichung (3.10) bestimmt. Die Gren-
zen des Gliltigkeitsbereiches von (2.8) bzw. (3.10) kann man
leicht durch die Konstruktion von Schaltfunktionen angeben.
Bei q Schaltfunktionen sj auf dem Abschnitt i erhilt man den

Schaltvektor
5i
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Mit Hilfe dieser Schaltfunktionen entscheidet man jetzt,
wann man welche Funktion der Steuergréflen zu nehmen hat,
abhdngig davon, ob s. >0 oder s.<O ist. Setzt man nun die
Steuergrdfen u. als Funktion der Zustandsvariablen y. in die
Beziehungen (3.2) und (3.6) ein und faft das Originalsystem
und das Hilfssystem als ein Dgl.-System auf, so erh#lt man
ein nichtlineares Randwertproblem vom folgenden Typ:

Die Zahl der abhlingigen Variablen wird wieder mit n bezeich-
net. Dann ergeben sich m Dgl.-Systeme n-ter Ordnung, fiir den
i-ten Abschnitt

Y, ol Y, o, Y
: : (3.11)

Yf;, . fn (X, yf',. sy, yn) '
oder

Yi = f" (X"IZ‘-CXL'/)

Dazu geh6ren m Schaltvektoren, fiir den i-ten Abschnitt

5’()(,)’1/. .. -/)/n,
; (3.12)

Jﬂ(xly,/., oy )";)

die die rechten Seiten des Systems (3.11) steuern, je nach-

dem, ob sj:>0 oder sj<:0 ist, und t Knotenbedingungen, fiir
den j-ten Knoten

[ )

7 . (3.13)
RS S] )

wobei die Gesamtzahl nm aller Variablen Yy mit der Gesamt-
zahl tp aller Knotenbedingungen iibereinstimmen muB.
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4. Die Mehrzielmethode

4.1 Allgemeines und Beschreibung des Verfahrens

Die Mehrzielmethode [15, 16, 11] ist ein Iterationsverfahren,
das die LOsung des Randwertproblems (3.11) bis (3.13) an
mehreren Stellen gleichzeitig berechnet. Durch dieses kiinst-
liche Einfiigen von L&sungspunkten (Stiitzstellen) wird be-
 kannterweise bei einlidufigen Systemen [17] Konvergenz erzeugt
bzw. der Konvergenzbereich stark verbessert gegeniiber einem
einfachen Schieverfahren, das nur die Randpunkte benutzt

und iterativ versucht, durch geschitzte Anfangswerte am lin-
ken Rand die entsprechenden Werte am rechten Rand zu erfiillen.
Ein solch glinstiges Verhalten ist auch fiir mehrldufige Syste-
me zu erwarten. Eine allzu hohe Zahl von Stiitzstellen fiihrt
allerdings wieder zu einer Verschléchterung des Konvergenz-
verhaltens [17].

Die Vorgehensweise flir mehrlidufige Systeme soll an Hand des
dargestellten Beispiels (Abb. 2) erlidutert werden.

Abb. 2

Zunichst werden die einzelnen Abschnitte (hier (1) bis (Z))
und Knoten (hier [1] bis [3]) willkiirlich nummeriert und die
Richtungen der unabhdngigen Koordinaten x4 auf den Abschnit-
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ten festgelegt. Der Verlauf von x mufl nicht notwendig ge-
radlinig sein. Auch sdmtliche Rinder werden dabei zu einem
Knoten (hier ) zusammengefafft. Danach k&énnen die Ab-
schnitte durch Stiitzstellen aufgeteilt werden, und zwar
nummeriert man die Stiitzstellen fortlaufend in der fest-
gesetzten x-Richtung. Die Wahl der Nummer der ersten Stiitz-
stelle auf jedem Abschnitt ist beliebig. Jede Stilitzstellen-
nummer darf jedoch nur einmal vorkommen.

Ausgehend von einer geschitzten Anfangsniherung, die natiir-
lich sinnvoll von den physikalischen Gegebenheiten Gebrauch
machen sollte, wird das Dgl.-System (3.11) von den Stiitzstel-
len aus integriert, also ein Anfangswertproblem geldst unter
Beriicksichtigung der Schaltbedingungen. Fiir Abschnitt (I}
kénnte sich folgendes Bild ergeben (Abb. 3):

‘x:.!L)
: (%Y} T
|1 l
I F
(%1 20) I !l
| {%2 ¥a) ) l ||
S B i
) xl 2 @
I_. N (% %,Y2)
Abb. 3
Die Ldsung zwischen den Stiitzstellen lautet
7 = 7 (x, Xk, Ya) (4.1)

Ziel ist es, die‘_zk aller Stiitzstellen so zu bestimmen,
daBl die LOosung stetig wird und iberdies die Knotenbedin-
gungen erfiillt werden. Das ergibt die folgende Beziehung
an den Stiitzstellen zwischen den Knoten
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74 (xX¢47, XA'/Z/‘} = Vi1

oder

_/7: =_Y_{)‘»<'f1/ Xk/ﬁ} T Var7

=0

Dazu kommen die t Knotenbedingungen aus (3.13)

Il
'0 .

(4.2)

Insgesamt hat man sn Gleichungen zu bestimmen, wenn s die
Stlitzstellenzahl ist. Filr das Beispiel (Abb. 2) erh#ilt man

das Gleichungssystem

r£1. -
A
%
£yl =&\ =
73
fro
Lz;J B
!1-
ey o=|
_ZﬂJ

7 (le X,/-l{’} ’Xz

Z(X3/XZ/Z2) - X
72 (_7_("?7 %,060,7 (%9, "’a,la/, )_’fo)
_7 (X‘/ X.S‘,_)_’J}“Zs

e {_? (X412, %19, Yrel, ys)

?’(*ﬂ,xﬂyz@w/fz?f

Z; (_Z (X7/ X‘/Z‘//Z"/la /

Fly)=0

=0 (4.4)

oder allgemein

(4.5)

Dieses nichtlineare Gleichungssystem filr die unbekannten



- 20 -

Vektoren_)_'k kann nur iterativ geldst werden. Dabei ist er-
fahrungsgemif mit Konvergenzschwierigkeiten zu rechnen, die
durch Modifikation von Standardverfahren verbessert, teilwei-
se verhindert werden k&nnen.

4.2 L8sungsmethoden fiir nichtlineare Gleichungssysteme

Im wesentlichen kann man sich auf zwei Arten an die L&sung
des nichtlinearen Gleichungssystems (4.5) begeben:

(i) Man betrachtet das Problem als Nullstellenaufgabe
und 18st diese etwa mit Hilfe des Newton-Verfahrens.

(ii) Das Nullstellenproblem wird in eine Minimierungsauf-
gabe transformiert. Dazu konstruiert man eine skala-
re Testfunktion T derart, daB die Nullstellen von X
mit den Minimumstellen von T zusammenfallen, d.h.

7=0 <> F=0 (4.6)

Die naheliegenste Form einer Testfunktion ist ir-
gendeine Norm von F, etwa

7= 4 (AF) CAF) (4.7)

A ist eine nichtsinguldre konstante Matrix. Diese
Minimierungsaufgabe 148t sich dann mit Abstiegs-
oder Gradientenverfahren behandeln.

Hiufig kommen modifizierte Kombinationen aus beiden Verfah-
ren zur Anwendung.

Wegen der besseren Ubersichtlichkeit und weil Verwechse-

lungen mit skalaren Grdflen ausgeschlossen werden kdnnen,

werden in diesem Kapitel Vektoren und Matrizen nicht mehr
durch Unterstreichen hervorgehoben.
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4.3 Anwendung des Newton-Verfahrens auf die Mehrzielmethode

Das Newton-Verfahren berechnet die (j+1)-te Ndherung aus der
j-ten Ndherung nach der Vorschrift:

-7
Gl ) __/a/—‘ “

/:('/ (4.8)
oder ) i)
axs/ J o)
= + A
14 ) 4 (4.9)
. . ) li)
Darin bedeutet
G)_ v)
H ' = /Qy (4.10)

die Funktionalmatrix im j-ten Schritt. Fiir einen Teilvektor
Fk aus F erhllt man

()
( )J /9)% ‘?)’4-1") (9}’4 m

d
oder (9/: G/ o)
Jdy / = (¢, / -Z)
mit _ ())7 (X/(f“l, X/(/ y*/
Glf -

é%Xk

als k-te Jacobi-Matrix oder Obertragungsmatrix und I als
Einheitsmatrix auf dem k-ten Stiitzstellenintervall. Fiir ein
r) aus F ergibt sich

U_(2%  on In Iz 0v Iy VU
L z
(97) (% " oyq Oy e’ Iy ‘7}’2}-1)
= (As,,. -, Agus B5; Orr, 856, ,)% @
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In der Gesamtmatrix stehen die Gk in Spalte k, die Einheits-
matrizen in Spalte k+1, die A Gk in Spalte G} und die
B 7467, -7 in Spalte Tk—1. Flir das Beispiel erhilt man

- Ay, L
G,-Z o 0 0 0 0 0 ||ay F,
o G, -L 0 0 0o o0 O ays A
0 0 B8,6,0 0 B34 A, O ays 7
0 0 0 G -I o o O ays | =~ | s (4.12)
00 0 A; 0 0 0 86,||ax 7
0O 0 0 0 0 0 g, - ||ay, Fro
A0 0 0 86 As O O |lay, £
L .

oder nach (4.9) .
H(//Ay{./)____ _F(J/

Dieses Gleichungssystem kann einmal als Ganzes geldst wer-
den. Da jedoch die einzelnen Matrizengleichungen zwischen
den Knoten direkt miteinander gekoppelt sind, kann man ein
Obertragungsverfahren aufbauen, so daB sich ein System klei-
nerer Ordnung erzielen 1d4B8t. Das kann in der Weise bewerk-
stelligt werden, daf man in (4.12) die Matrizenmultiplika-
tion zeilenweise durchfithrt und die erhaltenen Gleichungen
ineinander einsetzt. Dann bleibt folgendes System librig:

m Abschnrnitie

Lot en 1 2 3 4
1 lasas, o g6 A, |[av]  [rr866+5664]
2 | A 846 4 0 |[=-lnrs6h
3 i o As 0 31261/Gra_ _A)’fo_ fr foz Gyt t7o ]
allgemein
E(]'/A;/ 4] _ ;3/1'/ (4.13)

Fir nichtsingulire Funktionalmatrizen Ha/ 14Bt sich die-
ses reduzierte System vorab 18sen. Die anderen AYy folgen
durch einfache Matrizenmultiplikation aus dieser Ldsung.
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U _ o) G, ) (4.14)
- Y

speziell
P Ay, = G,ay, /54

ay; = G, ay + /4
Ays = Gy ays * fs

BYe =G aYp # Fp

Die so durchgefiihrte Reduktion des Gleichungssystems durch
Elimination einzelner Variablen

AYirr = Gy aye * /%
kann auch durch eine Transformation mit nichtsingulédren

quadratischen Matrizen L und R ersetzt werden (vgl.[14]).

H‘y) wird dann tiberfiihrt in )
e . (r)
AUl _| T
H = . (4.15),
o I
Aly ;
wobei zwischen H"} und H‘y) die Beziehung besteht
G )
Y =comr)” (4.16)

Die Durchfithrung des Newton-Verfahrens flir das reduzierte
System ist also dquivalent der flir das Ausgangssystem bei
nichtsinguldrer Funktionalmatrix Hol.

Die bekannte Tatsache, daB eine hohe Zahl von Cbertragun-
gen zur numerischen Instabilitdt fiihrt, 148t sich ausschlie-
en, da die Stiitzstellenzahl aus Konvergenzgriinden be-
schrinkt bleiben mufl. Man kann auf den Abschnitten auch
kilnstlich Knotenpunkte einflihren. Der Vorteil der Reduktiaon
des Gleichungssystems mit dem damit verbundenen geringeren
Speicherbedarf bei der numerischen Durchflihrung wiegt die
Nachteile des Ubertragungsverfahrens weit auf.
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4.4 Modifikation des Newton-Verfahrens unter Verwendung
von Abstiegskriterien

4.4.1 Vorbemerkungen

Wenden wir Abstiegsverfahren auf die in Kapitel 4.2 definier-
te Testfunktion

T 4)= 2 (AFY) CaFY)

an, so berechnet man die (j+1)-te Ndherung aus der j-ten Ni-
herung nach der Vorschrift

(./+1/= )/(// 4 )\(///0 197 (4.17),

Y X/ ]
falls TCy9" a) < T(y“ 4) (4.18)
Eine mdgliche Suchrichtung p‘y) 148t sich beispielsweise
aus der Testfunktion durch Gradientenbildung gewinnen.
) J )
/0{'/ = A)I{J) = "gl'dd T(}’a /4) (4.19)
()
A >0 aus (4.17) ist immer so zu wihlen, dafl die Pez1ehung
(4.18) erfiillt wird. Die Existenz eines solchen ).J ist ge-
sichert (vgl. [13]), falls
G) )
pT grad T(y“ p)<0 (4.20)

Auf Grund dieses Zusammenhanges nennt man eine Testfunktion
T(y,A) fiir ein beliebiges Iterationsverfahren geeignet, falls
die Bedingung (4.20) erfiillt wird.

4.4.2 Nichtsinguldre Funktionalmatrix

Bei direkter Anwendung des Newton-Verfahrens (4.8) bzw. (4.9)
hat man, wenn die Iteration nicht '"hinreichend" nahe an der
gesuchten Nullstelle beginnt, mit Divergenz zu rechnen (vgl.
D1]). Dieses divergente Verhalten kann man vermeiden, wenn
man als Erfolgskriterium fiir einen Newton-Schritt die Ab-
stiegsbedingung (4.18) benutzt, indem man in (4.17) als Such-
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. ) s . ')

richtung p[’) die Newton-Richtung wihlt. )\{J spielt dann
die Rolle eines Dédmpfungsfaktors oder Konvergenz erzeugenden
Faktors.

)

y/./'ff/ _ y(j/ - /\O)Ay ()

) -7 _ ()
ay U = -y F
G) ! . .
Den Faktor A (0< A = 1) bestimmt man zweckm#Big nach
folgender Strategie: ) -k
X =2

mit k als natiirliche Zahl.
,KO) bzw. k ist dann so zu wdhlen, daB fiir eine zundchst noch
beliebige Testfunktion gilt
7 i)
T(y""™" B8)<T(y" B)

Die Oberpriifung der Bedingung (4.18) ergibt

(j) . .

sy’ Vgrad (y(",) B) =-2T(y% p)<0

Jede Testfunktion ist also fiir dieses modifizierte Verfah-

ren geeignet. Aus Griinden, die in Kapitel 4.4.3 herausge-
stellt werden, wird in dieser Arbeit die Testfunktion

76/

7=Tl9 1) = F (ay) ay? (4.21)

-1 0
gewdhlt. Hilt man also B=H 1 in einem Iterationsschritt
konstant, so ergibt sich der folgende Algorithmus:

Modifiziertes Newton-Verfahren bei nichtsingulirer

Funktionalmatrix
(j+7) _ () - /\(J')Ayﬂ/
; -7 () y
Ayw = -p 7Yl

AYO}: Z-k J k=0,1,2’-000.’ derart, daﬁ

_ o RN
709" 7)< Ty @ 7).
Mit . D
ay ¥ = -y 70 g ) (4.22)
) Y7 ; -7{) -
und Ay e/ H r/J}F (_/+1/: H F/y (,Hj

wird aus der letzten Reziehung
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(Ay(JHI)TAy Gt . (Ay(_/l) Ayij}

Bei Anwendung auf die Mehrzielmethode ist
. - 07 .
Ay/./l =-pH7 /_.01
zu ersetzen durch (4.14)
;) -10) A (j)
4’;/ 7= £ r
G ) G G
aye" = G YNa-1 *H

4.4.3 Singulire Funktionalmatrix

jl
Flir die Funktionalmatrix H “ (Rang s < n) findet man dann
die Form R
I
Gl _ | I3\ k }> s
A --_%b_ r
S 7

J ist eine obere (s,s)-Dreiecksmatrix und k eine (r,r)-Matrix.
Da die Inverse H-1LU nicht definiert ist, fillt das Newton-
Verfahren aus, und man muB auf andere Mbglichkeiten zu-
riickgreifen:

(1) Man kann ;;y07 aus der Gradientenbedingung (4.19), bei
der die Inverse nicht bendtigt wird, ermitteln, indem
man beispielsweise A=I in der Testfunktion setzt. In
diesem Fall muf aber der Monotonietest nachgewiesen
werden, denn er gilt nicht mehr fiir beliebige Matrizen
A der Testfunktion (4.7). Man erhdlt aus (4.7)

. e
und aus (4.19)

)

G)_ ¢
ay =__/_/ij )

fa
Mit



(ii)

(iii)
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graol 7Y = p7YE

ist dann der Monotonietest (4.17) erfiillt.

sy Ta}grdd T(J'l___ _Ay'r(// y(// <0

Da J°|

Ay aus dem Newton-Verfahren ermittelt werden. Uber

nach Definition existiert, kann dieser Teil der

den anderen Teil von 4 y kann nichts ausgesagt werden,
und man setzt ihn willkirlich zu Null.

Anwendung auf die Mehrzielmethode:

Mit (4.15) und (4.16) aus Kapitel 4.2 folgt sofort, dafl
bei singulirem HY’ auch E®’ singulir ist. E ¥/ 116t
sich also auf die gleiche Form wie ch) transformieren

und man erhilt

Daraus berechnet man

/\(J)_ 3 -7 47(J}
A (il -
.Ayf' o

Die anderen Ay, sind bestimmt durch die untere der
Gleichungen (4.14).

Eine dritte Moglichkeit besteht darin, daf man zur Be-
stimmung des Ldsungsvektors ay gleichzeitig das
Newton-Verfahren

], J

g A | A 2l

o 1o |[ax|” [£ (4.24)

und das Gradientenverfahren (4.19)
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heranzieht mit beliebigem A unter den Voraussetzungen
von Gleichung (4.7). Da diese Art des Vorgehens (vgl.

D4]) am vielversprechendsten erscheint, soll hier da-
von Gebrauch gemacht werden.

Das Newton-Verfahren liefert dann die GleicHung

3 (! : ) _ - ()
oder

(s U} — )

ay, = ay, - kay, (4.26)

mit den Definitionen (J-] existiert nach Voraussetzung.)

ZZ(J/ __._._J-1/c;('j/ (4.27)
—— -1
Lk =J K (4.28)

Wird im Gradientenverfahren B=AA! gesetzt, und fiir B eine
Blockzerlegung durchgefiihrt

};
* [l
so folgt aus (4.19) ‘ff"”‘ifd
o 7 olle &l[A1Y
an| - &7 0|4 &lls
und daraus
Ay1(1/_ '37(&57‘5;5)0/
Ayz(ﬂ - —kT(Bo/,:?" gré-}(J/

Aus den beiden letzten Beziehungen 1dBt sich (BOF1+B1F2]
eliminieren, und man erh4lt die Gradientenbedingung
()

AT g
Ayz = k737 ay, “/ (4.29)



- 29 -

oder
(s - T ) T )
ay, = (374) ay,”" = k' ay,
a y1q} ist also durch das Newton-Verfahren festgelegt und
A.yzbj durch die Gradientenbedingung. Setzt man (4.26) in
die letzte Gleichung ein, so ergibt sich
G —7r— ) 7= ()
sy, = k'ay, — Kk kay

oder
N N

. e i)
Y Ay;‘&}= (I +k A’}A)Q 7
Definiert man M=(I+iTE), dann 148t sich die letzte Bezie-

hung aufl8sen, und man erhdlt mit (4.27)

2 YZ(J) - - M“7;Tj”6/~//

-7 - —

= _M /f Ay-y (4'30)
V) - -7 —
A =-M a
Aus (4.26) folgt 72 2
Ay,{j/f- —(I-;M"/(:.T)JJ/';‘I} (4.31)
Man rechnet nun leicht nach, daf
@ o ¢l
ay, (r-kM7k7)I7T 0| A
A)& = - M_’kTJ-f 0 3 (4.32)
eine dquivalente Darstellung zu
Ay‘”= _ptFY (4.33)

ist, wobei H* die von PENROSE definierte Pseudoinverse be-
zeichnet mit den Eigenschaften

HHTH=H

HHH = f/+ (4.34)
/H"H/TT"‘ H'H

(HH?) = HH"
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Es ist bekannt, daB die Pseudoinverse unter allen Vektoren,

die der Newton-Bedingung (4.25) geniligen, denjenigen mit der

kleinsten euklidischen Norm, d.h. mit dem kleinsten Betrag,

liefert. Man spricht auch von der NormallSsung unter den un-
endlich vielen L8sungen von Gleichung (4.24)

Bei der Anwendung auf die Mehrzielmethode ist eine Verallge-
meinerung der Pseudoinversen vorzunehmen (vgl. [14]), wenn
man nicht den Vorteil der Reduktion des Gleichungssystems
verlieren will. Dafiir bendtigen wir die in Kapitel 4.3 ange-
gebene besonders einfache Form der Funktionalmatrix

s

L und R waren quadratische nichtsingulire Matrizen. Fiir den

Korrekturvektor a4 y‘j/ermittelt man dann bei singulidrer
Funktionalmatrix
] -0 _ (i
ay =gl (4.35)
mit H = A’/;*L. als '"'gewichtete' Pseudoinverse
und
o r
A .
HT = (4.36)
r
oder mit
Ul . ) . . .
-1 A a0 (5 () 2l a_ (jy
R AyJ =-p" /.(JF =-R  H (4.37)
entsprechend (4.14) die Form
(! + @ A py
A}' = £ 7/
Q) G ) (4.38)
8 Yure = Gy 2y, * %

Die "gewichtete'" Pseudoinverse ist mit S und T als reelle
positiv-definite Matrizen durch die Axiome definiert:
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HHH = H
HHH = H
(HHIT =S7TH HS

" ) ! (4.39)
(HH) = 77"HH T

In unserem Fall ist S=RR! und Tu(LTL)-l, was leicht durch

Nachrechnen verifiziert werden kann.

Die in der obigen Weise definierte Pseudoinverse zieht Kon-
sequenzen fiir die Minimaleigenschaften des Ldsungsvektors
und Restriktionen in der Wahl von A fiir die Testfunktion
nach sich. Statt der Norm AyTA y wird hier die Norm

AyTL 1Ay minimiert. Die unter 4.4.3 (i) genannte Testfunk-
tion'ra} I/ZFTO) 2 ist nur unter Einschridnkungen fiir das
Verfahren geeignet. Das 148t sich durch Anwendung des Mono-

tonietests (4.20) auf die Mehrzielmethode zeigen. Man erhidlt

U
ay /Jg/'aol T = a7 _qraa/ [2 F

_(H-a/ G 7 )

7‘(.////_/0/ —0)/ F{Jj

70/ 0{/

]

Setzt man (4.16) und (4.36) ein, so folgt

T(J/

oy gract 79 << FT 0 5410 Y

Fithrt man HH® aus, so ergibt sich
|
oo
a E.o0l[e"! o 0 7,1 O
A + _ __l “_ —_"-__ = _ __3—*— _
e R |
und weiter

17) ;
ay” }graa/TM = -F

0, prllrt) (85512 o 00
|
' (4.40)

_ _”ffrce}:ﬁv'f 70 7T (s)

Der erste Ausdruck auf der rechten Seite von (4.40) ist in
jedem Fall negativ-definit, der letzte im allgemeinen nicht,
da in den LGU Produkte der Jacobi-Matrizen stecken, die wie-
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derum von der willklirlichen Wahl der Stiitzstellen abhiéingen.
Nur in dem Fall, daf auf den einzelnen Abschnitten keine
Stiitzstellen vorhanden sind, d.h. Lpl

1624 o
B‘O 0

bleibt der Ausdruck auf der rechten Seite negativ-definit;
es wird nur ein Teil der Fa} "ausgeblendet".

=], und damit

Es ist deshalb sinnvoll, nur solche Testfunktionen zuzulassen,
die in jedem Fall die Gililtigkeit des Monotonietests garantie-
ren. Geeignete Testfunktionen fiir beliebig viele Stilitzstel-
len sind die in dieser Arbeit verwendete

SR, v)
r=7(y" D)=L ayT 0y @y
aber auch - 7./), /ji R-r[// -fJ//

was durch einfaches Einsetzen in den Monotonietest leicht
nachgewiesen werden kann.

Damit kSnnen wir den folgenden Algorithmus angeben:

Modifiziertes Newton-Verfahren bei singulidrer Funktional-
matrix

G )\, 0

Y =y 4y
ay = -5
G -
)\J =2 o , k=0,1,...., derart, daf
7./y¢gfv /i—CU)‘z 7.(y,au s o%)’
Mt ;g P I
ay™ = r
und — G g e (4-42)
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lautet die letzte Beziehung

— (St —(G 7/ 7@ :

oy e < ay T ay
Bei der Anwendung auf die Mehrzielmethode ist

) -07 7

Ay = -y b

zu ersetzen durch (4.38)
A J) (i) A (s)
A =F""r

(j) “) G ()
AYierr =G aye * /%

Bei der Durchfiihrung des Verfahrens wird man aus numerischen
Griinden die Funktionalmatrizen Ha” bzw. Ecﬂ skalieren. Be-
kannterweise wird durch Skalierung die Gleichungsaufldsung
linearer Systeme gutartig beeinflufit. Von solchen Skalie-
rungsmatrizen wizg man allerdings erwarten, daff die Korrek-
(y

Dazu miissen die Skalierungsmatrizen bestimmten Bedingungen

turvektoren 4y "/ unabhingig von dieser Skalierung sind.

geniigen.

Geht man von der unskalierten Version aus, so gilt:

2 (') . R . . .
HO)A y;-FOI oder ay% =-p*¥ gl Skaliert man nun HY/ mit

nichtsinguldrem D‘U), dann liefert die erste Beziehung

AULVU/ ) ___/:

(4.43)
Falls A}'(j} invariant gegenilber der Skalierung D(J} ist, muf}
die Aufldsung von (4.43) nach Ax(” ergeben
, . . o
ax ¥ = - (H? p9)* £ 7/
= - D'f”/Hf/J/F(J/ (4.44)
= p7¥ 4 7
d.h. Ay
J_ NG )
ayW?=p“ ax (4.45)

(4.44) ist erfiillt (vgl. [21]), falls (Iterationsindex wird
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weggelassen)

@) o pH (DH) =1 (0H)
) HH'DDH=DDH ist.

(a) ist fur D'=D"' immer erfiillt. Aus (b) folgt

(L -HH?) D OH=0 (4.46)

' I, 0
HH*":[O 0]

und mit
=p

o 0 =
(L-HH?)= [o 12] =I-P=P

H=PH
wird aus (4.46) |
PO DPH=0

Das gilt fiir beliebiges H nur dann, wenn

= 7

PO OP =0 ist. (4.47)
Diagonalmatrizen und orthogonale Matrizen erflillen die Be-

ziehung (4.47). Nach dem Vorschlag von DEUFLHARD [14] wird
hier deshalb im j-ten Schritt mit der Diagonalmatrix

i 7 G)
D.
1,.. 0

Da)z Dk_' (4.48)

O o)
skaliert, wobei gilt
- 0}
dy ]
G/
Dk = d; (4.49)
.]i

A &P

und

G4l j=7)
(d:), =5 (ly,] - |y‘-|° 8 (4.50)
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Die Skalierung ist also von der GréRenordnung der Komponen-
te y.y im j-ten Schritt.

4.4.4 "Fastsingullre" Funktionalmatrix

-H#ufig tritt der Fall ein, daB die Funktionalmatrizen schlecht
konditioniert sind. Man kann dann (vgl. [14]) von "fastsin-
guliren' Matrizen sprechen und behandelt sie mit der glei-
chen Methode wie die singuliren Matrizen. Zur Feststellung

des Grades der '"Fastsingularitit", d.h. des Ranges der Funk-
tionalmatrix, bzw. ob iiberhaupt "Fastsingularitidt" vorliegt,
bendtigt man ein méglichst einfaches Kriterium.

Ein solches Kriterium entsteht z. B durch Vergleich der exak-
ten Ldsung AY(J} des Systems H(A)’ )4 y /~-F(A yc'/) mit der
berechneten LOsung A}’(J/ des Systems H“A yb/ (’/). H("l
stellt die durch fehlerhafte numerische Differentiation ent-

standene Funktionalmatrix dar, wobei Rundungsfehler, die bei

=-F(ay

der Aufldsung des linearen Gleichungssystems auftreten (vgl.
WILKINSON [22]), mit eingeschlossen werden. Fiir das Verhilt-
nis der euklidischen Normen gilt (vgl. STOER [11]):

"[)70/—- ay @ " e; cond(ﬁ'{ﬁ} (4.51)
[oy?]  7-econa(n@) T
mit
( G/ f,a)
e = " H )|’/-/}(J/ " " (4.52)
und der Konditionszahl
cond (HY) = Il‘/w || II ﬁ'fml (4.53)

Unter der Matrixnorm ”P!0q| versteht man dabei die Spek-

tralnorm
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] -

max

|

Die Konditionszahl ist ein Mafl flir die Empfindlichkeit der
Lésung ‘oyO} gegenliber Stdérungen der rechten Seite Fﬁd
Fliilr die Giiltigkeit von (4.51) muBf mindestens eJcond(H) 421
sein. Damit 1dBt sich (vgl. [14)) die folgende Definition
der "Fastsingularitdt" der Funktionalmatrix H‘”

5 o') (4.54)

7T ) '
ay

geben:

w7,

ist "fastsinguldr", falls ejcond(HC”) Z1. (4.55)

In dieser Form ist das Entscheidungskriterium aus numeri-
schen Griinden nicht geeignet, weil die Berechnung der Kon-
ditionszahl aus (4.53) sehr aufwendig ist und fiir das im
allgemeinen unbekannte e. nur eine untere Schranke angegeben
werden kann (vgl. [14}).

Zu einem einfacheren Entscheidungskriterium gelangt man,
wenn man ein Ergebnis von STOER [11] benutzt, wonach fiir
Dreiecksmatrizen R gilt:

cond (R) Z rmax | 72|
ik |7kk]

(4.56)

Gelingt es, eine Dreieckszerlegung zu finden, so daB die
Diagonalglieder der GrdBe nach von oben nach unten geord-
net sind, d.h. Irkkls'lriil fiir k = i, so folgt aus (4.56)

cond (R) = ':7’;—: (4.57)

Der Algorithmus von BUSINGER und GOLUP [23] , der eine
Householder-Transformation mit Spaltenpivotisierung dar-
stellt, erzeugt das gewilnschte Ergebnis

R=QHS (4.58)

Q und S sind orthogonale Matrizen, so dafl cond(H)=cond(R)
gilt und damit auch
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> |1;4|> Iﬁ'tl - > |

8

> = > =7
conal ( H) 7l |,(;_Wn_ﬂ| % | (4.59)
- L
Q=T @, (4.60)
kt+1

ist das Produkt von Householder-Matrizen (vgl. [11]) mit

Ge =\ AT hy

(hk ist k-ter Spaltenvektor der Restmatrix von H)
1 > (4.61
thlfs} ( )

Ak

ﬁ = 2 = 7
X Wy Gy (Gx 7 | Ay

[Zaes o}/m

a = N
“ o a. } okt 1 (4.62)

erzeugt im k-ten Schritt eine (n-k+1,n-k+1)-Restmatrix, wobei
die Permutationsmatrix S dafiir sorgt, daB die k-te Spalte
maximal wird beziiglich G6; und damit die Diagonalglieder der
GroBe nach ordnet. Ist der Rang der Funktionalmatrix
s-rg(H‘”)‘< n, so ergibt sich rik-O fir 1 > s. Das ist aber
gerade (4.23).

Die Entscheidung, ob die Funktionalmatrix "fastsingulir" ist,
trifft man jetzt leicht iiber das folgende Rang-Kriterium:

Kriterium I:

Flir ein gewdhltes e<:ej (ej aus (4.52)) ist der Pseudorang
s einer Matrix definiert durch '
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I‘)’.? | Iré’ff/ﬁfﬂl 4.63
|77 | >e und |7’1r = e ( )

Ist der Pseudorang s < n, dann ist H(yC”) "fastsin-
guldr",

Zum Beweis dient die Definition der "Fastsingularitit"
(4.55): ' .
cond fﬁo})ej = cona (R("//eJ'

o (RY
Z cond (RY)e | Frrion]

zZ 1

Wegen der Skalierungsabhingigkeit von Kondition und Pseudo-
rang einer Matrix (vgl. [14]) skaliert man zweckmifligerweise
vor der Zerlegung (4.58) und damit vor Anwendung von Krite-
rium I. Mit der gewdhlten Skalierung (4.50) erhdlt man:

Funktionalmatrix: f{ﬁ/'—" /f”ﬂo”’ (4.66)

Testfunktion fiir die A -Strategie nach
(4.42):
o7 201, -0/
7% 1) —= 70,9 57

- - -
Ty @ )~ 7,7 57

e sollte von der Grﬁﬁenordnung der relativen Maschinenge-
nauigkeit sein.

(4.67)

Da die Umkehrung von (4.64) nicht gilt, erfafft man mit
(4.63) nicht alle Fdlle von "Fastsingularitit'". Beispiels-
weise kann bei e == e sehr wohl "Fastsingularitit" vorlie-
gen, weil e ein willkiirlicher Eingabeparameter ist, obwohl
(4.63) liefert s=n. Das ftihrt (vgl. [14]) in der A -Strate-
gie nach (4.22) zu sehr kleinen Werten von A, so daB der
Iterationsprozef nur langsam fortschreitet. Hier kann man
Abhilfe schaffen, indem man A% nach unten begrenzt

Amin =AY = 1
und nach [14] folgende Rang-Strategie benutzt:
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Kriterium II:

Falls )69141 X qn » Teduziere den Pseudorang

saﬁ um 1 (50*1, 8sw-l) und berechne den Korrek- (4.68)
turvektor Ayofﬁ nach (4.42) beginnend mit
)\(j-f‘f) - 1

Bei Erfolg (/\(j'” Z Apim )
Setze im ndchsten Schritt s
‘das erfolgreiche ,KO/ aus dem vorhergehenden
Schritt, bis s ¥"/ &7
guldrer Fall) wird das )lu nach jedem erfolgrel—
chen Schritt solange verdoppelt, bis .A//-1 (nor-
male Newton-Korrektur) ist.

G»7/ m+1 und benutze

=n ist. Bei s =n (nichtsin-

r 7
Bei MiBerfolg ( /\(J+ / Apin )i

Reduziere den Pseudorang weiter s
“*7 0 ab

s ‘SCU°1 und

breche das Verfahren bei s

Diese Vorgehensweise 1l#dft sich theoretisch untermauern (sie-
he hierzu[]4]). Auf Grund praktischer Erfahrungen sollte
Amn in den Grenzen liegen zwischen

4 7
Ef)\m‘r’nsg_
Manchmal wirkt es sich glinstig auf das Konvergenzverhalten
aus, wenn man die Rechnung kiinstlich mit einem kleineren
Rang als dem Maximalrang beginnt. Dieses Verhalten liegt in
den Minimaleigenschaften des Korrekturvektors bei der Be-
rechnung der Pseudoinversen begriindet. Es gilt:

7, < "4)/ (J)l
FPreudo Mewlor
G4/ )
I Pseudo =7 Newlor?
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4.5 Berechnung und Approximation der Funktionalmatrix

Die Berechnung der Funktionalmatrix H bzw. der reduzierten
Matrix E geschieht durch numerische Differentiation, und
zwar, da sich die Funktionalmatrix und die reduzierte Matrix
aus Untermatrizen aufbauen, durch numerische Differentiation
dieser Untermatrizen. Dabei kdnnen wir uns auf die Betrach-
tung der numerischen Differentiation der Jacobi-Matrizen

Gk beschrdnken, da die Matrizen Ak und Bk infolge der Kno-
tenbedingungen direkt angegeben werden kdnnen. Aus prakti-
schen Griinden werden die Ak und Bk auch numerisch bestimmt.

Zur Berechnung der G, wird zundchst mit einem mbglichst ge-
nauen Integrationsverfahren (Benutzt wird das Extrapolations-
verfahren DIFSYF [24], das mit m8glichst groBer Schrittweite
liber ein Intervall integriert.) eine Grundtrajektorie (vgl.
(4.1)) 7==7(x,xk,yk) ermittelt. Diese Grundtrajektorie wird
am linken Rand komponentenweise unter Berlicksichtigung der
Skalierungsmatrix D leicht variiert

’-X1 b
% = Y;""f)’i ’ (4.69)
Yn

L de -

um dann eine variierte Trajektorie » =<7(x,xk,yk) zu erzeu-
gen. Insgesamt sind fiir eine Jacobi-Matrix n Integrationen
auszufilhren, und man erhilt

(4.70)

/ A

(G; )= Ze Oaer,Xa, Yoy -, Yo # DNy Yo ) e Coaer, 20, Yoy - 30)
Yk d&-

Fir die (cfyj)k setzt man

(Y ), =<y &, (4.71)
wobei &, im Bereich liegen sollte zwischen

w0 =g s 707



Der Aufwand zur Erzeugung der Gk bzw., der Funktionalmatrix
H ist betrdchtlich. Es erscheint daher zweckmiiig, eine
Approximation der Matrizen vozunehmen.Dazu bedient man sich
der Methode von BROYDEN [9].

Ausgangspunkt ist, daB die Niherung }!0*1) der Quasi-Newton-
Beziehung
(jt1) : ; 24/ .
H Yty Py = FUT-FY
gehorchen soll. Weiter sei eine Niherung }lbjbekannt, und
o gelte NN,
U7 ) _ i
y -y = AT ay
(j+1/ und H{J)

AN

Die Verdnderung zwischen H kann dann beschrieben

werden durch

(491 O\, D G701, N2

(4.73)
G+7)
Diese Gleichung reicht aber noch nicht aus, um H “ eindeu-
tig zu bestimmen, denn sie gibt nur die Anderung von Hod in

Bezug auf Ayw

an. Da keine weitere Information vorhanden
ist, geht man davon aus, dafi H‘”’hinsichtlich von zu Ay’VI
orthogonalen Richtungen S; unverindert bleibt. Das liefert

n-1 zusdtzliche Gleichungen

/) ()
(H" "~-HY) s =0 (4.74)
)
mit Ay7 . .‘-0 ’ i=1,ooo‘,n-lo
r2q ,
Dann kann H("*/—H v/ nur von der Form sein
G+1) ; Ve
Y _/_/0/ a/AyT.//
774

mit zundchst noch beliebigem Vektor u . Mit Hilfe von
(4.73) bestimmt man
u(ﬂ - F (j+7) —’L_— (./'/{1._)\(17)
A}/TC’JA)’("/
und erh#dlt filir die angendherte Funktionalmatrix
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G*1) _ H(J/ Fu*" _ g Glrg- A1) Ayrfﬂ
) § ay”Yayd (4.75)

H

Schreibt man (4,73) fiir eine Spalte aus (4.12) auf, so er-
gibt sich als Ndherung filir die k-te Jacobi-Matrix

; l?
(6,77 - 6,92V yI=ES " (1- AV E?) a.76)
und daraus entsprechend (4.75)

G1). ; G/
gAY ET) a4
y7[J} AV &) )

Eine Ndherung fiir die Matrizen Ay und B, G, _, ist nur bei

6,07 = 6,4 4 Lk

(J/

einldufigen Systemen unter zus#tzlichen Annahmen sinnvoll.
Die entsprechende Zeile aus (4.73) ergibt bei mehrléufigen
Systemen eine Gleichung fiir mehrere unbekannte Ak und Bka_1

mit'nur einer rechten Seite rkg*”-(1-Af7))rkU). Nur bei ein-

ldufigen Systemen, d.h. in der Gleichung taucht nur ein Ak
und ein L auf, 148t sich die rechte Seite noch sinn-
voll aufspalten, so daB jeweils eine Gleichung fiir Ak bzw.
ka 1 entsteht und insgesamt die entsprechende Zeile aus
(4.73) befriedigt wird.' Man kann jedoch immer die Gesamtma-
trix H‘W oder die reduzierte Matrix E'” approximieren. Aus
Griinden eines erhdhten Speicherbedarfs wird dieser Weg hier
nicht beschritten. Die A, und B, G, , werden immer durch nu-

merische Differentiation bestimmt.

Fir die skalierte Version der approximierten Jacobi-Matrix
ergibt sich (vgl. [14])
. '+, ; ) r ()
GGt _ o Gl (A (0-2%) £.9) (D Fay)
« T N0, a7 (D, sy P!

Die Approximationen funktionieren (vgl. [17]) bei den Anwen-

dungen in der Regel nur ftir AU Z 1/2. AuBerdem sollte nach

(4.78)
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einigen Approximationen immer mal wieder auf die Version
mit numerischer Differentiation umgeschaltet werden, weil
die Approximationen (vgl. hierzu [14, 17]) in einigen Fil-
len nach wenigen Iterationen zu '"fastsingulédren" Matrizen
fiihren kénnen. Die Anzahl der Approximationen wird durch
einen Eingabeparameter Kp gesteuert.

4.6 Bemerkungen zur numerischen Durchfiihrung

Zur numerischen Bestimmung des Korrekturvektors A)’”)Wird
die Dreieckszerlegung der Matrix HC” bzw. EY/ nit dem Algo-
rithmus von BUSINGER und GOLUP [23] vorgenommen, weil dabei
gleichzeitig die Frage nach der Singularitit ("Fastsingula-
ritdt") bzw. Nichtsingularitidt der Matrizen entschieden
wird. Bei der Anwendung auf das reduzierte Gleichungssystem
der Mehrzielmethode erhdlt man mit der gewdhlten Skalierung

Dé” nach (4.49)
RG}Aé‘ (i):(aEDA.S}(,)A?(ﬂc 51'.‘,(./’/: f(j)

Nach (4.60) ist Q das Produkt von Householder-Transformatio-
nen — L

mit der k-ten Transformation

5 _[Fer O } &1
& o 5;( } n-k+7
~ - €1 7 Eqn
Q.=(I /J'kukuk/ , F=
€ny €nn
_ , érw
|€x x| s

Clartrck)

| €nk
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7 T
= Gx = -\/e e
P~ Gle tem) « * Tk

Die wesentliche Information in jedem Transformationsschritt
(Vektor uk) wird iblicherweise in der k-ten Spalte unterhalb
der Diagonalen von E einschlieBlich des Diagonalelementes
abgespeichert. Die Diagonalelemente von R werden deshalb in
einem besonderen Diagonalvektor d abgelegt. Mit der Permuta-
tionsmatrix S wird R schlieflich von der Gestalt sein

S

J | &k

R = S in
0
o |}r

mit J als oberer Dreiecksmatrix, wobei die Diagonalelemente

von J der GroBe ihres Betrages nach im oberen Teil des Dia-

gonalvektors 3
.11

o = | Ju
x
X

enthalten sind.

Die weitere Auflésuhg wird mit dem Verfahren fiir singulire
Funktionalmatrizen (vgl. Kapitel 4.4.3) durchgefiihrt. Der
nichtsinguldre Fall (r=0) ist darin enthalten.

(i) Zunidchst wird k (vgl. (4.28)) aus
J K = Kk

berechnet. Das

ergibt r Gleichungssysteme fiir die r unbekannten

Spalten von k. k wird auf den Plitzen von k abgespei-
chert.

(ii) Gleichzeitig wird nach der Erzeugung jeder Spalte
von k die Cholesky-Zerlegung der (r,r)-Matrix
M=I+iTk vorgenommen: MsLLT. Die Bestimmungsgleichun-
gen flir die Dreiecksmatrizen L lauten:
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ki kji = |[;-,|2f |L‘-2|2f e |
A

kkj /\'j,; = [4,,4‘1 +Llpalizt . .. Leilii y k< |

<.

LT wird in der oberen Ecke der (r,r)-Untermatrix von
R abgespeichert und die Diagonalelemente von LT

im freien unteren Teil des Diagonalvektors. Es ergibt
sich folgender Speicherplan:

i I\ [ ]
; -
| ,
E =R= : : | : o =
u.{l 'I : : : L/
I l | 'Ll
] 3
b b x } L Ly
A A ] [
-~ v ’\—’—'
S 7
(1ii) Entsprechend (4.27) und (4.30) werden dann die Glei-
chungssysteme
G 20/
:7Au77 =f
— O Tr —)
und A720 =k 4 Z geldst.

Aus (4.30) erhdlt man ein weiteres Gleichungssystem

L azp, 87,
und aus (4.31)
Ay = vp - ko

(iv) Der endgiiltige Ldsungsvektor der reduzierten Systems
entsteht durch Rlicknahme der Permutation und nach-
folgende Entskalierung

/) ; A ()
A’;’(J -:DM.STAy J.

Die anderen Ay]?/ergeben sich aus

4 G/ G

)
BYurr = Gp Ay 7 g
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(v) Gleichzeitig erfolgt die Berechnung der Testfunk-
tion

. 9 - g i) )
T(y(,f‘fj D-7/J/H-(Jl) _ T{y(’I}f‘ >\(J/Ay(/j D 7(.'/)/_,, 14 }
\—v—f

Das vereinfachte FluBdiagramm auf der nidchsten Seite gibt
noch einmal AufschluB iiber den Ablauf des modifizierten
Newton-Verfahrens mit A -Strategie und Rang-Strategie ohne
Berilicksichtigung der Reduktion des Gleichungssystems.
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Flquiogramm

N

stationdrer
Punkt
Startwerte: j = 0,e,e, X%\, Dy " HOIF
] Stop
- . ]
~ HI 2 hiy?) L |
Korrekturvektor durch § Pseudo-Inverse . nein
1 =1j) =) Jja
AY = - H F sS=5 _] s >0
)
- -‘2- (0" ayf0" Ay)? | Testfunktion
Prob ] nein ja T
robe- [ (i, : - - - -
schritt [Y7" =y o Ayl A =\ i A
)
ghisn_ t:( )},,n) Rangstrategie
Korrekturvektor { imProbeschritt
Kv(j"“ = - H-(J]F(jon
Test-|_j. i) —ie i — (e
funkt. T(] ”= _%_ (D "]]Ay‘] 1) )T (D 1(})Ay(] l))
- - . (j)
Monotonietest 7{1) - _}f’_ A-Strategie
(FT(M) F"'"); < n; E> nein
nein ia
F(])= F“'” o J
' Y
. ; (j) (j+1) End
(j) .
D“)—b(di)d =(|Y|| ;l)‘nl )k
‘ Losungspunkt
j=j+1 y(j) = ylj.n
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4.7 Die Schaltfunktionen

4.7.1 Bestimmung der Schaltpunkte

Beim Auftreten von Beschrinkungen in den Steuervariablen (sel-
tener sind solche in den Zustandsvariablen) existieren be-
reichsweise verschiedene Funktionen flir dieselbe Steuergrdfle
up. Der Gliltigkeitsbereich der einzelnen Steuerfunktionen

148t sich auf jedem Abschnitt i durch Schaltfunktionen s. an-
geben (vgl. Kapitel 3.2). Es wird vorausgesetzt, daB die Zahl
der m8glichen Steuerfunktionen fiir jede Steuergrbfle uy und
die Zahl der Schaltfunktionen fiir jeden Abschnitt i unveridn-
dert bleibt.

sj(xo’Zo)'o kennzeichnet eine Schaltebene im Raum Y der Va-
riablen Yko* Zur Erliuterung ist in Abb. 4 der Fall fiir eine
Steuervariable u mit zwei Schaltfunktionen s. dargestellt.
Die Schaltebenen teilen den Raum Y in Gebiete auf, fiir die
ganz bestimmte Steuerfunktionen u=us(x,z) gelten. In diesen
Gebieten nehmen die Schaltfunktionen jeweils einen von zwei
Zusténden an:

sj>0 oder sj<0. (4.79)

———Trajektorie y(x)

Abb. 4
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Uberschreitet eine Trajektorie (L8sung des Dgl.-Systems
(3.11)) eine solche Schaltebene, so mufl die Schaltstelle X4
berechnet werden. Das kann nur iterativ geschehen, wobei
auf eine méglichst genaue Bestimmung dieses Punktes bei we-
nig Aufwand Wert gelegt wird. Da auch die L8sung des nicht-
linearen Randwertproblems einen Iterationsprozefl darstellt,
"wandern" die Schaltpunkte von Iteration zu Iteration. Fs
k8nnen sogar alte verschwinden und neue auftauchen.

Das hier verwendete Integrationsverfahren DIFSYF [24] arbei-
tet mit relativ groflen Schrittweiten, um den Integrations-
aufwand klein zu halten. Der Abstand von Integrationspunkten,
innerhalb dessen ein Schaltpunkt liegt, kann daher recht
grol werden. Beschrinken wir uns zundchst auf das Vorhanden-
sein nur einer Schaltfunktion s, so geht man in zwei Schrit-
ten vor (Abb. 5):

wirkliche Schaltfunktion s(x,y)

e
xn xf X

.\

interpolierendes Polynom 5 ({)

Abbc 5 gzo g:z

(i) Bei der Feststellung eines Vorzeichenwechsels in der
Schaltfunktion legt man ein Interpolationspolynom (Her-
mite-Polynom) durch die beiden Punkte S, und s_ und

n
bestimmt dessen Nullstelle g . Mit der neuen Koordi-

nate § =x-x_ und z=X, "X, wihlt man den kubischen Po-

a
lynomansatz

3

5(s) =Sar5. 57k, 8%+ k5 (4.80)
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mit p
ky= sz {3055 ) - 2 (252"~ 57)

(4.81)
A, =;:l;— {20Cs,-5,)#2 (s +s,)

Der kubische Ansatz ist m6lich, weil die Steigungen
sa' und sn' berechnet werden kdnnen. Allgemein ist

’ _ds _Jds i s 1
six,y) =3 il CLATEE e o (4.82)

und damit s l=s'(x,,y,) und s '=s'(x ,y.).

Die Nullstelle _SO ermittelt man mit dem Newton-Ver-

fahren _
(ir1) 5(5/ . 3'(50(‘.//
50 = o 3-/[50(4//
(o) S (4.83)
So = SZfTE;‘ =z

(ii) Die genaue Nullstelle wird dann weiter durch Newton-
Iteration der wirklichen Schaltfunktion berechnet.

;) )
« (it7) = (D _ s(xe"", oY)
° ° s'(xe“, yo¢?) (4.84)
o
(4.84) ist gewbhnlich nach 2 bis 3 Schritten erledigt. Der

Aufwand fiir (i) ist gering, weil hierfiir die Integration von
y'=f(x,y) entfdllt.

Bei einem unglinstigen Verlauf der Schaltfunktion kann die

As
wirkliche Schalttunktion

interpolierendes Polynom

x

Abb. 6
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Newton-Iteration (4.84) versagen oder in eine Nullstelle Xq
(vgl. Abb. 6) auBerhalb des Stiitzstellenintervalls (xl,xr)
konvergieren. In einem solchen Fall wird die Integrations-
schrittweite von x, an halbiert und das Verfahren (i) und
(ii) erneut durchgefiihrt. Bei wiederholtem Miflerfolg erhdlt
man ein neues ka und kann das Verfahren mit weiter halbier-
ter Integrationsschrittweite erneut starten.

Die weitere Integration von der Schaltstelle X, ab erfolgt
jetzt mit der von hierab giiltigen Steuerfunktion.

Haben mehrere Schaltfunktionen auf dem Intervall zwischen
X, und X, Nulldurchgédnge, so behdlt man von diesen Nullstel-
len nur die, die am nichsten bei X, liegt. Die anderen wer-
den vergessen, da sie sich infolge der neuen Steuerfunktion
rechts von dieser Stelle #ndern kdnnen und deshalb neu be-

stimmt werden miissen.

4.7.2 Folgerungen fiir die Berechnung der Jacobi-Matrizen

Die Jacobi-Matrizen Gk (vgl. Kapitel 4.5) werden durch Vari-
ation ¢{yj der Grundtrajektorie;g an der Stelle Xy berech-
net. Diese Variation wird zu einer um cfxo verschobenen
Schaltstelle X, fir die variierte Trajektorie j? fihren. Zur
Bestimmung dieser Schaltstelle integriert man zun#ichst bis
zur alten Schaltstelle X, und fiihrt von hierab die Newton-
Iteration (4.84) durch mit dem Startwert xgﬂ=xo.

4.7.3 Fehlerquellen

Der hdufigste Fehler ist das falsche Programmieren von s.',
was in den meisten Fdllen zur Divergenz der Mehrzielmethode
fluhrt.

Ein weiterer Fehler entsteht durch das "(Obersehen" von
Schaltstellen, was bei kurz aufeinander folgenden Schaltstel-
len flir dieselbe Schaltfunktion vorkommen kann (vgl. Abb. 7).
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s

Schaltfunktion

Abb. 7

Besteht die Vermutung eines solchen Verhaltens, fithrt man an
diesem Punkt eine neue Stiitzstelle x* ein.

Im allgemeinen soll bei der Festsetzung der Stilitzstellen da-
rauf geachtet werden, dafl die Schaltstellen durch die Stlitz-
stellen separiert werden, weil sonst (vgl. [lﬂ ) Konvergenz-
schwierigkeiten zu erwarten sind.

4.8 Techniken bei der Wahl von Starttrajektorien

Das Versagen oder Nichtversagen der Mehrzielmethode hingt,
wie bei allen Optimierungsverfahren, von der Wahl vernilinfti-
ger Starttrajektorien ab. Mathematisch ist dieses keineswegs
triviale Problem kaum in den Griff zu bekommen. Ndherungen
fiir die Zustandsvariablen sind dabei noch verhdltnismifig
leicht anzugeben, da ihre Gréflenordnung aus den physikali-
schen Gegebenheiten abgeschitzt werden kann. Bei den adjun-
gierten Variablen, zu denen im allgemeinen jeder physikali-
sche Bezug fehlt, mufl man anders vorgehen.

Man kann hier die Technik von "indirekten" Optimierungsmetho-
den ausnutzen, die mit geschitzten Verl#ufen fiir die Steuer-
variablen arbeiten, um daraus Informationen {iber die adjun-
gierten Variablen abzuleiten. Dieses Vorgehen ist sinnvoll,
da die Entwurfsvariablen (z.B. Querschnittsverliufe) wieder
physikalische Hintergriinde haben. Auf Grund technischer Er-
fahrung und "Fingerspitzengefithl" trifft man filr solche Gré-
len leichter sinnvolle Annahmen. Sucht man, wie bei vielen
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Aufgaben des optimalen Entwurfs von Tragwerken, Querschnitts-
fldchen- oder Dickenverliufe, so kann man fiir bestimmte Last-
verhdltnisse davon ausgehen, dafl der konstante Querschnitts-

fldchen- oder Dickenverlauf der Optimall8sung schon sehr nahe
kommt und gewinnt in diesem Zusammenhang gute Ndherungen fiir

die Zustandsvariablen und adjungierten Variablen.

Eine weitere Methode ist die Homotopie- oder Fortsetzungs-

methode. Sie bietet bei komplizierten Optimierungsaufgaben

oft die einzige Mdglichkeit, zu Losungen zu kommen und ist

bei den hier behandelten Beispielen hdufig benutzt worden.

Die Rechtfertigung fiir diese Methode liefern Sdtze liber im-
plizite Funktionen (vgl. [17]).

Man unterscheidet Parameter- und Randwert-Homotopien. Bei
der Parameter-Homotopie ist natiirlich das Vorhandensein
eines solchen Parameters Voraussetzung. Sie haben die Form:

y'=efl,y) +(1-€)g(x, y/
O ££ =1

E =0 ergibt ein Dgl.-System mit bekannter L&sung,€& =1 eines
mit der gesuchten Ldsung. Variationen von & fithren dabei
auf neue Ldsungen. Dazu soll folgendes Beispiel betrachtet
werden:
Gesucht ist das Minimalgewicht eines mit vorgegebener erster
Eigenfrequenz <« schwingenden Rahmens bei veriinderlicher Quer-
schnittsflidche. Der Rahmen mit konstanter Querschnittsfliche
ist eine bekannte Optimalldsung zur Eigenfrequenz GJO. Die-
ser Parameter a)o wird nun variiert auf CJ1 und als Starttra-
jektorie die Optimalldsung zu aJO benutzt. Man erhdlt so eine
Folge von Optimalldsungen, die man auch als Homotopiekette
bezeichnet: W, < c.J‘<....<(.J.

Bei der Randwert-Homotopie geht man so vor, daf man das Pro-
blem zundchst als Anfangswertaufgabe formuliert. Die das wirk-
liche Problem noch nicht erfiillenden Randwerte werden nun
langsam verdndert. Das zugehdrige Randwertproblem wird immer
mit der vorherigen Losung als Starttrajektorie geldst. Oft ist
es ratsam, nicht alle Randwerte auf einmal zu variieren.
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5. Anwendungen

5.1 Harmonisch erregte Stibe mit minimaler Amplitude an
der Erregerstelle

5.1.1 Allgemeines

Behandelt wird der einseitig eingespannte und am freien Ende
mit der harmonischen Kraft F=F°cos(52t) belastete Lings- und
Biegeschwinger aus homogenem Material mit gegebener Masse.
Die Betrachtungen bleiben auf Stdbe im Sinne der elementaren
Elastizitdtstheorie beschridnkt. Um ein Verschwinden von Quer-
schnittsflichen an diskreten Stellen oder ein zu starkes An-
wachsen in bestimmten Bereichen zu vermeiden, werden die
Querschnittsfliichen nach oben und unten begrenzt A, = A=A
Minimiert werden soll der Betrag der Amplitude an der Erre-
gerstelle. Es soll also eine Art "Schwingungstilgung" durch-
gefiihrt werden. ‘

5.1.2 Einseitig eingespannter Lingsschwinger

Fg cos (Qt)

Abb. 5.1

Die partielle Differentialgleichung vom hyperbolischen Typ

lautet:
Uy

%, _ IEAG) 35 )
o7~ s 5.1

Mit dem Ansatz ux(s,t)ﬂu(s)cos(63t+7’) fiir die stationire
Dauerldsung, die hier nur betrachtet wird, eliminiert man
den Teil der Lésung, der das zeitliche Verhalten beschreibt,
und erhdlt fiir den Amplitudenverlauf eine gewdhnliche Diffe-

pAC(s)
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rentialgleichung 2. Ordnung

3A£2u+(5/4u’)'=0 (5.2)
mit den Randbedingungen
u (o] =0 (5.3)
M) =5 = EA (L)

( )' kennzeichnet die Ableitung nach der Ortskoordinate s.
Die Zielfunktion kann man mit Hilfe des Energiesatzes (Arbeit
der dufleren Krifte) f=Fo Iu (1)I=min. formulieren. Wenn man
nicht mit Betragsgréfien arbeiten will, muff man 2 F#lle un-
terscheiden:

(i) u(l) >0

%,

(ii) uw@) <

Fo‘u{[/.-_-//o-‘a’a/s = run. (5.4)
o

o

I'4
%, =‘€ufl/=*//-;u’d.s=m:h. (5.5)

Die Restriktionen in der Aufgabenstellung ergeben die Neben-
bedingungen:

AL S AGs) £ Ao (5.6)
P4
V=[AG)ds =V, (5.7)
o

Wegen der Homogenitidt des Materials ist in (5.7) die Masse
M durch das Volumen V ersetzt. Fiithrt man noch die folgenden
Normierungen durch

s a/(/ A
X=77, () = a= <%
= /V ’ / A
)’1" L ) YZ:EA* —a)/‘f

2 _ 12.? 2
(l.) - I.Q f— EA*
g

V/ - £
Yo =z T TEa*C !

so erhdlt man die Optimierungsaufgabe in dimensionsloser
Form.
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Zielfunktion: (i) 1 .
e =o/7(7¢&-dx = fy’(‘f):m/n.

(i) 1
fz"‘/f%‘dx =_f)’4/'// = rn.
Dgl.-System: Randbedingungen:
% =& ye(0) =0
y., = =~ w’ay, Y2(1)= 7
s =@ ¥6(0/=0 , ) (1)= Vo

Nebenbedingung filir die Steuergrdéfle u=a:
Q“-’:asao
Fall (i):

Das Maximumprinzip liefert (vgl. Kapitel 3.2):
Hamilton-Funktion:

/f=’?bf-7§L 4 }9_5?_'%2°J€17? * @ = max

beragl. @ /
adjungiertes System:

Joo 9H
¥ = Ay}
¥ = iat

N 7

%’:' -y" a _9‘1?
'%3[:‘9 == % =/(/

Transversalitdtsbedingung (vgl. Kapitel 3.2 (B)) in etwas
abgewandelter Form DS]:

‘[z'f{_;']{,/ 7 [_2"5/2]{1/ =0
= [4,(0) dy, (0] # 3, (o) Iy, (0] + %, (0)lys o) ] # L 3, (1) Sy, (1)

* % (1)dy (1) # %3(7) dyy (1) ]
—_— }1'2(0/=0 Y, y1/7)=0
Ansdtze zur L8sung des adjungierten Systems sind

%;”*= 22t f
?z=’)2*3='ﬂﬁ§)q
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Die Randbedingungen werden fiir K2=-1 erfiillt. Setzt man noch
?ao=-1, so folgt fiir die Hamilton-Funktion
2
-— _& 7 2 2 =
=- a (-w = maX.
H a ( ¥t K bezdigt- @
oder mit den Abkiirzungen oc¢ = (K- wzyIZ) und B ==y22
B
H=xa —cz—
Die Bedingungen (D) und (E) aus Kapitel 3.2 liefern drei Mdg-
lichkeiten fiir die optimale Wahl von a:

Yz IH_ _,
a = . = =
Wf_—/(-aus e =0 ,aauoderaao.
Welches a das Maximum der Hamilton-Funktion fiir einen belie-
bigen Punkt des Zustandsraumes bezeichnet, veranschaulicht
die Abb. 5.2 flir die beiden Fdlle o¢> 0 und x < 0.

H a>0 H q<0

Abb. 5.2

Das Maximum der Funktion H liegt fiir
x> 0: a=aq, J x=0 : aosa* = q=0a,
a za* == a=au

a¥* = Yz

. Vew?y,* -K
Zur Bestimmung der Schaltfunktionen nach Kapitel 4.7 betrach-
ten wir die o,/ -Ebene der Zustandsgrtfien (Abb. 5.3). Die
A

Schaltgeraden S =o¢+ fz und S, = X # -z teilen die
(2] 773 .
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Abb. 5.3

rechte Halbebene in drei Bereiche auf. Das Vorzeichen von
54 bzw. s, gibt dann fiir jeden Punkt des Zustandsraumes die
entsprechende Funktion der Steuergrdfle a an. Betrachtet man
die Konstante K als 4. Variable Y4» SO erhdlt man das Rand-
wertproblem:

Dgl.-System: Randbedingungen:
r_ Y2 ) =
Yo = a.2 y,(O}—O
y'= -wlayy Ya(1) = F
Y3 = O Y;0)=0 (5.8)
y4_/=0 )’3(7/= o
Schaltfunktionen: 2
_ 2,2 Y2
5= Oy -y, + a,z
2
_ 2 Y2~ (5.9)
32 - ()’4 —CJZY1 / + auz
Schaltbedingungen:
s, Z 0 : Q=

1
52>0 und5,<0 s a:v——L—

‘52"‘:"0 a= Qg

Fall (ii):

Die Vorgehensweise ist analog zum Fall (i). Die Losung des
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adjungierten Systems lautet hier allerdings

Y=yr
%"‘)’4)

so daB sich das Vorzeichen der Hamilton-Funktion umkehrt

H = Ye > + (w2 -k
V4 ) a

(s 4

oder 3
H=_0(afa—

Aus dem Verlauf H(a) (Abb. 5.4) fiir die Fille <> O und
o < 0 entnimmt man, dafl das Maximum von H immer nur an den
Grenzen des zuldssigen Steuerbereichs der Querschnittsfliche
liegen kann.

Abb' 504

Man erhilt
X< 0: HCa.) T Hlas): a=ce A>0 : a=ay

Hla.] < H(ao): a=a,
Die o(,/.? -Ebene (Abb. 5.5) zeigt dann nur die Schaltgerade
_B
QAo A
l8sende Randwertproblem unterscheidet sich vom Fall (i) also
nur in den Schaltbedingungen und Schaltfunktionen. (5.9)
und (5.10) sind zu ersetzen durch:

STkt aus der Bedingung H(au)=H(a°). Das zu

2

s= (y- oy %+ o (s.11)

ao QL(
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(5.12)

Abb. 5.5

Ergebnisse:

Als Daten fiir die numerische Durchfithrung werden gewdhlt:
v°=1,5, au=1,0, aosz.o, wobei zu einigen Frequenzen mit ver-
schiedenen Stiitzstellenzahlen auf dem Intervall (11 und 6
Stliitzstellen) gerechnet wird. Selbst bei schlechter Wahl der
Starttrajektorien flthrt das Verfahren stets zum Ziel. Die
Stiitzstellenzahl hat keinen Einflufl.

In Abb. 5.7 ist der Minimalbetrag der Verschiebung als Funk-
tion des Erregerfrequenz-Parameters « dargestellt. Die Fidl-
le y1(1)-< 0 bzw. y1(1) > 0 werden jeweils durch einen L8-
sungsast repridsentiert. Kontinuierlicher Querschnittsfli-
chen-Verlauf (yI(l) > 0) fiihrt mit steigender Erregerfrequenz J
solange zu einem Anwachsen der minimalen Endverschiebung, bis
die fiir diese Schwingungsform maflgebende Eigenfrequenz er-
reight wird. Die Stidbe werden also oberhalb der entsprechen-
den Eigenfrequenz erregt. Bei sprunghaftem Querschnittsfli-
chen-Verlauf (y1(1)-< 0) liegt die Erregerfrequenz oberhalb
der zu dieser Schwingungsform gehdrenden Eigenfrequenz. Die
Endamplitude nimmt also mit steigender Erregerfrequenz ab.
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Fiir den zu CJi bzw. O)i gehdrenden Querschnittsfli-
‘ min max
chen-Verlauf stellt v°=1,5 dann das minimale Volumen dar.

Die L8sungskurven iliberschneiden sich, so daf natlirlich im-
mer nur die L8sung mit der kleineren Amplitude optimal ist.
Daneben gibt es Bereiche, z.B. zwischen CJ1* und 0)2*, fir
die zu den gegebenen Restriktionen keine L8sung existiert.

Flir Frequenzen oberhalb von ¢)* kénnen jedoch z.B. stets Sti-
be der Endamplitude Null mit sprunghaftem Verlauf der Quer-
schnittsfliche angegeben werden, deren untere Querschnitts-
fldchen-Begrenzung innerhalb des zul#dssigen Bereichs
a, < a ﬁ.ao und deren obere Querschnittsflidchen-Begrenzung
auf dem oberen Rand liegt (vgl. Abb. 5.6). Die Beziehung
zwischen unterer Querschnittsschranke a, und Frequenz-Para-
meter <J lautet filir ao=2
a
tan ((.J(T"- -b)

-2 tan(wb/ =0

- —7
b= Yz-ay
Fliir & =4 rechnet man z.B. a ==1,3633 aus.

4 I/j g/
|
|
I
i
L
—_—
rT1T
|
I
|
|
0
g

l'_”‘l |——>x“ |

- = 0
y1[ =0 y1l (b) y1u( )
b=y, (0
2,0 Y2y,

I

5“@@-g=0
- 1

Abb. 5.6



- 62 -

Das L&sungsverhalten spiegelt dann der dick ausgezogene Kur-
venzug wieder. Stehen jedoch nur die Querschnittsflichen a
und a,  zur Verfiigung, so bleibt zwischen c){* und cJZ*'die
Lésungsliicke erhalten. Zwischen GJZ* und 013*'ist die Lésung
durch die sich schneidenden Kurvenﬁste y1(1):>0 und y1(1)<1 0

bestimmt.

Einige ausgewdhlte Querschnittsflichen-Verlidufe sind in Abb.
5.8 dargestellt.



Abb.
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?l”hmn

S:7: Betrag der Endamplitude als Funktion der |

Erregerfrequenz, v0=1,5, 3032,0' au=1,0
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Abb., 5.8 Verlauf von Querschnittsflichen, vo=1,5
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5.1.3 Einseitig eingespannter Biegeschwinger

3\ l Fy cos (Qt)

\h(s)

Abb. 5.9

Die partielle Differentialgleichung ist vom parabolischem
“Typ
2 2
Pur , I
.fA(SI Dt ds? E-Z)')‘(S}a 2 ) =0 (5.13)

Der Bernoulli-Ansatz uz(s,t)=w(s)cos($2t+-f) fithrt auf eine
gewdhnliche Differentialgleichung 4. Ordnung fir den Verlauf
der Amplitude w(s)

(L, (s)w']" - pAc) 2% =0 (5.14)
Dazu gehbren die inhomogenen Randbedingungen
wlo] =
w'lo]= 0 (5.15)

M) = - ELylljw ()= o
QU =-EZLy(t)w”(l]= £

Die vereinbarten Nebenbedingungen sind wie beim Lingsschwin-
ger

AL=A(G) =2 A, ' (5.16)
I4
\/—-/A(s/ds =, (5.17)
v

Das Flichentridgheitsmoment Iyy 148t sich mit dem Ansat:z

I,,,=c/1'° (5.18)
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durch die Querschnittsfliche ausdriicken. Fiir einen Rechteck-
querschnitt mit variabler Héhe h und konstanter Breite b er-
hilt man p=3 und c-1/(12b2).
Die Zielfunktion ist wie beim Lingsschwinger filir die Fidlle
w(l) >0 L
$, = 5wl =0/Fo‘ w'ols
und w(l)< O l

&, = ~Ewl)=-[5w'ds

o

éetrennt zu betrachten. Wird in der folgenden Weise normiert

S _ A I__ d() - \/0
X=7, a—?—, [}""d""x'_", V—A*l /
3 /ﬂ*j
I =ca mit dem neuen c= =
4 1256
f ¥ _ J’-.Q V4 f"" /5
P=CEAYL ' Y T T E /1T FaE o
A £A
Zustandsvariable:
=¥ v/
"= Y2 =Yy
-—_.__/\1___._. i
V3T7 CFA®L TE)
- Q _
V4= CcEAF Vs
dann nimmt die Optimierungsaufgabe die Gestalt an:
Zielfunktion:
4
i) y >0 - )‘Z,'—‘/fyza/x
° 7 (5.19)
(i1) y, <0 : p=-/Fy dx
: 0
Nebenbedingungen: Dgl.-System mit Randbedingungen
Yo' = ve y, (o) =0
Y. = jﬁ%‘ 7 Y, (0) = O
! _ -
B = Ye B/ =0 0
Yo' = wiay, Yo (1) = ~F

s =4 Ys(0)=0, ys(7/ =1,
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Steuervariable u=a
a. £a =a.
Fall (i):

Die Anwendung des Maximumprinzips erzeugt analog zum Lings-
schwinger aus der Hamilton-Funktion

| Y3 4
He %l t Yo # o os " ¥y 7 AW 3 7 Y@ (5.21)
das adjungierte System
Y =-way,

%l =~ Y+
" - _ ¥2
#3743 (5.22)
(AR
?5l= o % yS";K

Aus der Transversalitdtsbedingung folgt
% (1) =0 ¥,(7/=0
313{0/"0 J ¥4 (0)=0

Zwischen adjungierten Variablen und Zustandsvariablen be-
steht der Zusammenhang

Y= Yot % = -3
¥3= )a y; Yu="r7

Die Maximumbedingung stellt sich dann mit 340=-1 dar als

(5.23)

2
bezugl A :

oder mit den Abkiirzungen o(wK-chylz, /3=y32 und y=2y,y,

&y

XL ist fiir die Entscheidung, welches a zum Maximum von H
fihrt, ohne Einfluf. Der qualitative Verlauf H(a) entspricht
Abb. 5.2. Daraus liest man fiir die optimale Wahl von a un-
mittelbar ab:

H=oa -

xX>0: a=ao, xX<0: Qa,=« = a-q,
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aédu = aA=QqQ,

2 s
a* ={ 3>;3 ) ’
Wy, K

Auch der qualitative Verlauf der Schaltgeraden in der o,/3-
Ebene ist derselbe wie in Abb. 5.3. Die zu l6sende Randwert-
aufgabe mit der Konstanten K als 6. Variable lautet dann:

Dgl.-System: Randbedingungen:
%= v Y, (0)=©
Y, =L y, (0] =0
a
wv! = 7)=0
Yo < Vs Ys(
4 (5.25)
Y9'=w4ay4 )’9(1/=—f
Ys'=a ys(e/=0
Schaltfunktionen:
3 3ys?
! %o o (5.26)
— + .—-’3_ﬁ_._. — @ 2 + ﬂ,_?z_
Sy ek L * = Ys* WY, a.?
Schaltbedingungen:
S, =z 0 a = Qo
4
R - 3)/32 4
5270 and .51<0. a—(-m) (5.27)
_52__‘0_' a=a,
Fall (ii):

Der Vorzeichenwechsel in der Zielfunktion bewirkt einen Vor-
zeichenwechsel der Losungen (5.23) der adjungierten Variablen
und einen Vorzeichenwechsel in der Maximumbedingung

H=(w*,?-Kla + B -2y = max
_ berugl. X
oder
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H=-xa + -y = moax.

a’ berigl. a

Da y‘ auch hier ohne Einfluf auf die Maximumbedingung bleibt,
findet man den qualitativen Verlauf von H in Abb. 5.4 bzw.
den qualitativen Verlauf der Schaltfunktion in Abb. 5.5 wie-
der. Das bedeutet:

x<0: Hla,)ZFHl@] = a=a. , x=0: a=a.
Hla, )< H(a,) == a- a,
(5.26) und (5.27) ist zu ersetzen durch:
s=-o¢ + a /3

— alralirdodeu

& = He T Ot (5.28)
S< 0 : a =y,
520_‘ A= Qu

Ergebnisse:

Die numerischen Rechnungen werden mit den Daten v°=2,5, a =
1,0 und ao=5,0 durchgefiihrt. Die Stidbe mit kontinuierlichem
Querschnittsflichen-Verlauf zeigen ein wesentlich besseres
Konvergenzverhalten als die Stibe mit sprunghaftem Quer-
schnittsflichen-Verlauf. Um leichter und mit weniger numeri-
schen Aufwand zum Ziel zu gelangen, wird deshalb bei den Stii-
ben mit sprunghaftem Querschnittsverlauf vom normalen L8sungs-
algorithmus abgewichen.

Ober eine lingere Zwischenrechnung, auf die hier im einzelnen
nicht eingegangen werden kann, stellt man die Frequenzglei-
chung als Funktion der Sprungstellen auf. Die Schaltbedingung
(5.28) s=0 an jeder Sprungstelle liefert die notwendige Zahl
von weiteren Gleichungen fiir die unbekannte Konstante Ye und
die Schaltstellen. Betrachtet man dieses nichtlineare Glei-
chungssystem als Rand- oder Knotenbedingungen, die Schalt-
stellen und die Konstante als Zustandsvariable (Dgl.-System
mit yi'BO). fir die ein beliebiges Pseudo-Integrationsinter-
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vall definiert wird, so kann man den gleichen L8sungsalgo-

rithmus wie im Normalfall verwenden. Der Aufwand beim Auf-

stellen der Frequenzgleichung wird durch sehr kurze Rechen-
zeiten belohnt.

Abb. 5.10 zeigt den Zusammenhang zwischen Erregerfrequenz
und Absolutwert der Endamplitude. Man stellt ein #hnliches
Verhalten wie beim Lingsschwinger fest. Kontinuierliche
Querschnittsflichen-Verliufe (y1(1).>-0) maximieren die zu
ihrer Schwingungsform geh8rende Eigenfrequenz, sprunghafte
minimieren sie. Zwischen & * und CJ’; existiert zu den ge-

1
wdhlten Restriktionen keine L8sung.

Fir hdhere Frequenz-Parameter als <« kdnnen z.B. wieder
sprunghafte Querschnittsfliche-Verliufe mit der Endamplitu-
de Null konstruiert werden, wobei die Querschnittsfléchen
innerhalb des zulidssigen Gebietes au=5 a ﬁ.ao liegen. Die-
ses Ldsungsverhalten finden wir im dick ausgezogenen Kurven-
zug wieder. Gibt es nur die Mdglichkeiten a, und a,» SO gel-
ten auch oberhalb von «w die dargestellten Kurven, und man
hat bei ibereinanderliegenden Kurvenisten diejenigen mit
der kleinsten Amplitude auszuw#hlen.

Querschnittsflichen-Verlidufe zu verschiedenen Frequenz-Para-
metern zeigen die Abbildungen 5.11 und 5.12.
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5.2 Rahmenartige Tragwerke maximaler Steifigkeit unter
statischer Belastung

5.2.1 Al;gemeines

An statisch belastete Tragwerke wird h#ufig die Anforderung
gestellt, daf ihre Verformungen mdglichst klein bleiben sol-
len. Eine globale Aussage iiber das MaRl der Formdnderungen
eines elastischen Bauwerks und damit auch der Beanspruchung
bei zdhen Werkstoffen ist die Forminderungsarbeit. Nach dem
Energiesatz der Mechanik (1. Hauptsatz der Thermodynamik)
gilt nun, daf die Forminderungsarbeit gleich der Arbeit der
duBeren (eingeprigten) Kriédfte bei einem isothermen Prozef
und quasistatischen Formidnderungsvorgingen eines linear-
elastischen K8rpers ist. Maximale Steifigkeit oder minimale
Verformungen sind daher mit dem Minimum der Arbeit der HuBe-
ren Krifte verbunden. Durch die Menge an Material, die ver-
baut werden darf (Ein bestimmtes Gewicht des Bauwerks soll
nicht tiberschritten werden.), und durch Begrenzung der Quer-
schnittsflichen nach oben und unten sind den Systemen oft-
mals Restriktionen auferlegt. Schranken flir die Querschnitts-
fliche ergeben sich meist aus konstruktiven Grilinden, sind
aber auch notwendig, wenn man das Verschwinden von Quer-
schnittsflidchen an diskreten Stellen oder ein zu starkes An-
wachsen von Querschnittsflichen (Widerspruch zur Stabtheorie)
verhindern will.

In diesem Zusammenhang sollen hier zwei ebene rahmenartige
Stabtragwerke (Abb. 5.13 und Abb. 5.14) untersucht werden.
Die Annahmen der Elasto-Statik der Stibe werden vorausge-
setzt, Dehnungen der Stabachse bleiben unberificksichtigt. Auf
ein Einbeziehen des Eigengewichtes wird verzichtet.

5.2.2 Grundgleichungen

Abschnitts-, Knoten- und Stiitzstellennummerierungen werden
entsprechend Kapitel 4.1 durchgefithrt. Der Angriffspunkt von
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Einzelkridften mufl dabei immer mit einem Knotenpunkt zusam-
menfallen.

Zielfunktion ist die Arbeit der #uBeren Krifte ¢ , die zum
Minimum gemacht werden soll. Beim Aufstellen der Zielfunktion
werden die Einzelkrédfte dem Anfangs- oder Endpunkt eines Ab-
schnittes am jeweiligen Knoten zugeordnet. Man erhédlt:

{2 4
Beispiel 1: & =/Fu¢’ds, +/q‘u/,ds, = rmn, (5.29)
o o

4 4 12
Beispiel 2: j’z:[F%’d{,f/gf,u;ds, # [ w5 dsp=min. (5.30)
o o o

Bei homogenem Werkstoff schreibt man in beiden F&dllen filr
die Beschridnkung der Masse

V=/A(5/d5= V; (5.31)
(L]
und flr die Restriktionen in der Querschnittsflédche

AL €A S A, | (5.32)

Die Differentialgleichung der Stabbiegung filir den i-ten
Stab lautet

Ad¥(EZIwBI)| 4.
P . % | (5.33)

Normalkraft und Verschiebung in Richtung der Stabachse wer-
den als konstant angenommen
M = konst. P77 = konst. : (5.34)

Fir Rechteckquerschnitte mit variabler H6he h und konstanter
Breite b gilt (vgl. Kapitel 5.1.3)

Z(s) =cALs) (5.35)
Es wird in der folgenden Weise normiert:

Se

XL':L / L:[ff.*/m
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! d() L= Ac __Ve
() dx 1 KT pE Vo—';{'?l—
x3
L= ca; mit C= 72—/%—2"'
A
_ A g_*/_-"’ _ .
K= xF / = e ;) P 7 gewahlt
_ A __£
A Fa
we = !
Yee =7 4 YT Y
2
ML =Ll
Y3‘ - Fec J Y‘h £Fc
N: L2 75
Yo = = Yei= [
Man erhdlt dann die Optimierungsaufgabe:
Zielfunktion:
% %
Beispiel 1: fr = /72}29 c{xf 7‘/9’1 Yyg Ay = rromn.
ors %925 925 (5.36)
Beispiel 2: = //})ﬁsdx_;f /q,,y,,dx, f/gzyﬂa/xz =min.
0 o ©
Nebenbedingungen:

Dgl.-System fiir den i-ten Stab einschlieBlich der integralen

PA
Nebenbedingung (5.31) 7507 :/q" dax,
o

Yo = Ya¢
’_ Y3 Y3
yZ‘I d a® ~
Y3: = Y#:
! _
4 = ~Fe
y‘) 7 (5.37)
Ys; = O
)’65’ = Qg
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Steuervariable uisai:
a,<a,; € a (5.38)

Die Knotenbedingungen fiir (5.37) sind in Tabelle 1 enthalten,
wobei die Bedingungen fiir die Variable y;; vorerst aufler acht
bleiben. GemdB Kapitel 3.2 wird die Hamilton-Funktion fiir
den i-ten Stab gebildet
. 3¢
H; = 75£(?V Yz f'f:)ﬁz/ * Y Yoo T Fai a,’
(5.39)
F¥3: Yoo " e Ko 7 Fsi Al

Gleichung (3.6) liefert das Hilfssystem fiir den i-ten Stab

%' =V %, Y =0 === Y=k
w! =Y o “¥u, B =0 TV Y=Ha
Yo' = :jf’ ’ ¥o.' =0 ==Yy =Ky (-4
Y = B
Aus der Transversalititsbedingung in‘jedem Knotenpunkt,
Beispiel 1:
Knoten 1: lﬁ,'cf_&, —Z‘Q'JZE =0
Knoten 2: ¥3- cz., —f_z,({_y, ”_éle =0 (5.41)
Knoten 3: “_}fz-cfﬁ -/-ﬁ-cf!i—ﬁ-c/}_/‘::O, |
Beispiel 2:
Knoten 1: _ZZCQ’_ ‘ﬁ‘Jﬁ =0
Knoten 2: =43 dy; # ¥sdys =0
Knoten 3: ;5&;5 —;,-cf; =0 (5.42)
Knoten 4: _-";E_;c{__;f Ezciy; —_y_,_s-cf_yﬁ=0
Knoten §: _Z?"f_)’g _zf.cfl,z__zé..(jﬁ,a

findet man die Knotenbedingungen fiir die Hilfsfunktionen.
Die Ergebnisse sind in Tabelle 2 dargestellt., Das Dgl.-Sys-



79

Tabelle 1

Ouu—%+mw% 0=9t4-Plg
oumwklmw% o0=Cbs-¥84
0=294 0a984-V84
Oumhklmnh OuON%avnh
OamohlmG% Ouohannh Ou—w%nm—% Oucw% Ouvwhlp—%
Onmmklmvhlmmk Ouoo%umo%+vo% Ou—nhlmh% Ouo>100h Ouvw%+—m%
Oumv%ame%+~m% Onom%|N¢%+¢m% Onpo%lmo% 298¢« Oueh%|wu%
Onmn%amm%+mm% Onvv%uov%+Nm% Oammlpm%|mv% OnoF% 0=794-194
OumNhlmmh Onom%uvm%+mn> Onpv%+mm% Onmw% Ouvvh+pm%
OHNNAIWN% OuoN%leN% Ouwnhlmm% Oumo% Ouvm%n—v%
Oanhlm—% OucNklNNh Ou—N%lmNh Oumm% Olvmhlwmh
Onmphln—% Ou~w%+v—% Onmw%#pp% Oum—% onthl—N% z 1etdstog
0= 184 2l OuNw%
Onwh%lNh% Ou—m%
0=Y94-294 | 9=%94-19¢
Ou—o% On—hthnk
0= bVAL¥S4-T5¢ 0= %4 0=584-V84
Oume%nve%*—m% . Oanh Onmmkovhh
OuN—hlv—% Ouo>amo% 0=294-79«
Ou—m%uvmthm% 0=554 0=£54-75«
o=t24£-2%( Ounv% Oue%nme%:e#%
0aV24-2%( Onnm% 0258484
Ouvw%anh Onwn% Oummklvmh
0=284. b1« o=ti« 0=2b4-Y4 | | yordstag
S 14 £ A l uajouy
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Tabelle 2

0alli V84984

0=584-214,58 0=9%-Y94
0=59%4-594 0=994-294
0=l 44554 0=954-274
onmm*,-nmx. Ouomx,-em.\r oumw.\:{:i Ouvw&-:xp
0=SVA-SV4 0=9V4-Vv4 0=!84_St4 02954 | 0=t4. 184
0=054-5V4 oul V4,254 ou::rmi 0=9V4 | 0a¥9%4-194
0=554-£54 0=954-V54 0=!54-5V4 0=9%4 | 0=7P4.154
0=L54-554 0=954-254 0=t V44,554 0=554 | 0=VSA-LV 4
OumN&uNN\m%N& ouoN*nvﬁ,fNN* Ou—mxum»& oumfm oavm&-—m\\e
0=C84-Skf_E14 0=C84-914_V14 on—ﬁnmm\m Oummq» Ouvmx-_mx 2 1etdstog
onvr&|—w$an$ Oumw&
ouvomuwo& 0=25%
0=t74.V54 0=t5%
OuNm&-Qmam ouwf‘ ouewx?vmqm
0=YV4_2V4 o..NN\N oumowug#
0=t S4-2V4 0=5%4 | 0=£54-Y52
onem&-Nm& onn{N oumf..e;
ouN.&-Pm& o-No*u—Pm oummm-«mm.
0=424-V24 124 o=tV4 | 0=5%4-V24
0=V84-784, 114 0atlh | 0=SW-Y44 | | rordsteg
S 14 ¢ z ! uajouy
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tem der HilfsgrtBen und das der Zustandsgrtfen zeigen glei-
chen Aufbau. Daher ergibt sich als L&sung des Hilfssystems

Vi =Yt e ¥s: T Yei

Y20 T Yz Y8: = ~Ysi

e = e (5-45)
Yo = Y1¢

Die Konstanten KSi und K8i treten in der Hamilton-Funktion
nicht auf. Einsetzen von (5.43) in (5.39) liefert mit

%oi™"!

2
H; = Ko q; — 3; =2y Yoo * R Yui)
o (5.44)
7
= Yo~ figT T4k

Wegen der Querschnittsflichen-Schranken ist wieder die rich-
tige Wahl unter den drei mdglichen Querschnittsflidchen

a; T, ) Q; =X {93

T (5.45)
TN Kse

zu treffen. Wir betrachten dazu Abb. 5.15 (a) und (b) und
lesen ab, daB das Maximum von Hj bestimmt ist durch:

(a) a=a, (b) A = = A%
a, =z === a=au

<a° 2 a_-::a*

Daraus lassen sich die Schaltfunktionen konstruieren

_ - & .2
S =Y @ + 3B (5.46)

4 2
32 T Yi A +3/3;
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(a) (b)
|H, n>0 _ ‘ﬂ
///<7_ a, 7<0
///H 11
= ]
o
/o TI: q;
4
9
~<i%;

Abb. 5.15

Die'Schaltbedingungen slico und 52i=0 stellen sich als Gera-
den in der (x,/e)i-Ebene der Zustandsgréfien dar (Abb. 5.16).

Abb. 5.16

Bezeichnet man die Konstante Ke s als 7. Zustandsvariable,
dann bekommt man folgende Randwertaufgabe:

Dgl,-System: Knotenbedingungen:
I-— .
Y; = Ye. Tabelle 1

Yoo = — (5.47)
Q;
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Yai T Y#c
!
)"NI = —?c'
)’5;:1 = 0
)’64": a‘.
vz = 9
Ye:' =9
Schaltfunktionen:
4 2
.S .= ?' a '* y-
7 T V7i Qo 3‘3 (5.48)
S2c = Yoo @t Y
Schaltbedingungen:
51‘:> 0 N a‘F-' do
¢ 3Ys: 5.49
5,;> 0 4urm1.%-<(7 D a= - 2¥ ( )
VeSS
_52‘-<0 N a‘~=‘-du

5.2.3 Ergebnisse und Diskussion

Die numerische Rechnung fiir die beiden in den Abbildungen
5.13 und 5.14 dargestellten Beispiele erfolgt mit den Daten:
Beispiel 1: 11/L=1/3, 12/L=1/6, ao=2,5, au=1,0

vo=1,5, q=1,0, £=1,0,
Beispiel 2: 11/L=0,25, 12/L=0,125, au°1,0,....,0,0

v°=1,5, q1=1,0, q2=1,0, £=1,0.

Als Starttrajektorie wird die Ldsung des Rahmens konstanter
Querschnittsfléche a=au=1,0 gewihlt. Mit dieser Niherungslé-
sung als Startpunkt, die im ilibrigen mit dem gleichen Programm
ermittelt werden kann wie die Optimalformen, wenn man nur die
Schaltfunktionen entsprechend modifiziert, zeigen sich keine
Konvergenzprobleme. Bei der Untersuchung des Einflusses der
unteren Querschnittsschranke fiir Beispiel 2 wird die in Ka-
pitel 4.8 erwdhnte Homotopie-Methode angewandt, d.h. a, wird
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ausgehend von a,=1,0 schrittweise erniedrigt, wobei als Ni-
herungstrajektorie immer die Optimalldsung aus dem vorherge-
henden Schritt benutzt wird.

In den Abbildungen 5.17, 5.19 und 5.20 sind optimale Quer-
schnittsflidchen-Verliufe dargestellt. Um einen Begriff vom
Erfolg des Optimierungsprozesses zu bekommen, ist in diesen
Abbildungen die Verschiebung (Durchbiegung) filr die optima-
len Querschnittsformen und fiir den konstanten Querschnitts-
fldchen-Verlauf von a=1,5 eingezeichnet. a=1,5 wird gewihlt,
weil hierflir jeweils in beiden Fdllen die gleiche Menge an
Material verbraucht wird. Man erkennt, dafl die Verformungen
der optimalen Stabwerke gegeniiber denen mit konstantem Quer-
schnittsverlauf bei gleichem Materialaufwand doch erheblich
niedriger liegen.

Den Einflufl der unteren Querschnittsschranke auf den Optimie-
rungsprozel zeigt Abb. 5.22. Die Verkleinerung der minimalen
Forminderungsarbeit mit fallender unterer Querschnittsflichen-
Schranke ist darauf zuriickzufithren, dafl der Spielraum fiir
den Entwurfsparameter Querschnittsfléche bei gleicher Mate-
rialmenge gréfer wird. Im unteren Bereich von a, mufl man al-
lerdings fiir kleine Verbesserungen extreme Verliufe der Quer-
schnittsfliche (Abb. 5.20) in Kauf nehmen. Im Grenzfall
auao,o, d.h. Optimieren ohne geometrische Schranken, fiihrt
das zum Wegfall eines Stabes und zum Verschwinden von Quer-
schnittsflichen an einzelnen Stellen. Diese Stellen k&nnen
als innere Gelenke gedeutet werden, so daB aus dem urspriing-
lich statisch tiberbestimmten System ein statisch bestimmtes
wird (Abb. 5.23). Der Querschnittsflichen-Verlauf stimmt
ziemlich genau mit dem aus Abb. 5.20 iiberein. Dieses Verhal-
ten bei unbeschrinkter Optimierung gilt ganz allgemein fir
beliebige Stabwerke und kann beispielsweise vermieden werden,
wenn man die Dehnungen der Stabachse (Normalkraftverformun-
gen) mit in die Betrachtungen einbezieht. Die optimale Quer-
schnittsflidche (Gl. (5.45)) ist dann nicht mehr nur haupt-
sdchlich durch das Biegemoment bestimmt.
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Die Abbildungen 5.18 und 5.21 vergleichen Momentenverliufe
von optimierten Rahmen mit solchen konstanter Querschnitts-
fldche. Auffillig sind die erheblichen Momentenverschiebun-
gen.

Die so erhaltenen Optimalformen kénnten nun auch als Aus-
gangspunkt fiir eine weitere Optimierung unter Beriicksichti-
gung von Spannungsrestriktionen dienen, da die Forminde-
rungsarbeit bei z#hen Werkstoffen als Maf filr die Beanspru-
chung gilt (Gestaltdnderungs-Arbeits-Hypothese).
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Abb. 5.17: Verlauf der Querschnittsfliche und der Verschie-

bung, Beispiel 1, vo=1,5, ao=2,5, au=1,o
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Abb. 5.18: Momentenverliufe, Beispiel 1, v°=1,5, a0=2,5,
au=1,0
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? tpzmin

2,0-1074

1,0 1074 =

Abb. 5.22: Minimale Formdnderungsarbeit als Funktion der
unteren Querschnittsflichen-Schranke, Beispiel 2
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Abb. 5.23: Statisch bestimmtes Ersatzsystem, Beispiel 2,
v,=1,5, a =0
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S.3 Minimalgewichtsentwurf des beiderseitig eingespannten
Knickstabes

5.3.1 Allgemeines

Gesucht wird die optimale Form eines dilnnen elastischen
Druckstabes gegebener Linge aus homogenem Werkstoff, dessen
Enden eingespannt sind (4. Euler-Fall). Es bestehen hier

w(s)

- Abb. 5.24 Fx

zwei #dquivalente M8glichkeiten, eine Zielfunktion zu definie-
ren:
(i) Es werden die Stldbe bestimmt, die zu gegebenem Volu-
men (Materialmenge) die grofite kritische Last Fy tra-
gen, wobei FK der kleinste Eigenwert ist.

(ii) Zum niedrigsten Eigenwert FK (gegebene Belastung) sucht
sucht man die Gestalt desjenigen Knickstabes, der das
minimale Volumen (Gewicht) liefert.

Die Formulierung (i), Maximierung des ersten Figenwertes,

ist 1962 von TADJBAKHSH und KELLER[25] fiir geometrisch #hn-
liche Vollquerschnitte ohne Beschrinkungen des Entwurfspara-
meters Querschnittsfliche behandelt worden. Als Ausdruck fiir
die Zielfunktion (kritische Last) wird der Rayleigh-Quotient
herangezogen. Infolge des Fehlens von Restriktionen fiir den
Entwurfsparameter treten bei den dort angegebenen L&sungen

zwei Punkte mit verschwindender Querschnittsfléche (Abb. 5.25),
d.h. inneren Gelenken, auf. Das vorher zweifach statisch {iber-
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bestimmte System ist somit statisch bestimmt geworden.

Beim Aufstellen der Optimalitédtsbedingungen war die Stetig-
keit der Steigung der ersten Eigenform vorausgesetzt worden.

AN \\\1\\\\\\‘

SONNNAANNNANS

-.—0,25—-‘

K=]
N
(3]

{

1,0

Abb. 5.25

Zur Beschreibung des Stabilititsverhaltens bei gegebenem
Querschnittsflichen-Verlauf muf man an den Stellen mit der
Querschnittsfliche Null (Gelenke) diese Voraussetzung fal-
lenlassen. OLHOFF und RASMUSSEN [26] weisen 1976 nach, daf
die in [25] angegebenen Stdbe beim Wegfall dieser Annahme
schon unter viel kleineren Lasten beulen. Die Knickform zum
kleinsten Eigenwert ist tatsidchlich antimetrisch (Abb. 5.25)
im Gegensatz zur Annahme in [26]. Der Mittelteil bleibt ge-
rade, d.h. die kritische Last reicht nicht aus, den Mittel-
teil zum Knicken zu bringen.

Unter Zulassung dieses singulliren Verhaltens (Diskontinuitét
von Steigung und Querkraft) bestimmen OLHOFF und RASMUSSEN
eine neue Lésung mit hdherer erster Knicklast, die auch wie-
der symmetrisch ist. Die Punkte mit verschwindender Quer-
schnittsfliche verschieben sich weiter zu den Réindern. Sie
miilssen aber feststellen, daB es dariiber hinaus Stdbe glei-
chen Volumens mit noch gréferen Knicklasten gibt. Daraus
schlielen sie, daB die unimodale Formulierung des Problems
nicht ausreicht, und gehen zu einer bimodalen tiber, wobei
sie gleichzeitig eine untere Schranke flir die Querschnitts-
fliche einfithren. Zu solchen Knickst#ben gehdrt dann ein
doppelter Eigenwert mit zwei verschiedenen Eigenformen.
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In diesem Kapitel wird nun das Problem in der etwas anderen
Formulierung (ii) neu aufgegriffen und mit Hilfe des Pontry-
aginschen Maximumprinzips geldst. Weiter wird der Einfluf
verschiedener Querschnittstypen betrachtet.

5.3.2 Grundgleichungen in bimodaler Formulierung

Zielfunktion ist nach (ii) das minimale Volumen

{
V= /A(s)ol5=m/n. (5.50)
(o}

Fiir aus dem Grundzustand (gerader Stab) ausgelenkte Nachbar-
lagen erhidlt man filir mégliche Gleichgewichtszusténde die
Differentialgleichung

ow
ci{fﬁﬂ@)zzgf—

5 + 5 jj:" =0 (5.51)
mit den Randbedingungen

w(o)=0 w(l) =0

g0 -0 30

und als weitere Nebenbedingung fiir die Querschnittsfliiche

A, =AG) (5.53)

Das Fldchentréigheitsmoment wird wieder i{lber den Ansatz (5.18)
durch die Querschnittsfliche ausgedrilickt.

Its) = cAls)”

wobei p=2 fiir den geometrisch dhnlichen Vollquerschnitt uﬁd
p=3 fiir den Rechteckquerschnitt mit variabler Héhe und kon-
stanter Breite gilt. Im weiteren wollen wir stets davon aus-
gehen, daf die Knickform senkrecht zur Achse mit dem klein-
sten Fldchentrigheitsmoment (Minimalquerschnitt) liegt. Es
werden folgendé Normierungen durchgefiihrt:

()
X= 7 =-/%- ) (V=g I=ca”
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Vo 2_ Al
= % 7 A -
A%l £c
Zustandsvariable:
w
Yr =7 s Y2 T )9/
/¢ Qr®

55 Fc ' VT Ec
Da symmetrische Querschnittsflichen-Verldufe zu erwarten sind,
genligt es, nur den halben Stab zu betrachten. Die Zielfunk-
tion lautet dann:
72
v=2 /a(x)dx = pun. (5.54)
o

und die Nebenbedingung fiir die Steuervariable u=a

au = a), (5.55)

Fir den allgemeinen bimodalen Fall gibt es zum gleichen Figen-
wert zwei Eigenformen (Abb. 5.26). Jede beliebige Linearkom-
bination dieser beiden Eigenformen ist dann auch wieder L&-
sung zum gleichen Eigenwert.

05

Abb. 5.26

Zu jeder Eigenform gehdrt ein Satz von Zustandsvariablen, so
dal zwei formal gleiche Dgl.-Systeme mit verschiedenen Zu-
standsvariablen existieren, und zwar zur symmetrischen Ver-
schiebungsform
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Randbedingungen:
”I# /o - »[0/:0
s S %0 =0
Y5 = Y Y (%)= 0 (5:50)
2 )3
Vi = A P ye (%) =0
und zur antimetrischen Verschiebungsform
Randbedingungen:
Ys' = e Ys(0) = O
;o YR o) = O (5.57)
e T a® | % ©
y&'= Y8 Xf(64/=’0
2y,
ya’_._._. - a; y;,(‘yz}.—:o

Bei der Anwendung des Maximumprinzips bilden wir zunichst
die Hamilton-Funktion

Hepoar Yt B (A 1a) # 1o s (5.58)
*hsys + T (v - X ps) * %7 78

und daraus die adjungierten Hilfssysteme
'=0 = =g T2 0 = =
b 12 7 % ¥ = G

W= =Y == By =Xt Y = Yo Y5 = Gax+ ¢4

N s i AP¥e - ¥s 5.59
b N~ ¥r= s (5.59)
%= ¥ %2'= ~¥r

Aus der Transversalitidtsbedingung

(3 H )y + Iy )eny =0
folgt
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Y3 (0) =0 y, (0) =0
¥y (0)= 0 %5 (0) = O
¥ (72)=0 % (V2) =0 (5.60)
s (72)=0 ¥ (%2)=0

Die Ansidtze

5‘1"'"/4{)’9*7\2)’2/ }‘5"""5/)@”‘)‘2)’5)

¥2=A(>’37‘A2>’1/ 3‘5’5/)’77‘/\275/ (5.61)
¥3= ~Ay | ¥z= ~BYs
¥4 = Ays | ¥g= Bys

geniigen den Dgl.-Systemen (5.59) und den Randbedingungen
(5.60) und (5.56) bzw. (5.57). Wegen yﬁ(1/2)=0 folgt
}bl=C1=0 und wegen y6(1/2)=0, d.h. C3=2C4,

Y= 264 = 280
Yg = C,";,('/—Zx)'—'Bszf—Zx) .

Daraus oder durch Integration von (5.56) und (5.57) ergibt
sich '
2 2
o= = Ay # 0 Yp = L (7-2x)-Xys
2 2 (5.62)
)’4\:')\)’2 )’8=""(2027"A )’5})
d.h. die Variablen y,,y, und y,,yg sind bis auf zwei Konstan-
te durch die anderen Zustandsvariablen bestimmt. Geht man in
den Ausdruck fiir die Hamilton-Funktion (5.58), so erhdlt man

mit }oo=-1
2
H=-a* 51?{/* (0,- A2y, )%+ B05,(1-2x)-Xy;) 3

(5.63)
74 8BDys * by 64)22'f¢9)32)
oder
H=-a fﬁa_'o+y-
mit

B =ALC0,-Ry )+ ¢ (DG-2x)-Xys )} (5.60)
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Y = A{4¢0,y5 # X 0n" + ¢y) .

a ergibt sich aus der Maximumbedingung, d.h. entweder aus der

Beziehung (3.9) oder aus (3.10). ) hat keinen Einfluff auf die
Maximumbedingung. Dem Verlauf H(a)

H 1 H

B

\\jfi____ au cll*

PR W @ R ~p ¢

/ -é aP
- H
-a
a) b)

Abb. 5.27

(Abb. 5.27 (a) und (b)) entnehmen wir, daf das Maximum von
H bestimmt ist durch

(a) (b)
a=a, a, = a* == a-a.

. < @ —a-a® (569

—7_
cz*==(L/D/3}/°'7‘

Daraus berechnet man die Schaltfunktion

S=4Q, f'/Oﬁ . (5.66)

Die Schaltbedingung s=0 reduziert sich auf einen Punkt auf
der /3 -Achse von Abb. 5.28.

Da es sich um eine Eigenwertaufgabe handelt, die Eigenformen
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Abb. 5.28

also noch bis auf einen beliebigen Parameter unbestimmt sind,
kann man die Konstanten A und C durch willkilirliche Wahl je-
weils einer weiteren Randbedingung flir jede Eigenform fest-
legen. Hier wird gew#hlt y1(1/2)=1 und y6(1/2)=-1.

Definiert man die Zustandsvariablen neu

Y1=Yr Y5 = Ys

Ya= Y2 Y6 = Y6

=0 Ve = L2

Vo= A Yo =&
dann bekommt die bimodale Randwertaufgabe folgendes Aussehen:
Dgl.-System: Randbedingungen:

Yo' =Yz Y, (0)= 0

Y2’ =-xf;)£ﬁ Yo (0)= 0

Yo' =0 Yo (72)=1

ye'=0  valY)=0

Ys' = Ve R Ys (0] =0  (5.67)

)8/=.19(¢jzz-)»7k e (O) =0

y;'==£7 7&"72/=“9

x8’==0 Xg('7§/==‘7
Schaltfunktion:

y
S=a, P 70 Yy {()'3’)3)’1)2 7 ()'7(1'2"}')‘2y5)2} (5.68)

Schaltbedingungen:
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sZ0: a=,
$5<0: a=1-pully-X )19/27*)’30’;/7'2") (5.69)
—)\2)/5')2.]} P

Der unimodale Fall ist mit y5=y6=y7=y8=0 im bimodalen ent-
halten. Bei gegebenem kritischen Lastparameter A hingt die
Losung nur noch von der Querschnittsflidchen-Schranke a, ab.

5.3.3 Numerische Durchfithrung und Diskussion der Ergebnisse

Die Rechnungen werden flir den geometrisch #hnlichen Voll-
querschnitt (p=2) und den Rechteckquerschnitt (p=3) fiir den
Lastparameter A =6,4 durchgefiihrt. Die Startfunktionen fiir
den Lﬁsungsalgorithﬁus werden nach der Homotopie-Methode
(Kapitel 4.8) bestimmt. Bei schrittweiser Xnderung der
Querschnittsschranke a, dient die vorhergehende LBsung immer
als Niherungstrajektorie. Im bimodalen Fall mufl dabei mit
erheblich kleineren Variationen von a, als im unimodalen ge-
arbeitet werden.

Zu einem gewdhlten a, 16st man zundchst den Unimodalfall zur
symmetrischen Eigenform. Hier wird mit aucl,O begonnen. Die
sich ergebende L8sung wird daraufhin tberpriift, ob das ge-
widhlte A tatsichlich der kleinste Eigenwert ist. Ist das
nicht der Fall, fingt man mit einem grdfleren a, an. Man ver-
kleinert das a, nun folange, bis man feststellt, daR der Eigen-
wert zur antimetrischen Eigenform unter dem der symmetrischen
liegt. Von hier an muB nun mit der bimodalen Formulierung
weiter gerechnet werden, und zwar vergrbfiert man a, zunichst
wieder, um festzustellen, von welchem a, an die bimodale For-
mulierung die bessere LOsung liefert. Dieses a, (Schnittpunkt
der Kurven filir den unimodalen und bimodalen Fall in Abb. 5.29
bzw. Abb. 5.31)14Bt sich genau ermitteln, da diese Stelle in
der bimodalen Formulierung mit y8=0 verbunden ist. Man kann
dann a, als Variable Yg auffassen und hat wieder eine voll-
stindige Randwertaufgabe. Auch jede L&sung der bimodalen For-
mulierung wird weiter daraufhin kontrolliert, ob zu ihr nicht
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ein noch kleinerer Eigenwert gehdrt als der gewdhlte Lastpa-
rameter. Das ist aber nicht der Fall.

Das L&sungsverhalten gibt Abb. 5.29 fiir den geometrisch 4hn-
lichen Vollquerschnitt und Abb. 5.31 flir den Rechteckquer-
schnitt mit variabler H8he wieder. Die Abbildungen 5.30 und
5.32 zeigen einige typische Querschnittsflichen-Verliufe.
Aus Symmetriegriinden ist jeweils nur der halbe Stab darge-
stellt. Die unimodalen Stibe haben eine weitere Symmetrie-
achse bei x=0,25 und x=0,75. Fir den geometrisch #hnlichen
Vollquerschnitt gilt von der Stelle a, = 0,249 die bimodale
Lésung, da von hier an die unimodalen Stéibe einen kleineren
Eigenwert zur antimetrischen Eigenform aufweisen als den,
fir den sie optimiert wurden. Die bimodalen Stdbe sind nur
noch einfach symmetrisch wegen der unterschiedlichen Eigen-
formen. Der Bereich mit der konstanten Querschnittsfliche
wdchst mit kleinerem a, zusammen, um bei au==0,195 ganz zu
verschwinden. Verkleinert man a, weiter, so greift diese
Schranke nicht mehr, wird also inaktiv. Diese Stabform ist
dann flir alle Stidbe mit a, = 0,195 und auch fir den Stab
ohne die geometrische Schranke (au=0) optimal. Das Verhalten
beim Rechteckquerschnitt (gréBerer Querschnittsflichen-Para-
meter p=3) ist dhnlich, tritt nur schon friher bei au:=0,409
auf. Auch wird der Bereich der Bimodall®dsungen (zwischen
au¢=0,409 und au¢=0,334) gespreizt. Trimodale Optimalldsun-
gen tauchen nicht auf.

Ein Vergleich der hier gefundenen Ergebnisse flir den geome-
trisch dhnlichen Vollquerschnitt mit denen, die OLHOFF und
RASMUSSEN angeben, zeigt gute Obereinstimmung, wenn man die
Werte entsprechend umrechnet. Der hier verwendete Ldsungs~-
algorithmus arbeitet allerdings etwas genauer, da er die
Schaltstellen exakt bestimmt.
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5.4 Rotierende Kreisscheibe mit maximalem Trigheitsmoment
ohne Spannungsitiberschreitungen

5.4.1 Allgemeines

Rotierende Kreisscheiben sind ein hdufig verwendetes Kon-
struktionsmittel im Maschinenbau mit verschiedenen Anwen-
dungsgebieten [27]. Eines dieser Gebiete ist ihre Verwendung
als Schwungscheiben, deren Aufgabe es ist, ungleichférmi-
ge Arbeitsrythmen, z.B. bei Kolbenmaschinen, durch ein gro-
Bes Massentrdgheitsmoment auszugleichen. Ziel einer Opti-
mierung ist also die Maximierung des Trdgheitsmomentes bei
gleichem Materialaufwand. Dabei darf natiirlich eine zulids-
sige Spannung nicht Uberschritten werden. AuBerdem sind
meistens gewisse Einbaumafe einzuhalten, so dafl weitere
geometrische Restriktionen flir die Scheibendicke bestehen.

Auf Grund dieser Uberlegungen soll hier das Massentrig-
heitsmoment einer rotierenden Kreisscheibe bei gegebener
Drehzahl und Materialmenge fiir homogene Werkstoffe maxi-
miert werden, wobei eine Vergleichsspannung an jeder Stelle
kleiner als eine zulédssige Spannung bleiben mufl. Da solche
Scheiben meistens durch eine Prefipassung auf der Welle be-
festigt werden, sollen die Scheiben gerade immer zu der
Grenzdrehzahl optimiert werden, bei der die Preflpassung ge-
rade aufgehoben wird, d.h. die Verschiebung der Scheibe am
Innenradius wird zu Null angenommen.

5.4.2 Aufstellen der Grundgleichungen

Betrachtet wird eine homogene diinne Kreisscheibe mit linear-
elastischem Werkstoffverhalten. Die Rotationssymmetrie des
Kérpers, der Belastung und der kinematischen Bindung (lLage-
rung auf der Welle) hat zur Folge, daB wir es mit einem ebe-
nen axialsymmetrischen Problem zu tun haben, d.h. der Span-
nungs- und Verschiebungszustand sind axialsymmetrisch (Abb.
5.33). Schnittkrdfte und Verschiebungen sind entsprechend
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Abb. 5.34 definiert.

Abb. 5.33

Abb. 5.34

Flir die axialsymmetrische Belastung X=r3Lﬁlzh(r) erhilt man
das Dgl.-System des Schnittkraft- und Form#nderungszustan-
des

dv _ 1 r M
oAr 4 [ lu v+ 0(7'/ (5.70)
d(My?) _ 1

or *",T{Zur/l/, 7‘0(7’“//7—/12/1/‘-7')(} ,

Darin ist M die Querkontraktionszahl (fur Stahl /4m0,3) und

EA(r]
2

D(r] = 7 (5.71)

die Dehnsteifigkeit. Dazu gehdren die Randbedingungen
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V(/?L-/=e=0
(5.72
Ny (Ry)=0 )
Die Zielfunktion lautet
@ /7“ alr *f-?lf/r h(r)dr = max. (5.73)
(Vo)
und die Nebenbedingung flir das Volumen (homogener Werkstoff)
Ra
7 [ rhtr)ar =V (5.74)
R: '
oder als Differentialgleichung mit Randbedingungen
Vi=2m rh(r)
(5.75)

V(R;)= O vm;)= Vo

Als Spannungsnebenbedingung kommt die Vergleichsspannung
nach von Mises (Gestaltinderugs-Arbeits~Hypothese) in Fra-
ge. In Schnittgréfen geschrieben heifit das

2 MrMNe _ 0 '
(hﬁd) /hﬁd (h(r))? = 6o (5.76)

Man kann aber auch in vereinfachter Weise nach der gréfiten

Radialspannung bemessen

2
[ ] 7
{/;m = % (5.77)
und liegt dann in jedem Fall auf der sicheren Seite, nutzt
das Material aber nicht voll aus. Mit den dimensionslosen
Gréflen

R o Raigf2°
I / _ Ra
X=K1 (} = dx () ) {‘;2,“ G,
_Vv-E .2 __JQ_
Y1 = RaGo /Y2 G, A2 7 Ra
S I _ Vo _
T 2mp Ra® BT 7R3 ) % =5, o3

schreibt man das Problem um:
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Zielfunktion:

= —/x3u dx = . (5.78)

X
Dgl.-System:
Y

V= -y (1 )

L

Xs‘/: Xuw (5.79)
Randbedingungen: _

Y, (x;) =& =0 y, (7)=0

}’3(xé)=0 Y3 (7) = Vo

Spannungsnebenbedingung:

nach (5.76)
24 (/"Xa 7‘(_1)/,,)2 —y;(zuyzfu)/,}—(xu}sz, (5.80)

nach (5.77)
)ﬁz"(’“‘jzfo (5.81)

Im weiteren soll der Obersichtlichkeit wegen die Gleichung
(5.81) benutzt werden. Die Optimierung kann aber genauso
flir die Nebenbedingung (5.80) durchgefiihrt werden.

Die Anwendung des Maximumprinzips liefert folgende Glei-
chungen:

Hamilton-Funktion:

H= =30 x%u 3y - pys +(1-4°) 22}

(5.82)
Pt Lpa e 5o Jud g
adjungiertes System:
17
}f Jii‘?v x K2
7-4° 1 _ M (5.83)
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Transversalitdtsbedingung:
¥ Ouldylx) - y(1)-dy(1)=0
¥ (1)=0 (5.84)
yz(xé):: O;
auBerdem die Beziehungen
Ply?- xw?)=0 (5.85)
- und

IH 3 1-p? vk
L=y - Bt v paly-xolripx=25x"c (5 g6

Des weiteren gilt die Maximumbedingung, d.h. u ist fiir
y°=-1 durch das Maximum der Hamilton-Funktion beziliglich
der Steuergrdtfle u bestimmt.

Das adjungierte System 148t sich in diesem Fall weder ele-
mentar 1l8sen noch durch das Originalsystem ausdriicken. Die
Steuergréfile u ist entweder durch die Spannungsbedingung

a:ua,z_l)z:_l (5.87)

oder mit f =0 aus Gleichung (5.86) durch

1
u=wu*= é
mit J—e? Y (5.88)
ﬁ‘"'_x‘u_Yz}‘f
und /' 2
(1= B2 ) g 2 IEE

gegeben.,

Ob (5.88) gilt, hingt vom Vorzeichen von 3 bzw. o¢ ab.
Dazu betrachten wir den Verlauf

H(u/=cxuf—f—+x (5.89)

und miissen vier Fdlle unterscheiden (Abb. 5.35).
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T‘H Q<O,B>0 *H 0.<0,B<0
|
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\ 8 8
N u ﬂf uG Jy
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\ ) // e ’
i\\\ﬂ | au
du i
|
c) d)

Abb. 5.35

Daraus lesen wir ab:

Fall (a) und (b): u so groRl, wie méglich,

Fall (c): 'u=uG—
Fall (d): u* > u = u=u*
u¥ £ u = u=ugs

Wegen (a) und (b) und aus technischen Griinden wird eine Dik-

kenschranke Unax eingefiihrt. Flir ug miissen wir selbstver-

stindlich zulassen, daR es Uoax tibersteigen darf. Dann er-
hdlt man im Falle

(a) u=u (b) H(ug) Z H(u

max ) == u=ug

max

H(UG)< H(u ) === u=u

max max
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(c) u=u o

= u =
(d) u = umax nd us"- umax = U“U ax
> ©
u*z u und ug > u == us=ug
.u’ ...“ uG — ucuG,

Die Steuerung dieser verschiedenen Mdglichkeiten kann durch
folgende Schaltfunktionen realisiert werden:

S —i—uz
2” e« T6 (5.90)
/3 2.
S3 = "ot T Umax
So = x(Un - w2 }*ﬁﬁm—i@'
4 ¢ max Umax Y&
mit den Schaltbedingungen

s;20 und Sy 7 0: u=ug-

sy Z 0 und S4 = 0: u=u_ o

Sq < 0 und Sy < 0: u=ug (5.91)

Sy <O und s, >0 und s, {0: u=u

sy < 0 und Sy Z 0 und Sg Z 0: u=u

Auf Grund physikalischer OUberlegungen kann man die Zahl der
Schaltfunktionen reduzieren. Ein hohes Massentrigheitsmoment
kann nur dann erzielt werden, wenn die Masse mdglichst auflen
konzentriert wird. Das hat allerdings zur Folge, daB am In-
nenrand hohe Spannungen auftreten. Die Fi#lle (a), (c) und

(d) kénnten also ausgeschlossen werden, so da von den Schalt-
funktionen nur Sy iibrig bliebe, wie sich spidter beim Rech-

nen auch richtig herausstellte. Diese Uberlegungen erweisen
sich auch als hilfreich bei der Wahl von Startwerten fiir die
adjungierten Variablen.

Bezeichnet man die adjungierten Variablen neu - Ya= ¥1»
Y= ¥, und y6=A -, so erhdlt man die Randwertaufgabe:
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Dgl.-System: Randbedingungen:

y, ! = [—éu)? +(1-ﬂ2/-‘—>:3-} Yy(x;)=O
R'=x l'(uyzv* (y,-fg)u} Y, (1/=0
Y = xu vy (x:)= O
y ' (5.92)
Vo' =% lys—uyf Y3 (1)=
yol= =T K - Ly 20 Y, (1)=0
Yb'/= 0 y;(x£/=0
3 2
(- LR ) ey XX ] Ty,
- 2x*
Schaltfunktionen: siehe (5.90)
mit f,
o= (1~ L2 ) pypx » SYS (5.93)

und 2
ﬁ-—‘a—yzﬂ

Schaltbedingungen: siehe (5.91).

5.4.3 Numerische Durchfiihrung und Diskussion der Ergebnisse

Zu gegebenem Drehzahlparameter w* und gegebenem Volumen
kann das Randwertproblem geldst werden. Hier tauchen jedoch
die schon erwihnten Schwierigkeiten bei der Wahl verniinfti-
ger Startwerte fiir die adjungierten Variablen auf. Die in
Kapitel 4.8 aufgezeigte Technik der Randwert-Homotopie lei-
stet hierbei gute Dienste. Es wird so vorgegangen, dal zu-
ndchst die Scheibe gleicher Radialfestigkeit zu vorgegebe-
nem Volumen, also ein kleineres Dgl.-System, geldst wird.
Diese Scheibe erfiillt natiirlich die Randbedingung y,(1)=0
nicht. Im nichsten Schritt wird das vollstidndige System ge-
18st, indem man die Randbedingung fiir die adjungierte Varia-
ble Ya nicht am rechten Rand, sondern am linken Rand vor-
schreibt, also fiir die adjungierten Variablen ein Anfangs-
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wertproblem 1ldst. Die Variable Y4 wird nun schrittweise so
verdndert, dafl die wirkliche Randbedingung y4(1)=0 erfilllt
wird. Das ist nach wenigen Schritten erledigt. Fiir weitere
Lésungen zu verdndertem Drehzahlparameter kann man dann als
Starttrajektorie die Ldsung aus dem vorhergehenden Schritt
wihlen.

Daten flir die numerische Durchfiihrung waren: Innenradius
xi=0,2 und Querkontraktionszahl flir Stahl éu-=0,3. Zu zwei
Volumina vo=0,3 und voao,s und verschiedenen maximalen
Scheibendicken Uy ax in Bereichen ohne Spannungsiiberschrei-
tungen werden die LSsungen in Abhingigkeit des Drehzahlpa-
rameters w’ = fo bestimmt. Einige typische Querschnitts-
verldufe zum Volumen v°-0,3 und umax=1,0 zeigt Abb. 5.36.
Wir finden den vermuteten Dickenverlauf bestétigt. Die
~Scheiben bestehen aus einem inneren Teil, der konstante Ra-
dialfestigkeit aufweist, und einem 4#ufieren Ring mit maximal
zuldssiger Dicke.

G
Go
der Tangentialspannung {gﬁ—- der optimierten Scheibe zum
Volumen v°=0,3, Drehzahlp;rameter CJ*-I,O und Maximaldicke
umax~1,0 verglichen mit der Scheibe konstanter Dicke glei-
chen Volumens. Die optimale Scheibe nutzt den Querschnitt
natilrlich viel besser aus.

In Abb. 5.37 wird der Verlauf der Radialspannung und

Die Abbildungen 5.38 und 5.39 veranschaulichen den Verlauf

des maximalen Trégheitsmomentes ilber dem Drehzahlparameter.

Bei kleinen bis mittleren Drehzahlen 148t sich das Massen-
trigheitsmoment erheblich steigern. Bei hohen Drehzahlen
werden die Fliehkrdfte dann so gro3, daB die Scheiben nur

noch nach der Spannungsnebenbedingung bemessen werden. Die
Scheibe konstanter Dicke versagt ab einer bestimmten Dreh-
zahl. In Abb. 5.40 ist der Verlauf der Obergangsstelle zwi-
schen dem inneren Teil der optimalen Scheiben (gleiche Radi-
alspannung) und dem &duBeren Ring (konstante Dicke) dargestellt.
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“hohe Drehzahlen w*=30

] . : ; 10 9 =00723
* )
—
mittlere Drehzahlen W*=20
! ‘ 7 T
15 - - 10 s-oms
' {
kleine Drehzahlen W*=10
|
I—

| 7 }
e TR/ /—
! 7R

Abb 5.36: Dickenverldufe der rotierenden Scheibe, vo=0,3,

=
U ax 1,0
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5.5 Minimalgewichtsentwurf eines mit gegebener erster
Eigenfrequenz schwingenden Rahmens

5.5.1 Allgemeines

Stehen mechanische Systeme unter periodischer Belastung,

so ist ein Zusammenfallen von Eigen- und Erregerfrequen:z

zu vermeiden, um Resonanz auszuschlieflen. Schreibt man bei-
spielsweise vor, daB man im unterkritischen Bereich bleiben
will, dann muB die erste Eigenfrequenz <) sich in einem ge-
wissen Abstand oberhalb der Erregerfrequenz §2 (z.B.

W =1,0152 ) befinden. In der Regel kennt man die Erreger-
frequenz und kann die Optimierungsaufgabe so formulieren,
daf man zu vorgegebener tiefster Eigenfrequenz dasjenige
Tragwerk mit dem kleinsten Gewicht (bei homogenem Material
kleinstem Volumen) sucht. Weil bei einer solchen Aufgaben-
stellung [29 - 33] die Querschnittsfldchen an diskreten Stel-
len verschwinden und die Querschnittsflidchen-Verliufe sich
bei hohen Eigenfrequenzen extrem verdndern kénnen, was bei
Stabwerken den Annahmen der Stabtheorie widerspricht, wird
eine Beschrinkung der Querschnittsfldche nach oben und unten
vorgenommen (Au = A(s) = Ao)'

Unter den Voraussetzungen der Elasto-Statik der St#dbe ohne
Beriicksichtigung der Dehnungen der Stabachse wird der Mini-
malgewichtsentwurf fiir den auf beiden Seiten eingespannten
in seiner Ebene schwingenden Rahmen aus homogenem Material

Abb. 5.41
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nach Abb. 5.41 mit geometrisch #hnlichem Vollquerschnitt
durchgeftihrt. Da filir die zum gewdhlten Eigenwert optimier-
ten Rahmen bei der unimodalen Formulierung nicht auszu-
schlieflen ist [34], dafl zu dieser Optimalform ein kleinerer
als der gewdhlte Eigenwert gehdren kann, wird die Aufgabe
von vorneherein in der bimodalen Form formuliert. Diese Rah-
men sind weiter daraufhin zu untersuchen, ob nicht hdher-
modale Eigenformen eine Rolle spielen.

5.5.2 Grundgleichungen in bimodaler Formulierung

Zielfunktion bei homogenem Material ist das Volumen

V= /A(s) ds = min. (5.94)
()

Das mechanische Verhalten wird nach der elementaren Theo-
rie durch die beiden partiellen Differentialgleichungen
der Biege- und Lingsschwingung beschrieben

2
D*(Er(s) T4 92
o z_
a EA(_;)Q&. 2
(95 2 )-M“’ Set=0 (5.96)

Mit den Produktansitzen uz(s,t)=w(s)f(t) und us(s,t)=u(s)f(t)
nach Bernoulli k&énnen wir die Zeitl8sung eliminieren und
erhalten gewéhnliche Differentialgleichungen mit homogenen
Randbedingungen, die sich als Eigenwertproblem herausstellen.

dZ

o(£10s) 55
ols? o

o (EA(s) T
ols

) -—jA(S) Q)ZW =0 (5.97)

+ A(s) wiu=0 (5.98)
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w(o)=0 w(l]=0
adw aw

0j]=0 L]=0
w(o)=0 u (L) =0

Die zugehdrigen Eigenformen sind entweder symmetrisch oder
antimetrisch. Wir kénnen unsere Betrachtungen daher auf den
halben Rahmen beschrinken, miissen die symmetrische und die
antimetrische Schwingungsform dann aber getrennt betrachten.
Die Randbedingungen #ndern sich entsprechend Abb. 5.42 (a)
und (b).

(a) symmetrisch (b) antimetrisch

Abb. 5.42 |

Abschnitts-, Knoten- und Stiitzstellennummerierung nach Ka-
pitel 4.1 sind in Abb. 5.43 dargestellt. Fiir die Quer-
schnittsfléche besteht zusdtzlich die Nebenbedingung

AL AG)= A, (5.100)

Das Flidchentrigheitsmoment fiir den geometrisch #hnlichen
Vollquerschnitt ist gemiB Gleichung (5.18)

_ 2
Z(s)=CA(ls)
durch die Querschnittsfliche bestimmt. Eine dimensionslose
Darstellung erreicht man durch folgende Normierungen:
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-4 2
x=7=, a=sx , (V= (), I=ca
vV _9(")2[“ Ae Ao

Abb 5.43

Im bimodalen Fall existieren zum gleichen Eigenwert B3 die
beiden Eigenformen nach Abb. 5.42, die jeweils durch eigene
Zustandsvariable beschrieben werden. Zu jeder Eigenform ge-
hort daher ein formal gleiches Dgl.-System mit unterschied-
lichen Zustandsvariablen. Fiir beide Stdbe (i=1,2) gelten die
gleichen Dgl.-Systeme. Die Variablen Ys und Y (Normalkraft
und Lingsverschiebung) brauchen zur Beschreibung des Schwin-
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gungsverhaltens im symmetrischen Fall nicht beriicksichtigt
werden, weil daflir die Verschiebung an jeder Stelle Yg =0
ist. Man erhdlt aus (5.97) und (5.98) die Dgl.-Systeme:

antimetrische Form: symmetrische Form:

Yn-’? Y2i Yo' = Yooc

)&;'==’§%%T Yeoi! = ;:;

Y:' = Yo (5.101) Yors' = Yrz: (5.102)
Yo' = P fa, )7e Yeoi' = /8 ", Yoc

ysz'= 0

A
)Gél‘/e < Vs, .

Die Knotenbedingungen finden wir in Tabelle 3.
Die Bedingung fiir die Steuervariable u.,=a., lautet:

i“i
a, £a; £Ao (5.103)
Als Zielfunktion ergibt sich
7% s
V=2(14+tg)=2{/a1a(x11‘/azdxz}, (5.104)
o o

Die Hamilton-Funktion fiir den i-ten Stab lautet:
4 #
H; = (%,Q!*}%YE*‘}&ff%‘*‘%3747‘}%/6 ay, *psflays
Yz7 4 .
¥ Y0 * ¥10 a? * ¥ Ve 7‘?72/3 Cl)b/t

Daraus bilden wir nach der Beziehung (3.6) das Hilfssystem

(5.105)

b= =P o = A" Yo

%' =~ Y, }‘mzl = ¥

Vs‘.’:—.——c-zz;zi 3‘11/:‘%2—_ (5.106)
Yoi =~ ¥ Yoo = P

Yo' = =B o

Yo' = 0
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Die Knotenbedingungen fiir das Hilfssystem folgen aus der
Transversalitdtsbedingung (3.8) fiir jeden Knotenpunkt:

Knoten 1: _}F_z'f{_)_’z —_%1‘6{_),1 =0 (5.107)

knoten 2: . %,dy, - %, dy, =0 .

" Die Ergebnisse enthidlt Tabelle 3.

Das Hilfssystem 148t sich wieder durch das Originalsystem
darstellen. Die Ansidtze

Y. = -A Yes Yoo = —8)’12;'
Yor = A Y3 Yw:= B yi1:
3 "—"—A)’a' ¢ = .
%.__ : Yori = = 8 Yoo (5.108)
¥oe= Ay Ys2: = B Yai '
Ysi= = A Yo
Yoo = Aysi

genligen dem Dgl.-System (5.106) und den Knotenbedingungen
(Tabelle 3). Setzt man (5.108) in die Hamilton-Funktion ein,
so erhdlt man mit ?bi=-1

/_72=[a[_,1_ﬁ9;(),121_x527‘_5x92)—7,4-;'47-—[){32—/-5)/112]

— _ (5.109)
~2A Ly Y% +By10y,z_7ji
oder
H; xar_7-7rd}i . (5.110)

Da die Eigenformen noch von der Wahl eines beliebigen Para-
meters abhingen, kann man die noch freien Konstanten A und
B durch willkiirliche Wahl einer weiteren Knotenbedingung
filr jede Eigenform bestimmen. Hier wird gesetzt:

Knoten 1: y62(1/6)==1,0=k1

Knoten 2: Y11 2(0)==-250==k2

Das optimale a liefert die Maximumbedingung, wobei J wie-
"der ohne Einflufl ist. Den qualitativen Verlauf Hi(a) zeigt
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Tabelle 3

Knoten 1 2

Original- y12+y61=0 y11=0

system y21-y2280 y21=0
Y317Y32"0 ¥Y51=0
Y51*Y42"0 Y710
Y527Y41=0 Y1270
Y11 Y62™0 Y32=0
¥717¥72"0 Y62"0
Yg17Yg2=0 ¥Y91=0
¥Yg1=0 Y10 1°°
¥92™0 Y10 270
Y10 17¥10 2°° Y12 270
Y11 17V11 270
Y13 17Y13 2°0

Hilfs- y12+y61=0 931=0

system ¥22"%21°0 %4170
¥327 %3170 Y6170
¥42*¥5170 *11 179
¥527"¥41°0 ¥12 170
Fi1*%2"0 ¥22°0
¥10 27%0 170 Y420
11 27 %11 =0 ¥520
%12 270 ¥9,2=0
¥12 170 #11 2°°
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Abb. 5.44. Abhdngig vom Vorzeichen von o bzw. X‘ ergeben
sich vier Fille.

\ > aa 8
\'4::: 1% 0 _/E
a, ag a " a
\\;a»
(c) (d)
H a>0 H a<0
“&

Abb 5.44
* B* =
(a) au<a<ao$-aa (b)aao
a*'—au'— 0 === a=3
a*-—aofo =F= g=g
(c) H(ao) H(au) 0 = a a, (d) a a,

H(a°)~H(au) < 0 = a=a
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a® rechnet man aus der Beziehung (3.10) —525(— . =0 aus und
L

erhilt

x_2l2y

@ o« (5.111)

Die richtige Wahl von a (Fdlle (a) - (d) aus Abb. 5.44)
148t sich nun liber die folgenden Schaltfunktionen steuern:

3
s, =(et a, ny/,.

_%£='(OL"O!XJ£

QAo * Au
- = ——— 5.113
(o4 (aoau)z ( )

Infolge des linearen Zusammenhanges zwischen ot und Y er-

scheinen die Schaltbedingungen 511=521=53i=0 als Gerade

in der <xya*fEbene der Zustandsvariablen (Abb. 5.45).

//';///s3<o ‘\s3=0

|
a=q, |
I
|

Abb. 5.45

Einen Sonderfall stellt yb=0 dar. Die Hamilton-Funktion ist
dann nur noch abhiingig von den Nebenbedingungen und nicht
mehr vom Integranden der Zielfunktion und der Konstanten A.
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An die Stelle der freien Konstanten A tritt dann der Fre-
quenzparameter /3 . /3 ist also nicht mehr frei w#hlbar, son-
dern durch die Nebenbedingungen festgelegt und stellt infol-
ge der Querschnittsschranken den zu einem bestimmten Quer-
schnittsflichen-Verhdltnis aO/au gehérenden maximal oder
minimal méglichen Frequenzparameter dar.

Der glatte Rahmen mit der konstanten Querschnittsfliche

a=a hat bei den gewdhlten Systemabmessungen den kleinsten
Eigenwert bei /30c5,3703964, und die zugehdrige Eigenform
ist antimetrisch. Der kleinste Eigenwert zur symmetrischen
Eigénform betrdgt 10,6692254. Geht man aus vom glatten Rah-
men, der zu seiner Eigenfrequenz /30 sicher optimal ist, so
wird man zundchst unimodale Rahmen erwarten, d.h. Y9=Y10"
y11=y12=0. Dann hiingt ¥ nur noch vom Vorzeichen von A ab,
und man kann grundsitzlich zwei Rahmentypen unterscheiden.
A >0 (y > 0) liefert Rahmen mit sprunghaftem Querschnitts-
flichen-Verlauf (vgl. Abb. 5.45) und A < O solche mit kon-
tinuierlichem Querschnittsflichen-Verlauf. A=0 kennzeichnet
den glatten Rahmen.

Bei der Formulierung des Randwertproblems faft man A und B
wieder als Variable auf: A=y, und §¥y13. Die Zielfunktion
(das minimale Volumen) wird als Variable Voin™Y7 mit in das
Dgl.-System aufgenommen. Die dazu gehbrenden Knotenbedingun-
gen finden wir auch in Tabelle 3. Die bimodale Randwertauf-

gabe hat dann folgendes Aussehen:

Dgl.-System fiir jeden Stab: Knotenbedingungen:

V9’W i Y2 ]

! Vs Tabelle 3
Y2 o2
)é' Yo

4

Y plays
Ys' o (5.114)
y‘l pfa YJ

) =
Yz a




Ys'
Ys'
Yoo

!

Yor

/

Yr2
Y73

-
Schaltfunktionen:

Yiz0:

{

S T

Y:< 0:

S3; =

L - L

Y; =(Ys (ys* 7 Yes Yor')):
o<;=(/34yg(y,z+y5’“+ Y73 ){92/" 7

Schaltbedingungen:

Y. Z0: 5y <
s, <

s, =
<

83 =

Sz >

0 und 5250
0 und 52 >0

0 und s2 >0

0
0

5.5.3 Numerische Durchfiihrung,
und Grenzbetrachtungen

S = (as” +y);
(xa’?y),

(x~& yJ

/

Py b

— Q, rQ,
g = K%
Qo e

aﬂau

3
a=(2y/oc) !/
a”ab
a=au
a=ao

(5.115)

(5.116)

Diskussion der Ergebnisse

In Abhidngigkeit des Frequenzparameters /3 wird das L8sungs-
verhalten fiir den Rahmen ohne obere Querschnittsfliichen-
Schranke und verschiedene Querschnittsflidchen-Verhdltnisse
ao/au bestimmt. Die untere Querschnittsflidchen-Schranke wird
zu au=1,0 angenommen. Der EinfluBl der unteren Querschnitts-
flichen-Schranke, der nur bei den kontinuielichen Quer-
schnittsflidchen-Verldufen von Bedeutung ist, wird bei kon-
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stantem Frequenzparameter /3 =8,0 untersucht, wobei eine
obere Querschnittsfliichen-Schranke nicht vorgeschrieben
ist. Stiitzstellenzahl und -nummerierung entsprechen Abb.
5.43.

Zur Bestimmung von Starttrajektorien fiir den L8sungsalgo-
rithmus kommt die Methode der Parameter-Homotopie zur An-
wendung, wobei im ersten Fall die Frequenzgrtfe /3 Homoto-
pieparameter ist und im zweiten die untere Querschnittsfld-
chen-Schranke a,. Bei schrittweiser Anderung dieser Para-
meter wird als Starttrajektorie immer die vorhergehende L&-
sung benutzt, dabei werden die Konstanten A und R bzw. y,
und Y13 entsprechend modifiziert eingegeben.

Abb. 5.46 zeigt den Verlauf des minimalen Volumens als
Funktion des Frequenzparameters /3 bei au=1,0. Ausgehend
vom glatten Rahmen mit /G°=5,3704 weisen die Rahmen mit
steigender Frequenz kontinuierlichen Querschnittsfléchen-
Verlauf und mit fallender Frequenz sprunghaften Querschnitts-
flichen-Verlauf auf. Bei kontinuierlichem Verlauf hat man
es zundchst mit unimodalem Verhalten zu tun. Die zweite
Eigenfrequenz der unimodalen Rahmen wichst mit gréfler wer-
dender erster Eigenfrequenz weniger stark. In Abb. 5.46 ist
die zweite Eigenfrequenz zur Unimodalform zus&tzlich ein-
gezeichnet. Bei (3=12,40736 haben symmetrische und antime-
trische Eigenform schlieBlich die gleiche Eigenfrequenz.
Rechnet man von hier ab unimodal weiter, so ist der bei der
Optimierungsstrategie gewdhlte Frequenzparamefer nicht mehr
der kleinste. Die Rahmen sind also nicht mehr zur kleinsten
Eigenfrequenz optimal.

Man mufl daher von dieser Stelle an von bimodalem L&sungsver-
halten ausgehen. Ldsungen findet man nur noch bei kleinen
Schritten des Homotopie-Parameters 3. Ob sich eine Erh8hung
der Stiitzstellenzahl glinstig auswirkt, was in der Regel der
Fall ist, kann nicht getestet werden, da die Kapazitidt der
eingesetzten Rechenanlage bei der gewdhlten Stiitzstellenzahl
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von 11 und dem Dgl.-System 13. Ordnung voll ausgenutzt ist.
Manchmal ist eine Verinderung der Lage der Stiitzstellen,

die ja beliebig sein darf, vorteilhaft. Hilt man aber die
Schritte a4/ gentigend klein, so kommt man in der Regel mit
dieser Strategie weiter, Kann bei den unimodalen Rahmen mit
Schritten von af =0,5 gerechnet werden, dann miissen die
Schrittweiten bei den bimodalen Lbsungsformen auf 4/380,02
bis 0,01 verkleinert werden. Im bimodalen Fall fiihrt die
Rang-Strategie im Normalfall nach einigen Iterationsschrit-
ten oft durch Rangerniedrigung auf die Version mit der Pseu-
doinversen. Von Vorteil erweist es sich manchmal, besonders,
wenn man groBere 4 /3 -Schritte versucht, gleich mit einem
kleineren als dem Maximalrang zu starten. Die Berechnung

der Pseudoinversen kann aber auch im unimodalen Fall notwen-
dig werden, wenn man hier mit sehr groBen a/3-Schritten und
damit schlechten Starttrajektorien arbeitet. Allgemein wird
das Konvergenzverhalten mit steigender Frequenz immer
schlechter. H8hermodales Verhalten, d.h. ein Zusammenfallen
von drei Eigenfrequenzen, kann im untersuchten Frequenzbe-
reich nicht festgestellt werden.

Bei den Querschnittsflﬂchen-Verhéltnissen ao/au=3 und ao/au=
6 bleibt das LOsungsverhalten unimodal. Bei gr&fleren Werten
von aO/au sind bimodale Optimalformen durchaus mdéglich. Er-
reicht man zu gegebenem aO/au die obere Querschnittsflichen-
Schranke, so kann man den Frequenzparameter nur noch wenig
steigern. Die Kurven enden mit horizontaler Tangente (Abb.
5.46). Der Endpunkt stellt den Fall %*=0 bzw. A —= oo dar.
Darlitber hinaus existieren zum gewdhlten Verhdltnis ao/au
keine L8sungen mehr. Die Abbildungen 5.47, 5.48 und 5.49
zeigen einige ausgewdhlte Quérschnittsflﬁchen-Verléufe.

Der Einflufl der unteren Querschnittsfllichen~-Schranke bei

/3 =8,0 ist in Abb. 5.50 dargestellt. Ab einer bestimmten
Schranke von a, (hier aus0,17284) werden die Rahmen mit bi-
modalem L8sungsverhalten optimal. Diese Eigenschaft ist
ganz typisch. Querschnittsflidchen-Verléufe dazu finden wir
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in den Abbildungen 5.51 und 5.52. Hebt man die untere Quer-
schnittsflichen-Schranke auf, so fiihrt das zur Ausbilduhg
eines Gelenkes in der Mitte des Querriegels. Weil das Lo-
sungsverhalten bimodal ist, bleibt das System statisch Uber-
bestimmt.

Sprunghafter Verlauf der Querschnittsfliche stellt sich bei
kleineren Frequenzen unterhalb des glatten Rahmens ein. Das
L8sungsverhalten bleibt unimodal. Bei den gewdhlten (im
Rahmen der Stabtheorie noch verniinftigen) Querschnittsfli-
chen-Verhdltnissen ao/au=3,5,10 stellt sich der Bereich mit
der oberen Schranke im Querriegel ein, und zwar symmetrisch
zur Rahmenmitte (Abb. 5.49). Erst bei sehr grofien Verhdlt-
nissen ao/au treten zwei Bereiche symmetrisch zur Rahmenmit-
te auf. Macht man den Grenziibergang ao/au"'°°’ d.h. Einzel-
massen, so kann man die Lage der Einzelmassen berechnen

(Abb. 5.53).
l-‘ 0,196 ——l

RS

Einzelmassen

|

|

|
Abb. 5.53 <& | %

Die L8sungen mit sprunghaftem Verlauf der Querschnittsfli-
che werden aus Griinden der Rechenzeitersparnis und wegen
des giinstigeren Konvergenzverhaltens durch Aufstellen der
Frequenzgleichung und der Schaltbedingungen an den Sprung-
stellen berechnet. Die Vorgehensweise ist die gleiche wie
in Kapitel 5.1.3. Das nichtlineare Gleichungssystem wird
mit dem vorgestellten Algorithmus geldst.
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unimodal, 8= 7,2
lag= 3,0

o)
o
~
~
o

. unimodal
Grenzfrequenz:
B = 981582

. ag=6,0

8 6 4 2 0 =Y -

Abb. 5.48: Querschnittsflichen-Verlidufe fiir verschiedene
Frequenzen, au=1,0
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L—14 .

Abb. 5.51: Querschnittsflichen-Verliufe bei variabler unte-
rer Schranke, Unimodalfille, p-a ,0
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6. Schlufbetrachtungen

Mit der in dieser Arbeit auf mehrldufige Systeme weiter-
entwickelten Mehrzielmethode hat man ein Verfahren an der
Hand, das es gestattet, auch umfangreiche und komplizierte
Probleme der Optimierung mechanischer Strukturen zu 18sen,
die sich auf nichtlineare Randwertaufgaben mit gewBhnlichen
Differentialgleichungen zuriickfithren lassen. Verschiedene
rechte Seiten der Differentialgleichungs-Systeme, wie sie
bei der Optimierung vorkommen, werden durch Schaltfunktionen
gesteuert. Der Aufbau der Tragwerke aus einzelnen Elementen
darf dabei v6llig beliebig sein.

Die Mehrzielmethode ist ein Iterationsverfahren, das die
L8sung des Randwertproblems mit Bedingungen an den Knoten-
punkten ersetzt durch n Anfangswertprobleme, indem die ein-
zelnen Abschnitte (Intervalle) durch Stiitzstellen, deren
Anzahl und Abstand frei gewihlt werden darf, unterteilt und
die nicht vorgegebenen Anfangswerte an den Stiitzstellen und
Knotenpunkten geschétzt werden. Die L8sung der Anfangswert-
aufgabe fithrt infolge der Stetigkeitsbedingungen an den
Stiitzstellen und der Knotenbedingungen auf ein nichtlineares
Gleichungssystem. Auf dieses nichtlineare Gleichungssystem
wird ein durch Abstiegs- und Gradientenkriterien modifi-
ziertes Newton-Verfahren, das mit einem Konvergenz erzeugen-
den Faktor arbeitet, angewandt. Da man es h#ufig mit schlecht
konditionierten Gleichungssystemen zu tun hat, wobei in
einem Iterationsschritt auch singulire Systeme auftreten
kénnen, wird in diesem Fall die beim Newton-Verfahren anfal-
lende Berechnung der Inversen ersetzt durch die Pseudoinver-
se. Der Teil der L8sung, der sich nicht aus dem Newton-Ver-
fahren bestimmen 14B8t, ist dann durch eine Gradientenbedin-
gung festgelegt.

Die Mehrzielmethode in Verbindung mit dem modifizierten
Newton-Verfahren zeigt gute Konvergenzeigenschaften und ist
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dem einfachen SchieBverfahren weit iliberlegen. Oftmals wird
erst durch die Anwendung der Mehrzielmethode Konvergenz er-
zeugt. Die Zahl der Stiitzstellen ist dabei von Bedeutung.
Eine mittlere Stiitzstellenzahl erweist sich als besonders
glinstig. Kleine (Degeneration auf das einfache Schieflver-
fahren) und sehr hohe Stilitzstellenzahlen kdnnen zur Diver-
genz flihren. Die Ursachen fiir das schlechte Verhalten bei
groflen Stiitzstellenzahlen sind noch nicht ganz geklédrt. Es
wird beobachtet, daB auch die Lage der Stiitzstellen nicht
ohne Einfluf8 ist.

Bei komplizierten Problemen ist die Wahl von guten Start-
werten filir die Konvergenzeigenschaften entscheidend. Eine
grofle Entfernung vom L&sungspunkt flihrt in der Regel zur
Divergenz. Hier muf man auf die Technik von Homotopie-
Methoden (Parameter-Homotopien und Randwert-Homotopien)
zurlickgreifen, bei der man das Problem schrittweise in die
richtige LOsung deformiert.

Es werden mit der Mehrzielmethode in dieser Arbeit verschie-
denartige Aufgaben aus dem Bereich des optimalen Entwurfs
von Tragwerken bearbeitet, wobei unterschiedliche Zielfunk-
tionen gew#hlt werden. Der Steuerbereich der Entwurfsvaria-
blen ist durch Nebenbedingungen eingeschrédnkt. Die Effizienz
der Methode kommt besonders bei den komplizierten Aufgaben
zum Tragen. Beim Minimalgewichtsentwurf des mit gegebener
erster Eigenfrequenz schwingenden Rahmens ist bei der bimo-
dalen Formulierung beispielsweise ein Randwertproblem 13.
Ordnung zu l6sen.

Abschliefend kann festgestellt werden, daB es sich bei der
hier weiterentwickelten Mehrzielmethode um ein universell
einsetzbares Verfahren handelt, das filir die Optimierung
komplizierter mehrldufiger Systeme geeignet ist.
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Anhang
MODCOMP SOURCE EDITOR DATE 00/00/00 ©D1:58:33 PAGE

ki i i i i e L I e R D K Ky s K K N X N W~}

SUBROUTINE OPTAL (F.R,DIFSYF,X,Y,N.M,KPR,EPS,
tEPS1.ETA,EKOHD , KFMIN,KFA.KP, KCHAX, KSK, JRMAX, IGRUND, Ka, KS,
2NS, KK, STAB, HKZ . MSCHLT ,NU ,KSCH,S)

OPTAL LOEST EINE OPTIMIERUNGSAUFGABE., DIE IN DER FORH
EINES NICHTLINEAREN RANDWYERTPROBLEMS MIT VERZWEIGUNGEN IN
IN DER UNABHAEMGIGEN KOORDINATE X BEI BELIEBIGER FORMH

DER RAND- UMD KNOTEHBEDINRGUNGEN GEGEBEN IST. DIE RECHTE
SEITE OES HICHTLINEAREN DGL .-SYSTEMS MIRD MIT HILFE VON
SCHALTFUNKTIONEK GESTEUERT.

UNTERPROGRAMME, DIE IN OPTAL BENOETIGY WERDEN

1. R ERTHAELT DIE KHOTENBEDINGUNGEN

2. DIFSYF LOEST EIN AY-PRUBLEM FUER EINR SYSTEM VOK
H DGLN. (BESCHREIBUNG SIEHE BEI DIFSYF)

3. F BERECHNETY DIE RECHTE SEITE DYDX=F(X.Y} FUER
DIFSYF (BESCHREIBUKG SIEHE BEI DIFSYF)
4. S BERECHHET DIE SCHALTBEDINGUNGEHN

EINGABE (UEBERSCHRIEBENE GROESSEHN MIT = MARKIERT)

N ANZAHL DER OGLN. (.LE. 13>

] AGNZAHL DER STUETZPUNRKTE FUER HMEHRZIEL -
HETHODE)» ( .LE.20)

* (MY, PCN, M) STARTTRAJEKTORIE

HSCHLTY ERUARTETE ANZAHL VON SCHALTPUNKTEN
NU ANZAHL VON SCHALTFUNKT IOHEH
KPR AUSDRUCHPARAMETER

0 KOMMENTAR BEI ABBRUCH OHNE KONVERGENZ

1 + STARTUERTE,
ITERIERTE WERTE DER TESTFUNKTIOMEN.
KONDETIOHRSSCHRANKE NACH KRITERIUM 1.
LOESUNG

2 + STUETZPUNKTE DER ITERIERTEHN
TRAJEKTORIEHN A

3 + RELATIYE DIFFEREHZEN AN DEN STUETZ-
STELLEN, DIAGONALELEMENTE OER MATRIX
E NACH JX*DK=Q%R=x$

4 + ITERIERTE SCHALTPUNKTE

5 + ZUISCHERPUNKTE DER ITERIERTEWN
TRAJEKTORIEN



«E,

43
44
4S
46
47
48
49
S0
51
52
53
54
55
S6
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
€7
68
69
70
71
72
73
74
75
76
77
78
79
80
81
82
83
84

MODCOMP SOURCE EDITOR

EPS
EPS1
ETAR
EKOND

« KFA
KFMIN

KP

KCHAX

KSCH

KSK

JRMAX

IGRUND

KR
* KS
NS
NK

STABC I, K
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GEWUENSCHTE RELATIVE GENAUIGKEIT

RELATIYE GEWAUIGKEIT FUER DIFSYF

PARAMETER DER HUMERISCHEN DIFFEREN-

TIARTION (ETHA ETA=SARTC{0=EPSL)

OBERE SCHRANKE FUER DIE KONDITION DER

MATRIX E NACH KRITERIUNM 1

LAMBDA=2%%x(-KFA), KFA.GE.D

RANGSTRATEGIE BE!I KFA.GT.KFMIN, FUER

KRITERIUM 2 (ETHA KFHIN=4)

HAXIMALE ANZAHL AN REKURSIVEN APPROXIMa-

TIONEN NACH BROYDEN

(ETHA KP=2%H)>

HAXIMALE ANZAHL AN ITERATIONEN

0 M, A(H) AUSGABE WIE EINGABE

1 M, d(H) BEI AUSGABE UEBERSCHRIEBEN
STUETZPUNKTE UND SCHALTPUNKTE SORTILERT

0 UNSKALIERTE APPROXIMATION NACH BROVDEN

1 SKALIERTE APPROXIMATION HACH BROYDEN

MaXIMALE ANZAHL AN DIFSYF-AUFRUFEHN PRO

INTERVALL (ETHA JRMAX=350)

it HUR EINE TRAJEKTORIE GERECHNET

CAY . ~AUFGABE )

-1 MEHRZIELMETHODE (RANDUWERTAUFGABE)

VORGEGEBENER HMAXIMALRANG VON E (KA.LE N>

-1 KEIN HAXIMALRANG YORGEGEBEN

STARTRANG, . GE.O (FUER #.GT7.2)>, .LE K&

-1 KEIR STARTRANG VORGEGEBEN

ANZAHL DER EINLAEUFIGEN ABSCHNITTE

(GERADEN STABABSCHNITTE)

ANZAHL DER KNOTEH (RANDBEDINGUNGEN ZAEHLEN

RLS EIN KNOTEHW)

- FELD, DAS ANGIBT, WELCHE STUETZSTELLEM

UND KHOTENPUNKTE 2UM ANFANGS-~ BZW. END-
PUNKT EINES EINLAEUFIGEN ABRSCHNITTES
(GERADEN STABABSCHNITTES)> GEHOEREN.
STUETZSTELLEN INHERHALBE EINES AB-
SCHNITTES MUESSEN FORTLAUFEND
HUMMERIERTY SEIN.
K.... ABSCHRITTSHUMMER (STABNUMMER)
STAB(1.K)=d1.....41 IST HUMMER DER

1. STUETZSTELLE

DES K. ABSCHNITTES (STABES)

DATE 00/00/00 01:58:34 FGGE

2



»E. 0

83
86
87
g8

920

21

22

23

924

95

96

97

98

29
i00
{01
i02
103
104
109
i06
i07?
108
109
{110
i1
112
113
114
115
i1
117
i18
i19
120
121
122
123
124
125
i2e
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MODCOMP SOURCE EDITOR DATE 00/00/00 01:58:35 PAGE

OGO CGOOOGOOOCOO00OCOOOO0O000

NKZ2(I.K?

AUSGABE
]

HCMDY, YCN, N
oJ

STAB(2,K)=Jd2. .. ..J2 IST HUMMER DER VORLETZ-
TEH STUETZ2STELLE DES K. #aB-
SCHRITYES (STABES)

STAB(3,K)=43. .. .. J3 IST NUMHER DES LIMNKEN

‘ KNOTENS DES K. ABSCHHNEIT-

TES (STABES)

STAB(4,K)=J4. ... .J4 IST NUMMER DES RECHTEN
KNHOTENS DES K. ABSCHNIT-
TES (STABES)

FELD, DAS ANGIBY, WELCHE ABSCHNITTE (STAEBE)

I AM KHOTEN K ANKOMMEWN (YOM KNOTEN AUS FALLEN-

DE STUETZSTELLENZAHL ) BZW. ABGEHEN (vOH

KHOTEH AUS STEIGENDE STUETZSTELLENZAHL).

HRKZ(I.,K)=0.... . I-TER ABSCHNITT (STAB> BE-
RUEHRT DEN K. KHOTEN RICHT

HK2C(L,K)=~1. . . I-TER ABSCHNITT (STAB)X>EN GEHT
VoM K. KNOTEN AB

HKZCI,K)=f... . I-TER ABSCHNITT (STAB)> KOMMT

A K. KHOTEH AM
BEISPIEL: SYSTEM HAT & GERADE STAREBE
STABR 2 UND ¢ KOMMEH AN, STAB 5
GEHT AB, AN KNOTEN 3
NK2(IL[.3)=(0,1.,0,1,-1,0)

ANZAHL DER STUETZPUNKTE FUER MEHRZIELMETHUDE
FALLS KSCH=0, WIE EINGABE
FALLS KSCH=1, ANZAHL DER STUETZPUNKTE
+ SCHALTPURKTE
LOESUNG
ANZAaHL DER ITERATIONEN. FaLLS J.GT.O
-1 BE! ABBRUCH OHNE KOMNYERGENZ

EXTERNAL F.R:S

DIMENSION X(1)>,Y(10.,28),

1UCI0>, ¥W(50)>,8¢(28), W1(10)>,R/C16,10,6>, E(50,350),EH(T0.50),
2HR(10.20),.DY(10,20>,YAC10.20)>,YUC10,28),YW(10,20),
3450285, XX(28),UL(50),D(50),UACSD)., HHAC 10, 28),
dUUCS0)>,UEC20,5), VEAC20,5), ¥¥(10),GK( 16, 10,6,

SOAC3 >, AM(3)>,0H(3)>.DAC3 >, DAAC3 I, G(10,10,20)



«E. 0 MHODCOMP SOURCE EDITOR DATE  00/00/00 ©01:38:35
127 INTEGER ISP(SO0), ISACTO0>, HNZ(S5),STABC4,6), HK2(6,5),
128 1STABS( 2,6
129 COMMOK J,UU1C28,3)>, I
130 € STARTHERTE
131 KT=0 :

132 EP2=1.0/CEKOKD*EKOND)
133 KC=0
134 NEVU=0
135 KPi=KP+1
136 Himf-1
137 Ha2=H~-2
138 K¥=0
139 Hi=mN+1
140 HD=H
141 HNS=NS =N
142 HMS=H+HSCHLT
143 Fa=§ . 0
144 [F (KFA.LT.03 KFA=0
143 IF (KFA.GT.KFMIN) KFA=KFHIN
146 IF (KFA.LE. D> GOTO 1095
147 PO 1050 I=i.KFa
148 1050 FA=FA%0.5
149 L0 KF=t
150 EP1=EPS1
191 00 1t I=1,H
1§52 © BERECHHUNG DER SKALIERUNGSMATRIZENW YWC(I.J)
133 C ZEILE T ENTHAELT MITTELWERT DER ZUSTAHOSVARIABLEN
154 € YI UEBER ZAHL DER STUETZSTELLEN 4
13993 T=0.0
156 0O 10 J=1.HM
157 10 T=T+RABS(Y(I,J )}
198 T=T/FLOAT(N)
199 I[F (T.LT.1.0E~30) T=1.0
160 DO 11 J=1.,H
161 {1 YHCI, 4)=T
162 C AUSDRUCK DER EINGABEVWERTE
163 IF (KPR.LT.1> GOTD {171
164 URITE (6&.106)
163 URITE <6.107)> N, M. EPS.EPSL.ETA,.EKOHD,.FAR KFHIN,KP, KSK,
166 IKCHAX, JRMAX . IGRUND . KA . KS MSCHLT.  HYU . KSCH
167 URITE (6,108}
00 1081 J=1.MD

168
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PHGE

4
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=»E.0 MHODCOWP SOURCE EDITOR DATE 00/00/00 01:59:36 PAGE S

169 1081 URITE (6,1082) NXCJ >, (Y([.J), [=1 H)
170 URITE (6.1i061)

171 URITE (6,109}

i72 1171 CONTIHUE

1?3 € BERECHNUNG DER TRAJEKTORIEH

174 1 HS=NS

179 1S=0

176 © TESTFUNKTION t OHNE SKALIERUNG
1e7? SAN=0.0

178 C TESTFUNKTION i MIT SKALIERUHNG
179 SUKL=0.0

180 C KN IST KOMVYERGENZFAKTOR. BLEIBT KHN=1 IST LOESUNG GEFUNDEH
181 KN=1

182 M=MD

183 MH=MD

184 DO 1501 I=t,HS
189 00 1501 K=t.2
186 1501 STABS(K,I)=STABCK, L)
187 LD=0

i8¢ PO 17 I=1i,NU

189 17 QMCI»=0.0

190 b0 15 I=1. MHS
191 15 JS(I=0

192 [A=1

193 2707 DO 2700 II=IA.NS
194 JA=STABCL,11)
19§ JRA=STABS(1 .11
196 JE=STRB(2,11I)
197 JEA=STABS(2.,11)
199 HX=X(JA+1)-X(JQ)d
i99 HR=HX

200 J=J AR

201 Jd=da

202 ARCJ =R S J)D

203 i2 Jizd+i

204 Jdi=dd+t

208 JR=0

206 HRX(J1I=XCJILD
207 ZAEHL=2.

208 2344 CORTINUE

209 00 21 K=t.,N

210 21 UCKI=Y(K,dJ?
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211
212
213
214
215
216
217
218
219
220
221
222
223
224
225
226
227
228
229
230
231
232
233
234
235
236

237
238
239
240
241
242
243
244
243
246
247
2489
249
250
251
252

HODCOMP SOURCE EDITOR

20
201

22

203

204

2219
2251

2200

- 152 -
DATE 00/00/700 01:58:36

X1=XX(J)

K2=¥X(J1)
KEPS=(RBS(X1>+ABS(X2)>)«J .0E~13
H=HR

LS=-1

JTm-1

LD=-2

CALL S(X1,U.HU.QHN.,DQ,JT.,LS,LD)
LO=0

CAaLL SC(X1.U.HU.QH,DQ,JT.LS.LDD
GoTo 21t

060 20t I=i,H

UGB LIIGN

Xi=XA

He=HA

4S(J1d=dT

GOTO0 204

DO 203 I=i, M

V(I YalUCI )

XA=X1i

JT=0

HA=H :

CALL DIFSYF (N,F,EPSI.H,Xt,U>
HA1=Xi-XA '

[F (ABSC(HAY . GT .ABSC(XAL1)>> HA=XAL
IF (H.EQ . 0.0.0R.JR_GE.JRHAX)> GOTO 9270
JR=JR+1

BESTIMMUNG DES SCHALTPUNKTES

IF (JT.GE.1)> GOTOD 2251

00 2219 I=1.KNU

QACT »=QNC E)

paac IH>=pQCI)

DD=ABSCANCI )

IF (DD .GT.QHMCI)>> QMCI)=DD
CONTINUE

LS8=~1

JV¥=d T

COMT INUE

CALL S<(X1,U.HU.QN.DR,JT,LS,LD)

PRUCKBEFEHLE
IF (KPR.EQ.4.AND.JT .EQ. LS} GOTO 1087

PAGE
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*E. 0

253
2954
2355
256
297
238
259
260
261
262
263
2e4
2695
266
267
268
269
220
271
272
273
274
275
276
207
278
279
280
281
282
283
284
2835
28¢
287
288

289

290
291

292

293
294

HODCOMP SOURCE ECITOR

¢

1087

1086

- 1583 -

DATE 00700700 01:58:36 PaGE

IF CKPR.LT.S5) 60TO 1086

URITE (6.,1083)

WRITE (6,1971)> I1I

URITE (6.,1082) X1, C(UCL>, I=1,N)
URITE (6., 1084)

WRITE (6,1085> (GHCIY,DRACI), I=1.NU)

COKT INUE

C PARAMETER-STEUERUNG BEI DER SUCHE DER SCHALTPUNKTE

<

[ I ]

2201

2202

2343

2203

2209

2206

2205

2210

IF (4T .EQ
IF (LD .EQ
IF (J7.EQ
IF (J¥.EQ
GOTO 2210

.03 GOTO 21t

.~1> GOTO 2204
LSy GOTOD 2215
4T GOTO 220t

IF (ABSCQANCJT)I). LT . EP1#QM(JT)>)> GOTO 2202

GOT0 2203
LS=d 7T

IF CCRE. LT REC(JDI) OR. (X1t . GT.XX(J1)>) GOTO 2343

GOTO0 2200
HR=(XX(J 1

Y-RAXCIDd 3/ ZAEHL

ZAEHL=Z2AEHL *ZAEHL

JR=0
GOTO 2344
IF (JX .EQ

.13 GOTO 2209

HA=HA-QR(JTX/DR(JIT )

GOTO 20
J¥=0

IF (QNCJT
GOTO 2205

’«@2 GE .0 0> GOTO 2206

VORITERATION MIT HERMITE-INTERPOLATION

82=QNC(JT)
062=08CJT)
HY=0.0
GOTO 2207
AL=BN(JT )
B1i=DRC(JT>
HY=HaA
HA=HV~-Ha
GOTO 2207
AL=QACJIT)

~d



- 154 -

*E. 0 MODCOWMP SOURCE EDITOR DATE 00/00/00 ©01:58:37 PAGE 8
293 B81=D08ARCJIT)

296 22=QNC(JT)

297 D2=paCJdT >

298 JX=1

299 Jii1=0

300 HY=0.0

301 HY=HA

302 HR=H

303 2207 QQ=@2-At

304 AN=(B1+D2 YxHaA

305 H2=HA*Ha

306 Ci=(3.0«QQ-AN-B1ixHA 3}/ H2

307 DDO=CAN~-2 .0#8Q )/ (H2*HA>

308 Ci2=Ci1+C1

309 D13=0D0D+DDD+ODD

310 H3I=ABSC(HA Y=EPS

31t HU=HA

312 Ga=AtL/Ca1-02>

313 IF (AL .EQ.0.0)> GA=1 .0/¢1 .0~-02/CHA*B1))
314 IF (GA.GT.1 . C.8R.GA.LE.0.0> GA=0.5

313 HZ=HA*GA

Jte HAa=HZ

317 Jo=0

318 2218 HH=HA

319 JzJti+l ,

320 IF (JU.LT.11> GOTO 2213

321 HA=HZ+HY

322 GOTO 20

323 ¢

324 € NEUTON-VERFAHREN MIT INTERPOLATIONSPOLYNOM
328 2213 HA=HHN-CC(DDD*xHH+Ct Y*HN+B1)=HN+Q1 Y/ ((DI3I*HN+C12)xHN+B1
326 IF (ABS(HA-HK)> .GT.H3) GOYO 2218

327 22=Ha*xHY

J2g IF (22 LE.0.0.0R.22.GT.H2) HAa=HZ

329 HA=HA+HY

330 GOTO 20

331 ¢C

332 € EINGLIEDERN DER SCHALTPUNKTE UND EVENTUELLER NEUER
333 € STUETZPUNKTE :

334 2215 IF (IS.EQ.0) GOTO 221¢

339 GOTOo 2217

33¢ 2216 HC=HR



- 155 -~

«E.0 WKODCOMP SOURCE EDITOR PATE

337
339
339
340
341
342
343
344
3495
346
347
348
349
330
351
352
3353
354
339
3356
337
338
359
360
36t
362
Je3
364
365
Jeé
367
368
369
370
371
372
373
374
379
37
37
328

2217

2806
2808

2811
2923

2861
2810

2809

2204

IS=11

MS=18

Hil=HN

MM=HM+ 1
JEA=STABS(2.I1)
KK=JEAR

JJE=JER-J+1
JEA=JER+1L
JHAXaM1L-1

IF (JHAX . EQ@ KK)> GOTO 2809
DO 2311 L=1.HS
I=8TABS(2,L>

IF (I.NE.JMAX) GOTO 2811
Li=L

GOTO 2923

CORTINUE
JAR=STABS(1,LL )1
STABS(I,LL)=JAA
STABS(2,LL)=STABS(2,LL>+1
JE1=STRBS(2,LL)+1
JMAX=JAf -3
JEAL=JEL~-JAA+1

00 2310 K=1i.JEAL
JK=JEL1~K

JI=JK+t

00 2861 L=1,HU
UULCSI, LO=UULCJK, L)
JS(JId=4SCJK
XKR(JI)aXXCIK

GOTO 2808

J=d1

Ji=Jd+i
STABSC2, I 1)=JEA
XX(J =XK1

XX(J1)I=K2

H=HR

thm~1{

GOTO 2200

LD=0

00/00/00 ©1:58:37

IF (KY#KSCH.HNE .0 .OR.IGRUND.GT.0)> GOTO 205

GOTO 21t

PAGE

9



*E. 0

379
k2: 11
381
382
383
384
389

386

387
Jesg
389
3990
3921
392
3923
394
393
3%
397
398
399
400
401
402
403
404
403
406
407
408
409
410
411
412
413
414
413
416
417
418
419
420

HODCOMP SOURCE EDITOR

2095

2706
2703

27?11
2213

2710

2709

206

2061
211

- 156 -

Hi=H

M=M+t1

KK=JE
JIEsJE~J+2
JE=JE+{
JHAXaM1-1

IF (JNAX.EQ .KK)> GOTO 2709
PO 2711 L=1,HS
I=8TARB(2.,L)

IF (I.NE. JMAX> GOTO 2711
Li=L

GOTO 2913
CONTINUE
JA=SSTABC L., LLY+1
STABC(L ,LL)=da
STABC(2.,LL)=STAB(C 2, LL)+1
JEL=STABC2,.LL >+
JHAX=JR-3
JE11=zJEL1~JA+1

00 2710 K=1,JEil
JK=JEL-K

JI=JKet

HCJ I d=YCJK)D

00 2710 I=1,H
YCI,d1d=YC(Tl ., JK)
60T0 2708

Jd=d

Jdi=di

STAB(2,11 )=JE
JE2=JE+1

DO 206 K=t,JJE
JK=JE2~-K

JIodK+1

KCJ T I=N(IKD

DO 206 I=1.H
Y(I,JI3=¥YCIL,JK?
H<JI=X1

b0 2061 I=t{,H
YCI,d¥nUCI)
Hi=X2-41

IF (ABSC(H1)> .LE .XEPS) GOTOD 24
Q=H1/H

DATE 00/00/00 01:58:37

PAGE

19



wgk . 0

421
422
423
424
429
426
427
428
429
430
431
432
433
434
435
436
437
438
439
440
44 1
442
443
444
443
446
447
448
449
439
491
452
453
434
435
436
457
438
459
460
461
462

- 157 -

HODCONMP SOURCE EDITOR

IF (@-1.0E~-15)> 24.,24,23
23 IF (@-1.0) 25.,22,22

29 HR=H

H=H1

GOTOo 22
24 IF (JJ.NE .JE> GOTO 246
£

C YCI,JE+1)
DO 245 I=i.H
YUCE,JJdI=lC T

245 Y(I.d4dt=U(I>

246 IF (Jd.€EQ.JE> GOTO 2701

[ N ]

YUCK, Ed)a¥CY(K, L2, %)

00 26 K=1,H

26 YUK, JdI=UCKD
Jd=Jdidt
d=41
GoTo 12

2701 JEA=STABS(2.,IIX+1
JE(JER)I=0

2700 CONTINUE

261 IF (KY.E@.1} GOTO 924
IF (HS.EQ.NS>» HC=HR

IF (KPR.GT.3) W¥RITE (6,7821) (XX([), I=1 . HH)

7821 FORMAY (' STUETZ- UND SCHALTSTYELLEHK' .,/ (6EL17.7)}
IF (KPR.GT.3) HRITE (6,7822) (J4S(I}, I=1,HN}

7822 FORKAT (' JSCI)Y ,/.C1014))

IF (KPR.LT. 4} GOTOD 7823
DO 7824 K=1.,HU

7824 URITE (6,7825> (UUICI K), I=t, M)
7825 FORMAT (' SCHALT’,/.,(iDE12.63)

7823 CONTINUE

UHD KNOTENPUNKTEH
SUMLI SKALIERTE FEHLERNORM
SAN UNSKALIERTE FEHLERNORM
FUER TESTFUNKTIOK F(TRANS)I«F
IF (KY.E@.1)> GOTO 263
STUETZSTELLEHN
00 250 L=1,NS
JA=STABC1.,L >

GO

[y

PATE 00/00/00 01:58:38

STETIGKEITSBEDINGUNGEN AN DEN STUETZSTELLEN

PAGE

i



«E. 0

463
464
463
466
467
468
469
470
471
472
473
474
473
476
4?7
478
479
480
481
482
483
484
483
406
487
488
489
490
491
492
4923
494
493
496
49°
498
499
300
S0t
502
903
504

HODCOWP SOURCE EDITOR

266
250

- 158 -

JE=STAB(2,L)
HH=JE-JA

JEiI=JE~1

IF (MM .€EQ.0) GOTO 250
DO 266 I=JA.JEIL
[K=f+1]

DO 266 K=1.H
T=YUCK,I)>-Y(K. K>
HHC(K, I )=T
SAN=SAN+ TeT
T=T/7YW(K, IK?
SUNL=8UNL+T=T
CONTINUE

C KNOTENPUNKTE

2595

254

25¢
253

257
2352
2639

00 252 IK=1i.,HK

L=0

LL=0

LLL=0

DO 233 K=1,NS

IF (NK2(K,IK) EQ.0)> GOTO 233
IF (NK2(K,IK).EQ@.1) GOTO 254
JA=STAB(1,K)

00 233 KK=t.K

L=Ll+1

UUCL I=Y( KK, J&)

GOTO0 233

JE=STAB(2,K?

00 256 KK=1,H

Li=LL+t

UCLL X=YUCKK,JE?

CONTINUE

CALL RCIK.,U,UU.¥,HZ)
NNZC IK)I=N2

DO 237 I=1,HN2

T=§( I

UECT.IK)=T

SAN=SAN+ TaT
SUNL=SUN1+T=T

CONTINUE

IF (IGRUND.GY.0> GOUTO 94
IF (KC.E@.0)> GOTO 30

[F (KS.EQ.0) GOTO 722

DATE 00/00/00

01:598:38

P&GE

t2



=E 0

505
506
507
508
509
5¢0
511
512
513
514
5(5
516
517
518
519
520
521
522
523
S24
525
526
527
528
529
530
531
532
533
534
535
536
537
539
539
540
541
542
543
544
545
546

- 159 -

HODCOMP SOURCE EDITOR DATE 00/00/00 01:58:39
GOTO0 520
30 NB=NNS

IF (KA.LT.0.0R.KA.GT.NB)> KA=NB
IF (KS.LT.0.0R.KS.GT.KA> KS=Ka
HBi=HB+1

GOT0 296t

C EINSCHUB FUER FA-STRATEGIE

298

KF=1
KFA=KFA+1

C ABFRAGE WNACH KRITERIUM 2: LAMBDA.LE . LAWBDAMIN

2993
299

IF (KFA.GT KFMIN} GOTD 292
Fa=FA=0.5

DO 299 J=i.MS
JA=STAB(1.,4J)

JE=STAB(2.,4d)

MH=JE-JRA

IF (MR .EQ.0) GOTO 299

DO 2993 K=Ja.JE

D0 2993 I=t.H
YCI,K)=YACL . K)+FARDY(I, K>
CONTIHUE

GoTo

C EINSCHUB FUER RANGSTRATEGIE:' RAHG KS

292

291
290

2910

IF (KS.EQ.O0) GOTO 980
SAN=SAA

KT=0

KC=KC-1

DO 290 I={,NHS
UCI)stacId

UCL)=UACI }

IF (KS.EQ NB.OR.[.GE.KS)> GOT0 290
DO 291 K=KS1i,HB
ECL,K)=EHC(L.K)

CONT INUE

00 2910 I=t.H

00 2910 J=t.H

YCI, 4)=YACL 4

b0 291t L=1i,NS
JA=STAB(1L,L?}
JE=STAB(2.L)

JEl=JE-1

HH=JE-JAQ

PAGE



«E. 0 MHODCOMP SOURCE EDITOR

S47
548
549
550
551
552
533
584
333
536
5§57
558
359
3560
Set
Se2
363
364
363
566
Se?
568
569
S70
571
572
573
574
5?3
57e
§?7
578
579
580
S81
582
583
S84
585
586
587
5es

2912
2911

2915

- 160 -

DATE 00/00/00 01:58:39

IF (MM .EQ.O0) GOTO 2911
DD 2212 I=JA,dJEL
00 2912 K=1.,H
HHC L K)=HHACT . K)
CONTINUE

DO 2915 J=1,HK
NN=NNZCJ )

DG 2915 K=1.,HNH
UEC(K.,JI)=UEACK ., 4)
KS=KS-1

GOYO0 736

L VORBEREITUNGEN FUER DIE NARECHSTE ITERATION

297

KT=0

C EINSCHUB FUER FA-STRATEGIE

296

FAA=FA :
IF (KF.EQ.1 .OR.KFA.EQ.0)> GOTO 296
Fa=Fa+Fa

KFA=KFA-1

KF=0

b0 2971 I=1.H

00 2971 K=1,HS
JA=STAB(1.K)
JE=STAB(2,K)>

JE1=JE+1

D0 2975 J=dA.JEIL

C BECHSEL DER SKALIERUNG Y®(I.,J)>

2973
2971

T=. Gx(RBSCYC(I, JDXI+ABSCYACI 4D
IF (T.LT . ABSCDY(I.,d2)>) GOTY 2975
IF (T.LT ETR)Y GOTO 29795

YNCTI, 4T

CONTINUE

CONT INUE

C DRUCKBEFEHLE

2973

29%62

IF (KPR.LT.2 GOTO 2962

URITE (6,952

DO 2973 J=t.,M1

URITE (6.,1082) R(JDX,(Y¥Y(E, 4, I=1.H)
URITE (6,1082) X(MD>, (YUCI. ML), I=1,N)
CONTINUE

NEWU=NEV+1
IF (NEW.GT.KPt) NEW=0

PAGE

t4



=g . 0

589
590
591
592
593
594
595
596
97
598
599
600
601
602
603
604
605
606
607
608
609
610
611
612
613
614
619
616
617
618
619
620
621
622
623
624
625
626
627
628
629
630

- 161 -

HODCOMP SOURCE EDITOR DATE 00/00/00 01:58:39

IF (KS.LT.HB.OR.KFA.GT.1)> NEW=0

C NUMERISCHE DIFFERENTIATION: ERZEUGUNG DER G(I.K,dJ)>
C DURCH YARIIERTE TRAJEKTORIENM

2961

1503

1514
15086
1505

1504

t3

273
27

CONTINUE

00 242 II=1,HS
JA=STAB( L, I1)
JRA=STABS(L.,.I1)>
JE=STABC(2.11)
JEARSTABS(2,I1)

IF (NEW.GT.0)> GOTO 1503
GOTO 1504

JA=JE

KAad=R(Ja)d

JEAL=JEA+T

DO 1505 I=Jdah.,JEat

IF (JSC(I>.EQ.1)> GOTO 1514
GOTO0 1509

IF (XAA.LT.XXC(I>> GOTO 1506
GOT0 1505

JAA=[~1

GOTO 1504

CONTINUE

JAR=JEAR

JEiaJE+1

HXaXRXC(JAR+L )-X(JA)D
HR=HX

Jdundh

J=J AR

Ji=J+i

JdimJd+il

XddmdCdd )

Kddi1=KC(Jdti)

X11a¥XXCd)

H22=XXCJ1)
HEP8=(ABS(X1! >+ABS(X22))>«5 . 0E~-13
b0 28 I=i.N

DO 27 K=1i.,H
VCKI=Y(K.Jd >

Ye=¥(Id

JR=0

JWi=0

J2=0

PHGE

1€
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#E.0 HODCOMP SOURCE EDITOR DATE 00/00/00 01:58:40
631 Hi=K11

632 R2=X22

633 H=HR

634 T=YUCI,JJI*ETA

635 IF (YS$.LT.0.0) T=-T

636 §T=YS+T

637 ¥CI13asT

638 Tef.0/T

639 ¢

640 £ VARITERTE TRAJEKTORIEN

641 215 LD=t

642 JT=0

643 GOTO 212

644 22t DO 2031 L=t.N

645 2031 ULCL3I=V(L)

646 Ka=X1

647 HA=H

648 2041 CALL DIFSYF CN.F,EPS1,H,XL.¥)
649 JRaJR+1

6350 IF (JR.GE.JRHAX.OR.H.EQ.0.0) GOTO 2412
651 212 Hi=X2-%1

652 IF CABSCH1).LE.XEPS) GOTO 241
653 Q=ABSCHL/H)

654 IF (Q-1.0E-15) 241,241,231

655 231 IF (0-1.01) 251,2310,2310

656 251 HR1=ABSCH)®HX/ABSCHX>

657 HaH1

658 2310 IF CJT) 221.221,2041

659 241 IF (JT.HE.Q) GOTO 2411

660 IF (JSCJ1).LT. 1) GOTO 2422

661 ¢

662 C BESTINMUNG DES VARIIERTEN SCHALTPUMKTES
663 HA=X1-%A

664 dT=48CJ1)

665 LS=-1

666 2411 CALL SCX1,V.HU.QN.DQ@,dT,LS.LD)
667 IF (LD.EQ.-1) GOTO 215

668 IF CABSCANCJT) ). LT EPL#QMCJT)I) GOTO 2415
669 ¢

670 C NEWTON-VERFAHREN

671 HAmHA-GHCJT 3/DACIT)

672 00 200t L=f.,K

P&GE

ie



*E.0 HODCOMP SOURCE EDITOR

6?3
674
679
676
677
6?8
679
680
681
682
683
684
685
686
687
688
689
690
691
692
693
694
695
696
697
693
699
700
701
702
703
704
703
706
207
708
709
10
711
712
713
7ti4

2001

2410
2413
2415

¢

- 163 -

¥(LIY=ULCL)
Xi=gaA
R2=XA+HA
HIJ=X2~KJd d
Hdd 1=82-HdJd 1
IF (HJJeHJJ1 . LE.O.O0) GOTO 2413
IF CABSCHJIJI Y. LT.ABSC(HJJI1>> GOTO 2410
HA=XJJi-XA
¥2=¥4d1

GOTO 2413
Ha=RJJ-HA
H2=idd

H=HA

GCOTO 2041
J=d i

Jimd+t
X2=XRX(J1)
JZ2=J 2+
LS=JdT

LDm~}

JUi=0
H=X2-X1

GOTO 2411t

C FEHLAUSGANG

2412

2422

281

28

242

IF CETR.LT.0.0) GOTO 969
ETA=-ETA

J=d=-J2

Jizdi-42

GOY0 273

IF CETA.LT.0.0) ETA=-ETA
Jd=d-d2

Ji=di-d42

DO 281 K=i,H

G K, I, 49 )aTo(¥(KI-YUCK,Jd))
CONTINUE

HR=HR1

J=dt+d2

Jdaddi

IF (JJ.HE .JE1) GOTO 13
CONTINUE

C EINARBEITEN DER KNOTENPUNKTE

DATE 00700700 01:58:40

PAGE

i



=E.0 MODCOMP SOURCE EDITOR

719
716
1?
718

719

720
721
722
723
724
725
726
727
728
729
730
731
732
733
734
739
736
737
738
739
740
741
742
743
744
743
746
747
748
749
730
751
7352
733
754
755
756

24353
2452

2434
2451

2463

2456
2496

2455

- 164 -

DATE 00/00/00

D0 2450 LL=1,NK

L=0

LLL=0

D0 2451 K=1.,HS

IF (NK2(K.LL>.EQ.0)> GOTO 2451
IF (NK2(K.,LL)>.EQ.1)> GOTO 2452
JA=STAB(1.,.K)>

DO 2453 J=1.,H

L=0L+1

UUCL =Y(J . JR}

GCOTY0 2451

JE=STAB(2.,K?>

DO 2454 J=1.H

LLl=LiL+t

UCLLLY=YU(J ,JE?

CONTIHUE

IK=0

IL=0

DO 2460 K=i.HNS

IF (NK2CK,LL>.EQ.0> GOTO 2460
IF (RKZ2(K.,.LL>.E@.1> GOTO 2459
JA=STAB(1.,.K)

00 2496 J=t.,N

IK=IK+1

DO 2463 KK=1i.L

V(KK I=UUCKK >

YS=¥(1K)

T=YU(J,JA)I=ETA

IF (YS.LT.0.0) T=-T
ST=YS+T

¥(1K)=ST

T=y . 0/7

CALL RCLL,U.V.¥,HH)>

D0 2456 I=1,HN

ACT, J.K)=TeCUCIX-UECT . LL))
CONTINUE

GOTO0 2460

JE=STARB(2.K)

JEL=JE+1L

DO 2497 J=1.,N

IL=Ib+t

01:58:40

PAGE
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«E.0 HODCOMP SOURCE EDITOR DATE 00/00/00 01:58:4¢
757 DO 2464 KK=i1,LLL

756 2464 V(KK )=U(KK?

759 YS=aW(IL)

760 T=¥UC(J,JEI=ETA

7601 IF ¢(YS.LT.0.0) Ta-T

762 ST=YS+T

763 Y(IL )=S8ST

764 T=1.0/7

769 CalLlL RC(LL,V.UU, ¥, HN)

766 00 2437 I=1,HN

767 2457 GKCI ,J K)aToCWCLX-UEBCE, LL)Y)
768 2497 CONTINUE

769 DO 2458 I=i.HN

770 D0 2491 J=f.H

el §T=0.0

772 00 2492 Jd=1,N

7?3 2492 ST=ST+GK( I, JJ.,.K)80C(JJ.J,4E)
724 2491 V(J 28T

775 D0 2493 J=1.H

776 24923 GKCI.J,K>=0Cd)

vev 2458 CONTIHUE

778 2460 CONTINUE

779 2450 CONTIHLE

780 IF (NEVN.EQ.0) GOTO 41

781 C APPROXINATION DER JACOBY-MATRIZEN GC(I.K)> HACH BROYDEN
782 C KEK=0 OHNE SKALIERUNG

783 C KSK=1 KMIT SKALIERUNG

784 29 H=FAR-1.0

7835 DA & L=1.,HNS

786 JA=STAB(L.L)

87 JE=STAB(2,L}

798 JEiI=nJE~1

789 MH=JE-JA

790 IF (MM .£Q.0> GOTO €

791 DO 61 Jd=da,JEL

792 §T=0.0

793 00 610 I=t. N

794 T=0¥<CI.,d)

795 IF (KSK.EG.1? T=T/YWCI,J)
796 U1CI =T

797 UUCT d=HHC I, J>+HeHHACT ,J )
798 610 ST=ST+TeY

- 165 -
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=E.0 HODCOMP SOURCE EDITOR

799
800
80t
802
803
804
8093

806"

807
808
809
810
811t
812
813
814

815

816
817
818
819
820
921
822
823
924
825
826
827
828
829
830
831
832
833
834
835
836
837
938
839
840

61
6

- 166 -

DATE 00/00/00

ST=STeFRA

D0 61 K=1.H

T=l1(K)/ST

IF (KSK.EQ.1) T=T/YW(K,dJ)
PO 61 I=1.,H

TTalUCI)

GCI.K)JD)=GC I, K, JI+TTT
CONTINUE ~

C BERECHHUNG DER MATRIX E

41

KSa=KS
IF (KS . LT .KA.AND . KC . HNE. 0> KS=KS+1
SAR=SAN

c BESETZEN DER MATRIX E MIT HULLEW

430

423
422

424
2445
421
420

425
244¢

DO 430 I=1,HNKRS

00 430 K=1, NHS
EC(I,K)=.0

00 4 L=t.NS
JA=STABCL.L)
JE=STRBC(2.L)
LL=8TAB(4.L>
HN=HNNZC(LL )

HH=JE-JA

IF (NN _.EQ.0> GOTO 420
00 421 I=1,MH

d1=JE-1I

DO 2443 K=1i.HH

00 422 J=1,HN

§7=0.0

00 423 JJ=t.H
ST=8T+GKC(K, JJ.LI2G(JJ.4.41)
UCd d=8T

DO 424 J=1.M
GKCK.,d.L)=UCd)
CONTIHUE

CONTINUE

LLL=LL-1

K=0 :

IF (LLL.EQ.D> GOTO 244e¢
00 425 I=i,LLL
K=K+NN2C( 1)

KK=0

J1=8TAB(3.,L

01:58: 41

PHGE
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«E.0 MODCOMP SOURCE EDITOR

841
842
843
844
845
B46
847
848
849
850
85t
852
853
854
8395
8356
857
838
8359
860
861
862
863
864
863
866
867
868
869
8?20
art
8v2
873
874
875
876
877
ars
879
880
881
882

426
2447

427

4271
4

- 167 -

DATE 00/00/00 01:58:41

JdimJi-t

IF (JJ1.ER. 0> GOTO 2447
DO 426 I=1i,Jdd1
KKasKK+RNZC(I)
[Ks(L-1)%N

DO 427 J=1, NH

JK=J+K

DO 427 Jd=1.H
[IKd=IK+d d

ECJK,[KS »=GK(S.8J. L}
HN=HNZ(J1 )

D0 4271 J=1, HH
JKK=J+KK

DO 4271 JJ=t.,H
[Kd=IK+dd

ECJIKK, IKdI)=ACJd ., Jd,. L)
CONT INUE

C BERECHNUNG DER RECHTEN SEITE U

$20

921

§23

527
526

LL=0

DO 52 L=t ,HK

HH=NNZCL)

00 S21 K=1,MNH
Y(KI=UECK . L}

DO 322 K=1,NS

[F (NKZ2(K.L).NE.1>» GOTO 522
JA=STAB(1.K}
JE=STAB(2.K)

HN=JE-JA

IF (MM .ER.0)> GOTO 522
DO 523 I=i.N
YYCTd=HHC I, dti
nM1=NR-1

IF (HH1.EQ.0) GOTD 524
JAl=JA+1

JEL=JE~1

b0 526 I=1.H

DO $27 IK=1.H
ST=STEYROIK »%ACY . TK.,Jd)
JUCT 8T

B0 525 I=i.H

P&GE
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*£. 0

883
884
885

886

887
8ge
889
890
891
892
893
894
895
89+%
897
898
899
%00
201
202
%03
204
905
90e
207
208
909
210
- %11
912
913
914
9135
916
17
918
219
920
921
922
9212
224

HODCOHMP SOURCE EDITOR

5298
524

529
928
522
531

532

j2

2341
480

791
r92

- 168 -

DATE 00/00/00 01:58:42

YV(I=UUCED

DO 528 J=1.HH

$7=0.0

b0 529 I=i.H
ST=S8T+GK(J, I, K)®WYu¥(Id
V(dd=¥(d)+8T

CORTINUE

DO S32 I=1,NH

Li=LL+1

UL d=v(ID

CONTIHUE

IF (KPR . GT7.4) HRIVYE (6,7341% (UCI), I=st,NNS)
FORMAT ('0'," R.S.'./,CPEL?.?
[F (KT.EQ t) GDTO 721

GOTO0 790

D0 792 I=1,HNHS

ISPCTII=ISACT)

GOT0 740

C HOUSEHOLDER-TRANSFORMATION DER MATRIX E NACH
¢ BUSIMGER-GOLUP

790

7303
7300

6667

8Y=0.0

DO 7300 L=1.,KS
JA=STAB(I.L)
JE=STABC 2.1
JELt=JdE~-1
HM=JE-JA

IF (MR.EQ.0> GOTO ?723Q0
DO 7?7303 I=da.,JE1L
00 7303 K=1.H
HHACK, I)=HHCK, I
CONT INUE

00 6667 L=1,HK
NN=NNZCL )

PO 6667 I=1.HN
UEACI,L>=UECT, L)
DO ?0 Jd=1.,NS
=8TABCL, 4
Jié=d-1

KK=aJdJxN

D0 70 K=1i.,H
LL=KK+K
H=YW{K.L)

PaGE
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=E.0

925
92¢
927
928
929
939
931
932
933
934
935
93¢
937
938
939
940
941
942

. 942
944
945
946
947
948
949
950
951
352
953

954
955
956
957
958
959
360
961
962
963
964
965
366

- 169 -

HODCOMP SOURCE EDITOR DATE 00/00/00

701
7?0

700

710

711
212

713

$T=0.0

DO 701 I=1,HE
T==ECI.LL)*H
ECT,LL)=T
ST=8T+TxT
ISP(LL)Y=LL
DCLL I=S8T

Ki=1

K=K1

Ki=K+1

ST=DCK?>

Jd=K

IF (K.EQ NBY GOTO 712
PO 710 J=Ki. KE
IF (STY.GFE .Dcy3» GOTO 710
8T=0D¢d)

Jd=d

CORTINUE

IF (JJ.EQ.K> GOTO 712
[=ISPCK?
ISPCKI=TSPC(Jd )
ISP(Jdd)=1

DCIJ ImDCKD

DO 711 I=1,HB
ST=E(I.,K)>
ECY,XKI=ECT, 44
E<I,Jd)=8T7
§$T=0.0
ISACKI=ISPCI
DO 7243 I=K,HNE
T=ECI.,K)>
ST=8T+TeT

0i:58:142

C ABFRAGE NACH DEK RANG DER MATRIX E (PSEUDORANG)

719

IF (3T.GT.BY>» G070 719
KS=K-1

GoTo 71

H=E(K,K>

IF CK.EQ. 1) BY=ST=EP2
T=8QART(ST>

IF (H.GT.0.0) T=-T

DCK =T

ECK,K)=H-T



»E.

867
%68
9¢ 9
970

371
9°v2

973
974
975
9ve
9?27?
973
873
%80
981
%82
983
984
985S
986
%87
%es8
989
290
231
992
293
994
295
9%¢
997
298
299
1000
1001
1002
1003
1004
1005
1008
100?
1008

- 170 -

HODCOMP SOURCE EDITOR DATE 00/00/0D

IF (K.EQ.NB) GOTO 71
T=1.0/(8ST-H=&T)
b0 714 J=K1,HB
§T=0.0
DO 715 I=K.HB
715 ST=8ST+ECI . KI*E(I,J)
§T=TaST
DO 217 1I=K,Ne
717 EC1,d0=ECI,d2-ECL,K>*ST
ST=ECK.J)>
714 DCJI=D(J >-8TwsY
IF (K.LT.KS) GOoTO 700
! IF (KS . E@.0>» GOTO 737
C DRUCKBEFEHLE
IF (KPR.LT.3) GOTO 7102
WRITE <6.,7100)> (D(J D>, d=1,NB)
URITE <6.7101)> CISP(J3, d=1,HB)>
7102 CONTIMUE
C HOUSEHOLDER-TRANSFORMATION VYON U
740 DO ?4 J=1,KS
§7=0.0
DO 741 I=J,NB
741 ST=ST+ECI.,d)»UCI)
STeST/CDCIIREC S, J2)
DO 742 I=dJ.NE
742 UCIDI=UCIX+ECTL, dD#ET
74 CONT INUE
IF (KT.E@.1) GOTO 74e
DO 536 I=1.,HHNS
536 UACI»=U(CI)}
C EINSCHUB FUER RAHG-STRATEGIE
[F (KS.GE.KS&)> COYD 737
736 FA=1.0 '
KFa=0
737 KSi=KS+1i
[F (KS .HE.O0)> SKOND=aBS(D(1)>/D(KS?Y)
IF (KS . EQ.HB> GOTO 745

C BERECHHUNG DER PSEUDOINVERSEN MIT RAHG KS

IF (K8 .G7.0) GNTO 720
L RANG NULL., o . H. KkS=0
SKOKD=0.0
722 DO 7?2t I=1,NB

01:98:42

PAGE
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*E. 0 MODCOMP SOURCE EDIYOR DATE 00/00/00 01:58:43

1009 721 V¥(I1)=0.0

1010 IF C(M.EQ.2) GOTO 94

1011 CoTo 770

1012 © RANG KS VON NULL VERSCHIEDEN
1013 720 DO ?3 J=KSi.HB

1014 DO 731 I=1.KS

1015 L=KS1~1I

1016 ST=ECL,d )

1017 EH(L,Jd )=ST

1018 IF (1.EQ.1) GOTO 733

1019 DO 732 LL=L1.,KS

1020 732 ST=8T-EC(L.,LL)*V(LL)

1021 ?33 Li=L

1022 V(L Y=BT/DEL >

1023 731 ECL,dd=¥CL)

1024 PO 230 L=KSt,J

1025 $7=0.0

1026 Li=L~1

1027 DO 734 I=t,LL

1028 734 STeSY+ECI,LI*¥(I)

1029 IF (L.EQ.J) GOTO 730

1030 WCLI==ST/DCL

1031 EXL, d)=-9(L)

1032 730 CONTINUE

1033 §T=8T+1.0

1034 IF (ST.LE.O 0) COTO 98
1035 73  DCJI=BORT(ST)

1036 ¢

1037 ¢ LOESEN DER GLEICHUNGS-SYSTEME
1038 ¢ 1. LOESEN VON J»P*DXC(QUER)=-PsF(QUER?
1039 746 DO 743 I=1,KS

1040 L=KS1~1

1041 ST=UCL)?

1042 IF (L.EQ.KS) GOTO 744
1043 DO 745 LL=L1,KS

1044 745 ST=ST-EC(L,LLI*V(LL)

1045 744 Li=L

1046 743 V(L I=ST/D(L)

1047 IF (KS.EQ.MB> GCOTO 770
1048 € 2. C(A) P(SENKI*DX(QUER)=J( QUERC TRANS>)»P#«DX(QUER)
1042 ¢ (BY LeL(TRAS)>*P(SENK)I*DX=P(SENK)*DX(AUER)
1050 ¢ (C) P*DX=P*DX{QUER)-J( QUER)«P( SENK)*DX

PA&GE
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«E. 0 HODCOMP SOURCE EDITOR

1054
1092
1053
1054
1055
1056
1087
1058
1059
1060
iosd
1062
1063
1064
10635
1066
1067
1068
1069
1070
1071
1072
10?3
1074
1073
107¢
1007
10?8
1079
1080
1081
1082
1083
1084
1085
1086
1087
1088
1089
1090
1091
1092

751

.75

762

760

et
76
°?0

781

’82

780

7342

7343

- 172 -

DATE 00/00/00

DO 7?5 J=KSt.KB
§T= 0.0
Jisd-1
00 7?51 I=1.,4d1
ST=8T+EC(1.,Jx¥(])>
V(JI=-8ST/DCJ)
DO ?6 JJ=1,NB
J=HBi-Jd
§7=0.0
IF ¢(J.EQ.NB) GDYD 7eD
0O 762 I=Ji.NB
STeST+ECJ, 1 )x¥V(I)
IF (J.LE.KS) GOTO 7et
Ji=Jd
ET==(¥(II+STI/D(Y)D
GOTOD 76
STu¥(J )-ST
¥(d 2=8T
DO 780 1=1,HNHS
L=aISPCY)
IF ¢CL.EQ.I> GOTO 780
DO 7?31 J=1.HHS
K=ISP(J)
Jdad
IFCK.EQ@.I> GOTO 782
CONTINUE
ST=¥(1)
ISPCIX=ISPCJJ)
I8PCJJ d=L
VCEI=¥Cdd)
V(J4Ia8T
CONTINUE .
IF (KPR.LT.43% GOTO 7346
URITE (6,7342) (V(I} I=1,HNS)
FORHAT ('O’ ., KHOTEN-DY’ ., /., (7EL?.7))
WRITE €6,7343) (ISP(1),I=1,KNS)>
FORMAT ('O’ ,’ISP’,/, C1X,C10I3,5%)>)>

C AUFLOESUNG DER GLEICHUNGS-SYSTEME., D.H.
C BESTIMMUNG DER DY(J)

o
I

L DRUCKBEFEHLE

7346

IF (KY .HE.O OR.KPR.LY.33 GOTO 771

01:58:43



sE. 0

1093
1094
1095
10%e
1097
1093
1099
1100
1101
1102
1103
1104
1105
1106
1107
1108
1109
1110
11t
1112
1113
1114
1415
1116
1117
1118
1119
1120
1121
1122
1123
1124
1125
1126
1127
1128
1129
1130
1131
1132
1133
1134

MODCOMP SOURCE EDITOR

ev2
771

7501
7911

- 173 -

DATE 00/00/00

Do 7272 d=1,HNK
HH=NNZC(d)

URITE (6,799}

URITVE (6.800) J,CUECI.J>, I=1, 0N
$7=0.0

IF (KY.EQ.0>% SUM2=0.0
IF (KT.EQ.1)> GOTOD ?5it
b0 ?501 J=1,KK
HH=NN2(Jd )

D0 ?501 I=1.NH
T=UECT.é 2
BUN2=8UN2+T T

L=0

DO 8 LL=1,NS
JA=8TABCL . . LL}
JE=STABC2.LL}
JEiI=JE+1

MH=JE-JRA

DO 7?73 I=1i.H

L=L+1

T=¢(L)

ST=ST+TeT
HeT&YBC(I, JR)

IF (KT.€EQ.1)> 6GATO 773

€ KONVERGENRZABFRAGE

773

91t

IF CABS(T>.GY .EPS> KN=0
DY(I.JAX=H

T=Y(l,Jh)

Ya(l.Jdai=7

TaT+HeFA

YC(I.,4A)=T

UCI »=H

IF (MM .EQ.0) GOTO 911t
JAnJ A+

D0 9 J=JdA,JE

Jimd-1

b0 91 I=1.N

T=HH(1.,J1)

Ti=T

HaYMC(I, Jd)

DO 911 K=1.,H
T=T+UCKI®G( I, K, 41>

01:58:44
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01:58:144 PAGE

«E. 0 HODCOMP SOURLCE EDITOR DATE 00/00./900
1135 TT=T/H

113¢ ST=ST+TT*xTY

1132 VY(CI=T

1138 IF (KT .EQ.1) GOTOD 9t

1139 C KONVERGENZABFRAGE

1140 IF CABSCTYT)>».6T .EPS)Y KN=0

1141 DY(Y . d3=T

1142 TTe¥C(l,d)>

1143 YA(1,d)=TT

1144 ITT=TT+TxFQ

1145 Y(1.,d3=T1T

1146 T=T1i/H

1147 BiC1 =T

1148 SUH2=a8UN2+T »T

1149 91 CORTINUE

1150 C DRUCKBEFEHLE

1151 IF CKT.NE.QO.OR.KPR.LT.3)> GOTO 912
1152 WRITE <6.,802) Jt,(W1CI), I=1,H)
1183 912 DO 9 I=1.H

1154 2 UCTd=vVW(I

1158 8111 DO 8112 K=1.K

1156 8112 YACK,JEL)I=Y(K,JE1}

1157 8 CONTINUE

1158 € TESTFUHKTION T3=1/2%DX( TRANS d*DX

1159 © KT=0 NEWTON-KORREKTUR

1160 € KT=1 KORREKTUR AUS VEREINFACHTEM NEWTON-VERFAHREHNW
1161 90 IF (KT .EQ.1> GOTO 900

1162 SUMA=ST

1163 If CKPR.LT.1) GOTD 1092

1164 WRITE ¢6.110) KC,S5UMR,NEW, KS,SKOND,SUN2,SaH
1169 1092 KT=1

1166 IF (KC.EQ . KCHAX.AHD .KN.ER.0)> GOTO 99
1167 KC=KC+1

1168 IF (KH.EQ.0)> GOTO

1169 GOT0 %2

1170 ¢

1171 900 SUM=ST

1172 IF (KPR.LT.1> GOTO 1091

11?3 URITE (6,111 SUM.Fa.SUM1L, SaN
1174 1091 IF (SUM.GT.sUMa> GOTO 293

1179 GOTO 297

1178



*E. D

1172
11?8
1179
tig0
1181
1182
1183
1184
1185
1186
1187
ii88
1189
1190
1191
1192
1193
1194
1195
11%e
1197
1198
1199
1200
1201
1202
1203
1204
1205
1208
1207
1208
1209
1210
1211
1212
1213
1214
1215
1216
1217
1218

- 175 -

HODCOWP SOURCE EDITOR DATE 00/00/00 01:538:44 PAGE

C BERECHNUNG DER LETZTEN TEILTRAJEKTORIEN, D.H. AB 4B~
C SCHHRITT (STaB)>, BEI DEM ERSTER SUHALTPUNKT ERSCHEINY
92 KY=1
La=MS
MH=HD
H=MD
HR=HC
LD=0
00 9321 I=1,NS
DO 9321 K=1.2
9321 STABSC(K, I »=STABC(K, I}
GOTO 2707
94 CONTINUE
C AUSDRUCKBEFEHLE
IF (KPR.LT.1} GOTO 9502
URITE (6,3501)
b0 9500 J=1.#
URITE (6,1082)> X{(J >, (Y(I.,4),I=1,H)
9500 CONTINUE
9502 CONTINUE

-~

[y

IF (KN.EQ.0) GOTO 999

C ABFRAGE BEI SINGULAERER ODER FASTSINGULARERER MATRIX

C 08 T(XK/JK(PLUS)»=.GT.0
[F (KS.LT . NB.AND .SUM2 .GT .EPS=EPS=FLOAT( NxHN1)3)
iGOTO0 960
d=KC-1
IF CIGRUND.GT.O0.AND .KPR.GE . 1)
fURITE <6,9503) SUNML.SANH

9503 FORMAY (1X,///.' FN-REL=',E10.3.’' FN-aBS=',E10.3)
RETURN

C ABBRUCH OHNE KONYERGENZ

960 HRITE (6.961:

961 FORMAT (1X.,' ITERATIONSSTOP IM STATIOHAEREM PUNKT
1 - EKOND ODER KR ODER KFHMIN ODER EPS1 VERKLEINERN':
GOTo 999

C

C KC=KCHAX

99 MRITE (6,9211) KC

9911 FORMAYT (1X.’' ABBRUCH NACH'’.I4,’ ITERATIONEN')
KN=0
GOYD 92

29



«E.0 MODCOHP SOURCE EDITOR DATE 00/00/00 01:58:45
1219 98 URITE (6.988)

1220 988 FORMAT (1X,' CHOLESKY-HATRIX SINGULARER’

1221 KN=0

1222 LOT0 92

1223 969 WMRITE (6,994 4T A

1224 994 FORMAT (’ ABBRUCH NUHERISCHE DIFFERENTIATION,
1225 1SCHALTFUNKTION *.12)

122¢ 970 URITE (6.,9933 JR.JIRHMAK, JJ, K1 .

1227 993 FORMAT (1X,’ 0 SINGULAERE TRAJEKTORIE JR=', 14,
1228 1’ JRHAX=',14,/," IH INTERVaLL J=’', 14,

1229 2'STUETY2STELLE X=’,E17.7.,’' EINFUEGEN'./,

1230 3’ ODER JRHAX ERHOEHEMN’ >

1231 GOYO 999

1232 980 URITE (6,996}

1233 996 FORMAYT (1X,’' KS-FA-STRATEGIE VERSAGY’)

1234 999 KPR=-1

1239 URITE (6,291

1236 991 FORMAT (13X,’ OPTAL KEINE KONVERGENZ’)

1237 ¢ '

1238 C FORMATE AN ENDE YON OPTAL

1239 799 FORMAY (°0’.,22%,'RELATIVE SPRUENGE’'/)

1240 1061 FORMAT (’1°,520'%’ ), 'OPTAL-PARAMETER’ ,352(’»’))
1241 106 FORMAY (’1’,52¢'%'),’EINGABEPARRMNETER’ ,52( "%’ )
1242 10?7 FORMAYT (’0’',’' #H 213,88, M ‘. 13.8X%,
1243 1’ €EPS ',Elt1.2,

1244 2' EPSt ‘' ,Ett.2/7 ' ETR '.E11.2,

1245 3’ EKOND’,E11.2,' FA ',

1246 4€11.2,' KFHIN ’'.,13.8X,' KP ‘2 13,8X%,

1247 5’ KSK ‘,13,8X/’ KCHARX ‘.,

1248 613,8X,’ JRMRX ', [2.,8X,’ IGRUND’.,I3.eX,

1249 7' KA',17.,8X,’ K$’.17,

1230 88X/’ MSCHLT',I13,8X,’ NU’,13,8X.’' KSCH',12//77/)
1251 108 FORMAY ('90’°.4X,’STUETZSTELLEN ’.3X.

1252 1’ NAEHERUNGSTRAJEKTORIE’ >

1233 1082 FORMAT (0’ . ?EL7.2.,/¢18R.6E17.7))

12354 109 FORMAT (3X,’IT’,8%,’dH-ALT',9X, 'dN-HEU’ , 11X,
1295 1'FA’ ., 10X, 'NEW ' ,5X, ' RANG

125¢ 2GCE)Y’, 7%, KOND’, 10X, 'FN-REL’ . 9X,.'FR-ABS’//// /)
1237 110 FORMAT (1X/5%.12,6%,E10.3,36X.,12,8%X,12,7?X,
1258 1E10.3,.5%X,E10.3.5%.E10.3

1259 1083 FORMAT ('O’ ‘ARGUHENT’,8X., "FUNKTIONSUWERTE* )
1260 1084 FORMAT (° ' ,4X,'SCHALTER/ABLEITUHG’)

- 176 -
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1261
1262
1263
1264
1265
1266
1267
1268
1269
12790
1271
1272
1273
1274
12728
1276

- 177 -

HODCOMP SOURCE EDITOR DATE 00/00/00 01:58:45 PAGE

1085 FORMAY CC! 7, 3C(2EL7 .7.,3X)))
111 FORWMaAT (1X,/,28%,E10.3.7X,F5.3,43¥,
fE10.3,5X,EL1D.3,5X.12>
7100 FORMAY (’0’,’ DIAGOMALELEMENTE (E> '/C¢ 1X,10E10.2)
72101 FORMAY ('O’ ,’KOMPONENTE (DY1)> 'JC 1X,10C15,53X>»}
800 FORMWAT (’D’'.,’KNOTEN '13.6X,10E10.2/C17X,10E1D.2))
802 FORMAT (07,  IRTERVALL 'I3,3X,10E10.2/C1?X,10E1D.2/)
952 FORNAT (’0’.4%X,'STUETZSTELLEN ',3X,'ITERIERTE ’)}
9501 FORMAT ('O’ .4X,’'STUETZSTELLEN ' .,3X,
1’LETZTE TRAJEKTORIE ‘)
2989 FORHAT (15X, 'KEIH SPRUNG IN DEN STEUERVARIABLEN')>

1971 FORMAT (’0D°,’' ABSCHNITT (STAB) L1135
9421 FORMAT (2EiLi7.7.215

RETURN

END

0YAlL RECORDS MRITTEN = 1227/ 105
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81

82
83
‘84
8%
8¢
87
68
89
20

92
93
94
925
96
97
98

99

129
130
131
132
133
134
139
136
137
i38

142
143
144
145
146
147
i48
149
150
151
192
1383
154
199
196
187
198
159
160
1el
162
163
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»ﬁ***t*t*’t#*t******************#***t***t******#*#**t#******#****

DGLN.-SYSTEME (RECHTE SEITEN>

[ T o B o B o I )

SUBROUTINE FC(X, ¥, BYDX)
F BERECHNET DIE RECHTEN SEITEN DER DGLH.~SYSTEME

I COMMON-PARAMETER, DER ERFORCERLICHENFALLS
VERSCHIEDENE RECHTE SEITEN AUF UNTERSCHIEDLICHEN
ABSCHNITTEN (GERADE STAEBE)> ZWISCHEN DEN KNOYEN
STEUERN KANH (WECHSEL DES DBGL.-SYSTEHNS HUR aH CEN

~ KNOTENPUNKTEN; WECHSEL NICHT DURCH SCHALTFUNKTIONEN)

UCILK) COMMON-FELD, DAS IMN SUBROUTIHE S DER SCHALTFUNKTIO-
NEN BERECHNET WIRD UND DIE RECHTENW DES [DGL.-SYSTEHS
ENTSPRECHEND DER SCHALTFUHKTIONEN STEUERT.

REAL Y(1),DYDRILD
COMMON ¢, U(28,33,11

Rechte Sei;en in der Form: DXDY(I)=F(X,Y)

RETURH
END
AR T T Y T R R R T e R I T Y

C SCHALTFUHNKTIONEN

OO OON

SUBROUTINE S(%.,Y,NU,Q,DABX,J4T,LS,LD>
¢ Il HUMMER DES ABSCHHITTES (STABES) FUER DEM SCHALTFONK-
£ TIONEN DEFINIERT SIHD

REAL Y(1),QC1),DADACL)

COMMON J,UC28,3>, 11

Spezieller Programmteil von S

IF (JT.EQ.-1) GOTO 4
IF (JT.E@.LS)> R(JT)=0.0
IF (LD.HE . 0) RETURH
DO 8 I=1,NU
QU=aCL)>*xUCJ. 1)
IF QU .LT.0.0> 4T=1
8 CORYINUE
IF (JT.HE .LS) RETURMN
00 92 I=1,NU
9 UCd+1, I)=UCd, 1)
UCS+1,dT)=~UCY . 4T}
RETURHN
4 CONTINUE
DO 40 I=1.HU
a=R_C 1)
IF C(R.EQ.0.0) A=DODX(I)>
IF CR.GT.0.90) U(J,I3=1.0
IF CRA.LLT.0.0) U¢d,1)=~1 .0
40 CONT INUE
RETURH
END
O M o s AR Ok e e A 300 o R R o e o e e



164
165
lee
167
i68
169
1?20
i21
172
{73
174
1?9
i76
177
i79
1?9
180
181
182
183

[y My
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KHOTENBEDIMNGUNGEHN

SUBROUTINE R(J, YL, YR, N, N2>

R BERECHRET DIE KNOTEHBEDINGUNGEN IN DER FORM R=R(YL.,YR)=0

EINGABE
d NUMMER DES KHNOTENS
YLCID Y-WERTE DER AM KHODTEN ANKOMHEMDEN ABSCHNITTE

(STAEBE > (VERDEN IN DER REIHENFOLGE DER AB-
SCHNITTSHUMMERIERUNG (STABHUMMERIERUNG)
IRBIZIERT ).

YRCID Y~-BERTE DER VvOM KNOTEWN ABGEHENDEN ABSCHNITTE
(STREBE > (INDIZIERUNG IN REIHEHFOLGE DER
ABSCHHNITTSHUMMERN ).

AUSGABE
NCIS ENTHAELT DIE BERECHRETEN WERTE R=R(YL,YR)
N2 GIBT LAENGE DES KHOTENVEKTORS W(NZ) AN

REAL YLC1>, YRCLI), HC1)
COMMON JR,UC23,3>
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