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Zusammenfassung

Die Querschnittsverliufe von stochastisch erregten St#4ben
werden so bestimmt, daB bei Einhaltung eines vorgegebenen
Stabvolumens die gréfite auftretende Standardabweichung der
Spannungen minimal wird.

Bei Erregung durch (vektorielles) weiBles und farbiges Rau-
schen fiihrt die Kovarianzanalyse auf die sogenannte Ljapu-
nov-Gleichung, zu deren L8sung ein effektives Verfahren
vorgestellt wird, das auf Anwendung der modalen Analyse
beruht.

Summary

The cross~-sections of beams subjected to random excitation
are determined in such a way, that with given volume the
maximum standard deviation of stress is minimized.

The excitation by white or coloured noise leads to the
so-called Ljapunov-equation. An effective procedure for
solving this equation based on modal analysis is presented.
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1. Einleitung

Bei der Auslegung von Konstruktionselementen und Bauwer-
ken steht fiir den Ingenieur zunidchst die Funktionstiich-
tigkeit im Vordergrund.

Sie kann beschrinkt sein etwa durch die zuldssigen maxi-
malen Spannungen oder Durchbiegungen, Sicherheitsfaktoren
und/oder Einbaumafe. Innerhalb dieses Rahmens besteht
hdufig noch die Mdglichkeit, die entsprechende Konstruk-
tion optimal zu gestalten. Ziele dieser Optimierung kién-
nen z. B. niedrige Herstellungskosteﬁ, geringes Gewicht,
grofe Steifigkeit, hohe 1. Eigenfrequenz oder lange Le-
bensdauer sein, wobei diese Ziele erreicht werden kbénnen
durch Materialauswahl (Elastizit#dtsmodul, spezifisches
Gewicht, FlieBspannungen,...) und Formgebung (Form und
Verlauf von Querschnittsflichen bei Stidben, Wanddicke bei
Schalen, Lage der Gelenke bei Fachwerken,...).

Einen ausfilhrlichen Uberblick iber den jeweiligen Stand
der Strukturoptimierung geben Wasiutyfiski.-und Brandt [1],
Sheu und Prager [2], Niordson und Pedersen [3].

Eine hliufige Aufgabenstellung ist die Minimierung des Ge-
wichts oder des Volumens, was besonders flir die Raumfahrt
von grofer Bedeutung ist; man nimmt dabei die oft wesent-
lich hSheren Herstellungskosten in Kauf. Hiermit beschif-
tigen sich auch die Arbeiten von Ullenboom [4] und Lauert
[S5], die Stibe unter (deterministischer) dynamischer Be-
anspruchung bei Beachtung von Spannungsrestriktionen op-
timieren.

Oft werden auch die Methoden der Wahrscheinlichkeitstheo-
rie bei der Strukturoptimierung angewandt, um beispiels-
weise die Versagenswahrscheinlichkeit infolge von Schwan-
kungen gegenilber den Annahmen bei (statischer) Belastung
und Materialfestigkeit abzuschitzen [6 - 9].



Gerade in neuerer Zeit interessiert man sich immer mehr fir
das Verhalten von Systemen unter zufilliger, dynamischer
Beanspruchung wie Wind, Erdbeben und Meereswellen. (Eine
Literaturiibersicht zur Behandlung von Zufallsschwingungen
findet man bei Crandall [10], Lin {!1] und Vanmarcke [12].)
Wihrend es in der Regelungstechnik bereits viele Arbeiten
zur Optimierung von stochastisch gestdrten Systemen gibt
[13], ist bisher jedoch nur wenig bekannt iliber optimale
mechanische Strukturen, die stochastisch erregt werden.

Dahlberg [14] optimiert bei vorgegebener Spektraldichte
des StraBenprofils Feder und Ddmpfer der Radaufhingung
eines Fahrzeugmodells mit 2 Freiheitsgraden in Abhidngig-
keit von der Fahrgeschwindigkeit bezliglich des Fahrkom-
forts und der Stralenhaftung.

Nigam [15] minimiert das Gewicht eines einfachen Fach-
werkes und die Versagenswahrscheinlichkeit eines Biege-
balkens jeweils iliber 2 geometrische Parameter bei zu-
fdlliger Auflagerbeschleunigung.

Narayanan und Nigam [16] betrachten eine rippenversteif-
te Platte unter zufdlliger Druckbelastung mit bekannter
Spektraldichte und bestimmen 5 geometrische Parameter
so, daB das Gewicht unter Nebenbedingungen fiir Versa-
genswahrscheinlichkeiten und Eigenfrequenzen minimal
wird.

Bei der Optimierung von mechanischen Systemen unter sto-
chastischer Erregung 'stellt sich zundchst die Frage, wann
dieses System optimal ist. Naheliegend ist hier die For-
derung nach méglichst hoher Lebensdauer - d. h. man hat
die verschiedenen Versagensmdglichkeiten zu untersuchen.
Versagen kann z. B. eintreten [17]
- wenn die Spannungen ein vorgegebenes Niveau wie die
Flieflspannung iliberschreiten



- wenn die Spannungen zu lange oberhalb eines gewissen Ni-
veaus bleiben, sodafl Kriechvorginge begiinstigt werden

- durch Dauverbruch, ausgehend etwa davon, daB jeder Last-
wechsel entsprechend seiner Amplitude zu einer kleinen
Schidigung des Werkstoffs fiihrt.

Konkrete Aussagen zur erwarteten Lebensdauer kénnen nur bei

bekannten Wahrscheinlichkeitsverteilungen gemacht werden;

an durchgefilhrten Rechnungen [17 - 19] sieht man aber, daf

ganz allgemein kleine Standardabweichungen glinstig sind.

Eine anschauliche Begriindung hierfiir liefert die Tscheby-

schew'sche Ungleichung

WX - m | 2 k] § (552 (1.1)

Die obere Grenze der Wahrscheinlichkeit dafiir, daB eine
Zufallsgrtfe X um mehr als den Betrag k von ihrem Mittel-
wert m, abweicht, ist also proportional dem Quadrat ihrer
Standardabweichung o, - und zwar unabhdngig von ihrer
Wahrscheinlichkeitsverteilung.

Das Ziel dieser Arbeit ist es, den Querschnittsverlauf
kontinuierlicher Stdbe bei stochastischer Erregung so zu
optimieren, dal die grdfte Standardabweichung der Spannung
minimal wird, wobei fiir eine sinnvolle L8sung dieser Auf-
gabe die Materialmenge bzw. das Volumen vorgegeben wird.
Das entspricht der dualen Forderung nach minimalem Volumen
bei vorgegebener oberer Schranke fiir die Standardabwei-
chungen der Spannungen.

Nach geeigneter Diskretisierung wird das System beschrie-
ben durch seine Zustandsgleichung

z(t) = A z(t) + b(t) (1.2)



mit z(t) als Zustandsvektor, der die generalisierten Ko-
ordinaten und deren Geschwindigkeiten reprisentiert, und
b(t) als Vektor der zufdlligen Erregung.

Die zur L8sung der stochastischen Differentialgleichung
(1.2) bendtigten Grundlagen werden in Kapitel 2 behandelt.
Bei Erregung durch farbiges Rauschen filhrt die Kovarianz-
analyse auf die sogenannte Ljapunov-Gleichung, zu deren
Lésung in Kapitel 3 ein besonders effizientes Verfahren
unter Anwendung der modalen Analyse vorgestellt wird.
Kapitel 4 beschreibt die notwendigen Optimalitédtsbedin-
gungen und die gewdhlte Optimierungsstrategie.

Kapitel 5 enthilt die'Darstellung der benutzten Diskre-
tisierungen und Kapitel 6 einige Beispiele fiir Stidbe,

die zur Lings- oder Biegeschwingung angeregt werden.



2. Zufallsprozesse

Zufallsprozesse sind dadurch gekennzeichnet, daff die Zeit-
verlidufe ihrer Realisierungen sehr unregelmiilig sind und
daher deterministisch nicht oder nur sehr schlecht zu be-
schreiben sind. .

Man bedient sich deshalb der Methoden der Statistik und be-
schreibt diese regellosen Vorgiinge durch ihre statistischen
KenngrofRen (siehe z.B. [17,20-23]), wobei man in Kauf nimmt,
dafl ein groBer Teil der Informationen verlorengeht.

2.1 Grundbegriffe

Der skalare ZufallsprozeB X(t) wird beschrieben durch die
Gesamtheit (Ensemble) aller seiner mbglichen Realisierungen
xi(t).

Seine eindimensionale Wahrscheinlichkeitsdichte p1(x;t) be-
schreibt den Anteil aller Realisierungen, die bei festge-
haltener Zeit t zwischen den Werten x und x+dx liegen.

Die Wahrscheinlichkeit dafiir, daR eine Realisierung zur Zeit
t einen Wert zwischen a und b annimmt, ist somit

b
Wla<X(t)<b] = | pl(x;t) dx (2.1)
a
mit
T p (xit) dx = 1 (2.2)

Die zweidimensionale Wahrscheinlichkeitsdichte beschreibt
fiir Wertepaare X1=X(t1) und X2=X(t2) zu festen Zeiten t1 und
tz die Wahrscheinlichkeit, X1 zwischen a, und b1 und Xz
zwischen a, und b2 anzutreffen:

W[a1<x1<b1,a2<X2<b2] =

W —

b
2.1
g pz(x1,x2;t1,t2) dx,dx, (2.3)
271



mit
_£~£ Pz(x1,xz;t1,t2) dxldx2 = 1 (2.4)
Py(xy5ty) = [ pylxqy,xy3ty,t,) dx, (2.5)
Py(xpity) = [ pylxy,x,ity,ty) dx, (2.6)

Zur vollstidndigen Beschreibung des stochastischen Prozesses
milte seine Wahrscheinlichkeitsdichte pn(xl""xn;t1’°"tn)
beliecbig hoher Ordnung n bekannt sein.

In den Anwendungen ist diese Information in der Regel nicht
vorhanden, da bereits die Bestimmung der ein- und zwei-
dimensionalen Wahrscheinlichkeitsdichten einen unverhilt-
nismiflig hohen Aufwand erfordern wiirde.

Man versucht daher, die Prozesse durch einige wenige Kenn-
groflen, ihre ersten Momente, zu charakterisieren.

Mit der Definition des Erwartungswertes (Insemble-Mittelung)
einer skalaren Funktion g(X) des Prozesses X=X(t)

B(E(0} = [ g(x) py(xst) dx (2.7)
sind diese der Mittelwert

m (t) = E{X} (2.8)
und der quadratische Mittelwert

Q (t) = E{x%) (2.9)
sowie die daraus abgeleitete Varian;

_ 2, _ 2
Px(t) = E((X-mx) } = Qx-mx (2.10)



und die Standardabweichung

o (t) = vp (2.11)

X

Entsprechend erhilt man liber die zweidimensionale Wahr-
scheinlichkeitsdichte mit

ECE£(X)E (X))} = | £(x;)g(x,)py(xy5xp5ty,t,) dxydx,

(2.12)
die Autokorrelationsfunktion (AKF)
Koy (t1stg) = E{X{X)} . (2.13)
bzw. die zentrale AKF
Rxx(tl’tz) = E{(X1-mx1)(xz-mx2)} = Kxx-mx1mxz (2.14)
mit
Rxx(t,t) = Px(t) (2.15)

Die AKF ist ein MaR filir die statistische Abhdngigkeit
(Verwandtschaft) der Werte eines Prozesses zu zwei ver-
schiedenen Zeitpunkten t, und t,.

Analog erhidlt man fiir zwei Zufallsprozesse X(t) und Y(t)
die Kreuzkorrelationsfunktion N

(-~ 2 - -]
ny(t1,t2) = E{X,Y,} =_i_£ X1YoP5 (Xq,Y,ity,t,) dx,dy,
(2.16)
Einige spezielle Zufallsprozesse werden bereits vollstiindig
beschrieben durch ihren Mittelwert und ihre AKF.

Im Rahmen der Korrelationstheorie begniigt man sich auch in
anderen Fidllen mit der Betrachtung nur dieser beiden Kenn-



groBen, so daB zwei stochastische Prozesse im Sinne dieser
Theorie #quivalent sind, wenn sie in Mittelwert und AKF
iibereinstimmen.

Eine weitere wesentliche Vereinfachung in der Beschreibung
ergibt sich, wenn ein stochastischer Prozefl X(t) stationdr
ist, d. h. wenn alle seine n-dimensionalen Wahrscheinlich-
keitsverteilungen invariant sind gegeniiber einer Verschie-
bung der Zeitskala.

Ein streng stationdrer ProzeB hat keinen Anfang und kein
Ende. Obwohl dies fiir reale Prozesse sicher nicht gilt,
kann man hiufig diese Randeffekte vernachlédssigen, wenn
der Prozef selbst nur lange genug dauert.

Im Sinne der Korrelationstheorie ist ein Prozel bereits
stationir, wenn Mittelwert und Varianz konstant sind und
seine (zentrale) AKF nur von der Zeitdifferenz abhiingt:

m, = konst. (2.17)
Px = konst. : (2.18)

Ein stationidrer ProzeB ist ergodisch, wenn bei ihm die
Ensemble-Mittelung durch Bildung des zeitlichen Mittel-
wertes bei einer einzelnen Realisierung Xl(t) ersetzt
werden kann:

. T .
E(g(X)} = 3.0 - % g(xi(t)) dt (2.20)

Torc0

Man braucht hier also nur eine ausreichend lange dauernde
Realisierung zur Bestimmung der gesuchten Grdfen.



Die Spektraldichte eines stationiren Prozesses ist die
Fouriertransformierte (Frequenzzerlegung) seiner zentralen
AKF:

Sy @) = ? Ry, () e 10T 4o (2.21)

Entsprechend gilt

R_ (1) = 5%_2 S,y (©) eloT 4, (2.22)
mit
P =R_(0) = f%_z 5, (@) do (2.23)

Die Spektraldichte ist eine gerade, nicht-negative Funktion
von w und liberall endlich, wenn der Prozefl keine peri-
odischen Komponenten enthilt.

Die Definition der in der Korrelationstheorie bendtigten
Kenngroflen zufilliger Vektorprozesse x(t) und y(t) ge-
schieht in sinngemiéfler Erweiterung durch die Betrachtung
der jeweiligen Komponenten.

Man erh&dlt so den Mittelwertvektor

m (t) = E{x(t)) | (2.24)
die Korrelationsmatrix

Ky (t1aty) = Elx(t)x(t)h) (2.25)
die zentrale Korrelationsmatrix

Rey(ty,t3) = E{[g(t1)-mx(t1)][z(tz)-my(tz)]T} (2.26)

die Kovarianzmatrix
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Py (£) = R (t,1) | (2.27)

und mit entsprechender Definition flir Stationaritit
die Spektraldichtematrix

Sy @) =_°f gxy(f) e"19T g, (2.28)

wobei in den Formeln (2.25) - (2.28) gegebenenfalls x = y
zu setzen ist, z.B. filir die Autokorrelationsmatrix K .

Flir einen Vektorprozef
y(t) = A x(t) mit A = konst. (2.29)

ergibt sich aus der Definition des Erwartungswertes

m, = Am (2.30)
und
Ry = & B AT @31

Fir die Theorie der stochastischen Differentialgleichungen
werden einige spezielle Prozesse bendtigt, deren Eigen-
schaften kurz beschrieben werden sollen.

Ein stochastischer Prozefl X(t) ist ein GauB-Prozefl, wenn
seine n-dimensionalen Wahrscheinlichkeitsdichten normal-
verteilt sind - also z.B.

expl- LE:E%lE] (2.32)

chx 2 ox

Py (x3t) =
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Nach dem zentralen Grenzwertsatz ist ein Zufallsprozef
normalverteilt, wenn er entstanden ist aus der Uberlage-
rung vieler unabhiingiger, beliebig verteilter Zufalls-
grbBen, von denen keine einen liberwiegend starken Einfluf
hat. Ein GauB-ProzeB ist vollstidndig beschrieben durch
seinen Mittelwert und seine AKF.

Ein Markov-Prozef8 X(t) ist ein Prozefl, bei dem - bei be-
kannter Gegenwart - zusdtzliche Informationen aus der
Vergangenheit keinen Einfluf auf Aussagen iiber die wahr-
scheinliche Entwicklung in der Zukunft haben (Prozef
ohne Gedlichtnis).

Die Ubergangswahrscheinlichkeitsdichte

Pz(x1:x23t1ot2)
P(x;3tylxy3ty) PLEPEFY (2.33)
beschreibt durch
b
W[a<X(t2)<le(t1)°x1] = | p(xz;tzlx1;t1) dx2 (2.34)
a

die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB eine Realisierung des
Prozesses zur Zeit t, zwischen den Werten a und b liegt,
wenn sie zur Zeit t, s t, den Wert x, hatte.

Speziell fir t, = t, gilt

mit 6(.) als Dirac-Funktion.
Damit erhdlt man fiir den Markov-ProzeR die sogenannte
Chapman-Kolmogorov~-Gleichung

[- -]
p(xz;tzlxo;to) ..i p(xi;t1lx0;t0) p(xzstzlxl;t1) dx1

(2.36)
fur t0 2 t1 H t,.
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Der Markov-ProzeB wird vollstdndig beschrieben durch seine
Obergangs- und eine Anfangswahrscheinlichkeitsdichte.

Er heift homogen, wenn seine Obergangswahrscheinlichkeits-
dichte nur von der Zeitdifferenz zwischen zwei Zustinden
abhiingt.

Der Wiener-ProzeB W(t) ist ein homogener (instationidrer)
Markov-Prozefl, dessen Obergangswahrscheinlichkeitsdichte
normalverteilt ist mit dem Mittelwert LA und der Varianz
1ﬂt2-t1:

2
(Wy-w.)
L exp[- .__2.....1._
2nt 2 T

P(W23t1""t|w13t1) = ] (2.37)

Mit der vorgegebenen Anfangswahrscheinlichkeitsdichte
Pwity) = &(w) (2.38)
verschwinden alle Realisierungen zum Zeitpunkt t, :
W(ty) = 0 | (2.39)

Setzt man noch ty = 0, damn hat der Wiener-Prozefl die
normalverteilte eindimensionale Wahrscheinlichkeitsdichte

1 wz
Pywit) = exp[- —1 (2.40)
2nt 2t
mit dem Mittelwert
m, = E{W(t)} = O o (2.41)

und der Varianz

P (t) = E(W(t)?) = ¢ (2.42)
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Die zweidimensionale Wahrscheinlichkeitsdichte ergibt sich
mit O § t, §¢t, zu

Pz(w1:W23t1atz) = P1(W1;t1) P(Wzitzl“'];t])

2

w (Wo-w,)
- 1 expl 1 _ 2 1

)
2w Ve, (t,-t ) 2t,  2(t,-t,)

(2.43)

woraus man durch Integration nach (2.12) die (zentrale)
AKF erhilt:

R (75t5) = E(W(EIW(E,)) = min(t,, t,) (2.44)
mit
t t, £t
min(t,,t,) = { Vogar VT 2 (2.45)
t, . t, 2 t,

Der Wiener-ProzeB hat fast sicher stetige, aber nirgends
differenzierbare Realisierungen.
Seine Zuwichse

AW = W(t,) - W(t,) (2.46)
sind statistisch unabh#ngig und normalverteilt mit
m,, =0 (2.47)

und

Paw = It = t41 (2.48)
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Normiertes weifles Rauschen h(t) ist ein stationdrer Gaufl-
Prozefl mit dem Mittelwert

m =0 (2.49)
und der (zentralen) AKF

Rpp (1) = 6(1) (2.50)
bzw. der konstanten Spektraldichte

Spp (@) =1 (2.51)

Das bedeutet, daB die Realisierungen zu allen Zeiten un-
abhiingige Werte haben - bzw. daB alle Frequenzen mit
gleicher Intensitlit am Spektrum beteiligt sind.

Im Rahmen der Theorie verallgemeinerter Funktionen kann
weifes Rauschen als Ableitung des Wiener-Prozesses aufge-
falt werden, da beide - als verallgemeinerte (GauB'sche)
stochastische Prozesse - in Mittelwert und AKF iiberein-
stimmen [20].

Das rechtfertigt die bei der Behandlung stochastischer
Differentialgleichungen verwandte Schreibweise

h(t) = W(t) bzw. dW(t) = h(t) dt (2.52)

Die Komponenten des Wiener-Vektorprozesses w(t) sind von-
einander unabhingige skalare Wiener-Prozesse mit

m = E{w(t)} = o (2.53)

Ry (tysty) = E@(tIw(t)T} = min(ty,t,) I (2.54)
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Fir den Vektorprozef des weiflen Rauschens h(t) gilt

m = E(h(t)} = o (2.55)
Ry (v) = ECh(O)h(t+n)T) = 6(0) I (2.56)

2.2 Die stochastische Differentialgleichung

Die skalare stochastische Differentialgleichung
z(t) = alt,z(t)] + Blt,z(t)] h(t) (2.57)

hat formal die LYsung

t t
z(t) = z(to) + [ als,z(s)] ds + [ B[s,z(s)] dW(s)
to to (2.58)

wobeli im zweiten Integral h(s) ds durch dW(s) ersetzt
wurde, so dal dieser Ausdruck wegen der glittenden Wirkung
der Integration nicht mit der Theorie verallgemeinerter
Funktionen behandelt werden muB. Dennoch kann dieses In-
tegral nicht als gewbhnliches Riemann-Integral aufgefaft
werden, denn die Summe bei feiner werdender Zerlegung und
beliebiger Wahl der Zwischenpunkte konvergiert nicht gegen
einen festen Wert, sondern hingt wegen der starken Schwan-
kungen der Realisierungen von W(t) von der Wahl der Zwi-
schenpunkte ab. [Zwar sind die Realisierungen von W(t)

fast sicher stetig - nicht aber seine Zuwichse aAW(t).]
Daher erfordert die Theorie der stochastischen Differential-
gleichungen eine neue Definition - also die Festlegung der
zu wdhlenden Zwischenpunkte - fiir Integrale der allgemeinen
Fornm

t
x(t) = [ B(s) dwW(s) (2.59)
%
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worin B(t) vom Zufall abhdngt und W(t) der Wiener-ProzeB ist.
Dies geschieht zunichst flir stlickweise konstante (treppen-
férmige) B(t), wobei dann beliebige Funktionen durch geeig-
nete Folgen von Treppenfunktionen angen#hert werden [20].

Fir fast sicher stetige Funktionen B(t) kdnnen diese Treppen-
funktionen aus B(t) selbst ermittelt werden, sodafl man mit
der It8'schen Definition der Zwischenpunkte erh#lt:

. n
x(t) = iﬁﬂo 151 B(t;_¢) [W(ty) - W(t;_¢)] (2.60)

mit
ty <ty <... <t =t, An-= max(ti-ti_l)

Ist B(t) sogar fast sicher stetig differenzierbar, so
findet man durch partielle Integration

t .

x(t) = B(t) W(t) - B(to) W(to) - f B(s) W(s) ds (2.61)
t
0

wobei jetzt das Integral als gewShnliches Riemann-Integral
flir einzelne Realisierungen von W(t) berechnet werden kann.
Unter der Voraussetzung, dafl B(t) und Aw(tz-t1) statistisch
unabhiingig sind, berechnet man durch Bildung des Erwartungs-
wertes in (2.60) mit (2.47) den Mittelwert des Integrals

m, = E{x(t)} = O (2.62)

und mit (2.48) bei Berticksichtigung der statistischen Un-
abhdngigkeit der Zuwdchse des Wiener-Prozesses die Varian:z

An-0 .

. n
Po(t) = Blx()®) = 0By 2 BB(e 7)oty )

t 2
= [ E{B(s)*} ds (2.63)
to
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Entsprechend erhdlt man flir die (zentrale) AKF

min(tl,tz)
Rex (E15t2) = BLx(e)x(tp)) = E{(B(s)?} ds (2.64)
0

Die Erweiterung auf beliebige Matrizenfunktionen B(t) und
Wiener-Vektorprozesse w(t) filhrt mit

t

x(t) = [ B(s) dw(s) (2.65)

to |

auf

m = E{x(t)} = o (2.66)

min(t1,t2)
R (t,t,) = Elx(t)x(t)T} = f E{B(s)B(s)T}ds  (2.67)
0

und

P (1) = Ry (8,0 (2.68)

Im Sonderfall, da B(t) unabhingig ist vom Zufall, ist x(t)
ein normalverteilter Vektorprozef mit unabhingigen Zuwlchsen.

Der VektorprozeB z(t), der der Differentialgleichung
2(t) = a(t) + B(t) h(t) (2.69)
geniigt, besitzt das stochastische Differential

dz(t) = a(t) dt + B(t) dw(t) (2.70)
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Die Vektorfunktion
x(t) = ult,z(t)] (2.71)

hat dann (Satz von It8) das stochastische Differential

2
au. o u. u.
s [ —2X 1 —_ 1 T X
@x); = [ 3¢ * 2 i § 32, 92, (BB')yy 1 dt+ i 32y, (dz)y

(2.72)
was sich mit Hilfe von Treppenfunktionen beweisen 1dft [20].

Es wird nun das lineare stochastische Differentialglei-
chungssystem mit der speziellen Form

2(t) = A(t) 2(t) + a(t) + B(t) h(t) (2.73)
bzw.
dz(t) = [ A(t) z(t) + a(t) ) dt + B(t) dw(t) (2.74)

und der Anfangsbedingung
z(ty) = 2z, (2.75)
betrachtet. Dabei ist

z(t) der gesuchte Zustandsvektor

A(t) die Systemmatrix

a(t) der Vektor der deterministischen Erregung

B(t) die Koeffizientenmatrix der stochastischen Erregung
h(t) vektorielles weiBles Rauschen

w(t) der Wiener-Vektorprozef und

der zufillige, von der Erregung unabhlingige
Anfangsvektor mit dem Mittelwertvektor

Z
-0
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mn, = E{go} (2.76)
und der Kovarianzmatrix
T
)

Bo = E{(z,. - m )(_z_o - m,

2, T b, o (2.77)

Ober die Fundamentalmatrix ©(t) der homogenen, determi-
nistischen Gleichung

2(t) = A(t) z(t) (2.78)
mit den Eigenschaften

o(ty) = L (2.79)

e(t) = A(t) e(t) (2.80)

erhdlt man die Ldsung von (2.73/74):

t t

2(t) = 0(t) [z, + [ ()" a(s) ds + [ a(s)™! B(s) du(s)]
to tO
(2.81)
was sich mit dem Satz von It8 durch die Substitution
z(t) = o(t) y(t) = u[t,y(t)] (2.82)

verifizieren 1ift.

Von Interesse sind vor allem Mittelwertvektor und Auto-
korrelationsmatrix von z(t).

Bildet man von Gleichung (2.81) den Erwartungswert und
berlicksichtigt, daB @©(t), a(t) und B(t) vom Zufall unab-
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hdngig sind, ergibt sich mit Gleichung (2.66) der Mittel-
wertvektor zu

t
B (t) = 0(t) [ my + [ o) a(s) ds ] (2.83)
to

Durch Differentiation von (2.83) nach der Zeit sieht man,
daB m (t) die Ldsung der deterministischen Gleichung

éz(t) = A(t) m (t) + a(t) (2.84)
mit dem Anfangsvektor
m,(ty) = m, (2.85)

ist. Die zentrale Autokorrelationsmatrix findet man ent-
sprechend mit Gleichung (2.67) und wegen der angenommenen
Unabhidngigkeit von Anfangsvektor und stochastischer
Erregung:

Ry (tptp) = 2(ty) LB,

(2.86)
min(t1,t2)
+ [o(s)”
to

'8) 3T @)™ as 1 0(t)]

Die Kovarianzmatrix folgt mit t1 =t, =t in (2.86) zu:
P, (t) = o(t) [ By
(2.87)

e(s)”" B(s) B(s)T @s)™HT as 1 o()T
0]

>
ot

Sie ist die symmetrische L8sung der deterministischen
Gleichung
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B, (t) = A(t) B (t) + P, (t) A(t)T + B(t) B(t)T

(2.88)

mit der Anfangsbedingung
P,,(ty) = P (2.89)

was sich wiederum durch die Zeitableitung von (2.87) zeigen
148t.

Das Aufstellen von Gleichung (2.88) aus der stochastischen
Differentialgleichung (2.73) und daraus die Ermittlung von

gzz(t) ist unter dem Namen Kovarianzanalyse bekannt
[24 - 26].

In den spiter betrachteten Anwendungen liegt der Sonder-

fall eines zeitinvarianten Differentialgleichungssystems
(2.73/74) mit '

A(t) = A = konst. (2.90)
B(t) = B = konst. (2.91)
a(t) =o (2.92)

vor, fur den sich die Beziehungen (2.83), (2.86) und (2.87)
noch weiter vereinfachen.
Fliir die Fundamentalmatrix gilt jetzt

o(t) = eA(t-tg) (2.93)
«g»;(t;)“1 = 0(-t) = eAlty-t) (2.94)

()11 = - AQ(-t) = - o(-t) A (2.95)
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Das Integral in (2.86) 14Rt sich damit berechnen:

min(ty,t;)
fos) ' B BT @)™ )T as = [2(-5) B,, 2(-5)
t t
0 o

T]min(tl,tz)

(2.96)

o~

wobei die konstante, symmetrische Hilfsmatrix Bzz die
sogenannte Ljapunov-Gleichung

1 T T _
AP +P,A +BB =0 (2.97)

erfiilllen mul, was durch Différentiation von (2.96) ge-

zeigt werden kann.
Die zentrale Autokorrelationsmatrix ist dann

R, (ty,ty) = @(ty) (B, - Ezz) Q(tij

~ _ T <
Pra 2(t7ty) 8 2t
. fir (2.98)

o(ty-ty) P, t

Damit erhdlt man schlieBlich fiir den Zustandsvektor z(t)
des Differentialgleichungssystems

é(t) = A z(t) + B h(t) (2.99)
den Mittelwertvektor
m (t) = o(t) mj : (2.100)

die Kovarianzmatrix
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~

P,,(t) =) B -E,,) o) + B, (2.101)

mit gzzaus (2.97)
und die zentrale Autokorrelationsmatrix

T
P22 () 2(ty-ty) t1 8¢ty

R (t,t,) = fur (2.102)
2(ty-ty) B, (¢)) t ¥t

Nach hinreichend langer Zeit ist bei asymptotisch stabilen
Systemen der Einschwingvorgang und damit auch der Einflu8
des Anfangsvektors abgeklungen.

[Nach Heinrich und Henning [22] kann man z.B. den insta-

tiondren Einschwingvorgang eines durch weifles Rauschen
erregten Einmassenschwingers

X(t) + 2o, %(t) + @2 x(t) = 2 h(t) (2.103)

mit homogenen Anfangsbedingungen x(0) = x(0) = O nach
einer Zeit von

TE RS m—- (2.104)

0

als beendet betrachten.]
Man erhdlt dann fiir die normalverteilte, stationdire Dauer-
18sung des zufdlligen Vektorprozesses z(t) wegen @(t-w) = 0

o, (tw) =@, =0 | (2.105)

gzz(t¢m) = Bzz - T o) B BT o(s)T ds = konst. (2.106)
1 2 2
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= T
P,, o) t 20

Ry (tyw=,tys) = R (1) = fir (2.107)
o(-1) P, 1t £0

mit ¢ = tz - t1.
Der gesamte Prozell z(t) (also nicht erst die Dauerl&sung)
ist stationdr und normalverteilt mit (2.105) - (2.107),

wenn der Anfangsvektor z normalverteilt ist mit dem
Mittelwertvektor m, = 0 und der Kovarianzmatrix P, = Pzz.

Im folgenden wird die Kennzeichnung 7 flir (t-=) wegge-

lassen, da nur noch der eingeschwungene Zustand betrachtet
wird.

2.3 Die Spektralmethode

Die in (2.105) - (2.107) mit der Kovarianzanalyse erhal-
tenen statistischen Kenngr8fen kann man auch mit der so-
genannten Spektralmethode berechnen, die bei der Behand-

lung von Zufallsschwingungen am weitesten verbreitet ist
(17, 22, 23].

Die lineare Vektor-Differentialgleichung
z(t) = A z(t) + b(t) (2.108)

mit der stationdiren stochastischen Erregung b(t), deren
Mittelwertvektor m, und der Spektraldichtematrix §bb(w)
wird zundchst im Bildbereich der Fouriertransformation

geldst und dann zurilicktransformiert.

Mit Hilfe der komplexen Frequenzgangmatrix des Systems

als Fouriertransformierte der Impuls-Antwort

Hw) = (iwI - A)7! (2.109)
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erhilt man durch Erwartungswertbildung fiir die stationire
Dauerldsung von z(t)

m, = H(0) m, (2.110)

5, (@ = H(w) Sy, (@) H-0)T (2.111)

und daraus

Ryp () = gk S 8,,(0) €2 (2.112)

838

Bzz = B.zz(o) = 7,; -S-zz(“’) do (2.113)

Ein Vergleich der Kovarianzanalyse mit der Spektralme-
thode [24 - 26] zeigt den Vorteil des ersten Verfahrens,
das im wesentlichen auf der L8sung der Ljapunov-Gleichung
(2.97) beruht, wihrend bei der Spektralmethode die
Fouriertransformation durchgefithrt werden mu, was zu-
mindest bei groflen Systemen sehr aufwendig und mit
spezifischen numerischen Problemen [27] verbunden ist.

2.4 Die stochastische Erregung

Die Behandlung von Systemen unter stochastischer Bean-
spruchung erfordert zunichst die Kenntnis der stati-
stischen Kenngrdfien der Erregung.

Bei den hier betrachteten stationtiren Prozessen sind das
- im Rahmen der Korrelationstheorie - Mittelwert und
Autokorrelationsfunktion bzw. Spektraldichte.



- 26 -

Der Mittelwert der Erregung kann ohne Einschrinkung der
Allgémeinheit zu Null gesetzt werden.

Im eingeschwungenen Zustand verschwindet dann nach (2.105)
oder (2.110) auch der Mittelwert der Antwort eines ge-
dimpften Systems.

Im allgemeineren Fall mit konstantem Mittelwert der sta-
tiondren Erregung kann der entsprechende, in der Dauer-
18sung ebenfalls konstante Mittelwert der Antwort wegen
der Linearitdt der betrachteten Systeme der L8sung hinzu-
gefiigt werden; die zentrale AKF 4ndert sich hierdurch na-
tiirlich nicht.

Ein hdufig benutzter Erregerprozef ist das in Kapitel 2.1
besprochene weile Rauschen h(t) bzw. B h(t), obwohl es
wegen seiner unendlich groflien Varianz kein realer Prozef
ist. Dennoch eignet es sich zur Beschreibung schnell
fluktuierender, zufdlliger Vorgidnge und ist rechnerisch
besonders leicht zu handhaben.

Realistischer ist das bandbegrenzte (abbrechende) weiBe
Rauschen b(t), dessen Spektraldichte bis zu einer Grenz-
frequenz img konstant ist und dann auf Null absinkt:

m, = 0 (2.114)
2
C -wg So s wg
Sy (8) = { fir (2.115)
0 sonst
2
Rpp (1) = & -——-Ls-lsmt“’ T (2.116)

Dieser ProzeB hat eine endliche Varianz und ist differen-
zierbar. Er wird gut angen#hert durch weiBles Rauschen,wenn
W hinreichend grof ist gegeniiber den Eigenfrequenzen des
Systems [17], er kann jedoch nicht direkt mit der vorge-
stellten Kovarianzanalyse behandelt werden.



Im folgenden soll daher das farbige Rauschen - als ein
weiterer, physikalisch sinnvoller Erregerprozef - ange-
nommen werden, fiir den die oben dargelegte Theorie der
stochastischen Differentialgleichungen unmittelbar an-

wendbar ist.

Farbiges Rauschen r(t) ist definiert als stationidre
Dauerldsung der Filtergleichung

r(t) = - wp r(t) + C h(t)

Mit Gleichungen (2.105) - (2.107) findet man

- ~wplvl
Rrr(T) Pr e

und nit (2.21)

c?
Srr(w) =

(2.117)

(2.118)

(2.119)

(2.120)

(2.121)

Der Verlauf von AKF und Spektraldichte in Abhdngigkeit
von der Filterfrequenz wg ist in Abbildung 1 (a-d) dar-

gestellt [mit R(t) = R(-t), S(w) = S(~w)].

Die Darstellung von Abb. 1 (a,b),bezogen auf die Varianz
der Erregung P, = R, (0), ist besonders sinnvoll bei nied-

rigen Filterfrequenzen, da der Gren:zitbergang wg =+ 0

bei konstant gehaltenem R.,(0) auf den (nicht mehr zu-

fdlligen) Grenzfall der statischen Belastung durch
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2 dog
—5 = (0)s t(p2) * —5 = (0)¥ :(q‘e) / uwsydsney sadrqied :| ‘qqy
4 z
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r((oF - 0) =

= konst. (2.122)
ZwF

fihrt. |

Andererseits erhiilt man durch wp » © mit konstantem
Srr(o) (Abb. 1 (c,d)] wieder den Prozefl des weiBlen Rau-
schens:

r(wg »+ ©) = g% h(t) (2.123)

Als farbiges Rauschen (2.117) sind z.B. die Brown’sche
Bewegung eines Teilchens (Ornstein-Uhlenbeck-Geschwin-
digkeitsprozeB [20]), die Geschwindigkeit einer turbulen-
ten Strdémung [24] oder Fahrbahnunebenheiten bei der Be-
rechnung von Fahrzeugschwingungen [36] darzustellen.

Die Erweiterung auf den VektorprozeR des farbigen Rau-
schens geschieht analog durch die Matrizengleichung

r(t) = ¥ r(t) + C h(t) (2.124)

sodal man durch geeignete Wahl der Koeffizienten die
M8glichkeit hat, reale Prozesse zu approximieren.

Die einfachste Anwendung von (2.124) ist die Erregung
durch einen skalaren, schmalbandigen Prozef, der durch
die Differentialgleichung 2. Ordnung

T(t) + 2 Dg g T(t) + w% r(t) = C h(t) (2.125)

_beschrieben wird und durch ry=r, T, " r auf die Form
(2.124) transformiert werden kann [36].
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Die in Kapitel 2.2 beschriebene Antwort linearer Systeme
gilt zunichst nur fiir Erregung durch weifes Rauschen.
Die angegebenen Gleichungen lassen sich jedoch auch
verwenden fiir

Z(t) = A z(t) + B x(t) (2.126)
mit r(t) aus (2.124), da der erweiterte Zustandsvektor

z(t)
2*(t) = (2.127)

r(t)

wieder einem Differentialgleichungssystem vom Typ (2.99)
genligt (siehe Kapitel 3).
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3. Die L8sung der Ljapunov-Gleichung

Das hier betrachtete geddmpfte, lineare System von end-
lichem Freiheitsgrad wird beschrieben durch das Differen-
tialgleichungssystem seiner generalisierten Verschiebungen

M x(t) + D x(t) + K x(t) = F r(t) (3.1)

wobei die Erregung durch vektorielles farbiges Rauschen
r(t) als stationire Antwort eines Formfilters auf vek-
torielles weifles Rauschen h(t) gegeben ist:

I(t) = W r(t) + Ch(t) (3.2)

Desweiteren sei vorausgesetzt, dafl sich die spiter be-
nétigten Schnittgrdfen y(t) (Krifte und/oder Momente)
aus den Verschiebungen berechnen lassen durch

y(t) = 6 x(t) (3.3)

und die jeweils interessierenden Spannungen s; (t) in den
Querschnittsflichen Ai durch

¢

Y5 (t)

X
Ay

s;(t) = v (3.4)

mit den Konstanten y und x, die von der Belastungsart und
den gewdhlten Entwurfsparametern abhidngen (siehe Kapitel 5).
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3.1 Die allgemeine LOsung

Fir das oben beschriebene System kann nun die Struktur
der in der Ljapunov-Gleichung auftretenden Systemmatrix
explizit angegeben werden.

Mit dem Zustandsvektor (v = i)

x(t)
2(t) = | v(t) (3.5)

x(t)

k8nnen (3.1) und (3.2) zusammengefafft werden zur erwei-
terten Zustandsgleichung

z(t) = A z(t) + B h(t) (3.6)
mit
0 I Y
a= | -w'x -v'p  MF (3.7
0 o L
und
0
B = o (3.8)
¢

Die symmetrische Kovarianzmatrix P,, der Dauerldsung von
2(t) ist gemdB (2.97) und (2.106) Lésung der Ljapunov'schen
Matrizengleichung
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Agzz *.P_zzé +§§ =9 (3'9)

Ist x€R" und r € R®, dann ist z € R®™™ ,und P,,
hat unter Berilicksichtigung der Symmetrie %(2n+m)(2n+m+1)
unbekannte Koeffizienten.

Da die Ljapunov-Gleichung - z.B. in der Regelungstechnik -
hdufig vorkommt, sind verschiedene Losungsverfahren ent-
wickelt worden (siehe hierzu z.B. [26, 28]}), wobei eine
Moéglichkeit in der Auswertung des Integrals (2.106) be-
steht. Ein Rechnerprogramm von Chen und Shieh [29] wan-
delt (3.9) um in ein lineares Gleichungssystem

A*p=-b

(3.10)

das dann mit den tiblichen Methoden behandelt werden kann.
Bei groBlen Systemen empfiehlt sich jedoch eher ein itera-
tives Ldsungsverfahren [30, 31].

Die Zahl der Unbekannten kann aber noch weiter reduziert
werden, indem man die spezielle Form der Systemmatrix A
berticksichtigt [32, 33].

Durch entsprechende Partionierung von P .,

Pex Bxv By
gzz - Eiv gvv Bvr (3.11)
Par Py P
erhdlt man aus (3.9) die Matrizengleichungen
WP +R W +cch=p (3.12)
P +P W =0 (3.13)
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=vr Wo- MK Per - W'D Bor * W L ST (3.14)
P +E =0 (3.15)
By M KR -M DRI M ER] =0 (3.16)
w'ke, +M'pp, -w'ERL

+o'xkp +Mpe -MTERI )T -0 (3.17)

Gleichung (3.15) zeigt, daB die Kovarianzmatrix von Wegen
und Geschwindigkeiten schiefsymmetrisch ist, was die Zahl
der Unbekannten um %n(n+1) verringert.

Man kann nun die Ljapunov-Gleichung (3.12) fir die symme-
trische (mxm) Kovarianzmatrix der Erregung P,, mit einem
der bekannten Verfahren 1l8sen. Gleichung (3.14) ist nach
Einsetzen von (3.13) eine Matrizengleichung flir Py,, woraus
dann mit (3.13) Pur berechnet wird. Unter Beriicksichtigung
von (3.15) und der Symmetrien von Py, und P, . kbnnen aus

(3.16) und (3.17) P

xx® Pyy und P bestimmt werden.

Bei bekannter Kovarianzmatrix der Verschiebungen P, er-
mittelt man die Kovarianzmatrix der Schnittgrbtfien y(t)
mit (3.3) und (2.31):

el

Pyy = G Byx &

L (3.18)

und aus deren Standardabweichungen die eigentlich gesuch-
ten Standardabweichungen der Spannungen:
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¢ Loy | (o) (3.19)

x x
. Ay Ay

(08)1

Obwohl der erforderliche Rechenaufwand sicherli¢h wesent-
- lich geringer ist als bei Anwendung der Spektralmethode,
wlchst er immer noch sehr schnell mit der Ordnung des
Systems.

3.2 Die L8sung mit modaler Analyse

Da die Optimierung der im folgenden untersuchten Systeme
nur auf iterativem Wege mdglich ist, wobei jede Iteration
die Berechnung der Kovarianzmatrix der stochastischen
Differentialgleichung erfordert, kommt es entscheidend
darauf an, die Losung der Ljapunov-Gleichung mﬁglichst
effektiv zu ermitteln.

Die bekannten, zuvor kurz skizzierten Verfahren erweisen
sich selbst bei Ausnutzung der besonderen Struktur der
Systemmatrix immer noch als sehr aufwendig.

In den hier betrachteten Anwendungsfi#llen kann davon aus-
gegangen werden, dal stets eine schwache Dimpfung vorliegt,
die nur durch den Werkstoff selbst bedingt ist und nicht
durch zus#tzliche konstruktive MaBnahmen bewirkt wird.
Diese Uberlegung rechtfertigt die Annahme modaler Di#mpfung
und damit die Anwendung der modalen Analyse, da sich die
Eigenschwingungsformen von ungedidmpften und schwach ge-
ddmpften Systemen nur geringfiigig unterscheiden.

Die L8sung des Eigenwertproblems des homogenen, unge-
dimpften Systems

K-w?Mx=o (3.20)
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liefert die Eigenfrequenzen w; und die Modalmatrix X, die
aus den normierten Eigenvektoren besteht.
Durch die Transformation

x(t) = X q(t) (3.21)

kann nun das ursprilngliche Differentialgleichungssystem
(3.1) entkoppelt werden:

q(t) + D* g(t) + k* q(t) = F* r(t) (3.22)
mit

E# nxT

F - (3.23)

und den Diagonalmatrizen

(K*) 5k = 85k wf (3.25)

wobei Di das Lehr'sche DidmpfungsmaB der i-ten Hauptschwin-
gung ist.

Eine andere Anwendungsmdglichkeit der modalen Analyse er-
gibt sich, wenn die urspriingliche Dimpfungsmatrix eine
Linearkombination von Massen- und Steifigkeitsmatrix ist:

D=aM+BK (3.26)

Dann ist in (3 24) und in den folgenden Beziehungen 2D, 194
durch {(a + Buw; ) zu ersetzen,
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Die oben beschriebene Kovarianzanalyse ist natiirlich in
entsprechender Form auch auf das Differentialgleichungs-
system der Hauptschwingungen (3.22) anwendbar.

In (3.7) und (3.11) sind dann die folgenden Grdflen zu er-
setzen:

x(t) » g(t)

¥(t) = g(t)

M ' Do D+ (3.27)
MK~ ke
M E - e

Der entscheidende Vorteil ist jetzt jedoch, daB sich
wegen der Diagonalform von D* und K* mit den zuvor be-
rechneten Matrizen P.., Pgr und B, die Bestimmungs-
gleichungen (3.16) und (3.17) fir gqq, gqq und gqa ent-
koppeln lassen.

Mit den Abkiirzungen

Vik = By E*T)ik‘ | (3.28)
Qix = By Dy (3.29)
T T T
hﬁlt P = e B o e ¢ M = -
er man (P, Paa’ Baq = Baar Bgq Ped)
) - 2 . o - .
Badix = @i Cqqlix * 20393 (Bgalix Qe (3.30)
- 2 - . s -
(Edﬁ)ik “k (qu)ik 2Dy (qu)ik Qx (3.31)
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2 2 =
©f - op) 2 d)ik + (2D40; + ZDkwk)(Eﬁq)ik Vik * Vi
(3.32)

woraus sich mit

1
2 _ 2.2

Yik ©

(3.33)

die Koeffizienten der bendtigten Kovarianzmatrix ergeben:
Bogdix = Vil @ - ©2) Q5 - Q)
—qq”’ ik ik" Yk it Yk ki

+ (2Dj0; + 2,0, ) (2D505Q4y + 2Dy Qpy + Vip + Viy)l

(3.34)
Y . 2 2,2~ _ .2
(Beadik = Yixl(wg = 07) (@5Q5 - ©3Q;)
+ wimk(ZDimk + ZDkwi)(Vik + vki)] (3.35)
(P +)ir = Yoo [(2Ds0: + 2Dyw.) (@2Qiy - wiQy.)
—-qq’ik ik ivi kVk7 YPivik k*ki
+ @2 - WB) (v, *+ V)] (3.36)
i~ 9k Vg * Vi '

i,k=1,...,n

Die Kovarianzmatrizen der urspriinglichen Koordinaten x(t)
kdnnen daraus mit (2.31) und (3.21) berechnet werden:
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T

Pex = X Bog X (3.37)
P =X Pse XP (3.38)
P _=XP. . X! (3.39)
Pp = XP, (3.40)
P_=XP: (3.41)

-vr = -=qr

woraus man mit (3.18) und (3.19) die Standardabweichungen
der Spannungen erhilt.

Der Rechenaufwand zur Ermittlung der %n(3n+1) Unbekannten
aus den Gleichungen (3.16) und (3.17) besteht hier also

im wesentlichen aus der L8sung des Eigenwertproblems n-ter
Ordnung mit anschlieflender Matrizenmultiplikation.

Eine Abschiétzung mit Hilfe der an der TR440 verfligbaren
Rechnerprozeduren EVGEN, MAMU und GLSYSP zeigt, dafl die
Lésung mit modaler Analyse um mehr als einen Faktor 0,1 n
schneller ist als die LOsung des entsprechenden linearen
Gleichungssystems.

Ein weiterer Vorteil der modalen Analyse liegt darin, daB
bei groBen Systemen die Ermittlung und Beriicksichtigung
nur der niedrigsten Eigenfrequenzen und der entsprechenden
Eigenformen ausreichend ist fiir eine gute Genauigkeit der
Ergebnisse, wodurch weitere Rechenzeit gespart werden kann.

3
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Im Sonderfall, dafl auch W in Gleichung (3.2) eine Diago-
nalmatrix ist - oder zuvor auf Diagonalform transformiert
wurde -, kdnnen auch die Koeffizienten der librigen Matrizen
direkt angegeben werden . Mit |

Mk = - 65k s (3.42)
erhdlt man
(P..) € ¢y (3.43)
F* .
(. )iy = € Proix (3.44)
=qr’jk w% + 2D.w.W, + WZ .
j ik k
(B;lr)Jk = wk (-I—)-qr)jk (3.45)

i’kﬂ 1’.00’m

j= 1,00,
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4. Optimierung

Fir die hier behandelten diskretisierten Stibe unter

stochastischer Erregung lautet die Optimierungsaufgabe:
n
Ermittle bei vorgegebenem Stabvolumen V(Ai) =L cy A, =V
i=1
diejenigen Querschnittsflichen Ai’ bei denen die grdfite

auftretende Standardabweichung der Spannungen minimal wird!

[Der Index ., fiir Spannung wird im folgenden bei den Stan-
dardabweichungen zugunsten einer tibersichtlicheren Schreib-

weise weggelassen.]

Flir die mathematische Formulierung der Aufgabenstellung
wird eine neue, unabhéngige Variable & eingefiihrt, die
gleichzeitig Zielfunktion ist, und die im optimalen Fall®

identisch ist mit der maximalen Standardabweichung (°i)max
der Spannungen.
Damit erhdlt man die Zielfunktion
min .
(Ai’s) 8 i=1,...,n (4.1)
die Nebenbedingungen
gkﬂok(Ai) -a §0 k8 1,-..,!11 (4.2)
und die Vorzeichenbedingungen
>
A; 20 (4.4)
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Die duale Aufgabenstellung, das Stabvolumen zu minimieren
bei vorgegebener oberer Schranke flir die Standardabwei-
chungen der Spannungen fiihrt auf

E"ji“) [v = 11: c; Ayl (4.5)
mit

B = Ox(Ay) = 9y F 0O (4.6)
ﬁnd

A; 20 (4.7)

4.1 Die Optimalitdtsbedingungen

Die notwendigen Optimalitdtsbedingungen fiir die Optimie-
rungsaufgabe (4.1) - (4.4) mit nichtlinearen Nebenbedin-
gungen erhdilt man mit der Methode der Lagrange'schen
Multiplikatoren, wobei vorausgesetzt wird, daf im opti-
malen Punkt Zielfunktion und Nebenbedingungen stetige
partielle Ableitungen besitzen, und daB dort die Gra-
dientenvektoren Vg, der aktiven Nebenbedingungen linear
unabhidngig sind.

Oberfilhrt man die Ungleichheitsnebenbedingungen (4.2) mit
Hilfe von nichtnegativen Schlupfvariablen Sy in Gleich-
heitsbedingungen

g = 9 () - 8+ 5y =0
(4.8)
>
skuo

so muBl die Lagrange'sche Funktion
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. n
L=2¢g +k£11k gk + gm_.‘.‘ (4.9)

zum Minimum werden [34], d. h. ausgehend vom Optimum muf
jede zuldssige (A;, sy % 0), aber sonst beliebige Variation
der unabhldngigen Variablen zu einer Vergrdferung der La-
grange'schen Funktion fiihren.

Die Ver#inderungen der Standardabweichungen der Spannungen
infolge von Querschnittsidnderungen werden dabei beschrie-
ben durch ihre Gradienten

n “k
60, = X 6A, (4.10)
kK iaq aIi i
Flir die Variation von (4.9) findet man also
L g m n aok g n
6L = 68 + £ A, (X 6A. - 68 + 8s,) + u X c. 6A.
kel K'jaq 94 T4 k j=g 14
T >

und daraus nach Eliminierung der Schlupfvariablen durch
(4.8) die notwendigen Bedingungen filr ein Minimum der
Zielfunktion:

m
LA, =1 (4.12)
k=1 K
= 0 oy 8 <O
Ay { fir (4.13)
3 0 Ck - a = 0
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m aok =0 Ai >0
b Xk A, + Ci fur (4.14)
k=1 1 20 A, = 0

i’l’...’n
k-l’...,m

wobei offen bleibt, ob es sich hierbei um ein lokales oder
globales Optimum handelt.

Die Gleichungen (4.12) und (4.13) zeigen, daB bei der opti-
malen Ldsung mindestens ein 9; den Wert von & annimmt
(Aj:to). Da aber andererseits alle anderen ok hdchstens
gleich groB sind, wird also tiber § wirklich die gréSte

Standardabweichung der Spannungen minimiert.

Entsprechende Bedingungen erh#lt man fiir das duale Problem
(4.5) - (4.7) mit Hilfe des Fritz-John-Theorems [34], wenn
man beriicksichtigt, daf in Ausnahmefillen die Standardab-
weichungen der Spannungen unabhingig vom vorgegebenen Vo-
lumen werden kénnen.

Fir die Uberpriifung berechneter Querschnittsverliufe auf
ihre Optimalitdt werden die Spannungsgradienten in (4.14)
angendhert durch Differenzen

9o Ao, (AA.)
k k i
. ] AAJ’. (4.15)
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4.2 Der Stab gleicher Festigkeit

Zur L8sung der Optimierungsaufgabe wird zunichst der Stab
gleicher Festigkeit bestimmt, was hier bedeutet, daB die
Standardabweichungen aller Spannungen gleich grof sind.
Dieses Vorgehen ist sinnvoll, weil der Stab gleicher Fe-
stigkeit bereits von der Anschauung her ein gutes Ergebnis
verspricht, weil er in vielen Fillen bei deterministischer
Brregung optimal ist [1, 4, 5] und weil er mit relativ ge-
ringem numerischen Aufwand zu ermitteln ist.

Im Fall der Erregung durch skalares farbiges Rauschen
(2.117) ergibt sich ein weiterer Vorteil dadurch, daB fir
den statischen Grenzfall (wgp = 0) der Stab gleicher Fe-
stigkeit direkt angegeben werden kann und zumindest bei
statisch bestimmten Systemen auch optimal ist. Da hier
der gesamte Bereich der Filterfrequenz (0 £ WE < ®) unter-
sucht wird, liegt damit bereits ein guter Anfangsquer-
schnittsverlauf fiir die iterative Ermittlung der L&sungen
bei hdheren Filterfrequenzen vor.

Bei der Iteration werden zunichst flir einen vorzugebenden
Anfangsquerschnittsverlauf A; die entsprechenden Stan-
dardabweichungen der Spannungen o; berechnet. (Bei der
Biegeschwingung sind die o; die Standardabweichungen der
Normalspannungen in den Randfasern.)

Es wird nun angenommen, daf sich der Verlauf der Stan-
dardabweichungen der Schnittgréfien (gy)i infolge von
Querschnittsinderungen nicht wesentlich ver#indert, der
Einfluf durch Massentridgheit und Statisch-Unbestimmtheit
wird also zundchst vernachldssigt. Mit (3.19) erhdlt man
dann aus der Forderung nach gleichen Standardabweichungen
der Spannungen die Iterationsvorschrift fiir die neuen

Querschnitte A;:
1

A =k (gy)ix (4.16)
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wobei der Faktor k zur Einhaltung des vorgeschriebenen
Volumens dient.

In einigen Fillen kann mit relativ geringem zus#tzlichen
Rechenaufwand eine weitere Verbesserung erzielt werden
durch den Stab gleicher Festigkeit, bei dem ein (opti-
maler) Teil des zur Verfiligung stehenden Volumens als
Einzelmasse (mg = ¢ pVo) an einer Stelle des Stabes kon-
zentriert wird. Die Optimierung dieser Einzelmasse er-
folgt mit dem Direct-Search-Verfahren, wobei mit jeweils
vorgegebener Masse der entsprechende Stab gleicher Fe-
stigkeit tber (4.16) ermittelt wird.

4.3 Der optimale Stab

Da der Stab gleicher Festigkeit (eventuell mit optimaler
Einzelmasse) i. a. nicht optimal ist, muf auf die ur-
springliche Aufgabenstellung (4.1) - (4.4) zuriickgegangen
werden, die jedoch wegen der nichtlinearen Nebenbedingungen
nicht direkt 1ldsbar ist.

Wird aber der Zusammenhang zwischen den Standardabwei-
chungen der Spannungen und den Querschnitten in der Umge-
bung eines bekannten Zustandes (Aj, o) linearisiert, so
kénnen die Methoden der linearen Programmierung angewandt

werden. Man erhdlt dann fir den neuen Zustand die Ziel-
funktion

3 =6+ A% (4.17)
die Querschnitte

Ay = A+ DA (4.18)

und die Standardabweichungen der Spannungen
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- n 30y
g = g + z ———— AA_ (4.19)
k k i=1 %;laA i

wobei die Querschnittsinderungen noch beschrinkt werden
missen, um die Linearisierung zu rechtfertigen.
Da der bekannte Zustand die Nebenbedingungen erfiillt, er-

gibt sich die folgende lineare Optimierungsaufgabe fiir die
Zuwidchse:

Zielfunktion
min
(8A,,8) 4? (4.20)
Nebenbedingungen
n aok g <
g, = £ AA. - AG + o0, ~G 2O (4.21)
k i=1 3K; A i k
n .
Bp+1 = €4 AAi =0 (4.22)
i=1
und

i=1,...,n
k=1,...,m

Die Lﬁsung dieser Optimierungsaufgabe wird ermittelt mit
der Simplexmethode [35], wobei - nach Einftihrung von nicht-
negativen Schlupfvariablen fiir die Ungleichheitsnebenbe-
dingungen - das Optimum auf den Ecken des beziiglich der
Nebenbedingungen zuldssigen Gebietes gesucht wird.
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Ausgehend vom Stab gleicher Festigkeit wird der Quer-
schnittsverlauf auf diese Weise iterativ so lange ver-
bessert, bis er im Rahmen der geforderten Genauigkeit
die Optimalititsbedingungen erfiillt.

Dieses Vorgehen erfordert jedoch einen hohen Rechenauf-
wand, da einerseits pro Optimierungsschritt n System-
berechnungen zur Ermittlung der Spannungsgradienten nach
(4.15) erforderlich sind und andererseits - wegen der
Beschrinkungen der Querschnittsdnderungen - Verbesse-
rungen nur allmdhlich zu erreichen sind.
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5. Numerische Durchfiihrung

5.1 Allgemeines

Das Optimierungsverfahren wurde getestet an einigen Bei-
spielen fiir Stdbe, die durch skalares farbiges Rauschen
mit verschwindendem Mittelwert zur Lings- und Biege-
schwingung angeregt werden.

Betrachtet werden schlanke, gerade Stibe im Rahmen der
elementaren Theorie unter Vernachliéssigung von Schubde-
formation und Drehtrdgheit aus homogenem, isotropem und
linear-elastischem Werkstoff.

Der kontinuierliche Verlauf von Querschnittsfliche und
Massenbelegung wird ersetzt durch ein System von masse-
losen Federn und Einzelmassen (Lumped-Mass-System).
Dazu wird der Stab der Linge 1 in n Abschnitte gleicher
Linge Al = % unterteilt. Bei feiner werdender Untertei-
lung (n -+ «) konvergiert das Ersatzsystem gegen das ur-
springliche. Allerdings wird diese Feinheit der Diskre-
tisierung begrenzt durch Speicherplatz, numerische Fehler
und Rechenzeit, die hier etwa quadratisch mit der Ordnung
des Systems wichst.

Die Beispiele wurden gerechnet mit 20 Elementen, wodurch
der relative Fehler durch Diskretisierung bei den ersten
4 Eigenfrequenzen des Stabes mit konstantem Querschnitt
und bei Querschnitten und Spannungen des statisch opti-

malen Stabes (zum Teil wesentlich) weniger als 1% betrigt.

Nach modaler Analyse des Systems und Ldsung der Ljapunov-
Gleichung kdnnen die Standardabweichungen der Spannungen
im eingeschwungenen Zustand leicht ermittelt werden, wobei
mit fiir alle Hauptschwingungen konstantem Lehr'schen Dimp-
fungsma® D; = D (meist D = 5%) gerechnet wurde.
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Zunidchst wurde - ausgehend vom bekannten statischen Ver-
lauf (wg = 0) - fir den gesamten Bereich der Filterfre-
quenz (0 & wp < =) der Stab gleicher Festigkeit bestimmt.
Das gewdhlte Iterationsverfahren konvergiert i. a. sehr
schnell und fiir beliebige Anfangsquerschnitte.

Der so ermittelte Stab wurde gegebenenfalls mit Hilfe der
linearen Programmierung so lange verbessert, bis er die
Optimalitdtsbedingungen erfiillt. Diese garantieren zwar
kein globales Optimum; es konnten jedoch bei allen Bei-
spielen trotz verschiedener Anfangsquerschnittsverlidufe
keine anderen Ldsungen gefunden werden.

Die numerischen Berechnungen wurden durchgefiihrt am Tele-
funken-Rechner TR440 des Bochumer Rechenzentrums.

Dabei wurden die vorhandenen Rechnerprozeduren TREDZ und
TDIAGZ zur LOsung des Eigenwertproblems und SIMPLX fiir
das Simplex-Verfahren benutzt.

Einen Uberblick liber den Programmablauf gibt das folgende
Fludiagramm.
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START
|

Eingabe :

Filterfrequenz
Dampfung
Anfangsquerschnitte

I

Unterprogramm System

Aufbau von Massen-
und Steifigkeitsmatrix

|

Modale Analyse

1

Kovarianzen der
Hauptschwingungen

!

Kovarianzen der
gen. Koordinaten

Standardabweichung
der Spannungen

-J—q—@leiche Festigkeit ?>

?7 neue Querschnitte

System mit Formel (4 .16)

Ausdruck

l‘i’@ptimantatsbedg. erfiillt? >——

Ausdruck

!
ENDE

neue Querschnitte mit Simplex

!

System

L
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5.2 Die Lingsschwingung

Bei der Lingsschwingung wird der Querschnittsverlauf A(g)
- mit der dimensionslosen, auf die Stablidnge 1 bezogenen
Koordinate ¢ der Stabachse - durch abschnittsweise kon-
stante Querschnitte A; ersetzt. Fir diese Abschnitte wird
dann das jeweilige Ersatzsystem bestimmt.

AlE) /Ai

m; ki m;
il i ir

-l — ) sw—y ad

Mit der Dichte p erhdlt man fiir die Ersatzmassen aus der
Forderung, daf die Gesamtmasse und die Lage des Schwer-
punktes beider Systeme gleich sein sollen

-

An den Knoten werden die Teilmassen zweier benachbarter
Elemente zusammengefaft:

1 .
M % Mip * Mieqy 77 (A Ageq) e Al (5.2)

Mit dem Elastizitdtsmodul E ergibt sich fiir die Ersatz-
federkonstante bei gleicher Forminderungsarbeit unter
konstanter Normalkraft

E A,
% 7 ET (5.3)

Aus dem Gleichgewicht und der Differentialgleichung des
Stabelementes
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Nit . Ui /Bi Nir Uje
L e L el

wird die Element-Steifigkeitsmatrix aufgestellt:

Nj1 LI Uiy

= k; (5.4)

Niy -1 ! YUir

Mit den Vertridglichkeitsbedingungen

Ui " Y%y % Y411 (5.5)

und dem Gleichgewicht am Knoten

ir * Nise1)) = F (5.6)

wird dann unter Berilicksichtigung der Randbedingungen die
Gesamtsteifigkeitsmatrix zusammengebaut. Man erhilt so das
Differentialgleichungssystem der ungedédmpften Lingsschwin-
gung

M

e

Nach dessen Ldsung, also mit bekannten Verschiebungen,
kénnen die Normalkridfte aus (5.4) berechnet werden

E A,
N, = N, &= —== (u

i ir Al i~ Yi-q) (5.8)
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woraus sich wiederum (als Sonderfall von Gleichung (3.4)
mit y = 1, x = 1) die Normalspannungen ergeben
N. E
i, E _
i TR " AT (U7 vy (5.9)
Die Iterationsformel fiir den Stab gleicher Festigkeit
(4.16) hat die spezielle Form

A, =k (gy); (5.10)

5.3 Die Biegeschwingung

Bei der Biegeschwingung hingt die Ersatzsteifigkeit ab vom
Fldchentridgheitsmoment und damit von der Querschnittéform
des Ausgangssystems.

Flir die betrachteten Beispiele wird ein Rechteckquerschhitt
mit konstanter Breite und verinderlicher Hthe angenommen:

A(g) = B H(§) (5.11)
mit dem Fldchentrigheitsmoment
1 3
I(¢) = 47 B H(¢) (5.12)

Der Verlauf der Querschnittshéhe wird nun stiickweise 1i-
nearisiert und daraus das Ersatzsystem gebildet:

H(E)

Hi-1

=¥
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Die Ersatzmassen sind bei gleicher Gesamtmasse und glei-
chem Schwerpunkt

mil_B 3 (2 Hi-l + Hi) p B Al (5.13)

m =z (H_; *2H) p B Al (5.14)

und die Knotenmassen im allgemeinen Fall

e ]
mi = mir + mi+11 3 (Hi_1 + 4 Hi + Hi*1) p B Al (5015)

Fir das Ersatztrédgheitsmoment findet man aus der Forderung,
dafl die Forminderungsarbeit unter konstanter Momentenbe-
lastung fir Ausgangs- und Ersatzsystem gleich sein soll
y o Hig H

i s BE_,vH (5.16)
was sich auch ergibt, wenn man gleiche Relativverdrehung
der Enden bei konstantem Moment verlangt.
Der Fall, daf das Biegemoment an einem Knoten i des Stabes
verschwindet, wird gesondert betrachtet. Man erhilt iiber
die Formdnderungsarbeit bei linearem Momentenverlauf (nach
einer Reihenentwicklung) fiir My = o, Hi * 0

3
(H,_; + H:)
I, = g B —pt 11 (5.17)
1 i 2
3(g + 1)7 + 4
i-1

Die beiden Ersatztrigheitsmomente (5.16) und (5.17) sind
exakt bei urspriinglich konstantem Querschnittsverlauf
Hi-l = H;. Sie liefern jedoch schlechte oder sogar unsin-
nige Ergebnisse (Ii = 0), wenn der Querschnitt an einer
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Stelle i des Stabes sehr klein wird oder verschwindet, was
z. B. beim Stab gleicher Festigkeit an den Enden vorkommen
kann. Ausgehend von dem Querschnittsverlauf, der bei line-
arem Moment auf konstante Spannungen in diesem Abschnitt
filhrt, findet man (wieder liber die Forminderungsarbeit)
fﬁrMi=O, Hiﬂo

1 o3

mit den Ersatzmassen

2
m,_ =% H. . p B al (5.20)
ir 15 “i-1 *

Analog zum Lingsschwinger fiihrt die Betrachtung des i-ten
Elementes

: ( /EJi )Mir o= Wip
Mit =W QWi Qir Wiy |

auf die Element-Steifigkeitsmatrix

Q5 6 -6 | 3a1 341 Wi,
Q;, 25 1, -6 6 | -381 -3a1 Wy
= -——3—
al 2 2
My, -3a1 381 | -2a1% -1a1 Wi
M. -3a1  3a1 | -1a1% -2a1%] | w!
ir ir
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Mit

o - B -
Wi " VWir " Yi«n

! = w! = w!
wi wlr w1+11

und dem Knotengleichgewicht

Di‘p”‘\\

M I
o ChrT Fi 1(h+u

-
?"“ggi FMia

mg Wi+ (Qy, * Qiuqp) " Fy

Mir * Misqg) = D4

(5.22)

(5.23)

(5.24)

(5.25)

erhéilt man nach Einbau der Randbedingungen durch entspre-
chende Partionierung (siehe (5.21)) die beiden Matrizen-

gleichungen

M

£

* Ky wtr K W o= £

T =
Kxw+Ksw' = d

(5.26)

(5.27)

Da die Drehtrdgheit nicht beriicksichtigt wurde, kann mit

(5.27) w' in (5.26) eliminiert werden:

1

w'e K (d - K W)

(5,28)
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sodaB man schliefllich mit

1 T

kK=K - K Kk K (5.29)
- - -1
£ef - K K'd (5.30)

das Differentialgleichungssystem der ungedidmpften Biege-
schwingung erhilt

MW+ Kws=§£ (5.31)
Die Losung von (5.31) liefert die Verschiebungen w(t), mit
denen man iliber (5.28) die Verdrehungen w'(t) und Uber

(5.21) die Schnittmomente berechnen kann:

2E I,

- = 1 - - | . ]
Mi Mir A12 (3 LA 3 wioq 2 Al wi Al wi_1]
(5.32)
Mit dem Widerstandsmoment
sind die Normalspannungen in den Randfasern
M.
R
|1 T W, (5.34)

was in Gleichung (3.4) vy = 6 B und x = 2 bedeutet.
Die Iterationsformel (4.16) lautet hier

Ei =k v (o)) 3 (5.35)
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5.4 Inversion einer symmetrischen Tridiagonalmatrix

Fir die hier betrachteten einldufigen Systeme ist die (mxm)
Matrix K3 in (5.27) symmetrisch und nur auf der Haupt- und
den Nebendiagonalen besetzt. Dadurch kann die fiir Gleichung
(5.28) bendtigte symmetrische Inverse X = 5;1 besonders
leicht berechnet werden. Mit den Abklirzungen

a; = (x3)i,i i=1,...,m (5.36)

—

bi = (53)1’1*1 (Es)i.’],i i = 1,.oo,m-1 (5.37)

und den HilfsgrdBen

m-1
c = - (5.38)
m am
C, = - P41 i = m-1 2 (5.39)
1 85 * Dj Cjeq S

berechnet man spaltenweise die Koeffizienten der Inversen:

1

xl,l - a; + b1 P (5'49)
X; ;= la-i b}‘b‘i xcii':;i i=2,...,m-1  (5.41)
Xp m " L bm;;‘xm"'m (5.42)
X1 ™ €5 %1, = Xk kK = i+1,.c.,m  (5.43)

Gegenliber der im Rechenzentrum verfilgbaren Prozedur MATINV
ist diese Matrizeninversion etwa um den Faktor m schneller.
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6. Ergebnisse

Die Erregung wird in allen Beispielen beschrieben durch
Gleichung (2.117) : ’

r(t) = - g T(t) + C h(t) 6.1)

was in den Beispielen 4 und 5 bedeutet, daB fir die an-
genommene verteilte Belastung gleiches Zeitverhalten -
also vollsténdige Korrelation - vorausgesetzt wird.

Bei den Querschnittsverldufen in Abh#ngigkeit von Filter-
frequenz wp und Dédmpfung D; = D werden jeweils die Fille
dargestellt, bei denen die Unterschiede am st#rksten aus-
gepridgt sind.

Die Querschnitte werden bezogen auf den des Stabes mit
konstantem Querschnitt, also fiir den Lidngsschwinger

Vo
AR = A, = (6.2)

1
und flir den Biegeschwinger (mit Rechteckquerschnitt und
konstanter Breite B)

H(g) = H, = ﬁ (6.3)

Eine dimensionslose Darstellung ist in allgemeiner Form
méglich, wenn die Filterfrequenz mit dem Dimensionsfaktor
o der jeweiligen Eigenfrequenzen vorgegeben wird, d.h.
fir die Lingsschwingung

iV (6.4)
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und fiur die Biegeschwingung

_ H, E
TV 6.5
[

Damit sind dann alle Ergebnisse gliltig fur die angege-
benen Werte der Filterfrequenz und der Didmpfung und fir
beliebige Werte des Erregungsparameters C, des Elastizi-
titsmoduls E, der Dichte p, der Stablinge 1, der Quer-
schnittsbreite B und des vorgegebenen Stabvolumens Voo

Der Erfolg der Optimierung wird gezeigt durch die Gegen-
Uberstellung der jeweiligen maximalen Standardabweichun-
gen der Spannungen & des Stabes mit konstantem Quer-
schnitt A(g) = A, » des statisch optimierten Stabes
A(g) = Aopt(uF=0) » des Stabes gleicher Festigkeit

G = 0 = konst. und des optimalen Stabes 5 = amin’
Einige Verldufe haben einen Knick an der Stelle, wo die
maximale Standardabweichung von dem einen zum anderen
Ende des Stabes springt.

Da die optimalen Querschnitte jeweils nur flir einige
wenige Filterfrequenzen ermittelt wurden, sind diese
berechneten Werte besonders gekennzeichnet ( o ).

Zur besseren Obersicht bei niedrigen und bei hohen
Filterfrequenzen (siehe Kapitel 2.4) werden die maxi-
malen Standardabweichungen der Spannungen bei ihrer
Darstellung einmal bezogen auf die Standardabweichung
der Erregung

C
R__(O . — 6.6
VR__(0) v (6.6)

was zum Dimensionsfaktor ¢ fiihrt,
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und zum anderen auf

C
v Srr(O) = 5; (6.7)

mit dem Dimensionsfaktor o*.

Aus den minimalen Standardabweichungen bei vorgegebenem
Volumen kann auch die Losung fiir die duale Aufgabe der
Volumenminimierung angegeben werden.

Fir den Lingsschwinger von Beispiel 1 erhdlt man dafiir
bis auf einen konstanten MaBstabsfaktor die gleichen
Ergebnisse.

Die L8sungen von Beispiel 2 sind unabhingig vom Stab-
volumen.

Bei der Biegeschwingung (Beispiel 3 und 4) werden die
entsprechenden Verldufe dargestellt, wobei die Dimen-
sionsfaktoren @ und ¥V (statt @ und o) ausgedriickt
werden durch die zuldssige Standardabweichung der Span-

nungen o, ..
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6.1 Der Lingsschwinger unter Einzelkraft

Es wird ein eingespannter Stab betrachtet, der an seinem
freien Ende durch eine Einzelkraft in Stabachsenrichtung
belastet wird:

F(t) = rit)

L

3

SONSNANNNNN

Die Dimensionsfaktoren der Standardabweichungen der
Spannungen sind hier

- 1 C
c = —_— (6.8)
K; VZ«)F
C
o* = Y& (6.9)
o “F
Der statisch optimale Verlauf (wF = Q) ist
A(g) = A° (6.10)
a(E) = 10 | (6.11)

Der EinfluB von Filterfrequenz und Ddmpfung auf den Stab
gleicher Festigkeit ist in den Abbildungen 2 und 3 darge-
stellt. Bei D = 5% ist dieser optimal fiir Filterfrequenzen
wp < 2w. Fir op 2 100 kann die (konstante) Standardabwei-
chung der Spannungen noch um bis zu 4,5% verringert werden
durch eine Einzelmasse (mE s~ 0,15 - 0,2 oVo) an der Kraft-
angriffsstelle.
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Geringfligig kleiner sind die gr8B8ten Standardabweichungen
des optimalen Stabes (Abb. 4 und 5) - bis zu 6,5% gegen-
Uber dem Stab gleicher Festigkeit ohne Einzelmasse.

Abb. 2: Querschnittsverldiufe, ¢ = konst., D = 5%

D30(G—e=oe)
D=21% (05 4,330)

0s5%1(G632303)
D=10% (0=1593)

Abb. 3: Querschnittsverlidufe, ¢ = konst., wg = lo
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G skonst.s 2,04 0

0 y

0 ' 0S5 1

Rbb. 4: Querschnittsverldufe, D = 5%, wp = 5w

AE)

Ao
s-
5-
4~
3-
2-1

0"
- \—_ > —

Bpin 2 ONT

0

0 as

Abb. 5: Querschnittsverldufe, D = 5%, wp = 50w



A(E) s Ag = A,,,(mp =0)
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Abb. 6: max. Standardabweichungen der Spannungen [o], D = 5%

8

c*
S =

AE)2 Ag 2 Agpy( e =0)
4= /G = konst.
" ‘ " o
Omin
3~
2-1
‘-
0 T 1 | i
001 0} 1 10 100 1000 %E

Abb. 7: max. Standardabweichungen der Spannungen [o*], D = 5%



- 67 -

6.2 Der auflagerbeschleunigte Lidngsschwinger

Die Einspannung des Stabes wird in Lingsrichtung durch
farbiges Rauschen beschleunigt:

et D (1) = T (1)

— Mg

g

SANNSANNNN

Die optimale L8sung wire (mitAmE = 0), das gesamte Volumen
in die Einspannstelle zu verlegen.

Um diesen trivialen Fall zu verhindern, wird zusitzlich
0,1% des vorgegebenen Volumens am Ende des Stabes als
Einzelmasse konzentriert (mE = 0,001 pVo).

Das Differentialgleichungssystem erhilt man durch Ein-
fihrung von Relativkoordinaten gegeniiber der Einspannung.
Die Standardabweichungen der Spannungen werden bezogen auf

- C
0 = pl —— (6.12)
VZoF
und
o* = pl ﬁaﬁ (6.13)
F
Das statische Optimum (wF = () ist mit
1 *Vo (6.14)
as P . .
Bp
"E _(1-¢)
A(E) = 1n(a) —y— a A, (6.15)

o

a(E) = TxT‘(E)' s (6.16)
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Der Stab gleicher Festigkeit (D = 5%) ist optimal bis auf
den Bereich 0,1& < wp < 3@, wo durch VergrtBerung des Ein-
spannquerschnittes noch Verbesserungen bis zu 0,3% mdglich
sind (Abb. 10). Diese sind jedoch in Abb. 11 und 12 nicht
‘dargestellt, da sie auBerhalb der Zeichengenauigkeit liegen.

14

0 0s ‘ 1 £

Abb. 8: Querschnittsverlidufe, ¢ = konst., D = 5%
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D=10%(020,2303)

= 5%(0s0280)

Querschnittsverldufe, ¢ = konst., wg = 0, 2@
) Atg)
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Oemin 20,484 3
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Abb. 11: max. Standardabw. der Spannungen [g], D = 5%

&
o'
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1 1
100 1000 W
w

Abb. 12: max. Standardabw. der Spannungen [o*], D = 5%
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6.3 Der Biegeschwinger unter Einzelkraft

Der eingespannte Stab wird durch eine Einzelkraft zur
Biegeschwingung angeregt:

7
y/ Fit) = r(t)
T—
1 E
/
Mit der Abklirzung
C
F - (6017)
° VZ@F
erhdlt man
. "!TZ F, (6.18)
B H
(+]
gt = 1 Vgag_ (6.19)
B HZ F
und
- / Fo / E ( ,
sy — — 6.20
Blo,n pl .
- B1 Fo
V=1 (6.21)
%zul

Fir wp = O ist der optimale Verlauf

H(E) = 3 V1 - € H, (6.22)
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s(e) = 35 (6.23)

Abb. 15 zeigt hier zusdtzlich den EinfluB von Démpfung
und Filterfrequenz auf den Einspannquerschnitt des Stabes
gleicher Festigkeit.

Bei 5% Dimpfung ist dieser Stab optimal bis wp = 1,650.
Fir Filterfrequenzen wg > 40 k8nnen durch eine Einzelmasse
an der Kraftangriffsstelle (mg » 0,1 - 0,15 pVo) Verbesse-
rungen von bis zu 20% erreicht werden, die auch fiir

wp > 10w die Optimalitdtsbedingungen erfilllen (Abb. 18).
Im ibrigen Bereich 1,65w < wp < 100 verringert der optimale
Stab (zum Teil auch mit Einzelmasse) die maximalen Stan-
dardabweichungen noch weiter - allerdings nur um weniger
als 1% (Abb. 16 und 17).

Abb. 13: Querschnittsverldufe, ¢ = konst., D = 5%
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2- Ho D20 (G-=o0)

1% (024,61 B)

D=10%(G=2,923)
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17-
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000501 02 05 1 2

o
-
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Abb. 15: Einspannquerschnitt, o = konst.
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Gskonsts 828

0 0s R 1

Abb. 16: Querschnittsverliufe, D = 5%, wp = 30

e

2

O =konst.s 573G

y| Grin =529T (mg = 0096 )

AAMIIIIIMIINNNY

0

) 0s

ool

Abb. 17: Querséhnittsverl#ufe, D = 5%, g = 5w
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ﬂ%

Gekonst.z 0,159

G s 0126 T (mga 0639 V)

0 05 1
Abb. 18: Querschnittsverliufe, D = 5%, wp = 104G

n%.
15
10

HIE) s Hope (00p20)

s-

1

a0 01 1 10 o 1000 _-w '

Abb. 19: max. Standardabw. der Spannungen [g], D = 5%
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el

HE) = Hogy(We =0)

7 Q.
S
a0 a1 1 10 100 1000 —%ﬂ

Abb. 20: max. Standardabw. der Spannungen [g*], D = 5%

<<

H{E)= Hope(We s 0)

1+

Abb. 21: erforderliches Volumen fir ¢ § Oul’ D = 5%
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6.4 Der Biegeschwinger unter verteilter Belastung

Ein beidseitig gelenkig gelagerter Stab wird durch eine
verteilte Querbelastung zu Schwingungen angeregt:

CETEEEEE} e ato -t

A — X

E
Mit
C
q. = —— (6.24)
o VZwF
gilt hier
R (6.25)
"t % o
(o]
2
1 C
o* = = Vo —= (6.26)
B H g 3
o
o q [E"
o=y —2 - (6.27)
Boui pl
~ Bgq
¥ = 12 . 0 (6.28)

zul

Das statische Optimum ist

H(E) = 3 V0,25 - g2 H, (6.29)



o(e) =3 ¢ (6.30)

Die Ergebnisse sind hier mit einem zusdtzlichen Fehler
behaftet, da die kontinuierliche Querbelastung zu Einzel-
kriften an den Knoten diskretisiert wird.

Bei allen Filterfrequenzen und beliebigen Anfangsquer-
schnittsverldufen liefert das Iterationsverfahren einen
symmetrischen Verlauf des Stabes gleicher Festigkeit, der
auch die Optimalitdtsbedingungen erfilllt.

Durch Bericksichtigung der Symmetrie kann bei gleicher
Rechenzeit die Genauigkeit etwa verdoppelt werden.

Der Einflufl von Filterfrequenz und Ddmpfung ist hier so
gering (Abb. 22 und 23), daB bereits der statisch optimale
Verlauf eine sehr gute Niherung fiir das Optimum ergibt
(Abb. 24 - 26).

24

1

0 qis g5 ¢

Abb. 22: Querschnittsverliufe, ¢ = konst., D = 5%
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2+

0 025 ‘ | as  k

Abb. 23: Querschnittsverliufe, ¢ = komst., wg = 0,10

o0 03 i 10 100 1000 "%F

Abb, 24: max. Standardabw. der Spannungen [c], D = 5%
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o>

HIE) = Hogy{We = 0)

2+

G 2 konst. z Omin

014

ot 0) 1 10 100 1000

-
EfF

Abb. 25: max. Standardabw. der Spannungen [o*], D = 5%

<<

1,5

HUE) & Hopy(Wes O)
1

Gz=konst., Vz Vi

0,5+

10 100 - 1000

g
2
Ettg

Abb. 26: erforderliches Volumen flir ¢ € ¢ D = 5%

zul’
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6.5 Der statisch unbestimmte Biegeschwinger

Der Stab von Beispiel 4 wird durch eine Einspannung
des linken Endes statisch unbestimmt:

T TTTTEEL] ot = ot =eit
— 2

SANAANNNNN

Die Beziehungen (6.24) - (6.28) bleiben hier gﬂltxg.
FUr g = 0 erhilt man den Stab gleicher Festigkeit,
der auch die Optimalitdtsbedingungen erfiillt:

mit

a = 0,3451 (6.31)
He) =2 Vi - © 0 - 1o | ©(6.32)
o(g) = 0,75 a ¢ | (6.33)

Bei der Iteration zur Ermittlung des Stabes gleicher Fe-
stigkeit treten numerische Schwierigkeiten auf, weil die
Standardabweichungen des Biegemomentes einen Nulldurch-
gang haben.

Da an dieser Stelle auch der Querschnitt verschwinden mu8,
beschreibt das normale Ersatztrigheitsmoment (5.16) dort
die Steifigkeit des Stabes zu schlecht. Das fiihrt dazu,
daB die Iteration bereits bei wp = O in Abhdngigkeit vom
gewéihlten Anfangsquerschnittsverlauf gegen unterschied-
liche Querschnitte konvergiert - und zwar mit einem durch-
schnittlichen relativen Fehler gegeniiber dem exakten Ver-
lauf von bis zu 10%.



- 82 -

Die einfachste L8sung wire hier, von der urspriinglichen
Aufgabenstellung etwas abzugehen und einen Mindestquer-
schnitt H in & H(E) vorzuschreiben, was ja auch aus kon-
struktiven Grinden sinnvoll ist.

Eine andere Mbglichkeit - ohne die Einschrinkung der ge-
dnderten Aufgabenstellung - ist die Wahl eines besseren
Ersatztrigheitsmomentes nach (5.18) fiir die Elemente
links und rechts vom Momentennulldurchgang.

Das Problem hierbei ist, daB diese Stelle nicht vor jedem
Iterationsschritt bekannt ist.

Das kann man aber erreichen durch die Einflihrung eines
Gelenkes, das dann so lange verschoben wird, bis die Stan-
dardabweichung der Relativverdrehung des Gelenkes ver-
schwindet. Dieses Vorgehen erfordert natlirlich eine zu-
siitzliche Iteration, es konvergiert aber bei allen ge-
rechneten Filterfrequenzen (D = 5%) und fiir beliebige An-
fangsquerschnitte gegen einen eindeutigen Stab gleicher
Festigkeit, der auch optimal ist (Abb. 27).

Die Tabelle zeigt den Erfolg der Optimierung gegeniiber
dem Stab mit konstantem Querschnitt.

Mit dem statisch optimalen Stab - dann allerdings mit
einem festen Gelenk an der Stelle ¢ = a - lassen sich
gegenilber H(g) = H, Verbesserungen von mindestens 44%
(bei W - «) erzielen.



) Hie)
Ho
24
We 20 T
L
wp — 0%
0 T T
0 0s

Abb. 27: Querschnittsverliufe, o = konst., D = 5%

W, 6, = &(H(E) = Hy) | o,=konst =& -
8% g)/o" e A
o [o70 |[o 0258 | O 655
01 | 0sos | o180 0,279 0,062 65,3
1 [ e8| ogr2 0,430 0,304 626
10 123 | 2712 0,541 1,209 554
—w|0 2,998 0 1,418 527

Tabelle: max. Standardabw. der Spannungen, D = 5%
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7. Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wird ein Iterationsverfahren
vorgestellt, mit dem Querschnittsverldufe von diskreti-
sierten Stdben unter zufidlliger Erregung so bemessen
werden kdnnen, daf bei vorgegebenem Volumen die gréfite
Standardabweichung der Spannungen minimal wird.

Der wesentliche Rechenaufwand bei der Optimierung besteht
in der Ermittlung der Standardabweichungen der Spannungen
bei vorgegebenem Querschnittsverlauf. Unter der Voraus-
setzung modaler Didmpfung kann diese Rechenzeit mit dem
vorgeschlagenen Verfahren zur Ldsung der Ljapunov-Glei-
chung erheblich reduziert werden.

Zur LSsung der nichtlinearen Optimierungsaufgabe wird
zundchst iterativ der Stab gleicher Festigkeit bestimmt.
In vielen Fillen - beiniedrigen Filterfrequenzen immer -
ist dieser bereits optimal.

Die Standardabweichungen der Spannungen werden durch die
Ddmpfung sehr stark beeinfluBt - sie sind bei hohen Fil-
terfrequenzen ungefidhr proportional zu ;L. Andererseits
bewirken unterschiedliche Ddmpfungen i. a. nur geringe
Anderungen bei den Querschnittsverliufen gleicher Festig-
keit, wobei der gréBte EinfluB bei kleinen Filterfrequen-
zen liegt.

Eine weitere Verringerung der Standardabweichungen der
Spannungen ist mdglich bei angreifenden Einzelkriften
und groBen Filterfrequenzen durch den Stab gleicher Fe-
stigkeit mit optimaler Einzelmasse an der Kraftangriffs-
stelle.

Die mit Hilfe der linearen Programmierung optimierten
Stdbe haben alle Materialanhidufungen in gewissen Berei-
chen, wo dann die im restlichen Stab konstante Standard-
abweichung der Spannungen unterschritten wird.
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Die Optimierung der gewidhlten Beispiele zeigt, daB gegen-
Uber dem Stab mit konstantem Querschnitt die entscheiden-
de Verbesserung von durchschnittlich etwa 50% durch den
Stab gleicher Festigkeit (eventuell mit Einzelmasse) zu
erzielen ist. ,
Eine besonders bei niedrigen Filterfrequenzen brauchbare
Néherung hierflir erhélt man h#ufig bereits durch den
statisch optimierten Stab.

Dagegen ist es eine wesentliche Erkenntnis dieser Arbeit,
daf die durch die eigentliche Optimierung erreichbaren
Verbesserungen gegeniiber dem Stab gleicher Festigkeit
nur sehr gering sind, sodaB sich der hierzu erforder-
liche hohe Rechenaufwand nicht lohnt.
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