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ZUSAMMENFASSUNG

Die Hauptschwierigkeit bei jeder approximatiwen Problemlésung ist, neben
der numerischen Berechnung selbst, die Beurteilung der Ergebnisse hin-
sichtlich der Fehler, die ihnen anhaften. Dazu ist in jedem Fall ein
umfassender Uberblick iiber alle das Ergebnis beeinflussenden Faktoren
und die daraus resultierenden Fehler notwendig.
Mit der Erfassung und den Moglichkeiten zur Abschétzung solcher Fehler
beschidftigt sich diese Arbeit; dabei werden speziell numerische Ergeb-
nisse auf der Grundlage der linearen Theorie dinner Schalentragwerke
untersucht.
Nach einer Einfihrung, die einen Uberblick Gber zu diesen Fragen bekannte
Veréffentlichungen zu geben versucht, werden einige funktionalanalytische
Begriffe, Aussagen und vor allem Ungleichungen zuerst in der linearen
Elastizitdtstheorie dargestellt (Abschnitt 1) und dann auf die Gleichun-
gen und GréBen der linearen Schalentheorie Ubertragen (Abschnitt 2). Dar
mit ist es moglich, sowohl globale wie auch lokale Eingrenzungen des Feh-
lers von Ndherungsldsungen anzugeben. Danach werden die verschiedenen
Fehlerursachen - der Fehler durch die Annahme einer vereinfachten Modell-
theorie, der Diskretisierungsfehler finiter Losungen und der Fehler in-
folge der Verwendung numerischer Prozeduren ~ erldutert und abgeschidtzt
(Abschnitt 3). Diese theoretischen Uberlegungen fihren zu Kriterien
(Abschnitt 4.1), die bei der finiten Formulierung der Eingrenzungen wie
auch der Ndherungsverfahren (Abschnitt 4.2) hinsichtlich einer méglichst
"optimalen Relation zwischen Konvergenzverhalten, Anpassungsfdhigkeit
und Aufwand zu beachten sind. Flr lokale Eingrenzungen sind auBerdem
passende Green'sche Zustdnde wesentlich (Abschnitt 4.3). Der Anhang ent-

halt ein numerisch durchgefihrtes Beispiel.

SUMMARY

In every approximative solution the main difficulty is, besides the -
numerical computation itself, the judgement of the results with regard
to the included errors. Thereto it is necessary to achieve a general
view of all the facts influencing the result and of the therefrom yiel-
ding errors.

This paper is concerned with the identification and the possibilities
for an estimate of such errors. In this topic we analyse especially

numerical results on the basis of the linear theory of thin shells.
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In an introduction it is tried to give a survey on the publications
known to such questions. Then some functional analytical concepts, theo-
rems and above all inequalities are first stated in the linear elasticity
theory (chapter 1) and then transmitted to the equations and quantities
of the linear shell theory (chapter 2).

Therewith it is possible to give global as well as local bounds for the
error of approximations. Then the different causes for errors - the
error in consequence of the assumption of a simplified model theory, the
discretization errors and the errors owing to the use of numerical pro-
cedures - are discussed and estimated (chapter 3). These theoretical
considerations lead to criterions (chapter 4.1) which have to be obser-
ved in the finite formulation of the error estimate procedure (chapter
4.2) in order to gain a relation optimal as possible between convergence
behavior, flexibility and display. For the local bounds also suitabie
GREEN's states are important (chapter 4.3).

The supplement contains a numerically realized example.



- III -

INHALTSVERZEICHNIS

ZEICHENERKLARUNG

EINFUHRUNG

1.

FUNKTIONALANALYSIS UND UNGLEICHUNGEN IN DER
LINEAREN ELASTIZITATSTHEORIE

1.1. Die Grundgleichungen (schematische Darstellung

nach TONTI)

1.2. Operatorgleichungen und Funktionale im Hilbert-

raum elastischer Zusténde

1.3. Ungleichungen und pauschale Fehlerschranken

1.4. Punktweise Fehlereingrenzung

GRUNDLEGENDE BEZIEHUNGEN DER THEORIE DUNNER SCHALEN

2.1. Eine deduktive Herleitung von Grundgleichungen

einer allgemeinen Schalentheorie

2.2, Die Grundgleichungen einer linearen Theorie

dinner Schalen

2.3. Die Eigenschaften der Operatorgleichungen,

Skalarprodukte und Funktionale

VERSCHIEDENE FEHLERURSACHEN UND MOGLICHKEITEN IHRER
EINGRENZUNG

3.1. Zur Fehlerordnung der flichenhaften Schalen-

biegetheorie

3.2, Diskretisierungsfehler bei finiten LGsungen,

insbesondere der Schalengleichungen

3.3, Fehler infolge der Verwendung numerischer

Prozeduren

ZUR NUMERISCHEN BESTIMMUNG DER A-POSTERIORI FEHLER-
SCHRANKEN

4.1. Verschiedene M&glichkeiten finiter Ansétze

Seite

10
10
17

36
45

52

52
58

69

78
79
86

95

103

103



- IV -

Seite

4.1.1. Auswahlkriterien ‘ 104

4.1.2, Globale Ansédtze 106

4.1,3. Finite-Element Approximationen 113

4.1.4. Bereichsweise Ansédtze mit B~Spline- 121

Funktionen

4.2, Finite Formulierung der Eingrenzungen 125

4.3. Zur Konstruktion GREEN'scher Zustande 131

5. ZUSAMMENFASSUNG UND AUSBLICK 142
Anhang A 145
LITERATURVERZEICHNIS 157
VERZEICHNIS DER TAFELN, BILDER UND TABELLEN 172

Anlage: BEISPIEL 175



ZEICHENERKLARUNG

Im folgenden wird ein Verzeichnis der wichtigsten in dieser Arbeit

verwendeten GrdBen und Bezeichnungen gegeben. Verschiedene, hier nicht

aufgefihrte Symbole werden definiert, wenn sie zum ersten Mal auftreten

oder sind wie in der Literatur lGblich zu verstehen.

Symbol Bedeutung
a ,aba . verformten
~p e~ 13 ko- bzw. kontravariante Basis der Re-
o OB o unverformten
243 133 ferenzfléche
aas,g 8 Metriktensor der verformten, unverformten Refe-
~o
renzflé&che
ok . X . :
a; Tensor der Transformation der Basis 3, in die
o
Basis a
~k
A Arbeitsraum : Hilbertraum der--Paare (Verschiebung,'
Last)
oB } modifizierte VarzerrungsmaBe der Schalemmittelflé&-
BGB che bzw. die Zusammenfassung als Vektor
baB Krimmungstensor der verformten Referenzfldche
B Matrix der Transformation in die modifizierten Ver-
zerrungsmafe
<n>
< Vektor der n Freiwerte eines Verschiebungsansatzes
Cc Tensor der Elastizitdtskonstanten im Kontinuum
C Operatorabbildung: Verzerrungsraum - Spannungsraum
C , Cu Schalenrand mit vorgegebenen statischen bzw. geo-
metrischen Gréfen
<n> '
4 Vektor der n Freiwerte eines Spannungsfunktionen-
ansatzes
T
D, D Operatormatrix der Verschiebungs-Verzerrungsbezie-
hungen bzw. der Gleichgewichtsbedingungen
D Raum dualer Arbeit: Hilbertraum der (Inkompatibili-

tdten, Spannungsfunktionen) - Paare



ESymbol ~ Bedeutung _ —
a %) Direktorfunktionen des verformten bzw, unverfor-
’ : :
n & mten (1t =0) Kontinuums bzw. der Referenzfliche

Dn(e ) F(n = 0)

E Energieraum : Hilbertraum der (Verzerrungs-,Span-

nungs) - Paare
E=E_+E elastische Energie und ihr Membran- bzw. Biegean-

P
FxP), FozP)

F, Fh

[}

I, I

teil

exakter bzw. angendherter Wert einer ZustandsgréBe

im Punkt 5?

Referenzflache/Schalenmittelfléche bzw. ihre dis-

krete Aufteilung

Oberfldche mit vorgegebenen statischen bzw. geo-

metrischen GrdéBen

Matrixform des inversen Elastizitdtstensors der

Schalentheorie

kontra- bzw. kovariante Metrik des Raumes
ko- bzw. kontravariante Basis im Kontinuum
Hilbertraum der elastischen Zusténde

lineare Hermite-Polynome
kubische Hermite-Polynome

Element aus A

Element aus E

Element aus D

konvexes Extremalfunktional:Gesamtpotential
konkaves Extremalfunktional:Konjugiertes Potential

konvex bzw. konkaves Extremalfunktional in dualen

GrdéBen

erzeugendes Funktional aller primdren bzw. dualen

Grundgleichungen

Lastraum : Hilbertraum der Lastvektoren



Bedeutung

.y
X

|

T (T) }
¥ (T*)

Symbol - ewtung
K Matrixform der konstitutiven Beziehung der Scha-
lentheorie
kl l-tes Moment der Massendichte des Kontinuums
Lc' L3 ﬁezugséréBen flir dimensionslose Koordinaten
L(L) Operator (adjungierté Ergdnzung) : S »+ K
L¥ (L¥) Operator (adjungierte Ergdnzung): V -+ N
Eﬁi « 1l-tes Moment des Spannungsvektors E?
o8 sym@etrischer Momententensor der Schale
Mn(x; Kiveoos xi+n) Basis-Splinefunktion vom Grad n-1
T(GB) 5 modifizierte SchnittgroBen der Schale bzw. deren
N(aB)'f = Matrixdarstellung }
EGB symmetrischer Teil des Langskrafttensors der Schgle
n Normaleneinheitsvektor im Kontinuum
N Inkompatibilitdtenraum
g,‘z Kridfteverteilung im Innern bzw. auf der Oberfliche
pl l1-tes Moment der Massen— und.Oberflédchenkréfte
q Querkraftvektor
.gh‘ Flexibilit&tsmatrix
r Ortsvektor
R, BT Operatormatrix der Kompatibiiitétsbedingungen bzw.

der Spannungsfunktion-Spannungsbeziehungen
Gesamt— bzw. Element-Steifigkeitsmatrix
Spannungsraum

Operator: S »+ U

Schalendicke

Zeitverdnderliche (t = O unverformter Kdrper)

Spannungsvektor auf der Flache mit der Normalen n,

Operator (adjungierte Erg&nzung): g::z



Symbol . Bedeutung - —

u Qerschiebungsfeld

u Verschiebqﬁgsraum

v Geschwindigkeitsfeld

v Verzerrungsraum

w, Wc spezifische Formédnderungsenergie bzw. komplemen-
tares Potential

Wl l-tes Moment der iﬁneren Energiedichte

W, w& Anderung des Normaleneinheitsvektors gﬁ

X kartesisches raumfestes Koordinatensystem

X Spannungsfunktionenraum

z“,z3 krummliniges korperfestes Koordinatensystem

Griechische Symbole

® (aB)
BaB = AxldB

Ya‘ = Adlu
eij

AN,
nio

erster Verzerrungstensor der Schale

zweiter und dritter Verzerrungstensor einer
linearen Theorie diinner Schalentragwerke
Verzerrungstensor des Kontinuums

zweiter und dritter Verzerrungstensor einer
allgemeinen Schalentheorie

€-Tensor (Vektormultiplikation)

Tensor bzw. Matrixdarstellung der elastischen Ver-

formungen

Tensor bzw. Matrixdarstellung der Extradehnung
Tensor bzw. Matrixform der Inkompatibilitaten
dimensionslose krummlinige koérperfeste Koordinaten
partielle Ableitungen der Direktorfunktionen

Eigenwerte der Gesamt bzw. Elementsteifigkeits-

bzw. Massenmatrix

Verhdltnis der Metrik des Schalenraumes zu der

der Schalenmittelfldche



Symhol - - Bedewewng

2' v Binormale des Schalenrandes

E(xu,z) Abstandsadnderung zur Mittelfléche

T, “c Gesamtpotential bzw. konjugiertes Potential

p Massendichte des Materials

g | Matrixform der SchnittgrdBen der Schale

£ s Tangentenvektor am Schalenrand

EG Tensor der Gesamtspannung

Q(x) , o (x) Matrix der globalen bzwl. diskreten Ansatzfunktionen

®(0) integraltransformation zum Ubergang zwischen Konti-
nuum und Fléchentheorie

X ¢+ X Tensor bzw. Matrixform der Spannungsfunktionen in V ;

wa' ¢3 Spannungsfunktionen der Schale

Kennzeichnungen

¥ vorgegebene GrdBen '

.v GroBen des Kontinuums

.R RandgréBen der Schale

.T, Transponierte einer vektoriellen oder tensoriellen GrdBe

. Lastspannungszustédnde

L Eigenspannungszusténde

e geometrisch zuldssige Zusténde

R statisch zuldssige Zustédnde

'Ia kovariante Differentiation nach 6%

V bzw. ‘i Nablavektor, Vektor der partiellen Ableitungen

'{.,.}G bzw. || .|| Skalarprodukt bzw. Norm mit Gewicht G

G
) Variationssymbol



EINFUHRUNG

Seit sich Ingenieure damit befassen, Konstruktionen nicht nur zu ent-
werfen und zu bauen, sondern auch, meist unumgdnglich nur n&herungsweise,
zu berechnen, spielt die Beurteilung der Ergebnisse solcher Berechnun-
gen eine groBe Rolle. Dabei stellt sich zundchst bei der mathematischen
Formulierung des Problems die Frage nach den physikalisch zuldssigen
Vereinfachungen der Aufgabe. Darilber hinaus interessiert aber ebenso
die Genauigkeit einer numerischen Approximation der i. a. nicht angeb-
baren exakten Lésung des mathematischen Problems. DaB die Theorie solcher
Fehlerabschidtzungen bis in die letzten Jahre weitgehend auf die "reine"
numerische Mathematik beschrénkt blieb und auch meist nur zum Beweis
der Konvergenz oder der Feststellung der Fehlerordnung eines numerischen
Verfahrens fihrte, liegt sicherlich an der Kompliziertheit ihrer Reali-
sierung bei praktischén Problemen. Im allgemeinen wurde und wird auch
noch im Ingenieurwesen eine Fehlerabschitzung, d. h. eine Aussage Uber
die Gate einer Ndherung dadurch erbracht, daB die Methode auf Probleme
angewandt wird, deren L&sung exakt bekannt ist, sei es aus anderen Be-
rechnungen, sei es aus MeBergebnissen. Daraus dann zu folgern, daB der
Fehler bei Aufgaben mit unbekannter Losung nicht wesentlich groBer sein
wird, ist sicherlich in vielen F8llen ein TrugschluB. Sinnvolle Antwor-
ten auf diese Frage nach Fehlerabschdtzungen und Fehlerschranken kann
nur eine mathematisch fundierte Untersuchung geben:'Das gilt besonders
fir so umfangreiche und komplizierte numerische Berechnungen, wie sie

im Ingenieurwesen notwendig sind.

Der Beginn der Entwicklung solcher Untersuchungen bei Problemen der
linearen Elastomechanik liegt nicht sehr weit zuriick. Nach den ersten
grundlegenden Arbeiten tGber die Ermittlung beidseitiger globaler Schran-
ken von E. TREFFTZ [1,2] und K. O. FRIEDRICHS [3,4] in den Jahren 1926 -
1929 kamen weitere Untersuchungen zur Bestimmung auch punktweiser Ein-
grenzungen erst im Jahre 1942 von C. WEBER [5,6]. Ausgebaut wurden diese
Ideen dann in den Jahren ab 1947 im wesentlichen von DIAZ und GREENBERG
[7, 8, 9], MAPLE [10] sowie WASHIZU [11] fir verschiedene inhomogene Rand-
wertprobleme der Elastizitdtstheorie. Eine sehr anschauliche elementar-
geometrisch deutbare Methode zur systematischen Verbesserung solcher
Schranken wurde 1947/48 von SYNGE und PRAGER [12-14] mit dem sogenannten

Hyperkreis-Verfahren gegeben. Die Grundlage all dieser Arbeiten zur Be-



rechnung von Schranken ist die Verwendung komplementdrer Energieprinzipe.
Die punktweise Eingrenzung von L&ésungsfunktionen ist bei zusé&tzlicher
Konstruktion geeigneter Green'scher Funktionen mittels der Schwarz'schen

Ungleichung méglich.

Die Frage der Eingrenzung bei homogenen Randwertproblemen, d. h. die
Bestimmung von Schranken fiir Eigenfrequenzen und die zugehdrigen Eigenzu-
sténde elastischer Korper wurde basierend auf den Arbeiten von TREFFTZ
[15] bzw. WEINSTEIN [16] im Jahr 1933 bzw. 1935 erst 1938 von AROSZAJN
[17] und 1949 von KATO [18], also relativ spit wieder aufgegriffen und
detaillierter untersucht. Zu erwdhnen sind dazu auBerdem die Arbeiten
von PAYNE [19] 1955, DIAZ [20] 1958, BAZLEY und FOX [21,22] 1961, WEIN-
STEIN [23-25] in den Jahren 1961 - 65 und FICHERA [26] 1966. Die Mdg-
lichkéit punktweisef Eingrenzungen bei homogenen Problemen wurde zuerst
1960 von WEINBERGER [27] und dann ab 1968 vor allem von RIEDER [28,29]
und STUMPF [30-33] untersucht.

Die aufgefiGhrten Arbeiten, insbesondere diejenigen Gber punktweise
Eingrenzungen haben tGberwiegend theoretischen Charakter. Die ersten we-
sentlichen numerischen Realisierungen gelangen STUMPF [29-36] 1968 - 72
fiir die lineare Kirchhoff'sche Plattentheorle. In den folgenden Jahren
erschienen im Zuge der fortschreltenden Computertechnik und der Entwick-
lung der Methode der Finiten Elemente zahlreiche Arbeiten, von denen
hier nur einige erwdhnt seien. So gab SCHOMBURG [37] 1972 ebenfalls fir
die lineare Kirchhoff'sche Plattentheorie punktweise Schranken fiir Ndhe-
rungen an, die mittels in Finiten Elementen definierten Hermite-Polyno-
men berechnet wurden. YOUNG und MOTE [38,39] betrachteten gemischte
ebene Randwertprobleme, DILLON und O'BRIEN [40] die Torsion eines ein-

fach zusammenhédngenden Gebietes.

Bezliglich einer Ausweitung dieser Betrachtungen auf nichtlineare Theo-
rien sei auf die grundlegenden Untersuchungen von STUMPF [41-46] und
LABISCH [47,48] verwiesen.

Gegenstand der vorliegenden Arbeit sind im wesentlichen drei Aspekte,
die bei allen Fehlerabsché&tzungen von numerischen Berechnungen prakti-
scher, vor allem technischer Probleme wichtig sind:

a) Die Erfassung aller Fehlerursachen.
b) Die Zusammenstellung méglicher Eingrenzungsmethoden.

c) Die numerische Realisierung der Fehlerschranken.



Im 1. Kapitel werden die Grundgleichungen der linearen Elastizitéts-
theorie als Operatorgleichungen eines Hilbertraumes formuliert, so daB
funktionalanalytische S&tze und Ungleichungen, wie z. B. die SCHWARZ'sche
Ungleichung, fiir pauschale und lokale Fehlerbetrachtungen anwendbar wer-
den. Die kurzen analytischen Darstellungen, wie sie z. B. auch bei GREEN-
BERG [8] zu finden sind, werden dabei nach der geometrischen Betrachtungs-
weise von SYNGE und PRAGER [12] erl&iutert. Dazu werden in Kapitel 2 die
grundlegenden Gleichungen der bentitzten linearen Biegetheorie dinner Scha-
len, wie sie von KRAETZIG [49,50] hergeleitet wurden, in Beziehung gesetzt
und die Voraussetzungen zur Anwendung der funktionalanalytischen Sidtze,

die zu den Fehlerschranken fihren, geprift.

Zur Einordnung dieser Fehlerabschdtzungen in den Gesamtzusammenhang
werden in Kapitel 3 mbégliche Fehler betrachtet und abgeschétzt, die einer
konkreten numerischen L&sung in einer approximativen Theorie im Vergleich
zur exakten Losung eines urspriinglich drei-dimensionalen physikalischen .
Problems anhaften. Das erscheint sinnvoll, da die Genauigkeit numerischer
Berechnungen bzw. die Gite der Fehlerschranken in einem angemessenen Ver-
haltnis zu der GroBe des Fehlers stehen sollte, der bereits in der physi-
kalischen Vereinfachung der "exakten" drei-dimensionalen Theorie begrindet

oder z. B. durch fehlerbehaftete Ausgangsdaten unvermeidlich ist.

In Kapitel 4‘werden'Uberlegungen zur mbéglichst .zweckmédBigen Erstellung
von 'a posteriori' Fehlerschranken ausfiihrlich dargestellt. Als wesentlich
erweist sich daher fiir die punktweisen Eingrenzungen die richtige Wahl
der Green'schen Ndherungszustidnde und auBerdem zur Vermeidung unkalkulier-
bar groBer numerischer Rundungsfehler, die Wahl von Ansatzfunktionen, die

zu guter Kondition der Gleichungssysteme fihren.

AbschlieBend (Kapitel 5) werden die Untersuchungen zusammengefaBt so-
wie Moglichkeiten fiir die Erweiterung und Vertiefung der vorgelegten

Untersuchungen aufgezeigt.

Der Anhang enth&lt ein nach der behandelten Theorie numerisch durch-

gefihrtes Beispiel.
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1. FUNKTIONALANALYSIS UND UNGLEICHUNGEN IN DER LINEAREN
ELASTIZITATSTHEORIE

Die Theorie der Funktionalanalysis ist einer der abstrakten Zweige der
Mathematik. Aber gerade dieses Konzept -~ abstrakt definierte Operatoren
wirken auf gewisse Mengen abstrakter Elemente, zwischen denen in abstrak-
ten Riumen Abstand und Produkt, ndmlich Norm und Skalarprodukt definiert
werden kénnen - macht es mdglich, die verschiedensten Inhalte darzustel-
len. Man kann als Elemente z. B. die mdglichen Zustédnde eines gegebenen
physikalischen Systems betrachten. So ist es auch auf dem Gebiet der
Elastizitdtstheorie méglich und vorteilhaft, Methoden der Funktionalana-

lysis 2zu verwenden.

Ziel dieses Kapitels ist die Verbindung der Gleichungen und Gr&B8en der
linearen Elastizitdtstheorie mit einigen Begriffen der Funktionalanalysis.
Zundchst wird dabei die in den Grundgleichungen enthaltene Komplementari-
tadt aufgezeigt und anschlieBend mit der Einfihrung geeigneter Hilbert-
rdume und Abbildungen die der Theorie ebenfalls innewohnende Dualitdt er-
kennbar gemacht. Dabei definierte Skalarprodukte erméglichen es dann, Un-
gleichungen der Funktionalanalysis zu Fehlerabschédtzungen, zur Erstellung
pauschaler und auch punktweiser Fehlerschranken heranzuziehen.

»

1.1. Die Grundgleichungen (Schematische Darstellung nach TONTI)

Die Annahmen der linearen Elastizitdtstheorie besagen, da8 Quadrate und
h&here Potenzen von Verschiebungsableitungen vernachldssigt und die Be-
ziehungen zwischen Spannungen und Verformungen linear dargestellt werden.
AuBerdem wird bei den vorausgesetzt kleinen Verformungen der Unterschied
2zwischen dem Bezug auf die unverformte und die verformte Konfiguration
vernachldssigbar. Die beiden Darstellungen des Verzerrungstensors - der
GREEN'sche und der ALMANSI'sche Verzerrungstensor - werden damit gleich.
Ebenso sind dann alle Spannungstensoren identisch und wie der CAUCHY'sche
Spannungstensor symmetrisch. Die Darstellung aller GréBen und Gleichungen

bezieht sich hier auf kartesische Koordinaten xr.

Der linear-elastische Kérper sei auf einem Teil Fp seiner Oberflédche
durch Krdftebelegungen P*(x) belastet; auf einem anderen Teil F seien
WeggrdBen, z. B. Verschiebungen u*(x) vorgeschrieben. Sind auf einem ge-

meinsamen AbschnittFi)ﬂ Fu statische und geometrische Grdfen gegeben, missen
diese zueinander komplementdr sein, d.h. dirfen nicht aneinander Arbeit leisten
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bzw. miteinander innere Energie liefern. Im Innern V des Korpers kdénnen
Krdftevertetlungen p*(x) (z. B. das Eigengewicht) und Eigenspannungsur-
sachen oder Inkompatibilitdten n*(x), verursacht durch Extradehrungen

EQ(g) z. B. aufgrund von Erwdrmung, Magnetisierung oder plastischer Vor-

verformung des Materials [51], vorgeschrieben sein:

p(x) = p*x), X €Ev, pi(xr) = pI(xr), xX €V R (1.1.1)
= p* Xy _ p¥(xf T
BP(x) = P¥(x), x € Fp, Pi(x ) Pi(x ), x‘ € Fp, (1.1.2)
%
2 = e, x€v, 2.5 =2 N, eV, (1.1.3)
= u* ry _ kT r .
u(x) = u*(x), x €F., u, (x7) = ug(x), x' €F, (1.1.4)

Diese hier aufgefiihrten Verformungs- und Spannungsursachgn lassen sich
klar in zwei Gruppen aufteilen, die statischen Ursachen (1.1.1-2) und die
geometrischen Ursachen (1.1.3-4). Entsprechend bezeichnet man elastische
Zustinde £, die sich bei homogenen geometrischen Bedingungen aufgrund in-=
homogener Belastungen einstellen, als Lastspannungsaustdnde £' [52] (auch
Gleichgewichtsfelder f' [53]), widhrend die Zustdnde, die umgekehrt bei
homogenen statischen Bedingungen durch geometrische Inhomogenit&dten ver-
ursacht werden, Eigenspannungszustdrde £" [52] (kompatible Felder £" [53])

genannt werden.

p(x) = p*(x) ; gQ(gs) =0 Vx €V

£'={f| ' (1.1.5)
P(x) = P¥(x) Vx € Fp Pux) =0 VX EF
pix) =0 ; EQ(g) = gQ*(fl) Vx €V

£'= (£ | ) (1.1.6)
P(x) =0 Vx € Fp i u(x) = u*(x) Vx € F,

Ein Feld, das alle Grundgleichungen und Randbedingungen exakt erfillt,
ist daher im allgemeinen nur durch die Uberlagerung beider Zustinde dar-

zustellen:

£ =f£' + £ : (1.1.7)

Entsprechend dieser Einteilung der Verformungs- und Spannungsursachen
lassen sich auch die Grundgleichungen in Beziehungen zwischen geometri-
schen GroBen und solche zwischen statischen GréBen trennen. Wird eine

schematische Darstellung - das TONTI-Schema [54] - gewdhlt, in der geo-
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metrische GréBen den statischen GréBen komplementdr gegeniliberstehen, er-

gibt sich in den Grundgleichungen auch eine Analogie.

Zwischen den Verschiebungskomponenten ui(xr) und den VerformungsgrdBen,

den elastischen Dehnungen aij(xr) [55] und Extradehnungen egj(xr) besteht

die Beziehung

% (Vu+uby) = ¥+ EQ* (1.1.8)

mit den Kompatibilitdtsbedingungen

XXEEXZ=B*=—ZXEQ*XZ. (1,1,9)

Diesen beiden Zusammenhdngen formal gleich sind die Gleichgewichtsbe-
dingungen

(1.1.10)

bzw. die Beziehungen zwischen dem Spannungsfunktionenfeld x und den

Spannungen IG

.Y,x>_<"£’,=IG+IK- (1.1.11)

Dabei ist IK eine Partikulérldésung der inhomogenen Gleichgewichtsbedingun-

gen

vy .r =p ' ©(1.1.12)

die jedobh nicht die statischen Randbedingungen erfiillen muB [55]. Die

Verknipfung zwischen kinematischen und statischen Gr&Ben liefert das

Stoffgesetz
G _ E g _ E
T =¢ - € . T35~ Cik1%kL’ (1.1.13)
bzw. dessen Umkehrung
E _ G E _ G
€ = E_ T eij = Sijlekl, (1.1.14)

mit den zueinander inversen Tensoren 4. Stufe der Elastizitdtskonstanten

Cc bzw. der Elastizitdtskoeffizienten s.

Besonders deutlich wird diese Aquivalenz des formalen Aufbaus der fir
die kinematischen und die statischen Gr&Ben geltenden Gieichungen in einer

Matrizenschreibweise; Werden alle FeldgrdBen, die symmetrischen Tensoren
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€,T und n, x wie der Verschiebungsvektor‘g nach VOIGT als Vektoren ge-
schrieben, z. B.:
s = (€..) €ons Eons 26, 2 2,7 (1.1.15)
& T 1&qr Eopr EB33r “Ep3r By SE45) -1

und gleichzeitig Matrizen von Differentialoperatoren éi = a/axi einge-
fiihrt, so ergibt sich in kartesischen Koordinaten die in Tafel 1 angegebene

Darstellungsméglichkeit. Dabei sind

1 3 9
T= o 3 0 3, 0o (1.1.16)
D = 2 3 1 -1.
o o 3, 3, 3, O
und
(0 -3 -3 3 0 o )
33 22 23
“333 0 -3, O 9,3 °
. -3, <3, O 0 0 3,
R =R =
R =R 1 1 1 (1.1.17)
9,3 O O F¥yy 35 "7 33
1 1 1
O 35 0 =33, T3 "3
1 1 1
|° ° 912 2913 "3%3 3 %33

die grundlegenden Operatormatrizen mit der auch als BIANCCHI-Identitdt

bekannten Eigenschaft

D

T

Digs bedeutet, daB

D" -1

T

R

(1.1.18)

(1.1.19)

gilt, also drei Abhéngigkeiten zwischen den sechs Vertr&glichkeitsbedingun-

gen (1.1.9) existieren.

Die im folgenden betrachteten Korper mdgen jeweils aus hyperelastischem

Material bestehen, so daB die Existenz einer Verformungsenergiedichte W
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WeggrdBen KraftgrdBen

11
22 . 22

m
W
(78]
me
/3
Zﬂm
]
10
o
Yy

2€,, E G \" /|23
2e ' £ =5 T
13 13
2, T12
e o » h -
R-g"=qt= R-g” SEPEEAEE A
Ny, ] [ X411
M2 X22
N33 . X33
N23 R-S-Ri-x=R*(S-1 - £ X )] ?X23
n 2X
L 12 | “*12 ]
-5
Grundgleichungen der linearen Elastizitdtstheorie
Tafel 1 :

in schematischer Darstellung nach TONTI
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angenommen werden kann. Damit sind die allgemeinen Spannungs-Verformungs-

beziehungen (1.1.13) auch in der Form

z? = BW/QQE (1.1.20)
schreibbar, wenn W als Funktion der Verzerrungskomponenten efj bekannt
ist, bei linearelastischem Materialverhalten also gilt:

E 1 E E
= = = . . .21

We=wle ) =2 %% (1.1.21)

Diese quadratische Form ist wie der symmetrische Tensor cijkl positiv

definit. Die Umkehrung (1.1.14) existiert also und fithrt zu der komple-
mentédren Energiedichte

G _ G

ijleikal . . (1.1.22)

G, _1
Wc = wc(rij) =3 s

Beide Energiedichten sind auch durch die LEGENDRE Transformation mit-,

einander verkntpft:

W) =% 1S - w1 . (1.1.23)

c~ ~e "~ ~ o~

AuBerdem gilt analog zu (1.1.20)

. e (1.1.24)

Mit der Energiedichte W kann ein elastisches Gesamtpotential

1r=Iw dV-Jp*T-u dv-JP*T-ng (1.1.25)

~ ~

\ \'4 F
p

eingefihrt werden, aus dem sich durch Variation als EULER'sche Differen-
tialgleichungen die Gleichgewichtsaussagen (1.1.10) ergeben. Notwendige
Bedingung ist dabei ein geometrisch zulédissiges, d. h. alle geometrischen
Bedingungen erfillendes, sonst éber beliebiges Verschiebungsfeld Erﬂ Dies
bedeutet, daB der hyperelastische Kérper unter allen geometrisch mdg-
lichen Verschiebungen u™ einen Zustand annimmt, in dem das Gesamtpotential
m einen stationdren Wert hat. Da W eine positiv definite quadratische
Form, also auch eine konvexe Funktion ist, ist dies ein Minimum des

Funktionals (siehe Abschnitt 1.2).
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Eine komplementlre Aussage in KraftgrdBen erhilt man iber die LEGENDRE-
Transformation (1.1.23) aus (1.1.25) nach Anwendung des GauB'séhen Integral-
satzes. Fidr Zustinde Ifﬁi die alle statischen Bedingungen erfﬁllen,.d. h.
statisch zuldssig sind, ergibt sich

T = -JW av + IPT-u*dF - JTGT-
o] o ~ ~ ~

\'4 Fu v

2* av : (1.1.26)

das konjugierte Gesamtpotential .- Unter allen statisch zuldssigen Zu-
stédnden LGNgibt das wirkliche Spannungsfeld, das also auch alle kine-
matischen Bedingungen erfiillt, fir das konjugierte Gesamtpotential nc
den grdBten Wert. Es gilt damit (siehe Abschnitt 1.2)

7 = < 1 (€ ) = w(e"

m .
c ~ c ~ exakt '~ exakt) s “(,E, ) . (1-1.27)

Diese komplementdren Extremalprinzipe haben neben den komplement&ren Formu-
lierungen in Weggr&Ben bzw. KxafingBen auch komplementdre notwendige Be-
dingungen und Euler-Gleichungen (siehe Tafel 2): Die notwendigen Bedingun-

gen fir n sind die Euler-Gleichungen von nc.und umgekehrt.

., E~
(e
e ~ <,
’VQ <%, '1@
(AP L%
69-0 (o
<, o2 <
e
(¢} 6’7 <
<~ e c3
) 2 N
T G K
9'2==£F+£? D” - (t +T1) =0
T G, X
R-(£E+€Q)—2 - t———. T — I-{ .X=L +"‘£
-~ - exakt ~
u=u¥*¥ auf F P =pF aufF
Qn% o .
("\ > b'-,,qu;
(&g O
4 e >
& < dg
c, 0 A
ég e & 0
i EINC A B
c
Notwendige Bedingungen und -
Tafel 2 : . .
Euler-Gleichungen der Extremalprinzipe
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1.2. Operatorgleichungen und Funktionale im Hilbertraum

elastischer Zustédnde

Wie hier gezeigt wird, sind alle bisher aufgefiihrten Gleichungen der
linearen Elastizitdtstheorie sowie die "schwachen" Formulierungen der
Randwertprobleme als Extremalaussagen, als Operatprgleichungen bzw. Funk-
tionale in geeignet gewdhlten Funktionenrdumen formulierbar. Damit kénnen
Sdtze und Ungleichungen der Funktionalanalysis filir die zu untersuchenden
Probleme der Elastizitdtstheorie Verwendung finden, z. B. um Fehlerab-

schdtzungen anzugeben.

Benitzt werden reelle unendlich-dimensionale gewichtete L2—Réume [56].
Sie werden von quadratintegrablen skalaren, vektoriellen oder tensoriellen
Funktionen f in einfachen zusammenhé&ngenden Gebieten V des n-dimensionalen
EUKLID'schen Raumes E" gebildet. Dabei ist der Raum mit dem Skalarprodukt

zweier Elemente f, und f, und einem symmetrischen Tensor G als positives

1 2 ,.
Gewicht .
'{fl,fz}G: = Jf'f - G- f,Av , (1.2.1)
v

sowie der damit definierbaren G-Norm

l£llg: = {£.£ 1/2 (1.2.2)

}G
zu vervollstandigen [57); dem Raum sind also alle Grenzwerte £ von schuwach

konvergenten, sogenannten Cauchy Folgen

yrE iy £ )""',V°>°3k’”f(n <c V¥n> k

fay s y " Eaolle

hinzuzufigen. Diese Grenzwerte z. B. én und %n gehdéren zur gleichen ﬁﬁui-
valenzklasse, wenn die zugehdrigen Cauchy Folgen die Beziehung
1 2

Lim £y - £y llg =0
erfillen. Die Menge all dieser Aquivalenzklassen bildet einen nach Kon-
struktion &ollsténdigen Raum, mit der Norm (1.2.2) also einen Hilbert-
raum. Fir alle geometrischen wie auch statischen Darstellungen elastischer
Zustédnde (siehe Tafel 1) kénnen danach Hilbertriume definiert werden,
zwischen denen die Grundgleichungen als Operatorgleichungen lineare Ab-

bildungen einfiihren.
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Mit (1.2.1/2) und dem Einheitstensor als Gewicht werden der Vektor-
raum der Verschiebungsfunktionen u sowie der zugeordnete "statische"

Raum der Kraftvektoren p Hilbertr&dume, der Verschiebungsraum U bzw. der

Lastraum K:

1 2. [12

{E'E} = Juiuidv ’ (1.2.3)
v

1

{p,5) = Jé.%. av . (1.2.4)

~ ~ 171
v

Genauso ergeben sich fir die tensorwertigen symmetrischen GréBen der
Inkompatibilitédten nij wie auch der Spannungsfunktionen Xij Hilbertr&ume,

der Inkompatibilitdtenraun N bzw. der Spannungsfunktionenraum X:

1 2 1 2 '
{h,n} = J013M54 av , (1.2.5)
v
1 2 (1 2 '
{x.x}= JXi3%54 av . (1.2.6)
\'

SchlieBlich ist der Funktionenraum der symmetrischen Verzerrungstensoren

eﬁj mit dem Tensor der Elastizitdtskonstanten cijkl als Gewichtung ein
Hilbertraum, der Verzerrungsraum V: :
1E 2E 1E 2E
e, e = [eijcijklekl av . (1.2.7)
v
Entsprechend definiert das Skalarprodukt
16 26, _ |16 2G
{7,717} = Jtij Sijkltkl.dv (1.2.8)
\'

mit dem zu C inversen Tensor der Elastizitédtskoeffizienten S einen Hilbert-

raum, den Spannungsraum S.

Die Grundgleichungen (1.1.8-13) verkniipfen die Elemente dieser Réaume
miteinander und stellen damit lineare Abbildungen zwischen diesen Rdumen
dar. Sp ist (1.1.8) eine Abbildung vom Verschiebungsraum U in den ver-

zerrungsraum V:

(1.2.9)
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Der Definitionsbereich Hl(V) dieses Operators T ist ein Hilbertraum, der
durch Vervollstindigung [58,59] des Prdhilbertraums Cl(V), des Raums der
bis zur 1. Ableitung stetigen Funktionen, entsteht. Die konstitutiven
Beziehungen (1.1.13) und (1.1.14), hier erweitert um von Extradehnungen
gQ verursachte Spannungen IQ[SS],beschreibenAbbildungenzwischen dem
Verzerrungsraum V und dem Spannungsraum S durch die zueinander inversen

Operatoren C und S in L2(V):

ce” +eh =1 -1,
(1.2.10)
E Q, _ .6 _ 0
€i9k1 k1t fk1) T Tig T Tig
e+ e? = S(EG - ZQ) '
(1.2.11)
E 0 _ G _ 0
€55 * %15 7 Sigka Tkl T Tk

Die Abbildung vom Verschiebungsraum U in den Spannungsraum S ist infolge-

dessen

CTu=1 - TQ . (1.2.12)

Sie ist durch das Produkt der Operatoren C und T, also CT : Hl(V) > LZ(V)

gegeben. Die Elemente S werden durch die Gleichgewichtsbedingungen (1.1.10)

in den Lastraum K abgebildet: \
T*IG =P .
) TG _ (1.2.13)
13,53~ Fi

R&ume, deren Elemente aneinander Arbeit leisten, innere Energie liefern
0. d., kdénnea in einem Raum zusammengefaBt werden. Dazu sind die Elemente

des Verschiebungsraums U und des Lastraums K um die Randwerte zu erwei-

tern:
ui(V) pi(V)
s = ''(F R ¢ = [ ol
u ul( P) R P! l.FP) . (1.2.14)
ul(F ) Py (F )
i ilFy

Die Paare hup = (u, p) bilden durch



1 2 1 2 1 2

h +h : = (u+u,p+p, (1.2.15)
oh : = (au,ap), o €ER (1.2.16)
~up ~ ~

einen linearen Vektorraum. Mit der Einfihrung des Skalarproduktes

1 2 1 2 1 2 5
{h _,h }: = uipidV + uiPidF , (1.2.17)

\ F

2
der Arbeit der Volumenkréfte é und der Oberfldchenkrafte P an der Ver-

1
schiebung u in V bzw. auf F, wird dies ein Prihilbertraum [58]. Die Ver-

vollsténdigung dieses Arbeitsraums A ist ein Hilbertraum, wenn die Norm

IIn

noll o= (juipidv + Juipi a1/ (1.2.18)

v ‘ F
fur Eup * QO stets positiv ist. Inkompressible Kdérper sind damit ausge-

schlossen [55]. Auch der Verzerrungsraum !/ und der Spannungsraum S kén-

nen unter dieser Voraussetzung mit der Wechselwirkungsenergie

h €,.T.,.
~ET ' ~ET ij ij
\Y/

1 2
h , }:=J1 2 av (1.2.19a)

als Skalarprodukt der Elemente Rer = (Eij'Tij) zu einem Hilbertraum,

dem Energieraum E zusammengefaBt werden. In gleicher Weise kann man auch °

mit einer Erweiterung

T..
~eT " ~eT ij i
v
+Jl @F B ar (1.2.19b)
2 ij ij ijij
F

verfahren.

Der Nachweis der notwendigen Kommutativitdt der Skalarprodukte ergibt
sich lber die Anwendung des GAUSS'schen Integralsatzes, geeignete Umformun-
gen und die konstitutiven Beziehungen. Gleichbedeutend mit dem Satz von

BETTI ist (siehe Anhang Al)

2 2 1
'h } = {h
~]

p ~up'2up} . (1.2.20)

1
{

h
~up
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Das Skalarprodukt (1.2.19) des Raumes E ist im Anteil der Wechselwirkungs-
energie wegen der Symmetrie des Tensors der Elastizitldtskonstanten kommu-
tativ. Bezlglich der Randterme der Erweiterung gilt die Kommutativitéat

nach Konstruktion.

Erweitert man den Definitions~ und Wertebereich des mit (1.2.9) ein-
gefihrten Operators T um die auf Fu gegebenen Randwerte von u entsprechend

der Definition (1.2.14)

Ty : = 0 (1.2.21)

1 "
=3 (muy + nup)

und analog auch den Definitions- und Wertebereich des mit (1.2.13) einge-

fihrten Operators T* um die Werte auf FP [42,60,61]

kT~ : = n.tT, . , (1.2.22)

zeigt sich, daB diese Abbildungen zueinander adjungiert sind. Diese
Eigenschaft kann leicht mit dem GAUSS'schen Integralsatz bewiesen wer-

den:

1G =2 '
{IG,Tg} = FG %i ;v - J%G 'n, & aF
14

i3 137195
v F
u
1
__[i6 2 4 J%?tn & ar
J ij,j i ij i3
v F
p
-1
= (1%, 8} . (1.2.23)

Ohne Erfassung der Randwerte in den Definitionen wirden die Operatoren,
also hier T und T* entsprechend (1.2.9) bzw. (1.2.13), nur formal adjun-—
gtert sein [56,62,63].

Die Folge der Abbildungen durch T, dann C und T¥, bzw. deren Erweitun-

gen auf die Randwerte, bildet Verschiebungen in den Lastraum, also einen
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Unterraum von A in einen anderen ab. Mit der Einfihrung einer durch die
Eigenspannungsquelle EQ verursachten Quasikraftdichte pQ im Innern von V
und einer Quasi-Krdftebelegung 2? auf der Oberfliche F [55]

™% = p® inv, (1.2.24)
2.n=-22 aufr, (1.2.25)
erhdlt man
T*CTy = p +p° invV (1.2.26a)
(CTu)-n = P*+ EQ auf F (1.2.26b)
u = B* auf F, - (1.2.26c)

Dies ist die Operatordarstellung der verallgemeinerten NAVIER'schen

Gleichungen.

Auch die Zusammenhdnge zwischen den Elementen des Spannungsfunktionen-
raums X und des Spannungsraums S, die Gleichungen (1.1.11), kénnen als

Operatorgleichungen aufgefaft werden. Im Definitionsbereich HZ(V) gibt

Lx = IG + IK '
e ¢ ) TG . TK (1.2.27)
ikl §nm*ln,km = 1§ © Tij
diese Abbildung mit dem Wertebereich L2(V). Analog ist durch
¥e® =n
(1.2.28)
E
€.,.€. € =

ikl~jnm 1n,km ij

die Abbildung vom Verzerrungsraum V in den Inkompatibilit&tenraum N
definiert. Diese zu (1.2.9) bzw. (1.2.13) dualen Systeme [54,63] sind
ebenfalls durch formal adjungierte Operatoren beschrieben, wie zwei-

malige Anwendung des GAUSS'schen Integralsatzes zeigt [51,55]:

E
J €15%ix1% 00X 10, k0 4V *
v

E
{e ,L)_(}c

E
€J.klejnm 1Jxln k ln,kxij]nmdF

F

{L*EE,X}-+<§E,lx> - <l*§E,x>' . (1.2.29)
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Diese Energieausdriicke sind dabei in einem Raum D gebildet, der in einem

einfach zusammenhingenden K&rper ohne Volumenkrédfte mit [51]

{1 ; }
h h : =
-nx ' -=nx
» o2 + [l 2 2 - ] aF (1.2.30)
+ PN
n;4Xi3 Y Mii%ig Xy KNy
v F

einen Hilbertraum darstellt. Wie in A sind auch in diesem Raum dualer
Arbeit D Werte der Faktoren des Skalarproduktes auf der Oberfliche wesent-
lich. So stellen [51,55]

1 <

2+
X

x nx (2 x Z) ’ (1.2.31a)

1>
1]

VXxexn-
~ — ~

1310
]

Axexn (1.2.31b)
Flacheninkompatibilitdten und [64]

X i nx % x v (1.2.32)

- ~

y-nx = (Z',%)x‘*s-‘ﬂ)

(131

Randwerte der Spannungsfunktionen dar. Die notwendige Kommutativitdt des
Skalarproduktes (1.2.30) ist bei einem Kérper, fir den homogene Gleich-
gewichtsbedingungen gelten, erfillt [511]. Dieé ist mit der (1.2.24/25)
dquivalenten Einfihrung von Quasiinkompatibilitiiten QK und fiktiven

Werten an der Oberfliche, die nach (1.2.31) aus einer fiktiven Verzerrung_s_K

e = -st", (1.2.33a)
L*g =n , (1.2.33b)
zu berechnen sind, keine wesentliche Einschrénkung.

Eine Erweiterung der Operatoren L und L¥, so daB sie die Eigenschaft

der Adjungiertheit erhalten, ist

(gxxx¥) inv
X'
Lx:= - auf ¥, (1.2.34)
X — o
-V xx'xn
L o ] auf F
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PAEEDA in v
- auf F
-V x g" X n
auf Fu
n
£ J

(1.2.35)

wenn die Zustandsbeschreibungen durch VerzerrungsgréBen bzw. Spannungs-

funktionen ebenfalls durch Randwerte

( [ ) in Vv
¢
e= |Ixexp
auf F ,
€
\ - /
( X ) inv
X = x |
; auf F
EREEY

ergdnzt werden. Wie sich entsprechend (1.2.29) dann duich

{Elix} = [E--(Z X X X z)dv

<

]

{L¥e , x}

(1.2.36)

(1.2.37)

(1.2.38)

bestdtigt, gibt L eine Abbildung von einem Unterraum von D in E, und L*

die dazu adjungierte Abbildung von E in D,
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Dual zur Operatordarstellung der verallgemeinerten NAVIER'schen Gleichun-
gen (1.2.26) ist die Folge der Operatoren L, dann S und L¥, bzw. deren
Erweiterungen auf die Randwerte. Die damit folgende Abbildung vom Span-

nungsfunktionenraum X in den Inkompatibilit&tenraum N

L¥SLyx =n + n" inv (1.2.39)

stellt die verallgemeinerten BELTRAMI - Gleichungen dar.
Dazu gehdéren statische Bedingungen, die n X x X V und x bzw. n x x an

der Oberfléache Fp festlegen [64], sowie auf Fu geometrische Bedingungen
fir SLY oder fiir die Fl&cheninkompatibilit&ten ﬁ und E (1.2.31).

Analog dem Schema der Grundgleichungen (Tafel 1) lassen sich diese
hiermit vollsténdigen Operatorgleichungen sehr tbersichtlich zusammen-
fassen (Tafel 3), so daB die der Theorie innewohnende Dualitat [54,63]

klar zu erkennen ist.

Die Verformungsenergiedichte W (1.1.21), ist mit den hier eingefihrten

Operatoren

~o

w=1(y - DT cry - 9 (1.2.40)

dual zur komplementdren Energiedichte Wc(1.1.22), ausgedriickt durch

Spannungsfunktionen nach (1.2.27) .

_1 KT K
W,=5 Ly -3} -8y -1 . (1.2.41)
Es lassen sich auBerdem duale Darstellungen der gesamten elastischen Ener-

gile E angeben. Unter Beriicksichtigung von (1.2.24/25) ist

E =-;-{ E.EE} = JW(EE) av
v
= % [J(p* - pQ)T - uav +3((£*-~Q)T -udr]+ JW(_e_Q) av
F v
= % {p - gQ, u} + jW(EQ) av , (1.2.42)
v

aber auch unter Berilcksichtigung von (1.2.39) und (1.2.33) in den dualen

Grofien
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Arbelts mum A

\;c;';f.\'iebungsraum u Lastraum K
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Hilbertrdume und Operatorgleichungen
Tafel 3 :
der linearen Elastizitdtstheorie




- 27 -

1 E G
E = 3-{5 ' T } = JWC(T ) av
v
1 BE
= E'JQV x x xV)..(e" + e)av + JW (tav
v v
=l{n-nK }+ fw(r)dv (1.2.43)
20 -0 X Jc : sl
v

In (1.2.43) ist verwendet, daB die Oberflidchenintegrale von (1.2.29) in
solche mit Fl&cheninkompatibilitdten (1.2.31) iberfiihrt werden kénnen

[51,55], wenn keine Belastung durch Volumenkrdfte vorliegt.

Wie diese verschiedenen Darstellungen zeigen, enthalten die drei
Funktionenrdume A, £ und D verschiedene Reprdsentationen des allgemeinen
Hilbertraumes der elastischen Zustdnde H [55], sind also Unterriume von
H. In H wird tblicherweise als Skalarprodukt die Wechselwirkungsenergie
(1.2.19) zugrunde gelegt. Elemente dieser drei Hilbertr&ume werden durch
formal adjungierte bzw. adjungierte Operator-Matrizen aufeinander abge-
bildet, die sich aus den in (1.2.9/13) sowie (1.2.27/28) bzw. (1.2.21/22)
sowie (1.2.34/35) definierten Operatoren T und T* sowie L und L* bzw. T

und T* sowie L und L* ergeben (siehe aduch Tafel 3):

N AN

A3(3,2+g (e +e,TG-TQ)€EB(e -€ 1 +T) (n+n,x) €0

o L*¥ O
T* o) (o}
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Mit der selbstadjungierten Operatormatrix

™

+ E, (1.2.44)

die Elemente (e,T) auf sich selbst abbildet, ergibt sich als Abbildung

von A auf D

L¥ o (o] S o] o u n=~o
: 0 = (1.2.45)
o O C o lT 0} Pp+p X =0

und umgekehrt als Abbildung von D auf A
. . 1

0] (o] o S o L n +

[}
1=
e
]
{e}

U

O T* cC O lo 0

=

p=0/. (1.2.46)

Die Operatoren dieser Abbildungen sind also nicht injektiv [58]. Dies
ist gleichbedeutend mit der BIANCHI-Identitat (1.1.18). '

Werden Elemente aus A und aus E zu Elementen (t,u), und (g,p) eines
. -~ -~

kartesischen Produktraumes A x E zusammengefaBt [61], so ist dieser mit

der Summe der Skalarprodukte von A und E S R
1 2) 1 2 1 2
X LS =2 SN HE £
[ 4 ) - ’ L4
(ﬁ) (fl. AXE {(é /) \1 (i
1 2 1 2 1 2
= Iu.p.dv *‘{ u, P, dF + le..T. av (1.2.47)
i"i ] ii ij ji
v F v

ein Hilbertraum [62,63]. Darin werden die Elemente (1,2) auf (g,p) durch

folgende Operatormatrix abgebildet:

0
(1.2.48)

™ o

=l
A
e~y
\_./
¥
o lmm
-+
Y]
0

Diese Abbildung ist selbstadjungiert [61], wie sich mit (1.2.23) sofort

ergibt:
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(t,u) O T 2 _2 1
% = {1, Tu} + {u T* 1}
T* O} \u !
~ 2 -1 2 -1
= {u, T*1} + {1, Tu}

1
% ) © (1.2.49)
3]

Entsprechendes gilt fir den dualen kartesischen Produktraum E xDnmit

DEE-O )

dem Skalarprodukt

(DG)...

i
P i,
|

1 2
Tji dav + Jnijxjidv
v

. .
2 = 2
.2.5
ijxji + "5 (nkxij),k] dr, (1.2.50)

+ f
—
= -

in dem eine selbstadjungierte Operatormatrix aus den adjungierten Opera-

toren L und L¥ (1.2.34/35) die Elemente (e,x) auf.(1,n) abbildet:

o L E G, K
. £ I SO g
* ol = \X n . (1.2.51)

Die Abbildungen durch diese Operatormatrizen (1.2.48) bzw. (1.2.51)
kdnnen auch als Gradienten, bzw. a.ls.GﬁTEAUX—Ableitung oder erste Varia-

tion zugeordneter bilinearer Funktionale dargestellt werden [42,61,62,65]:

o T G G
T _ 9Q T
™ o u - P/a u . (1.2.52)

Mit (1.2.23) ist dabei

0, (x.) = %[{1.’1—‘}5} + {u,T*1}]
= {1,Tu}
= {u,T*t} . (1.2.53)
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Fiir die duale Abbildung (1.2.51) kann

o T € €
) %y | (1.2.54)
L* 0 X = 9 X

und mit (1.2.38)

% [{e ,Lx} + {T*e,x}]

10
_—
[y}
-
z
0

= {e,Lx}

{L*¢,x} (1.2.55)

definiert werden. Die Erfassung aller Operatorgleichungen als Gradienten
zweler zueinander dualer Funktionale ist méglich, wenn auch die Bildele-
mente der Abbildungen (1.2.48) bzw. (1.2.51) sich aus je einem Funktional

herleiten lassen. D. h. fiir (1.2.48) muB ein FunktionalHp existieren, so

a(Qp-Hp) e (TG)
8 = - H = ’ > 9 = .2,
o s, p) /4 L s\u o (1.2.56)

bei Beachtung von (1.5.52)

daB aus

+
I

E+ Ry, o, o (1.2.57)

P = aHP (1.2.58)

folgt. Dies ist erfillt durch

HP(IG'E,-EE) = [IG..(EE + EQ) - W(gE) + p*T -ulav

J ~
v
(

- |u*T . % .nar + JP*T-u aF . (1.2.59)
JN d o~ ~J ~
F F
u p

E
Wie die Variation nach ¢ zeigt
E
G, W(e)
- + -
[ T /BEE
e ° !
© J

(1.2.60)
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enthdlt das Funktional Jp Q (T ,u) - H (T ‘U, € )auBer den geforderten
Gleichungen (1.2.57/58) auch dle konstltutlven Beziehungen (1.1.20). Die

duale Formulierung erhdlt man, wenn sich aus

| 3(Q.-H.) E ,
- _ - d d E €
BJd = G(Qd Hd) /3 (g ) ) (K ) (1.2.61)
X
mit (2.2.54)
oH
G X _ da

T +T = /BEE P (1.2.62)

BHd/
n = 9x (1.2.63)

ergibt. Bei Bertucksichtigung von (1.2.38) hat

E
Hy (16, x,e") = Jf[(gG + 0 - w2+ n*..x] av

v

i - G E oy e
F
P

+ I[EE*--(,‘Z xYxn) - (T x & xm¥..xldF  (1.2.64)
F . »
u

die gewilnschten Eigenschaften und (1.2.61) liefert die dualen Grundglei-
chungen sowie auch die zu (1.2.60) inversen konstitutiven Beziehungen

‘(siehe Anhang A2). In Tafel 4 ist die Funktionaldarstellung der priméren
und dualen Grundgleichungen der linearen Elastizit&dtstheorie zusammenge-

stellt.

Die Variation dieser beiden Funktiopale JP(EG,g,EE) und Jd(EG,&,EE)
entspricht im allgemeinen einer Stationaritétsaussage. Extremalprinzipe,
wie sie flr Fehlerabschdtzungen notwendig sind, ergeben sich nur, wenn
das Funktional beziiglich aller variierbaren Grdfen konvex oder konkav
ist. Hat ein Funktional die Sattel-Eigenschaft, d. h., ist es konvex in
einigen Variablen und konkav in den restlichen, kann durch Elimination
der jeweils "falschen" Variablen ein Extremal—Funktional gebildet werden
[61,66]. Wie gezeigt werden kann [66], ist J (T '3 E ) konkav in TG und
konvex sowohl in u wie in eE, wenn die Verformungsenergiedichte W(e )

konvex ist, d. h. wenn
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E.E >0 inV (1.2.65)

gilt. Also hat JP(ZHB'EE) die Sattel-Eigenschaft. Das eingeschrénkte

Funktional
oJ
E, _ G E, _ G p
IP(E"E )y = JP(Z 12’15 ) {'_l: ’ /aIG}
= I[W(_E_E) -p* .glav - J,E*T - u dF (1.2.66)
v F
P

ist bei Erfillung von (1.2.65) streng konvex, so daB die exakte L&sung
diesem Funktional (1.2.66) gegeniiber allen elastischen Zustédnden, die

nuxr die Bedingungen

oJ

{6:%, /. g} =0 , | (1.2.67)

3T

also die geometrischen Bedingungen (siehe A2)

§E+§Q=%(V5+HE) inv ,

‘ ' (1.2.68)
u" = u* auf F
~ ~o u »

erfillen und damit geometrisch zuldssig sind, den kleinsten Wert, das

Minimum gibt. Umgekehrt ist

3T 3J
G - G E, _ P _ E p
Te(T) =3d (e - {g, /ag} {e /3§E}
E
W(e™)
= I[w(EE) - EE.. /asE - EG..QQ]dV.
V - -
+ JB*T 7% . nar (1.2.69)

bzw. bei Bericksichtigung der konstitutiven Beziehungen (1.1.24) und An-

wendung der LEGENDRE-Transformation (1.1.23)

IPC(IG) = - J[W.C(IG) + IG.._E_Q] av +JIG..£g*dF (1.2.70)

v F
u
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@ E
Primdres Funktional
G E
dolz a,e)
G oJ oJ
5 G ~" 3u
T ~
|
g Y '
J—t- (8¢ :-—E} = 0 -—#l
o€
CE\ _ G
: I | A\
G aJd J
{61 '__G'.'} = 0
a1
[y
9J aJ
d
{6)-5'3_)(} o} {6§E,—%}=0
2 o€
Duales Funktional
G E
Jd (E IXJE )
X

@

Tafel 4 :

- Fupktionaldarstellung der primédren

und dualen Grundgleichungen

der linearen Elastizit@tstheorie
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streng konkav. Dieses gegeniiber Jp eingeschrénkte Funktional nimmt also
unter allen statisch zuldssigen Zusténden fir die exakte Losung den grd8-

ten Wert an. Die statische Zuldssigkeit besteht in den Bedingungen

9J

{6y, =21 =0, a.h. g -+ =0" inv ,
G *
T .n + P¥ =0 auf F ’ (1.2.71)
- ~ . N ~y p
. 33 s WeEF
{ée™, —-%% } =0, d. h. T - —s = 0O inv . (1.2.72)
85 e

Damit existieren fir die primdre Formulierung zwei zueinander komplemen-

téire Funktionale I und I .
p pc

Analog dazu ist auch in den dualen GrdBen, den Spannungsfunktionen X
und Inkompatibilitdten n die Formulierung zueinander komplementédrer

Funktionale mdglich.

Das duale Funktional Jd(IG'X'EE) ist fiir positiv definites WE(IG) konkav

in EE und in x sowie IG konvex. Also ist das eingeschrédnkte Funktional

aJ
G _ G E E d
Id(E ,)_() = Jd(E .42 ) - {E ' aeE } ,

Gy, _ %
J[WC(I ) - n*..xlav
- I[EE*“( x X xn) - (Vxg x .5)*"X] dar (1.2.73)
F

fir positiv definites WC(IG) streng konvex, d. h. die exakte L6sung gibt
diesem Funktional gegeniiber allen elastischen Zustdnden, die nur die Be-
dingungen

23
(8", —<) =0, | (1.2.74)
o¢

also die statischen Bedingungen

LxxxL-G+1) =0 v,
x - x* =0 (1.2.75)

auf F

Ixgyxp-(xYXxm*=0 d
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erfillen, den kleinsten Wert, das Minimum. Umgekehrt ist

E G, E
I,.(e) =395(t%.e)
9J oJ
d G d
-{XU—}-{I '—"'}
92X BIG
G
aW_(1)
= J[W % - .. =¢ ; - X Blav
v 3T
+ [[gE..(N x x X n)¥ - (V x §|E x n)..x*]arF, (1.2.76)
F
P
bzw. mit (1.1.24) und (1.1.23)
I J[W(e ) + e .. T ]dv
v
+ J[ E (Y x x' x n)* - (V x E‘E x n)..x*lar (1.2.77)
Fy

streng konkav fir positiv definites W(EE). Dieses Funktional Idc nimmt

also unter den Bedingungen

hj e
{6>_<,—x—}=o, d. h. ¥xeg xV=n* in v,
eE - e*¥=0 auf F ,
= = - u
— 3
X xp- (Uxe xp)*=0 auf F,  (1.2.78a)
G
ENJ W (1)
{s1°, -—%} =0, d.h. € = — in v, (1.2.78b)
9T T

also unter allen geometrisch zuléssigen Zusténden filir die exakte L&sung
den gréBten Wert an. Es existieren damit auch in der dualen Formulierung

zueinander komplementdre Funktionale I_. und Idc' so daB zwei gleichwer-

d

tige Darstellungen der Eingrenzung des exakten Funktionalwerts gegeben
sind;

I (T™ <1 =1 <1 (e, , (1.2.79)

pc - pc P P~ =

E~ GRS
< = < .2.
Iole ) ST, =T33 Tt ). (1.2.80)
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Durch diese dualen Schranken entstehen jedoch keine zus&@tzlichen neuen
Mdglichkeiten der Eingrenzung, da, wie sich durch partielle Integrationen

leicht zeigen 13Bt, folgende Gleichungen gelten:

Icle ) = -Ip(g € ) . (1.2.81)
G G
TN = - LG & . (1.2.82)

1.3. Ungleichungen und pauschale Fehlerschranken

Die Darstellung elastosfatischer Randwertprobleme als Operatorglei-
chung Ay = E.mit positivem symmetrischen Operator A, speziell auch mit
A =T*¥CT oder A = T*T und adjungierten Operatoren T* und T,beziehungs-
weise in schwacher Form als Variationsgleichungen komplementdrer Funk-
tionale, erméglicht es, Ungleichungen der Funktionalanalysis [9,55,67]
bzw. der Variationsrechnung [59] zu Fehlerabschidtzungen und zur Ein-
schlieBung der exakten Losung heranzuziehen. Hier werden verschiedene

Moglichkeiten dafir vorgestellt.

Mit Ungleichungen von KORN'schem Typ kann die Existenz und Eindeutig-
keit der L6sung sowie deren stetige Abhdngigkeit von den gegebenen Daten
gezeigt werden. Da hier jedoch vor allem numerisch relevante Abschdtzungen
gegeben werden sollen, sei hierzu nur auf einige Verdffentlichungen ver-*

wiesen [68-72].

Im Hilbertraum der elastischen Zustinde [S5] kénnen fir die dort de-
finierten Formulierungen eines Skalarproduktes bzw. einer Norm folgen~-

de Ungleichungen der Funktionalanalysis angegeben werden:

Die Dreiecksungleichung

1/2 1/2

1/2
{£, + £,, £, + £} 5_{f1'f1} +{£,,£,} ' (1.3.1a)

z. B. also
1 2 1 2 1/2 11 1/2 2 2 1/2
[J(ui +u,)(p, * p,)dB] /2 ¢ [JuipidB] 2., [IuipidB] /2, (1.3.1b)

B=VUF B - B

bzw. [59]
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|{£.£,} {£,.£, | ‘< {£," 2, 1 f} - (132)
und die SCHWARZ'sche Ungleichung
2 .
<
{f1,’§2} = {.flx,frl} {fz.fz} - | (1.3.3)

Fir zuelnander orthogonale Zustande f und f2, d. h Zustande, deren

, 1
' Skalarprodukt {f ,f } verschw1ndet, gllt das Glelchheltszelchen in .

(1 3 1), und damit in der Norm des Raums der Satz von PYTHAGORAS . [55]‘w

Wie bereits in Abschnitt 1.1 erwihnt wurde, lassen sich alle elasti~
schen Zustédnde eindeutig in einen Lastspannungsanteil £ (1. 1 5) und i
einen Eigenspannungsanteil f" (1.1.6) aufteilen. Der Hilbertraum H gex
elastischen Zust&nde kann als§ in zwei abgeschlossene 6rthogonale Unter-

raume H' und H" zerlegt werden [55]

H=H oH", H AH =¢, (3.4
so daB8 fur das Skalarprodukt, die Wechselwirkungsene?gie

(£, £} =0 v € Hr ,}f“ €Hr o (1.3.4b)

gilt. Damit existieren zu einem beliebigen Zustand f die orthogonale
Projektion f£'in H' und die orthogonale Projektion £" von f auf H". D. h.
: n L 4

f' bzw. f" ist die Losung der Extremalaufgabe

{f' - E , £' - E} > minimum ’ (1.3.5)
£' € Hl
bzw.
e - F L, e o o mimtma . (30
f" € H" IR & &

Fir. die konkreten i. a. inhomogenenjRandwértprébIémefist ﬁiE,Lﬁsung durch
eine Uberlagerung einer;?ebmetrisch zuldssigen Ndherung f" und eines

Lastspannungszustandes f' ebenso darstellbar wie durch d1e Uberlagerung

s

elnes<statlsch zulassigen Zustandes f” und eines Elgenspannungszusténdes

AR e ;

IR TTRR

E= e pEFO . L 13D

R R Pt

Dies 148t Sich aus der Betrachtung der Eigenschaften der Differenzzustinde
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f - £f~und f - £®leicht erkennen. Damit ist aber f auch gemeinsame

Lésung der beiden Extremalprobleme

{f - f:’, £ - f’:} —  minimum fir £ € H' ® f'; ’ (1.3.8)

{f - f;; £ - f:} — minimum fir f € H" ® f;s. (1.3.9)

Also ist f gleichzeitig die orthogonale Projektion von f: auf die lineare
Mannigfaltigkeit H' & f: und die von f7 auf H" & f:. Diese beiden Aus-
sagen (1.3.8/9) sind den in Abschnitt 1.2 hergeleiteten komplementé&ren
Prinzipen (1.2.66) und (1.2.70) bzw. (1.2.77) und (1.2.73) gleichwertig.

So entspricht mit

£E b, (54 =5 @u~+ )
(1.3.10)
F¥Zp* in B'=VUF
o X P
das Extremalproblem (1.3.8) dem Prinzip (1.2.66)
1) =i - (e — min (1.3.11)
e H e £
Mit
.
£ = ‘I.'GN invUrFfr_ .,
ij u
- anv : (1.3.12)
e
u* auf F
j u

ist das komplementdre Prinzip (1.2.70) auch durch Skalarprodukte aus-
drickbar

1 : .
-Ipc(f“) =3 {(£3,£5) - {f“’,f‘;} — min (1.3.13)
e H"efg'

/
und damit aquivalent (1.3.9). Der Unterschied zwischen den Darstellungen

(1.3.8) bzw. (1.3.9) und (1.3.11) bzw. (1.3.13) entf&llt bei der Varia-
tion. Die Extremaleigenschaft sowie die Komplementaritdt der Funktionale
(1.3.11) bzw. (1.3.13) ergibt sich unter der Voraussetzung einer positi-

ven Distanz zwischen einem beliebigen Ndherungszustand f und der exakten
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Losung £, also der Existenz einer Norm bzw. eines Skalarprodukts
{£-t,£-£120,
(1.3.14)
{flf} 2 2{f'E}"{£l%} ’

allein aus den Eigenschaften der Skalarprodukte [56]. Mit (1.2.44), der
Gleichheit von doppelter Forménderungsenergie'{IG,'_r_G}s und duBerer Arbeit
{u,p*} fir den exakten Zustand f = IG, dem Satz von CLAPEYRON, ergibt
(1:;.14) fir geometrisch zulédssige Ndherungen

G~

- " CT}\'XV = E in v'
£f=f = (1.3.15)
o~ = u¥ auf F
~e ~ u
das Prinzip vom Minimum des Gesamtpotentials [561]:
G G
-zt ), = {'EG,_T_G}S - 2{y,p*}
s {cTyy, et - 2{¢.p*l). (1.3.16)
Fiir statisch zuldssige Zusté&nde, also Zustédnde mit
R T*E.GN = p* inv ,
f = fN = (1.3-17)
'EGN.’Q' = R* auf FP .. \

liefert die Ungleichung (1.3.14) nach einer Anwendung des GAUSS'schen

Integralsatzes auf {IG,Tﬁi} das komplementdre Prinzip

{IG.EG}S' - 2{u,p} 2 Z{g,gGN -n} - {_t_GN,_T_G“}S . (1.3.18)

Die Ungleichungen (1.3.16) und (1.3.18) driicken ebenfalls, nur durch Ska-
larprodukte beschrieben, die Eingrenzung (1.2.79) des exakten Gesamtpo-

tentials aus.

PRAGER und SYNGE [12-14] geben eine sehr anschauliche geometrische
Darstellung der Tatsache, daB die exakte Ldsung gleichzeitig durch die
orthogonale Projektion von geometrisch zuldssigen Zustd@nden £~ auf die
lineare Mannigfaltigkeit aller statisch zul&ssigen Zustédnde H" & £
wie auch durch die orthogonale Projektion von £~ auf H' @& f; dargestellt
ist. Sie ist also gleichzeitig Ldsung der Extremalprobleme (1.3.8) und

(1.3.9) und liefert den Extremwert der beiden Funktionale Ip und Ipc'



- 40 -

Aus dieser Tatsache, formuliert in (1.3.7) und gleichbedeutend mit
{f-f, £-8 =0 , (1.3.19)

folgt
(E-£%, £-£) + {£-69, £-F) ={f~-£, £~- £}, (1.3.20)

Stellt man elastische Zusténde anschaulich durch Vektorpfeile dar, sagt
(1.3.20) aus, daB f auf einem Hyperkreis mit dem Mittelpunkt 0.5 (£~ + £5)
und dem Radius O.5||f” - f”l|liegt (Bild 1) . Diese geometrische Veran-
schaulichung gibt auBerdem Uber Lé&ngenverhdltnisse der rechtwinkligen
Dreiecke Abschdtzungen der Fehlerenergie, die auch aus der positiven

Definitheit der Skalarprodukte in (1.3.20) folgen

e -l < e -2,
(1.3.21)
e - & < |} -7 .

Bei Beniitzung des arithmetischen Mittels von £~ und £~ als Nidherung folgt

auch

e - ) . . (1.3.22)

"

1 1
e - 5 &+ 2l =3
Eine Fehlerabschédtzung fiir geometrische oder statische Ndherungen der .,
inneren elastischen Energie E ergibt sich aufgrund der Orthogonalitéat
der Last- und Eigenspannungszustédnde lber die SCHWARZ'sche Ungleichung
(1.3.3) und die Abschitzungen (1.3.21)

| ell? -1 ev1?] = [tg-2v, £+

[{£-6v, £-89+ 09+ £}

[{£-£v, £-} + {£-£, f$‘+f~}|

|{£ - £~, £9+ £~}

IA

hd
I £ - e~] || e+ £7 |

A

|| £~ £~] |i- e+ £~]| . (1.3.23)

Die gleiche Abschitzung gilt fiir die Niherung {f¥, £~}.
Der wesentliche Teil dieser globalen Fehlerschranken, das Quadrat der
Energienorm des Differenzzustandes der geometrischen und der statischen

Ndherungen ist nach (1.3.11) bzw. (1.3.13) gleich der doppelten
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- e e (E-FY)

SRR AEE o

Bild 1 :

Geometrische Veranschaulichung von

-2+ [|£-£2 2= £ - £ %, aer Byperkreis
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Differenz der zueinander komplementdren Funktionale Ip und Ipc (oder auch

Tac und Id)
e~ -, o) = 2[5 {67, ) - (2, ) e ]
v 2[5 {59, £ - {f“,f;}Fu]
= 2[Ip(f:"’) - Ipc(f’“)] . (1.3.24)

Die Abschdtzung des Fehlers f - £~ in der L,-Norm ist mdglich [73], wenn

fir den positiv definiten Operator der zugrinde liegenden Operatorgleichung
Au = T*C Tu = p, hier also der NAVIER'schen Differentialgleichung, in He~,
also unter Beac;tung der geometrischen Bedingungen eine untere Schranke
A fir den kleinsten Eigenwert Ao bekannt ist oder berechnet werden kann

[17-25 u.a.]. Dann gilt
- = - 2 - 1/2
| £- £l L~ | w u“||L2 S [3 e -1 9N Y%L (1.3.25)

Kann eine reelle positive Konstante k bestimmt werden, so daB fiir alle

geometrisch zuldssigen Ndherungen g" die L_-Norm .

€| . = sup |5|5k[2JW(§(g"»dv]1/2 .. . (1.3.26)
u € H~ _
~ v
nach oben begrenzt ist, ist wegen
I (F7) - I (f) = |W(e™ - ¢€)av (1.3.27)
p( ) P( I (€ €

v

auch der maximale glokale Fehler angebbar:

l£-2 < k[2(Ip(f"’) - Ipc(f“))]l/z . (1.3.28)

Wird der Defekt 4 der Ndherung £~ bestimmt

- TFCTU” - p inv '
~ (1.3.29)
(CTg")-g-}: auf FP '

)
i

so gilt neben (1.3.25) auch [73]
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2
AMlu-u ||Z <22 (£ - 1(£))

= JQT. (@ - uw aB . (1.3.30)
B=VUF
P

Daraus gibt die SCHWARZ'sche Ungleichung (1.3.3)

2
Mg -l s gl lls - e~y - (1.3.31)

Da (1.3.26/27) auch

I -l 2 < x® 2 - 1o (1.3.32)

bedeutet und entsprechend (1.3.30)

lg-u~l 2 <x®llall, lle-gly (1.3.33)
2 2

gefolgert werden kann, gilt als Kombination der beiden Ungleichungen
(1.3.31) und (1.3.33) auch

~np 2 L K2 2
le-£~1 <3 ngLz . (1.3.34)

Die Verkleinerung der meisten dieser Fehlerschranken bedeutet also gleich-
zeitig die Minimierung der Funktionale der beidéﬁ kbmplementéreﬁ N&herun-
gen £~ und f¥. In endlich dimensionalen Unterr&umen H; des Lastspannungs-
raumes H' bzw. H; des Eigenspannungsraumes H" aus linear unabhdngigen

Funktionen fi bzw. f; wird dafiir die lineare Mannigfaltigkeitcifibzw.djf;ge—

bildet und durch Variation der Freiwerte ci bzw. dj der Fehler minimiert:
[| £ - f“‘”2 =|]f~+c.f:—f“-d.f'.'||2—>min . (1.3.35)
o ii o 373
ci'dj

Daraus folgen die beiden linearen Gleichungssysteme [40,74]

RESE I3 DL R E PR S o) (1.3.36)
e £5hay = (), £y - £} (1.3.37)

zZur systematischen Verbesserung der beiden N&herungen. Damit diese Feh-
lerabschdtzungen ginstige Ergebnisse bringen, missen beide N&herungen,

f~und £™mit ungefidhr der gleichen Genauigkeit bestimmt werden [75].
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Dies ist jedoch sowieso bei elastizitédtstheoretischen Problemen sinn-

voll, da beide Nidherungen gleich wichtige physikalische GréBen liefern.

Eine prinzipiell andere zweite Moglichkeit zur Bestimmung und Verbesserung
von Fehlerschranken soll hier kurz erldutert werden. Sie wird in dieser
Arbeit jedoch nicht numerisch erprobt, obwohl ihre Anwendung unter ge-
eigneten Umstdnden vorteilhaft sein kann. Sie beruht auf der Kenntnis

und Verwendung eines benachbarten kleineren Operators; dabei ist ein
Operator A, kleiner als ein Operator A, wennA.--A0 im gleichen Definitions-

gebiet positiv definit ist.

Die Existenz des Skalarproduktes (1.2.17) im Hilbertraum A ist gleich-
bedeutend mit dem Satz von BETTI (1.2.20) und beinhaltet auBerdem die

Symmetrie des Operators A = T™* Cc T, so daB im Definitionsgebiet von A

1 2 1 2
{E'AE} = {Ag,g} (1.3.38)

gilt. Die doppelte elastische Energie der Lésung ist nach (1.2.42) ohne

Extradehnungen gQ

2E(w) = {p,u} = {Au,u} . (1.3.39)

~o

Sie ist, da A ein symmetrischer und positiv definiter Operator ist, mit

Hilfe einer Néherungslésung W}’ nach unten abschitzbar [76]: -

' {p,u} 2 {2p - auy, ut . ~ (1.3.40)

Kann zum Operator A ein benachbarter symmetrischer Operator A mit dem

gleichen Definitionsgebiet so gewd@hlt werden, daB aus der Gleichung

Aol~1-2 ='g—A'g,i" (1.3.41)

die Ldsung u2 exakt bestimmt werden kann, ergibt sich, falls A, groBer

als A ist, die folgende schidrfere Ungleichung:
v
{p/u} 2 {B'}.‘.T} +{p - Aud, ur + u,l . (1.3.42)

Ist Ao nur groBer als 0.5 A, gilt

Apat 2 {2p - agy, it + {28 -R)g,u,}.  (1.3.43)
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Eine komplementdre Ungleichung ergibt sich fir einen positiv definiten
Operator Ao’ der im Definitionsgebiet von A kleiner als A ist:

{put<{pu;} +{p - Agy, gy + u,} . (1.3.44)
Die Ungleichungen (1.3.43) und (1.3.44) geben damit fir benachbarte
Operatoren Ao’ die zwischen O0.5Aund A liegen, eine beidseitige Eingren-
zung der Energie der Ldsung [76], ohne wie vorher zwei 2zueinander kom-
plementdre Funktionale zu beniitzen und diese beide néhefungsweise 2u
18sen. Jedoch muB die benachbarte Operatorgleichung exakt l&sbar sein.
Ein solcher immer mdglicher benachbarter Operatorpk)ergibt sich mit dem
kleinsten Eigenwert Ao des positiv definiten Operatoxrs A, vorausgesetzt
es existiert eine zugehdrige Eigenfunktion. Ao ist dann das Ao—fache

des Einheitsoperators I.

Eine Mdglichkeit, bei finiten Berechnungen, z. B. bei Finite-Element
Ndherungen Fehlerschranken zu berechnen bzw. zu verbessern, liegt darin
begrindet, das asymptotische Verhalten dieser N&herungen bzw. ihrer
Diskretisierungsfehler auszuniitzen. Damit ist durch Extrapolation éine
wesentliche Konvergenzbeschleunigung [77-79] und Verbesserung von
Fehlerschranken [40] erreichbar. Dies wird bei der Untersuchung des Dis-

kretisierungsfehlers (Abschnitt 3.2) erlé&utert.

Eine weitere Moglichkeit, Fehlerschranken zu'Bestimmen, hat aen einen
Nachteil, bisher nur fir spezielle Probleme, spezielle Differential-
gleichungen vierter Ordnung, wie das Plattenproblem, anwendbar zu sein
[80,81]. Diese Abschétzung beniitzt 'a priori' Ungleichungen, d. h. im
wesentlichen obere Schranken aus bekannten Randwerten fiir die L2—Norm
der gesuchten Ldsung, die bei finiten N&herungsberechnungen zu sehr
guten Fehlerschranken fiihren kénnen [82]. Sie wird hier vor allem als

Anregung zu weiteren Untersuchungen erwéhnt.

1.4.Punktweise Fehlereingrenzung

éei Berechnungen technischer Projekte, ist es hdufig besonders wichtig,
fir einzelne kritische Stellen Schranken fiir die zu erwartenden Verfor-
mungen oder inneren Kréfte angeben zu kénnen. Das bedeutet, daB ein Funk-
tionswert oder ein Wert von bestimmten Ableitungen einer Ldsungsfunktion
eingegrenzt werden muB. Der Schliissel zu solchen lokalen Schranken ist

die Kenntnis der Fundamentalldsung bzw. der GREEN'schen Funktion g des

-
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Problems. Ein GREEN'scher Zustand g hat auBer im singuldren Punkt z? homo-

gene Kompatibilitdts-Bedingungen sowie die geometrischen und statischen
Randbedingungen des Problems in homogener Form zu erfillen. Auf die Be-
stimmung spezieller GREEN'scher Zustédnde, insbesondere ihres singulédren
Teils gs und die Art ihrer Singularitdt wird hier nicht eingegangen, da
dies problemabhédngige Grd8en sind (siehe dazu Abschnitt 4.2.2). Es sei
aber vorausgesetzt, daB ihre Energienorm beschr&nkt ist. Ist das nicht

der Fall, muB etwas anders vorgegangen werden [36,59].

Die im Punkt 5? einzugrenzende Funktion, ‘z. B. u. . ist mit einem

passenden singulédren Zustand g, z. B. piEggp), in einem Skalarprodukt
so zu verkniipfen, daB dieser Energieausdruck den gesuchten Funktions-
wert liefert [36,38,59,83 u.a.]. Zur Abschidtzung sind dann die in Ab-
schnitt 1.3. beschriebenen Schranken zu benitzen. Die Kommutativitéat

des Skalarproduktes
{f,9} = {q,£} , (1.4.1)

hier gleichbedeutend mit dem Satz von BETTI fiir singuldre Zustédnde [841],
liefert eine Verallgemeinerung der GREEN'schen Formeln fir Differential-
operatoren [38,59,83]. So ergibt sich die Arbeit der gegebenen Lastenan dem

den GREEN'schen Zustand reprisentierenden Verschiebungsfeld 29

i

fv-£ %

{£f,q} = Jp?u‘idv + [p;!‘_ugdv + S(g:‘p) ce (1.4.2),

und nach (1.4.1) gleichwertig die Wechselwirkungsenergie zwischen GREEN'

schamSpénnungsfehiIg und gegebenen kinematischen GréBen
= g g _Q* p
£} = T7 u¥ - .
{qg,£} Jnlrljuj ar Jrijejidv + V(x%) (1.4.3)
F {v- gp}

Dabei ist S(z?) bzw. V(fP) die statische bzw. kinematische GrdB8e, zu der

mit dem passenden GREEN'schen Zustand g Schranken berechnet werden sollen.

Im allgemeinen ist jedoch von diesem notwendigen GREEN'schen Zustand
g nur der singuldre Anteil gs bekannt, wdhrend der regulére Teil gr als
Loésung eines zugeordneten inhomogenen Randwertproblems bestimmt werden

muB [38], z. B. bei einer GREEN'schen Verschiebungsfunktion E‘g = 'Es +E’r aus
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T*CTu =0 in v,
2? = - ES auf Fu'
(€Tg) -g =-(€Tg) .p auf F. (1.4.4)

Ein sinnvoller Weg zur Ermittlung von gr ist sicher die Verwendung der zuein-
ander komplementdren Funktionale (1.3.11) und (1.3.13), flr deren Ndherungs-
1dsungen g~ und g™ die Fehlerenergie ||g~ - gﬁﬂlmit (1.3.25) abgeschétzt

werden kann:

2 Yoo Iy
- = 2[1 - . 1.4.5
g~ - i [1,6™) - 1, ()] (1.4.5)

Dabei ist g™ ein geometrisch zuladssiger und g™ ein statisch zulédssiger

Zustand

g~ =g+ g™, (1.4.6)

T =g+ g™, (1.4.7) -

fir die die Wechselwirkungsenergie mit f nach (1.4.2) und (1.4.3) die beiden

Ndherungen
~ = | p*u? - e ; :
{£,0™} Ipiui av Jpzui ar + S¢£F) (1.4.8)
-{xP F
v-{xP} o N ‘
= o | T 0% P
{d™, £} Jni'r?_‘;‘uj dF JtijejidF + V(x) (1.4.9)
’ Fu V—{E‘P}

hat. Die gesuchte statische bzw. geometrische ZustandsgréBe an der Stelle

zp ergibt sich aus der Differenz dieser Ndherungen

FP) =565 - 7D

iijj ijij i1
Fa v-{xF} v-{xP}
- IP’;u‘iJNdF + {f,4~ - ) . (1.4.10)
Fp

Da die hierin vorkommende exakte LOsung f des Ausgangsproblems natlirlich
nicht bekannt ist, ist eine der aus den Funktionalen (1.3.11) oder (1.3.13)
bestimmten N&herungen £~ oder f™ bzw. auch der gemittelte Zustand 0.5 (£~ + £Y)
zu verwenden. Dafir gilt folgende Abschdtzung nach SCHWARZ (1.3.3):
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1,
| {£,g~- g} 3 (87 + £9, g~ - g™} |

[{£ = (£~ + 9,9~ - g™}

A

le - S~ + e [lg~ - o™l . (.4

Mit der Abschdtzung (1.3.22) erhédlt man schlieBlich
e, g - ) - e+ Fg” - ] s e -2 [l - Pl - (1.4.12)

Flir die sich damit aus (1.4.10) ergebende Niherung des an der Stelle 5?

einzugrenzenden Zustandes

F (xP) = Jn.Tg§ u¥ dF - IP?u?”dF
N~ iij 3 i

1
F F
u D
_J[rg‘;’e%; + phd~lav + —;—[f‘" + 9,4~ - o) (1.4.13)
v-{xF)

gilt wegen (1.4.12) also folgende Fehlerabschétzung

|F(xP) - FN(5P)|5 % | &~ - £ i|~-9=| . (1.4.14)

Diese Eingrenzung kann mit (1.4.5) auch durch N&herungswerte der Funktionale

ausgedriickt werden:

IFf) - F |

ST ™) -1 (™ 9y -1 %12 (1.4.15
[, -1 ) @ @™ - 1 P12 )

Eine Variante dieser punktweisen Fehlereingrenzung, die zu einer anderen
unter Umst&nden kleineren Fehlerschranke fihrt, sei fir den speziellen Fall
der lokalen Eingrenzung einer Verschiebungskomponente kurz erlautert [38,39].
Der wesentliche numerische Aufwand, d. h. die Zahl und Art der ndherungs-

weise zu ldsenden Extremalaufgaben ist dabei gieich.

Die Beziehungen (1.4.2) und (1.4.3) kénnen, wie bereits erwdhnt wurde,

~ als Verallgemeinerung der sogenannten GREEN'schen Formel [59] geschrieben

Q

werden (E = 0):
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Py, _ Py .5 = |p*u? *,,9 - g .* .4.16
V(;\g ) uy (x ) - p inui av + inui dFr fniTijuj dF . (1 16)
V—{,}ip} Fp Fu

Wie vorher sind fir den darin vorkommenden GREEN'schen Zustand 2?==Ef-+gf
wie auch fur die L&sung des Ausgangsproblems geometrisch zuldssige und
statisch zuldssige Ndherungen zu berechnen, deren Funktionalwerte die
jeweiligen exakten Funktionale eingrenzen:

Ipc(f’*’) < Ipc(f) = Ip(f) < Ip(f"’) ; (1.4.17a)

X X Y X
I N <1 =1 g § ~) . 1.4.17b)
pc(g ) pc(q ) p(g ) p(g ) (

Die Verknipfung dieser beiden Randwertaufgaben, so daB damit Schranken
fir f in einem Punkt 5? berechnet werden kénnen, wird hier durch die

Untersuchung einer Linearkombination
' r
q:=u+au (1.4.18)
beider Probleme mit einem Farameter o erreicht.

Die dafir geltenden Gleichungen sind:

T™*CTg = p* in v;
g = u¥ - au® auf F,r (1.4.19)
~ ~ ~ .. N
€rg-p=pt-acTydn auf F_ .

Wird deren Ldsung q ebenfalls mit Hilfe der beiden Funktionale (1.3.11)
und (1.3.13) ndherungsweise bestimmt, kann fir den exakten Wert, der

sich aufgrund der Uberlagerung (1.4.18) zu

L@ = 1w + o’ 1) - el &P - ue®)p (1.4.20)

ergibt, eine Eingrenzung ermittelt werden. Mit den N&herungen fir u und

Bf ist die obere Schranke

Ip(qr"') = 1 () + a2IP(ur~) + 20B (0™, u™~), (1.4.21)

wobei explizit

T
2B(w~,u"~) = J[(CTE‘rN)T . Twv - p* . u™]av
v
- J[5~T ~CTu'™~.n + B*T - u'~ 1aF ., (1.4.22)

o |
ol
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bedeutet.

Die untere Schranke far Ip(q) lautet entsprechend

= GN 2 rw GN rN
Ipc(f) It )+a1pc(3 ) + 2aB_(T®,177) (1.4.23)

mit

~ N ~

28_(°%, 7% = J(IG“..nur* +7"™.. hu*) aF - JTIN-SEGNdV. (1.4.24)
F v

u

Die Schranken (1.4.17a) fur das Funktional des Problems, dessen L&sung £
im Punkt 5? in beidseitige Schranken eingeschlossen werden soll, sowie
die des Variationsfunktionals zu (1.4.4), zur Berechnung des Regulérteils

des GREEN'schen Zustands, fiuhren die Gleichung (1.4.20) in die Ungleichun-

gen
(1,0 (%™ - 1] +a2[Ipc @™ - 1 (™)) - 2085
< atu &P - zP)p <

IA

[I (™) -1 (O] +a2[I (™~ -1 (1] -
p~ pc - P~ pc -,

2aBC(TGN,Tq”) (1.4.25)
- 1= .. .
dber. Das bedeutet flir o < O eine Abschédtzung

- e < (u &P -ulEP)p + Bl +B (5%, 1) < e (1.4.26)

mit der Eingrenzungsspanne

1 ~ G, Yo, _ r,
m2e=-(g ) - (@™] +alr @™ -1 (1]
+ 2[B™u™) - BN, T . (1.4.27)

@ = - |—E£ 2 (1.4.28)

(1, @™ -1 (™)
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nimmt sie ihr Minimum

— ~ - GN Y - rﬁ 1/2
Evin = 2[(Ip(g ) = I TN ™) - T N1
- [B@™,u™) - BC(IG“,Ir“)] (1.4.29)

an. Ein Vergleich der beiden punktweisen Abschétzungen (1.4.15) und (1.4.26)
hinsichtlich ihrer Genauigkeit bzw. ihrer Unterschiede und Gemeinsamkeiten

wird hier nicht durchgefihrt.

Die folgenden drei Méglichkeiten wurden bei der Besprechung pauschaler
Schranken (Abschnitt 1.3) bereits erl&dutert bzw. erwdhnt.
So koénnen prinzipiell auch punktweise Fehlerschranken mit Hilfe eines
sogenannten kleineren Operators A ermittelt wexrden [76], jedoch erscheint
die Forderung, daB die Operatorgleichung mit Ao exakt gelbést werden muB,
als so starke Einschrénkung, daf das Verfahren hier nicht weiter darge-
legt wird.
Interessant hinsichtlich der punktweisen Schranken ist es jedoch, aus der
Kenntnis einer Folge von Ndherungswerten zu verschiedenen Diskretisierungs-
stufen und ihres asymptotischen Verhaltens untere und obere Schranken fir
den exakten Wert zu bestimmen [85-87]. Genaueres hierzu wird bei der
Untersuchung der Diskretisierungsfehler (Abschnitt 3.2) gesagt.
Die Mdglichkeit, Gber 'a priori' Ungleichungen punktweise Schranken zu
erstellen, besteht leider bisher nur bei speziellen Randwertproﬁiemen,

wie z. B. einer allseitig eingespannten Platte [80,82].
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2. GRUNDLEGENDE BEZIEHUNGEN DER THEORIE DUNNER SCHALEN

Tragwerke sind im allgemeinen dreidimensionale Strukturen. Wenn die
charakteristischen Abmessungen es gestatten, werden sie aber aus rechneri-
schen Zweckmdfigkeitsgrinden durch fldchenhafte oder gar eindimensionale
Modelle angendhert. Die Theorie der fléchenhaften Tragwerke, insbesondere
der Schalen, kann deduktiv Uber Reihenentwicklungen bezliglich der Norma-
lenkoordinate aus der Theorie des rdumlichen Kontinuums hergeleitet werden
[55]. Aufgrund der verschiedenen Mdglichkeiten bei den notwendigen Reihen-
abbrichen ergeben sich dabei eine Vielzahl von Varianten. Fir eine lineare
Theorie dlinner Schalen liegt trotzdem die Formulierung der Grundgleichun-
gen bei elastischen Werkstoffen in dhnlicher Klarheit wie in der drei-

dimensionalen Kontinuumsmechanik vor.

In diesem Kapitel wird das Vorgehen zur Herleitung allgemeiner Grund-
gleichungen flir Fl&chentragwerke und zum Ubergang in die lineare Theorie
dinner Schalen kurz geschildert. Das Hauptgewicht liegt jedoch darauf
zu zeigen, daB diese speziellen Grundgleichungen dasselbe duale Verhalten
aufweisen wie die Gleichungen der dreidimensionalen Theorie, und auBer-
dem ebenfalls als Operatorgleichungen in einem Hilbertraum formuliert
werden kénnen. Damit sind die meisten vorstehend dargelegten Moglich-
keiten zur pauschalen bzw. punktweisen Fehlerabschétzuhg anwendbar.

\
2.1. Eine deduktive Herleitung von Grundgleichungen einerallge;

meinen Schalentheorie

Eine M&glichkeit der Herleitung, die auBerdem den Vorteil hat, der
Spezialfall einer allgemeinen Schalentheorie fiir beliebige Werkstoffe und
beliebig groBe Verformungen zu sein, wird von KRATZIG [49] durchgefihrt.
Die trotz der Beachtung der Prinzipe der Mechanik und der Vermeidung
jeglicher 'a priori' Annahmen auftretenden Widerspriiche, die Unschirfen
der Schalentheorie, erscheinen dabei 'nur' im elastischen Gesamtpoten-~
tial bzw. in seinen komplementdren oder dualen Darstellungen [50]. Diese
Widerspriiche verletzen aber nicht die Voraussetzungen, die in den allge-

mein erlduterten Eingrenzungsverfahren erfiillt sein missen.

Den Ausgangspunkt der hier dargestellten Herleitung [49,50,88] einer
allgemeinen Schalentheorie bildet der Energiesatz fiir das dreidimensionale

Kontinuum in seiner globalen Form ohne Dampfungsglieder.
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Fir eine bestimmte "momentane" Verformungsphase des bewegten Kontinuums
ist die Anderung der gesamten Formanderungsenergie und der kinetischen

Energie gleich der Energiednderung der Massenkrédfte und Oberflichen-

spannungen:
= J[w" 29 1V av = JPVT .vvo¥av + % P yVar . (2.1.1)
v : v F

Hierbei bedeuten dV ein materielles Volumenelement und dF dessen Ober-
flachenelement zur Zeit T, pv die Massendichte, W die Forméinderungs—
energie und Bv den Massenkraftvektor pro Masseneinheit sowie 'gv den
Spanrungsvektor auf 4F. XV ist das Feld der Geschwindigkeitsvektoren,

die materielle Zeitableitung gy des Ortsvektors £y = £Y(ea,e,+) eines
Punktes pY mit den dimensionslosen Koordinaten 61 : 01,02,03 = 0 (siehe

Bild 2).
Nach dem WEIERSTRASS'schen Approximationssatzkannzy:hleiner Entwicklung
beziglich der Normalenkoordinate © mit im allgemeinen anfanglich unbe-

kannten Direktorfunktionen g,

3

%0t =1 E (e "g 0%, 1) ; A = t/L (2.1.2)
n=o

beliebig genau dargestellt werden. Hierin reprdsentiert L eine charak-
teristische Schalenabmessung [89] und t die charakteristische Dicke des
‘unver formten Kérpers. Der Ortsvektor r der unverformten (t = O0) oder der
verformten (T # O) Referenzfldche, die durch © = O charakterisiert wird,
ist nach (2.1.2)
Lg (6%0 =:Lp () t=o0
(e 1) = fiir . (2.1.3)
Lg (%1 t#0

Durch partielle Differentiation nach den Koordinatenlinien Oa ergeben

. . . , o
sich daraus die kovarianten Basisvektoren 2 bzw.-ga der unverformten

bzw. verformten Referenzfldche und damit auch ihr Metriktensor, z. B.

a ., =a_ -a,. Der Normaleneinheitsvektor &. bzw. a, ist das normierte
af  ~a ~B . ~3 ~3

Vektorprodukt dieser Basisvektoren. Die Winkel&dnderung zwischen Normalen-
=a_ -a

B ~3 "‘urB'

beschrieben. Der Unterschied der Lage eines Punktes im unverformten und

richtung und Basisvektoren wird im Krilmmungstensor, z. B. bd
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verformter Zustand

9123 *. f@z'zz

2
PV ()
3 21
7, P -

\. .
aV ~a,
~ . el'zl

)
e 423 :
"o
a 13
~3 02,22 Referenzfléchen
8 <
z~ ‘
‘ unverformter Zustand
- (t=0)
)
\'
\ .
\G) 2!
o)
E‘V
g-1p,
r=Ld
~o ~o
x3
XZ

Bild 2 : Unverformtes und verformtes Schalenkontinuum
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im verformten Kérper ist anschaulich durch den Verschiebungsvektor

1

z’'©%0,t) - £'(%,0, 0

L E oo™ (0%, t)
~n
n=0

u’©%,0,t)

il

n a o
LZ@ (A0) (g (© () - D (©® )) (2.1.4)

dargestellt. Als Bezugssystem der Vektoren wird dabei auch eine kontra-

. . o0 o . a o o o .
variante Basis a bzw. a mit EB -a = % -38 =.GB benutzt. So ist der

Vektor der Direktorfunktionen sowie ihrer partiellen Ableitungennach0%,z.B.
des verformten Kérpers [49]
i i

d : =4 .,a , d = A, a . (2.1.5)

~n ni~ ~n,o nio~
Mit diesen wesentlichsten kinematischen GroBen 1l&aBt sich der Unterschied
zwischen der urspriinglichen und der verformten Konfiguration analog dem
GREEN'schen VerzerrungsmaB der dreidimensionalen Theorie als Differenz

charakteristischer Tensoren in der Basis der Referenzfldche darstellen

[50]:

1 _9
a(aB) : = 2(aa8 aaB) , (2.1.6a)
Md . :=d.-D. (n=1,2...), (2.1.6b)
ni ni ni
(o]
AN . :=A. -% . (n=1,2...). (2.1.6c)
nio nig nig

Zhnlich der Approximation des Ortsvektors (2.1.2) und damit des Ver-
schiebungsvektors (2.1.4) mit ihrem Bezug auf eine Fl&chenbasis ist auch
fir die globale dynamische Aussage des Energiesatzes (2.1.1) ein Ubergang
auf GrdBen einer Flachentheorie durchzufihren.

Wird der Spannungsvektor Ry definitionsgemdf als Skalarprodukt von

]

. . i, . " . .
Normaleneinheitsvektor n n.g inr der kontravarianten rdumlichen Basis

gl und CAUCHY'schem Spannungstenscr I bezliglich der kovarianten Basis

~

gj geschrieben, ist nach Anwendung des Integralsatzes von GAUSS eine
Integraltransformation des Energiesatzes (2.1.1), eine Erweiterung mit
dem skalaren Funktionensystem ¢(0) = (XO)l, (1L =0,1,...), dessen Zeit-

ableitung é verschwindet, mdglich:
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/g gt . vY) Je@ av . (2.1.7)

Wird fir den Geschwindigkeitsvektor xv die Zeitableitung des Ortsvektors
‘Ev (2.1.2) beniitzt, kann formal die Integration Gber die Variable

O(t1 £0s< t2) , also Uber Schalendicke durchgefiihrt werden. Dazu werden
fir die Anteile der wesentlichen Gréfen Momente eingefihrt, die alle auf
die Metrik der verformten Referenzfldche (a = det a, ) bezogen sind

[49,50]:

B

Resultierende und héhere Momente der Formdnderungsenergie:

2 .
whon /&' = AleVp"/E‘elde ) (2.1.8)
t

Resultierende und héhere Momente der Massendichte:

YA }\IJpv\/c? otao , x°=1. (2.1.9)
t
Spannungsresultierende und héhere Spannungsmomente: °
ElaL/a-i' = )\lJTanjlla Olde . (2.1.10a)
t
El3Lfa-l= Aljr33gj/§‘el'1 ao , g°3 =0 . (2.1.10b)
t
Resultierende Belastung und héhere Lastmomente:
t2 '
ploL/a = ;\lJpr"/& otao + (g"fg'g"a's' ol) lt1 . (2.1.11)

t
Wird nach der Integration iiber © auch die Zeitdifferentiation durchge-
fihrt, kénnen wie im dreidimensionalen Kontinuum durch Geltendmachung
von Homogenitdt und Isotropie des euklidischen Einbettungsraums nach
dem Prinzip der r&umlichen Invarianz [49], d. h. einer unver&nderten Ener-
‘giebilémé bei beliebigen Starrkdérpertranslationen und -rotationen, in
diesen GroBen der Referenzfldche folgende Sdtze von Feldgleichungen

gewonnen werden:
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Das Gesetz der Massenerhaltungen:
pva = BY8 . (2.1.12)

Die Symmetriebedingungen der Spannungsgrdfen (q = 1 +n)

00

l(aB) _ ﬁl(Ba) - E [nquadn? + 3% B 1,

n=0,1,... n-e A
(2.1.13)
«©
E [m333a @ - 3% 3 4 p983) ¢ ) 3720
ne n. n-e n-¢ :
n=0,1,...
Die Bewegungsgleichungen (g = 1 +n):
manl _ meqa3 _ qmq36 =_p—q8 )
o o
03| +p n®B L @33 533, T (2.1.14)
o oB -
=1i  _ Pll - 2 :kqel .
m
m=
Die Energiegleichung:
Wlp = _;__ﬁl(as)é + (ml+n3la o+ ml+nai)-‘ ). (2.1.15)
af Z ni nio

n=1

Die kovariante Ableitung "la bezieht sich auf die verformte Refeérenz-
fléache.

1
In hyperelastischen Werkstoffen sind die Energiemomente W (2.1.8) ein-

deutige Funktionen der VerzerrungsmaBe (2.1.6). Ein Vergleich von

Wlp da 1

= Par W (@ gy rAdns A sa)
1 1 1
oW . oW . oW .
= pe——— Q4 + p7—/d ., + p—/m . (2.1.16)
Ba(aB) (aB) BAdni ni annia nio

mit der Energiegleichung (2.1.15) liefert die konstitutiven Beziehungen
des Schalenkontinuums:

' 1
gres) _ W (2.1.17a)

%% (48)
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1
1+n3i oW
= p——m——— 2.1.17b
nm paAd . ’ ( )
ni
l+noi Bwl
= — 2.1.
m EYS W (2.1.17¢)
nio

Damit ist die Herleitung eines vollstdndigen Systems primdrer Grundgleichun-
gen flir eine allgemeine Theorie beliebig groBer Verformungen beliebig

dicker Schalen gegeben [49,50].

2.2. Die Grundgleichungen einer linearen Theorie diinner Schalen

Das Tragverhalten dlinner Schalen soll ndherungsweise durch das der dehn-
und biegesteifen Referenzflédche dargestellt werden, so daB also ein Flachen-
tragwerk als ein dreidimensionales Kontinuum definiert werden kann, dessen
kinematische vVariablen und mechanische GréBen denen einer COSSERAT-
Fliche hinreichend genau entsprechen [49]. Dies begriindet in den vorstehend
hergeleiteten Beziehungen den Abbruch der unendlichen Reihen mit steigenden
Potenzen von A bei der Potenz eins. AuBerdem habe die dilnne Schale kon-
stante Dicke, so daB also A,a = O gilt. Da hier eine lineare Theorie, d. h.
auch eine Theorie kleiner Verformungen betrachtet wird, ist auBer bei der
Definition (2.1.6) der VerzerrungsmaBe und bei der aus (2.4.4) folgenden

. .. 0 . s
Transformation der unverformten Basis Eu in die der verformten Referenz-

flache a

~q

a =8 +u

~A  ~ ~o,0
_ By. _ 3.8 B.o 3 B o
= (uo[ uoba + Ga)Eﬁ + (uo,a + uob(w),a\i,,3
_. OBo 030
=: a 8 + aage (2.2.1)

jeweils die entsprechende GréBe der unverformten Referenzfldche zu ver-

wenden; so sei z. B. a = det aaB ~ 9 = det gaB und nach (2.1.2) der Orts-
vektor bzw. nach (2.1.4) der Verschiebungsvektor
ov ov o3 \' oi
= + = :
r =tilp,a" + @a’l, u =ilu, + Qe la" . (2.2.2)

Damit reduzieren sich die allgemeinen VerzerrungsmaBe (2.1.6) aber eben-

falls [49,50,90]:
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1
= = + - 2.2.3
wg) =2 Boalp t Yopla T Pag¥er’ ( a)
Ad =qu +u bl +u =3y (2.2.3b)
la o3,a oA 1o a !
AN, , =u ~u_yb? +u b b =8 (2.2.3c)
laB IBIa opiB a o3 ap B af
Der lineare GREEN'sche Verserrungstensor €43
1 v v
= - . . . 2.2.4
€54 =3 (93 °8,5% 953,41 ( )
kann mit (2.2.2) und der Basis des unverformten Schalenraums
o _ .19 _ po 9 _ 1,9 2.2.5
g, =Llz, - Gepa ], g =13, ( )

in den VerzerrungsmaBen (2.2.3) der Referenzfldche geschrieben werden:

Cap = L 10 gg) + OB o) ¥ "‘9’2‘“(px)b3b2'Bp(abg)’]'
€43 = % sz[ya - (XO)beQ] . (2.2.6)
eyy = L2204, :
Hierin ist
Bag) =7 Bag * Ba) (2.2.7)

der symmetrisierte 2. Verzerrungstensor. Diese Darstellung (2.2.6) sowie

die Formulierungen

3 1
L -1712- % + 2006 + ...1, ¢*2 =0, ¢ = 2z (2.2.8)

far den kontravarianten Metriktensor des Schalenkontinuums erméglichen

es, aus der Pormidnderungsenergie elastischer isotroper Kérper

ir js is jr 2v ij rs

VoV _ G
2 (99 +g g7 +15-9 9 e

pW € (2.2.9)

ij rs

die resultierende Forménderungsenergie (2.1.8) der Referenzfliche zu

berechnen:
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)\2
%)% on) T 12 B

B ) + ::10‘B

o _ Gt ((2)aBp)
N 2‘[E ¢ (pA)

oW YaYB] . (2.2.10)

(aB)

Dabei ist G der Schubmodul und bei der Annahme eines fl&chenhaften Verformungs-

zustands
(o)
E aBpd = aapaBA + aaAaBp + —22—~aaBapA (2.2.11a)
1 1-2v
bzw.filir einen flichenhaften Spannungszustand [91](:-:33 = - Eg;-e;)
(o)
E aBpA = aapaBX + am}\aB‘J + il aaBap}‘ . (2.2.11Db)

2 1-v
Beide Tensoren unterscheiden sich im letzten Term, insgesamt um [92]

(o) 2
A2)aBor _ 2v aB_pA

= ooy (is3y) @ . (2.2.11c)

Haufig werden beide Tensoren als gleichwertig angesehen [91], obwohl die
Auswirkungen dieses Unterschieds auf die L&sung nicht gering sind (siehe
Abschnitt 3.1). In Folgendem wird der Tensor fir flachenhafte Spannungs-
zustdnde (2.2.11b) benutzt [92].

Die linearisierte Form (2.2.2) des Ortsvektors, d..h. DlB = 0 und

D13 = 1 ergibt nach (2.1.5)
A
+ D .b =0, (2.2.12)

Ai3g = P13,0 ¥ P1aPe

A = D -D,b
a

1ga 18]a ~ P13P%ap =Py

B B’

und damit aus (2.1.13) die reduzierten Symmetriebedingungen [88]

o) _ oBa . bgmlka , (2.2.13a)
gl (0B _ 108 (2.2.13b)
©%3 - gl (2.2.13c)

Aus der Formdnderungsenergie (2.2.10) folgt nach den allgemeinen konstitu-

tiven Beziehungen (2.1.17) durch partielle Differentiation
der symmetrische Teil des Ldngskrafttensors

. O
o) _ - oW _ . @ager | -aB (2.2.14)

|
|
@)
ﬂ-
=
¥
o]
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der nach (2.2.13b) symmetrische Momententensor

I

. 2 (o) A
g8 _ pSEEH——-= Gt %5 E “BOTB( o = ¢ 8, (2.2.15)
(aB) e
sowie auch der Querkraftvektor
13 oW’ a
m 7% = £ = gta®Py =:q . (2.2.16)
Y, P

Berilicksichtigt man konsequent nur Terme gleicher GréBenordnung [92,931],

so ist in dieser Theorie erster Ordnung die Schubverzerrung zu vernach-
lassigen, die konstitutive Beziehung (2.2.16) fiir die Querkraft also un-
giltig.

Die Bewegungsgleichungen (2.2.14), bei Beschrédnkung auf statische Probleme
die Gleichgewichtsbedingungen, reduzieren sich bei Beachtung aller Ein-

schrédnkung dieser Theorie, so vor allem der reduzierten Symmetriebedingun-

gen (2.2.13) auf [50,91,92]:

o Ao A
B] —bsm !A=—pe+b§c '
(2.2.17)
aB af 3 a
b + = - - .
aBnQ m |aB P ¢ la
. . i —oi _. U ] ~la .
Hierzu sind p~ = pp ~ die Komponenten der Belastung p und ¢ =pp die

. o
Komponenten eines Moments ¢ = ¢ 26

zit nicht mehr in den Grundgleichungen enthalten; sie kann jedoch nach-

X a8 - Die Querkraft qa ist also expli-
traglich tiber die Gleichgewichtsbedingung

qf = maela (2.2.18)

berechnet werden. Dies kommt der Erfahrung entgegen, daB eine Schale mit
Schnittmomenten nicht frei von Querkrédften sein kann.
Der schubstarre Querschnitt bzw. die Vernachldssigung von Ya bewirkt

auBerdem, daB die Anderung der Normalen g , die Rotation W, =u ,nach

3 1o
(2.2.3b) folgenden Zusammenhang mit den Verschiebungen u, =u . erhilt:

w =-u, - ub . (2.2.19)

Berucksichtigt man dies in (2.2.3c), erhdlt man folgende Darstellungen fir

VerzerrungsmaSfe

®@g) =2 g o~ 2030 5) (2.2.20a)

2 Y

¢

[
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A A
b + u ?ale . (2.2.20b)

B,=-1u

A
aB 3lag ~ (be) |, - u

AlBTa 3
Wendet man in (2.2.20b) die Gleichungen von MEINARDI und CODAZZI an, SO

ergibt sich auch

b pr . (2.2.20¢c)

A
b A°8

A
B -u - uk|a g~ uA|Bba + u

o= -u bk
(aB) 3laB T "A7a|B 3
Die konstitutiven Beziehungen (2.2.14-16) geben zusammen mit den Gleichge-
wichtsbedinungen (2.2.17) und den Abhéngigkeiten (2.2.20) das primédre

System von Grundgleichungen einer linearen Theorie diinner Schalen.

Das dazu duale System besteht wie in der allgemeinen Elastizitdtstheorie
(siehe Abschnitt 1.2.) aus den inversen konstitutiven Beziehungen, den
Vertraglichkeitsbedingungen und den Zusammenhdngen zwischen den Schnitt-
gréB8en und den Spannungsfunktionen.

Die inversen konstitutiven Beziechungen sind in einer linearen Theorie

durch die dort immer eindeutig l6sbare Gleichung

(@)aBpA (Q) 1P L peA
E F geo =3 (808, + 8567) (2.2.21)

bestimmbar:

2 (o) _pA

a(aﬁ) = ot F 0th)\n ’ (2.2.22a)

_ 24 (o) oA
Bag) = 3Zct T appA™ (2.2.22b)
Dabei ist
(o) _1 2v
Fagor =7 Bogay * 2aag, " Tay 2agdor) - (2.2.23)

Die LEGENDRE-Transformation (1.1.23) ergibt dann mit (2.2.22) und (2.2.10)

(ﬁaBa + maB ) - pW°

c (@B) B ag)

oW

1 (@ [qeBied | ALﬁ-m“ﬁm""] i (2.2.24)

26 F aBpA
pWZ ist, dargestellt in den SchnittgréBen, das zu pWo komplementdre Funk-
tional. Dual zu (2.2.14/16) kénnen daraus durch partielle Ableitungen die

inversen konstitutiven Beziehungen (2.2.22) bestimmt werden:
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oW
e

@ =Pp——f
(cB) a8

W
—=< (2.2.25b)

BmaB

(2.2.25a)

Blag) =°

Diese Verzerrungsmafe sind durch je drei Komponenten bestimmt, die nach
(2.2.20) durch drei Komponenten des Verschiebungsvektors der Mittelflédche
ausgedrﬁckf werden. Sie kdénnen daher nicht voneinander unabhdngig sein,
sondern missen drei Identitdten erfillen. Umgekehrt sind auch zur ein-
deutigen Berechenbarkeit dieser drei Verschiebungskomponenten aus den Ver-

zerrungstensorkomponenten Integrabilitdtsbedingungen erforderlich [94].

Fir modifizierte Verzerrungsmale 2% una BaB, die die einfache Trans-
formation
a®® - eoueBy, (2.2.26a)
(pv)
g8 - e*efVpg + o ] (2.2.26b)

o) TP ()

ergibt, gelten drei Differentialbeziehungen [91], die den Gleichgewichts-
bedingungen (2.2.17) formal gleich sind, die Kompatibilitdtsbedingungen:
- bSA‘mlp =0 ; g=1,2, (2.2.27a)

Blas =0 . ' (2.2.27b)

e
a

p 8*f 4+ a%

aB
Die Reduzierung der sieben verschiedenen Komponenten der modifizierten

Mafe auf nur sechs unabhidngige ist durch

aB B.poq _
EaB[B + pr l1=0 , (2.2.28a)

oder die Existenz eines symmetrischen 2. modifizierten VerzerrungsmaBes
5% - g8, bSApa (2.2.28b)

gegeben. Dies ist formal gleich der Definition (2.2.13a) des symmetri-
schen Langskrafttensors ﬁaB. Sind diese VerzerrungsmaBe nicht mit (2.2.26)
nach (2.2.20) aus Verschiebungskomponenten bestimmt, kénnen die Kompati-
bilitdtsbedingungen auch inhomogen sein; d. h. Extra-Verzerrungen kdnnen

von Inkompatibilitdten na, n verursacht werden.
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Dual zur identischen Erfillung der homogenen Vertrdglichkeitsbedingun-
gen durch Verzerrungstensoren, die aus den drei Verschiebungskomponenten
berechnet wurden, existieren drei Spannungsfunktionen, die die homogenen
Gleichgewichtsbedingungen (2.2.17) identisch erfillen. Damit folgt, daB

SchnittgréBen, die ilber die (2.2.26) analogen Transformationen

- )\
+
[N buMAv] '

nas - - Eauesv
(vu)

(2.2.29a)

L A
uv

(2.2.29Db)

aus dem modifizierten symmetrischen Lidngskrafttensor ﬁ(vﬂ) und dem eben-

falls symmetrischen modifiaierten Momententensor M\,u

N B

N(aB) 3|a8 ¥,\b a|3 ¢A| b .+wA|B +P,b al g (2.2.30a)
- 1 _

Mg = 2 Walg t Vgla 2b.a¥3) (2.2.30b)

aus den drei Spannungsfunktionen wa’ ¢3 bestimmt wurden, falls sie gentigend
oft stetig differenzierbar sind, L&sungen der homogenen Gleichungen (2.2.17)

sind.

Zur Verdeutlichung der Gleichheit des formalen Aufbaus der fiir die geo-
metrischen und fir die statischen GréBen geltenden Gfundgleichungen werden,
wie fir die dreidimensionale Theorie in Tafel 1, alle Beziehungen in einer
Darstellung durch Operatormatrizen geschrieben und in Tafel 5 zusammenge-
stellt. Dazu werden, mit Da als Operator der kovarianten Differentiation

Ia , die Operator-Matrix

1 ol _ 1 1 1 3
2bD,  -2b,D, =2(b,D,+b,D,)
D, O D
1 2 _ 1 pl ol
1)1 2|2 1]2
2 2 2 2
- ~2b] D, -2b,D, =2(b{D,+b3D,)
= |o D, D (2.2.31)
- 2 1 _ 2 _ 2 _op2
1)1 2|2 2|1
A A A
P1aPy Pyby =2b5by
b1y Pyy %y, ’ '
+ D11 + D22 + D12 J

und die Transformationsmatrizen
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definiert. Die konstitutiven Beziehungen (2.2.22) bazw.
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b, o -t
-bf -1 o
o o o
0 o o
0 o o
-3 o o

in der Matrixformulierung mit

[
211
1
=%
symm.
\
-1 Et
E= =——-—z-
- E 1-v

(1"'\))a2 1
12 )
cva. a 812%11
V311%22
a2 2
22 412%22
2(1+v)a11a22
2
*2(1-v)aj,
12,2
11 2 (1—\)) (a ) 12
(@) roalla?? a “a
2
(2222 12,
Ty
.2
symm. ‘
+ Ly

2

11

22

11 22
a a

(312)2

J

(2.2.32)

(2.2.33)

(2.2.14/15) sind

(2.2.34)

(2.2.35)



durch

F o

€ = . o.—:x_(.g ’ (2.2.36)

R V)

e 3z E
E o

g = ce=K1l.e (2.2.37)
Q 7 E

ausdriickbar. Dabei ist E der Elastizitdtsmodul und v die Querdehnungs-
zahl, und die Vektordarstellung £ bzw. 0 der Verzerrungs- bzw. Schnittgréfen

in Tafel 5 zu ersehen.

Die in Tafel 5 zusammengestellten lokalen Aussagen sind auch in glo-
balen Formulierungen, den Arbeitsansdtzen oder zueinander komplemen-
taren Variationsfunktionalen darstellbar. So lautet in dieser linearen
Theorie diinnexr Schalenj das das Prinzip vom Minimum des  Gesamtpotentials dar-

stellende Funktional entsprechend (1.2.66) und in Matrizenschreibweise:

T -
I (e = J[%g K g - pT ] dF-JgRT v - % ds. (2.2.38)
F C
P
Die Nebenbedingungen fiir zuldssige Ansédtze 2~ sind
D-N.u=g+ g in F , (2.2.39a)
g = auf C_ . (2.2.39b)

Dabei ist Cp bzw. Cu der Teil des Randes der Schalemmittelfldche F, auf

dem statische bzw. geometrische Gr&Ben vorgeschrieben werden. Sind auf

einem Teil des Randes Cp n Cu sowohl statische wie geometrische GroBen

gegeben, missen diese zueinander komplementdr sein, d.h. dirfen aneinander
keine Arbeit leisten. Eine Matrizenschreibweise der Verschiebungs- bzw.

SchnittgrdBen entlang des Randes C ist mit

A
. = . . . - - . - - 2.2.40
:= (u u,i ug; u u)\bl’ u3,2 u}\bz) ( a)
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" 1
1l T -1 P
u2 9 'IS '(Q-IS-B—EQ)=_£* p2
3
u3 .
T T K
DN-g=g+ g D.g= pF=D . g
a -
a1)] 135
: - = (22
: -n-l 11
- L— E=K-g m(ll)
8(22) __ 0 (22)
) o
E=B-¢ o - ET 5
- 'Y .. ﬁ
]-3(11) “(11)
=Q2) )
- 12) 2 =(-x-87) - E o | (2
° s )12
an|\ E )
X t{ £ = BkB'-T | 11
- Nt N22)
r'\
(IZ)J [T (12)]
T T 0 ] X
D '.-E:_n*:—p. .,E P.[:].w_z.,.'{
r'|1 \01
n2 Ign.g.g,g‘r. (Q'Ij‘g - E'K) = - 'E* ' ]J)z
n3 ‘93

Grundgleichungen einer linearen Schalentheorie

(ohne Schubverformung)
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2RT .= (511; 522; 512; m“; m22,- m12; m)\ll}‘; mul)‘) (2.2.40b)
und der die AuBennormale N enthaltenden Matrix V
' 1 "’1b; 1
vl 0 v2 -\)1b1 —\)Zb2 . b1 (0] (o]
21
(0] v v Y b2 -v,.b -vlbg (o] (o]
2 1 171 22 - b2
271
T .
v = 0 (o) (o] 0 0 (o] vl v2 (2.2.40c)
(0] (o} (0] v1 0 v2 (0] (0]
i (o) (o] 0 (0] v2 vl (o] (o] ,

moglich. Zur Definition (2.2.40) der RandgréBen ist anzumerken, daB nur
R T R
vier der Komponenten von u oder der dazu komplementdren Terme von V. g

unabhdngig von einander gegeben sein kdénnen.

Das zu (2.2.38) komplementdre Funktional ergibt sich entsprechend

(1.2.70):

Ipc(g) = —J[ -;-gT.K .g+gT..£Q* dr +JgRT -!-gR*ds . (2.2.41)

F C
u

Hier lauten die notwendigen statischen Bedingungen fur die zuldssigen

Ansédtze 'gf*’:

D -g = -p* auf F, (2.2.42a)

auf Cp . (2.2.42b)

Die zu den beiden Funktionalen (2.2.38) und (2.2.41) dualen Formulierun-
gen in Spannungsfunktionen ¥ und den modifizierten SchnittgréBen X (2.2.30)
bzw. den modifizierten VerzerrungsmaBeng (2.2.26) koénnen entsprechend der
dreidimensionalen Theorie ebenfalls angégeben werden [95] (siehe dazu

Abschnitt 2.3).
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Die hier angegebenen Grundgleichungen einer linearen Schalentheorie
sind nicht die einzig bekannten [96]. Andere Formulierungen unterscheiden
sich jedoch nur durch Terme, die von hdherer Ordnung klein sind [92]. Die
hier gewdhlten Gleichungen geben eine konsistente Theorie erster Ordnung,sind
den Gleichungen der dreidimensionalen Theorie weitgehend dhnlich aufgebaut
(siehe Tafel 5),vor allem aber besitzen sie Eigenschaften, die zur Durch-
fihrung einer Fehlerabschdtzung in der im Abschnitt 1.3.dargelegten Form

erforderlich sind.

2.3. Die Eigenschaften der Operatorgleichungen, Skalarprodukte

und Funktionale

Die Gleichungen und Funktionale zur Darstellung von elastostatischen
Randwertprobiemen bei dinnen schalenformigen Kérpern sind i. a. nur
ndherungsweise lésbar, so daB Fehlerabschdtzungen, pauschal oder punktweise{
wie sie in den Abschnitten 1.3. bzw. 1.4. erléutert wurden, niitzlich sind.
Die zu deren Anwendung notwendigen Voraussetzungen sollen hier Uberprift

werden.

Die wesentlichste GrdBe bei jeder Abschdtzung ist die eingefiihrte Norm,
in der der betrachtete Fehler ausgedrickt wird und damit unmittelbar zu-
sammenhdngend der Funktionenraum, in dem die Uﬁtersuchung durchgefihxt
wird. Beides wird in dieser Fehlerabschdtzung zur L&sung elastizit&tstheo-
retischer Probleme sinnvollerweise sehr allgemein definiexrt: Im Rauﬁ
aller mdglichen elastischen Zusténde wird die Energie eines Zustandes als
MaB, als Norm verwendet. Genauer ausgedriickt: Mit der EinftGhrung der Wechsel-
wirkungsenergie (1.2.19) zweier elastischer Zustédnde als Skalarprodukt ist
in dieser linearen Theorie ein Pr&-Hilbertraum, mit dessen Vervollsténdi-

gung ein Hilbertraum H der elastischen Zustadnde definiert [59,55,36 u.a.l.

In der vorliegenden linearen Sc?alentheorie (Abschnitt 2.2.) bedeutet
2

das Skalarprodukt zweier Zusténde f,f:

.1 2 20 1 sz
{£,£} := J[a(pk) + B(pk) lar (2.3.1a)
F
{11 1 24
J[z ua[8.+2 uBla-u3b B)n
F
1 _la _1 AZGB
+(.u31aB u b lB u)‘l b Ale +u3b )\bB)

190% +BQ pr)]le (2.3.1b)
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Dabei ist entsprechend (1.1.9) die M&glichkeit von Inkompatibilit&dten

Q
(p2)
Skalarprodukt ist, wie erforderlich, wegen (2.2.14/15) und (2.2.22)

kommutativ

na,r\erzeugenden Extradehnungen o und B%pX)~ beriicksichtigt. Das

12 1 2 1 2
{£,£} = J[a npA + B mpA] dr

(pA) (pA)
F
_2(1+v) (o) 1aB2p2 . 12 laB2pA
= —5t J FaBpl An +3zmom lar
F
_ _Et (©)ygpa 1 2 ﬁ 1 2
(1) JE [ 0g)® (o1) * 12 Brap)Bon) 1 OF
4 ,
1,51 1,y 2
_ =pA PA
J[“ Gon) T BonyldF
F
21
= {£,£} , (2.3.2)

und wegen der Linearitdt der Theorie und damit der Abbildungen auch distri-

butiv und assoziativ:

1 2 3 1 2 3

_ PA
{cf + df , £} I[(ca(pk) + da(pk))n
F

1

2 3
+(cB, .. +ag, . a"*lar

(p)) (p))

1 2 2 3
c{f, £} +a{£, £} ; c,d€R . (2.3.3)

AuBerdem ist bei AusschluB von inkompressiblen Materialien aufgrund der

positiven Definitheit (siehe A3) der zueinander inversen symmetrischen

(o) o
Tensoren E aBplund (F;BDA sowohl die quadratische Form (2.2.10),das

Schalenpotential pW (¢) als auch die quadratische Form (2.2.24), das komple-
mentare Potentialpwc(g)positiv definit, so daB auch die folgende vierte

notwendige Eigenschaft eines Skalarprodukts erfidllt ist:

{t,f} =20 , (2.3.4a)
{f,f} =0 , nurwenn f = O . (2.3.4b)
Also ist es mdglich [58],durch
_ 172 : 9\ oA, 1/,
| £]| = (£, £} = [j(a(p”n * Bion® ) aF ] (2.3.5)

F
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eine Norm zu kléren, so daB die Vervollstdndigung dieses linearen normier-

ten Raumes einen Hilbertraum darstellt.

Eine wichtige Grundlage der Fehlerabschatzungen bildet die Aufteilung
aller elastischen Zusté@nde in die orthogonalen Unterr&ume der Lastspan-
nungszustdnde f' und der Eigenspannungszustdnde f". Entsprechend der De-
finition in der dreidimensionalen Theorie (1.1.5) und (1.1.6) sind diese

Zustdnde in der Schalentheorie durch

£ :={u(x [D-N-u=g aufF, u=9 auf C } (2.3.6)
T
={£ Il_3 -1_3-Ij-iJ‘=2auf F, gRT-\_(:g auf CP} (2.3.7)

charakterisiert. Ein Lastspannungszustand f' ist darstellbar durch ein
Verschiebungsfeld u'(x), das allein durch inhomogene Belastungen auf

F und/oder Cp herbeigefihrt wird. Ein Eigenspannungszustand £" kann durch
Spannungsfunktionen y" beschrieben werden, die einen elastischen Zustand
wiedergeben, der durch Extra-Verzerrungen g?, E? in F und/oder auf Cu
[64,51] verursacht wird. Ihre Orthogonalitét ergibt sich mit (2.3.6/7)
Gber Abbildungen durch die Operatorgleichungen, d. h. Umformung mit den
vorliegenden Grundgleichungen, und partielle Integration nach dem Satz
von GAUSS:

[a _DA" + v mpAu ]dF

ter, e} = (o2)

QIB > UGIB - u3b B) +

i
lt( 1y

bx + u'b b )m a8

1 A 1 A (¢}
3|ag ~ "APa]g T [aP8 T UA|8Pe * U3ParPe }dar

+(u!

= J[u&(-ﬁas"ls AB"' b + b B")

B[A"
F - — )
=0
S
[ 2 hJ

vy =0B. _ GB aB
+ uj(-b A m Ia +b)\b6m )] aF

——— e

pa“ ] pn puh ]
v.n -fv u! + vm w'] ds
J[ o? M3 7T Y u]
p =0 =0 =0
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+ J[n““"u& +q"uy +m " mwilds =0 (2.3.8)
A aad —— N~
u =0 =0 o

Mit den bisher aufgefiihrten Eigenschaften des Skalarproduktes (2.3.1)
und der Orthogonalitdt (2.3.8) der Last- und Eigenspannungszustdnde ist
es mbdglich, die L&sung lUber orthogonale Projektionen aus den Extremal-
prinzipen (1.3.8/9)'zu bestimmen. Wie gezeigt wurde, ist dies gleichbe-
deutend mit der Minimierung der Fehlerenergie (1.3.35) bzw. der pauschalen
Fehlerschranken (1.3.21/22). Zur Berechnung punktweiser Fehlerabschétzun-
gen muB die Aussage des Satzes von BETTI gelten. Aufgrund der Kommutati-
vitdt (2.3.2) des Skalarproduktes und der bereits beim Nachweis der Ortho-
gonalitdt der Last- und Eigenspannungszustédnde bentitzten partiellen Inte-

grationen zeigt sich diese sofort:

12, 1 l2ng 123 124

[u p + u3p ]dF + [uan u.q + wam Y gs
c uUc
p u

ZQB ].Q ZaB
J[ @p)®  * Blm™ 197

F
_ 2 1lg 2 lng 2 1n 2 lpa
= J[u p + u3p ] ar + %[uan + u3q + W m ]ds
F C
,-aB 20 lag
J[ )t Blapm lar . (2.3.9)
F

Die komplementdren Funktionale (2.2.38) und (2.2.41) ergeben sich wie

in der dreidimensionalen Theorie (Abschnitt 1.2.) aus einem erzeugenden
Funktional, falls die daflir wesentlichen Operatoren adjungiert sind. Das
gleiche gilt fiir Darstellungen in den dualen GrdBen [95].

Die linearen Operatoren T bzw. T* bilden Verschiebungsfelder u auf Ver-

zerrungsfelder g bzw. SchnittgrdBen g auf Kraftfelder p (siehe Tafel 5)ab:

~

‘N.u=c¢+ 2 inF, (2.3.10a)

=
=
I
19

T*g = - D in F, (2.3.10b)

0
o)
*

Q

Sie sind formal adjungiert, da gilt:
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P 1 Lo S8
{Tg,g}- J[(2 uOtIB + 5 uBla uBbGB)n
F
A A A af
+ (-—uBlo‘B - u)\balB - ul|ab8 lle + u3b Abs)m ]1ar
—aB AB AB
J[u (-n l I b + bB|K )
F
n 9B _ B oB
+ uy(-b B m laB +b Ame ) 1aF
no n na
+ %[n u, tquy +m wa]ds
C
= {u, T*g} + <u g > - (2.3.11)

Werden wie im Abschnitt 1.2. die Randwerte mit in die Definition der

Operatoren aufgenommen, sind die so erweiterten Operatoren adjungiert.

Auf
( u, ) in F
i
R '
u := u, auf C , (2.3.12)
~ h p
ur.{" auf C
{ i u
0B W
in F
oB
R'
g := o) auf C (2.3.13)
~ ~ P
OR" auf C
(™~ J u

wirken die Operatoren T bzw. T*:

'Q-E -u) in F
Ty ;= Q auf C_, (2.3.14) -
R
“V.u™" auf C
: J u
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-QT °g in F
THg = | v.o" auf C_ - (2.3.15)
o auf C

{g, g} = IE.T - gdF + {E‘RT.ngs (2.3.16)
F C
: . . - R T R
erweitert wird, und entsprechend (1.2.18) mit den Randkraften‘g =V .g
durch
{E'P} :=J£T-de +}2‘RT-£Rds (2.3.17)

F C

ein Arbeitsraun A eingefihrt wird, ist die behauptete Adjungiertheit von

T und T* gegeben:

1 _2 Iy 25
(g, %5} =[5 @-n-war - [T v.fras
F C
u
2 1 2 1
- JgT - (D" . g)aF + J(ER')T v ot as

F C

P
1 2

Wie fir die entsprechenden Operatoren der dreidimensionalen Theorie
(Abschnitt 1.2.) ist es damit auch hier mdglich [95], im kartesischen
Produktraum A x E eine selbstadjungierte Operatormatrix zu definieren,
deren Abbildungen, formal wie (1.2.52), durch die GﬁTEAUx-Ableitungen
eines bilinearen Funktionals Qp darstellbar sind. Auch zueinander komple-
mentdre Funktionale sind dann, entsprechend (1.2.66) und (1.2.69/70) mit
Nebenbedingungen wie (1.2.67) bzw. (1.2.71/72), aus einem erzeugenden
Funktional Jp entsprechend (1.2.56) definierbar. Wie gezeigt werden kann
(siehe Anhang A4), ist J (e, u,g) konkav in g und konvex in u und g, wenn
das Schalenpotential W (e) konvex ist. Damit hat J (e,u,0) die sattel-
eigenschaft [61], und es folgen die bereits in (2. 2 38) bzw. (2.2.41) ange-

gebenen komplementédren Extremalprinzipe:
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a) das streng konvexe Funktional

J
= - —B 2.3.1
1,8, 8 = 3,(e1.9) {g, 35 } (2.3.19)

mit den Nebenbedingungen

9J Tu- (g + E‘Q*) in F
{66 » =£}=0 = . (2.3.20)

~ o 3g R R

u -u ¥ auf C

~ ~ u
b) das streng konkave Funktional

p *p
IPC (2) = Jp(‘slg'g) - {Er 3}\1‘ }" {el BE’ }

]

o
I[pw () - e . péﬂ—é’g‘—) - gT -EQ]dF-JgRT~ V- gR*ds, (2.3.21)
F ~ C

33 W (g)
—LB3y-0=- — ~
(3¢, 7% }=0=-g+p 7 e (2.3.22)

das bereits angegebene Funktional (2.2.41) mit den Nebenbedingungen

23 , T*g - p* in F
{6y, ==}t =0-= Iy . (2.3.23)
% v (gR - gR*) auf €

Zwischen den zu p bzw. u dualen GrdBen n bzw. P und den zu ¢ bzw. £
~ ~ ~ ~ ~ ~

dualen GréBen, den modifizierten VerzerrungsmaBen E bzw. ‘SchnittgréBen X

werden durch die gleichen Operatoren T bzw. T Abbildungen definiert:

I+Z inF, (2.3.24)

I

Ty =

~e

IU

Ny

,E, T

IU

-E =1 in F . (2.3.25)

Damit gelten auch formal die gleichen Eigenschaften. Ahnlich (2.3.14) bzw.
(2.3.15) sind nach den Erweiterungen der Definitionsbereiche um die Rand-

werte, entsprechend (2.2.40) um

RT A A
i!‘ = (‘pli 11’21 ¢3l ‘¢3'1 - lplbll "‘1’3'2 - ‘b}\bz) ’ (2.3.26&)
T o 511, 522, 512, a1, a2 12, ML M) (2.3.260)
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diese Operatoren adjungiert:

( D-N-¥ ) in F
Ty i= |-V .yt auf ¢ . (2.3.27)
(o) auf C
.~ ~ J u
( )
—DT -E in F
TE := o) auf C_ . (2.3.28)
T -ER" auf C
L) u

Es gilt also wie (2.3.18) auch bei den dualen GréB8en

1 .2 _1 2
{E.Zy} ={T*E, ¥} . (2.3.29)
Damit ist das duale erzeugende Funktional Jd('}‘:',.l\bl,g) = Qd(i,"'g) - Hd (E,g,g)
definierbar:
Qq(.E) = {Ty,E} = {y,T*E} , (2.3.30)

- ¥ v gt*as 4 IRRT-\_IT-ER*ds : (2.3.31)
(o4 C

o) u

Dabei sind die Potentiale ﬁz bzw. W in den modifizierten GréBen Z bazw.

E den tblicheren Darstellungen WZ bzw. Wo_gleichwertig, und es gilt die

LEGENDRE-Transformation:

W) =3 - (B-K-B)-L=3g -K-g=ou_(g
=z"-E- o
SCRNEIREE RA SARE RS SRRy

=g g - oWl . (2.2.32)
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Aus diesem dualen erzeugenden Funktional J a (5,2,5) ergeben sich, da J a
konvex in Y und I und konkav in E ist, wenn Wc 2 = W, (o) positiv definit
ist, die dualen komplementdren Funktionale mit Extremaleigenschaft. Ein
Beweis ist aufgrund der Analogie tberflissig.

Das Funktional

Id(z"rl{") = Jd (Z‘r"?‘lg) - {E‘r - }

- T RT T R
= - .k - LV - B
J[pwc(g) Y - n*lar J;g v -E*ds (2.3.33)
F
mit den Nebenbedingungen
TYy - X -Zk in F
‘ aJd Yy TR T&
{6E, —} =0 = (2.3.34)
~' 3k R R
Ve - ¢ ¥ auf cp

ist also streng konvex. Komplementdr dazu ist

IdC (E) =J (E'ﬂil'g) - {gl

= -J[pﬁ(g) + ET - e + jERT V- yi*as (2.3.35)
F C
b
mit den Nebenbedingungen
*E  _ % .
aJd T*E n in F
{6y, 0w—}t =o0-= (2.3.36)
~'3y T R R
o Vi-(E - E™) auf C_

streng konkav.

Damit gelten wie in der dreidimensionalen Theorie mit (1.2.79) und
(1.2.80) zwei gleichwertige Darstellungen der pauschalen Engrenzung des

exakten Funktionalwerts:

pC (“' ) pc p exact P (“" ~ ' ( )
dc (“’ ) dc d exact d (‘ > !/ ) - ( T )

Abgesehen von der Formulierung in anderen Zustandsgréfen gibt dies keine

neue MSglichkeit, Fehlerschranken zu berechnen, da (1.2.81/82) entsprechend
auch hier gilt.
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3. VERSCHIEDENE FEHLERURSACHEN UND MOGLICHKEITEN IHRER
EINGRENZUNG

Die Fehler, die bei numerischen Berechnungen der meisten Randwertpro-
bleme gegeniiber der realen exakten L&sung unvermeidbar sind, lassen sich

in drei Gruppen zusammenfassen [98]:
a) Fehler durch die Annahme einer vereinfachten Modelltheorie
b) Fehler durch diskretisierende Ldsungsmethoden

c) Fehler durch numerische Berechnung von Integralen,der Matrizeninver-

sion usw..

Jede dieser Fehlerursachen kann bereits allein dafilir sorgen, daB unter
Unsténden trotz augenscheinlicher Konvergenz der jeweiligen numerischen
Werte die berechnete Néhérungslésung kaum etwas oder auch nichts mehr

mit der exakten Lésung des urspriinglichen i. a. dreidimensionalen Problems

zu tun hat.

Wie vielfaltig und nur fir Spezialfédlle vollstdndig widerspruchsfrei
t50] insbesondere die Herleitung einer flachenhaften Schalentheorie ist,
zeigte die in Abschnitt 2.1.1. angedeutete Deduktion. Dies ist auch an
der Unzahl verschiedener Theorien abzulesen, die in der Literatur zu fin-
den sind. Die Fehler, die durch die Verwendung solcher zweidimensionaler
Grundgleichungen verursacht werden, kénnen im allgemeinen nur in ihrer
GroBenordnung abgeschédtzt werden, da auch die Lésung in einem dreidimen-
sionalen Kontinuum nur mit Hilfe finiter Verfahren erfolgen kann [99] und
damit im Ergebnis der Fehleranteil aufgrund der finiten Betrachtungsweise
nicht von dem durch die verschiedenen Formulierungen der Grundgleichungen
zu trennen ist. Trotzdem ist es wichtig, Aussagen Uber die bereits von
der Theorie bedingten Abweichungen von der "exakten" dreidimensionalen
Ldsung vorliegen zu haben, da es jedenfalls nicht sinnvoll sein kann,

finite Losungen bis zu unnétig hoher Genauigkeit zu verbessern.

Der Fehler, der durch die Verwendung finiter Lo&sungsmethoden verursacht
wird, der Diskretisierungsfehler, ist theoretisch am eingehendsten erforscht.
Jedoch begnigen sich die meisten Untersuchungen damit, theoretische Konver-
genzbeweise zu fihren oder die unter den jeweiligen Bedingungen mogliche
Konvergenzordnung eines Verfahrens anzugeben. Solche Arbeiten [100-104 u.a.]
sind notwendig, um eine korrekte und optimale Wahl unter den zur Verfiligung

stehenden Methoden treffen zu kénnen, und um auBerdem sicher zu sein, daB
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numerisch feststellbar konvergierende Werte auch gegen.den theoretisch
richtigen Wert gehen. So ist es wichtig, den EinfluB einer durch das
finite Verfahren bedingten Anderung des Gebietes zu untersuchen [105],

da der Fall eintreten kann, daB die numerische Lésung allein dadurch,

daB ein urspringlich krummlinig berandetes Gebiet durch Polygonziige appro-
ximiert wird, gegen einen falschen Wert konvergiert [106-111]. Fir numeri-
sche Berechnungen genauso wichtig wie die Beachtung der theoretischen
Voraussetzungen ist aber eine echte zahlenmdBige Kontrolle dieser Kon-
vergenz und, wenigstens fir besonders wichtige Gré8en und Punkte, die
Ermittlung von beidseitigen Schranken. Brauchbare Abschdtzungen und ins-
besondere ginstige Ldsungsmethoden, die diese Kontrolle und Schrankenbe-
rechnung ermdglichen, wurden in den Abschnitten 1.3. und 1.4. ganz allge-
mein fir die Gleichungen der dreidimensionalen linearen Elastizitdtstheorie
erldutert. Flir die betrachtete lineare Schalentheorie sollen hier diese
Fehlerabschatzungen unter Verwendung der bereits hergeleiteten komplemen-

tdren Extremalprinzipe (Abschnitt 2.3.) angegeben werden.

Untersuchungen iber den EinfluB bzw. die Auswirkungen der Rundungs-
fehlex, die bei jeder numerischen Auswertung durch die begrenzten Mog-
lichkeiten der Zahlendarstellung unvermeidbar auftreten, sind ebenso
wichtig wie umfangreich. Da jedoch die explizite numerische Bestimmung
solcher Fehler im allgemeinen trotz erheblichen Aufwands nur sehr grobe
Schranken liefert, die dann nicht mehr aussagekradftig sind, sollen hier
im wesentlichen Kriterien angegeben werden, die beachtet werden sollten,
um Stabilitdt und Konsistenz bei der Diskretisierung eines Variationspro-
blems méglichst optimal zu gewdhrleisten [112-115). Besonders betrachtet

wird das Problem der notwendigen numerischen Integrationen [116].

3.1. Zur Fehlerordnung der fl&chenhaften Schalenbiegetheorie

Da neben der Beachtung gewisser wesentlicher Kriterien [117], wie der
Invarianz unter Koordinatentransformationen sowie gegen unbeschleunigte
Starrkdrpertranslationen und -rotationen usw., vor allem die gleichméBige
Approximation aller Grundgleichungen und Grundprinzipe der Kontinuums-
mechnik Grundlage der in dieser Arbeit beniitzten linearen Schalentheorie
ist (siehe Abschnitt 2.1. und 2.2.), kann erwartet werden, daB fir dilinne
Flachentragwerke die theoretische, exakte L&sung der Schalengleichungen
die Grundgleichungen der dreidimensionalen Theorie mit geringem Defekt

erfillt. Dies wird jedoch hier nicht untersucht [118]. Hier soll die Ab-
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weichung der (unbekannten).exakten L&ésung der Gleichungen der flachen-
haften Schalenbiegetheorie von der Ldsung der "exakten" drei-dimensiona-
len Theorie untersucht und pauschal abgeschdtzt werden [119-123]. Ent-
sprechende Abschitzungen sind fir die klassische Plattentheorie [124-125]
sowie fir eine Theorie mit nichtlinearen konstitutitven ﬁeziehungen [126]

bekannt.

Aus den Eigenschaften der Schalengrundgleichungen, insbesondere der
Erfillung des Satzes von BETTI und der Konsistenz der geometrischen und
statischen Beziehungen, ist erkennbar, daB Unschdrfen dieser Theorie im
wesentlichen auf Ungenauigkeiten bzw. Unklarheiten bei der Formulierung
des elastischen Potentials beruhen. Der Einfluf dieser Fehler in den
daraus resultierenden Beziehungen zwischen den Schnittgr&Ben und den
Verzerrungen, insbesondere auf eine durch ein Verschiebungsfeld darge-

stellte Lésung, wird ebenfalls untersucht [122,123].

Als Voraussetzungen der Untersuchungen sind folgende a priori-Abschit-

zungen wesentlich [127-129,92]:

a) Es gilt bei konstanter Dicke t filir den Hauptkrimmungsradius Ro die

Diinne-Hypothese éi << 1.
o *

b) Die Krimmungsdnderungen sind so begrenzt, da8 neben ba

-3 B
b =O(Ro ), ... gilt,

= O(R_l) auch
o

=0 (R‘2
(o]

aB|A )'ba6|kp

c) Die Mittelfldche unterliegt nur Verformungen, so da8 mit deren klein-
ster charakterischer Lénge Lw die Bedingung ( fi-)z << 1 erfillt ist;
damit ist vor allem der Zusammenhang zwischen Ableitung und Funktions-

wert einer Variablen f abgeschatzt: O(fla) = O(f)/Lw.

d) Alle Verformungskomponenten sind in der ganzen Schale so klein, da8
auch filir den Betrag der gr&B8en Hauptdehnung des GREEN'schen Verzerrungs-
tensors Eij (2.2.6) die obere Schanke n << 1 gilt.

e) Der Abstand d vom Schalenrand C ist hinreichend groB, so daB die Be-

dingung ( < )2 << 1 erfallt ist.

Der dimensionslose Parameter [127]

© = max (i;,g,\/;o-,fn_) (3.1.1)
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ist damit eine nicht vernachldssigbare, aber kleine GrdSe, die als FehlermaB

im weiteren beniitzt wird. Mit diesen Annahmen folgen fir die Spannungen bzw.

SchnittgréﬁenundVérzerrungeneinesschalentragwerksd;eabschétzungen [129,92]:

©B - o@n), 1 =o@Ene, t° =oEed), (3.1.2a)

%8 = o(Etn), P = o(Et?n), (3.1.2b)
= - =o(d 3.1.2

a(aB) o(n) ’B(aB) O"t) . ( c)

Der Schliissel zu der hier vor allem gesuchten Abschédtzung des Unterschieds
zwischen der exakten L&sung der dreidimensionalen Theorie und der der
flachenhaften Schalenbiegetheorie sind die Ungleichungen (1.3.21), an-
schaulich interpretierbar durch einen Hyperkreis [12-14] (siehe Bild 1)
e, -emr et - eI a2 (r - el - T av

J14v ij ij 1-2v i i 3 3
v

< [ T (@3 o i (e —omy cy it edy (v s e ey

= |E ij ij i J J

v

= 2[1 (e - Ipc(f“)] , | (3.1.3)
und die Idee [113,120]), aus der exakten L&sung der Sphalengrundgleichun—
gen erstens eine geometrisch zuldssige und zweitens eine statisch zuléds-
sige Ndherungsléung der Gleichungen des Kontinuums zu konstruieren. Dabei )
werden reguldre Randbedingungen [119,120], 4. h. solche Bedingungen in |
den Randfléchen Fu bzw. Fp angenommen, daf mit der Erweiterung der exak-
ten Schalenldsung auf rdumliche Ndherungen gleichzeitig diese jeweils

wesentlichen Randbedingungen erfiillt sind.

Eine statisch zulédssige Ndherung 1™ mit einem Abbruchfehler O(Enez)

] .
T“B = ‘%“B + er“B + O(Enez) = O(En) + O(Enez) ’
- 1 2
Ta3 = ga3 + 0103 + 021a3 = O(En@) +.0(En®2).
133 = o(EnGZ) (3.1.4)

zu konstruieren, bedeutet also, die Erfiillung der auf die Basis der Scha-
lenmittelflache transformierten Gleichgewichtsbedingungen des Kontinuums

[130] (z° = to)
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. o 3.a,,.K3 o k3 o _ 3. a kB -
[(8, - 27D IWT7] 3 - byt~ + [, - z'bur ”B o, (3.1.5a)
38 33 ¢ _  3a KB _
[ ot ]lB + [ut ]'3+ 6 - =z b b ut " =0, (3.1.5b)

zu erreichen. Die Beitrage der Volumenkrédfte sind dabei den vorgegebenen
Belastungen an den Schalenlaibungen zugeschlageh. Eei einer Abhdngigkeit
von © entsprechend (3.1.4) gibt folgende Kombination der diesen Lasten das
Gleichgewicht haltenden SchnittgrdBen der Schale eine statisch zuldssige

Ndherung [120]

wo8 - LB 12 g 08 + 0(Eng?) (3.1.6a)
w3 = -on™] L+ (1 -40%u®P| )+ o(mne?) (3.1.6b)

die die Gleichgewichtsbedingungen (3.1.5) mit der geforderten Fehlerord-

nung erfillen.

Eine geometrisch zuldssige Nadherung €™~ mit einem entsprechenden Abbruch-
fehler O(n@z), die weder die Normalenhypothese verletzt,fdie die Darstell-
barkeit des GREEN'schen Verzerrungstensors € durch die beiden Verzerrungs-
maBe o und B garantiert [92], noch wesentliche Querspannungen erzeugt,
kann aus einem modifizierten KIRCHHOFF'schen Verschiebﬁngsfeld [119] ex-
mittelt werden. Es stimmt fir z3 = z = O mit den Verschiebungen ui==ui(zp)
der Schalenmittelfléche lberein, ldBt aber Abstandsédnderungen t(zP,z) zur
Mittelfldche und damit auch Dehnungen in Normalenrichtung unter der Be-

dingung

© 3
'5—2-3— E(zp,z) =z

_ A, p
T:;‘ex(z ' 2Z) (3.1.7a)

p
533(2 ,2Z)

zu. Aus der Differenz der Quadrate eines unverformten und eines verform-

ten Linienelements des Schalenkontinuums folgt dann

(zp,z) ‘%C a (zp,Z) ’ (3.1.7b)

€
a3 R

€ (zp,z)

- P p 2
aB = a(aB)(Z ) + zB(aB)(z ) + 0(n®7) . (3.1.7¢)

Die Gleichung (3.1.7a) ist mit (3.1.7¢c) eine Differentialgleichung fir g,
die mit einem relativen Fehler O(t/Ro) = 0(62) die L&sung

P = - Aopy .12
g(z ,2z) = [zax(z ) + 5 2 B(

AP 2
=y ey (210 +0©7) (3.1.8)
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hat. Aus (3.1.7a/b) ergibt dies, mit dem gleichen Abbruchfehler wie 8aB'
die explizite Abhdngigkeit der Verzerrungskomponenten ea3~und 533 von den

VerzerrungsmaBen der Schale bzw. von z. Geometrisch zuldssig sind diese
FeldgrdB8en, homogene Vertrdglichkeitsbedingungen vorausgesetzt, wenn sie
sich Uber die auf die Metrik der Schalenfldche transformierten Ver-

formungs-Verschiebungsbeziehungen (1.1.8)

1 v v v p.p .V A v u 2
= e - + ] —
€8 = 2 (ualB + uBIa 2ba8u3) + 2z(bapru3 ba]BuA) +0 (Rg) z-,
_1 v v AV Ap Vv ‘a2
“a3 72 U3 ¥ 3,0 T Bty PPy, O (5T 2 (3-1.9)
€.y = Ul
33 3,37

aus einem Verschiebungsfeld berechnen lassen. Dies gelingt fiir eij in der

Form (3.1.7) mit

V. P Py _ e AP
u (z,2) =u (2°) - zluy (2°) + 2b u (z )1,

’

(3.1.10)

ug(zp,z) u3(zp) - C(ZD,Z) ’

so daB diese VerzerrungsmafBe also geometrisch 'zuldssig sind.

Zur Auswertung der Abschétzung (3.1.3) ist Uber die konstitutiven Be-

ziehungen des Kontinuums aus é;j (3.1.7)

of~ E op_BA v Y ‘ 2
Wt = pa e Ll 2B )+ a @y + 28 Y] + o(En€T),
a3~ _ _ _Ev apr A z 2
R Tr T R VIR SV + 0=,
pt33~s o (En8?) (3.1.11)

2zu berechnen, und unter Verwendung von (2.2.14/15) die statische Naherung
(3.1.6) ebenfalls in den VerzerrungsgrdB8en der Schale zu schreiben. Die
Differenz der geometrisch und der statisch zuldssigen Ndherungen der Span-
nungen parallel zur Mittelfl&che und auch der Normalspannung in z-Richtung
ist von der Gr&Benordnung O(Enez),_wie sich dann leicht abschédtzen l&8t.
Um dies auch fiir die Schubspannungen ra3 zu erreichen, ist ein geringfligig
verédndertes Verschiebungsfeld u; zur éestimmung der geometrisch zuldssigen

Spannungen zu verwenden [120]:
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v A 3(1+v) B
U = Y% T z[u3’a * ZbauA] tez "Et malB
B B NI
- 2_1-32 [2(1+V) (R t2 ma)[ v(fg t2 mB)I 1. (3.1.12)

Diese Anderung beeinfluft die anderen Komponenten. nur durch Terme der
3~ :
GréBenordnung O(En@z), bewirkt aber, daB auch u(Ta - Ta&w) von dieser

Ordnung klein wird.

Damit ist die Abschdtzung (3.1.3) der GréBenordnung nach realisierbar.
Die doppelte elastische Energie, das Quadrat der Energienorm der Abweichung
einer dieser r&dumlichen Néherungen, die fiir z = O in die exakte L&sung
der Schalengleichungen Ubergehen, von der exakten Losung der dreidimensio-
nalen Theorie ist also

”2 1

5 JO(En@Z)O(Enez)dV

\

It -

< o(EtFn8Y) . i (3.1.13)

Demgegeniiber ist mit den a-priori Abschdtzungen (3.1.2) die doppelte ela-

stische Energie der verformten Schale von der GrdéBenordnung

2 t2 o n..2 _ 2
| e |lW J[(O(n) T3 (N 1dF = o(EtFn") . (3.1.14)
F

Ein Vergleich von (3.1.13) und (3.1.14) zeigt somit, daB der relative
Fehler, der dieser linearen Schalentheorie (Abschnitt 2.2) anhaftet, be-
zogen auf die Energie der Schalenldsung héchstens O(®4), in der Energie-
norm (2.3.5) also héchstens O(®2) ist. Ist eine angendherte Ldsung der
Schalengleichungen bekannt, kann diese qualitative Fehlerabschédtzung ge-
gebenenfalls auch quantitativ prézisiert werden [119]); auf jeden Fall
ist jedoch eine numerische Approximation mit h&éherer relativer Genauig-

keit kaum sinnvoll.

Wie anfangs erwdhnt wurde, werden Unschérfen der Theorie von ver-
schiedenen Formulierungen des elastischen Potentials W verursacht. Eine
Untersuchung der beiden hiufigsten verschiedenen Darstellungen, der

eines flichenhaften Verformungszustands mit(2.2.11a)

Et '
W= go— (a™af + -

+ A2
1 2(1+v)

ai_Bp
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sowie eines fliachenhaften Spannungszustandes mit (2.2.11b)

- 2
Et (aap BA + _lL_ aB pk)(a A

2 7 2(1+v) a 1-v ) on) T 17 Blapy Bon))  (3-1-15D)

W

ergibt [129] hinsichtlich der GréBenordnung der jeweiligen Abbruchfehler
v

O(Etnzvz) oder genauer O(Etn2 ) sowie O(Etn 8 ). Hiermit ist, da

1-2v
die Querdehnungszahl v i. a. den Parameter © bei weitem tbersteigt, eine

klare Aussage fir die Bevorzugung von (3.1.15b) gegeben.

Die Auswirkung der Benilitzung dieser verschiedenen Potentialdarstellun-

gen auf die Losung selbst kann bei Kenntnis einer MaBzahl k<1

IJ(W&(Q,Q) - Wz(g.EDdFl < KIWZ(Q,Q)dF : (3.1.16)
F F .

abgeschatzt werden [131]. Fir (3.1.15) fordert dies

Et aB_pA t2
2(1-v9) (1-2V) I Lo gy o) * 12 Blagy Bion | F
F
Et ap BA | v aB pA
S K 201+ J‘ 2™+ 155 P e o o0 *12 B(aB) (on)] &F
F :
- kg [P o e v 8, )]
2(1-v2) *@B)¥(pr) T 12 P (aB) " (p2)
F
£2
-2(1-\))a[det(a(aB)) +13 det(B(aB)]) dF, (3.1.17a)
abgekiirzt geschrieben
2
Toao vy (@8) < k(v (2,8) - 2(1-v)V,(a,B)). (3.1.17b)

Wegen der positiven Definitheit beider Seiten der Ungleichung ergibt sich

v2 V (a,B)

“ TH Ve -zawv,ee 0 (3-1.18)

Nur fir negativ definites Vz(g,g), d. h. fir Verformungszustdnde, die

in F die Bedingungen

“det(a, .) 2

@g)! = *(11)%(22) T %(12) S O ¢ det(B

(a89 <0 (3.1.19)
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_ erfillen, ist ohne explizite Berechnung der Funktionalwerte Vl(g,g) und

Vz(g,g) die MaBzahl k 2zu

(3.1.20)

angebbar. Dieser Wert ist wegen O < k < ! nur fGr v < Y2 - 1 » 0,415

brauchbar und natirlich nicht optimal.

(1) (2)
u

Fir die Differenz der Ldsungen u nd u

mit (3.1.15a) bzw. (3.1.15b) sind aus (3.1.16) mit Hilfe der SCHWARZ'schen

der extremalen Funktionale

Ungleichung pauschale Energieabschitzungen [131]

Iwz(gw) - }5(1)) dF Sgnzjwz(g(l))dF ' ©(3.1.21a)
F F
< 9k 2 (2) .
o9z Wz(g ) aF (3.1.21b)
F

méglich. Dies ist auf die L2-Norm ibertragbar [122], da mit einer endlichen
positiven Konstantenc (wenn Starrkdrperbewegungen ausgeschlossen sind, ist
c==1//E;EmitderniedrigstenEigenfrequenzu)desIragwerks)die Ungleichung
HuI!L2 <c !!ullW gilt. Der hdufig vorkommende Wert v = 0,3 gibt mit (3.1.20)nach

(3.1.21)

2) _ (1) (1)
g -u |Iw2501675 eIl

< o,e'/zllg(.z)ll , (3.1.22)
2 Y2

ein deutliches Zeichen fiir den starken EinfluB auch formal anscheinend
nur kleiner Abweichungen in der Formulierung der Forménderungsdichte W

auf damit bestimmte L&sungen.

3.2. Digskretisierungsfehler bei finiten L&sungen, insbesondere

der Schalengleichungen

Finite LOsungsmethoden beruhen darauf, den urspringlich unendlich-dimen-
sionalen Problemraum auf einen endlich-dimensionalen Unterraum zu projizie-
ren und dort aus finiten Gleichungssystemen Niherungen zu bestimmen. Bei
Randwertaufgaben, z. B. nach (1.3.11) der Aufgabe, im Hilbertraum H

aller geometrisch zulédssigen Zusté@nde £~ das Funktional

Ip(f“) == {£7,f7} - {f"‘,f‘:}, f eEH o £ = H~ , (3.2.1)

1
2
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‘oder explizit bei Schalen nach (2.2.38)

IP(gV) = [[%E""T - X 1 -EV - p*T.N"“] dar - JBR“ . _'I,‘ - g *ds, (3.2.2a)
P (o
Y

g ={p€H|Ty =g+ M inr u =y Faurc e b, (3.2.2b)

zu minimieren, bedeutet dies h&ufig die Ermittlung eines Extremwertes in
einem finiten Unterraum, z. B. H;’é H~. Unter dem finiten Verfahren wird
hier i. a. die Finite-Element Methode verstandgp, die aufgrund ihrer An-
passﬁngsféhigkeit an die Geometrie der Gebiete und an die Randbedingungen
seit dem Einsatz groBer Computer zur Ldsung von Summations-Randwertpro-
blemen wohl am meisten verbreitet ist. Es ist jedoch festzustellen, da8
diese Prozeduren oft mehr Freiheitsgrade filir eine bestimmte Genauigkeit
benétigen als ein klassisches RITZ-GALERKIN-Verfahren mit a priori gut
gewdhlten Kecordinatenfunktionen, so daB diese dann groBen Systeme héufig
nicht mehr sehr gut konditioniert sind. Es kann daher vorteilhaft sein,
trotz der damit verbundenen gréBeren Bandweite derfvon Null verschiedenen
Elemente in der entstehenden Koeffizientenmatrix, eine Kombination globaler
und lokaler Variablendarstellung fir die finiten Berechnungen zu wdhlen
[132].

Die Fragen, die sich bei jedem finiten Verfahren bzw. seiner L&sung

stellen, treffen zwei Teilaspekte:

a) die Existenz numerischer Stabilitdt der Konvergenz der N&herungen;

b) die zahlenmdBige Kontrolle dieser Konvergenz.

Dazu werden hier a-priori Aussagen gesammelt (siehe auch Abschnitt 4.3.1)
und Moglichkeiten von a-posteriori Fehlerschranken speziell fir Ldsungen

der Schalengleichungen erl&utert (siehe auch Abschnitte 1.3. und 1.4.).

;Schlecht gestellte” Aufgaben kénnen dazu fiihren, da8 bei abnehmendem
Diskretisierungsparamenter h die Konditionszahl des diskretisierten Pro-
blems und damit der Einflué etwéiger Fehler der gegebenen Daten stark
wachst. Dies wird bei einer projektiven Diskretisierung wie etwa beim
RITZ-Verfahren regularisiert, also gedampft [133]. Dabei sind allerdings
von den Elementen der verwendeten finiten therraume Hh einige zusédtzliche
Eigenschaften zu fordern. Um zu garantieren, daB die Konditionszahl, z.B.als
Quotient l}) / }‘o des gréften und kleinsten Eigenwertes des sich in Hh ergebenden

linearen Gleichungssystems, nicht Uber einen festen Maximalwert wéchst,
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ist es notwendig, daR die Elemente von Hh fast orthonormiert sind [59], bzw.
daB das System der erzeugenden Funktionen minimal ist. Dies bedeutet, daB
keines der Elemente des Raums Hh von anderen Funktionen aus Hh erzeugbar
ist. Damit ist ein minimales System auch linear unabhédngig (das gilt je-
doch nicht unbedingt umgekehrt [59]1). Bilden die erzeugenden Funktionen
auBerdem ein vollstdndiges System, so ist dies auch hinreichend fir ein
numerisch stabiles Projektionsverfahren. Zwischen der Frage der numerischen
Stabilitdt und der der Konvergenzeigenschaft von Ndherungsldsungen gewis-
ser Projektionsverfahren besteht ein enger Zusammenhang. So ergibt die
Feststellung der Konvergenzkriterien der Finite-Element-Methode, die ja

bei Beachtung hinreichender Stetigkeit in den Ansdtzen ein RITZ-Verfahren
darstellt [101], daB fur konforme Elemente die Tatsache der Vollstédndig-
keit des beniitzten Funktionensystems allein ausreichend ist [134]. Als
konform wird dabei ein Element bezeichnet, wenn aus der reduszierten Stetig-
keit , d. h. der Stetigkeit in den Knotenwerten, die Stetigkeit des An-
satzes bis zu den wesentlichen Ableitungen auch iber die Elementgrenzen
hinweg gewdhrleistet ist. Wesentlich sind dabei alle Ableitungen bis zur
Ordnung m - 1, wenn m die jeweilige hdchste Ordnung der in der Energie-
dichte vorkommendenﬁAbleitungen angibt. Ein Kriterium fir die auch bei
konformen Elementen notwendige Vollstdndigkeit der Ansatze fordert, daB
alle Feldkomponenten und alle ihre Ableitungen bis zur'Ordnung m wenigstens
stickweise konstant angendhert werden, also in den Elementen wenigstens
konstante Werte annehmen kénnen [101]. Zur Feststellung der ﬁonvergenz von
nicht-konformen Element-Ansdtzen reicht dieses Vollsté&ndigkeitskriterium
ebenfalls hin [101]. Weitaus hdufiger werden dafir Patch-Tesis verwendet
[135,136]1, so z. B. folgendes Kriterium [135]: "Die Konvergenz nicht-kon-
former Ans&dtze ist gesichert, wenn die Wechselwirkungsenergie - gebildet
zwischen Verschiebungsfeldern aus Polynomen m-ten Grades und den nicht-
konformen Ansédtzen - von den Unstetigkeiten an den Elementgrenzen unbeein-
fluBt bleibt". Diese Tests sind jedoch nicht unbedingt notwendig [134] und

nicht in jeder Formulierung fir jedes Beispiel hinreichend [137,138].

Die Auswertung all dieser Aussagen fordert fiir Randwertprobleme der
linearen Theorie dinner Schalen Stetigkeit der Verschiebungs- bzw. Spannungs-
funktionenansédtze in den wesentlichen Ableitungen, also z. B. konforme Ele-
mente aus stetigen Interpolationsfunktionen fir uO‘bzw. wa sowie bis zu

ersten Ableitungen stetigen Funktionen fir u, bazw. Vs [115]. Damit kann

3
die Gesamt-Verformungsenergie aus der Summe der Energieanteile der Elemen-

te gebildet werden, da die entsprechenden Integrale auch an den Element-

\
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grenzen endlich bleiben. Dies sichert erstens die Konvergenz [135] und
zweitens die Moglichkeit, aus Energieungleichungen (siehe Abschnitt 1.3.)
Fehlerabschdtzungen zu gewinnen. Auch nicht-konforme Finite-Elemente

kénnen allerdings Schranken liefern [139].

Zu beachten ist bei der Einteilung eines Gebietes in finite Elemente
und der damit verbundenen Approximation des Randes die sogenannte Winkel-
bedingung [140]. sie besagt, daB kein Winkel eines Elements zu nahe an
180° liegen darf. Trotz der Beachtung dieser Bedingung kann jedoch, wie
sich bei einer gelenkig gelagerten Platte zeigt [106-111], eine kleine
Anderung der Randform auch sehr groBe Stérungen in der Lésung zur Folge
haben, so daB eine Anndherung einer glatt berandeten Platte durch Ele-
mente mit geraden Randern gar nicht méglich ist [107]. Die Ursache ist
das Entstehen singuldrer Randeffekte an den Ecken der Polygonplatte bei
einer bestimmten Art der Eckenlagerung [109,110]. Eine Untersuchung iiber

die Mdglichkeit solcher Effekte bei Schalen steht noch aus.

Neben den biéﬁer angeschnittenen Fragen der Stabiii£ét ﬁAd der Exi-
stenzéinerxonvergenz gegen die wahre Ldsung ist auch die Konvergenz-
ordnung oder eine asymptotische Konvergenzabschdtzung des Verfahrens von
Interesse. Uber solche a-priori Fehlerabschégzungen gibt es zahlreiche
Untersuchungen [103,104,141-146 u.a.], die jedoch fast alle einen gravieren-
den Nachteil fir die praktische Anwendung haben. Sie enthalten unspezifi-~

zierte, nicht zahlenmdfig angebbare Konstanten.

Bei den hier betrachteten Variationsproblemen, denen streng konvexe
(oder streng konkave) quadratische Funktionale wie (1.3.11) und (1.3.13)
zugrunde liegen, ist es eine Folge der Extremaleigenschaft, daB index Energie-
norm der Fehler einer finiten Ldsung u, durch den einer u interpolierenden

Funktion éh begrenzt wird [145,147]:

Ny -gll,slle-gll,, w 34 . (3.2.3)

Dies gilt sowohl fir homogene wie filr inhomogene Randbedinguhgen [145],
seien sie wesentlich oder natiirlich fiir das betrachtete Funktional. Damit
gibt der Approximationsfehler auch die wesentliche Aussage tber die GrdBe
des Fehlers der "exakten" Finite-Element Ldsung [75] (bei der keine numeri-
schen Integrationen usw. verwendet wurden). Ist Hh konkret ein Finite-
Element Raum SP, erzeugt von einem vollstdndigen Polynomsystem vom Grad

h
p, wird (3.2.3) [145]:
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2 2 (p+1-m)
lg-gll,som ). (3.2.4a)

Diuvse GrdBenordnungsabschidtzung ist folgender Aussage gleichwertig [142]:

| a < cnP | g

-l sll ey - (3.2.4Db)

Dabei ist die Norm || . || g @us Halbnormen ']s (Null auch fir u # 0) bis '

zur Ordnung s zusammengesetzt [145]:

Blalu(x x.)
2 2 2 2 _ ~TLIT2
a2 =182+ v lgl2 L 1al2 = 0 i | ar.

(3.2.5)

2 2 2
. Mit der Annahme, daB die Energienorm wegen co|h£||m < ||5“ W < c1|L5|]m ’
¢, > O, der Norm ||u]|m dquivalent ist, ergibt (3.2.4) auch eine Fehler-
schranke in der Halbnorm [145]
_ _ ptl-s 2(p+1-m) L

lu - w |, =om +h ) . L. 828
Mit der kleinsten Eigenfrenquenzv)\0 des Flachentragwerkes l1&Bt sich Uber
das RAYLEIGH'sche Prinzip aus der Energienormabschétzung (3.2.4) auch eine
Betragsabschitzung formulieren [143]:

1 c +1- ’
I - sl s 3 s - sl < 5 gl - (3.2.7)

Diese a priori Konvergenzabschdtzungen von Finite-Element Berechnungen
einer Schale geben fir die konkrete Wahl von Ansatzfunktionen eine Aussage
iber die Fehlerordnung der "exakten" Approximation. Gleichzeitig stellen
sie Forderungen an die Ansdtze, die zur Sicherung der Konvergenz erfillt
werden missen. So fordert z. B. (3.2.4):
Der Grund p eines Finite-Element-Raums Sﬁ
d. - h. Polynomansétze aijxixg mit allen Potenzen i + j £ p mlssen p 2 m

erfillen.

muB gréBer oder gleich m sein;

Fir finite Ansétze W = (uah,u3h) zur Losung der Schalengleiqhungen ist
cbige Forderung die bekannte constant strain Bedingung, die besagt, daB ein
Ansatz mindestens eine stufenweise Approximation der im Funktional des Pro-
blems vorkommenden GréBen ermdglichen muB. Dies sagt also wie vorher die
Forderung von konformen Elementen, daB u aus H1 und u aus Hz, den Hil-

oh 3h
bertrdumen mit quadratintegrablen Ableitungen bis zur l-ten bzw. 2-ten
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. . Lo 1
Ordnung, sein missen. M3glich ist damit die Approximation in S;' bzw.
3,3
Sh
Polynomen. Die GréBenordnung der Fehler ist hierbei nach (3.2.3-6) [75]

, dem Finite-Element Raum aus bilinearen bzw. bikubischen Hermite-

n®"S| (3.2.8a)

IA
L
[y

|lua.-uah||s c12 ]ualIZ r 8 S

IA

4-s ' '
1 1.13_—u3h|lS ¢ h ”u3” g SS2 . (3.2.8b)
Insgesamt ist also bei diesen finiten Verschiebungsansdtzen in der L2-

Norm (s = O) die Konvergenzordnung o(h2) zZu erwarten.

Neben den bisher betrachteten Approximationsfehlern tritt hédufig noch -
eine zweite Art von Diskretisierungsfehlern auf. Diese entstehen dadurch,
daB es i. a. bei krummlinig berandeten Definitionsgebieten F unméglich

ist, Randbedingungen exakt zu erfiillen. Das lbliche Vorgehen, die fir

Ry

den eigentlichen Rand C vorgeschriebenen Bedingungen, z. B.u ", auf dem

z. B. durch Polygonzige in F einbeschriebenen Rand Ch:desfdiskretisierten

Gebietes Fh zu erfillen, bedeutet eine Abweichung QEB* von den dort eigent-

lich aufgrund der unbekannten exakten L&sung zu erwartenden Werten. Ist
c. die Distanz zwischen den Randern C und Ch' fir geradlinige Polygonbe-

randungen C_ z.B. Co = chz, so gilt fir die énderung e der Losung auf-

h
grund der Randwertstdrung QBR*[105,148]:

max |e| < max 83| = 0(c_) = on?) . (3.2.9)
Fh % )

Bei einer Approximation Ch durch polynomiale Kurvenziige vom Grad p

ist die GréBenordnung der Abweichung 633* von den exakten Randwerten
0(hp+1) [148]. Zur Ausniitzung dieses Effekts einer geringeren Randstdrung
bei nicht-geradliniger Randapproximation wird der Rand hdufig stickweise
durch Polynome h8heren Grades (p > 1) angendhert und dann durch eine
Koordinaten-Transformation in Geradenstilicke itberfihrt (isoparametrische
Elemente) [135]. Auf jeden Fall trifft jedoch der Einflu8 dieser Rand-
stérungen, auBer in Sonderfdllen [106-111] aufgrund des St. VENANT'schen

Prinzips nur die unmittelbare Nachbarschaft des Randes.

All diese Angaben tber Fehlerordnungen finiter N&herungen haben leider
den Nachteil, daB sie keinen direkten Wert fﬁr numerische Zwecke haben,
da sie unspezifizierte Konstanten enthalten. Trotzdem haben sie bei der

Auswahl geeigenter Ansatzfunktionen (siehe Abschnitt 4.3.1.) eine groBe
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Bedeutung, damit nicht a-priori, beim Start der numerischen Berechnungen
bereits Fehler [{35] gemacht werden, die im nachhinein, a-posteriori, zu
falschen oder zu.schlechten Resultaten fihren. In dieser Hinsicht sind auch
die im folgend=n Abschnitt noch zu behandelnden Fehler durch die numeri-
sche Berechnung ‘ron Ausgangsdaten a-priori zu beachten. Dies dlirfte bei

der Eehandlung nichtlinearer Probleme ein noch wichtigerer Punkt sein.
Deshalb sei hier noch auf die sehr viele Mdglichkeiten umfassende Arbeit
von WITSCH [149] ﬁbér die Konvergenz von Projektionsverfahren hingewie-
sen, deren Darstellung auch auf Untersuchungen nichtlinearer Gleichungen

dbertragen werden kann.

Ein Weg zur Ermittlung von a-posteriori Fehlerschranken beniitzt die
. Eigenschaften komplementé&rer Variaﬁionsprinzipe bzw. des Verfahrens der
orthogonalen Projektion, wie in den Abschnitten 1.3. und 1.4. bereits fir
die allgemeine Theorie dargelegt wurde. Hier soll dies aﬁf die lineare
Schalentheorie (Abschnitt 2.2.) ilbertragen werden. Dabei ermdglicht die
Darstellung der ZustandsgrdBen und Grundgleichungen als Vektoren bzw.
Operatormatrizen (siehe Tafel 1) ein einfaches, rein formales Vorgehen.

Die Voraussetzungen dafiir wurden in Abschnitt 2.3. bereits lberpriift.

Nach (1.3.21/24) ist der Fehler einer geometrisch zuldssigen Niherung
u~(2.2.39) wie auch einer statisch zuldssigen Approximation o (2.2.42)

in der Energienorm

, .
| u - ]| I 2[1p(g~) - Ipc(g"‘"’)] , (3.2.10a)
lgw - ¢lI2 )= J[g"T- K g2t o e k. Plar . (3.2.10b)

F

Diese und auch jede der folgenden Abschdtzungen gilt fiir zuldssige Ansatz-
funktionen mit globalem, auf einzelne Elemente beschridnktem, oder auch
bereichsweisem Definitionsbereich.

Die Abschédtzung des Fehlers einer geometriéchen oder statischen Approxi-

mation der inneren Energie E ist nach (1.3.23) bzw. explizit

Il o™l 2 | ®-c@ ]| || ™+ aw™], (3.2.11a)
| ull - , | = . N
el Z‘H(W(E,”’ * W (G)AF] - [J.%“T'z’*‘dF]z .(3.2.11D)

F F
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Formal identisch koénnen die Schranken. (1.4.15) fir einen N&herungswert

entsprechend (1.4.13) einer ZustandsgrdBe im Punkt z? tbernommen werden:

|F Py - F (x| S‘I[IP(g") - Ipc(g“)][xp(g%) - zpc(ggéq; , (3.2.12)
Fo& = JPBR*T- v'. g9 mas - JNR*T- wFas
c, - <,
- Jp[gg"‘;’T-,gQ*+ gqNT-g*]dF+%J(~”+£§’)T~ (0™ - g™ ar. (3.2.13)
F-{x"} F

Die einzige wesentliche Schwierigkeit besteht hier in der Konstruktion der
geeigneten GREEN'schen Ndherungszusténde 29” sowie 29”. Darauf wird ge-

sondert im Abschnitt 4.2.2. eingegangen.

Da der Aufwand flir diese numerisch brauchbare Méglichkeit zuvr Eingren-
zung des Fehlers einer Nédherung infolge der Notwendigkeit,auch das komple-
mentdre Variationsproblem zu l&sen, doppelt so groB ist wie der fiir die
eigentliche.Approximation der gesuchten ZustandsgréBe, sollte natﬁrliéh
wenigstens das Resultat mdglichst optimal sein. Ein Weg, dies aufer durch
méglichst gute Wahl der Ansatzfunktionen ohne wesentlichen Mehraufwand

verbessert zu erreichen, ist eine Extrapolation der Fehlerschranken [40].

Sind bei einer gleichmédBigen Diskretisierungskennzahl hi' z. B. der Ele-

- ui
mentgrdéBe,u

X und u;l untere bzw. obere Schranken der Ldsung uyr SO gilt
hadufig

- Y oi _ Y '
u, uko + ahi P L + Bhi R (3.2.14)

mit den unbekannten GrdéBen uko,a,B und Y.'Fﬁr die Differenz ergibt sich

in einer logarithmischen Skala eine Gerade (siehe Bild 3):

ui

X ) = log(B - a) +¥ylog hi ' (3.2.15)

oi
log(uk -u

deren Steigung y allerdings erst bei Kenntnis je zweier Schranken bestimm-

bar ist: '
R, i - i .01 Sui+l
_ulog(uil - uﬁl) - log(u]°<l+1 - u;;.l)
y = . . (3.2.16)
log hi - log hi+1

Dann sind aus (3.2.14) oder zeichnerisch auch die Vorfaktoren bekannt:
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B~ a
Y
h
hi+1 hi
-
[log]
oi ui

oi+l ui+l1

Bild 3 : Graphische Bestimmung der Konstanten a, B und Y
ui ui+l oi oi+1
a = i r B = X kK (3.2.17)
nY - nY nY - nY
i i+l i i+1

und es ergibt sich damit der auf hi = O extrapolierte verbesserte Ndhe-

rungswert
ui+l vy ui_ vy
u h; -~ u "h,
Yo =K LTk a0, (3.2.18)
hY - nY
i i+l

Diese Extrapolation, die das angenommene asymptotische Verhalten (3.2.14)
ausnilitzt, beschleunigt die Konvergenz einer Folge von Schranken wesent-
lich [40]. Eine entsprechende Anwendung bei einer Folge von Niherungs-
werten ist ebenfalls méglich [77,79], wenn es gelingt, fir ihr Konver-
genzverhalten eine asymptotische Entwicklung nachzuweisen [78-82,87-151],

z. B.: far die Approximation uih(EP) der Verschiebungskomponenten
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Py - Py + ch'l +ch’2+ ..., o<y < eee . 3.2.19
uih(f«') ui(f') cl c2 . Yl ‘Yz- ( )

In diesem Fall ist es sogar mSglich, aus dieser Folge von N&herungswerten

zu verschiedenen Diskretisierungsstufen hi fir den exakten Wert im Punkt

xP asymptotische untere und obere Schranken zu berechnen [85-87,152,153].

~o

Dabei werden die bei h0 > h, > ... berechneten Ndherungen u, , u

1 io’ "i1"*°”

fir den exakten Wert uiﬁgp) zu einem Interpolationspolynomiaiuﬂ durch

(h , u, ), (h,, u,,),... zusammengefaBt und dann dessen Wert bei h = O,
o io 1 il

der extrapolierte Wert bestimmt.

Erfolgt die fortschreitende Diskretisierung nach der Regel hj = hobj,

0O<b«<«il, j=0,1,2,..., kann dieser extrapolierte Wert nach der Rekur-

sionsformel [85,86] (m = 1,2,...)

u
m _ m-1 Cik+1 ik o _
Ugge = Uog (1-me) , u,. =u ' (3f2'20)

( m-1 u?~1)me

bestimmt werden. Mit diesen verbesserten Approximatioﬁéﬁ kann das Werte-

paar (u?k, ﬁ?k) berechnet werden,

um _ um—l
m m-1 ik = Yik+1
Uik = Yikat R ' (3.2.21)

ik " Yik-1
um—l _um—l
ik+1 ~ Yik

1 -

das fir hinreichend kleine hk den exakten Wert ui(EP), einschlieBt. Hin-

reichend klein bedeutet dabei, daB die Folge der Werte u?k bzw. ﬁ?k mono-
tones Wachsen oder Fallen erkennen 1l&8t.

Diese formal so einfache Moglichkeit, punktweise Schranken zu berechnen,
ohne komplementdre Variationsprobleme 1l&sen zu missen, ist leider bei Scha-
len noch nicht begrindet durchfihrbar. Die Voraussetzung, der Nachweis
einer asymptotischen Entwicklung wie (3.2.19) fir eine Folge numerischer

Lésungen einer finiten Methode, ist noch nicht erbracht.

3.3. Fehler infolge der Verwendung numerischer Prozeduren

Bei den bisherigen Uberlegungen zum Fehler finiter L&sungen wurde ange-

nommen, daB die sich in den endlich-dimensionalen Unterr&dumen S, ergeben-

h
den Gleichungssysteme exakt, d. h. ohne Fehler in der Koeffizientenmatrix
und der rechten Seite, also z. B. mit einer exakten Steifigkeitsmatrix R

~

und einem exakten Lastvektor p erstellt worden sind. Bei der praktischen

“ %

-
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Ausfiihrung auf einem Digital-Computer werden jedoch nicht "exakte" sondern
nur “numerische" Approximationen ermittelt, z. B. wenn es notwendig war,
Integrale durch Quadraturformeln zu bestimmen. In solchen Fallen sollten
jedoch numerische Prozeduren verwendet werden, die konsistente Fehler
verursachen, d. h. Fehler der GréBenordnung; wie sie durch das finite Ver-
fahren, z. B. die RITZ-GALERKIN oder spezieller eine Finite-Element Metho-
de entstehen.

Zur Beurteilung des ﬁinflusses solcher Stérungen SR in der Steifigkeits-
matrix E =R + 63 und QE im Lastvektor 5 =p + GR auf die Ldsung, also zur
Erforschung des dadurch in die Lésung ei:gefghrten Fehlers, ist nicht nur
die GroBe dieser Stdrungen abzuschdtzen [135]. Trotz relativ starker Ab-
weichungen zwischen den Elementen der exakten und der numerischen Steifig-
keitsmatrix R und E kann der Fehler in der L&sung, z. B. u - Eh k}ein
bleiben. Es kann jedoch auch bei schlechter Kondition der Matrizen bereits
die kleinste Stoérung sehr groBe Auswirkungen haben. Deshalb muB diese
Untersuchung von dem zugrunde liegenden Variationsprinzip selbst ausgehen

[75,135,154-156].

Das zu minimierende Funktional (3.2.2) wird im finiten, n-dimensionalen

Unterraum H; geometrisch zuldssiger Ansatzfunktionen (siehe Abschnit 4.1.)

<n>
uwx) =ex) - ¢ (3.3.1)
in folgende quadratische Form Uberfihrt:
_ 1 <n>T T -1 <n>
W) =3 & -[f@-l_v-«'z) "Rk -@-N-9)aF] - g
F
_ [JP*T. o dr + JgR*T_ o Ras]. P
F C
p
_ 1 <p>T <n> T <n>
B A A (3.3.2)

Das Verschwinden ihrer ersten Variation, die notwendige Bedingung fir ein

Extremum, fGhrt theoretisch exakt auf
<n>
Ry S ~pPh=9., (3.3.3)

bei Verwendung von Quadraturformeln (genau genommen auch bei analytisch

berechneten Integralen durch Rundungsfehler infolge der Gleitkommadarstel-
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lung mit beschrénkter Stellenzahl) in Wirklichkeit auf die nicht exakten,

numerischen Gleichungen

gh .<§> _ ‘éh = (Bh + 613h)_ <§>-,- (Rh + G‘Bh) = 2. (3.3.4)

Fiir das Folgende wichtig ist die Annahme, daB die LoOsung dieser Gleichungs-
systeme exakt erfolgt. Natidrlich werden sich bei der Berechnung der Lé&sun-
gen Rundungsféhler ergeben, die zu einem LJsungsfehler kumulieren werden.
Im allgemeinen ist jedoch die Auswirkung dieses L&sungsfehlers gegeniiber
der der Anfangsstdrungen Ggh und §£h so gering, daB es iblich und rea-

listisch ist, den Ldsungsfehler zu vernachldssigen [115].

Der Unterschied zwischen exakter und numerischer N&herung, zwischen

den Loésungen von (3.3.3) bzw. (3.3.4) ist in der numerischen Energienorm

”2;- E‘:};‘”i = (<§> _ <£>)T._§_ . (<§> _ <§>) (3.3.5a)
_ (<n> _ <> T <>
= & - er T - sp). (3.3.5b)

Damit diese Fehlerenergie positiv definit ist, muB die numerische Integra-
tion gentigend Funktionswerte verwenden [135], 4. h. z. B., bei bilinearen
Ansédtzen missen zumindest lineare Polynome von der Formel exakt integriert

werden. Auch dann ist die Formel jedoch noch nicht konsistent [154-156].

Zur exakten Analyse dieser Fehler ist die Einfihrung eines MaBes lo fir die
Genauigkeit der Quadraturformel und einer Kenngré&Be ko fiir den Grad der
Polynome notwendig, die die Terme mit der héchsten Ableitung m in der qua~

. _ 1 <p>T <n>
dratischen Form a(uhf uh) =5 & 'Bh‘ ¢ darstellen:

= ‘ Y o= xYigY2 :

1, =min {y, + Yzlx = x1x;2 € P}, (3.3.6a)
= max Y :

k, = max {y, + y2|x €r }. (3.3.6b)

Dabei bedeutet PI die Teilmenge aller Polynome, die von der Formel exakt

integriert werden, und P die der sich nach den m-ten Ableitungen in a(gh,gh)
ergebenden Polynome. ' A
Bei einer Diskretisierungskenngréfe hi' z.B. dem Durchmesser hi der Elemente

Fi' ist der Fehler der rechten Seite durch L

v

W Y O ‘
.,8|Y!p?". SQ
1 AR N 1. 2
|8py | < 21-*: h;° Jl—_axY lar , Iyl =y +y"=1_ . (3.3.7)
i F

i
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abgeschatzt. Da @ bis zur Ordnung kO + 1 differenzierbar ist, folgt weiter

mit h = max hi und P der Ordnung der hoéchstens méglichen Ableitung von‘g*:

Pg ps< lo—ko
fir . (3.3.8)
- >1 -
1 k ps_lo k

S

6o, | = on® llg*l, lig Il ~ o), s

()

Die Steifigkeitsmatrix ist h&ufig ohne Stérung Ggherstellbar, z. B.
da die Integration lber bereichsweise definierte i. a. niedrige Polynome

einfach analytisch durchgefihrt werden kann. Der Fehler infolge der nume-

2n
gréBe lo ist nach (3.3.5b) mit (3.3.8)

rischen Bestimmung des Lastvektors mit einer Quadraturformel der Kenn-

- 12 = (& - )% op < en®lp* g - El - (3.3.9)

Da die Normen ||. Iw und || . llm iquivalent sind [145], ist dies gleichbe-

deutend mit (s = P bzw. lo - ko)

g -, ~ g -l ~ow® . (3.3.10)

Ist auch die Steifigkeitsmatrix Bh Uber numerische Integrationen be-
stimmt worden, muB zusdtzlich zu (3.3.9) der andere Term in .(3.3.5b) abge-
schatzt werden. Erfillen die (bereichsweise definierten) Polynome gm vom

Grad p, die den Ansatz (3.3.1) bilden, die inverse Ungleichung [156]

oy Il < ki e, Il . 1<3, Ve €5 (3.3.11)
gilt
CE )T or - B= kntoToqr 4 nPTRO) || - || (3.3.12)

und fir 1_ > 2k
o (o}
1, - k e
lagy -, swe ™« n® 0 lull - (3.3.13)

Die Anwendung dieser Absch&tzungen bei der numerischen Lésung des Schalen-

funktionals (3.2.2) mit bilinearen Ansé&tzen fiir u_, und bikubischen Poly-

ah

nomen fir Ui ergibt wegen m = 2 die KenngroBe ko = 4, Eine Quadraturformel,

die bei diesen finiten Ans&tzen konsistent [155] zur GrdBenordnung
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des Approximationsfehlers in dex ”. Hnl-Norm, nach (3.2.8) also konsis-
tent zu O(h) sein soll, muf wegen (3.3.13) mindestens lo = 5 erfillen,

d. h. vollstdndige Polynome 5. Grades exakt integrieren. Dabei ist wegen
(3.3.10) auBerdem die Belastung p* mindestens einmal stetig differenzier-
bar vorausgesetzt. ~

Es 148t sich zeigen[75], daB die Produkttrapezregel

(f)— T o (=, m+1) (3.3.14)

j=1 k=1

dieser Bedingung genfigt. Die Romberg-Integration [157,158] hat sogar un-
abhidngig von Grad und Stetigkeit der Polynomansdtze oder von der Voraus-
setzung Uber die Differenzierbarkeit der éelastung B* immer diese Eigen-
schaft der Konsistenz [155]. Der Nachteil dieses numerischen Integrations-
verfahrens, die groBe Zahl von notwendigen Auswertungen des Integranden,
wird durch die gleichzeitig mdgliche Eingrenzung des exakten Integralwer-
tes [85,152,153] sicher aufgehoben. Dieses Verfahren w1rd deshalb auch in

dieser Arbeit flir die numerischen Berechnungen verwendet. .

AuBer dieser Untersuchung der GrdBenordnung des Fehlers zwischen der
numerischen und der exakten finiten L&sung, die zur Forderung nach kon-
sistenten Quadraturformeln fiihrt, ist es aucﬁ notwendig, die Akkumula-
tion dieser Fehler, die Empfindlichkeit des finiten Verfahrens zu unter-
suchen. Diese ist abhdngig von der Genauigkeit des Rechners und von der

Kondition der Steifigkeitsmatrix.

So bewirken bei einer Genauigkeit des Computers auf s Dezimalen allein
die Abbruchfehler, in beliebiger Matrixnorm “Ggh”M = lo-sﬂghuhiund dazu
passender [161] Vektornorm qugh”v = IO_SHEQJIV' unter Umsténden betré&cht-
liche Abweichungen. Der Unterschied zwischen der exakten und der numeri-
schen LOsung, d. h. zwischen der L&ésung von (3.3.3) und der von (3.3.4)

8> _ ) (3.3.15)

~o

<n> <n>
c
~o

A
tas
v

= = Rh (6p 6§h-

hat unter den Annahmen Hgm H~|]i§>”vﬂv||§;1HM“'O(1) und mit der Ab-
schétzung C2 (l_{h)‘ = 0(h~2m) fir die SpektralKonditionszahl eines diskre-

tisierten elliptischen Problems 2m-ter Ordnung [159] die GréBenordnung

|8 - “F|l, = 10%m™ . (3.3.16)
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Unter der Voraussetzung

. C,(R) IIG%]I
®n 2= TR, T,

gilt in der Energienorm fix den relativen Fehler infolge der gestdrten

(3.3.17)

Anfangsdaten [115]

Ny -3,  cymp rllsgll,  ller]l,
S T—% + (3.3.18)
|l a1l n LB lly 1131l
Dabei ist hier
& -all,
Il &l = WX (e h ) . (3.3.19)

Il 2ll,

die zur Euklidischen Vektornorm || . passende Matrixnorm [161]. Kann
die Konditionszahl C2(§h) der Gesamtsteifigkeitsmatrix gﬁﬁnicht durch die
Berechnung ihres grdB8ten und ihres kleinstes Eigenwerts bestimmt werden,
ist es bei Finite-Element-Ansdtzen méglich, mit den Eigenwerten der Ele-
mente beidseitige Schranken anzugeben [160,162,163]. AuBer dem kleinsten
und dem gréB8ten Eigenwert der Element-Steiéigkeitsmatrizen Rﬁ sind auch
die der Element-Massenmatrizen Mh der GRAM'schen Matrizen [163] der Ele-
mentansatze Mh fqh @, dF, die maximale Zahl Phax der an einem Knoten
aneinanderstoBfenden Elemente und die Grundfrequenz‘lo, der kleinste Eigen-

wert des zugrunde liegenden Differentialoperators T¥CT darin enthalten.

max (A ) max (A )p
S~ _—<C,(R)S ———= . (3.3.20)
A p __max(A)) A min (A
max e n 1

Mit der oberen Schranke kann dann (3.3.18) ebenfalls nach oben begrenzt
werden.

Der so durch die extremen Eigenwerte der Element-Steifigkeits- bzw. Mas-
senmatrizen abgeschidtzte "diskrete" EinfluB auf die Konditionszahl C2(§h)
ist jedoch nicht immer eindeutig in seiner Aussagekraft iber die "gqute"
oder "schlechte" Kondition diskreter Gleichungen. Der Wertebereich dieser
Eigenwerte ist nicht eindeutig, .sondern kann durch Skalierung, d. h. Divi-
sion einer i-ten Zeile und einer i-ten Spalte des finiten Systems durch
die gleiche Konstante a verdndert werden [164]. Der L&sungsvektor ¢ wird

dadurch nur in der i-ten Komponente beeinfluBt; diese ergibt sich ebenfalls
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als mit a, multipliziert. So kann eine Matrix Bh erst dann als optimal
skaliert bezeichnet werden, wenn eine Diagonalmatrix Es gefunden ist, die
die Konditionszahl C2(9§ "R - ES) minimiert [162]. Erst diese optimale
Konditionszahl gibt eine echte Aussage Uber den Effekt der Rundungsfehler.
In der Praxis ist jedoch das Suchen nach der optimalen Matrix Qs hoff-
nungslos. Plir Bandmatrizen, wie sie sich beim Finite-Element Verfahren
ergeben, ist jedoch eine Skalierung, die gleich besetzte Diagonalen be-
wirkt, fast optimal.

Ein skalierungs-invariantes Kriterium ist z. B. das Diagonal-Energie-
Kriterium [164]1, das eine sehr klare uﬁd niitzliche Aussage i{iber eine et-
waige schlechte Kondition der Gleichungen gibt:

Die Standardabweichung S(W) der Forménderungsenergie wird durch
s < 210 ° /b wy, . (3.3.21)

dem Kennwert der Rechnergenauigkeit lo_s, der halben Bandbreite b der
Steifigkeitsmatrix Bh' sowie Wd, dem Anteil der Verformungsenergie W, der
allein durch die Hauptdiagonale Bhd der Steifigkeitsmatrix bestimmt wird,
begrenzt. Der Quotient Wd/w kann durch den Kehrwert des kleinsten Eigen-

" wertes Am aller Elementgleichungen
e e .
(Eh Bhd) -x=0 (3.3.22)

nach oben abgeschdtzt werden und erreicht in unglinstigsten Fédllen den Wert

5
10" oder grdBer. Diese Abschdtzung der Empfindlichkeit eines Systems fihrt
zwar nicht zu scharfen Fehlerschranken, gibt aber eine skalierungsinvariante

Aussage, die in der Praxis sehr niitzlich sein kann [164].

Mit all diesen Abschatzungen ist es nicht mbglich, eine realistische
a-priori Schranke flir den Fehler anzugeben, der wvon gestdrten Anfangsdaten
verursacht wird; der Fehlef wird dabei stark tberschitzt [115]. Es ist je-
doch trotzdem sinnvoll, dié ja von den gewdhlten Ansatzfunktionen abhédngige
Konditionszahl C2(§h) zu bestimmen. Mit dieser Kontrolle sollte es méglich
sein, schlecht konditionierte Systeme mit Cz(gh)~ 0(105) [162] und damit
die Méglichkeit zu vermeiden, daB Rundungen wdhrend einer finiten Berech-
nung zu zu groBen Fehlern fithren. Falls a-priori ein Schitzwert der Kon-
ditionszahl bekannt ist, kann auch die Computer-Genauigkeit so gewdhlt
werden, daB die gewlinschte Rechengenauigkeit ﬁberhaup£ méglich wird [163].
Ein wesentliches Resultat dieser Untersuchungen iber die Auswirkungen der

Rundungsfehler ist die Feststellung, daB bei Verkleinerung von h zwar der

+1- : .
Diskretisierungsfehler wie O(hp 1 m) kleiner aber gleichzeitig der Effekt
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der Rundungsfehler wie O(h—2m) grofer wird. Daraus folgt, daB Ansdtze mit
hdherer Ordnung p i. a. vorzuziehen sind, da diese Wahl einen positiven
EinfluB auf den Diskretisierungsfehler, aber keine direkten Auswirkungen
auf die GréBenordnung der Konditionszahl, d. h. auf die Rundungsfehler
hat [159].

Die Eingrenzung (3.3.20) der Konditionszahl zeigt auch, daB die Kondi-
tionszahl eines Problems von zwei Aspekten abhangt: von der Diskreti- -
sierung und den Ansdtzen und von der Natur des gestellten Problems [165].
Ao hédngt ja im wesentlichen von internen Schalenparametern wie dem Krim-
mungsradius und der Schalendicke sowie den Randbedingungen ab. Eine et-
waige schlechte Kondition kann also auch eine direkte Folge einer physi-
kalischen Instabilit&t sein. So haben neben den Schalenparametern auch
Materialeigenschaften, insbesondere die POISSON'sche Zahl v [166] einen
natiirlichen EinfluB auf die Kondition einer Steifigkeitsmatrix. Solche
kritischen Werte sollten jedoch vorher bekannt sein, damit bei der L&sung
eines solchen Problems bereits von Anfang an geeignete MaBnahmen ergrif-
fen werden kdénnen.

Ein weiterer Grund fiir die schlechte Kondition einer Steifigkeitsmatrix
kann darin liegen, daB nicht alle Starrkdrperbewegungen vollsténdig aus-
geschlossen wurden. Insbesondere bei feinerer Elementeinteilung kann da-
durch die finite LOsung stédrker beeinfluBt werden, wenn nicht bei der
Wahl der Ansétze darauf geachtet wurde, daB durch sie Starrkdrperver-
schiebungen exakt wiedergegeben, al§o auch alle méglichen Koﬁponenten
ganz verhindert werden kénnen [167,168]. Dies ist insbesondere wichtig
far krummlinig berandete Elemente, ist aber im allgemeinen keine not-

wendige Konvergenzbedingung [169].

Diese hier aufgefihrten Aussagen lber Auswirkungen und Ursachen von
Fehlern, die alle, aufgrund ungenauer Daten und Rechenoperationen ent-
standen, das Resultat beeinflussen, sind vor allem auch deshalb so wichtig,
weil nennenswerte Rundungsfehler natiirlich die Gililtigkeit der liber die
komplementéren Variationsprinzipe bestimmten a-posteriori Fehlerschranken

beeintrachtigen [115].



- 103 -

4., ZUR NUMERISCHEN BESTIMMUNG DER A-POSTERIORI FEHLERSCHRANKEN

Nach den theoretischen Voriberlegungen zur Fehlerordnung der Theorie
und der numerischen Hilfsprozeduren, sowie zu den wesentlichen Voraus-
setzungen fir die Zulédssigkeit von Ansatzfunktionen bleiben folgende
Aufgaben:

Zu tberlegen, welche Ansdtze den in den Abschnitten 3.2. und 3.3. gestell-
ten Forderungen gentiigen, und bei welchen Ansidtzen die Relation zwischen
Konvergenzverhalten, Anpassungsfdhigkeit und Aufwand méglichst optimal »
ist.

Bei den numerischen Berechnungen den notwendigen Aufwand, insbesondere den
fir die Erstellung der Fehlerschranken zus&dtzlich notwendigen Aufwand mdg-
lichst klein zu halten.

fﬁr die Erstellung der punktweisen Schranken passende GREEN'sche Zusténde
zu bestimmen.

Sind Teile dieser Aufgaben problemabhingig, wie z. B. die Anpassung der
Ansdtze an Randbedingungen oder die Konstruktion der GREEN'schen Niherungs-

zustinde, werden diese hier fir eine Kreiszylinderschale geldst.

4.1. Verschiedene MGglichkeiten finiter Ansé&tze

Bei der Untersuchung der verschiedenen Fehlerursachen und ihrer Aus-
wirkungen auf die finiten N&herungsldsungen wurde eine Reihe von Eigenschaf-
ten der Ansatzfunktionen aufgezdhlt, die Auswirkungen auf das Konvergenz-
verhalten und auch die Stabilit&t des numerischen Approximationsverfahrens
haben. Neben den daraus folgenden Kriterien fiir einen theoretisch opti-.
malen Ansatz sind auch Eigenschaften wie GrdBe der entstehenden Gleichungs-

systeme oder Anpassungsféhigkeit an krummlinige Ré&nder zu beachten.

Hinsichtlich dieser Fragen werden einige Fakten und auch ein leicht zu
realisierendes Kriterium angegeben. Mit diesen Aussagen soll die Auswahl
unter verschiedenen Ansdtzen erleichtert werden. Fiir drei der vielen Még-
lichkeiten werden unter Betonung ihrer Vor- und Nachteile die finiten Glei-
chungen hergeleitet bzw. angegeben. Dabei k&nnen jedoch hier nicht alle
Feinheiten, wie z. B. das Problem der Gitteroptimierung beim Finite-Element
Verfahren [170] oder auch die Verwendung isoparametrischer Elemente [171,

1721 fir krummlinig berandete Gebiete, behandelt werden.
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4.1.1. Auswahlkrite;iep

In Zusammenfassung der in Abschnitt 3.2. dargelegten Eigenschaften finiter
Ansidtze werden hier einige Aussagen speziell fir konforme Elemente nochmals

konkretisiert.

Das wesentliche Kriterjium fiir die Zuldssigkeit konformer Elementansdtze
besagt [101], daB gesuchte FeldgrdBen bis in die hdchste ihrer im zugrunde
liegenden Funktional vorkommenden Ableitungen wenigstens stlickweise stetig
approximiert werden missen. Danach missen also in dieser vorliegenden
Schalentheorie Verschiebungsansdtze flr das Funktional (2.2.38) folgende
Bedingungen erfillen [113,173]:

u, bzw. wa sind als quadratintegrable Funktionen aus Co, d. h. mit stick-
weise stetigen ersten Ableitungen zu wéhlen,

u, bzw. ¢3 missen quadratintegrable Funktionen aus Cl, d. h. mit stick-

wzise stetigen zweiten Ableitungen sein.

Dies kann durch Ansétze verschiedenster Ordnung erfiillt werden und damit
sowohl der Diskretisierungsfehler als auch die Kondition des sich ergeben-
den algebraischen Systems, d. h. die Empfindlichkeit des Systems auf Feh-
ler in den Ausgangsdaten, beeinfluBt werden. Ublicherweise werden dabei
entsprechend der verschiedengradigen Stetigkeit von u, und ug (Spannungs-
funktionenansitze sind vollst&dndig dquivalent [174] und werden deshalb
hier nicht mehr gesondert erwédhnt) auch Ansatzfunktionen verschiedener
Ordnung u, und ug gewdhlt. Abgesehen von der dann geringeren Anzahl der
Knotenfreiwerte fir Uy s d. h. des in dieser Hinsicht geringeren Aufwandes,
gibt dies jedoch wegen des wechselseitigen Einflusses beider Ansétze so-
wohl auf den Membrananteil E, wie auch auf den Biegeanteil Ep der Gesamt-
energie E nicht unbedingt ein Verfahren von optimaler Effizienz [165].
Wird u, durch vollstédndige Polynome vom Grad p und u, durch vollstédndige
Polynome vom Grad q interpoliert, ergibt sich nach (3.2.4) fir den Fehler

der Gesamtenergie

2(g-1)

y; 0Py, (4.1.1) -

2 t2 2 .
) +—= (E -EBh) ]1aF = min(0(h

AE:I[(EM—E 12 B

Mh
F

Diese Fehlerordnung sagt zum Beispiel aus, daB der Fehler des gesamten

angendherten Verschiebungsfeldes b wesentlich von den fir Uy benutzten

vollstdndigen Polynomansédtzen abhéngt. So bleibt die Ordnung des Fehlers

der Gesamtenergie AE auch bei hdheren Ansédtzen fir uj zusammen mit einem

nur linearen, an den Elementgrenzen nur stetigen Ansatz, also einem voll-
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. 2
stiandigen Polynomansatz mit p = 1 fir ua»in der GréB8enordnung O(h™).

Damit ist die ginstigste Wahl fir den Grad des Ansatzes von u, bzw. uy mit
P = g - 1 festgestellt. Kommt h in die GrdBenordnung der Schalendicke t,
wird sogar p = q optimal (bei dimensionsloser Rechnung [175] gilt dies
nicht). Ein anderer méglicher Weg, der hier nicht weiter dargelegt wird,
ist der der Verwendung yerschiedener Ansatze fir u3 in den Membrandehnun-
gen, d. h. inE und im Biegeteil E, [176]. Dadurch kann vor allem die Auf-
stellung der Membran-Steifigkeitsmatrix vereinfacht werden und trotzdem
durch diese "partielle"” Approximation der Weg zu neuen Mdglichkeiten erdff-

net werden.

Im allgemeinen jedoch ist die oben begriindete Regel bei der Wahl der
Ansdtze vorteilhaft:
Vollsténdige Polynomansdtze filr u, und u, sollten sich im Grad um eins

unterscheiden (q = p + 1).

Als zweites wichtiges Kriterium fir die Auswahl bestimmter Ansatzfunk-
tionen ist deren EinfluB auf die Konditionszahl zu nennen. Ihre Berechnung
als Quotient von grdBtem zu kleinstem Eigenwert der Gesamt-Steifigkeits-
matrix Bh ist fUr die Praxis in der Regel undurchfihrbar, insbesondere,
wenn erst die Auswahl unter verschiedenen Ansatzfunktionen bzw. Element-
modellen getroffen werden soll. Praktikabel ist aber folgende Aussage,
die mit Hilfe der Elementmatrizen Uberprift werden kann (siehe auch Ab-
schnitt 3.3):

Bei gleichen Auswirkungen auf die Bandstruktur der Gesamtmatrix ergibt
stch das System mit der besten Kondition aus Ansdtzen, bei denen der
Quotient A;/AT am kleinsten ist.

Dabei ist Ai der groBte Eigenwert der Element-Steifigkeitsmatrix und AT
der kleinste Eigenwert der GRAM'schen Matrix der Ansatzfunktionen im

Element.

AuBerdem sollte insbesondere wegen des Einflusses auf die Kondition
des Gleichungssystems jeder Ansatz den vdlligen AusschluB aller Starr-

kérperbewegungen ermdglichen [167,168].

Ein letztes, aber wichtiges, da relativ leicht nachpriifbares Kriterium
sei noch angegeben und begrundet [113,177]:
. , . P \ . 1 2 ., e
Ist die Differenz zweier Element-Steifigkeitsmatrizen gﬁ - gﬁ posttiv

(semi-)definit, so ist die Verwendung von gﬁz glinstiger.
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Nachzupriifen ist die positive Definitheit am einfachsten durch die Be-
rechnung des kleinsten Eigenwertes dieser Elementmatrix gﬁl - Bﬁz. Dabei_
sind erstens konforme Elemente angenommen und zweitens im Element nach
Mdglichkeit Starrkd&rperverschiebungen durch Randbedingungen ausgeschlos-
sen. Dieses Kriterium gilt fir Steifigkeitsmatrizen, die auf der Grundlage
des Prinzips vom Minimum des Gesamtpotentials erstellt worden sind:

Die exakte Ldsung gibt den Minimalwert des Funktionals. Da mit (3.3.3)

in (3.3.2) auch

1 <n>T <n> T <n> 1 <n>T _ 1<p>T <n>
I =35 & "BS B S =-3 & ‘B ="3& "R - ¢ (4.1.2)

gilt, ist eine Interpolation, die bei gleichem Lastvektor Py die groéBere
Verformungsenergie liefert, die bessere. Bei verschiedenen Interpolationen

2; und H; ist wegen ﬁ§> = 5;1 N und (4.1.2) fur positiv (semi-)definite

Matrizen [(Eﬁ)_l - (gi)_l]
1 2, 1T 1,-1 _ 2.-1
I,0) - IG) =5 p, - [®) (R)1-p, 20 . (4.1.3)

Da die positive Definitheit der Steifigkeitsmatrizen und die ihrer Inversen
eindeutig wie folgt zusammenhdngt [113]

1

1 (Bﬁ)- ].-x20 & f? °[§; - Bil -5’2 o , (4.1.4)

~

@

und sich auBerdem das Gesamtpotential (4.1.2) aus den Anteilen der Elemen-
te zusammensetzen l&B8t, ist das angegebene Kriterium bewiesen.

Fir den Fall gleicher Elemente ist in der ganzen diskretisierten Struktur
nur der kleinste Eigenwert einer Elementmatrix zu berechnen. Hierzu ist
noch anzumerken, daf hinsichtlich der Genauigkeit eine einzige Art von
Maschen vorteilhafter als die gleichzeitige Verwendung mehrerer Maschen-

typen zu sein scheint [178].

4.1.2. Globale Anséatze

Ein klassisches RITZ-Verfahren mit gut gewdhlten globalen Koordinaten-
funktionen kann flir manche Probleme glinstiger sein als die Finite-Element
Version, die zwar groBe Flexibilité&t in der Form des Definitionsgebiets,
in den Randbedingungen und den Materialeigenschaften gibt, aber zu sehr
gro8en Gleichungssystemen mit h&ufig nicht gerade guter Kondition fiihrt.
Insbesondere, wenn das Verhalten bestimmter ZustandsgréBen aus der Erfah-

rung bekannt ist oder z. B. bei singuliren Lastf&dllen in analytischen
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Untersuchungen bestimmt werden konnte, kann eine diesem angepaBSte Wahl
globaler Ansatzfunktionen sehr schnell einen guten Einblick in das ge-

samte Ldsungsverhalten geben.

Abgesehen von einigen zusé&tzlichen Hinweisen, die zur Wahl geeigneter
Koordinatenfunktionen (siehe dazu die Abschnitte 3.2. und 4.1.1.) gegeben
werden, stehen hier zwei Aspekte im Vordergrund:
die Zuléassigkeit der Ansdtze und die Vermeidung unterschiedlicher GréBen-

ordnungen (die auch fir andere Ansatzmdéglichkeiten wesentlich ist).

Die den finiten Raum Hh erzeugenden Koordinatenfunktionen wikgﬁ),
k =1,2..., missen ein vollsté&ndiges und zusatzlich minimales, also auch
linear unabhingiges System darstellen [59]. Zul&ssig hinsichtlich der
Forderungen nach linearer Unabhdngigkeit und Vollst&ndigkeit ist z. B. das
System wik(ﬁ) €'{xnym ; n,m = 0,1,2,...,}, jedoch nicht minimal [112].
Also kann bei VergréBerung der Anzahl n der Koordinatenfunktionen mik(g)
der durch geringe Anfangsstdrungen verursachte Fehler so anwachsen, daf
er die durch die Erhéhung der Anzahl n erzielte Verbesserung stark redu-
ziert. Es ist deshalb besonders wichtig, im Falle solcher Koordinaten-
funktionen die RITZ'sche Matrix, also z. B. die Steifigkeitsmatrix be-
sonders genau zu ermitteln. AuBerdem sollte, wenn es nicht méglich oder
zu aufwendig ist, orthonormierteoderfastorﬁhonormierteFunktionensysteme
zu verwenden (z. B. aus LEGENDRE-Polynomen [112]), die Anzahl der globalen
Ansatzfunktionen gering bleiben und statt dessen ein aus der Erfahrung be-
kanntes Losungsverhalten weitestgehend berilcksichtigt werden. Zur weiteren
Verbesserung der Ergebnisse ist es im Ubrigen hdufig glinstig, eine Ver-
bindung von global und lokal definierten Funktionen zu wdhlen [132]. In
dieser Arbeit ist die Kombination globaler und lokaler Ansédtze besonders
bei der punktweisen Fehlerabschétzung wichtig, bei der nach der Hyper-
kreismethode Approximationen GREEN'scher Funktionen bestimmt werden. Die
Ldsungen dieses Problems enthalten Singularitdten und dies beeinfluBt na-
tirlich das Konvergenzverhalten, vor allem auch lokaler Ansé&tze stark
[179]. So hat z. B. ein Problem der ebenen Elastizitdtstheorie mit einer
Spannungssingularitétre- bei rechteckigen Elementen mit bilinearen Inter-
polationsfunktionen nur die Konvergenzordnung O(hze) [180]1. Solche Ver-
ringerung der Konvergenz ist nur zu vermeiden, wenn die korrekten Singu-
laritéaten (siehe Abschnitt 4.3.2), am einfachsten global, mit in die An-
sdtze aufgenommen werden.

Beziglich der Moglichkeit, mit wenigen gut gewdhlten Ansatzfunktionen
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sehr brauchbare Resultate zu erzielen, s auf eine bisher allerdings erst
fiir ein Balkenproblem gegebene Kombination des RITZ-Verfahrens mit einem
Iterationsverfahren [181] hingewiesen. Damit ist es mdglich, systematisch
Ansatzfunktionen zu konstruieren, die neben den wesentlichen Randbedingun-
gen auch die natiirlichen Randbedingungen erfiillen, also Ergebnisse mit

grosserer Genauigkeit liefern.

Die Zuldssigkeit der verwendeten Funktionen bei der Variation des zu-
grunde liegenden Funktionals ist neben der notwendigen Differenzierbar-
keit und Integrabilitédt die wichtigste Voraussetzung:

Die Ansé&tze fiir das RITZ-Verfahren miissen die wesentlichen Nebenbedingun-
gen des Funktionals erfiillen.

Dies sind bei den hier untersuchten Funktionalen IP(ELE) (2.2.38) bzw.

I CQg) (2.2.41), die das Prinzip vom Minimum des Gesamtpotentials bzw.
Maximum des komplement@ren Potentials beinhalten, die geometrischen bzw.
statischen Bedingungen (2.2.39) bzw. (2.2.42). Sie sind gleichzeitig die

natirlichen Bedingungen des jeweils komplementdren Funktionals.

Die geometrischen Bedingungen, die jede Ansatzfunktion am Rand C der
Mittelflache F zu erfillen hat, sind entsprechend der Definition (2.2.40a)
von 2? durch die vier voneinander unabhédngigen Grdéfen u,s Ug und Bu3/8v
charakterisiert. Dadurch kann jede Verschiebung in Richtung der Tangenten

3,'der Binormalen V und der Normalen a. sowie jede Verdrehung um die Tan-

3
genten- bzw. Binormalen-Richtung LA bzw. v festgelegt werden [182]; mit

= = o = = o = p o
'é —£,s sa , yv=4X 33 Vv a €aps a (4.1.5)
und (2.2.19) ist
u =u sa , U =u VW ’ (4.1.6a)
s o n o
—w = - - MNPy (&P 0
ws W Vv u3,v bav up(s SA + Vv vl) ' (4.1.6Db)
= a: AU‘ p p
v was u3,s + bas up(s sy + v vl) . (4.1.6c¢)

Dabei ist offensichtlich die Verdrehung W bereits durch die drei Ver-

schiebungskomponenten u,s Ug entlang des Randes bestimmt. Fillt der‘Rand

mit einer Koordinatenlinie eines orthogonalen Hauptkrimmungssystems

12 = b12 = 0), z. B._ 21
1. 2 . 1

also s = 1/v/a11 und s° = 0, sowie v = EQ/ a5, also v = 0und v =

= -1/Va22.

(a zusammen . (Bild 4), so ist [182] & = Ed/vall'
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Bild 4: RandgrdBen einer Schale (orthogonale Koordinaten)

Daflr ergeben sich als wesentliche geometrische Fesflegungen an diesem

Rand (22 = konstant) bei den verschiedenen Lagerungen:

u =0 u =0,u =0
a s R
fest eingespannt u3 = = u3 =0 P (4.1.7a)
u3'2 =(O u3'v=0
frei drehbar, tangen- u. =0 a =0
2 = N , (4.1.7b)
tial verschieblich u3 =0 u3 =0
frei drehbar, normal u, = 0 u =0
s S ’ (4.1.7¢)
verschieblich u; =0 u; =0 : Tt

Entsprechende Bedingungen gelten fir einen Rand entléng der zweiten Koordi-

natenlinie a,. An beliebig laufenden Randern sind die jeweiligen Normal-

2
oder Tangentialkomponenten bzw. Ableitungen Null zu setzen. Man kann natur-
lich auch eine oder mehrere dieser vier Randgréfen inhomogen, als geometri-

sche Verformungsursache vorgeben.
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Die Erfillung solcher Bedingungen durch globale, 4. h. tber die ganze Schaf

lenmittelfliache definierte Koordinatenfunktionen qﬁk(i) eines Verschiebungs-

ansatzes
LPERE cpml o ... o)
<n>
Eh(gs) = O ... o (921... w2n2 O ... O - c (4.1.8)

o ... ' o ¢61... w3n3

ist fir beliebig krummlinig berandete Gebiete im allgemeinen nicht durch-
fihrbar. Deshalb sei angenommen, daf die Berandung C der Schalenmittelflé&-
che mit Koordinatenlinien zusammenf&llt oder durch eine Approximation Ch
mit dieser Eigenschaft ersetzt ist, wie auch bei der Finite-Element Metho-
de bei Rechteckelementen tiblich. Dafiir ist es dann i. a. mdglich, durch ge-
eignete Interpolationen oder Multiplikationen mit speziellen Randfunktio-
nen die Ansdtze den notwendigen Forderungen anzupassen, d. h. geometrisch

zuldssig zu machen [183]. So ist z. B. ein eingespannter Rand bei 92 =y=cC

sehr einfach in

2
¢E&(X,y) = (y-—c)¢hi(x,y), w;i(x,y) = (y-c) ¢§i(x,y) (4.1.9)
bericksichtigt.

Die statischen Bedingungen (2.2.42) legen bestimmte, mit ﬁ2.2.40/41)

2? zugeordnete Werte

URT sV = (v npl;vpan;vpmpA

T2 P

v Pl v P2
lA,vpm v m ) (4.1.10)

am Rand fest. In Anpassung an die nur vier unabhdngigen geometrischen Rand-

gréBen u,r u3,8u3/8v bzw. Ugr Wy Uy, W ist auch hier eine diesen GrdBen

3
zugeordnete statisch dquivalente neue Zusammenfassung sinnvoll [182,184].

Es ist

7(3RT.y.ngs = JéRT.ngs- E @2 - a2, , (4.1.11)

C C Ecken

wenn die Ersatz-SchnittgréBen

_ ,.nB _ A p_ nB _.nt A p nt
nS = (n bps gxm )sB =n bps sxm ' (4.1.12a)
-8 . Ap mB _ nn __}Xo nt
n n VB bps vAm sB ='n . bps vxm ' (4.1.12b)
n nt [o]
n =q +mn | s (4.1.12¢c)
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(4.1.124)

wie auch die geometrischen RandgréBen (4.1.6) neu vektoriell zusammenge-

faBt werden:

~RT
o

~

(ns, n., n, ms) ’

-RT
u

~

u u u w .
(ugs u s Uy W)

(4.1.13)

Fdllt der Rand mit einer Parameterlinie eines orthogonalen Systems von

Hauptkrimmungskoordinaten, z. B. 3y (Bild 4) zusammen, so ergeben sich

dort als fir die Zulédssigkeit eines Ansatzes fir

tische Bedingungen bei den folgenden Laéerungen:

drehbar, tangential m22

verschieblich 21 1 21
-n + blm

22

frei drehbar, nor- °

22
mal verschieblich
( 22
m
2 4 pln2t
frei . : 22
n
22 21
ma T M,y

(o] m
(0] ) n
. m
o B
(0] m
o n
o ) ﬂ
o) n

(2.2.41) wesentliche sta-

o

’ (4.1.14a)
o

' (4.1.14Db)
o
o

. (4.1.14c)
(0]
o

Globale Ansdtze, die auBer solche Randbedingungen homogene Gleich-

gewichtsbedingungen erfillen, sind am einfachsten nach (2.2.29/30)

aus Spannungsfunktionen zu ermitteln. RandschnittgrdBen VT QGR lassen

sich in diesen Funktionen durch

,

T R_p 1 Av _
Vg = - 5 va€ Wyly * Yoy 2bvu¢3)|)‘
1 .
PRSI M PRRCPLEY
1
-5'(¢1|u + wu|1 - 2bp1¢3)

Valon + 2B . = ¥o) + (WD) ] )
3|2u T2 a2 T Y2 A2y

1 A Ao
s TR AP ATV ORI

(4.1.15)

ausdriicken. Fiir ErsatzschnittgréBen (4.1.12) ergibt sich dann z. B.
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A

BV, - M preTs L -
b W, Ay w\,“)ﬂwxbv)lu R N A NN v ¥yl

_ PH
ns-—€ € [lP3Iu >
(4.1.16)
Die Erfillung der statischen Randbedingungen (4.1.14) kann also durch die Fest-

legung der Spannungsfunktionen erreicht werden, bei einer Kreiszylinderschale:

frei drehbar, tan- swl,l =0 - mS =0 (4.1.17a)
gential verschieblich )wz = 0; wz 1 = 0; w3.21 =0 n_ = (o]
14 r
frei drehbar, wl,l =0 _ mS =0 (4.1.17b)
normal verschieblich ¢1 = O;t,b3 11° O; B nn =0’ T
’
wl,l =0 ms =0
_ ) =°"”21=°"p3,21=°-n5=°
frei " =0; ¥ £ 4 =0" (4.1.17c)
1 3,11 n
¢3 = 0; w1,21"°’ ¢2,11 =0 n =0

Also kann &hnlich dem geometrisch zuldssigen Verschiebungsansatz (4.1.8/9)

fir einen globalen Ansatz in Spannungsfunktionen

<n>
= (4.1.18)
X =9, - &

z. B. ein frei drehbarer, in Binormalenrichtung verschieblicher Rand

02 = y = ¢ ohne Schwierigkeiten durch

Fa — N —
wli(x,y) = (y- C)tD1 (x,y), @, (x,y) = ¢bi(X.y) (4.1.19)

statisch zuldssig dargestellt werden.

Das Vermeiden zu unterschiedlicher GrdBenordnungen in den numeri-
schen. Berechnungen ist ein Gesichtspunkt, der insbesondere bei der Ver-
wendung einiger weniger, gut gewdhlter globaler Ansdtze fir u, und uy
bzw. wa und ¢3 wichtig ist, aber auch bei lokalen Ansdtzen beachtet werden
sollte. Bei den hier untersuchten Schalenproblemen ist die GroBe der Tan-
gentialverschiebungen ua und der Normalverschiebungen u, i. a. sehr unter-
schiedlich. Ahnliches gilt fir die Langskrdfte und Biegemomente wie auch
den Membran- bzw.‘Biegeanteil der elastischen Energie. Es werden deshalb
vor Erstellung der finiten Gleichungssysteme alle Tensorgrdfen auf die

anschaulicheren physikalischen Komponenten transformiert [92,182,185];

so z.B.
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o
] =UR + Ugls = U 5.8 7 (4.1.20a)

af _
M=m 2, ®3 =™ 58 ® Rg (4.1.20b)

mit

_ v _aB .
Uggs = Y854 @ Ug ¢ Fy (4.1.21)
B,z (4.1.22)

m<a6>= a(m aBBm ' B

und danach dimensionslose GréBen (~) so eingefiihrt [175,186], daB dadurch

die GrdBenverhdltnisse soweit méglich egalisiert werden (K“ = 12(1-v2)):

OcoB> = Gy, n =—— n '
B L,L, <aB>  L,L, “aB
4
t - Et 1 -
B = B m = —5 m
<aB> ’ 2 '
oB L1L2 af <o B> L1L2 K aB
o 8 _ Bt
<a> L, Uy s Peos © L%L2 Py !
M b - I
<3> L Use Pe3s = T3 k2 P3¢
2 172
3 - 4
Et _Et 1 &
V3, = L ,L1w3.’..... ¢<a> T L, k2 lpa '
2 2
Z1 = le ’ 22 = L2Y ’
. S -1 Et =~-1
g = Bt F ’ F =;;2—E . (4.1.23)

4.1.3. Finite-Element Approximation

Nach dem Konzept des Finite-Element Verfahrens wird ein aktuelles Kon-

tinuum als eine Ansammlung diskreter Strukturelemente idealisiert. Die

Vereinigung von n, Elementen F-

bildet also das Definitionsgebiet F=jge1Fj.
Das bedeutet bei finiten Verfahren, die auf der Extremwertbestimmung von
Funktionalen Ip(g) beruhen:

Dés Funktional Ip(g) wird als Summe der Funktionale der einzelnen Elemente
I;(g) berechnet (direkte Methode [187]).

In jedem dieser Elemente gilt fiir eine Approximation des Verschiebungsfeldes
Eg (far Spannungsfunktionen ganz &dquivalent) formal gleich den globalen
Ansdtzen (4.1.8):
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J — o« . <n>j
Q@ =@ - e, Zy - (4.1.24)

Dabei enthélt entsprechend der filir konforme Ansdtze notwendigen Stetig-

<n>7j
c J die Knoten-

keit an den Elementgrenzen der Vektor der Freiwerte
Verschiebungen bzw. Verschiebungsableitungen, die verallgemeinerten

Verschiebungen. Hier muB u, Uber die Elementgrenzen hinweg stetig und
ug stetig in der ersten Ableitung sein [173]. Also ist bei Rechtecks-

elementen (bzgl. Dreieckselementen siehe [173,188,189,1901)

<n>3T 1 2
cj = (u,; u

~ 1

f by seei Uy )
3,y 3,xy’'"7"" T3,xy

(4.1.25)

I
1‘ 1'u1'

ein Vektor mit 24 Freiwerten. Die zugehérigen lokalen Koordinatenfunk-

tionen mit den lokalen Koordinaten E€ [o,hx]X[O,hy] sind in

'ElT(Q 2'1' 2'1‘ )
Q© =| o BHTE) o (4.1.26)
o S )
mit
BT(E) = (fil, fél, fél, £, . (4.1.27a)
5@ = ), ffz, £, f‘lm, £, (4.1.27b)

zusammengefaBt und haben die Eigenschaften [173],

auBerhalb des Gebietes Fj eines Elements identisch zu verschwinden,

die Bedingungen BZle(gj) = Gzéi zu erfillen.

Dabei ist Bi = Q} = (1) und Gi die k~-te Komponente von é% = (1,8x,8 R
Bxy)T. Als Beispiel zur Konstruktion solcher Basisfunktionen f?l(gf)
sind hier HERMITE-Polynome vom Grad eins bzw. drei gewahlt [37,191,192]:

Mit in 0 £ £ £ h definierten linearen urd kubischen Polynomen (siehe

Bild 5) |
1 = E 1 =&
H(€) =1 -2, H o(8) =% (4.1.28)
3 _ E.2 £.,3 .3 382 _, &3
H(B) = 1-3(5) +2(2)° , B (8) = 3()° - 2(3)” , (4.1.2%)
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3 =nl(&)-2¢8y2, (&3 - E
1 (8) = h[(li) 2037+ () 1, H L (B) h[-( = ) * g ] (4.1.29b)

kdnnen die in (4.1.27) allgemein definierten Vektoren'gf bzw. E? aus bi-
linearen bzw. bikubischen HERMITE-Polynomen gebildet werden [183]:

1 3 3 \
Ho (E)Ho (n)

B ()R (n)

3
Hoo(g)Hol( )

3 3
Hol(E)Hol(n)

3 3
Hoo(g)Hlo(n)

3 3
Hol(g)Hlo(n)

¢ . 1 1 3 3
B (E)H_ () B _(E)E], (n)
y 1 @rmp_ () . B (E)H; | (n) .
A : , B® = |3 3 . (4.1.30)
1o (BE._(n H_(E)E_(n)
1 3 3
& R GE (n)J HY (E)E>_(n)

B (E)HD, ()
- By (E)ED, ()
B, (E)ES_(n)
B (E)ED ()

3 3
Hll(E)H11(“)

Zur Veranschaulichung der weiteren Schritte bis zur Erstellung der

Steifigkeitsmatrix R, wird im weiteren der einfachste und damit Ubersicht-

h
lichste Fall, eine Kreiszylinderschale betrachtet. Dafiir kann ein ortho-
normales Hauptkrimmungssystem, d. h. ag = GaB und ch = 0 auBer z. B.

b,, = 1/R, gewdhlt werden [175,193]. Explizit wird in diesem Elementansatz

der mit (4.1.23) dimensionslose Zusammenhang (2.2.3%a) zwischen den Ver-
Q _

Schiebungen und den daraus resultierenden Verzerrungen (€~ = O):



e
n
10y

Dabei sind Py = Ksz/Rt ' Py = t/R

KrimmungsgrdBen und e = LI/L2 eine

A

=W

Zoq‘
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2?

4T

T
Y

2_4T
-KHll

~r
p2§l4T

2 2 4T
=K

-

—2eK2H4T

~,12 J

BN S
- e

ot 008

N

Lot St 000
w

3,x

L oo

3,xy )

-

(4.1.31)

und.p3 = L2K2/R2 drei dimensionslose

Verhédltniszahl der Abmessungen der

Schalenmittelflé&che.
4-
3 3
Hoo Hio 1
Hl HlO '
oo
B34

Bild 5 :

Kubische und lineare HERMITE - Polynome

—_— e
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Die daraus resultierende Element-Steifigkeitsmatrix

] _ .
e _ _EBt° 1 | T 1. par (4.1.32a)
L, L, 1-v2 - - -
172 J
Fe
( 1 1T 1 1T \
H -H veH *H
~1TR ~,1'8,2 e, EII.H4T
2 (1-v) 1 AT (1-v) 1 1T !
te 5 R B, T3 R0E
02 p.p
. ‘02 2 3 1 47
[ 2H1 -ﬁlT +K2eE£-H1-v)H1 -H4T
€2x,2'%,2 6 ~17%,12
(1-v) 1 17, 1 4T 2 4T
——— - + - +
== H'l H'I] 3,2 (\)H'“ eH,ZZ)]
_ Et> 1 p2
B L L, 1-v2 symmetrisch (Df*‘(iéﬁff'§4T
2
K 4 247 a7
— . +
17 P3lE - ("B 5 +E )
2.4 4 4T
H(H pptE 1) E ]
y
Kt 4 ar 247
*151E 1t B tVe'E o))
2.4 2 4T AT
teH oot (e B tE 44)
2.4 4T
\ t2(1-v)e'E B ,]
(4.1.32b)

ist bei diesem einfachen Fall, d. h. der einfachen Metrik und Krimmung der
Schale, durch einige grundlegende Integrale erstellbar. Zur Vermeidung unnd-
tiger Fehler in den Ausgangsdaten scllte die Mdglichkeit einer exakten anaiy-

tischen Integration ausgenutzt werden. So ist fir die bilinearen Ansatzfunk-

tionen El

(11 1 _ 1)

3 6 3 6

h h »

x ¥ b 11 1
JJHl -ulTaran = X 3.6 3 (4.1.33)

A - | h
X 1 1
[o o] ‘3— ‘é’
symm.
1
\ 3J
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leicht zu ermitteln. Mit Einfiihrung der dieser Matrix zugrunde liegenden

Integrale tGber nur eine Variable

1 1 1 1 1 1
hx HBO(E)HOO(E) Hoo(i)Hlo(E) 3 &
HI* := J a€ = n , (4.1.34)
T o | .1 1 1 1 11
l Hlo(ﬁ)Hoo(E) HIO(E)Hlo(E) J c 3
1l 1! 1| 1!
hx HOO(E)HOO(E) Hoo(ﬁ)Hlo(E) 1 -1
HD1D x==J ag = _};1__ (4.1.35)
ol .1 1' 1" 1" X
Hlo(S)HOO(E) HOO(E)Hlo(E) J -1 1
ergibt sich die Matrix (4.1.33) einfacher
h b, Hmm’l‘1 - H1Y Hnml’l‘z - H1Y
J 511 -El'fdgdn= . (4.1.36)
oo X X
lammzl «|:]_1_Y HD1D1%, ﬂ]:y
RuBerdem erhdlt man ohne weitere Rechnung sofort auch
h_h X X
x Py [mn -}DIDIY =1, - HDID1Y
1 1T _
J IE’Z-E'zdgdn— . (4.1.37)
o

° sy, - HDIDLY  mr%, - HOIDLY

Ahnlich lassen sich die lGbrigen Untermatrizen, auch die mit den biku-

A ' 4
bischen Ansitzen H4, also H1 -H4T oder H -H T
~ ~'1 ~ ~'11 ~’11

integralen zusammensetzen (siehe Anhang AS). Diese exakte analytische

aus einfachen Grund-

Erstellung der Steifigkeitsmatrix gﬁ kann allerdings nur bei koordinaten-
unabhdngiger Metrik und konstanter Krimmung der Schale durchgefiihrt wer-

= : e . ; . =
den. In anderen Fillen wird R, i. a. nur numerisch bestimmt werden kdnnen.

Die Flexibilitdtsmatrix Q unterscheidet sich in ihrer Definition von
-1
Bﬁ dadurch, daB anstelle von K = die die konstitutiven Beziehungen zwi-

s . . T
schen den modifizierten GroBen‘E und z beinhaltende Operatormatrix B -K-.B
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zu verwenden ist. Fir Schalen mit konstanten Krimmungen und koordinaten-
uhabhéngigem Metriktensor sind wegen des sonst gleichen formalen Aufbaus
bei einem Spannungsfunktionenansatz die gleichen Grundintegrale notwendig,
die bereits zur Erstellung der Steifigkeitsmatrix bendtigt werden.
Weitere Einzelheiten, z. B. bezliglich der weiteren Organisation der Be-
rechnungen und dem Zusammenbau der Element-Matrizen zur Gesamt-Matrix,
werden hier. vermieden und sind den entsprechenden Spezialverdffentlichun-

gen zu entnehmen [189,173, u.a.].

Die wesentlichen Randbedingungen, die die fir die beiden komplementdren
Funktionale Ip(Ef) und Ipc(gfﬁ zulédssigen Anséatze u™ bzw. Ef%¢) zu erfiillen
haben, lassen sich bei Finite-Element Ansdtzen ohne Schwierigkeit durch

Vorgabe der entsprechenden Werte in den Randknoten erfillen. So ergeben

sich analog den Bedingungen an die globalen Ansdtze z. B. filir Knoten xJ

auf einem Rand, der mit der Koordinatenlinie a zusammenfdllt, bei bi-

1
linearen Ansidtzen fir u, bzw. wa und bikubischen Hermite-Polynomen fir

u, bzw. w3 folgende Festlegungen:

3
Randlagerung geometrische statische
Bedingungen Bedingungen
b I B
uy u3 =0,
eingespannt ug'x ==u§’y==o, keine . (4.1.38a)
3 =
u3,xy_0 ’
frei drehbar, ug = O, ¢3 =0
tangential 3 3 i j (4.1.38b)
verschieblich u3 = u3,x = 0, w3 = w3,xy = 0,
frei drehbar, ug =0, w? =0
normal 3 j j 3 (4.1.38c)
verschieblich ug =u3 4 = o, w3 = ¢3,x = 0,
v, =0
o
frei keine (4.1.384)

=0 .

i -3 2,3
v Y3,y T ¥3,xy

3,x

Der Spezialfall der finiten Approximation singulérer Zustéande, der auch

bei der punktweisen Fehlereingrenzung (Abschnitt 1.4. und 4.3.) zu lésen ist,
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bedarf bei Finite-Element Ans&dtzen besonderer Uberlegungen.

Der meistens eingeschlagene Weg, auf eine "beste"” Verteilung der Elemente
in der Umgebung einer Singularitat zu achten [194], erhdht den Aufwand
und bringt trotzdem i. a. nicht "beste" Konvergenz. Der Ausweg, die Be-
riicksichtigung von Funktionen mit der korrekten Singularit&dt [195] ist
in Verbinﬁung mit dem Finite~Element Verfahren auf zweierlei Weise mbg-
lich. Es kann, wie bereits angedeutet, die singuldre Funktion als globa-
ler Ansatz zusammen ﬁit den Finite-Element Ansé&tzen verwendet werden
[132). Dies ist am einfachsten (und wird bei den ﬁerechnungen in dieser
Arbeit praktiziert, siehe Abschnitt 4.3.), hat jedoch den Nachteil, daB
der EinfluB dieser Singularit&t bis an den AuBenrand der Schale reicht,
an dem diese Funktionen geometrischen bzw. statischen Bedingungen ange-
paBt werden missen. Eine Beschré&nkung dieser Ans&tze auf die unmittel-
bare Nachbarschaft der singuldren Punkte ldge ndher an der Realitdt [196]
und wird deshalb sicher die Konvergenz der Ansdtze verbessern. Ein Ver-
such mit einem Verschiebungsahsatz und der Berilicksichtigung des korrek-
ten singulédren Verhaltens der Normalverschiebung u,
pg bestdtigt das auch [197]1, ist jedoch fiir die direkte Verwendung bei der
punktweisen Eingrenzung noch nicht herangezogen worden. Ein entsprechendes Vor-

gehen zur Ermittlung einer statischen Approximation tiber auf ein Element be-

beschrédnkte singulédre Spannungsfunktionen ist sicher auch méglich [198].

Die Verwendung der Finite-Element Methode hat gegeniiber der Approxima-
tion mit globalen Ansétzen Vorteile, aber auch einige Nachteile. Beim
RITZ-Verfahren mit globalen Koordinatenfunktionen ist die Empfindlichkeit
des entstehenden algebraischen Systems und auch die Brauchbarkeit der
resultierenden Approximationen ganz von der geeigneten Wahl dieser Funk-
tionen abhdngig. Ein relativ schwieriges Problem vor allem bei kompli-
zierten berandeten Gebieten, ist dabei die Erfiillung der wesentlichen
Randbedingungen. Ein Vorteil ist dagegen die geringe Zahl der Gleichun-
gen, die erstellt und geldst werden missen. Genau umgekehrt verhdlt es
sich bei den lokal definierten Finite-Element Ansdtzen. Die Basisfunk-
tionen kénnen sehr einfach auch bei irreguldren Gebieten allen mdglichen
Randbedingungen angepaft werden, und die entstehenden Gleichungssysteme
sind auch wegen der Bandstruktur im allgemeinen gut konditioniert [199].
Der einzige Nachteil ist die groBe Zahl der Gleichungen, die erstellt
und geldst werden missen. So hat z. ﬁ. der angegebene Ansatz (4.1.26-30),
der einfacher bei Rechteckelementen kaum mdglich ist, bereits 1 = 6 Kno-

tenfreiwerte, so daB bei einer Unterteilung in n, = ny -ny Elemente die

infolge einer Einzellast .



- 121 -

Gesamtzahl der Unbekannten bereits.l(nx-+1)(ny-+1), abzliglich etwa vor-
gegebener Randwerte, betr&gt. Dabei ist noch nicht eimmal Stetigkeit der

Verzerrungen bzw. SchnittgrdBen an den Elementgrenzen erreicht.

4.1.4. Bereichsweise Ansdtze mit B-Spline-Funktionen

Eine Alternative zu den beiden bereits dargelegten Mdglichkeiten, finite
Né&herungen zu bestimmen, kann die Verwendung von Splinefunktionen, insbe-

sondere der hier betrachteten Basis—(B-)Splinefunktionen sein [200-2081.

Zur Konstruktion des Ndherungsansatzes ist wie beim Finite-Element Ver-
fahren der ganze Definitionsbereich F durch eine Wahl von Knotenpunkten
(xi,yj) in rechteckige Elemente einzuteilen. Als Unterschied ist anzumer-
ken, daB es méglich ist, durch die Vorgabe bestimmter Vielfachheiten
einer Knoten-Koordinate X, oder yj die Stetigkeit der Approximationsfunk-
tion an dieser Stelle in x bzw. y zu beeinflussen. Die Koordinatenfunk-

tionen ¢hl bzw. eines RITZ-Verfahrens fir das Verschiebungsfeld

@31
Eh(z) sind zur Erreichung stetiger Verzerrungsgrdfen biquadratisch fir
u, und bikubisch fir uy, oder zur Vereinfachung einheitlich filir alle Kom-

ponenten bikubisch anzusetzen [206]:
(& .
Pylx) = wij(x.y) 1= M4(x,xi,xi+1.xi+2,xi+3,xi+4)M4(y;yj.-.-.yj+4)- (4.1.39)

Dabei sind die eindimensionalen Basis-Splinefunktionen (n-1)ten Grades

Mn(x,xl,...,xl,..., xk,...,xk) = <x1,x1,...,xk> (4.1.40)
N T —
al ak n+1

durch die Rekursionsformel flr dividierte Differenzen [209] mit einer zu-

sdtzlichen Regel fir (ai = r)-fache Knoten xi definiert:

<xorxll---rxn> o= X —x (<xo""’xn-1 >-<x1,...,xn>) ’ (4.1.41a)
o n
1 Br—l n! n-r
e = <X,>= —m8M ——— - . 1.
DT R ROter Sy ey w iy U Ry ror y W e WP N (4.1.41b)
ox
r-fach i

Die Grundfunktionen dieser Basis-Splinefunktionen (n-1)ten Grades sind ab-
gebrochene Potenzfunktionen

nx, —x - X,
(l ) 1

<x.> : n(x, —x)" "1 = £y ) (4.1.42)
1 1l +
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Jede Basis-Splinefunktion ist nur innerhalb des Bereichs der zugehdrigen

n+ 1 Knoten x = x < ... <x s X < X , von Null verschieden
v v+1 v+n v v+n

(siehe Bild 6). Je nach der Vielfachheit'ai eines Knotenpunktes X, ist

die Funktion dort aus Cn’l_ai. Eine kubische B-Splinefunktion mit nur

einfachen Knoten im gleichen Abstand h ergibt sich nach (4.1.40/41) zu
[206]:
h-4

. _ 3_ _ 3
My (KX, oX, veeen Xy g) = in x), 4(xi+1 XY, +6(x,,

_)3_
i+l i+4 X,

2

—4(xi+3-x)i-r(xi+4-x)i] . (4.1.43)
Diese Funktion sowie ihre erste und zweite Ableitung nimmt in den beiden
duBeren Knotenpunkten X, bzw. xi+4 den Wert Null an. Auf dem Rand C ist

i. a. anderes Verhalten wiedergegeben; dies kann durch Splinefunktionen

mit mehrfachem Randknoten erreicht werden [206]. Mit fir alle drei Kom-

ponenten des Verschiebungsfeldes u gleichartigen Anséatzen aus Mi(x) =

M4(x;xi,xi+1,...,xi+4), i= 1,2,...nx, bzw. Mj(y) = M4(y;yj,...y ),

j+4
j = 1,...,ny, also
ij

ukh(le) = Ck

Mi(x)Mj(y), k=1,2,3, (4.1.44)

ergeben sich &hnlich (4.1.31) die nach (4.1.23) dimensionslosen Beziehun-
gen (2.2.39) zu den VerzerrungsgréB8en in einem orthonormalen Hauptkrim-

mungssystem, z. B. einer Kreiszylinderschale

s sl - Y (i3
B, -0on-g [y o 0 2
= H .é = , _ ij
h 0 u,m: o MM, c
eM. M' MM, ) ciId | .
i’j i’j {3
) ) —2Mom,
5
p.M. M,
) ~20 ,eM M 32123
I _kem M"
i3
) -20.M'M —2k2eM ! (4.1.45)
{ oMMy i) -1.

Die nach (4.1.32a) zu berechnende Steifigkeitsmatrix Ry 148t sich wie
beim Finite-Element Ansatz aus einfachen Grundintegralen erstellen. Mit

der Einfihrung [ 206] von
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Ay = jmi(x)Mk(x) dx, By = fMi(x)Mi(X) ax ,
.y = fMi(x)M;(x)dx, D = Img(x)M;(x)dx.
E . = IMi(x)M]'((x) dx, Fi = M )M (x) ax , (4.1.46)

ist das gesamte durch die Minimierung des Funktionals ip(g) (2.2.38) ent-

stehende Gleichungssystem (i,k = 1,2,...,nx; j.1 = 1,2,...,ny):

(1-v) 2 i3 (1-v) (i
B . _— —_—
(B, Ryp + =3 BByl +e[VEikElj T BBy leg

13 1

V0B ACy = ppyr (4-1.472)

p2
2 (l—v) 13
I +
o Me’a, Bt T2 BlkAJl] 2

(1-v)
+
elvE B )+ EikElj]

= p2., (4.1.47b)

+[ 25 (A + +(1 P2P3 let
ek 3 LF. .+ _E, +(1-v)B. E ) (p + = )Alk i1 3 Xl

ik 13 kiTj1 ikl

25 P2P3 iy
1EklAljcl +[eK 6(AkiFjl vC, kEJ +(1 v)B E ) (p +— AkiEjl]c2
2 03 k2
* Ly +730R 385, ~Py T3 (2R Co g+ (€ +C LR, )
ot 4 L 2 113 3
13 (2(1-v)e % 1kB41 e BjyDyp A Dy tve (cik+cki)clj)]c3 = pq - (4.1.47c)

Es hat wie auch die in (4.1.46) eingefihrten Hilfsmatrizen wegen der be-
reichsweisen Definition der B-Splinefunktionen Bandstruktur. Fir Knoten
mit gleichem Abstand h sind diese Hilfsmatrizen einfach analytisch zu

berechnen (siehe Anhang A6). In (4.1.47) sind als rechte Seite die Last-

vektoren p;l eingefihrt worden; sie sind z. B. bei Fédllen ohne vorgeschrie-

T
bene Randkréafte (Y -g? g) definiert zu:

p;l = (1 -v )I ,§)Mk(§)ml(§)d§d§. (4.1.48)
F

Die Erfiillung wesentlicher homogener Randbedingungen (siehe Abschnitt
4.1.2/3) ist hier einfach dadurch zu erreichen, daB am Rand B-Splinefunk-
tionen mit passender Vielfachheit des Randknotens verwendet werden [206];
so ist z. B. bei einem Verschiebungsansatz nur an einem freien Rand ein

B-Spline mit vierfachem Randknoten zu beniitzen.
Spannungsfunktionen-aAnsitze [205] zur nédherungsweisen Bestimmung des
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komplémentéren FunktionaIS'Ipcqgv) (2.2.41) konnen auBer am Rand C die
gleichen Splinefunktionen beniitzen. Sie fiihren auch, jedenfalls bei kon-
stanter Metrik und Krimmung der Schale, zu den gleichen grundlegenden

Matrizen (4.1.46).

Der Vorteil bei der VerwendungdieserBésis-Spline Funktionen liegt in
dem wegen ihrer glnstigen Stetigkeitseigenschaften bésseren Approxima-
tionsverhalten [207], insbesondere der hoéheren Konvergenzgeschwindigkeit.
Damit verbunden ist eine weit geringere Zahl von Freiwerten als beim
Finite-Element Verfahren notwendig, um gleiche oder bessere Ergebnisse zu
erzielen. Dabei ist die Koeffizientenmatrix; Steifigkeits- oder Flexibili-
tatsmatrix des Systems nicht wesentlich starker besetzt.

Dexr Nachteil der E-Splinefunktionen, nicht direkt Freiwerte des Ndherungs-
ansatzes interessierenden ZustandsgrdBen zuzuordnen, ist jédem "normalen"
RITZ-Ansatz eigen und ist nicht wesentlich. Es ist kein groBer Aufwand,
nach Bestimmung des L&sungsvektors (éif, cgj, cij)T den Einflu8 aller
Koordinatenfunktionen auf eine ZustandsgrdBe zu summieren. So ist z. B.
eine Verschiebungskomponente im Knotenpunkt (xi+2, yj+2) (Indizierung der
Knoten entsprechend (4.1.39)) leicht zu bestimmen, bei einem bikubischen

B-Spline-Ansatz mit gleichmiBigem Knotenabstand h durch:

; _p72k 2.1 [ii-1,d-1 i-1,3 d-1,341) (1)
Uy 00 Vi) B TlE e 3 g ] ey % °1 6
i,3-1 i3 i,3+1 2
©1 ¢ €1 3
| A+1,5-1 i41,3 0 i+, | 1
51 °1 1 J %)
(4.1.49)

4.2. Finite Formulierung der Eingrenzungen

Die Extremalaussagen der zueinander komplementdren Funktionale Ip(g)
(2.2.38) bzw. IPCQQ) (2.2.41) exgeben in finiten, durch eine endliche
Zahl von Ansatzfunktionen mit globalen oder auf Elemente bzw. auf Bereiche
beschrénktem Definitionsbereich erzeugten, Unterr&umen H‘}‘l’ bzw. H’;‘ der
zuldssigen Zustandsriume H™ bzw. H™Y finite Néherungenlgg bzw. g? . Gleich-
zeitig liefern sie pauschale und bei zusdtzlicher Bestimmung passender
komplementdrer GREEN'scher Ndherungszustdnde auch punktweise Schranken
fir den Diskretisierungsfehler (siehe Abschnitt 3.2). Hier werden die

finiten Gleichungen und Ausdriicke zusammengestellt, die dazu ausgewertet
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werden missen. Dabei wird vor allem darauf geachtet, daB der zusé&tzliche

Aufwand fir die Berechnung der Fehlerschranken mdglichst klein bleibt.

Werden geometrisch zuldssige Ansatzfunktionen (2.2.39, 4.1.8) durch
ein entsprechend @(x) als Diagonalmatrix (p(x) geschrlebenes Verschie-
bungsfeld u(x) ergédnzt, um ein a-priori bekanntes, z. B. singulédres Ver-

halten mit einem Gewicht g zu beriicksichtigen [132]

<n>

) o
L =ew - T row -2 (4.2.1)

ergeben diese entsprechend (3.3.2) als Approximation des Funktionals

Ip (u) die quadratische Form

w __1_ <n>T <n> O o)
TnldR) =3 [ ® - ¢ +R -2
oT <n> . O T <n> T o
+ - By« S +R -1 -(p - g +p g (4.2.2)

Dabei ist analog der Definition (3.3.2) der Steifigkeitsmatrix l}h und

des Lastvektors p

Py eingefihrt worden:
o T - o o oT -1 o
R, := [(9-1_«-@ ' oN-par, R = [(9-13-9 ‘K -(D N @aF ,
F F
* * OR
Eo = |p T-g dar + J’g’R T-\_IT-(B ds . . (4.2.3)
F Cc
p

Die notwendige Bedingung fiir einen stationdren Wert, das Verschwinden

der ersten Variation fihrt auf das Gleichungssystem

<n> o]
R, & +R -8-p =9, , (4.2.4a)
oT <n> (o] o ‘
R, & *R o -S-p =2, (4.2.4b)

<> .
dessen Losungvektoren .8, und g die geometrische Approximation (4.2.1)
bestimmen. Der Wert der finiten Niherung (4.2.2) des Funktionals Ip(g)

ist unter Bericksichtigung dieser Gleichungen (4.2.4) auch duxch

‘ _ _ 1 <n>T oT
Ipn(g)- 2(5 Pt e -Ep) (4.2.5)

gegeben. Ist '1\01’(1{') eine partikuladre Losung der Grundgleiéhungen, und liegt

damit '%T = (1,1,1) fest, wird also nicht variiert, reduzieren sich die
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Gleichungen (4.2.4). auf

+

B, (4.2.6)

o0

< o]
51. §>=—§h.§+’gh=

und der Funktionalwert der finiten Ndherung auf

_ 1 <p>T o 1 oT9 o T o
Ton@ ="2 & RFE) T7S R TS
_ _1<n>T o Q :
= 2 c (R + Bh) + Ip(}.l..) . (4.2.7)

Finite statisch zuldssige (2.2.42) Ans&dtze aus Spannungsfunktionen
(4.1.18) sind haufig, z. B im Falle inhomogener Gleichgewichtsbedingun-
gen, ebenfalls um einen speziellen Zustand E, z. ﬁ. entsprechend (1.1.12)
um eine Partikularldsung —gk mit QT-gk' = g* in F, zu ergénzen: |

o
95(x) = B -D.N-y )-d (4.2.8a)

-~
'

+ 9
X) + QX
<n>
d
"~

=B D-N0 - 4 +0m-S . (4.2.8b)
Da auf die Spannungsfunktionen !)' (f,) der gleiche Differentiationsoperator,
die Operatormatrix D, wirkt wie auf die Verschiebungsfelder u(x), kénnen
hierbei in (4.2.8b) auch die gleichen ﬁasisfunktiohen ©(x) Verwendung
finden. Als Approximation des komplementdren Funktionals Ipc (g) (2.2.41)
ergibt sich damit

1.<0>T <> o o
Ipcn(g ) = - 2[ a7 d +9-d
oT oT «<n> o 0o T <n> T
+d-(Q-4d +9o -l - (- 8 +x,D . (4.2.9)
o o
Hierbei sind den Steifigkeitsmatrizen Eh' l}h und 130 sowie Lastvektoren

: o o
Bn und Bo komplementdr Flexibilitdtsmatrizen gh' gh und go sowie Vertckungs-

vektoren £oh und ¥ definiert:
~O
%==ﬁ9&@??&549&ww'
o) : o o oT o
gh = [(9°§'9)T°§'§'9 dr, go o= Jg ‘K- ar ,- _ (4.2.10)
j - - - .
F
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( T R R
th = (E'E'(_Q)T'E'EQ*dF"J[(D'N’(_D) -B] .Y.E*ds

F c,
r o F%-EQ*dF-IORT-V-uR*ds ] (4.2.11)
~O J- o~ — - ~

F c

Die Forderung nach dem Verschwinden der ersten Variation von (4.2.9) er-

gibt das gekoppelte Gleichungssystem:

<n> (o] (]
% 8 +9,-4+x =9, (4.2.12a)
O <n> o o
9;' 4 +9,-4+xr =9 (4.2.12b)

Die finite Approximation (4.2.9) des komplementdren Funktionals Ipc' (9)

kann bei Beniitzung dieser Gleichungen (4.2.12) auch durch

Ten (@ = -3 (3T + &) (4.2.13)

K
ausgedrﬁckt worden. Ist 0 die erwdhnte Partikularl8sung -g , damit

o
gT = (1,1, 1) und nicht zu variieren, reduzieren sich die Gleichungen

(4.2.12) auf
o] [o] _ o
gh - 4 gh .'g L = I - I, (4.2.14)
und der Funktionalwert (4.2.13) auf

<n>T o. 10T o
d '(£h+£)_52°90'

- .

W0
0

1 T _ 1<n> o) K
I};>cn(2:l§'zs ) X "8772 2 "y 2 +Ipc( g)-

(4.2.15)

Fiir jede der beiden Ndherungen, der Approximation u (4.2.1) des Ver-
schiebungsfeldes und g (4.2.8), der des Spannungszustandes,gelten in der
Energienorm die Fehlerabschdtzungen (3.2.10) und (3.2. 11)

Fir den Fall eines Lastspannungszustandes ( X, = £ 0) mit u = Q ist in den
hier eingefihrten GréB8en die finite Formulierung der Schranke fiir die

Energie des Fehlers

| u - w2 : ,
27 &l <9 R o T T s2r (=05 = o281 . (4.2.16)
. 2 ~ ~ ~h ~ pc ~ n
g -,
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Die Abweichung der Energie der Naherungen von der Energie des exakten

Zustands ergibt sich fir diesen Fall zu

~112 ,
| 1] ul)? —” -”"’] < 2A1nJ1 + g:f}},’/ AT . o (4.2.17)

B

Zur Erstellung einer punktweisen Schranke, einer Fehlerschranke
(3.2.12) fir eine angendhert berechnete ZustandsgréBe (3.2.13) in einem
Punkt E‘p sind zusdtzlich passende (siehe Abschnitt 4.3.) komplementére
GREEN'sche Zusténde 29" und ’g‘g“ zu approximieren. Der Aufwnad dafir ist
optimal gering, wenn die bereits fiir die pauschalen Schranken (4.2.16,17)
erstellten Gleichungssysteme (4.2.6) und (4.2.14) in wesentlichen Teilen
weiterbeniitzt werden kénnen. ”

" GREEN'sche Zustinde haben auf Cu wie auch auf Cp die Réndbedingungen des
aktuellen Problems, fiir das punktweise Schranken berechnet werden sollen,
in homogener Form zu erfiillen. Werden inhomogen vorgegebene Randgr&B8en
bei den Ansitzen (4.2.1) bzw. (4.2.8) im Term §(x) oder &(x) - & bzw.
g(x) oder ti))(x) -§ bericksichtigt, so daB der Rest einen Lastspannungszu-
stand ,‘&1;(,1‘,) bzw. ein Eigenspannungsfeld 2&'1’( Xx) darstellt, kénnen die
finiten Ansdtze fir die komplement&ren Approximationen des GREEN'schen

Zustands diese Lastspannungs- bzw. Eigenspannungsanteile iUbernehmen:

B = e T+ ' (4.2.18)
<n>
@ =B DN - TI P - © (4.2.19)
: . . . . <n>g
Damit hat das finite Gleichungssystem zur Bestimmung der Freiwerte ¢
<n>
bzw. d g die gleiche Koeffizientenmatrix, die Steifigkeitsmatrix Bh bzw.

Flexibilitatsmatrix gh wie das entsprechende System zur ndherungsweisen

Losung des aktuellen Problems (4.2.6) bzw. (4.2.14)

R - B9 _ Eh , (4.2.20)
<n>g oo .
Q8 =5 - (4.2.21)

Neu sind nur die rechten Seiten, die mit E"'(ﬁ) 'bzw.?(gs) die fiir den je-
weiligen GREEN'schen Zustand wesentliche Singularitédt enthalten. Wie
(1.3.24) zeigt, kann sowohl das Gleichungssystem (4.2.20) wie das System
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(4.2.21) auch durch die Minimierung der Energie des Differenzzustandes

“7 - 0 erzeugt werden [13,14]. Bei solcher Herleitung ergeben sich

2 (uy

diese rechten Seiten zu

By 7 - J‘P.'al-@')“’-lls" ‘DN - Plar , (4.2.22)
Nog" ' B-K- E’*’ K p-N-u]dF . (4.2.23)

E[ D-

Die gegenliber der direkten Herleitung aus den extremalen Funktionalen
(2.2.38) bzw. (2.2.41) im Gebiet F?{gP} zusdtzlichen zweiten, eine Diffe-
renz bildenden Terme geben keinen zusdtzlichen Beitrag, da Eé’bzw.‘§~
dort einen Eigenspannungs- bzw. Lastspannungszustand darstellt. Sie be-
wirken jedoch den Wegfall der wesentlichen Singularitdten des Integranden,
so daB die Vektoren gh und Eh aus reguldren Integralen entstehen.

Bei Beriucksichtigung aller bereits berechneten GréBen ist fir den angené-

herten Wert einer ZustandsgréBe im Punkt EP' nach (3.2.13)

~ [
FN%P) = JBR*T' T, IR 4o JPR*T_ugR ds - i[cggﬂ‘. 2 +uM-p*]dF
o o - ~ ~ ~ ] ~ ~ ~
“u % F-{x"}
+%[<9 wef+ k- g7 DN Y- Par
F
+ 1 T <n>g 1 _ o,T <D>g
t3 R -p) g vy g -D 47 (4.2.24)

folgende Fehlerschranke berechenbar:

IFP) - F 6] < Jun-ﬁn ) (4.2.25)

Hierin ist AIn nach (4.2.16) zu berechnen, und A?n, die entsprechende
GroBe fir die beiden GREEN'schen Ndherungen (4.2.18) und (4.2.19)
w7 =PRI 5T Y ook T kDN - aF
n * ~h ~ ,E,h ~ - - 2: -~ - = ‘ - }\10 ~ °
F (4.2.26)

Bei einem solchen Vorgehen ist der zusédtzliche Aufwand zur Berechnung
einer punktweisen Schranke im wesentlichen auf die Integration der Vek-

-] (] .
toren Py und I der zusé&tzlichen rechten Seiten der Gleichungssysteme

(4.2.6) bzw. (4.2.14) reduziert.
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Noch geringer ist der Aufwand zur Ermittlung von a-posteriori Fehlerschran-
ken, wenn die beiden jeweils notwendigen komplementdren Ndherungen aus ein
und demselben Gleichungssystem bestimmt werden kdnnen. Dies ist bei voll-

sténdig dualer Formulierung der Grundgleichungen mdglich [210,211].

4.3. Zur Konstruktion passender GREEN'scher Zustdnde

Das Auffinden GREEN'scher Funktionen fiir beliebige Gebiete ist bereits
bei einfachen partiellen Differentialgleichungen ein recht schwieriges
Problem, dessen Lésung auf verschiedensten Wegen gesucht werden kann
[212,213, u.a.]. Neben der allgemeinen linearen Elastizitétstheorie [214]
sind es vor allem die lineare Plattentheorie und die Theorie flacher Scha-
len, in denen zahlreiche Untersuchungen [186,215-224 u.a.] entweder die
GREEN'sche Funktion selbst, oder die eng damit zusammenhénéenden singula--
ren Lastfdlle bzw. deren Fundamental-L&sungen behandeln. Leider, da fir
finite Verfahren wie das RITZ-Verfahren oder das Finite-Element Verfahren
numerisch ungﬁnstig, sind diese Lésungen in der Regel in Form von speziel-
len Funktionen, wie BESSEL-, THOMSON- oder KELVIN-Funktionen, oder von
FOURIER-Integralen, in komplexer Darstellung oder auch als L8sung von Inte-
gralgleichungen gegeben [196,220-222,225,226]. Einen guten Uberblick idber
bekannte Resultate gibt LUKASIEWICZ [227].

Bei der hier behandelten Aufgabe, bei der punktweisen Eingrenzung von
Ndherungszustdnden ist vor allem der singuldre Teil der GREEN'schen Funk-
tion, die sogenannte Fundamentalldsungl228] wichtig. Diese hat nur die
jeweils wesentlichen, in einem Punkt inhomogenen Differentialgleichungen
zu erfiillen. Passend ist dabei eine Fundamentalldsung, wenn ihre Wechsel-
wirkungsenergie mit einer Approximation des aktuellen Zustands als wichtig-
sten Teil nach (1.4.2) bzw. (1.4.3) die einzugrenzende Grdfe im Punkt 5?
ergibt. Soll z. B. bei einem aktuellen Problem mit homogenen geometrischen
Bedingungen, also bei einem Lastspannungszustand eine.geometrische GréBe
vgﬁ) in einem Punkt ﬁp eingegrenzt werden, muB sich flir eine statisch zu-

lassige Beschreibung des GREEN'schen Zustands
{o¥,e') = VixP) =cv(xP) (4.3.1a)

ergeben.

AuBerdem muB die Singularitédt der jeweils komplementdren Zustandsbeschrei-
- s

bung bekannt sein, also z. B. zum Singuldrteil g eines GREEN'schen Span-

nungszustandes auch die Singularitédt des zugehdrigen GREEN'schen Verschie-
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bungsfeldes 2?.
Wird bei einer Schale unter singulédrer Last das System der Gleichgewichts-
bedingungen in Verschiebungen ausgedrickt und fir diese "Navier'schen"
Differentialgleichungen die Fundamentalldsung gefunden, sind die zugehdri-
~gen singuléren SchnittgréBen durch die Verschiebungs-Verformungsbeziehun-
gen und die konstitutiven Zusammenhdnge direkt zu erhalten. Auf diesem
Weg ergeben sich jedoch die erwédhnten numerisch ungiinstigen und unnétig
komplizierten Lésungsfunktionen. Ihre Reduzierung auf die wesentlichen
singuldren Anteile [229] aber bewirkt, daB die Gleichgewichtsbedingungen
nicht mehr exakt erfiillt werden. Zur Konstruktion eines statisch zuléssi-
gen GREEN'schen Ndherungszustandes ist dies notwendig, so daB ein solcher
Weg nicht glinstig erscheint. Einen praktikablen Ausgangspunkt bilden
sicher Spannungsfunktionen, da diese die homogenen Gleichgewichtsbedingun-
gen in jedem Punkt ihres Definitionsgebietes, in dem sie geniigend oft
stetig differenzierbar sind, identisch erfiillen. Mit der Wahl "richtiger"
Singularitdten der Spannungsfunktionen im Angriffspunkt z? einer singu-
laren Belastung muf es also méglich sein, diese Gleichungen auch bei sol-
chen punktweisen Inhomogenitédten zu erfiillen. Die Anforderung an eine
passende Fundamentall&sung, z. B. (4.3.1) ist in Spannungsfunktionen ausge-
drﬁckt, nach (2.2.29/30) explizit
1

1 ap_Bv, = pe _1.pPw
J2 €TETLWS,, + B, - 3B W

2 Bu 57 10 (4] 0510 = 2ggt))
F

‘

) g o 1 P _}_p ' JE |
_(wv|u * 1pu|v - 2bvu¢3)(u3|a8 * (bBup)Iu 2ba(uB|P up|8))]dF

= V(xD) . (4.3.1Db)

Entsprechend ist bei punktweise inhomogenen Kompatibilit&tsbedingungen
als singuldre geometrische Verformungs- und Spannungsursache eine ge-

eignet singulédre Verschiebungsfunktion als Ausgangspunkt zu suchen.

Es ist bekannt [222,229], daB das Verhalten von Schalen in der
Umgebung singulédrer Laststellen dem von Platten bzw. Scheiben entspricht.
Dies bestédtigt ein Vergleich der Zusammenhidnge (2.2.29/30) zwischen den
SchnittgréBen und den Spannungsfunktionen der hier verwendeten Schalen-

theorie

d8=_au8v_ - (P + Lye _ '
" ere [ ¢3|vp ( va)lu 2 u‘wv|p ¢p|v)] (4.3.2a)
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aB _ apBv 1 . : o 3.
m =€ € 5{(wvlp + wulv) bvu¢3l (4.3.2b)

und denen der Scheibentheorie bzw. der Plattentheorie

af _ du v 1 »
’ m =€ere " { 5 (11;\’11.l + wu]v)]. (4.3.3)

Ein singuléres éiegemoment mmB kann nach (4.2.1) durch in erster Ableitung
singulére wa' durch die SCHAEFER'schen Spannungsfunktionen der Platten-
theorie erzeugt werden; das Verhalten der Membrankridfte nQIB richtet sich
vor allem nach dem der Spannungsfunktion ¢3, der AIRY'scheg Spannungs-
funktion der Scheibentheorie, da etwaige singuldre Anteile wd gleichzeitig
singuldre Momente hervorrufen wirden. Dies gilt sowohl in der Theorie
flacher Schalen, wie ein Vergleich [223,224] mit auf anderem Weg erhalte-
nen Fundamentall&sungen [217] bestdtigt, als auch in der éllgemeinen linea-
ren Schalentheorie, wie durch Gleichgewichtsbetrachtungen an einer kleinen
Umgebung der singuléren Stelle zusdtzlich nachgeprift werden kann [183].
Damit muB es méglich sein, aus den bekannten Spannungsfunktionen der Plat-
te bzw. der Scheibe [36] iiber (4.3.1) Fundamentalldsungen der Gleichge-
wichtsbedingungen der Schale zu berechnen [183] (siehe Tafel 6).

Die Darstellung eines GREEN'schen Zustandes in Verschiebungsfunktionen
erfordert die Kenntnis der. singuldren Anteile von ua und u3. Deren Fest-
stellung ist in der Schalentheorie ein Problem, das bisher allgemein noch
nicht geldst ist, da hier keine Integrationsformei entsprechend dei Formel
von CESARO der linearen Elastizit&dtstheorie [230] bekannt ist. Die M&g-
lichkeit einer solchen Integration; d. h. aus vorgegebenen Verzerrungen die
zugehdrigen Verschiebungen zu berechnen, ist bekanntlich gegeben, wenn die
Kompatibilitatsbedingungen, die ja auch Integrabilitdtsbedingungen genannt

werden, erfiillt sind.

Zur genaueren Erléuterung wird hier der Spezialfall einer Kreiszylinder-
schale untersucht und fiir zwei interessante Probleme, fir die punktweise

Eingrenzung der Normalverschiebung u, und der Tangentialverschiebungen u

3 ]

die jeweils richtige Singularitat fir g° und u°®, die Singularteile der
statischen bzw. geometrischen Representation des passenden GREEN'schen
Zustandes ermittelt.

Mit den krummlinigen dimensionsbehafteten Koordinaten z1 = x3, z2 = Ry

ergibt sich fir einen Kreiszylinder der Ortsvektor zur Mittelfléche
Y :
T . .
x= 323 + z{gl mita1 = (0,0,1) und 2§ = (-cos ¢, =-sin @,0) und damit

die Einheitsmetrik a , = 6 . und ein Krimmungstensor mit der einzigen von

oB oB
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Null verschiedenen Komponente b22 = 1/R. In diesem Fall lautet die Forde-

rung (4.3.1b) zur Eingrenzung der Verschiebu_ngskomponenten u, im Punkt ?ép

o lm '_ —w~ lw -
J[(wffz R ¥2,22%1,1 7 W32 TR V2,000,
F

L rs _l“’m ' - s _l =3 1 & ] _°°N ]
PP TR VD)8, 2 W g VD ey t VB 4y T VT 4uy)

P e _Ps P _ ‘
T 993 01 VL, 193,200 Wy 193 01 T Vg o83 g

), ;gf . (4.3.4)

1| o=
hed

| 2

(o)

Daraus sind in statisch zulédssiger Darstellung durch Spannungsfunktionen
die wesentlichen Terme gs des GREEN'schen Zustands fir die ~singul§rén
Belastungen PiEG (x - ;\c'P ) zu finden.

Far die singulédre Normallast p3E6 (x - lc'p ) ist der naheliegende Ausgangs-
punkt ein Ansatz in der Form der bekannten SCHAEFER'schen Spannungsfunk-

tionen einer diinnen Platte [36], also mit x = z1 - zlp, y = 22 - z2p und
2 2 2
r=x" +y
s(x)-a ctan = + b xlnr2+cx (4.3.5a)
wl Y = 1 y. ar y 1 '1 ’ «d.
S(x,y) = a, x. arctan X+ b, y In r° + ¢ (4.3.5b)
t,l;zx,y-a2 . 3 0 Y r Y - 3.
Die Beachtung der Bedingungen (4.3.4) legt die Konstante a, zu a, = p3E/21'r
fest und fordert die zusdtzliche Einfihrung von
ey 2 - & [eya
3 %Y R |72 ¥
1 X 2 2 2
=-z [a2 xy. arctan ;+ (by,x” + by )inr ] (4.3.5¢)

Eine Untersuchung des Gleichgewichts eines kleinen Ausschnitts der Umge-

bung des singulédren Punktes [183] fordert auBerdem a, = -a,. Die Ubrigen

Konstanten werden durch diese Betrachtungen nicht fe:'.tgele;t; sie erge-
ben sich, wie in der Plattentheorie, erst durch die Anpassung von stati-
scher und geometrischer Beschreibung des GREEN'schen Zustands.

Aus diesen Spannungsfunktionen kénnen tber (4.3.2) Schnittgrdfen und mit

den konstitutiven Beziehungen (2.2.36) VerzerrungsgrdBen bestimmt werden,
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Z.B.:
c.xss:(x ) =—1--[kb —Ivb A.-2b +.'2v:b )ln;:z-il-fc v‘vcr
11 %Y = R P27V 7 P32 31 Sa7 Ve
- &
+(a2-.-2\fb1 —(2—6v)b31) ;-,;-+ (3va2+2b29(§-?v?b32) el

+(a2 (v-1) +2b

)
- - ¥
5 2vb1+(2+10v)b31 (107+2v)b32) o (4.3.6)

Direkte Iptegrationen dieser VerzerrungsmaBe entsprechend den Zusammen-
héngen (2.2.20) fir den Fall der Kreiszylinderschale liefern mdgliche

Darstellungen der Verschiebungskomponenten; so ergibt sich z. B.:

u; (x,y) = EtR.[(b2 Vb, = 2b,, +2vb,, )xlnr“+(ay-2b +4b,,~2 (1-v)b )X

+c )

-ve

272 3

+(1+v) (a2+2b

X x
2b31):§r-+2(2b2—(1-v)a2f2b31-6b32)y.arctan;],

32
(4.3.7a)

1 .
gtr [Py =P

-

~2b

s 2 R
ngz(x,y) 2 31Jf2»b32)ylnr -+(cl-vc27332;2b1+4§31,2(1.y)b32)y

.2 :
- Xy -
2b, VXX +4(b +a,=3b

-{1+v) (a2+2b32 31

) Y :
317P55) % a:rctanx'] -

(4.3.7b)

Da daraus berechenbare Verzer:upgégréBen keine Unstetigkeiten haben diir-
fen, missen die Vorfaktoren der arctan-Terme ve:schwinden.rﬂieraus folgen
die Festlegungen

. | .
by, = T [6b1+2b2+ (5+_V)§2].' b

1 .
31 ° =<E [2b1 .+6b2:—.(_1-3v)§2]. - (4.3.8)

32

Die dritte Verschiebungskomponente u?, fﬁr'Qie‘dg;ch inte§ration der Ver-
(oA) drei‘Versionen‘berechénba: sipd, kqnn‘nur hinsichtligh
der beiden weséntlichsten Terme eindeutig bestimmt werden. Die notwendige

zerrungsmaBe B
Stetigkeit von B(pl)' das Verschwinden von arctan-Termen wird durch

_y ol
b, = b, ==—"a, . (4.3.9)

erreicht. Die erforderlichen Singularitdten in B(pi) sind mit

Pap T 12(14v?) 2 g3y .2

us (x,y) = 1z- TR [x -+y.(1-+12R2 i pal l1lnr . (4.3.10)
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ausdrickbar. Zusammen mit den tangentialen Verschiebungskomponenten u:,
deren in (4.3.7) gegebenen Darstellunen wegen (4.3.9) und (4.3.8), sowie
mit ¢, =c_, = (1-v) /871 explizit

1 2
s _ 3E (1+v) 2 :_t_y__
ul(x,y) = Ter “EBtR [(1+v)x 1nx” + 2(1+\:) + (5+v)x] , (4.3.11a)
s -P3E~‘-1-+—"-)[35 Ing? - 2(14v) 2L 4+ 3(v-3)y] 4.3.11b)
uz(x,y) = Jér “EBtR (3v-5)y lnr” - 2(1+v) 22 (v-3)y (4.3.

lauten, gibt dies die gesuchten wesentlichen Anteile eines GREEN'schen
Verschiebungsfeldes 'g‘g fliir den Fall einer singulédren Normallast P3E an
(siehe Tafel 6).

Die zugehérige statische Beschreibung 2g

ist aus den Spannungsfunktionen
wi(4.3.5) d.h. mit der beschriebenen Festlegung der Konstanten aus

(Tafel 7)

Pig

S = —= [ X _ 2 -

q;l(x,y) = Ten 8y. arctan v 2(1+v)x1nx” + 2(1-v)x], (4.3.12a)
ws(x y) = 23 [ 8x. arctan . 2(1—\))ylnr2 + 2(1-v)yl, (4.3.12b)
2 161r : y

s 1 3E

w3(x,y) = - R [16xy. arctan §-+ (3-v) (x -y )lnr ] (4.3.12¢)

herleitbar (siehe Tafel 6). Damit kann gs -KeD+N- gs(siehe Anhang A8),

also durch Anpassung an die aktuellen homogenen Randbedingungen auch

29;3_ g (ggN) erstellt werden, so daB nach (4.2.24-26) die punktweise Ein-

grenzung der Normalverschiebung u3N %p ) durchgefiihrt werden kann.

Eine singuldre Tangentiallast, z. B. in Richtung der Mantellinien des
Kreiszylinders plE(,:\;' - ':sp ), geht fur wachsenden Krimmungsradius R in den
Fall einer Einzelkraft im Punkt '}Sp einer Scheibe tber. Die Etfﬁllung der
Forderung (4.3.4) ist damit hinsichtlich der von R unabhdngigen Terme
sicher durch die entsprechende AIRY'sche Spannungsfunktion

s = ¥ 2 '
¢3(x,y) ay Y. arctan(x) + b3x Inrx | (4.3.13)

mit a, = -plE/z'n, 3 = -(1-v)a /4 erreichbar. Hier jedoch kénnen diese
Konstanten wie auch die beiden anderen Spannungsfunktionen der Schale vonR
abhédngen, missen also in Anpassung an die notwendigen Forderungen be-

stimmt werden.
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Tafel 7

1/R)

einer Kreiszylinderschale (b22
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Die Nachpriifung von (4.3.4) bestitigt aj = -plE/Zn, 148t b3 beliebig w&hl-
bar und fordert in Abweichung vom Gblichen Zusammenhang (4.3.2b) zwischen
den Biegemomenten maB und den Spannungsfunktionen wi flir diesen Fall einer

unstetigen Spannungsfunktion ¢§

:= - l-fws (x,y)ax + ¢ (x,y¥) . (4.3.14)
R’7"3,x "' 2,y

Zu den aus w;(x,y) in der Form (4.3.13) nach (4.3.2) ermittelten Schnitt-

grdBen kdénnen Uber die konstitutiven Beziehungen (2.2,.36) Verzerrungsgros-

sen ass und BSS bestimmt werden (siehe 4.3.6). Direkte Integration von

ss (PA) (pA)
®11) bzw. @ 52) liefert
uS(x,9) = = [(a,+b, (1-Winr’+ (1+v) (a +m>)1;] (4.3.15a)
1Y) TR P37 nr AR Bl M L o
S x.y) = 00t - Y | xy
u, (x,y) = Z=[(( =v)aj+4abjlarctan(l) - (1+v)(az+2by) 75 1. (4.3.15b)

Der unstetige arctan-Term der Verschiebungskomponente u; ist, wie mit
(1.4.2) nachgewiesen werden kann, einer Inkompatibilit&dt zuzuordnen, darf
also in der Darstellung des Verschiebungsfelds der Einzelkraft plEa(ﬁf-ﬁP)

nicht erscheinen. Dies fordert den aus der Scheibentheorie bekannten Zu-

sammenhang b3 = -(1-v)a3/4, so daB sich nach (4.3.15) die tangentialen
Verschiebungskomponenten
s 23 (1+v) 2 y2
u (x,y) = g~ [G-vinr"+ 200+v) 51, (4.3.16a)
a 2 2
S - -3 ye
u, (xey) = Et 2 r2 (4.3.16b)

ergeben. Da filir die Kreiszylinderschale nach (2.2.20c) der zweite Ver-

zerrungstensor wie folgt von den Verschiebungen abhdngt

Blany = 7 93,xx ’ (4.3.17a)
= - 1 .

B12) = 7 Y3,xy "R Y2,x (4.3.17b)

B - -Eu, +m 4.3.17c)
(22) Y3,y TR Y2,y TRZY3 Y (4.3.17¢c
sind mit ug nach (4.3.16b) die beiden Komponenten 3?12) und 3722) singular.
Somit miissen auch die Uber die konstitutiven Beziehungen (2.2.15) zugeord-

(@B)

neten Biegemomente m entsprechend singuldre Terme enthalten, die aus
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Spannungsfunktionen wa ableitbar sind und auBerdem das Gleichgewicht nicht

stéren. Als geeignet erweisen sich hiexfiir die Ansétze

2
a t S 2 I
s _ 3 2
¢1(x,y) = 3R [ClllJlr + ¢, 17 ¥ O3 %T'] R (4.3.18a)
s a3t2 xz3 x3y
wz(x,y) = R [c21 porn + 5y ;E—-] . (4.3.18b)

Da hieraus folgende Biegemomente auch ein singuléres Bifl) ergeben, wird
wegen (4.3.17a) auch die Verschiebungskomponente u® wesentlich sein und

3
wie folgt von den Konstanten der Spannungsfunktionen wz abhédngen:

s a3 1 2 x3
ug (x,y) = TR 3 |:(2\)c11 —c22)x lnx” + (c21 -c22—vc13);-2—] . {4.3.18¢c)

AuBerdem gibt (4.3.17a) den Zusammenhang

6c - 2c = v(4c + 2c¢ + c

13

Der weitere Vergleich der aus den Spannungsfunktionen (4.3.18a,b) iiber

die konstitutiven Beziehungen sowie nach (4.3.17b,c) aus den Verschie-
bungskomponenten ug und u§ hergeleiteten Verzerrungskomponenten legt

diese finf Konstanten eindeutig fest:

c,, = ~C 4c,, = 0,5(1+v); c., = 3c2 =-0,75(1+v) . (4.3.20)

13 12 11 21 2

Damit sind die Spannungsfunktionen ¢: und die Normalverschiebung u® zu

3
s a3t% (14y) 2 x2y2
q;l(x,y) =12R "8 (Inr -4—1}— ) (4.3.21a)
2
a,.t
s ___3 (1+v) yx3 xy3
VoY) = - T G +35) (4.3.21b)
a 2 3 :
uj(x,y) = %L;"-)—- (x 1nr” - 2%5) ~ (4.3.21c)

bestimmt.
Diese Spannungsfunktionen wz stéren zwar nicht das Gleichgewicht, beein-

(@g) nach (4.3.2a) auch den Léngs-

flussen jedoch auBer die Biegemomente m
krafttensor ﬁae. Dies wiederum hat Auswirkungen auf die Langsdehnungen

und damit auf die Tangentialverschiebungen u . So wird z. B. u? dadurch
o
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<2>g _ 23 (1#v) _(1+v) t2 2 ¥2 t2 x2
atGy) = go g LGS g Inx s 20Ty (b gy 1) 1

(4.3.22)

Diese zus&tzlichen Terme sind jedoch relativ zu den fihrenden Gliedern, zur
Verschiebungsfunktion <&:s in der Form (4.3.16) von der GrdBenordnung
0(t2/R2) = 0(694) (siehe 3.1.1.). Daraus abgeleitete Verzerrungen % oA)
sind nach (3.1.2¢c) von der Ordnung O (n) (1-+0(®4), so daB die doppelte
elastische Energie dadurch ebenfalls nur eine Anderung dieser GrdB8enord-

nung erfahrt:

<252 4 2 t2  _n.2
el = Et[[(om) (0% +1))° + 75 (0()) “laF
F
2 4
= O(EtFn7) (1+0(@)). . o (4.3.23)

Der relative Fehler durch die Vernachlassiguné solcher zusdtzlicher Terme
ist also in der Energienorm von der Ordnung O(GF). Da @ies die Fehlerord-
nﬁng der hier betrachteten Schalentheorie iét (siehe Abschnitt 3.1), ist
es nicht notwendig, solche zusatzlichen Terme wie in (4.3.22) zu bestimmen
und mitzufihren. Allerdings haben aus (4.3.13) und (4.3.18a,b) hergeleitete
statische und aus (4.3.16,21c) ermittelte geometriscﬁe Darstellungen des
GREEN'schen Zustands singuldre Differenzterme "(siehe Anhané A8), die bei

. der Durchfihrung des Eingrenzungs#erfahrens aus numerischen Griinden ana-

lytisch integriert werden sollten.
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5. ZUSAMMENFASSUNG UND AUSBLICK

In der vorliegenden Arbeit ist das in der dreidimensionalen Elastizi-
titstheorie und auch in Plattentheorien bekannte Hyperkreis-Verfahren
zur Fehlereingrenzung auf diinne Schalentragwerke Ubertragen worden. Dazu
ist die Erfillung bestimmter Voraussetzungen, wie z. B. die Existenz
zweier komplementdrer Extremalprinzipe und die Erfillung des Satzes von
BETTI notwendig. Dies wird unter allgemeinsten Gesichtspunkten, durch
die Herleitung aus erzeugenden Funktionalen mit Satteleigenschaft, die
Einflihrung eines Hilbertraumes elastischer Schalenzustdnde bzw. seiner
Unterrdume und durch die Kontrolle der notwendigen Eigenschaften der
dort definierten Skalarprodukte Uberpriift. Der relativ breite Raum, der
diesen funktionalanalytischen Betrachtungen eingerdumt worden ist, er-
scheint sinnvoll, da dieser Weg nach den hier begonnenen Uberlegungen
auch bei einer allgemeinen nichtlinearen Theorie diinner Schalen weiter-
fihren kann.
Es ist auBerdem versucht worden, den nach der Hyperkreis-Methode bestimm-
baren globalen und auch punktweisen Fehlerschranken einen VergleichsmaB-
stab zu verschaffen. Dazu wurden die bereits der zugrunde liegenden Theo-
rie anhaftenden Ungenauigkeiten und die numerisch bedingten Stdérungen
untersucht.
Die Erfassung einiger weiterer M&glichkeiten zur Ermittlung von Fehler-
schranken, wie die der asymptotischen unteren und oberen Schranken fir
Resultate von Extrapolationsverfahren (Abschnitt 3.2) soll AnstéBe geben,
auf solchen anderen Wegen auch bei Schalenberechnungen Eingrenzungen zu
versuchen.
An einem Beispiel (siehe Anlage) wird die hier theoretisch nachgewiesene
Moglichkeit verifiziert, uUber das Hypérkreis—Verfahren globale Fehler-
grenzen und auch lokale Schranken filir Zustandsgrd8en an beliebigen (nicht
auf dem Rand liegenden) Punkten zu erstellen. Das Ziel jeder Berechnung
eines Ingenieurs ist eine méglichst schnell und einfach zu ermittelnde
Approximation mit nicht zu groben echten Fehlerschranken. Deshalb wird
auch gezeigt, daB einige wenige globale Ansdtze Ndherungen und damit auch
Fehlerschranken erzeugen kénnen, die ebenso "gut" sind - dies ist ein-
deutig durch die Funktionalwerte feststellbar - wie viel umfangreichere
Finite-Element-Ansitze. Trotzdem werden die Grenzen solcher Schranken-
Bestimmung Uber extremale komplementdre Funktionale vor allem durch die
numerische Aufwendigkeit gesetzt. Eine mdglichst optimale Formulierung

der finiten Berechnungen (siehe Abschnitt 4.2) ist deshalb ebenso wichtig
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wie die Auswahl guter Ansatzfunktionen (siehe Abschnitt 4.1).

Ein kinftiges Arbeitsprogramm sollte versuchen, durch Verwendung mdg-
lichst geeigneter finiter Ansétze, z. B. der ﬁ-Spline-Funktionen, die
Konvergenz zu verbessern, und auBerdem den flir punktweise Eingrenzungen
notwendigen zusé&tzlichen Aufwand durch Einfihrung "singul&drer Elemente"
zu reduzieren. AuBerdem sollten - wie bereits begonnen [211] - Formulierun-
gen von Schaientheorien weiter untersucht werden, die es erméglichen, den
Aufwand zur Erstellung der beiden komplementdren Gleichungssysteme in
vielen Fédllen praktisch auf die Hilfte zu reduzieren. Auch sollten andere
hier eingefihrte M&glichkeiten zur Schrankenberechnung weiterverfolgt
werden; dazu miissen allerdings noch die notwendigen theoretischen Unterx-
suchungen in der Schalentheorie durchgefiihrt werden.

Weiterhin sind ebenso wie die hier behandelten inhomogenen Probleme die
Untersuchungen der Eigenschwingungen von Schalen von groBfem Interesse.
Deshalb sollten die Eingrenzungsméglichkeiten, die auf diesem Gebiet aus
der dreidimensionalen Elastizit#tstheorie [55] und aus der Plattentheorie
[35] bekannt sind, auch in der linearen Schalentheorie erforscht werden.
Dieser Ausblick auf an diese Arbeit anschlieBende Fragestellungen (mit
wachsendem Schwierigkeitsgrad) kann natiirlich noch um die Frage nach Ein-
grenzungen bei nichtlinearen Theorien erweitert werden.

Diese Arbeit kann somit nur einen Anfang fiir Untersuchungen "lber Fehler
und ihre Abschdtzungen bei numerischen Berechnungen von Schalentragwerken"

bedeuten.
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Anhang Al: DER SATZ VON BETTI

fir zwei reine Lastspannungsfille, d. h. §Q 20inV, u=0 auf F:

12 p _ 1 2G - 2G - 2G _
Juipidv+ Jui%idF-— J TiJ,J 4av + J 1TJ.J j J&i,jrij av

\' \'4 F \'

c-—o

o]
o)

: _ {212 2 1
J i, j 13 av = JuipidV+JuiPidF .
v v . F

P

far zwei reine Eigenspannungsfédlle, d. h. p;=0inV, P, =0 auf F_:

p
1 2 1 2 1 2 ’
[8,arv [80av s[4 B00r- [y e (838 e [0 ar
iti iti ivi i,j 13 g ij,3.

F v F \'4 \'4 F
u p

= |4 26 _2Q _[a6 _10.2
Jui,"j (Tij ij)dV J(‘pi .- TrLu, L av
v v

21 21 21
= Ju.P. dfF + Ju p?dV+ Ju.Png
iti i¥i i'i
F v F
u o
.“ . 1 .
fir einen Lastspannungszustand, d. h. EQ £ 0inVv, 111 = 0 auf Fu,
und einen Eigenspannungszustand, 4. h. 2 =0in V, %i = 0 auf Fp:

1 2Q 120 __ |1 20 - 26
Juipidv+ JuiPidF Jul( lj,j lJ’J)dV + J .)nde
v FP v

o]

[y 26 _ 2Q - fiez _ {21 2 1
[ui,j(rij )dV J'r . dv = Ju.PidF-l- Ju.pidv.
v v F

Anhang A2: DAS PRIMARE UND DAS DUALE FUNKTIONAL

Das primdre Funktional Jp.der linearen Elastizitdtstheorie liefert die

primdren Grundgleichungen:

r.
G E G N
JP(I ,e) = [T, % (25+52)dv - JTG..nu"dF

J - "~~~

v F
u

.

G E T T
- J[3 - (e +e2*) —w(el) +pr -g]dV’rJg* -IG-,QGF-JR*T-RdF
v F F

u P
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-_-:-JZ- I‘G-udv+ JIG ..gng - Hp(_‘t_G.g.t_:E) .
v F
p
¢ ¥ G 1 E G
6z, —21=0 = ch <[5 (Qu+ul) - (e +§Q*)]dV-J¢S£ ..n(u" -u¥)dF .
9T v F
u
3, G 4T G* *T
{62'?\?}=0=-J[2.I +p ]-53&V+J[I ‘n~P ]+ 6udr.
~ v F
P
93 oW (eF)
{GeE, ——%} =0 =—IG€E..(TG - —— )av .
z = E
e v de

Das duale Funktional J g der linearen Elastizitdtstheorie liefert die

dualen Grundgleichungen:

] — 3@t
TG xeD = JEE--(Z x x x yav - J[EE e @xX'xg) - @xe” x ..y laF

F
P

- [(EG+1K)..§E-WC(EG) +n ..xlav

J,
J

+ IS X g x - @ x B x gL ytlar
b
Ex*x —3 L JE
..I[g ey xx xn-(y x¢g x n)*. .y]dF
F
u
oJ ( : K : 1
4 _9q= vxxxvﬂ(TG+r)' in V
E ~ L~ g ~ - -
9€ :
(o] a.uf.f‘ul
~x *tx* .
, auf F
“@xxxp @ g xp y
oJ ¢ \
da _ _ E _ %
7% =Q= Lvxe xY-n in V
E Ex
E ~ €
- aufFu
! ¥ —3
S x e x g (Y x e x
fF
{ 0 au D |
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Anhang A3; DIE POSITIVE DEFINITHEIT DER ELASTIZITATSTENSOREN

Der Tensor (g;aspx (%;BDX

symmetrische Matrix geschrieben werden (siehe 2.2,35/34). Der Nachweis

kann ebenso wie der dazu inverse Tensor als ...

der positiven Definitheit ist erbracht [97], wenn fir eine der beiden

Matrizen E und F eine Dreieckszerlegung mit nur positiven Diagonalele-

menten durchgefiihrt werden kann. Mit a = det(a_,) und n := a2 a2 - a4 -
5 of 11722 12
- va ist
[ a2 (1+v)a2 -va,. a 2a a W
11 12 11722 11722
1 2
Ty 3y 2392212
2
symm, 2(1+v)§11a22-+2(1—v)a12
4 1 4 2 2 -
1 (o] 0 a;; aj,~va 2a11a12
N GEDEYH
1 afz - va e 11 !
= T 5 1 0 (o] 2(1+v) —/—a
a11 ) +(1_v2)n-+va 11
a 2aa, .a 11 2
12 12911 2(1-v?)a3
2 2 o 1 o 0 I
| 11 J Nt
. 2 2 4 2 . .
Da die Annahme 214395 T 2y, < a” zu einem Widerspruch mit der Eigenschaft
= 2 . . .
des Metriktensors det aaB =a>o0, d. h. a11a22 > a12 fihrt, ist bewiesen,
daB
2 .2 4 2 _ 2 2 4 2 2
ajqas, ~ a3, >a” >0 ,n= (alla22 - 312) -va > (1 v)a

ist. Fir die Ublichen POISSON'schen Zahlen O < V < 1 sind damit alle Dia-
gonalelemente dieser Zerlegung, also auch die Eigenwerte von F positiv.
Da die Inverse E von F die inversen Eigenwerte von F hat, ist auch E

positiv definit,
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Anhang 4: DIE SATTELEIGENSCHAFT

Das primdre Schalenfunktional Jp

T T

Jp(g.g,N) = Qp(,g,g) - J[[(,g, + ,gQ*) *g -~ pW(g) + 'g’f -ular

F

. gRT.Y_ER*dS_ JBRT‘YT_E‘R*GS

c c

u P
mit

T R R 4
9 (g = fﬂz) ‘g aF - Jng-Y-,e as = [3"- (T*2>dF+JzRT-YT‘2RdS
F C F c ’
u P
ist konkav in g und konvex in u und g, wenn [61]
Zp e Zp
- - - - - - - =

3,08, 08,08,) T (e 08 g ) -{g g . a'g'lJr} {(a,u)- 2'-} {(g,-g )" 3£|-}'°

gilt. Die explizite Nachprifung dieser Bedingung unter Beachtung der

oben angegebenen Eigenschaft von Qp (e,u) gibt (£Q Z 0)
[ T R RT R R«
Jp(&,&.g,r) —Jp(m.g_,g_)—‘, (Tu,-g,) - (g, -9 )dF+J(g+— ) V- -u )ds
F
u
T ([ R_RT T R AT R_RT T R«
-J(T(}\J‘_’_—H‘_)) ',g._dF+J(B+—~..) v -g_ds+J£ .(E"F—El-)dF+J(ErFEa—) V.o "ds
F C F C
u : el
p Wlg ) aW(e)
- . - —= . - = - - - >
+J(£+ € ) +g_aF J( Ty ) - (g,~g )GF J[W('g_'.) Wi ) —5-£-—|_(£+ € _)]aF20
F F F .

und damit als Bedingung fGr die behauptete Eigenschaft wvon JP die Konvexi-

tat von W(g).
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Anhang A5: GRUNDINTEGRALE LINEARER UND KUBISCHER HERMITE-
POLYNOME

Zum Aufbau von Steifigkeits- bzw. Flexibilit&tsmatrizen Bh bzw. gh sind bei
Rechteckelementen und bilinearen bzw. bikubischen HERMITE-Ans&tzen folgende
Matrizen mit den dabei wesentlichen Integralen nitzlich (siehe 4.1.34-37):

,

n{ 1, .1 1,1
Hoo(E)Hoo(g) HQO(E)HOO(E) - i 1 1
dg = — '
1 1°* 1 1 2
o HIO(E)HOO(E) Hlo(E)Hlo(i) -1 1
h.1 ) 3.3.3 .3 ( )
H H H” H  H ‘ 21 3h 9 =-2h
oo oo ol 1011 ¢} h
* "% ,
H, 9 2h 21 -3h
o { IOJ ‘ J
( ' ' ] ( w
h(gt ] [ 5333 B -6 h 6 -h
00 L oo ol 1o 11 1
ag = 13 '
H -6 -h 6 h
o { lo | { J
TR T '
Bl gt g’ w3 ud Bl %6 -h -6 h]
oo oo ol 1o 11 1
dg = 1z ,
1
u! 6 n 6 -
o { lo {
[ \ " " n " (
B gl [ @353 3" 3 4 h -1 o]
[ 00 { 'o0ool 10711 1
i ag = 'E P
)|l 1 o 1 h
o | lo { J
( ) ' ] [} [ (
n H1l H3 H3 H3 H3 1 o -1 (o] W
oo oo ol 1011 1
dg§ = H ,
1l
H -1 0 1 0
o { lo | )
‘ h ( Hl' W 3ll 3u 3n 3u ) . 0 ) ) 1
[e]o] HOOHOIHIOHI 1 . (o] h 0 h
1 @€ =37 '
J 5o 1 o -h o0 h
°q ) 4 J




oY

0 —

3!1

3"

11

[

[

3.3.3.2
EboHolﬂloHII

3" 3Il 3" 3"
HooHOIH10H11

H H H H

3 3*' 3*' 3°
oo ol 1011

H H H H

3ll 3ll 3ll 3"
oo ol 1o 11
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15

aE = o=
|

at —’égé
|
|

a = 3y

156

22h

54

=-13h

-36

-3h

36

3h
-36

3h

12
6h
-12

6h

..22h

4h?

13h

-3h2

-33h

-4h2

3h

6h

4h2

2h2

.54
. 13h
. 156

-22h

36

3h

-36

3h

-36

-3h

" 36

-3h

-12
-6h
12

-6h

=13h

-3h2

-22h

33h

_4h2

3h

.h2

4h?

éh

2h2

4h2
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Anhang A6:

GRUNDINTEGRALE KUBISCHER B-SPLINE FUNKTIONEN

Die Integrale (4.1.46) von Produkten Mi(x)Mk(x) kubischer B-Spline Funk-

tionen Mi(x) = M4(x; Koo Xgog0 X0 Xy ar Xy 0
iibber den Integrationsbereich [xi. xi+4]f1[xk, xk+4J lasgen sich fir

) bzw, ihrer Ableitungen

Knoten mit gleichen Abst&nden h leicht bestimmen. Unter Berticksichtigung

von Funktionen mit vier-, drei- und zweifachen Knoten am Rand ist z. B.

[206]:
(16 731 1 o
7 19 315 210
31 5 29 1 0
35 12 420 1680
61 283 239 1 o
105 945 7560 3780
[A ]=h-1 Elﬂfl\lﬁ :oo-ooo..o.oo-to-.on.oo-vo'.c."oo--.
ik der .
mehrfachen . 151 397 1 _1_
Randknoten .- 315 1680 42 5040
. 151 397 1
. 315 1680 42
symmet.rlsch 151 397
. 315 1680

(o]

1

5040

1

42

- Bei der Ausfihrung der Integrationen lGber die Produkte der abgebrochenen

- Potenzfunktionen sind folgende Formeln hilfreich (a,b 2 0):

( n+2 n+1
a'_._ + a
n+2 n+l
e +3 n+2 +1
n n
n m a a 2 a
(a~x%x)(a+b-x) dx = )
[ ) ( ) -t 2b  t b o
o .
an+4 a‘n+3 2 an+2
| o ¥t

Damit ergibt sich z. B. fiir [206]
-4

+ b

n+l

3Ja

n+1

firm=2

flir m= 3,

_h 2 _ 3. )3 = 3 w3
1‘43(x,h,h,2h,3h,4h)-—-9 [-18h(h x)+ 11(h x)++18(2h x)+ 9(3h x)++2(4h x)+]'

-4

. h . N .
M, (x:3h,4h,5h,6h,7h) =2 [ (3h—x)i +a (4h—x)i +6 (Sh-x)i -4 (6h-x)_:: - (7h-x)21,
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ein Element der vorher angegebenen Matrix [Aik]

4h
A36_J|'h [2(4h-0>1[-4(4n-0> +6(5h-x)> ~4(6n =)} + (Th-x)]] ax
3h
h
- 5'4",[[2“"x)33f—4(h—x)3+6(2h-x)3—4(3n-x)3+(4h-x)3]dx
o
nl 1 .
= 52 ["8' +12( +3-g+3 5 ) 8( +6’ +12'_+8'—)
+2 (—+9 PR TP RE Y
6 S 4
_h
3780 °
Anhang 7: DIFFERENZEN GREEN'SCHER ZUSTANDSBESCHREIBUNGEN

Bei der Erstellung geometrisch bzw. statisch zuldssiger GREEN'scher Zu-
sténde sind die Ausgangspunkte Verschiebungsfelder u® bzw. Spannungsfunk-
tionen kp's. Die daraus bestimmten SchnittgrdBen und VerzerrungsmaBe unter-

scheiden sich i. a. durch reguldre Reste:

p -
= | p-n-@®-x- g S-xtnen-g [ 55
S \Y S -8
ba s ° R %3 80 145
S 8nEt 1 s 1 s =S
ba n2s Pig RU3 R Y3 8n_yo,
s _S
Aa<12> 0 ° An<12>
s (1+v) y?' 2—yl’ 961r ’JJg B _t_:_z_ s s
BBerss| TR 37 -3v) o Py REZ[| 12‘[AB<'11> * "AB<22>] Amy1s
87 (Et s 12v 17ps
s P RZ '3 REZ 3 _ s
AB<22> 3_ (1+v)[(7_v) z 2_xh -4] l:AB<22> + \’AB<11>:I Am<22>
R r
s (1+v) t2 s
PPN = (7- wy?-(5-3wx?] || - T3 (1-vasd bm3, o
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|
B p.y.gox.g” g -xl.nen-y® | Eg
802, ;Z M')'“M ’—'52 | - Adj11> - “"‘*‘;‘f22>- (882,45
80% 50, 'E:r;t +8a3),) | -8l - vaal. 1882505
8aZ, ), ;z s 51y 2z "'"L) - -a ‘”A"<12> RS
ABf11> %li‘?f —[AB<11>+ "AB<22>] Ami‘11>
28255 SITE ( 11112-_\2) v3) t—T[Af"‘<22>+ vagZ,,] 222>
883, ° ° <125

-Anhang AS8:

ANPASSUNG GLOBALER FUNKTIONEN AN HOMOGENE RAND-
BEDINGUNGEN

Werden global definierte Funktionen z. B. zur Wiedergabe eines singuléren

Verhaltens zusammen mit lokalen Ans&tzen,z. B. in HERMITE-Folynomen, ver-

wendet, ist es sinnvoll, in den Randelementen zur Anpassung an homogene

Randbedingungen eine geeignete Koppelung durchzufitihren (siehe Skizzen):

Bedingung

Ansatz mit HERMITE-Polynomen

d?(x,bz) =0

d;(x,bz) =0
u3hgb2)==0
u3'y(x,b2)

=0

Im Randstreifen II (b2--hy fy<b

2 Y
s gc _ .S 1 .
u; +uy ul(x,y) ug ®(x,b )H1 n) ;
s gc _ s 1 .
u, +uy” = u2(x.y) (x b )H1 (n) s
gc _ s _.s _..S 3 .
uy +uyt = u3(x,y) u3(x,b2)Hio(n) u3'y(x,b2)H11(n):

<
-+hx,()$ gf'hx)

im Randstreifen III (a1 <= x<£ a,

s gc _ s _.8 | 1 .
u2 + u2 u2 (le) u2 (31:Y)Hoo(§) i
s gc _ s _.s 3 .
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Bedingung ‘Ansatz mit.HERMITE-Polypomen

'im R;;s;hfeifen I\‘I (a2 vhx SAx < az; 0=t < hx)
u;(aé,y) = uz %ugc = uz (:.:“,‘y) - u:(azfy)‘Hio(E) ;
u'i’(az,y) = u§+ugc=us3s (x,y) -u‘;(az;y)Hlo &);

.im Eckelementtyp Ea2 (a3 - thx _<.a3;b1 SySb1 +hy)
Wb = uf +u¥®=ud e,y -uf b B _(B); 0<ns h,
Wlagy) = uS +ud® =uS e,y) - (kb VB (E) - uS(ag, vIE]_(E)
wx,b,) = + u(ag,b )H_(E)EL_(n);
u;(x'bl) = ug +ugc =u§ (x,v) -u§ (x,bl)Hgo(n) —ug"y(x,bl)l-lf;1 (n)
W,y = - uS(ag E_ (€) +u3(ay,b ) ED (ME] (E)
Wy b)) = + ] (ay.by )] (O)E, (1)

im Eckelementtyp Ea3(a2-hx Sx<a,;b, -hySyva‘l)
d?(x,b4) = uf-fu?c==uf(x,y)-u?(x.b4)Hi°(n);n
b, = uS +ul® = ud (x,y) ~ul(x,b ) EL_(n) - uS (a,, ¥)E,_ ()
wla,y) = + uz(a2,b4)Hio(£)Hio(n);
dg(az,y) = u§-+ugc==u§(x,y)-ui(x,b4)Hio(n)-uzly(x,b4)Hi1(n)
uY(x,b,) = - u$ @, VIE_(E) +uf(a,/b ) H) (D)E (n)
oy SGxby) = +u (b E)(E)E], ()

im Eckelementtyp Ea4 (a1 SxSa1 +hx;b;l -hySy S,b4)
dr(x,b4) = uf-+ugc==uf(x,y)-uf(x,b4)Hio(n);
u';(x,b4) = u; +ugc =u; (x,y) —ug (x,b4)'Hi°(n) —uz (al,y)Hio(E)
Wyla,,y) = + u3(a, b ). _(EVE|_(n);
wlay) = - u‘;’,ytx,'b‘l)nfl(n) +u3’y(a1;b4)‘ﬁ§o(s),afl(n)

d;:Y(x'b‘l)

s B 3 3
+ u3(a1,b4)H°o(E;)H1o(n) ;
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// /

Randfunktioneninterpolation an glatten R&ndern

mit linearen bzw. kubischen HERMITE - Polynomen

Randfunktioneninterpolation

an aus- und einspringenden Ecken
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Anlage:

TONNENDACH IN KREISZYLINDERFORM UNTER RADIALEM AUSSENDRUCK

1. Allgemeines

Hier sollen die dargelegten M&glichkeiten zur Eingrenzung des Fehlers,
der bei numerischen Schalentragwerks-Berechnungen auftritt, veranschau-
licht werden. Das dazu benutzte éeispiel - ein kreiszylinderférmiges Ton-
nendach unter radialem AuBendruck - ist ein sehr h&ufig behandelter Fall,
so daB die hier gefundenen Resultate mit vielen &hnlichen Probleml&sungen
verglichen werden koénnen.

Durch die Angabe der Ergebnisse sowohl mit einfachen globalen RITZ-Ansit-
zen als auch mit den weit verbreiteten Finite-Elementen aus bilinearen bzw.
bikubischen HERMITE-Polynomen soll erstens gezeigt werden, daB bei pro-
blemgerechter Wahl einiger weniger Koordinatenfunktionen bereits &hnlich
gute Ndherungen erreicht werden kénnen wie mit vergleichsweise viel mehr
Knotenfreiwerten eines Finite-Element Ansatzes, und zweitens, daB eine
eindeutige Aussage Uber die "bessere" Approximation nur durch den Ver-
gleich der zugehdrigen Funktionalwerte gemacht werden kann. Die pauschalen
Schranken aus den Werten der zueinander komplementdren Funktionale geben
Uberdies deutlich die "Gﬁfe", die bereits erreichte globale relative Ge-
nauigkeit der Approximation an.

Als Realisierung der Berechnung lokaler Schranken nach der Hyperkreis-
Methode wird fir einige Punkte des Schalentragwerks die Normalkomponente
des Verschiebungsvektors eingegrenzt. Die Konvergenz der Schranken wie
der Approximationen dieser ZustandsgréBe im untersuchten Punkt macht
einerseits die (in 2.3) bewiesene Anwendbarkeit des Verfahrens auch bei
Schalenproblemen deutlich; andererseits aber zeigt sich daraus, daB fir
diese Aufgaben besondere Uberlegungen beziglich der Ansatzfunktionen -
als Verbesserungsvorschlag werden hier B-Splinefunktionen vorgestellt -
notwendig sind, wenn &hnlich gute Schranken wie bei Plattenproblemen

[93 - 37] erreicht werden sollen.

Den EinfluB der Ansatzfunktionen - globale Ansétze in Potenzfunktionen
oder lokale Ansédtze in HERMITE-Polynomen bzw. B-Spline-Funktionen - auch
auf die Stabilitdt und damit die numerische Genauigkeit des Verfahrens
weist eine Untersuchung der Konditionszahlen der Steifigkeitsmatrizen

nach.
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Als Anwendung des in Abschnitt 4.3.2 geschilderten Extrapolationsverfah-
rens wird die konvergenzbeschleunigende Wirkung bei den tiber das Hyper-
kreis—Verfahren berechneten punktweisen Schranken gezeigt. AuBerdem wird
die Mdglichkeit der asymptotischen EinschlieBung an einigen Zustandsgros-
sen verifiziert, um zu zeigen, daB diese Resultate der Extrapolations-
Methode eine glinstige Alternative zur Bestimmung der unteren und oberen

Schranken nach dem Hyperkreis-Verfahren geben kdénnen.

2. Pauschale Eingrenzung numerischer Approximationen mit

globalen und lokalen Ansdtzen

Die wesentlichen Vor- und Nachteile dieser beiden Moglichkeiten wur-
den bereits kurz dargelegt (Abschnitt 4.1). Das hier behandelte Beispiel
eines kreiszylinderférmigen Tonnendaches (siehe Bild 7) macht einige
dieser Eigenschaften der Naherungsansétze deutlich. Besonders klar wird
dabei vor allem die Notwendigkeit, den Funktionalwert zur jeweiligen
Approximation zu bestimmen. Nur mit seiner Hilfe ist es eindeutig még-
lich, bei verschiedenen Ansidtzen zu entscheiden, welcher von ihnen global,

d. h. im Mittel besser den exakten Zustand wiedergibt,

Als Lagerungsbedingungen eines konkreten Problems sind an gegeniber-
liegenden Réndern feste Einspannungen (bei y = + b) bzw. freie Stiitzungen
(bei x = + a) gewdhlt worden. Wie aus (4.1.7) bzw. (4.1.14) zu entnehmen

ist, bedeutet dies die geometrischen Bedingungen

u, =0; u, =0 bei x =+ a
2 ! 3 - '
(1)
u, = 0; u, = 0; uy = u3’y =0 bei y=+Db,
sowie die statischen Bedingungen
= = . = = i = +4 .
n =n,=0mn =n,=0 bei x =+ a . (2)

Die Bnpassung globaler Ansdtze filir die Verschiebungskomponenten ui(x,y)
bzw. fir die Spannurgsfunktionen wi(x,y) an die Forderungen (1) bzw. (2)
ist bei dem vorliegenden Definitionsbereich, einem Rechteck, kaum schwie-
riger als bei lokalen Approximationen, z. ﬁ. bei Finite-Element-Ansdtzen

in HERMITE-Polynomen (5.3.36/37). Wahrend bei letzeren in Randknoten

R R
(x7,y) nur die Freiwerte
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oSO GENKIg

fest _
eingespanni

Bild 7: Geometrie, Lagerung und Belastung'des Schalenbeispiels

ul = 0; u> =0 fir xR =+ a
2 3 -
i i i i R (3)
= . = H = = u = 4
uy 0; u, o] u3 u3'y 0 fir y +b
bzw.
i - R _
wz = Q, w3 = ¢3,y = 0 fir x =+ a (4)
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Null zu setzen sind, erfiillen globale Ansdtze, z. B, Polynome die Bedin-
gungen (1) bzw. (2) durch Anfiigen geeigenter Vorfaktoren, So ist das Ver-

schiebungsfeld (dimensionslos nach (4,1.23): x = a%X; y = by)-

b -~ -~ —_ *2 d - '1'3 mmz
ul(x,y) = (y° - 1) [cllx + oy X +c Xyt P
- -~ o2 42 - O~42 A3
uz(x,y) = (x" - 1)y -1) [021y + oy vx + ooy + I I (5)
- o~ . ~2 L2 2 ~2 2
= - . - + PR,
u, (x,y) (x 1y 1) [c31 + CyX + Caay 1.,

geometrisch zuldssig. AuBerdem sind in diesen Ansdtzen Kenntnisse Ulber
die zu erwartende exakte L8sung bericksichtigt.

Ehnlich erhdlt man aus (dimensionslosen) Spannungsfunktionen

~ ~ ~ ~ QZ 4\2 o

vy (x,y) = x [d11 +d R+ d 9+ eer] '

~ A A A2 ~ A2 A2

b, (x,y) = (x7 - 1)y[d21 +d,,%" +d, .y + R (6)
2 A2

~ A A a2 ~
Uyl y) = (7 - DIdy, +d %" +dy" + R

statisch zuldssige globale Ansdtze, wenn den daraus nach (2.2.29/30)
ermittelten Schnittgr6Ben eine partikuldre Ld&sung g} tberlagert wird. Im
vorliegenden Fall haben die (mit e=a/b ; L1==a nach 4.1.23 dimensions-

losen) Gleichgewichtsbedingungen (2.2.17) in den symmetrischen Tensoren

-~

n ~ + e

n -~ =0 ’
XX, X XYY
A o teh -2 (@ . +em ) =0 ' (7)
XY, X YY:yY Rk Xy,X YY.Y
2,2 2
a“K® = 24 -~ a< - -~
+ ~a o+ -~ + P = e
Rt Cyy " Cxx iz TS Uy, iy T Pky,¥x T RZ Uyy ~ Po
z., B. die spezielle Ldsung
P
=3 - _ o .
nyy = =Rt a2,|<2 . (8)

Diese einfachen globalen Koordinatenfunktionen ergeben Ndherungsldsungen
mit offensichtlich (siehe Tabelle 1,Bilder 8 und 9) guter Konvergenz.Zu-
standsgrdBen, die sich daraus bestimmen lassen, unterscheiden sich nicht
wesentlich von mit weit gréBerem Aufwand liber Finite-Element Ansdtze (ﬁild
10-~11) mit bilinearen bzw. bikubischen HERMITE-Polynomen ermittelten
Approximationen. Dies zeigen die Bilder 12 und 13 sehr deutlich; an ihnen
ist nicht zu unterscheiden, welche Niherung ndher an der exakten L&sung
liegt. Auch ein Vergleich der Zahlenwerte (Tabelle 1) gibt dazu keine

klare Antwort.
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Konvergenz der Verschiebungskomponente u

einer Kreiszylinderschale unter konstanter Last
Bild 8 :

bei globalen Verschiebungsansédtzen mit Potenzfunktionen

und je 2, 4 und 12 Freiwerten
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Bild 10: bei Ansitzen mit Hermite-Polynomen
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36 144 Elemente

Bild 11:

Konvergenz der Verschiebungskomponente w
einer Kreiszylinderschale unter konstanter Last
bei Ansétzen mit Hermite-Polynomen

in 9, 36 und 144 Elementen
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Finite Elemente

globale Ansitze in Potenzfunktionen

Bild 12:

Vergleich der Verschiebungskomponente u
einer Kreiszylinderschale unter konstanter Last
aus globalen Ansdtzen mit je 12 Freiwerten

bzw. Hermite-Polynomen in 144 Elementen
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Finite Elemente

globale Ansdtze in Potenzfunktionen

Vergleich der Verschiebungskomponente w
einer Kreiszylinderschale unter konstanter Last
Bil : .
ild 13 aus globalen Ansdtzen mit je 12 Freiwerten

bzw. Hermite-Polynomen in 144 Elementen




~ b
Globale ~ ~ [
u_,, (0,0 u_._(-a,0) u_, (0,5)
Anséatze E?'S';/_B_ 5’%;_53— 5‘%;/3_2_
An |
-5 -6 -6
3 7,3276 - 10 -2,8120 - 10 4,5842 - 10
' -5 -6 . 1n=6
6 6,3304 - 10 -2,9773 - 10 4,2302 - 10
12 6,1123 - 107> | -2,1976 - 1075 | 4,4434 - 107"
24 5, 8557 - 10°° | -2,3403 - 10°%| 4,4124 . 107°
Finite
Elemente
-5 -6 -6
770 5,8711 - 10 -2,4278 - 10 4,3106 * 10
-5 -6 -6
322 5,7499 - 10 -2,5198 - 10 4,1892 - 10
-5 -6 -6
170 5,6199 - 10 -2,6278 - 10 3,5636 - 10
-5 -6 -6
66 5,4070 - 10 -2,8266 - 10 4,1209 - 10
Konvergenz der ZustandsgrdBen aus
Tabelle 1:
globalen bzw. Finite-Element Ansdtzen

Eine. Aussage zu der Frage nach den glinstigeren Ansatzfunktionen ist durch
die Untersuchung der Konditionszahlen der Koeffizienten-Matrix, hier der
Steifigkeitsmatrix Bh bzw. der Flexibilitdtsmatrix gh des aktuellen Glei-
chungssystems mdglich (siehe Abschnitt 3.3.). Dies ist fir die Problem-
16sung mit einigen wenigen globalen Ans&dtzen nicht so wichtig, da algebra-
ische Gleichungssysteme mit wenigen Unbekannten auf jeden Fall numerisch
beliebig genau geldst werden konnen, auch wenn wie bei den Verschiebungs-
ansdtzen (5) die Steifigkeitsmatrix Bh schlechte Kondition hat. Die Kon-

ditionszahl wachst von CSP(§3) &~ 1674,6 / 1,474 & 1136 bei nur je einem
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Freiwert auf Csp(§6) ~ 1712,3 / 0,0815 & 20755 bei je nur zwei freien
Konstanten, bleibt jedoch dann ann&hernd konstant. So ist CSP(EQ) & 1726,4
/ 0,0810 & 21314 nicht mehr wesentlich grdBer.

Wichtig sind Uberlegungen beziliglich der Wahl der Koordinatenfunktionen
bzw. der Kondition der von ihnen erzeugten Steifigkeits- oder Flexibili-
titsmatrizen sicher fir alle lokalen Ansdtze, da dabei die Zahl der Frei-
werte und damit die GroBe der Gleichungssysteme bedeutend groBer ist.

So sind fir Finite-Element-Ansdtze in den Verschiebungskomponenten ebenso
wie den Spannungsfunktionen pro Knoten 1 = 5 Freiwerte notwendig, 1 = 6
Freiwerte aber physikalisch sinnvoll. Bei einer Unterteilung des Defini-
tionsgekiets in n, =n, -ny Elemente mit (nx-+1) -(ny-&l) Knoten ergeben
sich je nach den Randbedingungen bis zu (nx-Fl)(ny-+1) + 1 Gleichungen
und Unbekannte. Bereits bei geringer Erhéhung der Elementzahl ne(nx==ny)
widchst also die Zahl An der Unbekannten stark an. Dies bewirkt, daB trotz
der Bandstruktur der aus lokalen Ansidtzen erstellten Koeffizientenmatri-
zen die Konditionszahl beachtlich groB wird. Dies zeigt sich bei der mit
Ans&itzen aus bilinearen bzw. bikubischen HERMITE-Polynomen erstellten

Steifigkeitsmatrix Bh zum hier vorgegebenen Problem mit den Randbedingun-

gen (1):
n = ny An Ai A?_ h Ch
3 32 625,98921 0,257181 2434
5 112 558, 4890 . 0,110408 5058
7 240 1022,676 0,063519 16100
9 416 1682, 198 0,037871 44419

Somit macht die GréBe AL der zu l&senden Systeme die Verwendung mdglichst
optimaler, also wenigstens fast orthonormierter Funktionen sinnvoll. Die
B-Spline-Funktionen (siehe Abschnitt 4.1.4) haben diese Eigenschaft; sie
sind dadurch gekennzeichnet, daB die Konditionszahl Ch als Quotient von
gréB8tem zu kleinstem Eigenwert des finiten Systems nicht Gber einen fe-
sten Maximalwert widchst. Dies wird an einer Untersuchung deutlich, die
wegen des geringeren Aufwands bei einer quadratischen Platte durchgefihrt

P . .
wurde. Die Steifigkeitsmatrix Bh der Platte ergibt sich nach (4.1.47c)

nmit p1 = p2 = p3 =0
R® = K% [2(1-)B..B,. + 2B,.D,. + v(C,. +C..)C,. ] (9)
h ~ 12 V'EikT41 ik 31 ik © Tki‘C1id
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Bei gleichem Abstand h aller die B-Spline-Funktionen bestimmenden Kno-
ten kann die Abhidngigkeit der Matrixkoeffizienten von h als Faktor heraus-

gezogen werden:

Platte k%  -6=P
= X_ . 10
%h 12" By (10)

Es zeigt sich fir diese skalierte Matrix gﬁ, daB zwar notwendigexweise
bei verschiedenen Lagerungsbedingungen verschiedene Eigenwerte auftre-
ten, trotzdem jedoch die Konditionszahl bei wachsenaér Zahl der Ansatz-
funktionen beschrénkt bleibt (Tabelle 2).

Auch bei Annahme exakt berechneter Steifigkeitsmatrizen ist die relative
Abweichung (3.3.18) aufgrund eines numerisch, z.‘ﬁ. durch Quadraturfor-

meln berechneten Lastvektors ghi-th in der Energienorm

g - %, _ el

<cC —Tr—*qr—- . - (11)
[TEHHW h Bh v

Dies sagt aus, daB bei gleicher relativer Stdrung des Lastvektors die
GroBe des relativen Fehlers durch die Kondition des Systems bestimmt
wird. Dieses Kriterium, die Kondition der Steifigkeits— (bzw. Flexibili-
tdts-) Matrix spricht also eindeutig gegen -die in dem Schalenbeispiel
verwendeten Finite-Element-Ansédtze mit HERMITE-Polynomen.

Dies gilt, obwohl bei glatten und reguldren Belastungsfunktionen
ll&ghlhr/ Ilgh]k’ so klein ist (fiir die Schale unter konstantem AuBen-
druck P, und Integration mit der konsistenten ROMBERG'schen Quadratur-
formel [152,158] z.B. 1071° far n, = n, = 3 bzw. 1070 far n, = n, = 12),
daB auch schlecht konditionierte Systeme keine nennenswerten Abweichungen
zwischen numerischer Approximation E; und 'exakter'.Néherunga‘g; ergeben.
Sind LastordBen jedoch unstetig und somit die Stdrungen th des Lastvek-
tors gh i. a. groBer, kann der dadurch verursachte Fehler nicht mehr ganz
vernachléassigt werden.

Eine klare Entscheidung der Frage, welcher Ansatz die exakte L&sung besser
anndhert, ist jedoch mit der Untersuchung der Kondition des entstehenden
finiten Systems nicht zu erhalten. Eine Antwort darauf ist nur durch die
Ermittlung der Funktionalwerte fiir die verschiedenen Approximationen zu
bekommen. Ihr Vergleich (Tabellen 3/4) gibt eindeutige Aussagen tiber

a) die Konvergenz in der Energienorm

b) die "bessere" Approximation

c) den relativen pauschalen Fehler.
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bikubische Basis-Splinefunktionen

Randlagerung gleichméBiger Knotenabstand
a/6 a/7 ’ a/8
zwei AR 2656,08322 | 2658,2136 | 2652,859
fest - l.r .
Zwei M 2354,7028 2373,0083 2378,44
gelenkig | Cp 1,12799 % 1,12018 1,11537
| N 2656,4657 2658,8870 | 2653,82
allseitig
gelenkig |1 2335,3721 | 2349,7970 2353,40
Gy 1,13749 1,13153 1,12765
xf; 2655,915 2657,6840 | 2651,81
allseitig} = .
cost 17\11‘ 2373,0938 | 2394,3871 2401, 58
L G 1,11918 1,10996 1,10419
bikubische HERMITE-Polynome
Randlagerung gleiche ElementgréBe
[ a/6 a/7 * a/8
zwei AR 79,0186 80,4154 81,3304
fest - n :
— )\1; 0,20865 0,19986 0,13272
gelenkig | 378,713 402,358 612,796

Tabelle 2 :

einer Quadratplatte

Konditionszahlen der Steifigkeitsmatrix gp

h




-- 189 -

Globale Anséatze Finite Elemgnte—HERMITE Pol.
Pm Funktionalwerte 7w~ n o 'An Funktionalwerte m%
6 -1,370 25 . 9| 32 -1,252 44 a5
- p-a — a
12 | -1,42144 .16° 2 | 36 | 170 | -1,388 96- 10> ——
24 -1,430 75 144 770 -1,422 O3
24 -1,440 82 144 770 -1,485 40
© 5 Bat -5 PZa’®
12 -1,459 45 . 10 B 36 170 -1,543 60+ 10 B
6 ~1,80598 9 32 -1,620 71
Ahc Funktionalwerte vé? n, Ahc Funktionalwerte 1@?

Vergleich der Funktionalwerte bei globalen

Tabelle 3: .
und lokalen (Finite-Element) Ansétzen
ansitze  |A =A_ | [lu-u|< o= /il I

6 0,295 204 0,5639

-2 po""13
global 12 0,087 189 -0 © —— | 0,1635

BT
24 0,044 877 0,0839
32 0,271 392 00,5422

Finite- —2 poa3
170 0,175 863 10 ©~ —— | 0,3336

Elemente B~
. 770 0,112 578 00,2111

. Konvergenz in der Energienorm
Tabelle 4:
und des relativen pauschalen Fehlers
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3. Punktweise Eingrenzung der Normalvgrschiebung

Sollen fiir bestimmte Zustandsgr&Ben an einigen Punkten eines Trag-
werks Schranken bestimmt werden, ist, wie in den Abschnitten 1.4. und
4.2. erlautert wurde, zusdtzlich zu den komplementaren ﬁerechnungen des
urspriinglichen Problems der Verformungs— bzw. Spannungszustand des Trag-
werks infolge einer passenden singulé;eﬁ Last oder Versetzung zu berech-

nen. Die Néherungen.dieses GREEN'schen Zustandes koénnen aus den gleichen
wieiden algebraischen Systemen bestimmt werden wie die geometrisch bzw.
statisch zuldssigen Approximationen des Ausgangsproblems (siehe Abschnitt
4.2.).

Eine wesentliche Aufgabe bleibt dabei die geeignete Erfassung der homo-
genen Randbedingungen der GREEN'schen Ndherungen. Mdglichkeiten dazu wer-
den hier am konkreten Beispiel erlautert. Die danach aufgefihrten Resul-
tate verifizieren das in den Abschnitten 1.4. und 2.3. theoretisch begrin-

dete Verfahren.

Im hier untersuchten Fall einer offenen Kreiszylinderschale mit je
zwei fest eingespannten uﬁd frei gestiitzten Ré&ndern sind die geometri-
schen und die statischen“andbedingungen des GREEN'schen Zustandes mit
denen des Ausgangsprobleﬁ; identisch. Nach (4.2.1) und (4.2.18) sind An-
s&tze in Verschiebungen bzw. nach (4.2.8) und (4.2.19)Lin Spannungsfunk-
tionen zu erstellen und den Bedingungen (1) bzw. (2) anzupassen. Dies ist
mit global oder mit bereichsweise definierten Randfunktionen EFC bzw.

g?c méglich. So ist z. B. der globale (dimensionslose) Ansatz [183]

1
u] + ) = ufxy - e+ el + (- y)uj (x,-1)] , (12a)
1
uy + w3t =y -5 [+ 0wy + (0= 06 -1,y] (12b)
+(1 + y)u;(x,l) + (1 - Y)uz(x,-l')-]
+ %11 + X)[(1 + y)ug(l,l) + (1 - y)uz(l,—l)]
+ X -0+ pue1, 1)+ d-PuS-1,-1)]
g2\ RN e A ’
s C s 1 s s .
uy + ug = u Gy) - 0+ Rui,y) + (- Du-1y)] (12¢)
1 _ 2 s - _U+x) s _ _(1=x) s 1
-7 - y) (2 +y)[u3(x, 1) = u3(1. 1) —5 u3( 1,-1)]
1 2 ‘s, . C(14x) s _1-x) s -
-7 @+, - y)[u3(x,1) - S ug(l,1) - ST ud 1,1)]
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1 2 s (1+x) s (1-x) s
+ Zn(le-y) (l-ry)[u3;y(x,1) - Yy, (1,1) B u3'y( 1,1)]

1 2 s © (14x) s - (1+x) s . _
+7 -y (1,—y)[u3'y(x,-1)--——2 u3,y(1,. 1) 3 3,y( 1,-1)],

geometrisch zulidssig, d. h. erfillt die geometrischen Randbedingungen (1).
Dies gilt filir alle mbglichen GREEN'schen Verschiebungsfelder gs(siehe
Tafel 6). ‘ '

Bhnlich,wegen der geringen Zahl der ﬁedingungen (2) bzw. (4) sogar einfa-
cher, 148t sich ein statisch zuldssiger GREEN'scher Zustand, z. B. aus den

Ansétzen fir die Spannungsfunktionen [183]

v+ e =iy (13a)
s gc _ .S _ 1 s _ s, .
¢2 + ¢b = wz(x,Y) 5 [(I-Px)wz(lly) + (1 x)¢2( 1,v)1, (13b)
1
\pj + ¢§° = wj(x,y) -5 +xnp§<1,y) + (1 -.x)wj(-l.y)] (13c)

finden. Dies gilfﬂggf al;gﬁméglichen'nach (4.3.2) aus Spannungsfunktionen
hergeleitetéh%éRﬁéN}schen Spannungszustédnde (siehe Tafel 7).

Fir nicht-rechteckige Schalengebiete ist diese M&glichkeit der globalen
Anpassung der Singulérteile RF bzw. Eﬁ der GREEN'schen Zustédnde an die
vorgegebenen homogenen Randbedingungen im allgemeinen nicht durchfiihrbar.
In diesen Fidllen sind dann lokal definierte Ansatzfunktionen durch nur in
den Randstreifen des Definitionsgebiets eingefiihrte Interpolationsfunktio-

nen H?C bzw. g?c

zu ergédnzen. Wird die Schalenmittelfldche F in rechteckige
Elemente mit den lokalen Koordinaten £ bzw. n eingeteilt und sind die loka~
len Ansédtze aus bilinearen bzw. bikubischen HERMITE-Polvnomen (siehe Ab-
schnitt 4.1.3) gebildet, kénnen fiir die vier prinzipiell verschiedenen
Arten von Randstreifen mit ein- oder ausspringenden Ecken die Randbedingun-

gen (1) dieses Beispiels wie folgt (siehe auch Anhang A8) erfiillt werden:

Im Randstreifen I (b1 +hz2y2 bl) mit fest eingespanntem Rand y = b, durch

1
u? + u?c = u?(x,y) - uf(x,bl)ﬂio(n) , (15a)
u; + u‘gc = u;(x,y) - uz(x,bl)ﬂéo(n) , 0<n<s hY ,. (15b)
u. + ugc = ug(x!y).v ug(x(bl)Hio(n)‘- u;;y(xfbi)ﬁzl(n) ; (15¢)
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Die Erfassung vorgegebener Randwerte in Ecken wird hier am Beispiel fest
eingespannter Rinder y = konstant und gelenkig gelagerter Rdnder x = kon-
stant angegeben (Anhang A8). Es sind vier verschiedene AuBenecken Eai

méglich, die durch verschiedene Kompensationsglieder (---) im Eckelement

zu berficksichtigen sind, so z. B. im Eckelementtyp Eal(al <£x < a1 + hx;

< .
b1 <y < b1 + hy) durch:
gc _ s ; <] 1 .
u, + ul = ul (x:y) ul (lel)Hoo(n) H (15&)
s gc _ s _ .8 _ .5 1
u, +u, —uz(X.y) 2(X.b )H (n) u2(a1,y)H°o(€) (15b)
2
+ul(a, b)E (O ()
s gc _ .S _ .8 3 _ .S 3
ug + ug u3(x,y) u3(x,b1)Hoo(n) u3(a1,Y)HOO(£) (15¢)
s 1
- u3,y(x’b1)Hoo(n)

+ us(al,b )H (g)H (n)-ku (al,b )H (E)H3 (n).

s o e i e o e et . G e S e o e o S o S e S G B S Bt G S i S e e B e

Einspringende Ecken sind entsprechend zu behandeln; so gilt fir das Innen-
eckelement Eil(al <x = a, + hx ; b2 <aZcs b2 + hy) der gleiche Ansatz
wie bei der AuBenecke Eal' Infolge der Gleichartigkeit der sich ?berlap—
penden Randstreifen ist auch in EiZ' Ei3 und Ei4 wie in'Eaz, bzw. Ea3

und Ea4 zu approximieren.

Gleichartige Randfunktioneninterpolationen sind fir die Spannungsfunk-
tionen Ansidtze durchzufihren.

Diese ausfiihrliche Beschreibung einer Méglichkeit, homogene Randbedingun-
gen eines GREEN'schen Verschiebungsansatzes hier fiir abwechselnd gelenki-
ge und feste Lagerung, zu erfiillen, wird gegeben, Um das Verfahren der
punktweisen Eingrenzung ohne Schwierigkeiten auf kompliziertere Schalen-

mittelfléchen Ubertragbar zu machen.

-

Die Konvergenz der Fehlerschranken fir ZustandsgrdBen an bestimmten

festen Stellen, der sogenannten punktweisen Schranken (4.2.25)

|F(x) - FN(gP)! S\’[(Ip(g';;) -Ipc(o”))(x (> Rk (g1 (16)

hingt sowohl von g; und gg, den Approximationen des urspriinglichen Pro-

blems als auch von nghnd gggiden GREEN 'schen Ndherungszustdnden ab. Wer-

den diese Ndherungen, wie in Abschnitt 5,2.-dargelegt wurde, aus je einem

Gleichungssystem mit verschiedenen Lastvektoren bestimmt, ergeben sich
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(-]
nach (4.2.16) sowie (4.2.26) die pauschalen Schranken AIn und AIn (Tabel-

le 5), Aus ihnen kann nach (16) sofort die Schranke fir den jeweiligen

Zustand in einem festen Punkt.zP berechnet werden, hier fir die Normalver-

schiebung v<3>(0,0) (Tabelle 6).

-]
globale AIn AIn
Ansdtze 2.6 az 2
noome TEeI K TEe3 K

-8 -4
6 435,73 - 10 15,202 - 10
- -4
12 38,01 - 10 ° 2,830 - 10
- -4
18 16,07. 10 8 0, 972%. :0
- -4
Konvergenz der pauschalen Schranken fiir den
Tabelle 5: Fall konstanter Normallast P, und einer
Einzellast p<3>E(O,O)

Der Ndherungswert der ZustandsgroBe, fiir den diese Schranke gilt, ist in
diesem Beispiel mit rein homogenen Randbedingungen und dem Lastvektor

T
p¥ = (0,0,po) bzw. der zugehdrigen partikuldren LSsung (8) nach {3.2.13)

aus folgendem stark reduzierten Ausdruck zu bestimmen:

P
P =l_o s S~ _ g~
Fa®) =23 J["l(zz) L(22)1%F = B, IuBhdF
F Fé{gp}
1 T <n>g oT <n>g
TS T I g an

Zusammen mit der Fehlerschranke (16) gibt diese Niherung eine obere und
eine untere Grenze fir den (numerisch) exakten Wert bzw. eine Aussage Uber
die prozentuale Abweichung davon. In Tabelle 6 und dem Bild 14 ist die

Konvergenz der Eingrenzungsspanne sowie der Ndherungen fir die Normalver-
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schiebung u >(0,0) des hier als Beispiel untersuchten Tonnendaches mit

<3
gelenkigen und fest eingespannten Rindern deutlich gemacht,

4
u<3>(0,0 B2 P3g
5 B 11,04
10 H

1
]

10 !
I
I
]
1
'

8 :
1
1
1
t

o X §f04 6,?7 5,92
: e

—*’
i [ ]
5 : ?i:fi////’lfgjzs 344
1

|
| 1

4 |
I
1

N
\?\
O
.0\
]
]
e

2,9

18 24
globale Ansdtze

——
- O
(=
N

Bild 14: Konvergenz der Eingrenzungsspanne fir q<3>30,0)

Auch die Abhéngigkeit dieser Eingrenzungen von der Lage des untersuchten
Punktes, speziell von seiner Entfernung vom Rand ist interessant. Tabelle
7 macht dazu folgende Aussage deutlich:

Die GroBe der Fehlerschranken wie auch der punktweisen Ndherungen selbst
ist von der globalen Genauigkeit aller vier notwendigen Approxmationen -
~ g

¥ und 2‘;’ sowie ghNund 'g?l“- abhéngig.
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glo?ale q<3>j0,0) q<3>N(O,O) Sp(q<3>) Sp(q<3>)
Ansdtze _— —_—
4 4 4
A_=a P2 /B P3g P2 /B P3g Po2 /B 3N
n nc
-5 -5 -5
6 6,330.10 2,%2- 10 8,138. 10 280 %
-5 -5 -5
12 6,112.10 5,000. 10 1,037. 10 20,7%
-5 -5 -5
18 5,869.10 5,676+ 10 0,396 10 7,0%
-5 -5 ” -5
24 5,855-10 5,683- 10 0,240 10 4,2%
Konvergenz der Naherungswerte
Tabelle 6: .
und Fehlerschranken fir u<3>(0,0)

o .-mué§>(x,y) u<3>N(x,y) Sp(u<3>) Sp(u<3>)
x“=(x,y)\| ——— —_—
~ 4/B 4/B 4/B

Py @ P3g Po? P3g Po? Ue3sn
-5 -5 N -5
(0.,0) 5,855°10 5,683 - 10 0,240 10 4,2%
-5 -5 -5
(.2,0) 5,945.10 5,623 - 10 1,231 .10 21,9%
-5 -5 -3 36,33
(.4,0) 5,989-10 5,667 « 10 2,057 - 10 ’
~
-5 -5 -5 49,5%

(.65,0) 5,070-10 5,067 - 10 2,507 - 10 ' '

-5 -5 -5 38

(.9,0) 1,941-10 2,223 - 10 3,083 -10 138%

( globale Ansédtze A = A = 24 )
n nc
Tabelle 7: Ortsabhédngigkeit der Eingrenzungsspanne

Offensichtlich sind die Approximationen des Green'schen Zustands mit den

gleichen globalen Potenzansédtzen wie fir den Fall der konstanten Last P,

ungenau, insbesondere je n&her 5? am Rand liegt. Damit wdchst die Eingren-



- 196 -

zungsspanne Sp(u<3>) bei Anndherung an den Rand, obwohl u; pauschal gut
approximiert wird (Tabelle 4). Trotz der deutlichen Konvergenz (Tabelle 6,
Bild 14) ist also die punktweise Eingrenzung mit den globalen Potenzansat-
zen nur fir §P==g’ausreichend gut; Verbesserungen durch die Erhdhung der
Zahl An der Freiwerte sind dabei kaum zu erreichen, da dann wegen der
schlechten Konditionierung Rundungsfehler bereits einen nicht mehr vgrnach—
lassigbaren EinfluB auf das Ergebnis haben.

Auch Finite-Element Ansétze mit bilinearen bzw. bikubischen Hermite-Poly-
nomen ergeben kein optimal konditioniertes System (s. S. 186) und auBerdem
trotz groBer Elementzahl Approximationen mit noch groBem pauschalen Fehler
(Tabelle 4). Einen Ausweg kénnen Ansitze mit Spline-Funktionen bieten.
Detaillierte Untersuchungen beziiglich dieser numerischen Mingel bleiben
die Aufgabe weiterer Studien, waren jedoch nicht die Intention dieser hier

vorliegenden Untersuchungen.

4.KonvergenzbeschleunigungundEﬁngrenzungdurchExtrapolation

Es ist mo6glich( siehe Abschnitt 3.2), bei Kenntnis des asymptotischen
Fehlerverhaltens finiter Approximationsprozesse aus einer Folge von N&he-
rungswerten flir verschiedene Diskretisierungsstufen hi‘einen verbesser-
ten Wert zu berechnen, also ohne besonderen zusdtzlichen Aufwand die Kon-
vergenz zu verbessern [79]. AuBerdem sind sogar unter bestimmten Voraus-
setzungen aus diesen N&herungswerten Schranken fir den exakten Wert be-
rechenbar [86]. Zum Nachweis, daB diese EinschlieBung 'echt' ist, sind
genaue Informationen liber die Abhdngigkeit der Ndherungsldsung vom Dis-
kretisierungsparameter h notwendig; d. h. z. B. fur Ef'muB die Entwicklung

h

¥ =u + clh + ... ckh + O(h'k) (18)

EARARY ck be-
kannt sein. Die Ermittlung dieser Entwicklung ist i. a. sehr schwierig

mit O < Y, < ...'<yk und von h unabhdngigen Konstanten c

[78,87]. Deshalb soll hier nur unter der Annahme der nach (3.2.8) theo-
retisch zu erwartenden Konvergenzordnung O(hz) flir die Verschiebungskom-

ponenten u, die Nitzlichkeit solcher Extrapolationsverfahren deutlich

h
gemacht werden.

Bei Kenntnis von anderweitig, z. B. lber das geschilderte HYPERKREIS-
Verfahren, berechneten unteren und oberen Schranken flir den exakten Wert

‘kann die Extrapolation ebenfalls zur Ermittlung eines verbesserten N&he-
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rungswertes FN(EP) penitzt werden [40].

Mit der begriindeten Annahme ~ beide Schranken werden beim Hyperkreis-Ver-
fahren mit den gleichen vier Nidherungszusté&nden bestimmt -, daB fir die
untere wie fir die obere Schranke die gleiche Abhdngigkeit h} vom Dist

kretisierungsparameter hi gilt

u _ Y
Uozsy = Ye3s T ahi ’
a,B,y = konst , (19)
o _ Y
Uigsy = Ue3s BBy

kann daraus (siehe 3,.2.16 - 18) die verbesserte Ndherung

uu . . ‘Y- uu . h'Y ..... u uo _ uo uu
__S3>i41 1 <351 i+l Y3 ie3itl T Ue3ri<3>itl
u<3>N = = (20)
-Y,_hY u _.u + o _uO
i M+ Ui 3 i+ 3> i4l K3

berechnet werden. Dabei ergeben auch relativ grobe Schranken - wie in

diesem Beispiel (Tabelle 6) - falls ihr Verhalten monoton ist, verbes-

serte N&dherungen (Tabelle 8).

u ° extrapolierte
A Pne U3si U355 Néherung u_, .
-5 -5
6 -5,2371 - 10 11,0403 - 10
-5
5,30507 - 10
12 3,9617 - 107> 6,0359 - 107> s
5,88801 - 10
-5 .~ =5
24 5,4420° 10 5,9224 - 10
( globale Potenzansidtze )

Extrapolation der Fehlerschranken
Tabelle 8:
fir die Normalverschiebung u<3>(0,0)

Noch interessanter ist jedoch die bereits erwdhnte Moglichkeit, mit
einer Folge von N&herungswerten aus verschiedenen Diskretisierungsstufen
hj eines finiten Verfahrens, .z. B. von Finite-Element Ndherungen fiir die
Verschiebungsfunktionen u ,durch rekursiv nach (3.2.20) berechenbare

extrapolierte Werte in beliebigen Punkten und fir beliebige ZustandsgréBen
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nicht nur eine grdBere Genauigkeit zu erreichen, sondern allein aus die-
sen GrdBen auch asymptotische - wenn die Fehlerentwicklung .(18) bewiesen

ist, auch echte =~ Schranken zu berechnen.

Fir einige besonders interessante Zustandsgri68en dieses Beispiels hier

durchgefihrt, zeigen die Extrapolationstableaus (Tabellen 9-11),

h =h .a’s . (0,0) .
X Y 23> 7" =1 m= 2 m= 3 m=4
p.a4/B : .
(o)
i=1:a/4 5,4078
i=2:a/6 5,6199 . 5,78958
i=3:a/8 5,7499-10°>] 5,91704 | 5,95953
i=4:a/10 5,8256 5,96017 | 5,98444 |5,98918
i=5:a/12. |, 5,871 5,97451 | 5,98597 |5,98648 | 5,98615
Tabelle 9: konvergenz der Extrapolationen voﬁ u:3>i(0,0)
hx=hy ii<.1>.'(a','0) m=1 m= 2 m= 3 m=4
aPy/B - | N D
i=1:a/4 2,8266 i
i=2:a/6 | 2,6278  |2,468760
i=3:a/8 2,5198 - 1070 2,38094286 2,3516905
i=4:a3/10 | 2,4616 2,35813 |2,34530297 |2,3440863
i=5:a/12 | 2,4278 2,3509918|2,3452606 |2,345246 | 2,34539
Tabelle 10: Konvergenz der Extrapolationen von u:1>i(a,0)
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hy=hy D300 | Ly I m=2 [m=3 [m=4
xzazpoltl

1=1:a/4 |-2,1468

i=2:a/6 |-2,0798 ~2,02620

i=3:a/8 [-2,0447 . 1072|-1,99957 - |-1,990693

i=4:a/10 |-2,0258 -1,99220 |-1,988054 |-1,987551

i=5:a/12 |-2,0146  (-1,98914 [|-1,986692 |-1,986238(-1,98607

Tabelle 11: Konvergenz der Extrapolationen von n:'22>i(0,0)(y.= 2)

—

erstellt unter der Annahme y = 2 mit der Rekursionsformel

. fm-l - fm—l
m -1 i+ Q '
£, = f:+1 + ___%____i__ , m21; £ =£. , (21)
i 2
(h ) -1
i+m

deutlich ihre konvergenzbeschleunigende Wirkung.

Die Moglichkeit, daraus untere und obere Schranken zu berechnen, ist ins-
besondere fir ZustandsgroBen in der Ndhe des Randes oder gar auf dem Rand
besonders wertvoll. Zusé&tzlich zum Extrapolationsschema (21) ist dafﬁr

ein Tableau von Werten nach der Formel (3?2.21)

T
E? = f?%1.+i | f?fff?_l

i+l i

m21 (22)

-

[,
v
N

L]

zu bestimmen. Zeigen die Wertepaaré (f?, ??) monotones Verhalten, stellen
sie asymptotische Schranken fir den (numerisch) exakten Wert der-unter—
suchten Zustandsyrofe dar.

Diese asymptotischen Schranken sind mit relativ geringem Aufwand bereits

sehr gut:
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4 4
5,98616 - 10" E°-i— <u _ (0,0) £ 5,98648 - 107> Po’ .
’ B <3> ’ 4 ) B
C o~ 1 2 3 y
U 3,300 | u g, U 3sg U 34 LI
p. a/B . ~ 1 ~ 2 ~ 3 ~
° u<3>i" Ye3si u<3>;i u<3:yi
_5 -
i=115,4079 - 10
i=2 !5,6199 - 10°| 5,78958
_g| 5.91704 5,95953
i= - 10
i '3 5,7499 14,304
-5 5,96017 5,98444 5,98918
i=4 [5,8256-10 7| ¢ 13845 | 6,01761
s g 5,97451 .5,98597 5,98648 5,98615
i=5158711-10 " ¢ o206 | 5,98735 | 5,98616
asymptotische Fehlerschranken far u 3((5,0)
Tabelle 12 : <35>
durch Extrapolation

Zu beachten ist dabei allerdings, daB dadurch nur dann der exakte Wert
eingegrenzt wird, wenn die vorausgesetzte Fehlerentﬁicklung (18) tat-
sachlich mit Yi = 2i gegeben ist. Hier ist - wie ein Vergleich mit der
Eingrenzung (Tabelle 6, Bild 14) nach Hyperkreis-Methode z?igt - die

Konvergenzordnung der Approximationen u,, sicher héher als 2, da mit

ih
diesem Faktor offensichtlich ein zu groBer Wert angepeilt wird.
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