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Zusammenfassung

Die Palpation ist bis heute ein wichtiges diagnostisches Verfahren zur Detektion
pathologischer Verdnderungen weichen Gewebes, die mit einer lokalen Ande-
rung der Elastizitat korrelieren. Da diese Methode kein objektives Maf fiir den
Grad einer Verhértung liefert, ist es das Ziel der Elastografie, mit Hilfe von
gemessenen Verschiebungsfeldern die Gewebesteifigkeit ortsaufgel6st zu ermit-
teln. Wihrend bei den géngigen Verfahren der linearen Ultraschallelastografie
angenommen wird, dass sich weiches Gewebe durch ein linear-elastisches Mate-
rialverhalten beschreiben lisst, besteht das Ziel dieser Arbeit in der Entwicklung
eines Rekonstruktionsalgorithmus, der nicht auf den Anwendungsbereich kleiner
Verzerrungen beschrankt ist. Vor diesem Hintergrund erfolgt zunéchst eine Klas-
sifikation der in der Literatur vorhandenen Ansétze und eine sich anschlielende
Analyse der identifizierten Methodengruppen. Aufbauend auf diesen Betrach-
tungen wird ein iterativer Ansatz der nicht-linearen Ultraschallelastografie ent-
wickelt, der als Minimierungsproblem unter Verwendung des Tikhonov-Phillips-
Funktionals formuliert wird und die Ermittlung der Elastizitédtsverteilung in ei-
nem weichen Korper bei Annahme eines Neo-Hooke-Materialmodells ermdglicht.
Die Leistungsfahigkeit des neuen Algorithmus wird anhand von Beispielen de-
monstriert, wobei neben numerisch generierten Verschiebungsfeldern Ultraschall-
messergebnisse als Eingangsdaten verwendet werden, die an Probenkorpern aus
Polyvinylalkohol-Kryogel ermittelt wurden.

Summary

Today, palpation is an important diagnostic technique to detect pathological
changes of soft tissue, which are correlated with local changes of elasticity. Un-
fortunately, palpation can only provide a subjective measure of tissue harden-
ing. Therefore, an investigation method called elastography has been developed,
which is capable of determining the stiffness distribution of soft solids based
on measured displacement fields. However, all current procedures of ultrasound
elastography are limited to applications, in which only small deformations oc-
cur, since all these methods imply a linear elastic material behaviour. Thus,
the goal of this work is to develop a new reconstruction algorithm, which does
not underlie such restrictions. Against this background, existing methods of the
linear elastography are firstly classified in order to permit a detailed analysis of
the generated method groups subsequently. The results of this study are intro-
duced in the development of a new approach of non-linear elastography. The
new method is based on an adequately defined Tikhonov-Phillips function and
leads to a non-linear minimisation problem, whose solution provides the elasti-
city distribution inside of a Neo-Hookean solid. The efficiency of the developed
algorithm is demonstrated by means of several examples, for which numerically
generated and measured displacement fields are used as input data. The ap-
plied measuring data were previously obtained by ultrasound measurements on
samples consisting of polyvinyl alcohol cryogel.
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1 Einleitung

1.1 Motivation: Was ist Elastografie?

Die Palpation ist ein Jahrtausende altes diagnostisches Verfahren und bezeichnet
die manuelle Untersuchung eines Patienten durch Abtasten der Korperoberfla-
che zur Beurteilung darunter liegender Korperstrukturen. Bis heute wird diese
Methode in vielen Bereichen der Medizin erfolgreich angewandt, da nach Ophir
et al. (2002) pathologische Verénderungen von weichem Gewebe im Allgemei-
nen mit der Anderung der Gewebeelastizitét korrelieren. So wird die Palpation
z. B. bei Untersuchungen der ménnlichen Prostata oder der weiblichen Brust im
Rahmen der Krebsdiagnostik eingesetzt, da sich derartige Erkrankungen durch
eine Versteifung befallener Zellregionen bzw. Knotenbildung duflern. Ein grofler
Vorteil der Palpation besteht darin, dass sie ohne technische Hilfsmittel durch-
gefiilhrt werden kann und somit einfach und kostengiinstig ist. So wird Frauen
ab einem Alter von dreilig Jahren empfohlen, die Palpation im Sinne der Brust-
krebsvorsorge regelméfig und selbststéindig durchzufiihren. Ein grofier Nachteil
dieser Untersuchungsmethode besteht darin, dass die Ausfiihrung und die Beur-
teilung der Ergebnisse stark vom Untersuchenden selbst abhéngen und sie somit
ein subjektives Verfahren darstellt. Dariiber hinaus sind kleinere und tiefer lie-
gende pathologische Veranderungen, unabhéngig vom Grad einer Verhértung,
durch ein Abtasten der Oberfliche nicht zu erfassen.

Leider sind géngige Bildgebungsverfahren der Medizin, wie die Magnetreso-
nanztomografie, die Computertomografie oder die Sonografie, nicht in der Lage
Gewebesteifigkeit zu visualisieren. So zeigten Garra et al. (1997) durch eine klini-
sche Untersuchung, dass Tumore der weiblichen Brust oder Prostatakarzinome
in Ultraschallaufnahmen kaum oder gar mnicht sichtbar waren, obwohl sie eine
deutlich héhere Steifigkeit aufwiesen als das umgebende Material. Diese Unter-
suchungsergebnisse sind auf die physikalische Beobachtung zuriickzufiihren, dass
Echogenitdat und Verbartungen von Gewebe nicht korrelieren, vgl. Ophir et al.
(2002). Somit gibt es seit Mitte der achtziger Jahre das Bestreben, aufbauend
auf den bekannten Abbildungsmodalitaten der Medizin, ein in vivo Verfahren zu
entwickeln, mit dem sich die Materialverteilung in weichem Gewebe ortsaufgelost
bestimmen und hinreichend genau quantifizieren lésst.

Wie aktuell diese Bemiihungen sind, wird durch den in Bild 1.1 dargestell-
ten Ausschnitt aus einer amerikanischen Tageszeitung deutlich. Der dargestellte
Artikel thematisiert eine klinische Studie der Methode Elastography, die von
Ophir et al. (1991) erstmals vorgeschlagen wurde und wie folgt in idealisierter
Form beschrieben werden kann. Zuné#chst erfolgt eine Ultraschallaufnahme in
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Bild 1.1: Ausschnitt aus dem Houston Chronicle vom 02. Dez. 2006

einem Querschnitt des zu untersuchenden Objekts im unverformten Zustand,
vgl. Bild 1.2, AnschlieBend wird die Struktur mit der Ultraschallsonde quasi-
gtatisch komprimiert und eine zweite Messung durchgefithrt. Mit Hilfe geeig-
neter Algorithmen wird dann aus diesen Aufnahmen das Verschiebungsfeld in
Kompressionsrichtung bestimmt. Durch eine Differentiation der auf diese Wei-
se ermittelten Verschiebungen ergeben sich die Verzerrungen in Belastungsrich-
tung. Eine Darstellung der in der Aufnahmeebene gewonnenen Dehnungen in
Form eines Graustufendiagramms liefert das so genannte Flastogram.® Mit der
vereinfachenden Annahme, dass das untersuchte Gewebe nahezu inkompressibel,
isotrop und linear elastisch ist, wird das Verzerrungsfeld im Sinne der von Ophir
et al. (1991) postulierten Flastografie als ein MaB fiir die Gewebeelastizitét be-
trachtet, da in steiferen Strukturbereichen kleinere Verzerrungen auftreten als
in den umgebenden Geweberegionen. Der von Ophir et al. (1991) aufgezeig-
te, einfache Zusammenhang zwischen dem Dehnungsfeld in Belastungsrichtung
und der Elastizitdtsverteilung besitzt allerdings nur bei Kérpern mit einem sehr
einfachen Materialaufbau Giiltigkeit. Bei komplexeren Strukturen fiihrt diese
Betrachtungsweise zu Fehlinterpretationen, die in der Literatur haufig als Bild-
artefakte bezeichnet werden. So ergeben sich in einem Elastogramm oberhalb
und unterhalb von harten Einschliissen Materialbereiche, die zwar starker kom-
primiert werden als andere Regionen der Materialmatrix, deshalb jedoch nicht
weicher sein miissen. Neben diesen als Shadows bezeichneten Bildartefakten tre-
ten weitere Phénomene auf, z. B. das in Kallel & Bertrand (1996) beschriebene
Target Hardening, durch das Gewebebereiche mit zunehmendem Abstand von

IDie Begriffe Elastography und Elastogram werden im Folgenden durch die Worter Elas-
tografie und Elastogramm eingedeutscht.
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weiche Struktur
mit hartem Einschluss

Ultraschallwandler

=

Aufnahmeebene

(a) (b)

Bild 1.2: Schematische Darstellung einer Elastografiemessung: Ultra-
schallaufnahme eines Querschnitts eines Probenkérpers in (a)
unverformtem und (b) deformiertem Zustand

der Ultraschallsonde aufgrund der Spannungsverteilung in einer Struktur weni-
ger stark gestaucht werden und somit hérter erscheinen. Mit zunehmender Kom-
plexitét der tatsichlichen Materialverteilung iiberlagern sich derartige Fehlerein-
filisse und machen eine Auswertung des Elastogramms schwierig bzw. unmaoglich.

Aus diesem Grund werden seit Mitte der neunziger Jahre Rekonstruktions-
verfahren entwickelt, die nicht mehr auf der Interpretation von Dehnungsbildern
beruhen, sondern mit deren Hilfe auf der Basis der gemessenen Verschiebun-
gen die mit der Steifigkeit korrelierenden Materialparameter berechnet werden.
Dieses Vorgehen entspricht einer Parameteridentifikation und erfordert, wie die
Ultraschallelastografie, die Annahme eines geeigneten Materialmodells. Doch wie
ldsst sich die Gewebesteifigkeit geeignet quantifizieren? Zur Beantwortung dieser
Frage wird noch einmal auf die Messmethode der Elastografie zuriickgegriffen. Da
diese als eine Erginzung bzw. eine Verbesserung der Palpation angesehen wird,
werden alle Untersuchungen in vivo durchgefiihrt. Dabei soll eine Elastografie-
messung die Vorziige einer Standardultraschallmessung beibehalten, so dass sie
kostengiinstig und ohne groien Aufwand durchfiihrbar ist. Aus diesem Grund
soll auch bei den Rekonstruktionsverfahren der ,,natiirliche“ Messablauf der oben
beschriebenen Elastografiemessung in der Form beibehalten werden, dass die
von aufen applizierten Verformungen durch die Linearsonde selbst hervorgerufen
werden. Daher steht fiir eine Parameteridentifikation unter Umsténden nur eine
Messung zur Verfiigung. Unter diesem Gesichtspunkt erscheint es auch fiir diese
Rekonstruktionsalgorithmen sinnvoll, ein moéglichst einfaches konstitutives Ge-
setz auszuwéhlen, welches im Wesentlichen zwei Anforderungen geniigen muss.
Auf der einen Seite muss dieses Materialmodell die Materialkonstanten enthal-
ten, die mit der Steifigkeitsinderung korrelieren, damit sie durch eine Parame-
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teridentifikation bestimmt werden konnen. Dariiber hinaus sollte das gewshlte
konstitutive Gesetz so beschaffen sein, dass sich das Materialverhalten unter der
_ggf. selbst induzierten Beanspruchung hinreichend genau beschreiben lésst. Fs
sollte also ein Materialgesetz verwendet werden, welches Weichgewebe nicht so
genau wie moglich, sondern so genau wie n6tig beschreibt. Da viele Karzinome als
Verhértungen wahrgenommen werden, was einen Verlust an Elastizitéit bedeu-
tet, liegt mit der zuvor formulierten Forderung die Wahl des zweiparametrigen
Hooke-Materialmodells nahe. Wird angenommen, dass Weichgewebe im Allge-
meinen aufgrund des hohen Wassergehalts nahezu inkompressibel ist, vgl. Ophir
et al. (2002), so kann die Querkontraktion v = 0,5 < 0,5 als bekannt vorausge-
setzt werden, so dass im Rahmen einer Parameteridentifikation nur ein Mate-
rialparameter bestimmt werden muss. Dariiber hinaus konnte Krouskop et al.
(1998) in einer Messreihe anhand von Druckversuchen nachweisen, dass der zu
bestimmende Elestizititsmodul F bzw. der Schubmodul? 1 mit den krankhaften
Verinderungen bei Brust- bzw. Prostatakrebserkrankungen korreliert. So zeigte
sich, dass der Elastizitdtsmodul von Prostatakarzinomen bis zu viermal gréfier
war, als der des umgebenden Gewebes.

Unter der Annahme, Weichgewebe lasse sich durch ein (nahezu) inkompressi-
bles, linear elastisches Materialmodell beschreiben, wurden in der Literatur eine
Vielzahl von Ansétzen entwickelt mit dem Ziel, aus den gemessenen Verschiebun-
gen den Elastizitdtsmodul ortsaufgelést im Aufnahmebereich einer Ultraschall-
sonde zu bestimmen, vgl. u. a. Skovoroda et al. (1995), Kallel & Bertrand (1996)
und Oberai et al. (2003). Da die Ergebnisse in Form von Konturdiagrammen
iiber dem Aufnahmebereich dargestellt werden, werden diese Verfahren im Eng-
lischen héufig als Elasticity Imaging bezeichnet. Dariiber hinaus existieren die
Begiffe Tissue FElasticity Reconstruction oder, in Abgrenzung zu der von Ophir
et al. (1991) vorgeschlagenen Dehnungsbildinterpretation, Quantitative Elasto-
graphy. Da der Elastizitdtsmodul durch die Rekonstruktionsverfahren explizit
bestimmt wird, ist eine mitunter miihevolle Interpretation der Ergebnisse wie
bei der Elastografie nicht mehr erforderlich. Der Vorteil in der Ergebnisqualitét
steht dem Nachteil gegeniiber, dass die Bestimmung der Steifigkeitsverteilung in
der Aufnahmeebene im Allgemeinen deutlich zeitaufwendiger ist als eine reine
Berechnung der Dehnungen in Kompressionsrichtung.

Neben der Annahme eines elastischen Materialverhaltens stellt insbesondere
die Beschrinkung auf die linearisierte Theorie eine erhebliche Einschrankung
dar. So konnte Krouskop et al. (1998) durch Messungen bestéatigen, dass sich ei-
nige Gewebearten der weiblichen Brust und der ménnlichen Prostata ausgeprigt
nichtlinear verhalten. Daher wird in aktuelleren Arbeiten versucht, vgl. Erkamp
et al. (2004a) und Erkamp et al. (2004b) im Bereich der Elastografie oder Skovor-
oda et al. (1999), mit Hilfe eines Rekonstruktionsverfahrens, auch nichtlineare
Effekte bei der Bestimmung der Gewebesteifigkeit zu beriicksichtigen, um eine
Verbesserung bisher erzielter Ergebnissse zu erreichen.

2Piir den Fall vollkommener Inkompressibilitit gilt fiir die Querkontraktionszahl v = 0,5
und fiir den Elestizitdts- bzw. Schubmodul gilt E = 3u.
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1.2 Begriffsbildung

Schon die im vorangegangenen Abschnitt beschriebene Motivation dieser Arbeit
verdeutlicht, dass die Begrifflichkeit insbesondere bei den Rekonstruktionsver-
fahren nicht einheitlich ist. Daher erscheint es angebracht, zunéchst eine Be-
griffsbildung vorzunehmen, die fiir diese Arbeit Giiltigkeit besitzt.

Neben der Abbildungsmodalitdt Ultraschall kann im Allgemeinen auch mit
Hilfe anderer Bildgebungsverfahren die Steifigkeit ermittelt werden, sowohl im
Sinne der von Ophir et al. (1991) eingefiihrten Elastografie als auch mit Hilfe
eines Rekonstruktionsalgorithmus durch Auswertung der gemessenen Verschie-
bungen. So werden u. a. in den Arbeiten von Bishop et al. (2000), Plewes et al.
(2000), Sinkus et al. (2000) und Steele et al. (2000) die Verformungen in Weich-
gewebe mit Hilfe der Magnetresonanztomografie ermittelt. Im Rahmen dieser
Arbeit wird jedoch ausschliefllich die Sonografie zur Verschiebungsermittlung
eingesetzt und auf die sich hieraus ergebenden Besonderheiten bei der Steifig-
keitsermittlung eingegangen, so dass im Folgenden durch den Begriff FElastogra-
fie stets die Ultraschallelastografie bezeichnet wird. Die Wahl der Sonografie zur
Ermittlung der Verschiebungen wird im Wesentlichen durch die mdogliche medi-
zinische Anwendung motiviert. So ist sie der Magnetresonanztomografie in dem
hier betrachteten Kontext vorzuziehen, da eine Verschiebungsmessung auf Basis
von Ultraschall wesentlich einfacher und schneller durchzufiihren ist. Dariiber
hinaus sind die Anschaffungs- und Betriebskosten deutlich geringer.

Eine Gemeinsamkeit aller Verfahren, unabhiingig von der zugrunde liegenden
Abbildungsmodalitiit, ist die Erfordernis, eine Struktur wahrend einer Elastogra-
fiemessung zu deformieren, um Informationen iiber das mechanische Verhalten
des Korpers zu ermitteln. Die Deformation des Kérpers kann, wie von Ophir
et al. (1991) vorgeschlagen, durch eine quasi-statische Einwirkung angeregt wer-
den, jedoch sind auch dynamische Beanspruchungen denkbar, vgl. u. a. Sinkus
et al. (2000), Skovoroda (2000) und Ji & McLaughlin (2004). Im Rahmen die-
ser Arbeit werden ausschliefllich quasi-statische Belastungsvorgéange betrachtet,
da in diesem Fall auf eine Bestimmung zeitlich verénderlicher Gré8en verzichtet
werden kann, wodurch sich der Messablauf stark vereinfacht. Dariiber hinaus
kann auf eine experimentelle Ermittlung eines Dampfungskoeffizienten verzich-
tet werden, der ggf. bei der Beriicksichtigung der Viskositit von Weichgewebe
als zusitzlicher Parameter in das Materialmodell einfliefit.

Nach der Formulierung dieser Voraussetzungen kann der Begriff Elastogra-
fie umdefiniert werden. Die Bezeichnungen von Doyley et al. (2000) aufgreifend
werden im Folgenden die Rekonstruktionsverfahren, bei denen die Steifigkeits-
verteilung aus den Messdaten berechnet wird, unter dem Oberbegriff quantitative
Flastografie oder kurz FElastografie zusammengefasst. Hingegen werden Metho-
den, die wie das Verfahren von Ophir et al. (1991) auf der Interpretation von
Dehnungsbildern beruhen, als qualitative Elastografie bezeichnet, da die Verzer-
rungen kein direkt interpretierbares MaB fiir die Materialsteifigkeit darstellen.
In der gquantitativen Elastografie muss dariiber hinaus noch weiter unterschie-
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qualitative Elastografie (quantitative) Elastografie
Interpretation von Dehnungsbildern Rekonstruktionsverfahren
clastography /\
lineare nichtlineare
linearisierte R .
o . Elastizitétstheorie
Elastizitétstheorie
quantitative clastography non-lincar clasticity
elasticity imaging inmaging
elasticity reconstruction

Bild 1.3: Bezeichnungen zur Differenzierung in der Ultraschallelasto-
grafie bei quasi-statischer Einwirkung, inklusive der englischen
Fachbegriffe ([J)

den werden. So gehort eine Methode zur linearen (quantitativen) Elastografie,
wenn die Betrachtungen auf der Grundlage der linearisierten Elastizitdtstheorie
erfolgen. Wird ein beliebiges elastisches Materialmodell gew#hlt, so zéhlt der
Ansatz zur nichtlinearen (quantitativen) Elastografie. Durch Bild 1.3 wird diese
Begriffsbildung noch einmal zusammengefasst.

Neben der Bezeichnung Elastografie wurde im ersten Abschnitt sehr hiufig der
Begriff Steifigkeit verwendet. Diese beschreibt in der Mechanik im Allgemeinen
den Zusammenhang zwischen der einwirkenden Belastung und der resultierenden
Verformung eines Kérpers und héngt vom Werkstoff, der Geometrie des Kérpers
und den mechanischen Randbedingungen ab. Im Rahmen dieser Arbeit wird der
Begriff ausschlieBlich im Sinne von Materialsteifigkeit verwendet.

1.3 Ziel und Aufbau der Arbeit

Ein grofler Nachteil der qualitativen bzw. linearen, quantitativen Elastografie be-
steht in den einschneidenden Annahmen, die hinsichtlich des Materialverhaltens
getroffen werden. Da Weichgewebe im Allgemeinen anisotrop und viskoelastisch
ist und sich unter einer mechanischen Einwirkung ausgepragt nichtlinear verhalt,
konnen diese Materialeigenschaften durch die linearisierte Elastizitdtstheorie bei
Annahme eines isotropen Materialmodells nicht wiedergegeben werden.

Das Ziel dieser Arbeit besteht darin, einen Rekonstruktionsalgorithmus zu
entwickeln, mit dem die Materialverteilung einer weichen Struktur in der Auf-
nahmeebene eines Ultraschallwandlers bestimmt werden kann und bei dem nicht
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mehr auf die linearisierte Elastizitétstheorie zuriickgegriffen wird. Vielmehr soll
durch die Wahl eines nichtlinearen, hyperelastischen Materialmodells erreicht
werden;-dass die Parameteridentifikation auch bei-gr6Beren; #ufleren Verformun-
gen gute Ergebnisse liefert. Diese Verbesserung erlaubt mit Blick auf eine mo6g)i-
che, medizinische Anwendung den Einsatz der Ultraschallelastografie als Frei-
handapplikation. Da aufgrund des nichtlinearen Verhaltens von Weichgewebe
bei Verwendung der linearisierten Elastizitdtstheorie ggf. nur sehr kleine, dufle-
re Verformungen zulissig sind, sind die Deformationen bei einem allgemeinen,
hyperelastischen Materialmodell nicht derartig strengen Restriktionen unterwor-
fen.

Weiterhin erhalten bleiben die Annahmen, dass die untersuchten Korper rein
elastisch und isotrop sind. Wahrend die erste Annahme durch die Tatsache ge-
rechtfertigt werden kann, dass alle Einwirkungen nur quasi-statisch aufgebracht
werden und auf diese Weise der viskose Anteil des Materials irrelevant ist, fiihrt
die zweite Voraussetzung dazu, dass ausgeprigt anisotrope Materialien, wie Mus-
kelgewebe, nicht exakt abgebildet werden konnen. Daher wire bei der Anwen-
dung der Elastografie auf Organe, die derartige Gewebearten enthalten, die Ein-
setzbarkeit der Methode zunéachst explizit zu iiberpriifen. Auch wenn die Ent-
wicklung der neuen Methode stets im Hinblick auf die medizinische Anwendung
erfolgt, werden im Rahmen dieser Arbeit keine Messungen an menschlichem oder
tierischem Gewebe durchgefiihrt.

Daher stellt sich die Frage, wie die Tauglichkeit des Rekonstruktionsverfahrens
nachgewiesen werden kann. In der Literatur wird ein entsprechender Nachweis
in der Regel durch einen oder mehrere der folgenden Schritten erbracht, wobei
sich die einzelnen Stufen durch die jeweiligen Eingangsdaten unterscheiden. Die
einfachste Moglichkeit, die Eignung einer Methode zu iiberpriifen, besteht darin,
durch eine numerische Berechnung ein Verschiebungsfeld zu ermitteln und diese
Daten anschlieBend als Eingangswerte fiir das Rekonstruktionsverfahren zu ver-
wenden. Auf dieser Datengrundlage kann dann die Materialverteilung im Quer-
schnitt eines Koérpers bestimmt werden. Eine hihere Stufe bei der Uberpriifung
der Tauglichkeit eines Algorithmus wird dadurch erreicht, dass aus den berech-
neten Verschiebungen ,,Messwerte“ generiert werden, die als Eingangsdaten fiir
das Verfahren dienen. Die ,,Messwerte“ werden in der Regel durch Addition der
Verschiebungen und eines generierten, zufélligen Fehlers gewonnen. Da ein gene-
rierter Fehler aber selbst wieder nur ein Modell fiir einen Messfehler darstellt, ist
die niichste Stufe bei der Uberpriifung des Rekonstruktionsverfahrens erreicht,
wenn Messwerte als Eingangsdaten verwendet werden, die an Probenkdrpern aus
Weichgewebe &hnlichem Material® gewonnen werden. Weiterfithrende Schritte,
die im Rahmen dieser Arbeit nicht durchgefiihrt werden, sind ggf. in vitro Unter-
suchungen an tierischem oder menschlichem Gewebe, bei denen harte Einschliisse
durch Injektionen erzeugt werden, bzw. in vivo Untersuchungen an Tieren oder
Menschen.

3 Auf die Bedeutung des Begriffs weichgewebedhnliches Material wird in Abschnitt 4.2 de-
tailliert eingegangen.
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Das zu Beginn dieses Abschnitts formulierte Ziel, die Entwicklung eines Rekon-
struktionsalgorithmus der nichtlinearen Elastografie, wird durch die folgenden
~_Schritte erarbeitet. Im Anschluss an diese Einleitung werden im zweiten Kapi-
tel zunéchst die kontinuumsmechanischen Grundlagen zusammengestellt, die zur
Formulierung eines Randwertproblems der Elastizitdtstheorie erforderlich sind.
Da die Materialverteilung in einer Struktur nicht direkt ermittelt werden kann,
muss sie aus den gemessenen Daten, den Verschiebungen, bestimmt werden.
Aus diesem Grund entspricht die Ermittlung der Elastizitatsverteilung einer in-
direkten Messung, wodurch diese Berechnung in den mathematischen Kontext
der inversen Probleme féllt. Die zur Behandlung solcher Fragestellungen erfor-
derlichen mathematischen Grundlagen und Loésungsansitze werden in Kapitel 3
zusammengestellt.

In Kapitel 4 wird detailliert auf die Experimente und Versuche eingegangen,
die im Zusammenhang mit dieser Arbeit durchgefiihrt worden sind. Zunéchst
werden die fiir diese Arbeit relevanten Messmethoden der Ultraschallelastogra-
fie erldutert. AnschlieBend wird die Herstellung der Probenkorper beschrieben
und auf die mechanischen Eigenschaften des Gewebe imitierenden Probenma-
terials eingegangen. Abgerundet werden die Ausfilhrungen des Kapitels durch
eine kontinuumsmechanische Beschreibung der Elastografiemessungen, die in Zu-
sammenarbeit mit dem Lehrstuhl fiir Hochfrequenztechnik der Ruhr-Universitét
Bochum durchgefiihrt worden sind.

Eine ausfiihrliche Analyse der Verfahren der linearen Elastografie erfolgt in
Kapitel 5. Nach einer Klassifikation der Methoden werden die einzelnen Ansétze
anhand der in Kapitel 3 zusammengestellten Kriterien untersucht und miteinan-
der verglichen. Aufbauend auf dieser Analyse wird ein neues Rekonstruktions-
verfahren vorgestellt, welches entsprechend der Einteilung des vorangegangenen
Abschnitts der nichtlinearen Elastografie zuzuordnen ist. Die Entwicklung der
Methode wird durch die Beschreibung der Implementierung des Algorithmus
und die Darstellung der Ergebnisse, die auf der Basis von generierten Daten und
Messwerten erzielt worden sind, abgeschlossen.

In Kapitel 7 werden die Ergebnisse der Arbeit zusammengefasst und Vor-
schlage fiir mogliche Erweiterungen unterbreitet.



2 Kontinuumsmechanik hyperelastischer
Materialien

In diesem Kapitel werden die kontinuumsmechanischen Grundlagen behandelt,
die die Basis fiir die weiteren Herleitungen bilden. Dabei beschrénken sich die
Ausfithrungen auf isotropes, hyperelastisches Materialverhalten ohne Beriick-
sichtigung von Temperatureinfliissen. Das Kapitel ist wie folgt aufgebaut.

Im ersten Abschnitt werden zun#ichst die kinematischen Grundlagen erléutert,
wobei auf die Einfiihrung beliebiger, krummliniger Koordinatensysteme verzich-
tet wird. Im Amnschluss wird in Abschnitt 2.2 auf die Bilanzgleichungen einge-
gangen und es werden unterschiedliche Spannungsmafle eingefiihrt. Die auf die-
sem Wege hergeleitete lokale Form der Gleichgewichtsbedingungen bezogen auf
die Referenzkonfiguration dient dann als Ausgangspunkt fiir die Ermittlung der
schwachen Form der Gleichgewichtsbedingungen und der Potentialformulierung
in Abschnitt 2.4. Da es sich bei diesen Ausfithrungen um allgemein akzeptierte
Grundlagen handelt, wird in den ersten beiden Abschnitten auf eine detaillier-
te Referenzierung in der Regel verzichtet. Gleiches gilt fiir die Abschnitte 2.4
und 2.5. Ausfiihrlichere Darstellungen zu den dort aufgefiihrten Themen finden
sich in Ogden (1984), Altenbach & Altenbach (1994), Stein & Barthold (1996)
und Truesdell & Noll (2004).

In Abschnitt 2.3 wird ausgehend von der Cauchy-Elastizitat die allgemeine
konstitutive Gleichung fiir ein hyperelastisches, isotropes Material hergeleitet.
Dariiber hinaus werden einige Beispiele aus der Literatur fiir die spezifische
Formé#nderungsenergie elastischer Materialien angegeben.

Eine Herleitung der schwachen Form des Gleichgewichts erfolgt im Unterkapi-
tel 2.4. Neben dem Prinzip der virtuellen Arbeit wird hier eine erweiterte Poten-
tialformulierung angegeben, auf der die rdumliche Diskretisierung im Kapitel 6
aufbaut.

Abschrnitt 2.5 ist im Wesentlichen als Grundlage fiir die Ausfithrungen in Un-
terkapitel 4.1 zu verstehen, da im Vorgriff auf die lineare Elastografie die Glei-
chungen der linearisierten Elastizitétstheorie explizit zusammengestellt werden.

2.1 Kinematische Grundlagen

Zur mathematischen Beschreibung physikalischer Phénomene wird in der klas-
sischen Mechanik ein Beobachter ¥ eingefiihrt. Das entspricht formal der Defi-
nition der Abbildung

>: & — R%, (2.1)
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wobel mit £ die Ereignis-Welt und mit R* der vierdimensionale, reelle Vektor-
raum bezeichnet wird. Die Ereignis-Welt £ ist ihrerseits durch den Anschau-
ungsraum &; zu allen Zeiten ¢ gegeben. Somit ist die Wahl eines Beobachters 3
gleichbedeutend mit der Festlegung eines Koordinatenursprungs O, eines Basis-
systeros {e1, ez, e3} des Anschauungsraums £: und einer Zeitmessung t. Dabei
kann sich der Beobachter selbst im Anschauungsraum bewegen, so dass im All-
gemeinen ¥ = 3.(1) gilt.

Nach der Idealisierung einer gegebenen Struktur zu einem Punktkontinuum
kann diese als Korper B bestehend aus materiellen Punkten M betrachtet wer-
den, wobei der Rand dieser Punktmenge als 88 bezeichnet wird.’

Die Abbildung

.{BxR - R®

Mt) - z=xM,t) (2.2)

ordnet jedem Materialpunkt M zu jeder Zeit ¢ einen Raumpunkt € R3 zu. Zu
einem bestimmten, fest gewihlten Zeitpunkt kann nun die stetige und bijektive
Abbildung

B — RS3
% 2 e = xm &9

definiert werden, welche die Lage des Korpers B zum Zeitpunkt £ beschreibt. Das
Bild B: der Funktion x, wird auch die Konfiguration des Korpers B genannt.
Wird ein fester Zeitpunkt t = {o gewahlt, so kann eine Referenzkonfiguration
Bo = x(B,t0) definiert werden, wobei deren Elemente im Folgenden durch

X = x(M, o) =: Xo(M) (2.4)

bezeichnet werden. Entspricht der Zeitpunkt o dem Beginn der Beobachtung,
so wird die Referenzkonfiguration auch als Ausgangskonfiguration bezeichnet.
Im Gegensatz dazu wird die Lage B: der materiellen Punkte M € B zum Zeit-
punkt ¢ > to Momentankonfiguration genannt.

Unter Berticksichtigung der Definitionen (2.3) und (2.4) kann nun die Abbil-
dung

(X,t) = z=¢(X,t)=¢,(X) (2.5)

, { R*xR - R®
definiert werden, mit ¢, = x; 0 x5 ", welche ebenfalls bijektiv und stetig ist.
Nach der Einfithrung der Referenzkonfiguration B stehen mehrere Betrach-
tungsweisen zur Verfiigung, um das mechanische Verhalten einer Struktur zu
beschreiben. Bei der im Folgenden verwendeten materiellen oder Lagrangeschen

1 Auf eine genauere Unterscheidung zwischen einem Verschiebungs- und einem Spannungs-
rand, vgl. Unterkapitel 2.4, kann in den ersten Abschnitten verzichtet werden. Im Fol-
genden werden die Spannungen auf allen Réndern zunéchst als bekannt und gegeben
vorausgesetzt.
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Referenzkonfiguration Momentankonfiguration

R3 BO —_ Xo(B) C R3
B: = Xt(B) C R3

X
E; A /

\\ X; (M)

X5 - (M) \ xo(M)
C ¥ >
B

Bild 2.1: Referenz- und Momentankonfiguration, in Anlehnung an Stein
& Barthold (1996, Kap. 2)

Betrachtungsweise wird die Bewegung des materiellen Korpers B in Abhéngig-
keit der Koordinaten X mit

X = X:E;, (2.6)

beschrieben, wobei E; die Basisvektoren der Referenzkonfiguration darstellen.
Durch Gleichung (2.6) wird dariiber hinaus die in dieser Arbeit verwendete
Einsteinsche Summenkonvention eingefiihrt, wonach iiber doppelt auftretende
Indizes summiert wird. Unter den gegebenen Voraussetzungen kann nun die Be-
schreibung der physikalischen Vorginge nach Gleichung (2.5) durch

r=1zie; =, (X) (2.7)

erfolgen. Die hier eingefiihrten Basisvektoren e; der Momentankonfiguration
konnen sich dabei im Allgemeinen aufgrund einer Bewegung des Beobachters
3 = ¥(t) im Anschauungsraum von denen der Referenzkonfiguration unterschei-
den, vgl. Abbildung 2.1.

Im Gegensatz dazu werden bei der raumlichen oder Eulerschen Betrachtungs-
weise unter Verwendung der Bijektivitdt von ¢, die Koordinaten & der Mo-
mentankonfiguration zur Beschreibung der Bewegung verwendet. Fiir festes ¢
ist X = ¢; () und somit

X; = X¢($1,$2,$3) fiir ¢ = 1, 2, 3, (2.8)
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Referenzkonfiguration By
Momentankonfiguration B

Bild 2.2: Infinitesimale, geometrische Gréien

wodurch die Koordinaten # zu den unabhingigen Variablen werden.

Bevor im Weiteren auf die Deformation eines Korpers B eingegangen wird,
soll zunédchst der Begriff der Beobachtertransformation eingefiihrt werden. Wird
zusitzlich zum Betrachter Y. ein zweiter Beobachter ¥* mit dem Koordinatenur-
sprung O*, einem Basissystem {eI, e3, e3} des Anschauungsraums &« und einer
Zeitmessung t* definiert, so konnen sich ihre Bewegungszustinde im Anschau-
ungsraum durch eine zeitlich verdnderliche Starrkorperbewegung unterscheiden.
Also kann der Ubergang zwischen zwei Betrachtern durch die Zusammenhinge

—
c(t) =00, e;=Q()e; und t*=t—a (2.9)

beschrieben werden. Fiir die Darstellung der Bewegung durch die Beobachter X
und ¥* folgt hieraus der Zusammenhang

z*=Q@®t)x +c(t) und t*=t—a. (2.10)

Zur Beschreibung des Deformationszustands des Korpers B werden die An-
forderungen an die Funktion ¢ dahingehend verscharft, dass ¢ bzgl. X und ¢
zweimal stetig differenzierbar ist. Mit dieser Annahme kann der materielle De-
formationsgradient F zur Beschreibung der lokalen Deformation durch
Ox Oz;

8_X Foi,j €; [v%] EJ = ——— €; ® EJ (2‘11)

F := Gradz = 39X,

eingefiihrt werden, wobei F einer linearen Abbildung eines infinitesimalen Lini-
enelements dX der Referenzkonfiguration auf ein infinitesimales Wegelement dz



2.1. Kinematische Grundlagen 13

der Momentankonfiguration entspricht, das heifit
de = FdX. (2.12)

Da nach Abbildung 2.2 die Lage ® eines materiellen Punktes M auch durch
die Verschiebung u bezogen auf die Referenzkonfiguration ausgedriickt werden
kenn, also

r=X+u (2.13)
gilt, kann der Verschiebungsgradient H definiert werden und es gilt
Oy
0X

Aufgrund der Eigenschaften der Abbildung ¢, und mit der Definition (2.11)
ist gewdhrleistet, dass fiir die Jacobische Funktionaldeterminante J von F'

F =Gradz =1+ H, mit H := (2.14)

J:=detF >0 (2.15)

gilt, so dass sich der rdumliche Deformationsgradient zu

_ 0X
F~'= = :
grad X 3 (2.16)
ergibt.
Werden inkompressible Materialien betrachtet, ist es erforderlich, die Zwangs-

bedingung
J=1 (2.17)

zu beriicksichtigen, wodurch sich eine rein isochore Deformation ergibt. Dariiber
hinaus kann es zweckmifBig sein, eine beliebige Deformation in einen volumetri-
schen und einen isochoren Anteil aufzuspalten. Dies fiihrt auf einen multiplika-
tiven Splitt des Deformationsgradienten F' der Gestalt

F=(J351)F, (2.18)

mit 7 = J~5F und det F' = 1.
Da F' ein reguldrer Tensor 2. Stufe ist, lisst sich der Deformationsgradient
zerlegen in

F=RU und F=VR, (2.19)

wobei der Drehtensor R eigentlich orthogonal ist, wahrend der Rechts-Streck-
Tensor U und der Links-Streck-Tensor V positiv definit und symmetrisch sind.
Die Streck-Tensoren U bzw. V erlauben ihrerseits nun die Definition von Ver-
zerrungstensoren zur Beschreibung des Deformationszustands eines Kérpers B.
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So konnen nach Ogden (1984, Kap. 2) die materiellen Verzerrungstensoren fiir
beliebiges a € R. durch

LWw=-1), a#0
@an_J =
E(U) = { - o (2.20)

angegeben werden, wobei fiir die Werte @ =0 bzw. a = 2 die Bezeichnungen
Henckyscher bzw. Greenscher Verzerrungstensor iiblich sind. Fiir den Greenschen
Verzerrungstensor wird im Folgenden die gingige Notation E := E® verwendet.
Analog gilt fiir die rdumlichen Verzerrungstensoren mit 8 € R.

1 (yB _
e(f’)(V):{ s (VP-1), B#0 , (2.21)
InV, B=0

mit der Bezeichnung Almansischer Verzerrungstensor fiir den Fall 8 = —2.

Um bei der Formulierung der konstitutiven Materialgleichungen eine kompak-
tere Schreibweise zu ermdéglichen, werden der materielle Rechts-Cauchy-Green-
Tensor C und der réumliche Links-Cauchy-Green-Tensor b durch die Festlegun-
gen

C := FTF = (RU)T(RU) = U? (2.22)
bzw.

b:=FFT = (VR)(VR) =V? (2.23)

eingefiihrt. Da es sich bei den Cauchy-Green-Tensoren C bzw. b und den Streck-
Tensoren U bzw. V um reellwertige, symmetrische Tensoren handelt, sind sie
diagonalisierbar. Die Eigenwerte A; > 0 von U von V sind identisch und werden
auch als Hauptdehnungen oder Hauptstreckungen bezeichnet. Betrachtet man
nun das charakteristische Polynom des Tensors C, so gilt

p(A) =det(C —~ A1) = N2 — [ N2 + Lo\ — I, (2.24)
wobei die als Invarianten bezeichneten Koeffizienten die Werte
LI =trC =X} + 23+ 3,
I = % [(rC)? — trC?] = A2)2 1 A2)3 + A2X2, (2.25)
Is = det C = AIAIN;.
annehmen. Wird mit Hilfe der Zerlegung (2.18) durch

-3

C:=FF=J%C (2.26)
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der isochore Rechts-Cauchy-Green-Tensor C definiert, so folgt fiir die Invarianten
im Falle einer Volumen erhaltenden Deformation

L=J%n, Lh=J%n wd L=1 (2.27)

Neben der Transformationsbeziehung (2.12) fiir differentielle Wegelemente d X
wird durch den Deformationsgradienten F' das Transformationsverhalten weite-
rer geometrischer GroBen beschrieben. So gilt fiir die differentiellen Flachenele-
mente dA und da der Referenz- bzw. Momentankonfiguration die als Formel von
Nanson bezeichnete Beziehung

da =nda=JF "NdA=JF TdA, (2.28)
wahrend sich die infinitesimalen Volumenelemente dV bzw. dv durch
dv=JdV (2.29)

ineinander iiberfiihren lassen, vgl. hierzu auch Abbildung 2.2. Die in der Glei-
chung (2.28) verwendeten Vektoren N bzw. n bezeichnen dabei die Flachennor-
malenvektoren der Referenz- bzw. Momentankonfiguration.

Zur Beschreibung von instationdren Prozessen wird nun der Begriff der mate-
riellen Zeitableitung eingefiihrt, der die zeitliche Anderung einer physikalischen
GréBe f in einem beliebigen, aber fest gewidhlten materiellen Punkt M be-
schreibt. Die stetig differenzierbare skalar- bzw. vektorwertige Funktion f kann
ihrerseits sowohl in materieller Darstellung f = f(X,%) als auch in réumlicher
Form f = f (z,t) gegeben sein, wobei @ = x(t) gilt. Die materielle Zeitableitung
kann dann zu

Df _ 0f(X,1) 6f(w t)
Dt~ Bt

f= + grad f(e,t) - & (2.30)
ermittelt werden, je nachdem, ob f in materiellen oder raumlichen Koordinaten
vorliegt. Die materielle Zeitableitung einer in rédumlichen Koordinaten gegebenen
Funktion f setzt sich demnach additiv aus einer lokalen und einer konvektiven
Zeitableitung zusammen.

AbschlieBend wird noch einmal auf die Definition der Referenzkonfigurati-
on eingegangen. Im Allgemeinen ist es nicht erforderlich, die Referenz mit der
Ausgangskonfiguration gleichzusetzen, was dazu fiithrt, dass es unendlich viele
Moglichkeiten gibt, eine Bezugskonfiguration festzulegen. Wird nun mit einer
zu den Gleichungen (2.3) und (2.4) analogen Definition eine weitere Referenz-
konfiguration x# mit x# # x eingefiihrt, so existiert eine Bijektion A mit der
Eigenschaft

f x%®B) — x¥B)
A’{ X - X*=AX):=xFoxs!(X) "’ (2:31)
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die den Wechsel zwischen den Referenzkonfigurationen beschreibt. Eingedenk
der Definition gof = x¥ o x# - folgen sofort die Zusammenhénge

Pt = SOZ# oA (2.32)
und
F = F*Grad A. (2.33)

Diese fIberlegungen zum Wechsel der Referenzkonfiguration werden im Ab-
schnitt 2.3 bei der Betrachtung der materiellen Symmetrie noch einmal auf-

gegriffen.

2.2 Bilanzgleichungen und Spannungstensoren

In diesem Abschnitt werden die fiir diese Arbeit relevanten Bilanz- und Er-
haltungssétze zusammengestellt, die fiir jeden beliebigen Korper B und jeden
Teilkérper P C B erfiillt sein miissen. Um auf die Einfiihrung neuer Bezeichnun-
gen fiir die Referenz- und Momentankonfiguration verzichten zu kénnen, wird
durch das Symbol B immer auch ein beliebiger Teilkdrper der Struktur bezeich-
net.

Da im Kontext dieser Arbeit von der Giiltigkeit des Satzes von der Erhal-
tung der Masse ausgegangen wird, andert sich die Masse m eines Kérpers B
wéhrend eines Deformationsvorgangs nicht. Weiterhin wird die Existenz einer
Massendichte p = p(2) vorausgesetzt, die durch den endlichen Grenzwert

— fjm Am _ dm
Pi= ooBo A dv

definiert wird. Hieraus ergibt sich iiber die Betrachtung der Masse m der Gestalt

m = / dm = / pdv (2.35)
B B

und mit der Transformation (2.29)

po=Jp (2.36)

(2.34)

die erste lokale Form der Massenerhaltung. Diese liefert durch Anwendung der
materiellen Zeitableitung (2.30) die zweite lokale Form des Massenerhaltungs-
satzes

p+pdive =0. (2.37)
Die Bewegungsgrofle I eines Korper B, definiert durch

I:= / o dv, (2.38)
B3




2.2. Bilanzgleichungen und Spannungstensoren 17

stellt — bezogen auf ein Inertialsystem® — ebenfalls eine ErhaltungsgroBe dar.
Wird mit £ die auf den Kérper B einwirkende Oberflichenspannung und mit b die
wirkende massenbezogene Beschleunigung bezeichnet, so kann der Satz von der
Erhaltung der Bewegungsgrofie bzw. Impulserhaltungssatz in rdumlicher Dar-
stellung durch

1=% p:i:dv=/pé':dv=/p5dv+ /Eda, (2.39)
By By B 8B,

angegeben werden. Mit den Transformationsbeziehungen

/Zdaz /iodA und /de’U=/pol—)odV (2.40)

8B 8B B Bo

fiir die Oberflichenspannungen £ bzw. die Beschleunigungen b kann unter Ver-
wendung des Massenerhaltungssatzes (2.37) mit

/pozi;dV=/poBO dv + / fo dA (2.41)
Bg

Bg 8Bg

die entsprechende materielle Darstellung gefunden werden. Wéhrend sich der
Zusammenhang zwischen der materiellen und der rdumlichen Darstellung der
Beschleunigung in der Form bo = b o ¢, ergibt, kann die entsprechende Trans-
formation fiir die Oberflachenspannung erst nach der Einfiihrung der Spannungs-
mafe quantifiziert werden.

Um den Impulserhaltungssatz in lokaler Form angeben zu konnen, muss zu-
néchst der Begriff des Spannungstensors eingefiihrt werden. Dazu werden auf
Grundlage des in Abbildung 2.3 dargestellten Fulerschen Schnittprinzips durch
gedachte Schnitte zunéchst die inneren Kréfte des Korpers B einer Betrachtung
zuganglich gemacht. Nun kann der Spannungsvektor ¢ im Punkt z als Grenzwert
des Quotienten aus der (inneren) Kraft Af und einem Flichenelement Aa der
Schnittfliche durch

_ . AF _df
b= i = (242)

definiert werden. Wéhrend durch das Cauchy-Postulat gesichert ist, dass der
Spannungsvektor ¢ lediglich vom Zeitpunkt ¢ und vom Normalenvektor n» der
Fléche S im betrachteten Punkt  abhéngig ist, also t = t(,t,n) gilt, liefert
das Fundamentallemma von Cauchy, dass

ti(z,t,n1) = —t2(@, t,n2) (2.43)

?Das Bezugssystem cines Beobachters, in dem der Massenmittelpunkt eines kréftefreien
Kérpers in gleichférmiger Bewegung verharrt, wird Inertialsystem genannt, vgl. Stein &
Barthold (1996, Kap. 5).
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Bild 2.3: Euler-Schnittprinzip,vgl. Stein & Barthold (1996, Kap. 5)

ist, vgl. Bild 2.3. Aufgrund der Beliebigkeit der Schnittflache S und der Stetigkeit
des Spannungsvektors folgt hieraus mit den Festlegungen n; = n und nz = —n

t(z,t,n) = —t(=z,t, —n). (2.44)

Lemma (2.44) ermoglicht nun seinerseits die Herleitung des Cauchy-Theorems,
welches besagt, dass der Spannungsvektor ¢ linear von dem Normalenvektor n
abhéngt. Es gilt

t(z,t,n) =T (z,t)n, (2.45)

wobei T = T}; e; ® e; den Cauchyschen Spannungstensor bezeichnet.? Aus die-
sem Theorem und der Transformation (2.28) ldsst sich der Zusammenhang zwi-
schen dem réaumlichen und dem materiellen Spannungsvektor t bzw. £y herleiten,
der auf die Gleichung

/tda= /T’ndaz /PNdA: /tgdA (2.486)
8B 8B 8Bg 6Bg

fiihrt. Der hier eingefiihrte Zweifeldtensor P wird als erster Piola-Kirchhoff-
Spannungstensor bezeichnet und ist durch

P=Pje;QE; =JTF T (2.47)

3Im Rahmen dieser Arbeit wird durch den Index ¢ die Richtung der Spannungskomponente
und durch den Index j die Richtung der Normalen der Schnittfliche bezogen auf die
Basis e; angegeben, vgl. auch Stein & Barthold (1996, Kap. 5).
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definiert. Dariiber hinaus erhélt man durch die Festlegung
S=8;E;QFE;:=F 'P=JF'TF " (2.48)

den zweiten Piola-Kirchhoff-Spannungstensor, der auf die Referenzkonfiguration
bezogen ist.

Wird nun die Transformation (2.45) in den Impulssatz (2.39) eingesetzt, ergibt
sich dessen lokale Form in der rdumlichen Darstellung durch Anwendung des
Gauflschen Integralsatzes, vgl. Ciarlet (1988, Kap. 1), und es folgt

divT +pb=p#, (2.49)

in jedem Punkt M des Korpers B. Eine analoge Vorgehensweise mit der mate-
riellen Darstellung der Impulsbilanz (2.41) liefert deren lokale Form

Div P 4 pobo = po & bzw. Div (FS) + pobo = po . (2.50)
Mit der Definition des Drehimpulses L durch
L .= /(a: —xo) X p& dv (2.51)
B

kann nun der Drehimpulserhaltungssatz fiir Inertialsysteme in der Form

. D .
L—D—t/(mwwg)Xpa:dv
By

:/(:c—:cg)Xpl—)dv+/(m~a:g)xz_€da (2.52)
B 6B,

formuliert werden. Durch Anwenden der Gleichungen (2.45) und (2.49) ergibt
sich hieraus mit dem Gaufischen Integralsatz fiir Kreuzprodukte — vgl. Stein &
Barthold (1996, Kap. 5) — die Symmetrie des Cauchyschen Spannungstensors

T=T"7, (2.53)
Aus den Definitionen (2.47) und (2.48) folgt, dass
P#PT und S=S87T (2.54)
gilt.
AbschlieBend wird nun die mechanische Energiebilanz hergeleitet. Zu diesem
Zweck wird zunéchst die lokale Form der Impulsbilanz (2.49) mit dem Geschwin-

digkeitsvektor & multipliziert und anschlieBend iiber den gesamten Koérper B
integriert, was auf die Gleichung

/{divT—I—p(l—)—dF:)}-:i:dv-:O (2.55)

By
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fithrt. Mit den Definitionen*

K::/—;-p:it-:i:dv (2.56)
B

A::/pt‘).aadw /E.:L»da (2.57)
B 8B

W= / T : grad & dv (2.58)
B

fiir die kinetische Energie K, die Leistung der duferen Einwirkungen A und die
innere Spannungsleistung W kann mit Hilfe der Gleichung

(divT) -2 = (divTTd&) — T : grad & (2.59)

und unter Verwendung des Cauchy-Theorems (2.45) sowie des Gauflschen Inte-
gralsatzes die mechanische Energiebilanz
DK . o
——=K=A-W 2.60
Dt (2.60)
abgeleitet werden._ .

Der Integrand W, := T : grad & der inneren Spannungsleistung W wird auch
als Elementarleistung bezeichnet. Durch eine einfache Transformation kann hier-
mit die Elementarleistung Wy, bezogen auf die Referenzkonfiguration in der
Form

Wos:=JT :gradie=P:F=S8:E (2.61)
eingefiihrt werden.

2.3 Konstitutive Gleichungen

Die zuvor beschriebenen kinematischen Grundlagen und die Gleichgewichtsbe-
dingungen allein reichen nicht aus, einen beobachtbaren physikalischen Vorgang
unter Beteiligung fester, deformierbarer Strukturen hinreichend zu beschreiben.
Neben diesen stoffunabhiéngigen Gleichungen bedarf es noch der konstitutiven
Beziehungen, die eine idealisierte, makroskopische Materialantwort einer realen
Struktur auf eine dufere Einwirkung charakterisieren. Durch die zu Beginn dieses
Kapitels erwiahnte Beschrankung auf ein rein elastisches Materialverhalten unter
Vernachléssigung von Temperatureinfliissen wird durch die Materialgleichungen
im Wesentlichen der Zusammenhang zwischen der mechanischen Spannung und
der Deformation eines Korpers B wiedergegeben.

4Durch die verwendete Bezeichnung (*) wird angedeutet, dass im Allgemeinen die Existenz
cines Potentials (-) nicht gesichert ist, so dass (°) die zeitliche Ableitung von (.) ist. Somit
stellt () lediglich eine Bezeichnung dar.
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Nach Stein & Barthold (1996, Kap. 7) wird ein Korper B als elastisch bezeich-
net, wenn jeder materielle Punkt M elastisch ist. Ein Punkt M wiederum, iden-
tifiziert durch den Punkt X, wird laut Ciarlet (1988, Kap. 3) elastisch genannt,
wenn der 1. Piola-Kirchhoff-Spannungstensor P zu einem beliebigen Zeitpunkt ¢
allein eine Funktion des Deformationsgradienten F' in X ist, somit also

P=P(X,F) (2.62)

gilt. Solche Materialien werden auch als Cauchy-elastisch bezeichnet und geniigen
den Grundsétzen der Materialtheorie der rationalen Kontinuumsmechanik.® Es
sei darauf hingewiesen, dass in den folgenden Ausfiihrungen auf die explizite
Darstellung der Abhéngigkeit vom Punkt X verzichtet wird.

Wird dariiber hinaus gefordert, dass die von der Spannung geleistete Ar-
beit wegunabhéingig ist, erfolgt der Ubergang zur Hyperelastizitit oder Green-
Elastizitét. Somit gilt fiir hyperelastische Materialien laut Stein & Barthold
(1996, Kap. 7) die Beziehung

/ Wos di = / P:dF = / Wos = Wos(F) — Wos(Fo), (2.63)

Fo
woraus sich direkt die Existenz einer Potentialfunktion Wy, mit der Eigenschaft

_6W0.9
Dt ~ OF

ableiten ldsst. Durch einen Vergleich mit der Definition (2.61) folgt unmittelbar
die Beziehung

6W0‘9 . L U
(P— o ) : F =0, (2.65)

. F (2.64)

die fiir beliebiges F erfiillt sein muss, was die konstitutive Gleichung

OWos (F)
OF

fiir einen hyperelastischen Korper B liefert.

Diese Materialgleichung lédsst sich zunéchst mit Hilfe des Prinzips der mate-
riellen Objektivitit weiter spezifizieren. Durch diesen Grundsatz wird gesichert,
dass die Materialeigenschaften von der Wahl des Beobachters X unabhéngig sind.
Wird entsprechend Gleichung (2.10) der Ubergang zwischen den Betrachtern X
und X realisiert, so gilt fiir die Deformationsgradienten der Zusammenhang

= QF, (2.67)

P =P(F) = (2.66)

8Die Materialtheorie innerhalb der rationalen Kontinuumsmechanik liefert einen auf Prinzi-
pien basierenden formalen, mathematischen Rahmen, der bei der Formulierung von kon-
stitutiven Gleichungen beachtet werden soll, vgl. Ogden (1984, Kap. 4), Truesdell & Noll
(2004, Kap. C) oder Stein & Barthold (1996, Kap. 7).
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mit dem eigentlich orthogonalen Tensor Q. Der Argumentation von Beatty
(1987) folgend, lasst sich das Prinzip der materiellen Objektivitat angewendet
auf die spezifische Forminderungsenergie geméf der Gleichung

Wos = Wos (F*) = Wos(QF) = Woa(F) (2.68)

fiir beliebiges @ formulieren. Aus der speziellen Wah]l Q = R’ entsprechend der
polaren Zerlegung (2.19) folgt direkt

Wos = WOS(U) = WOS(C), (2.69)

mit U = C'3. Fiir isotropes Materialverhalten lasst sich die Darstellung der Po-
tentialfunktion Wps noch weiter konkretisieren, da Isotropie besagt, dass das Ma-
terialverhalten richtungsunabhéngig ist und so die Referenzkonfiguration belie-
big gewahlt werden kann. Entsprechend den Ausfithrungen in Abschnitt 2.1 wird
durch die Bijektion A ein Wechsel zwischen den Referenzkonfigurationen x(B)
und x# (B) des Korpers B beschrieben. Beschriinkt man sich bei dieser Trans-
formation auf Abbildungen, die sich durch eine reine Drehung mit der Gleichung

X#*=AX)=Q"X (2.70)
beschreiben lassen, so folgt fiir die Deformationsgradienten die Beziehung
F* = FQ. (2.71)

Nach Beatty (1987) gilt fiir die spezifische Forméinderungsenergie eines isotropen
Materials der Zusammenhang

Woe = Wos(C¥) = Wos (QFC Q). (2.72)

Also ist Wy, eine skalarwertige, isotrope Tensorfunktion des symmetrischen Ten-

sors C und kann nach Truesdell & Noll (2004, Kap. B) in Abhéngigkeit der
Eigenwerte von C bzw. U durch

Wos = Wos(A1,A3,23)  bzw.  Wos = Wos(A1, Az, As) (2.73)

angegeben werden, wobei die Argumente beliebig permutiert werden diirfen. An-
dere Darstellungsformen der spezifischen Forménderungsenergie erhilt man mit
den Invarianten I; und J; aus den Gleichungen (2.25) bzw. (2.27) und der Jaco-
bischen Determinante durch

Wos = Woo(I1, In, I3)  baw.  Wos = Wos(lh, I2, J). (2.74)

Bei der numerischen Betrachtung nahezu inkompressiblen Materialverhaltens,
also J = 1, bietet es sich an, Materialgleichungen zu betrachten, bei denen sich
die spezifische Forménderungsenergie additiv in einen isochoren und einen volu-
metrischen Anteil aufspalten lasst. Wird die multiplikative Zerlegung (2.18) des
Deformationsgradienten herangezogen, so lésst sich dies formal durch

Wos = Wos (f1,f2, J) = Wgs(f1,f2) -+ UOB(J) (2.75)
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beschreiben, vgl. hierzu auch Miehe (1994), Simo et al. (1985), Simo & Taylor
(1991), Simo & Hughes (1998, Kap. 10) und Wriggers (2001, Kap. 3). Hierbei ist
jedoch zu beachten, dass diese Aufspaltung auf nahezu inkompressibles Materi-
alverhalten beschrinkt bleibt, da fiir andere Féalle am Beispiel eines einfachen
Zugstabs gezeigt werden kann, dass sich fiir die Querdehnung unphysikalische
Ergebnisse einstellen, vgl. Ehlers & Eipper (1998).

Neben der erwihnten Permutationseigenschaft bzgl. der Argumente in Glei-
chung (2.73) muss die Forménderungsenergiefunktion Wy, weitere Bedingungen
erfiillen, die sich im Wesentlichen aus Existenz- und Eindeutigkeitseigenschaf-
ten der Losungen bei Randwertproblemen ergeben. Da im Rahmen dieser Ar-
beit aber nur vorhandene Ansétze aus der Literatur fiir die Potentialfunktion
ihre Anwendung finden, wird auf eine explizite Darstellung dieser Voraussetzun-
gen im Folgenden verzichtet. Eine detaillierte Auflistung aller Bedingungen an
die Potentialfunktion Wph, kann z. B. Doll (1998, Kap. 4) entnommen werden.
An dieser Stelle wird lediglich auf das Verhalten des zweiten Piola-Kirchhoff-
Spannungstensors S in der Néhe der spannungsfreien Referenzkonfiguration ein-
gegangen, was eine Anforderung an die Formulierung der spezifischen Forméinde-
rungsenergie darstellt. Wird der Spannungstensor S bzgl. des Green-Lagrange-
Verzerrungstensors F linearisiert, so ergibt sich der in Stein & Barthold (1996,
Kap. 7) formulierte Zusammenhang

S = S(E) =A(trE)1 +2uE + o(|| E||) (2.76)

in dem || || eine gecignete Norm fiir den Verzerrungstensor E und o(-) das
Landau-Symbol bezeichnen, wéahrend die Parameter A und p Lamé-Konstanten
genannt werden.® Dieser Abschétzung muss jedes isotrope, hyperelastische Ma-
terial in der Néahe der spannungsfreien Referenzkonfiguration geniigen.

Trotz aller einschrinkender Bedingungen verbleibt fiir die Formulierung eines
konkreten, idealisierten Materialverhaltens ein groler Gestaltungsspielraum. Im
Regelfall erfolgt dabei die Bestimmung einer spezifischen Forménderungsener-
gie Wy, anhand von experimentell gemessenen Daten. Zu diesem Zweck wird
zunichst ein allgemeiner Ansatz fiir eine bestimmte Materialgruppe gesucht,
der neben den Invarianten bzw. Hauptdehnungen noch weitere deformations-
unabhéngige Materialparameter enthéilt. Die Materialkennwerte werden dann
durch Kurvenanpassungen an entsprechende Versuchsergebnisse bestimmt. Im
Rahmen dieser Arbeit sollen lediglich exemplarisch einige Formulierungen der
spezifischen Forméanderungsenergie aufgefiihrt werden.

Eine bedeutende Materialgruppe, die sich durch ein hyperelastisches Materi-
alverhalten gut beschreiben lisst, sind gummiartige Materialien. Fiir diese gibt
es z. B. den von Ogden (1972) in den Hauptdehnungen formulierten Ansatz

n
Wos = Z} Z— (AZF 4+ A%+ A%) + g(J), (2.77)

8Das Landau-Symbol o(|| E||) besagt in diesem Fall, dass ||S — {A(trE)1 + 2uE}||/|| E| — 0
fiir | E| — O gilt.
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wobei die Konstanten p; und «; die Bedingungen

Z pi; =2p und  pso; > 0 (keine Summation) (2.78)

i=1

erfiillen miissen. Ein moglicher Ansatz fiir die Funktion g = g(J) ist u. a. in Doll
(1998, Kap.4) zu finden. Fiir die Wahl n = 1, @; = 2 und u; = u ergibt sich als
Spezialfall nach Wriggers (2001, Kap. 3) das Neo-Hooke-Material mit

Wos(I1, J) = %(Il —3)+g(J) und

g()) = J(* ~1)~ (3 +u)nJ

(2.79)

Fiir die in Gleichung (2.75) angegebene, additiv aufgeteilte Forméinderungsener-
gie kann z. B. bei Saleeb et al. (1992) der Ansatz

Wos(A1, A2, As, J) = ) % (5\;” + A+ ng) + Uns(J) (2.80)

=1

gefunden werden, wobei durch ); die Eigenwerte von € entsprechend der Glei-
chung (2.26) gekennzeichnet werden. Auch in in diesem Fall ist eine ausfiihrliche
Zusammenstellung von Beispielen fiir die Funktion Ups = Ups(J) in Doll (1998,
Kap.4) zu finden. Fiir den Spezialfall eines Neo-Hooke-Materials, vgl. Simo &
Hughes (1998, Kap. 10), ergibt sich die Beziehung

WOs(fl,J)ZWOB(f1)+UOS(J):g(fl_*a)"‘UOa(J) und

Uns () = %(ﬁ —1)— %InJ,

(2.81)
wobei K der Kompressionsmodul der linearisierten Elastizitatstheorie ist.

Neben Gummi lassen sich die elastischen Anteile bestimmter Gewebearten
ebenfalls durch ein hyperelastisches Materialverhalten beschreiben. So wird z. B.
von Veronda & Westmann (1970) die Funktion

Was = Wos(I1, I, J) = C, (ef*(“—” — 1) + Oy (I2 — 3) + g(J) (2.82)

vorgeschlagen.

Bisher wurden lediglich spezifische Forméanderungsenergiefunktionen angege-
ben, durch die sich ein kompressibles hyperelastisches Material beschreiben lésst.
Daher soll im Weiteren noch der Einfluss der Inkompressibilitdtsbedingung (2.17)
auf die Formulierung der Potentialfunktion Wy, studiert werden. Nach Ogden
(1984, Kap. 4) lasst sich die Zwangsbedingung in der Form

C=C(F)=J-1=0 (2.83)
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formulieren. Da die Funktion C den gleichen Objektivitdts- und Isotropieeigen-
schaften geniigen muss wie das Potential Wy, selbst, folgt hieraus

C = C()\l, )\2, )\3) = }\1)\2)\3 —-1= 0, (2.84)

so dass fiir den ersten Piola-Kirchhoffschen Spannungstensor der pseudo-konsti-
tutive Zusammenhang

OWos(F)
oOF
gilt, wobei p die hydrostatische Spannung bezeichnet. Beispiele fiir inkompres-
sible Materialien ergeben sich u. a., wenn man die Zwangsbedingung J =1 in
die Forménderungsenergiefunktionen (2.77) und (2.82) einsetzt, da g(J =1) =0

gilt. Im ersten Fall resultiert hieraus ein inkompressibles Ogden-Material

P=P(F,p) = +pFT (2.85)

Wos = Wos(A1, Az, As) = Y ﬁ‘z (A% £ AT 4 A%H) (2.86)

=1

im zweiten Fall liefert es fiir Co = 0 den in Beatty (1987) angegebenen Ansatz
— — M ( a(l1-3) _ :
Wou = Woa(I1) = = (e 1) mit & > 0, (2.87)

fiir den sich im Grenzfall @ — 0 das inkompressible Neo-Hooke-Material einstellt.

2.4 Arbeits- und Extremalprinzipien

Ein Anfangsrandwertproblem der Elastizitétstheorie ist ein gekoppeltes System
von partiellen Differentialgleichungen, die sowohl bzgl. der Referenz- als auch der
Momentankonfiguration angegeben werden konnen. Die Differentialgleichungen
setzen sich dabei aus der Kinematik, der lokalen Impulsbilanz und dem Materi-
algesetz zusammen. Dariiber hinaus sind die Verschiebungs- und die Spannungs-
randbedingungen zu beriicksichtigen.

Fiir die sich anschlieBenden Betrachtungen ist zun#chst jedoch eine differen-
ziertere Beschreibung des in Abschnitt 2.1 eingefiihrten Randes 0B einer Struk-
tur B angebracht. Im Folgenden wird der Teil des Randes, auf dem die Verschie-
bungen vorgeschrieben sind, mit 88, bezeichnet. Hingegen wird der Rand, auf
dem Spannungsrandbedingungen vorliegen, durch 8B, gekennzeichnet. Fiir die
so eingefiihrten Teilmengen des Randes OB gilt

OB =068, UbB, und 6B, N8By = 0. (2.88)

Analoge Bezeichnungen kénnen auch fiir die Referenz- und die Momentankon-
figuration verwendet werden, wobei sich die Eigenschaften (2.88) aufgrund der
Injektivitdt der Funktion x, auf diese Mengen iibertragen. Somit gilt fiir die
Randbedingungen eines Anfangsrandwertproblems

u=1u auf 6Bty und Tn =1 auf 6B (2.89)
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in der rdumlichen Darstellung und
u =1 auf 8Boy, und PN =1p auf 8B, (2.90)

in der materiellen Darstellung. Also lasst sich ein Anfangsrandwertproblem bzg].
der Referenzkonfiguration fiir ein hyperelastisches Material durch die Gleichun-
gen

Kinematik: F=1+4Gradu
Gleichgewicht: Div P + pobo = po it
Materialgesetz: P =P(F,X) (2.91)

Randbedingungen: u=1u auf 6Bgy, PN =ty auf 6Bos
Anfangsbedingungen: w =1 und % = %o zum Zeitpunkt to

beschreiben.

Um einen Losungszugang mit Hilfe numerischer Methoden zu erhalten, ist in
der Regel die Umwandlung der durch Gleichung (2.91) gegebenen starken Form
der Gleichgewichtsbedingungen in eine schwache Formulierung erforderlich. Die-
ser Ubergang wird durch das Prinzip der virtuellen Arbeit ermdglicht, das eine zu
den Gleichungen (2.91) gleichwertige Formulierung darstellt, vgl. unter anderem
Ogden (1984, Kap. 5) und Stein & Barthold (1996, Kap. 10).

Fiir den Nachweis dieser Aquivalenz wird entsprechend einer Definition von
Simo & Taylor (1991) zunéchst die auch als virtuelle Verschiebung bezeichnete
Testfunktion 7, mit

n: € {n,: B: » R’ |1, =0 auf 8B} (2.92)

eingefiihrt, d. h. sie geniigt den homogenen geometrischen Feld- und Randbedin-
gungen. Nun sind die Feldgleichung (2.49) und die Randbedingung (2.89) genau
dann erfiillt, falls

(divT +p(b—&))-n,=0 VezeB: und

7 2.93
(t—Tn)-n, =0 Va€idBis (2.93)

gilt, was wiederum zu der Aussage
/ (divT + p(b— &)) - m, dv = / (t—Tn)-n,da (2.94)

By 6B

aquivalent ist. Das auch als schwache Formulierung des Gleichgewichts bezeich-
nete Prinzip der virtuellen Arbeit ergibt sich hieraus bzgl. der Momentankon-
figuration durch den GauBschen Integralsatz, das Cauchy-Theorem (2.45) und
eine sinngemifie Anwendung der Beziehung (2.59) zu

/gradnt:Tdvzfnt~p(l—)—:‘z':)dv—l— / 7, - t da. (2.95)

B, B O6Bios
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Wird durch ng = n o ¢, mit
Mo € {ng : Bo —» R* |1y, =0 auf 8By} (2.96)

eine Testfunktion bezogen auf die Referenzkonfiguration definiert, so fithren nach
Stein & Barthold (1996, Kap. 10) einfache Transformationen auf die schwache
Formulierung des Gleichgewichts bzgl. der Referenzkonfiguration mit

/Gra,an:PdV:/no-po(l—)o—:'i:) dVv + / 1o - to dA. (2.97)
Bg Bqg 8Boo

Werden lediglich quasi-statische Deformationsprozesse betrachtet, so kann durch
die Definitionen

SW = / Gradn, : P dV,
Bg

(2.98)
5A::/'I)0‘pobodv+ / ’I’)O'EodA
Bg 8Bg,
das Prinzip der virtuellen Arbeit auch in der Kurzform
W =48A (2.99)

angegeben werden.

Unter der Voraussetzung eines hyperelastischen Materials stellt dags Hamilton-
sche Prinzip, vgl. Bedford (1985, Kap. 3), eine zum Prinzip der virtuellen Arbeit
gleichwertige Formulierung dar. Im Unterschied zur virtuellen Arbeit, bei der
keine Einschrankungen hinsichtlich des betrachteten Materials gemacht wurden,
ist hier jedoch die Existenz eines Potentials W Bestandteil der Voraussetzungen.

Ein Spezialfall des Hamiltonschen Prinzips ist fiir quasi-statische Prozesse das
Prinzip von der Stationaritat des Gesamtpotentials. Hier sichert die Hyperelasti-
zitdt nicht nur die Existenz der spezifischen Forménderungsenergie Wos, sondern
auch iiber die Gleichungen (2.58) und (2.61) das Vorhandensein eines Potenti-
als W fiir die innere Spannungsleistung W. Die Forménderungsenergie W wird
auch als innere potentielle Energie ITin, bezeichnet und es gilt

W = g = iy (10) = / Wos(i2) AV (2.100)
Bg

in Abhéingigkeit von der Deformation ¢.” Sind die #uBeren Einwirkungen kon-
servativ, besitzen also ebenfalls ein Potential der Form

Iext = Iexs () = — / @ + pobo dV — / @ - to dA, (2.101)

Bog 8Bgo

7 Der bisher verwendete Index t bei der Bezeichnung der Deformation ¢ kann hier aufgrund
der Betrachtung quasi-statischer Prozesse entfallen, vgl. auch Stein & Barthold (1996,
Kap. 3).
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so kann die gesamte potentielle Energie eines Systems durch
]:[ B Hint + Hext (2. 102)

definiert werden. Mit Hilfe der Definition ¢® = ¢ + en,, mit 7, entsprechend
der Gleichung (2.96), und der Gleichung (2.99) zeigen Stein & Barthold (1996,
Kap. 10), dass die erste Variation II von II fiir die Deformation ¢ verschwindet,
die die Gleichgewichtsbedingungen erfiillt. Es gilt

_ OII(°)
oIl = ——

= 6H1nt + 6Hext. - 0, (2. 103)
e=0
was als Stationaritat von II bezeichnet wird. Aus der Variation erhalt man also
mit Gleichung (2.66) die schwache Form des Gleichgewichts mit

6H=/Gra,dn0:PdV—/n0~p050d'V— / Mo -todA=0. (2.104)

Bg By 8Bpo

Aufbauend auf der Definition von Iy konnen mit Hilfe der Lagrange-Multi-
plikatoren-Methode weitere Potentiale definiert werden, vgl. unter anderem Si-
mo et al. (1985), Simo & Taylor (1991), Washizu (1975, Kap. 3) und Wriggers
(2001, Kap. 3). In den sich ergebenen Mehrfeldfunktionalen treten dann ne-
ben der Deformation ¢ ggf. die Spannungstensoren und die Verzerrungsmafle
als gleichberechtigte GroBen auf. Die Stationaritatsforderung fiir ein so konstru-
iertes Funktional liefert somit nicht nur die schwache Form des Gleichgewichts
entsprechend der Gleichung (2.104), sondern auch - in Abhéngigkeit von der
gewahlten Formulierung — kinematische und konstitutive Beziehungen. Daher
kann die auch als Hu-Washizu-Variationsprinzip bezeichnete Methode als eine
Verallgemeinerung des Prinzips der stationéren potentiellen Energie betrachtet
werden.

Eine groie Bedeutung hat das Hu-Washizu-Variationsprinzip vor allem bei der
numerischen Behandlung von nahezu inkompressiblern Materialverhalten, da in
diesem Fall rein verschiebungsbasierte Finite-Elemente-Formulierungen zum so
genannten Locking neigen, vgl. Abschnitt 6.1 sowie Bathe (2002, Kap. 4), Hughes
(2000, Kap. 4) und Wriggers (2001, Kap. 10).

Als ein Beispiel fiir ein Hu-Washizu-Potential soll in dieser Arbeit der von
Simo et al. (1985) und Simo & Taylor (1991) vorgeschlagene Ansatz aufgegrif-
fen werden. Hier wird jedoch, im Gegensatz zu den erwihnten Arbeiten, eine
materielle Formulierung gewahit.

Der vorgestellte Ansatz beruht im Wesentliche auf dem in Abschnitt 2.1 vorge-
schlagenen multiplikativen Splitt des Deformationsgradienten F' in einen isocho-
ren und einen volumetrischen Anteil entsprechend der Gleichung (2.18). Durch
die Einfithrung der Dilatanz ©, einer zur Jacobischen Determinante dquivalenten
Feldvariablen, ergibt sich diese Aufteilung zu

F=03fF, F=J3F F=CGradz und J=detF. (2.105)
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Wiihrend im kontinuierlichen Fall ©(X,t) = J(X,t) und somit F' = F ist, wird
diese Identitdt im Rahmen einer endlichdimensionalen Formulierung nicht auf-
recht erhalten, so dass im Folgenden auf eine genaue Unterscheidung der Varia-
blen geachtet werden muss.

Wird der hydrostatische Druck mit p bezeichnet, dann gilt fiir die gesamte
potentielle Energie

I = TI"% (¢, ©,p) = iz, (,©,p) + Hexs (), (2.106)
mit

iy := e (,0,p) = / Wos(F) + p(J — ©) dV. (2.107)
Bo

und ITex: nach Gleichung (2.101). Wird durch

d
D™ -1y = ZI™ (o + £, ©,7)| _ (2.108)

die Richtungsableitung bzw. die Gateaux-Ableitung bzgl. der Deformation ¢
definiert, so folgt fiir die erste Variation von IT"%¥, dass

DtPHHw *TNo = / [DtpWOa(F) Mo+ pDpdJ - 1ng) dV
Bo (2.109)

‘I‘ D‘pHext . 770 - 0
gilt, wobei
Dpllext *ng = — / Mo * POEO dv — / Mo+ to dA (2.110)
BO aBo

ist. Durch ein analoges Vorgehen konnen die Variationen des Drucks p und der
Dilatanz © zu

Dell™ .y = / (DeWos(F) - v0 —yop) dV =0, (2.111)
Bo

DI . go = / qo(J — ©)dV =0, (2.112)
By

bestimmt werden. Die in diesen Gleichungen neu eingefiihrten Groflen o und go
sind entsprechend Variationen von © bzw. p. Unter Beriicksichtigung, dass

DeJ mo = 56% :DyF -ny=Gradny: JFT (2.113)
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ist, und mit Hilfe der additiven Zerlegung der spezifischen Verzerrungsenergie-
funktion nach (2.75) folgt fiir die Gleichungen (2.111) und (2.109)

DoIl™ . vy = / Y0 (Ugs(©) —p) dV =0 (2.114)
By
und
D, I . / {D¢W05(F) -1 + Gradn, : (pJF_T)} dv
/ Gradn, : (av&g;EF ) +pJF-T) dv (2.115)

mit Ug,(©) := 8o Uss(®). Werden fiir den isochoren und volumetrischen Anteil
des ersten Piola-Kirchhoff-Spannungstensors die Bezeichnungen

Pio :=0rWoe(F) und Py :=pJF T (2.116)
verwendet, so lasst sich Gleichung (2.115) zu
D‘PHID.'G "70 - / Grad "’0 . (Pigo _}" on]) dV (2.117)
Bg

vereinfachen. Da fiir eine numerische Behandlung eines Randwertproblems in der
Regel auch die Linearisierungen der ersten Variation von IT®™" von Bedeutung
sind, werden diese nun angegeben. Somit folgt fiir die zweite Variation

A(DoIl™ - yo) = DEIIEY. AG — / Yo (UL, (8)A® — Ap) dV,  (2.118)

Bg

AD,IT™. go) = D2IT*V. Ap = / o (JF'T : AF — Ae) dvV  (2.119)

By

und

ADLIT*Y. 1) = DZII™YW. AF = / Gradmn, : AP dV

/ Grad 7, : ( : AF + JF_TAp) (2.120)

mit dem Spannungstensor P = Pig, + Pyol. Die hier angegebenen Gleichungen
kénnen nach der Wahl eines entsprechenden hyperelastischen Materials weiter
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spezifiziert werden. Exemplarisch wird das in Abschnitt 2.3 eingefiihrte Neo-
Hooke-Material betrachtet. So ergeben sich die Ableitungen des volumetrischen
Anteils Ups der spezifischen Formédnderungsenergie aus Gleichung (2.81) zu
' K1, 6 2 1 K 1,6 o
= — — = —— . 12
Uss(@) = 5 (07 —1) und Uy(8) = 5 55(67 +1) (2.121)
Der volumenerhaltende Anteil des ersten Piola-Kirchhoff-Spannungstensors wird
ebenfalls aus Gleichung (2.81) mit Hilfe des isochoren Summanden Wo, der spe-
zifischen Forménderungsenergie bestimmt, so dass gilt
 OWas(F) 2 1 T
Pigo = gt = pJ 8 (F = tr(C)F ) (2.122)
Nun kann der Materialtensor A := dr P aus Gleichung (2.120) unter Verwendung
des Kronecker-Symbols 4;; in Komponentenschreibweise zu

OPeo i " OPyo1ij

Aijr =

O0F OFy
w32 (LY Pt — By ) ot 66y — 2 F
=4 30 gtr( YE; — Fij +8ubi — g FaFj;
+ SOV FE | 40|t Ft - PR (2.123)

ermittelt werden.

2.5 Linearisierte Elastizitatstheorie

Da sich im Bereich der Elastografie die meisten Ansitze auf die linearisierte
Elastizitdtstheorie beziehen, werden in diesem Kapitel noch einmal gesondert
alle wesentlichen Gleichungen zusammengestellt. Die Voraussetzungen fiir ei-
ne linearisierte Betrachtung sind dann erfiillt, wenn bei der Deformation eines
Kérpers lediglich kleine Verschiebungen, Verzerrungen und Verdrehungen auf-
treten. In diesem Fall konnen anstelle der bisher eingefiihrten Spannungs- und
VerzerrungsmaSBe deren bzgl. der spannungsfreien Referenzkonfiguration lineari-
sierten Gré8en betrachtet werden.
Wird durch die Festlegung

Lin[A], := A+ AA = A(X) + EdE-A(X + eu) . (2.124)
die Linearisierung einer vektor- bzw. tensorwertigen Gréfle A an der Stelle X,

der unverformten Referenzkonfiguration, in Richtung des Vektors u eingefiihrt,
so k6nnen durch diese Definition zunéchst die linearisierte Verzerrung

e = Lin[E®], = Lin[e!®], = %(H + HT) (2.125)
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und die linearisierte Spannung

o = Lin[S]y, = Lin[P], = Lin[T], (2.126)

eingefiihrt werden. Anhand dieser Gleichungen wird deutlich, dass auf eine Un-
terscheidung zwischen raumlicher und materieller Darstellung in der linearen
Elastizitétstheorie verzichtet werden kann. Eine Linearisierung der Jacobischen
Determinante und ein anschlieendes Einsetzen in die Inkompressibilitdtsbedin-
gung (2.17) fiihrt auf die Bedingung

€y =Lin[J]y — 1l =divu =tre =0 (2.127)

Diese Gleichung motiviert fiir kompressibles Material eine additive Zerlegung
der Verzerrungen in einen volumetrischen und einen isochoren Anteil der Form
1
£ = 5-61,1 + €, (2.128)
wobei &’ als Deviator von € bezeichnet wird.
In einem weiteren Schritt kann das St. Venant-Kirchhoff Werkstoffgesetz

S = S(E) = A(trE)1 + 2uE (2.129)

mit der Form#nderungsenergiefunktion
Wos = WOS(E) = %(tl‘_E)2 + ,u,trE2 (2.130)

definiert werden, welches durch Vernachléssigung der Terme hoherer Ordnung
aus der Beziehung (2.76) entsteht und so einer Linearisierung des zweiten Pio-
la-Kirchhoff-Spannungstensors bzgl. des Green-Verzerrungstensors E entspricht.
Dieses Materialgesetz stellt eine Approximation aller isotropen, hyperelastischen
Materialien in der Néhe der spannungsfreien Referenzkonfiguration dar und ist
somit auf die Anwendung von Problemen beschrinkt, bei denen ggf. grofle Ver-
schiebungen aber nur kleine Verzerrungen auftreten.

Eine Linearisierung dieser Beziehung (2.129) respektive der Verschiebungen
fiihrt auf das Hookesche Werkstoffgesetz, das u. a. in den Formen

o =o(e) = A(tre)l +2ue und o =o(e) = Ke,1 +2ue’ (2.131)

angegeben werden kann.
Hieraus ergeben sich die korrespondierenden spezifischen Forménderungsener-
giefunktionen zu

Wos = Wos(e) = %(tr's)2 + (e : €) und
. (2.132)
Wos = Wos(e) = Wos(e',60) = '—2—(61,)2 + u(e' : ).
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Ein Anfangsrandwertproblem lésst sich analog zur nichtlinearen Theorie for-
mulieren, es gilt:

Kinematik: e = 2(Gradu + (Grad u)”)
Gleichgewicht: Div o + pobo = po i
Materialgesetz: o = A(tre)1 +2ue (2.133)

Randbedingungen: u =14 auf 0Bou, o N =ty auf 0Bgs
Anfangsbedingungen: w =y und 4 = 4 zum Zeitpunkt %o

Zu diesem Satz von Gleichungen ist die auch als Prinzip der virtuellen Arbeit
bezeichnete schwache Form der Gleichgewichtsbedingungen dquivalent, vgl. Ab-
schnitt 2.4, und fiir quasi-statische Prozesse gilt mit den Bezeichnungen

6W=/Gra,dn0:a-dV und

o (2.134)

Bg 6Bgo

dass fiir eine beliebige Testfunktion 7,, die den Randbedingungen geniigt,

§W = 6A (2.135)

ist.
Auch das in Abschnitt 2.4 beschriebene Hu-Washizu-Funktional 1ésst sich ent-
sprechend der Gleichung (2.106) bilden. Fiir isotropes, linear-elastisches Mate-
rialverhalten wird die dort angegebene Drei-Feld-Formulierung auf eine reine
Druck-Verschiebungs-Formulierung reduziert, vgl. Zienkiewicz & Taylor (2002,
Kap. 12). Wihlt man ein solches Potential in Anlehnung an Bathe (2002, Kap. 4),
so folgt mit der Bezeichnung Wo, := Woa(e') = u(e’ : €')

™ = T (u, p) = iy (4, p) + Mexs (u), (2.136)
mit
~ p2
Ty (u,p) = / (Wof.(e') e +p€u) av (2.137)
Bo
und
Tone (1) = — / w - pobo AV — / u-Eo dA. (2.138)

Bo 8Bqq
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Hieraus ergibt sich mit dem Prinzip von der Stationaritit des Gesamtpotentials
und der Festlegung o’ := 2ue’, dass

DL IT"Y .y, = /Grad Mo : (0" +p1) dV + Dullext - 1o = 0 und (2.139)
Bg

oW _ P _
D,IT™ . go = / o (e —2) av =0 (2.140)
Bg
gilt, mit
Dpllext - Mg = — / 7o * pobo AV — / 7o - to dA. (2.141)
Bg 8Boo

Fiir die Richtungsableitung folgt unmittelbar

A(D,IT?V . 1) = /Gradno : (2uAe + Ap1) dV  und (2.142)
By

A(DpHHw . q0) = /qO (tI‘AE - AKZ‘)') dv. (2.143)
Bg

Fiir den Fall, dass ein vollkommen inkompressibles Material betrachtet wird,
muss das Anfangsrandwertproblem (2.133) modifiziert werden. Zum einen muss
der hydrostatische Druck p als zusétzliche Unbekannte im Differentialgleichungs-
system beriicksichtigt werden, vgl. Gleichung (2.85), zum anderen liefert die Be-
dingung der Volumenkonstanz die Inkompressibilitdtsbedingung entsprechend
der Gleichung (2.127) als zusétzliche Gleichung. Somit ist die Materialbeziehung
in Gleichung (2.133) durch

Materialgesetz: o=pl+2
N - (2.144)
Inkompressibilitdtsbedingung: e, =tre =0

zu ersetzen. Die korrespondierende Differentialgleichung in den Verschiebungen
und dem Druck, die haufig im Zusammenhang mit der linearen Elastografie
verwendet wird, hat dann die Form

Grad (p) + 2 Div (u€e) + pobo = poti, mit € = €' = e(u), (2.145)

mit den Rand- und Anfangsbedingungen aus Gleichung (2.133).




3 Grundlagen der Mathematik inverser
Probleme

In diesem Abschnitt wird die grundlegende Vorgehensweise zur mathematischen
Behandlung von inversen Problemen erlautert, was im Wesentlichen einer kurzen
Zusammenfassung der Arbeiten von Hofmann (1999), Rieder (2003), Engl et al.
(2003) und Louis (1989) entspricht. Im Gegensatz zu den genannten Arbeiten,
die eine mathematisch sehr stringente Vorgehensweise wihlen, sollen hier nur
die wesentlichen Aspekte zusammengestellt und so die bendtigten Hilfsmittel
zur Behandlung des inversen Problems der Elastografie bereitgestellt werden.

Im ersten Abschnitt dieses Kapitels werden die Begriffe direkies und inver-
ses Problem eingefiihrt und in einer abstrakten Form erldutert. Dariiber hinaus
werden ihre charakteristischen Eigenschaften vorgestellt und ein Zusammenhang
mit der Parameteridentifikation hergestellt.

AnschlieBend wird in Abschnitt 3.2 die Theorie zu schlecht gestellten, linea-
ren Operatorengleichungen zusammengefasst. Ziel dieses Unterkapitels ist, die
wichtigsten Begriffe bzgl. der stabilen, ndherungsweisen Lésung von schlecht ge-
stellten, linearen Problemen zusammenzufassen, zu denen vor allem die Begriffe
Regularisierungsverfahren und regularisierender Filter gehoren. Auf eine Defi-
nition der Ordnungsoptimalildt einer Regularisierung und Qualifikation einer
Filterfunktion, die einen Vergleich von unterschiedlichen Regularisierungsver-
fahren ermdglichen und genauere Abschitzungen bzgl. des Fehlers eines Rekon-
struktionsverfahrens erlauben, kann jedoch verzichtet werden. Denn fiir solch
eine Fehlerabschatzung miissen in der Regel Erkenntnisse iiber die Eigenschaf-
ten der exakten Losungen vorliegen, die bei der Ultraschallelastografie jedoch
nicht zugénglich sind.

Im letzten Abschnitt werden nichtlineare Operatorengleichungen betrachtet,
auf die auch das inverse Problem der Elastografie aus Kapitel 5 fiihrt. Leider
liegt im Gegensatz zur Theorie der linearen, schlecht gestellten Probleme, die
weitestgehend vollstéindig und abgeschlossen ist, vgl. Rieder (2003, Kap. 7), bei
nichtlinearen Problemen keine geschlossene Theorie vor. Alle Anséatze, eine ein-
heitliche Theorie fiir schlecht gestellte, nichtlineare Operatorengleichungen zu
formulieren, fithren dazu, dass sehr stark einschrinkende Bedingungen an den
nichtlinearen Operator gestellt werden. Diese Bedingungen sind fiir Operatoren
aus konkreten Anwendungen, insbesondere fiir das inverse Problem der Elasto-
grafie aus Kapitel 5, bisher jedoch nicht nachgewiesen worden. Daher werden
mittlerweile in der mathematischen Forschung héufig spezielle Losungsansétze
fiir einzelne Fragestellungen entwickelt, die auf das konkrete Problem zugeschnit-
ten sind. Da solche Verfahren fiir das inverse Problem der Elastografie nicht vor-
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liegen, wird in Abschnitt 3.3 die allgemeine Theorie erortert und in Kapitel 5
auf diese zuriickgegriffen.

3.1 Einfiihrung und Begriffsklarungen

Bei den Begriffen des direkten und inversen Problems handelt es sich um Fra-
gestellungen, die im Rahmen eines modellierten und somit leicht vereinfacht
dargestellten realen Vorgangs als technische Problemstellung auftreten. Im All-
gemeinen lasst sich das betrachtete Modell in einen Kausalzusammenhang ein-
betten, der in Form einer Ursache-Wirkungs-Abbildung einen Zusammenhang
zwischen Ursachen und den zugehorigen Wirkungen herstellt, vgl. Bild 3.1. Die-
se Abbildung lésst sich nur dann vollstandig nachvollziehen, wenn die Gesamtheit
der Umsténde, das so genannte Bedingungsgefiige, génzlich bekannt ist. Dieses
Bedingungsgefiige ist bei physikalischen Zusammenhingen hufig durch gewéhn-
liche oder partielle Differentialgleichungen mit den zugehérigen Randbedingun-
gen gegeben, welche entscheidend durch die vorhandenen Parameter beeinflusst
werden.

Das direkte Problem ist im Rahmen eines festen Kausalzusammenhangs ein-
deutig bestimmt. Es besteht darin, die Ursache-Wirkungs-Abbildung bei gege-
benen Ursachen und vollstdndig bekanntem Bedingungsgefiige — insbesondere in
Kenntnis aller Parameter — nachzuvollziehen. Dabei zeichnet es sich hiufig durch
die gutartigen Eigenschaften aus, dass sich aus eindeutigen Ursachen auch ein-
deutige Wirkungen ergeben und diese in der Regel stabil sind, d. h., dass kleine
Anderungeg in den Parametern der Ursache oder des Bedingungsgefiiges auch
nur kleine Anderungen in den Wirkungen nach sich ziehen. Das inverse Problem
besteht nun darin, die Ursache-Wirkungs-Abbildung in irgendeiner Weise umzu-
kehren, d. h. es werden Parameter in Form von speziellen Ursachen oder als Teile
des Bedingungsgefiiges gesucht, wihrend die restlichen Ursachen bzw. Teile des
Bedingungsgefiiges als bekannt vorausgesetzt werden.

Eine solche Fragestellung ergibt sich u. a. bei den so genannten Identifikati-
onsproblemen, vgl. z. B. Mahnken & Stein (1996) oder Anding (1997). Da ein
gesuchter Parameter selbst nicht messbar ist, erfolgt seine Bestimmung durch
indirekte Messungen, also durch Interpretation spezieller Wirkungen. Die inver-
sen Probleme besitzen dabei in der Regel nicht die gutartigen Eigenschaften
der direkten Aufgabe. So kénnen verschiedene Ursachen die gleichen Wirkun-
gen ergeben (Mehrdeutigkeit) oder es kann das Phénomen auftreten, dass zu
den gemessenen und demzufolge fehlerbehafteten Wirkungen im Rahmen des
mathematischen Modells keine Parameter existieren (Inexistenz). Dariiber hin-
aus kann das Phénomen auftreten, dass die Ursache-Wirkungs-Abbildung stark
glattend wirkt, so dass sehr unterschiedliche Parameter nahezu die gleichen Wir-
kungen hervorrufen. Diese benachbarten Wirkungen sind dann aber kaum noch
zu unterscheiden, da die messbaren Groéflen immer messfehlerbehaftet sind (In-
stabilitdt). Tritt eines der hier beschriebenen Phénomene auf, so spricht man
von einem schlecht gestellten bzw. inkorrekten Problem nach Hadamard.
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Bedingungsgefiige
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v Wirkungen

Ursachen Wirkungen

Bild 3.1: Kausalzusammenhang zwischen Ursache und Wirkung, analog
zu Hofmann (1999, Kap. 2)

Eine mathematische Formulierung der Korrektheitsdefinition eines Problems
erhilt man nach Rieder (2003, Kap. 1) durch die Betrachtung des Operators F
der direkten Aufgabe. Wenn mit X der Banachraum® der Ursachen bzw. der
Parameter des Bedingungsgefiiges und mit Y der Banachraum der Wirkungen
bezeichnet wird, so lisst sich die Ursache-Wirkungs-Abbildung in der Form

F:D(F)CX Y (8.1)

angeben. Hier bezeichnet die Teilmenge D(F) den Definitionsbereich der mathe-
matisch zuléssigen bzw. der physikalisch sinnvollen Parameter. Dann heifit das
Problem (F, D(F),Y) nach Hadamard korrekt oder gut gestellt, wenn folgende
Bedingungen erfiillt sind:

1. Die Gleichung F(z) = y hat fiir jedes y € Y eine Losung (Existenz).
2. Die Losung ist eindeutig bestimmt (Eindeutigkeit).
3. Die Losung z hingt stetig von der rechten Seite y ab (Stabilitit).

Ist eine der Bedingungen verletzt, so heiit das Problem inkorrekt oder schlecht
gestellt nach Hadamard.

Inkorrekte Aufgaben erfordern nach Hofmann (1999, Kap. 2) eine problem-
spezifische mathematische Behandlung. Wahrend eine verletzte Existenzbedin-
gung das Betrachten verallgemeinerter Losungen erfordert, verlangt eine nicht
erfiillte Eindeutigkeitsbedingung die Suche nach einer speziell ausgezeichneten
Losung z*. Die Instabilitdt als die gravierendste Form der Inkorrektheit kann
durch Betrachten einer stabilen Ersatzaufgabe (Regularisierung) iiberwunden
werden, wobei diese das Ausgangsproblem hinreichend gut approximieren muss.

!Ein Vektorraum X mit Norm || - ||x heifit Banachraum, wenn X bzgl. der durch die Norm
induzierten Metrik vollstéandig ist.



38 Kapitel 3. Grundlagen der Mathematik inverser Probleme

3.2 Lineare Operatorengleichungen

Um die Ausfiihrungen aus Abschnitt 3.1 weiter spezifizieren zu k6énnen, erfolgt
zunéchst eine Betrachtung von stetigen, linearen Operatoren A, die zwischen
den Hilbertraumen? X und Y wirken, also ist

Ae L(X,Y)={A: X -Y | Aist linear und
IA] ;= sup [lAz|ly <oo}, (32)

flellx =1

wobei in diesem Abschnitt zur Vereinfachung der Ausfiihrungen X = D(A) an-
genommen wird. Fiir das lineare Problem (A, X,Y) kann durch die Einfiihrung
eines verallgemeinerten Losungsbegriffs gezeigt werden, dass lediglich die drit-
te Bedingung der Hadamardschen Korrektheitsdefinition Relevanz besitzt. So
existieren bei gegebenen y € Y nach Louis (1989, Kap. 3) Losungen fiir die
Operatorengleichung

Az =y (3.3)

nur fiir solche Elemente y, die im Bildraum R(A) liegen. Um einen Losungs-
begriff auch fiir andere Elemente in der Menge Y einzufiihren, werden solche
Elemente = aus der Menge X betrachtet, welche die Figenschaft

Az —y|ly < | Av—y|y firaleveX (3.4)

erfiillen, also deren Bild Az den Abstand zum gegebenen Element ¢ minimiert.
Die so erzeugte Losungsmenge L(y) ist genau dann nicht leer, wenn das gegebene
Element y in der Menge R(A) ® R(A)* C Y liegt.? In diesem Fall enthilt L(y)
ein eindeutig bestimmtes Element z,, mit der Eigenschaft

|Zmnllx < [lvllx fiir allev € L(y)\Zmn.- (3.5)

Dies motiviert nach Louis (1989, Kap. 3) die Definition einer verallgemeinerten
Inversen A', die auch als Moore-Penrose-Inverse bezeichnet wird. Die Abbildung

At: DAY CY - X (3.6)

mit dem Definitionsbereich D(A") = R(A) ® R(A)’ weist jedem Element y aus
D(A") des eindeutig bestimmte Element Zmn» zu, welches als Minimum-Norm-
Loésung bezeichnet wird. Wird nicht wie in Gleichung (3.5) das Element mit
minimaler Norm gesucht, sondern ein Element aus L(y), das den Abstand zu
einem Element z* € X minimiert, so wird die Losung zmn, als z*-Minimum-
Norm-Lésung bezeichnet.

2 Ein Hilbertraum X ist ein Vektorraum versehen mit einem Skalarprodukt (-, -}x, der

bzgl. der Norm |« ||x = (-, o)%z vollsténdig ist.

2Die Definition des orthogonalen Komplements U - ¢ X einer Teilmenge U C X ist durch
UL :={z € X | (z,2)x =0 fiir alle z € U} gegeben.
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Da die Inverse A' genau dann stetig ist, wenn das Bild der Abbildung A
abgeschlossen ist, vgl Rieder (2003, Kap. 2), wird durch die vorangegangenen
ﬂber—legungen die Korrektheitsdefinition nach Nashed motiviert. Demnach heifit
das Problem (A, X,Y) schlecht gestellt nach Nashed, wenn R{A) # R(A), an-
dernfalls heifit das Problem gut gestellt, vgl. Rieder (2003, Kap. 2). Somit sind
Probleme, bei denen das Bild R(A) endlichdimensional ist, stets korrekt nach
Nashed.

Eine besondere Klasse von linearen Operatoren A, die stets auf schlecht ge-
stellte Probleme fiihrt, ist die Klasse der kompakten Operatoren mit unendlichdi-
mensionalem Bildraum R(A). Ohne an dieser Stelle eine explizite Definition fiir
die Kompaktheit eines Operators anzugeben, vgl. hierzu Rieder (2003, Kap. 2),
sei erwahnt, dass fiir diese Operatoren eine Singulérwertzerlegung der Form

Az = i oi{T, v:) xUs (3.7)

=1

existiert, siche z. B. Rieder (2003, Kap. 2). Die Skalare ¢; werden als Singularwer-
te bezeichnet, die Elemente {v;};en und {u;}icn sind vollstéindige Orthonor-
malsysteme von N(A)" ¢ X und R(A) C Y und die Tripelfolge {os;vi;us bien
heiBt singuléres System des Operators A. Die Singulérwerte sind monoton fal-
lend und groBer Null, es gilt also g1 > o2 > ... > 0. Fiir ein Element y € D(AT)
lasst sich dann die verallgemeinerte Inverse in der Form

Ay =>" o7y, us)ywi (3.8)
i=1

angeben. Durch diese Darstellung von A' wird die Problematik bei der Be-
stimmung der Losung zm,, deutlich. Liegen anstelle der exakten Daten y nur
verrauschte Daten 3° mit einem Rauschpegel

ly—3°lly <8 (3.9)

vor, so wird der Rauschanteil in Richtung eines singuldren Vektors u; fiir klei-
ne Werte o; um den Faktor o ! verstirkt. Dies sind aber bei schlecht gestell-
ten Problemen gerade die singuléiren Vektoren, die stark oszillieren, so dass die
Lésung z° := A'y® unbrauchbar wird, vgl. Rieder (2003, Kap. 2). Dariiber hin-
aus ist es mdglich, dass fiir y° ¢ D(A') gar keine Elemente in X existieren, die
den Defekt (3.4) minimieren.

Abhilfe kann durch Regularisierung bzw. Stabilisierung schlecht gestellter Pro-
bleme geschaffen werden. Als Regularisierung wird nach Rieder (2003, Kap. 3)
das Paar ({R:}+>0, @) bestehend aus einer Familie stetiger Operatoren {R:}:>0
und einer Abbildung @ : Rt x Y — R bezeichnet. Die Familie {R:}:>0 hat die
Eigenschaften R:0 = 0 und

c%’le’[ljsup {”Ra(a,ya)yé' — Ayl x | Pevly—1fy < 5} = Q. (3.10)
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Sind alle R linear, so spricht man von einer linearen Regularisierung. Die Ab-
bildung & heifit Parameterwahl und es gelte

%if:(ljsup {a(&, ) | ey, |ly—1|ly < 6} =0. (3.11)

Der Zahlenwert (8, 4°) wird als Regularisierungsparameter bezeichnet. Hingt o
nur vom Datenfehlerniveau é§ ab, so wird von einer a priori Parameterwahl ge-
sprochen, andernfalls von einer a posteriori Parameterwahl. F{ir den Rekon-
struktionsfehler einer linearen Regularisierung, dessen Verlauf in Abhéngigkeit
vom Regularisierungsparameter £ in Bild 3.2 dargestellt wird, gilt laut Hofmann
(1999, Kap. 4) die Abschétzung

Ay - Reglx < ATy~ Reyllx +[[Rely — °)llx - (3.12)

O g
Approximationsfehler Datenfehler

Das Diagramm in Bild 3.2 verdeutlicht, dass der Approximationsfehler fiir ¢
gegen Null ebenfalls gegen Null strebt. In diesem Fall wichst jedoch die Ope-
ratornorm ||R¢|l:>0 gegen unendlich, vgl. Rieder (2003, Kap. 3). Ein analoges
Verhalten stellt sich fiir den Fall ein, dass der Regularisierungsparameter ¢ ge-
gen unendlich strebt. In diesem Fall nimmt durch die wachsende Stabilitdt des
Problems der Datenfehler ab, jedoch steigt dann der Approximationsfehler iiber
alle Grenzen an. Es ist also die Aufgabe durch eine Parameterwahl & den opti-
malen Regularisierungsparameter topy &2 a(8,%°) zu finden, der einen Ausgleich
zwischen Approximation und Stabilitét des Problems darstellt.

Durch die Einfiihrung einer Familie {F} }:+>0 von stiickweise stetigen Funktio-
nen F; : [0,]|A]|*] — R lésst sich eine allgemeine Theorie linearer Regularisierun-
gen formulieren. Eine solche Funktionenfamilie hei3t nach Rieder (2003, Kap. 3)
regularisierender Filter, wenn die Bedingungen

P—IH)Ft(A) = ; fiir alle A €10, || A|*] und

MF(\)| <Cr  fiiralle A€ [0,[|A|* und t > 0

(3.13)

erfiillt sind, wobei CFr eine positive Konstante ist. Wird durch A* der zu A
adjungierte Operator* bezeichnet, so kann durch die Vorschrift

F(A" A)A™y =) Fy(07)0i {y, us)y vi (3.14)
i=1

der lineare Operator Fi(A*A) € L(X, X) eingefithrt werden. Dann ist die Ope-
ratorenfamilie mit den Elementen
R = Fy(A"A) A" (3.15)

“Sind die Rdume X und Y Hilbertriume und A € L(X,Y), dann ist der adjungierte Ope-
rator A* € L(Y, X) iiber die Beziehung (Az,y)y = (¢, A* y)x fiirallez € X undy €Y
in eindeutiger Weise bestimmt.
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Aty — Reylllx

IRe(y — 4®)lix -
ATy — Rey||x  mmmmsn

0 topt
Regularisierungsparameter ¢

Bild 3.2: Zusammensetzung des Rekonstruktionsfehlers, analog zu Rie-
der (2003, Kap. 3)

zusammen mit einer geeigneten Parameterwahl o ein Regularisierungsverfah-
ren, vgl. Rieder (2003, Kap. 3). Bildlich gesprochen filtert die Funktion F; den
Einfluss kleiner Singuldrwerte.

Beispiele fiir auf diese Weise konstruierte Regularisierungsverfahren sind die
Methode der abgeschnittenen Singuldrwertzerlegung, das Verfahren der asymp-
totischen Regularisierung oder iterative Methoden wie die Landweber-Iteration,
vgl. u. a. Rieder (2003, Kap. 3) und Hofmann (1999, Kap. 4). Ein sehr bedeuten-
des Regularisierungsverfahrens stellt die Tikhonov-Phillips-Regularisierung mit
der Filterfunktion

1

Ft()\) = m, t>0 (3.16)

dar, wobei z; := R:y die eindeutig bestimmte L.6sung der regularisierten Nor-
malengleichung

(A"A+t DRy = Ay (3.17)

ist, in der Z den Einheitsoperator bezeichnet. Fiir den Operator A ist dies gleich-
bedeutend mit der Minimierung des Tikhonov-Funktionals, also ist

Riy = argmin{J;(z) = Ji(2,y) := Az — y|} + t|lzl[k |z € X}.  (3.18)

Zur Konstruktion eines Regularisierungsverfahrens fehlt lediglich noch eine auf
den Filter abgestimmte Parameterwahl. Eine a priori Parameterwahl ¢t = «(4),
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bei der die Parameterwahl nur vom Rauschpegel § abhéingt, ist im Allgemei-
nen nur moéglich, wenn detaillierte Kenntnisse bzgl. der Eigenschaften der z*-
Minimum-Norm-Lésung Z,,» vorliegen, die in der Regel aber nicht zugénglich
sind, vgl. Rieder (2003, Kap. 3) bzw. Hofmann (1999, Kap. 4).

Eine Alternative bietet das Diskrepanzprinzip von Morozov, ein a posteriori
Verfahren, bei dem die Funktion o zus#tzlich von den verrauschten Daten 3°
abhéangt. Die Methode wird durch die Idee motiviert, dass die Genauigkeit des
Rekonstruktionsprozesses in der Néhe des Datenfehlers § liegt. Demnach ist der
Regularisierungsparameter o(d,%°) so zu wéhlen, dass

Az 5,6y — ¥ lly = 6 (3.19)

gilt. Zur Realisierung des Diskrepanzprinzips, vgl. Rieder (2003, Kap. 3), wird
eine streng monoton fallende Nullfolge {ir}ren gewdhlt, deren Folgenglieder
hinreichend langsam abklingen. Fiir einen festen Wert 7 > 1 ist dann k™ so zu
bestimmen, dass

Az, — 1 |ly <76 < | Az}, 4|y, i=1,..,k" —1 (3.20)

ist, so dass «(9, ya) =ty gilt.5

Da sowohl bei einer a priori als auch bei einer a posteriori Parameterwahl
die Kenntnis des Datenfehlers § vorausgesetzt werden, sind diese Auswahlkri-
terien ungeeignet, wenn der Fehler in den Daten 3° nicht abgeschitzt werden
kann. Fiir diesen Fall gibt es so genannte heuristische Parameterwahlkriterien,
die ohne Informationen iiber den Datenfehler angewendet werden kdnnen.® Zu
diesen Methoden zéhlen u. a. das L-Kurven-Verfahren oder das verallgemeinerte
Cross-Validation-Kriterium, vgl. Hofmann (1999, Kap. 4), Rieder (2003, Kap. 3)
und Engl et al. (2003, Kap. 4) und die dort angegebene, weiterfiithrende Litera-
tur. Die ,,einfachste” Moglichkeit, einen geeigneten Regularisierungsparameter ¢
zu ermitteln, ist nach Louis (1989, Kap. 3) eine ,trial and error“ Strategie, bei
der lediglich mehrere Parameter ausprobiert werden und dann der beste gewshlt
wird. Allerdings sind in diesem Fall keine Aussagen iiber die Giite der Ldsung
moglich.

Nach der Wahl eines geeigneten Regularisierungsverfahrens stellt sich abschlie-
Bend die Frage, wie gut die rekonstruierte Losung z2, die mit den gestorten
Daten y° ermittelt wurde, die exakte Lésung Zmn approximiert, d. h., wie sich
der Fehler ||€mn — ¢ ||x in Abhéngigkeit vom Datenfehler & verhalt. Zu diesem
Zweck fiihrt Rieder (2003, Kap. 3) den Begriff des (besten) schlimmsten Feh-
lers ein, der in Abhéngigkeit vom gewéhlten Regularisierungsverfahren auftreten

SRieder (2003, Kap. 3) weist darauf hin, dass das Tikhonov-Phillips-Verfahren zusammen
mit dem Diskrepanzprinzip zu suboptimalen Konvergenzordnungen im Sinne von Glei-
chung (3.11) fiihren kann.

8Es sei angemerkt, dass ohne Kenntnis des Datenfehlers keine konvergenten Regularisie-
rungen konstruiert werden kénnen, was in der Literatur als Bakushinsky-Veto bezeichnet
wird, vgl. Hofmann (1999, Kap. 4). Obwohl sie also im eigentlichen Sinne der Definition
kein Regularisierungsverfahren fiir die verallgemeinerte Inverse A' darstellen, liefern diese
Methoden laut Rieder (2003, Kap. 3) in der Anwendung erstaunlich gute Ergebnisse.
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kann. Dieser schlimmste Fehler hingt jedoch seinerseits wieder von Informatio-
nen iiber die exakte Lésung Z., ab, die im Allgemeinen nicht vorliegen, so dass
im Rahmen dieser Arbeit auf eine Einfiihrung dieser Begrifflichkeit verzichtet

wird.

3.3 Nichtlineare Operatorengleichungen

Die klassische Hadamardsche Korrektheitsdefinition ist von globaler Natur, da
sie sich auf den gesamten Definitionsbereich eines Operators bezieht, vgl. Hof-
mann (1999, Kap. 2). Da die linearen Operatoren A ebenfalls von globaler Natur
sind, mit gleichartigen Eigenschaften fiir den gesamten Definitionsbereich, hat
diese Korrektheitsdefinition fiir eben diese Klasse von Operatoren eine besondere
Bedeutung.

Wird hingegen ein allgemeines, nichtlineares Problem (F, D(F),Y) betrach-
tet, so erscheint diese Definition wenig sinnvoll, da sich bei nichtlinearen Frage-
stellungen haufig verschiedene Lésungszweige ergeben. Daher wird bei nichtli-
nearen Operatorengleichungen der Form

Flz) =y (3.21)

mit dem stetigen Operator F : D(F) C X — Y eine lokale Betrachtung herange-
zogen. Ist das Element zo die Losung des Problems 3o = F(zo), 8o wird lediglich
die Schnittmenge aus dem Definitionsbereich D(F) und der Kugel

Kr(zo):={z € X | |z —zo|lx <r} (3.22)

betrachtet. Die nichtlineare Operatorengleichung (3.21) heiflt dann lokal schlecht
gestellt in zo € D(F), falls zu jedem Radius r > 0 eine Folge {z%}ren in der
Menge D(F) N Kr(zp) existiert, die nicht gegen zo konvergiert, deren Bildele-
mente aber gegen yo = F(zo) konvergieren, also

klim lyo — F(z%)||y =0, aber z} / zo fiir k — oo (3.23)

gilt. Andernfalls ist das Problem lokal gut gestellt in zo. Nach Rieder (2003,
Kap. 7) ist durch diese Definition gewihrleistet, dass das Problem (3.21) genau
dann schlecht gestellt ist, wenn zum einen die L6ésung zo nicht stetig von den
Daten y abhéingt und zum anderen, wenn die Losung nicht isoliert ist, d. h., wenn
fiir jeden Radius r > 0 ein z" in K, (zo) N D(F) existiert, so dass F(z") = ypo ist.

Zur Losung der nichtlinearen Operatorengleichung (3.21) wird analog zum
linearen Fall das Konzept der z*-Minimum-Norm-Lésung aufgegriffen, vgl. Glei-
chungen (3.4) und (3.5). Es wird also nach einer Losung Zm» gesucht, welche die
Bedingungen

F(Zmn) =y und ||Zmn —z"| = min{|lz — z*|| | F(z) = y} (3.24)




44 Kapitel 3. Grundlagen der Mathematik inverser Probleme

erfiillt, jedoch muss im Gegensatz zum linearen Fall eine solche Losung weder
existieren noch eindeutig bestimmt sein, vgl. Engl et al. (2003, Kap. 10).” Das
Element z* kann dazu genutzt werden, a priori Informationen iiber die Lésung
in die Bestimmung von &, einflieBen zu lassen.

Liegen anstelle der exakten Daten y nur verrauschte Daten ¢° vor, so miissen
wie bei den linearen Operatoren zur stabilen Lésung des Problems (3.21) Regu-
larisierungsverfahren eingesetzt werden. Eine mogliche Regularisierungsmetho-
de stellt die nichtlineare Tikhonov-Phillips-Regularisierung dar, welche auf den
Minimierungseigenschaften (3.18) des linearen Falls aufbaut. Ist der Operator F
schwach folgenabgeschlossen®, dann existiert mindestens ein Element 28 € D(F),
das stabil von den verrauschten Daten 3° abh#ingt und die Eigenschaft

Je(z?) = min {Jy(z) | z € D(F)} (3.25)
besitzt, wobei
Ji(z) = Ji(z,7°) == | Flz) - °||3 + t||z—2*||%, t>0 (3.26)

gilt. Wird laut Engl et al. (2003, Kap. 10) der Parameter o = o(§) im Rahmen
einer a priori Parameterwahl so bestimmt, dass
2

@(6) -0 wund %5) —0  fiird >0 (3.27)
gilt, dann ist die Bezeichnung Regularisierungsverfahren fiir die betrachtete Me-
thode gerechtfertigt. Erfilllt der Operator F die in Scherzer et al. (1993) und
Scherzer (1993) formulierten Voraussetzungen, so kann auch fiir das nichtlineare
Tikhonov-Phillips-Verfahren das Morozovsche Diskrepanzprinzip zur Parame-
terwahl herangezogen werden. Gemé#8 Scherzer et al. (1993) unterscheidet sich
das Diskrepanzprinzip von linearen und nichtlinearen Operatorengleichungen im
Wesentlichen dadurch, dass die Existenz eines Regularisierungsparameters ¢ im
Allgemeinen nicht gesichert ist, der die Bedingung [[F(z?) — 4°||y = 7§ erfiillt.
Dariiber hinaus erweist sich bei dieser a posteriori Parameterwahl nach Engl
et al. (2003, Kap. 10) als problematisch, dass hierdurch zwei nichtlineare Pro-
bleme simultan gelést werden miissen. Es wird daher vorgeschlagen, das Opti-
mierungsproblem

|z —2*||x — min, z € {z € D(F) | F(z) Py < &} (3.28)

mit Hilfe der Lagrangeschen Multiplikatoren in das modifizierte Tikhonov-Ver-
fahren

(17 () — ¢’lly — 8)* +tl|lz — &*[k — min, z € D(F) (3.29)

"Den Ausfithrungen von Engl et al. (2003, Kap. 10) und Rieder (2003, Kap. 7) folgend wird
im Weiteren jedoch die Existenz mindestens einer LOsung vorausgesetzt, d. h. es existiert
ein Tmp € D(F) mit F(zmn) = ¥.

8Zur Definition des Begriffs schwach folgenabgeschlossen wird auf Rieder (2003, Kap. 7)
verwiesen.
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zu iiberfithren. Auch dieses Problem hat eine stabile Losung z¢ fiir alle £ > 0,
die fiir die a priori Parameterwahl ¢t = a(§) = O(6?) fiir § — 0 das modifizierte
Tikhonov-Verfahren zu einem konvergenten Regularisierungsverfahren werden
lasst.®

Eine Alternative zur Tikhonov-Phillips-Regularisierung stellen iterative Me-
thoden vom Newton-Typ dar, vgl. Rieder (2003, Kap.7). Bei diesen Verfahren
wird die Gleichung (3.21) mit gestérten Daten y° durch die Iteration

a:fb_,_l =z + Az, n € Ny, (3.30)
mit Startwert zo = z§ € D(F) gelost. Ist der Operator F im Element z$ Fréchet-
differenzierbar'® mit der Fréchet-Ableitung

An = F(z3),  An € L(X,Y), (3.31)
so ergibt sich der Iterationsschritt Az’ als Losung der Operatorengleichung
An Az), =y — F(z}) = Ay, (3.32)

wobei damit gerechnet werden muss, dass sich eine ggf. vorhandene Schlechtge-
stelltheit der Operatorengleichung (3.21) auf die linearisierte Form (3.32) iiber-
trigt, vgl. Rieder (2003, Kap. 7). Ein gecignetes Abbruchkriterium fiir eine Ite-
ration vom Newton-Typ kann durch das Diskrepanzprinzip realisiert werden.
Danach wird die Iterierte 2, als Losung der Operatorengleichung (3.21) akzep-
tiert, welche die Bedingung

|F(ze) — P |ly <76 < | F(2d) —4°lly, n=0,1,..,n" —1 (3.33)

mit fest gewdhltem 7 > 1 erfiillt.
Eine Moglichkeit, einen iterativen Algorithmus zu definieren, stellt das nichtli-
neare Landweber-Verfahren dar, vgl. Rieder (2003), welches durch die Gleichung

a:f,+1 =z + AL Ay, n € No, zo € D(F) (3.34)

gegeben ist, wobei die Operatoren A, durch ||A,|| < 1 fiir alle n € N skaliert
sind. Einen groflen Nachteil dieses Verfahrens stellt jedoch die sehr langsame
Konvergenz und der damit einhergehende enorme numerische Aufwand des Ver-
fahrens dar. Unter welchen Bedingungen an den Operator F die nichtlineare
Landweber-Iteration zusammen mit dem Abbruchkriterium (3.33) ein konver-
gentes Regularisierungsverfahren bildet, kann Rieder (2003, Kap. 7) und der
dort angegebenen weiterfithrenden Literatur entnommen werden.

®Das Symbol O(-) ist ebenfalls ein Landau-Symbol. Es besagt hier, dass eine Konstante C
existiert, so dass in einer Umgebung von & = 0 |a(8)| < C82 gilt.

1®Dje Definition der Fréchet-Ableitung kenn u. a. Rieder (2003, Kap. 7) und Hofmann
(1999, Kap. 3) entnommen werden. Ist ein Operator F in einem Element z € X Fréchet-
differenzierbar, so existiert in diessm Punkt die Géteaux-Ableitung fiir jede beliebige
Richtung h € X. Die Umkehrung gilt im Allgemeinen jedoch nicht.
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Eine Alternative zeigt die Regularisierung vom GauB-Newton-Typ auf, die
durch die Gleichung

Tn1 = 70 + Fo (AL AR AL By — An(e0—23)), mENo  (3.35)

definiert wird. Die Filterfunktionen F;, konnen entsprechend den Ausfiihrun-
gen in Abschnitt 3.2 unterschiedlich ausgeprigt sein. Mit dem Filter (3.16)
der Tikhonov-Phillips-Regularisierung ergibt sich der Iterationsschritt Az’ als
Losung der Gleichung

(A;;An + tnI) Azl = AL AL+t (:no - x;i) . (3.36)

Die Gau-Newton-Iteration wird durch das angepasste Diskrepanzprinzip bei der
Iterierten z2. gestoppt, fiir die die Bedingung

max { [ F(2he-1) = ' llv, [ AY2e 1 — A1 Acte_y[ly } <76
< max {|7(z5) - ollv, Mgk — Ax Aafllv }, (337)

mit k=0, 1, ...,n* — 2 erfiillt ist. Wird der zweite Summand auf der rechten
Seite in Gleichung (3.36) vernachlassigt, so ergibt sich mit dem Abbruchkri-
terium (3.33) das Levenberg-Marquardt Verfahren, welches zu den inexakten
Newton-Verfahren zéhlt, vgl. Rieder (2003, Kap. 7).




4 Experimentelle Datenermittlung

Im Rahmen dieser Arbeit muss zwischen zwei in ihrer Bedeutung und Ausfiih-
rung vollig verschiedenen Experimenten unterschieden werden. Im Vordergrund
der Betrachtungen stehen dabei die Messungen auf der Basis der Ultraschall-
elastografie an Probenko6rpern aus gewebedhnlichem Material, die als Phantome
bezeichnet werden. Wahrend im Unterkapitel 4.1 die Grundprinzipien des Ul-
traschalls im Allgemeinen und der Messmethode der Elastografie im Besonderen
vorgestellt werden, erfolgt in Abschnitt 4.3 eine Beschreibung und kontinuums-
mechanische Betrachtung der Elastografieversuche, die in Zusammenarbeit mit
dem Lehrstuhl fiir Hochfrequenztechnik der Ruhr-Universitét Bochum durch-
gefiihrt wurden. Bei der Darstellung der Grundlagen wird auf die Beschrei-
bung technischer Details, die das Fachgebiet der Hochfrequenztechnik betref-
fen, bewusst nicht eingegangen und stattdessen auf die Arbeiten von Kuttruff
(1988), Christensen (1988) und insbesondere Khaled (2007) verwiesen. So wer-
den u. a. Ausfithrungen bzg]l. der Genauigkeit der Ultraschallmessungen und der
angewandten Elastografiesysteme ausgespart.

Das Kapitel 4.2 wird dazu genutzt, auf das verwendete Probenmaterial auf
der Basis von Polyvinylalkohol (PVA) einzugehen. Nach einer kurzen Einleitung
wird in Unterkapitel 4.2.1 der Herstellungsprozess der Probenkérper fiir die Ul-
traschallmessung erldutert. Insbesondere wird in Abschnitt 4.2.2 der im Rah-
men dieser Arbeit durchgefiihrte einaxiale Druckversuch betrachtet, mit dem
das Materialverhalten eines homogenen Probenkorpers aus Polyvinylalkohol-
Kryogel (PVA-K)! unter einer quasi-statischen Belastung analysiert wird. Hier-
bei wird bewusst auf das Wort Materialmodell verzichtet, da diese Vergleichs-
messungen nicht darauf ausgerichtet sind, eine Materialbeschreibung fiir PVA-K
zu finden, durch das jede beliebige Belastung beschrieben werden kann, son-
dern lediglich dazu dienen soll, die Ergebnisse aus den Elastografiemessungen
absichern zu kénnen.

4.1 Grundlagen der Ultraschallelastografie

Dieser Abschnitt wird dazu genutzt, die grundlegenden Prinzipien der Ultra-
schallelastografie vorzustellen. Laut Kuttruff (1988, Kap. 0) werden als Ultra-
schall Wellen bezeichnet, deren Frequenz oberhalb der Hérschwelle von 20 kHz

liegen.

! kpro¢(kryos)=Frost, Eis. PVA-K wird in der englischsprachigen Literatur als polyvinyl
alcohol eryogel bezeichnet und dort entsprechend durch PVA-C abgekiirzt.
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Bevor eine Beschreibung des Ultraschallmessprinzips erfolgen kann, ist es zur
Vereinfachung der folgenden Darstellung sinnvoll, zunéchst die fachspezifischen
Richtungsbezeichnungen einzufiihren, die auch eine Verbindung zu den in Ka-
pitel 2 verwendeten Koordinatenbezeichnungen herstellen. In der Ultraschall-
messtechnik wird die Richtung der Strahlachse als axiale Richtung bezeichnet,
die im Folgenden durch die Koordinate X; bzw. z; gekennzeichnet wird. Die
Richtungen senkrecht dazu werden als transversal bezeichnet. Da im Rahmen
dieser Arbeit ausschlieSlich Linearsonden als Ultraschallképfe eingesetzt wer-
den, die die Aufnahme zweidimensionaler Ultraschallbilder ermd&glichen, kann
bei den Richtungsbezeichnungen noch weiter differenziert werden. So wird die
senkrechte Richtung, die in der Aufnahmeebene liegt, laterale Richtung genannt
und in dieser Arbeit durch die Koordinate X3 bzw. 2 gekennzeichnet. Die Rich-
tung orthogonal zur Abbildungsebene heifit elevational und entspricht hier X3
bzw. 3.

Die meisten der heutzutage in der medizinischen Diagnostik eingesetzten Ul-
traschallgeridte arbeiten auf Basis des Impuls-Echo-Prinzips. Bei dieser Reflek-
tionsultraschallmessung werden nach Kuttruff (1988, Kap. IX) die Schallwellen
von den in einer Ultraschallsonde angeordneten Kristallen durch den piezoelek-
trischen Effekt erzeugt und anschlieBend wieder detektiert. Dem piezoelektri-
schen Effekt liegt die Eigenschaft bestimmter Materialien zugrunde, dass in den
Korpern bei einer gerichteten Verformung eine messbare elektrische Spannung
erzeugt wird und umgekehrt, vgl. Kuttruff (1988, Kap. III). Die in der Ultra-
schallmedizintechnik eingesetzten Kristalle dienen wiahrend einer Messung somit;
als Sender und Empfénger. Der Ablauf des Impuls-Echo-Verfahrens kann ver-
einfacht fiir ein einzelnes Piezoelement wie folgt beschrieben werden. Zunéchst
gelangt iiber eine Sende-/Empfangsweiche ein kurzer Spannungspuls zur Pie-
zokeramik, an der eine elektromechanische Energieumwandlung erfolgt. Die so
erzeugte Schallwelle breitet sich in dem angrenzenden Medium aus und wird an
einer akustischen Grenzschicht zum einen Teil reflektiert, wihrend ein Teil der
Welle transmittiert und sich mit verminderter Schallleistung in tiefer liegende
Materialschichten ausbreitet. Die vom Schallwandler empfangenen, reflektierten
Anteile der Schallwelle werden in ein elektrisches Signal gewandelt, verstirkt
und digitalisiert.

Die Visualisierung des detektierten, hochfrequenten Echosignals kann auf un-
terschiedliche Art und Weise erfolgen, wobei verschiedene Darstellungsformen in
der Medizintechnik mdglich sind, vgl. Kuttruff (1988, Kap. IX). Dabei besitzen
im Rahmen dieser Arbeit lediglich A- bzw. B-Scan Relevanz. Der A-Scan, auch
A-Mode genannt, entspricht der Darstellung der Einhiillenden der Schallinten-
sitéit?> I des Echosignals iiber die Laufzeit £, vgl. Bild 4.1. Unter der Verwendung
der Beziehung

et

X1 = 5

(4.1)

2Zur Definition der Schallintensitét wird auf Christensen (1988, Kap. 3) verwiesen.
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Bild 4.1: Ultraschallmessungen: (a) Skizze einer Ultraschallmessung,
(b) das von einem Piezoelement detektierte, hochfrequente
Echosignal, (c¢) die A-Linie als Einhiillende des Echosignals
und (d) die aus der A-Linie gewonnene Spalte eines B-Modes

kann bei bekannter Schallgeschwindigkeit ¢ eine dquivalente Darstellung hin-
sichtlich der Eindringtiefe X; erfolgen. Durch Demodulation kann eine A-Linie
in einen Helligkeitsmodus iiberfiihrt werden, den B-Scan, der die Amplituden in
Form von Graustufen darstellt, vgl. Bild 4.1.

Ein wichtiger und in der Medizintechnik haufig eingesetzter Ultraschallwandler
ist die Linearsonde, auch Linear Array genannt. Dieser Ultraschallkopf besteht
aus vielen gleichartigen Piezoelementen, die in gleichen Absténden nebeneinan-
der angeordnet sind, vgl. Kuttruff (1988, Kap. X) und Bild 4.1. Die Wandler-
elemente, die sich in einem mit Wasser gefiillten Geh#iuse befinden, dessen Un-
terseite mit einem schalldurchléssigen Fenster versehen ist, konnen iiber einen
elektrischen Schalter entweder einzeln oder gruppenweise ein- und ausgeschaltet
werden. ‘

Ein bedeutendes Charakteristikum der Linearsonde ist das stark differierende
Auflésungsvermogen in axialer und lateraler Richtung, vgl. Christensen (1988,
Kap. 5). Unter dem Auflésungsvermdgen wird dabei ein Ma8 fiir die Fiahigkeit
einer Messeinrichtung verstanden, nah beieinander liegende Objekte getrennt
wahrnehmen zu kénnen. Die laterale Auflésung bei einer Linearsonde wird im
Wesentlichen durch Anzahl und Geometrie der nebeneinander angeordneten,
zusammengeschalteten piezoelektrischen Kristalle bestimmt und ist demzufolge
vom Design der Sonde abhéngig. Die Auflésung in axialer Richtung wéchst mit
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steigender Frequenz und betriagt bis zum Zehnfachen der lateralen Auflésung.
Im Allgemeinen wird daher angestrebt, mit mdglichst hohen Frequenzen zu ar-
beiten. Da jedoch mit steigender Frequenz die maximale Eindringtiefe X max
abnimmt, wird der zuléssige Frequenzbereich durch die Hohe des angestrebten
Darstellungsbereichs nach oben beschrankt.

Wie in der Einleitung dieser Arbeit erwdhnt, handelt es sich bei der Elasto-
grafie um ein Messverfahren mit der Zielsetzung, die Steifigkeit in einer inhomo-
genen Struktur B ortsaufgelost zu visualisieren. Wird davon ausgegangen, dass
das betrachtete inhomogene Medium isotrop, hyperelastisch und (nahezu) in-
kompressibel ist, so wird die Steifigkeit des Materials im Wesentlichen durch die
Materialparameter beschrieben, die in der spezifischen Forméanderungsenergie
aus Gleichung (2.73) bzw. den anderen Darstellungsformen aus Abschnitt 2.3
auftreten. Werden zunéchst nur Deformationen eines Korpers betrachtet, bei
denen die auftretenden Verschiebungen, Verdrehungen und Verzerrungen klein
sind, so kann die linearisierte Elastizitétstheorie aus Abschnitt 2.5 angewendet
werden. Dann féllt die Problemstellung entsprechend der Begriffsbildung aus Ab-
schnitt 1.2 in den Bereich der linearen Elastografie. In diesem Fall entspricht die
Visualisierung der Steifigkeit des Materials der ortsaufgelésten Darstellung des
Elastizitéitsmoduls E bzw. des Schubmodul x. Damit eine solche Darstellungs-
form moglich ist, muss durch das Messverfahren die Materialparameterfunktion
in Abhéangigkeit von den Materialpunkten bestimmt werden. Es ist also im Fall
der linearen Elastografie die Funktion

p=p(X) fiiralle X € Bo (4.2)

zu bestimmen, die im Folgenden als Schubmodulverteilung oder allgemeiner als
Materialverteilung bezeichnet wird. Treten auch gréB8ere Deformationen auf, so
dass eine Beschreibung mittels der linearisierten Theorie nicht mehr zuléssig ist,
so sind zur Beschreibung der Deformation eines Korpers B bei Vorgabe einer
spezifischen Form#énderungsenergie z. B. vom Typ (2.77) ggf. mehrere, vonein-
ander linear unabhéngige Materialverteilungen u; und unter Unmsténden o; zu
bestimmen.

Da laut Ophir et al. (2002) im Allgemeinen die Steifigkeit nicht mit der Echoge-
nitit eines Materialpunkts korreliert, ist mit einer direkten Darstellung der Ma-
terialverteilung durch einen der géngigen Ultraschallabbildungsverfahren nicht
zu rechnen. Demzufolge konnen die hochfrequenten Echodaten bzw. die anderen
Darstellungsarten lediglich herangezogen werden, um die Materialparameter im
Sinne einer Parameteridentifikation indirekt zu bestimmen. In der Terminologie
des Kapitels 3 entsprechen die gesuchten Materialparameterverteilungen somit
den unbekannten Ursachen. Die beobachtbare Wirkung ist bei einer Elastogra-
fiemessung das Verschiebungsfeld u9, das sich aus dem Vergleich zweier Ultra-
schallmessergebnisse ergibt, die in zwei unterschiedlichen Verformungszustéinden
einer Struktur B aufgenommen wurden.

Abhingig von den gewéhlten Messdaten werden zur Bestimmung des gemesse-
nen Verschiebungsfelds 49 unterschiedliche Verfahren eingesetzt, vgl. Ophir et al.



4.1. Grundlagen der Ultraschallelastografie 51

Linearsonde

|\ < " 7 I=o I
Xz‘ fXg = konst -f
X V: X1+ i+ j = )
1. = _}t Z0)
@t o =
g "1 @
(;b{B() Q"O(BO)
- ) |y ¥(Bo)
¢(Bo) . ‘
. X1 t
(2) deformierte Beispielstruktur B (b) Ausschnitt des detektierten, hochfre-

quenten Echosignals mit Fenstern ()
der Breite T

Bild 4.2: Prinzip der HF-Ultraschallelastografie

(1991), Skovoroda et al. (1994) oder Pesavento et al. (2000), um nur einige weni-
ge Ansétze zu nennen. Im Rahmen dieser Arbeit werden lediglich die Verfahren
kurz beschrieben, die im Folgenden ihre Anwendung finden. Eine ausfiihrlichere
Darstellung kann Khaled (2007) entnommen werden.

Begonnen wird mit der Elastografie basierend auf hochfrequenten Echodaten,
vgl. Bild 4.2, die im folgenden HF-Ultraschallelastografie genannt wird. Bild-
teil 4.2(a) stellt dabei einen Schnitt durch eine beliebige Struktur B fiir zwei
unterschiedliche Deformationszusténde dar, wobei die unterschiedlichen Verfor-
mungszustéinde durch ¢(Bg) und @(Bg) gekennzeichnet werden. Weiterhin gel-
te, dass die zu den Deformationen ¢ und ¢ korrespondierenden Verschiebungen
klein seien und sich somit die Verformungen durch die linearisierte Elastizitats-
theorie hinreichend genau beschreiben lassen. Die im Bildteil 4.2(b) dargestellten
Diagramme geben die hochfrequenten Echosignale einer Bildlinie fiir X, = konst
wieder, die in den unterschiedlichen Deformationszusténden ¢ und ¢ detektiert
werden. Neben der Zeitachse ¢ wird in diesem Bild zusétzlich die axiale Rich-
tung X; angegeben, deren Skalierung sich durch die Umrechnung entsprechend
Gleichung (4.1) ergibt. In den dargestellten Diagrammen tritt zwischen den Si-
gnalen eine zeitabhéngige Laufzeitverschiebung 7 = 7(t) auf. Wird die Kenntnis
der Schallgeschwindigkeit ¢ eines Materials vorausgesetzt, so kann bei der An-
nahme einer quasi-kontinuierlichen Auflésung und bei bekannter Lauftzeitver-



52 Kapitel 4. Experimentelle Datenermittlung

schiebung 7 die axiale Verschiebung uf = u{(t) = uJ (X1, X2 = konst) bestimmt
werden durch

uy (X1, X2 = konst) = %c'r (X1(t), X2 = konst). (4.3)

Um axial aufgelost rechnen zu koénnen, werden die Ultraschallechosignale ge-
fenstert, was einer Segmentierung der Echosignale in T-breite Zeitabschnitte
entspricht, vgl. auch die Darstellung in Bild 4.2(b). Je kleiner die Fensterbrei-
te, um so hoher ist die Auflésung bzgl. der Zeitpunkte t, fiir die eine Verschie-
bungsschitzung erfolgt. Gleichzeitig jedoch wichst der numerische Aufwand und
die Rauschanteile des axialen Verschiebungsfelds u] nehmen zu, so dass die Fens-
terdimensionierung diesem Dualismus Rechnung tragen muss.

Neben dem axialen Verschiebungsfeld u7, das durch die HF-Elastografie be-
stimmt wird, treten im Allgemeinen noch Verschiebungen in lateraler und ele-
vationaler Richtung auf, die durch die angegebene Messanordnung nicht erfasst
werden konnen. Dariiber hinaus fithren Verschiebungen der Materialpunkte in
transversaler Richtung dazu, dass einige Signalteile aus dem Zustand ¢(Bp) im
Verformungszustand ¢(Bg) nicht mehr wiedergefunden werden, vgl. Pesavento
(1999, Kap. 4). Dies fiihrt zu so genannten Dekorrelationen bei der Berechnung
der Axialkomponente uj, d. h., die Ergebnisqualitét der Berechnung des axia-
len Verschiebungsfelds nimmt ab, vgl. Khaled (2007). Daher wird bei der HF-
Elastografie angestrebt, eine Struktur B nur solchen Einwirkungen auszusetzen,
bei denen die auftretenden Verschiebungen und Verzerrungen klein sind. Eine
untere Grenze fiir die Einwirkung wird dabei zum einen durch den Versuchsauf-
bau zum anderen durch die Fensterbreite T' gegeben.

Ein anderes Verfahren zur Schétzung des Verschiebungsfelds »?, bei dem die
Finschriankung, dass nur kleine Deformationen auftreten diirfen, fallen gelas-
sen werden kann, bietet die B-Mode- oder B-Bild-Elastografie. Wie der Na-
me impliziert, werden dabei die Verschiebungen durch Auswerten von B-Mode-
Daten gewonnen, wobei sich das Messprinzip, der Vergleich zweier Aufnahmen
aus unterschiedlichen Deformationszusténden, nicht &ndert. Die Ermittlung des
Verschiebungsfelds erfolgt mittels so genannter Block-Vergleichs-Algorithmen,
auch Block-Matching-Algorithmen genannt, deren Funktionsweise an dieser Stel-
le kurz erlautert wird.

Zur Realisierung eines solchen Verfahrens werden zwei Ultraschall-B-Bilder B
und B betrachtet, die sich aus My x M» Bildpunkten zusammensetzen und zu
den Verformungszustinden ¢ (Bg) und ¢(Byg) korrespondieren. Um nun das Ver-
schiebungsfeld zu bestimmen, durch das Bild B in die Aufnahme B iibergeht,
werden in B zunichst Blocke der Grofie n; X no definiert, die z. B. iiber die Ras-
terkoordinaten (%, j) eines Eckpunkts oder des Mittelpunkts identifiziert werden
konnen, siche Bild 4.3. Dariiber hinaus wird in Bild B ein hinreichend grofier
Suchbereich mit den Abmessungen Nj x N; fiir jeden Block b individuell festge-
legt, in dem b nach der Deformation vermutet wird. Wurde das Segment b im
Suchfenster der Aufnahme B gefunden, so kann fiir den betrachteten Block ein
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Bild 4.3: Funktionsweise eines Block-Matching-Algorithmus

Verschiebungsvektor ©? = u?(b) = u?(%, j) definiert werden. Ist der Suchprozess
fiir alle Segmente b aus Bild B abgeschlossen, so kann unter Beriicksichtigung
der Auflésung in axialer und lateraler Richtung ein diskretisiertes Verschiebungs-
feld ©4? angegeben werden.

Nach welcher Strategie im Suchfenster nach einem Block b gefahndet wird
und durch welches Abbruchkriterium das Ereignis ,,Block gefunden realisiert
wird, hingt mafigeblich vom gewéhlten Verfahren ab, und soll an dieser Stelle
nicht weiter thematisiert werden. Eine ausfiihrliche Zusammenstellung und Ana-
lyse gingiger Block-Vergleichs-Algorithmen wie der Fixed-Size-Block-Matching-
Methode (FSBM) oder dem Variable-Size-Block-Matching-Verfahren (VSBM)
kann Khaled (2007) entnommen werden. Gemeinsam ist allen Methoden, dass
die Auflésung, mit der das Verschiebungsfeld bestimmt wird, wachst, wenn die
Blockgrofie kleiner wird. Da im Fall der Verfeinerung der Rechenaufwand stark
ansteigt und auch die Rauscheffekte im Verschiebungsfeld zunehmen, muss die
Blockgroflie in der Art und Weise angepasst werden, dass sie den Anforderungen
nach moéglichst kurzer Berechnungsdauer und hinreichender Genauigkeit gerecht
wird.

Die bisherigen Ausfiihrungen lassen vermuten, dass die B-Mode-Elastografie
das Potential besitzt, alle Verschiebungskomponenten in der Aufnahmeebene
ermitteln zu kénnen. Ultraschallaufnahmen haben jedoch die bereits erwahnte
Eigenschaft, dass das Auflésungsvermégen in axialer Richtung wesentlich grofier
ist als in lateraler. Dies fiihrt dazu, dass die Lateralverschiebung wesentlich un-
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genauer berechnet wird als die Axialkomponente, vgl. Lubinski et al. (1996). Da
die Fehlerschranken von vielen Faktoren wie dem vorhandenen Signal-Rausch-
Verhéiltnis des Aufnahmesystems oder der zugrunde gelegten Fehlerverteilung
abhéngen, kann im Allgemeinen der Unterschied in beiden Komponenten nur
abgeschiitzt werden. In der Regel ist die Verschiebungsmessung in lateraler Rich-
tung um eine Zehnerpotenz ungenauer, vgl. Oberai et al. (2004). Daher wird im
Rahmen dieser Arbeit auch bei der B-Mode-Elastografie auf eine Ermittlung
der Lateralkomponente verzichtet und lediglich das axiale Verschiebungsfeld u¢
bestimmt.

4.2 Gewebephantome aus Polyvinylalkohol

Unter Phantomen werden in der medizinischen Anwendung Probenkorper ver-
standen, die in Versuchen und Experimenten Testobjekte aus menschlichem oder
tierischem Gewebe ersetzen. Das Phantommaterial sollte dabei im giinstigsten
Fall natiirlich so beschaffen sein, dass es die Eigenschaften von ausgewéhlten Ge-
webearten gut imitiert. Der Begriff Eigenschaften deckt dabei alle physikalischen
Merkmale ab, die bei einem Versuch an Gewebe von Bedeutung wiren. Bezogen
auf die Ultraschallelastografie bei Verwendung einer quasi-statische Beanspru-
chung sind hier in erster Linie mechanische Eigenschaften, wie Kompressibilitéat
oder Steifigkeit, als auch akustische Charakteristika von Interesse. Die akusti-
schen Merkmale sind nach Hiltawsky (2004, Kap. 6), dass die Ultraschallwellen
im gewiinschten Frequenzbereich im Medium ausbreitungsfahig sind und dass das
Medium kleine und ausreichend viele Variationen in der Schallgeschwindigkeit
bzw. Dichte aufweist, damit geniigend Streuzentren vorhanden sind. Hierdurch
entsteht das fiir Ultraschallbilder typische Specklemuster.

Neben dem Vorteil, dass Phantommaterialien leichter verfiigbar sind als tie-
risches oder menschliches Gewebe, besteht bei der Herstellung der Proben die
Moglichkeit, definierte Geometrien zu erzeugen. Befindet sich ein Abbildungs-
verfahren, wie die quantitative Ultraschallelastografie, in einem frithen Entwick-
lungsstadium, so kann die Methode zunéchst an Strukturen getestet werden, die
nicht die Komplexitdt von echtem Gewebe aufweisen. Dariiber hinaus wird die
erzeugte Geometrie in der Regel als ,,wahr“ angesehen und kann dazu verwendet
werden, die Ergebnisse der Methode zu iiberpriifen. Unter der Geometrie werden
hier weniger die dufleren Abmessungen der Phantome verstanden, sondern viel-
mehr die Form von Einschliissen, die sich im Innern des Phantoms befinden und
weicher oder hérter sind als das umgebende Material. Neben der Herstellung von
Probenkorpern mit geometrisch definierten Einschliissen ist es natiirlich aufer-
dem sinnvoll, bei der Fertigung der Phantome die Steifigkeit des Materials zu
kontrollieren, so dass auch diesbeziiglich das Ergebnis der Elastografiemessung
iiberpriift werden kann.

Soll durch ein Phantom das Verhalten von Weichgewebe wiedergegeben wer-
den, so werden in der Regel Hydrogele eingesetzt. Unter einem Hydrogel wird
dabei ein Polymer verstanden, welches mehr als 20% Wasser enthélt. In der
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Literatur werden zur Herstellung von weichgewebedhnlichen Phantomen unter-
schiedliche Materialien genannt, die jeweils ihre Vor- und Nachteile besitzen.

Ein weit verbreitetes Phantormmaterial wird auf der Basis der Biopolymere
Gelatine und Agar-Agar® erzeugt, vgl. u. a. Skovoroda et al. (1994), Pesavento
(1999), Doyley et al. (2000) und Oberai et al. (2004). Wird nach Babel (1996)
eine warme, wiassrige Gelatinelosung mit einem Gelatinegehalt von mehr als
0,5% langsam auf unter 35-40°C abgekiihlt, nimmt zunéchst die Viskositét
der Losung drastisch zu. Wird die Temperatur der Loésung weiter abgesenkt,
geliert das Sol durch physikalische Vernetzung u. a. auf der Basis von Wasser-
stoffbriickenbindungen. Beeinflusst wird die Steifigkeit des Gels im Wesentlichen
vom molekularen Aufbau der Ausgangsgelatine, der Temperaturfithrung beim
Erstarren, dem pH-Wert und von moglichen Zusatzstoffen. Ein grofler Nachteil
dieses Phantommaterials ist nach Hiltawsky (2004, Kap. 6) die geringe Haltbar-
keit und die damit einhergehende kurze Verwendbarkeit. Dariiber hinaus sind
die erreichbaren Festigkeiten bei Gelatine- bzw. Agar-Agar-Phantomen sehr be-
grenzt, was sich u. a. bei Blutgefédmodellen nachteilig auswirkt, vgl. Surry et al.
(2004).

Ein anderes Phantommaterial, welches iiber einen deutlich langeren Zeitraum
Materialstabilitdt besitzt und das abhingig vom Herstellungsprozess deutlich
hohere Festigkeiten aufweist, ist Polyvinylalkohol-Kryogel (PVA-K), vgl. Chu &
Rutt (1997) und Surry et al. (2004). Dieses Material besteht dabei aus den zwei
ungiftigen Inhaltsstoffen Wasser und Polyvinylalkohol (PVA). PVA selbst ent-
steht aus Polyvinylazetat durch Hydrolyse, einem Prozess, der stets unvollendet
bleibt und somit zu einer Mischung aus PVA und Polyvinyl Azetat fiihrt, wo-
bei der Hydrolysegrad des PVA dem Reinheitsgrad des Endprodukts entspricht,
vgl. Surry et al. (2004). Eine wissrige Suspension aus PVA mit hohem Hydro-
lysegrad kann durch wiederholte Gefrier-Tau-Zyklen zu einem querverbundenen
bzw. physikalisch vernetzten Gel versteift werden. Wahrend der Vernetzungsvor-
gang des Polymers in der Literatur unumstritten ist, ist die Begriindung dafiir auf
molekularer Ebene laut Peppas & Stauffer (1991) ungeklért. Nach Chu & Rutt
(1997) entstehen wahrend des Gefrierpozesses kristalline Kerne, die wihrend des
Auftauvorgangs zu Kristallen anwachsen, was zur Querverstrebung des Polymers
fithrt. Hingegen bilden sich laut Watase & Nishinari (1989) kristalline Gebiete
durch Wasserstoffbriickenbindungen und Van-der-Waals-Bindung zwischen den
Polymerketten aus. Nach Kawanishi et al. (1987) kann das Gelierungsphéno-
men auf eine fliissig/fliissig-Phasentrennung in polymerreiche und polymerarme
Regionen durch spinodale Entmischung zuriickgefithrt werden. Unabhéngig von
der molekularen Begriindung nehmen die kristallinen Bereiche in PVA-K durch
Wiederholen der Gefrier-Auftau-Zyklen immer weiter zu, was zu einer Verstei-
fung des Hydrogels fiihrt. Neben der Zyklenzahl wird nach Surry et al. (2004) die
Kristallisation mafigeblich durch die Frierdauer, die Auftaudauer und die PVA-
Konzentration der wissrigen Suspension beeinflusst, wobei Chu & Rutt (1997)

3 Agar-Agar ist ein Geliermittel aus Mecresalgen.
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der Lange des Gefrierprozesses eine untergeordnete Bedeutung beimessen. Viel-
mehr weisen die Autoren darauf hin, dass die Auftaugeschwindigkeit die Kris-
tallisation mafBgeblich beeintrachtigt. Je langsamer dieser Prozess durchgefiihrt
wird, um so mehr Querverbindungen bildet das PVA-K aus. Ein Nachteil der
PVA-K Phantome gegeniiber den Gelatine- bzw. Agar-Agar-Phantomen ist der
vergleichsweise zeitaufwéndige Herstellungsprozess.

Im Rahmen dieser Arbeit werden aufgrund ihrer léngeren Haltbarkeit und ih-
rer universelleren Einsetzbarkeit ausschlieflich Phantome aus PVA-K benutzt.
Da die Materialparameter der Phantome mafSigeblich durch den Herstellungs-
prozess beeinflusst werden, wird dieser im Abschnitt 4.2.1 beschrieben. Dabei
werden vor allem die Aspekte aufgegriffen, die die Elastografie- und die Ver-
gleichsmessungen betreffen. Alle im Abschnitt 4.2.1 erarbeiteten Erkenntnisse
beziehen sich dabei nicht nur auf die Phantome, sondern auch auf die homoge-
nen Zylinderproben, die in den Vergleichsmessungen eingesetzt werden.

Die Vergleichsmessung selbst, ein einaxialer Druckversuch, wird in Unterab-
schnitt 4.2.2 genauer analysiert. Hierbei wird weniger auf die Beschreibung des
Versuchsaufbaus und der Versuchsdurchfithrung eingegangen, vgl. hierzu Arnold
(2006, Kap. 3 bis 5), sondern vielmehr eine Auswertung der Versuchsergebnisse
vorgenommen,

4.2.1 Herstellungsprozess der Phantome

Ziel der Phantomherstellung im Sinne dieser Arbeit ist es, Quader mit zylindri-
schen Einschliissen aus PVA-K zu produzieren. Wie in den einfiihrenden Erlaute-
rungen zu gewebeimitierenden Phantomen aus PVA deutlich wurde, hiingen de-
ren Materialeigenschaften dabei von vielen Parametern des Fertigungsprozesses
ab.

Bei der Phantomherstellung wird angestrebt, realistische akustische und me-
chanische Eigenschaften zu erzeugen, wobei die Steifigkeit des Materials lediglich
durch die Gefrier-Auftau-Zyklenzahl variiert werden soll, wiahrend andere Fak-
toren unterdriickt werden, vgl. hierzu auch Unterabschnitt 4.2.2.

Bei der Herstellung der Phantome wird zunéchst 50 g PVA-Granulat? in ein
Becherglas gegeben. Damit sich die PVA-Granulatkiigelchen spéter besser in
Wasser 16sen, werden zunichst 12,5 ml Ethanol® hinzugegeben. Durch Einsatz
eines Magnetriihrers mit Riihrfisch werden die beiden Ingredienzien zwei Mi-
nuten lang vermengt. AnschlieBend werden der Mischung unter fortwahrendem
Riihren 500 ml Tafelwasser, erneut 2,5g Ethanol und 5g Kieselgel® beigefiigt,
wobei durch das Kieselgel Ultraschallstreuzentren generiert werden, vgl. Hiltaw-
sky (2004, Kap. 6). Nach Ablauf von weiteren zehn Minuten wird die Heizplatte
auf 150 °C eingeschaltet und die Suspension bis zum Erreichen von 70 °C erhitzt.

4Fa, MERCK, PVA 145000, Hydrolysegrad >98 %
5Fa. MERCK, Ethanol absolut zur Synthese, Reinheit (GC) 99,5 %
8Fa. MERCK, TLC Kieselgel 60H, mittlere Korngréfie 60 m
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(2) Phantom- und Einschlussform, in der (b) gedrungener Zylinder zur Herstel-
Mitte die Halterung zum Einbauen lung der Vergleichsproben
der Zylindereinschliisse

Bild 4.4: Probenformen zur Herstellung der Phantome und der Ver-
gleichsproben

Ist das Temperaturniveau erreicht, wird die Suspension noch weitere 30 Minu-
ten erwidrmt. Dabei bleibt die Temperatur des zahfliissigen Gemischs in einem
Temperaturbereich zwischen 70°C und 90 °C. Nach Verstreichen der 30 Minu-
ten wird die Suspension in einem Wasserbad auf ungefahr 45 °C abgekiihlt und
dabei durch gelegentliches Umriihren gewahrleistet, dass sich keine Haut auf
der Oberflache der Fliissigkeit bildet. AnschlieBend wird die Suspension in eine
der in Bild 4.4 dargestellten Aluminiumformen” gefiillt, wobei darauf geach-
tet werden muss, dass keine Luftbléischen in der Suspension verbleiben. Durch
Bildteil 4.4(a) werden die Beh#ltnisse zur Herstellung der Phantome dargestellt.
Abbildung 4.4(b) zeigt eine Form zur Herstellung der Vergleichsproben.

Nach dem Verfiillen der Suspension werden die Behalter verschlossen und
daraufhin im Eisfach eines Standardkiihlgeréits® bei einer Temperatur von un-
gefahr —17°C fiir 19 Stunden gelagert. AnschlieBend werden die Proben dem
Eisfach entnommen und vier Stunden bei Raumtemperatur aufgetaut. Durch
Wiederholen dieses Gefrier-Auftau-Zyklus kann dann die Steifigkeit der einzel-
nen Proben veridndert werden.

Um ein inhomogenes Phantom mit einem festen, zylindrischen Einschluss
zu erzeugen, wird zunédchst eine PVA-K Probe mit einer Zylinderform erzeugt
und anschlieBend einer definierten Anzahl z; von Gefrier-Tau-Zyklen ausgesetzt.
Dann wird der Einschluss aus der Probenform entfernt und, wie in Bild 4.5
dargestellt, zunéchst in ein Metallgestell und anschieBend in die Quaderform
eingebaut. Dieser Vorgang wird mit einem erneuten Herstellungsprozess der-

TTechnische Zeichnungen der Probenformen kénnen dem Anhang C entnommen werden.
8Bosch KTL 75420, Gefrierleistung 2kg/24h
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(2) zweimal gefrorener Einschluss im Alu- (b) Phantom mit einem Einschluss wih-
miniumgestell rend des Verfiillvorgangs

Bild 4.5: Herstellungsschritte eines inhomogenen Phantoms

art abgestimmt, dass nach dem Einbau des Einschlusses eine frisch hergestellte
Suspension bereit steht. Diese kann nun vorsichtig in den Quader gegossen wer-
den. Ist der Verfiillvorgang beendet, wird die Probe erneut einer Zyklenzahl 2o
ausgesetzt, so dass sich das Verhéltnis der Zyklenzahlen von Einschluss und um-
gebender Maftrix zu (21+22)/,, ergibt. Weiche Einschliisse werden erzeugt, in dem
zundchst ein quaderformiges Phantom durch Z; Zyklen hergestellt wird, wo-
bei durch eine Metallstange ein Platzhalter in der Probe eingebaut wird. Nach
dem letzten Auftauvorgang kann die Stange entfernt und durch eine frisch ge-
fertigte Suspension ersetzt werden. Zz-maliges Einfrieren und Auftauen fiihrt
hier zu einem Verhéaltnis von Z2/(z;+2z,). Durch diesen Herstellungsprozess der
Phantome wird gewéhrleistet, dass zwischen den Einschliissen und dem umge-
benden Material vollstédndiger Verbund herrscht. Sind alle Zyklen durchlaufen,
wird das Phantom aus seiner Form entfernt und in einem mit Tafelwasser gefiill-
ten Kunststoffibehélter in dem zuvor erwihnten Kiihlgerat bei einer Temperatur
von ungeféhr 7 °C dauerhaft aufbewahrt und nur zu Messzwecken entnommen.
Die Lagerung in Wasser ist erforderlich, um eine Dehydration des PVA-K zu
verhindern.

Der Fertigungsprozess ermoglicht es, die in der Einfiihrung dieses Kapitels
erwihnten Parameter, die die Probensteifigkeit beeinflussen, genauer zu analy-
sieren. Da stets die gleiche Herstellungsmethode verwendet wird und somit die
PVA-Konzentration fiir alle Phantome konstant ist, wird sie nicht weiter als Ein-
flussgréfle beriicksichtigt. Gleiches gilt fiir die Gefrier- und Auftaudauer. Nicht
reguliert werden kénnen die Raten der Temperaturdnderung, da die Raumtempe-
ratur nicht exakt geregelt wird. Dabei hat jedoch nach Chu & Rutt (1997) gerade
die Auftaugeschwindigkeit einen nicht unerheblichen Einfluss auf die Steifigkeit
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der Probe. Dieser Aspekt wird in Unterabschnitt 4.2.2 erneut aufgegriffen.

Dariiber hinaus entsteht eine neue Einflussgrofie in Form des Innendrucks p;
aufgrund der Tatsache, dass die Behélter wiahrend aller Gefrier- und Auftau-
vorgange geschlossen bleiben. Diese Vorgehensweise wird gewéhlt, damit die
Proben nach der Entnahme aus den Aluminiumformen moglichst ebene Ober-
flaichen aufweisen. Eine alternative Methode, die Proben in einem offenen Gefa8
herzustellen und anschliefend zu schneiden fiihrt nicht zu den gewiinschten Er-
gebnissen. Da die massiven Proben verhéltnisméBig weich sind, geben sie bei
einem Schneide- bzw. Ségevorgang immer ein wenig nach, so dass auf den Sei-
tenfléchen eine mehr oder weniger stark ausgeprigte Riffelung entsteht. Dariiber
hinaus sind die Schnittfliche und die angrenzenden Oberflichen nicht mehr or-
thogonal zueinander. Aufgrund der Herstellung der Phantome in geschlossenen
Behiltern wird auch die in Bild 4.4 dargestellte, gefederte Lagerung des Bodens
und des Deckels gewéhlt, da die Formen ansonsten aufgrund der Dichteanomalie
des Wassers platzen konnen.

Nach der Erlauterung des Fertigungsprozesses, der u. a. bei der Interpreta-
tion der Ergebnisse der Elastografiemessungen in Abschnitt 6.4 noch einmal
aufgegriffen wird, wird nun noch auf zusétzliche Besonderheiten eingegangen,
die sich durch die Verwendung von PVA-K als Probenmaterial ergeben und die
Durchfiihrung der Experimente beeinflussen. Wesentlich ist zum einen die Be-
obachtung, dass die Abmessungen iiber den Lagerungszeitraum nicht konstant
bleiben. Nachdem der Herstellungsprozess durchlaufen wurde, kriechen die Pro-
ben wiahrend der Lagerung im Wasserbad. Durch diesen Effekt weitet sich die
PVA-Kristallstruktur und Wasser diffundiert in die entstehenden Hohlrdume,
die Probe schwillt an. Somit kann bei Versuchen nicht angenommen werden,
dass die Probenabmessungen und die Innenmafle der Behélter gleich sind. Fer-
ner sind mit Wasser benetzte PVA-K Probenkérper sehr ,glitschig®, was sich
bei den Annahmen hinsichtlich der Randbedingungen in den Versuchen nieder-
schlagt. Weiterhin ist festzuhalten, dass die Kristallisation des PVA-K wahrend
der Lagerung weiter voranschreitet. Dieses Phénomen wird Kristallisation durch
Alterung bezeichnet und u. a. von Surry et al. (2004) und Stauffer & Peppas
(1992) beschrieben.

4.2.2 Bestimmung der elastischen Materialkonstanten

Das Ziel einer Elastografiemessung ist es, die Materialverteilung in einer weichen,
gewebeartigen Struktur zu ermitteln, vgl. Abschnitt 4.1. Wie die Ausfithrungen
in Abschnitt 3.2 zur Analyse inverser Probleme linearer Operatorengleichungen
verdeutlichen, kann eine Fehlerabschétzung nur erfolgen, wenn hinreichend viele
Erkenntnisse iiber Eigenschaften der exakten Materialverteilung vorliegen. Die-
se Informationen sind bei Elastografiemessungen im Allgemeinen jedoch nicht
zuganglich.

Um daher die Ergebnisse der Elastografieversuche auf der Basis von Ultra-
schallmessungen abschétzen zu kdnnen, miissen — immer ein Materialmodell als
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bekannt vorausgesetzt — die Materialparameter des PVA-K aus Vergleichsmes-
sungen bekannt sein. Unter einem Materialmodell wird hier ein konstitutives
Gesetz verstanden, mit dem sich das Materialverhalten von PVA-K bei einer
quasi-statischen Beanspruchung beschreiben lisst. Somit werden im Folgenden
unter dem Begriff Parameter auch nur die zu einem solchen konstitutiven Gesetz
gehorenden Materialkennwerte verstanden.

Auf der Suche nach einem geeigneten konstitutiven Gesetz werden eingedenk
der Herstellung von PVA-K die Ausfiihrungen aus Abschnitt 2.3 aufgegriffen. Da
die Polymerketten in der Suspension in ungeordneter Form vorliegen, wird an-
genommen, dass auch deren Vernetzung zuféllig und daher richtungsunabhéngig
erfolgt. Somit bietet sich aufgrund der Isotropie und des gummiartigen Cha-
rakters die Wahl eines Ogden-Materials an. Da in der Ultraschallelastografie
im Rahmen dieser Arbeit lediglich mit Verzerrungen in der Gré8enordnung von
ungefséhr 10 % zu rechnen ist, geniigt es, wenn das konstitutive Gesetz diesen
Dehnungsbereich ndherungsweise gut beschreibt. Im Folgenden wird daher das
Neo-Hooke-Material betrachtet, welches nach Ogden (1984, Kap. 7) fiir die Be-
schreibung von gummiartigen Materialien gut geeignet ist, solange die Deforma-
tionen klein sind, wobei der Begriff klein nicht weiter quantifiziert wird.

Es gilt nun die Frage zu beantworten, wie eine Vergleichsmessung durchgefiihrt
werden muss, um hinreichend gute Erkenntnisse iiber die Parameter des Materi-
als zu erhalten. Eine Moglichkeit besteht darin, aus einem Phantom TeilkGrper
zu entnehmen und an diesen entnommenen Proben die Materialeigenschaften
zu bestimmen. Wie im vorangegangenen Abschnitt erldutert, lassen sich durch
Schneiden von PVA-K jedoch nur sehr schwer definierte Geometrien erzeugen,
die in einem geeigneten Versuch eingesetzt werden konnen. Ist ein extrahier-
ter Teilkorper sehr klein und der Phantomteil, aus dem er entnommen wurde,
nur wenigen Gefrier-Auftau-Zyklen ausgesetzt worden, so besteht dariiber hin-
aus die Gefahr, dass das entnommene Segment iiber- oder unterdurchschnittlich
stark kristallisiert ist. Auch wenn im Allgemeinen angenommen wird, dass ein
entsprechender Korper homogen ist, so sind derartige Fehlstellen nicht génzlich
auszuschlieBen. Dariiber hinaus wiirde ein solches Vorgehen unter Umsténden
die Probe dauerhaft zerstéren, so dass der Vorteil der lingeren Haltbarkeit im
Vergleich zu Gelatine- bzw. Agar-Agar-Phantomen verloren geht.

Eine andere Moéglichkeit, die in der Arbeit von Arnold (2006) untersucht
wurde, besteht darin, einen Herstellungsablauf zu entwickeln, so dass die Ma-
terialkonstanten in Abhéngigkeit vom Fertigungsprozess prognostiziert werden
kénnen. Ein wichtiger Aspekt ist dabei, einen Versuchsaufbau zu finden, so dass
die Versuchsdurchfiihrung fiir eine einzelne Probe leicht zu realisieren ist, um
eine moglichst grofle Anzahl von Proben testen zu kénnen. Denn aufgrund der
Ausfithrungen zur Entstehung der Festkorper durch physikalische Vernetzung
in Abschnitt 4.2 und der Beschreibung des Herstellungsverfahrens in Unterab-
schnitt 4.2.1 muss davon ausgegangen werden, dass die Materialparameter einer
grofien Streuung unterliegen. Vor allem das Ziel der einfachen Durchfiihrbarkeit
fiihrt dazu, die Materialparameterbestimmung durch einen Druckversuch zu rea-
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lisieren. Dariiber hinaus weist diese Versuchsdurchfiihrung eine gewisse Analogie
zur Elastografiemessung auf, da hier das betrachtete Objekt im Allgemeinen ge-
staucht wird, vgl. hierzu Abschnitt 4.3, auch wenn selbstversténdlich bei belie-
bigen Materialverteilungen in einem PVA-K Phantom beliebige Deformations-
und Spannungszusténde auftreten konnen. Gegen einen Zugversuch sprechen in
erster Linie die Befestigungsprobleme der Halterungen. So erscheint eine Klebe-
verbindung zwischen Einspannvorrichtung und Probe wegen der glatten Ober-
flichen schwer zu realisieren. Auch eine Klemmvorrichtung scheidet angesichts
des sehr weichen Materials aus. Ahnliche Probleme fiir die Krafteinleitung sind
bei Torsionsversuchen zu erwarten.

In der Arbeit von Arnold (2006) wurde der in Abschnitt 4.2.1 beschriebene
Herstellungsprozess iibernommen, wobei eine Verinderung der Materialparame-
ter nur durch Anderung der Anzahl der Gefrier-Auftau-Zyklen erreicht werden
sollte. Da fiir die Proben eine andere Geometrie gewahlt wurde als fiir die zylin-
drischen Einschliisse bzw. die Phantome selbst, werden zwei unterschiedlich grofle
Zylinderproben untersucht, um Riickschliisse auf eventuell vorhandene Geome-
trieabhéngigkeiten durchfiihren zu k6nnen. Um ein Knicken der Proben auszu-
schlieBen, wurden die Zylinder gedrungen ausgebildet, wobei der grole Zylinder
eine Hohe von hy;=54 mm und einen Durchmesser von d,=70 mm hatte, wéhrend
fiir die kleine Form hr=34 mm und dx=50 mm galt. Weiterhin wurde durch eine
Gefrierzeit von 19h und eine Auftauzeit von 4h bzw. eine Gefrier- und Auftau-
dauer von 16 h und 8h die Gefrier-Auftau-Periode variiert, was auf die Betrach-
tung zweier unterschiedlicher Fertigungsprozesse hinauslauft. Zur Untersuchung
der Abhéngigkeit der Materialkenngré8en vom Gefrier-Auftau-Prozess wurden
die Proben zwei bis fiinf Zyklen ausgesctzt.

Als Ergebnis der Arbeit zeigte sich, dass sich gleiche Steifigkeiten bei un-
terschiedlichen Probengré8en nur bei einem 19/4-Zyklus einstellten, somit also
zunéchst einmal von den gewéhlten Geometrien weitestgehend unabhéngig wa-
ren. Dariiber hinaus war der Einfluss einer Kristallisation durch Alterung bei
der 19/4-Herstellungsvariante klein, vgl. hierzu die einfithrenden Hinweise in
Abschnitt 4.2. Jedoch wurde auch deutlich, dass der Einfluss der Raumtempera-
tur und der daraus resultierenden Auftaugeschwindigkeit grofle Bedeutung hat,
8o dass ohne eine Regelung dieser Einflussgréfen die Materialeigenschaften nicht
aus dem Herstellungsprozess abgeleitet werden konnen. Dariiber hinaus lieSen
die Versuche erkennen, dass sich das Spannungs-Dehnungs-Verhalten von PVA-
K durch ein Neo-Hooke-Materialmodell in einem Dehnungsbreich von null bis
ungefahr —12 % gut wiedergeben lésst.

Welche Schliisse lassen sich hieraus fiir den Einsatz des einaxialen Druckver-
suchs als Vergleichsmessungen fiir die Ultraschallelastografie ziechen? Da ohne
Regelung der Raumtemperatur und der Auftaurate nicht mit einem Herstellungs-
prozess gerechnet werden kann, aufgrund dessen die Materialparameter abgelei-
tet werden koénnen, werden sowohl bei der Herstellung von Einschlusszylindern
als auch beim Gieflen eines quaderformigen Phantoms Vergleichsprobenkdrper in
Form von gedrungen Zylindern aus der gleichen Suspension hergestellt. Anschlie-
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Bend werden alle Behéltnisse immer den gleichen Bedingungen ausgesetzt, sowohl
wihrend der Gefrier-Auftau-Zyklen als auch wahrend der Lagerung. Aus der
Geometrieunabhéngigkeit der Materialkennwerte wird nun geschlossen, dass das
Material der Vergleichskorper die gleichen Eigenschaften besitzt wie das in den
Phantomen eingebaute PVA-K. Dariiber hinaus ist keine zeitnahe Durchfithrung
der Elastografie- und der Vergleichsmessung erforderlich, da die Kristallisation
durch Alterung vernachlissigbar ist.

Bei diesem Vorgehen wird die Annahme getroffen, dass sich die an zwei Zy-
linderformen nachgewiesene Geometrieunabhéngigkeit auf andere Geometrien
extrapolieren lasst. Ferner wird vorausgesetzt, dass sich die Materialparameter
eines Einschlusses beim Verfiillen der quaderformigen Phantome nicht &ndern.
Da jedoch die aus dem Druckversuch gewonnenen Materialkenngréen nur fiir
eine grobe Abschétzung der Elastografiemessungen herangezogen werden, wird
im Weiteren davon ausgegangen, dass die Bedingungen erfiillt sind.

Im Folgenden wird daher kurz auf die Ausgestaltung und Auswertung der
Vergleichsmessung in Form eines einaxialen Druckversuchs eingegangen, der in
Bild 4.6 dargestellt ist. Da der Versuchsaufbau im Wesentlichen aus Arnold
(2006, Kap. 3) iibernommen wird, wird er im Rahmen dieser Arbeit nur kurz
wiedergegeben. Die in Bild 4.6 abgebildeten vier Metallstifte bilden zusammen
mit einer Metallplatte am Boden und einem U-férmigen Blech am Kopf respek-
tive der sehr kleinen Lasten einen biegesteifen Rahmen. Die obere Plexiglas-
platte kann mittels eines Schrittmotors® iiber eine Kugelumlaufspindel gefiihrt
auf- und abwérts verfahren werden. Die Ansteuerung des Motors erfolgt iiber
eine Schrittmotorsteuerung'® im Halbschrittbetrieb. Die zuriickgelegte Strecke
wird durch zwei induktive Wegaufnehmer'! bestimmt, withrend die Kraftmes-
sung durch den zwischen den Plexiglasplatten angebrachten s-formigen Kraft-
sensor'? erfolgt. Die Verarbeitung der Ausgangssignale der Sensoren leistet ein
digitaler Messverstéirker'®. Aufgrund des in Abschnitt 4.2.1 erwithnten Quellvor-
gangs wiahrend der Lagerung ist die Probengeometrie vor jedem Versuch erneut
zu bestimmen. Da die Vergleichskdrper im Allgemeinen sehr weich sind, erfolgt
die Ermittlung der Ausgangsprobenlénge und des -durchmessers nicht mit einem
Messschieber, sondern optisch mittels einer CCD-Kamera'4.

Der Druckversuch wird weggeregelt durchgefiihrt, wobei die Verfahrgeschwin-
digkeit des Druckstempels zu 1 ™m/min gewihlt wurde. Als Probenkdrper werden
die zuvor beschriebenen kleinen Zylinder mit einer Anfangshéhe von hx=34 mm
und einem Ausgangsdurchmesser d,=50mm gewahlt. In allen Versuchen wird
angenommen, dass die betrachtete Probe homogen und isotrop ist und sich un-
ter den Belastungen stets ein einaxialer, homogener Spannungszustand einstellt.

®Fa. Vexta, PK245M-01B

10Fa. isel automation, Schrittmotorsteuerung C10C

'1Fs. HBM Mess- und Systemtechnik GmbH, Wegaufnehmer W5K, Nennweg +5 mm, Nenn-
kennwert 180 mV/v, Kennwerttoleranz < +1 %

12Fa, ME-Messsysteme, Kraftsensor KD40S, Nennkraft +50 N

13Fa. HBM Mess- und Systemtechnik GmbI, Messverstirker Spider8

14Fa. Sony, Modell AVC-D5CE
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Bild 4.6: Versuchsstand zur Bestimmung des Schubmoduls von PVA-K
im Druckversuch

Diese Annahme ist gerechtfertigt, da durch das sehr ,,glitschige“ Material nahezu
keine Haftung auf der Unter- und der Oberseite auftritt und so die Verschiebung
der Punkte in radialer Richtung {iber die H6he der Probe gleichméaBig verliuft.
Ein Ausbauchen des Probenkdérpers ist demzufolge nicht zu beobachten, vgl. hier-
zu Bild 4.7.

Im Gegensatz zum Versuchsaufbau wird die Auswertung der Messergebnisse
im Vergleich zur Arbeit Arnold (2006) modifiziert. Aufgrund des hohen Wasser-
gehalts der Proben von ungeféhr 90 % wird nun angenommen, dass das PVA-
K nahezu inkompressibel ist. Somit kann im Druckversuch in guter Naherung
Inkompressibilitdt des Materials vorausgesetzt werden, wodurch auf die Bestim-
mung der Querdehnung der Probe mittels CCD-Kamera, verzichtet werden kann,
die sich in Arnold (2006, Kap. 8) im Vergleich mit der Erfassung der Léngsdeh-
nung als sehr ungenau erwies.

Unter Beriicksichtigung der Gleichungen (2.84), (2.85) und (2.86) folgt fiir ein
Neo-Hooke-Material mit n = 1, a1 = 2 und p1 = u, dass die Spannung

P = 1_41?0— =U (/\1 — /\;2) und A1 = ’Zl; (4.4)
ist, wobei die Koordinatenrichtung X1 parallel zur Stabachse verlduft. Sind die
Ausgangsfliche Ap und Anfangslinge lp bekannt, so kénnen die in jedem Mess-
punkt bestimmte Kraft F' und aktuelle Linge ! zur Ermittlung des Schubmo-
duls p im Sinne der Fehlerquadratmethode'® herangezogen werden. Hierbei be-

18Bei der Bestimmung des Schubmoduls g handelt es sich um eine Parameteridentifikation,
die sich problemlos in die Theorie der inversen Probleme aus Kapitel 3 einfiigen lésst.
Im Rahmen dieser Arbeit wird jedoch nicht weiter auf diesen Aspekt eingegangen und
stattdessen auf Rieder (2003, Kap. 6) verwiesen, der diese Thematik bei der Einfiihrung
der Projektionsverfahren aufgreift.




64 Kapitel 4. Experimentelle Datenermittlung

Bild 4.7: 2weimal gefrorene Probe im Druckversuch im undeformierten
und verformten Zustand

reitet jedoch gerade die Bestimmung der Ausgangslénge lo Schwierigkeiten, da,
sich die Proben durch den Quellvorgang von PVA-K an Ober- und Untersei-
te leicht aufwolben. Auf der Unterseite bereitet diese Wolbung kein Problem,
da sie durch das Probeneigengewicht {iberdriickt wird und somit unberiicksich-
tigt bleiben kann. Auf der Oberseite hat diese UngleichméBigkeit der Oberfliche
vor allem bei steiferen Proben zur Folge, dass selbst bei verhaltnisméBig hohen
Lasten von bis zu 3N der Querschnitt noch nicht komplett iiberdriickt ist. Dies
ldsst sich zum einen visuell bei der Versuchsdurchfiihrung als auch im Spannungs-
Dehnungs-Diagramm beobachten, da hier eine gemessene Kurve im Anfangsbe-
reich unverhéltnismiiBig langsam ansteigt, wobei dieses Verhalten sich mit einer
wachsenden Anzahl von Gefrier-Auftau-Zyklen immer stérker ausprégt. Da ein
Schneiden der Probe nicht in Betracht kommt, wird die folgende, alternative
Zwei-Schritt-Methode gew#hlt. Dabei wird zunéchst die spannungsfreie Refe-
renzkonfiguration Bg bestimmt und anschlieend der Schubmoduls u ermittelt.
Zu Beginn wird daher ein Messpunkt (I*, F*) gewahlt, fiir den gewihrleistet ist,
dass der Querschnitt iiber die gesamte Probenlénge vollsténdig iiberdriickt wird
und sich ein néherungsweise homogener Spannungszustand ausbildet. Wird die-
ser Deformationszustand temporér als Referenzkonfiguration betrachtet, so kann
im Sinne der Gleichung (4.4) eine Parameteridentifikation zur Bestimmung des
Schubmoduls p* durchgefiihrt werden und es gilt

F—F*
An-

wobei A” die zum Punkt (I*, F*) korrespondierrende Fliche ist. Ist der Schub-

l

l_,,,a

Pu-— P = = (,\1‘ - ,\1‘"2) und A = (4.5)
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Bild 4.8: Mit Neo-Hooke-Material erzeugte Messdaten po = 10kPa (o),
g = 27kPa (o) und die Kurven aus den identifizierten Para-
metern puo, = 10,03kPa (—), usg = 27,01kPa (—)

modul 4* berechnet worden, so kdnnen iiber die Beziehung

lo

2, (4.6)

—Pfi =p" (Mo —Alp") und Ag=
die korrespondierenden, ggf. fiktiven GroBen Probenlénge Iy und Probenfléche Ag
bestimmt werden, so dass die durch diesen Verformungszustand gekennzeichne-
te, spannungsfreie Lage der Referenzkonfiguration Bg entspricht. Der zweite
Schritt sieht dann, wie erwahnt, eine Parameteridentifikation im Sinne der Glei-
chung (4.4) mit Hilfe der Fehlerquadratmethode vor.

Die Leistungsfahigkeit dieser Vorgehensweise wird anhand der in Bild 4.8 dar-
gestellten, generierten Messdaten demonstriert. In diesem Beispiel wurden zwei
Messdatenséatze untersucht, wie sie auch bei der Versuchsdurchfiihrung der Ver-
gleichsmessung anfallen. Die Geometrie der fiktiven Proben entspricht dabei der
Vergleichsprobe des Druckversuchs. Bei beiden Datensétzen wird angenommen,
dass erst die Messpunkte ab einer Grenzdruckkraft von —3 N beriicksichtigt wer-
den kénnen. Die mit dem oben angegebenen Zwei-Schritt-Verfahren ermittelten
Steifigkeiten weichen von den tatsichlichen Werten um nicht mehr als 0,3 % ab,
so dass sich die sehr gute Ubereinstimmung in Bild 4.8 ergibt. Wird die Grenz-
druckkraft auf die jeweils halbe, maximal auftretende Einwirkung gesetzt, was
Werten von —7,63 N und —20,99 N entspricht, so betragt die Abweichung in den
Materialparameter hochstens 1,6 % und liefert auch in diesem Fall gute Werte, so




66 . Kapitel 4. Experimentelle Datenermittlung

Py [kPa)

° Matrix ———
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Bild 4.9: Messdaten der Druckversuche mit den Vergleichsproben
des Phantoms Pd vom 0l. Dez. 2006 (e, o) und Kurven
aus den identifizierten Materialparametern pumat = 9,9kPa
und pine = 27,8kPa bei Verwendung eines Neo-Hooke-Mate-
rials (—, —)

dass mit diesem Verfahren der Schubmodul der Vergleichsproben der Phantome
bestimmt wird.

Die Parameteridentifikation bei den Vergleichsproben wird auf den zu Beginn
dieses Abschnitts angegebenen Dehnungsbereich von 0% bis —10 % beschrénkt,
wobei Bild 4.9 anhand der zu Phantoms Pd gehérenden Zylinderproben exempla-
risch verdeutlicht, dass vor allem weichere Proben auch einen durchaus groferen
Dehnungsbereich von bis zu —15 % sehr gut beschreiben.

Bild 4.10 kann die Entwicklung des Schubmoduls der Vergleichsproben des
Phantoms Pd iiber den Zeitraum von annahernd sieben Wochen entnommen wer-
den. So betragt z. B. die maximale Abweichung einer Messung von den jeweiligen
zeitlichen Mittelwert fpd,e1 und jipa,m 3 % bzw. 1 %. Die grofite Abweichung vom
Mittelwert der Schubmodulverhéltnisse ipg,e1/Gpa,m liegt bei 5,9 %. Obwohl ei-
ne wirklich abschlieBende Interpretation dieser Schwankungen erst nach einem
Vergleich mit den Messergebnissen der Elastografiemessungen erfolgen kann, sei
hier im Vorgriff auf Abschnitt 6.4 darauf hingewiesen, dass eine Betrachtung der
zeitlichen Mittelwerte als Referenzwert trotz der Abweichungen von bis zu 6 %
vollig hinreichend ist. Dies hat zur Folge, dass die Elastografiemessungen der
Phantome und die Druckversuche an den Vergleichskorpern nicht zwingend zeit-
nah zueinander ausgefiihrt werden miissen.
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Bild 4.10: Zeitliche Entwicklung des Schubmoduls der Vergleichsproben
von Phantom Pd, Tag Null entspricht dem 4. Nov. 2006

Bisher wurde die Argumentation allein auf das Phantom Pd gestiitzt, jedoch
kann diese Probe als durchaus repriisentativ betrachtet werden. Eine vollstdndige
Zusammenstellung aller Probenkérper, die im Rahmen dieser Arbeit untersucht
werden, ist Anhang B zu entnehmen. Da die zeitliche Anderung der Schubmodul-
werte fiir alle Phantome vergleichbar zu dem Verhalten bei Probe Pd ist, werden
auch hier nur die jeweiligen zeitlichen Mittelwerte in Tabelle 4.1 aufgefiihrt. Die-
se Werte bilden die Grundlage fiir einen Vergleich mit den Ergebnissen aus den
Elastografiemessungen. Die Bezeichnungen der Phantome in dieser Arbeit wer-
den dabei so gewéhlt, dass Proben, die zeitgleich hergestellt wurden, die gleichen
Buchstaben im Namen fithren. Ein kleiner Buchstabe zeigt an, dass das Phantom
nur einen Einschluss enthilt, eine Probe mit zwei Gro8buchstaben im Bezeichner
weist auf zwei Einschliisse hin.

Da in Abschnitt 6.4 lediglich der mittlere Schubmodul betrachtet wird, wird
dieser Durchschnittswert zur Vereinfachung der Darstellung als Schubmodul der
Vergleichsprobe bezeichnet. Da weiterhin davon ausgegangen wird, dass die Ver-
gleichsproben die Steifigkeit der Einschliisse bzw. des umgebenden Materials
repréasentieren, wird der jeweilige Durchschnittswert auch als Schubmodul des
Einschlusses bzw. der Materialmatrix bezeichnet.

Um die ﬂ'berlegungen zum konstitutiven Gesetz von PVA-K abzuschlieflen,
soll nun noch die Frage diskutiert werden, ob ein Materialmodell existiert, wel-
ches das reale Materialverhalten bei einer quasi-statischen Beanspruchung auch
auflerhalb der zuvor erwahnten 10 % bis 15 % Dehnung gut beschreibt. Hier zeigt
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Bezeichner || wie1 [kPa] | wie2 [kPa] | pim [kPa] | wi,e5/thim
Pc 28,5 - 9,0 3,2/1
Pd 27,8 — 9,7 2,9/1
PD 27,8 27,8 9,7 2,9/1
Pe 19,3 - 10,8 1,8/1
Pf 9,5 — 19,7 1/2,1
Ph 24,2 - 8,8 2,7/1
PH 24,2 24,2 8,8 2,7/1

Tabelle 4.1: Zusammenstellung der verwendeten Phantome: u;.; be-
zeichnet den Schubmodul des Vergleichsprobenkdrpers von
Einschluss j7 aus Phantom 4, usm ist der Schubmodul der
Zylinderprobe korrespondierend zur umgebenden Matrix.

sich, dass ein ebenfalls einparametriges Modell basierend auf dem allgemeinen
Ogden-Material sehr gute Ergebnisse liefert. So ergibt sich mit Hilfe von Glei-
chung (2.86) fiir n =1, @1 = —2 und y; = —p die spezifische Forménderungs-
energie

Was = Wos (A1, 22, da) = £ (A% + 252 + 45%) (47)
die die Bedingungen aus Gleichung (2.78) erfiillt. Wird basierend auf dieser
Forménderungsenergiefunktion eine Parameteranpassung mit der Zwei-Schritt-
Methode durchgefiihrt, ergeben sich die in Bild 4.11 dargestellten Ergebnisse.
Das Diagramm verdeutlicht anhand des Phantoms Pd, dass die mit Hilfe des
Ogden-Materials (4.7) berechneten Parameter das Materialverhalten im Deh-
nungsbereich von null bis —20 % sehr gut wiedergeben. Trotz der ausgezeichne-
ten Ubereinstimmung von Daten und Modell wird im Weiteren zur Ermittlung
der Schubmodulverteilung nur noch auf das Neo-Hooke-Material zuriickgegriffen,
da es fiir einen Dehnungsbereich von bis zu —15 % ebenfalls sehr gute Resulta-
te liefert. Dariiber hinaus besitzt das Neo-Hooke-Material den Vorteil, dass die
Anwendbarkeit des Modells im betrachteten Dehnungsbereich fiir gummiartige
Werkstoffe verifiziert wurde, vgl. Ogden (1984, Kap. 7), so dass im Gegensatz
zu dem Modell nach Gleichung (4.7) eine Extrapolation, der aus dem Druckver-
such erhaltenen Ergebnisse auf komplexere Belastungszustdnd moéglich ist. Es
wird aber darauf hingewiesen, dass die im Folgenden gemachten Ausfiihrungen
hinsichtlich des Neo-Hooke-Materials problemlos auf das einparametrige Ogden-
Material aus Gleichung (4.7) iibertragbar sind.
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Bild 4.11: Messdaten entsprechend Bild 4.9, Kurven aus den ermittel-
ten Materialparametern jtmat = 8,9 kPa und pinc = 25,4kPa
bei Verwendung des Ogden-Materials (4.7)

4.3 Verschiebungsfeldmessung mit Ultraschallelastografie

Nach der einfiihrenden Beschreibung des Prinzips der Ultraschallelastografie im
ersten Teilkapitel werden in diesem Abschnitt die Elastografiemessungen naher
beschrieben, die in Zusammenarbeit mit dem Lehrstuhl fiir Hochfrequenztechnik
der Ruhr-Universitdt Bochum durchgefiihrt wurden. Hierbei steht vor allem eine
kontinuumsmechanische Betrachtung der Experimente im Vordergrund, was die
Erkenntnisse aus Unterabschnitt 4.2.2 voraussetzt. Da in diesem Abschnitt ei-
ne Beschreibung der Komponenten des Elastografiesystems nur insoweit erfolgt,
wie sie fiir die kontinuumsmechanische Analyse Relevanz besitzen, wird an die-
ser Stelle noch einmal die Arbeit Khaled (2007) erwihnt, die eine ausfiihrliche
Darstellung des Systems und der Messdatenerfassung enthélt.

Fiir die Elastografiemessungen steht ein mit einer Linearsonde'® ausgestatte-
tes Ultraschallgeriit'” fiir medizinische Anwendungszwecke zur Verfiigung, vgl.
Bild 4.12(a), welches nicht nur Zugang zu den analogen, hochfrequenten Echoda-
ten gewdhrt, sondern auch die internen Triggersignale bereitstellt. Die Datenauf-
nahme erfolgt mit einem Standard-PC iiber eine integrierte 12-Bit Analog/Digi-

18Fa, Siemens, hochfrequenter Ultraschallwandler Typ VF 13-5, 192 Wandlerelemente mit
einer Breite von 0,2 mm und einem Abstand von 0,21 mm. Die Breite des B-Bilds be-
trigt 32 mm.

17Fa. Siemens, Siemens Sonoline Omnia
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Bild 4.12: Darstellung des Elastografiesystems wéhrend der Versuchs-
durchfithrung: (a) einzelne Komponenten des Elastografie-
systems, (b) Phantom wihrend der Versuchsdurchfiihrung

tal-Wandlerkarte'® und einer speziellen Triggerschaltung, vgl. Hiltawsky (2004,
Kap. 5). Diese Schaltung wird so eingestellt, dass fiir jeden B-Mode eine fest vor-
gegebene Anzahl von A-Linien aufgenommen und in der richtigen Reihenfolge
angeordnet wird. Die Kompression der Phantome zur Erzeugung unterschiedli-
cher Deformationszusténde ¢(Bo) und @(Bp) wird mit dem in Abschnitt 4.2.2
beschriebenen Versuchsstand ausgefiihrt, wobei sich die Linearsonde in die Kom-
pressionseinheit integrieren lésst, vgl. Bild 4.12(b). Die Ansteuerung des Schritt-
motors erfolgt wihrend einer Elastografiemessung durch den Standard-PC, der
auch die HF-Daten erfasst. Die Regelung erfolgt iiber die Anzahl der Schritte des
Schrittmotors, wobei die Verfahrgeschwindigkeit der Kompressionseinheit wie im
Druckversuch bei ungeféhr 1=m/min liegt.

Das hier skizzierte Elastografiesystem kann unter Beriicksichtigung der voran-
gegangenen Abschnitte dazu verwendet werden, die maf3gebenden Rahmenbedin-
gungen fiir die Versuche vorzugeben. So ermoglicht die eingesetzte Linearsonde
lediglich die Aufnahme einer Schnittfliche einer Struktur B. Soll jedoch ein be-
liebiger Korper untersucht werden, so kann im allgemeinen Fall eine dreidimen-
sionale Materialverteilung auftreten. Da sich diese Verteilung in einer Struktur
aber nur dann ermitteln ldsst, wenn die axiale Komponente des Verschiebungs-
feldes fiir alle Materialpunkte M und die zur Verformung korrespondierenden
Verschiebungs- und Kraftrandbedingungen bekannt sind, entsteht hier zunéchst
ein Widerspruch zur Datenaufnahme in einer Ebene. Erfolgt eine Beschrankung

18pa. Gage, Typ Gage 1250 mit 50 MHz Abtastrate




4.3. Verschiebungsfeldmessung mit Ultraschallelastografie 71

auf quaderférmige Phantome, so ldsst sich die angesprochene Gegensatzlichkeit
experimentell auf unterschiedliche Art und Weise auflosen.

Eine Moglichkeit besteht darin, die Grundfliche der Kompressionsplatte, in
die der Ultraschallwandler integriert ist, so gro zu dimensionieren, dass ein
Phantom B fiir jede beliebige Postion des Schallwandlers auf der Oberseite der
Probe vollstandig iiberdriickt ist. Wird ein geeignetes Tracking-System verwen-
det, kann durch Verschieben des Schallwandlers in lateraler und elevationaler
Richtung das quaderférimge Phantom schnittflichenweise gescannt werden, um
so — da die Randbedingungen fiir jede Datenaufnahme gleich bleiben — ein dreidi-
mensionales, axiales Verschiebungsfeld mit korrespondierenden Randbedingun-
gen zu erhalten. Der so generierte Datensatz bietet dann die Mdéglichkeit, auch
beliebige dreidimensionale Materialverteilungen zu ermitteln.

Eine andere Vorgehensweise besteht darin, die Struktur B und die mecha-
nischen Randbedingungen so zu wéhlen, dass sich der gegebene Probenkorper
niherungsweise durch ein ebenes Problem beschreiben lasst. In diesem Fall kann
durch einen einzigen Scanvorgang das Verformungsverhalten des gesamten Kor-
pers beschrieben werden. Dariiber hinaus wird der numerische Aufwand zur Be-
stimmung der Materialparamter erheblich minimiert, da sich alle Berechnun-
gen auf ein ebenes Problem reduzieren lassen. Ein Nachteil dieser Methode ist
natiirlich, dass sich durch dieses Vorgehen keine beliebigen, dreidimensionalen
Steifigkeitsverteilungen bestimmen lassen. Dennoch ist diese Herangehensweise
in der Literatur iiblich, vgl. u. a. Skovoroda et al. (1995), Doyley et al. (2000),
Oberai et al. (2004), stellt doch die erfolgreiche Realisierung solcher Messun-
gen eine unabdingbare Voraussetzung zur Entwicklung eines dreidimensionalen
Elastografiesystems dar.

Auch im Rahmen dieser Arbeit werden ausschlieflich Phantome betrachtet,
die bei der Wahl geeigneter Randbedingungen eine Reduktion auf ein ebenes Pro-
blem erlauben, vgl. auch die Phantomherstellung aus Abschnitt 4.2.1. Dennoch
sollte bei der Entwicklung eines mathematischen Verfahrens zur Bestimmung der
Schubmodulverteilung darauf geachtet werden, dass die gewéhlte Methodik stets
auf den allgemeinen, dreidimensionalen Fall erweiterbar ist. Dieser Aspekt wird
in Abschnitt 5.1.3 bei der Diskussion von in der Literatur vorhandenen Ansétze
noch einmal aufgegriffen.

Um bei der Versuchsdurchfiihrung néherungsweise ein zweidimensionales Pro-
blem zu generieren, wird die Kompressionseinheit zur Umsetzung einer Elas-
tografiemessung mit PVA-K Phantomen entsprechend der Abbildung 4.12(b)
ausgebildet. Eine entsprechende Idealisierung dieser Versuchsdurchfiihrung ist
Bild 4.13 zu entnehmen, die die Messsituation noch einmal in Form einer Ge-
geniiberstellung verdeutlicht. Dabei gibt die schraffierte Fliche in Bild 4.13(b)
die Aufnahmeebene an, in der die HF-Daten erfasst werden. Es wird ange-
nommen, dass diese Scanebene, fiir die im Folgenden Xg = 0 gilt, bei der Ver-
suchsdurchfiihrung néherungsweise mit der Mittelebene des Phantoms zusam-
menféllt. Obwohl der Aufnahmebereich der Linearsonde aus verfahrenstechni-
schen Griinden kleiner ist als die Schnittfliche des Phantoms, wird fiir die néchs-
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(b)

Bild 4.13: Elastografiemessung: (a) Versuch und (b) Idealisierung

ten fjberlegungen zundchst vorausgesetzt, dass beide Groflen identisch sind. Mit
dieser Annahme kann nun die Mittelflache des Phantoms als ebenes Problem
betrachtet werden, wobei dieser Schritt seinerseits aus mechreren Griinden ei-
ne Naherung darstellt. So ergibt sich aufgrund der gewahlten Abmessungen
der Phantome mit einer Hohe h = 43,5 mm, einer Breite b = 40,0 mm und ei-
ner Léange [ = 50,0 mm weder ein ebener Spannungs- noch ein ebener Verzer-
rungszustand. Diese Gegebenheit wird dariiber hinaus durch die Beobachtungen
verstirkt, dass sich bei der Probenherstellung ein Durchhang der Einschliisse
einstellt, vgl. Bild 4.5(a). Diese unvermeidbare geometrische Imperfektion wird
durch eine ggf. leicht ungleichméBige Kristallisation des PVA-K noch verstérkt.
Im Weiteren wird jedoch angenommen, dass sich der Verformungszustand fiir die
Mittelebene naherungsweise durch einen ebenen Verzerrungszustand beschreiben
lésst.

Nachdem die Vorbetrachtungen zu den Versuchen abgeschlossen sind, kann
nun auf die eigentliche Versuchsdurchfiihrung eingegangen werden. Bei der Um-
setzung einer Elastografiemessung wird zunéchst das mit Wasser benetzte Phan-
tom im Versuchsstand grob positioniert. AnschlieBend wird die Kompressions-
platte mit der integrierten Linearsonde langsam verfahren, bis sie die Probe
beriihrt. Hierbei muss darauf geachtet werden, dass zwischen Schallwandler und
Phantom iiber die gesamte Lénge Kontakt herrscht und sich keine Luft zwischen
Sonde und Probe befindet. Aufgrund eines ggf. ungleichméafBigen Quellvorgangs
der Phantome wahrend der Lagerung kann es daher erforderlich sein, dass die
Probe in der Ausgangsstellung schon leicht komprimiert wird. Ist die Kompres-
sionsplatte vertikal positioniert, kann die Probe ggf. von Hand in horizontaler
Richtung abschlieBend ausgerichtet werden, so dass Scanebene und Mittelebe-
ne des Phantoms néherungsweise zusammenfallen und die Linearsonde nicht in
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lateraler Richtung iiber die Probe hinausreicht. Nach Abschluss dieses Vorbe-
reitungsprozesses wird die Kompressionseinheit in bis zu 40 Schritten vertikal
in Kompressionsrichtung verfahren, was einem Verfahrweg von ungefihr 4 mm
entspricht, wobei in der Ausgangslage und nach jedem Schritt eine Ultraschall-
aufnahme erfolgt. Nach Erreichen der Endposition ist die Messung abgeschlossen
und die Probe kann entlastet und aus dem Versuchsstand entfernt werden.

Entsprechend der Beschreibungen aus Abschnitt 4.1 kann im Sinne einer ideali-
sierten Betrachtung, in jedem Schritt die Position eines jeden Materialpunkts M
in der Aufnahmeebene B bestimmt werden. Um fiir die noch folgenden Erléaute-
rungen die jeweiligen Aufnahmen besser unterscheiden zu kénnen, wird die Aus-
gangsposition bzw. die erste Messung als spannungsfreie Referenzkonfigurati-
on BJ betrachtet und die gemessenen Koordinaten mit X?¢ = x9° bezeichnet.
Hierbei wird angenommen, dass sowohl die Verschiebungen aus der Vorkompres-
sion als auch aus Eigengewicht vernachlissigbar klein sind. Analog werden die bei
der i-ten Messung bestimmten Daten durch die Bezeichnungen BY, = 9 (B§)
fiir die Konfiguration und 29 = £9*(X?9) fiir die Koordinaten erfasst. Aus die-
sen Messdaten ldsst sich das axiale Verschiebungsfeld 4 bestimmen, wobei fiir
eine solche Berechnung nur zwei der 41 Aufnahmen benotigt werden. Da die Be-
stimmung des Feldes 4 auch bei dieser idealisierten Betrachtung vom gewihlten
Messverfahren abhéingt, wird im Weiteren zwischen der HF- und der B-Bild-
Ultraschallelastografie unterschieden.

Wird das erstgenannte Messverfahren betrachtet, so koénnen zur Verschie-
bungsermittlung nur jeweils zwei vertikale HF-Linien miteinander verglichen
werden, die fiir unterschiedliche, axiale Schallwandlerpostionen an einer Stel-
le X2 = konst aufgenommen worden sind, vgl. Abschnitt 4.1. Dieser Sachver-
halt impliziert die Annahme, dass sich ein Materialpunkt fiir eine stérungsar-
me Messung nur in axialer Richtung verschiebt. Dieses Verformungsverhalten
wird jedoch lediglich bei kleinen Deformationen hinreichend gut approximiert,
vgl. hierzu auch die Ausfithrungen in Abschnitt 4.1. Somit werden im Allgemei-
nen nur Nachbaraufnahmen zur Verschiebungsberechnungen herangezogen und
es gilt fiir die gemessene Axialverschiebung zunéchst

uf(X?) = uf(X?) = 2§ (X?) - X{. (4.8)

Da sich das PVA-K in der Néhe der unbelasteten Ausgangskonfiguration im
Druckversuch fiir einen Dehnungsbereich von bis zu 5% in guter Naherung linear
verhélt, vgl. Bild 4.9, kann die Berechnungsvorschrift (4.8) auf die Form

uf(a®) = (@) = of (@) — 2t (49

verallgemeinert werden, wobei 72 > 0 mdglichst klein zu wéhlen ist. In diesem
Fall fungiert die Konfiguration B} als ,unbelastete Ausgangskonfiguration.
Die Berechnung des Verschiebungsfelds u§ auf Grundlage der Gleichung (4.9) ist
immer dann erforderlich, wenn eine der beiden ersten Aufnahmen durch duflere
Storeinfliisse fiir eine Verschiebungsberechnung nicht geeignet ist.
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Wird auf die Erlduterungen der B-Bild-Ultraschallelastografie aus Unterka~
pitel 4.1 zuriickgegriffen, dann sind die Block-Vergleichs-Algorithmen bei der
Verschiebungsermittlung nicht mehr an den Aufbau der Wandlerzeile in der Li-
nearsonde gebunden. Somit kann das Verschiebungsfeld aus einer Aufnahme j
bestimmt werden, fiir die 7 > 1 gilt, so dass sich die Axialverschiebung zu

w{(X9) =z (X)) - X1. (4.10)

berechnet.

Diese durch die Gleichungen (4.8) und (4.10) eingefiihrte, vereinfachende Be-
trachtung der Elastografiemessung fiihrt auf den in Bild 4.14 veranschaulich-
ten Versuchsablauf, welcher eine detailliertere, kontinuumsmechanische Analyse
zulésst. Der Versuch beginnt zum Zeitpunkt ¢ in der unverformten Ausgangs-
konfiguration. Wie in Bild 4.14 dargestellt, werden zur Beschreibung des Ver-
suchs zwei Beobachter eingefiihrt, ein fest gewahlter Betrachter ¥ und ein zeit-
lich verdnderlicher Beobachter ¥* = X*(¢*), wobei t = ¢* und ¥ = ¥*(to) gel-
te. Aufgrund der Wahl der Ausgangs- als Referenzkonfiguration wird die mit
dem Ultraschallgerit gemessene Position der Punkte durch X = X* gekenn-
zeichnet.’® Durch die Kompression mit dem Ultraschallwandler wihrend des
Versuchsablaufs wird auf der Oberseite der Struktur B bis zur i-ten Aufnahme
eine Randverschiebung 4(t;) = 4(t;)e: induziert, die aufgrund der geringen Ge-
schwindigkeit von ungeféhr 1 mm/nin als quasi-statisch angesehen wird. Somit gilt
in den weiteren fjberlegungen, dass die Geschwindigkeit bzw. die Beschleunigung
der materiellen Punkte & =~ & =~ 0 ist. Dariiber hinaus wird die volumenhafte
Einwirkung aufgrund von Eigengewicht vernachléssigt, so dass fiir die wirkende
massenbezogene Beschleunigung b = 0 folgt. Da die Struktur B naherungsweise
der Mittelebene entspricht, sind aus Symmetriegriinden die Verschiebungen in
Elevationsrichtung ungeféhr Null, was sich giinstig auf die Qualitiat der Messun-
gen auswirkt.

Eine Bewegung des Schallkopfes ist gleichbedeutend mit der Verschiebung des
Betrachters 3*, der fest mit dem Schallwandler verbunden ist. Da die Ermittlung
der Koordinaten der materiellen Punkte in Abh#éngigkeit vom Betrachter 3* er-
folgt, wird durch die Ultraschallaufnahme z* = *(X*) zu einem Zeitpunkt ¢;
bestimmt. Da der Schallwandler eine rein translatorische, unbeschleunigte Be-
wegung ausfiihrt, handelt es sich bei der entsprechenden Koordinatentransfor-
mation um eine Galilei-Transformation und bei der i-ten Aufnahme gilt mit den
Gleichungen (2.9) und (2.10)

Q=1 und ¢ = @(t;), mit ¢ = & = v = konst & 0, (4.11)

wobei v die Geschwindigkeit des Schallwandlers ist. Somit folgt fiir die Koordi-
naten der materiellen Punkte bzgl. des Betrachters X, dass @ = z* + 4(¢;) ist.

®Die in Bild 4.14 gewihlte Bezeichnung e; ist gerechtfertigt, da fiir beide Betrachter ¥
und X* stets By = e; (1 = 1,2,3) gilt. Somit muss respektive der Basisvektoren nicht zwi-
schen Momentan- und Referenzkonfiguration unterschieden werden.
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to ts t, t*

Bild 4.14: Versuchsablauf bei einer Elastografiemessung, oberhalb der
Probe sind die Linearsonde (01) und die Kompressionsplat-
te (k1) dargestellt

Daher kann unter den gegebenen Annahmen die Beschreibung der Deformation
sowohl in Abhingigkeit vom Betrachter ¥ als auch vom Beobachter ¥* erfolgen.
Die zweite Variante ist jedoch vorzuziehen, da in diesem Fall die experimentelle
Bestimmung von (%;) entfallt.

Wie schon durch das Bild 4.14 veranschaulicht wird, wird durch die gew&hlte
Versuchsanordnung natiirlich nicht verhindert, dass sich die Punkte in lateraler
Richtung verschieben. Aufgrund dieser Verschiebung in e2-Richtung ist es bei
grofien, induzierten Verschiebungen , wie sie bei der B-Bild-Elastografie auftre-
ten, nicht moglich, die Position der Punkte im Randbereich in der deformierten
Lage zu bestimmen. Dieser Effekt wird noch einmal dadurch verstirkt, dass der
Ultraschallwandler nicht iiber die Probe hinausreichen darf, weil ansonsten durch
Reflektionseigenschaften der Luft Rauscheffekte in den Elastografiemessungen
auftreten. Da aber die Axialverschiebung fiir alle Punkte M eines Korpers B bei
der Ermittlung der Materialverteilung bekannt sein muss, wird bei den Messun-
gen nur ein Teilbereich P der Struktur betrachtet, vgl. Bild 4.15. Der dargestellte
Idealisierungsprozess verdeutlicht den Ubergang von der im Versuch tatséchlich
vorhandenen Struktur zum mechanischen Modell, welches bei der numerischen
Bestimmung der Materialparameterverteilung spater eingesetzt wird. Die hier
getrofienen Vereinfachungen beziehen sich in erster Linie auf die Randbedingun-
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gen. Dabei fallt auf, dass neben dem Verlust des Bildbereichs an den Seiten, auch
auf der Ober- und Unterseite Informationen verloren gehen. So muss auf Messda-
ten in einem Streifen der Breite a, & 1 mm an der Phantomoberseite verzichtet
werden, da im Nahfeld der Linearsonde starke Schallschwankungen entstehen,
vgl. Christensen (1988, Kap. 5), die die Ergebnisqualitét der Verschiebungsmes-
sungen unverhaltnism#Big stark herabsetzen.?° Um bei Messungen Storeinfliisse
an der Phantomunterseite zu vermeiden, die an der Grenzschicht zwischen Phan-
tom und Unterlage entstehen, ist hier ebenfalls ein Randbereich a, = a,(u(t;))
zu beriicksichtigen, der vom betrachteten Schritt ¢ abhéngig und daher fiir jede
Messung individuell zu bestimmen ist. An den Seiten bleibt ein Bereich mit einer
Breite von a, = as + as ausgespart. In diesem Zusammenhang entspricht as der
halben Differenz aus Probenbreite und Schallwandlerbreite sowie G, = @s(u(t;))
einer verformungsabhéngigen und deshalb ebenfalls fiir jede Elastografiemessung
zu bestimmenden Grofle, die der laterale Verschiebung der materiellen Punkte
am Rand geschuldet ist. Da bei der HF-Elastografie die Verformungen sehr klein
sind, wird fiir dieses Messverfahren angenommen, dass stets as(u(t;)) = 0 gilt.
Die bisher beschriebenen Randbreiten a; sind allein aufgrund physikalischer Ge-
gebenheiten zu beriicksichtigen, die sich auf das mechanische Verhalten bzw. auf
die akustischen Eigenschaften zuriickfiihren lassen. Bei der B-Bild-Elastografie
und den zugrunde liegenden Block-Vergleichs-Algorithmen entsteht ein zusétz-
licher Randbereich der Breite as;, der sich aus der halben Breite bzw. Hohe des
Blocks und des Suchfensters zusammensetzt, vgl. Abschnitt 4.1 und insbeson-
dere Bild 4.3. So gilt fiir die Ober- und Unterseite aso = apu = 5 (N1 + n1) und
fiir den Seitenbereich azs = 3 (N2 + n2). Da zusiitzlich die Phantome lagerungs-
bedingt einem Quellvorgang ausgesetzt sind, wird bei der Angabe der Messer-
gebnisse in Abschnitt 6.4 nicht die Gesamtbreite der Randbereiche angegeben,
sondern die Gro8e des betrachteten Bildbereichs, wodurch sich die Darstellungen
vereinfachen. Hat ein Bild die Hohe A und die Breite b, lassen sich hieraus die
Abmessungen der Rénder ndherungsweise bestimmen.

Da die eingesetzte Linearsonde einen Bildbereich mit einer Breite von 32mm
erzeugt, vgl. die Spezifikationen in Fufinote 16 auf Seite 69, entspricht as = 4 mm
und somit as & 4 mm + a,. Ferner wird bei den im Rahmen dieser Arbeit durch-
gefiihrten Experimenten in der Regel eine Bildhéhe von h = 40 mm gewahlt, so
dass a, (u(t;)) < 2,5 mm gilt.>* Die Angabe dieser Naherungswerte fiir die Rand-
breiten, die auf den Innenabmessungen der Probenbehélter beruhen, erméglichen
ihrerseits nun eine Einschétzung der Approximation, die sich durch den Idealisie-
rungsprozess fiir die Randbedingungen der Teilstruktur P ergibt, vgl. Bild 4.15.

2011 der Praxis werden hier bei der Signalverarbeitung von dem empfangenen Echosignal die
ersten 650 Bildpunkte abgeschnitten. Da die Wandlerelemente der Linearsonde in einer
Fliissigkeit gelagert sind, ist es nicht m&glich anzugeben, wie viele der 650 Linien Bestand-
teil dieser Fliissigkeit bzw. des Phantoms sind, weshalb a, nicht genau quantifizierbar ist.
Jedoch erlaubt diese Vorgehensweise spiter die Vergleichbarkeit zwischen den B-Bildern
und den berechneten Schubmodulverteilungen.

21Die Bildhshe lésst sich sowohl bei der Datenerfassung am Ultraschallgeriit einstellen als
auch bei der Berechnung des Verschiebungsfelds festlegen.
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Bild 4.15: Vereinfachte Betrachtung der Randbedingungen bei der ex-
perimentellen Verschiebungsermittlung, im linken Bildteil
sind oberhalb der Probe Linearsonde ((J) und Kompressi-
onsplatte (O0) dargestellt

Da die mit Wasser benetzten Phantome auf der Ober- und Unterseite wahrend
einer Verschiebungsfeldmessung nicht haften, wird angenommen, dass sowohl die
Struktur B und hieraus resultierend auch der Teilkérper P in lateraler Richtung
verschieblich gelagert sind, vgl. Abbildung 4.15. Die auf der HH8he des Verschie-
bungsrands 0P, gemessenen Verschiebungen 47 = 43 (X, = a,, X2) werden ge-
mittelt und als Randbeanspruchung 4,(¢;) auf die Teilstruktur P aufgebracht.
Die Bestimmung der Randverschiebung . (t;) erfolgt in analoger Weise. Fiir
die Seitenrédnder des Ausschnitts P wird ebenfalls angenommen, dass sich die
Randbedingungen vom Spannungsrand 0B, néherungsweise iibertragen lassen,
so dass fiir die Oberflichenspannung ¢ = 0 auf den Seitenréindern 6P, gelte,
vgl. Bild 4.15.

Eingedenk der getroffenen Annahmen wird im Folgenden nicht mehr explizit
zwischen dem Teilkérper P und der Struktur B unterschieden, so dass fiir beide
der Bezeichner B verwendet wird. Unter der Struktur B wird dann bei nume-
rischen Simulationen oder bei der Auswertung von Messergebnissen immer der
(Teil-Ykorper verstanden, fiir den das (axiale) Verschiebungsfeld bekannt ist. Ein
solches gemessenes, axiales Verschiebungsfeld ist exemplarisch in Bild 4.16 dar-
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(a)

Bild 4.16: Axiale Verschiebungsfelder aus Elastografiemessungen im
MaSBstab 1:1 in Abhéngigkeit vom zeitlich verénderlichen Be-
trachter ¥*: (a) Phantom PD mit HF-Elastografie und (b)
Phantom Pd mit B-Bild-Elastografie

gestellt. Fiir die Bestimmung der in der Einheit [mm] angegebenen Komponen-
te uf ist dabei die Schallgeschwindigkeit unentbehrlich, die im Rahmen dieser
Arbeit bei allen Experimenten zu ¢ = 1498,8 m/s angesetzt wird. Hierbei han-
delt es sich um einen in Versuchsreihen an PVA-K Zylinderproben bestimmten
Mittelwert mit einer Standardabweichung von o, = 13,6 m/s, vgl. Khaled (2007).
Da die in den Versuchen eingesetzten Probenkorper entsprechend dem in Un-
terabschnitt 4.2.1 beschriebenen Herstellungsprozess gefertigt wurden, ist die
Ubertragbarkeit auf die Elastografiemessungen gewiihrleistet.

Aufbauend auf dem fiir die Berechnungen verwendeten Modell aus Bild 4.15,
das im bisherigen Verlauf des Abschnitts motiviert wurde, lassen sich nun weite-
re Schlussfolgerungen fiir die Ermittlung der Materialverteilung ziehen. Wie zu
Beginn dieses Kapitels in Abschnitt 4.1 erldutert wurde, entspricht die Schub-
modulverteilung p = p(X), mit X € By, in der Terminologie des Kapitels 3 der
gesuchten Ursache, die aus dem gemessenen Verschiebungsfeld w9 bzw. dessen
axialer Komponente u{ bestimmt wird. Ohne an dieser Stelle auf einen kon-
kreten Lésungsansatz fiir diese Berechnung eingehen zu wollen, lésst sich zeigen,
dass das Ergebnis einer solchen Analyse auf Grundlage des Modells aus Bild 4.15
keinen Absolutwert fiir den Schubmodul in einem beliebigen Materialpunkt M
liefern kann. Um diesen Sachverhalt zu erldutern, wird die in der Literatur im
Rahmen der Elastografie hiufig verwendete Annahme getroffen, dass die Quer-
kontraktionszahl v in jedem Punkt M gleich und mit v = 0,5 gegeben ist. Fiir
diesen Fall hingen die Verteilungen der Laméschen Konstante A bzw. des Kom-
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pressionsmodul K iiber die Beziehung

% _ 214w

von der Schubmodulverteilung u ab, mit fx, fx > 0. Betrachtet man zunichst
nur die linearisierte Elastizitdatstheorie, so ergibt sich das Verschiebungsfeld u bei
gegebener, beliebiger Materialverteilung u als Losung der schwachen Form des
Gleichgewichts nach Gleichung (2.135), so dass eingedenk aller bisher in diesem
Abschnitt getroffenen Annahmen

B = fx p, (4.12)

oW = /‘Gra,d'r)0 todV =0 (4.13)
Bo

gilt, wobei die linearisierte Spannung o = o(u) von u abhingt. Wird nun eine
Verteilung i = cp mit ¢ > 0 betrachtet, so ergibt sich bei der Losung des An-
fangsrandwertproblems ebenfalls das Verschiebungsfeld «, denn unter Beriick-
sichtigung der Gleichungen (2.131) und (4.12) folgt

oW = fGra,d'r)O :(co) dV = c/Gra.dn0 :odV =0. (4.14)
Bo Bo

Somit ergeben die Verteilungen u und i die gleiche Wirkung « und sind daher
bei der Losung des inversen Problems nicht voneinander zu unterscheiden. Da
zwischen der exakten Losung und den Vielfachen dieser Materialverteilung nicht
differenziert werden kann, wird im Rahmen dieser Arbeit beim inversen Problem
der Elastografie nach einer relativen Schubmodulverteilung i gesucht. Ist in ei-
nem Materialpunkt M; der Absolutwert fiir den Schubmodul pabs = fabs(M1)
bekannt, so kann die exakte Materialverteilung hieraus ermittelt werden.

Wird ein beliebiges, hyperelastisches Material betrachtet, so hangt eine der-
artige Analyse wesentlich von der spezifischen Forménderungsenergie Wy, ab,
die das Materialverhalten charakterisiert. Aufgrund der Ausfiibrungen in Ab-
schnitt 4.2.2 wird an dieser Stelle ausschlieBlich das Neo-Hooke-Materialmodell
nach Gleichung (2.79) bzw. (2.81) betrachtet, jedoch sind die Ausfiihrungen auch
ohne Einschrinkungen auf das einparametrige Ogden-Material erweiterbar, das
ebenfalls in Abschnitt 4.2.2 beschrieben wurde. Werden die Annahmen aus dem
zuvor beschriebenen linearen Fall iibernommen, sind die dort getroffenen Aus-
sagen problemlos auf das Neo-Hooke-Material iibertragbar, da fiir die beiden
Schubmodulverteilungen y und i = cu, zusammen mit der schwachen Form des
Gleichgewichts nach Gleichung (2.135) und Gleichung (4.12)

oW = /Gr&dno : (¢ P) aTV=c/Grad'r)0 :PdV =0 (4.15)
Bg Bo

folgt. Somit kann auch im Falle eines Neo-Hooke-Materials lediglich eine relative
Schubmodulverteilung bestimmt werden.




5 Elastografie

In diesem Kapitel werden die im bisherigen Verlauf der Arbeit bereitgestellten
Grundlagen angewendet, wobei die Darstellung unterteilt in die lineare und die
nichtlineare Elastografie erfolgt.

Im Abschnitt 5.1 werden die in der Literatur vorhandenen Verfahren zur li-
nearen Elastografie diskutiert. Da im Schrifttum eine Vielzahl von Methoden
vorgeschlagen wird, erfolgt zu Beginn eine Einteilung der Algorithmen in zwei
Methodenklassen, die dann in den Unterabschnitten 5.1.1 und 5.1.2 eine allgemei-
ne Betrachtung im Sinne des Kapitels 3 erlaubt. Ein Vergleich der direkten und
iterativen Verfahren anhand je eines Reprisentanten durch einen Benchmark-
Test und eine abschliefende Diskussion erfolgt in Unterabschnitt 5.1.3. Die wei-
teren Ansétze, die sich der angesprochenen Einteilung entziehen, werden in Ab-
schnitt 5.1.4 kurz erldutert und runden die Ausfiihrungen zur linearen Elasto-
grafie ab.

Aufbauend auf dieser Analyse wird in Abschnitt 5.2 ein Verfahren vorgestellt,
welches nicht auf der linearisierten Elastizititstheorie beruht. Dieses Verfahren
stellt eine Erweiterung vorbandener Ansétze dar und kann im Sinne der Begriffs-
bildung aus Abschnitt 1.2 als nichtlineare Elastografie bezeichnet werden.

In Kapitel 4 wurde ausfiihrlich die Bestimmung des Verschiebungsfelds %7 in
einer weichen Struktur B erlautert und darauf hingewiesen, dass mit den im Rah-
men dieser Arbeit eingesetzten Messverfahren nur die axiale Komponente u{ mit
hinreichender Genauigkeit bestimmt werden kann. Um jedoch eine systematische
Herleitung der Methoden zu erméglichen, wird bei den Ausfiihrungen in diesem
Kapitel jeweils zunéichst der Fall betrachtet, dass alle Komponenten des gegebe-
nen Verschiebungsfelds u vorliegen, um daraufhin die beschriebene Messsituation
als Spezialfall zu analysieren. Diese Vorgehensweise erscheint auch deshalb sinn-
voll, da. manche Methoden, wie die direkten Verfahren in Unterabschnitt 5.1.2,
die Kenntnis der Lateralverschiebungen explizit voraussetzen.

5.1 Lineare Elastografie

Die lineare Elastografie bezeichnet die Ermittlung des Schubmoduls y fiir einen
jeden Punkt M in einer weichen, (nahezu) inkompressiblen, inhomogenen Struk-
tur B, vgl. Bild 5.1. Hierbei wird angenommen, dass das Materialverhalten iso-
trop und linear elastisch ist. Durch diese Pramisse ist Inkompressibilitdt gleich-
bedeutend damit, dass fiir die Querkontraktionszahl v = 0,5 gilt, bzw. dass bei
fast inkompressiblem Material v = 0,5 ist. In beiden Féllen wird die Querkon-
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Bild 5.1: Mechanisches Modell eines einfachen Beispiels

traktionszahl v jedoch als bekannt und iiber die gesamte Struktur konstant vor-
ausgesetzt.

Aufbauend auf diesen Annahmen, wurden in der Literatur sehr viele Ansétze
zur Bestimmung des Schubmoduls p vorgeschlagen. Diese lassen sich in der li-
nearen Elastografie im Wesentlichen in zwei Gruppen einteilen, die hiufig durch
die Bezeichnungen direkte und iterative Methoden unterschieden werden. Diese
beiden Methodenklassen werden in den Abschnitten 5.1.1 und 5.1.2 an Beispielen
diskutiert und anhand je eines Représentanten in Abschnitt 5.1.3 miteinander
verglichen. Wird ein Modell entsprechend Bild 5.1 betrachtet und liegen keine
quantitativen Informationen iiber den Schubmodul p in einem oder mehreren
Punkten der Struktur B vor, so ist den hier vorgestellten Ansétzen gemein-
sam, dass lediglich eine relative Schubmodulverteilung ermittelt werden kann,
vgl. hierzu auch Abschnitt 4.3. Daher wird folgend auch nicht explizit zwischen
den Begriffen Schubmodulverteilung und relative Schubmodulverteilung unter-
schieden. Auf die Frage, unter welchen Bedingungen ggf. Absolutwerte fiir die
Schubmodulverteilung bestimmt werden kénnen, wird kurz in Abschnitt 5.1.3
eingegangen.

Wie bereits in Abschnitt 4.3 erwéhnt, werden in der Literatur zur linearen
Elastografie haufig ebene, mechanische Problemstellungen betrachtet, vgl. u. a.
Skovoroda et al. (1995), Sumi et al. (1995) sowie Oberai et al. (2003). Dies ist
eng mit der Tatsache verbunden, dass bei der Ultraschallelastografie die Daten-
aufnehme in der Regel in einer Ebene erfolgt, vgl. Abschnitt 4.3. Aus diesem
Grund werden in diesem Abschnitt auch nur ebene Spannungs- bzw. Verzer-
rungszustande betrachtet, wobei die Wahl der Problemstellung vom analysier-
ten Verfahren abhéngt. Bei der Diskussion der Methoden in Unterabschnitt 5.1.3
wird dann eine moégliche Erweiterbarkeit auf den allgemeinen dreidimensionalen
Fall gepriift.

Um im Folgenden eine einheitliche Darstellung der Ansdtze aus der Litera~
tur zu ermoglichen, wird die in Kapitel 4.1 eingefiihrte Koordinatenbezeich-
nug libernommen. So werden die Koordinaten in der Aufnahmeebene mit X;
und X2 bezeichnet, wobei X; der axialen und X» der lateralen Richtung ent-
spricht, wiahrend fiir die Elevationsrichtung ohne Einschrinkung der Allgemein-
heit X3 = 0 gilt.
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5.1.1 lterative Methoden

In diesem Unterabschnitt wird die prinzipielle Vorgehensweise zur Bestimmung
der Schubmodulverteilung mit Hilfe der iterativen Methoden vorgestellt, die for-
schungshistorisch etwas jiinger sind als die direkten Verfahren. Die iterativen
Ansétze haben den Vorteil, dass sie sich sehr gut in das theoretische Konzept
der direkten und inversen Probleme einfiigen, welches in Kapitel 3 ausfiihrlich
beschrieben wurde. Hierauf aufbauend lassen sich dann auch die direkten Ver-
fahren in diesen Kontext einbinden.

Iterative Anséitze wurden u. a. von Kallel & Bertrand (1996), Doyley et al.
(2000), Oberai et al. (2003) und Oberai et al. (2004) vorgeschlagen. Hier ent-
spricht die Ermittlung der Materialverteilung in einer Struktur B der Interpre-
tation einer indirekten Messung, da die nicht direkt bestimmbare Schubmodul-
verteilung p aus dem gemessenen Verschiebungsfeld bzw. der axialen Kompo-
nente des Verschiebungsfelds abgeleitet wird. Die Umkehrabbildung, die einem
Verschiebungsfeld » direkt eine Materialverteilung u zuweist, gilt in diesen Ar-
beiten als nicht angebbar. Vielmehr wird durch mehrmaliges Liosen des direkten
Problems und einen damit einhergehenden iterativen Prozess die vorhandene
Materialverteilung approximiert.

Daher ist in diesem Fall fiir die Behandlung eines inversen Problems die kor-
respondierende direkte Aufgabe von grofler Bedeutung. Fiir diese gilt:

Bestimme fiir gegebene Randbedingungen und eine gegebene rela-
tive Schubmodulverteilung p = u(X), VX € Bg das Verschiebungs-
feld u, so dass die Gleichgewichtsbedingungen in Gleichung (2.133)
oder die korrespondierende schwache Form (2.135) erfiillt sind.

Mit dieser Aussage lésst sich der Operator der direkten Aufgabe durch

M>DF) — U
F: , (5.1)
I -

angeben, mit M der Menge der Schubmodulverteilungen und U der Menge
der Verschiebungsfelder, die den kinematischen Randbedingungen geniigen. Dies
lasst sich zunéchst durch die Definitionen

M := [*(Bo) = {,L :Bo > R| [y 1?dV < oo} und (5.2)
U:= {u:Bo—>R2|u¢eHl(Bo) und u = @ auf 8B, } (5.8)
genauer spezifizieren, wobei H*(Bo) den Sobolev-Raum
HY(Bo) := {ui : Bo - R? | u;, Bui L*(Bo) (5.4)
0X;

bezeichnet. Der Definitionsbereich D(F) enthélt die physikalisch zuléssigen Ele-
mente aus der Menge M. So ist ein negativer Schubmodul mit Sicherheit ausge-
schlossen. Da nur ein Schubmodulverhéltnis zwischen den einzelnen Punkten der
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Struktur B angegeben werden kann, kann die Menge noch weiter eingeschrankt
werden. So lisst sich jede beliebige Materialverteilung durch einen Représentan-
ten I = a(X) auf dem Bereich B darstellen, mit Z(X) > a € R, so dass sich die
Definitionsmenge zu

D(F) := {p € L*(Bo) | 4(X) > 1fiir alle X € Bo} (5.5)

ergibt.’

Die Anwendung des Operators F selbst entspricht bei gegebener Materi-
alverteilung u der Bestimmung des Verschiebungsfeldes u, was gleichbedeu-
tend mit der Losung des durch Gleichung (2.133) gegebenen quasi-statischen
Randwertproblems ist. Zur numerischen Behandlung dieser Problemstellung ste-
hen mehrere, unterschiedliche Diskretisierungsverfahren zur Verfiigung wie die
Randelementmethode, die Finite-Differenzen-Methode oder die Finite-Elemente-
Methode, wobei im Zusammenhang mit den iterativen Methoden ausschliellich
das letztgenannte Verfahren behandelt wird. Da die betrachteten Strukturen
nahezu inkompressibel sind, miissen bei der numerischen Umsetzung des Pro-
blems spezielle Ansétze herangezogen werden, so z. B. die in Abschnitt 2.5 be-
schriebene Verschiebungs-Druck-Formulierung auf der Basis des Hu-Washizu-
Veriationsprinzips.

Bevor das Problem abschlieBend formuliert werden kann, muss die Zielmen-
ge U noch ecinmal genauer betrachtet werden. Da die gegebenen Daten, das
Verschiebungsfeld 9, durch Messungen gewonnen werden, sind sie messfehler-
behaftet. Im Weiteren wird angenommen, dass diese Messfehler entsprechend
Gleichung (3.9) durch die Bedingung

lw —u?|| <6 (5.6)

beschrankt sind, mit w = F(u) als der exakten Losung. Dieses gemessene Ver-
schiebungsfeld ©¢ muss nicht mehr in der Menge U liegen, da im Allgemeinen
weder die Randbedingungen noch die Differenzierbarkeit erfiillt sind, also u? ¢ U
gilt. Um auch diese Elemente erfassen zu konnen, wird statt dessen als Bildbe-
reich die Menge U mit

U:={u:By— R? | us € Lz(Bo)} (5.7)

betrachtet.
Liegt bei einer Messung nur die axiale Verschiebungskomponente ] mit hin-
reichender Genauigkeit vor, wird der Operator

. { M>DF) — U (5.9

l[, —> U1

!Der Wert ¢ = 1 wurde willkiirlich gewihlt und ist von der Dimension einer mechanischen
Spannung. Auf die Verwendung von Einheiten wird im Folgenden jedoch der Einfachheit
halber verzichtet, was in diesem Zusammenhang zuldssig ist, da nur ein Schubmodul-
verhéltnis bestimmt werden kann.
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Bild 5.2: Untersuchung der Eindeutigkeit und der lokalen Schlechtge-
stelltheit der iterativen Verfahren: quadratische Struktur mit
den Seitenléngen h aus geschichtetem Material

betrachtet, mit einer zur Gleichung (5.7) gleichwertigen Definition fiir die Men-
ge U1 und D(F) = D(F). Wird durch die Festlegung

u — U
P (5.9)
u — Plu)=wm

die Projektion P auf die axiale Richtung eingefiihrt, so kann der Operator F
auch {iber die Gleichung

F:=PoF (5.10)

definiert werden. Somit lasst sich das Problem der linearen Elastografie kom-
pakt in der Form (F,D(F),U) bzw. durch (F,D(F),U.) angeben. Von den
dabei eingefiihrten Operatoren F und F wird im Weiteren angenommen, dass
sie die in Kapitel 3.3 formulierten Voraussetzung der Fréchet-Differenzierbarkeit,
respektive der Schubmodulverteilung p erfiillen. Falls bei den folgenden Aus-
fiihrungen dieses Abschnitts nicht explizit darauf hingewiesen wird, werden zur
Vereinfachung der Darstellung durch das Problem (F, D(F), U) stets beide For-
mulierungen erfasst.

Zunéchst wird eine Klassifikation der Aufgabe (F, D(F),U) vorgenommen.
Mit Hilfe des in Bild 5.1 dargestellten Beispiels wird deutlich, dass der Operator
offensichtlich nichtlinear ist, da auf einem Rand mit inhomogenen Verschiebungs-
randbedingungen fiir zwei beliebige Materialverteilungen p; und ug stets

F(p1) + F(uz2) # F(u1 + p2) (5.11)

gilt.
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Im néchsten Schritt wird untersucht, ob das Problem entsprechend den Aus-
fithrungen in Abschnitt 3.3 lokal gut oder schlecht gestellt ist. Zu diesem Zweck
wird ein Spezialfall eines Beispiels von Barbone & Gokhale (2004) aufgegrif-
fen, welches in Bild 5.2 dargestellt ist. Hierbei wird durch die Betrachtung ei-
nes ebenen Spannungszustands ein in Xs-Richtung geschichtetes Material ana-
lysiert, wobei der Schubmodul u in beiden Teilkorpern jeweils konstant ist. Der
Korper wird durch die Randverschiebung % = 4 FE1 beansprucht. Hierauf auf-
bauend lésst sich nun fiir n € Ny eine Folge von Materialverteilungen

Ho =,U,0(X) =L fiir alle X € Bg (5.12)
und fiir n > 1
L fiir X € Bg, X2 >0
= (X) =3 . (5.13)
E+i(l+2) fir X € Bo, X2 <0

konstruieren, mit z > 1 und 2 > 0, so dass p; # p; fiir 4 # j. Werden nun z. B.
die Materialverteilungen uo und ui betrachtet, so folgt fiir die Problemstellung
(F,D(F),U)

1— X1
F(u0) = F(p1) :uzﬂ( . Kha) (5.14)
1-v 'k

mit po # p1. Hierdurch wird deutlich, dass das Problem (F, D(F),U) auf dem
Definitionsbereich D(F) die Eindeutigkeitsbedingung nach Hadamard verletzt,
vgl. Abschnitt 3.1. Dariiber hinaus ist das Problem (F,D(F),U) in der Lo-
sung uo lokal schlecht gestellt. Denn wird die Definition einer Kugel K-(uo) nach
Gleichung (3.22) beriicksichtigt, dann lasst sich fiir jeden beliebigen Radius » > 0
und einen hinreichend kleinen Wert fiir i durch die Gleichung (5.13) eine Folge
von Schubmodulverteilungen konstruieren, so dass

|F (u0) — F(un)lv =0  fiirallen € N, (5.15)
aber
RO hi
|0 — tnllam = 7/ (1+ n) ey (5.16)

gilt, vgl. Gleichung (3.23). Die lokale Schlechtgestelltheit 1dsst sich auch fiir jedes
andere, in irgendeiner Form in Xa-Richtung geschichtete Material auf analoge
Art und Weise aufzeigen.

Fiir eine beliebige Schubmodulverteilung u ist dieser Nachweis so nicht mog-
lich. Hier kann lediglich eine Folge u, konstruiert werden, welche die Eigenschaft
ausnutzt, dass, wenn p = (X)) eine Lésung des Problems (F, D(F),U) ist, im-
mer auch 4 = ¢y mit ¢ > 0 eine Lésung fiir das Problem darstellt. Eingedenk der
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Tatsache, dass im Allgemeinen nur das Schubmodulverhéltnis bestimmt werden
kann, muss zwischen den Losungen u und [ aber generell nicht unterschieden
werden. Wird beim Einsatz eines iterativen Verfahrens darauf geachtet, dass
solche Losungen u € D(F) bevorzugt werden, die eine mdglichst kleine Norm
aufweisen, so kann aus allen moglichen Losungen

ol

L= {,U.ED(.’F)[uch,undT(u):u, Jin

< min u(X)} (5.17)

ein eindeutig bestimmtes Element ausgew#hlt werden, da die Menge L abge-
schlossen und konvex ist. Von daher ist diese Form der Schlechtgestelltheit von
einer anderen Qualitit als bei dem zuvor betrachteten, geschichteten Material.
Hier hat die Vorgehensweise, eine Losung mit moglichst kleiner Norm zu bevor-
zugen, einen stark regularisierenden Charakter, da dies stets auf die Verteilung

w=rn fiir alle X € Bg (5.18)

fiihren wiirde, wahrend die tatsdchlich vorhandene Materialverteilung eine génz-
lich andere sein kann.

Zur Losung der Operatorengleichung wird in der Regel die Gateaux-Ablei-
tung F' des Operators F benotigt, die die Verénderung des Verschiebungs-
feldes u bei hinreichend kleinen Anderungen des relativen Schubmoduls x be-
schreibt. Es gilt

d
APF = F'(u) - Ap =D F(u) - Au= a-gf'(u + eAp) K (5.19)

Da ein nahezu inkompressibles Material betrachtet wird, wird zur Bestimmung
dieser Ableitung die Potentialformulierung (2.136) herangezogen. Dann gilt unter
den in diesem Abschnitt giiltigen Annahmen fiir einen Gleichgewichtszustand
nach Gleichung (2.139)

D, JI" . g = / Gradng : (¢’ +p1) dV =0, (5.20)
Bo

fiir beliebiges 71, entsprechend Gleichung (2.96). Aus der Richtungsableitung der
Groe D, IT"Y -, respektive des Schubmoduls folgt

DP,(DQ[,HHW' 770) ¢ A'LL =
[ Cradny: (A uare’ + A1) av =0, G20
Bg

Die unbekannte Richtungsableitung A*p des Drucks p lasst sich aus einer leicht
modifizierten Gleichung (2.143) bestimmen. Es ist zu beachten, dass der Kom-
pressionsmodul K in dieser Formulierung {iber Bezichung (4.12) vom Schubmo-
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dul x4 abhéngt, da die Querkontraktionszahl mit v = 0,5 als bekannt vorausge-
setzt wird und es gilt

D, (DI - o) - Ap = / go (fxes Ap+ KA"e, — Alp) dV =0 (5.22)

Bg

fiir beliebiges gp. Somit kann die Bestimmungsgleichung zur Ermittlung der Li-
nearisierung F’(u) - Ay durch Gleichung (5.21) in der Form

/Gra.d ng: (2uAFe’ + A¥pl) dV = M/Gra.dno : (26'Ap) AV (5.23)
Bg Bg

angegeben werden. In dieser Gleichung ist darauf zu achten, dass in der Rich-
tungsableitung des Drucks A“p auch noch ein Anteil enthalten ist, der von Ay
abhingt. Fine weitere Vereinfachung ist jedoch erst nach erfolgter Diskretisie-
rung moglich.

Die Bestimmungsgleichung der Gateaux-Ableitung des Operators F ist in dem
hier formulierten Rahmen, bei dem unendlichdimensionale Funktionenrédume be-
trachtet werden, nicht angebbar. Wird das Problem diskretisiert und somit ei-
ne endlichdimensionalen Betrachtung angestellt, kann die Ableitung F’ jedoch
" bestimmt werden, indem zunéchst die Richtungsableitung des Operators F be-
rechnet wird, um mit deren Hilfe auf die Ableitung von F zu schlieBen, so dass
im Folgenden F’ ebenfalls als bestimmbare Gré8e vorausgesetzt wird, vgl. Kallel
& Bertrand (1996). Der Ubergang zwischen den endlichdimensionalen Formen
der Operatoren ' und F’, die in Form von Matrizen gegeben sind, erfolgt dabei
im Wesentlichen durch Streichen entsprechender Zeilen und Spalten.

Die bisher sehr allgemein gehaltenen Ausfiihrungen miissen, um die in der
Literatur vorhandenen Ansétze beschreiben zu konnen, weiter konkretisiert wer-
den. Da in den zu Beginn dieses Abschnitts erwéhnten Arbeiten die numerische
Realisierung im Vordergrund steht, wird dort im Wesentlichen die endlichdi-
mensionale Form des Problems (F, D(F),U;) behandelt, die im Folgenden zur
einfacheren Unterscheidung als (F", D*(F"), U") bezeichnet wird. Weil in die-
sem Abschnitt jedoch lediglich eine Einordnung der Verfahren in die Theorie der
Mathematik der inversen Probleme im Sinne von Kapitel 3 erfolgen soll, wird
an dieser Stelle mit einer Beschreibung auf Basis der unendlichdimensionalen
Funktionenrdgume fortgefahren. Auf eine Erlauterung der numerischen Umset-
zung zur Gewinnung der Ableitung F'(u) wird daher ebenso verzichtet, wie auf
die genaue Ausgestaltung der endlichdimensionalen Teilrdume M" und U” der
Funktionenraume M bzw. U.

Um das inverse Problem der Elastografie zu losen, verwenden sowohl Kal-
lel & Bertrand (1996) als auch Doyley et al. (2000) Varianten eines inexakten
Newtonverfahrens, vgl. Abschnitt 3.3, wobei Kallel & Bertrand davon ausgehen,
dass die Aufgabe (F, D(F),U:) gut gestellt ist. Zur iterativen Bestimmung der
Materialverteilung u wird in den Ansétzen lediglich die axiale Komponente der
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Verschiebungen verwendet, so dass im k-ten Iterationsschritt zunéchst die Rich-
tungsableitung Ak = F'(ur) bestimmt werden muss. Mit dieser Ableitung wird
dann eine Bestimmungsgleichung der Form

(Ar Ak + t6T) Apr = Ax (uf — u1k) (5.24)

gelost, woraus sich die Aufdatierung Api der Materialparameter vom k-ten
zum (k +1)-Iterationschritt ergibt. In Gleichung (5.24) wird mit u;x die Ver-
schiebung bezeichnet, die sich durch Lésen der Operatorengleichung F im k-ten
Iterationsschritt ergibt, also uir = F(ur). Zur Parameterwahl fiir den Regula~
risierungsparameter t; werden in den Arbeiten unterschiedliche Ansétze vor-
geschlagen. Kallel & Bertrand (1996) verwenden das verallgemeinerte Cross-
Validation-Kriterium, vgl. Abschnitt 3.2, auf dessen Grundlage der Parameter to
bestimmt wird. Da aufgrund des hohen numerischen Aufwands auf die eigent-
lich erforderliche Bestimmung von ¢; in jedem Iterationschritt verzichtet wird,
wird to zunéchst leicht erhéht und dann fiir alle Iterationen konstant gehalten, al-
so gilt ¢, = to. Doyley et al. (2000) bevorzugen die durch das Marquart-Verfahren
gegebene Parameterwahl, vgl. hierzu die in der Arbeit zitierte Originallitera-
tur Marquardt (1963) und Abschnitt 3.3.

Auch die Abbruchkriterien fiir den Iterationsprozess iiber den Index k& un-
terscheiden sich. Wird die Darstellung der Ergebnisse herangezogen, so wihlen
Kallel & Bertrand (1996) die feste Anzahl von 15 Iterationen als Stoppbedin-
gung. Sieht man von der Stabilisierung im Iterationsschritt ab, so entspricht diese
Strategie dem Vorgehen, welches von Hofmann (1999, Kap. 4) als ungesteuerte
Regularisierung bezeichnet wird. Die ungesteuerte Regularisierung, die bei Kallel
& Bertrand (1996) im Sinne einer unvollsténdigen Minimierung angewandt wird,
ist jedoch nach Einschétzung von Hofmann theoretisch kaum beherrschbar. Auch
in der Arbeit von Doyley et al. (2000) wird das Stoppkriterium angewendet, nach
einer zuvor festgelegten Anzahl von Iterationen, hier 20 Schritten, das Verfahren
abzubrechen. Dariiber hinaus wird der Algorithmus beendet, falls die Anderung
in der Schubmodulverteilung p zwischen zwei Iterationsschritten k& und k41
unterhalb eines Grenzwerts €1 liegt bzw. wenn der Abstand des berechneten und
gemessenen Axialverschiebungsfelds kleiner als eine Schranke g2 ist.

Ein auf der Tikhonov-Phillips-Regularisierung beruhendes Verfahren wurde
von Oberai et al. (2003) vorgestellt und im Artikel Oberai et al. (2004) weiter
hinsichtlich der numerischen Effizienz vergleichend untersucht. Im Rahmen dieser
Methode wird das Tikhonov-Phillips-Funktional

f(8) = 5P (F () — w) B, + 2|l (5.25)

entsprechend Gleichung (3.26) minimiert, wobei mit ¢ der Regularisierungspara-
meter bezeichnet wird. Durch die Projektion P auf die axiale Richtung entspre-
chend Gleichung (5.9) wird beriicksichtigt, dass die nur sehr ungenau bestimm-
baren Verschiebungen in lateraler Richtung im Optimierungprozess unberiick-
sichtigt bleiben.
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Zur Definition eines Minimierungsalgorithmus auf der Basis eines Quasi-New-
ton Verfahrens ist die Kenntnis der Gateaux-Ableitung erforderlich. Diese lésst
sich analog zu Gleichung (5.19) durch

d
A= () Ap=Duf() - Ap = —f(u+ebu)| (5.26)
berechnen. Fiir den k-ten Iterationsschritt lautet die Richtungsableitung
f'(pi) - Aie = (Pur —u?), P(F (ur) - Ape))y, + e, Appie) s (5:27)

wobei beriicksichtigt wurde, dass || - |F, = {-,*)v, und || - |3 = {, )am gilt, vgl.
FuBinote 2 auf Seite 38. Die Bestimmung der Gateaux-Ableitung kann auf zwei
unterschiedliche Arten erfolgen, die von Oberai et al. (2003) als direkte Gradien-
tenberechnung und Gradientenberechnung mit Hilfe der adjungierten Gleichun-
gen bezeichnet werden und von denen die zweite Variante numerisch effizienter
ist.
Als Parameterwahlkriterium wird in Oberai et al. (2003) und Oberai et al.
(2004) das in Abschnitt 3.2 eingefithrte Morozovsche Diskrepanzprinzip vor-
geschlagen und angewendet. Da. lediglich die axiale Komponente des Verschie-
bungsfelds beriicksichtigt wird, ist der gré8te Parameter ¢ > 0 zu ermitteln, der
die Bedingung

|P(u —uf)|y, <76 (5.28)

erfiillt, mit 7 > 1, § = & |P(u?)||y, und 1/8 als dem Signal-Rausch-Verhéltnis,
vgl. Oberai et al. (2004).

) Abgebrochen wird der Minimierungsalgorithmus durch die Bedingung, dass die
Anderung im Funktional f bezogen auf unterschiedliche Iterationsschritte kleiner
einer Schranke € > 0 ist. Konkret bedeutet dies im k-ten Iterationsschritt, dass
der Minimierungsprozess gestoppt wird, falls

0 < f(ur) — f(ur—s) < €f(iur—s) (5.29)

gilt.

5.1.2 Direkte Verfahren

Nach der Beschreibung der iterativen Verfahren und deren Einbettung in den
theoretische Rahmen der Mathematik der inversen Probleme, kénnen nun auch
die direkten Verfahren analysiert werden. Bei den direkten Methoden handelt es
sich im Allgemeinen um Ansétze, die unter Verwendung der Impulsbilanz nach
einer Umkehrabbildung F~! suchen. Dieser Operator ist ebenfalls in Form ei-
ner partiellen Differentialgleichung gegeben — hier aber fiir den Schubmodul y —
und weist einem Verschiebungsfeld « direkt eine Materialverteilung zu. Es sei an
dieser Stelle ausdriicklich angemerkt, dass dadurch die Schlechtgestelltheit des
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Problems der Schubmodulermittlung nicht umgangen werden kann. In den Dif-
ferentialgleichungen fiir 4 werden nun die gemessenen Verschiebungen als Koef-
fizienten in Form von Verzerrungen und deren partiellen Ableitungen verwendet.
Die Rekonstruktion der Ableitung aus verrauschten Daten stellt jedoch ihrerseits
ein inverses und schlecht gestelltes Problem dar, vgl. Kirsch (1996, Kap. 2) und
Rieder (2003, Kap. 1). Die hieraus resultierende Instabilitét iibertrigt sich auf
das Problem (F, D(F),U).

Exemplarisch fiir direkte Verfahren werden die in den Beitrdgen Sumi et al.
(1995) und Skovoroda et al. (1995) vorgestellten Methoden kurz dargestellt und
analysiert. Auf eine ausfiihrliche Darstellung des Algorithmus von Raghavan &
Yagle (1994), der ebenfalls zu den direkten Verfahren gezéhlt werden kann, wird
an dieser Stelle verzichtet, da er viele Gemeinsamkeiten mit dem Ansatz von
Skovoroda et al. (1995) aufweist, so dass lediglich ima Abschnitt 5.1.3 diese Me-
thode noch einmal kurz aufgegriffen wird. Der wesentliche Unterschied zwischen
den Ansétzen von Sumi et al. (1995) und Skovoroda et al. (1995) besteht darin,
dass im ersten Fall ein ebener Spannungszustand angenommen wird, im anderen
Fall ein ebener Verzerrungszustand, woraus sich fundamental unterschiedliche
Losungsdifferentialgleichungen ergeben. Aus diesem Grund ist eine weitere Dif-
ferenzierung an dieser Stelle sinnvoll.

Zuniichst wird die Methode von Skovoroda et al. (1995) betrachtet. Bei die-
sem Verfahren wird angenommen, dass das Material vollsténdig inkompressibel
ist, was die Verwendung des pseudo-konstitutiven Gesetzes (2.144) rechtfertigt.
Weiter wird davon ausgegangen, dass alle Belastungen quasi-statisch aufgebracht
werden und die volumenhaft angreifenden Einwirkungen vernachléassigt werden
konnen, was den Annahmen in Abschnitt 4.3 entspricht. Daher vereinfacht sich
Gleichung (2.145) zu

Grad (p) + 2 Div (u€) = 0. (5.30)

Durch die Annahme eines ebenen Verzerrungszustands folgt £33 = 0 und hieraus
ergibt sich mit Gleichung (2.127)

€11 = —€22. (5.31)

Mit dieser Gleichung und aus der X3-Komponente der Rotation des Vektorfel-
des (5.30) lasst sich die Bestimmungsdifferentialgleichung

B (e12p)  B*(erap) |, 8%(enrp) _
ox2 ~  oX? T 2oXi0Xs O (5.32)

fiir den Schubmodul herleiten. Durch Anwenden der partiellen Ableitungen folgt

82 62 2

J7) o°u ou
B ZE 49 _ it ndl
X2 2e11 + 2 (12,1 — €11,2) 5X,

5X10X; *8x32

Ou
8X2

€12

— 2 (€11,1 + €12,2) + (e12,11 — 2€11,21 — €12,22) p =0, (5.33)
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wodurch sich die Diskriminante zu
d=—g29g—€e3, <0 firallee #0 (5.34)

bestimmen lésst. Hiermit kann die Differentialgleichung (5.32) als lineare, partiel-
le, hyperbolische Differentialgleichung 2. Ordnung klassifiziert werden, vgl. Meis-
ter (1996, Kap. 2). Die in Gleichung (5.33) verwendeten Koeffizienten &;; 5 bzw.
€:5,51 bezeichnen die partiellen Ableitungen bzgl. X bzw. X; und X; mit Werten
k,l = 1,2 und werden als bekannte Groflen vorausgesetzt.

Die eindeutige Lésbarkeit von Gleichung (5.32) hinsichtlich des Schubmoduls
ist nur dann gewahrleistet, wenn geeignete Randbedingungen fiir y verfiigbar
sind. Durch die Gleichung

€12dXs = (-—611 + \/6?1 —I-&‘%z) dX1 (5.35)

werden die so genannten charakteristischen Kurven X2(X1) von Gleichung (5.32)
definiert, vgl. Bronstein et al. (1997, Kap. 9), die parallel zu den Hauptachsen des
Verzerrungstensors € verlaufen, was in Barbone & Gokhale (2004) nachgewie-
sen wurde. Da Differentialgleichung (5.32) vom hyperbolischen Typ ist, sind die
Scharen der charakteristischen Kurven reell. Ist nun der Verlauf der Schubmo-
dulverteilung auf zwei sich schneidenden Charakteristiken gegeben, so kann der
Schubmodul eindeutig in dem durch die Charakteristiken begrenzten Gebiet P
bestimmt werden, vgl. Skovoroda et al. (1999) und Bild 5.3(a). Das hier beschrie-
bene Randwertproblem wird in der Literatur auch als Goursat Randwertproblem
bezeichnet.?

Um den gesuchten Schubmodul g in der Struktur B zu ermitteln, schlagen
Skovoroda et al. {1995) einen zweiteiligen Algorithmus vor. Zunéchst wird zwi-
schen zwei Arten von Einschliissen unterschieden. Auf der einen Seite werden
Einschliisse betrachtet, bei denen sich der Schubmodul g im Bezug zur Umge-
bung unstetig &ndert, auf der anderen Seite werden Einschliisse untersucht, bei
denen sich u stetig éndert. Aufgabe des ersten Schritts im Algorithmus ist es,
die Materialkanten auf der Basis der Verzerrungsfelder zu ermitteln, die sich
bei einer unstetigen Anderung des Schubmoduls ergeben. Nach dieser Kanten-
ermittlung ist es moglich, eine geschlossene Kurve L zu definieren, auf der der
Schubmodul p = p(X) = po konstant ist, vgl. Bild 5.3(b). Nun kann in einem
zweiten Schritt der Schubmodul in dem durch die Kurve L eingeschlossenen Ge-
biet P durch Lésen der Differentialgleichung (5.32) bestimmt werden. Da sich
jedoch in dem Gebiet P noch Einschliisse befinden kénnen, die eine unstetige
Anderung des Schubmoduls aufweisen, ist die Voraussetzung nicht gesichert, dass

2gkovoroda et al. setzten in ihrer Arbeit von 1999 voraus, dass der Schubmodul auf zwei sich
schneidenden Charakteristiken bekannt ist. Da in der Arbeit aber ein leicht modifizierter
Ansatz verwendet wird und dariiber hinaus neben linear elastischerm Materialverhalten
auch ein St. Venant-Kirchhoff Materialmodell betrachtet wird, erfolgt eine Analyse dieses
Beitrags erst in Absachnitten 5.1.3 und 5.2.
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(a) Goursat Randwertproblem: charakteris- (b) Skizze zur Beschreibung des Al-
tische Kurven, die ein Gebiet P begren- gorithmus von Skovoroda et al.
zen (1995)

Bild 5.3: Ermittlung des Schubmoduls g mit dem Verfahren von Sko-
voroda et al. (1995)

die Schubmodulverteilung p ebenso wie das Verzerrungsfeld £ zweimal differen-
zierbar ist. Dieses Problem wird dadurch umgangen, dass die gemessene, axiale
Verschiebungskomponente 4 mit einem Tiefpassfilter gefiltert wird, der die Da-
ten und somit auch die Rekonstruktion des Materialparameters pu entsprechend
glattet. Hierdurch wird die tatsachlich vorhandene Schubmodulverteilung durch
die berechnete unterschitzt.

Damit die Differentialgleichung (5.32) gelést werden kann, muss lediglich noch
die laterale Verschiebungskomponente uj bestimmt werden. Da diese Verschie-
bungskomponente im Rahmen einer Elastografiemessung nur sehr ungenau er-
mittelt werden kann, wird die Inkompressibilitdtsbedingung (5.31) herangezogen,
die sich auch in der Form

6’(1,2 . 6’11,1
X, 8X: (5.36)

formulieren lésst. Ist nun die laterale Komponente entlang einer vertikalen Li-
nie L1 bekannt, so kann das laterale Verschiebungsfeld aus dem axialen bestimmt
werden, vgl. Bild 5.3. Da die von Skovoroda et al. (1995) untersuchten Struk-
turen alle in den Belastungen und der Materialverteilung Symmetrie aufweisen,
wird angenommen, dass die Verschiebungen in lateraler Richtung in den Punkten
mit X2 = 0 Null sind. Es sei an dieser Stelle ausdriicklich darauf hingewiesen,
dass durch die Annahme einer symmetrischen Materialverteilung a priori In-
formationen in die Berechnung einflielen, die im Allgemeinen nicht zugénglich
sind.
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I
(2) Quadratische Struktur mit Seiten- (b) Struktur mit Héhe A und Breite b
lénge h

Bild 5.4: Beispielstrukturen zur Untersuchung der Eindeutigkeit und
der Schlechtgestelltheit der direkten Verfahren

Eine Analyse des hier vorgestellten Verfahrens hinsichtlich der Eindeutigkeit
der Lésung p wurden von Barbone & Bamber (2002) bzw. Barbone & Gokhale
(2004) durchgefiihrt. Unter anderem werden dort die Félle betrachtet, dass kei-
ne Informationen bzgl. des Schubmoduls auf dem Rand vorliegen und dass der
Schubmodul auf der Umrandung konstant ist, was der Annahme von Skovoroda
et al. (1995) entspricht.

Welche Auswirkungen sich ergeben, wenn keine oder nicht hinreichend viele
Informationen iiber den Schubmodul auf dem Rand bekannt sind, kann mittels
des in Bild 5.4(a) dargestellten Beispiels verdeutlicht werden. Wird das aus dem
dort dargestellten Verschiebungsfeld

w(X) = (—eX1+4,eX2)T, mit e=4/h (5.37)

resultierende, konstante Verzerrungsfeld € in die Bestimmungsgleichung (5.32)
fiir den Schubmodul eingesetzt, so vereinfacht sich diese zu

P _
axo%s (5:38)
welche als allgemeine Losung die Funktion
w(X) = f(X1) + 9(X2) (5.39)

besitzt. Hierdurch wird deutlich, dass neben der homogenenen Materialverteilung
unendlich viele Losungen existieren, das Problem mithin also nicht eindeutig
bestimmt ist.

Liegen hingegen Randbedingungen wie bei dem Verfahren von Skovoroda et al.
(1995) vor, so wird von Barbone & Gokhale (2004) gezeigt, dass dies auf ein
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zwar unter Umsténden eindeutig losbares, aber immer noch schlecht gestelltes
Problem fiihrt. Zu diesem Zweck wird das in Bild 5.4(b) prisentierte Beispiel
betrachtet, bei der ein Korper einer Schubbeanspruchung ausgesetzt ist. Werden
Randbedingungen entsprechend der Arbeit von Skovoroda et al. (1995) ange-
nommen, fithrt dies auf

,U'(Oa X2) = .u'(ha X2) = :u'(Xla _b/2) = ,U,(Xl, b/2) = Ho. (540)
Fiir ein Verschiebungsfeld der Form

u=(0,e(X1 — h))T (5.41)
vereinfacht sich die Differentialgleichung (5.32) zu

o%u 8%

5%z~ ox7 =0 (5.42)

Diese wird durch eine Funktion der Form
(X)) = po + A(X) (5.43)

gelost, falls die Schubmodulverteilung 4 die zur Gleichung (5.40) gehodrenden
homogenen Randbedingungen erfiillt. Nun lésst sich aber durch

(X)) = sin(nnX1) cos(mnX3) (5.44)

eine Schubmodulverteilung konstruieren, welche die Differentialgleichung (5.42)
erfiillt, wenn fiir n und m

n®—m?=0 (5.45)

gilt. Die zur Gleichung (5.40) korrespondierenden homogenen Randbedingungen
sind dariiber hinaus erfiillt, falls fiir die Produkte

n-h,m-beZz (5.46)

gilt. Sind nun A und b rationale Zahlen, dann existiert ein ganzzahliger Wert a,
so dass a - h und a - b ganze Zahlen sind. Dann sind fiir die Wahl n = m = a die
Bedingungen (5.45) und (5.46) eingehalten und das Problem ist nicht eindeu-
tig. Ist nur eine der Abmessungen h bzw. b irrational, so kann Bedingung (5.46)
nicht erfiillt werden. Jedoch kann in einem solchen Fall der irrationale Wert belie-
big genau durch eine rationale Zahl approximiert werden, so dass das Problem
zumindest lokal instabil wird, mithin lokal schlecht gestellt ist fiir die Vertei-
lung p = p(X) = po.

Im Gegensatz zu Skovoroda et al. (1995) wird bei dem Verfahren von Sumi
et al. (1995) angenommen, dass es sich bei dem betrachteten, ebenen Problem
um einen ebenen Spannungszustand handelt. Der betrachtete Korper wird auch
in diesem Fall als vollstdndig inkompressibel angesehen und es wird angenom-
men, dass alle volumenhaft wirkenden Lasten vernachlédssigt werden konnen.
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Aufgrund der quasi-statischen Beanspruchungen vereinfacht sich auch hier die
Differentialgleichung (2.145) zu Gleichung (5.30).

In dem Beitrag von Sumi et al. (1995) wird nun von einer lediglich in der
Betrachtungsebene inhomogenen Schubmodulverteilung p = u(X ) ausgegangen,
d. h. es existiert keine Anderung der Schubmodulverteilung in X3-Richtung.
Dann folgt unter der Annahme eines ebenen Spannungszustands

o113 o012 0
g = 021 0922 0 ) (5.47)
0 0 O

dass
031,2 = 032,3 = 011,3 = 012,3 = 013,3 = 022,3 = 023,3 = 033,3 = 0 (5.48)

gilt, wobei durch die Bezeichnungen o;;,x die partiellen Ableitungen der Kompo-
nenten des Spannungstensors bzgl. X mit k = 1,2, 3 angegeben werden. Aus der
Spur des Spannungstensors nach Gleichung (2.144) folgt fiir den hydrostatischen
Druck p = 104;. Mit der Inkompressibilititsbedingung (2.127) und unter der
erneuten Verwendung des pseudo-konstitutiven Gesetzes (2.144) folgt hieraus,
dass

p = .o% = _-2/1,633 fomy 2!1, (Ell +£22) (5.49)

ist und sich somit die Spannungen o011, 022 und o12 eindeutig in Abhéngigkeit
von den Verzerrungen durch

o11 = 24 (2€11 + €22)
022 = 24 (€11 + 2€22) (5.50)

012 = 2[.1, €12.

darstellen lassen. Durch Einsetzen dieser Gleichungen in die Impulsbilanz (5.30)
lassen sich die Bestimmungsgleichungen fiir die relative Schubmodulverteilung

zu
1.8
2€11 + €22 €12 EW)IC‘T _ 2e11,1 +€22,1 + €12,2 (5.51)
€12 €11 + 2€22 1 6u €21,1 + €11,2 + 2€22,2 )

©8Xo
angeben. Hierbei handelt es sich um ein lineares System aus partiellen Differen-
tialgleichungen erster Ordnung. In diesem Gleichungssystem werden die Verzer-
rungen bzw. die partiellen Ableitungen der Verzerrungen als bekannte Grofien
vorausgesetzt. Bezeichnet man die Koeffizientenmatrix des Gleichungssystems
mit A, so ergeben sich die partiellen Ableitungen der relativen Schubmodul-
verteilung 4 durch Losen des linearen Gleichungssystems, wobei lediglich die
Punkte X ausgenommen werden miissen, fiir die

det A = (2e11 + €22) (€11 + 2€22) — £l =0 (5.52)



96 Kapitel 5. Elastografie

numerische e numerische e
—_— >
Ableitung Ableitung 1{1,2}

L&sen der Gleichung (5.51)
fells det A < ToL, dann Grad (Inu) =0

numerische - [L(X )

Grad (In p) Integration ,U:(X )

Bild 5.5: Berechnungsschema des Verfahrens von Sumi et al. (1995)

gilt. Aus dem Gradienten der relativen Schubmodulverteilung

1/ 0u Ou
lnp)=~-| =%, 7o .
Grad (1) = 1 (s 3 ) (5.59)
lisst sich nun der Schubmodul x(X) bezogen auf den Schubmodul ;(X) eines
Referenzpunkts X durch ein Linienintegral entlang einer beliebigen Linie L er-
mitteln, da durch die Existenz der Potentialfunktion In iz die Wegunabhéngigkeit
des Integrals gesichert ist. Es gilt also

p(X) _ / .
In () i Grad (lo p) - ds. (5.54)

Eine kurze Zusammenfassung des hier vorgestellten Berechnungsablaufes wird
durch Bild 5.5 wiedergegeben. Das Verschiebungsfeld 4 = u(X) wird zunichst
durch eine Messung bestimmt, so dass anschlieend durch zweimaliges numeri-
sches Ableiten die Verzerrungen und die partiellen Ableitungen der Verzerrungen
ermittelt werden kénnen. Nach Lésung der Bestimmungsgleichung (5.51) kann
durch numerische Integration der relative Schubmodul u(X)/u(X) fiir jeden
Punkt X ermittelt werden.

Wie Gleichung (5.51) verdeutlicht, besteht auch hier das Problem, dass die
laterale Verschiebung us bekannt sein muss, um alle Koeffizienten der Matrix A
zu bestimmen. Hier jedoch ist die Komponente £33 # 0, so dass eine Quantifizie-
rung von ug mit der Gleichung (5.36) wie beim Verfahren von Skovoroda et al.
(1995) nicht méglich ist. Daher schligt Sumi et al. (1995) vor, die Schubmodu-
lermittlung auf ein eindimensionales Problem zuriickzufiihren, was eine weitere
drastische Vereinfachung der tatsidchlich vorhandenen Verhaltnisse darstellt. Fiir
einen Fachwerkstab, bei dem die X;-Achse parallel zur Stabachse verlduft, re-
duziert sich die Bestimmungsgleichung (5.51) auf den Zusammenhang

O(n p) _ _eug
0X1 €11

(5.55)
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falls €11 < ToL, dann

Bild 5.6: Berechnungsschema des Verfahrens von Sumi et al. (1995) bei
Annahme eines eindimensionalen Spannungszustands

und das Linienintegral (5.54) auf

u(Xy) _ ¥ 8(n )

mit fest gewihltem Punkt X;. Ist also der Schubmodul y in einem Punkt X
bekannt, so kann das Schubmodulverhéltnis in jedem Punkt beziiglich dieses
Werts p = u(X) angegeben werden.

Aufgrund der Wegunabhéngigkeit des Integrals (5.54) ist die Losung des Pro-
blems eindeutig bestimmt, jedoch hingt der Schubmodul fiir die Materialver-
teilung u = u(X) = [ nicht stetig von den Daten ab, was entsprechend der
Ausfiihrungen von Hofmann (1999, Kap. 2) gleichbedeutend mit der lokalen In-
stabilitit und somit der lokalen Inkorrektheit des betrachteten Problems fiir
diese Verteilung ist. Um diesen Sachverhalt zu verdeutlichen, wird zunéchst das
eindimensionale Verfahren betrachtet, vgl. Abbildung 5.7(a). Das sich ergebende
Verschiebungsfeld kann hier mit

u(X1)=1u-— %Xl (6.57)
angegeben werden. Sei nun
_ U c n
un(X1) =1a — T (Xl ~ 5,7 Co8 (EXI)) ; neN (5.58)

das urspriingliche Verschiebungsfeld © mit einem Rauschen iiberlagert, wobei u,
nicht notwendiger Weise die Randbedingungen erfiillen muss, vgl. hierzu Ab-
schnitt 5.1.1. Die Grofe ¢ sei eine Lange, habe dieselbe Einheit wie [ und den
Zahlenwert 1. Dann gilt fiir den Abstand dieser beiden Funktionen gemessen in
der Lo-Norm, dass

2in+csin (24 n)

'n3 n— oo

[u(X1) — ua(X1)||z, = zll-ﬂﬂ/ > 0 (5.59)
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Bild 5.7: Untersuchung der lokalen Schlechtgestelltheit des Verfahrens
von Sumi et al. (1995)

konvergiert. Mit Hilfe der Gleichungen (5.55) und (5.56) folgt fiir die resultie-
renden Schubmodulverteilungen p = p(X1) bzw. pn = un(X1), dass

u(X1) = ig—(’?x—f)“) ) (5.60)
und
(X)) = EneeXi=0) 27 (5.61)

enze(X1) 2 +sin (n¥)

sind, mit 4 = (X1 =0). Wird der Abstand der beiden Materialverteilungen, der
ebenfalls bzgl. der L2-Norm bestimmt wird, quadriert, dann folgt fiir hinreichend
groBie Werte fiir n

N —18 271n —20v/3
HIL(Xl)—Mn(Xl)Hsz:l‘z{ e

1 36cos(i2)c  244/3¢c 1+ 2 tan (2)
37n 2+ sin(2) -~ o7 arctan 73 . (5.62)

Aufgrund der Beschrinktheit der verwendeten, trigonometrischen Funktionen
folgt beim Grenziibergang

14(X0) = (Xl ———> V] (5.63)

und damit die lokale Instabilitét fiir die Schubmodulverteilung p = u(X1) = f.
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Das hier angegebene Beispiel kann auch ohne Weiteres auf den zweidimen-
sionalen Fall des Verfahrens von Sumi et al. (1995) iibertragen werden, vgl.
Bild 5.7(b). In dem dort angegebenen Beispiel liegt ebenfalls eine Struktur mit
homogener Materialverteilung vor, die durch eine Randverschiebung 4 = 4 E;
beansprucht wird. Wird entlang eines Pfades L integriert, der parallel zur X-
Achse verlduft, so degeneriert die Bestimmungsgleichung (5.51) und das korre-
spondierende Linienintegral (5.54) zu Gleichung (5.56). Somit kann auch das
zuvor genannte Beispiel problemlos auf den zweidimensionalen Fall iibertragen
werden, wodurch die lokale Schlechtgestelltheit fiir die Verteilung p = u(X) = i
nachgewiesen ist.

Aus Referenzgriinden wird abschlieBend auf die Arbeit von Sumi & Nakayama,
(1998) verwiesen, die als Weiterentwicklung des hier vorgestellten zweidimensio-
nalen Verfahrens zu verstehen ist und dabei im Kern ein direktes Verfahren
bleibt. Bei dieser Methode wird die Integration nach Gleichung (5.54) durch
einen numerisch robusteren Algorithmus ersetzt, der sich der Finite-Differenzen-
Methode bedient und so auf ein iiberbestimmtes Gleichungssystem fiir den Loga-~
rithmus des Schubmoduls fiihrt. Das so generierte endlichdimensionale, lineare
Problem kann dann mit den in Abschnitt 3.2 beschriebenen Regularisierungs-
techniken naherungsweise stabil gelst werden. Da jedoch im Folgenden nur noch
der eindimensionale Ansatz betrachtet wird, kann hier auf eine detailliertere Be-
schreibung des Verfahrens verzichtet werden, zumal sich durch den Algorithmus
die zentralen Aussagen des folgenden Abschnitts nicht dndern.

5.1.3 Diskussion und Vergleich der Methodengruppen

In diesem Abschnitt werden die zuvor vorgestellten Verfahrensgruppen disku-
tiert und anhand von je einem Reprédsentanten durch einen Benchmark-Test
miteinander verglichen. Dieser Vergleich und eine darauf aufbauende Diskussion
dienen dazu, die Grundlege fiir die sinnvolle Weiterentwicklung von der linearen
zur nichtlinearen Elastografie zu schaffen.

Durch den angesprochenen Vergleichstest wird der in Abschnitt 4.3 beschriebe-
ne Versuchsaufbau numerisch simuliert. Fiir diese Computersimulation wird an-
genommen, dass sich — wie bei den in Unterabschnitt 4.2.1 beschriebenen Phanto-
men — die Materialverteilung in elevationaler Richtung nicht &ndert, so dass sich
die Struktur B durch den in Bild 5.8(a) dargestellten Querschnitt beschreiben
lidsst. Die fiir die Probe verwendeten Abmessungen sind identisch mit den In-
nenabmessungen der Probenbehilter der Phantome, vgl. Anhang C. Weiter wird
angenommen, dass das Material mit einer Querkontraktionszahl von v = 0,495
nahezu inkompressibel und linear elastisch ist, wobei die Schubmodulwerte des
Einschluss pinc und der umgebenden Materialmatrix ftmat der Abbildung 5.8(a)
entnommen werden kénnen. Die Diskretisierung der Struktur erfolgt mit acht-
knotigen, quaderformigen Elementen auf Basis der in Abschnitt 2.5 beschrie-
benen Verschiebungs-Druck-Formulierung, wobei der Druckfreiheitsgrad p iiber
das Element konstant ist.
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(2) Querschnitt der Beispielstruktur des  (b) generierte, axiale Komponente des
Benchmark-Tests, MaBangaben in mm: Verschiebungsfelds u?
Wmeat = 10kPa und pne = 27 kPa

Bild 5.8: Benchmark-Test zum Vergleich eines direkten und eines ite-
rativen Verfahrens

Zur Erzeugung der Daten uf wird zuniichst das dreidimensionale Randwert-
problem gelost. Diese Berechnung liefert als Ergebnis das Verschiebungsfeld im
mittleren Querschnitt, fiir den X3 = 0 gelte. Von der Axialkomponente dieses
Verschiebungsfelds wiederum wird im Folgenden lediglich der Anteil als bekannt
angenommen, der im Bereich P liegt, vgl. Bild 5.8(a). Die Teilstruktur hat ei-
ne Hohe von 40 mm und eine Breite von 32mm und liegt 1 mm unterhalb der
Oberfliche. Die so generierte Messsituation liefert die Axialverschiebungen

U1 = 'u.1(X1,X2) = ’lll(Xl,Xg,X3 = 0), X = (Xl,Xz) c P, (564)

die im weiteren Verlauf als ,exakte“ Daten bezeichnet werden. Um fehlerbehaf-
tete Daten uj zu erhalten, wie sie sich auch bei einer Messung ergeben, wird
zum Verschiebungsfeld u; ein weiBes Rauschen Auf addiert, so dass

|uf — u1lv, <8|ua]lu; =8 und & =0,02 (5.65)

gilt, vgl. auch Bild 5.8(b). Die so gewonnen Axialverschiebungsfelder 1 und 44
liegen im Rahmen eines diskretisierten Problems in Form einer Matrix mit
n; X ne = 90 x 162 Eintréigen vor und dienen als Eingangsdaten fiir den Ver-
gleichstest.
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Als direkte Methode wird der Algorithmus von Sumi et al. (1995) eingesetzt,
da er als einziges direktes Verfahren eine Méglichkeit bietet, die Schubmodulver-
teilung p = (X)) ohne Kenntnis des lateralen Verschiebungsfelds zu ermitteln.
Jedoch wird diese Vorgehensweise nur durch die sehr stark vereinfachende An-
nahme mdoglich, dass sich das zweidimensionale Problem auf ein eindimensionales
Problem reduzieren ldsst. Hierdurch wird die Methode sehr effizient, da ledig-
lich numerische Ableitungen und eine numerische Integration ausgefiihrt werden
miissen. Der hier implementierte, eindimensionale Ansatz kann zwar ohne Ein-
schrinkungen auf jede beliebige, dreidimensionale Problemstellung angewendet
werden, jedoch ist ohne diese Vereinfachung eine Erweiterung der Methode von
Sumi et al. (1995) auf einen allgemeinen Fall nicht méglich, da in der Herleitung
explizit ein ebener Spannungszustand vorausgesetzt wird. In diesem Punkt muss
auch der von Skovoroda et al. (1995) vorgeschlagene Ansatz kritisch beurteilt
werden. Da diese Methode fiir den allgemeinen, dreidimensionalen Fall hergelei-
tet wird, ist sie prinzipiell auch auf eine beliebige Problemstellung anwendbar,
allerdings nur, wenn auch die laterale und die elevationale Verschiebung mit
hinreichender Genauigkeit bekannt sind, was nicht einer typischen Messsituati-
on entspricht, die nur die Axialverschiebung u{ liefert. Somit bleibt der Ansatz
auf einen ebenen Verzerrungszustand beschrénkt, bei dem das Lateralverschie-
bungsfeld 43 aus der Axialkomponente mit Hilfe der Inkompressibilitdtsbedin-
gung nach Gleichung (5.36) geschitzt wird. Die gleiche Situation ergibt sich bei
Raghavan & Yagle (1994), die ebenfalls einen ebenen Verzerrungszustand be-
trachten, im Gegensatz zu Skovoroda et al. (1995) aber den Druck p nicht aus
dem Differentialgleichungssystem eliminieren, so dass er als unbekannte Grofie in
ein System aus partiellen Differentialgleichungen eingeht. Auch wenn sich durch
diesen Ansatz das Differentialgleichungssystem leicht &ndert, bleiben die zuvor
beschriebenen Nachteile erhalten.

Als Repriisentant aus der Klasse der iterativen Algorithmen wird das Ver-
fahren von Oberai et al. (2003) umgesetzt. Legt man den Berechnungsaufwand
in einem Iterationsschritt zugrunde, so ist diese Methode unabhingig von der
Ausfithrung der Berechnung der Richtungsableitung A#f in jedem Iterations-
schritt k numerisch effizienter als die Ansdtze von Kallel & Bertrand (1996)
und Doyley et al. (2000), vgl. Oberai et al. (2004). Dariiber hinaus besitzt die
Tikhonov-Phillips-Regularisierung eine globale Konvergenzeigenschaft und ist
demzufolge weniger sensitiv gegeniiber der gewahlten Anfangsschubmodulvertei-
lung, vgl. Engl et al. (2003, Kap. 11). Weiterhin ist dieses iterative Verfahren, wie
auch die Methoden von Kallel & Bertrand (1996) und Doyley et al. (2000), oh-
ne Einschrinkungen auf den dreidimensionalen Fall erweiterbar, da vollkommen
unabhéingig von der betrachteten Struktur B nur das axiale Verschiebungsfeld 4
zur Ermittlung der Schubmodulverteilung herangezogen wird.

Die numerische Realisierung der Verfahren von Sumi et al. (1995) und Oberai
et al. (2003) erfolgt im Wesentlichen anhand der Literaturquellen. Da jedoch
jeweils leichte Modifikationen vorgenommen werden, werden im Folgenden die
Bezeichnungen direkter und sterativer Ansatz bevorzugt. Das direkte Verfahren
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Direktes Verfahren Iteratives Verfahren
Daten | Parameter Wert Parameter | Wert
" N 3 a [t] 1010
[ToL] 0,73357 €] 0,03
‘ N 7 a [t 1077
u©
[ToL] 0,73357 €] 0,02

Tabelle 5.1: Gewéahlte Parameter bei der Umsetzung des direkten und
des iterativen Verfahrens, Details kénnen Sumi et al. (1995)
bzw. Oberai et al. (2003) entnommen werden. Fiir die Be-
zeichnung TOL bzw. ¢ siehe Bild 5.6 bzw. Gleichung (5.29)

wird dahingehend modifiziert, dass fiir alle Differentiationen zur Bestimmung
der Verzerrung €11 und deren Ableitung €11,1 der zweidimensionale, differen-
zierende Filter eingesetzt wird. Diese Vorgehensweise wirkt sich stabilisierend
auf die zu berechnenden GréB8en aus, da hierdurch eine breitere Datengrundlage
zur numerischen Bestimmung der Ableitung in einem Punkt X geschaffen wird,
was den Einfluss vereinzelt auftretender, groBler Messfehler dampft. Abgesehen
von dieser Modifikation wird der Algorithmus entsprechend den Ausfiihrungen
von Sumi et al. (1995) umgesetzt, vgl. hierzu auch Bild 5.6. Die zur Ermittlung
der Schubmodulverteilung u eingesetzten Parameter werden in Tabelle 5.1 aufge-
listet, wobei die Bezeichnungen denen aus der Literaturquelle entsprechen.? Das
iterative Verfahren wird bei der hier vorgestellten numerischen Umsetzung ohne
die von Oberai et al. (2003) vorgeschlagene, stetige Schubmodulverteilung* 1
ausgefiihrt. Stattdessen wird jedem finiten Element ein Schubmodulwert zug-
wiesen, so dass sich zwischen den Elementen ggf. eine diskontinuierliche Ver-
teilung einstellen kann. Dieser Aspekt wird bei der weiterfithrenden Diskussion
noch einmal aufgegriffen, um Vor- und Nachteile einer stetigen bzw. unstetigen
Materialverteilung abzuwégen. Dariiber hinaus entspricht der implementierte,
iterative Ansatz den Ausfithrungen in Oberai et al. (2003), so dass die Parame-
ter aus Tabelle 5.1 das Verfahren hinreichend charakterisieren. Als Anfangswert
wird jedem Elementschubmodul y der Wert 1 zugewiesen.

Die Ergebnisse der Berechnungen mit dem direkten und dem iterativen Ver-
fahren sind den Abbildungen 5.9 und 5.10 zu entnehmen. Es wird deutlich, dass

3Die in Klammern angegebenen Werte [-] in Tabelle 5.1 geben die in dieser Arbeit verwen-
deten, entsprechenden Bezeichnungen an.

“In Oberai et al. (2008) und Oberai et al. (2004) wird das direkte Problem der Elastografie,
die Ermittlung des Verschiebungsfeldes bei gegebener Materialverteilung, mit Hilfe der
Methode der finiten Elemente geldst. Die in einer solchen Analyse benétigte Schubmo-
dulverteilung u wird in diesen Arbeiten im Sinne eines isoparametrischen Konzepts durch
bilineare Ansatzfunktionen und Schubmodulknotenwerte realisiert. Dieses Vorgehen er-
zwingt die Stetigkeit.
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mit beiden Methoden unabhingig von den Eingangsdaten der Einschluss de-
tektiert werden kann, was durch die weiflen Kreise in den Bildern 5.9 bzw. 5.10
veranschaulicht wird, welche die exakte Lage des Einschlusses kennzeichnen. Fer-
ner ist offensichtlich, dass das Gebiet, fiir den der Schubmodul ermittelt wird,
beim direkten Verfahren kleiner ist als der Bereich P, fiir den die Verschiebungs-
felder vorliegen. Dieses Merkmal ist der numerischen Ableitung geschuldet, die
stets auf innere Punkte X angewendet wird, um die Qualitét der Losung nicht
herabzusetzen. Der auf diese Weise erzeugte Rand wird mafigeblich durch den
Parameter N bestimmt, der als Regularisierungsparameter fiir die numerische
Ableitung interpretiert werden kann. Weiterhin ist nur bei der iterativen Me-
thode mit einer quantitativen Rekonstruktion des Schubmodulverhéltnisses zu
rechnen, da hier die tatséichliche Relation von #ine/uma. = 2:7/1 bei exakten Ein-
gangsdaten durch 2:3/1 und bei verrauschten Werten durch 2.9/1 wiedergegeben
wird. Ferner verdeutlicht ein Vergleich, dass die Qualitat der Rekonstruktion und
insbesondere das berechnete Schubmodulverhiltnis stark vom Regularisierungs-
parameter ¢t abhéngen. Je ausgepridgter der Datenfehler 4, um so grofler ist der
Regularisierungsparameter ¢ zu wihlen und desto kleiner fallt das rekonstruierte
Schubmodulverhéltnis aus. Deutlich schlechter wird der Quotient der Material-
parameter durch das direkte Verfahren wiedergegeben, da sich hier unabhéngig
von der Giite der Eingangswerte nur ein Verhiltnis von 1,4/1 bzw. 1,8/1 einstellt.
Daher ist bei dieser Methode im Allgemeinen nicht mit einer quantitativen Re-
konstruktion zu rechnen, sondern lediglich mit einer qualitativen, vgl. hierzu die
Begriffsbildung in Abschnitt 1.2,

Ein exakter Vergleich der Berechnungsdauer der beiden Algorithmen ist an
dieser Stelle weder moglich noch sinnvoll, da die Rechenzeit des iterativen Ver-
fahrens mafBigeblich von der Anzahl der Iterationen abhéngt, die ihrerseits durch
eine Vielzahl von Faktoren beeinflusst werden, wie z. B. dem Abstand des Start-
werts von der Losung oder dem Regularisierungsparameter ¢. Dariiber hinaus
wurde bei keiner der hier durchgefiihrten Implementierungen eine Optimierung
hinsichtlich der Berechnungsdauer vorgenommen. Im Sinne der Angabe einer un-
scharfen Groienordnung kann aber festgehalten werden, dass die Rechenzeit bei
dem hier verwendeten Datensatz von n; X ny = 90 x 162 Verschiebungswerten
fiir das direkte Verfahren wenige Sekunden betrégt, wéhrend fiir den iterativen
Ansatz eine Berechnungsdauer von bis zu 45min veranschlagt wird.®

Alle hier auf der Grundlage von generierten Daten gezogenen Schlussfolge-
rungen lassen sich dabei ohne Ausnahme auch auf Messdaten einer Elastogra-
fiemessung iibertragen, was in Reichling et al. (2005) und Khaled et al. (2006)
anhand von quaderférmigen Phantomen mit einem Einschluss nachgewiesen wur-
de, deren Abmessung sich allerdings von der hier gewéahlten Dimensionierung der
Probenkorper unterschied.

Aufbauend auf diesen Ergebnissen werden nun die fiir die weitere Arbeit re-
levanten Schlussfolgerungen gezogen, die als Fazit dieses Abschnitts verstanden

8Referenzcomputer: Prozessor AMD Athlon 1,2 GHz, Arbeitsspeicher 512 MB, Betriebssys-
tem Debian/GNU Linux 3.1
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Bild 5.9: Benchmark-Test mit den exakten Daten u;: ermittelte, relati-
ve Schubmodulverteilungen p mit (a) dem direkten Verfahren
und (b) dem iterativen Ansatz

Bild 5.10: Benchmark-Test mit den fehlerbehafteten Daten uf: ermit-
telte, relative Schubmodulverteilungen y mit (a) der direkten
Methode und (b) dem iterativen Algorithmus
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werden kénnen, wobei im Folgenden zur klaren Abgrenzung Teilaspekte separat
analysiert werden.

Wahl einer Methodenklasse Durch den in diesem Abschnitt durchgefiihrten
Benchmark-Test lassen sich deutlich die Vor- und Nachteile der jeweiligen Verfah-
rensgruppe herausstellen, die auch in der Literatur unumstritten sind, vgl. Sko-
voroda et al. (1995), Kallel & Bertrand (1996) oder Oberai et al. (2003). Wéahrend
die direkten Ansétze meist auf sehr effiziente Algorithmen fiihren, sind die ite-
rativen Methoden vergleichsweise zeitintensiv.

Dagegen haben die direkten Methoden den Nachteil, dass stets neben dem
Axialverschiebungsfeld 47 immer auch mindestens eine Transversalkomponente
bekannt sein muss. Da jedoch das Auflésungsvermdgen einer Linearsonde in la-
teraler Richtung deutlich schlechter ist als in Axialrichtung, vgl. Abschnitt 4.1,
ist beim Transversalverschiebungsfeld 3 stets mit einer minderwertigen Daten-
qualitét bei Messungen zu rechnen. Somit bleiben diese Algorithmen stets auf
einen ein- bzw. zweidimensionalen Sonderfall beschréankt, wenn das Schubmodul-
verhéltnis nicht nur qualitativ, sondern auch quantitativ bestimmt werden soll.
Auch wenn dieser Aspekt nur fiir ein spezielles direktes Verfahren nachgewiesen
wurde, ist doch im Allgemeinen mit einem solchen Effekt zu rechnen. So weist
Skovoroda et al. (1995) darauf hin, dass zur Sicherung der Differenzierbarkeit die
axialen Verschiebungen und Verzerrungen durch eine Tiefpassfilterung geglattet
werden, um zu gewahrleisten, dass die Schubmodulverteilung u hinreichend glatt
ist, vgl. Unterabschnitt 5.1.2. Dieser Schritt ist somit selbst dann erforderlich,
wenn nur schwach gestorte Eingangsdaten vorliegen, da diese Glattung allein
aufgrund einer ggf. unstetigen Schubmodulverteilung selbst erforderlich wird.
Aufgrund dieser Einschréankung erscheint eine Weiterentwicklung dieser Metho-
den mit dem Ziel einer quantitativen Elastografie nicht sinnvoll.

Neben dieser Beobachtung lassen sich auch fiir den iterativen Algorithmus
aus dem Benchmark-Test wichtige Schlussfolgerungen ziehen, da die Simulation
verdeutlicht, dass fiir den in dieser Arbeit gewdhlten Versuchsaufbau, vgl. Ab-
schnitt 4.3, die Ermittlung der Schubmodulverteilung x bei der Annahme eines
ebenen Verzerrungszustands moglich ist. Das hierbei mit unverrauschten Daten
ermittelte Schubmodulverhéltnis von 2.3/1 weicht mit anndhernd 15 % sehr viel
deutlicher von dem tatséchlich vorhandenen Wert ab, als die Rekonstruktionser-
gebnisse in Oberai et al. (2003). Diese Beobachtung ist auf die Tatsache zuriick-
zufiihren, dass in den Arbeiten Oberai et al. (2003) und Oberai et al. (2004) bei
allen Simulationen die Generierung der Eingangsdaten u; und die anschlieSen-
de Losung des inversen Problems zur Ermittlung der Schubmodulverteilung u
stets mit denselben Diskretisierungen durchgefiihrt werden. Durch dieses Vorge-
hen wird impliziert, dass bei der Lésung des inversen Problems die unbekannte
Materialverteilung durch die gewahlte Diskretisierung exakt wiedergegeben wer-
den kann. Da dieser Sonderfall aber gerade bei einer realen Messung nicht zu
erwarten ist, wird durch dieses Vorgehen eine Betrachtung der Abhingigkeit der
Losung von der gewiahlten Diskretisierung ausgespart. Im Rahmen dieser Arbeit
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wird der Aspekt der Netzabhéngigkeit in Abschnitt 6.3 anhand eines Beispiels
untersucht.

 Das in Zusammenhang mit Oberai et al. (2003) beschriebene Vorgehen, Da-
tengenerierung 47 und anschlieBende Ermittlung der Schubmodulverteilung pu
durch Losen des inversen Problems mit der gleichen Diskretisierung auszufiihren,
erklirt die guten Ergebnisse bei Verwendung einer stetigen Schubmodulvertei-
lung in den Arbeiten Oberai et al. (2003) und Oberai et al. (2004) bei gerin-
gem Datenfehler §. Der Vorteil bei Verwendung einer stetigen Materialvertei-
lung i liegt darin begriindet, dass neben der klassischen Tikhonov-Phillips-
Regularisierung auch andere Regularisierungstechniken ohne Aufwand einge-
setzt werden konnen, vgl. Oberai et al. (2004), der hier auf eine verallgemeiner-
te Tikhonov-Phillips-Regularisierung zuriickgreift, bei der starke Schwankungen
im Gradienten der Schubmodulverteilung gedéampft werden. Werden jedoch in
Simulationen die Daten u? unter Verwendung von unstetigen Schubmodulver-
teilungen generiert und wird anschliefend mit dem stetigen Ansatz mit einer
gef. anderen Diskretisierung das inverse Problem gelost, fithrt die erzwungene
Stetigkeit zu einem teilweise deutlichen Unterschétzen des realen Schubmodul-
verlaufs. So ergibt sich z. B. fiir den Benchmark-Test und die fehlerbehafteten
Eingangsdaten lediglich ein Schubmodulverhéltnis von ine/pmay = 18/1. Muss al-
so von klar definierten Einschliissen in einer umgebenden Matrix ausgegangen
werden, wie das bei den hier durchgefiihrten Elastografieversuchen mit den in
Abschnitt 4.2 beschriebenen Phantomen der Fall ist, so ist fiir die Rekonstruktion
bei der Diskretisierung ein unstetiger Ansatz fiir den Schubmodul vorzuziehen.

Existenz und Eindeutigkeit der Schubmodulverteilung Wie schon die Hada-
mardsche Korrektheitsdefinition verdeutlicht, handelt es sich bei den Fragen der
Existenz und Eindeutigkeit einer Losung um zentrale Aspekte bei der Behand-
lung inverser Probleme nichtlinearer Operatorengleichungen. Denn im Gegensatz
zu den linearen Operatorengleichungen ist weder die Existenz noch die Eindeu-
tigkeit einer u*-Minimum-Norm-Ldsung gesichert, vgl. Abschnitt 3.3, wobei u*
einer Anfangsschubmodulverteilung entspricht, durch die a priori Informationen
in die Losung einfliefen.

Zunichst wird die Existenz einer Losung betrachtet. Beriicksichtigt man die
Ausfithrungen in Abschnitt 3.3, so wird stets das Vorhandensein einer Schub-
modulverteilung p vorausgesetzt, die die nichtlineare Operatorengleichung bei
unverrauschten Daten w 16st. Also gilt entsprechend der Definition (5.1), dass

Flw)=u (5.66)

ist. Diese Situation stellt sich aber im Allgemeinen nur bei numerischen Simula~
tionen ein, wenn bei einem diskretisierten Problem zunéchst verauschte Daten u?
generiert werden, die dann ihrerseits als Eingangswerte fiir ein inverses Problem
verwendet werden, was mit der gleichen Vernetzung bearbeitet wird. Bei der
Auswertung des oben durchgefiihrten Benchmark-Test oder einer Elastografie-
messung ist die Existenz einer solchen Materialverteilung aber nicht gesichert.
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Im Weiteren wird jedoch davon ausgegangen, dass fiir die nichtlineare Opera-
torengleichung (5.66) zumindest immer eine Materialverteilung u existiert, die
diese Gleichung im Sinne der Methode der kleinsten Quadrate 16st.

Die Frage der Eindeutigkeit einer Lésung u kann nicht durch eine allgemeine
Betrachtung entsprechend der Erlauterungen in Abschnitt 3.3 beantwortet wer-
den, wie dies bei den linearen Problemstellungen in Abschnitt 3.2 der Fall ist,
sondern muss stets anhand der betrachteten Operatorengleichung durchgefiihrt
werden. Bei der Analyse des Operators F der linearen Elastografie sind hier
vorrangig die Arbeiten von Barbone & Bamber (2002) und Barbone & Gokhale
(2004) zu nennen, die zur Behandlung dieser Fragestellung ein inkompressibles,
linear elastisches Materialverhalten betrachten. Anhand von in lateraler Rich-
tung beliebig geschichteten Materialien u, vgl. auch Bild 5.2, wird demonstriert,
dass sich unabhéngig von der Art der Schichtung das gleiche Verschiebungsfeld w
ergibt, wie es sich auch als Losung des direkten Problems bei einer konstanten
Schubmodulverteilung einstellt. Mit Hilfe der in Abschnitt 5.1.2 eingefiihrten
Differentialgleichung entsprechend Gleichung (5.33) wird darauf aufbauend in
Barbone & Gokhale (2004) gezeigt, dass sich die Schubmodulverteilung 1 abge-
sehen von einer multiplikativen Konstante ¢ > 0 eindeutig bestimmen lasst, falls
vier linear unabhiingige Verschiebungsfelder u9™) bis w9 bekannt sind, die
aufgrund von unterschiedlichen Einwirkungskombinationen in der Struktur B
erzeugt worden sind.® Kénnen nicht vier, sondern nur zwei Verschiebungsfel-
der w9 bis u9? bestimmt werden, so sind lediglich wenige a priori Informa-
tionen fiir die Schubmodulverteilung i auf dem Rand OB erforderlich, um eine
eindeutige L6sung — abgesehen von einem positiven Faktor — zu erhalten.

Im Weiteren wird jedoch von der Umsetzung der von Barbone & Gokhale
(2004) propagierten Vorgehensweise abgesehen. Ein Grund fiir den Verzicht ist,
dass die Herleitung auf eine Materialverteilung 1 zugeschnitten ist, die sich als
Loésung der Differentialgleichung (5.33) ergibt und somit hinreichend glatt ist.
Eine solche Verteilung ist aber ebenso wie die Kenntnis des lateralen Verschie-
bungsfelds uJ, die bei der Herleitung impliziert wird, in einer realen Messsitua-
tion nicht zu erwarten, so dass sich die Schlussfolgerungen nicht auf die hier
betrachteten Problemstellungen iibertragen lassen. Dariiber hinaus erscheint die
Bestimmung zweier linear unabhéngiger Verschiebungsfelder u9®*) schwierig. Im
Rahmen eines Beispiels schlagen Barbone & Gokhale (2004) vor, den betrachte-
ten Korper in einer Messung zu komprimieren und in einer zweiten einer Schub-
beanspruchung auszusetzen. Die zweite Beanspruchungsform ist aufgrund der
glatten Oberfliche der Phantome in der Praxis jedoch nur schwer zu realisieren.
Weiterhin ist dieser Nachweis aufgrund der Wahl der Differentialgleichung (5.33)
auf die Betrachtung der linearen Elastografie beschréinkt und daher nicht auf die
zu entwickelnde, nichtlineare Elastografie anwendbar.

Diesen Feststellungen steht die Erkenntnis gegeniiber, dass die lokale Schlecht-

8Die hier eingefithrten Verschiebungsfelder u?® sind nicht zu verwechseln mit den Ver-
schiebungen u9'%, die in Abschnitt 4.3 bei der Betrachtung unterschiedlicher Lastschritte
aufgenommen werden.
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gestelltheit bzw. die fehlende Eindeutigkeit lediglich fiir das in Abschnitt 5.1.1
angegebene Beispiel einer homogenen bzw. in lateraler Richtung geschichte-
ten Schubmodulverteilung ;2 nachgewiesen wurde, wenn von den Vielfachen ¢ u
einer Losung einmal abgesehen wird. Hier aber hétte eine Tikhonov-Phillips-
Regularisierung entsprechend Gleichung (5.25) zur Folge, dass aus allen mdogli-
chen Materialverteilungen stets die homogene bevorzugt wird und demzufolge
eindeutig bestimmt ist. Fiir eine beliebige Verteilung ist dem Autor der Nach-
weis der fehlenden Eindeutigkeit aus der Literatur nicht bekannt, so dass im
Folgenden davon ausgegangen wird, dass sich durch eine geeignete Regularisie-
rung eine eindeutige Loésung ergibt.

Stabilitit der Losung bei verrauschten Daten Uberlegungen zur Stabilitiit wur-
den, wie die Frage der Eindeutigkeit, nur lokal in der Nihe einer homogenen
Schubmodulverteilung p untersucht, vgl. Abschnitt 5.1.2. In diesem Fall wire
jedoch ein analoger Schluss, das Ergebnis hinge fiir alle anderen Verteilungen sta-
bil von den Daten ab, falsch und stiinde im Widerspruch zu den Beobachtungen
aus den Arbeiten, die in diesem Kapitel prasentiert wurden. Die Instabilitét der
Problemstellungen (F, D(F),U) bzw. (F, D(F), U1) ist darauf zuriickzufiihren,
dass die Operatoren F bzw. F aus den Gleichungen (5.1) und (5.8) eine gliittende
Wirkung besitzen, da die Bilder des Operators, die Verschiebungen, eine héhe-
re Glattheit besitzen als die zugehorigen Urbilder, die Schubmodulverteilungen,
vgl. Abschnitt 3.1 und Hofmann (1999, Kap. 2). Daher sind stets geeignete Sta-
bilisierungstechniken anzuwenden, vgl. Abschnitt 3.3.

Relative Schubmodulverteilung Im Rahmen dieser Arbeit wird ausschliefllich
der Fall betrachtet, bei dem eine Struktur B nur durch inhomogene Randver-
schiebungen % beansprucht wird, withrend auf den Spannungsréindern t = 0 gilt.
Diese Betrachtung wird gew#hlt, da es dem Versuchsaufbau der in Abschnitt 4.3
beschriebenen Elastografiemessungen mit Phantomen entspricht. Ferner kann
durch ein solches Modell eine mdgliche, medizinische Applikationen beschrieben
werden, bei der durch die Ultraschallsonde selbst die &uflere Verformung appli-
ziert wird. Als Konsequenz aus diesem Vorgehen folgt allerdings, dass nur eine
relative Schubmodulverteilung bestimmt werden kann.

Die lineare Elastografie und insbesondere die iterativen Verfahren sind jedoch
nicht generell auf dieses Betrachtung beschrénkt. So wird bei den Simulatio-
pen in der Arbeit von Kallel & Bertrand (1996) das Verschiebungsfeld w in
einem Korper B ausschlieflich durch eine Druckspannung induziert, auch wenn
die Darstellung der Ergebnisse nur in Form einer relativen Schubmodulvertei-
lung erfolgt. Doyley et al. (2000) stellen eine Beanspruchung durch Kraft- und
Verschiebungsrandbedingungen vergleichend gegeniiber und zeigen anhand eines
numerischen Beispiels, dass bei Verwendung von Randspannungen die Material-
verteilung im Sinne von absoluten Werten rekonstruiert werden kann. Allerdings
wird bei dieser Einwirkungsform deutlich, dass die Rauschanteile in der ermittel-
ten Schubmodulverteilung stérker ausgepragt sind. Daher schliefen Doyley et al.




5.1. Lineare Elastografie 109

(2000) fiir praktische Anwendung, zun#chst eine relative Materialfunktion mit
Hilfe von Verschiebungsrandbedingungen zu ermitteln und anschlieSend durch
Kenntnis des Schubmoduls in einem Teilgebiet der Struktur die Absolutwerte zu
bestimmen, vgl. Abschnitt 4.3.

5.1.4 Weitere Ansdtze der linearen Elastografie

Neben den bisher analysierten Verfahren werden in diesem Abschnitt die Ansétze
der linearen Elastografie betrachtet, die sich der zu Beginn dieses Abschnitts
vorgenommenen Einteilung entziehen. Zu diesen Methoden ziahlen Skovoroda
et al. (1999), Yamakawa & Shiina (1999), Nitta & Shiina (2000) und Zhu et al.
(2003). Zur Vergleichbarkeit der Ausfithrungen wird auch in diesem Abschnitt
die in dieser Arbeit iibliche Notation beibehalten und auf die zu beschreibenden
Arbeiten angewandt.

Eine Weiterentwicklung des in Abschnitt 5.1.2 vorgestellten Ansatzes von Sko-
voroda et al. (1995) stellt die Arbeit Skovoroda et al. (1999) dar. Zum einen wird
in diesem Beitrag vorgeschlagen, ein St. Venant-Kirchhoff-Materialmodell bei der
Ermittlung der Schubmodulverteilung zu verwenden, zum anderen wird das Re-
konstruktionsverfahren selbst modifiziert, um stabilere Losungen zu erhalten.
Waihrend die erstgenannte Neuerung in den Bereich der nichtlinearen Elasto-
grafie fallt und daher erst in Abschnitt 5.2 thematisiert wird, erfolgt durch die
zweite Anderung ein ﬂ'berga.ng zu einem iterativen Prozess. Dieser Schritt wird
vollzogen, indem Gleichung (5.30) nicht differenziert, sondern integriert wird, um
anschlieend durch Elimination des Drucks eine Integralgleichung fiir den Schub-
modul zu erhalten. Da in dieser Gleichung keine Ableitungen zweiter Ordnung
der Verzerrungen enthalten sind und die verrauschte, laterale Verschiebungskom-
ponente nur noch einen Beitrag zu den Schubverzerrungen leistet, ist verglichen
mit dem Verfahren Skovoroda et al. (1995) mit einer stabileren Losung p des
Rekonstruktionsprozesses zu rechnen. Zur Ermittlung der Schubmodulverteilung
wird die Integralgleichung mit Hilfe der Finite-Differenzen-Methode diskretisiert
und anschliefend durch Anwendung eines Gradientenverfahrens minimiert. Auf-
grund dieser Vorgehensweise ist eine eindeutige Klassifikation, wie sie zu Beginn
des Abschnitts 5.1 vorgenommen wurde, nicht moglich, da sowohl Elemente der
direkten Verfahren als auch der iterativen Methoden enthalten sind. Aufgrund
der Betrachtung einer Differentialgleichung fiir den Schubmodul ist dieser Al-
gorithmus jedoch eher den direkten Ansétzen zuzuordnen. Die bei dieser Ver-
fahrensklasse aufgezeigten Nachteile bleiben in jedem Fall erhalten. So werden
Glattheitsanforderungen an den Schubmodul und die Verzerrungen gestellt, die
im Allgemeinen nicht erfiillt sein miissen. Dariiber hinaus ist auch bei diesem Al-
gorithmus die Kenntnis der Lateralverschiebung unabdingbare Voraussetzung, so
dass bei Annahme eines ebenen Verzerrungszustands das Lateralverschiebungs-
feld aus der gemessenen Axialverschiebung berechnet wird. Somit ist auch diese
Methode an den ebenen Fall gebunden, falls die Transversalkomponenten des
Verschiebungsfelds nicht bestimmt werden kénnen.
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Der Ansatz von Yamakawa & Shiina (1999) ist eine Mischung aus einem direk-
ten und einem iterativen Algorithmus, wobei sich die Notwendigkeit der Iteration
aus den nicht bekannten Verschiebungskomponenten in Transversalrichtung er-
gibt. Bei der Methode von Yamakawa & Shiina (1999) muss zunéchst das axiale
Verzerrungsfeld €f, aus der generierten bzw. gemessenen Verschiebungskompo-
nente uf ermittelt werden. Daraufhin wird unter der Annahme eines nahezu in-
kompressiblen Materialverhaltens zun#chst eine Startschubmodulverteilung py,
mit k=0, geschétzt und anschlieBend auf der Basis dieser Materialverteilung mit
einer Finite-Elemente-Berechnung die linearisierte Spannung o in der Struktur B
ermittelt. Auf Grundlage dieser Spannung und mit Hilfe der axialen Verzer-
rung e, wird die Schubmodulverteilung ux+1 aus einer skalaren Gleichung be-
stimmt, womit ein Iterationsschritt abgeschlossen ist. Der iterative Prozess wird
abgebrochen, sobald die Anderung zwischen zwei Schubmodulverteilungen uy
und Lr+1 klein ist.

Aufgrund dieses Aufbaus ist das Verfahren eher den direkten Methoden zu-
zuordnen, da die Bestimmung der Axialverzerrung £, aus dem entsprechen-
den Verschiebungsfeld ein wesentlicher Bestandteil des Ansatzes ist. Die dabei
getroffenen Differenzierbarkeitsanforderungen an das Verschiebungsfeld u las-
sen vermuten, dass auch diese Methode zu einem deutlichen Unterschétzen der
Schubmodulverteilung neigt, vgl. Abschnitt 5.1.3. Dariiber hinaus rédumen Ya-
makawa & Shiina (1999) selbst ein, dass die Kenntnis und Beschaffenheit der
Dirichlet- und Neumann-Randbedingungen, die der Ansatz erfordert, in der kli-
nischen Anwendung nur in Ausnahmeféllen vorliegen.

Uber diesen Nachteil des Algorithmus wird von Nitta & Shiina (2000) die
Entwicklung eines eigenen Verfahrens motiviert, wobei davon ausgegangen wird,
dass alle Verschiebungskomponenten, also auch die transversalen, mit hinreichen-
der Genauigkeit bestimmt werden k6nnen, so dass ein Ansatz auf der Grundlage
des Verschiebungsfeldes u entwickelt werden kann. Die sich ergebende Metho-
de kann als direktes Verfahren fiir ein dreidimensionales Problem betrachtet
werden, und entspricht im Wesentlichen dem Ansatz von Sumi et al. (1995)
fiir ein kompressibles Material. Unter Vernachléassigung volumenhafter Einwir-
kungen und der Annahme einer quasi-statischen Belastung ergibt sich durch
Einsetzen des Materialgesetzes aus Gleichung (2.131) in die Gleichgewichtsbe-
dingung aus Gleichung (2.133) ein lineares Gleichungssystem fiir den Gradienten
der relativen Schubmodulverteilung, vgl. Gleichung (5.53). Nach Ldsen des Glei-
chungssystems in jedem materiellen Punkt M kann durch eine Integralgleichung
entsprechend Gleichung (5.56) die relative Schubmodulverteilung in der Struk-
tur B berechnet werden. Da jedoch in Nitta & Shiina (2000) nur Simulationen
préasentiert werden, bleiben die Autoren den Nachweis der Anwendbarkeit des
Algorithmus auf Messergebnisse schuldig,.

Der Ansatz von Zhu et al. (2003) ist ebenfalls eng mit den direkten Methoden
verwandt, da sich die Schubmodulverteilung x ohne Iteration direkt aus mess-
baren Grofien bestimmen ldsst. Unter der Annahme, dass sich eine betrachtete
Struktur durch ein linear elastisches Materialverhalten beschreiben lésst, wird
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ein Verfahren auf der Basis einer Finite-Elemente-Analyse entwickelt, wobei zu
dessen Umsetzung ein regelméBiges Netz aus Finiten Elementen erforderlich ist.
Durch Differenzbildung zweier Matrizengleichungen aus unterschiedlichen Belas-
tungszusténden kann ein iliberbestimmtes Gleichungssystem zur Ermittlung der
Schubmodulverteilung p hergeleitet werden. Ist der Spannungsvektor £ an der
Oberseite bekannt, kann eine Untermenge der Gleichungen verwendet werden,
um mit Hilfe einer verallgemeinerten Inversen die Schubmodulverteilung direkt
aus den Kraftrandbedingungen £ und dem bekannten Verschiebungsfeld u zu
berechnen. Da in Zhu et al. (2003) keinerlei Stabilisierungstechniken bei der Ma-
trixinvertierung angewendet werden, ist die Existenz der Inversen nicht gesichert.
Dariiber hinaus scheint sich der Ansatz sehr sensitiv gegeniiber Stoérungen in den
gemessenen Verschiebungen zu verhalten.

Es wird deutlich, dass sich das Ergebnis der Diskussion des letzten Abschnitts
auch auf die hier beschriebenen Algorithmen iibertragen lasst, da alle Verfahren
eng mit den direkten Methoden verwandt sind und somit keine wesentlichen
Neuerungen erkennbar werden.

5.2 Nichtlineare Elastografie

Unter nichtlinearer Elastografie, die in der englischsprachigen Literatur haufig
als nonlinear elasticity imaging bezeichnet wird, werden Ansétze verstanden, die
nicht den einschrinkenden Annahmen der linearisierten Elastizitétstheorie bei
der Materialparameterermittlung unterworfen sind und somit eine Erweiterung
der in Abschnitt 5.1 beschriebenen Verfahren darstellen. - -

Zur Beschreibung dieses Themengebiets erfolgt in Unterabschnitt 5.2.1 zu-
niéchst eine kurze Motivation, die nahe legt, dass die nichtlineare Betrachtung
Vorteile bietet, die iiber eine exaktere Beschreibung der kontinuumsmechani-
schen Zusammenhénge hinausreicht. Neben einem Beispiel wird hier auch kurz
auf Arbeiten eingegangen, die sich mit nichtlinearen Problemstellungen in der
Elastografie beschiiftigen.

In Abschnitt 5.2.2 erfolgt anschliefend die Beschreibung eines neuen Ansatzes,
vgl. auch Reichling et al. (2006b) und Reichling et al. (2006a), mit dem bei
Annahme eines Neo-Hooke-Materialverhaltens die Schubmodulverteilung einer
inhomogenen Struktur bestimmt werden kann. Die dabei eingesetzte Methodik
bedient sich der Ergebnisse aus der linearen Elastografie, die in Abschnitt 5.1.3
systematisch zusammengestellt wurden.

5.2.1 Uberblick und Motivation

Welche Konsequenzen sich aus der Annahme eines linear-clastischen Material-
verhaltens fiir die Bestimmung der Materialparameter ergeben konnen, sollen im
Folgenden anhand des in Abbildung 5.11(a) dargestellten, einfachen Beispiels
aufgezeigt werden. Fiir diese Struktur konnen unter der Annahme, dass sich
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Bild 5.11: Beispiel zur Motivation der nichtlinearen Elastografie

das Materialverhalten der Pendelstiitzen durch ein inkompressibles Neo-Hooke-
Material beschreiben lésst, die Verschiebungen us und us semi-analytisch in
Abhingigkeit von der Kopfverschiebung 14 = 4 bestimmt werden. Die Verschie-
bung u; des Auflagerpunkts ist gleich Null. Fiir das Verhaltnis der Schubmoduln
der Stabe gelte prrr = pr und prr = 10u;.

In dem nun folgenden Gedankenexperiment werden die oben genannten Ver-
schiebungen als gemessene Groflen betrachtet und von nun an mit u§ und ug
bezeichnet. Wird fiir die Ermittlung des Schubmoduls ein Hooke-Material zu-
grunde gelegt, so lasst sich das Schubmodulverhaltnis der Stébe I und II durch

g9__ .9
P _ DM (5.67)
LI Uz — Uy

ausdriicken. Mit der Annahme, dass das Materialverhalten durch ein St. Venant-
Kirchhoff Materialmodell beschrieben werden kann, ergibt sich fiir das Schub-
modulverhéltnis

prr _ A Ej
Br )\g_rE}?I’

(5.68)

wobei A}, und Ej, die Hauptdehnung in Stabrichtung bzw. die entsprechende
Komponente des Greenschen Verzerrungstensors des Stabes K bezeichnen, die
aus den ,,gemessenen” GrofSen u! bestimmt werden. Es gilt also

N — . /9ES 9 _ .9 , 1, g\2 g_'”'ft)(+1_“?{
K= kTl Bi=ek+5(ek)” und ef=——"7"7. (569
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Fiir ein Neo-Hooke-Material ergibt sich analog

prr _ (MD)* (A7)° -1
pro (A7) (Af)2 -1

Unter Beriicksichtigung der Gleichungen (5.67) bis (5.70) kann nun das Schub-
modulverhéltnis prr/pr in Abhéngigkeit von dem bei der Schubmodulermittlung
verwendeten Materialmodell und der Kopfpunktverschiebung % verglichen wer-
den, siehe Bild 5.11(b). In diesem Ergebnis iiberrascht es nicht, dass mit dem
Neo-Hooke-Material — unabhéngig von den Verschiebung 4 — immer das richtige
Schubmodulverhéltnis ermittelt wird, da die ,gemessenen® Verschiebungen u?
ja gerade mit diesem Modell erzeugt werden. Wesentlich ist hingegen die Er-
kenntnis, dass sich durch die nicht hinreichend beriicksichtigte Nichtlinearitét
bei dieser einfachen Struktur und bei einer moderaten Kopfpunktverschiebung
von 4/(3l} = 5% Fehler von 7% bzw. 15% im ermittelten Schubmodulverhilt-
nis ergeben. Aulerdem verdeutlicht die Abbildung, dass die Verwendung eines
St. Venant-Kirchhoff-Materialmodells, welches wie das Hooke-Material ebenfalls
nur in der Néhe der Referenzkonfiguration Giiltigkeit besitzt, in dem hier be-
trachteten Beispiel keine Vorteile bietet, sondern sich das Ergebnis sogar ver-
schlechtert.

Aufgrund dieses Beispiels lésst sich vermuten, dass die lineare Elastografie
einen inhérenten Fehler bei der Ermittlung der relativen Schubmodulermitt-
lung enthilt, der maBgeblich von der auf eine Struktur aufgebrachten Rand-
verschiebung abhéngt. Denkt man jedoch an eine medizinische Anwendung, so
erscheinen Werte zwischen 5% bis 10% fiir ein Verhaltnis von aufgebrachter
Verschiebung und Objekthdhe nicht auBlergewdhnlich. Dariiber hinaus liegt die
Vermutung nahe, dass die Schubmodulermittlung verformungsabhéngig ist, da
davon ausgegangen werden muss, dass fiir eine beliebige Struktur mit den da-
zugehorigen Randbedingungen Nichtlinearitdten mehr oder weniger ausgepragt
auftreten. Aussagen hinsichtlich einer Uberlagerung des Modellfehlers mit ande-
ren Fehlereinfliissen kénnen an dieser Stelle nicht gemacht werden. Ebenso lassen
sich aus diesem Beispiel keine Vermutungen ableiten, welcher Fehler z. B. durch
die Annahme eines Neo-Hooke-Materials gemacht wird, wenn das tatséchlich
vorhandene Materialverhalten ein vollkommen anderes ist. Fiir die im Rahmen
dieser Arbeit betrachteten PVA-K Phantome ist jedoch fiir den eingeschriankten
Dehnungsbereich von bis zu 15 % mit verbesserten Ergebnissen zu rechnen.

Eine éhnliche Argumentation erfolgt durch Erkamp et al. (2004a) und Er-
kamp et al. (2004b), jedoch beziehen sich die hier getroffenen Aussagen auf eine
qualitative Elastografie, vgl. Abschnitt 1.2, die sich auf die Darstellung von Deh-
nungsbildern beschrdnkt. Wahrend in Erkamp et al. (2004b) Druckversuche zur
Frmittlung eines Materialmodells von Probenkdrpern aus Agar und Gelatine
durchgefiihrt werden, wird in Erkamp et al. (2004a) mit numerischen Simu-
lationen und Messungen an Gelatine-Agar-Phantomen nachgewiesen, dass die
Beriicksichtigung nichtlinearer Effekte zu einer Verbesserung der Ergebnisse der
qualitativen Elastografie filhren kann.

(5.70)
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Der einzige dem Autor bekannte Ansatz zur Bestimmung der Schubmodul-
verteilung unter Beriicksichtigung groler Deformationen stammt von Skovoro-
da et al. (1999). Zur Behandlung des inversen Problems wird ein Algorithmus
vorgeschlagen, der mit der Begriffsbildung aus Kapitel 5.1 wesentliche Elemente
eines direkten Verfahrens besitzt. Diese Methode, auf die in Unterabschnitt 5.1.4
bereits kurz eingegangen wurde, baut unter Annahme eines ebenen Verzerrungs-
zustands auf der Impulsbilanz nach Gleichung (2.50) auf, wobei dynamische und
volumenhaft wirkende Beanspruchungen vernachléssigt werden. Als Materialge-
setz wird eine inkompressible Variante des in der Gleichung (2.129) angegebenen
St. Venant-Kirchhoff-Werkstoffgesetzes verwendet. Wird das Stoffgesetz in die
Gleichgewichtbedingungen eingesetzt, ergibt sich eine Differentialgleichung fiir
den Schubmodul g und den Druck p, aus der die unbekannte Grofie p eliminiert
wird. Eine anschlieBende Integration liefert daraufhin die Bestimmungsgleichung
fiir den Schubmodul. Diese enthélt, wie in der linearen Elastografie auch, Ab-
leitungen hoéherer Ordnung des axialen und lateralen Verschiebungsfelds. Auch
fiir den nichtlinearen Ansatz greifen Skovoroda et al. (1999) auf eine Berech-
nung der lateralen Verschiebungskomponente mittels der Inkompressibilitdtsbe-
dingung (2.17) und der gemessenen Axialverschiebung zuriick, vgl. Skovoroda
et al. (1998). Durch eine Diskretisierung mit der Methode der finiten Differenzen
und einem darauf aufgesetzten Optimierungsprozess kann die Schubmodulver-
teilung in einer Struktur bestimmt werden.

Wie die Zusammenfassung dieses Algorithmus zeigt, ist der Ansatz abgesehen
von der Bestimmungsdifferentialgleichung identisch mit dem Vorgehen fiir den
linearen Fall, vgl. die Beschreibung zu Skovoroda et al. (1999) in Abschnitt 5.1.4,
so dass sich die gleichen Nachteile einstellen, wobei hier in erster Linie die feh-
lende Erweiterbarkeit hin zu einer dreidimensionalen Betrachtung zu nennen
ist, solange lediglich die axiale Komponente der Verschiebungen bekannt ist.
Dariiber hinaus ist aufgrund der Glattheitsanforderungen an den Schubmodul
bzw. die Verschiebungen und Verzerrungen mit einem deutlichen Unterschétzen
der tatséichlichen Schubmodulverteilung zu rechnen, falls diese den Differenzier-
barkeitsanforderungen nicht geniigt. Ferner suggeriert das Beispiel aus Bild 5.11,
dass fiir die hier betrachteten Phantome durch den Einsatz eines St. Venant-
Kirchhoff-Materials nicht mit einer Verbesserung der Ergebnisse des inversen
Problems zu rechnen ist. Jedoch sollte auch unabhingig von dem hier analysier-
ten Beispiel von der Verwendung eines St. Venant-Kirchhoff-Materials abgesehen
werden, da es ein Materialgesetz ist, welches auf die Betrachtung kleiner Verzer-
rungen beschrinkt ist, vgl. Abschnitt 2.5 und Stein & Barthold (1996, Kap. 7).
Vor allem im Kompressionsbereich offenbart dieses Modell erhebliche Schwéchen,
da fiir den Grenzfall eines vollstindig zusammengedriickten Korpers die Span-
nung T nicht gegen —oo wachst, sondern sich T' = 0 einstellt, vgl. Wriggers
(2001, Kap. 3).
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5.2.2 Ein iterativer Ansatz

Im Gegensatz zu der in Abschnitt 5.1 beschriebenen linearen Elastografie wird
nun bei der Materialparameterbestimmung die einschrankende Annahme, dass
sich eine Struktur mittels der linearisierten Elastizitétstheorie beschreiben lésst,
fallen gelassen. Die folgenden Ausfiihrungen beziehen sich auf das Neo-Hooke-
Materialmodell, welches das Materialverhalten der bei den Elastografiemessun-
gen eingesetzten Phantome aus PVA-K im betrachteten Dehnungsbereich gut
beschreibt. Ferner kdnnen die nachstehenden Erlduterungen problemlos auf ein-
parametrige Materialmodelle sinngem#8 tibertragen werden, die linear bzgl. die-
ses Parameters sind, so z. B. das Materialmodell nach Gleichung (4.7). Da die ite-
rativen Verfahren aus Abschnitt 5.1.1 keinerlei Einschrénkungen bzgl. der raum-
lichen Dimension der Problemstellung unterliegen, erfolgen die Darstellungen in
diesem Unterkapitel anhand des allgemeinen, dreidimensionalen Falls.

Alle weiteren Annahmen und Voraussetzungen, die zu Beginn des Abschnitts
formuliert wurden, besitzen jedoch auch fiir diesen Abschnitt weiterhin Giiltig-
keit. Daher werden auch hier ausschlieflich Einwirkungen beriicksichtigt, die
in Form von inhomogenen Verschiebungsrandbedingungen induziert werden, so
dass die Randspannungen £ = 0 und die massenbezogene Beschleunigung b = 0
sind. Ferner wird angenommen, dass das Material nahezu inkompressibel ist und
dass die Querkontraktionszahl v bekannt und iiber die Struktur konstant ist.

Der Ubergang von der linearen zur nichtlinearen Elastografie entspricht in
der Terminologie des Abschnitts 3.1 einer Anderung des Bedingungsgefiiges, was
durch die Einfiihrung der Operatoren

M>D — V
G: { > Dg) (5.71)
7 =P
und
M>D — Vi
G: { > D(G) ' (5.72)
24 = P

mit D(G) = D(G) verdeutlicht werden soll. Der hier eingefiihrte Operator G trégt
der in Abschnitt 4.1 ausfiihrlich erlauterten Gegebenheit Rechnung, dass nur die
axiale Komponente der Deformation mit hinreichender Genauigkeit bestimmt
werden kann. Aus den Definitionen (5.71) und (5.72) geht hervor, dass im nichtli-
nearen Fall anstatt der Verschiebungen die Deformationen als gemessene Grofien
betrachtet werden. Diese Modifikation ist aber von untergeordneter Bedeutung,
da aufgrund der Festlegung (2.5) und Gleichung (2.13) der Zusammenhang

o =id+u (5.73)

gilt, wobei id die Identitét im R® bezeichnet.” Daher kann eine deformations-
abhéngige Formulierung wie in Gleichung (5.71) in eine verschiebungsabhéngige

7In Gleichung (5.73) kenn bei der Deformation ¢ auf den Index ¢ verzichtet werden, vgl. Fu-
note 7 auf Seite 27.
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Formulierung iiberfiihrt werden und umgekehrt. Wird beachtet, dass fiir diesen
Abschnitt Bg C R? gilt, kénnen die Definitionen der Menge M und des Defini-
tionsbereichs D(G) anhand der Gleichungen (5.2) bzw. (5.5) analog formuliert
werden, wahrend die Menge V durch

V:={p: Bo— R’ | p; € L*(Bo)} (5.74)

gegeben ist. Die Menge V hat die angegebene Form, damit auch gemessene und
somit verrauschte Daten 7 in der Operatorengleichung zugelassen sind, die im
Allgemeinen weder differenzierbar sein miissen, noch die kinematischen Randbe-
dingungen erfiillen, vgl. Abschnitt 5.1.1. Die Menge V7 kann analog zu Definiti-
on (5.74) erfolgen, jedoch ist zu beachten, dass nur die axiale Komponente der
Deformation ¢ : Bo — R beriicksichtigt wird. Durch Einfiihren einer Projek-
tion P, die eine Abbildung zwischen den Riumen V und V; ist und entsprechend
der Gleichung (5.9) definiert wird, kann der Operator G auch durch G:=Po G
ausgedriickt werden.

Die Operatorengleichungen der Problemstellungen der nichtlinearen Elasto-
grafie (G,D(G),V) bzw. (G,D(G), V1) folgen direkt aus den Definitionen der
Operatoren und es gilt

Gw=¢ und  G(u) =1 (5.75)

Im Weiteren habe der Datenfehler der gemessenen Groflen ¢ hinsichtlich des
Rauschpegels die aus Abschnitt 3.3 und Unterabschnitt 5.1.1 bekannte Eigen-
schaft

le — @llv = llu —v?|lv <6 (5.76)

Zur Klassifikation des Problems (G, D(G),V) und zur Betrachtung der Ei-
genschaften des Operators G kann auf die Ergebnisse aus Unterabschnitt 5.1.1
zuriickgegriffien werden. Falls nicht ausdriicklich darauf hingewiesen wird, lassen
sich die hierbei getroffenen Aussagen auch auf den Operator G iibertragen.

Wie in der linearen Elastografie wird auch in diesem Abschnitt erwartungs-
geméafB die Nichtlinearitdt der Abbildung G festgestellt. Ebenso weist die Unter-
suchung der Eindeutigkeit Parallelen auf. Da jedoch bei der Betrachtung von
finiten Deformationen die mathematischen Zusammenhénge selbst fiir einfachs-
te Beispiele sehr komplex werden, ist ein analytischer Losungszugang fiir Bei-
spiel 5.2 bei kompressiblem Materialverhalten nicht zu erwarten. Daher wird fiir
die Betrachtung der Eindeutigkeit bzw. der lokalen Schlechtgestelltheit ein in-
kompressibles Werkstoffgesetz angenommen und davon ausgegangen, dass sich
die Ergebnisse auf ein nahezu inkompressibles Materialverhalten iibertragen las-
sen. Zur Verdeutlichung dieses ﬁberga,ngs zur Inkompressibilitit wird der zu-
gehorige Operator der direkten Aufgabe mit G bezeichnet.® Mit dieser Annah-
me und einem zeitlich verdnderlichen Beobachter ¥ kann die Deformation ¢ der

8Durch den Ubergang zu einem inkompressiblen Materialverhalten wird das Bedingungs-
gefiige veréndert. Daher gilt fiir den Operator G : M — V x P und G(u) = (¢, p), wobei
P den Raum der hydrostatischen Driicke bezeichnet und p € P ist.
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Struktur in Bild 5.2 unabhingig von der Schubmodulverteilung y, geméfi den
Gleichungen (5.12) und (5.13) zu
(h — @ _h )T
(p(X) = X1 + 4, ——X2, X3 , X € By, (577)
h h—u

angegeben werden. Mit der Materialverteilung u, &ndert sich zwar der hydro-
statische Druck p in der Struktur B, da dieser aber in einer Elastografiemessung
unbestimmt bleibt, sind zwei Materialverteilungen y; und p; mit ¢ # j nicht zu
unterscheiden. Aus diesem Grund kénnen alle Aussagen hinsichtlich Eindeutig-
keit und Schlechtgestelltheit aus Unterabschnitt 5.1.1 auf den nichtlinearen Fall
libertragen werden. Hierzu zéhlt auch insbesondere die Aussage, dass sich die lo-
kale Schlechtgestelltheit nur fiir das in Bild 5.2 dargestellte Beispiel nachweisen
lasst. Fiir eine beliebige Schubmodulverteilungen 4 kann Mehrdeutigkeit nur mit
Hilfe der Vielfachen i = cu mit ¢ > 0 gezeigt werden, vgl. auch Abschnitt 4.3.

Zur Definition eines iterativen Loésungsansatzes wird der Gradient des Ope-
rators G benoétigt, der in Form der Gateaux-Ableitung zur Verfiigung gestellt
wird. Wie im Fall der linearen Elastografie wird auch hier angenommen, dass
die Fréchet-Ableitung existiert, was eine zentrale Voraussetzung fiir die Lésungs-
ansétze zur Behandlung der inversen Probleme von nichtlinearen Operatorenglei-
chungen in Abschnitt 3.3 darstellt. Fiir die schwache Ableitung gilt

A*G=G'() - Au=DuG Ap= T G(u+ean)| . (5.78)

Da angenommen wird, dass das Materialverhalten nahezu inkompressibel ist,
wird zur nédheren Bestimmung dieser Ableitung die Variationsformulierung nach
Hu-Washizu herangezogen. Werden die Gleichungen (2.109) und (2.117) be-
trachtet, so ist die Richtungsableitung der Variation D,IT"™" - 1, respektive des
Schubmoduls p fiir einen Gleichgewichtszustand gegeben durch

D, (DpIT™ 1) - Ap = / Gradn,: (D.P-Ap) dV =0, (5.79)

By
mit dem ersten Piola-Kirchhoff-Spannungstensor P = Pjg, + Pyo) und fiir be-
liebige Testfunktionen 7, gem#f Gleichung (2.96). Fiir den Tensor P gilt mit
der Bezeichnung ® = (¢, ©,p) der Zusammenhang P = P (u, ®(u)) und unter

Berticksichtigung der Gleichungen (2.116) und (2.122) folgt fiir dessen Richtungs-
ableitung bzgl. des Materialparameters u

D“P . Ay, = %PimAp +DaP - A“@, (5.80)
mit
DaP - A"® =D,P.A"p + D,P - A*p+ DeP - A*@

= Z—IFJ : Grad (A @) + JF~T Atp, (5.81)
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Durch Einsetzen der Gleichungen (5.80) und (5.81) in Gleichung (5.79) ergibt
sich die Beziehung

/Grad N {Z—IF) : Grad (A*g) + JF T AFp} dV
By
= — /Gra,d'r)o : (i-PisoA,u,) dV, (5.82)
By

die eine Bestimmungsgleichung fiir die Richtungsableitung G'(u) - Au = A*¢p
darstellt. Die unbekannte Gateaux-Ableitung des Drucks p bzgl. des Schubmo-
duls kann aus den Variationen D,IT"V- go und DeII®"%- 4o berechnet werden.
Eingedenk des in Gleichung (4.12) formulierten Zusammenhangs zwischen dem
Kompressionsmodul X und dem Schubmodul y ergibt sich fiir die entsprechen-
den schwachen Ableitungen mit Gleichungen (2.112) und (2.114)

D, (D1 o) - Ap = /qo (JFT : Grad (A*yp) — A¥©)dV =0 (5.83)

Bg

und
D, (Dell™™. v5) - Au =
[ w(Eut©au+ UL @A - At av =0, (580

By

mit der Funktion Ug, = Ug,(©) gemiB Gleichung (2.121). Eine explizite Berech-
nung der Richtungsableitung G'(u) - Ay kann wie im linearen Fall erst nach
erfolgter Diskretisierung durchgefiihrt werden und wird daher in Abschnitt 6.2
angegeben. Die Bestimmung der Gateaux-Ableitung des Funktionals G kann nach
der Ermittlung der schwachen Ableitung A*G iiber die Beziehung

G' () - Ap="P(G (1) - Ap) (5.85)

erfolgen.

Nach der Analyse der Eigenschaften der Operatoren G und G kénnen nun
die fiir eine Implementierung relevanten Gleichungen zusammengestellt werden.
Aufgrund der Ausfiihrungen in Abschnitt 5.1.3 wird eine klassische Tikhonov-
Regularisierung zur Behandlung des inversen Problems der nichtlinearen Elasto-
grafie einem anderen iterativen Verfahren vorgezogen. Durch die Definition des
Funktionals

1 ¢ \
(1) = 5 1P(e — @)t + 5l — w113 (5.86)

kann iiber g = g() — min, mit g € D(G) C M, eine stabile Ersatzaufgabe zur
Ermittlung des Materialparameters u angegeben werden. Dabei wird mit ¢ der
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Regularisierungsparamter bezeichnet und {iber die fest gewdhlte Schubmodul-
verteilung u* konnen a priori Informationen in den Losungsprozess eingebracht
werden. Fiir die Durchfiihrung des in dieser Arbeit verwendeten Minimierungs-
algorithmus, der in Abschnitt 6.2 beschrieben wird, ist neben dem Funktional g
der Gradient D, g erforderlich, der iiber die Géteaux-Ableitung

’ d
Afg=g(u) - Ap=Dug- Ap=—g(u+ EA“)Lzo (5.87)

bestimmt werden kann. Mit Hilfe der Kettenregel ergibt sich hieraus analog zu
Gleichung (5.27)

o' (1) An=(Ple—¢),P(G (1) - AW))y, +t{u—p",Au)y,.  (5.88)

Die hier eingefiihrten Bezeichnungen {-,-)v, := || - |3, und {:,-Yar = || - |3/ sind
die Skalarprodukte der Raume Vi bzw. M.

Als Parameterwahlkriterium wird das in Abschnitt 3.2 eingefiihrte Morozov-
sche Diskrepanzprinzip eingesetzt, wobei der Datenfehler § entsprechend dem
Vorschlag von Oberai et al. (2004) iiber das Signal-Rausch-Verhéltnis 1/8 der
Messeinrichtung abgeschétzt wird. Somit wird der groBte Parameter ¢ > 0 ge-
sucht, der die Bedingung

[Pl —)n <78 (5.89)

erfiillt, mit 7 > 1 und § = § || P(p? — id)||v;.

Eine andere Moglichkeit, eine stabile Ersatzaufgabe zu definieren, stellt das
von Engl et al. (2003, Kap. 10) vorgeschlagene, modifizierte Tikhonov-Phillips-
Verfahren mit der a priori Parameterwahl ¢ = () = O(6?) dar, vgl. auch Ab-
schnitt 3.3. Im Rahmen des inversen Problems der nichtlinearen Elastografie
kann das entsprechende Funktional in der Form

L
ge(w) = ({88(W)} —8)° + gk () (5.90)
angegeben werden, mit
gew) =Ple—)liy,  und  gh(u) =t|u—p |- (5.91)

Gilt dariiber hinaus (g‘g)l/ 2 £ 0, so berechnet sich die Richtungsableitung von ge
zu

ge(w) - Au= (2—8{a2(0}* )(Plp — ¢°), PG (1) - Ay,
+2¢(p — p*, Ap),,. (5.92)

Die zuvor formulierte Bedingung (g% )"/? # 0 ist im Rahmen eines Optimierungs-
prozesses durch ein geeignetes Abbruchkriterium zu realisieren.
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Nachdem im vorangegangenen Kapitel die theoretische Herleitung einer neuen
Methode zur Behandlung des inversen Problems der nichtlinearen Elastografie
durchgefiihrt wurde, sind die folgenden Abschnitte der Anwendung dieses Ver-
fahrens gewidmet.

Vor diesem Hintergrund erfolgt zun#chst die Beschreibung der Diskretisie-
rung des in Abschnitt 5.2 hergeleiteten Ansatzes. Durch den Ubergang zu ei-
ner endlichdimensionalen Formulierung wird eine computergestiitzte Behandlung
in Form eines iterativen Algorithmus ermdglicht. Da in jedem Iterationsschritt
auch die zum inversen Problem korrespondierende direkte Aufgabe gelost wer-
den muss, wird die Darstellung der Diskretisierung nach direktem und inversen
Problem getrennt in den Abschnitten 6.1 und 6.2 durchgefiihrt.

Nach der Beschreibung der Implementierung wird die Einsetzbarkeit des Ver-
fahrens der nichtlinearen Elastografie anhand von Beispielen demonstriert, was
in Abschnitt 6.3 mit Hilfe von numerischen Simulationen und in Abschnitt 6.4
anhand von Messergebnissen aus Elastografiemessungen erfolgt.

6.1 Behandlung des direkten Problems

Die computergestiitzte Umsetzung des direkten Problems der Elastografie, bei
der die duflere Einwirkung quasi-statisch aufgebracht wird, entspricht der nume-
rischen Behandlung des in Abschnitt 2.4 beschriebenen Randwertproblems der
Mechanik. Ein wesentlicher Schritt stellt hierbei die Umwandlung der kontinuier-
lichen Fragestellung in ein endlichdimensionales Problem mit Hilfe eines Diskre-
tisierungsverfahrens dar, wobei schon in Unterabschnitt 5.1.1 angedeutet wurde,
dass im Rahmen dieser Arbeit ausschliellich die Finite-Elemente-Methode bei
iterativen Ansétzen zur Losung des inversen Problems herangezogen wird. Dem-
zufolge wird dieses Verfahren auch fiir die korrespondierende direkte Aufgabe
eingesetzt. Da dieser Abschnitt ausschlieBlich der Dokumentation der Implemen-
tierung dient, werden die Konzepte, die der Finiten-Elemente-Methode zugrunde
liegen, nur kurz erldutert. Ausfiihrlichere Darstellungen kénnen u. a. der Fachli-
teratur Hughes (2000), Wriggers (2001), Bathe (2002), Zienkiewicz & Taylor
(2002) und Zienkiewicz & Taylor (2000) entnommen werden.

Bei der numerischen Realisierung des direkten Problems mit der Finiten-Ele-
mente-Methode ist zu beachten, dass das im Folgenden modellierte Neo-Hooke-
Materialmodell nahezu inkompressibel ist und somit rein verschiebungsbezoge-
ne Elementformulierungen zum so genannten Locking neigen. Dieses auch als
Volumenlocking bezeichnete Phénomen lésst sich auf die in Gleichung (2.17)
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bzw. Gleichung (2.127) formulierte Zwangsbedingung fiir den Fall vollkomme-
ner Inkompressibilitédt zuriickfiihren. Die Einhaltung dieser Bedingung bezieht
gich auf den Ausdehnungsmode eines finiten Elements und fithrt zu einer nicht
gewiinschten, erheblichen Versteifung des Biegemodes, vgl. u. a. Wriggers (2001,
Kap. 10). Eine Moglichkeit, diesen Effekt zu vermeiden, besteht darin, eine ge-
mischte Finite-Elemente-Formulierung zu verwenden, die speziell auf die Be-
handlung von inkompressiblen Materialien zugeschnitten ist. Zur Konstruktion
dieser gemischten, finiten Elemente existieren nach Wriggers (2001, Kap. 10)
mehrere Varianten. Zum einen besteht die Moéglichkeit mit der Methode der La-
grangeschen Multiplikatoren die Zwangsbedingung der Volumenkonstanz in der
spezifischen Forminderungsenergie W, zu beriicksichtigen. Durch dieses Vor-
gehen ergeben sich jedoch im Vergleich zu rein verschiebungsbezogenen Ele-
menten zusatzliche Unbekannte in Form des Lagrangeschen Multiplikators p,
der im Rahmen des Losungsprozesses ermittelt werden muss. Dariiber hinaus
sind zur Bestimmung der unbekannten Verschiebungen « und des Drucks p bei
der Losung des inkrementellen Gleichungssystems, das sich im Rahmen eines
iterativen Prozesses ergibt, spezielle Techniken erforderlich, da die mit der Va-
riation und der Linearisierung des Drucks korrespondierende Submatrix eine
Nullmatrix ist. Wird hingegen eine gesitdrte Lagrangesche Methode angewandt,
so ergibt sich anstelle der Nullmatrix eine Einheitsmatrix skaliert mit dem Fak-
tor —1/e, wobei € als Stérungsparameter bezeichnet wird. Durch diese Modifika-
tion kénnen nun fiir die numerische Behandlung des oben beschriebenen Glei-
chungssystems Standardgleichungsléser herangezogen werden. Bei einem diskon-
tinuierlichen, elementweisen Ansatz fiir den Druck p besteht dariiber hinaus die
Moglichkeit, die unbekannte Grofle p schon auf Elementebene zu eliminieren,
wodurch sich eine klassische Penalty-Formulierung fiir die Nebenbedingung der
Inkompressibilitdt ergibt. Die Losung héngt somit vom Penalty-Parameter l/e
ab, denn bei grofen Werten fiir den Parameter £ hat die Nebenbedingung eine
untergeordnete Bedeutung, wihrend bei kleinen Werten spezielle Losungsver-
fahren erforderlich werden, da die modifizierte, tangentiale Steifigkeitsmatrix fiir
die linearisierten Verschiebungen ggf. schlecht konditioniert ist. Der im Rahmen
dieser Arbeit angewendete Spezialfall einer Penalty-Methode ergibt sich durch
das in Abschnitt 2.4 erlduterte Hu-Washizu-Variationsprinzip, bei dem sich der
Strafterm aus der spezifischen Forménderungsenergie Wy, ergibt, mit dem Kom-
pressionsmodul K der linearisierten Elastizitétstheorie als Penalty-Parameter.

Aus Referenzgriinden sei darauf hingewiesen, dass neben der hier dargestell-
ten, gemischten Finite-Elemente-Methode weitere, alternative Verfahren wie die
Unterintegration mit geeigneter Stabilisierung oder Formulierungen basierend
auf den Enhanced (Assumed) Strain Elementen existieren, vgl. Wriggers (2001,
Kap. 10) und die dort angegebene, weiterfithrende Literatur. Im Rahmen dieser
Arbeit wird nicht weiter auf diese Ansitze eingegangen.

Durch die Diskretisierung mit Hilfe der Finite-Elemente-Methode erfolgt eine
Approximation sowohl der Geometrie der Struktur B als auch der verwendeten
FeldgroBen. Fiir die diskrete Betrachtung wird im Folgenden das so genann-
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te isoparametrische Konzept herangezogen, bei dem fiir die geometrischen und
physikalischen Grofien die gleichen Ansatzfunktionen N verwendet werden. We-
sentlicher Bestandteil der Diskretisierung ist die Unterteilung des Korpers B in
finite Elemente, vgl. Bild 6.1. Durch diese Partitionierung wird die Struktur mit-
tels einer disjunkten Vereinigung von n. Teilkérpern B¢ stetig approximiert und

es gilt
Te
BrB"=| B, (6.1)
e=1

wobei durch den Index A im Folgenden der N#herungscharakter einer Grofle
verdeutlicht wird. Aufgrund der durch Gleichung (6.1) gegebenen Unterteilung
konnen die sich ergebenden, nichtlinearen Gleichungen, die durch die Diskre-
tisierung der in Abschnitt 2.4 beschriebenen Potentialformulierung entstehen,
zunichst bezogen auf ein finites Element B® angegeben werden. Durch einen
sich anschlieBenden Assemblierungsprozess wird aus diesen Elementgleichungen
ein globales, nichtlineares Gleichungssystem generiert, welches unter Anwendung
von iterativen Losungsverfahren numerisch behandelt werden kann. Wahrend die
Herleitung der Elementgleichungen und die iterative Losung des direkten Pro-
blems im Vordergrund stehen, wird auf eine Darstellung des Assemblierungs-
prozesses im Rahmen dieser Arbeit verzichtet und stattdessen auf die Literatur
Hughes (2000, Kap. 1) und Bathe (2002, Kap. 12) verwiesen. Da bei den in Ab-
schnitt 6.3 und 6.4 betrachteten Beispielen weder volumenhafte Einwirkungen
noch Oberflichenspannungen auftreten, vgl. auch Abschnitt 4.3, wird auf die
Diskretisierung &uflerer Beanspruchungen ebenfalls nicht eingegangen.

Die Approximation der Geometrie der Referenzkonfiguration erfolgt durch die
niaherungsweise Darstellung der Koordinaten X mit Hilfe der zuvor erwihnten
Ansatzfunktionen N; und den bekannten Elementknotenkoordinaten X7, so dass
fiir ein Element mit n Knoten

X~ XE = X3(E) = 3O Ni(e) X (6.2)
I=1

gilt. Durch die hier erstmalig verwendete Indizierung (-)* wird angedeutet, dass
es sich um eine Approximation der GroSe () auf Elementebene handelt ~ im
Gegensatz zu der zuvor eingefiihrten Approximation (-)* auf Systemebene. Die
so genannten natiirlichen Koordinaten £ beziehen sich auf die Einheitskonfigu-
ration B, so dass durch Gleichung (6.2) eine isoparametrische Transfomation
zwischen den Elementkonfigurationen Bf und Bp beschrieben wird, die sich
auch in der Form

¢cBn— X=X (6.3)

angeben ldsst, vgl. sowohl Simo & Taylor (1991) als auch Bild 6.1. Eine Zusam-
menstellung der Eigenschaften dieser Abbildung findet sich in Wriggers (2001,
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Bg

X"(€)

Bild 6.1: Diskretisierung einer Beispielstruktur B in der Referenzkon-
figuration mit sechsknotigen Dreieckselementen, Referenzele-
ment B und isoparametrische Abbildung

Kap. 4). Im Sinne des Abschnitts 2.1 kann die Konfiguration B als eine Refe-
renzkonfiguration des finiten Elements B® neben der Ausgangskonfiguration B§
betrachtet werden, die von dem Element B¢ wihrend des Deformationsprozesses
ggf. nie eingenommen wird. Jedoch erlaubt die Transformation der Grofien in
die Konfiguration B eine standardisierte, numerische Behandlung der auftre-
tenden Integralgleichungen. Analog zu Gleichung (6.2) kénnen die Koordinaten
der Momentankonfiguration {iber die unbekannten Knotenkoordinaten ! durch

T~ xy =z (€)=Y Nié)az' (6.4)

approximiert werden. Gleiches gilt mit 17, & n," = 3°7_; N7(X) n{ fiir die Test-
funktion 1,. Mit Hilfe der Gleichung (6.4) und der Definition des Deformations-
gradienten F' gemifB Gleichung (2.11) lésst sich dessen Approximation zu

n
F¢ =) =z’ ®Grad Ny (6.5)

I=1
bestimmen, wobei zur Berechnung von Grad Ny die Kettenregel mit

_ON; _ ON; 84
(Grad N1); = 5%~ = B¢, oX,

(6.6)

heranzuziehen ist.
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Bei einer gemischten Finite-Elemente-Methode werden neben den unbekann-
ten Verschiebungen u” bzw. den hier betrachteten Koordinaten der Momentan-
konfiguration «" weitere Feldvariablen eingefithrt. Wird die Drei-Feld-Formu-
lierung aus Abschnitt 2.4 aufgegriffen, so sind zusétzlich der Druck p bzw. die
Volumendehnung © zu beriicksichtigen. Die Approximation dieser Feldvariablen
kann im Allgemeinen entweder kontinuierlich oder diskontinuierlich und somit
elementweise erfolgen, vgl. Zienkiewicz & Taylor (2002, Kap. 11). Da im Falle ei-
nes diskontinuierlichen Ansatzes der Druck p und die Volumendehnung © schon
auf Elementebene aus den Bestimmungsgleichungen eliminiert werden kénnen,
wodurch sich der Speicheraufwand zur Loésung der Systemgleichgewichtsbedin-
gungen und der Rechenaufwand verringert, wird diese Variante im Folgenden
betrachtet. Ferner bietet sich dieses Vorgehen auch im Hinblick auf die Problem-
stellung der Elastografie an, da in diesem Fall die Steifigkeitsverteilung zunschst,
nicht bekannt ist. Werden Korper mit harten Einschliissen in einer weicheren
Materialmatrix untersucht, so ist der Druck p an den Grenzflichen der Materia-
lien nicht stetig, was jedoch durch einen kontinuierlichen Ansatz ggf. erzwungen
wird und somit einen zusétzlichen Fehler erzeugt.

Im Allgemeinen miissen gemischte finite Elemente — unabhéngig von der Wahl
eines kontinuierlichen bzw. diskontinuierlichen Ansatzes — zur Gewahrleistung
der Stabilitét der Elementformulierung noch eine zusétzliche Bedingung erfiillen,
die als inf-sup-Bedingung bzw. Babuska-Brezzi-Bedingung bezeichnet und u. a.
von Bathe (2002, Kap. 4) hergeleitet wird. Der Nachweis bezieht sich jedoch nur
auf den inkompressiblen Fall der linearisierten Elastizitétstheorie und eine reine
Verschiebungs-Druck-Formulierung. Bei allgemeinen, nichtlinearen Betrachtun-
gen kann sie lediglich sinngeméf fiir die Tangentialrdume bei bekanntem Defor-
mationszustand angegeben werden, vgl. Wriggers (2001, Kap. 10). Eine Zusam-
menstellung, welche gemischten finiten Elemente die inf-sup-Bedingung in der
linearisierten Elastizitétstheorie erfiillen, kann u. a. Bathe (2002, Kap. 4), aber
auch Zienkiewicz & Taylor (2002, Kap. 12) entnommen werden.

Die Approximation des Drucks p bzw. der Volumendehnung © wird mit Hilfe
der Ansatzfunktionen N; durchgefiihrt, so dass bei n, Stiitzstellen

Np
prpy=pe€) =) Ni()p' = N(&)p. (6.7)
und
'n.p
O~ O, =08 =) Ni(§)o' = N(¢)®. (6.8)
I=1

gilt. Hier wird durch N = N (¢) die Matrix der Ansatzfunkionen Ny bezeichnet,
p, bzw. @, stellen die Vektoren der Knotenwerte p’ und ©! dar. Die zu den
Groflen p und © korrespondierenden Testfunktionen go und 7y werden analog
durch die Beziehungen go = go” = N g, und yo =~ Yo" = N v, niherungsweise
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wiedergegeben. Aufgrund der diskontinuierlichen Ansétze kann eine statische
Kondensation der in diesem Absatz beschriebenen Grofien auf Elementebene
erfolgen. Durch Einsetzen der Gleichung (6.8) in die Gleichung (2.112) lasst sich
die Volumendehnung O zunschst zu

fr=N®@.=NHaH* [ I'NTaV. (6.9)
Bj

ermitteln, wobei die Matrix H durch die Festlegung

"= / N&N dv. (6.10)
B3
definiert wird und J? = det F? die approximierte Jacobische Funktionaldeter-

minante bezeichnet. Weiterhin gilt fiir die Gr8e p” mit den Gleichungen (2.114)
und (6.7), dass

Pt =Np, =N / UL (O")NT v, (6.11)
B

ist, mit Up, = Ud,(©F) entsprechend Gleichung (2.121). Fiir die Approximation
der Linearisierungen A®! = N (£)A®, bzw. Ap! = N(£)Ap, der Volumendeh-
nung und des Drucks wird die zweite Variation des in Gleichung (2.106) definier-
ten Funktionals IT"Y herangezogen. Aus den Gleichungen (2.118) und (2.119)
folgt mit Uly = Ul (©F) — ebenfalls gem#f Gleichung (2.121) — und mit der
Bezeichnung AF? = 37 Az’ ® Grad N; nach Gleichung (6.5), dass

Aer=NH? / NT(JEph ™ . AF?Y av. (6.12)
Be

0

und

Apt=NH™ / Ugs (6" YNT AG" aV.. (6.13)
B§

Eingedenk der Gleichungen (6.9) bis (6.13) kénnen nun der Vektor der inneren
Krifte r und die tangentiale Steifigkeitsmatrix k auf Elementebene bestimmt
werden. Wird durch r! der Lastvektor des Knotens I bezeichnet, so kann dieser
unter Verwendung von Gleichung (2.117) iiber die Beziehung

/Gra,d no:PdVem Y mp-1! (6.14)
Be I=1
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durch
I ON. ON: o,

"= | Bx;
B

pr s Jo dVo (6.15)

angegeben werden. In dieser Gleichung wird mit J die Jacobische Determinante
der isoparametrischen Abbildung aus Gleichung (6.3) bezeichnet und mit P die
Approximation des ersten Piola-Kirchhoffschen Spannungstensors, der sich mit
den Gleichungen (2.116) bzw. (2.122) und der Festlegung C? := FATF? zu

— 2 —
Pl =phal Fe  pl J27E (Fl - %tr(Cﬁ)FZ ) (6.16)

berechnet. Mit Blick auf das inverse Problem der Elastografie wird im Vorgriff
auf Abschnitt 6.2 in dieser Gleichung durch p? die Approximation der Schub-
modulverteilung im Element B°® eingefiihrt. Der Druck p? kann mit Hilfe der
Gleichungen (6.9) und (6.11) bestimmt werden.

Die tangentiale Steifigkeitsmatrix k wird auf Basis der Gleichungen (2.120)
und (2.123) bestimmt, wobei sich eine additive Zerlegung von k in die zwei Sum-
manden k und k anbietet. Fiir den zu den Knoten I und J korrespondierenden
Anteil k'Y der Matrix k folgt mit dem Materialtensor A = 8r P aus

/ Gradn, :A: AF dV. ~ Z ng -k Az, (6.17)
g I,J=1

dass
IJJ = /(Grad Nj)k A’;ikﬂ(Grad NJ)z JD dVD (6.18)

ist. Die Approximation A" ergibt sich analog zu der Spannung P”, indem formal
— abgesehen vom Kronecker—Symbol d;; — alle Grofen in Gleichung (2.123) mit
der Indizierung (-)* verschen werden. Der Anteil k'’ der Matrix k, der sich auf

die Knoten I und J bezieht, wird iiber den Zusammenhang

/ Gradng : (JF~TAp) dVe = Z n - k' Az, (6.19)
B¢ 1,J=1
eingefiihrt. Werden die Festlegungen (6.12) und (6.13) herangezogen, so gilt mit
den Gleichungen (6.5) und (6.6)

ON . . TR
k77 _( axI JERrM NRJDdVg)(HRé / Ugg(@Z)NsNUJudVD)
B Bg

h— 18NJ

6.20
H NvJEF Jo dV; (620
Uv v elg 6.X O D)
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so dass sich die tangentiale Elementsteifigkeitsmatrix mit den Gleichungen (6.18)
und (6.20) zu k'Y = k'’ + k!’ bestimmen lésst.

Wie zu Beginn dieses Abschnitts bereits angedeutet, fithrt die Drei-Feld-For-
mulierung aus Abschnitt 2.4 auf ein Penalty-Verfahren mit dem Kompressions-
modul K als Penalty-Parameter. Wird die Situation K — oo betrachtet, so liefert
die Penalty-Methode fiir die Volumendehung © — 1, wodurch die Inkompressi-
bilitét des Materials erzwungen wird. Der Fall eines grofler werdenden Para-
meters K zieht jedoch eine zunehmend schlechter werdende Konditionierung
der Penalty-Methode nach sich, was sich durch einen Anstieg der Konditions-
zahl der korrespondierenden Steifigkeitsmatrix duflert. So weisen Simo & Taylor
(1991) darauf hin, dass fiir ein Neo-Hooke-Material bei dem empirisch ermit-
telten Verhaltnis von X/, =2 1000 die Bestimmung der Losung mittels Newton-
bzw. Quasi-Newton-Verfahren ggf. Probleme bereiten kann. Daher schlagen Simo
& Taylor (1991) vor, die auf dem Potential II*V gemifi Gleichung (2.106) be-
ruhende Penalty-Methode in ein Augmented-Lagrange-Verfahren zu iiberfiihren.
Zu diesem Zweck wird das Lagrange Funktional £ durch

L(p,0,5:X°) =™ (,0,0) + [ X1(8) v (6.21)
Bo

definiert. Der Lagrange Multiplikator A\“ ist ein Element des Funktionenraums
L?(By), wihrend die Abbildung » : R+ — R eine hinreichend oft stetig differen-
zierbare Funktion ist, welche die Eigenschaft besitzt, dass genau dann A(Q) =0
gilt, wenn © = 1 ist. Die Minimierung des auf diese Weise konstruierten Funktio-
nals £ kann mit Hilfe des so genannten Uzawa-Algorithmus durchgefiihrt werden.
In diesem Fall wird zun#ichst fiir einen fest gew#hlten Multiplikator A5 die De-
formation ¢ ermittelt, die die Funktion IT"W minimiert. Anschlieiend erfolgt ein
Update des Multiplikators A durch

Ant1 = An + K h(8), (6.22)

wobei © die Volumendehnung bezeichnet, die im n-ten Iterationsschritt be-
stimmt wurde. Die Variationen von £ und IT™W und deren Linearisierungen
unterscheiden sich bei diesem Vorgehen lediglich in den Richtungsableitungen
hinsichtlich der Dilatanz ©. Somit gilt im n-ten Iterationsschritt

Dyl Ny =DeIT"™ -9, und A(DLL-1y) = ADLIT™.n,), (6.23)

sowie

DyL-go =DpIT™ . go und A(DpL- qo) = ADRIT™Y - go), (6.24)
wahrend

Dol yo = [ 10 (Us(0) + M H(©) - p) aV (6.25)

Bg
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und

A(DoL - v) = / [(Ugs(©) + Ay B (©)) A® — Ap| dV (6.26)

Bg

ist. Der Einfluss des Augmented-Lagrange-Verfahrens lisst sich fiir den diskreten
Fall noch weiter spezifizieren. Bei dieser Methode ist zusétzlich zu der Deforma-
tion ¢”, dem Druck p” und der Volumendehung ©" der Lagra.ngesche Multiplika-
tor A5 zu beriicksichtigen, der durch den Ansatz A5 = (A5)2 = 277, N1 (€) (A5)!
elementweise approximiert wird. Hierdurch folgt mit den Gleichungen (6.11)
und (6.13) fiir den Druck p” und dessen Linearisierung Ap?

=NH | (Ug(08) +o)ER(OF))NT av. (6.27)
B§

und

Apt = NH™ | (U088 + ()t n"(©F) NT A6k av.. (6.28)

B

Die dadurch erforderlich werdenden Anderungen des Vektors der inneren Krif-
te r, der durch die Glelchungen (6.15) und (6.16) definiert ist, folgen direkt aus
der Modifikation des Drucks p,3 von Gleichung (6.11) hin zu Gleichung (6.27).
Gleiches gilt fiir den Anteil k der Steifigkeitsmatrix k. Um die Anderungen im
zweiten Summand k vorzunehmen, die sich zwischen der Penalty-Formulierung
und dem Augmented-Lagrange-Ansatz ergeben, ist lediglich der Term Ug,(©%)
in Gleichung (6.20) durch U, (©%) 4+ (A\5)? h”(©F) zu ersetzen.

Durch eine Assemblierung der Elementmatrizen ergeben sich unter Berfick-
sichtigung der Verschiebungsrandbedingungen @" aus den Vektoren der inneren
Krifte r und den Elementsteifigkeitsmatrizen k das Residuum [r] und die tan-
gentiale Steifigkeitsmatrix [k] auf Systemebene, wobei hier und im Folgenden
durch die Kennzeichnung [-] verdeutlicht wird, dass es sich um eine Systemma-
trix handelt. Die eingefiithrten GréfSen [r] und [k] hingen dabei — in Abhéngig-
keit vom gewihlten Verfahren — von der Deformation 2" = (X") und ggf. vom
Lagrangeschen Multiplikator (A2)" ab. Zur Ermittlung des Vektors der unbe-
kannten Knotenkoordinaten des deformierten Zustands [x], der durch Assemb-
lierung aus den zuvor verwendeten Knotenkoordinanten z! hervorgegangen ist,
muss somit ein Iterationsverfahren angewendet werden. Wahrend eine Zusam-
menstellung géngiger Methoden zur Losung von nichtlinearen Gleichungssyste-
men u. a. Wriggers (2001, Kap. 5) und Bathe (2002, Kap. 8) entnommen werden
kann, wird im Rahmen dieser Arbeit ausschliefllich das Newton-Raphson-Ver-
fahren eingesetzt. Hieraus resultiert der in Bild 6.2 dargestellte Algorithmus
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Initialisierung des Lagrangeschen Multiplikators [A] = [0}

Schieife iiber alle Lastinkremente

Schleife iiber n solange bis [h(6@")] < ToLg

Schleife iiber m solange bis ||[r]||co < TOLx

[Ax]m == [k]:n,l [r]m
mit [k],, = [k],, ([x]m, [A%]n)
und [r],,, = [r],, (Xlm, [A“]n)

[X]mt1 = [X]m + [AX]m
[AL]'r'+l = [}\L]n + K [h(@h)]

Bild 6.2: Darstellung des Newton-Raphson-Verfahrens (—) und des
dariiber angeordneten Uzawa~Algorithmus (—)

zur Bestimmung des Vektors [x]. Wird anstelle des Penalty- das Augmented-
Lagrange-Verfahren eingesetzt, so ist zusétzlich iber den Lagrangeschen Mul-
tiplikator (A5)" zu iterieren, der ebenfalls in vektorieller Form [A*], vorliegt.
In diesem Fall ist also das Newton-Raphson-Verfahren um eine duflere Iteration
iiber den Multiplikator [A“], zu ergéinzen, wodurch sich die geschachtelte Itera-
tion des Uzawa-Algorithmus ergibt, die in Bild 6.2 durch die in grau gehaltenen
Passagen verdeutlicht wird. Der in dieser Abbildung verwendete Vektor [h(©")]
entspricht einer Assemblierung der an den Stiitzstellen der Funktion (A5)" aus-
gewerteten Funktion h = h(©").

Die computergestiitzte Behandlung der direkten Aufgabe erfolgt mit einem
am Lehrstuhl fiir Technische Mechanik zusammengestellten, modularen Finite-
Elemente-Programm mit dem Arbeitsnamen SQUIRREL. Fiir das Pre- und Post-
processing wird im Rahmen dieser Arbeit die Software GiD 7.7 herangezogen.
Mit dem zuvor erwéahnten Programm SQUIRREL werden die durch das Prepro-
cessing erzeugten Eingabedateien ausgewertet, die Berechnung und Assemblie-
rung der Elementlastvektoren und der Elementsteifigkeitsmatrizen durchgefiihrt
und die fiir das Postprocessing benotigten Dateien generiert. Die eigentliche Be-
rechnung, das Losen der durch die Assemblierung entstandenen, inkrementellen
Systemgleichungen [k| [x] = [r], vgl. Bild 6.2, erfolgt in jedem Iterationsschritt
mit Hilfe des Programmpakets PARDISO 3.0, welches fiir die numerischen Be-
handlung von grolen, schwach besetzten Gleichungssystemen konzipiert wurde,
vgl. Schenk & Gértner (2004) und Schenk & Gértner (2006).
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6.2 Losung des inversen Problems

Aufbauend auf der im vorangegangenen Abschnitt erlduterten Finite-Elemente-
Methode kann im Folgenden eine Beschreibung der numerischen Umsetzung zur
Behandlung des inversen Problems der nichtlinearen Elastografie erfolgen. Durch
die Definition einer stabilen Ersatzaufgabe unter Beriicksichtigung des Funktio-
nals g geméB Gleichung (5.86) entspricht die Ermittlung der approximierten
Schubmodulverteilung p* der Losung des Minimierungsproblems

minimiere g"* = g"(u") mit p* € D*(G") c M™. (6.29)

In dieser Gleichung bezeichnet die Funktion g” die zu einer gewéhlten Diskreti-
sierung korrespondierende, diskrete Form des Tikhonov-Funktionals g. Aufgrund
der Festlegungen bzgl. des Definitionsbereichs D(G), vgl. die Ausfiihrungen in
Abschnitt 5.2.2 und die Gleichungen (5.2) und (5.5), die sinngeméfi auf das
diskrete Pendat Dh(g ") iibertragen werden kénnen, lisst sich die Problemstel-
lung (6.29) auch in der Form

minimiere g* = g" (") mit p® > 1 (6.30)

angeben. Da die Behandlung der so entstandenen, restringierten Optimierungs-
aufgabe zur Ermittlung der Schubmodulverteilung p" im Rahmen dieser Arbeit
mit Hilfe eines Quasi-Newton-Verfahrens durchgefiihrt wird, stehen die Bestim-
mung der Approximation des Funktionals g nach Gleichung (5.86) und die Be-
rechnung des korrespondierenden Gradienten D, g aus Gleichung (5.88) im Mit-
telpunkt der Ausfiihrungen. Gleiches gilt fiir das ebenfalls in Unterabschnitt 5.2.2
definierte Funktional ge und die Richtungsableitung D,ge gem#B der Gleichun-
gen (5.90) und (5.92).

Die Diskretisierung des inversen Problems und der damit verbundene Uber-
gang der Betrachtung von den in Abschnitt 5.2.2 analysierten Funktionenrdum-
en Vi und M zu den korrespondierenden endlichdimensionalen Riumen V{* ¢ V4
und M" C M wird in Hofmann (1999, Kap. 4) und Rieder (2003, Kap. 6)
fiir lineare Operatorengleichungen nach Gleichung (3.3) analysiert. Ein solches
Verfahren, welches die entsprechende lineare Operatorengleichung Az =y in
das endlichdimensionale Pendant A" z" = 4" {iberfiibrt, wird von Rieder (2003,
Kap. 6) als Projektionsverfahren bezeichnet. Strebt die Minimum-Norm-Lésung
z! . der endlichdimensionalen Operatorengleichung fiir eine beliebige rechte Sei-
te 4° und eine feiner werdende Diskretisierung gegen die Losung zmn = Afy?,
dann ist das Projektionsverfahren konvergent und es erfolgt schon durch den Dis-
kretisierungsprozess eine Regularisierung. Da jedoch bei den hier betrachteten
Elastografiemessungen die Auflésung und damit auch in gewissen Grenzen die
endlichdimensionale Approximation des Problems vorgegeben ist, wird die Regu-
larisierung nicht iiber das Projektionsverfahren gesteuert. Vielmehr wird im Fol-
genden die schon diskretisierte Fragestellung (G"*, M", Vi*) als Ausgangsproblem
betrachtet und mit den in Abschnitt 5.2.2 vorgestellten Stabilisierungstechniken
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regularisiert. Durch dieses Vorgehen, das der Methodik eines numerischen Expe-
riments bei einem zweidimensionalen Randwertproblem in Rieder (2003, Kap. 7)
entspricht, flieBt eine durch die endlichdimensionale Approximation induzierte
Regularisierung zwar unweigerlich mit in den Losungsprozess ein, wird jedoch
nicht gezielt gesteuert.

Die in Abschnitt 6.1 eingefiihrte Diskretisierung der Struktur B* nach Glei-
chung (6.1) wird bei der Behandlung des inversen Problems der Elastografie
im Wesentlichen durch die verwendete Auflésung des Elastografiesystems vorge-
geben. Wahrend in Abschnitt 4.3 im Rahmen einer idealisierten Betrachtung
angenommen wurde, dass sich die Verschiebung in jedem Materialpunkt M
des Korpers B bestimmen lisst, liegen bei den durchgefiihrten Messungen als
Ergebnis die Verschiebungen u9 T baw. die Koordinaten der Momentankonfigu-
ration :z:“l’I in Abhéngigkeit von diskreten Punkten X! vor, die auf einem re-
gelméBigen Raster angeordnet sind, vgl. Bild 6.3. Dieses Raster der Messergeb-
nisse entsteht bei der HF-Ultraschallelastografie in axialer Richtung durch die
Segmentierung des hochfrequenten Echosignals und in lateraler Richtung durch
das Auflésungsvermdgen der Linearsonde und der daraus resultierenden Anzahl
der zur X;-Achse parallelen Bildlinien, vgl. Abschnitt 4.1. Wird die B-Bild-
Elastografie angewandt, so wird die Rasterung durch die Wahl der Gréfle n1 X na
eines Blocks b festgelegt, vgl. ebenfalls Abschnitt 4.1 und Bild 6.3. Die Verschie-
bung eines Blocks b des in der Abbildung dargestellten Beispiels wird mit der
Verschiebung des Segmentmittelpunkts gleichgesetzt. Werden nun diese Mittel-
punkte bzw. Messpunkte I als Knoten eines Netzes von finiten Elementen B®
betrachtet, so lasst sich die tatséchlich vorhandene, deformierte Lage x9 mit
Hilfe der Messpunkte 9 und der Ansatzfunktionen N’ elementweise durch

o’ m ol =ail(€) =) Ni(€)z*' (6.31)
I=1

approximieren. Hierbei kann zun#chst angenommen werden, dass neben der axia-
len auch die transversalen Komponenten z3' und zg im Knoten I in der Mo-
mentankonfiguration vorliegen, wie dies bei numerischen Simulationen ja auch
durchaus moglich ist. Ist jedoch — wie bei einer Elastografiemessung — ledig-
lich die axiale Komponente 7 I bestimmbar, so kann dieser Gegebenheit durch
einen gecigneten Projektionsoperator P Rechnung getragen werden, vgl. Unter-
abschnitt 5.2.2. Neben den Vorgaben fiir die Diskretisierung, die sich durch das
Elastografiesystem ergeben, existieren jedoch noch weitere Moglichkeiten, auf
das Finite-Elemente-Netz Einfluss zu nehmen. So kann durch Vernachlissigen
von Messwerten die Auflésung kiinstlich herabgesetzt werden, um hierdurch den
Rechenaufwand zu verringern, vgl. die in Bild 6.3 dargestellten Varianten. Ein
anderes Mittel der Einflussnahme auf die Diskretisierung besteht in der Wahl des
finiten Elements und der damit einhergehenden Verwendung von unterschiedli-
chen Ansatzfunktionen Nj, siche ebenfalls Bild 6.3.

Analog zum direkten Problem kann eingedenk der bisherigen Ausfiihrungen
auch beim inversen Problem auf die durch Gleichung (6.1) gegebene Unterteilung
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Bild 6.3: Diskrete Messpunkte am Beispiel der B-Bild-Elastografie:
das durch die Segementierung in Blécke entstandene Raster
der Ausgangskonfiguration und zwei unterschiedliche Vernet-
zungsvarianten (a) und (b)

der Struktur B” in finite Elemente B® zuriickgegriffen werden, so dass sich auch
in diesem Abschnitt eine Darstellung gegliedert in Element- und Systemebene
anbietet. Fiir einen Teilk6rper B® lasst sich das Funktional g aus Gleichung (5.86)
niherungsweise durch

1 t .
ge (ko) = 51IPe (02 — 0 5an + 5 llue — " 2llsy (6.32)

angeben, wobei £ den Regularisierungsparameter bezeichnet. Die in dieser Glei-
chung eingefithrten GroBen (-)” stellen aus der Diskretisierung hervorgegangene
Mengen und Funktionen dar, die in Abschnitt 5.2.2 definiert wurden, so dass die
dort vorgenommenen Festlegungen hier sinngeméf iibernommen werden konnen.
Die Approximation der Schubmodulverteilung ! erfolgt mit Hilfe der Ansatz-
funktionen N7 und Knotenwerten der Schubmodulverteilung u’ bei n,, Stiitz-
stellen durch

prpe = po(€) =Y Nx(€)p™ = N u,, (6.33)
K=1

mit p, als dem Elementknotenvektor der Schubmodulwerte. Fiir die fest gewéhl-
te Materialverteilung u*" gilt analog u*" = S"7% | Nk (&) u*¥. Durch die Pro-
jektion P2:V — V1! auf die Xi-Richtung wird in Gleichung (6.32) lediglich
die axiale Komponente der Deformation beriicksichtigt, vgl. hierzu auch Ab-
schnitt 5.2.2. Somit lasst sich Gleichung (6.32) durch Anwenden der Norm und
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unter Beriicksichtigung der Transformation nach Gleichung (6.3) in die Form

1 t "
ge (ud) = 5 / (212 — 282)* Jn dVE + 3 / (b — %) Jo dvh,  (6.34)
BQ Bn

{iberfiihren. Die hier verwendeten Koordinaten z1” und :1,'{: ergeben sich aus

der Definition der Deformation " durch z12 = 1 *(X?) bzw. 2" = golh(X 4
und lassen sich analog zu den durch die Gleichungen (6.4) bzw. (6. 31) gegebenen
Rechenvorschriften iiber die entsprechenden Knotenwerte zJ bzw. z¢7 ermitteln.

Die Bestimmung der Richtungsableitung von g* hinsichtlich der Schubmodul-
verteilung " kann anhand der Gleichung (5.88) erfolgen. Wird beriicksichtigt,
dass A*"pP = (G") (uP) - Ap® ist, so gilt fiir die Richtungsableitung auf Ele-
mentebene

A ge = (g2)' (ue) - D = (Pe (e — 972), Pe (A" "))V ’
+1 <.u'e pe, Aﬂf))\,ﬂz (6.35)

Unter Einbeziehung der Definitionen des durch die Rdume V1? und M? gegebe-
nen Skalarprodukts gilt fiir die Richtungsableitung eines beliebigen Elements B¢

AMgh = /(w — ") (AP 2 ) Vi + ¢ /(Me-—u*h)AuedVé, (6.36)

0

wobei A*"z;1" die Linearierung der Axialkomponente der Koordinaten der Mo—
mentankonfiguration hinsichtlich der approximierten Schubmodulverteﬂung ph
bezeichnet. Werden die Diskretisierungen der Koordinate z1? bzw. :1:1 gemaf
den Gleichungen (6.4) und (6.31) und die Diskretisierung der Schubmodulvertei-
lung nach Gleichung (6.33) beriicksichtigt, so kann die Gateaux-Ableitung auch
in die Form

n ny
AP gl =3 (v BD)(A* ") + 3 mx Ap (6.37)
I=1 K=1

iiberfithrt werden, rmt E1 dem Basisvektor der axialen Richtung. In dieser Glei-
chung bezeichnet v! = v{ ET den zum Knotenwert I korrespondierenden Eintrag
in der Matrix v, fiir den

V{ = /({I:le - :I:le)NI JD dVD (6.38)
Bn

gilt, und mg die K-te Komponente der Matrix m, die durch

myg =t / (Lt — p*"YNg Jg dVi (6.39)
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gegeben ist.

Zur Berechnung der Richtungsableitung A*"gh bzw des Gradienten D,,,hg
ist abschlieend die Butlmmung der GroSe D ha: erforderlich, die iiber die
Beziehung A*"z! =D #ha: -Apl die Anderung der Lage des Knotens I i 1n der
Momentankonfiguration bei kleinen Anderungen der Matenalvertellung B be-
schreibt. Eingedenk der elementweisen Approximationen p? und ©” fiir Druck
und Volumendehnung gem#f den Festlegungen (6.7) und (6.8), folgt unter Be-
riicksichtigung der Gleichungen (5.83) und (5.84)

A“hpg = NA“hpe =
NH™ (: Use(OF)Apik + Uta(E)A*E) V. (6.40)

und

AM*QF = NAM"©, = NH™! / NT (J;*F’;’T: Grad (A“"m,’:)) dv.. (6.41)

Bg

Mit Hilfe dieser Bezichungen und der Elementsteifigkeitsmatrix k7 = k77 k7
kann nun die Bestimmungsgleichung (5.82) durch die Matrizengleichung

n n Np
3 g kY AM 2T = 3N gl pT AR (6.42)
I,J=1 I=1 K=1

approximiert werden. Wahrend die zu den Elementknoten I und J korrespon-
dierenden Anteile k'Y bzw. k'’ der Steifigkeitsmatrizen k und k durch die Glei-
chungen (6.18) und (6.20) bestimmt sind, kann der zum Knoten I und zum
Materialfreiheitsgrad K gehorende Teil p'® der Matrix p durch die Berech-
nungsvorschrift

ON.
o = ( [ GaJE ) NndoaVe) (Hzh / Ns -5 Us,(©}) Nrc JodVe)
BD !
3N_r B
o — (Piso)e 45 A4
+ GXj[L}e‘( ) JNKJDdVD (6 3)
B

ermittelt werden.

Durch einen Assemblierungsprozess, der dem des direkten Problems entspricht,
lassen sich aus den Elementmatrizen v, m, k = k +k und p die Systemma-
trizen [v], [m], [k] und [p] generieren, wodurch eine Berechnung des Funktio-
nals [g"] = g" und des Gradienten [D,ng"] = D, rg" auf Systemebene mdglich
wird. Wie schon in Abschnitt 6.1 wird durch das Klammerpaar [-] angedeu-
tet, dass es sich bei der betrachteten Gréfie um eine Systemmatrix handelt, so
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dass diese Kennzeichung im Folgenden auch auf das Funktional g* sowie dessen
Gradienten und Richtungsableitung iibertragen wird.

Die Assemblierung der Funktion [g"], also die Berechnung des Funktionswerts
von [g"] an der Stelle 4", kann durch eine direkte Summation iiber alle Elemente
erfolgen und es gilt

o) ~ g™ (W) =[0"1 = gb(ud). (6.44)

Die Richtungsableitung [A"‘h g] lésst sich bei der hier durchgefiihrten, endlich-
dimensionalen Betrachtung durch den Gradientenvektor [D,»g"] in der Form

[A*"g] = [Dyng] [Ap] (6.45)

ausdriicken, wobei [Ap| einen beliebigen Richtungsvektor bezeichnet. Die Er-
mittlung des Gradientenvektors [D,»g"] fithrt zunéichst auf die Berechnung der
Sensitivitatsmatrix [s], die sich nach einer Assemblierung der Gleichungen (6.42)
zum Gleichungssystem

k] [A*"x] = [p] [Ap] (6.46)
durch die Festlegung
[A*"x] = [s] [Ap] mit  [s] := k] [p] (6.47)

ergibt. Wird die zur Gleichung (6.37) korrespondierende Systemgleichung her-
angezogen, folgt hieraus unmittelbar die Berechnungsvorschrift fiir den Gradien-
tenvektor [D,»g"] mit

[Dyurg"] = [v] [s] + [m]. (6.48)

Eine leichte Modifikation der Gradientenberechnung [D,»g"] ist dann vorzu-
nehmen, wenn anstelle der Penalty-Methode basierend auf dem Funktional TT#%
ein Augmented-Lagrange-Verfahren in Kombination mit einem Uzawa-Algorith-
mus auf Grundlage des Funktionals £ angewendet wird, vgl. Abschnitt 6.1. In
diesem Fall folgt zwar aus den Gleichung (6.23) und (6.24)

Dp(Dyp L 1) - App = Dy (D IT" 1) - Aps (6.49)
und

Dy(DpL - go) - A = Du(DplI™ - qo) - A, (6.50)
jedoch gilt unter Beriicksichtigung der Gleichung (6.25), dass

Du(Dos-10)- Ap = [ 20{ (U4(0) + AEH'(8)) A%e

Bg

+ %Ués(@)Au — A"p} dV =0 (6.51)
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ist und sich somit von D,(DeIl"¥.~o) - Ay unterscheidet. Fiir den diskreten
Fall kann mit Hilfe dieser Gleichung die Linearisierung des Drucks p” respektive
der Schubmodulverteilung p” auf Elementebene zu

At = NH [ N7{(Ug(02) + A" (@) avel
B§

+ uihvés(@’;)Au’;} dv. (6.52)

bestimmt werden. Ein Vergleich der Gleichungen (6.40) und (6.52) verdeutlicht,
dass durch den Ubergang vom Penalty- zum Augmented-Lagrange-Verfahren
nur die Elementsteifigkeitsmatrix k zu modifizieren ist, wobei die Anderung der
Modifikation beim direkten Problem enspricht, vgl. Abschnitt 6.1.

Neben der Tikhonov-Phillips-Methode wurde in Unterabschnitt 5.2.2 das von
Engl et al. (2003, Kap. 10) vorgeschlagene, modifizierte Tikhonov-Phillips-Ver-
fahren aufgegriffen und durch die Gleichungen (5.90) und (5.92) ein entspre-
chendes Funktional ge¢ und die korrespondierende Richtungsableitung A*ge ein-
gefiibrt. Die bisher in diesem Abschnitt zusammengestellten Ergebnisse fiir die
Funktionswert- und Gradientenberechnung hinsichtlich des Funktionals g" las-
sen sich dabei im Wesentlichen direkt auf die Approximationen gt und Dphgg
iibertragen, so dass im Folgenden nur die Unterschiede thematisiert werden. Zur
Ermittlung des Funktionswerts [g] ist zunéchst eine elementweise Approximati-
on der durch die Gleichung (5.91) gegebenen Abbildungen g% und g erforderlich.
Mit dem Datenfehler 4, vgl. Abschnitt 5.2.2, ergibt sich fiir die Schubmodulver-
teilung p* unter Beriicksichtigung von

g2M(ul) = / (212 —-’Ele) Jo dVo (6.53)
B
und
oo (ug) =t / (ul — 1*2)* Jo dVia (6.54)
B
der Funktionswert
g () ~ ab (") = %] = ([68")% ~6) -+ [2"), (6.55)
wobei
ZB ¢(ue)  und Zs (ue) (6.56)

ist. Dariiber hinaus zeigt ein Vergleich der Definitionen (5.88) und (5.92), dass
sich die Gateaux-Ableitungen [A*g] und [A¥ge] formal nur geringfiigig durch
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skalare Faktoren voneinander unterscheiden. Somit muss fiir die Berechnung des
Gradienten [D“h o] lediglich die elementweise Approximation der Richtungs-
ableitung A*"g? aus Gleichung (6.36) durch

A get = (2-0ige" E) [l - ath(a nit) av.

B3

+ 2¢ / (ub — "M Apl dv.  (6.57)
Bj

ersetzt werden, wihrend alle weiteren Schritte zur Bestimmung des Gradienten-
vektors in analoger Weise ausgefiihrt werden konnen.

Der Funktionswert [g"] bzw. [g%] und der zugehérige Gradientenvektor [D,»g"]
bzw. [D,n g@] konnen im Folgenden herangezogen werden, um mit Hilfe emes
Qua.31—Newton—Verfahrens die Optimierungsaufgabe (6.30) zu l6sen. Wird mit "
eine beliebige und mit u? die im k-ten Iterationsschritt berechnete Schubmodul-
verteilung bezeichnet, so kann mit der Festlegung Au? := p® — ul! durch

[k (™)) == [M]‘F[DM%]AM-I‘ A.U'k[D ngR| Auy (6.58)

die quadratischen Niherungen der Funktion [g"(u")] eingefiihrt werden, wobei
der Funktionswert [gf], der Gradient [D,»g}] und die Hesse-Matrix [D2h gt an

der Stelle u? ermittelt werden. Durch eine sukzessive Minimierung der Glei-
chung (6.58) kann das Optimjerungsproblem (6.30) néherungsweise geldst und
eine lokale Minimalstelle des Funktionals g” ermittelt werden. Wahrend dazu
beim klassischen Newton-Verfahren die Berechnung der Hesse-Matrix [D? ngk] in
jedem Iterationsschritt erforderlich wird, erfolgt bei den Quam-Newton—Verfa.h—

ren lediglich eine Approximation der Matrix [D? uh g% oder direkt eine Néherung

der Inversen [Dihg #]~*. Die approximierten Matrizen [D?, gy] baw. [D%,g] ! er-

geben sich durch so genannte Aufdatierungsformeln, bei denen die Berechnung
der jeweiligen Grofe im k-ten Iterationsschritt mit Hilfe der zuvor berechneten
Matrix [Dzhg',:_l] bzw. [Dzhgf;_l]"l durchgefiihrt wird. Beispiele fiir derartige
Aktualisierungsregeln sind die Davidon-Fletcher-Powell-Formel und die Broy-
den-Fletcher-Goldfarb-Shanno-Regel, die im Allgemeinen durch die Bezeichnun-
gen DFP- bzw. BFGS-Formel abgekiirzt werden. Im Rahmen dieser Arbeit wird
auf die Implementierung des Limited-Memory BEF'GS-Verfahrens von Byrd et al.
(1995) bzw. Zhu et al. (1997) zuriickgegriffen, vgl. auch Geiger & Kanzow (1999,
Kap. 12). Dieser Algorithmus erlaubt, einfache Randbedingungen zu definieren,
{iber die eine untere Grenze fiir die Schubmodulverteilung u” angegeben werden
kann, wie es das restringierte Optimierungsproblem (6.30) fordert. Aufgrund der
Eigenschaft, Randbedingungen festlegen zu kénnen, wird die Implementierung
von den Autoren auch als -BFGS-B Algorithmus bezeichnet. In jedem Iterati-
onsschritt wird zunéchst mit Hilfe der Methode der projizierten Gradienten ein
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verallgemeinerter Cauchy-Punkt u” berechnet, durch den sich eine Indexmen-
ge A(ul) ergibt, die all jene Schubmodulknotenwerte umfasst, die auf einem vor-
ab definierten Rand liegen, vgl. Byrd et al. (1995). Fiir alle anderen Variablen, die
so genannten freien Variablen, wird das zur quadratischen Form [qx] = [qx (u™)]
aus Gleichung (6.58) gehdrende Minimierungsproblem

minimiere [qx] = [qx(1?)]  mit p® > 1. (6.59)

gelost, wodurch sich nach Bertiicksichtigung der Randbedingungen eine vorldufige
Iterierte ﬁ2+1 bzw. cine Suchrichtung Ayl ergibt. Die Berechnung der Suchrich-
tung Apl kann mittels einer direkten Berechnung, einer iterativen Analyse auf
Grundlage der Methode der konjugierten Gradienten oder durch die duale Me-
thode erfolgen, bei der die Randbedingungen iiber Lagrangesche Multiplikatoren
beriicksichtigt werden. Ist die Berechnung der Suchrichtung durchgefiihrt, wird
mit einem Linesearch-Algorithmus unter Anwendung der strengen Wolfe-Powell-
Schrittweitenstrategie die optimale Schrittweite durch die skalare Grofle s; ap-
proximiert, so dass sich die neue Iterierte zu

fhg1 = ph + s Apg (6.60)

ergibt. Der Linesearch-Algorithmus selbst stellt einen iterativen Vorgang dar,
bei dem ggf. mehrfach die Berechnung des Funktionswerts [g" ()] und des Gra-
dienten [D,rg"] erforderlich wird. Durch eine anschlieBende Aufdatierung der
Groflen, die zur Ermittlung der inversen Hesse-Matrix [Dzhgﬁ]“l erforderlich
sind, ist ein Iterationsschritt abgeschlossen. Die gesamte Iteration zur Bestim-
mung der approximierten Schubmodulverteilung p”* wird durch die Erfiillung
einer geeigneten Bedingung abgebrochen. Eine grafische Veranschaulichung des
Algorithmus zur Ermittlung der Schubmodulverteilung, die auch die zu Beginn
dieses Abschnitts erlduterte Gradientenberechnung und die in Abschnitt 6.1 be-
schriebene Behandlung des direkten Problems mit einbezieht, ist Bild 6.4 zu
entnehmen.

6.3 Numerische Simulationen

Unter einer numerischen Simulation wird in diesem Abschnitt die Anwendung
des Algorithmus aus Bild 6.4 verstanden, bei dem als Eingangsgrofien entweder
die Axialkomponenten von exakten oder numerisch gestorten Deformationen o
bzw. 9" verwendet werden. Wihrend sich die exakten Daten ¢? ihrerseits als
Losung eines direkten Problems ergeben, vgl. Abschnitt 6.1 und insbesondere
Bild 6.2, werden verrauschte Daten ¢f " aus ungestérten Werten durch Addi-

tion eines generierten, weien Rauschens Ago‘fh erzeugt. Somit gilt fiir gestorte
Eingangswerte

oi" = ot + Al (6.61)
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Initialisierung der Schubmodulverteilung pf > 1

Initialisierung der Groflen des I-BFGS-Algorithmus

Schleife iiber k solange bis ([gh_.] — [g8])/[of_] < Torg

Ermittlung des verallgemeinerten Cauchy-Punkts p.

Bestimmung von Ap? mit Hilfe der Gleichungen (6.58) und (6.59)

Schleife iiber I solange bis die strenge Wolfe-Powell Regel erfiillt ist

Ermittlung von ®", vgl. den Algorithmus aus Bild 6.2, mit der
Schubmodulverteilung uf. ; ; = uf + 8,1 Aul

Berechnung des Funktionswerts [}, ;] und des
Gradienten [Dxgf, , ;] fiir die Gleichgewichtslage "

Update der Groflen zur Berechnung der I-BFGS Matrix

Bild 6.4: Algorithmus zur Behandlung des inversen Problems der nicht-
linearen Elastografie: Ermittlung der unbekannten Schubmo-
dulverteilung p"

wobei der Datenfehler die Eigenschaft
o™ — ot livy = [[u$" — ulllvy < 8llutllu, =8 (6.62)

besitzt, mit einem gewihlten Signal-Rausch-Verhaltnis 1/5. Die bei der Bestim-
mung der Axialkomponente der Deformation f bzw. " verwendete Schubmo-
dulverteilung x?, wird im Folgenden als gegebene oder wahre Schubmodulvertei-
lung bezeichnet, die es durch die Losung des inversen Problems zu ermitteln gilt.
Da im Rahmen der Simulationen und Messungen davon ausgegangen wird, dass
die wahre Schubmodulverteilung x” unbekannt ist, wird als Anfangsschubmodul-
verteilung p? stets eine konstante Materialverteilung gewihlt. Gleiches gilt fiir
die fest gewihlte Schubmodulverteilung p**. Durch Bild 6.5 wird das Vorgehen
zur Ausfithrung einer numerischen Simulation noch einmal zusammengefasst.
Fiir alle nachstehenden Beispiele wird ein ebener Verzerrungszustand voraus-
gesetzt und die Finite-Elemente-Diskretisierung mit Dreieckselementen durch-
gefiihrt, bei denen die elementweise Approximation der Verschiebungen u” bzw.
der Koordinaten der Momentankonfiguration " mit quadratischen Ansatzfunk-
tionen N erfolgt, vgl. Bild 6.1. Eine Zusammenstellung der Ansatzfunktionen Ny
ist Wriggers (2001, Kap. 4) zu entnehmen. Dahingegen werden der Druck p? und
die Volumendehnung ©" als elementweise konstant betrachtet, so dass n, =1 und
N1 = N =1 gilt, siche Gleichung (6.7) und (6.8). Auch die Schubmodulvertei-
lung p? wird stets in jedem Element als konstant angenommen, so dass gemiB
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o" = G" ()
-

g"(u™) - min

Bild 6.5: Vorgehensweise bei der Durchfiihrung von numerischen Simu-
lationen

Gleichung (6.33) n, = 1 und Ny = N =1 folgt. Ferner wird fiir den Fall, dass
das direkte Problem entsprechend Abschnitt 6.1 mit dem Augmented-Lagrange-
Ansatz gelost wird, die Funktion h zu h(©) = © — 1 gewihlt, mit A'(@) =1
und h”(®) = 0, vgl Simo & Taylor (1991). Das so generierte Dreieckselement
erfiillt in der linearisierten Elastizititstheorie bei einer reinen Verschiebungs-
Druck-Formulierung die in Abschnitt 6.1 erwéhnte inf-sup-Bedingung, vgl. Bathe
(2002, Kap. 4), so dass dieses Element auch fiir eine Anwendung bei endlichen
Deformationen sinnvoll erscheint. Werden die zuvor beschriebenen Festlegungen
zu den Approximationen herangezogen, lassen sich die Gleichungen (6.9), (6.11),
(6.12) und (6.13) weiter vereinfachen. Bezeichnet Vi bzw. V¢ das Volumen ei-
nes Elements B¢ in der Ausgangs- bzw. Momentankonfiguration, so gilt fiir die
Volumendehnung ©” und deren Linearisierung AG»

VB

h
o =7z

und AGF = 710 / (JEFRT L AR dv, (6.63)
B

wahrend fiir den Druck p? und dessen Linearisierung Ap?

P =U(©) und  Apl=Uf,(0F) Ael (6.64)

folgt. Hieraus ergeben sich zunéchst zwar keine Vereinfachungsmdoglichkeiten fiir
den Elementvektor der inneren Krifte r und den Anteil k der Elementsteifig-
keitsmatrix, jedoch kann der zu den Knoten I und J korrespondierende Teil der
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Matrix k aus Gleichung (6.20) zu

TIJ Ug,(61) ( _3NI
' Ve 0X;
Bn

1 3NJ
=l 58X,

JhEr dVD)( / JEER Jo dVD) (6.65)
B

angegeben werden. Bei der Anwendung des Augmented-Lagrange-Verfahrens an-
stelle der Penalty-Methode ist in Gleichung (6.64) lediglich der Term Ués(@ﬁj)
durch U{,(©F) + (M\5)? zu ersetzen.

Durch die Festlegung auf ein Dreieckselement mit konstanten Ansétzen fiir den
Druck p, die Volumendehnung © und ggf. den Lagrangeschen Multiplikator A*
ergeben sich auch einige Vereinfachungen fiir die in Abschmtt 6.2 angegebenen
GréBen. So folgt fiir die Gateaux-Ableitungen A*"p? und A*"©" aus den Glei-
chungen (6.40) und (6.41)

h
ARl — %,;Apz + U (@M arer (6.66)
und
AFFQP — VL f JPFEP T, Grad (A2 dV.. (6.67)
0
Bg

FlieBen diese Gleichungen in die Berechnung der Matrix p aus Gleichung (6.43)
ein, so kann der zum Knoten I und dem konstanten Materialfreiheitsgrad ul des
Elements B¢ korrespondierende Anteil dieser Matrix zu

6N -1 1 ON.
BEI BD

berechnet werden.

Um die Implementierung der in den Bildern 6.2 und 6.4 dargestellten Al-
gorithmen zu iiberpriifen, wird zunéchst eine einfache Struktur mit der Brei-
te b = 5,0 und der Hohe h = 4,0 betrachtet, die lediglich aus zwei Elementen
B' und B? besteht, vgl. Bild 6.6. Fiir die Uberpriifung des in Abschnitt 6.1
erlduterten direkten Problems wird die in Bild 6.6(a) angegebene Lagerung mit
der Einwirkung £ = 120,0 betrachtet und eine konstante Schubmodulverteilung
mit u = 333,33 angenommen. Fiir den Fall eines inkompressiblen Neo-Hooke-
Materials kann mit den Gleichungen (2.85) und (2.86) fiir die Hauptdehnung A,
in X;-Richtung die Bestimmungsgleichung

(A1)*—0,36(A1)2 —1=0 (6.69)

(P’-BO)e %) Jodvn (668)

gefunden werden, die mit A; =~ 1,104 lediglich eine reelle, positive Nullstelle be-
sitzt. Wéhrend die Komponente o2 des Cauchyschen Spannungstensors gleich
Null ist, ergeben sich die anderen Hauptspannungen mit der Dehnung A1 zu
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(a) (b)

Bild 6.6: Einfache Beispiele zur Uberpriifung der Implementierung: (a)
direkte Aufgabe und (b) Berechnung des Funktionals g* und
des Gradienten D,ng"

o11 = 132,447 und o33 = 59,709. Wird das Augmented-Lagrange-Verfahren ver-
wendet und das Abbruchkriterium ToLe = 1078 sowie fx = K/u = 49,667 ge-
setzt, so ergeben sich als Ergebnisse der numerischen Berechnung die analyti-
schen Resultate. Aufgrund dieser Ubereinstimmung und den plausiblen Ergeb-
nissen, die in den folgenden, komplexeren Beispielen erzielt werden, wird im
Weiteren davon ausgegangen, dass der Algorithmus aus Bild 6.2 fehlerfrei im-
plementiert wurde.

Zur Kontrolle der Implementierung des Funktionals g" bzw. des korrespon-
dierenden Gradienten D,,» g", die fiir die Losung des inversen Problems benétigt
werden, wird das in Bild 6.6(b) dargestellte Beispiel herangezogen. Die Struktur
wird in diesem Fall durch eine Randverschiebung %" in X;-Richtung mit &* = 0,4
beansprucht. Der Schubmodul des Elements B* betrigt u; = 2666,64, der von
Element B? wird zu pz = 333,33 gewahlt. Durch Anwenden des Augmented-
Lagrange-Verfahrens mit dem im vorangegangenen Beispiel angegebenen Wert
fiir ToLe und einer Querkontraktionszahl von v = 0,49 ergeben sich die Koordi-
naten z7 der Momentankonfiguration, die nachfolgend als exakte Eingangsdaten
fiir die Losung des inversen Problems herangezogen werden. Zur Simulation einer
Messsituation wird nun in einem zweiten Schritt angenommen, dass die wahre
Schubmodulverteilung nicht bekannt ist, so dass die Schubmodulwerte z1 und 2
mit g1 = p2 = 1,0 initialisiert werden. Da unverrauschte Eingangsdaten zf vor-
liegen, wird der Regularisierungsparameter ¢ = 0 gesetzt.

Zunéchst wird die stabile Ersatzaufgabe auf Grundlage des Funktionals g"
aus Gleichung (6.32) betrachtet und hier der erste Iterationsschritt des Minimie-
rungsproblems (6.30) analysiert. Werden die Koordinaten z; der verformten La-
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ge mit Hilfe der Penalty-Methode und einer Querkontraktionszahl von v = 0,49
bestimmt, liefert die Implementierung auf der Basis einer numerischen Gau-
Integration den Funktionswert g™° ~ 0,0670485. AnschlieBend werden die Funk-
tionen z7 = z9(€) und z1 = z,(€) bzw. die entsprechenden Knotenverschiebun-
gen aufgegriffen und mit Hilfe der Software MATHEMATICA eine analytische Ver-
gleichsrechnung durchgefiihrt. Der sich dabei ergebende Unterschied zwischen
numerisch und analytisch ermitteltem Funktionswert g*° ist kleiner als 10™7, so
dass im Folgenden davon ausgegangen wird, dass der Funktionswert g" im All-
gemeinen durch die Implementierung richtig bestimmt wird. Die Uberpriifung
der Gradientenberechnung erfolgt durch Ermittlung der Sekantensteigung. Zu
diesem Zweck werden durch Finite-Elemente-Analysen die Funktionswerte g™?!
bzw. g™ fiir die Schubmodule 1 + Ap und p2 bzw. 1 und pg + Ap bestimmt,
mit Ay = 1075, Mit diesen Werten léisst sich die i-te Komponente des Gradien-
ten D,ng” durch (g™* — g™°)/Ap approximieren. Die sich hierbei einstellenden
Abweichungen zwischen Sekantensteigungen und den Eintrégen des Gradien-
ten D,»g" sind kleiner als 0,01 %, so dass auch hier angenommen wird, dass die
numerische Gradientenermittlung fehlerfrei umgesetzt ist.

Wird das inverse Problem auf Grundlage des Augmented-Lagrange-Verfahren
mit einer Querkontraktionszahl v = 0,49 und ToLe = 10™8 gel6st und somit die
Koordinaten z; mit Hilfe des Uzawa-Algorithmus aus Bild 6.2 bestimmt, ergibt
sich fiir das Funktional ebenfalls g"** ~ 0,0670485. Hingegen weichen die Kompo-
nenten des numerisch bestimmten Gradienten D,»g" von den korrespondieren-
den Sekantensteigungen mit 0,6 % sehr viel deutlicher voneinander ab als bei der
Penalty-Methode. Diese Beobachtung ist auf die Tatsache zuriickzufiihren, dass
bei der Ermittlung des Gradienten gemé8 Gleichung (6.51) der iiber den Lagran-
geschen Multiplikator A“ eingebrachte Anteil des Drucks durch die Richtungs-
ableitung eliminiert wird. Somit wird bei der Bestimmung des Gradienten D ,»g"
der Druck nur niaherungsweise erfasst, wobei die Giite der Approximation von
der Querkontraktionszahl v bestimmt wird. Je néher diese an den Wert v = 0,5
heranreicht, um so besser wird der Gradient angenéhert, jedoch steigt die Kon-
ditionszahl der Steifigkeitsmatrix [Kk] fiir diesen Fall stark an. Somit muss ein
gecigneter Mittelweg fiir die Wahl der Querkontraktionszahl gefunden werden,
der diesem Dualismus Rechnung tragt. Im Rahmen dieser Arbeit zeigte sich, dass
fiir einen Wertebereich von v = 0,45 — 0,49 sehr gute Ergebnisse erzielt werden.

Die Uberpriifung der Implementierung des Funktionals gk und des korrespon-
dierenden Gradienten D, »gf, mit deren Hilfe ebenfalls eine stabile Ersatzaufga-
be fiir das inverse Problem definiert werden kann, erfolgt zunéchst mit Hilfe der
zuvor ermittelten Resultate. Da unverrauschte Eingangsdaten verwendet wer-
den und somit der Rauschpegel § = 0 ist, muss gfé = 2g" und Dphgfé = 2Dpngh
gelten, was sich auch bei einer entsprechenden Uberpriifung sowohl fiir die Pe-
nalty-Methode als auch das Augmented-Lagrange-Verfahren einstellt. Um die
Berechnung des Funktionals g2 und dessen Gradienten weitergehend zu priifen,
wird in einem né#chsten Schritt angenommen, dass der Datenfehler den Wert
8 = 0,001 besitzt. In diesem Fall wird der Funktionswert g™°® mit Hilfe der Im-
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Bild 6.7: Beispielstruktur mit einem harten Einschluss: geometrische
Abmessungen und generiertes, axiales Verschiebungsfeld mit
einem Rauschanteil von § = 0,01

plementierung zu g"° ~ 0,1333657 bestimmt, wobei die Abweichung zur analyti-
schen Berechnung des Funktionals kleiner als 10~" ausfillt, was einer sehr guten
Ubereinstimmung entspricht. Die Abweichung der Komponenten des Gradien-
ten von den Sekantensteigungen lisst sich fiir das Penalty-Verfahren zu 0,13 %
angeben, wodurch der Fehler ebenfalls in einem annehmbaren Bereich liegt.

Nachdem die Funktionale und Gradienten, die zur Definition der stabilen Er-
satzaufgaben bendtigt werden, quantitativ {iberpriift worden sind, werden im
weiteren Verlauf dieses Abschnitts komplexere Strukturen betrachtet, wobei in
diesen Beispielen ausschlieBlich das Augmented-Lagrange-Verfahren angewen-
det wird. Falls dabei keine abweichenden Angaben vorgenommen werden, wer-
den diese Simulationen mit den Parametern ToLe = 107% und ToLy; = 21072,
siehe Bild 6.4, der Anfangsschubmodulverteilung & = 1 und der fest gewihl-
ten Schubmodulverteilung p** = 0 durchgefiihrt. Dariiber hinaus wird ange-
nommen, dass fiir den jeweils betrachteten Querschnitt ohne Beschréinkung der
Allgemeinheit X3 = 0 gelte. Weiterhin wird unter Hinweis auf Abschnitt 4.3 in
den folgenden Berechnungen nicht davon ausgegangen, dass die Beschreibung
der Deformation der Strukturen durch einen zeitlich veréinderlichen Betrach-
‘ter X* erfolgt, wie es bei der Auswertung der Elastografiemessungen {iiblich ist.
Vielmehr werden die Verschiebungen u¢" bzw. die axiale Verformung ¢?" in
Abhiingigkeit von dem festen Beobachter 3 angegeben, der durch die Koordina-
ten X; (i = 1,2,3) eindeutig bestimmt ist.



6.3. Numerische Simulationen 145

Zunéchst wird die in Bild 6.7 dargestellte Struktur B betrachtet, die hinsicht-
lich der duleren Abmessungen und der Einschlussgeometrie dem Probenkérper
des Benchmark-Tests aus Abschnitt 5.1.3 entspricht. Das Bild zeigt den Quer-
schnitt eines quaderférmigen Korpers, mit einem harten, zylinderférmigen Ein-
schluss, wobei das Verhéltnis der Schubmoduln uﬁ,,inc / ,uf,,,mat = 4/1 betrégt und
angenommen wird, dass beide Materialien nahezu inkompressibel sind und sich
durch ein Neo-Hooke-Materialmodell beschreiben lassen. Jedoch wird im Ge-
gensatz zum Benchmark-Test an dieser Stelle keine dreidimensionale Simula-
tion zur Ermittlung der Deformation 7 h durchgefiihrt, sondern lediglich ei-
ne Abschitzung des Verschiebungsfelds des Teilkérpers P vorgenommen, der
seinerseits eine Héhe von h = 40mm bzw. eine Breite von b = 32mm besitzt
und a, = 1 mm unterhalb der Oberfliche liegt. Da sich dieses Beispiel an einer
HF-Ultraschallelastografie-Messung orientieren soll, werden zuné#chst nur relativ
kleine Randverschiebungen 4" mit 2"/r = 1% auf den Korper B aufgebracht. Un-
ter der Annahme, dass die Struktur B homogen ist, ergibt sich mit einer Randver-
schiebung von 4” = 0,4 mm fiir den oberen Rand des Teilkdrpers P eine Axialver-
schiebung von @? =~ 0,39 mm und auf der unteren Berandung von % ~ 0,02 mm.
Mit diesen Werten wird zunéchst unter Verwendung des Modells aus Bild 4.15
das Verschiebungsfeld uf” bzw. die axiale Deformation ¢¢" bestimmt. Die auf
diese Weise berechneten Axialverformungen ¢f" werden dann ihrerseits als Ein-
gangsdaten fiir das inverse Problem verwendet. Durch dieses Vorgehen wird er-
reicht, dass in diesem Beispiel Einfliisse, die durch eine vereinfachte Betrachtung
der Randbedingungen entstehen, vgl. Abschnitt 4.3 und insbesondere Bild 4.15,
zunéichst unterdriickt werden. Die fiir die Berechnung der Deformation ¢f h ver-
wendete Finite- Elemente-Diskretisierung ist in Bild 6.7 dargestellt und wird auch
fiir die Bestimmung der Schubmodulverteilung u® verwendet, so dass eine Be-
trachtung von Netzabhéingigkeiten bei der Lésung dieses Beispiels entfallen kann.

Die im Folgenden verwendeten Verformungen ¢f " werden entsprechend Glei-
chung (6.61) fiir unterschiedliche Rauschpegel & erzeugt, um die Abhéngigkeit
der Ergebnisqualitit von der Giite der Eingangsdaten zu demonstrieren. Ne-
ben dem Rauschanteil § = 0,01, der in Bild 6.7 durch das generierte Verschie-
bungsfeld dargestellt wird, werden zusétzlich noch die Werte § = 0,003, § = 0,03
und § = 0,05 betrachtet. Die Wahl des Regularisierungsparameters ¢ erfolgt mit
Hilfe des Morozovschen Diskrepanzprinzips, wobei die Umsetzung dieses Prinzips
geméB Gleichung (3.20) mit einem Korrekturfaktor von 7 = 1 erfolgt. Demnach
wird der Parameter t5» gewahlt, der die Bedingung

IG(ut) — 8" lvp < 6 < [1G(ut) = @8 llvp, §=0,1, ..,k* =1, (6.70)

erfiillt, mit der streng monoton fallenden Nullfolge ¢; der Regularisierungspara-
meter. Werden durch #; und ¢; mit £; = 0,5/10° und ¢; = 0,1/10* zwei Nullfolgen
eingefiihrt, so kann die im Weiteren verwendete Folge der ¢; durch

to; =1; und ta1 =18, ©=0,1,2,3,... (6.71)

genauer spezifiziert werden.
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u” -]
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L2l 1 0o

6 =3,0%,ty=1,0-10"5 6=50%,ts =50-10"°

Bild 6.8: Beispielstruktur mit einem harten Einschluss: ermittelte, rela-
tive Schubmodulverteilung p,h fiir verschiedene Rauschpegel
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Bild 6.9: Relativer, ermittelter Schubmodul ,u.h entlang des Pfades Lq:
exaktes Verhaltnis (—), § =0,3% (), § = 1,0% (-»-), 6 =
3,0% (o) und § = 5,0% (-e-)

Die in Abh#ingigkeit des Rauschpegels § ermittelte, relative Schubmodulver-
teilung p" wird in Bild 6.8 dargestellt. Zusétzlich ist in der Abbildung jeweils
der Regularisierungsparameter ¢x» = tx+(§) angegeben, der die Bedingung (6.70)
erfiilllt. Wie die Diagramme verdeutlichen, wird die Position des Einschlusses,
die in Bild 6.8 durch je einen weiflen Kreis gekennzeichnet wird, mit dem Al-
gorithmus aus Bild 6.4 fiir jeden der hier betrachteten Rauschpegel § exakt
ermittelt, auch wenn dessen AuBenkontur fiir den Fehler § = 5% nicht mehr
rekonstruiert werden kann. Dariiber hinaus wird deutlich, dass mit zunehmen-
dem Rauschpegel das Schubmodulverhiltnis von Einschluss und Materialmatrix
immer schlechter wiedergegeben werden kann, was auf die glittende Wirkung
der Tikhonov-Phillips-Regularisierung zuriickzufiihren ist. Der Démpfungseffekt
der Regularisierung nimmt mit steigendem Datenfehler zu, da in diesem Fall
aufgrund der Parameterwahl mit dem Morozovschen Diskrepanzprinzip der Re-
gularisierungsparameter ¢+ anwéchst. Die Abnahme des rekonstruierten Schub-
modulverhéltnisses wird durch das Liniendiagramm aus Bild 6.9 noch einmal un-
terstrichen, welches die Schubmodulwerte " entlang des horizontal durch den
Einschlussmittelpunkt verlaufenden Pfades L; wiedergibt. Insbesondere diese
Darstellung verdeutlicht, dass in diesem Beispiel lediglich bei einem Rauschpe-
gel von § =0,3% bzw. § = 1,0% von einer quantitativen Rekonstruktion der
Schubmodulverteilung gesprochen werden kann.

In einem niichsten Schritt soll die Abhéngigkeit der Lésung vom Startwert ul
und der festen Schubmodulverteilung p*" untersucht werden. Zu diesem Zweck
wird die Materialverteilung p* fiir den Rauschpegel § = 0,01 in zwei wei-
teren Simulationen mit den Anfangswerten pf = 3,0 und uf = 5,0 bestimmt,
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”g =10
t11=1,0-10"° t10 =5,0- 107 t11=1,0-10"°

Bild 6.10: Vergleich von skalierten Schubmodulverteilungen p”* fiir ver-
schiedene Materialverteilungen uf und p*"

wahrend die untere Schranke fiir die Schubmodulverteilung mit p* > 1 beibe-
halten wird, vgl. den Algorithmus aus Bild 6.4. Da bei einer solchen Konstel-
lation die Tikhonov-Phillips-Regularisierung, die bei der Wahl der Schubmo-
dulverteilung u*h = 0 normkleine Lésungen bevorzugt, die Verteilung auf den
unteren Grenzwert herunter driickt, und sich demnach die gleichen Ergebnisse
wie bei einem Startwert von #8’ = 1,0 einstellen, wird zuséatzlich die fest gewéhl-
te Schubmodulverteilung u*" = ul gesetzt. Durch dieses Vorgehen werden die
Materialwerte durch den Regularisierungsterm stérker bestraft, die von der Ver-
teilung u*" abweichen.

Die mit den verénderten Randbedingungen fiir den Schubmodul erhaltenen
Materialverteilungen werden in den Konturdiagrammen in Bild 6.10 dargestellt.
Um einen direkten Vergleich zwischen den Ergebnisverteilungen zu ermogli-
chen, wurden die ermittelten Ergebnisse p® mit Hilfe eines Faktors skaliert,
der dem Mittelwert der Schubmodulwerte der Materialmatrix entspricht. Wie
das Bild 6.10 verdeutlicht, wird das Schubmodulverhéltnis fiir die geinderten
Startwerte uf = 3,0 und pf = 5,0 deutlich schlechter wiedergegeben als fiir den
Fall u? = 1,0. Dieser Effekt ist auf eine Art Streifenbildung in der rekonstruierten
Schubmodulverteilung zuriickzufithren, bei der Bereiche ober- und unterhalb des
Einschlusses weicher erscheinen als Gebiete neben dem Einschluss, vgl. Bild 6.10.
Dieser Sachverhalt lésst sich durch das Liniendiagramm in Bild 6.11 verdeutli-
chen, das die neuerlich skalierte Schubmodulverteilungen entlang des vertika-
len Pfades L. vergleichend gegeniiberstellt. Es ist zu erkennen, dass der Al-
gorithmus aus Bild 6.4 das Verhaltnis der Schubmoduln in axialer Richtung
sehr viel besser abbilden kann als in lateraler Richtung. Die Ursache fiir dieses
richtungsabhingige Verhalten liegt in der Definition des Operators G*, vgl. Ab-
schnitt 5.2.2, und der hier betrachteten Einwirkung @”, die im Wesentlichen
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Bild 6.11: Relativer, ermittelter Schubmodul " entlag des Pfades Lo:
exaktes Verhdltnis (—), uk = 1,0 (-»-), uf = 3,0 (-»-) und
:u‘(}JL = 5,0 (+)

eine axiale Verformung der Punkte hervorruft. Da aufgrund der Operatorenglei-
chung gh(,uh) = %, vgl. Gleichung (5.75), lediglich die Axialkomponente der
Deformation ¢? im Minimierungsalgorithmus beriicksichtigt wird, kann der be-
trachtete Querschnitt gedanklich in drei vertikale Bereiche eingeteilt werden. Im
mittleren Segment erzwingt der Einschluss entgegen der Wirkung der Regulari-
sierung eine Verénderung der Schubmodulverteilung y& hin zur Verteilung p”,
wodurch das Schubmodulverhéltnis der wahren Materialverteilung p” in diesem
Teilbereich sehr gut wiedergegeben werden kann. In den beiden Randstreifen wie-
derum kann die gegebene Axialdeformation ¢f " durch eine konstante Material-
verteilung abgebildet werden, so dass die Schubmodulwerte in diesern Bereich auf
dem Anfangswert uk verharren, da jede andere konstante Materialverteilung p*
durch den Regularisierungsterm des Funktionals g stérker bestraft wird.

Aus dieser Beobachtung lésst sich fiir die Ermittlung von harten Einschliissen
in einem weicheren Umgebungsmaterial die Strategie ableiten, dass der Start-
wert pf mit p? = 1 auf den unteren Grenzwert des Definitionsbereichs D" (ghz
zu setzen ist und die Materialwerte p** des Regularisierungsterms zu p*"* < 5
gewdhlt werden. Hierdurch wird erzwungen, dass Materialbereiche ohne Verhér-
tungen unveréndert bleiben, wihrend sich die anderen Bereiche, die Einschliisse
enthalten, in Abhingigkeit des Datenfehlers  und des Regularisierungsparame-
ters ¢t an die wahre Schubmodulverteilung anpassen. Da die zuvor beschriebene
Wahl von 42 und p*" einer Form der Regularisierung entspricht, die ausgewihlte
Verteilungen bevorzugt, ist im Allgemeinen nicht zu erwarten, dass eine beliebi-
ge Materialverteilung mit dem Algorithmus aus Bild 6.4 ermittelt werden kann.
Jedoch ist sowohl fiir die im Rahmen dieser Arbeit durchgefiihrten Elastografie-
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2,36
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1,00

pt=1und p** =0
t1; =1,0.1078

Bild 6.12: Beispielstruktur mit einem weichen Einschluss: ermittel-
te, relative Schubmodulverteilung p” fiir einen Rauschpe-
gel 6 = 0,01 und unterschiedliche Materialverteilungen u”
und #q-h

versuche als auch fiir die in Kapitel 1 beschriebenen medizinische Anwendung,
bei der lokal begrenzte, harte Einschliisse in einer iiberwiegend homogenen Ma-
terialmatrix liegen, mit guten Ergebnissen zu rechnen.

Beispiele, bei denen die erlduterte Regularisierungsstrategie nicht zielfiihrend
ist, stellen die ebenfalls in dieser Arbeit untersuchten weichen Einschliisse in
einer verhirteten Umgebung dar. Wird erneut die Struktur B aus Bild 6.8
betrachtet, jedoch in diesem Fall angenommen, dass das Schubmodulverhalt-
nis llﬁ;,mc/ pﬁ,,mat = 1/3 betriigt, so kann zuniéichst durch Losen der direkten

Aufgabe die Deformation ¢9" fiir die gefinderte Verteilung pf ermittelt wer-
den, wobei in dem hier betrachteten Beispiel ein Rauschpegel von 6 = 0,01 ange-
nommen wird. Die so generierten Eingangsdaten qo‘l’h erlauben anschlieSend auf
der Grundlage des Morozovschen Diskrepanzprinzips die Ermittlung der Mate-
rialverteilung y”*, die in Form von Konturdiagrammen in Bild 6.12 visualisiert
wird. Wéhrend die im linken Bildteil dargestellte Rekonstruktion mit dem Wer-
tepaar uf = 1 und p*" = 0 ermittelt wurde, wurde das Ergebnis auf der rechten
Abbildungsseite mit den Verteilungen u = p** = 5 erzielt.

Das Resultat verdeutlicht, dass fiir die Verteilungen uf = 1 und p** = 0 mit
keinem sinnvollen Rekonstruktionsergebnis zu rechnen ist. Der Einschluss ist
zwar schwach zu erkennen, jedoch weist die umgebende Materialmatrix der
Losung u® ebenfalls weiche Bereiche auf, die in der wahren Verteilung u” nicht
existieren. Deutlich zu erkennen ist dariiber hinaus die zuvor beschriebene Strei-
fenbildung, die sich durch ein Anpassen des Schubmodulverhéltinisses ober-,
inner- und unterhalb des Einschlusses auszeichnet, wahrend die Strukturberei-
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che neben diesem Streifen in der Néhe des Anfangswerts po verharren. Deutlich
besser ist das Resultat fiir die Werte uf = p*" = 5, da hier der weiche Zylinder
klar zu erkennen ist. Allerdings wirft die berechnete, stark verrauschte Materi-
alverteilung p" auch im Hinblick auf die Auswertung der Elastografieversuche
die Frage auf, wie in einem solchen Fall sinnvoll das rekonstruierte Schubmo-
dulverhiltnis mit der tatséchlich vorhandenen Relation von ,u,ﬁ,,,nc / pﬁ,,mat =1/3
verglichen werden kann, da eine einfache Gegeniiberstellung von Maximal- und
Minimalwerten beim Auftreten einzelner Ausreifler dem Ergebnis nicht gerecht
wird. Eine quantitative Kontrolle des Schubmodulverhéltnisses erfolgt daher
im Rahmen dieser Arbeit durch eine einfache Mittelwertbildung der einzelnen
Materialwerte u? der Elemente, jeweils fiir den Einschluss und das umgeben-
de Material getrennt. Da in diesem Beispiel fiir das direkte und das inverse
Problem die gleiche Finite-Elemente-Vernetzung gewéhlt wurde, kann das er-
mittelte Schubmodulverhéltnis fiir dieses Beispiel zu p,f;c / uﬁmt =1/1,7 ange-
geben werden. Zum Vergleich stellen sich bei der Rekonstruktion des harten
Einschlusses fiir die Rauschpegel von 0,3% bis 5,0% Schubmodulverhéltnisse
von plt./pl e = 3,0, 2,6, 2,1 und 1,8 ein, so dass sich hieraus die Annahme ab-
leiten lasst, dass sich der Quotient fiir den Fall harter Einschliisse durch den Algo-
rithmus aus Bild 6.4 besser wiedergeben lisst. Eine exakte Ermittlung des wah-
ren Schubmodulverhiltnisses ist im Ubrigen bei komplexeren Strukturen selbst
bei unverrauschten Eingangsdaten ¢; im Allgemeinen nicht moglich. So ergibt
sich fiir das in Bild 6.7 gezeigte Beispiel bei exakten Eingangswerten lediglich
ein Verhaltnis von pl / pl .. = 3,5, was einer Abweichung von 12,5 % entspricht.

Abschlielend wird anhand der Struktur B aus Bild 6.7 der Einfluss der Tikho-
nov-Phillips-Regularisierung auf die Losung p” untersucht und das Morozovsche
Diskrepanzprinzip iiberpriift. Vor diesem Hintergrund wird erneut das Beispiel
des harten Einschlusses in einer weicheren Matrix aufgegriffen und in Bild 6.13
die Abhéingigkeit des Abstands der Losung p" von der wahren Schubmodulvertei-
lung ! fiir einen Rauschpegel von § = 3,0 % visualisiert. Neben dem Diagramm
werden die berechneten Schubmodulverteilungen p® dargestellt, die sich fiir den
kleinsten und den gréBten hier betrachten Parameter ¢ einstellen. Dariiber hin-
aus ist das Resultat u” fiir den mit dem Morozovschen Diskrepanzprinzip er-
mittelten Wert tg in der Abbildung enthalten, wobei fiir die Konturdiagram-
me die Farbskalierung des Bildes 6.8 gewihlt wurde. Erwartungsgemas sind die
Losungen p” fiir zu groB gewéhlte Regularisierungsparameter stark gegliittet,
wahrend bei zu kleinen Werten fiir den Parameter ¢ ausgeprégt oszillierende Re-
sultate auftreten, was jeweils zu einem wachsenden Abstand zwischen tatséchlich
vorhandener und berechneter Materialverteilung fiihrt. Die mit dem Diskrepanz-
prinzip ermittelte Verteilung p” stellt somit einen Kompromiss zwischen diesen
beiden Extremen dar, jedoch fiihrt es bei diesem Beispiel zu einer leichten Uber-
regularisierung, da tr» = tg9 > fopt = t11 gilt. Da aber der Unterschied in den
Absténden ||u® — ub || ar fiir die beiden Parameter ¢+ und tope mit 3,0 % bezogen
auf den optimalen Wert sehr klein ist, wird in dieser wie auch in allen folgenden
Simulationen und Messungen auf das Diskrepanzprinzip mit dem Wert 7 = 1 als
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Bild 6.13: Einfluss der Tikhonov-Phillips-Regularisierung und des Mo-
rozovschen Diskrepanzprinzips auf die Lésung u”

Parameterwahlkriterium zuriickgegriffen. Neben diesen Erkenntnissen wird bei
einem Vergleich der Bilder 3.2 und 6.13 deutlich, dass, abgesehen von nume-
rischen Stérungen, die Zusammensetzung des Rekonstruktionsfehlers qualitativ
dem theoretisch erwarteten Verhalten entspricht.

Wahrend die bisher durchgefiihrten Simulationen in erster Linie der Vorberei-
tung der Auswertung von Ultraschallmessergebnissen dienten, wird das nichste
Beispiel, dargestellt in Bild 6.14, dazu verwendet, die Eignung des Rekonstruk-
tionsalgorithmus zur Ermittlung der Materialverteilung beim Auftreten groBer
auflerer Verfomungen nachzuweisen. Neben der zehnmal gré8eren Randverschie-
bung von @" = 4,0 mm unterscheidet sich dieses Modell wesentlich in der Art und
der Anzahl der harten Einschliisse. Die kleine Inhomogenitit weist ein Schub-
modulverhéltnis von pﬁ| k,inc/ u&kmat = 3/1 gegeniiber dem umgebenden Ma-
terial auf, wihrend der Quotient des nichtkonvexen, groBen Einschlusses den
Wert pff,,g,mc / ,u',f,,g,mat = 5/1 besitzt. Alle Materialien sind, wie auch in den bis-
her betrachteten Beispielen, nahezu inkompressibel und lassen sich durch ein
Neo-Hooke-Materialgesetz beschreiben.

Dariiber hinaus wird dieses Beispiel dazu verwendet, die Netzabhiangigkeit;
der Ldsung p", auf die bereits in Abschnitt 5.1.3 eingegangen wurde, nsher zu
untersuchen. Daher bietet es sich in dieser Simulation an, die zu erzeugenden
Eingangsdaten ¢ " g0 zu generieren, dass das Finite-Elemente-Netz des direk-
ten und des inversen Problems nicht identisch sind, wodurch sich dieses Mo-
dell stérker an dem Benchmark-Test aus Abschnitt 5.1.3 orientiert. Somit wird
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Bild 6.14: Beispielstruktur mit zwei Einschliissen: geometrische Abmes-
sungen und generiertes, axiales Verschiebungsfeld mit einem
Rauschanteil von § = 0,01

zunéichst die axiale Komponente der Deformation ¢} fiir die gesamte Struk-
tur B unter Verwendung des im linken Teil der Abbildung dargestellten, feinen,
unregelméBgien Netzes ermittelt. AnschlieBend werden in einem iterativen Pro-
zess die Knotenwerte z” der Momentankonfiguration des regelméBgen Netzes
ermittelt, welches fiir das inverse Problem verwendet wird. In Anlehnung an
die Versuche wird dabei angenommen, dass die Deformation nur in der Teil-
struktur P bekannt ist, die die gleichen Abmessungen besitzt, wie bei den zuvor
betrachteten Beispielen. Nachdem alle Knotenwerte z” ermittelt worden sind,
wird ggf. ein weifles Rauschen mit einem Rauschpegel 8 zu den Daten addiert, so
dass sich ein Axialverschiebungsfeld u? gem#s8 Bild 6.14 ergibt. In die Darstellung
des Verschiebungsfelds ist auch mit 640 Elementen eine der Vernetzungsvarian-
ten integriert, die im Rahmen dieses Beispiels verwendet werden. Neben dieser
mittleren Auflésung werden zusétzlich noch Finite-Elemente-Diskretisierungen
mit 160 und mit 2560 Elementen betrachtet, wobei die Elementanzahl der feins-
ten Vernetzung in der Groflenordnung des direkten Problems liegt. Da die Ele-
mentanzahl gleichbedeutend mit der Anzahl der Materialfreiheitsgrade p! ist,
konnen diese Begriffe bei den nachfolgenden Betrachtungen synonym verwendet
werden. Die mechanischen Randbedingungen des inversen Problems, insbeson-
dere die Verschiebungsrandbedingungen 4" und 4" aus Bild 4.15, werden geméB
der in Abschnitt 4.3 erléuterten Vorgehensweise berechnet, die auch fiir die Elas-
tografieversuche des Folgeabschnitts angewendet wird.
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Die Ergebnisse der Schubmodulrekonstruktionen, die unter Anwendung der
Tikhonov-Phillips-Regularisierung entsprechend dem Algorithmus aus Bild 6.4
und mit Hilfe des Morozovschen Diskrepanzprinzips fiir die unterschiedlichen
Diskretisierungen ermittelt wurden, werden durch Bild 6.15 fiir die Rauschpe-
gel § = 0,01 und & = 0,03 iibersichtlich zusammengefasst. In dieser Darstellung
wurde bewusst auf eine Markierung der wahren Positionen der Einschliisse durch
eine weifle Umrahmung verzichtet, damit die Rénder der Inhomogenitéaten nicht
iiberdeckt werden.

Wie die Konturdiagramme aus Bild 6.15 verdeutlichen, ist mit allen hier be-
trachteten Vernetzungsvarianten die Detektion des groBien Einschlusses mdglich.
Die dabei erzielten Schubmodulverhéltnisse nehmen fiir jedes Netz mit zuneh-
mendem Rauschpegel ab, was unter Berufung auf die Ergebnisse des ersten
Beispiels zu erwarten war. Wahrend mit der héchsten Auflésung und mit Ab-
strichen auch fiir die Variante mit 640 Elementen die Auflenkontur des Ein-
schlusses sehr gut wiedergegeben werden kann, unabhéingig von den hier be-
trachteten Datenfehlern, ist dies fiir das grobe Netz nicht mehr méglich. Eine
quantitative Rekonstruktion des kleinen Einschlusses liegt bei allen Netzen nur
bei einem Rauschpegel von § = 0,01 vor. Aufgrund des geringeren Schubmodul-
verhiltnisses von pl o .o/ph ¢ oo = 3/1 ist die Inhomogenitéit bei einem Da-
tenfehler von § = 0,03 nur schwer zu erfassen. Dieser Eindruck wird bestétigt,
wenn die Schubmodulverteilung " entlang des Pfades Ls betrachtet wird, der
von der unteren linken Ecke der Teilstruktur 7P aus Bild 6.14 diagonal durch
den Querschnitt zur oberen rechten Ecke verlduft. Die hierduch enstehenden Li-
niendiagramme fiir die verschiedenen Datenfehler finden sich in Bild 6.16. Es
wird deutlich, dass fiir beide Rauschpegel die Einschliisse fiir die Netze mit 640
und 2560 Materialfreiheitsgraden bestimmbar sind. Dabei kann zwar das feinere
Netz die Konturen der Einschliisse besser nachbilden, jedoch ist hiermit nicht
zwingend eine bessere Rekonstruktion des Schubmodulverhéltnisses verbunden,
vgl. insbesondere den grofien Einschluss in den Bildern 6.15 und 6.16 fiir den
Rauschpegel § = 0,01.

Zusitzlich zu den rekonstruierten Einschliissen sind insbesondere in der Mitte
der Unterseite des betrachteten Bereichs P weitere Versteifungen zu erkennen.
Diese Randstérungen, die deutlich iiber dem Niveau des in der Querschnittsflache
auftretenden Materialrauschens liegen, sind auf die vereinfachenden Annahmen
bei der Festlegung der Randbedingungen zuriickzufiihren, die bei der Behand-
lung des inversen Problems verwendet werden. Da die Randverschiebungen @}
und %!, die entsprechend Bild 6.4 in jedem Iterationsschritt fiir die Berechnungen
der Deformation " = G(uf ;) verwendet werden, durch Mittelwertbildung der
gemessenen Verschiebungen u{ * bestimmt werden, vgl. Abschnitt 4.3, kdnnen
einzelne Werte uJ " mitunter stark von den GréSen @? bzw. @ abweichen. Diese
Abweichungen fiihren ihrerseits zu lokalen Schwankungen in der Steifigkeitsver-
teilung 4" im Randbereich. Wihrend aufgrund der Wahl der Verteilungen ,uf)‘ =1
und p*" = 0 der Schubmodul x* des umgebenden Materials am Strukturrand
in der Néahe des unteren Grenzwerts ,uh > 1 liegt und sich demzufolge Aufwei-
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Bild 6.16: Relativer, ermittelter Schubmodul i* entlang des Pfades La:
exaktes Verhéltnis (—), Vernetzung mit 160 Elementen (-e-,
-#-), mit 640 Elementen (-e—, =) und mit 2560 Elementen
(~e—, =) fiir die Rauschpegel § = 1% (o) und § = 3% (*)

chungen nicht auspriagen konnen, bilden sich die Versteifungen — nur durch die
Regularisierung gedémpft — aus und sind in der rekonstruierten Schubmodulver-
teilung p” sichtbar. Da das durch die Randbedingungen verursachte Rauschen
in den Rekonstruktionen im Allgemeinen zur Strukturmitte hin sehr schnell ab-
klingt und somit die Ergebnisqualitét nur im geringen Mafle beeintréchtigt wird,
wird die bisher angewendete Form der Verschiebungsrandbestimmung beibehal-
ten.

Wie dieses Beispiel erkennen lésst, kann der Algorithmus auch zur Ermittlung
von Schubmodulverteilungen p,h' herangezogen werden, wenn sich die Diskretisie-
rung der Datengenerierung von der Vernetzung bei der Behandlung des inversen
Problems unterscheidet, was eine unabdingbare Voraussetzung fiir die Auswer-
tung der Ultraschallmessungen darstellt. Da die Resultate im Allgemeinen netz-
abhéngig sind, bietet es sich an, die Rekonstruktion der Materialverteilung mit
einer gréberen Vernetzung zu beginnen. Die Diskretisierung ist dann so lange
sukzessive zu verfeinern, bis sich keine Verbesserung der Rekonstruktionergeb-
nisse hingichtlich berechnetem Schubmodulverhéltnis und Konturierung der In-
homogenitéten einstellt. Diese Methodik fiihrt zwangslaufig auf die ﬂ'berlegung,
die Netzverfeinerung in den durch Gleichung (6.30) beschriebenen Optimierungs-
prozess 7zu integrieren, um durch eine adaptive Finite-Elemente-Diskretisierung
nur lokal in den Bereichen eine Netzanpassung vorzunchmen, in denen diese zu
einer Resultatsverbesserung fiihrt, so z. B. in den Randbereichen eines Einschlus-
ses. Dieser Aspekt wird noch einmal im Kapitel 7 aufgegriffen.
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Bild 6.17: Beispielstruktur mit zwei Einschliissen: ermittelte, relati-
ve Schubmodulverteilung p® fiir eine Diskretisierung mit
640 Elementen und unterschiedliche Rauschpegel §

Neben der bisher behandelten Tikhonov-Regularisierung wurde zusétzlich in
Abschnitt 5.2.2 eine modifizierte Tikhonov-Regularisierung durch das Funktio-
nal ge cingefiihrt, die mit der Parameterwahl t = a(8) = O(6?) eine Regularisie-
rungsverfahren bildet, vgl. Abschnitt 3.3. Dies bedeutet, dass sich fiir die Para-
meterwahl a(8) = 0(522 und einen Datenfehler § — 0 die Konvergenz pu" — u?,,,
einstellt, falls x”,, = uP existiert und eindeutig bestimmt ist. Um die Eignung
dieses Regularisierungsverfahrens fiir die nichtlineare Elastografie nachzuweisen,
wird erneut das Zwei-Einschliisse-Problem aus der Abbildung 6.14 betrachtet
und die Schubmodulverteilung p”* mit dem Algorithmus aus Bild 6.4 ermittelt,
wobei in diesem Fall jedoch das Funktional g* durch g? zu ersetzen ist. Wird als
Parameterwahl die empirisch ermittelte Funktion ¢ = a(8) = Cé2 mit C = 1074
verwendet, so ergeben sich die in Bild 6.17 dargestellten Schubmodulverteilun-
gen p". Die Konturdiagramme dieser Abbildung verdeutlichen, dass auch mit
dem modifizierten Tikhonov-Verfahren die Einschliisse bei grofien dufieren Rand-
verschiebungen ermittelt werden kénnen und dass die Form der Einschliisse fiir
einen Rauschpegel von § = 1% gut wiedergegeben wird. Jedoch zeigt ein Ver-
gleich dieser Materialverteilungen mit den Ergebnissen aus Bild 6.15, dass die
mit dem modifizierten Tikhonov-Verfahren erzielten Resultate deutlich glatter
sind, so dass die berechneten Schubmodulverhéltnisse bei den hier betrachte-
ten Datenfehlern § qualitativ schlechter sind als die mit der Tikhonov-Phillips-
Regularisierung erzielten Quotienten. Aus diesem Grund wird bei der Auswer-
tung der Elastografiemessungen im néchsten Abschnitt ausschlieSlich auf letzt-
genannte Methode zuriickgegriffen.




158 Kapitel 6. Numerische Umsetzung und Anwendungen

Vergleicht man abschlieBend die Resultate der Beispiele mit einem und mit
zwei Einschliissen miteinander, so kann als Fazit der numerischen Simulationen
festgehalten werden, dass unabhéngig von der Grole der duleren Randverschie-
bung die Materialverteilung p” in einer Struktur bestimmt werden kann, wenn
die betrachteten Materialien der Einschliisse und der Materialmatrix sich durch
ein Neo-Hooke-Materialmodell beschreiben lassen. Dabei héingt die Ergebnisqua-
litéit, insbesondere das rekonstruierte Schubmodulverhaltnis p? . /u? .+, stark von
der Groéfle des Datenfehlers § ab.

6.4 Ergebnisse der Elastografiemessungen

Aufbauend auf den Erkenntnissen der numerischen Simulationen des vorangegan-
genen Abschnitts werden in diesem Unterkapitel die Messergebnisse der Elasto-
grafieversuche ausgewertet. Bei dieser Analyse stehen im Wesentlichen die Fra-
gen im Vordergrund, ob eine Inhomogenitét in einer Materialmatrix lokalisiert
werden kann und wie gut sich in diesem Fall das wahre Schubmodulverhilt-
nis ,u{f,,mc / pﬁ,,mt rekonstruieren ldsst. Diese Fragestellungen werden nachstehend
getrennt voneinander behandelt, wobei die reine Detektion eines Einschlusses in
Anlehnung an die Begrifflichkeit der Elastografie als qualitative Rekonstrukiion
bezeichnet wird, wihrend eine Einbeziehung des Schubmodulverhéltnisses quan-
titative Rekonstruktion genannt wird.

Eine getrennte Betrachtung ist deshalb zwingend erforderlich, da der in Un-
terabschnitt 4.2.1 beschriebene, standardisierte Herstellungsprozess der PVA-K-
Phantome aufgrund der identischen Kieselgel-Konzentration im Einschluss und
in der Materialmatrix zu einer gleichméBigen Echogenitdat der gesamten Pro-
be fiihrt. In diesem Fall ist der Einschluss mit dem Ultraschallgerdt gar nicht
oder nur sehr schwer zu lokalisieren, so dass eine Uberpriifung der Position der
Inhomogenitét im Allgemeinen nicht mdglich ist. Dariiber hinaus scheidet eine
genaue Kontrolle der Position des Einschlusses iiber die Geometrie der Proben-
behélter aus mehreren Griinden aus. Zum einen ist mit Blick auf den in Unterab-
schnitt 4.2.1 erlduterten Herstellungsprozess ein Durchhang der zylinderférmigen
Einschliisse in Behéltermitte unvermeidlich, zum anderen sind die Probenabmes-
sungen aufgrund von Quellvorgéngen fortwéhrenden Anderungen unterworfen.
Neben diesen Unwigbarkeiten kann der Abstand a, des Bildbereichs von der
Probenoberkante nicht genau quantifiziert werden, siehe Abschnitt 4.3. Daher
kann nur ein Vergleich mit einem B-Bild genaueren Aufschluss iiber die Giite
der Detektion liefern, wéhrend mit Hilfe der Geometrie der Probenbehélter nur
eine grobe Abschétzung vorgenommen werden kann.

GeméfB den Ausfiihrungen in Abschnitt 4.3 werden folgend ausschliellich die
Bildbereiche P betrachtet, fiir die die verformte Konfiguration in Form der Ko-
ordinaten z§ " bestimmt wurde. Dabei ergibt sich die axiale Verformung geméaf
Gleichung (6.31) aus den als Punktverschiebungen zf” bestimmten Messwerten
und den Ansatzfunktionen N, vgl. Abschnitt 6.2 und insbesondere Bild 6.3. Die
GroBe des Messbereichs P sowie die Auflésung in axiale und laterale Richtung
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Variante A B C R ERRIRERNAE w]
NISININ SIS IS TSN ISONS ISININE NS T N
Hohe [mm] 39,95 | 41,25 | 35,25 NN BSARaASNRARISaSS
Breite [mm] 32,00 | 32,00 | 26,18 AR
axiale Auflsung 53 | 55 | 47 FRERERTHERRRIRRRRR
laterale Auflésung || 55 55 | 45 RS RREE
Freiheitsgrade ye || 1404 | 1458 | 1112 SRRRRYe ]

Bild 6.18: Informationen zur Diskretisierung des Bildbereichs P: HF-
Ultraschallelastografie (Variante A und B) sowie B-Bild-Ul-
traschallelastografie (Variante C), Darstellung der Diskreti-
sierung der Variante C

hangen im Wesentlichen vom gewéhlten Messverfahren ab und sind in Bild 6.18
dokumentiert. Die dort angegebenen Auflésungen in axiale und laterale Rich-
tung wurden bzgl. des Algorithmus aus Bild 6.4 auf Grundlage von Messreihen
ermittelt und gelten somit als optimiert, so dass bei der Rekonstruktion der
Schubmodulverteilung p" im Folgenden auf eine sukzessive Netzverfeinerung zur
Ergebnisverbesserung verzichtet werden kann.

Der Rauschpegel 8, der fiir eine systematische Regularisierung zwingend er-
forderlich ist, hingt in der Ultraschallelastografie nicht nur vom verwendeten
Messsystem und dem gewéhlten Messverfahren ab, sondern ist iiber die Ma-~
terialverteilung auch an den Probenkorper selbst gekoppelt. Daher kann er im
Allgemeinen nur durch die Angabe eines Bereichs von 1% bis 3% abgeschétzt
werden, vgl. Khaled (2007) sowie Oberai et al. (2003) und Oberai et al. (2004).
F'iir die im Rahmen dieser Arbeit verwendeten Probenkdrper erweist sich die An-
nahme eines Rauschpegels von 6 = 2,0 % als sinnvoll. Lediglich das Phantom PD
weist bei dieser Annahme und der Verwendung des Morozovschen Diskrepanz-
prinzips als Parameterwahlkriterium eine starke Uberregularisierung auf, so dass
in diesem Fall der Rauschpegel auf § = 1,5 % nach unten korrigiert wird.

Soweit nachstehend keine abweichenden Angaben gemacht werden, erfolgt
die Auswertung der Messdaten mit dem gleichen Parametersatz, der auch in
den numerischen Simulationen eingesetzt wurde. Zu diesen Werten zéhlen ne-
ben ToLe = 10™8 zur Beschreibung inkompressiblen Materialverhaltens in ers-
ter Linie die Gréfe ToLg = 2-10™2 sowie die Schubmodulverteilungen ud = 1
und p* " = 0, {iber die das Verhalten des Rekonstruktionsalgorithmus aus Bild 6.4
mafBgeblich gesteuert werden kann. Als Parameterwahlkriterium wird wie be-
reits angedeutet auf das Morozovsche Diskrepanzprinzip geméf Gleichung (6.70)
zuriickgegriffen, wobei sich alle Angaben beziiglich der Folge ¢; der Regularisie-
rungsparameter auf die Festlegung aus Gleichung (6.71) beziehen.
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Bild 6.19: Phantom Pa: B-Bild und rekonstruierte Schubmodulvertei-
lung p® im MaBstab 1:1, Messung vom 18, Méirz 2007, Mess-
schritt 5/6, Diskretisierung A

In einem ersten Schritt wird zunéchst anhand des Phantoms Pa tiberpriift, ob
mit Hilfe der HF-Ultraschallelastografie die Position eines harten Einschlusses
richtig bestimmt werden kann. Eingedenk der Uberlegungen vom Beginn dieses
Abschnitts wurde das Phantom Pa abweichend von dem in Unterabschnitt 4.2.1
beschriebenen Fertigungsprozess hergestellt, da insbesondere die Kieselgelkon-
zentration von Einschluss und Materialmatrix variiert wurde, um die Inhomoge-
nitét im B-Bild sichtbar zu machen, vgl. Abbildung 6.19. Mit Hilfe der so erhalte-
nen Ultraschallaufnahme kann die Position des Einschlusses zunéichst bestimmt
und diese anschliefend durch einen weilen Kreis in der rekonstruierten Schub-
modulverteilung z"* markiert werden, welche mit der Diskretisierungsvariante A
ermittelt wurde, siche Bild 6.18. Um eine Vergleichbarkeit beider Aufnahmen
zu gewahrleisten, wurde darauf geachtet, dass sich beide Bilder auf den gleichen
Messschritt beziehen, wobei der Messschritt i/ angibt, welche Aufnahmen i
und j einer Elastografiemessung zur Verschiebungsfeldberechnung herangezogen
werden, vgl. Abschnitt 4.3. Wie aus der Abbildung 6.19 hervorgeht, wird der
Einschluss beinahe exakt ermittelt, da unter Bezug auf das in Kapitel 4 ein-
gefithrte Koordinatensystem lediglich eine minimale Abweichung des Kreises in
positive X;- und in negative X>-Richtung auszumachen ist. Aufgrund dieses Er-
gebnisses, welches u. a. auch in Reichling et al. (2005) bestétigt wurde, wird in
den folgenden Ausfithrungen davon ausgegangen, dass auch die Einschliisse, die
im B-Bild nicht sichtbar sind, hinsichtlich ihrer Position genau ermittelt wer-
den, was fiir die Bestimmung des Schubmodulverhéltnisses von entscheidender
Bedeutung ist.

Da fiir eine quantitative Betrachtung der berechneten Schubmodulverteilung
noch weitergehende Uberlegungen erforderlich sind, werden anhand des Phan-
toms Pa weitere charakteristische Merkmale der rekonstruierten Schubmodul-



6.4. Ergebnisse der Elastografiemessungen 161

w -

2,53
2,15
R 1,77

2 1,38

1,00

T . .
t11 =1,0-10"° t11=1,0.10"°

Bild 6.20: Phantom Ph: rekonstruierte Schubmodulverteilungen u” bei
Messungen aus unterschiedlichen Richtungen, Messungen
vom 28. Dez. 2006 und vom 17. Jan. 2007, Messschritte 1/2
bzw. 8/9, jeweils Diskretisierung A

verteilung diskutiert. Dabei féllt zunéchst bei der Betrachtung der Materialver-
teilung u” in Bild 6.19 auf, dass die Probe an der Unterseite starke Randstérun-
gen aufweist, die auch schon bei den numerischen Simulationen zu beobachten
waren und auf die vereinfachenden Annahmen bei der Definition der Randver-
schiebungen 4, und 4, zuriickzufiihren sind, vgl. Abschnitt 6.3. Neben diesen
Storeinfliissen sind zusétzlich Verhértungen an den Seitenréndern des Bildbe-
reichs zu erkennen, die etwas unterhalb des Einschlusses am stéirksten ausgeprégt
sind. Dieses Rauschen, welches in den numerischen Simulationen in dieser Form
nicht zu identifizieren war, ist bei den nachfolgend betrachteten Phantomen im
Allgemeinen noch stérker ausgebildet und kann auf die Messmethode der HF-
Elastografie zuriickgefiihrt werden. Aufgrund der Geometrie der Probenkdrper
und der gewédhlten mechanischen Randbedingungen sind die lateralen Verschie-
bungen u2 in der Mitte des Korpers B in der Niahe von X2 = 0 iiber die ge-
samte Hohe A der Probe ungeféhr null und nehmen zu den Seitenrédndern hin
betragsméfBig zu. Je gréBer jedoch diese Lateralkomponente ist, um so stérker
sind die Rauscheffekte in der Verschiebungsmessung, vgl. Abschnitt 4.1, die sich
in diesem Fall als Versteifung in der Materialverteilung &uflern.

Auf der Phantomoberseite wiederum liefert die Rekonstruktion der Schubmo-
dulverteilung, dass das Phantom Pa an dieser Stelle deutlich weicher ist als in den
iibrigen Bereichen der Struktur, vgl. Bild 6.19. Um diesen Effekt genauer zu un-
tersuchen, wird der Probenkdrper Ph in die ﬁberleglmgen einbezogen und dessen
Schubmodulverteilung u* zweimal bestimmt, vgl. Bild 6.20. Bei der ersten Elas-
tografiemessung vom 28. Dez. 2006 wurde das Phantom so positioniert, dess sich
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der Einschluss auf der Phantomoberseite befindet, wéhrend der Probenkorper fiir
die zweite Messung vom 17. Jan. 2007 gedreht wurde. Da fiir beide Messungen
die gleiche Farbskalierung verwendet wird, um die ermittelten Materialvertei-
lungen besser miteinander vergleichen zu konnen und die Einschliisse deutlich
erkennbar zu machen, werden in der Darstellung alle Werte, die oberhalb des Ma-
ximalwerts 2,53 liegen, abgeschnitten und in einem hellgrauen Farbton wiederge-
geben. Dieses Vorgehen, was im Folgenden auch bei anderen Rekonstruktionen
angewendet wird, hat bei der Darstellung in Bild 6.20 nur Einfluss auf die star-
ke Storung in der linken, untereren Ecke der zweiten Schubmodulverteilung. Es
kann festgehalten werden, dass auch bei der Ermittlung der Verteilungen u® fiir
den Probenkérper Ph eine Aufweichung in der berechneten Schubmodulvertei-
lung in dem der Linearsonde zugewandten Bereich auftritt. Auch diese Resultate
lassen nicht zuletzt aufgrund der jeweils starken Randstérungen auf der Unter-
seite des Bildbereichs P keine eindeutige Aussage zu, jedoch legen die betrach-
teten Rekonstruktionen nahe, dass auch die weichen, sehr homogen wirkenden
Strukturregionen im Nahfeld der Linearsonde als eine Form von Storung zu in-
terpretieren sind. Diese These stiitzt sich dabei auf die Beobachtung, dass die
weichen Regionen an der Oberseite bei allen Phantomen auftreten, unabhangig
vom Herstellungstag und somit auch vom Fertigungsprozess. Daher kann es sich
bei dem weichen Gebiet an der Probenoberseite nicht um einen zufélligen Fehler
bei der Fertigung eines Probenkorpers handeln, sondern der Effekt miisste sich
iiber den allgemeinen Herstellungsvorgang begriinden lassen. Mit Blick auf den
Fertigungsprozess gibt es jedoch keine physikalische Erklarung dafiir, dass die
Phantome an einer Seite des Quaders weicher sind als an allen anderen Seiten,
vgl. hierzu auch die Beschreibung des Vernetzungsvorgangs von PVA-K auf mo-
lekularer Ebene in Abschnitt 4.2.1. Wahrscheinlicher fiir das Auftreten dieses
Effekts ist die Begriindung, dass die Erfassung des Verschiebungsfelds iiber die
Probenhéhe ungleichméBig verlauft, so dass Bereiche im Nahfeld der Linearsonde
stérker komprimiert erscheinen und somit weicher wirken als Teile der Struktur
mit einem gréferen Abstand zum Ultraschallwandler.

Nach der Betrachtung der Randbereiche wird nun auf den Verlauf der Schub-
modulverteilung " im Innern der Phantome eingegangen. Hier fllt zunsichst bei
einem Vergleich der Messungen der Phantome Pa und Ph mit den numerischen
Simulationen des vorangegangenen Abschnitts auf, dass das Rauschen in den
Materialverteilungen p", die aus Ultraschallmessergebnissen ermittelt wurden,
wesentlich ausgeprégter ist als bei den Resultaten der numerischen Simulatio-
nen. Um éahnliche glatte Ergebnisse wie in den Beispielen des Abschnitts 6.3 zu
erzielen, miisste das Parameterwahlkriterium modifiziert werden, indem der Pa-
rameter 7 deutlich erhéht wird. In diesem Fall wiirden die Ergebnisse jedoch da-
hingehend schlechter, dass die Inhomogenitét schwieriger zu identifizieren ist, so
dass auf eine solche Mainahme verzichtet wird. Ob sich die in der Materialmatrix
auftretenden Schwankungen in der Schubmodulverteilung tatsédchlich auf Mess-
storungen zuriickfiihren lassen oder ob es sich um reale Steifigkeitsschwankungen
im Probenkorper handelt, kann im Allgemeinen nicht beantwortet werden und
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Bild 6.21: Phantom Pc: ermittelte Schubmodulverteilungen u* im
MaSBstab 1:1, Messungen vom 23. und vom 29. Nov. 2006,
Messschritte 17/18 bzw. 5/6, jeweils Diskretisierung B

muss im Einzelfall untersucht werden. Die im Rahmen dieser Arbeit eingesetzten
Probenkérper legen jedoch die Vermutung nahe, dass die Anderungen der Schub-
modulwerte in der Materialmatrix auf Messstorungen zuriickzufiihren sind. So
weist das Phantom Ph im Bild 6.20 in der Messung vom 17. Jan. 2007 eine weiche
Strukturregion links oberhalb des Einschlusses auf, die sich in der ersten Ultra-
schallmessung vom 28. Dez. 2006 rechts unterhalb der Inhomogenitéit befinden
miisste, hier jedoch nicht zu identifizieren ist. Auch fiir den Probenkérper Pc,
dargestellt in Bild 6.21, wurde die Schubmodulverteilung x" in zwei voneinander
unabhéngigen Messungen bestimmt. Wihrend das erste Resultat basierend auf
einer Messung vom 23. Nov. 2006 neben dem Einschluss weiche Strukturbereiche
aufweist, sind diese bei der Materialverteilung, die auf Grundlage der Verschie-
bungsfeldmessung vom 29. Nov. 2006 ermittelt wurde, nicht zu erkennen.

Diese erste Analyse der Elastografiemessungen wirft die Frage auf, wie das
Schubmodulverhiltnis von Einschluss und umgebender Materialmatrix zu be-
stimmen ist. Da wie zuvor bei der Auswertung der Simulation fiir Probenkorper
mit einem weichen Einschluss ein einfacher Vergleich von Maximal- und Mini-
malwerten zur Bestimmung des Schubmodulverhéltnisses den tatsidchlichen Ge-
gebenheiten nicht hinreichend Rechnung tréagt, werden auch bei der Berechnung
des Quotienten ul./ut.: in diesem Abschnitt geeignete Mittelwerte miteinan-
der verglichen. Da die Randbereiche gem#8 den vorangegangenen Uberlegun-
gen in der Regel starke Storungen aufweisen, bleiben unabhiingig von der Dis-
kretisierungsvariante die #ufleren zwei Elementreihen bei der Mittelwertbildung
unberiicksichtigt. Ferner wird der Einschluss anhand der Auflenkontur der In-
homogenitét in der ermittelten Schubmodulverteilung identifiziert. Die Schub-
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modulwerte u der Elemente, die innerhalb dieses Bereiches liegen, werden zur
Ermittlung der GroBe ul . herangezogen, alle anderen zur Berechnung des Mit-
telwerts u? ... Mit Hilfe dieser Zahlenwerte kann der Quotient uft,, /ul,; ermittelt
und mit dem wahren Schubmodulverhdlinis uﬁ,,inc / p,{f,,mat verglichen werden. Als
wahres Schubmodulverhéltnis wird der Quotient aus den zeitlichen Mittelwerten
der Schubmodule der Vergleichsprobenkérper bezeichnet, dessen Ermittlung in
Abschnitt 4.2.2 ausfiihrlich dargestellt wurde, vgl. insbesondere Tabelle 4.1.

Waéhrend eine Berechnung des Schubmodulverhéltnisses fiir das Phantom Pa,
aufgrund fehlender Vergleichswerte nicht sinnvoll ist, kénnen die entsprechen-
den Quotienten der Proben Ph und Pc der Tabelle 6.1 enthommen werden. Es
wird deutlich, dass fiir beide Probenkérper in unterschiedlichen Messungen leicht
differierende Ergebnisse erzielt werden. Wahrend fiir das Phantom Ph Schubmo-
dulverhaltnisse von 1,6 und 1,4 ermittelt werden, ist der Unterschied der Werte
bei der Probe Pc mit 1,7 und 1,6 etwas geringer. Bezogen auf das jeweilige wahre
Verhéltnis ,u.ﬁ,,inc /,uﬁ,,mat, welches bei den Probenkdrpern bei 2,7 bzw. 3,2 liegt,
bedeutet dies Abweichungen von 40 % bis 50 %. Um diesen Fehler bewerten zu
konnen, bietet es sich an, erneut auf die Erfahrungen aus der Simulation zuriick-
zugreifen. In Abschnitt 6.3 wurde fiir ein Problem mit einem hartem Einschluss
das Schubmodulverhéltnis fiir die Rauschpegel § = 1% bzw. § = 3% durch Mit-
telwertbildung zu 2,6 bzw. 2,1 bestimmt, wiahrend der wahre Wert bei 4,0 lag,
wodurch sich Abweichungen von 35% bis 47,5 % einstellen. Nimmt man diese
Fehlerwerte als Anhaltspunkt, stellen die rekonstruierten Schubmodulverhilt-
nisse fiir die Probenkérper Ph und Pc sehr gute Ergebnisse dar. Vergleicht man
dariiber hinaus die beiden Probenkérper untereinander, so zeigt sich, dass das
rekonstruierte Steifigkeitsverhiltnis des Phantoms Pc gréSer bzw. gleich den
Schubmodulverhéltnissen der Probe Ph ist, wie dies aufgrund der Vergleichs-
messungen auch zu erwarten war.

Im né#chsten Schritt wird der in Bild 6.22 dargestellte Probenkdper Pe analy-
siert. Neben der rekonstruierten Schubmodulverteilung ist in dieser Abbildung
das korrespondierende B-Bild dargestellt, welches demonstriert, dass fiir den
Fall gleicher Kieselgel-Konzentrationen und der daraus resultierenden Echoge-
nitét von Einschluss und umgebenden Material die Inhomogenitét im B-Bild
nicht sichtbar ist. Die Tatsache, dass der Einschluss dieses Phantoms nur einem
Gefrier- Auftau-Zyklus ausgesetzt und somit noch sehr weich war, bevor er in die
Quaderform eingebaut wurde, erklért den iiberdurchschnittlich groflen Durch-
hang, der in der rekonstruierten Schubmodulverteilung sichtbar wird. Trotz der
starken Randstérungen an den Seiten, die deutlich iiber dem Steifigkeitsniveau
des Einschlusses selbst liegen, ist die Querschnittsflache des Zylinders gut zu er-
kennen. Somit kann im Sinne einer quantitativen Rekonstruktion das berechnete
Steifigkeitsverhiltnis ausgewertet werden, das mit einem Wert von 1,2 eine ver-
gleichsweise geringe Abweichung von 33,3 % vom wahren Wert aufweist. Dariiber
hinaus liegt der Quotient ul./u% .. deutlich unterhalb der korrespondierenden
GréBen der Phantome Ph und Pc, wodurch die entsprechenden Relationen der
wahren Schubmodulverhéltnisse sehr gut abgebildet werden.
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Bezeichner Datum ,“'gzxc/ l‘:};at #Z'J,inc/ l‘ﬁ;,mat Fehler [%]
HF-Ultraschallelastografie
Pc 23. Nov. 2006 1,7 3,2 46,9
Pc 29. Nov. 2006 1,6 3,2 50,0
Pd | 29. Nov. 2006 1,7 2,9 41,4
PD | 29. Nov. 2006 1,5; 1,4 2,9 48,3; 51,7
Pe 01. Dez. 2006 1,2 1.8 33,3
Pf 01. Dez. 2006 0,9 0,5 80,0
Ph 28. Dez. 2006 1,6 2,7 40,7
Ph 17. Jan. 2007 1,4 2,7 48,1
PH 28. Dez. 2006 1,7, 1,6 2,7 37,0; 40,0
B-Bild-Ultraschallelastografie
Pd | 29. Nov. 2006 1,6 2,9 448

Tabelle 6.1: Vergleich der berechneten und der wahren Schubmodul-
Verhﬁltnisse .ui}izc/ P‘lx‘lﬁat bZW. ,U'Z:,inc/ /‘Z},mat

4 2,03

il 1,52

1,00

t11 =1,0.107°

Bild 6.22: Phantom Pe: B-Bild und rekonstruierte Schubmodulvertei-
lung p” im MaSsteb 1:1, Messung vom 01. Dez. 2006, Mess-
schritt 7/8, Diskretisierung A
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t1a =1,0.10"7 t11 =1,0-1078

Bild 6.23: Phantom Pd: ermittelte Schubmodulverteilungen x" un-
ter Verwendung von HF- und B-Bild-Ultraschallelastografie,
Messungen vom 29. Nov. 2006, Messschritt 5/6 bzw. 1/20

Der néchste auszuwertende Probenkoérper ist das in Bild 6.23 dargestellte
Phantom Pd. Fiir diese Probe wurde neben einer HF- auch eine B-Bild-Elasto-
grafiemessung durchgefiihrt. Da die Unterschiede der auftretenden Maximalwer-
te der relativen Schubmodulverteilungen p,h sehr grof} sind, wurde von der Ver-
wendung einer einheitlichen Farbskala abgesehen. Wie die Konturdiagramme der
Abbildung 6.23 zeigen, ist in beiden Ergebnissen der Einschluss gut lokalisierbar.
Dariiber hinaus geht aus den ermittelten Materialverteilungen hervor, dass die
auf Grundlage der B-Bild-Elastografie ermittelte Inhomogenitéit zwar annshernd
an der gleichen Position liegt wiec der mit der HF-Elastografie ermittelte Ein-
schluss, aber die Querschnittsfliche des Zylinders etwas grofier ausfallt. Aufgrund
der groBen Randverschiebung @", die bei der B-Bild-Elastografiemessung auf den
Probenkérper aufgebracht wurde, vgl. hierzu auch das in der Abbildung 4.16
dargestellte axiale Verschiebungsfeld u, stellt in diesem Fall die Schubmodu-
lermittlung eine besondere Herausforderung an den Rekonstruktionsalgorithmus
dar. Wéhrend in den anderen Versuchseuswertung lediglich kleine Verformungen
auftreten, auch wenn dies ggf. nur auf die in Abschnitt 4.3 formulierten Annah-
men zuriickzufiihren ist, so treten in diesem Beispiel Verzerrungen auf, die deut-
lich oberhalb der Grenze von 5 % Dehnung liegen, die — ebenfalls in Abschnitt 4.3
— als Begrenzung des linear-elastischen Bereichs angegeben wurde. Somit kann
die Auswertung dieses Versuchs, neben den Simulationen in Abschnitt 6.3, als
Ultraschallelastografie unter Beriicksichtigung groBiler Deformationen bezeichnet
werden. Die Ergebnisse, die mit beiden Messverfahren hinsichtlich der Schubmo-
dulverhéltnisse gewonnen werden, entsprechen den Resultaten, die zuvor mit den
Phantomen Ph und Pd ermittelt wurden, und sind in der Tabelle 6.1 enthalten.
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t11=1,0-10"% t13=10-10"7

3,60
2,05
ki 2,30

1,48 1,85

1,00 1,00

Bild 6.24: Phantom PD und PH: Schubmodulverteilung x" von Phan-
tomen mit zwei Einschliissen im Ma#fstab 1:1, Messungen
vom 29. Nov. 2006 bzw. 28. Dez. 2006, Messschritt 12/13
bzw. 2/3, Diskretisierung A bzw. B

Neben den bisher betrachteten Phantomen mit einem Einschluss werden zu-
sitzlich Proben untersucht, die zwei Inhomogenitiaten enthalten, wobei die Zylin-
der eines Phantoms jeweils auf identische Art und Weise hergestellt wurden und
demnach gleiche mechanische Eigenschaften besitzen. Wie die rekonstruierten
Schubmodulverteilungen in Bild 6.24 belegen, kénnen auch bei diesen Phanto-
men die Inhomogenititen durch den Algorithmus aus Bild 6.4 visualisiert wer-
den. Lediglich der zweite Einschluss des Phantoms PH, der in der unteren Hélfte
des Probenkérpers liegt, ist aufgrund starker Rauscheffekte am linken Rand des
Bildbereichs weniger gut sichtbar. Eine Auswertung der Schubmodulverhéltnis-
se der Proben PD und Ph zeigt, dass die jeweiligen Einschliisse eines Phantoms
dhnliche Steifigkeitsverhiltnisse liefern, vgl. Tabelle 6.1. Neben dieser Uberein-
stimmung miissen die Phantome PH und Ph sowie PD und Pd zusétzlich gleiche
Schubmodulverhéltnisse liefern, da sie entsprechend der Namenskonvention aus
Abschnitt 4.3 im gleichen Herstellungsprozess gefertigt wurden. Wihrend diese
Ubereinstimmung fiir die Proben PH und Ph am 28. Dezember 2006, dem Tag
der Messung mit kleinen Abweichungen gegeben ist, liegt fiir die Phantome PD
und Pd eine vergleichsweise grofSie Abweichung vor. Werden anhand der wahren
Schubmodulverhéaltnisse diese beiden Proben mit den anderen verglichen, so kann
festgehalten werden, dass beim Phantom PD die wahren Schubmodulverhéltnisse
deutlich stédrker unterschéatzt werden als bei den anderen Probenkérpern.

Abgeschlossen wird die in diesem Abschnitt durchgefiihrte Phantomstudie
mit einem Probenkérper, der einen weichen Einschluss enthélt. Entsprechend
den Uberlegungen aus Abschnitt 6.3, werden die Parameter des Algorithmus
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p -

tg = 1,0-107°

Bild 6.25: Phantom Pf: berechnete Schubmodulverteilung p”* bei einem
Phantom mit weichem Einschluss im MaBstab 1:1, Messung
vom 01. Dez. 2006 Messschritt 5/6, Diskretisierung A

zur Losung des inversen Problems dahingehend modifiziert, dass die Verteilun-
gen ub = p*" = 3 gesetzt werden, wihrend die anderen Steuerparameter, die zu
Beginn dieses Abschnitts festgelegt wurden, beizubehalten sind. Die sich aus der
Verschiebungsfeldmessung ergebende Materialverteilung 4" des Phantoms Pf ist
in Bild 6.25 dargestellt. In diesem Konturdiagramm ist der Einschluss deutlich zu
erkennen, auch wenn aufgrund der weich erscheinenden Region am oberen Bild-
rand die Inhomogenitét nach oben nicht geschlossen wirkt. Wird die Auswertung
des Schubmodulverhéltnisses aus Tabelle 6.1 herangezogen, so ist deutlich zu er-
kennen, dass bei dem Phantom Pf keine quantitative Rekonstruktion vorliegt, da
die Abweichungen mit 80 % deutlich iiber dem Niveau der Phantome mit hartem
Einschluss liegt.

Zusammenfassend kann festgehalten werden, dass mit dem Algorithmus aus
Bild 6.4 die Schubmodulverteilung #* in Phantomen aus PVA-K ortaufgelést
bestimmt werden kann und so harte und weiche Einschliisse lokalisiert werden
konnen. Die dabei erzielten Resultate hinsichtlich des rekonstruierten Schubmo-
dulverhaltnisses von Einschluss und Materialmatrix entsprechen den Ergebnis-
sen, die zuvor im Abschnitt 6.3 bei numerischen Simulationen erzielt wurden.
Neben den HF-Ultraschallelastografiemessungen, bei denen nur sehr kleine Ver-
formungen auftreten, wurde anhand einer B-Bild-Elastografiemessung der Nach-
weis erbracht, dass der Algorithmus geméa8 Bild 6.4 auch bei groien Verformun-
gen gute Ergebnisse in einer quantitative Rekonstruktion liefert.




7 Zusammenfassung und Ausblick

Die vorliegende Arbeit beschiftigt sich mit der Ultraschallelastografie, einem
Verfahren, das als objektive Ergéanzung zur Palpation in der medizinischen Dia-
gnostik angesehen wird. Vor diesem Hintergrund wurde eine Methode zur Ermitt-
lung der Materialverteilung in weichen, elastischen Korpern entwickelt, welche
nicht auf die Betrachtung von kleinen Deformationen beschréankt ist.

Zur Behandlung der Problemstellung wurden zunéchst in der Einleitung die
medizinischen Hintergriinde skizziert und die historische Entwicklung des Mess-
verfahrens der Ultraschallelastografie erlautert. Diese Darstellung miindete in
einer fiir diese Arbeit giiltigen Begriffsdefinition, die auch eine notwendige Ab-
grenzung zu anderen Teilgebieten der Elastografie beinhaltete.

Da der Elastizitats- bzw. Schubmodul in einer inhomogenen, elastischen Struk-
tur auf direktem Wege nicht ortsaufgelost gemessen werden kann, wurde die
Ermittlung der Materialverteilung als inverses Problem interpretiert und geeig-
nete mathematische Hilfsmittel herangezogen. Die fiir diese spezielle Form der
Parameteridentifikation erforderlichen Grundlagen wurden in den Kapiteln 2
und 3 bereitgestellt. Wahrend die Beschreibung der Kontinuumsmechanik auf
hyperelastische Materialien zugeschnitten war, wurden bei der Erlauterung der
Mathematik der inversen Probleme sowohl lineare als auch nichtlineare Ope-
ratorengleichungen betrachtet. Die Analyse linearer Problemstellungen, fiir die
eine weitestgehend abgeschlossene Theorie vorliegt, diente zur Beschreibung der
Schlechtgestelltheit inverser Probleme und den hieraus resultierenden Losungs-
ansitzen, insbesondere den gingigen Stabilisierungstechniken. Diese lieSen sich
dann auf die nichtlinearen Aufgabenstellungen iibertragen, zu denen auch die Er-
mittlung der Materialverteilung in weichen Korpern mittels Elastografiemessung
zahlt.

Fine Beschreibung der im Rahmen dieser Arbeit durchgefiihrten Experimente
erfolgte in Kapitel 4. Im Vordergrund stand dabei sowohl eine phéinomenologische
als auch eine kontinuumsmechanische Betrachtung der Elastografieversuche, die
ein geeignetes numerisches Modell fiir die spéteren Messauswertungen lieferten.
Wie die theoretischen f]'berlegungen zur Behandlung von inversen Problemen
verdeutlichten, waren fiir eine abschlieBende Beurteilung der gemessenen Schub-
modulverteilung Vergleichsmessungen unentbehrlich. Demzufolge waren eine de-
taillierte Analyse des verwendeten Probenmaterials PVA-K und die Wahl eines
geeigneten hyperelastischen Materialmodells ebenso Bestandteil des Kapitels 4,
wie eine Beschreibung der als axiale Druckversuche konzipierten Vergleichsmes-
sungen.

In Kapitel 5 wurden zunichst die in der Literatur vorhandenen Verfahren der
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linearen Elastografie klassifiziert und anschlieend mit Hilfe der in Kapitel 3
erlauterten Grundlagen analysiert. Aufbauend auf diesen ausfiihrlichen Betrach-
tungen und einem Benchmark-Test konnte durch eine abschlieBende Diskussion
der Methodengruppen — gegliedert nach zentralen Gesichtspunkten — die Grund-
lage fiir eine Weiterentwicklung von der linearen zur nichtlinearen Elastografie
geschaffen werden. Der abschlieend in Kapitel 5 vorgestellte, neue Ansatz zur
Ermittlung der Schubmodulverteilung bei Annahme eines Neo-Hooke-Materials
basiert somit einerseits auf den experimentellen Beobachtungen und geht ande-
rerseits als Ergebnis aus den zuvor durchgefiihrten, theoretischen U'berlegungen
hervor.

Eine Beschreibung der numerischen Umsetzung der entwickelten, stabilen Er-
satzaufgaben zur Behandlung des inversen Problems der nichtlinearen Elastogra-
fie bildeten den Abschluss der theoretischen Uberlegungen in Kapitel 6. Anhand
von numerischen Simulationen und durch die Auswertung der Versuchsergebnis-
se aus Elastografiemessungen wurde abschlieBend die Leistungsfahigkeit und die
Robustheit des zuvor prasentierten Algorithmus nachgewiesen.

Die bei der Entwicklung der neuen Methode erzielten wesentlichen und neu-
artigen Aspekte lassen sich in folgender Form zusammenfassen:

— Kontinuumsmechanische Analyse des Probenmaterials PVA-K durch eine
umfangreiche Messstudie zur Bestimmung elastischer Materialparameter

— Vergleichende Betrachtung bestehender Verfahren der linearen Elastogra-
fie durch eine konsequente Einbettung der Methoden in das Konzept der
inversen Probleme

— Enptwicklung einer stabilen Ersatzaufgabe zur Behandlung des inversen
Problems der nichtlinearen Elastografie

— Verwendung des von Engl et al. (2003) vorgeschlagenen, modifizierten Tik-
honov-Phillips-Verfahrens im Rahmen der Elastografie

— Durchfiihrung und Auswertung von HF- und B-Bild-Ultraschallelastogra-
fiemessungen in Zusammenarbeit mit dem Institut fiir Hochfrequenztech-
nik der Ruhr-Universitat-Bochum

Als Fazit dieser Arbeit kann festgehalten werden, dass ein robuster und leis-
tungsfahiger Algorithmus zur Behandlung des inversen Problems der nichtli-
nearen Elastografie entwickelt wurde. Mit Hilfe von numerischen Simulationen
konnte an einem Beispiel gezeigt werden, dass die Schubmodulermittlung auch
bei grolen, duBeren Randverformungen gute Resultate liefert. Dariiber hinaus
konnte anhand von Messdaten aus Ultraschallversuchen gezeigt werden, dass der
Algorithmus zur Ermittlung der Schubmodulverteilung in weichem, elastischem
Material herangezogen werden kann.
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Im Sinne einer Fortfithrung dieser Arbeit sind Weiterentwicklungen in unter-
schiedlicher Form denkbar. Nach Meinung des Verfassers sind an erster Stel-
le die Durchfithrung von dreidimensionalen Elastografiemessungen und die Be-
trachtung von h-adaptiven Vernetzungsstrategien zu nennen. Die Umsetzung von
réumlichen Ultraschallmessungen wére dabei durch den Einsatz eines geeigneten
Tracking-Systems zu realisieren, wodurch eine beliebige Struktur schnittflachen-
weise eingescannt werden kenn. Der so ermittelte, dreidimensionale Verschie-
bungsdatensatz wiirde die Betrachtung von komplexeren bzw. realistischeren
Einschlusstopologien als den in dieser Arbeit verwendeten Zylindereinschliissen
erlauben. Auf diese Weise wiirde auch die Durchfiihrung von in vitro Elastogra-
fiemessungen an tierischem Gewebe moglich, bei dem zuvor durch Injektionen
harte Einschliisse erzeugt werden.

Die fIberlegu.ng, h-adaptive Vernetzungsstrategien bei der Behandlung des di-
rekten und des inversen Problems zu verwenden, leitet sich aus der Beobachtung
ab, dass optimale Ergebnisse nur durch lokal feiner werdende Vernetzungen zu
erzielen sind. Somit erscheint es sinnvoll, die Minimierung des Funktionals der
stabilen Ersatzaufgabe nicht nur iiber die Materialparameter zu steuern, son-
dern auch die Elementvernetzung einzubeziehen. Auf diese Weise konnte das
Netz der Einschlusstopolgie angepasst werden und nur in den Bereichen einer
Struktur verfeinert werden, in denen es zu einer Ergebnisverbesserung bei der
Ermittlung der Schubmodulverteilung fiihrt.




A Tensorrechnung

Fréchet-Ableitungen von Tensoren

Zusammenstellung von Fréchet-Ableitungen des Deformationsgradienten F', des
materiellen Rechts-Cauchy-Green-Tensors C und der Jacobischen Funktionalde-
terminante J = det F":
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[ ] = Oik le (Al)
ijkl

oF |.... = 0Fy
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Definition verwendeter Operatoren

Gradient eines Vektorfeldes v = v;e;:

ov;
gradv = —ze?; Ke; =v;,;e; Qe;

Oz;
Divergenz eines Vektorfeldes v = v;e;:
Ov;
dive = —
ivo 52s

Gradient eines Tensorfeldes 2. Stufe T' = Tj; e; ® e;:

oT
grad T := &; Rer=T;reiQe; e,

Divergenz eines Tensorfeldes 2. Stufe T' =T;; e; ® e;:

leT = T:ij,j €;

Integralsdtze
Gaufscher Integralsatz

/Tnda:/dide'u
B

6B

Gauflscher Integralsatz fiir Kreuzprodukte

/(rxTn)da:/(rxd_ivT—}—gra.drxT)dv
8Bt Bt

(A.8)

(A.9)

(A.10)

(A.11)

(A.12)

(A.13)




Probenkorper aus PVA-K

In diesem Kapitel werden die Probenkdrper zusammengestellt, die im Rahmen
dieser Arbeit untersucht werden. Die Bezeichnungen der Phantome werden so
gewahlt, dass Proben, die im selben Herstellungsprozess gefertigt wurden, die
gleichen Buchstaben im Namen fiihren, z. B. die Phantome Pd und PD. Ein klei-
ner Buchstabe weist darauf hin, dass ein Objekt nur einen Einschluss enthilt, ein
groBer Buchstabe gibt an, dass sich zwei Einschliisse im Probenkérper befinden.

Abgesehen von Phantom Pg2 liegt bei allen Ein-Einschluss-Phantomen die
Inklusion zentrisch in lateraler Richtung, vgl. Zeichnungen der Probenbehéler
in Bild C.3. Sieht man von Phantom PF ab, besitzen die Einschliisse bei allen
Zwei-Einschluss-Phantomen den gleichen Schubmodul.

Da die Proben einem Quellvorgang wihrend der Lagerung unterworfen sind,
kénnen keine genauen Angaben zu den Abmessungen gemacht werden, jedoch
entsprechen diese nahezu den Innenmaflen der Phantombehélter, vgl. Anhang C.

Phantom Pc

Herstellungstag | 28. Okt. 2006
Zyklenzahl #i/z,, | 5 / 2
Schubmodul [kPal

i Km
06. Nov. 2006 27,5 8,8
17. Nov. 2006 28,9 9,0
23. Nov. 2006 28,8 8,9
01. Dez. 2006 28,0 9,2
20. Dez. 2006 29,4 9,1

Phantom Pd

Herstellungstag | 04. Nov. 2006

Zyklenzahl #/z,, | 5/2
Schubmodul [kPa]

b Mom,
08. Nov. 2006 27,7 9,3
17. Nov. 2006 27,9 9,5
23. Nov. 2006 28,0 | 9,5
01. Dez. 2006 27,8 9,8
20. Dez. 2006 27,7 10,2
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Phantom PD
Herstellungstag | 04. Nov. 2006
Zyklenzahl #i/z, | 5/2

Schubmodul [kPa]

Hel Hm
08. Nov. 2006 27,7 9,3
17. Nov. 2006 27,9 9,5
23. Nov. 2006 28,0 9,6
01. Dez. 2006 27,8 9,8
20. Dez. 2006 27,7 10,2 i
Phantom Pe
Herstellungstag | 09. Nov. 2006
Zyklenzahl #s/z,, | 3/2
Schubmodul [kPa]
fi Hm
17. Nov. 2006 19,5 10,6
23. Nov. 2006 19,2 10,7
01. Dez. 2006 19,3 11,0
20. Dez. 2006 19,2 10,8
Phantom Pf
Herstellungstag 18. Nov. 2006
Zyklenzahl #/,,, | 2/3
Schubmodul [kPa]
i Em
23. Nov. 2006 9,0 19,1
01. Dez. 2006 9,5 19,9
20. Dez. 2006 10,1 20,1
Phantom Ph
Herstellungstag 15. Dez. 2006
Zyklenzahl #i/z,, | 4/2
Schubmodul [kPa)
i Hm
20. Dez. 2006 24,1 8,5
11. Jan. 2007 24,3 9,1
05. Feb. 2007 24,1 8,9
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Kapitel B. Probenkorper aus PVA-K

Phantom PH
Herstellungstag 15. Dez. 2006
Zyklenzahl #i/z,, | 4/2
Schubmodul [kPa]
K KLm

20. Dez. 2006 24,1 85
11. Jan. 2007 243 9,1
05. Feb. 2007 24,1 8,9




C Probenformen

Im Folgenden werden die verwendeten Probenbehéltnisse aus Aluminium in
Form von technischen Zeichnungen zusammengestellt. Dabei erfolgt die Dar-
stellung jeweils in Schnitt und Draufsicht im Maflstab 1 : 2,5.

Bild C.1: Zylinderform zur Herstellung der Vergleichsproben

60
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Bild C.2: Zylinderform zur Fertigung von Phantomeinschliissen
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Bild C.3: Quaderformen zur Herstellung der Phantome




Literaturverzeichnis

ALTENBACH, J. & ALTENBACH, H. (1994): Finfihrung in die Kontinuumsme-
chanik, B. G. Teubner Stuttgart 1994.

ANDING, D. K. (1997): Zur simultanen Bestimmung materialabhdngiger Ko-
effizienten inelastischer Stoffgesetze 1997, Mitteilungen aus dem Institut fiir
Mechanik, Ruhr-Universitdat Bochum, Institut fiir Mechanik.

ARNOLD, A.: Identifikation von Materialparametern an homogenen Zylinderpro-
ben aus Polyvinylalkohol, Diplomarbeit, Ruhr-Universitdt Bochum, Institut
fiir Mechanik, 2006.

BABEL, W. (1996): Gelatine - ein vielseitiges Biopolymer, in: Chemie in unserer
Zeit, Volume 30, 2, 86-95.

BARBONE, P. E. & BAMBER, J. C. (2002): Quantitative elasticity imaging: what
can and cannot be inferred from strain images, in: Physics in Medicine and
Biology, Volume 47, 12, 2147-2164.

BARBONE, P. E. & GOKHALE, N. H. (2004): Elastic modulus imaging: on the
uniqueness and nonuniqueness of the elastography inverse problem in two di-
mensions, in: Inverse Problems, Volume 20, 1, 283—-296.

BATHE, K. J. (2002): Finite-Elemente-Methoden, Springer-Verlag 2002.

BEATTY, M. F. (1987): Topics in finite elasticity: Hyperelasticity of rubber, elas-
tomers, and biological tissues — with ezamples, in: Applied Mechanics Reviews,
Volume 40, 1699-1734.

BEDFORD, A. (1985): Hamilton’s principle in continuum mechanics, Pitman Ad-
vanced Pub. Program Boston 1985.

BisHOP, J., SAMANI, A., SCIARRETTA, J. & PLEWES, D. B. (2000): Two-
dimensional MR elastography with linear inversion reconstruction: methodo-
logy and noise analysis, in: Physics in Medicine and Biology, Volume 45, 8,
2081-20091.

BRONSTEIN, I. N., SEMENDJAJEW, K. A., MusioL, G. & MUHLIG, H. (1997):
Taschenbuch der Mathematik, Harri Deutsch 1997.




180 Literaturverzeichnis

BYRD, R. H., Lu, P. & NOGEDAL, J. (1995): A Limited Memory Algorithm for
Bound Constrained Optimization, in: SIAM Journal on Scientific and Statisti-
cal Computing, Volume 16, 5, 1190-1208.

CHRISTENSEN, D. A. (1988): Ultrasonic Bioinstrumentation, John Wiley & Sons
1988.

Cuu, K. C. & RutrT, B. K. (1997): Polyvinyl Alcohol Cryogel: An Ideal Phan-
tom Material for MR Studies of Arterial Flow and Elasticity, in: Magnetic
Resonance in Medicine, Volume 37, 2, 314-319.

CIARLET, P. (1988): Mathematical elasticity. Volume I: Three-dimensional ela-
sticity, North-Holland Publishing Company Amsterdam 1988.

DoLL, S. (1998): Zur numerischen Behandlung grofler elasto-viskoplastischer De-
formationen bei isochor-volumetrisch entkoppeliem Stoffverhalten 1998, Dis-
sertation, Universitdt Karlsruhe, Institut fiir Mechanik.

DOYLEY, M. M., MEANEY, P. M. & BAMBER, J. C. (2000): Evaluation of an
iteratlive reconstruction method for quantitative elastography, in: Physics in
Medicine and Biology, Volume 45, 6, 1521-1540.

EHLERS, W. & EIPPER, G. (1998): The simple tension problem at large volume-
tric strains computed from finite hyperelastic material laws, in: Acta Mecha-
nica, Volume 130, 1-2, 17-27.

ENGL, H., HANKE, M. & NEUBAUER, A. (2003): Regularization of Inverse Pro-
blems, Kluwer Academic Publishers 2003.

ErxamP, R. Q., EMELIANOV, S. Y., SKOVORODA, A. R. & O’DONNELL, M.
(2004a): Nonlinear Elasticity Imaging: Theory and Phantom Study, in: IE-
EE Transactions on Ultrasonics, Ferroelectrics, and Frequency Control, Volu-
me 51, 5, 532-539.

ERkAMP, R. Q., SKOVORODA, A. R., EMELIANOV, S. Y. & O’DONNELL, M.
(2004b): Measuring the Nonlinear Elastic Properties of Tissue-Like Phantoms,
in: IEEE Transactions on Ultrasonics, Ferroelectrics, and Frequency Control,
Volume 51, 4, 410-419.

GARRA, B. S., CESPEDES, E. 1., OPHIR, J., SPRATT, S. R., ZUURBIER, R. A,
MAGNANT, C. M. & PENNANEN, M. F. (1997): Elastography of breast lesions:
initial clinical results, in: Radiology, Volume 202, 79-86.

GEIGER, C. & Kanzow, C. (1999): Numerische Verfahren zur Lésung unre-
stringierter Optimierungsaufgaben, Springer-Verlag Berlin 1999.




Literaturverzeichnis 181

HirTawsky, K. M. (2004): Analyse und Optimierung von Abbildungseigenschaf-
ten der Utraschall-Elastographie 2004, Dissertation, Ruhr-Universitat Bo-
chum, Institut fiir Hochfrequenztechnik.

HorMANN, B. (1999): Mathematik Inverser Probleme, B. G. Teubner Stuttgart,
Leipzig 1999.

HUGHES, T. J. R. (2000): The Finite Element Method, Dover Publications 2000.

JI, L. & MCLAUGHLIN, J. (2004): Recovery of the Lamé parameter u in biological
tissues, in: Inverse Problems, Volume 20, 1, 1-24.

KALLEL, F. & BERTRAND, M. (1996): Tissue Elasticity Reconstruction Using
Linear Perturbation Method, in: IEEE Transactions on Medical Imaging, Vo-
lume 15, 3, 299-313.

KawanisHl, K., KOMATSU, M. & INOUE, T. (1987): Thermodynamic conside-
ration of the sol-gel transition in polymer solutions, in: Polymer, Volume 28,
6, 980-984.

KHALED, W. (2007): Displacement Estimation Analyses for Reconstructive Ul-
trasound FElastography using Finite-Amplitude Deformations 2007, Dissertati-
on, Ruhr-Universitdt Bochum, Institut fiir Hochfrequenztechnik, in prepara-
tion.

KHALED, W., REICHLING, S., BRUHNS, O. T. & ERMERT, H. (2006): Ulira-
sonic strain imaging and reconstructive elastography for biological tissue, in:
Ultrasonics, Volume 44, €199—€202.

KirscH, A. (1996): An Introduction to the Mathematical Theory of Inverse Pro-
blems, Volume 120 of Applied Mathematical Sciences, Springer-Verlag 1996.

Krouskopr, T. A., WHEELER, T'. M., KALLEL, F., GARRA, B. S. & HaLL, T.
(1998): Elastic Moduli of Breast and Prostate Tissues Under Compression, in:
Ultrasonic Imaging, Volume 20, 4, 260—-274.

KUTTRUFF, H. (1988): Physik und Technik des Ultraschalls, S. Hirzel Verlag
Stuttgart 1988.

Louis, A. K. (1989): Inverse und schlecht gestellte Probleme, B. G. Teubner
Stuttgart 1989.

LuBinski, M. A., EMELIANOV, S. Y., RAGHAVAN, K. R., YAGLE, A. E., Sko-
VORODA, A. R. & O’DONNELL, M. (1996): Lateral Displacement Estimation
Using Tissue Incompressibility, in: IEEFE Transactions on Ultrasonics, Ferro-
electrics, and Frequency Control, Volume 43, 247-256.




182 Literaturverzeichnis

MAHNKEN, R. & STEIN, E. (1996): A unified approach for parameter identifi-
cation of inelastic material models in the frame of the finite element method,
in: Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering, Volume 136,
225—258.

MARQUARDT, D. W. (1963): An Algorithm for Least-Squares Estimation of Non-
linear Parameters, in: STAM Journal on Applied Mathematics, Volume 11, 2,
431-441.

MEISTER, E. (1996): Partielle Differentialgleichungen: eine Einfithrung fir Phy-
siker und Ingenieure in die klassische Theorie, Akademie Verlag Berlin 1996.

MIEeHE, C. (1994): Aspects of the Formulation and Finite Element Implementati-
on of Large Strain Isotropic Elasticity, in: International Journal for Numerical
Methods in Engineering, Volume 37, 12, 1981-2004.

NITTA, N. & SHIINA, T. (2000): A Method of Tissue Elasticity Estimation Ba-
sed on Three-Dimensional Displacement Vector, in: The Japanese Journal of
Applied Physics, Volume 39, 1, 3225-3229.

OBERAI, A. A., GOKHALE, N. H., DovyLEY, M. M. & BAMBER, J. C. (2004):
Evaluation of the adjoint equation based algorithm for elasticity imaging, in:
Physics in Medicine and Biology, Volume 49, 2955-2974.

OBERAI, A. A., GOKHALE, N. H. & Frud0, G. R. (2003): Solution of inverse
problems in elasticily imaging using the adjoint method, in: Inverse Problems,
Volume 19, 2, 297-313.

OGDEN, R. W. (1972): Large deformation isotropic elasticity: on the correlation
of theory and experiment for compressible rubberlike solids, in: Proceedings of
the Royal Society of London (Series A, Mathematical and Physical Sciences),
1972, Volume 328, pp. 567-583.

OGDEN, R. W. (1984): Non-Linear Elastic Deformations, Dover Publications
1984.

OpHIRr, J., ALAM, S. K., GARRA, B. S., KALLEL, F., KoNoFAGoU, E. E.,
Krouskopr, T., MERRITT, C. R. B., RIGHETTI, R., SOUCHON, R., SRINIVA-
SAN, S. & VARGHESE, T. (2002): Elastography: Imaging the Elastic Properties
of Soft Tissues with Ultrasound, in: Journal of Medical Ultrasonics, Volume 29,
4, 155-171.

OpHIR, J., CESPEDES, 1., PONNEKANTI, H., YAzDI, Y. & Li1, X. (1991): Elas-
tography: A quantitive method for imaging the elasticity of biological tissues,
in: Ultrasonic Imaging, Volume 13, 111-134.




Literaturverzeichnis 183

PEPPAS, N. A. & STAUFFER, S. R. (1991): Retnforced uncrosslinked poly(vinyl

alcohol) gels produced by cyclic freezing-thawing processes: o short review, in:
Journal of Controlled Release, Volume 16, 305-310.

PESAVENTO, A. (1999): Quantitative Ultraschallbildgebungsverfahren fir die
Muskeldiagnostik 1999, Dissertation, Ruhr-Universitdt Bochum, Institut fiir
Hochfrequenztechnik.

PESAVENTO, A., LORENZ, A., SIEBERS, S. & ERMERT, H. (2000): New real-time
strain imaging concepls using diagnostic ultrasound, in: Physics in Medicine
and Biology, Volume 45, 1423-1435.

PLEWES, D. B., BIsHOP, J., SAMANI, A. & SCIARRETTA, J. (2000): Visualizati-
on and quantification of breast cancer biomechanical properties with magnetic
resonance elastography, in: Physics in Medicine and Biology, Volume 45, 1591—
1610.

RAGHAVAN, K. R. & YAGLE, A. E. (1994): Forward and Inverse Problems in

Elasticity Imaging of Soft Tissues, in: IEEE Transactions on Nuclear Science,
Volume 41, 4, 1639-1648.

REICHLING, S., KHALED, W., BrUnNS, O. T. & ERMERT, H. (2005): Shear
modulus identification in soft tissue-like materials, in: PAMM , 2005, Volume 5,
pp. 511-512.

REICHLING, S., KHALED, W., BRUHNS, O. T. & ERMERT, H. (2006a): Elastic
Imaging at Finite Deformations, in: Proceedings of the Fifth International

Conference on the Ultrasonic Measurement and Imaging of Tissue Elasticity,
Snowbird, Utah, USA 2006, p. 128.

REICHLING, S., KHALED, W., Brununs, O. T. & ErMERT, H. (2006b): Ultra-
sound elastography in consideration of finite deformations, in: Journal of Bio-
mechanics, 2006, Volume 39, Suppl. 1, p. S450.

RIEDER, A. (2003): Keine Probleme mit Inversen Problemen, Vieweg Verlag
Wiesbaden 2003.

SALEEB, A. F., CHANG, T. Y. P. & ARNOLD, S. M. (1992): On the development
of explicit robust schemes for implementation of a class of hyperelastic models
in large-strain analysis of rubbers, in: International Journal for Numerical
Methods in Engineering, Volume 33, 6, 1237-1249,

SCHENK, O. & GARTNER, K. (2004): Solving Unsymmetric Sparse Systems of
Linear Equations with PARDISO, in: Journal of Future Generation Computer
Systems, Volume 20, 3, 475—487.




184 Literaturverzeichnis

SCHENK, O. & GARTNER, K. (2006): On fast factorization pivoting methods for
sparse symmetric indefinite systems, in: Electronic Transactions on Numerical
Analysis, Volume 23, 158-179.

SCHERZER, O. (1993): The Use of Morozov’s Discrepancy Principle for Tikho-
nov Regularization for Solving Nonlinear Ill-Posed Problems, in: Computing,
Volume 51, 45-60.

SCHERZER, O., ENcL, H. W. & KuNiscH, K. (1993): Optimal a Posteriori
Parameter Choice for Tikhonov Regularization for Solving Nonlinear Ill-Posed
Problems, in: STAM Journal on Numerical Analysis, Volume 30, 1796-1838.

Simo, J. C. & Huagnes, T. J. R. (1998): Computational Inelasticity, Volume 7
of Interdisciplinary Applied Mathematics, Springer-Verlag New York 1998.

Simo, J. C. & TAYLOR, R. L. (1991): Quasi-incompressible finite elasticity in
principal stretches. continuum basis and numerical algorithms, in: Computer
Methods in Applied Mechanics and Engineering, Volume 85, 273-310.

SmMo, J. C., TAYLOR, R. L. & PISTER, K. S. (1985): Variational and projection
methods for the volume constraint in finite deformation elasto-plasticity, in:
Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering, Volume 51, 177—
208.

SINKUS, R., LORENZEN, J., SCHRADER, D., LORENZEN, M., DARGATZ, M. &
Hovrz, D. (2000): High-resolution tensor MR elastography for breast tumour
detection, in: Physics in Medicine and Biology, Volume 45, 1649-1664.

SKOVORODA, A. R. (2000): Reconstruction of Elastic Properties of Soft Biolo-
gical Tissues from Data on Their Deformation under Dynamic Loading, in:
Biophysics, Volume 45, 4, 704-710.

SKOVORODA, A. R., EMELIANOV, S. Y., LUBINSKI, M. A., SARVAZYAN, A. P. &
O’DONNELL, M. (1994): Theoretical Analysis and Verification of Ultrasound
Displacement and Strain I'maging, in: IEEE Transactions on Ultrasonics, Fer-
roelectrics and Frequency Control, Volume 41, 3, 302-313.

SKOVORODA, A. R., EMELIANOV, S. Y. & O’DONNELL, M. (1995): Tissue Ela-
sticity Reconstruction Based on Ultrasonic Displacement and Strain Images,
in: IEEE Transactions on Ultrasonics, Ferroelectrics and Frequency Control,
Volume 42, 4, 747-765.

Skovoro