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Kurzfassung

Die XFEM ist eine effektive Moglichkeit, um Verschiebungs- und Spannungsfelder in der
Nihe einer Rissspitze zu berechnen. Die vorliegende Arbeit untersucht die XFEM hinsicht-
lich der Genauigkeit, mit der die Integration durchgefiihrt werden muss, um Steifigkeits-
matrizen zu erhalten, die mit einer sinnvollen Beschrinkung des Fehlers berechnet werden
kénnen. Dazu wird eine adaptive Integrationsmethode als Kombination aus Newton-Cotes-
Formel und GauB-Quadratur hergeleitet.

Weiterhin beschiftigt sich diese Arbeit mit der Genauigkeit, mit der das Verschiebungs-
und Spannungsfeld und somit auch die Spannungs-Intensitiits-Faktoren berechnet werden
kénnen. Um den Fehler der Approximation zu verringern wird ein Vergleich zwischen unter-
schiedlichen Moglichkeiten der p-Methode der Finiten Elemente auf die XFEM iibertragen
und eine p-Version der XFEM auf Grundlage der hierarchischen Formfunktionen vorge-
schlagen.

AbschlieBend werden verschiedene Rissausbreitungskriterien fiir unterschiedliche Beispie-
le unter Beriicksichtigung der verschiedenen Ansatzgrade und Basen der Formfunktionen
untersucht.
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1. Einleitung

1.1. Problemstellung

Ein Hauptziel der Ingenieurwissenschaften ist es, das Versagen von Bauteilen, Strukturen
oder Bauwerken zu beschreiben und, soweit wie méglich, vorherzusagen und damit vermei-
den zu kénnen. Zu diesem Zweck werden mathematische Verfahren und Modelle bendtigt,
die es ermdglichen, die Verformungen bzw. Spannungen in einem beliebigen Korper zu
berechnen. Fiir das Versagen sind dabei vor allem die Bauteile von groBier Bedeutung, die
Risse aufweisen. Die Geschwindigkeit des Rissfortschritts in einem solchen Bauteil kann
unter Umstiinden zu einer stark verringerten Lebensdauer des gesamten Bauwerks fiihren.
Aus diesem Grund sind die Beurteilung von entstehenden bzw. entstandenen Rissen ein
wichtiges Instrument fiir die Lebensdauerabschitzung. Die Lebensdauer jedoch kann ohne
Simulation der entsprechenden Bauteile und der darin vorhandenen Risse unter gegebenen
Beanspruchungen nur unzureichend vorhergesagt werden. Dies fiihrt dazu, dass Modelle
entwickelt werden, die zum einen die Berechnung der Verformungen und Spannungen des
Bauteils unter Beriicksichtigung der Risse, zum anderen die Vorhersage des Rissfortschritts
zum Ziel haben.

Die Grundlage der Rissfortschritts-Modelle bilden dabei vor allem die Spannungen bzw.
Dehnungen oder daraus resultierende Groflen, die darauf hinweisen, dass Risswachstum
stattfindet, wenn ein entsprechender Material-Kennwert iiberschritten wird. Die Berechnung
der dafiir erforderlichen Gréfien erfolgt meist mit Hilfe numerischer Berechnungen mittels
der Finiten-Elemente-Methode (FEM). Allerdings kbnnen Verschiebungen in der Nihe einer
Rissspitze durch die FEM nur mit groBem Aufwand berechnet werden. Zur schnelleren und
genaueren Losung dieses Problems wurde auf Basis der Zerlegung der Eins (Partition of
Unity) (Melenk 1995) die eXtended Finite Element Method (Belytschko and Black 1999;
Moés, Dolbow, and Belytschko 1999) entwickelt.

Die eXtended Finite Element Method (XFEM) ist deshalb eine sehr effektive Methode, weil
Netzabhingigkeiten bei der Analyse von Risswachstum reduziert werden. Sowohl die Ver-
schiebungen als auch die Spannungen kénnen mit Hilfe der XFEM gut wiedergegeben wer-
den, da in die Finite-Elemente-Berechnung zusiitzliche Formfunktionen eingebaut werden,
die das analytische Rissspitzennahfeld aufspannen. Fiir das Ergebnis und die Brauchbar-
keit der durch die XFEM erhaltenen Verschiebungen ist es jedoch wichtig, dass die Inte-
gration mit einer vorhersagbaren Genauigkeit durchgefiihrt wird, und muss sowohl fiir die
Steifigkeitsmatrizen (Peters and Hackl 2005) als auch die Berechnung des J-Integrals zur
Bestimmung der Spannungs-Intensitits-Faktoren erfolgen.

Ein Vergleich der analytischen Losung fiir die Verschiebungen mit den numerisch durch die
XFEM mit bi-linearen Formfunktionen berechneten Werten zeigt, dass in den Ubergangsele-
menten die Verschiebungen zum Teil nur unzureichend genau approximiert werden kénnen
(Peters and Hack! 2006). Daraus resultierend werden auch die Spannungen im Nahfeld der
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Rissspitze und daraus abgeleitete GroBen — z.B. das J-Integral mit kleirem Integrations-
gebiet und damit auch die Spannungs-Intensitiits-Faktoren — nicht mit der erforderlichen
Genauigkeit dargestellt.

1.2. Zielsetzung der vorliegenden Arbeit

Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, die XFEM durch geeignete MaBnahmen so zu optimie-
ren, dass auch bei Beriicksichtigung mehrerer Risse der Approximationsfehler verringert
werden kann und so die XFEM sinnvolle Ergebnisse produziert.

Zu diesem Zweck wird ein adaptives Integrationsverfahren entwickelt, durch welches es
moglich ist, den Integrationsfehler zielfiilhrend abzuschiitzen. Das Verfahren beruht auf der
Kombination aus einer Newton-Cotes-Integration mit fiinf Punkten pro Richtung und einer
GauB-Quadratur mit drei Punkten je Richtung. Diese beiden Verfahren haben die gleiche
Fehler-Ordnung, so dass der Integrationsfehler gut abgeschiitzt werden kann.

Da dies allein zur Approximation des Nahfeldes nicht ausreicht, wird fiir die XFEM eine p-
Version mit hierarchischer Basis abgeleitet. Durch die Verwendung der Legendre-Polynome
in den Elementen, die durch die Rissspitzenfunktionen erweitert werden, ist es moglich,
das Verfahren schneller konvergieren zu lassen, als dies mit einer Basis aus Lagrange-
Interpolationspolynomen méglich ist.

Die vorliegende Arbeit ist wie folgt gegliedert:

¢ Kapitel 2 beschiiftigt sich mit den Grundlagen der Mechanik, beginnend mit der linear-
elastischen Kontinuums-Mechanik in Kapitel (2.1). Darauf aufbauend werden die Un-
terschiede und Erweiterungen der linear-elastischen Bruchmechanik in Kapitel 2.2
dargestellt.

o In Kapitel 3 werden die analytische Integration und die Grundlagen der numerischen
Integration vorgestellt. Ebenso wird die oben genannte Kombination aus Newton-
Cotes- und GauB-Integration hergeleitet. Durch Beispiele wird die Effektivitit der
Methode gegeniiber anderen Integrationsverfahren getestet.

e Nach einer kurzen Einfilhrung in die p-Version der Finiten-Elemente-Methode wird
im 4. Kapitel die Erweiterung der XFEM mit bi-linearen Formfunktionen auf héhere
Polynomgrade beschrieben, und es werden die Unterschiede zwischen den Ergebnis-
sen mit Lagrange-Basis und hierarchischer Legendre-Basis analysiert.

e In Kapitel 5 werden Kriterien zum Risswachstum vorgestelit.

e Diese werden dann anhand einiger Beispiele in Kapitel 6 durch XFEM-Berechnungen
mit der p-Version einander gegeniibergestellt.

¢ Eine Zusammenfassung und ein Ausblick fiir mogliche Weiterentwicklungen schlie-
Ben diese Arbeit in Kapitel 7 ab.
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2.1. Grundlagen der linear-elastischen Kontinuumsmechanik

Fiir die Berechnung von Bauteilen und Strukturen wird ein Modell benétigt, welches in der
Lage ist, die mechanischen und materialspezifischen bzw. physikalischen Eigenschaften zu
beschreiben.

Die Modellbildung, die hier vorgestellt wird, erfolgt dabei im Rahmen der klassischen Kon-
tinuumstheorie, Nach der Einfiilhrung von Spannungen, die durch duBlere Krifte hervorge-
rufen werden, werden die Geometrie und Verformung von Korpern beschrieben und an-
schlieend der Zusammenhang zwischen Spannungen und Dehnungen iiber das Stoffgesetz
hergestellt. Das Kapitel schlieBt ab mit dem Variationsprinzip des Minimums der potentiel-
len Energie und der daraus resultierenden Methode der Finiten Elemente.

Der interessierte Leser sei des Weiteren auf (Hahn 1985; Truesdell 1985; Szabo and Babuska
1991; Chou and Pagano 1992; Betten 1993; Altenbach and Altenbach 1994; Gross, Hauger,
Schnell, and Wriggers 1993; Gross 1996; Holzapfel 2000) verwiesen.

2.1.1. Spannungen und Gleichgewicht

In diesem Abschnitt erfolgt die Beschreibung der von auBien auf den Kérper einwirkenden
Krifte und der daraus resultierenden Spannungen, die zur Betrachtung des Gleichgewichts
erforderlich sind. Als mogliche Belastungen sind an dieser Stelle Volumenkriifte

Fv(z) = va,-(:c) e, x €1}, 2.1)

die im Innern des Korpers wirken und an der Korperoberfliche wirkende Fléichenlasten

Fr(z) = Z fri{z) e;, zelr (2.2)

zu definieren, wobei I'r den Teil der Oberfliche I' = 32 bezeichnet, der durch Flichenla-
sten belastet ist.

Die Spannungen ergeben sich als Quotient der inneren Kraft A F, die auf ein Flichenele-
ment A A wirkt. Der auftretende Spannungszustand kann als Grenzwert durch den Span-
nungsvektor

t= lim AF _dF

AA0AA  dA 2.3)
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Abbildung 2.1.: Definition der Kriifte
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Abbildung 2.2.: Spannungszustand des Korpers, beschrieben an einem Wiirfel

bzw. durch die Betrachtung eines infinitesimalen Volumenelements beschrieben werden
(Hahn 1985; Gross 1996). Bei Verwendung kartesischer Koordinaten ist das Volumenele-
ment ein Quader und wird meist als Wiirfel dargestellt. Die Kanten des Wiirfels verlaufen
dabei parallel zu den Koordinatenachsen (s. Abbildung 2.2). So ergibt sich durch die an-
greifenden duBeren und inneren Lasten im Allgemeinen ein dreidimensionaler Spannungs-
zustand. In jedem Korperpunkt liisst sich dann der Spannungszustand durch Angabe der
Spannungen o;; beschreiben. Hierbei bezeichnet der erste Index die Richtung des Norma-
lenvektors auf die Fliche, auf die die Spannung wirkt, und der zweite Index die Richtung,
in die die Spannung wirkt. Zusammenfassend kann der Spannungszustand durch die Matrix

011 O12 013
[0i;]=| 6 022 023 2.4)
031 032 O33

bzw. als Spannungstensor

g = ZO‘.‘J’ e,~®e_,- (25)
i

ausgedriickt werden.
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A t,

Abbildung 2.3.: Spannungsvektor ¢, auf beliebig orientierter Fliche

Soll der Spannungszustand auf einer beliebig orientierten Schnittfliche mit den Spannungs-
komponenten in Normalen- bzw. Tangentenrichtung beschrieben werden, ist dazu gemif
(Hahn 1985) eine Gleichgewichtsbetrachtung an einem Tetraederelement nach Abbildung
2.3 erforderlich. Wird der Normalenvektor auf die Schnittebene mit n2 bezeichnet und die
Fliche die am Tetraeder erzeugt wird mit dA, konnen nach (Gross, Hauger, Schnell, and
Wriggers 1993) die anderen Seitenfliche durch Projektion von dA auf die entsprechenden
Koordinatenebenen berechnet werden:

dA; =dAn, dA; =dAn, dA3 = dAng (2.6)
bzw.

dA; = dAn;. 2.7
Die Gleichgewichtsbedingung in z;-Richtung liefert

tidA =0;dA; + 09;dAs + 03;dA3 (2.8)
Die auf Cauchy zuriickgehende Beziehung

t,=noo (2.9)

ist daraus durch Einsetzen zu erhalten. Aufgrund der unten aufgefiihrten Gleichgewichtsbe-
dingungen gilt

Oij = 0Oji. (210)

Das bedeutet, dass der Spannungstensor symmetrisch ist. Somit ist Gleichung 2.9 dquivalent
Zu

t,=o0-n. .11
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Wird nun nicht ein einzelner Punkt des Korpers herausgenommen, sondern der verformte
Korper im Gleichgewicht betrachtet, erfolgt nicht mehr nur die Betrachtung eines Span-
nungszustands, sondern die Betrachtung einer Spannungsverteilung, die sich durch die duBe-
re Belastung des Korpers einstellt. Fiir die Formulierung der Gleichgewichtsbedingungen
gibt es zwei Maoglichkeiten, die durch die Beschriinkung auf infinitesimale Verformungen
aufgrund der geometrisch linearen Theorie am unverformten Kérper erfolgt (vgl. z.B. (Ko-
tucha 2005)):

1. Die differentielle Form des Gleichgewichts ergibt sich durch die Betrachtung eines
aus dem Kérper herausgeschnittenen infinitesimalen Elements. Es gilt die Aussage:
Ist ein Korper unter duBeren Lasten im Gleichgewicht, muss auch jeder beliebige aus
diesem herausgeschnittene Teilkorper im Gleichgewicht sein. Es ergibt sich somit die
lokale Gleichgewichtsaussage

dive + fy, =0in Q 2.12)
und

oT=cinQ. (2.13)
Ferner muss fiir den Spannungstensor

oc-n=frauf'r (2.14)

gelten. Dies stellt die Gleichgewichtsbedingung an der Korperoberfliiche dar, wo-
durch der an der Kérperoberfliche I' herrschende Spannungszustand mit der auf den
Korper wirkenden Flichenlast fr in Beziehung gesetzt wird.

2. Die Beschreibung der integralen Form erfolgt iiber die statische Form der Impulsbi-
lanz

/tNdI‘+/fde=0 (2.15)
r Q

und der Drehimpulsbilanz

/mxtN+fmfodQ=0 Ve R (2.16)
r Q

und damit iiber die Formulierung eires globalen Gleichgewichts.

2.1.2. Verschiebungen und Verzerrungen

Die Beschreibung der Kirematik eines deformierbaren Korpers erfolgt iiblicherweise durch
Verschiebungsvektoren und Verzerrungstensoren. Dazu wird der Korper als eine zusam-
menhingende Menge von kontinuierlich im Raum verteilten Punkten angenommen.

Zur Lagebeschreibung jedes einzelnen Punktes wird oft ein kartesisches Koordinatensystem
verwendet, das einen raumfesten Bezugspunkt und orthonormale Basisvektoren e;, e; und
e3 besitzt. In diesem Koordinatensystem kann die Lage jedes Punktes iiber seine Koordi-
naten bzw. durch einen entsprechenden Ortsvektor, jeweils bezogen auf die Basisvektoren,
beschrieben werden (s. Abbildung 2.4).
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Abbildung 2.4.: Koordinatensystem mit Gesamtheit der Materiepunkte zur Beschreibung
der Kinematik

Dabei sind der unverformte Zustand 2 und der verformte Zustand Q des Korpers zu unter-
scheiden. Deshalb wird jedem Materialpunkt neben dem Ortsvektor

m=Zx,~ei zeQNCR .17

zur Beschreibung der unverformten Konfiguration ebenfalls ein Ortsvektor

z=) zie gecQlc R (2.18)
i
zugeordnet, der die Lage in einer verformten Konfiguration beschreibt.

Mit der Beschreibung der unverformten und verformten Konfiguration kann die Deformati-
on des Kérpers im Allgemeinen als zeitabhiingige Abbildung ¢(z, t) des Gebiets 2 und der
darin enthaltenen Punkte a auf das Gebiet 2 aufgefasst werden.

T = ¢(z,t) (2.19)
Die Lageédnderung von €2, das Verschiebungsfeld, 148t sich ausdriicken als

u==-—x. (2.20)
Somit kann dann das Verschiebungsfeld angeben werden als

u(zx,t) = ¢(x,t) — x. 2.21)

Da diese Arbeit keine dynamischen Prozesse beriicksichtigt, ist die Abbildung ¢ unabhiingig
von der Zeit und es gilt damit

d(z,t) = (x). (2.22)

Werden zwei benachbarte Punkte betrachtet, hgben diese im unverformten Zustand einen
Abstand ds, der sich im verformten Zustand zu ds verindert. Man erhiilt so den Green’schen
Verzerrungstensor durch

(2.23)

ds? —ds’ = 2FE;;jdX;dX; mit E;= % (au,- Ou + Ou auk)

ox, T ox, T axX,0x,
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Es lisst sich nun zeigen, dass sich die Verzerrungen fiir infinitesimale Verschiebungsgradi-
enten (Ou;/0X; <« 1) durch die symmetrische Matrix

€11 €12 &3 . ]
L (a"‘ + %) (2.24)

[eijl = | en €22 €2 miteij=§ 2. T oa
€31 €32 €33 I !

ausdriicken lassen. Alternativ konnen die Verzerrungen auch durch den Verzerrungstensor
E= Z Eij € ® e, (2.25)
i
bzw. als symmetrisierter Verschiebungsgradient

€= % (Vu + VuT) (2.26)

notiert werden.

2.1.3. Stoffgesetz

Neben der Einfiihrung der Spannungen, Dehnungen und Verformungen ist es ebenfalls er-
forderlich, ein Stoffgesetz zu formulieren, welches die Materialeigenschaften des zu model-
lierenden Korpers beschreibt und die Beziehung zwischen dem Spannungszustand und den
daraus resultierenden Dehnungen beinhaltet. Es gilt

oc=C:e¢. .27)

Durch Gleichung 2.27 wird der Dehnungstensor € mittels des linearen Operators C auf die
Spannungen abgebildet. Dabei ist die allgemeine Form dieses Operators

C=) Cjue®e;RerQe (2.28)
i,k

Durch Beriicksichtigung der Symmeltrie, sowohl des Spannungs- als auch des Dehnungs-
tensors, und der Beriicksichtigung, dass sich diese Arbeit auf isotrope, linear-elastische
Materialien bezieht, lassen sich die Komponenten des Materialtensors in Anlehnung an
(Hahn 1985; Chou and Pagano 1992; Betten 1993) durch zwei Parameter beschreiben. Eine
Méglichkeit dazu bilden die Lamé-Konstanten A und u. Mit diesen Parametern ldsst sich
der Materialtensor darstellen als

1, =
Cijie = A6ijou + 11 (dirjt + dudjnc) , Omn = { 0. z #Z (2.29)

wodurch die Konstitutivbeziehung aus Gleichung 2.27 umformuliert werden kann zu

o=\Ntre) I +2u¢, tre = ZE,‘,‘, I= 5,'_,' e; de;. (2.30)

In der technischen Literatur ist es jedoch iiblich, die Formulierung der Spannungs-Dehnungs-
Beziehung statt mit den Lamé-Konstanten mittels des Elastizititsmoduls £ und der Quer-
kontraktionszahl v zu schreiben. Es besteht zwischen den beiden genannten Formulierungen
die Beziehung nach Gleichung 2.31 und 2.32.

vE

A= (14 v)(1-2v)

(2.31)
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E
2(1+v)
Durch Umformulierung ergibt sich aus Gleichung 2.30 unter Beriicksichtigung der Bezie-
hungen 2.31 und 2.32 die nachfolgende Gleichung

vE E
Grna-2)¢toar €

p= (2.32)

(2.33)

g =

Die Schreibweise aus Gleichung 2.33 wird im weiteren Verlauf dieser Arbeit gegeniiber der
Formulierung mit Hilfe der Lamé-Parameter bevorzugt, da die Beschreibung des Materials
durch den E-Modul und die Querkontraktion auf anschaulicheren GréBen beruht.

2.1.4. Variationsprinzip

Das Variationsproblem lésst sich aus der differentialen Form des Gleichgewichts (Gleichun-
gen 2.12 und 2.13), den Zusammenhang zwischen den Spannungen und Dehnungen (Glei-
chung 2.27) und der Definition des Dehnungstensors (Gleichung 2.24) unter Dirichlet-Rand-
bedingungen (u = u, auf ['y) und Neumann-Randbedingungen (o - n = f auf ['7') durch
ein Randwertproblem der Form

dive(z) + fy(z)=0
oT(x) = o(x)

o(z) =C:e(x) (2.34)
e(x) =3 (%TJ + %-’:(‘i))
innerhalb des Korpers, also mit = € €, unter den Randbedingungen
u=1ugauf I'y (2.35)
und
o-n=fraflr (2.36)

herleiten. Die Losung dieses Problems liefert die gesuchten Spannungs-, Dehnungs- und
Verschiebungsfelder. Da im Allgemeiren fiir die Gleichungen 2.34, 2.35 und 2.36 keine
analytische Losung existiert, muss die Randwertaufgabe in der Regel durch ein numerisches
Verfahren niherungsweise gelost werden.

GemiB des Prinzips des Minimums des Gesamtpotentials wird im Gleichgewichtszustand

ein Minimum erreicht (s. dazu auch (Gurtin 1972; Szabo and Babuska 1991)). Dabei setzt
sich das Gesamtpotential zusammen aus der Forménderungsenergie

Mini(o,€) = l / o:edf 2.37)
2 Ja
und dem Potential der duBeren Kriifte

Here(u) = / Fv -udQ— fT udl'r. (2.38)
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Das Gesamtpotential ist also

l'I(u, 0‘,8) = Hint(a’ 6) + nert(u)

- lfa:edn-/fv-udn— Fr-udly, (2.39)
2/ Q Cr

Setzt man nun die Beziehungen aus Gleichung 2.27 ein und beriicksichtigt den Zusammen-
hang in Gleichung 2.24, kann das Gesamtpotential in Abhéngigkeit des Verschiebungsfeldes
formuliert werden als

H(u)=%_/(;s(u):c:e(u)dﬂ—/f;fv-udﬂ— A Fr-udlr. (2.40)

Das zu 16sende Minimierungsproblem kann nun wie folgt dargestellt werden

0T(u) =0 mit du =0auf I'y. (2.41)

Das Minimum eines Funktionals — hier des Gesamtpotentials — lisst sich mit Hilfe der
Gateux-Ableitung ausdriicken als

M(u + adu) — (u)

DIl(u)(du) = ‘1)11‘1}) =
d
= E&H(u +a 6u)|a=03 (242)
und es gilt
DII(u)(éu) =0 mit du =0 auf [y, (2.43)

wobei du eine beliebige Variation des Verschiebungsfeldes ist, welche die Randbedingung
aus Gleichung 2.43 erfiillt. Die Auswertung dieser Gleichungen fiihrt zur so genannten
schwachen Form des Gleichgewichts

61'[=fe(u):C:e(éu)dﬂ—/_fv-éudﬂ— fr-dudlTt=0Viéu (2.44)
0 2 I'r

mit du = 0 auf T'y.

Diese Form des Problems wird anstelle des Randwertproblems 2.34 zur Bestimmung des
Verschiebungsfeldes herangezogen. Aus den so gewonnenen Verschiebungen lédsst sich dann
das Dehnungsfeld und daraus wiederum das Spannungsfeld berechnen.

Beschriinkt man sich nun zur niherungsweisen Losung des Randwertproblems auf aus-
gewiihlte Polynomansiitze von Variationen du, werden durch die Ergebnisse der so ermit-
telten Felder die Randbedingungen 2.35 und die Gleichungen 2.24 sowie 2.27 exakt erfiillt.
Lediglich Gleichung 2.12 und Randbedingung 2.36 werden im integralen Mittel eingehal-
ten.
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Zur numerischen Umsetzung kénnen in Voigt-Notation die Komponenten der Spannungs-
matrix zu einem Spannungsvektor

. T
6 = [011,092, 033,012,023, 03] (2.45)
und die Komponenten der Dehnungsmatrix zu einem Dehnungsvektor
o T
€ = [en, 622,633, 2€12, 2623, 2€3) (2.46)

zusammengefasst werden. Unter Verwendung einer Materialmatrix

[1-v v v 0 0 0
v 1—-v v 0 0 0
A E v v 1-v 0 0 0
= 47
C=asya-a| o o o =2 o o (2.47)
0 0 0 0 1’22” 0
| 0 0 0 0 0 "22" ]
lisst sich die Spannungs-Dehnungsbeziehung dann folgendermaBen schreiben:
g=Cé (2.48)
Nach Einfiihrung eines Differentialoperators
- ain 0 0 -
0 2 o0
0 0 Z
= 8 9
D, = = 0 (2.49)
8 @
0 3 o
8 a
|55 0 3
kann die Beziehung von Verschiebungen und Dehnungen durch
é=D,u (2.50)

ausgedriickt werden. Mit diesen Umformulierungen kann das Gesamtpotential aus Glei-
chung 2.40 umgeschrieben werden zu

I(u) =%/Q(Duu)TCDuudQ—/nﬂ;udQ— A Frudry. (2.51)

Ebenso kann mit dem Variationsproblem verfahren werden. Die schwache Form des Gleich-
gewichts aus Gleichung 2.44 lisst sich also darstellen als

STl = / (Dyu)T CD,6udQ — f FooudQ— | froudlr =0V éu (2.52)
(9] Q Cr

mit du = 0 auf ['y.
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2.1.5. Diskretisierung und Finite Elemente Methode

Im Rahmen dieser Arbeit werden Probleme in zwei Dimensionen betrachtet. Im Folgen-
den wird exemplarisch die Formulierung eines Finite-Elemente-Modells zur Berechnung
von Gleichung 2.52 unter der Annahme eines ebenen Spannungszustandes durchgefiihrt.
Die Herleitung fiir den ebenen Verzerrungszustand kann analog erfolgen und lisst sich auch
ohne Weiteres zu einer 3D-Formulierung erweitern. Damit kénnen dann beliebige dreidi-
mensionale Spannungszustinde beriicksichtigt werden.

Bei der Berechnung des Gesamtpotentials I1 miissen unter der erwiihnten Annahme eines
ebenen Spannungszustand nur noch die Spannungen o,, o,, und o, sowie die Dehnungen
Ezz+ Eyy UNd £, beriicksichtigt werden. Damit lésst sich die Verzerrung €. berechnen zu
(vgl. (Gross, Hauger, Schnell, and Wriggers 1993))

(€zz + Eyy) - (2.53)

E:=—
# 1-v

Alle anderen Komponenten des Spannungsvektors und des Dehnungsvektors werden Null.
Es wird dabei ein Koordinatensystem mit den drei Raumrichtungen z, y und z verwendet,
wobei 2z die Dicken-Richtung bezeichnet.

Der Spannungs- und Dehnungszustand lisst sich nun durch die Vektoren

& = [Oaz, 0y 0" (2.54)
und

€ = [EazEyyr 262y]" (2.55)
beschreiben. Die Materialmatrix geht in eine 3 x 3-Matrix iiber, die unter Beriicksichtigung

der Bedingung o.. = 0 und dem daraus resultierenden Zusammenhang aus Gleichung 2.53
als

E
1 -2

. 0
C= 0 (2.56)

geschrieben werden kann. Die Verschiebungen konnen ebenfalls zu einem Verschiebungs-
vektor, der jetzt zwei Eintriige enthilt, zusammengefasst werden:

w = [ug,u,]”. (2.57)
Der Differentialoperator aus Gleichung 2.49 muss noch modifiziert werden:
0
2
4
oz

>
T
D,=]| 0 (2.58)
d
o

Neben der Formulierung der schwachen Form des Gleichgewichts werden noch

e das Finite-Elemente-Netz
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Abbildung 2.5.: Finite-Elemente-Modell mit Abbildung auf das Einheitsquadrat

e die Polynomordnung der Ansatzfunktionen in den einzelnen Elementen und

e die geometrischen Abbildungen der globalen Daten auf lokale Element-Informationen
(s. auch Abbildung 2.5)

bendtigt. Zusammenfassend wird dabei von einer Diskretisierung gesprochen. Man versteht
darunter im Allgemeinen die Reduzierung des Problems, so dass die Losung dieses Pro-
blems durch eine finite Anzahl von Parametern dargestellt werden kann.

Im Folgenden soll nun kurz auf die einzelnen Punkte eingegangen und der Zusammenhang
erldutert werden. Der interessierte Leser sei an dieser Stelle auch auf (Zienkiewicz and Tay-
lor 1989; Szabo and Babuska 1991) verwiesen.

Um das Problem 2.52 zu 16sen, wird der Korper Q in eine endliche Anzahl von Elementen
Q¢, e = 1,...,nunterteilt. Die entstehenden Elemente sind im Falle eines zweidimensiona-
len Problems Drei- bzw. Vierecke, die keine einspringenden Ecken haben diirfen. Ein typi-
sches Elementnetz aus Vierecken ist in Abbildung 2.5 mit einem zum Element gehérenden
globalen Koordinatensystemen dargestellt. In Abbildung 2.5 wird ebenfalls die Abbildung
des globalen Koordinatensystems auf das Koordinatensystem des Einheitsquadrats veran-
schaulicht. Dabei gilt fiir die Abbildung des Einheitsquadrats auf das Element:

(5)=oten- 2 Nitewm) (i) 259)

Jedem Knoten kann durch die Unterteilung des gesamten Gebiets ein Verschiebungswert u
zugeordnet werden, der sich als Niherung des Verschiebungsfeldes ergibt. Diese Niherung
kann durch geeignete Formfunktionen modelliert werden. Die am hiufigsten verwendeten
Formfunktionen sind die Lagrange-Polyrome. Diese haben unter anderem die Eigenschaft,
an einer Stiitzstelle den Wert 1 und an allen anderen Stiitzstellen, fiir die das Polynom auf-
gestellt wurde, den Wert 0 zu haben (s. auch Kapitel 4 und (Szabo and Babuska 1991)). Mit
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diesen Funktionen ldsst sich das Verschiebungsfeld im Element niherungsweise angeben

=Y Niu und §a =) Nibus. (2.60)

Die schwache Form des Gleichgewichts lisst sich damit im Element zu

6 = | (D))" CDS0udQr — | fhoade— [ fléadlr =0 (2.61)
Qe 1943 r'r

umformulieren. Durch Einsetzen von Gleichung 2.60 erhélt man somit fiir die Variation der
Forminderungsenergie

oIS, = E ( /,, e (Nsug)T DTCD, (N¢6us) dQe) . (2.62)

Da die Variation der Verschiebungen du$ beliebig und damit ungleich Null ist, muss im
Element gelten:

S ([[wvrwerpieo.vzar) -3 ([ sinzaer )-30 ([ sinvzarr) o

(2.63)

Die Integration der Element-Steifigkeitsmatrizen
K°= | (DN)TC(DN) do° (2.64)
ne

erfolgt iiblicherweise im Einheitsquadrat (siehe dazu auch Kapitel 3). Die Element-Steifig-
keitsmatrizen konnen anschlieBend nach (Hughes 1987) durch den Assemblierungsoperator
A zur Gesamt-Steifigkeitsmatrix

€
K=AK: (2.65)
i=1
zusammengefasst werden. Somit kann das Problem in ein Gleichungssystem folgender Form
iberfiihrt werden:
KU=PF. (2.66)

Darin stehen K fiir die Gesamtsteifigkeitsmatrix, U fiir den Gesamtverschiebungsvektor
und F fiir den Gesamtlastvektor, die dhnlich der Gesamtsteifigkeitsmatrix zusammengestellt
werden.

2.2. Grundlagen der linear-elastischen Bruchmechanik

In diesem Kapitel sollen die Grundlagen der linear-elastischen Bruchmechanik mit span-
nungsfreien Rissflichen erldutert und die Unterschiede zur linear-elastischen Kontinuums-
mechanik aus Kapitel 2.1 aufgezeigt werden. Verschiedene Bruch- und Versagenshypothe-
sen und ihre numerische Umsetzung im Bezug auf die XFEM werden in Kapitel S betrachtet.
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€

Abbildung 2.6.: Kinematik der LEBM

2.2.1. Grundlagen der Bruchmechanik
Allgemeines

Als Erweiterung der Kontinnumsmechanik werden in der Bruchmechanik im Inneren des
Gebiets  Risse als Oberflichen 62~ definiert (s. Abbildung 2.6). Diese Oberflichen werden
in dieser Arbeit als spannungsfreie Oberfléchen angesehen.

In drei Raumdimensionen lassen sich dabei drei Versagensrichtungen unterscheiden, die in
den Abbildungen 2.7, 2.8 und 2.9 dargestellt sind. Mode-I- und Mode-II-Versagen sind die
beiden Versagensarten, die in der Ebene vorkommen — also auch in zwei Dimensionen. Sie
lassen sich durch die beiden Spannungs-Intensitiits-Faktoren (SIF) K; und K;; charakteri-
sieren: Mode-I stellt dabei die Offnung des Risses dar, eine symmetrische Verschiebung der
Rissufer bezogen auf das Rissspitzenkoordinatensystem (s. Abbildung 2.10), wohingegen
Mode-II die gegenseitige Verschiebung der Rissufer innerhalb der Ebene charakterisiert,
eine antisymmetrische Verschiebung. Mode-III mit dem SIF K, stellt das Versagen senk-
recht zur Ausbreitungsrichtung der Korpers dar, also auch senkrecht zu den beiden Versa-
gensrichtungen Mode-I und Mode-II.

Die SIF stellen ein MaB fiir die ,,Stiirke — die Amplitude — des Rissspitzennahfeldes dar.

Rissspitzennahfelder

Wichtige Grundlage zur Untersuchung des Rissverhaltens ist die Kenntnis insbesondere der
Rissspitzennahfelder, also sowohl des Verschiebungs- als auch des Spannungsfeldes in un-
mittelbarer Umgebung der Rissspitze in 2D bzw. der Rissfront in 3D. Mit Hilfe der Ai-
ry’schen Spannungsfunktion F kann das asymptotische Feld fiir den ebenen Verzerrungs-
zustand ermittelt werden (s. dazu auch (Williams 1957; Schiitte 2001)). Die Berechnung
erfolgt in Zylinderkoordinaten fiir einen Riss in einer unendlichen Scheibe (s. Abbildung
2.10). Es gilt:
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Abbildung 2.7.: Riss6ffnung bei Mode-1-Belastung
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Abbildung 2.8.: Rissoffnung bei Mode-II-Belastung
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Abbildung 2.9.: Risséffnung bei Mode-III-Belastung

Abbildung 2.10.: Riss in unendlicher Scheibe mit Zylinderkoordinaten
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10 1 &

Opp = ;E +§a—(p.2.7'-
32

0o = 33T (2.67)
18 10 0

Orp =

80"  rordy
Aufgrund des angenommenen ebenen Dehnungszustands gilt zusitzlich:

O:: =V (O + 0yp) . (2.68)

Durch Einhalten der Bedingung
AAF=0 (2.69)

werden die Kompatibilitidtsbedingungen, das Hooke’sche Gesetz und die Gleichgewichtsbe-
dingungen erfiillt. Fiir die Spannungsfunktion

F =M (Crcos (A + 1)) + Cacos (A — 1)) + Cysin (A + 1)) + Cysin (A — 1)p))
(2.70)

sorgt die Bedingung A > O fiir eine Beschrinkung der Verschiebungen auf finite Werte fiir
r— Q0.

Wie eingangs erwiihnt, sollen hier nur spannungsfreie Rissflichen betrachtet werden. Damit
ergibt sich folgende Randbedingungen:

Oro(XT) = 0,p(£m) =0 2.71)

Durch Einsetzen von Bedingung 2.71 in Gleichung 2.70 ergibt sich folgendes Gleichungs-
system fiir die vier Koeffizienten

—(A+1)cos(Ax) —(A+1)cos(Aw) (A+1)sin(Aw) (A+1)sin(A7) () 0

—(A1)cos(An) —(A+1D)cos(Ar) —(A+Dsin(Am) —(A+1)sin(Ax) Cy - 0 ) (2.72)
(A=1)sin(Ar)  (A+1)sin(Ar)  (A=1)cos(Ar)  (A+1)cos(Ax) Cs 0

~(A-1)sin(Ax) —(A+Dsin(Ar)  (A=1)cos(Am)  (A+1)cos(An) Cs 0

Nichttriviale Losungen fiir dieses Gleichungssystem ergeben sich, wenn die Determinante
der Matrix zu Null wird:

—4r 110\ 26in(27A)2 = 0 (2.73)
Losungen fiir das gegebene Problem sind

,\=g, n=123... (2.74)

Mit A = % ergeben sich die fiir das Nahfeld dominanten Spannungen mit der bekannten Sin-
gularitit an der Rissspitze. Durch Einsetzen dieser Losung in Gleichung 2.72 kénnen zwei
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Koeffizienten eliminiert werden. Die dann daraus folgenden Verschiebungen und Spannun-
gen im Nahfeld ergeben sich zu (hier z.B. in der Notation von (Gross 1996))

(1) - Bfre-=a{ 20 |
Q
)

+£11 T | sin (£) (& + 2+ cos(y)) 2.75)
2G V 27 | cos(£) (k — 2+ cos(p))
o 1 —sin (£) sin (32)
T K )
o, = \/2'? 1 +sin (£) sin (32)
Tzy sin (£) cos (%)
—sin (£) (2 + cos (£) cos (32))
+ \2’# sin (£) cos (£) cos (32) (2.76)
cos (%) (1 - sin (%) sin (%))
wobei x in Abhiingigkeit des gewihlten Zustandes einzusetzen ist:
__ | 3—4v imebenen Verzerrungszustand
k= { £ im ebenen Spannungszustand @2.77)

Die Notation mit dem Faktor v/27 wird aus historischen Griinden benutzt (vgl. (Irwin
1957)).

2.2.2. Partition of Unity Method und XFEM
Allgemeines

Das Prinzip des Minimums des Gesamtpotentials aus Kapitel 2.1.4 bleibt ebenso wie die
darin enthaltenen Gleichungen giiltig. Einziger Unterschied ist, dass nun nicht mehr nur
stetige Verschiebungs- und Spannungsfelder als Lésung des Problems in Betracht gezogen
werden, sondern vielmehr in 2 stetige Funktionen, die am Riss Q2™ einen Sprung aufwei-
sen.

Es gibt unterschiedliche Méglichkeiten, Risse im FE-Modell zu beriicksichtigen (fiir einen
Vergleich s. z.B. (Mosler and Meschke 2003; Mosler and Meschke 2004)). Die drei Wich-
tigsten sind:

e Die explizite Modellierung der Rissoberflichen mit dem FE-Netz (s. Abbildung 2.11):
Der Riss verliuft entlang der Elementkanten. Eine Méglichkeit, den Riss durch ein
Element laufen zu lassen, gibt es nicht, so dass bei Risswachstum, neu vernetzt werden
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Abbildung 2.12.: FE-Netz mit verschmiertem Riss

muss. Dieses Verfahren ist gerade fiir drei-dimensionale Probleme einfach zu hand-
haben. Die Generierung neuer Netze bringt allerdings neue Probleme mit sich. Zum
einen benotigt diese Generierung viel Zeit, zum anderen sind die Ergebnisse netz-
abhiingig, weil sie auf der Finiten Elemente Methode beruhen, die zwar mit héheren
Polynomgraden oder feiner werdenden Element-Netzen konvergiert, diesen Umstand
aber mit einem starken Zuwachs an Rechenzeit erkauft (vgl. dazu (Szabo and Ba-
buska 1991)). Dariiber hinaus ist die Finite-Elemente-Methode ungeeignet die Span-
nungssingularitéit an der Rissspitze wiederzugeben, ohne ein sehr feines Netz um die
Rissspitze herum. Mit speziellen Rissspitzenelementen (z.B. so genannte Quarter-
Point-Elements) kann die Singularitit der Spannungen abgebildet werden, jedoch muss
auch hier fiir Risswachstum in jedem Schritt ein neues Elementnetz generiert werden,
und, wie in (Yehia and Shephard 1985) dargestellt, die Ergebnisse bleiben weiterhin
netzabhiingig.

Die Betrachtung des Risses als verschmiert iiber ein Element (s. Abbildung 2.12):
Die Elemente, durch die der Riss verlduft, werden nur mit einer geringeren Steifigkeit
oder gar nicht mit in die Berechnung einbezogen. Durch diese Betrachtungsweise
miissen die Elemente, die den Riss enthalten, sehr klein modelliert werden, damit das
Ergebnis noch aussagekriftig sein kann. Somit bleibt das Ergebnis auch hier von der
Art des Elementnetzes abhiingig (s. auch (Jirdsek and Zimmermann 2001; de Borst,
Remmers, Needleman, and Abellan 2004)).

¢ Die explizite Modellierung des Risses und des Verschiebungs- bzw. Spannungsnahfel-
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Abbildung 2.13.: FE-Netz mit explizitem Riss innerhalb der Elemente

des mit Hilfe der Formfunktionen (s. Abbildung 2.13): Die XFEM bietet die Moglich-
keit durch Beriicksichtigung zusitzlicher spezieller Formfunktionen, den Riss un-
abhiingig vom FE-Netz zu simulieren und die Steifigkeiten der Elemente mit Riss
zu berechnen. Basierend auf der Partition of Unity Method werden Funktionen, die
den analytischen Funktionenraum aufspannen, mit in die Betrachtung einbezogen (s.
folgende Kapitel).

Partition of Unity Method

Die Idee der Partition of Unity Method, wie sie hier Verwendung findet, ist, eine bekann-
te Funktion (hier ¥(x) genannt) nicht allein durch die Formfunktionen zu approximieren,
sondern bekannte Funktionen mit in die Niherung zu implementieren.

Die Lagrange-Polynome, die als Standard-Formfunktionen genutzt werden, haben die Ei-
genschaft

Y Ni=m)=1 (2.78)

Durch die Zerlegung der Eins (Gl. 2.78) wird nun die Funktion ¥ in einer Finite Elemente
Umgebung néherungsweise erzeugt durch

Z Ni(z) ¥(z) = () (2.79)

Es lisst sich also jede beliebige Funktion durch eine Summe dieser Funktion multipliziert
mit den Standard-Formfunktionen darstellen.

An einem Beispiel soll die Mdoglichkeit, die sich hiermit bietet, verdeutlicht werden. Die
anzunidhernde Funktion sei

fz) = 10 (—0.9 + z) + 10(=0.9 + z)® + 0.5 cos(0.9 — z)*
- | - 0.9 + z| ]

(2.80)

Die Funktion wird in drei Abschnitte unterteilt (s. auch Abbildung 2.14) und wird in jedem
Bereich an p + 1 dquidistant verteilten Punkten ausgewertet. Mit Hilfe dieser Punkte kann
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ein Interpolationspolynom vom Grad p berechnet werden. Der Polynomgrad wird mit p =

1,...,8 variiert. Im mittleren Bereich wird die Funktion zum einen durch eine Summe von
Polynomen vom Grad p angenihert
a(@) = fl@)Lin(z) @2.81)
und zum anderen durch Funktionen
L,‘n (.’L‘ )
g(z) = Z J(zi)|zi = 0.9] lz—-09] (2.82)

in denen das Wissen um die Art und Position der Singularitit enthalten ist. Wie in Abbil-
dung 2.15 dargestellt, kann durch Gleichung 2.82 die Funktion f(z) bei Verwendung eines
geringeren Polynomgrades fiir das Ausgleichspolynom besser dargestellt werden. Die darin
verwendeten Lagrange-Polynome sind definiert als

() = (T —20)...(z = 2i1)(z = Zig1) ... (2n)
Linz) (i —xo)...(xi = zisy)(Ti — Tig) ... (Ti — z,)

Der rechte und linke Bereich werden jeweils durch Interpolationspolynome aus Gleichung
2.81 approximiert.

Der interessierte Leser sei auf (Melenk 1995) verwiesen. In (Chessa, Wang, and Belytschko
2003) wird die Partition of Unity Method im Bezug auf die XFEM bzw. die darin enthaltenen
Ubergangselemente betrachtet. Mehr iiber die Genauigkeit, mit der die Verschiebungen und
Spannungen in den Ubergangselementen der XFEM berechnet werden kénnen, ist in Kapitel
4 und dort speziell in den Abschnitten 4.3 und 4.4 dargestellt.

eXtended Finite Element Method

Wie im vorhergehenden Abschnitt erldutert, bietet die Partition of Unity Method die Moglich-
keit, analytisch bekannte Funktionen in die Losung mit zu implementieren. Durch die Form-

funktionen aus der Finite Elemente Methode kann die Stetigkeit des Verschiebungsfeldes

iiber die Elementgrenzen hinaus gewihrleistet werden. Nutzt man die XFEM zur Losung

von bruchmechanischen Problemen, erhilt man folgende Gleichung als Nédherungslésung

fiir die Verschiebungen:

a4 = u;Ny(x) + b; N;(e) H(x) + caaNi(z) Fi () (2.83)
Darin enthalten sind
e die Standard-FEM-Lo6sung (u;N;)

e die sprungstetigen Anteile (b; N; H), wobei b; die halbe Rissoffnungsbreite repriisen-
tiert und H die Heaviside-Funktion ist mit

1 fir(z—z")-e,>0

—1 sonst (2.84)

H(:v)={
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Abbildung 2.14.: zu approximierende Funktion aus Gleichung 2.80

Polynomgrad 1
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Polynomgrad 4
Polynomgrad 8
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Abbildung 2.15.: zu approximierende Funktion aus Gleichung 2.80 mit den Interpolations-
polynomen, links aus Gleichung 2.81, rechts aus Gleichung 2.82
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Abbildung 2.17.: Dic vier Rissspitzenfunktionen £ aus Gleichung 2.85

™ st in dieser Definition der Punkt auf dem Riss mit dem kilirzesten Abstand zu =
und e,, der Normalenvektor auf den Riss mit der Orientierung, so dass e, X e,, = e.
gilt. Der darin enthaltene Vektor e, stellt den Tangentenvektor an den Riss dar (vgl.
auch Abbildung 2.16).

o das Rissspitzen-Nahfeld der Verschiebungen (¢ Ny Fy). Die Funktionen F; spannen
dabei den Funktionenraum der analytischen Verschiebungen aus Gleichung 2.75 auf.

)sin () }

(2.85)

F,:{\/Fsin(k ), V1 cos (g) V7 sin (%) sin (@) \/;cos(

w6
26
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Yiip
Ttip :Bt;p
Abbildung 2.18.: Einfach abknickender Riss
Die Elementsteifigkeitsmatrix ergibt sich damit zu
MmF\" N F
NoFF No F
K}FEA’ = / . C D . dQ. (2.86)
0 : :
N, F N, F
Der darin enthaltene Vektor [F sei definiert als
F=[1,H F,F,F,F". (2.87)

Definiert sind die Funktionen F; fiir gerade Risse. Abknickende Risse miissen auf einen ge-
raden Riss abgebildet werden, so dass die Funktionen wieder angesetzt werden kénnen. In
(Belytschko and Black 1999; Moés, Dolbow, and Belytschko 1999) wird folgende Abbil-
dung vorgeschlagen:

Mit den Koordinaten des betrachteten Punktes kann der Winkel o und fiir den aktuellen
Rissknick der Winkel 0, berechnet werden (s. Abbildung 2.18). Ebenso kann der Abstand r
des Punktes zum Risspunkt z,, angegeben werden. Liegt der Punkt so, dass eine senkrechte
Linie auf des Risspitzensegment mit dem Punkt verbunden werden kann (—7/2 < a < 7/2
— rechts der diinnen, gepunkteten Linie in Abbildung 2.18), muss der Punkt nicht abge-
bildet werden, sondern kann mit seinen Polarkoordinaten in die Funktionen F; eingesetzt
werden. Andernfalls wird aus den Werten nun die Abbildung berechnet zu (s. dazu auch
Abbildung 2.19)

Tup \ _ [ =l - rcog(é)
( Yiip ) - ( —rsin(f) ) (2.38)
Darin sind
6 = cla—0g) (2.89)
—2_ fiira >0
mitc=4{ V2o ' *7YR (2.90)
e fira < 0
I = |z — zal 2.91)

r = foal )
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Zu beriicksichtigen ist pro Abbildung fiir die Ableitungen roch eine Matrix folgender Form:

2 —cosf —csinfsi —sinfec — ccosfsi 2
aztg,ok =( cosfcosa — csi in o S oS — C sma) a’é"’

3 —cosf@sina + csinfcosa —sinfsina — ¢cosfcosa 3
Yzylok Ytip
(2.93)

Die hier enthaltenen Werte c entsprechen denen aus Gleichung 2.90. #‘:ip bedeutet die Ab-

leitung in x-Richtung des Rissspitzenkoordinatensystems bei geradem Riss bzw. axj‘ok

steht fiir die Ableitung in x-Richtung am abknickenden Riss. Entsprechendes gilt fiir die
y-Richtungen.

Berechnet wird die Matrix aus Gleichung 2.93 wie folgt

0 0
6{1:‘;,, f a—ml't,'p. (294)

a
g | (@ (®)) =
Mit der Definition fiir die Abbildung der Koordinaten nach Gleichung 2.88 ergeben sich
ix' _9 cosf —r 2cos@
azx P ar " Or
l+=z

= - cosé—r(—-cksinéia)
r Oz

= —cosacosf+ cpsind —2
r

= —cosacos? — ¢sinfsina

9 e = (L) eost—r (2 cosd
ay tip = ay T ) COs ay CO

_ B
= ¥ cosB—r(—cksm()—a)
T Oy
. = . =T
= —sinacosf + ¢ sinf —
r

= —sinacos@ — ¢ sinfcosa

0 s -,
—Yup = —cosasing —c¢,cosf i
ox i -
= —cosasinf + ¢, cosfsina
9 .. = ~x
— Yip = —sinasinf —cgcosd—
dy r

= —sinasin® — ¢xcosfcosa.

Bei mehrfach abknickenden Rissen wird die in den Gleichungen 2.88-2.93 beschriebene
Abbildung mehrfach hintereinander ausgefiihrt. Begonnen wird dabei am Rissknick, der der
Rissspitze am nichsten liegt (vgl. Abbildungen 2.20 und 2.21).

AbschlieBend miissen die Ableitungen dann noch vom Rissspitzenkoordinatensystem auf
das globale x-/y-Koordinatensystem umgerechnet werden, was mit einer einfachen Rotati-
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Yiip

x, Ziip  Tuip

Abbildung 2.19.: Einfach abknickender Riss nach Abbildung auf geraden Riss

Yuip
Tip T t;p
Abbildung 2.20.: Mehrfach abknickender Riss
Yeip
27:1_1 5}.' ’-$mn Lyip -rt:ip
o’ -°r
x, _o x*

Abbildung 2.21.: Mehrfach abknickender Riss nach erster Abbildung auf geraden Riss
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onsmatrix durchgefiihrt werden kann:

a . a
a-rxémlo = ( Cf)S WYo — SNy ) 31:3!01: . (295)
ayzyglo S Po cos ‘100 ayzylak
o darin entspricht dem Winkel zwischen dem lokalen Rissspitzenkoordinatensystem und
dem globalen Koordinatensystem.

2.2.3. Berechnung der Spannungs-intensitats-Faktoren

Zum Vergleich der numerischen L&sung mit den analytischen Verschiebungs- und Span-
nungsfeldern werden hiiufig die Spannungs-Intensitiits-Faktoren (SIF) herangezogen. Fiir
sic gibt es unterschiedliche Berechnungsmoglichkeiten — drei davon sollen im Rahmen
dieser Arbeit vorgestellt werden:

1. Die direkte Berechnung der SIF aus den Verschiebungen oder Spannungen der FEM-
Losung,

2. die Berechnung der SIF als Teil der XFEM-L&sung und

3. die Berechnung der SIF mit Hilfe des J-Integrals

Direkte Berechnung der SIF aus den Verschiebungen oder Spannungen der
FEM-Losung

Bei dieser Methode zur Berechnung der SIF werden Spannungen oder Verschiebungen der
FEM-Ldsung an ausgewiihlten Punkten ermittelt. So kénnen Niherungen der SIF aus den
Gleichungen 2.75 und 2.76 ermittelt werden. Durch Extrapolation dieser Niherungsergeb-
nisse auf einem Pfad r — 0 konnen die SIF ermittelt werden. Nach (Gross 1996) gilt fol-
gender Zusammenhang

K; = ]in;l) V2rroy,(@ = 0), K= lirré V27rr7,(p =0) (2.96)

womit aus den Spannungen einre extrapolierte Niherung der SIF berechnet werden kann. In
(Aliabadi and Rooke 1991) wird neben dem Zusammenhang der SIF mit den Spannungen
auch die Moglichkeit aufgezeigt, die SIF aus den Verschiebungsdifferenzen zweier Punkte

mit
ul@=n)—u(l=-7x)= Y /2‘” { K } (2.97)

zu berechnen. Die Verschicbungen u in Gleichung 2.97 sind fiir diese Art der Berechnung
ebenso wie die Spannungen in Gleichung 2.96 im Rissspitzenkoordinatensystem zu berech-
nen.

Dariiber hinaus sind fiir diese Verfahren geeignete Punkte zu wihlen:
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o Die gegenseitige Verschiebung der Rissufer stellt ein Ma8 fiir die GroBe der SIF dar.
Wenn die SIF aus den Verschiebungen berechnet werden, miissen die Punkte auf ¢ =
*w liegen, um fiir beide Werte K; und K; sinnvolle Ergebnisse zu erhalten (vgl.
Gleichung 2.97).

e Wenn die SIF iiber Spannungen berechnet werden sollen, konnen beliebige Winkel
benutzt werden. Am Besten eignen sich jedoch Punkie, die auf einer Geraden bei
© = 0 liegen.

Wie in (Molla-Abbasi 2004) dargestellt miissen die Punkte, an denen die SIF ausgewertet
werden, auBerhalb der ersten zwei bis drei Elemente um die Rissspitze liegen, weil so die
Fehler verschwinden, die durch die Finite-Elemente-Approximation in direkter Umgebung
der Rissspitze (bzw. in 3D in unmittelbarer Umgebung der Rissfront) gemacht werden. Die
SIF werden auBerhalb dieses Bereichs annihernd linear und eignen sich dadurch erst dort
fiir die Extrapolation.

SIF als Teil der XFEM-Lasung

Es werden nicht die Rissspitzenfunktionen aus Gleichung 2.85 als zusiitzliche Formfunk-
tionen in die Finite-Elemente-Berechnung eingebracht, sondern die SIF direkt. Dabei ist zu
beriicksichtigen, dass die Freiheitsgrade der SIF als Knotenwerte in der FE-Lgsung vorhan-
den sind. Dies wird realisiert iiber die Werte K ; und K, ; mit i = 1,...,n, worin n fiir
die Anzahl der Knoten im Element steht. Uber Penalty-Parameter miissen die Knotenwerte
fiir die SIF auf die Werte K und K, reduziert werden. Dieses Vorgehen unter Beriicksich-
tigung nicht nur des ersten Terms der Reihenentwicklung des Verschiebungsfeldes wird in
(Liu, Xiao, and Karihaloo 2004) vorgeschlagen. Das Verschiebungsfeld wird darin berech-
net mit Hilfe von

@) = ) uNix)+ ) bN;(@)H () (2.98)
i j
nf
n Jim Kinm
+Z,,:N"‘(m),§1 [ ﬁin f:,. ] { K,’,,,,,, } (2.99)

Darin ist m € M wobei M die Menge aller Knoten ist, die durch die SIF als zusitzliche
Freiheitsgrade erweitert werden. n f steht fiir die Anzahl der Terme, die in der Reihenent-
wicklung beriicksichtigt werden, und f sind diese Terme aus der Reihenentwicklung, die
fiir homogenes Material in (Liu, Xiao, and Karihaloo 2004) angegeben sind mit

f (k+2+(—1)"cos 36 — 2 cos (& — 2) 9)
f;;: rn/2 (k+5—(-1)"sin%6 — Zsin (% —2)
fan [ 2unv2n (k=% —(=1)"sin20 + $cos (% — 2)

)

faon —(h,—- 3-1-(—1) cos%ﬂ— COS(" -2
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BEARE BEARE
TSN b T

Abbildung 2.22.: Definitionen fiir das J-Integral in 2D: links als Flichenintegral, rechts als
Kurvenintegral

SIF-Berechnung aus dem J-integral

Aus den Spannungen und Verschiebungsableitungen der Finite-Elemente-L6sung konnen
J-Integrale im zwei-dimensionalen Raum als Fldchenintegral

Ou; oq
= L W | —2
J ./n (cr,J 3z, %! 6,1) oz, dQ (2.101)
oder als Kurvenintegral

. Bu,-
J= [LILI[I) - (W’nl - O‘;ja—a:lnj) dr' (2102)
berechnet werden (vgl. Abbildung 2.22). Darin sind & die Spannungen, u die Verschie-
bungen, W die Energie mit W = -;-o'e, d das Kronecker-Delta, g eine beliebige, stetige Ge-
wichtungsfunktion, die an der Rissspitze den Wert 1 und auf dem #uBeren Rand des Bereichs
(T = 0?) den Wert 0 annehmen muss, und n der normierte nach auBen gerichtete Norma-
lenvektor auf die Kurve I'. Die Integrale kdnnen mit Hilfe des GauB’schen Integralsatzes
ineinander iiberfiihrt werden. Es hat sich jedoch herausgestellt, dass das Flachenintegral mit
den in Kapitel 3 vorgestellten Integrationsmethoden stabilere Ergebnisse liefert.

Durch einen so genannten Mode-Separation-Algorithmus kénnen die beiden Moden von
einander unabhingig integriert werden. Dazu wird das Integral J; mit dem symmetrischen
Anteil des Verschiebungs- bzw. Spannungsfeldes berechnet und das Integral J;; mit dem
anti-symmetrischen Anteil dieser Felder, jeweils symmetrisch bzw. anti-symmetrisch beziiglich
der Rissfront. Es ergeben sich nach (Ingraffea and Wawrzynek 2003) fiir die lokalen Ver-
schicbungen

_ _1 uy + 1y 1| uyy—u
u—-u1+uu—-2{u2_ﬁ2}+2{u2+&2 (2.103)

bzw. fiir die Spannungen

1 [ opy+6y o120—6 1 [ opn=61 op+6
o=01+0 == ntony 0iz2=0n | 2 n=0on Giztdiz { (2.104)
2| 021 — 021 022+ 02 2\ 021 +091 O —02
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xm

Xz

Abbildung 2.23.: Punkt = und an der Rissfront gespiegelter Punkt &

Die Verschiebungen ¢ und Spannungen & werden an einem Punkt & ausgewertet. Dieser
Punkt ist vom Punkt 2 an der Rissfront gespiegelt (s. Abbildung 2.23).

Nun konnen aus den unabhingig berechneten J-Integralen die SIF zu

s _ E fiir den ebenen Spannungszustand
(Kil = VAE, E'= { 1=z fiir den ebenen Verzerrungszustand (2.105)

mit i = 1,2, 3 berechnet werden. Die Vorzeichen der SIF sind entsprechend den Verschie-
bungsdifferenzen zu ermitteln.
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3. Integration

Die Integration spielt in der Finite Elemente Methode eine eher untergeordnete Rolle, da die
zu integrierenden Funktionen Polynome sind, die zum einen analytisch integriert werden
kénnen, zum anderen numerisch mittels Gau-Quadratur mit wenigen Punkten exakt zu in-
tegrieren sind. In der XFEM miissen jedoch unstetige und singulére Funktionen numerisch
integriert werden, da eine analytische Integration der Funktionen aus der Elementsteifig-
keitsmatrix, die die Rissspitzenfunktionen enthalten, nicht méglich ist. Das gilt insbesonde-
re dann, wenn abknickende Risse behandelt werden und die Abbildung des abknickenden
Risses auf einen geraden Riss in die Berechnung der Elementsteifigkeitsmatrix mit einflieBt.
Es ist fiir die Abschiitzung der Genauigkeit des XFEM-Ergebnisses daher wichtig, auch die
Genauigkeit der Integration der Steifigkeitsmatrix bestimmen zu kénnen.

3.1. Analytische Integration

Die Steifigkeitsmatrix enthilt nach Gleichung 2.64 die Integration des Produktes der Ablei-
tungen der Formfunktionen. Also:

K®= / (DN)T C(DN) d9.
Q

Die analytische Integration der entstehenden Funktionen in der Finiten Elemente Methode
ist moglich, da diese wieder Polynome sind. Ist n der Polynomgrad der Formfunktionen fiir
eine Richtung, so wird die maximale Ordnung des Polynoms in K nicht gré8er als 2n sein.
Die analytische Integration wird allerdings aufwendiger, wenn das Element kein Rechteck
ist bzw. die Riinder nicht parallel zu den x- und y-Achsen verlaufen. Das gilt auch fiir die
Zu integrierenden Funktionen selbst. Im x/y-Koordinatensystem muss dann eine Funktion
folgendermalen integriert werden:

x2  py2(x)
/ f f(z,y) dydz. 3.1
I 'S

1(x)

Meist wird deshalb die analytische Integration durch eine numerische GauB-Integration er-
setzt, die bei n Stiitzstellen bis zum Polynomgrad 2n — 1 der zu integrierenden Funktion
exakt ist (s. Kapitel 3.2). Sie ist dadurch fiir Polynome, wie sie in der Finite-Elemente-
Methode benutzt werden, effektiv einsetzbar.

Durch die Verwendung der Rissspitzenfunktionen in der Steifigkeitsmatrix nach Gleichung
2.86

MmFI\T N, F
N, F Ny F
] C|D )

N, F N, F
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und der Abbildung eines abknickenden Risses auf einen geraden Riss wird die analytische
Integration jedoch unméglich, da sich die Abbildung, die hier verwendet wird, nicht analy-
tisch in die Integration implementieren ldsst. Aus der fiir rechteckige Elemente relativ ein-
fachen Integration der Formfunktionen wird so eine anspruchsvolle, numerisch aufwendige
Berechnung,

3.2. Numerische Integration und Fehlerschatzung

Die Elementsteifigkeitsmatrizen werden im Allgemeinen meist nicht im globalen Koordi-
natensystem, sondern durch die Abbildung auf das Einheitsquadrat in den Grenzen (£,7) €
[—1; 1]? integriert.

1= [ swvan= [ [ raten.ve g 62)
n
|J| ist darin die Determinante der Jacobi-Matrix, die definiert ist als
9z By
J=[3§ _!] 63
a &

Wobei z und y durch die Standard-Formfunktionen und die Elementknotenkoordinaten x;
und y; ausgedriickt werden kdnnen

()-21(3)

3.2.1. Algorithmen zur Integration stetiger Funktionen

Die numerische Integration stetiger Funktionen kann durch unterschiedliche Algorithmen
umgesetzt werden. Dabei lassen sich folgende prinzipielle Vorgehensweisen unterscheiden:

¢ Die Integration beruht auf einer gecometrisch orientierten Volumenberechnung, bei der
das Volumen angenihert wird, z.B. durch Quader oder andere einfache Korper, deren
Flicheninhalte bzw. Volumina analytisch bekannt sind.

o Fiir die Integration wird ein Interpolationspolynom abgeleitet, welches dann analy-
tisch integriert werden kann. Das Interpolationspolynom leitet sich dabei ab aus Stiitz-
stellen und deren Funktionswerten. Durch die Wahl dquidistanter Stiitzstellen konnen
50 die Newton-Cotes-Formeln hergeleitet werden.

¢ Eine Funktion p,(x) vom Grad n 148t sich analytisch integrieren. Diese Funktion p,
wird allerdings nicht wie im vorigen Fall durch ein Interpolationspolynom an beliebig
gewilhlten Stiitzstellen bestimmt, sondern an unbekannten Stiitzstellen, die in dem
Verfahren ebenfalls Teil der Losung der Integrationsmethode sind. Daraus ergibt sich
die GauB-Quadratur.
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Um die entstehenden Fehler der numerischen Integration abzuschitzen bzw. zu minimieren,
konnen aus diesen unterschiedlichen Heransgehensweisen Verfahren entwickelt werden, die
sich untereinander auch kombinieren lassen.

Ziel muss bei allen Verfahren sein, das Integrationsergebnis mit moglichst wenigen Integra-
tionspunkten und mit einer guten Fehlerschiitzung zu erhalten, so dass der zulissige Fehler
groBer als der geschiitzte und dieser wiederum gréBer als der vorhandene Fehler ist:

€xul 2 €Schitzung 2 €vorh- (35)

Ein Verfahren ist unzuverlissig und sein Integrationsergebnis nicht aussagekriftig, falls die
Ungleichung 3.5 nicht erfiillt ist.

Mittelpunktsformel und Mittelwertsformel

Die einfachste Méglichkeit, ein Integral zu berechnen, ist, die Funktion in Abschnitte zu un-
terteilen und eine endliche Summe aus den Produkten von Funktionswerten und der Gréfle
des zu dem Funktionswert gehtrenden Abschnitts zu bilden (Rechtecke bzw. Quader). Die
zu integrierende Funktion wird also abschnittsweise als konstant angesehen. Die Funktions-
werte konnen am Anfang, in der Mitte oder am Ende des Intervals berechnet werden (s.
auch Abbildung 3.1). Den Namen hat diese Methode jedoch durch die Benutzung des Mit-
telwerts aus Funktionswerten von Punkten aus dem Interval erhalten. Fiir eine Funktion in
zwei Dimensionen lautet die Mittelwertsformel

l nr ny

[rendesn=tip M= =30 s, 3:8)

i=1 j=1

wobei n, und n, die Anzahl dér Funktionswerte sind, die zur Berechnung des Mittelwerts
M herangezogen werden, I, und [, stehen fiir die Lingen des Intervals in x- und y-Richtung
und fiir die Koordinaten gilt:

ax S 2 S b.z: a, < Yj < by (3'7)

mit den Interval-Anfangs-Koordinaten a, und a, bzw. den Interval-End-Koordinaten b, und
by.

Trapezregel

Aus der Mittelpunkts- bzw. Mittelwertsformel ldsst sich unter Beriicksichtigung von zwei
Punkten pro Teilinterval die Trapezregel herleiten. Dazu wird der Mittelwert aus den Ergeb-
nissen am Anfangs- und Endpunkt des Teilintervals berechnet und dieser dann mit der GroBe
des Intervals multipliziert. AnschlieBend wird daraus die Summe gebildet (s. Gleichung 3.8
und Abbildung 3.2).

L, &

2
/ﬂ fl@y)da~1=22 S flany;) (3.8)

i=1 j=1
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Abbildung 3.1.: Prinzip der Mittelpunktsformel in 1D
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Abbildung 3.2.: Prinzip der Trapezregel in |D
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Tabelle 3.1.: Wichtungsfaktoren und Fehler fiir die 2D Newton-Cotes-Formeln

n| Po|Pin P Pin Pin Psn DPon DPin R m
1l 2 1 1 -5 2
2 6 1 4 1 —9—10 4
3 8 1 3 3 1 ~3 4
4| 9] 7 32 12 32 7 ~& 6
51288 19 75 50 50 75 19 lg% 6
6840 | 41 216 27 272 27 216 41| —% 8
dabei sind:
zi=a,+1,(i—1) yi=a, +1,(j-1) 3.9)

Der Fehler, der bei der Integration mit der Trapezformel gemacht wird, ergibt sich durch
Integration des entsprechenden Interpolationsfehlers

1 d® 2
e~ [ teni-1=—5 ([ Zrenws [ 5 rene), co

wobei £ und 7 unbekannte Koordinaten innerhalb des Integrationsgebiets sind.

Newton-Cotes-Formeln

Die Erweiterung der Trapezregel auf hohere Polynomgrade bei iquidistanten Stiitzweiten
ergibt die Familie der Newton-Cotes-Formeln. Sie entstehen durch die analytische Integra-
tion eines Interpolationspolynoms z.B. die Lagrange-Polynome. Die daraus hervorgehenden
Integrationsformeln lauten:

l;l n n
[ f@de 1 =5 S S b Sl G.11)

i=l j=1

Die Werte fiir P, und p;,, konnen Tabelle 3.1 entnommen werden. Der Fehler 148t sich mit
den Werten aus der Tabelle berechnen zu

dm dm
6=/Qf(:c,y)dQ—I,,=R ( ydm—mf(&’y)dy+ ,dy_"'f(x’")dx) (3~12)

Die Berechnung wird im Abschnitt Fehlerberechnung und -abschéitzung und Fehlerschitzung
und Verbesserung der numerischen Integration in Abschnitt 3.2.2 niher erliutert.
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Fehlerberechnung und -abschétzung bei den Newton-Cotes-Formeln

Fiir die Bewertung der Integrationsergebnisse ist die Abschiitzung der Fehler eine der wich-
tigsten Fragen, die es zur zu beantworten gilt. Zur Fehlerbestimmung in der Newton-Cotes-
Integration bei 1D-Problemen wird die Funktion des analytischen Interpolationsfehlers, der
bei der Bestimmung des Interpolationspolynoms entsteht, integriert zum Fehler der Integra-
tionsmethode.

Fiir die Berechnung des Interpolationspolynoms kénnen unterschiedliche Verfahren genutzt
werden. An dieser Stelle sei die Form von Lagrange erwiihnt (s. auch (Bronstein and Se-
mendjajew 1991)):

L.(z) = Z;; YiLin(z) (3.13)

I e B 7=y e e} G4
Der Fehler der Interpolation lisst sich angeben mit

(@) = La(z) = I(%%)(:c—xo)(:r—xl)...(x —z), (3.15)

wobei £ eine unbekannte Stelle innerhalb des Intervals bezeichnet.

Durch Integration der Lagrange-Polynome in einem beliebigen Bereich konnen, wie in Glei-
chung 3.16 gezeigt, die Gewichte berechnet werden

1 b
Win = / L, dx. (3.16)
b—aJ,

Gleiches kann auch mit dem analytischen Interpolationsfehler getan werden:

(n+1) a+h 1
- i(rl(’;"l T e-a)a (3.17)

=4 i=0

Da ¢ fiir gerade n Null wird, muss in diesen Fillen der néichste Term der Fehlerschéitzung
herangezogen werden:

(n+2) akh n
e={n—+3(§T)fx=a ml}(m—z,-)dx. (3.18)

In zwei Dimensionen stellt sich die Fehlerberechnung etwas anders dar. Die aus dem ein-
dimensionalen Fall bekannten Fehler ¢ miissen hier nacheinander fiir die beiden Koordina-
tenrichtungen beriicksichtigt werden. In der Berechnung 3.19 bis 3.20 werden die Defini-
tionen &, = R f(€,y) und e, = R (L. 30, wif (£, 7)) benutzt. Darin sind R und m
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Faktoren und Werte, die abhéngig von der Integrations-Methode sind, die jeweils benutzt
wird — z.B. aus Tabelle 3.1. In folgender Form ist die Vorgehensweise allgemein giiltig:

fn f@nQ = / / f(z.y) dz dy

= /lx Z'wif(xi)y) + €r dy (3'19)
y i
= Ll ) Y wiwif(ziy) +e+ / € d,
i v
dam
mit /Ez dy=1,) w (yn—dsz(f, y))
v i
= l:lyZijw.-f(l"nyi)

+gnd = ! szf(ga yx)+gnd ™ I Z w; f(zi, ) (3.20)

, 7

/ fEn) dy / (@) da

Die Schwierigkeit liegt hier, genau wie im 1D-Fall, darin, die Koordinaten, an denen der
Fehler bestimmt werden muss, abzuschitzen. In einer Dimension kann auf sehr einfache
Weise das Maximum innerhalb des Integrationsbereichs benutzt werden. Dadurch wird zwar
der Fehler im Allgemeinen sehr viel groBer geschitzt als der vorhandene Fehler wirklich
ist, die Fehlerschiitzung liefert dann aber zumindest eine konservative Losung und damit ein
richtiges Integrationsergebnis.

Gaufl-Quadratur

Die allgemeine Form der GauB-Quadratur in 1D istin Gleichung 3.21 beschrieben.
(2n)

Fiir spezlelle Formen der GauB-Quadratur wird die Gewnchtungsfunkuon g(z) an die zu
integrierende Funktion angepasst. So lassen sich dann spezielle Gewichte A;, bzw. Aus-
wertepunkte x;, berechnen, die im Gegensatz zu den Newton-Cotes-Formeln nicht mehr
dquidistant sind.

Die Gewichte koénnen durch das Integral iiber die Lagrange-Polynome (Gleichung 3.22)
ermittelt werden:

b
A = / Lin(z)g(z) d. (3.22)

Die Stiitzstellen sind im Allgemeinen die Nullstellen der im Bezug auf ¢(zx) orthogonalen
Polynome. Diese Polynome sind iiber die Bedingung

b
[ P@P@n@ =0 fir i # 5 (323)
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definiert.

Fiir den einfachsten Fall wird g(x) = 1 gesetzt und man erhilt diec so genannte GauB3-
Legendre-Integration. Die Stiitzstellen sind dann die Nullstellen der Legendre-Polynome
und die Gewichte lassen sich durch Integration der Lagrange-Polynome bestimmen. Diese
Werte liegen tabelliert fiir den Bereich x € [—1; 1] vor (z.B. in (Bronstein and Semendjajew
1991)).

Fiir andere Gewichtungsfunktionen g(z) lassen sich spezielle andere Integrationsformeln
herleiten, z.B. GauB-Tschebyscheff mit ¢ = 1l-x . Die orthogonalen Polynome P;(z) sind
dann die Tschebyscheff-Polynome, deren Nullstellen die Stiitzstellen z;, liefern. Durch In-
tegration der gewichteten Lagrange-Polynome lassen sich die Integrations-Gewichte A;,
berechnen (vgl. (Bronstein and Semendjajew 1991)).

Adaptive Integration

Die Ergebnisse der oben genannten Integrations- Verfahren lassen sich verbessern durch die
Verwendung héherer Polynomgrade oder durch die Nutzung von adaptiven Integrationsme-
thoden. Dabei wird das Integrationsgebiet in mehrere Teilgebiete gegliedert und aus den
Summen der Teilintegrationen das Gesamtergebnis berechnet. Die entstehenden Teilgebiete
konnen nun so weit verfeinert werden, bis der abgeschitzte Integrationsfehler kleiner ist als
die Fehlerschranke.

Bei der Unterteilung und Fehlerabschitzung gibt es unterschiedliche Herangehensweisen.
Die Unterteilung des Integrationsgebiets kann z.B. folgende Formen annehmen (e,; steht
dabei fiir den zuléissigen Gesamtfehler der Integration, ¢; fiir den Integrationsfehler der Teil-
gebiete):

e Jedes Teilgebiet wird so lange selbst wieder unterteilt, bis der Fehler jeder einzelnen
Integration kleiner ist als eine Fehlerschranke, die auf die Teilgebietsgrifie angepasst
wird

F,
€zuli = €xul F : (3.24)

wobei F; der Teilgebietsfliche und F' der Fliche des gesamten Integrationsgebiets
entspricht. Es muss dann gelten

€ < €l (3.25)

Diese Herangehensweise ist leicht durch eine Rekursion in einem Programm imple-
mentierbar. Der Speicherbedarf und der Aufwand fiir die Organisation sind niedrig.
Da allerdings in jedem Teilgebiet ein in jedem Rekursionsschritt kleiner werdende
Fehlerschranke benutzt wird, ist ein erheblicher Zeit- und Integrationspunktaufwand
erforderlich.

e Es wird in jedem Schritt nur das Teilgebiet weiter unterteilt, welches den gréBten
absoluten Fehler erzeugt hat. Betrachtet wird immer nur, ob der Gesamtfehler kleiner
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ist als der zulissige Hochstwert.

Y & < e (3.26)

Dieses Verfahren bendtigt einen héheren Aufwand an Arbeitsspeicher und Organi-
sation, das Ergebnis wird allerdings erheblich schneller erreicht, da immer nur der
Gesamtfehler betrachtet wird und somit gut integrierbare Bereiche weniger gutmiiti-
ge Teilgebiete ,,ausgleichen kdnnen. Beachtet werden muss dabei allerdings, dass der
Fehler genau genug abgeschitzt werden muss, um das Verfahren nicht falschlicher-
weise zu friih abzubrechen.

Fiir Funktionen, die nur mit erheblichem Aufwand numerisch integriert werden konnen, ist
der Mehraufwand fiir Arbeitsspeicher und Organisation durch die zweite Herangehensweise
gerechtfertigt, da in diesen Fillen der Speicherbedarf durch die Rekursion auch in der er-
sten Herangehensweise ebenfalls erheblich steigt. Die beiden Wege zur Integration solcher
Funktionen unterscheiden sich deutlich in ihrem Bedarf an Integrationspunkten, so dass
durch den Mehrbedarf durch die erste Herangehensweise und die groBere Effektivitit durch
die Betrachtung des Gesamtfehlers in der zweiten Moglichkeit, diese deutlich positiver zu
bewerten ist.

Die unterschiedlichen Integrationsmethoden dieses Kapitels werden in Kapitel 3.2.2 als ad-
aptive Verfahren vorgestellt und auf ihre Effektivitit im Bezug auf die Integration diskonti-
nuierlicher bzw. singulirer Funktionen, wie sie in der XFEM integriert werden miissen, in
Kapitel 3.2.3 getestet.

3.2.2. Algorithmen zur Integration unstetiger und singulérer Funktionen

Die in Kapitel 3.2.1 vorgestellten Verfahren sind nur giiltig, wenn stetige Funktionen in-
tegriert werden. In der XFEM sind aber singulidre und diskontinuierliche Funktionen zu
integrieren. Werden nun die oben genannten Verfahren ohne Beriicksichtigung dieser Be-
sonderheiten angewendet, kann der Fehler um mehrere Ordnungen gréfer sein, als das Inte-
grationsergebnis selbst. Deshalb sollen an dieser Stelle die adaptiven Verfahren aus Kapitel
3.2.1 auf Konvergenz untersucht und mogliche Verbesserungen vorgeschlagen werden.

Vorher soll nun noch die allgemeine GauB-Integration auf die Besonderheiten der XFEM
hin betrachtet werden.

GauB-Integrationen

Wie in Kapitel 3.2.1 bereits beschrieben, kann die GauB-Quadratur mit Gewichtungsfunk-
tionen durchgefiihrt werden. Dazu miissen Polynome gefunden werden, die orthogonal zu
dieser Gewichtungsfunktion ¢(x) sind. Fiir die Familie der Gewichtungsfunktionen ¢(z) =
(1 — 2)* (1 + )" sind die orthogonalen Funktionen die Jacobi-Polynome. Fiir Probleme in
einer Dimension ist die GauB-Quadratur mit Gewichtungsfunktionen ebenso effektiv wie
die GauB3-Legendre-Quadratur fiir Polynome.
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Abbildung 3.3.: Beispielfunktion (Gleichung 3.27) zur Integration mit GauB-Jacobi

Die Anwendung und die Vorteile dieser Integrationsmethode soll ein Beispiel zeigen. Inte-
griert werden soll die 1D Funktion (s. auch Abbildung 3.3)

f(@) = i @3.27)

Die Jacobi-Polynome sind

X —_ (— (l))" 2 " — m\atn b+n
Pi(z) = TEsT (i s ((6:8) (1-2)""(1+2) ) (3.28)

Der Vergleich der Nullstellen der Legendre-Polynome mit denen der Jacobi-Polynome zeigt
deutlich die Verschiebung der Nullstellen hin zu der Stelle der Singularitéit (s. Abbildung
3.4). Mit diesen Punkten als Stiitzstellen und entsprechenden Gewichten fiir die Integration
kann die numerische Integration durchgefiihrt werden. Der daraus resultierende relative Feh-
ler ist in Abbildung 3.5 im Vergleich zu dem der GauB-Legendre-Integration in Abhingig-
keit der Anzahl der verwendeten Punkte dargestellt. Es ist deutlich erkennbar, um wie viel
schneller die GauB-Jacobi-Integration mit steigender Punktanzahl gegen den analytischen
Integrationswert konvergiert.

Nachteil bei dieser Art der Integration ist fiir die XFEM, dass hier bei der Integration in
x/y-Koordinaten nur rechteckige Hohenlinienverldufe, bei Integration in &/7-Koordinaten
im z/y-Koordinatensystem nur geradlinige Hohenlinien und bei Verwendung von Polarko-
ordinaten eine kreisrunde Anordnung der Hohenlinien beriicksichtigt werden kann. Hinzu
kommen noch auftretende Probleme, die abknickende Risse im Bezug auf die Projektion
der Elementkoordinaten mit sich bringen. Da aber die Funktionen in keinem der Koordina-
tensysteme die erforderlichen Bedingungen erfiillen, muss fiir die XFEM von dieser Art der
Integration Abstand genommen werden.

Ein weiterer Nachteil dieser Integration ist, dass fiir a = —1 bzw 3 = —1, also fiir Funktio-
nen mit %, keine Stiitzstellen und damit keine Gewichte berechnet werden kénnen. Es miisste
also mit einer entsprechend geringerer Singularitiit integriert werden — eine Maoglichkeit,
die mit ¢ = 1 und damit mit der GauB-Legendre-Integration ohne Beriicksichtigung einer
Singularitiit sowieso zur Verfiigung steht.
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Abbildung 3.4.: Vergleich der Nullstellen im Bereich z € [-1,1], links: Legendre-
Polyrome, rechts: Jacobi-Polynome mita = —$, 3 =0
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Abbildung 3.5.: Relativer Integrationsfehler der GauBl-Jacobi-Integration im Vergleich zur
GauB-Legendre-Integration

Fehlerschatzung und Verbesserung der numerischen Integration

Die in Abschnitt 3.2.1 genannten Verfahrensfehler sind ungeeignet, den Fehler abzuschiitzen,
da immer ein unbekannter Punkt innerhalb des Teilintervals bzw. des Integrationsbereichs
im analytischen Fehler enthalten ist. In den meisten Fiillen reicht es vielleicht aus, zwei In-
tegrationsergebnisse mit unterschiedlicher Anzahl von Stiitzstellen miteinander zu verglei-
chen und die Differenz als Fehlerschitzung zu benutzen. Sind allerdings beide Ergebnisse
gleich falsch, wird der Fehler ebenfalls falsch und z.B. viel zu klein geschitzt.

Wird im analytischen Fehler anstelle der m-ten Ableitung der Funktion an einer unbekann-
ten Stelle, das Maximum dieser Ableitung innerhalb des Intervals zur Fehlerabschitzung
benutzt, wird hiufig von einem viel zu gro3en Wert ausgegangen und das Verfahren wird
ineffektiv. Viel besser liisst sich die m-ten Ableitung an einer unbekannten Stelle abschiitzen
durch die Verwendung unterschiedlicher Verfahren mit dem gleichen Grad an Genauigkeit.

An dieser Stelle soll die Vorgehensweise fiir eine Integration in einer Dimension stellvertre-
tend am Beispiel einer Simpson-Integration hergeleitet werden.

e Simpson-Integration iiber das gesamte Interval

u[ﬂﬂhwh - (1@ + 4D+ 1)

_f9(&) (b= a)
90 32

mit dem Fehler ¢, =
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¢ Simpson-Integration iiber die linke Hiilfte des Intervals

f:#f(x)dx%12= (f()+4f(a+b ““’))

)+ (5

JS(E) (b—a)

mit dem Fehler ¢; = — %0 024

¢ Simpson-Integration iiber die rechte Hilfte des Intervals

/;_bf(x)d:v%13= 5 (15D a1 + 1)

FOE) (b—a)®
90 1024

mit dem Fehler ¢ = —

Unter der Annahme, dass die Unterschiede der 4. Ableitung an den drei unbekannten Punk-
ten &, & und &3 nicht groB sind, lisst sich das Ergebnis so schreiben

b
f f()dz =1+ ¢, = I+ I3+ 2¢,. (3.29)

Dieses Ergebnis lidBt sich jetzt noch weiter umstellen

b b
/ fa)doml+ =1, €= / f(&)de ~ I~ (I~ ). (3.30)
Somit lidsst sich der Fehler durch die Integrationsergebnisse abschitzen.

Fiir andere Integrationsverfahren auch in zwei Dimensionen oder Kombinationen aus un-
terschiedlichen Verfahren mit gleicher Integrationsordnung erfolgt diese Abschitzung ana-
log, dann ggf. ohne Unterteilung des Integrationsgebiets (s. dazu auch in Kapitel 3.2.2 den
Abschnitt Adaptive Kombination aus Newton- Cotes-Formel und Gauf3-Quadratur). In 2D
bietet dies den zusitzlichen Vorteil, dass nicht <= 4= [, f(x,n) dx (bzw. fiir vertauschte z und
y) abgeschiitzt werden muss.

Zusiitzlich zur adaptiven Integration kann das Integrationsgebiet vor der Integration in Ge-
biete unterteilt werden, die vom Riss nicht mehr geschnitten werden bzw. die Rissspitze auch
nicht mehr enthalten. Dadurch enthalten die einzelnen Teilgebiete wieder stetige Funktio-
nen. Leider fithrt das allerdings auch dazu, dass die Rissspitze auf einem Eckpunkt mehre-
rer Teilgebiete liegt und somit eine Integration, die auf den Newton-Cotes-Formeln beruht,
nicht mehr moglich ist. Sollen also die Newton-Cotes-Formeln angewendet werden, muss
die Funktion ab einem endlichen Wert ,,abgeschnitten* werden. Der so zusiitzlich entstehen-
de Fehler muss klein genug sein, so dass immer noch gilt

Evorhanden < Egeschiitzt- (3-3 1)
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Abbildung 3.7.: Integrationspunkte der adaptiven 4-Punkt-Newton-Cotes-Formel

Adaptive Newton-Cotes-Formeln

Wie in Gleichung 3.30 angegeben, lésst sich der Integrationsfehler abschitzen durch die
Verwendung mehrerer gleicher Integrationsverfahren ohne Kenntnis der Ableitungen der
Funktion und auch ohne Wissen iiber die im Allgemeinen unbekannte Stelle, an der diese
Ableitungen ausgewertet werden miissen. Dieses Vorgehen in Kombination mit einer ad-
aptiven Integrationsgebietzerlegung bildet das hier dargestellte Verfahren. Dabei wird vor
allem auf eine 3-Punkt- bzw. 5-Punkt-Newton-Cotes-Formel, mit einer Zerlegung der Ge-
biete in der Mitte des jeweiligen Integrationsbereichs (s. auch Abbildung 3.6), verwendet.
Dabei ist zu beachten, dass sich die Punktanzahl bei ungeraden Stiitzstellen weniger stark
durch eine Gebietszerlegung erhoht, als das bei einer geraden Punktanzahl der Fall ist (s.
dazu auch Abbildung 3.7). Die in den Abbildungen dargesteliten Punkte sind die Integra-
tionspunkte des Verfahrens. Ausgefiillte Punkte stellen Punkte dar, an denen die Funktion
ausgewertet werden muss. Kreise stellen die Punkte dar, an denen der Funktionswert aus
der vorhergehenden Integration schon bekannt ist; Kreuze verweisen darauf, dass Werte an
diesen Punkten auf gleicher Ebene schon berechnet wurden. Die Pfeile in den Abbildungen
3.6 und 3.7 weisen von den Punkten, an denen die Werte berechnet wurden auf die Stellen,
an denen diese Werte erneut verwendet werden konnen.
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Abbildung 3.9.: Integrationspunkte der adaptiven 3-Punkt-GauB-Integration

Adaptive GauB-Integration

Mit dem gleichen Vorgehen kann fiir die GauB-Quadratur der Fehler abgeschiitzt und das Er-
gebnis verbessert werden. Dabei sind, im Gegensatz zur adaptiven Form der Newton-Cotes-
Formeln, keine Funktionswerte an Stiitzstellen aus der iibergeordneten Hierarchie wieder-
verwendbar. Flir 2-Punkt- bzw. 3-Punkt-GauB3-Integrationen sind die benutzten Stiitzstellen
in den Abbildungen 3.8 und 3.9 gekennzeichnet.

Adaptive Kombination aus Newton-Cotes-Formel und GauB-Quadratur

Die Newton-Cotes-Formel und die GauB-Quadratur konnen dann kombiniert werden, wenn
die Verfahren die gleiche Integrationsordnung haben. Das ist z.B. bei der 5-Punkt-Newton-
Cotes-Formel und der 3-Punkt-GauB-Quadratur der Fall. In den folgenden Herleitung des
Verfahrens fiir ein- und zwei-dimensionale Probleme steht der Index NC fiir die 5-Punkt-
Newton-Cotes-Ergebnisse bzw. -Fehler und der Index G fiir die Ergebnisse und Fehler der
3-Punkt-GauB-Legendre-Quadratur. In die Herleitungen flieBt dic Annahme ein, dass die
Ableitungen der Funktion an den unbekannten Stellen sich vernachldssigbar unterscheiden
und werden somit gleichgesetzt.
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Die Newton-Cotes-Formel liefert das Ergebnis

a+h h
/ f(x)dszNc=E(7f1+32f2+12f3+32f4+7f5) 3.32)
mit dem Fehler
R fO(Enc)
— _\SNC) 3.
NC = T1935360 (3.33)
Die GauB-Quadratur liefert
a+h h
/ f(e)dz =~ I = 15 (351 + 85 + 55 (3.34)
mit dem Fehler
__l 70
Durch Gleichsetzen erhédlt man
Ic +eg = Inc +enc. " (3.36)

Einsetzen der Werte fiir eg und e yc und Umformen der Gleichung nach f© liefert unter
der Annahme, dass sich die Ableitungen an den Punkten £¢ und €y nicht unterscheiden

987429 (g + Inc)

7o) = % (3.37)
Wird diese Abschitzung nun in die Gleichung ﬁir.é ~c eingesetzt erhilt man
49 E
eNc = 3¢ (I — Inc). 5 (3.38)

Dieses Ergebnis lésst sich wiederum benutzen, um das Newton-Cotes-Ergebnis zu verbes-
sern, so dass Folgendes gilt:

a+h
/ f@)dz~Is Inc=Inc+enc  ecenc = Ic — Inc. (3.39)

Das gleiche Vorgehen lisst sich fiir den zwei-dimensionalen Fall anwenden. Hier wird fiir
die Newton-Cotes-Formeln allerdings nicht die sechste Ableitung selbst abgeschiitzt, son-
dern zwei Integrale iiber die sechsten Ableitungen, die sich nach Gleichung 3.12 und Tabelle
3.1 ergeben. Gleiches gilt auch fiir die GauB-Quadratur, so dass sich mit dem Vorgehen aus
Abschnitt Fehlerberechnung und -abschédtzung in Kapitel 3.2.1 der Fehler abschitzen lisst.

Somit ergibt sich

o= [(45) [ (&) 1o+ (552 [ (£) 4]
=Ig— 2016000[ -a,)’ /( ) fdx+(b,—ax)7/y(d%)6fdy]. (3.40)
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Mit der Annahme |...]yo = |[...]g ldsst sich der Fehler der Newton-Cotes-Integration
abschitzen:

€N = == (Ic Inc). (3.41)

Auch hier lisst sich dann das Ergebnis fiir die Newton-Cotes-Formeln wie bei der 1D-
Integration mit Gleichung 3.39 verbessern.

Analytische Integration eines Interpolationspolynoms

Eine ganz andere Arnt der Herangehensweise ist wiederum, die Integration nicht durch die
oben dargestellten Verfahren, die fiir stetige Funktionen hergeleitet worden sind, durch-
zufiihren, sondern eine Moglichkeit zu suchen, die diesen Nachteil ,iiberwindet". Dazu wird
nicht die zu integrierende Funktion durch ein Interpolationspolynom approximiert, sondern
eine Funktion, die den rationalen Teil der Funktion darstellt. Die analytische Integration
wird dann fiir den Quotienten aus dem Interpolationspolynom und ® ermittelt. Diese Vor-
gehensweise ist auch in Gleichung 3.42 dargestellt.

_ [ flz,y) r(z,9) gn(T,Y)
Jyrevan= [ S [ S 42
Darin sind:
ga(z,y) = ZZ% Liz) Lily) ¢ = f(iy)r(z.y) (3.43)
i=1 j=1

wobei L;(x) und L;(y) die Lagrange-Polynome bezeichnen.

3.2.3. Vergleich der Integrationsverfahren anhand von Beispielen

Der hier durchgefiihrt Vergleich der Integrationsmethoden stellt nur die Integration einzelner
Funktionen dar. Eine Integration von Vektorfunktionen, die wihrend der XFEM durch die
Integration der Steifigkeitsmatrix durchgefiihrt wird, bleibt in dieser Betrachtung unberiick-
sichtigt. Niihere Informationen dazu und ein Vergleich mit einer Integrationsmethode, die
auf einem Extrapolationsverfahren beruht, ist in (Peters and Hackl 2005) zu finden.

Fiir die im Folgenden integrierten Funktionen zum Vergleich der Verfahren sind die Funktio-
nen F; definiert als die Rissspitzenfunktionen nach Gleichung 2.85 und die Funktionen N;
repriisentieren die bi-linearen Formfunktionen, die zum i-ten Knoten des Elements gehoren.
Dariiber hinaus gilt

r(z,y) = V22 +¢? (3.44)
und

o(z,y) = arctan(z, y). (3.45)

Die Integrationsbereiche sind so gewihlt, dass die Singularitit nicht in der Mitte des In-
tegrationsbereichs liegt, da das in der XFEM, worauf diese Untersuchung abzielt, nur in
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1

Ausnahmefillen vorkommt. Einzige Ausnahme bildet die erste Funktion mit f(z) = =

Sie zeigt, dass auch fiir diesen Fall die Integration durchgefiihrt werden kann.

Die numerischen Ergebnisse zu jeder Funktion sind mit den Integrationsmethoden
1. adaptive Simpson-Integration
2. adaptive 3-Punkt-GauB-Integration
3. adaptive 4-Punkt-GauB-Integration

4. adaptive Kombination aus 5-Punkt-Newton-Cotes-Integration und 3-Punkt-GauB-
Quadratur

berechnet worden fiir unterschiedliche Werte des maximal zulidssigen relativen Fehlers e =
10~%, i =1,...,6. In den Abbildungen 3.10-3.21 wird zum einen das Verhiltnis der Fehler
mit

Evorh l_ Egeschﬁlzt I) (3.46)

€ = max(| ,
Egeschitzt Erel

und zum Anderen die Anzahl der Integrationspunkte, die in den jeweiligen Integrationsver-
fahren verwendet werden, dargestellt. Dabei ist £,.; der vom Benutzer vorgegebene maximal
zulissige relative Fehler.

Die dargestellten Balken fiir die Verhéltnisse der Fehler sind weil3 gefiillt, wenn die Bedin-
gung

e<1 (3.47)
erfiillt ist. Das bedeutet, dass

Erel 2 Egeschitnr = Evorh (3.48)
gilt. Der Balken grau dargestellt, falls die Abweichung maximal 3% ist, also die Bedingung

1<e<1.03 (3.49)

erflillt ist. Ist der Fehler in der Integrationsroutine grofler, sind die Balken der Ergebnisse
schwarz.

Fiir die Berechnung der Ergebnisse der hier dargestellten Beispicle ist die maximale Inte-
grationspunktanzahl fiir alle Verfahren auf 1.25 - 108 beschrinkt.

Integration der Funktion f,(x, y)

Die analytische Integration der Funktion

1

fl(wsy) = r(:l:,y)
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im Bereich (z,y) € [—1; 1] ergibt

1 1
/ fi(z,y) dz = 7.0509887. (3.50)

=—1Jy=-1

Die Ergebnisse der numerischen Integrationen sind in den Abbildungen 3.10 und 3.11 dar-
gestellt.

Integration der Funktion f>(z, y)

Die zu integrierende Funktion bildet die Ableitung der ersten Rissspitzenfunktion der XFEM
in x-Richtung

9 2
o) = (3 (Fi@n) -
Durch Vereinfachungen ergibt sich folgende Funktion

falz,y) = % 3.51)

Die analytische Integration der Funktion fy(x,y) im Bereich (z, y) € [-1.01; 1] ergibt

1 1
/ / fo(z,y) dz = 0.88773515. (3.52)
r=-1.01 Jy=-1.01

Die Ergebnisse der numerischen Integrationen sind in den Abbildungen 3.12 und 3.13 dar-
gestellt.

Integration der Funktion f3(z, y)

Die zu integrierende Funktion entsteht aus der bi-linearen Formfunktion fiir den Knoten |
und der ersten Rissspitzenfunktion mit

fi(a.) = 5= (M (2, 9)Fi(z:9)).

Durch Einsetzen der Funktionen N, und F; und Umformen ergibt sich die Funktion nach
ein paar Vereinfachungen zu

(=14 y) (- ((-1+2) ycos(§)) + (z (-1 + 3x) + 2¢°) sin(¥))
8 (r2)d

f3(z,y) = . (3.53)

Die analytische Integration der Funktion f3(z,y) im Bereich (z,y) € [-1.01; 1]? ergibt

1 1
/ / fa(z,y) dr = 0.54239955. (3.54)
r=-1.01 Jy=-1.01

Die Ergebnisse der numerischen Integrationen sind in den Abbildungen 3.14 und 3.15 dar-
gestellt.
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Abbildung 3.10.: € nach Gleichung 3.46 fiir das Integral aus Gleichung 3.50
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Abbildung 3.11.: Anzahl der Integrationspunkte fiir das Integral aus Gleichung 3.50
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Abbildung 3.13.: Anzahl der Integrationspunkte fiir das Integral aus Gleichung 3.52
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Abbildung 3.15.: Anzahl der Integrationspunkte fiir das Integral aus Gleichung 3.54
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Integration der Funktion f;(z,y)

Die zu integrierende Funktion entsteht aus dem Quadrat der Funktion f3(x, )

falz,y) = (Nl(x Yz y)°.
Es ergibt sich dadurch folgende Funktion
(=1+9)° ((-1+2) y cos($) + (z - 32% — 23?) sin(¥))’
64 (7'2)%

falz,y) = (3.55)

Die analytische Integration der Funktion fy(x,) im Bereich (z,y) € [—1.01; 1]* ergibt

1 1
/ f fi(z,y) dr = 0.49637119 (3.56)
-1.01 =-1.01

Die Ergebnisse der numerischen Integrationen sind in den Abbildungen 3.16 und 3.17 dar-
gestellt.

Integration der Funktion f5(z,y)

Die zu integrierende Funktion entsteht aus den bi-linecaren Formfunktioren fiir die Knoten
1 und 3 und der ersten Rissspitzenfunktion in folgender Form:

fs(z,y) = (Nl(w v y) 5 (Ns(:c y)Fi(z,y)).
Berechnung der Ableltung und Vcremfachung fithrt zur Funktion

- ((-1+ %) (= ((z? + y*) (-1 +92? +4y2))+r:r( 1+9z2% +8y2)))
128(1‘2)2

f5 (‘7"’ y)
(3.57)

Die analytische Integration der Funktion fs(z, y) im Bereich (z,y) € [—1.01; 1]? ergibt

1 1
/ f fs(x,y) dr = —0.058125164. (3.58)
=—1.01 -1.01

y=

Die Ergebnisse der numerischen Integrationen sind in den Abbildungen 3.18 und 3.19 dar-
gestellt.

Integration der Funktion fs(z, )

Die zu integrierende Funktion entsteht aus

e = o Moz 1)File.) o (Mol 1)z, )

+5 (Vo(s,0)Fs(2.) 5 (Nale ) File ).
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Abbildung 3.16.: £ nach Gleichung 3.46 fiir das Integral aus Gleichung 3.56
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Abbildung 3.17.: Anzahl der Integrationspunkte fiir das Jntegral aus Gleichung 3.56
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Abbildung 3.19.: Anzahl der Integrationspunkte fiir das [niegral aus Gleichung 3.58
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Durch Einsetzen der entsprechenden Funktionen, Umformen und Vereinfachen ergibt sich

folz,y) = 32yj (2z%(1 +z)—rz(1+2)Py
—z (242 (T+6z (24 1)) ¥’ - 1 +2)°y" - ). (3.59)

Die analytische Integration der Funktion fs(z,y) im Bereich z € [-1.02;1] und y €
[—1.01; 1] liefert

1 1
/ f folz,y) dz = —0.027713772. (3.60)
r==1.02 Jy=-1.01

Die Ergebnisse der numerischen Integrationen sind in den Abbildungen 3.20 und 3.21 dar-
gestellt.

3.2.4. Ergebnisdiskussion

Die Beispiele zeigen deutlich, dass alle Verfahren sowohl! Vorteile bieten als auch Nachteile
haben.

e Die adaptive Simpson-Integration ist in ihrer einfachsten Form sehr leicht zu imple-
mentieren, bendtigt aber, da sie auf einer Interpolation mit niedriger Ordnung beruht,
viele Integrationspunkte, um die gewiinschte Genauigkeit zu erreichen. Die Anzahl
der Punkte kann durch eine aufwendigere Programmierung reduziert werden, da dann
hiiufig die Funktionswerte nicht mehr berechnet werden miissen, sondern schon vor-
liegen. Durch den hohen Bedarf an Integrationspunkten, ist dieses Verfahren aller-
dings sehr speicherintensiv. Mit Hilfe der adaptiven Simpson-Integration konnen je-
doch alle hier dargestellten Funktionen bis zu einem vorgegebenen relativen Fehler
von 10~* berechnet werden, so dass ein brauchbares Ergebnis vorliegt.

e Die adaptive 3- bzw. 4-Punkt-GauB-Integration ist deutlich einfacher zu implementie-
ren als die aufwendigere Version der adaptiven Simpson-Integration, da bei den ad-
aptiven GauB-Verfahren die Integrationspunkte nicht erneut genutzt werden kénnen,
und somit neben der Programmierarbeit auch der groBBe Speicherbedarf entfillt. Da
die GauB-Quadratur mit wenigen Punkten einen hohen Grad an Genauigkeit erreicht,
kann das Integrationsergebnis in der vorgestellten adaptiven Form besonders schnell
erzielt werden. Die Ergebnisse zeigen aber, dass der Verfahrensfehler gerade bei nied-
rigen Anforderungen héufig zu klein abgeschitzt wird und somit kein sinnvolles In-
tegrationsergebnis erzielt werden. Steigt allerdings die geforderte Genauigkeit, sind
die Verfahren in der Lage, im Vergleich zu den anderen Methoden mit sehr wenigen
Integrationspunkten ein gutes Ergebnis zu liefern.

¢ Die adaptive Kombination aus 5-Punkt-Newton-Cotes-Formel und 3-Punkt-GauB-
Quadratur kann wie die adaptive Simpson-Regel in den beiden Variationen program-
miert werden, wobei bei dieser Kombination nur die Ergebnisse an den Punkten der
Newton-Cotes-Formel wiederverwendet werden konnen. Das fiihrt dazu, dass die ad-
aptive Simpson-Integration vor allem bei geringen Anforderungen an die Genauigkeit
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Abbildung 3.21.: Anzahl der Integrationspunkie fiir das Integral aus Gleichung 3.60
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des Ergebnisses schneller durchgefiihrt werden kann. Der steigende Bedarf an Integra-
tionspunkten ist bei wachsenden Anforderungen an die Genauigkeit fiir die adaptive
Newton-Cotes-GauB-Kombination wesentlich geringer als fiir die adaptive Simpson-
Integration. Und auch der Fehlerschiitzer ist fiir die Newton-Cotes-Gau-Kombination
genauer, so dass das Ergebnis besser approximiert und damit héufig schneller erreicht
werden kann.

Das in der XFEM am Besten einsetzbare Verfahren héngt also nicht zuletzt auch davon ab,
welche Genauigkeit erreicht werden soll. Nicht nur fiir die beispielhaft dargestellten Funk-
tionen, sondern auch im Vergleich mit den Ergebnissen aus (Peters and Hackl 2005) und
der Beriicksichtigung des Fakts, dass die numerische Integration in einer FE-Berechnung
im Allgemeinen keinen relativen Fehler von z.B. 10~ erforderlich mach, ist die adaptive
Kombination aus 5-Punkt-Newton-Cotes-Integration und 3-Punkt-GauB-Quadratur als Inte-
grationsmethode zu empfehlen.
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4. XFEM mit hoherwertigen Polynomen

In diesem Kapitel werden zu Anfang die Grundlagen der p-Methode der FEM mit unter-
schiedlichen Basen erldutert (s. auch (Zienkiewicz and Taylor 1989; Szabo and Babuska
1991)), um dann an zwei Beispiclen die p-Methode der XFEM und die Differenzen in Er-
gebnissen darzustellen. Die in den Beispielen gezeigten Phinomene werden in einem dritten
Abschnitt weiter beleuchtet und es wird herausgestellt, inwieweit sich allein die Wahl der
Basis auf die Ergebnisse in der XFEM auswirkt.

4.1. Aligemeines zur p-Methode der FEM

Die allgemeine Form der Finite-Elemente-Methode ist nach Gleichung 2.60

=) Niuf.

Die darin enthaltenen Formfunktionen IN kénnen mit unterschiedlichen Polynomgraden
realisiert werden. Fiir diesen Zweck werden hauptsichlich Lagrange-Polynome verwendet.
Der Funktionswert dieser Funktionen ist an einem Punkt Eins und an allen anderen Punk-
ten, fiir die das Polynom aufgestellt wurde, Null. Dadurch kann u als Knotenverschiebung
interpretiert werden. Weiter gilt fiir die Funktionen

ZN,:L i=1,...,n .0

Ferner kénnen alle Funktionen bis zum gewihlten Polynomgrad exakt dargestellt werden
(vgl. dazu die Berechnung eines Interpolationspolynoms z.B. in Abschnitt 3.2.2). Diese
Formfunktionen kénnen durch

Nj(x) = Lin(z)Ljn(y). L,j=1,....n 4.2)

berechnet werden. Die darin enthaltenen Lagrange-Polynome L;, sind in Gleichung 3.14
definiert.

Fiir die Integration der Steifigkeitsmatrix in der XFEM ergibt sich hierbei jedoch der Nach-
teil, dass alle Formfunktionen IV den gleichen Polynomgrad haben und damit fiir alle Inte-
grationen mit den Ableitungen von N F; hohe Anforderungen an das Integrationsverfahren
gestellt werden. Dieser Nachteil kann durch die Wahl einer anderen Basis umgangen werden
(und wie spiiter dargestellt auch andere Nachteile im Bezug auf die XFEM). Fiir die Wahl
der Basis miissen lediglich Funktionen gefunden und benutzt werden, die alle Funktionen
bis zum gewihlten Polynomgrad exakt darstellen konnen. Aus dieser Uberlegung heraus
konnen z.B. die hierarchischen Formfunktionen benutzt werden. Dabei werden Funktionen
mit niedrigem Polynomgrad beibehalten und fiir jeden Polynomgrad nur die Funktionen de-
finiert, die fiir die Darstellung des htheren Grades noch fehlen. Daraus resultieren fiir die
Betrachtung von zwei Dimensionen
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e nodal modes, vertex modes oder basic modes die bi-linearen Formfunktionen.

e edge modes bzw. side modes Formfunktionen, die auf einem Rand mit dem ,neuen”
Polynomgrad definiert sind und senkrecht zu dieser Kante linear verlaufen.

o bubble modes oder internal modes Formfunktionen, die im Inneren des Elements de-
finiert sind, auf dem Rand aber den Funktionswert Null haben.

Eine Eigenschaft der hierarchischen Basis ist, dass die Summe aller Formfunktionen nicht

mehr den Wert Eins ergibt; zur Darstellung einer konstanten Funktion miissen nur die vier

bi-linearen Funktionen herangezogen werden — im Gegensatz dazu werden bei der Standard-
Basis alle Formfunktionen bendtigt. Nachteil bei der Wahl einer hierarchischen Basis in

der FEM ist jedoch, dass die Knotenwerte nicht mehr als Verschiebungswerte interpretiert

werden kénnen, sondern nur einen Anteil an der Gesamtverschiebung bilden. Da die Ver-

schiebungen bei Verwendung der XFEM jedoch in den Elementen, die um die Rissspit-

zenfunktionen erweitert werden, nur durch Summation der einzelnen Anteile aus den vier

Rissspitzenfunktionen berechnet werden konnen, verliert hier der Nachteil durch die Wahl

der hierarchischen Basis an Bedeutung.

Eine Studie der hierarchischen Formfunktionen basierend auf Lagrange-, Legendre- und
Chebyshev-Funktionen ergibt fiir die FEM, dass die Konditionszahl von Elementen, die mit
unterschiedlichen Geometrien beriicksichtigt wurden, fiir die Elementsteifigkeitsmatrizen
am niedrigsten war, die mit Legendre-Polynomen als Formfunktionen erzeugt wurden. Sie
verhilt sich fiir steigenden Polynomgrad nahezu konstant. Damit kann gewiihrleistet werden,
dass die Qualitiit der numerischen Losung durch die Erhohung des Polynomgrades nicht
beeintrichtigt wird (vgl. (Edgar and Surana 1996; Preusch 2003)).

Die Berechnung der hierarchischen Formfunktionen erfolgt im Rahmen dieser Arbeit mittels
der Legendre-Polynome iiber

Nij(x) = di(z)0;(y), Li=1,...,n 4.3)

mit den Funktionen

¢i(z) =

¢M1__§<a(x) — Pry(2)), 4.4)

die sich aus den Legendre-Polynomen zusammensetzen. Diese Legendre-Polynome kdnnen
mit Hilfe der Bonnet-Rekursionsformel berechnet werden als

(n+ 1) Posi(z) = (2n + 1)z Py(x) —nP,_1(z), fiirn=1,2,... 4.5)
Definiert sind
Py(z) =1 und P(z) ==z. 4.6)

Fiir die Polynomgrade p = 0,... ., 5 ergeben sich somit folgende Formeln fiir die Legendre-
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Abbildung 4.1.: hierarchische Formfunktionen bis Polynomgrad p=3
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Zur Veranschaulichung sind die zweidimensionalen hierarchischen Formfunktionen bis zum
Polynomgrad 3 in Abbildung 4.1 dargestellt. Zum Vergleich dazu sind in Abbildung 4.2 die

Standard-Formfunktionen mit Lagrange-Basis fir den Ansatzgrad 3 abgebildet.

4.2. Beispielrechnungen fur bi-lineare und quadratische XFEM

4.2.1. Mixed-Mode-Test

Fiir die in Gleichung 2.83 enthaltenen Formfunktionen N werden (iir die Berechnung des
Beispiels in dicsem Abschnitt die bi-linecaren Formfunktionen verwendet. Zum Vergleich
sind die Berechnungen auch mit bi-quadratischen und hierarchisch quadratischen Form-
funktonen durchgefiihrt worden. Dazu wird ein Mixed-Mode-Test mit Riss mit unterschied-
lichen ElementgroBen berechnet. Die Berechnungskonfiguration fiir das grobste Element-
nelz ist in Abbildung 4.3 gezeigt. Neben dieser Konfiguration mit 5 x 11 Elementen, sind
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Abbildung 4.2.: Formfunktionen der Standard-Basis mit dem Polynomgrad p=3

auch Netze mit 11 x 23 und 23 x 47 Elementen erzeugt worden. Die Werte fiir /{; und iy
sind nach (Wilson 1969)

;=34 K =4.55 4.7
fir die Parameler
l,=70 [, =16.0 a=3.5 7 =1.0 FE = 100. (4.8)

Die Ergebnisse der normierten SIF sind in den Abbildungen 4.54.7 im Vergleich mit den
Ergebnissen der Methode aus Kapitel 2.2.3 und (Liu, Xiao. and Karihaloo 2004) zur Emit-
lung der SIF als Teil der XFEM-Berechnung dargestellt. Die Ergebnisse, die aus (Liu. Xiao,
and Karthaloo 2004) hier dargestellt sind. wurden mit n = 11 berechnet, wobei n fiir die
Anzahl der Terme steht, die bei der Reihenentwick]ung beriicksichtigt werden. Duzrch diese
Wahl haben die Losung aus (Lin, Xiao, and Karihaloo 2004) und die XFEM mil quadrati-
schen Formfunktionen fiir alle Elemente die gleiche Anzahl an Freiheitsgraden.

Die Abbildungen zeigen deutlich die Abhiingigkeit der Ergebnisse von der gewihlten Kon-
figuration. Mit kleiner werdender ElementgroBe bzw. groBer werdendem Radius filr die Be-
rechnung des J-Integrals werden die Ergebnisse besser und nihemn sich den Werten von Wil-
son an. Der Integrationsbereich fiir das J-Integral variient mit rr = 0.003n. n = 1,....110.
Im Vergleich zu diesen Ergebnissen zeigen die Ergebnisse aus (Liu. Xiao. and Karihaloo
2004) ein anderes Verhalten bei Berticksichtigung von héheren Termen der Reihenentwick-
tung fiir die Rissspitzenfunktionen bzw. der SIF. Die Ergebnisse sind unabhingig von einem
Radius fiir das Integrationsgebiet, da si¢ Teil det XFEM-Ldsung sind. Allerdings sind diese
Ergebnisse, auch unter Verwendung von elf Termen aus der Reihenentwicklung. nicht besser
als die Ergebnisse, die unter Verwendung von quadratisch hierarchischen Form{unktionen
bei nur vier Rissspitzenfunktionen und einem Layer zustande kommen.

Unter einem Layer wird dabei die Erweiterung um die Rissspitzenfunktionen der Knoten
und Moden des Elements verstanden, welches die Rissspitze enthilt. Wird ein zweiter Layer
hinzugenommen, werden alle Knoten bzw. Moden der Elemente. die an das Rissspilzenele-
ment grenzen, ebenfalls erweitert (vgl. dazu auch Abbildung 4.4).
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Abbildung 4.3.: Konfiguration des Mixed-Mode-Tests fiir 5 x 11 Elemente
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Abbildung 4.4.: Erliuterung des Layer-Begriffs
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Abbildung 4.5.: normierte SIF (/; links, K, rechts) fiir unterschiedliche Konfigurationen
des Mixed-Mode-Tests aus Abbildung 4.3 fiir 5 x 11 Elemente
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Abbildung 4.6.: normierte SIF (K links, K;; rechts) fiir unterschiedliche Konfigurationen
des Mixed-Mode-Tests aus Abbildung 4.3 fiir 11 x 23 Elemente
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Abbildung 4.7.: normierte SIF (K links, /(;; rechts) fiir unterschiedliche Konfigurationen
des Mixed-Mode-Tests aus Abbildung 4.3 fiir 23 x 47 Elemente

Unter Verwendung der Standard-Basis zeigen die Ergebnisse bei der Wahl kleiner Radien
mit r < [, jedoch groBe Abweichungen zum Ergebnis nach (Wilson 1969), wobei hier die
Kantenliinge der Elemente in x-Richtung als /. bezeichnet ist. Es entstechen Abweichungen
von bis zu etwa 40% bei Verwendung der bi-linearen und bis zu etwa 30% bei Verwen-
dung der bi-quadratischen Formfunktionen. Fiir die Benutzung in einem Finite-Elemente-
Programm ist es allerdings sehr wichtig, dass die Radien fiir die Berechnung des J-Integrals
klein werden kdnnen. Wenn mehrere Risse auftreten, darf in dem Bereich, in dem das J-
Integral berechnet wird, nur eine Rissspitze liegen. Ebenso sollte der Bereich, in dem das
J-Integral berechnet wird, den Rand der Probe nicht schneiden. Haben zwei Rissspitzen den
Abstand 2 r, so sollte der Bereich, der fiir die Berechnung des J-Integrals benutzt wird, einen
maximalen Radius rq haben mit

T <11

Gleiches gilt auch, wenn cine Rissspitze zum Rand der Probe den Abstand 7 hat. Geht nun
r gegen Null, muss auch rq gegen Null gehen.
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Abbildung 4.8.: Konfiguration des Mode-I-Tests fiir 5 x 10 Elemente

4.2.2. Mode-I|-Test

Um die Ergebnisse besser interpretieren und Schlussfolgerungen ziehen zu koénnen, soll in
diesem Abschnitt ein einfacheres Beispiel als im vorhergehenden Abschnitt untersucht wer-
den. Dazu wird ein reiner Mode-I-Test nach Abbildung 4.8 definiert und mit unterschiedli-
chen Konfigurationen fiir

¢ die Elementanzahl

e dic Anzahl der Layer

e den Radius

e und die Art der Formfunktionen

berechnet. Die Ergebnisse der normierten SIF sind fiir die Abbildungen 4.9-4.11 mit dem
J-Integral iiber einen kreisformigen Bereich mit den Radien r = 0.0015, 0.015,0.15, 1.5 be-
rechnet. Klar zu erkennen ist, dass die SIF mit Hilfe der hierarchischen Formfunktionen z.T.
deutlich genauer berechnet werden kdnnen. Das Ergebnis unter Verwendung der bi-linearen
Formfunktionen weicht hingegen von dem analytischen Wert der SIF um bis zu etwa 30%
ab. Das gilt vor allem fiir die kleinsten hier verwendeten Radien in der Definition fiir das
J-Integral. Die Ergebnisse fiir bi-quadratische Formfunktionen sind denen &hnlich, die mit
den bi-linearen Formfunktionen berechnet wurden, und unterscheiden sich von letzteren nur
durch einen kleineren Fehler.
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Abbildung 4.9.: normierte SIF des Mode-I-Tests aus Abbildung 4.8 fiir einen Layer, links
fiir bi-lineare Formfunktionen, rechts fiir quadratisch hierarchische Form-

funktionen
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Abbildung 4.10.: normierte SIF des Mode-I-Tests aus Abbildung 4.8 fiir zwei Layer, links
fiir bi-lineare Formfunktionen, rechts fiir quadratisch hterarchische Form-

funktionen
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Abbildung 4.11.: normierte SIF des Mode-I-Tests aus Abbildung 4.8 fiir drei Layer, links
mit bi-linearen Formfunktionen, rechts mit quadratisch-hierarchischen
Formfunktionen
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Abbildung 4.12.: Verschiebungen um die Rissspitze des Mode-I-Tests aus Abbildung 4.3
fiir bi-lineare Formfunktionen

Fiir die Berechnung des J-Integrals sind die Spannungen und Verschiebungsableitungen er-
forderlich. Da diese aus den Verschiebungen der XFEM-Losung berechnet werden, sind in
den Abbildungen 4.12-4.14 die Verschiebungen um die Rissspitze am verformten System
dargestellt. Die in den Abbildungen dargestellte schwarze Linie ist die analytische Losung
der Verschiebungen an der Rissoberfliche des Rissspitzennahfeldes fiir ein reines Mode-I-
Problem. Die Grautdne stellen die Verschiebungen in x-Richtung der XFEM-Losung dar.
Auch hier ist fiir die Wahl der hierarchischen Formfunktionen die bessere Annitherung der
numerischen Losung an die analytischen Verschiebungen deutlich zu erkennen. Zum einen
existiert nur eine kaum sichtbare Differenz der numerischen und analytischen Verschie-
bungen an der Rissoberfliche, zum anderen gibt es keine so deutliche Einschniirung der
Rissoberfliche an der Position, an der der Riss die Elementkante des Rissspitzenelements
schneidet. Das heiB3t, die Unterschiede werden in den Resultaten also umso grofer, je un-
genauer die Verschiebungen des Rissspitzennahfeldes approximiert werden. Da jedoch das
Nahfeld innerhalb des Rissspitzenelements durch die XFEM als Sonderfall der Zerlegung
der Eins exakt dargestellt werden kann, konnen diese Fehler nur aus den Nachbarelementen
resultieren.

Zu kliren bleibt also die Frage: Wie gut kann die Niherung der XFEM iiberhaupt sein? Bzw.
welche Elemente erzeugen die oben beschriebenen numerischen Probleme? Diese Fragen
sollen im folgenden Kapitel eingehend betrachtet werden.

4.3. Bestmogliche Naherung des Ansatzes

4.3.1. Prozedur

Der Verschiebungsansatz der XFEM aus Gleichung 2.83 soll hier fiir einzelne Elemente
untersucht werden. Dazu werden die Gleichungen 2.83 und 2.75 gleichgesetzt und in einem
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Abbildung 4.13.: Verschiebungen um die Rissspitze des Mode-I-Tests aus Abbildung 4.3
fiir bi-quadratische Formfunktionen

Abbildung 4.14.: Verschiebungen um die Rissspitze des Mode-I-Tests aus Abbildung 4.3
fiir hierarchisch quadratische Formfunktionen
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Abbildung 4.15.: Elemente, in denen die Nidherung untersucht wird

Element ausgewertet. Die Gleichung lautet dann

K [T cos (£) Ky [r [ sin(2)(x+ 2+ cos(y))

—/— (K —cosp)< + =

2GV 2rn sin (£) 2G V 2m | cos(£) (x — 2+ cos(p))

= u; Ni(z) + b; H(z)Nj(z) + cuNi(z) Fi(z). 4.9)
Die Unbekannten in dieser Gleichung sind u;, b; und cy. Als Werte fiir die SIF sind die

Losungen des Beispiels aus Abbildung 4.8, K; = 3213.3 und K;; = 0, benutzt. Die unbe-
kannten Werte werden durch Minimierung der Fehlerquadrate berechnet:

Aeolt

S (Mana(xe) — (0 Ni(xe) + by Nj(xe) Hxe) + et Nifxo) Fifr(x.), 9(x.)))* — min.

e=1

(4.10)

Diese Gleichung wird an erheblich mehr Stiitzstellen (n.,;) ausgewertet, als Unbekannte
vorhanden sind. Es wird somit ein iiberbestimmtes Gleichungssystem erzeugt — hier mehr
als 10000-fach. Der Minimierungsprozess erzeugt dann das Ergebnis mit welchem die Sum-
me der kleinsten Fehlerquadrate erreicht wird.

So wird fiir die in Abbildung 4.15 grau unterlegten Elemente berechnet, wie gut die Néhe-
rung der XFEM unter Verwendung unterschiedlicher Polynomgrade bei den Standard- bzw.
den hierarchischen Formfunktionen sein kann. Aus diesem Ergebnis konnen dann Riick-
schliisse im Bezug auf den Einfluss der Ergebnisse eines einzelnen Elements auf die XFEM-
Losung gezogen werden.

Die Verwendung von zufillig verteilten Punkten im Element und die Verwendung von équi-
distant gewihlten Punkten fiihrt zu den gleichen Ergebnissen fiir die Unbekannten (die rela-
tiven Abweichungen sind kleiner als 10~7). Aus diesem Grunde werden hier nur die Ergeb-
nisse unter Verwendung der zufillig verteilten Punkte angegeben. In den Diagrammen sind
die Integrale der Verschiebungsdifferenzen zwischen analytischer und numerischer Losung
iiber das jeweilige Element nach Gleichung 4.11 fiir die unterschiedlichen Formfunktionen
angegeben.

flz,y) = /ﬂ (u(x) — a(z)) dO2 @.11)

Darin bedeutet u die analytischen Verschiebungen nach Gleichung 2.75 und 4 die hier be-
rechreten Verschiebungen.
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4.3.2. Rissspitzenelement

Die Unterschiede zwischen den Nitherungen der Verschiebungen und Spannungen zu den
analytischen Werten im Rissspitzenelement sind sowohl unter Benutzung der Standard-
Formfunktionen als auch mit den hierarchischen Formfunktionen kleiner als 10~8, Weil die
XFEM auf der Zerlegung der Eins beruht und fiir das Rissspitzenelement

Y NE =V

gilt, miissen die Differenzen zwischen numerischer und analytischer Lésung verschwinden
(vgl. (Chessa, Wang, and Belytschko 2003)).

4.3.3. Ubergangselemente

In diesem Beispiel gibt es acht Ubergangselemente. Da das Beispiel symmetrisch ist, werden
im Weiteren nur die Ergebnisse von fiinf Elementen dargestellt.

In allen Elementen konnen die Verschiebungen und Spannungen zum Teil erheblich besser
durch Verwendung der hierarchischen Formfunktionen approximiert werden, als das mit
den Standard-Formfunktionen méglich ist. Die Ubergangselemente konnen in drei Gruppen
eingeteilt werden:

¢ Elemente, bei denen alle Knoten auf einer Kante (bzw. die entsprechend auf die-
ser Kante definierten Moden) um die Rissspitzenfunktionen erweitert werden. Die-
se Elemente haben bei Verwendung der hierarchischen Basis fiir die Formfunktio-
nen gegeniiber der Standard-Basis eine Konvergenz-Rate, die 2.76-fach hoher ist. Die
Konvergenz-Rate ist im Mittel 6.9 fiir die hierarchische Basis und 2.5 fiir die Standard-
Basis.

e Das Element, in dem alle Knoten/Moden mit der Heaviside-Funktion erweitert sind,
auBer die Knoten bzw. Moden einer Kante, die mit den Rissspitzenfunktionen erwei-
tert sind. Die Konvergenz-Rate ist hier fiir die hierarchische Basis im Mittel um den
Faktor 4.3 hoher als bei der Standard-Basis. Die Konvergenz-Raten sind 6.5 bzw. 1.5
fir die hierarchische bzw. die Standard-Basis.

o Elemente, bei denen ein Eckknoten bzw. der entsprechende Knoten-Mode um die
Rissspitzenfunktionen erweitert wird. Fiir diese Elemente ist die Konvergenz-Rate um
das |.4-fache hoher, wenn die hierarchischen Formfunktionen verwendet werden. Die
Konvergenz-Raten sind 5.8 fiir die hierarchische Basis und 4.1 fiir die Standard-Basis.

Die hier dargestellten Ergebnisse der Ubergangselemente zeigen, welchen enormen Einfluss
die Wahl der Basis auf die Approximation des Verschiebungsnahfeldes hat. Die Ergebnis-
se zeigen deutlich, dass die Ubergangselemente zum Teil erhebliche Ungenauigkeiten in
die Finite-Elemente-Rechnung einbringen. Das liegt daran, dass in diesen Elementen die
Zerlegung der Eins nicht eingehalten ist, da nicht alle Knoten durch die Rissspitzenfunk-
tionen erweitert sind. Dass die XFEM mit hierarchischen Formfunktionen bessere Ergeb-
nisse liefert als die XFEM mit den Standard-Formfunktionen liegt vor allem daran, dass
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Abbildung 4.16.: Verschiebungsdifferenzen des 1. Ubergangselements
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Abbildung 4.17.: Verschiebungsdifferenzen des 2. Ubergangselements
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Abbildung 4.19.: Verschiebungsdifferenzen des 4. Ubergangselements
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Abbildung 4.20.: Verschiebungsdifferenzen des 5. Ubergangselements

die Rissspitzenfunktionen einen groBeren Einfluss in den Ubergangselementen bei Verwen-
dung der hierarchischen Basis bekommen und somit die analytischen Verschiebungen des
Rissspitzennahfeldes in einem grofieren Gebiet in die Berechnung einflieBen konnen.

4.3.4. Weitere Elemente

Die Ergebnisse zeigen in diesen nicht um die Rissspitzenfunktionen erweiterten Elementen
nur Abhingigkeiten vom Polynomgrad, nicht jedoch davon, ob hierarchische oder Standard-
Formfunktionen verwendet werden. In diesen Elementen erfolgt die Approximation der Ver-
schiebungen wieder nach dem Prinzip der FEM bzw. p-Methode der FEM. Damit ist die
Losung nicht nur unabhiingig von der Basis, sondern allein abhiingig vom Polynomgrad.

4.4. Zusammenfassung und Ergebnis

Die aus den Uberlegungen der Kapitel 4.2 und 4.3 resultierende p-Version der XFEM beruht
ebenfalls auf Gleichung 2.83. Mogliche Formen der Umsetzung sind

e Benutzung der bi-linearen Formfunktionen
Die Ergebnisse sind schnell verfiigbar, da eine geringe Anzahl von Freiheitsgraden
beritcksichtigt wird, und die Integration verhiltnismaBig einfach im Vergleich mit
hoheren Polynomgraden bleibt. Die Ergebnisse der SIF sind allerdings, wie in Ka-
pitel 4.2 gezeigt, nur fiir groBe Radien bei der Berechnung des J-Integrals akzeptabel.
Die Verschiebungen nahe der Rissspitze sind ebenfalls nur eingeschriinkt nutzbar.

e Benutzung der Standard-Formfunktionen mit Polynomgraden p > 2
Die Ergebnisse werden gegeniiber jenen, die unter Verwendung der bi-linearen Form-
funktionen berechnet werden, besser. Die Integration stellt allerdings héhere Anfor-
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Abbildung 4.21.: Verschiebungsdifferenzen des 1. Elements ohne Erweiterung
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Abbildung 4.22.: Verschiebungsdifferenzen des 2. Elements ohne Erweiterung
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Abbildung 4.23.: Verschiebungsdifferenzen des Elements, in dem die Moden einer Kante
mit der Heaviside-Funktion erweitert sind
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derungen an das Verfahren. Zusammen mit der erhohten Anzahl an Freiheitsgraden
wird der Gewinn an Genauigkeit durch einen deutlichen Verlust an Geschwindigkeit
erkauft.

e Benutzung der hierarchischen Formfunktionen mit Polynomgraden p > 2

Durch die Verwendung der hierarchischen Formfunktionen lassen sich die Ergebnis-
se gegeniiber den Standard-Formfunktionen mit gleichem Polynomgrad weiter ver-
bessern. Durch den groBeren Einflussbereich der Rissspitzenfunktionen in den Uber-
gangselementen konnen die Verschiebungen in den Elementen um die Rissspitze bes-
ser berechnet werden. Der Aufwand der Integration ist gegeniiber der Integration der
Standard-Formfunktionen etwas geringer, da nicht alle Polynome mit dem héchsten
Grad definiert sind, sondern nur wenige. Hinzu kommt noch, dass sich durch die Ver-
wendung der hierarchischen Formfunktionen die Anzahl der Freiheitsgrade u.U. dra-
stisch reduzieren lidsst, da nur fiir die Elemente, die durch die Rissspitzenfunktionen
erweitert werden, auch der héhere Polynomgrad fiir die Formfunktionen angesetzt
werden muss. In allen anderen Elementen werden mit den bi-linearen Formfunktio-
nen gute Ergebnisse erzielt (siche dazu auch Kapitel 4.5 und (Szabo and Babuska
1991)).

4.5. Weitere Beispielrechnungen mit der p-XFEM und Vergleich der
Ergebnisse

Die im vorhergehenden Abschnitt dargestellte Zusammenfassung soll in diesem Kapitel
“durch Beispiele unterstiitzt werden. Die hier betrachteten Beispiele sind mit verschiedenen
Ansatzgraden und hierarchischen bzw. Standard-Formfunktionen berechnet.

4.5.1. Drel-Punkt-Biege-Versuch

Fiir die Berechnung der SIF, bei dem in Abbildung 4.25 dargestellten Drei-Punkt-Biege-
Versuch, werden neben den unterschiedlichen Formfunktionen (bi-linear, bi-quadratisch und
quadratisch hierarchisch) auch jeweils zehn unterschiedliche Radien (r = 70.03, i =
1....,10) fiir die Definition des Bereichs §2 fiir das J-Integral benutzt. Dariiber hinaus sind
die Berechnungen mit 5 x 11 und 11 x 23 Elementen durchgefiihrt worden. Die Abbildungen
4.26 bis 4.28 zeigen die Ergebnisse der so berechneten SIF fiir die unterschiedlichen Form-
funktionen. In den einzelnen Diagrammen sind die Mittelwerte der SIF mit den jeweiligen
maximalen Abweichungen fiir die unterschiedlichen Anschnitttiefen a dargestellt. Deutlich
erkennbar ist, dass die Abweichungen sowohl fiir die Berechnung mit bi-linearen als auch
mit bi-quadratischen Formfunktionen erheblich groBer sind als bei Verwendung der hierar-
chisch quadratischen Formfunktionen. Ebenso ist zu erkennen, dass nur die Mittelwerte im
Diagramm fiir die hierarchisch quadratischen Formfunktionen auch fiir den Wert I(;; eine
annihernd proportionale Abhiingigkeit zur Risslinge aufweisen.
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Abbildung 4.25.: Drei-Punkt-Biege-Versuch, Konfiguration und Definition zur Bestimmung

der SIF

4.5.2. CT-Versuch

Die Berechnung der SIF in diesem Abschnitt erfolgt fiir den CT-Versuch, der in Abbildung
4.29 skizziert ist, mit einem festen Radius » = 3 fiir das J-Integral. Variiert wird zusitzlich
zu den Formfunktionen die Linge a des Risses mit

12<a <36

und die Anzahl der Elemente (12 x 6, 24 x 12 und 48 x 24 Elemente). In den Diagram-
men 4.30 bis 4.32 sind die Ergebnisse der SIF fiir die unterschiedlichen Anschnitttiefen
dargestellt. Die Ergebnisse fiir die Werte K sind fiir alle drei Variationen der Formfunktio-
nen gleich gut. Deutliche Unterschiede zeigen sich in den Diagrammen fiir /;;. Wihrend
die SIF K;; unter Verwendung der bi-linearen bzw. der bi-quadratischen Formfunktionen
besonders fiir das grobe und das mittlere Elementnetz keine brauchbaren Ergebnisse lie-
fert, erzeugt die Berechnung der SIF unter Beriicksichtigung der hierarchisch quadratischen
Formfunktionen gute Ergebnisse, die schon mit wenigen Elementen konvergieren.
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Abbildung 4.26.: SIF fiir Drei-Punkt-Biegeversuch mit bi-linearen Formfunktionen
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Abbildung 4.27.: SIF fiir Drei-Punkt-Biegeversuch mit bi-quadratischen Formfunktionen
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Abbildung 4.28.: SIF fiir Drei-Punkt-Biegeversuch mit hierarchisch quadratischen Form-

funktionen
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Abbildung 4.29.: CT-Versuch, Konfiguration und Definition zur Bestimmung der SIF
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Abbildung 4.30.: SIF fiir CT-Versuch mit bi-linearen Formfunktionen
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Abbildung 4.31.: SIF fiir CT-Versuch mit bi-quadratischen Formfunktionen
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Abbildung 4.32.: SIF fiir CT-Versuch mit hierarchisch quadratischen Formfunktionen
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5. Rissausbreitungskriterien

Die Betrachtung von Rissausbreitung ist die zentrale Problemstellung bei der Beurteilung
von Lebensdaueraspekten eines Bauteils oder Bauwerks. Nachdem (Griffith 1920) ein ener-
giebasiertes Kriterium zur Berechnung von Rissausbreitung fiir spréde Materialien veroffent-
lichte, erschien in (Irwin 1957) ein Kriterium, das durch das strain energy release rate-
Konzept auch fiir duktile Materialien geeignet ist. Nach diesen grundlegenden Arbeiten in
der Bruchmechanik wurde die Erforschung gerade von Mdglichkeiten, die plastische Zone
zu beschreiben, intensiviert (vgl. die Entwicklung des J-Integrals in (Wells 1961) und die
Erweiterung der energy release rate auf nicht-lineare Materialien in (Rice 1968)).

Da sich diese Arbeit jedoch mit der linearen Bruchmechanik beschiiftigt, sind vor allem die
in den folgenden Vertffentlichungen entwickelten Kriterien maBgebend:

e maximale Umfangsspannung (Erdogan and Sih 1963),

e maximale Hauptzugspannung (Maiti and Smith 1983),

e Minimum der elastischen Energie-Dichte (Sih 1973),

e Rissrichtungskriterium mit i(;; = 0 (Cotterell and Rice 1980)
e maximale treibende Kraft (Le, Schiitte, and Stumpf 1999)

Sie alle lassen den SIF K;;; unberiicksichtigt und sind damit in besonderer Weise fiir den
zweidimensionalen Fall, der im Rahmen dieser Arbeit betrachtet wird, geeignet.

In diesem Kapitel werden im Folgenden drei klassische Kriterien mit ihren unterschiedli-
chen Umsetzungsmdoglichkeiten vorgestellt, da diese fiir die lineare Bruchmechanik in zwei
Dimensionen von Bedeutung sind:

1. Kriterium der maximalen Zugspannung
2. Kiriterium auf Grundlage der SIF
3. Kriterium auf Grundlage des Prinzips des Minimums der potentiellen Energie

Diese Kriterien werden in Kapitel 6 auf einige Beispiele angewendet und abschlieBend be-
urteilt.
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Abbildung 5.1.: Erliuterung des Winkels 8, der Spannung oy (links) sowie der Spannung
und der Richtung von or (rechts); radiale Normalspannungen und Schub-
spannungen sind nicht dargestellt

5.1. Kriterien der maximalen Zugspannung

Da sich diese Arbeit mit linearen Materialien beschiiftigt, kann die Berechnung der Span-
nungen in einem Punkt durch ein FE-Programm schnell und einfach erfolgen. Zu jedem
Punkt x ldsst sich die Spannung wie folgt angeben

o(x) = C B(z) @ 5.1)
Darin bedeutet
( DN (x) fiir die FEM
Ny(z) F(z)
B(z) = D N2(m2 F(e) fiir die XFEM, mit F nach Gleichung 2.87 ° (5-2)
| | M@ F@)

Hiermit wird die Hauptspannung

2
Oyr+0O zx — O
oy =— 2 =+ \/(a 2 9”) + Tzzy .3)

oder die Umfangsspannung

or = Oxx + ayy Ozz —
T = —
2 2

in Punkten mit konstantem Abstand zur Rissspitze aus den Spannungen o berechnet. In den
Gleichungen 5.3 und 5.4 werden die Spannungen im globalen Koordinatensystem einge-
setzt. Der Winkel 8 bezeichnet den Winkel zwischen der Geraden von der Rissspitze zum
betrachteten Punkt und der globalen x-Achse. Die hier als Tangentialspannungen bezeich-
neten GroBen sind auch als Umfangsspannungen bekannt. Siehe dazu auch Abbildung 5.1.

Iv cos (20) — T4y sin (26) (5.4)

Aus den so ermittelten Spannungen wird der Winkel 8 gesucht, bei dem die groBten Span-
nungen oy bzw. or auftreten. Sind diese Werte grofier als ein angegebener Grenzwert o¢
wiichst der Riss in die ermittelte Richtung

max ou(8) > oc bzw. max or(8) > oc. (5.5)
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Wie in (Dumstorff 2006) beschrieben, kénnen die Hauptspannungen zur Verbesserung der
Genauigkeit iiber einen Bereich gemittelt werden (vgl. (Wells and Sluys 2001; Jirdsek and
Zimmermann 2001)). Dazu wird eine Gausche Wichtungsfunktion

1 r?
W= —F—=exp| —— (5.6)
(2m)z 3, IS

definiert und die gemittelten Spannungen o, iiber die Gleichung

am=/wadQ 5.7
Q

berechnet. Der Parameter r,,, bezeichnet dabei einen Wert, der bestimmt, wie stark die Wich-
tungsfunktion w mit steigendem Abstand r zur Rissspitze abnimmt. Fiir r,, ist ein Wert
des 1.5-fachen der typischen Elementldnge iiblich. Mittels Gleichung 5.3 wird die Haupt-
spannung und ihre Richtung aus den Spannungen o,,, berechnet. Risswachstum erfolgt hier
ebenfalls, wenn eine kritische Spannung iiberschritten wird. Die Richtung des Risswachs-
tums liegt senkrecht zur ermittelten Hauptzugspannungsrichtung.

Durch diese Vorgehensweisen kann die Richtung, in die der Riss wichst, berechnet werden.
Die Linge, um die der Riss in diese Richtung wiichst, kann jedoch nicht Teil der Betrachtung
sein. Das liegt daran, dass die Spannungen an der Rissspitze singulir, d.h. unendlich, sind.
Ein Rissausbreitungskriterium mit der Rissldngenénderung

Ar = Ar(o) und Ar~ag
wiirde zu
Ar =00

fiihren. Aus diesem Grund wird ein konstanter Wert fiir Ar als eine Art Materialparameter
vorgegeben.

5.2. Kriterien auf Basis der Spannungs-Intensitats-Faktoren

Bei Verwendung der SIF zur Berechnung von Risswachstum gibt es mehrere Vorgehens-
weisen. Zwei davon sollen im Rahmen dieser Arbeit kurz vorgestellt werden. Ein weiteres
Kriterium, das Kriterium der maximalen Energiefreisetzungsrate, wird in (Nuismer 1975)
beschrieben. Die Umsetzung erfolgt dabei ebenfalls iiber die Berechnung der SIF. Untersu-
chungen haben jedoch gezeigt, dass die Ergebnisse, die mit den unterschiedlichen Kriterien
erzielt werden, nur geringe Unterschiede aufweisen (Nuismer 1975). Fiir einen weiteren
Vergleich der auf den SIF beruhenden Kriterien wird des weiteren auf (Xie 1995) verwie-
sen.

5.2.1. Kriterium der maximalen Umfangsspannung

In (Erdogan and Sih 1963) wird davon ausgegangen, dass der Riss in die Richtung mit der
groBten Umfangsspannung wiichst. Der Riss wichst demnach in die Richtung, die durch
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Gleichung 5.8 berechnet werden kann

1{ K, K \?
6 = 2arct - | — — 8
arctan (4 K”:i: (K”) +8)) + ©o, (5.8)
wobei g den Winkel des letzten Risssegments gegeniiber der globalen x-Richtung bezeich-
net. Die neue Rissrichtung aus Gleichung 5.8 ist nach (Moés and Belytschko 2002) gleich-

bedeutend mit der Rissrichtung, die mit dem Kriterium der maximalen Umfangsspannung
berechnet werden kann (vgl. auch (Dumstorff and Meschke 2004)).

5.2.2. Kriterlum auf Basis der Minimierung von K;; (K;; — 0)

Der Riss wichst in die Richtung, in der der Betrag des SIF K;; minimal wird. Das wiederum
kann in unterschiedlicher Weise umgesetzt werden.

e Zum ecinen konnen nach (Amestoy and Leblond 1992) die SIF mit einer Riss-
lingeninderung, die gegen Null geht (s. auch Abbildung 5.2) durch

) Kj

m(£)
berechnet werden. In diesem Fall (vgl. (Le, Schiitte, and Stumpf 1999)) werden die
SIF unter Beriicksichtigung des Knicks ermittelt durch

( K ) _ ( Fr1(8) Fr.u(0) ) ( K ) (5.10)
Ky, Fri(9) Firu(0) Kn ) '
Die darin enthaltenen Funktionen F; ;(#) konnen (Amestoy and Leblond 1992) ent-

nommen werden und sind bei einem Fehler in der Reihenentwicklung von O(m?) fiir
i = j bzw. O(m7) fiir i # j

Frym) = 1- ST?? m? + (71'2 - %r;) m?
(%2 - % + i;gg;) m® + O(md) (5.11)
Fip(m) = —3—27r-m + (%{ + Y—;) m3
R e
Fip4(m) = g - (%ﬁ + :—;) m®

27 1373 59m%\ .
(‘?"’ 30 _3840)’” +0(m’) 13

3\ , 8 2972 5rt\ ,
Fuar) = 1= (155 ) ni+ (34 5~ ) m

32 4x%  11597*  119x%\ 8
(_ﬁ’ 9~ 77200 +15360)m +O(m). G149
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| Ki. Ki,
lim
—0

;
0
K, Ky >

Abbildung 5.2.: Prinzipskizze zur Berechnung der SIF am abknickenden Riss mit r — 0

K;(6)
K;1(6)

L

Abbildung 5.3.: Prinzipskizze zur Berechnung der SIF am abknickenden Riss mit konstan-
tem Radius

r

Beriicksichtigt werden muss in den Gleichungen, dass hier m = % einzusetzen ist.

e Zum anderen konnen die SIF in einem bestimmten Abstand, also mit konstantem r,
berechnet werden. Uber einen anzugebenden Winkelbereich £6,,.. kann so das lo-
kale Minimum des Wertes K;; bestimmt werden. In Abbildung 5.3 ist der Bereich
als Prinzipskizze dargestellt. Auf dem dort gekennzeichneten Kreisbogen kénnen die
Werte K;; an unterschiedlichen virtuellen Risspositionen berechnet und durch ein
Interpolations- oder Ausgleichspolynom approximiert werden. Der Verlauf des Be-
trags des SIF K}, fiir den Bereich

—25° < ¢ < 25° (5.15)

und einem Radius von » = 0.5 fiir das in Abbildung 6.1 gezeigte Beispiel, ist in Abbil-
dung 5.4 dargestellt. Das Minimum des Graphen ist hier deutlich zu erkennen und die
Rissrichtung kann z.B. durch einen einfachen Newton-Algorithmus oder bei Verwen-
dung eines Ausgleichs- bzw. Interpolationspolynoms analytisch bestimmt werden. Da
die Werte fiir K(;; an mehreren Punkten innerhalb des Intervals 5.15 ausgewertet wur-
den, wird die Stelle, an der K;; Null wird, im Allgemeinen nicht durch die iiber den
Kreisbogen dquidistant verteilten Punkte genau getroffen, sondern muss aus den Wer-
ten interpoliert werden — wie in diesem Beispiel.

Bei beiden moglichen Vorgehensweisen aus den Abschnitten 5.2.1 und 5.2.2 wird die Riss-
langeniinderung als Funktion des SIF K ausgedriickt

Ar = Ar(Ky). (5.16)
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_K;y(6) . 1Ki(6)]

\“// | | 0
. m — . - 9

Abbildung 5.4.: Beispielhafter Verlauf von K; (links) bzw. | K/;| (rechts) in Abhiingigkeit
des Winkels @ fiir den Drei-Punkt-Biege-Versuch nach Abbildung 6.1

5.3. Kriterium auf Basis des Prinzips des Minimums der potentiellen
Energie

Energiebasierte Kriterien wurden bereits in (Griffith 1920; Parks 1974; Hellen 1975; Le
1990; Xie, Gerstle, and Rahulkumar 1995) vorgestellt. Bei den energiebasierten Kriterien
wird davon ausgegangen, dass Rissfortschritt in jene Richtung stattfindet, so dass die Ge-
samtenergie minimiert wird. Die in einem Korper gespeicherte Formidnderungsenergie ist
nach Gleichung 2.37

H;n,z—l/a:edﬂ
2 Jo

bzw. in einem Finite-Elemente-Programm mit den Knotenwerten f; und u; durch

1
nint= _'é’.fu

zu berechnen.

Durch eine virtuelle Verlingerung des Risses kann die Forminderungsenergie als Funktion
der Rissinderung betrachtet werden. Zur ermittelten Energie I1;,, wird dann jeweils die
Energie addiert, die erforderlich ist, den Riss in eine bestimmte Richtung und mit einer
bestimmten Linge voranzutreiben. In der Arbeit von Griffith (Griffith 1920) wird dargestelit,
dass zur Rissausbreitung folgende Energie

nc(r7 QO) = fl r

benétigt wird. Da durch die Theorie von Griffith kein oder nur instabiles Risswachstum si-
muliert werden kann, wird im Rahmen dieser Arbeit davon ausgegangen, dass zum Rissfort-
schritt Energie in einer Art von

f17'2
1+f2’l'

Me(r,¢) = + f3¢? .17
erforderlich ist, um den Riss fortschreiten zu lassen. Die in Gleichung 5.17 dargestellte
Energie geht fiir groBe Werte fiir Ar und bei gewihltem f; = 0 in das Kriterium von
Griffith iiber. Diese phinomenologische Erweiterung des Griffith-Potentials ermdoglicht es
in einfacher Art und Weise, lokale Einfliisse und dynamische Prozesse zu erfassen, welche
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Abbildung 5.5.: Energiefunktion I1,,., fiir einen Drei-Punkt-Biege-Versuch nach Abbildung
6.1, links: als 3D-Plot, rechts: als 2D-Plot aufgetragen fiir konstante Winkel
tiber den Radius

in der linear elsatischen Bruchmechanik sonst unberiicksichtigt blieben; liegt z.B. an einem
Kérper eine zyklische Belastung an, kann nun unter der Annahme, dass in jedem Zyklus
der Riss um den Wert Ar fortschreitet auch Risswachstum simuliert werden, welches der
Realitiit nither kommt. Durch diese Mallnahme liisst sich das Verfahren zudem numerisch
stabiler durchfiihren und es entstehen Risssimulationen, die nicht mehr nur instabiles oder
kein Risswachtum darstellen kénnen, sondern in denen auch die Simulation von finitem
Risswachstum moglich ist.

Die Energien werden zur Gesamtenergie zusammengefasst
ey = Mipe + T1,. (5.18)

In Abbildung 5.5 ist eine solche Energiefunktion fiir einen Drei-Punkt-Biege-Versuch nach
Abbildung 6.1 dargestellt mit einer virtuellen Rissverlingerung im Bereich

—25° < p < 25° und A7 = 0.95. (5.19)

Die Energie muss fiir die jeweiligen virtuellen Risspunkte durch das XFEM-Programm
berechnet und gespeichert werden. Zusammengesetzt ergibt sich eine Energiefunktion, die

e entweder durch ein Interpolationspolynom approximiert wird; dieses Polynom wird
dann dazu benutzt, das Minimum analytisch oder numerisch zu berechnen

e oder deren berechnete Punkte dazu benutzt werden, den Punkt herauszufiltern, der die
kleinste berechnete Energie aufweist.

Da die Energiefunktion der internen Energie (Il;,,) gut durch ein quadratisches Polynom
(quadratisch in r und ) niiherungsweise bestimmt werden kann, sind nur sieben Iterationen
fiir die Variation der Rissspitze erforderlich. Fiir die Suche der minimalen Energie durch die
Berechnung der Energie an einer finiten Anzahl von Punkten, sind jedoch erheblich mehr
Punkte erforderlich.

Welche Vorgehensweise auch gewiihlt wird, das berechnete globale Minimum der Energie
befindet sich an der Stelle, die die entsprechende Position der neuen Rissspitzenposition
beschreibi.



91

6. Studie des Risspfades an speziellen Beispielen

In diesem Kapitel wird eine Studie zum Rissverlauf anhand von Beispielen durchgefiihrt.
Dazu werden

e ein Drei-Punkt-Biegeversuch und
e ein CT-Versuch
mit
o unterschiedlichen Elementnetzen
o unterschiedlichen Polynomgraden und Basen fiir die Formfunktionen
o unterschiedlichen Koordinaten fiir den initiierten Riss
und unter Beriicksichtigung der Rissausbreitungskriterien

e Kriterium der maximalen Umfangs-/Tangentialzugspannung mit unterschiedlichen Wer-
ten fiir die Risslingeniinderung

o Kriterium auf Grundlage der Spannungsintensitiitsfaktoren als Kriterium der maxi-
malen Umfangsspannung (SIF-1) mit unterschiedlichen Werten fiir f (s. Gleichung
6.1)

¢ Kriterium auf Grundlage der Spannungsintensitiitsfaktoren mit |K;;| — 0 (SIF-2)
ebenfalls mit unterschiedlichen Werten fiir f (s. Gleichung 6.1)

e Kiriterium auf Grundlage des Prinzips der minimalen potentiellen Energie mit unter-
schiedlichen Werten fiir f;, f> und f3 (s. Gleichung 5.17)

simuliert. Bei beiden Kriterien auf Grundlage der SIF wird die Risslingeniinderung mit

Ar = %K, 6.1)

berechnet. Die fiir die Rissausbreitungskriterien erforderlichen Parameter, werden variiert
mit

f = 10"mitn=0,1,23
fig = 10"mitn=-3,-2,...,2,3
f3 € {0,05,1}.



92 6. Studie des Risspfades an speziellen Beispielen

In den folgenden Abbildungen werden aus den in der Parameter-Studie ermittelten Risspfa-
den die charakteristischen Risspfade dargestellt. Diese Ergebnisse reprisentieren das ge-
samte Spektrum der Ergebnisse. Rechts reben den Grafiken fiir die Risspfade befindet sich
jeweils ein Diagramm mit den Risslédngenidnderungen in jedem Rissschritt, also den Liingen
der Vektoren

Ar = |z; — x4,

wobei x; die i-te Risskoordinate bezeichnet.

Bei Verwendung des Kriteriums auf Grundlage des Minimums der potentiellen Energie,
wird ein lokales Minimum innerhalb der Grenzen

0L0<Ar<08 -30° < p <30° (6.2)
gesucht.

Die Integrationen erfolgen sowohl fiir die Elementsteifigkeitsmatrizen als auch fiir die Be-
rechnung des J-Integrals mit Hilfe der Kombination aus Newton-Cotes-Integration und Gauss-
Quadratur mit einer relativen Genauigkeit von £, = 1073,

6.1. Drei-Punkt-Biegeversuch

6.1.1. Simulationsdefinitionen

Es wird der in Abbildung 6.1 dargestellte Biegeversuch simuliert mit den Parametern:

b = 8.0

h 7.0
F = 1000.0
E = 10000.0
v 0.3.

Die Koordinate b, wird in den Berechnungen mit den Werten b, € {1.8,5.2} beriicksich-
tigt. Die Linge des Anschnitts und der Radius fiir das Integrationsgebiet des J-Integrals
ist in jedem Fall a = r = 0.05. Diese Wahl des Integrationsgebiets fiir das J-Integral hat
zwei Griinde: Einerseits liegen damit alle Integrationspunkte innerhalb des Korpers, was
zur Folge hat, dass die Integrationsmethode schneller und im Allgemeinen besser konver-
giert. Andererseits muss das Kriterium auch fiir kleine Integrationsgebiete gute Ergebnisse
liefern, damit das Risswachstum fiir zwei oder mehr Risse sinnvoll simuliert werden kann.
Der Abstand von 0.05 wird ebenfalls fiir die ersten drei Punkte zur Ermittlung der Ener-
giefliiche gewihlt. In doppeltem Abstand werden drei weitere Punkte erzeugt, mit denen die
Energiefreisetzung ermittelt werden kann.
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Abbildung 6.1.; Drei-Punkt-Biegung mit einem Riss
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Abbildung 6.2.: Skizzen experimenteller Ergebnisse fiir einen Drei-Punkt-Biege-Versuch
mit hohem Bewehrungsgrad
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1

Abbildung 6.3.: Skizze experimenteller Ergebnisse fiir einen Drei-Punkt-Biege-Versuch mit
fehlender Verankerungslinge der Lingsbewehrung

6.1.2. Ergebnisse und Diskussion fiir b, = 5.2

Die Ergebnisse fiir b = 5.2 sind in den Abbildungen 6.4 bis 6.15 dargestellt. Das erwartete
Rissbild (s. Abbildung 6.2, aus (Fischer 1997)) ist ein so genannter Biegeriss, der auf den
Lastangriffspunkt zustrebt.

Die Abbildungen 6.4-6.6 zeigen die Ergebnisse fiir das Kriterium der maximalen Umfangs-
spannungen fiir Elementnetze aus 11x5, 23x11 und 47x23 Elementen. In allen Fillen
wiichst der Riss auf den Lastangriffspunkt zu, wobei die Unterschiede zwischen den Lésun-
gen und gegeniiber Experimenten sowohl fiir unterschiedliche Elementnetze als auch fiir
unterschiedliche Formfunktionen vernachlissigbar sind.

In den Abbildungen 6.7-6.9 sind die Ergebnisse fiir das Kriterium SIF-1 dargestellt. In al-
len Netzen verlduft der Riss annihernd gerade durch den Koérper. Das Gleiche gilt auch fiir
die Ergebnisse, die bei Verwendung des Kriteriums SIF-2 erzielt werden. Die Ergebnisse
sind in den Abbildungen 6.10-6.12 dargestellt. Fiir beide Kriterien wird im groben Ele-
mentnetz fiir die bi-linearen Formfunktionen, im feinen Elementnetz fiir die quadratischen
Formfunktionen nach wenigen Rissschritten ein Wert von Null fiir /{; berechnet und damit
ein Stillstand im Risswachstum ermittelt. Da es in der linear-elastischen Bruchmechanik bei
kraftgesteuerten Prozessen nicht moglich ist, dass das Risswachstum stoppt, ist dieses Ver-
halten durch die Theorie nicht zu begriinden und muss durch die Numerik hervorgerufen
werden. Das bedeutet, dass die SIF nicht mit ausreichender Genauigkeit berechnet werden
kénnen. Dafiir konnen zwei Ursachen verantwortlich sein: Erstens kann der Radius fiir das
Integrationsgebiet der J-Integrale nicht groB genug gewihlt sein, damit die SIF mit entspre-
chender Genauigkeit berechnet werden. Zweitens kann die Abbildung des abknickenden
Risses auf einen geraden Riss die Ergebnisse des J-Integrals beeinflussen. Dies bleibt weiter
zu untersuchen.
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Durch Verwendung des Kriteriums der minimalen Energie werden die Risspfade berechnet,
die in den Abbildungen 6.13-6.15 dargestellt sind. Auch hier werden fiir die verwendeten
Elementnetze und die unterschiedlichen Formfunktionen kaum unterscheidbare Risspfade
berechnet, die mit Experimenten in guter Ubereinstimmung stehen. Der ermittelte Risspfad
verl#uft hier in einem Bogen auf den Lastangriffspunkt zu. Bei den in diesem Beispiel ermit-
telten Ergebnissen entsprechen die Risse unter Verwendung des Kriteriums der minimalen
Energie am deutlichsten dem erwarteten Rissbild.

In diesem Beispiel lassen sich also Risspfade berechnen, die je nach Rissausbreitungskrite-
rium mehr oder weniger dem erwarteten Risspfad entsprechen. Die Unterschiede zwischen
den einzelnen Losungen bei Verwendung unterschiedlicher Formfunktionen sind nicht so
deutlich wie durch die Ergebnisse aus Kapitel 4 erwartet. Weiter lisst sich beobachten,
wie die Risslingeninderung iiberproportional mit fortschreitendem Riss wichst. Das ge-
lingt besonders gut mit dem Kriterium der minimalen Erergie. In dieser Form ist das fiir das
Kriterium der maximalen Umfangsspannung nicht moglich, da mit einer konstanten Ris-
slingeniinderung gearbeitet wird. Deutlich zu erkennen ist, dass die Genauigkeit der SIF bei
diesem Beispiel nicht ausreicht, um ein sinnvolles Risswachstum zu simulieren.
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6.1.3. Ergebnisse und Diskussion fiir b, = 1.8

Die Ergebnisse fiir by = 1.8 sind in den Abbildungen 6.16 bis 6.27 dargestellt. Fiir die-
ses Beispiel ist aus experimenteller Sicht nach Abbildung 6.3 (aus (Hong, Kim, Kim, and
Hong 2002)) entweder ein so genannter Schubriss oder ein Riss, der um das Auflager her-
um verliuft, zu erwarten. Mit der im Stahlbetonbau iiblichen Betrachtung der Druck- und
Zugstreben, erfolgt fiir dieses Beispiel Risswachstum auf den Lastangriffspunkt zu. Auf-
grund einer energetischen Betrachtungsweise ist aber auch denkbar, dass der Lastangriffs-
punkt durch einen Riss, der um das Auflager herumliuft, eine grolere Verschiebung erfihrt
und so durch das Abschneiden des Auflagers mehr Energie freigesetzt wird.

Die Abbildungen 6.16-6.18 zeigen die Ergebnisse fiir das Kriterium der maximalen Um-
fangsspannungen fiir Elementnetze aus 11x5, 23x 11 und 47x23 Elementen. In allen drei
Fillen wiichst der Riss auf den Lastangriffspunkt zu, also in der Richtung, die aus Expe-
rimenten z.B. aus dem Stahlbetonbau bekannt ist, so dass die Simulation eine sehr gute
Anniherung an die Experimente bietet. Dabei fillt vor allem die gute Ubereinstimmung der
Rissrichtung zu Beginn der Simulation auf, die gerade bei den beiden feineren Elementnet-
zen zu kaum unterscheidbaren Ergebnissen fiihrt.

In den Abbildungen 6.19-6.21 sind die Ergebnisse fiir das Kriterium SIF-1 und in den Ab-
bildungen 6.22-6.24 fiir das Kriterium SIF-2 dargestellt. Fiir das grobe Elementnetz werden
keine aussagekriftigen Ergebnisse ermittelt. Im mittleren Elementnetz verlduft der Riss fiir
beide Kriterien nahezu geradeaus. Fiir das Kriterium SIF2 wird dariiber hinaus im feinen
Elementnetz fiir die quadratischen Formfunktionen nach wenigen Schritten ein Wert von
Null fiir K; berechnet, so dass das Risswachstum zum Stillstand kommt. Wie im vorherge-
henden Abschnitt, muss auch hier untersucht werden, wodurch der durch die Theorie nicht
begriindbare Abbruch im Risswachstum verursacht wird.

Durch Verwendung des Kriteriums der minimalen Energie werden die Risspfade berechnet,
die in den Abbildungen 6.25-6.27 dargestellt sind. Hier werden fiir das feinere Elementnetz
Risspfade berechnet, die um das Auflager herumlaufen. Bei Verwendung des groben Net-
zes wird jedoch bei Verwendung der bi-linearen bzw. bi-quadratischen Formfunktionen ein
nicht moglicher Risspfad berechnet, der dadurch zustande kommt, dass die Energieflache
in diesem Fall durch die geringe Anzahl von Punkten nicht gut genug approximiert werden
kann. Aus diesem Grund wird auch fiir die hierarchisch quadratischen Formfunktionen ein
etwas zu flach verlaufender Schubriss erzeugt.

Bei diesemn Beispiel werden unterschiedliche Richtungen fiir die Risspfade berechnet. Zusitz-
lich ist zu beobachten, dass die Unterschiede in den einzelnen Losungen bei Verwendung
unterschiedlicher Formfunktionen nicht so deutlich ausfallen, wie man aufgrund der Be-
rechnung der SIF in Kapitel 4 meinen konnte. Weiter l4sst sich beobachten, dass sich die
Risslidngeniinderung Ar iiberproportional vergroBert.

Die Tatsache, dass die Energiefliche in diesem Beispiel durch nur sieben Punkte unzurei-
chend dargestellt werden kann, ist problematisch. Um dieses Problem zu lésen, muss un-
tersucht werden, inwieweit ein quadratisches Ausgleichspolynom unter Beriicksichtigung
mehrerer Punkte andere und ggf. bessere Ergebnisse fiir die Interpolation der Energie lie-
fert.
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Abbildung 6.28.: CT-Versuch

6.2. CT-Versuch

6.2.1. Simulationsdefinitionen

Es wird der in Abbildung 6.28 dargestellte CT-Versuch simuliert. Die darin verwendeten
Parameter sind:

= 40.0
20.0
12.0
200.0
36500.0
= (.18

tc M e > o
[

Der Parameter h; wird in zwei Varianten beriicksichtigt: h; € {9.8,9.0}. Der Radius des
Integrationsgebiets fiir das J-Integral ist r = 0.9. Dies entspricht ungefihr der Hilfte der
charakteristischen Elementliinge im feineren Elementnetz mit

l= MLI-Z—” = 1.778.
ng 1y

Der Abstand von 0.9 wird auch fiir den groBeren Abstand der Punkte, mit denen die Ener-
giefldche bestimmt wird, gewihlt. Der kleinere Abstand fiir die ersten drei Punkte liegt bei
der Hiilfte, also 0.45.

Ahnlich den Berechnungen in (Belytschko and Black 1999) und (Dolbow 1999) ist dabei
ein Riss zu erwarten, der zum oberen, niher am Riss gelegenen Rand strebt.

6.2.2. Ergebnisse und Diskussion fur h; = 9.8

Die Ergebnisse sind in den Abbildungen 6.29 bis 6.38 dargestellt. Der Riss, der sich in die-
sem Beispiel einstellen soll, verliuft in einem Bogen zum oberen, nither am Riss liegenden
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Rand.

In den Abbildungen 6.29-6.30 sind die Risspfade fiir das Kriterium der maximalen Um-
fangsspannung gezeigt. Im groben Elementnetz verlauft der Riss unter Verwendung der
quadratischen Formfunktionen in die erwartete Richtung; im feinen Elementnetz hingegen
liefern nur die hierarchisch quadratischen Formfunktionen anndhernd die erwarteten Ergeb-
nisse. Fiir bi-lineare Formfunktionen wird in beiden Elementnetzen Risswachstum in die
falsche Richtung berechnet. Die bi-quadratischen Ergebnisse liefern im groben Elementnetz
korrekte Ergebnisse, im feinen Elementnetz allerdings wird Risswachstum entgegen der er-
warteten Richtung erzeugt. Die Verwendung der maximalen Umfangsspannungen scheint
also fiir dieses Beispiel nicht das geeignete Mittel zu sein, Risswachstum korrekt vorherzu-
sagen.

Durch die Verwenrdung der Rissausbreitungskriterien, die auf Grundlage der SIF formuliert
sind, werden Rissbilder erzeugt, die in den Abbildungen 6.31-6.34 dargestellt sind. In diesen
Fillen wird Risswachstum berechnet, welches zuerst einen anniihernd geraden Riss erzeugt,
der dann mit einer Tendenz zum unteren Rand weiter wichst. Dies gilt sowohl fiir die bi-
linearen als auch fiir die quadratischen Formfunktionen. Es treten hier also die gleichen
Probleme auf, die schon in den vorhergehenden Abschnitten beschrieben sind.

Die Verwendung des Kriteriums der minimalen Energie liefert die in den Abbildungen 6.35-
6.38 dargestellten Ergebnisse. Hier zeigen sowohl die bi-linearen als auch die quadratisch
hierarchischen Formfunktionen in drei von vier dargestellten Ergebnissen die richtige Ten-
denz, wohingegen die bi-quadratischen Formfunktionen zu einem Risswachstum fiihren,
das nur in zwei Fillen den Erwartungen entspricht. Dabei lisst sich beobachten, dass die
bi-linearen und die hierarchisch quadratischen Formfunktionen im feineren Elementnetz die
besseren Ergebnisse erzeugen. Die bi-quadratischen Formfunktionen fiihren in beiden gro-
ben Netzen zu den korrekten Ergebnissen. Es ldsst sich auBerdem beobachten, dass auch hier
mit gréBeren Werten fiir f; die Risslingenidnderung iiberproportional ansteigt. Fiir kleinere
Werte liegt die berechnete Risslingeninderung auBlerhalb des zugelassenen Wertebereichs
(s. Gleichung 6.2), so dass ein konstanter Wert benutzt wird.

In diesem Beispiel werden Risspfade berechnet, die sich deutlich unterscheiden je nach
Polynomgrad und Basis der Formfunktionen und Rissausbreitungskriterium. Vorhersagen
des Rissbildes, die sehr gut mit den Erwartungen korrespondieren, werden dabei durch die
Verwendung des Kriteriums der minimalen Energie und mit bi-linearen oder hierarchisch
quadratischen Formfunktionen moglich. Die anderen Rissausbreitungskriterien liefern fiir
dieses Beispiel kaum brauchbare Ergebnisse. Zum einen ist in diesem Zusammenhang der
Einfluss der Abbildung des abknickenden auf den geraden Riss weiter zu untersuchen. Zum
anderen ist dieses Beispiel annihernd symmetrisch, was numerisch zu Problemen fiihren
kann.
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6.2.3. Ergebnisse und Diskussion fiir h; = 9.0

Die Ergebnisse sind in den Abbildungen 6.39 bis 6.48 dargestellt. Ebenso wie im vorher-
gehenden Beispiel wird ein Risspfad erwartet, der zum oberen Rand strebt. Die hier ver-
wendete Konfiguration soll durch den vergroBerten Abstand des Risses zur Symmetrieachse
eindeutigere Ergebnisse erzeugen.

Fiir das Kriterium der maximalen Umfangsspannungen werden in diesem Beispiel aller-
dings Risspfade ermittelt (Abbildungen 6.39-6.40), die nicht zielfiihrend sind und die Er-
gebnisse aus Abschnitt 6.2.2 nur unterstreichen. Auch fiir die Verwendung der Kriterien auf
Grundlage der SIF werden Risse berechnet, die nicht mit den Erwartungen iibereinstimmen
(s. Abbildungen 6.41- 6.44). Auch fiir diese Kriterien sind die Ergebnisse mit denen aus
Abschnitt 6.2.2 vergleichbar.

Unter Verwendung des Prinzips der minimalen potentiellen Energie werden hingegen Rissbil-
der erzeugt (Abbildungen 6.45-6.48), die sehr gut mit den Erwartungen iibereinstimmen.
Dies gilt allerdings nicht fiir das grobe Elementnetz mit einem hohen Wert fiir f, und mit bi-
linearen Formfunktionen. Sie zeigen jedoch eine bessere Ubereinstimmung mit den erwar-
teten Ergebnissen, als alle anderen Ergebnisse dieses und des vorhergehenden Abschnitts.

Zum Vergleich wird dieser Versuch ebenfalls fiir einen auf » = 6.0 vergroBerten Radius fiir
das Integrationsgebiet zur Ermittlung des J-Integrals berechnet. Die SIF konnen nun in einer
deutlich verbesserten Genauigkeit berechnet werden und hier z.B. unter Verwendung von
bi-linearen Formfunktionen im groben Elementnetz fiir die Kriterien SIF-1 und SIF-2 die
Risspfade in den Abbildungen 6.49 und 6.50 berechnet werden. Somit ist gezeigt, dass der
Radius des Integrationsgebiets trotz verbesserter Integrationsmethode eine entscheidende
Rolle spielt fiir die Genauigkeit der Risswachstumsvorhersage mit den Kriterien auf Grund-
lage der SIF.
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6.3. Zusammenfassung der Beispiele

Die Ergebnisse der Riss-Studien in diesem Kapitel sind unter Beriicksichtigung von Infor-
mationen aus der unmittelbaren Umgebung der Rissspitze berechnet.

Das Kriterium der maximalen Umfangsspannung liefert fiir den Drei-Punkt-Biege-Versuch
gute Ergebnisse. Das gilt sowohl fiir alle untersuchten Elementnetze als auch fiir die be-
nutzten Formfunktionen. Im CT-Versuch werden jedoch Risspfade simuliert, die in den
dargestellten Elementnetzen in keiner Weise mit den aus der Theorie oder Experimenten
bekannten Verlidufen iibereinstimmen und somit nicht zielfiihrend sind.

Die Kriterien auf Grundlage der SIF liefern durchweg in allen Beispielen keine brauchbaren
Ergebnisse. Werden jedoch groBere Radien zur Definition der Integrationsgebiete zur Be-
rechnung der J-Integrale verwendet, werden bessere Ergebnisse fiir die Kriterien auf Grund-
lage der SIF ermittelt, jedoch mit dem Nachteil, dass der Rissabstand bei Verwendung meh-
rerer Risse entsprechend groB sein muss. Es bleibt deshalb weiter zu untersuchen, inwieweit
hohere Polynomgrade fiir die Formfunktionen zu einer Verbesserung der Ergebnisse auch
mit kleineren Radien fithren bzw. wie groB ein Radius gewihlt werden muss, um sinnvolle
Ergebnisse fiir die SIF und damit fiir die Rissausbreitung zu ergeben.

Die Tatsache, dass die Kriterien der maximalen Umfangsspannung (direkt aus den Span-
nungen bzw. auf Grundlage der SIF) unterschiedliche Ergebnisse erzeugen, muss ebenfalls
weiter untersucht werden und fiir unterschiedliche Radien des Integrationsgebiets iiberpriift
werden.

Im Bezug auf das Kriterium der minimalen Energie bleibt auBerdem zu untersuchen, wel-
che Parameter f;, fo und f; fiir eine geeignete Simulation zu wihlen sind bzw. welche
Abhiingigkeiten der Parameter z.B. von der Geometrie bestehen. Ebenso muss untersucht
werden, inwieweit im Drei-Punkt-Biegeversuch mit auflagernahem Anschnitt ein Riss, der
das Auflager abschneidet, in dieser Form durch weitere Experimente von z.B. unbewehrtem
Beton validiert werden kénnen.

Des weiteren muss die Abbildung des abknickenden Risses auf den geraden Riss unter-
sucht werden, nicht nur zur Verbesserung der Ergebnisse der Rissausbreitungskriterien, son-
dern auch zur genaueren Ermittlung von Spannungen und Verschiebungen an abknickenden
Rissen. Die im Rahmen dieser Arbeit verwendete Abbildung ist eine stetige Funktion. Ei-
ne andere Moglichkeit besteht darin, eine stetig differenzierbare Funktion zu ermitteln (s.
z.B. (Dumstorff 2006)) und die Konvergenz der Risspfade emeut mit den hier dargestellten
Rissausbreitungskriterien zu untersuchen.

Insgesamt zeigen die Ergebnisse, dass vor allem die Verwendung eines Rissausbreitungs-
kriteriums auf Grundlage des Prinzips der minimalen Energie zu guten Resultaten fiihrt und
sind deshalb zu empfehlen.
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7. Zusammenfassung und Ausblick

7.1. Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit beleuchtet die numerischen Aspekten der XFEM und untersucht be-
sonders die numerische Integration und die Benutzung von hoherwertigen Formfunktionen
mit unterschiedlichen Basen. Ziel ist es, mit geringerem zeitlichen Aufwand und besserer
Ausnutzung des Arbeitsspeichers qualitativ bessere Ergebnisse zu berechnen, sowohl fiir
die Verschiebungs- und Spannungsfelder als auch fiir die SIF und den daraus entwickelten
Rissausbreitungskriterien.

Ausgehend von den Grundlagen der Kontinuumsmechanik, auf der alles Weitere aufbaut,
wird die Kontinuumsmechanik um nicht-stetige Verschiebungen erweitert. AnschlieBend
wird unter Beriicksichtigung der Zerlegung der Eins die XFEM mit ihren erforderlichen
Grundlagen vorgestellt.

Dass mit der XFEM im Allgemeinen gute Ergebnisse erzielt werden, ist sowohl in der ent-
sprechenden Literatur (z.B. (Belytschko and Black 1999; Moés, Dolbow, and Belytschko
1999; Dumstorff 2006; Dumstorff and Meschke 2004; Peters, Hoppe, and Hackl 2004a; Pe-
ters, Hoppe, and Hackl 2004b; Peters and Hackl 2005)) als auch im Rahmen dieser Arbeit
belegt worden. Die Voraussetzung fiir diese guten Ergebnisse ist aber, dass die behandelten
Probleme ,,gutartig™ sind, d.h. dass der Fehler nicht zu groB8 wird. Deshalb ist eine weitere
Zielsetzung dieser Arbeit, den Fehler deutlich zu minimieren bei trotzdem geringen Rechen-
zeiten.

Zu diesem Zweck wird die Integration der Steifigkeitsmatrix und des J-Integrals iiberpriift
und cine numerische Methode zur adaptiven Integration vorgestelit. Sie besteht aus einer
Kombination aus 5-Punkt-Newton-Cotes-Integration und 3-Punkt-GauB3-Quadratur, die bei-
de fiir Funktionen vom Polynomgrad fiinf exakt sind. Anhand einiger Beispielfunktionen
wird die Effektivitit dieser Methode dargestellt, nimlich die vergleichsweise geringe An-
zahl von Integrationspunkten und die damit relativ hohe Geschwindigkeit bei gleichzeitig
guter Abschiitzung des Integrationsfehlers.

Ebenso wird die p-Version der XFEM hergeleitet, um den Fehler effektiv zu minimieren.
Dass dies besonders durch Verwendung hierarchischer Formfunktionen zu erheblich besse-
ren Ergebnissen fiihrt, wird ebenfalls gezeigt. So kénnen mit der p-Version der XFEM und
der verbesserten numerischen Integration die Verschiebungen, Spannungen und damit auch
die SIF in erheblich effektiverer Weise berechnet werden.

Nun gilt es, aus der Vielzahl der sich bietenden Moglichkeiten, Rissausbreitung zu simu-
lieren, das jeweils geeignete Mittel auszuwiihlen. Einige Methoden und die Qualitiit ihrer
Ergebnisse sind in dieser Arbeit anhand von Beispielen dargestellt. Im konkreten Einzelfall
muss individuell abgewogen werden, ob
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e das Kriterium der maximalen Umfangsspannung, welches durch eine hohe Berech-
nungsgeschwindigkeit charakterisiert werden kann oder

e das Kriterium der minimalen Energie, das gute Ergebnisse erzielt, die mit den erwar-
teten Ergebnissen im Allgemeinen gut iibereinstimmen,

gewihlt wird. Dabei ist zu beriicksichtigen, dass die im Rahmen dieser Arbeit verwendeten
Spannungen nicht geglittet sind. Es bleibt zu untersuchen, ob mit gegliitteten Spannungs-
verlidufen, vor allem bei Verwendung des Kriteriums der maximalen Umfangsspannungen,
Anderungen in den Rissverldufen auftreten. Dariiber hinaus sind die in Kapitel 6 genannten
Punkte genauer zu betrachten, also die Uberpriifung der

e Radien zur Berechnung des J-Integrals bzw. Ermittlung der SIF

e Energieflichen, die im Rahmen dieser Arbeit durch Interpolationspolynome ermittelt
wurde, die aber auch als Ausgleichspolynome durch mehrere Punkte berechnet wer-
den kénnen

o dargestellten Beispiele mit hoheren Polynomgraden fiir die Formfunktionen

o Ergebnisse durch Verwendung feinerer Elementnetze

7.2. Ausblick

Schiidigungsprozesse laufen grundsitzlich auf mehreren Skalen ab. ,Diese reichen von der
Skale der Atome und Molekiile, auf der sich z.B. das Wandemn von Strukturdefekten oder
chemische Vorgiinge abspielen, iiber die Skale der materiellen Inhomogenitiiten, welche z.B.
granulare Strukturen, Poren, Risse oder Einschliisse beinhalten, bis zur obersten Skale, wel-
che die konkrete Struktur oder das spezifisch Bauteil unter Betrachtung umfasst.” (Hackl and
Stumpf 2001) Diese mehrskaligen Prozesse wurden in dieser Arbeit nicht betrachtet. Um
dies allerdings in der Zukunft zu realisieren, ist es erforderlich, das J-Integral wie beschrie-
ben mit kleinen Radien berechnen zu kdnnen, und die Fehler der Integration der Steifig-
keiten bzw. withrend der Berechnung der Spannungsintensitétsfaktoren abzuschitzen. Nun
miissen die in Kapitel 6 dargestellten Probleme weiter untersucht werden.

Zur Simulation von Rissausbreitung in Beton miissen auBerdem noch weitere Phiinomene
beriicksichtigt werden. Das sind vor allem

¢ Risse, deren Oberflidche nicht mehr spannungsfrei ist, sondem durch Kohisivkrifte
belastet sind

e Delamination, bei der z.B. im Beton die Zuschlige vom Matrixmaterial getrennt wer-
den und

¢ Einfliisse von Poren, Porenwachstum, Porenvereinigung.

Dariiber hinaus gilt es fiir alle Werkstoffe zu untersuchen, welche Rolle
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e Rissinitiierung bzw. das numerische Modell fiir die Rissinitiierung

o die GroBe der plastischen Zone

e die sogenannten 7-Stresses, also die nicht-singulidren Spannungs-Terme
in der Simulation spielen.

Eine Erweiterung der bestehenden Simulation in zwei Dimensionen auf drei-dimensionale
Probleme ist ebenfalls angestrebt. Die dabei auftretenden Schwierigkeiten der Implemen-
tierung und Organisation der Rissoberfliache sind durch das bestehende Programm bereits
abgefangen und ein Losungsansatz vorbereitet. Die Problematiken, die sich im Bereich der
Rissausbreitung ergeben, sind fiir den drei-dimensionalen Fall jedoch noch genauer zu un-
tersuchen.

Bei der Implementierung aller dieser Punkte muss ebenfalls iiberpriift werden, inwieweit
die Integration und hherwertige Formfunktionen mit unterschiedlicher Basis das Ergebnis
beeinflussen. Ferner muss fiir das bestehende Programm untersucht werden, welche Parame-
ter, die in den Rissausbreitungskriterien vorhanden sind, durch physikalische, geometrische
oder materielle GroBen ausgedriickt werden kénnen und in welcher GréBenordnung die Pa-
rameter physikalisch sinnvolle Ergebnisse liefern. Dies gilt in gleichem MaBe fiir den Radius
des Integrationsgebiets, fiir die Berechnung des J-Integrals und fiir die Anzahl der Punkte,
die zur Ermittlung des Polynoms herangezogen werden, das die Energiefliche reprisentiert.
Bei all diesen Erweiterungen muss mit einem deutlich erhthten Bedarf an Rechenzeit und
erforderlichem Arbeitsspeicher gerechnet werden — bereits die hier vorgestellten Beispiel-
rechnungen erforderten Rechenzeiten zwischen einigen Minuten bis zu mehreren Stunden.
Somit ist individuell abzuwiigen, ob der qualitative Gewinn durch die erweiterte Betrachtung
den Mehraufwand rechtfertigt und einen Zusatznutzen generiert.
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Anhang
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A. Details der Implementierung

In den folgenden Abschnitten sind einige Grundlagen der Erweiterungen fiir FORTRAN %0
dargestellt, die im Programm Verwendung finden. Weiterfiihrende Informationen zu den hier
dargestellten Moglichkeiten von FORTRAN S0 konnen z.B. (Chapman 1998) entnommen
werden.

A.1. Pointer-Strukturen in FORTRAN S0

Da im Allgemeinen nicht bekannt ist, wie viele Risspunkte in der Simulation erzeugt wer-
den, ist es unpraktisch, ein Feld mit vorgegebener GroBe zu erzeugen, und dieses dann fiir
die Rissspitzenkoordinaten zu verwenden. Denn falls in der Simulation mehr Punkte be-
rechnet werden als zuerst vorgesehen, muss ein neues, gréferes Array erzeugt und dann die
Eintrige des neues Feldes mit den bereits vorhandenen Koordinaten belegt werden. Ebenso
ist im Allgemeinen in der XFEM die Anzahl der Integrationspunkte fiir die Elemente, die
mit den Rissspitzenfunktionen erweitert werden, unbekannt.

Durch die Verwendung von Zeigern im Programm-Code wird es ermoglicht, eine verkettete
Liste herzustellen, die beliebig erweitert werden kann. Zu diesem Zweck miissen eigene Da-
tenstrukturen aufgebaut werden, die im folgenden Abschnitt (A.1.1) erliduter werden. Darauf
aufbauend wird die Verwendung von Pointern in Abschnitt A.1.2 erklirt und abschlieBend
fiir

e die Erweiterung der Liste,

e das Loschen aus der Liste und

e das Suchen in einer Liste

im Vergleich zu der Verwendung von Arrays dargestellt.

A.1.1. TYPE-Definitionen

Durch die Verwendung von zusammengesetzten Datenstrukturen, kann auf einzelne Ele-
mente, statt wie bei Feldern durch die Angabe des Index, durch Angabe eines Namens zuge-
griffen werden. Eine Datenstruktur fiir eine Adress-Datenbank koénnte also folgendermaBen
aussehen:

TYPE eintrag
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CHARACTER=*80 :: name, vorname, strasse, ort
INTEGER :: hausnr, plz
END TYPE eintrag

Durch diesen Aufruf im Kopf des Programm, kann eine Variable vom Typ eintrag erzeugt
werden:

TYPE (eintrag) :: meinEintrag

oder als Feld mit fester Grofle

TYPE (eintrag) :: meineAdressListe (80)

bzw. mit einer GroBe, die erst wihrend des Programmablaufs festgelegt wird:

TYPE (eintrag), ALLOCATABLE :: adressen{:)
INTEGER R ¢

Im letzten Fall muss die Feldgr68e dann noch z.B. durch den Parameter n angegeben wer-
den, der im Beispiel vom Benutzer einzugeben ist:

READ(*,*) n
ALLOCATE (adressen(n))

In allen dargestellten Fillen, bei denen eine Adressenliste gespeichert werden soll, muss,
bevor die erste Adresse eingelesen wird, die maximale Anzahl der moglichen Adressen
bekannt sein.

A.1.2. Verwendung von Pointern

Um dies zu vermeiden, wurden in FORTRAN 90 verkettete Listen eingefiihrt. Dazu wird
eine Datenstruktur wie oben gezeigt angelegt. Unterschied ist jetzt, dass ein Pointer-Element
hinzugenommen wird. Das Pointer-Element zeigt auf einen Speicherbereich, der mit seiner
Linge fiir den Variablentyp, auf den gezeigt werden soll, bestimmt ist. Hier entsteht z.B. ein
Zeiger auf einen Speicherbereich fiir eine Integer-Variable:

INTEGER, POINTER HER o) e}

Der Zeiger muss nun noch angelegt werden mit

ALLOCATE (np)
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wodurch der Speicherbereich und damit auch die Integer-Variable benutzt werden kann.
Eine verkettete Liste wird dadurch nicht erzeugt, sondern nur ein einzelnes Element. Fiir die
verkettete Liste ist ein Pointer erforderlich, der auf eine Datenstruktur zeigt, die wiederum
einen Zeiger enthiilt, der auf diese Datenstruktur zeigen kann. Fiir die im XFEM-Programm
erforderlichen Risskordinaten kann das z.B. folgendermaBen aussehen:

TYPE riss_typ
! x- und y-Koordinaten

DOUBLE PRECISION t: x(2)
! Zeiger auf das ndchste Element der Liste
TYPE (riss_typ), POINTER :: r_next

END TYPE riss_typ

Nun kann der Zeiger auf die erste Koordinate erzeugt werden mit:

TYPE (riss_typ), POINTER :: r_first
ALLOCATE (r_first)

Die einzelnen Koordinaten konnen dann z.B. in folgender Art und Weise von der Tastatur
eingegeben werden:

READ (%, *x) r_first%$x(1l)
READ (%, *) r_first%x(2)

Sollen nun weitere n Punkte angehiingt werden, sollte eine neue Pointer-Variable definiert
werden, um den Anfang der Liste nicht zu iiberschreiben.

TYPE (riss_typ), POINTER :

e

r_now

Die Zeiger r_now und r_first konnen dann wie folgt verwendet werden:

! Anzahl der Risspunkte einlesen

READ (%, *) n

! Zeiger r_now auf Speicherbereich von r_first setzen

r_now=>r_first

DO i=1,n

! neuen Speicherbereich zur Verfiigung stellen
ALLOCATE (r_now%r_next)

! mit Zeiger r_now auf neuen Speicherbereich zeigen
r_now=>r_nows%r_next

! Risskoordinaten einlesen
READ (*, *) r_now%x(1l)
READ (%, *) r_now%x(2)

END DO
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Ein Array miisste in diesem Beispiel mindestens n+1 Eintrdge lang sein. Falls dies nicht
der Fall ist, miissen erst ein neues Array angelegt und dann die bereits eingegebenen Koor-
dinaten kopiert werden.

Mit der obigen Programmierung kann man nur von vorne nach hinten durch die Liste durch-
gehen. Ein Schritt zuriick zur vorhergehenden Koordinate ist damit nicht méglich. Zu die-
sem Zweck ist es sinnvoll, die Datenstruktur mit einem Pointer auf das Vorgiingerelement
auszustatten.

TYPE riss_typ

! x- und y-Koordinaten
DOUBLE PRECISION 1 x(2)

! Zeiger auf das ndchste Element der Liste
TYPE (riss_typ), POINTER :: r_next

! Zeiger auf das vorhergehende Element der Liste
TYPE (riss_typ), POINTER :: r_prev

END TYPE riss_typ

Fiir das oben stehende Beispiel gilt dann:

TYPE (riss_typ), POINTER :: r_first
TYPE (riss_typ), POINTER i r_now
ALLOCATE (r_first)

READ (*,*) r_first%x(1l)
READ (*, *) r_first%x(2)

! Anzahl der Risspunkte einlesen
READ(*,*) n

! Zeiger r_now auf Speicherbereich von r_first setzen
r_now=>r_first
DO i=1,n

! neuen Speicherbereich zur Verfligung stellen
ALLOCATE (r_now%r_next)

! mit Zeiger des neuen Elements
! auf das Vorgédngerelement setzen
r_now%r_next%r_prev=>r_now

! mit Zeiger r_now
! auf neuen Speicherbereich zeigen
r_now=>r_now$r_next

! Risskoordinaten einlesen
READ (*, *) r_now$x(1l)
READ (%, *} r_now%x(2)

END DO
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Mit dieser Datenstruktur kann eine Liste sehr einfach und schnell erweitert werden. Ebenso
schrell lidsst sich das Léschen aus einer Liste durchfiihren. Das Suchen in einer Liste, wel-
ches als erstes hier dargestellt werden soll, liuft allerdings ebenso langsam, wie die Suche
in einem Array, da die Koordinaten nicht sortiert werden kénnen. Ansonsten wire die Suche
in einem sortierten Array erheblich schneller, da hier durch Angabe des Index direkt auf ein
Element zugegriffen werden kann und nicht erst die Liste durchgegangen werden miisste.

Suchen in einer Liste

Unter der Annahme, dass die Koordinatenliste zum einen nach dem obigen Beispiel, zum
anderen in ein Array eingelesen worden, soll in diesem Beispiel nach allen x-Koordinaten
mit einem eingegebenen Wert xin gesucht werden und die entsprechenden y-Koordinaten
sollen ausgegeben werden. Fiir den Programmteil, der die Koordinaten in einem Array ge-
speichert hat, gilt folgende Definition:

! fir die x- und y- Koordinaten

DOUBLE PRECISION v o x(2,:)
INTEGER HES o) o)
ALLOCATABLE (x)

! Einlesen der maximalen Koordinatenanzahl
READ (*, ) np
ALLOCATE (x(np,2))

verkettete Liste Array

r_now=>r_first
DO WHILE (ASSOCIATED (r_now)) DO i=1,n
IF (r_now%x(l) .EQ.xin) THEN IF (x(i,1l) .EQ.xin) THEN

WRITE (*, *} r_now%$x(2) WRITE (*, ) x(i,2)
END IF END IF
r_Nnow=>r_now%r_next

END DO END DO

Erweitern einer Liste

Hier soll gezeigt werden, wie ein neues Element in eine verkettete Liste bzw. in ein Array
eingefiigt werden kann. Das neue Element r_neu bzw. x_neu soll hinter r_akt in die
Liste bzw. hinter Element j in das Array einsortiert werden. Es wird ein zusiitzliches Feld
mit folgender Definition benétigt:

DOUBLE PRECISION :: x_hilfe(:,:)
ALLOCATABLE (x_hilfe)

Zum Erweitern der Liste sind folgende Schritte notwendig (vgl. auch Abbildung A.1).
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Tr.ﬁrst Tr.akt

Tr_neu

Tr.ﬁrst Tr_akt

Tr_neu

] —
—> —>

Tr_ﬁ rst Tr.akt Tr_neu

Abbildung A.l1.: Erweitern einer verketteten Liste
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verkettete Liste

r_neu$r_next=>r_akt%$r_next
r_neuir_prev=>r_akt

r_neus%r_next%r_prev=>r_neu
r_neu%r_prev%r_next=>r_neu

Loschen aus einer Liste

Array

IF (n+l1.GT.np) THEN

WRITE (%, *) ‘Array zu &
klein wird vergrdéfert’

ALLOCATE (x_hilfe(np, 2))
%x_hilfe=x
DEALLOCATE (x)
ALLOCATE (x (np+1, 2))
x(l:np, :)=x_hilfe

END IF

x(j+l:np, :)=x(j:np-1,:)

X (3, :)=xneu

An dieser Stelle soll nun gezeigt werden, wie ein Element r_del aus einer verketteten Liste
bzw. Element j aus einem Array geloscht werden kann (s. auch Abbildung A.2).

verkettete Liste

r_akt=>r_delS%prev
r_akt%r_next=>r_del%r_next
r_akt%r_next%r_prev=>r_akt
DEALLOCATE (r_del)

NULLIFY (r_del)

A.2. Module

Array

X(j:n-1,:)=x(j+1l:n, :)

x(n, :)=0.0d0
n=n-1

Die Verwendung von Modulen erméglicht es, Funktionen, Variablen, Werte, Datenstruktu-
ren u.s.w. nur fiir bestimmte Programmteile verfiigbar zu machen. Dies kann die Verwen-
dung von Common-Blécken iiberfliissig machen.

In dem dieser Arbeit zugrunde liegende XFEM-Programm wurden eigene Datenstrukturen
mittels TYPE-Befehl in einem Modul definiert. Um diese Typ-Definitionen in allen erfor-
derlichen Programmiteilen zur Verfiigung zu stellen, war es nun nur noch erforderlich, dieses
Modul mit dem Befehl USE in die einzelnen Teilprogramme einzubinden. Ebenso werden
in dem Modul Variablen, die von vielen Unterprogrammen bendétigt werden, definiert (z.B.
der Wert 7). Es wird so realisiert, dass nicht nur alle Typ-Definitionen, sondemn auch alle

erforderlichen Daten, wie
e die Geometrie

e das Elementnetz
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4— |
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Tr_ﬁrst Tr_akt Tr_del
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_» »
Tr.ﬁrst Tr.akt

Tr_del
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Tr-ﬁrst Tr.akt
Tr.del

Abbildung A.2.: Loschen aus einer verketteten Liste
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e der Polynomgrad und die Basis
e die Lasten
® usw.

ohne Parameter-Ubergabe und ohne COMMON-Block in den Unterprogrammen verfiigbar
sind.

Ein Modul wird eingeleitet durch
MODULE <name>

und beendet durch

END MODULE <name>

wobei <name> durch den Namen des Moduls zu ersetzen ist. Zwischen diesen Zeilen
kénnen nun die Typ-Definitionen und die Deklaration von Variablen folgen.

Dariiber hinaus ist es moglich, in einem Modul Unterprogramme und Funktionen zu de-
finieren, die dann durch das Einbinden des Moduls in andere Programmteile nur fiir diese
wsichtbar* werden. Innerhalb des Moduls muss dann vor der Definition der Unterprogramme
und Funktionen der Befehl CONTAINS stehen.

Der Aufbau eines Moduls kdnnte z.B. so aussehen:

MODULE koordmodul
IMPLICIT NONE

! eine Typ-Definition fir eine Koordinatenliste
TYPE koord_typ
DOUBLE PRECISION HH
TYPE (koord_typ), POINTER :: next
END TYPE koord_typ

! der Zeiger auf das erste Element der Koordinatenliste
TYPE (koord_typ), POINTER :: k_first

! hier folgt nun ein Unterprogramm
! zum Erzeugen der Koordinatenliste
CONTAINS
SUBROUTINE read_n_koord(n)
IMPLICIT NONE
INTEGER

o
[

DO i=1,n
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IF (i.EQ.1) THEN
ALLOCATE (k_first)
k_akt=>k_first

ELSE
ALLOCATE (k_akt%next)
k_akt=>k_akt%next

END IF

READ (*, *) k_akt%x (1)

READ (x, ») k_akt%$x(2)

READ (*, *) k_akt%x(3)

END DO
END SUBROUTINE read_n_koord
END MODULE koordmodul

Das Hauptprogramm konnte dann so aussehen:

PROGRAM koord_test

! Modul einlesen
USE koordmodul
IMPLICIT NONE

! Variablen flir Hauptprogramm definieren
TYPE (kooxrd_typ), POINTER HE
INTEGER HE ¢

! Daten einlesen
READ(*,*) n
CALL read_n_koord(n)

! Daten ausgeben
k_akt=>k_first
DO WHILE (ASSOCIATED (k_akt))
WRITE (*, *) k_akt%x
k_akt=>k_akt%next
END DO

! Programm beenden
END PROGRAM koord_test
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