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Ubersicht

Die Eignung einer Gruppe netzfreier Methoden fiir die numerische Simulation von
Umformprozessen wird untersucht. Den Methoden ist gemeinsam, dass Kérper durch
Lagrangesche Partikel diskretisiert werden, denen Zustands- und Geschichtsvariable
angeheftet sind. Die schwache Form des Impulssatzes wird auf temporéren Netzen
oder ohne Netz gelost. Wie bei der FEM sind die Ansitze lokal. Materialgesetze
und das implizite Zeitschrittverfahren werden wie in der Finite-Elemente-Methode
implementiert. Einer gesonderten Behandlung bediirfen die wesentlichen Randbe-
dingungen und Kontaktbedingungen. Da die Eigenschaften der Ansatzfunktionen
der meisten netzfreien Methoden einen direkten Einbau dieser Bedingungen nicht
erlauben, werden diese iiber ein Strafverfahren erzwungen. Die Gemeinsamkeiten
zwischen der untersuchten Gruppe netzfreier Methoden und der Finite-Elemente-
Methode iiberwiegen die Unterschiede, sodass alle Methoden effizient innerhalb eines
Programmsystems umgesetzt werden konnen. Abschliefend wird das Programmsys-
tem anhand einiger numerischer Beispiele aus dem Bereich der Umformsimulation
iiberpriift und ein Vergleich zwischen einer vollstandig netzfreien Methode und der

Finite-Elemente-Methode vorgenommen.

Abstract

The applicability of a group of meshfree methods for the numerical simulation of
forming processes is investigated. The common attribute of the used methods is
that bodies are discretised by Lagrangian particles which carry all information. The
differential equations in their weak form are solved on temporary meshes built of
standard elements or without mesh. Like in the FEM the shape functions are defined
locally. Material laws and the implicit time integration scheme are implemented in
the usual way. Essential boundary conditions and contact conditions need a special
treatment. In most meshfree methods the direct introduction of inhomogeneous dis-
placement conditions is not possible due to the properties of the shape functions.
Essential boundary conditions and contact conditions are enforced using a penalty
method. The similarities between the group of meshfree methods and the FEM out-
balance the differences so that all methods can be implemented efficiently in one
programme system. Finally the programme system is proved on the basis of some
numerical examples which deal with forming processes and a direct comparison be-

tween a completely meshfree method and the FEM is drawn.
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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Motivation

Ziel ist die Simulation von Umformprozessen. Beispiele fiir kontinuierliche und dis-

kontinuierliche Umformprozesse zeigt die Abbildung 1.1.

Insbesondere die Simulation von kontinuierlichen Umformprozessen ist aufwéndig,
da grofle Bereiche zu diskretisieren sind und gleichzeitig in kritischen Bereichen
eine feine Diskretisierung notwendig ist. Aulerdem sind teils ldngere Zeitrdume zu

berechnen, und die Prozesse konnen hochdynamisch sein.

Netzfreie Methoden bieten sich als mogliche Losung an, da Vernetzungen und ggf.
Neuvernetzungen weniger aufwéndig sind als in der FEM, h-Adaptivitit einfach
implementiert werden kann, die Punktnetze wenig empfindlich hinsichtlich Netzde-
generation sind und schliefilich Unstetigkeiten einfacher als in der FEM représentiert

werden konnen.

Da kein Programmquellcode aus dem Bereich netzfreier Methoden zur Verfiigung
stand, war eine Eigenentwicklung notwendig. Ziel bei der Gestaltung des Programm-
systems war es, eine moglichst hohe Flexibilitdt zu erhalten. Das Programmsystem

soll als Testumgebung zur Uberpriifung und Entwicklung von Methoden dienen.

Einige Abstraktionen machten es moglich, eine Gruppe netzfreier Methoden gemein-
sam mit der Finite-Elemente-Methode zu implementieren. Die gemeinsame Imple-
mentierung bot den Vorteil, dass der Teil des Quellcodes, der von allen Methoden
genutzt wird, mit der Finite-Elemente-Methode {iberpriift werden konnte, deren Ver-
halten bekannt ist. Aulerdem ist ein direkter Vergleich der Methoden hinsichtlich
Genauigkeit und Geschwindigkeit moglich.
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|

(a) Walzen (b) Gesenkformen

(¢) Gleitziehen (d) Strangpressen

>

A

N

(e) Laminieren (f) Tiefziehen

Abbildung 1.1: Beispiele fiir kontinuierliche (a), (c), (e) und diskontinuierliche (b),
(d), (f) Umformprozesse

Die in Umformprozessen eingesetzten Werkzeuge sind in der Regel infolge der Ma-
terialwahl und ihrer konstruktiven Ausbildung wesentlich steifer als die umzufor-
menden Korper. Es ist daher in guter Naherung moglich, die Werkzeuge als starre

Korper bzw. ihre Oberflichen als starre Kontaktoberflichen zu beschreiben.

Um auch gekriimmte Werkzeugoberfldchen einfach und zutreffend diskretisieren zu
konnen, werden C'-stetige, auf einer Hermite-Interpolation basierende, Kontaktele-

mente verwendet.

1.2 Gliederung

Die vorliegende Arbeit ist wie folgt gegliedert: Das 2. Kapitel liefert zunéchst einen

Uberblick zu netzfreien Methoden. Eine Beschreibung der implementierten Metho-
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den erfolgt im 3. Kapitel. Die benétigten kontinuumsmechanischen Grundgleichun-
gen werden im 4. Kapitel zusammengestellt. Da die Ansétze zur rdumlichen Diskre-
tisierung wesentlich die Berechnungsmethoden charakterisieren, ist diesen Ansétzen
ein eigenes, das 5. Kapitel, gewidmet. Die Grundlgleichungen werden im 6. Kapitel
rdumlich und zeitlich diskretisiert, linearisiert und gelost. In Kapitel 7 und 8 sind Al-
gorithmen und Rechenregeln beschrieben, auf die im vorderen Teil der Arbeit Bezug
genommen wird. Es folgen im 9. Kapitel die numerischen Beispiele zur Verifikation
des Programmcodes. Anhand der in den Eingabedateien méglichen Befehle wird im

Anhang A der Funktionsumfang des Programmsystems dargestellt.

1.3 Notation

Die kontinuumsmechanischen Grundgleichungen in Kapitel 4 werden in Tensor-
schreibweise angegeben. Im Kapitel 5 wird zur Matrizenschreibweise iibergegangen,
die fiir die restliche Arbeit beibehalten wird.

Soweit wie moglich sind die Bestimmungsgleichungen so formuliert, dass sie un-
abhéngig von der raumlichen Dimension (Np = 1,2 oder 3) giiltig sind. Werden
Matrizengleichungen ausgeschrieben, so erfolgt dies in der Regel fiir den dreidimen-
sionalen Fall, da die Beziehungen fiir den ein- oder zweidimensionalen Fall einfach
durch Streichen von Zeilen und Spalten erhalten werden kénnen. Der C'l-stetige
Kontakt ldsst sich im Zweidimensionalen einfacher formulieren und darstellen. Da-
her beschrénkt sich das Programmsystem zur Untersuchung von Partikelmethoden

zunachst auf zwei Dimensionen.

1.3.1 Tensorschreibweise

Skalare werden durch schrige Buchstaben und Vektoren und Tensoren zweiter Stufe
durch gerade fette Buchstaben dargestellt. Bei Tensoren hoherer Stufe wird die Stufe

angegeben.

s Skalar
u Vektor

A Tensor 2. Stufe

(4)
Tensor 4. Stufe
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Grof3- und Kleinschreibung und die Wahl griechischer Buchstaben richten sich nicht

nach der Stufe tensorieller Grofien, sondern nach dem iiblichen Gebrauch.

Bei skalaren Produkten gibt die Punktanzahl die Anzahl der Basisvektoriiberschie-
bungen an. In der Literatur findet man unterschiedliche Definitionsvarianten der
mehrfachen skalaren Produkte. Entweder werden die Basisvektoren der am Produkt
beteiligten Tensoren iiber Kreuz“ oder ,,von innen nach aussen“ iiberschoben. ! In
dieser Arbeit wird die erste Definitionsvariante (Uberschiebung der Basisvektoren

siber Kreuz*) verwendet, da sie weiter verbreitet ist

1.3.2 Matrizenschreibweise

Skalare werden durch schrige Buchstaben und Vektoren und Matrizen durch schrige
fette Buchstaben dargestellt. Da sich in der Matrizenrechnung die Matrixdimensio-
nen nicht zwangslaufig wie in der Tensorrechnung aus der Stufe und der rdumlichen

Dimension ergeben, werden die Matrizendimensionen meist zusétzlich angegeben.

S Skalar
u Vektor
(N)
A Matrix
(NxM)

Es wird nur ein einziges Produkt, das Matrizenprodukt, verwendet, das sich iiber ein
einfaches Rechenschema ausfiithren liasst. Als Operanden fiir das Matrizenprodukt
kommen ausschliellich Vektoren und maximal zweidimensionale Matrizen in Frage.
Zwischen Spalten- und Zeilenvektoren ist zu unterschieden. Ist ein Vektor nicht

gekennzeichnet, so handelt es sich um einen Spaltenvektor. 2

Auf diese Art und Weise kann mit Hilfe des Matrizenproduktes sowohl ein ,,dyadi-
sches* Produkt

uv'= A (1.1)
(N) (M) (NxM)
als auch ein ,skalares Produkt
T
U w=a 1.2
(N) (N (12)

ausgedriickt werden.

! Die erste Variante liefert im Vergleich zur zweiten uniibersichtlichere Rechenregeln fiir gemisch-
te Produkte aber einfachere Ableitungsregeln.

2Diese Art der Matrizenschreibweise erscheint etwas ,,altmodisch®, wird aber verwendet, da sie
weit verbreitet ist.
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Sobald in einem tensoriellen Ausdruck Tensoren von hoherer als zweiter Stufe auftre-
ten, muss bei dieser Variante der Matrizenschreibweise in der dazugehorigen Matri-
zenformulierung auf eine Hypermatrixdarstellung oder, wenn Symmetrieeigenschaf-

ten das erlauben, auf die Voigtsche Notation ausgewichen werden.

1.3.3 Formelzeichen

Gleiche Symbole kennzeichnen gleiche physikalische Grofien und nicht gleiche Funk-
tionen. Wenn bei der gleichen physikalischen Grofie zwischen unterschiedlichen Funk-
tionen unterschieden werden muss (z.B. bei Ableitungsprozeduren), werden zur

Kennzeichnung alle Funktionsparameter explizit angegeben.

Alle verwendeten Formelzeichen werden an der Stelle ihres ersten Auftretens erklart.

Einen zusitzlichen Uberblick gibt die folgende Aufstellung.

Dimensionen

Fiir Dimensionsangaben wird der Buchstabe N in serifenloser Schrift verwendet.

Np raumliche Dimension

Ny Dimension der Voigtschen Vektoren
Np Basisfunktionsanzahl

Ng Polynomgrad

Ny Anzahl Elemente

Ng Anzahl Knoten

Np Anzahl Punkte

Ngp Anzahl Randpunkte

Nyip Anzahl Materialpunkte
Nip Anzahl Integrationspunkte
Indizes

Fiir Laufindizes werden Kleinbuchstaben ebenfalls in serifenloser Schrift verwendet.
Wenn moglich werden fiir bestimmte Zwecke einzelne Buchstaben bevorzugt ver-

wendet. 3

3Mathematisch gesehen besteht kein Unterschied zur Wahl beliebiger anderer Buchstaben. Die
Darstellung gewinnt aber an Ubersichtlichkeit.
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Materialiterationsindex (oben)
) Bilanziterationsindex (oben)
Zeitschrittindex (unten)
Punktindex

Knotenindex

=

=~

Elementindex

[¢]

P P
Ee] .

[o N

Dimensionsindex

Summation und Assemblierung

Zgzpl() Summation (es wird keine Summenkonvention verwendet)
N
Api 1() Assemblierung (im Gegensatz zur Summation sind Groéflen nicht

nur zu addieren, sondern lokale Gréfien sind an den richtigen Stellen

globalen GroBen hinzuzufiigen)

Symbole iiber Gréfien

(+) volumenbezogene Grofie

(f) deviatorischer Anteil

(_) interpolierte oder approximierte Grofie
Py

(+) Voigtsche Notation



Kapitel 2

Netztreie Methoden

Zusammenfassende Darstellungen und Klassifizierungen netzfreier Methoden finden
sich u. a. in DUARTE & ODEN (1995a), BELYTSCHKO ET AL. (1996), GRIEBEL &
SCHWEITZER (2002b) und FRIES & MATTHIES (2004).

In diesem Kapitel werden zunéchst moégliche Definitionen des Begriffes der Netzfrei-
heit angegeben. Es folgt ein Uberblick zu der geschichtlichen Entwicklung netzfreier
Methoden. AbschlieBend werden Verfahren aufgefiihrt, mit denen sich wesentliche

Randbedingungen in netzfreien Methoden beriicksichtigen lassen.

2.1 Definition

DUARTE & ODEN (1995a) betrachten Methoden als netzfrei, wenn die diskreten
Gleichungen des Randwertproblems nicht von einem eindeutig definierten (Element-)
Netz abhéngen. Eine schwache Abhéngigkeit von einem Hintergrundnetz zur nu-
merischen Integration wird zugelassen, sofern keine festen Knotenzusammenhénge

genutzt werden.

Eine &hnliche Definition findet sich in ONATE ET AL. (1996a), wonach eine netzfreie
Methode folgende Bedingungen erfiillen sollte: Die Ansatzfunktionen und Ansatz-
funktionsableitungen diirfen nur durch Punktpositionen und an den Punkten gege-
benen Parametern definiert sein, und die Wichtungsfunktionen und ihre Ableitungen
diirfen nur von den Punktpositionen abhéngen. Es wird keine (explizite) Volumen-
oder Oberflachenintegration benétigt, oder eine Volumen- oder Oberflichenintegra-
tion ist unabhéngig von der gewéhlten Interpolationsmethode. Die letzte Bedingung

bedeutet, dass Hilfsnetze zur numerischen Integration zuléssig sind.
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Héufig werden in der Literatur abweichend von den obigen Definitionen Methoden
auch dann noch als netzfrei bezeichnet, wenn temporére Hintergrundnetze zur Bil-

dung der Ansatzfunktionen genutzt werden.

2.2 Geschichtliche Entwicklung

Es werden im Folgenden auch Methoden beschrieben, die nach den obigen Definitio-
nen nicht netzfrei sind, sofern ihre Entwicklung im unmittelbaren Zusammenhang

mit netzfreien Methoden erfolgte.

2.2.1 GFDM, DEM, EFG und FPM

Eine der ersten netzfreien Methoden beruht auf einer Abwandlung der Finite
Difference Method (FDM). Der Anwendungsbereich der urspriinglichen Finite-
Differenzen-Methode ist beschriankt, da die Knoten ein orthogonales Raster bilden.
Erweiterungen auf Diskretisierungen mit unregelméflig angeordneten Knoten wur-
den von PERRONE & KAO (1975), GIRAULT (1974), PAVLIN & PERONNE (1975),
LiszkA & ORKISZ (1977,1980) LiszkA (1984) und SNELL ET AL. (1981) unter der
Bezeichnung Generalized Finite Difference Method (GFDM) vorgenommen. Wie in
der FDM werden Sterne aus den Knoten gebildet und FD-Approximationen iiber
Taylorreihenentwicklungen gebildet. Im Unterschied zur FDM stehen die einen Stern
bildenden Knoten nicht von vorneherein fest, sondern es werden mit geeigneten Al-

gorithmen Knoten aus der Umgebung des zentralen Knotens ausgewahlt.

KROK (1989) und NAY & UTKU (1972) setzten davon abweichend Least Square (LS)

Approximationen an den Knoten ein. Die LS Approximation ist unstetig.

Kontinuierliche Funktionen werden mit der Moving Least Squares (MLS) Approxi-
mation erhalten, die urspriinglich von SHEPARD (1968), MCLAIN (1974), GORDON
& WixoMm (1978) und LANCASTER & SALKAUSKAS (1981) zur Oberfldchenerzeu-
gung aus Datenpunkten verwendet wurde. CLEVELAND (1993) liefert zu dieser Pro-

blemklasse eine ausfiihrliche Darstellung.

Im Rahmen netzfreier Methoden wurde die MLS Approximation erstmals durch
NAYROLES ET AL. (1992) in der Diffuse Element Method (DEM) eingesetzt. Die An-
satzfunktionswerte an den Integrationspunkten werden bei diesem Verfahren iiber
eine MLS-Approximation berechnet. Bei der Bildung der Ableitungen der Ansatz-

funktionen werden einzelne Terme vernachléssigt, was die Genauigkeit der Methode
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beeintrachtigt. Die numerische Integration erfolgt auf einem die Knoten verbinden-

den Elementnetz oder ohne Elementnetz.

In der von BELYTSCHKO ET AL. (1994) und LU ET AL. (1994), beschriebenen FEle-
ment Free Galerkin Method (EFG) erfolgt hingegen die numerische Integration stets
iiber ein Elementnetz. Dabei bilden die Elemente ein gleichméfiges Hintergrundnetz
und werden als Zellen bezeichnet. Auflerdem sind die Ableitungen der Approximati-
onsfunktionen im Gegensatz zur DEM vollstéandig. Wesentlichen Randbedingungen

werden iiber Lagrangesche Multiplikatoren eingebracht.

Die EFG wurde besonders von BELYTSCHKO ET AL. (1995a,1995b,1998,2000) um-
fangreich zur Beschreibung von Rissen und Rissausbreitungen genutzt. In der EFG
konnen Rissausbreitungen wesentlich einfacher beschrieben werden als in der FEM,
da die Wichtungsfunktionen so gestaltet werden konnen, dass sie nicht iiber Unste-

tigkeitsstellen hinwegreichen.

Da die MLS-Ansatzfunktionen auch hohere Stetigkeitsanforderungen erfiillen, wurde
die EFG zur Umsetzung von Materialmodellen eingesetzt, die hohere Ableitungen
von Zustandsvariablen enthalten. ASKES ET AL. (2000) behandeln ein gradientener-
weitertes Schiadigungsmodell, ASKES & AIFANTIS (2002) Gradientenelastizitiat und
PAMIN ET AL. (2003) Gradientenplastizitét.

Im Bereich der Fluidmechanik wurde die EFG von HUERTA ET AL. (2004b) zur

Beschreibung der Strémung eines inkompressiblen Fluides verwendet.

Eine vollsténdig netzfreies Verfahren ist die von ONATE ET AL. (1996a, 1996b) und
MENDEZ & VELAZQUEZ (2004) im Zusammenhang mit fluidmechanischen Proble-
men beschriebene Finite Point Method (FPM). Es wird eine Weighted Least Square
(WLS) Approximation iiber eine variable Anzahl von Punkten um jeden Auswer-
tungspunkt durchgefiihrt. Die Approximation wird in den oben angegebenen Arti-
keln als Multiple Fized Least Square (MFLS) bezeichnet. Die numerische Integration
erfolgt direkt iiber die Punkte ohne Hilfsnetz.

Eine vom eingesetzten Berechnungsverfahren unabhéngige Beschreibung der Least
Square (LS), Weighted Least Square (WLS) und Moving Least Square (MLS) Ap-
proximationen findet sich z.B. in ZIENKIEWICZ & TAYLOR (2000a) oder ONATE
ET AL. (1996a).

Die MLS Approximation ist auch geeignet um die Genauigkeit von FE-Berechnungen
zu erhohen (TABBARA ET AL. (1994)). FASSHAUER (2004) beschreibt eine verein-
fachte Berechnung der MLS-Funktionen.
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2.2.2 SPH, RKPM und MLSRK

Ein anderer Entwicklungszweig beruht auf Kernschitzungen (kernal estimates) zur
Bestimmung der Ansatzfunktionen. Das urspriinglich aus dem Bereich der Signal-
analyse stammende mathematische Verfahren wird auch als Integrale Fenstertrans-

formation (Integral Window Transformation) bezeichnet.

Der &lteste Vetreter dieser Verfahrensklasse ist die von GINGOLD & MONAGHAN
(1977) und MONAGHAN (1982,1988,1995) beschriebene Smooth Particle Hydrody-
namics Method (SPH), die auch als Free Lagrange Method bezeichnet wird. Es ist
eine netzfreie Methode, die speziell im Bereich der Astrophysik zur Beschreibung
von Problemen ohne ausgepréigte Réander eingesetzt wurde. Ableitungen werden in
der SPH auf Ableitungen der Fensterfunktion zuriickgefiihrt. Die Ansatzfunktionen
bilden besonders am Rand keine Partition of Unity. (Der Begriff wird im néchs-
ten Abschnitt erkldrt.) SWEGLE ET AL. (1995) wiesen in einer Stabilitdtsanalyse
nach, dass hierin die Ursache fiir die Zuginstabilitit der Methode liegt. BONET &
KULASEGARAM (2000) zeigen Moglichkeiten zur Korrektur und Stabilisierung.

Weiterentwickelt wurde die Methode von W. K. Liu (1995, 1996, 1997) unter der
Bezeichnung Reproducing Kernel Particle Method (RKPM).

Den Zusammenhang zu Verfahren, die MLS-Approximationen verwenden, stellen
L1u ET AL. (1997) her. Sie leiten MLS-Ansatzfunktionen iiber Kernschiatzungen her
und bezeichnen die resultierenden Verfahren als Mowing Least-Square Reproducing
Kernel Methods (MLSRK).

CHEN ET AL. (2003) stellen eine RKPM vor, deren Ansatzfunktionen die Kno-
tenwerte interpolieren und nicht nur approximieren, sodass hier die wesentlichen

Randbedingungen wie in der FEM direkt beriicksichtigt werden kénnen.

Die Konstruktion von hoherwertigen Ansatzfunktionen fiir die FEM iiber Kernschét-
zungen wird in L1U ET AL. (2004) vorgestellt. Das Verfahren wird als Reproducing
Kernel Element Method (RKEM) bezeichnet.

2.2.3 Hp-Clouds und PUFEM

Ein iibergeordnetes Konzept ist die Forderung der Partition of Unity (PU), die
besagt, dass die Summe der Ansatzfunktionen an allen Orten gleich 1 sein muss.
Mit der Partition of Unity wird sichergestellt, dass konstante Funktionen exakt

vom Ansatz wiedergegeben werden (siche Abschnitt 5.1).
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Laut BELYTSCHKO ET AL. (1998) ist es schwierig, die Konsistenz ! eines Verfahrens
nachzuweisen. Stattdessen wird vorgeschlagen, als notwendige Bedingung fiir die
Konvergenz eines Verfahrens dessen Vollstindigkeit zu iiberpriifen. Ein Verfahren
heifit vollsténdig bis zu einer Ordnung, wenn Funktionen bis zu dieser Ordnung
exakt reproduziert werden. Die Reproduktionsbedingung fiir konstante Funktionen
und damit die Reproduktionsbedingung niedrigster Ordnung ist die Partition of
Unity.

Basierend auf der PU-Forderung wurden sowohl netzfreie Methoden entwickelt als
auch die FEM erweitert. Es entstanden Verfahren, die neben der h-Adaptivitdt auch
die Moglichkeit einer p-Adaptivitdt beinhalten. Als vollstéindig netzfreie Methode
wurden die hp-Clouds von DUARTE & ODEN (1995b,1996) und LISZKA ET AL.
(1996) eingefiihrt. Als Erweiterung der FEM entwickelten MELENK & BABUSKA
(1996,1997) und TAYLOR ET AL. (1998) die Partition of Unity Finite Element Me-
thod (PUFEM).

2.2.4 PIC, FLIP und MPM

Eine Stellung zwischen netzfreien Methoden und der FEM nehmen die von HAR-
LOW (1964) mitbegriindeten Particle In Cell Methods (PIC) ein. Mit dem Fluid
oder Korper fest verbundene Lagrangesche Partikel tragen alle Informationen (Zu-
standsgrofien und ggfs. Geschichtsvariablen) mit sich. Die Berechnung wird in jedem
Zeitschritt in eine Lagrangesche und eine konvektive Phase unterteilt. Wahrend der
Lagrangeschen Phase erfolgen die Berechnungen auf einem FE-Netz. Anschliessend
werden in der konvektiven Phase die Partikel weiterbewegt. Das Netz wird durch

ein unverformtes Netz ersetzt.

Fiir den Bereich der Fluidmechanik und der Magnetohydrodynamik entwickelten
BRACKBILL ET AL. (1986,1987,1988,1991) FLIP (Fluid-Implicit-Particle).

SULSKY, SCHREYER, YORK ET AL. (1995,1996,1999,2000) begriindeten die Mate-
rial Point Method (MPM) zur Berechnung von Problemen der Festkorpermechanik.
Das urspriinglich explizite Zeitintegrationsverfahren wurde von GUILKEY & WEISS
(2003) und SuLSKY & KAUL (2004) durch ein implizites ersetzt. BARDENHAGEN
ET AL. (2000) wendeten die MPM auf granulare Materialien und MORESI ET AL.

(2003) auf die Berechnung von Geomaterialien an.

'In der Finite-Differenzen-Literatur wird die Konsistenz einer Approximation als ihre Fihig-
keit definiert, eine Differentialgleichung exakt abzubilden, wenn die Anzahl der Netzknoten gegen
Unendlich und der Abstand zwischen benachbarten Netzknoten gegen Null strebt.
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2.3 Randbedingungen

Die Ansitze der meisten netzfreien Methoden interpolieren Knotenwerte nicht, son-
dern approximieren diese nur, da die Ansatzfunktionen an den Knoten im Allgemei-
nen nicht den Wert 0 oder 1 annehmen. Eine direkte Behandlung von wesentlichen

Randbedingungen ist daher nicht moglich

Eine Ubersicht iiber Verfahren zur Beriicksichtigung der Dirichletschen Randbe-
dingungen liefern GRIEBEL & SCHWEITZER (2002a) und FERNANDEZ-MENDEZ &
HUERTA (2004).

FERNANDEZ-MENDEZ und HUERTA unterscheiden zwischen Methoden, die die
schwache Form, und Methoden, die die Ansatzfunktionen verdndern. In die erste
Kategorie fallen die Methode der Lagrangeschen Multiplikatoren, das Strafverfahren
und Nitsches Methode; in die zweite Kategorie die Kopplung mit finiten Elementen

und die Verwendung spezieller Randansatzfunktionen.

BABUSKA (1973a) beschreibt die Methode der Lagrangeschen Multiplikatoren im
Zusammenhang mit der FEM. Die Anwendung im Rahmen netzfreier Methoden
unterscheidet sich hiervon nicht. Nachteilig an der Methode der Lagrangeschen Mul-
tiplikatoren ist, dass die Anzahl der Unbekannten vergrofert wird und dass das
Gleichungssystem eine besondere Struktur hat und indefinit ist. Zur effizienten Be-
rechnung sollten daher spezielle Loser eingesetzt werden. Aulerdem ist die Wahl der
zusétzlichen Freiheitsgrade nicht unproblematisch, da die Ansatzfunktionsraume im
Inneren und auf dem Rand zusétzlich die Babuska-Brezzi-Bedingung (siehe BREZZI
(1974)) erfiillen miissen.

BABUSKA (1973b) beschreibt das Strafverfahren (Penalty Method) im Zusammen-
hang mit der FEM; ZHU & ATLURI (1998) beschreiben es im Zusammenhang mit der
EFG. Die Anzahl der Freiheitsgrade wird nicht erhoht, und das Gleichungssystem
bleibt positiv definit, aber die Kondition des Gleichungssystem verschlechtert sich
mit zunehmendem Strafparameter. Der Strafparameter ist so einzustellen, dass ei-
nerseits die Randbedingungen hinreichend genau erzwungen werden und andererseits
die Qualitdt der Losung nicht durch ein zu schlecht konditioniertes Gleichungssystem

beeintréachtigt wird.

Die auf NITSCHE (1970) zuriickgehende Methode kann nach FERNANDEZ-MENDEZ
& HUERTA (2004) als konsistente Verbesserung des Strafverfahrens angesehen wer-
den. HANSBO & LARSON (2002) nutzen Nitsches Methode fiir eine diskontinuierliche
FEM und GRIEBEL & SCHWEITZER (2002a) fiir eine netzfreie Partition of Unity
Method. Verglichen mit den Lagrangeschen Multiplikatoren und dem Strafverfahren
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ist Nitsches Methode komplizierter in der Anwendung.

Die Kopplung zwischen netzfreien Methoden im Bereichsinneren und netzbasierten
Methoden (in der Regel der FEM) am Rand wird u. a. in BELYTSCHKO ET AL.
(1995a), HUERTA & FERNANDEZ-MENDEZ (2000) und HUERTA ET AL. (2004a)
beschrieben. Es erscheint allerdings wenig elegant, wenn im Rahmen einer netzfreien
Methode zur Befriedigung von wesentlichen Randbedingungen auf finite Elemente

zuriickgegriffen werden muss.

Als letzte Methode bleibt die Verdnderung der Ansatzfunktionen der netzfreien Me-
thode. Diese konnen entweder nur an den Knoten, an denen wesentliche Randbedin-
gungen vorgegeben werden sollen, oder im gesamten Gebiet dergestalt korrigiert wer-
den, dass sie Knotenwerte interpolieren und nicht nur approximieren. CHEN ET AL.

(2003) beschreiben eine Reproducing Kernel Interpolation.






Kapitel 3

Implementierte Methoden

3.1 Programmkonzept

Die Bestimmungsgleichungen der behandelten Methoden werden so aufbereitet, dass
ein modularer Aufbau des Programmsystems moglich wird und die iiberwiegenden

Teile des Quellcodes von allen Methoden gemeinsam genutzt werden kénnen.

Die Arbeit beschrinkt sich auf mechanische Probleme und kleine Verformungen. ! Es
wird das Ritz-Galerkin- Verfahren angewendet. Die Zeitintegration erfolgt implizit.
Das Programmsystem ist fiir Lagrangesche und quasi-FEulersche Sichtweisen aus-
gelegt. Nichtlineare Materialgesetze (ein viskoelastisches und ein elastoplastisches
Materialgesetz mit isotroper Verfestigung) sind implementiert. Die Eigenschaften
der Ansatzfunktionen eines Teils der Methoden erlauben keine direkte Beriicksich-
tigung der wesentlichen Randbedingungen und Kontaktbedingungen. Diese werden
daher iiber ein Strafverfahren erzwungen. Da sich der C'-stetige Kontakt im Zwei-
dimensionalen einfacher formulieren lésst, wurde das Programmsystem fiir ebene

Probleme aufgestellt.

Unter http://www.schilling-berlin.de/diss.htm stehen das mit dem Compiler gee 4.02
unter dem Betriebssystem Suse Linuz V10.0 (Kernel 2.6.13-158) iibersetzte Pro-
gramm und die Eingabedateien zu den Berechnungsbeispielen aus Abschnitt 9 zum

Herunterladen zur Verfiigung.

! Die Anderungen, die vorgenommen werden miissen, um das Programmsystem fiir groie Verfor-
mungen zu erweitern werden in Abschnitt 6.5.3 beschrieben. Fiir die Untersuchung der Unterschiede
zwischen Methoden mit und ohne Elementnetzen ist die Linearisierung des Verzerrungsmafles kein
Nachteil, da die Unterschiede der Methoden nicht mit der Wahl des Verzerrungsmafes zusammen-
héngen.



Kapitel 3: Implementierte Methoden

16
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Methodennummer la 1b 2a 2b 3a 3b
(FEM) (FPM) (MPM)
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. =  Materialpunkt E = Elementanséitze
. E-! = Invertierte Elementansitze
® - Integrationspunkt W = MLS-Approximation
B _ Knoten )* = Nur fiir Postprocessing

Tabelle 3.1: Methoden und Ansatzfunktionen
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. = Materialpunkt . Losung der Materialgleichungen
® - Integrationspunkt : Auswertungspunkt fiir numerische Integration
. = Knoten : Ort von globalen Unbekannten

Tabelle 3.2: Symbole
3.2 Methodeniiberblick

Fiir eine iibersichtliche Implementierung mehrerer Methoden in einem Programm-
system ist es sinnvoll einige Abstraktionen vorzunehmen. Die Materialgleichungen
werden an Materialpunkten erfiillt. Hier werden auch die Geschichtsvariablen ge-
speichert. Die Auswertungsspunkte fiir die numerische Integration sind die Inte-
grationspunkte. In den meisten Féallen sind Materialpunkte und Integrationspunkte

deckungsgleich. Die globalen Unbekannten sind an den Knoten beheimatet.

Die betrachteten Methoden unterscheiden sich in den verwendeten Ansétzen fiir die
raumliche Diskretisierung und darin, welche der Punkte (Materialpunkte, Integrati-
onspunkte und Knoten) permanent mit dem Material verbunden sind. Die Tabelle
3.1 gibt hierzu einen Uberblick. Die obere Reihe zeigt Netzausschnitte. In der mitt-
leren Reihe ist vermerkt, welche Punkte permanent mit dem Korper verbunden sind
und welche nicht. Die untere Reihe zeigt die im Zusammenhang mit den verschiede-

nen Methoden genutzten Ansétze.

Im Rahmen dieser Arbeit werden von den sechs im Programmsystem vorgesehenen
Methoden die Methode 1a (Finite-Elemente-Methode) und die Methode 1b (Finite-

Punkte-Methode) anhand von Beispielen verifiziert und verglichen.

3.2.1 Methoden 1a (FEM) und 1b (FPM)

Die Methode 1a ist die Finite-Elemente-Methode (FEM), die Methode 1b eine Finite-
Punkte-Methode (FPM). Beiden ist gemeinsam, dass alle Punkte (Materialpunkte,
Integrationspunkte und Knoten) permanent mit dem diskretisierten Kérper verbun-

den sind und die Material- und Integrationspunkte deckungsgleich sind.

Die Dehnungen und Dehnungsraten an den Materialpunkten werden bei der FEM
iiber die iiblichen Elementanséitze und bei der FPM iiber netzfreie Ansétze berech-
net. Im Rahmen dieser Arbeit wird fiir die netzfreien Ansédtze die im Abschnitt
5.5.3 hergeleiteten MLS-Approximation (MLS = Moving Least Squares, Methode

der bewegten kleinsten Fehlerquadrate) verwendet.
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(a) Methode 1a (FEM) (b) Methode 1b (FPM)

Abbildung 3.1: Netzausschnitte zu Methoden 1a und 1b

Die numerische Integration erfolgt bei der FEM durch eine Gauf-Integration und
bei der FPM direkt punktweise, indem die Gréflen an den Integrationspunkten vor
der Assemblierung mit den Integrationspunktvolumen multipliziert werden. Da diese
direkte Integrationsmethode ungenauer ist, muss eine gegeniiber der FEM hohere

Integrationspunktanzahl gewéhlt werden.

3.2.2 Methoden 2a (MPM) und 2b

(a) Methode 2a (MPM) (b) Methode 2b

Abbildung 3.2: Netzausschnitte zu Methoden 2a und 2b

Die Methode 2a ist eine Abwandlung der Materialpunktmethode (MPM). Die Me-
thode 2b verzichtet bei ansonsten gleichem Berechnungsablauf auf Elemente. Bei
beiden Methoden (2a und 2b) sind die Material- und Integrationspunkte permanent
mit dem diskretisierten Korper verbunden und deckungsgleich. Die Knoten werden

nach jedem Zeitschritt in ihre Ausgangslage zuriickgesetzt.

Die Berechnung wird in jedem Zeitschritt in eine Lagrangesche und eine konvektive

Phase aufgeteilt. In der Lagrangeschen Phase werden aus den Verschiebungen und
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Geschwindigkeiten der Knoten die Dehnungen und Dehnungsraten an den Material-
punkten berechnet. Hierzu werden bei der Methode 2a Elementanséitze und bei der

Methode 2b eine MLS-Approximation verwendet.
Die numerische Integration erfolgt direkt punktweise.

Nach Abschluss der globalen Iteration werden die Material- und Integrationspunk-
te in der konvektiven Phase entsprechend der im Zeitschritt erfolgten Verformung
weiterbewegt. AnschlieBend werden die Knoten in ihre Ausgangslage zuriickgesetzt

und die Zustandsgroflen an den Knoten geloscht.

Am Anfang des néchsten Zeitschrittes werden die Knoten mit den approximier-
ten Materialpunktdaten der Verschiebungen und Geschwindigkeiten initialisiert. Auf
diese Weise haben die Elementnetze der Methode 2a und die Knotennetze der Me-
thode 2b in der verformten Konfiguration am Zeitschrittanfang eine regelméflige
Gestalt.

Problematisch ist bei der Methode 2a die direkte punktweise Integration. Werden
die iiblichen CP-stetigen finiten Elemente eingesetzt, so kommt es zu Spriingen in
Teilen der Steifigkeitsmatrix, wenn Materialpunkte in der konvektiven Phase Ele-

mentgrenzen iiberschreiten.

3.2.3 Methoden 3a und 3b

o 0% o .'. - .-.
e ‘0o & -0¢
o. e o o.
® . o0° 90O o o

® °
2° & e o @
> e o o o °
@ @, .. °e ®
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(a) Methode 3a (b) Methode 3b

Abbildung 3.3: Netzausschnitte zu Methoden 3a und 2b

Um die bei der Methode 2a auftretenden Probleme zu beheben werden die Integra-
tionspunkte von den Materialpunkten getrennt. Die Materialpunkte sind permanent
mit dem diskretisierten Korper verbunden; die Knoten und Integrationspunkte wer-

den nach jedem Zeitschritt auf ihre Ausgangslage zuriickgesetzt.
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Der Berechnungsablauf ist bis auf den Bereich der numerischen Integration iden-
tisch mit dem Berechnungsablauf der Methoden 2a und 2b. Vor der numerischen
Integration werden die Integrationspunkte iiber eine Approximation von Material-
punktdaten initialisiert. Bei der Methode 3a wird eine Gauf-Integration und bei der

Methode 3b eine direkte punktweise Integration ausgefiihrt.

3.3 Berechnungsablauf

Die Reihenfolge der Berechnungen ist fiir alle im Programmsystem vorgesehenen
Methoden identisch. In einem globalen Iterationsschritt innerhalb eines Zeitschrittes

werden folgende Berechnungen ausgefiihrt:

. — . Die Dehnungen und Dehnungsraten an den Materialpunkten werden in
Abhéngigkeit von den Knotenverschiebungen und Knotengeschwindigkeiten

berechnet.

. An den Materialpunkten werden die nichtlinearen Materialgleichungen itera-
tiv gelost und die Spannung und die Materialtangente berechnet, die an den

Integrationspunkten benotigt werden.

@ . @ woden dic Methoden 1a (FEM), 1b (FPM), 2a (MPM) oder 2b ge-
nutzt, so sind Integrationspunkte und Materialpunkte identisch. In den ande-
ren beiden Féllen miissen durch eine Approximationsmethode Daten von den

Materialpunkten zu den Integrationspunkten iibertragen werden.

® Anden Integrationspunkten werden volumenbezogene Grofien berechnet. Bei
der direkten numerischen Integration werden diese mit Integrationspunktvolu-
mina multipliziert, bei einer Gau3-Integration mit den Wichtungsfaktoren der

Gauflpunkte.

| L] Die Beitriage der Integrationspunkte werden zu globalen Gréflen assem-
bliert.

. Ein Iterationsschritt zur Verbesserung des Vektors der globalen Unbekannten

wird ausgefiihrt.

Die Berechnungsabfolge wird bis zur Konvergenz der globalen Iteration wiederholt.
Sind die Knoten korperfest, wird mit dem néchsten Zeitschritt fortgefahren. Sind

die Knoten nicht permanent, so werden sie am Ende des Zeitschrittes verworfen,
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nachdem die Materialpunkte in einer konvektive Phase mit dem verformten Korper
weiterbewegt wurden. Die Knoten des neuen Netzes miissen dann iiber eine ge-
eignete Approximationsmethode mit von den Materialpunkten iibertragenen Daten

initialisiert werden. Die Berechnungen eines Zeitschrittes sind damit abgeschlossen.

3.4 Formelzusammenstellung fiir die Methoden
la (FEM) und 1b (FPM)

Die Finite-Punkte-Methode und die Finite-Elemente-Methode wurden im Rahmen
der vorliegenden Arbeit vollstdndig implementiert, anhand von Beispielen verifiziert
und miteinander verglichen. Beide Methoden unterscheiden sich nur in der raumli-
chen Diskretisierung. Die Bestimmungsgleichungen lassen sich in einheitlicher Form

angeben. Dies geschieht an dieser Stelle in zusammengefasster Form.

Es wird eine total Lagrangesche Betrachtungsweise verwendet. Die Kinematik kleiner

Verformungen wird angenommen (siche Fufinote auf S. 15).

1
€:§[u®V+V®u] (3.1)

Die nichtlinearen Materialgleichungen und Entwicklungsgleichungen (siehe Ab-

schnitt 4.3) konnen in der Form

f(e,z) . viskoelastisches Material

f(e,€,2z) (4 Kuhn-Tucker) : elastoplastisches Material

angegeben werden. In z sind die inneren Variablen zusammengefaf3t. In der partiell

integrierten schwachen Form des Impulssatzes

/56:0’dV+/5u-(ﬁ—b)pdV—/6u-tdA (3.4)

B B oB

— / ou - fgdA — / ou - fron dA =0 (3.5)
8Brnd aBkon

erscheinen zusétzliche Terme fiir die wesentlichen Randbedingungen und die Kon-
taktbedingungen, da diese durch ein Strafverfahren erzwungen werden (siehe Ab-
schnitt 4.5). 0B, 0B,nq und 0By, sind die Rénder, auf denen Spannungen, Verschie-
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bungen und Kontaktbedingungen vorgegeben werden. Der Ansatz fiir die rdumliche

Diskretisierung hat die in Abschnitt 5 ndher diskutierte Form:

Nk (z)
flz) = L(z) fu = L' (z) f (3.6)
— (NK)  (Nk)
of(x) "WorL(z) , 0L"(x)
oz - oz k= —?:c; @{() (3.7)

Ly(x) ist der Wert der Ansatzfunktion vom Knoten mit dem Index k an der Stelle
x, fi ist der Stiitzwert am selben Knoten und f(z) ist der approximierte Wert an
der Stelle . Die Anzahl der Ansatzfunktionen Nk héngt bei der FPM im Gegensatz
zur FEM vom Ort x ab. Die Interpolation mit Elementansatzfunktionen ist mit
Nk = const als Spezialfall enthalten. Die Ansétze fiir Verschiebungen und virtuelle
Verschiebungen haben fiir FPM umd FEM dieselbe Form.

u(zy) = L(zp) U, (3.8)
(Np) (NpXNgNp) (NgNp)

du(x,) = L(z,) U, (3.9)
(Np) (NpXNgNp) (NKNp)

Auch die Verschiebungs-Verzerrungs- und Geschwindigkeits-Verzerrungsgeschwin-

digkeits-Beziehungen sehen fiir beide Methoden gleichartig aus.

e(zp) = B(zp) Uy (3.10)
(Nyr) (Ny XNgNp) (NgNp)

é(wp) = B(wzy) Up (3.11)
(Ny) (Ny xNgNp) (NgNp)

de(x,) = B(z,) o0U, (3.12)
(Ny) (NgNp XNy) (NkNp)

Ein Unterschied besteht in der variablen Dimension der Matrizen L und B, die
Werte der Formfunktionen und Werte der Formfunktionsableitungen enthalten. Das
rdumlich diskretisierte Gleichungssystem wird in der Zeit unter Verwendung der
Newmark-Methode diskretisiert.

Un+1 = (1 [Un+1 - Un] — Q7 Un — Q3 Un (313)
Un+1 = Qg [Un+1 - Un] + o5 Un + Q5 Un (314)

Der Vektor U, beinhaltet die Knotenverschiebungen am Zeitschrittanfang, der
Vektor U,.; die unbekannten Knotenverschiebungen am Zeitschrittende. a; bis

ag sind skalare Vorfaktoren, die von den beiden Parametern des Newmark-
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Zeitschrittverfahrens und von der Zeitschrittlinge anhéngen. Das globale Glei-

chungssystem hat nach der Diskretisierung und der Assemblierung die bekannte

Form:
G(Un-l—l) = Fint<Un+1> + Fm<Un+1) - FextV (3 15)
- FextA - Frnd<Un+1) - Fkon(Un+1) =0
mit
Fo(Uy1)=M [041 (Unis — U — a2 Uy — a3 Un] (3.16)

Es handelt sich um ein nichtlineares Gleichungssystem fiir die Knotenverschiebun-
gen am Ende des Zeitschrittes. Da wesentliche Randbedingungen und Kontaktbe-
dingungen mit einem Strafverfahren erzwungen werden, sind zusétzliche von den
Knotenverschiebungen abéngige externe Kréfte, F',q fiir die Randbedingungen und
F\,, fiir den Kontakt, vorhanden. Das nichtlineare Gleichungssystem wird mit dem

Newton-Raphson Algorithmus gelost.

Ul.,=U, (3.17)

IG(U)
oU an+1

Kr(Ul 1) = Kt (U, ) — Kruma(U 1) = Krion(U 1) + ox M (3.19)

GU,,) = —K{'(Uyy) GU,,)  (3.18)

j+1
Al]n—i-l -

Der obere Index bezeichnet den Iterationsschritt, der untere den Zeitschritt. Im
Linearisierungsprozess bringen die zusétzlichen externen Krifte Beitrige zur tan-

gentialen Steifgkeitsmatrix hervor.

Damit sind die Bestimmungsgleichungen fiir FPM und FEM zusammengestellt. Eine
ausfiihrliche Darstellung findet sich in den Kapiteln 4 bis 8.






Kapitel 4

Kontinuumsmechanische

Grundgleichungen

Als Beispiel fiir ein Anfangsrandwertproblem wird das dynamische Verhalten defor-
mierbarer Korper betrachtet. Dabei werden das klassische Kontinuumsmodell und
die Theorie kleiner Verformungen angewendet. (Ausfiihrliche Darstellungen finden
sich in Lehrbiichern zur klassischen Mechanik und Kontinuumsmechanik wie z.B. in
GUMMERT & RECKLING (1986), ALTENBACH & ALTENBACH (1994) oder CHAD-
WICK (1999).) In diesem Kapitel werden die benotigten Grundgleichungen zusam-

mengestellt. Es wird durchgehend Tensorschreibweise verwendet.

4.1 Bilanzgleichungen

Die beiden Axiome der klassischen Mechanik (Impulsatz und Drallsatz) haben in

ihrer Feldgleichungsformulierung folgende Form:

V.-o+pb=pu (4.1)
o=o" (4.2)

Fiir jeden materiellen Punkt eines Korpers ist die Summe aus der Divergenz des
Spannungstensors und der Volumenlast gleich dem Produkt aus der Dichte und
der Beschleunigung dieses Punktes. Im Rahmen der Theorie kleiner Verformungen
fallen rdumliche und materielle Betrachtungsweise zusammen. Es gibt nur ein, als

Folgerung aus dem Drallsatz symmetrisches Spannungsmaf.

Die Massenbilanz ist bei materieller Betrachtungsweise automatisch erfiillt.
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4.2 Kinematik

Die Linearisierung des Green-Lagrangeschen Verzerrungstensors fiir kleine Verfor-
mungen fithrt zum Deformator. Er ist invariant gegeniiber Starrkorpertranslationen

aber nicht invariant gegeniiber Starrkorperrotationen (siche Fuinote auf S. 15).

1
€:§[u®V+V®u] (4.3)

4.3 Materialgesetze

Die Schnittstelle fiir Materialgesetze im Programmsystem ist vom Berechnungsver-
fahren unabhéngig. Stellvertretend fiir andere ratenabhéngige und ratenunabhéngige
Materialmodelle sind im Programmsystem bereits ein viskoelastisches und ein elas-
toplastisches Materialmodell eingebaut. Sie kénnen als Vorlage bei der Implemen-
tierung weiterer Materialmodelle dienen. Das elastoplastische Materialmodell wird
benotigt, da Partikelmethoden im Zusammenhang mit Umformprozessen untersucht

werden sollen.

4.3.1 Rheologische Modelle

Motiviert werden Materialgesetze haufig {iber eindimensionale rheologische Modelle.

Tabelle 4.1 zeigt die gebrauchlichsten rheologischen Grundelemente und die dazuge-

St. Venantsches
Trockenreibungsglied

Hookesche Feder Newtonscher

Déampfungszylinder

AW -0

o—— }o

ol \/ ro

c=F¢e¢

o="n¢

o< oy

elastisch

viskos

starr-plastisch

Tabelle 4.1: Rheologische Grundelemente

horigen Materialgesetze fiir den eindimensionalen Fall. Werden Elemente in Reihe
angeordnet, so ergibt sich bei Annahme kleiner Verzerrungen die Gesamtdehnung
aus der Summe der Einzeldehnungen; werden Elemente parallel angeordnet, so er-

gibt sich die Gesamtspannung aus der Summe der Einzelspannungen.
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4.3.2 Viskoelastisches Materialverhalten

Rheologische Modelle fiir viskoelastisches Materialverhalten ergeben sich aus Kom-
binationen von Federn und Dampfern. Eine Parallelschaltung von Feder und Damp-
fer ergibt das Kelvin-Modell, eine Reihenschaltung das Maxwell-Modell. Mit dem
Kelvin-Modell kann Kriechen (Zunahme der Verzerrungen bei konstanter Span-
nung), mit dem Maxwell-Modell Relaxation (Abnahme der Spannung bei konstanter

Dehnung) beschrieben werden. Eine Vielzahl von Kombinationen aus den Grundele-

MWW ——— -0
(a) (b)

Abbildung 4.1: Viskoelastische 2-Element-Korper, Kelvin-Kérper (a) und Maxwell-
Korper (b)

menten sind denkbar. ! Die Abbildung 4.2 zeigt gebriuchliche 3-Element-Koérper und
einen gebrauchlichen 4-Element-Korper. Die Maxwell-, Lethersich-, Jeffreys- und

==k L=t
w W%

— }o

()

Abbildung 4.2: Viskoelastische 3- und 4-Element-Korper, Lethersich-Korper (a),
Jeffreys-Korper (b), Zehner-K-Koérper (c¢), Zehner-M-Korper (d), Burgers-Kérper
(e)

'Die Dampfungseigenschaften der gezeigten einfachen Modelle sind stark frequenzabhingig.
Keine befriedigende Losung bieten die verallgemeinerten Modelle die durch Parallelschaltung von
Maxwell-Elementen (generalisierter Maxwell-Kérper) oder Reihenschaltung von Kelvin-Elementen
(Kelvin-Kette) erhalten werden, da diese Modelle eine hohe Parameteranzahl haben und aufer-
dem keine ,, glatte* Anpassung an gemessene Kurven moglich ist. Eine Losungsmoglichkeit besteht
in der Betrachtnahme eines verallgemeinerten rheologischen Grundkérpers, dessen Eigenschaften
zwischen denen der Feder und des Dampfungszylinders liegen. Dies fiihrt auf des Konzept der
fraktionalen Ableitung, welches hier nicht weiter verfolgt wird.
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Burgers-Modelle beschreiben viskoelastische Fluide, da sie ein vollstdndiges Relaxa-
tionsvermogen aufweisen und unter endlicher Last unbegrenzte Kriechverformungen

auftreten. Die iibrigen Modelle beschreiben viskoelastische Festkorper.

Verwendet wird das Zener-M-Modell: Es hat drei Materialparameter (E, Es, ) und

n=r1F, @) (4) (4)

E (Es, 1) —>C b) Dyo=71 Cy

(a)

Abbildung 4.3: Zener-M-Koérper mit zugeordneten Materialparametern, eindimen-
sional (a), Verallgemeinerung (b)

eine innere Unbekannte (g4), die Dehnung im Dampfer. Als Materialgesetz und als
Entwicklungsgleichung fiir die innere Unbekannte ergeben sich mit 7 als Relaxati-

onszeit:

o=Fe+ Ey [e — &4 (4.4)
'—&8—6 :18—6(1
5d—n [ dl 7_[ ] (4.5)

Die vorstehenden Beziehungen werden auf den mehrdimensionalen Fall verallgemei-

nert:

(4) (4)

oc=C:e+ Cy: [e — &4 (4.6)
Eq = % le — ed] (4.7)

(4) (4)
Hierin sind C und C, linear elastisches Materialverhalten beschreibende Material-

tetraden. Es wurde vorausgesetzt, dass die die Dampfung beschreibende Material-
tetrade kolinear zu (é)z ist. Das Materialverhalten wird dann durch vier die elasti-
schen Komponenten des Modells charakterisierenden Materialparameter (z.B. die
Elastizitdtsmodule £ und E, und die Querkontraktionszahlen v und v») und die

Relaxationszeit 7 beschrieben.

4.3.3 Elastoplastisches Materialverhalten

Als Beispiel fiir ratenunabhéingiges nichtlineares Materialverhalten bei kleinen Ver-

formungen wurde von Misessche Plastizitdt mit isotroper Verfestigung innerhalb des
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Programmsystems implementiert. Ausfiihrliche Darstellungen finden sich in PRA-
GER (1955) und RECKLING (1967). An dieser Stelle werden nur die Materialglei-
chung, die Entwicklungsgleichungen fiir die inneren Variablen und die Fliebedin-
gung angegeben.
@)
0y0, Hiso E 0y0, Hiso (E, l/) —C
o=V —"WWW\—o o~V —"WWW—o
(a) (b)
Abbildung 4.4: Elastoplastischer Korper mit zugeordneten Materialparametern, ein-
dimensional (a), Verallgemeinerung (b)

Die Gesamtdehnung setzt sich aus elastischer und plastischer Dehnung zusammen,

wobei angenommen wird, dass die plastische Verformung volumenerhaltend ist.
E =€q + €pl , Epl— épl (48)

Innere Variablen sind die plastische Dehnung e;,; und die plastische Vergleichsdeh-

nung Q;s,. Zu der Materialgleichung

) )
o=C:¢eq=C: e — g, (4.9)

und den Entwicklungsgleichungen fiir die inneren Variablen

o4 Eel

E,=)N mit N=—— =~
: lall €l

2
Ve — z 4.1
Giso = A \/g (4.10)

kommt als weitere Beziehung die FlieSbedingung
d <0 (4.11)

mit der Fliefunktion

2
=1[2p e —enl - \/; [oy0 + Hiso ttiso) (4.12)

hinzu. In den vorstehenden Beziehungen sind deviatorische Anteile mit ,,(T)“ gekenn-
zeichnet. (é) ist eine elastische Materialtetrade, N ist die Richtung der plastischen
Dehnung und A ein skalarer Faktor, der die Grofie der plastischen Dehnung be-
stimmt. Materialparameter sind der Elastizitdtsmodul E, der Schubmodul p, die

AnfangsflieBspannung oy und der isotrope Verfestigungsparameter Hig, .
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Die FlieBfunktion @ ist stets kleiner oder gleich Null. Wenn die FlieBfunktion &

verschwindet, konnen drei Félle auftreten:

d<0 und A=0 : eclastische Entlastung

®=0 und A =0 : neutrale Spannungsinderung (4.13)

®=0 und A >0 : plastisches Flieen

Hierzu dquivalent sind die Kuhn-Tucker-Bedingungen (4.14) und die Konsistenzbe-
dingung (4.15):

A>0 , &<0 , ADP=0 (4.14)
dP=0 — AXd=0 (4.15)

Bei elastoplastischem Materialverhalten muss also in jedem Lastschritt bzw. Zeit-
schritt eine Fallunterscheidung vorgenommen werden. Die FlieSfunktion entscheidet
dariiber, ob sich die inneren Variablen weiterentwickeln oder nicht. Tritt plastisches
FlieBen auf, so steht neben den Entwicklungsgleichungen (4.10) die Bedingung ® = 0
mit der FlieBfunktion nach (4.12) zur Verfiigung, um die inneren Variablen und den

skalaren Faktor A\ zu bestimmen.

Wird im rheologischen Modell parallel zur Feder und zum Trockenreibungselement
ein Dampfer angeordnet, so ergibt sich ein ratenabhéngiges Materialverhalten. Die

(4) (4)

n=rtk D=1 C
] ]
0y0, Hiso E =

Oy0, Hiso (E, V) —C
(a) (b)

Abbildung 4.5: Elastoplastisch-viskoser Koérpers mit zugeordneten Materialparame-
tern, eindimensional (a), Verallgemeinerung (b)

Spannungsbeziehung (4.9) ist um die Spannung im Dampfer zu ergénzen:

@) (4)
oc=C:le —¢ey+D:é (4.16)

(4) (4)
Die viskose Materialtetrade D wird tuiber die elastische Materialtetrade C und eine

Relaxationszeit 7 definiert: " "
4 4
D=7 C (4.17)
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Mit 7 = 0 wird ratenunabhéngiges Materialverhalten erhalten. Ein kleiner Wert fiir

die Relaxationszeit 7 kann zur Stabilisierung von Berechnungen dienen.

4.3.4 Allgemeine Form

Damit eine einheitliche Schnittstelle zu den Materialroutinen geschaffen werden
kann, ist es notwendig, die Material- und Entwicklungsgleichungen in allgemeingiil-
tige Formen zu bringen, die die verwendeten Material- und Entwicklungsgleichungen
als Spezialfille enthalten. Hierzu werden alle inneren Variablen in Voigt-Notation in
einem Vektor z angeordnet. Im Falle des elastoplastischen Materialverhaltens wird
aulerdem der skalare Faktor A in diesem Vektor untergebracht. Es ergibt sich die

verallgemeinerte Materialgleichung

oc=o(eé,z) (4.18)
und die verallgemeinerte Entwicklungsgleichung

z="1(e,&,2z) . (4.19)

Im Falle elastoplastischen Materialverhaltens sind zusétzlich noch die Kuhn-Tucker-

Bedingungen (4.14) und die Konsistenzbedingung (4.15) zu beachten.

4.4 Schwache Form der Bilanzgleichungen

Aus der starken Form des Impulssatzes wird die schwache Form gewonnen, indem
Gleichung (4.1), in Residualform gebracht, mit einer Testfunktion Ju multipliziert

und iiber ein Kontrollvolumen B integriert wird.

Qz/[V-G‘—pr—pﬁ]-éudV
(4.20)

m\tx

[V - o] 5udV+/ -dupdV =0
B

Zur raumlichen Diskretisierung werden aus einem Ansatzfunktionsraum stammen-
de Ansatzfunktionen verwendet. Sind Ansatzfunktionsraum und Testfunktionsraum
identisch, so handelt es sich um ein Ritz-Galerkin- Verfahren, andernfalls um ein
Petrov-Galerkin-Verfahren.



32 Kapitel 4: Kontinuumsmechanische Grundgleichungen

Im Rahmen dieser Arbeit sollen ausschlielich Ritz-Galerkin-Verfahren zum Einsatz
kommen. Damit bestimmt die hichste in Gleichung (4.20) auftretende raumliche
Ableitungsordnung von Verschiebung u oder Testfunktion du die Glattheits- bzw.

Stetigkeitsanforderung an den Funktionsraum.

Die Ansétze sind beim Ritz-Galerkin- Verfahren im Gegensatz zu den globalen Ansét-
zen des Ritz-Verfahrens lokal. Die Ansatzfunktionen sind wie beim Ritz-Verfahren
unter Beachtung der wesentlichen Randbedingungen (beim vorliegenden physika-
lischen Problem sind das die Verschiebungsrandbedingungen) auszusuchen. Es ist
also hinreichend wenn nach SzZABO (1984b) zuldissige Funktionen verwendet werden
und nicht notwendig, dass Vergleichsfunktionen (die alle Randbedingungen erfiillen)

verwendet werden.

Wird der Testfunktionsraum nicht eingeschrankt, so sind starke und schwache Form
mathematisch gesehen gleichwertig. Soll die schwache Form des Impulssatzes nu-
merisch behandelt werden, so muss der Testfunktionsraum eingeschrankt werden.
Damit sorgt die Befriedigung der schwachen Form (4.20) nur noch néherungsweise

fiir die Befriedigung der zugrunde liegenden Differentialgleichung (4.1).

Die Spannungen héngen von Verzerrungen (d.h. Verschiebungsableitungen) ab. Da
im ersten Integral der schwachen Form (4.20) die Divergenz des Spannungstensors

gebildet wird, treten Verschiebungsableitungen bis zur 2. Ordnung auf.

Um eine in den Ableitungsordnungen der Verschiebungen und der Testfunktionen
symmetrische Formulierung zu erhalten, wird die schwache Form partiell integriert
und unter Ausnutzung der Symmetrie des Spannungstensors und des Gaufschen
Integralsatzes umgeformt. Damit folgt fiir die partiell integrierte schwache Form des

Impulssatzes:

—g:g:/5s:adv+/6u-[ﬁ—b]pdV—/éu-tdA:O (4.21)
B B oB

4.5 Randbedingungen und Kontakt

Da bei einem Teil der implementierten Methoden die Eigenschaften der fiir die rdum-
liche Diskretisierung verwendeten Ansatzfunktionen eine direkte Behandlung von
wesentlichen Randbedingungen und Kontaktbedingungen nicht gestatten, wird ein
Strafverfahren eingesetzt (siche Abschnitte 2.3 und 5.1). Das Verfahren ermdoglicht
die Erzwingung beliebiger inhomogener und schiefwinkliger Verschiebungsrandbe-

dingungen.
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nur Druck

B aBkon

oB rnd

Zug, Druck

OB,nq : Verschiebungsrand, 0B, : Kontaktrand

Abbildung 4.6: Wesentliche Randbedingungen und Kontaktbedingungen, Anwen-
dung eines Strafverfahrens

Physikalisch betrachtet werden durch das Strafverfahren wesentliche Randbedingun-
gen in gemischte Randbedingungen iiberfiihrt. Die Spannung ist am nun nachgiebig
gelagerten Rand abhéngig von der Verschiebung. Die Lagerung wird so steif gewéhlt,
dass die wesentlichen Randbedingungen hinreichend genau nachgebildet werden, und
so weich, dass die Konditionszahl des globalen Gleichungssystems (siehe Abschnitt
7.1.4) hinreichend klein bleibt. Werden die Berechnungen mit doppelter Genauigkeit
durchgefiihrt, bleibt fiir die Wahl des Strafparameters ein grofler Spielraum.

(b) Gleitziehen (¢) Laminieren

|
= S n'E

(d) Gesenkformen (e) Strangpressen (f) Tiefziehen

Abbildung 4.7: Beispiele fiir Umformprozesse

Der Kontakt wird beschrénkt auf Normalkontakt zu starren Oberflichen. Eine Be-
schreibung der C''-stetigen Diskretisierung der Kontaktoberflichen und dazugehorige
Literaturangaben finden sich in Abschnitt 6.3.

Die Randbedingungen und Kontaktbedingungen werden nicht kontinuierlich sondern
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fiir diskrete Randpunkte aufgestellt. Hierzu werden punktweise die nachgiebigen

Lagerungen zu Federn und die Randspannungen zu Randkréften zusammengefaf3t.

deformierbarer Kérper

€3 €1 '\I

Abbildung 4.8: Strafverfahren, Geometrie einer Verschiebungsrandbedingung

Die Abbildungen 4.8 und 4.9 zeigen die Geometrien einer Verschiebungsrandbedin-
gung und einer inaktiven und einer aktiven Kontaktbedingung fiir einen einzelnen
Randpunkt.

In beiden Abbildungen ist Py die Lage des Randpunktes in der Referenzkonfigura-
tion und P die Lage in der Momentankonfiguration. Nimmt der Punkt eine Lage
P auf der strichpunktierten Linie ein, so wirken auf ihn keine Krifte infolge der

Strafbedingung. P ist der FuBlpunkt des Lotes von P auf die strichpunktierte Linie.

Eine inhomogene und schiefe Verschiebungsrandbedingung wird iiber eine Richtung

n und eine Verschiebung in dieser Richtung
Upy=Uu-n=1u-n (4.22)

definiert. (In der Abbildung 4.8 ist u, negativ.) Mit n und @, sind die zulédssigen
Lagen des Randpunktes eindeutig definiert.

Im Falle einer Kontaktbedingung wird vom Randpunkt P ein Lot auf die Kontakt-
oberfliiche gefillt. Damit werden der Ortsvektor x vom Fufpunkt P des Lotes und
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(a) Punkt P auflerhalb der Kontaktoberfliche, g > 0, Kontaktbedingung inaktiv

(b) Punkt P innerhalb der Kontaktoberfliche, g < 0, Kontaktbedingung aktiv

Abbildung 4.9: Strafverfahren, Geometrie einer Kontaktbedingung
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die Richtung n erhalten. Die Berechnung héingt von der Art der Diskretisierung der
Kontaktoberflache ab und wird in Abschnitt 6.3.3 beschrieben. @, wird aus

Uy =[X —Xo] ' m=1u-n (4.23)

gewonnen. (In den Abbildungen 4.9(a) und 4.9(b) ist @, negativ.)

Das Abstandsmaf} g ergibt sich fiir wesentliche Randbedingungen und Kontaktbe-

dingungen aus

=1
=

g=fx=x n=u-

| n=u, — d . (4.24)

o>

=x—x%x]-n=[u-

Die Ableitung des Abstandsmafes g nach der Punktverschiebung u

dg

—= = 4.25
™ (4.25)
wird spéter bei der Linearisierung der Strafkréifte benotigt.

Représentiert eine Feder eine wesentliche Randbedingung, so ist sie fiir positive und
negative Werte von ¢ aktiv. Steht eine Feder fiir eine Kontaktbedingung, so ist sie

nur aktiv, wenn der Punkt eindringt (g < 0).

Fiir wesentliche Randbedingungen wird das lineare Federkraftgesetz

frnd = —ag (426)
afrnd o
G = o (4.27)

verwendet; fiir Kontaktbedingungen ein lineares Federkraftgesetz, dass nur bei Ein-

dringung (g < 0) aktiv ist

—agfirg<0
Jxon = g . g (4.28)
0 firg>0

0 fron _ { —a firg <0 (4.29)

dg 0 firg>0

Die Ableitungen der Kraftgesetze nach g sind angegeben, da diese bei der Linea-
risierung der Strafkréifte in Abschnitt 6.5.2 benotigt werden. Die Kraftgesetze und
deren Ableitungen zeigen die Abbildungen 4.10 und 4.11. Vorschlidge fiir Kontakt-
federkraftgesetze, die auch an der Stelle g = 0 glatt (C'-stetig) sind, finden sich in
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ZAVARISE ET AL. (1998).

|

‘ frnd ‘ afrnd/ag

Y
Y

—Q

Abbildung 4.10: Strafverfahren, Federkraftgesetz fiir wesentliche Randbedingung

‘ fkon “ afkon/ag

Y
Y

Abbildung 4.11: Strafverfahren, Federkraftgesetz fiir Kontaktbedingung

Als Kraftvektoren und deren Ableitungen ergeben sich fiir wesentliche Randbedin-

gungen
frnd :frnd n=—agn (430)
of .,
agd ——an (4.31)
und fir Normalkontakt
—agn fir g<0
f on —Jkon 1= 4.32
‘ i { 0 fir ¢g>0 ( )
Ofyon ) —an fir ¢g<0 (4.33)
dg B 0 fir g>0 '

0B.nq und 0By, seien die Teile der Oberfliche des Integrationsgebietes B auf denen

wesentliche Randbedingungen und Kontaktbedingungen iiber das Strafverfahren er-

zwungen werden. Die partiell integrierte schwache Form des Impulssatzes (4.21) ist
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dann um die zwei Terme

— / fina - SudA — / fron - OudA (4.34)

BBmd 6Bkon

zu erginzen. Die Strafkriifte fi,q und fio, sind wie in (4.30) und (4.32) definiert,
aber im Unterschied zu diesen auf die Oberflicheneinheit bezogen. Damit nimmt die

partiell integrierte schwache Form des Impulssatzes folgende Form an:

g= /5s:adV +/5u-1"1pdV

B B
—/(5u-bpdV —/(5u-tdA
B oB
— / ou - g dA— / ou - fron dA =0 (4.35)

86rnd aBkon



Kapitel 5

Ansatze zur raumlichen

Diskretisierung

Im Rahmen numerischer Berechnungsverfahren werden kontinuierliche Zustandsgro-
Benverlaufe diskretisiert. Die an einzelnen Stiitzpunkten bekannten oder zu berech-
nenden Zustandsgréfien werden zwischen den Stiitzpunkten iiber Ansétze interpo-
liert oder approximiert. Im Falle der Interpolation werden die Stiitzwerte durch den
Ansatz exakt reproduziert; im allgemeineren Falle der Aproximation werden die Ab-

weichungen zwischen den Stiitzwerten und dem Ansatz minimiert.

Ein und derselbe Ansatztyp kann unterschiedlichen Zwecken dienen. Mit der ele-
mentnetzfreien MLS-Approximation kénnen beispielsweise Knotenwerte an den In-
tegrationspunkten oder umgekehrt Integrationspunktwerte an den Knoten appro-
ximiert werden. Um Ansétze unabhéngig von ihrem Einsatzzweck beschreiben zu
konnen ist es also nicht sinnvoll von Knoten und Integrationspunkten zu sprechen,
da sich deren Rollen vertauschen konnen. Stattdessen werden die sich selbsterkla-

renden Begriffe Stitzpunkte und Auswertungspunkte verwendet.

Alle in dieser Arbeit verwendeten Ansétze entsprechen einer allgemeinen Form, die

im Abschnitt 5.1 angegeben ist.

Elementansétze beschreibt Abschnitt 5.2; Ansétze, die ohne Elemente auskommen,
Abschnitt 5.5. Ein Vergleich beider erfolgt in Abschnitt 5.6.

Werden temporéire Elementnetze eingesetzt, so miissen die Knoten neu erzeugter
Netze initialisiert werden. Hierzu miissen Zustandsgroflenwerte von Punkten, an
denen diese Werte gespeichert sind, auf die Knoten des neuen Netzes iibertragen

werden. Ein dhnliches Problem stellt sich im Rahmen der FEM: Spannungen und



40 Kapitel 5: Ansétze zur rdumlichen Diskretisierung

Verzerrungen werden an den Integrationspunkten der Elemente berechnet. Zur Er-
zeugung von grafischen Ausgaben mit stetigen Verldaufen fiir diese Zustandsgrofien
werden die Knotenwerte der Zustandsgréfien benotigt. Es bieten sich drei unter-

schiedliche Strategien an:

1. Die Punkte werden durch ein weiteres FE-Netz verbunden. Zumindest fiir den
zweidimensionalen Fall stehen Netzgeneratoren zur Verfiigung, die hochwerti-
ge Dreieckselementnetze erzeugen, die keine manuelle Nachbearbeitung mehr
erfordern. Dieser Weg wird nicht verfolgt, da bei Punktmethoden der Vernet-

zungsaufwand gerade reduziert werden soll.

2. Es werden die im Abschnitt 5.5 beschriebenen elementfreien Ansatze verwen-
det.

3. Aus den ohnehin vorhandenen Elementansatzfunktionen des (neuen) FE-
Netzes werden Ansitze konstruiert, die die Knotenwerte approximieren. Da
im Gegensatz zu den Elementansitzen nicht Elementknotenwerte im Element
interpoliert werden, sondern Punktwerte approximiert werden, um Element-
knotenwerte zu erhalten, werden diese Ansétze hier als Inverse Elementansdtze

bezeichnet. Sie werden im Abschnitt 5.4 hergeleitet.

5.1 Allgemeine Form

Eine allgemeine Form, der alle in dieser Arbeit verwendeten Ansitze entsprechen,

kann wie folgt angegeben werden:

ZLk fo =L%=) f (5.1)

k=1 (Ng)  (Ng)
Nk () T
OLy(x IL" ()
8x. Z Qx. fk= 8x. i (5.2)
(Ng)

Hierin sind Ly(z) die Ansatzfunktionen, 0Lx(x)/0xz; die rdumlichen Ansatzfunk-
tionsableitungen, fi die Ansatzfunktionskoeffizienten und Nk(z) die vom Ort x
abhéngige Anzahl der Ansatzfunktionen und Stiitzpunkte. Die interpolierten oder

approximierten Werte sind mit einem Querstrich gekennzeichnet.

Die Arbeit beschrénkt sich auf Ansétze, bei denen alle Ansatzfunktionskoeffizienten
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f« die physikalische Bedeutung von Werten an den Stiitzstellen haben. * Weiterhin

wird gefordert, dass die Summe der Ansatzfunktionen an jedem Ort 1 ergibt:
Li(x) =1 (5.3)

Diese Forderung wird auch als Partition of Unity bezeichnet. Sie stellt sicher, dass
konstante Funktionen exakt wiedergegeben werden. Letzteres wird nachgewiesen,
indem der Ansatz geméafl Gleichung 5.1 fiir eine konstante Funktion aufgestellt, der
(konstante) Stiitzwert fi ausgeklammert und Gleichung 5.3 berticksichtigt wird. Be-
rechnungsverfahren, deren Ansitze Gleichung (5.3) erfiillen gehéren zur Familie der
Partition of Unity Methods.

Als unmittelbare Folgerung aus Gleichung (5.3) ergibt sich:

Nk (z)

Z algwl = (5.4)

Die vorstehende Gleichung kann genutzt werden um Ansatzfunktionsableitungen zu

kontrollieren.

Enthélt «; die globalen Koordinaten des Punktes Py, so ist im Allgemeinen

Li(zi) # 0w - (5.5)

Die Ansatzfunktionen sind also im Allgemeinen an den Stiitzpunkten nicht gleich 0
oder 1. Dies erschwert die Beriicksichtigung von wesentlichen Randbedingungen und

Kontaktbedingungen.

5.2 Elementansatze

Elementanatze haben die Form

=S L) i = L'() f (5.6)

'Bei Verwendung hierarchischer Ansatzfunktionen wire dies nicht mehr der Fall. Diese erhdhen
die Rechengenauigkeit, indem sie die ,, konventionellen* Ansatzfunktionen ergénzen. Das Netz muss
dabei nicht verédndert werden. Zu den zusétzlichen Ansatzfunktionen gehoren zusétzliche Freiwerte,
die sich grofitenteils einer direkten physikalischen Interpretation entziehen.
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worin Ly(x) die Elementansatzfunktionen, fi die Knotenwerte und Nk die Kno-
tenanzahl im Element sind. Die Ansatzfunktionen nehmen jeweils genau an einem
Knoten den Wert 1 und an den iibrigen Knoten den Wert 0 an. Enthilt x; die
globalen Koordinaten des Knotens K, so gilt:

Li(zi) = di (5.7)

Hieraus ergibt sich, dass die Knotenwerte exakt abgebildet werden:

f(a) :iLk(wi)kaZK:&k Je=1i (5.8)

Wird die Beziehung (5.6) fiir Np Punkte im Element (z.B. fiir die Integrationspunkte)

aufgestellt, so lassen sich die Np Gleichungen

Nk
fl@p) =Y Li(m,) fi=L(xy) £ , p=1,...,Np (5.9)
k=1

(N (NKg)

zu einer Matrizengleichung zusammenfassen:

f(z) Li(z1)  Lo(z1) -+ Lng(1) f1

N R I
f(mNP) N Ll(mNP) L2($NP) LNK(mNP) . fNK 5

H S ;

(Np) (Np XNk (Ni)

Die Matrix S vermittelt eine Abbildung zwischen Elementknotenwerten und Werten

an Punkten im Element. Fiir die Komponenten von S gilt:
Spk = Lk(ilip) (511)

Die Bezichung (5.10) wird in Abschnitt 5.4 genutzt, um eine inverse Abbildung

herzuleiten.

5.2.1 Natiirliche Elementkoordinaten

Die Elementansatzfunktionen lassen sich nur, wenn die Elementknoten auf den Kreu-
zungspunkten und die Elementrénder auf den Linien eines regelméfliigen Netzes aus

Koordinatenlinien liegen, effektiv und systematisch konstruieren. Daher lassen sich
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die Elementansatzfunktionen nur dann in direkter Abhéngigkeit von den globalen
Koordinaten darstellen, wenn die Elementnetze orthogonal sind. Um auch Element-
netze verwenden zu konnen, bei denen die Elementrander schiefwinklig und/oder
krummlinig sind, werden natirliche Elementkoordinaten eingefiithrt. Sie sind ele-

mentweise definiert und normiert. Die Abbildungen 5.1 und 5.2 zeigen an den

IC4 K7 IC3
0 0} n
1 3
3
— Kgb-------- Ny
Ko |
K3 |
1 |
|
0 - 0
K:l st IC2
1| 1

K Ks

kg
Sh--------
o

Abbildung 5.2: Krummlinig berandetes Dreieckselement

Beispielen des 9-Knoten-Viereckselementes und des 6-Knoten-Dreieckselementes die
Beziehung zwischen dem globalen und dem lokalen normierten Koordinatensystem.
Im durch die globale kartesische Basis aufgespannten Raum sind die Linien der glo-
balen Koordinaten orthogonal und die Linien der natiirlichen Elementkoordinaten
im Allgemeinen schiefwinklig und krummlinig. Umgekehrt verhélt es sich im durch
die lokale Basis aufgespannten Raum. Hier sind die natiirlichen Koordinaten ortho-
gonal und die globalen Koordinaten im Allgemeinen schiefwinklig und krummlinig.

Die Beziehung zwischen globalen und lokalen Koordinaten wird gewonnen, indem
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die globalen Koordinaten im Element mittels der in Abhéngigkeit von lokalen Ko-

ordinaten definierten Ansatzfunktionen interpoliert werden:

(€)= Xx L(§) (5.12)

(Np) (NpxNK) (Ng)
Die Matrix Xk enthélt die globalen Koordinaten der Elementknoten, Np ist die
rdumliche Dimension und Nk die Anzahl der Elementknoten. Die Beziehung ist im
Allgemeinen nichtlinear, sodass sie sich nicht direkt invertieren ldsst. Im Abschnitt
5.3.2 wird beschrieben, wie sich die lokalen Elementkoordinaten in Abhéingigkeit
von den globalen Koordinaten bestimmen lassen. Die Schreibweise L(x) ist also im
Falle der Elementansétze so zu verstehen, dass zunéchst die Elementkoordinaten in
Abhéngigkeit von den globalen Koordinaten und anschliefend die Elementansatz-

funktionen in Abhéngigkeit von den Elementkoordinaten berechnet werden.

Als Definitionsbereich der Ansatzfunktionen gilt fiir Linienelemente, Vierecksele-

mente und Oktaederelemente
—1<6<1T mit i=1,...,Np (5.13)

und fir Dreieckselemente und Tetraederelemente

0<f,<1 mit i:].,...,ND
Np
ud ) <1 (5.14)
i=1

Die Elementkoordinaten der Mittelpunkte von Linienelementen, Viereckselementen

und Oktaederelementen sind

Emi=0 mit i=1,...,Np , (5.15)
die von Dreieckselementen sind

1 L
Svi=g mit =12 (5.16)
und die von Tetraederelementen sind
1 L
fMi:Z mit i=1,...,3 . (5.17)

Werden zur Interpolation der globalen Koordinaten die gleichen Ansatzfunktionen

verwendet wie zur Interpolation der Unbekannten, so wird das Element als isopara-
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metrisch bezeichnet. Wird zur Beschreibung der Elementgeometrie eine niedrigere
Ansatzfunktionsordnung verwendet als zur Beschreibung der Zustandsgréenverlau-
fe, so ist das Element subparametrisch; im umgekehrten Fall ist es superparame-

trisch.

Im Rahmen dieser Arbeit wurden Dreiecks- und Viereckselemente der Lagrange- und
der Serendipity-Familie implementiert. Die Ansétze dieser Elementfamilien sind an
den Elementgrenzen C°-stetig. Es handelt sich um Standardelementansitze, die z.B
in KNOTHE & WESSELS (1991), ZIENKIEWICZ & TAYLOR (2000a) oder BATHE
(2002) beschrieben werden.

5.3 Punktzuordnung

Im Rahmen der klassischen FEM bewegen sich die Materialpunkte, die gleichzeitig
auch Integrationspunkte sind, mit den Elementen mit, d.h. die Elementeinheitskoor-
dinaten der Materialpunkte &ndern sich nicht und die Punkte sind immer den selben

Elementen zugeordnet.

Finden im Rahmen anderer Methoden Relativbewegungen zwischen Punkten und
FE-Netz statt oder wird das FE-Netz neu generiert, so sind die Punkte nach jeder
Relativbewegung oder Netzneugenerierung den Elementen neu zuzuordnen und die

Elementkoordinaten zu bestimmen.

Fiir das Problem der Punktzuordnung wird der Spezialfall konvex polygonal be-
grenzter 2D-Elemente und der allgemeinere Fall beliebig begrenzter 2D- und 3D-
Elemente untersucht. In die erste Kategorie fallen 3-Knoten-Dreieckselemente und
nicht entartete 4-Knoten-Viereckselemente; in die zweite alle 2-D-Elemente mit ho-

herer Ansatzfunktionsordnung fiir die Elementgeometrie und alle 3D-Elemente.

5.3.1 Konvex polygonal berandete Elemente

Die Abbildung 5.3 zeigt einen Punkt innerhalb eines konvexen Polygons. Ein Punkt
P befindet sich genau dann innerhalb eines Polygons mit den Eckpunkten K und

den Kantenvektoren k;, wenn alle Teilflachen A; positiv sind (i =1,...,Ng).
€3 €3 €3
2Aies =k xa = |k ko 0|=[ki1a2 — ki2ai1] e3 (5.18)
a1 a2 0
1
Ai=— [k’il ai> — kiz ail] (5'19)
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K2

Abbildung 5.3: Punkt in konvex polygonal begrenztem Element

Der Algorithmus kann bei Netzen aus konvex polygonal begrenzten 2D-Elementen
dazu dienen, numerisch effizient Punkte den Elementen zuzuordnen. In der Regel
werden zusétzlich die Elementkoordinaten der Punkte benétigt. Zur Berechnung
der Elementkoordinaten kann das im folgenden Abschnitt beschriebene Verfahren

verwendet werden.

5.3.2 Krummlinig berandete Elemente

Im allgemeineren Fall von krummlinig berandeten Elementen ist es nicht mehr mog-
lich die Elementzugehorigkeit von Punkten iiber eine einfache geometrische Bedin-
gung zu entscheiden. Stattdessen wird die nichtlineare Beziehung (5.12) zwischen den
normierten Elementkoordinaten & und den globalen Koordinaten @ eines Punktes

ausgenutzt:
z(§) = Xk L(§) (5.20)

(Np)  (NDXNK) (Ng)
Die globalen Koordinaten des Punktes sind bekannt; die Elementkoordinaten des
Punktes sind gesucht. Die Gleichung (5.20) ldsst sich nur fiir Sonderfille (z.B. 3-
Knoten-Dreieckselement) invertieren. Stattdessen wird die Gleichung in Residual-
form gebracht
r(§) = Xk L(§) —z =0 (5.21)
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und numerisch mit dem im Abschnitt 7.2.1 beschriebenen Newton-Raphson-

Verfahren gelost:

r(€i+1) — T(€i+ A£i+1)

~ i ar(§)
~ ’l"(g) + 8—5 €i

N (5.22)
=0

Die Tangente wird als Jakobimatrix identifiziert:

or() _ o OL(§) _ 0z(§)
o€ Y o€

Mit den Gleichungen (5.22) und (5.23) ergibt sich als Verbesserung der lokalen Ko-

ordinaten im Iterationsschritt i + 1

= J(&) (5.23)

AET = —J(E) ! (e (5:24)
und abschlieflend fiir die verbesserten lokalen Koordinaten
£i+1 — £|+ AEH_l ) (525)

Als Anfangswerte fiir das Iterationsverfahren werden die Einheitskoordinaten des
Elementmittelpunktes entspechend der Gleichungen (5.15) bis (5.17) verwendet. Die

[teration wird abgebrochen wenn
lr (€ < e (5.26)

erfiillt ist. € ist eine kleine Zahl, die in Abhéngigkeit von der Rechnergenauigkeit und
der gewiinschten Genauigkeit der Losung festgelegt wird. Sind die Ungleichungen
(5.13) bzw. (5.14) fiir die Losung erfiillt, so liegt der Punkt im Element. Die Itera-
tion wird vorzeitig abgebrochen, wenn entweder die Jakobimatrix nicht invertierbar
ist oder in zwei aufeinander folgenden Iterationsschritten fiir den Punkt Element-
koordinaten auflerhalb des durch die Ungleichungen (5.13) bzw. (5.14) definierten
Bereiches erhalten werden. In beiden Féllen liegt der Punkt aulerhalb des Elemen-

tes.
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5.4 Inverse Elementansitze

Die Approximation von Elementknotenwerten aus an Punkten im Element vorlie-

genden Werten kann in folgender Weise erfolgen:

(Np) (Np)

Np (zy)
flx) = fi = Z L;(mk) fo = L*T(‘Ek) f (5.27)
p=1

Hierin sind f,, die Werte an den Stiitzpunkten und Np ist die Stiitzpunktanzahl. Die
GroBen Lj(zy) sind keine kontinuierlichen Ansatzfunktionen. Sie sind nur an den

Knoten definiert.

Inverse Elementansitze konnen entweder elementweise iiber eine Invertierung oder
gegebenenfalls Pseudoinvertierung der Beziehung (5.10) gewonnen werden oder kno-

tenweise iiber die Partition of Unity-Forderung.

5.4.1 Herleitung iiber Pseudoinverse

Fall 1 Fall 2 Fall 3

Np = Nk Np > Nk Np < Nk
und und oder
Rang(S) = Nk Rang(S) = Nk Rang(S) < Nk
S =871 §* = St S* — Stem

Tabelle 5.1: Fallunterscheidung bei der Bestimmung der (pseudo)inversen Element-
ansatzfunktionsmatrix am Beispiel des linearen 2-Knoten-Elementes und des bili-
nearen 4-Knoten-Elementes
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In der Beziehung (5.10) in Abschnitt 5.2 enthélt der Vektor f Knotenwerte und
der Vektor f interpolierte Werte an Punkten im Element. Nun soll die umgekehrte
Beziehung aufgestellt werden. Die Werte an den Punkten im Element sind Stiitzwerte
und die Werte an den Elementknoten approximierte Werte. Daher wird nun in (5.10)

der Vektor der approximierten Knotenwerte mit dem Querstrich gekennzeichnet:

fF= S f (5.28)
(Np) (NpXNK) (N )
Die Matrix S, die Werte von Ansatzfunktionen an den Orten der Punkte im Element
enthélt, bildet Werte an den Elementknoten auf Werte an den Punkten im Element

ab. Die umgekehrte Abbildung wird {iber die Beziehung

- S f (5.29)

definiert, wobei noch geklirt werden muss, wie die Matrix S* berechnet werden

kann. Es sind drei Falle zu unterscheiden:

1. Np = Nk und Rang(S) = Nk :
Das Gleichungssystem (5.28) ist bestimmt. S* wird durch Invertierung von S

gewonnen:
s* = 8! (5.30)
(Ng xNg) (Ng XNk )
2. Np > Nk und Rang(S) = Nk :
Das Gleichungssystem (5.28) ist iiberbestimmt. S* wird durch Pseudoinver-
tierung von S geméfl Gleichung (7.14) aus Abschnitt 7.1.2 gewonnen:

T
5 = { s } (5.31)
(Ng xNp) (Np xNg)
3. Np < Nk oder Rang(S) < Nk
Das Gleichungssystem (5.28) ist unterbestimmt. $* wird durch eine effektive
Pseudoinvertierung von S geméafl Gleichung (7.18) aus Abschnitt 7.1.3 gewon-

nen:
T (eft)
s :[ s } (5.32)
(Ng xNp) (Np xNg)

Die drei Falle werden anhand der Beispiele des bilinearen 4-Knoten-Elementes und

des linearen 2-Knoten-Elementes in Tabelle 5.1 illustriert.

Tabelle 5.2 zeigt am Beispiel des linearen 2-Knoten-Elementes wie Knotenwerte bei

unterschiedlicher Stiitzpunktanzahl und Stiitzpunktposition approximiert werden,
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Fall 1 Fall 2 Fall 3
S* — S—l S* — ST S* — ST(GH)
o @ 1 R 00000l = @ |
Fall 3a Fall 3b Fall 3¢
S* = Sfem S* = Sfem S* = Stem
[ @ H B @ H B O

Tabelle 5.2: Eigenschaften der Approximation von Elementknotenwerten aus Werten
an Punkten im Element iiber die (pseudo)inverse Elementansatzfunktionsmatrix am
Beispiel des linearen 2-Knoten-Elementes

wenn hierzu Beziehung (5.29) mit (5.30), (5.31) oder (5.32) genutzt wird.

Um die nur an den Elementknoten definierten inversen Elementansatzfunktionen

Ly (k) zu identifizieren, wird die Matrizengleichung (5.29) ausgeschrieben

f(wl) ST Sty SINP 1

flx Sx Sx e S7

f(. 2) | _ B Sk BN fz (5.33)
f S* f

(NK) (Ng xNp) (Np)
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und mit der fir alle Elementknoten aufgestellten Beziehung (5.27)

Np (z)
f@)=fo= > Ly@) fo=L"(m) f , k=1,...,Nk (5.34)
P:1 (NP> <NK>
verglichen. Hieraus ergibt sich
Li(z1)  L3(x1) Np (Z1)
Li(x Li(x Y (@
g 1(' 2) 2(. 2) Np'( 2) (5.35)
(Ng xNp) : . . :
oder kiirzer
L;(Illk) = S;p (5.36)

Grenzen an einen Knoten mehrere Elemente, so werden im Allgemeinen fiir diesen
Knoten in jedem Element andere Knotenwerte durch die Approximation erhalten.
2 Wird eine kontinuierliche Approximation der Knotenwerte benétigt, so sind die
Knotenwerte noch zu mitteln. Dies lasst sich vermeiden, wenn die inversen Element-

ansatzfunktionen wie im nachsten Abschnitt beschrieben bestimmt werden.

5.4.2 Herleitung iiber Partition of Unity-Forderung

Als Bausteine fiir die inversen Elementansatzfunktionen werden aus Elementansatz-
funktionen knotenweise zusammengefafite Funktionen konstruiert. Alle Elementan-
satzfunktionen, die am Knoten mit dem Index k den Wert 1 haben, bilden die zusam-
mengesetzte Funktion Ly. Die zusammengesetzte Funktion nimmt nur in Elementen,

die an den Knoten mit dem Index k angrenzen, von 0 verschiedene Werte an.

Fiir die inversen Elementansatzfunktionen wird gefordert, dass diese die Partition
of Unity-Forderung (5.3) erfiillen:

Np (z)
(@) =1 (5.37)

p=1

2Bei der Visualisierung iiber Farbverliufe von im Rahmen der Finite-Elemente-Methode an In-
tegrationspunkten gewonnenen Berechnungsergebnissen (wie z.B. Spannungen oder Dehnungen)
konnen die approximierten Knotenwerte direkt zur elementweisen Darstellung der Ergebnisse ge-
nutzt werden. Die Farbverldufe sind dann im Allgemeinen an den Elementréndern diskontinuierlich.
Starke Farbspriinge an den Elementrindern zeigen groflere Spriinge in den Berechnungsergebnissen
an, was auf eine zu grobe Diskretisierung in den entsprechenden Bereichen hindeutet.
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Hierin ist Np(x) die Punktanzahl in den an den Knoten mit dem Index k angren-

zenden Elementen.

Ausgegangen wird von einem Quotienten mit identischem Zahler und Nenner. Der

Bruch wird in eine Summe von Np(zy) Briichen zerlegt und mit (5.37) verglichen.

Np () R
1 Vp Lk<$p) Np (zy) v z (m ) | Np (k)
= = = p ~k\Fp _ *
= e = {Np(mk) } = Zl Ly(z) (5.38)
T p= a p=
Vo Li(zq) Vy Li(q)
q=1 q=1
* V fzk(ib )
= L) =g (5.39)
Z Vg Li(2q)
q=1

Die zusammengesetzten Funktionen Ly werden mit den Volumina, die den Punk-
ten zugeordnet sind, gewichtet. Werden Knotenwerte iiber den Ansatz (5.27) mit
Li(xy) nach (5.39) approximiert, so werden eindeutige Knotenwerte erhalten. Ei-
ne Mittelung von mehreren Knotenwerten wie beim Vorgehen nach Abschnitt 5.4.1
entfillt.

5.5 Ansatze fiir Punktnetze

Als elementfreie rdumliche Diskretisierung wird in dieser Arbeit die in Abschnitt
5.5.3 beschriebene MLS-Approximation verwendet (MLS = Moving Least Squares,
Methode der bewegten kleinsten Fehlerquadrate). Zunéchst werden deren Bestand-
teile angegeben. Dies sind die im Abschnitt 5.5.1 behandelten Wichtungsfunktionen
und die im Abschnitt 5.5.2 behandelten Basisfunktionen.

5.5.1 Wichtungsfunktionen

Die meisten netzfreien Methoden nutzen als Bausteine fiir Ansatzfunktionen Wich-
tungsfunktionen. Wichtungsfunktionen sorgen dafiir, dass der Einfluss eines Punktes
mit zunehmendem Abstand abnimmt. Die Ausdehnung der Wichtungsfunktionen

bestimmt die Anzahl der Stiitzpunkte Nk (z) der Approximation. 3

3Werden die Einflussbereiche der Wichtungsfunktionen nicht begrenzt, so ergeben sich globale
Ansitze. Diese Ansétze fithren zu einem dicht besetzten Gleichungssystem, wenn sie im Rahmen
einer numerische Berechnungsmethode zur rdumlichen Diskretisierung eingesetzt werden.
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Exponential- Polynom

funktion 2n-ten Grades

als) | el -G

-1 -1
erf(c) /7 h T'(n+1)h 7
Fiw [ ] [ T(n+3) ]

—1
h
n+1

Pap Hl - e(_cz)] ﬁ—jw] B

Tabelle 5.3: Wichtungsfunktionen und Faktoren zur Normierung

Werden die Wichtungsfunktionen in Abhéngigkeit vom Abstand vom Basispunkt Py
s = |l — x| (5.40)

dargestellt, so ergeben sich im eindimensionalen Fall achsensymmetrische, im zwei-
dimensionalen Fall rotationssymmetrische und im dreidimensionalen Fall kugelsym-

metrische Wichtungsfunktionen bzgl. Pj .

Wichtungsfunktionen sollten nur im Einflussbereich des Basispunktes von Null ver-

schiedene Werte annehmen

0 fi <h
wis) 4 70 drs , (5.41)
=0 fir s>h
mit zunechmendem Abstand abnehmen
w(sy) <w(sy) fir sp>s1 (5.42)

moglichst glatt (mindestens C'-stetig) und normiert sein

/ w(s) dV =1 (5.43)

B

(B symbolisiert den Definitionsbereich).
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0.5

—0/5+

(a) (b)

Abbildung 5.4: Fehlerfunktion (a) und Gammafunktion (b)

Die Normierungsbedingung fiir den eindimensionalen Fall lautet

h
2 / wlD(s) ds =1 s (544)

woraus sich als Normierungsvorschrift

wip(s) = Pip w(s) (5.45)
mit i = |2 / (s) ds (5.46)

ergibt. w(s) ist hierin eine nicht normierte Funktion. Die Normierungsbedingung fiir

den zweidimensionalen Fall ist

h 27 h
/ / waop(s) s dp ds = 2w /w2D<S)S ds=1 . (5.47)
s=0 =0 s=0
Als Normierungsvorschrift ergibt sich
wap(s) = Pap W(s) (5.48)
N —1
mit o = |27 / B(s) ds| (5.49)

s=0

Héufig werden als Wichtungsfunktionen Exponentialfunktionen oder Polynome 2n-
ten Grades verwendet. In Tabelle (5.3) sind die nichtnormierten Funktionen und
die Faktoren (ip und fop zur Normierung fiir den ein- und zweidimensionalen Fall
angegeben. erf(-) ist die Fehlerfunktion und I'(-) die Gammafunktion (siche Abbil-
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(a) Wexp (blau) und wpa, (rot)
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(b) Owexp/0s (blau) und dwpay /s (rot)
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(€) O%Wexp/0s% (blau) und H%wpa,/ds? (rot)
p p

Abbildung 5.5: Normierte Wichtungsfunktionen (Exponentialfunktion und Polynom
2n-ten Grades) und Ableitungen, 1D, Funktionsparameter ¢ = % und n = 6, Ein-
flussbereich h = 1
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1.4

1.2

0.8
0.6
0.4

0.2

(b) OWexp/0s

-10

~151

(¢) O?Wexp/Ds?

Abbildung 5.6: Normierte Wichtungsfunktion (Exponentialfunktion) und Ableitun-
gen, 1D, Funktionsparameter ¢ = g, Einflussbereich h € {1,2,3}
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0.8
0.6
0.4

0.2

(b) Owpan/ds

] 2 s 3 l‘l
01
N \

(c) O%wpon/0s>

Abbildung 5.7: Normierte Wichtungsfunktion (Polynom 2n-ten Grades) und Ablei-
tungen, 1D, Funktionsparameter n = 6, Einflussbereich h € {1,2, 3}



58 Kapitel 5: Ansétze zur rdumlichen Diskretisierung

(b) OWexp/O0x1

R
!
R
e

-1
(€) OWexp/Ox2

Abbildung 5.8: Normierte Wichtungsfunktion (Exponentialfunktion) und Ableitun-
gen, 2D, Funktionsparameter ¢ = g, Einflussbereich h =1
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Abbildung 5.9: Normierte Wichtungsfunktion (Polynom 2n-ten Grades) und Ablei-
tungen, 2D, Funktionsparameter n = 6, Einflussbereich h = 1
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Dimension Np 1 2 3
(Fliche A) (Dicke d)
Gitter aquidistant quadratisch, kubisch,
aquidistant dquidistant

Vi aA a’d a®

=ho A =7 hid = im by

ho a 7= a = 0.564190a %%gga::(1620350a

Tabelle 5.4: Grundwerte der Wichtungsfunktionsfunktionsbereiche h fiir regelméa-
Bige Punktgitter mit Punktabstand a

dung 5.4).

Die normierten eindimensionalen Wichtungsfunktionen zeigen die Abbildungen 5.5
bis 5.7; die normierten zweidimensionalen Wichtungsfunktionen die Abbildungen 5.8

und 5.9.

5
2

und das normierte Polynom 2n-ten Grades fiir s < h eine sehr dhnliche Gestalt,

Bei der Parameterwahl ¢ = 2 und n = 6 haben die normierte Exponentialfunktion
wie in Abbildung 5.5 zu erkennen ist. Ein wesentlicher Unterschied besteht darin,
dass das Polynom 2n-ten Grades fiir Argumente s = h exakt verschwindet und
auBerhalb des Einflussbereiches h grofle Werte annimmt. Diese Funktion ist daher
immer fiir s > h abzuschneiden. Die Exponentialfunktion verschwindet fiir s = h
nur niherungsweise aber geht fiir s — oo streng monoton fallend gegen Null, so
dass es nicht zwingend erforderlich ist, diese Funktion fiir s > h abzuschneiden. (Die
Exponentialfunktion wird lediglich abgeschnitten, um lokale Ansétze zu erhalten.)
Das Polynom 2n-ten Grades ist n-fach stetig differenzierbar, die Exponentialfunktion

oo-fach, sofern sie nicht abgeschnitten wird.

Mit dem Parameter h wird festgelegt wie stark die Wichtungsfunktionen benachbar-

ter Punkte iiberlappen. h wird {iber einen dimensionslosen Parameter o angepafit:

h=ahg (5.50)

hg ist der Grundwert fiir den Wichtungsfunktionseinflussbereich. Liegen regelméfiige
Punktraster vor, so kann hg nach Tabelle 5.4 berechnet werden. Andernfalls miis-

sen zunéchst, z.B durch die Bildung eines Voronoi-Diagrammes, die den Punkten
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Dimension Np 1 2 3
(Flache: A) (Dicke: d)
Vi ho A mhid smhi

ho Vi \/ 2 = 0.5641904 /% | /4 = 0.620350/Vi
3

Tabelle 5.5: Grundwerte der Wichtungsfunktionsfunktionsbereiche hy fiir unregel-
méafige Punktgitter

zugeordneten Volumina berechnet werden. Aus diesen ergibt sich hg nach Tabelle
5.5.

Bei @ = 1 fiiberlappen die Wichtungsfunktionen gerade nicht (im 2- und 3-

dimensionalen Fall nur ndherungsweise, siche Abbildung 9.3).

Sinnvolle Uberlappungsparameter a werden werden im Abschnitt 9.3.1
numerisch bestimmt wund in der Tabelle 9.2 fiir unterschiedliche MLS-

Ansatzfunktionsordnungen angegeben.

Um eine Wichtungsfunktion fiir einen Punkt Py zu erhalten, wird die normierte
Wichtungsfunktion mit dem Volumen V, das dem Punkt zugeordet ist, multipliziert.
Da eine Funktion in Abhéngigkeit von den globalen Koordinaten benétigt wird, ist

auBerdem Beziehung (5.40) zu beriicksichtigen.

wi(z) = Viw(s) mit s=|x — x| (5.51)

5.5.2 Basisfunktionen

Neben den Wichtungsfunktionen wird fiir die MLS-Approximation eine Funktions-
basis benotigt. In der Funktionsbasis enthaltene Funktionen werden durch die MLS-
Approximation exakt wiedergegeben, sofern die Stiitzpunktanzahl hinreichend grof
ist. Durch die Wahl der Funktionsbasis kénnen die Ansatzfunktionen an unterschied-
liche Erfordernisse angepasst werden. Geeignete Funktionsbasen fiir zweidimensiona-
le Berechnungen sind in Tabelle 5.6 angegeben. Ist der Polynomgrad N , so sind in
der Funktionsbasis alle Monome der ersten Ng + 1 Zeilen des Pascaleschen Dreiecks

enthalten.

Tabelle 5.7 zeigt, dass die Anzahl der Basisfunktionen Ng im zwei- und dreidimen-

sionalen Fall rasch mit dem Polynomgrad N¢g ansteigt.
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Polynomgrad | Anzahl Basis- Funktionsbasis
funktionen
N Np {bi},i=1,...,Np
0 1 1
1 3 L1, 20
2 6 1,21, T2, 23, 11202, T3
3 10 1,21, T2, 23, ¥122, T3, T3, x50, 1103, T3

Tabelle 5.6: Funktionsbasen im Zweidimensionalen bis zum Polynomgrad Ng = 3

Polynomgrad Dimension Np

Ng 1 2 3
0 1 1 1
1 2 3 4
2 3 6 10
3 4 10 20
4 5 15 35

n+1 n+2 n+3
n ") (%) (%)

Tabelle 5.7: Anzahl Basisfunktionen Ng in Abhéngigkeit von Polynomgrad Ng und
der rdumlichen Dimension Np

5.5.3 Approximation iiber Methode der bewegten kleinsten
Fehlerquadrate

Die Ansatzfunktionen werden wie folgt konstruiert:

N
Ly(z) = Z a;i(x) bi(zy) we(x) = a(TN(ic) b((Na:)k) wy(x) (5.52)

Hierin sind die Wichtungsfunktion w, des Knoten K und die Koeffizienten «; am Ort

x und die Basisfunktionen b; am Ort z des Knoten K auszuwerten (i = 1,...,Ng).
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Es wird gefordert, dass alle Funktionen der Funktionsbasis selbst exakt approximiert

werden.

b,(a:) = Lk(IIJ) bi(.'lik) s = 1, ce NB (553)

bi(z) = o’ (z) b(xy) w(z) bi(xy) (5.54)

Nk (z)
b(z)= ) a (z)b(z) wi(z) b(z)
(NB) Ke1 (NB) (NB) (NB)
NK a:)
= b(zy) w(z) b* (x)) o)
k=1 NB) (Np) (Np)
= B W(z) B' a(z) (5.55)

(N xNg) (Ng XN ) (Ng xNB) (NB)
Fiir die symmetrische Gréfe B W B" wird eine Abkiirzung eingefiihrt:

A(z) = B W(z) B' = A"(x) (5.56)
(NgxNg) INBXNKD (g ) (VK XNB) (NgxNg)
Gleichung (5.55) wird nach dem Vektor der Koeffizienten der Basisfunktionen a
umgestellt. Unter Beriicksichtigung von (5.56) ergibt sich:

alz) = A (z)b(z)=b"(x) A () (5.57)
(NB) (NgxNg) (Np) (Ng)  (NpxNp)
Mit (5.52) und (5.57) wird schlieBlich eine Bestimmungsgleichung fiir die Ansatz-

funktionen erhalten.

Li(z) = b (z) A Y (z) b(z) w(z) (5.58)
(Ng)  (NgxNp) (Np)
Der Rechenaufwand fiir die Inversion der Matrix A steigt mit zunehmender An-
satzfunktionsordnung und damit zunehmender Gréfle der Funktionsbasis. Ebenso
wachst die Anzahl der benotigten Stiitzpunkte. Die Lage der Stiitzpunkte beein-
flusst die Kondition der Matrix A und damit die Giite des Rechenergebnisses.

Die Ansatzfunktionsordnung wird bei zu geringer Stiitzpunktanzahl reduziert. Au-

Berdem wird die Genauigkeit der Inversion von A nach (7.19) und (7.20) iiberpriift
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und die Berechnung der Ansatzfunktionen gegebenenfalls mit niedrigerem Polynom-

grad wiederholt.
Bei der Bildung der Ansatzfunktionsableitungen ist die Produktregel zu beachten.

OLw(xz) ob (z)
Or; O A~ (z)  b(z) wi(z)

813i
+bM(x) A Yz) b(xy)

+b"(x) b(xy) we(z)
dwy(x)

8(Ei

(5.59)

Die Berechnung der Ansatzfunktionen wird numerisch verbessert, wenn die Basis-
funktionen b; nicht in Abhéngigkeit von globalen Koordinaten sondern in Abhéngig-
keit von lokalen, skalierten Koordinaten berechnet werden. Das lokale Koordinaten-
system hat seinen Ursprung im Punkt @, fiir den die MLS-Approximation berechnet
wird. Formal sind in den Gleichungen (5.52 bis 5.59) die Basisfunktionswerte b;(xy)

durch Bi(azk, x) und b;(x) durch 5;(:(:, x) zu ersetzen.

@) — Bl @) = b(5—) = b6 (5.60)

r — &

ho

bi(z) — bz, z) = b ) =b(0) (5.61)

hy ist hierbei der durchschnittliche Grundwert der Einflussbereiche (siehe Abschnitt
5.5.1) der beteiligten Stiitzpunkte. Damit ergibt sich fiir den Wertebereich der ska-

lierten lokalen Koordinaten nédherungsweise:

Ly — &

|
o
QA
m
I
|
2N
o

(5.62)

a ist der Wichtungsfunktionsiiberlappungsparameter nach Gleichung (5.50) .

5.6 Vergleich der in der FPM und der FEM ge-

nutzten Ansatze

Zur rédumlichen Diskretisierung wird fiir die Finite-Elemente-Methode die in Ab-
schnitt 5.2 beschriebene Interpolation mit Elementansatzfunktionen und fiir die
Finite-Punkte-Methode die in Abschnitt 5.5 beschriebene MLS-Approximation ver-

wendet.
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FPM FEM
_ Nk () _ Nk
flx)= > Li(z) fi f=>" L(z) fi
Ansatz k=1 k=1
=L'(z) f =L'(z) f
(Ng)  (Ng) (Ng) (N
Partiton of Nk (@) Nig
Ul’lity ] Lk(m) =1 kZ:lLk(ZL') =1
Ansatzfunktions- Li () # O
werte an Lk(iﬂi) = Oik
Knoten (im Allgem.)
Art der f(zi) # fi i) = fi
raumlichen
Diskretisierung Approximation Interpolation

Tabelle 5.8: Vergleich der Ansétze zur raumlichen Diskretisierung in FPM und FEM

Die Anzahl der Ansatzfunktionen Nk ist bei der FPM im Gegensatz zur FEM ab-
hiangig vom Ort x. Die Summe der Ansatzfunktionen an jedem Ort ist in beiden
Fallen gleich 1. Da die MLS-Ansatzfunktionen an den Knoten im Allgemeinen nicht
die Werte 0 oder 1 annehmen, werden bei der FPM die Stiitzwerte an den Knoten
f« nicht durchgereicht“. Dies hat zur Folge, dass zur Befriedigung der wesentlichen

Randbedingungen in der FPM besondere Mafinahmen getroffen werden miissen (sie-

he Abschnitt 4.5).

B = Knoten, ® = Integrations- und Materialpunkt

Abbildung 5.10: Netzausschnitte zur elementnetzfreien FPM und zur FEM
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Die Interaktion zwischen Knotenfreiheitsgraden erfolgt iiber Eintrdge in der Sys-
temsteifigkeitsmatrix bzw. der tangentialen Systemsteifigkeitsmatrix. Im Folgenden
wird beschrieben, welche Knoten in der FPM und der FEM iiber solche Eintrige
gekoppelt sind.

In der FPM liefert ein Integrationspunkt Beitrdge zu den Knotengrofien derjenigen
Knoten, deren Wichtungsfunktionen den Integrationspunkt iiberdecken. Damit hat
ein Knoten mit allen Knoten, mit denen er gemeinsame Integrationspunkte hat,

gemeinsame Steifigkeitsmatrizeneintrige.

In der FEM liefern Integrationspunkte eines Elementes Beitrdge zu den Knoten-
groflen aller Knoten des Elementes. Damit hat ein Knoten mit allen Knoten der

angrenzenden Elemente gemeinsame Steifigkeitsmatrizeneintéige.



Kapitel 6

Diskretisierung, Linearisierung

und Losung

In diesem Kapitel werden die im vorangegangenen Kapitel zusammengestellten

Grundgleichungen rdumlich und zeitlich diskretisiert, linearisiert und gelost.

6.1 Ubergang zur Matrizenschreibweise

Es wird auf ein globales kartesisches Koordinatensystem Bezug genommen ([0), die
Voigtsche Notation nach Abschnitt 8.1 verwendet ([0) und zur Matrizenschreibwei-
se iibergegangen ([I). Diese wird dann durchgingig verwendet. Die Beziehungen
werden fiir den dreidimensionalen Fall aufgestellt, da die Beziehungen fiir den zwei-
dimensionalen Fall durch Streichen von Zeilen und Spalten einfach erhalten werden

konnen.

Fiir den Spannungstensor ergibt sich

01 011
bt
02 022
3 6 [l 0
O 0 T U A D 03 033
g = E aije;®ej: gie = o = 2 = . (61)
ij=1 i=1 v T4 V201
pi)
Os V2023
P
2
| 06 | \ V2013 )

Um die Darstellung nicht zu iiberladen, wird im Folgenden mit Ausnahme der Kom-
ponenten der Voigtschen Vektoren auf die Kennzeichnung der Voigtschen Notation

verzichtet.
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Die Dehnungen werden entsprechend iibersetzt. Bei der Umwandlung von Material-

tetraden oder tangentialen Materialtetraden ist (8.5) zu beachten.

Fiir die Verschiebungs-Verzerrungs-Relation in Matrizenschreibweise folgt durch
Vergleich mit (4.3)

( U 3 ( 3\ B ) T
€1 €11 G 0 0
b 0
E2 €292 0 Er 0
2 0 0 0 t
e = D u = sl { °33 = O
Ny) ey (D) P - V2 Sl L9 1 9 U2
v (NyxNp) "D £y €12 V2 012 /32 O "
bl 19 19 3
€5 V22 0 Hom viom
7 SI) 19
( €6 ) \ \/5813 Y, L V2 Ox3 0 V2 0z
(6.2)
Unter Ausnutzung von
s’ =sut D} (6.3)

wird die schwache Form des Impulsatzes (4.35) in Matrizenschreibweise iiberfiihrt

g:/ [6u" D] o'dV+/(5uT1'),pdV

B > \B >
g;c g‘:n

— U 6uprdV+/6uTtdA}

NI G A (6.4)

JextV JextA

- / 5uT j:rnd dA — / (SIU’T fkon dA

5Brnd 5Bkon

g:r:d gl:;n

= Oint + Im — GextV — GJextA — Grnd — Gkon = 0

Fiir die im néchsten Abschnitt (6.2) folgende rdumliche Diskretisierung werden die
Ansiétze fiir Verschiebungen, Testfunktionen, Dehnungen und virtuelle Dehnungen

in Form von Matrizengleichungen bereitgestellt.

Ausgegangen wird von der in Abschnitt 5.1 ndher beschriebenen allgemeinen Form
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eines interpolierenden oder approximierenden Ansatzes.

Nk (z)
flo)= 3 L@ e =L'() £ (6.5)
k=1 NK Nk
of(x) "Wor(z) , 0L"(z)
(‘9x; N ; 890; fk N 61’; (’{d (66)
- (Ng)

Die Anzahl der Knoten (Stiitzpunkte) Nk héngt im allgemeinen Fall vom Ort & der
Interpolation oder Approximation ab. Die Interpolation mit Elementansatzfunktio-
nen ist als Spezialfall enthalten. Auf die Kennzeichnung der diskretisierten Grofie

mit einem Querstrich wird im Folgenden verzichtet.

Die Ansiitze fiir Verschiebungen u, Geschwindigkeiten u, Beschleunigungen , Test-
funktionen du, Dehnungen e, Dehnungsgeschwindigkeiten &€ und virtuelle Dehnun-
gen de dhneln denen der FEM. Ein Unterschied besteht in der vom Ort abhéngigen
Dimension der L- und B-Matrizen, die die Werte der Ansatzfunktionen und der

Ansatzfunktionsableitungen am Ort x, enthalten.

u(xp,) = L(zp) U, (6.7)
(Np) (NpXNgNp) (NgNp)
up(xp) = L(z,) U, (6.8)
(Np) (NpXNgNp) (NKNp)
ip(xp) = L(z,) U, (6.9)
(Np) (NpXNgNp) (NKNp)
du(zy) = L(m,) 06U, =06U) L' (m,) (6.10)
(Np) (Np XNgNp) (NgNp) (NKNp) (NKNpXNp)
e(xp) = Dy. u(xp) = Dy. L(z,) U, = B(z,) U, (6.11)
(Ny) (NyxXNp)  (Np) (N XND) (N xNgNp) (NKNp)  (Ny xNgNp) (NgNp)
é(xp) = Due Up(wp)= Dy L(xp) Up = B(zp) Up (6.12)
(Ny) (NyxXNp)  (Npy) (Ny XND) (N xNgNp) (NKNp)  (Ny xNgNp) (NgNp)
de(wp)= Dy. du(xp,)= Dy. L(w,) 6U,= B(z,) dU,=6U, B(xz,)"
(Ny) (NyxNp)  (Np) (NyXND) (NpxNgNp) (NKNp) (N xNgNp) (NgNp) (NKNp) (NKNp xNy)
(6.13)

Nk ist hier nicht die globale Knotenanzahl, sondern die Anzahl der Knoten, deren
Einflussbereiche den Ort «, umfassen. Die Vektoren U, Up, Up und 0 U, enthalten
die Verschiebungs-, Geschwindigkeits-, Beschleunigungs- und Testfunktionswerte an
diesen Knoten. Np ist die rdumliche Dimension und Ny die Dimension der Voigtschen
Vektoren.
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Fiir spétere Linearisierungen werden noch die Ableitungen

ag’gp") = L(z,) (6.14)
ag([jf:) — B(z,) (6.15)
Oe(x,) .

So =B (6.16)

bendtigt, die sich unmittelbar aus (6.7), (6.11) und (6.12) ergeben.

6.2 Raéaumliche Diskretisierung der Bilanzglei-

chungen

Zur réaumlichen Diskretisierung der schwachen Form des Impulssatzes (6.4) wird
zunichst das Integrationsgebiet B in Teilgebiete zerlegt. Bei einer Diskretisierung
mit finiten Elementen werden die Teilgebiete Be (mit e = 1,...,Ng) durch die Ele-
mente gebildet. Bei einer elementfreien Diskretisierung sind die Teilgebiete B, (mit
p=1,...,Np) Integrationspunkten zugeordnete Bereiche. Die Integration iiber die

Teilgebiete erfolgt in beiden Féllen numerisch.

Anhand eines der Volumenintegrale von (6.4) wird gezeigt, wie die Gebietszerlegung
und numerische Integration fiir Methoden mit Elementnetzen und elementfreie Me-

thoden vereinheitlicht werden kann. g steht im Folgenden fiir giyt, gm 0der gextv-

Fiir eine Methode mit Elementen ergibt sich

Ng Ng Np.
so= [ aeav =3 [Geav =33 de.V; (6.7
B e=1 Be e=1 p=1
und fiir eine elementfreie Methode
NP NP
902/90 dV:Z/Qo aV=> gepVp - (6.18)
B p=1 B, p=1

Volumenbezogene Groflen sind mit (~) gkennzeichnet. ge, ist eine abkiirzende
Schreibweise fiir g¢(x,) und V,, ist das einem Integrationspunkt zugeordnete Vo-

lumen.

Eine einheitliche Vorgehensweise wird erzielt, wenn bei Methoden, die Elementnetze
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nutzen, die verschachtelte Summation iiber die Elemente und die Integrationspunkte

der Elemente ersetzt wird durch eine Summation iiber die Integrationspunkte aller

Elemente:
Ng Np. Np
QOZZzgﬂJVPZZgOPVP (6.19)
e=1 p:]. p:l

Im néchsten Schritt werden Verschiebungen und Testfunktionen durch lokale An-

sitze entsprechend der Gleichungen (6.7) und (6.10) rdumlich diskretisiert.

up, = u(zp) = L(zp) Uy (6.20)
dup, = du(x,) = L(z,) 0U, (6.21)

Die Vektoren U, und 6 U, enthalten die Verschiebungs- und Testfunktionswerte an

den Knoten, deren Einflussbereiche den Ort z, umfassen.

Da lokale Ansitze verwendet werden, muss die Summation der Beitridge der Integra-
tionspunkte durch eine Assemblierungsprozedur ersetzt werden. Die lokalen Grofien
sind an den richtigen Stellen den globalen Grolen hinzuzufiigen. Die Assemblierung

wird mit dem Zeichen ,, A“ symbolisiert. !

Der vollstiandige Ablauf der rdumlichen Diskretisierung wird wieder anhand des

Teilintegrals gg verdeutlicht.

(|

Np
- ] -
QQZ/QQdVZ > dee Ve

B p=1

Np

T 7T 7
ZéUP Lp fOpr
p=1

Np
sU" A Fy,
p=1

Jsur F, . (6.22)

=

0 N i
=6U" A Lify, Vi
p=1

Im Einzelnen werden folgende Schritte durchgefiihrt: O Zerlegung in Teilbereiche
und numerische Integration. [1 Rdumliche Diskretisierung der Verschiebungen und
Testfunktionen iiber lokale Ansétze und Abspalten der Testfunktionsvektoren. [J

s»Ausklammern® der Testfunktionsvektoren; die Summation muss hier durch eine

'Um auf eine gesonderte Schreibweise fiir die Assemblierungsprozedur verzichten zu konnen,
werden formal haufig Zuordnungsmatrizen eingefiihrt. Die lokalen Groflen werden durch Multi-
plikation mit den diinn besetzten Zuordnungsmatrizen auf die Dimension der globalen Groflen
yaufgebldht” und konnen dann einfach aufsummiert werden. Diese Vorgehensweise ist jedoch nu-
merisch ineffizient und daher fiir die praktische Umsetzung ungeeignet. Stattdessen wird zu jeder
lokalen Freiheitsgradnummer die dazugehorige globale Freiheitsgradnummer abgespeichert, so dass
eine Assemblierungsroutine die Einordnung der Komponenten der lokalen Gréflen in die globalen
Groflen vornehmen kann.
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Assemblierung ersetzt werden. [ Bestimmung der lokalen Kraftgrofien an den Inte-
grationspunkten. [J Assemblierung der Beitréige der Integrationspunkte zu globalen

Kraftgrofen.

Entsprechend werden alle Volumenintegrale von (6.4) behandelt. Bei den Oberfld-
chenintegralen wird dhnlich vorgegangen. Hier werden die flichenbezogenen Krifte
an den Orten der Randintegrationspunkte mit den den Randintegrationspunkten
zugeordneten Fliachen multipliziert. Assembliert wird {iber die Anzahl der Rand-

punkte Ngp.

Fiir die rdumlich diskretisierte schwache Form der Impulsbilanz ergibt sich damit

g = Gint + Im — YGext — Yrnd — Gkon

:5UT Fint(Ua U) + Fm(U) - FextV
(6.23)
- FextA - Frnd(U) - Fk0n<U)]

=sUTG(U,U,U)=0
Da g fiir beliebige Testfunktionsvektoren 6 U verschwinden muss, kann gefolgert wer-

den, dass die Kraftsumme G gleich dem Nullvektor sein muss, womit abschlieend

als rdumlich diskretisiertes System

G(U7 U7 U) :Fint(Ua U) + Fm(U) - Fext\/

(6.24)
- FextA - Frnd(U) - Fk0n<U) =0
mit den aus Volumenintegrationen stammenden Kréften

Np 5 NP

FiU,U) = A Fuo(Up. Up) Vo= A By 0(U,, U,) Vs (6.25)
p=1 p=1

Np Np Np
F,(U)=MU = Fmp(Up)Vp:ALELpPprUP—AMP U, (6.26)

p=1

Np B NP -

FextV = A Fexth Vp = A LE fext\/p ‘/p (627)
1 p=1

p=
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und den aus Oberflachenintegrationen stammenden Kréften

Ngp
Foin = A Fexth Ap (628)

p=1
Ngrp Nrp ~

Frnd(U) = AFrndp(UP) Ap = ALE frndp(UP) Ap (6-29)
p=1 p=1
Nrp Ngrp R

Fron(U) = Fkonp(Up) Ap = ALE fkonp(UP) Ap (6.30)
p=1 p=1

erhalten wird. Im Abschnitt 6.4.2 wird das semidiskrete System (6.24) zeitlich dis-

kretisiert.

6.3 Rdiumliche Diskretisierung der Kontaktober-

flachen

Zur glatten(mindestens C'-stetigen) Beschreibung von Kontaktoberflichen kénnen

unterschiedliche Wege begangen werden:

EL-ABBASI ET AL. (2001) glatten Oberflichen von Starrkérpern iiber
C?%-kontinuierliche und Oberflichen von deformierbaren Koérpern iiber C*-
kontinuierliche Splines. Die Splines stiitzen sich auf die Oberflichenknoten und eine
zusitzliche Angabe von Normalen oder Tangenten ist nicht erforderlich. Ahnlich ge-
hen WRIGGERS ET AL. (2001) vor. An Stelle von Splines nutzen sie Bézier-Kurven

zur Interpolation der Master-Oberflachen.

BELYTSCHKO ET AL. (2002) verwenden eine glatte Abstandsfunktion. Die vor-
zeichenbehaftete Abstandsfunktion basiert auf einer MLS-Approximation iiber die
Oberflachenknoten. PUso ET AL. (2002) glitten Oberflichen mit Gregory Patches;
STADLER ET AL. (2003) verwenden hierzu NURBS .

Im Rahmen dieser Arbeit werden die Kontaktoberflichen im zweidimensionalen
Raum (d.h. Kontaktlinien) mit C'-stetigen Hermite-Linienelementen (d.h. Splines)
diskretisiert. Im Folgenden werden die hierzu verwendete Hermite-Interpolation (sie-
he z.B. DHATT ET AL. (1984)), die Definition der aus Hermite-Elementen zusam-

mengesetzten Kontaktlinien und die Kontaktgeometrie beschrieben.
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6.3.1 Hermite-Interpolation

Ein C'-stetiges Hermite-Element (Abbildung 6.1) wird iiber die Lage seiner Knoten
und die Tangentenrichtungen in den Knoten definiert. Wie bei Lagrangeschen Lini-
enelementen wird eine normierte Elementkoordinate & eingefiihrt, die an den Knoten
A und B die Werte {4 = —1 und &g = 1 annimmt. Die globalen Koordinaten des

Elementes ergeben sich in Abhéngigkeit von der normierten Koordinate aus

&(8) = Hi(§) ®a + Ha(§) g + Bala H3(§) ta + fels Ha(€) ts . (6.31)

Abbildung 6.1: Hermite-Element

Die Hermite-Ansatzfunktionen

Hl(f) =
Hz(f) =

2-3¢6+¢&]  H()=
2+36 ¢ H¢) =

[1-¢-&+¢]

[-1-¢+ &+ ¢ (6.32)

e

und ihre Ableitungen zeigt die Abbildung 6.2.

Ba la und fg [g sind Tangentenwichtungsfaktoren, wobei Sa und g positive dimen-
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sionslose Zahlen und [a und /g Langen sind. Es wird speziell

Pa=Pg=p (6.33)
und
an=1g = (6.34)
mit .

(halber Knotenabstand) gewéhlt. Es sind auch andere Definitionen der Tangen-
tenwichtungsfaktoren moglich. Die Wichtungsfaktoren sollten aber stets linear von
einem Langenmafl abhéngen, damit die Hermite-Interpolation invariant gegeniiber

Mafstabsénderungen ist.

Den Einfluss der Tangentenwichtung auf die Hermite-Interpolation bei unterschied-
lichen Winkeln zwischen der Anfangstangente to und der Endtangente tg zeigt die
Abbildung 6.3. Wird g = 0 gewéhlt, entartet die Hermite-Interpolation zu einer li-
nearen Interpolation. Eine sinnvolle Wahl ist § = 1. Die dazugehorige Interpolation
ist fett dargestellt.

Durch Ableitung der globalen Elementkoordinaten nach der lokalen Elementkoor-
dinate wird eine von der lokalen Elementkoordinate abhéngige nichtnormierte Tan-
gente ¢ erhalten

He) = 2 — g(6) o+ Hacl) o + B1Hael6) ta+ 1 Hacle) ta - (636)

Die normierte Tangente ergibt sich aus

t(€) = . (6.37)

_ plis
=5

=tg (6.38)

leicht iiberpriifen.

Die Normale n bildet mit der Tangente ¢t und dem senkrecht auf der Diskretisie-
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173
ta
(a) K(tA, tB) = 150°
tg te
ta
ta
(b) K(tm tB) = 90° (C) K(tA, tB) = 30°

Abbildung 6.3: Hermite-Element, Einfluss des Tangentenwichtungsfaktors 1 auf
die Hermite-Interpolation bei verschiedenen Winkeln zwischen der Anfangs- und
Endtangente, 3 € {0,1,1,2,8}

)90
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rungsebene stehenden Einheitsvektor e; ein Rechtssystem.

12 )
n=txe=1{ —t , t=e3xn= nq (6.39)
0 0

Fiir die nichtnormierten Vektoren 7 und ¢ gilt entsprechend

t2 _ﬁZ
n=txe;=1{ —i; L t=e3xn=1{ iy . (6.40)
0 0

Damit sind die fiir die Berechnung der Kontaktgeometrie in Abschnitt 6.3.3 beno-

tigten Beziehungen zusammengestellt.

6.3.2 Kontaktlinien

()

8= Stiitzelement, ~—— = Tangente, @ ® = Hermiteelement

Abbildung 6.4: Kontaktliniendiskretisierung, links Variante 1, rechts Variante 2

Die direkte Definition von Hermite-Elementen ist umsténdlich, da neben den Kno-

tenpositionen auch die Tangenten in den Knoten angegeben werden miissen. Statt-
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(e) (f)

Abbildung 6.5: Hermite-Interpolation eines Kreises mit dem Radius 1, Knoten der
Hermite-Elemente auf Knoten der Stiitzelemente (a), (c), (e) oder auf den Mitten
der Stiitzelemente (b), (d), (f)
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Abbildung 6.6: Hermite-Interpolation eines Quadrates mit abgerundeten Ecken,
Knoten der Hermite-Elemente auf Knoten der Stiitzelemente (a), (c), (e) oder auf
den Mitten der Stiitzelemente (b), (d), (f)
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dessen werden aus Hermite-Elementen zusammengesetzte Linien iiber aus linearen
Stiitzelementen zusammengesetzte Linien definiert, wie in WRIGGERS ET AL. (2001)

vorgeschlagen wurde.

Hierzu ist fiir jede Kontaktlinie nur eine Serie aus Punkten anzugeben. Die Punkte
werden linear zu einem polygonalen Linienzug verbunden. Fiir die Definition der

Hermite-Elemente werden zwei Varianten untersucht:

In der ersten Variante werden die Knoten der Hermite-Elemente auf die Knoten der
Stiitzelemente gelegt. Die Tangente an einem Knoten ergibt sich aus den gemittelten

Richtungen der beiden an den Knoten angrenzenden Stiitzelemente.

In der zweiten Variante werden die Knoten der Hermite-Elemente auf die Mitten der
Stiitzelemente gelegt. Die Tangenten ergeben sich unmittelbar aus den Richtungen

der Stiitzelemente.

Die Abbildungen 6.5 und 6.6 zeigen die Hermite-Interpolation eines Kreises in un-
terschiedlich feiner Diskretisierung und die Hermite-Interpolation eines Quadrates
mit abgerundeten Ecken. Die Interpolation nach der ersten Variante ist jeweils auf
der linken Seite und die Interpolation nach der zweiten Variante auf der rechten
Seite abgebildet. Die Stiitzelemente und ihre Knoten sind diinn wiedergegeben, die

Hermite-Interpolation dick.

Die erste Variante ist bei der Interpolation des Kreises iiberlegen. Bereits mit 4
Punkten wird der Kreis gut wiedergegeben (siehe Abbildung 6.5¢). Zur Abbildung
abgerundeter Ecken ist sie allerdings schlecht geeignet. Die Abbildungen 6.6a und

6.6c zeigen offensichtlich unbrauchbare Interpolationen.

Dahingegen lassen sich mit Hilfe der zweiten Variante Ecken sehr gut interpolie-
ren. Zur Definition einer abgerundeten Ecke reichen zwei Stiitzelemente aus (siehe
Abbildung 6.6b). Je kiirzer die Stiitzelemente an der Ecke gewihlt werden, desto

sscharfer wird die Ecke ausgebildet.

Die zweite Variante hat den Vorteil, dass bei einer sinnvollen Wahl der Tangenten-
wichtungsfaktoren aus einem konvexen Polygonzug aus Stiitzelementen stets eine

konvexe Cl-stetige Linie aus Hermite-Elementen gebildet wird.

6.3.3 Kontaktgeometrie

Abbildung 6.7 zeigt die Geometrie einer inaktiven und einer aktiven Kontaktbedin-
gung. P ist ein Randpunkt eines deformierbaren Korpers, der in der Abbildung nicht
dargestellt ist. Die Kontaktoberfliche wird durch ein Hermite-Element gebildet.
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(a) Punkt P auflerhalb der Kontaktlinie, g > 0, Kontaktbedingung inaktiv

(b) Punkt P innerhalb der Kontaktlinie, g < 0, Kontaktbedingung aktiv

Abbildung 6.7: Hermite-Element, Geometrie einer Kontaktbedingung
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Wie in Abschnitt 4.5 beschrieben wurde, werden zur Berechnung der Kontaktkraft
und der Tangente der Kontaktkraft der Abstand g zwischen dem Punkt P und der
Kontaktoberfliche und der Normalenvektor n der Kontaktoberfliche im Fusspunkt
des Lotes bendtigt. Zwischen dem Ortsvektor & des Punktes P in der Momentan-
konfiguration und dem Ortsvektor & des Fufipunktes P des Lotes besteht folgender

Zusammenhang:

r=x() +n()y (6.41)

(6.41) ist ein nichtlineares Gleichungssystem mit den Unbekannten ¢ und g. Es
wird iterativ mit dem Newton-Raphson-Verfahren (siehe Abschnitt 7.2.1) gelost.
Der Normalenvektor n hiangt iiber Gleichung (6.39) von der Tangente ¢t ab. Diese
ldsst sich aus (6.36) und (6.37) in Abhéngigkeit von der normierten Koordinate &

berechnen.

Die Linearisierung wird vereinfacht, wenn der Vektor vom Fufipunkt des Lotes P

zum Punkt P durch einen nichtnormierten Stellungsvektor n ausgedriickt wird:

n(§) g =n(&)g (6.42)

Die Unbekannten £ und g werden in einem Vektor zusammengefaf3t

z = { % } (6.43)
g

und die Gleichung (6.41) unter Beriicksichtigung von (6.42) in Residualfom gebracht

r(z)=z—x() —n()g=10 (6.44)
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Unter Verwendung der Gleichungen (6.40) und (6.36) und der Abkiirzungen

a11=i 22a1 + 2281 + SBltar — flis]

Cl12:i [22p2 + 2282 + Bltar — Bltsa]

a21:£ [=32a1 + 321 — Bltar — Bl

62223 [=32a2 + 32 — Bltar — Bligo)]

a31=i [=Bltar + Blts]

a32=i [—Bltaz + Bltgo]

G41=i [za1 — w81 + Bltar + Bltsi]

tar :i was — 285 + Blins + Bliss] (6.45)

lassen sich die Komponenten des Residualvektor r(z)

{(r(2)}y=m =018 +a316 + a21€ + a11 + J [3aa28 + 20a32€ + aza] — 11
{r(z)},=ro=0428 + a326 + a22& + a12 — § [3as1 & + 2031 € + az1] — 22

(6.46)
und der Tangente 0r(z)/0z

[Or(2)] or _

8( ) = - =3a316% +20a31 € + azy + § [6as2 € + 2as))]
L 0z [, 0=
[0 1 0

g(Z) :£:3a42§2+2@325+a22
L 0z |, 0=
[Or(2)] or ~

8( ) :—2:3a42§2+2a32§+a22+g[—6a41§—2a31]
L 0z |, Oz
[Or(2)] or
L 82)_22:8_2’2:_3a41§2—2a31§_a21 (6.47)

iibersichtlich angeben.

Als Startwert (Iterationsindex k = 0) des Unbekanntenvektors wird

g:{g}:{g} (6.49)
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gewéhlt. Der Unbekanntenvektor wird gemif

or(z)
0z

Ml = gk { zk] B r(2") (6.49)

in jedem Iterationsschritt verbessert. Die Iteration wird abgebrochen, wenn der Un-

bekanntenvektor mit hinreichender Genauigkeit bestimmt wurde.
(2| < e (6.50)
Ergibt sich wihrend der Iteration
g>0 — g>0 (6.51)
befindet sich der Punkt P auflerhalb der Kontaktoberfliche; ergibt sich
E<—1 oder 1<¢ (6.52)

befindet ich der Fulpunkt des Lotes auflerhalb des Hermite-Elementes. In beiden
Féllen wird die Iteration vorzeitig abgebrochen, da der Punkt P mit dem Hermite-
Element keinen Kontakt hat.

Nach Abschluss der Tteration (es gilt —1 < & < 1 und g < 0) werden der Abstand ¢
und der Normalenvektor n aus
g = signum(g)||n g (6.53)

n—=—mn

(6.54)

Q |«

gewonnen.

6.4 Zeitliche Diskretisierung

Im Rahmen dieser Arbeit wird in der zeitlichen Dimension eine andere Diskretisie-
rung vorgenommen als in den rdumlichen Dimensionen. Es werden konventionelle
Zeitschrittverfahren (siehe Abschnitt 7.3) eingesetzt.

Eine zeitliche Diskretisierung muss auf Materialebene fiir die Entwicklungsgleichun-
gen der inneren Unbekannten (4.19) und auf globaler Ebene fiir das semidiskrete
System (6.24) durchgefiihrt werden. Fiir die Entwicklungsgleichungen wird ein Ver-

fahren erster Ordnung und fiir das globale System ein Verfahren zweiter Ordnung
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bendtigt. In beiden Féllen kommen implizite Zeitschrittverfahren zum Einsatz, die

gegeniiber expliziten Verfahren groflere Zeitschritte erlauben.

6.4.1 Zeitliche Diskretisierung der Entwicklungsgleichungen

Fiir die Entwicklungsgleichungen der inneren Unbekannten wurde die allgemeine

Form

3 =f(e,&,z2) (6.55)

angenommen (siche Abschnitt 4.3.4).

Zur zeitlichen Diskretisierung wird das Euler-Riickwérts-Verfahren (siche Abschnitt
7.3.1) verwendet. Die zeitlichen Ableitungen des Vektors der inneren Variablen und
der Dehnungen werden durch Differenzenquotienten ersetzt und die iibrigen Grofien

zum Zeitpunkt ¢,,; ausgewertet.

. Zn+l — Zn
z — E—
AT
& €nt1 — En
At (6.56)
z — Zn+1
€ — €n+1

Damit wird das nichtlineare Gleichungssystem

Znt1 —

Zn N
Tt (G (657

fiir die inneren Unbekannten zum Zeitpunkt ¢,,; erhalten. Dieses wird in Residual-

form gebracht:

~

T(€n+1, Zn+1) = Znpn+l1l — Rn— Atf(€n+1, Zn+1) =0 (658)

Um die Darstellung iibersichtlicher zu gestalten, wird im Folgenden auf die Notation

des Indexes (-),41 fiir das Zeitschrittende verzichtet.
rle,z)=2z — z,— At f(e,2) =0 (6.59)

Die vorstehende Beziehung wird in Abschnitt 6.5.1 linearisiert.
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6.4.2 Zeitliche Diskretisierung der Bilanzgleichungen

Es wird das Newmark-Verfahrens (siehe Abschnitt 7.3.2) eingesetzt. Als primére
Unbekannte werden die Verschiebungen gewéhlt. Die entsprechend der Gleichun-
gen (7.48 und 7.49) fiir die Beschleunigungen und Geschwindigkeiten aufgestellten

Ansétze

Unii=01 [Upp1 — U] — 02 U, — a3 U, (6.60)
Un+1 = Q4 [Un—i-l — Un] + as Un + Qg ijn (661)

werden in das semidiskretisierte System (6.24) und die Beziehungen fiir die Teilkréafte

(6.25 bis 6.30) eingesetzt. Es wird das nichlineare Gleichungssystem

G(Un—l—l) - Fint<Un+1) + Fm(Un+1) - FextV

(6.62)
- FextA - Frnd(Un—H) - Fkon(Un—f—l) =0

fiir die Verschiebungen am Zeitschrittende U ,,; erhalten. Die aus den Volumenin-

tegrationen stammenden Kréfte lauten

Np

Fint(Un—i-l) = Fintp(UnH P) VP - A BE o'p( Unia P) Vp <6'63)
p=1

Fm(Un+1) = Fmp(Un-‘rlP) VP

z 7 z'ﬂ z 7 pd
"UH "U'_. "U'_\ ae)

LE Lp Pp Vp |:Oél [Un+1p — Unp] — Qi Unp — Q3 tjnp]

M, [al [Unirp — Unpl — a2 Uny — as Unp}

[
i

p

=M [041 [Un+1 — Un] — Un — Q3 Un] (664)

NP NP
FextV - A Fexth Vp = A LE fext\/p Vp (665)
p:l p:l
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und die aus den Oberflichenintegrationen stammenden Kréfte lauten

Nrp
Foin = A FextAp Ap (666)
p=1
Ngrp Nrp ~
Frnd( Un+1) - Frndp( Un+1p> Ap = A LE frndp(Un+1P) AP
p=1 p=1
Ngrp
T
- - Lp frndp( Un+1 P) (667)
p:
Nrp Ngp ~
Fkon( Un+1) = Fkonp( Un+1p) Ap = A LE fkonp( Un+1p) AP
p=1 p=1
Nrp
= A L, fronp(Untip) - (6.68)
p=1

Die Linearisierung der diskretisierten Bilanzgleichungen (6.62) wird in Abschnitt

6.5.2 vorgenommen. Hierfiir werden noch die Ableitungen

ouU,

T o (6.69)
n+1

aU-nJrl o

1A (6.70)

benotigt, die sich unmittelbar aus (6.61) und (6.60) ergeben.

Um die Darstellung {ibersichtlicher zu gestalten, wird im Folgenden auf die Notation

des Indexes (-),41 fiir das Zeitschrittende verzichtet.

6.5 Linearisierung und Losung

Sowohl die Entwicklungsgleichungen der inneren Variablen (6.59) als auch das glo-
bale Gleichungssystem (6.62) sind im Allgemeinen nichtlinear. Die Losung erfolgt

daher in beiden Féllen iterativ.

6.5.1 Linearisierung und Losung der Materialgleichungen

Die Materialgleichungen werden an den Orten der Materialpunkte ausgewertet. Auf
eine Kennzeichnung mit (-), wird in diesem Abschnitt verzichtet, da sie fir alle

Groflen erfolgen miisste.



6.5 Linearisierung und Losung 89

Auf Materialebene sind die inneren Variablen aus den diskretisierten Entwicklungs-
gleichungen (6.59), die Spannung aus der konstitutiven Beziehung (4.18) und die

Materialtangenten durch Linearisierung der konstitutiven Beziehung zu berechnen.

Mit der Berechnung der inneren Variablen wird begonnen. Die zeitlich diskretisierten
und in Residualform gebrachten Entwicklungsgleichungen (6.59) beschreiben einen
im allgemeinen Fall nichtlinearen Zusammenhang zwischen den Dehnungen und den

inneren Zustandsgréfen am Zeitschrittende und miissen daher iterativ gelést werden.
r(e,z)=10 (6.71)

Die Losung erfolgt mit dem im Abschnitt 7.2.1 beschriebenen Newton-Raphson-
Verfahren. Die Dehnung ejn 41 wird in jedem Bilanziterationsschritt neu berechnet
und bleibt wiahrend der Materialiteration konstant. Die Indizes fiir den Zeitschritt
(\)ns1 und die Bilanziteration (-)! (duBere Iteration) werden fortgelassen. Im folgen-

den bezieht sich der obere Index (-)* auf die Materialiteration (innere Iteration).

T'(Zk+1) — T,(zk+ Azk—H)

or(z)
- k k+1
AR I (6.72)

=7r(2") + K1 (") 22"t =0

Fiir die Verbesserung des Vektors der inneren Variablen im Iterationsschritt und den

Vektor der inneren Variablen am Ende des Iterationsschrittes ergeben sich:

Az = — K, (29 r(25) (6.73)
2" = 24 a2 (6.74)

Als Anfangswert fiir fiir die [teration wird der konvergierte Vektor der inneren Va-

riablen des letzten Zeitschrittes verwendet:
0 _
z° =z, (6.75)

Die Iteration wird abgebrochen, wenn die Norm des Residuums bzw. die Norm der

Anderung des Vektors der inneren Variablen festgelegte Schranken unterschreiten:

|7 (2")|| < tol, und/oder || & z*TH| < toly, —  Abbruch (6.76)

Ist der Vektor der inneren Variablen berechnet, so folgt die Spannung aus der in
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Abschnitt 4.3.4 in verallgemeinerter Form angegebenen konstitutiven Beziehung
oc=o(e € z) . (6.77)
Im Zuge der Linearisierung des Vektors der inneren Kréfte muss das totale Differen-

tial der Spannungen gebildet werden. Wird eine konstitutive Beziehung entsprechend

der obigen Form angenommen, so gilt fiir das totale Differential der Spannungen

Aa':a—a A€+a—0Aé+8—0Az
Oe 0€ 0z
_H@_ua_o—a_z]ﬁﬁ_aa_é@]w, o7
Oe 0z Oe| 0U 0 gU 0U

Mit (6.15),(6.16) und (6.69) folgt

do o 0z oo
— — + g
0€

M:[$+az De

1 B AU . (6.79)

Fiir die Ableitung der inneren Variablen nach den Dehnungen g—z wird noch eine

Beziehung benotigt. Diese wird aus der Forderung gewonnen, dass das totale Diffe-
rential der in Residualform gebrachten Entwicklungsgleichungen (6.59) verschwinden

muss.

r or 0z
e ©¢ 7" 9z 9e
o),
e 0z Oe

Ar(e, z) = Ae

(6.80)

Da die obige Beziehung auch fiir A € # 0 erfiillt sein muss, wird gefordert, dass der

Ausdruck innerhalb der Klammern verschwindet

or or 0z
g—l—%%—O , (6.81)

woraus sich die gesuchte Beziehung

0z or] ™" or _, Or
2% = lﬁ_z] il SE (6.82)

ergibt. Die lokale Steifigkeit K. ist in Abhéngigkeit von den konvergierten inneren

Variablen zu bestimmen.

Schlieflich folgt durch Einsetzen von (6.82) in (6.79) fiir das totale Differential der
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Spannungen

oo Jo Jo ar Jdo
=— AU=|—-—K,| — —| B AU
ST Je 0z lkge T | A (6.83)

:[CT+()[4DT]B AU

oy ist ein Parameter des Newmark-Verfahrens und Ct und Dt sind die Material-

tangenten.

Jdo Jo __ _,0r

Cr = de 0z °% e (6.84)
oo
Dy =7 (6.85)

6.5.2 Linearisierung und Losung der Bilanzgleichungen

Die rdumlich und zeitlich diskretisierten und in Residualform gebrachten Bilanzglei-
chungen (6.62) werden iterativ mit dem Newton-Raphson-Verfahren (sieche Abschnitt
7.2.1) gelost. Aus der nach dem ersten Glied abgebrochenen Taylorreihenentwicklung

fiir das globale Residuum

G(U™) =GU+ 2 U™
~ G(UY) + %(Uf]) Ui A UM (6.86)
= G(U) + Ko(U’) n U™ =0
ergeben sich die Verbesserung des globalen Unbekanntenvektors im Iterationsschritt
AU = - KJH(UY) G(UY) (6.87)
und der globale Unbekanntenvektor am Iterationsschrittende

Ut =Ul+ AU | (6.88)

Als Startwert der Iteration wird das konvergierte Ergebnis vom Ende des letzten
Zeitschrittes
U’=U, (6.89)

verwendet. Die Iteration wird abgebrochen, wenn die Norm des Residualkraftvek-

tors bzw. die Norm der Anderung des Vektors der globalen Variablen festgelegte
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Schranken unterschreiten.

|G(U™)|| < tolg und/oder | & U™ < tolny —  Abbruch
(6.90)

Beitrdge zur Tangente K1 liefern alle vom Vektor der Verschiebungen am Zeit-
schrittende U abhédngigen Summanden des Residualkraftvektor G. Dies sind die
inneren Krafte F',, die Massentrigheitskrifte F',, und die Strafkréifte F,,q4 und
F\.,, die die Einhaltung der wesentlichen Randbedingungen und der Kontaktbedin-

gungen erzwingen.

Ki(U) = Koy (U) + Kpn(UY) — Kpma(U) — Kpon(UY) (6.91)

Die Linearisierung wird fiir eine aus einer Volumenintegration stammenden Kraft
(F¢ steht fiir Fy oder F\,)

Fo(U) = Af’op(Up) Vo (6.92)

p=1

und fiir eine aus einer Oberflichenintegration stammenden Kraft (F'¢ steht fir F,q,
oder F,)

Ngp
Fo(U)= A Fopo(U,) V, (6.93)

p=1
gezeigt. Mit (~) sind im ersten Fall volumenbezogene und im zweiten Fall flichen-
bezogene Groflen gekennzeichnet. V,, ist das einem Integrationspunkt zugeordne-
te Volumen und A, die einem Randintegrationspunkt zugeordnete Oberfliche. Der
Vektor U, beeinhaltet die Verschiebungen der Knoten, deren Einflussbereiche den

Integrationspunkt iiberdecken.

Das totale Differential einer aus einer Volumenintegration stammenden Kraft ist

Np Np
AFQ(U):AAFH)(UP)VP :AAFn)(UP)VP
p=1 p=1
NP NP
OF 4,(U .
_A 8;1(_ ») AUV, = /A Krep(U,) AU,V
p=1 P p=1
Np ~
= [A Kieo(U)V,| 8 U=Kr4(U) 6 U . (6.94)
p=1

Zur Berechnung der globalen Tangente K¢ werden fiir jeden Integrationspunkt

volumenbezogene Tangenten K T ¢p berechnet, diese mit den Integrationspunktvo-
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lumina multipliziert und assembliert:

oF
Kr1y(U)= A (;;] V, = AKT.p (6.95)

p=1

Fiir den Beitrag eines Integrationspunktes zur Tangente der inneren Krifte ergibt

sich unter Ausnutzung der Beziehungen (6.63) und (6.83)

(’ﬂ:"imp V. — 8Fintp 80'p

_ - mtp — T
=50, "= 90, 90, V,=B" [Cr + as Dt] BV,  (6.96)

mit Materialtangenten nach (6.84) und (6.85).

Die globale Tangente der Massenkraft ldsst sich unmittelbar aus (6.64) berechnen:

OF,

Ko, — o
T ouU

—o M (6.97)

Hierin ist M die globale Massenmatrix und «a; ein Parameter des Newmark-
Verfahrens. Fiir den Beitrag eines Integrationspunktes zur Tangente der Massenkraft
ergibt sich aus (6.64)

OF,,
PV, =L, Lypy Vo =M, . (6.98)

Kormp = U,

M, ist der Beitrag eines Integrationspunktes zur globalen Massenmatrix M.

Das totale Differential einer aus einer Oberflichenintegration stammenden Kraft ist

Nrp Nrp
AFO(U>:AAF0P(UP)AP :AAFOP<UP>
p=1 p=1
Nrp Ngrp
OF
—A Op AU, :AKTOP(UP) AU,
=1
- [AKTQP(UP)] ANU=Kro(U) AU . (6.99)
=1

Zur Berechnung der globalen Tangente K1 werden fiir jeden Randintegrations-

punkt die Tangenten K1, berechnet und assembliert:

N aF<>p
Kro(U) = A =20 =P AKTQP (6.100)

p=1

Mit (4.31) und (6.67) ergibt sich fiir den Beitrag eines Randintegrationspunktes zur
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globalen Tangente der Randbedingungsstrafkrafte:

10)
K . = — p:LT
B T POU,

_ T T
= —aL, nyn, L,

8frndp agp aup
dgp  Oup OU, (6.101)

T
:Lp

Entsprechend wird mit (4.33) und (6.68) der Beitrag eines Randintegrationspunktes

zur globalen Tangente der Kontaktstrafkrifte berechnet:

K _ a-F’konp _ LT afkonp _ LT afkonp agp aup

Tene T UH 0, P oU, P dg, Ou, OU,
_ —aL) ny,nl L, fir g<0
0 fir ¢g>0

(6.102)

Damit sind alle Bestandteile der globalen Steifigkeitsmatrix nach (6.91) berechnet.

Die Linearisierung der Material- und Bilanzgleichungen ist abgeschlossen.

6.5.3 Erweiterung auf grof3e Verformungen

Der grofite Nachteil des Deformators als vollstéindig linearisiertes Verzerrungsmafl
ist die fehlende Rotationsinvarianz: Wird ein Koérper um endliche Winkel gedreht,
so andert er dabei infolge der Drehung sein Volumen. Wird die Volumenédnderung

behindert, so entstehen durch die Drehung Spannungen.

Liegen Probleme mit finiten Rotationen aber kleinen Verzerrungen vor, reicht es den
Deformator durch ein rotationsinvariantes Verzerrungsmafl zu ersetzen. Die Mate-
rialgesetze kénnen beibehalten werden, solange die Verzerrungen hinreichend klein
bleiben.

Wenn man bei einer total Lagrangeschen Betrachtungsweise bleibt (d. h. wenn die
Linearisierung der schwachen Form in der Ausgangskonfiguration erfolgt), ist der
Deformator durch den Green-Lagrangeschen Verzerrungstensor zu ersetzen. Die B-
Matrizen sind entsprechend anzupassen. Bei der Berechnung der tangentialen Stei-
figkeitsmatrix ist zusétzlich der Term der geometrischen Matriz bzw. Anfangsspan-

nungsmatriz zu beriicksichtigen (sieche z.B. WRIGGERS (2001)).



Kapitel 7

Algorithmen

In diesem Kapitel werden die verwendeten Algorithmen in knapper Form angege-
ben. Ausfiihrliche Darstellungen der mathematischer Sachverhalte finden sich in der
Literatur zur Numerischen Mathematik (z.B. in Voss (2001) oder SzZYLER (1997)).
ENGELN-MULLGES & UHLIG (1996) und PrESS (2002) bieten zusétzlich Hinwei-
se zur numerischen Umsetzung und in C bzw. C++ implementierte mathematische

Bibliotheken.

7.1 Losung linearer Gleichungssysteme und linea-

rer Ausgleichsprobleme

Lineare Gleichungssysteme

A z=0» (7.1)
MXN) (N} (N)

(
sind nur fiir den Sonderfall einer quadratischen (M = N) und reguldren
(Rang(A)=N) Koeffizientenmatrix A losbar. Im allgemeinen Fall ist stattdessen
das dazugehorige Ausgleichsproblem

| A z — b|| =min (7.2)

(MxN) (N) (N)

7zu 10sen.
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7.1.1 Lo6sung linearer Gleichungssysteme mit quadratischer

und regulidrer Koeffizientenmatrix

Zur Losung linearer Gleichungssysteme mit quadratischer und regulédrer Koeffizien-
tenmatrix werden in der Regel Standardverfahren wie z.B der Gauf-Algorithmus
oder die Cholesky-Zerlequng verwendet. Der numerische Aufwand beider Verfahren
ist vergleichbar. Rechenzeit und Speicherbedarf lassen sich reduzieren, wenn die Ko-
effizientenmatrix besondere Eigenschaften hat und daher spezialisierte Loser eingetzt
werden konnen. Sind Gleichungssysteme sehr grof3, so werden diese aus numerischen
Griinden meist iterativ gelost. Eine ausfiihrliche Diskussion verschiedener Loser fin-
det sich in PRESS (2002).

7.1.2 LoOsung linearer Ausgleichsprobleme

Ist £ die Losungsmenge des Ausgleichsproblems (7.2), so heifit € € £ Pseudonor-

mallosung des Ausgleichsproblems, falls ||Z|| < ||z|| fur alle z € £ .
Es gibt genau eine Pseudonormallosung.

Die Matrix A’ fiir die durch
x= Al b (7.3)

() (NxM) (M)
fiir alle b die Pseudonormallosung des Ausgleichsproblems gegeben ist, heifit Pseu-

doinverse von A.

Die Losung des Ausgleichsproblems (7.2) mit Hilfe einer Pseudoinvertierung ist ma-
thematisch gleichwertig mit der Anwendung der Methode der kleinsten Quadrate
(Least Squares Method).

Alternativ kann die Pseudoinverse auch iiber die Moore-Penrose-Bedingungen defi-

niert werden:

AAl=[AAT] (7.4)
At A=[at A]" (7.5)
AAT A=A (7.6)
AT A AT = Al (7.7)



7.1 Losung linearer Gleichungssysteme und linearer Ausgleichsprobleme 97

Die Pseudoinverse hat die Eigenschaften

(A" = 4 (7.8)

[T =[4")" (7.9)
aber im Allgemeinen ist

[AB]' £ BT AT . (7.10)

Fiir den Fall einer reguldren quadratischen Matrix A stimmt die Pseudoinverse mit
der Inversen iiberein (A" = A™'). Die Pseudoinverse kann daher als Verallgemeine-

rung der Inversen angesehen werden.

Bei der Bestimmung der Pseudoinversen ist es sinnvoll hinsichtlich der Dimensionen

und des Ranges der Matrix A drei Fille zu unterscheiden:

1. M =N, Rang(A) =N :
Ist die Matrix A quadratisch und regulér, so stimmt ihre Pseudoinverse mit

ihrer Inversen iiberein:

Al =A™ (7.11)

(NxN) (NxN)
2. M > N, Rang(4) =N :
Die Beziehung (7.1) wird von links mit A" multipliziert:

AT A z=A" b (7.12)

(NXM) (MxN) (N) (NxM) (M)

Da A den Rang N hat, hat auch die quadratische Matrix A* A den Rang
N, ist reguldr und ldsst sich invertieren. Damit kann (7.12) nach x aufgelost
werden: .
T = {AT A] AT b (7.13)
(N) (NXN) (NxM) (M)
Wird (7.13) mit der Definition der Pseudoinversen (7.3) verglichen, so ergibt

sich fiir die Pseudoinverse von A:

Al = [AT Ar A* (7.14)

(NxM) (NxN) (NxM)

3. M und N beliebig, Rang(A) beliebig :
Die Bestimmung der Pseudoinversen oder ggfs. die numerische Bestimmung
der effektiven Pseudoinversen iiber eine Singuldrwertzerlegung sind stets mog-

lich. Die Singularwertzerlegung wird im Abschnitt 7.1.3 beschrieben.
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7.1.3 Singuliarwertzerlegung

Eine ausfiihrliche Herleitung der Singuldrwertzerlegung findet sich in Voss (2001).
Berechnungsverfahren werden in PRESS (2002) beschrieben. An dieser Stelle werden
nur kurz die Eigenschaften der Singuldrwertzerlegung und der Zusammenhang zur

Pseudoinvertierung dargestellt.

Jede Matrix A lasst sich in zwei orthogonale Matrizen U und V und eine Diago-

nalmatrix § zerlegen:

A=U S VvV*T

(MxN) (MxM) (MxN) (NxN)
U U' = 1
(MxM) (MxM) (MxM)
V Vi= 1
(NXN) (NxN) (NXxN)

(7.15)

(MxN) 0 ansonsten

{S} _ ) s fir i=) und i<r
ij
mit s;=>2sy>...>25 >0

und r = Rang(A)

Die Werte auf der Diagonalen der Matrix S werden als Singuldrwerte bezeichnet.
Ist A symmetrisch, so stimmen die Singuldrwerte s; mit den Eigenwerten J; iiberein.
Andernfalls gilt:

si(A) =1/ \(4 AT) (7.16)

D.h. die Singuldrwerte von A sind gleich der Quadratwurzel aus den Eigenwerten
von A A", Nach erfolgter Singulirwertzerlegung lisst sich die Pseudoinverse einfach

berechnen:

Al = v st U*

(NxM) (NXN) (NxM) (MxM)
{ gt } _ st fir i=) und s >0 (7.17)
(Nxw) | 0 ansonsten

Sehr kleine Singuldrwerte kennzeichnen eine schlecht konditionierte Matrix A. Die
Matrixkondition wird verbessert, wenn Singulérwerte, die eine Grenze ¢ unterschrei-

ten unterdriickt werden. € ist eine von der Rechnergenauigkeit abhéngige kleine Zahl.
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Die effektive Pseudoinverse wird dann mit

Afen — v §fem T

(NxM) (NXN) (NxM) (MxM)
S st fir i=) und s >¢ (7.18)
(NxM) | 0 ansonsten

erhalten.

7.1.4 Matrixkondition

Besteht die Gefahr, dass eine zu invertierende Matrix schlecht konditioniert ist, so

sollte die Giite des Ergebnisses der Inversion iiberpriift werden.

Die Kondition einer Matrix A wird als das Produkt der (quadratischen) Normen

der Matrix und ihrer Inversen definiert:
K(A) =AM [|A] (7.19)

Dann kann der Verlust an Rechengenauigkeit ndherungsweise wie folgt abgeschétzt
werden (Voss (2001)):

K(A) =107 < v =logyy(k(A)) (7.20)

~ gibt den Verlust an geltenden Ziffern an. Wird z.B. mit doppelter Genauigkeit
(d.h. auf tiblichen Rechnern mit 15 giiltigen Ziffern) gerechnet und verlangt, dass
das Ergebnis auf 6 Stellen genau ist, so darf die Konditionszahl x hochstens 107 =
10176 = 10° betragen.

7.2 Iterative Losung nichtlinearer Gleichungssys-

teme

Nichtlineare Gleichungssysteme konnen stets in die Residualform
T (<:L') =0 (7.21)
N

gebracht werden. Gesucht wird eine Losung (oder ggfs. Pseudonormallésung) « des
Gleichungssystems in der Néhe eines Startwertes @gary Die Losung wird im Allge-

meinen iterativ bestimmt.
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7.2.1 Newton-Raphson-Verfahren

Es wird beschrénkt auf nichtlineare Gleichungssysteme, die ebenso viele Gleichungen
wie Unbekannte haben (M = N):

L‘(m) =0 (7.22)

x* sei ein Vektor, der das Gleichungssystem (7.22) nicht hinreichend erfiillt:

()] £ € (7.23)

¢ ist die Abbruchschranke des Iterationsverfahrens. Von einem verbesserten Losungs-

vektor
k= 24 A gkt (7.24)

wird die Erfiillung von (7.22) verlangt:

r(zt) = 0 (7.25)

r(z*t1) wird durch eine nach dem ersten Glied abgebrochene Tylorreihenentwick-

lung um die Stelle £* angenihert:

,r,(wk+1) — r(a:k—i— A warl)

or(x) ,
(K k+1 2
=r(z") + gz |k A x"" + Restglied(O*) (7.26)
~ r(z*) + Or(@) A gkt
ox |k

Aus der vorstehenden Beziehung und der Forderung (7.25) ergibt sich fiir die Ver-

besserung des Losungsvektors:

or(x)
ox

Azt = - [ ka r(z") = — K~ (z") r(z¥) (7.27)

Damit kann das Newton-Raphson-Verfahren zusammengestellt werden.

O Der erste Iterationschritt (Iterationsschrittindex k = 0) wird mit der Zuwei-

sung eines Startwert begonnen:

2% = T (7.28)
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U Der Unbekanntenvektor wird gemif

ot =2 - K '(2") r(z*) |, K(z*) = ) (7.29)

verbessert.

O Ist das Abbruchkriterium
|7 ()| < e (7.30)

erfiillt, so wird die Iteration beendet, andernfalls wird der Iterationsindex in-

krementiert und die Iteration bei [J fortgesetzt.

In der Nahe der Losung x weist das Newton-Raphson-Verfahren eine quadratische
Konvergenz auf:

l=* — ]| < f|2* — x| (7.31)

7.2.2 Modifiziertes Newton-Raphson-Verfahren

Bei grolen Systemen ist die Berechnung und Inversion der Tangente aufwandig. Um
den Rechenaufwand zu reduzieren kann die Tangente fiir mehrere Iterationsschritte
konstant gehalten werden. Das Verfahren konvergiert in der Ndhe der Lésung dann

allerdings nicht mehr quadratisch.

7.2.3 Gau3-Newton-Verfahren

Werden nichtlineare Gleichungssysteme betrachtet, bei denen die Anzahl der Glei-
chungen die Anzahl der Unbekannten iibersteigt (M > N), so kann, wenn wie beim
Newton-Raphson-Verfahren vorgegangen wird, die Tangente nicht invertiert werden,
da sie nicht quadratisch ist. Wird die Invertierung durch eine Pseudoinvertierung
(sieche Abschnitt 7.1.2) ersetzt, so erhdlt man das Gaufs-Newton-Verfahren. Hierbei
wird durch die Newton-Iteration das nichtlineare Ausgleichsproblem in eine Folge
linearer Ausgleichprobleme zerlegt, die mittels der Methode der kleinsten Quadrate

gelost werden.

7.2.4 Diskretisiertes Newton-Verfahren

Die analytische Berechnung der Tangente K () ist unter Umstanden aufwindig und

fehleranfillig. Ersatzweise oder zur Kontrolle kann die Tangente auch numerisch



102 Kapitel 7: Algorithmen

berechnet werden. Hierzu sind nur Auswertungen des Residualvektors notwendig
(der Iterationsindex k wird hier zur Vereinfachung fortgelassen):
8ri Ti(l‘l,...,ﬁj—{— ALL’J‘,...,QZN,) — ri(xl,...,:xN,)

Knum i Knumi' =7 = 7.32
[ ]U J] axj ij ( )

Die Groflen A zj sind hinreichend klein zu wéhlen, um eine gute Néherung fiir die
analytische Tangente zu erhalten, und hinreichend grof}, um eine numerische Unge-
nauigkeit durch die Division zweier zu kleiner Zahlen zu vermeiden. In WRIGGERS
(2001) wird die Abschétzung

ANry=v ||zl +7] mit v=107---10"° >/, und 7=10"°  (7.33)

vorgeschlagen, wobei 1 die Computergenauigkeit ist.

7.3 Zeitschrittverfahren

Eine ausfiihrliche Darstellung von Zeitschrittverfahren findet sich in Woob (1990).

7.3.1 Zeitschrittverfahren erster Ordnung

Die allgemeine Form eines Zeitschrittverfahrens erster Ordnung, die das explizite und
implizite Euler-Verfahren und die Mittelpunktsregel umfafit gewinnt man, wenn das

Differentialgleichungssystem

<£E> - <J:>(<:ﬁ>) (7.34)

zum Zeitpunkt
thro=[1 =0ty + Otpr1 =1y + O [tay1 —t,] mit 0<O <1 (7.35)

ausgewertet wird
Tore = f(@nre) (7.36)

Zn+o durch einen gewichteteten Wert
o~ [1—0] z, + Oz, (7.37)
und &,, ¢ durch einen Differenzenquotienten

. T — &y
Epio X “T (7.38)
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ersetzt werden.

Thi1 — Ty
“T =f(1—-6] x, + O znp1) (7.39)

— Lyl = T, + Atf([l — 6] T, + © $n+1) (740)

Mit © = 0 wird das Euler-Vorwérts-Verfahren, mit © = % die Mittelpunktsregel und
mit © = 1 wird das das Euler-Riickwérts-Verfahren erhalten. Das Euler-Vorwérts-
Verfahren ist ein explizites Zeitschrittverfahren, da nach dem Unbekanntenvektor
.1 aufgelost werden kann; die iibrigen Verfahren sind implizite Zeitschrittverfah-

rern.

7.3.2 Zeitschrittverfahren zweiter Ordnung

Das Standardverfahren zur zeitlichen Diskretisierung von Differentialgleichungssys-
temen zweiter Ordnung in der Zeit sind das Newmark- Verfahren (NEWMARK (1959))
oder Modifikationen dieses Verfahrens (z.B. Woob (1981), KUHL (1996), DETTMER
& PERIC (2003)).

Das Differentialgleichungssystem
g(&,z,x)=0 (7.41)
wird fiir den Zeitpunkt ¢, ausgewertet:
9(Zni1, Tng1, Tng1) = 0 (7.42)
Werden in (7.42) die Vektoren x,y; und &,,1 geméaf
Tos1 & Tyt DL E, + @ [[1 — 28] @ + 2 Enn (7.43)
Tnp1 X Tt At [[1 =] &+ in-&-l} (7.44)
ersetzt, so verbleiben die Komponenten des Vektors &,,; als primédre Unbekannte.
9(Zny1) =0 (7.45)

Das Gleichungssystem (7.45) ist im Allgemeinen nichtlinear und muss daher iterativ
gelost werden (siche Abschnitt 7.2).

Die Wahl der Parameter § und v beeinflusst die Genauigkeit und die Stabilitdt des
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Verfahrens. Sie sind innerhalb der Grenzen

0< < und 0<~v <1 (7.46)

DO | —

festzulegen (BATHE (2002)). Newmark hat als unbedingt stabiles Integrationsschema
mit der Fehlerordnung O(A t?) die Methode der konstanten mittleren Beschleuni-
gung (Trapezregel) vorgeschlagen, die mit § = }l und v = % erhalten wird. Das
Verfahren der zentralen Differenzen wird mit f =0 und v = % erhalten. Es hat die

gleiche Fehlerordnung, ist aber nicht unbedingt stabil.

Werden Probleme aus dem Bereich der Festkérpermechanik behandelt, so liegen
meist Anfangs- und Randbedingungen fiir Verschiebungen vor und es werden Ver-
schiebungsfelder gesucht. Es ist daher vorteilhaft, das nichtlineare Gleichungssystem
fiir Verschiebungen und nicht fiir deren zweite zeitliche Ableitungen aufzustellen.

Hierfiir werden die Gleichungen (7.43 und 7.44) unter Verwendung der Abkiirzun-

gen
o 1 1-28
MTBRE T Eat T 28
O“‘:ﬁ a5:1—% ag = {1—%} At (7.47)

nach &,,; und ,,; umgestellt

in—i—l ~ (1 [$n+1 — wn] — @n — (3 in (748)

Tnt1 R Qg [Top1 — Tp) + a5 &y + a6 &y (7.49)

und in (7.42) eingesetzt (BATHE (2002)).Das Ergebnis ist ein nichtlineares Glei-

chungssystem fiir die Unbekannten x, .

g(wni1) =0 (7.50)

7.4 Zeitschrittsteuerung

Zur zeitlichen Diskretisierung werden die in Abschnitt 7.3 beschriebenen Zeitschritt-
verfahren eingesetzt. Die Zeitschrittlange sollte dergestalt gewéhlt werden, dass ei-
nerseits das Losungsverfahren konvergiert und die zeitliche Auflosung und die Ge-
nauigkeit der Ergebnisse hinreichend hoch sind und andererseits der Rechenaufwand
ertréglich bleibt. Abschéatzungsformeln zur Wahl einer sinnvollen Zeitschrittlange
finden sich in der FE-Literatur (z.B. in BATHE (2002)). Moglichkeiten zu Fehler-
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analysen im Rahmen numerischer Berechnungsverfahren werden in GORN (1954)
und speziell im Rahmen der Finite-Elemente-Methode in WooD (1990) dargestellt.
Das bekannte implizite FE-Programm ABAQUS/Standard nutzt ein auf HIBBITT
(1979) zuriickgehendes Konzept mit der Bezeichnung Half-Step Residual Control.
Durch Verfolgung des Residuums der Bilanzgleichungen fiir den Zeitpunkt ¢,+ A t/2
nachdem die Losung fiir £,4+ A ¢ bestimmt wurde, kann die Losungsgenauigkeit ab-

geschitzt und der Zeitschritt angepasst werden.

Eine fiir eine Problemstellung sinnvoll abgeschétzte Zeitschrittlinge wird im Folgen-

den als Grundzeitschrittlinge bezeichnet.

Ausgabezeitschritte
-
Grundzeitschritte
-
Berechnungszeitschritte : : : ; ; :
LU | HH1HN
- 1
LTI | TN

Abbildung 7.1: Zeitschrittsteuerung, Zeitunterteilung

Ist fiir die Konvergenz des Verfahrens eine niedrigere Zeitschrittlinge erforderlich als
fiir die zeitliche Auflésung der Ergebnisse, so ist es sinnvoll, die Ergebnisse nicht in
jedem Zeitschritt auszugeben, da ansonsten unnétig grofle Datenmengen entstehen
und Schreibvorgénge (wenn sie schlecht gepuffert sind) die Rechenzeit erhthen kon-
nen. Haufig werden Ergebnisse in Form von , Filmen* visualisiert. Hierfiir sollte der
zeitliche Abstand der Ausgaben konstant sein, da andernfalls ein Zeitlupeneffekt
(bei verkleinertem Abstand) oder ein Zeitraffereffekt (bei vergrofiertem Abstand)
im Film auftriten. Fiir die Ausgabe der Daten wird ein ganzzahliges Vielfaches der

Grundzeitschrittlinge festgelegt.

Im Laufe einer Berechnung kann es notwendig werden, die Zeitschrittlinge zu ver-
kleinern, wenn Zeitschritte nicht erfolgreich abgeschlossen werden kénnen. Ein nicht
erfolgreicher Zeitschritt liegt vor, wenn es zu keiner oder zu nicht hinreichender (zu
langsamer) Konvergenz in der Materialiteration oder in der Bilanziteration kommt
oder wenn das Berechnungsergebnis nicht hinreichend genau ist. Ursachen hierfiir
konnen z.B. das Auftreten von Kontakt oder eine sprunghafte Materialantwort auf

die Belastung sein.

Der verwendete Algorithmus zur automatischen Zeitschrittlingenanpassung erfiillt

folgende Bedingungen:
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1. Die Zeitschrittlinge wird verkleinert, wenn ein Zeitschritt nicht erfolgreich ist.

2. Die Zeitschrittlange wird nach einem erfolgreichen Zeitschritt bis maximal zur
Grundzeitschrittlinge vergroflert, sofern dies im Rahmen des Algorithmus zu-

léssig ist.

3. Alle Zeitpunkte, die Vielfache der Grundzeitschrittlange sind, werden abge-
deckt.

Das Schema in Abbildung 7.1 veranschaulicht anhand eines Beispieles die zeitliche

Diskretisierung.
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Rechenregeln

8.1 Voigtsche Notation

Mit Hilfe der Voigtschen Notation kénnen symmetrische Groflen platzsparend ab-
gespeichert und Rechenoperationen zwischen symmetrischen Grofien 6konomischer
ausgefiihrt werden. Dies wird erreicht, indem die symmetrischen Komponenten einer
Grofle nur einmal abgespeichert werden. ! Ein symmetrischer Tensor zweiter Stufe
wird in einen Voigtschen Vektor und ein in den ersten beiden und letzten beiden
Indizes symmetrischer Tensor vierter Stufe in einen Voigtschen Tensor zweiter Stu-
fe umgewandelt. Das doppelte Skalarprodukt wird auf ein einfaches Skalarprodukt
zwischen Objekten in Voigtscher Darstellung zuriickgefiihrt.

Hiufig findet man in der Literatur ein uneinheitliches Ubersetzungsschema: Span-
nungsmafle werden anders iibersetzt als Verzerrungsmafle, womit sich dann auch

andere Rechenregeln fiir Spannungsmafle und Verzerrungsmafle ergeben.

In dieser Arbeit wird einem symmetrischen Ubersetzungsschema der Vorzug gege-
ben. Eine ausfiihrliche Darstellung findet sich in TROSTEL (1993). An dieser Stelle
werden nur die Ubersetzungsschemata fiir symmetrische Tensoren zweiter und vier-

ter Stufe im dreidimensionalen Raum angegeben. Voigtsche Grofilen werden durch
pi

das hochgestellte Symbol ,,(-)“ gekennzeichnet. Die Ubersetzungsschemata, fiir Gro-
Ben im zweidimensionalen Raum ergeben sich, indem bei den urspriinglichen Grofien
alle mit einem Index ,,.3“ behafteten Komponenten und bei den iibersetzten Grofien

alle mit den Indizes ,,5° und ,,6“ behafteten Komponenten gestrichen werden.

!'Ein modernerer Ansatz ist die Nutzung einer geeigneter Matrixklasse. Der Matrixklasse werden
bei der Konstruktion eines Objektes die Eigenschaften dieses Objektes (symmetrisch, antimetrisch,
diinn besetzt, u.s.w.) iibergeben. Es ist dann Aufgabe der Matrixklasse, dieses Objekt konomisch
abzuspeichern und optimierte Rechenoperationen zwischen Objekten mit besonderen Eigenschaften
zur Verfiigung zu stellen.
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Ein symmetrischer Tensor zweiter Stufe

3 A1 Arp Ass
A=) Aje®e = | A1y Ay Ass (8.1)
ij=1
: A13 A23 A33 (bzgl. Basis e;)
hat die Voigtsche Darstellung
4 bt )
A ( )
o ' A1l
A Az
LI A A
A=S"4de 2 3 = 33 (8.2)
; Ay V2 A,
pi V2 Azs
5
j \ \/§ A13 7/ (bzgl. Basis gi)
[ 76 ) (bzgl. Basis gi)
Die Voigtschen Basisvektoren e (miti=1,...,6) lassen sich durch die Basisdyaden
e®e (miti=1,...,3und j=1,...,3) darstellen:
U Py U
e =e®e e =e®e €3 =e3es
es=V2e @ e, es = V2e, ®e; e =V2e @e; (8.3)

Fiir einen in den ersten beiden und letzten beiden Indizes symmetrischen Tensor

vierter Stufe

(4) 3
C= E Cijniei®e Qe ® e
i.jk,l=1

[I>

C11].1]. C’].1].2 C(].1].3 C’].2].1 C(1212 C'1213 C{1311 C'1312 01313
Ci112 Cri22 Cir123 | Ci212 Chiozz Cio23 | Cizia Cizon Chzos
Ci113 Cri23 Ciizz | Ci213 Cizoz Chozsz | Ciziz Cizzz Cisss
Ci211 Ci212 Ci213 | (o211 Cozin Cooiz | Cozir Coziz Chais
C(1212 01222 01223 C’2212 02222 02223 02312 02322 02323
Ci213 Chr223 Cra3z | Cha13 Chooz Chozz | Chz13 Chzoz o33z
C11311 C’1312 01313 02311 02312 C12313 03311 C13312 03313
Ci312 Ci322 Ci323 | Chz12 Chzon (o323 | C3312 C3320 (3323
Ci313 Ci3z2z Cizszz | Chziz Cozaz Cozzz | Czz1z Cs3z3 (3333

(bzgl. Basis e;)

(8.4)
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(auf der rechten Seite der vorstehenden Gleichung wurde eine Hypermatrixdarstel-

lung gewahlt) ergibt sich

(4)

6
Y]
C:ZCU&@%

=1
Ry by by by by by T
C111 Cl2 CY13 C114 C(15 016
by by by by by by
C121 022 C(23 C’24 C125 026
oy by by by by by
A | C31 O3z C33 O34 C35 Csg
= by by by by by by
Cs1 Caz Caz Cas Cas Cye
Y oy by by oy by
C'51 C'52 C’53 C’54 CS5 C’56
by by by by by by
061 062 C’63 C’64 C’65 C(66 Yy
L J4 (bzgl. Basis €;)

Cri11 Cr122 Cii3s V2Ci112 V2Ci123 V2Cin1s
Cao11 Ca222 Ca2ss V2Ch210 V2Car23 V2Cao1s
C3311 (3322 C3333 V203310 V2C3323 V23313
| V201211 V2Cia20 V201233 2C1212 2Cia23 2Ci213
V20311 V2Chs22 V2Ch33s 2Cr212  2Ch323  2Ch313

(8.5)

Dieser Voigtsche Tensor zweiter Stufe ist im Allgemeinen unsymmetrisch. Nur voll-
stdndig symmetrische Tensoren vierter Stufe (neben Cijy; = Ciji« und Cijki = Cjixi
muss auch noch Cijx; = Ckjij gelten) ergeben symmetrische Voigtsche Tensoren

zweiter Stufe.

Es ergeben sich einfache Rechenregeln fiir die in die konsistente Voigtsche Notation
iibersetzten Grofien, da eine doppelte Basisvektoriiberschiebung der urspriinglichen
Groflen durch eine einfache Basisvektoriiberschiebung der Voigtschen Gréflen ersetzt
wird. Z.B. gilt fiir einen symmetrischen Tensor zweiter Stufe A und einen in den
(4)
ersten beiden und den letzten beiden Indizes symmetrischen Tensor vierter Stufe C,
wenn das einfache skalare Produkt zwischen Voigtschen Grofien mit ,, © “ symbolisiert
wird
Pt Ry
|Al=VA: A=VAOGA
und

(4) by U
C.:A=C0oA

_\/501311 V2Ci322 V2Ciszz 2C1312 2Ci323 2Cis13 1 (bagl. Basis B,
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8.2 Einheitensysteme

Das Programmsystem nimmt keine Einheitenumrechnungen vor. Alle Eingaben ha-

ben in zueinander passenden Einheiten zu erfolgen. Die Tabelle 8.1 gibt Hilfestellung,

sofern von den SI-Grundeinheiten abgewichen werden soll.

Zeit | Lange | Masse | Kraft | Dichte | Beschleunigung Spannung
ms | mm kg kN rrii %nz — k_lg Hlli%z _ %
ms m kg MN % m£s2 = M_gN %
S m g mN % s% — Hl?N _ % r11111_1§
S m kg N %{5 s% = 1% %
S m t kN # s% = kt_N — 11<\I_g %

Tabelle 8.1: Einheitensysteme
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Beispiele

9.1 Ubersicht

() (d)

Abbildung 9.1: Berechnungsbeispiele: (a) Quadratscheibe unter Teillast, (b) Extru-
sion, (c) Tiefziehen, (d) Aufprall

Anhand der folgenden numerischen Beispiele (siche Abbildung 9.1) wird das Pro-
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grammsystem iiberpriift. Auflerdem wird die Finite- Punkte-Methode mit der Finite-
Elemente-Methode verglichen.

Bei den Berechnungsbeispielen wird, sofern nichts anderes angegeben ist, ein ebener
Verzerrungszustand angenommen. Alle Programmeingaben und Programmausgaben
erfolgen in zueinander passenden Einheiten. Es wird entweder das [kg, m, s, NJ-
Einheitensystem oder das [t, mm, s, N]-Einheitensystem verwendet (siehe auch Ta-
belle 8.1).

Unter http://www.schilling-berlin.de/diss.htm stehen das mit dem Compiler gee 4.02
unter dem Betriebssystem Suse Linux V10.0 (Kernel 2.6.13-158) iibersetzte Pro-
gramm und die Eingabedateien zu den Berechnungsbeispielen zum Herunterladen

zur Verfiigung.

9.2 Zeitmessungen

Bei der Gestaltung des Programmsystems wurde Ubersichtlichkeit und Erweiterbar-
keit ein hoherer Stellenwert beigemessen als der Ausfiihrungsgeschwindigkeit. Da
absolute Rechenzeiten durch die eingsetzte Hardware und den Optimierungsgrad
des Programmsystems bestimmt werden und ein schnellerer Rechner oder ein héhe-
rer Optimierungsgrad fiir einen schnelleren Berechnungsablauf aller Methoden sorgt,
ist das Ziel der Zeitmessungen in erster Linie die Ermittlung von Rechenzeitverhé&lt-
nissen. Die Ergebnisse der Zeitmessungen beider Methoden sind gut vergleichbar,
da die Finite-Punkte-Methode und die Finite-Elemente-Methode grofitenteils den
selben Quellcode nutzen und die restlichen Quellcodeteile ,;im selben Stil “ program-

miert wurden.

Die Zeitmessungen wurden auf einem [BM Thinkpad R52 (Typ 1846) mit 2 GB
Hauptspeicher unter Suse Linuz V10.0 (Kernel 2.6.13-158) durchgefiihrt. Zeitmes-
sungen und Berechnungen wurden iiber ein Shellscript gestartet. Um gegebenenfalls

Messfehler erkennen zu kénnen, wurden die Messreihen dreimal wiederholt.
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9.3 Quadratscheibe unter Teillast

Abbildung 9.2: Beispiel Quadratscheibe unter Teillast, System

Die in der Abbildung 9.2 gezeigte quadratische Scheibe mit der Abmessung a = 2m
aus linear elastischem Material (Elastizitéitsmodul £ = 100 N/m? und Querkontrak-
tionszahl v € {0.400,0.495,0.499}) wird unter einer Teilstreckenlast (¢ = 50 N/m)
inhomogen verformt. Ein dhnliches Modellproblem wird von FERNANDEZ-MENDEZ
& HUERTA (2004) verwendet, um die Erzwingung wesentlicher Randbedingungen

im Rahmen netzfreier Methoden mit unterschiedlichen Verfahren zu untersuchen.

Es wird keine Massentréagheit beriicksichtigt, d. h. die Berechnung erfolgt quasi-
statisch. Da die Theorie kleiner Verformungen und linear elastisches Materialver-
halten verwendet werden, sind die Bestimmungsgleichungen linear. Die Last kann
daher in einem Schritt aufgebracht werden, und Konvergenz stellt sich innnerhalb

eines Iterationsschrittes ein.

Anhand des ersten Berechnungsbeispieles werden die optimalen Wichtungsfunk-
tionsausdehnungen fiir die MLS-Approximation (siche Abschnitt 5.5.3) ermittelt
und die Konvergenzeigenschaften der Finite-Punkte-Methode mit denen der Finite-

Elemente-Methode verglichen.

Die Abbildung 9.3 zeigt eine mogliche Diskretisierung des Korpers mit finiten Punk-
ten. Da der Korper regelméflig berandet ist, ist es leicht moglich das Knotennetz
so zu legen, dass Knoten genau auf der Berandung des Korpers liegen, womit die
Verschiebungsrandbedingungen richtig vorgegeben werden kénnen. Die Definitions-
bereiche der Wichtungsfunktionen der Randknoten umfassen dann aber auch Berei-

che, in denen sich kein Material befindet. Daher wird im Randbereich das Volumen
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(e) (f)

Abbildung 9.3: Diskretisierung mit finiten Punkten: (a) zu diskretisierender Korper,
(b) regelméBiges Knotennetz, (c¢) den Knoten zugeordnete quadratische Fliachen, (d)
flachengleiche Kreise mit Radius hg, (e) Wichtungsfunktionsbereiche mit h = 2 hy,
(f) Wichtungsfunktionsbereiche mit h = 3.50 hy
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des Korpers iiberschétzt, wenn fiir die Randknoten keine an den Randverlauf ange-

passten Wichtungsfunktionen definiert werden.

Wird umgekehrt das Knotennetz so gewéhlt, dass die Summe der den Knoten zu-
geordneten Volumina gleich dem Volumen des Korpers ist, so liegen die duflersten
Knoten innerhalb des Randes und die Verschiebungsrandbedingungen werden unge-

nau vorgegeben.

Im allgemeinen Falle werden zu diskretisierende Korper unregelméflig berandet und
mit einem regelméfigen Knotennetz {iberdeckt sein. Der raumliche Diskretisierungs-
fehler bei der Angabe von Randbedingungen auf Randknoten hat dann die Gro-
Benordnung des halben Knotenabstandes. Damit ist erkennbar, dass das Verfahren

schlecht geeignet ist fiir die Berechnung diinnwandiger Bauteile.

9.3.1 Wichtungsfunktionsausdehnungen

Die Ausdehnung der Wichtungsfunktionen um die Knoten hat bei der Finite-Punkte-

Methode einen entscheidenden Einfluss auf die Giite der Berechnungsergebnisse.

Je hoher die gewiinschte Ansatzfunktionsordnung ist, desto groffer muss der Kno-
teneinflussbereich gewéhlt werden, damit die Ansatzfunktionen dieser Ordnung be-
rechnet werden konnen. Bei einer zu kleinen Ausdehnung der Wichtungsfunktionen
konnen nur noch MLS-Ansatzfunktionen O-ter Ordnung (Shepard-Interpolation) be-

rechnet werden. Das Strukturverhalten wird zu steif wiedergegeben (Locking).

Eine zu grofie Ausdehnung der Wichtungsfunktionen fiithrt zu numerischen Schwie-
rigkeiten. Die Knoten weisen unphysikalische gegenseitige Verschiebungen auf. Hier
ist eine Parallele zum Hourglassing in der Finite-Elemente-Methode zu erkennen,
bei dem Elementknoten unphysikalische Verschiebungsmuster zeigen, da einzelnen

Elementeigenformen unzureichende Steifigkeiten zugeordnet sind.

Variiert wird der Uberlappungsparameter «, der die Ausdehnung der Wichtungs-
funktionen geméfl Gleichung (5.50) definiert. Es wird eine Diskretisierung mit
7 - 7 = 49 Knoten verwendet. Als Querkontraktionszahl wird v = 0.4 gewihlt.
Verglichen werden die Vertikalverschiebungen des Punktes A (Tabelle 9.1) und die
Bilder der deformierten Netze (Abbildungen 9.4 bis 9.8). In der Tabelle (9.1) sind die
Ergebnisse fiir die Vertikalverschiebungen, bei denen die zugehorigen Netzbilder ein
unphysikalisches Strukturverhalten widerspiegeln, hellgrau dargestellt. Die {ibrigen
Tabellenzellen definieren die zulissigen Variationsbereiche des Uberlappungspara-
meters « in Abhéngigkeit von der Ansatzfunktionsordnung Ng. Optimale (sichere)

Werte fiir « liegen in den Mitten der zuléssigen Bereiche. Eine Zusammenstellung
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zeigt Tabelle 9.2 . In den folgenden Berechnungsbeispielen werden stets die optimalen

Werte fiir die Wichtungsfunktionsiiberlappung verwendet.

Ansatzfunktionsordnung / Anzahl Basisfunktionen

o 0/1 1/3 2/6 3/ 10 4 /15
2.00
2.50
3.00 0.7748 | 0.7847 | 0.7846 0.7845
3.50 0.7596 | 0.7515 | 0.7522 0.7522
4.00 0.7612 | 0.7695 | 0.7708 0.7710
4.50 0.7717 | 0.7762 0.7763
5.00 0.7744 | 0.7817 0.7814
5.50 - 0.7879 0.7898
6.00 - 0.7890 0.7941
6.50 -
7.00 -
7.50 - - —
8.00 - - — -

Tabelle 9.1: Beispiel Quadratscheibe unter Teillast, berechnet mit Finite-Punkte-
Methode, Vertikalverschiebungen [m]| des Punktes A in Abhéngigkeit vom Wich-

tungsfunktionsiiberlappungsparameter «

Na

0

a | (3.25) 3.50 4.00 4.50 4.50

Tabelle 9.2: Optimaler Wichtungsfunktionsiiberlappungsparameter v in Abhéngig-
keit von der Ansatzfunktionsordnung Ng
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9.3.2 Konvergenzverhalten FPM / FEM

Zum Vergleich der Konvergenzeigenschaften der Finite-Punkte-Methode mit denen
der Finite-Elemente-Methode wird die Quadratscheibe unter Teillast mit beiden Me-
thoden und unterschiedlich feinen Diskretisierungen berechnet (siehe Tabelle 9.3).
Dabei werden auflerdem unterschiedliche Ansatzfunktionsordnungen verwendet: Die
Finite-Elemente-Berechnungen erfolgen mit 4-Knoten-, 9-Knoten- oder 16-Knoten-
Viereckselementen; die Finite-Punkte-Methode nutzt fiir die MLS-Approximation

Funktionsbasen mit bis zu konstanten, linearen, quadratischen oder kubischen Mo-

nomen.
Unterteilung | Charakterist. | Unterteilungs- Knoten- Elementanzahl
je Richtung Lénge [m] stufe anzahl lin. quad. kub.
Nh h = CL/Nh IOgQ(ho/h) NK = (Nh+1)2 NE NE NE
6 0.33333 = hg 0 49 36 9 4
12 0.16667 1 169 144 36 16
24 0.041667 2 625 576 144 64

Tabelle 9.3: Beispiel Quadratscheibe unter Teillast, Diskretisierungen

Die Ergebnisse zeigt Abbildung 9.9. Das Konvergenzverhalten der Finite-Punkte-
Methode mit der MLS-Ansatzfunktionsordnung 0 ist so schlecht, dass die Ergebnisse
grofitenteils unterhalb der Darstellungsbereiche liegen. Diese Methode ist damit fiir

praktische Berechnungen unbrauchbar.

Bei nahezu inkompressiblem Materialverhalten (v = 0.495 oder v = 0.499) zeigt die
Finite-Punkte-Methode mit linearen Ansatzfuntionen eine schnellere Konvergenz als
die Finite-Elemente-Methode mit bilinearen 4-Knotenelementen (siehe Abbildung
9.9).

Die besseren Konvergenzeigenschaften der FPM werden mit einem deutlich hoheren

Rechenzeitbedarf erkauft wie die Zeitmessungen zeigen werden.
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9.3.3 Zeitmessungen

Der Rechenzeitbedarf der FPM wird durch folgende Faktoren gegeniiber der FEM
erhoht:

e Der Aufwand zur Berechnung der MLS-Ansatzfunktionswerte ist hoch (siehe
Abschnitt 5.5). Da fiir FPM und FEM in dieser Arbeit eine total Lagrangesche
Betrachtungsweise verwendet wird, sind die Ansatzfunktionswerte nur einmal
am Berechnungsbeginn fiir den unverformten Zustand zu ermitteln. Damit
tritt der Aufwand zur Berechnung der Ansatzfunktionen dann gegeniiber an-
deren Faktoren in den Hintergrund, wenn mehrere Zeit- und Iterationsschritte

berechnet werden.

e Bei der FEM werden als Integrationspunkte die Gaufipunkte der Elemente
verwendet, sodass Polynome mit fiir die gewéhlte Integrationspunktzahl ma-
ximal moglicher Genauigkeit numerisch integriert werden. Bei der element-
netzfreien FPM wird ein regelméfliges Raster aus Integrationspunkten verwen-
det. Bei gleicher Integrationspunktanzahl wire damit die Qualitdt der nume-
rischen Integration gegeniiber der Gauflintegration um eine Odnung geringer.
Daher muf3 bei der FPM die Integrationspunktanzahl gegeniiber der FEM er-
hoht werden. In den Berechnungsbeispielen wurden beispielsweise fiir lineare
4-Knoten-Elemente 4 Gaulpunkte und fiir eine lineare MLS-Approximation

auf der gleichen Fldche 9 Integrationspunkte eingesetzt.

e Im Abschnitt 9.3.1 wurde gezeigt, dass zur zuverléssigen Berechnung von MLS-
Ansatzfunktionen einer gewiinschten Ordnung Mindestwerte fiir die Wich-
tungsfunktionsiiberlappungen eingehalten werden miissen. Damit wird die

Bandbreite des globalen Gleichungssystems gegeniiber der FEM erhoht.

Da es sich bei der Quadratscheibe unter Teillast um ein vollstdndig lineares Berech-
nungsbeispiel handelt (das Materialverhalten ist linear elastisch), erfolgt die Berech-

nung in einem Schritt.

Abbildung 9.10 zeigt in doppeltlogarithmischer Darstellung die Rechenzeiten von
FEM und FPM unterschiedlicher Ansatzfunktionsordnung iiber der Knotenanzahl.
Die Rechenzeiten der FEM liegen noch bei doppelt so feiner Diskretisierung unter
den Rechenzeiten der FPM.

In der Darstellung 9.11 (a) kann abgelsen werden, wie sich die Ansatzfunktions-

ordnung auf die Rechenzeit auswirkt. Hierzu werden die Rechenzeiten der FPM und
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Abbildung 9.10: Beispiel Quadratscheibe, Zeitmessungen, Berechnungen mit FPM
und FEM, Variation der rdumlichen Diskretisierung

der FEM mit unterschiedlicher Ansatzfunktionsordnung jeweils auf die Rechenzeiten
der linearen FPM und der linearen FEM bezogen. Bei der FPM bestehen deutlich
groffere Rechenzeitunterschiede fiir unterschiedliche Ansatzfunktionsordnungen. Bei
grofferer Knotenanzahl werden die Rechenzeitunterschiede geringer, da die Zeit zur
Losung des globalen Gleichungssystems gegeniiber der Zeit zur Berechnung der An-
satzfunktionswerte dominiert. Bei der FEM wird bei geringer Knotenanzahl sogar
Rechenzeit mit einer héheren Ansatzfunktionsordnung gespart, da fiir die Ansatz-
funktionen von 4 kubische Elementen die Ansatzfunktionen von 9 quadratischen
Elemente oder 36 linearen Elementen berechnet werden miissen. Bei einer hoheren
Knotenanzahl bewirkt die groflere Bandbreite des globalen Gleichungssystems bei
Verwendung von Elementen héherer Ordnung einen Anstieg der Rechenzeit gegen-

uber linearen Elementen.

In der Darstellung 9.11 (b) sind die Rechenzeiten der FPM bezogen auf die Rechen-
zeiten der FEM mit gleicher Ansatzfunktionsordnung. Bei niedriger Knotenanzahl
dominiert der Aufwand zur Berechnung der Ansatzfunktionen, bei hoherer Knoten-

anzahl die Einflufl der Bandbreite des globalen Gleichungssystems. Im Mittel ist die
Rechenzeit der FPM um den Faktor 16 hoher als die Rechenzeit der FEM.
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Abschlielend wird in Abbildung 9.12 der Einfluss der Wichtungsfunktionsgréfie in
der FPM auf die Rechenzeit untersucht. Es wird eine lineare MLS-Approximation
verwendet. Der Wichtungsfunktionsiiberlappungsparameter und die Knotenanzahl
werden variiert. Abbildung 9.12 (a) zeigt die absoluten Rechenzeiten und 9.12 (b)
die auf die Rechenzeit bei empfohlender Wichtungsfunktionsiiberlappung bezogenen
Rechenzeiten. Mit ca 10% Rechenzeitunterschied bei extremer Wahl des Wichtungs-

funktionsiiberlappungsparameters ist der Einfluss gering.
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Abbildung 9.11: Beispiel Quadratscheibe, Zeitmessungen, Berechnungen mit FPM
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Abbildung 9.13: Beispiel Extrusion, System

Ein Block aus Aluminium (Dichte p = 2700kg/m?, Elastizititsmodul E =
72000 - 10°N/m?, Querkontraktionszahl v = 0.33, AnfangsflieBspannung oy, =
150 - 10° N/m? und isotroper Verfestigungsparameter Hi, = 200 - 106 N/m?) wird

mit einem Stempel durch eine Diise gedriickt.

Das Materialverhalten des Aluminiums wird mit dem verwendeten elasto-plastischen
Materialmodell mit isotroper Verfestigung (siehe Abschnitt 4.3.3) nur angenéhert,

da Aluminium und Aluminiumlegierungen keine ausgepréigte FliefSgrenze besitzen.

Stempel und Wandung werden starr und mit C'-stetigen Kontaktelementen diskre-

tisiert. Die Verschiebung des Stempels wird vorgegeben.

Ein Vergleich der Bilder der deformierten Netze (Abbildungen 9.14 und 9.15) zeigt
eine gute Ubereinstimmung zwischen den Ergebnissen der Finite-Punkte-Methode
und der Finite-Elemente-Methode.
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Abbildung 9.14: Beispiel Extrusion, verformte Netze und Dehnung e1, berechnet mit
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FEM
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Abbildung 9.16: Beispiel Extrusion, Zeitmessungen, Berechnungen mit FPM und
FEM, Variation der rdumlichen Diskretisierung

Die Knoten der FPM-Berechnung werden durch Kreisscheiben visualisiert. Hier-
durch entsteht der filschliche Eindruck, die Knoten wiirden die Kontaktlinie iiber-
schreiten. Tatséchlich ist die Penetration, die sich bei dem gewéhlten Strafparameter

a =1-107% ergibt, nur sehr gering.

Da ein Knoten-zu-Segment Kontaktalgorithmus eingesetzt wird, schneiden die Rén-
der der linearen finiten Elemente die gekriimmte Kontaktlinie in Form von Sehnen

zwischen den Kontaktpunkten.

Da die Kontaktlinien C'-stetig diskretisiert sind, sind auch die zeitlicher Zustands-
grofenverliufe der Punkte A und C (Abbildungen 9.17 bis 9.19) glatt.

Der Zeitbedarf fiir die Berechnung der Ansatzfunktionen tritt bei diesem wie auch
bei den folgenden Berechnungsbeispielen in den Hintergrund, da eine hohe Anzahl
an Zeit- und Iterationsschritten benotigt wird. (Der FPM und FEM wurde eine total
Lagrangesche Betrachtungsweise zugrunde gelegt. Die Ansatzfunktionen werden also

nur einmal fiir die Ausgangskonfiguration berechnet.)

Als Unterschiede zwischen FPM und FEM, die einen Einfluss auf den Zeitbedarf der
Rechnungen haben, verbleiben die Art der Ansatzfunktionen, die Integrationspunk-
tanzahl und die Bandbreite des globalen Gleichungssystems. Bei der FPM reduzieren
die ,besseren” MLS-Ansatzfunktionen die Rechenzeit, da gegeniiber der FEM weni-
ger Iterationsschritte benotigt werden, und erhchen die grofiere Integrationspunk-

tanzahl und hohere Bandbreite des gloablen Gleichungssystems die Rechenzeit.
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Abbildung 9.17: Beispiel Extrusion, Verzerrung und Spannung des Punktes A in
2-Richtung, berechnet mit FPM und FEM, Variation der rdaumlichen Diskretisierung
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Abbildung 9.18: Beispiel Extrusion, Verzerrung und Spannung des Punktes C in 2-
Richtung, berechnet mit FPM und FEM, Variation der rdumlichen Diskretisierung
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Abbildung 9.19: Beispiel Extrusion, Verschiebung des Punktes C in 2-Richtung, be-
rechnet mit FPM und FEM, Variation der rdumlichen Diskretisierung
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9.5 Tiefziehen
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Abbildung 9.20: Beispiel Tiefziehen, System

Ein Aluminiumblech (Materialeigenschaften wie beim vorangegangenen Extrusions-
beispiel) wird tiefgezogen. Matrize und Stempel sind so geformt, dass bei niedrigster
Stempelposition der Abstand zwischen beiden an allen Stellen genau der Blechdicke
entspricht. Die Kriimmungsradien bezogen auf die Mittellinie des Bleches betragen

25 mm. Ein Niederhalter verhindert am Rand Vertikalverschiebungen des Bleches.

Alle Werkzeuge sind starr und mit C'-stetigen Kontaktelementen diskretisiert. Die

Verschiebungen des Stempels und des Niederhalters werden vorgegeben.
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Bei diesem Beispiel zeigen sich die Beschrankungen der Theorie kleiner Verformun-
gen: Die Verformung des Bleches in vertikaler Richtung fithrt zu keinem Einzug des
Bleches am Rand und die Rotation des Bleches im mittleren Bereich fiihrt zu einer
unphysikalischen Blechdickendnderung. Letzterer Effekt ist darauf zuriickzufiihren,
dass der Deformator nicht invariant gegeniiber Starrkorperdrehungen ist (siehe Ab-
schnitt 4.2). Die durch Schrigstellung unphysikalisch verdickten Bereiche des Ble-
ches verformen sich beim Schlieflen des Stempels plastisch. Tatséchlich dominieren

bei Tiefzievorgdngen plastische Verformungen infolge Biegung und Zug.

Auch wenn die Ergebnisse der Simulation durch die unzureichende kinematische
Beschreibung des Kontinuums unphysikalisch sind, ist das Beispiel gut geeignet, um
den Kontaktalgorithmus zu iiberpriifen, da sich die Kontaktsituation zwischen dem

Werkstiick und den Werkzeugen wihrend des Umformvorganges stéindig verdndert.
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Abbildung 9.21: Beispiel Tiefziehen, verformte Netze und Dehnung 7, berechnet
mit FPM, Knotenanzahl Nx = 243
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(a) t =0.050s
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Abbildung 9.22: Beispiel Tiefziehen, verformte Netze und Dehnung e, berechnet
mit FEM, Knotenanzahl N = 243
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Abbildung 9.23: Beispiel Tiefziehen, verformte Netze und Dehnung e, berechnet

mit FPM, Knotenanzahl N = 805
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Abbildung 9.24: Beispiel Tiefziehen, verformte Netze und Dehnung e, berechnet
mit FEM, Knotenanzahl N = 805
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9.6 Aufprall

.
a —T1—
\

Abbildung 9.25: Beispiel Aufprall, System

Ein h&ufiges Einsatzgebiet elementnetzfreier Methoden ist die Untersuchung von
Aufprallproblemen. Frith wurden hierfur die SPH (JOHNSON & BEISSEL (1996))
oder die MPM (SULSKY & SCHREYER (1996)) verwendet.

Eine Aluminiumscheibe (Radius 20 mm, Materialeigenschaften wie beim Extrusions-
beispiel) wird mit 300 m/s auf eine starre Barriere geschossen. Es wird ein ebener
Spannungszustand angenommen. Beim Berechnungsbeginn hat der Korper einen

Abstand von 2 mm von der Barriere.

Neben der rdumlichen Diskretisierung wird bei diesem Beispiel auch die zeitliche
Diskretisierung variiert. Die Berechnungsergebnisse fiir die Zeitschrittlangen dt =

1-1077s und dt = 1 - 10~8s unterscheiden sich nur unwesentlich.

Die Zeitschrittlinge dt = 1-1075s ist zu grol gewiihlt. Hier zeigen sich bei den zeitli-
chen Verlaufen der Geschwindigkeit (Abbildung 9.31 oben) und der Spannung (Ab-
bildung 9.30 unten) unphysikalisch starke Oszillationen, die bei der FEM-Rechnung
starker ausgeprigt sind. Die FEM-Berechnung bricht fiir diese Zeitschrittlange mit
der feineren raumlichen Diskretisierung nach ca 3.5-107° s ab, wohingegen die FPM-
Berechnung durchlauft. Mit der groberen rdumlichen Diskretisierung konvergiert die
FEM schlechter als die FPM.
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Abbildung 9.26: Beispiel Aufprall, Zeitmessungen, Berechnungen mit FPM und
FEM, Variation der Zeitschrittlinge und der rdaumlichen Diskretisierung

Um den Aufprall realer Projektile zu berechnen, sollte entweder ein rotationsym-
metrisches Modell (wenn die Projektile rotationssymmetrisch sind und keine die
Rotationssymmetrie storenden Imperfektionen beriicksichtigt werden sollen) oder

besser ein dreidimensionales Modell verwendet werden.
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(a) FPM, t =2.0-10"°s

(b) FEM, t = 2.0-10~?
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Abbildung 9.27: Beispiel Aufprall, verformte Netze und akkumulierte plastische Deh-
nung A, berechnet mit FPM und FEM, Knotenanzahl Nx = 67, Zeitschrittlinge

dt=1-10""
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(b) FEM, t =2.0-10 s
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Abbildung 9.28: Beispiel Aufprall, verformte Netze und akkumulierte plastische Deh-
nung A, berechnet mit FPM und FEM, Knotenanzahl Nx = 253, Zeitschrittlinge
dt=1-10"7
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Abbildung 9.29: Beispiel Aufprall, Geschwindigkeit und Verschiebung des Punktes
A in 2-Richtung, berechnet mit FPM und FEM, Knotenanzahl N = 253, Variation
der Zeitschrittlinge
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Abbildung 9.30: Beispiel Aufprall, Verzerrung und Spannung des Punktes A in
2-Richtung, berechnet mit FPM und FEM, Knotenanzahl Nx = 253, Variation der
Zeitschrittlange
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Abbildung 9.31: Beispiel Aufprall, Geschwindigkeit und Verschiebung des Punktes
A in 2-Richtung, berechnet mit FPM und FEM, Zeitschrittlinge dt = 1 - 1078,
Variation der rdumlichen Diskretisierung



Kapitel 10
Zusammenfassung

Netzfreie Methoden bieten geniiber der Finite-Elemente-Methode den Vorteil ei-
ner einfacheren Diskretisierung einschliellich leicht zu realisierender h- und p-
Adaptivitdt. Aulerdem neigen Punktnetze bei ihrer Deformation weniger zur Ent-

artung als Elementnetze.

Durch Abstraktionen war es moglich, eine Gruppe netzfreier Methoden gemeinsam
mit der Finite-Elemente-Methode in einem Programmsystem zu implementieren. Da
der iiberwiegende Teil des Quellcodes von allen Methoden gemeinsam genutzt wird,
konnte dieser Teil des Quellcodes mit der in der Literatur besser dokumentierten

Finite-Elemente-Methode iiberpriift werden.

Um den Programmieraufwand in einem vertretbaren Rahmen zu halten, wurde das
Programmsystem auf kleine Verformungen und ebene Probleme beschrénkt und auf
eine grafische Benutzeroberfliche verzichtet. Ansonsten wird der Funktionsumfang
eines vollwertigen FEM-Programmes geboten (dynamische Berechnungen, nichtli-
neares Materialverhalten, Kontakt, zeitabhéngige Belastungen, iibersichtliche Syn-

tax der Eingabedatensétze, u.s.w).

Fiir die elementfreien Methoden wird eine Moving Least Square Approximation mit
wéhlbarer Ansatzfunktionsordnung eingesetzt. Bei der Berechnung jedes Ansatz-
funktionswertes ist eine Matrix zu invertieren, deren Dimension von der Anzahl der
Basisfunktionen abhéngt. Bereits im zweidimensionalen Fall wéichst die Anzahl der
Basisfunktionen und damit der numerische Aufwand bei der Berechnung der An-

satzfunktionen sehr schnell mit der Ansatzfunktionsordnung an.

Mit steigender Ansatzfunktionsordnung muss die Uberlappung der Wichtungsfunk-
tionen vergrofert werden, da ansonsten die zu invertierende Matrix singulédr wird.
Es wurden untere und obere Grenzen und optimale Werte fiir die Wichtungsfunkti-

onsiiberlappungen in Abhéngigkeit von der Ansatzfunktionsordnung ermittelt.
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Die Wichtungsfunktionsiiberlappungen bestimmen, welche Knoten iiber Steifigkeits-
beitrage miteinander gekoppelt sind. Die sich hieraus ergebene Bandbreite des glo-
balen Koordinatensystems ist bei gleicher Ansatzfunktionsordnung gréfler als die

Bandbreite in einer FEM-Berechnung.

Die MLS-Approximation O-ter Ordnung ist im Rahmen netzfreier Methoden un-
brauchbar, da sie das Strukturverhalten deutlich zu steif wiedergibt. Wird nahezu
inkompressibles Materialverhalten verwendet, so ist die netzfreie Methode mit linea-
ren MLS-Ansatzfunktionen der Finite-Elemente-Methode mit bilinearen 4-Knoten-

Elementen in Bezug auf das Konvergenzverhalten iiberlegen.

Ein Nachteil der meisten netzfreien Methoden besteht darin, dass Knotenwerte ap-
proximiert und nicht interpoliert werden. Wesentliche Randbedingungen und Kon-
taktbedingungen konnen daher nicht auf direktem Wege beriicksichtigt werden. Im
Rahmen der vorliegenden Arbeit werden die wesentlichen Randbedingungen und
Kontaktbedingungen durch ein Strafverfahren erzwungen. Das Strafverfahren lésst
sich physikalisch einfach interpretieren, iibersichtlich implementieren und ist robust.
Bei Berechnungen mit doppelter Genauigkeit besteht ein grofler Spielraum fiir die

Wahl des Strafparameters.

Cl-stetige Hermite-Elemente werden eingesetzt, um gekriimmte Oberflichen mit

wenigen Kontaktelementen zutreffend (,,glatt®) diskretisieren zu kénnen.

Die Funktionsfahigkeit des Programmcodes wurde auf der Basis von numerischen

Beispielen nachgewiesen.

Das Programmsystem ist flexibel gestaltet, sodass es einfache Moglichkeiten bie-
tet, die implementierten Methoden zu verindern und mit netzfreien Methoden zu

experimentieren.

Fiir die Zukunft wire es sinnvoll, die Theorie grofler Verformungen und eine Erwei-

terung auf dreidimensionale Probleme zu implementieren.



Anhang A
Eingabedatei

Anhand der Eingabebefehle werden die Berechnungsméglichkeiten des Programm-

systems dargestellt.

Bevor im Abschnitt A.4 eine Beschreibungen aller in der Eingabedatei moglichen
Befehle erfolgt, werden in den Abschnitten A.1, A.2 und A.3 das Format der Ein-
gabedatei angegeben, die Befehle in Gruppen eingeteilt und die Syntax der Befehls-

beschreibungen erklart.

A.1 Dateiformat

Das Format der Eingabedatei ist zeilenorientiert. Ein Befehl nimmt genau eine Zeile
ein und setzt sich aus einem Befehlsnamen und Argumenten zusammen. Befehlsna-
men bestehen aus einer Folge von Buchstaben und gegebenenfalls dem Unterstrich.
Zwischen Grof- und Kleinschreibung wird bei den Befehlsnamen nicht unterschieden.
Die Befehlsargumente haben die in Tabelle A.1 angegebenen Formate. Als Trenn-
zeichen dienen Kommata. Leerzeichen und Tabulatorzeichen (im Folgenden werden
beide als Leerzeichen bezeichnet) werden iiberlesen. Argumente, bei denen von ei-
ner vorhandenen Voreinstellung nicht abgewichen werden soll, diirfen ausgelassen

werden, die Kommata sind aber vollstéindig anzugeben.

Kommentare werden mit dem Zeichen ,!“ eingeleitet. Ab einem Kommentarzeichen
wird der Rest der Zeile iiberlesen. Zeilen, die nur einen Kommentar enthalten, und

Leerzeilen sind zuléssig.

Die Reihenfolge der Befehlszeilen ist beliebig, da die Eingaberoutine die Befehlszeilen

vor der Auswertung sortiert.
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Format Kiirzel | Beschreibung Beispiele
Zeichenkette S durch Anfiithrungszeichen eingeschlossene Zeichenfolge, darf | "Kragbalken, 10 Lastschritte"
Leerzeichen und Kommata enthalten
Wort w aus alphanumerischen Zeichen gebildet, darf keine Leerzei- | emil13 2 Emili3 £ EMIL13
chen oder Kommata enthalten, Grofl- und Kleinschreibung
wird nicht unterschieden
Logische Variable b Wert der Variablen ist wahr bei Eingabe von W, w, T, t oder | W
1 oder falsch bei Eingabe von F, £ oder 0
Natiirliche Zahl u positive ganze Zahl, einschlielich 0 2836 £ +2836
Ganze Zahl i positive oder negative ganze Zahl, einschlieflich 0 -845
Gleitkommagzahl f besteht aus einem optionalen Vorzeichen, einer Ziffernfolge, | 3456 £ 43456.0 £ 3.456e3 £ +3.456e+03
die auch einen Dezimalpunkt enthalten darf und einem op-
tionalen Exponenten (zur Basis 10), bestehend aus e oder E
und einer ganzen Zahl mit optionalem Vorzeichen
Liste logischer B durch Klammern eingeschlossene und durch Kommata ge- | (1, 1, 0, 1) A W, W, F, W)
Variablen trennte Folge logischer Variablen
Liste mnatiirlicher U durch Klammern eingeschlossene und durch Kommata ge- | (18, 23, 28, 33, 38) L (s, 18, 38, 5)
Zahlen trennte Folge natiirlicher Zahlen, kann auch iiber eine Schlei-
fenkonstruktion in der Form (s, Startwert, Stopwert, In-
krement) eingegeben werden
Liste ganzer Zah- I durch Klammern eingeschlossene und durch Kommata ge- | (13, 8, 3, -2, -7) 2 (s, 13, -7, -5)
len trennte Folge ganzer Zahlen, kann auch iiber eine Schleifen-
konstruktion in der Form (s, Startwert, Stopwert, Inkre-
ment) eingegeben werden
Liste von Gleit- F durch Klammern eingeschlossene und durch Kommata ge- | (1.66667e+00, 9.44444e-01)

kommazahlen

trennte Folge von Gleitkommazahlen

Tabelle A.1: Formate der Argumente von Eingabebefehlen
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A.2 Einteilung der Befehle

Die Eingabebefehle lassen sich nach ihrem Verwendungszweck in Gruppen aufteilen:

e Befehl zur Festlegung des Berechnungstitels
e Befehle zur Auswahl der Ausgaben
e Befehle zur Festlegung der Steuerwerte

e Befehle zur Definition der Berechnungsobjekte (Materialien, Materialpunkte,

Knoten, Elementtypen, Elemente, Punktlasten und Kontaktlinien)

In dieser Reihenfolge werden die Befehle weiter unten dargestellt.

Die Befehle zur Festlegung des Berechnungstitels und der Steuerwerte sollten in
jeder Eingabedatei nur jeweils einmal auftreten. Werden sie mehrfach verwendet, so

werden sie nur an der Stelle ihres ersten Auftretens eingelesen.

Die Befehle zur Definition der Berechnungsobjekte diirfen beliebig haufig verwendet
werden. Die den Objekten gegebenen Nummern miissen aber je Objekttyp eindeutig
sein. (Es diirfen z.B. nicht zwei Elemente dieselbe Nummer haben, aber ein Element
darf dieselbe Nummer haben wie ein Knoten.) Die Nummerierung der Objekte muf

nicht notwendigerweise fortlaufend erfolgen. !

A.3 Syntax der Befehlsbeschreibungen

Zu jedem Befehl werden in einer Ubersicht der Befehlsname, symbolische Namen fiir

die Befehlsargumente und eine Kurzbeschreibung des Befehls angegeben:

Ubersicht

befehlsname, argumentnamel , argumentname?, ..., argumentnameN — Kurz-

beschreibung des Befehls.

Der Befehlsname sollte in der angegebenen Schreibweise in der Eingabedatei erschei-
nen. Die Argumentnamen sind durch passende Argumente zu ersetzen, wobei eine

Beschreibung der Befehlsargumente Hilfestellung leistet:

!Liicken in der Numerierung haben keinen Einfluss auf den Speicherbedarf des Programmes, da
die Nummern nur als Namen der Objekte dienen. Programmintern wird die Zuordnung zwischen
den Objektnummern und den Speicheradressen der Objekte mit Hilfe einer von der STL-Container-
Klasse map abgeleiteten Klasse vorgenommen.
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Argumente
argumentnamel [ Formatkiirzel ,Voreinstellung]

Beschreibung des ersten Argumentes

argumentname? | Formatkiirzel ,Voreinstellung |

Beschreibung des zweiten Argumentes

argumentnameN [ Formatkiirzel ,Voreinstellung |

Beschreibung des N-ten Argumentes

Den symbolischen Argumentnamen sind jeweils ein Formatkiirzel (siehe Tabelle A.1),

die Voreinstellung und eine Beschreibung des Argumentes zugeordnet.

Teilweise folgen noch Anmerkungen:

Anmerkungen

Weitere Informationen zum Befehl.

A.4 Befehlsbeschreibungen

A.4.1 Befehl titel
Ubersicht

titel, strtitel — Legt den Berechnungstitel fest.

Argument

strtitel [s,""]

Zeichenkette zur Beschreibung der Berechnung

A.4.2 Befehl aus_dat_gid
Ubersicht

aus_dat_gid, baus — Legt fest, ob Daten zur Nachbearbeitung mit GID ausgegeben

werden sollen.
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Argument

baus [b,F]
Ausgabe im GID-Format?

Anmerkungen

Zur Visualisierung konnen Ergebnisse in einem vom Pre- und Postprozessor GiD
lesbaren Format herausgeschrieben werden. Mit der unter http://gid.cimne.upc.es/
kostenlos erhéltlichen akademischen Version lassen sich kleinere Modelle (bis 1000

Knoten) visualisieren.

A.4.3 Befehl aus_dat_gnupl
Ubersicht

aus_dat_gnup, baus, bfarbe — Legt fest, ob eine Steuerdatei zur Erzeugung von

Gnuplot-Diagrammen generiert werden soll.

Argumente

baus [b,F]
Ausgabe einer Steuerdatei?
bfarbe [b,W]

Gnuplot-Einstellungen in Steuerdatei fiir farbige Diagramme?

Anmerkungen

Mit dem kostenlos unter http://www.gnuplot.info/ erhaltlichen Programm Gnuplot
lassen sich Darstellungen von Daten und Funktionen in verschiedenen Grafikforma-
ten iiber die Kommandozeile erzeugen. Vom vorliegenden Programm wird Gnuplot
speziell genutzt, um Bilder von zeitlichen Zustandsgrofienverlaufen von Knoten oder

Materialpunkten im Encapsulated Postscript Format zu erzeugen.

Hierzu werden alle Einstellungen fiir Gnuplot in einer Steuerdatei abgelegt. Diese er-
hélt den Namen berechnungsname .gpl. Die Objekte, deren Zustandsgroflenverldufe
visualisiert werden sollen, werden mit dem Befehl obj_ausdat festgelegt. Die Daten
werden wahrend der Berechnung in die Dateien berechnungsname .dat .kno.txt und

berechnungsname .dat .mpu.txt geschrieben.
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Nach AbschluB der Berechnung werden die Grafikdateien erzeugt, in-
dem auf der Kommandozeile im  Berechnungsverzeichnis der Befehl

gnuplot berechnungsname.gpl eingegeben wird.

A.4.4 Befehl obj_ausdat
Ubersicht

obj_ausdat, objtyp, objnumlist — Legt die Objekte fest, deren zeitliche Zustands-

groBenverlaufe, z.B. mit Gnuplot, dargestellt werden sollen.

Argumente
objtyp [w ,kno |
Objektauswahl (kno fiir Knoten und mpu fiir Materialpunkte)

objnumlist [ U, () ]

Liste mit Objektnummern

A.4.5 Befehl stw_berechverf
Ubersicht

stw_berechverf bknokoerperfest,, bmpukoerperfest, bipukoerperfest, bmpuauf-
kno, bipuaufmpu, bipuaufkno, ansatz_kno_zu_pu, ansatz_mpu_zu_ipu, an-

satz_pu_zu_kno, konfigur, verzerr — Definition des Berechnungsverfahrens.

Argumente
bknokoerperfest [b W]
Sind die Knoten korperfest?
bmpukoerperfest [ b, W]
Sind die Materialpunkte korperfest? (Als Einstellung ist nur W zuléssig.)

bipukoerperfest [b W]

Sind die Integrationspunkte korperfest?
bmpuaufkno [ b, F]

Liegen die Materialpunkte auf den Knoten?
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bipuaufmpu [ b, W]
Liegen die Integrationspunkte auf den Materialpunkten?

bipuaufkno [ b, F]|
Liegen die Integrationspunkte auf den Knoten?

ansatz_kno_zu_pu [w ,ele]
Auswahl des Ansatzes mit Knoten als Stiitzpunkte und Materialpunkten
oder Integrationspunkten als Auswertungsorte.

ansatz_mpu_zu_ipu [w ,kopieren|
Auswahl des Ansatzes mit Materialpunkten als Stiitzpunkte und Integrati-
onspunkten als Auswertungsorte.

ansatz_pu_zu_kno [w ,eleinv]
Auswahl des Ansatzes mit Materialpunkten oder Integrationspunkten als
Stiitzpunkte und Knoten als Auswertungsorte.

konfigur [w ,refkonf |
Konfiguration bzgl. der die schwache Form aufgestellt wird, refkonf fiir
Referenzkonfiguration und momkonf fiir Momentankonfiguration

verzerr [w ,klnverz|
Art der Verzerrungsberechnung, klnverz fiir Theorie kleine Verformungen,

groverz fiir Theorie grofer Verformungen (nicht implementiert)

A.4.6 Befehl stw_dimension
Ubersicht

stw_dimension, dim, sym — Festlegung der Dimension.

Argument

dim [w,2d]
RéAumliche Dimension, nur die Auswahl 24 fiir zweidimensionale Berechnun-
gen ist implementiert

sym [w ,spO]

Ergidnzende Angabe zur rdaumlichen Dimension

Anmerkungen

Der ebene Spannungszustand wird mit dim=2d und sym=sp0 ausgewihlt, der ebene

Verzerrungszustand mit dim=2d und sym=vz0.
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A.4.7 Befehl stw_zeitschrittverf
Ubersicht

stw_zeitschrittverf, art, paraml , param2 — Festlegung des Zeitschrittverfah-

rens.

Argument

art [w,impldyn |
Auswahl eines impliziten Zeitschrittverfahrens mit impldyn und eines expli-

ziten Zeitschrittverfahrens mit expldyn (nicht implementiert)

paraml [f,0.25]

Erster Parameter des Newmark-Zeitschrittverfahrens ()

param2 [f,0.5]

Zweiter Parameter des Newmark-Zeitschrittverfahrens ()

A.4.8 Befehl stw_m
Ubersicht

stw_m, bmasse, konzfak — Einstellungen zur Beriicksichtigung der Massentrigheit.

Argument

bmasse [b,W]

Masse beriicksichtigen?

konzfak [f,0. ]
Konzentrationsfaktor der Massenmatrix, 1. fiir vollstindig auf Hauptdiago-

nale konzentrierte Massenmatrix, 0. fiir konsistente Massenmatrix

Anmerkungen

Bei Wahl von bmasse=F werden weder Massenmatrizen noch Massenkrafte bertiick-

sichtigt.
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A.4.9 Befehl stw_strafverf

Ubersicht

stw_strafverf, bstrafverf, param — Einstellungen zum Strafverfahren.

Argument

bstrafverf [b W]

Alle wesentlichen RBs iiber Strafverfahren beriicksichtigen?

param [f,1.E6]

Strafparameter

Anmerkungen

Je nach verwendetem Berechnungsverfahren und der Art der Verschiebungsrandbe-
dingungen konnen diese zum Teil auch ohne Strafverfahren beriicksichtigt werden.
Bei Wahl von bstrafverf =W wird das Strafverfahren stets fiir alle Verschiebungsrand-

bedingungen verwendet.

A.4.10 Befehl stw_kontakt

Ubersicht

stw_kontakt, bkont, ggrenz, straffunkparam — Einstellungen zum Kontakt.

Argument

bkont [b,F]

Kontakt verwenden?

ggrenz [f,1.]
Grenze fiir Eindringung

straffunkparam [ F, (1.E6) ]

Strafparameter
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Anmerkungen

Bei einer sinnvollen Wahl des Strafparameters dringen Knoten nur sehr wenig in
Kontaktoberflichen ein. Uberschreiten Knoten die mit dem Parameter ggrenz vor-
gegebene Grenze fiir die Eindringung, so wird davon ausgegangen, dass die Knoten
nicht in die Kontaktoberfliche eingedrungen sind, sondern sich aus anderen Griin-
den (z.B. komplexe Geometrie) hinter der Kontaktoberfléche befinden. Diese Knoten

werden daher beim Kontakt iibergangen.

A.4.11 Befehl stw_nummattangente
Ubersicht

stw_nummattangente, bnummattang — Einstellungen zur numerischen Material-

tangente.

Argument

bnummattang [ b, F |

Numerische Materialtangente verwenden?

dz [f,1.E-8]

Parameter zur Berechnung der numerischen Materialtangente

Anmerkungen

Die Berechnung der numerischen Tangente wird im Abschnitt 7.2.4 im Zusammen-

hang mit dem diskretisierten Newton-Verfahren beschrieben.

A.4.12 Befehl stw_wolken
Ubersicht

stw_wolken, ng, bvollst, a_mpu, a_ipu, a_kno — Einstellungen zu elementfreien

Ansétzen (MLS-Approximation).
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Argumente

ng [u,1]

Polynomgrad der Funktionsbasis, zuldssig sind die Polynomgrade 0 bis 4

bvollst [ b,F]

Funktionsbasis vollstdndig bis zum gewéhlten Polynomgrad?

a-mpu [f,3.25]
Wichtungsfunktionsiiberlappungsparameter fiir Ansétze mit Materialpunk-

ten als Stiitzpunkte

a_ipu [f,3.25]
Wichtungsfunktionsiiberlappungsparameter fiir Ansétze mit Integrations-

punkten als Stiitzpunkte

a_kno [f,3.25]
Wichtungsfunktionsiiberlappungsparameter fiir Ansédtze mit Knoten als

Stiitzpunkte

Anmerkungen

Als Basisfunktionen dienen Monome (siehe Abschnitt 5.5.2), die sich im zweidimen-
sionalen Fall in Form eines Pascaleschen Dreiecks anordnen lassen. Wird bwvollst=F
gewahlt, so werden die Basisfunktionen den ersten ng+1 Zeilen des Pascaleschen
Dreiecks entnommen. Mit bvollst=W werden zusétzlich die Monome des dreiecks-
formigen Bereiches unterhalb der (ng+1)-ten Zeile des Pascaleschen Dreiecks der
Funktionsbasis hinzugefiigt. Letztere Einstellung fithrt zu numerischen Schwierigkei-
ten bei der Berechnung der MLS-Ansatzfunktionen und sollte daher nicht verwendet

werden.

Welche der Parameter a_mpu, a_ipu und a_kno benotigt werden, héngt vom Berech-

nungsverfahren ab.

A.4.13 Befehl stw_bneuberech
Ubersicht

stw_bneuberech, bneuberech — Einstellung, ob Neuberechnung oder Aufsetzen auf

Restart-Datei erfolgen soll.
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Argumente

bneuberech [ b, W]

Neuberechnung?

Anmerkungen

Aufsetzen auf Restart-Datei ist nicht implementiert.

A.4.14 Befehl stw_uebtragrichtstart
Ubersicht

stw_uebtragrichtstart, uebtragrichtstart — Einstellung zur Dateniibertragungs-

richtung beim Berechnungsbeginn.

Argumente

uebtragrichtstart [w , kno_zu_mpu |
Bei kno_zu_mpu Dateniibertragung von Knoten zu Materialpunkten, bei

mpu_zu_kno Dateniibertragung von Materialpunkten zu Knoten

Anmerkungen

Einstellung hat nur Auswirkung auf Methoden, bei denen die Knoten nicht kérper-

fest sind.

A.4.15 Befehl stw_numplus
Ubersicht

stw_numplus, dnum_mpu, dnum_ipu, dnum_kno, dnum_ele — Erhoht Objekt-

numimern.
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Argumente
dnum_mpu [u,0]

Zahl, um die alle Materialpunktnummern erhoht werden
dnum_ipu [u 0]

Zahl, um die alle Integrationspunktnummern erhéht werden

dnum_kno [u,0]

Zahl, um die alle Knotennummern erhéht werden

dnum_ele [u,0]

Zahl, um die alle Elementnummern erhoht werden

Anmerkungen

Sollen die Ausgabedaten mehrerer Berechnungen kombiniert werden, um sie gemein-
sam mit einem Postprocessing-Tool zu visualisieren, so kann mit Hilfe des Befehls
stw_numplus ohne gréfiere Anderungen an den Eingabedateien sichergestellt werden,

dafl die Objektnummern in der zusammengefiigten Ausgabedatei eindeutig sind.

A.4.16 Befehl stw_t
Ubersicht

stw_t, ta, te, dt, nt, tta, dtkontakt — FEinstellungen zur zeitlichen Diskretisie-

rung.

Argumente

ta [f,0.]

Zeit am Berechnungsbeginn

te [f,0.]

Zeit am Berechnungsende

dt [f,0.]

Zeitschrittlange
nt [u,1]

Anzahl Zeitschritte
tta [u,0]

Zeitschrittnummer am Berechnungsanfang
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dtkontakt [f,0. ]
Zeitschrittlinge bei Kontakt, ohne Angabe gilt dtkontakt=dt

Anmerkungen

Es ist nur die Eingabe eines Teiles der Argumente notwendig, da die Argumente

voneinander abhéngen. Fehlende Angaben werden vom Programm ergénzt.

A.4.17 Befehl stw_zstrg
Ubersicht

stw_zstrg, bzstrg, unterteilung, tiefe — Einstellungen zur Zeitschrittsteuerung.

Argumente

bzstrg [b, W]

Zeitschrittsteuerung verwenden?

unterteilung [u 2]

Zeitschrittunterteilung bei Zeitschrittverfeinerung

tiefe [u,20]

Maximale Anzahl Zeitschrittverfeinerungsstufen

Anmerkungen

Die Zeitschrittsteuerung wird in Abschnitt 7.4 beschrieben.

A.4.18 Befehl stw_t_aus_dat
Ubersicht

stw_t_aus_dat, bimmer, dt, thst, dnt, ttlist — Einstellungen zu Datenausgaben.
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Argumente

bimmer [ b ,F|

Stets ausgeben? bimmer=W bewirkt Ausgaben in jedem erfolgreich abge-

schlossenen Zeitschritt

dt [f,0.]
Zeitdifferenz zwischen Ausgaben

tlist [F, O]
Zeitpunkte fiir Ausgaben

dnt [u,0]

Zeitschrittdifferenz zwischen Ausgaben

tthist [U, O]
Zeitschritte fiir Ausgaben

A.4.19 Befehl stw_t_aus_ktr

Ubersicht

stw_t_aus_ktr, bimmer, dt, thst, dnt, ttlist — Einstellungen zu Kontrollausga-

ben.

Argumente

bimmer [ b ,F|

Stets ausgeben? bimmer=W bewirkt Ausgaben in jedem erfolgreich abge-

schlossenen Zeitschritt

dt [f,0.]

Zeitdifferenz zwischen Ausgaben

thst [F, Q|
Zeitpunkte fiir Ausgaben

dnt [u,0]

Zeitschrittdifferenz zwischen Ausgaben

ttlist [U, O]
Zeitschritte fiir Ausgaben
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A.4.20 Befehl stw_autodtparam
Ubersicht

stw_autodtparam, paramlist — Angaben zur Zeitschrittlingenabschitzung.

Argumente

paramlist [F, (1., 1., 1., 1., 1., 1., 0.)]
Léange, Breite, Dicke, kleinste Elementabmessung, Dichte, E-Modul, Quer-

kontraktionszahl

Anmerkungen

Werden keine hinreichenden Angaben zur zeitlichen Diskretisierung iiber den Befehl
stw_t gemacht, so kann eine sinnvolle Zeitschrittlinge vom Programm geschétzt
werden, wenn iiber den Befehl stw_autodtparam fiir das Problem charakteristische

Werte angegeben werden.

Als sinnvolle Zeitschrittlinge wird ein Viertel der Periodendauer der Kompressions-
welle im kleinsten Element angenommen. Hierzu werden als Angaben die kleinste
Elementabmessung, die Dichte, der E-Modul und die Querkontraktionszahl benotigt.
Zusétzlich werden zum Vergleich die Periodendauern der freien Léngsschwingung
und der freien Querschwingung (Biegeschwingung) berechnet und in die Kontroll-
ausgabedatei geschrieben. Hierzu sind (wenn dies beim zu berechnenden Problem
sinnvoll ist) zusétzlich charakteristische Werte fiir Lange, Breite und Dicke anzuge-

ben.

A.4.21 Befehl stw_gleichloes_bil
Ubersicht

stw_gleichloes_bil, loeser — Auswahl des Gleichungslosers zur Losung des li-

nearisierten globalen Gleichungssystems innerhalb der Bilanziteration.

Argument

loeser [w ,profil|

Loser
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Argument | Verfahren Erforderliche Matrixeigenschaften

loeser

gauss GauB-Algorithmus regulér

lu LU-Zerlegung regulér

profil Cholesky-Zerlegung, reguldr, symmetrisch, positiv definit
Profilspeichertechnik

svd Singuldrwertzerlegung | —

Tabelle A.2: Gleichungsloser
Anmerkungen

Die Auswahlmoglichkeiten fiir das Befehlsargument loeser zeigt Tabelle A.2.

A.4.22 Befehl stw_gleichloes_mat
Ubersicht

stw_gleichloes_mat, loeser — Auswahl des Gleichungslosers zur Losung des li-

nearisierten Materialgleichungssystems innerhalb der Materialiterationen.

Argumente

loeser [w , gauss |

Loser

Anmerkungen

Von den Auswahlmoglichkeiten fiir das Befehlsargument loeser nach Tabelle A.2 darf

der Profilléser nicht verwendet werden, da er symmetrische Matrizen vorausetzt.

A.4.23 Befehl stw_gleichloes_ans
Ubersicht

stw_gleichloes_ans, loeser — Auswahl des Gleichungslosers zur Berechnung der

elementireien Ansatzfunktionen.
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Argumente

loeser [w , gauss |

Loser

Anmerkungen

Die Auswahlmoglichkeiten fiir das Befehlsargument loeser zeigt Tabelle A.2.

A.4.24 Befehl stw_bilanzit
Ubersicht

stw_bilanzit, maznit, schranke_normdU , schranke_normG , bkonvkontr, min-

konv — FEinstellungen fiir die globale Iteration.

Argumente

maznit [u,10]
Maximale Anzahl Iterationsschritte im Zeitschritt
schranke_normdU [f,1.E-6]
Abbruchschranke der Iteration, Norm der Verbesserung des Unbekannten-
vektors im Iterationsschritt
schranke_normG [f ,1.E-6]
Abbruchschranke der Iteration, Norm des Residualvektors im Iterations-

schritt (nicht verwendet)

bkonvkontr [ b, F|

Konvergenzrate kontrollieren?

minkonv [f,1.]

Minimale Konvergenzrate

Anmerkungen

Ist die Konvergenzkontrolle eingeschaltet (bkonvkontr=w), so wird ab dem zwei-
ten Iterationschritt kontrolliert, ob die geforderte Konvergenzrate eingehalten wird.
Andernfalls wird die Iteration abgebrochen und die Berechnung mit reduzierter Zeit-

schrittlange fortgesetzt.
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A.4.25 Befehl stw_matit
Ubersicht

stw_matit, maxnit, schranke_normdz, schranke_normr, bkonvkontr, minkonv —

Einstellungen fiir die Materialiteration.

Argumente
maznit [u,10]
Maximale Anzahl Iterationsschritte

schranke_normdz [ f,1.E-6]
Abbruchschranke der Iteration, Norm der Verbesserung des Vektors der zu-

sitzlichen (inneren) Variablen im Iterationsschritt

schranke_normr [f ,1.E-6|
Abbruchschranke der Iteration, Norm des Residualvektors im Iterations-
schritt

bkonvkontr [ b, F|

Konvergenzrate kontrollieren?

minkonv [f,1.]

Minimale Konvergenzrate

Anmerkungen

Die Iteration wird beendet, wenn beide Abbruchschranken erfiillt sind.

Ist die Konvergenzkontrolle eingeschaltet (bkonvkontr=W), so wird ab dem zweiten
Iterationschritt kontrolliert, ob die geforderte Konvergenzrate eingehalten wird. An-
dernfalls werden die Materialiteration und die globale Iteration abgebrochen und die

Berechnung wird mit reduzierter Zeitschrittlinge fortgesetzt.

A.4.26 Befehl stw_schrankefliess
Ubersicht

stw_schrankefliess, schranke — Einstellung zur Fliebedingung.
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Argument

schranke [f ,-1.E-12]
Schranke fuer FlieBbedingung

Anmerkungen

Die Materialiteration bei elastoplastischem Materialverhalten zeigt ein besseres Kon-
vergenzverhalten, wenn in der Fliessbedingung nicht mit 0, sondern mit einem sehr

kleinen negativen Wert verglichen wird.

A.4.27 Befehl mat

Ubersicht

mat, num, mattyp, matkennwerte, farbe — Erzeugt Material-Objekt.

Argumente

num [u,0]
Nummer des Materials

mattyp [u,1]
Materialtyp

matkennwerte [F (1., 1., 0., 1., 0.)]

Materialkennwerte

farbe [u, 1]

Kennzeichnung

Anmerkungen

Tabelle A.3 zeigt die zur Verfiigung stehenden Materialmodelle und die dazuge-
horigen Materialparameter. Mit dem Argument num wird dem Material eine Zahl
zugeordnet, iiber die in anderen Befehlen Bezug auf das Material-Objekt genommen

werden kann.
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Befehlsargument Rheologisches Materialmodell Im Befehlsargument
mattyp und matkennwerte
und zugeordnete .
Benennung des Materialharameter iibergebene
Materialtypes P Materialparameter
)
(E,v)—C
1, Kelvin-Koérper p, B v, T
) )
D=1 C
(4) )
D=1 C
1 1 h — ]
2, elastoplastisch-
viskoser Korper Q—Lll_/\/v\/\/\N\/—i_Q pr By v, 7, 0v0, Hiso
@
Oy0, Hiso (E, l/) —C
)
(B, v) =»C
3, Zener-M-Korper p, B, v, 7, E5, 1
(4) (4) )
(B2, v3) 2C2 Dy=1 C,

Tabelle A.3: Materialmodelle und Materialparameter

A.4.28 Befehl mpu

Ubersicht

mpu, num, matnum, vol, z0, u, ut, utt, z, farbe — FErzeugt Materialpunkt.

Argumente

num [u,0]

Nummer des Materialpunktes

matnum [u 1]

Nummer des zugeordneten Materials

vol [f,1.]
Volumen
z0 [F, ()]

Materialpunktposition in Referenzkonfiguration
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wlF,0]
Verschiebung am Berechnungsanfang
ut [F, QO]
Geschwindigkeit am Berechnungsanfang
utt [F, O]
Beschleunigung am Berechnungsanfang
z [F,0]
zusétzliche Variablen am Berechnungsanfang
farbe [u, 1]
Kennzeichnung

A.4.29 Befehl kno
Ubersicht

kno, num, res, vol, x0, w, ut, utt, z, farbe — Erzeugt Knoten.

Argumente
num [u,0]

Nummer
res [u,1]

(reserviert)
vol [f,1.]

Volumen
z0 [F, ()]

Knotenposition in Referenzkonfiguration
uwlF,0]

Verschiebung am Berechnungsanfang
ut [F, O]

Geschwindigkeit am Berechnungsanfang
utt [F, O]

Beschleunigung am Berechnungsanfang
2 [F,0]

Zusétzliche Variablen am Berechnungsanfang
farbe [u, 1]

Kennzeichnung
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A.4.30 Befehl eletyp

Tabelle A.4: Geometrische Elementformen

Argument | Elementgestalt
form

dreieck Dreieck
viereck | Viereck

Argument ansfunkz | Ansatzfunktionstyp
oder ansfunku

lagrol Lagrange, linear
lagro?2 Lagrange, quadratisch
lagro3 Lagrange, kubisch
sereol Serendipity, linear !
sereo?2 Serendipity, quadratisch
sereo3 Serendipity, kubisch

Iidentisch mit Lagrange, linear

Tabelle A.5: Elementansatzfunktionen

Argument | Argument | Argument | Elementart
form ansfunkz | ansfunku
dreieck lagrol lagrol isoparametrisch
viereck lagrol lagrol
lagro2 lagro?2
lagro3 lagro3
sereo2 sereo?2
sereo3 sereo3
lagrol lagro?2 subparametrisch
lagrol lagro3d
lagro2 lagro01 superparametrisch
lagro3d lagrO1

Tabelle A.6: Kombinationen der Elementansitze fiir Geometrie und Unbekannte

Ubersicht

eletyp, num, form, ansfunkx, ansfunku, iputyp, nipu, farbe — Definition eines

Elementtypes.
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Argument Integrationsart zul. Werte fiir Argument nipu
iputyp form=dreieck form=viereck
(Punkte werden
leer direkt definiert) 0 ¥
gauss Gaufl 1,3,4,6,7,9,12,13 | 1,3,4,7,9,16
newcotgeschl Newton-Cotes 3,6,10 4,9,16
geschlossen
rasteroffen regelméfliges Raster | 1.4,9.16
offen
rastergeschl regelmafiiges Raster 3,6,10 4,9,16
geschlossen
Tabelle A.7: Arten der numerischen Integration
Argumente
num [u,0]

Nummer des Elementtypes

form [w,viereck]

Geometrische Form

ansfunkx [w ,lagro1l |

Ansatzfunktionen zur Beschreibung der Geometrie

ansfunku [w ,lagro1 |

Ansatzfunktionen zur Beschreibung der Unbekannten

iputyp [w, gauss |

Art der numerischen Integration

nipu [u,4]
Anzahl Integrationspunkte

farbe [u, 1]

Kennzeichnung

Anmerkungen

Die Auswahlmoglichkeiten fiir die Befehlsargumente form, ansfunkz, ansfunku, ipu-

typ und nipu zeigen die Tabellen A.4 bis A.7.
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A.4.31 Befehl ele
Ubersicht

ele, num, matnum, eletypnum, knonumlist, farbe — Definition eines Elementes.

Argumente
num [u,0]
Nummer des Elementes

matnum [u 1]

Nummer des zugeordneten Materials

eletypnum [u, 1]

Nummer des zugeordneten Elementtypes

knonumlist [ U, () |

Knotennummern
farbe [u, 1]
Kennzeichnung
A.4.32 Befehl ele_c
Ubersicht
ele_c, elenumlist, farbe — Kennzeichnung von Elementen.

Argumente

elenumlist [ U, () |

Elementnummern
farbe [u, 1]

Kennzeichnung
A.4.33 Befehl pu_u

Ubersicht

pu_u, puobjtyp, punumlist, ulist — Festlegung der Verschiebung von Punkten am

Berechnungsanfang.
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Argumente
puobjtyp [w ,kno |

Objekttyp, kno fiir Knoten oder mpu fiir Materialpunkt
punumlist [ U, () |

Objektnummern

uwl[F,QO]

Anfangsverschiebung

A.4.34 Befehl pu_ut
Ubersicht

pu_ut, puobjtyp, punumlist, utlist — Festlegung der Geschwindigkeit von Punkten

am Berechnungsanfang.

Argumente
puobjtyp [w ,kno |

Objekttyp, kno fiir Knoten oder mpu fiir Materialpunkt
punumlist [ U, ()]

Objektnummern

ut [F, Q)]
Anfangsgeschwindigkeit

A.4.35 Befehl pu_utt
Ubersicht

pu_utt, puobjtyp, punumlist, uttlist — Festlegung der Beschleunigung von Punk-

ten am Berechnungsanfang.

Argumente
puobjtyp [w ,kno |
Objekttyp, kno fiir Knoten oder mpu fiir Materialpunkt

punumlist [ U, )]

Objektnummern
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utt [F, O]
Anfangsbeschleunigung

A.4.36 Befehl pu_z
Ubersicht

pu_z, puobjtyp, punumlist, zustvarlist — Festlegung der zusétzlichen Variablen

von Punkten am Berechnungsanfang.

Argumente

puobjtyp [w ,kno |
Objekttyp, kno fiir Knoten oder mpu fiir Materialpunkt

punumlist [ U, O]

Objektnummern

2 [F,0]

zusatzliche (innere) Variablen

A.4.37 Befehl pu_c
Ubersicht

pu_c, puobjtyp, punumlist, farbe — Kennzeichnung von Punkten.

Argumente

puobjtyp [w ,kno |
Objekttyp, kno fiir Knoten, mpu fiir Materialpunkt und ipu fiir Integrati-

onspunkt

punumlist [ U, () |

Objektnummern

farbe [u, 1]

Kennzeichnung
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Argument | Last wirkt auf
puobjtyp

kno Knoten

mpu Materialpunkt

Tabelle A.8: Punktlastziele

Argument Lastart
lastart

beschleunigung | massenbezogene Kraft
kraft Kraft
verschiebung Verschiebung

Tabelle A.9: Punktlastarten

Argument | Funktion Argument

funktyp funkparamlist

kon Polynom Grad 0 | (Konstante)

lin Polynom Grad 1 | (linker Randwert, rechter Randwert)
qua Polynom Grad 2 | (linker Randwert, rechter Randwert,

Wert in Zeitintervallmitte)

kub Polynom Grad 3 | (linker Randwert, rechter Randwert,
linker Randwert der Ableitung,
rechter Randwert der Ableitung)

sin Sinusfunktion (Amplitude, Periode,
zeitliche Verschiebung, additive Konstante)

cos Kosinusfunktion | (Amplitude, Periode,
zeitliche Verschiebung, additive Konstante)

Tabelle A.10: Punktlastfunktionen

A.4.38 Befehl punktlast

Ubersicht

punktlast, num, puobjtyp, lastart, punumlist, richtung, funktyp, zeitlist, funk-

paramlist — Definition einer Punktlast.
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Argumente
num [u,0]
Nummer der Punktlast
puobjtyp [w ,kno |
Objekttyp, kno fiir Knoten oder mpu fiir Materialpunkt

lastart [w ,kraft |
Lastart

punumlist [ U, ()]

Punktnummern

richtung [f,0. ]
Richtung in Grad beziiglich der globalen z-Achse

funktyp [w ,kon |
Funktionstyp

zeitlist [F, (0., 0.)]
Anfangszeit und Endzeit

funkparamlist [ F', (0.) |

Funktionsparameter

Anmerkungen

Die Auswahlmoglichkeiten fiir die Befehlsargumente puobjtyp, lastart und funktyp
zeigen die Tabellen A.4.38 bis A.4.38.

A.4.39 Befehl konlin
Ubersicht

konlin, num, puobjtyp, konlintyp, punumlist — Definition einer Kontaktlinie.

Argumente
num [u,0]
Nummer der Kontaktlinie

puobjtyp [w ,kno |
Punktobjekttyp
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konlintyp [w , splele]
Kontaktlinientyp

punumlist [ U, )]

Punktnummern

Anmerkungen

Das Argument puobjtyp bestimmt, welche Objekte (kno fiir Knoten oder mpu fiir

Materialpunkte) mit der Kontaktlinie in Kontakt treten konnen.

Die Kontaktlinien setzen sich aus Hermite-Elementen zusammen, deren Knoten ent-
weder auf den Mitten linearer Stiitzelemente (konlintyp=splele) oder auf den Kno-

ten dieser Stiitzelemente (konlintyp=splkno) liegen.

Die im Argument punumlist iibergebenen Punktobjektnummern definieren einen
polygonalen Linienzug aus linearen Stiitzelementen. Die Punktobjekte, in der Regel

handelt es sich um Knoten, miissen bereits definiert sein.

Eine ausfiihrliche Beschreibung der Kontaktlinien findet sich in Abschnitt 6.3.2.
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Detektion von Systemverdnderungen durch neue Identifikationsverfahren in der experimentellen
Modalanalyse

Wolfgang Hiese: Januar 2000
Giiltigkeitskriterien zur Bestimmung von Scherbruchzéhigkeiten

Peter Jaschke: Februar 2000
Mathematische Modellierung des Betriebsverhaltens hydrodynamischer Kupplungen mit hybriden
Modellansétzen

Stefan Miiller: Februar 2000
Zum Einsatz von semi-aktiven Aktoren zur optimalen Schwingungsreduktion in Tragwerken

Dirk Eichel: Juni 2000
Zur Kondensation strukturdynamischer Aufgaben mit Hilfe von Polynommatrizen

Andreas Biirgel: August 2000
Bruchmechanische Kennwerte beim Wechsel im Versagensverhalten dynamisch scherbeanspruchter
Risse

Daniela Liirding: Mérz 2001
Modellierung grofler Deformationen in orthotropen, hyperelastischen Schalenstrukturen

Thorsten Quent: Mai 2001
Ein mikromechanisch begriindetes Modell zur Beschreibung des duktilen Verhaltens metallischer
Werkstoffe bei endlichen Deformationen unter Beriicksichtigung von Porenschiadigung

Ndzi C. Bongmba: Mai 2001
Ein finites anisotropes Materialmodell auf der Basis der Hencky-Dehnung und der logarithmischen
Rate zur Beschreibung duktiler Schiadigung
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Henning Schiitte: August 2001
Ein finites Modell fiir sprode Schidigung basierend auf der Ausbreitung von Mikrorissen

Henner Vogelsang: Dezember 2001
Parameteridentifikation fiir ein selbstkonsistentes Stoffmodell unter Beriicksichtigung von Phasen-
transformationen

Jorn Mosler: Dezember 2002
Finite Elemente mit sprungstetigen Abbildungen des Verschiebungsfeldes fiir numerische Analysen
lokalisierter Versagenszustéinde

Karin Preusch: Mai 2003
Hierarchische Schalenmodelle fiir nichtlineare Kontinua mit der p-Version der Finite-Element Me-
thode

Christoph Miiller: August 2003
Thermodynamic modeling of polycrystalline shape memory alloys at finite strains

Martin Heiderich: Juni 2004
Ein Beitrag zur zerstorungsfreien Schiadigungsanalyse

Raoul Costamagna: Juli 2004
Globale Materialbeziehungen fiir das gekliiftete Gebirge

Markus Bol: Januar 2005
Numerische Simulation von Polymernetzwerken mit Hilfe der Finite-Elemente-Methode

Gregor Kotucha: August 2005
Regularisierung von Problemen der Topologieoptimierung unter Einbeziehung von Dichtegradien-
ten

Michael Steiner: Februar 2006
Deformations- und Versagensverhalten innendruckbeanspruchter Stahlrohre durch Stoibelastung

Dirk Bergmannshoff: Dezember 2006
Das Instabilititsverhalten zug-/scherbeanspruchter Risse bei Variation des Belastungspfades

Olaf Schilling: Januar 2007
Uber eine implizite Partikelmethode zur Simulation von Umformprozessen
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