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Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit beschéftigt sich mit dem Problem des optimalen Entwurfs von Bau-
teilen, wobei an dieser Stelle speziell der Aspekt der Topologiecoptimierung linearelastischer
Strukturen im Vordergrund steht.

In diesem Zusammenhang besteht die Zielsetzung der Arbeit darin, die im Zuge der Gestal-
tung einer optimalen Bauteiltopologie zu 16sende Optimierungsaufgabe dahingehend zu re-
gularisieren, dass Topologien, die durch starke rdumliche Schwankungen der Materialdichte
gekennzeichnet sind und demnach aus fertigungstechnischer Sicht nur schwer realisierbare
Entwiirfe zur Folge haben, als unzulidssige Losungen ausgeschlossen werden. Die angestreb-
te Regularisierung wird dabei durch Einfiihrung eines Penalty-Funktionals erreicht, das rdaum-
liche Schwankungen der Materialdichte anhand der globalen Verteilung des Gradienten der
Dichtefunktion erfasst und somit die Moglichkeit erdffnet, oszillatorische Dichtefelder wie die
bekannten ,,checkerboard—patterns* gezielt zu bestrafen und auf diese Weise die Ausbildung
von Materialverteilungen der genannten Art im Laufe des Optimierungsprozesses systematisch
zu unterbinden. Die Einbeziehung des Dichtegradienten in die Formulierung der zu 16senden
Optimierungsaufgabe erfordert zudem die Entwicklung eines Finite-Elemente-Modells, das
eine stetige Approximation des Dichtefeldes innerhalb des Entwurfsraumes gestattet. Folglich
wird die Dichte im Gegensatz zur klassischen FE-Modellierung des Entwurfsraumes, die auf
der Annahme einer konstanten Dichteverteilung in den Elementen beruht, neben den Verschie-
bungen als Knotenvariable eingefiihrt und auf der Elementebene unter Verwendung geeigneter
Formfunktionen approximiert, die die Formulierung von Dichtegradienten innerhalb der Ele-
mente zulassen. Um die diskretisierte Problemstellung zu 16sen, wird die restringierte Optimie-
rungsaufgabe im Rahmen der Penalty—/Barrier—-Methode auf eine Folge von unrestringierten
Ersatzproblemen zuriickgefiihrt und anschliefend unter Verwendung eines pfadverfolgenden
Abstiegsverfahrens behandelt. AbschlieBend wird die regularisierende Wirkung des vorgestell-
ten Penalty—Ansatzes anhand ausgewihlter Gestaltungsaufgaben untersucht, die an dieser Stel-
le exemplarisch den Entwurf linearelastischer Strukturen unter dem Gesichtspunkt maximaler
Struktursteifigkeit umfassen.
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Kapitel 1
Einleitung

1.1 Problemstellung der Strukturoptimierung

Das Gebiet der Strukturoptimierung befasst sich mit der systematischen Entwicklung optima-
ler Bauteile bzw. Strukturen, die in der heutigen Zeit in immer mehr Konstruktionsprozessen
Anwendung findet. Die Forderung nach optimal ausgelegten, d.h. hoch belastbaren und den-
noch leichten Bauteilen, spielt nicht nur in klassischen Leichtbauanwendungen wie dem Flug-
zeugbau eine entscheidende Rolle. Vielmehr gewinnt der Aspekt der Gewichtsreduzierung und
der damit verbundenen Kraftstoffeinsparung angesichts immer knapper werdender Ressourcen
auch in der Fahrzeugkonstruktion laufend an Bedeutung.

Der Entwurf eines Bauteils stellt grundsitzlich einen iterativen Gestaltungsprozess dar, des-
sen Zielsetzung in der Regel darin besteht, aus einer durch konstruktive Vorgaben definierten
Grundstruktur eine im Hinblick auf die an das zu entwerfende Bauteil gestellten Anforderun-
gen optimale Konstruktion zu entwickeln. Die Grundstruktur orientiert sich dabei in erster Li-
nie am zur Verfiigung stehenden Bauraum, spiegelt jedoch auch weitergehende konstruktive
Vorgaben wider, die beispielsweise die Lagerung des Bauteils bzw. seine Wechselwirkung mit
anderen Bauteilen einer komplexeren Struktur betreffen. Im Laufe des Gestaltungsprozesses
wird die Grundstruktur hinsichtlich der beim Bauteilentwurf vordergriindig zu beriicksichti-
genden Bauteileigenschaften wie Bauteilgewicht, Tragfahigkeit, Steifigkeit, Stabilitédt oder dy-
namisches Verhalten beziiglich der im konkreten Anwendungsfall auftretenden Belastungen
optimiert, wobei in diesem Zusammenhang zwischen einer Topologie— und einer Formopti-
mierung unterschieden werden kann.

Im ersteren Fall erfolgt die Gestaltung des Bauteils durch Optimierung der Strukturtopologie,
die in diesem Kontext die Verteilung des Materials innerhalb des zur Verfiigung stehenden
Bauraumes widerspiegelt. Der gesamte Bauraum wird dabei durch Einfiihrung einer die Mate-
rialverteilung erfassenden Indikatorfunktion parametrisiert, um anschliefend im Zuge der Op-
timierung sogenannte materielle und immaterielle Bereiche des Bauraumes zu identifizieren, in
denen unter Beriicksichtigung der an das Bauteil gestellten Anforderungen Material erforder-
lich ist bzw. vor dem Hintergrund der angestrebten Gewichtsreduktion auf Material verzichtet
werden kann.
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Im Fall der Formoptimierung wird hingegen die Berandung der zu optimierenden Struktur un-
ter Verwendung spezieller Formfunktionen parametrisiert, die eine Variation der Bauteilgestalt
durch gezielte Formgebung der Bauteilkonturen gestatten. Folglich beschrinkt sich die Metho-
de der Formoptimierung ausschlieflich auf die Gestaltung vorhandener Oberflichen, wihrend
vom Rand entfernte Bereiche keiner Optimierung unterliegen und demnach unveréndert blei-
ben. Insbesondere ist im Laufe des Optimierungsprozesses die im Zusammenhang mit dem
Aspekt der Materialeinsparung sinnvolle Ausbildung von Hohlrdumen im Innern des Bauteils
ausgeschlossen.

Ein vollstindiger Bauteilentwurf erfordert in der Regel eine Kombination der genannten Op-
timierungsstrategien, die stets durch eine Unterteilung der zu 16senden Gestaltungsaufgabe in
zwei aufeinanderfolgende Gestaltungsschritte realisiert werden kann. Im ersten Schritt wird
dabei zunichst die Topologie des zu entwerfenden Bauteils optimiert, wihrend der zweite Ge-
staltungsschritt eine Formoptimierung der bereits voroptimierten Bauteiltopologie beinhaltet.
Die Topologieoptimierung liefert in diesem Zusammenhang somit einen ersten Vorentwurf,
wohingegen der anschlieBenden Formoptimierung die Rolle einer Feingestaltung des voropti-
mierten Topologieentwurfes zukommt, bei der die Ausgestaltung von Details im Vordergrund
steht.

Aus mathematischer Sicht stellt der Entwurf eines Bauteils eine restringierte Optimierungs-
aufgabe dar, die wahlweise als Minimierungs— bzw. Maximierungsproblem formuliert werden
kann. Die mathematische Beschreibung des Problems erfordert dabei die Formulierung eines
mathematischen Modells, das eine Parametrisicrung der zu optimierenden Struktur erméglicht
und somit die Identifikation von Entwurfsparametern gestattet, die im Rahmen der Bauteilge-
staltung variiert werden sollen. Zudem ist die Variationsfreiheit der Entwurfsparameter durch
Einfiihrung von Restriktionen, die als Nebenbedingungen in die zu 16sende Optimierungsauf-
gabe einflieBen konnen, auf im konkreten Fall zuldssige bzw. sinnvolle Variationen zu begren-
zen, wobei in diesem Zusammenhang sowohl Gleichungs- als auch Ungleichungsrestriktionen
denkbar sind. Ferner miissen die an das Bauteil gestellten Anforderungen in Form eines die
betreffenden Bauteileigenschaften beschreibenden Zielfunktionals ausgedriickt werden, das es
im Zuge des Gestaltungsprozesses unter Variation der eingefiihrten Entwurfsparameter zu opti-
mieren gilt. Da das resultierende Optimierungsproblem im allgemeinen Fall keine analytische
Losung besitzt, muss es in der Regel unter Verwendung numerischer Verfahren gelost werden,
die die gegebene Grundstruktur unter Beriicksichtigung der zu erfiillenden Optimalitétskriteri-
en mittels iterativer Algorithmen optimieren und anstelle des exakten Optimums approximative
Losungen liefern.

1.2 Zielsetzung der vorliegenden Arbeit

Die vorliegende Arbeit befasst sich mit dem optimalen Entwurf linearelastischer Strukturen,
wobei an dieser Stelle speziell der Aspekt der Topologiecoptimierung im Vordergrund stehen
soll, der in diesem Kontext auf die fundamentale Frage nach der optimalen Verteilung eines
linearelastischen Basismaterials in einem gegebenen Entwurfsraum (), fiihrt.
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Die Topologie der zu optimierenden Struktur wird dabei stets in Anlehnung an (Bendsge 1989)
mit Hilfe einer skalarwertigen Materialindikatorfunktion 3 : Q, — {0,1} erfasst, die ei-
ne Unterteilung des Entwurfsraumes in materielle sowie immaterielle Bereiche ermdglicht und
somit die Verteilung des Materials innerhalb des Entwurfsraumes widerspiegelt. Durch gezielte
Aktivierung bzw. Deaktivierung der Indikatorfunktion kann demnach in jedem Punkt des Ent-
wurfsraumes Material erzeugt bzw. abgebaut werden, so dass die Funktion 3 im Hinblick auf
das Problem der optimalen Bauteilgestaltung als Entwurfsvariable verwendet werden kann. Die
numerische Umsetzung des Indikator—Konzeptes erfolgt in der Regel im Rahmen der Finite-
Elemente—Methode, die in diesem Zusammenhang die Moglichkeit eréffnet, den Entwurfsraum
in eine endliche Anzahl von Elementen zu zerlegen und jedem Element eine Indikatorvariable
zuzuweisen, die eine Aktivierung bzw. Deaktivierung des Elementes gestattet. Vor diesem Hin-
tergrund reduziert sich das Problem der Topologieoptimierung auf die Frage nach der optimalen
Kombination aktiver und inaktiver Elemente innerhalb des gegebenen Entwurfsraumes, wobei
die Einfiihrung von n. Elementen 2"< mogliche Kombinationen zur Folge hat.

In Anbetracht der Tatsache, dass eine hinreichend genaue Beschreibung der zu optimieren-
den Struktur ein moglichst feines Finite—-Elemente-Netz voraussetzt, ist die Auswertung aller
moglichen Kombinationen mit einem erheblichen numerischen Aufwand verbunden, so dass
die Lésung der kombinatorischen Aufgabe den Einsatz approximativer Verfahren erfordert, die
den Lésungsraum unter Verwendung stochastischer bzw. deterministischer Methoden durch-
suchen. Ein weit verbreiteter Ansatz besteht dabei darin, das kombinatorische Problem durch
Einfiihrung einer sogenannten relaxierten Materialindikatorfunktion, deren Wertebereich das
Intervall [0, 1] umfasst, in eine kontinuierliche Optimierungsaufgabe zu iiberfiihren, die an-
schlieBend mit Hilfe von auf lokalen Entwicklungen des Zielfunktionals basierenden Opti-
mierungsverfahren wesentlich effizienter geldst werden kann. Im Sinne einer physikalischen
Motivation des relaxierten Indikator—-Konzeptes wird die Indikatorfunktion stets als Material-
dichte interpretiert und mit dem Elastizitdtsmodul des Materials verkniipft, wobei die Finite—
Elemente—Modellierung des Dichtefeldes unter der Annahme einer konstanten Dichtevertei-
Iung innerhalb der Elemente erfolgt.

Durch die Erweiterung des Wertebereiches der Indikatorfunktion auf das Intervall [0, 1| fiihrt
die Losung der relaxierten Problemstellung jedoch auf Materialverteilungen, die neben ma-
teriellen und immateriellen Bereichen sogenannte Grauzonen mit zwischen () und 1 liegenden
Dichtewerten aufweisen, deren Realisierung den Einsatz inhomogener Werkstoffe mit rdumlich
variabler Dichte erfordert. Da sich die Herstellung solcher Werkstoffe aus fertigungstechnischer
Sicht dulerst schwierig gestaltet, wird die relaxierte Optimierungsaufgabe in der Regel durch
Einfilhrung spezieller Penalty—Ansitze regularisiert, die eine Bestrafung von Zwischenwerten
der Dichte bewirken und auf diese Weise die Ausbildung von Grauzonen gezielt verhindern
(Bendsge 1989, Rozvany & Zhou 1991, Allaire & Kohn 1993, Jog & Haber 1996). Die nume-
rische Umsetzung der in diesem Zusammenhang verwendeten Regularisierungsmethoden zeigt
allerdings, dass die jeweiligen Penalty—Ansétze zwar die Entstehung von Grauzonen unterbin-
den, gleichzeitig jedoch in den betreffenden Bereichen des Entwurfsraumes stark oszillierende
Dichtefelder liefern, die in der Regel &uflerst komplexe und somit unter fertigungstechnischen
Gesichtspunkten ebenfalls ungiinstige Materialverteilungen wie die bekannten ,,checkerboard—
patterns zur Folge haben (Diaz & Sigmund 1995, Jog & Haber 1996). Eine weitere Kon-
sequenz der verschiedenen Regularisierungsansétze besteht in der fehlenden Existenz einer
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eindeutigen Losung der resultierenden Optimierungsaufgabe, so dass die zur Ldsung des Pro-
blems eingesetzten numerischen Verfahren stets stark netzabhidngige Materialverteilungen lie-
fern (Sigmund & Petersson 1998, Rozvany 2001).

Vor diesem Hintergrund besteht die Zielsetzung der vorliegenden Arbeit darin, das im Zuge der
Gestaltung einer optimalen Bauteiltopologie zu 16sende Optimierungsproblem dahingehend
zu regularisieren, dass die Ausbildung oszillatorischer Dichteverteilungen im Laufe des Ge-
staltungsprozesses systematisch unterbunden wird. Die angestrebte Regularisierung soll dabei
im Rahmen eines zusitzlichen Penalty—Ansatzes erfolgen, der die Entstehung oszillatorischer
Dichtefelder durch gezielte Bestratung von Dichtegradienten verhindert, die in diesem Kontext
die rdumlichen Schwankungen der Dichtefunktion widerspiegeln und somit eine Lokalisierung
derjenigen Bereiche des Entwurfsraumes gestatien, in denen die Dichtefunktion starke Oszil-
lationen aufweist. Durch die Einbeziehung des Dichtegradienten in die Formulierung der zu
lsenden Optimierungsaufgabe muss im Zuge der Diskretisierung des regularisierten Problems
zudem ein Finite—Elemente-Modell entwickelt werden, das cine stetige Approximation des
Dichtefeldes innerhalb des Entwurfsraumes ermoglicht. Aus diesem Grund wird die Dichte im
Gegensatz zur klassischen FE-Modellierung des Entwurfsraumes, die auf der Annahme einer
konstanten Dichteverteilung in den Elementen beruht, nunmehr als Knotenvariable eingefiihrt
und innerhalb der Elemente mit Hilfe von Formfunktionen approximiert, die die Formulierung
von Dichtegradienten zulassen. Um die diskretisierte Problemstellung zu 16sen, wird die restrin-
gierte Optimierungsaufgabe ferner im Rahmen der Penalty—/Barrier—Methode auf eine Folge
von unrestringierten Ersatzproblemen zuriickgefiihit, die anschlieend unter Verwendung ei-
nes speziellen Pfadverfolgungsalgorithmus behandelt werden kann. Den Abschluss der Arbeit
bildet schlieBlich die Betrachtung von ausgewiihlten Entwurfsproblemen, die auf der Basis der
regularisierten Formulierung der jeweiligen Topologiecoptimierungsprobleme geldst werden,
wobei an dieser Stelle insbesondere die Auswirkungen der vorgeschlagenen Regularisierung
auf die Topologie der erhaltenen Entwiirfe sowie das numerische Verhalten des formulierten
Losungsalgorithmus diskutiert werden.



Kapitel 2

Kontinuumsmechanik linearelastischer
Strukturen

2.1 Kontinuumsmodell und Kinematik der Deformation

Die Beschreibung des mechanischen Verhaltens der zu entwerfenden Bauteile erfordert in erster
Linie die Formulierung eines mathematischen Modells, das die maBgeblichen Eigenschaften
der zu optimierenden Bauteilstruktur erfasst. Die Modellbildung erfolgt dabei stets im Rahmen
der klassischen Kontinuumstheorie (Truesdell 1985), die auf der Annahme einer kontinuierli-
chen rdumlichen Verteilung der Materie beruht und somit die Méglichkeit bietet, die betrach-
tete Struktur als zusammenhédngende Menge von kontinuierlich im Raum verteilten materiel-
len Punkten aufzufassen, deren Gesamtheit einen sogenannten materiellen Kérper 2 ¢ R?
bildet. Zur Lagebeschreibung der einzelnen Materialpunkte wird im allgemeinen Fall ein kar-
tesisches Koordinatensystem verwendet, das ausgehend von einem raumfesten Bezugspunkt
mittels der nachfolgend skizzierten orthonormalen Basisvektoren e;,e; und e3 aufgespannt
werden kann.

Abbildung 2.1: Kontinuumsmodell und Kinematik der Deformation
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Folglich 14sst sich die Lage eines Punktes durch Angabe seiner Koordinaten bzw. seines Orts-
vektors charakterisieren, wobei in diesem Zusammenhang zwischen der unverformten Konfi-
guration © und der verformten Konfiguration 2 des Korpers zu differenzieren ist. Vor diesem
Hintergrund liegt es nahe, jedem Materialpunkt neben einem Ortsvektor

x = re , tEQCRS, 2.1)
der die Position des Punktes im unverformten Zustand kennzeichnet, einen weiteren Ortsvektor
X = Xe , XecR? (2.2)

zuzuordnen, der eine Lagebeschreibung des Punktes in der verformten Konfiguration erlaubt.
Die obige Vektordarstellung, wie auch die nachfolgend formulierten Beziehungen, basieren da-
bei auf der von Einstein eingefiihrten Summationskonvention (Betten 1987), so dass sowohl an
dieser Stelle als auch im weiteren Verlauf dieses Kapitels iiber in einem Ausdruck mehrfach
auftretende Indizes zu summieren ist.

Die Deformation des Korpers lédsst sich demnach als Abbildung des Gebietes €2 bzw. der darin
enthaltenen materiellen Punkte auf das Gebiet Q' auffassen, wobei die Lagesdnderungen der
einzelnen Materialpunkte in Form des Verschiebungsfeldes

ausgedriickt werden konnen. Fiihrt man an dieser Stelle in Anlehnung an die Lagrangesche Be-
trachtungsweise (Truesdell 1985) die unverformte Konfiguration 2 als Referenzkonfiguration
ein, so kann der Ubergang des Koérpers vom unverformten in den verformten Zustand durch
eine Deformationsabbildung ¢ : £ — X beschrieben werden, die eine Darstellung des Zu-
sammenhanges zwischen der von einem Materialpunkt im verformten Zustand eingenommenen
Position X und seiner Referenzposition & in der Form

X(x) = éx) 2.4)

u(xz) = ¢(x) - . (2.5)

Beschriankt man sich ferner auf die Betrachtung kleiner Deformationen, so kann der Verfor-
mungszustand des Korpers schlieBlich gemif der geometrisch linearen Theorie mit Hilfe des
auf dem symmetrisierten Verschiebungsgradienten basierenden Verzerrungstensors

e = = (Vu+Vu') (2.6)

1
2
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charakterisiert werden (Gurtin 1972), der alternativ auch in der Form

1 /0u; Ou;
€ = &ei®e , & =3 (5;4' &LJ) (2.7
ALy )

darstellbar ist. Zudem lassen sich die Komponenten des Verzerrungstensors stets zu einer sym-
metrischen Matrix der Gestalt

€11 €12 €13
[e5] = |ea €22 e (2.8)
€31 €32 €33

zusammenfassen (Betten 1993), wobei die Hauptdiagonalelemente ¢;;, €2, und €33 als Deh-
nungen eines die Umgebung des betreffenden Materialpunktes reprisentierenden, hexaederfor-
migen Korperelementes interpretiert werden konnen, wihrend die auf den Nebendiagonalen der
Matrix angeordneten Verzerrungskomponenten €14, €13 und €,3 die Scherung des betrachteten
Koérperelementes erfassen.

2.2 Spannungszustand und Gleichgewicht

Nachdem im vorangegangenen Abschnitt die mathematische Beschreibung der Deformation
eines materiellen Korpers im Vordergrund stand, sollen nun die von aufien auf den Korper ein-
wirkenden Belastungen sowie die daraus resultierenden inneren Spannungen formuliert bzw.
quantifiziert werden. Als mogliche Belastungen sollen an dieser Stelle im Innern des Korpers
verteilte Volumenkriifte

fz.'(a:) - fv)(w)ei y T € 0 (29)
und an der K&rperoberfliche wirkende Flachenlasten
filx) = fulzle; , weT, (2.10)

zugelassen werden, wobei I'; in diesem Kontext den durch die Flichenkriéfte belasteten Teil
der Oberfliche I' = 9 kennzeichnet. Als Folge der duBeren Belastung treten im Innern des
Korpers bekanntlich Spannungen auf, die in jedem Korperpunkt zu einem im allgemeinen Fall
dreiachsigen Spannungszustand fiihren. Um den Spannungszustand in einem Materialpunkt zu
erfassen, geniigt es dabei, die auf ein im betreffenden Punkt herausgeschnittenes, infinitesi-
males Hexaederelement wirkenden Spannungen zu betrachten (Hjelmstad 1997), dessen Sei-
tenflichen durch orthogonale, an den Achsen des verwendeten Koordinatensystems orientierte
Schnitte gewonnen werden kénnen.
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=900

Abbildung 2.2: Spannungszustand des materiellen Korpers

Eine volistindige Beschreibung des in einem Korperpunkt vorliegenden Spannungszustandes
erfordert somit die Angabe der den Seitenflachen des betreffenden Korperelementes zugeord-
neten Spannungen o;;, wobei der erste Index stets die Richtung des Normalenvektors derjeni-
gen Flache widerspiegelt, in der die entsprechende Spannung wirkt, wohingegen dem zweiten
Index die Richtung der jeweiligen Spannung zu entnehmen ist. Es liegt demnach nahe, den
Spannungszustand durch einen Spannungstensor

g = aijel-®ej (211)

auszudriicken und die Spannungskomponenten o,; in Analogie zu den Verzerrungen ¢,; in
Form einer Matrix der Art

011 012 013
[oi]] = |ou om0 (2.12)
031 032 033

darzustellen, deren Zeilen den drei in Abbildung 2.2 skizzierten Schnittebenen zugeordnet wer-

den konnen. Ferner lassen sich die in den jeweiligen Schnittflichen wirkenden Spannungskom-
ponenten zu resultierenden Spannungsvektoren der Gestalt

t, = g2 (2]3)

zusammenfassen, die unter Verwendung der im vorangegangenen Abschnitt eingefiihrten Ba-
sisvektoren e;, e, und e3 in der Form
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t, = 0,;€j (214)
bzw
t; = e;joo0 (2.15)

angegeben werden kénnen. Die Bestimmung des Spannungsvektors in einer beliebig orientier-
ten Schnittflache erfordert hingegen eine Gleichgewichtsbetrachtung am nachfolgend abgebil-
deten Tetraederelement, die gemal (Hjelmstad 1997) die auf Cauchy zuriickgehende Beziehung

t, = moo (2.16)

liefert, wobei m in diesem Kontext dem Normalenvektor der betreffenden Schnittfliche ent-
spricht.

Abbildung 2.3: Spannungsvektor in einer beliebig orientierten Schnittfliche

Der Zusammenhang zwischen den von auBlen auf den Korper einwirkenden Belastungen und
den im Innern des Korpers herrschenden Spannungen ergibt sich stets unter Beriicksichtigung
der aus dem Gleichgewichtsprinzip resultierenden Gleichgewichtsbedingungen, die wahlweise
in integraler bzw. differentieller Form ausgedriickt werden konnen. Setzt man an dieser Stel-
le kleine Deformationen voraus, so kann die Gleichgewichtsbetrachtung nunmehr im Rahmen
der geometrisch linearen Theorie erfolgen, die eine Formulierung des Gleichgewichtes in der
unverformten Konfiguration des Korpers erlaubt. Die integrale Form der Gleichgewichtsbedin-
gungen spiegelt dabei das globale Gleichgewicht des betrachteten Korpers wider, das vor dem
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Hintergrund der geometrisch linearen Theorie mittels der Bilanzgleichungen

tndI‘+/fv(lQ =0 (2.17)
r Q
sowie
/(w—mo) xt,l(lF+/(m—wo) xf,d) =0V z,eR? (2.18)
T Q

beschrieben werden kann. Die differentielle Formulierung des Gleichgewichtes liefert hinge-
gen lokale Gleichgewichtsaussagen der Art

dive+ f, = 0 in§ (2.19)
und

ol =0 inQ, (2.20)

die das Ergebnis einer Gleichgewichtsbetrachtung an einem infinitesimalen Korperelement dar-
stellen bzw. unter Verwendung der Relation (2.16) sowie des Gaulschen Integralsatzes aus der
globalen Krifte— und Momentenbilanz hergeleitet werden konnen (Hjelmstad 1997). Zudem
muss der Spannungstensor ¢ die Bedingung

noo = f, af I, 2.21D)

erfiillen, die der aut den Korper wirkenden Flichenbelastung f, Rechnung trigt, indem sie
diese mit dem an der Korperoberflache I’y herrschenden Spannungszustand in Beziehung setzt.

2.3 Stoffgesetz

Neben der Einfiihrung eines Kontinuumsmodells und der Definition geeigneter Spannungs—
bzw. Dehnungsmafie erfordert die kontinuumsmechanische Beschreibung von Festkorpern die
Formulierung eines Stoffgesetzes, das die mechanischen Eigenschaften des zu modellierenden
Korpers in Form einer konstitutiven Gleichung charakterisiert, die eine Bezichung zwischen
den in einem Materialpunkt wirkenden Spannungen und den daraus resultierenden Dehnungen
herstellt. Im Rahmen der vorliegenden Arbeit soll nun exemplarisch die Klasse der isotropen,
linearelastischen Materialien betrachtet werden, deren mechanisches Verhalten durch eine li-
neare Spannungs-Dehnungs—Relation gekennzeichnet ist und demnach unter Verwendung ei-
ner Konstitutivgleichung der Art



2.3 Stoffgesetz 11

o = C:¢ (2.22)

beschrieben werden kann, die den Dehnungstensor € mittels eines linearen Operators in Ge-
stalt des Materialtensors

C = (e, ejRe, Qe (2.23)

auf den Spannungstensor o abbildet (Hjelmstad 1997). Die Komponenten des Materialtensors
C' lassen sich dabei unter Beriicksichtigung der Symmetrie des Spannungs— und Dehnungs-
tensors sowie der vorausgesetzten Isotropie des Materials stets auf zwei unabhiangige Groflen
zuriickfiihren, so dass zur Charakterisierung des Materialverhaltens lediglich zwei Materialpa-
rameter benotigt werden. Einen méglichen Parametersatz bilden dabei die Lamé—Konstanten
A und g, die eine Darstellung des Materialtensors bzw. seiner Komponenten in der Form

1, m=n
("ijkl = A52_}'&&1—'_:“ (5ik5jl+5i15jk) y 5mn = { (224)
0, m#n
gestatten, woraufhin die Konstitutivbeziehung (2.22) die Gestalt
o = /\(tl'E)I‘I—QﬂE , Wre = ¢4, I = (5,'1“61'@6]‘ (225)

annimmt. Im Hinblick auf die Beschreibung realer Bauteile bzw. Strukturen bietet sich jedoch
in der Regel die Einfiihrung des Elastizitdtsmoduls £ und der Querkontraktionszahl » als
Materialparameter an, die geméfl (Hjelmstad 1997) in nachfolgender Relation zu den Lamé-
Konstanten stehen

vE
A T =) (2.26)
E
T 2.27)

und somit einen alternativen Parametersatz darstellen. Vor diesem Hintergrund ldsst sich die
Gleichung (2.22) alternativ in der Form

vE E
g = (] n l/)(l — 21}) (tl E)I + m&? (228)

ausdriicken, die im weiteren Verlauf der vorliegenden Arbeit gegeniiber der auf den Lamé-
Parametern basierenden Formulierung bevorzugt werden soll.
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2.4 Variationsproblem

Auf der Basis des vorgestellten Kontinuumsmodells 1dsst sich die zentrale Problemstellung der
Strukturmechanik nun in der nachfolgenden Weise formulieren.

I'=o0
Abbildung 2.4: Problemstellung der Strukturmechanik

Die Zielsetzung der kontinuumsmechanischen Betrachtung besteht demnach in der Bestim-
mung der in einem durch Flichenlasten f, und Volumenkrifte f, belasteten Korper €2 her-
vorgerufenen Spannungen sowie der daraus resultierenden Dehnungen und Verschiebungen. Im
Innern des Korpers werden die ma3geblichen physikalischen Zusammenhénge durch die Feld-
gleichungen (2.6), (2.19), (2.20) und (2.22) beschrieben, wihrend an der Kérperoberfliche T
Randbedingungen der Art

u = u, aufl’y, (2.29)
sowie
noog = f, aufl} (2.30)

vorgeschrieben werden konnen, die den auf den Teilrdndern I", bzw. ['; vorgegebenen Ver-
schiebungen w, bzw. Belastungen f, Rechnung tragen. Die Formulierung der obigen Pro-
blemstellung im Rahmen der linearen Elastizitédtstheorie fiihrt somit auf ein Randwertproblem
der Form

dive + f,=0)

O'TZO'

0=Cic | in Q (231)

£ =

(Vu + VuT)

N =

u=u, auf [',
noo=jf, aut [},
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dessen Losung das gesuchte Spannungs—, Dehnungs— und Verschiebungsfeld liefert. Da das
Randwertproblem im aligemeinen Fall keine analytische Losung besitzt, muss es in der Regel
auf numerischem Wege gelost werden. Vor diesem Hintergrund liegt es nahe, die vorliegende
Problemstellung auf der Grundlage des Prinzips vom Minimum des Gesamtpotentials (Gur-
tin 1972) als Variationsproblem zu formulieren, das fiir numerische Losungsverfahren wie die
Methode der finiten Elemente zugénglicher ist. Geméfl dem genannten Prinzip nimmt das Ge-
samtpotential des betrachteten Korpers im Gleichgewichtszustand ein Minimum an, so dass
die Randwertaufgabe (2.31) stets in ein Minimierungsproblem tiberfiihrt werden kann. Das Ge-
samtpotential setzt sich dabei aus der Forméanderungsenergie

1
,.(e,0) = 5/0 cedQ (2.32)
Q

sowie aus dem Potential der dufleren Krifte
Meq(u) = — / Frudq - / Frudr, (2.33)
Q r;

zusammen und nimmt dementsprechend folgende Gestalt an :

H(U,E,O') = Hi1zt(€aa)+nelf(u)

= %/a:edQ—/fg‘udQ—/ff‘udr,. (2.34)
Q F[

Q

Unter Beriicksichtigung der Konstitutivgleichung (2.22) sowie der Dehnungs—Verschiebungs—
Beziehung (2.6) kann die Forménderungsenergie ferner in der Form

I (u) = %/e(u) :C e(u)d (2.35)
Q

angegeben werden, die nunmehr die Moglichkeit bietet, das Gesamtpotential wie folgt als
Funktion des Verschiebungsfeldes zu schreiben

2
Q

M(u) = ! / e(u): C :e(u)dQ — / Frud - / frudl, (2.36)
Q Iy
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und die zu l16sende Minimierungsaufgabe in der nachfolgenden Weise zu formulieren :

1161'21 M(u) , L,={u|u=u, auf T',}. (2.37)

Die Forderung nach einem Minimum des Gesamtpotentials II(u) ldsst sich bekanntlich unter
Verwendung der Gateaux—Ableitung

(u + adu) — (u)

DIl{(uw)(du) = lim
a—0 Q
d
= — I(u+ adu)|,_, (2.38)
da
in der Form
Dll(u)(bu) = 0V due Ly, , Ls ={0u|du=0 auf I'}} (2.39)

ausdriicken, wobei du eine beliebige, mit der Randbedingung (2.29) vertrdgliche Variation des
Verschiebungsfeldes w darstellt. Die Auswertung der obigen Gleichung fiihrt in diesem Kon-
text auf die sogenannte schwache Form des Gleichgewichtes

/e(u) :C e(du)dQ) — /,fUT(Su dQ — /ftTcSu dly = 0V due Ly, (240)
Q Q T,

die anstelle des Randwertproblems (2.31) zur Bestimmung des Verschiebungsteldes heran-
gezogen werden kann, aus dem sich anschlieBend mit Hilfe der Dehnungs—Verschiebungs—
Beziehung sowie der Konstitutivgleichung das Dehnungs— bzw. Spannungsfeld gewinnen ldsst.
Beschrinkt man sich an dieser Stelle im Sinne einer ndherungsweisen Losung des Randwert-
problems (2.31) auf eine ausgew#hlte Klasse von Variationen du; € Ls,,1 = 1,..n, so
erfiillen die aut der Basis der variationellen Formulierung ermittelten Felder stets die Rand-
bedingung (2.29) sowie die Gleichungen (2.6) und (2.22) exakt, wohingegen die Gleichung
(2.19) und die Randbedingung (2.30) lediglich im integralen Mittel erfiillt werden.

Um eine fiir numerische Losungsverfahren zugénglichere Formulierung des Variationsproblems
(2.40) zu erhalten, konnen ferner die Komponenten des Spannungs— und Dehnungstensors zu
einem Spannungs— bzw. Dehnungsvektor

T

6 = [o1,02,0%,012, 0%, 03] (241)
und

. T

€ = [eun,en, 5,202, 2623, 2631 (2.42)

zusammengefasst werden, so dass die Konstitutivgleichung unter Verwendung einer Material-
matrix der Gestalt
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[1 — v v v 0 0 0
v 1—v v 0 0 0
~ ) v v 1-p 0 0 0
- ’ 2.4
(1+v)(1-2v) 0 0 0 —1‘—22'— 0 0 (2.43)
0 0 0 0 L2 0
| 0 0 0 0 0 1‘22"_
wie folgl angegeben werden kann :
d = CE. (2.44)
Nach Einfiihrung einer Differentialoperatormatrix der Art
- 9 -
— 0 0
3:r1
0
0 — 0
3762
0
0 TS
D, = 3 (2.45)
o0 0
a.LQ a;Ll
o 0
0 — —
3L3 0.1:2
0
92 5 4
| O Or, ]
ldsst sich zudem die Dehnungs—Verschiebungs-Beziehung durch die Gleichung
€ = Dy (2.46)

beschreiben, die in Verbindung mit der Spannungs—Dehnungs—Relation (2.44) die nachfolgen-
de Entwicklung des Gesamtpotentials (2.36) gestattet :

2

1 -
Mu) = = / u'DICD,udf) - / FludQ — / frudr,. (2.47)
N Q Ty

Die obige Darstellung des Gesamtpotentials bietet somit die Moglichkeit, das Variationspro-
blem (2.40) in der Form

/uTDuTé'DuéudQ - /fvTcSu d§) — /ftTcSudI’t = 0V éuecls (248)
Q Q Iy

zu schreiben, die nunmehr als Ausgangspunkt fiir die Finite-Elemente—Formulierung des Rand-
wertproblems (2.31) dienen soll.






Kapitel 3

Topologieoptimierung linearelastischer
Strukturen

3.1 Problemstellung der Topologieoptimierung

Im Zusammenhang mit dem Entwurf von Bauteilen besteht die Problemstellung der Topolo-
gieoptimierung in der Ermittlung der im Hinblick auf ausgewéhlte Bauteileigenschaften opti-
malen Materialverteilung innerhalb eines gegebenen Entwurfsraumes (2,. Der Entwurfsraum
orientiert sich dabei stets am zur Verfiigung stehenden Bauraum sowie an weitergehenden kon-
struktiven Vorgaben, die beispielsweise die Lagerung des Bauteils bzw. seine Wechselwirkung
mit anderen Bauteilen einer komplexeren Konstruktion betreffen. AuBlerdem fliet die im kon-
kreten Anwendungsfall auf das Bauteil einwirkende Belastung in den Entwurfsprozess ein, so
dass sich die in diesem Kontext zu I16sende Gestaltungsaufgabe wie folgt darstellt.

£ _ r,=0Q,
M=~y
/ I‘lo.( \

I f / Topologie-

|‘ l\& / optimierung

CN ]

I

| [§) | .

N’ T immaterieller
\\\ ;’\\_\,< Bereich : {2,
Entwurfsraum Optimaler Entwurf

Abbildung 3.1: Problemstellung der Topologieoptimierung

17
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Demzufolge ist das Problem der Bauteilgestaltung mit der Identifikation sogenannter mate-
rieller und immaterieller Bereiche des Entwurfsraumes €2, gleichbedeutend, in denen Material
unter dem Gesichtspunkt der zu erfiillenden Optimalitdtskriterien erforderlich ist bzw. einge-
spart werden kann. Im Fall linearclastischen Materials 1dsst sich die Bauteiltopologie durch
Einfiihrung eines Materialfeldes der Art

Cz) = {g" ’ ‘”ig 3.1)
) T i

erfassen, wobei C, dem Materialtensor eines homogenen Basismaterials entspricht, aus dem
das Bauteil gefertigt werden soll. Vor diesem Hintergrund fiihrt das Problem der Topologieop-
timierung auf die Frage nach dem optimalen Materialfeld C,,(z), das im Rahmen des Ent-
wurfsprozesses unter Beriicksichtigung der gegebenen Optimalitédtskriterien aus der Menge der
zuldssigen Materialverteilungen

Le = {C|Cx)=C,vC(x)=0 VY x€Q,} (3.2)

zu wihlen ist, so dass die obige Gestaltungsaufgabe in der nachfolgenden Weise formuliert
werden kann :

s, 1O

u.d.N. (3.3)
6(C) =0, i=1,.,ng
hJ(C) < 0 N j = 1,...,77,],,.

Das Materialfeld C ist dabei beziiglich eines Zielfunktionals ¢(C') zu optimieren, das die
beim Bauteilentwurf vordergriindig zu beriicksichtigenden Bauteileigenschaften, wie z.B. Bau-
teilgewicht, Tragfahigkeit, Steifigkeit, Stabilitdt, dynamisches Verhalten, etc. beschreibt. Das
Zielfunktional spiegelt demnach die an das Bauteil gestellten Anforderungen wider, wobei
die im Rahmen der Bauteilgestaltung verfolgten Ziele auch unterschiedlich gewichtet werden
konnen, indem das Funktional ¢(C') wie folgt als gewichtete Summe der die einzelnen Ziele
charakterisierenden Funktionale ¢(C), k =1,...,n4 eingefiihrt wird :

Ny Ny

$(C) = D> Gdl(C) , ¢G>0, > G =L (3.4)
k=1 k=1

Alternativ lassen sich die zu erfiillenden Anforderungen als Nebenbedingungen der Optimie-
rungsaufgabe auffassen und in Form von Gleichungsrestriktionen der Art ¢;(C) = 0 bzw.
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Ungleichungsrestriktionen der Gestalt h;(C) < 0 in die Problemformulierung einbeziehen.
Aus mathematischer Sicht stellt die in Abbildung 3.1 skizzierte Gestaltungsaufgabe somit ein
restringiertes Optimierungsproblem dar, das bei entsprechender Definition des verwendeten
Zielfunktionals wahlweise als Minimierungs— bzw. Maximierungsaufgabe formuliert werden
kann. So ldsst sich das Minimierungsproblem (3.3) ohne Weiteres in ein Maximierungspro-
blem der Gestalt

max ¢(C)

CeLc

u.d.N. (3.5)
g,(C) =0 y i= 1, oy Ng
hJ(C) S 0 y j=1,...,nh

tiberfithren, indem anstelle des Funktionals ¢(C) ein Zielfunktional der Art

HC) = —¢(C) (3.6)

eingefiihrt wird. Um die vorliegende Optimierungsaufgabe fiir numerische Losungsverfahren
zugénglicher zu machen, wird die Topologie des zu optimierenden Bauteils in der Regel mit
Hilfe einer diskreten Materialindikatorfunktion

vz - {01} , zeQ, (3.7)
erfasst (Bendsge 1989), die eine Darstellung des Materialtensors C' in der Form
Clx) = y(@x)C, , =€, (3.8)

gestattet. Das Indikator-Konzept erdffnet dabei die Moglichkeit, durch gezielte Aktivierung
bzw. Deaktivierung der Indikatorfunktion in jedem Punkt des Entwurfsraumes Material zu er-
zeugen bzw. abzubauen, so dass die Funktion ¢ im Hinblick auf das Problem des optimalen
Bauteilentwurfs als Entwurfsvariable verwendet werden kann. Ferner ermdglicht der obige An-
satz eine Unterteilung des Entwurfsraumes in einen immateriellen Bereich

0 = {xeQ|yY(x) =0} (3.9)

sowie einen die Bauteiltopologie widerspiegelnden, materiellen Bereich 2, der sich nunmehr
in der nachfolgenden Weise angeben lasst :

Qn = {Z€Q | v(x)=1}. (3.10)
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3.2 Topologieoptimierung unter dem Gesichtspunkt
maximaler Struktursteifigkeit

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit soll nun eine der klassischen Problemstellungen der Bau-
teilgestaltung behandelt werden, deren Zielsetzung darin besteht, Bauteilstrukturen zu ent-
wickeln, die bei geringem Eigengewicht eine moglichst hohe Steifigkeit aufweisen. Als Ziel-
funktional bietet sich in diesem Fall die von den auf das Bauteil einwirkenden Kréften geleistete
Arbeit bzw. die daraus resultierende Formanderungsenergie

M (u) = % / e(u) : YC, : e(u) dQ, G.11)

QO

“0

an, die in diesem Zusammenhang ein Ma8 fiir die Nachgiebigkeit der Bauteilstruktur darstellt.
Die Auswertung des obigen Funktionals setzt dabei stets die Kenntnis des Verschiebungsteldes
u voraus, das bei gegebener Materialverteilung 1 durch Losung des als Nebenbedingung der
zu formulierenden Optimierungsaufgabe einzufiithrenden Variationsproblems

/e(u) : 00, : e(du) dQ, — /fféu Y, — /ftT(Su dl'yy = 0V due Ly (3.12)

(‘)o Qa ]-:o'l

gewonnen werden kann. Zudem lasst sich die Masse des zu entwerfenden Bauteils durch Ein-
filhrung einer Restriktion der Form

/ bdQ, < M, (3.13)
Q0
auf einen maximal zuldssigen Wert M, € [0, M),,,,| begrenzen, wobei die Schranke M);,,, der

im Fall eines vollstandig mit Material ausgefiillten Entwurfsraumes erreichbaren Masse ent-
spricht, die sich bei gegebenem Entwurfsraum §2, in der nachfolgenden Weise ergibt :

A / Vi, Yuml@) =1, @ €D, (3.14)
0,

Die betrachtete Problemstellung fiihrt demnach auf eine Optimierungsaufgabe der Gestalt
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1})16113 /e(u) :YPC, : e(u) d§,
Qo

u.d.N. (3.15)

/ e(u) : PC, - e(6u) dQ, — / fIsudq, — / floudr,, = 0V Su e Ls,
125 r

o o,t

/ pdQ, < M,,

Qo

die unter Beriicksichtigung der aus dem Clapeyronschen Theorem (Gurtin 1972) folgenden Be-
ziehung (B.8)

/e(u) cWC, i e(u)dQ, = /fzudﬂoﬂ- / ftTu dl, 4 (3.16)
Qp Qu ro.f

auch in der Form

Me l:v,
Qo

min / FludQ, + / Fludr,,
ro,t

u.d.N. (3.17)

/ e(u) : YC, : e(6u) dQdy — / FIoud0, — / Flouwdr,, = 0V du € L,
Qo Lo,

Qo

/1,/) dQ, < M,,

o

geschrieben werden kann (Bendsge 1989). Die Suche nach der optimalen Materialverteilung
Yope 1St dabei in Anbetracht des begrenzten Wertebereiches der Materialindikatorfunktion 1)
auf den Losungsraum

Ly = {¢Y|v(@)=0Vy(x)=1 V x€Q,} (3.18)

einzuschrinken, der dem zu 16senden Optimierungsproblem nunmehr einen diskreten Charak-
ter verleiht.
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Da die betrachtete Problemstellung im allgemeinen Fall keine analytische Losung besitzt und
demnach lediglich auf numerischem Wege geldst werden kann, muss die Optimierungsaufgabe
(3.15) bzw. (3.17) unter Verwendung eines geeigneten Diskretisierungsverfahrens in eine fiir
numerische Algorithmen zugéngliche Form iiberfiihrt werden. In diesem Zusammenhang liegt
es nahe, den Entwurfsraum €2, im Rahmen der Finite-Elemente—Methode in eine endliche An-
zahl von Elementen ¢, e = 1,...,n, zu unterteilen und jedem Element eine Indikatorvaria-
ble v, € {0,1} zuzuordnen, die eine gezielte Aktivierung bzw. Deaktivierung des Elementes
ermoglicht. Auf diese Weise lédsst sich die als Entwurfsvariable fungierende Materialindikator-
funktion i auf eine diskrete Menge von Entwurfsparametern in Form der Materialindikatoren
e, e = 1, ..., ne zuriickfiihren, so dass die zu 16sende Optimierungsaufgabe schlieflich in ein
endlichdimensionales Optimierungsproblem iibergeht. Vor diesem Hintergrund reduziert sich
das Problem der optimalen Bauteilgestaltung auf die Frage nach der optimalen Kombination
aktiver und inaktiver Elemente innerhalb des Entwurfsraumes, wobei die Einfiihrung von .
Elementen 2" mdogliche Kombinationen zur Folge hat. Da eine hinreichend genaue Beschrei-
bung der zu optimierenden Bauteilstruktur ein moglichst feines FE-Netz voraussetzt, ist die
Betrachtung aller moglichen Kombinationen stets mit einem enormen numerischen Aufwand
verbunden, zumal jede Auswertung des Zielfunktionals (3.11) eine komplette FE-Analyse der
betreffenden Struktur nach sich zieht. Um die vorliegende Problemstellung dennoch in ver-
tretbarer Zeit 16sen zu kénnen, kommen daher in der Regel approximative Algorithmen zum
Einsatz, die den Losungsraum mittels stochastischer bzw. deterministischer Methoden durchsu-
chen und demzufolge im Zuge der Losungsfindung deutlich weniger Auswertungen des Ziel-
funktionals erfordern. Ein weit verbreiteter Ansatz besteht dabei darin, die kombinatorische
Optimierungsaufgabe durch Einfiilhrung sogenannter relaxierter Topologiemodelle, die auf ste-
tigen Materialindikatorfunktionen beruhen, in ein kontinuierliches Problem umzuwandeln, das
anschlieBend mit Hilfe gradientenbasierter Algorithmen wesentlich effizienter gelost werden
kann.

3.3 Relaxierte Topologiemodelle

Im folgenden Abschnitt sollen nun die gingigsten relaxierten Topologiemodelle vorgestellt
werden, die im Unterschied zum bisher verwendeten Modell stetige Materialindikatorfunktio-
nen zulassen und somit eine Riickfiihrung der betrachteten Gestaltungsaufgabe auf eine konti-
nuierliche Optimierungsaufgabe gestatten. Die Modellierung des Materialfeldes erfolgt dabei
stets auf der Grundlage eines homogenen Basismaterials, das unter Verwendung des Elasti-
zititsmoduls E, sowie der Querkontraktionszahl v, beschrieben werden kann. Folglich unter-

scheiden sich die einzelnen Topologiemodelle lediglich in der Definition bzw. der physikali-
schen Interpretation der jeweiligen Indikatorfunktionen, wobei in diesem Zusammenhang eine
Unterteilung in makro— und mikroskopische Ansdize vorgenommen werden soll.
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3.3.1 Makroskopischer Ansatz

Die Formulierung eines stetigen Topologiemodells erfordert in erster Linie eine Modifikation
des bestehenden Indikator—Konzeptes hinsichtlich des Wertebereiches der das Materialfeld er-
fassenden Indikatorfunktion, der im Hinblick auf die angestrebte Relaxierung des zu 16senden
Optimierungsproblems in der Regel auf das Intervall [0, 1] erweitert wird. Die eingangs ein-
gefiihrte Indikatorfunktion 7 geht dabei in eine stetige Funktion

p:x — (0,1 , e, (3.19)

iiber, die im Sinne einer physikalischen Motivation des erweiterten Indikator—-Konzeptes ats
Materialdichte interpretiert werden kann. Vor diesem Hintergrund stellt sich nunmehr die Fra-
ge nach einer physikalisch sinnvollen Implementierung der Dichtefunktion p in das bislang
verwendete Materialmodell (2.22), wobei an dieser Stelle der Elastizititsmodul F und die
Querkontraktionszahl v als Materialparameter verwendet werden sollen. Eine weit verbreitete
Anwendung findet in diesemn Kontext der auf Bendsge zuriickgehende Vorschlag, die Steifig-
keit bzw. den Elastizititsmodul des Materials in der Form

E(x) = plx)b, , €9, (3.20)

als lineare Funktion der Materialdichte anzusetzen (Bendsge 1989) und die Konstitutivbezie-
hung (2.28) in der nachfolgenden Weise zu modifizieren :

vopE, pE,
= t, I .
= Arma-my T Tt (3.21)
bzw.
v, B E
= i e 2 ) .
g p{(l +1,)(1 —21/0)(t16) + (1+1/0)E} (3:22)

Die Beschreibung des relaxierten Materialfeldes erfordert somit die Einfiihrung eines Material-
tensors

C(P) = pC, , C, = /o,.jk,e,-®e_,-®ek®el

mit :
VoEo o Eo
(14 v)(1 —21,) fo = 2(1 + 1)

(3.23)

Co,,-;.-; = )\oarj(skl‘*'ﬂo[(sikfsjl+5i15jk] y Ao =
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bezichungsweise einer Materialmatrix

1 — v, Yy v, 0 0 0
v, 1-v, v, 0 0 0
~ ~ ~ E, U, Y, 1—-v, 0 0 0
C(p) - /-)Co ) CO - (1 + l/o)(l — 21}0) 0 O 0 % 0 0 )
0 0 0 0 == 9
| 0 0 0 0 0 -1_%1_
(3.24)

wobei die Konstanten £, und v, ein homogenes Basismaterial charakterisieren, aus dem das
zu optimierende Bauteil gefertigt werden soll. Das relaxierte Modell eréffnet demnach die
Moglichkeit, die Topologie des zu optimierenden Bauteils auf das Dichtefeld p zuriickzufiihren
und auf diese Weise den Losungsraum, in dem die optimale Topologie zu suchen ist, auf die
Menge

L, = {p|0<plx)<1 V xecQ} (3.25)

zu erweitern, so dass das Problem der optimalen Bauteilgestaltung als kontinuierliche Optimie-
rungsaufgabe der Gestalt

min / FruwdQ, + / fludl,,
Lot

pEL,
Q,

u.d.N. (3.26)

/e(u):C(p);e(au)dﬂo—/fjaudﬂo—/ffaudro,t = 0V du € L,
r

Qo Qo

o,t

/p(lQo < M,

Qo

formuliert werden kann. Im Zuge der Finite—Elemente—Diskretisierung des obigen Problems
wird das Dichtefeld p stets unter der Annahme einer konstanten Dichteverteilung innerhalb
der Elemente )¢ approximiert und somit in eine endliche Anzahl von nunmehr stetigen Ent-
wurfsvariablen p, € [0,1], e = 1,...,n, iiberfiihrt. Als Folge der Erweiterung des Indikator—
Konzeptes auf stetige Materialindikatorfunktionen liefert die Losung der relaxierten Problem-
stellung (3.26) jedoch Materialverteilungen, die neben materiellen und immateriellen Bereichen
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sogenannte Grauzonen aufweisen, in denen die Dichtefunktion zwischen 0 und 1 liegende
Werte annimmt. Die Realisierung solcher Grauzonen erfordert dabei den Einsatz inhomogener
Werkstoffe mit rdumlich variabler Dichte, deren Herstellung sich in der Praxis jedoch duflerst
schwierig gestaltet. Lediglich im Fall zweidimensionaler Strukturen lassen sich Grauzonen al-
ternativ durch eine variable Bauteildicke realisieren, so dass auf den Einsatz inhomogener Ma-
terialien verzichtet werden kann. Im Hinblick auf den Entwurf dreidimensionaler Bauteile ist
demzufolge aus fertigungstechnischer Sicht eine Regularisierung des Optimierungsproblems
(3.26) notwendig, die die Ausbildung ausgedehnter Grauzonen gezielt verhindert. In diesem
Kontext kann das zuvor eingefiihrte Modell (3.20) durch den ebenfalls von Bendsge vorge-
schlagenen Ansatz

E(x) = pP(x)E, , p>1 , €K, (3.27)

ersetzt werden, der sich in einschligiger Literatur unter dem Begriff ,,solid isotropic material
with penalization” (Bendsge 1989, Rozvany & Zhou 1991, Bendsge & Sigmund 1999) etabliert
hat. Das auch unter der Bezeichnung ,.artificial material“ bekannte Modell fiihrt an dieser Stelle
auf den nachfolgend skizzierten Zusammenhang zwischen Materialdichte und —steifigkeit, der
im Vergleich zum linearen Ansatz (3.20) eine Absenkung der Materialsteifigkeit fiir im Intervall
10, 1] liegende Werte der Dichtefunktion zur Folge hat.

Abbildung 3.2: SIMP-Modell

Vor dem Hintergrund der beim optimalen Bauteilentwurf stets angestrebten Materialeinspa-
rung, die in Form einer das Bauteilgewicht begrenzenden Restriktion als Nebenbedingung
in das zu l6sende Optimierungsproblem einflieit, bewirkt der nichtlineare Ansatz (3.27) eine
durch das nunmehr ungiinstige Verhiltnis von Materialsteifigkeit zu Materialgewicht beding-
te Benachteiligung von zwischen 0 und 1 liegenden Dichtewerten. Auf diese Weise werden
Zwischenwerte der Dichtefunktion gezielt mit mangelnder Effizienz bestraft, wobei das genaue
Strafmafl von der Wahl des Parameters p abhédngt. Um die Entstehung von Grauzonen zu un-
terbinden, muss die Optimierungsaufgabe (3.26) demnach wie folgt modifiziert werden :
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PEL,

min /fg'u, dQ, + / ffu dl'y
Qo Fa,l

u.d.N. (3.28)

/e(u) : C (p,p) : €(ou) dQ, — /fdeu dQ, — / ftTéu dl'y; = 0V du € Ly,
Qo Qo ro,l

C(p,p) = pPC, , p>1

/pﬂ%gﬂg
Qo

Im Hinblick auf die numerische Losung des regularisierten Problems stellt sich an dieser Stelle
die Frage nach einer geeigneten Wahl des Strafparameters p, da im Prinzip fiir jeden beliebi-
gen Strafwert ein entsprechendes optimales Dichtefeld p,,; , gefunden werden kann, wobei die
Grauzonenanteile dieser Dichtefelder mit steigendem Wert des Parameters p erwartungsgemaf
abnehmen werden. Ferner geht durch die Einfiihrung des SIMP-Ansatzes die bislang konvexe
Optimierungsaufgabe (3.26) in eine nichi—konvexe Problemstellung iiber, deren Losung sich in
der Regel wesentlich schwieriger gestaltet. Die Hauptschwierigkeit liegt dabei darin, dass das
nun nicht mehr konvexe Zielfunktional neben dem gesuchten globalen Minimum eine Reihe
weiterer, lokaler Minima besitzen kann, so dass eine auf numerischem Wege ermittelte Losung
nicht unbedingt dem globalen Minimum entsprechen muss. In Anbetracht dieser Problematik
werden zur Losung der Optimierungsaufgabe (3.28) daher sogenannte pfadverfolgende Algo-
rithmen eingesetzt, die in Anlehnung an (Bendsge & Sigmund 1999 bzw. Rozvany 2001) das
Dichtefeld ausgehend von der durch Losung des konvexen Problems (3.26) bestimmbaren und
somit global optimalen Dichteverteilung pop =1 Sukzessiv optimieren, wobei im Laufe des
Optimierungsprozesses eine inkrementelle Erhchung des Strafparameters p erfolgt. Das obige
Problem geht dabei in eine Folge von Teilproblemen iiber, die nun darin bestehen, das Dichte-
feld beziiglich der jeweiligen Werte des Parameters p zu optimieren und auf diese Weise die
entsprechenden Zwischenlosungen pop, zu ermitteln. Die Losung eines Teilproblems flief3t
dabei stets als Ausgangsnidherung in das nachfolgende Teilproblem ein, so dass im Zuge des
Optimierungsprozesses der Grauzonenanteil des Dichtefeldes schrittweise reduziert wird, bis
eine sogenannte ,,black&white*“~Topologie erreicht ist, die keine Grauzonen mehr aufweist.
Neben der von Bendsge vorgeschlagenen Regularisierung kann ferner eine Reihe alternati-
ver Penalty—Ansitze formuliert werden, die in analoger Weise die Ausbildung von Grauzonen
durch Bestrafung von Zwischenwerten der Dichtefunktion verhindern. So ldsst sich das Pro-
blem (3.26) beispiclsweise unter Verwendung eines Penalty-Funktionals

Hp) = c/p(l—p) dQ, , ¢>0 (3.29)

Q,
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in der Form

min /fgu dQ, + / f,T'u, dlyq + C/p(l - p)dQ,
ro,t

pELp
Q, Qo
u.d.N. (3.30)

/e('u,) : C (p) : e(6u) d2, —/f{dudﬂo - /ftT(SudI‘o,f = 0V du€ L,
Q r

Qo o,!
C(p) = pC,
/ pdQ, < M,
Qﬂ

regularisieren (Allaire & Kohn 1993, Jog & Haber 1996), wobei der Konstanten ¢ in diesem
Zusammenhang wiederum die Rolle eines Strafparameters zukommt, der das genaue Strafmal
festlegt.

Die numerische Umsetzung der verschiedenen Regularisierungsmethoden zeigt allerdings, dass
die jeweiligen Penalty—Ansitze zwar die Entstehung von Grauzonen unterbinden, gleichzeitig
jedoch in den betreffenden Bereichen des Entwurfsraumes stark oszillierende Dichtefelder lie-
fern, die in der Regel dullerst komplexe und somit unter fertigungstechnischen Gesichtspunkten
ebenfalls ungiinstige Materialverteilungen wie die sogenannten ,,checkerboard—patterns* (Diaz
& Sigmund 1995, Jog & Haber 1996) zur Folge haben. Eine weitere Konsequenz der vorge-
stellten Regularisierungsansitze besteht in der fehlenden Existenz einer eindeutigen Losung der
resultierenden Optimierungsaufgabe (Jog & Haber 1996), so dass die zur Losung des Problems
(3.28) bzw. (3.30) verwendeten numerischen Verfahren stets stark netzabhidngige Materialver-
teilungen liefern (Sigmund & Petersson 1998, Rozvany 2001).

3.3.2 Mikroskopischer Ansatz

Eine Relaxierung des eingangs formulierten, diskreten Topologiemodells lésst sich alternativ
zur im vorangegangenen Abschnitt vorgestellten Vorgehensweise durch Einfiihrung spezieller
Mikrostrukturen erreichen, die mittels stetiger, auf einer mikroskopischen Skala interpretierba-
rer Indikatorfunktionen beschrieben werden kdnnen. Jedem Materialpunkt x € 2, wird dabei
im Rahmen des nachfolgend abgebildeten Multiskalenmodells eine aus linearelastischem Ma-
terial bestehende Mikrozelle Y zugeordnet (Bendsge & Kikuchi 1988), die eine Modellierung
des Materialfeldes auf der Mikroebene gestattet und insbesondere die Moglichkeit erdffnet, im
betreffenden Punkt des Entwurfsraumes eine beliebige Mikrostruktur zu erzeugen.
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Makroskala

Abbildung 3.3: Multiskalenmodell des Entwurfsraumes

Innerhalb der Mikrozellen werden in der Regel variable Materialparameter in Form eines Ela-
stizitdtsmoduls EY(y) und einer Querkontraktionszahl v¥(y) eingefiihrt, die demzufolge mi-
kroskopische Schwankungen der Materialeigenschaften zulassen, so dass jeder Zelle Y ein
Materialtensor C*(y), y € Y zugeordnet werden kann, der das Materialverhalten der jewei-
ligen Zelle auf der Mikroebene charakterisiert. Die Beschreibung des globalen Materialfeldes
erfordert hingegen die Formulierung eines sowohl auf der Makro- als auch auf der Mikroskala
definierten Tensors C(z,y), « € Q,,y € Y, aus dem unter Anwendung der Methode der
Homogenisierung (Francu 1982) ein effektiver Materialtensor C. (), * € Q, gewonnen
werden kann, der das durch die mikroskopische Verteilung der Materialparameter £ und »
bedingte, makroskopische Verhalten des Materials widerspiegelt.

Die zur Relaxierung von Topologieoptimierungsproblemen eingesetzten Mikrostrukturen ba-
sieren vornehmlich auf den in Abbildung 3.4 dargestellten Einheitszellen (Bendsge 1989, Bend-
sge et al. 1993) bzw. den daraus resultierenden Materialteldern, die eine Unterteilung des Zel-
lenraumes Y in einen materiellen Bereich Y, sowie einen immateriellen Bereich Y; ermogli-
chen. Die Modellierung des materiellen Bereiches ertolgt stets unter Verwendung eines homo-
genen Basismaterials, dessen Eigenschaften durch die Materialkonstanten E, und v, gekenn-
zeichnet sind, so dass der Materialtensor C* in der Form

C'Y(y) _ Co(Eo,V) , YEYnm (3.31)
0 , YeY;

angegeben werden kann.
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Abbildung 3.4: Mikrostrukturbasierte Topologiemodelle

Die Topologie der obigen Einheitszellen ldsst sich dabei mit Hilfe der Geometrieparameter
BY und +Y bzw. &' erfassen, die eine Quantifizierung der Bereiche Y;, und Y; erlauben
und somit die Funktion von Materialindikatoren iibernechmen. Da das vorliegende Mehrska-
lenmodell jedem makroskopischen Materialpunk( eine Mikrozelle zuordnet, treten beim Uber-
gang von der Mikro— zur Makroskala an die Stelle der mikroskopischen Indikatorvariablen
B e [0,1],~" €[0,1] und 6 € [0,1] makroskopische Indikatorfunktionen der Art

B:ax — [0,1] , zeQ, (3.32)

yrx - [0,1] , ze, (3.33)
sowie

6 :x — [0,1] , xeQ, (3.39)

die in diesem Zusammenhang die Moglichkeit bieten, jedem Materialpunkt x € €2, die fiir die
Topologie der ihm zugeordneten Mikrozelle maflgeblichen Geometrieparameter in Form der
Funktionswerte 3(x) und ~v(z) bzw. d(x) zuzuweisen.
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Um zu einer rein makroskopischen Beschreibung des Materials zu gelangen, wird das Ma-
terialfeld stets homogenisiert, indem die mikroskopische Materialverteilung C*(y) durch ein
makroskopisch dquivalentes, homogenes Materialfeld C\,(3*,+") bzw. C(8) ersetzt wird,
so dass schlieBlich jedem makroskopischen Punkt des Entwurfsraumes ein effektiver Material-
tensor

Cess(x) = Ci(8(x),v(x)) (3.35)
bzw.

Ces(x) = Cu(d(x)) (3.36)

zugeordnet werden kann. Da die verwendeten Mikrostrukturzellen im allgemeinen Fall ein ani-
sotropes Materialverhalten auf der Makroskala zur Folge haben, werden die effektiven Eigen-
schaften des resultierenden Materialfeldes nicht nur durch die Topologie der Zellen bestimmt,
sondern auch durch ihre Ausrichtung im Entwurfsraum beeinflusst. Aus diesem Grund wird die
Orientierung der Mikrozellen hiufig in der nachfolgend skizzierten Weise als zusitzliche Ent-
wurfsgroBe eingefiihrt und neben den Entwurfsvariablen 3(x) und +(x) bzw. d(x) optimiert
(Pedersen 1989, Bendsge et al. 1993).

)
O

Abbildung 3.4: Mikrostrukturbasierte Topologiemodelle mit vaviabler Zellorientierung
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Die Erfassung der Zellorientierung erfolgt in der Regel mittels eines Winkels ©* € [0, 2x],
der die Ausrichtung der Achsen y; der betreffenden Zelle beziiglich der globalen Koordina-
tenachsen r; widerspiegelt, so dass an dieser Stelle eine weitere Entwurfsvariable in Form der
Indikatorfunktion

©:xz - [0.2n] , zEQ, (3.37)

ins Spiel kommt. Der effektive Materialtensor C.g¢(x) ergibt sich dabei durch Homogenisie-
rung der jeweiligen Mikrozellen und anschlieBende Transformation der homogenisierten Ten-
soren Cp(3(x),v(x)) bzw. C,(d(x)) auf die Achsen des globalen Koordinatensystems, die
unter Verwendung eines geeigneten Rotationstensors R(O(x)) wie folgt formuliert werden
kann (Suzuki & Kikuchi 1991, Bendsge et al. 1993) :

C.ii(z) = R(O(x))C)(B(x),v(x))R(O(x))T (3.38)
bzw.
Cerr(z) = R(O(x))Cp(8(x))R(O(x))" . (3.39)

Im Zuge der Homogenisierung des Materialfeldes kann ferner jedem Materialpunkt @ € §,
eine effektive Dichte

Pesf(®) = 2= pB(x) —v(z) — (1 - B(x)) (1 —v(x)) (3.40)
bzw.

[)eff(a:) = 1- 5(:[:) (3.41)

zugeordnet werden (Bendsge 1995), die eine Quantifizierung der Masse des im Entwurfsraum
verteilten Materials in Form eines Funktionals der Art

m(B) = [ pess(Bin)an, (3.4)
Qo
bzw.
m(d) = /peff(5) dQ, (3.43)
Q,

gestattet. Zudem ldsst sich auf der Basis der obigen Dichtefunktionen eine Unterteilung des
Entwurfsraumes in die Bereiche

Qm it {-’L‘ € (20 | peff(w) = 1}, (344)
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= {z € Qo | pess(x) = 0} (3.45)

und

{:13 € Q, I 0< /)eff ) < ].} (3.46)

vornehmen, wobei ,, und €2; rein materiellen bzw. rein immateriellen und somit mikrosko-
pisch homogenen Materialzonen entsprechen, wihrend 2, einen mikroskopisch inhomoge-
nen Bereich darstellt, der je nach verwendetem Mikrostrukturmodell durch periodisch verteilte
Hohlrdume bzw. laminatartige Strukturen auf der Mikroskala gekennzeichnet ist.

Wird das Materialfeld mit Hilfe der durch die Parameter 8 und +¥ charakterisierten Mikro-
zellen modelliert, so nimmt das im Rahmen der vorliegenden Arbeit betrachtete Entwurfspro-
blem nun die nachfolgende Gestalt an

- T T
lin /fvuan + /f, udl,y
Qo ru,l

~EL-
OELy

(3.47)

‘/E(H)fceff(,G,“/,e) (6u) dQ, —/fTéudQ —/ftTéu(lFDt = 0V due Ly,

Qp ot

Ces1(3,7,0) = R(©)C,(B,7)R(O)T

/peff(,@,’)’)(lszof_ﬂ;[o s Peff(ﬁs"f) = 2_13—"/'—(1_[)))(1_7)

2

wobei der Raum der zuldssigen Losungen unter Beachtung der Wertebereiche der Indikator-
funktionen ,3(x), v(z) und ©(x) auf die Mengen

Ly = {B10<Bx)<1 Vaxe} (3.48)

L, = {#|0<v(=@) <1 Ve (3.49)
und

Lo = {0]0<O(@) <21 V & eQ,) (3.50)

einzuschranken ist. [m Fall des auf laminatartigen Mikrostrukturen basierenden Topologiemo-
dells 14sst sich die zu losende Optimierungsaufgabe in analoger Weise formulieren, indem an-
stelle der Parameter ¥ und +¥ die GroBe 6 bzw. die Funktion §(x) als Entwurfsvariable
eingefiihrt und der Losungsraum entsprechend modifiziert wird.

Die numerische Umsetzung der mikroskopisch motivierten Topologiemodelle erfordert nun-
mehr die Einfiihrung eines mehrskaligen Finite-Elemente-Modells, das eine Diskretisierung
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des Entwurfsraumes auf der Makro- sowie Mikroskala erméglicht. Auf der Makroebene wird
der Entwurfsraum dabei stets in makroskopisch homogene Elemente €25, e = 1,...,n, zerlegt,
die eine Uberfiihrung des Materialfeldes C.s;(z) in eine diskrete Anzahl riumlich konstanter
Materialtensoren Coyse, € = 1,...,n. gestattet. Vor diesem Hintergrund geniigt es an dieser
Stelle, jedem makroskopischen Element §2¢ lediglich eine exemplarische Mikrozelle Y€ zuzu-
ordnen, so dass die Indikatorfunktionen 3(x), y(x), é(x) und ©(z) in eine endliche Anzahl
von Entwurfsvariablen 3, € |0,1], 7. € [0,1], 6. € [0,1] und ©, € [0,27], e = 1,...,n,
tibergehen. Folglich ldsst sich das Materialverhalten innerhalb der Elemente mit Hilfe von Ma-
terialtensoren der Gestalt

Cefje = R(0)C,(Be,7e)R(O,)T (3.51)
bzw.
Cefre = R(@e)ch(ée)R(e)e)T (3.52)

beschreiben, die durch Homogenisierung der dem jeweiligen Element zugeordneten Mikrozelle
gewonnen werden kénnen. Da das in diesem Zusammenhang zu 16sende Homogenisierungs-
problem im allgemeinen Fall keine analytische Losung besitzt, werden die Mikrozellen in der
Regel ebenfalls mit Hilfe der Finite—Elemente—Methode diskretisiert und anschliefend in An-
Iehnung an (Bendsge & Kikuchi 1988, Bendsge et al. 1993 bzw. Allaire 1997) auf numerischem
Wege homogenisiert, was jedoch mit einem erheblichen Rechenaufwand verbunden ist.

Eine analytische Losung des Homogenisierungsproblems kann lediglich im Fall der laminatar-
tigen Mikrozellen angegeben werden (Bendsge 1989), so dass diesem Typ der Mikrostruktur
eine besondere Bedeutung zukommt, da er ohne numerischen Mehraufwand in das makrosko-
pische Finile-Elemente~-Modell implementierbar ist. Neben dem vorgestellten, auf Laminaten
erster Ordnung basierenden Ansatz finden sich in der Literatur daher weitere, auf Laminat-
strukturen hoherer Ordnung beruhende Topologiemodelle (Francfort & Murat 1986, Bendsge
et al. 1993, Jog et al. 1994), die durch konsequente Erweiterung des bestehenden Multiskalen-
konzeptes auf mehrere Mikroskalen gewonnen werden konnen und demzufolge ebenfalls auf
analytischem Wege 16sbar sind.

Der einzige Nachteil der unter Verwendung von Laminaten konstruierbaren Mikrostrukturmo-
delle besteht darin, dass die resultierenden Mikrozellen aufgrund der speziellen Topologie des
immateriellen Zellenraumes Y; iiber keinerlei Schubsteifigkeit verfiigen und dementsprechend
im Zuge der Finite—Elemente-Formulierung des zu 16senden Optimierungsproblems singuldre
Steifigkeitsmatrizen liefern. Diese Problemtik lisst sich jedoch ohne Weiteres umgehen, indem
innerhalb des immateriellen Bereiches der verwendeten Einheitszellen ein Elastizitdtsmodul
E; < F, cingefiihr( wird (Bendsge 1995), der dem resultierenden Materialfeld

C)(y) — C"(EO’ Vo) s Y EYm (353)
Ci(Ei) UO) s Y € },i

eine minimale Schubsteifigkeit verleiht, woraufhin Singularitdten der genannten Art ausge-
schlossen werden.






Kapitel 4

Regularisierung des
Topologieoptimierungsproblems

Die im vorangegangenen Kapitel vorgestellten, mikroskopisch motivierten Topologiemodel-
le ermoglichen zwar eine Relaxierung des Optimierungsproblems (3.15) bzw. (3.17) im Hin-
blick auf den Definitionsbereich der Entwurfsparameter, haben jedoch eine Erweiterung des
Raumes der zulidssigen Losungen auf Materialverteilungen mit unter fertigungstechnischen Ge-
sichtspunkten nicht realisierbaren Mikrostrukturen zur Folge, so dass aus fertigungstechnischer
Sicht die auf dem SIMP-Modell basierende, makroskopische Problemformulierung vorzuzie-
hen ist. Allerdings muss das Problem (3.28) dahingehend regularisiert werden, dass die durch
die Bestrafung von Grauzonen bedingte Ausbildung oszillatorischer Dichtefelder, die ebenfalls
nicht realisierbare Losungen darstellen, ausgeschlossen wird und die erhaltenen Losungen kei-
ne Netzabh#ngigkeit aufweisen.

4.1 Regularisierung des Problems unter Einbeziehung des
Dichtegradienten

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit soll das Topologieoptimierungsproblem durch einen zusatz-
lichen Penalty—Ansatz regularisiert werden, der eine gezielte Bestrafung oszillatorischer Dich-
tefelder unter Einbezichung des Dichtegradienten

o 8p p1T
Vp = 4.1
P |:a;l'1 ’ (?IQ ' 8LE3 ( )

bewirkt. Zur Erfassung der raumlichen Schwankungen der Dichtefunktion p wird dabei ein
Funktional der Gestalt

35
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Ap) = /(Vp)T(Vp) a9, 42)
Qo

eingefiihrt, das die globale Verteilung des Dichtegradienten Vp im Entwurfsraum 2, wi-
derspiegelt und vor dem Hintergrund des verwendeten Topologiemodells ein MaB fiir die den
materiellen Bereich des Entwurfsraumes begrenzende Oberfliche darstellt. Da oszillatorische
Dichtefelder stets eine grofle Oberfiache aufweisen, ldsst sich das obige Funktional zur Be-
strafung solcher Materialverteilungen heranziehen, indem es in Form des in der Abbildung 4.1
skizzierten Penalty—Funktionals

x(p) = e y>0 (4.3)
wie folgt in das bestchende SIMP-Modell (3.27) implementiert wird :
Ex) = pP(@)Be™® | p>1 , v>0 , ¢, (4.4)

Die Konstante -« stellt in diesem Zusammenhang einen zusitzlichen Strafparameter dar, der
eine gezielte Skalierung des Penalty-Funktionals x ermoéglicht und somit zur Festlegung eines
geeigneten Strafniveaus verwendet werden kann.

X(p)

A

Abbildung 4.1: Penalty—Funktional

Neben der durch den klassischen SIMP-Ansatz bedingten Benachteiligung von Grauzonen be-
wirkt das in (Kotucha & Hackl 2003 bzw. Kotucha & Hackl 2004b) unter der Bezeichnung
»extended SIMP-approach® beziehungsweise ,,X-SIMP-approach” eingefiihrte Modell (4.4)
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die nachfolgend skizzierte, mit zunehmender Oberfliche A einhergehende Absenkung des E—
Moduls, die sich in gleichem MaBe auf alle Materialpunkte des Entwurfsraumes erstreckt und
einer Verminderung der globalen Steifigkeit der Struktur gleichkommt.

Abbildung 4.2: Erweitertes SIMP-Modell (X-SIMP-approach)

Auf diese Weise wird die Ausbildung oszillatorischer Dichteverteilungen, die stets eine Zu-
nahme der Oberfliche A nach sich zieht, mit einem Steifigkeitsverlust der gesamten Struktur
bestraft, so dass Materialverteilungen der genannten Art als ineffiziente Losungen ausgeschlos-
sen werden. Das erweiterte Modell fiihrt dabei auf eine Konstitutivbeziehung der Art

v, B F
= o treJ + —2 —yA(p) 4.
a pp{(l—l—i/o)(l—Qr/o)( re)l + (1+1/0)E}e ! (4.5)
aus der nunmehr ein Materialtensor der Form
C(p,p,y) = p’Ce M® (4.6)

beziehungsweise die Materialmatrix

C(p,p,y) = pPCoe P (4.7)
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resultiert. Folglich ldsst sich an dieser Stelle ein Gesamtpotential der Gestalt

1

[I{w, p,p,y) = —2-/5(u):C(p,p,q') :e(u)(lQo—/fo(lQo—-/ftTudI’o,t (4.8)
Qo Co,:

Qo

bzw.

2

o

1 -
(u,p,p,%) = = / u'D,TC (p,p,~) Dyu dQ, — / FrudQ, - / fludl,, (4.9)
Qo Co:

einfiihren, so dass das zu 16sende Topologieoptimierungsproblem in der nachfolgenden Weise
formuliert werden kann :

PEL)

min /ffu dSdy + / fiudl,,
, ot

u.d.N. (4.10)

/e(u) : C(p,p,7) : €(0u) dQ2, — /ff&udﬂo — /ftTcSu dlyy = 0V du € Ly,
Qo | I

0

C(p,p,7) = PC™™? | X(p) = / (VoY'(Vp)dQ , p>1 , v>0
Q,

/ pdQ, < M,.

Qo

4.2 Numerische Losung des regularisierten Problems

Die Losung des Optimierungsproblems (4.10) erfordert in erster Linie eine geeignete Diskreti-
sierung des Dichte— und Verschiebungsfeldes im Rahmen der Finite—Elemente—Methode sowie
die Formulierung eines numerischen Verfahrens, das zur Losung des diskretisierten Problems
herangezogen werden kann. In diesem Zusammenhang wird die vorliegende restringierte Opti-
mierungsaufgabe unter Verwendung der Penalty-/Barrier—Methode (Gromann & Terno 1997)
auf eine Folge von unrestringierten Ersatzproblemen zuriickgefiihrt, die anschlieBend in Anleh-
nung an (Kotucha & Hackl 2004a bzw. Kotucha & Hackl 2004b) mittels eines pfadverfolgenden
Abstiegsverfahrens geldst wird.
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4.2.1 Diskretisierung des Problems im Rahmen der
Finite—Elemente—Methode

Das iin Zuge der Diskretisierung des Problems (4.10) einzufiihrende Finite—Elemente~Modell
soll nun exemplarisch unter der Annahme eines ebenen Spannungszustandes formuliert wer-
den, wobei das zweidimensionale Modell ohne Weiteres zu einer 3D-Formulierung ausgebaut
werden kann, die die Beriicksichtigung beliebiger dreiachsiger Spannungszustiande gestattet.
Bei Benutzung eines Koordinatensystems mit den Raumrichtungen i,y und z Aiefen im Fall
des ebenen Spannungszustandes lediglich die Spannungen o,,, 0y,.0,, sowie die Dehnungen
EzryEyyy Exy 1N das Gesamtpotential II ein, so dass der Spannungs— bzw. Dehnungszustand
durch die Vektoren

& = [0mmr04y,0m]" (4.11)
bzw.
€ = [ean,eu,26m]" (4.12)

beschrieben werden kann. Vor diesem Hintergrund geht die Materialmatrix C, in eine 3 X 3—
Matrix iiber, die unter Einbeziehung des aus der Bedingung o¢,, = 0 resultierenden Zusam-
menhanges

€2 = —TTp (€zz + €4y) (4.13)

nunmehr die Gestalt

1 v, 0
v, 1 0 (4.14)

(1— 12 —
Vo o i3

- E,
C, =

annimmt. Ferner lassen sich an dieser Stelle die fiir die Dehnungen e,,,€,, und €,, mafBgeb-
lichen Verschiebungen u, und w, zu einem Verschiebungsvektor der Form

u = [ug, 1) (4.15)

zusammenfassen, wobei die eingangs eingefiihrte Differentialoperatormatrix (2.45) wie folgt
zu modifizieren ist :

~ 8 -
7 0
d
= 0o —1. .
D, By (4.16)
b 90
Oy O
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Um das Problem (4.10) zu diskretisieren, wird der Entwurfsraum €2, nun in der nachfolgenden
Weise in eine endliche Anzahl von Elementen Q¢ , e = 1, .., n. unterteilt, die eine Uberfiihrung
der Feldfunktionen p,u, und u, in eine diskrete Menge von Knotenvariablen py, iy, und
Uy, k = 1,.., 0 gestatten.

Abbildung 4.3: Finite—Elemente~Modell

Im Gegensatz zur klassischen FE-Modellierung des Entwurfsraumes, die auf der Annahme ei-
ner konstanten Dichteverteilung in den Elementen beruht, wird die Dichte p nunmehr neben
den Verschiebungen u, und u, als Knotenvariable eingefiihrt und mit Hilfe geeigneter Form-
funktionen modelliert, die eine stetige Approximation des Dichtefeldes ermoglichen und die
Formulierung von Dichtegradienten zulassen.

Abbildung 4.4: Abbildung eines schiefwinkligen Elementes auf ein rechtwinkliges
Einheitselement
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Die schiefwinkligen Elemente werden dabei in Anlehnung an (Zienkiewicz & Taylor 2000)
auf rechtwinklige Einheitselemente der in Abbildung 4.4 skizzierten Gestalt zuriickgefiihrt,
in denen das Dichte— und Verschiebungsfeld mittels der nachfolgend dargestellten, bilinearen
Formfunktionen approximiert werden kann.

Gz e
A LT T

B (£0°)= % (1+£) (1= 1)

> TS
oy e AT e B S B OF
P e s 5 A 7 S R 1 ?

o 7 e S R S
B e 2035 A G S P B B AT T

B (€)== €901+ B (€)= 1+ €)1+ 1)
Abbildung 4.5: Bilineare Formfunktionen

Die Feldfunktionen p,u, und u, lassen sich demnach auf der Elementebene unter Verwen-

dung der Knotenwerte pf, uf, und uf, wie folgt entwickeln

4
ple ) = SR (€ )i @17

i=1
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4

w (€5,90°) = ) he (€)@, (4.18)
=1
4

wy (€5,0°) = D h§(€5,0°) s, (4.19)
i=1

wobei die Ansatzfunktionen h$ (£¢,7°) zu Ansatzvektoren der Art

> o

he (&5, n°) = (4.20)

~ o~~~
785
o
[¢)

~
=0 L [ 24 D

,ﬁ
>

beziehungsweise zu Ansatzmatrizen der Gestalt
17T

[he (€2,7°) 0

0 h§ (€5,1°)
h§ (€¢,1°) 0

0 hs (£5,7°)
He(eEn®) = |, . 2 421
h3 (E 5776) 0

0 hg (€4,n°)
kg (€5, n°) 0

0 h (€5,1°) |

zusammengefasst werden konnen. In analoger Weise lassen sich die den einzelnen Elementen
zugeordneten Knotenwerte des Dichte— und Verschiebungsfeldes zu lokalen Dichte— bzw. Ver-
schiebungsvektoren

- T

(3

p° = (55,05, 55, ] (4.22)
und

~€ ~e ~e e e e ~ e € ~e T 4 2'3

4t = [ul_v,uly,uu,uw,u3_v,u3y,u4x,u4y] (4.23)

zusammenfassen, so dass die Entwicklungen (4.17), (4.18) sowie (4.19) alternativ in der Form

p(€n°) = he (€8,n°) ¢ (4.24)

w (€ n®) = H(En%)au (4.25)
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angegeben werden kdnnen. Aus den Ansitzen (4.24) und (4.25) ergibt sich ferner der Dichte-
gradient

Vp(€,n°) = VA (6,7°) p° (4.26)
— N°(&°,7°)

sowie das Dehnungsfeld

€(&°,n°) = D,u(€,n°)
= D,H*® (& n°) u®, 4.27)
N — e’
= B* (§°,1°)

wobei die Matrizen N (£°,1°) bzw. B® (£€¢,1¢) die nachfolgende Gestalt annehmen :

TOhS  Oh§ Oh§ Oh§
e/ve o _ | Or Or Oz Ox
NYE) = Nope ong ons one (4.28)
L9y Oy Oy Oy
Ked ohs ohs on§ .
o " e Y e Vo
Oh¢ Ohs Oh¢ Oh¢
Be (56,776) — 0 a;l 0 a;? 0 3;3 0 8;4 (429)
Oh§ Oh§ 0Oh§ 0Oh§ 0Oh§ 0Oh§ 0Ohs ONS
LJdr Oy Odxr Oy Ox Oy Or 09yl

Vor diesem Hintergrund geht das im Zuge der Regularisierung des Topologieoptimierungspro-
blems als Ma8 fiir die raumlichen Schwankungen der Dichtefunktion eingefiihrte Funktional
A in die Summe

Mo = 3 [ (TplE )" Vate ) dns (4.30)

e=1 Qs

iiber, die nunmehr unter Beriicksichtigung der Beziehung (4.26) folgendermafen approximiert
werden kann :
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M) = D [N (€) BT N € )
e—lne

= Y [ BTN DT N )
e=ng

= S5 [N )T N ) s
e=1

e
QD
\ —

- D
= Y 5 Do (4.31)
e=l1

Die zur Berechnung der Matrizen IN°(£%,7¢) und B¢ (£°,n°) benitigten Ableitungen der
Formfunktionen h¢ (€°,7¢) nach den Koordinaten x und ¥ ergeben sich dabei in Anlehnung
an (Zienkiewicz & Taylor 2000) aus den Abbildungsvorschriften

) = b ()i, & = [&5,55,i5, 5] (4.32)
T e e\ 7 - 7 5 € e T
y(€&n°) = he (6509, §° = [95,95. 55, 95) (4.33)
die eine Transformation der lokalen Koordinaten £ und »® auf die globalen Koordinaten 2

und y bewirken. Aufgrund der funktionalen Abhéngigkeit = = x (¢, n¢) sowie y = y (&%, n°)
lassen sich die zu bestimmenden Ableitungen durch Losung des linearen Gleichungssystems

or 9y [ ong
oge  oge dxr | | 0ge
o & 8_}{ = % (4.34)
ont  on¢ Ay one
N — e’
= J(&n°)
gewinnen, aus dem ein Zusammenhang der Art
T -1
| = I (€5,n%) ‘ (4.35)
y one

resultiert, Die Transformationsgleichungen (4.32) und (4.33) ermoglichen an dieser Stelle eine
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Entwicklung der Jacobi-Matrizen J€(£¢. %) in der Form

ohe’ - ohe’ -

Jf‘(g(‘, ’)F) — aée,,_ aée—r . (4.36)
oh® ¢ oh® _,
one one y

wobei die Differentiation der Ansatzvektoren h®(£°,1¢) beziiglich der Koordinaten £¢ bzw.
n® Vektoren der Gestalt

ohe _ [ons an; ohg ong]’ (4.37)
oge | 0& oge " dge " oge
bzw.
ohe _ [ohs by ohg o ! (4.38)
one one’ e’ O’ One
liefert, deren Komponenten in der nachfolgenden Weise angegeben werden konnen :
Bh‘j _ 1 e Z‘)h‘j _ 1 e
(’.)Ee = _Z (1 - 77 ) 3 87)‘9 - 4 (1 g )
(9/1.“5 - 1 e 3/13 . 1 e
age — Z(1_77 ) , 3773 = —Z(]."I'g )
Ohy _ Ly ,e Oh5 _ 1. .
ohe 1 Ohg L
- S+ = 7 1+E). +

Das eingefiihrte Finite—Elemente~Modell erdffnet nunmehr die Moglichkeit, die in das Ge-
samtpotential (4.9) einflieBende Formanderungsenergie

2
Q0

1 -
Oye(u, p,p, ) = = / uT D, TpPCe P DudQ, , Mp) = / (V)T (Vp)dQ,
Qo

(4.40)

in elementspezifische Anteile zu zerlegen und diese in der Form
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e

1 [ _. ~e\P = e - —e 1
ant(&eaﬁlw--aﬁne7p’ ,-.,.) — §/uerBeT(h6Tpe) Co eX_P(—"/ZpeFD; pe)Beue dszz

e=1
Qg

(4.41)
bzw.

1 Ne _ _ p B R
(@0, P, 7)) = §ﬂerexla(—7ZﬁeTDf;p€>/(herpe> B C B

e=l Qg
(4.42)

zu approximieren. In diesem Zusammenhang kann jedem Element eine Steifigkeitsmatrix der
Art

Ke(p', ... ", p,y) = (%X])(—“/ZﬁeTD;ﬁe) / (he'rﬁe)pr"éoBEng (4.43)
e=1

3

—

'

= X (B, 8",) = K(",p)

zngeordnet werden, so dass die jeweiligen Formidnderungsenergien wie folgt ausgedriickt wer-
den kénnen :

~e ~ ~n. 1~e ~ ~Ne ~ e
.3, 6% .., A" py7) = i "Ke(p, ..., B p,y) @l (4.44)

Werden zur Beschreibung des Dichte— und Verschiebungsfeldes anstelle der lokalen Knotenva-
riablen g, uf, und «§, die globalen Variablen py, tr, und iy, herangezogen, so lasst sich

die Formiénderungsenergie der gesamten Struktur

Ne

- e~ - 1 - - - -
We(a',..ca™, p' . p™ p,y) = §ZueTK"(pl,...,p“’,p,ﬂ,f) a® (4.45)
e=1

nach Einfiihrung eines globalen Dichte- sowie Verschiebungsvektors

A . . 1T
p = [pry--hu] (4.46)
und
a = [[Llaz 3 ﬁly Yoy 'ﬁnkx ) ﬂ)zky] ! (4.47)
alternativ in der Form
. a 1. - .
Hint(uzp)p) ﬂl) = _UTK(PaP,”I')U (448)
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darstellen, wobei die Gesamtsteifigkeitsmatrix K unter Verwendung des Assemblierungsope-
rators A (Hughes 1987) aus den zuvor formulierten Elementsteifigkeitsmatrizen aufgebaut
werden kann und demnach folgende Gestalt aufweist :

K(pp) = AE @5 p7)

e

= x (8. "™, 7) ’51 (K (55, p)) . (4.49)

= K, (3',...6",p)

Ferner ermdglicht das vorliegende Modell eine Uberfithrung des Potentials der #uBeren Krifte

Iepe(u) = /f udQ, — /f,u(IFo, (4.50)
Qo
in die Summe
I (@ .. u'e) f (H®u) (le;-/f,T(He'&") drs,
e=l e [‘C

- / (B f,,)Tdszg+ / (7 f,)T(lI‘;, a

€
Fo.f
~ 7/

“af, (4.51)

He:l:t('&) - —‘]5 i y ﬁ - A(ﬁe) (452)

liefert. Unter Beriicksichtigung der Zusammenhinge (4.48) und (4.52) kann das Gesamtpoten-
tial (4.9) schlieBlich in der nachfolgenden Weise approximiert werden :

L. 1. . . T,
I (@, p,p,y) = §uTK(p,p,7)u—pTu. (4.53)
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Folglich 14sst sich die Gateaux—Ableitung

. . d . .
DI(@, p, p,v)(6d) = o (@ + adi, p, p,¥)|,—o (4.54)

nunmehr in der Form

DI(d, p,p,v)(00) = @K (p,p,) o0 —p’oa (4.55)

angeben, so dass die Forderung nach einem Minimum des Gesamtpotentials 11(%, g, p,~) auf
die Gleichung

K (pA,p:HI‘) 0 — ﬁ =0 (456)
bzw
K (p,p,v)u = p (4.57)

fiihrt, die im Rahmen des vorliegenden FE-Modells zur Bestimmung des Verschiebungsvektors
2 herangezogen werden kann. Im Zuge der Diskretisierung des Optimierungsproblems (4.10)
muss zudem eine diskrete Formulierung des Massefunktionals

m(p) = /p(lQo (4.58)

Q,

entwickelt werden, die eine Riickfiihrung der Masse der zu optimierenden Struktur auf die
Knotenwerte des Dichtefeldes gestattet. Vor diesem Hintergrund liegt es nahe, die Masse der
gesamten Struktur in elementspezifische Anteile zu zerlegen und das obige Funktional in die
Summe

mp) = Y / p (€5,1°) AN (4.59)

e=1 Qg
zu iiberfiihren, die an dieser Stelle unter Einbeziehung des Ansatzes (4.24) in der Form

Ne

m(p',..,p%) = Z/h“’,ae(mg

e=1 Qg

Ne
> / he" doe 5
e=IQf

N— ——
T

= §°

Ne

- Z § p° (4.60)
e=1
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approximiert werden kann. Die Vektoren ¢, ¢ = 1, ..., n, lassen sich dabei unter Verwendung
des Assemblierungsoperators A zu einem globalen Vektor

i = Aw@ (4.61)

zusammenfassen, so dass das Massefunktional (4.58) schlie3lich die Gestalt
m(p) = §'p (4.62)

annimmt. Das eingefiihrte Modell bietet demnach die Mdoglichkeit, die Optimierungsaufgabe
(4.10) wie folgt zu formulieren

. AT A~
iy 1P

u.d.N. (4.63)

K(ﬁ,]),’)’)’& =p, p>1, v>0
m (p) < M,,

wobei der Losungsraum L. in dem der optimale Dichtevektor p,, zu suchen ist, in der nach-
folgenden Weise angegeben werden kann :

Ls = {peR™|0<p <1, k=1,..,m}. (4.64)

4.2.2 Losung des diskretisierten Problems unter Verwendung der
Penalty-/Barrier—-Methode

Die im vorangegangenen Abschnitt formulierte Optimierungsaufgabe (4.63) stellt ein restrin-
giertes Optimierungsproblem dar, das im Rahmen der Penalty—/Barrier~-Methode (GroBmann
& Terno 1997) in eine Folge von unrestringierten Ersatzproblemen iiberfiihrt werden kann. In
diesem Zusammenhang lasst sich zundchst das in die Zielfunktion einflieBende Verschiebungs-
feld 4 in der Form

a = K ' (p,p,)p (4.65)
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ausdriicken, so dass die Gleichgewichtsbedingung (4.57) a priori erfiillt wird. Um die Erfiillung
der iibrigen Nebenbedingungen des Problems (4.63) zu gewihrleisten, wird die Zielfunktion
ferner um spezielle Indikator—Funktionen erweitert, die derart zu definieren sind, dass sie Ver-
letzungen der zu beriicksichtigenden Restriktionen gezielt bestrafen. So ldsst sich die Einhal-
tung der Masserestriktion

m(p) < M, (4.66)

mit Hilfe einer Indikator—-Funktion der Gestalt

(4.67)

erzwingen, wihrend die Einschridnkung des Dichtevektors p auf den Losungsraum L durch
Einfiihrung einer Funktion der Art

| (4.68)
+oo , pr ¢[0,1]

ny ) o { 0, pr € [0, ]]

erreicht werden kann. Durch Addition der obigen Funktionen zur vorliegenden Zielfunktion
werden demnach Dichteverteilungen, die die einzuhaltenden Restriktionen verletzen, mit ent-
sprechenden Strafen belegt und somit als mogliche Lésungen des Optimierungsproblems (4.63)
ausgeschlossen. Aus numerischer Sicht erweisen sich die Funktionen (4.67) und (4.68) aut-
grund ihrer Unstetigkeit jedoch als unbrauchbar, so dass sie im Hinblick auf ihre Einsetzbarkeit
in Verbindung mit numerischen Losungsverfahren durch stelig differenzierbare Penalty- bzw.
Barrier—Funktionen zu approximieren sind. Im Fall der Funktion i bietet sich dabei die in der
Abbildung 4.6 skizzierte Approximation

(4.69)

0 . m(p) < Al
wp) = { m(P)

o (m () — M,)* | m(p) > M,

an, die unter Verwendung des Parameters o, > ( in geeigneter Weise skaliert werden kann.
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Abbildung 4.6: Penalty-Funktion

Die Funktion i ldsst sich hingegen geméf3 Abbildung 4.7 in der Form

"y
v(p) =) () » m(pr) =<
k=1

' 1 2 — 1
b e (= )| <
=5 [p-p)
i
Bor———~ P < ppe <P
pr (1 — pr)
1 25" — 1

A [

(A — /3”)] B >
(4.70)

- N+ -
/)" (1 _ p//) [P" (1 _ /)”)]2

annghern, wobei die Funktionen . () vor dem Hintergrund der zu erfiillenden Stetigkeitsan-
forderungen auBlerhalb des Intervalls [5’, 5”] mittels linearer Approximationen fortgesetzt wer-

den sollen.

I
I
I
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Abbildung 4.7: Barrier—Funktionen
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Definiert man nun an dieser Stelle eine erweiterte Zielfunktion der Art
A R 1/~ S N
¥ (p,p,v,q) = YK (pp, V) P+ e p)+q(p) , 0<qg<, (4.71)

so bewirkt die eingefiihrte Penalty— bzw. Barrier—Funktion eine gezielte Bestrafung von Dich-
teverteilungen, die die betreffenden Restriktionen verletzen. Eine exakte Ertfiillung der Restrik-
tionen ist dabei lediglich im Grenzfall des verschwindenden Strafparameters ¢ mdglich, so
dass die zu l6sende Optimierungsaufgabe (4.63) alternativ wie folgt formuliert werden kann :

lim Juin U (p,p,7,q) - (4.72)

Aus numerischer Sicht ldsst sich die obige Problemstellung als Folge von Teilproblemen behan-
deln, da fiir jede Kombination der Strafparameter p, v und ¢ eine Losung gefunden werden
kann. Jedoch sind die Probleme infolge des X-SIMP-Ansatzes nicht mehr konvex, so dass sich
die Ermittlung globaler Minima schwierig gestaltet. Als Ausgangspunkt der gesamten Folge
bietet sich daher das konvexe Problem

1 T(p p° = 0 — o —
Juin ¥ (B, r°=1,7"=0,¢"=1) (4.73)
an, dessen Losung
H° = al'g i \J/ 7) ° ey o = o o .
p g ﬁlel%},}k I (p,p°=1,v"=0,¢°=1) (4.74)

als erste Néherung des gesuchten Dichtefeldes p,,, herangezogen werden kann. Nach der
Losung des konvexen Problems wird die X-SIMP-basierte Regularisierung durch eine ent-
sprechende Modifikation der Parameter p und -~ aktiviert und das Dichtefeld p° anschlie-
Bend beziiglich der modifizierten Parameterwerte optimiert. Die Parameter lassen sich dabei
schrittweise modifizieren, so dass das Dichtefeld im Rahmen des Optimierungsprozesses in in-
krementellen Schritten der Art

Pl = P+ A, i=0,1,2,...0 (4.75)

aktualisiert werden kann, indem der Dichtevektor p' beziiglich der jeweils aktuellen Para-
meterwerte p't! 41 und ¢/*! optimiert und die innerhalb eines Inkrementes i erhaltene
Dichteverteilung p**! als Ausgangsniherung fiir das nachfolgende Inkrement verwendet wird.

A0

Um den zu erwartenden, hohen Grauzonenanteil des Dichtefeldes p° abzubauen, muss der
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fiir die Bestrafung von Zwischenwerten der Dichte maBgebliche Parameter p sukzessiv erhoht
werden, was in diesem Zusammenhang durch Einfiihrung einer Folge der Gestalt

pPrlo=p 46, 6>0 (4.76)

realisiert werden kann, die eine Entwicklung des Parameters in der nachfolgenden Weise er-
moglicht.

>
>

To 1

[ew]
(W g

Abbildung 4.8: Inkrementeller Fortschritt des Strafparameters p

Die schrittweise Steigerung des Exponenten p fiihrt zu einer allméhlichen Unwandlung vor-
handener Grauzonen in aus rein materiellen bzw. immateriellen Bereichen bestehende, jedoch
stark oszillierende Dichteverteilungen, so dass im Zuge des inkrementellen Fortschritts ein Zu-
wachs der Oberfliche A zu erwarten ist. Im Sinne der angestrebten Regularisierung muss dem-
nach mit zunehmendem Exponenten p die Bestrafung der Oberfliche A aktiviert bzw. der
mafBgebliche Strafparameter « in geeigneter Weise entwickelt werden. Dabei sollte der Para-
meter  mit der Bestrafung der Grauzonen einhergehend aktiviert werden, um bereits im An-
fangsstadium des Optimierungsprozesses die Ausbildung von oszillatorischen Dichtefeldern zu
unterbinden und somit einen geeigneten Losungspfad zu finden. Im Gegensatz zum Exponenten
p sollte die Bestrafung der Oberfliche jedoch wieder deaktiviert werden, nachdem ein solcher
Pfad gefunden wurde, um den vollstandigen Abbau verbleibender Grauzonen zu erméglichen.
Vor diesem Hintergrund lésst sich der Parameter -y in Form einer Folge der Art

0 L i=0

- | (4.77)
o 4 Lt o0

entwickeln, die den nachfolgend abgebildeten Zusammenhang zwischen den Strafwerten 4
und p' liefert,
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> p

Abbildung 4.9: Inkrementeller Fortschritt des Strafparameters

Zur Festlegung des Strafmafles +* wird an dieser Stelle die Oberflache A° der Ndherungslosung
p° herangezogen, wobei in diesem Kontext ein Steifigkeitsverlustfaktor

kK = e A (4.78)

eingefiihrt werden kann, der den durch die Oberfiiche A bedingten Steifigkeitsabtall der zu op-
timierenden Struktur charakterisiert. Fordert man nun, dass die Oberfliche A° einen bestimm-
ten Steifigkeitsverlust x° zur Folge haben soll, so liefert die Auswertung der obigen Gleichung
die Beziehung

1 1
*/* = —In (—-) s 0< kK’ < 1, (479)
)\o Ko

die zur Ermittlung des ertforderlichen Strafmafles v* verwendet werden kann.

Neben der Modifikation der Parameter p und + wird schlieB8lich eine geeignete Entwick-
lung des Strafparameters ¢ bendétigt, der fiir die Einhaltung der zu erfiillenden Restriktionen
zustandig ist. Da die betreftenden Restriktionen lediglich im Grenzfall des verschwindenden
Parameters ¢ exakt erfiilll werden, wird dieser wihrend des Optimierungsprozesses in inkre-
mentellen Schritten der Form

¢t =< , O<e<l (4.80)

variiert und somit in der nachfolgenden Weise reduziert.
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Abbildung 4.10: Inkrementeller Fortschritt des Strafparameters ¢

Im Hinblick auf die Formulierung eines fiir den Abbruch der inkrementellen Optimierungsfol-
ge bendtigten Optimalitétskriteriums kann ferner ein Grauzonenindikator

1
Clp) = o 4p(1 — p) dS2, (4.81)
OQD

bzw.

> / 4he" pe(1 — he" 5%) Qe

e=195

¢(p) = (4.82)

Z/ng
e=iq

e
(2]

definiert werden, der den Grauzonenanteil des Dichtefeldes erfasst und somit die Verfolgung
der Grauzonenentwicklung im Laufe des Optimierungsprozesses ermoglicht. Auf der Basis des
eingefiihrten Indikators ldsst sich die Abbruchbedingung nunmehr in der Form

CP) < ¢, 0<(<l (4.83)

formulieren, wobei (, eine geeignet zu wihlende Schranke darstellt.

Infolge des Zusammenhanges v = y(p) bzw. 4 = ~'(p*) ldsst sich der inkrementelle Fort-
schritt des Dichtfeldes nunmehr im Parameterraum p, g wie folgt veranschaulichen, wobei /i,
eine beliebige Komponente k € {1,...,n;} des Dichtevektors p* darstellt.
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Abbildung 4.11; Inkrementeller Fortschritt des Dichtevektors p

Die inkrementellen Korrekturen des Dichtefeldes Ap' ergeben sich durch Optimierung des
Dichtevektors p' beziiglich der Parameterwerte p'*!, 4'*! und ¢'*!, die im Rahmen eines
auf lokalen Entwicklungen der Zielfunktion basierenden Abstiegsverfahrens erfolgen soll. Das
Dichtefeld wird dabei unter Beriicksichtigung der zu erfiillenden Optimalitétskriterien in itera-
tiven Schritten der Art

, ob>0, |dill=1, j=0,1,2,..,%/ (4.84)

modifiziert, die eine sukzessive Optimierung des als Ausgangspunkt der Iterationsfolge fungie-
renden Dichtevektors

Pico = ' (4.85)

bewirken, wobei sich die iterativen Korrekturen ¢ ﬁ; stets aus einem Richtungsvektor d; sowie
einer Schrittweite aj zusammensetzen. Nach n’ Iterationen liefert die Iterationsfolge schlieR-

lich das beziiglich der Parameterwerte p*!, y**! und ¢*+! optimale Dichtefeld pi_,,,, so dass
die inkrementelle Korrektur Ap’ in der Form

Aﬁi = ﬁ;‘:nl - ﬁ;=0 (4.86)

angegeben werden kann. Der im Rahmen eines Iterationsschrittes zu bestimmende Richtungs-
vektor d; muss dabei die Abstiegsbedingung
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U (0 +edy, p 4" g < U (B0 A M) Ve €04 (4.87)

erfiillen, die unter Verwendung der Richtungsableitung

@ i ¥ (ﬁ; + Ed;,p'i"'l,’yﬁl, q1'+1) - (ﬁ;’pz+l’,‘),i+l, qi+1) 4.88)
i _ «
ij e—0 €
alternativ in der Form
o
— < 0 (4.89)
od;;
ausgedriickt werden kann. Fiithrt man an dieser Stelle den Gradienten
og ¥ _ [o¥ or 1’ (4.90)
P B aﬁ - ap‘l,“.’afank .
ein und beriicksichtigt den Zusammenhang
oAl A1 i i i+I1\ T i
aﬁ‘ = qu’ (pj1p +l!"l/ +lsq?+1) djs (491)
J
so ist die Ungleichung (4.89) mit der Forderung
v, (ﬁ},p’“.","“,([’“)T d; < 0 (4.92)

gleichbedeutend, die nunmehr zur Bestimmung des Richtungsvektors dj- herangezogen wer-
den soll. Um die Erfiitlung der Abstiegsbedingung zu gewihrleisten, ist der Richtungsvektor
demnach aus der Menge

Td, = {d € Rk | qul (ﬁ;a])lJrl,')jJrlaq,-i_l)Td < 0, ”d” = 1} (4.93)

J

zu wihlen, die infolge der Beziehung

ai i i . T 4 A i i i ;
Vol (B AT ) dy = (V0 (85 0 A ) Nl cos (4.94)
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A1

alle Vektoren umfasst, die mit dem Gradienten V, ¥ (4}, p**,4**!, ¢"*') einen Winkel o > 2

einschlieBen. Die naheliegendste Moglichkeit, die Bedingung (4.87) zu erfiillen, besteht folg-
lich darin, den Richtungsvektor in der Form

dj = arg min {vpxp (ﬁ},pi+1,”,'i+l,qi+l)Td} L Ly = {deR™||d]| =1} (495

bzw.

di‘ B qu, (ﬁ;—,p”l,"/ﬁl,qiﬂ)

= - # LAY NELL (4.96)
! IV, (65,071, 4H, gi+) |

anzusetzen und die Funktion ¥ somit im Sinne der Methode des steilsten Abstiegs (Geiger &
Kanzow 1999) zu minimieren. Die Verwendung der Richtung des steilsten Abstiegs hat jedoch
insbesondere bei schlecht konditionierter Hesse-Matrix der Zielfunktion

r 8‘2\1, 32\1’ A
0p10p1 ‘ ' ' 0p, 0p1
V2 = : S : (4.97)
o* RV
Laﬁlaﬁnk . ' . af)nk aﬁnk _

eine langsame Konvergenz des Abstiegsverfahrens zur Folge, so dass bei der Wahl des Rich-
tungsvektors alternative Abstiegsrichtungen beriicksichtigt werden sollten, die im Hinblick auf
das Konvergenzverhalten der resultierenden lterationsfolge effizienter sind. Eine Konvergenz-
verbesserung kann auf der Basis des Newton-Verfahrens erreicht werden, indem zur Bestim-
mung des Richtungsvektors anstelle der Bedingung (4.92) das Optimalitétskriterium

i+l a+l

VU (Bt gt = 0 (4.98)
verwendet und der Gradient V,¥ in eine Taylor-Reihe der Art

T (Bt ) T ()
+V20 (5, 0" A ) (B — B))  (499)
————

= ()ij;
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entwickelt wird. Unter Beriicksichtigung der obigen Linearisierung fiihrt die Optimalitétsbe-
dingung (4.98) auf ein Gleichungssystem der Gestalt

VoW (85,0 A g ) 09 + V0 (B, AT gt = 0, (4.100)
dessen Losung einen Vektor der Form
N a1 i i+1) ! ni i i i
5p_; = _v?)q’ (pj1p+1”7+laqz+l) V/J\I/ (pja])+11’\)/+l1q+1) (4|0])

liefert. Der auf diese Weise erhaltene Vektor 5,6;- kann dabei entweder in Anlehnung an das
lokale Newton—-Verfahren direkt zur Modifikation des Dichtevektors ﬁ; herangezogen wer-
den oder im Sinne des globalisierten Newton—Verfahrens nach einer Normierung lediglich als
Richtungsvektor d; fungieren, der im Rahmen einer nachfolgenden Schrittweitenbestimmung
gesondert skaliert wird.

Im Unterschied zum Gradientenverfahren erfordert die Konstruktion des Korrektur— bzw. Rich-

tungsvektors nunmehr neben der Berechnung des Gradienten V,¥ (p!,p't!, 4 ¢*1) die
Ermittlung der Hesse-Matrix V2U (), p™!, 471, ¢'+1) sowie die Losung des lmealen Glei-
chungssystems (4.100), so dass an dieser Stelle ein wesentlich héherer Rechenaufwand zu er-
warten ist. Demzufolge eignet sich das Newton—Verfahren vornehmlich zur Losung von Op-
timierungsproblemen kleinerer Dimension, wihrend bei groBdimensionalen Problemen in der
Regel weniger aufwendige Varianten des Newton—Verfahrens zum Einsatz kommen, die auf
Naherungslésungen der Newton—Gleichung (4.100) beruhen.

Eine weit verbreitete Variante stellt das sogenannte inexakte Newton—Verfahren (Dembo et al.
1982, Dembo & Steihaug 1983, Eisenstat & Walker 1996) dar, das eine approximative L.dsung
der Newton-Gleichung mittels iterativer Verfahren vorsieht, wobei die erzeugte Iterationsfolge
stets vorzeitig abzubrechen ist, sobald der relative Fehler

o V2w (ﬁ;’pzﬂ A+ g 1) 5p]—|—v o (p],p Loyttt gt |
7 IV, \Il( oL, pitl At g+ |

(4.102)

eine vorgegebene Toleranz 7, > ( unterschreitet. Als Losungsverfahren bietet sich in die-
sem Kontext vorzugsweise die Methode der konjugierten Gradienten (Geiger & Kanzow 1999)
an, die anstelle des linearen Gleichungssystems das dquivalente quadratische Optimierungspro-
blem

6p) = arg m;g},{ (68) 72U (55,1 A g 8+ VU (8,5 A g ) 6p}

s

— ) (5p)
(4.103)
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16st. Der gesuchte Vektor & ﬁ; wird dabei ausgehend von einer Startndherung ¢ ﬁ;,k:o im Rah-
men einer Iterationsfolge der Art

0fipy = 0P+ Nyt , k=0,1,2,..,n (4.104)

erzeugt, die auf beziiglich der Matrix V2W (4%, p'™*, 4'*1, ¢'*1) konjugierten Suchrichtungen
ti  sowie dazugehdrigen Schrittweiten /\‘ baswr[ Dle Suchrlchtungen lassen sich an dieser
Stelle unter Beriicksichtigung der Orthogonalltatsbedmgung

(t: ) V2 (P, p LA T, =0, r#Es o rs=0,.,m—1  (4105)

mit Hilfe des Gram—Schmidtschen Orthogonalisierungsverfahrens in der nachfolgenden Weise
konstruieren

. "'gi',l\; ) k=0
L= e (4.106)
_g;,k + ﬁ;,k—lt;,k—l s k > 0
mit :
gl = V2U (P p A g 6k + VLT (B, T T g (4.107)
o gieall®
= LT
7 g% k12

wihrend das Problem der Schrittweitenermittlung auf eindimensionale Optimierungsaufgaben
der Gestalt

ANy = mgulm L (6Pl + M), Ly = {AeR[A>0} (4.108)

zuriickgefiihrt wird, deren Losungen vor dem Hintergrund der quadratischen Zielfunktion &
in der expliziten Form

IR (B L G 85+ VW (8, A ) |

= : : - (4.109)
7k ( },k) T Vg‘I’ (ﬁ},pi“ ’ ,\,.i+l’ qz+1) t;‘,k

angegeben werden konnen.
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Eine weitere Moglichkeit, den beim Newton—Verfahren anfallenden Rechenaufwand zu re-
duzieren, besteht hingegen darin, die Hesse-Matrix V2W (%, ™!, 4'*1, ¢"*!) im Sinne des
Quasi-Newton—Verfahrens (Geiger & Kanzow 1999) durch eine einfacher zu berechnende Ap-
proximation H ; zu ersetzen und somit die numerisch aufwendige Ermittlung der zweiten par-
ticllen Ableitungen der Zielfunktion ¥ zu umgehen. Die Matrizen H;- ,J o= 0,1,2,...,nf
werden dabei ausgehend von einer Startmatrix H_, von Iteration zu Iteration in der Form

H: , = H,+d6H; (4.110)
aufdatiert, so dass die Losungen der Gleichungssysteme
Hi6pi+ V,0 (ph,pt vy ¢t =0, j=0,1,2,..,n (4.111)

ebenfalls schrittweise aufdatiert werden kénnen. Die Bestimmung der Korrekturen 5H;- er-
folgt in diesem Zusammenhang unter Verwendung der Quasi-Newton-Bedingung

/s

H;+1 (f’;’+1 — ﬁ;) = V,U (p;+l‘pi+l,,)j+l’qi+l) ~ v, (ﬁ;,pi+1,,),i+llqi+l), 4.112)
_\,—" j — P

=s;. =q3’_

die die Herleitung von Aufdatierungsvorschriften in Form der Powell-symmetric—-Broyden—
Formel (Powell 1970)

i i oi) i T i Iiai\ T i ppi i T oi
SH' _ (¢j — Hjs}) si” + s} (¢f — H;s)) _ (¢ — Hjs)) SigigiT
»PSB T p i°%i

. - 2
st st iT i
7 J (Sj SJ-

der Davidon—Fletcher—Powell-Formel (Davidon 1959, Fletcher & Powell 1963)

(4.113)

; i i) qi 1 i i i\ T i i !
(¢ —Hjs}) g, +q)(¢; —His)) (qi— Hisy) s} . .7

6H§.’DFP = T, — 4,4} (4.114)
9% (457s})

bzw. der Broyden—Fletcher—Goldfarb-Shanno—Formel (Broyden 1970, Fletcher 1970, Gold-
farb 1970, Shanno 1970)

. T i i 5T pri
9;9;"  Hjs;s; Hj

—— . — (4.115)
1T 1 ZT 1
s; q; 8} H;-sj
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gestattet. Neben der PSB—, DFP- sowie BFGS-Formel ldsst sich auf der Basis der Quasi—
Newton-Bedingung ecine Reihe alternativer Aufdatierungsvorschriften herleiten (Geiger & Kan-
zow 1999), die in vergleichbarer Weise eine sukzessive Entwicklung der approximativen Hesse—
Matrix ermoglichen; bei der Anwendung des Quasi—-Newton—Verfahrens kommt jedoch vor-
nehmlich die BFGS-Formel zum Einsatz, die aufgrund ihrer numerischen Eigenschaften er-
fahrungsgemaiB den tibrigen Formeln iiberlegen ist.

Die vorgestellten Varianten des Newton—Verfahrens bewirken zwar eine Reduktion des Re-
chenaufwandes gegeniiber dem exakten Newton—Verfahren, im Vergleich zur Methode des
steilsten Abstiegs ziehen sie allerdings infolge der in jedem Iterationsschritt erforderlichen
Matrix—Vektor-Multiplikationen einen deutlich hoheren Rechenaufwand nach sich, der sich
insbesondere bei groBdimensionalen Problemen nachteilig auf die Rechenzeit auswirkt. Vor
diesem Hintergrund stellt die Methode der konjugierten Gradienten eine Alternative zu den
Newton—Verfahren dar, da sie gegeniiber dem Gradientenverfahren ebenfalls eine Konvergenz-
verbesserung zur Folge hat, dabei jedoch keine wesentliche Erhohung des Rechenaufwandes
mit sich bringt. Erweitert man das bereits zur Losung der quadratischen Optimierungsaufgabe
(4.103) verwendete CG—Verfahren auf beliebige nichtlineare Optimierungsprobleme, so liefert
das Gram-Schmidtsche Orthogonalisierungsverfahren im vorliegenden Fall Richtungsvektoren
der Art

v 7 P,P ,\z+1,qi+l , j:()
g - (9} ) | (4.116)
_VP\IJ (pJ pz-H Az+1, H—l) /3' d;'—l L i>0,

wobei die Gewichtungsfaktoren ,.:3} in Anlehnung an (Fletcher & Reeves 1964) bzw. (Polak &
Ribiere 1969) in der nachfolgenden Weise entwickelt werden kdnnen :

z' B Ilqu’(ﬁ;-+1,pi+l,"/i“, qi“) ”2
»FR ||Vp\1’(f)§,pi+1,"/i+l,q”l) “2

4.117)

bzw.

i [V ¥ (s Pt 4 ) =V \I’(P DA )] Tvp‘['(ﬁ;'+1api+la“/i+ls(]Hl)
G ”vp\If( P, p 1+1,,\z+l,q:+l) ”2 .

(4.118)

Im Unterschied zur Methode des steilsten Abstiegs flieBt nunmehr neben dem Gradienten V,¥
auch der im vorangegangenen Iterationsschritt verwendete Richtungsvektor d;_l in die Such-
richtung dj- ein, so dass an dieser Stelle neben der Bestimmung des Gradienten eine zusétzliche
Vektoraddition erforderlich ist, die jedoch einen eher unbedeutenden Mehraufwand darstellt.
Der entscheidende Vorteil des Verfahrens liegt demnach darin, dass die Konstruktion der Rich-
tungsvektoren im Gegensatz zu den Newton—Verfahren weder Informationen iiber die zweiten
particllen Ableitungen der Zieltunktion ' bendtigt, noch die Losung linearer Gleichungssy-
steme bzw. die damit verbundene Berechnung von Matrix—Vektor—Produkten erfordert.
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Neben einem Richtungsvektor muss ferner in jedem Iterationsschritt eine geeignete Schrittwei-
te aj > 0 bestimmt werden, die der Bedingung

Y, (ﬁ; T a;dg’p1+l,,yi+l, qi+l) < /] (ﬁ;,pi+l,')'i+l, qi+l) 4.1 19)
geniigt und im Rahmen des entsprechenden Iterationsschrittes zur Skalierung des Richtungs-
vektors d} genutzt werden kann. Da die verwendete Abstiegsrichtung d’7 die Bedingung (4.87)
erfiillt, ist die Giiltigkeit der Ungleichung (4.119) fiir hinreichend kleine Schrittweiten stets ge-
geben. Um die Anzahl der fiir die Konvergenz des Abstiegsverfahrens erforderlichen Iterationen
zu verringern bieten sich jedoch groBere Schrittweiten an, die in der Regel hohere Abstiegsra-
ten gewihrleisten, so dass die Wah! der Schrittweite unter dem Gesichtspunkt eines moglichst
hohen Abstiegs erfolgen solite. Vor diesem Hintergrund l4sst sich das Problem der Schrittwei-
tenbestimimung unter Verwendung der Funktion

in der nachfolgend skizzierten Weise als eindimensionale Optimierungsaufgabe der Art

o) = argmin Li(a) , Lo={a€R|a>0)} (4.121)

Y €L

formulieren, so dass zur Bestimmung der Schrittweite a;- das Optimalitdtskriterium

d L;

=0 (4.122)
do

herangezogen werden kann.
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J

Abbildung 4.12: Bestimmung der Schrittweite
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In Anbetracht der Tatsache, dass die Losung des obigen Minimierungsproblems (4.121) im
allgemeinen Fall den Einsatz numerischer Verfahren erfordert, liegt es nahe, das Optimalitéts-
kriterium (4.122) im Sinne einer Reduktion des mit der Schrittweitenermittlung verbundenen
Rechenaufwandes durch schwichere, jedoch einfacher zu erfiillende Bedingungen zu ersetzen
und das Problem an dieser Stelle lediglich ndherungsweise zu l16sen. Die Ersatzbedingungen
lassen dabei neben der Schrittweite of, die die Funktion L («) minimiert, auch in der Umge-
bung des exakten Minimums liegende Schrittweiten als Losungen des Schrittweitenproblems
zu, indem sie einen zuldssigen Bereich

T, = {a€Rlaj—<c <a<aj-c! | (4.123)

J

definieren, aus dem die gesuchte Schrittweite zu wihlen ist. So kann das Optimalitétskriterium
(4.122) beispielsweise im Rahmen der sogenannten Armijo—-Goldstein—Schrittweitenstrategie
(Geiger & Kanzow 1999) durch eine Bedingung der Art

_ N | 1L
L'(a) < Li(a) , Li(a) = L} (0)+ 00 (z] L 0<o <1 (4.124)

aQ | .—¢g

ersetzt werden, die den im Hinblick auf die Schrittweitenwahl zuldssigen Bereich in der skiz-
zierten Weise auf das Intervall begrenzt, in dem die Funktion L’ («) unterhalb der Armijo-

Goldstein-Geraden L’ () liegt.

O<o<l

Abbildung 4.13: Armijo-Goldstein—Schrittweitenstrategie



4.2 Numerische Losung des regularisierten Problems 65

Die Erfiillung der obigen Bedingung liefert somit in der Regel nicht das exakte Minimum der
Funktion L} (a), jedoch lisst sich durch eine geeignete Wahl des Parameters o stets ein hin-
reichender Abstieg gewihrleisten. Zudem kann das Armijo-Goldstein—Kriterium (4.124) durch
Einfilhrung zusitzlicher, das gesuchte Minimum genauer eingrenzender Bedingungen erwei-
tert und auf diese Weise zu effizienteren Schrittweitenstrategien ausgebaut werden, die folglich
hohere Abstiegsraten ermdoglichen. Eine sinnvolle Erweiterung stellt dabei die Wolfe-Powell-
Strategie (Geiger & Kanzow 1999) dar, die die Steigung der Funktion L;- (a) in Form einer
zusitzlichen Bedingung der Art

Ly dL

1
> , 0 <o < =, 0 <7<l (4.125)
da da

2

a=0

bei der Wahl der Schrittweite beriicksichtigt und wie folgt veranschaulicht werden kann.

£ (@), o)

L’, (a=0) —

L (a)

J

Abbildung 4.14: Wolfe-Powell-Schrittweitenstrategie

Eine weitergehende Verschérfung des Armijo-Goldstein—-Kriteriums ldsst sich ferner im Rah-
men der sogenannten strengen Wolfe-Powell-Strategie (Geiger & Kanzow 1999) erreichen,
die anstelle der Bedingung (4.125) die Ungleichung

(IL;-
da

d Lj-

< -7
da

,()<a<—;—‘0<7<1 (4.126)

a=0

enthilt, so dass sich der fiir die Schrittweitenwahl maf3gebliche Bereich wie folgt gestaltet.
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Li(a), B (o)

. J
A

L’ (o)
L (a=0) -

— |t
o o'

[

i

J
Abbildung 4.15: Strenge Wolfe-Powell-Schrittweitenstrategie

Die Realisierung der vorgestellten Schrittweitenstrategien erfolgt dabei stets in Form einer In-
tervallschachtelung, wobei zunéchst ein den zuldssigen Bereich T),. als Untermenge enthalten-
des Intervall bestimmt wird, das anschlieBend unter Beachtung der zu erfilllenden Bedingungen
(4.124) sowie (4.125) bzw. (4.126) sukzessiv verkleinert wird, bis eine der beiden Intervallgren-
zen im zulédssigen Bereich liegt und folglich als Schrittweite gewéhlt werden kann. Im Hinblick
auf die algorithmische Umsetzung der Intervallschachtelung sei an dieser Stelle auf (Geiger &
Kanzow 1999) verwiesen.

Zur Beendigung der im Rahmen des Abstiegsverfahrens erzeugten Iterationsfolge wird schlief3-
lich eine Abbruchbedingung benétigt, die an dieser Stelle auf der Grundlage des Optimalitéts-
kriterinms

VP\I/ (ﬁj,pi+1,,\’_i+l’ qi+l) =0 (4]27)

formuliert bzw. unter Verwendung der Norm des Gradienten

|V, 0| = \/(vp\lf)T(v,,\If) (4.128)
in der Form

|V, ¥ (p;,p"“.»’,**l‘q"ﬂ) I < < , >0 (4.129)

ausgedriickt werden kann, wobei ¢, in diesem Kontext einer in geeigneter Weise zu wahlenden
Schranke entspricht.
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4.2.3 Sensitivitatsanalyse

Nachdem im vorangegangenen Abschnitt ein numerisches Verfahren zur Losung des Optimie-
rungsproblems (4.72) vorgestellt wurde, soll nun im Rahmen einer Sensitivitidtsanalyse der fiir
die Konstruktion von Abstiegsrichtungen der Zielfunktion W benétigte Gradient

T
v [8‘]‘ v ] (4.130)

V\II:——: N A Yty A
? 3[3 apl é)p,“

entwickelt werden. Die einzelnen Komponenten des Gradienten ergeben sich dabei durch Dif-
ferentiation der Zielfunktion beziiglich der entsprechenden Knotenwerte des Dichtefeldes und
konnen somit nach Einfiihrung von Richtungsvektoren

1,1=Fk
rho= k)T, = C k=1 (4.131)
0, 1#Fk

in der nachfolgenden Weise formuliert werden

o U (p+erk py,q)—T 0, D, Y,
or _ X P79) ~V(Bpya) k=1, .. . (4.132)
P g0 €

Die einfachste Mdoglichkeit, die obigen Ableitungen zu bestimmen, besteht demnach darin, die
zu berechnenden Differentialquotienten durch auf Taylorentwicklungen der Zielfunktion ba-
sierende Differenzenquotienten zu ersetzen und diese auf numerischem Wege zu ermitteln. In
diesem Zusammenhang kann die Zielfunktion in den durch die Vektoren »* definierten Rich-
tungen durch Taylor-Reihen der Art

. o
N (ﬁ—l—h'rl‘,p,",‘q) = ¥ (p,p1,q) + 95 h 4 O(h?) (4.133)
k

angendhert werden, die eine Entwicklung der Differentialquotienten (4.132) in der Form

U (5 + hrt. Y, - (p,p,~,
o _ (B+ hrF.pv,q) =¥ (p,p,4,q) + o) (4.134)
Opi h

gestatten. Bricht man die Taylor-Reihen bereits nach dem linearen Glied ab, so lassen sich die
Differentialquotienten wie folgt approximieren
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1l v A+h kl y s - A) v s
35 L Y(p+hrtipy q) =V (p,p,7 Q), 4.135)
8pk h

wobei sich der durch die Vernachlissigung von Gliedern hoherer Ordnung bedingte Approxi-
mationsfehler proportional zur verwendeten Schrittweite h verhilt. Eine hohere Genauigkeit
kann hingegen auf der Basis der Taylorentwicklungen

ov 10°W

W (p+hr*.p,a,q) = (P, pmq) + 8[>Ah +3 o5 h* + O(h®) (4.136)
d k
bzw.
oW v
NG (ﬁ - /zrk)p:AfaQ) = v (p;P;'YaQ) - g_[)l.h + %th + O(hs) (4137)
g k

erzielt werden, die eine Darstellung der Differentialquotienten (4.132) in der Form

U (p + hrt s ) —V(p-h k" ' 7
alAII _ (P + hr*,p,v,q) (= hr*.p,y,4) +O(h?) (4.138)
O 2h

sowie deren Approximation mittels der Differenzenquotienten

U (p+hr*,p,7,q) — U (p— hrk p,y
ov | Y(p+hrtipya) — (P~ hrtpva) 4.139)
Opr. 2h

ermdglichen und im Vergleich zu den auf dem linearen Taylor—Ansatz beruhenden Néherun-
gen (4.135) eine Reduktion des zu erwartenden Approximationsfehlers auf die Groenordnung
O(h?) zur Folge haben.

Unter Verwendung der eingefiihrten Differenzenquotienten lassen sich die Ableitungen (4.132)
nunmehr auf numerischem Wege ermitteln, indem die entsprechenden Knotenwerte des Dich-
tefeldes durch Addition bzw. Subtraktion von Stérungen der Grole h variiert und die durch
die Variation des Dichtfeldes bedingten Anderungen des Zielfunktionswertes erfasst werden.
Die Bestimmung des Gradienten V,¥ auf der Basis von Differenzenquotienten setzt somit
eine sukzessive Storung der Komponenten des Dichtevektors p voraus, die je nachdem, ob die
Naherungsformeln (4.135) oder (4.139) zur Anwendung kommen, nj + 1 bzw. 2n; Auswer-
tungen der Zielfunktion ¥ nach sich zieht. In Anbetracht der Tatsache, dass jede Auswertung
der Zielfunktion eine komplette Finite~Elemente—Analyse der zu optimierenden Struktur erfor-
dert, ist die obige Vorgehensweise mit einem enormen Rechenaufwand verbunden, so dass sich
der Einsatz des numerischen Gradienten im Fall feiner FE-Netze, die durch hohe Knotenzahlen
n; gekennzeichnet sind, als ineffizient erweist.
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Weise entwickelt werden

Da die zu differenzierende Zielfunktion in expliziter Form vorliegt, 1dsst sich der Gradient alter-

69
o
Dpr

nativ auch analytisch bestimmen, indem die zu berechnenden Ableitungen in der nachfolgenden
~T 1 A
= K~
Bm{ Pt +=

1 3;1 v
+ g (4.140
a0 Op )
Die Differentiation des die Struktursteifigkeit beschreibenden Anteils p7 K ' p fiihrt dabei
auf einen Ausdruck der Art
d T 0
— 1P K_l hp = A ﬁT’&
9 {p p} O { }
8ﬁ)T r Ot
<5pk 7
dessen Spezifikation eine Sensitivitdtsanalyse der Vektoren p und 4 erfordert. Die Sensitivitét
des Verschiebungsvektors i folgt in diesem Kontext aus der Gleichgewichtsbedingung
0 op
Dpr. { } O
bzw.
OK ot op
N /il' + K_A = T
APy, Ay, Ay,
die an dieser Stelle den Zusammenhang

(4.143)
Bp | OK
— = K! —-K'—4a
Api a/);. 7N
liefert und somit die nachfolgende Entwicklung des Steifigkeitsanteils (4.141) gestattet
a .

(4.144)
A op

P)TA ~T g-—1 315
Opx

(aT + ﬁTK_l)

9B g 2Ky
0Py

(4.145
aPA )
Da die Vektoren p und @ iiber die Gleichung (4.57) bzw. (4.65) miteinander gekoppelt sind
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ldsst sich eine der beiden GroBen stets eliminieren, so dass der obige Ausdruck alternativ in der

Form

AT pr—) T 10D . 0K .
{pTK lp} - pTK l—p—pTK 12 gk p

Dk Oy, APy
bzw.
o o op OK
—{pTK'p} = 2T —aT—a
APy {p P} pr. A,

(4.146)

(4.147)

geschrieben werden kann. Aus numerischer Sicht ist jedoch die letztere der beiden Formulie-
rungen vorzuziehen, da die Berechnung der Matrix K4, die zur Auswertung der Form (4.146)
bendtigt wird, im Vergleich zur Ermittlung des Verschiebungsvektors 4 bzw. der damit ver-
bundenen Losung des linearen Gleichungssystems (4.57) erfahrungsgemiB wesentlich mehr

Rechenzeit in Anspruch nimmt.

Unter Beriicksichtigung der im Rahmen des X—SIMP-Ansatzes eingetiihrten Zerlegung (4.49)

bzw. des daraus resultierenden Zusammenhanges

OK _ X4 . 2Ko
AP pr~ ° Xa/}k

nimmt die Sensitivitit (4.147) schlieBlich die Gestalt

—{p"K'p} = 20" — - —aTK,a - xaT 4
Opx; {p P} I Opy U b
an, die sich angesichts der Gleichgewichtsbedingung
xK.i = p
wie folgt vereinfachen ldsst :
—{p"K'p} = 20" - ——=pTa— a4
Oy {p p} Ir X 9/)kp Py

(4.148)

(4.149)

(4.150)

(4.151)

Vor dem Hintergrund der nunmehr notwendigen Sensitivitdtsanalyse der GroBen x und K,

liefert die Differentiation des Faktors y die Beziehung

xn 0
Oy, T 0

(4.152)
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wihrend die Sensitivitdt der Oberfliche A folgendermalien entwickelt werden kann :

) 8 I s
’ = — De 5¢
Apy. APy, Z p p

Ne 95°
= 2% "D (4.153)

Die Sensitivitit der Matrix K, ldsst sich hingegen unter Verwendung des bereits im vorange-
gangenen Kapitel eingesetzten Assemblierungsoperators A in der Form

oK, a A
~° - — A(K 4.154
9 P e=1( ) ( )
bzw
oK, A (aKe)
— = _9 (4.155)
Op =1\ Opy

angeben, waobei die Elementmatrizen K¢ in der nachfolgenden Weise differenzierbar sind :

OK¢ d T -\ 5eT 5 e
- el ~e e 10¢
FER c")ﬁ;\./(h p) B¢ C,B°dQ;
s
a eT ~e p eT ~ e e
= a—m{(h p>}B C,Be e
Qs
-1 9p° -
_ / p(h5)" he' LB, B ds, (4.156)
Pk
Q(‘

0

Eine analoge Vorgehensweise bietet sich ferner bei der Sensitivitdtsanalyse des Lastvektors p
an, dessen Ableitungen ebenfalls in der Operatorschreibweise
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op ] A _
= = —A@ (4.157)
Opr | Opret ¥ )
bzw.
% _ A (@) (4.158)
I =1\ Ipx

ausgedriickt und somit auf die Sensitivitéten der lokalen Lastvektoren

op° d T , r
= He 1§25 ¢ e
aﬁk ap*«k (i/ fU a (2] +F/ H ff a 0,1

_ /aik {Heva} dQ§+/5%{HeTft} dre,
Qs LS.

_ /He’af" A2 + /HeTaft dre, (4.159)
9Py,

zuriickgefiihrt werden kénnen. Da die an der Oberfliche I',;, wirkenden Flichenlasten f, in
der Regel nicht mit der Dichteverteilung im Innern des Entwurfsraumes §2, zusammenhéngen,
verschwinden die entsprechenden Sensitivitdtsanteile an dieser Stelle. Die Volumenkrifte f,
konnen hingegen durchaus an die Dichteverteilung gebunden sein, wobei der genaue Zusam-
menhang von der Art der jeweiligen Belastung abhiingt.

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit sollen nun exemplarisch Belastungen in Form von durch
die Erdbeschleunigung g bedingten Gewichtskréften betrachtet werden, die Kraftfelder der
Gestalt

folx) = plx)g , z€Q, (4.160)

zur Folge haben. In diesem Fall lasst sich das Kraftfeld f, aut der Elementebene durch Funk-
tionen der Art

o (€5,0°) = (h‘*T (&e,vf)ﬁe)g , e=1,...n, (4.161)

approximieren, so dass die Sensitivititen (4.159) infolge der Bezichung

ofe ( T 8[)e>
hv = he - 4162
Ope 960 ) ? (#162)
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in der Form

/ H' (h" %" ) g de (4.163)

3/)1\ Opi

angegeben werden kdnnen. Die Auswertung der Ausdriicke (4.153), (4.156) sowie (4.163) er-
fordert schlieBlich eine Sensitivitdtsanalyse der Vektoren p°, die nunmehr die Einfiihrung von
Knotenvektoren

s k]T L e=1,..n, (4.164)

Porak]

e ..
k= [kf kS
nahelegt. deren Komponenten die globalen Knotennunnmern der jeweiligen Elemente erfassen.
Die Vektoren k° setzen demnach die Komponenten der lokalen Dichtevektoren p mit denen

des globalen Dichtevektors p in Beziehung und ermdéglichen in diesem Kontext die Definition
von Sensitivitdtsvektoren der Gestalt :

op° [0 O 9% aﬁs—;r o _ {1, .165)

Op  LOpr Opr’ Opy’ Opk APy

Folglich wirkt sich die Variation eines Knotenwertes pj. lediglich auf die Dichtevektoren der-
jenigen Elemente aus, die den betreffenden Knoten beinhalten, wohingegen die Dichtevektoren
der iibrigen Elemente unverdndert bleiben. Vor diesem Hintergrund konnen die Ableitungen
(4.153), (4.156) und (4.163) nach Einfiihrung von Mengen der Art

0, = {66{1,...,ne}111~§ - kvx%;:x:vx%;:kw}g:k} k=11 (4.166)

aufgrund der Bedingung

0p°
Dpr

=0, e¢Qr , e=1,..,n. , k=1,..,n 4.167)

in der nachfolgenden Weise reduziert werden

dx -
— = -2 el 4.168
D X Z D, 5/)‘ ( )

e€Qy

a—IA{O - A /p (heTﬁe) her@p

C,B ¢ 4.169
(")[)k €€ Qy 8[)[; ° ( )
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op op°
2 - A /HET (heT £ ) gda |, (4.170)
0P e€Qy 0Py

so dass die Sensitivitit des Steifigkeitsanteils p7 K ! p die Gestalt

0

AT yr—1 A N erap e ~el ea~e AT ~

K =2 I?[e h IQ 2 D

Opk P p}=2a eeQL / ( 3Pk) ‘ " ( egkp g 3/%) P
Qe ec =k

—aT A /p(heTpe)p e P e Braos o @17
dpr.

annimmt. Da sowohl die Sensitivitdtsmatrix (4.169) als auch der Sensitivitatsvektor (4.170)
infolge der Bedingung (4.167) duBerst schwach besetzt sein werden, lédsst sich der mit der Aus-
wertung des obigen Ausdrucks verbundene Rechenaufwand an dieser Stelle erheblich reduzie-
ren, indem die Sensitivitit (4.171) in die Form

3 ~T —1 - ~e ~el aﬁc AT A
—_— =92 € he 1(2(‘ -y 3 De
Oﬁk{pK P} E /H ( )g( —|—2;< p > o, pla

e€Qx,

—YZ / (eTpe)"lhergp "&,B a0 (4.172)

tiberfiihrt wird. Auf diese Weise kann eine vollstindige Aufstellung der gréBtenteils unbesetz-
ten Matrix (4.169) bzw. des Vektors (4.170) vermieden werden, was vor dem Hintergrund der in
diesem Zusammenhang zu berechnenden Skalarprodukte sowie Matrix—Vektor—Multiplikatio-
nen eine betrachtliche Rechenzeitersparnis zur Folge hat.

Bevor die Ableitungen (4.140) nun ausgewertet werden konnen, muss schlieflich noch die in
die Zielfunktion W einflieBende Penalty— sowie Barrier—Funktion einer Sensitivitdtsanalyse
unterzogen werden. Dabei liefert die Differentiation der Penalty—Funktion (4.69) beziiglich der
Knotenwerte p, Ableitungen der Art

P 0 , m < M,
l
£ Om (4.173)
Opr 200, (M — M,) =— , m > A,
Opr
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die unter Beriicksichtigung der Beziehung

om _ 9
CENE TR

- ¥ § 2 (4.174)

e€Qy

wie folgt bestimmt werden konnen :

0 , m< M,

On = op° 4.175)
A |20, (m — M) Z d‘“Ta—g , m> M, . T

e€Qx

Die Sensitivitdt der Barrier—Funktion (4.70) kann hingegen in der nachfolgenden Weise ent-
wickelt werden

ov 0 &
T - o

Nk
- (4.176)

;i ., ..
o, =0, i#7, i,7=1,..n (4.177)
auf den Ausdruck
I‘ o[p,g(/lj,%pll)]g v P < p
(% = g;: = <ﬁo[ﬁ—kgg"_——;)]2 , A< (4.178)
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reduziert. Unter Verwendung der Sensitivitéten (4.172), (4.175) und (4.178) lassen sich die im
Rahmen der Gradientenermittlung zu bestimmenden Ableitungen (4.132) nunmehr auf analyti-
schem Wege berechnen. Aullerdem erdffnet die analytische Formulierung die Moglichkeit, die
Sensitivititsanalyse auf die Elementebene zu verlagern, so dass anstelle des gesamten Finite—
Elemente-Netzes jeweils nur diejenigen Elemente untersucht werden konnen, deren Dichte-
verteilung durch den betrachteten Knotenwert gy beeinflusst wird. Folglich reduziert sich die
Sensitivitdtsanalyse auf die Untersuchung von maximal vier Elementen pro Knoten, so dass die
Einfiihrung des analytischen Gradienten eine enorme Rechenzeitersparnis gegeniiber der nume-
rischen Gradientenberechnung auf der Basis der Taylorentwicklungen (4.135) bzw. (4.139) mit
sich bringt, die nj + 1 bzw. 2n; komplette Finite-Elemente—Analysen der zu optimierenden
Struktur nach sich zieht.



Kapitel 5

Topologieoptimierung auf der Basis des
X-SIMP-Modells

Im Rahmen des vorliegenden Kapitels soll die regularisierende Wirkung des X—SIMP-Modells
anhand ausgewihlter Entwurfsprobleme demonstriert werden, wobei insbesondere die Auswir-
kungen des eingefiihrten Regularisierungsansatzes auf die Topologie der erhaltenen Entwiirfe
sowte das numerische Verhalten des vorgeschlagenen Losungsalgorithmus untersucht werden
sollen.

5.1 Betrachtung ausgewahlter Entwurfsprobleme

Die betrachteten Gestaltungsaufgaben werden dabei zunéchst in ein entsprechendes Finite—
Elemente-Modell iiberfiihrt, indem innerhalb des jeweiligen Entwurfsraumes ein aus n. Ele-
menten bzw. n; Knoten bestehendes FE-Netz generiert wird, das eine Riickfiihrung der Dich-
tefunktion p auf einen Dichtevektor

p = [pryeim] 5.1)

gestattet, der die als Entwurfsvariablen fungierenden Knotenwerte p, des Dichtefeldes erfasst.
Auf diese Weise lasst sich die im Zuge der Gestaltung des zu entwerfenden Bauteils zu 16sen-
de Optimierungsaufgabe stets auf ein Problem der Form (4.72) zuriickfiihren, das anschlieend
mittels des im vorangegangenen Abschnitt vorgestellten Losungsalgorithmus behandelt werden
kann. Der Dichtevektor g wird dabei ausgehend von einem Startvektor

ﬁin.ii — [ﬁinii . ’/3:;;#] T , sz.:mf =0,5 5.2)

zunéchst beziiglich der Strafparameterwerte p° = 1,4° = 0 und ¢° = 1 optimiert, die im Lau-
fe des Optimierungsprozesses unter Verwendung der Parameter ¢ = 0,8, 6 = 1, k° = 0,95

17
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und p* = 5 schrittweise variiert werden. Sowohl die Losung des konvexen Problems (4.73)
als auch die Bestimmung der inkrementellen Korrekturen des Dichtevektors p°, die der An-
passung des Dichtefeldes an die modifizierten Strafparameterwerte dienen, erfolgt an dieser
Stelle mit Hilfe der Methode der konjugierten Gradienten nach (Polak & Ribiere 1969), die
in Anlehnung an (Geiger & Kanzow 1999) in Verbindung mit der strengen Wolfe—Powell-
Schrittweitenstrategie und den dazugehorigen Parametern o = 10~ sowie 7 = 0,1 imple-
mentiert wird.

Als erstes Beispiel soll nun das nachfolgend skizzierte Gestaltungsproblem betrachtet werden,
das den Entwurf einer Struktur vorsieht, die die im Punkt 3 eingeleitete Kraft P in die Lager
1 und 2 umleitet und dabei eine moglichst hohe Steifigkeit aufweist. Das Eigengewicht der
Struktur soll in diesem Zusammenhang vernachlissigt werden.

b2

Abbildung 5.1: Beispiel eines Entwurfsproblems

| b/2

e ;|4
Y

Der zur Verfiigung stehende Bauraum €, sei in der abgebildeten Weise durch die Abmes-
sungen b und h begrenzt, die im Verhiltnis von b/h = 6 zueinander stehen. Ferner soll
die Struktur aus Stahl mit dem Elastizititsmodul E, = 210.000N/mm? sowie der Querkon-
traktionszahl v, = 0,3 gefertigt werden, wobei die Masse der gesamten Struktur den Wert
M, = 0,5My;, nicht libersteigen soll.

Die strukturmechanische Analyse der zu entwerfenden Struktur erfolgt an dieser Stelle auf der
Basis des nachfolgenden Finite—Elemente—Modells, das durch Einfiihrung eines aus 192 x 32
quadratischen Elementen bestehenden FE-Netzes generiert wird.

b/2 | b/2 N
P g

¥

Abbildung 5.2: Finite—Elemente-Modell
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Die im vorliegenden Fall zu 16sende Optimierungsaufgabe weist demnach 6.369 Entwurfs-
variablen auf, wihrend die Finite-Elemente—Analyse der betrachteten Struktur auf ein Glei-
chungssystem mit 12.738 Unbekannten fiihrt. Der Optimierungsprozess, den der Dichtevektor
p"™" im Zuge der numerischen Losung des Optimierungsproblems durchliuft, ldsst sich an-
hand der Abbildung 5.3 verfolgen, aus der der inkrementelle Fortschritt des Dichtefeldes bis

zum optimalen Entwurf{ hervorgeht.

Abbildung 5.3: Numerische Lésung des Entwurfsproblems auf der Basis des
X-SIMP-Modells
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Das erste Bild stellt dabei die durch Losung des konvexen Problems (4.73) erhaltene Topolo-
gie p° dar, die erwartungsgemaf neben materiellen und immateriellen Bereichen ausgedehnte
Grauzonen aufweist, wohingegen die nachfolgenden Abbildungen den durch die Aktivierung
des X-SIMP-Ansatzes bedingten, inkrementellen Ubergang der grauen Topologie in einen
grauzonenfreien Entwurf zeigen. Der mit dem Abbau von Grauzonen einhergehende Anstieg
der Oberfliche A kann ferner anhand der Abbildungen 5.4 und 5.5 nachvollzogen werden, die
den inkrementellen Fortschritt der Parameter A bzw. ¢ widerspiegeln und zudem die Konver-
genz der im Laufe des Optimierungsprozesses erzeugten Iterationstolge belegen.

A(B)/A(p°)

A

351
301
251
201
151
101

— N

0 5 10 15

0,8
0,61
0,41
0,21

.,
uuuuuuuuu

o 5 10 15

Abbildung 5.5: Inkrementeller Fortschritt des Grauzonenanteils ¢

L6st man das betrachtete Entwurfsproblem zum Vergleich unter Verwendung des klassischen
SIMP-Ansatzes, so durchlduft das Dichtefeld den in der Abbildung 5.6 dargstellten Optimie-
rungsprozess, der eine wesentlich komplexere Topologie als optimalen Entwurf liefert.
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Abbildung 5.6: Numerische Losung des Entwurfsproblems unter Verwendung des
klassischen SIMP-Modells

Eine Gegeniiberstellung der Ergebnisse zeigt, dass die auf dem SIMP-Ansatz beruhende Topo-
logie eine Vielzahl kleinster Aussparungen beinhaltet, die eine komplexe und somit schwer zu
fertigende Struktur zur Folge haben, wohingegen der X—SIMP-basierte Entwurf ausschlieflich
ausgedehnte Hohlrdume aufweist, die eine deutlich geringere Oberfliche A ergeben und aus
fertigungstechnischer Sicht wesentlich einfacher zu realisieren sind. Durch die Bestrafung der
Oberfliche A bewirkt der X-SIMP-Ansatz ferner eine Ausrundung der vorhandenen Hohl-
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raumkonturen, die zur Reduktion der durch die Hohlrdume bedingten Kerbwirkung sowie der
daraus resultierenden Spannungskonzentrationen in den betreffenden Bereichen beitrgt.

Da die Einfiihrung des Penalty—Funktionals y eine zusitzliche Restriktion hinsichtlich der
Menge der zuldssigen Dichteverteilungen mit sich bringt, ist bei Verwendung des X-SIMP-
Ansatzes anstelle des klassischen SIMP-Modells stets eine Absenkung der maximal erreichba-
ren Struktursteifigkeit zu erwarten. Vergleicht man vor diesem Hintergrund die Steifigkeiten der
in den Abbildungen 5.3 und 5.6 dargesteliten Entwiirfe anhand der die Strukturnachgiebigkeit
beschreibenden Funktion

Gopt = DK™ (o0 = 1,7 = 0) B, (3.3)

so stellt man fest, dass die jeweils erreichten Nachgiebigkeiten

gbopt,u:—simp = ﬁTKil (ﬁopt“u—s-impap = 117 = 0) ﬁ (54)
bzw.
¢opt,sim.p = ﬁTK_l (ﬁopt,simp)p = 1) ’Y = 0) 15 (55)

in einem Verhaltnis von @opt - simp/Popt,simp = 1, 015 stehen. Folglich liegt der durch die re-
gularisierende Restriktion bedingte Abfall der Struktursteifigkeit in einer Groenordnung von
ca. 1,5%, so dass der Steifigkeitsverlust in Anbetracht der gleichzeitig erzielten erheblichen
Reduktion der Komplexitit des resultierenden Entwurfs als nicht signifikant betrachtet werden
kann. Aus mathematischer Sicht erweist sich an dieser Stelle zudem ein Vergleich der Nach-
giebigkeiten @ops,simp UNAd Dopt,c—simp Mit der Nachgiebigkeit @op o des durch das Dichtefeld

Poprg = liy arg min ¥ (p,p=1,7=0,q) (5.6)

charakterisierten Entwurfs als interessant, der die sich unter Vernachlédssigung von fertigungs-
technischen Aspekten jeglicher Art stets ergebende graue Topologie darstellt. Eine Gegeniiber-
stellung der genannten Nachgiebigkeiten liefert dabei ein Verhéltnis von ¢opt.simp/@opt.g =
1,091 bzw. Popt,x—simp/Poprg = 1,107, was einem Steifigkeitsverlust der jeweiligen Entwiirfe
gegeniiber der grauen Topologie von ca. 8,1% bzw. 9,7% entspricht.

AuBerdem bewirkt der X-SIMP-Ansatz eine Regularisierung des Topologieoptimierungspro-
blems hinsichtlich der Problematik netzabhéngiger Entwiirfe, die nunmehr durch die Bestra-
fung der Oberfliche X beseitigt wird. In diesem Zusammenhang zeigt die Abbildung 5.7
Lésungen des betrachteten Entwurfsproblems, die auf der Basis verschiedener FE-Netze er-
mittelt wurden, um den Einfluss einer zunechmenden Netzverfeinerung auf den resultierenden
Entwurf zu untersuchen.
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Wie der Abbildung zu entnehmen ist, weisen die erhaltenen Entwiirfe unabhingig vom verwen-
deten FE-Netz stets die gleiche Topologie auf, was die regularisierende Wirkung des Penalty-
Funktionals \ im Hinblick auf das Problem der Netzabhingigkeit der numerischen Ergebnisse
bestatigt.

optimaler Entwurf

(Netzgrofle : 192 x32 = 6.144 Elemente)

(Netzgrofle : 384 x 64 = 24.576 Elemente)

p=0 p=1

Abbildung 5.7: Stabilitdt der auf der Basis des X—SIMP-Modells ermittelten Losung

Die am Beispiel der diskutierten Gestaltungsaufgabe festgestellten Auswirkungen der vorge-
schlagenen Regularisierung auf die Topologie des optimalen Entwurfs lassen sich zudem an-
hand der nachfolgenden Abbildungen nachvollziehen, die die unter Verwendung der regulari-
sierten Formulierung (4.10) erhaltenen Losungen weiterer Entwurfsprobleme zeigen.
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Entwurfsproblem : p Konstruktive Vorgaben :

+Bauraum: h/b = 0,3
* Material :
+E-Modul : E, = 210.000N/mm’

h
* Querkontraktionszahl : v, = 0,3
« Maximal zulissige Masse : M, = 0,5M,,,
Modellparameter :
+ Anzahl der Elemente : 100 x 30 = 3.000
* Anzahl der Entwurfsvariablen : 3.000
h

Optimierungsprozess :

p=1

+ Nachgiebigkeit : Popy,simp = 1,081 Popt,g
S 1 1
-+ Steifigkeit : Cbopt,simp = 0,925 (bopt,g

Abbildung 5.8: Topologieoptimierung auf der Basis des klassischen SIMP-Modells
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Entwurfsproblem : P
Y_ ______________
! |
[ I |h
e} J|
- e
AN
l b/2 ole b/2 N
[« »e
Finite-Elemente-Modell : P
v T TRTTTRRTE [

=
T
i
S

Optimierungsprozess :

Konstruktive Vorgaben :

« Bauraum : h/b = 0,3
« Material :
-E-Modul : E, = 210.000N/mn’

* Querkontraktionszah! : 7 = 0,3

« Maximal zulissige Masse : M, = 0,5M,

Modellparameter :

+ Anzahl der Elemente : 100 x 30 = 3.000
* Anzah! der Entwurfsvariablen : 3.131

p=0 p=1

| + Nachgiebigkeit : ¢opt.a‘-simp = 1,094 qbom‘-.g
. . -1 -1
+ Steifigkeit : qbopt,r—shnp = 0,914 ¢opt,g

Abbildung 5.9: Topologieoptimierung auf der Basis des X—SIMP-Modelis
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Entwurfsproblem :

b —————— P
: h/2
|
[>LQ : h/2
le b N
€ >
Finite-Elemente-Modell :
i
Ht h/?
i h/2
i il i
l b N

Optimierungsprozess :

Konstruktive Vorgaben :

«Bauraum : b/h = 3
« Material :
«E-Modul : E, = 210.000N/mm’

* Querkontraktionszahl : ¥, = 0.3

« Maximal zulissige Masse : M, = 0,3M,,,

Modellparameter :

« Anzahl der Elemente : 90x 30 = 2.700

« Anzahl der Entwurfsvariablen : 2.700

« Steifigkeit :

p=0 p=1

+ Nachgiebigkeit : ¢opt,simp = 11104¢0p1,g

-1 -1
¢opt,s-imp = 0,906 ¢opt.g

Abbildung 5.10: Topologieoptimierung auf der Basis des klassischen SIMP~Modells
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Entwurfsproblem : Konstruktive Vorgaben :

D_ _____________ P «Bauvraum ; b/h = 3
| h/2  +Material :
+E-Modul : E, = 210.000N/mm’

0, : h/2 * Querkontraktionszah! . »,= 0,3
DI_ _____________ « Maximal zuldssige Masse : M, = 0.3M,,
L b )
I"
Finite-Elemente-Modell : Modellparameter :
[> o - T P. « Anzahl der Etfemente : 90x 30 = 2.700
il h/2  « Anzah! der Entwurfsvariablen : 2.821
it it i h/2
D: i it Mt

Optimierungsprozess :

p=1

. Nachglebigkelt N qb()])t, a-_31f7n1; = 1,137 qbopf'g
. . -1 -1
+ Steifigkeit : ¢opf,.r—s:mp = 0.879 qsopt,g

Abbildung 5.11: Topologicoptimierung auf der Basis des X-SIMP--Modells
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Entwurfsproblem : Konstruktive Vorgaben :

* Bavwraum: b/h = 3
| + Material :
| |h E-Modul : E,= 210.000N/mm’

Q l * Querkontraktionszahl : ¥ = 0,3
e e -
"b/4 l p « Maximal zuldssige Masse : M, = 0,25M,,
< b .
Finite-Elemente-Modell : Modellparameter :

+ Anzahl der Elemente : 120 x40 = 4.800
» Anzahl der Entwurfsvariablen : 4.800

b/1

Optimierungsprozess :

b

L TE :
p=0 p=I
+ Nachgiebigkeit : (rbopmunp = 1.212 C[)01”-9
. . -l or -l
» Steifigkeit : (rb()})f..ﬂm[) = 0825 qDol)i-!]

Abbildung 5.12: Topologieoptimierung auf der Basis des klassischen SIMP-Modells
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Entwurfsproblem : Konstruktive Vorgaben :
[>_ Y | «Bauraum: b/h =3
| | * Material :
: | |h -E-Modul : E,= 210.000N/mm’
I Q I * Querkontraktionszahl : v,= 0.3
-
b/4 lP + Maximal zuldssige Masse : M, = 0,25M,,
b )
g |
Finite-Elemente-Modell : Modellparameter :

« Anzall der Elemente : 120x 40 = 4.800
* Anzahl der Entwurfsvariablen : 4.961

b/4 P
b

- ;I

Optimierungsprozess : l

+ Nachgiebigkei : ¢opt.r-snnp = 1,262 ¢opt.g
. . -1 -1
+ Steifigkeit : Cbopf,.r-.e-nnp = (0.792 (rbopf.g

Abbildung 5.13: Topologieoptimierung auf der Basis des X-SIMP-Modells
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Entwurfsproblem : Konstruktive Vorgaben :
|~ A VAN ] «Bauraum: b/h =1
| | * Material :
| | / *E-Modul : E, = 210.000N/mm’
1
: : * Querkontraktionszahl : ¥, = 0,3
1Q, 1 | « Maximal zulissige Masse : M, = 0,25M4,,
PPPPPPP
b/2 | b/2
Finite-Elemente-Modell : Modellparameter :

+ Anzahl der Elemente : 70x 70 = 4.900
» Anzah| der Entwurfsvariablen : 4.900

PPPPPPP

b2 | bR

Optimierungsprozess :

. - Nachgiebigkeit : ¢0pt,simp = 1,149 qboptg
— - i i -1 c
p=0 p=1 « Steifigkeit : ¢opf,5imp = 0,870 QSOi’f-g

Abbildung 5.14: Topologieoptimierung auf der Basis des klassischen SIMP-Modells
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Entwurfsproblem : Konstruktive Vorgaben :

«Bauraum : b/h =1

x|
1

« Material :

, *E-Modut : E,= 210.000N/mm’
h
* Querkontraktionszahl : v,= 0,3

|
|
|
|
Q, h 1| v + Maximal zuléssige Masse : M, = 0,25M,,,
FEL

Finite-Elemente-Modell : Modellparameter :

+ Anzahl der Elemente : 70 x 70 = 4.900

» Anzahl der Entwurfsvariablen : 5.041

h
PPPPPPP
b/2 I b/2
Optimicrungsprozess :
—_—
—

+ Nachgiebigkeit : Cbopt,ar-simp = 1,178 ¢opt,g
- . . -1 -1
p=1".Steifigkeit: ¢0pt,1‘-sim.p = 0,819 ¢opf.g

Abbildung 5.15: Topologieoptimierung auf der Basis des X—SIMP-Modells
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5.2 Zusammenfassung und Ausblick

Die vorliegende Arbeit beschiftigte sich mit dem Problem des optimalen Entwurfs von Bau-
teilen, wobei an dieser Stelle speziell der Aspekt der Topologieoptimierung linearelastischer
Strukturen im Vordergrund stand. Vor diesem Hintergrund bestand die Zielsetzung der Arbeit
darin, das im Zuge der Gestaltung einer optimalen Bauteiltopologie zu 16sende Optimierungs-
problem dahingehend zu regularisieren, dass Topologien, die durch starke rdumliche Schwan-
kungen der Materialdichte gekennzeichet sind und demnach aus fertigungstechnischer Sicht
nur schwer realisierbare Entwiirfe wie die bekannten ,,checkerboard—patterns zur Folge ha-
ben, als unzulédssige Losungen ausgeschlossen werden.

Die angestrebte Regularisierung wurde durch Einfiihrung eines zusétzlichen Penalty—~Funktio-
nals realisiert, das rdaumliche Schwankungen der Materialdichte anhand der globalen Verteilung
des Gradienten der Dichtefunktion erfasst und somit die Moglichkeit eroffnet, oszillatorische
Dichtefelder wie die genannten ,.checkerboard-patterns™ gezielt zu bestrafen. Das eingefiihr-
te Straffunktional ist dabei in das auf Bendsge zuriickgehende und im Zusammenhang mit der
Formulierung von Topologieoptimierungsproblemen weit verbreitete SIMP-Modell implemen-
tiert worden, das neben der durch den klassischen SIMP-Ansatz bedingten Benachteiligung
von unter fertigungstechnischen Gesichtspunkten ungiinstigen Grauzonen nunmehr auch oszil-
latorische Dichteverteilungen mit einem Verlust der globalen Steifigkeit der zu optimerenden
Struktur bestraft, so dass die Ausbildung von Materialverteilungen der genannten Art im Laufe
des Gestaltungsprozesses systematisch unterbunden wird.

Durch die Einbezichung des Dichtegradienten in die Formulierung der zu l6senden Optimie-
rungsaufgabe musste im Zuge der Diskretisierung des regularisierten Problems zudem ein
Finite-Elemente—Modell entwickelt werden, das eine stetige Approximation des Dichtefeldes
innerhalb des Entwurfsraumes gestattet. Aus diesem Grund wurde die Dichte im Gegensatz
zur klassischen FE-Modellierung des Entwurfsraumes, die auf der Annahme eciner konstan-
ten Dichteverteilung in den Elementen beruht, neben den Verschiebungen als Knotenvariable
eingefiihrt und auf der Elementebene unter Verwendung geeigneter Formfunktionen approxi-
miert, die die Formulierung von Dichtegradienten innerhalb der Elemente zulassen. Die FE-
Formulierung erfolgte an dieser Stelle exemplarisch unter der Annahme eines ebenen Span-
nungszustandes, wobei der Entwurfsraum mit Hilfe von 4-knotigen Scheibenelementen mo-
delliert wurde, die eine Approximation des Dichte— und Verschiebungsfeldes mittels bilinearer
Formfunktionen erméglichen.

Um die diskretisierte Problemstellung zu 18sen, wurde die restringierte Optimierungsaufgabe
im Rahmen der Penalty—/Barrier—-Methode auf eine Folge von unrestringierten Ersatzproble-
men zuriickgefiihrt und anschlieend unter Verwendung eines iterativen Abstiegsalgorithmus
behandelt.

Die regularisierende Wirkung des vorgestellten Penalty—Ansatzes wurde schliefSlich anhand
ausgewihlter Entwurfsprobleme untersucht, die zum einen die Auswirkungen des eingefiihr-
ten Straffunktionals auf den im Zuge der Gestaltung einer optimalen Topologie durchlaufenen
Entwurfsprozess demonstrieren und zum anderen das numerische Verhalten des in diesem Zu-
sammenhang formulierten Losungsalgorithmus veranschaulichen. Die betrachteten Probleme
umfassten dabei den Entwurf linearelastischer Strukturen, deren Gestaltung exemplarisch un-
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ter dem Gesichtspunkt maximaler Struktursteifigkeit erfolgte. Vor diesem Hintergrund liegt es
im Hinblick auf eine mogliche Fortfiihrung der vorliegenden Arbeit nahe, die Anwendung des
vorgeschlagenen Regularisierungskonzeptes auf Gestaltungsaufgaben mit anderweitigen Ziel-
setzungen auszuweiten, die beispielsweise die Tragfahigkeit, die Stabilitdt oder das dynami-
sche Verhalten der zu entwerfenden Bauteilstruktur betreffen, da in diesen Fillen prinzipiell
vergleichbare Resultate zu erwarten sind. Eine ebenfalls sinnvolle Erweiterung besteht zudem
darin, das in diesem Kontext entwickelte, zweidimensionale Finite-Elemente—Modell zu ei-
ner 3D-Formulierung auszubauen, die die Beriicksichtigung dreiachsiger Spannungszustdnde
ermoglicht und somit die Modellierung beliebiger dreidimensionaler Bauteilstrukturen gestat-
tet.






Anhang A

Grundlagen der Vektor- und
Tensorrechnung

Der vorliegende Anhang beinhaltet eine Zusammenstellung von ausgewihlten Grundlagen der
Vektor— sowie Tensorrechnung gemil (Betten 1987 bzw. Hjelmstad 1997), wobei sich die
nachfolgende Formelsammlung lediglich auf die zum Verstandnis der Arbeit erforderlichen
Zusammenhiénge beschrankt und somit keinen Anspruch auf Vollstindigkeit erhebt.

A.1 Vektoralgebra

Darstellung eines Vektors im dreidimensionalen Euklidischen Raum

e Orthonormale Basis

1 0 0
{e;,er,e3} , e = [0 ;e = |1]| ,e3 = |0 (A.1)
0 0 1

e Basisdarstellung eines Vektors

u = Zuiei (A.2)

u = we; ,1=123 (A.3)

95
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Skalarprodukt zweier Vektoren

UOCV = UV = Uje;ove;
= UV;€,06€;

Ve

:ézj

. l,i=3j

~ u (A.4)

Vektorprodukt zweier Vektoren

UXV = we; Xve;

= WV €; X €;
N’

= € L€k
1 , fiir gerade Permutationen der Indizes 7, 5, &
Ujvj€iiner , €6 = < —1 , flir ungerade Permutationen der Indizes 4, j, &
0 , fiir doppelt vorkommende Indizes
(A.5)
A.2 Tensoralgebra
Basisdarstellung eines Tensors 2. Stufe im dreidimensionalen
Euklidischen Raum
3
T =) ) Tle8e) (A.6)
i=1 j=I

bzw.
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Skalarprodukt eines Vektors mit einem Tensor 2. Stufe

uol = uieioTjk(ej@)ek)
= wTjeio(e;j @ey)
= ll»iTjkaijEk

= u;Tirey (A.B)

Tou = T,‘j (6i®6j)o'll.k6[\-
= Tiju(e,®@ej)oe;
= Tijuxdjke;

= ﬂjujei (A9)

Skalarprodukt zweier Tensoren 2, Stufe

SoT = Sj(ei®e;)oTuler®e)
= SiTi (e; ® €5) o (ex @ €;)
= SiiTidi (e; ® )
= STu(ei®e) (A.10)

Doppeltes Skalarprodukt zweier Tensoren 2. Stufe

S:T = S(e;xe;): Tuler®e)
= SiTu(ei®e;): (er ® €)
= S5iiTrabid;i
84T (A.1D)
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A.3 Differentialoperatoren und Integralsatze

Nabla—-Operator
A(.)
V(. = i;ei o (A.12)
bzw
v(.) = eia("') ,i=1,2,3 (A.13)
dr,

Gradient einer skalarwertigen Funktion

o f— __of _[of of af)"
grad f = Vf = 8181‘{ = {a.rl ' B2y Bus (A.14)

Gradient einer vektorwertigen Funktion

d
gradu = Vu = V@u = e+— Quje;
ox,
O
- %&@ei (A.15)
Divergenz einer vektorwertigen Funktion
: 0
diveu = Vou = €ig— OUje
an
= leiei o) eJ
Ou;
= Triéi]
8-ui

= _ (A.16)
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Divergenz einer tensorwertigen Funktion

9
divT = VoT = eiz_)-zzo jk(ej®e}.-)

- Tk, (A.17)

Gaufischer Integralsatz fiir vektor— bzw. tensorwertige Funktionen

/noudF = /(IivudQ (A.18)
r Q

bzw.
/nonI‘ = /dideQ (A.19)
T Q






Anhang B

Anmerkungen zur Erfassung der
Steifigkeit linearelastischer Strukturen

Da die Forménderungsenergie einer linearelastischen Bauteilstruktur unmittelbar mit der von
den auf das Bauteil einwirkenden Kriften geleisteten Arbeit zusammenhéngt, liegt es im Hin-
blick auf das im Rahmen der vorliegenden Arbeit betrachtete Gestaltungsproblem (3.15) nahe,
anstelle der Formanderungsenergie die Arbeit der duBeren Krifte zur Erfassung der Steifigkeit
der zu entwerfenden Sruktur heranzuziehen. Um zu einem entsprechenden Arbeitsausdruck zu
gelangen, bietet es sich dabei an, das Energiefunktional (3.11) unter Beriicksichtigung der Be-
zichungen (2.6), (2.22) sowie (3.8) zundchst in die Form

l/zs('u,) YPC, e(u)dQ, = %/018(’&) dQ,

2
Qo o
1 1 T
= §/a:§(Vu+Vu ) 2, (B.1)
Qo

zu iiberfiihren. Driickt man die obige Relation nun in der Indexnotation aus, so ergibt sich an
dieser Stelle ein Zusammenhang der Art

1 L ] _ 1 1 y % Ou]-
5 /e(u) :PC, i e(u)dQ, = 2/2011 (6.7:‘,- + 0;r,-) dQ,, (B.2)

der aufgrund der Symmetrie des Spannungstensors o in der nachfolgenden Weise vereinfacht
werden kann :

1 ) . _ 1 Buj
5 / e(u) : YC, :e(u)d = 3 / %y ds,. (B.3)
Q, Qo

101
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Der auf diese Art und Weise gewonnene Ausdruck lasst sich schlieBlich durch partielle Integra-
tion wie folgt entwickein

1 , ) . 1 (9 ' 1()0'1']':
5/e(u) cWC,  e(u)d, = 5 /8_1:1 (o35u;5) dS2, ~/ TS uj dS, (B.4)
QD QO

Qo

und anschlieBend mit Hilfe des GauB3schen Integralsatzes in der Form

]. ; . . 1 001]-
§f€(u) :YC, e(u)dQ, = 5 /nig,-juj (Zﬂ,«/ . w; dS2, (B.5)

“0 o =0

schreiben, aus der unter Einbeziehung der Zusammenhinge (2.16), (2.19) und (2.21) die als
Clapeyronsches Theorem (Gurtin 1972) bekannte Relation

1 1 (
E/e(u) :YC, i e(u)dQ, = 5 ¢ /ft] w;dlyy + /tn., U, Al — /—va u; d2,
Qo \Fo‘l I‘u‘n Qo
1
= 3 ¢ / ftTu dl, s + / tnTuo dlp, + /fvTuon
I‘u,l l"u,.. f](,

(B.6)

resultiert, die die Forménderungsenergie eines linearelastischen Koérpers mit der von den auf
den Kérper einwirkenden Kriften verrichteten Arbeit verkniipft. Beschréinkt man sich zudem
auf homogene Verschiebungsrandbedingungen der Gestalt

u = 0 aufT,,, (B.7)
so reduziert sich die Forméanderungsenergie des Bauteils schlussendlich auf den Ausdruck
5 e(u) : YC, :e(u)dQ, = 5 fiudlo,+ | foudd, >, (B.8)
!)“ FOJ Q“

der nun in Anlehnung an (Bendsge 1989) anstelle des Funktionals (3.11) zur Quantifizierung
der Steifigkeit der betreffenden Bauteilstruktur herangezogen werden kann.
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