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Zusammenfassung

In dieser Arbeit werden Finite-Elemente-Simulationen basierend auf der Mikrostruktur
von Polymeren benutzt, um materielle sowie geometrische Informationen von der Mikro-
ebene auf die Makroebene zu transferieren. Die Mikrostruktur polymerer Materialien ist
durch kettenartige Makromolekiile gekennzeichnet, die an bestimmten Stellen miteinander
verbunden sind. Auf diese Weise entstehen dreidimensionale Netzwerke. Um das Defor-
mationsverhalten solcher Netzwerke zu beschreiben, wird haufig auf die so genannte sta-
tistische Mechanik zuriickgegriffen. Ein weiterer, traditioneller Ansatz zur Beschreibung
polymerer Materialien basiert auf der Kontinuumsmechanik. Die so entwickelten konti-
nuumsbasierten Modelle sind in der Hinsicht beschrénkt, dass sie beispielsweise nicht in
der Lage sind, nichtaffines Materialverhalten oder unregelméflige Kettenanordnungen zu
beriicksichtigen. Aus diesem Grund wird in dieser Arbeit eine Methode, basierend auf
der statistischen Mechanik, vorgestellt, die es ermdglicht, nichtaffines Materialverhalten,
willkiirliche Kettenverteilung sowie das Reiflen und das Wiederverbinden einzelner Ketten
eines Polymernetzwerkes zu beriicksichtigen.

Grundprinzip dieses Ansatzes ist eine so genannte Einheitszelle, mit der es moglich ist,
Polymerstrukturen, wie beispielsweise Schutzdichtungen, zu diskretisieren. Eine Einheits-
zelle besteht aus einem finiten Tetraederelement, auf dessen sechs Kanten sich jeweils ein
Stabelement befindet. In jedem dieser Stabelemente ist das mikromechanische Material-
verhalten eines Kettenbiindels implementiert. Somit représentiert jede Einheitszelle das
mikromechanische Materialverhalten an einem bestimmten Punkt im gesamten Netzwerk.
Dieser Ansatz erlaubt es, das Materialverhalten eines ungefiillten Polymers zu beschreiben.
Vergleiche mit Experimenten zeigen, dass es mit dem hier vorgestellten Ansatz moglich
ist, das makromechanische Materialverhalten von Polymernetzwerken in zufriedenstellen-
der Weise wiederzugeben.

Es ist seit vielen Jahren bekannt, dass schon kleine Mengen von partikeldhnlichen F1ill-
stoffen, wie beispielsweise Ruf3, die einem Matrixmaterial hinzugegeben werden, das Mate-
rialverhalten des gesamten Gemisches erheblich beeinflussen. Um mit dem hier vorgestell-
ten Ansatz auch gefiillte Polymere simulieren zu kénnen, werden in dem zuvor beschriebe-



nen Matrixmaterial kleine Fiillpartikel in Form von Tetraederelementen eingefiigt. Jedes
dieser Tetraederelemente weist das Materialverhalten eines einzelnen Fiillstoffpartikels auf
und beeinflussen somit das Materialverhalten des gesamten Gemisches.

Unter zyklischer Belastung zeigen polymere Materialien oft so genannte Spannungsent-
festigungseffekte. Einer der bekanntesten Effekte ist der Mullins- Effekt. Der Mullins-Effekt
wird als Konsequenz aus dem Reiflen bzw. dem Wiederverbinden von Ketten angesehen.
Interaktionen zwischen Fiillstoff und Matrixmaterial sowie zwischen Fiillstoff und Fiill-
stoff haben grofien Einfluss auf diesen Effekt. In dieser Arbeit wird der Mullins-Effekt
unter Beriicksichtigung der wiahrend einer Deformation auftretenden mikromechanischen
Prozesse in den zuvor beschriebenen Ansatz implementiert. Vergleiche mit Experimenten
zeigen, dass das so erweiterte Modell zufriedenstellende Ergebnisse, besonders fiir grofie
Deformationen, liefert.

Die hier vorgestellte Methode erdffnet die Moglichkeit, den Einfluss der Mikrostruktur
auf das makromechanische Verhalten zu studieren. Diese Art von Informationen sind be-
sonders fiir die Polymerindustrie von Interesse.

Schlagworter: statistische Mechanik, Polymernetzwerk, Mullins-Effekt, Spannungsent-
festigung, Inkompressibilitat, nichtlineare Elastizitét, selektiv reduzierte Integration



Abstract

In this work finite element simulations are conducted based on the micro structure of
polymers in order to transfer the information of the micro level to the macro level. The
micro structure of polymers is characterised by chain-like macromolecules linked together
at certain points. In this way an irregular three-dimensional network is formed. Many
authors use the tool of statistical mechanics to describe the deformation behaviour of
the entire network. Most of these concepts can be reformulated as traditional continuum
mechanical formulations. They are, however, partially restricted to affine deformation,
regular chain arrangements and purely elastic material behaviour. For this reason, in
the present contribution we propose a new finite element-based simulation method
for polymer networks which enables us to include non-affinity and arbitrary chain
configurations as well as chain breakage and reconnection.

The polymer structure to be investigated, e.g. a rubber boot or a seal, is discretised by
means of so-called unit cells. One truss element which models the force-stretch behaviour
of a bundle of polymer chains is attached to each edge of a tetrahedral element. Each
of these tetrahedral unit cells represents the micro mechanical material behaviour at a
certain point of the network. By using this approach it is possible to simulate material
behaviour of unfilled polymers. Comparisons with different types of experiments have
shown that the proposed approach is able to reproduce the deformation of such materials
in an excellent manner.

It has been known for many years that adding amounts of fine particular fillers, such as
carbon black, to a polymer can significantly improve the stiffness and the strength of the
compound. Many authors produced significant contributions trying to understand and
model how the filler particles influence the stiffness of the material. To calculate systems
consisting of filled materials, in the above described matrix material fine particular fillers
in form of finite elements are included to take care of the increase of the stiffness and the
strength of the composite material.

One particular characteristic of rubber-like materials is the stress-softening phenomenon,



v

commonly known as the Mullins effect that occurs in rubber-like materials during
cyclic loading. The Mullins effect is considered to be a consequence of the breakage and
reconnection of chains inside the material. Both filler-matrix and filler-filler interactions
are involved in this phenomenon. Many models have been developed to simulate this
material behaviour. In the present contribution this softening effect is analysed from the
physical point of view. Direct comparisons with experimental data suggest that the new
approach generates satisfying predictions, particularly for large stretch deformations.

The proposed method provides the possibility to observe how changes at the mi-
croscopic level influence the macroscopic material behaviour. Such information is
especially valuable for the polymer industry.

Keywords: statistical mechanics, polymer network, Mullins effect, stress-softening,
(near-)incompressibility, non-linear elasticity, selective reduced integration
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1

Einleitung

Die Kunststoffindustrie hat in den letzten 50 Jahren eine enorme Weiterentwicklung
erlebt, die selbst die Stahlindustrie in den Schatten stellt. So kann man beispielsweise
ab 1950 in allen Haushalten unabhéngig von Lage oder sozialem Stand unterschiedliche
Kunststoffe wie Polyethylen, Polyamid, Polypropylen oder Polyvinylchlorid finden.
Nach und nach wurden und werden immer noch die traditionellen Materialien durch
synthetische Substanzen ersetzt.

Wihrend man sich in den Anfangsjahren der Kunststoffforschung eher mit Experi-
menten und simplen Berechnungsmoglichkeiten befasste, ist man heute in der Lage, das
hochst komplexe Materialverhalten mit Hilfe der Finite-Elemente-Methode bis hin zu
Molekularsimulationsmethoden zu erfassen und wiederzugeben. Im Folgenden sollen die
wichtigsten Etappen dieser Entwicklungsgeschichte kurz aufgefithrt werden.

1.1 Geschichte der Kunststoffe

Es ist keinesfalls so, dass Kunststoff eine Erfindung der industriellen Revolution ist.
Das Material ist weitaus élter. So entdeckte 1531 der Augsburger Benediktinerpater
Wolfgang Seidel, dass Magerkése im warmen Zustand formbar und nach Erkalten duferst
fest ist. Der Kése wurde von ihm einer langen Prozedur des Erhitzens und Reduzierens
unterzogen, bis daraus schliefllich Kasein wurde. Dieses kiinstliche Material, das ver-
gleichbare Eigenschaften mit einem Elastomer aufwies, wurde daraufhin zur Herstellung
von Formen und Geféiflen benutzt. Es sollte aber noch viele Jahre dauern, bis es gelang,
die makromolekularen Naturstoffe kiinstlich herzustellen.

Der Beginn der Polymergeschichte. Alexander Parkes, der im Jahre 1813 in Bir-
mingham geboren wurde, beschéftige sich zu jener Zeit mit der Verarbeitung von
Naturgummi. Auf diesem Gebiet wurden auf Grund der Entdeckung der Vulkanisation
grofle Fortschritte gemacht. Dabei galt sein Interesse solchen Substanzen, die ein ver-
gleichbares Verhalten wie Naturgummi aufwiesen und fiir die Industrie im Laufe der Zeit
immer bedeutender wurden. Parkes befasste sich mit einem von C. F. Schienbein im Jahre
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1845 erhaltenen Zellulosenitrat und erfand das im Jahre 1861 auf der internationalen
Messe in London patentierte Parkesin, eine Art Zelluloid. Dieses Material gilt als erster
Kunststoff, der dann spéter Stammhalter einer groflen Familie von Polymeren wurde.

Auch J. W. Hyatt aus New York befasste sich mit der Erfindung eines Materials,
das sich dhnlich wie Naturgummi verhielt und den Anforderungen der Industrie gerecht
wurde. Im Jahre 1869 hatte er endlich Erfolg und erfand eine Zusammensetzung auf der
Basis von Zellulosenitrat, wie es auch schon zuvor Parkes gelungen war. Die erste Fabrik,
die diesen neuen Kunststoff herstellte, wurde 1870 unter dem Namen Albany Dental
Company gegriindet. Zwei Jahre spéter wurde diese Fabrik in Celluloid Manufacturing
Company umbenannt. Dies war das erste Mal, dass der Begriff Zelluloid offiziell eingesetzt
wurde und ein registriertes Markenzeichen darstellte.

Der theoretische Beitrag der Polymerwissenschaft. In den friithen Jahren befas-
sten sich Wissenschaftler meist experimentell mit der Erforschung von Kunststoffen.
Hermann Staudinger (1881-1965), der das Institut fiir Chemie in Freiburg leitete,
begann 1920 mit theoretischen Untersuchungen der Struktur und der Eigenschaften von
natiirlichen Polymeren, wie beispielsweise Zellulose oder Isopren, sowie von synthetischen
Polymeren. Staudinger war der Ansicht, dass die zu jener Zeit aufgestellten Theorien
beziiglich der Natur polymerer Substanzen, die als Verbundstoffe angesehen wurden,
und allein durch zweirangige Wertigkeit zusammengehalten wurden, nicht korrekt seien.
Vielmehr schrieb Staudinger die kolloidalen Eigenschaften der synthetischen Polymere
Styrol und Formaldehyd ausschlielich dem hohen Gewicht ihrer Molekiile zu und schlug
vor, sie Makromolekiile zu nennen. Die wissenschaftlichen Diskussionen dieses Ansatzes
erstreckten sich iiber die zwanziger Jahre, da Staudingers Theorie nicht von jedem
akzeptiert wurde. Erst durch experimentelle Untersuchungen, besonders Rontgenun-
tersuchungen, lielen sich die Argumentationen der gegnerischen Parteien entkréiften.
Dabei war die Zusammenarbeit mit W. H. Carothers ausschlaggebend, auf Grund derer
die lineare Struktur des Makromolekiils bewiesen werden konnte. Im Gegensatz zu
dem Vorgehen von Parkes oder Hyatt war diese Erkenntnis das Ergebnis wissenschaftli-
cher Arbeit und lieferte die Grundlage fiir die Entwicklung der makromolekularen Chemie.

Etwa zur gleichen Zeit wurden auch wissenschaftliche Aspekte zur Erforschung der
chemischen Mechanismen der Polymerisation untersucht. Diese Untersuchungen erreich-
ten 1954 ihren Hohepunkt, als K. Ziegler und G. Natta ihre Entdeckungen beziiglich
der Katalysatoren fiir die Polymerisation von Ethylen machten. So entstanden neue
Kategorien von Polymeren. Eines dieser Polymere ist Polypropylen, das zum ersten Mal
1957 entwickelt und industriell hergestellt wurde. Schnell erwies sich Polypropylen als
Kunststoff mit grofler industrieller Bedeutung und wurde weltweit stetig in steigenden
Mengen produziert.

In den 60er Jahren wurde ein neuer, heute sehr bekannter Kunststoff entwickelt, das
Polyvinylchlorid. Anhand der Geschichte von vinylischen Harzen beispielsweise ist
deutlich die von den Forschern aufgebrachte Ausdauer und Beharrlichkeit zu erkennen.
So begann E. Baumann 1872 mit den Untersuchungen des Polymerisationsprozesses von
Vinylchlorid. Durch Baumann wurde die Bedeutung dieses thermoplastischen Kunststof-
fes hervorgehoben. Trotz alledem mussten die Erkenntnisse, die zum einen auf der von
F. Klatte verfassten Synthese des Vinylchlorids und zum anderen auf die von Ivanovic
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Ostromislenski erarbeiteten Mechanismen der Polymerisation basierten, zunéchst einmal
vertieft und gepriift werden, bevor sie industriell umgesetzt werden konnten.

Vom einfachen Kunststoff zum Technopolymer. Nach der Entdeckung der un-
terschiedlichsten Kunststoffe vom Polyvinylchlorid, Polyethylen iiber Polyamid bis hin
zum Polystyrol, trugen bessere Kenntnisse iiber die Mechanismen der Polymerisation
dazu bei, dass in den letzten fiinfzig Jahren neue Kunststoffe entwickelt wurden.
Die Eigenschaften dieser Kunststoffe werden an den individuellen Verwendungszweck
angepasst. Dies fiithrt dazu, dass diese Kunststoffe teils Metalle in unterschiedlichen
Bereichen (zum Beispiel Turbinenschaufeln von Flugzeugen oder Kolben und Kolbenringe
in der Automobilindustrie) ersetzen kénnen. Diese Gruppe der Kunststoffe werden auch
Technopolymere genannt. Zu den Vertretern dieser Kunststoffe gehort unter anderem
das Polykarbonat, das Polyphenyloxyd, das Polymethylpentan, die Acetylharze, die
Ionomere, die Polyimide, das Polyphenylsulfid und viele mehr. Eine sehr populédre Rolle
spielt dabei das Polykarbonat, das erst 1959 in kommerziellen Mengen hergestellt wurde.
Heute wird dieses Technopolymer als eines mit {iberdurchschnittlichen Leistungsfiahig-
keiten angesehen, was dazu fiihrt, dass es bei der Produktion von Weltraumhelmen fiir
Astronauten iiber Kontaktlinsen bis hin zu kugelsicheren Westen eingesetzt wird. Auf
Grund der stetigen Weiterentwicklung der Kunststoffe ist man in der heutigen Zeit kurz
davor, beispielsweise einen Automobilmotor nur aus polymeren Materialien zu fertigen.

1.2 Stand der Technik

Die Motivation dieser Arbeit basiert auf dem immer stédrker werdenden Interesse der
Industrie, realistische Voraussagen iiber das mechanische Verhalten ungefiillter sowie
gefiillter polymerer Strukturen unter Zuhilfenahme geeigneter Berechnungsmethoden
zu treffen. Dies fithrt zur Reduktion von Experimenten sowie Entwicklungszeiten und
damit letztlich zu Kostensenkungen. Um dieses Vorgehen realisieren zu kénnen sind
Simulationen von Bauteilen mit Hilfe der Computertechnik, die in den letzten Jahren
enorm an Leistung zugenommen hat, erforderlich. Durch Computersimulationen kénnen
beispielsweise Schwachstellen der Struktur erkannt und dementsprechend verbessert
und optimiert werden, noch bevor das Bauteil produziert wird. Wesentlich fiir eine
erfolgreiche Simulation ist die Bereitstellung von Materialmodellen, die in der Lage
sind, die materiellen Eigenschaften des zu simulierenden Materials hinreichend genau
wiederzugeben.

An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, dass bei dem folgenden Literaturiiberblick nur
eine beschrinkte Anzahl von Autoren namentlich erwihnt werden kann, wenngleich
weitaus mehr Beitrdge zu den unterschiedlichen Themengebieten erschienen sind. Weiter-
hin werden nur die Themengebiete angesprochen, mit denen sich diese Arbeit beschéftigt.

Eine Vielzahl von Autoren hat sich in der Vergangenheit sowohl experimentell als auch
theoretisch mit dem rein elastischen Verhalten polymerer Materialien unter grofien
Verzerrungen befasst. Beispiele hierfiir sind Modelle von MOONEY 1940, FLORY &
REHNER 1943, TRELOAR 1943A, TRELOAR 1943B, RIVLIN 1948B, WANG & GUTH
1952, VALANIS & LANDEL 1967, OGDEN 1972A, FLORY & ERMAN 1982, KILIAN
1983, SwANSON 1985, KiLIAN 1989, ARRUDA & Bovce 1993, Wu & VAN DER
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GIESSEN 1993, YEOH 1993, GENT 1996, LAMBERT-DIANI & REY 1999 und Art-
TARD & HUNT 2004. Bei der theoretischen Beschreibung solcher Materialmodelle ist
grundsétzlich zwischen statistischbasierten und kontinuumsbasierten Materialmodellen
zu unterscheiden. Ein ausfiihrlicher Uberblick verschiedener Materialmodelle ist im
Anhang B dargestellt.

Grundlage der statistischbasierten Modelle sind Ansétze, die auf Theorien basie-
ren, das Deformationsverhalten polymerer Materialien aus ihrem molekularen Aufbau
herzuleiten. Mit Hilfe der statistischen Mechanik wurden die Eigenschaften von Ket-
tenmolekiilen von KUHN 1934, 1936, 1939, KUHN & GRUN 1942 und KUHN 1947
untersucht, deren Ergebnisse Grundlage fiir unterschiedliche Materialmodelle sind. Im
Anhang B.1 werden einige dieser Materialmodelle dargestellt und ausfiihrlich diskutiert.
Die zweite Gruppe von Materialgesetzen, die kontinuumsbasierten Modelle, basieren auf
rein mathematischen bzw. phdnomenologischen Anséitzen. Auch diese Modelle werden in
dieser Arbeit dargestellt und diskutiert, siche Anhang B.2 und B.3.

Die zuvor genannten statistischbasierten Modelle haben gemeinsam, dass sie auf
der Annahme der idealen Kette (vgl. Kapitel 3) basieren, das heifit eine Interaktion
zwischen den einzelnen Polymerketten ist ausgeschlossen. Kompliziertere Modelle, wie
beispielsweise von DEAM & EDWARDS 1976, Do1 & EDWARDS 1986, HEINRICH 1997,
HEINRICH & KALISKE 1997 und KLUPPEL & SCHRAMM 2000 beriicksichtigen auf
unterschiedliche Art und Weise die Interaktionen zwischen Polymerketten untereinander
bzw. die Interaktionen zwischen Polymerkette und Fiillstoff.

Ein fiir polymere Materialien typischer Schiadigungseffekt, ist der so genannte Mullins-
Effekt. Dieser Effekt basiert, unabhéngig davon ob es sich um ein gefiilltes oder ungefiilltes
Polymer handelt, auf einer Entfestigung des Materials unter zyklischer Belastung. Dabei
ist dieser Effekt in erster Linie von der Materialzusammensetzung sowie der Bela-
stungsgeschichte abhéingig. Ursache ist das kontinuierliche Reiflen von Polymerketten
sowie Bindungen auf der Mikroebene. Dieser Effekt wurde ab den 60er Jahren von
unterschiedlichen Autoren untersucht und beschrieben, sieche MULLINS 1959, BUECHE
1961, HARWOOD ET AL. 1965, MULLINS & TOBIN 1965, JOHNSON & BEATTY 1993,
BeEsDO & ITHLEMANN 1996, LioN 1996, OGDEN & ROXBURGH 1999, BEATTY &
KrisuNaswAMY 2000, OGDEN 2001, CHAGNON ET AL. 2002, MARCKMANN ET AL.
2002, DORFMANN & OGDEN 2003B, DORFMANN & OGDEN 2004A und HORGAN
ET AL. 2004. Ein oft verwendeter Ansatz zur phdnomenologischen Beschreibung des
Mullins-Effektes ist die klassische Schédigungstheorie, siehe beispielsweise CHABOCHE
1981, GURTIN & FRANCIS 1981, KRAJCINOVIC & LEMAITRE 1987, SIMO 1987, SIMO
& Ju 19874, SiMo & Ju 1987B, CHABOCHE 1988A, CHABOCHE 1988B, GOVINDJEE
& SimMo 1991, GOVINDJEE & SiMO 1992, LEMAITRE & CHABOCHE 1994, MIEHE
1995, ELIAS-ZUNIGA & BEATTY 2003 und CHAGNON ET AL. 2004.

Ein physikalisch sinnvoller Ansatz zur Erklarung des viskoelastischen Materialverhaltens
von Polymeren basiert auf dem Reiflen und dem Wiederverbinden von einzelnen Poly-
merketten. Dieses Materialverhalten wurde von unterschiedlichen Autoren untersucht.
Die Vielzahl der vorgeschlagenen Materialmodelle zeigt, dass Fragen zur Modellbildung
teils noch unbeantwortet sind. Ansétze, die auf spannungsbasierten, internen Variablen
griinden, wurden beispielsweise von HOLZAPFEL & SIMO 1996A, HOLZAPFEL & SIMO



1.3 Gliederung und Umfang der vorliegenden Arbeit 5

19968, LiON 1996, KALISKE ET AL. 1997 und ZHANG & HUANG 2004 vorgeschlagen.
Alternativ dazu arbeiten die Modelle von BOYCE ET AL. 1988, BOYCE ET AL. 1989,
BoYCE ET AL. 1992, KEcK & MIEHE 1997, LioN 1997A, LION 1997B, REESE &
GOVINDJEE 1998A und REESE & GOVINDJEE 1998B mit dehnungsbasierten internen
Variablen.

1.3 Gliederung und Umfang der vorliegenden Arbeit

Im folgenden Kapitel 2 werden polymere Materialien grundlegend charakterisiert. Dabei
wird besonders Wert auf die chemischen Grundeigenschaften gelegt. Es werden der
Aufbau und die Struktur der einzelnen Makromolekiile dargelegt und diskutiert. Ein
besonderer Punkt ist die Beschreibung der Polymerkettenbindungen, bei denen man
zwischen Haupt- und Nebenbindungen unterscheidet. Durch die Polymerisation entstehen
aus den Monomeren die Polymere. Auch werden die verschiedenen Arten der Polyme-
risation beschrieben. Das Kapitel schlieffit mit einer Darstellung der unterschiedlichen
Polymerstrukturtypen.

Kapitel 3 befasst sich zunichst mit der Definition der idealen Kette. Diese ist
Grundlage fiir alle statistischbasierten Materialmodelle. Dabei werden anfangs Ansétze
diskutiert, die den Abstand der Kettenenden beschreiben. In einem weiteren Punkt
werden zwei unterschiedliche Moglichkeiten zur Verteilung der Kettenenden einer
Polymerkette im Raum vorgestellt. Eine diese Verteilungstheorien, die so genannte
Langevin-Kettenendenverteilung, ist von grundlegender Bedeutung fiir das hier vorge-
stellte Konzept.

In Kapitel 4 wird die Grundidee des hier vorgestellten Modells dargelegt. Es wer-
den weiterhin die theoretischen Grundlagen zur Beschreibung des Modells hergeleitet.

Nachdem der zuvor dargelegte Ansatz in ein Finite-Elemente-Programm implemen-
tiert wurde, folgen in Kapitel 5 erste numerische Simulationen. Dabei wird ausfiihrlich
auf die unterschiedlichen, physikalischen Parameter der einzelnen Kette sowie des ge-
samten Netzwerkes eingegangen. Verschiedene Konvergenzstudien werden zum besseren
Verstéandnis des Modells durchgefiithrt. Um die Leistungsfahigkeit des Modells zu testen,
wird es anhand unterschiedlicher Experimente sowie anderer, in der Literatur gut
bekannter Modelle (vgl. Anhang B) zur Beschreibung polymerer Materialien, validiert. In
einem letzten Punkt des Kapitels wird aufgezeigt, dass es mit dieser Methode méglich ist,
komplexe Strukturen zu berechnen, was ein wesentliches Ziel dieser Arbeit ist. Dabei sei
schon an dieser Stelle darauf hingewiesen, dass es sich um den hier dargestellten Ansatz
nicht nur um ein Materialmodell im herkémmlichen Sinne handelt. Vielmehr ist es mit
Hilfe dieser Methode moglich, neben der Berechnung von gewthnlichen Strukturen wie
sie im Ingenieurwesen zu finden sind, die mechanischen Wechselwirkungen zwischen der
Mikro- und der Makroebene von Polymeren zu simulieren bzw. zu untersuchen.

In Kapitel 6 wird die zuvor dargestellte Methode auf die Beschreibung gefiillter,
polymerer Materialien erweitert. Auch hier werden nach Darlegung des verwendeten An-
satzes zunichst einige grundlegende Simulationen durchgefiihrt. Die erweiterte Methode
wird wiederum mit Experimenten verglichen und validiert. In einem letzten Abschnitt
wird ein Anwendungsbeispiel aufgezeigt und berechnet.
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Die Untersuchungen des Kapitels 7 beschéftigen sich mit dem so genannten Mullins-
Effekt. Anfangs wird das makroskopische Materialverhalten des idealisierten und des
nichtidealisierten Mullins-Effektes diskutiert und einige physikalische Interpretationen
dieses Effektes, die auf dem mikromechanischen Materialverhalten der einzelnen Ketten
bzw. des gesamten Netzwerkes basieren, beschrieben. Danach wird der in diesem Modell
verwendete Ansatz zur Beschreibung des Mullins-Effektes dargestellt. Es folgen ausfiihr-
liche numerische Untersuchungen, bis letztlich die Leistungsfihigkeit des Modells mit
Hilfe von Validierungen an Experimenten dargelegt wird.

Die Arbeit schlieft in Kapitel 8 mit einer Zusammenfassung der erarbeiteten Er-
gebnisse sowie einem Ausblick auf mogliche Erweiterungen des vorgestellten Konzeptes.



2

Chemie und Physik polymerer Materialien

Um den Giiltigkeitsbereich zur Abschétzung der Wirklichkeitsndhe einer Materialbe-
schreibung bzw. eines Werkstoffgesetzes eingrenzen zu konnen, sind bestimmte Grund-
kenntnisse im Bereich der chemischen Zusammensetzung polymerer Materialien und
besonders von elastomeren Werkstoffen sowie deren physikalische Verhalten erforderlich.
Zum besseren Verstandnis werden grundlegende Zusammenhénge nachfolgend dargestellt.

Es wird zunédchst auf die allgemeinen Strukturprinzipien eingegangen, die einen
entscheidenden Einfluss auf das mechanische Materialverhalten haben. Ein grundlegender
Punkt zum Verstédndnis der folgenden Kapitel ist der Aufbau der Polymere. Wie schon
zuvor erwahnt, werden hier nur die fiir diese Arbeit notwendigen Grundlagen dargelegt.
Weitere und detaillierte Informationen {iber diesen Themenbereich sind in Werken von
beispielsweise ROSEN 1993, BRAUN ET AL. 1999, Erias 1999, Erias 2001 und
MENGES 2002 zu finden.

2.1 Allgemeine chemische Charakteristika polymerer Materialien

2.1.1 Strukturprinzipien

Im Allgemeinen bestehen polymere Materialien aus einfachen makromolekularen, organi-
schen Verbindungen, die durch Umwandlung von Naturprodukten oder auch synthetisch
hergestellt werden konnen. Diese so genannten Makromolekiile bestehen aus vielen,
kettenférmig aneinander gereihten Einheiten, den Monomeren. Die Anzahl der in einem
Makromolekiil gebundenen Monomere ist so grof}, dass ein Hinzufiigen oder Entfernen
eines einzelnen Monomers keinen FEinfluss auf das Verhalten des Polymers hat. Ein
typisches Molekulargewicht liegt bei 10* bis 107 g/mol und ist ein Indikator fiir die
Kettenléinge eines Polymers, da sich mit steigendem Molekulargewicht die Anzahl der
gebundenen Atome und damit die Kettenldnge erhoht.

Im einfachsten Fall besteht ein Makromolekiil aus kettenférmig aneinander gereihten
Monomeren. Den Begriff der Polymerkette (bzw. Kette), der auch im Laufe dieser Arbeit
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immer wieder verwendet wird, tragt das Makromolekiil aus dem Grunde, weil die Struktur
des Makromolekiils durch den Aufbau einzelner, gegeneinander bedingt beweglichen
Segmente gekennzeichnet ist. An der Hauptkette eines linearen Makromolekiils sind in
bestimmten Abstdnden seitlich, anstelle von einzelnen zum Monomer gehorenden Ato-
men chemisch andersartige Atome bzw. Atomgruppen, die so genannten Substituenten,
gebunden. Diese Substituenten kénnen die Hauptketten verfestigen, versteifen oder auch
lockern, letzteres fithrt zu einer hoheren Beweglichkeit.

Die einzelnen Atome eines Makromolekiils werden durch chemische Bindungskréfte
(vgl. Kapitel 2.2.2) zusammengehalten. Untereinander sind die Makromolekiile phy-
sikalisch oder auch chemisch gebunden. In diesem Fall spricht man von vernetzten
Makromolekiilen bzw. Netzwerken. Unabhingig davon gibt es in diesen Netzwerken
immer auch physikalische Bindungen, welche die Ketten untereinander zusammenhalten,
die aber auch zwischen den einzelnen Teilen eines Makromolekiils wirken. Ein Beispiel
fiir diesen Bindungstyp sind die van der Waals-Bindungen'.

Da sich in einem solchen Netzwerk automatisch einige Ketten durchdringen, sind
Verhakungen und Verschlaufungen unvermeidlich, die, auch wenn sie verschieblich sind,
die Ketten zusammenhalten. In Abbildung 2.1 sind die verschiedenen Polymerkettentypen
schematisch dargestellt.

53§77 B A=
Z@f

— -
(a) (b) (c) (d)

Abbildung 2.1. Schematische Darstellung: (a) lineare, (b) verzweigte, (c¢) vernetzte und (d)
verschlaufte Makromolekiile bzw. Ketten

Polymere sind grundsétzlich in vier Gruppen einzuteilen, in

e Thermoplaste,

Duroplaste,
Elastomere und

thermoplastische Elastomere,

'Die van der Waals-Bindung basiert auf der van-der-Waals-Kraft, welche eine intermolekulare,
elektrostatische Wechselwirkung ist.

Die van der Waals-Kraft, benannt nach dem Physiker Johannes Diderik van der Waals, ist
eine im Vergleich zur Atombindung und Ionenbindung schwache Kraft. Diese Kraft tritt im Allge-
meinen zwischen Molekiilen auf und fiihrt zu einer schwachen Kopplung dieser Molekiile. Die freien
Elektronen (negativ geladen) eines Molekiils kénnen sich frei bewegen und zu einer ungleichméfigen
Ladungsverteilung im Molekiil fithren. Grob betrachtet bzw. in erster Ndherung betrachtet, kann
ein Molekiil mit Ladungsverschiebung als ein elektrischer Dipol (Zweipol) betrachtet werden. Diese
Dipole richten sich aus und gehen eine elektrostatische Verbindung ein.
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die wiederum den vier Gruppen von Kettentypen aus Abbildung 2.1 unterzuordnen sind.
So bestehen Thermoplaste aus physikalisch untereinander gebundenen, linearen oder ver-
zweigten Polymerketten, siche Abbildung 2.1 (a) und (b). Duroplaste dagegen entste-
hen wihrend der Verarbeitung durch Reaktion mehrerer Komponenten. Der so vernetzte
Duroplast ist durch seine engmaschigen, untereinander gebundenen Makromolekiile ge-
kennzeichnet (vgl. Abbildung 2.1 (¢)). Diese engmaschige Vernetzung hat zur Folge, dass
Duroplaste aus mechanischer Sicht nur relativ geringe Verformungen aufnehmen kénnen.
Elastomere dagegen bestehen aus sehr weitmaschigen untereinander gebundenen Makro-
molekiilen. Zusétzlich zu diesen Bindungen wirken auch Verschlaufungen sowie physika-
lische Bindungskrifte, siehe Abbildung 2.1 (¢) und (d). Die gegeniiber den Vernetzungen
weniger festen Verschlaufungen wirken sich nur dann auf das mechanische Verhalten aus,
wenn der Vernetzungsgrad entsprechend gering ist. Thermoplastische Elastomere, die sich
auf Grund ihres molekularen Aufbaus &hnlich wie Elastomere verhalten, werden als Ther-
moplaste bezeichnet. Im Vergleich zu Elastomeren sind sie schmelzbar. Dies fithrt zum
einen bei relativ geringen Temperaturen zu einer guten Verarbeitbarkeit zum anderen
wird aber der Einsatzbereich bei erhohten Temperaturen begrenzt.

2.1.2 Zustandsbereiche

Unter einem Zustandsbereich eines Materials versteht man den Temperaturbereich, in
dem der Werkstoff seine Eigenschaften kaum oder gar nicht dndert. Diese Zustandsberei-
che sind eine grofie Hilfe, um das Materialverhalten in Abhéngigkeit von der Temperatur
klar eingliedern zu konnen, besonders im Hinblick auf kennzeichnende Gréflen wie bei-
spielsweise den Elastizitdtsmodul oder den mikroskopischen Zustand des Materials. Bei
Polymeren unterscheidet man zwischen folgenden Zustandsbereichen:

e cnergieelastischer oder auch fester Zustand (auch Glaszustand genannt),
e gummi- oder entropieelastischer Zustand und
e FlieB3- oder Schmelze-Zustand.

Zwischen diesen Bereichen gibt es zusitzlich zwei Ubergangsbereiche, den

e Glasiibergangsbereich sowie
e Schmelzbereich (tritt nur bei Thermoplasten auf).

Abbildung 2.2 zeigt die verschiedenen Zustands- und Ubergangsbereiche. Bei tiefen
Temperaturen, im energieelastischen Zustand, sind polymere Materialien fest. In diesem
Bereich zeigt das Material ein sprodes, glasdhnliches Verhalten. Der Schubmodul ist
vergleichsweise hoch und Verformungen basieren weitestgehend auf der Verdnderung der
intermolekularen Atomabstande sowie der Valenzwinkel (vgl. Kapitel 2.2.1). Gestalténde-
rungen auf mikroskopischer Ebene in Form von Abgleiten der Verschlaufungen sind nicht
moglich.

Im gummi- oder entropieelastischen Zustand verhalten sich Polymere gummiartig
zéh, wobei zwischen amorphen und kristallinen Phasen unterschieden wird.

In der amorphen Phase ist eine ungehinderte Bewegung der Makromolekiile moglich,
Verschlaufungen konnen abgleiten und verrutschen. Die Entropieelastizitit beruht auf
dem Bestreben der Molekiile, eine verknéulte Form, die aus statistischer Hinsicht die
wahrscheinlichste Form ist, anzunehmen. Wird das Netzwerk von auflen beansprucht, so
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energieelastischer entropieelastischer
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Abbildung 2.2. Zustands- und Ubergangsbereiche: Schubmodulverlauf eines eng vernetzten
Duroplasten (UP), schwach vernetzten Elastomeren (NR), amorphen (PVC) und teilkri-
stallinen (PA6) Thermoplasten.

(I) Energieelastischer Zustand der amorphen und kristallinen Phase,
(II) Glasiibergang der amorphen Phase,
(IIT) entropieelastischer Zustand der amorphen Phase, die kristalline Phase liegt nach wie
vor im energieelastischen Zustand und
(IV) Schmelzen der kristallinen Phase.

bedeutet dies ein Abweichen von der wahrscheinlichsten Form und somit eine geringere
Entropie. Diese Anderung der Entropie bewirkt eine riicktreibende Kraft, die bestrebt
ist, das Netzwerk in die urspriingliche Form zuriickzufiihren.

In der kristallinen Phase koénnen Strukturen von dem Ausgangszustand nicht ab-
weichen, sondern nur schmelzen. Daher ergibt sich ein Nebeneinander der kristallinen
Bereiche im energieelastischen und der amorphen Bereiche im gummielastischen Zustand.
Der Abfall des Schubmoduls vom energieelastischen in den entropieelastischen Zustand
bei zunehmender Temperatur wird durch die Anzahl der Vernetzungsstellen, den Kri-
stallisationsgrad, den Verschlaufungsgrad sowie die Gréfle der Bindungskréfte bestimmt.
Werden die Mechanismen zum Zusammenhalten der Atome durch erhéhte Temperatur
iiberwunden, so endet der relativ stabile Gummizustand, bei vernetzten Duroplasten
und Elastomeren erst nach irreversibler Zerstorung der Ketten durch hohe Temperaturen

(vgl. Abbildung 2.2).

Der Unterschied zwischen dem energieelastischen und dem entropieelastischen Zu-
stand liegt darin, dass, wenn beispielsweise im Vergleich ein Gummimaterial und eine
Stahlprobe verformt werden, sich in der Stahlprobe der Atomabstand &ndert, in der
Gummiprobe hingegen werden die Kettenabschnitte zwischen den Vernetzungspunkten
gestreckt. Werden nun beide Materialproben bei konstanter Belastung erwarmt, so dehnt
sich die Stahlprobe weiter aus, die Gummiprobe zieht sich jedoch wieder zusammen. Die
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Ursache fiir dieses Verhalten liegt darin begriindet, dass die gestreckten Makromolekiilab-
schnitte zwischen den Vernetzungspunkten zu Schwingungen angeregt werden, wobei
Zugkrifte auf die Vernetzungsstellen ausgeiibt werden, so dass sich die Polymerkette
zusammenzieht. Es handelt sich in diesem Fall also um eine reine Entropieelastizitét.
Weiterhin stellt man fest, dass bei der Deformation von Gummi die im System geleistete
Arbeit vollstindig als Warme an die Umgebung abgegeben wird. Entsprechend entzieht
die gedehnte Gummiprobe bei Entlastung der Umgebung denselben Warmebetrag. Diese
beiden Effekte zusammen nennt man den Gough-Joule-Effekt, der erstmalig 1805 von
GoucGH entdeckt und dann spéter von JOULE 1859 bestétigt wurde.

Der Glasiibergangsbereich bezeichnet den Ubergang vom energieelastischen in den
gummielastischen Zustand. Dieser Bereich erstreckt sich hier iiber 10° bis 40° C, wobei
sich der Schubmodul um das 10— bis 1000—fache &ndert. Die Temperatur, bei der sich
die Eigenschaften am deutlichsten &ndern, nennt man die Glasiibergangstemperatur T,.
Der Name der Glasiibergangstemperatur rithrt von der Tatsache her, dass Polymere im
energieelastischen Bereich einen dem Glas dhnlichen Zustand aufweisen und diesen beim
Erweichen verlieren, bzw. in den zihen Zustand iibergehen. Diesen Ubergangsbereich
findet man nur bei amorphen Polymeren bzw. in der amorphen Phase teilkristalliner
Thermoplaste.

Auch der Schmelzbereich ist zum einen dadurch gekennzeichnet, dass er sich iiber
einen grofferen Temperaturbereich erstreckt und zum anderen durch die Tatsache, dass
auf der Mikroebene des Materials ganze Makromolekiile gegeneinander verschoben
werden konnen, da mit zunehmender Bewegung der Makromolekiile die Verschlaufungen
leichter gelost werden. Der Ubergang vom Schmelzbereich in den Schmelze- bzw. Flie-
zustand ist kontinuierlich, so dass das Material mit zunehmender Temperatur von einer
zusammenhaltenden Masse in eine Konsistenz von zunéchst zdhen und dann flieBenden
Zustand iibergeht.

2.2 Aufbau polymerer Materialien

2.2.1 Struktur der Makromolekiile

Polymere kénnen unterschiedliche Strukturen bilden, wobei der Aufbau des Makromo-
lekiils als auch die Anordnung dieser untereinander entscheidend ist. Bei der Beschreibung
der Makromolekiile unterscheidet man drei Begriffe,

e Konstitution, das chemische Aufbauprinzip eines Makromolekiils aus den
Atomen,

e Konfiguration, die rdumliche Anordnung der Atome bzw. Atomgruppen bei
identischem Aufbauprinzip eines Makromolekiils sowie

e Konformation, die rdumliche Gestalt, welche die Makromolekiile gleicher Kon-
figuration durch Umklappen oder Drehen um die Bindungsachse annehmen.

Das Grundgeriist der kovalent gebundenen Atome in den Makromolekiilen besteht in der
Regel aus Kohlenstoffatomen. Sechs Elektronen bewegen sich auf drei Bahnen, den Orbi-
talen?, um den Kern des C-Atoms. Durch eine chemische Bindung des Kohlenstoffatoms

20rbitale werden als solche Raumbereiche bezeichnet, in denen die Elektronen eine hohe Aufent-
haltswahrscheinlichkeit haben.
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an ein anderes Atom wird Energie frei. Um den Energieinhalt der Bindung zu minimieren
und gleichzeitig die freigewordene Energie aus der chemischen Bindung zu maximieren,
ist das Atom bestrebt, so viele Bindungen wie moglich einzugehen. Bei der chemischen
Bindung zwischen C- und H-Atomen iiberlagern sich die verschiedenen Orbitale und
bilden so vier Uberlagerungsorbitale. Da die Elektronen alle eine negative Ladung
besitzen, sind sie bestrebt, einen grofitmoglichen Abstand zueinander einzunehmen.
Abbildung 2.3 stellt die daraus entstehende Tetraederanordnung dar. Der so zwischen

Abbildung 2.3. Tetraederanordnung von Uberlagerungsorbitalen um ein C-Atom in Form
der rdumlichen Elektronenwolkenstruktur

den Bindungsachsen entstehende Winkel betriagt als Tetraederwinkel 109.5°. Da die
Bindung der verschiedenen Atome durch Uberlappung der Orbitale der beteiligten Atome
erfolgt, ist der Tetraederwinkel gleichzeitig der Winkel zwischen den einfach gebundenen
C-Atomen sowie den seitlich an diesen angebundenen anderen Atomen und wird als
Valenzwinkel bezeichnet. Aus diesem Grund weist die Hauptkette der aus C-Atomen
aufgebauten Makromolekiile keine gradlinige, sondern eine zickzackformige Gestalt auf.

Die einfachste Tetraederanordnung findet man beim Methan CHy, bei dem an den
vier Valenzen des C-Atoms je ein H-Atom angebunden ist. Die Lénge zwischen den
H-Atomen und den Kohlenstoffatomen betrédgt 0.11nm, der Abstand der H-Atome
untereinander etwa 0.18 nm. Ein Ethanmolekiil entsteht, wenn zwei Methanmolekiile in
der Form miteinander verbunden werden, indem man von jedem Molekiil ein H-Atom
entfernt und die so entstehenden freien Valenzen verbindet. Eine Abstofung der H-Atome
findet dann statt, wenn der Abstand der Atomzentren Kkleiner als ihr zweifacher van

ST
.
|
H H

Abbildung 2.4. Monomereinheit des Polyethylens (PE)
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der Waals-Radius®, in diesem Fall kleiner als 0.24nm, ist. Lagert man hinreichend viele
CH,-Gruppen zwischen den beiden Ethanhélften, so erhélt man das lineare Polyethylen
(PE) (vgl. Abbildung 2.4). Der in Abbildung 2.4 dargestellte Index n gibt den Polymeri-
sationsgrad, das heifit wie viele Monomereinheiten zum Makromolekiil zusammengefasst
werden, an. Beim Polyethylen kénnen dies 3000 bis 60000 Monomereinheiten sein.

2.2.2 Haupt- und Nebenvalenzbindungen

Die einzelnen Makromolekiile werden untereinander sowie in sich durch so genannte Va-
lenzbindungen zusammengehalten. Dabei unterscheidet man zwei Arten von Valenzen:

e Hauptvalenzen (chemische Bindungen) und
e Nebenvalenzen (physikalische Bindungen).

In diesem Zusammenhang ist die Bindungsenergie von grofler Bedeutung. Die Bin-
dungsenergie ist definiert als die Energiedifferenz zwischen aneinander gebundenen
Teilchen gegeniiber dem Zustand, in dem die Teilchen getrennt sind. Anders ausgedriickt,
beschreibt die Bindungsenergie diejenige Energie, die einer Bindung zugefiihrt werden
muss, um diese aufzuheben (Dissoziationsenergie).

In Makromolekiilen sind einzelne Atome durch feste chemische Hauptvalenzbin-
dungen (primdre Bindungen) miteinander verbunden. Dazu gehéren zum einen die
urspriinglichen Bindungen innerhalb des Monomers, als auch diejenigen, die bei der
Polymerisation zwischen den Monomeren neu entstehen. Diese Art der Bindungen findet
man auch zwischen den einzelnen Polymerketten wieder. Diese Hauptvalenzbindungen
sind kovalente Bindungen, die auf dem Bestreben der Atome nach einer aufgefiillten
dufleren Schale beruhen. Bei Polymeren sind die Elektronen auf Grund der kovalenten
Bindungen relativ fest an die Atome gebunden, was dazu fiihrt, dass Polymere gute
elektrische Isolatoren sind und Warme schlecht leiten. Durch beispielsweise thermische,
oxidative oder radioaktive Belastung konnen Hauptvalenzbindungen zerstort werden, was
sich durch einen Abbau der Molekiilketten duflert. Des Weiteren kann eine Spaltung der
Bindungen durch chemische oder mechanische Belastung erfolgen.

Demgegeniiber stehen die Nebenvalenzbindungen (sekundére Bindungen). Sie bewirken
auf Grund physikalischer Bindungskréfte wie beispielsweise

e Dipol-Dipol-Krifte,

e Induktionskrifte,

e Dispersionskrifte sowie
e Wasserstoftbriicken

den Zusammenhalt der untereinander nicht chemisch gebundenen Makromolekiile. Ne-
benvalenzbindungen wirken sowohl innerhalb von Makromolekiilen als auch zwischen den
Makromolekiilen selbst. Sie sind neben den Hauptvalenzbindungen zwischen den einzel-
nen Ketten von Duroplasten und Elastomeren zu finden, wo sie ein zu weites Auseinan-
dergleiten dieser Kette verhindern. Im Vergleich zu den Hauptvalenzbindungen, die eine

3Als van der Waals-Radius eines Atoms bezeichnet man den Radius einer gedachten harten Kugel,
welche als Modell fiir das Atomverhalten herangezogen wird. Van der Waals-Radien werden durch
die Abstdnde nichtverbundener Atompaare in Kristallen ermittelt.
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Bindungsenergie von 40 — 800 kJ/mol aufweisen, liegt die Bindungsenergie der Nebenva-
lenzbindungen bei 2 — 20 kJ/mol.

Chemische und physikalische Bindungen innerhalb eines Makromolekiils beschreiben die
inner- oder auch intramolekularen Bindungen. Wirken sie zwischen verschiedenen Makro-
molekiilen, so bezeichnet man sie als intermolekulare Bindungen.

2.2.3 Reaktion vom Monomer zum Polymer

Wie schon im vorherigen Text erwéhnt, besteht eine einzelne Polymerkette aus der An-
einanderreihung vieler Monomere. Das so entstandene Makromolekiil wird dann auch als
Polymer bezeichnet. Dieser Prozess der Aneinanderreihung von Monomeren wird als Po-
lymerisation bezeichnet und lésst sich in drei Gruppen,

e die Polymerisation,
e die Polykondensation und
e die Polyaddition

einteilen. Alle drei Verfahren werden unter dem Begriff der Polymerisation zusammenge-
fasst, so dass der Begriff der Polymerisation doppelt Verwendung findet.

Bei den Polymerisationsarten unterscheidet man zwischen der radikalen Polymerisation,
der ionischen Polymerisation und der Polyinsertion. Jede dieser drei Polymerisationsarten
ist durch die drei Schritte der Startreaktion, der Wachstumsreaktion und der Abbruchre-
aktion gekennzeichnet. Dabei ist die Wachstumsgeschwindigkeit sehr viel grofler als die
Startgeschwindigkeit, weil das Auflosen des ersten Reaktionsschrittes zur Bindung eines
reaktionsfahigen Radikals oder Ions im Allgemeinen eine hoéhere Aktivierungsenergie
erfordert als die darauffolgenden Wachstumsschritte beim Aneinanderreihen weiterer
Monomere.

Weisen die Monomere bifunktionelle Endgruppen auf, so ergeben sich linienférmige
Polymere. Sind dagegen mehrere bindungsfiahige Gruppen vorhanden, so bilden sich
vernetzte Polymere. Thermoplaste bestehen daher aus bifunktionellen Monomeren,
wahrend Duroplaste oder Elastomere tri- oder mehrfunktionelle Monomere aufweisen
und so vernetzte Polymere bilden. Zur genaueren Beschreibung dieser Strukturprinzipien
sei an dieser Stelle auf Kapitel 2.1.1 verwiesen.

Bei der Polykondensation wird das Molekiil schrittweise durch Reaktion der End-
gruppen von Monomeren aufgebaut und zeichnet sich somit durch eine Stufenreaktion
aus. Die Besonderheit bei der Polykondensation ist die Abspaltung von Wasser bzw.
Alkohol. Dies hat zur Folge, dass erstens Wirme abgefithrt wird, zweitens die Pro-
zessdurchfithrung das Entfernen der Nebenprodukte vorsehen muss und letztlich im
Polymer verbleibende Abgangsmolekiile die Materialeigenschaften verindern koénnen.
Typische durch die Polykondensation entstandene Polymere sind Silikone (Si), Polycar-
bonate (PC), Polyester (PBT und PET) und Phenolharze (PF).

Die dritte Polymerisationsart ist die Polyaddition. Bei der Polyaddition wandern
einzelne Atome, meist Wasserstoff, von einer Monomerart zur anderen, um sich kovalent
zu binden. Die Polyaddition tritt im Allgemeinen bei stark vernetzten Polymeren auf.
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Vergleicht man die drei Polymerisationsarten miteinander, so ergeben sich folgende
prinzipielle Unterschiede. Die Polymerisation ist eine Kettenreaktion, bei der an ein
wachsendes Kettenende nur ein Monomer angelagert wird. Die Aktivierungsenergie dieser
Reaktion ist sehr viel gréfler als die Energie fiir das weitere, ausgesprochen schnelle
Kettenwachstum. Die Reaktionsmischung setzt sich aus Reaktionsmittel, Monomeren,
fertigen Polymeren und wachsenden Ketten zusammen. Nach Abschluss des Ketten-
wachstums findet keine weitere Anderung des Polymers statt.

Auf der anderen Seite dieses Vergleiches stehen die Polykondensation und die Polyaddi-
tion, beide Polymerisationsarten sind Stufenreaktionen. Die Reaktionswahrscheinlichkeit
jedes Kettenendes ist gleich, was bedeutet, dass sowohl Monomer mit Monomer, Monomer
mit Polymer und Polymer mit Polymer reagieren kann. Die Aktivierungsenergie fiir jede
Teilreaktion weist die identische Grofie auf, das Kettenwachstum ist haufig sehr langsam.
Bei der reversiblen Polykondensation, wie sie beispielsweise bei Polyester oder Polyamid
zu finden ist, finden Austauschreaktionen der Kettenenden mit den Bindungen innerhalb
der Kette statt, wodurch sich die mittleren Molekulargewichte und deren Verteilung
dndern kénnen.

2.3 Struktur polymerer Materialien

Polymere Werkstoffe lassen sich im Wesentlichen in drei strukturelle Gruppen, (I) die
homogenen, (II) die heterogenen Polymere sowie in die Gruppe (III) der heterogenen Ver-
bundwerkstoffe einteilen. Weist das makroskopische Material an allen Punkten die gleichen
Eigenschaften auf, das heifit sind keine unterschiedlichen Eigenschaften bedingt durch
verschiedene Makromolekiilarten vorhanden, so bezeichnet man dieses Material als homo-
gen. In diesem Zustand ist es dennoch moglich, dass unterschiedliche Aggregatzustinde
vorhanden sind. Demgegeniiber bezeichnet man ein Material als heterogen, wenn es aus
mindestens zwei chemisch verschiedenen, meist organischen Stoffen besteht. Die hiufig
zu makroskopischen Einheiten zusammengefassten Stoffe konnen chemisch oder physika-
lisch untereinander gebunden sein. Besteht das Material aus mindestens zwei chemisch
unterschiedlichen Stoffen, wobei einer ein kohéarenter Stoff ist, so handelt es sich um einen
Verbundwerkstoff. Sie unterscheiden sich meist stark im Materialverhalten im Vergleich
zu dem kohérenten Stoff.

2.3.1 Homogene Polymere

Bei homogenen Polymeren unterscheidet man drei Zustdnde, den

e amorphen,
e Lkristallinen und den
e vernetzten Zustand.

Der amorphe Zustand ist dadurch gekennzeichnet, dass die Polymerketten willkiirlich
angeordnet sind. Es sind keinerlei regelméflige Absténde zwischen den Ketten, sowie keine
regelmifige Anordnung oder Orientierung der Ketten zu erkennen. Polymere dieser Art
sind beispielsweise Styrol-Acrylnitril (SAN), Polymethylmethacrylat (PMMA), Polyvi-
nylchlorid (PVC) und Polystyrol (PS). Amorphe Polymere bilden sowohl in der Schmelze
als auch im festen Zustand Kn#duel. Diese Knéduel haben alle etwa die gleiche Grofe.
Die Dichte eines Makromolekiils im Knéuelzustand macht etwa ein Hundertstel der
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Abbildung 2.5. Kniuel-Strukturen: (a) amorphes, unvernetztes Polymer mit Verschlaufun-
gen und (b) leicht vernetztes Polymer mit Vernetzungspunkten

Dichte normaler Kunststoffe aus. Daraus lasst sich ableiten, dass sich die Polymerketten
vielfaltig durchdringen, siehe Abbildung 2.5 (a). Bei diesen Durchdringungen kénnen
sich Ketten an bestimmten Stellen miteinander durch Vernetzungspunkte verbinden
(vgl. Abbildung 2.5 (b)). Verschlaufungen und Verhakungen der einzelnen Polymerketten
entstehen, wenn eine bestimmte Anzahl von Monomereinheiten erreicht wird und
somit die Lange der Kette relativ grofl ist. Dabei sind die zwischen den Verhakungen
entstehenden Kettenldngen so grofl, dass sie sich weitestgehend wie individuelle Ketten
verhalten. Beispiele fiir diese Polymere sind Polyurethan (PUR), Naturkautschuk (NR)
und Styrol-Butadien-Kautschuk (SBR).

Der zweite strukturelle Zustand ist der kristalline Zustand. Bei der Struktur der
teilkristallinen Thermoplaste ist der Energieaustausch mit der Umgebung zugelassen,
das heifit es handelt sich um ein nicht abgeschlossenes System. Dieser Zustand lésst sich
durch die freie Enthalpie AG = AH — T - AS, welche die zu einer Arbeitsleistung aus
einer Reaktion maximal verfiighare Energie beschreibt, kennzeichnen. Hierin beschreibt
AH die Anderung der Enthalpie, AS die Entropiedifferenz und 7 die Temperatur. Je
niedriger die freie Enthalpie ist, desto stabiler ist der Zustand. Die Wahrscheinlichkeit der
moglichen Zustiande steuert dabei die Entropie des Systems, wobei die Ordnungszunahme
der Polymerketten im Kristallit zur Abnahme der Entropie fithrt. Dabei ist die Entropie
eines einzelnen, freien Molekiils grofler als die in einem Kristallit fixierten. Wie der Name
des teilkristallinen Thermoplastes sagt, ist das Material teils kristallisiert, teils amorph.
Die nicht kristallisierten Kettenabschnitte haben immer noch die Moglichkeit sich zu
bewegen, wodurch die Entropieinderung zu erkléren ist.

Die unterschiedlichen Bereiche der teilkristallinen Thermoplaste ergeben sich, wie
in Abbildung 2.6 dargestellt, aus den Faltungsbogen der in die Kristallite zuriicklaufen-
den Ketten, von Kristallit zu Kristallit durchlaufenden Ketten und freien Kettenenden.
Diese amorphen Bereiche sind diejenigen Bereiche, in denen die Enthalpie und die
Entropie wesentlich grofler sind als in den kristallinen Bereichen.

Das Materialverhalten von teilkristallinen Thermoplasten ist, wie bei nahezu allen
Polymeren, nichtlinear, zeigt aber nicht den ausgepréigte S-formigen Kurvenverlauf, wie

man ihn von den Elastomeren her kennt (vgl. Abbildung 2.8).

Abbildung 2.7 =zeigt die Spannungs-Dehnungs-Kurve teilkristalliner Thermoplaste
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Abbildung 2.6. Idealisierte Darstellungen nichtkristalliner Bereiche zwischen den Kristal-
liten: (a) Ketten, die von Kristallit zu Kristallit verlaufen, (b) gefaltete, riicklaufende und
durchlaufende Ketten und (c) Schlaufen aus gefalteten Ketten

in Abhéngigkeit von der sich &ndernden Mikrostruktur. Im undeformierten Zustand zeigt
das Material die typische Gestalt, in Form von teils kristallinen und teils amorphen
Bereichen. In der ersten Phase der Belastung, die nahezu linear ist, verrutschen einige
Verhakungen in den amorphen Bereichen, bis dann in der zweiten Phase die ersten Ketten
in den kristallinen Bereichen reiffen und aus diesen herausgezogen werden. In der dritten
Phase brechen ganze kristalline Bereiche auf und richten sich in Belastungsrichtung
aus. In dieser Phase ist immer noch zwischen kristallinen und amorphen Bereichen zu
unterscheiden. In der letzten Phase wird die nun stark in Belastungsrichtung orientierte
Mikrostruktur weiter verformt, wobei vor allem die Ketten der amorphen Bereiche
gedehnt werden, bevor sie letztendlich komplett versagen. Dies fiihrt zum Versagen
des gesamten Materials. Nach Erreichen der Streckgrenze (vgl. Abbildung 2.7) ist das
Material zum einen nicht mehr rein elastisch, sondern plastisch. Zum anderen ist der
Werkstoff nicht mehr isotrop, sondern anisotrop, da sich auf der Mikroebene die Ketten in
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Abbildung 2.7. Spannungs-Dehnungs-Kurve eines teilkristallinen Thermoplasten: 4 Defor-
mationsphasen
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Belastungsrichtung ausgerichtet haben. Dieses Materialverhalten ist ein spezielles und in
dieser Form nur bei teilkristallinen Thermoplasten zu finden. Bei Elastomeren hingegen
ist das Materialverhalten iiber den gesamten Verformungsbereich nahezu elastisch und
isotrop, sieche Abbildung 2.8.

Duroplaste sind Polymere, die den dritten, hier diskutierten strukturellen Zustand,
den vernetzten Zustand, aufweisen. Dabei zeichnen sich Duroplaste durch eine sehr starke
Vernetzung aus, was zu einem steifen und teils spréden, aber auch temperaturbestandigen
Materialverhalten fiithrt. Duroplaste sind nicht schmelzbar, da sich bei entsprechender
Warmezufuhr zwar physikalische Bindungen 16sen kénnen, aber chemische Bindungen ein
Abgleiten voneinander verhindern. Wichtige Vertreter der Duroplaste sind beispielsweise
Acrylharze und Silikonharze, Harnstoffharze (UF), Phenolharze (PF), Epoxidharze (EP)
oder Polyesterharze (UP).

Elastomere gehoren ebenfalls der Gruppe der vernetzten Polymere an. Jedoch weisen
sie eine weitaus schwichere Vernetzung im Vergleich zu den Duroplasten auf, was
zu einer groflen Verformbarkeit des Netzwerkes einschliefilich der Verhakungen und
Verschlaufungen sowie die Féhigkeit zur schnellen Riickstellung nach der Entlastung
fiihrt.
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Abbildung 2.8. Spannungs-Dehnungs-Kurve eines Elastomers: 3 Deformationsphasen

Das Verformungsverhalten von Elastomeren ist nichtlinear, Abbildung 2.8 zeigt einen
typischen Spannungs-Dehnungs-Verlauf. Bei einem uniaxialen Zugversuch beispielsweise
zeigt das Material keine ausgepréigte Steckgrenze, jedoch einen Wendepunkt. Beginnend
mit der ersten Phase I, gekennzeichnet durch eine Anfangssteifigkeit, setzen bei Errei-
chen einer kritischen Dehnung Gleitprozesse ein, die verantwortlich fiir die verringerte
Steigung in der zweiten Phase II sind. Dabei werden die Kettensegmente zwischen den
Vernetzungspunkten in Richtung der Belastung ausgerichtet. Wird die Materialprobe
weiter belastet (Phase III), kommt es zu einer so genannten Dehnungskristallisation
der Kettensegmente in Abhéngigkeit vom molekularen Aufbau des Elastomers. Die nun
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in Belastungsrichtung ausgerichteten, stark gespannten und auch teils kristallisierten
Kettenabschnitte fithren zu einer enormen Verfestigung des Materials, was sich in
Abbildung 2.8 durch eine grofie Spannungssteigerung duflert. Sind die einzelnen Ketten-
segmente schon fast vollig gestreckt, kann keine weitere Dehnung nur durch Verzerren
der Valenz- und Rotationswinkel sowie Bindungsabsténde realisiert werden.

2.3.2 Heterogene Polymere

Im Unterschied zu den homogenen Polymeren bestehen die heterogenen Polymere aus
mindestens zwei chemisch unterschiedlichen Stoffen, die entscheidenden Einfluss auf das
Gemisch haben. Die wichtigste Gruppe dieser Polymere ist die der Polymerblends*. Sie
bestehen aus mehreren Komponenten, deren Eigenschaften makroskopisch differenzier-
bar sind. Polymerblends kommen auf Grund ihrer Eigenschaftsverbesserungen im Bereich
von Zahigkeitssteigerung, Verarbeitbarkeit, Spannungsrissbestédndigkeit oder Warmeform-
besténdigkeit in unzéhligen industriellen Bereichen zum Einsatz.

2.3.3 Heterogene Verbundstoffe

Besteht ein polymeres Material aus mindestens zwei chemisch unterschiedlichen Stoffen,
so spricht man von heterogenen Verbundwerkstoffen, die in zwei Untergruppen, die

e faserverstarkten Verbundstoffe und die
e flillstoffverstarkten Verbundstoffe

einzuteilen sind.

Durch das Hinzufiigen von Fasern in die Polymermatrix® entstehen die so genannten
faserverstirkten Verbundstoffe. Dabei kénnen diese Fasern, je nach Anwendungsbe-
reich beispielsweise Glas-, Aramid- oder Kohlenstofffasern sein. Voraussetzung fiir
hochfeste und hochsteife faserverstirkte Verbundstoffe ist ein moglichst eng gepacktes,
kontinuierliches Netzwerk. Der Steifigkeits- sowie Festigkeitsunterschied zwischen dem
Verstarkungsmaterial und der Polymermatrix liegt etwa bei einem Faktor von 20 bis
30. Das Verstarkungsmaterial kann richtungsabhéngig oder auch richtungsunabhéngig
in das Matrixmaterial eingebracht werden. Das heiffit, wenn die Belastungsrichtung
eines Bauteils aus Verbundmaterial bekannt ist, so wird man unter Umstédnden auch
in dieser Richtung langfaserige Verstirkungsmaterialien einlegen. Wird das Material
dagegen multiaxial oder mit sich &ndernden Belastungsrichtungen belastet, so wird man
eher kurzfaserige, in alle Richtungen gleichméfig verteilte Fasern in das Matrixmaterial
einbringen.

Die zweite Gruppe der durch Fillstoffe verstirkten Verbundstoffe ist gekennzeich-
net durch das Hinzufiigen von partikeldhnlichen Stoffen, die zu einer Steifigkeitserhéhung
des Grundmaterials, der Matrix, fithren. Fiihrt hingegen das Hinzufiigen des Fiillstoffes

“Polymerblend oder Blend ist die Bezeichnung fiir eine molekular verteilte oder mikroskopisch
dispergierte Kunststofflegierung. Darunter versteht man also eine Mischung aus mindestens zwei
Basispolymeren. Ziel der Blend-Technologie ist, die Vorziige verschiedener Basispolymere in einem
Werkstoff zu vereinen. Vereinzelt treten sogar synergetische Effekte ein. Ein bekanntes Blend mit
synergetischem Effekt ist der Gehdusewerkstoff Bayblend (PC+ABS).

5Als Polymermatrix bzw. Matrixmaterial wird das ungefiillte Polymermaterial bezeichnet.



20 2 Chemie und Physik polymerer Materialien

zu keiner Steifigkeitserhohung, so kann dies auch aus Griinden einer angestrebten
Kostenreduktion des Werkstoffes geschehen. Die Fiillstoffe an sich sind feste organische
oder anorganische Materialien, die in Kunststoffe dispergiert werden (vgl. Kapitel 6.1).

Eine wesentliche Voraussetzung fiir eine Verstarkungswirkung durch Hinzugabe von
Fiillstoffen ist ein hoherer Elastizitdtsmodul, eine hohere Festigkeit sowie Bruchdehnung,
die etwa der Streckdehnung des Matrixmaterials entspricht. Wird der Elastizitdtsmodul
hingegen niedriger als der Matrix gewdhlt, so fiihrt dies unter Umstédnden zu einer
Verringerung der Eigenspannungen. Die Fiill- und Verstarkungsstoffe sind durch ihre
auBere Form gekennzeichnet und lassen sich in die drei folgenden Gruppen unterteilen

e cindimensional (faseréhnlich),
e zweidimensional (Glimmer, Silikate, Talkum oder Graphit) und
e dreidimensional (Kreide, Glaskugeln, Ruf}, Silikate, Metallpulver).

Die gebréauchlichsten fiillstoffverstéarkten Polymere sind die mit Rulpartikeln verstéarkten.
Abbildung 2.9 (aus: BERGSTROM & BOYCE 1999) zeigt typische mikroskopische Aufnah-
men von ruflverstirkten Polymeren mit unterschiedlichen Volumenanteilen von Ruf. In

6.

(b)

(<) (d)

Abbildung 2.9. Mikroskopische Aufnahmen: (a) Naturgummi gefiillt mit 9vol% Rufl
(N351), (b) Naturgummi gefiillt mit 24vol% Rufi (N351), (c) Chloroprenkautschuk gefiillt
mit 7vol% Rufl (N600) und (d) Chloroprenkautschuk gefiillt mit 25vol% Rufl (N600)

diesen Abbildungen ist zu erkennen, dass die Form der Rupartikel annéhernd kugelférmig
ist, wobei der durchschnittliche Durchmesser der Rufipartikel bei dem Naturgummi (Ruf3-
typ: N351) bei 31 nm und bei dem Chloroprenkautschuk (RuBtyp: N600) bei 60 nm liegt.
Weiterhin zeigt der Rufl im Naturgummi eine homogenere Verteilung als bei dem Chloro-
prenkautschuk. Bei dem Chloroprenkautschuk sind deutliche Anfinge von Clusterbildung
zu erkennen.
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Ideale Kette

Die einfachste chemische Struktur eines Makromolekiils ist diejenige einer langen Kette
aus miteinander verkniipften Kettengliedern. Wirken zwischen den benachbarten Ketten-
gliedern intermolekulare Kréfte, entstehen geordnete Gebilde wie beispielsweise Ketten,
die sich durch ihre Helixform auszeichnen. Das Makromolekiil nimmt dann kompakte
Strukturen an, deren Gestalt von wurméahnlichen Ketten bis hin zu Stidbchen und Knéauel
reichen kann. Wirken zwischen den benachbarten Kettengliedern keine intermolekularen
Krifte, so werden die Kettenatome auf Grund der mehr oder weniger freien Drehbarkeit
um die Kettenbindungen statistisch im Raum verteilt sein. Die Gestalt einer solchen
tdealen Kette soll nun ndher betrachtet werden.

Die Gestalt der idealen Kette ist die Grundlage der meisten Modelle, die im Be-
reich der Polymerphysik verwendet werden. Um die ideale Kette charakterisieren zu
konnen, werden zunichst einige Molekiilmodelle vorgestellt, die Auskunft iiber den
statistischen Kettenendenabstand einer solchen Kette geben. In einem weiteren Schritt
wird dann auf die Bestimmung der Kettenendenverteilung eingegangen, so dass es mit
Hilfe dieser Informationen bis zu einem gewissen Grad moglich ist, die idealen Ketten
mathematisch zu erfassen.

3.1 Flexibilitatsmechanismus der einzelnen Kette

Um die Vielzahl der moglichen Kettengestalten besser verstehen zu koénnen, wird
beispielhaft das Monomer des Polyethylens betrachtet. Der Abstand zwischen den Koh-
lenstoffatomen im Molekiil ist iiberwiegend konstant und kann zu [ = 1.54 A' angegeben
werden. Ein typischer Wert fiir die Abweichung dieser Linge liegt bei +0.05 A und hat
keinen Finfluss auf die Gestalt der gesamten Kette. Der Winkel zwischen den einzelnen
Bindungen wird Tetraederwinkel genannt. Er weist einen Wert von 109.5° auf und ist
als konstant zu betrachten. Der Bindungswinkel ¢ lasst sich aus der Differenz zwischen
dem Tetraederwinkel und 180° berechnen. In Abbildung 3.1 (a) ist ein Ausschnitt einer
Polyethylenkette schematisch dargestellt.

'Ein Angstrom ist der 10milliardstel Teil eines Meters (1 A=1071" m). Abgekiirzt: A
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Abbildung 3.1. Schematische Darstellung eines Polyethylenkettenausschnitts: (a) Polyethy-
lenkette und (b) Energiezustinde mit dazugehorigen Kettenstellungen

Es ist zu erkennen, dass der Ursprung der Kettenflexibilitéit in der Variation des Rota-
tionswinkels ¢; verwurzelt ist. Um diese Variationen zu beschreiben, werden die drei in
einer Ebene liegenden Atome C;_5, C;_; und C; betrachtet. Der Vektor r;, der die Atome
C; und C,;_; miteinander verbindet, repréasentiert zugleich die Rotationsachse fiir den
Bindungsvektor r;.;. Wiirde der Wert des Rotationswinkels ¢; Null betragen, so wire
der Bindungsvektor r;,; kollinear zu dem Bindungsvektor r; ;. Dieser Zustand wird auch
als trans-Zustand des Rotationswinkels ¢; bezeichnet, siche Abbildung 3.1 (b). Dieser
trans-Zustand beschreibt den niedrigsten Energiezustand der vier aufeinanderfolgenden
CHy Gruppen. Variiert man den Rotationswinkel, so fiihrt dies zu einer Variation
der Energie, wie in Abbildung 3.1 (b) dargestellt. Die zwei sekunddren Minima liegen
bei ¢; = +120° und werden gauche-plus (g+) bzw. gauche-minus (g-) genannt. Die
Energiedifferenz Ae zwischen dem gauche- und trans-Zustand beschreibt die relative
Wahrscheinlichkeit des sich in einem gauche-Zustand befindenden Rotationswinkels
bei thermischem Gleichgewicht. AFE ist die Energiebarriere zwischen gauche- und
trans-Zustand.

Befinden sich alle Rotationswinkel im trans-Zustand, das heifit alle Rotationswin-
kel weisen den Wert Null auf, so fithrt dies zu dem Sonderfall einer linearen Polymerkette,
dargestellt in Abbildung 3.2. In diesem Fall weist der Abstand der Kettenenden den
maximalen Wert 7.« auf. Dieser maximale Kettenendenabstand ist das Produkt aus
der Anzahl der Bindungen n und deren projizierten Lénge [ cosv/2, so dass sich die
Konturldnge wie folgt berechnen ldsst

max = Tl 5 3.1
r nicos (3.1)



3.2 Molekiilmodelle der idealen Kette 23
—eilcos (1/2) e

e rmax= nlcos (1/2) -
Abbildung 3.2. Zick-Zack-Kette im trans-Zustand (p; =0)

Wie schon zuvor erwéhnt, stellt der oben dargestellte Kettenzustand einen Sonderfall dar.
Im Allgemeinen sind die Rotationswinkel unabhéngig von der jeweiligen Bindung, so dass
die aufeinander folgenden Rotationswinkel immer einen voneinander unterschiedlichen
Wert aufweisen werden, das heifit ¢; # ¢;41 (vgl. Abbildung 3.1 (a)). Demzufolge wird
die Kettenendenléinge im Allgemeinen einen geringeren Wert als 7., aufweisen.

3.2 Molekiilmodelle der idealen Kette

Die Gestalt einer linearen Kette kann je nach Abstraktionsgrad durch verschiedene Mo-
delle beschrieben werden. Diese Modelle unterscheiden sich in der Anzahl der in Wechsel-
wirkung stehenden Kettenatome sowie den Beschrankungen hinsichtlich der Tetraeder-,
Bindungs- und Rotationswinkel. Alle Modelle basieren auf der Annahme, dass zwischen
den einzelnen Ketten keine Wechselwirkung besteht (Definition der idealen Kette).

3.2.1 Segment-Kettenmodell

Das Segment-Kettenmodell? ist das einfachste Modell und basiert darauf, wie der Name
schon sagt, dass sich die einzelnen Segmente unabhéngig voneinander bewegen konnen,
sieche auch KUHN 1934 und Dor 1996. Die Segmentlingen werden als konstant zu
[ = |r;| angenommen.

Abbildung 3.3 zeigt eine solche idealisierte Kette. Die Kette besteht aus n + 1 Atomen
A; und aus n Segmenten bzw. Bindungen gleicher Lénge. Der Vektor r; beispielsweise
stellt somit die Verbindung zwischen den Atomen A; ; und A; dar. Geht man nun davon
aus, dass es sich bei der betrachteten Kette nicht nur um eine ideale Kette sondern auch
um eine Kette mit einer hinreichend grofien Segmentanzahl (Bindungsanzahl) handelt,
so lésst sich der Kettenendenabstand als Summe aller n Vektoren zu

b=, (32)
=1

darstellen. Da jede individuelle Kette unterschiedliche Ausrichtungen der Bindungsvekto-
ren und somit auch unterschiedliche Kettenendenabsténde aufweist, ldsst sich mit Hilfe der
statistischen Mechanik zeigen, dass der wahrscheinlichste Kettenendenabstand derjenige
ist, bei dem Anfangs- und Endpunkt der Ketten zusammentreffen. Der durchschnittliche
Kettenendenabstand ergibt sich damit zu Null

2engl.: free jointed chain model
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Abbildung 3.3. Idealisierte Gestalt einer frei beweglichen Polymerkette

r, =0. (3.3)

Der von Null verschiedene quadratische Kettenendenabstand ist

r’=r,-r, = er’ r;. (3.4)

i=1 j=1

Wenn, wie vorausgesetzt, alle Segmente die gleiche Lénge aufweisen, kann das Skalarpro-
dukt in Gleichung (3.4) unter Verwendung des Winkels ¥;; (vgl. Abbildung 3.3) zwischen
den zwei Vektoren r; und r; zu

r-r; = l2 COS ’191‘]‘ (35)

umgeschrieben werden. Setzt man obige Beziehung in (3.4) ein so ergibt sich das Quadrat
des durchschnittlichen Kettenendenabstandes zu

r _ZZrZ I‘]—Z2ZZCOSQ9”—Z Zcosﬁ”Jrl Zcosﬁ” (3.6)

=1 j5=1 =1 j5=1 2,7=1
J70

=0
Wenn man nun die schon oben erwadhnten Einschrankungen beriicksichtigt, dass sich
bei dem frei beweglichen Kettenmodell alle Segmente unabhéngig voneinander bewegen
kénnen, so bedeutet das fiir den Summenausdruck in (3.6), dass cos);; = 0 fiir ¢ # j ist.
Es stehen also nur n von Null verschiedene Terme in der Doppelsumme (cosd;; = 1) fiir
1 = 7. Damit lasst sich das Quadrat des Kettenendenabstandes zu

r? =nl? (3.7)

berechnen. Dieses Quadrat des Kettenendenabstandes ist die einfachste Moglichkeit, den
Abstand der Kettenenden zu beschreiben. Die folgenden Modelle zeigen Moglichkeiten auf,
diesen Abstand in Abhéngigkeit von Segment- sowie Rotationswinkel zu berechnen. Dabei
lassen sich diese Modelle auf den hier dargestellten Sonderfall des Segment-Kettenmodells
reduzieren.
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3.2.2 Kettenmodell mit freier Drehbarkeit der Kettensegmente

Das Modell mit freier Drehbarkeit?, siche auch EYRING 1932 und GUTH & MARK 1934,
basiert auf der Annahme, dass alle Rotationswinkel gleich wahrscheinlich im Bereich von
—m < ¢; < 7 auftreten und ignoriert somit die Variation des Potentials U(p;) (vgl. Ab-
bildung 3.1 (b)). Es wird davon ausgegangen, dass alle Bindungsldngen sowie Bindungs-
winkel konstante Gréflen sind. Die Rotationswinkel werden als gleich wahrscheinlich und
unabhéngig voneinander angenommen. Unter Zuhilfenahme dieser Annahmen soll im Fol-
genden eine Durchschnittslénge fiir den Kettenendenabstand einer einzelnen idealen Kette
berechnet werden. Abbildung 3.4 zeigt die schematische Darstellung einer solchen Kette.

Abbildung 3.4. Idealisierte Gestalt einer frei rotierenden Polymerkette

Um das Quadrat des Kettenendenabstandes

r2:rn-rn:§:zn:ri-rj (3.8)

i=1 j=1

zu berechnen, muss die Beziehung zwischen r; und r; bestimmt werden.

Dazu wird zunéchst die Abhéngigkeit zweier aufeinanderfolgender Vektoren r; und
r;_; genauer betrachtet. Die Komponente von r; senkrecht zu dem Vektor r;_; betrégt
auf Grund der Moglichkeit der freien Rotation des Rotationswinkels ;, sowie unter der
Voraussetzung hinreichend langer Ketten, durchschnittlich Null. Die einzige Abhéngigkeit
zwischen den Vektoren kann durch [cos ¥ beschrieben werden (vgl. Abbildung 3.4).
Analog dazu lisst sich die Korrelation zwischen r;_; und r;_5 durch [ cos® ¢ angeben. Da
der Abstand zwischen den Kettenenden bestimmt werden soll, sind obige Uberlegungen
auf die zwei Vektoren r; und r; zu itibertragen. Auf Grund der freien Rotation von

3engl.: freely rotating chain model
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|j — i| Rotationswinkeln ergibt sich der Faktor (cos)/~%. Damit lisst sich die Beziehung
zwischen r; und r; zu

r;-1; = 1% (cos )l (3.9)

darstellen und Gleichung (3.8) kann somit wie folgt umgeschrieben werden

n i—1 n—1i
r? =nl? —i—lzz <Z COSk19+ZCOSk 19) . (3.10)

i=1 k=1 k=1

Da der Ausdruck (cos )7~ schneller abfillt als die Anzahl der Bindungen zwischen den
Vektoren r; und r; ansteigt, kann die Summe in (3.10) durch eine unendliche Reihe iiber
k zu

Z <Zcos 19—1—2005 19) NQZZCOS 19—2712(308 v=2n 1ioi(i19 (3.11)

i=1 i=1 k=1

ersetzt werden. Das Quadrat des Kettenendenabstandes lasst sich damit zu

1+ cos?
2 _ l2 12
b (1—00819) (312)

ausdriicken und ist eine Funktion des Bindungswinkels ¢/, der Segmentlédnge [ und der
Anzahl der einzelnen Segmente n je Kette.

Ein Sonderfall des oben beschriebenen Kettenmodells ist das Modell nach Kratky
und Porod (vgl. KRATKY & POROD 1949 und POROD 1949), welches sich dadurch
auszeichnet, dass es nur fiir kleine Bindungswinkel anzuwenden ist. Daher ist es ein gutes
Modell fiir steife Polymere. Da dieses Modell fiir die vorliegende Arbeit weniger von
Bedeutung ist, wird darauf nicht ndher eingegangen.

3.2.3 Valenzwinkelmodell mit behinderter Drehbarkeit

Die Drehbarkeit um Kettenbindungen ist bei Polymerketten im Allgemeinen beliebig,
somit zum einen unabhdngig von der Polymerkette selbst aber auch zum anderen
durch das Potential U(yp;), siche Abbildung 3.1 (b), behindert. Eine solche Kette wird
Valenzwinkelkette mit behinderter Drehbarkeit? genannt, siche SADRON 1946, BENOIT
1947, KuaN 1947 und ROUSE 1953.

Das Valenzwinkelmodell mit behinderter Drehbarkeit basiert auf den Annahmen,
dass die Kettensegmente sowie die Bindungswinkel konstante Werte aufweisen. Des
Weiteren sind die Werte der Rotationswinkel voneinander unabhéngig, jedoch, wie der
Name schon sagt, wird die Rotation der Segmente durch das Potential U(y;), siche Ab-
bildung 3.1 (b), eingeschrinkt. Die Wahrscheinlichkeit eines beliebigen Rotationswinkels

@; ist proportional zu dem Boltzmann-Faktor e~%#” 5. Bei einer realen Polymerkette
werden die Rotationswinkel einen Wert im Bereich niedriger Energie einnehmen, wobei
allerdings auch Winkelwerte, besonders bei durchschnittlicher Temperatur, im Bereich
hoherer Energie auftreten.

‘engl.: chain with restricted rotation oder hindered rotation model

®Dabei beschreibt £=1.380662-10-%* J /K die Boltzmann-Konstante und 7" die thermodynamische
Temperatur.
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Im einfachsten Fall sind die Potentialschwellen jeder Bindung unabhéngig von allen ande-
ren. Die kleinste Einheit einer solchen Kette besteht somit aus drei Kettenbindungen bzw.
vier Kettenatomen. Das Quadrat des Kettenendenabstandes ist ein Durchschnittswert und
lasst sich fiir eine hinreichend grofie Segmentanzahl zu

r2:n12(1+c0s19) (1—|—cosgp> (3.13)

1 —cosd 1 —cosgp

berechnen. cos ¢ beschreibt den durchschnittlichen Kosinus des Rotationswinkels, dessen

wahrscheinliches Auftreten durch den Boltzmann-Faktor 6,[2(;,1.) zu
2T B
[ cospe i dp
cosp = - o (3.14)
—U(p)
f e kT dp
0

bestimmt werden kann.

Wie man an Gleichung (3.13) erkennen kann, ist dieses Modell das allgemeinste der hier
vorgestellten Modelle. Bei geeigneter Wahl der Winkel, beispielsweise ¥ = 70.5° und
¢ = 109.5°, erhidlt man den gleichen Durchschnittswert fiir das Quadrat des Ketten-
endenabstandes 72 wie beim Segmentkettenmodell, siche Gleichung (3.7). In #hnlicher
Weise, fiir beispielsweise ¢ = 90.0°, ldsst sich das Valenzwinkelmodell mit behinderter
Drehbarkeit auf das Valenzwinkel-Kettenmodell mit freier Drehbarkeit, Gleichung (3.12),
reduzieren.

3.3 Beschreibung der Kettenendenverteilung einer Polymerkette

Bis hierher wurde auf Modelle der einzelnen Kette eingegangen, die unter Zuhilfenahme
unterschiedlicher Annahmen die Endenabstdnde einer Polymerkette beschreiben. Es ist
nun von Interesse wie die einzelnen Kettenldngen im Raum verteilt sind. Die Modelle, die
diese Verteilung beschreiben, basieren auf geometrischen Betrachtungen und lassen Ein-

flilsse wie energetische Interaktionen der einzelnen Ketten sowie deren Segmente aufler
Acht.

Der mathematische Anspruch an das jeweilige Modell, das die Kettenendenverteilung be-
schreibt, steigt mit dessen Leistungsfihigkeit. So ist das grundlegendste Modell, das so
genannte GauB3-Modell, mathematisch sehr einfach aufgebaut, liefert jedoch nur fiir mo-
derate Streckungen zufriedenstellende Ergebnisse. Fiir hohere Streckungen hingegen, wie
sie bei polymeren Materialien auftreten, muss auf andere Modelle zuriickgegriffen werden.
Daher wird in diesem Kapitel neben der Gauf-Kettenendenverteilung (kleine Streckun-
gen) die Langevin-Kettenendenverteilung (grofe Streckungen) vorgestellt und diskutiert.
Dabei wird im Fall des GauB-Modells auf die Arbeit von KUHN 1934 und im Fall des
Langevin-Modells auf die Arbeit von KUHN & GRUN 1942 zuriickgegriffen. Da diese
Modelle grundlegend fiir die vorliegende Arbeit sind, werden die Herleitungen der bei-
den Modelle ausfiihrlich nachvollzogen, diskutiert und teils, hinfithrend auf das in dieser
Arbeit vorzustellende Modell, erweitert.
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3.3.1 GauB-Kettenendenverteilung

Um das Modell der GauB-Kettenendenverteilung herleiten zu kénnen, wird zunéchst eine
einzelne ideale Kette eines Polymers betrachtet, siche Abbildung 3.5. Eine einzelne Poly-

Abbildung 3.5. Einzelne Kette eines Polymers (Vergrofierung: n,; Kettensegmente der
Léange 1)

merkette besteht aus n stabformigen Kettengliedern mit der einheitlichen Lénge [, welche
die chemischen Bindungen darstellen. Der Abstand zwischen dem Anfangspunkt und dem
Endpunkt der Kette wird mit r bezeichnet.

Die einzelnen Kettenglieder der Kette sollen sich beliebig und vollig unabhéngig von den
Nachbargliedern im Raum ausrichten kénnen. Diese Aussage stellt die Unabhéngigkeit
der Wahrscheinlichkeiten der Raumrichtungen einzelner Kettenglieder sicher (KUunN &
GRUN 1942). Dies fithrt dazu, dass die Kette eine vollig willkiirliche und irregulére Form
annehmen kann, bei der die Entfernung r zwischen Kettenanfang und Kettenende sehr viel
geringer ist als die Konturlinge Lx = nl. Die Konturldnge wird als die Lange bezeichnet,
welche die Kette in ihrem maximal gestreckten Zustand einnimmt, und kann aus dem
Produkt der Kettensegmentanzahl n und der Kettensegmentlange [ berechnet werden.

Ziel ist, die Wahrscheinlichkeitsdichte p(r) des Kettenendenabstandes einer Einzelkette im
dreidimensionalen Raum zu bestimmen. Dazu wird zunéchst nur eine Raumrichtung, hier
die z-Richtung, betrachtet. Danach folgt eine Erweiterung auf alle drei Raumrichtungen.
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Abbildung 3.6. Kettenausdehnung in z-Richtung

Dabei wird ein kartesisches Koordinatensystem so eingefiihrt, dass ein Kettenende im
Ursprung liegt (vgl. Abbildung 3.6).

3.3.1.1 Eindimensionale Betrachtung der statistischen Kettenendenverteilung

Um die Form einer beliebigen Kette beschreiben zu kénnen, ist es notwendig, die Richtung
des Fortschreitens der einzelnen Kettensegmente, angefangen bei dem Kettenanfang im
Koordinatenursprung, zu verfolgen. Dazu ist, basierend auf Abbildung 3.6, in Abbil-
dung 3.7 das erste Kettensegment dargestellt. Es soll zundchst nur das Fortschreiten
in z-Richtung betrachtet werden. Wie in Abbildung 3.7 zu erkennen ist, ist die Lénge
l, = lcos? des ersten Schrittes unabhingig vom Winkel ¢.

Wenn nun alle Winkel ¥ und ¢ mit gleicher H&aufigkeit auftreten, so ergibt sich
die mittlere Kettengliedldnge in z-Richtung zu

27T
2
2 = - / / cos? 1) sin ) di dip (3.15)
4
=0 9=0
1
l=+l— = +b. (3.16)

V3

Im Durchschnitt bewegt man sich je Kettenglied also um den Betrag b in positive oder
negative z-Richtung. Wenn man nun den Wert der z-Koordinate vom Endpunkt einer
Kette mit der Gliednummer n bestimmen mochte, so hat man unter dem Gesichtspunkt
der Wahrscheinlichkeitsrechnung® n mal zwischen den Zahlen +1 und —1 das Los zu

SDabei handelt es sich in diesem Fall um das so genannte Urnenmodell oder das hypergeo-
metrische Verteilungsmodell. In einer Urne liegen verschiedenfarbige Kugeln. Es werden nun eine
bestimmte Anzahl von Kugeln daraus entnommen, ohne dass sie zuriickgelegt werden. Es wird dann
nach der Wahrscheinlichkeit dafiir gefragt, dass sich unter den entnommenen Kugeln eine bestimmte
Anzahl von Kugeln befindet, welche die gesuchte Farbe aufweisen.
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Abbildung 3.7. Orientierung des ersten Kettengliedes

ziehen. Wird n, mal +1 und ns mal —1 gezogen, so ergibt sich der Wert der z-Koordinate
zZu

l
Zn = 7 (ng —ng) =b(ny —na). (3.17)

Da bei jeder Losziehung n; oder ns gleich wahrscheinlich sein sollen, ist die Wahrschein-
lichkeit des Ergebnisses ny, ny gleich

\" nl " n!
P — (= — () — " 1
(111, m2) (2) na!no! (2) ni! (n —ny)! (3.18)

Um die grofitmogliche Wahrscheinlichkeit des Ergebnisses ny, ny zu berechnen, wird der
Logarithmus von Gleichung (3.18) minimiert

d1InP(ny,n—mny)
dn1

= 0. (3.19)
Mit der Stirling’schen Formel ergibt sich

In P(ny,n—mny)~ni[lnng — 1]+ (n—ny)[In(n—ny) —1] (3.20)
und aus (3.19) folgt

n=n-—n; = g = ngy. (3.21)
Mit anderen Worten bedeutet dies, dass die Gestalt der Kette die wahrscheinlichste ist,

wenn der Anfangs- und der Endpunkt der Kette zusammenfallen.

Im Weiteren sind die n;-Werte von groflem Interesse, die in der Ndhe von dem
wahrscheinlichsten Wert liegen. Aus diesem Grunde wird die Funktion (3.18) in der
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Umgebung von ny = n/2 entwickelt. Gesucht ist somit die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass
ny =n/2+ o und ny = n/2 — « ist. Mit diesen Angaben ergibt sich Gleichung (3.18) zu

P<g+oz,g—a> — (%)n (%—i—a)zﬂ(%—a)! = P(a). (3.22)

Durch Anwenden der Stirling’schen Formel erhélt man

0(2
P(a) = Ce 57, (3.23)
in der C' eine Konstante beschreibt, die fiir groe Werte von n mit Hilfe von
+% n
Pla)da =1 (3.24)
1
Al
2 1
C=4/——F— 3.25
n Tn (3.25)
berechnet werden kann. Durch Einsetzen von (3.25) in Gleichung (3.23) folgt
2 1 a?
P() —4 (3.26)

“Vaya©
Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass der Endpunkt der Kette zwischen 2b« und 2 b (a+ da)
liegt, ergibt sich somit aus (3.26) zu

2 1 2a?
——— e n dao. 3.27
n ﬁe “ ( )

Setzt man letztlich noch die Beziehung (3.17) a = QLb in Gleichung (3.27) ein, erhélt man
die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass der Endpunkt der Kette zwischen z und z 4 dz liegt

P(a) da =

1 1 1 22
P(z)dz = - — ——=e 2n¥” dz. (3.28)

Diese Wahrscheinlichkeitsverteilung der Kettenenden bezieht sich, wie zuvor schon gesagt,
nur auf eine Raumrichtung und hat, schaut man sich die Funktion (3.28) an, Gauf}-
Charakter.

3.3.1.2 Dreidimensionale Betrachtung der statistischen Kettenendenverteilung

In diesem Abschnitt soll nun die Wahrscheinlichkeit fiir die Verteilung des Kettenend-
punktes im dreidimensionalen Raum ermittelt werden. Dabei erweist sich die Erweiterung
auf das dreidimensionale Problem als nicht sehr kompliziert, da die Wahrscheinlichkeit
im dreidimensionalen Raum gleich dem Produkt der Einzelwahrscheinlichkeiten fiir jede
Raumrichtung entspricht und sich unter Beriicksichtigung von Gleichung (3.28) wie folgt
darstellt

1 1 3 _ a?4yP4 22
P(z) dx P(y) dy P(2) dz = ( > e

T 2nb?  dx dy dz. 3.29
Van VT Y (3.29)

S =
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dV = dxdydz

Abbildung 3.8. Veranschaulichung des infinitesimalen Raumbereichs dV in einem Abstand
von r zum Koordinatenursprung

Obige Gleichung bezeichnet die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass das Kettenende P in
dem infinitesimalen Raumbereich dV = dx dydz liegt, welcher sich in einem Abstand
r = /22 +y?+ 22 zum Koordinatenursprung befindet (vgl. Abbildung 3.8). Integriert
man iiber alle moglichen Orientierungen, die dem zuvor Gesagten entsprechen, und setzt

man b =1[/ V/3 ein, erhélt man die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass der Kettenendpunkt P
in einem Abstand vom Koordinatenursprung O hat, der zwischen r und r + dr liegt, zu

P(r)dr = (%) \/%6_23#22 r? dr. (3.30)

Will man nun die Wahrscheinlichkeit dafiir berechnen, dass sich das Kettenende in einer
Kugelschale mit der Schalendicke dr und einem Mittelflichenradius r befindet, erhélt man
die Wahrscheinlichkeitsdichte zu

p(r) = — P(@:G i) ¢ I, (3.31)

T Anr2 2nm
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Die Form der Gleichung (3.31) ist die einer GauB-Verteilung, die der Theorie ihren Namen
gegeben hat. Es ist zu beachten, dass die Dichtefunktion p(r) nach (3.31) nur in der di-
rekten Umgebung des wahrscheinlichsten Wertes (r = 0) gilt, wenn der Abstand zwischen
den Kettenenden klein gegeniiber der Lénge der voll ausgestreckten Kette ist (r < nl).

3.3.1.3 Entropie der GauB-Kette

Die Entropie S wird durch das Produkt der Boltzmann-Konstante £ und dem Logarithmus
der Zustandssumme’ Z zu

S =klnZ (3.32)

beschrieben. Dabei ist die Zustandssumme abhéngig von r, und es ergibt sich damit auch
eine Abhédngigkeit der Entropie von r zu

S(r)=kInZ(r). (3.33)

Die Wahrscheinlichkeitsdichte, wie sie in Gleichung (3.31) angegeben wurde, ldsst sich als
Relation aller méglichen Kettengestalten ausdriicken, die einen Abstand zwischen r und
r + dr vom Koordinatenursprung (vgl. Abbildung 3.8) aufweisen
Z(r)
pr) = [ Z(r)dr

Die Entropie kann mit Hilfe von (3.34) wie folgt beschrieben werden

(3.34)

S(r) = klnp(r) + kln [ / Z(r)dr} | (3.35)

Durch Einsetzen von Gleichung (3.31) folgt

3. r? 3 3

Die beiden letzten Therme in Gleichung (3.36) sind unabhéngig von r und koénnen ver-
nachléssigt werden, so dass sich letztlich die Entropie einer einzelnen Gauf-Kette zu
3.1
S(r)=—=k— 3.37
(1) =—5k-— (337)

angeben l&sst.

3.3.1.4 Freie Energie der GauB-Kette

Die Helmholtz-Energie (freie Energie) W (r) einer Kette wird durch die innere Energie U (r)
minus dem Produkt aus absoluter Temperatur © und der zuvor berechneten Entropie S(r)
zu

Wi(r)=U(r)—6S(r) (3.38)
beschrieben.

"Die Zustandssumme Z wird aus der Normierung einer Wahrscheinlichkeit berechnet (vgl. D1u
ET AL. 1994). Da iiber alle moglichen Zusténde summiert wird, ist die Zustandssumme in dem
Sinne eine Konstante, dass sie unabhéngig von einem bestimmten zugénglichen Zustand ist. Mit der
Kenntnis der Zustandssumme lassen sich, wie im Weiteren gezeigt wird, die Entropie S sowie die
freie Helmholtz-Energie W herleiten.
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Wie schon bei MEYER & FERRI 1935 gezeigt wurde, findet bei der Dehnung von
Kautschuk keine Energiespeicherung in Form von potentieller Energie, das heifit innerer
Energie, statt. Die Anderung der freien Energie wird vielmehr durch den Ordnungszu-
stand (Entropie) der Polymerketten bewirkt, siehe auch Kapitel 2.1.2. Die Ermittlung der
statistischen Wahrscheinlichkeit fiir einen bestimmten gestreckten Zustand der Ketten
erlaubt damit prézise Aussagen tiber das mechanische Verhalten (vgl. KUHN 1936).

Wie eben diskutiert, kann die innere Energie U(r) vernachlissigt werden und es
ergibt sich die Helmholtz-Energie einer einzelnen Kette zu

3k0 ,

W(r)=—-0S5(r)

3.3.2 Langevin-Kettenendenverteilung

In Kapitel 3.3.1 wurde das Modell der GauB-Kettenendenverteilung einer einzelnen
Polymerkette vorgestellt. Dieses Modell unterliegt der Einschrénkung, dass es nur dann
Giiltigkeit besitzt, wenn der Kettenendenabstand r klein ist. Um diese Einschrinkung
zu iiberwinden, entwickelten KUHN & GRUN 1942 ein erweitertes Modell, basierend
auf der so genannten Langevin-Funktion. Auf dieser Herleitung soll im Verlaufe dieses
Abschnittes genauer eingegangen werden.

&y

Abbildung 3.9. Einzelkette mit dem Kettenendenabstand r in z-Richtung

Dabei wird, wie auch schon bei der Gaufl-Kette, eine idealisierte einzelne Polymerkette,
die aus n einzelnen Kettensegmenten der Lange [ besteht, betrachtet (vgl. Abbildung 3.5).
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Auch in diesem Fall sollen die einzelnen Kettensegmente gegeneinander vollig frei be-
weglich sein. Das kartesische Koordinatensystem wird so eingefiihrt, dass ein Kettenende
im Ursprung des Koordinatensystems und das andere Kettenende im Abstand r auf
der z-Achse liegt, siehe Abbildung 3.9. Bei diesen gegebenen Voraussetzungen soll
nun die Verteilungsfunktion fiir die Richtungen der Kettensegmente gefunden werden.
Wiirde man den einzelnen Kettensegmenten vom Koordinatenursprung aus bis zum
anderen Kettenende, wie in Abbildung 3.10 dargestellt, folgen, so wire die genaue
Konstellation der einzelnen Kettensegmente dauernden Anderungen unterworfen. Diese

Abbildung 3.10. Orientierung der ersten 4 Kettenglieder entlang der z-Achse

Richtungsénderungen der einzelnen Kettensegmente kénnen mit den in Abbildung 3.10
dargestellten Winkeln ¢ und 9 erfasst werden. Es stellt sich somit die Frage nach der
Anzahl der statistischen Kettensegmente der Lange [, die mit der z-Achse einen Winkel
zwischen ¥ und 9 + di einschlieflen.

Es lésst sich die so genannte apriori-Wahrscheinlichkeit
1
d(9,9 + di) = 3 sin ¥ d (3.40)

dafiir berechnen, dass der Orientierungswinkel eines beliebigen Kettensegmentes in dem
Winkelbereich ¥ bis 9 + dv fallt. Um die wahrscheinlichste Richtungsverteilung der sta-
tistischen Kettensegmente der n-gliedrigen Kette zu bestimmen, wird der Winkelbereich
v von 0 bis 7 in eine beliebige Anzahl j kleiner Bereiche A4, Av,y bis A1, eingeteilt
und nach den wahrscheinlichsten Besetzungszahlen m,, msy bis m; gefragt. Der allgemeine
Ausdruck des Logarithmus fiir die Wahrscheinlichkeit des Auftretens eines bestimmten
Besetzungssatzes m; — m; ergibt sich unter Anwendung der Stirling’schen Formel zu
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sin 19@ Aﬁl
lnP:Zmiln<T)+nlnn—n—2milnmi+2mi. (3.41)
Unter Beriicksichtigung der Nebenbedingungen
Z m; =n (3.42)

> mjcost;l=r (3.43)

ist nun das Maximum zu bestimmen. Dies fiihrt zu einem Gleichungssystem zur Be-
stimmung der wahrscheinlichsten Besetzungszahlen m,, mqo bis m;o, indem zum einen
Gleichung (3.41) hinsichtlich m; variiert und gleich Null gesetzt wird und zum anderen
die Gleichungen (3.42) und (3.43) mit den willkiirlich gewéhlten Konstanten o bzw. /1
multipliziert werden. In einem weiteren Schritt werden die so entstandenen Gleichungen
aufaddiert. Man erhélt also

SlnpP=Y" %lnp smy =0, (3.44)
- my

sowie die mit den Konstanten multiplizierten Nebenbedingungen

aZémi =0 (3.45)
und

BZCOS ¥;dm; = 0. (3.46)

Das Aufsummieren der Gleichungen (3.44), (3.45) und (3.46) ergibt dann

8m,~

Betrachtet man die Gréfen d m; unabhéngig voneinander, so folgt

Jdln P
ami

Basierend auf (3.41) ergibt sich

Ol P =In (M) — Inm,. (3.49)

+ a+ feosv; = 0. (3.48)

Obige Beziehung in Gleichung (3.48) eingesetzt, liefert

(Sil’l 19@ A 191
In| ——

5 ) —Inm; +a+ Bcos?; =0. (3.50)

Die wahrscheinlichsten Besetzungszahlen, die sich dadurch auszeichnen, dass sie Glei-
chung (3.50) erfiillen, werden hier mit m;q bezeichnet. Zur Berechnung dieser Grofien
ergibt sich dann folgender Ausdruck

9; sin 191 A 192

mio = e® eﬁ cos

(3.51)
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Um die gesuchte Anzahl von Kettensegmenten n zu berechnen, die mit der z-Achse einen
Winkel zwischen 9 und 9+ A ¢ einschlieffen, geht man davon aus, dass die Winkelintervalle
A ¥ infinitesimal klein sind und man erhélt somit

in v
dn (9,9 + di) = e* P =Y Sl% dv. (3.52)

Die beiden Konstanten  und e sind mit Hilfe der sich aus (3.42) und (3.43) ergebenden
Nebenbedingungen

T

% /ea P sV sing d = n (3.53)
0
und
1 a fcosd _
5/6 e sindlcosv d =r (3.54)
0
zu bestimmen. Werden die beiden letzten Gleichungen weiter ausgerechnet, so erhélt man
n—% sinh g (3.55)
)
und
r e )
7= E[ﬁcoshﬁ—smhﬂ]. (3.56)

Um die Grofle S bestimmen zu kénnen, werden die beiden letzten Gleichungen dividiert
und daraus folgende Beziehung gewonnen

r 1
A thfB — =
— lco o] 3
Dabei beschreibt £(3) die so genannte Langevin-Funktion des Argumentes (. Soll 8 aus-
gerechnet werden, muss Gleichung (3.57) wie folgt aufgelost werden

=Lt (L) _ (3.58)

nl

1 = L(B). (3.57)

Um die Langevin-Funktion weiter nutzen zu kénnen, wird zundchst die Reihenentwicklung
zu
r_B_pg 2p B

Wi=3 3T on amm (3:59)

aufgestellt. Die Losung der inversen Langevin-Funktion ergibt sich dann in Form einer
Reihenentwicklung zu

r 9 /r N3 297 N\ 1539 / r\T7

s=30+5 ) 1 Gn) s ) e (3.60)
Die Darstellung zeigt die Form, zu der die Autoren KUHN & GRUN 1942 gelangt sind.
Da der Schritt von Gleichung (3.59) zu (3.60) ein sehr wesentlicher ist, auch fiir das
noch spéter in dieser Arbeit vorgestellte Modell, wird in Anhang D die Berechnung dieses
Schrittes und somit auch die Moglichkeit, die Reihenentwicklungen der Gleichungen (3.59)
und (3.60) fiir hohere Terme zu bestimmen, im Detail dargestellt und diskutiert.
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Als einzige Unbekannte ist nun noch die Integrationskonstante o mit Hilfe von Glei-
chung (3.54) zu

o_ NP
(& —=
sinh 3

zu berechnen. Damit lasst sich dann letztlich die Anzahl der statistischen Kettensegmente,
die mit der z-Achse einen Winkel zwischen ¥ und ¢ + dv einschlielen, zu

nﬁ B cos ¥ 1 :
_— —sin ¢ dv .62
sinhﬁe 5 Sin (3.62)

darstellen. Unter Zuhilfenahme der Stirling’schen Approximation kann man letztlich die
Wahrscheinlichkeitsdichte p(r) in folgender logarithmischer Form angeben

(3.61)

dn(9,9 + dv) =

Inp(r)=C—n (% B+ 1In sinﬁhﬁ> . (3.63)

Dieses Ergebnis beschreibt somit die Kettenendenverteilung einer einzelnen Kette und ist
zum einen abhéingig von r und zum anderen von (. Dabei wird die Abhéngigkeit von

durch die Anzahl der verwendeten Terme in der Reihenentwicklung gesteuert, siehe dazu
auch Anhang D.

3.3.2.1 Entropie der Langevin-Kette

Analog zu der Herleitung in Kapitel 3.3.1.3 kann die Entropie einer einzelnen Kette,
basierend auf Gleichung (3.63), in diesem Fall zu

S(r):C—kn(%B—Hn sinﬁhﬁ) (3.64)

angegeben werden. Die Konstante C' hat im Folgenden keine physikalische Bedeutung, da
nur Differenzen von Entropien verschiedener Zustéande betrachtet werden.

3.3.2.2 Freie Energie der Langevin-Kette

Wie schon zuvor diskutiert, lédsst sich die freie Helmholtz-Energie mit Hilfe von Glei-
chung (3.38) berechnen. Letztlich ergibt sich fiir die freie Energie folgende Relation

sinh
dabei ist 8 Gleichung (3.60) zu entnehmen.

W(r):k:n@(%ﬁn%n b ) (3.65)
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Grundgedanke des vorliegenden Ansatzes und dessen
Umsetzung

Numerische Simulationen von Strukturen dienen im Allgemeinen der Voraussage des
Strukturverhaltens unter bestimmten Randbedingungen. Dabei reichen die Methoden um
solche Problemstellungen zu simulieren von so genannten Molekularsimulationsmethoden
bis hin zu Finite-Elemente-Methoden.

Um polymere Materialien auf Molekularebene zu simulieren bedarf es auf der einen Seite
im Allgemeinen komplexer Techniken wie beispielsweise der Monte-Carlo-Methode (MC)
oder der Bond-Fluctuation-Methode (BFM), siche WITTKOP ET AL. 1994, HOLZL ET AL.
1997, HoNEYCcUTT 1998, FUKUI ET AL. 1999, BERGSTROM & BOYCE 2001, HERN-
ANDEZ & FICHTHORN 2001, ZHANG ET AL. 2002, LANG ET AL. 2003 und ROBERGE
ET AL. 2004. Alle diese Ansétze haben gemeinsam, dass jedes Atom einer Polymerkette
einzeln dargestellt wird. Diese Simulationsmethoden erlauben sehr realistische Voraussa-
gen bei Vulkanisationsprozessen oder Oberflichenanalysen. Jedoch basieren diese Ansétze
auf so genannten Reprisentativen-Volumen-Elementen (RVE) und es ist auf Grund des
hohen Rechenaufwandes mehr oder weniger ausgeschlossen, komplexe Strukturen wie zum
Beispiel Elastomerdichtungen zu berechnen.

Auf der anderen Seite steht die Finite-Elemente-Methode, mit deren Hilfe es unter Vor-
aussetzung eines entsprechenden Materialmodells moglich ist komplexe Strukturen zu be-
rechnen. Jedoch ist es kaum moglich bei der Simulation einer solchen komplexen Struktur
die Mikrostruktur, beispielsweise der einzelnen Polymerkette die von unterschiedlichen
Materialparametern abhéngt, realistisch zu beschreiben. Im Allgemeinen wird, basierend
auf dem Materialverhalten einer einzelnen Kette (vgl. Kapitel 3), ein Modell entwickelt,
welches das makromechanische Materialverhalten wiedergeben kann (typische S-Kurve),
aber keine oder nur sehr wenige Parameter der einzelnen Kette beinhaltet. Dieses makro-
mechanische Materialverhalten beinhaltet jedes finite Element. Durch Diskretisierung der
Struktur mit diesen Elementen ist es dann moglich, nahezu jede Struktur zu simulieren.
Ein Uberblick solcher Materialmodelle ist in Anhang B gegeben, in dem die einzelnen
Modelle dargestellt und ausfiihrlich diskutiert werden.
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In dieser Arbeit wird eine Methode vorgestellt, die zwischen der Molekularsimulations-
methode und der Finite-Elemente-Methode einzuordnen ist. Der wichtigste Punkt ist der,
dass zundchst mikromechanisches Materialverhalten in der einzelnen Kette vorgegeben
wird. Aus diesen Ketten wird in geeigneter Weise (vgl. Kapitel 4.1) ein dreidimensionales
Netzwerk erstellt, welches mit Hilfe der Finite-Elemente-Methode makromechanisches
Materialverhalten als Ergebnis der Berechnung liefert. Dabei ist es mdoglich, und auch
erwiinscht, Einfluss auf die Geometrie des Netzwerkes durch Modifikation der einzelnen
Ketten zu nehmen. Individuelle Eigenschaften, wie Léinge, Anordnung usw. jeder einzelnen
Kette im Netzwerk konnen somit in Abhéngigkeit des zu simulierenden Materials beriick-
sichtigt werden. Die Implementierung dieses Konzeptes in die Finite-Elemente-Methode
ermoglicht es, beliebige komplexe Strukturen zu berechnen (vgl. Kapitel 5.4). Im Folgen-
den werden die fiir die numerische Umsetzung im Rahmen der Finite-Elemente-Methode
erforderlichen Zusammenhénge beschrieben.

4.1 Finite-Elemente-Formulierung

In Kapitel 3 konnte man erkennen, dass die statistischen Eigenschaften einer einzelnen
Polymerkette im Wesentlichen von statistischen und geometrischen Parametern abhéngen.
Dies fithrt dazu, dass die einzelnen Ketten relativ leicht modelliert werden kénnen. Bei der
Simulation des Materialverhaltens einer einzelnen Kette wurde bislang jedoch véllig aufler
Acht gelassen, dass zwischen den einzelnen Atomen unterschiedliche Bindungskréfte wir-
ken, welche die einzelnen Ketten in einem bestimmten Abstand halten und somit letztend-
lich fiir nahezu inkompressibles Materialverhalten von Polymeren bzw. Netzwerken sorgen,
siche Kapitel 2.1. Will man jedoch komplette Netzwerke simulieren, so ist es unméglich
ein Netzwerk nur aus Ketten zu erstellen, die nach Definition nur Zugkrifte aufnehmen
konnen, ohne auch die intermolekularen Interaktionen in irgendeiner Form zu beriicksich-
tigen. Das heifit die Mikrostruktur polymerer Materialien wird durch die einzelnen Ketten
charakterisiert, die Makrostruktur dagegen durch das gesamte Netzwerk, das die Bedin-
gung der Inkompressibilitét erfiillen muss. Aus diesem Grunde basiert die hier vorgestellte
Methode auf einer so genannten Finite-Elemente-Einheitszelle, welche aus einem Tetra-
ederelement und sechs auf den Kanten des Tetraederelementes liegenden Stabelementen

besteht, sieche Abbildung 4.1.

Abbildung 4.1. Finite-Elemente-Einheitszelle mit einem Tetraederelement (gerade Linien)
und sechs Stabelementen (geschwungene Linien) (Vergrofierung: fehain Ketten je Stabele-
ment)
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Damit wird die Verzerrungsenergiefunktion einer solchen Einheitszelle in zwei Anteile
aufgeteilt. Der erste Anteil Wi, beschreibt das Materialverhalten des Tetraederelementes,
der zweite Anteil, Wiy, = 1, ..., 6, das der Stabelemente

6
W = Wtetr + Z Wtrussj- (41)

J=1

Abbildung 4.1 zeigt eine typische Finite-Elemente-Einheitszelle. Die geraden Linien stellen
den Umriss des Tetraederelementes dar, die Stabelemente sind durch die geschwungenen
Linien gekennzeichnet. Fiigt man beliebig viele dieser Einheitszellen willkiirlich zusam-
men, ist es moglich, daraus ein dreidimensionales Finite-Elemente-Netz zu erstellen,
vgl. Bemerkung 5.2, Seite 99. Da in einem realen Netzwerk die Anzahl der Ketten
extrem grof ist, ist es nahezu unmoglich, jede einzelne Kette durch ein Stabelement
zu ersetzen. Gliicklicherweise ist das auch nicht notwendig, da das makromechanische
Materialverhalten hinreichend genau beschrieben werden kann, wenn ein Stabelement
mehrere Polymerketten reprasentiert, siehe Vergroflerung in Abbildung 4.1.

Die Verzerrungsenergiefunktion eines Stabelementes j (j = 1,...,6) hat dann fol-
gende Form

1
Wruss i — 1+ 1 Jchain WC ain j 4.2
t J AOj LOj fh hain j ( )
mit der freien Helmholtz-Energie (zur genaueren Beschreibung siehe Kapitel 5.1)
Aetiain i B
Wenain = kn; © | ——L B, +1 ¢ . 4.3
hain j U NG Biv; +In sinh 3, (4.3)

In Gleichung (4.2) beschreibt Ay ; die Querschnittsfliche und Ly ; die Lénge des jeweiligen
unverformten Stabelementes. Wie in der folgenden Herleitung gezeigt wird, fallen diese
beiden Groflen aus der Formulierung heraus. Wire dies nicht der Fall, so wiirde dies
zu Komplikationen fiithren, da fiir Ay; und Ly, physikalisch sinnvolle Werte angegeben
werden miissten. Dass die Geometrie des Finite-Elemente-Netzes (ausgedriickt in Ag;
und Ly;) nicht an die Geometrie einer einzelnen Polymerkette gekoppelt ist, stellt sich
somit als Vorteil dieser Methode heraus. Natiirlich ist noch zu priifen, inwieweit die
Verteilung bzw. die Anzahl der Stabelemente einen Einfluss auf das makromechanische
Ergebnis hat, dazu wird an dieser Stelle auf Abschnitt 5.2 verwiesen.

Ein wichtiger Parameter fiir die hier vorgestellte Methode ist

N
)
Ntruss

fchain - (44)
der das Verhéiltnis zwischen N, der Anzahl von Polymerketten in einem Referenzvolumen
und Ny, der Anzahl von Stabelementen in dem gleichen Volumen beschreibt. feain
bewegt sich somit in einem Bereich von 1 (das heifit Ny, = N, ein Stabelement je
Kette) und N (das heiBt Ny = 1, ein Stabelement fiir alle Ketten). Zum einen ist es
einleuchtend, dass fepain SO grof3 wie moglich zu wihlen ist, da dies gleichbedeutend mit
weniger Rechenaufwand ist. Zum anderen miissen so viele Stabelemente gew#hlt werden,

dass sich das makromechanische Ergebnis mit abnehmenden fu,,;, nicht mehr dndert,
siehe Kapitel 5.2.5.
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Der zweite Teil der Gleichung (4.1) Wi, stellt die Verzerrungsenergiefunktion des Tetra-
eders einer Einheitszelle dar und kann nach OGDEN 1972B und SIMO & TAYLOR 1982
wie folgt angegeben werden

K
Wietr = " (J>—1-2InJ). (4.5)

In dieser Gleichung beschreibt J = det F die Determinate des makroskopischen Defor-
mationsgradienten F (vgl. Abschnitt A.1.1) und K ist der Kompressionsmodul. Dieser
zusétzliche Term gibt der Einheitszelle die erforderliche volumetrische Steifigkeit.

Um die Verzerrungsenergiefunktionen der zuvor dargestellten Einheitszelle in ein
Finite-Elemente-Programm zu implementieren, wird zunéchst die schwache Form
allgemein zu

g = Zgintz + Gext = 0 (46)
z=1
aufgestellt, in der n, die Anzahl der Finite-Elemente-Einheitszellen beschreibt. In Glei-
chung (4.6) ist g, die virtuelle Arbeit der inneren Krifte der Einheitszelle und gey stellt
den Beitrag der dufleren Krifte dar (vgl. auch Abschnitt A.3). Fiir elastisches Material-
verhalten kann die virtuelle Arbeit der inneren Krifte wie folgt angegeben werden

LOj
aW etr : aW russ j
Gint 2 = / a}t 5Jd‘/02+2 / #5[/3 dX] AOj? (47>
Vo X0 !
Gint - int =

wobei die Koordinate X; parallel zur Léngsrichtung des Stabelementes j definiert ist
(vgl. Abbildung 4.2). L; beschreibt die aktuelle Lénge des Stabelementes. Die Grofle
Vo . bezeichnet das Volumen der Einheitszelle, genauer gesagt des Tetraederelementes, im
undeformierten Zustand. Der Ausdruck OWie,/0J ist gleichbedeutend mit dem hydro-
statischen Druck einer Einheitszelle multipliziert mit J. OW,,uss;/0L; dagegen beschreibt
die Kraft eines Stabelementes j dividiert durch die Querschnittsfliche A ;. Nach einiger
Berechnung erhélt man die virtuelle Arbeit der inneren Kréfte gy . in Abhéngigkeit von
dem Residuum R, einer Einheitszelle zu

1
oW, : OWensin; 1
inzzéUT BT ot vz chain / BT' 'ﬂ_d‘
Jint z ( tetr O aJ 0 0 + f N JZI chain j 8/\chainj 2 éj
~~ - 53‘271
etr ~ e g
RE Rtruss
=oUL (R +RI™)
_ §SUR.. (4.8)

Gleichung (4.8) stellt das Ergebnis einer Herleitung dar, auf die in den folgenden beiden
Unterkapiteln néher eingegangen wird.
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4.1.1 Stabelementanteil der Einheitszelle

In diesem Abschnitt wird ein dreidimensionales Stabelement beschrieben, welches zur
Simulation der Polymerkettenbiindel im Netzwerk verwendet wird. Dabei wird davon
ausgegangen, dass das Element nur in seiner Stabachse durch Zugkréfte beansprucht
werden kann, Druckkrifte kénnen in Anlehnung an das physikalische Verhalten einer
realen Polymerkette nicht aufgenommen werden.

Zundchst werden die kinematischen Beziehungen beschrieben, die Formulierung er-
folgt mit Bezug auf die Referenzkonfiguration B.

p(X) = (X +u(X))er + (Y +v(X)) ey + (£ +w(X))es (4.9)

beschreibt die verformte Konfiguration des Stabelementes ¢(By), siche auch Abbil-
dung 4.2. Die dazugehorigen Verschiebungen werden mit u, v und w bezeichnet. Wie in

Y,v
\

Z,w u(X)

Abbildung 4.2. Finites Stabelement: Referenzkonfiguration und verformte Konfiguration

Abbildung 4.2 zu erkennen ist, wird hier eine spezielle Lage des Stabelementes ldngs der
X-Achse angenommen, so dass die Verschiebungen nur von X abhéngen.

Durch Verwendung der Beziehung (4.2) ldsst sich der Stabelementanteil der virtu-

ellen inneren Arbeit g™ zu
o ow,
gl =3 / Tl 51X, Ao (4.10)
7=t xi=0 !

darstellen. Alternativ lésst sich (4.10) wie folgt umstellen

Loj/2

russ aW russ 0 8Wcha1n X
gltntz - Z / — ] 5‘[/ dX AO] fcham Z / — - chainj (5.[/ d (Loj) (4 ].1)
=1 5

J—*LOJ/2
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so dass sich letztlich

russ aWCham 1
1tnt z fchaln Z / ahalc L 5>\chainj 5 dfg (412)

j=1 a)\chaun]
&=

ergibt. In Gleichung (4.12) ist Wepain ; als Funktion anzusehen, die nur von Aeyain; = Lj/Lo
abhéngt. 5; wurde durch die Beziehung (5.4) ersetzt. Des Weiteren wurde die dimensi-
onslose Koordinate

X 2X
§ =

J

L0]/2 Loj

(4.13)

eingefiihrt. Nach einiger Berechnung erhélt man den Anteil der virtuellen, inneren Arbeit
des Stabelementanteiles zu

aI/Vc ain
f;;lzs 5U fchaln Z / B b —_chaing df]

chain
j=1 5 ] a)\chaunj 2
==
= SUT R, (4.14)

Dabei stellt RY"* den Residuumskraftvektor des Stabelementanteiles einer Einheitszelle
dar. U, beinhaltet die zwolf Freiheitsgrade!. Die Streckung Achain ;i = Bchain; U, kann
unter Zuhilfenahme von Bpain j berechnet werden. Dabei kann Bepain j 2u

Bohainj = [(14+uyx,) vx, wx,] (4.15)
dargestellt werden. In Gleichung (4.15) sind

ux; = UQ%O]UU v x, = % wx; = W%ijlj (4.16)
die drei Richtungsableitungen der Verschiebungskomponenten
2 2 2
u:ZNI(f)uI v:ZNI(f)vl w:ZN[(ﬁ)w[, (4.17)
I=1 =1 =1
in denen N;(§) durch die linearen Ansatzfunktionen
MO =308 N©)=50+8) (1.15)

gegeben ist. Die Groflien uy, v; und wy repriasentieren die Knotenfreiheitsgrade des Stab-
elementes mit der Lénge Ly ;.

4.1.2 Tetraederelementanteil der Einheitszelle

Analog zu der Beziehung Achainj = Behainj U- eines Stabelementes kann J durch die Re-
lation J = Bye, U, ausgedriickt werden. Dabei ist By, eine Funktion der so genannten
Volumenkoordinaten, siehe zum Beispiel ZIENKIEWICZ & TAYLOR 2000 [§ 8] fiir ndhere
Details. Es ist bekannt, dass Tetraederelemente mit linearen Ansatzfunktionen im Grenz-
fall der Inkompressibilitdt zu so genanntem Volumenlocking tendieren. Unterschiedliche

'Die zwolf Freiheitsgrade basieren auf der Tatsache, dass das Tetraederelement einer Einheitszelle
aus vier Knoten mit jeweils drei Freiheitsgraden besteht.
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Verfahren wurden im Laufe der Zeit entwickelt, um diesem Effekt entgegenzuwirken. Eine
der einfachsten Abhilfen ist die Methode der selektiv reduzierten Integration. Bei dieser
Methode wird der volumetrische Anteil der Materialantwort in nur einem Gaufipunkt, im
Zentrum des Elementes, ausgewertet (dargestellt durch den Index 0). Diese Idee wird auch
in dieser Arbeit realisiert. Der innere Anteil der virtuellen Arbeit des Tetraederelementes
einer Einheitszelle lédsst sich wie folgt darstellen

aVv‘netr
aJ |,

= JUT R, (4.19)

tetr __ T T
Gint » = 6Uz BtetrO ‘/02

Uberdies wirkt sich diese Einpunktintegration des Tetraederelementes positiv auf die
Rechenzeit aus, da Groflen wie beispielsweise Spannungen oder Dehnungen nur in einem
GauBBpunkt berechnet werden miissen.

Eine weitere Moglichkeit Locking-Effekte zu vermeiden, ist das Verwenden von hoheren
Ansatzfunktionen. Dieses Vorgehen hat den Nachteil, dass die Rechenzeit auf Grund der
hoheren Bandbreite des globalen Gleichungssystems ansteigt. Alternative Konzepte, wie
die Entwicklung so genannter gemischter Elemente (fiir ndhere Details siehe WRIGGERS
2001 [§ 10]) oder spezieller gemischter Elemente, basierend auf der sub-scale-Methode
(vgl. CHIUMENTI ET AL. 2002), kénnen ebenfalls angewendet werden.

Nach Diskretisierung des dufleren Lastterms et = O0U?Fo, Assemblierung sowie
Implementierung der Randbedingungen muss letztlich das nichtlineare Gleichungssystem
G ((U):=R"™ (U)+R"" (U) — Fey =0 (4.20)

mit Hilfe eines Losungsalgorithmus, hier wurde das Newton-Raphson-Verfahren verwen-
det, gelost werden. In Gleichung (4.20) beschreibt U den globalen Verschiebungsvektor
sowie R und R*" die globalen Residuumskraftvektoren der Stabelemente und des
Tetraederelementes.

An dieser Stelle soll noch einmal hervorgehoben werden, dass in dem vorgestellten Modell
zwei volumetrische Anteile verwendet werden. Der grofiere Anteil ist der des Tetraeder-
elementes. Jedoch auch das Materialverhalten des einzelnen Stabelementes ist nicht rein
deviatorisch, sondern die Summe eines volumetrischen und eines deviatorischen Anteils,
wobei der volumetrische Anteil sehr viel kleiner ist als der des Tetraederelementes.

4.1.3 Mikro-Makro-Ubergang

Bei der zuvor beschriebenen Methode ist einer der wichtigsten Punkte der Mikro-Makro-
Ubergang. Zum einen ist Achain; als Quotient zwischen dem Kettenendenabstand der de-
formierten Kette r; und dem Kettenendenabstand der undeformierten Kette r(; definiert.
Zum anderen wird Agnain; auf der Ebene der Finite-Elemente-Methode als Quotient zwi-
schen der deformierten Stabelementlinge L; und der undeformierten Stabelementléinge

Ly ; berechnet. Daraus ergibt sich folgender Zusammenhang
L. :
CRNF (4.21)

)\chainj:L -
04 Toj
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zwischen der Mikroskala (r, 79) und der Makroskala (L, Lg;). Diese Annahme bedeutet,
dass

(a) die deformierte Stabelementlinge L, im Allgemeinen nicht gleich dem
deformierten Kettenendenabstand r; sein muss,

(b) die undeformierte Stablinge Lo; unabhdngig von der Kettengeometrie
gewihlt werden kann.

Die beiden Punkte (a) und (b) stellen Annahmen dieses Konzeptes dar. Ohne diese Annah-
men wire es nur moglich ein Finite-Elemente-Netz so zu erstellen, dass die Stabelemente
die gleiche Léinge aufweisen wie reale Polymerketten. Ein solches Netz wére duflerst fein
diskretisiert, und man wére nicht in der Lage, eine solche Struktur mit der heutzutage
zur Verfiigung stehenden begrenzten Rechenleistung numerisch zu untersuchen.



5

Numerische Simulationen: Mechanische Wechselwirkun-
gen zwischen Mikro- und Makroebene

Im Folgenden geht es zunédchst darum, die geometrischen und materiellen Eigenschaften
einer einzelnen Kette, so wie sie in die Finite-Elemente-Methode implementiert wurde,
(vgl. Kapitel 4.1) zu beschreiben und zu diskutieren.

In einem zweiten Punkt wird die mikro-makromechanische Wechselwirkung zwischen der
einzelnen Kette (Mikroebene) und dem gesamten Netzwerk (Makroebene) eingehend un-
tersucht und beschrieben.

Um die Leistungsfdhigkeit des Modells beurteilen zu kénnen, wird es mit anderen Ma-
terialmodellen sowie Experimenten verglichen. In einem letzten Abschnitt werden einige
komplexe Strukturen simuliert, die typische Beispiele fiir heutige industrielle Anwendun-
gen darstellen.

5.1 Materialverhalten der einzelnen Kette

Wie schon im Kapitel 4.1 beschrieben, bestehen die in dieser Arbeit verwendeten Polymer-
netze aus willkiirlich zusammengesetzten Einheitszellen, die sich wiederum mit einem Te-
traederelement und sechs Stabelementen beschreiben lassen. Das Materialverhalten einer
solchen Kette, das heifit 7 = 1, soll im Folgenden untersucht werden. Es werden nochmals
kurz die verwendeten Formeln zusammengestellt. Die freie Helmholtz-Energie lédsst sich
zu

p

>\chain
in =K In ——
Wena n© 6’7 + In sinh 5

vn

(5.1)

angeben. k beschreibt wiederum die Boltzmann-Konstante, n die Anzahl der Kettenseg-
mente und O die absolute Temperatur. Aepain = 7/ stellt die Streckung der Kette dar
(zur Definition von r und r( siehe Kapitel 4.1.3).
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ro kann unter Zuhilfenahme der Gleichung (3.13) zu

o = 1v/n /(14 cos 9)/(1 — cos 9) /(1 +cos @) /(1 —cos @) = l/nv (5.2)

-~

angegeben werden. In Gleichung (5.2) beschreibt ¢ den Rotationswinkel des jeweiligen
Kettensegmentes und 9 = 180°—9 den Bindungswinkel zwischen den jeweiligen Segmenten
in Abhéngigkeit des Valenzwinkels 0. Der Einfluss von ry, ausgedriickt durch ~, auf das
Materialverhalten des gesamten Netzwerkes wird in Kapitel 5.2.2 genauer betrachtet. Der
Faktor § kann durch die inverse Langevin-Funktion (nach KUHN & GRUN 1942) unter
Beriicksichtigung von (5.2) wie folgt angegeben werden

o — )\chain
i- e (3)

>\Chain 9 )\chain ’ 297 )\chain ’ 1539 )\chain !

<ot (o) SR () m (Gr) oo
Wie in Gleichung (5.3) erkennbar wird, hidngt § von n, 7 und der Anzahl der Approxi-
mationsterme der Reihenentwicklung, hier im Folgenden TA genannt, ab. Wird v = 1
gesetzt, so ist (5.3) identisch mit Ausdruck (3.60), der typischerweise in der Langevin-
Statistik Verwendung findet. In diesem Zusammenhang ist die Auswirkung von mehr als
4 Reihengliedern auf das mikromechanische sowie das makromechanische Materialverhal-
ten von Interesse. Aus diesem Grund wird eine erweiterte Langevin-Funktion berechnet.

Das Verfahren zur Berechnung dieser Funktion ist in Anhang D beschrieben. Man erhélt
letztlich die Reihenentwicklung zum Beispiel bis zum zehnten Term (TA = 10) zu

_ )\chain >\chain 9 )\chain 3 297 )\chain ° 1539 )\chain !
=L ~ 3 z - el
p (ﬁv) ﬁ7+5(ﬁ7)+175 Jn ) T )
+@ )\chain ? + 10877 /\chain H + 3427 >\chain o + 13771 )\Chain o
359 \ i | 5446 \ n | 1622 \ /n | 6253 \ /i |
3999 (Aepain N 2249 [ Achain )
o i . 5.4
s < NG 7) o7 ) (5.4)

Abbildung 5.1 zeigt das Materialverhalten einer einzelnen Kette in Abhéngigkeit von n
und TA. Dabei beschreibt Again die Streckung und

aVVchain o aVVchain 1 + aI/Vchain aﬁ 1

FC ain — - o
b 87’ a/\chain To aﬁ a)\chain To

(5.5)

die Kraft, die in einer einzelnen Kette wirkt. Es ist in Abbildung 5.1 (a) zu erkennen, dass
ein Ansteigen von n zu einem Abfallen der Kettensteifigkeit fiithrt, dies wird besonders
bei hoheren Streckungen der Kette deutlich. Ein vergleichbares Verhalten ist zu erkennen,
wenn TA abféllt, siche Abbildung 5.1 (b).
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Abbildung 5.1. Materialverhalten einer einzelnen Kette unter Zug: (a) Variation von n
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Jedoch zeigt sich hier, dass kein Konvergenzverhalten in Abhéngigkeit von der Termanzahl
TA zu bemerken ist. Ganz im Gegenteil, schaut man sich beispielsweise die Kettenkréfte

fiir die maximal auftretende Kettenstreckung (Acpain = 1.5) an, so divergiert das Ergebnis.

Wie sich spéater noch zeigen wird (siehe Seite 55) hat dieser Effekt der einzelnen Kette
unterschiedliche Einfliisse auf das Verhalten des gesamten Netzwerkes, in Abhéngigkeit

des Deformationszustandes.

Der Einfluss auf das Materialverhalten der einzelnen Ketten durch den dritten Parameter
v ist in Abbildung 5.2 beschrieben. Dabei steigt die Kettensteifigkeit mit dem Anwachsen

des Parameters.
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Abbildung 5.2. Materialverhalten einer einzelnen Kette unter Zug: Variation von 7y
(TA =10, n=6)

Um diese Beobachtung zu erkldaren, wird zunéchst ein relativ einfaches System definiert.
Dieses System besteht aus 8 Stabelementen, die, wie in Abbildung 5.3 dargestellt, unter

Ftruss i

Konfiguration 1:

e o1 — i=2 i=1

Konfiguration 2:

nichtlineare
Kettenkonfiguration

>)\i = ri/rOi

Abbildung 5.3. Verhalten zweier linearer Stab- (durchgezogene Kurven) und zweier nicht-
linearer Kettenkonfigurationen (gestrichelte Kurven) unter Zugbelastung (Nebenbild: Dar-
stellung zweier unterschiedlicher Konfigurationen mit unterschiedlichen Bindungswinkel v} )
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unterschiedlichen Bindungswinkeln 9 miteinander verbunden sind. Der maximal gestreck-
te Zustand (angedeutet durch den Index ”ex”) wird erreicht, wenn die Streckung folgenden
Wert annimmt Aey = 7y /70 = nl/(nlcosd) = 1/cos?). Da der Bindungswinkel von Kon-
figuration 2 kleiner ist als der von Konfiguration 1 (dJ9 < 1), ist auch A fiir die zweite
Konfiguration kleiner als fiir die erste. Das bedeutet, weisen alle Stabelemente identische
Steifigkeiten und ein lineares Kraft-Verschiebungs-Verhéltnis auf, so erhélt man zwei un-
terschiedliche Materialantworten, siehe die durchgezogene Kurve in Abbildung 5.3. Ist das
Materialverhalten der einzelnen Stédbe dagegen nichtlinear, so ist auch das Ergebnis durch
eine nichtlineare Kurve gekennzeichnet, dargestellt durch die gestrichelte Kurve.

Was hier anhand eines sehr einfachen Beispiels gezeigt wurde, ist auch in Abbildung 5.2
wiederzufinden.

An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, dass die Kettenkraft Fip.;, fiir den undeformier-
ten Zustand (Acpain = 1) ungleich Null ist. Fir Agpain = 0 (was gleichbedeutend mit r = 0
ist) ist auch die Kettenkraft Null. Diese Tatsache liegt in der Verzerrungsenergiefunktion
begriindet, die mit Hilfe der statistischen Mechanik hergeleitet wurde, siehe Kapitel 3.3.
Es kann gezeigt werden, dass die wahrscheinlichste Konfiguration einer Kette diejenige
ist, wenn sich Anfangs- und Endpunkt der Kette in einem Punkt treffen. Diese Tatsache
hat, wie im folgendem Kapitel gezeigt wird, keinen negativen Einfluss auf das makrome-
chanische Materialverhalten des gesamten Netzwerkes.

5.2 Eigenschaften des Netzwerkes

5.2.1 Einfluss von TA auf das makromechanische Materialverhalten

Ziel dieses Kapitels ist es, das makromechanische Materialverhalten eines Netzwerkes,
welches von den einzelnen Ketten im Netzwerk beeinflusst wird, zu untersuchen. Dazu wird
zuniichst ein Finite-Elemente-Netz mit 37116 Stabelementen je mm? generiert und daran

(a) (b)

Abbildung 5.4. Typisches Finite-Elemente-Netz (1mm x 1mm x 1mm), hier mit 37116
Stabelementen: (a) unverformtes Netz und (b) verformtes Netz (skaliert)
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uniaxiale Zugsimulationen® durchgefiihrt. Abbildung 5.4 (a) zeigt das undeformierte Netz,
und in (b) ist das deformierte Netz in skalierter Form dargestellt. Fiir die Simulationen
werden die Parameter wie in Tabelle 5.1 dargestellt gewéhlt.

fehain = N/Niruss [—) | 5.146 - 1016 | n [] 30 k [Nmm/K] | 1.380662 - 10~
TA [—] vgl. Text v -] 1 O [K] 273
K [N/mm?] 10° N [mm~3] | 1.910 - 10*

Tabelle 5.1. Verwendete Parameter (N5 =37116 mm_3)

Bemerkung 5.1. An dieser Stelle sei bemerkt, dass die Parameter N, n und v (und somit
auch 9 und ) physikalisch basiert und bekannt sind, wenn die einzelnen Komponenten der
Polymerzusammensetzung bekannt sind. Ebenso sind k, die Boltzmann-Konstante und ©,
die absolute Temperatur von vornherein bekannt. Der Parameter fepaim = N /Ntruss bzw.
Niuss dagegen, ist in geeigneter Weise (vgl. Kapitel 5.2.5) zu wihlen. K (Gleichung (4.5))
beschreibt den Kompressibilitdtsmodul, mit dem der Grad der Inkompressibilitéit zu steuern
ist. m
Wie in Abbildung 5.5 zu erkennen ist, beeinflusst der Parameter TA (Anzahl der Terme
in der Langevin-Funktion) das Materialverhalten des Netzwerkes erheblich. Fiir moderate
Streckungen sind keine Unterschiede zu erkennen, jedoch dndert sich dies mit Zunahme der
Netzwerkstreckung. Wird nur ein Term in der Reihenentwicklung (TA=1) berticksichtigt,
weist die dazugehorige Kurve in Abbildung 5.5 Neo-Hooke-dhnliches Materialverhalten
(einfache Kriimmung der Kurve) auf. Wird TA dagegen grofier als eins gewéhlt, so erhélt
man als Materialantwort den fiir Elastomere typischen S-formigen Kurvenverlauf.

60 T T T T T T T T

50

40

30

20

1.PK — Spannung [N/mm?]

10

Abbildung 5.5. Uniaxiale Zugsimulationen: Einfluss von TA

!Zur Definition des Deformationszustandes sieche Anhang E.

*Hier, wie auch bei den folgenden graphischen Darstellungen, wird die Komponente P11 des 1.
Piola-Kirchhoff-Spannungstensors iiber die Streckung aufgetragen.
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Im Weiteren stellt sich nunmehr die Frage, wie sich TA auf das Materialverhalten unter
verschiedenen Verformungszustédnden in Abhéngigkeit von Awai, auswirkt. Dazu werden
neben uniaxialen Zugversuchen im Weiteren reine Schub-, biaxiale Zug- und uniaxiale
Druckversuche?® simuliert. Fiir diese Simulationen wird ein Netz mit 8892 Stabelementen
gewihlt. Die Stablangenverteilung des verwendeten Netzes ist in Abbildung 5.6 gezeigt,
die durchschnittliche Stablange betréagt Lgayer = 0.137 mm.

1200 T T T T T T T T

Stablangenverteilung me—

1000

800 |

600 L

Ntruss

400

200

0.08 01 0.12 0.14 0.16 0.18 0.2 0.22 0.24
Stablange Lo

Abbgldung 5.6. Stabldngenverteilung eines Finite-Elemente-Netzes mit Niuss = 8892 je
mm

Zunéchst werden uniaxiale Zugversuche simuliert, dabei werden die Parameter aus Tabel-
le 5.2 verwendet.

fenain = N/Nyuss [—] | 2.043 10 | n [—] 30 k [Nmm/K] | 1.380662 - 10~
TA [-] vgl. Text v [-] 1 O [K] 273
K [N/mm?] 10° N [mm™3] | 1.817 - 10?2

Tabelle 5.2. Verwendete Parameter (Nipyes = 8892 mm ™)

Abbildung 5.7 (a) zeigt die unterschiedlichen Kurvenverldaufe von TA = 1 bis TA = 10.
Bis zu einer Streckung A = 5 zeigen die Verldufe kaum Unterschiede, aber in dem Bereich
5 < A < 9 sind besonders grofle Unterschiede zu erkennen. Das bedeutet, dass man in
dem Bereich A\ < 5 keinen signifikanten Fehler macht, wenn man mit einer geringeren An-
zahl von Reihentermen TA rechnet. Mochte man jedoch hohere Streckungen simulieren,
empfiehlt es sich, eine hohere Termanzahl zu verwenden. Es ist verstdndlich, dass Netze
mit extrem gestreckten Ketten eine stéirkere Abhéngigkeit von der Termanzahl zeigen, als
Netze mit moderaten Streckungen. Dieser Effekt ist ebenfalls in Abbildung 5.7 (b) zu er-
kennen. In dieser Abbildung ist die Verteilung der Kettenstreckungen in Abhéngigkeit von

3Zur Definition der Deformationszustinde siche Anhang E.
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den Stabelementen bei einer makroskopischen Netzwerkstreckung A\ = 5 (Kreuze) sowie
bei A =9 (Saulen) dargestellt. Die Verteilung der geringeren Netzstreckung (A = 5) zeigt
im Vergleich mit der hoheren Netzstreckung (A = 9) zum einen eine geringere Streckung
fiir die einzelnen Ketten und zum anderen eine gleichméfBigere Verteilung. Die durch-
schnittliche Kettenstreckung betriagt hier Adain aver = 2.44. Bei der Simulation der hoheren
Netzstreckung lésst sich der Durchschnittswert zu Acpain aver = 4.28 berechnen.

(a) 80 n T T T T T T T ]
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Abbildung 5.7. Uniaxiale Zugsimulationen: (a) Variation von TA und (b) Verteilung der
Kettenstreckung

In einem weiteren Punkt wurden reine Schubversuche simuliert, siche Abbildung 5.8 (a).
Die Verteilungen der Streckungen jeder einzelnen Netzwerkkette sind in Abbildung 5.8 (b)
dargestellt (A = 5: Achainaver = 2-56, A = 9: Achainaver = 4.42).



5.2 Eigenschaften des Netzwerkes 55

60 T T T T T T T T
(a)
TA=1—8— TA=6—v—
& 90r | TA=2—e— TA=7T—— T
S TA=3—e— TA=8—o—
£ TA=4—a— TA=9—— 4
= 40 |TA=5—— TA=10—e— 4y -
a0
ey
jn}
ey
ey
[gv]
o
wn
|
N
[a
—
() 400 | * -
A:g —
350 ~ x )\:5 X 7
X
300 | x -
T x g
g 250 K * .
é X xx o x
s 200 F * . X
2 * x X X%
=Z 150t XX
XX x x X * |
100 | o x
50
0

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
)\chain

Abbildung 5.8. Reine Schubsimulationen: (a) Variation von TA und (b) Verteilung der
Kettenstreckung

Auf Seite 49 wurde bereits angesprochen, dass sich bei einem einfachen Zugversuch einer
einzelnen Ketten in Abhéngigkeit der Termanzahl TA kein Konvergenzverhalten einstellt.
An dieser Stelle soll nun kurz auf das Materialverhalten eines Netzwerkes in Abhéangigkeit
der Termanzahl fiir unterschiedliche Deformationszustdnde eingegangen werden.

Abbildung 5.7 (a) zeigt den Einfluss von TA bei uniaxialen Zugsimulationen. Hier stellt
sich ein deutliches Konvergenzverhalten ein. Dies ist besonders an den Spannungen fiir
die maximale Netzwerkstreckung (A = 9.0) zu erkennen. Ein dhnliches Verhalten ist auch
bei dem reinen Schubdeformationszustand, siche Abbildung 5.8 (a), festzustellen. Es kann
somit fiir diese beiden Deformationszustinde gesagt werden, dass eine Erweiterung
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der Termanzahl, so wie sie in Gleichung (5.4) durchgefiihrt wurde, in diesen beiden Féllen
zu einem konvergierten Materialverhalten des Netzwerkes fiihrt.

Bei den biaxialen Zugsimulationen (Abbildung 5.9 (a)) zeigen die Ketten generell
hohere Streckungswerte, sieche Abbildung 5.9 (b), (A = 5 Adhaimaver = 3.91, A = 9:
Achainaver = 7.05). Hier stellt sich, im Gegensatz zu den ersten beiden Deformations-
zustédnden, kein Konvergenzverhalten mit zunehmender Termanzahl ein.
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Abbildung 5.9. Biaxiale Zugsimulationen: (a) Variation von TA und (b) Verteilung der
Kettenstreckung

In einem letzten Schritt wurden uniaxiale Drucksimulationen (vgl. Abbildung 5.10 (a))
durchgefiihrt. Auf Grund der Tatsache, dass das Materialverhalten von Polymeren nahe-
zu inkompressibel ist, werden besonders bei Simulationen, bei denen in irgendeiner Weise



5.2 Eigenschaften des Netzwerkes 57

eine Druckbeanspruchung ausgeiibt wird, die Ketten senkrecht zur Belastungsrichtung
gestreckt und die Ketten in Belastungsrichtung gestaucht (in diesen Ketten ist die Kraft
gleich Null, da Ketten keine Druckkrifte aufnehmen kénnen). Die Kraft, welche die Ketten
in Belastungsrichtung aufnehmen miissten, wird von den Tetraederelementen aufgenom-
men.

Der Wert der durchschnittlichen Kettenstreckung ist bedeutend kleiner als bei den an-
deren drei Verformungszustéinden (A = 0.15: Achainaver = 2-03), siehe Abbildung 5.10 (b).
Dabher ist auch das makromechanische Materialverhalten in Abbildung 5.10 (a) praktisch
unabhéngig von TA.
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Abbildung 5.10. Uniaxiale Druckversuche: (a) Variation von TA und (b) Verteilung der
Kettenstreckung
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Abbildung 5.11 stellt das Verhalten der Ketten bei einer uniaxialen Drucksimulation in
Abhéngigkeit von o dar. Dabei beschreibt o den Winkel zwischen den Stabelementen und
der Ebene senkrecht zur Belastungsrichtung. Abbildung 5.11 (a) zeigt die Verteilung von
a in Abhéngigkeit von der Anzahl der Stabelemente Ny fiir den unbelasteten (Kreuze)
und belasteten Zustand (Séulen) der uniaxialen Drucksimulation. Im unbelasteten Zu-
stand ist eine relativ homogene Kettenverteilung zu erkennen. Wird die Probe belastet,
steigt die Anzahl derjenigen Ketten an, die einen kleinen Winkel aufweisen (besonders fiir
a = 0). Diese Ketten sind senkrecht (fiir &« = 0) bzw. nahezu senkrecht (fiir v = 0) zur Be-
lastungsrichtung ausgerichtet und weisen hohe Kettenkrifte auf, siehe Abbildung 5.11 (b).
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Abbildung 5.11. Uniaxiale Druckversuche: (a) Winkelverteilung im belasteten (Séulen)
und unbelasteten Zustand (Kreuze) und (b) Verteilung der Kettenkrifte in Abhéingigkeit
des Winkels a
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Wie schon zuvor in diesem Kapitel angesprochen, wird die Materialantwort des globalen
Netzes nicht durch die Tatsache, dass die Kraft in der einzelnen Kette im undeformierten
Zustand (Aepain = 1) ungleich Null ist, beeinflusst.

5.2.2 Einfluss des Kettenendenabstandes auf das makromechanische Materialver-
halten

In diesem Kapitel soll die Abhéngigkeit des makromechanischen Materialverhaltes von
dem Kettenendenabstand untersucht werden. Dazu ist in Abbildung 5.12 eine undefor-

ht

[ ro >

Abbildung 5.12. Idealisierte Kette mit sechs Kettensegmenten

mierte, aus sechs Segmenten (n = 6) bestehende, ideale Kette dargestellt. [ beschreibt
die Segmentlinge. Der Winkel § zwischen zwei Segmenten wird als Valenzwinkel (vgl.
auch Kapitel 2) bezeichnet und kann fiir die meisten polymeren Materialien als konstant
zu 6 = 109.5° angegeben werden. Der Bindungswinkel ¢ ist die Differenz zwischen 180°
und dem Valenzwinkel. Der Rotationswinkel ¢ beschreibt die Rotation der einzelnen
Kettensegmente und ist innerhalb einer Kette nicht konstant.

Basierend auf der statistischen Mechanik kann eine Relation fiir den Kettenenden-
abstand in Abhéngigkeit von der Anzahl der Segmente n, der Segmentldnge [, dem
Bindungswinkel ¢ und dem Rotationswinkel ¢ nach Gleichung (5.2) zu ro = ly/nvy
angegeben werden, siehe auch Gleichung (3.13). Dieser Ansatz zur Beschreibung des
Kettenendenabstandes basiert darauf, dass erstens alle Segmente die gleiche Lénge
aufweisen, zweitens wird nur ein Bindungswinkel je Kette verwendet und letztendlich
wird fiir den Rotationswinkel ein Durchschnittswert angesetzt, da dieser Winkel in einer
realen Kette nicht konstant ist (vgl. Kapitel 3.2.3). Wie in Kapitel 4.1 zu erkennen ist
(Gleichung 4.3), wurde die Relation (5.2) in die Verzerrungsenergiefunktion der einzelnen
Kette implementiert und ermdglicht somit eine Anderung des Kettenendenabstandes
iiber die Winkel ¥ und ¢. Dabei kann die Stabelementldnge Ly unabhdngig von dem
Kettenendenabstand ro gewéhlt werden.

Unter den drei Parametern [, n und ~, die den Kettenendenabstand ry beschreiben, findet
man nur zwei Gréflen n und v in der freien Helmholtz-Energiefunktion Wep.i, wieder,
siche Gleichung (5.1). Somit ist das Ergebnis der Finite-Elemente-Berechnung unabhdngig
von [. Im Gegensatz dazu ist der momentane Kettenendenabstand r = Acain (11/17)
natiirlich abhdngig von I.
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Das Ergebnis einer Finite-Elemente-Berechnung zeigt groffe Abhéngigkeit von den Pa-
rametern n und ~. Der Einfluss von v auf die Materialantwort ist in Abbildung 5.13
dargestellt. Steigt v an, dies ist identisch mit einer Erhohung des Kettenendenabstandes,
steigt auch die Steifigkeit des Netzes. Diese Beobachtungen sind identisch mit denen einer
einzelnen Kette in Kapitel 5.1, Abbildung 5.2. Auch die dort dargelegte Erklarung dieses
Effektes ist auf dieses komplexere Netzwerk iibertragbar.

1.PK — Spannung [N/mm?]

Abbildung 5.13. Uniaxiale Zugsimulationen: Einfluss von 7y auf das Netzwerk

In Tabelle 5.3 sind die bei diesen Simulationen verwendeten Parameter dargestellt.

fenain = N/Nupuss [=] | 2.320 - 108 | n [-] 10 k [Nmm/K] | 1.380662 - 10~20
TA [-] 10 v [-] vgl. Text | © [K] 273
K [N/mm?| 109 N [mm~%] | 2.071 - 10%?

Tabelle 5.3. Verwendete Parameter (N5 = 8892 mm_S)

Eine weitere Methode, um den Kettenendenabstand zu steuern, ist die Modifikation von
n (Anzahl der Segmente je Kette). So fiihrt ein Ansteigen von n zwangsliufig auch zu
einer Vergroflerung des Kettenendenabstandes und umgekehrt. Jedoch kann dieser Ef-
fekt nicht durch die Beobachtungen in Kapitel 5.1 erkléart werden. Die hier vorliegende
Beobachtung ist vielmehr ein nichtlinearer Effekt, der in der statistischen Beschaffenheit
der Polymerkette begriindet ist. Eine hinreichend grofie Anzahl von Segmenten fithrt zu
Neo-Hooke-dhnlichem Verhalten, wiahrend eine moderatere Wahl von n zu dem typischen
S-formigen Materialverhalten fithrt, sieche Abbildung 5.14. Dieser Einfluss ist &hnlich dem,
den man bei der Variation von n (vgl. Abbildung 5.1 (a)) der einzelnen Kette erkennen
kann.
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Abbildung 5.14. Uniaxiale Zugsimulationen: Einfluss von n auf das Netzwerk

Abbildung 5.14 zeigt den Einfluss von n unter Beriicksichtigung der in Tabelle 5.4 darge-
stellten Parameter.

fenain = N/Niruss [—] | 5.146 - 10'6 | n [—] vgl. Text k [Nmm/K] | 1.380662 - 10~2°
TA [-] 5 v [-] 1 0 [K] 273
K [N/mm?] 10° N [mm~—?] | 1.910 - 10*

Tabelle 5.4. Verwendete Parameter (Nypuss =37116 mm_3)

5.2.3 Nichtaffine Netzwerke

Die meisten Netzwerkmodelle basieren auf der so genannten Affinitdtsannahme, siehe
auch Anhang B.1.1. Diese Annahme sagt aus, dass sich eine deformierte Kette in einem
deformierten Netzwerk in der gleichen Relation verformt wie das gesamte Netzwerk. In
Abbildung 5.15 ist der Deformationszustand reiner Schub dargestellt. Die vier Ketten de-
formieren sich affin zu dem gesamten Netzwerk (durchgezogene Linien). Dabei betréigt
die Streckung jeder dieser Ketten Acain = /(1 + A)/(AV/2). Dies bedeutet, alle Ket-
ten weisen wihrend des gesamten Deformationsvorganges die gleiche Lange auf, und der
Mittelpunkt M befindet sich immer in der Mitte der Probe, unabhéngig von A. Mit dem
hier vorgestellten Modell ist es nicht sonderlich kompliziert, nichtaffine Deformations-
zustédnde zu simulieren. Wenn zwei Kettenbiindel (Stabelemente) die gleiche Streckung
Achain aufweisen, so kann der Kettenendenabstand der sich in den Stabelementen befind-
lichen Kettenbiindel unterschiedlich lang sein:

= =

11/
ﬂm‘ (5.6)
la /N2 7o

)\chain 1= Achain 2

1 . T2 .
vy lay/ney
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Die Konsequenz daraus ist, dass, wenn eine makromechanische Deformation so aufge-
bracht wird, dass aus geometrischen Griinden die zwei Kettengruppen einen identischen
Kettenendenabstand r; = ry aufweisen, die Streckung dieser Kettenbiindel nicht unbe-
dingt gleich sein muss. Das heifit, werden in den einzelnen Kettenbiindeln eines Finite-
Elemente-Netzes unterschiedliche Werte fiir n oder v verwendet, ist es moglich, nichtaffine
Deformationszusténde zu berechnen.

|
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al\

la— 4 ——— M—a/)\—n

(a) (b)

Abbildung 5.15. Reine Schubdeformation: (a) Undeformiertes Netz und (b) affine Defor-
mation (durchgezogene Linien) bzw. nichtaffine Deformation (gestrichelte Linien)

Um dies zu verdeutlichen, wird das zuvor Beschriebene an einem moglichst kleinen Netz-
werk, in diesem Fall bestehend aus 8 Stabelementen, untersucht, siche Abbildung 5.16 (a).
Dabei werden uniaxiale Zugversuche unter Beriicksichtigung der in Tabelle 5.5 dargestell-
ten Parameter durchgefiihrt.

fehain = N/Niuss [—] | 9.968 - 10" | n [—] vgl. Text k [Nmm/K] | 1.380662 - 10~2°
TA [—] 7 v [-] 1 0 [K] 273
K [N/mm?] 109 N [mm~3] | 7.975 - 10'°

Tabelle 5.5. Verwendete Parameter (Nipuss =8 mm ™)

Bei der ersten Simulation (Verteilung 1) wird fiir jede Kette die gleiche Anzahl von Seg-
menten n = 8 gewihlt. Das Ergebnis ist, wie zu erwarten war, affin. Fiir die folgenden
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Simulationen (Verteilung 2 und 3) werden die Ketten, wie in Abbildung 5.16 (a) darge-
stellt, angeordnet. Die gestrichelten Linien reprasentieren die Ketten, bei denen n zu 4
gewiahlt wird. Die durchgezogenen Linien weisen ein n von 12 auf. Damit ergibt sich eine
durchschnittliche Kettensegmentanzahl vom n,... = 8. Fiir die zweite Kettenverteilung
stellt sich ein nichtaffiner Deformationszustand ein. Aus Griinden der Symmetrie ist das
Ergebnis der dritten Verteilung affin. Der Spannungs-Streckungs-Verlauf ist identisch mit
dem fiir konstante Kettensegmente (n = konst. = 8). Diese Materialantwort ist um ein
vielfaches steifer als die der zweiten Verteilung.
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Abbildung 5.16. Einfluss von n bei uniaxialen Zugsimulationen: (a) Netz mit 8 Stabele-
menten und (b) Netz mit 8892 Stabelementen
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Diese Beobachtung kann durch eine Betrachtung einfacher Federsysteme erklart werden,
siehe Abbildung 5.17.

C1 C1 C1 C2

Co C2 C1 C2

(a) (b)

Abbildung 5.17. Unterschiedliche Steifigkeiten: (a) Verteilung 2 und (b) Verteilung 3

Die zweite Kettenverteilung kann durch zwei parallel geschaltete Federpaare, wie in
Abbildung 5.17 (a) dargestellt, beschrieben werden. Fiir das erste Federpaar kann man die
Steifigkeit zu c¢,1 = 2 ¢y, fiir das zweite Paar c,o = 2 ¢y angeben. Werden die Federpaare
in Serie geschaltet, fithrt dies zu einer Gesamtsteifigkeit von cyo10 = 2 ¢ co/(c1 + ¢2). Fiir
die Kettenverteilung 3 in Abbildung 5.17 (b) liegen zwei parallel geschaltete Kettenpaare
vor ¢, = ¢1 + ¢9. Die zwei Kettenpaare mit der Steifigkeit ¢, konnen als in Serie geschaltet
betrachtet werden. Man erhélt dann die Gesamtsteifigkeit cior3 = (¢1 + ¢2)/2. Setzt man
fiir beide Verteilungen die Werte ¢; = 4 und ¢y = 12 ein, so fithrt dies zu c¢yoi2 = 6 und
Ciot3 = 8. Das heif3t, die dritte Verteilung weist ein steiferes Materialverhalten auf. Eine
vergleichbare Beobachtung ist bei den Kettenverteilungen 2 und 3 in Abbildung 5.16 (a) zu
erkennen mit dem Unterschied, dass das hier verwendete Materialverhalten nichtlinear ist.

Bei den zwei folgenden Simulationen werden fiir alle acht Ketten jeweils unterschiedliche n
gewahlt. Fiir die Berechnung 4 wird die Kettensegmentanzahl aus einem Bereich n,,;, = 3
bis nmax = 21 (Verteilung 4), fiir Verteilung 5 aus einem Bereich npy, = 3 bis npax = 11
gewiahlt. In beiden Verteilungen ergibt sich eine durchschnittliche Kettensegmentanzahl
ZU Nayer = 8. Im Gegensatz zu Verteilung 5 ist der Bereich der n-Werte in Verteilung 4
grofer, was dazu fiihrt, dass erstens die Verteilung der Kettensegmente gleichméfiger
ist und zweitens das Ergebnis dadurch affineren Charakter besitzt. Dabei ist jedoch zu
bemerken, dass in beiden Verteilungen die Deformation nichtaffin ist.

Diese Simulationen dienten dem Verstindnis mikromechanischer Mechanismen polymerer
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Netzwerke, was nun auf komplexere Systeme iibertragen werden soll. Dazu wird ein Netz
mit 8892 Stabelementen verwendet und in Form von uniaxialen Zugsimulationen belastet
(verwendete Parameter siche Tabelle 5.6).

fehain = N/Niuss [—] | 8.968 - 10" | n [-] vgl. Text k [Nmm/K] | 1.380662 - 10~%°
TA [-] 7 v [-] 1 0 [K] 273
K [N/mm?] 10° N [mm~3] | 7.975 - 10

Tabelle 5.6. Verwendete Parameter (N5 = 8892 mm_s)

Die Ergebnisse der Berechnungen sind in Abbildung 5.16 (b) dargestellt. Es werden
vier unterschiedliche Verteilungsarten ausgewihlt: (1) n = konst. = 8, (2) zwei Ketten-
gruppen mit unterschiedlichen n, so dass der Durchschnittswert n,.. = 8 betrigt, (3)
unterschiedliche Verteilungen im Bereich 5 < n < 20 (naye = 8) sowie (4) unterschiedliche
Verteilungen im Bereich 5 < n < 200 (nayer = 8). Die Ergebnisse der Verteilungen (1), (2)
und (3) zeigen ein mehr oder weniger identisches Materialverhalten. Das Verformungs-
verhalten ist bei allen 3 Simulationen affin. Das Materialverhalten der vierten Verteilung
dagegen weicht ein wenig von den anderen drei ab und weist ein steiferes Verhalten
auf. Im Vergleich zu den Beobachtungen des einfachen Systems in Abbildung 5.16 (a)
kann gesagt werden, dass das komplexere Netzwerk unempfindlicher auf eine inhomogene
Verteilung der Segmentanzahl reagiert.

Diese Beobachtung kann durch die sehr unterschiedliche Anzahl von Stabelementen
in Verbindung mit der Segmentanzahlverteilung erkldrt werden. Verdndert man bei
dem feinen Netz die Segmentanzahl eines einzelnen Kettenbiindels, so wird dies keine
Auswirkungen auf das makromechanische Ergebnis haben. Modifiziert man dagegen
die Segmentanzahl eines einzelnen Kettenbiindels bei dem groben System, so ist dies
sofort in dem FKErgebnis zu erkennen. Das heifit mit anderen Worten, durch die hohe
Stabelementanzahl /Kettenbiindelanzahl wird die Modifikation eines einzelnen Biindels
sozusagen homogenisiert. Wohingegen dies bei dem groben Netz nicht moglich ist, da
eine Anderung nur eines Biindels gleich bedeutend mit einer Anderung von 1/8 des
Netzwerkes ist. Die Modifikation kann somit nicht durch eine Art Homogenisierung
aufgefangen werden. So ist es auch zu erkldren, dass in den ersten drei Verteilungen
((1),(2) und (3)) kein Unterschied in den Materialantworten zu erkennen ist. Nur die
vierte Verteilung mit einem relativ grofien Bereich (5 < n < 200) weicht von diesen
Kurven ab und zeigt ein nichtaffines Verhalten.

Ahnliches kann man beobachten, wenn man die oben beschriebene Untersuchung mit
dem Parameter v anstatt mit n durchfiihrt. Die Anzahl der Stabelemente hat hier in
Kombination mit dem Parameterbereich groflen Einfluss auf das Materialverhalten des
Netzwerkes wie auch auf die Deformationsart.

Wie oben beschrieben, ist man mit dem hier vorgestellten Modell in der Lage, individuelle
Netzwerke durch geeignete Wahl verschiedener Materialparameter der einzelnen Kette in
Form von n und ~ zu simulieren.
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5.2.4 Einfluss der Kettenbiindelanordnung innerhalb des Netzwerkes

Werden identische Kettenbiindel in einem Wiirfel, wie in Abbildung 5.16 (a) darge-
stellt, punktsymmetrisch angeordnet, so ist dies gleichbedeutend mit einer homogenen
Kettenverteilung. Da die in dieser Arbeit vorgestellten Netze aus willkiirlich, mit ei-
nem Zufallsgenerator verteilten Ketten bestehen, ist es interessant, den Einfluss der
Kettenverteilung bzw. der Homogenitéat des Netzes zu untersuchen. Aus diesem Grun-
de werden vier uniaxiale Zugsimulationen mit unterschiedlichen Kettenanordnungen (vgl.
Abbildung 5.18 (a)-(d)) durchgefiihrt. Dabei steigt der Grad der Inhomogenitét von (a)

nach (d).
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Abbildung 5.18. Verteilung der Stablange L fiir vier verschiedene Netze mit unterschiedli-
chen Inhomogenititen (Nebenbilder: unverformte Netze): (a) Verteilung 1, (b) Verteilung 2,
(c) Verteilung 3 und (d) Verteilung 4

Zur Durchfithrung dieser Simulationen werden die Parameter nach Tabelle 5.7 gewé&hlt.

fehain = N/Nyuss [—] | 3.230-10'7 | n [-] 9.5 k [Nmm/K] | 1.380662 - 10~2°
TA [-] 5 v -] 1 0 [K] 273
K [N/mm?] 109 N [mm~?] | 3.793 - 10*?

Tabelle 5.7. Verwendete Parameter (Nipygs = 117420 mm ™)

Die Ergebnisse sind in Abbildung 5.19 dargestellt. Interessanterweise nimmt die Steifigkeit
des Netzwerkes ab, wenn der Grad der Inhomogenitiat zunimmt. Auf Grund der Tatsache,
dass die Randbedingungen so gewéahlt wurden, dass ein homogener Spannungszustand
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realisierbar ist, kann der zuvor beschriebene Effekt nicht numerischer Natur sein. Um
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Abbildung 5.19. Uniaxiale Zugsimulationen: Vier Netze mit unterschiedlichen Inhomoge-
nitdten

diesen Effekt zu erkldren, sei gedanklich ein Wiirfel (Seitenldnge 1 mm) definiert. Dieser
Wiirfel soll in zwei gleiche groBe Volumen V1 und V2 aufgeteilt werden (jeweils 0.5 mm?).
In dem Gesamtvolumen sollen sich 200 Kettenbiindel in Kombination mit 100 Stabele-
menten (N = 200 mm?, Ny = 100 mm?) befinden. Als néchstes wird der Parameter a
(0 < a < 1) eingefiithrt. Dieser Parameter beschreibt, in welcher Weise die Stabelemente
in den beiden Volumina V1 und V2 verteilt sind

Ntrussl - aNtrussa NtrussZ = (1 - a) Ntruss- (57)

Folglich lassen sich die Gréflen fepain1 und fepaine zu

N 1 N 1

fChainl B Ntrussl - a Ntruss T a fChain
N 1 N 1
chain2 — - - chain 5.8
fh ? NtrussQ 1_a Ntruss 1—Cth ( )

berechnen. Um der inhomogenen Verteilung der Kettenbiindel Rechnung zu tragen, ist
es notwendig, bereichsweise mit unterschiedlichen f.n., zu arbeiten. In den folgenden
Simulationen wird fonaim als konstant angenommen. Bezogen auf das hier dargelegte, kleine
Gedankenspiel bedeutet dies, dass man fiir das Teilvolumen V1 eine Kettenanzahl von

Nl - fchain Ntrussl - (N/Ntruss) a Ntruss =aN (59>
errechnen kann. Fiir Volumen V2 ergibt sich der Wert
N2 - fchain NtrussQ - (]— - CL) N. (510)

Die Anzahl der Ketten N; und N; kann als Indikator fiir die Steifigkeit der Stabstrukturen
gesehen werden. Werden diese als in Reihe geschaltete Federn, wie schon in Kapitel 5.2.3
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dargestellt, interpretiert, so bedeutet dies, dass die Steifigkeit proportional zu a (1 —a) N
ist. Die Funktion a (1 — a) hat ein Maximum bei ¢ = 0.5. Aus diesem Grunde liefert
die homogene Verteilung (¢ = 0.5) eine hohere Netzwerksteifigkeit. Je mehr sich a den
Werten 0 oder 1 néhert, desto weicher ist das Materialverhalten auf der Makroebene.
Diese Erkenntnis unterstiitzt die in Abbildung 5.19 errechneten Ergebnisse.

5.2.5 Konvergenzstudien: Einfluss von f..;, auf das makromechanische Materialver-
halten

Wie schon zuvor im Text erwdhnt wurde, ist der Parameter foam = N/Niuss €in
entscheidender Indikator fiir die Rechenzeit. Das heifft, wenn fu.i, ansteigt, so ist das
gleichbedeutend mit einem Absinken der Elementanzahl, und dies fithrt wiederum zu
geringeren Berechnungszeiten. Wenngleich der vorgestellte Finite-Elemente-Ansatz den
wichtigen Vorteil aufweist, dass neben fu., nur physikalische Parameter Verwendung
finden, wiirde es sehr von Vorteil sein, wenn die Elementanzahl die Anzahl von Elementen
einer konventionellen Finite-Elemente-Berechnung nicht oder kaum iibersteigen wiirde.
Aus diesem Grund wird in diesem Kapitel das makromechanische Materialverhalten in
Abhéngigkeit von f.pam untersucht.

Diese Art der Untersuchung ist nur dann sinnvoll, wenn der Deformationszustand
inhomogen ist, da sonst die einzelnen Einheitszellen immer den nidherungsweise gleichen
Spannungszustand aufweisen. Das heifit, in diesen Féllen ist das Ergebnis nahezu
unabhéingig von fepain, siche Abbildung 5.20 und Abbildung 5.21.

35

fehain = 9.129-101° —— f .in = 6.768-1013 —e— -
chain = 2.653-101% —se— fin = 6.449.1013 —e—

30 |- | fchain = 4.841-101% —=— fonain = 4 2881013 —a— i
chain = 1.688-10 ' —&— fohain = 2.171-1013 ——

o5 | | fehain = 9.361.10'3 —a— _

20

15

10

1.PK — Spannung [N/mm?]

Abbildung 5.20. Konvergenzstudie uniaxialer Zugsimulationen: Neo-Hooke-dhnliches Ma-
terialverhalten

In Abbildung 5.20 ist das Neo-Hooke-dhnliche Materialverhalten in Abhéngigkeit von
fenain fiir uniaxiale Zugsimulationen dargestellt. In Abbildung 5.21 dagegen wurde
der typische S-formige Kurvenverlauf aufgezeigt. Wie man erkennen kann, zeigen die
beiden Materialverhalten unter Verwendung unterschiedlicher fu.im kaum Unterschiede.
Entsprechendes Verhalten (in dieser Arbeit nicht dargestellt) zeigen auch andere homo-
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140 | fenain = 9.129-10% —+— fepip = 6.768-103 —e— 1
chain — 2.653-101% —»— chain = 6.449-1013 —e—
N | fehain = 4.841-10% —w— f_,.i, = 4.288-1013 |
120 " o
= fchain =1.688-10-" —&— fchain =2171-10
E chain = 9.361-1013 —a
= 100 | |
&
s 80 F |
c
c
a
w 60 I~ 1
|
x40 b |
o
—
20 + |
0 ! ] 1 | . |

Abbildung 5.21. Konvergenzstudie uniaxialer Zugsimulationen: S-férmiges Materialverhal-
ten

gene Deformationszustdnde wie zum Beispiel reiner Schub, biaxialer Zug oder uniaxialer
Druck.

In den folgenden zwei Unterkapiteln wird nun unter Verwendung inhomogener Deforma-
tionszustéinde, siehe auch Bemerkung E.1 Seite 204, untersucht, in wieweit das Ergebnis
solcher Simulationen abhéngig von der Elementanzahl ist.

5.2.5.1 Block unter Druck

Als erstes inhomogenes System wird das Beispiel Block unter Druck* simuliert (Parameter:
vgl. Tabelle 5.8). In Abbildung 5.22 sind die deformierten Netze mit den entsprechenden

Ferain = N/Neruss [=] | vel. Text | n [-] 10 k [Nmm/K] | 1.380662 - 10-2°
TA [-] 1 v [ 1 0 [K] 273
K [N/mm?] 10° N [mm~?] | 2.266 - 10'*

Tabelle 5.8. Verwendete Parameter

Stabkréften fiir drei Lastfaktoren dargestellt. Schon bei 1/3 der Belastung (vgl. Abbil-
dung 5.22 (a)) zeigt sich, dass die Stébe, die ndherungsweise senkrecht zur Lastrichtung
ausgerichtet sind und sich unterhalb der Last befinden, erhchte Krifte aufweisen. Dieser
Effekt verstarkt sich bei steigender Belastung, siche Abbildung 5.22 (b) und (c). Auch
bei der Verteilung der Stab-/Kettenbiindelstreckungen (vgl. Abbildung 5.23) kann man
die oben beschriebene Beobachtung erkennen. Bei den Verteilungen der Stabkréfte als
auch der Streckungen fallt weiterhin auf, das die Kréfte- bzw. Streckungsverteilung in-
nerhalb der Struktur nicht besonders gleichméfig ist. So sind die maximalen Krifte bzw.
Streckungen in den Stédben unterhalb der Flichenlast zu finden, wahrend in der restlichen
Struktur eher moderate Werte erreicht werden.

*Zur Definition des Deformationszustandes siche Anhang E.
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(a)

(b)

(c)

Abbildung 5.22. Konvergenzstudie Block unter Druck, verformte Finite-Elemente-Netze
(Niruss = 43992 mm—?): Verteilung der Stab-/Kettenbiindelkrifte (a) v =0.33, (b) v =0.66
und (c) v=1
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(b)

(c)

Abbildung 5.23. Konvergenzstudie Block unter Druck, verformte Finite-Elemente-Netze
(Niruss = 43992 mm~>): Verteilung der Stab-/Kettenbiindelstreckungen (a) v =0.33,
(b) ¥=0.66 und (c¢) v=1
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12 .

fchain = 8.228-10%5 —+—
1t | fchain = 4.155-1015 —se—
fehain = 2.046-101° ——
fehain = 1.028-10%° —a—
0.8 F | fehain = 5.151-101 —a—
fchain = 2.603'1014—9—

0.6

Lastfaktor v

0.4

0.2

0 01 02 03 04 05 06 07 038
Druckbeanspruchungsgrad c

Abbildung 5.24. Konvergenzstudie Block unter Druck: Simulationen mit unterschiedlichen
Netzdichten

Abbildung 5.24 zeigt das Materialverhalten der verschiedenen Netze mit unterschiedlichen
Stabelementanzahlen (2754mm™ < Ny < 87060 mm~3). Analog zu Ny dndert
sich natiirlich foyain, siehe auch Gleichung (4.4). Der Grad der Druckbeanspruchung
¢ = w/H ist abhéngig von w, der maximalen Verschiebung am Punkt A (vgl. Anhang E,
Abbildung E.8). H beschreibt die Héhe des Blocks. Die Variable v = p/p, definiert den
Lastfaktor mit der Referenzlast pg = 450 N/mm?.

Die Simulationen weisen gutes Konvergenzverhalten mit ansteigender Elementan-
zahl auf. So zeigen sich bei den ersten zwei Simulationen mit relativ groben Netzen grofie
Unterschiede, sieche Abbildung 5.24. Mit zunehmender Netzverfeinerung stellt sich dann
ein mehr oder minder identisches Materialverhalten ein, so dass davon auszugehen ist,
dass diese Ergebnisse unabhéngig von der Elementanzahl sind.

5.2.5.2 Einfacher Schub

Um die in Kapitel 5.2.5.1 beschriebenen Ergebnisse zu bestéitigen, wird nun, analog dem
obigen Vorgehen, ein zweiter Deformationszustand, einfacher Schub®, untersucht. Wieder
werden unterschiedliche Netze von Niuss = 600 mm ™ bis Nypues = 37116 mm ™~ verwendet.
Den Simulationen, siehe Abbildung 5.25 und Abbildung 5.26, liegen die Parameter aus
Tabelle 5.9 zu Grunde.

fehain = N/Niuss [—] | vgl. Text n [—] 10 k [Nmm/K] | 1.380662 - 10~2°
TA [-] 1 v [-] 1 0 [K] 273
K [N/mm?] 109 N [mm~%] | 2.011-10"

Tabelle 5.9. Verwendete Parameter

5Zur Definition des Deformationszustandes siehe Anhang E, sowie Bemerkung E.1, Seite 204.
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I:truss [N]

1 E
0.0 ... ... 0.1229

(a)

(b)

(c)

Abbildung 5.25. Konvergenzstudie einfacher Schub, verformte Finite-Elemente-Netze
(Niruss = 37116 mm~3): Verteilung der Stab-/Kettenbiindelkrifte (a) v=15°, (b) v=30°
und (c) y=45°
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(a)

(b)

(c)

Abbildung 5.26. Konvergenzstudie einfacher Schub, verformte Finite-Elemente-Netze
(Niruss = 37116 mm~3): Verteilung der Stab-/Kettenbiindelstreckungen (a) 7y =15°,
(b) v=30° und (c) v=45°
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In Abbildung 5.25 sind die verformten Netze mit den Stabkréiften dargestellt. Es fillt auf,
dass die Verteilung unter allen drei Scherwinkeln ~ viel gleichméBiger im Vergleich zu dem
System Block unter Druck (vgl. Abbildung 5.22) ist. Dies ist auch in Abbildung 5.26 zu
erkennen, in der die Verteilung der Stab-/Kettenbiindelstreckungen dargestellt ist. Den-
noch lassen sich erhéhte Steckungswerte auf der Flachendiagonale (von oben links nach

unten rechts im Kubus) erkennen, da hier die Struktur die hochste Streckung erfihrt (vgl.
Abbildung 5.26 (b) und (c)).

80 T T T T T T T T T
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Abbildung 5.27. Konvergenzstudie einfacher Schub: Simulationen mit unterschiedlichen
Netzdichten

Wie in Abbildung 5.27 dargestellt, stellt sich im Vergleich zu dem Beispiel Block un-
ter Druck ein besseres bzw. schnelleres Konvergenzverhalten ein. Diese Tatsache kann
dadurch erklirt werden, dass die Schubverformung als volumenkonservativ definiert ist.
Daher haben Locking-Effekte, die in diesen Féllen durch das nahezu inkompressible Ma-
terialverhalten begriindet sind, einen geringeren Einfluss als beispielsweise im Falle des
Beispiels Block unter Druck.

Zusammenfassend kann gesagt werden, dass man mit der hier vorgestellten Methode in
der Lage ist, inhomogene Deformationszustédnde zu simulieren. Dabei ist der Rechenauf-
wand nahezu identisch mit dem eines konventionellen Finite-Elemente-Programms.

An dieser Stelle sei ausdriicklich darauf hingewiesen, dass der hier vorgestellte Ansatz nicht
nur als herkommliches Materialmodell anzusehen ist, sondern vielmehr als eine Methode
zur Simulation der mechanischen Wechselwirkungen zwischen der Mikro- und Makroebene
zu verstehen ist. Dabei bildet eben jener Mikro-Makroiibergang (vgl. Kapitel 4.1.3) den
Kern dieser Arbeit. Dennoch ist es mit dieser Methode méglich das Deformationsverhalten
komplexerer Strukturen, wie sie auch in der Industrie Verwendung finden, zu simulieren,
siehe Kapitel 5.4.
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5.3 Validierungen der hier vorgestellten Methode

In diesem Abschnitt soll das in dieser Arbeit zuvor vorgestellte Modell® validiert werden.
Dazu wird es zum einen mit experimentellen Daten verglichen. Zum anderen ist es
auch wichtig, das Modell mit anderen Materialmodellen zu vergleichen. Darum wird es
zunédchst mit statistischbasierten und im Weiteren mit kontinuumsbasierten Modellen
verglichen.

In einem letzten Schritt werden erneut experimentelle Daten dreier unterschiedli-
cher Gummimischungen herangezogen, um das Materialmodell zu validieren.

5.3.1 Vergleich des Modells mit statistischbasierten Materialmodellen sowie Expe-
rimenten

Fiir den ersten Vergleich mit Experimenten werden die experimentellen Daten von TRE-
LOAR 1944 eines vulkanisierten Materials verwendet. In dieser Arbeit werden die drei
klassischen Experimente durchgefiihrt: uniaxialer Zug, reiner Schub und biaxialer Zug.
Abbildung 5.28 zeigt die Ergebnisse dieser Experimente. Basierend auf den in Anhang B.1

6 T T T T T T
[ ]
uniaxiales Zugexperiment e o
& 5r reines Schubexperiment 4 o 7
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— [ ]
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& . :
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X ¢ .
D‘. * * Ao * ’
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A

Abbildung 5.28. Experiment fiir drei unterschiedliche Deformationszustédnde

beschriebenen statistischbasierten Materialmodellen, wurden verschiedene Modelle an die-
se Experimente angepasst. In Tabelle 5.10 sind die entsprechenden Materialmodelle nur
kurz dargestellt. Fiir eine detailliertere Darstellung sieche Anhang B. Die ersten vier Model-
le, das Wang-Guth-Modell” (WANG & GUTH 1952), das Flory-Rehner-Modell® (FLORY
& REHNER 1943), das Arruda-Boyce-Modell” (ARRUDA & BOYCE 1993) und das Teil-
netzwerkmodell™® (Wu & VAN DER GIESSEN 1993), bestehend aus einer Kombination

5Tm folgenden Text mit BR-Modell abgekiirzt
"Im folgenden Text mit WG-Modell abgekiirzt
8Im folgenden Text mit FR-Modell abgekiirzt
°Tm folgenden Text mit AB-Modell abgekiirzt
Tm folgenden Text mit TN-Modell abgekiirzt
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Tabelle 5.10. Statistischbasierte Materialmodelle zur Simulation polymerer Materialien
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des Wang-Guth- und des Arruda-Boyce-Modells, weisen jeweils zwei Materialparameter
auf. Dabei beschreibt der erste Parameter Nk©O den so genannten Schubmodul und n die
Segmentanzahl je Netzwerkkette. Das einzige Modell mit drei Materialparametern ist das
Flory-Erman-Modell''. Die einzelnen Modelle werden, wie im Anhang C dargestellt, an
die Experimente angepasst. Die daraus errechneten Parameter sind ebenfalls in Tabel-

le 5.10 aufgefiihrt.
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Abbildung 5.29. Uniaxialer Zug: Vergleich zwischen Experiment und Simulation

Um nahezu inkompressibles Materialverhalten simulieren zu konnen, wird hier die so ge-
nannte Penalty-Methode verwendet. Auf Grund der Tatsache, dass die Materialmodelle
hier nicht in der Form eines deviatorisch-volumetrischen Splits dargestellt sind, ist hier
der Penalty-Parameter nicht K sondern die Lamé-Konstante A. In diesen Berechnungen
wird A zu 1000 N/mm? gewihlt. Die Parameter des BR-Modells sind Tabelle 5.11 zu

entnehmen.

fehain = N/Niuss [—] | 8.968 - 1012 | n [—] 5.1 k [Nmm/K] | 1.380662 - 10~2°
TA [-] 7 v [-] 1 0 [K] 273
K [N/mm?] 10° N [mm~?%] | 7.975 - 106

Tabelle 5.11. Verwendete Parameter (Nipyg = 8892 mm~2)

"Tm folgenden Text mit FE-Modell abgekiirzt
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In Abbildung 5.29 sind die Ergebnisse der uniaxialen Zugsimulationen dargestellt. Man
kann zunéchst erkennen, dass das FE-Modell nicht in der Lage ist (wenngleich es 3 Pa-
rameter aufweist), die typische S-formige Kurve wiederzugeben. Alle anderen Modelle
weisen recht gute Ubereinstimmung mit den experimentellen Daten auf. Das BR- und das
AB-Modell zeigen auBerdem eine recht gute Ubereinstimmung untereinander.

Vergleicht man das Experiment fiir reinen Schub mit den entsprechenden Simulationen
(vgl. Abbildung 5.30), zeigt sich wiederum, dass das FE-Modell das Materialverhalten nur
in Form einer einfachen Kriimmung wiedergeben kann. Das FR-Modell zeigt zwar den ty-
pischen S-formigen Kurvenverlauf, weist aber insgesamt ein zu weiches Materialverhalten
auf. Das BR- und das AB-Modell weisen, wie auch schon bei den uniaxialen Zugsimulatio-
nen, dhnliches Verhalten auf und zeigen im Bereich kleinerer Streckungen ein zu weiches
und im Bereich héherer Streckungen ein zu steifes Materialverhalten. Insgesamt kénnen
beide Modelle jedoch die experimentellen Daten hinreichend genau wiedergeben. Das Teil-
netzwerkmodell sowie das WG-Modell zeigen in diesem Falle die beste Ubereinstimmung
mit den experimentellen Daten.
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Abbildung 5.30. Reiner Schub: Vergleich zwischen Experiment und Simulation

Der letzte Versuch ist das biaxiale Zugexperiment. Die Ergebnisse sind in Abbildung 5.31
dargestellt. Alle Modelle zeigen zu weiches Materialverhalten. Auch das BR- und das
AB-Modell, jedoch sind hier die Abweichungen zum Experiment relativ gering. Bei dem
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FE-Modell ist kein S-formiger Kurvenverlauf zu erkennen. Das WG- und das TN-Modell
dagegen zeigen diesen Kurvenverlauf, allerdings ist dieser zu weich, in diesem Fall noch
weicher als beispielsweise das des BR-Modells. Das FR-Modell, welches sich in den vo-
rigen Deformationszustinden durch recht gute Ubereinstimmung auszeichnete, zeigt bei
dem biaxialen Zugversuch ein viel zu weiches Materialverhalten, was besonders bei hohen
Streckungen deutlich wird.
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Abbildung 5.31. Biaxialer Zug: Vergleich zwischen Experiment und Simulation

Zusammenfassend kann herausgestellt werden, dass zum einen das BR-Modell sowie das
AB-Modell eine grofe Ubereinstimmung untereinander aufweisen, siehe auch Kapitel 5.3.2.
Zum anderen sind diese Modelle die einzigen, die die Spannungsantwort bei allen drei De-
formationszustédnde zusammen mit hinreichender Genauigkeit wiedergeben. Alle anderen
Modelle zeigen mit dem einen oder anderen Experiment gute Ubereinstimmung, dann
aber bei dem néchsten Deformationszustand grofie Differenzen.

In Hinblick auf das néichste Kapitel ist zu sagen, dass es unter den statistischbasierten
Modellen keines gibt, dass die Experimente mit bestechender Genauigkeit wiedergibt, wie
es beispielsweise das Ogden- oder das Swanson-Modell, sieche Kapitel 5.3.2, tun.
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5.3.2 Vergleich des Modells mit kontinuumsbasierten Materialmodellen sowie Expe-
wiederum die experimentellen Daten von TRELOAR 1944, vgl. Kapitel 5.3.1, und die in

Fiir den Vergleich mit kontinuumsbasierten Materialmodellen sowie Experimenten wurden
Tabelle 5.12 stehenden Materialmodelle verwendet.

Tabelle 5.12. Kontinuumsbasierte Materialmodelle zur Simulation polymerer Materialien
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Bei den kontinuumsbasierten Materialmodellen ist die Bandbreite an unterschiedlichen
Parameteranzahlen grofler als bei den statistischbasierten Modellen.

Das Neo-Hooke-Modell*? verwendet einen Parameter, wohingegen das Arruda-Boyce-
Modell (ARRUDA & BovcCE 1993) und das Mooney-Rivlin-Modell'® (MoONEY 1940
und RIVLIN 1948A) von jeweils zwei Materialparametern abhidngen. Das Yeoh-Modell
(YEOH 1993) ist ein 3-Parametermodell. Die beiden letzten Modelle, das Ogden-Modell
(OGDEN 1972A) mit 6 Parametern und das Swanson-Modell (SWANSON 1985) mit
16 Parametern weisen die meisten Materialparameter auf. Zur genauen Bedeutung
der Materialparameter der entsprechenden Materialmodelle wird an dieser Stelle auf
Anhang B verwiesen, wo die einzelnen Modelle genau beschrieben werden. Die drei
Deformationszustéinde der oben beschriebenen Modelle werden mit dem in Anhang C
beschriebenen Optimierungsalgorithmus an die Experimente angepasst. Die optimierten
Parameter sind ebenfalls in Tabelle 5.12 angegeben. Die Parameter des BR-Modells
konnen Tabelle 5.11 entnommen werden.

Wie auch schon in Kapitel 5.3.1 wird hier ein Penalty-Parameter, ausgedriickt durch die
Lamé-Konstante A = 1000 N/mm?, eingefiihrt.
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Abbildung 5.32. Uniaxialer Zug: Vergleich zwischen Experiment und Simulation

2Tm folgenden Text mit NH-Modell abgekiirzt
3Im folgenden Text mit MR-Modell abgekiirzt
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Zunéchst werden die uniaxialen Zugsimulationen miteinander verglichen, siehe Abbil-
dung 5.32. Das NH- sowie das MR-Modell sind nicht in der Lage, den typischen S-
Kurvenverlauf des Experimentes wiederzugeben. Im Vergleich zu diesem Modell ist das
AB-Modell (Zweiparametermodell) sehr wohl in der Lage, das Experiment hinreichend
genau wiederzugeben. Das Ergebnis des BR-Modells ist, wie erwartet, sehr &hnlich zu
dem des AB-Modells. Das Yeoh-Modell zeigt einen ausgeprigten S-Kurvenverlauf, weist
aber besonders bei hoheren Streckungen ein zu steifes Materialverhalten auf. Die be-
sten Ergebnisse werden von dem Ogden- und dem Swanson-Modell erreicht, wobei sich
das Swanson-Modell auf Grund seiner hohen Materialparameteranzahl durch noch héhere
Wiedergabefiahigkeit des Experimentes auszeichnet.
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Abbildung 5.33. Reiner Schub: Vergleich zwischen Experiment und Simulation

Die Ergebnisse der reinen Schubsimulationen sind in Abbildung 5.33 dargestellt. Wieder-
um sind das NH- und das MR-Modell nicht in der Lage, den S-Kurvenverlauf wiederzuge-
ben, dementsprechend zeigen die Modelle keine zufriedenstellende Ubereinstimmung mit
dem Experiment. Das AB-Modell und das BR-Modell zeigen zum einen ein vergleichbares
Materialverhalten untereinander und geben das Experiment in zufriedenstellender Weise
wieder. Das Yeoh-Modell zeigt ein fast durchgéngig zu steifes Materialverhalten, besonders
bei geringeren Streckungen. Wiederum besticht das Ogden-Modell durch eine sehr gute
Ubereinstimmung mit den Experimenten und wird nur noch von dem 16-parametrigen
Swanson-Modell iibertroffen.
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Der letzte Vergleich gilt dem biaxialen Zugversuch, siehe Abbildung 5.34. Wie bei
allen vorherigen Vergleichen kann auch bei diesem Experiment das NH-Modell das
Materialverhalten nur sehr schlecht wiedergeben. Das MR-Modell zeigt zwar einen
S-formigen Kurvenverlauf, der aber zu steif ist. Das AB-Modell und das BR-Modell
zeigen wiederum entsprechende Verhalten. Im Bereich kleiner Streckungen zeigen beide
Modelle ein zu weiches Verhalten, jedoch kann das Materialverhalten im Vergleich zu
den Experimenten insgesamt als zufriedenstellend angesehen werden. Das Yeoh-Modell
zeichnet sich durch einen extremen S-Kurvenverlauf aus, der aber, besonders bei hohen
Streckungen, zu steif ist. Letztendlich ist da noch das Ogden- und das Swanson-Modell,
beide Modelle geben das experimentelle Materialverhalten mit hoher Genauigkeit wieder.
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Abbildung 5.34. Biaxialer Zug: Vergleich zwischen Experiment und Simulation

Zusammenfassend ist zu sagen, dass das BR- und das AB-Modell vergleichbar gute
Ergebnisse liefern. Dies ist nicht sehr verwunderlich, wenn man beriicksichtigt, dass beide
Modelle auf dem gleichen mikromechanischen Ansatz beruhen. Beide Modelle basieren
auf der Langevin-Statistik mit dem Unterschied, dass das BR-Modell mehr Terme in der
Reihenentwicklung benutzt, was zu kleineren Unterschieden in den makromechanischen
Materialverhalten fiihrt. Der zweite wichtige Unterschied der Modelle ist die Art der
Herleitung. So leiten die Autoren des AB-Modells eine makromechanische Verzerrungs-
energiefunktion her und implementieren diese in ein Finite-Elemente-Programm. In
dem vorliegenden Modell dagegen wird das mikromechanische Materialverhalten in der
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einzelnen Kette mit Hilfe der Finite-Elemente-Methode direkt zum makromechanischen
Materialverhalten transferiert. Diese Prozedur hat den Vorteil, dass man Informatio-
nen zum mikro- sowie zum makromechanischen Materialverhalten zu jeder Zeit der
Berechnung erhalten kann. Weiterhin ist es moglich, das Modell auf der Mikroebene zu
modifizieren (zum Beispiel durch Hinzufiigen von kleinen Partikeln, siehe Kapitel 6), um
so das Ergebnis dieser Modifikation auf der Makroebene zu beobachten.

Berticksichtigt man die Parameteranzahl, so sind das BR- und das AB-Modell recht
leistungsstarke Materialmodelle, die nur durch Modelle mit relativ vielen Parametern,
wie dem Ogden-Modell (sechs Parameter) und dem Swanson-Modell (16 Parameter),
iibertroffen werden.

5.3.3 Vergleich des Modells mit Experimenten unterschiedlicher Polymermischungen

In diesem Kapitel werden Experimente, durchgefithrt von ARRUDA & BoOYCE 1993,
dreier unterschiedlichen Polymermischungen benutzt, um die Leistungsfihigkeit des hier
prasentierten Modells zu demonstrieren. Die Autoren fithrten in dieser Arbeit uniaxia-
le Druckversuche sowie ebene Druckversuche'® (Druckversuch unter Querbehinderung)
durch. Diese beiden Versuchstypen stellen extreme Deformationszustidnde des Polymer-
netzwerkes dar. Die Durchfithrung der entsprechenden Experimente ist detailliert in AR-
RUDA & BOYCE 1993 beschrieben. Drei unterschiedliche Mischungen wurden benutzt:
Silikonmischung (40 Durometer), Gummimischung (60 Durometer) und Neoprenmischung
(Harte unbekannt).

Im Falle der uniaxialen Druckexperimente weisen die Versuchskoérper die Form eines
Wiirfels mit einer Kantenléinge von 12 mm auf. Die Materialproben werden zwischen zwei
Stahlplatten, die zuvor mit Gleitmittel prapariert werden, zusammen gedriickt. Die ebenen
Druckversuche werden mit Hilfe einer aus Stahl bestehenden Rinne, die der Materialpro-
be die gewiinschte Verformungsrichtung aufzwingt, durchgefiihrt. Diese Versuchsproben
weisen folgende Abmessungen auf: 12 mm x 9 mm x 12 mm. Beide Experimente wurden
mit einer Geschwindigkeit von 1 mm/s durchgefiihrt.

Fonain = N/Nowues <] 1.0-10% |7 [] 1.03 ke [Nmm/K] | 1.380662 - 10-2
(a) | TA [] 2 v [-] 1 e [K] 273

K [N/mm?] 106 N [mm~3]|6.683 - 10'6

Fonain = N/Nuwwss [—]] 9566101 [0 [] 30.9 k- [Nmm/K] | 1.380662 - 1020
(b) | TA [-] 2 7 [+ 1 0 K] 273

K [N/mm?] 106 N [mm~?]|6.383-10'

Fonain = N/Nurwse [=1] 2.513.101% | 0[] 78.3 ke [Nmm/K] | 1.380662 - 10-2
(c) | TA [-] 2 7 [+ 1 0 K] 273

K [N/mm?] 106 N [mm~3] | 1.677-10'7

Tabelle 5.13. Verwendete Parameter (Nyyygs = 6672 mm™—>): (a) Silikonmischung, (b) Gum-
mimischung und (¢) Neoprenmischung

17Zur Definition der Deformationszustinde siche Anhang E.
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Abbildung 5.35. Uniaxiale und ebene Druckexperimente: (a) Silikonmischung, (b) Gum-

mimischung und (¢) Neoprenmischung
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Abbildung 5.36. Vergleich zwischen Experiment und Simulation: (a) Silikonmischung, (b)
Gummimischung und (c¢) Neoprenmischung
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In Abbildung 5.35 sind die unterschiedlichen Materialverhalten der drei Mischungen
dargestellt. Die einzelnen Mischungen zeigen sehr unterschiedliche Materialantworten,
was eine besondere Anforderung an das anzupassende Materialmodell stellt. Die zur
Simulation verwendeten Materialparameter sind in Tabelle 5.13 dargestellt. Die Material-
parameter wurden dabei nur an den uniaxialen Druckversuch angepasst. Die Ergebnisse
sind in Abbildung 5.36 dargestellt.

Die Ubereinstimmung zwischen den einzelnen Simulationen und Experimenten ist sehr
zufriedenstellend. Auf Grund der zuvor erwidhnten Tatsache, dass nur die uniaxialen
Druckexperimente zur Bestimmung der Materialparameter verwendet wurden, zeigen
die Simulationen und Experimente dieses Deformationszustandes im Vergleich zu dem
zweiten Deformationszustand bei allen drei Materialien eine bessere Ubereinstimmung.

Dennoch ist die Ubereinstimmung fiir den ebenen Druckversuch immer noch sehr
zufriedenstellend. Ein direkter Vergleich der unterschiedlichen Materialverhalten ist in
Abbildung 5.37 und Abbildung 5.38 dargestellt.
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Abbildung 5.37. Finite-Elemente-Simulationen: uniaxiale Druckversuche

Es ist deutlich zu erkennen, dass die einzelnen Mischungen ein quantitativ sowie auch
qualitativ sehr unterschiedliches Materialverhalten aufweisen. So zeigen alle Mischun-
gen beispielsweise jeweils unterschiedliche Grundsteifigkeiten. Auch sind signifikante
Unterschiede in den Endsteifigkeiten des jeweiligen Materials in Abhéngigkeit des
Deformationstyps zu erkennen.

Die Tatsache, dass der in dieser Arbeit vorgestellte Ansatz diese unterschiedlichen
Materialverhalten sehr zufriedenstellend wiedergeben kann, bestétigt die Leistungsfahig-

keit des Modells.
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Abbildung 5.38. Finite-Elemente-Simulationen: ebene Druckversuche

5.4 Anwendungsbeispiele

Bis hierher wurden zum gréfiten Teil typische akademische Beispiele aufgezeigt. Um den
Entwicklungsstand der hier vorgestellten Methode, der Algorithmen und der verwende-
ten Finite-Elemente-Formulierung zu demonstrieren, werden nun komplexere Strukturen
betrachtet. Dabei handelt es sich um Elastomerbauteile, die praxisrelevanter Natur sind.

5.4.1 Simulation einer Schutzdichtung

w

SOb Well
opbere elle
e

obere Stahlplatte "

Gelenk

/ (idealisiert dargestellt)

\—ElastomerbauteilJ
untere Welle 7 \
I
untere Stahlplatte

(a) (b)

Abbildung 5.39. Schutzdichtung eines Gelenkes, Geometrie sowie Randbedingungen: (a)
Darstellung einer Systemhélfte (grau: Stahlbauteile, gelb: Elastomerdichtung) und (b) Dar-
stellung der vernetzten, unverformten Elastomerdichtung
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Elastomerstrukturen werden in vielen Fillen als Schutzdichtung!® von Gelenken, wie man
sie in der Automobilindustrie findet, benutzt. Sie verhindern das Eindringen von Schmutz
und/oder Fliissigkeiten in empfindliche Bereiche und beugen somit eventuell entstehender
Korrosion, die zu Beweglichkeitsbehinderungen der zu schiitzenden Bauteile fithren kann,
vor. Diese Art von Dichtungen muss zwei mechanische Grundeigenschaften erfiillen. Zum
einen muss das Bauteil duflerst flexibel sein, so dass es sich mit den Wellen, die an dem
Gelenk angeschlossen sind, in alle Richtungen bewegen kann. Diese Eigenschaft kann
eher durch das Materialverhalten beschrieben werden. Der zweite Punkt betrifft dagegen
die Geometrie der Dichtung, die so gestaltet sein muss, dass sie die Beweglichkeit des
zu schiitzenden Gelenkes nicht behindert. Eine Hilfte einer solchen Dichtung ist in
Abbildung 5.39 (a) dargestellt.

Das Elastomerbauteil (gelb) wird am oberen und am unteren Rand durch jeweils
eine Stahlplatte (grau) eingefasst. Auf der Symmetrielinie liegen zwei Stahlwellen, die
durch ein Gelenk, hier schematisch in Form einer Kugel dargestellt, verbunden sind.
Es wird bei den folgenden Simulationen davon ausgegangen, dass die Stahlplatten und
die Dichtung kraftschliissig miteinander verbunden sind. Die untere Stahlplatte ist in
allen Raumrichtungen festgehalten. Uber der oberen Stahlplatte werden die Belastungen
eingeleitet. Bei dieser Art von Bauteilen sind dies meist Druck- bzw. Biegebelastung
oder eine Kombination aus beiden. In Abbildung 5.39 (a) ist letzterer Lastfall (Druck-
Biege-Belastung) in Form einer Verschiebung w und einer Verdrehung ¢ dargestellt.
In Abbildung 5.39 (b) ist das verwendete Finite-Elemente-Netz dargestellt (nur das
Elastomerbauteil ).

Im Folgenden werden alle drei moglichen Lastfille (Druck-, Biege- und Druck-Bie-
gebeanspruchung) nacheinander simuliert. Dabei wird die maximale Belastung so
gewihlt, dass die Wandungen der Schutzdichtung nicht in Kontakt treten, da bei den
Simulationen kein Kontaktalgorithmus verwendet wurde. Die benutzten Materialparame-
ter konnen Tabelle 5.14 entnommen werden.

fehain = N/Nyuss [—] | 1.119 - 102 | n [-] 10 k [Nmm/K] | 1.380662 - 10~2°
TA [-] 4 v [-] 1 0 [K] 273
K [N/mm?] 10° N [mm~3] | 1.880 - 10"

Tabelle 5.14. Verwendete Parameter

Bei der ersten Simulation wird das Elastomerbauteil nur durch eine Verschiebung
w so belastet, dass es eine Stauchung von 40% erfihrt. In Abbildung 5.40 sind die
verformten Systeme mit den dazugehorigen Stabkriften'® fiir drei Laststufen dargestellt.
Die Kréfteverteilung in den einzelnen Stdben ist global gesehen relativ homogen und
liegt im moderaten Bereich. Nur an den Stellen, an denen die Geometrie Ausrundungen
mit kleinen Radien aufweist, stellen sich hohere Stabkréfte ein. Die Streckungen dage-
gen sind im Vergleich zu der Stabkréfteverteilung wesentlich homogener verteilt, siche

engl.: rubber boot
6 Aus Griinden der Ubersicht wurden hier, wie auch in den folgenden Darstellungen, nur die
Stabelemente dargestellt.
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Abbildung 5.41. So sind die maximalen Streckungswerte in der letzten Laststufe (maxima-
le Belastung) beispielsweise iiber die gesamte Geometrie verteilt (vgl. Abbildung 5.41 (c)).

Bei der zweiten Simulation wird das System nur durch eine maximale Verdrehung
von ¢ = 52° vgl. Abbildung 5.39, belastet. Das Ergebnis dieser Berechnung ist in Abbil-
dung 5.42 dargestellt. Wiederum sind extreme Verformungen zu erkennen. Dabei wird die
Elastomerdichtung auf der einen Seite extrem gedehnt und auf der gegeniiberliegenden
Seite dementsprechend gestaucht. Schaut man sich unter diesem Gesichtspunkt die
Verteilung der Stabkréfte an, so fallt auf, dass auf der Seite, an der die Dichtung gezogen
wird, die Stabelemente in Lastrichtung relativ hohe Krifte aufweisen. Demgegeniiber
weisen die senkrecht zur Belastungsrichtung liegenden Stédbe auf der anderen Seite der
Dichtung, dort wo das Material gestaucht wird, hohe Kréfte auf. Diese Beobachtung
beruht auf der Tatsache, dass die Stdbe nur Zugkrifte aufnehmen konnen und somit
bei einer Druckbeanspruchung die Last auf die horizontal liegenden, zugbeanspruchten
Stibe weiterleiten. Die Verteilung der Streckungen, Abbildung 5.43, weist, wie schon im
vorherigen Beispiel, eine sehr homogene Verteilung auf.

Bei der dritten Simulation wird eine Kombination aus Druck- (25% Stauchung)
und Biegebeanspruchung (¢ = 20°) gewihlt. In Abbildung 5.44 ist die extreme Stau-
chung in Kombination mit einer Biegebeanspruchung deutlich zu erkennen. Auch hier
zeigen sich, wie schon unter reiner Druckbelastung, hohe Krifteverteilungen in den
Stdben, die sich an den Geometrieausrundungen befinden. Bei den Verteilungen der
Streckungen, siche Abbildung 5.45, zeigen sich wiederum homogene Verteilungen. Auffal-
lend ist, dass in dem Bereich, in dem die Struktur sowohl aus der Druckbeanspruchung als
auch aus der Biegebelastung eine Verformung in Form einer Stauchung erfihrt, erhéhte
Stabstreckungen zu erkennen sind.

Es sei an dieser Stelle noch einmal darauf hingewiesen, dass gerade solche Bean-
spruchungen, das heifit Biegung in Kombination mit Druckbelastungen, wie auch
schon in Kapitel 5.2.5 aufgezeigt, extreme Beispiele unter dem Gesichtspunkt von
Locking-Effekten sind, die hier unter Verwendung der selektiv reduzierten Integration
unterbunden werden konnen.
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Abbildung 5.40. Schutzdichtung eines Gelenkes unter Druckbeanspruchung, verformte
Finite-Elemente-Netze: Verteilung der Stab-/Kettenbiindelkréifte (a) 1/3 der maximalen
Belastung, (b) 2/3 der maximalen Belastung und (c) maximale Belastung
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0.5540 ... .. 1.5963

(a)

(b)

(c)

Abbildung 5.41. Schutzdichtung eines Gelenkes unter Druckbeanspruchung, verformte
Finite-Elemente-Netze: Verteilung der Stab-/Kettenbiindelstreckungen (a) 1/3 der maxi-
malen Belastung, (b) 2/3 der maximalen Belastung und (c) maximale Belastung
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(a)

(b)

(c)

Abbildung 5.42. Schutzdichtung eines Gelenkes unter Biegebeanspruchung, verformte
Finite-Elemente-Netze: Verteilung der Stab-/Kettenbiindelkréifte (a) 1/3 der maximalen
Belastung, (b) 2/3 der maximalen Belastung und (c¢) maximale Belastung
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(c)
Abbildung 5.43. Schutzdichtung eines Gelenkes unter Biegebeanspruchung, verformte

Finite-Elemente-Netze: Verteilung der Stab-/Kettenbiindelstreckungen (a) 1/3 der maxi-
malen Belastung, (b) 2/3 der maximalen Belastung und (c) maximale Belastung
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Abbildung 5.44. Schutzdichtung eines Gelenkes unter einer Kombination aus
Druck- und Biegebeanspruchung, verformte Finite-Elemente-Netze: Verteilung der
Stab-/Kettenbiindelkréfte (a) 1/3 der maximalen Belastung, (b) 2/3 der maximalen Be-

lastung und (¢) maximale Belastung
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Abbildung 5.45. Schutzdichtung eines Gelenkes unter einer Kombination aus
Druck- und Biegebeanspruchung, verformte Finite-Elemente-Netze: Verteilung der
Stab-/Kettenbiindelstreckungen (a) 1/3 der maximalen Belastung, (b) 2/3 der maxima-
len Belastung und (c¢) maximale Belastung



98 5 Numerische Simulationen
5.4.2 Simulation einer Lagerbuchse

Ein weiteres Einsatzfeld von Elastomeren sind so genannte Lagerbuchsen!”. Lagerbuchsen
dienen der Lagerung von Wellen oder Achsen. Dabei ist der Anspruch an das Materi-
alverhalten ein vollkommen anderer als bei Schutzdichtungen. Das Material der Schutz-
dichtungen ist, wie zuvor angesprochen, sehr weich. Bei Lagerbuchsen wird das Material
durch hohe Belastungen beansprucht, so dass das Materialverhalten wesentlich steifer sein
muss, auch wenn es im Vergleich zu beispielsweise Stahl immer noch sehr weich ist. In
Abbildung 5.46 (a) ist eine Lagerbuchse dargestellt.

| U

auBerer Zylinder (Lagerbuchse)

innerer Zylinder

Elastomerlager J

(a) (b)

Abbildung 5.46. Lagerbuchse, Geometrie und Randbedingungen: (a) Darstellung einer Sy-
stemhilfte (grau: Stahlbauteile, gelb: Elastomerbauteil) und (b) Darstellung des vernetzten
Elastomerbauteils

Das angesprochene Lager besteht im Wesentlichen aus einem inneren und dufleren Stahl-
zylinder (grau), die durch ein Elastomerlager (gelb) verbunden werden. Dabei wird wie-
derum davon ausgegangen, dass zwischen den Zylindern und dem Elastomerbauteil kraft-
schliissige Verbindungen vorliegen. Im Allgemeinen wird diese Art von Lagern durch eine
Verschiebung u in Richtung des Innenzylinders und einer Verschiebung w senkrecht dazu
belastet (vgl. Abbildung 5.46 (a)).

Abbildung 5.46 (b) zeigt das hier verwendete Finite-Elemente-Netz. Die Randbedingun-
gen werden so gewéhlt, dass der duflere Zylinder unverschieblich gelagert ist und der
innere Zylinder durch die Verschiebungen u und w belastet wird. Tabelle 5.15 zeigt die
verwendeten Materialparameter.

fehain = N/Nyuss [—] | 1.309 - 1020 | n [-] 9 k [Nmm/K] | 1.380662 - 10~
TA [-] 6 v [-] 1 0 [K] 273
K [N/mm?] 10° N [mm~3] | 3.688 - 10'®

Tabelle 5.15. Verwendete Parameter

"engl.: rubber bush
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In Abbildung 5.47 sind die verformten Finite-Elemente-Netze dargestellt. Wie man
erkennen kann, wird das System in erster Linie durch grofle Zugbeanspruchung, bedingt
durch die hohe Verschiebung in Richtung der Léngsachse, beansprucht. Die dazugehori-
gen Verteilungen der Stabkrifte zeigen, dass die Stédbe, die in Tangentialrichtung zur
Verformung liegen, die hochsten Krifte aufweisen. Auch hier sind die Stdbe senkrecht
zur Tangentialrichtung kaum oder gar nicht belastet. Wie auch schon bei den Beispielen
zuvor (vgl. Kapitel 5.4.1) sind die Streckungen in den einzelnen Stdben bei allen drei
Laststufen relativ homogen verteilt, siche Abbildung 5.48.

Zusammenfassend kann man an dieser Stelle sagen, dass es mit dem hier vorge-
stellten Ansatz sehr gut moglich ist, komplexe Strukturen zu simulieren. Dabei ist dies
ein wesentlicher Punkt dieser Arbeit, da die Anwendbarkeit dieses Modells nicht nur auf
die Simulation von akademischen Beispielen beschréankt sein soll.

Bemerkung 5.2. Wie schon in Kapitel 4.1, Seite 41 angesprochen, bestehen die hier
dargestellten Strukturen aus in geeigneter Weise diskretisierten Einheitszellen. Um eine
Geometrie, so wie sie in dieser Arbeit vorliegt, zu diskretisieren, wurden zwei unterschiedliche
Methoden verwendet. Die erste Methode basiert darauf, dass in einem begrenzten Raum,
beispielsweise einem Kubus, eine bestimmte Anzahl von Knoten willkirlich verteilt wird.
Dabei kann der Abstand der Knotenpunkte untereinander bestimmten Restriktionen unter-
liegen. In einem weiteren Schritt werden nun immer vier Knoten so miteinander verbunden,
dass diese die Form (Tetraeder) einer Einheitszelle aufweisen. Auf diese Weise entsteht ein
dreidimensionales Tetraedernetz. Der Vorteil dieses Vorgehens liegt darin begriindet, dass
man beispielsweise, wie schon zuvor angesprochen, die Knotenabsténde steuern kann und
somit den Kettenendenabstand kontrollieren kann, siehe beispielsweise Abbildung 5.6. Eine
andere Moglichkeit ist die gezielte Beeinflussung von Stabelementanordnungen im Sinne
einer inhomogenen Verteilung der Stabelemente (vgl. Abbildung 5.18). Es ist somit méglich,
komplexe Kettenabstandsverteilungen zu erzeugen.

Die zweite Methode zur Vernetzung von zu simulierenden Strukturen ist die unkom-
pliziertere, da sie im Wesentlichen auf Netzen basiert, die mit nahezu jedem Vernetzer eines
Finite-Elemente-Programms erzeugt werden kénnen. Dabei wird ein Finite-Element-Netz
aus Tetraederelementen erzeugt und letztlich auf jede Kante eines der Elemente ein Sta-
belement gelegt. Der Nachteil dieser Methode ist, dass kaum Einfluss auf die entstehenden
Kettenendenverteilungen genommen werden kann. Der demgegeniiber stehende Vorteil
ist, dass die Netze relativ einfach erzeugt werden koénnen. Es ist sogar moglich, schon
bestehenden Netze durch geeignetes Hinzufiigen der Stabelemente zu erweitern und somit
die in dieser Arbeit vorgestellte Methode zu benutzen. Ein Beispiel fiir so erstellte Netze
sind die in diesem Kapitel gezeigten Anwendungsbeispiele. g
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Abbildung 5.47. Darstellung einer Lagerbuchse, verformte Finite-Elemente-Netze: Vertei-
lung der Stab-/Kettenbiindelkrifte (a) 1/3 der maximalen Belastung, (b) 2/3 der maxima-
len Belastung und (c¢) maximale Belastung
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Abbildung 5.48. Darstellung einer Lagerbuchse, verformte Finite-Elemente-Netze: Vertei-
lung der Stab-/Kettenbiindelstreckungen (a) 1/3 der maximalen Belastung, (b) 2/3 der
maximalen Belastung und (c¢) maximale Belastung
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Gefiillte Polymere

In diesem Kapitel soll der Einfluss von partikelférmigen Fiillstoffen, die in polymeres Ma-
trixmaterial gegeben werden, untersucht werden. Dabei wird die in Kapitel 4 dargestellte
Methode benutzt und erweitert. Altere Untersuchungen wie beispielsweise von SMALL-
woOD 1944, MuLLINS & TOBIN 1957, MULLINS & TOBIN 1965, KRAUS ET AL. 1966,
RiGBI 1982 und MEINECKE & TAFTAF 1988 sowie neuere, teils weiterfithrende expe-
rimentelle Untersuchungen von AHMADI & MUHR 1997, WANG 1998, BERGSTROM &
Boycke 1999, BUSFIELD ET AL. 2001, GENT ET AL. 2003 und HARTMANN ET AL. 2003
zeigen, dass das Hinzufiigen von schon geringen Mengen von Fiillstoffen in eine Polymer-
matrix grofle Einfliisse auf das makromechanische Verhalten haben kann. Diese Einfliisse
lassen sich wie folgt zusammenfassen. So fiihrt die Hinzugabe von Fiillstoffen zur

e Erhohung der Materialsteifigkeit,
e zu verstiarktem Auftreten von Softening-Effekten (Mullins-Effekt) sowie

e zur Anderung der geschwindigkeitsabhiingigen Aspekte des Materials (Hyste-
rese, Spannungsrelaxation).

Wiéhrend alle diese Materialverhaltensénderungen durch Experimente und Beobachtun-
gen am makroskopischen Material validiert sind, ist man sich bis heute iiber die Ursachen,
die auf mikroskopischer Ebene basieren, nicht einig. So geht man beispielsweise davon aus,
dass die Steifigkeitserhohung gefiillter Polymere zum einen auf der Tatsache beruht, dass
der Fiillstoff im Vergleich zum Matrixmaterial eine wesentlich hohere Steifigkeit aufweist.
Zum anderen basiert die erhohte Steifigkeit des Gemisches auf dem steigenden Vernet-
zungsgrad, besonders an den Grenzflichen zwischen Fiillstoff und Matrixmaterial, siche
BUECHE 1960 und BUECHE 1961. KrAUS 1978 fiihrt die Steifigkeitserhohung zusétzlich
noch auf die reduzierte Mobilitdt der einzelnen Ketten und Fiillpartikel zuriick.

Da Softening-Effekte, wie der Mullins-Effekt, in gefiillten sowie ungefiillten Polymerma-
terialien auftreten (wenngleich der Einfluss bei gefiillten Polymeren sehr viel grofer ist),
siche HARWOOD ET AL. 1965, wird an dieser Stelle nicht auf das Thema eingegangen
und auf Kapitel 7 verwiesen.
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6.1 Charakterisierung partikelférmiger Fiillstoffe und deren Einfluss auf
die Netzwerkstruktur

Im Folgenden sollen kurz die partikelformigen Fiillstoffe, mit denen das Matrixmaterial
angereichert wird, beschrieben werden. Dabei wird in dieser Arbeit nur auf Rufipartikel
als Fiillstoff eingegangen. Grundsitzlich gibt es aber eine Vielzahl partikelférmiger
Fiillmaterialien, die alle unterschiedliche materielle sowie geometrische Eigenschaften
besitzen und damit das Polymergemisch in unterschiedlicher Weise beeinflussen.

Partikelférmige Rufle werden in der Industrie héufig zur Verstdrkung polymerer
Materialien benutzt. Im Allgemeinen verbessern sie die mechanischen und physikalischen
Grundeigenschaften des ungefiillten Materials.

Rufl ist ein synthetisch hergestelltes Nebenprodukt der petrochemischen Industrie,
das durch Pyrolyse! und unvollstindige Verbrennung organischer Substanzen, siche
DONNET 1976, entsteht. Rufipartikel bestehen aus kleinen elementaren Einheiten, die
iiblicherweise zu Aggregaten vereinigt sind. Die Gestalt eines Partikels hat ndherungsweise
die Form einer Kugel (vgl. HALL 1948). Die Form der Aggregate entwickelt sich wihrend
der Herstellung. Je mehr diese Strukturen einer Kugel dhneln, desto effizienter ist im
Allgemeinen ihre Anordnung, das heifit, desto hoher kann der Volumenanteil in einem
Gemisch sein. Die Grofle der Rufipartikeldurchmesser liegt im Bereich von 10 — 500 nm.

Kurz nachdem Rufl im letzten Jahrhundert als Fiillstoff fiir polymere Materialien
entdeckt worden ist, wurde er zu einem der bedeutenden Zusatzstoffe, um die physi-
kalischen Eigenschaften eines Gemisches zu beeinflussen, siehe auch KrRAUS 1965. In
den letzten 50 Jahren wurde eine grofie Anzahl von wissenschaftlichen Beitrédgen zur
Erforschung der Einflilsse von Rufl in Polymermaterialien veroffentlicht. Dabei ist man
sich weitestgehend einig, dass eine Verstdrkung von Polymeren durch unterschiedliche
Parameter entscheidend beeinflusst wird.

Die GroBle und Form der Partikel, sowie deren Verteilung innerhalb des Matrixma-
terials, haben entscheidende Auswirkungen auf das Materialverhalten des Gemisches,
siche DONNET 1976 und KrRAUS 1978. Ein weiterer wichtiger Faktor ist der Grad der
unregelméfBigen Verteilung der Aggregatstrukturen und deren wihrend der Herstellung
entstandenen Verzweigungen.

Unter chemischen Gesichtspunkten ist die Aktivitdt, im Sinne der chemischen Re-
aktionsfdhigkeit mit anderen chemischen Gruppen, bezeichnet als chemische Kapazitiit,
an der Partikelober- oder Partikelgrenzfliche sehr bedeutend. Diese chemische Kapazitét
ist von der Oberflichenenergie des Partikels abhéngig und beeinflusst somit indirekt das
mechanische Verhalten des gefiillten Materials.

An den Grenzflichen, an denen die Fiillpartikel und das Matrixmaterial miteinan-
der in Kontakt kommen, finden unterschiedliche Interaktionen statt. Eine detaillierte
Beschreibung dieser Mechanismen sowie chemischer Reaktionen wiirde an dieser Stelle
zu weit fithren. Detailliertere Beschreibungen sind in MEDALIA 1970, DONNET ET AL.

'Als Pyrolyse bezeichnet man die Zersetzung von festen oder fliisssigen Stoffen bei hohen Tem-
peraturen unter Sauerstoffausschluss.
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1973, BAN ET AL. 1974, DANNENBERG 1986, FUKAHORI ET AL. 1996 und FUKAHORI
2003 zu finden.

Alle im obigen Text beschriebenen Parameter und Mechanismen spielen eine wich-
tige Rolle im Zusammenspiel zwischen dem Fiillstoff und dem Matrixmaterial. Auf Grund
der Komplexitét dieser Vorgénge ist es nahezu unmoglich, ein Konzept zu entwickeln, das
alle diese Eigenschaften beriicksichtigt. Darum ist man auf vereinfachende Annahmen
angewiesen, sieche Kapitel 6.3.1.

6.2 Modelle zur Beschreibung gefiillter Netzwerke

Um das Materialverhalten von Netzwerken, die mit Rulpartikeln gefiillt sind, zu beschrei-
ben, bedarf es Materialmodelle, die neben der Simulation des Matrixmaterials, wie in An-
hang B gezeigt, auch die Hinzugabe der Fiillstoffe in geeigneter Weise beriicksichtigen. In
diesem Kapitel wird ein Uberblick iiber solche Modelle gegeben.

6.2.1 Modelle zur Simulation partikelgefiillter Netzwerke unter Beriicksichtigung
kleiner Verformungen

Wie schon in den ersten Kapiteln dargestellt wurde, ist das Materialverhalten von
Polymeren, unabhéngig davon ob sie gefiillt oder ungefiillt sind, hochgradig nichtlinear.
In diesem Fall ist es unmoglich, einen konstanten Elastizitdtsmodul fiir ein solches
Material anzugeben. Geht man aber davon aus, dass die Verformungen hinreichend klein
sind, so ist es moglich, das Materialverhalten mit hinreichender Genauigkeit durch einen
konstanten Elastizitdtsmodul anzugeben.

Um den mechanischen Einfluss von Fiillstoffen in Polymeren in geeigneter Weise
bewerten zu konnen, wird oft der Elastizitdtsmodul in Abhéngigkeit von dem Volu-
menanteil der Fiillstoffe vy dargestellt. Abbildung 6.1 zeigt einige aus der Literatur
entnommene experimentelle Materialantworten gefiillter Elastomere. Es ist zu erkennen,
dass in den meisten Fillen die Abhéngigkeit zwischen dem normierten Elastizitdtsmodul
und dem Volumenanteil der Fiillstoffe nichtlinear ist. Weiterhin ist die Darstellung
ein Indikator fiir den Grad des Einflusses eines Fiillstofftypes auf den normierten
Elastizitdtsmodul. Basierend auf diesen Beobachtungen wurden in fritherer Zeit einige
Modelle entwickelt, die meist auf der Modifikation des Elastizitdtsmoduls basieren.

Das Viskositédtsgesetz von EINSTEIN 1906, 1911 bildet die Entwicklungsgrundlage
von Modellen zur Simulation von gefiillten Polymeren. Dabei behandelt diese Theorie
die Verdnderungen der Viskositédt, wenn kugelférmige Partikel in eine inkompressible
Fliissigkeit gegeben werden. Das Ergebnis kann durch

n=mno(l+2.5vy) (6.1)

ausgedriickt werden. In Gleichung (6.1) beschreiben 7 und 7, die Viskositdten und vy den
Volumenanteil der Fiillstoffe. Analog zur Viskositéit kann die oben dargestellte Gleichung
auch fiir andere physikalische Eigenschaften verwendet werden, wie beispielsweise dem
Elastizitdtsmodul (vgl. SMALLWOOD 1944)

E=E,(1+25v)). (6.2)
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Abbildung 6.1. Darstellung des normierten Elastizititsmoduls Ejom =E/E;,
(E=Elastizitdtsmodul des gefiillten Materials, E,, =Elastizitdtsmodul des Matrix-
materials) in Abhéngigkeit von dem Volumenanteil vy der Fiillstoffe

Hier, wie auch bei den folgenden Modellen, wird der Elastizitdtsmodul des gefiillten Ma-
terials durch E und der des Matrixmaterials durch E,, beschrieben. Basierend auf dem
Ansatz in Gleichung (6.2) wurden weitere Modelle entwickelt, die sich durch zusétzliche
Terme auszeichnen, welche die gegenseitigen Interaktionen der kugelformigen Fiillstof-
fe, besonders bei hoheren Konzentrationen, beriicksichtigen sollen. Eines der vielleicht am
meisten zitierten Modelle ist das Guth-Gold-Modell von GUTH & GoLD 1938 und GUTH
1945

E=En(l+250; + 14102). (6.3)

Spéter wurde gezeigt, dass Gleichung (6.3) fiir Elastomere mit hohen Fiillstoffvolu-
menanteilen nicht anwendbar ist, da sie den Elastizitdtsmodul des gefiillten Materials
unterschatzt. Dieser Effekt wurde auf unterschiedliche Weise erkldrt. Eine Theorie
versucht den Effekt damit zu begriinden, dass sich einzelne Partikel miteinander zu so
genannten Cluster verbinden, siche PAYNE 1962, PAYNE 1965, VOET & COOK 1968
und PAYNE & WHITTAKER 1971. Ein anderer Ansatz basiert auf der Annahme, dass sich
um das einzelne Partikel eine Gelschicht bildet, die wiederum von einer Polymerschicht
eingeschlossen ist, siche BRENNAN ET AL. 1964, SMIT 1968, MEDALIA 1970, PLISKIN
& TokITA 1972 und KrRAUS 1978.

Im Laufe der Zeit wurden verschiedene Modelle, &dhnlich dem Guth-Gold-Modell,
entwickelt mit der Besonderheit, dass unterschiedliche Koeffizienten oder ganze Terme
hinzugefiigt wurden, siche GuTH & SIMHA 1936, SiMHA 1940, DE BRUIIN 1942,
VAND 1948 oder SIMHA 1949. Basierend auf Einsteins Theorie entwickelte MOONEY
1951 ein Modell, in dem der Einfluss von Interaktionen zwischen den Partikeln in Form
eines Verdrangungsfaktors k eingeht

2.5 Uy ]

E:Emil_kw (6.4)
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Der in (6.4) dargestellte Verdriangungsfaktor k ist mittels Experimenten zu bestimmen.

Von LEIGHTON & ACRIVOS 1986 wurde ein Modell zur Berechnung der relativen
Viskositéat von Suspensionen von gleicher Konzentration entwickelt, sieche auch ACRIVOS
ET AL. 1994, das, wenn es auf Festkorper angewendet wird, wie folgt dargestellt werden
kann

E=F {L+—i£ﬂ;—r (6.5)

" 1—v;/0.58 | ° '
Die bis zu diesem Punkt dargestellten Modelle unterliegen der Einschréinkung, dass sie
nur fiir kugelférmige Partikel anwendbar sind. Aufbauend auf dem Ansatz von Guth und
Gold (GutH & GoLD 1938) wurde von GUTH 1945 ein Modell entwickelt, das auch
stabférmige Partikel beriicksichtigt

E = En(140.67 fr vy + 1.62 f} v). (6.6)

In Gleichung (6.6) wird f; als ein Formfaktor definiert und beschreibt das Verhéltnis
der Lénge zur Breite der Partikel. Ein typischer Wert fiir diesen Formfaktor liegt nach
GUTH 1945 im Bereich zwischen 4 und 10. In erster Linie wird dabei das Ansteigen des
Elastizitdtsmoduls durch hohe Werte des Formfaktors, basierend auf dem quadratischen

Term in (6.6), beeinflusst. Dies wird besonders deutlich, wenn man das Guth-Modell mit
dem klassischen Guth-Gold-Modell vergleicht, sieche Abbildung 6.2.

Ein weiteres Modell von BUDIANSKY 1965 basiert auf der Annahme, dass die ein-
zelnen Partikel starr und inkompressibel sind, dies fiihrt letztlich zu

E
E=—2" .
1— 250 (6.7)

Auch das Modell von PONTE CASTANEDA 1989
E.,

E= —"
1—3.00v;

(6.8)
das dem Budiansky Modell sehr dhnlich ist, basiert auf der Forderung, dass die Partikel
starr sind. Jedoch fiihrt dieses Modell bei Volumenanteilen grofler als 25% zu starken
Abweichungen im Vergleich zu den anderen dargestellten Modellen (vgl. Abbildung 6.2).

Basierend auf der Annahme starrer Partikel in einem Neo-Hooke-Matrixmaterial,
entwickelten GOVINDJEE & SiMO 1991 folgendes Modell

1—Uf/2

E=E, .
1—Uf

(6.9)
Einige Modelle griinden auf der Tatsache, dass sie, zusétzlich zu dem Elastizitdtsmodul des
Matrixmaterials und dem Volumenanteil von Fiillstoffen, noch von dem Elastizitatsmodul
des Fiillstoffmaterials abhéngen. Eines der dltesten Modelle dieser Art ist das bekannte
Modell von VoiGT 1889 fiir linear-elastisches, isotropes Material

E= ’UfEf + (1 - Uf)Em. (610)

In dieser Gleichung beschreibt E; den Elastizitdtsmodul des Fiillstoffes. Dieses Modell ist
unabhéngig von der Kompressibilitiat bzw. Inkompressibilitdt des Fiillmaterials. Im Ge-
gensatz dazu fordern andere Modelle, wie beispielsweise das Hashin-Shtrikman-Modell,
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HASHIN & SHTRIKMAN 1963 und HASHIN 1983, oder das Reuss-Modell, REUSs 1929,
auf die an dieser Stelle weiter nicht eingegangen wird, die Inkompressibilitéit der Fiillstoffe.

16 Smallwood (1944) —+— i
(

Guth-Gold (1938) —*—

14 | Mooney (1951), k=1.43 —*— .

Leighton (1985) —&—

12 k- Guth (1945), fi=5.0 —=— i
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Ponte Castaneda (1989) —*—

10 r Voigt (1889) —&— i

Enorm [_]
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Abbildung 6.2. Darstellung des normierten Elastizitdtsmoduls Ey o = E/E,, in Abhéngig-
keit von dem Volumenanteil der Fiillstoffe (E;/E,, =50)

In Abbildung 6.2 sind alle oben beschriebenen Modelle, in Anlehnung an Abbildung 6.1,
in Form des normierten Elastizitdtsmoduls in Abhéngigkeit vom Volumenanteil des Fiill-
stoffes dargestellt. Je nach Art und Komplexitit des jeweiligen Modells ist es moglich,
das Materialverhalten des jeweiligen Materials recht gut wiederzugeben, wenngleich hier
noch einmal betont wird, dass es sich bei diesen Modellen um solche handelt, die nur
fiir kleine Verformungen geeignet sind. Im folgenden Kapitel werden Modelle fiir grofie
Verformungen dargestellt und diskutiert.

6.2.2 Modelle zur Simulation partikelgefiillter Netzwerke unter Beriicksichtigung
groBer Verformungen

Ein erheblicher Nachteil der zuvor dargestellten Modelle ist, dass sie nur fiir moderate
Verformungen hinreichend genaue Ergebnisse liefern. Da gerade polymere Materialien in
den meisten Féllen grofien Verformungen unterworfen werden, sollen im Folgenden einige
Modelle dargestellt werden, die in der Lage sind, dieses Verhalten wiederzugeben. Dabei
hélt sich die Anzahl dieser Modelle in einem iiberschaubaren Rahmen.

Einer der frithesten Ansidtze stammt von MULLINS & TOBIN 1965. Sie fiihrten
eine erweiterte Notation fiir die Streckung ein. Im Falle eines uniaxialen Deformationszu-
standes fithrt das zu

A=1+X(\-1). (6.11)

Dabei beschreibt A die Streckung in Axialrichtung, und X ist eine Konstante, die abhéingig
von dem Volumenanteil der Fiillstoffe ist. Im Falle des Guth-Gold-Modells kann die
Konstante zu X = 1+ 2.5v; + 14.1 UJ% angegeben werden und beim Guth-Modell zu
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X =1+0.67 frvg + 14.1 ff v}. Nach MULLINS & TOBIN 1965 erhélt man letztendlich
die Spannungs-Streckungs-Beziehung fiir ein mit Partikeln gefiilltes Elastomer in Form
von

o= pu(A* - Z) (6.12)

In diesem Fall wird das Matrixmaterial durch das Neo-Hooke-Modell (vgl. Anhang B.2.1)
beschrieben.

In einem Modell, entwickelt von GOVINDJEE & SIMO 1991 und GOVINDJEE 1997, ist
die Moglichkeit zur Beriicksichtigung von grolen Verformung gefiillter Materialien durch
Einfithrung des durchschnittlichen Deformationsgradienten

(F —vR)

F,, =
1—Uf

(6.13)
in den Ausdruck fiir die Verzerrungsenergiefunktion des Matrixmaterials gegeben. In
Gleichung (6.13) beschreibt R den Rotationstensor von F, dem Deformationsgradienten
(vgl. Abschnitt A.1.1).

Ein aktuellerer Ansatz stammt von BERGSTROM & BOYCE 1999. Dieser Ansatz
basiert auf der Modifikation der ersten Invariante I; = (A} + A3 + \2), die als ein skalarer
Durchschnittswert der quadratischen Gesamtstreckung angesehen werden kann. Der
Vorteil dieses Modells liegt darin begriindet, dass dieser Ansatz auf alle hyperelastischen
Modelle anwendbar ist, die auf der ersten Invariante basieren. So ergibt sich beispielsweise
fiir ein partikelgefiilltes Neo-Hooke-Matrixmaterial folgende Verzerrungsenergiefunktion

W:%m (1, —3]. (6.14)

In (6.14) beschreibt g, den Schubmodul des Matrixmaterials und I, die erweiterte erste
Invariante, die zu

Iy =X(IL—3)+3 (6.15)

angegeben werden kann. In Gleichung (6.15) definiert /; die erste Invariante und X den
so genannten Erweiterungsfaktor. Die genaue Form von X ist nicht eindeutig und kann
physikalisch nicht hinreichend genau begriindet werden (vgl. BERGSTROM & BOYCE
1999). Die Autoren verwenden in Anlehnung an die Erweiterungen von MULLINS &
ToBIN 1965 folgende Beziehung

X =1+avs+bvj. (6.16)

In dieser Gleichung beschreibt vy wiederum den Volumenanteil der Fiillstoffe, a und b
sind zwei Materialparameter. Unter Beriicksichtigung der Arbeiten von EINSTEIN 1906,
1911 und SMALLWOOD 1944 wird a = 3.5 gewdhlt. Der Parameter b dagegen wird auf
Grund der Ergebnisse von GUTH & GOLD 1938 und GUTH 1945 fiir Naturkautschuk zu
25 und fiir Chloroprenkautschuk zu 34 angesetzt.

6.3 Grundgedanke und Umsetzung des erweiterten Modells

In Anlehnung an das im Kapitel 4 vorgestellte Modell zur Berechnung ungefiillter Po-
lymermaterialien soll nun dieses Modell erweitert werden, um damit zusétzlich gefiillte
Materialien simulieren zu koénnen.
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6.3.1 Modell zur Beschreibung gefiillter Materialien

Wie zuvor beschrieben, bestehen partikelgefiillte Polymere zum einen aus der Polymerma-
trix. Diese Polymermatrix wird, wie auch schon im ungefiillten Modell, durch so genannte
Einheitszellen (vgl. Abbildung 4.1) abgebildet. Zum anderen bestehen gefiillte Polymere
aus partikelférmigen Fiillstoffen, die in die Polymermatrix eingelagert sind. Dies ist sche-
matisch in Abbildung 6.3 dargestellt. Diese einzelnen Fiillpartikel werden in dem hier er-

=

Fillpartikel
o Netzverbindung
* Verbindung Partikel-Kette
—~~ Polymerkette

Abbildung 6.3. Schematische Darstellung eines mit Partikeln gefiillten Netzwerkes

weiterten BR-Modell durch geometrisch nichtlineare Tetraederelemente dargestellt. Dabei
sind diese Elemente willkiirlich verteilt, mit der Restriktion, dass die Summe der Volumina
dieser Elemente dem angestrebten Volumenanteil entspricht. Das Materialverhalten wird
als linear-elastisch, abhéngig von dem Elastizitdtsmodul £y sowie der Querkontraktions-
zahl vy, vorausgesetzt. In Abbildung 6.4 ist ein solches Netz dargestellt. Abbildung (a)
zeigt nur die Stabelemente und in (b) sind, auf Grund einer besseren Ubersicht, nur die
Tetraederelemente dargestellt, welche die Fiillstoffpartikel charakterisieren. Wie schon in
Kapitel 6.1 beschrieben wurde, ist das mikromechanische Materialverhalten gefiillter Po-
lymere duflerst komplex. Da es aber dennoch moglich sein soll mit dem erweiterten Modell,

(a) (b)

Abbildung 6.4. Typisches Finite-Elemente-Netz, vy =0.25: (a) nur Stabelemente (Matrix-
material) und (b) nur Tetraederelemente (Fiillpartikel)
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gefiillte Polymere in hinreichend genauen Mafle zu simulieren, sind einige Annahmen und
Einschrinkungen notwendig;:

(a) Es werden keine Interaktionen zwischen Polymer-Partikeln und Partikel-
Partikeln beriicksichtigt.

(b) Die Form der in dem Modell verwendeten Partikel ist nicht identisch mit
der Form eines realen Rufipartikels.

6.4 Numerische Simulationen: Das erweiterte Modell

In diesem Abschnitt werden einige Simulationen durchgefiihrt, um allgemeine Charak-
teristika gefiillter Polymernetze zu untersuchen. In einem weiteren Punkt wird der hier
aufgezeigte Ansatz unter Zuhilfenahme anderer kontinuumsbasierter Materialmodelle va-
lidiert. In einem letzten Schritt wird aufgezeigt, dass sich auch mit diesem erweiterten
Modell die Moglichkeit bietet, komplexe Strukturen zu simulieren.

6.4.1 Aligemeine Simulationen

In einem ersten Schritt soll zunéchst der Einfluss des Volumenanteils der Fiillpartikel
vy untersucht werden. Dazu werden einfache uniaxiale Zugversuche simuliert. Zur
Durchfithrung dieser Berechnungen mit unterschiedlichen Volumenanteilen werden
folgende, in Tabelle 6.1 dargestellte, Materialparameter benutzt.

fehain = N/Niruss [—] | 2.384 - 106 | n [] 6.5 k [Nmm/K] | 1.380662 - 10~2°
(a) | TA [] 10 v [-] 1 0 [K] 273

K [N/mm?] 10* N [mm~3] | 1.858 - 10%
(b) Ef [N/me] 50.0 Vy [—] 0.3

Tabelle 6.1. Verwendete Parameter (Niuss =7794 mm°): (a) Matrixmaterial und (b)
Fillpartikel

In Abbildung 6.5 ist das Ergebnis der Berechnungen mit unterschiedlichen Volumenan-
teilen (0 < vy < 0.3) dargestellt.

Es ist zu erkennen, dass ein Ansteigen des Volumenanteils der Fiillpartikel zu ei-
nem Ansteigen der Materialsteifigkeit fithrt. Dieser Effekt ist aus der Literatur gut
bekannt. Man geht davon aus, dass eine Zunahme der Fiillpartikel im Allgemeinen zur
so genannten Clusterbildung fithrt. Auf Grund dieser Zusammenschliisse wird die Be-
weglichkeit der Ketten eingeschriankt, was letztendlich zu einer Versteifung des gesamten
Gemisches fiihrt. Zum anderen ist in Abbildung 6.5 abzulesen, dass das Materialverhalten
mit Ansteigen von vy die typische S-Kuvenform verliert. So zeigt der Kurvenverlauf fiir
vy = 0.3 (30vol% Fiillstoffe) im Gegensatz zum ungefiillten Material einen nur sehr
schwachen S-Kurvenverlauf.

In einem weiteren Schritt wird nun das Materialverhalten abhéngig von wy = E;/E,,
untersucht. Dabei beschreibt w; die Relation zwischen dem Elastizitdtsmodul der
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Abbildung 6.5. Finite-Elemente-Simulationen: Einfluss von v auf das makromechanische
Materialverhalten gefiillter Netzwerke

Fiillpartikel E; und dem Elastizitdtsmodul des Matrixmaterials F,,. Bei den durch-
gefithrten Berechnungen wird das Materialverhalten der Matrix nicht verdndert, nur
der Elastizitdtsmodul des Fiillstoffes wird variiert. Die Materialparameter werden, bis
auf den Elastizitdtsmodul des Fiillmaterials, wie in Tabelle 6.1 angegeben, gewihlt.
Der Volumenanteil der Fiillpartikel betragt vy, = 0.05. Wiederum werden uniaxiale
Zugsimulationen durchgefiihrt, die zu den Ergebnissen in Abbildung 6.6 fiihren.

T T T T T T T T
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Abbildung 6.6. Finite-Elemente-Simulationen: Einfluss von w; auf das makromechanische
Materialverhalten gefiillter Netzwerke (v =0.05)
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Auch in diesem Fall fiihrt ein Ansteigen von w; zu einer Versteifung des Materialverhal-
tens. Dieses Phénomen scheint versténdlich, da durch das Versteifen des Fiillmaterials in
einer Matrix das gesamte Material eine Versteifung erfahrt. Weiterhin ist ein Verlust des
S-formigen Kurvenverlaufs mit ansteigendem w; zu erkennen.

An dieser Stelle wurden nur die fundamentalen FEigenschaften gefiillter Elastomere
in Abhéngigkeit der Parameter vy und w; aufgezeigt, die aber schon verdeutlichen,
welchen enormen Einfluss der Volumenanteil bzw. der Elastizitdtsmodul der Fillstoffe
auf das Materialverhalten des Gemisches haben.

6.4.2 Konvergenzstudien

Ahnlich wie schon in Kapitel 5.2.5 dargestellt, soll nun auch an dieser Stelle untersucht
werden, wie sich die Verteilung der Fiillpartikel auf das gesamte Verformungsverhalten
auswirkt. Da sich im Laufe dieser Arbeit gezeigt hat, dass sich der Deformationszustand
Block unter Druck (vgl. Anhang E.3) im Gegensatz zu anderen Deformationszustéanden
durch ein extremes Deformationsverhalten auszeichnet, werden an dieser Stelle die
Konvergenzstudien nur mit diesem Verformungszustand durchgefiihrt.

Es werden Berechnungen mit unterschiedlichen Anzahlen von Tetraederelementen,
welche die Fiillpartikel beschreiben, durchgefiihrt. Dabei wird der Volumenanteil des
Fiillstoffes konstant gehalten. Diese Prozedur wird fiir unterschiedliche Volumenanteile,
vy = 0.07, vy = 0.15 und vy = 0.25 durchgefiihrt. In Tabelle 6.2 sind die verwendeten
Materialparameter dargestellt.

fehain = N/Niruss [—] | vgl. Text | n [] 10 k [Nmm/K] | 1.380662 - 10~2°
(a) | TA [-] 2 v [-] 1 0 [K] 273

K [N/mm?| 10* N [mm—3] | 1.068 - 10?2
(b) | ¢ [N/mm?] 1250.0 ve -] 0.3

Tabelle 6.2. Verwendete Parameter (2654 mm < Nyuss < 88086 mm™> bzw.
4.027 - 10" < f pain < 1.213-10'7): (a) Matrixmaterial und (b) Fiillpartikel

Die in diesen Simulationen verwendeten Randbedingungen sowie Belastungen sind iden-
tisch mit denen in Kapitel 5.2.5. Auch beschreibt ¢ = w/H (w maximale Verschiebung, H
Héhe des Blockes) hier den Grad der Druckbeanspruchung und v = p/p, (Referenzlast
po = 450 N/mm?) den Lastfaktor.

Abbildung 6.7 zeigt das Materialverhalten in Abhéngigkeit des Druckbeanspru-
chungsgrades und des Lastfaktors fiir die drei verschiedenen Volumenanteile. Dabei
beschreibt die Variable N; die Anzahl der verwendeten Tetraederelemente, die jeweils ein
Fiillpartikel beschreiben und die Konstante V. (in mm3) stellt das durchschnittliche
Volumen eines solchen Elementes dar. Wie man in den Abbildungen erkennen kann,
sinkt V,yer mit steigenden Ny. Dies ist gleichbedeutend mit einer feineren Verteilung
der entsprechenden Tetraederelemente. Die Tetraederanzahl, die das Fiillmaterial cha-
rakterisiert, wird schrittweise verdoppelt. Wie zu erwarten ist, stellt sich bei allen drei
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Volumenanteilen ein Konvergenzverhalten ein, wobei sich das Konvergenzverhalten fiir
hohere Volumenanteile schneller einstellt als bei niedrigen Volumenanteilen. Dies lasst
sich mit der Tatsache begriinden, dass die Verteilung der entsprechenden Elemente in
Kombination mit einer angemessen hohen Elementanzahl gleichméafiger ist. Das heifit, je
hoher die Anzahl der Fiillstoffelemente bei gleichen Volumenanteil gewéahlt wird, desto
homogener ist das Material.
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Abbildung 6.7. Konvergenzstudie Block unter Druck: Simulationen mit unterschiedlichen
Volumenanteilen der Fiillpartikel, (a) vy =0.07, (b) vy =0.15 und (c) vy =0.25
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6.4.3 Validierung

Im Allgemeinen ist das Materialverhalten gefiillter Polymere unter anderem durch
Softening-Effekte (beispielsweise Mullins-Effekt, siehe Kapitel 7) oder Hystereseeffekte
gekennzeichnet und damit nicht mehr rein elastisch.

Es gibt unterschiedliche Anséitze, die experimentellen Daten nachtrédglich in einen
rein elastischen Anteil und in einen zweiten nichtelastischen Anteil aufzuteilen, siehe
beispielsweise BERGSTROM & BOYCE 2000 oder MARCKMANN ET AL. 2002. Da diese
Methoden aber nur als Behelf dienen, wird an dieser Stelle darauf verzichtet, den hier
vorgestellten Ansatz zu Simulation gefiillter Materialien mit Experimenten zu vergleichen.
Stattdessen wird das Modell mit anderen in der Literatur existierenden Materialmodellen
verglichen.

Basierend auf dem Ansatz von BERGSTROM & BoyvcE 1999 fiir gefiillte Polyme-
re (vgl. Kapitel 6.2.2) werden folgende Modelle zur Validierung herangezogen und mit
Hilfe des in Anhang C beschriebenen Algorithmus zur Optimierung von Materialpa-
rameter an das Bergstrom-Boyce-Modell? angepasst. Die verwendeten Modelle sind in

Tabelle 6.3 kurz zusammengefasst. Zur genaueren Beschreibung dieser Modelle siehe
Anhang B.

Materialmodell Verzerrungsenergiefunktion Parameter
;M A 2

Neo-Hooke-Modell W==(hLnm-3)—phJ+=(J"=1-2InJ) p = 0.34N/mm
(TRELOAR 1943) 2 4

it 7 > C’L i i A 2 2
Bergstrém-Boyce-Modell | W =" m([1 m— 3+ 1 (J*—=1-21nJ) = 0.29N/mm
(BERGSTROM & BOYCE 1999) i=1""

11 11 19 519 n=22.43
Ci2345= 5157 Tes o

E
Gent-Modell W=—|Iin—-3)+ 570

—— (1, —3)? E =0.9N/mm?
(GENT 1996) 6

Jur = 86.60

Yeoh-Modell W = OlO(Il m = 3— 3) + CQO(Il m = 3 — 3)2 + 030(11 m 3— 3)3 ClO = 0.152 I\I/IIHII2
(YEoH 1990) - 2
A Cy = 0.0 N/mm
Fo(2—1-21nJ) . / )
4 C'30 = 0.000024 N/mm

Tabelle 6.3. Kontinuumsbasierte Materialmodelle zur Simulation gefiillter polymerer Ma-
terialien

Bei allen Modellen beschreibt I;,, die erweiterte erste Invariante, so wie sie in Kapi-
tel 6.2.2, Gleichung (6.15) eingefithrt wurde. Der Volumenanteil wurde zu vy = 0.1 und die

*Im folgenden Text mit BB-Modell abgekiirzt



6.4 Numerische Simulationen: Das erweiterte Modell

117

fehain = N/Niruss [—] [ 1.011-10'7 | n [—] 10 k [Nmm/K] | 1.380662 - 10~2°
(a) | TA [-] 4 v [-] 1 0 [K] 273

K [N/mm?] 108 N [mm~?]| 1.432-10%
(b) | £¢ [N/mm?] 1000.0 ve -] 0.3

Tabelle 6.4. Verwendete Parameter (N =1416 mm—>): (a) Matrixmaterial und (b)
Fillpartikel

Materialparameter fiir den Erweiterungsparameter X zu a = 3.5 und b = 25.0 gewéhlt.
Die aus dem Optimierungsalgorithmus hervorgehenden optimierten Materialparameter
sind in Tabelle 6.3 angegeben. Fiir das hier vorgestellte, erweiterte Modell werden die
in Tabelle 6.4 dargestellten Materialparameter verwendet. Mit diesem Parametersatz
werden die drei klassischen Deformationszustéinde uniaxialer Zug, reiner Schub sowie
biaxialer Zug simuliert.

In Abbildung 6.8 sind die Ergebnisse der uniaxialen Zugsimulation dargestellt. Es ist
deutlich zu erkennen, dass das NH-Modell, wie schon bei den ungefiillten Polymeren,
nicht in der Lage ist, den typischen S-férmigen Kurvenverlauf wiederzugeben. Das

14

12

Bergstrom-Boyce-Modell o
Neo-Hooke-Modell «eeeeeee

Gent-Modell ------
Yeoh-Modell =——-—-

erweitertes BR-Modell

—_
o
I

1.PK — Spannung [N/mm?]
(e0]
I

Abbildung 6.8. Uniaxialer Zug: Vergleich zwischen Experiment und Simulation
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BB-Modell und das BR-Modell zeigen gute Ubereinstimmung. Dies gilt im Prinzip auch
fiir das Gent- und Yeoh-Modell, die untereinander eine gute Ubereinstimmung zeigen,
jedoch fiir hohere Streckungen vom BB-Modell abweichen.

45 T T I I I I I T
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Abbildung 6.9. Reiner Schub: Vergleich zwischen Experiment und Simulation

Bei den reinen Schubsimulationen, sieche Abbildung 6.9, zeigen alle Modelle, bis auf das
NH-Modell, eine gute Ubereinstimmung untereinander und somit kaum Abweichungen
vom BB-Modell. Fiir geringe bis mittlere Streckungen zeigt das Gent-Modell keine
Abweichungen vom BB-Modell, nur fiir groflere Streckungen ist das Materialverhalten
des Gent-Modells ein wenig zu steif. Das Yeoh-Modell dagegen weist im mittleren
Verformungsbereich ein etwas zu weiches Verhalten auf. Die beste Ubereinstimmung bei
der reinen Schubsimulation liefert das BR-Modell.

Bei dem letzten Deformationszustand (vgl. Abbildung 6.10), dem biaxialen Zugversuch,
zeichnet sich ein vergleichbares Verhalten wie bei der uniaxialen Zugsimulation ab.
Das Gent- und das Yeoh-Modell zeigen untereinander gute Ubereinstimmung, weichen
aber fiir hohere Streckungen von dem Materialverhalten des BB-Modells ab. Das
NH-Modell zeigt nur fiir kleine Deformationen befriedigende Ubereinstimmung mit dem
BB-Modell. Nur das hier vorgeschlagene BR-Modell zeigt iiber alle Streckungsbereiche
keine nennenswerten Abweichungen.



6.4 Numerische Simulationen: Das erweiterte Modell 119

12 T T T T T T T T
Bergstrom-Boyce-Modell o
Neo-Hooke-Modell w-seeeveeees
10 b Gent-Modell ------ |
Yeoh-Modell =——-—-
erweitertes BR-Modell ,
";I
— '}/
Ng 8 r J -
= /
/
)
5 /
c 6r b A
= /
a
i 4
S i
—
2t P _
O 1 1 1 1 1 1 1 1

Abbildung 6.10. Biaxialer Zug: Vergleich zwischen Experiment und Simulation

Generell ldasst sich herausstellen, dass alle Modelle, eine Ausnahme bildet hier nur
das NH-Modell, sehr zufriedenstellende Ubereinstimmungen untereinander und mit dem
BB-Modell aufweisen. Dabei zeigen einige Modelle einzelne Schwéchen bei den verschie-
denen Deformationszustdnden. Eine Ausnahme ist das hier vorgestellte BR-Modell. Bei

allen drei Deformationszustéinden wird eine sehr zufriedenstellende Ubereinstimmung mit
dem BB-Modell erzielt.

6.4.4 Anwendungsbeispiele

Ahnlich wie schon in Kapitel 5.4 soll an dieser Stelle die Leistungsfihigkeit der hier
vorgestellten Methode anhand von Simulationen von gefiillten, komplexen Polymerstruk-
turen demonstriert werden. Dazu wird das zuvor gezeigte Beispiel der Schutzdichtung
(vgl. Kapitel 5.4.1) aufgegriffen und nun als gefiillte Struktur berechnet und mit der
ungefiillten Simulation verglichen.

Hierzu wird das Finite-Elemente-Netz aus Kapitel 5.4.1 iibernommen und in der
Hinsicht modifiziert, dass drei unterschiedliche Volumenanteile generiert werden.

Abbildung 6.11 zeigt die Tetraederelemente, welche die Fiillpartikel darstellen fiir
drei unterschiedliche, hier zu untersuchende Volumenanteile (v; = 0.05, vy = 0.1
und vy = 0.15). Die Verteilung der Tetraederelemente ist, durch Anwendung eines
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Zufallsgenerators, vollkommen willkiirlich und nur an die Restriktion gebunden, dass das
Volumen aller dieser Tetraeder dem geforderten Volumenanteil v entspricht.

So ldasst sich die Anzahl der Tetraederelemente, welche die Fiillpartikel abbilden,
bei der ersten Vernetzung (vgl. Abbildung 6.11 (a)) zu Ny = 624, fiir das zweite Netz
(b) zu Ny = 1249 und fiir das letzte Netz (c) zu Ny = 1836 errechnen. Die Parameter
des Matrixmaterials sind identisch mit denen in Tabelle 5.14. Fiir die Fiillpartikel
wird ein Elastizitdtsmodul von E; = 1250 N/mm” und eine Querkontraktionszahl von
vy = 0.3 gewdhlt. An dieser Stelle wird die Struktur nicht durch eine Verschiebung bzw.
Verdrehung belastet, sondern durch eine einzelne Drucklast P = 0.025 N, die auf der
oberen Stahlplatte angreift (vgl. Abbildung 5.39, die Verschiebung w wird durch die Last
P ersetzt und die Verdrehung ¢ wird zu Null gesetzt). Weitere Simulationen mit Biegung
oder einer Kombination aus Drucklast und Biegemoment fithren zu qualitativ dhnlichen
Ergebnissen.

Abbildung 6.12 zeigt die verformten Strukturen in Abhéngigkeit von den verschie-
denen Volumenanteilen. Da bei allen vier Berechnungen die duflere Belastung identisch
ist, lasst sich aus dem Grad der Deformation auf die Steifigkeit des Materials schlieflen.
Es ist deutlich zu erkennen, dass die erste Struktur (vgl. Abbildung 6.12 (a)) die grofiten
Verformungen aufweist, da es sich um ungefiilltes Material handelt. Bei den anderen drei
Finite-Elemente-Netzen (b) bis (d) steigt, wie zu erwarten, die Steifigkeit den Materials
mit ansteigendem Volumenanteil der Partikel. Diese Tatsache ist schon aus den zuvor
durchgefiihrten Simulationen, siehe beispielsweise Kapitel 6.4.1, Abbildung 6.5, bekannt.



6.4 Numerische Simulationen: Das erweiterte Modell 121

(a)

(b)

(c)

Abbildung 6.11. Darstellung der Tetraederelemente, welche die Fiillpartikel charakterisie-
ren: (a) vy =0.05, (b) vy =0.1 und (c) vy =0.15
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(a)

(b)

(c)

(d)

Abbildung 6.12. Darstellung der verformten Elastomerdichtung unter Beriicksichtigung
unterschiedlicher Volumenanteile des Fiillstoffes: (a) vy =0, (b) vy =0.05, (c) vy =0.1 und
(d) V= 0.15



7

Schadigungs- und Erholungsprozess polymerer Mate-
rialien: Mullins - Effekt

Die rasante Entwicklung der Computertechnologie in den letzten Jahren ermoglicht in
immer groBeren Mafle die numerische Simulation von Bauteilen aller Art. Dabei sind
Ermiidungssimulationen von Elastomeren, wie man sie besonders in der Automobilindus-
trie findet, von besonderer Wichtigkeit. In der Tat ist die Voraussage der Ermiidungseigen-
schaften von elastomeren Bauteilen, wie beispielsweise Halterungen fiir Automobilmoto-
ren oder Dichtungen, eine notwendige Voraussetzung zur Entwicklung neuer Bauteile. In
diesem Zusammenhang spielen numerische Simulationen, wie beispielsweise mit Hilfe der
Finite-Elemente-Methode, eine Schliisselrolle. Jedoch ist die Grundvoraussetzung fiir den
Einsatz von solchen Ermiidungssimulationen das Verstdndnis der Materialeigenschaften.

Polymere Materialien weisen ein extrem nichtlineares Materialverhalten auf. Dieses basiert
auf den folgenden Phdnomenen:

e FEinem nichtlinearen, elastischen Materialverhalten unter statischer Belastung
(vgl. beispielsweise die Simulationen in den Kapiteln 5 und 6),

e cinem ratenabhéngigen oder viskoelastischen Materialverhalten unter mono-
toner oder zyklischer Belastung (vgl. beispielsweise PAWELSKI 1998) und

e cinem so genannten Mullins-Effekt, der als Spannungsentfestigung! beschrie-
ben werden kann. Ein weiteres Phanomen, der Payne-Effekt, diskutiert in PAyY-
NE 1965, beinhaltet das thixotropische Materialverhalten unter dynamischer
Belastung, siehe auch LiON 1998.

In diesem Kapitel soll zunéchst der Mullins-Effekt unter physikalischen Aspekten darge-
stellt und diskutiert werden. In diesem Zusammenhang werden einige Ansétze unterschied-
licher Autoren beschrieben und diskutiert. In einem weiteren Schritt wird aufgezeigt, wie
dieser Spannungsentfestigungseffekt in dem in Kapitel 4 beschriebenen Ansatz implemen-
tiert werden kann. Der letzte Punkt beinhaltet die Validierung des Modells.

tengl.: stress-softening effect
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7.1 Makroskopische Betrachtung

Der Mullins-Effekt kann als Schidigungsmechanismus von Gummimaterialien betrachtet
werden. Dieser Effekt ist durch eine streckungs-induzierte Spannungsreduktion des Ma-
terials nach den ersten Belastungswiederholungen charakterisiert. In Abbildung 7.1 (b)
(aus: BESDO ET AL. 2003) ist dieses Phénomen dargestellt. Zunéchst sei der nichtideali-
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Abbildung 7.1. Darstellung des nichtidealisierten Mullins-Effektes: (a) Belastungsgeschich-
te und (b) makromechanisches Materialverhalten

sierte Mullins-Effekt dargestellt, der sich im Gegensatz zum idealisierten Mullins-Effekt
dadurch auszeichnet, dass das Material im Allgemeinen viskoelastisch, d.h. ratenabhdingig
ist. In dem oben dargestellten Beispiel handelt es sich um einen einfachen Schubversuch.
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Die Belastungsgeschichte ist in Abbildung 7.1 (a) dargestellt. Die Probe wird zunéchst
5 mal bis zu einem Wert A\, danach 5 mal bis zu einem Wert Ag, dann 5 mal bis A¢
und letztlich 5 mal bis zu einem Maximalwert A\p belastet. Es ist zunéchst zu erkennen,
dass sich die Hystereseschleifen mit steigender Streckung immer deutlicher auspragen.
Weiterhin fallt auf, dass bei konstanter Streckungsamplitude die Spannungen wéhrend
der jeweils 5 Zyklen abfallen, dieses Verhalten beschreibt den nichtidealisierten Mullins-
Effekt. Um dieses Verhalten genauer zu beobachten, ist in Abbildung 7.1 (b) ein Teil des
4. Belastungsniveaus vergroflert dargestellt. Bei dem ersten Belastungszyklus stellen sich
die hochsten Spannungen ein, bei den vier folgenden Zyklen verringert sich der maximale
Spannungswert, bis zwischen den Spannungswerten des vierten und fiinften Zyklus keine
Unterschiede zu erkennen sind. Ist nach mehreren Belastungszyklen keinerlei Unterschied
zwischen den letzten Zyklen zu erkennen, so ist das Material wvorkonditioniert, das
heifit, das Material zeigt dann bei diesem Belastungsniveau keinen Mullins-Effekt mehr,
unabhéngig davon wie oft die Probe noch belastet wird.

Weiterhin ist zu beobachten, dass, im Falle des nicht vorkonditionierten Zustands, der
Entlastungspfad des beispielsweise ersten Zyklus nicht identisch ist mit dem Belastungs-
pfad des zweiten Zyklus. Im Allgemeinen weist der Belastungspfad des letzten Zyklus ein
steiferes Materialverhalten als der Entlastungspfad des davor liegenden Zyklus auf, siehe

Abbildung 7.1 (b).

Neben dem hier beschriebenen nichtidealisierten Mullins-Effekt beschreibt der so
genannte idealisierte Mullins-Effekt einen Sonderfall. Dieser Mullins-Effekt zeichnet
sich dadurch aus, dass keinerlei viskoelastische Effekte beriicksichtigt werden. Daher
ist das Materialverhalten als ratenunabhdngig zu betrachten. In Abbildung 7.2 ist
dieses Materialverhalten dargestellt. In diesem Fall handelt es sich um einen uniaxialen
Zugversuch, bei dem die Belastung wie in Abbildung 7.2 (a) dargestellt, aufgebracht
wird. Das undeformierte Material wird zunédchst bis zu dem Wert A, belastet, und die
Spannungen folgen dem Pfad A, siehe Abbildung 7.2 (b). Wird die Probe entlastet,
also von Az nach 1, folgen die Spannungen dem Pfad A'. Wird die Probe zum zweiten
Mal (2. Zyklus) von 1 bis Ag (A > M) belastet, wird zuniichst Pfad A! dann B
verfolgt. Beim Entlasten folgen die Spannungen dem Pfad B!, der nicht identisch mit
Al ist, so dass die Spannungen der Kurve B! geringer sind als die von Al. Fiihrt man
einen weiteren Zyklus durch, so wird Pfad B! und C beim Belasten (von 1 bis A¢)
verfolgt und beim Entlasten der Pfad C!. Wird das Material in weiteren Belastungs- und
Entlastungszyklen nicht hoher als bis zum letzten Wert A¢ gestreckt, so wird sich das
Material elastisch verhalten. Das dufert sich in der Tatsache, dass der Pfad C! nicht verlas-
sen wird. Aus diesem Grunde wird dieses Materialverhalten auch pseudoelastisch genannt.

Das Phidnomen des Mullins-Effektes wurde zum ersten Mal von BouAsse & CAR-
RIERE 1903 beobachtet. Der Mullins-Effekt tritt sowohl in ungefiillten als auch in
gefiillten Polymeren auf, wenngleich er in gefiillten Polymeren stérker ausgeprigt ist.
Diese Tatsache wurde von MULLINS 1947 sowie MULLINS & TOBIN 1957 ausfiihrlich
studiert. Dariiber hinaus beschrieb MULLINS 1969 den Effekt, dass polymere Materialien,
nachdem sie belastet wurden, zu der Ausgangssteifigkeit teilweise oder komplett zuriick
fanden, indem sie einige Tage unter Raumtemperatur unbelastet gelagert wurden. Im
Folgenden wurde dann von BUECHE 1960 und MULLINS 1969 dargelegt, dass die
Wiederherstellung der Ausgangssteifigkeit durch gezielte Temperaturzufuhr beschleunigt
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Abbildung 7.2. Darstellung des idealisierten Mullins-Effektes: (a) Belastungsgeschichte und
(b) makromechanisches Materialverhalten

werden kann. So zeigen Experimente von BUECHE 1960, dass 50% der Steifigkeit
innerhalb einer Stunde bei einer Temperaturzufuhr von 100° C wieder hergestellt werden
kann.

Eine weitere wichtige Beobachtung von MULLINS 1947 und JAMES ET AL. 1975 ist
die Tatsache, dass das vorkonditionierte Material, also nachdem es keinen Mullins-
Effekt mehr zeigt, micht mehr isotrop ist, sieche auch PAWELSKI 2001. So ist die
Spannungsentfestigung senkrecht zur Belastungsrichtung weniger als halb so grof3 wie in
Belastungsrichtung.
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7.2 Physikalische Interpretation des Mullins-Effektes

Es existiert keine einstimmige Beschreibung, die den physikalischen Hintergrund des
Mullins-Effektes wiedergibt.

So entwickelte MULLINS & TOBIN 1957 ein quantitatives, phénomenologisches
Modell, welches auf einer so genannten weichen und einer harten Phase basiert. Wird
das Material nun belastet, brechen harte Regionen auf und wandeln sich in weichere
um. Somit steigt der Anteil der weichen Regionen mit ansteigender Belastung. Dennoch
liefern die Autoren keine physikalische Interpretation des Modells. In jiingster Zeit
benutzten JOHNSON & BEATTY 1993 das 2-Phasen-Modell von MULLINS & TOBIN
1957 und versuchten, es physikalisch zu begriinden. Sie schlugen vor, dass die harte
Phase des Modells als Ansammlung molekularer Polymerketten angesehen werden kann,
die durch kurze Kettensegmente, Verwicklungen und intermolekulare Kréfte zusammen
gehalten werden. Wird das Material belastet, so werden einzelne Ketten aus diesen
Cluster herausgezogen und in die weiche Phase transformiert. Aus diesem Mechanismus
ergeben sich drei Konsequenzen:

(a) In den weichen Regionen nimmt die Dehnung ab,
(b) der durchschnittliche Kettenendenabstand nimmt unter Belastung des
Materials ab und letztlich

(c) orientiert sich die harte Phase in Belastungsrichtung?.

MULLINS 1969 begriindet den Mullins-Effekt zum einen mit dem Entwickeln von Ket-
tenverschlaufungen und zum anderen mit dem Aufbrechen von Bindungen zwischen der
Polymermatrix und den Fiillpartikeln. Eine dhnliche Erkldrung wird von BUECHE 1960
und BUECHE 1961 aufgezeigt. Fiir den Autor liegt der Hauptgrund fiir den Mullins-Effekt
in dem Aufbrechen der Verbindungen zwischen Polymerkette und Fiillpartikel begriindet.
In Abbildung 7.3 ist ein solcher Sachverhalt schematisch dargestellt. In Abbildung 7.3 (a)

(a) (b)

Abbildung 7.3. Schematische, mikroskopische Ansicht eines gefiillten Polymers: (a) unbe-
lasteter und (b) belasteter Zustand

sind Fiillpartikel im unbelasteten Zustand dargestellt, die durch drei Ketten, A, B und C
miteinander verbunden sind. Wird die Struktur nun belastet (vgl. Abbildung 7.3 (b)), was
in diesem Fall durch ein horizontales Auseinanderbewegen der zwei Partikel dargestellt
wird, so reifflen die verschieden langen Ketten in Abhangigkeit ihrer maximal moéglichen
Kettenstreckung. Das heifit, Kette A fiir Ay, Kette B fiir Az > Ax und C fiir \¢ > Ag.
Auf Grund dieser Beobachtung entwickelte Bueche ein wahrscheinlichkeitstheoretisches
Modell, welches den Kontakt zwischen den Fiillstoffen und den Ketten beschreibt und das
gute Ubereinstimmungen mit Experimenten liefert.

*Womit die Anisotropie nach der Belastung erklirt werden kann.
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Einige Jahre spéter deuteten HARWOOD ET AL. 1967 an, dass der Mullins-Effekt allein
in der Polymermatrix begriindet sei und somit nicht die Konsequenz aus dem Aufbrechen
von Bindungen zwischen Fiillstoff und Polymermatrix sein kann. Thre Beobachtungen
fithrten zu dem Schluss, dass der Mullins-Effekt in erster Linie auf das Neuanordnen der
Polymerketten innerhalb des Netzwerkes zuriickzufithren ist. GOVINDJEE & SiMO 1991
dagegen nahmen die Idee Bueches auf und entwickelten eine Verzerrungsenergiefunktion
fiir gefiillte polymere Materialien. In diesem Ansatz wird nun nicht mehr explizit zwischen
Polymermatrix und Fiillstoffpartikeln unterschieden, sondern die Verzerrungsenergiefunk-
tion beschreibt das Materialverhalten des gefiillten Materials. Auf Grund der Tatsache,
dass es mit Komplikationen verbunden war, den Ansatz von GOVINDJEE & SiMO 1991
auf ein generelles, dreidimensionales, konstitutives Materialgesetz zu erweitern, kamen
die Autoren zu dem Entschluss, ein isotropes Schiadigungsgesetz zur Beschreibung des
Mullins-Effektes zu benutzen.

Ferner entwickelten MIEHE 1995 und OGDEN & ROXBURGH 1999 rein phénome-
nologische Materialgesetze zur Beschreibung des Mullins-Effektes. Miehe beriicksichtigt
dabei diskontinuierliche sowie kontinuierliche Schadigungsfunktionen wie sie aus der klas-
sischen Schidigungsmechanik bekannt sind. Ogden und Roxburgh dagegen entwickelten
eine konstitutive Gleichung, in der ein Schiadigungsparameter nur dann aktiviert wird,
wenn man sich auf dem Entlastungspfad befindet.

7.3 Ansatz zur Modellierung des Mullins-Effektes

In dieser Arbeit wird davon ausgegangen, dass der Mullins-Effekt, wie auch das Phéno-
men der Viskoelastizitéit (vgl. Kapitel 7.4.3), auf der Tatsache basiert, dass wihrend der
Be- und Entlastungsphase eines Probekorpers einzelne Kettenbindungen aufreiflen und
sich dann teils wieder mit anderen Ketten oder Fiillstoffen verbinden. Dies ist in Abbil-
dung 7.4 schematisch dargestellt. Dabei beschreibt Abbildung 7.4 (a) den unverformten

Y
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(a) (b)

Abbildung 7.4. Idealisierte, mikroskopische Betrachtung des Mullins-Effektes: (a) unde-
formierter Zustand, (b) deformierter Zustand (Ketten reifien auf) und (c¢) deformierter
Zustand (Neubildung von Ketten)

Zustand eines mit Partikeln gefiillten Netzwerkes. Wird nun das Netzwerk belastet, siehe
(b), reiflen einige Ketten auf, in diesem Fall sind dies die Ketten A (punktiert dargestellt)
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und B (gestrichelt dargestellt). Es entstehen somit vier neue Kettenenden. Einige dieser
Kettenenden haben die Moglichkeit sich mit anderen Ketten, wie die Ketten B; und Bs,
oder mit den Partikeln (Kette A;), zu verbinden, siche Abbildung 7.4 (c). Ist der Abstand
eines Kettenendes zu einem Verkniipfungspunkt jeglicher Art zu gro8, so ist es moglich,
dass sich diese Kette in diesem Belastungszustand nicht mit einer anderen Kette bzw.
einem Partikel verbindet, siche Kette Ay in Abbildung 7.4 (c). Dies bedeutet auf der an-
deren Seite, dass die Anzahl der Ketten, nachdem die Materialprobe belastet wurde, nicht
unbedingt kleiner sein muss als im undeformierten Zustand. Es gibt drei grundsétzliche
Méglichkeiten (I), die Anzahl der Ketten im Netzwerk bleibt konstant (dies bedeutet nicht
unbedingt, dass die makroskopische Spannung konstant bleibt), (II), die Anzahl der Ket-
ten verringert sich und (IIT), die Kettenanzahl steigt an. Wird das Material weiter zyklisch
belastet, wie es beispielsweise in Abbildung 7.1 (b) beim nichtidealisierten Mullins-Effekt
gezeigt wurde, so stellt sich nach einigen Zyklen eine Art dynamisches Gleichgewicht zwi-
schen gerissenen und wieder verbundenen Ketten ein, das Material ist vorkonditioniert.
Wird das Material weiter als in dem zuvor erreichten vorkonditionierten Zustand belastet,
so reiflien wiederum Ketten. Einige dieser Ketten verbinden sich wieder untereinander, so
dass sich der gesamte Vorgang, wie zuvor beschrieben, wiederholt.

Es sei darauf hingewiesen, dass das oben beschriebene Grundprinzip unabhdngig von
der Tatsache ist, ob das Material gefiillt ist oder nicht, da nicht nur Ketten-Fiillstoff-
Verbindungen reiflen, sondern auch Polymerkettenbindungen an sich.

7.3.1 Einfluss von f..;, auf den Mullins-Effekt

Um die zuvor beschriebene physikalische Betrachtungsweise in dem hier vorgestellten Mo-
dell umzusetzen, wird noch einmal auf die Verzerrungsenergiefunktion der Einheitszelle

1
W = Wtetr + Z A L fchaln] Wcham] (7 1)
0j

zuriick gegriffen. Besondere Aufmerksamkeit soll nun dem Kettenanteil gelten, in dem der
Parameter fonain; das Verhéltnis zwischen Anzahl der Ketten je Volumen und der Anzahl
der Stabelemente in dem gleichen Volumen beschreibt. Im Gegensatz zu Gleichung (4.2)
wird nicht nur ein fu.;, je Einheitszelle definiert, sondern maximal sechs. Das heift, es
kann fiir jedes der sechs Kettenbiindel /Stabelemente ein unterschiedliches fepi, und somit
ein unterschiedlicher Wert fiir die Kettenanzahl angegeben werden. Das bedeutet, man hat
die Moglichkeit in einem Netzwerk, das durch Ny, Stabelemente gebildet wird, maximal
Niruss unterschiedliche fopai, zu wéhlen.

Wenn nun, wie zuvor beschrieben, einzelne Ketten reiflen, so ist dies gleichbedeutend mit
der Reduktion des Parameters fopanj. Steigt die Kettenanzahl an, so muss auch feain
ansteigen. Es ergibt sich daraus die Fragestellung wie fepain; zu wéhlen ist, so dass das
makromechanische Ergebnis der Simulation beispielsweise mit dem Materialverhalten aus
Experimenten identisch ist.

Auf Grund des Kettenreiflens ist der Parameter fgain; nun nicht mehr konstant, sondern
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héngt von der Prozessgeschichte ab, und kann beliebige, nicht negative Werte annehmen

und wird infolgedessen in Abhéingigkeit von A% 3 zu
fehainj = fehainj(Aham 7) = @ (Achain ;) fehaino j (7.2)

beschrieben. In Gleichung (7.2) ist a; (AG%, ;) eine Funktion, die das Verhéltnis zwischen

fehainj; und dem dazugehorigen A% jedes Kettenbiindels beschreibt. fepaino; definiert die

chain
Relation zwischen N und Ny, im undeformierten Zustand. In Abbildung 7.5 sind einige

@j(Adhain)

1 max
chainj
Achainj

Abbildung 7.5. Schematische Darstellung zur Wahl méglicher a; (AJ2S )

chain j

Mbglichkeiten zur Wahl von o (AGe, ;) schematisch dargestellt. Dabei sind die einzelnen

Funktionen a; (Agai, ;) auf 1 normiert worden. Es wird schnell deutlich, dass es nicht
eindeutig ist, wie die Funktionen a; (Ag3Y, ;) fiir ein bestimmtes Material zu wéhlen sind.
Auf Grund der Tatsache, dass man in der Literatur nur sehr wenig Angaben {iber die
Kettenanzahl in Abhéangigkeit der Belastung findet, kann an dieser Stelle keine genaue
Aussage iiber den Verlauf von a; (AZ2 j) beziehungsweise von fepain; getroffen werden.
Zur genauen Bestimmung dieser Gréfen wird auf das folgende Kapitel verwiesen.

7.3.2 Zur Bestimmung von fu,.inj bzw. o (A3% ) in Hinblick auf den Mullins-Effekt

chain j

In diesem Kapitel soll nun dargestellt werden, wie die einzelnen Funktionen a; (A32%, ) und

chain j
damit das Verhéltnis zwischen fenaim; und der Kettenstreckung Ag%% . berechnet werden

chain

kénnen. Dazu ist in Abbildung 7.6 (a) ein Zyklus eines uniaxialen Druc]kexperimentes dar-
gestellt. Es handelt sich dabei um ein ungefiilltes Nirtilgummi. Diese experimentellen Da-
ten sind aus BERGSTROM & BOYCE 1998 entnommen. Um nun a; (AGay, ;) zu bestimmen,
Wird fenainj in jedem Iterationsschritt der nichtlinearen Finite-Elemente-Simulation neu

*Es wurde hier der Index "max” gewihlt, da sich die Funktion «; (vgl. Gleichung (7.2)) immer
nur dann dndert, wenn sich die maximale Streckung &ndert, die die Kette im Verlauf der Prozessge-
schichte erfahren hat.
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Abbildung 7.6. Schematische Darstellung zur Bestimmung von o ( chain j

mechanische Materialantwort eines uniaxialen Druckversuches und (b) errechnetes fepain j
eines Stabelementes/Kettenbiindels (punktuelle Anpassung sowie Anpassung durch errech-

nete Funktion a; (AG2S ]))

): (a) makro-

berechnet, indem schrittweise das Ergebnis aus Experiment und Simulation abgeglichen
wird. Das Ergebnis dieser Berechnung ist in Abbildung 7.6 (a) dargestellt. Es ist eine sehr
zufriedenstellende Ubereinstimmung zwischen den Experimenten und den Simulationen
zu erkennen. Dabei ist der Grad der Ubereinstimmung von der Genauigkeit des Abgleich-
prozesses zwischen Experiment und Simulation abhéngig. Aus diesem Iterationsprozess
erhilt man schliefllich fiir jeden Belastungsschritt und jedes Kettenbiindel /Stabelement
ein fehain j, siche Abbildung 7.6 (b). In dieser Abbildung ist beispielhaft die Entwicklung
VON fehain; von drei einzelnen Kettenbiindeln einer Einheitszelle in Abhéngigkeit von der
Kettenstreckung aufgetragen.
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Mit Hilfe der Fehlerquadratmethode lésst sich fiir jedes der 6 Kettenbiindel/Stabelemente
ciner Einheitszelle ein Polynomansatz* zu

2 3 [ n

ay ()\chain1> =ap+ a )\chain 1+ az Achain 1 +as )\chain 1 +a; Achainl + ot ap )\chain 1
2 3 A n

&%) ()‘ChaiHQ) - b() + bl >\chain2 + b2 )‘chain2 + b3 )‘chain2 + bl Achain2 + .+ bn /\chain2

7] <)\chain6) = fO + fl )\Chain6 + f2 )\zhain6 + f3 )\(?:)hain6 + fl Aihainﬁ + ..+ fn ?hainﬁ (73)

fiir n > 0 berechnen. Auch fiir die drei Kettenbiindel des oben beschriebenen uniaxialen
Druckversuches wurde dies durchgefiihrt. In Abbildung 7.6 (b) sind die Funktionen der
drei Kettenbiindel dargestellt. Wie zu erkennen ist, sehen alle drei Funktionen qualitativ
ghnlich aus, weisen jedoch quantitativ groBere Unterschiede auf. Die Ubereinstimmung

zwischen der jeweiligen Funktion a; (A5 j) und der dazu gehorigen Punkteschar

erweist sich als sehr zufriedenstellend. Der Grad dieser Ubereinstimmung ist abhingig
von der Hohe des gewihlten Polynomansatzes. In diesem Fall wurde der Grad des
Polynoms zu n = 9 (vgl. Gleichung (7.3)) gewahlt. Mit Hilfe dieser Funktionen lasst
sich der Mullins-Effekt fiir eine dazugehorige makromechanische Streckung mit beliebiger
Genauigkeit beschreiben.

Bemerkung 7.1. Da es natiirlich numerisch aufwéndiger ist, fiir alle sechs Kettenbiindel
einer Einheitszelle eine Funktion o (AF2% ) zu bestimmen, liegt die Uberlegung nahe, zum
Beispiel nur eine oder zwei Kettenbiindel je Einheitszelle an die experimentellen Daten
anzupassen.

Untersuchungen in dieser Richtung haben gezeigt, dass dies nur in Verbindung mit
einer sehr hohen Anzahl von Einheitszellen funktioniert. Der Grund dafiir sei an dieser
Stelle beschrieben. Wird ein relativ grobes Netz verwendet und beispielsweise immer nur
ein Kettenbiindel je Einheitszelle dem zuvor beschriebenen Abgleichprozess unterzogen,
stellen sich hochst anisotrope Deformationsfiguren des gesamten Netzes ein. Um diesem
Verhalten, was auf der geringen Stabelementanzahl zuriick zu fithren ist, entgegen zu
wirken, ist es notwendig sehr viel feinere Netze zu verwenden. Die so entstehende, hohe
Elementanzahl fiihrt zu einer Art Homogenisierung®, so dass das verformte Netz keine
anisotropen Deformationsfiguren aufweist. Vergleicht man jedoch die Rechenzeiten fiir
ein grobes Netz (Anpassung aller sechs Kettenbiindel je Einheitszelle) mit einem zuvor
beschriebenen feinen Netz (Anpassung eines Kettenbiindel je Einheitszelle), so wird sehr
schnell deutlich, dass es keinen Sinn macht ein feines Netz zu wéhlen, da die Rechenzeit des
feinen Netzes ein Vielfaches der Rechenzeit des groben Netzes betrégt.

Aus physikalischer Hinsicht ist es auch nicht unbedingt sinnvoll nur einzelne Ket-
tenbiindel anzupassen, da dies gleichbedeutend mit dem Kettenreifien bzw. Wiederverbinden
ist. Ein solches Verhalten ist in einem realem Polymermaterial nicht zu erwarten, hier reiflen
immer sehr viel mehr Ketten auf einmal. g

Im Allgemeinen will man jedoch das Materialverhalten bei mehreren Zyklen mit un-
terschiedlichen maximalen Streckungen durchfithren. In Abbildung 7.7 ist ein solches

*Aus Griinden der Ubersicht wurde in Gleichung (7.3) auf den Index "max”, wie er beispielsweise
in Gleichung (7.2) verwendet wurde, verzichtet.

°Ein dhnliches Verhalten wurde schon in Kapitel 5.2.3 beobachtet und ausfiihrlich diskutiert.
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Abbildung 7.7. Uniaxiale Zugexperimente, Vergleich zwischen Experiment und Simulation:
(a) Abgleichprozess fiir jeden Zyklus, (b) Abgleichprozess fiir eine, ohne Wichtungsfakto-
ren, gemittelte Referenzrechnung und (c) Abgleichprozess fiir eine, mit Wichtungsfaktoren,
gemittelte Referenzrechnung
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Beispiel dargestellt. Dabei handelt es sich um ein Naturgummi, der mit 25vol% Ruf
gefiillt (NR25) ist. Die experimentellen Daten (der maximale Spannungswert wurde auf
eins normiert) sind MARCKMANN ET AL. 2002 entnommen. Die Probe wird nacheinander
bis A = 2.25 (1. Zyklus), A = 2.75 (2. Zyklus), A = 3.0 (3. Zyklus), A = 3.25 (4. Zyklus)
und A = 3.5 (5. Zyklus) belastet. Es ist sehr aufwindig, wenn fiir jeden Zyklus der oben
beschriebene Anpassungsprozess durchgefithrt wird. Dennoch wurde an dieser Stelle
zunéchst so verfahren, und in Abbildung 7.7 (a) ist das Ergebnis dieser Simulationen im
Vergleich zu den Experimenten dargestellt. Es ist eine sehr gute Ubereinstimmung zu
erkennen.

Wie man erkennen kann, ist der zuvor beschriebene Abgleichprozess fiir jeden Be-
lastungszyklus relativ zeitintensiv. Der Vorteil dieses Vorgehens jedoch liegt darin
begriindet, dass man zum einen eine sehr genaue Ubereinstimmung der makroskopischen
Spannungen zwischen Experiment und Simulation erhélt. Zum anderen besteht die
Moglichkeit, die Entwicklung der Kettenanzahl eines Netzwerkes in Abhéngigkeit der
makroskopischen Streckung in Bezug auf das Materialverhalten realistisch darzustellen.

Um dem Nachteil des relativ hohen Zeitaufwands entgegenzuwirken wird hier eine
zweite Methode zur Bestimmung der Funktionen «; (A33Y,;) beschrieben. Dazu wird

zunichst das Mittel zwischen den einzelnen, in Abbildung 7.7 (a) dargestellten, Zyklen
Al

1 m
Oéj = E Z Oéji, (74)
i=1

gebildet, wobei m die Anzahl der Zyklen darstellt. Fiir diesen gemittelten Zyklus
werden mit Hilfe des zuvor beschriebenen Prozesses die einzelnen Funktionen a; (g3, ;)
bestimmt®. Unter Verwendung dieser Funktionen kénnen dann alle Zyklen, in diesem
Fall fiinf, berechnet werden. In Abbildung 7.7 (b) ist das Ergebnis im Vergleich mit den
experimentellen Daten dargestellt. Wie zu erwarten ist, sind einige kleinere Abweichungen

zwischen den Experimenten und den Simulationen zu erkennen.

Um die zuvor beschriebenen Abweichungen zu steuern, ist es moglich den gemit-
telten Zyklus mit Hilfe von Wichtungsfaktoren, mit denen die einzelnen, zu mittelnden
Zyklen multipliziert werden, zu berechnen:

1 m
oy = E ZU}Z Q. (75)
i=1

In Gleichung (7.5) beschreibt w den Wichtungsfaktor des jeweiligen Zyklus, m ist
analog zu Gleichung (7.4) definiert. In Abbildung 7.7 (c) ist das Ergebnis solcher mit
Wichtungsfaktoren gemittelter Simulationen dargestellt. Es wird deutlich, dass die
einzelnen Zyklen insgesamt im Vergleich zu den Ergebnissen in Abbildung 7.7 (b) eine
bessere Ubereinstimmung mit den experimentellen Daten aufweisen.

Welche dieser zwei Prozeduren man benutzt, hédngt von dem Ziel ab, das man mit
diesen Simulationen verfolgt. Um das FEntwicklungsverhalten der Kettenanzahl zu
untersuchen bietet sich die erste Methode (Anpassung aller Zyklen) an. Hier wiirde die
zweite Methode zu Ergebnissen fiithren, die nicht genau genug sind. Um jedoch, wie es

%Diese Berechnung wird im folgenden Text Referenzsimulation genannt.
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im Ingenieurwesen der Fall ist, Bauteile zu bemessen, geniigt es, die zweite Methode
anzuwenden. Da bei den folgenden Untersuchungen in erster Linie das Verhalten der
Polymerketten auf der Mikroebene von Interesse ist, werden die folgenden Simulation
mit Hilfe der ersten, hier dargestellten Methode, durchgefiihrt.

Bemerkung 7.2. Gleichung (7.4) und (7.5) stellen nur zwei mogliche Ansétze dar, die
einzelnen Zyklen zu mitteln bzw. zu wichten. In der Literatur sind eine Vielzahl von
Moglichkeiten zur Mittelung bekannt. Im Rahmen dieser Arbeit wurde mit zwel weiteren
Wichtungen gearbeitet, die zu vielversprechenden Ergebnissen fithren. Da die ausfiihrliche
Beschreibung beider Methoden inklusive Ergebnisse den Rahmen dieser Arbeit sprengen
wiirde, werden sie an dieser Stelle nur kurz durch Formeln angegeben und beschrieben.

Bei der ersten Mittelung handelt es sich um das so genannte geometrische Mittel.
Das geometrische Mittel ist die Wurzel aus dem Produkt der Messwerte, es ist im Weiteren
ein geeignetes Maf fiir Gréflen, von denen das Produkt anstelle der Summe interpretierbar
ist:

Als weitere Mittelung ist auch das so genannte harmonische Mittel geeignet
m 1
= .
Dict Qi
Dieses Mittel bietet sich auch als Maf fiir Gréfen an, die durch einen Bezug auf eine Einheit
definiert sind.

(7.7)

Oéj:

Die beiden oben beschriebenen Ansétze stellen Mittelungen dar, die noch nicht ge-
wichtet wurden, was aber grundséitzlich moglich ist und im Zusammenhang mit dieser
Arbeit auch durchgefithrt wurde. g

7.4 Numerische Simulationen - Validierung

Wie zuvor in Kapitel 7.3 beschrieben, basiert der hier vorgestellte Ansatz darauf, dass,
wie auch im realen Polymer, die Ketten aufreilen und sich wieder verbinden. Um die-
ses Verhalten genauer zu untersuchen, werden zunéchst einige qualitative Simulationen
durchgefiihrt, die den Einfluss der einzelnen Ketten auf der Mikroebene und auf das ge-
samte makroskopische Netzwerk verdeutlichen sollen. In einem zweiten Schritt wird das
Modell validiert, indem es mit experimentellen Daten verglichen wird.

7.4.1 Aligemeine Simulationen

Es wird zunéchst danach gefragt, wie die Kettenanzahl auf der Mikroebene im Laufe einer
Belastungsgeschichte zu wéhlen ist, so dass man beispielsweise ein Materialverhalten, wie
es in Abbildung 7.8 dargestellt ist, wiedergeben kann.

Da in diesem Teil der Arbeit der hier vorgestellte Ansatz zunédchst qualitativ un-
tersucht werden soll, wird ein experimentelles Ergebnis verwendet, das fiir eine maximale,
globale Netzwerkstreckung von A = 3.5, auf einen Spannungswert von 4.0 N/mm2
normiert wurde. Bei diesem aus MARCKMANN ET AL. 2002 entnommenen Experiment
handelt es sich um einen uniaxialen Deformationszustand. Das Material ist ein mit
25vol% Ruf gefiillter Naturgummi (NR25). In Abbildung 7.8 sind zum einen experi-
mentelle Daten als auch das Ergebnis der Simulation dargestellt. Dabei basiert dieses
Simulationsergebnis auf unterschiedlichen Vorauswahlen transienter Ketten.
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Abbildung 7.8. Uniaxialer Zugversuch: Vergleich zwischen Experiment und Simulation

Auf Grund der Tatsache, dass es unbekannt ist, wie sich die Kettenanzahl wihrend ei-
nes Deformationsvorganges entwickelt, wird in diesem Abschnitt fchainj, und somit auch
a; (Ads, ;) wie in Kapitel 7.3.2 beschrieben, fiir jeden Zyklus einzeln berechnet. Die Ergeb-
nisse dieser Simulationen sind ebenfalls in Abbildung 7.8 (gepunktete Kurve) dargestellt.
Fiir die im Folgenden beschriebenen Simulationen werden die Parameter wie in Tabelle 7.1
dargestellt gewéhlt.

fehain = N/Nipuss [—]| vl Text | n [~] 5 k [Nmm/K] | 1.380662 - 10~20
(a) | TA [-] 4 7 [=] 1 0 [K] 273

K [N/mm?] 10° N [mm~?] | vgl. Text
(b) | B [N/mm?] 1000.0 vr [-] 0.3

Tabelle 7.1. Verwendete Parameter (N =9534 mm3): (a) Matrixmaterial und (b)
Fillpartikel

Bei der ersten Simulation” wird davon ausgegangen, dass alle Ketten reifien und sich wie-
der verbinden konnen.

In Abbildung 7.9 (a) ist die Entwicklung der Kettenanzahl in einem einzelnen Stabele-
ment in Abhéngigkeit von der Kettenstreckung A, dargestellt. Es ist zu erkennen, dass
zunéchst die Kettenanzahl im Bereich kleiner Streckungen abfillt. Wird der Stab weiter
gestreckt, nimmt die Kettenanzahl wieder zu und dann bei steigender Belastung wieder
ab. Verfolgt man den Entlastungspfad, so nimmt die Kettenanzahl zunéchst weiter stark
ab. Im Bereich moderater Streckungen verringert sich der Kettenabbau, so dass sich ei-

"Im folgenden Text mit MS1 abgekiirzt
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ne Art Plateau bildet, bis die Anzahl der Ketten im Bereich geringer Streckungen noch
einmal stark ansteigt. Nachdem der Belastungszyklus abgeschlossen ist, ist eine Differenz
der Kettenanzahl zwischen dem Startpunkt (Anfang des Belastungspfades) und dem End-
punkt (Ende des Entlastungspfades) zu erkennen. Da dieser Wert die Anzahl der endgiiltig
gerissenen Ketten beschreibt, ist er gleichzeitig ein Maf fiir die im Netzwerk zuriickblei-
bende Endschddigung. Abbildung 7.9 (b) beschreibt die Entwicklung der Kettenanzahl
des gesamten Netzwerkes in Abhéngigkeit der makromechanischen Streckung A. Der qua-
litative Verlauf der Kurve ist mehr oder minder identisch mit dem des einzelnen Stabes.
Das aus dieser Simulation (MS1) resultierende, makromechanische Ergebnis ist in Abbil-
dung 7.8 dargestellt. Wie zu erkennen ist, ist die Ubereinstimmung zwischen Experiment
und Simulation sehr gut.
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Abbildung 7.9. Simulation des Mullins-Effektes MS1: (a) Entwicklung der Kettenanzahl in
einem einzelnen Stabelement und (b) Entwicklung der Kettenanzahl beziiglich des gesamten
Netzwerkes
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Abbildung 7.10. Simulation des Mullins-Effektes MS2: (a) Entwicklung der Kettenanzahl
in den Gruppen G1 und G2 und (b) Entwicklung der Kettenanzahl beziiglich des gesamten
Netzwerkes

In einer zweiten Simulation® werden die Stabelemente in zwei Gruppen gleicher Anzahl ge-
teilt. Bei der zweiten Gruppe G2 wurde die Kettenanzahl konstant gehalten, und die Ket-
tenanzahl der ersten Gruppe G1 wurde so angepasst, dass das makromechanische Materi-
alverhalten mit dem Experiment iibereinstimmt, siche Abbildung 7.8. Die dazugehorigen
Entwicklungen der Kettenanzahl sind in Abbildung 7.10 dargestellt. Abbildung 7.10 (a)
zeigt die Entwicklung der Ketten in den zwei Kettengruppen. Die Kettenanzahl der ersten
Gruppe zeigt einen vergleichbaren Verlauf wie in der ersten Simulation MS1. In Abbil-
dung 7.10 (b) ist wiederum der Verlauf der Kettenanzahl des gesamten Netzwerkes in
Abhéngigkeit von der Streckung fiir das gesamte Netzwerk dargestellt. Auch hier findet
sich ein dhnlicher Kurvenverlauf, wie bei der ersten Gruppe G1, wieder.

8Im folgenden Text mit MS2 abgekiirzt
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Abbildung 7.11. Simulation des Mullins-Effektes MS3: (a) Entwicklung der Kettenanzahl
in den Gruppen G1 und G2 und (b) Entwicklung der Kettenanzahl beziiglich des gesamten
Netzwerkes

Bei der dritten Simulation? werden die Ketten wiederum in zwei gleich grofe Gruppen
geteilt. Jedoch wird nun die Anzahl der Ketten in der zweiten Gruppe nach und nach ver-
ringert. Die Kettenanzahl der ersten Gruppe dagegen wurde so gewéhlt, dass das makro-
mechanische Materialverhalten mit dem Experiment {ibereinstimmt (vgl. Abbildung 7.8).
Abbildung 7.11 stellt die dazugehorigen Entwicklungspfade der Kettenanzahlverldufe dar.
Wie man in (a) erkennen kann, reiflen die Ketten der ersten Gruppe dhnlich wie in Si-
mulation MS2, jedoch verbinden sich dann mehr Ketten als in der ersten Gruppe von
Simulation MS2. Dies liegt darin begriindet, dass in der zweiten Gruppe von Simulation
MS3 Ketten kontinuierlich reiflen, wohingegen in Simulation MS2 die Ketten der Gruppe
G2 konstant gehalten werden.

°Tm folgenden Text mit MS3 abgekiirzt
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Abbildung 7.12. Simulation des Mullins-Effektes MS4: (a) Entwicklung der Kettenanzahl
in den Gruppen G1 und G2 und (b) Entwicklung der Kettenanzahl beziiglich des gesamten
Netzwerkes

Reiflen die Ketten der zweiten Gruppe in einem noch stéirkerem Mafle, siehe vierte Simu-
lation'®| so wird der oben beschriebene Effekt verstirkt (vgl. Abbildung 7.12 (a)). Das
starke Reiflen der Ketten in der zweiten Gruppe wirkt sich sofort in ein starkes Ansteigen
der Kettenanzahl von Gruppe G1 aus. Auch hier ist eine deutliche Abhéngigkeit der
beiden Gruppen untereinander zu erkennen. Die Kettenanzahl des gesamten Netzwerkes,
siche Abbildung 7.12 (b), weist einen deutlich unterschiedlichen Verlauf im Vergleich zu
den anderen Simulationen MS1 bis MS3 auf.

In Abbildung 7.13 sind noch einmal die Kettenanzahlverliufe aller Simulationen
MS1 bis MS4 dargestellt. Alle vier Simulationen haben gemeinsam, dass die Netzwerke
im unbelasteten Zustand eine identische Kettenanzahl aufweisen. Je nach Vorauswahl

%Tm folgenden Text mit MS4 abgekiirzt
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der verschiedenen Kettengruppen unterscheiden sich dann die Verldufe teils erheblich.
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Abbildung 7.13. Simulation des Mullins-Effektes MS1 bis MS4: Entwicklung der Ketten-
anzahl beziiglich des gesamten Netzwerkes

So féllt bei der Simulation MS1 auf, dass nach Beendigung der Berechnung eine relativ
grofle Kettenanzahl gerissen ist, was den hohen Schidigungsgrad unterstreicht. Bei den
Simulationen MS2, MS3 und MS4 ist die Anzahl der gerissenen Ketten am Ende der
Berechnungen geringer und weist bei diesen Simulationen einen identischen Wert auf.
Bei allen vier Simulationen zeigt sich jedoch, dass diese untereinander stark abweichen.
Dies scheint auch versténdlich, da bei jeder Berechnung unterschiedliche Ketten vor-
ausgewdhlt wurden und demzufolge die Entwicklung der Kettenanzahl natiirlich jeweils
unterschiedlich ist.

Vergleicht man die Experimente mit den Simulationen, siehe Abbildung 7.8, so
zeigen diese, unabhingig von der Kettenanzahlentwicklung auf der Mikroebene, eine
hervorragende Ubereinstimmung. Da, wie schon zuvor angedeutet, bis heute iiber die
Kettenanzahlentwicklung in Abhéngigkeit der Belastungsgeschichte praktisch keine
Informationen vorliegen, konnen an dieser Stelle unterschiedliche Vorauswahlen zum
ReiBen und Verbinden der Ketten getroffen werden. Aus diesem Grunde wird in den
Simulationen des folgenden Kapitels davon ausgegangen, dass alle Ketten, auch die, die
senkrecht zur Belastungsrichtung ausgerichtet sind, reiflen und sich wieder verbinden
konnen.

Bemerkung 7.3. Da in dieser Arbeit davon ausgegangen wird, dass alle Ketten reiflen,
bedeutet dies, dass es nur moglich ist den Mullins-Effekt im Sinne eines isotropen Material-
verhaltens zu simulieren.

Aus der Literatur (vgl. PAWELSKI 2001) ist allerdings bekannt, dass der Mullins-
Effekt im Allgemeinen ein anisotroper Effekt ist. Dies bedeutet fiir den hier vorgestellten
Ansatz, dass nur bestimmte Ketten im Laufe eines Zyklus reilen koénnen. Dies wére
beispielsweise durch die Einfiihrung kritischer Kettenwerte wie F Ck}f;n oder )\lgflgm, die nur
bei den maximal belasteten Ketten auftreten und somit diese kennzeichen, zu realisieren. g
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7.4.2 Validierung des Modells: Idealisierter Mullins-Effekt

Wie schon zuvor im Text ausgefiihrt, gilt die Aufmerksamkeit in diesem Kapitel dem
idealisierten Mullins-Effekt. Da es aber nur sehr schwer moglich ist diesen Effekt, ohne
beispielsweise Hysteresephédnomene, experimentell zu erfassen, bedienten sich Autoren un-
terschiedlicher Methoden, um dennoch experimentelle Daten fiir den idealisierten Mullins-
Effekt zu erhalten.
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Abbildung 7.14. Darstellung der uniaxialen Zugexperimente

Die hier benutzen experimentellen Daten sind MARCKMANN ET AL. 2002 entnommen.
Hier werden die Ent- und Belastungspfade der originalen experimentellen Daten durch
Transformieren in den Koordinatenursprung verschoben, siehe auch CHAGNON ET AL.
2002. Somit ist das dadurch erhaltene Materialverhalten frei von Kriecheffekten. Aller-
dings sind diese Daten eher qualitativen Charakters. Dennoch sind sie gut geeignet, den
hier vorgestellten Ansatz zu validieren. In Abbildung 7.14 sind die experimentellen Da-
ten dargestellt. Das Material ist ein mit 25vol% Partikel gefiillter Naturgummi (NR25).
Die bei maximaler Streckung (Ayax = 3.5) erreichte Spannung wurde auf einen Wert von
80.0 N/ mm” normiert. Es ist deutlich der typische idealisierte Mullins-Effekt zu erken-
nen. Zur Simulation dieser Experimente werden die in Tabelle 7.2 abgebildeten Parameter
verwendet.

Jehain = N/Niruss [—] | vgl. Text [ n [—] 5 k [Nmm/K] | 1.380662 - 10~2°
(a) | TA [] 4 v [-] 1 0 [K] 273

K [N/mm?| 108 N [mm—?] | vgl. Text
(b) | Ef [N/mm?] 4047.0 vr [-] 0.3

Tabelle 7.2. Verwendete Parameter (Niug =37064 mm™3): (a) Matrixmaterial und (b)
Fillpartikel
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Abbildung 7.15. Simulation des idealisierten Mullins-Effektes: (a) Vergleich zwischen Ex-
periment und Simulation und (b) Entwicklung der Kettenanzahl beziiglich des gesamten
Netzwerkes

Um die Entwicklung von a; (A43%,;); fehain; und damit auch N besser untersuchen zu
konnen, werden alle 5 Zyklen einzeln an die Experimente angepasst. In Abbildung 7.15 (a)
ist das experimentell ermittelte Materialverhalten dem aus den Simulationen gegeniiber-
gestellt. Wie zu erkennen ist, ist die Ubereinstimmung sehr genau. Dieser Effekt ist
auch in Kapitel 7.3.2 beschrieben. Viel interessanter ist jedoch die Entwicklung der
Kettenanzahl wihrend der gesamten Simulation, sieche Abbildung 7.15 (b). Zunéchst
fallt die Anzahl der Ketten stark ab, bis sie wieder leicht ansteigt. Wird die Probe
wieder entlastet, so sinkt zunéchst die Kettenanzahl und steigt dann, kurz bevor der
Belastungszyklus abgeschlossen ist, wieder an. Die folgenden vier Kurvenverlaufe sind
qualitativ gesehen &hnlich den zuvor beschriebenen. Es fillt weiterhin auf, dass die
Kettenanzahl am Ende des Belastungspfades des letzten Zyklus einen héheren Wert
aufweist hat als zu Beginn der Simulationen. Dies scheint zunéchst unlogisch, kann
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aber durchaus aus physikalischer Hinsicht erklart werden. Reif3t eine Kette, so entstehen
maximal zwei neue, kiirzere Ketten, da beide Kettenenden sich jeweils mit einem neuen
Vernetzungspunkt verbinden. Nun ist es nicht so, dass, wenn N Ketten reiflen, 2 - N neue
Ketten entstehen, da sich einige Kettenenden nicht wieder verbinden. Aber als Gesamtes
betrachtet ist es moglich, dass letztlich mehr als N Ketten vorhanden sind und somit
die Kettenanzahl am Ende hoher ist als am Anfang des Experimentes bzw. der Simulation.

Des Weiteren ist zu erkennen, dass die Kettenanzahl am Ende jedes Zyklus kon-
tinuierlich geringer wird. Auch dies ist unter physikalischer Betrachtungsweise ein
sinnvolles Verhalten, da das Material bei zunehmender Anzahl von Belastungszyklen in
Kombination mit steigenden maximalen Streckungen immer stiarker geschédigt wird.

Zusammenfassend kann herausgestellt werden, dass es mit dem hier dargestellten
Ansatz sehr gut moglich ist, den idealisierten Mullins-Effekt zu simulieren. Auch die
Entwicklung der Kettenanzahl ist unter physikalischem Gesichtspunkt sinnvoll. Mit dieser
Methode ist man in der Lage, die experimentellen Daten beliebig genau wiederzugeben.
Unter dem Gesichtspunkt des Rechenaufwandes ist es durchaus gerechtfertigt, eine etwas
geringere Genauigkeit anzustreben, die aber immer noch zu sehr zufriedenstellenden
Ergebnissen fiihrt (vgl. Kapitel. 7.3.2).

7.4.3 Validierung des Modells: Nichtidealisierter Mullins-Effekt

In diesem Abschnitt wird die Leistungsfihigkeit der vorstellten Methode in Bezug auf das
Simulieren des nichtidealisierten Mullins-Effektes dargestellt. Dazu soll der nichtidealisier-
te Mullins-Effekt, der im Allgemeinen ratenabhéngig ist, mit dem zuvor beschriebenen
Modell zur Beschreibung des idealisierten Mullins-Effektes (ratenunabhéngig) simuliert
werden. Dazu wird der Ansatz mit einigen Experimenten, die der Arbeit BERGSTROM &
BOYCE 1998 entnommen sind, verglichen.

0 T T T T T T T T L
P
‘4‘.“:"’.4”.-'
1.Zyklus -=------- = P
4“'/’ . f} R
& 2.Zyklus == —- Pk A
-0.5 s s i
€ . 3.Zyklus =-—- - e E T 227
Wz~ 7 7 .
ZZ s
S 4.Zyklus === P e Al
E Pl s
= P Pt
2Z T gP T
©0 i 20,
c —]. I AL . el -
S - AR
< /{'/ _/‘:/// -
5 P ot
g //// ‘_._//// .
) 5 ARt
a5k g R ]
| ' A S
Ol
hd l/// /‘-9'/
= PP
‘_i ._'/.'/// o
D .
o Bl _
- v .
1 1 1 1 1 1 1 1

02 03 04 05 06 07 08 09 1
A

Abbildung 7.16. Uniaxiale Druckexperimente: Chloroprenkautschuk unter zyklischer Be-
lastung
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In einem ersten Schritt wird das Modell mit einem Chloroprenkautschuk, gefiillt mit sieben
Volumenprozent Rufl N600, verglichen. Die Partikel des Rufles haben einen durchschnitt-
lichen Durchmesser von 60 nm, die Mikrostruktur des Materials ist in Abbildung (2.9) (c)
abgebildet. Es ist zu erkennen, dass die Partikel eine kugeldhnliche Form aufweisen, die
sich ab einem bestimmen Volumenanteil zu Cluster vereinigen. In Abbildung 7.16 ist das
Materialverhalten des oben beschriebenen Chloroprenkautschuks unter zyklischer Bela-
stung dargestellt. Es handelt sich hierbei um uniaxiale Druckexperimente. Zur detaillierten
Durchfiithrung der Experimente siche BERGSTROM 1999. Das oben abgebildete Materi-
alverhalten zeigt die typischen Eigenschaften des nichtidealisierten Mullins-Effektes. Das
Material wird bis zu einer maximalen Streckung, hier A = 0.2, belastet. Es ist eine kon-
tinuierliche Steifigkeitsentfestigung des Materials zu erkennen. Nach einigen zyklischen
Belastungen stellt sich ein Materialverhalten ein, das sich nicht von dem vorigen Bela-
stungszyklus unterscheidet, hier der vierte Zyklus, das Material ist dann vorkonditioniert.
In diesem Beispiel ist das Maf3 der Steifigkeitsentfestigung zwischen dem ersten und dem
letzten Belastungszyklus, bei dem das Material vorkonditioniert ist, relativ klein und liegt
bei circa 12%.

Da das hier vorgestellte Material nicht hysteresefrei ist, sind die Belastungs- und Ent-
lastungspfade vollig unterschiedlich zu denen des idealisierten Materialverhaltens, wie es
in Kapitel 7.1 gezeigt wurde. So wird das Material bei dem ersten Zyklus zunéchst bis
A = 0.2 belastet und wieder auf A = 1 entlastet. Dabei ist ein grofler Unterschied zwischen
Belastungs- und Entlastungspfad zu erkennen (vgl. Abbildung 7.16), der mit der Hysterese
des Materials zu begriinden ist. Wird das Material nun zum zweiten Mal belastet, so be-
wegt sich dieser Belastungspfad oberhalb des ersten Belastungspfades aber unterhalb des
ersten Entlastungspfades. Auf Grund der hier vorliegenden Hysterese ist es also nicht wie
bei dem idealisierten Mullins-Effekt, dass der Entlastungspfad des ersten Zyklus identisch
mit dem Belastungspfad des zweiten Zyklus ist. Weiterhin féllt auf, dass beispielsweise
der Entlastungspfad des ersten Zyklus ein sehr viel weicheres Materialverhalten aufweist
als der Belastungspfad des zweiten Zyklus. Diese Beobachtung scheint wichtig zu sein, da
dies bedeutet, dass sich zwischen dem Ende des ersten und dem Beginn des zweiten Zyklus
das Material "regeneriert” hat und zwar in der Form, dass sich gerissene Ketten wieder
neu verbinden konnten. Auf diese Tatsache wird an spéterer Stelle nochmals eingegangen.

An dieser Stelle wird nun das in Abbildung 7.16 dargestellte Materialverhalten mit dem
simulierten Materialverhalten verglichen. Die dazu verwendeten Materialparameter sind
in Tabelle 7.3 dargestellt.

fenain = N/Nirss [—] | vel. Text | n [-] 10 k [Nmm/K] | 1.380662 - 10-2°
(a) | TA [-] 4 v [-] 1 0 [K] 273

K [N/mm?] 104 N [mm~?] | vgl. Text
(b) | E; [N/mm?] 125.0 vs [-] 0.3

Tabelle 7.3. Verwendete Parameter (N =8892 mm®): (a) Matrixmaterial und (b)
Fiillpartikel
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Abbildung 7.17. Simulation des nichtidealisierten Mullins-Effektes: (a) Vergleich zwischen
Experiment und Simulation und (b) Entwicklung der Kettenanzahl beziiglich des gesamten
Netzwerkes

Die Entwicklung von fchain; wurde, wie schon in Kapitel 7.3.2 beschrieben, bestimmt. In
Abbildung 7.17 (a) ist der Vergleich zwischen Experiment und Simulation dargestellt. Es
ist zu erkennen, dass das Modell die experimentellen Daten auflerordentlich gut wieder-
gibt. Wesentlich interessanter jedoch ist auch hier die Entwicklung der Kettenanzahl N des
gesamten Netzwerkes wahrend der Simulationen, siche Abbildung 7.17 (b). Im Vergleich
zu den Simulationen des idealisierten Mullins-Effektes wird hier deutlich, dass die Anzahl
der reiflenden Ketten wesentlich hoher ist. Dies ist im Gegensatz zum idealisierten Mullins-
Effekt mit Hystereseeffekten des hier vorliegenden nichtidealisierten Mullins-Effektes zu
begriinden. So steigt die Kettenanzahl beispielsweise wihrend der Belastung des ersten
Zyklus zunéchst leicht an, sinkt dann jedoch sehr stark ab. Wird die Probe wieder entla-
stet, so steigt auch die Kettenanzahl wieder an, bis sie letztlich nochmals kurz absinkt.
Dieses qualitative Verhalten kann man bei allen vier Zyklen beobachten. Wird die Materi-
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alprobe ein zweites Mal belastet, so fallt zunéchst auf, dass die Kettenanzahl im Vergleich
zur Belastung des ersten Zyklus gesunken ist. Diese Beobachtung ist gleichbedeutend mit
der Tatsache, dass wiahrend des ersten Zyklus einige Ketten des Netzwerkes unwiderruflich
gerissen sind. Wird die Materialprobe durch einen dritten und vierten Zyklus belastet, so
wird die absolute Kettenanzahl immer weiter verringert, bis das Material vorkonditioniert
ist und keine weiteren Ketten mehr reifien.

Ein weiteres Indiz fiir die Vorkonditionierung des Materials ist die Tatsache, dass die
Anzahl der Ketten im undeformierten Zustand Ny (Differenz zwischen der Kettenanzahl
vor Beginn der Simulation und der Kettenanzahl nach der Simulation in einem Bela-
stungszyklus), also bei A = 1, auf einen Wert hin konvergieren, bis dieser erreicht ist und
somit das Material vorkonditioniert ist. So weist die Kettenanzahl des ersten Zyklus einen
Wert von N} = 3.15 - 10" mm ™3, fiir den zweiten NZ = 2.93 - 10> mm ™2, fiir den dritten
N§ = 1.24 - 10" mm ™ und fiir den vierten Zyklus Nj = 1.20 - 10 mm 2 auf. Es ist eine
deutliche Konvergenz zu erkennen, die, wie schon zuvor diskutiert, auch in dem Materi-
alverhalten, Abbildung 7.17 (a), wieder zu erkennen ist.
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Abbildung 7.18. Uniaxiale Druckexperimente: Chloroprenkautschuk unter zyklischer Be-
lastung

Im Weiteren soll das Modell mit einem Chloroprenkautschuk verglichen werden, nun aber
mit 15vol% RufBl N600. Es wurden wiederum uniaxiale Druckversuche durchgefiihrt, sie-
he BERGSTROM 1999, das daraus resultierende Materialverhalten ist in Abbildung 7.18
dargestellt. Wie auch schon in den Experimenten in Abbildung 7.16 wurde hier die Ma-
terialprobe zyklisch belastet, und es ist auch in diesem Fall deutlich der nichtidealisierte
Mullins-Effekt zu erkennen. Das Material zeigt nach Entlastung bleibende Streckungen,
was ein typisches Merkmal fiir stérker gefiillte Polymere ist.
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Die Materialparameter fiir die Simulation dieser Experimente sind Tabelle 7.4 zu
entnehmen.

fenain = N/Nipss [—] | vel. Text | n [-] 10 k [Nmm/K] | 1.380662 - 10-2°
(a) | TA [-] 4 v [-] 1 0 [K] 273

K [N/mm?] 10° N [mm~?] | vgl. Text
(b) | By [N/mm?] 125.0 vi [~] 0.3

Tabelle 7.4. Verwendete Parameter (Nipugs=7992 mm~>): (a) Matrixmaterial und (b)
Fillpartikel

Die Ergebnisse dieser Simulationen sind in Abbildung 7.19 (a) dargestellt. Wie zu erwarten
war, ist es mit dem Modell moglich, eine sehr gute Ubereinstimmung mit den experimen-
tellen Daten zu erlangen. Die Entwicklung der Kettenanzahl wéhrend der Simulationen
ist in Abbildung 7.19 (b) aufgezeigt. Es ist ein qualitativ dhnliches Verhalten im Vergleich
zu der Kettenanzahlentwicklung des mit 7vol% gefiillten Materials in Abbildung 7.17
(b) zu erkennen. Auch hier steigt zundchst die Kettenanzahl an bevor sie stark abféllt.
Wird die Probe entlastet, so steigt die Kettenanzahl zunéchst kontinuierlich an, bevor
sie letztlich leicht abféllt. Es féllt weiter auf, dass die Entlastungspfade aller drei Zyklen
mehr oder weniger ein identisches Verhalten aufweisen. Wie auch schon in den Experi-
menten zuvor (vgl. Abbildung 7.16) ist eine deutliche Differenz in der Anzahl der Ketten
zwischen den einzelnen Zyklen, besonders am Anfang des Belastungspfades zu erkennen.
Dieses ist wiederum mit einem Verlust von Ketten im Verlaufe eines Zyklus zu begriinden.

Zusammenfassend kann man sagen, dass das vorgestellte Modell neben dem ideali-
sierten Mullins-Effekt auch den nichtidealisierten Mullins-Effekt in geeigneter Weise
wiedergeben kann. Dabei sei an dieser Stelle nochmals erwéhnt, dass die hier gewéhlte
Methode zur Simulation des nichtidealisierten Mullins-Effektes ratenunabhdngig ist.
Damit besteht an dieser Stelle noch Forschungsbedarf (vgl. Kapitel 8.2).

Weiterhin ist anzumerken, dass die hier vorgestellte Methode zur Simulation des
Mullins-Effektes nicht mit komplexen Strukturen validiert wurde. So wére ein weiterer
Arbeitsschritt, der in dieser Arbeit nicht durchgefiihrt wurde, beispielsweise die Materi-
alparameter an einen uniaxialen Zugversuch zu verifizieren um mit diesen Parametern
komplexe, nichthomogene Deformationszusténde zu simulieren. Die aus diesen Simula-
tionen resultierenden Ergebnisse wiren dann mit den entsprechenden Experimenten zu
validieren. Es wire somit moglich, weitere wichtige Aussagen zu der Leistungsfiahigkeit
der hier vorgestellten Methode betreffend zu erhalten.
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Abbildung 7.19. Simulation des nichtidealisierten Mullins-Effektes: (a) Vergleich zwischen
Experiment und Simulation und (b) Entwicklung der Kettenanzahl beziiglich des gesamten

Netzwerkes
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8

Zusammenfassung und Ausblick

8.1 Zusammenfassung

In Kapitel 2 wurden die chemischen sowie physikalischen Grundeigenschaften polymerer
Materialien kurz erlautert. Es wurden die unterschiedlichen Strukturprinzipien dargestellt
und verglichen. Besonderer Wert wurde dabei auf die Beschreibung der so entstandenen
Strukturen gelegt, da diese zum Verstédndnis des spéter in dieser Arbeit entwickelten Kon-
zeptes dienen sollten.

Um den Endenabstand einer Polymerkette berechnen zu kénnen, wurden in Kapitel 3
unterschiedliche Modelle aufgezeigt. Dabei variieren diese Modelle in ihrer Komplexitit,
was dazu fiithrt, dass beispielsweise das relativ einfache Segmentkettenmodell nur eine sehr
ungenaue Beschreibung des Kettenendenabstandes zulédsst. Demgegeniiber steht das kom-
plexere Valenzwinkelmodell, mit dem man den Kettenendenabstand sehr viel realistischer
beschreiben kann.

In einem zweiten Abschnitt wurden das Gauf- und das Langevin-Modell zur Beschreibung
der Kettenendenverteilung vorgestellt. Dabei zeichnet sich das Gauf3-Modell durch eine
relativ einfache Herleitung aus, liefert aber nur in der direkten Entwicklungsumgebung
(r =~ 0) zufriedenstellende Ergebnisse. Diesen Nachteil fingt das wesentlich komplexere
Langevin-Modell auf.

Im folgenden Kapitel 4 wurde die Grundidee der hier gezeigten Methode vorgestellt. Hier
liegt der Schwerpunkt in der Beschreibung der Implementierung der so genannten Ein-
heitszelle in einem Finite-Elemente-Programm. Es wurden beide Anteile der Einheitszelle,
Stabelement und Tetraederelement, beschrieben und diskutiert.

Ein weiterer wichtiger Punkt ist der Ubergang von der Mikro- auf die Makroebene, die in
diesem Modell unabhéngig von den absoluten Werten der Stabldnge oder dem Kettenen-
denabstand durch die Streckungen des Stabes bzw. der Kette beschrieben wird.
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Nachdem in dem ersten Teil des Kapitels b das Materialverhalten einer einzelnen Kette
in ein Stabelement implementiert und ausfiihrlich untersucht worden ist, wurde in einem
weiteren Abschnitt das Materialverhalten des gesamten Netzwerkes ndher betrachtet. Da-
bei spielt die Geometrie der einzelnen Stabelemente bzw. der Kettenbiindel, gesteuert
durch verschiedene Materialparameter, eine wichtige Rolle.

Ein wichtiger Punkt ist die M6glichkeit der Simulation nichtaffiner Deformationszusténde,
da die meisten anderen Materialmodelle, siehe Anhang B, dazu nicht in der Lage sind.

In einem weiteren Punkt wurde die Abhéngigkeit der makromechanischen Ergebnisse von
der Anzahl der Stabelemente untersucht. Dabei stellte sich heraus, dass nur dann eine
Abhéngigkeit vorliegt, wenn die Anzahl der Stabelemente zu gering gewihlt wird. Die
Berechnungszeit ist im Vergleich mit konventionellen Elementformulierungen, wie zum
Beispiel gemischte Elemente, sogar geringer, da die Tetraederelemente in dem hier vor-
gestellten Ansatz nur einen Gauflpunkt aufweisen und die Stabelemente keinen hohen
Rechenaufwand erfordern.

Weiterhin wurde das Modell unter Zuhilfenahme unterschiedlicher Experimente sowie an-
derer Materialmodelle validiert. Dabei stellte sich heraus, dass der vorgestellte Ansatz in
allen Punkten iiberzeugende Ubereinstimmungen mit Experimenten und Materialmodel-
len liefert.

In diesem Zusammenhang sei auch der in Anhang B dargestellte Uberblick, in dem unter-
schiedliche Materialmodelle zur Simulation polymerer Materialien vorgestellt und disku-
tiert wurden, erwahnt. Mit Hilfe eines Optimierungsalgorithmus (vgl. Anhang C) wurden
diese Modelle an Experimente von TRELOAR 1944 angepasst. Es wurde deutlich, dass die
Ubereinstimmung zwischen den Modellen und den experimentellen Daten sehr stark von
der Anzahl der Materialparameter abhédngt. Ein extrem schlechtes Beispiel stellt das Neo-
Hooke-Modell mit nur einem Materialparameter dar. Die Ergebnisse dieses Modells wei-
chen sehr stark von den Experimenten ab. Auf der anderen Seite steht das 16-parametrige
Swanson-Modell, das die beste Ubereinstimmung aller hier gezeigten Modelle liefert.

Dennoch zeigt sich, dass die statistischbasierten Materialmodelle im Vergleich zu den kon-
tinuumsbasierten Modellen das Verhalten polymerer Materialien, bei identischer Anzahl
der Materialparameter, besser beschreiben konnen. Ein Beispiel dafiir ist das Arruda-
Boyce-Modell im Vergleich zum Mooney-Rivlin-Modell. Bei identischer Anzahl der Mate-
rialparameter liefert das Arruda-Boyce-Modell weitaus bessere Ergebnisse als das Mooney-
Rivlin-Modell. Dieser Vorteil liegt in der Herleitung der Modelle begriindet. So basiert das
Arruda-Boyce-Modell auf der so genannten Langevin-Kettenstatistik, bei der das Mate-
rialverhalten einer einzelnen Kette beschrieben wird. Das Mooney-Rivlin-Modell dagegen
basiert auf rein phdnomenologischen Annahmen, so dass unter physikalischen Gesichts-
punkten im Vergleich zum Arruda-Boyce-Modell kein Mikro-Makro-Ubergang zwischen
Kette und Netzwerk vorhanden ist.

In dem letzten Abschnitt wurde die Fahigkeit des Modells herausgearbeitet, auch kom-
plexere Strukturen simulieren zu kénnen. Damit erfiillt sich die am Anfang dieser Arbeit
gestellte Zielsetzung, komplexe Strukturen unter Beriicksichtigung der materiellen Mi-
krostruktur berechnen zu koénnen.
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In Kapitel 6 wurde eine Erweiterung zur Berechnung partikelgefiillter Netzwerke des in
Kapitel 4 dargestellten Ansatzes vorgestellt. Dabei werden die einzelnen Partikel durch
finite Tetraederelemente dargestellt.

Mit Hilfe verschiedener kontinuumsbasierter Modelle wurde der Ansatz validiert.
Das vorgestellte Modell konnte durch gute Ubereinstimmung mit den anderen konti-
nuumsbasierten Modellen iiberzeugen. Auch ist es moglich, komplexere Strukturen wie
beispielsweise Polymerdichtungen zu simulieren.

In Kapitel 7 wurden die theoretischen Grundlagen zur Erweiterung der Simulation
des Mullins-Effektes des in Kapitel 4 beschriebenen Modells geschaffen. Dabei wird an
dieser Stelle nochmals unterstrichen, dass das Modell physikalisch basiert ist, um ein
moglichst enges Verhéltnis zwischen realem, physikalischen Materialverhalten und dem
Materialverhalten aus der Simulation wiedergeben zu kénnen. Auch ist das Modell nicht
nur auf Polymermaterialien eingeschrankt, die gefiillt sind, wie zum Beispiel bei BUECHE
1960 oder MULLINS 1969, sondern ist auch bei ungefiillten Materialien anwendbar. Da
der Mullins-Effekt auch bei ungefiillten Polymeren auftritt (vgl. BOUASSE & CARRIERE
1903 und HARWOOD & PAYNE 1966), ist es notwendig, dass das Modell auch hier
anzuwenden ist.

Zusammenfassend kann man sagen, dass der hier erweiterte Ansatz in der Lage
ist, den Mullins-Effekt mit beliebiger Genauigkeit wiederzugeben. Wie in der Literatur
gut bekannt ist, basiert der Mullins-Effekt nicht nur darauf, dass Ketten reiflen, sondern
dass sie sich auch wieder verbinden. Auch diesen physikalischen Effekt kann man in
diesem Modell wiederfinden. Ein bisher ungeklédrter Punkt in der Polymerforschung ist
die Frage nach der Art des Kettenreiflens. Das heifit, wie die Ketten in Abhéngigkeit der
Belastungsgeschichte reiflen bzw. sich wiederverbinden.

8.2 Ausblick

Auf Grund des (nahezu) inkompressiblen Materialverhaltens von gummiartigen Materia-
lien, ist eine wichtige Voraussetzung fiir Finite-Elemente-Berechnungen die Anwendung
von Techniken zur Vermeidung von Locking-Effekten. In dieser Arbeit wurde sich
daher der selektiv reduzierten Integrationsmethode bedient. Die Vorteile dieser Me-
thode sind, dass Locking-Effekte weitestgehend unterdriickt werden und auf Grund
der Eingauflpunktintegration diese Technik sehr effizient ist. Dennoch wire es sinnvoll,
andere Techniken zu untersuchen und mit dem hier verwendeten Verfahren zu vergleichen.

In Kapitel 7 wurde ein erster Ansatz zur Beschreibung von Hystereseeigenschaften
aufgezeigt. Dabei wurde eine ratenunabhéngige Formulierung benutzt. Da auch das
Materialverhalten von Polymeren ratenabhéngig ist, wére es interessant, einen raten-
abhéngigen Ansatz fiir das hier vorgestellte Gesamtmodell zu entwickeln.

Ein weiterer, wesentlicher Punkt bei der Beschreibung polymerer Materialien, der
in dieser Arbeit nicht beriicksichtigt wurde, sind Temperatureinfliissen. Dabei un-
terscheidet sich das thermomechanische Verhalten polymerer Materialien in einem
ganz wesentlichen Aspekt von dem von Metallen. Basierend auf den unterschiedlichen
Mikrostrukturen der beiden Materialien sind die Spannungen bei Polymeren in erster
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Linie entropischen Ursprungs, wohingegen die freie Energie von Metallen durch die
innere Energie dominiert wird. Zu diesem Thema sind unterschiedliche Modelle und
Arbeiten bekannt, die sich mit dem thermomechanischen Verhalten polymerer Materialien
auseinandersetzten, siehe beispielsweise HOLZAPFEL & SiMO 19968, LiON 1997A, LiON
1998, REESE & GOVINDJEE 1998A und REESE 2003.

Ein weiteres, hier nicht beriicksichtigtes, Materialverhalten, dessen Popularitdt in
den letzten Jahren stark zunimmt, ist die Magnetsensitivitit® (MS) von polymeren
Materialien. Diese Art von Polymeren, die in die Kategorie der "smart materials” fallen,
sind in der Lage, ihre mechanischen Eigenschaften bei Anwendung eines magnetischen
Feldes sehr schnell zu dndern. Untersuchungen solcher Materialien sowie Modelle, die
dieses Materialverhalten wiedergeben konnen sind beispielsweise bei DESIMONE &
Pobio-GuibuGLi 1996, JOLLY ET AL. 1996, DESIMONE & JAMES 2002, YIN ET AL.
2002, DORFMANN & OGDEN 2003A, DORFMANN & OGDEN 2004B, DORFMANN
ET AL. 2004 und STEIGMANN 2004 zu finden.

Dariiber hinaus besteht in Verbindung mit polymeren Materialien noch Forschungs-
bedarf auf dem Gebiet der Bruchmechanik. So ist bekannt, dass besonders dynamisch
beanspruchte Bauteile, wie beispielsweise Schutzdichtungen, die zudem noch eine recht
komplexe Geometrie aufweisen, zur Bildung von Rissen und somit zum Versagen
der gesamten Struktur neigen. Es wire interessant dieses Verhalten, basierend auf
der Mikrostruktur, in dem hier vorgestellten Modell einfliefen zu lassen. Modelle,
meist basieren diese auf kontinuumsmechanischen Ansédtzen sowie Untersuchungen
von Rissbildung und Risswachstum, sind unter anderem bei BUSFIELD ET AL. 1996,
LAKE ET AL. 2000, GAO & ZHou 2001, ZHAO & GHEBREMESKEL 2001, GAO 2002,
YEOH 2002, LAKE 2003, SADEGHIPOUR ET AL. 2003 und CHANG & L1 2004 zu finden.

Letztlich gibt es noch eine Reihe von Effekten und Eigenschaften, die bei dem hier
vorgestellten Modell vernachléssigt wurden. So beobachtet man bei Polymeren mit
hoherem Fiillstoffgehalt beispielsweise eine zunehmende Abhéngigkeit der dynamischen
Moduli von der Dehnungsamplitude. Diese Abhéngigkeit ist auch als Payne-Effekt
bekannt. Auch auf diesem Gebiet bestiinde, in Zusammenhang mit dem hier gezeigten
Ansatz, noch Forschungsbedarf.

'engl.: magneto-sensitivity, auch bekannt als magneto-rheology (MR)
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Kontinuumsmechanische Grundlagen

In diesem Abschnitt werden die in dieser Arbeit verwendeten Grundbegriffe und Grund-
gleichungen zusammengestellt. Ausfithrliche Darstellungen der kontinuumsmechanischen
Grundlagen sind beispielsweise in Lehrbiichern von MARSDEN & HUGHES 1983, OGDEN
1984, Cuabpwick 1999, HaupT 2000 und HOLZAPFEL 2000 zu finden.

Um ein mechanisches Problem vollstdndig beschreiben zu koénnen ist es erforderlich,
zunédchst die kinematischen Beziehungen zu formulieren, die Bilanzsétze herzuleiten und
schliefllich geeignete Materialgesetze (vgl. Anhang B) zu entwickeln. Bei der Behandlung
mechanischer Problemstellungen entspricht die zuvor dargestellte Reihenfolge der natiirli-
chen Vorgehensweise.

A.1 Kinematik

Die Kinematik bildet die Grundlage der Kontinuumsmechanik in Hinsicht auf die Be-
schreibung der Deformation eines Korpers, die Angaben von Verzerrungsmaflen sowie von
zeitlichen Ableitungen kinematischer Groflen. Letztere werden im folgenden nicht betrach-
tet, da sie in dieser Arbeit keine Verwendung finden.

A.1.1 Bewegung, Deformationsgradient

In diesem Abschnitt soll die Bewegung und Deformation eines homogenen, materiellen
Korpers B (vgl. Abbildung A.1), betrachtet werden. Dieser Korper ist als eine Menge von
materiellen Punkten P oder auch Partikel definiert, die einen Bereich im Euklidischen
Punktraum E? einnehmen. Die Oberfliche des Korpers wird mit OB bezeichnet.

Durch die Bewegung des materiellen Kérpers verdandert sich das Gebiet B. Diese Anderung
wird als zeitliche Aufeinanderfolge von Konfigurationen y, bezeichnet. Eine Konfigurati-
on von B stellt somit unter mathematischem Gesichtspunkt eine eindeutige Abbildung
X, : B— E? dar, die jedem materiellen Punkt P zu der aktuellen Zeit ¢ die auf einen
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raumfesten Ursprung bezogene Position x im Raum E3 zuordnet. Damit wird der Ort
eines materiellen Punktes P aus B in der Konfiguration y, durch

x = x,(P) = x(P.1) (A1)

angegeben. Da mit der Abbildung x, die momentane Lage x des materiellen Punktes
P beschrieben werden kann, wird diese als Momentankonfiguration bezeichnet. Es

Referenzkonfiguration

Momentankonfiguration

€1

materieller Korper

Abbildung A.1. Konfigurationen des Kontinuums

entspricht der iiblichen Bezeichnungsweise den Begriff der Momentankonfiguration auch
fir das Gebiet B, := x,(B) anzuwenden. An dieser Stelle ist es notwendig zu fordern,
ohne niher darauf einzugehen, dass die Abbildung ¥, eindeutig, das heifit bijektiv ist.

Eine numerische Berechnung der Bewegung ist bis zu diesem Punkt noch nicht
moglich, da noch keine ausreichende Beschreibung der einzelnen materiellen Punkte
angegeben wurde. Abhilfe aus dieser Situation ist durch die Einfithrung einer speziellen
Referenzkonfiguration By = x(B,ty) zu einem festen Zeitpunkt ¢ = ¢, moglich. Es gilt die
Beziehung

X = xo(P) = x(P,t0) (A.2)

fiir alle materiellen Punkte P € B.

Bei den Abbildungen y, und x, handelt es sich um Abbildungen, die, wie zuvor gefordert,
die materiellen Punkte P bijektiv und stetig auf die Raumpunkte abbilden. Besonders
durch die Wahl eines festen Zeitpunktes t = t; sind die materiellen Punkte P und die
Punkte X der Referenzkonfiguration By bijektiv einander zugeordnet und es existiert die
stetige inverse Abbildung

_1.{B(] — B

Xo (X o P =y i(X). (A.3)
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Die Verkniipfung von x, und Xgl fithrt mit Gleichung (A.1) auf folgenden Zusammenhang

x = x,(x, (X)) = (X) : & o (X, 1). (A.4)
Auf Grund der Tatsache, dass die Abbildungen x, und Xal eindeutig sind, ist auch die
Abbildung ¢;(X) bijektiv und gibt die Deformation des Korpers an. Analog zu Glei-
chung (A.4) kann somit die Inverse von ¢;(X) zu

X =x,(x (%) =6, (x) : & 7' (x,1) (A.5)

beschrieben werden.

Als ein weiteres wichtiges Bewegungsmafl wird noch der Verschiebungsvektor
u=x-X (A.6)
eingefiihrt, siehe auch Abbildung A.1.

Im Folgenden werden Groflen, die sich auf die Lagrangesche (materielle) Formulierung
beziehen in Groflbuchstaben geschrieben. Bei der Eulerschen (rdumlichen) Darstellungs-
weise werden Kleinbuchstaben verwendet.

Eine zentrale Grofle in der Kontinuumsmechanik ist der materielle Deformationsgradient
F = Grad ¢4(X) = Gradx =1+ Gradu =1+ H, (A7)

wobei mit H = Grad u der Verschiebungsgradient definiert ist. Mit Hilfe des Deformati-
onsgradienten F kann ein infinitesimales Wegelement dx der Momentankonfiguration aus
dem Wegelement dX der Referenzkonfiguration berechnet werden, siche Abbildung A.2.
In Abbildung A.2 bezeichnen PY und PY die Punkte in der Referenzkonfiguration By und
Pt sowie Pi die in der Momentankonfiguration B;.

Referenzkonfiguration By

Momentankonfiguration By

€1

Abbildung A.2. Deformation eines infinitesimalen Linienelementes dX
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Es ergibt sich somit folgende Beziehung

dx = F dX. (A.8)
Es ist zu beachten, dass der materielle Deformationsgradient F im Allgemeinen nicht

symmetrisch, das heit F # F7| ist.

Fir die Transformation zwischen raumlichen und materiellen Flachen- und Volu-
menelementen gelten die Gleichungen

da=detFF 7' .dA =JFT.dA, (A.9)

dv = detF dV = J dV. (A.10)
Um die Moglichkeit eines negativen Volumenelementes auszuschlieSen wird

J=det F >0 (A.11)
gefordert. Mit Hilfe der polaren Zerlegung

F=R-U=V:R (A.12)

kann F in den eigentlich orthogonalen Rotationstensor R und den Rechtsstrecktensor U
bzw. den Linksstrecktensor V. multiplikativ zerlegt werden. Damit kann die Verformung
des Wegelementes dX in Gleichung (A.8) als Kombination aus Drehung/Streckung bzw.
aus Streckung/Drehung betrachtet werden

dx=R-(U-dX) =V (R-dX). (A.13)

A.1.2 Verzerrung

Im Folgenden geht es nun darum ein geeignetes Verzerrungsmafl zu definieren. Ein
physikalisch sinnvolles Verzerrungsmafl sollte so beschaffen sein, dass sich bei reiner
Starrkorperbewegung, wie Rotations- und Translationsbewegung, keine Verzerrungen er-
geben. Ein solches Verzerrungsmaf ist der auf die Referenzkonfiguration B, bezogene
Green-Lagrange- Verzerrungstensor E, der durch

B= (F'F—1)= (C—1)=  (H+H +HH) (A14)

definiert ist. In Gleichung (A.14) beschreibt C = F'F = U? den positiv definiten rechten
Cauchy-Green-Tensor, der das Quadrat des Linienelementes dx mittels des materiellen
Linienelementes dX ausdriickt

dx - dx = dX - C dX, (A.15)

und somit die Verzerrung durch E als Differenz der Quadrate der Linienelemente in By
und B; beschreibt.

Eine Verallgemeinerung von Gleichung (A.14) kann man beispielsweise nach OG-
DEN 1984 zu
1
E"=—(U™-1), me R (A.16)
m

angeben. Wie zu erkennen ist, fithrt (A.16) unter Verwendung von m = 2 auf Glei-
chung (A.14). Fiir m = 0 folgt das verallgemeinerte Verzerrungsmafl

E® =InU, (A.17)
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dass unter dem Namen des Hencky-Verzerrungstensors bekannt ist. Der Hencky-Ver-
zerrungstensor wirkt in der Momentankonfiguration B; und die zu (A.16) dquivalente
allgemeine Darstellung ist durch

e =—(V"-1), m e R (A.18)

gegeben.

Ein weiterer Spezialfall des verallgemeinerten Verzerrungsmafles (A.18) folgt mit
m = —2

e:=el™ = %(1 ~FTF Y= %(1 b = %(1 —-V7?), (A.19)

der Almansi-Verzerrungstensor. Wobei in Gleichung (A.19) mit b = FF? = V? der in
der Momentankonfiguration B, wirkende linke Cauchy-Green-Tensor eingefiithrt wurde.

A.2 Bilanzgleichungen

In diesem Abschnitt werden die Bilanz- und Erhaltungssitze der Mechanik zusammen-
gestellt, die allgemeine Prinzipien beschreiben. Sie miissen fiir jeden Korper B sowie fiir
jeden Teilkorper B* € B erfiillt sein. Die formale Struktur der Bilanzséitze lasst sich in
integraler Form mit

d d
- [adv=—a —/Zdv+/Fda+Z (A.20)
By

Bt aBt

angeben. Bilanzgréfien sind grundsatzlich dadurch gekennzeichnet, dass keine Produk-
tionsprozesse stattfinden. Die Anderung der Zustandsvariablen o héngt zum einen von
dem Zuwachs > innerhalb des Gebietes B;, zum anderen von der Zufuhr I" tiber die
Oberfliche 0B, und von einem Zusatzterm Z ab. Durch die Bestimmung der Grofien
a, >, I' und Z koénnen die Bilanzsétze fiir Masse, Impuls und Drehimpuls abgeleitet
werden. Fiir den Sonderfall, dass der Zusatzterm Z verschwindet, handelt es sich bei der
physikalischen Grofle a* um eine Erhaltungsgréfie. Die Bilanzgleichung wird dann als
Erhaltungssatz bezeichnet.

A.2.1 Massenerhaltung

Bei der Massenerhaltung wird postuliert, das sich die Masse m eines Korpers wahrend
der Deformation nicht d&ndert. Die Massendichte ist mit der Masse m iiber

dm
= — A21
P ( )
definiert, so dass sich Gleichung (A.20) zu
d
— dv =10 A.22
o | pdv (A.22)

By

vereinfacht. Mit der Definition der Massendichte ergibt sich die Gesamtmasse unter
Beriicksichtigung von Gleichung (A.10) zu

m:/dm:/pdv:/deV:/podV, (A.23)
B Bt B()

By
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wobei py = pJ die Massendichte der Referenzkonfiguration By darstellt. Unter Anwendung
der Kettenregel ist es moglich eine materielle Darstellung von Gleichung (A.22) zu

%m:/(p'+pdiv>'<)dU:/J(p+pDivX)dV:0 (A.24)
Bt BO

anzugeben. Unter der Voraussetzung, dass die Integranten in (A.24) stetig sind, kann die
lokale Form der Massenbilanz zu

p+pdivx =0 (A.25)

dargestellt werden.

A.2.2 Impuls- und Drehimpulserhaltung

Der Impuls ist im kontinuierlichen Fall durch

I::/pkdvz/po)'(dv (A.26)
By Bo
beziiglich der Momentan- und Referenzkonfiguration gegeben. Die Bilanz des Impulses
postuliert den Zusammenhang einer Bewegungsgrofle mit der ihr zugeordneten Kraftgrofe.
Die Impulsbilanz besagt, dass die materielle Zeitableitung des Impulses I gleich der Summe
der auf den Korper einwirkenden Kréfte ist:

i:/pbv dv+/ t da. (A.27)
Bt OBy

Die duBeren Kréfte setzen sich aus den Volumenkriften df, = pb,dv und den einge-
priagten Oberflichenkriften df, = t da zusammen. t beschreibt einen Spannungsvektor,
der einem Fléchenelement da des Kontinuums zugeordnet ist.

Der Drall oder Drehimpuls beziiglich eines Punktes O ist durch

L::/(X—XO)XdeU:/rXdeU:/rXpOXdV (A.28)
Bt Bt BO
beziiglich der Momentan- bzw. Referenzkonfiguration definiert. Der Ortsvektor x, legt
dabei den Bezugspunkt des Momentengleichgewichts fest. Die Drehimpulsbilanz besagt,
dass die materielle Zeitableitung des Drehimpulses L beziiglich des Punktes O gleich der
Summe der Momente infolge der von auflien auf den Kérper einwirkenden Kréfte ist:

L—/rXpbvdU+/rxtda. (A.29)

B OBy

A.2.3 Spannungstensoren

In einem Punkt x auf der Oberflache eines materiellen Koérpers 0B in der Momentankon-
figuration B; wirke die infinitesimale Kraft df. Die Spannungsvektoren

T = g—% und t= (;lj—% (A.30)
ergeben sich als Quotient der infinitesimalen Oberflachenkraft df bezogen auf die infinite-
simale Fliache der Referenzkonfiguration dA bzw. der Momentankonfiguration da.
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Der 1. Piola-Kirchhoff-Spannungstensor P und der Cauchy-Spannungstensor o sind als
Abbildung des dufleren Normaleneinheitsvektor der Referenzkonfiguration N bzw. des
auBeren Normaleneinheitsvektor der Momentankonfiguration n auf den jeweiligen Span-
nungsvektor

T=PN bzw. t=on. (A.31)

definiert. Dieser Zusammenhang wird als Cauchy-Theorem bezeichnet.

Mit der Bezichung (A.31); und dem Gaufischen Integralsatz kann (A.27) zur lokale
Impulsbilanz oder 1. Cauchy-Bewegungsgleichung umgeformt werden:

dive +p b, = p x. (A.32)

Durch Anwendung des Cauchy-Theorems sowie des Gauflschen Integralsatzes fiihrt die
Drehimpulsbilanzgleichung (A.29) zu der 2. Cauchy-Bewegungsgleichung

o=o". (A.33)
Mit den Oberflachennormalenvektoren

dA =N dA und da=ndA (A.34)
erhélt man die infinitesimale Oberflachenkraft

df, =P dA = o da (A.35)
als Funktion der Spannungstensoren P und o. Der rdumliche Spannungstensor

o= aijgi X g; (A.36)
wird als "wahrer” Spannungstensor bezeichnet, da er die in der Momentankonfigurati-

on wirkende Kraft df, auf ein Fldchenelement da derselben Konfiguration bezieht. Mit
Gleichung (A.9), (A.35) und (A.36) errechnet sich der 1. Piola-Kirchhoff-Spannungstensor
Al

P=JoF ' =Jog G, (A.37)

woraus deutlich wird, dass es sich dabei um einen Zweifeldtensor handelt. Der
1. Piola-Kirchhoff-Spannungstensor wird auch héufig als Ingenieurspannungstensor
bezeichnet, da die einzelnen Spannungskomponenten, im Gegensatz zu denen des
Cauchy-Spannungstensors, auf die undeformierte Fliche bezogen werden.

Ist es erforderlich die Impulsbilanz (A.27) beziiglich der Referenzkonfiguration
By anzugeben, gelangt man zu der alternativen materiellen Form der 1. Cauchy-
Bewegungsgleichung;:

DivP + py b, = po x. (A.38)
Analog zu Gleichung (A.33) folgt aus der Drehimpulsbilanz die Bedingung
P.-F'=F.P" (A.39)

die verdeutlicht, dass der 1. Piola-Kirchhoff-Spannungstensor P nicht symmetrisch ist.

Da man in der Referenzkonfiguration einfacher mit symmetrischen Spannungsten-
soren arbeitet, ist es sinnvoll einen weiteren, den 2. Piola-Kirchhoff-Spannungstensor S
zu definieren:

S=F'P=JFl'oF 7T =Jd"G, @G, A.40
J
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S stellt eine reine Rechengréfie dar und ist physikalisch nicht zu interpretieren. Dennoch
spielt dieser Spannungstensor eine wichtige Rolle, da er das zu dem Green-Lagrange-
Verzerrungstensor, Gleichung (A.14), konjugierte Spannungsmaf darstellt.

Neben dem Cauchy-Spannungstensor o wird haufig der durch eine push forward Opera-
tion des 2. Piola-Kirchhoff-Spannungstensors gewonnene Kirchhoff-Spannungstensor

T=FSF' =Jo=Jo"g g, (A.41)

verwendet, welcher in der Momentankonfiguration definiert ist.

A.2.4 Energieerhaltung

Die Energiebilanz, die auch als 1. Hauptsatz der Thermodynamik bezeichnet wird, besagt,
dass die materielle Zeitableitung der totalen Energie E gleich der Summe der mechani-
schen Leistung P aller dufleren Krifte und der dufleren Warmezufuhr @ ist. Auf die
Berticksichtigung von chemischen, nuklearen sowie elektrischen Energien wurde an dieser
Stelle verzichtet. Es ergibt sich somit:

E=P+Q. (A.42)

Mit der Definition der spezifischen inneren Energie U, der spezifischen Warmezufuhr r
und dem raumlichen Warmezuflufivektor q ergibt sich aus Gleichung (A.42)

d

g p(U+%X-X)dU:/p(bU-X+T)dv+/(t-)'(—q-n)da. (A.43)

B By OB;
Durch die Anwendung des Gaufischen Integralsatzes liefert Gleichung (A.43)

d |
< ,4U+§xxgmp:/«&va+m%yx+a:d+pr—mv@du (A.44)

Bt Bt
Hierin beschreibt d den Deformationsgeschwindigkeitstensor, der mit Hilfe von
F=g ®G"'zu

1. : 1. ; P
d= §(F P+ FT FT) = 5(& ®eg +8®8) (A.45)
angegeben werden kann. Er stellt den symmetrischen Anteil des rdumlichen Geschwin-
digkeitsgradienten
0x . .
l=gradx=-—— -F'=F.F'l=g ¢ A.46
grad X = o= £ ®8 (A.46)
dar. Der schiefsymmetrischen Anteil
1 . . 1. ; .
we (B F TR - (g ag —g eg) (A.47)

ist als Drehgeschwindigkeitstensor oder Spintensor bekannt.

Durch Einsetzen der lokalen Impulsbilanz (A.32) ldsst sich Gleichung (A.44) zu
% pUdU:/(a:d—l—pr—divq)dv (A.48)

Bt Bt
vereinfachen, woraus sich letztlich die lokale Form der Energiebilanz ergibt:

pU=0c:d+pr—divq. (A.49)

Mit Hilfe des materiellen Warmezufluivektors
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Q=JFT.q (A.50)

ergibt sich analog zur rdumlichen Darstellung der Energiebilanz (A.49) die materielle Form
der Energiebilanz zu

poU=8:E+ pyr—DivQ. (A.51)

A.2.5 Entropieungleichung

Durch die Existenz der spezifischen Entropie S lésst sich die Clausius-Duhem-Ungleichung,
auch bekannt als 2. Hauptsatz der Thermodynamik, zu

d r 1

— > — — — . .

o Spdv_/@pdv /®q n da (A.52)
By By 9By

angeben, wobei © die absolute Temperatur darstellt. Die Entropie ist im Allgemeinen
keine Erhaltungsgrofie, wie es Masse, Impuls, Drehimpuls oder Energie sind. Durch die
Clausius-Duhem-Ungleichung wird ausgesagt, dass die spezifische Dissipation nicht nega-
tiv ist bzw. sein darf.

Unter Verwendung des Gauflschen Integralsatzes sowie der Energiebilanz lasst sich Glei-
chung (A.52) zu der lokalen Form des 2. Hauptsatzes der Thermodynamik

. . 1
p@S—pU—i—a’:d—@q-grad@zO (A.53)
umformen. Analog dazu ergibt sich die materielle Beschreibung zu
) ) .1
po@S—p0U+S:E—6Q-Grad@ZO. (A.54)

Die freie Helmholtz-Energie W = U — © S (vgl. auch Gleichung (3.38)) représentiert
den Anteil der inneren Energie, der zur Verfiigung steht, um die Arbeit bei konstanter
Temperatur zu verrichten. Mit ihr ergeben sich aus (A.53) und (A.54) die Bezichungen

. . 1
—p(W—i—@S)—i—U:d—éqgrad@ZO (A.55)
bezogen auf die Momentankonfiguration, sowie
. : .1
—po(W—i—@S)—i—S:E—6Q~Grad®20. (A.56)

in der Referenzkonfiguration.

A.3 Variationsformulierung - Prinzip der virtuellen Verschiebungen

Fiir die numerische Umsetzung im Rahmen der Finite-Elemente-Methode ist es erfor-
derlich, die starke Form des Gleichgewichts (A.32) in die schwache Form zu tiberfithren.
Hierzu wird das lokale Kriftegleichgewicht mit einer vektorwertigen Testfunktion du ska-
lar multipliziert. Eine anschlieBende Integration iiber das entsprechende Gebiet B, liefert:

/(div o+ p (b, —%))-dudv=0. (A.57)

By
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Durch Anwendung des Gaufschen Integralsatzes sowie der Einarbeitung der Spannungs-
randbedingungen o - n = t auf dem Rand dB; und der Verschiebungsrandbedingungen
u = u auf dem Rand 0B, erhalt man

g(u,du) = /0' : grad du dv — /p (b, — 1) - du dv — / t-duda =0, (A.58)
By By OBt

die rdumliche Beschreibung des Prinzips der virtuellen Verschiebungen. Aus Glei-
chung (A.38) erfolgt auf analoge Weise die materielle Beschreibung des Variationsprinzips:

g(u,du) = /P : Graddu dV — /po (b, — 1) - dudV — / T-udA=0. (A59)
Bo By 8Bo o

In Gleichung (A.59) ldsst sich der 1. Piola-Kirchhoff-Spannungstensor mit Hilfe von
P = FS durch den 2. Piola-Kirchhoff-Spannungstensor ersetzen. Es gilt:

P :Gradéu =S :F Gradéu=S:JE. (A.60)

Hierin bezeichnet JE die Variation des Green-Lagrange-Verzerrungstensors. Mit (A.60)
kann Gleichung (A.59) zu

g(u,éu):/S:(SEdV—/po(bU—ii)-éudV— / T -dudA=0 (A.61)
% L B 5. )
g?;t g;;t

umgeschrieben werden. Der erste Term in Gleichung (A.61) (gint) entspricht der virtuellen
inneren Arbeit, die beiden letzten Terme (gex;) beschreiben die virtuelle d&uBere Arbeit
sowie den Trégheitsterm, auf die in Kapitel 4 zuriickgegriffen wird.
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Materialmodelle: Von der Kette zum Netzwerk

Materialmodelle, die in der Lage sind das Materialverhalten von Polymeren zu beschrei-
ben, lassen sich in drei Gruppen einteilen. Die erste Gruppe beinhaltet die Modelle,
die auf der statistischen Mechanik basieren. Dabei wird auf das Materialverhalten
der einzelnen idealen Kette zuriickgegriffen und daraus das Materialverhalten fiir das
gesamte Netzwerk hergeleitet. Die zweite Gruppe beinhaltet die phénomenologisch
invariantenbasierten Modelle, und in die dritte Gruppe fallen die streckungsbasierten
Materialmodelle.

Auf der Grundlage dieser Gliederung wird in diesem Teil des Anhangs ein Uber-
blick iiber eine Auswahl existierender Materialmodelle aufgezeigt, die grofle Unterschiede
in ihren jeweiligen Konzepten und der damit verbundenen mathematischen Komplexitét
aufweisen. Dabei wird im Falle der ersten Gruppe die Herleitung eines Netzwerkmodells,
basierend auf der ”statistischen” Theorie, kurz aufgezeigt und diskutiert. Bei den beiden
anderen Modellgruppen wird an dieser Stelle auf die Herleitungen nicht eingegangen,
da diese sehr modellspezifisch sind. Jedoch konnen Details zu den Herleitungen der
jeweiligen Originalliteratur entnommen werden.

Die Modelle aller Gruppen werden im Folgenden zunéchst beschrieben und schlief-
lich mit Experimenten von TRELOAR 1944 verglichen. Bei diesen Experimenten eines
vulkanisierten Materials handelt es sich um die drei typischen Verformungszustinde
uniaxialer Zug, reiner Schub und biaxialer Zug (vgl. Abbildung 5.28). Die einzelnen
Materialmodelle werden an diese drei Experimente mit Hilfe eines Optimierungsalgorith-
mus zur Bestimmung von Materialparametern, der im Anhang C detailliert beschrieben
wird, angepasst. Dabei ist die Fahigkeit der einzelnen Modelle, das resultierende Mate-
rialverhalten bei den drei oben beschriebenen Verformungszustidnden mit ausreichender
Genauigkeit wiederzugeben, ein Maf fiir die Leistungsfahigkeit des jeweiligen Modells.

Bemerkung B.1. Um aufwindiges Umbléttern zu vermeiden, werden an dieser Stelle die Ver-
gleiche zwischen Experimenten und Materialmodellen nochmals in Form von Abbildungen
dargestellt. Die gleichen Spannungs-Streckungs-Kurven der unterschiedlichen Materialmo-
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delle sind auch in Kapitel 5.3 zu finden, jedoch dort im Vergleich mit dem in dieser Arbeit
vorgestellten Ansatz. g

B.1 Statistischbasierte Materialmodelle

In Kapitel 3 wurden Modelle auf der Basis der statistischen Mechanik formuliert, die das
Materialverhalten einer einzelnen Polymerkette wiedergeben. Im Laufe dieses Abschnittes
werden Modelle aufgezeigt sowie hergeleitet, die in der Lage sind, das Materialverhalten
eines gesamten Netzwerkes wiederzugeben. Die ersten Ansétze, das Materialverhalten ei-
ner Kette (Mikroebene) auf das Netzwerk (Makroebene) zu iibertragen, stammen bei-
spielsweise von KUHN 1936, WALL 1942, JAMES & GUTH 1943, TRELOAR 1943A und
TRELOAR 1943B. Dabei handelt es sich um die so genannte ”statische” Netzwerktheorie,
bei der die Bindungen des Netzwerkes als permanent angenommen werden. Das bedeutet,
dass Modelle, die dieser Theorie unterliegen, nur rein elastisches Materialverhalten be-
schreiben konnen. Demgegeniiber steht die so genannte ”transiente” Netzwerktheorie, bei
der davon ausgegangen wird, dass einzelne Bindungen aufreiflen und sich wieder verbinden
konnen (vgl. Kapitel 7).

B.1.1 GauBsche Netzwerktheorie

Die so genannte Gaufische Netzwerktheorie basiert auf folgenden Annahmen (vgl. TRE-
LOAR 1975):

(a) Alle Ketten des Netzwerkes weisen die gleiche durchschnittliche Lange nl
auf.

(b) Die Kettenendenabstéinde r unterliegen der Gauf-Verteilung, siehe Glei-
chung (3.30) und (3.31).

(c) Es gilt die Affinitdtsannahme. Das heift, wird das Netzwerk deformiert, so
dandern sich die Langenkomponenten der einzelnen Ketten proportional zu
den Abmessungen des gesamten Netzwerkes (vgl. Abbildung B.1).

(d) Eine Volumendnderung ist ausgeschlossen.

Von den oben gezeigten Annahmen besitzt die Affinitdtsannahme die grofite Bedeutung.
Um diesen Themenkomplex ndher zu beschreiben, sei ein undeformiertes Netzwerk mit
den Abmessungen a, o, a, und a, definiert, sieche Abbildung B.1 (a). Wird das Netzwerk
einer beliebigen, homogenen Belastung in x—, y— und z—Richtung unterworfen, so lassen
sich die Abmessungen des deformierten Netzwerkes mit Hilfe der Faktoren A;, A, und A,
wie folgt beschreiben

Ay = Ay Ago, Gy = Ay Qyo, Az = A, Q0. (B.1)

Nach Annahme (a) besteht jede Kette des Netzwerkes aus n Monomeren bzw. Ketten-
segmenten. Der Kettenendenabstand einer undeformierten Kette kann durch den Vektor
r( beschrieben werden (vgl. Abbildung B.1 (a)). Die Projektionen dieses Vektors entlang
der —, y— und z—Achsen sind durch die Komponenten r,, 7,0 und 7. definiert. Auf
Grund der affinen Deformation kénnen diese Komponenten im deformierten Zustand des
Netzwerkes zu

Te = AaTz0, Ty = AyTyo, T»= AsT50 (B.2)
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Abbildung B.1. Affine Deformation eines Netzwerkes unter Beriicksichtigung einer einzel-
nen Kette: (a) undeformiertes Netzwerk/Kette und (b) deformiertes Netzwerk /Kette
angegeben werden.

Die Entropie einer einzelnen Kette, bestehend aus n Segmenten der Lénge [
folgende Form

i , hat
3. r? 3 r24ri4r?
S = —— k — = — Ty Z B.3
cha 2 nl? 2 n (2 (B.3)
Die Entropiedifferenz einer einzelnen Kette zwischen dem deformierten und undeformier-
ten Zustand lésst sich unter Zuhilfenahme von Annahme (b) zu
ASy — _%k'rg—ir'r;—l—r? 3]{;7’9250"'7”30"‘7’30
cham 2 n (2 2 ni?
—§k‘(>\ —1) x0+()\ 1)7’50“‘()‘2_1)7‘30
2 n 2

(B.4)
ausdriicken. Die Entropiedifferenz des gesamten Netzwerkes ist die Summe der Entropie-
differenzen aller sich im Netzwerk befindlichen Ketten

3k al Y =
2 2 2
ASps = =5 = (Ai—l);mo)i+<Ay—1>;(ryo 1D _(r=0)f | - (B5)

i=1
In Gleichung (B.5) beschreibt N die Anzahl der Ketten im Netzwerk. Die Komponenten

des Kettenendenvektors im undeformierten Zustand konnen im Sinne ihres Mittelwertes
mit

2
x():%zrl‘o :ﬂ

2

(B.6)
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dargestellt werden. Damit kann die Summe der Vektorkomponenten aller N Ketten leicht
7u

N N N

S0 = 3200 = Do)t = (8.7

i=1 i=1 i=1
aufgestellt werden. Wird (B.7) in Gleichung (B.5) eingesetzt, ergibt sich die Entropiedif-
ferenz des Netzwerkes zu

AS — — g L Qe = DWV/3)nl + (O — 12(;5/3) ni? 4+ (A2 = 1)(N/3) nl2

Nk
Letztlich kann die Verzerrungsenergiefunktion des Netzwerkes mit Hilfe der Entropiedif-
ferenz wie folgt angegeben werden

NEO®O
Wnet - —6 ASnet - T(Ai + )\Z + /\z — 3) (Bg)

Das Produkt Nk © beschreibt den Schub- oder auch Schermodul und ist somit ein Maf
fiir die Steifigkeit des Materials. Gleichung (B.9) ist identisch mit dem so genannten Neo-
Hooke-Materialmodell, siehe Kapitel B.2.1, und ist eines der einfachsten Materialmodelle
in Hinsicht auf dessen mathematische Komplexitét. Auf der anderen Seite hat das Modell

den Nachteil, dass es nur fiir kleine Verformungen zufriedenstellende Ergebnisse liefert,
siche Abbildung B.6 (a).

B.1.2 Nicht-GauBsche Netzwerktheorie

Wie schon in Kapitel 3.3.1 gezeigt wurde, hat die GauB-Kette den Nachteil, dass sie
das Materialverhalten nur fiir geringe Verformungen hinreichend genau beschreibt. Als
Abhilfe wurde die so genannte Langevin-Kette eingefithrt. Ahnliches Verhalten ist auch
auf der Makroebene des Netzwerkes zu finden. So ist das GaufBl-Netzwerkmodell nicht
in der Lage, das Materialverhalten von Polymeren im Bereich grofiler Verformungen
wiederzugeben. Um diesem Problem entgegen zu wirken, wird hier die nicht-Gaufische
Netzwerktheorie, basierend auf der Langevin-Statistik, entwickelt.

Einer der einfachsten Ansétze findet sich neben dem von KUHN & GRUN 1942
bei JAMES & GUTH 1943. Deren Konzept basiert zum einen auf der Affinitdtsannahme,
siche Annahme (c) in Anhang B.1.1, und zum anderen wird davon ausgegangen, dass sich
ein Netzwerk aus N Ketten wie drei voneinander unabhéngige Teilnetzwerke mit je N/3
Ketten parallel zu den kartesischen Koordinatenachsen verhélt, siche Abbildung B.2 (a).
Dieses Modell ist auch als ”3-Ketten-Modell” (vgl. WANG & GuTH 1952) bekannt.

Im Laufe der Zeit wurden weitere Netzwerkmodelle entwickelt, was daraufthin zur
ersten vollen Netzwerktheorie, von TRELOAR 1954 entwickelt und von TRELOAR &
RIDING 1979 erweitert, fithrte. Im Folgenden sollen die wesentlichen Schritte der Her-
leitung dieses Modells als Beispiel einer nicht-Gauflschen Netzwerktheorie kurz erlautert
werden.

Die kartesischen Koordinaten xg, 39 und zy des Kettenendes einer unverformten Kette,
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wobei die kartesischen Koordinaten aus einer Transformation der Kugelkoordinaten ry,
0o und vy stammen, lassen sich mit

To = To sin Yo COS (50, Yo = To sin Yo sin (50, 20 = T COS Yo (B10>

beschreiben. Durch die Affinitdtsannahme ergeben sich fiir die verformte Kette die Bezie-
hungen

T = Ay Tosinqgcosdy, y = A, rosinyysindy, 2z = A, rycos, (B.11)
was dann zu
r? = r3(\2 sin? 4 cos? 0y + )\z sin® g sin? g + A2 cos? o) (B.12)

fiihrt. Die Anzahl der Ketten je Lingeneinheit ist durch Nr2sin~y, dvy, ddy gegeben, die
analoge, volumenbezogene Grofie lautet

N
dN = ype sin o dyo ddp. (B.13)
T

Die Verzerrungsenergiefunktion des gesamten Netzwerkes ldsst sich nun in Abhéngigkeit
von der Energiefunktion der einzelnen Kette

r g
chain — k — In — B.14
Wan " @<nl6+ nsmhﬁ) ( )
sowie mit der inversen Langevin-Funktion in Gleichung (3.58) bzw. (3.60) zu
27w
N .
W = ype / / Wehain SN Yo d7yo ddo (B.15)
T
60=0 v0=0

berechnen. In Gleichung (B.20) ist obiger Sachverhalt in Abhéngigkeit von der Ketten-
streckung Acpain = 7/nl dargestellt. Es ist leicht einzusehen, dass die Integration der obigen
Gleichung nur numerisch durchfiithrbar ist und relativ viel Rechenzeit erfordert. Aus die-
sem Grunde entwickelten beispielsweise WU & VAN DER GIESSEN 1992 und WU & VAN
DER GIESSEN 1993 wiederum Teilnetzwerktheorien, siehe dazu Kapitel B.1.7. Im Folgen-

z ..

i
i
i

(a) (b) (c) (d)

Abbildung B.2. Geometrische Darstellung von Netzwerkmodellen: (a) Wang-Guth-Modell,
(b) Flory-Rehner-Modell, (¢) Arruda-Boyce-Modell und (d) Wu-Van der Giessen-Modell

den werden nun einzelne statistischbasierte Netzwerkmodelle dargestellt und anhand von
Vergleichen mit Experimenten diskutiert.
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B.1.3 Wang-Guth-Modell
Bei dem Netzwerkmodell von WANG & GUTH 1952 sind drei Ketten in einer Ecke eines

Wiirfels miteinander verbunden, so dass jeweils eine Kette in eine Raumrichtung aus-
gerichtet ist (vgl. Abbildung B.2 (a)). Die Ketten verformen sich affin mit dem Wiirfel
und die Streckung jeder einzelnen Kette weist eine korrespondierende Streckung zu der
Streckung in Hauptraumrichtung auf. Die Verzerrungsenergiefunktion hat die folgende

Form
~ Nk© A B
Wwe = 5 Vn {/\1 Bi++vn (sinh&) + X2 B2 + /1 (sinh@)
+A3 83 +v/n (smﬁ}fﬁg) } . (B.16)

In dieser Gleichung beschreibt k die Boltzmann-Konstante, © die absolute Temperatur, N
die Anzahl der Ketten, n die Anzahl der Kettensegmente und 8; = L~1(\;//n),i = 1,2, 3,
die Inverse der Langevin-Funktion £(f;) = coth 5; — 1/8;. Wie man in Abbildung B.3 (a)
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(a)
Abbildung B.3. Vergleich zwischen Experiment und Simulation: (a) Wang-Guth-Modell

und (b) Flory-Rehner-Modell
erkennen kann, ist es moglich, das Modell mit hinreichender Genauigkeit an den uniaxialen

Zugversuch anzupassen. Fiir den reinen Schub- und biaxialen Zugversuch jedoch weist das
Modell groBere Unterschiede auf. Besonders bei dem biaxialen Zugversuch zeigt sich ein

zu weiches Materialverhalten.
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B.1.4 Flory-Rehner-Modell

Im Flory-Rehner-Modell, sieche FLORY & REHNER 1943 und TRELOAR 1944, sind vier
GauB-Ketten in der Mitte eines regulidren Tetraeders miteinander verbunden, die anderen
Kettenenden bilden die Form eines Tetraeders (vgl. Abbildung B.2 (b)). Wird die Po-
sition des Punktes im Inneren des Tetraeders stationdr gehalten, so ist die Verformung
des gesamten Systems affin und die Verzerrungsenergiefunktion dieses, aus Gaufl-Ketten
bestehenden Systems identisch mit der in Gleichung (B.9). TRELOAR 1946 erweiterte
das Modell fiir den Fall nicht-Gaufscher Ketten und erlaubte somit dem im Inneren des
Tetraeders liegenden Punkt sich nichtaffin zu verformen. Fiir diesen Fall der nichtaffinen
Verformung kann kein expliziter Ausdruck fiir die Verzerrungsenergiefunktion angegeben
werden.

An dieser Stelle wird eine Methode benutzt, die auch schon von TRELOAR 1954 vorge-
schlagen wurde. Dabei wird das Gleichgewicht an dem Netzpunkt im Inneren des Tetra-
eders mit Hilfe der iterativen Newton-Raphson-Methode gesucht, so dass das Spannungs-
Streckungs-Verhéltnis numerisch in jedem Streckungsinkrement berechnet werden kann.
Das Ergebnis dieser Berechnungen ist in Abbildung B.3 (b) dargestellt. Ahnlich wie auch
bei dem WG-Modell zeigt das FR-Modell bei dem biaxialen Zugversuch ein zu weiches
Materialverhalten, dagegen weist das Modell bei den anderen Deformationszustinden eine
gute Ubereinstimmung mit den Versuchsdaten auf.

B.1.5 Arruda-Boyce-Modell

ARRUDA & BOYCE 1993 entwickelten ein Modell, bei dem die Ketten in der Mitte eines
Wiirfels miteinander verbunden sind und somit auf den Raumdiagonalen des Wiirfels
liegen (vgl. Abbildung B.2 (c)). Auf Grund der symmetrischen Anordnung der Ketten
bleibt der innerhalb des Wiirfels liegende Punkt auch wihrend einer Verformung immer
in der Mitte der Struktur. Die Streckung, die in jeder Kette den gleichen Wert aufweist,
kann zu

1
Achain = \/5 ()\% + )\% + /\g) (B17>
berechnet werden, dabei beschreiben A;; ¢+ = 1,2,3 die Hauptstreckungen in den

Hauptraumrichtungen. Durch Beriicksichtigung dieses Verhéltnisses erhélt man die Ver-
zerrungsenergiefunktion

WAB stat — Nk @ \/ﬁ |:ﬁchain )\chain + \/ﬁ ln (M> :| (B18)
sinh Bchain
mit
_1 [ Achai
chain = L ! e . B.19
o ( Vi ) (B.19)

In Gleichung (B.19) beschreibt £ (Aain/+/1) die inverse Langevin-Funktion, die durch
eine Reihenentwicklung nach Kapitel 3.3.2 zu ersetzen ist. Abbildung B.4 zeigt, dass das
AB-Modell in allen Verformungszusténden eine zufriedenstellende Ubereinstimmung mit
den Experimenten aufweist.
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Abbildung B.4. Vergleich zwischen Experiment und Simulation: Arruda-Boyce-Modell

B.1.6 Wu-Van der Giessen-Modell

Bei dem Netzwerkmodell nach TRELOAR 1975 und WU & VAN DER GIESSEN 1993
wird von einem Netzwerk ausgegangen, welches auf willkiirlich im Raum verteilten Ketten
basiert, die sich affin verformen (vgl. Abbildung B.2 (d)). Die Verzerrungsenergiefunktion
lésst sich durch Integration iiber alle Ketten finden:

2w ™
N )\chain 5 .
W =-—nk 1 dO dep. B.2
Wwve " @//{ N B—l_nsinhﬁ sin® dO dy (B.20)
0 0

Dabei ist die Verzerrungsenergiefunktion abhéngig von (, der inversen Langevin-Funktion
(vgl. (3.58)), sowie von der Kettenstreckung Aepain. Das Quadrat der Kettenstreckung
berechnet sich letztlich zu

Main = AT sin” © cos® ¢ + A sin® O sin? p + A3 cos® ©. (B.21)

chain
Es wird deutlich, dass das Doppelintegral in (B.20) nur numerisch berechnet werden kann.
Aber auch dann ist das Losen dieser Gleichung im Vergleich zu anderen Verzerrungsener-
giefunktionen mit einem hoéheren Zeitaufwand verbunden. Aus diesem Grunde tendieren,
wie schon in Anhang B.1.2 beschrieben, jiingere Modelle zu Teilnetzwerktheorien, siehe
folgenden Abschnitt.

B.1.7 Teilnetzwerkmodell

Um dem in Anhang B.1.6 dargestellten Problem der recht aufwéndigen Berechnung des
Doppelintegrals entgegenzuwirken, entwickelten WU & VAN DER GIESSEN 1993 ein Teil-
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netzwerkmodell, das die Doppelintegration in Gleichung (B.20) iiber alle Ketten durch ein

gewichtetes Mittel des WG-Modells sowie des AB-Modells mit hinreichender Genauigkeit

approximiert. Die Verzerrungsenergiefunktion stellt sich dann als Summe wie folgt dar
(B.22)

— p) Wwe + p Wag stat.

WTN = (1
Der Parameter p kann als konstant angesetzt werden oder in geeigneter Relation zu ande-
ren physikalischen Groflen gewihlt werden. Hier, wie auch bei WU & VAN DER GIESSEN

1993, wird p in Relation zur maximal auftretenden Streckung Ap.x = max(A1, Ay, A3) zu
(B.23)

=0.62
P \/N
gewihlt. Der Wert 0.62 wurde in diesem Fall so gewihlt, da er die beste Ubereinstim-

mung zum Wu-Van der Giessen-Modell liefert. Diese Linearkombination der beiden Ver-

)\max

zerrungsenergiefunktionen stellt sich als sehr gut heraus, da das WG-Modell die Aniso-

tropie eines Netzwerkes iiberschétzt, wahrend das AB-Modell sie eher unterschitzt, siehe

Abbildung B.5 (a).
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und (b) Flory-Erman-Modell

B.1.8 Flory-Erman Modell

(a)
Abbildung B.5. Vergleich zwischen Experiment und Simulation: (a) Teilnetzwerkmodell

Um das reale Verhalten von Netzwerken theoretisch behandeln zu kénnen, ist es not-
wendig, den Betrachtungen gewisse Modellvorstellungen zu Grunde zu legen. Eines der
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wohl bekanntesten Modelle ist das Phantomnetzwerkmodell. Es besitzt die unphysikali-
sche Eigenschaft, dass die Ketten sich wahrend der Deformation gegenseitig durchdringen
konnen, ohne dass das Netzwerk zerstort wird. Sie besitzen kein Volumen und treten nicht
miteinander in Wechselwirkung. Die moglichen Kettenkonfigurationen sind somit nur von
der Lage der Knotenpunkte und nicht von der Nachbarkette abhéingig. Ein sehr bekanntes
Phantomnetzwerkmodell ist das Modell von FLORY & ERMAN 1982. Die Verzerrungs-
energiefunktion dieses Modells wird durch die Summe aus einem Phantomanteil W, und
einem zweiten Anteil W, gebildet

WFE = th + WC. <B24)

In Gleichung (B.24) beschreibt W, die Verzerrungsenergiefunktion der Phantomkette,
die Gauf3-Charakter hat,

W = %gk (I, - 3) (B.25)
mit
2
¢ — (1 - 5) N. (B.26)

Der Parameter NV beschreibt die Anzahl der Ketten, die sich in dem Netzwerk befinden, &
die Boltzmann-Konstante, © die absolute Temperatur und ¢ ist die Anzahl der Ketten, die
mit einer anderen Kette verbunden sind. Der zweite Anteil der Verzerrungsenergiefunktion
ergibt sich zu

WC:%Nk;@Z[BZ-qLDi—ln(BiJrl)—ln(DZ»—l)] (B.27)

unter Beriicksichtigung von

Bi=r*(\N =1\ +r)? (B.28)
und
D; = ) k™ 'B,. (B.29)

In diesen Gleichungen beschreibt « das Mafl der Beschriankung der relativen Bewegung.
Werden die Punkte in ihrer Bewegung komplett behindert, so folgt daraus, dass kK — oo.
Der Wert ¢ muss grofler als 2 gewidhlt werden. In Abbildung B.5 (b) ist zu erkennen,
dass das FE-Modell in allen 3 Deformationszustdnden nicht in der Lage ist, den typischen
S-formigen Kurvenverlauf, besonders bei grofleren Streckungen, wiederzugeben. Lediglich
bei kleinen Streckungen A < 1.5 ist eine gewisse Ubereinstimmung zwischen den Experi-
menten und den Simulationen zu erkennen.

B.1.9 Van der Waals-Modell

Das Van der Waals-Modell ist eine phdnomenologische Modifikation des Kuhn-Netzwerk-
modells; welches die finite Kettenstreckung und globale Interaktionen beriicksichtigt, siehe
KiLiaN 1981, 1983 und 1989. Dieses Modell beinhaltet die nicht-Gauflsche Langevin-
Kette (FLORY 1953 und TRELOAR 1975), wobei die Formulierung auf einer Modifikation
des "globalen Levels” basiert. Die Verzerrungsenergiefunktion kann wie folgt angegeben
werden
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Weaw =G { (% = 3)[In(1 — 1) + 5] ~ S0 []%3] (B.30)
mit
I=(1-p)1+ Bl (B.31)
und
I—3
n = pER— (B.32)

Hierbei ist I eine Invariante, die abhingig von den beiden Hauptinvarianten I; und Io
ist. Das Verhéltnis der beiden Hauptinvarianten wird iiber den Parameter g (0 < 5 < 1)
gesteuert. In Gleichung (B.30) ist a als Parameter definiert, welcher die globalen Interak-
tionen zwischen den Ketten des realen Netzwerkes beschreibt. Die Interaktion wird durch
den physikalischen Parameter A\, bestéitigt, der die maximal mogliche Streckung einer
einzelnen Kette beschreibt. Weiterhin definiert G' den Schubmodul, der durch

G=G0/)2, =oRO/N My (B.33)

ausgedriickt wird. In (B.33) bezeichnet ¢ die Dichte, © die absolute Temperatur, R die
Gaskonstante und My, das Molekulargewicht der Streckungsinvarianteneinheit.

B.2 Invariantenbasierte Materialmodelle

Invariantenbasierte Verzerrungsenergiefunktionen eines isotropen, hyperelastischen Mate-
rials konnen wie folgt ausgedriickt werden

W =W(I, I, Is). (B.34)

Dabei ist die Verzerrungsenergiefunktion abhéingig von einer oder mehreren der drei
Hauptinvarianten I;, ¢ = 1,2,3. Die drei Hauptinvarianten des linken Cauchy-Green-
Deformationstensors b = FF?| wobei F den Deformationsgradienten darstellt (vgl. auch
Anhang A), ergeben sich zu

L= A+ M+ A (B.35)
L= XA+ A5+ A3 )3 (B.36)
I3 = A3 (B.37)

Eine besondere Eigenschaft von Polymeren ist, dass sie unter typischen Belastungen na-
hezu inkompressibles Materialverhalten aufweisen, da ihr Kompressionsmodul etwa drei
Zehnerpotenzen grofer ist als ihr Schubmodul. Bei den hier vorgestellten Materialmodellen
geht man von der Bedingung aus, dass das Materialverhalten vollkommen inkompressibel
ist. Dies fiihrt dazu, dass die dritte Hauptinvariante konstant zu

L =10 (B.38)

gesetzt werden kann. Unter Berticksichtigung von (B.38) kann die Verzerrungsenergiefunk-
tion wie folgt dargestellt werden
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W = W(Il, _[2). (B.39)

Im Folgenden werden verschiedene kontinuumsbasierte Materialmodelle in der Form, wie
sie in der Gleichung (B.34) beziehungsweise (B.39) aufgezeigt wurden, dargestellt und
diskutiert.

Eine der allgemeinsten Darstellungen von invariantenbasierten Materialmodellen
weist das von RIVLIN 1948B entwickelte Materialmodell in Form eines Polynoms auf

Wr = En: Cy; (I = 3)" (I, — 3)7. (B.40)

3,j=1

In Gleichung (B.40) beschreiben C;; die Materialparameter. Basierend auf dieser Glei-
chung lassen sich unterschiedliche Materialmodelle definieren.

B.2.1 Neo-Hooke-Modell

Wird in Gleichung (B.40) ¢ = 1, 7 = 0 und n = 1 gewéhlt, so erhélt man folgendes
Materialmodell

WNH - 010 ([1 - 3), (B41)

was auch oft als Neo-Hooke-Modell bezeichnet wird. In diesem Zusammenhang ist zu
bemerken, dass die Gleichung (B.41) dquivalent zu der Gleichung (B.9) ist, wenn man
den Materialparameter des NH-Modells zu Cjy = (1/2) Nk O setzt. Das NH-Modell ist
von nur einem Parameter (', dem so genannten Schubmodul, abhéngig.

In Abbildung B.6 (a) ist der Vergleich zwischen dem NH-Modell und den Expe-
rimenten dargestellt. Es wird deutlich, dass das Modell nicht in der Lage ist, die
Experimente mit zufriedenstellender Genauigkeit wiederzugeben. Besonders fiir grofie
Streckungen zeigt das NH-Modell grole Abweichungen, lediglich fiir kleine Streckungen
(A < 1.5) konnen die experimentellen Daten hinreichend genau wiedergeben werden.

B.2.2 Mooney-Rivlin-Modell

Basierend auf der Arbeit von RIVLIN 1948B entwickelte MOONEY 1940 das héufig be-
nutzte Mooney-Rivlin-Modell

WMR = ClO (Il — 3) + 001 (IQ — 3), <B42)

in dem die beiden Konstanten C1y und Cp; die beiden Materialparameter beschreiben.
Um diese Parameter Ciq und Cp; zu bestimmen, ist ein Experiment notwendig, in
dem eine Hauptinvariante konstant gehalten und die andere systematisch variiert wird.
Experimente solcher Art wurden beispielsweise von OBATA ET AL. 1970 durchgefiihrt.

Abbildung B.6 (b) zeigt die Anpassung des MR-Modells an die Experimente von
TRELOAR 1944. Es ist zu erkennen, dass auch dieses Modell nicht in der Lage ist, die
drei Deformationszustinde mit ausreichender Genauigkeit wiederzugeben, wenngleich
die Anpassung hier zufriedenstellender ausfillt als bei dem NH-Modell. Bei den De-
formationszustinden uniaxialer Zug sowie reiner Schub ist das Modell nicht fahig, die
typische S-férmige Spannungsantwort wiederzugeben. Nur bei dem Lastfall biaxialer
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Abbildung B.6. Vergleich zwischen Experiment und Simulation: (a) Neo-Hooke-Modell und
(b) Mooney-Rivlin-Modell

Zug ist ein leichter Ansatz der S-Kurve zu erkennen. Generell ist zu sagen, dass das
MR-Modell die Experimente nur fiir moderate Streckungen (A < 4.5) hinreichend genau
wiedergeben kann.

B.2.3 Yeoh-Modell

In Anlehnung an die Verzerrungsenergiefunktion von Rivlin, Gleichung (B.40), wurde an-
gestrebt, Verzerrungsenergiefunktionen mit héheren I;-Termen zu entwickeln. Ein Modell
diesen Typs ist das von YEOH 1993 erarbeitete Yeoh-Modell

Wy = Cho (I1 — 3) + Coo (I} — 3)* + Cs (I — 3)°. (B.43)

In diesem Modell beschreiben C4g, Cyy und C3y die Materialparameter, die es durch Expe-
rimente zu bestimmen gilt. Abbildung B.7 (a) zeigt den Vergleich des Yeoh-Modells mit
den Experimenten.

Fiir den uniaxialen Zugversuch zeigt das Modell ein zu steifes Verhalten. Ein vergleich-
bares Verhalten ist auch fiir das reine Schubexperiment zu erkennen. Fiir den Lastfall
biaxialer Zug weist das Modell dagegen ein zu weiches Materialverhalten auf. Insgesamt
kann man jedoch beobachten, dass das Yeoh-Modell in der Lage ist, die Experimente,
auch die typische S-Kurve, mit ausreichender Genauigkeit wiederzugeben.
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Abbildung B.7. Vergleich zwischen Experiment und Simulation: (a) Yeoh-Modell und (b)
Gent-Modell

B.2.4 Gent-Modell

Ein alternatives I-basiertes Materialmodell ist das Modell von GENT 1996

E J
We=——=1In|1—-— B.44
c=—gm[1-2t] (B.44)
mit J; = (I; — 3), £ dem Elastizitdtsmodul fiir kleine Verformungen und J,; dem Maxi-
malwert von J;. Wie in BOYCE 1996 beschrieben, lésst sich der natiirliche Logarithmus
in Gleichung (B.44) in Form einer Reihenentwicklung darstellen, so dass sich (B.44) wie
folgt umschreiben lasst

E 1 1
We=—= | ([, —3) + —— (I, — 3)* I —3)°% + ...
c= % | (=34 -3 (-3
1
(L, = 3)" . B.45
(n+1)J}\‘4(1 ) (B.45)

Diese Gleichung entspricht dem Ausdruck von Rivlin, Gleichung (B.40), mit allen Koeffi-
zienten C;(, nun aber in Relation zu den Parametern E und J),.

In Abbildung B.7 (b) wurde das Gent-Modell an die Experimente angepasst, wobei die
ersten fiinf Terme beriicksichtigt wurden. Wie man erkennen kann, zeigen Experiment
und Simulation eine recht gute Ubereinstimmung.
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B.2.5 Arruda-Boyce-Modell

Es ist interessant, dass die Verzerrungsenergiefunktion, Gleichung (B.18) des statistisch-
basierten Netzwerkmodells von ARRUDA & BOYCE 1993, auf der ersten Hauptinvariante
I, basiert, wenngleich es eine Funktion der Kettenstreckung Acpain ist, welche dquivalent
zu /1 /3 ist. Gleichung (B.18) kann in Form einer Reihenentwicklung zu

1 1
Wag kemt = NEO | —(I, — (1% - — (P -2
AB kont @{2(1 3)+20n(1 9”1050712(1 7
1 A 1

(I7 —243) + ... (B.46)

-8+ ——
+7O50n3( ! )+673750n4

angegeben werden, welche wiederum in einer generellen Invariantenform zu
“C
> (Il — 3’)] (B.47)

ni—1
i=1

WaB kont = Nk ©

mit

11 1 1 1
= B.4
‘2720710507 7050 673750 (B.48)

umgeschrieben werden kann.
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Abbildung B.8. Vergleich zwischen Experiment und Simulation: (a) Arruda-Boyce-Modell,
(b) Vergleich zwischen dem Gent- und dem Arruda-Boyce-Modell
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Wie in Gleichung (B.47) zu sehen ist, ist das AB-Modell abhingig von zwei Material-
parametern, dem so genannten Schubmodul Nk © sowie n, der Anzahl der Segmente
je Polymerkette. In Abbildung B.8 (a) ist eine gute Ubereinstimmung zwischen dem
AB-Modell und den einzelnen Experimenten zu erkennen.

Wie schon BOYCE 1996 zeigte, weisen das Gent-Modell und das AB-Modell ein
im Wesentlichen identisches Materialverhalten auf, siche dazu auch Abbildung B.8 (b),
in der das Gent-Modell und das AB-Modell miteinander verglichen werden. Fiir kleine
und mittlere Streckungen zeigen die beiden Materialmodelle keinerlei Unterschiede
unabhéngig vom Verformungszustand. Nur fiir grofie Streckungen (A > 6.5) sind
geringfiigige Unterschiede zwischen den Modellen im uniaxialen Zugversuch zu erkennen.

B.2.6 Swanson-Modell

SWANSON 1985 entwickelte folgende phdnomenologische Verzerrungsenergiefunktion

n

3 n Az [1 1+a; 3 B] I2 1+Bj
WS—§Z1+% [5] +§;1+ﬁj 3 (B.49)

i

eines isotropen, hyperelastischen Materials. Dabei beschreiben A; und B; die Moduli des
Materials und a; und j3; Parameter, die keinen physikalischen Charakter besitzen und dem
zu simulierenden Material anzupassen sind. Die Anzahl der Parameter ist bei diesem Mo-
dell abhingig von n. So ist es moglich, eine vergleichsweise gute Ubereinstimmung mit den
experimentellen Daten zu erlangen, wenn n dementsprechend hoch gewéhlt wird. Jedoch
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Abbildung B.9. Vergleich zwischen Experiment und Simulation: Swanson-Modell
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steigt in diesem Fall auch der Zeitaufwand, um die hohe Parameteranzahl in Abhéangigkeit
des zu simulierenden Materials zu bestimmen. In SWANSON 1985 wurden Vergleiche zur
Wahl der Parameteranzahl durchgefiihrt, die zeigen, dass das Modell mit acht Parameter-
paaren zufriedenstellende Ergebnisse im Vergleich zu experimentellen Daten liefert. Aus
diesem Grund wird in dieser Arbeit das Swanson-Modell mit acht Parameterpaaren an die
experimentellen Daten angepasst. Das Ergebnis ist in Abbildung B.9 dargestellt. Es ist
zu erkennen, dass das Swanson-Modell sehr gute Ubereinstimmungen mit den experimen-
tellen Daten von Treloar liefert. Auf Grund der hohen Parameteranzahl ist das Swanson-
Modell in der Lage, die Experimente mit einer hoheren Genauigkeit wiederzugeben als
beispielsweise das im néchsten Kapitel vorgestellte Ogden-Modell (6 Materialparameter).

B.3 Streckungsbasierte Materialmodelle

Im Gegensatz zu den invariantenbasierten Materialmodellen! griinden die streckungsba-
sierten Modelle auf den drei Hauptstreckungen Ay, Ao und A3. Die Verzerrungsenergie-
funktion ergibt sich somit im Allgemeinen zu

W =W (A Aa, As). (B.50)

Im Folgenden werden zwei dieser Modelltypen dargestellt und mit den Experimenten ver-
glichen. Dabei handelt es sich zum einen um das weniger bekannte Valanis-Landel-Modell
(VALANIS & LANDEL 1967) und das Ogden-Modell von OGDEN 1972A.

B.3.1 Valanis-Landel-Modell

Das von VALANIS & LANDEL 1967 vorgeschlagene Materialmodell basiert auf einer Ver-
zerrungsenergiefunktion, die eine trennbare Funktion der Hauptstreckungen ist

WL = Zw(xi). (B.51)

Die drei Funktionen w(J;), die alle die gleiche Form aufweisen, sind mittels Experimenten
zu ermitteln. Es sind biaxiale Versuche durchzufiihren, in denen eine Streckung konstant
gehalten und die andere kontinuierlich variiert wird. Diese Methode fiithrt zu den
Parameterpaaren \; und w(\;) fiir A\; = konstant, j # i.

Auf Grund der uneindeutigen Darstellung der Verzerrungsenergiefunktion, wird das
Modell an dieser Stelle nicht an die Experimente angepasst.

B.3.2 Ogden-Modell

OGDEN 1972A entwickelte das wohl bekannteste streckungsbasierte Materialmodell in
Form folgender Verzerrungsenergiefunktion

Woe = 3 B0 4257 4 X57 - 3), (B.52

'Grundsitzlich lassen sich die Streckungen durch Invarianten ausdriicken und umgekehrt. Jedoch
wird die Aufteilung in streckungsbasierte und invariantenbasierte Materialmodelle in diesem Anhang
aus Griinden der Ubersicht gewéhlt.



182 B Materialmodelle: Von der Kette zum Netzwerk

in der u, und «,, die Materialparameter beschreiben. Der Grad der Summe ist abhéngig
von der Genauigkeit, mit der man das Materialgesetz an die experimentellen Daten anpas-
sen will. Sinnvolle Anpassungen sind in OGDEN 1972A fiir n > 3 zu finden, was zu einer
Anzahl von mindestens sechs Parametern fiihrt. TWiZELL & OGDEN 1983 untersuchten
die Stabilitéat von Gleichung (B.52), die fiir alle n gewihrleistet ist, wenn pu, a;,, > 0 ist.
Sie benutzten einen nichtlinearen Fehlerquadratalgorithmus von Levenberg-Marquardt,
um Materialparameter fiir n = 3 und n = 4 zu finden. Vergleichbare Untersuchungen
wurden von PRZYBYLO & ARRUDA 1998 fiir n = 1 und n = 2 durchgefiihrt. Auf Grund
der relativ hohen Anzahl von 6 Parametern, ist es mit diesem Modell moglich, die Ex-
perimente mit entsprechender Genauigkeit wiederzugeben, siche dazu Abbildung B.10.
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Abbildung B.10. Vergleich zwischen Experiment und Simulation: Ogden-Modell
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Optimierung von Materialparametern

In diesem Anhang soll ein Algorithmus zur Bestimmung der Materialparameter der in
Anhang B vorgestellten Materialgesetze beschrieben werden. Diese Art von Algorithmen
erleichtern den Umgang mit den beschriebenen Materialmodellen.

Auf Grund der in Anhang B verwendeten experimentellen Daten, basiert das hier
vorgestellte Verfahren auf einer Kombination der drei klassischen Verformungszusténde
uniaxialer Zug, reiner Schub sowie biaxialer Zug, siche Anhang E. Jedoch ist es durchaus
moglich, den Algorithmus auf andere Deformationsarten zu erweitern. Wie schon von
YEOH 1997 am Beispiel der Verzerrungsenergiefunktion von Ogden beschrieben, ist das
Anpassen unterschiedlicher Materialverhalten! nicht ohne Probleme behaftet. Einige
dieser Probleme und die Méglichkeit diese zu 16sen, werden im Folgenden beschrieben.

C.1 Aligemeines zum Optimierungsproblem

Grundgedanke des hier vorgestellten Verfahrens ist die Absicht, zwei Kurven zur Deckung
zu bringen. Dabei ist die erste Kurve die so genannte Zielkurve, dies ist in diesem Fall
die Kurve, die aus Experimenten stammt. Mit Hilfe des Materialgesetzes erhéilt man eine
Spannungs-Streckungs-Beziehung. Diese zweite Kurve ist mit der Zielkurve abzugleichen.
Abbildung C.1 soll das hier angewandte Grundprinzip graphisch verdeutlichen. Als
Zielkurve ist eine fiir Polymermaterialien typische S-férmige Kurve ausgewéhlt worden.
Das Neo-Hooke-Materialverhalten, (vgl. Gleichung (B.41)), soll nun an die Zielfunktion
angepasst werden, wobei in (B.41) Cyy den Materialparameter beschreibt, den es nun
so zu wahlen gilt, dass beide Kurven moglichst keine oder nur geringe Unterschiede
aufweisen. Abbildung C.1 (a) zeigt das Ergebnis. Wie man erkennen kann, zeigen sich
grofle Unterschiede in den beiden Kurvenverldufen.

Wiederholt man nun diese Prozedur mit dem Unterschied, dass man die Gleichung (B.41)
zum Beispiel durch die Gleichung (B.52) (Ogden-Modell) ersetzt, wobei auch hier p,

tengl.: curve fitting



184 C Optimierung von Materialparametern

(a) 6 I T T T T T T T ]
angepasste Kurve (Neo-Hooke-Modell) o
. Zielkurve o
N 5 | _
S .
E
~ °
Z 4t . |
& .
g 3r ° * 7
| 2 r o® ° N
e [J
o
— 1t . 4
0 | | | | | | |
1 2 3 4 5 6 7 8 9
A
(b) 8 L T T T T T T T ]
7 | | angepasste Kurve (Ogden-Modell) i
. Zielkurve o
i=
6 i
£ .
Z 5L 4
)
c
2 4r .
c
g (]
n 3 ° i
| & °
x 2f -
o
—
1F i
O 1 1 1 1 1 1
1 2 3 4 6 7 8 9

> O

Abbildung C.1. Anpassung zweier Kurven: (a) Neo-Hooke-Materialverhalten (ein Ma-
terialparameter) zeigt nur geringe Ubereinstimmung mit der Zielkurve und (b) Ogden-
Materialverhalten (sechs Materialparameter) zeigt zufriedenstellende Ubereinstimmung mit
der Zielkurve

lo, ft3, a1, ag und ag die zur Verfiigung stehenden Materialparameter beschreiben,
so erhdlt man die in Abbildung C.1 (b) gezeigten Kurvenverldufe. Hier stimmen die
Kurven besser iiberein. Dieses Beispiel mag zwar trivial erscheinen, verdeutlicht aber
eine grundlegende Eigenschaft, die eine anzupassende Funktion aufweisen muss. Um eine
Kurve anpassen zu kénnen, muss eine Funktion verwendet werden, die iiberhaupt dazu
in der Lage ist, den gewiinschten Kurvenverlauf darzustellen. Das heifit, sie muss eine
hinreichend hohe Anzahl von Materialparametern aufweisen. Das Problem bei einem
Materialmodell mit vielen Parametern ist, dass diese zuvor bestimmt werden miissen,
was beispielsweise bei dem Ogden-Modell (sechs Materialparameter) sehr zeitaufwandig
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sein kann. Daher ist man bemiiht, Materialgesetze zu entwickeln, die eine geringere
Parameteranzahl aufweisen aber dennoch in der Lage sind, das Materialverhalten mit
ausreichender Genauigkeit wiederzugeben.

Wenn man nun die oben dargestellte Prozedur fiir einen Deformationszustand durchfiihrt,
beispielsweise fiir uniaxialen Zug, so erhélt man einen Parametersatz. Wiederholt man
das Verfahren auch fiir reinen Schub sowie fiir biaxialen Zug, so erhilt man zwei weitere
Parameterséitze. Das heiffit man hat nun drei Parametersitze, welche die Anpassung an
den jeweiligen Deformationszustand beschreiben. Diese drei Kurvenpaare zeigen dann kei-
ne grofle Differenzen auf. In Abbildung C.2 ist ein solches Vorgehen aufgezeigt, hier wurde
das Materialverhalten des Arruda-Boyce-Modells (ARRUDA & BOYCE 1993) jeweils
einzeln an den jeweiligen Deformationszustand angepasst. Bei den Zielkurven handelt es
sich um die klassischen Experimente von TRELOAR 1944, siehe auch Kapitel 5.3.1. Es
ergibt sich somit fiir jeden Deformationszustand ein Parametersatz, siche Abbildung C.2.

Da man natiirlich nicht fiir jeden Deformationszustand einen einzelnen Parameter-
satz verwenden mochte, sondern nur einen Parametersatz je Material, nimmt man
gern den Parametersatz des uniaxialen Zugversuches. Das Ergebnis dieses Vorgehens
sowie die errechneten Parameter sind in Abbildung C.3 dargestellt. Die Anpassung des
uniaxialen Zugversuches weist natiirlich eine kleinere Differenz auf als die beiden anderen
Versuche. Aus diesem Grund werden in dem hier vorgestellten Algorithmus alle drei
Deformationszustédnde gleichzeitig angepasst, was dazu fithrt, dass die Abweichungen
des reinen Schubversuches und des biaxialen Deformationszustandes, wie sie im obigen
Vorgehen auftreten, auf alle drei Deformationszustande verteilt werden. In Abbildung C.4
ist das Ergebnis dieses Vorgehens dargestellt. Man kann erkennen, dass nun alle drei
Versuche eine Abweichung aufweisen, die aber jeweils viel geringer ist als die Abweichung
des biaxialen Zugversuches in Abbildung C.3. Im Folgenden soll nun der hier verwendete
Algorithmus detailliert beschrieben werden.
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Abbildung C.2. Anpassung des AB-Modells an die Experimente (jeder Deformationszu-
stand wird einzeln angepasst): (a) uniaxialer Zug, (b) reiner Schub und (c) biaxialer Zug
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Abbildung C.4. Anpassung des AB-Modells an die Experimente (alle Deformations-
zustédnde werden gleichzeitig angepasst): (a) uniaxialer Zug, (b) reiner Schub und (c) biaxia-

ler Zug
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C.1.1 Definition des Optimierungsproblems

Wie schon im Abschnitt zuvor erwéhnt, basiert der Algorithmus auf dem Anpassen dreier
Kurven an drei Zielkurven. Dazu wird zunéchst davon ausgegangen, dass die Zielkurven
sowie die anzupassenden Kurven in n dquidistante Intervalle unterteilt werden und sich
somit je n + 1 Stiitzstellen ergeben.

Die Materialparameter des behandelten Materialgesetzes sind nun so zu wéhlen, dass die
einzelnen Kurven des jeweiligen Deformationszustandes in der Hinsicht optimiert werden,
dass sie einen geringstmoglichen Unterschied zum jeweiligen Experiment aufweisen. Aus
diesem Grund muss der relative Fehler

n ((JFE - g = Bt R - Fge?

Z inel + inel + inel
B _ j=1 uz; ps; bz; (1)
" 3(n+1) '

fiir jede Parameterkombination minimiert werden. In der obigen Gleichung beschreiben
Fodt, Frehund Fi! die Komponenten des 1. Piola-Kirchhoff-Spannungstensors (vgl. Ab-
schnitt A.2.3) an der Stiitzstelle j, j = 1,2,3,...,n + 1 der experimentellen Kurve fiir die
drei Deformationszustande. E,, definiert somit den Fehler der m-ten Parameterkombina-

tion.

Die Anzahl der Parameterkombinationen kann durch m = (I + 1)* bestimmt werden. Da-
bei ist ¢ die Anzahl der im Materialmodell enthaltenen Parameter und [ 4+ 1 die Anzahl
der Parameterwerte, welche sich durch Diskretisierung des Parameterintervalls zwischen
einer oberen Grenze C} und einer unteren Grenze C), fiir den Parameter C” ergeben. Wer-
den alle Parameter identisch durch [ + 1 Werte diskretisiert, so kann man diese zu dem
folgenden Parameterfeld anordnen:

I O O/ O
cy ¢c3 . . .Cy. . . C8

C= (C.2)
_Oll+1 OZQJrl oo li+1_

In diesem Parameterfeld gilt C! = C! und C}; = C; bzw. CF = C2 und C7,; = C? sowie

e i e
C11 - Cu und +1 — Yo

Der Index [ trdgt mafgeblich zur Genauigkeit bei, mit der die Materialparameter zu
berechnen sind. Wihlt man beispielsweise [ zu 100 bei einem vorgegebenen Bereich | C\} —
Cl|=1.0-0=1.0 fiir den ersten Materialparameter, so erhélt man ein Inkrement von
0.01, das heifit, es werden folgende Materialparameter in Betracht gezogen
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[ C] 0 ...
Ci 0.01...

L ~10.02...

C' = i - (C.3)
Cl+1 | 1.0 ...]

Wiéhlt man jedoch [ beispielsweise zu 10, so erhilt man folgende mogliche Parameter

[ Ol 0 ...

C; 0.1...

L] 02,
C'=| o= , (C4)

C,+1 | 1.0. ..

die natiirlich im Vergleich mit (C.3) ein ungenaueres Ergebnis liefern.

Nachdem fiir alle mogliche Parameterkombinationen die entsprechenden Spannungswerte
sowie Abweichungen zu den Zielkurven berechnet worden sind, erhélt man m Fehler
(einen fiir jede Parameterkombination). Aus dieser Fehlerschar ist der kleinste Fehler zu
wéhlen. Die dazugehorigen Materialparameter liefern die geringsten Abweichungen zu
den Zielkurven. Der zuvor beschriebene kleinste Fehler muss die Eigenschaft besitzen,
dass er innerhalb seiner Parameterschranken C7 und C liegt, da somit gewéhrleistet
wird, dass dieser Fehler absoluten Charakter besitzt.

C.1.2 Ergebnisse der Berechnungen

Um die Ergebnisse in einer moglichst kurzen Zeit zu erhalten, ist eine entsprechend sinn-
volle Wahl der einzelnen Parameterschranken C] und C], notwendig.

Materialmodell Optimierte Materialparameter
Arruda-Boyce-Modell p = 0.30N/mm? n=26.4
(ARRUDA & BOYCE 1993)

Wang-Guth-Modell NkO = 0.03336 N /mm? n = 88.2
(WANG & GUTH 1952)
Flory-Rehner-Modell NkO = 21.78 N/mm? n =63
(FLORY & REHNER 1943)
Gent-Modell E =0.9 N/mm’ Jy = 104.7
(GENT 1996)
Teilnetzwerkmodell NkO = 0.3001 N/mm? (p=0.62)
(WU & VAN DER GIESSEN 1993)

n = 36.1
Flory-Erman-Modell NkO = 0.70 N/mm? ¢ =4.0
(FLORY & ERMAN 1982) 103.4

K = 103.

Tabelle C.1. Errechnete, optimierte Materialparameter unterschiedlicher statistischbasier-
ter Modelle
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Diese Schranken orientieren sich zum einen an einer physikalisch sinnvollen Auswahl der
Parameter. Zum anderen konnen Vorberechnungen mit niedrigeren Genauigkeiten durch-
gefithrt werden, um so die optimalen Parameter einzugrenzen. Die hier errechneten Ma-
terialparameter sind durchgéngig mit einer Genauigkeit von 1/10000 berechnet worden.
Die errechneten Materialparameter der in Anhang B untersuchten Materialmodelle sind
in Tabelle C.1 und C.2 aufgefiihrt.

Materialmodell Optimierte Materialparameter
Neo-Hooke-Modell p=0.34 N/mm*
(TRELOAR 1943)
Mooney-Rivlin-Modell Cio = 0.161N/mm? Co1 = 0.004 N/mm2

(MoOONEY 1940, RIVLIN 1948)

Yeoh-Modell C10=0.1993 N/mm? C3p =0.000037 N /mm?
(YEOH 1990) 9
02() = *00015 N/mm

(())gden—Modell p1 = 0.63 N/mm? o923 = 1.3,5.0,—-2.0
3 1972

(OGDEN ) o = 0.0012 N /mm?

pz = —0.01 N/mm?

Swanson-Modell Ay, By = 0.02672,0.07522  N/mm? o34 = —0.3,0.2,0.7,1.5
(Swanson 1985) Ay, By = 0.3594,— 0.03588 N/mm?  Byss4 = —0.15,—0.1,0.35,—0.75
As, By = —0.1107,0.00576 N /mm?

Ay, By = 0.0107,— 0.0001704 N /mm?

Tabelle C.2. Errechnete, optimierte Materialparameter unterschiedlicher kontinuumsba-
sierter Modelle






D

Zur Berechnung der inversen Langevin-Funktion

Wie schon in Kapitel 3.3.2 dargestellt, wurde die inverse Langevin-Funktion
= L7(r/nl) in der Originalliteratur von den Autoren KUHN & GRUN 1942 in Form
einer Reihenentwicklung nur bis zum vierten Reihenterm angegeben, siehe auch Glei-
chung (3.60). Es ist jedoch von Interesse, besonders fiir das in dieser Arbeit vorgestellte
Konzept, die Losung der inversen Langevin-Funktion fiir hohere Reihenterme zu berech-
nen. Unter Beriicksichtigung zusétzlicher Reihenterme kann das Materialverhalten der
einzelnen Polymerkette und somit auch das des gesamtes Netzwerkes erheblich beein-
flusst werden, siche dazu Kapitel 5. Um dies realisieren zu konnen, soll in diesem Ab-
schnitt ausfiihrlich auf die Méglichkeit zur Berechnung der erweiterten inversen Langevin-
Funktion eingegangen werden.

D.1 Berechnung der inversen Langevin-Funktion

Um einen Eindruck von dem Berechnungsverlauf zu bekommen, wird dieser, wie auch
schon in Kapitel 3.3.2, zunéchst kurz dargestellt. Dabei wird an dieser Stelle auf Formeln,
die schon zuvor in dieser Arbeit dargelegt wurden, verwiesen und auf Grund einer
besseren Ubersicht nochmals in dem Text angegeben.

Die Herleitung der inversen Langevin-Funktion in Form einer Reihenentwicklung
beschrénkt sich im Wesentlichen auf zwei Berechnungsschritte. Basierend auf der
Langevin-Funktion, siehe auch Gleichung (3.57),

"~ feoth - % | = £(9) (D.1)

= | 5|~ .
lasst sich die Reihenentwicklung der Langevin-Funktion, Gleichung (3.59), zu

r 1 1 2 1 .

S P—— = g =L D.2

nl SB 455 +945/6 47255 * (8) (D-2)

darstellen, dabei werden zunéchst nur die ersten vier Terme beriicksichtigt. In einem zwei-
ten und letzten Schritt wird aus Gleichung (D.2) die inverse Langevin-Reihenentwicklung,



194 D Zur Berechnung der inversen Langevin-Funktion

o ) ) R () e

berechnet (vgl. Gleichung (3.60)). In den obigen Gleichungen beschreibt r/nl das relative
Streckungsmaf einer einzelnen Polymerkette. Die oben dargestellten Berechnungsschritte
sollen im Folgenden numerisch durchgefiihrt werden.

Um die Langevin-Funktion in Form einer Reihenentwicklung darzustellen, wird
Gleichung (D.1) mit einer unendlichen Reihenentwicklung nach MAC LAURIN zu

L(B) = [cothﬁ—ﬂ :;[(32) Bl 1} —rm<fB<mund B#£0 (D.4)

approximiert. In Gleichung (D.4) beschreiben B; die so genannten Bernoullizahlen nach
BERNOULLI, die unter Zuhilfenahme von

i1 i-1
1 1+ 1 (i + 1)!
B = — = By, D.
‘ i—l—lkzzo({ k } ) z—i—lkzo i+k— 1)k (D-3)

berechnet werden konnen.

Um [, die Losung der Reihenentwicklung der Langevin-Funktion, berechnen zu
konnen, muss die inverse Langevin-Reihenentwicklung berechnet werden. Mit anderen
Worten bedeutet dies, dass die Reihenentwicklung der Langevin-Funktion (vgl. Glei-
chung (D.2)) nach 8 aufgelost werden muss.

]. T T T T T

r/nl

0.2+ ['(ﬁ):ﬁ— .

Abbildung D.1. Beziehung zwischen 3 und r/nl

In Abbildung D.1 ist der Zusammenhang zwischen § und r/nl graphisch dargestellt.
Zu jedem r/nl-Wert kann ein entsprechender [-Wert bestimmt werden. Das relative
Streckungsmafl r/nl (vgl. Kapitel 3.3.2) beschreibt das Verhéltnis zwischen dem Ket-
tenendenabstand im verformten Zustand r und dem Kettenendenabstand im maximal
gestreckten Zustand nl. Daraus folgt, dass r/nl groBer als 0, aber kleiner gleich 1 sein
kann, siche Abbildung D.1.
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Um das hier verwendete Vorgehen zu verdeutlichen, soll beispielhaft Gleichung (D.2) fiir
den Fall, dass die Reihenentwicklung nach dem ersten Reihenterm abgebrochen wird, nach
[ aufgelost werden. Es ergibt sich dann aus (D.2) folgender Ausdruck

r_ B

— = D.6

nl 3 (D-6)
Es ist sofort zu erkennen, dass man als Losung den Koeffizienten 3 erhélt, und sich die
inverse Langevin-Funktion fiir einen Reihenterm zu

r

B = 3n ; (D.7)
ergibt. Will man obiges Beispiel numerisch 16sen, so bedeutet das, dass man eine Gleichung
nach einer Unbekannten auflésen muss. Wird die Anzahl der in der inversen Langevin-
Funktion zu berechnenden Reihenterme grofler, so wird aus der Gleichung ein lineares
Gleichungssystem. Die Dimension i des Gleichungssystems richtet sich dabei nach der
Anzahl der zu berechnenden Terme in der inversen Langevin-Funktion. Es ergibt sich
somit folgendes Gleichungssystem

X =C-B, (D.8)
mit
[ 31 ] [ ] ECEC 7
Ba Co vy
B=|" C= X = : (D.9)
5 o e

mit j =1firi=1und j = (i — 1) + 2 fir ¢ > 1. In Gleichung (D.8) beschreibt B einen
Vektor der Dimension 4, in dem der Wertebereich von r/nl (1 > r/nl > 0) in i aqui-
distante Werte aufgeteilt ist. Das heifft, wird beispielsweise ¢ = 4 gewahlt, folgt daraus
p1=0.25, By = 0.5, B3 = 0.75 und Sy = 1.0. Werden diese i Werte nun in Gleichung (D.4)
eingesetzt, erhdlt man die entsprechenden z-Werte, welche die Matrix X fiillen (das be-
deutet fiir i = 4: 27 = 0.0829, x5 = 0.1639, x3 = 0.2411 und z, = 0.3130). In dem
Vektor C schliellich befinden sich die gesuchten Koeffizienten. Lost man Gleichung (D.8)
zum Beispiel mit Hilfe der GauB-Zerlegung, erhélt man den Koeffizientenvektor mit den
gesuchten Groflen zu

C=X-B. (D.10)

Mit dieser numerischen Methode ist man nun in der Lage, beliebig viele Koeffizienten fiir
beliebig viele Reihenterme in der inversen Langevin-Funktion zu berechnen.

D.2 Ergebnisse zur Berechnung der inversen Langevin-Funktion

Im Zuge dieser Arbeit wurden die ersten 100 Koeffizienten mit der in Anhang D.1 be-
schriebenen Methode berechnet. Da bei der numerischen Umsetzung des Modells nur die
ersten zehn Reihenterme Verwendung finden, siehe Kapitel 5.1, werden hier auch nur
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die ersten zehn Koeffizienten dargestellt. Es ergibt sich somit die Reihenentwicklung der
Langevin-Funktion zu

roo1 1. 2 - 1 . 2 1382
30T m o T T’ T ez
3617 5 STT3__

162820783125 - 38979295480125
5 = £(8). (D.11)

511

4 13
T 1g2a3225 "
349222

~ 1531329465290625

Nach Gleichung (D.10) lassen sich die ersten zehn Koeffizienten zu

or 9 297 1539 41591 65987 55244 15110 51604 47423
© | 77571757 875 7222197 330397 26147 66861 22905 21023

(D.12)

berechnen. Letztlich kénnen diese Koeffizienten zur Darstellung der inversen Langevin-
Funktion herangezogen werden und es ergibt sich letztlich

r 9/ r N3 297 N> 1539 ,r\T 41591 , r\9 63987 ; r U
o ) L) R ) e () e ()

nl ' 5\nl 175 \nl 875 \nl 22219 \nl 33039 \n

55244 <1;>13 15110 (1;>15 51604 <l;)17

26147 \nl 66861 \nl 22905 \nl

47423 7 r \19 (T

21023 (?ZZ) =L (?JZ)‘ (D-13)

Zusammenfassend kann gesagt werden, dass die hier vorgestellte Methode ein effektives
Werkzeug zur numerischen Berechnung der inversen Langevin-Funktion, die auf Grund
ihrer Komplexitét analytisch nicht ohne immensen Aufwand zu 16sen ist, darstellt. Wenn-
gleich in diesem Algorithmus die Matrix C invertiert werden muss, stellt sich die beschrie-
bene Methode zur Berechnung der inversen Langevin-Funktion in Form einer Reihenent-
wicklung insgesamt als sehr effektiv heraus.
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Grundlegende Deformationsarten

In diesem Anhang werden alle in dieser Arbeit verwendeten Deformationsarten eingehend
vorgestellt. Diese Deformationszusténde lassen sich in zwei Gruppen einteilen. Die erste
Gruppe beschreibt die homogenen Verformungsarten, wie uniaxialer Zug-/Druck, reiner
Schub und biaxialer Zug. In die zweite Gruppe fallen die inhomogenen Deformations-
zustinde. Dies sind beispielsweise der Deformationszustand einfacher Schub!, wie er in
Kapitel 5.2.5 verwendet wird, oder auch der Deformationszustand Block unter Druck.

E.1 Homogene Deformationszustdnde

Fiir bestimmte Deformationszustéande ist es unter der Annahme inkompressiblen Material-
verhaltens moglich, eine analytische Spannungs-Streckungs-Beziehung unter Zuhilfenahme
der virtuellen Arbeit

_ () (O o2 (O 73 (OW
o= (Al) (3A1> Ot <>\2) <5>\2) Oha (A3> (3/\3) s (E1)

zu

s[5 ()G
ROl

[ ow 1 oW\ |
— 2 (2 ) [ = -
=2 1 (50) - () (50) |+ (E.4)

anzugeben. Dabei beschreibt W eine Verzerrungsenergiefunktion, [;, ¢ = 1,2,3 die
drei Invarianten des rechten Cauchy-Green Streckungstensors (vgl. auch Anhang B.2),
Ai, @ = 1,2,3 die Hauptstreckungen und o;, i = 1,2,3 die Cauchyspannungen der drei
Hauptrichtungen. P beschreibt den an dieser Stelle noch nicht bestimmten Druck, der aus

'vgl. Bemerkung E.1, Seite 204
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der geometrischen Zwangsbedingung der Inkompressibilitéit resultiert. Fiir die in diesem
Anhang beschriebenen Sonderfille der Deformationszusténde léasst sich der Wert P basie-
rend auf den Spannungsausgangszustand analytisch angeben. Im Folgenden werden nun
einige Deformationszustinde unter Beachtung der Gleichungen (E.2) bis (E.4) behandelt.

E.1.1 Uniaxialer Zug bzw. Druck

Uniaxialer Zug kann durch folgende Streckungsverhéltnisse charakterisiert werden A\; = A
und Ay = A3 = A\~1/2, siche auch Abbildung E.1.

)\3:>\71/2 Iy 1
o ‘J\b
-
‘/
v Ao=\"1/2 2 3
A=A l = A—12
l )\12)\

(a) (b)

Abbildung E.1. Uniaxiale Deformationszusténde: (a) uniaxialer Zug und (b) uniaxialer
Druck

Dieser Deformationszustand entspricht der Anforderung der Inkompressibilitéit, das heif3t,
das Volumen bleibt konstant. Damit ergibt sich die dritte Invariante zu I3 = M2A3\% = 1.
Geht man nun davon aus, dass wie in Abbildung E.1 dargestellt, die Seiten des Wiirfels
frei von dufleren Kréften bzw. Spannungen sind, bedeutet dies, dass oo = o3 = 0. Mit
diesen Bedingungen und unter Verwendung von (E.3) und (E.4) ldsst sich der bisher
unbestimmte Druck P zu folgendem Wert berechnen

() ()

Wird dieses Ergebnis in Gleichung (E.2) eingesetzt, so erhélt man

=) ()]
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o1 beschreibt die in 1-Richtung wirkende Spannung, die auf die deformierte Fliche wirkt.
Im Gegensatz dazu, beschreibt f; die Spannung, die auf die undeformierte Fliache wirkt.
Letztere Grofle ist im Allgemeinen in der Polymerindustrie unter dem Namen Inge-
nieurspannung bekannt. Es ldsst sich ein Verhéltnis zwischen den beiden Spannungen
zu X\ = o/ f angeben.

E.1.2 Reiner Schub

Ein weiterer homogener Deformationszustand ist der des reinen Schubs (teils auch ”er-
zwungener Zug” genannt), siche Abbildung E.2.

l Az3=1/A

=1

Abbildung E.2. Reiner Schub (erzwungener Zug)

Dieser Deformationszustand kann durch \; = A\, Ay = 1 und A3 = 1/ definiert werden.
In 1-Richtung wird der Korper demzufolge unter der Bedingung gezogen, dass die Probe
in 2-Richtung nicht verformt wird, das heiit Ay = 1. Dies ist der Grund fiir die Namensge-
bung ”Schub”, da Schubdeformation als Verformungszustand definiert wird, in dem eine
Richtung parallel zu einer der drei Hauptachsen nicht verformt wird. Der Ausdruck ”rei-
ner” dagegen beschreibt die Tatsache, dass die Hauptachsen wéhrend der Deformation
nicht rotieren.

Abbildung E.2 zeigt einen typischen Korper wie er bei Experimenten Verwendung findet.
Unter den zuvor angegebenen Streckungsverhéltnissen kann die Spannung in 3-Richtung
zu 03 = 0 angegeben werden. Aus Gleichung (E.4) ldsst sich dann der Druck zu

-2 () (3) - (3)]

berechnen. Infolgedessen ergibt sich die Spannung in 1-Richtung zu

-2 () ()63
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und in 2-Richtung zu

s (31) 2 (31)] (-4)

E.1.3 Biaxialer Zug

Eine Beziehung fiir biaxiale Zugdeformation kann direkt aus der Beziehung fiir uniaxialen
Zug hergeleitet werden. Die Streckungsverhiiltnisse konnen zu A\; = 1/A? und Ay = A3 = A
angegeben werden, siehe Abbildung E.3.

e

I /
o A2=A :
A Noh
/ )\1T>\2 \

Abbildung E.3. Biaxialer Zug

Auf Grund der Annahmen ist die Spannung in der 1-Richtung gleich Null. Folglich kann
der Druck in Gleichung (E.2) zu

o= [() () ).

berechnet werden. Unter Zuhilfenahme von Gleichung (E.10) ergeben sich dann folgende
Spannungskomponenten

oo [ () o (2] (- 1) )

E.1.4 Ebener Druck

Bei dem Deformationszustand ebener Druck handelt es sich im Wesentlichen um einen
uniaxialen Druckversuch, bei dem die Querausdehnung in eine Richtung behindert wird.
Es ergeben sich folgende Streckungsverhéltnisse Ay = A, Ay = 1/X und A3 = 1, siche
Abbildung E.4.

Dieses homogene Druckexperiment unter Querbehinderung? wird im Allgemeinen
so durchgefiihrt, dass eine Materialprobe in eine Rinne, welche die Aufgabe hat, die
Querausdehnung zu behindern, gepresst wird (vgl. ARRUDA & BOYCE 1993, Seite 398).
Bei diesem Deformationszustand sind in der 2-Richtung keine Spannungen vorhanden, so
dass sich der Druck zu

2engl.: plane strain compression
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Abbildung E.4. Ebener Druck (uniaxialer Druck mit behinderter Ausdehnung)

=[G ()

berechnen lasst. Mit Hilfe von Gleichung (E.12) lassen sich die Spannungen in den beiden
anderen Richtungen wie folgt darstellen

oot () (5] ()

o3 =2 (Z—?f) + A? ((Z—[MQ/)} (1-%). (E.14)

Wenngleich es sich bei diesem Deformationszustand um einen uniaxialen Druckversuch
mit behinderter Querdehnung handelt, so ist er eher dem Deformationszustand des rei-
nen Schubs zuzuordnen (vgl. Gleichungen (E.7), (E.8) und (E.9) mit (E.12), (E.13) und
(E.14)).

Bis hierher wurden ausschlieSlich homogene Deformationszustdnde vorgestellt. Sie stellen
Sonderfille dar, da im Allgemeinen die Deformation inhomogen ist. Im Folgenden werden
nun einige wichtige, in dieser Arbeit benutzte, inhomogene Deformationszustéinde naher
beschrieben.

E.2 Einfacher Schub

Auf Grund der Tatsache, dass es in der Literatur grundsétzlich unterschiedliche Auffassun-
gen iiber den Deformationszustand des einfachen Schubs gibt, werden an dieser Stelle zwei
Interpretationen dargestellt. Dabei liegt der wesentliche Unterschied in der Homogenitét
bzw. Inhomogenitéat des Deformationszustandes.
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E.2.1 Einfacher Schub als homogener Deformationszustand

Der homogene einfache Schub ist ein Deformationstyp, der durch das entgegengesetzte
Gleiten zweier in einem konstanten Abstand zueinander stehender Ebenen A; und A,
beschrieben werden kann, siehe Abbildung E.5. Dieses Deformationsbild kann sich unter
den gegebenen Umstdnden nur dann einstellen, wenn einerseits kleine Verformungen
(u << 1) vorausgesetzt werden. Andererseits besteht die Moglichkeit diese Defor-
mationsfigur auch bei grofien Verformungen zu erzwingen, indem man entsprechende
Randbedingungen einfithrt. Im Sinne einer Finite-Elemente-Berechnung bedeutet dies,
dass sich alle Knoten wahrend der Deformation nicht in 1-Richtung verschieben diirfen.
Dagegen muss die Verschiebung in 3-Richtung fiir alle Knoten, bis auf die der Fliache Ay,
vorgegeben werden, also nicht nur fiir die Knoten der Fliche A; (vgl. Abbildung E.5).

011
— u -—
1 T Ap 013
24L>3 —a C1
H ¥ -— B1 033
02

Abbildung E.5. Einfacher Schub®: verformter Zustand unter dem Scherwinkel ¢

Die seitlichen Fldachen des Wiirfels werden zu Parallelogrammen verformt. Das bedeutet
erstens, dass sich die Flachen B; und By sowie C; und C, parallel zueinander verfor-
men und zweitens, dass diese eben bleiben und letztlich dass der Abstand zwischen
den beiden Flichenpaaren wihrend der Deformation konstant bleibt (vgl. Abbildung E.5).

Die Schubverformung wird durch den Winkel ¢, siehe Abbildung E.5, gemessen.
Die auftretenden Spannungen berechnen sich zu

ow
ow

=2 [(2) 4 (20)] o -

mit v = tan ¢ = u/H. Die Spannung o9 ist Null, woraus der Druck P bestimmt werden
kann. Es fallt auf, dass die Spannung oq; senkrecht zur Scherrichtung eine Druckspan-
nung ist, was bedeutet, dass eine Druckspannung aufgebracht werden muss, um den
Korper, wie oben beschrieben, zu verformen. Um diesen Effekt néher zu erkldren, ist in

3Die Flichen (o), liegen gegeniiber den Flichen (o), und sind aus Griinden der Ubersicht nicht
mit angegeben.
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N \

(a) (b)

Abbildung E.6. Einfacher Schub, schematische Darstellung der Druckspannung o11: (a)
unter geringen Verformungen und (b) unter grofen Verformungen

Abbildung E.6 die Druckspannung oy; schematisch dargestellt. In Abbildung E.6 (a) sind
die jeweils gleich groflen Hauptdruck- und Hauptzugspannungen in einem Winkel von
nahezu 45° zueinander (fiir kleine Verformungen) dargestellt. Wie man erkennen kann,
heben sich die Spannungen fiir kleine Verformungen auf. Wird der Korper jedoch grofien
Verformungen unterworfen, Abbildung E.6 (b), rotieren die Spannungsrichtungen, so
dass sich die Spannungen nicht gegeneinander aufheben und sich somit eine resultierende
Druckspannung einstellt.

Es ist weiterhin zu erwédhnen, dass die vertikale Druckspannung o;; recht grofle
Werte im Vergleich mit der Schubspannung o3 annehmen kann, besonders wenn der
Betrag von « grof} ist.

E.2.2 Einfacher Schub als inhomogener Deformationszustand

Wie auch beim Deformationszustand homogener einfacher Schub (vgl. Abschnitt E.2.1)
ist der inhomogene einfache Schub ein Deformationstyp, der durch das entgegengesetzte
Gleiten zweier in einem konstanten Abstand zueinander stehender Ebenen A; und A,
beschrieben werden kann, siche Abbildung E.7.

Abbildung E.7. Einfacher Schub*: verformter Zustand unter dem Scherwinkel ¢

“Die Flichen (o), liegen gegeniiber den Flichen (o), und sind aus Griinden der Ubersicht nicht

mit angegeben.

1
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Bei dieser Art der Schubdeformation werden nun keinerlei Einschréankungen hinsichtlich
der Grofle der Verformung getroffen. Wie in Abbildung E.7 zu erkennen ist, verformen sich
die Flachen B; und B, sowie C; und Cs erstens nicht parallel zueinander und zweitens
bleiben diese nicht eben, so dass letztlich der Abstand zwischen den beiden Flachenpaa-
ren wahrend der Deformation nicht konstant ist. Es kann somit gesagt werden, dass im
Vergleich zum einfachen homogenen Schubdeformationszustand, die Spannungen bei dem
hier diskutierten Deformationszustand nicht homogen verteilt sind.

Bemerkung E.1. Es ist an dieser Stelle herauszustellen, dass in dieser Arbeit der Defor-
mationszustand einfacher Schub als inhomogener Deformationszustand, so wie er in diesem
Abschnitt dargestellt wurde, interpretiert und verwendet wird. g

E.3 Block unter Druck

Bei dem Deformationszustand Block unter Druck handelt es sich um einen hochgradig
inhomogenen Verformungszustand. In Abbildung E.8 ist das System dargestellt.

—=1/2B 4
e p B —=1/2B,_
1/21%
/ T
2H
(a) l oL _—
‘\
; 2B —_ -—
1‘/L>2
p frei beweglich in alle Richtungen
frei beweglich in A
alle Richtungen - W
<« gehalten in 2—Richtungen
gehalten in 1—Richtungen -
(b) f gehalten in 3—Richtungen

Abbildung E.8. Block unter Druck: (a) gesamtes System und (b) durch Symmetriebedin-
gungen vereinfachtes System inklusive Randbedingungen.

Das System besteht aus einem Quader, der durch eine Flidchenlast p belastet wird. Aus
Symmetriegriinden lisst sich das System, wie in Abbildung E.8 (b) gezeigt, vereinfachen.
L beschreibt die Lénge, B die Breite und H die Hohe des Quaders. A bezeichnet den
Punkt, an dem die Verschiebungen w gemessen werden, sieche Kapitel 5.2.5. Ein typisch
verformtes System ist in Abbildung 5.22 dargestellt.
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