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Zusammenfassung

Im Rahmen dieser Arbeit wird die Moglichkeit untersucht werden mit Methoden
der Kontinuumsmechanik, eine einheitliche Beschreibung des Materialverhaltens von
Gestein in verschiedenen riaumlichen Ausdehnungen zu entwickeln.

Die iiblichen Methoden, die von einem Mikromodell auf das makroskopische Verhal-
ten schlieflen, reichen bislang nicht aus, die Festigkeit von Gestein hinreichend genau
zu prognostizieren, obwohl sie charakteristische Eigenschaften von Gestein qualitativ
wiedergeben kdnnen.

Deswegen wird anhand dokumentierter makroskopischer Festigkeitsversuche der vor-
herrschende mikroskopische Verformungs- oder Versagensmechanismus identifiziert.
Dazu wird eine neue Methode zur Formulierung eines Versagenskriteriums entwickelt,
mit dessen Hilfe sich die vorhandenen Festigkeitsdaten anhand iibersichtlicher Para-
meter kategorisieren lassen.

Auf der Basis der Ergebnisse dieser Einteilung ldsst sich das Verhalten von Gesteinen
und anderen Werkstoffen qualitativ drei wesentlichen Phasen zuordnen. Dazu wird
zwischen spréden, reibungsdominierten und kohédsionsdominierten Versagen unter-
schieden.

Die Festigkeit als eine Eigenschaft eines Kontinuums und die Reibung als eine Eigen-
schaft einer Oberfliche gelten bislang bei Gesteinen als zwei unterschiedliche Merk-
male. Mit Hilfe des neu entwickelten Kriteriums lassen sich jedoch mit einem in-
ternen Reibungsparameter, der eine nichtlineare Funktion der Normalspannung ist,
Festigkeits- und Reibwiderstandsmessungen an Gesteinen in Einklang bringen.

Summary

In this thesis, a unified material description for rock on respective scale is proposed.
Standard methods in continuum mechanics use a micro to macro transition to de-
termine macroscopic behaviour. This work studies macroscopic strength to identify
the underlying microscopic deformation or failure mechanisms. Hence, a new failure
criterion was developed that permits to compare different strengths in a systematic
and classifying manner.

First analysis suggests that it is possible to distinguish between three different do-
mains of failure of solids namely brittle, friction dominated and cohesion dominated
failure. In addition, the two basic concepts friction as a property of a surface and
strength as a property of a continuum can be connected.



“Von dem, was du erkennen und messen willst, musst du Abschied nehmen,
wenigstens auf eine Zeil. Erst wenn du die Stadl verlassen hast, siehst du,
wie hoch sich ihre Tiirme tber die Hauser erheben.”

Friedrich Nietzsche (Menschliches, Allzumenschliches II 307).
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1 Einleitung

Lithosphére

Die Theorie der Plattentektonik verwandelte die bis dahin als unverédnderlich und
starr angesehene Erdkruste in die duflere Oberfliche eines sehr dynamischen und
komplexen Umwilzungsprozesses der gesamten Erde.

Als Ursache dieses Prozesses gilt unumstritten ein Warmetransport vom heiflen Erd-
kern zum auskiihlenden Rand in Form einer stofflichen Bewegung. Dieser Kreislauf,
in dem heifles Material aufsteigt und nach einer Abkiihlung herabsinkt, wird Konvek-
tion genannt. Er ist nur moglich, wenn sich das Material wie eine Fliissigkeit verhilt.
Dies fithrte zu der rheologischen Unterscheidung des dufleren Bereichs der Erde in
zwei Schichten: die obere Lithosphére und die unter ihr liegende Asthenosphire. Die
Lithosphéire hat weniger Fahigkeiten sich zu verformen. Deswegen wird sie im Modell
wie eine steife Platte abgebildet, die auf der fliissigen Asthenosphére schwimmt. Da
es mehrere dieser Platten gibt und sie sich gegeneinander verschieben, werden die
Plattengrenzen in konvergente, transforme und divergente Rinder unterteilt. Ent-
lang der Rinder der zwolf grofien Platten der Erdoberfliche konzentrieren sich die
Hiufigkeit von Erdbeben und die Anzahl aktiver Vulkane.

Die Lithosphire lisst sich selbst weiter unterteilen. Die oberste Schicht ist die Erd-
kruste von der sich wiederum zwei Arten unterscheiden lassen. Die ozeanische Kruste
ist 5-15 Kilometer dick und besteht aus relativ dichtem (p = 3,2 — 3,3 g/cm?) basi-
schem Material. Thr Alter ist maximal 170 Millionen Jahre. Sie ist mit dem Rest der
ozeanischen Platte einem stdndigen Recyclingprozess unterworfen. Die kontinentale
Kruste hingegen besteht aus weniger dichtem (p = 2,7g/cm?) relativ saurem Mate-
rial und ist mit einer mittleren Méchtigkeit von 38 Kilometern deutlich dicker. Sie ist
stellenweise drei Milliarden Jahre alt und damit wesentlich dlter als die ozeanische
Platte.

Stofit eine Platte mit kontinentaler Kruste auf eine Platte mit ozeanischer Kruste,
so taucht die schwerere ozeanische Lithosphire unter der leichteren kontinentalen
Lithosphére ab. Dieser Vorgang wird als Subduktion bezeichnet. Der Rand der kon-
tinentalen Platte wird dabei deformiert und es bilden sich Gebirge. Besonders hohe
Gebirge wie das Himalaya Gebirge entstehen, wenn zwei kontinentale Platten kolli-
dieren. Dort kann es zu einer Erhdhung der Miéchtigkeit der Erdkruste auf iiber 70
Kilometer kommen. Dem Prinzip der Isostasie folgend, wéchst hierbei der groflere
Teil als Wurzel in Richtung der Asthenosphére. All diese Beobachtungen fiihrten zu
der Frage, welche Krifte auf die Platten wirken kénnen.



2 1 Einleitung

continental plate oceanic plate

Abbildung 1.1: Darstellung lithosphérischer Krifte nach [1].

Abbildung 1.1 zeigt schematisch die wirkenden Krifte auf eine ozeanische Lithosphi-
re. An dem divergenten Plattenrand, hier ein mittelozeanischer Riicken, wirkt die
Riickendruckkraft (ridge push) Frp. Sie entsteht durch die verdringende Wirkung
des aufsteigenden Asthenosphirenmaterials. Der Widerstand der Transformations-
verwerfung (transform fault resistance) F'rp wirkt entgegen der Bewegungsrichtung
zweier aneinander abgleitenden Platten. Auf die Unterseite der Platte selbst wirkt
moglicherweise die basale Schubkraft (basal drag) Fgp, die durch Reibung zwischen
dem Astheonsphirenmaterial und der steiferen Platte entstehen kann. Die Richtung
dieser Kraft ist unbestimmt. Wird die Lithosphire iiber die Asthenosphire hinweg
gezogen, so aktiviert sich eine Reibungskraft entgegen der Bewegungsrichtung. Be-
wegt sich hingegen das Asthenosphirenmaterial schneller als die Platte, entsteht die
Reibungskraft in Richtung der Bewegung. Die Kontaktkraft zweier kollidierender
Platten (colliding resistance) Fcr wird durch den Zusammenstof} initiiert. Die ab-
tauchende Platte erfahrt durch ihre héhere Dichte einen negativen Auftrieb, dessen
Wirkung in der Zungenzugkraft (slab pull) Fsp beriicksichtigt wird. Die nichste
Frage ist, welche dieser Krifte den Verformungsprozess kontrolliert.




Gestein

Fiir eine Abschitzung der wirkenden Krifte in der Kruste ist es besonders auf-
schlussreich, die Plattenzonen zu betrachten, die sich im Grenzzustand der Tragfahig-
keit befinden. Denn hat ein Bereich einer Platte versagt, so wurde dort die Festigkeit
des Materials tiberschritten. Um Daten {iber die Festigkeit des Materials zu erhalten,
wird das Lithosphirenmaterial, also das Gestein, in Proben entnommen. Anschlie-
Bend wird es unter gleichwertigen, in der Lithosphére vorherrschenden, Temperatur-
und Druckbedingungen bis zum Versagen belastet. Doch schon hier zeigen sich grofle
Schwierigkeiten. Es ist nimlich nur indirekt mdoglich, die Bedingungen in der Li-
thosphéire zu bestimmen, da Bohrungen zur Messung oder zur Probenentnahme fiir
Tiefen mit mehr als zwolf Kilometer technisch nicht realisierbar sind. Weiterhin ist
der Aufbau der kontinentalen Kruste sehr heterogen und die Gesteine selber haben
eine Vielzahl von Erscheinungsforien und Eigenschaften.

Eine erste Einteilung der verschiedenen Gesteinsarten erfolgt anhand ihrer Entste-
hungsgeschichte. Es stellt sich heraus, dass nicht nur das ozeanische, sondern auch
das kontinentale Krustengestein, einem stindigen Umwandlungsprozess unterworfen
ist. Die Ursachen des zweiten Kreislaufs sind die durch Kontinentenverschiebungen
ausgelosten mechanischen Umwiélzungen, die durch die Krusten aufsteigenden hei-
Ben Magmen sowie die letztlich durch die Sonne verursachten Verwitterungen. Die
entscheidenden Faktoren fiir eine Gesteinsbildung sind also Druck und Temperatur.

Drei Hauptgruppen von Gesteinen kénnen unterschieden werden. Der Magmatit ent-
steht aus einer Kristallisation einer Schmelze. Neben der chemischen Zusammenset-
zung der Schmelze hat die Geschwindigkeit der Abkiihlung einen grofien Einfluss auf
die mechanischen Eigenschaften des entstehenden Gesteins. Die Bildung eines Se-
diments geschieht durch Kompaktion und Zementation von Koérnern, die zuvor aus
Verwitterung oder anderen Prozessen entstanden sind. Der Metamorphit wird aus al-
len anderen Arten durch eine Rekristallisation des Gesteins im festen Zustand durch
hohe Driicke und hohe Temperaturen gebildet. Durch Aufschmelzen, Umwandlung
oder Verwitterung kénnen alle Gesteinsarten ineinander iiberfiihrt werden.

Wenn die rdumliche Verteilung der unterschiedlichen Gesteine in der Lithosphire
bekannt ist, kann mit Hilfe von experimentell erinittelten Festigkeiten die maximale
Kraft abgeschétzt werden, welche die Lithosphéire an dieser Stelle aufnehmen kann.
Der Festigkeitsversuch selbst lidsst bei Gesteinen auf unterschiedliche Arten des Ver-
sagens schliefien. Das spréde Versagen tritt bei moderaten Driicken schlagartig ein.
Das Material versucht vor dem Versagen nicht sich der Verformung anzupassen. Da-
gegen steht das zdhe oder duktile Versagen, bei dem das Material vor dem Versagen
deutlich nachgibt. Die Suche nach den Ursachen fiir ein Versagen fiihrt zu einer er-
neuten Verkleinerung der rédumlichen Ausmafle. Nun wird der Aufbau der Gesteine
als Mineralkonglomerat deutlich.
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Minerale

Ein Mineral ist ein homogener Festkorper in einer definierten chemischen Zusam-
mensetzung mit einer bestimmten Struktur. Die chemische Zusammensetzung er-
folgt in einer festen Relation aller mineralbildenden Atome und besteht fiir die ge-
steinsbildenden Mineralien hauptséichlich aus ionischen und kovalenten Bindungen.
Die Atome/Molekiile selbst ordnen sich in einer Art und Weise an, bei der jedes
Atom/Molekiil seinen festen Platz hat. Diese Struktur wird Kristallgitter genannt.
Mit unterschiedlichen Driicken und Temperaturen kann sich das Gitter verdndern.
Diese unterschiedlichen Anordnungen werden Phasen genannt. Durch die festen Mu-
ster bilden Minerale oftmals richtungsabhiingige also anisotrope Eigenschaften aus.

Die Mineralien der Erdkruste bestehen hauptsichlich aus Sauerstoff und Silizium. In
geringerer Haufigkeit treten die Metalle Aluminium, Eisen, Magnesium und Calcium
auf. Die Mineralien der kontinentalen Kruste unterscheiden sich zu denen des Mantels
durch einen héheren Silizium- und Aluminiumgehalt. Das Aluminium der Kruste wird
durch Magnesium im Mantel in der Haufigkeitsverteilung abgelost.

Fiir das Verhalten unter mechanischen Belastungen ist die Zusammensetzung der
Kristalle und deren rdumliche Anordnung in einem Gefiige von grofler Bedeutung.
Durch eine makroskopische Deformation werden auf der mikroskopischen Ebene viele
Deformationsmechanismen aktiviert. So kénnen sich die Kristalle relativ zueinander
bewegen oder innerhalb des Kristalls kann es zu Wanderungen von Versetzungen oder
zu Zwillingsbildungen kommen. Der Kristall selbst kann auch einfach elastisch seine
Form #ndern. Es ist zusédtzlich méglich, dass sich im Gefiige oder im Kristall Risse
ausbreiten. Als wichtige Parameter, die all diese Prozesse beeinflussen, stellen sich
wieder der Druck, die Temperatur, aber auch der Wassergehalt des Gesteins heraus.
Fiir eine Ubersicht iiber die oben geschilderten Prozesse sind die beiden Biicher [2]
und [3] zu empfehlen. Der Artikel [4] behandelt die Festigkeit der Lithosphire.

Zeit

Neben der vorgestellten raumlichen Skalierung, ist fiir geologische Prozesse die zeit-
liche Skalierung von grofiter Bedeutung. Als einfaches illustratives Beispiel dient der
Erdmantel (40-2891 km). Durch seismische Beobachtungen ist belegt, dass sich in die-
sem Bereich durch Erdbeben hervorgerufene Schallwellen auf zwei unterschiedliche
Arten bewegen, wihrend im dufleren Kern (2891-5150 km) nur eine Art der Schall-
wellenausbreitung nachgewiesen ist. Das Ausbleiben der zweiten Schallwelle ist fiir
Fluide typisch und die Existenz derselben fiir elastische Festkorper. Wihrend sich der
Mantel also fiir Schallwellen im zeitlichen Bereich von Sekunden wie ein Festkorper
verhilt, ist er fiir konvektive Stromungen im zeitlichen Bereich von hundert Millionen
Jahren ein Fluid. Dies weist auf ein stark zeitabhingiges Materialverhalten hin.

Ein dhnliches Verhalten hat Glas. Es zerbricht selbst unter kleinsten Belastungen
sprode und doch verhilt es sich iiber Jahrtausende hinweg wie eine Fliissigkeit.
Natiirlich ist der Vergleich nicht ganz zulissig, da Glas im Unterschied zum Ge-
stein keine kristalline, sondern eine amorphe Struktur hat.

Diese Arbeit beschriankt sich auf den beobachtbaren zeitlichen Bereich.




Problemstellung

In der folgenden Arbeit wird versucht mit Methoden der Kontinuumsmechanik Er-
kenntnisse iiber das mechanische Verhalten von Gestein in den oben erwihnten rdum-
lichen Ausmaflen zu finden. Es ist dazu vorgesehen, die wesentlichen Phidnomene und
deren Ursachen in einem Griéfienbereich in ihrer Wirkung auf den néchst héheren
GrofBlenbereich zu untersuchen. Die gewonnenen Ergebnisse sollen dann die Grund-
lagen einer globalen Modellierung bilden.

Dazu miissen folgende zentrale Fragen beantwortet werden:

Verhilt sich das Gestein im Mafistab der Lithosphire eher wie ein Kontinuum oder
wie ein komplett zerkliiftetes Medium?

Was ist der wesentliche Unterschied im Materialverhalten zwischen den beiden Me-
dien?

Gliederung

Fiir eine Bearbeitung dieser Fragen gliedert sich die Arbeit in sechs Kapitel. Das
zweite und dritte Kapitel fasst den Stand der Technik zusammen, wobei Kapitel
zwei die Grundlagen der Kontinuumsmechanik skizziert, um diese dann im dritten
Kapitel auf die Eigenschaften von Gestein zu spezialisieren. Kapitel vier stellt die
Methoden vor, mit denen versucht wurde, das Problem zu l6sen, und Kapitel fiinf
vergleicht die gewonnenen Ergebnisse mit Beobachtungen. Das letzte Kapitel wird
zusammenfassen und gibt einen Uberblick tiber mégliche Weiterentwicklungen.







2 Grundlagen der Kontinuumsmechanik

Die Kontinuumsmechanik ist eine rein phdnomenologische Theorie, die als mathe-
matisches Modell ein Kontinuum verwendet. Sie sucht nach einer Beschreibung des
Verhaltens realer rdumlicher Korper unter gegebenen Bedingungen. Dazu unterschei-
det sie zwischen der unverformten und der verformten Lage eines K&rpers. Durch die
Differenz der beiden Lagen kénnen die wirkenden Verformungen beschrieben werden.
Im Modell werden ihnen als Ursachen Krifte gegeniibergestellt. Dem Modell liegt
dabei die Annahme zu Grunde, dass der Korper seinen materiellen Zusammenhalt
bewahrt.

In diesem Kapitel soll ein Uberblick iiber die theoretischen Konzepte und Lésungsme-
thoden der Kontinuumsmechanik gegeben werden. Im ersten Teil werden die grund-
legenden Begriffe eingefiihrt, die in ihrer Formulierung nicht von dem betrachteten
Material abhéngen. Es stellt sich oft als vorteilhaft heraus, diese Formulierung mit
Hilfe von Invarianten vorzunehmen. Das verwendete System von Invarianten wird im
zweiten Teil definiert, dem die Beschreibung der Materialgleichungen folgt. Im vierten
Teil werden die bisher getroffenen Aussagen zu einem vollstandigen mathematischen
Modell synthetisiert. Auf der Suche nach den Versagenszustdnden des Kontinuuins
erweisen sich die zwei Modelle als hilfreich, die im fiinften Teil erlautert werden, zu-
mal sich aus einem Modell die Konzepte der Bruchmechanik aus Teil sechs ableiten
lassen.

Als Literatur zu diesem Thema eignen sich die Biicher [5, 6] sowie der Ubersichtsar-
tikel [7] aber auch das Vorlesungsskript [8].

2.1 Stoffunabhingige Gleichungen

Alle in diesem Kapitel verwendeten Gréfien sind Feldgréfien, das heifit, sie sind mit
dem Ortsvektor @ veréinderlich. Weiterhin wird die Theorie auf die Beschreibung klei-
ner Verschiebungen und kleiner Dehnungen beschrankt sein. Die beiden Bedingungen
sollen im Folgenden immer kleine Verformungen genannt werden.

2.1.1 Krifte und Spannungen

Der allgemeine Kérper aus Abbildung 2.1 soll nur durch zwei verschiedene Arten von
Kriften belastet werden. Eine ist die volumenhaft verteilte Kraft b und die andere
ist eine Fliachenkraft 8o, die auf der Oberfliche des Korpers wirkt.
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ar

Abbildung 2.1: Spannungen und Krifte.

Diese Lasten rufen in jedem Punkt @ des Kérpers Spannungen s hervor, welche durch
gedachte Schnitte freigelegt werden kénnen. Da der Spannungsvektor s nach

AF _dF

= Aim, AA T dA 1)

8
von der Wahl der Fliache dA abhingt, ist es sinnvoll den Spannungszustand durch
eine tensorwertige Grofle o zu beschreiben. Der zweistufige Tensor o heifit Cauchy
Spannungstensor und ist definiert als:

s=0'n. (2.2)

Der Cauchy Spannungstensor ist symmetrisch, das heiit o = o 7.

2.1.2 Deformationen und Verzerrungen

Analog zu den Kraftrandbedingungen sy aus Abbildung 2.1 ist es moglich, geome-
trische Randbedingungen uo zu wihlen. Wie die Kraftrandbedingungen konnen sie
normal und tangential zur Oberfliche wirken.

Als weitere Grofle wird die Verschiebung u eingefiihrt. Aus dieser Verschiebung lasst
sich erneut eine tensorwertige Grofle ableiten, die genau wie der Spannungstensor
zweistufig ist. Auch diese, Verzerrungstensor genannte, Grofe ist symmetrisch und
im linearisierten Fall fiir kleine Dehnungen gilt fiir sie:

(Vu + (Vu)T). (2.3)

&g =

N =

Durch die Gleichung (2.3) werden die Kompatibilititsbedingungen automatisch er-
fiillt. Die Einschriankung auf kleine Verschiebungen verhindert, dass sich das Maf} €
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Abbildung 2.2: Deformationen und Verzerrungen.

selbst durch die Verformungen #ndert. Die Anderung von & zwischen der urspriingli-
chen Ausgangslage Vp, auch Referenzkonfiguration, und der verformten Lage V', auch
aktuelle Konfiguration, ist also derart gering, dass nicht unterschieden werden muss,
in welcher Konfiguration der Verzerrungstensor definiert ist.

Das linearisiertes Verzerrungsmafl € kann geometrisch als Dehnungen und Gleitun-
gen gedeutet werden. Die Komponenten der Matrix dieses Tensors, die sich auf der
Diagonalen befinden, sind die Dehnungen und kénnen als Quotient der Verschie-
bung und der urspriinglichen Léinge in einer Richtung definiert werden. Die anderen
Komponenten sind die Gleitungen, die die Winkelédnderungen in den drei Ebenen
beschreiben.

2.1.3 Bilanzgleichungen und Erhaltungssétze

Alle folgenden Gleichungen konnen lokal, fiir jeden Punkt, wie global, das heifit iiber
das Volumen gemittelt, formuliert werden. Da die lokalen Bedingungen sehr viel
rigorosere Forderungen als gemittelte sind, werden sie oftmals auch starke Formulie-
rungen genannt. Analog heiflen globale Bedingungen dann schwache Formulierung.

Im Rahmen dieser Arbeit werden nur quasistatische Prozesse betrachtet. Folglich wer-
den dynamische Groflen, wie die Trigheit, in den Bilanzgleichungen vernachlissigt,
deswegen ist & = 0. Ferner wird auf eine Kopplung zwischen dem mechanischen und
dem thermischen Problem verzichtet, sodass die folgenden Bilanzen ausschlief3lich fiir
isotherme Prozesse gelten.

Die Forderung, dass die Masse eines Korpers durch eine Deformation unverdndert
bleibt, ldsst sich lokal wie global formulieren:

po—p(l1+tr(e))=0 /po—p(1+tr(s))dV=0. (2.4)
%
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Hierbei ist p die Dichte, und die tr () Funktion ist in Gleichung (2.12) definiert. Die
zentralen Gleichungen in der Mechanik sind die Impulsbilanz

Vio+pb=90 /V-a‘—l—pdezO (2.5)
14
und die Drehimpulsbilanz
oc=0" /mxsodA—I-/pa:xde:O. (2.6)
A v

A ist die zu den dufleren Kréiften sg gehdrende Oberflache. Die Energieerhaltung wird
nur global formuliert und ergibt sich zu:

/a':TsodA—I-/pd:deV—/a:édeo. (2.7)
174

A |4

Die ersten beiden Terme in Gleichung (2.7) stehen fiir die Rate der von dufleren
oder volumenhaft verteilten Kriften geleisteten Arbeit. Sie muss gleich der Rate der
Deformationsenergie sein.

2.2 Invarianten

Die Komponenten eines Tensor zweiter Stufe, wie er zur Beschreibung der Spannung-
en und den Verzerrungen verwendet wird, sind immer abhingig von der Wahl eines
Koordinatensysteins. Da im Fall der Isotropie ein Material keine richtungsabhéngi-
gen Eigenschaften besitzt, liegt bei der Formulierung einer solchen Beziehung die
Verwendung von Invarianten nahe. Sie sind unabhingig gegeniiber einer Drehung
des Koordinatensystems und daher besonders geeignet zur Beschreibung materieller
kontinuumsmechanischer Zusammenhinge.

Da verschiedene Invariantensysteme existieren, liegt eine gewisse Beliebigkeit in der
Wahl des Invariantensystems. Im Folgenden soll das in dieser Arbeit verwendete Sy-
stem eingefiihrt werden. Mit Hilfe einer Hauptachsentransformation kann ein beliebi-
ger symmetrischer zweistufiger Tensor & = a7 in ein Hauptachsensystem tiberfiihrt
werden, sodass mit Q7= Q! und det(Q) =1 gilt:

QTa Q = aH (2.8)
mit
11 012 013 ar 0 0
a = 12 22 23 —r XH = 0 (6'5) 0 . (2.9)

013 023 033 0 0 o3
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Um diese Transformation zu erfiillen, muss

ar=an - n=(a—Al)n=0 (2.10)

sein. Dabei sind n die Eigenvektoren und A die Eigenwerte von a. Gleichung (2.10)
fithrt zu der charakteristischen Gleichung:

det(a — M) =det(apg — M) =X = LN+ LA —13 =0 (2.11)
mit
I = a1+4az+az=an+ax+ass (2.12)
= tr(a)=tr(an)
I, = ooz+ oo+ ooz (2.13)

I3

2 2 2
11033 + Q11022 + Qipa i3z — Qi — Qg3 — Q13

% (tr (a)® —tr (@?)) = % (tr (an)? — tr (an?))

a0 (2.14)
2 2 2

Q110220033 + 200120230013 — 1193 — Q22Qr]3 — (X33Q]2

det(a) = det(a u).

Gleichung (2.11) ist natiirlich fiir alle a1, a2 und a3 erfiillt. Mit der Substitution
A=)+ 4 folgt:

I1\3 2 I
det(a — M) = (A’ + -31) ~ I (A' + %) +12(A’ + 31) A
= N34 NI +Js=det(a’ - NI)=0 (2.15)
mit
2
I = (12 - %1) (2.16)
1 1
= -5t (@) = —5tr (a?)
_ 2 3, Iy _ IINLL | 2 3
Js = (_2711+ 3 _13)_ (13—(J2+ 3)§+§?Il) (2.17)
1 ) 1
= —3tr (@) = —3tr (ay®)
Der Tensor o’ heifit Deviator und ist wie folgt definiert:
o —a- T (2.18)

3
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Die zweite Invariante des Deviators Jy ist gemdfl Gleichung (2.16) immer negativ. Es
gilt:

J2 <0 Vai,a2,a3 € IR. (2.19)

Bei einer Translation des Tensors o« durch o — af veradndern sich die Invarianten
geméf:

La—al) = §L{a)-3a
Jla—al) = Joa)
Jslaa—al) = Js(a).

Die Cardano’sche Formeln fiir die Existenz dreier reeller Lésungen lautet:

(%)2 + <i]33>3 <o. (2.20)

Sie wird fiir alle a1, a2 und ag erfiillt, da die Annahme gemacht wurde, dass eine
Transformation mdglich ist. Die Bedingung fiir die Existenz zweier komplexer und
einer reellen Losung ist:

(g) ; (%)3 > 0. (2.21)

Die Grenze zwischen den Gebieten wird durch

(2 (2~

beschrieben. Die im Weiteren verwendeten Invarianten sind die lineare Invariante
I, die quadratische Invariante J> und die kubische Invariante J3. Es ist moglich,
alle Tensoren nach Gleichung (2.8) durch einen Tensor ay in Diagonalenform zu
repriasentieren. Da die Eigenwerte in ay permutiert werden kénnen, stellt er im
Hauptwerteraum sechs Punkte dar.

2.2.1 Interpretationen der Spannungsinvarianten

Fiir eine beliebige Fliche gilt, dass ihre Orientierung durch einen Vektor n beschrie-
ben werden kann, der einen Punkt auf der Einheitskugel |n| = 1 beschreibt. Fiir o
und n aus Abbildung 2.3 gelten nun folgende Beziehungen:

on = n'on (2.23)
? = |8|*= (on — (nTon)n)> (2.24)
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Abbildung 2.3: Fliche in einer Einheitskugel.

2.2.1.1 Mohr’sche Darstellung

Mohr hat gezeigt, dass die Gleichungen (2.23) und (2.24) zusammen mit |n| = 1, wie
in Abbildung 2.4 dargestellt, interpretiert werden kénnen (siehe dazu auch [9]). Die
graue Fliche stellt alle méglichen Spannungszustéinde dar. Die Erstellung der Figur
erfolgt, indem drei Kreise so durch jeweils zwei Hauptspannungen konstruiert werden,
dass ihre Kreismittelpunkte auf der o-Achse liegen. Der Hauptspannungszustand ist
fiir verschwindendes 7 durch die drei Punkte o1, 02, o3 dargestellt. Fiir eine konstante
Normalspannung o, kénnen durch verschiedene Schnitte die durch die Intervalle At
markierten Schubspannungen erzeugt werden. Eine wichtige Folgerung ist, dass die
groftmoglichen Schubspannungen, also der duflere Kreis aus Abbildung 2.4, nur von
der kleinsten Hauptspannung, o3, und der gréiten Hauptspannung, o), abhingen.

Leider ist es nur fiir einen Spezialfall von Abbildung 2.4 mdglich zwei der drei In-
varianten graphisch zu deuten. Fiir den Fall, dass die mittlere Hauptspannung das
arithmetische Mittel der anderen Spannungen ist, haben die beiden inneren Krei-
se die gleichen Radien. Es ist zweckiméiBig durch einen Index zu kennzeichnen, auf
welchen Tensor sich die Invariante bezieht. Die Invarianten werden zu:

o1+ o3 3

ho(on, —5—,03) = g(o1+03) (2.25)
1

J2o (01, 7 _‘2— I3 ,03) = —Z(ol — 0;3,)2 (2.26)

Jao (a1, 2 ;“3 o3) = O. (2.27)

Wie aus Abbildung 2.5 ersichtlich, ist in diesem Fall «/—J5 der Radius und %1 der Mit-
telpunkt des duleren Kreises. Oft wird ein Modell verwendet, welches der Mohr’sche
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Abbildung 2.4: Spannungen in Mohr’scher Darstellung.

|

Q¥

g3 1 o1
3I1

Abbildung 2.5: Invarianten in Mohr’scher Darstellung.

Spannungskreis fiir einen ebenen Fall sein soll. Dieser Anschauung sollte nur mit
grofler Vorsicht gefolgt werden. In einer ebenen Theorie muss zwischen zwei Fillen
unterschieden werden. Der erste ist der ebene Verzerrungszustand fiir den die Deh-
nung in einer Richtung unterdriickt ist. Analog gilt dies fiir die Spannung in einer
Richtung beim ebenen Spannungszustand.

Fiir den ebenen Spannungszustand muss also bei der Mohr’schen Darstellungsweise
einer der Kreise durch den Ursprung gehen. Fiir den ebenen Verzerrungszustand ist
dieser dritte Spannungspunkt sogar von einem Materialgesetz abhingig. Wenn nicht
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zwei der drei Spannungen gleich grof} sind, ist es eigentlich gar nicht méglich einen
Spannungzustand zu erzeugen, der nur durch einen Kreis dargestellt werden kann.
Eine Erweiterung einer zweidimensionalen auf eine dreidimensionale Theorie sollte
diesen Unterschied stets beriicksichtigen.

2.2.1.2 Statistische Gréfle

Oft ist es niitzlich in einer Kontinuumstheorie statistische Gréflen zu verwenden. So
ist hiufig gefragt, wie sich eine Vielzahl von Diskontinuitdten im Mittel in einem
belasteten Kontinuum verhalten. In Abbildung 2.6 wird dies fiir ein Volumen skiz-
ziert. Die anschliefende Uberlegung gilt nur fiir folgende Annahmen: Das Volumen
muss so grof} sein, dass jede Richtung n vertreten ist. Des Weiteren diirfen die Ori-
entierungen keine Vorzugsrichtung haben, miissen also gleich verteilt sein. Die letzte
Forderung ist, dass es sich um einen reinen Druckspannungszustand handelt. Eine

O

Abbildung 2.6: Orientierte Diskontinuitdten in einem Volumen.

Formulierung fiir Zugspannungen wire unsinnig, da reale Diskontinuitdten physika-
lisch keine Zugspannungen iibertragen kénnen. Sie wiirden also bei Zugspannungen
Spannungsumlagerungen hervorrufen.

Solange die Diskontinuitdten den Reibwiderstand nicht iiberwinden, verdndern sie
das Spannungsfeld nicht. Wenn sich Stérungen untereinander nicht beeinflussen, wird
von einer schwachen Verteilung gesprochen.

Die Idee ist nun, die Gréflen zu bestimmen, die integriert {iber jede Richtung auf
die Flichen der Diskontinuititen wirken. Dazu werden in Kugelkoordinaten folgende
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Integrale berechnet:

2r 7

O = / / n'nsin(9) d9 dp = 4r (2.28)
0 0
2T
<On> = —é—//an sin(9) dd dyp = %‘Z_ (2.29)
0 0
27w
<r?> = %//72 sin(9¥) dd dp = —%Jza. (2.30)
0 0

Die Gréflen I1o und J2o sind also niitzlich, um in einer statistischen Theorie ver-
wendet zu werden. I ist ein MafB fiir die mittlere Normalspannung und Jso ein
Maf fiir die mittlere quadratische Schubspannung.

2.2.2 Interpretation der Verzerrungsinvarianten

YU LV VLV

Abbildung 2.7: Verformung eines Quaders.

Der Quader mit den Léangen [l;, I und I3 aus Abbildung 2.7 wird durch die Ver-
schiebungen u1, u2 und us verformt. Sein relatives Volumen ist demnach unter der
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Annahme, dass u; = l;e; exakt:

| %

e = - =(1+e)(1+e)(l+es)=1+le+ e+ e (2.31)
0
Le\® I
- (1 + %’5) + (1 + —;’5—) Jae — Jse. (2.32)

Gemif Gleichung (2.31) ist nicht nur die lineare Invariante I, an einer Volu-
mendnderung beteiligt. In Gleichung (2.4) wurde die Volumenénderung durch Ver-
nachlidssigung der quadratischen und der kubischen Terme linearisiert.

Da der Quader aus Abbildung 2.7 in eine endliche Anzahl von Wiirfel der Kan-
tenlidnge a zerlegt werden kann, reicht es aus, einen dieser Wiirfel exemplarisch fiir
die nynan3 anderen zu untersuchen, da mit {; = n;a

u; = Z Aungs (2.33)

unter der Annahme homogener Dehnungsverteilung zu
Uy = n;Auy (2.34)

wird. Fiir die Verschiebung dieses Wiirfelschwerpunkts von a, zu a, entlang der
Wiirfeldiagonalen u,, und dessen orthogonale Verschiebung u; gilt:

1 a 1 a Auq 1 1
as = — a L Qs == a | + Aus und n = — 1
2 a 2 a Aus V3 1

11
un = mnla,—as)= §7§(Au1 + Auz + Aus) (2.35)
lue)> = ((ai — as) - n(aj — aé,)n)2
= %1 (Au% + Auj + Aul — %(Aul + Auy + AU3)2) (2.36)
mit
las| = %ﬁa (2.37)
Un _ 1 Aug n Auo i Aus
las| 3 a a a
A
_ 1 nlAul 4 ’nzAUQ T NazAUs — i&t_ (2.38)
3 nia naa nsa 3
2
2
:Zt:2 = e (2.39)
8
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Die Invarianten kénnen im Dehnungsraum als die relative Abstandsinderung des
Schwerpunkts vor und nach der Deformation in Richtung der Diagonalen eines Ele-
mentarwiirfels interpretiert werden. Dabei ist zu beachten, dass das urspriingliche
Volumen ;1503 fiir die Gréflen I und Jze keinerlei Bedeutung hat. Sie sind un-
abhéngig von der urspriinglichen Form des Quaders.

2.3 Konstitutive Gleichungen

Eine konstitutive Beziehung ist eine Verbindung zwischen den Verzerrungen € und
den Spannungen &, mit der die materiellen Eigenschaften des Korpers modelliert
werden sollen. Sie darf keine der in Kapitel 2.1.3 genannten Bedingungen verletzten.
Es gilt die Einschrinkung, dass das Material isotrop sein soll. Seine Eigenschaften
sind somit richtungsunabhingig. Weiterhin soll die Materialantwort auf Belastungen
unverziiglich erfolgen, was viskose oder auch zeitabhingige Effekte von vornherein
ausschlieft.

Als ein Unterscheidungsmerkmal kann das Verhalten im Anschluss an die Belastung
dienen. Ein elastischer Prozess ist eine vollstindige Riickkehr in die Ausgangskonfi-
guration nach Entlastung unter Erhaltung der elastischen Materialeigenschaften. Bei
einer unvollstindigen Wiederherstellung der Ausgangskonfiguration muss ein Teil,
der von auflen geleisteten Arbeit, vom Material in eine nicht mechanisch wiederher-
stellbare Energie umgewandelt worden sein. Da diese Energie aus der mechanischen
Bilanzgleichung verschwindet, wird von einem dissipativen Effekt gesprochen. Dissi-
pation bezeichnet den Ubergang in Wirme. Da sich im Material durch die Umwand-
lung von Energie neue Oberflichen oder neue Phasen bilden kénnen, trifft der Begriff
plastischer Prozess den Sachverhalt besser.

2.3.1 Potenzialformulierung

Die Hyperelastizitiat lasst die Spannung aus einer Ableitung einer skalarwertigen
Potenzialfunktion IT nach dem linearen Verzerrungstensor entstehen:

_on

(2.40)
Da Isotropie gefordert ist, bietet sich eine Formulierung dieses Potenzials mit Hilfe
der Invarianten an. Gleichung (2.40) vereinfacht sich dann wie folgt:

1 I1 I oJ
3H815+8 (9J25+8 0J3e

= . 41
O0lie Oe 0Jae Oe dJse Oe (2.41)

(vl
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Weiterhin gilt:

Olie

e _ (2.42)

83J:e = —T=-¢ (2.43)
] 2 !

Bane —(e'T)? - gJ2el = —(e")? ~ §J2€I- (249)

Die Symmetrieeigenschaften von € diirfen hierbei erst nach der Ableitung verwendet
werden. Die Tensoren nach Gleichung (2.43) und Gleichung (2.44) sind spurlos, sodass
die Spur des Spannungstensors einzig von der partiellen Ableitung des Potenzials
nach I; abhingt:

2

<l on ., _ on 32 I). (2.45)

_ _ _ n2 _
= Ahel TRt " e )

o

Die Potenzialformulierung ist jedoch restriktiver, da die Schwarz’sche Vertauschungs-
regel fiir partielle Ableitungen eingehalten werden muss. Das linearisierte verallge-
meinerte Hook’sche Gesetz lidsst sich aus Gleichung (2.45) herleiten. Es ist

o = Ktr(e)I +2Ge’ (2.46)
fiir
oIl ol oIl
3Tie Ktr (e), 5Tae 2G  un 57ne 0 (2.47)

G ist der Gleitmodul und K der Kompressionsmodul. Sie lassen sich mit dem Ela-
stizitdtsmodul £ und der Poisson’schen Querkontraktion v ermitteln:

E
K = 3029 (2.48)
E
G = AL (2.49)

Fiir ein elastisches Verhalten gilt

?{ ATl =0 (2.50)

in jedem Punkt des Verzerrungsraums fiir jeden geschlossenen Integralweg. Das Ma-
terialverhalten ist also unabhéangig von der Wahl des Belastungspfads.
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2.3.1.1 Skalares Produkt

Eine Moglichkeit eine skalare Abbildung zu definieren, bildet das skalare Produkt
zwischen zwei symmetrischen Tensoren zweiter Stufe:

W=o:e¢. (2.51)
Sind die Koordinatensysteme fiir die Spannungen und Verzerrungen koaxial, gilt:
W=0:e=Q0Q:Q%Q=0n:¢n. (2.52)

Fine Integration liefert entlang eines Verformungspfads
€
We = /0' :de mit o(¢) (2.53)
o
oder entlang eines Spannungspfads
o
Wo = /e : do mit (o). (2.54)
o

Fiir eine umkehrbare Abbildung mit o(e(o)) = o ist eine Legendre Transformation
erfiillt:

W=0:1e=Wg+ Wke. (2.55)
Fiir linear elastisches Material gilt folglich:

Wo =We =-0:c¢. (2.56)
Aus Gleichung (2.46) ergibt sich fiir die Spur des Spannungstensors:

tr (o) =3 Ktr(e). (2.57)
Wird diese Gleichung auf

oc=0'+ %tr (o)I = Ktr (e)I +2Ge’ (2.58)

angewendet, folgt fiir den Deviator des Spannungstensors:

o' =2Ge’. (2.59)
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Mit K’ = 3K und G’ = 2G fiihrt dies zu den einfach umkehrbaren Abbildungen:

c = K IlTeI-i—G’ e (2.60)
_ 1 IIO‘ 1 /
We ergibt sich mit Gleichungen (2.46), (2.42) und (2.43) zu:
i 1K'
We = /(K tr (e)I +2Ge") : de = 5 ?(115)2 — G Jae. (2.62)
0

Die Grifle We lisst sich physikalisch als elastische Formédnderungsenergiedichte in-
terpretieren.

2.3.2 Funktionaler Zusammenhang

Nach dem Cayleigh-Hamilton Theorem kann jede zweistufige isotrope Tensorfunktion
dargestellt werden als:

o =F(e) = o1 I + pae + pae’. (2.63)

Die Ahnlichkeit mit Gleichung (2.41) ist deutlich ersichtlich. Die Gréfien o1, @2 und
3 sind skalarwertige Funktionen der Invarianten des Verzerrungstensors oder des
Spannungstensors nach Kapitel 2.2.

Eine Tensorfunktion ist isotrop, wenn sich eine Koordinatentransformation des Ar-
guments genauso wie die des Funktionswerts auswirkt. Folglich gilt:

QF(a)Q =F(QxQ). (2.64)

Mit Q7 = Q! und det(Q) = 1 beschreibt Q eine reine Rotation.
Fiir ¢1 = Mg, ¢2 = 2G und ¢3 = 0 errechnet sich aus Gleichung (2.63) das lineari-
sierte verallgemeinerte Hook’sche Gesetz zu

o = Mr(e)I +2Ge (2.65)
mit

vk
AT Arna-m) (2:66)
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und G aus Gleichung (2.49). Natiirlich ist Gleichung (2.65) identisch mit Gleichung
(2.46). Die Funktion aus Gleichung (2.63) erméglicht keine Aussage iiber die In-
vertierbarkeit der Abbildung, aber dennoch enthélt diese Gleichung alle méglichen
isotropen Spannungs-Dehnungsbeziehungen. Eine mdogliche Anisotropie des Modells
kann im allgemeinsten Fall mit dem Elastizitdtstensor vierter Stufe C beriicksichtigt
werden. Dieser verbindet die jeweils neun Komponenten der Rdume {iber maximal
81 Komponenten:

c=C:e. (2.67)

Bei Symmetrie der zu verbindenden zweistufigen Tensoren, reduziert sich die An-
zahl der Parameter in Gleichung (2.67) auf 21. Fiir den Spezialfall linearer [sotropie
werden es sogar nur zwei. Es gilt:

Cijkt = AMij0ki + G851 + Sadjn). (2.68)

2.3.3 Evolution interner Variablen

Eine umfassende Darstellung dieser Methoden findet sich in [10]. Wenn plastische
Prozesse beschrieben werden sollen, miissen andere Methoden verwendet werden, da
die Eindeutigkeit der Abbildung zwischen den Raumen verloren geht. Deswegen wer-
den einer Materialbeschreibung Parameter hinzugefiigt, die die Belastungsgeschichte
aufzeichnen. Diese als interne Variablen bezeichneten Gréfien kénnen zum Beispiel
das Aufweiten der elastischen Zone bei der Plastizitéiitstheorie oder die Degradation
der elastischen Kenngroflen in der Schidigung sein.

Die Grundlage einer klassischen Plastizitétstheorie stellen die folgenden Gleichungen
dar:

e das elastische Verhalten,

e cine Fliegrenze, die den elastischen Bereich vom Flieflen trennt und deren
Evolution durch das Flieflen bestimmt wird,

e eine Fliefiregel, die die Richtung der plastischen Dehnungen bestimmt,

¢ eine Aufspaltung der gesamten Dehnung in einen elastischen und einen plasti-
schen Anteil, bei kleinen Formanderungen zumeist additiv angenommen,

e cine Konsistenzbedingung, letztlich die Verbindung zwischen Flieiregel und
Fliefigrenze.

Mit diesen Formeln ist es mdéglich, eine elastoplastische Tangente zu konstruieren.
In der Regel ist dies ein Tensor vierter Stufe Cgp. Mit ihm kann die Spannungs-
rate integriert werden. Von grofler Bedeutung ist das Zusammenspiel von Fliefiregel
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und Flie3grenze. Wenn die plastische Dehnung normal auf der Flieigrenze steht, ist
die plastische Tangente symmetrisch, wodurch sich die Integration vereinfacht. Diese
Bedingung wird im Rahmen der J»-Plastizitit fiir Metalle erfiillt. Von Gestein ist
bekannt, dass sein Verhalten nicht einer solchen normalen Fliefiregel folgt. Die Aus-
wirkungen einer nichtassoziierten Fliefiregel werden in Kapitel 2.3.4 dargestellt.

Es ist experimentell belegt, dass in Folge mechanischer Belastung die elastischen
Kenngroéfien abnehmen kénnen. Eine Formulierung, die die Entwicklung interner Pa-
rameter nutzt, um die Abnahme dieser elastischen Eigenschaften zu beschreiben,
wird Schidigung genannt.

2.3.4 Grenzen konstitutiver Beziehungen

Es gibt Grenzen, die den Giiltigkeitsbereich konstitutiver Gleichungen einschrénken.
Oftmals werden diese Grenzen als Versagensbedingungen interpretiert. Im Wesentli-
chen lassen sich zwei Fille unterscheiden, wobei einerseits vom Verlust an materieller
Stabilitdt und andererseits vom Verlust an Elliptizitidt gesprochen wird. Zu diesem
Thema sei zusétzlich auf die Arbeit von Mosler verwiesen [11].

2.3.4.1 Verlust der materiellen Stabilitét
Der Verlust der materiellen Stabilitdt beschreibt ein diffuses Verhalten der konsti-
tutiven Gleichung, bei dem das Geschwindigkeitsfeld % und dessen Gradientenfeld
V1 stetig bleiben. Es wird fiir eine stabile konstitutive Gleichung gefordert, dass die
Stabilitdt nach Drucker gewihrleistet ist [12]:

W =6:¢>0. (2.69)
Ist die Tangente

E:Cgp:€>0 (2.70)

gegeben, so wird durch die quadratische Form nur der symmetrische Anteil von Cgp
verwendet. Die Grenze der Stabilitdt nach Gleichung (2.70) ist somit fdquivalent zu
der Bedingung:

det {CEP}sym =0. (2.71)

Fiir die linear elastische Tangente C aus Gleichung (2.68) errechnet sich mit Glei-
chung (2.70):

KIie’ — 2GJae > 0. (2.72)
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2.3.4.2 Verlust an Elliptizitat

Die theoretische Herleitung des Verlusts an Elliptizitdt nimmt einen Sprung des Gra-
dienten des Geschwindigkeitsfelds an. Der Sprung einer Feldgrofe liasst sich als Diffe-
renz des links- und rechtsseitigen Werts der FeldgroBe [|e|] = (8)* + ()~ schreiben.
Mit Hilfe dieser Formulierung folgt:

[[@]] == at+4~ =0 (2.73)
V4] = Vat —va™ #0. (2.74)

Fiir die Beschreibung des Sprungs wird die Amplitude &, die Sprungrichtung m und
die Normale der Diskontinuitdten n eingefiihrt. Es folgt:

Va|] = fmen—[é]=¢{man},,, . (2.75)
Das Gleichgewicht entlang der Diskontinuitit lautet:
I3]] = mnilo]]=n[|Cepr:é||=0. (2.76)

Die Annahme [[Cep|] = 0 ist gerechtfertigt, da in [13] und [14] gezeigt wurde, dass
eine materielle Verzweigung mit diskontinuierlichen Materialoperatoren niemals vor
einer mit kontinuierlichen Materialoperatoren méglich ist. Damit folgt dass

E(MCepn)m =0 (2.77)
und deshalb lautet die Bedingung fiir den Verlust an Elliptizitat
det@ 4, =0, (2.78)

wobei Q4 = nCepn der akustische Tensor ist. Dessen Name geht auf Hadamard
zuriick, der Gleichungen fiir die Wellenausbreitung in elastischen Medien untersuchte.
Den Begriff Welle beschrieb er nach [15] als ,isolierte Oberfliche, die sich relativ
zum Material bewegt, iiber bestimmte Feldvariablen, die momentan diskontinuierlich
sind“. Die beiden Betrachtungen sind also stark verkniipft. Fiir lineare Elastizitit
nach Gleichung (2.46) und n” = (1;0;0) gilt ohne Beschriinkung der Allgemeinheit:

Qaij = Chrijn (2.79)
und weiter

detQ , = 2G+)\)G? = 0. (2.80)
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Durch

2
%%:vgvf = 0 (2.81)

lassen sich also mit dem akustischen Tensor, die beiden theoretischen elastischen
Schallgeschwindigkeiten v, und wvs in elastischen Medien berechnen. So kann eine
Diskontinuitét als Welle aufgefasst werden, die sich mit der Geschwindigkeit Null
ausbreitet. Eine weitere Bedingung

det {Qa},ym =0 (2.82)

wird Verlust von starker Elliptizitdt genannt. Fiir den Fall einer symmetrischen Tan-
gente, wie zum Beispiel bei den assoziierten Fliefiregeln, fallen die Bedingungen nach
Gleichung (2.78) und (2.82) zusammen. Offensichtlich kann die Bedingung nach Glei-
chung (2.82) nicht eintreten, wenn nicht vorher Gleichung (2.71) erfiillt ist. Bei nicht
assoziierten Fliefiregeln tritt die Bedingung nach Gleichung (2.82) vor der nach Glei-
chung (2.78) ein.

2.4 Lo6sungsschema der Kontinuumsmechanik

Ist ein Materialgesetz nach Kapitel 2.3 gefunden, dann kann in Verbindung mit den
Gleichungen aus Kapitel 2.1 eine Differentialgleichung formuliert werden. Im Detail
lasst sich mit dem lokalen Gleichgewicht aus Gleichung (2.5), der Kinematik nach
Gleichung (2.3) und dem linearen Hook’schen Materialgesetz nach Gleichung (2.65)
ein vollstandiges System von Gleichungen, genannt die Lamé-Navier-Gleichungen,
erstellen:

azui azui qui + 1 3 (3’&1 +3U,2 a’u,s) + bz

8r? = 0z3 ' 9r2  1-2w0xr; \Oz1 Oz + Oz G"

= 0. (2.83)
Nun muss ein Verschiebungsfeld u gefunden werden, welches fiir jeden Punkt des
Kérpers Gleichung (2.83) erfiillt. Zusitzlich miissen die Randbedingungen eingehal-
ten werden. Eine exakte Losung des Randwerteproblems kann nur fiir Sonderfille
gefunden werden, daher werden spezielle Loésungsverfahren verwendet, um allgemei-
ne Probleme zu l6sen.

Ein wirksames Prinzip auf dem viele Losungsverfahren beruhen, ist das Prinzip der
virtuellen Arbeit. Ausgehend von der globalen Energiebilanz wird ein virtuelles Ver-
schiebungsfeld eingefiihrt. Diese infinitesimalen und gedachten Verschiebungen sind
Hilfskonstrukte, dessen einzige Einschriankungen sind, dass sie die kinematischen
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Randbedingungen des Systems erfiillen miissen. Sie wiirden entlang der Spannun-
gen Arbeit leisten, welche folglich virtuelle Arbeit genannt wird. Mit

e = % (V6u + VTdu) (2.84)

folgt fiir die Energie nach Gleichung (2.7) :

SE = - / o :dedV + /deupdV + / sToudA (2.85)
v v A
SFE = —O6W +06Av +6Aa. (2.86)

Das Prinzip der virtuellen Arbeit stellt die Forderung dar, dass die virtuelle Arbeit
entlang der beliebigen virtuellen Verschiebungen verschwinden muss. Dieses Prinzip
erfiillt im Mittel die Gleichgewichtsbedingung und die Kraftrandbedingungen. Wenn
das Feld der virtuellen Verschiebungen die wirklichen Verschiebungen beinhaltet, so
sind die Gleichgewichtsbedingung sogar exakt erfiillt.

Zur Losung dieses Variationsprinzip wird hiufig die Methode der Finiten-Elemente
verwendet. Hierfiir wird das gesamte Modell in eine Vielzahl von Elemente unter-
teilt. Den Elementen werden danach diskrete Verschiebungen zugewiesen. Das hat
den Vorteil, dass die Verformungen an den Knotenpunkten der Elemente standardi-
siert erfasst werden kénnen. Die materiellen Eigenschaften dieser Elemente sind in
den Gaufipunkten definiert, an denen sie numerisch integriert werden kénnen. Der
Vorteil dieser Methode besteht darin, dass jedes Element auf der gleichen Formulie-
rung basiert, die dann an ihren Knoten wieder zu einem Gesamtmodell zusammen-
gefiihrt werden kénnen. Die Lésung des gesamten Gleichungssystems kann nun unter
Verwendung diskreter Verschiebungen numerisch mit Computern geschehen.

2.5 Ausgewihlte analytische Lésungen

Die Kontinuumstheorie geht davon aus, dass sich jeder Punkt eines homogenen
Korpers in einem homogenen Spannungsfeld gleich verhalt.

Fiir reale Korper lisst sich diese Annahme gut bestitigen. Allerdings bilden sich im
Grenzzustand ihrer Belastung Bereiche aus, in denen sich gréfere Verschiebungen
ortlich konzentrieren. Dieser Effekt wird Lokalisation genannt. Fiir die Ausbildung
dieser Inhomogenitdten im Verschiebungsfeld werden in der Regel reale Material-
defekte, also Stérungen in der gleichméfligen Eigenschaftsverteilung, verantwortlich
gemacht.

Mit Hilfe geeigneter Modelle koénnen die Auswirkungen dieser Defekte oder Diskon-
tinuitdten auf das umliegende Material studiert werden. Zwei dieser Modelle sollen
hier vorgestellt werden. Sie gelten allerdings nur im ebenen Fall. Das erste geht
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auf Coulomb zuriick und unterstellt eine Diskontinuitit, die den Kérper vollstdndig
durchtrennt und das zweite Modell ist ein elliptischer Hohlraum in einer Scheibe.

2.5.1 Gleiten entlang einer préexistenten Fuge

Dieser Analyse liegt die Annahme zu Grunde, dass ein Rechteck durch fiktive Gleit-
systeme in jede Richtung o getrennt sei. Die gestrichelte Linie in Abbildung 2.8 soll

01

'

o3 — - O3

Abbildung 2.8: Ebenes Coulomb Problem.

die fiktive Fuge darstellen. Die freie Wahl des Parameters o reprisentiert die unend-
lich vielen Richtungen der Gleitsysteme. Als Grenzbedingung fiir ein Abscheren gilt

nach Coulomb:
7| = pon —¢' = 0. (2.87)

Gleichung (2.87) bedeutet, dass die entlang einer Fuge wirkende Scherspannung 7
einen kohisiven Widerstand ¢’, sowie einen Reibungswiderstand po, iiberwinden
muss, der proportional zu der Normalspannung entlang der Fuge ist. Es gilt weiterhin:

On = % (o1 +03)+ % (01 — 03) cos 2« (2.88)

T = —% (o1 — o2) sin 2a. (2.89)



28 2 Grundlagen der Kontinuumsmechanik

Um die Richtung der am glinstigsten orientierten Fuge a. zu bestimmen, wird fol-
gende Extremwertaufgabe gelost:

0

% (|| —pon =) = 0 (2.90)
Es folgt fiir o7 > o3:

cos2ae = —psin2ae. (2.91)

Werden die Gleichungen (2.91), (2.88) und (2.89) in die Gleichung (2.87) eingesetzt,
ergibt sich:

1 o1 — 03)sin 2ae + 1(01+02 —1(01—03 sin2a. | — ¢ =
2 A2 2 -
1 1 '
= (01— 03) + = (01 + 03) cos 2ae — ¢ sin2ae = 0. (2.92)
2 2 —
=CqQ
Mit 2ae = ¢ + 90° folgt schlieBlich:
1 1 .
) o1 — o3| + 5 (o1 + o3) sin(¢) = co. (2.93)

Dieses Modell, nachdem der Kérper von vornherein komplett zerkliiftet ist, ist eher
auf Sande als auf Gesteine anwendbar, die eine fast ungestérte Matrix haben. Weiter-
hin ist es schwer, die Methode auf dreidimensionale Spannungszustéinde zu erweitern,
da die Extremwertaufgabe fiir eine Funktion von zwei Winkeln gel6st werden miisste.

2.5.2 Scheibe mit einem elliptischem Hohlraum

In diesen Abschnitt soll die Verdnderung des Spannungsfelds einer unendlich ausge-
dehnten elastischen Scheibe durch einen eingebrachten Hohlraum untersucht werden.
Die Ausgangssituation ist in Abbildung 2.9 skizziert, wobei die geschwungene Form
der Rinder den unendlich weit entfernten Rand verdeutlichen soll. Muf3chelischwili
schlug fiir dieses Problem eine elegante Lésungsmethode mittels komplexer Span-
nungsfunktionen vor [16]. Hierfiir ist es zweckmiBig die Rechnung in Polarkoordina-
ten durchzufiihren:

£ = pe'. (2.94)
Mit

w(€) =R (E + T—g'-) , (2.95)
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Abbildung 2.9: Scheibe mit einem elliptischem Hohlraum.

R > 0und 1 > m > 0 gilt fiir die Spannungen einer Scheibe mit elliptischem
Hohlraum

_ ¢’ (&) |, ¢ ()
opt+o9 = 2 (w, R (6)) (2.96)
. % FQY e £
gy p ‘I‘ 2'lTr19 P u)' (&.) ( (&‘) ( 7 (é‘)) + (5) W' (5)) 3 (297)

worin ¢ (£) und % (¢) Funktionen sind, die von den Randbedingungen des Systems
abhingen.

Diese Funktionen sind fiir eine Scheibe unter Zug mit Halbachsen, die parallel und
senkrecht zur Last stehen:

6 = % (& + %Tm) (2.98)
_ gqR 1 (1+m?)1-m) ¢
P () = Y (g-l-;n—é:" - {2—m) . (2.99)

Weitere Funktionen fiir Innendruck oder Schub sind der Literatur zu entnehmen [16].
Mit den Spannungen o, Ty und oy kdénnen 044, 04y und oy, bestimmt werden. Die
Halbachsen der Ellipse sind a = R(1 4+ m) und b = R (1 — m). Daraus ist ersichtlich,
das filr m — 0 aus der Ellipse ein Kreis und fiir m = 1 ein gerader Schlitz wird.
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In Abbildung 2.10 sind die errechneten Spannungsverldufe oy, fiir m = 1 und fiir
m — 0 skizziert. Die gefundenen Ergebnisse gelten nur unter der Annahme, dass sich
der Riss durch die Druckspannungen nicht schlief8t. Die unterschiedlichen Graustufen
stehen fiir verschiedene Spannungsintervalle:

—q= Oy hellgrau
5
—¢< Oy < - 34 grau
5 7
—34 < oy < - 39 dunkelgrau
7
—34 < oyy schwarz.

Die Stérung der kreisférmigen Hohlstelle (b) klingt schneller ab als die beim Schlitz
(a). Weiterhin fithrt der Schlitz zu einer Spannungssingularitit an der Stelle z = R
und y = 0, wohingegen die Kreislosung dort den Wert o,,, = —3¢ annimmt. Entlang

(a) m=1. (b) m — 0.

Abbildung 2.10: 0, in der Umgebung eines elliptischen Hohlraums.

des Lochrands gilt p = 1, da dort o, = 0 ist. Die Losung fiir die zwei Punkte A und
B aus Abbildung 2.9 lasst sich bestimmen als:

b
Oza2B = —4Q. (2101)

2
Tyya = ( (1 + —a> (2.100)
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2.6 Konzepte der linear elastischen Bruchmechanik

Die zwei Konzepte, die in diesem Abschnitt vorgestellt werden, kénnen aus histori-
schen Griinden unterschieden werden. Wahrend das erste auf der bahnbrechenden
Arbeit von Griffith beruht [17], stellt das zweite eine Verallgemeinerung auf andere
Lastzustdnde dar. Formal kénnen beide, linear elastisches Material vorausgesetzt,
ineinander iiberfiihrt werden.

Fiir eine allgemeine Ubersicht sind zwei Biicher zu empfehlen [18, 19].

2.6.1 Energiefreisetzungsrate

Zur Herleitung der Energiefreisetzungsrate untersuchte Griffith die Anderung der ela-
stischen Energie durch einen elliptischen Hohlraum in einer unendlich ausgedehnten
Scheibe unter Zugspannungen. Die Rechnung soll hier exemplarisch fiir einen Schlitz
fiir den ebenen Spannungszustand durchgefithrt werden. Die Verschiebung entlang

SN N N N N N

I T 1T 1 1 149

Abbildung 2.11: Scheibe mit einem Schlitz.

des Schlitzrands nach Abbildung 2.11 ist:

Uy = %q\/az — z2 (2.102)

Fiir die elastische Energieinderung W durch den Schlitz gilt damit:

a
2

1 q
W = 2/ 5 quy dz = -Ewaz. (2.103)

—a

Nun postuliert Griffith die Existenz einer Oberflichenenergie fiir einen sich ausbrei-
tenden Riss. Sie soll den Teil der Arbeit wiedergeben, den der Riss leistet, um neue
Oberflichen zu schaffen:

U = 4aT. (2.104)
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T ist eine Materialkenngrofle und ein Maf fiir die spezifische Oberflichenenergie. Die
verschwindende Variation der Energiedifferenz

2

(W —U) = (2‘-’E—m - 4T) Sa =0 (2.105)

liefert die Bedingung fiir das Einsetzen des stabilen Risswachstums als:

0= 2EL (2.106)
mTa

Darin ist ¢ nun die Zugspannung fiir die ein Riss der Linge a seine Ausbreitung
beginnt. Dieses Modell gilt ausschliefllich unter Zug, da sich der Schlitz in einem
Druckspannungsfeld schlielen wird und sich ein homogenes Spannungsfeld ausbildet.

2.6.2 Spannungsintensititsfaktoren

Den Ausgangspunkt fiir dieses Konzept bildet das Spannungsfeld in der Umgebung
der Rissspitze nach Abbildung 2.12 fiir kleine Radien r. Es ldsst sich zeigen, dass sich

Modus I

v

Modus I

Modus III

Abbildung 2.12: Rissspitze und Beanspruchungsarten.

fiir jede Art der Belastung das Rissspitzennahfeld in der Form

1
Verr

o= (Krf(p) + K11g() + Krrrh(p)) (2.107)
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darstellen lidsst. Die Komponenten der drei Funktionenmatrizen f, g und h sind reine
Funktionen des Winkels ¢ und in Anhang B angegeben. Die in Gleichung (2.107)
verwendeten Parameter K, K;r und Krr; sind die Spannungsintensititsfaktoren
(SIF), die jeweils den drei Rissoffnungsmodi aus Abbildung 2.12 entsprechen. Sie
kénnen als Mafl der Stirke der 1/./r-Singularitéit angesehen werden, und sie sind
von der Risskonfiguration, der Geometrie des belasteten Kérpers und linear von der
dufleren Belastung abhingig.

Fiir viele Belastungen kénnen sie der Literatur entnommen werden und diirfen bei
kombinierten Lasten superponiert werden. Fiir den Fall aus Abbildung 2.11 sind die
SIF K; = qv/ma, K;1r = 0 und K;;; = 0. Bei einer Schubspannung 7 entlang des
Scheibenrands wiren die SIF dort zum Beispiel K; = 0, K;; = 7+4/ma und K = 0.

Den Belastungsgrofien, also den Spannungsintensitédtsfaktoren, werden materialab-
hingige Widerstandsgrofien, genannt Bruchzdhigkeiten K., Krr. und Kiyrre, ge-
geniibergestellt. Dieses von Irwin vorgeschlagene Konzept bedeutet, dass sich der
Riss ausbreitet, wenn zum Beispiel die Bedingung

K; = K. (2.108)

erfiillt ist. Bei kombinierten Beanspruchungen wird es zu Interaktionen kommen, die
in diesem Kriterium beriicksichtigt werden 1niissen.

Das hier vorgestellte Konzept lidsst sich wie folgt beschreiben: Die exakten physi-
kalischen Vorgéinge an der Rissspitze sind duflerst komplex und mit den Methoden
der Kontinuumsmechanik nicht zu beschreiben. Denn gerade an der Rissspitze mit
verschiedenen Korngefiigen und /oder Korngrenzen sind dessen Annahmen ungiiltig.
Deswegen wird ein Bereich um die Rissspitze definiert, in dem alle komplizierten Pro-
zesse, wie Plastifizieren oder Aufreilen von Korngrenzen, stattfinden sollen. Dessen
Verhalten wird nur verschmiert betrachtet. Deswegen ist die Bruchzihigkeit selbst ei-
ne Grofle, die vom Material und von der Struktur des Materials abhéngt. Der duflere
Bereich ist wieder mit einer Kontinuumstheorie beschreibbar.






3 Beobachtungen und Gesteinsmodelle

Einige Gesteine gehérten wohl zu den friihsten Werkstoffen der Menschheit. In der
Steinzeit diente zum Beispiel Feuerstein zur Herstellung von Klingen oder Speerspit-
zen. Die nétigen Fihigkeiten und Fertigkeiten zur Verarbeitung dieser Werkstoffe
zeugen schon sehr friih von einemn intuitiven Verstindnis fiir das Verhalten dieser
Materialien. So wurde sich das spréde Verhalten des Feuersteins zu Nutze gemnacht,
um scharfe Kanten zu erzeugen. Ein sprédes Versagen ist eine typische Eigenschaft
von Gesteinen unter geringen Driicken und bezeichnet den ohne Vorankiindigung
eintretenden Versagenstypus.

Die in der Geschichte auf die Steinzeit folgenden Epochen wurden auch nach Werk-
stoffen benannt. Aber diese sind allesamt Metalle und unterscheiden sich wesent-
lich von den Gesteinen durch ihre bessere Verarbeitbarkeit. Durch eine Erwéirmung
kénnen sie gut in die gewlinschte Form gebracht werden. Nach dem Erkalten erhilt
das Werkstiick dann seine Festigkeit zuriick. Metalle weisen dabei ein eher zéihes Ver-
halten auf. Sie haben die Fahigkeit sich Verformungen anzupassen, ohne zu versagen.
Diese Eigenart wird duktiles Verhalten genannt.

Der Ubergang von sprodem zu duktilem Verhalten ist nicht nur fiir die Ingenieure
sondern auch fiir die Geowissenschaftler von grofier Bedeutung, da bei den im Erdin-
neren vorherrschenden Bedingungen auch Gesteine ein duktiles Verhalten annehinen
konnen. Bei allen Analogien bleibt der grofie Unterschied zwischen den industri-
ell hergestellten Werkstoffen und Gesteinen immer, dass sich die Eigenschaften der
Werkstoffe durch gezielte Auswahl der Ausgangsprodukte oder eine Steuerung des
Herstellungsverfahrens bewusst kontrollieren lassen, wdhrend Gesteine von der Natur
vorgegeben sind. So ist es auch zu erklidren, dass die gemessenen Eigenschaften von
Gesteinen grofle Streuungen aufweisen.

Das folgende Kapitel wird sich mit den mechanischen Eigenschaften von Gestein
beschiiftigen. Es soll Beobachtungen zusammenfassen und die bisherigen Modell-
ansitze vorstellen, die zu einer Erkldrung der Beobachtungen dienen. Durch die
Vielzahl an verschiedenen Gesteinen, die in ihren Eigenschaften grofie Unterschie-
de aufweisen kénnen, ist es schwierig, allgemeingiiltige Aussagen zu finden. Daher
wird es Beobachtungen geben, die den hier getroffenen Aussagen widersprechen.
Als gute Ubersicht zum Thema Felsmechanik sind zwei Biicher [20, 21] und zwei
Ubersichtsartikel zu empfehlen [22, 23].
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3.1 Elastisches Verhalten

Um ein Materialmodell auf das reale Verhalten von Gestein anzupassen, miissen seine
mechanischen Parameter mit Versuchen ermittelt werden. Ein aus mechanischer Sicht
aufschlussreicher Versuch fiir Gestein bestimmt die zugehérige Verschiebung einer
dufleren Druckkraft. Unter der Voraussetzung, dass das Dehnungsfeld in der Probe
homogen ist, kann mit Hilfe der Probengeometrie die Kraft F' in eine Spannung
o = F/Ao und die Verschiebung u in eine Dehnung € = u/lp umgerechnet werden.
Um eine Querdehnungsbehinderung an der Lasteinleitungsfliche zu minimieren, muss
dort die Reibung so gering wie méglich gehalten werden. Eigentlich miisste auch die
Querschnittsflichendnderung durch die Verformung bei der Ermittlung der Spannung
beriicksichtigt werden, was oftmals vernachlissigt wird.

Als weitere Belastungsgrofie kann zusétzlich ein Seitendruck o auf die Probe wirken.
Oft wird dieser Druck mittels einer Hydraulikzelle erzeugt, in die Ol gepumpt wird.
Die Probe wird mit einer Ummantelung versehen, um das Eindringen des Ols in
die Probe zu verhindern, womit hydraulisch eingeleitete Bruchvorgdnge unterdriickt
werden. Bei der Bestimmung der Dehnung in radialer Richtung . treten folgende
Schwierigkeiten auf: Wird sie mit einem applizierten Dehnungsmessstreifen ermittelt,
kann das Ergebnis abhingig vom Ort der Messung sein. Die indirekte Messung der
radialen Dehnung iiber das Olvolumen ist durch die Kompressibilitit desselben er-
schwert. Alternativ bieten sich eine Messung des Probendurchmessers mit Hilfe einer
Kette oder eine indirekte Messung iiber das Porenvolumen an.
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Abbildung 3.1: Spannungs-Dehnungskurve.

Unter Beriicksichtigung der genannten Hinweise, kann eine in Abbildung 3.1 sche-
matisch dargestellte Spannungs-Dehnungskurve ermittelt werden. Als Steuergriofie
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ist die axiale Spannung ¢ bei konstantem Seitendruck o. = 0 gewihlt worden. Der
erste nichtlineare Anteil bis fe, beschreibt eine iiberproportionale Volumenabnahme
£y nach Gleichung (2.31) unter Vernachlissigung der quadratischen und kubischen
Terme. Sie wird durch das Schlieflen von Rissen oder die Kompression von Poren
hervorgerufen. Ab der Grenze f., verhilt sich das Material quasi linear elastisch bis
zu einer Schwelle f.., ab der das Material trotz allseitiger Kompressionsspannung
eine iiberproportionale Volumenzunahme erfiahrt. Dieses fiir Gesteine sehr charakte-
ristische Verhalten wird Dilatation genannt.

Die Steigung im linearen Bereich heifit Elastizitdtsmodul E und ist definiert als
o = Ee. Eine zweite Konstante ist die Querkontraktion v, die ein Maf} fiir die Quer-
schnittsinderung der Probe ist, beschrieben durch e, = —%0.

Eine Steuerung der dufleren Verschiebung erméglicht, einen Bereich der Spannungs-
Dehnungskurve zu messen, der nach Erreichen der maximalen Spannung f. monoton
fiallt. Allerdings ist fraglich, ob dieser Bereich eine reine Materialeigenschaft wieder-
gibt [24]. Zudem zeigt sich, dass der Einfluss der Reibung an der Lasteinleitungsfliche
nie komplett zu unterdriicken ist. Daher kénnen die Probengeometrie und die Gréfle
der Probe Auswirkungen auf das Messergebnis haben. Da die Versuche zu einer
Ermittlung kontinuumsmechanischer Kenngréfien dienen, muss iiber die Grofle der
Probe zudem sichergestellt werden, dass die gemessene auch eine gemittelte Gréfle
ist. Dies ist der Fall, wenn die Annahme eines homogen verteilten Materialverhaltens
getroffen werden kann. Weiterhin kann die Belastungsrate ¢ , die Probentemperatur
T und der Wassergehalt in der Probe das Verhalten der Probe dndern.

Eine Modellierung des linear elastischen Verhaltens kann zum Beispiel durch Anpas-
sung der zwei elastischen Konstanten in Gleichung (2.46) erfolgen.

3.2 Nichtlineares Verhalten

Wie in Abbildung 3.1 dargestellt, verhilt sich die Spannungs-Dehnungskurve ab dem
Wert f.. mehr oder weniger stark ausgeprigt nichtlinear. Ein monoton steigendes
Verhalten der Kurve wird Dehnungsverfestigung ein fallendes Dehnungsentfestigung
genannt. Eine Ursache dieser Kriimmung konnen auftretende inelastische Prozesse
oder nichtlineare elastische Prozesse sein. In vielen Fillen ist die Dehnungsverfe-
stigung mit einer deutlichen Zunahme von akustischer Emission verbunden, dessen
Ursache i Material gebildete oder aktivierte Risse sein kénnen. Die uniaxiale Druck-
festigkeit f. markiert den Punkt der maximal aufnehmbaren Spannung.

Nun kénnen die Versuche mit verdnderlichem Seitendruck durchgefiihrt werden.
Karmann war der erste, der den grofien Einfluss eines Seitendrucks auf die Spannungs-
Dehnungskurve nachwies [25]. An Marmorproben war das in Abbildung 3.2 skizzierte
Verhalten deutlich nachvollziehbar. Die eingezeichnete Volumenénderung &, wurde
Messungen an Sandstein nachempfunden [26, 27]. Der steigende Seitendruck erhsht
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Abbildung 3.2: Einfluss eines steigenden Seitendrucks o..
die Druckfestigkeit und unterdriickt die Dilatation. Fiir geringe Seitendriicke ist die

Gesamtdehnung bis zum Erreichen der Festigkeit kleiner als fiir die grofleren Seiten-
driicke. Diese fehlende Fihigkeit sich zu verformen wird sprédes Verhalten dessen

Gegenteil duktiles Verhalten genannt.
\ T
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Abbildung 3.3: Einfluss der Temperatur T.

Ein weiterer wesentlicher Parameter, der diesen Ubergang steuert, ist die Temperatur.
So kann selbst eine moderate Erhéhung der Probentemperatur zu einer Verminderung
der Festigkeit bei gleichzeitiger Zunahme an Duktilitdt fiihren. Zur Verdeutlichung
gibt Abbildung 3.3 schematisch das Verhalten eines Serpentinits wieder [28]. Einen
dhnlichen Einfluss hat in der Probe vorhandenes Wasser [29].
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Das Ubergangsphéinomen kann mit einem Wechsel des dominierenden Verformungs-
mechanismus erklidrt werden. Wahrend beim spréden Verhalten noch die Mikrorisse
die Ursachen fiir das nichtlineare Verhalten sind, wird dieser Mechanismus fiir ho-
he Temperaturen von leichter aktivierbaren Versetzungsvorgéingen abgelost. Diese
Versetzungsvorgéinge sind die Ursache von plastischen Verformungen.

Es ist aber nicht moéglich den Begriff Duktilitéit alleine an plastische Prozesse zu
binden, da es einen Ubergangsbereich geben kann, in dem kooperierende Mikroris-
se ein homogen verteiltes duktiles Verhalten bewirken. Dieses wird kataklastisches
Fliefen genannt und ist durch seine Volumenéinderung vomn plastischen Fliefien zu
unterscheiden. Wihrend die plastischen Dehnungen volumenerhaltend sind, trifft dies
nicht notwendigerweise fiir kataklastische Dehnungen zu. Eine genaue Begrifflichkeit
wird in [30] eingefiihrt. Messungen an Quarzit belegen, dass die Porositéit im span-
nungsfreien Zustand eine grofie Auswirkung auf die Fihigkeit hat, sich kataklastisch
zu verformen [31].

Die Grundlage kataklastischen Flieflens bilden Systeme konzentrierter Deformation,
auch lokalisierte Deformation genannt. Dass tatsdchlich Mikrorisse fiir das sprode
Verhalten im allseitig gedriickten Zustand verantwortlich sind und auch durch ein
Zusammenwirken zu einer Lokalisation fithren kénnen, wird in [32] belegt. In diesen
Versuchen wird die axiale Last einer Gesteinsprobe unter einem Seitendruck von o, =
—50 MPa nach einer konstanten Rate der akustischen Emission geregelt. Gleichzeitig
wird die rdumliche Verteilung der einzelnen Emissionen in der Probe registriert.

Die Ergebnisse zweier Versuche sind zusammen mit den Spannungs-Verschiebungs-
kurven in Abbildung 3.4 wiedergegeben, in denen die Buchstaben die zeitlichen In-
tervalle markieren, die die rdumlich aufgeldsten Ereignisse im unteren Teil der Abbil-
dung zusammenfassen. Deren Darstellung erfolgt in einer Projektion senkrecht zur
Richtung der entstehenden Fuge.

Wihrend in der Phase der Dehnungsverfestigung, die Emissionen in der Probe wahl-
los verteilt sind, sammeln sie sich lokalisiert entlang einer Scherfuge kurz nach Er-
reichen der Festigkeit. Es ist auch erkennbar, dass die Emissionen im Bereich der
Lasteinleitung unterdriickt sind. Trotzdem bildet sich zumindest beim Granit die
Fuge im Inneren der Probe, was darauf schlieen ldsst, dass sie nicht durch die La-
steinleitung selbst erzeugt wird.

Der Vergleich von Granit und Sandstein ergibt, das im Sandstein eine unschal fer
ausgebildete Fuge entsteht. Hier ist die gesamte Anzahl an akustischen Emissionen
viermal hoéher als die des Granits und die Punkte sind von Beginn des Versuchs an
heterogener verteilt. Deutlich zu erkennen sind auch die unterschiedlichen Elasti-
zitdtsmoduln und Festigkeiten.

Eine zweite wichtige Beobachtung ist, dass hier scheinbar keine Dehnungsentfesti-
gung auftritt. Der Punkt der maximalen Spannung ist ungefdhr der Punkt an dem
die Lokalisation einsetzt. Der weiter stark abfallende Ast ist aus materieller Sicht
nicht mehr auswertbar, da die fiir die Auswertung des Versuchs getroffenen Annah-
men nicht mehr erfiillt sind.
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Abbildung 3.4: Spannungs-Verschiebungskurven und die rdumliche
Verteilung akustischer Emissionen nach [33].

Shimada belegt in seinen Artikeln [34] und [35], dass eine Erhchung des Seitendrucks
fiir verschiedene Silikate zu einer wesentlichen Reduktion der akustischen Emissionen
fithrt. Dies fithrt mit Abbildung 3.2 zu der Vermutung, dass die Dilatation und das
Auftreten von Rissen in einem engen Zusammenhang stehen.

Eine interessante Untersuchung der Volumenantwort einer Vielzahl von Gesteinen
ist in [36] zu finden. Edmond und Paterson machen beziiglich dieses Themas den
Vorschlag, die Volumenantwort der Proben im Hinblick auf die gesamte an der Probe
geleistete Arbeit zu untersuchen.
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Abbildung 3.5: Versagensmuster fiir verschiedene Seitendriicke o.

Die Lokalisation der Deformation kann nicht nur entlang einer Fuge, sondern eines
Systems von Fugen erfolgen. In Abbildung 3.5 sind diese Muster fiir verschiedene
Seitendriicke skizziert. Diese Abbildung stiitzt sich auf die qualitativen Beobachtun-
gen in [26]. Aber schon bei den Messungen an Marmor von Kdrman [25] waren diese
Gleitsysteme sichtbar.

Fiir Seitendriicke . = 0 ist die Versagensform neben der Fugenbildung ein vertikales
Zersplittern der Probe in Richtung der maximalen Spannung o. Bei einer Erhéhung
des Seitendrucks formiert sich hiufiger eine Scherfuge, die zur maximalen Spannung
o geneigt ist. Nach einer weiteren Erhohung des Seitendrucks kann es zu einer Aus-
bildung eines Systems von Scherfugen kommen.

Auch andere Materialien bilden trotz ihres unterschiedlichen Aufbaus dhnliche Gleit-
systeme aus. Eine interessante Zusammenstellung dieser Fugenmuster findet sich
in [37]. Bei niedrig- oder unlegierten Stihlen treten diese Gleitsysteme als Liiders-
Bénder auf [38].

Fiir eine Modellierung dieses Materialverhaltens lassen sich nun folgende Vereinba-
rungen treffen: Da von Gestein in der Grofle einer Probe vorausgesetzt wird, dass
ihr Verhalten im Mittel isotrop ist, wird die Modellierung selbst isotrop sein. Da-
bei kénnen im Wesentlichen alle in Kapitel 2.3 beschriebenen Methoden angewendet
werden. Die Wahl der Modellierungsmethode sollte sich an den gewiinschten Ergeb-
nissen orientieren. Fiir eine rein phinomenologische Beschreibung des nichtlinearen
Verhaltens ist es oft ausreichend, eine Formulierung basierend auf einer nichtlinearen
Elastizitat nach Gleichung (2.63) zu verwenden. Natiirlich wird eine solche Model-
lierung nicht in der Lage sein, plastische Prozesse abzubilden. Aber im Versuch sind
diese ohne gemessene Entlastungspfade eh nicht vom gesamten Verhalten zu unter-
scheiden.

Nur unter der Verwendung von umfassenden Messreihen kénnen die Modelle sinnvoll
um diesen oder andere Effekte erweitert werden. Wie zum Beispiel in [39] darge-
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legt, kann eine Schidigung durchaus mit einem plastischen Modell einhergehen und
zusitzlich mit einer nichtlinearen Elastizitdtstheorie verbunden werden. Dies sollte
aber nur geschehen, wenn geniigend Messdaten vorhanden sind.

Eine Beschreibung nach Gleichung (2.63) kann wesentlich vereinfacht werden, wenn
die nichtlinearen Effekte in den Funktionen ¢; und 2 beriicksichtigt werden und 3
zu Null gesetzt wird. Dies wire formal mit der zusdtzlichen Bedingung

9pr _ ¢z
8J, 6L (3-1)

mit einer hyperelastischen Beschreibung nach Gleichung (2.40) gleichbedeutend.

Zu der Thematik einer Dehnungsentfestigung ist noch anzumerken, dass es sich dabei
wahrscheinlich nicht um eine Proben- sondern um eine Systemeigenschaft handelt. Es
ist deshalb zwingend notwendig, bei einer Modellierung die Giiltigkeit der Annahmen
einer Kontinuumsbeschreibung in der Probe zu iiberpriifen.

3.3 Festigkeiten

Die Festigkeit bezeichnet den Punkt der Spannungs-Dehnungskurve, fiir den die
Spannung maximal wird. Oftmals tritt die Bedeutung des vorhergehenden Span-
nungs-Dehnungsverhaltens gegeniiber diesem Punkt zuriick, da er das makroskopi-
sche Versagen markiert.

Viele Messungen beschiftigen sich folglich ausschlielich mit der Bestimmung dieser
Punkte. Die Festigkeiten sind, wie aus den bereits erwdhnten Artikeln zu ersehen
ist, abhingig vom Seitendruck o., der Temperatur T, dem Wassergehalt und der
Probengeometrie [40]. Die Wiirfeldruckfestigkeit von Betonen liegt zum Beispiel im-
mer iiber der Zylinderdruckfestigkeit. Allerdings ist dieser Unterschied eine System-
und keine Materialeigenschaft. Ein weiterer interessanter Parameter ist die Gréfie der
Probe [41, 42]. So nimmt die Festigkeit fiir immer gréfiere selbstdhnliche Kérper und
Lasten ab.

Die in Kapitel 2.3.4 dargestellten Grenzen konstitutiver Gesetze werden, da sie von
ihrem theoretischen Konzept eine Lokalisierung von Deformationen oder den Ver-
lust von materieller Stabilitit einfiihren, selbst als Versagensbedingung interpretiert
[43]. Eine Stidrke dieses Vorgehens liegt in der Vorhersage lokalisierter Deformatio-
nen fiir eine positive Verfestigung im Rahmen einer nichtassoziierten Flieiregel. Eine
Schwiiche ist, dass es eine sehr genaue Beschreibung des zu Grunde liegenden Mate-
rialgesetzes bendtigt.
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Abbildung 3.6: Festigkeiten und Spannungspfade im Hauptspan-
nungsraum.

Um Aussagen iiber die Festigkeiten unter dreidimensionalen Lasten zu finden, kénnen
durch Versuche verschiedene Punkte im Hauptspannungsraum bestimmt werden, an
denen Versagen eintritt. Mit Kenntnis dieser Punkte ist es dann mdoglich eine Grenz-
fiache, ein Festigkeitskriterium, zu konstruieren.

Im Hauptspannungsraum représentiert unter der Annahme materieller Isotropie der
Messwert (o1, 02,03) sechs Punkte im Hauptspannungsraum, welche durch Permu-
tationen der Komponenten auf Grund der Isotropie bestimmt sind. In Abbildung 3.6
sind verschiedene Festigkeiten f und Spannungspfade dargestellt. So steht der In-
dex t fiir Zugfestigkeit und ¢ fiir Druckfestigkeit. Der hochgestellte Index 2 steht fiir
zweiachsige oder biaxiale Festigkeiten mit zwei gleichgrofien Hauptspannungen und
3 analog fiir dreiachsige oder triaxiale Festigkeiten mit drei gleichgrofien Hauptspan-
nungen. Der wohl am einfachsten zu messende Wert ist die einachsige oder uniaxiale
Druckfestigkeit fe.

Der Spannungpfad I fiir den eine wachsende Druckspannung in allen Komponenten
gleichzeitig erfolgt, also o1 = 02 = o3 ist, wird hydrostatische Kompression genannt.
Der Pfad II fiir den die Druckspannung o; erhéht wird und o, = o3 bleibt, soll
in dieser Arbeit triaxiale Kompression genannt werden. Pfad III soll analog fiir
eine Abnahme von o) als triaxiale Extension definiert werden. Die Ebene, fiir die I3
konstant ist, wird als m-Ebene bezeichnet. Eine zweite Ebene, fiir die o2 = o3 ist,
soll triaxiale Ebene heiflen.
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3.4 Festigkeitskriterien

Die gemessenen Festigkeiten sind Werte, mit denen versucht wird, von einem ma-
teriellen Versagen auf das Versagen einer Struktur zu schlielen. Um ein Bauteil
sicher auszulegen, muss unter anderem nachgewiesen werden, dass der Versagens-
spannungszustand in keinem Punkt des Koérpers iiberschritten wird. Deswegen ist
es von groflem Nutzen, zum Beispiel fiir die Finite-Element Methode, ein Kriterium
zu formulieren, mit dem es mdglich ist, die materielle Versagensbedingung an jedem
Punkt zu iiberpriifen. Dazu wird eine Flidche im Hauptspannungsraum definiert, die
moglichst genau die gemessenen Festigkeiten approximiert.

3.4.1 Geschichte

Eine kompakte Darstellung der geschichtlichen Entwicklung der Forschung zum The-
ma der Festigkeit findet sich in [44].

Galileo Galilei (1564-1692) ist untrennbar mit der Beschreibung der Planetenbewe-
gung verbunden. Thm kénnen ebenfalls erste theoretische Uberlegungen zur Festigkeit
zugeschrieben werden. Er legt iiberzeugend in seiner Abhandlung {iber geometrische
Ahnlichkeit dar, dass ein Koérper mit anwachsender GréBe an Festigkeit verliert. Dies
ist ein Verhalten, das erst viel spater hinreichend erklidrt werden konnte. Seine viel-
leicht gréflere Leistung liegt jedoch in seinem nicht ganz fehlerfreien Transfer von
einem Zug- zu einem Biegeversagen eines Materials.

Damit nahm Galileo eine wesentliche Methode der Kontinuumsmechanik vorweg,
in der mit an einfachen Versuchen gewonnenen Materialkenngrofien das Verhalten
einer Struktur mathematisch beschreibbar wird. Die Trennung von Form und Ma-
terialverhalten einer Struktur, ldsst auf einen sehr hohen Grad an Abstraktion in
seinem Denken schlieflen. Viele der frithen Forscher verfiigten nicht iiber die heu-
tigen prédzisen Versuchsdaten und waren somit auf die genaue Beobachtung ihrer
Umwelt angewiesen oder zu der Entwicklung neuer Methoden gezwungen.

Der franzosische Ingenieur Charles Augustin de Coulomb (1736-1806) konnte das
nach ihm benannte Coulomb’sche Gesetz, wonach die Kraft zwischen zwei elektro-
nischen Ladungen proportional zur Inversen des Abstandsquadrats ist, erst nach
Konstruktion einer mechanischen Drehwaage entdecken, die durch Tordierung eines
Fadens sehr kleine Kriifte detektieren kann. Eine zweite grofle Leistung gelang ihm
mit der Einfiihrung der Coulomb’schen Reibung nach Gleichung (2.93) in die Fe-
stigkeitstheorie. In seiner Analyse folgerte Coulomb, in dem Bemiihen franzdsische
Befestigungsanlagen zu konstruieren, dass zum Versagen eines Sandsteins zweier-
lei Arten von Widerstand iiberwunden werden miissen. Dazu unterschied er einen
Kohisions- und einen Reibwiderstand. Den Reibwiderstand nahm er dabei propor-
tional zur Normalkraft an. Dies ist genaugenommen keine GesetzméafBigkeit, sondern
eine hiufig beobachtete Materialeigenschaft.
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Ein weiteres Kriterium ist von dem schottischen Eisenbahningenieur William J. M.
Rankine (1820-1872) fiir sprode Materialien entwickelt worden. Er verwendete da-
zu als Versagenskriterium eine materialspezifische maximale Zugspannung. (Ob er
auch analog einen Wert fiir die grofite Druckspannung annahm, bleibt zu kléren.)
Der franzssische Mechanikprofessor Henri-Edouard Tresca (1814-1885) koppelte fiir
duktile Materialien den Punkt des Versagens mit dem Uberschreiten einer gréBten
Schubspannung. Eine Analyse von Otto Mohr (1835-1918) zur Jahrhundertwende
ermoglichte eine Verallgemeinerung der oben genannten Kriterien auf dreidimensio-
nale Zustinde. Dessen Hauptaussage ist, wie in Kapitel 2.2.1.1 dargelegt, dass die
groBte mogliche Schubspannung von der mittleren Hauptspannung unabhéngig ist.

Bei der Erforschung duktiler Metalle wurde die so genannte FlieBspannung ein-
gefiihrt, ab der das Material zwar nicht versagt, aber seine Last-Verformungskurve
drastisch dndert. Dieser bei vielen Stdhlen ausgeprigte Punkt zeigt sich nicht bei
weichen Metallen wie Kupfer oder Silber.

Durch den Mathematiker Richard von Mises (1883-1953) und den polnischen Forscher
Maksymilian Tytus Huber (1872-1950) wurde unabhéingig voneinander ein Flieflkri-
terium entworfen, das als Grenze der in Forméinderung oder Distorsion gespeicherten
Arbeit interpretiert werden kann. Schon der englische Mechaniker James Clerk Max-
well (1831-1879) deutete dies, wenn auch recht vage, in seinen Briefen an William
Thompson an. Einen anderen energetischen Ansatz machte Eugenio Beltrami (1835-
1900) mit der Untersuchung des Grenzwerts der gesamten elastischen Energie. Die
folgende Erweiterung von Daniel Drucker und William Prager, die einem Einfluss der
hydrostatischen Spannung Rechnung trégt, erfolgte wohl eher aus mathematischen
Griinden.

Die erst in den letzten 30 Jahren moéglich gewordenen reproduzierbaren Messungen
mit echt triaxialen und homogenen Spannungszustinden zeigten, dass die herk6mm-
lichen Kriterien nicht ausreichten, um den Ort des Versagens geniigend genau zu
beschreiben. Die schwer zu ordnende Vielfalt an Daten machte die Entwicklung rein
empirischer Modelle nétig. In dieser Arbeit werden zwei davon Erwidhnung finden, die
urspriinglich fiir das Material Sand entwickelt und dann auf Materialien mit endlicher
Zugfestigkeit verallgemeinert wurden.

Eine vollkommen neue Richtung schlug der englische Flugzeugingenieur Alan Arnold
Griffith (1893-1963) ein, der zu der Erklirung des spréden Versagens kleine Dis-
kontinuititen oder Risse einfiihrte und somit dem Aspekt Rechnung trug, dass die
theoretische Spannung, die zur Trennung einer lonenbindung nétig ist, um GréBen-
ordnungen die reale Festigkeit eines Korpers iibersteigt. Die Uberlegung, dass diese
Diskontinuititen ein Spannungsfeld umgibt und es so zu einer Spannungserhéhung
an dessen Enden kommt, fithrt zum Verstdndnis des sproden Versagens. Der Schwede
Waloddi Weibull (1887-1979) nutzte dieses Modell 1939, um mit Hilfe einer statisti-
schen Verteilung erklidren zu kénnen, warum ein geometrisch dhnlicher aber gréferer
Kérper bei einer geringeren Spannung versagt. Die einleuchtende Erklirung ist, ( die
sicherlich auch Galileo zufriedengestellt hitte ) dass ein Kérper wegen seines ldngsten
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Risses versagt. Je grofier der Korper desto grofler ist die Wahrscheinlichkeit fiir das
Vorhandensein eines noch ldngeren Risses.

Jedes dieser Versagenskriterien hat seine eigenen Vor- und Nachteile, die spéater noch
diskutiert werden. Soweit soll eine Einteilung in vier Gruppen erfolgen:

e Hypothesen, die eine Grenze der maximalen Schubspannung vermuten,
e Hypothesen, die eine Grenze der maximalen Energie postulieren,
e empirische Kriterien,

s Hypothesen, die mikroskopische Diskontinuitéten beriicksichtigen.

3.4.2 Mathematische Grundlagen

Werden Versagens- oder Festigkeitsflichen im Hauptspannungsraum formuliert, so
gilt unter der Voraussetzung materieller Isotropie, dass eine Fliche durch die Glei-
chung

F(o1,02,03) =0 (3.2)

unter Zuhilfenahme des Invariantensystems nach Kapitel 2.2 wie folgt dargestellt
werden kann:

F(I1,J2,J3) = 0. (3.3)

Ein Parameter ¢ kann als eine Translation des Festigkeitskriteriums entlang der hy-
drostatischen Achse interpretiert werden:

o—cl. (3.4)

Da der Parameter c bei allen folgenden Kriterien dieselbe Bedeutung hat, wird er im
Weiteren nicht gesondert erwihnt.

Es gibt Theorien, die auf rein zweidimensionalen Modellen basieren. Durch die von
Mohr getroffene Annahme, dass die mittlere Hauptspannung keinerlei Einfluss auf
die Festigkeit hat, konnen diese Festigkeiten auf drei Dimensionen erweitert werden.
Um dieses Vorgehen zu formalisieren wird folgendes vereinbart:

3
Ii(o1,02,03) = Ii(on, %, 3) = 5(01 + 03) (3.5)
/ 1
Ho1,03,03) = Jalor, 212 03) =~ (01 — o)’ (3.6)
J3(o1,02,03) = Jz(on, m,ag) =0. (3.7)

2
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Durch Permutationen der Hauptspannungen werden folglich durch eine implizite
Funktion F(y/—J},I1) = 0 insgesamt sechs Flichen im Raum beschrieben. Wenn
eine Beschreibung ohne Permutationen gewéhlt wird, kénnen die Schnittflichen nur
in einer komplizierten Gleichung in Abhingigkeit aller drei Invarianten formuliert
werden. Durch F(1/—Jj,11) < 0 wird ein Volumen durch diese sechs Flichen koin-

plett umschlossen.

Um die dreidimensionalen Kriterien mit der Mohr’schen Annahme von den zweidi-
mensionalen Kriterien unterscheidbar zu machen, stellt eine implizite Funktion der
Form F(J"—l‘zﬂt, 5%?‘-‘*) = 0 ein ebenes Kurvenpaar dar. Der Betrag hierbei tréigt
dafiir Sorge, dass die Kurven symmetrisch zur ersten Winkelhalbierenden sind.

Weiterhin soll nun vereinbart werden, dass die Bedingung I; < 3¢ immer erfiillt sein
muss. Dies stellt sicher, dass fiir die Gleichungen, in denen die Groéfle I7 quadriert
wird, nicht neben der Lésung im siebten Oktanten auch eine im ersten Oktanten er-
zeugt wird. Sie wire physikalisch unsinnig, da sich eine Zugfestigkeit durch Erhéhung
der seitlichen Zugspannungen nicht steigern lisst.

Da die Parameter der folgenden Kriterien oftmals ungeeignet fiir eine Anpassung
des Modells an Versuchsergebnisse sind, werden falls méglich Formeln genannt, die
eine Berechnung dieser Parameter aus der uniaxialen Zugfestigkeit f; und aus der
uniaxialen Druckfestigkeit f. ermoglichen. Dazu werden das negative Verhéltnis von

fe zu fi als

72_% (3.8)

und der Zusammenhang von ¢(f;, ¢) eingefiihrt. Er wird abhéngig vom gewihlten
Modell definiert.

3.4.3 Hypothese der maximalen Schubspannung

Coulomb leitete, wie in Kapitel 2.5.1 beschrieben, ein zweidimensionales Reibkrite-
rium her. Gleichung (2.93) ergibt mit der Mohr’schen Theorie nach Kapitel 2.2.1.1:

/
—J} + —I3—lsin(q5Mc) =0. (3.9)
Durch die Coulomb Annahme der priexistenten Fuge scheint eine Anwendung auf
Kontinua eher unpassend und besser fiir granulare Medien geeignet. Dennoch bildet
die Coulomb’sche Reibung mit der Mohr’schen Theorie nach Gleichung (3.9) ein er-
folgreiches dreidimensionales Kriterium und wurde so wie in Abbildung 3.7 erstmalig
von Shield dargestellt [45].
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Abbildung 3.7: Mohr-Coulomb Kriterium.

Der Parameter ¢ wird in der Abbildung nicht beriicksichtigt, wodurch die Flichen-
kombination aus Gleichung (3.9) eine Nullstelle im Ursprung hat. Die Formeln fiir
die Parameteranpassung sind:

1+ sin{¢mc)
YMC = sin(émc) (3.10)
¢ = g ltsin(duc) (3.11)

2sin(dmc) '

Ein Vorteil von Gleichung (3.9) ist, dass es fiir Reibwinkel ¢p¢ = 0° und ¢ppc = 90°
gleich zwei populire Kriterien einschlief3t. ‘
Ein Grenzfall des Kriteriums nach Gleichung (3.9) ist mit den Annahmen ¢pc — 0°
und ¢ — y das Tresca Kriterium aus Abbildung 3.8. Es folgt:

C
sin(¢pmc

v —J3 —co=0. (3.12)

Als zweiten Grenzfall bildet Gleichung (3.9) mit ¢y = 90° und ¢ = f;, das Rankine
Kriterium aus Abbildung 3.9:

VE+ = (3.13)
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Abbildung 3.8: Tresca Kriterium.

e
(-
T~

Abbildung 3.9: Rankine Kriterium.

Dieses Kriterium ist gebrduchlich fiir spréde Materialien, als so genannter tension
cut-off im Zugbereich des Hauptspannungsraums und wird in Kombination mit an-
deren Kriterien verwendet. Dies ist sinnvoll, da das Rankine Kriterium eine unendlich
grofle uniaxiale Druckfestigkeit f. hat.

Abschlielend bleibt festzustellen, dass durchaus sinnvolle Ergebnisse mit diesem ein-
fachen Kriterium erzielt werden konnen. Mit der Annahme, dass sich der Reibwinkel
in Abhéingigkeit von der ersten Invariante veréindern kann, wie zum Beispiel in Kapi-
tel 4.3.3 skizziert, geht die Form in der m—Ebene bei einem fallenden Reibwinkel von
einem gleichseitigen Dreieck (Rankine), tiber ein unregelméifliges Hexagon (Mohr-
Coulomb) in ein regelméBiges Hexagon (Tresca) iiber.
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3.4.4 Hypothese der maximalen Gestaltinderungsenergie

Abbildung 3.10: Drucker-Prager Kriterium.

Einen anderen Ansatz stellt das Drucker-Prager Kriterium in Gleichung (3.14) dar:

V—Ja + %Sin(d)pp) = 0. (3.]4)

Es beschreibt den Kegel in Abbildung 3.10. Die verwendete Invarianten J, kann als
Mafl der Gestaltinderungsenergie interpretiert werden, wobei der Wertebereich des
Reibwinkels eingeschriankt ist. Bei einem Reibwinkel von sechzig Grad schneidet der
Kegel die Ebene 07 = 0 entlang o2 = 03. Wire der Winkel gréfier, so wiirde das
bedeuten, dass ein Material durch Erhéhung der Seitendruckspannungen an Zug-
festigkeit gewinnt. Diese Beobachtung wurde niemals gemacht. Die Kegelschnitte
entlang orthogonaler Ebenen zu den Koordinatenachsen wiren Hyperbeln und nicht
mehr Ellipsen. Durch diese Restriktion wird der Quotient von f. zu f; auf drei be-
grenzt. Die Form in der m—Ebene bleibt fiir alle Reibwinkel ein Kreis. Die Formeln
um die Parameter anzupassen sind:

fe _ V3+sin(¢pp)

TbP i V3B- sin(¢pp) (3.15)
_ V3 + sin(¢pp)
C = ft 3Sin(¢pp) . (3.16)

Als Grenzfall des Kriteriums nach Gleichung (3.14) ergibt sich mit den Annahmen
¢pp — 0° und ¢ — ;72— das von-Mises Kriterium. Es folgt:

vV—J2—co=0. (3.17)

Die Fliche, die durch Gleichung (3.17) beschrieben wird, ist ein Zylinder der von
dem Hexagon aus Gleichung (3.12) umschrieben wird.
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3.4.5 Hypothesen auf empirischer Basis

Abbildung 3.11: Matsuoka-Nakai Kriterium aus [46].

Bei empirisch motivierten Kriterien wird mehr auf eine gute Approximation der
gemessenen Werte durch gewidhlte Funktionen als auf physikalische Interpretationen
geachtet.

Als erstes wurde von Matsuoka und Nakai 1974 zur Beschreibung von Sand eine
Kombination der Invarianten des Spannungstensors mit

hl: konst. = kum (3.18)
I3

vorgeschlagen. Nach Aussagen der Autoren in [46] handelt es sich bei diesem Kri-
terium um eine Art gemitteltes Mohr-Coulomb Kriterium und tatséchlich ist das
Bild von Gleichung (3.18) in der triaxialen Ebene linear und l4sst sich auf das Mohr-
Coulomb Kriterium anpassen (siche Abbildung 3.11). Leider bleiben die Autoren ihre
Wahl der Funktion kas(¢) schuldig. In der m—Ebene legt sich diese Kurve mit einem
abgerundeten Dreieck um das Mohr-Coulomb Hexagon. Etwas spéter verallgemeinern
sie ihr Vorgehen fiir kohésionslosen Sand mit gutem Erfolg auf Materialien mit Zug-
festigkeit, in diesem Fall Beton [47]. Sie fithren dazu einen Parameter a ein, welcher
eine einfache Verschiebung des Hauptspannungsraums entlang der hydrostatischen
Achse bewirkt und folglich mit ¢ identisch ist.

Ein zweites besser entwickeltes Kriterium wurde alternativ von Lade fiir kohisions-
lose Materialien 1975 entworfen. Die Gleichung

3

I
—L = konst. = ki, (3.19)
I3
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Abbildung 3.12: Lade Kriterium aus [48].

stellt eine lineare Funktion in der triaxialen Ebene und ein abgerundetes Dreieck
in der m—Ebene dar und ist somit direkt mit dem ersten empirischen Kriterium
vergleichbar.

Mit Monterey Sand wurde in [49] eine gute Ubereinstimmung zwischen Messungen
und Modell erzielt. Allerdings zeigte sich, dass selbst fiir Sand die Annahme einer
linearen Funktion in der triaxialen Ebene eine zu grobe Nidherung darstellt und so
wurde das Kriterium in [50] erweitert zu:

I L\™
— - 27 — = konst. = ky,. (3.20)
[3 Da

Abbildung 3.12 skizziert den qualitativen Verlauf dieses Kriteriums im Hauptspan-
nungsraum. In Gleichung (3.20) ist p, der normale Luftdruck der auf die Probe
wirkt und m der Parameter der die Kriimmung in der triaxialen Ebene steuert. Sein
Einfluss ist bei Sanden noch gering und nimmt Werte nahe Null an.

Eine weitere Verallgemeinerung erfuhr es 1984 durch den Translationsparameter c.
Dieses inzwischen drei-parametrische Modell wurde in [51] und ausfiihrlicher in [48]
auf eine Vielzahl von Gesteinen angewendet. In [52] stellt es seine gute Anwendbarkeit
erneut unter Beweis, aber diesmal fiir Werkstoffe.

Die Fiille von guten Ergebnissen an der Vielzahl von Materialien mit nur drei Pa-
rametern zwingt alternative Entwicklungen, sich direkt mit dieser Beschreibung zu
messen. Ein Nachteil dieses Kriteriumns bleibt jedoch, dass die von Lade eingefiihrten
Parameter bis auf die Translation ¢ schwer zu interpretieren sind.
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3.4.6 Hypothesen basierend auf mikroskopischen Effekten

0'2=0

Abbildung 3.13: Festigkeit nach — Griffith und — — —Coulomb.

Dem Ansatz von Griffith nach Kapitel 2.6.1, in dem die energetische Bedingung fiir
den Rissfortschritt formuliert ist, folgte 1924 erstmalig mit Hilfe dieses Modells der
Versuch, ein theoretisches Zugfestigkeitskriterium zu berechnen [53]. Griffith fiihrte
hierzu das Konzept von gleichméflig verteilten in allen Orientierungen vorhandenen
Mikrorissen ein. Als mathematisches Abbild fiir einen dieser Risse dient ein ellipti-
scher Hohlraum in einer unendlich ausgedehnten Scheibe, an dem es méglich ist, die
tangentiale Spannung entlang der Hohlraumgrenze in Abhéngigkeit des anliegenden
homogenen Spannungsfernfelds zu berechnen.

Fiir einen allgemeinen zweidimensionalen Spannungszustand muss das Fernspan-
nungsfeld aus Kapitel 2.5.2 um eine zweite Normalspannung senkrecht zur ersten
und um eine Schubspannung erweitert werden. Nun ist es moéglich durch zweimali-
ges Differenzieren, einmal {iber 6 entlang des Hohlraumrands mit p = 1 und einmal
liber die Hauptspannungsrichtung des Fernfelds, die maximale Spannung oy zu be-
stimmen. Die Annahmen, dass der lingste von den giinstig liegenden Rissen seine
Ausbreitung beginnt und dieser wachsende Riss zum Versagen der Probe fiihrt, 14sst
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die Bestimmung eines Festigkeitskriteriums zu und ergibt:

2
(o1 403) — 45, 01 ;"73 = 0 fir o1 + 03 < =2f: (3.21)
|oa ;U3| a1 ‘;03 fe fir o1 + 03 > —2f;. (3.22)

Dieses Kriterium verwendet nur einen Parameter und fithrt so zu einem konstanten
Wert von v = 8. In Abbildung 3.13 werden die zugehérigen Kurven dargestellt.
Zusitzlich ist das ebene Coulomb Kriterium fiir identisches v eingezeichnet.

Wird es als dreidimensionales Kriterium mit der Annahme von Mohr formuliert, l4sst
sich schireiben:

/

—Jy;—4 ft% = 0 fir IT < —3f; (3.23)
!/

V—=J4+ %1 = fi fur I7 > —3f;. (3.24)

Fiir Werte von I1 > —3f;: entspricht es also dem Rankine Kriterium.

Wie bereits 1963 experimentell von Brace [54] gezeigt, gilt das Kriterium nicht fiir
Druckspannungen, da Risse unter Druckspannung nicht unbegrenzt wachsen. Ein
Einzelereignis, wie das Einsetzen des Risswachstums, fithrt im Druckbereich nicht zu
einem globalen Versagen.

Diese Ergebnisse machten es notwendig, das zu Grunde liegende Modell des Risses
genauer zu betrachten. Die gesamte analytische Ldsung eines Spannungsfelds um
einen reibbehafteten Risses wird in [55] errechnet und dazu genutzt einen theoreti-
schen Ubergang von spréde zu duktil zu motivieren. Die Komplexitit der Beschrei-
bung veranlasste Ashby dazu, mit einer Niherungslosung eine lineare Festigkeits-
kurve F(o1,03) = 0 zu berechnen [56]. Einen weiteren Schritt in dieser Richtung
gelang Myer [57], indem ein Niherungsmodell iiber eine energetische Mittelung der
durch unterschiedliche Laststufen aktivierten Mikrorisse auf eine globale Spannungs-
Dehnungsbeziehung schlieflen l4sst.

Da diese Modelle immer von einer schwachen Verteilung der Risse ausgehen, beein-
flussen die von einem Riss verursachten Spannungsumlagerungen nicht seine Nach-
barrisse. Reches stellte mit einem speziellen Ansatz eine Mdglichkeit dar, auch eine
solche Interaktion sinnvoll zu modellieren [58].

Die bis jetzt in diesem Abschnitt erwdhnten Modelle sind strikt in zwei Dimensionen
formuliert.

Ein anderer Weg, um Festigkeiten theoretisch von Mikromechanismen abzuleiten, ist
in [59] dargelegt. Grundlage dieses Modells bildet die Annahme, dass die Schubspan-
nung auf Rissen durch die Reibung begrenzt bleibt und die iiberschiissige elastische
Energie rdumlich umgelagert wird. Von der Summe dieser umgelagerten Energie wird
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angenommen, dass sie eine materialabhingige konstante Grenze des Versagens bildet.
Das Material versagt also nicht, sobald ein Riss seine Ausbreitung beginnt, sondern
wenn die Summe der aktivierten Risse eine Grenze iiberschreitet. Das Ergebnis dieser
Integration ist ein echt dreidimensionales Kriterium, das sehr dem Lade Kriterium
ahnelt. Es ist linear in der triaxialen Ebene. Lundborg vereinigte dieses Modell it
der Weibullverteilung und beriicksichtigte einen Reibungskoeffizient, der von der Nor-
malspannung abhingt (60]. Wird die Wahrscheinlichkeitsverteilung mit kleinen Streu-
ungen versehen, geht die gerundete Versagensfliche zu der geraden Mohr-Coulomb
Kurve iiber. Fjaer variierte diese Theorie, indem er die Verteilungsfunktion nicht mit
der Gesamtversagenswahrscheinlichkeit, sondern mit der eines einzelnen Versagens
verkniipft [61].

Zusammenfassend gilt, dass das Griffith Kriterium fiir Zugspannungen sinnvolle Er-
gebnisse liefert, aber bei steigender Druckspannung immer schlechtere Prognosen
ergibt. Formal gleicht es dem Rankine Kriterium.

Das Mohr-Coulomb Kriterium mit verdnderlichen Reibwinkel fiihrt von besagtem
Rankine zum Tresca Kriterium. Es behilt immer seine eckige Form.

Die mit Wahrscheinlichkeiten formulierten Kriterien gehen von eckigen Formen zu
runden Formen {iber.

3.5 Reibung

Nach Uberschreiten der Festigkeit bildet sich h&iufig eine Scherfuge oder sogar ein
System von Scherfugen aus und die Probenteile k6nnen nun entlang der neu entstan-
denen Oberflichen abgleiten. Dieses Abgleiten wird vollstdndig durch Reibprozesse
kontrolliert. Amonton formulierte schon 1699 zwei Gesetze fiir diese Reibung. Sie
besagen, dass die Reibkraft von der Fliache unabhingig und proportional zur Nor-
malkraft ist:

T = uN. (3.25)
Fiir Spannungen lésst sich Gleichung (3.25) zu
T = UOn (3.26)

umformen. Alternativ kann p iiber pu = tan(¢) in den Reibwinkel umgerechnet wer-
den. Auch wenn die Gleichung (3.26) simpel erscheint, ist die theoretische Ermittlung
des Reibungskoeffizienten y héchst komplex.

Bei einer genauen Betrachtung ldsst sich, wie in Abbildung 3.14 angedeutet, feststel-
len, dass die wirkliche Kontaktoberflache nicht so einfach ermittelt werden kann. Die
Topologie der Oberfliche ist eine entscheidende Griéfie. Wenn die Kraft von wenigen
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Abbildung 3.14: Reibkrifte.

Kontakten iibertragen wird, sind diese in erster Nidherung Hertz’sche Kontakte, die
wiederum mit steigender Normalspannung die wirkliche Auflagefliche verdndern. Es
ist sogar mdéglich, dass durch die Spannungskonzentration das Material ortlich pla-
stifiziert oder sogar versagt. Dafiir ldsst sich der Reibungskoeffizient relativ einfach
experimentell ermitteln. Wenn fiir diese Ermittlung die triaxiale Zelle verwendet wer-
den soll, muss vor Versuchsbeginn eine moglichst ebene Fuge, in das Material unter
einem bestimmten Winkel eingebracht werden. Dies geschieht in der Regel durch ein
Zerreifien der Probe unter Zugspannung oder mit einer Sége.

Der Spannungszustand bei Uberwindung der Haftreibung kann einfach bestimmt
werden. Doch der nachfolgende Gleitprozess wird mit dem Gleitreibungskoeffizienten
beschrieben, der wiederrum von der Normalspannung, der Gesamtverschiebung und
sogar der Verschiebungsgeschwindigkeit abhingig ist. Anstatt einer gleichférmigen
Bewegung kénnen auch die so genannten Stickslip-Effekte auftreten, welches eine
zeitliche Abfolge von Haftung und Gleitung ist.

Ein Charakteristikum der Gleitreibung ist, dass sie ein dissipativer Effekt ist. So ist
das Abgleiten an eine Temperaturerhohung gekoppelt. Ein Teil der mechanischen
Energie wird in Warme umgewandelt. Die Haftreibung hingegen ist eine Grenze, die
die elastischen Vorginge von den dissipativen trennt.

Die Erforschung der Reibung und der einhergehenden Verschleiflerscheinungen erfolgt
in der Tribophysik, die auf Werkstoffe konzentriert ist [62].

Fiir Gesteine hingegen untersuchte Coulomb als erster die Reibung, allerdings fiihrte
dies einer Vermischung der Begriffe Festigkeit und Reibung. Coulomb unterstellt fiir
seine Analyse das Vorhandensein von Scherfugen in allen Richtungen, das sicherlich
fiir ein Kontinuum so nicht zutrifft.
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Dass der Reibungskoeflizient fiir Gesteine einen konstanten Wert annimmt, war
nach Byerlee schon 1967 fraglich [63]. Er stellte zwar kaum Unterschiede zwischen
gesigten und zerrissenen Granitproben fest, dafiir aber schien der Reibungskoeflizient
mit steigender Normalspannung merklich abzunehmen. Sein Vorschlag fiir p lautet:

uw = 0,60+ EQ fiir o, > 200MPa

On (3.27)
u = 0,85 fiir o, < 200MPa.

Diese Formel wird Byerlees Gesetz genannt [64]. Es hat sich gezeigt, dass fiir klei-
ne Normalspannungen die Reibungskoeffizienten fiir verschiedene Gesteine zwar sehr
stark um 0,85 variieren, aber bei erhohten Driicken sich die Messwerte immer mehr
der Prognose annihern.

Die weiteren Parameter, wie Grofle der Probe oder die Verformungsrate, haben kaum
Einfluss auf die Haftreibung und auch die Temperatur zeigt bis 400°C keine Wir-
kung auf g [65]. Durch Verdnderung des Wassergehalts [63] dndert sich jedoch der
Reibungskoeffizient:

10

: 3.28
pp— (3.28)

u =06+

Der Wassergehalt vermindert den absoluten Betrag von p und der Porendruck p
verringert die effektive Normalspannung.

Fiir die Anwendung in den Geowissenschaften wurde bald deutlich, dass in Verwer-
fungen, die Anwesenheit von Abriebsiiberresten als Gesteinsmehl die Reibung in der
Fuge wesentlich beeinflussen kann. Die Annahme, dass sich diese diinne Schicht als
reibbehaftetes Material plastisch verformen wird, aber die Orientierung seiner Gleit-
systeme zur vorherrschenden Scherung inkompatibel ist, fiihrt zu einer scheinbaren
Reduktion des Reibungskoeffizienten. Wihrend der wirkliche Reibungskoeffizient des
Materials nach wie vor p.,, = tan(¢) ist, wird er scheinbar zu u, = sin(¢) [66, 67].






4 Modellierung eines globalen Gesteinverhaltens

4.1 Einleitung

Wegen der Komplexitit der Aufgabe ist es eingangs nétig, auf die Theorie der Mo-
dellierung einzugehen. Um materielle Eigenschaften zu modellieren, gibt es im We-
sentlichen zwei Methoden.

Bei einer analytischen Modellierung wird ein reales System abstrahiert und in eine
mathematische Form iiberfiihrt. Dort wird es untersucht und anschlielend muss die
Giite des Modells anthand empirischer Daten des realen Systems abgeschitzt werden.
Diese Methode beginnt mit einer Analyse. Sie soll die grundlegenden Ursachen des
Systemverhaltens differenzieren. Eine anschliefende Synthese fiigt diese zu einem
Modell zusammen. In der Kontinuumsmechanik wird dieses Vorgehen am Beispiel
raumlich verteilter Mikroeffekte, die sich durch eine Mittelung zu einem homogenen
Makromodell verschmieren lassen, sehr anschaulich.

Alternativ zu diesem analytischen Vorgehen kann eine Modellierung in einer rein
phidnomenologischen Weise geschehen. Hierbei ordnet sich eine Identifikation der
Ursachen einer méglichst umfassenden vollstindigen Beschreibung der Wirkungen
unter.

Beide Vorgehensweisen haben ihr Fiir und Wider. Bei einem analytischen Vorgehen
ist das Hauptproblem die Synthese, da ein zu umfassendes Mikromodell schnell zu
einem unlésbaren Makromodell fithren kann. Die erforderlichen Vereinfachungen und
getroffenen Annahmen am Mikromodell erschweren dann die genaue Identifikation
der Ursachen fiir das beobachtete reale Verhalten.

Aufl der anderen Seite erfordert ein rein phinomenologisches Vorgehen die penible
Ermittlung der Materialkennwerte fiir eine Vielzahl von Gesteinen und eine Zusam-
menstellung iiber deren genaue riumliche Verteilung in einer Struktur. Dariiber gibt
es aber im Mafstab der Lithosphére keinen Aufschluss, so dass dieses Vorgehen
hinfillig wird.

Dennoch ist das phdnomenologische Vorgehen fiir Ingenieure von groflem Nutzen, da
die Verwendung kontrollierter Werkstoffe und das Wissen iiber deren genaue geome-
trische Anordnung eine derartige Methode niitzlich machen.

Die Gliederung in diesem Kapitel soll diese Zweiteilung refiektieren. Im ersten Teil
soll der Ubergang von der Mikro- zur Makroskala vollzogen werden. Dies geschicht
fiir den nichtlinearen Bereich nach Kapitel 3.2 anhand von Mikrorissen. Allerdings
ist das Vorgehen nur giiltig bis zu dem Punkt, ab dem eine Interaktion zwischen
den Rissen beschrieben werden muss. Von diesem Punkt an soll der Schluss von der
Makro- auf die Mikroskala weitere Erkenntnisse liefern. Dazu wird versucht mittels
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einer allgemein gehaltenen Formulierung mit so wenigen Parametern wie maoglich
eine Vielzahl von Beobachtungen zu beschreiben, um so auf den vorherrschenden
Versagensmechanismus zu schlieflen. Es ist offensichtlich, dass dieser Teil die mei-
ste Skepsis hervorrufen wird. Jedoch muss sich bei der Entwicklung einer globalen
Aussage von dem Wunsch getrennt werden, jedes noch so kleine Detail mit héchster
Genauigkeit zu beschreiben. Wihrend die mindestens ebenso erstaunliche Tatsache,
dass sich ein heterogenes Konglomerat aus anisotropen Mineralien im Mittel durch
nur zwei Konstanten elastisch beschreiben lasst, weithin akzeptiert wird, gilt ein
globales Versagenskriterium als unwahrscheinlich. Diese Kontroverse wird scheinbar
schon etwas langer ausgetragen und so erhilt das folgende Zitat von Otto Mohr aus
[68] eine bemerkenswerte Aktualitét.

»Im Verkehr mit einsichtigen Fachgenossen bin ich nicht selten der Mei-
nung begegnet, es sei ein eitel Bemiihen, der Festigkeitslehre eine wis-
senschaftliche Grundlage zu geben. Homogene Kérper - so hielt man mir
entgegen - kommen in der Natur nicht vor, homogene Spannungszustéinde
ebensowenig. Ein Elementargesetz aus der Erfahrung abzuleiten, ist daher
unmoglich. Die vorhandenen Unregelméfigkeiten sind von der Art, dass
sie jede GesetzméifBigkeit fast vollstdndig verdecken, und den halb ver-
wischten Spuren solcher Gesetze weiter nachzugehen, das hat kaum ein
erhebliches Interesse. Es bleibt nichts anderes iibrig, als in jedem wichti-
gen Falle besondere Versuche anzustellen und sich um die physikalische
Deutung der Ergebnisse nicht zu kiimmern. Ich habe jedesmal zugeben
miissen, dass sich gegen diese Ansichten nicht viel einwenden liasst. Und
dennoch wiederholt sich seit mehr als hundert Jahren der Versuch, in die
verwirrende Fiille der Erfahrungen Ordnung zu bringen. Wenn es gelingen
sollte, Regeln zu finden, denen sich viele Erfahrungen unterordnen,|...], so
wiirde damit vielleicht kein Elementargesetz, wohl aber ein Hiilfsmittel
gewonnen sein, um neue Ergebnisse der Erfahrung auf ihre Wahrschein-
lichkeit zu priifen.“

4.2 TUbergang von einer Mikro- zu einer Makroskala

4.2.1 Mikromodell

Es wurde zunéchst das Ausbreitungsverhalten von Rissen auf der Grundlage des ebe-
nen Extensionsmikrorissmodells nach Nemat-Nasser [55] in Abbildung 4.1 untersucht.
Dieses Modell ist in der Lage, die Rissausbreitung in einem Druckspannungsregime
zu beschreiben. Analysiert wird hierbei ein bestehender reibbehafteter Riss in einer
ungestorten, unendlich ausgedehnten Scheibe aus elastischem Material. Als Lasten
werden Druckspannungen aufgebracht.
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Dieser Riss wird unter Modus II Belastung zunéchst abknicken und danach durch
ein Abgleiten der Flanken, unter Modus I Belastung, in Richtung der maximalen
Druckspannung weitergetrieben. Die Spannungsintensitit an der Rissspitze ldsst sich
dann durch die folgende Beziehung beschreiben

1 F'sin@
K1 = =Vln(o1 + 02 — (01 — 02) cos(2(0 — ¥))) + o , (4.1)
2 . Vi
v S——
Kir Kin
mit den Abkiirzungen
F = 2cr,
1 . 1
T = ——2-(01 — 02)8in(2v) + §,UJ(01 + o2 — (01 — 02) cos(2y)) — 7.

Um die rdumliche Entwicklung eines solchen Risses annidhernd zu berechnen, wird die

T

Abbildung 4.1: Extensionsmikroriss.

Richtung der maximalen Spannungsintensitit an der Rissspitze aus Gleichung (4.1)
bestimmt. Danach errechnet sich die Verldngerung eines gedachten geraden Ersatz-
risses in dieser Richtung durch Vergleich von Gleichung (4.1) mit der Bruchz#higkeit.
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Mit der neuen Linge wird eine neue Richtung bestimmt und dieser Vorgang wird so
lange wiederholt, bis die Verlangerung eine Schranke unterschreitet. Der Term der
Spannungsintensitit lédsst sich grob in den bremsenden Term des Fernfelds Krr und
den treibenden Term der Reibkraft K ;g aufteilen. Das Modell benétigt einen Keim
der Entstehung und gibt den angendherten bevorzugten Ort der Rissausbreitung
wieder. Einen Aufschluss iiber ein theoretisches makroskopisches Materialverhalten
erlaubt es jedoch nicht.

Abbildung 4.2 gibt das charakteristische Verhalten einer solchen Risssimulation un-
ter einer vertikalen Last von o1 = —100 MPa und einem Winkel von § = 45° wieder.
Der Ubersicht wegen wird nur die obere Hilfte dargestellt, die untere Hélfte ist
symmetrisch zum Ursprung. Wihrend sich der Riss fiir verschwindende oder gerin-
ge Seitendriicke in Abbildung 4.2 (a) und (b) deutlich in Richtung der maximalen
Druckspannung ausweitet, wird er fiir groflere Seitendriicke in (¢) und (d) an einer
Ausbreitung gehindert. Eine erhshte Reibung verstéirkt den bremsenden Effekt in (b)
und (d). Es erscheint also méglich, mit Hilfe dieses Modells einen vertikalen Spalt-
bruch zu erkléren, da fiir geringe Seitendriicke die Verlangerung des Risses nicht gegen
Null konvergiert. Die Vorhersagen decken sich auflerdem gut mit Beobachtungen, die
an einer Scheibe aus organischem Glas mit kiinstlichen Rissen gemacht wurden [55].

4.2.2 Makromodell

Um weitere Aussagen iiber das Verhalten eines Gesteins zu erlangen, dessen we-
sentliche Struktur durch Mikrorisse bestimmt wird, wurde hier das Vorgehen von
Kemeny [57] angewandt. Diese Methode verwendet ein vereinfachtes Mikromodell.
Gleichung (4.1) wird so zu:

Fcos~y
K= + Vimos . 4.2
1= T (4.2)
N e’ I{[f
KIT‘

Das Modell besteht weiterhin aus einem treibenden Term K, und einem bremsenden
Term Ks. Im Unterschied zu Gleichung (4.1) wird hier die Anderung des Winkels
@ vernachlissigt, so dass der Riss nun geradlinig in Richtung der maximalen Druck-
spannung wéchst. Diese Annahme ist fiir eine Abbildung von Rissen sinnvoll, deren
Linge ! deutlich gréfer als die Ausgangslinge ¢ ist. In Anlehnung an eine energe-
tische Betrachtung fiir einen einzelnen Riss nach Rice [69] wird nun angenommen,
dass

Wi — Wy = 2U., (4.3)

gilt. Dabei ist W, die Arbeit der dufleren Lasten auf Grund der zusétzlichen Verschie-
bungen, Wy die Arbeit durch Reibung entlang der Rissfliche und U, die zusitzliche
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S
Sk

c X c X

V2 V2
(a) 02 = —20MPa und p=0. (b) o2 = —20MPa und p = 0,3.

Sk
Sk

c X c X

V2 %)
(c) o2 = —40MPa und p=0. (d) o2 = —40MPa und p = 0,3.

Abbildung 4.2: Riumliche Entwicklung simulierter Bruchverldufe.

Verformungsenergie. Diese Bilanzgleichung folgt aus dem Satz von Clapeyron. Die
rechte Seite von Gleichung (4.3) kann mit Gleichung (4.2) durch Auswerten des In-
tegrals

l l
1— V2 2
Ue= [ Gdi= —— [ K}d (4.4)
lo

lo
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v

2b

Abbildung 4.3: Mikroriss in einer Scheibe.

bestimmt werden. Die linke Seite von Gleichung (4.3) wird mit Hilfe des Ansatzes

W, = 2boi1Ah+ 2hoAb (4.5)
W; = 7142c (4.6)

errechnet, in dem die unbekannten Verschiebungen Ab, Ah und der unbekannte Gleit-
weg 0 benutzt werden (siehe auch Abbildung 4.3). Fiir linear elastische Probleme
miissen diese Unbekannten lineare Funktionen der Spannungen o1, o2 und 7y sein.
Es gilt nach [57]

Aer = —?—}i—l = Aoy + Bo1 — C7y (4.7)
Ab

Aey = % = Boi1 4+ Doy — FTf (4.8)

§ = (Coi+ Fos— Jrf)zgfb (4.9)

mit

T = %u(al + 02 — (01 — 02) 005(27))- (4.10)
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Mit Hilfe der Ansétze in den Gleichungen (4.7), (4.8) und (4.9), eingesetzt in Glei-
chung (4.5) und (4.6) ldsst sich die linke Seite von Gleichung (4.3) durch die Unbe-
kannten A, B, C, F und J ausdriicken. Um diese Unbekannten zu bestimmen wird
Gleichung (4.3) nun ausgewertet und A, B, C, F und J durch Koeffizientenvergleich
bestimmt. A, B und C in Gleichung (4.7) liefern dabei die zusétzlich zur elastischen
Dehnung auftretende Dehnung Ae;, die durch einen einzelnen Riss hervorgerufen
wird:

Agy = % obh ——2-;7-111(%)sin(2fy)sin2(fy)—g—z(l——lo)sin(2fy)sin(fy)>.(4.11)

1—v? 4c? ( 1
Dieses Modell ist nun in der Lage, das Verhalten eines Gesteins mit einer schwachen
Verteilung an Mikrorissen zu beschreiben. Als Eingangswerte benétigt es die Riss-
langenverteilung, deren Orientierung und die Léinge der Risse, bei der ihr Wachstum
aufhort. In der folgenden Untersuchung wird eine Verteilung von Mikrorissen unter
derselben Richtung von v = 45° angenommen, danach die Spannung so lange erhéht,
bis die lingsten Risse zu wachsen beginnen und damit eine zusétzliche Dehnung
bewirken. Die Spannung wird nun weiter erhéht, bis die nichst kleineren Risse ihre
Rissausbreitung beginnen.

Anzahl
Ul/MPa mm
—~1200
~1000
200
—800
—600
400 100
-200
Rissldnge
0,01 -0,02 —0,03 e1/ % am
300 100 30 10 3 1 0,3
Spannungs-Dehnungsbeziehung. Verteilung der Rissldngen nach [58].

Abbildung 4.4: Simuliertes Materialverhalten.

Es zeigt sich, dass ein solches Modell sehr gut in der Lage ist, eine Dehnungs-
verfestigung zu beschreiben. In Abbildung 4.4 ist ein derartiges Verhalten darge-
stellt. Grundlage der angenommenen Verteilung ist eine Messung von Hadley an
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Granit nach [58]. Die Spannungs-Dehnungsbeziehung wurde errechnet fiir eine Gra-
nitscheibe mit einer Rissverlingerung von [ = 101g, einer Bruchzéhigkeit von Krc =
1.8 MPa/y/m und einem Seitendruck von o2 = —50 MPa. Die Untersuchung hat nun
ergeben, dass nur die langsten Risse wesentlichen Einfluss auf das Materialverhalten
haben. Die gemessene Verteilung erlaubt aber nur einen ungenauen Aufschluss iiber
die Rissldngen im interessanten Gréflenbereich von 1000 — 100 pm. Es kommt zu dem
deutlich sichtbaren Knick in der Spannungs-Dehnungsbeziehung bei Rissinitiierung
der lingsten Risse von 3 um. Eine Schwierigkeit dieses Modells besteht darin, dass es
als Eingangsgrofien die Rissldngen und deren Orientierung vor und nach einem Ver-
such benoétigt. Weiterhin ist diese Art von Modell nicht in der Lage, eine Entfestigung
zu beschreiben.

4.2.3 Rissinteraktion

Mit Hilfe akustischer Emissionsmessungen wurde von Lockner [32] eine Erhéhung
der ortlichen Konzentration von Mikrorissen entlang einer sich entwickelnden Fu-
ge gemessen. Dies wurde zum Anlass genommen, das Spannungsfeld eines einzelnen
Risses etwas eingehender zu untersuchen. Dabei wurden die in Abbildung 4.5 dar-

' ' ¢

Fl 4
- V|
F - 1 g
v F -1l il
— - ~ — ’/'4— ~ — - |
.- - - 1 t ‘
o2 -t - AN
- = | 4
I . AN

T T T

Abbildung 4.5: Vereinfachungen.

gestellten Vereinfachungen eingefiihrt, die das Spannungsfernfeld sich nicht dndern,
und so eine analytische Beschreibung mit Hilfe komplexer Spannungsfunktionen nach
Muf3chelischwili [16] moéglich wird. Die Einzelheiten kénnen Kapitel 2.5.2 entnommen
werden. In Abbildung 4.6 ist das Spannungsfeld o, um einen senkrechten Einzelriss
in einer unendlichen Scheibe dargestellt. Das Spannungsfeld o, in senkrechter Rich-
tung verdndert sich durch den Riss nicht merklich. Die helleren Flichen zeigen eine
Abnahme der Spannung o, in horizontaler Richtung, die dunkleren eine Erhéhung
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ausgehend von den Rissspitzen. Wird dieser Fall miit Reibung betrachtet, so wird
eine bevorzugte Richtung identifizierbar (siehe Abbildung 4.6 (b)). Diese Erh6hung
der Spannung konnte als Ursache fiir eine neue Rissinitiierung angenommen wer-
den und so die Ausbildung einer ortlichen Konzentration an Rissen erklidren, zumal
ein neu wachsender Riss die Spannungserhdhung diagonal weiterverschieben wiirde.
Die Richtung dieser Konzentration verliefe steiler als 45°. Zusétzlich wiire durch die
Erhéhung des Seitendrucks die Langenausdehnung der neuen Risse vermindert.

(a) p = 0. (b) = 0,3.

Abbildung 4.6: Spannungsfeld o, eines senkrechten Einzelrisses.

4.2.4 Grenzen

Zusammenfassend lisst sich feststellen, dass das Mikromodell einige Vorziige hat.
Es ist méglich, den vertikalen Spaltbruch damit zu erfassen. Auflerdem wird der
wichtige Parameter Reibung in diesem Modell beriicksichtigt. Weiterhin kénnte iiber
den Betrag der Abgleitung § nach Gleichung (4.9) sogar eine Dilatanzgréfie berechnet
werden. So kann das Modell sehr gut qualitative Merkmale der Gesteine wiedergeben.

Allerdings bleibt dieses Modell immer eben. Es kann nur mit zusitzlichen Annah-
men auf ein dreidimensionales Verhalten erweitert werden, so dass an der Giite der
Prognosen gezweifelt werden kann. Ein weiterer Nachteil ist, dass noch nie ein Exten-
sionsmikroriss, wie in Abbildung 4.1 dargestellt, in einem Gestein beobachtet wurde.
Das reale Verhalten, das die Dilatanz entstehen lisst, kénnte wohl mehr der in Ab-
bildung 4.7 skizzierten Situation dhneln. Durch Rotation der Kérner kommt es zu
einer Vergroflerung des Porenvolumens.
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Abbildung 4.7: Verhalten eines Polykristalls.

4.3 Der Schluss von einem Makroverhalten auf einen Mikro-
mechanismus

Ein groier Nachteil des Mikro-Makro-Vorgehens aus Kapitel 4.2 ist neben der Be-
schriankung auf ebene Modelle, die Unfihigkeit eine Interaktion der Mikrorisse ana-
lytisch zu beriicksichtigen.

Alternativ soll in diesem Teil das makroskopische Verhalten auf seine mikroskopi-
schen Ursachen untersucht werden.

Als Ausgangspunkt der Untersuchung bietet sich die Festigkeit an, zumal sie sich
leicht experimentell ermitteln lidsst. Aber ist es iiberhaupt mdéglich von experimentel-
len Festigkeitsdaten auf die wesentlichen Versagensmechanismen zu schliefen? Fiir
eine Untersuchung dieses Zusammenhangs sind die Festigkeitskriterien von entschei-
dender Bedeutung. Die gingigen empirischen Kriterien erweisen sich, durch ihre kaum
interpretierbaren Parameter als wenig hilfreich die Vielzahl an Ergebnissen qualitativ
zu ordnen. Deswegen wird im Folgenden ein neues Festigkeitskriterium entwickelt,
das auf einer analytischen Methode basiert.

Wie in Kapitel 3.4 wird der Translationsparameter ¢ nicht gesondert erwéhnt, da
auch hier nur den Abstand des Nullpunkts des Festigkeitskriteriums vom Ursprung
festlegt. Eine weitgehende wichtige Einschrinkung ist, dass die folgende Herleitung
nur fiir materielle Isotropie gilt.
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4.3.1 Methodik

Viele, vornehmlich theoretische, Versuche den Versagenspunkt zu bestimmen, ver-
wenden eine konstitutive Gleichung. Die Notwendigkeit diese konstitutive Gleichung
zu formulieren, soll in der folgenden Methode umgangen werden. Es wird dazu ein
Ansatz gewahlt, der im Hauptspannungsraum definiert ist.

Ein Festigkeitskriterium l4sst sich immer als Flidche im Hauptspannungsraum darstel-
len. Die drei Spannungsinvarianten markieren die Punkte in diesem Rauin. Deshalb
muss fiir die Beschreibung einer Fliche eine Abhingigkeit der Invarianten eingefiihrt
werden. Dies geschieht hdufig unter Verwendung einer Abhéngigkeit zwischen J, und
I,. Eine derartige Abhéngigkeit bildet nun den Ausgangspunkt fiir eine Untersuchung
der Cardano Bedingung aus Gleichung (2.22). Sie trennt den Bereich, in dem drei
reelle Lésungen existieren, von dem Bereich, in dem eine reelle und zwei konjugiert
komplexe Lésungen existieren. Unter Beriicksichtigung, dass J3 aus Gleichung (2.17)
wiederum eine Funktion von Js ist, ergibt sich:

2
YL 2 4 4 4 _
(I3 - (Jz(h) + 3) 3 + —2—,511) + 'ﬁJz(Il) = 0. (4.12)

Gleichung (4.12) umschreibt einen Raum, der die Flichendarstellung von Ja(I:)
einhiillt. Die duflere Grenze nach Gleichung (4.12) soll nun it der Einschréinkung,
dass I; < 3c ist, selbst als Festigkeitskriterium interpretiert werden.

Auch wenn Gleichung (4.12) komplex erscheint, ist es mdoglich ihre prinzipielle Wir-
kungsweise anhand eines Beispiels zu erldutern. Fiir ein konstantes I folgt, dass
J2(I1) und damit auch Iz konstant sind. Zur Verdeutlichung werden die konstan-
ten Werte fett hinterlegt. Durch eine Auswertung von Gleichung (2.22) ist es nun
moglich, den Wertebereich fiir I3 € [Isy, I3o] zu bestimmen, fiir den folgende Glei-
chung reellwertige Losungen hat:

ML N+ La-1=0. (4.13)

I3 ist durch die Gleichung (4.13) so bestimmt, dass die resultierenden Eigenwerte
A auf einem Kreis liegen. Mit Hilfe der beiden Grenzen I3, und I3, kann fiir ein
konstantes I1 ein Bereich von I> gefunden werden, fiir den die folgenden Gleichungen
reellwertige Ldsungen haben:

NN+ hi-I3 = 0
N =L)X+ DA=Is, = 0. (4.14)

Und genau diese zwei Grenzen werden durch Gleichung (4.12) beschrieben und zwar
fiir alle I;. Es ist offensichtlich, dass J2(I1) immer in dieser Lésung enthalten sein
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muss. Ein Vorgehen dieser Art bedeutet letztlich, dass die starke Kopplung von J;
zu I) von einer indirekten Kopplung iiber die dritte Invariante abgelést wird. Im
Anschluss werden verschiedene Funktionen fiir J2(/1) untersucht.

4.3.2 Linearer Zusammenhang

Der wohl einfachste Zusammenhang zwischen den Invarianten J2 und I; ist mit der
folgenden Gleichung linear entlang der hydrostatischen Achse:

I

Jp = — (sill(gb)?l)? . (4.15)

Er wurde fiir die Untersuchung gewahlt, da er seiner Struktur nach dem Mohr-
Coulomb Kriterium nach Gleichung (3.9) dhnelt und mit dem Drucker-Prager Kri-
terium nach Gleichung (3.14) identisch ist. Zusitzlich kann er als eine Kombination
der mittleren Normalspannung und der mittleren Schubspannung aus Kapitel 2.2.1.2
mit dem Reibungskoeffizienten aus Kapitel 3.5 interpretiert werden. Daraus lasst sich
in diesem Fall eine Losung bestimmen, die sich aus Gleichung (4.12) umgeformt zu

I3 = (Jz(fl) + (I—1>2) Lo [-4E0) (4.16)

3 3 27

ergibt. Also folgt mit Gleichung (4.15):

() ) (2B ()
_ (%)3(c052(¢)i\/gsin3(¢)). (4.17)

Die duflere Fliche nach Gleichung (4.17) ist identisch mit dem Lade Kriterium erster
Art nach Gleichung (3.19) mit:

27
ki = : (4.18)
cos2(@) — 1/ & sin*(9)

Auch das Matsuoka-Nakai Kriterium nach Gleichung (3.18) ldsst sich aus dem hier
definierten Festigkeitskriterium berechnen. Aus der Gleichung (4.15) folgt mit Glei-
chung (2.16):

p=_9%__ (4.19)

3 — sin?(9)
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V202

v

o1

Abbildung 4.8: Seitenschnitt fiir o3 = o3.

|

. |
-

—|

Abbildung 4.9: Schnitt in der m-Ebene.
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10 20 30 40 45 50 60 ¢/
Abbildung 4.10: — ~ nach Gleichung (4.17),— —— ymc nach Glei-
chung (3.10) und — — 7pp nach Gleichung (3.15).

Mit Gleichung (4.19) ermittelt sich Gleichung (4.17) zu:

b — 11152 _ 2733 —;in () (c052 () — \/% sin3(¢)) : (4.20)

Die Beziehung zwischen dem Lade Kriterium und dem Matsuoka-Nakai Kriterium
ergibt sich zu:

kn = kL?’Lglz(@. (4.21)

Also lassen sich die beiden Kriterien ineinander iiberfiihren.

Mit Gleichung (4.17) werden zwei Flichen beschrieben. Zur Veranschaulichung wer-
den die Kurven in Abbildung 4.8 und Abbildung 4.9 fiir verschiedene Schnitte illu-
striert. Als Werte fiir die Darstellung wurden ¢ = 45° und nach Gleichung (3.16)
¢ = fo(vV6 + 1)/3 gewihlt. Die jeweilige Schnitte sind durch die strichpunktier-
te Linie markiert. Zusétzlich wurde gestrichelt das Drucker-Prager Kriterium nach
Gleichung (3.14) mit den gleichen Parametern und J2 = 0 eingezeichnet. Wie in
Abbildung 4.8 deutlich wird, ist der Verlauf in hydrostatischer Richtung linear. Das
Minuszeichen in Gleichung (4.17) stellt die 4uflere umschreibende Lésung dar, folglich
definiert das Pluszeichen die innere Lésung.

Es zeigt sich, dass die Form in der n-Ebene vom Winkel ¢ abhangt. In Abbildung 4.10
ist das Verhéltnis +y fiir verdnderliche Winkel ¢ nach Gleichung (4.17) dargestellt.
Ebenfalls sind ypr¢c des Mohr-Coulomb Kriteriums und mit vpp des Drucker-Prager
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Kriteriums eingezeichnet. Alle Kriterien streben fiir verschwindendes ¢ gegen eins.
Das Mohr-Coulomb Kriterium hat nach Gleichung (3.10) einen Pol bei ¢ =90°,
withrend fiir das vorgeschlagene Kriterium schon bei ¢ =60° ein Pol entsteht. Fiir
diesen Wert wird die duflere Einhiillende in der m-Ebene ein gleichseitiges Dreieck.

Das neu entwickelte Festigkeitskriterium schlie3t auch zwei populire Grenzfille it
ein. Fiir ¢ — 0° und

Co
vereinfacht sich Gleichung (4.15) zu J2 = —c§ und Gleichung (4.17) zu:
7\ 3
o
Co Co Co
I; = - — - =
=0 (Ul sin(¢)) (02 sin( )) (03 sin(¢)>
3
o1+ 0y + o3 — =228
_ ( 1 . sin(¢) ) ‘ (423)

Da ¢ gegen Unendlich strebt, kénnen die Spannungen in Gleichung (4.23) gegeniiber
¢ vernachléssigt werden, so dass Gleichung (4.23) immer erfiillt wird. Deshalb gilt
nur noch J, = —c3, also das von-Mises Kriterium nach Gleichung (3.17).

Fiir den zweiten Grenzfall mit ¢ = 60° und ¢ = f; vereinfacht sich Gleichung (4.17)
Zu:

Is = (o1 — ft)(o2 — ft)(o3 — ft) = 0. (4.24)

Dies ist eine alternative Darstellung des Rankine Kriteriums nach Gleichung (3.13),
da zusitzlich die Forderung Iy < 3c erfiillt sein muss. Hier zeigt sich, das J> im
Gegensatz zum von-Mises Kriterium jeden Wert in Abhéngigkeit von I; annehmen
kann.

4.3.3 Erweiterungen

Es hat sich gezeigt, dass das bisherige Vorgehen niitzliche Ergebnisse liefert. Demnach
ist es sinnvoll, die Theorie so zu erweitern, dass die bisherigen Ergebnisse weiterhin
als Spezialfall bestehen bleiben. Eine Erweiterung indes ist unabdingbar, da von
Gesteinen bekannt ist, dass der Verlauf ihrer Festigkeitswerte im axialsymmetrischen
Spannungszustand nicht wie in Abbildung 4.8 linear, sondern eher gekriimmt ist [63].
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Deswegen wird folgende Erweiterung der Gleichung (4.15) vorgeschlagen:

Jo= — ( f(Il)sin(qb)%)z. (4.25)

An die Funktion f(I:) werden folgende Anforderungen gestellt: Wenn das Rankine
Kriterium nach Gleichung (4.24) weiterhin mit ¢ = 60° eine Grenze des erweiterten
Kriteriums sein soll, muss f(J1) < 1 gelten. Der Grenzwert limy, oo f([1) existiert
und ist immer grofler oder gleich Null. Die Funktion muss stetig und differenzierbar
sein.

Eine Funktion, die all dies erfiillt, ist:

f(I) = % +b mit 0>b> 1. (4.26)
1+ ()

Ihre wesentlichen Merkmale sind, dass sie fiir b = 1 die komplette lineare Theorie
enthélt und dass sie immer fiir I; = 0 Eins wird. Thr Grenzwert fiir grofle I ist
definiert und gleich b. Die Gleichung (4.26) ist in Abbildung 4.11 illustriert. Ihre
Wendestelle liegt bei I} = d/ V3.

f(I1)

Abbildung 4.11: Die Funktion f(I;) nach Gleichung (4.26) .

Ein weiterer grofler Vorteil ist, dass mehrere Funktionen dieser Art multiplikativ
in Reihe geschaltet werden konnen, zum Beispiel zu f1(11)f2(I1) sin(¢). Die Funk-
tion f([1) ldsst sich zusétzlich gut mit dem Mohr-Coulomb Kriterium nach Glei-
chung (3.9) verwenden. Sie kann jedoch nicht dessen Grundproblem, die nicht diffe-
renzierbaren Ecken beseitigen. In den triaxialen Ebenen sind die Ergebnisse gleich-
wertig zum vorgeschlagenen Kriterium.
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4.3.4 Grenzen

Wie schon erwiihnt, geht die Form der dufleren Grenzen der Gleichung (4.16) in der
m-Ebene von einem Kreis fiir ¢ = 0° zu einem gleichschenkligen Dreieck fiir ¢ = 60°
iiber. Fiir Winkel gréfler 60° ist die Form nicht mehr konvex. Also bildet ¢ = 60°
die obere Grenze der Giiltigkeit dieser Beschreibung. Groflere Winkel fithren zu dem
physikalisch nicht sinnvollen Ergebnis, dass die Zugfestigkeit durch steigenden Sei-
tendruck zunimmt. Die Einschrinkung auf Werte I1 < 3¢ bewirkt, dass keine zweite
durch den Ursprung gespiegelte Losung entsteht. Diese mathematisch zwar vorhan-
dene Losung ist ebenfalls physikalisch nicht sinnvoll. Die gespiegelte Losung wiirde
die Erhéhung der Zugfestigkeit durch steigende Zugspannungen entlang der Seiten
vorhersagen.

Dennoch kann es am Nullpunkt im Spannungsraum zu Problemen kommen, die im
Folgenden erldutert werden. Ja(I1) ist stets eine quadratische Funktion der Haupt-
spannungen. Wird diese in die Cardano’sche Formel in Gleichung (4.12) eingesetzt,
ergibt sich eine Funktion dritter Ordnung. Das sich dadurch ergebende Problem wird
fiir ein einfaches Beispiel demonstriert.

Die Bedingung J2 = 0 wird fiir o1 = 02 = o3 erfiillt. Mit Jz = 0 folgt fiir Glei-
chung (4.12):

1 5
Ii-=I} = 0 (4.27)

Eine Auswertung dieser Formel fiihrt zum Beispiel fiir o, = 03 zu zwei Losungen:

g1 = (s 0]

g1 = —80‘2.

Die zweite Losung erfiillt nicht J = 0, dafiir aber Gleichung (4.27). Die Probleme
der Eindeutigkeit sind also um den Nullpunkt zu erwarten. Die physikalisch nicht
sinnvollen Lésungen werden nicht im siebten Oktanten auftreten, so dass sie einfach
erkannt werden konnen. Es ist folglich dafiir Sorge zu tragen, dass der Nullpunkt
von Js(I;) mit dem Nullpunkt des Spannungsraums zusammenféllt. Dies ist erfiillt,
wenn der Parameter ¢ als Translation des gesamten Spannungsraums, also auch aller
Invarianten, benutzt wird.

Die einzige Formulierung, die dann noch zu Schwierigkeiten um den Nullpunkt fiihrt,
ist Jy=konst. Dieses kann formal verhindert werden, indem der Parameter ¢ = ﬁ‘b_)
gewiahlt wird. Er verursacht, dass die Schnittebene I; unendlich weit vom Nullpunkt
entfernt ist und Gleichung (4.23) erfiillt ist.
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4.3.5 Eine makroskopische Interpretation

Wie in Kapitel 5 gezeigt wird, erzielt die vorgestellte Methode sehr gute Ergebnis-
se. Der nun folgende Abschnitt soll kliren, ob das vorgestellte Festigkeitskriterium
physikalisch sinnvoll interpretierbar ist. Eine Begriindung, die auf einer geschlosse-
nen Theorie basiert, wurde nicht gefunden. Dennoch erscheint der aufgefiihrte Fr-
klarungsansatz plausibel.

Die Konstanten G’ und K’ erméglichen eine Verbindung zwischen dem Hauptspan-
nungsraum und dem Hauptverzerrungsraum, da die isotrope lineare Elastizitit mit
koaxialen Basen nach Gleichung (2.58) durch drei skalare Gleichungen dargestellt
werden kann. Aus Gleichung (2.57) folgt:

Lo = K'ILe. (4.28)

Aus Gleichung (2.59) wird mit Gleichung (2.16)

Jao = G 2 Jae. (4.29)
Weiter ergibt sich mit Gleichung (2.17):

Jso = G 2 Jse. (4.30)
Das Ergebnis ist mit Hilfe der mit den Haigh-Weestergard Koordinaten aus Anhang
A geometrisch interpretierbar. Die Konstante G’ muss in Gleichung (4.29) und Glei-

chung (4.30) gleich sein, damit die Lode Winkel f¢ und ¢ identisch sind. Folglich
lassen sich die Gleichungen (4.28) bis (4.30) vereinfacht schreiben:

o = K'ée (4.31)
pe = G'pe (4.32)
bo = Oc. (4.33)

Fiir das Skalarprodukt nach Gleichung (2.51) folgt:

W = {ole + pope. (4.34)

Gleichung (4.34) gilt auch, wenn G’ und K’ Funktionen von I1, J2 oder Js sind also
fiir nichtlineare Elastizitdt in Form von Gleichung (2.63) mit ¢3 = 0. Fiir lineare
Elastizitét folgt aus Gleichung (4.34):

1

1 ,
We = §K’§Z~ +5G pE. (4.35)
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Es ist ersichtlich, dass fiir konstantes I1e bei gleicher Energie auch J2¢ konstant sein
muss. Also liegen die Punkte mit gleicher Energie im Hauptdehnungsraum in der «-
Ebene auf einem Kreis. Nach Gleichung (2.32) unterscheiden sich diese Punkte durch
unterschiedliche Werte von Jseg nur in ihrem Volumen. Folglich kann ein linear ela-
stisches Material bei gleicher Energie sein relatives Volumen um Alze = Izg, — Isen
dndern.

Wenn in einem Material mikroskopische Reibmechanismen vorhanden sind, begren-
zen diese lokal die Speicherung von Energie. Wiebols nahm von der rdumlich um-
gelagerten Energie an, dass sie zuin Versagen der gesamten Struktur eine Schwelle
{iberschreitet [59]. Die vorgestellte Methode geht davon aus, dass diese Umlagerung
mit der Grofle Alzo verbunden ist. Da aber gerade nach Uberschreiten der elasti-
schen Grenze die Eindeutigkeit der Abbildung zwischen Spannungen und Dehnungen
durch einsetzende plastische Prozesse verloren geht, ist es nicht einfach méglich Alzo
mit Alze zu koppeln.

Es bleibt daher eine Spekulation, aber es ist generell ratsam eine Verbindung zwischen
Volumen und Energie zu untersuchen. Zum Beispiel kénnen dilatante Prozesse eine
interessante Wirkung auf die an einer Probe geleistete Arbeit haben. Da die Aufwei-
tung der Probe dem Seitendruck entgegen wirkt, kann der Kérper so iiberschiissige
Energie abfiihren. Die sehr kleinen elastischen Volumeninderungen wiirden von ei-
nem derartigen Effekt verdeckt.






5 Ergebnisse

5.1 Einleitung

In diesem Kapitel wird das neu entwickelte Festigkeitskriterium mit einer Vielzahl von
experimentellen Ergebnissen verschiedenster Materialien verglichen. Es wird gezeigt,
wie sich die angepassten Parametern zwischen den Stoffen unterscheiden. Weiterhin
wird demonstriert, wie das Festigkeitskriterium mit einfachen Erweiterungen beson-
dere Phéinomene beriicksichtigten kann. Insgesamt werden dazu drei verschiedene
Kurven verwendet:

Die Kurven der Eingehiillten

Wenn Messwerte fiir das Einsetzen der Dilatanz dargestellt sind, wird zuséatzlich zur
Festigkeitskurve die Eingehiillte mit den selben Festigkeitsparametern eingezeichnet.
Die Kurve der Eingehiillten ist immer grob gestrichelt dargestellt. Als Gleichung der
Eingehiillten wird nach Kapitel 4.3.3 gewéhlt:

2

2
J2(I1) = — 11-|__£bi. +b (%Sln(¢)> . (5.1)
d

Die Kurven des Festigkeitskriteriums
Das Festigkeitskriterium ermittelt sich mit Hilfe der Eingehiillten aus Gleichung (5.1).
Sie wird eingesetzt in:

YL | 2 3 4 o
(IS_(JZ(II)'F?)E'F'Q_?II) —ﬁJz(h)—O. (5.2)

Das Ergebnis von Gleichung (5.2) wird als Festigkeitskriterium interpretiert. Die
Kurven des Festigkeitskriteriums sind fett durchgezogen oder fein gestrichelt dar-
gestellt. Ist ein alternatives Festigkeitskriterium angegeben, wird dessen Kurve fein
gestrichelt gezeichnet.

Die Parameter des Festigkeitskriteriums lassen sich in der triaxialen Hauptspan-
nungsebene deuten. Sie beeinflussen die Festigkeitskurve wie schematisch in Abbil-
dung 5.1 skizziert. Der Translationsparameter ¢ verschiebt den Nullpunkt des Krite-
riums. Der Reibwinkel ¢ beeinflusst die Steigung am Nullpunkt des Kriteriums. So ist
zum Beispiel die Tangente der Festigkeitskurve im Nullpunkt vertikal, wenn ¢ = 60°
ist. Gilt zuséatzlich, dass b = 1 ist, dann ist das Kriterium identisch mit einem Ran-
kine Kriterium. Der Parameter b steuert demnach den Wert der Steigungsabnahme
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Verdnderung der Steigung
abhingig von 2+ sin(¢)

O3 = 0y = P
1/ / )[C

Steigung im Nullpunkt >I/ -
abhingig von sin(¢) #

Abbildung 5.1: Schematische Bedeutung der vier Parameter des Fe-
stigkeitskriteriums in der triaxialen Ebene.

und d bestimmt den zugehorigen hydrostatischen Druck. Die Parameter ¢, b und d
sollen im Weiteren als interne Reibparameter bezeichnet werden.

Die Kurven der internen Reibparameter

Eine zweite verwendete Art der Darstellung ist die Gegentiberstellung der internen
Reibparameter und der Reibfestigkeiten. Die Reibfestigkeiten sind dabei die gemes-
senen maximalen Schubspannungen entlang einer Fuge, die die Probe vollstéindig
durchtrennt. Unter den Annahmen, dass o, = 531 und 7 = v/—J2 ist, wird die Glei-

chung (5.1) der Eingehiillten zu:

T(on) = (% + b) sin(@)on = p(on) on. (5.3)
1+ 2n

Die getroffenen Annahmen griinden sich auf Uberlegungen, die in Kapitel 2.2.1.2 ge-
macht wurden und auf das Vorgehen von Rudnicki und Rice in [43]. Sie fiithren in
ihrem Artikel die beiden Invarianten I; und J als allgemeine Normal- und Schub-
spannung ein. In den Reibfestigkeitsdarstellungen wird zusétzlich immer die Funkti-
on von Byerlee nach Gleichung (3.27) fein gestrichelt eingezeichnet. Die Kurven der
internen Reibparameter werden mit den zuvor bestimmten Parametern des Festig-
keitskriteriums ermittelt.

Die Anpassung der Parameter
Alle Anpassungen der Festigkeitskurven wurden durch manuelle Steuerung der Para-
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meter erzielt. Bei umfangreichen Datensiitzen erfolgte die Anpassung ausschliellich
in der triaxialen Ebene. Um sie zu kennzeichnen, wird sie immer hellgrau hinterlegt.
In den anderen Ebenen sind die Festigkeitskurven mit den in der triaxialen Ebe-
ne ermittelten Parametern zusammen mit echten triaxialen Daten dargestellt. Diese
Darstellungen erlauben es direkt die Giite die Vorhersagen des Festigkeitskriteriums
fiir echte triaxiale Spannungszustinde abzuschétzen.

Die anderen Anpassungen erfolgten im Unterschied dazu unter Beachtung aller Span-
nungsdarstellungen.

Alle durchgezogenen Festigkeitskriteriumskurven im Hauptspannungsraum verwen-
den maximal vier Parameter. Zur Anpassung der Messungen unter erhéhter Tempe-
ratur wird ein Parameter mehr benotigt. Die Anzahl der Parameter verringert sich,
wenn b = 1 ist. Fiir diesen Fall ist das Kriterium nur noch von zwei Parametern
abhingig.

Bei der Auswertung wurde versucht den Parameter b moéglichst wenig zu variieren.
Es hat sich herausgestellt, dass b = 0,6 ein Wert ist, mit dem die meisten Gesteine
gut angepasst werden kénnen.

Abbildung 5.2: Schnitte im Hauptspannungsraum.

Die Darstellung

Da eine raumliche Darstellung der Daten wenig iibersichtlich ist, wird der Vergleich
im Hauptspannungsraum anhand dreier Schnitte erfolgen. In Abbildung 5.2 sind die-
se illustriert. Die hellgrau hinterlegte triaxiale Ebene wird zur Darstellung immer
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in die Ebene o3 = 0 projiziert, wie exemplarisch an dem rund dargestellten Mes-
spunkt des Versagens verdeutlicht. Zuséitzlich werden in die Festigkeitsdarstellungen
die Messpunkte eingezeichnet, an denen die Volumenédnderung der Probe den linea-
ren Bereich verlidsst, oder anders ausgedriickt Dilatanz einsetzt. Sie werden immer
in Kreuzform dargestellt.

Die mittelgraue Ebene ist die m-Ebene, fiir die I; konstant ist. In ihr ist grob ge-
strichelt die Eingehiillte J3(I1) eingezeichnet. In der dunkelgrauen Ebene liegt ein
konstantes Spannungsniveau einer der drei Hauptspannungen vor. Sind Intervalle
eingezeichnet, so handelt es sich bei dem eingezeichneten Bereich um den Mittelwert
mit der einfachen Standardabweichung. Der Stichprobenumfang ist im Text ange-
geben. Die angegebene Porositit ist definiert als das Verhiltnis des Porenvolumens
zum Gesamtvolumen. Alle Spannungsangaben erfolgen in MPa.

Mit Riicksicht auf eine tibersichtliche Darstellung wurde davon abgesehen, den Span-
nungsursprung zu beschriften. Der Schnittpunkt der Koordinatenachsen ist immer
der Spannungsnullpunkt.
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5.2 Westerly Granit

Der Westerly Granit ist einer der am umfangreichsten untersuchten Magmatite. Als
Gestein mit mittlerer bis feiner Kérnung weist er eine geringe Porositit, das heifit
kleiner als 0,01, fast vollkommene Isotropie und eine hohe Festigkeit auf. Er wird
haufig exemplarisch fiir die Gesteine der kontinentalen Kruste untersucht.

Die Abbildung 5.3 gibt die gemessenen Festigkeiten fiir den Granit in verschiede-
nen Ebenen im Hauptspannungsraum wieder. Die hellgrau hinterlegte Ebene ist die
triaxiale Ebene. In ihr sind die Messergebnisse eingetragen, fiir die die Parameter an-
gepasst wurden. Es ergaben sich die in der Bildunterschrift aufgefiihrten Parameter.
Die Anpassung erfolgte mit Hilfe der Gleichungen (5.1) und (5.2). Alle weiteren Kur-
ven sind mit den selben Parametern ermittelt. Die Prognosen geben die gemessenen
Werte der unterschiedlichen Spannungsniveaus gut wieder. Fiir die Ebene o3 = —60
MPa sind zusitzlich Werte fiir das Einsetzen der Dilatanz eingezeichnet. Deswegen
ist in dieser Ebene die Eingehiillte nach Gleichung (5.1) mit den Parametern der
Bildunterschrift grob gestrichelt dargestellt.

In Abbildung 5.4 wird das Ergebnis einer triaxialen Festigkeitsmessung fiir hohe Sei-
tendriicke wiedergegeben. In Abbildung 5.5 sind Reibfestigkeiten fiir verschiedene
Normalspannungen eingetragen. Sie sind die maximalen Schubspannungen, die fiir
eine priexistente Fuge ermittelt werden. In diesem Fall war die Fugenoberfliche po-
liert. Die fein gestrichelte Kurve gibt die Funktion von Byerlee nach Gleichung (3.27)
wieder. Mit den in der Einleitung erwidhnten Annahmen lisst sich fiir die zuvor
angepassten Parameter mit Gleichung (5.3) die durchgezogene Kurve der internen
Reibparameter ermitteln.

Die Ergebnisse einer triaxialen Kompressions- sowie Extensionsmessung sind in Ab-
bildung 5.6 eingetragen. Fiir die triaxiale Kompression zeigt sich die gewohnte Uber-
einstimmung, aber in triaxialer Extension liegen die Werte unter der Kurve des Fe-
stigkeitskriteriums. Die Griinde hierfiir sind bislang unbekannt.

In Abbildung 5.7 werden die Festigkeiten in einem Zugspannungsregime untersucht.
Dieser Bereich geringer hydrostatischer Driicke wird hauptséichlich durch schlagartig
eintretende Versagensprozesse bestimmt. Das Festigkeitskriterium kann hier keine
guten Ergebnisse liefern, da sein Parametersatz fiir héhere hydrostatische Driicke
gefunden wurde. Es ist damit auf einen Bereich angepasst, in dem die mikromecha-
nischen Versagensprozesse durch Reibung kontrolliert werden.

Eine weitere Messung ist in Abbildung 5.8 dargestellt. Zusétzlich zu den Festigkeiten
ist hier das Einsetzen einer nicht proportionalen Volumeninderung fiir eine schnelle
und fiir eine langsame Belastung vermerkt. Die gestrichelte Linie gibt die Eingehiillte
aus Gleichung (5.1) wieder.
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Abbildung 5.3: Festigkeiten von Westerly Granit aus [70] mit
¢ =58°, b=0,6, c=7MPa und d = 850/10 MPa.
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Abbildung 5.4: Festigkeiten von Westerly Granit aus [63] mit
¢ =58°, b=0,6, c=7MPa und d = 850v/10 MPa.
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Abbildung 5.5: Reibfestigkeiten von Westerly Granit aus [63] mit
¢ =58° b=0,6 und d = 8501/10MPa nach Glei-

chung (5.3).
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Abbildung 5.6: Festigkeiten von Westerly Granit aus [71] mit
¢ = 58°, b= 0,6, c=7MPa und d = 850+/10 MPa.
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Abbildung 5.7: Festigkeiten von Westerly Granit aus [72] mit
¢ = 58°, b=0,6, c = 7MPa und d = 850/10 MPa.
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Abbildung 5.8: Festigkeiten von Westerly Granit und einsetzende
Dilatanz fiir eine schnelle Belastung + und eine lang-
same Belastung x aus [73] mit ¢ = 58°, b= 0,6,
¢ = 7MPa und d = 850v/10 MPa.
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5.3 Sedimente

5.3.1 Klastische Sedimente

Wie bereits in Kapitel 4.3.2 theoretisch gezeigt, lisst sich aus der Gleichung

52 = - (G sn0)) 2 (5.4

mit Gleichung (5.2) das Matsuoka-Nakai und Lade Kriterium errechnen. Fiir b = 1
folgt Gleichung (5.4) aus Gleichung (5.1).

Um zu demonstrieren wie dhnlich der Reibwinkel ¢ aus Gleichung (5.4) dem Reib-
winkel des Mohr-Coulomb Kriteriums ¢ac aus Gleichung (3.9) ist, werden in Abbil-
dung 5.9 die Darstellungen von Lade auf der rechten mit den theoretischen Vorhersa-
gen auf der linken Seite verglichen. Es war nicht zu bestimmen, in welcher 7-Ebene die
Werte von Lade gemessen wurden. Zum Vergleich ist das Mohr-Coulomb Kriterium
fiir die angegebenen Winkel auf beiden Seiten eingezeichnet. Die Abbildungen links
und rechts sind auf dieselbe Grofle skaliert worden. Die auf der linken Seite verwende-
ten Winkel nach Gleichung (5.4) sind identisch mit denen, die fiir das Mohr-Coulomb
Kriterium verwendet wurden. Deswegen war keine Anpassung nétig. Ein qualitativer
Vergleich zwischen dem Lade Kriterium und dem hergeleiteten Festigkeitskriterium
ergibt eine sehr gute Ubereinstimmung.

I ¢mc Lade Parameter k;,  ¢(kr) nach Gl. (4.18)

in MPa in° in
023 30,6 42,4 33,2
0,37 28,4 39,8 31,1
0,48 27,4 38,6 30,1

Tabelle 5.1: Versuchsauswertung fiir einen Ton aus [74]. Alternativ
nach Gleichung (3.9).

In Tabelle 5.1 ist die Versuchsauswertung fiir einen Ton aus [74] wiedergegeben. Die
Versuche waren echte Triaxialversuche, die fiir verschiedene hydrostatische Driicke
I, nach der ersten Spalte durchgefiihrt wurden. Die nédchsten beiden Spalten sind
die Ergebnisse einer im Artikel durchgefiihrten Anpassung. Die erste Spalte gibt den
Mohr-Coulomb Reibwinkel nach Gleichung (3.9) und die zweite den Lade Parameter
nach Gleichung (3.19) wieder. Aus kr, errechnet sich nach Gleichung (4.18) der Winkel
¢ in Spalte vier, der direkt mit dem Coulomb-Reibwinkel verglichen werden kann.
Auch wenn der Wert der Winkel unterschiedlich ist, so sind die Abweichungen jedoch
sehr gering. Daraus l4sst sich schlielen, dass der Mohr-Coulomb Reibwinkel gleich
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¢ = dmc = 48,5°. Darstellung aus [52] fiir Monterey Sand.

Abbildung 5.9: Schnitt in der m-Ebene fiir klastische Sedimente.

dem Winkel des hergeleiteten Festigkeitskriteriums angenommen werden kann. Dies
sollte jedoch nur fiir ¢ < 50° gelten. Die Ergebnisse in Tabelle 5.1 weisen zusétzlich
auf eine leichte Abnahme des Reibwinkels mit steigender hydrostatischer Spannung
hin.
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5.3.2 Sandstein

Sand kann durch Kompaktion und Zementation in ein Sandstein verwandelt werden.
Je nach Gréfle und Form des zu Grunde liegenden Sands und der H6he des gesteins-
bildenden Drucks weisen Sandsteine eine hohe Verschiedenartigkeit an Gefiige und
Porositat auf.

Die Anpassung erfolgte mit Hilfe von Gleichung (5.1). Die angepassten Parameter
sind in den Bildunterschriften angegeben. In Abbildung 5.10 sind die Werte von [75]
fiir Shirahama Sandstein eingezeichnet. Auch hier bestéitigt sich, dass mit den in
der triaxialen Ebene bestimmten Parametern die echten triaxialen Messwerte gut
vorhergesagt werden. Schon jetzt wird deutlich, dass der wesentliche Unterschied im
Parametervergleich zwischen Granit und Sandstein die Gréfle von d ist. Da ¢ und d
bei Sandstein kleiner sind als bei Granit, weist der Granit bei gleicher hydrostatischer
Spannung immer eine hdhere Festigkeit auf.

Leider war die Porositit dieses und der zwei folgenden Sandsteine nicht angegeben,
aber die mittlere Korngriéfie bei Shirahama Sandstein kénnte auf eine héhere Poro-
sitdt als die des fein bis mittel gekdrnten Horonai Sandstein in Abbildung 5.11 hin-
weisen. Der festeste Sandstein dieser Reihe ist der Izumi Sandstein in Abbildung 5.12.
Die Anpassung gelingt allein durch Variation der Parameter ¢ und d.

Die Porositdt des in Abbildung 5.13 dargestellten Sandsteins ist mit 0,03 sehr ge-
ring. Bei den von Null verschiedenen Spannungen fiir o3 liegen die Messpunkte
nidherungsweise auf horizontalen Linien. Dies wiirde fiir eine Beschreibung mehr ein
Mohr-Coulomb Kriterium erfordern, aber dennoch liegt die Festigkeitskurve fast im-
mer innerhalb der Standardabweichung. Die eingezeichneten Balken entsprechen der
einfachen Standardabweichung, wobei im Durchschnitt sechs Messungen pro Punkt
durchgefiihrt wurden. Ein Vergleich zu Granit ergibt fiir diesen Sandstein ebenfalls
einen geringeren Wert fiir d. Der Reibwinkel ¢ ist bei beiden Gesteinen ungefihr
gleich grof3. Bei einem hoheren hydrostatischen Druck ist die Festigkeit des Sand-
steins geringer als die des Granits. Eine Ursache dafiir kann in der héheren Porositét
des Sandsteins liegen.

Ein biaxialer Versuch ist in Abbildung 5.14 abgebildet. Um den Einfluss der Para-
meter zu studieren, ist zusétzlich das Ergebnis eines alternativen Parametersatzes
gestrichelt eingezeichnet. Sie soll verdeutlichen, dass die Kenntnis des Verhiltnisses
von Zug- zu Druckfestigkeit wichtig fiir die Auswertung ist. So ist die Zugfestigkeit
fiir die gestrichelte Linie bei groflerem Reibwinkel geringer. Um die gleiche einachsige
Druckfestigkeit zu errechnen, muss d somit abnehmen. Die Porositéat ist mit 0,27 sehr
hoch und die Standardabweichungen beziehen sich auf vier Proben.

Ein weiterer Versuch ist in Abbildung 5.15 wiedergegeben, in dem die Messungen
im Hauptspannungsraum mit Hilfe der Haigh-Weestergard Koordinaten nach An-
hang A geregelt wurden. Erst wurde der Spannungslastpfad entlang einer hydrosta-
tischen Last bis zu verschiedenen Werten von I gewihlt. Anschlieflend wurde mit
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konstantem I, entlang der Winkel # = 0°,7°,30°,45° und 60° bis zum Versagen bei
p belastet. Die Messwerte werden in den m-Ebenen der unterschiedlichen hydrosta-
tischen Driicke mit der Festigkeitskurve verglichen. Es zeigt sich, dass fiir geringe
hydrostatische Driicke die Festigkeiten des Sandsteins nahezu auf einem gleichsei-
tigen Dreieck liegen, also einer Form, die sich in der m-Ebene mit einem Rankine
Kriterium ergeben wiirde. Deshalb ist der Reibwinkel ¢ nahe bei 60°.

Die Untersuchung der Sandsteine wird durch die Betrachtung des Berea Sandsteins
mit einer Porositéit 0,20 in Abbildung 5.16 abgeschlossen. Der ermittelte Parame-
tersatz ist identisch mit dem des Shirahama Sandsteins. In Abbildung 5.17 werden
die gemessenen Werte der Reibfestigkeit entlang einer unter 35° Neigung geséigten
Fliche fiir verschiedene Normalspannungen gezeigt. Sie werden dem theoretischen
Reibwiderstand aus Gleichung (5.3) gegeniibergestellt. Wieder zeigt sich, dass die
Reibparameter des Festigkeitskriteriums in der Lage sind die Reibfestigkeiten richtig
wiederzugeben. Aber im Unterschied zum Granit ist die Funktion von Byerlee nach
Gleichung (3.27) diesmal nicht in der Lage die Reibfestigkeiten richtig zu beschreiben.
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Abbildung 5.10: Festigkeiten von Shirahama Sandstein aus [75] mit
¢ = 52°, b=0,6, c=7MPa und d = 140/10 MPa.
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Abbildung 5.11: Festigkeiten von Horonai Sandstein HOSS-I aus
[75] mit ¢=50°, b=06, ¢ = 7MPa und
d = 210v/10 MPa.
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Abbildung 5.12: Festigkeiten von Izumi Sandstein aus [75] mit
¢ =58°,b=0,6, c=7MPa und d = 450+/10 MPa.
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Abbildung 5.13: Festigkeiten von Sandstein aus [76] mit ¢ = 57°,
b= 0,6, c="7MPa und d = 250v/10 MPa.
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Abbildung 5.14: Festigkeiten von Darney Sandstein aus [77] mit
¢ =44°, b= 0,6, c = 7MPa und d = 140/10 MPa.

Alternativ: ¢ =57°, b=0,6, c=2MPa und

d = 70v/10 MPa.
p/ MPa

/¢

in m-Ebenen I;=15, 30 und 45 MPa,

Abbildung 5.15: Festigkeiten von Mu-San Sandstein aus [78] mit
¢ = 58°, b=10,6, c=2MPa und d = 140/10 MPa.
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Abbildung 5.16: Festigkeiten von Berea Sandstein aus [79] mit
¢ =52° b=10,6,c=7MPa und d = 140y/10 MPa.
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Abbildung 5.17: Reibfestigkeiten von Berea Sandstein aus [79] mit
$=>52°, b=0,6 und d = 140v/10 MPa in Glei-
chung (5.3).
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5.3.3 Karbonatgestein

Neben den hauptsichlich aus Silikaten bestehenden Sanden oder Sandsteinen, gibt
es die Klasse der Karbonatsedimente. Sie werden biogen genannt, da sie grof3tenteils
aus Schalen maritimer Organismen entstehen. Im Unterschied zum urspriinglichen
Kalkstein, dessen Ergebmnisse in Kapitel 5.4.2 aufgefiihrt sind, besteht Dolomit aus
diagenetisch konsolidierten Karbonatsedimenten.

In Abbildung 5.18 sind die Festigkeiten fiir einen Dunham Dolomit zusammengefasst.
Die in der hellgrauen Ebene ermittelten Parameter der Bildunterschrift sind geeignet
die echten triaxialen Festigkeiten gut wiederzugeben. Zusatzlich werden die Werte Fiir
das Einsetzen des Flieflens x dargestellt. Deswegen werden grob gestrichelt die Kur-
ven der Eingehiillten nach Gleichung (5.1) mit den selben Parametern eingezeichnet.
Es zeigt sich keine Ubereinstimmung.

Leider erwdhnt Mogi in diesem Artikel [80] nicht, welches Kriterium er fiir die Aus-
wahl dieser Punkte gewihlt hat. Er behauptet lediglich, dass sich durch Anwen-
dung anderer Kriterien die Schlussfolgerung nicht dndert, dass die Flieflspannung
eine reine Funktion von 7oc: und I sei (750 ist ein Vielfaches von /—J2). Da die
Flielspannungen sehr nahe bei den Versagenswerten liegen, erscheint es noétig, sein
Vorgehen genauer zu untersuchen. Exemplarisch ist in Abbildung 5.20 eine Span-
nungs-Dehnungskurve abgebildet. Die Dehnungen in axialer Richtung kénnen offen-
bar durchaus grofie Werte annehmen. Die Differenzspannung, die Mogi als Einsetzen
des FlieBens ermittelt hat, ist mit einem Sechseck markiert. In Abbildung 5.18 ist
dieser Spannungswert fiir o3 = —125MPa auch als Sechseck dargestellt. Eine Me-
thode, die als FlieBspannung das Ende des linearen Spannungs-Dehnungsbereichs
verwendet, wiirde den als Dreieck markierten Punkt verwenden. Diese Spannung ist
wesentlich geringer. Mangels Kenntnis aller Spannungs-Dehnungskurven ist es nicht
moglich, alle Werte zu iiberpriifen. Alternativ werden in Abbildung 5.19 die Fliefi-
spannungen mit der Eingehiillten nach Gleichung (5.1) exemplarisch [iir ein anderes ¢
verglichen. Dieses Vorgehen soll verdeutlichen, dass die Fliespannung ausschlieflich
durch eine Funktion J2(I;) definiert ist.

In Abbildung 5.21 sind triaxiale Messungen an Dunham Dolomit fiir geringere Sei-
tendriicke angegeben. Mit den nun alternativ dargestellten Parametern ist diese An-
passung nicht sonderlich exakt. Zuséatzlich ist die prognostizierte uniaxiale Zugfestig-
keit mit etwa 65 MPa ungewdshnlich hoch. Zwar ist es méglich durch eine einfache
Verinderung der Parameter eine gute Anpassung zu bestimmen, aber da es in bei-
den Fillen Dunham Dolomit ist, erscheint das nicht sinnvoll. Deshalb entsteht die
Notwendigkeit einer Erweiterung des Kriteriums fiir geringe hydrostatische Driicke.

Der Vergleich zwischen dem Dolomit und Kalkstein ergibt kein einheitliches Bild.
Die Messungen von Fredrich [81] und Mogi [71] in Abbildung 5.29 legen den Schluss
nahe, dass der Kalkstein keine hohen Festigkeiten erreicht. Sie wiedersprechen den
Messungen von Handin [82] in Abbildung 5.30. Zum Vergleich ist in Abbildung 5.30
fein gestrichelt die theoretische Versagenskurve des Dolomits aus Abbildung 5.18
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eingezeichnet. Hier erreichen Dolomit und Kalkstein vergleichbare und ziemlich ho-
he Festigkeiten. Leider waren teilweise die Porositidten nicht verfiligbar, mit denen
vielleicht eine Interpretation der Ergebnisse moéglich wire.
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Abbildung 5.18: Festigkeiten von Dunham Dolomit [80] mit ¢ = 50°,
b= 0,6, c = 70MPa und d = 5001/10 MPa.
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Abbildung 5.19: Flielspannungen von Dunham Dolomit aus [80]
mit ¢ = 50° b=0,6, ¢ = 200MPa und
d = 5004/10 MPa in Gleichung (5.1).
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Abbildung 5.20: Spannungs-Dehnungskurve von Dunham Dolomit

aus [80].
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Abbildung 5.21: Festigkeiten @ von  Dunham  Dolomit aus
[71] mit ¢=055° b=0,6, c=25MPa und
Alternativ: ¢ =50°, b=0,6,

d = 500/10 MPa.
¢ = 70 MPa und d = 5004/10 MPa.
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5.4 Studien der Einflussfaktoren

5.4.1 Versagen im Zugspannungsbereich

Nun soll der Parameter ¢ und seine Auswirkung auf die theoretische Zugfestigkeit
untersucht werden. In den vorherigen Abschnitten wurde gezeigt (siehe zum Beispiel
Abbildung 5.3 und 5.10), dass das entwickelte Festigkeitskriterium die Messpunkte
im Bereich des allseitigen Drucks gut approximieren kann. Allerdings wird bislang
die Zugfestigkeit iiberschétzt (siehe Abbildung 5.21). Dieses Problem kann behoben
werden, indem der Eingehiillten nach Gleichung (5.1) ein neuer gewihlter Faktor
f1(I1) hinzugefiigt wird:

2 2
1—b 1—b I . 2
Js = — = + b1 = +b (%sm(qﬁ)) . (5.5)
1+ 2% 1+

1

Dieses Vorgehen stellt sicher, dass sich die neuen Parameter d; und b; genau wie d
und b interpretiert lassen.

Im Zugspannungsbereich werden seltener Festigkeiten von Gesteinen gemessen. Das
liegt an der schweren Durchfiihrbarkeit und an einem geringeren Interesse an den
Ergebnissen, da Gesteine hauptsichlich durch Druckspannungen belastet werden. So
sollen die Auswertungen eher die einfache Erweiterbarkeit der Theorie unter Beweis
stellen, als Prognosen der Zugfestigkeit zu bestimmen.

Allgemein kann bei gleicher prognostizierter uniaxialer Druckfestigkeit der Parame-
ter ¢ reduziert werden, wenn gleichzeitig der Reibwinkel ¢ erhéht wird. Damit fiir
den rein gedriickten Bereich J> jedoch gleich grof bleibt, muss die Uberhshung des
Reibwinkels in der Gleichung (5.5) vom neuen Vorfaktor abgebaut werden. Durch
diesen Faktor erhéht sich die Anzahl der Parameter fiir die alternativen Prognosen
auf sechs. Alle in diesem Kapitel aufgefiihrten Gesteine gehéren, bis auf den Trachyt,
zur Gruppe der Metamorphite.

Der Amphibolit, dessen Festigkeiten in Abbildung 5.22 dargestellt sind, ist im Ver-
lauf der Kontinentaltiefbohrung aus einer Tiefe von ungefihr 6300 m entnommen
worden. Seine Porositdt betrdgt 0,007. Die Ermittlung der Parameter erfolgte wie
gewohnt in der hellgrau hinterlegten Darstellung. Die alternative Prognose ist fein
gestrichelt dargestellt und scheint besonders in der Ebene o3 = 0 besser die Messwer-
te anzundhern. Fiir 03 = —100MPa und o3 = —150 MPa sind zusétzlich die Werte
fiir das Einsetzen der Dilatanz markiert. Deswegen wurde fiir diese Spannungsnive-
aus die Eingehiillte nach Gleichungen (5.5) fiir den alternativen Parametersatz grob
gestrichelt eingezeichnet. Im Vergleich zu den Parametern des Westerly Granits f&llt
fiir den ersten Parametersatz auf, dass d gleich grof3, der Reibwinkel ¢ jedoch geringer
ist.
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Die Festigkeiten des Marmors in Abbildung 5.23 werden 1nit zwei Anpassungen dar-
gestellt. Auch hierbei wird alternativ die fiinfprozentige Abnahme der initialen Rei-
bungsparameter durch b; = 0,95 beriicksichtigt. Der erste Parametersatz lidsst den
Schluss zu, dass im Vergleich zu allen anderen Gesteinen der Reibwinkel ¢ sehr nied-
rig ist.

In Abbildung 5.24 werden die Ergebnisse von Triaxialversuchen an Carrara Marmor
wiedergegeben. Allerdings wurden sie fiir grofiere Seitendriicke als bei der Messung
am Yamaguchi Marmor durchgefiihrt. Es zeigt sich deutlich, dass mit den Parametern
des Yamaguchi Marmors das Ergebnis der Prognose, hier durchgezogen gezeichnet,
die Festigkeiten fiir hohe Seitendriicke itiberschétzt. Jedoch kann einzig durch eine
Verdnderung von b die fein gestrichelte Kurve errechnet werden. Auch die Werte fiir
das Einsetzen der Dilatanz sind mit der grob gestrichelten Eingehiillten des alternati-
ven Parametersatzes gut beschrieben. Die schwarzen Punkte sind einer Diplomarbeit
entnommen, die in Kooperation mit dem Institut fiir Geologie, Mineralogie und Ge-
steinsphysik erstellt wurde [85].

In Abbildung 5.25 wird als Alternative eine zwanzigprozentige Abnahme der initia-
len Reibungsparameter durch b; = 0,80 nach Gleichung (5.5) angenommen. Der
Vergleich mit den Messwerten des Schiefers in der triaxialen Schnittebene zeigt, dass
die theoretische Zugfestigkeit deutlich vermindert wird. In den anderen Schnitten ist
der Unterschied zur ersten Prognose sehr gering.

Der Trachyt in Abbildung 5.26 ist ein hoch portses Magmatit, dessen Parameter
jedoch gut in die Reihe der weicheren metamorphen Gesteine passt. Die alternative
Kurve gibt die uniaxiale Druckfestigkeit wesentlich besser wieder, ohne die Prognose
in den anderen Ebenen zu verschlechtern.

Abschlieflend lidsst sich demnach feststellen, dass der neue Vorfaktor den Bereich von
¢ = 60° bis zum Winkel des urspriinglichen Parametersatzes verwenden kann, um
die prognostizierte uniaxiale Zugfestigkeit zu vermindern. Deshalb ist es ohne grofie
Miihen moglich, das Festigkeitskriterium im Zugspannungsbereich zu einem Rankine
Kriterium zu wandeln.

Da aber kaum Messwerte vorliegen, bleibt dieser Bereich ungenau bestimmt. Fiir
Metamorphite liegt der Parameter d zwischen dem des festen Granits und dem des
Sandsteins. Die Reibwinkel ¢ sind kleiner als bei den anderen Gesteinsarten.



104

5 Ergebnisse

o1/ MPa o1/ MPa
—1200 —1200
—800 —800
—400 —400

00— 1200 72/ MPa —400 —so0 1300 72/ MPa
a3 = 02 o3 = 0 MPa
0’1/ MPa 0'1/ MPa
—1200 ~1200
[ ]
—800 —~800
—400 —400
MP
1200 o2/ MPa ~ 400 —800  —1200 o2/ MPa
o3 = —60MPa
o1/ MPa o1/ MPa
1200 .
L e ®
y —1200
—800
—800
\
400 | ;
B ! —400 !
i
1P MP
—400 —800 1200 a2/ MPa Z400 —800 —1200 o2/ MPa

g3

= —100 MPa

o3 = —150MPa

Abbildung 5.22: Festigkeiten von Amphibolit aus [83] mit ¢ = 53°,
b=10,6, c=30MPa und d=850v/10MPa. Al-
ternativ nach Gleichung (5.5): ¢ 60°,
by =0,95, b=0,6 c=7MPa, d =70v/20MPa
und d = 850v/10 MPa.
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Abbildung 5.23: Festigkeiten von Yamaguchi Marmor aus

[75] mit ¢ = 42°, b=10,6, ¢=25MPa und
d = 350/10 MPa. Alternativ nach Gleichung (5.5):
¢=47°, b1=095  b=0,6, c¢=10MPa,
dy = 70v/20 MPa und d = 350v/10 MPa.
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Abbildung 5.24: Festigkeiten von Carrara Marmor o x aus [84]

und eigene Messungen e aus [85] mit ¢ = 42°,
b=06, ¢ = 25MPa und d = 350v/10MPa. Al-
ternativ: ¢ =42°, b=0,2, ¢ = 25MPa und

d = 35010 MPa.
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Abbildung 5.25: Festigkeiten von  Yuubari Tonschiefer aus
[75] mit ¢ = 40°, b=0,6, c=25MPa
und d = 200/10MPa. Alternativ nach Glei-
chung (5.5): ¢ = 58°, by = 0,8, b = 0,6, c = 2 MPa,
di = 60+/10 MPa und d = 200+/10 MPa.
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Abbildung 5.26: Festigkeiten von Mizuho Trachyt aus [80]

mit ¢=239°, b=06, c=50/10MPa und
d = 420/10 MPa. Alternativ nach Glei-
chung (5.5): ¢ = 58°, b1 = 0,8, b= 0,6, ¢ = 5 MPa,
di1 = 100/10 MPa und d = 420/10 MPa.
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5.4.2 Auswirkung eines erh6hten hydrostatischen Drucks

Gestein kann durch héhere hydrostatische Driicke sein Verformungsverhalten dndern.
Da fiir sehr feste Gesteine die zu einer Anderung nétigen hohen Driicke experimentell
unerreichbar sind, werden exemplarisch sehr weiche Gesteine untersucht. Das durch
die Problematik der Endlagerung des Atommiills bekannteste Gestein dieser Gruppe
ist Steinsalz. Da es zur Bildung von Salzdomen neigt, muss es ein ausgeprigt duktiles
Verhalten aufweisen. Salzdome enstehen, wenn eine Schicht Steinsalz durch einen
Auftrieb verursacht, dhnlich zu einer Fliissigkeit, im umgebenden Material aufsteigt.

Um den Ubergang des Materialverhaltens in dem Versagenskriterium abzubilden,
wird der Einfluss der Reibparameter in Gleichung (5.1) fiir hohe hydrostatische
Driicke durch den gewihlten Wert b = 0,05 stark abgemindert. In Abbildung 5.27 ist
ersichtlich, dass das Kriterium nun sehr gut den stark gekriimmten Verlauf fiir ge-
ringe Seitendriicke wiedergibt. Aber auch der prinzipielle Verlauf, wenn der Einfluss
der hydrostatischen Spannung auf die Festigkeit nachldsst, wird gut angenéhert. Es
bleibt jedoch ein geringer Anstieg der Festigkeitskurve erhalten.

Als zweites Beispiel dient Kalkstein. Das in einem biaxialen Versuch untersuchte
Material in Abbildung 5.28 ist ein Indiana Kalkstein. Dieser Datensatz reicht bis in
den Zugbereich der Spannungen und zeigt so, dass die Prognose auch im Zugbereich
zufriedenstellend ist. Seine Parameter lassen eher einen Vergleich mit dem Steinsalz
als mit dem folgenden Kalkstein zu.

Die triaxiale Untersuchung des Solnhofener Kalkstein in Abbildung 5.29 weist auf ein
viel festeres Verhalten hin. Schon die uniaxiale Druckfestigkeit ist mit etwa —300 MPa
zehnimal grofler als die des Indiana Kalksteins. Die triaxiale Kompression ist sehr gut
wiedergegeben und die durch Kreise gekennzeichneten Versuchsdaten von Fredrich
[81] scheinen den Trend noch zu bestétigen. Im Gegensatz dazu ist die triaxiale Ex-
tension nicht zufriedenstellend angendhert. Die Messungen stammen aus der gleichen
Reihe wie die in Abbildung 5.6 und 5.21 dargestellten. Wahrend fiir alle drei Mate-
rialien die Kompressionsrichtung sehr gut beschrieben wird, liegen die Prognosen in
Extensionsrichtung immer tiber den Messwerten. Dieses Verhalten ldsst zwei mogli-
che Erklirungen zu: entweder das neu entwickelte Kriterium ist nicht ausreichend
oder Mogi ist in seiner Messung ein systematischer Fehler unterlaufen [71].

Abbildung 5.30 gibt fiir einen Solnhofener Kalkstein ein komplett anderes Bild wie-
der. Die Festigkeitskurve mit den oben ermittelten Parametern hat augenscheinlich
keinen Bezug zu den Messwerten von Handin. Dessen Werte lassen keinen Ubergang
des Verformungsmechanismus vermuten. Eine mégliche Erklirung fiir diese Diskre-
panz wire ein Unterschied in der Porositdt oder der Korngrofe.

Ob es einen Ubergang der Versagensmechanismen fiir sehr grofe hydrostatische
Driicke auch bei festeren Silikaten gibt, ist nicht zu messen. Abbildung 5.31 zeigt
einen Trend auf, in dem fiir sehr hohe Seitendriicke eine Prognose mit b = 0,6 in die
Alternative mit b = 0,5 fiir verschiedene Silikate iibergeht. Der Gabbro hat mit der
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durchgezogen dargestellten 60-prozentigen Restreibung bis auf den Reibwinkel iiber-
einstimmende Parameter mit dem Granit. Die gestrichelt dargestellte 50-prozentige
Restreibung scheint den Trend jedoch besser zu erfiillen. Der olivin-dominierte Dunit
wird, wie der metamorphe Eklogit, mit der 50-prozentigen Restreibung besser be-
schrieben.

An dieser Stelle sei als Ergebnis vermerkt, dass das Festigkeitskritrium fiir hohe
Driicke einen Ubergang zu einem von-Mises Kriterium abbilden kann, wie aus Ab-
bildung 5.27 deutlich wird.
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Abbildung 5.27: Festigkeiten von Steinsalz aus [86] und [87] mit
¢ = 50°, b = 0,05, ¢ = 5 MPa und d = 60+/20 MPa.
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Abbildung 5.28: Festigkeiten von Indiana Kalkstein aus [88] mit
¢ = 55°, b = 0,05, c = 5 MPa und d = 40v/20 MPa.
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o1/ MPa

Abbildung 5.29: Festigkeiten von Solnhofener Kalkstein aus e [71]
und aus Xx,o [81] mit ¢ = 55°, b = 0,05, ¢ = 70 MPa
und d = 300v/20 MPa.
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Abbildung 5.30: Festigkeiten von Solnhofener Kalkstein aus [82]
mit ¢ = 55°, b=0,05 ¢ = 70MPa und
d = 300v/20 MPa. Alternativ: ¢ = 50°, b= 0,6,
¢ = 70 MPa und d = 5001/10 MPa.
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Murotomisaki Gabbro mit ¢ = 48° und d = 850+/10 MPa.
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Horoman Dunit mit ¢ = 55° und d = 1200v/10 MPa.
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Akaishi Eklogit mit ¢ = 57° und d = 1400v/10 MPa.

Abbildung 5.31: Festigkeiten von unterschiedlichen Silikate fiir
oz = o3 aus [35] mit b= 0,6 und ¢ = 7MPa. Al-
ternativ: b= 0,5 und ¢ = 7MPa.
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5.4.3 Einfluss von Temperatur und mineralogischem Aufbau

Die bisherigen Untersuchungen haben sich auf den Einfluss von Spannungen auf
die Festigkeit beschrénkt. Es gibt allerdings noch andere Faktoren, die einen Uber-
gang von sprodem zu duktilem Versagen beeinflussen kénnen. Leider sind sie oftmals
schwer zu quantifizieren. Beispielsweise reduziert ein steigender Wassergehalt des Ge-
steins zum einen die Reibung nach Gleichung (3.28) und zum anderen begtinstigt er
das Einsetzen von Versetzungsmechanismen [29]. Eine quantitative Messung dieses
Einflussparameters ist schwierig. Die Temperatur hingegen ist einfacher zu niessen.
Um den Einfluss der Temperatur auf das Versagenskriterium zu beriicksichtigen, wird
wie in der Gleichung (5.5)

2 2
1 - I :
Ja = — T (T—To)® 1—I—b2 +b (gl sin(¢)) (5.6)
b=/ Itz

ein Faktor fi1(7") hinzugefiigt, der hier eine Funktion der Temperatur ist. Er wurde
in analoger Form zum Einfluss des Drucks fiir b = 0 nach Abbildung 4.11 gewaihlt,
jedoch in vierter Ordnung. Dies fiihrt zu einem engeren Kriimmungsiibergangsinter-
vall in der Temperatur. Fiir Raumtemperatur sollen die vorhergegangenen Ergebnisse
erhalten bleiben, also muss 7o = 293,15 K sein. Der Parameter T, steuert dabei den
Temperaturbereich, in dem die Reibparameter vermindert werden.

Zur Untersuchung des Einflusses der Temperatur auf die Reibparameter folgt aus
Gleichung (5.3) mit dem Temperaturfaktor die Gleichung:

Li + b) sin((b)an = ‘U,(O'n,T) On. (57)

1
—T )4 o2
1+ St (H%&

In Abbildung 5.32 wird das Festigkeitskriterium basierend auf Gleichung (5.6) mit
Festigkeiten von Westerly Granit fiir verschiedene radialsymmetrische Seitendriicke
o. und Temperaturen T verglichen. Der Temperaturverlauf der Festigkeitskurven
wird allein durch den Faktor fi(7") bestimmt. Die in Kapitel 5.2 fiir Raumtemperatur
ermittelten Materialparameter wirken auf diese Kurven lediglich wie ein konstanter
Vorfaktor. Auffillig ist das die Messwerte von Yund [89] fiir 0. = —500 MPa unter
denen liegen, die in den anderen beiden Literaturstellen fiir o, = —400 MPa ermittelt
wurden. Dies konnte ein Indiz dafiir sein, warum die Kurven fiir o, = —1000 MPa
und —1500 MPa weit {iber den Yund Messwerten liegen.

T(on,T) =

Es ist allerdings dadurch nicht eindeutig belegt, dass die Temperatur den Reibungs-
koeflizienten beeinflusst. Zum Beispiel lisst sich aus Abbildung 5.33 kein eindeutiger
Einfluss ablesen. Im gemessenen Bereich vermindert sich der Reibungskoeflizient nur
mit steigender Normalspannung o.. Wiirde sich die Temperatur auf die Reibung
auswirken, so miissten sich die Daten mehr entlang der Kurven der entsprechenden
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Seitendriicke anordnen. Der mittlere Reibungskoeffizient liegt zwischen 0,8 und 0,75.
Als Vermutung lasst sich formulieren, dass eine Erhéhung der Temperatur eher neue
Verformungsmechanismen aktiviert, als das der Reibungskoeffizient verindert wird.

In Abbildung 5.34 wurden fiir die Anpassung des San Marcos Gabbro dieselben
Materialparameter verwendet wie fiir den Murotomisaki Gabbro in Abbildung 5.31.
Erneut ergibt sich fiir die Reibungskoeffizienten in Abbildung 5.35 kein einheitliches
Bild. Die Werte orientieren sich allerdings mehr zu den Kurven hin, als es bei Granit
der Fall war. Eindeutig lasst sich jedoch feststellen, das der mittlere Reibungskoef-
fizient zwischen 0,7 und 0,6 liegt. Er ist damit deutlich kleiner als der des Granits.
Diese Tatsache findet sich auch in den Parametern wieder. Der Reibwinkel ¢ des
Gabbros liegt mit 48° bei sonst identischen Parametern unter dem des Granits mit
58°. Auch wenn der Unterschied zwischen den Sinuswerten dieser Winkel nicht grof§
erscheint, hat er jedoch einen grofien Einfluss auf die theoretische Festigkeit. Zumn
Beispiel ist fiir o, = —400 MPa die theoretische Festigkeit des Granits —1899 MPa,
wohingegen sie beim Gabbro lediglich —1519 MPa ist. Zusétzlich ist der Parameter
T. von Gabbro kleiner als der von Granit. Damit vermindert sich die Festigkeit fiir
niedrigere Temperaturen.

Mit den aus Abbildung 5.36 ermittelten Parametern fiir verschiedene Serpentinite
bei Raumtemperatur kann mit Gleichung (5.6) in Abbildung 5.37 der Parameter
T. ermittelt werden. Fiir die Festigkeiten bei einem Seitendruck —100 MPa ist mit
diesem Parameter eine gute Anpassung moéglich. Fiir die héheren Seitendriicke von
—-350 MPa und —500 MPa fallen die Messwerte ab 800 K stidrker als die Theorie
vorhersagt. Dennoch lisst sich festhalten, dass der Reibwinkel ¢ und der Tempera-
turparameter T, deutlich kleiner als bei den vorangegangenen Gesteinen ist.

Ein weiterer sehr wichtiger Faktor ist das Mischungsverhiltnis der gesteinsbilden-
den Minerale innerhalb eines Gesteins. So ist in Abbildung 5.38 die Festigkeit eines
Dunits, der etwa neun Prozent Lizardit enthélt, fast mit der des reinen Lizardits
vergleichbar. Wie fest ein reiner Dunit ist, kann in Abbildung 5.31 ersehen werden.
Der Reibwinkel des mechanisch lizardit-dominierten Dunits ist wesentlich kleiner als
der des Dunits. In Abbildung 5.39 sind die Reibfestigkeiten eines in grofien Teilen aus
Lizardit bestehenden vernetztem Serpentinits gezeigt. Sie werden mit den internen
Reibparametern nach Gleichung (5.3) fiir die oben ermittelten Parameter vergli-
chen. Erneut liegt die Funktion von Byerlee nach Gleichung (3.27) deutlich iiber den
Messwerten, wihrend die internen Reibparameter ndher bei den Messwerten liegen.
Auf der nichsten Seite belegen Abbildung 5.40 und Abbildung 5.41 nocheinmal, dass
mit den Parametern, die an Festigkeitsversuchen gewonnen wurden, die Reibfestig-
keiten gut vorherzusagen sind.
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Abbildung 5.32: Festigkeiten von Westerly Granit fiir
o. = —400MPax aus [65], o.=—-80MPaA,
—250MPaA und —-400MPao  aus  [90]
und o. = —500 MPaN, —1000MPa = und
—1500 MPae aus [89] mit ¢ =58°, b=0,6,

¢ =7MPa, d =850v/10MPa und 7. = 850K fiir
o. = —80 MPa, —250 MPa, —400 MPa, —500 MPa,
—1000 MPa und —1500 MPa.
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Abbildung 5.33:

Reibungskoeflizienten fiir Westerly Granit fiir
o. = —250MPa A, —400MPaA und —500MPao
aus [65] mit ¢ = 58°, b= 0,6, d = 8501/10 MPa und
T. =850K fiir o, = —250MPa, —400 MPa und
—500 MPa nach Gleichung (5.7).
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Abbildung 5.34: Festigkeiten von San Marcos Gabbro fiir
o. = —400 MPa aus [65] mit ¢ = 48°, b= 0,86,
¢ =7MPa, d =850v/10MPa und T, = 800K fiir

o. = 400 MPa.
7
0.8
0.6
0.4
0.2
- N " N T/ K
400 600 800 1000 1200

Abbildung 5.35: Reibungskoeffizienten von San Marcos Gabbro fiir
oc = —250MPa A, —400 MPa A und —500MPao
aus [65] mit ¢ = 48°,b = 0,6, d = 850v/10 MPa und
T. = 800K fiir o, = —250MPa, —400 MPa und
—500 MPa nach Gleichung (5.7).
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Abbildung 5.36: Festigkeiten verschiedener Serpentinite bei Raum-
temperatur aus [28] mit ¢ = 45° b=10,6,
¢ = 100 MPa und d = 700/10 MPa .
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Abbildung 5.37: Festigkeiten  verschiedener  Serpentinite  fiir

o, = —100MPa /A, —350MPaA und —500MPao
aus [28] mit ¢ = 45°, b=0,6, c= 100MPa,

d ="700v/10MPa und 7T, = 700K fiir
. = —100MPa, —350MPa und -500MPa

nach Gleichung (5.7).
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Abbildung 5.38: Festigkeiten von Lizardit (AII60 5) o aus [91] und
Balsam Gap Dunit e aus [92] mit ¢ = 32°, b = 0,6,
¢ = 90 MPa und d = 7001/10 MPa.
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Abbildung 5.39: Reibfestigkeiten von vernetztem Serpentinit aus
(93] mit ¢ =32°, b=0,6 und d = 700y/10MPa
nach Gleichung (5.3).
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Abbildung 5.40: Festigkeiten von Antigorit aus [91] mit ¢ = 50°,
b= 0,6, ¢c = 30 MPa und d = 7004/10 MPa.
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Abbildung 5.41: Reibfestigkeiten von Antigorit aus [93] mit ¢ = 50°,
b= 0,6 und d = 700+/10 MPa nach Gleichung (5.3).
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5.5 Werkstoffe

Der letzte Abschnitt soll kiinstlich hergestellte Materialien behandeln. Wenngleich
diese Werkstoffe durch ihren unterschiedlichen Aufbau nicht direkt mit den Gestei-
nen verglichen werden konnen, so lisst sich dennoch iiberpriifen, ob die theoretischen
Uberlegungen gerechtfertigt sind. Werkstoffe zeichnen sich durch ihre genau unter-
suchte Zusammensetzung und die vielfach gemessenen Eigenschaften aus, die mit
hoher Genauigkeit reproduzierbar sind.

Fiir die folgenden Untersuchungen soll nach wie vor Gleichung (5.1) als Grundlage
dienen.

Diese Zusammenstellung beginnt mit duktilen und endet mit spréden Werkstoffen.
So ist das erste untersuchte Material in Abbildung 5.42 ein Stahl. Die eingezeich-
neten Messwerte sind in diesem Fall Flielspannungen. Wie in Kapitel 4.3.2 gezeigt
wurde, fallen fiir ein konstantes Jz die Eingehiillte und das theoretische Festigkeits-
kriterium zusammen. Fiir eine konstante Hauptspannung wird dabei die Eingehiillte
eine Ellipse. Die im Stahl zwischen der Flieflspannung und der Festigkeit aktivierten
physikalischen Mechanismen sind volumenerhaltend und kénnen deshalb mit dem
vorgestellten Versagenskriterium nicht abgebildet werden.

Als nichstes wird in Abbildung 5.43 ein Graphit untersucht. Der Kohlenstoff hat
ein gut ermittelbares v von ungefihr drei. Der Verlauf des Festigkeitskriteriums gibt
die Messwerte gut wieder, auch fiir die gespiegelten Werte, die mit Kreisen markiert
sind. Leider wurden fiir den Druckbereich keine weiteren Messungen gefunden, so
dass keine weiteren Schliisse gezogen werden kénnen.

Eine Kombination der ersten beiden Materialien ist Gusseisen aus Abbildung 5.44.
Gusseisen entsteht, wenn die Schmelze von Eisen und Kohlenstoff ein bestimmmtes
Mischungsverhiltnis iliberschreitet. Dann kann sich je nach Abkiihlgeschwindigkeit
im Werkstoff zusétzlich das feste Fe-C Zementit ausbilden oder reines Graphit aus-
fallen. Beides verursacht eine Versprodung des Materials.

Zusétzlich sind in dieser Darstellung Messwerte eines geimpften Gusseisens einge-
tragen. Eine Impfung erfolgt durch Zugabe eines bestimmten Stoffs, der bei der
Erstarrung der Schmelze dafiir sorgt, dass sich weniger Zementit bildet und der Gra-
phit eher in kugeliger als in lamellarer Form ausfillt. Diese Methode kann bei fast
gleicher chemischer Zusammensetzung die Zugfestigkeit wesentlich beeinflussen, da
der Zementitgehalt niedriger ist und die Form der Graphiteinschliisse Spannungs-
konzentrationen abbaut. Unter Vernachlidssigung der elastischen Eigenschaften des
eingeschlossenen Graphits kénnen die Verdnderungen im Spannungsfeld durch la-
mellare oder kugelige Einschliisse mit Abbildung 2.10 verdeutlicht werden. Wie in
Abbildung 5.44 ersichtlich ist, verdoppelt das Impfen des Gusseisens fast die un-
iaxiale Zugfestigkeit. Die theoretische Versagenskurve wurde zur Anpassung nur im
Parameter ¢ verdndert.
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Ein anderes im Bauwesen verwendetes Material ist Beton. Die beiden wesentlichen
Bestandteile von Betonen sind der Zuschlag und der Zement. Zuschlige sind gra-
nulare Stoffe wie Sand oder Kies. Der Zement umschliefit im fliissigen Zustand den
Zuschlag und bildet nach der Aushirtung eine Matrix, die dem Beton Zugfestigkeit
gibt. In Abbildung 5.45 sind Messwerte fiir Beton wiedergegeben. Wie in der triaxia-
len Ebene ersichtlich, hat Beton, wie die klastischen Sedimente, einen eher linea-
ren Verlauf und macht so einen direkten Vergleich mit dem gestrichelt dargestellten
Mohr-Coulomb Kriteriumm moéglich. Die verwendeten Parameter in der Bildunter-
schrift sind fiir beide Kriterien gleich. Wahrend die Anpassungen in der triaxialen
Ebene noch gleichwertig erscheinen, liegen die Mohr-Coulomb Vorhersagen in allen
anderen Schnitten zu niedrig.

Durch eine Verringerung des Verhéiltnisses von Wasser zu Zement bei der Betonher-
stellung ist es mdoglich, die Druckfestigkeit eines Betons mit dem gleichen Zuschlag
zu erhdhen. Der Beton in Abbildung 5.46 ist mit einem geringeren Wassergehalt
hergestellt worden. Der theoretische Verlauf passt sich dieser Verdnderung mit einer
einfachen Erhdhung von ¢ an.

Einen dhnlichen Vergleich erméglicht Abbildung 5.47 mit biaxialen Versuchen. Die
Zugfestigkeit steigt bei einem sinkenden Verhiltnis von Wasser zu Zement. Die An-
passung gelingt bis auf den Bereich um die uniaxiale Druckfestigkeit recht gut. Zum
Vergleich wurde gestrichelt das Mohr-Coulomb Kriterium eingezeichnet. Dessen Pa-
rameter wurden so optimiert, dass sie Zug- und Druckfestigkeit erfiillen.

Ein Versuch fiir verschiedene m—Ebenen, ist in Abbildung 5.48 wiedergegeben. Der
Stichprobenumfang lag bei sechs Versuchen pro Messpunkt. Die Streuung in triaxialer
Extension ist offenbar wesentlich geringer als in triaxialer Kompression.

Das Verhalten eines festeren Betons zeigt Abbildung 5.49. Die theoretische Kurve
hat mit d = 3004/10 MPa einen mittleren Einfluss auf die Festigkeit und macht ihn
sogar fast mit einem Sandstein vergleichbar.

Eine aktuellere Messung mit einem konstanten Spannungsverhiltnis o3 zu o) ist in
Abbildung 5.50 dargestellt. Hier zeigen die Messpunkte einen mangelnden Zusam-
menhang, der eine Anpassung erschwert.

Die gesinterte Keramik in Abbildung 5.51 erreicht mit Abstand die gréfiste uniaxiale
Druckfestigkeit, obwohl die uniaxiale Zugfestigkeit mit ¢ = 200 MPa auch sehr hoch
ist. Der Verlauf der Kurve weist durch seinen Reibwinkel nahe 60° auf eine sehr
spréode Charateristik hin.
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Abbildung 5.42: Fliefispannungen von X6 CrNi 18 11 Stahl aus [94]

mit ¢ - 0°,b=1und ¢ — 51110(33) MPa.
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Abbildung 5.43: Festigkeiten von Graphit aus e [95] und o
[96] mit ¢=239°, b=0,6, ¢=30MPa und
d = 400v/10 MPa.
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Abbildung 5.44: Festigkeiten von grauem Gusseisen aus o [97], ¢ [98]
und geimpftem Gusseisen aus x [99] mit ¢ = 45°,
b=0,6, ¢c=400MPa und d = 700v/10MPa. Al-
ternativ: ¢ =45°, b=0,6, c¢=240MPa und
d = 700v/10 MPa.
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Abbildung 5.45: Festigkeiten von Beton (Mix A) aus [100] mit
¢ =40°, b=1 und ¢ =T7MPa. Alternativ nach
Gleichung (3.9): ¢pmc = 40° und cpmc = 7 MPa.
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Abbildung 5.46: Festigkeiten von Beton (Mix B) aus [100] mit
¢ = 40° b =1 und ¢ = 10 MPa.
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Abbildung 5.47: Festigkeiten von Beton aus [101] fiir o3 = 0MPa
mit ¢ =50° und b = 1. Alternativ nach Glei-
chung (3.9): ¢mc = 55° und cpyc = 10/9c MPa
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Abbildung 5.48: Festigkeiten von Beton aus [102] mit ¢ = 38°, b =1
und ¢ = 11 MPa.



5 Ergebnisse

128
o1/ MPa o1/ MPa
~150 ) —150 .
—50( ~50
i —=%0 —150 o2/ MPa H—=350 —150 o2/ MPa
o3 = 0 MPa o3 = —7,2MPa,
0'1/ MPa 0‘1/ MPa
-250
-150
—150
504 .
[ —50»
\' —=50_ —150 UZ/MPa ‘l\h— —=Z0 —150 —250 UZ/MPa’
o3 = —14,4 MPa o3 = —21,6 MPa
0‘1/ MPa
—350
—250 .
~150 o
—50
=50 _ss0  _ss0 02/ MPa
o3 = —28,8 MPa,
Abbildung 5.49: Festigkeiten von Beton L.M.S. aus [103]
und

mit ¢ = 50°, b=0,6, ¢ =11 MPa

d = 3001/10 MPa.
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Abbildung 5.50: Festigkeiten von Beton aus [104] mit ¢ = 40°,b=1
und ¢ = 12 MPa.
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Abbildung 5.51: Festigkeiten von gesinterter Keramik aus
[105] mit ¢ = 59,8°, b=0,6, ¢=200MPa und
d = 42001/10 MPa.






6 Diskussion und Ausblick

6.1 Diskussion

Festigkeitskriterium

Um eine Einteilung verschiedenster Materialien durch deren mechanische Kenngréfien
zu erhalten, wurde ein neues Festigkeitskriterium entwickelt. Mit nur vier Parametern
liefert es gute Anpassungsergebnisse fiir ein reichhaltiges Spektrum unterschiedlich-
ster Stoffe und bietet so die Méglichkeit mit einem Vergleich der Parameter unterein-
ander, Riickschliisse auf die essentiellen Verformungsmechanismen in den Materialien
selbst zu ziehen.

Das Kriterium ist als dreidimensionale Beschreibung entwickelt worden und basiert
auf einer eingehiillten Funktion, die das Einsetzen der Dilatanz reprisentiert. Die
Eingehiillte ist eine Funktion der hydrostatischen Spannung. Daraus ergibt sich, dass
auch das Festigkeitskriterium nur von der hydrostatischen Spannung abhéingig ist.
Bei den Untersuchungen wurden zur Beschreibung der Eingehiillten der Reibwin-
kelparameter ¢ und der Translationsparameter ¢ verwendet. Sie sind vergleichbar
mit den Parametern, die in den klassischen Formulierungen verwendet werden. Um
Ubergangsphinomene der Festigkeitskurve abzubilden, wurden zusitzlich in der Ein-
gehiillten der Wendepunkt der Steigungsinderung d und der zugehorige Betrag b der
Steigungsidnderung eingefiihrt.

Eine erste Analyse der Gesteine hat ergeben, dass sich fiir ein konstantes b die Pa-
rameter d und ¢ dazu eignen, die Gesteine grob zu kategorisieren. Der Parameter d
wichst angefangen bei den Sedimenten, zu den Metamorphiten und weiter zu den
Magmatiten stark an. Damit folgt er qualitativ den hydrostatischen Driicken unter
denen das Gestein entstand. Der Reibwinkel ¢ hingegen kann durchaus vergleichbar
grofl zwischen den Sedimenten und den Magmatiten sein, wohingegen er fiir die Meta-
morphite etwas niedriger ausfillt. Fiir Gabbro, Amphibolit und Granit nimmt er bei
sonst fast identischen Parametern zu. Der Parameter ¢ beeinflusst die theoretische
Zugfestigkeit. Da es nur wenige Messergebnisse in diesem Teil des Hauptspannungs-
raums gibt, ist ¢ somit nur ungenau bestimmbar.

Die Ergebnisse lassen vermuten, dass eine Beziehung zwischen den Parametern und
den fiir ein Material charakteristischen Groflen besteht. Dabei ist d der Parameter,
der scheinbar von der Porositéit beeinflusst ist. Der Reibwinkel ¢ ist in grofien Teilen
von der Mineralzusammensetzung bestimmt. So wird zum Beispiel auf Seite 119 der
Reibwinkel eines Dunits durch einen geringen Anteil Lizardit drastisch reduziert.

Wie schwer es ist allgemeingtiltige Aussagen fiir solche Beziehungen zu finden, macht



132 6 Diskussion und Ausblick

das Beispiel des sehr pordsen Magmatits Trachyt auf Seite 108 deutlich. Die Porositat
hat hier zuséitzlich einen Einfluss auf den Reibwinkel.

Mit Hilfe dieses Festigkeitskriteriums kann untersucht werden, bei welchem hydro-
statischen Druck Ubergangsphinomene eingeleitet werden und wie ausgeprigt diese
sind. Wichtiger ist jedoch die Tatsache, dass die komplexe raumliche Verteilung der
Festigkeiten im Hauptspannungsraum durch eine Funktion beschrieben werden kann,
die nur von der hydrostatischen Spannung abhéngig ist.

Vergleich zu bestehenden Kriterien

Das neu entwickelte Kriterium beinhaltet einige aus der Literatur bekannte Festig-
keitskriterien als Sonderfille einer globalen Formulierung. Es kann im Grenzwert der
Parameter ein Rankine, Lade und von-Mises Kriterium abbilden.

Zusitzlich hat es die Moglichkeit diese Sonderfille {iber eine Funktion der hydrosta-
tischen Spannung zu einein gesamten Festigkeitskriterium zusammenzufiigen.

Das Festigkeitskriterium ist zudem so entwickelt worden, dass es einfach vergleichbar
zum Mohr-Coulomb Kriterium ist. Das Mohr-Coulomb Kriterium hat einen linearen
Verlauf in der triaxialen Hauptspannungsebene. Die Festigkeiten von Beton auf Seite
125 weisen dieses Verhalten auf und sind daher ideal, um das neu entwickelte mit
dem Mohr-Coulomb Kriterium zu vergleichen. An diesem Beispiel ist ersichtlich, dass
fiir identische Parameter beide Prognosen in der grau hinterlegten triaxialen Ebene
gleichwertig sind. Allerdings liegen die Mohr-Coulomb Vorhersagen fiir unterschiedli-
che Spannungsniveaus unter den Messwerten, wiahrend das neue Kriterium eine sehr
gute Vorhersagen erzielt.

Reibung

Der Reibwiderstand selbst ist eine Eigenschaft, die fiir eine Oberfliche definiert ist.
Er hingt im Unterschied zur Kohésion von der Normalspannung ab, die auf der
Oberfliche wirkt. Das er in einem konstanten Verhiltnis zur Normalspannung steht,
ist kein Gesetz, sondern eine makroskopische Materialeigenschaft, die vielfach beob-
achtet wird.

Ein sehr interessanter Aspekt ist, dass sich mit dem neu entwickelten Kriterium die
Oberflicheneigenschaft Reibung als Kontinuumseigenschaft der Festigkeit beschrei-
ben lisst. Fiir vier Gesteine gelingt es die gemessenen Reibwiderstinde mit Hilfe der
Reibparameter ¢, b und d abzubilden, die zuvor durch eine Anpassung an Festigkeiten
bestimmt wurden. Mit den Annahmen, dass o, = % und 7 = v/ —J3 ist, sind diese
Ergebnisse auf den Seiten 85, 96, 119 und 120 dargestellt. Weitere Bestitigungen
bleiben wegen fehlender Messreilien zur Bestimmung der Reibwiderstéinde aus.
Zusétzlich korreliert in verschiedenen Beispielen das Einsetzen der Dilatanz mit der
Uberschreitung der Eingehiillten, welche ebenfalls die internen Reibparameter ver-
wendet.

Die eingefiihrten Reibparameter sind demnach als physikalisch reale Reibungskoefi-
zienten interpretierbar. Die Untersuchungen an allen Gesteinen zeigen, dass der Rei-
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bungskoeffizient keineswegs konstant ist. Er nitnmt mit steigender Normalspannung
ab.

Drei unterschiedliche Versagensarten

Der wesentliche Vorteil des in dieser Arbeit vorgestellten Festigkeitskriteriums ist,
dass es die Fihigkeit hat drei unterschiedliche Mechanismen des Versagens in einer
einheitlichen Beschreibung zusammenzufassen. Obwohl die Ursachen unterschiedlich
sind, ist eine einheitliche Beschreibung sinnvoll, da nie ein Mechanismus separat
auftritt. Vielmehr sind immer alle aktiv und unterscheiden sich nur in der Haufigkeit
ihres Auftretens, dass in Abhéngigkeit vom hydrostatischen Druck definiert werden
kann. Abbildung 6.1 gibt schematisch die Bereiche an, die unterschiedlichen Ursachen
zugeordnet werden kénnen.

e Bereich [: Sprédes Versagen oder Rankine Kriterium
Fiir positive oder geringe hydrostatische Driicke wachsen Risse vornehmlich
unter Zugbeanspruchung. Sie kénnen sich ungehemmt ausbreiten und fiihren
so zu einem schlagartigen spréoden Versagen. Ein Mikromodell zur Abbildung
dieser Risse kann zum Beispiel das von Griffith sein.

e Bereich II: Reibungsdominiertes Versagen oder Lade Kriterium

Fiir wachsende hydrostatische Driicke jedoch werden die Zugrisse unterdriickt
und allméhlich von gehemmt ausbreitenden Rissen abgelost. Sie kénnen durch
ein Abgleiten entlang bestehender Oberflichen oder durch rotierende Koérner
verursacht werden. In den zunehmenden Kontakten ist der wachsende Einfluss
der Reibung erklart. Die durch diese Ursachen hervorgerufene makroskopische
Verformung vor dem Versagen heifit kataklastisches Flieflen. Ein Mikromodell,
das all diese Eigenschaften vereint, ist der Extensionsriss.

e Bereich 11I: Kohésionsdominiertes Versagen oder von-Mises Kriterium

Fiir einen hohen hydrostatischen Druck werden nun die Reibeffekte selbst unter-
driickt und sind nicht ausreichend, um die iiberschiissige Energie abzufiihren.
Das Material wird gezwungen neue Verformungsmechanismen zu aktivieren.
Es treten zum Beispiel vermehrt Versetzungswanderungen oder Zwillingsbil-
dungen auf. Auf der makroskopischen Ebene bildet sich plastisches Flieflen,
das hauptsichlich volumenkonstant ist. Der Einfluss der hydrostatischen Span-
nung wird abgebaut und erméglicht in diesem Bereich eine Beschreibung nach
dem von-Mises Kriterium fiir Metalle.

Bedeutung fiir eine Modellierung der Lithosphére

Mit diesen Ergebnissen lassen sich fiir eine Modellierung der Lithosphére einige
Konsequenzen ziehen. Die durchgefiihrten Untersuchungen bestitigen die Byerlee-
Beobachtung, wonach sich der Reibungskoeflizient fiir unterschiedliche Gesteine unter
hohen Driicken kaum unterscheidet. Weiterhin zeigt sich, dass der Reibungskoeffizient
tatsdchlich mit steigender Normalspannung abnimmt.
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III

\
’ )

Abbildung 6.1: Bereiche der dominanten Versagenssysteme im
Hauptspannungsraum.

Das bedeutet jedoch nicht, dass die Festigkeit aller Gesteine unter hohen hydrostati-
schen Driicken vergleichbar ist. Die Untersuchungen des hier vorgestellten Festigkeits-
kriteriums zeigen, dass kleine Anderungen des theoretischen Reibungskoeffizienten,
der durch den Sinus des Reibwinkels definiert ist, durchaus grofie Anderungen der
vorhergesagten Festigkeit bewirken. Wenn sich die Kruste durch ein Kontinuum ab-
bilden lédsst, dann kann die globale Festigkeit derselben je nach Zusammensetzung
erheblich variieren. Somit kénnte ein wesentlicher Unterschied im mechanischen Ver-
halten der ozeanischen und der kontinentalen Kruste aufgedeckt werden.

Durch die Méglichkeit, die Parameter des Festigkeitskriteriums physikalisch zu in-
terpretieren, kénnen die Einfliisse von Wassergehalt und Temperatur in der Kruste
einfach abgeschiitzt werden. Die vertikale Spannung eines Punkts in der Kruste ist
durch die mittlere Dichte der iiber ihm liegenden Gesteinssdule bestimmt. Die durch
die vertikale Spannung hervorgerufene radiale Spannung héingt von der Art des Mate-
rials ab. Sicher ist, dass das Verhiltnis von radialer und vertikaler Spannung zwischen
Null fiir ein ideal elastisches Material bei keiner Dehnungsbehinderung und Eins fiir
ein reines Fluid liegt. Mit all diesen Annahmen ist es nun mdoglich eine Abschitzung
der Restfestigkeit einer ungestérten Gesteinssiule in Abhéngigkeit von der Tiefe zu
ermitteln. Damit kann auf die Krifte geschlossen werden, die nétig wéren, um eine
derartige Sdule versagen zu lassen.

Das Kriterium bildet Sand genauso wie Gestein ab, wenn die fehlende Zugfestigkeit
des Sands mit ¢ = 0 beriicksichtigt wird. Daraus lisst sich schliefien, dass der Grad der
Zerkliiftung bei einem durch Reibung dominierten Material keinen grofien Einfluss auf
den Versagenspunkt hat. Fiir eine Modellierung der Lithosphére bedeutet dies, dass
es nicht notwendig ist die Topologie der Kliifte und Stérungen detailliert abzubilden.
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Dies wird den Aufwand einer Modellierung erheblich minimieren, sodass ein viel
groflerer Bereich der Lithosphire computergestiitzt untersucht werden kann.
Allerdings sollten alle Analogieschliisse genau iiberpriift werden, da die Porositét von
Sand sehr grof} ist.

6.2 Ausblick

Theorie

Es gibt Hinweise, dass ein Versagen dann eintritt, wenn ein Material keine zusétz-
liche Energie speichern oder iiberschiissige Energie nicht mehr abfiihren kann. Ein
elastischer Festkorper hat zwei unterschiedliche Mechanisnien Energie zu transpor-
tieren oder zu speichern. Der eine ist mit dem Kompressionsmodul, der andere mit
dem Gestaltdnderungsmodul verbunden. Die theoretischen Konzepte unterscheiden
weiter ein diffuses Versagen bei einer unvermégenden Speicherung und ein lokalisier-
tes Versagen bei einem unvermdgenden Transport der Energie. Das in dieser Arbeit
unterstellte Reibverhalten postuliert eine Grenze der Gestaltdnderungsenergie, die
im Unterschied zur Gestaltinderungsenergie der Metallplastizitdt vom hydrostati-
schen Druck abhéngig ist. Dies ist genau der Teil der Energie, den auch die Fluide
nicht speichern kénnen. Aber selbst die sehr duktilen Metalle versagen bei niedri-
gen Temperaturen spréde und werden bei hohen Temperaturen Aiissig. Gib es einen
energetischen Zusammenhang zwischen dem hydrostatischen Druck und der Tempe-
ratur? Fiir die Untersuchung der Lithosphére wird es von grofler Wichtigkeit sein,
die dominanten Energietransportmechanismen mit den rdumlichen wie zeitlichen Di-
mensionen zu verbinden.

Experimente

Das vorgestellte Festigkeitskriterium muss weiter experimentell verifiziert werden.
Dazu sollten in Zukunft Festigkeitsversuche immer von Reibfestigkeitsversuchen be-
gleitet werden. Weiterhin sollte die Identifikation der Uberginge im mechanischen
Verhalten nicht nur anhand der iiblichen Verdéchtigen wie dem hydrostatischen
Druck und der Temperatur erfolgen, sondern auch in Abhéingigkeit von Struktur-
groBlen wie mineralogische Zusammensetzung, Porositit, Gefligecharakteristik und
Wassergehalt durchgefiihrt werden.

Die experimentellen Daten decken den Bereich der triaxialen Extension nur un-
geniigend ab. Deswegen sollten zur Untersuchung dieses Bereichs weitere Versuche
durchgefithrt werden. Sie sollten im Spannungsraum entlang einer triaxialen Kom-
pression und einer triaxialen Extension in der selben mw-Ebene geregelt werden. Da-
durch kénnen zusétzlich zu den Festigkeiten die Volumeninderungen aufgezeichnet
und direkt zwischen den Spannungspfaden verglichen werden.

Diese Versuche sollten jedoch nicht auf Gesteine beschriankt bleiben. So fehlen eben-
falls fiir Metalle Daten von Fliespannungen fiir beliebige dreidimensionale Span-
nungszustinde.
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Abbildung A.1: Spannungsinvarianten im Hauptspannungsraum.

Die geometrische Interpretation der Spannungsinvarianten im Hauptspannungsraum
kann in Abbildung A.1 ersehen werden. Die Lage des Punktes P ist bestimmt durch
Zylinderkoordinaten, wobei die Lingsachse des Zylinderkoordinatensystems mit der
hydrostatischen Achse des Hauptspannungsraums zusammenfillt. Der Abstand der
m-Ebene des Punktes P beziiglich des Ursprungs ist also

I
{= 7 (A.1)

Der Abstand des Punktes P beziiglich des Schnittpunktes der hydrostatischen Achse
mit der w-Ebene ist

p = vV —2J2 (AQ)

und seine Richtung in der m-Ebene beziiglich der triaxialen Kompressionsrichtung ist
der Lode Winkel 8. Er ist:

3V3 _—Js (A.3)

cos(36) = > )R
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Claus Oberste-Brandenburg:

Ein Materialmodell zur Beschreibung der Austenit-Martensit Phasentransfor-
mation unter Beriicksichtigung der transformationsinduzierten Plastizitdt (Juni
1999)

Michael Martens:
Regelung mechanischer Strukturen mit Hilfe piezokeramischer Stapelaktoren
(Dezember 1999)

Dirk Kamarys:
Detektion von Systemverdnderungen durch neue Identifikationsverfahren in der
experimentellen Modalanalyse (Dezember 1999)

Wolfgang Hiese:
Giiltigkeitskriterien zur Bestimmung von Scherbruchzihigkeiten (Januar 2000)

Peter Jaschke:
Mathematische Modellierung des Betriebsverhaltens hydrodynamischer Kupp-
lungen mit hybriden Modellansétzen (Februar 2000)

Stefan Miiller:
Zum Einsatz von semi-aktiven Aktoren zur optimalen Schwingungsreduktion
in Tragwerken (Februar 2000)

Dirk Eichel:
Zur Kondensation strukturdynamischer Aufgaben mit Hilfe von Polynomma-
trizen (Juni 2000)

Andreas Biirgel:
Bruchmechanische Kennwerte beiin Wechsel im Versagensverhalten dynamisch
scherbeanspruchter Risse (August 2000)
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Daniela Liirding:
Modellierung grofler Deformationen in orthotropen, hyperelastischen Schalen-
strukturen (Mérz 2001)

Thorsten Quent:

Ein mikromechanisch begriindetes Modell zur Beschreibung des duktilen Ver-
haltens metallischer Werkstoffe bei endlichen Deformationen unter Bertick-
sichtigung von Porenschidigung (Mai 2001)

Ndzi C. Bongmba:
Ein finites anisotropes Materialmodell auf der Basis der Hencky-Dehnung und
der logarithmischen Rate zur Beschreibung duktiler Schidigung (Mai 2001)

Henning Schiitte:
Ein finites Modell fiir sprode Schiadigung basierend auf der Ausbreitung von
Mikrorissen (August 2001)

Henner Vogelsang;:
Parameteridentifikation fiir ein selbstkonsistentes Stoffmodell unter Beriick-
sichtigung von Phasentransformationen (Dezember 2001)

Jorn Mosler:
Finite Elemente mit sprungstetigen Abbildungen des Verschiebungsfeldes fiir
numerische Analysen lokalisierter Versagenszustinde (Dezember 2002)

Karin Preusch:
Hierarchische Schalenmodelle fiir nichtlineare Kontinua mit der p-Version der
Finite-Element Methode (Mai 2003)

Christoph Miiller:
Thermodynamic modeling of polycrystalline shape memory alloys at finite
strains (August 2003)

Martin Heiderich:
Ein Beitrag zur zerstérungsfreien Schidigungsanalyse (Juni 2004)

Raoul Costamagna:
Globale Materialbeziehungen fiir das gekliiftete Gebirge (Juli 2004)
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