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Zusammenfassung

In dieser Arbeit wird ein Modell fur Materialien erarbeitet, die durch Mikroris-
se geschadigt sind. Die Ausbreitung der Risse ist durch das Prinzip der maxi-
malen Energiefreisetzungsrate fur abknickende Risse bestimmt. Hieraus erhalt
man den Ausbreitungspfad der wachsenden Risse mit Hilfe einer Abfolge
von thermodynamisch aquivalenten geraden Ersatzrissen. Die Aquivalenz der
durch das Mikrori3wachstum dissipierten Energie mit der makroskopischen
Dissipation fuhrt auf das Evolutionsgesetz der Schadigung. Dieses Evoluti-
onsgesetz wird eingebettet in einen finiten Rahmen, der auf der multiplikati-
ven Zerlegung des Deformationsgradi enten in el asti sche und schadigungsindu-
zierte Anteile basiert. Als Konsequenz hieraus kann der anisotrop geschadigte
Elastizitatstensor mit Hilfe von push- und pull-Operationen prasentiert werden
und eine konsistente Interpretation der sogenannten fiktiven ungeschadigten
Konfiguration wird moglich. Der Zusammhang dieses Ansatzes mit bekannten
Schadigungstheorien wird diskutiert und die Vorteile des finiten Rahmens auf-
gezeigt. Numerische Beispiele zeigen die M oglichkeiten des vorgeschlagenen
Modells, insbesondere zur L ebensdauervorhersage.

Summary

A damage model for materials damaged by microcracks is derived. The evo-
lution of the cracks is governed by the principle of maximum energy release
rate for kinking cracks. From this, the path of the growing crack is computed
by introducing a series of thermodynamically equivalent straight cracks. The
equivalence of the energy dissipated by microcrack growth and the damage
dissipation leads to the damage evolution law. This evolution law is embedded
in afinite deformation framework based on a multiplicative decomposition of
the deformation gradient in elastic and damage parts. As a consequence of this,
the anisotropic damaged el asticity tensor can be presented with the help of pu-
sh and pull operations, and a consistent interpretation of the so-called fictitious
undamaged configuration becomes possible. The connection of this approach
to other well-known damage theories is discussed and the advantages of a fi-
nite framework are worked out. Numerical examples show the possibilities of
the proposed model, especialy for life-time prediction.
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Einleitung

Eines der Hauptziele der Ingenieurwissenschaften, insbesondere der Mecha-
nik, ist es, das Versagen von Bauteilen und Strukturen zu beschreiben und,
wenn moglich, vorauszusagen und zu verhindern. Um dies zu ermoglichen,
benttigt man mathematische Modelle des Material- und Strukturverhaltens,
um auf der einen Seite die Belastungen, auf der anderen Seite die daraus resul-
tierenden Verformungen und Spannungen berechnen zu kdnnen.

Zur Beurteilung, ob diese Verformungen und Spannungen vom Material er-
tragen werden konnen, wurden schon frith von TRESCA (1872), VON MISES
(1913), MOHR (1900) und anderen Versagenskriterien, d.h. Funktionen der
Komponenten der Spannung und Verformung, gebildet. Diese Kriterien bil-
den meist eine skalare Grof3e, die z.B. mit der aus dem Zugversuch ermit-
telten Fliefl3grenze oder Bruchspannung verglichen wird, ermdglichen jedoch
nur eine binare Entscheidung: Entweder versagt das Bauteil, oder nicht. Ob
und wieviele Wechsellasten solch ein Bautell ertragt, d.h. die Dauer- oder
Zeitfestigkeit, a3t sich anhand solcher Kriterien nicht beurteilen. Dies ge-
lingt Uber die von WOHLER (1860) eingefiihrte Lebensdauerkurve, die an-
gibt, bel welchem Lastniveau ein Zugstab eines bestimmten Materials wievie-
le Zyklen dieser Belastung ertragt. Die Ubertragung der Ergebnisse der Ver-
suche am Zugstab auf gekerbete Zugproben und komplexe Bauteilgeometri-
en und Belastungen Uber sogenannte Dauerfestigkeitsschaubilder ist jedoch
problematisch, so dal3 man oft gezwungen ist, die Lebensdauerkurve fir das
konkrete Bauteil zu bestimmen. Und auch die so gewonnne Kurve enthalt nur
Daten fir konstante L astamplituden. Aussagen Uber die Auswirkung von Rei-
henfol geeffekten bei komplexen Lastkollektiven oder gar einzelnen Uberlasten
kdnnen hiertiber nicht gemacht werden; lineare Schadensakkumulationsregeln
nach PALMGREN (1924) und MINER (1945) schaffen hier keine befriedigen-
de Abhilfe. Aulerdem bleibt unberlicksichtigt, dal3 bereits bei einem Bruch-
teil der Lebensdauer eines Bauteils Risse auftreten, deren stabiles Wachstum
aber noch zu einer grofden Restlebensdauer fihren kann. Dies beriicksichti-
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gen bruchmechanische Sicherheitsanalysen, die davon ausgehen, dal? bereits
ein makroskopischer Rif3 einer bestimmten Grof3e im Bauteil vorhanden ist.
Die Lebensdauer und Inspektionsintervalle werden dann auf der Basis eines
Evolutionsgesetzes der Rifdange Uber der Anzahl der Lastwechsel berechnet
(PARIS 1962; FORMAN, KEARNEY & ENGLE 1967; WHEELER 1972).

Alle diese Ansatze konnen aber nicht die Vorgange im Material beschrei-
ben, die zur Entstehung eines Makrorisses fuhren. Dies gelang, zunachst
fUr einachsige Kriechprozesse, KACHANOV (1958) durch Einfiuhrung einer
zusatzlichen Feldvariablen 1, der “Kontinuitat” . Zusammen mit dem von RA-
BOTNOV (1968) eingefuhrten Effektivspannungs-Konzept bildet die Schadi-
gungsvariable D = 1 — 1) bis heute die Basis der Kontinuums-Schadigungs-
Mechanik. Diese Schadigungsvariable soll den Effekt von im Material vor-
handenen, aber nicht “sichtbaren”, Fehlstellen, wie Mikroporen, -rissen und
-scherbandern, beschreiben, z.B. die Abnahame der Materiasteifigkeit von
geschadigtem Material. Im Rahmen der Thermodynamik mit internen Zu-
standsvariablen (COLEMAN & GURTIN 1967), nimmt dann die Schadigungs-
variable die Rolle einer internen Variable ein. Zur Verallgemeinerung die-
ses Ansatzes auf mehrachsige Belastungszustande ist eine Reihe verschiede-
ner skalar- und tensorwertiger Schadigunsvariablen vorgeschlagen worden, die
aber zum Teil im Rahmen kleiner Formanderungen keine konsistente Interpre-
tation zulassen.

Basierend auf diesen grundlegenden Formulierungen ist eine Vielzahl von
Kontinuums-Schadigungs-Modellen entstanden, wobei man solche auf rein
phanomenologischer Basis, von mikromechanisch basierten unterscheiden
kann. Erstere fuhren eine Schadigungsvariable in die freie Energiedichte ein
und erhalten Uber den Formalismus der Tensorgeneratoren ihre konstitutiven
Gleichungen, deren freie Parameter an Experimente angepal3t werden konnen.
L etztere stellen Betrachtungen Uber das Verhalten der Mikrorisse, -poren etc.
an, und gelangen uber Homogenisierungs- d.h. Mittelungsvorschriften, an die
Evolutionsgleichung auf der Makroebene. Auch von der Seite der beschriebe-
nen Schadigungsphanomene her, kann man zwei Klassen von Schadigungsmo-
dellen unterscheiden. Zum einen solche, die die Schadigungsevolution an das
Auftreten makroskopischer plastischer Verformungen koppeln. Der zugrunde-
liegende mikromechanische Mechanismus ist hierbel die Enstehung und das
Wachstum von Poren. Zum anderen Modelle der sogenannten sproden oder
elastischen Schadigung, bei der keine makroskopische Plastizitat auftritt, und
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deren primarer Schadigungsmechanismus die Entstehung und das Wachstum
von Mikrorissen sind. Fir die L ebensdauerberechung sind solche Modelle, ba-
sierend auf einer Schadigungsevolution unterhalb der Fliel3grenze, von Vortell,
da viele Bauteile, insbesondere im Maschinenbau, fir zyklische Belastungen
deutlich unterhalb dieser Grenze ausgel egt werden.

In der vorliegenden Arbeit wird deshalb solch ein sprodes Kontinuums-
Schadigungs-Modell entwickelt, dal3 zusatzlich zu der, durch den Rahmen der
internen Zustandsvariablen erreichten, thermodynamischen Konsistenz, durch
die EinfUhrung eines Schadigungs-Deformationsgradienten eine kinematische
Konsistenz zu erreichen sucht. Die Mikromechanik des prasentierten Modells
wird durch die Ausbreitung von mixed-mode Rissen beschrieben, die durch
eine auf die Mikrorif3ausbreitung angepaldte Homogenisierung das Evol utions-
gesetz der Schadigung liefert.

Im ersten Kapitel wird zunachst der kontinuumsmechanische Rahmen
prasentiert. Hierbei wird besondere Betonung auf das von MARSDEN &
HUGHES (1983) in die Kontinuumsmechanik eingefilhrte Konzept der dif-
ferenzierbaren Mannigfaltigkeiten gelegt, da dieses Konzept push- und pull-
Operationen zur Verfiigung stellt. Diese Operationen werden benutzt, um Lie-
Ableitungen und die Objektivitat von Tensorfeldern zu definieren. Insbesonde-
re werden diese Operationen aber in Kapitel 2 bendtigt, um den Zusammen-
hang zwischen den dort prasentierten Konfigurationen herzustellen. Anschlie-
Rend werden die Bilanzgleichungen der finiten Kontinuumsmechanik angege-
ben und gezeigt, wie man mit Hilfe des Formalismus der internen Variablen
(COLEMAN & GURTIN 1967) hieraus mit Hilfe einer Prozedur von COLE-
MAN & NoLL (1963) die konstitutiven Gleichungen herleiten kann.

Das zweite Kapitel gibt zunachst eine Einfuhrung in die Kontinuums-
Schadigungs-Mechanik. Es wird aufgezeigt, warum die Einfihrung einer fik-
tiven, ungeschadigten Konfiguration in einem Rahmen kleiner Formande-
rungen zu Inkonsistenzen fihrt. Dies wird als Motivation genommen, um
daran anschliefRend einen finiten Rahmen fur sprode Schadigungsmodelle
vorzuschlagen. Dieser Rahmen basiert, ahnlich der finiten Elastoplastizitat,
auf einer multiplikativen Zerlegung des Deformationsgradienten in elastische
und schadigungsinduzierte Anteile. Die Referenzkonfiguration wird dann als
ungeschadigte Konfiguration und die Zwischenkonfiguration als geschadig-
te Konfiguration interpretiert, die wiederum den Ausgangspunkt der elasti-
schen Deformation in die momentane Konfiguration darstellt. Die Bilanzglei-
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chungen werden in allen drel Konfigurationen angegeben. Aus dem Postu-
lat der freien Energiedichte werden daran anschlief3end die konstitutiven Ge-
setze des sprode geschadigten Materials abgeleitet. Es wird gezeigt, dal3 in
dem prasentierten Rahmen die Darstellung des geschadigten Elastizitatsten-
sorsauf einfache Weise mit Hilfe eines push-forward mittels des Schadigungs-
Deformationsgradienten gelingt.

Im dritten Kapitel werden die fir die mikromechanischen Betrachtungen
notwendigen Grundlagen der Bruchmechanik angegeben. Nach einer kurzen
Darstellung der Bruchmechanismen, wird eine kurze Herleitung der asympto-
tischen Spannungs- und Dehnungsfelder der linear-elastischen Bruchmecha-
nik angegeben. Anschlief?end werden die Gleichungen fir die mixed-mode
RifRausbreitung LE, SCHUTTE & STUMPF (1999) folgend, aus dem Varia-
tionsprinzip des Korpers mit einem Rifl3 hergeleitet. Die Implementierung in
ein Finite-Element-Programm und die damit berechneten Beispiele zeigen die
Moglichkeiten dieses Rif3ausbreitungsal gorithmus auf.

Im vierten Kapitel wird zunachst die Mikromechanik der Einheitszelle mit
einem Ril3 dargestellt, wobel die Rifl3ausbreitungsgleichungen anhand eines Er-
satzrif3modelles vereinfacht werden. Anschlief3end an die Diskussion verschie-
dener Homogenisierungsverfahren fir Korper mit Mikrorissen, wird ein Ho-
mogenisierungsverfahren vorgeschlagen, daidim Wesentlichen auf der Aquiva-
lenz der Mikro- und Makrodissipation beruht. Das hierdurch abgeleitete Evo-
lutionsgesetz der Schadigung wird durch ein Flief3gesetz von LEMAITRE &
CHABOCHE (1990) erganzt, das eine thermodynamische Generalisierung von
Paris’ law darstellt. Die sich daran anschlief3ende numerische Simulation von
monotonen und zyklischen Zugversuchen zeigt die M oglichkeiten des Schadi-
gungsmodells zur Lebensdauervorhersage auf. Der Einfluld der Reihenfolge
von Belastungkollektiven wird untersucht, und die Restbruchspannungen des
hierdurch vorgeschadigten Materials ermittelt.

Im Anhang befindet sich die Herleitung der treibenden Kraft auf die Schadi-
gung.
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Dieses Kapitel befal’t sich zunachst mit der Beschretbung von Korpern, ih-
ren Bewegungen und ihren Konfigurationen und basiert auf den Darstellun-
gendieser Thematik in TRUESDELL & NoLL (1965), MARSDEN & HUGHES
(1983) und HoPPE (1996). Anschlief3end werden die dynamischen Gleichun-
gen der Kontinuumsmechanik und die Hauptglei chungen der Thermodynamik
prasentiert. Danach wird gezeigt, wie mit Hilfe einer Prozedur von COLE-
MAN & NoLL (1963) aus dem Postulat einer freien Energiedichte die kon-
stitutiven Gleichungen eines Materials direkt aus den thermodynamischen Bi-
lanzgleichungen abgel eitet werden konnen. Abschlief3end wird die Darstellung
der mechanischen Leistung durch konjugierte Spannungs- und Dehnungsmale
diskutiert.
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1.1 Geometrieund Kinematik von K orpern

1.1.1 Grundlagen der Tensoranalysis auf Mannigfaltigkeiten

Um einen Korper durch ein Kontinuum zu modellieren, ist es vorteilhaft, vom
Konzept der differenzierbaren Mannigfaltigkeiten Gebrauch zu machen. In
diesem Rahmen kann man push- und pull-Operationen eindeutig definieren,
die vor allem durch die Betrachtungen von MARSDEN & HUGHES (1983) in
die Kontinuumsmechanik eingefuhrt wurden. Diese Operationen konnen wie-
derum benutzt werden, um Lie-Ableitungen zu definieren.

Hier sollen nur einige wenige Grundlagen der Tensoranalysis auf Mannig-
faltigkeiten wiedergegeben werden. Der interessierte Leser sei auf MARSDEN
& HUGHES (1983) und HoPPE (1996) verwiesen.

Mannigfaltigkeiten

Eine glatte Mannigfaltigkeit M, modelliert im R3, ist eine Menge, fur dir gilt:

(i) FUr jeden Punkt P € M gibt es eine Untermenge U C M, die P
enthalt und eine eineindeutige Abbildung, genannt Karte oder Koordinaten-
system {x*} von U auf eine offene Menge V im R3. Hierbei bezeichnen x*
(x=1,2,...,n) die Komponenten dieser Abbildung.

(il) Wenn x* und x* zwei solcher Abbildungen sind, sind die Funktionen

der Koordinatentransformation x*(x', x?,...,x") C*®.

Tangentialabbildung und Vektorfelder

Essei M C R3? eine offene Menge und P € M. Der Tangentialraum TpM zu
M in P ist der Vektorraum IR3, betrachtet als Vektoren mit Ursprung in P. Das
Tangentialbtndel von M ist das Produkt

TM =M x R, (1.1.1)

dasaus Paaren (P, w) von Basi spunkten und Tangentenvektoren in P besteht (s.
Abb. 1.1). Ein Vektorfeld auf einer Mannigfaltigkeit Q kann dann als Abbildung

v:Q—-TQ, sodad v(q)eT,Q VqeQ (1.1.2

definiert werden.



8 KAPITEL 1. KONTINUUMSMECHANISCHE GRUNDLAGEN

ToM

Abbildung 1.1: M als eine offene Mengeim R* und )M als eine Flache

Kotangentialabbildung und Kovektoren

Es s Q eine glatte n-Mannigfaltigkeit (d.h. definiert auf R™) und q € Q.
Ein Kovektor ist eine lineare Abbildung o, : T,Q — R. Der Vektorraum
der Kovektoren in q wird mit T3Q bezeichnet und Kotangentialraum genannt,
der den dualen Raum zu T,Q darstellt. Das Kotangentialbiindel von Q ist die
digunkte Vereinigung der Mengen T;Q. Ein Kovektor auf Q kann demzufolge
definiert werden durch

a:Q T, sodal aq=alq) €T;Q VqeQ. (1.1.3)

Metriken

UmdieLangen L;, L, zweier Tangentenvektoren V,,V, € TP, und den Win-
kel Z(V1,V,) zwischen ihnen auf TP, bestimmen zu konnen mul? ein me-
trischer Vektorraum (TP,, G) vorliegen. Mit Hilfe der Metrik G kann dann
das innere Produkt auf diesem Raum definiert werden, da er durch sie mit
einer “Langenstruktur” ausgestattet wird. Das innere Produkt fir Vektoren in
x € P, C R sdi durch {, )y gegeben. Aquivalent dazu wird dasinnere Produkt
im Punkt X € Py C R® durch (, )x bezeichnet. Fir einen Vektor w € TP, sel
W[ = <W,W>)](/2 seine Lange. Die Langevon V € TP, ist auf ahnliche Weise
durch |V|x = (V,V>;</ 2 gegeben. Wenn ein Koordinatensystem {X*} auf TP,
vorliegt, wird die Metrik auf TP, durch

Gag(X) = (Ea, Eg)x (1.1.4)
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definiert. In einem Koordinatensystem {x“} auf TP gilt

gab(X) = (€q, € )x- (1.1.5)

Hierbei bezeichnen die EA(X', X%, X3) bzw. e,(x',x%,x3) die Standard-
Einheitsvektoren im R3. Mit g*® und GAP bezeichnet man die jeweiligen
inversen Matrizen zu gq, Und Gag. Diese Inversen existieren in jedem Fall,
da obige Metriken positiv definit sind. Damit kann man das innere Produkt
schreiben als

L]I—Z COSA(V])VZ): <V13V2>X - VAGABVB) V])VZ € T{PO) (116)
Ll cosZ (Wi, Wa) = (Wq,Wp)x = wigapW®, wi,w, € TPy, (1.1.7)

wobei der jewells erste Term die geometrische Deutung des inneren Produktes
darstellt. Hierbel wurde Gebrauch von der Einsteinschen Summationskonven-
tion gemacht: Wenn in der Koordinatendarstellung einem hochgestel lten Index
eintiefgestellter entspricht, wird Uber diesen summiert. Die Indizesnehmenim
R3 die Werte 1,2,3 an.

Assoziierte Vektorfelder

In obiger Koordinatenschreibweise, auch Ricci-Kakil genannt, heil3en
Grofden mit tiefgestellten Indizes kovariant, solche mit hochgestellten In-
dizes kontravariant. Viel bedeutender ist aber die Tatsache, auf welchem der
Raume TPy, T*Py bzw. TP, T*P; en Tensor definiert ist.

Essal « ein Kovektor auf T*P;, mit den Komponenten «, in einem Koor-
dinatensystem {x“}, d.h.
ox = g€, (1.1.8)

Das assoziierte Vektorfeld off hat definitionsgemaR die Komponenten a® =
g*®ay, d.h.

o = x%e, = g e’ (2.1.9)
Genauso kann fur ein Vektorfeld v € TP, ein assoziierten Kovektor definiert

werden:

b

V= v.e* = gopvPet. (1.1.10)
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An dieser Stelle mul3 betont werden, dald Vektoren (spater auch Tensoren)
keinesfalls dieselben Objekte beschreiben wie ihre assoziierten Grof3en, auch
wenn diese durch die Metrik verbunden sind, da Vektoren und Kovektoren nur
auf ihren jeweiligen Tangential- bzw. Kotangentialraumen existieren.

Tensoren

Ein Tensor vom Typ (Z) in X € P, ist eine multilineare Abbildung

T:TPyx - x TPy x TPyx - x : TPy — R.
p-Eal q-ﬁal

Die Komponenten von T sind definiert durch

TA1A2'"APB1Bz...Bq = T(EA1 y EAZ) ORI EAp’ EB1 ’ EBZ’ T EBq)’ S0 dal3
(1.1.11)

1 _ TALA 1 P B! Bd
Tla',..., &P Vi,...,Vq) =T g, Bo&a,, - Vi, Vg,

.....

a' € T*Py, o = a'\E* V; € TPound V; = V,AE.

Man nennt T p-fach kontravariant und g-fach kovariant. Ein Tensorfeld vom
Typ (Z) ist eine Zuordnung T(X) eines Tensors vom Typ (2) fur jedes

X € Py. Fur die Menge aller Tensoren auf P, kann, ahnlich dem Tangenti-
abundel der Vektoren, ein Vektorbundel T (P,) auf P, konstruiert werden.
Ein Tensorfeld ist dann ein Schnitt dieses Bindels.

Vektoren kann man als <]> Tensoren ansehen, Kovektoren als (?) und

0

Funktionen als (8

Wie schon bel den assoziierten Vektoren angemerkt, hat der Tensor T eine
von seinen Komponenten unabhangige Existenz. Aul¥erdem sind die assoziier-
ten Tensoren, die durch Heben und Senken der Indizes mit Hilfe der Metrik
entstehen, Objekte, die auf anderen Raumen als ihre Ursprungstensoren defi-
niert sind.

> Tensoren.
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Tensor produkt

Esse T ein Tensor vom Typ <z> und S ein Tensor vom Typ C) , dann ist

p+T

das Tensorprodukt T ® S ein Tensor vom Typ (q L S) definiert durch

p-mal g-mal

T®S(X) TPy x - x TPy x TPy x x TPy

~"

r-mal s-mal

XT"Po X o X T"Py x TPy x -+ x TPy — R,

.....

...........

Uber schiebung

Die einfache Uberschiebung eines Kovektors mit einem Vektor ist definiert
durch

(X)W (X) = aa (X)WA(X). (1.1.13)

Die Uberschiebung des i-ten kovarianten Index eines Tensors T mit dem j-ten
Index eines Tensors S wird durchgefuhrt, indem alle anderen Indizes fixiert
und der i-ten Index von T as Kovektor mit dem j-ten Index von S als Vektor
tberschoben wird. Wenn zwei Indizes gleichzeitig Uberschoben werden, wird
fir diese zweifache Uberschiebung der Doppel punkt benutzt. Wenn z.B. R und

Svom Typ (é) bzw. (g) sind, dann gilt

R:S=R"S,;. (1.1.14)
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Metrik und I nneres Produkt

Die oben nur in der Koordinatendarstellung des inneren Produktes eingef tihr-
ten Metriken g und G kdnnen mit Hilfe von (1.1.11) auch als Tensoren

G e€TPy:TPy— T*P, (1.1.15)
G 'eT{Po: T*Py — TP, (1.1.16)
g TP :TP — TP, (1.1.17)
g ' eTIP TP — TP, (1.1.18)

interpretiert werden. Damit konnen die inneren Produkte von Vektoren und
Kovektoren mit Hilfe der Metriktensoren ausgedriickt werden, z.B.

<V] )V2>X = V]GVZ = VAVBGAB) V] )VZ S TfPO) (1119)

(a1, x2)x = g o = Xy g®?, &1, 0 € THP,. (1.1.20)

Wenn die Metriktensoren auf diese Art in die koordinatenfreie Schreibweise
eingefhrt werden, kann so das innere Produkt von Vektoren bzw. Kovektoren
auf die einfache Uberschiebung zurtickgefiihrt werden.

Das innere Produkt zweier Tensoren T und S ist definiert als
(T,S)x = TA-AB1-Bag, A By By, (1.1.21)

d.h. eswerden ale Indizes mit Hilfe der Metrik gehoben bzw. gesenkt und die
entstandenen assoziierten Tensoren Tf und S” tiber alle Indizes iiberschoben.
Wenn T € Tzo% und S € Tg% Tensoren zweiter Stufe sind, die in einer
dualen Beziehung stehen, benotigt man keine assoziierten Tensoren und das
innere Produkt ist definiert durch die doppelte Uberschiebung

(T,9x =T :S=T""S,. (1.1.22)

Materieller Korper

Ein materieller Korper ist eine differenzierbare Mannigfaltigkeit B (hier der
Dimension 3) mit einem stetigen Rand 0B. Elemente von B heil3en materielle
Punkte &. Das Symbol & ist weder eine Zahl, noch eine Koordinate, sondern
lediglich der “Name” des Partikels.
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Konfiguration und Bewegung

Eine Konfiguration von B ist eine Abbildung ¢ : B — R3, wobei R? hier nicht
vom dreidimensionalen Euklidischen Raum unterschieden werden soll. Eine
Bewegung von B wird durch eine Einparameterfamilie von Konfigurationen
oder Abbildungen ¢, : B — R3 beschrieben, die von der Zeit t abhangen

X=o(Et) = (E), &ecBxeR. (1.1.23)
Die Abbildung ¢, sei umkehrbar und so oft wie bendtigt stetig differenzierbar.

Referentielle Beschreibung

Der Korper B darf nicht mit einer seiner raumlichen Konfigurationen ver-
wechselt werden, auch wenn er nur durch solche zum physikalischen Untersu-
chungsgegenstand werden kann. Deshalb ist es fiir die hier durchzufiihrenden
Untersuchungen vorteilhaft, den materiellen Partikeln eine Position in einer
fixierten, sogenannten Referenzkonfiguration zuzuweisen. Diese Referenzkon-
figuration muf3 keine vom Korper im Laufe seiner Bewegung tatsachlich ein-
genommene sein, wird aber oft als tatsachliche Konfiguration zu einem festen
Zeitpunkt t, gewahlt:

Po = by (B). (1.1.24)
Dabei wird der materielle Punkt & in den raumlichen Punkt
X = by, (&) (1.1.25)

abgebildet. Die Verknipfung der Abbildungen ¢, und ¢, ergibt dann die
sogenannte referentielle Beschreibung x (s. Abb. 1.2)

Xe = o by 1Py — Py, X X = x(X). (1.1.26)

Grolen definiert auf der Referenzkonfiguration P, sollen im Folgenden durch
grol3e Buchstaben, solche der momentanen Konfiguration P durch kleine
Buchstaben gekennzeichnet werden.

Geschwindigkeit und Beschleunigung

Ein materieller Punkt & mit den Koordinaten X zum Zeitpunkt t, habe die
momentane Position x; zum Zeitpunkt t. Das Geschwindigkeitsfeld ist dann
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materieller Korper

I
I
I
I
I
1
1

,'I Plazierung P = ¢ (B)

referentielle Plazierung
‘:PO = (bto(%)

Euklidischer Raum

Abbildung 1.2: Referentielle Beschreibung
gegeben durch partielle Differentiation der Bewegung nach der Zeit

0
aX(X>t)‘x- (1.1.27)
V heil materielle Geschwindigkeit der Bewegung. Sie beschreibt den Ge-
schwindigkeitsvektor eines Partikels zum Zeitpunkt t , dal zur Zeit t = t,

den Ort X einnahm. Die materielle Beschleunigung ist definiert durch

V(X,t) = X =

A, = VX, 1) = V(X U],

Wenn X durch X = x; 1(x) ausdriickt wird, erhalt man Geschwindigkeit und
Beschleunigung beziiglich der momentanen Konfiguration

v(X,t) = V(x; (%), 1), (1.1.29)
a(x, t) = Alx; ' (x),t) (1.1.30)

(1.1.28)
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mit folgendem Zusammenhang zwischen a und v

0
= — - VV. 1.1.31
a atv+v Vv (1.1.31)

Hierbel stellt Vv den raumlichen Geschwindigkeitsgradienten dar, der auch
mit | (X, t) bezeichnet wird; v - Vv ist die kovariante Ableitung von v in Rich-
tung v.

Bezugssystem und Objektivitat

Um ein physikalisches Ereignis mit Hilfe der fundamentalen Mef3grofien, wie
Entfernung und Zeitintervall, aufnehmen zu kdnnen, bendtigt man einen Be-
obachter, dem ein Bezugssystem zugeordnet ist. Solch ein Bezugssystem kann
z.B. ein Labor sein, beziglich dessen Wanden die Position eines Ereignisses
aufgenommen wird. Auch die Zeit kann nur relativ zu einem beliebigen Be-
zugszeitpunkt bestimmt werden. Abstrakt gesprochen wird also ein Bezugs-
system benotigt, um physikalischen Ereignissen Positionen im Euklidischen
Punktraum und auf der reellen Zeitachse zuzuordnen. Ein Ereignis ist ein Paar
{x, t} aus einem Punkt x im Raum und einer Zeit t. Die Gesamtheit aller Ereig-
nisse heil3t Raumzeit. Der Wechsel eines Bezugssystemsist eine eineindeutige
Abbildung der Raumzeit auf sich selbst, so dal3 Abstande und Zeitintervalle
sowie die zeitliche Abfolge erhalten bleiben. Es kann gezeigt werden, dal3 ein
Ereignis{X, t} und dasselbe Ereignis nach einem Wechsel des Bezugssystems
{x™, t"} durch eine Starrkodrperbewegung und eine Zeitverschiebung miteinan-
der verknipft sind (NoLL 1964)

xt =c(t) + q(t)x, (1.1.32)
tt =t—aq,
wobei c(t) ein zeitabhangiger Punkt, a eine reelle Zahl und g(t) € SO(TP,)

ein orientierungserhaltender orthogonaler Tensor ist. Ein Abbildung g nennt
man orientierungserhaltend orthogonal, wenn sie ein Element der Gruppe

SO(TPyTPy) :={R € 1s0(TPy; TP) |IRT=R ! detR = 1} (1.1.33)

ist. Dashochgestellte T bezeichnet die jeweilige duale Grof3e, deren Matrixdar-
stellung beztiglich der Einheitsbasis die transponierte Matrix der Ausgangs-
grolRe ist. g in (1.1.32) ist ein Speziafall von (1.1.33), da er einen Auto-
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morphismus 1so(T Py; TP;) darstellt (deshalb auch die unkonventionelle Klein-
schreibung von q). Die Transformation q ist durch den Wechsel des Bezugssy-
stem eindeutig festgelegt, c(t) hangt von der Wahl des Ursprungs ab. Daraus
folgen die folgenden Transformationsgesetze:

(i) Skalare bleiben unter Bezugssystemwechsel unverandert
(i) Vektorenv € TP, transformieren sich zu

v =q(t)v (1.1.34)

(iii) Fur Tensoren zweiter Stufe a definiert auf P, erhalt man daraus

a-=q(t)T aq(t) (1.1.35)

Funktionen und Felder der Momentankonfiguration werden objektiv genannt,
wenn sich ihre abhangigen und unabhangigen Variablen unter Wechsel des
Bezugssystems gemal3 (1.1.32) - (1.1.35) transformieren.

1.1.2 Kinematik der Defor mationen

Den eigentlichen Beobachtungsgegenstand der Kontinuumsmechanik bilden
die Deformationen (und spater die daraus resultierenden Spannungen) eines
materiellen Korpers und deren zeitlicher Verlauf unter gegebenen aul3eren Be-
anspruchungen.

Defor mationsgr adient

Die Ableitung der Konfiguration eines Korperswird Deformationsgradient ge-
nannt. Dieses Objekt spielt die zentrale Rolle in den Betrachtungen der finiten
Kontinuumsmechanik und soll deshalb naher betrachtet werden.

Essa x, : Py — Py eine C! stetige Abbildung von P, in P,. Die Tangen-
tialabbildung Txx; : TxPo — TxP; von x, wird mit F bezeichnet und (referen-
tieller) Deformationsgradient von x, genannt:

F(X,t) = Txxy : TxPo — TP (1.1.36)
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Wenn auf P, und P, die Koordinatensysteme {X”} bzw. {x} vorliegen, dannist
die Matrix der Komponenten von F(X) beziglich der Basen E (X) und e,(x)
durch

_ox*®
XA

FoA(X) (X) (1.1.37)

gegeben. Wenn die Zeitabhangigkeit nicht besonders betont werden soll, wird
diese im Folgenden nicht mehr ausdriicklich gekennzeichnet. Die Abbildung
x soll orientierungserhaltend und umkehrbar sein, so dal3

detFe, >0 VX € Py, (1.1.38)

gilt. Die Tangentialraume bzw. die entsprechenden Kotangentialraume seien
vereinfacht durch

V=TxPy, V' =T3Py, W=T,P, W =T;P (1.1.39)

abgekirzt. Die Tangentialbiindel der p-fach kontravarianten und g-fach kova-
rianten Tensoren auf P, bzw. P, werden dann als

ToV und TEW (1.1.40)

geschrieben. Der Deformationsgradient ordnet somit jedem Tangentenvektor
Ga € V enen entsprechenden Tangentenvektor g, € W zu und stellt somit
einer 1somorphismus zwischen den Vektorraumen V und W dar:

F(X):V = W. (1.1.41)

Die entsprechenden inversen, dualen und dual-inversen Abbildungen sind dann
wie folgt definiert

F'(x): W =V, (1.1.42)
FTI(X) : W= V¥, (1.1.43)
FT(x): V" — W (1.1.44)

Die Schreibweise des hochgestellten T wird gewahlt, weil die Matrixdarstel-
lung von FT beziiglich der dualen Basen e® und E* die Transponierte von F¢,
ist.
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Polare Zerlegung

Auf einem metrischen Vektorraum kann die lineare Abbildung F : V. — W
in einen symmetrischen und einen orthogonalen Anteil aufgespalten werden.
Abhangig davon, ob man zuerst die Drehung und dann die Streckung oder
umgekehrt ausfuhrt, erhdt man zwei verschiedene Zerlegungen

F(X)=R(X)U(X); Fa(X)=R%(X)UBA(X), (1.1.45)
F(X) =V(X)R(X); FA(X) =v%(X)RPA(X) (1.1.46)
mtuU :V —- V,v: W — W, dem linken und rechten Strecktensor und
R € SO(V; W), dem Rotationstensor.
TxPo
/ \
F
TxPo « P+ (1.1.47)
\ /
TxPy

Die Rotation R ist, genauso wie der Deformationsgradient F ein sogenannter
two-point Tensor, d.h. er hat ein “Bein” in der Referenzkonfiguration und eins
in der Momentankonfiguration. Diese Objekte transformieren Grolen zwi-
schen zwei Konfigurationen und verschieben aul3erdem den Basispunkt. Die
einfachste Form e nes solchen two-point Tensorsist der sogenannte Shifter 1.

(15)%A(X) WA(X) = We(x). (1.1.48)
Dieser bewirkt lediglich einen Paralleltransport eines Vektors W mit Basis-

punkt in X in den identischen Vektor mit Basispunkt in X.

push-pull Operationen

Die EinfUhrung der Begriffe pull-back und push-forward geht auf die dif-
ferentialgeometrische Betrachtung der Mechanik in MARSDEN & HUGHES
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(1983) zuriick. HoPPE (1996) hat deren Definition auf isomorphe Abbildun-

gen F : V — W zwischen Vektorraumen erweitert. Der pull-back F°B eines

TensorsB € 75W und der push-forward F.A eines TensorsA € 7.V sind

dann beziglich des Isomorphismus F € 1so(V; W) as Abbildungen mit den

Eigenschaften

FB(u,...,us,FTexs, ..., Fle,) =B(Fuy,...,Fug, &1, ..., &)  (1.1.49)
V ueV o e W,

F.A(Fus, ..., Fus, o,..., ) =A(ur,...,us,Fleg,... , FTa,)  (1.1.50)
V eV, aeW

definiert. Mit Hilfe von (1.1.49) konnen folgende Regeln fur push-forward und

pull-back Operationen auf Tensorprodukte von Vektoren hergeleitet werden:

F.(A ®B)=F.(A) ® F.(B), (1.1.51)

F'la® b) =F(a) ® F*(b). (1.1.52)

Aus(1.1.11) folgt dann, dal3 push- und pull-Abbildungen auf alle Tensoren an-

gewendet werden konnen. Firr die Tensoren zweiter Stufe sei hier eine Uber-
sicht der push-pull Beziehungen gegeben:

CeV'eV: F(C)=FTAF"; (F(C)),=(F"" Cas(F"’ (1.1.53)
ceW W : Fic)=F'cF (FU(C)) xg = F*aCabF’B (1.1.54)
UeVeV: F(U=FUF (F(U)Y, =FaUrs(F)’, (1.1.55)
veWe W : F(v)=FVvF (FS (V)5 = (F )2 v, Fo (1.1.56)
SevVeV: F.(S) = FSF; (FD(S))“b = Fo,S7BFYy (1.1.57)
seWeW: Fi(s) =F 'sF T, (FY(e)*® = (F ) s (F1)B,. (1.1.58)

Desweiteren kann gezeigt werden, dal? die Reihenfolge von push-pull Opera-
tionen und der Inversion eines Tensors vertauscht werden kann:
Fa")=(F@)"; FRA=(FA)". (1.1.59)
Aulerdem kann man leicht folgende Regeln fur verknupfte Abbildungen her-
leiten:

(AB), (W) =A, (B,(W)) vV WeV, (1.1.60)
(AB)Y(w) =B (A%(w)) vV weW.
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Nitzlich ist auch noch folgende Transformationseigenschaft der Uberschie-
bung eines Vektorsv € V mit einem Kovektor o« € V* unter dem push-forward
mit einer isomorphen Abbildung A : V. — W

(v, ) = va = A, (V)A, (), (1.1.61)

was leicht anhand von (1.1.49) Uberpriift werden kann. Uber (1.1.51) kann dies
auf beliebige skalarwertige Uberschiebungen von Tensoren auf dualen Raum-
en erweitert werden.

Objektivitat von Tensorfeldern

Mittels der push-pull Beziehungen konnen die in Abschnitt 1.1.1 dargestell-
ten Zusammenhange weiter verallgemeinert werden, da die dort hergeleiteten
Beziehungen nur fir Tensoren bis zur zweiten Stufe auf der Momentankonfi-
guration gelten.

Dazu sai die Bewegung eines Korpers B in referentieller Beschreibung x =
X (X, t) betrachtet. Dieselbe Bewegung wird in einem anderen Bezugssystem
gemal’ (1.1.32) dargestellt as

X" =x"(X,t") =c(t) +q(t)x(X,t); t"=t—aq, (1.1.62)

falls man davon ausgeht, dal3 die Referenzplazierung ¢, unabhangig von
der Wahl eines Beobachters ist, was im Folgenden immer vorausgesetzt wer-
den soll. Die beiden Bewegungen x und x ™ unterscheiden sich nur durch ei-
ne Starrkorperbewegung und eine Zeitverschiebung. Wenn zwel Bewegungen
Uber eine Gleichung der Form (1.1.62) zusammenhangen, heil3en sie &quiva-
lente Bewegungen. Aus (1.1.62) ergibt sich das Transformationsgesetz fr den
Deformationsgradienten:

Ff=qF. (1.1.63)

Die Transformationsbeziehungen aus Abschnitt 1.1.1 lassen sich unter Zuhil-
fenahme eines Tensors der Momentankonfiguration beliebiger Stufe t zusam-
menfassen zu

t' —q.(t); t'teTrP,. (1.1.64)

Fir einen Tensor beliebiger Stufe S in der Referenzkonfiguration ist die Ob-
jektivitat gegeben, wenn el ne Beobachtertransformation die Grof3e unverandert
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B
S'=S;, S§",SeTP,. (1.1.65)

Da two-point-Tensoren sich durch das Tensorprodukt in Eulersche bzw. La
grange’sche Tensoren aufspalten lassen, sind fur die “Beine” in der Ausgangs-
bzw. Momentankonfiguration (1.1.65) bzw. (1.1.64) sinngemal3 anzuwenden,
wiein (1.1.63) zu sehen.

Mit Hilfe von (1.1.64) und (1.1.65) kann auf3erdem gezeigt werden, daf3
das push-forward eines objektiven Tensors der Referenzkonfiguration einen
objektiven Tensor der Momentankonfiguration ergibt.

Essei a € TP, das push-forward mit Hilfe des (objektiven) Deformations-
gradienten F eines objektiven Tensors A € T§P,. Es soll gezeigt werden, dal3
ausA™ = Afolgt, daRat = g.(a)

a’' =F/(A") =F(A) = (dF).(A) = q. (F.(A)) = g.(a) (1.1.66)

Somit erfillt a die Objektivitatsbedingung (1.1.64). H

Defor mationsmafie

Die Deformation eines Korpers andert die Langen von im Korper eingebette-
ten Vektoren (Tangentenvektoren) und deren Winkel zueinander. Diese L angen
und Winkel werden in der Momentankonfiguration mit Hilfe des inneren Pro-
duktes bzw. der Metrik g gemessen. Der Metriktensor ist ein kovarianter Ten-
sor zweiter Stufe g € W* @ W*. Die Darstellung dieses Tensors beziiglich der
Referenzkonfiguration mit Hilfe des pull-backs ergibt dann ein Mal3 fur die
Deformation des Korpers

das als rechter Cauchy-Greenscher Deformationstensor bekannt ist. Auf ahn-
liche Weise kann man durch das push-forward der Metrik der Referenzkonfi-
guration G € V* @ V* in die Momentankonfiguration ein Deformationsmal3
erzeugen

c=F.(G)=F TGF !, (1.1.68)
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dai3 as Cauchyscher Deformationstensor bezeichnet wird. Mit Hilfe der pola-
ren Zerlegung und g = R, (G) kann einen Zusammenhang zwischen C, ¢ und
U, v aufgezeigt werden

C =Fg) =U*G) =U"GU, (1.1.69)
c=F.(g)=v.(g9) =vgv . (1.1.70)
Das kommutative Diagramm (1.1.71) verdeutlicht, wie einige der haufig ver-

wendeten Deformationsmal3e durch push- und pull Beziehungen aus den Me-
triken g und G entstehen

Vi

wobel b der raumliche Fingersche Deformationstensor und B der referentielle
Fingersche Deformationstensor sind.

Ver zerrungsmalde

Hier selen zunachst zwei Verzerrungsmalie eingeftihrt, die auf natiirliche Weise
aus den oben eingefilhrten Deformationsmal3en resultieren. Zum einen kann
mit Hilfe von C die Metrik der Momentankonfiguration mit der Metrik der
unverformten Konfiguration verglichen werden. Dies liefert ein Mal3 fur die
Verzerrung des Korpers

E= %(C —G), (1.1.72)

den sogenannten Greenschen Verzerrungstensor. Der Faktor % dient der Nor-
malisierung und wird weiter unten diskutiert. Der Vergleich der Metriken in
der Momentankonfiguration ergibt den Almansischen Verzerrungstensor

e= %(g —C). (1.1.73)

Die Wahl der Reihenfolge der Differenzenbildung in (1.1.72) und (1.1.73)
dient auch der oben erwahnten Normalisierung. Aul3erdem gilt

e=F.(E). (1.1.74)
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Die oben prasentierten Verzerrungsmal3e entstehen auf natiirliche Weise aus
dem geometrischen Ansatz. Man kann verallgemeinerte Verzerrungsmalie de-
finieren (X1A0, BRUHNS & MEYERS 1998A), die auf dem rechten Cauchy-
Greenschen Verzerrungstensor C bzw. dem linken Cauchy-Greenschen Verzer-
rungstensor b = (v2)?(c) = V'gV basieren: Ec = f(C) bzw. &, = f(b). Dabei
mul3 f den folgenden Bedingungen geniigen:

(i) fist objektiv;

(i) fist eineisotrope Tensorfunktion;
(iii) fist monoton steigend;
(iv) f(1) =0undf'(1) = ;1.

Hierbei bezeichnet 1 die Identitatsabbildung auf V bzw. W . Bedingung (iii)
schreibt vor, dal3 eine Verlangerung eines Linienelementes des Korpers stets
zu einem Anwachsen des Verzerrungsmal3es fuhrt. Aus Bedingung (iv); folgt,
dal? fur einen unverformten Korper ale Verzerrungsmal3e verschwinden. Be-
dingung (iv), sorgt dafr, dal’ fur kleine Verzerrungen ale Verzerrungsma-
[3e identisch mit dem Verzerrungsmall der linearen Elastizitatstheorie sind. Es
kann z.B. die Klasse folgender Verzerrungsmal3e betrachtet werden:

] m . _ ] m .

1 1
Eo_zlnc, eo_zlnb, m=0.

Fur m = 1 erhat man den Greenschen und den Almansischen Verzerrungsten-
sor, fur m = 0 den referentiellen und raumlichen Hencky-Verzerrungstensor,
der weiter unten diskutiert wird.

Aus Grinden der Konsistenz werden im hier vorgestellten Rahmen nur die
aus den Metriken resultierenden Verzerrungstensoren Anwendung finden.

Zeitableitung des Defor mationsgr adienten

Die materielle Zeitableitung des Deformationsgradienten kann mit Hilfe der
materiellen Geschwindigkeit als

: 0 d° Ve
F4L (X)) = — =
AlX) otoXalx XA

(X): F(X) = VxV(X) (1.1.76)
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geschrieben werden, mit Vx, dem Gradienten beziiglich der Koordinaten der
Referenzkonfiguration. Die Vorwartstransformation dieses Objektesin die Mo-
mentankonfiguration ergibt den Geschwindigkeitsgradienten| : V. — V

I(x) = FF ! = Vv(x); 1%(x) = F& (F )2, = vap(x), (1.1.77)

wobei das Komma vor einem Index die partielle Ableitung nach diesem Index
bedeutet.

Der assoziierte Geschwindigkeitsgradienten I” = gl kann in einen sym-
metrischen Anteil d € Sym(W; W*) und einen schiefsymmetrischen Anteil
w € Skw(W; W*) zerlegt werden

" = %(gl +17g) + %(gl —I"g) =d+w, (1.1.78)
wobei die symmetrische und antimetrische Gruppe definiert sind durch
Sym(W; W*):={ A € Lin(W;W*) |A = AT}, (1.1.79)

Skw(W: W*):={Q € Lin(W;W*) | Q =—-QT};

d nennt man Streckgeschwindigkeitstensor und w Drehgeschwindigkeitstensor.

Objektive Zeitableitungen

Ausgangspunkt soll hier sein, zu zeigen, dal3 die materielle Zeitableitung eines
Tensors der Referenzkonfiguration objektiv ist. Dies gelingt durch die direkte
Differenzierung der (identischen) Komponentenvon T+ = T, was auf

(T) LT (1.1.80)

fuhrt. |
Die materielle Zeitableitung von objektiven Tensoren der Momentankonfi-

guration ist hingegen im Allgemeinen nicht objektiv. Dies sai beispielhaft an
einem objektiven Tensor zweiter Stufeat = qaq' gezeigt

a =qaqi=qaq +gaq +qaq’ =a +aqq’ +gq a". (L1.81)

Mit w = g q" € Skw(W; W*), dem schiefsymmetrischen Spintensor zu q
vereinfacht sich dies zu

at=a —a'w+wa, (1.1.82)
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was eindeutig nicht objektiv ist. Viele objektive Zeitableitungen sind im we-
sentlichen Korrekturen, die zur materiellen Zeitableitung addiert werden, um
deren Objektivitat zu erreichen. Gleichung (1.1.80) bietet zusammen mit Glei-
chung (1.1.66) einen Rahmen, um die Herleitung von objektiven Zeitableitun-
gen zu formalisieren. Und zwar kann man aul3er dem Deformationsgradienten
F jeden Isomorphismus | € Iso(V; W) benutzen, um GrofRen der Momen-
tankonfiguration in die Referenzkonfiguration zuriickzuziehen, dort die ma-
terielle Zeitableitung durchzufihren und das Ergebnis wieder nach vorne zu
transformieren. Falls das pull-back des Tensors in die Referenzkonfiguration
objektiv ist, dann ist es auch die so konstruierte Zeitableitung. Zeitableitun-
gen dieses Typs sind Lie-Ableitungen. Beziiglich eines Isomorphismus | ist
die Lie-Ableitung eines Tensorst € 74 W definiert as

2.t:|><|<'(t)) v 1€lso(V;W), teTPW. (1.1.83)

Als solche Isomorphismen konnen zum Beispiel der Deformationsgradient F
oder die Rotation R dienen. Mit F erhdt man fur einen kovarianten Tensor
c € W* ® W* die sogenannte Cotter-Rivlin-Rate

dt

mit | dem Geschwindigkeitsgradienten. Fur einen kontravarianten Tensor s er-
gibt sich die Olroyd-Rate

gec=F T (E(FTCF)) Fl=c+Ilc+d, (1.1.84)

Les=F <%(F1sFT)) Fl=5—Is—d". (1.1.85)
Mit R erhat man sowohl fur ko- als auch fur kontravariante Tensoren zweiter

Stufe die Green-Naghdi-Rate

gra=R" (%(R%R)) R'!'=a+Q"a+aQ, (1.1.86)
mit Q = RR'. Wenn in (1.1.86) R durch Riog €rsetzt wird, erhalt man
die sogenannte logarithmische Rate oder XBM-Rate. Diese Rate wurde in
jungeren Arbeiten von X1A0, BRUHNS & MEYERS (1999, 2000) hergelei-
tet und ausfihrlich diskutiert. In dem hier gewahlten Rahmen kann man sie
ausdriicken durch

1 (d - :
LRi@ = Rig <&(R[OgaRLog)> Riog = a+ Q[a+aQ o, (1.1.87)



26 KAPITEL 1. KONTINUUMSMECHANISCHE GRUNDLAGEN
mit

Q=W+ Z ( 0/7\ P+ In(%/h)) b.db.. (1.1.88)

Hierbel bezeichnen die A\, die Eigenwerte des linken Cauchy-Greenschen De-
formationstensors b = v'gv , m die Anzahl ungleicher Eigenwerte und b, b,
die entsprechenden Eigenproj ektionen. Die Rotation R oq gewinnt man aus der
tensoriellen Differentialgleichung

I.QLog = _RLogQLog> RLog‘tZO =Ts. (1.1.89)

Streckgeschwindigkeitstensor und Ver zerrungsr ate

Es fallt auf, dal3 man sowohl bei der Wahl der Verzerrungstensoren, als auch
bei der Wahl der objektiven Zeitableitungen aus einer Menge von moglichen
Kombinationen wahlen kann. Eine wichtige Forderung schrankt diese Menge
erheblich ein, namlich dal3 die objektive Zeitableitung des gewahlten Verzer-
rungsmal3es den Streckgeschwindigkeitstensor ergeben soll. Diese Forderung
resultiert daraus, dal? beide Grofen die Rate der Langenanderung von Lini-
enelementen der Momentankonfiguration beschreiben. Bis jetzt sind nur zwei
Kombinationen von Raten und Verzerrungsmal3en bekannt, die diese Eigen-
schaft aufweisen. Die XBM-Rate des raumlichen Hencky-Verzerrungsmal3es
h = 1/2Inb und die Lie-Rate beziiglich F des Almansischen Verzerrungsten-
sorse:

1
d=£Lre= ESFQ, (1190)
d = €rh = h+hQ oy — Qi ogh. (1.1.91)

In dieser Arbeit werden nur Lie-Ableitungen beziiglich F benutzt, da der
Deformationsgradient in dem hier prasentierten geometrischen Rahmen die
natirliche Verkniipfung der Anfangs- und Momentankonfiguration bildet. In
einem kartesischen Rahmen, in dem duale Raume nicht unterschieden werden,
sind nur Lie-Ableitungen beziiglich orthogonaler Transformationen (z.B. R,
Riog) zulassig, die dann die Klasse der mitrotierenden Zeitableitungen bilden.
XI1AO, BRUHNS & MEYERS haben gezeigt, dal3 in einem solchen Rahmen
die oben dargestellte Kombination aus XBM-Rate und raumlicher Hencky-
Dehnung, die einzig zulassige ist (X1A0, BRUHNS & MEYERS 1997; XIAO,
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BRUHNS & MEYERS 1998A; X1AO, BRUHNS & MEYERS 1998B; XIAO,
BRUHNS & MEYERS 1999).

1.2 Thermo-mechanische Bilanzgleichungen

In diesem Abschnitt sollen die wichtigsten dynamischen Gleichungen fir einen
Korper dargestellt werden. Zusammen mit den Grundgleichungen der Thermo-
dynamik bilden sie das Gerust fur eine Beschreibung der Kréfte und den dar-
aus resultierenden Deformationen des Korpers. Dieser Zusammenhang wird in
Abschnitt 1.3 behandelt. Die Bilanzgleichungen werden in diesem Abschnitt
nur in der raumlichen Beschreibung, d.h. in der Momentankonfiguration, an-
gegeben. In Kapitel 2 werden diese Bilanzgleichungen fir alle drei dort entste-
henden Konfigurationen prasentiert.

1.2.1 Massenerhaltung

Fur einen beliebigen Korper B gibt es ein skalares Mal3 m, das Masse des
Korpers B genannt wird, so dal3

m(B) > 0. (1.2.1)

In dem hier betrachteten Kontext der kontinuumsmechanischen Beschreibung
von Korpern, seien Punktmassen, wie sie typisch sind fiir die Beschreibung dy-
namischer Prozesse in der klassischen Mechanik starrer Korper, ausgeschlos-
sen. Dann kann man die Masse schreiben als

m(B) := Jdm, (1.2.2)
B

mit dm dem Massenelement. Die Masse m(B) ist unabhangig vom Beobach-
ter und der Konfiguration, die der Korper einnimmt, sie ist also eine zeitun-
abhangige objektive Grole

4
dt
Diesist der Massenerhaltungssatz. Er gilt auch fir einen beliebigen Teilkorper
U C B mit Rand oU/.

(B) = 0. (1.2.3)
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In der Momentankonfiguration kann man ein zeitabhangiges skalares Feld
p(X,t) einfihren, dal3 eine Parametrisierung von dm darstellt und somit ei-
nem Volumenelement der Momentankonfiguration dv eine Masse dm zuord-
net. Damit kann die Masse des Korpers dann als

m(U) := J p(X,t)dv (1.2.4)
$e(U)

geschrieben werden Das skalare Feld p wird Dichte des Korpers genannt. Der
globale Massenerhaltungssatz nimmt dann die Form

% J p(x,t)dv = J (p + p divx)dv (1.2.5)

de (U) P (U)

an. Fur die Umformung in den zweiten Ausdruck wurde die Rate eines Volu-
menelementes

d .

adv =divx dv (1.2.6)
benutzt, mit div dem Divergenzoperator der Momentankonfiguration: divx =
x%, = lg. Diese Gleichung kann direkt Uber die Eigenschaft des Volumen-

elementes als differentielle 3-Form gezeigt werden (MARSDEN & HUGHES
1983) oder mit Hilfe einer Variablensubstitution durch dv = JdV, wobel
J = det F a's Jacobi-Determinante der Transformation x, aufgefaldt wird. Hin-
reichende Glattheit des Feldes p vorausgesetzt kann (1.2.5) in lokaler Form
aufgestellt werden:

p + p divx vV oxe g U). (1.2.7)

1.2.2 Spannungstensor und Impulsbilanz

Spannungsvektor

Was die Kontinuumsmechanik von der Punktmechanik unterscheidet ist das
von CHAUCHY (1823) eingefuihrte Konzept der Spannung, das die Interaktion
eines Materials mit dem umgebenden Material in Form von Kontaktkraften
auf dessen Oberflache beschreibt. Diese Kontaktkraft auf eine Oberflache wird
durch einen Vektor t(x, t, n), den Cauchyschen Spannungsvektor beschrieben,
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der die Kraft pro Einheitsflache auf ein Flachenelement mit der Normalen n
angibt. Die resultierende Kontaktkraft auf einen Teilkorper &4 C B mit dem
Rand o/ ist dann gegeben durch das Oberfl achenintegral

fo = J t(x,t,n)da, (1.2.8)
0 (U)

mit dem Flachenelement da von 0 (U/). Aulder Kontaktkraften kann auch
noch eine externe Volumenkraft auf den Korper wirken, die durch eine \olu-
menkraftdichte b(x, t) hervorgerufen wird (ein typisches Beispiel hierfur ist
die Gravitationskraft). FUr die resultierende Volumenkraft gilt

o= | blx,tp(x, a. (129
$e(U)
Die resultierende Kraft auf den Teilkorper ist dann

f = fe + fo. (1.2.10)

Impulsbilanz

Die Bewegungsgrofie oder auch der Impuls eines Teilkorpersid C B ist defi-

niert als

b= J Xp(X,t)dv. (1.2.11)
$e(U)

Wenn t und b sich stetig mit der Zeit andern, kann die Impulsbilanz in der
Form

- d :
b=f— at J Xpdv = J bpdv + J tda (1.2.12)
e (U) e (U) 0P (U)

dargestellt werden.

Spannungstensor

Um (1.2.12) lokalisieren zu kdnnen mufd man den funktionalen Zusammen-
hang t von n naher spezifizieren. Dies liefert Cauchy’s Fundamentalsatz:
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Vorausgesetzt, t ist stetig in x, dann ist seine Abhangigkeit von n linear, d.h.
es existiert ein kontravariantes Tensorfeld zweiter Stufe o € T3V, so da

t(x,t,n) = (o(x,t),n);  t(x,t,n) = o (x, t)ny (12.13)

gilt.

Aus Gleichung (1.2.13), wird ersichtlich, dal3 die Flachennormale n ein
Kovektor ist. Dies ist in Ubereinstimmung mit der Beobachtung, daR eine
Flachennormale sich unter einer Deformation nicht wie ein im Materia en-
gebetteter (Tangential)-Vektor transformiert. Physikalisch gesehen sind auch
nur solche kontravarianten Spannungstensoren sinnvoll, da diese ein Flachen-
element da = nda in einen Spannungsvektor tda = oda € V abbilden. Diese
Kopplung des Spannungstensors an das Fl achenelement als Bezugsgrofie muf3
spater auch bei den push-pull Beziehungen fur die Spannungstensoren bertick-
sichtigt werden (s. Abschnitt 1.3.6).

Bewegungsgleichung
Mittels (1.2.13) erhalt man lokal, falls Impulssatz und Massenerhaltung erfillt
sind, Cauchy’s Bewegungsgleichung

pX = pb + divo V xe b (U); (divo)® = G“b,b. (1.2.14)

1.2.3 Drehimpulsbilanz

Der Drehimpuls oder Drall eines Korpersist definiert als

0= J (X x X)pdv. (1.2.15)
$+(U)
Das aul3ere Moment durch Volumenkrafte und Kontaktkrafte ist gegeben durch

m= J (X x b)pdv + J X X tda. (1.2.16)
$(U) 0 (U)
Fir stetige Verlaufe von b und t gilt die Drehimpulsbilanz in der Form

bzm—)% J (X x X)pdv = J (X x b)pdv + J X x tda. (1.2.17)

b+ () $+(U) 0 (U)
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Wenn Massenerhaltung und Impulssatz erfillt sind, ist der Drallsatz dann und
nur dann erfullt, wenn

o' (x,t) = o(X); o = gbe vV xe b (U), (1.2.18)

d.h. wenn der Cauchysche Spannungstensor symmetrisch ist?.

1.2.4 Energiebilanz

Um die physikalische Interpretation der einzelnen Terme in der Energiebilanz
zu ermoglichen, spaltet man diese wie folgt auf:

[ 1

R = | i()’(,)’()pdv = kinetische Energie, (1.2.19)
de(U)

¢ = P epdv = innere Energie, (1.2.20)
bulth

0 = P (b,x)pdv + J (t,x)da = mechanischeLeistung, (1.2.21)
oulth 2 (U)

Q= P rpdv + J hda = zugefuhrte Warme. (1.2.22)
oulth 21 (U)

Hierbei ist e die spezifische innere Energie, r die spezifische Warmeerzeugung
und h der Warmezuflul3. Wiederum fir stetige Verlaufe gilt die Energiebilanz

E+R=+9. (1.2.23)

Mit Hilfe des Cauchyschen Postulates, angewandt auf den Warmestrom der
Uber 0d¢(U) in die Probe flield, fuhrt man den Warmestromvektor g ein:
h = —qgn. Wenn der Massenerhaltungssatz, | mpul serhaltungssatz, Drehimpul-
serhaltungssatz und die Energiebilanz erfullt sind, ergibt sich die lokale Ener-
giebilanz zu

pe=o:d—divg+r Vo xe b (U), divg = q° ,. (1.2.24)

1Diesgilt nur fiir Kontinuaohne oder mit skalarer Mikrostruktur. Weiterfilhrendes zu mikromorphen Kontinua
findet man in HoPPE (1996)
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1.25 Zweiter Hauptsatz der Thermodynamik

Entropieungleichung

Folgende Grofien werden eingefhrt:

S = P nedv = Entropie, (1.2.25)
boltd
J= ; %rdv— J %qnda = Entropieerzeugung und -zufluf3,
de(U) 0P (U)
(1.2.26)

mit 1 der spezifischen Entropie. Der Versuch einer physikalischen Deutung
der Entropie soll hier nicht unternommen werden, vielmehr sei auf ERICKSEN
(1991) verwiesen. Dort finden sich auch weitere Grundlagen der Thermody-
namik der Festkorper. Die Entropieungleichung lautet

S >3, (1.2.27)

d.h. wenn Entropiezuflufd und -erzeugung verschwinden gilt S > 0. Dietotale
Entropie eines Systems kann nicht abnehmen, was dem zweiten Hauptsatz der
Thermodynamik entspricht. Fir glatte Verlaufe kann die Entropieungleichung
inlokaler Form

of > %1‘ _ divg
geschrieben werden. Durch Einfilhrung der spezifische Entropieerzeugungsra-

tey = pn — pr/0 + div(q/0), reduziert sich die lokale Entropieungleichung
zu

VX € pi(U) (1.2.28)

Y=>0 V¥V xed(U). (1.2.29)

Clausius-Duhem Ungleichung

Wenn man aus (1.2.24) und (1.2.28) die Warmeerzeugung r eliminiert und
Uber eine Legendre-Transformation die freie Energiedichte \ := e — 6n de-
finiert, erhdt man, wenn Massenerhaltung, Impulsbilanz, Drehimpulsbilanz,
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Energieerhaltung und Entropieungleichung erfillt sind, die Clausius-Duhem
Ungleichung

p(né+¢)—6:d+%q-v9§0 vV xe d(U). (1.2.30)

FUr isotherme Prozesse (6 = const.) vereinfacht sich (1.2.30) zu

pb—o:d<0 V Xe pulld) (1.2.31)

1.3 Thermodynamik mit internen Variablen

Die hier dargestellt Theorie der Thermodynamik beruht in erster Linie auf Ar-
beiten von COLEMAN (COLEMAN & NoLL 1963; COLEMAN 1964A; Co-
LEMAN 1964B; COLEMAN & GURTIN 1967), im Rahmen der nichtlinearen
Feldtheorie der Mechanik (non-linear field theories of mechanics) (TRUES-
DELL & NoLL 1965). Es soll hier alerdings nicht im allgemeinen Rahmen
der Materialien mit schwindendem Gedachtnis (materials with fading memory)
gearbeitet werden, da dies Geschichtsfunktionale voraussetzt, sondern es soll
davon ausgegangen werden, dal3 sich das Gedachtnis eines Materials mit Hilfe
von sogenannten internen Zustandsvariablen darstellen [af3t. Eine Diskussion
dieser Theorieim Vergleich zur klassischen Thermodynamik irreversibler Pro-
zesse findet man bel KESTIN & RICE (1970).

1.3.1 Zustand und interne Variablen

Der Zustand eines Korpers 5 im thermodynamischen Gleichgewicht ist defi-
niert durch die Angabe der beobachtbaren Zustandsvariablen {x, 8(x), VO(x)},
d.h. dem Ortsvektor und des Temperaturfeldes auf ¢ (B). Aulerdem sind zur
Beschreibung des Zustandes noch N sogenannte interne Zustandsvariablen
A, ..., Ay notig, so dal3 der gesamte Zustand des Materials durch die Anga-
bevon{x, 6, VO, A;} beschrieben wird. Die internen Variablen konnen Skalare,
Tensoren zwelter, vierter usw. Stufe sein. Die Einfuhrung von Vektoren, Tenso-
ren dritter Stufe usw. als interne Variablen fuhrt zu Konflikten mit der Annah-
me, dal3 polare Medien und andere Materialien mit tensorieller Mikrostruktur
ausgeschlossen werden. Die internen Variablen ermoglichen es, Informatio-
nen Uber mikroskopische Vorgange im Material, wie z.B. Versetzungen, Risse,
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Poren etc. Uber Mittelungsvorgange in die Materialbeschreibung einflief3en zu
lassen, so dal? mit einer endlichen Zahl von internen Variablen der Einfluld
dieser Vorgange auf die makroskopischen Zustandsvariablen erfassen werden
kann. Dennoch bleibt die Wahl des Satzes der internen Variablen weitgehend
beliebig und muf3 an die zu modellierenden Vorgange im jeweiligen Materi-
al angepaldt werden. Gunstig ist es, die internen Variablen so zu wahlen, dal3
ihnen eine ' mefdbare’ physikalische Bedeutung zukommt, zumindest auf einer
mikroskopischen Ebene (MANDEL 1980). Diestrifft zum Beispiel auf Poren-
volumenverteilungen und ahnliche Groféen zu, die im Schliffbild einer Pro-
be zu ermitteln sind. Das bedeutet, dal3 interne Variablen prinzipiell mef3bare,
aber nicht kontrollierbare Grofen sind. Durch das Aufbringen von Randspan-
nungen, Randverschiebungen, Warmestrom auf dem Rand usw. lassen sich die
internen Variablen nicht “einstellen”.

1.3.2 Thermodynamischer Prozeld und Konstitutivgleichungen

Um die thermo-mechanischen Bilanzgleichungen zu lokalisieren, muf3ten au-
Ber {p, X, 0, VO} zusétzliche Felder eingefuihrt werden: Der Spannungstensor
o(x, t), der Warmestromvektor q(x, t), die spezifische innere Energie e(x, t)
und die spezifische Entropien (X, t). Die Dichte kann mit Hilfe des Massener-
haltungssatzes und Verwendung der referentiellen Beschreibung fir Prozesse
ohne Massendiffusion aus dem Gleichungssystem eliminiert werden. Das Sy-
stem von neun Funktionen

(1) Ortsvektor x = x(&, 1),

(2) Cauchyscher Spannungstensor o = o (X, t),
(3) Volumenkraftdichteb = b(x, t),

(4) spezifischeinnere Energie e = e(Xx, t),

(5 WarmefluRvektor g = q(x, t),

(6) WarmezufluRr = r(x, t),

(7) spezifische Entropien = n(x, t),

(8) absolute Temperatur 0 = 0(x, t),



1.3. THERMODYNAMIK MIT INTERNEN VARIABLEN 35

(9) Vektor der internen Variablen &« = {A;(X, t),...,An},

ist dann und nur dann ein thermodynamischer ProzeRR, wenn diese neun
Funktionen in Einklang mit der Impulsbilanz (1.2.14) und der Energiebilanz
(1.2.24) stehen. Der Warmezuflul® r und die Volumenkraftdichte b seien gege-
bene Felder. Dann miissen zur Vervollstandigung des Gle chungssystems noch
funf Auswirkungsfunktionen (response functions) angeben werden:

P =1(F,g,G,0,«), (1.3.1)
n=1(F,qg,G,0, «), (1.3.2
o=0(F9G,0,«a, (1.3.3)
qg=9(F,g9,G,0,V0, &), (1.3.4)
La=1(F,9,G,0,V0, x). (1.3.5)

Die Gleichungen (1.3.1)-(1.3.4) nennt man auch konstitutive Beziehungen (das
Dach Uber den Funktionen hebt den Unterschied zwischen der Funktion und
ihren Werten hervor). Gleichung (1.3.5) ist offensichtlich eine Evolutionsglei-
chung der internen Variablen, d.h. es kann keine konstitutive Gleichung fur
die internen Variablen angeben werden, da nur ihre Raten, nicht aber ihr Werte
direkt kontrolliert werden kénnen. Dies ist in Ubereinstimmung mit der An-
nahme, die internen Variablen wirden die Geschichte des Materials beschrei-
ben, ohne auf den Formalismus der Gedachtnisfunktionale zuriickgreifen zu
mussen. Gleichungen (1.3.1)-(1.3.5) widersprechen nicht Truesdell’s principle
of equipresence, nach dem eine unabhangige Variable, die in einer konstituti-
ven Gleichung vertreten ist, diesin allen sein soll, sofern dies nicht physikali-
schen Gesetzen oder der materiellen Symmetrie widerspricht. Vielmehr haben
COLEMAN & GURTIN (1967) gezeigt, dal3 das Fehlen des Temperaturgradi-
enten VO in (1.3.1)-(1.3.3) eine Konsequenz der positiven Entropieproduktion
(1.2.29) ist.

Die Aufnahme der Metriken g und G in 1 ist notwendig, da man diese
as “Malstab” der Deformation bendtigt. AulRerdem bendtigt man diese als
inneres Produkt, um z.B. mit Hilfe der Invarianten der Deformation in der Re-
ferenzkonfiguration die materielle Symmetrie des Materials zu beschrei ben.
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1.3.3 Materielle Bezugsindifferenz

Diese sehr allgemeine Form der Konstitutivgleichungen kann eingeschrankt
werden durch das Prinzip der materiellen Objektivitéat (principle of materi-
al frame-indifference). Dieses fordert, dal? ein zulassiger Prozef3 nach einem
Wechsel des Bezugssystems ein zul assiger Prozef3 bleiben mul3 (NoLL 1958),
also nichts anders a's die Objektivitat der Auswirkungsfunktionen. Durch die
Transformationsgesetze (1.1.63)-(1.1.65) ergibt sich mit dem orthogonalen
Tensor y (die untibliche Bezeichnung soll eine Verwechslung mit dem Warme-
stromvektor g verhindern)

¥(F,g,G,0, x) = P(yF,g0,G,0,v,a), (1.3.6)
q(F,g,G,0, «) =f(yF,9,G,0,v,«), (1.3.7)
v6v'(F,0,G,0,x) = 6(YF,0,G,0,v,«), (1.3.8)
Y4(F,9,G,0,V0, «) =q(yF,q9,G,0,vyV0, v, x), (1.3.9)
v.f(F,g9,G,0,V0, «) =f(yF,g,G,0,yYV0, v.x) (1.3.10)

Das push-forward der Evolutionsgleichung und der internen Variablen kann
nicht naher spezifiziert werden, ohne Kenntnis deren physikalischer Interpre-
tation. Aus diesen ldentitaten gewinnt man die reduzierte Form der Auswir-
kungsfunktionen. Die Tatsache, dal3 der push-forward einer objektiven Grofie
wiederum eine objektive Grol3e ergibt, wird benutzt, um mit Hilfe des Defor-
mationsgradienten F alle Prozessgrofen in der aktuellen Konfiguration darzu-
stellen:

P =17(g,c,0,x), (1.3.12)
n=1(9,¢,6, a), (1.3.12)
o =06(g,¢,0, «), (1.3.13)
q=14(g,c06,V0, x), (1.3.14)
La=1(g,c,0,V0, ). (1.3.15)

Anzumerken ist, daf3 von nun an davon ausgegangen wird, dal3 in der Evolu-
tionsgleichung nur objektive interne Variablen Verwendung finden. Fur diese
gilt weiterhin die oben dargestellte Forderung, dal3 diese nur Tensoren gera-
der Stufe sein konnen, da gezeigt werden kann, dal3 Tensoren ungerader Stufe
(1.3.10) nicht erfullen.
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1.3.4 Konsequenzen des zweiten Hauptsatzes

Wenn man nun diesen Satz von Auswirkungsfunktionen in die Clausius-
Duhem Ungleichung (1.2.30) einfuhren will, muld zuerst die materielle Zeita-
bleitung der freien Energiedichte berechnet werden. Dies gelingt mit Hilfe der
Kettenregel

P = £(g,c,6, ) (1.3.16)
e . o . o .
- a_g c0,x L9+ oclgda L£e+ 20 g,c,oce + doclaco Lo,

wobei e die Kontraktion Uber alle Indizes bezeichnet.. Mit Hilfe von (1.1.90)
und £c = F,(G) = 0 ergibt sich

o) oh . o
P = 3 :2d + 6994—6“.204, (1.3.17)
Daraus resultiert folgende Clausius-Duhem-Ungleichung

o o o - 1
20— —0): — — —(q - < 1.3.1
(pag o) d+paa0£a+p(n+ae)9+eq Ve <0 (1.3.18)

Voxe de(U),

die fur ale thermodynamisch zulassigen Prozesse des betrachteten Materials
erfullt sein muf3. Aus dieser Gleichung werden nun die konstitutiven Geset-
ze mit Hilfe einer Prozedur hergeleitet, die auf COLEMAN & NoLL (1963)
zuriickgeht.

Da (1.3.18) fur alle Prozesse erfillt sein muf3, kann man sich auf solche
beschranken, die homogene Deformationen und homogene Entropieverteilun-
gen aufweisen, so dal3 F und 1 unabhangig vom materiellen Punkt & und somit
seinem Ort x sind. Aus (1.3.2) folgt dann die Homogenitat des Temperaturfel -
des 0 und damit das Verschwinden des Temperaturgradienten VO = 0. Durch
diese Annahmen reduziert sich (1.3.18) zu

o o o . -

- — : -— — )0 < 0. .O.
(Zpag o) d+paao£a+p(n+ae)6_0 (1.3.19)
Die Einschrankung auf einen isothermen Prozef3 (é = 0), der die internen
Variablen unverandert 18l (S = f = 0), vereinfacht Gleichung (1.3.19) zu

a A
(2pa—15 —0):d<0. (1.3.20)
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Fir beliebige Verzerrungssraten d ist dies nur zu erfllen durch

/N

o

o= Zpa—g. (1.3.21)
Dies ist die hyperelastische Spannungs-Dehnungs-Beziehung in der Momen-
tankonfiguration, die auf anderem Weg von DOYLE & ERICKSEN (1956) ge-
funden wurde und deshal b auch Doyle-Ericksen-Gleichung genannt wird. Man
postuliert nun, daf3 (1.3.21) auch fur nicht-isotherme Prozesse und solche, die
dieinternen Variablen nicht unverandert lassen, gilt, und fal3t somit (1.3.21) als
konstitutive Gleichung auf. Wenn diese nun in (1.3.19) eingesetzt wird, erhalt
man

A A

0 o -

o e cot pm+ o <o, (1.3.22)
0 00

Wenn ein Prozeld wiederum die internen Variablen unverandert 1aldt, fuhrt dies

auf

n=——r. (1.3.23)

Dies fuhrt dann die Clausius-Duhem-Ungleichung (1.3.18) zuriick auf die re-
duzierte Dissipationunglei chung

paoc

die man auch in der Form

Lo+ %q VO<0 YV X€dUd), (1.3.24)

/N

. . 0 1

D+ DM > 0 D' = —p% o fax, DM = —59° \/¢) (1.3.25)
darstellen kann, mit ©' der Dissipation aufgrund der Evolution der internen
Variablen, und ©™, der thermischen Dissipation. Im Folgenden wird pd1{/d e

kurz durch'y bezeichnet und h steht kurz fiur —V60/0 .

1.3.5 Dissipationsfunktion und Flief3gesetz

Wenn man annimmt, dal3 es keine Kopplung zwischen dem Warmeaustausch
und der Entwicklung der internen Variablen gibt: £& = f(g,c, 0, «), dann
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kann man D' bzw. D' als Dissi pationsfunktionen einfiihren und die dissipati-
ven Mechanismen trennen

D' (Lo 9,c,0) =—ye Lax>0; D™(0;0,¢,6) =—h-q>0 (1.3.26)

Diese Dissipationsfunktionen sollen quasi-homogene, stetige, positiv definite
und konvexe Funktionen von £« bzw. q (als Variablen) und der thermody-
namischen Zustandsvariablen (als Parameter) sein. Auf diese Weise wird der
zweite Hauptsatz automatisch erfillt. Die vorgenannten Eigenschaften sorgen
dafUr, dal3 die sogenannte Normalenregel, bzw. das Prinzip der maximalen Dis-
sipation (VON MISES 1928; HiLL 1948; DRUCKER 1951; ZIEGLER 1958)
wie folgt ausgedriickt werden kann

Yy = 00,05 h=v9,®", ~v=2"0,0™.q)", (1.3.27)

wobei das Symbol 0 hier das Sub-Differential konvexer Funktionen bezeich-
net (MoOREAU 1970). In diesem Zusammenhang wirdy treibende Kraft auf die
Evolution der internen Variablen genannt. Uber eine Legendre-Fenchel Trans-
formation gewinnt man die zu ®' und ®™ konjugierten Potentiale ¢! und ¢t
und kann (1.3.27) in der ublicheren Form

S =0d'(y;0,¢,0);  q=Fwmd™(h;9,c,0); V=M™ h)"’
(1.3.28)

schreiben. Wenn man al's thermisches Potential

™ = k0] h|? (1.3.29)

einfuhrt, ergibt sich dasisotrope Fourier-Gesetz

q = k6h = —x V0. (1.3.30)

Den in der Elastoplastizitat Ublichen Formalismus einer Flief3grenze erhalt
man, wenn ©' als positive, homogene Funktion vom Grad eins eingeftihrt wird.
Man kann Lo und y als Koordinaten eines Euklidischen Raumes E,,, und sei-
nes Dualraumes [E;, auffassen. GERMAIN (1973) hat gezeigt, dal3 dann gilt

La=0 =yecS+as

(1.3.31)

La#0 =Y=Viyd = y € 0D},

(L)’
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wobel 0§ € E; eine geschlossene konvexe Flache ist, die den Ursprung
enthalt. Daraus folgt, daR die duale (konjugierte) Funktion ¢*(y) verschwin-
det, wenny € S + 9S8, und unendlich wird, wenn'y im Inneren von S ist.
Falls 9S eine Flache mit stetiger Tangentialebene und ¢ stetig differenzierbar
beziiglichy ist und

Ply)=0 vy € 05 (1.3.32)
Piy) <0 V y € S,
dann lautet das sogenannte Fliel3gesetz:
yesS, La=0,
of . (1.3.33)

yeodS, La=A A >0,

a_y>
mit A einem skalaren Koeffizienten, der aus der El astoplastizitat as plastischer
Multiplikator bekannt ist?. Die FlieRfunktion f(y) stellt eine Parametrisierung
des Raumes E¥ dar, wobei f(y) = 0 eineimplizite Darstellung der Flache 0S
ist. Insofern bewirkt (1.3.33), dal3 eine Evolution der internen Variablen nur
dann stattfindet, wenn eine bestimmte Grenzflache im Raum der treibenden
Krafte erreicht wird. Erst dies gibt der zur Aufstellung der Doyle-Ericksen-
Gleichung benutzten Forderung einer Deformation ohne Entwicklung der in-
ternen Variablen einen physikalischen Sinn.

1.3.6 Konjugierte Spannungs- und Dehnungsmalie

Wenn man den Energiesatz (1.2.24) auf mechanische Prozesse beschrankt,
kann die differentielle Spannungslei stung eines M assenel ementes durch

dpz'edm:o‘:d%dm:o‘:ddv (1.3.34)
ausgedrickt werden. Dieselbe Spannungsl ei stung kann man auch mit Hilfe des
Volumenelementes dV = Jdv der Referenzkonfiguration ausdriicken

1
dp=7:d—dm=r1:daV, (1.3.35)
Po
°Der Ulbergestellte Punkt soll betonen, dal? das Evolutionsgesetz (1.3.33) im Gegensatz zu viskoel astischen

bzw. viskoplastischen Formulierungen, bei denen die Evolution der internen Variablen auch von der Deformati-
onsrate abhangt, keine charakteristische Zeitskalaimpliziert (MAUGIN 1992)
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wobel ausgenutzt wird, dal3 der Massenerhaltungssatz | = po/p liefert, mit po,
der Dichte der Referenzkonfiguration. Hiertiber wird ein Spannungstensor der
Momentankonfiguration T = Jo definiert, der Kirchhoffschen Spannungsten-
sor. Mit Hilfe von (1.1.61) kann man (1.3.35) umformen zu

dp=7:ddV =F(1): F(d)dV =S:D dV (1.3.36)

und erhdlt so die Spannungsleistung mit Hilfe von Tensoren der Referenz-
konfiguration, dem zweiten Piola-Kirchhoffschen Spannungstensor (2. P-K.)
S = F'tF T und der referentielle Verzerrungsrate D = E = 1/2C. Man
nennt die Paare {o,d}, {T,d} und alle Paare von Spannungen und Dehnun-
gen, die sich aus push- und pull-Beziehungen aus diesen Paaren entwickeln
lassen konjugierte Spannungs-Dehnungs-Paare, weil sich aus deren dualer
Verknipfung jeweils die Spannungsleistung pro Volumen-(Massen)-Einheit
der Referenz- bzw. Momentankonfiguration ergibt. Werden diese Spannungs-
Dehnungs-Paare in der Clausius-Duhem-Ungleichung benutzt, konnen ent-
sprechende Doyle-Ericksen Gleichungen, die auf diesen Paaren beruhen, her-
geleitet werden (HopPE 1996). Allerdings ist die Anwendung dieser Glei-
chungen eingeschrankt, da, wie bereits oben dargelegt, die Forderung, dal3 die
objektive Zeitableitung des gewahlten Dehnungsmal3es die Verzerrungsrate er-
geben soll, nur durch zwei Dehnungsmale und deren korrespondierende Raten
erfullt wird (s. Gleichung (1.1.90)). Eine weitere Paarung, die oft verwendet

n
. N %ft
e g

da

P, U U

\_/

Xt

Abbildung 1.3: Spannungsvektor mit korrespondierendem Fl achenelement

wird, beruht auf dem pull-back nur eines “Beines’ des Kirchhoffschen Span-
nungstensors

dp=7:ddVvV =P:(gF)dV, (1.3.37)
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mit dem 1. Piola-Kirchhoffschen Spannungstensor (1. P-K.)
P=FS=n+F T, (1.3.38)

der keinen objektiven Spannungstensor darstellt. Mit Hilfe des 1. P-K. und
Nansons’s Formel

da=nda =JF TdA = JF "NdA (1.3.39)

kann somit der Cauchysche Spannungsvektor mit dem referentiellen Flachen-
element verkniipft werden (s. Abb. 1.3)

t®da = P“BNgdA. (1.3.40)

Der 2. P-K. verbindet dann den referentiellen Spannungsvektor T mit dem
referentiellen Flachenelement

TdA = SNdA. (1.3.41)
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In diesem Kapitel sollen zunachst kurz die grundlegenen Annahmen und
Modelle der Kontinuums-Schéadigungsmechanik wiedergegeben werden, um
dann in Zusammenhang mit den Effektivspannungskonzept nach MURA-
KAMI (1988) den in der vorliegenden Arbeit verwendeten Schadigungs-
Deformationsgradienten zu motivieren. Der aus der Einfuhrung dieses
Schéadigungs-Deformationsgradienten resultierende Rahmen wird im dar-
auffolgenden Abschnitt prasentiert.

2.1 Schadigungsmechanik

Im Rahmen dieser Arbeit soll keine umfassende Ubersicht {iber die Literatur
der Schadigungsmechanik gegeben werden, sondern nur eine kurze Zusam-

menfassung (eine detaillierte Ubersicht und Diskussion der umfangreichen Li-
teratur findet man in SKRzYPEK (1999)). Vielmehr sollen einige Konzepte,
wie das der fiktiven, ungeschadigten Konfiguration (MURAKAMI 1988), her-
ausgegriffen und diskutiert werden, um die grundlegenen Defizite aufzuzei-
gen. Die physikalischen Schadigungsmechanismen werden in Zusammenhang
mit der Bruchmechanik in Kapitel (3) diskutiert. Hier soll nur anhand zweier
zyklischer Zug-Druck Kurven zwischen zwel wesentlichen, voneinander ab-
zugrenzenden Schadigungsarten unterschieden werden. Auf Abbildung 2.1 ist
das Versagen unter zyklischen Zug-Druck Wechsel beanspruchungen zu sehen.
Der deformationsgesteuerte Versuch bringt eine anfangliche Spannung auf, die
unterhalb der Flief3grenze des untersuchten rostfreien Stahls A 316 liegt. Den-
noch ist bei hoher Lastzyklenzahl (N > 1 - 10°) ein Absinken des Elagtizitats-
modul s zu beobachten. Diese Art der Schadigung, bei der die maximale Span-
nung unterhalb der Flief3grenze liegt wird sprode Schadigung genannt, hier
bei hochzyklischer Ermudung (high-cycle fatigue). Auf Abbildung 2.2 ist die
Art der Lastaufbringung identisch, und ein ahnlicher rostfreier Stahl A316 L
wird untersucht. Jedoch wurde das Lastniveau so gewahlt, dal3 der Werkstoff
deutliche plastische Formanderungen erleidet. Dementsprechend wird diese
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Abbildung 2.1: Zyklische Zug-Druck-Kurven beim high-cycle fatigue eines rostfreien A 316
Stahls (nach J. DUFAILLY)
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Abbildung 2.2: Zyklische Zug-Druck-Kurven beim low-cycle fatigue eines rostfreien A 316 L
Stahls (nach J. DUFAILLY)

Schadigung als duktil bezeichnet. Diese fuhrt bereits bel niedriger Lastspiel-
zahl zum Versagen (N < 10000) und der dargestellte Ermudungsversuch wird
as niedrigzyklische Ermudung (low-cycle fatigue) bezeichnet. Dies verdeut-
licht, dal?3 die M echanismen der sproden bzw. duktilen Schadigung vom L astni-
veau abhangen, und auch ein relativ duktiler Werkstoff unter high-cyclefatigue
Versagen kann.

In Zusammenhang mit der Diskussion der grundlegenen Schadigungsmo-
delle wird von der Notation in Kapitel 1 zum Tell abgewichen und die tibliche
Notation fur lineare Probleme kleiner Verzerrungen benutzt, da die meisten
vorgestellten Modelle ihrerseits nicht in einem finiten Rahmen prasentiert wor-
den sind.
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2.1.1 Kontinuumsschadigungsmechanik

Dem Versagen einer Struktur auf der Makroskala gehen in fast allen Fallen he-
terogene, irreversible Prozesse auf einer untergeordneten Skala, hier zunachst
als Gegensatz zur Makroskala Mikroskala genannt! voraus. FiIr eine kontinu-
umsmechanische Betrachtung eines Materials auf der Makroskala idealisiert
man das Material als aus materiellen Punkten und ihren infinitesimalen mate-
riellen Nachbarschaften bestehend. Die Spannungen, Dehnungen und die Ver-
teilung des Materials in einer infinitesimalen Nachbarschaft eines typischen
Partikels sind als einheitlich anzusehen. Welche Skala bel einem bestimmten
Material als mikroskopisch? anzusehen ist, ist eine Frage der Modellierung.
Wenn man ein Metall auf einer Skala betrachtet, auf der einzelne Korner dar-
stellbar sind, sind die Spannungs- und Dehnungsfelder nicht mehr glatt, sie
weisen Fluktuationen auf. Trotzdem ist ein einzelnes Korn der kontinuumsme-
chanischen Beschreibung als Einkristall zuganglich (ASARO & RICE 1977;
ASARO 1983; LE, SCHUTTE & STuMPF 1998) d.h. die Wahl der Betrachtung
der Phanomene auf einer Mikroskala impliziert nicht, dal3 diese Vorgange auf
dieser Skala einer Beschreibung durch die Kontinuumsmechanik nicht mehr
zuganglich sind. Eine untere Grenze der Langenskala ist alerdings erreicht,
wenn einzelne Versetzungen oder Fehlstellen “sichtbar” werden. Auf dieser
atomaren Skala verliert die Kontinuumsmechanik ihre Gultigkeit und die Bin-
dungskrafte zwischen den Atomen bzw. Mol ekillen miissen modelliert werden.
Abbildung (2.3) zeigt zwei verschiedene Moglichkeiten der Wahl einer Mi-
kroskala. Beztiglich der Mikroskala Il und der Makroskala wird Mikroskala |
auch haufig als Mesoskala® bezeichnet. Die Existenz von Hohlraumen, Poren,
Rissen, Scherbandern etc. auf einer mikroskopischen Skala wird als Schadi-
gung (damage) bezeichnet. Der Prozeld der Entstehung und des Wachstums
dieser Poren, Risse usw. wird Schadigungsevolution (damage evolution) ge-
nannt. Die mikromechanischen Evolutionsgleichungen dieser Defekte konnen
wiederum auf Phanomenen einer noch tieferen Skala, z.B. der atomaren Skala
basieren (Kohasivkrafte auf die sich 6ffnenden Rif3ufer u.&.) Die Kontinuums-
Schéadigungsmechanik (continuums damage mechanics, CDM) nimmt an, dal3
der Schadigungszustand eines Volumenelementes eines Materials prinzipiell

koo 2 lang (Distanz); wikpodo 2 klein

2Die Begriffe mikroskopisch und makroskopisch sollen hier fiir Phanomene stehen die auf der jeweiligen Ska-
la beschrieben werden. TRUESDELL[1992, S.5]:” The word 'makrosopic’ is often used but is misleading because
the scale of the phenomenon has nothing to do with whether or not they can be seen (oko7te Tv)[...]"

Suécoo £ in der Mitte



2.1. SCHADIGUNGSMECHANIK a7

/ *’E Pore Ril3

P Korn RiR

At itt
Makroskala omgrtter

Mikroskalal QX SRR E-:«:-:a:-:-

Mikroskalall °:‘:°:’:‘:°. e%"0%%"
atomare Skala

Abbildung 2.3: Materieller Punkt P mit zwel verschiedenen Mikroskalen und der atomaren
Skala

durch die Anzahl, Abmessungen und Anordnung der Poren, Risse etc. be-
stimmt ist. Uber geeignete Homogenisierungs-(Mittelungs)-Vorschriften wer-
den dann die Kontinuumsfelder der Ubergeordneten Skala gewonnen, zu de-
nen dann aul3er den Spannungs- und Dehnungsfelder noch geeignete Felder
hinzukommen, die die Auswirkungen der Mikrodefekt-Konfiguration auf der
Makroskala beschreiben. Diese internen Variablen werden als Schadigungsva-
riablen (damage variables) bezeichnet.

2.1.2 Klassifikation und Bibliographie der CDM Modelle

Die folgende Ubersicht aus SKRzYPEK (1999) klassifiziert die Modelle der
Kontinuums-Schadigungsmechanik mit den entsprechenden wichtigsten Ar-
beiten.
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Referenz

Mikroskopische M echanismen und
Eigenschaften

Elasti sch-sprode Schadigu

ng (elastic-brittle damage)

Krajcinovic & Fonseka (1981)
Sidoroff (1981)

Mazars (1985)

Marigo (1985)

Lemaitre (1985)

Litewka (1985), (1989)
Litewka (1989)

Grabacki (1991), (1994)

Najar (1994)

Murakami & Kamiya (1997)

Entstehung und Wachstum von mikrosko-
pischen Rissen durch elastische Deforma-
tionen. Anderung der effektiven Steifig-
keit bzw. Nachgiebigkeit durch Absinken
des E-Moduls mit der Schadigungsevolu-
tion (Metalle, Fels, Beton, Komposita)

Elastisch-plastische Schadigung (elasto-plastic damage)

Gurson (1977)

Suquet (1982)

Cordebois & Sidoroff (1982)
Tvergaard (1981),(1988)
Rousselier (1981),(1986)
Lemaitre (1984),(1985)

Dragon & Chihab (1985)

Chow & Lu (1992)

Voyiadjis & Kattan (1992)
Murzewski (1992)

Mou & Han (1996)

Saanouni, Forster & Hatira (1994)
Taher, Baluch & Al-Gadhib (1994)

Entstehung, Wachstum und Verschmel-
zung von mikroskopischen Hohlraum-
en durch (grof3e) plastische Formande-
rungen. Verknupfung von Gleitbandern,
Abldsung von Partikeln aus dem Matrix-
material, Partikelbruch. Zusammenwach-
sen von Hohlrdumen in pordsen Medien
beim Vorliegen von Scherbandern (Metal-
le, Komposita, Polymere)

Schadigung durch Splittern (spall-damage)
Tetelman & jr. McEvily (1970) Elastische und elasto-plastische Schéadi-
Gurland (1972) gung unter impulsiven Lasten. Aus
Davison, Stevens & Kipp (1977),(1978) | breitung von plastischen  Schock-
Johnson (1981) wellen. Kopplung zwischen Entste-
Grady (1982) hung/Wachstum von Hohlraumen und
Perzyna (1986) Spannungswellen.  Zusammenwachsen

Nemes, Eftis & Randles (1990)

der Mikrorisse vor dem Fragmentie-
rungsprozef3. Vollige Separation durch
Ausbreitung von Makrorissen durch das
hochgeschadigte Material.
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Referenz Mikroskopische M echanismen und
Eigenschaften

Ermidungs-Schadigung (fatigue damage)

Manson (1954) Entstehung und Wachstum von transgra-
Coffin (1954) nularen Mikrorissen in der Umgebung der
Lemaitre (1971) Oberflache. Hoch-zyklische Ermidung
Manson (1979) (Zyklenzahl > 10°): EinfluR der makro-
Lemaitre (1996) skopischen Plagtizitat ist vernachlassig-
Dufailly & Lemaitre (1995) bar. Sehr niedrige Zyklenzahl (> 10) Ri-
Skoczen (1996) Rentstehung durch Gleitbander in Kornern

in der Nahe der Oberflache. Anschlie-
[Rende transgranulare Ausbreitung in den
transgranularen Gleitebenen.

Kriech-Schadigung (creep damage)

Kachanov (1958) Entstehung und Wachstum von mikro-
Rabotnov (1969) skopischen Hohlraumen und Rissen
Leckie & Hayhurst (1974) innerhalb von metallischen Kornern (duk-
Hayhurst et al. (1975),(1984) tile transgranulare Kriech-Schadigung

Trapzyhski, Hayhurst & Leckie (1981) bei niedrigen Temperaturen) oder an
Krajcinovic & Fonseka (1981),(1982) den Korngrenzen (sprodes intergranulare

Chaboche (1979),(1981),(1988) Schadigung bei hohen Temperaturen)
Murakami (1983) durch Korngrenzgleiten und Diffusion.
Stigh (1985)

Zang & Lee (1993)

Kowalewski et al.(1994),(1996)
Needleman, Tvergaard & Giessen (1995)
Naumenko (1996)

Altenbach et al. (1990),(1997)
Altenbach et al. (1997)

Schadigung durch Kriech-Ermidung (creep-fatigue damage)

Chrzanowski (1976) Schadigung induziert durch wiederhol-
Lemaitre & Chaboche (1975),(1985) te mechanische und thermische Bela-
Plumtree & Lemaitre (1979) stung bei hohen Temperaturen. Schadi-
Wang (1992) gung durch zyklisches Kriechen gekop-
Dunne & Hayhurst (1992),(1994) pelt mit plastischen Formanderungen. In-

Lin, Dunne & Hayhurst (1996),(1999) teraktion von intergranularen Hohlraum-
en mit transgranularen Rissen. Bildung
von Gleitbandern bei niedrigen Tempe-
raturen gekoppelt mit MikrorifRentwick-
lung durch Kriechen bei hohen Tem-
peraturen (Metale, hochlegierte Stahle,
Aluminium-L egierungen, Kupfer)

49
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Referenz Mikroskopische M echanismen und
Eigenschaften
Anisotrope Schadigung (anisotropic damage )
Sidoroff (1981) Schadigungsinduzierte Anisotropie oder
Ladeveze (1990) Schadigung von anisotropen Materiali-
Lis (1992) en (Komposita). Unilaterale Schadigung.
Chaboche (1993) Anisotrope elastisch-sprode Schadigung.
Chaboche, Lesne & Moire (1995) Nichtproportionale und zyklische Lasten.
Chen & Chow (1995) Effektive Zustandsvariablen und Schadi-
Voyiadjis, Venson & Kattan (1995) gungstensoren (Beton, Anisotrope Kera-
Murakami & Kamiya (1997) miken, Komposita)
Schadigung durch Korrosion (corrosion damage)
Tetelman & jr. McEvily (1970) Intergranulare Korrosion, Degradation
Knott (1973) durch Umwelteinfliisse, Entwicklung von
Schmitt & Jalinier (1982) Mikrorissen unter Angriff von korrosiven
Medien
Strahlungsschadigung ( irradiation damage )
Tetelman & jr. McEvily (1970) Schadigung durch Bestrahlung mit Neu-
Gittus (1978) tronen und «-Strahlen in Form von Hohl-
Tomkins (1981) raumbildung. Duktiles Kriechverhalten
Murakami & Mizuno (1992) unter Bestrahlung und anschlief3ende Ver-
sprodung.

Schadigung durch thermisches Kriechen ( thermo-creep damage)
Ben-Hatira, Forster & Saanouni (1992) | Gekoppelte thermo-el astisch-
Saanouni, Forster & Hatira (1994) viskoplastische  Schadigung.  Einflul
Ganczarski & Skrzypek (1995),(1997) der Schadigung auf den Warmetransport
Kaviany (1995) im Material. Anderung des Temperatur-
Skrzypek & Ganczarski (1998) gradienten durch Schadigung.

Tabelle 2.1: Klassifikation der Schadigungsliteratur nach SKRzYPEK (1999)

2.1.3 Schadigungsvariablen

Eindimensionale Flachen-Schadigungsvariable

Um den graduellen Deteriorationsprozel einer Mikrostruktur durch Mikrorif3-
und Mikroporenentstehung und -ausbreitung in einem materiellen Punkt P zu
charakterisieren hat, KACHANOV (1958) den Kontinuitatsparameter 1\ ein-
gefuhrt. Dieser Parameter setzt fur eine Schnittebene mit der Normalen n die
durch Mikrorisse und Poren reduzierte Flache §A in Bezug zur totalen (un-
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Abbildung 2.4: Materieller Punkt P mit dazugehorigem geschadigtem Mikrovolumenel ement

geschadigten) Flache 6A

_3A

b=

P € [0,1], (2.1.1)

so dal3{ = 1 dem ungeschadigten Material undy = 0 einer verschwindenden
Restflache entspricht. Um konsistent zu den weiter unten vorgestellten Schadi-
gungsvariablen zu bleiben wird der Schadigungsparameter D eingefuhrt, der
die geschéadigte Flache Ap auf die ungeschadigte Flache bezieht. Innerhalb ei-
nes Volumenelementes ist das Schadigungsmal3 offensichtlich von der Hohe x
der Schnittflache in Richtung n abhangig, so dal? als Schadigungsmal3

D(P,n) = max D(P,n,x) = 62;%, D € [0,1] (2.1.2)
eingefuhrt wird, wobei D = 1 — 1 = 0 dann den ungeschadigten Zustand
beschreibt und D = 1 die totale Schadigung als Verschwinden der Restflache
desMaterialsin diesem Punkt. Das Material im Ausgangszustand wird stetsals
ungeschadigte Referenz herangezogen, obwohl es bereits Fehlstellen enthalt.
Diese sind jedoch in der Beschreibung des Materials bereits enthalten, z.B.
Uber den Elastizitatsmodul des’ ungeschadigten’ Materials.
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Abbildung 2.5: Mikrovolumenelement mit Poren
Eindimensionale Volumen-Schadigungsvariable

Fir die Schadigung durch Mikroporen benutzte GURSON (1977) den Poren-
volumenanteil in einem Mikrovolumenelement als Mal3 fur die duktile Schadi-
gung eines Materias (s. Abb. 2.5)

Y,
8V
Hier bezeichnet 3V das ungeschadigte Volumen und $V,, das Volumen der
Poren. Diese Variable ist Uber

; (21.3)

D = {23 (2.1.4)

korreliert zur Flachen-Schadigungsvariable von KACHANOV.

Effektivspannung

RABOTNOV (1968) betrachtete ein geschadigtes Mikrovolumenelement (s.
Abb. 2.6), das durch eine Zugkraft t = nt belastet wird. Die Definition der
Spannung ohne Beriicksichtigung der Schaden lautet

_t
~ HA

Wenn man nun berticksichtigt, dal3 die Defekte die Flache, auf der effektiv die

o) (2.1.5)
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Abbildung 2.6: Geschadigtes Mikrovolumenel ement unter einachsigem Zug

Last angreift, reduzieren, gilt fir den Fall, dal? alle Defekte gedffnet sind, d.h.
dal3 sie keine Spannungen ubertragen

t . ©
A —86Ap 1—-D’

mit dem Schadigungsparameter D nach Gl. (2.1.2). Diesist die Definition der
effektiven Spannung fur den einachsigen Zug. Festzuhalten ist, dal3 die “ effek-
tive” Flache 6A — 6 Ap fur verschiedene Arten der Schadigung (Risse, Poren,
Scherbander etc.) einer mikromechanischen Interpretation bedarf, da die reine
Flachenreduktion eventuell nicht mehr der entscheidende Faktor ist.

(2.1.6)

o=

Geometrische Definition des Schadigungstensors

Aus (2.1.2) ist leicht ersichtlich, dal3 das skalare Schadigungsmald D von der
Orientierung der Schnittflache abhangt. In Richtung der Normalen n gilt die
skalare Gleichung

SA = (1 —D(n))SA (2.1.7)

MURAKAMI & OHNO (1981) folgend kann diese Gleichung auf drei-
dimensionale Probleme erweitert werden, indem man diese Gleichung fur
drei orthogonale Richtungen ny, ny, n; aufstellt

SA; = (1 —Dy)sA;, i=1,2,3. (2.1.8)
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In einem allgemeinen Koordinatensystem kann dies als
5A = fisA = (1 —D)nsA = (1 — D)SA (2.1.9)
geschrieben werden, mit dem symmetrischen Schadigungstensor

3
D= Z Di(ni %) ni). (2110)
i=1
Der Spannungsvektor t 1a3t sich nun tber Cauchy’s Lemma (1.2.13) entweder
mit Hilfe des ungeschadigten Flachenelementes oder mit dem geschadigten
Flachenelement ausdriicken

t = 06A = GBA, (2.1.11)
wodurch der Effektivspannungstensor ¢ definiert wird
d=0c(1—-D) . (2.1.12)

Die Natur dieses oft as “unsymmetrisch” bezeichneten Spannungstensors,
die in diesem linearen Kontext nicht offensichtlich wird, wird in Zusammen-
hang mit dem spater prasentierten finiten Rahmen der Schadigungsmechanik
erlautert. Mit Hilfe eines symmetrischen Schadigungstensors zweiter Stufe ist
es offensichtlich moglich, schadigungsinduzierte Anisotropien bis hin zur Or-
thotropie durch drel orthogonale Symmetrieebenen zu beschreiben. Der Fall
der isotropen Schadigung, z.B. durch kugelformige Poren, wird erreicht, wenn
D ein Kugeltensor D = D1 ist.

Schadigungstensoren vierter Stufe

Um Gleichung (2.1.12) auf allgemeinere Féle anisotroper Schadigungs-
zustande zu erweitern, haben CHABOCHE (1978), LECKIE & ONAT (1981)
und andere Schadigungstensoren vierter Stufe eingefiihrt. Dies gelingt in di-
rekter Analogie zu (2.1.12) durch

6=1I-D)'":0=M:o0o (2.1.13)

mit I dem Einheitstensor vierter Stufe, dem Schadigungstensor vierter Stufe
D und dem Schadigungseffekttensor M. Es bleibt festzuhalten, dal diese Ver-
allgemeinerung zunachst nur rein formaler Art ist, insbesondere da die Sym-
metrien von M offensichtlich von der Interpretation des verwendeten Effektiv-
spannungstensors abhangen, die aber, wie oben dargelegt, in diesem linearen
Rahmen nicht konsistent erfolgen kann.
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Im Folgenden eine Klassifikation CDM-Literatur nach den verwendeten

Schadigungsvariablen.
Referenz \ Schadigungsmechanismus
Skalare Schadigungsvariablen
Kachanov (1958) Kriechen (isotrop)
Kachanov (1974) Kriechen (anisotrop)

Rabotnov (1968),(1969)

Martin & Leckie (1972)
Hayhurst & Leckie (1973)
Davison, Stevens & Kipp (1977)
Gurson (1977)

Lemaitre & Chaboche (1978)
Chaboche (1988)

Lemaitre (1987),(1996)
Rides, Cocks & Hayhurst (1989)

Randy & Cozzarelli (1988)
Murakami & Mizuno (1992)
Zang & Lee (1993)

Trapzyhski, Hayhurst & Leckie (1981)

Kriechen (anisotrop)

Kriechen (anisotrop)

Kriechen (isotrop)

spalling, elastisch

elastisch-plastisch

creep (nicht-proportional)
K'riechen(anisotrop)

Kriechen, Ermidung, duktil, sprode (ani-
sotrop)

generell

Auswirkung der Kriechschadigung auf
elastische Eigenschaften

Ril¥fortschritt

Kriechen unter Bestrahlung
Hochtemperatur-Kriechen

Skalar:
Kontinuitét:
Schadigung:
Effektivspannung:

Verteilung auf der Einheitskugel:

w(x) [Kachanov] (isotrop)

_Aef
ll)—Ao
w=1—-1Y
g="=_2

N 1—w
p(n)

p(n) = po (isotrop)
po = J,. p(n)dA (fast isotrop)

Vektorielle Schadigungsvariablen

Davison, Stevens & Kipp (1973)
Kachanov (1974):(1986)
Krajcinovic & Fonseka (1981)
Krajcinovic (1983)

Singh & Digby (1989)

Lubarda & Kracinovic (1993)

spalling, elastisch
Kriechen
elastisch, sprode
generell, Kriechen
sprode, anisotrop
generell

Vektor:  w(x) [Kachanov]
w = w,Vv
11) - d)vv
~ Oy
0oy = —

b,
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Referenz

\ Schadigungsmechanismus

zweistufiger Schadigungstensor

Murzewski (1957),(1958),(1992)

Rabotnov (1969)

Vakulenko & Kachanov (1971)
Murakami & Ohno (1981)
Kachanov (1972)

Dragon & Mrb6z (1979)
Cordebois & Sidoroff (1982)
Betten (1983)

Litewka (1985)(1987),(1989)
Kondaurov (1988)

Murakami (1983)(1987),(1988)
Karihaloo & Fu (1989)

Chow & Lu (1992)

Lis(1992)

Chaboche (1993)

Lis& Litewka (1996)
Zheng & Betten (1996)

Murakami & Kamiya (1997)
Skrzypek & Ganczarski (1998)

guasi-homogene Metalle (stochastischer
Ansatz)

Kriechen

plastisch-sprode

Kriechen

elastisch

sprode-plastisch

elastisch, elastisch-plastisch

generell, Kriechen

Kriechen (anisotrop)

elastisch (orthotrop)

Kriechen, Ermidung

Beton

el astisch-plastisch, anisotrop
(nicht-proportionale L asten)
schadigungsinduzierte elastische Aniso-
tropie

schadigungsinduzierte elastische Aniso-
tropie

Ubersicht ilber Effektivspannungen
Elastisch-sprode Anisotropie
Elastisch-sprode Anisotropie

Tensor zweiter Stufe: Q = Zf:] Q;n;n; [Murkami& Ohno]

®

=1

v

o= %[(1 —O) o400 (1-Q) "
RiRdichte-Tensor: p(Nn) = prneny [Krajcinovic]
Dij = J‘47_[ p(n)ninj dA

vier stufiger Schadigungstensor

Chaboche (1982)

Leckie & Onat (1981)

Simo & Ju (1987)

Chow & Wang (1987)
Krajcinovic (1989)

Lubarda & Krgjcinovic (1993)
Schief3e (1994)

Chen & Chow (1995)
Voyiadjis & Park (1996)

Qi & Bertram (1997)

Kriechen

Kriechen

generell

generell, anisotrop

generell, anisotrop

generell, anisotrop

€l astisch-plastisch, anisotrop
Schadigungseffekt-Tensor, anisotrop
anisotrope Schadigung, plastisch
Einkristall, anisotrop

Schadigungstensor vierter Stufe:

Elastizitatstensor E:
Schadigungseffekt-Tensor M
RilRdichte-Tensor:

D [Chaboche]

ED) =(1-D):E
o=1I-D)'":6=MD): o
p(n) = PNy [Kraj cinovi C]
Dy = [, p(N)nimmmdA

achtstufiger Schadigungstensor

Chaboche (1981)

| Kriechen, Ermiidung

Tabelle 2.2: Ubersicht der Schadigungsvariablen (nach Skrzypek, 1999)
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2.1.4 Aquivalenzprinzipien

Der (mechanische) Zustand eines geschadigten Korpers wird durch die Felder
der linearen Dehnung ¢, der Cauchy-Spannung o und des Schadigungsmalies
D beschrieben: {¢, o,D} . Um den Zusammenhang mit dem ungeschadigten
Ausgangszustand herzustellen, wird eine fiktive, ungeschadigte Konfiguration
eingefuhrt, so dal3 in dieser Konfiguration derselbe Zustand beschrieben wird

(e,0,D} ={¢,0,D =0} = {¢, 0}, (2.1.14)

mit der Effektivspannung o und der Effektivdehnung €. In dieser ungeschadig-
ten Konfiguration sollen auch die Parameter und konstitutiven Gesetze des un-
geschadigten Materials Geltung haben, sofern die entsprechenden effektiven
Grofen benutzt werden. So soll zum Beispiel der Elastizitatsmodul in die-
ser Konfiguration dem des jungfraulichen Materials entsprechen. Uber weitere
Annahmen kann dann der Schadigungseffekttensor gewonnen werden. Die-
se Annahmen entsprechen jeweils sogenannten Aquivalenzprinzipien, d.h. be-
stimmte Grof3en werden als von der Schadigung unbeeinfluf3t betrachtet.

Prinzip der Dehnungsiquivalenz — Effektivspannungskonzept

Das Prinzip der Dehnungsaquivalenz (principle of strain equivalence) lautet
(CHABOCHE 1978):

Die Dehnung, die mit einem geschadigten Zustand unter einer aufgebrach-
ten Spannung o verbunden ist, ist &quivalent zur Dehnung des ungeschéadigten
Zustandes unter der Effektivspannung o (s. Abb. 2.7).

Die lineare Spannungs-Dehnungs-Beziehung des jungfraulichen Materials
|a3t sich mit Hilfe des elastischen Steifigkeitstensors ausdriicken durch

oc=C":¢. (2.1.15)
Im geschadigten Material liegt dann der geschéadigte Elasti zitatstensor vor
oc=C":¢. (2.1.16)
Mit Hilfe des Prinzips der Dehnungsaquivalenz

£(0,0) = ¢(o,D) (2.1.17)
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Abbildung 2.7: Eindimensional e Veranschaulichung der Dehnungsaquivalenz

kann die Spannungs-Dehnungs-Beziehung beziiglich der ungeschadigten Kon-
figuration wieder mit dem ungeschadigten Elastizitatstensor dargestellt werden

oc=C°:¢. (2.1.18)
Wenn man hier € aus (2.1.16) einfiihrt, ergibt sich
g=C:C o (2.1.19)

Aus der Definition der Effektivspannung (2.1.13) ergibt sich dann der Schadi-
gungstensor zu

D=I-C°:C*"’ (2.1.20)

und daraus folgt der Zusammenhang zwischen geschadigtem und un-
geschadigtem Elastizitatsmodul

C'=(I-D):C" (2.1.21)

Wenn die Betrachtung auf orthotrope Schadigungszustande beschrankt wird,
kann ein Zusammenhang zwischen dem Schadigungstensor vierter Stufe und
dem Schadigungstensor zweiter Stufe nach MURAKAMI (1988) hergeleitet
werden.

D = DI. (2.1.22)
Prinzip der Spannungsaquivalenz — Effektivdehnungskonzept

Das Prinzip der Spannungsaguivalenz (principle of stress equivalence) lautet
(CORDEBOIS & SIDOROFF 1979; SIMO & Ju 1987):
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Abbildung 2.8: Eindimensionale Veranschaulichung der Spannungsaquivalenz

Die Spannung, die mit einem geschadigten Zustand unter einer aufgebrach-
ten Dehnung e verbunden ist, ist &quivalent zur Spannung des ungeschadigten
Zustandes unter der Effektivdehnung € (s. Abb. 2.8).

Die inverse Spannungs-Dehnungs-Beziehung des geschadigten Materials

§=C% .0 (2.1.23)
wird mit dem Prinzip der Spannungsaguivalenz

0(g,0) = o(e,D) (2.1.24)
durch

e=C":0 (2.1.25)
ausgedrickt. Mit o aus (2.1.23) ergibt sich

§=C*':C:¢. (2.1.26)
Auseiner zu (2.1.13) aquivalenten Definition der Effektivdehnung
e=I-D):¢ (2.1.27)
gewinnt man den Schadigungstensor vierter Stufe

D=I-C":C" (2.1.28)

und daraus folgt der Zusammenhang zwischen geschadigtem und un-
geschadigtem Elasti zitatsmodul

C'=C¢: (I-D). (2.1.29)
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Abbildung 2.9: Eindimensionale Veranschaulichung der Energieaquivalenz
Prinzip der Aquivalenz der elastischen Energie

Das Prinzip der Aquivalenz der elastischen Energie (principle of complemen-
tary energy equivalence) lautet (CORDEBOIS & SIDOROFF 1979):

Die elastische Energie, die mit einem geschadigten Zustand unter einer auf-
gebrachten Spannung o und der daraus resultierenden Dehnung ¢ verbunden
ist, ist &quivalent zur elastischen Energie des ungeschadigten Zustandes, wenn
im elastischen Potential die Effektivspannung ¢ und Effektivdehnung & benutzt
werden (s. Abb. 2.9).

Aus der komplementaren elastischen Energie in der geschadigten und un-
geschadigten Konfiguration

1 1.

O°¢ = 70 ¢ o; O°= 50 C': 6 (2.1.30)
erhat man fir einachsigen Zug,
o=FEe & =EE, (2.1.31)

aus dem Prinzip der Aquivalenz der elastischen Energie
O = 0° = &=+VEE 1o, &=+VEE e (2.1.32)

Aus diesem Prinzip folgt also sowohl eine Effektivspannung als auch eine Ef-
fektivdehnung. Die direkte Verallgemeinerung von (2.1.32) auf Tensoren vier-
ter Stufe liefert

G=I0-D)'":0; §=(I-D):e D=I-—(C)"2:(C*) "2
(2.1.33)
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Fur orthotrope Schadigungszustande und den daraus folgenden Schadigungs-
tensor zweiter Stufe haben CORDEBOIS & SIDOROFF (1982) unter anderem
den folgenden symmetrischen Effektivspannungstensor vorgeschlagen

S=(1-D)"?:0:(1-D)"? (2.1.34)

dessen Form nicht in direktem Zusammenhang mit dem Prinzip der Ener-
gieaquivalenz steht und dartiberhinaus nicht weiter physikalisch motiviert wur-
de. Der Zusammenhang zum Schadigungstensor vierter Stufe 13t sich Uber

D=I—-(1-D)"? g (1-D)"? (2.1.35)

herstellen.
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2.2 Multiplikativer Rahmen fr spr 6de Schadigung

In diesem Abschnitt wird ein durch die Unzulanglichkeiten der klassischen
Kontinuumsschadigungsmechanik motivierter Rahmen fir sprode Schadigung
vorgestellt, der einen konsistenten Zusammenhang zwischen geschadigter und
fiktiver, ungeschadigter Konfiguration Uber eine Schadigungsabbildung her-
stellt. Durch die Angabe eines hyperelastischen Potentials werden, der Proze-
dur von COLEMAN & NoLL (1963) folgend, die konstitutiven Gesetze ther-
modynamisch konsistent abgeleitet.

2.2.1 Motivation

Wiein der Zusammenfassung der Ansétze der Kontinuumsschadigungsmecha-
nik deutlich wurde, ist eine skalare, isotrope Schadigungsvariable nicht mehr
ausreichend, wenn man durch Risse oder ellipsoide Hohlraume geschadigte
Materialien beschreiben will. MURAKAMI fuhrte hierfir den Schadigungsten-
sor zweiter Stufe D ein (vgl. Abschnitte 2.1.3 und 2.1.4), der eine effektive

Spannung
G=0(1-D)" (2.2.1)

liefert, die auf das geschadigte Flachenelement bezogen ist. Im Rahmen des
Effektivspannungskonzeptesist diese Spannung auf der fiktiven, ungeschadig-
ten Konfiguration definiert. Wie bereits oben angemerkt, wird diese Spannung
oft als unsymmetrisch bezeichnet und verschiedene Autoren haben Symmetri-
sierungen dieser Spannung vorgeschlagen

e 0= (1-D)"?:0:(1—D) "2 (CORDEBOIS & SIDOROFF 1982)
c=(1-D)':0:(1 —D)' (BETTEN 1986)
¢ =1(o(1-D)"+(1-D) 'o) (MURAKAMI 1988)

und dabel die Natur des “unsymmetrischen” Effektivspannungstensors ver-
nachlassigt. Dieser geht aus einer Transformation der infinitesimalen Bezugs-
flache des Cauchyschen Spannungsvektors in die fiktive, ungeschadigte Kon-
figuration hervor (s. Glg. (1.3.39)) und ist somit ein Spannungstensor vom Typ
des 1. Piola-Kirchhoffschen Spannungstensors P (vgl. Glg. (1.3.40)). Da ¢ al-
so offensichtlich die Natur eines two-point-Tensors aufweist (der 1.P-K. hat
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seine “Beine” in zwei verschiedenen Konfigurationen P €¢ W ® V) ist der Be-
griff “Symmetrie” unangemessen und eine Symmetrisierung nach MURAKA -
M1 (1988) ergibt eine Grofie, die kein Tensor mehr ist. Wenn aber ¢ ein two-
point-Tensor ist, muB (1 —D)~' eine Abbildung reprasentieren (1 ist somit ei-
ne Einheitsabbildung, ein Shifter und kein Einheitstensor). Dies stellt die Mo-
tivation dar, eine ungeschadigte Konfiguration im Sinne von Abschnitt 2.1.4
einzufiihren, die dann durch einen Deformationsgradienten induziert wird, der
zwischen der geschadigten und ungeschadigten Konfiguration abbildet. Auf
einem solchen Deformationsgradienten basierend, wird anschlief3end ein kon-
sistenter Rahmen erarbeitet, in dem, ohne die Beliebigkeit einer besonderen
Symmetrisierung oder eines speziellen Aquivalenzprinzips, Stoffgesetze fir
Materialien erarbeitet werden konnen, die Schadigungsprozessen unterliegen.
Im Folgenden werden die Betrachtungen im Wesentlichen auf sprode Schadi-
gung beschrankt, bei der Entstehung und Wachstum von Mikrorissen, getrie-
ben durch elastische Deformationen und Spannungen, der dominante mikro-
mechanische Schadigungsvorgang ist.

2.2.2 Multiplikative Zerlegung des Defor mationsgr adienten

Um den Prozef3 eines Korpers mit Mikrorissen mit Hilfe eines Schadigungs-
Deformationsgradienten zu beschreiben, wird in der referentiellen Beschrel-
bung digenige Plazierung als Referenzplazierung gewahlt, in der der Korper
“ungeschadigt” ist. Ein tatsachlicher Korper wird, auch wenn er als jungfrauli-
che Probe vorliegt, stets Fehlstellen bzw. Mikrorisse aufweisen. Diese sind
aber bereitsin den erfaléten Eigenschaften, wie z.B. dem Elastizitatsmodul,, ent-
halten. Ungeschadigt ist der Korper also stets zu Beginn des betrachteten Pro-
zesses. Der Schadigungsprozef? besteht vielmehr in der Entstehung neuer und
der Ausbreitung vorhandener Fehlstellen. Ein solcher Prozel3 ist in Abbildung
2.10 skizziert. In Punkt 1 liegt der Korper in jungfraulichem Zustand vor (es
ist bereits ein Mikrorif3 vorhanden, dessen Einflufd im “ungeschadigten” Ela-
stizitatsmodul enthalten ist). Der Korper wird belastet und seine Spannungs-
Dehnungs-Kurve zeigt linear-elastisches Verhaten. Bel einer Grenzbel astung
0, ist eine kritische Last erreicht, um den Rif3fortschritt einzuleiten. Im wei-
teren Belastungsprozel? wird der Rif3 also wachsen, und ein Teil der elasti-
schen Energie des Korpers fur das RiRwachstum verbraucht. Als Folge dessen
wird das Materialverhalten “weicher”, well der Elastizitatsmodul stetig kleiner
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Abbildung 2.10: Die Spannungs-Dehnungs-Kurve eines durch wachsende Risse geschadigten
Materials

wird. Wahrend des Entlastungsvorgangs zeigt der Korper wieder linear ela
stisches Verhalten, alerdings mit geandertem Elastizitatsmodul aufgrund des
langeren Risses. Bel gleicher Last liegt aso im Punkt 4 eine grofiere Defor-
mation asim Punkt 2 vor. Im lastfreien Zustand 5 sind keine bleibenden De-
formationen des Korpers zu beobachten, er unterscheidet sich von Zustand 1
lediglich durch den langeren Rif3. Wenn man diese Probe erneut belastet und
unterhalb der Grenzefur Rif¥fortschritt bleibt, liegt wiederum linear-el astisches
Verhalten entlang der Geraden 1/5-4 vor. Dies fuihrt zusammen mit der Forde-
rung, Schadigung durch eine Abbildung zu reprasentieren, auf eine multipli-
kative Zerlegung des Deformationsgradienten in Analogie zur finiten Elasto-
plastizitat:

F=FFY  Foa=(F) (F)%,, (2.2.2)

die die drel in Abbildung 2.11 dargestellten Konfigurationen induziert: Die
ungeschadigte Referenzkonfiguration, die geschadigte Zwischenkonfiguration
und die momentane Konfiguration. Im Gegensatz zur finiten Elastoplastizitat,
bel der in der spannungsfreien Zwischenkonfiguration eine bleibende Defor-
mation FP vorliegt, liegt hier der Korper in der Zwischenkonfiguration unde-
formiert, aber mit geanderter Mikrostruktur vor. Die Trennung in eine Schadi-
gungsdeformation F¢ und eine elastische Deformation F¢ ist hier einer ener-
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Abbildung 2.11: Die drei durch die Zerlegung F = F¢F¢ induzierten Konfigurationen

getischen Art, in der Weise, dal3 F¢ fur den Teil der Deformation steht, des-
sen Energie beim Entlastungsvorgang wiedergewonnen wird, wohingegen F¢
fur den Anteil der Deformation steht, dessen Energie dissipiert bzw. in mi-
krostrukturellen Anderungen gespeichert wird. Das Vorliegen einer permanen-
ten Deformation ist weniger mit einer multiplikativen Aufspaltung des Defor-
mationsgradienten verbunden, sondern vielmehr mit der Annahme einer Form
fur die freie Energiedichte, wie spater gezeigt wird. Diese Form fuhrt in der
finiten Elastoplastizitéat auf eine Spannungs-Dehnungs-Beziehung, in der der
elastische Anteil der Verzerrungen enthalten ist. Wie aus Abbildung 2.10 zu
entnehmen ist, kann die freie Energie fur diesen Schadigungsprozef3 tiber den
Entlastungsvorgang definiert werden, so dal3 in dieser die Spannungen mit der
totalen Verzerrung gekoppelt sind.

Im Gegensatz zu dem jungst von STEINMANN & CAROL (1998) vorge-
schlagenen finiten Rahmen nichtlinearer Schadigungsmechanik, basierend auf
zwei mikroskopischen und zwel makroskopischen Konfigurationen, sind al-
le hier benutzen Konfigurationen “makroskopisch”. Die zugrunde liegende
Motivation des dort prasentierten Modells stellt das Prinzip der strain ener-
gy equivalence dar, so daR dort nicht vom Konzept der Aquivalenzprinzipien
abgeriickt wird.

In der referentiellen Beschreibung liegt der multiplikativen Zerlegung des
Deformationsgradienten die folgende Zerlegung der Bewegung zugrunde

X (X) = xE(X) o x(X),  x* = (x)* ((xH™ (XM)), (2.2.3)

mit X* = x*(X*), dem Positionsvektor der Zwischenkonfiguration. Die In-
dizes der Zwischenkonfiguration werden mit kleinen griechischen Buchsta-
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ben bezeichnet, und die Grof3en der Zwischenkonfiguration mit Uberstrichenen
Kleinbuchstaben. Mittels (2.2.3) kann der Schadigungs- und der elastischen
Deformationsgradient in Analogie zu (1.1.36) bzw. (1.1.37) definiert werden:

FO TPy - TPy, F=Tyd, (R, = QX7 224
xro — Ik, =1X, A aXA) ()
e.T.D e __ e eya _a(Xe)a

Fe:TePo— TPy, FE =T, (F) = (2.25)

wobei P; die Plazierung des K orpersin der geschadigten Zwischenkonfigurati-
on bezeichnet. Um die Grof3en der drei Konfigurationen ineinander zu transfor-
mieren, werden wiederum push- und pull-Operationen benutzt, jetzt mit Hilfe
von F4 und Fe. Fur die Verknuipfung der push-pull Operationen gilt aufgrund
von (2.2.2)

Fo(T) = (F%) ((F)(T)) . (2.2.6)

Die Anwendung des polare Zerlegungssatzes auf die beiden Deformationsgra-
dienten liefert

F¢ =RV = VIR, (F9)%, = (RY)*(UY®P, = (V¥ 5 (RY)P,, (2.2.7)
F¢ = RU® =Vv°R®, (F9)¢, = (Re)aﬁ(ie)ﬁ’ = (v¥)%,(R%)®, (2.2.8)
mit R¢, R der elastischen, bzw. Schiadigungsrotation und entsprechenden ela-
stischen bzw. geschadigten linken und rechten Strecktensoren. Fir die Rota-
tionen gilt die multiplikative Zerlegung

R=R°R% R% = (R%)* (RY)*,. (2.2.9)
Das folgende kommutative Diagramm veranschaulicht die daraus resultieren-
den Zusammenhange

TxPo TPy

AN

TxPo = TPy = TP, (2.2.10)

[0

R v R¢ ve

TPy TxPo
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2.2.3 Deformations- und Dehnungsmale

Mit Hilfe von push- und pull Operationen basierend auf den zwel Deformati-
onsgradienten F¢ und F¢ kann man analog zum Vorgehen bei der Definition
der Deformationsmal3e in Kapitel 1 aus den Metriken der drei Konfigurationen
g, g und G folgende Deformationsmal3e gewinnen:

C =F*(g) = F'gF,
Cd — Fdd(@) — FdTng,

Cas = F*AganF’s (2.2.12)
(CYas = (F) A 0up (F)Py, (2.2.12)
Cav = (F)* Gas(F B, (2213
(g = (FN" 0ap(FNP,, (2214
(€)% = (F*)A, Gap(F* )%, (2215)
(©)%p = (F)49an(F)®; (2.2.16)

g c* c
Fe Re Fe Re Fe
ue i ué
ct - g e cd (2.2.17)
v v
Fd R Fd R Fd
ud ud
C : cd : G

Aus dem Vergleich der Metriken innerhalb einer Konfiguration ergeben sich
mit Hilfevon (2.2.17) die folgenden el astischen, Schadigungs- und totalen Ver-

zerrungsmalie
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—_]—e_—d —d_l—_—d —e_l—e_

e_z(c c’), € _2(g ct), € —Z(C ), (2.2.18)
E:%(C—G), Ed:%(Cd—G), E¢ = (F4)(e), (2.2.19)
e=2(g—0), €= (FL@E), &= (g-c), (2220)

die die folgenden additiven Aufspaltungen der totalen Verzerrung in elastische
und Schadigungsanteile liefert

e=e+e, E=E°+EY e=e"+¢e (2.2.21)

Hierbel ist anzumerken, dal3 lediglich (2.2.21); eine exakte Aufspaltunginrein
elastische und rein schadigungsinduzierte Anteile liefert, da et und E€ kei-
ne rein schadigungsinduzierten bzw. rein elastischen Verzerrungsmalie sind.
Deshalb erscheint es giinstig, € und € as primare Variablen fur konstituti-
ve Gesetze zu verwenden. Eine anschlief3endes push-forward ergibt dann die
Gleichungen in der beobachtbaren, momentanen Konfiguration, ein pull-back
tberfuhrt die Gleichungen in die ungeschadigte Referenzkonfiguration.

2.2.4 Geschwindigkeit und Raten

Dietotale, elastische und schadigungsinduzierte Geschwindigkeit werden ana-
log zu (1.1.29) durch die Zeitableitung der Bewegung und darauffolgende
Transformation des Ful3punktes des Geschwindigkeitsvektors definiert

0
vix,t) =Voxy =V(x; (x),t); VE= o (Xt (22.22)
— e— ela d eya
VX, 1) = Ve ox{T = V(X (%), b); (V)" =5 () ety (22.23)
VI(x, 1) = Vo x{™ = VI(x{T (%), 1); (V) = %(Xf)“(X, ]y (22.24)

Aus der Zerlegung der Abbildungen (2.2.3) gewinnt man dann die folgende
Zerlegung der Geschwindigkeiten

vV =V¢ 4 Fe(V) = v + FevY, (2.2.25)

woraus ersichtlich wird, dal3 die Geschwindigkeitsvektoren der Momentankon-
figuration nicht additiv in rein elastische und rein schadigungsinduzierte Teile
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aufspaltbar sind, da der Vektor Fev® offensichtlich von der elastischen Defor-
mation abhangt. Durch ein pull-back auf die Zwischenkonfiguration ergibt sich
wiederum eine additive Aufspaltung

vV =F(v) = Fe(ve) + v = FeTve + v (2.2.26)

Eine ahnliche Aufspaltung gelingt auch fir den Geschwindigkeitsgradienten.
FUr diesen erhdt man in der Momentankonfiguration

| = FF " = FeFe T FERORS RS T = 1+ FE(19), (2.2.27)

was keine natirliche additive Aufspaltung darstellt. In der Zwischenkonfigu-
ration hingegen

= Fele) + 19 = 1° + 19 = Fe~TFe 4 Fapd-! (2.2.28)
gelingt die gesuchte Zerlegung.

Die Lie-Ableitung beziiglich des Geschwindigkeitsfeldes v bzw. Deforma-
tionsgradienten F war oben durch

St—F, (F—(t)) (2.2.29)

definiert worden. Auf ahnliche Weise kann die Lie-Ableitung von Tensoren der
Zwischenkonfiguration t durch push- und pull-Operationen mit Hilfe von F¢
definiert werden

St=F¢ (Fd% (t)) . (2.2.30)

Die Lie-Ableitungen kann Uiber die Geschwindigkeitsgradienten mit der ma-
teriellen Zeitableitung verknupft werden (MARSDEN & HUGHES 1983). Fur
die Lie-Ableitung eines Tensorst € T4 P; ergibt sich

(St)abmefg,,,h — i:ab...efgmh . tlbmefg.,,hlal . (a”e hochgestellten |nd|zes)

(2.2.31)
+ 10, w1l — (aletiefgestellten Indizes).

In der Zwischenkonfiguration erhalt man analog firr einen Tensor t € 7H 7P,

(SO)oBs = Bes PR (147 (alle hochgestellten Indizes)
(2.2.32)

+ 505 (19, — (alletiefgestellten Indizes).

@y..M
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Die totale Verzerrungsrate der drei Konfigurationen spaltet man mit Hilfe
dieser Lie-Ableitungen wie folgt auf:

d=ge=2ge+ get =d° +d¢ (2.2.33)
d = fe= e + et =d° 4 dI, (2.2.34)
D=E =E® +E¢ =D°+D9, (2.2.35)

wodurch deutlich wird, dal3 eine nattrliche Aufspaltung in elastische und
schadigungsinduzierte Anteile Uber die Lie-Rate der Verzerrungsmalie nicht
gelingt, da d® = £e° von der schadigungsinduzierten Geschwindigkeit vd
abhangt. Wenn die elastische Verzerrungsrate d° allerdings als symmetrischer
Anteil von |¢ ausgedriickt wird

de = % (@°+1°"g), (2.2.36)

so hangt diese nur vom elastischen Deformationsgradienten und seiner Rate
ab. Dasselbe gilt analog fur

— 1 —  —
d¢ = 5 (g4 +197g), (2.2.37)
obwoh! auch £e? vorher schon nur den Schéadigungs-Deformationsgradienten

und seine Rate enthielt.

Fir die Herleitung der konstitutiven Gleichungen sind die folgenden Bezie-
hungen niitzlich, die man direkt aus (2.2.29) bzw. (2.2.30) und (2.2.11) erhalt

gg=2d, £c=0, £c°=2d¢, (2.2.38)
cg=2d% geci=0, £ =2d. (2.2.39)

2.2.5 Bilanzgleichungen

Um den thermodynamischen Betrachtungen des nachsten Abschnittes einen
konsistenten Rahmen zu bieten, werden hier die Bilanzgleichungen (Massen-
erhaltung, Impulssatz, Drallsatz, Energieerhaltung, Entropieproduktion), so-
wieihre lokalisierten Formen fur ale drel Konfigurationen angegeben. Fur die
aktuelle Konfiguration war in Anschnitt 1.2 der folgende Satz von Gleichungen
angegeben worden:

J p(X,t)dv =0 (Masse), (2.2.40)
$e(U)

dt
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% J Xxpdv = J bpdv + J onda (Impuls), (2.2.41)
$(U) $e(U) 0P (U)
d :
4t J (X X X)pdv = J (X x b)pdv + J X x (on)da (Drdl),
$e(U) e (U) 0+ (U)
(2.2.42)
d 1,. . :
a4t J (e+ §<X’X>)pdv = J (r+ (b,x))pdv (2.2.43)
de(U) $e(U)
+ J ((on,x) —gn)da (Energie),
0P (U)
d J dv > J L odv— J Mia  (Entropie (2.2.44)
dt neav = ep 0 PIE), L
e (U) de(U) 0P (U)
sowiein lokalisierter Form
p+pdivx=0 (Masse), (2.2.45)
divo + pb = pX (Impuls), (2.2.46)
=o' (Drall), (2.2.47)
o:d-+pr=pe+dvq (Energie), (2.2.48)
o:d—pyp > %q .VO+ pnd (Entropie), (2.2.49)
P =e—no (Freie Energiedichte). (2.2.50)

Der Punkt Uiber einer Grofde der Momentankonfiguration bedeutet deren mate-
rielle Zeitableitung beziiglich der Momentankonfiguration

()=09/0t()+v-V(). (2.2.51)

Durch pull-back Operationen konnen diese Gleichungen beziiglich der un-
geschadigten Referenzkonfiguration angegeben werden. Hierbel ist zu bertick-
sichtigen, dal3 das Volumen- bzw. Flachenelement auch zurticktransformiert
wird (vgl. Abschnitt 1.3.6). Der Massenerhaltungssatz bleibt in obiger Form
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bestehen, das anfangliche Dichtefeld po(X) wird auf dem Gebiet ¢y (i) vor-
geschrieben.

J p(X,t)dv = J po(X)dV  (Masse), (2.2.52)
de(U) do(U)

J)"(tpodV: J' BpodV + J PNdA (Impuls), (2.2.53)
$o(U) $o(U) Ao (U)

% J X X VpodV = J (X x B)podV + J X x (PN)dA (Drdl),

$o(U) $o(U) Ao (U)
(2.2.54)
d 1
at (E+ Z(V,V>)podV = (R+(B,V))podV (2.2.55)
$o(U) $o(U)
+ J ((PN,V) —QN)dA (Energie),
Ao (U)
d R QN :
— > — — =~ : 2.
at J NopodV > J @podv J o dA (Entropie) (2.2.56)
$o(U) $bo(U) Ao (U)
In lokalisierter Form gilt
pJ = po (Masse), (2.2.57)
DivP + poB = pox, (Impuls), (2.2.58)
S=F'"P=PF =9 (Drall), (2.2.59)
S:D + poR = poE + DivQ (Energie), (2.2.60)
- 1 : :
S:D—py¥ > @Q - VxO + pomo® (Entropie), (2.2.61)
Y=E—n©O (Freie Energiedichte), (2.2.62)

wobei die grof3 geschriebenen skalaren Grof3en nur ihren Bezugspunkt andern,
z.B. E(X,t) = e(x:(X,t)). Wichtig fur die thermodynamischen Betrachtun-
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gen ist die Darstellung der Bilanzgleichungen in der geschadigten Zwischen-
konfiguration, die man auf ahnliche Weise gewinnt.

% J S(Xt)dv =0 (Masse) (2.2.63)
dw
d [ — _ o
4t J pdv = J bpdv + J pnda (Impuls), (2.2.64)
o U) oL U) o (U)
d [ . _ o _ _
" J (X x X)pdv = J (X x b)pdv + J X x (pn)da (Drall),
o (U) o (U) b (U)
(2.2.65)
& | @ 3®RIeE= |+ 60)m (2.266)
o U) oL U)
+ | pnR - amaa (Enerio)
A (U)
d J nedv > J i_d\T — J ﬁda (Entropie) (2.2.67)
g ] =] P 0 RIS, “
U o (U) b (U)

sowiein lokalisierter Form

p+pdiv=0 (Masse), (2.2.68)
divp + pb = px (Impuls), (2.2.69)
s=F'p=p'F¢T=¢ (Drall), (2.2.70)
S:d+pr=ope+dvq (Energie), (2.2.71)
s:d— 5._ > ;—CT Vo + gﬁe_ (Entropie), (2.2.72)

Vv=ec—10 (Freie Energiedichte). (2.2.73)

Hierbei bedeutet der Punkt Uber einer Grofde der Zwischenkonfiguration die
materielle Zeitableitung beziglich dieser Konfiguration:

()=0/0t()+V"-V(). (2.2.74)
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Die oben benutzte Kirchhoff-Spannung der Zwischenkonfiguration s hangt mit
dem 2.P-K. und der Kirchhoff-Spannung wie folgt zusammen:

S=F!(S)=F(1). (2.2.75)

Die Spannung p stellt also einen Tensor vom Typ eines 1.P-K. in der Zwi-
schenkonfiguration dar.

2.2.6 Freie Energiedichte und konstitutive Gleichungen

Alle konstitutiven Gleichungen fur das Material mit sproder Schadigung wer-
den aus der freien Energiedichte abgeleitet. Diese wird in der geschadigten
Zwischenkonfiguration postuliert, weil dort die additive Aufspaltung der tota-
len Verzerrung auf nattirliche Weise moglich ist. Betrachtet werden nur iso-
therme Prozesse, so dal’ die freie Energiedichte in folgender Form postuliert
werden kann

wobel w diefreie Energie pro Einheitsvolumen der Zwischenkonfiguration be-
deutet. Diese funktionelle Form stellt sicher, dal’ w von der vorhergegangenen
Schadigung nur durch den Parameter ¢ = F4(G) abhangt. Die Funktion ei-
nes Parameters spielt ¢ deshalb, weil seine Rate verschwindet (£c = 0) und
demzufolge keine thermodynamisch konjugierte Kraft (treibende Kraft) auf
diesesMaR existiert. Die Aufnahmevon c? in diefreie Energiedichte entspricht
der Aufnahme der Metrik G in die freie Energiedichte, die bendtigt wird um
die Invarianten z.B. des Elastizitatstensors zu generieren. Auf diese Art und
Weise tbernimmt ¢ die Rolle eines Strukturtensors, der von BOEHLER €in-
gefiihrt wurde (BOEHLER & SAwWCZzZUK 1976; BOEHLER 1977; BOEHLER
1987A; BOEHLER 19878B; BOEHLER 1987cC), und den BONGMBA (2001)
und BRUHNS & BONGMBA (2001) benutzt haben, um ein anisotropes M ateri-
algesetz fur plastische Schadigung zu formulieren. Der Einflul? der Temperatur
auf das Schadigungsverhalten soll hier vernachlassigt werden, so dal3 nur iso-
therme Prozesse betrachtet werden, fur die die Clausius-Duhem Ungleichung
(2.2.72) sich zu

s:d—pp >0 (2.2.77)
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vereinfacht. Die Rate der freien Energie erhalt man wie folgt

b=~ & _ (&2 =. 2.2.7
e CLMUIR L E= Ry @279
wobel der erste Term aus
-~ : odetF¢ .
£— = po detFd = p, ) (FY)*, = po det F4(F&NA_(F4*,  (2.2.79)
A
= L = Lgeiany,
Y Y

gewonnen wird. Die Rate £¢! = F¢ (G) verschwindet, so daf sie bei der
Herleitung der konstitutiven Gleichungen keine Rolle spielt. Nachdem man
(2.2.78) in (2.2.77) einsetzt und von (2.2.38) Gebrauch macht, erhalt man

Y N\ = [ 0D\ o
i . - . < 0. L.
(Zpace s) d+(wg +2ag> d4 <0 (2.2.80)

Wenn nun die in Abschnitt 1.3.4 vorgestellte Prozedur von COLEMAN
& NoLL (1963) benutzt wird, gewinnt man die Spannungs-Dehnungs-
Beziehung zu

_axp

=207, (2.2.81)

mit sder Kirchhoff-Spannung der Zwischenkonfiguration. Diese Beziehungin
(2.2.80) eingesetzt, fulhrt dann auf die Dissipationsrate

D¢ =kd:d! >0, (2.2.82)

D4 wird Schadigungsdissipationsrate genannt. k¢ bezeichnet die treibende
Kraft der Schadigung

ki =g 'm, (2.2.83)

die im wesentlichen der Eshelby-Tensor der Zwischenkonfiguration p ist (Es-
HELBY 1951; MAUGIN 1993)

L=—pUi+Cs (2.2.84)

Die detaillierte Herleitung der treibenden Kraft wird im Anhang A angegeben.
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Das Prinzip der maximalen Dissipation wir dann wie folgt definiert
k¢ = 05.2%(d?, g), (2.2.85)

wobel das Symbol 0 Moreau’'s Sub-Differential bezeichnet (vgl. Abschnitt
1.3.5). Durch eine Fenchel-Transformation ergibt sich das zu ©¢ konjugier-
te Schadigungspotential ¢p¢, und das FlielRgesetz kann in der tUblichen Form

130
okd’
angegeben werden, mit A4 dem Schadi gungsmultiplikator.

d = ik, g) = A (2.2.86)

Durch Anwendung des Prinzips der maximalen Dissipation wird ein Stoff-
gesetz mit der Beschrankung auf assoziative Fliefdregeln formuliert. Fur den
Zusammenhang der Schadigung mit den weiter unten in Kapitel 3 beschrie-
benen Gleichungen der Rif3ausbreitung und vor allem, um einen thermo-
dynamisch sinnvollen Mikro-Makro-Ubergang zu vollziehen, ist diese Be-
schrankung wesentlich. Ziel der weiter unten angestellten mikromechanischen
Betrachtungen auf Grundlage der Bruchmechanik ist es, das Potential ¢¢ und
daraus eine Evolutionsgesetz der Schadigung, physikalisch sinnvoll herzulei-
ten.

2.2.7 Elastische Eigenschaften des geschadigten Materials

Freie Energiedichte fir kleine elastische Defor mationen

Um den Einflul® der Schadigung auf die elastischen Eigenschaften eines Ma-
terials zu untersuchen, ist es, insbesondere fur die hier betrachtete Klasse
von Materialien, angemessen ein linear elastisches Verhalten vorauszusetzen.
Die freie Energiedichte wird Uber den Entlastungsvorgang eines geschadigten
Korpers konstruiert. Da der Korper im unbel asteten Zustand spannungsfrei ist
und keine bleitbenden Verformungen aufweist und der Entlastungsvorgang ein
rein elastischer Prozef3 ist, kann die freie Energiedichte as quadratische Form
beztglich der totalen Dehnung durch

— ] .
P = 2—5e.
ausdriickt werden. Dies ist im Gegensatz zu elasto-plastischen Modellen mit
linearer Elastizitat, bei denen an dieser Stelle eine quadratische Form der ela-

C’:e (2.2.87)
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stischen Verzerrungen Anwendung findet. Aus der Forderung der freien Ener-
giedichte als quadratische Form resultiert ein Schadigungsanteil
V=P8 =0) = z%éd :C°: &, (2.2.88)

der eine reversible Energie darstellt, diein einer Anderung der inneren Struk-
tur des Materials gespeichert wird. Aus (2.2.81) gewinnt man die Spannungs-
Dehnungs-Beziehung zu

so dal’ eine Entlastung des K orpers in elnen spannungsfreien Zustand auch ein

Verschwinden der totalen Verzerrungen zur Folge hat.

Geschadigter Elastizitatstensor

Zur Vereinfachung der Betrachtungen wird angenommen das ungeschadigte
Material sel isotrop, so dal3 der Elastizitatstensor der ungeschadigten Refe-
renzkonfiguration mit den Lamé schen Konstanten A und p al's

Ci=N\G 'oG '"+u (G‘@SG‘ +G'g G‘) (2.2.90)

geschrieben werden kann, bzw. in Indexnotation
(CS)ABCD — A GABGCD + m (GACGBD + GADGBC) ) (2291)

Den geschadigten Elastizitatstensor gewinnt man daraus durch ein push-
forward mit dem Schadigungs-Deformationsgradienten

C'=F(CH (2.2.92)
= ARG TRFIG T+ (FSG]éFSG] +FiG ' ® FSG‘) .
Mit Hilfe von (2.2.11) und der Vertauschung von push-forward und Inversi-

on (1.1.59) ergibt sich as push-forward der inversen Metrik der (geschadigte)
Finger-Tensor der Zwischenkonfiguration

FiG ' = (FiG) ' = =b. (2.2.93)
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Hiermit erhalt man den geschadigten Elastizitatstensor als
C°=Al@b+p (Bdéﬁd +hlg 6d> (2.2.94)
bzw. in Indexnotation

(C)*F7 =2 (09O + (6 (0P + (b (8)P) . (2295)

Dies macht einen Vorteil des hier vorgestellten Rahmens, gegenuber klas-
sischen Schadigungsmodellen deutlich. In dem vorgestellten Rahmen
ist man durch ein einfaches push-forward mit Hilfe des Schadigungs-
Deformationsgradienten in der Lage, den geschadigten Elastizitatstensor
zu gewinnen, ohne ein Aquivalenzprinzip postulieren zu mussen. Eine shn-
liche Form des geschadigten Elastizitatstensors erhielten CAROL, RiIzzl &
WILLAM (2001) durch die EinfUhrung einer Symmetrisierung der Effektiv-
spannung nach CORDEBOIS & SIDOROFF (1982) und vor ihnen VALANIS
(1990) uber die Annahme der freien Energiedichte in einer speziellen Form
(zur Diskussion dieser Ansatze siehe Abschnitt 2.2.8). Allerdings wurde in
beiden Arbeiten keine Schadigungsabbildung eingefiihrt. In der oben, bei der
Diskussion der klassischen Schadigungsmodelle, verwendeten Notation kann
man die Ergebnisse von VALANIS (1990) und CAROL, Rizzl & WILLAM
(2001) ausdriicken durch:

C'=A1-D)®(1-D)+pn ((1 ~D)®(1-D)+(1-D)® (1 —D)) .
(2.2.96)

Notation von Tensoren vierter Stufe

Um die Eigenschaften des geschadigten Elastizitatstensor zu untersuchen, ist
es vorteilhaft in einem Rahmen zu arbeiten, der von MEHRABADI & COWIN
(1990) vorgeschlagen wurde, um Symmetrieelgenschaften anisotroper Mate-
rialien zu untersuchen.

Der dreidimensionale Elastizitatstensor vierter Stufe besitzt die Symmetrien
(@e)ocﬁyé _ ((Ee)[iowé; (66)0([3’}/5 _ (66)0([36’}/; (@e)ocﬁyé _ (@e)yéocﬁ, (2297)

die folgen, wenn der Spannungstensor symmetrisch ist ((2.2.97);), der Deh-
nungstensor symmetrisch ist ((2.2.97),), bzw. wenn die thermodynamische
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Forderung, dal3 das Material fir einen geschlossenen Lastpfad keine Arbeit
leistet ((2.2.97)3), erfullt ist. Deshalb hat der Elastizitéatstensor nur 21 un-
abhangige Komponenten, die die jeweils 6 unabhangigen Komponenten des
Spannungs- und Dehnungstensors verbinden. Man kann also (2.2.89), zunachst
in der Standard-(\Voigt)-Notation,

ch rCelll Qell122 (ell33 ell23 elll3 relll2] R
$2 Ce2211  (e2222 (2233 (2223 (2213 (2212 e

s3| (_:easn @e33zz (gesaas (_:e3323 @e3313 (ge3312 &3 2298)
S| |CeBN Ce232 (e2333 Ces Cen3 CeB12| |26, 2.
5_13 Ce1311 (Ce1322 (Ce1333 (Ce1323 (Cel313 (Ce1312 26_13

BA | Ce1211 Ce1222 Ce123 (Ce1223 Ce123 cel2iz| | 2g, |

die Spannungen und Dehnungen als Vektoren und den Elastizitatstensor als
Matrix darstellen. Die hier involvierte Matrix erfillt nicht die Transformations-
regeln eines Tensors zweiter Stufe. Fur die Notation nach WALPOLE (1984)

[ sy ] [ C R G QRGN 3N 23C2] [ gy )
S22 @ezm 1 (EeZZZZ (Ee2233 2% (Eezzzs 2% (6e221 3 2% (66221 2 e
833 Qe3311 (Qe3322 (e3333  Qg(e3323 D (e3313 i (e33n2 €33
235, T 25 (Ce2311 y(e2322 h(e2333  pre2323  p(el3 p(e2312 22ex
27513 23 QeI T (Cel322 QF(e1333 preld23  p(eld3 peldn2 2%e;
28] [2hCen gige: 2iQens Qe pgems  gez | |2ie,
(2.2.99)

hingegen haben MEHRABADI & CowIN (1990) gezeigt, dal3diese 6 x 6 Ma

trix die Komponenten eines symmetrischen Tensors zweiter Stufe im sechsdi-
mensionalen Raum sind, so dal3 (2.2.89) alstensorielle Gleichung mit Vektoren
und Tensoren im sechsdimensionalen Raum geschrieben werden kann

N

$—C°:& (2.2.100)

Symmetrien des geschadigten Elastizitatstensors

Die Symmetrien des geschadigten Elastizitatstensors lassen sich anhand sei-
ner Eigenwerte und Eigentensoren untersuchen. Mit Hilfe der Darstellung
(2.2.100) gelingt dies auf einfache Art und Weise, da, wie MEHRABADI &
CowIN (1990) gezeigt haben, die Eigenwerte von C¢ und C° identisch sind,
und den sechsdimensionalen Eigenvektoren Uiber (2.2.99) dreidimensionale Ei-
gentensoren zugeordnet werden konnen.
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Untersucht wird also das Eigenwertproblem, das entsteht, wenn man nach
Dehnungszustanden sucht, fur die die Spannungen und Dehnungen kollinear
sind

s=Ae bzw. S=Ae (2.2.101)
Dies fuhrt auf
(Ee - /\i) §=0, (2.2.102)

wobel fden |dentitatstensor im sechsdimensionalen Raum bezeichnet. Nicht-
triviale Losungen dieses Problems findet man bekanntermal3en durch

det (ﬁe _ /\J'f) —0. (2.2.103)

Wenn im Eigen-Koordinatensystem des geschadigten Finger-Tensors bd ge-
arbeitet wird, kann man diesen in Diagonalform darstellen

[bd] = b, . (2.2.104)
b3

und die sechsdimensionalen Komponenten des geschadigten Elastizitatsten-
sors ergeben sich zu

[(A+2wbi2  Abyb, Abibs 0 0 0
(A+2w)bs?  Absb; 0 0 0
e — (A+2wbz? 0 0 0
2ubsb; 0 0
sym. 2ubibs 0

2pb1b2

(2.2.105)

Offensichtlich sind die letzten drei Eigenwerte von Ce
/\4 = zubzbg; /\5 = Zub]bg; /\6 = zpb]bz. (22106)

Die verbleibenden drei Eigenwerte werden mit Hilfe der sich aus der oberen
linken 3 x 3 Unterdeterminante ergebenden charakteristischen Gleichung (ein
Polynom 3. Gradesin A) zu

1 - 1 . .
Av=5(1i +2¢/1} — 3L cos (g(d) _ Zm)) S i=1...3. (2.2.107)
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bestimmt, mit
I; = (b + b3+ b3) (A + 2u); (2.2.108)
I = 4p(A + u) (bb3 + b3b3 + b3bi);
I3 = 4u%((3M + 2p) (b + b3 + b3);
213 — 91,1, 4+ 271
—1 1 112 3
= COS .
b ( 2E 31,77 )

Wenn b; # b, # bz, dann sind alle sechs Eigenwerte verschieden und es
liegt eine orthotrope Materialsymmetrie vor. Obige Ausdriicke vereinfachen
sich erheblich, wenn ein doppelter Eigenwert von b¢ vorliegt, z.B. by = b,.

Dann liegen nur vier verschiedene Eigenwerte von C¢ vor, namlich
A1 =2ubibs; A, = 2ub?; (2.2.109)

1
Aais = (N6} + 3 ((A 2002

+ \/(2(7\ + w)b? + (A +2u)b3)2 — 8u(3A + zu)b%b§>

und das geschadigte Material weist transversal -isotrope Symmetrie auf. Im ein-
fachsten Fall sind alle drei Eigenwerte von b4 identisch (b; = b, = bs) und
b¢ reduziert sich auf einen Kugeltensor und es liegt isotrop geschadigtes Ma-
terialverhalten mit den Eigenwerten

A1 =2ubd; Ay = (3N +2u)b? (2.2.110)

vor. Dies sind gerade die Eigenwerte von C§, mit dem Faktor b? versehen.
Dieser Fall beschreibt die haufig verwendete isotrope Schadigung, bel der z.B.
beim Effektivspannungskonzept C; mit einen skalaren Faktor (1 — D) multi-
pliziert den geschadigten Elastizitatstensor ergibt.

2.2.8 Bezug zur klassischen Schadigungsmechanik

Bel der Motivation des hier vorgestellten Rahmens wurde bereits auf die
Unzulanglichkeiten der klassischen Schadigungsmechanik hingewiesen.
In diesem Abschnitt soll nun versucht werden mit dem hier eingefihr-
ten Schadigungs-Deformationsgradienten und der damit verbundenen un-
geschadigten Referenzkonfiguration, eine konsistente Symmetrisierung der

4Man kann leicht zeigen, daR dies die einzige Moglichkeit ist, einen funffachen Eigenwert von C¢ zuerhalten
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Effektivspannung vorzuschlagen. Dartiberhinaus wird ein Bezug zwischen
dem Verzerrungsmald der Schadigung und dem Schadigungstensor zweiter
Stufe hergestellt. In diesem Zusammenhang werden auch Schadigungstenso-
ren hoherer Stufe diskutiert.

Symmetrischer Effektivspannungstensor

MURAKAMI & OHNO (1981) fuhrten den Schadigungstensor zweiter Ord-
nung uber die Flachenreduktion ein

~

ASA = (1 — D)ndA. (2.2.111)

In der Notation des oben prasentierten Rahmens, in der die ungeschadigte Kon-
figuration die Referenzkonfiguration und die geschadigte Konfiguration die
Zwischenkonfiguration (als Ausgangspunkt der elastischen Deformation) ist,
kann man diese Gleichung durch

dA = (1 —-D)da (2.2.112)

ausdriicken. Dieselbe Flachentransformation kann mit Hilfe des Schadigungs-
Deformationsgradienten tber Nanson’s Formel

da=detF¢.F4 TdA (2.2.113)

ausgedrickt werden. Ein Vergleich der Gleichungen (2.2.112) und (2.2.113)
fuhrt auf den Schadigungs-Deformationsgradienten

Fd = 1 (I -D)7 (2.2.114)

\/det (I — D)
bzw. den Schadigungstensor
1
det Fd

Daraus ist nun eindeutig erkennbar, dal3 der Effektivspannungstensor nach
MURAKAMI & OHNO (1981)

D=1 FarT. (2.2.115)

6=0o(1-D)"! (2.2.116)

in dem hier prasentierten Rahmen dem 1.P-K. entspricht, wenn man kleine ela-
stische Deformationen voraussetzt (F¢ ~ 1), so dal3 der Unterschied zwischen
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der Zwischenkonfiguration und der Momentankonfiguration vernachl assigbar
wird.

P=detF!. o F¢ T =g(1-D)7", (2.2.117)

wobei o die Cauchy-Spannung der Zwischenkonfigurationist (die unter obiger
Annahme der Cauchy-Spannung entspricht). Die naheliegendste M oglichkeit
einen symmetrischen Spannungstensor der ungeschadigten Konfiguration zu
erhalten ist dann der 2.-PK.

S=F4"'"P=\/det(1-D)-(1=D) To(1=-D) ', (2.2.118)

der auf ahnliche Art von BONGMBA (2001) hergeleitet wurde und bisjetzt kei-
ne Anwendung in klassischen Kontinuums-Schadigungs-Modellen fand. Eine
zweite Moglichkelt ist die Verwendung von X, dem gewichtetem 2.P-K.

L =detF¢'.S=,/det(1—D)-S=(1-D) "o(1-D)"', (22119

was fir einen symmetrischen Tensor D der Symmetrisierung nach BETTEN
(1986) entspricht.

Schadigungstensoren vierter und achter Stufe

Als allgemeiner Effektivspannungstensor wurde von CHABOCHE (1978) und
anderen

c=(I-D)"':0 (2.2.120)

vorgeschlagen und auf diese Art und Weise der Schadigungstensor vierter Stu-
feeingefuhrt. Fur die drei verschiedenen Effektivspannungen P, Sund X ergibt
sich hierfur

Dp =I—detF' (F'® 1), (2.2.121)
Ds=I—detF¢ (F* ' @F ), (2.2.122)
Dy =1—- (F*"@F"T). (2.2.123)

Die Verwendung anderer Schadigungstensoren vierter Stufe fuhrt somit auf Ef-
fektivspannungen, die nicht mehr mit Hilfe einer Abbildung, sondern mittels
einer Projektion in die ungeschadigte Konfiguration transformiert werden. Die
beobachtbare Abbildung F¢ ware dann lediglich die raumliche Komponente
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solch einer Projektion. Nach Meinung des Autors erfordert eine Kontinuums-
mechanik, die Projektionen anstelle von Abbildungen benutzt, einen eigenen,
noch zu entwickelnden Rahmen, und ist ohne eine solche Grundlage mathe-
matisch nicht abgesichert. Ahnliches gilt firr den von CHABOCHE (1981) vor-
geschlagenen Schadigungstensor achter Stufe, der sogar den geschadigten Ela-
stizitétstensor projiziert.
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3.1 Grundlagen der Bruchmechanik

3.1.1 Physkalische Bruchvorgange

Sowohl elastische, as auch bleibende, d.h. plastische Deformationen, die auf
atomarer und kristalliner Ebene stattfinden, bewahren den Zusammenhalt der

85



86 KAPITEL 3. BRUCHMECHANIK

Materie. Bruch zerstort, per definitionem, diesen Zusammenhang durch die
Erzeugung von flachen- oder volumenhaften Diskontinuitéaten im Material. Er
wird auf einer Skala beschrieben, die mindestens der Grofenordnung von Kri-
stallen entspricht 1. Die hier betrachteten Mikrorisse sollen deshalb eine GroRe
in der Ordnung von Mikrometern bis zu hundertstel Millimetern aufweisen.
Makrorisse dagegen sollen in der Grolenordnung von Millimetern bis hin zur
GroRe des betrachteten Bauteils liegen?. Die zwei Hauptmechanismen des lo-
kalen Bruchs sind der Sprodbruch durch Klaffungen und der duktile Bruch,
der aus lokalisierten grof3en plastischen Deformationen resultiert.

Sprodbruch

Beim sogenannten Sprodbruch ist der Bruchmechanismus die Trennung von
interatomaren Bindungen, ohne erwahnenswerte plastische Deformation des
gesamten Korpers (s. Abb. 3.1). Diese Bruchart tritt dann ein, wenn an der
Ril3spitze genug elastische Energie zur Verfiigung steht um die Atomebenen
zu trennen. Dies wird erleichtert durch Gitterfehler, wie z.B. Versetzungen,
oder zufallige geometrische |mperfektionen, die zu Spannungskonzentrationen
fuhren. Vorherrschend ist der interkristalline Bruch entlang bestimmiter kristal-
lographischer Ebenen, z.B. (100) fir Eisen. Ein Versetzungsstau an den Korn-
grenzen, der auch ohne signifikante plastische Deformation des Gesamtkorpers
entstehen kann, kann zum sogenannten intergranularen Bruch fihren.

Duktiler Bruch

Der duktile Bruch entsteht als Folge einer plastischen Instabilitat bei grol3en
lokalen, plastischen Formanderungen in der Nahe von kristallinen Defekten.
In Abhangigkeit der Defektdichte kann ein Material, welches Anzeichen eines
duktilen Bruchs zeigt, global ein duktiles oder sprodes Verhalten aufweisen.
Moglich ist z.B. die Bildung eines Mikroscherbandes im Kristall (ASARO &
RICE 1977; LE, SCHUTTE & STUMPF 1998). In diesem wird durch die lokal
konzentrierte plastische Deformation die Defektdichte so grol3, dal3 Material-
trennung, d.h. ein Sprodbruch im Mikroscherband, auftritt (s. Abb. 3.2).

1Eine Ausnahme hiervon stellt evtl. die Beschreibung des Bruchvorgangs eines monokristallinen Pro-
benkorpers dar.

2Diese GroRenordnungen stellen natiirlich nur Anhaltspunkte dar. Der tatsachliche Ubergang, hangt von der
GrofRe des zu modellierenden Bauteils, von der Diskretisierung und vielem mehr ab.
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50 um

Abbildung 3.1: Sprodbruch durch Spaltung in einem schwach legierten Stahl (nach Pineau)

Ermudungsver sagen eines Polykristalls

Der Bruch eines Bauteils unter Betriebsbedingungen beinhaltet gewohnlich
mehrere verschiedene Mechanismen, die interagieren. Das Versagen durch
Ermidungsbruch stellt hierbei einen der wichtigsten Mechanismen dar. Beim
Ermudungsbruch konnen fir die Modellierung mehrere Stadien unterschieden
werden.

Entstehung von Mikrorissen Betrachtet sei ein polykristallines Material unter
periodischer Belastung. Selbst wenn die maximale Last deutlich unter der
Grenze fur plastische Verformungen liegt, ist das Material in der Nahe von
Defektstellen durch Spannungstiberhthungen zyklischen, plastischen Mikro-
deformationen ausgesetzt. Diese Gebiete wiederum blockieren das Wandern
von Versetzungen. Diese dissipativen Mechanismen konnen zu lokalen Tem-
peraturerhdhungen fuhren, die zum relaxieren der Mikrospannungen fhren.
Je nachdem welcher der beiden Mechanismen im Material gerade der vor-
herrschende ist, fuhrt dies zu einer lokalen Ver- oder Entfestigung des Ma-
terials. Diese Vorgange kdonnen dann auf vielfaltige Art, z.B. durch Verset-
zungsanhaufungen an Fehlstellen oder Korngrenzen, durch Mikroscherbander
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(b)

Abbildung 3.2: (a) Interkristalliner Sprodbruch durch Kriechen in Cr-Mo Stahl (nach Pineau).
(b) Interkristalliner duktiler Bruch in einer Iconel 718 Legierung (nach Pineau)

(s.0.) dazu fuhren, dal? in einem Korn oder entlang der Korngrenze ein Mi-
krorif3 entsteht. Diese Mikrorisse haben oft eine Orientierung von +45° zur
Hauptspannung, was der Entstehungsrichtung von Scherbandern in Einkristal-
len entspricht (ASARO & RICE 1977; LE & ScHUTTE 1998). Dieser Mi-
krorif3 wird typischerweise eine L ange haben, die in der Grof3enordnung eines
Korns des Polykristalls liegt.

Wachstum von Mikrorissen Die wichtigste Phase des Versagens durch
Ermidung bildet die Ausbreitung der Mikrorisse (s. Abb. 3.3). Diese Pha
se beinhaltet das Wachstum der Mikrorisse von der Lange der Korngrof3e bis
zu einer Lange, die auf der Makroebene modelliert werden muf3. Die Risse
werden ihre Ausbreitungsrichtung gemal3 der sich andernden Spannungen und
Dehnungen anpassen. Beobachtet wird, dal3 diese schliefdich in einer Rich-
tung senkrecht zur grofdten Hauptzugspannung wachsen. Ab einer bestimmten
Lange wird der Mikroril3 bei einer gegebenen Beanspruchung instabil und
wachst explosionsartig. Spatestens dies stellt den Ubergang zum MakroriR dar.

Wachstum von Makrorissen  Das Wachstum eines Makrorisses basiert auf dem-
selben Mechanismus wie die Mikrorif3ausbreitung. Die Spannungskonzentra-
tion an der Rilspitze fuhrt zu lokalisierten plastischen Deformationen die
schliefdlich zu einer Materiatrennung an der Rif¥front fihren. Durch zyklische
Belastungen unterhalb der kritischen Last des Risses breitet sich dieser stabil
aus. Bel einer kritischen Lange bzw. Last wird auch dieser Rif3 instabil und
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Abbildung 3.3: Schwingstreifen (nach Pineau): (@) in rostfreiem austenitischem Stahl; (b) in
einer Iconel 718 Legierung

zerteilt das Bautell in zwei oder mehr Teile.

3.1.2 RiRnahfeld der linear-elastischen Bruchmechanik

Wichtige Grundlage fur die Untersuchung des Verhaltens des Risses ist die
Kenntnis der Verformungs- und Spannungsfelder in der direkten Umgebung
der Rif3spitze. Um diese zu ermitteln, betrachtete WiLLIAMS (1957) das
asymptotische Feld eines zweidimensionalen Rissesin einer unendlichen Plat-
te (s. Abb. 3.4). Die Ermittlung des asymptotischen Feldes erfolgt mit Hilfe
der Airy’schen Spannungsfunktion F (in Zylinderkoordinaten) fiir den ebenen
Dehnungszustand:

1 1
on = ~Fr+5F 0 (3.1.1)

Opp = Fry

1 1
Orp = 5Fo——F
% T2 @ T TP

Ozz = V(GTT + G(p(p)-

Das Kommavor einem Index bedeutet die partielle Ableitung beziglich dieses
Index. r, © bezeichnen lokale Polarkoordinaten mit Ursprung in der Rif3spit-
ze. Die x-Achse fallt mit den Ri3ufern zusammen. Die Kompatibilitatsbedin-
gungen, das Hooke'sche Gesetz und die Gleichgewichtsbedingungen werden
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T
%
f I —

X

Abbildung 3.4: Rif3 in unendlicher Platte

erfullt, wenn

AAF =0 (3.1.2)
gilt. Die Spannungsfunktion wird in folgender Form angenommen:
F=R(r)®(p) =r""D(p), A>0. (3.1.3)

Die Bedingung A > 0 sorgt fur beschrankte Verschiebungen fur r — 0. Glei-
chung (3.1.2) fuhrt dann auf

F=1"1(Cycos(A+ 1)@ + Cacos(A — 1)@ (3.1.4)
+ C3Sin(7\—|- ])(P + C4Sin(7\— ])(p)

Die Randbedingungen fir spannungsfreie Rif3ufer lauten

O (7)) = 0pe(£m) =0 (3.1.5)
und fuhren auf das folgende Gleichungssystem fir die vier Koeffizienten
—(A+T1)cosAt —(A+1)cosAt  (A+1)sinAt (A+1)sinAn Cq 0
—(A+T1)cosAt —(A+1)cosAt —(A+1)sinAt —(A+ 1)sinAn C| (O
(A —1)sinAm (A+1)sinAt (A —T1)cosAt (A + 1) cosAm C3| |0
—(A=1)sinAt —(A+1)sinAt  (A—1)cosAt (A + 1) cCosAn Cy 0
(3.1.6)

Nichttriviale Losungen ergeben sich durch die Bedingung, dal die Determi-
nante der Koeffizientenmatrix verschwinden muf3;

4NN (1 £ ) sin2TA)? = 0. (3.1.7)
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Diese Gleichung hat als zulassige L 6sungen
A=n/2, n=1273.. (3.1.8)

Das Resultat A = % ergibt singulare Spannungen in der Rif3spitze und domi-
niert somit das Rif3nahfeld. Setzt man diese L 6sung in die Koeffizientenmatrix
ein, kann man zwel Konstanten eliminieren. Das asymptotische Spannungs-
und Verschiebungsfeld ergibt sich dann zu

K 0 . 0
Uy =— 271 cos2 (1 —2v +sin? 5) (3.1.9)

KII

ng(z 2v + cos’ )+O(\/?),
U 27t 2

_Ki 0
~(2-2 1.
; 27r nz( v + cos’ = ) (3.1.10)

+ U KH

0 L0
27rcos2 (1 —2v +sin f) + O(y/1),

K1
V2nr

| TR e( .0 . 3 )
+ sn-—(1—sn=sin=0| +O(1),
V2nr 2 22 )

Oxx =

0 .0 . 3
cosz (1 —smzsm ZE)) (3.1.11)

K; 0 .0 . 3
Oy =———=C60S—= | 1 +sSn=9sn=0 3.1.12
Yy /_27TT 2< 2 2 ) ( )

11 . 0 0 3
+ Sin=cos—=cos=0 + O(1/+/1),

Oxy :L sin o cosg cos§9 (3.1.13)

\V2mr 2 2 2

cosg (1 —singsin%) +O(1/4/7).

T 2 2

II
V2nr
Der Faktor v/27t wird aus historischen Griunden eingefthrt. Die Koeffizien-

ten K; und Ky, die die Starke des singularen Spannungsfeldes bestimmen,
heil3en Spannungsintensitatsfaktoren (IRWIN 1957). Eine Untersuchung der
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Modus | Modus 1 Modus 111
(mit oyy) (Mit Oyy) (mit oy,)

Abbildung 3.5: Diedrei Rif3modi mit ihren charakteristischen Spannungsverteilungen

Verschiebung der Rif3ufer an der Rif3spitze zeigt, dal3 fur K; £ 0,K;; = 0 ein
symmetrischer Modus mit einer Ri3offnung in Form einer Parabel vorliegt. Fur
K; =0, Ky # 0 liegt ein Modus vor, der die Rif3ufer gegenelnander verschiebt,
d.h. Schub in der Ebene. Es gibt noch einen dritten Modus, durch Schub gegen
die Ril3ebene, fir den der Spannungsintensitatsfaktor (SIF) Ky verantwortlich
Ist.

KIII 2r .
L= g S 3.1.14
LV SN2 ( )
~ Km_ 6
Oxz; = _2—7'[1‘ Sn E, (3115)
~ Kpp 0

Entsprechend den SIFen, die fur die einzelnen Modi verantwortlich sind, nennt
man diese Mode |, Mode |l bzw. Mode I11; diese sind in Abbildung 3.5 dar-
gestellt. In einem realen Material konnen die Spannungen nattirlich nicht un-
endlich grof3 werden. Selbst bei sehr sproden Materialien, wie Glas, treten an
der Ril3spitze plastische Zonen von einigen Mikrometern auf. Wenn die pla-
stische Zone allerdings klein ist gegeniiber der Zone, die vom Rif3nahfeld do-
miniert wird, behalt die linear-elastische Losung trotzdem ihre Glltigkeit (s.
RICE (1974)).
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3.1.3 RiBausbreitungskriterien

Innerhalb des oben dargestellten lokalen Konzeptes wird Rif3wachstum dann
erwartet, wenn z.B. fur Mode | der SIF K; enen kritischen Wert K. Uber-
schreitet.

K1 < K — Rif3im Gleichgewicht (3.1.17)
K; = K;. — instabiles Rifdwachstum

Fur ebene Verzerrungszustande ist Ki. ein Materialkennwert, fir ebene Span-
nungszustande hangt K. von der Probendicke ab.

Eine weitere Betrachtungsweise bietet die Energie eines Korpers mit ei-
nem RIif3. Die Grundlagen hierfr gehen auf GRIFFITH (1920) zuriick. Dieser
betrachtete die Energiefreisetzung eines Korpers mit einem wachsenden Ril3.
GRIFFITH (1920) stellte fest, dal3 Rildwachstum moglich ist, wenn die ela
stische Energie, die durch das Rif3wachstum frei wird, ausreicht, um den ge-
samten Energiebedarf fir das Ril3wachstum zur Verfugung zu stellen. Fur eine
Platte mit Ril3, die erst belastet wird, deren Enden dann fixiert werden und in
der anschlief3end der Rif3 um da wachst, ergibt sich

dwW  d¥rig
da  da
W ist hierbei die elastische Energie des Korpers, Wgir die Energie, die fur das
RiRwachstum benatigt wird. G wird Energiefrei setzungsrate oder auch treiben-
de Kraft fur das RiRwachstum genannt. Die Energie, die beim RifRwachstum
verbraucht wird, ist R, der Ril3widerstand. Die Energiegleichung (3.1.18) im-
pliziert dann, dal3 G mindestens so grof3 sein mul3 wie R, damit Rif3wachstum
moglich ist. Wenn R eine Konstante ist, bedeutet das, dal3 G fur Rif3wachstum
einen kritischen Wert G, Uberschreiten muf3. Fir einen innenliegenden Rif3 der
Lange 2a in einer unendlichen Scheibe unter Zugspannungen o, kann ein
direkter Zusammenhang beider Kriterien ermittelt werden. Fir diese Problem-
stellung gilt ((WESTERGAARD 1939; IRWIN 1957))

G =

R. (3.1.18)

Ki = 0VTa (3.1.19)
und

ma o’
G=2 s (3.1.20)

(1 —~2)E
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\ve

—
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Abbildung 3.6: JIntegral auf der Kontur I’

Offensichtlich sind also das lokale SIF-Kriterium und das globale Kriterium
der Energie miteinander verkniipft. Die Energiefrei setzungsrate einer Ril3spit-
ze ist gerade die Halfte des Ausdrucks in (3.1.20), so dal3 man fir den ebenen
Verzerrungszustand findet

Ki

G= (1 —~+2F

(3.1.21)
Diese Beziehung, auch IRWIN’s Formel genannt, gilt auch, wenn die Enden
nicht fixiert werden, dann erhoht sich alerdings die elastische Energie der
Scheibe und der Energiezuflul zur Rif3spitze enthalt einen Antell aus der Ar-
beit der “toten” Last
d
G=— (AL —W). (3.1.22)
da
G hat die Einheit einer Energie pro Flacheneinheit bzw. einer Kraft pro
Rifdange, weshalb G auch alstreibende Kraft fur das Ri3wachstum bezeichnet
wird. RICE (1968B) hat gezeigt, dal3 diese treibende Kraft durch das wegun-
abhangige J-Integral berechnet werden kann

] = J (wdy — k-0 -uy,ds), (3.1.23)
r

mit w der Verzerrungsenergiedichte pro Volumeneinheit und k der auf3eren
Normalen, der die Ril3spitze umschlief3enden Kontur (s. Abb.(3.6)).
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FUr ein ideal sprodes Material kann die Energie fir das Rif3wachstum auf
die Oberflachenenergie der Ril3oberflachen beschrankt werden
\PRig = Zya — R = d\yRiB =

da

In vielen realen Materialien wird sich, wie bereits oben erwahnt, durch die
Spannungstiberhdhung an der Ril3spitze eine plastische Zone ausbilden. Bei
der Rif3ausbreitung wird dann Energie fur die Ausbildung der neuen plasti-
schen Zone bendtigt. Wenn die Energie, die hierfir bendtigt wird, proportional
der Rif3verlangerung bleibt, d.h. weiterhin R = dWgiz/da gilt, behdt der obige
Ansatz fur den Ril3widerstand weiterhin seine Gultigkeit.

2y. (3.1.24)

Die obige Darstellung der Energieverhdtnisse beim Rif3wachstum und
des Verhaltens eines Korpers mit einem Ril3 basieren auf der Annahme der
sel bstahnlichen RifRausbreitung. Diese Betrachtung schliefdt also zunachst Ris-
se unter gemischten Modus I/11 Belastungen aus. Durch die Schubbelastung
des Modus Il kdnnten die Risse jedoch bel der Ausbreitung abknicken. Des-
weliteren findet die Verknupfung des lokalen Feldes mit der globalen Ener-
giebetrachtung erst beim Aufstellen des Ausbreitungskriteriums statt. Um ei-
ne allgemeine Losung des Problems eines Korpers mit einem Rif3 zu finden,
haben sich variationelle Formulierungen als vorteilhaft erwiesen (LE 1989;
LE 1990; STUMPF & LE 1990; LE & SCHUTTE 1998; LE, SCHUTTE &
STUMPF 1999). Diese ermoglichen ein besseres Verstandnis der Rif3ausbrei-
tung und sind dariiberhinaus auch auf nichtlinear-elastische Materialien bei
grol3en Formanderungen anwendbar. Viele Wissenschaftler haben sich seit-
dem mit der tiefgreifenden Analogie zwischen Energiefreisetzungsrate einer-
seits und treibender Kraft auf die Ril3spitze andererseits beschaftigt (MAU-
GIN 1993; MAUGIN 1995; GURTIN & PobDI0-GUIDUGLI 1996; GURTIN &
PoDI10-GUIDUGLI 1998).

In jingeren Arbeiten wurde speziell die linear-elastische Losung naher un-
tersucht (LE & SCHUTTE 1998; LE, SCHUTTE & STUMPF 1999). Die trei-
bende Kraft bzw. das Rif3ausbreitungskriterium werden in diesen Arbeiten kon-
sistent aus dem Variationsproblem eines Korpers mit einem Rif3 hergeleitet und
ergeben die Erweiterung der Griffith’schen Energiefrei setzungsrate auf dreidi-
mensional e Probleme mit abknickenden Rissen. Dies unterscheidet dieses Kri-
terium wesentlich von anderen Rif3ausbreitungskriterien fir mixed-mode Bela-
stungen, die weitgehend auf ad-hoc Annahmen basieren. Man kann Kriterien
unterscheiden, die auf der Annahme basieren, die maximale Tangential span-
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nung ware verantwortlich fur die Rif3ausbreitung (ERDOGAN & SIH 1963;
WILLIAMS & EWING 1972; FINNIE & SAITH 1973), von denen die maxi-
male Hauptdehnung als ausschlaggebend betrachten, z.B. FISCHER (1984).
SIH (1974) stellte ein Kriterium vor, dald auf der Annahme basiert, der Ril3
breite sich in die Richtung aus, in der die Dehnungsenergiedichte minimal ist.
Auf Energiedichten basierende Kriterien findet man auch bei RADAJ & HEIB
(1977) und DE S. JAYATILAKA, JENKINS & PRASAD (1977). Das Haupt-
problem dieser Kriterien besteht darin, dal3 sie nicht auf der konsequenten,
mechanischen Analyse eines Korpers mit einem Rif3 beruhen, und somit ei-
ne gewisse Beliebigkeit aufweisen. Die Evolution der Makrorisse in Abschnitt
(3.3) und insbesondere der Mikrorisse in Kapitel 4 soll aus diesen Griinden mit
Hilfe des Kriteriums aus LE & SCHUTTE (1998) geschehen. Deshalb sei die
Herleitung dieses Kriteriums im Folgenden wiedergegeben.

3.2 Variationsprinzip der Bruchmechanik

Um die treibende Kraft auf den Rif3 zu bestimmen, muf3 der Energiezustand
des Korper vor und nach der Rif3ausbreitung verglichen werden. Fir kleine
RifRverlangerungen hangt der Energiezustand stark von den singularen Span-
nungsfeldern und den Dehnungsfeldern in der Nahe der Ril3spitze ab. BILBY
& CARDEW (1975) haben gezeigt, dal’ die Spannungsintensitatsfaktoren (Sl-
Fen) nach dem Abknicken, fiir eine gegen Null laufende Zusatzrifdange, nicht
die SIFen vor dem Knicken ergeben (vgl. auch Wu (1978A),Wu (1978C),
AMESTOY & LEBLOND (1992) und LEBLOND (1993)). Es stellt sich heraus,
dal3 die Grenz-SIFen Funktionen der SIFen vor der Rif3ausbreitung und des
Knickwinkels sind. Diese Tatsache ist die Hauptschwierigkeit bel der Bestim-
mung der treibenden Kraft auf abknickende Risse.

In PALANISWAMY & KNAUSs (1978) wird die Berechnung der Ener-
giedifferenz durch numerische Methoden vorgeschlagen. HUSSAIN, Pu &
UNDERWOOD (1974) waren die Ersten, die fir den zweidimensionalen Fall
Irwin's Formel angaben und hierbei die SIFen durch digenigen nach dem
Abknicken ersetzten (siehe auch Wu (19788),GUPTA (1976), HAYASHI
& NEMAT-NASSER (1981) und ICHIKAWA & TANAKA (1982)). MAUGIN
(1993) hat das Abknicken des Risses vernachlassigt, wahrend GURTIN &
PoD10-GUIDUGLI (1998) die Abhangigkeit der treibenden Kraft vom Knick-
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winkel nicht berticksichtigten.

Die Resultate von Wu (1978A) und LEBLOND (1993) werden in Kombi-
nation mit der Variationstechnik von LE (1989) benutzt, um Irwin's Formel
fur den dreidimensionalen Fall herzuleiten, die die SIFen der drel Rif3modi am
abgeknickten Ri3 enthalt. Dal3 Rif3ausbreitungskriterium sagt dann aus, dald der
Korper mit dem Rif3 sich im Gleichgewicht befinden wird, solange die maxi-
male Grofe der treibende Kraft kleiner oder gleich der Oberflachenenergie 2y,
bzw. dem Ril3widerstand (siehe oben) ist. Die Richtung der treibenden Kraft
falt beim sich ausbreitenden Rif3 zusammen mit der Richtung, in die diese
ihren Maximalwert annimmt.

3.2.1 SinguléresFeld desabgeknickten Risses

Betrachtet sai ein dreidimensionaler Korper, der den Bereich Bs = B\S des
dreidimensionalen Euklidischen Raumes einnimmt, mit dem auf3eren Rand 08
und dem inneren Rand S = S U 0S. Die Flache S beschreibt die Rif3flache in
der Ausgangskonfiguration. Der Korper wird belastet, so dal3 er das Verschie-
bungsfeld u;i(x;) (x1,x2,x3 sind Kartesische Koordinaten) mit den zugehori-
gen Spannungen oy;(xi) aufweist. Die Indizes 1,j,k, ... durchlaufen 1,2,3,
und fir wiederholte Indizes gilt die Summationsvereinbarung. Die herrschen-
den Gleichungen sind die Gle chgewichtsbedingungen (ohne Volumenkrafte)

Oy = O, (321)
und das Hooke' sche Gesetz
03 = MO + 1w + uj1). (3.2.2)

Die Randbedingungen auf dem auf3eren Rand 0B sind

w=0 af 3By, (32.3)
oyny; =t auf 0By, (3.2.49)

mit 08, und 0B; digunkten Teilen von 05, wobe wu; die Verschiebungen, t;
die aufgebrachten Lasten und n; die Komponenten der auf3eren Normalen sind.
Es werden nur solche Belastungsbedingungen betrachtet, die spannungsfreie
Ril3ufer garantieren. Dann sind die Randbedingungen auf den Rif3ufern

oin, =0 auf 9dS. (3.2.5)

1Y
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X1

X1

. 0S

X3
Abbildung 3.7: Der Anfangsrif3 mit dem lokalen Koordinatensystem

Die Indizes +, — bezeichnen die Grenzwerte von Groflen auf beiden Seiten
von S, ny ist die Normale in Richtung +. Die singularen Spannungs- und Deh-
nungsfelder (3.1.11)-(3.1.16) kdnnen vereinfacht durch

f (a1 (0) T
0 = Ko —B="+ O(1), w = K4/ er(“ﬁ(e) + O(r) (3.2.6)

27r

angegeben werden. , 0 bezei chnen, wie oben, |okal e Polarkoordinaten mit Ur-
sprung in der Rif3spitze, in der Ebene senkrecht zur Rif¥ront (s. Abb. 3.7), und
die griechischen Indizes laufen Uber die drei Modi I, I1, IT1. Die Bruchflache
wachst auf die neue Flache S, an, die mit Ausnahme von Punkten auf 0S
glatt sein soll (s. Abb. 3.8). Im dreidimensionalen Fall muf3 diese Annahme
nicht gultig sein; die Bildung von Kanten in der Riffront, die eigene Singu-
laritaten aufweisen konnen, wird dadurch aber von den hier angestellten Be-
trachtungen ausgeschlossen. Es wird angenommen, dal3 sowohl Glg. (3.2.1)-
(3.2.4) asauch die spannungsfreien Randbedingungen auf S, erfillt sind. Die
Spannungs-Dehnungs-Felder in der Nahe der neugebildeten Rif3front 0S5, sind
gegeben durch

(3.2.7)

Klo\/ = zﬁv 0 (0) +0(), (3.2.8)
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A X2

~neue RiRspitze

X1

Abbildung 3.8: Gewachsener Rif3 mit dem verschobenen und gedrehten Koordinatensystem

mit 1/, ' Polarkoordinaten im gedrehten und verschobenen Koordinatensystem
(s. Abb. 3.8). Die gestrichenen Grof3en sind bezogen auf dieses Koordinaten-
system. Der Radius des Bereiches fur den Glg. (3.2.8) Gultigkeit hat, ist von
der Grofdenordnung e und schrumpft zusammen mit e gegen Null. Die Span-
nungsi ntensitatsfaktoren tendieren aber fir e — 0 nicht zu denen vor dem Rif3-
fortschritt (BiLBY & CARDEW 1975; Wu 1978A; Wu 1978C; AMESTOY &
LEBLOND 1992; LEBLOND 1993). Die Grenzwerte von K’(“) fur e — 0 wer-
den mit K7, bezeichnet. Sie lassen sich durch

Klo) = Frap) (@)K () (3.2.9)

ausdriicken, mit Fi,s)(¢), der Matrix der Knickwinkelfunktionen. Die F 4,
sind universelle Funktionen des Knickwinkels ¢ (LEBLOND 1993), d.h. die
Funktionen hangen nicht von der konkreten Geometrie des Korpers mit Rif3
bzw. der Art der Lastaufbringung ab.

3.2.2 Variationsprinzip

Mit ~ O S sei eine virtuell erweiterte Bruchflache bezeichnet, fir die By =
B\Z gilt. Mit (H'(B;x))? soll der Sobolev-Raum aller quadratisch integrierba-
rer Verschiebungsfelder auf By mit verschwindenden Verschiebungen auf 05,
bezeichnet werden. Durch die fehlende Glattheit der Region By erlaubt die Be-
dingung der quadratischen Integrierbarkeit singulare Deformationsgradienten
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in Punkten auf 0X. Betrachtet sei die Menge Cy, definiert durch

Cs ={w|we (H'(Bg)) (Wi —wiIni > 0,x € Z}.

i —

Die Bedingung (w;” — w; )n; > 0 sorgt dafirr, daid keine Durchdringung der
RiRRufer stattfindet. Die Menge aller zulassigen Konfigurationen wird durch

c=Jes
158

definiert. FUr ein beliebiges Verschiebungsfeld w € Cy wird dann das Funktio-
nal der Gesamtenergie wie folgt

Iw] = J W (ei5(wy)) dv — J tiw; da + J 2y da (3.2.10)
Bs 0B >

definiert, mit

W (eij) = (1/2)Aek + pejeyj, (3.2.11)

der elastische Energiedichte und

e = (1/2)(wi; +wji), (3.2.12)

dem Dehnungsfeld. Das zweite Integral in (3.2.10) entspricht der Arbeit der
aulBeren Lasten t;. Das dritte Integral kann a's die Energie des Risses interpre-
tiert werden (vgl. Glg.(3.1.24)).

Betrachtet sal die einparametrige Familie der zulassigen Verschiebungen
w(e) € C mit den Sprungflachen S, die die folgenden Bedingungen erfllen
Se28. 28 fir ¢ >e>0, Sce—=S wenn e —0.

Die Variation des Energiefunktionals (3.2.10) kann man wie folgt definieren:

d
0l = —I[w(e)] : (3.2.13)
de e=0
Das Variationsprinzip der Bruchmechanik besagt: Ein Korper mit einem Rif3
kann sich nur dann im Gle chgewicht befinden, wenn die Variation seines Ener-
giefunktionals 41 nicht-negativ wird fur alle Familien von zulassigen Verschie-

bungsfeldern (LE 1989; LE 1990; LE, SCHUTTE & STUMPF 1999).
b1 >0, V w(e)eC. (3.2.14)
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Abbildung 3.9: Parametrisierung und Integrationsbereich

3.2.3 Definition der treibenden Kr aft

Um die Konsequenzen aus (3.2.14) herzuleiten, muf3 die Variation (3.2.13) be-
rechnet werden. Die Schwierigkeit liegt hierbei in den veranderlichen Integra-
tionsvolumina Bs_ bzw. Integrationsoberflachen S.. Um diese Bereiche und
Flachen zu fixieren, wird eine Familie von Parametrisierungen y;(xi, €) ein-
gefuhrt (LE 1989), die Bs in B, transformieren, und S in Se. Diese erfullen
die Bedingungen

yi(xi,€) =%, wenn e€=0 ode x;€oB.

Eine geschlossene Kurve, die durch die Abbildung yi(xi, €) in die anfangli-
che Rif¥front oS transformiert wird, wird mit c. bezeichnet. Weil ein Knicken
des Rissesin 0S zugelassen wird, konnen die Funktionen y;(xi, €) ihre Glatt-
heit auf Punkten von c. verlieren. Wenn man diese Parametrisierung als eine
Art Variablenwechsel benutzt, kann (3.2.13) berechnet werden. Die Variation
der freien Energiedichte ergibt sich zu (LE 1989; LE, SCHUTTE & STUMPF
1999)

SJ W(&ij(W(e)) dv = |II’T3J (O'{jéwi’j + u{jéyi,j) dv. (3.2.15)
Bs. €=V JBs
Hierbe ist

der Eshelby-Tensor der linearen Elastizitatstheorie (ESHELBY 1951). Weil das
Spannungsfeld o}; und der Verschiebungsgradient u; ; auf 05 und auf der Kon-
tur c. singular sind, wird der Integrationsbereich Bs durch By, mit h = €/2
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Abbildung 3.10: Der Rif3 mit dem lokalen Koordinatensystem

ersetzt (s. Abb. 3.9). Nach Anwendung des Gauss schen Integralsatzes und
Grenzibergang € — 0 ergibt sich

5J W (ey;) dv :J (—015,;0Wi — 5,;091) dVJrJ [(—o5; oW + o dwi Iy
Bs. Bs S

+ (—u{; + u;).)méyd da +J o;0win; da — Iimj Jidyids. (3.2.17)
3B, €0 Jas

Hier bezeichnet ds das Langenelement, und J entspricht dem J-Integral
Ji(d) = J wik;ds = J (—0o5Ui ik + Wki) ds, (3.2.18)
r r

mit I" der Kontur mit Radiush = € /2, die den Punkt auf 0S umlauft und k; der
Einheitsnormalen auf I'. Anzumerken ist, dal’ die Integrale auf Konturen, die
Punkte von c. einschlief3en verschwinden, wenn e — 0, weil das Spannungs-
feld bzw. das Verschiebungsgradientenfeld in deren Umgebung eine Ecken-
Singularitat aufweist, die schwacher ist, als die Quadratwurzel-Singularitat der
RiR3spitze. Gemal3 Gleichung (3.2.17) konnen die d;(¢) = Ji(¢) asdie Kom-
ponenten der treibenden Kraft auf die Rif3spitze interpretiert werden, so daf3
der letzte Ausdruck in (3.2.17) der Arbeit der tretbenden Kraft bei virtueller
RifRausbreitung dy; entspricht. Aus (3.2.8), (3.2.9) und (3.2.18) ist ersichtlich,
dal? die treitbende Kraft vom Knickwinkel ¢ abhangt.
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3.2.4 Glechgewichtsbedingungen des Risses

Die Variation der anderen Termein (3.2.10) kann leicht berechnet werden (LE
1989). Die Gleichungen (3.2.1)-(3.2.5), die auch fur Korper ohne Ril3 gelten,
kann man damit aus dem Variationsprinzip (3.2.14) gewinnen. Wenn man diese
in Gleichung (3.2.14) einfuhrt, reduziert sich diese zu

o0l = J (2yvi — d;)dy;ds > 0, (3.2.19)
S

mit v; der Einheitsnormalen auf 05, die in Richtung der transversalen Rif3aus-
breitung zeigt (s. Abb. 3.11). Weil das Funktional (3.2.10) invariant in Bezug
auf die Parametrisierungen y;(x;) ist, kann gezeigt werden, dal3

dit; = 0, (3.2.20)

wobel T; den Tangentialvektor an die Kurve 0S bezeichnet. Gemal3 der varia-
tionellen Ungleichung (3.2.19) kann der Korper mit dem Rif3 S sich nur dann
im stabilen Gleichgewicht befinden, wenn

G = md?x d;| < 2y, (3.2.21)

weil dyiyv; > 0. Dies bedeutet: Der Rif3 wird sich solange im Gleichgewicht
befinden, wie die maximale Grof3e der treibenden Kraft |d;/, d.h. die Energie-
freisetzungsrate G*, kleiner oder gleich der doppelten Energiedichte 2y ist. Die
Ausbreitungsrichtung ergibt sich aus (3.2.21).

Somit ist gezeigt, dal3 man dieses Prinzip der maximalen Energiefreiset-
zungsrate aus dem Variationsprinzip (3.2.14) herleiten kann. Anzumerken ist,
dal3 im dreidimensionalen Fall, dal3 Kriterium (3.2.21) lokalen Charakter hat,
und somit an jedem Punkt der Rif3front zu Uberprifen ist.

3.25 Berechnungder treibenden Kraft

Das J-Integral wird nun auf das|okale, verschobene und gedrehte Koordinaten-
system x; bezogen, dessen Achsen mit den Vektoren v, 11;, T zusammenfallen.
Hierbei ist n; senkrecht zu v; und T; (s. Abb. 3.11). In diesem Koordinatensy-
stem ist die Grof3e der treibenden Kraft gegeben durch

|dl| - ||_|')T(])]/1, - |I_I’)T('I)J' (_Gilj/u{dJ/K]'/ +W/K]’) dS. (3.2.22)
€ € r
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Abbildung 3.11: Das Dreibein T, v, n

Durch Einsetzen der bekannten Funktionen f i (8) undv ()¢ (8’) indie Glei-
chungen (3.2.6) und (3.2.8) erhalt man die treibende Kraft zu

1 —~? 1
dil = K] + (Kpp)* + 3 (Kjyy) . (32.23)

Mit Hilfe der Gleichung (3.2.9) wird nun die maximale Grof3e der treibenden

Abbildung 3.12: Die 3-D Bruchgrenzflache

Kraft und deren Richtung ¢max bestimmt, wobei die folgenden Ausdriicke fir
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Abbildung 3.13: Bruchgrenzflachen fur Ky;; = const

F«p) benutzt werden:

3l 57t 117 1197°
P 2 2 O 4 (TC 6
m == gm0 = gagm + 5 = =5+ 53 I™

+5.07790m3 — 2.88312m'% — 0.0925m ' + 2.996m'*
—4.059m'" + 1.63m'8 +4.1m%,

3m 10m =3 1337 597
Py == met (T3 qghm + 22m = g g™

+12.313906m” — 7.32433m’ + 1.5793m!! + 4.0216m '3

—6.915m"” +4.21m" + 4.56m"?,

U 7 S N 2n 13m0 597
Fan =gm =3 T g™+ =3+ 35~ 320 ™

—6.176023m” + 4.44112m° — 1.5340m"" — 2.0700m "3
+4.684m" —3.95m" —1.32m",
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(3.2.24)

(3.2.25)

(3.2.26)
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3m*. , 8 297* 57,

F(zz) =1 —(4—|—T)m +(§+?—@)m
32 4n* 11597 1197° ¢
+ ( — + Jm

15 9 7200 ' 15360
+10.58254m8 — 4.78511m'° — 1.8804m'? + 7.280m '

—7.591Tm'® +0.25m'® + 12.5m%, (3.2.27)
1—m
14+m

mitm = ¢/ (vgl. AMESTOY & LEBLOND (1992), Glg. (66) und LEBLOND
(1993), Glg. (9)). In Abbildung 3.12 wird die dreidimensionale Bruchgrenz-
flache nach Gleichung (3.2.23) dargestellt. Abbildung 3.13 zeigt verschiedene
Bruchgrenzkurven fur Ky; = const. Die Bruchgrenzkurve Ky = 0 findet
gute Ubereinstimmung mit den Resultaten von PALANISWAMY & KNAUSS
(1978). Schliefdlich zeigt Abbildung 3.14 die Knickwinkel ¢max, flr die die

F3) =F@n =Fo3y =Fa3) =0, Fpiz) = ™2, (3.2.28)

S
SRR
R
0 R
CORRSORREY

40

Abbildung 3.14: ¢ ma as Funktion von A; und A,

maximale Energiefreisetzungsrate erreicht wird, in Abhangigkeit der mixed-
mode-Parameter
LS L — Kl

Ky + [Kpl’ Kul + K|’

wobel die Absolutwerte genommen werden, um den Wertebereich der Parame-
ter auf Ay, A\, € [0, 1] zu beschranken.

A (3.2.29)
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3.3 Simulation der Rif3ausbreitung

Um die Moglichkeiten der oben dargestellten Gleichungen fur die Rif3ausbrei-
tung zu demonstrieren, werden in diesem Abschnitt die obigen Gleichungen
auf den Fall eines zweidimensionalen Risses in einer Scheibe angewandt. Die
Ergebnisse einer darauf basierenden numerischen Simulation der Rif3ausbrei-
tung dienen auch as Grundlage fur das im nachsten Kapitel hergeleitete Evo-
|utionsgesetz der Schadigung.

3.3.1 2-DRIif3in ener unendlichen Scheibe

Beim zweidimensionalen Problem einer Scheibe mit innenliegendem Ril3 hat
man nur noch die Modi | und Il vorliegen. Dementsprechend wird nur ein
mixed-mode-Parameter

_ % (3.3.1)
bendtigt. Gleichung (3.2.23) vereinfacht sich dann zu
|dif = %[(Kf )2 4 (K22 (3.3.2)
Diefur die Richtung der maximalen Energiefrei setzungsrate
G* = md?x |di| < 2y, (3.3.3)

mal3gebenden Maxima maxg|di| konnen mit Hilfe der Funktionen
F11, F12, F21, F22 leicht numerisch bestimmen werden. Der resultierende Graph
des Knickwinkels in Abhangigkeit vom mixed-mode-Parameter ist in Abbil-
dung 3.15 zu sehen und fallt zusammen mit der Kurve A; = 0 in Abbildung
3.14.
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d)max/o
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Abbildung 3.15: Knickwinkel ¢ e in Abhangigkeit von A
3.3.2 RifRausbreitungssimulation

Durch eine Kurvenanpassung kann der Graph aus Abbildung 3.15 mit einem
relativen Fehler kleiner 2% durch folgende Funktion reprasentiert werden:

PRpp— (cw L S(CA) - Gy tanh(%M) (3.3.4)
4

C; =0.7096600682165185 (3.3.5)
Cy = 0.0977254019518794
C; = 3.9174096030707686
Cy = 13.158789485704737

Untersucht wurde das Rif3ausbreitungsverhalten eines Risses unter einachsiger
Zuglast von der Anfangslange 2a = 100 , der sich bis zu einer Gesamtlange
von 2a = 400 ausbreitet. Der Rif3 wurde um 3o = 0°,30° und 60° gegenuber
der Senkrechten zur Lastachse angestellt, so dal3 der anfangliche Anteil des
Mode Il zunahm. Mit Hilfe des Standard Finite-Elemente Programmes AN-
SY Swurden die Spannungs- und Verschiebungsfelder des Problems berechnet
und daraus Uber die Spannungsintensitatsfaktoren der mixed-mode-Parameter.
Gleichung (3.3.4) lieferte die jewells nachste Ausbreitungsrichtung. Simuliert
wurden Schrittweiten von 4%, 8% und 16% der anfanglichen Rif3lange. Abbil-
dung 3.16 zeigt einen typischen Schritt der Finite Elemente Berechnung.



3.3. SIMULATION DER RISSAUSBREITUNG 109

Die Abbildung 3.17 zeigt das Ril3ausbreitungsverhalten fir die verschiede-
nen Schrittweiten. Die Schwankungsbreite durch numerische Ungenauigkeiten
kann gut aus der Kurve 3, = 0° abgelesen werden, die a's analytische Losung
eine gerade Linie senkrecht zur Zugachse hat. Bei beiden mixed-mode Rissen
steht jewells zu Beginn der Ausbreitung ein relativ scharfer Knick, der die Rif3-
ausbreitungsrichtung unter die Orthogonal e zur Lastachse fuhrt, der sich beide
Risse im weiteren Verlauf der Ausbreitung dann asymptotisch annahern. Das
Ausbreitungsverhalten ist so gut wie gar nicht von der gewahlten Schrittlange
abhangig, so dal3 die jeweiligen Graphen fast nicht zu unterscheiden sind. Die
Tendenz des Risses sich unter Mode | auszubreiten, bestatigen auch die Gra-
phen desmixed-mode-Parameters A, der sichinwenigen Schritten A = 0 nahert
(s. Abb. 3.18). Der Parameter A zeigt alerdings eine leichte Abhangigkeit von
der Schrittweite. Je kirzer diese ist, umso schneller kann sich A dem Null-
wert annahern. Dies gilt aquivalent auch fur den Knickwinkel (s. Abb. 3.19).
Der “effektive” Winkel B ist nicht physikalisch motiviert und ist einfach der
Winkel, den die Verbindung der beiden Rif3spitzen mit der Senkrechten zur
Lastachse bildet. Dieser “effektive” Winkel zeigt noch einmal die Drehung
des Risses auf, die ihn asymptotisch orthogonal zur Lastachse ausrichtet; diese
Drehung wiederum ist nicht abhangig von der Schrittweite (s. Abb. 3.20).
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Abbildung 3.16: FEM-Diskretisierung der Rif3ausbreitungssmulation (mit v. Mises-
Spannungen). Oben: Gesamtproblem. Unten: Detailansicht des abgeknickten Risses
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Abbildung 3.17: RifZausbreitungskurven fur 3, = 0°,30° und 60° bei verschiedenen Schritt-
weiten
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In diesem Kapitel sollen die Gleichungen der Rif3ausbreitung, wie sie in
Kapitel 3 dargestellt werden, als Grundlage der mikromechanischen Betrach-
tungen dienen. Aus diesen mikromechanischen Betrachtungen werden dann
mittels einer geeigneten Homogenisierungsvorschrift das Dissipationspoten-
tial der Schadigung und das Schadigungs-Evolutionsgesetz abgeleitet. Hier-
zu werden zunachst verschiedene Homogenisierungsansatze fur Korper mit
Rissen, vor allem basierend auf Untersuchungen von KACHANOV, diskutiert
(KACHANOV 1992; KACHANOV 1993; MAUGE & KACHANOV 1994). An-
schlieffend wird ein eigener Homogenisierungsansatz prasentiert, der tber die
Aquivalenz der Mikro- und Makrodissipation die thermodynamische Konsis-
tenz der Homogenisierung sichert.

4.1 Mikromechanik der Rif3ausbreitung

Aus Grinden der Einfachheit soll hier nur ein Schadigungsgesetz fur ebe-
ne Probleme hergeleitet werden. Dies hat den Vorteil, dal3 diesem Schadi-
gungsgesetz nur die wesentlich einfacheren Gleichungen der zweidimensio-
nalen Rif3ausbreitung zugrunde liegen. Bei ebenen Ril3problemen eines Ein-
zelrisses in einer Platte reicht, zumindest fur die Beschreibung eines geraden
Anfangsrisses, die Angabe zweier Parameter, namlich der Rif3lange 2a und
einer Orientierung beziiglich eines Koordinatensystems durch einen Winkel
B. Bel dreidimensionalen Rissen sind fur das einfache Problem eines ellip-
tischen Innenrisses bereits finf Parameter erforderlich, die beiden Hauptach-
sen, der Normalenvektor auf die Rif3ebene und ein Winkel, der die Rotations-
Orientierung der Hauptachsen beztiglich des Normalenvektors angibt. Hinzu
kommt, dal? bei dreidimensionalen Rif3problemen die Spannungsintensitats-
faktoren (SIFen) entlang der Rif¥ront variieren und die Gleichgewichtsbedin-
gung somit punktformig zu erfillen ist. Wie in Zusammenhang mit den Homo-
genisierungsansatzen weiter unten diskutiert wird, ist essinnvoll, das Verhalten
eines Einzelrissesin einer Einheitszelle zu untersuchen.
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4.1.1 Gleichungen der 2-D Rif3ausbreitung

Aus oben dargelegten Grinden wird also das Problem eines zweidimensio-
nalen Risses in einer unendlichen Scheibe betrachtet (s. Abb. 4.1). Wenn man
von einem geraden Anfangsrif3 ausgeht, erhdt man das einfache Problem eines
Rissesder Lange 2a, der zur x-Achse einen Winkel 3 aufwelst.

o0

10 "B

Abbildung 4.1: Angestellter gerader Rif3 in unendlicher Scheibe

Die SIFen (am nicht abgeknickten Rif3) fir dieses Problem fand bereits I R-
WIN (1957) zu

Ki = vma oy, (4.1.1)
KH = 4/ 7ta G?l%’ (412)

mit den auf die Ril3ebene projizierten (im Unendlichen angreifenden) Span-
nungen

0% = o7y SN’ B + 055 €os* B + o3 sin2p, (4.1.3)
1 .
Opg = 5(033 — 077)SIN2f3 + 095 cos2p3. (4.1.4)

Wie in Zusammenhang mit der Rif3ausbreitungssimulation erwahnt, wird nur
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noch ein mixed-mode-Faktor bendtigt

|KH|
A Ki + Ky’
wobel hier der Absolutwert von K;; genommen wird, um Risse mit Schublasten
in beiden Richtungen zuzulassen, und somit ein Abknicken des Risses nach
links oder nach rechts. Die Abhangigkeit des Knickwinkels von A ist bereits
oben durch folgende Funktion angegeben worden

(4.1.5)

PR (cw L S(C) - Cy tanh(cim) | (4.16)
4

Ci1 = 0.7096600682165185,
C, = 0.0977254019518794,
C; = 3.9174096030707686,
C4 = 13.158789485704737.
Der Term sgn(Ky;) erscheint, um die Anderung der Knickrichtung bei umge-

kehrtem Vorzeichen der Schublast o,,; auf den Ril3 zu bewirken. Damit wird
dann die treibende Kraft auf den Rif3 bestimmt

1 —’\/2 * 2 " 2
(KT (dmad) )™ + (Kip(dmax))”| - (4.1.7)

G* = max|d;| =
¢

Uber die Einfilhrung eines Dissipationspotentiales in Abhangigkeit der Ener-
giefreisetzungsrate fur die Rif3ausbreitung kann dann eine Evol utionsgleichung
fur die Rif3ange

a=g(a,G*)G* (4.1.8)
angegeben werden.

Diese einfache anal ytische Form geht all erdings schon nach den ersten Aus-
breitungsschritten verloren, da fur Risse mit mehreren Knicken keine analyti-
schen Ausdriicke fur die SIFen zur Verfiigung stehen. Aus dem obigen Glei-
chungssystem kann also nicht die gesamte Traektorie des Risses bestimmt
werden. Vielmehr ist hierzu eine Finite Elemente Analyse des mehrfach abge-
knickten Risses notwendig, wie sie in Abschnitt 3.3 demonstriert wurde. Da
nun aber das Verhalten des Korpers mit Rif3 al's mikromechanische Grundla-
ge elner makroskopischen Schadigungsanalyse dienen soll, ware eine Rifl3aus-
breitungssimulation auf Gauf3punkt-Ebene fur eine FEM-Simulation des Ma
kroprozesses notwendig. Solch ein Verfahren ineinander geschachtelter FEM -
Analysen haben FEYEL & CHABOCHE (2000) vorgeschlagen und mit Hilfe
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der Routinen aus 3.3 kdnnte eine solche Analyse durchgefiihrt werden. Die
hierflr benotigte Rechenleistung ist alerdings aul3erst grof3, so dal3 im folgen-
den Abschnitt eine alternative Vorgehenswei se vorgeschlagen wird.

4.1.2 Ersatzrifmoddl

Wie im vorhergehenden Abschnitt dargelegt, sind die Gleichungen fir einen
geraden Rif3 relativ einfach analytisch darzustellen. Deshalb wird nun der ab-
geknickte Rif3 in jedem infinitesimalen Schritt seiner Ausbreitung wiederum
durch einen geraden Ril3 ersetzt (s. Abb. 4.2). Dieser Ersatzrif3 soll gewisse

Abbildung 4.2: Abgeknickter Rif3 und aguivalenter Ersatzrif3

Eigenschaften des dazu aquivalenten, abgeknickten Risses aufweisen. Solche
Eigenschaften konnten sein (Grofden des Ersatzrisses sind durch einen tUberge-
stellten “Hut” gekennzeichnet):

identische SIFen Ry, Ry = K¥, K7,

identische treibende Kraft G* = G*,

. . . A K*
identischer mixed-mode-Faktor A = A* = —*| i
KI + |KII

identischer infinitesimaler RiRzuwachs da = da,
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e identische Dissipation durch Ril3wachstum.

Wie Abbildung 4.2 zu entnehmen ist, gibt es nur zwel Parameter des Ersatz-
risses, die angepal®t werden konnen: @ und 3. Somit kdnnen nicht alle obigen
Eigenschaften gleichzeitig erfullt werden. Deshalb ist zu entscheiden, welche
essentiell fur die mikromechanischen Eigenschaften des Risses und insbeson-
derefir die Homogenisierungsprozedur und die daraus fol gende Schadigungs-
evolution auf der Makroebene sind.

Auf mikromechanischer Ebene ist eine offensichtliche Forderung, dal3 die
Evolution der Rif3lange fur den abknickenden und den Ersatzrif3 identisch sein
mul3:

da = da. (4.1.9)

Diesist notwendig, um weiterhin eine sinnvolle Interpretation der Rifdange zu
ermoglichen und damit den Anschlufd an bekannte Rif3ausbreitungsmodelle,
wie z.B. Paris’ law (Paris 1962), zu erhalten.

Die zweite Forderung ist thermodynamischer Natur und direkt mit der wei-
ter unten vorgeschlagenen Homogenisierungsprozedur verknipft: Der Ersatz-
rifd und der abknickende Rif3 sollen bei ihrer Ausbreitung dieselbe Dissipation
aufwel sen:

Driz = Drig- (4.1.10)

Dieinfinitesimal e Dissi pation des abknickenden Risses | &3t sich leicht mit Hil-
fe der tretbenden Kraft (auf die beiden Rif3spitzen) fir die Rif3ausbreitung aus-
driicken

Dpig = 2G*a (4.1.11)

Die Dissipation des geraden Ersatzrisses erhat man aus der Energie, die fur
seine Erzeugung verbraucht wurde. Bel selbstahnlicher Rif3ausbreitung gilt

A

xT)Rm,:zj 7.da, (4.1.12)
0

wobei der Faktor 2 wiederum aufgrund der zwei RiRspitzen erscheint. J; be-
zeichnet die erste Komponente des oben prasentierten J-Integral-Vektors, wel-
che identisch mit dem bekannten J-Integral ist (ESHELBY 1951; CHEREPA-
Nov 1967; CHEREPANOV 1968; RICE 1968A; RICE 1968B)

T—+v2

h-1=

(R? +R%) . (4.1.13)
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Die SIFen K; und Ky; ergeben sich aus Glg. (4.1.1)-(4.1.4). Die Dissipation des
Ersatzrisses |al¥ sich dann durch

Drir = bris (4, B) (4.1.14)
angeben, wobei die Energie nur von der RiR8lange @ und dem Winkel 3 abhangt
Ao — alT)Rirz.@ alT)Ried_ﬁ

RET 9B dt ' oa dt’
Wenn nun die erste Forderung (4.1.9) benutzt wird, kann das Wachstum des
abknickenden Risses beschrieben werden, indem in jedem Schritt der gerade

Teil des abknickenden Risses als Ausgangspunkt der Drehung des Ersatzrisses
angenommen wird

Blaao = B- (4.1.16)

Auf diese Weise gewinnt man die folgende Differentialgleichung fur die Dre-
hung des Ersatzrisses wahrend seiner Ausbreitung

ap _ OPris
da B

(4.1.15)

2(G*=T)/

(4.1.17)

4.2 Mikro-Makro Ubergang

Im folgenden werden einige Homogenisierungsansatze fir Korper mit Rissen,
wie sie z.B. von KACHANOV (1992) diskutiert werden, angegeben, und ihre
Eignung fur die Formulierung eines Schadigungsgesetzes diskutiert. Eine Be-
wertung der Homogenisierungsansatze mul3 tiber die von KACHANOV (1992)
angegebene hinausgehen, da fur ein Schadigungsgesetz nicht nur die korrekte
Wiedergabe von homogenisierten Eigenschaften, wie dem Elastizitatsmodul,
als Momentaufnahme wichtig ist, sondern auch die Tauglichkeit zur Formulie-
rung eines Evolutionsgesetzes im oben prasentierten finiten Schadigungsrah-
men.

4.2.1 Nicht-interagierende Risse

Die einfachste Annahme, um das Problem eines Einzelrisses in einer Einheits-
zelle zu homogenisieren, ist die, dal3 die Risse nicht interagieren. Wenn das
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ungeschadigte Material isotrop ist, ist somit auch die Matrix, in die der Rif3
eingebettet ist, isotrop. Die Spannungen, die auf den Rif3 wirken, sind die des
makroskopisch aufgebrachten Spannungs-Fernfeldes o>, da Einfliisse der in-
homogenen und singularen Felder der benachbarten Risse vernachl assigt wer-
den. FUr einen geraden Ril3 kann das Problem dann analytisch behandelt wer-
den. Die Energie des Rissesist (Gl. (4.1.12))

Priz = zj T1da. (4.2.1)
0

Somit kann die (komplementare) freie Energiedichte der Einheitszelle als

P =1+ ]KIT)RH& (4.2.2)

geschrieben werden, mit 1, der freien Energiedichte des ungeschadigten
Korpers, A der Flache der Einheitszelle. Es wird gefordert, dal? die Energie,
die fur das Rif3wachstum benttigt wurde, durch das elastische Potential der
Einheitszelle zur Verfugung gestellt wurde. Der Nachgiebigkeitstensor ergibt
sich dann zu

G

Ce—] — Y
00 ® 00

=C¢ '+ ACT, (4.2.3)

wobel CS*] der ungeschadigte Nachgiebigkeitstensor ist und

ACe! — ! 0?Vrin

= 424
A0do® 00 ( )

die Anderung des Nachgiebigkeitstensors aufgrund des Risses darstellt. Der
bekannte Zusammenhang zwischen dem J-Integral und den SlFen

1 _V% 2 2
]1 = EO (KI + KH) y (425)

mit Ey, dem Elastizitatsmodul und v, der Poissonszahl der Matrix, fuhrt mit
Hilfevon (4.1.1)-(4.1.4) auf

2
- E”%az((%(ogg — 0%)Sin2p + 0% cos2p )2 (4.2.6)
0

+ (0SB + 0% cos B+ 0% sin26)2>.
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Daraus erhalt man die Anderung des Nachgiebigkeitstensors aufgrund des Ris-
ses (die Notation entspricht der von MEHRABADI & CowiIN (1990) fir den

2-D Fall)
2 2sin’ B 0 sin2p —sin4p
ace! = ! E”O% 0 2codp  sn2p +sndp | .
0 sin2p —sin4p sin2p +sin4p 2
(4.2.7)

Dieses Ergebnis firr einen einzelnen Ril3 in einer Einheitszelle, belastet durch
ein homogenes Fernfeld, hat einen grofReren Anwendungsbereich as erwar-
tet (KACHANOV 1992). Dies geht auf zwel Tatsachen zurlick. Die erste ist
der wesentliche Unterschied zwischen der Annahme von nicht interagieren-
den Rissen (non-interacting cracks) und der Annahme der kleinen Rifdichte
(dilute concentration/ small crack density), a’?/A < 1. Die zweite Annah-
me linearisiert namlich in der Rifdichte und kann deshalb a priori nicht fir
grol3e Rifdichten gelten. Fur die erste Annahme hat KACHANOV (1992) je-
doch gezeigt, dal3, wenn die Positionen der Risse statistisch unabhangig sind,
sich die gegenlaufigen Effekte von Spannungstiberhohung und Spannungsab-
schirmung der Risse weitgehend egalisieren. Die Ergebnisse, die unter dieser
Pramisse gewonnen werden, gelten also auch fur grof3e Rif3dichten.

4.2.2 Schematafir interagierende Risse

In diesem Abschnitt werden einige Homogenisierungsansatze diskutiert, die
die Interaktion der Risse untereinander in angenaherter Form berticksichtigen
sollen.

Selbstkonsistentes Schema

Hier wird eine reprasentative Inhomogenitat (Einschluf, Hohlraum, Rif3) in ei-
ne Matrix eingefugt, die die effektiven (elastischen) Eigenschaften aufweist,
so dald der Einflul® der Interaktion mit den umgebenden Inhomogenitaten
durch eine geanderte Steifigkeit des umgebenden Materials reprasentiert wird
(BRUGGEMAN 1935; ESHELBY 1957; KRONER 1958; BUDIANSKY 1965;
HiLL 1965; HASHIN 1968). BUDIANSKY & O’ CONNEL (1976) haben die
Methode fur Rif3probleme mit zufalligen Rif3orientierungen entwickelt. GoT-
TESMAN, HASHIN & BRULL (1980) haben die Methode auf eine orthotrope
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Matrix erweitert und HORIl & NEMAT-NASSER (1983) haben die Metho-
de auf 2-D reibungsbehaftete Risse angewendet. Die Methode fuhrt fir Risse
stets zu elner Reduktion der Steifigkeit desumgebenden Material's, unabhangig
von den Positionen der Risse. Ein Abschirmungseffekt kann also nicht wie-
dergegeben werden. Ein Nachteil der Methode ist, dal3 der Typ der Aniso-
tropie und die Orientierung ihrer Anisotropieachsen a priori festgelegt wer-
den mul3. Diese sind aul¥er bel zufalligen RifRorientierungen (lsotropie) und
parallelen Feldern von Rissen (Orthotropie, deren Achsen mit den Rif3nor-
malen und -tangenten zusammenfallen) nicht offensichtlich. AufRerdem muf3
das entsprechende Rif3problem eines Risses in einer anisotropen Matrix, des-
sen Orientierung nicht mit den Anisotropieachsen zusammenfallt, gelost wer-
den, was fur den allgemeinen Fall nach Kenntnis des Autors nicht analytisch
gelost ist und deshalb numerisch behandelt werden mul3. Der vorhergesagte
Steifigkeitsabfall fur wachsende Rif3dichten ist gegentiber anderen Schemata
sehr grol3, da Interaktionen nur in Form einer Steifigkeitsreduktion des Um-
gebungsmaterials berticksichtigt werden konnen. Dies fuhrt fur viele Rif3an-
ordnungen zur Vorhersage von sogenannten “cut-off”-Punkten der Rif3dich-
te, bei denen der Elastizitatsmodul verschwindet, z.B. im isotropen 2-D Fall
p = 1/AY .a¥? = 1/Pi ~ 0.318. KACHANOV, MONTAGUT & LAU-
RES (1990) betonen, dal3 diese Ergebnisse nicht in Einklang mit numerischen
Experimenten von 2-D Ril3feldern stehen und demonstrierten, dal3 der wirkli-
che Interaktionseffekt ziemlich stark von diesen VVorhersagen abwei chen kann.
Ahnliche Kritik gilt auch fiir das differentielle Schema (eine Ubersicht findet
man bel HASHIN (1988)), bei der die Rifdichte in infinitesmalen Schritten
dp erhoht wird, und die sich ergebenden Differentialgleichungen fur den Ela-
stizitatsmodul in Abhangigkeit von der Rif3dichte integriert werden. Ein Vorteil
dieser Methode gegeniiber dem selbstkonsistenten Schemaist, daf3 es keinen
“cut-off” -Punkt voraussagt.

Methode von Mori-Tanaka / M ethode des effektiven Feldes

Dieauf MORI & TANAKA (1973) zurtickgehende Methode wird vornehmlich
in der Mechanik der Komposit-Materialien eingesetzt. BENVENISTE (1986)
hat sie auf 2-D Rif3probleme angewendet. Die Analyse wird wiederum auf
einen einzelnen Rif3 in einer Einheitszelle reduziert. Hierbei wird der Ril3
in die ungeschadigte Matrix eingeftgt, und durch ein effektives (Spannungs-
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/Dehnungs)-Feld belastet, dal3 nicht dem aufgebrachten Fernfeld entsprechen
muf3. FUr Risse geht diese Methode auf KANAUN (1974) zuriick (s. auch (KA-
NAUN 1980)). Ein Vorteil dieser Methode ist, dal3 das Belastungsfeld inhomo-
gen sein kann, und somit Informationen Uiber die Positionen der umgebenden
Risse in das Ergebnis einflief3en konnen. Die dadurch entstehenden Probleme
wirden allerdings aul3erst komplex. Wichtig anzumerken ist, dal3 fur den Fall
eines homogenen, effektiven Feldes, die Vorhersagen dieser Methode mit der
oben prasentierten Naherung der nicht-interagierenden Risse zusammenfallen.
Dies ist eine Konsequenz der Tatsache, dal3 fir eine Einheitszelle mit einem
Rif3 unter Spannungs-(Dehnungs)-Bel astung die mittlere Spannung (Dehnung)
nicht zunimmt.

Modelle zweiter Ordnung in der Ril3dichte

KACHANOV, MONTAGUT & LAURES (1990) diskutieren zwel Modéelle die-
ses Typs, dasvon HUDSON (1980) und dasvon Ju & TSENG (1992) (s. auch
HUDSON (1981) und HUDSON (1986)). Diese berechnen die effektiven Stei-
figkeiten fUr zufallig orientierte und parallele Risse, mit einer Genauigkeit bis
zur zweiten Ordnung in der Rildichte. KACHANOV (1992) stellt heraus, dal3
das Model nach HubsoN (1980) bei hdheren Rifkdichten physikalisch nicht
sinnvolle Ergebnisse liefert, da dann die Steifigkeit zunimmt. Bei dem Modell
von JU & TSENG (1992) scheint das Problem sich Uberschneidender Risse
nicht ausreichend beriicksichtigt worden zu sein.

Abschlief3end soll hier bemerkt werden, dal3 auf3er der Methode von M ORI
& TANAKA (1973) bzw. KANAUN (1980) (die fur homogene Effektivfel-
der mit der Naherung furr nicht-interagierende Risse zusammenfallt) keine der
naherungswei sen Methoden fir Rif3probleme grol3er Ril3dichten befriedigende
Ergebnisse liefert. Deshalb soll bei dem weliter unten vorgestellten Homogeni-
sierungsverfahren von der Naherung der nicht-interagierenden Risse Gebrauch
gemacht werden. Dies hat den Vorteil, dal3 die im vorhergehenden Abschnitt
dargestellte Mikromechanik des Risses in der Einheitszelle das Problem aus-
reichend beschreibt, da diese Naherung genau auf as Problem eines Einzel-
risses in einer unendlichen Scheibe fuhrt. Allerdings haben alle bisher hier
prasentierten Homogenisierungsmethoden den Nachtell, dal3 sie fir “Moment-
aufnahmen” entwickelt wurden, d.h. um moglichst gut den Elastizitatsmodul
eines durch eine bestimmte Anordnung von Rissen geschadigten Korpers zu
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bestimmen. Fir ein Schadigungsgesetz ist jedoch die Evolution der Makro-
grofeen in Abhangigkeit der Evolution des Risses von entscheidender Bedeu-
tung. Hierbei mul3 insbesondere sichergestellt werden, dal? der zweite Haupt-
satz der Thermodynamik, sowie das Prinzip der maximalen Dissipation sowohl
auf der Makroebene als auch auf der Mikroebene erfillt werden. Ziel der Ho-
mogenisierung ist es deshalb nicht, direkt den geschadigten Elastizitatsmodul
anzugeben, sondern vielmehr ein Evolutionsgesetz der Schadigung abzulei-
ten, aus dem dann durch Integration des Stoffgesetzes die Anderung des Ela-
stizitatsmoduls folgt. Deshalb wird im folgenden Abschnitt ein Homogenisie-
rungsverfahren fir elne durch einen wachsenden Ril3 geschadigte Einheitszelle
vorgeschlagen, welches diese Forderungen explizit erfullt.

4.2.3 Aquivalenz der Dissipation

Das Schadigungsevol utionsgesetz wurde bereits in Gleichung (2.2.86) prasen-
tiert

— daq)d

dd =2 PR (4.2.8)
Das Ziel ist esnun, A4 und ¢¢ in Ubereinstimmung mit der oben prasentierten
Mikromechanik unter Berticksichtigung der obigen Diskussion der Homoge-
nisierungsvorschriften herzuleiten.

Hierfur werden die folgenden Annahmen getroffen, die direkt mit der oben
prasentierten Mikromechanik in Einklang stehen. Wir betrachten eine Ein-
heitszelle der Flache A und der Dicke t, die einen Ril3 der Lange 2a enthalt,
der gegentiber der x-Achse um einen Winkel 3 angestellt ist. Die Risse in
benachbarten Einheitszellen werden nicht berticksichtigt. Vielmehr wirkt auf
die Einheitszelle ein homogenes Fernfeld, so dal3 von der Naherung der nicht-
interagierenden Risse Gebrauch gemacht wird.

Um eine direkte thermodynamische Konsistenz der Schadigungsevolution
auf der Makroebene mit der Rif3ausbreitung auf der Mikroebene zu gewahrlei-
sten, wird die Aquivalenz der Mikro- und Makrodissipation gefordert:
Wrig _ 2G’a

A A

Hierdurch wi__rd deutlich, warum als Bedingung fir den Ersatzril3 die thermo-
dynamische Aquivalenz des abgeknickten und des Ersatzrisses notig war (Gl.

D4 =kd:d!= (4.2.9)
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Abbildung 4.3: Rif3spitze mit Normalenvektor n* und Ausbreitungsrichtung t*

(4.1.10)), denn ohne diese thermodynamische Aquivalenz, wirrde die obige
Forderung nicht mehr als physikalisch sinnvoll erscheinen.

Die nachste Forderung folgt aus dem Zusammenhang zwischen dem sich
ausbreitenden Ri3 und der daraus resultierenden Anderung der elastischen Ei-
genschaften. Bel einem geraden Ril3 ist bekannt, dal3 dieser die Struktur nur
senkrecht zum RIiR3 schadigt, die Eigenschaften in Ausbreitungsrichtung des
Risses bleiben unbeeinflul®, d.h. der Elastizitatsmodul in Ausbreitungsrich-
tung des Risses andert sich nicht. Dies wird aquivalent fur einen Ril3, der
sich unter mixed-mode Bedingungen ausbreitet, wie folgt definiert: Die ein-
zige Komponente der Rate des Schadigungstensors, die nicht verschwindet, ist
digjenige senkrecht zur momentanen Rif3ausbreitungsrichtung

d? = dypens (N* @ N*). (4.2.10)

Abbildung 4.3 verdeutlicht diesen Zusammenhang und fuhrt den Vektor der
momentanen Ausbreitungsrichtung t* und den Normalenvektor auf die neu am
abgeknickten Ril3 entstehenden Rif3ufer n* ein. Die Wahl der anderen Ril3spit-
ze fuhrt offensichtlich auch auf obige Gleichung. Diese Forderung stellt keine
Einschrankung der mixed-mode RifRausbreitung dar und impliziert keine Mode
| Rif3ausbreitung, vielmehr stellt sie eine Einschrankung der Wirkung des sich
ausbreitenden Risses auf die Materialelgenschaften dar. Diese Bedingung darf
nicht verwechselt werden mit dem haufig fur sprode Schadigung von Beton
angewendeten Schadigungsevolutionsgesetz, bei dem sich Schadigung senk-
recht zu den Hauptzugspannungsrichtungen entwickelt (ORTIZ 1985; YAz-
DANI & SCHREYER 1988; YAZDANI 1993). Diese Arbeiten beinhalteten kei-
ne mixed-mode Ausbreitungsregel fir Mikrorisse, sondern die dort vorgestell-
ten Schadigungsmodelle entsprechen vielmehr einer Rif3entstehung senkrecht
zu den Hauptzugspannungsrichtungen und der selbstahnlichen Ausbreitung
dieser Mikrorisse.
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Obige Annahme Uber den Einflul? des Rif3wachstums auf die Schadigung
(4.2.10) vereinfacht Gl. (4.2.9) zu
— — 2G*a
kT'L*TL* N dn*n* —_— A .

Um eine direkte Analogie zwischen den treibenden Kraften auf Mikro- und
Makroebene zu etablieren, wird gefordert, dal3 die treibende Kraft auf die Ril3-
spitze pro Flacheneinheit der Einheitszelle der treibenden Kraft fir die Schadi-
gung entspricht:
— 2G*t
k'Tl*T‘L* —_ — . 4212
A (4.2.12)
Das negative Vorzeichen mul3 hier eingefthrt werden, damit eine Verlangerung
des Risses zu einem Anwachsen der Schadigung und damit zu einem Abfall
der Steifigkeit fuhrt. Die Breite der Einheitszelle erscheint, da die Rif3front die
Lange t aufweist. Wenn dieser Zusammenhang der treibenden Kréfte in Glei-
chung (4.2.11) einfuhrt wird, ergibt sich das Evolutionsgesetz der Schadigung

(4.2.11)

dd — —%(n* ®n), (4.2.13)

Hieraus kann dann der Multiplikator

a

3d — — (4.2.14)
und das Schadigungspotential
% = Kpers| — R (4.2.15)

identifiziert werden, mit ﬂg der “Flief3grenze” der Schadigung. Gleichung
(4.2.12) in das Schadigungspotential eingefuhrt

TA—,
P
zeigt, dal3 die” Flief3bedingung” der Schadigung der Gleichgewichtsbedingung
des Risses entspricht (bisauf einen skalaren Faktor), wenn man die Flief3grenze
mit der Oberflachenenergieidentifiziert: A/2t-hy = 2y. Auf diese Weise wird
das Prinzip der maximalen Dissipation automatisch sowohl auf der Mikro- as
auch auf der Makroebene erfullt.

1 A _d *
5T 0'=6 (4.2.16)
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Mikrospannung

Um die aus der linear-elastischen Bruchmechanik bekannten Gleichungen be-
nutzen zu kdnnen, wurde in obigen Abschnitten als Symbol fir die Spannung
auf der Mikroskala o verwandt. Diese Spannung ist jedoch nicht identisch mit
Cauchyspannung des makroskopischen Rahmens. Vielmehr ist aufgrund der
Annahme nicht-interagierender Risse, und somit einer ungeschadigten (isotro-
pen) Matrix, die auf die Einheitszelle wirkende Mikrospannung o digenige
Spannung, die bei einer aufgebrachten Deformation der Einheitszelle im un-
geschadigten Material vorgelegen hatte:

c® =Cg: 6 (4.2.17)

d.h., dal3 der Einheitszelle die Deformation der M akroskala aufgepragt wird.

4.3 Evolutionsgesetz der Ril3ausbreitung

Was nach der Kopplung der Rif3ausbreitungsgleichungen mit dem makrosko-
pischen Schadigungsrahmen noch zu spezifizieren bleibt, ist ein Evolutionsge-
setz fur die Rifdange a. Um mit dem dann entstehenden Satz von Gleichun-
gen zyklische L ebensdauerberechnugen durchf tihren zu kdnnen, wird hier eine
Generalisierung des Evol utionsgesetzes von PARIS (1962) benutzt. Paris’ law
stellt eine Evolutionsgleichung fur die Rifdange in Abhangigkeit der Schwing-
spielzahl N dar:

da _
dN
mit Kimnax, dem sich aus der maximalen Last-Amplitude ergebenden SIF und

Ko einem Schwellwert der Rif3belastung fur den Rif¥fortschritt. C und n sind
Materialkennwerte.

C(Klmax - Ko)", (4-3-1)

4.3.1 GeneralisertesParis law

Eine thermodynamische Generalisierung des Paris’ laws findet man bel LE-
MAITRE & CHABOCHE (1990). Der Vorteil einer solchen Generalisierung
liegt darin, dal3 man sich nicht auf zyklische Belastungsverlaufe mit konstanter
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L astamplitude beschranken muf3, sondern beliebige Zeitverlaufe der Last be-
schreiben kann. Grundlage der thermodynamischen Beschreibung ist, wie im
obigen Abschnitt, das Fliel3gesetz, bzw. Dissipationspotential, der Rif3ausbrei-
tung:

frin = G* — H* (4.32)
mit

~ 2

G = (\E . \/Gg> , (4.33)

wobei Gj, wie weiter unten deutlich wird, den Grenzwert des Ril¥fortschritts
fur eine Anfangsrifdange a, darstellt. Das Dissipationspotential stellt, wiein
der assoziierten Plastizitét, die “Flief3grenze” fir die Rifl3ausbreitung dar:

frig < 0 — kein Rif¥fortschritt,
frig = 0 — stabile Rif3ausbreitung.

H* entspricht einem sich entwickelnden Grenzwert fur G*, d.h. einer Verfesti-
gungsfunktion. Die Verfestigungsfunktion haben LEMAITRE & CHABOCHE
(1990) in folgender Form postuliert:

H* = C'h?/M, (4.3.4)

wobel 1 und C’ Materialkennwerte sind, und n identisch mit dem entspre-
chenden Kennwert des Paris’ laws (4.3.1) ist. Fur den Parameter C’ gilt der
Zusammenhang

-2/
C' = (C - ﬁ) " (4.3.5)
Hierbei ist E’ der aguivalente Elastizitatsmodul E’:

E fur den ebenen Spannungszustand,
E' = E ) (4.3.6)
fur den ebenen Dehnungszustand.

1 —v?
Die Evolutionsgleichungen fir a und h konnen wie folgt ausgedriickt werden:

o — palire _ A (4.3.7)
oG~
i — _jeo0Ri8 _ 5a (4.3.8)

oH* ’
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mit A% dem Multiplikator der RiRausbreitung. Die Konsistenzbedingung frig =
0, d.h., dal3 wahrend des Belastungsvorganges die Flief3bedingung erfillt blei-
ben mul3, fuhrt Gber

. Ofpigx, | Ofpigy &, dH*
frig = Yo + I h=G dhA =0 (4.3.9)
auf
. ~ . dH*
= A" = (G” 4.3.1
a=\"=(G")/ 4 (4.3.10)
wobei ( ) die MCAULEY-Klammern sind
fall 0
(a) = {a et (4.3.11)
0 ,sonst.
Durch Integration des Zusammenhangs
. ..M dH*
h=A _ZC’/ i (4.3.12)
zu
G n/2

h=(— 43.13

) i

und Einfuhren desselbenin (4.3.10) erhalten wir schliefdlich die gesuchte Glei-
chung fir den Rif3fortschritt in Abhangigkeit der treitbenden Kraft

S\ /2T
Q= Z”C, <%>n (G, (4.3.14)
Die Flief3funktion konnen wir mit Hilfe von (4.3.13) zu
frg = G* (1= (G7/¢c") (4.3.15)
vereinfachen.

Die Bedeutung von Gj kann man aus
h=A=a = dh=da (4.3.16)

erschlief3en, indem man diese Gleichung mit der Anfangsbedingung h(a =
ap) =0 zu

h=a— qag (4.3.17)
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integriert. Dies fuhrt mit (4.3.2) auf

frig(a = ao) = <\/§_ \/675)2» (4.3.18)

mit der (anfanglichen) Bedingung fur Rilfortschritt G* = Gj3.

4.3.2 Aquivalenz zu Paris law

Abschlief3end soll gezeigt werden, dal3 das Flief3gesetz (4.3.2) fur monotone
Lastzyklen auf eine, dem Paris’ law aguivalente Gleichung fihrt. Dies gelingt
durch Integration der Evolutionsgleichung (4.3.14) Uber ein Zeitintervall At,
mit dem Maximalwert G}, und dem Minimalwert G%; von G*:

min

da tHAt Gl n G n/2-1

- = dt = — dG* 4.3.19
dN L ¢ J'émn 2C’ (C’) ( )

1 ~% ~x
= Cni (Girax — Grin) »
mit
Grax = (Givax — G8)%5 Grin = (Grin — G3)™. (4.3.20)

Falls man Gy, kleiner as den Grenzwert G5 wahlt, erhadlt man mit dem Zu-

sammenhang zwischen G* und K fir selbstahnliche Rif3ausbreitung

(1—~vHK2

G* = 5 (ebener Dehnungszustand) (4.3.21)
exakt Paris’law (vgl. Gl. (4.3.1))

da 1 % *1/2

dN - C/ﬂ/2<Gm1:1<<2 — Gy / )" = C(Kimax — Ko)™. (4.3.22)

4.3.3 Berechung der Schadigungsevolution

Zur Berechnung der Schadigungsevolution (4.2.13)

dd = —%(n* % n) (4.3.23)
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bendtigt man zum einen die momentane Rif3ausbreitungsrichtung, die sich aus
Abbildung 4.3 zu

*x —Sn(ﬁ + (bmax)
"= < coS(B + i) ) (4.3.24)

ergibt. Desweiteren hangt die Schadigungsevolution entscheidend von der
Evolution der Rif3lange

~

a=g¢(G")G* (4.3.25)

ab. Um die hierzu bendtigte Zeitableitung von G* zu bestimmen, sollen
zunéchst die funktionellen Abhangigkeiten von G* betrachtet werden. Uber
Gleichung (4.1.7) hangt G* von den SIFen am geknickten RiB K¢, ' = 1,11
ab. Diese wiederum ergeben sich tber Gleichung (3.2.9) aus den SIFen am
ungeknickten Ri3 Ky, X = I, IT und dem Knickwinkel ¢ max:

G* = G*(Kf) = G* (Ki(Kz, drmax) (4.3.26)
=G (Kz(0%,a,B), dmax(A(Ks))) .

Da der Knickwinkel Uber den mixed-mode Faktor A auch von den SlFen Kx

abhangt (s. Gl. (4.1.5)), und diese, wie in obiger Gleichung bereits angegeben,

von den Spannungen o, der Rifdange a und dem Anstellwinkel 3 (s. Glg
(4.1.1)-(4.1.4)), ergibt sich schlief3lich folgende funktionelle Abhangigkeit

G*=G"(o™,qa,pB). (4.3.27)

Die gesuchte Zeitableitung erhat man dann zu

. 9G*. 0G*. 03G* .
G =T a8 L 6%, 43.28
30 “ T g P T aex C (4.3.28)

Der erste Term ergibt sich wegen der linearen Beziehung G* ~ a zu
oG* G*

= ) 4.3.29
oa a ( )

Der zweite Term kann mit Hilfe der funktionellen Abhangigkeiten in Glei-
chung (4.3.26) durch

90G*  dG* (aK; oK: oA ) oKy

o oK: \ 9Ky o PN 3 | 5 (4:3.30)
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ausgedriickt werden und ahnlich dazu der dritte Term
0G*  9G* [ K N oK: ) LS
0o  oKr \ 0Ky  Obmax ™ 0Kz ) 00’

wobel Uiber die wiederholten Indizes der Rifdmodi T, X zu summieren ist. Die
Zeitableitung des Anstellwinkels kann mit Hilfe der Differentialgleichung
(4.1.17) ds

p=by (2 (G*=T1)/ alpm,;) a (4.3.32)

(4.3.31)

geschrieben werden. Dies ergibt dann folgende Form der Rif3evolutionsglei-
chung
0G*
- ao-oo .00
a= C G aﬁ) 1o (4.3.33)

R e

Unter Berticksichtigung von Gleichung (4.2.17) gewinnt man folgende Schadi-
gungsevolutionsgle chung

a * )
B ((n*®n*) Q Py :(Co) L
d¢ = G 3G 0P :d=A:d (4.3.34)
-6 (4 55
a a

4.4 Kontinuums-Tangentialoper ator

Ahnlich der finiten Elastoplastizitit muR zur Losung des Makro-
Randwertproblems die Spannungs-Dehungs-Beziehung in Ratenform formu-
liert werden. Die Lie-Ableitung der Spannungs-Dehungsbeziehung (A bschnitt
2.2 Gl. (2.2.89))

s=C’:e (4.4.1)
ergibt sich mit £b¢ =0 und £e=d zu

¢s=C°(b%): d, (4.4.2)
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wobei die funktionelle Abhangigkeit des geschadigten Elastizitasmodul expli-
zit angegeben wird, um zu betonen, dald smultan zur Spannungs-Dehungs-
Beziehung noch die Evolution des geschadigten Finger-Tensors integriert wer-
den mul3. Dies erfolgt Uber den Zusammenhang

b = % (FIGTFIT) = 19b? 4 b7, (4.4.3)
Die durch den schadigungsinduzierten Spintensor w¢ bewirkten Rotationen R4
haben auf das Materialverhalten keine Auswirkung, wenn das ungeschadigte
Material in der Referenzkonfiguration als isotrop angenommen wird. Dariber-
hinaus wirden schadigungsinduzierte Rotationen bei Entlastung verschwin-
den, wodurch sie physikalisch nicht von der elastischen Rotation R¢ zu unter-
scheiden sind, da lediglich der symmetrische Anteil der Deformation tber b¢
Einflud auf das geschadigte Materialverhalten hat. Deshalb kann man obige
Evolutionsgleichung wie folgt vereinfachen:

b" — g~'d%* + bidig". (4.4.4)

Mit d¢ aus Gleichung (4.3.34) ergibt sich

b — (G '@ +b'®g ) :A:d, (4.4.5)

so dal? die Gleichungen (4.3.32), (4.4.2), (4.4.5) as gekoppeltes Differential-
gleichungs-System zu integrieren sind. Die Normale auf die Ausbreitungsrich-
tung erhalt man aus dem funktionellen Zusammenhang

N =n"(B, dmax(A)) = n*(c™, B). (4.4.6)

Die expliziten Ausdriicke, die sich mit Hilfe der Matrix der Knickwinkel-
funktionen (3.2.24)-(3.2.27) und der Gleichung fur ¢max(A), Gl. (4.1.6) erge-
ben, kdnnen durch langere, aber el ementare Umformungen gewonnen werden.

4.4.1 Unilaterale Schadigungsbedingungen

Esist bekannt, dal3 sich ein Korper mit Rif3, bei dem der Ril3 auf Druck bela-
stet wird, sich anders verhalt, als unter einer Zuglast. In Modellen, bei denen
sich die Risse senkrecht zu den Hauptzugspannungen bilden und ausbreiten,
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wird dies durch das Konzept der positiven und negativen Projektionen beriick-
sichtigt, dal3von LADEVEZE & LEMAITRE (1984), ORTIZ (1985) und MA-
ZARS (1986) eingefuhrt wurde, und dal3von SiIMO & Ju (1987), YAZDANI &
SCHREYER (1988), Ju (1989), STEVENS & LiIU (1992), LUBARDA, KRAJ-
CINOVIC & S. MASTILOVIC (1994), SCHREYER (1995) und anderen weiter-
entwickelt wurde. Hierbel wird Ulber den positiven Projektionsoperator P der
Spannungstensor o so abgebildet, dal3 nur die auf positiven Eigenwerten und
dazugehorigen Eigenprojektionen basierenden Anteile verbleiben:

o' =P :o0, (4.4.7)
mit

P —1(5+ S +SrSt) St= 3 H(AL) (4.4.8)
ki = 5 2imjn in2jm/ —Z o)OT, A

=1

wobei die AL die Eigenwerte von o sind, m die Anzahl verschiedener Ei-
genwerte und or die dazugehorigen Eigenprojektionen. H bezeichnet die
Heaviside-Funktion. Entsprechend kann man fur Druckbelastungen eine ne-
gative Projektion o~ definieren. Das Schadigungspotential hangt dann bei
Korpern mit unterschiedlicher Zug- und Druckfestigkeit unterschiedlich von
diesen Spannungsanteilen ab. Bei ORTIZz (1985) findet man z.B. ein Flief3ge-
setz der Form

f= %kO'Jr co 4+ %0‘ Lo, (4.4.9)

wobel der Parameter k das Verhaltnis der unterschiedlichen Bruchfestigkeiten
widerspiegeln soll. Fur die Ausbreitung von mixed-mode-Rissen, wie sie hier
betrachtet wird, ist dieser Ansatz nicht ausreichend. Viemehr soll eine unila-
terale Bedingung mit Hilfe der Mikromechanik der Rif3ausbreitung angegeben
werden.

Ein solche Bedingung basiert auf den SlFen des Mikrorisses. Wenn namlich
der SIF fur Mode | kleiner als null wird ( K; < 0), steht der Rif3 unter Druckbe-
anspruchung. Die Rif3ufer sind, zumindest an der Ril3spitze, in Kontakt. Eine
zusétzliche Mode I1-Belastung (Ky; # 0) fuhrt dann zu einem Reibproblem
an den Rif3spitzen. Um diese Komplikation zu vermeiden, kann man von per-
fekt haftenden Rif3ufern ausgehen, d.h. eine beliebig grofl3e Mode 11-Belastung
vermag bei negativem K; kein Abgleiten der Ri3ufer aufeinander zu erzeu-
gen. Um diesen Effekt zu erreichen, mul3 man in der Evolutionsgleichung der
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Rifdange den Term H(K;) einfuhren. Mit Hilfe der Gleichungen (4.1.1)-(4.1.4)
kann man dies durch die Spannung o ausdriicken. Schliedlich erhalt man aus
(4.2.17) eine Bedingung fur die Dehnungen:

a=H(e: (n®n))-A:d, (4.4.10)

die dafUr sorgt, dal? unter Druck keine Evolution der Schadigung stattfindet. n
ist die Normale auf den Rif3

n— (‘ sin E’) (4.4.12)

cosf

Zu berticksichtigen ist dartiberhinaus der Effekt, dal3 ein Rif3 unter Druck-
beanspruchung, der obige, perfekt haftende RiRufer aufweist, zu keiner Ande-
rung im Elastizitatsmodul fuhrt. Deshalb mufd der geschadigte Fingertensor
b¢ fiir solche Belastungen der inversen Metrik der Zwischenkonfiguration g~
entsprechen. Der nach obiger Differentialgleichung (4.4.5) berechnete Tensor
wird unter dieser Annahme wie folgt modifiziert:

~~d _ _ — _
b =g'—(g'=b%)-H(e: (nan)). (4.4.12)
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4.5 Numerische Simulation

Im folgenden Abschnitt soll das im vorhergehenden Abschnitt angegebene
Gleichungssystem eines durch Mikrorisse geschadigten Korpersfir einen ein-
achsigen Zugstab integriert werden. Dieser enthalt einen Mikrorif3 mit einem
Anfangswinkel gegeniiber der Zugachse. Untersucht werden sowohl monoto-
ne als auch zyklische Zugversuche von ungeschadigtem bzw. vorgeschadigtem
Material. Dabel wird fur zyklische Versuche der Einfluf3 des Reihenfol geeffek-
tes betrachtet. Abschlief3end wir die Lebensdauer eines Zugstabes unter zykli-
scher Belastung berechnet.

45.1 Monotoner Zugversuch

Zunachst soll das Verhalten im monotonen Zugversuch anhand eines relativ
“zdhen” Materials demonstriert werden. Die Bezeichnung “zah” rihrt daher,
dal’ das Materia grofe Rif3verlangerungen ertragt, ohne dal? diese Risse insta-
bil wiirden, d.h. dasMaterial weist eine hohe Bruchzahigkeit auf. Der Ril3weist
anfanglich einen Winkel von 3 = 30° gegentiber der x-Achse auf. Der Zugver-
such wird al's dehnungsgesteuert, mit vorgegebener Deformation u,,, simuliert,
um den Versuch bis hin zur spannungsfreien Trennung des Materials untersu-
chen zu kdnnen. Die Materialdaten des ersten Beispielmaterials sind zusam-
men mit der resultierenden Spannungs-Dehnungskurve in Abbildung 4.4 an-
gegeben. Zu spezifizieren sind die elastischen Konstanten des ungeschadigten
Materials, z.B. der Elastizitatsmodul E und die Poissonszahl v. In Zusammen-
hang mit der Mikrorif3ausbreitung sind dann noch eine Anfangsrifdange ao, der
Anfangswinkel 3, und die anfangliche Grenzwert der Rif3ausbreitung G an-
zugeben. Der angegebene Schwellwert o, entspricht der Spannung, fir die das
ungeschadigte Material durch beliebig viele Zyklen belastet werden kann, oh-
ne eine Schadigungsakkumulation zu bewirken. Diese Spannung fallt zusam-
men mit der Dauerfestigkeitsgrenze im Wohler-Diagramm (WOHLER 1860).
Aus Gleichung (4.3.21) und (4.1.1)-(4.1.4) folgt dann mit ao und E der Grenz-
wert G}. Die Parameter des Paris’ law C’ und 1 vervollstandigen den Satz der
Parameter. Aufgetragen ist in Abbildung 4.4 die Cauchy-Spannung gegeniiber
der Ingenieurs-Dehnung e = Al/1, in Prozent. Die maximal erreichbare Span-
nung im Zugversuch entspricht der Bruchspannung im spannungsgesteuerten
Versuch und betragt fur das betrachtete Beispielmaterial o = 1376.8 MPa
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Das unphysikalische Durchschwingen der Spannungs-Dehungskurve in den
Druckbereich beruht auf numerischen Ungenauigkeiten und ist keine Konse-
guenz des Modélls.
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Abbildung 4.4: Spannungs-Dehnungs-Kurve eines Beispielmaterials

Material 1
E=267-10°MPa v=1/3
a=1-103mm Bo=30° o5 =20MPa

C'=0.04Nmm 0+ 1 =138

o* =1376.8 MPa

Abbildung 4.5 zeigt die relative Verlangerung des Mikrorisses, den Win-
kel 3 des Ersatzrisses, den Knickwinkel ¢max (der als Absolutwert aufge-
tragen ist), den mixed-mode-Parameter A, die Komponente des geschadigten
Fingertensors in Richtung der Zugachse b4, und den daraus resultierenden,
geschadigten Elastizitatsmodul in Zugrichtung E (relativ zum ungeschadigten
Elastizitatsmodul). Der Graph der relativen Rif3verlangerung zeigt deutlich das
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explosionsartige Ril3wachstum ab einer Dehnung von ca. € ~ 0.4%, ab der im
Spannungs-Dehnungs-Diagramm bereits starke Abweichungen vom linearen
Verhalten festzustellen sind. Diese explosionsartige Rif3ausbreitung fuhrt bei
der Dehung von ¢ = 0.453% zur maximal ertragbaren Spannung des Materi-
alsund schliefdlich bei einer Dehnung von ca. € ~ 0.52% zur spannungsfreien
Materiatrennung. Wahrenddessen dreht sich der Ril3 so, dal3 er sich gegen
Ende des Versuchs beinahe senkrecht zur Zugrichtung ausbreitet ( — 0).
Diesist in Ubereinstimmung mit der Reduktion desmode-mixity-Faktors A, der
ein ahnliches Verhalten aufweist und zu verschwindenden Knickwinkeln ¢ max
fuhrt. Der Finger-Tensor sowie der resultierende Elastizitatsmodul zeigen bis
zu einer Dehnung von ca. ¢ = 0.35% ein sehr langsames, fast linear abfal-
lendes Verhaten. Ab der Dehnung, bel der die maximale Spannung erreicht
wird, fallen beide Groféen schnell und ungefahr linear auf Null. Bel einem
spannungsgesteuerten Versuch wirde somit der makroskopisch durch einen
Steifigkeitsabfall beobachtbare Schadigungsprozel? nur den Bereich zwischen
e ~ 0.35 — 0.45% ausmachen.
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Abbildung 4.5: Einachsiger Zugversuch eines Beispielmaterials
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4.5.2 Zyklischer Zugversuch und Reithenfolgeeffekt

Im nachsten Versuch wird ein anderes Beispielmaterial zyklisch durch Zug-
Schwell-L asten belastet. Hierfur wurden die Material parameter so justiert, dal3
das Material ein wesentlich sproderes Verhaten aufweist, um die gewiinschten
Effekte der zyklischen Belastung anhand weniger Zyklenzahlen demonstrieren
zu konnen (N = 2000) .

Test des Ausgangsmaterials

Zunachst wird das anfanglich ungeschadigte Material wieder einem monoto-
nem Zugversuch unterzogen, um die Bruchspannung des Ausgangsmaterials
zu bestimmen. Die resultierende Spannungs-Dehnungs-Kurve zeigt Abbildung
4.6. Die Bruchspannung findet man zu o* = 1297.8. Da dieses Beispielmate-
rial bei wesentlich kirzeren Rif3langen instabil wird (a(a/ap = 3) — ©0),
war es hier aufgrund numerischer Schwierigkeiten nicht moglich, den Span-
nungsabfall in der Spannungs-Dehnungs-Kurve Uber das das Maximum der
Spannung hinaus zu verfolgen. Die Ergebnisse dieses Versuchs finden sich in
Abbildung 4.7. Der Winkel 3, der Knickwinkel ¢max Und der mode-mixity-
Faktor A zeigen ein etwas anderes Verhalten alsbel Material 1; diese fallen mit
anwachsender Steigung und zeigen fur den Versagenspunkt die Tendenz, mit
beliebig grof3er Steigung auf den Nullwert zu fallen. Der Schadigungstensor
und der Elastizitatsmodul zeigen ein ahnliches Verhalten, andern sich jedoch
bis zum Bruch nur deutlich unter einem Prozent.
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Abbildung 4.6: Spannungs-Dehnungs-Kurve des “sproderen” Ausgangsmaterials fir die zy-
klischen Versuche

Material 2

E=267-1°MPa  v=1/3

ao=1-10"3mm Bo =30° o, =20MPa
C'=0.INmm 0+ =25

o* =1297.8 MPa
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Abbildung 4.7: Zugversuch des “ sproderen” Ausgangsmaterialsfir die zyklischen Versuche

Belastungsfolge a): Last niedrig, hoch

Dieses Material wird nun durch eine Lastfolge belastet, um den Einflul3 von
Reihenfolgeeffekten auf den Ablauf des Schadigungsprozesses und die re-
sultierende Restbruchspannung zu beobachten. Auch die zyklischen Versu-
che werden dehnungsgesteuert ssmuliert. Zunachst wird das Materia mit ei-
ner Zug-Schwell-Last beaufschlagt, die fir das ungeschadigte Material einer
Spannung von o7 = 32 MPa entspricht. Nach N = 1000 Zyklen wird das
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Material mit einer wesentlich hoheren Last von o, = 160 MPa, wiederum fur
N = 1000 Zyklen belastet. Die Verlaufe dieser Lastfolge findet man in Ab-
bildung 4.8. Es wird deutlich, dal3 die Spannung o; so gering Uber o liegt,
daR kaum eine RiRverlangerung und somit auch keine Anderung der anderen
Grofden fur diese Lastamplitude zu verzeichnen ist. Das Verhalten unter der
sich daran anschlief3enden hoheren Lastamplitude zeigt ahnliche Tendenzen,
wie bei der monotonen Belastung von Material 1. Die Verlaufe der Winkel und
von A fallen fast linear gegen null. Durch die Wahl der Materialparameter des
“gproderen” Materials 2 ist bereits bel dieser geringen Schwingspielzahl eine
Anderung des Elastizitatsmoduls von ca. 5% zu beobachten.
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Abbildung 4.8: Untersuchung des Reihenfolgeeffektes:a) Last niedrig, hoch

Anschlief3end wird das durch diesen Prozef3 geschadigte Material bis zum
Bruch gezogen (s. Abbildungen 4.9 und 4.10). Die Restbruchspannung be-
tragt o* = 558.3 MPa und somit nur noch 45% der Bruchspannung des un-
geschadigten Ausgangsmaterials.
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Abbildung 4.9: Spannungs-Dehnungs-Kurve des geschadigten Materials aus a)

Material 2 nach Lastfolge a)

E=2.67-10°MPa v=1/3

ap = 5.5332- 102 mm Bo=115" o3=20MPa
C' = 0.1 Nmm +2/m) n=25

o* = 558.3 MPa

Die Verlaufe der anderen Funktionen sind a_hnlich denen des Ausgangsma-
terials, lediglich die absolut zu beobachteten Anderungen sind grof3er als bel
denen des ungeschadigten Materials.
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Abbildung 4.10: Verhalten des geschadigten Materials aus a)

Belastungsfolge b): Last hoch, niedrig

Dasselbe Material wird nun durch die umgekehrte Lastfolge o7 = 160 MPaq;
N = 1000, dann 0, = 32 MPa; N = 1000 belastet. Die Verlaufe dieser um-
gekehrten Lastfolge zeigt Abbildung 4.11. Man erkennt, dal3 bel dieser Lastfol-
ge die Vorschadigung durch o; ausreicht, um eine betrachtliche Schadigungs-
evolution unter der niedrigen Lastampitude o, zu erreichen. Unter Lastampli-
tude o, zeigt sich bel allen Variablen ein Verhalten ahnlich der hohen Lastfolge
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im vorherigen Versuch. Dann allerdings filhrt die niedrige Last zu einer fast li-
near anwachsenden Rif3lange um noch einmal ca. 20%. Dies bewirkt zwar fast
keine Anderung der RiRorientierung B, der Elastizitatsmodul fallt jedoch unter
der niedrige Lastamplitude nochmals um ca. 14% seiner Ausgangsgrofie.
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Abbildung 4.11: Untersuchung des Reihenfolgeeffektes:b) Last hoch, niedrig

Ein erneuter Bruchtest (s. Abbildungen 4.13 und 4.12) zeigt eine ge-
genuber Belastungsfolge a) wesentlich niedrigere Restbruchspannung von

*

o = 353.0MPa, dso nur noch ca 27% der Ausgangsbruchspannung.
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Dies macht deutlich, dal? lineare Schadensakkumulationsregeln, wie z.B. die
Paimgren-Miner Regel (PALMGREN 1924), fur stark schwankende Lastam-
plituden keine sinnvollen Ergebnisse liefern konnen, da der Einflu? der Rei-
henfolge der verschiedenen Lastamplituden entscheidend ist.
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Abbildung 4.12: Spannungs-Dehnungs-Kurve des geschadigten Materials aus b)

Material 2 nach Lastfolge b)

E =2.67-10°MPa v=1/3
ap = 6.3425- 1072 mm Bo=11.2° oy =20MPa
C' = 0.1 Nmm~+2/n) n=25

o* = 353.0MPa
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Abbildung 4.13: Verhalten des geschadigten Materials aus b)

4.5.3 Lebensdauerberechnung

Abschlief3end soll die Tauglichkeit des Modells fur L ebensdauerberechnungen
anhand eines zyklischen Zugversuchs mit konstanter Lastamplitude demon-
striert werden. Flr diesen Versuch wird wieder Material 1 (s. Abb. 4.14) ver-
wendet. Die Lastamplitude des dehnungsgesteuerten Versuchs wird mit einer
Spannungsamplitude von oma = 30 MPaim ungeschadigten Material verhalt-
nismaldig niedrig angesetzt. Das Diagramm der Spannung o Uber der Zylenzahl
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N in Abbildung 4.14 zeigt deutlich den Abfall der Spannung bei gleichblei-
bender Dehnung durch die Schadigung. Dieser Abfall ist hier bis zur span-
nungsfreien Trennung des Zugstabes in zwei Haften ssimuliert worden. Die
Einfuihrung eines Kriteriums furr den Ubergang eines Mikrorissesin einen Ma-
krorif3, der hier nicht vollzogen wird, wiirde bereits vor der spannungsfreien
Trennung des Materials zur Bildung eines Makrorisses flhren. Der Graph des
Elastizitatsmoduls in Abbildung 4.15 stellt hierbei die Hullkurve der Span-
nungsmaxima dar. Die Verlaufe der tbrigen Grofen in Abbildung 4.15 unter-
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Abbildung 4.14: Diagramm der Spannung Uber der Zyklenzahl fur Material 1

Material 1 omax = 30 MPa
E=267-10°MPa v=1/3
ao=1-103mm Bo = 30° os = 20MPa

C' = 0.04Nmm (2 1 =18

N* =13100

scheiden sich qualitativ nicht von denen des Zugversuchs desselben Materials
in Abbildung 4.5.
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Abbildung 4.15: Ergebnisse des zyklischen L ebensdauer-Versuchs

Bei der Lebensdauerberechnung wird deutlich, da die Anderung des
Elastizitdtsmoduls alleine, d.h. ohne zugrundeliegende mikromechanische
Grofden, wie hier der Rifdlange, nur beschrankt Auskunft Uber die Restlebens-
dauer geben kann. Wenn man als L ebensdauer des untersuchten Materias bel
der gegebenen Lastamplitude die spannungsfreie Trennung bei N ~ 13100
annimmt, dann sind bei einer Anderung des Elastizitatsmodul auf ca. 99%
seines Ausgangswertes schon ungefahr 42% seiner L ebensdauer verstrichen.



Zusammenfassung und Ausblick

In der vorliegenden Arbeit wurde ein finiter Rahmen fir sprode Schadi-
gung vorgestellt. Innerhalb dieses Rahmens wurde, basierend auf der mixed-
mode Ausbreitung von Mikrorissen, ein Kontinuums-Schadigungs-Modell ent-
wickelt, wobei der Mikro-Makro Ubergang auf einem Postulat der Aquivalenz
der Mikro- und Makrodissiaption beruhte. Es wurde anhand numerischer Bei-
spiele demonstriert, dal? das entwickelte Modell zur Berechnung der Lebens-
dauer eingesetzt werden kann.

Der auf einer multiplikativen Zerlegung des Deformationsgradienten in einen
elastischen und einen Schadigungsanteil beruhende Schadigungsrahmen fihr-
te auf die Interpretation der Referenzkonfiguration als fiktive, ungeschadigte
Konfiguration, wie sie in der Schadigungsliteratur Verwendung findet. Die In-
konsistenzen, die durch die Einfiihrung einer solchen Konfiguration in einen
Rahmen kleiner Formanderungen entstehen, motivierten den prasentierten fi-
niten Rahmen. Innerhalb dieses Rahmens wurden dann die konstitutiven Ge-
setze mit Hilfe einer Prozedur von COLEMAN & NoLL (1963) direkt aus
dem Postultat der freien Energiedichte hergeleitet, wodurch die thermodyna-
mische Konsistenz gesichert wurde. Mittels des eingefihrten Schadigungsde-
formationsgradienten konnte dann der anisotrop geschadigte Elasti zitatstensor
auf einfache Weise durch ein push-forward gewonnen werden. Mit Hilfe des
Postulates der maximalen Dissipation wurde ein assoziatives Schadigungsge-
setz formuliert.

Aufgabe der mikromechanischen Betrachtungen war es, ein Schadigunspo-
tential auf der Makroebene zur Verfiigung zustellen. Hierzu wurde zunachst
ein RifRRausbreitungsalgorithmus fir mixed-mode Risse prasentiert, der direkt
aus dem Variationsprinzip eines Korpers mit einem Ril3 abgeleitet wird. Das
hieraus folgende Prinzip der maximalen Energiefreisetzungsrate weist meh-
rere Vorteile auf: Zum einen reichte fir dessen Herleitung die Beschrankung
aus, dald die bei der Rif3ausbreitung dissipierte Energie proportional der neu
entstandenen Rif¥flache ist, so dal? keine ad-hoc Annahmen Uber die Richtung

154
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der RifRausbreitung getroffen werden muften. Zum anderen ergeben sich, vor
allem fur den zweidimensionalen Fall, relativ einfache Gleichungen, deren An-
wendbarkeit auf mixed-mode Rif3probleme anhand eine FEM-Implemetierung
demonstriert wird.

Desweiteren weist das Prinzip der maximalen Energiefreisetzungsrate eine
tiefgreifende Anaogie zum auf der Makroebene postulierten Prinzip der ma-
ximalen Dissipation auf. Um diese Analogie zu erhalten, wurde der Ubergang
von der Mikromechanik des Rissesin einer Einheitszelle zur Schadigungsevo-
lution durch ein Homogenisierungsverfahren in Ratenform durchgefihrt, das
auf dem Postulat der Aquivalenz der Mikro- und Makrodissipation beruht. Die
Forderung, dal3 auch die treibenden Krafte auf die Schadigungsevolution und
die Rif3ausbreitung aquivalent sein sollen, filhrte dann zu einem Schadigungs-
potential auf der Makroebene, dal3 der Bedingung fur Rif3fortschritt gleich-
kommt. Diese Forderung basiert darauf, dal3 fir die Ausbreitung von Defek-
ten in einem Material sowohl in der “verschmierten” Form des Kontinuums-
Schadigungs-Modells als auch in der diskreten Form der Rif3ausbreitung, as
treibenden Kréfte sogenannte Konfigurationskrafte, ausschlaggebend sind, die
auf einer Anderung der Konfiguration des Materials beruhen, und nicht auf
seiner Deformation. Deshalb basiert das vorgeschlagene Homogenisierungs-
verfahren auf diesen Konfigurationskraften und der durch sie hervorgerufenen
Dissipation, und nicht auf der Mittelung der sich ergebenden Spannungen und
Dehnungen in der Einheitszelle.

Das durch ein Fliel3gesetz von LEMAITRE & CHABOCHE (1990) ver-
vollstandigte Glei chungssystem wurde fir einachsige Zugversuche unter mo-
notoner und zyklischer Belastung integriert. Es wurde gezeigt, dal’ Reihenfol-
geeffekte wiedergegeben werden konnen, und dal3 das Modell fur L ebensdau-
erberechnungen eingesetzt werden kann.

Erweiterungen des Modells sind in mehrere Richtungen vorstellbar. Zum
einen konnen die dreidimensionlen Gleichungen der Rif3ausbreitung dazu be-
nutzt werden, um ein Schadigungsmodell basierend auf elliptischen Rissen zu
formulieren. Zum anderen ware die Kopplung mit einem Schadigungsmodell
fur duktile Schadigung durch Poren denkbar, um die Ermittlung der Rest-
bruchspannung fur Materialien, die grol3e plastische Formanderungen ertra-
gen, realistischer zu gestalten. Fir die Berechnung komplexer Bauteilgeome-
trien und Belastungen ist die Implementierung in einen FEM-Code vorzuneh-
men. Schlielich muR fiir den Ubergang zur MakroriRausbreitung ein passen-
des Kriterium formuliert werden.
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Anhang

Herleitung der treibenden Kraft

In der Rate der freien Energiedichte (2.2.78) in Abschnitt 2.2 erschien der Term
ow
ag—oc[&

der zur Berechung der treibenden Kraft auf die Schadigung bendtigt wurde.
Die Herleitung dieser Ableitung wird hier im Detail angegeben. Man kann
obigen Term as

ow dw  9(FYHE 9(Chap

0gap  O(F4)E0(CYap 0gup

schreiben. Zunachst berechnet man
dw 0w 0(c%)ys

o(F)g  9(c®)ys O(F)g

mit Hilfe von (2.2.81) zu
ow 1

_ _,Evéa ((Fdf] )5(Fd7])%CKL)
o(Fd)e — 2 o(Fd)e '

Die benttigete Ableitung berechnet man aus der Identitat FAF4—T =1 zu

d(F-1)K

_ _ (Fd—1\K(Epd—1)K
s =~

v

Damit erhalt man
ow

straye = (@) FE
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Aus Gleichung (2.2.13) kann man leicht die Ableitung 9C¢/dF¢ berechnen,
so dal3

ow dw (FY)E 1 B =5y (rd 1\A pd 1\B
= —_ F F .
3 AR a(C 29 0 Y (F g

Wenn man wiederum Gleichung (2.2.13) benutzt, gelangt man schliefdlich zu

00ap  O(CHap 0gap 2
was die Ableitung war, die benutzt wurde um Gleichung (2.2.83) herzuleiten.

dw  dw 3(CYHhap | o009, 78

oy ’
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