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Zusammenfassung

In dieser Arbeit wird ein Modell für Materialien erarbeitet, die durch Mikroris-
se geschädigt sind. Die Ausbreitung der Risse ist durch das Prinzip der maxi-
malen Energiefreisetzungsrate für abknickende Risse bestimmt. Hieraus erhält
man den Ausbreitungspfad der wachsenden Risse mit Hilfe einer Abfolge
von thermodynamisch äquivalenten geraden Ersatzrissen. Die Äquivalenz der
durch das Mikrorißwachstum dissipierten Energie mit der makroskopischen
Dissipation führt auf das Evolutionsgesetz der Schädigung. Dieses Evoluti-
onsgesetz wird eingebettet in einen finiten Rahmen, der auf der multiplikati-
ven Zerlegung des Deformationsgradienten in elastische und schädigungsindu-
zierte Anteile basiert. Als Konsequenz hieraus kann der anisotrop geschädigte
Elastizitätstensor mit Hilfe von push- und pull-Operationen präsentiert werden
und eine konsistente Interpretation der sogenannten fiktiven ungeschädigten
Konfiguration wird möglich. Der Zusammhang dieses Ansatzes mit bekannten
Schädigungstheorien wird diskutiert und die Vorteile des finiten Rahmens auf-
gezeigt. Numerische Beispiele zeigen die Möglichkeiten des vorgeschlagenen
Modells, insbesondere zur Lebensdauervorhersage.

Summary

A damage model for materials damaged by microcracks is derived. The evo-
lution of the cracks is governed by the principle of maximum energy release
rate for kinking cracks. From this, the path of the growing crack is computed
by introducing a series of thermodynamically equivalent straight cracks. The
equivalence of the energy dissipated by microcrack growth and the damage
dissipation leads to the damage evolution law. This evolution law is embedded
in a finite deformation framework based on a multiplicative decomposition of
the deformation gradient in elastic and damage parts. As a consequence of this,
the anisotropic damaged elasticity tensor can be presented with the help of pu-
sh and pull operations, and a consistent interpretation of the so-called fictitious
undamaged configuration becomes possible. The connection of this approach
to other well-known damage theories is discussed and the advantages of a fi-
nite framework are worked out. Numerical examples show the possibilities of
the proposed model, especially for life-time prediction.
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Korrekturdurchsicht, gedankt.

Recklinghausen, im August 2001 Henning Schütte
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Einleitung

Eines der Hauptziele der Ingenieurwissenschaften, insbesondere der Mecha-
nik, ist es, das Versagen von Bauteilen und Strukturen zu beschreiben und,
wenn möglich, vorauszusagen und zu verhindern. Um dies zu ermöglichen,
benötigt man mathematische Modelle des Material- und Strukturverhaltens,
um auf der einen Seite die Belastungen, auf der anderen Seite die daraus resul-
tierenden Verformungen und Spannungen berechnen zu können.

Zur Beurteilung, ob diese Verformungen und Spannungen vom Material er-
tragen werden können, wurden schon früh von TRESCA (1872), VON MISES

(1913), MOHR (1900) und anderen Versagenskriterien, d.h. Funktionen der
Komponenten der Spannung und Verformung, gebildet. Diese Kriterien bil-
den meist eine skalare Größe, die z.B. mit der aus dem Zugversuch ermit-
telten Fließgrenze oder Bruchspannung verglichen wird, ermöglichen jedoch
nur eine binäre Entscheidung: Entweder versagt das Bauteil, oder nicht. Ob
und wieviele Wechsellasten solch ein Bauteil erträgt, d.h. die Dauer- oder
Zeitfestigkeit, läßt sich anhand solcher Kriterien nicht beurteilen. Dies ge-
lingt über die von WÖHLER (1860) eingeführte Lebensdauerkurve, die an-
gibt, bei welchem Lastniveau ein Zugstab eines bestimmten Materials wievie-
le Zyklen dieser Belastung erträgt. Die Übertragung der Ergebnisse der Ver-
suche am Zugstab auf gekerbete Zugproben und komplexe Bauteilgeometri-
en und Belastungen über sogenannte Dauerfestigkeitsschaubilder ist jedoch
problematisch, so daß man oft gezwungen ist, die Lebensdauerkurve für das
konkrete Bauteil zu bestimmen. Und auch die so gewonnne Kurve enthält nur
Daten für konstante Lastamplituden. Aussagen über die Auswirkung von Rei-
henfolgeeffekten bei komplexen Lastkollektiven oder gar einzelnen Überlasten
können hierüber nicht gemacht werden; lineare Schadensakkumulationsregeln
nach PALMGREN (1924) und MINER (1945) schaffen hier keine befriedigen-
de Abhilfe. Außerdem bleibt unberücksichtigt, daß bereits bei einem Bruch-
teil der Lebensdauer eines Bauteils Risse auftreten, deren stabiles Wachstum
aber noch zu einer großen Restlebensdauer führen kann. Dies berücksichti-
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2 EINLEITUNG

gen bruchmechanische Sicherheitsanalysen, die davon ausgehen, daß bereits
ein makroskopischer Riß einer bestimmten Größe im Bauteil vorhanden ist.
Die Lebensdauer und Inspektionsintervalle werden dann auf der Basis eines
Evolutionsgesetzes der Rißlänge über der Anzahl der Lastwechsel berechnet
(PARIS 1962; FORMAN, KEARNEY & ENGLE 1967; WHEELER 1972).

Alle diese Ansätze können aber nicht die Vorgänge im Material beschrei-
ben, die zur Entstehung eines Makrorisses führen. Dies gelang, zunächst
für einachsige Kriechprozesse, KACHANOV (1958) durch Einführung einer
zusätzlichen Feldvariablen -, der “Kontinuität”. Zusammen mit dem von RA-
BOTNOV (1968) eingeführten Effektivspannungs-Konzept bildet die Schädi-
gungsvariable � � . � - bis heute die Basis der Kontinuums-Schädigungs-
Mechanik. Diese Schädigungsvariable soll den Effekt von im Material vor-
handenen, aber nicht “sichtbaren”, Fehlstellen, wie Mikroporen, -rissen und
-scherbändern, beschreiben, z.B. die Abnahame der Materialsteifigkeit von
geschädigtem Material. Im Rahmen der Thermodynamik mit internen Zu-
standsvariablen (COLEMAN & GURTIN 1967), nimmt dann die Schädigungs-
variable die Rolle einer internen Variable ein. Zur Verallgemeinerung die-
ses Ansatzes auf mehrachsige Belastungszustände ist eine Reihe verschiede-
ner skalar- und tensorwertiger Schädigunsvariablen vorgeschlagen worden, die
aber zum Teil im Rahmen kleiner Formänderungen keine konsistente Interpre-
tation zulassen.

Basierend auf diesen grundlegenden Formulierungen ist eine Vielzahl von
Kontinuums-Schädigungs-Modellen entstanden, wobei man solche auf rein
phänomenologischer Basis, von mikromechanisch basierten unterscheiden
kann. Erstere führen eine Schädigungsvariable in die freie Energiedichte ein
und erhalten über den Formalismus der Tensorgeneratoren ihre konstitutiven
Gleichungen, deren freie Parameter an Experimente angepaßt werden können.
Letztere stellen Betrachtungen über das Verhalten der Mikrorisse, -poren etc.
an, und gelangen über Homogenisierungs- d.h. Mittelungsvorschriften, an die
Evolutionsgleichung auf der Makroebene. Auch von der Seite der beschriebe-
nen Schädigungsphänomene her, kann man zwei Klassen von Schädigungsmo-
dellen unterscheiden. Zum einen solche, die die Schädigungsevolution an das
Auftreten makroskopischer plastischer Verformungen koppeln. Der zugrunde-
liegende mikromechanische Mechanismus ist hierbei die Enstehung und das
Wachstum von Poren. Zum anderen Modelle der sogenannten spröden oder
elastischen Schädigung, bei der keine makroskopische Plastizität auftritt, und
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deren primärer Schädigungsmechanismus die Entstehung und das Wachstum
von Mikrorissen sind. Für die Lebensdauerberechung sind solche Modelle, ba-
sierend auf einer Schädigungsevolution unterhalb der Fließgrenze, von Vorteil,
da viele Bauteile, insbesondere im Maschinenbau, für zyklische Belastungen
deutlich unterhalb dieser Grenze ausgelegt werden.

In der vorliegenden Arbeit wird deshalb solch ein sprödes Kontinuums-
Schädigungs-Modell entwickelt, daß zusätzlich zu der, durch den Rahmen der
internen Zustandsvariablen erreichten, thermodynamischen Konsistenz, durch
die Einführung eines Schädigungs-Deformationsgradienten eine kinematische
Konsistenz zu erreichen sucht. Die Mikromechanik des präsentierten Modells
wird durch die Ausbreitung von mixed-mode Rissen beschrieben, die durch
eine auf die Mikrorißausbreitung angepaßte Homogenisierung das Evolutions-
gesetz der Schädigung liefert.

Im ersten Kapitel wird zunächst der kontinuumsmechanische Rahmen
präsentiert. Hierbei wird besondere Betonung auf das von MARSDEN &
HUGHES (1983) in die Kontinuumsmechanik eingeführte Konzept der dif-
ferenzierbaren Mannigfaltigkeiten gelegt, da dieses Konzept push- und pull-
Operationen zur Verfügung stellt. Diese Operationen werden benutzt, um Lie-
Ableitungen und die Objektivität von Tensorfeldern zu definieren. Insbesonde-
re werden diese Operationen aber in Kapitel 2 benötigt, um den Zusammen-
hang zwischen den dort präsentierten Konfigurationen herzustellen. Anschlie-
ßend werden die Bilanzgleichungen der finiten Kontinuumsmechanik angege-
ben und gezeigt, wie man mit Hilfe des Formalismus der internen Variablen
(COLEMAN & GURTIN 1967) hieraus mit Hilfe einer Prozedur von COLE-
MAN & NOLL (1963) die konstitutiven Gleichungen herleiten kann.

Das zweite Kapitel gibt zunächst eine Einführung in die Kontinuums-
Schädigungs-Mechanik. Es wird aufgezeigt, warum die Einführung einer fik-
tiven, ungeschädigten Konfiguration in einem Rahmen kleiner Formände-
rungen zu Inkonsistenzen führt. Dies wird als Motivation genommen, um
daran anschließend einen finiten Rahmen für spröde Schädigungsmodelle
vorzuschlagen. Dieser Rahmen basiert, ähnlich der finiten Elastoplastizität,
auf einer multiplikativen Zerlegung des Deformationsgradienten in elastische
und schädigungsinduzierte Anteile. Die Referenzkonfiguration wird dann als
ungeschädigte Konfiguration und die Zwischenkonfiguration als geschädig-
te Konfiguration interpretiert, die wiederum den Ausgangspunkt der elasti-
schen Deformation in die momentane Konfiguration darstellt. Die Bilanzglei-
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chungen werden in allen drei Konfigurationen angegeben. Aus dem Postu-
lat der freien Energiedichte werden daran anschließend die konstitutiven Ge-
setze des spröde geschädigten Materials abgeleitet. Es wird gezeigt, daß in
dem präsentierten Rahmen die Darstellung des geschädigten Elastizitätsten-
sors auf einfache Weise mit Hilfe eines push-forward mittels des Schädigungs-
Deformationsgradienten gelingt.

Im dritten Kapitel werden die für die mikromechanischen Betrachtungen
notwendigen Grundlagen der Bruchmechanik angegeben. Nach einer kurzen
Darstellung der Bruchmechanismen, wird eine kurze Herleitung der asympto-
tischen Spannungs- und Dehnungsfelder der linear-elastischen Bruchmecha-
nik angegeben. Anschließend werden die Gleichungen für die mixed-mode
Rißausbreitung LE, SCHÜTTE & STUMPF (1999) folgend, aus dem Varia-
tionsprinzip des Körpers mit einem Riß hergeleitet. Die Implementierung in
ein Finite-Element-Programm und die damit berechneten Beispiele zeigen die
Möglichkeiten dieses Rißausbreitungsalgorithmus auf.

Im vierten Kapitel wird zunächst die Mikromechanik der Einheitszelle mit
einem Riß dargestellt, wobei die Rißausbreitungsgleichungen anhand eines Er-
satzrißmodelles vereinfacht werden. Anschließend an die Diskussion verschie-
dener Homogenisierungsverfahren für Körper mit Mikrorissen, wird ein Ho-
mogenisierungsverfahren vorgeschlagen, daß im Wesentlichen auf der Äquiva-
lenz der Mikro- und Makrodissipation beruht. Das hierdurch abgeleitete Evo-
lutionsgesetz der Schädigung wird durch ein Fließgesetz von LEMAITRE &
CHABOCHE (1990) ergänzt, das eine thermodynamische Generalisierung von
Paris’ law darstellt. Die sich daran anschließende numerische Simulation von
monotonen und zyklischen Zugversuchen zeigt die Möglichkeiten des Schädi-
gungsmodells zur Lebensdauervorhersage auf. Der Einfluß der Reihenfolge
von Belastungkollektiven wird untersucht, und die Restbruchspannungen des
hierdurch vorgeschädigten Materials ermittelt.

Im Anhang befindet sich die Herleitung der treibenden Kraft auf die Schädi-
gung.
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Dieses Kapitel befaßt sich zunächst mit der Beschreibung von Körpern, ih-
ren Bewegungen und ihren Konfigurationen und basiert auf den Darstellun-
gen dieser Thematik in TRUESDELL & NOLL (1965), MARSDEN & HUGHES

(1983) und HOPPE (1996). Anschließend werden die dynamischen Gleichun-
gen der Kontinuumsmechanik und die Hauptgleichungen der Thermodynamik
präsentiert. Danach wird gezeigt, wie mit Hilfe einer Prozedur von COLE-
MAN & NOLL (1963) aus dem Postulat einer freien Energiedichte die kon-
stitutiven Gleichungen eines Materials direkt aus den thermodynamischen Bi-
lanzgleichungen abgeleitet werden können. Abschließend wird die Darstellung
der mechanischen Leistung durch konjugierte Spannungs- und Dehnungsmaße
diskutiert.
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1.1 Geometrie und Kinematik von Körpern

1.1.1 Grundlagen der Tensoranalysis auf Mannigfaltigkeiten

Um einen Körper durch ein Kontinuum zu modellieren, ist es vorteilhaft, vom
Konzept der differenzierbaren Mannigfaltigkeiten Gebrauch zu machen. In
diesem Rahmen kann man push- und pull-Operationen eindeutig definieren,
die vor allem durch die Betrachtungen von MARSDEN & HUGHES (1983) in
die Kontinuumsmechanik eingeführt wurden. Diese Operationen können wie-
derum benutzt werden, um Lie-Ableitungen zu definieren.

Hier sollen nur einige wenige Grundlagen der Tensoranalysis auf Mannig-
faltigkeiten wiedergegeben werden. Der interessierte Leser sei auf MARSDEN

& HUGHES (1983) und HOPPE (1996) verwiesen.

Mannigfaltigkeiten

Eine glatte Mannigfaltigkeit �, modelliert im �� , ist eine Menge, für dir gilt:

(i) Für jeden Punkt / � � gibt es eine Untermenge � � �, die /
enthält und eine eineindeutige Abbildung, genannt Karte oder Koordinaten-
system �0�� von � auf eine offene Menge � im �

� . Hierbei bezeichnen 0�

(1 � .� 2� 3 3 3 � 4) die Komponenten dieser Abbildung.

(ii) Wenn 0� und 0̄� zwei solcher Abbildungen sind, sind die Funktionen
der Koordinatentransformation 0̄��0�� 0�� 3 3 3 � 0�� 
�.

Tangentialabbildung und Vektorfelder

Es sei � � �
� eine offene Menge und / � �. Der Tangentialraum ��� zu

� in / ist der Vektorraum �
� , betrachtet als Vektoren mit Ursprung in /. Das

Tangentialbündel von � ist das Produkt

�� ��� �
� � (1.1.1)

das aus Paaren �/�w� von Basispunkten und Tangentenvektoren in P besteht (s.
Abb. 1.1). Ein Vektorfeld auf einer Mannigfaltigkeit	 kann dann als Abbildung

v 	 	� �	� so daß v�5� � ��	 �5 � 	 (1.1.2)

definiert werden.
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w� � ���

�

���

w�
�

Abbildung 1.1:� als eine offene Menge im �
� und� als eine Fläche

Kotangentialabbildung und Kovektoren

Es sei 	 eine glatte n-Mannigfaltigkeit (d.h. definiert auf ��) und 5 � 	.
Ein Kovektor ist eine lineare Abbildung �� 	 ��	 � � . Der Vektorraum
der Kovektoren in 5 wird mit ���	 bezeichnet und Kotangentialraum genannt,
der den dualen Raum zu ��	 darstellt. Das Kotangentialbündel von 	 ist die
disjunkte Vereinigung der Mengen ���	. Ein Kovektor auf 	 kann demzufolge
definiert werden durch

� 	 	� ��	� so daß �� � ��5� � ���	 �5 � 	3 (1.1.3)

Metriken

Um die Längen 6�� 6� zweier Tangentenvektoren V��V� � ��� und den Win-
kel ��V��V�� zwischen ihnen auf ��� bestimmen zu können muß ein me-
trischer Vektorraum �����G� vorliegen. Mit Hilfe der Metrik G kann dann
das innere Produkt auf diesem Raum definiert werden, da er durch sie mit
einer “Längenstruktur” ausgestattet wird. Das innere Produkt für Vektoren in
x � �� � �� sei durch � � 	x gegeben. Äquivalent dazu wird das innere Produkt
im Punkt 7 � �� � �

� durch � � 	X bezeichnet. Für einen Vektor w � ��� sei
�w�x � �w�w	���x seine Länge. Die Länge von V � ��� ist auf ähnliche Weise
durch �V�X � �V�V	���X gegeben. Wenn ein Koordinatensystem �7
� auf ���
vorliegt, wird die Metrik auf ��� durch

�
��X� � �E
�E�	X (1.1.4)



1.1. GEOMETRIE UND KINEMATIK VON KÖRPERN 9

definiert. In einem Koordinatensystem �0�� auf ��� gilt

8���x� � �e�� e�	x3 (1.1.5)

Hierbei bezeichnen die E
�7�� 7�� 7�� bzw. e��0�� 0�� 0�� die Standard-
Einheitsvektoren im �� . Mit 8�� und �
� bezeichnet man die jeweiligen
inversen Matrizen zu 8�� und �
�. Diese Inversen existieren in jedem Fall,
da obige Metriken positiv definit sind. Damit kann man das innere Produkt
schreiben als

6�6� cos��V��V��� �V��V�	X � �
�
��
�� V��V� � ���� (1.1.6)

9�9� cos��w��w�� � �w��w�	x � :�8��:�� w��w� � ���� (1.1.7)

wobei der jeweils erste Term die geometrische Deutung des inneren Produktes
darstellt. Hierbei wurde Gebrauch von der Einsteinschen Summationskonven-
tion gemacht: Wenn in der Koordinatendarstellung einem hochgestellten Index
ein tiefgestellter entspricht, wird über diesen summiert. Die Indizes nehmen im
�� die Werte 1,2,3 an.

Assoziierte Vektorfelder

In obiger Koordinatenschreibweise, auch Ricci-Kalkül genannt, heißen
Größen mit tiefgestellten Indizes kovariant, solche mit hochgestellten In-
dizes kontravariant. Viel bedeutender ist aber die Tatsache, auf welchem der
Räume ���� ���� bzw. ���� ���� ein Tensor definiert ist.

Es sei � ein Kovektor auf ����, mit den Komponenten �� in einem Koor-
dinatensystem �0��, d.h.

� � 1�e�3 (1.1.8)

Das assoziierte Vektorfeld �� hat definitionsgemäß die Komponenten 1� �

8��1�, d.h.

�� � 1�e� � 8��1�e�3 (1.1.9)

Genauso kann für ein Vektorfeld v � ��� ein assoziierten Kovektor definiert
werden:

v� � ��e� � 8����e�3 (1.1.10)
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An dieser Stelle muß betont werden, daß Vektoren (später auch Tensoren)
keinesfalls dieselben Objekte beschreiben wie ihre assoziierten Größen, auch
wenn diese durch die Metrik verbunden sind, da Vektoren und Kovektoren nur
auf ihren jeweiligen Tangential- bzw. Kotangentialräumen existieren.

Tensoren

Ein Tensor vom Typ

�
;

5

�
in X � �� ist eine multilineare Abbildung

TTT 	 ���� � 
 
 
 � 	 ����� �� �
�-mal

� ���� 
 
 
� 	 ���� �� �
�-mal

� � 3

Die Komponenten von TTT sind definiert durch

T
�
����
�
��������� � TTT�E
��E
�� 3 3 3 �E
��E���E��� 3 3 3 �E���� so daß

(1.1.11)

TTT���� 3 3 3 ����V�� 3 3 3 �V�� � T
������
�
����������

�

�
� 3 3 3 ��

�

�

V��

� � 3 3 3 �V
��

� �

�	 � ������	 � 1	
E
�V� � ��� und V� � �


� E
3

Man nennt TTT p-fach kontravariant und q-fach kovariant. Ein Tensorfeld vom

Typ

�
;

5

�
ist eine Zuordnung TTT�X� eines Tensors vom Typ

�
;

5

�
für jedes

X � ��. Für die Menge aller Tensoren auf �� kann, ähnlich dem Tangenti-
albündel der Vektoren, ein Vektorbündel ������� auf �� konstruiert werden.
Ein Tensorfeld ist dann ein Schnitt dieses Bündels.

Vektoren kann man als

�
.

�

�
Tensoren ansehen, Kovektoren als

�
�

.

�
und

Funktionen als

�
�

�

�
Tensoren.

Wie schon bei den assoziierten Vektoren angemerkt, hat der Tensor TTT eine
von seinen Komponenten unabhängige Existenz. Außerdem sind die assoziier-
ten Tensoren, die durch Heben und Senken der Indizes mit Hilfe der Metrik
entstehen, Objekte, die auf anderen Räumen als ihre Ursprungstensoren defi-
niert sind.
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Tensorprodukt

Es sei TTT ein Tensor vom Typ

�
;

5

�
und SSS ein Tensor vom Typ

�
�

<

�
, dann ist

das Tensorprodukt TTT�SSS ein Tensor vom Typ

�
;
 �

5
 <

�
definiert durch

TTT�SSS�X� 	
�-mal

���� � 
 
 
 � ����� �� �� �-mal
���� 
 
 
 � ���� �� �

�
�-mal

���� � 
 
 
 � ����� �� �� �-mal
���� 
 
 
 � ���� �� � � � �

so daß

�TTT�SSS�
������
�

���������

 ������ �

!������!�

�X�

� T
������
�
����������X� 
 S ������ �!������!�

�X�3 (1.1.12)

Überschiebung

Die einfache Überschiebung eines Kovektors mit einem Vektor ist definiert
durch

��X�W�X� � 1
�X� 
�X�3 (1.1.13)

Die Überschiebung des =-ten kovarianten Index eines Tensors TTT mit dem >-ten
Index eines Tensors SSS wird durchgeführt, indem alle anderen Indizes fixiert
und der =-ten Index von TTT als Kovektor mit dem >-ten Index von SSS als Vektor
überschoben wird. Wenn zwei Indizes gleichzeitig überschoben werden, wird
für diese zweifache Überschiebung der Doppelpunkt benutzt. Wenn z.B. R und

S vom Typ

�
2

�

�
bzw.

�
�

2

�
sind, dann gilt

R 	 S � �
�?
�3 (1.1.14)
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Metrik und Inneres Produkt

Die oben nur in der Koordinatendarstellung des inneren Produktes eingeführ-
ten Metriken g und G können mit Hilfe von (1.1.11) auch als Tensoren

G � ����� 	 ���� ���� (1.1.15)

G��� ����� 	 ���� � ��� (1.1.16)

g � ����� 	 ���� ���� (1.1.17)

g�� � ����� 	 ���� ����3 (1.1.18)

interpretiert werden. Damit können die inneren Produkte von Vektoren und
Kovektoren mit Hilfe der Metriktensoren ausgedrückt werden, z.B.

�V��V�	X � V�GV� � �

���
�� V��V� � ���� (1.1.19)

������	x � ��g���� � 1�1�8��� ����� � ����3 (1.1.20)

Wenn die Metriktensoren auf diese Art in die koordinatenfreie Schreibweise
eingeführt werden, kann so das innere Produkt von Vektoren bzw. Kovektoren
auf die einfache Überschiebung zurückgeführt werden.

Das innere Produkt zweier Tensoren TTT und SSS ist definiert als

�TTT�SSS	X � T
����
��������S
����
��������� (1.1.21)

d.h. es werden alle Indizes mit Hilfe der Metrik gehoben bzw. gesenkt und die
entstandenen assoziierten Tensoren TTT� und SSS� über alle Indizes überschoben.
Wenn T � ����� und S � ����� Tensoren zweiter Stufe sind, die in einer
dualen Beziehung stehen, benötigt man keine assoziierten Tensoren und das
innere Produkt ist definiert durch die doppelte Überschiebung

�T� S	X � T 	 S � �
�?
�3 (1.1.22)

Materieller Körper

Ein materieller Körper ist eine differenzierbare Mannigfaltigkeit � (hier der
Dimension 3) mit einem stetigen Rand @�. Elemente von � heißen materielle
Punkte (. Das Symbol ( ist weder eine Zahl, noch eine Koordinate, sondern
lediglich der “Name” des Partikels.
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Konfiguration und Bewegung

Eine Konfiguration von� ist eine Abbildung� 	 �� �
� , wobei �� hier nicht

vom dreidimensionalen Euklidischen Raum unterschieden werden soll. Eine
Bewegung von � wird durch eine Einparameterfamilie von Konfigurationen
oder Abbildungen �� 	 �� �� beschrieben, die von der Zeit � abhängen

x � ��(� �� � ���(�� ( � �� x � �
� 3 (1.1.23)

Die Abbildung�� sei umkehrbar und so oft wie benötigt stetig differenzierbar.

Referentielle Beschreibung

Der Körper � darf nicht mit einer seiner räumlichen Konfigurationen ver-
wechselt werden, auch wenn er nur durch solche zum physikalischen Untersu-
chungsgegenstand werden kann. Deshalb ist es für die hier durchzuführenden
Untersuchungen vorteilhaft, den materiellen Partikeln eine Position in einer
fixierten, sogenannten Referenzkonfiguration zuzuweisen. Diese Referenzkon-
figuration muß keine vom Körper im Laufe seiner Bewegung tatsächlich ein-
genommene sein, wird aber oft als tatsächliche Konfiguration zu einem festen
Zeitpunkt �� gewählt:

�� � ���
���3 (1.1.24)

Dabei wird der materielle Punkt ( in den räumlichen Punkt

X � ����(� (1.1.25)

abgebildet. Die Verknüpfung der Abbildungen ��� und �� ergibt dann die
sogenannte referentielle Beschreibung � (s. Abb. 1.2)

�� 	� �� Æ���
��

	 �� � ��� X �� x � ���X�3 (1.1.26)

Größen definiert auf der Referenzkonfiguration �� sollen im Folgenden durch
große Buchstaben, solche der momentanen Konfiguration �� durch kleine
Buchstaben gekennzeichnet werden.

Geschwindigkeit und Beschleunigung

Ein materieller Punkt ( mit den Koordinaten X zum Zeitpunkt �� habe die
momentane Position x� zum Zeitpunkt �. Das Geschwindigkeitsfeld ist dann
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X

x

��

� �

Euklidischer Raum

materieller Körper

referentielle Plazierung

�� � ���
���

Plazierung � � �����

���

��

Abbildung 1.2: Referentielle Beschreibung

gegeben durch partielle Differentiation der Bewegung nach der Zeit

V�X� �� � ẋ �
@

@�
��X� ��

��
X3 (1.1.27)

V heißt materielle Geschwindigkeit der Bewegung. Sie beschreibt den Ge-
schwindigkeitsvektor eines Partikels zum Zeitpunkt � , daß zur Zeit � � ��
den Ort X einnahm. Die materielle Beschleunigung ist definiert durch

A�X� �� � V̇�X� �� �
@

@�
V�X� ��

��
X (1.1.28)

Wenn X durch X � ���� �x� ausdrückt wird, erhält man Geschwindigkeit und
Beschleunigung bezüglich der momentanen Konfiguration

v�x� �� � V����� �x�� ��� (1.1.29)

a�x� �� � A����� �x�� �� (1.1.30)
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mit folgendem Zusammenhang zwischen a und v

a �
@

@�
v 
 v 
 
v3 (1.1.31)

Hierbei stellt 
v den räumlichen Geschwindigkeitsgradienten dar, der auch
mit l�x� �� bezeichnet wird; v 
 
v ist die kovariante Ableitung von v in Rich-
tung v.

Bezugssystem und Objektivität

Um ein physikalisches Ereignis mit Hilfe der fundamentalen Meßgrößen, wie
Entfernung und Zeitintervall, aufnehmen zu können, benötigt man einen Be-
obachter, dem ein Bezugssystem zugeordnet ist. Solch ein Bezugssystem kann
z.B. ein Labor sein, bezüglich dessen Wänden die Position eines Ereignisses
aufgenommen wird. Auch die Zeit kann nur relativ zu einem beliebigen Be-
zugszeitpunkt bestimmt werden. Abstrakt gesprochen wird also ein Bezugs-
system benötigt, um physikalischen Ereignissen Positionen im Euklidischen
Punktraum und auf der reellen Zeitachse zuzuordnen. Ein Ereignis ist ein Paar
�x� �� aus einem Punkt x im Raum und einer Zeit �. Die Gesamtheit aller Ereig-
nisse heißt Raumzeit. Der Wechsel eines Bezugssystems ist eine eineindeutige
Abbildung der Raumzeit auf sich selbst, so daß Abstände und Zeitintervalle
sowie die zeitliche Abfolge erhalten bleiben. Es kann gezeigt werden, daß ein
Ereignis �x� �� und dasselbe Ereignis nach einem Wechsel des Bezugssystems
�x�� ��� durch eine Starrkörperbewegung und eine Zeitverschiebung miteinan-
der verknüpft sind (NOLL 1964)

x� � c��� 
 q���x� (1.1.32)

�� � � � 
�

wobei c��� ein zeitabhängiger Punkt, 
 eine reelle Zahl und q��� � SO�����
ein orientierungserhaltender orthogonaler Tensor ist. Ein Abbildung q nennt
man orientierungserhaltend orthogonal, wenn sie ein Element der Gruppe

SO��������� 	� �R � Iso��������� � RT � R��� det R � .� (1.1.33)

ist. Das hochgestellte T bezeichnet die jeweilige duale Größe, deren Matrixdar-
stellung bezüglich der Einheitsbasis die transponierte Matrix der Ausgangs-
größe ist. q in (1.1.32) ist ein Spezialfall von (1.1.33), da er einen Auto-
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morphismus Iso��������� darstellt (deshalb auch die unkonventionelle Klein-
schreibung von q). Die Transformation q ist durch den Wechsel des Bezugssy-
stem eindeutig festgelegt, c��� hängt von der Wahl des Ursprungs ab. Daraus
folgen die folgenden Transformationsgesetze:

(i) Skalare bleiben unter Bezugssystemwechsel unverändert

(ii) Vektoren v � ��� transformieren sich zu

v� � q���v (1.1.34)

(iii) Für Tensoren zweiter Stufe a definiert auf �� erhält man daraus

a� � q���T a q��� (1.1.35)

Funktionen und Felder der Momentankonfiguration werden objektiv genannt,
wenn sich ihre abhängigen und unabhängigen Variablen unter Wechsel des
Bezugssystems gemäß (1.1.32) - (1.1.35) transformieren.

1.1.2 Kinematik der Deformationen

Den eigentlichen Beobachtungsgegenstand der Kontinuumsmechanik bilden
die Deformationen (und später die daraus resultierenden Spannungen) eines
materiellen Körpers und deren zeitlicher Verlauf unter gegebenen äußeren Be-
anspruchungen.

Deformationsgradient

Die Ableitung der Konfiguration eines Körpers wird Deformationsgradient ge-
nannt. Dieses Objekt spielt die zentrale Rolle in den Betrachtungen der finiten
Kontinuumsmechanik und soll deshalb näher betrachtet werden.

Es sei �� 	 �� � �� eine 
� stetige Abbildung von �� in ��. Die Tangen-
tialabbildung �X�� 	 �X�� � �x�� von �� wird mit F bezeichnet und (referen-
tieller) Deformationsgradient von �� genannt:

F�X� �� � �X�� 	 �X�� � �x��3 (1.1.36)
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Wenn auf �� und �� die Koordinatensysteme �7
� bzw. �0�� vorliegen, dann ist
die Matrix der Komponenten von F�7� bezüglich der Basen E
�7� und e��0�
durch

��
�X� �
@A�

@7

�X� (1.1.37)

gegeben. Wenn die Zeitabhängigkeit nicht besonders betont werden soll, wird
diese im Folgenden nicht mehr ausdrücklich gekennzeichnet. Die Abbildung
� soll orientierungserhaltend und umkehrbar sein, so daß

det ��
 B � � X � ��� (1.1.38)

gilt. Die Tangentialräume bzw. die entsprechenden Kotangentialräume seien
vereinfacht durch

	 � �X��� 	
� � ��X��� 
 � �x��� 


� � ��x�� (1.1.39)

abgekürzt. Die Tangentialbündel der p-fach kontravarianten und q-fach kova-
rianten Tensoren auf �� bzw. �� werden dann als

� �
�	 und � �

�
 (1.1.40)

geschrieben. Der Deformationsgradient ordnet somit jedem Tangentenvektor
G
 � 	 einen entsprechenden Tangentenvektor g� � 
 zu und stellt somit
einer Isomorphismus zwischen den Vektorräumen 	 und 
 dar:

F�X� 	 	 � 
 3 (1.1.41)

Die entsprechenden inversen, dualen und dual-inversen Abbildungen sind dann
wie folgt definiert

F���x� 	 
 � 	� (1.1.42)

FT�X� 	 
 �� 	
� � (1.1.43)

F�T�x� 	 	� � 

� 3 (1.1.44)

Die Schreibweise des hochgestellten T wird gewählt, weil die Matrixdarstel-
lung von FT bezüglich der dualen Basen �� und �
 die Transponierte von ��

ist.
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Polare Zerlegung

Auf einem metrischen Vektorraum kann die lineare Abbildung F 	 	 � 


in einen symmetrischen und einen orthogonalen Anteil aufgespalten werden.
Abhängig davon, ob man zuerst die Drehung und dann die Streckung oder
umgekehrt ausführt, erhält man zwei verschiedene Zerlegungen

F�X�� R�X�U�X�� ��
�X������X�C�
�X�� (1.1.45)

F�X� � v�x�R�X�� ��
�x� �����x���
�X� (1.1.46)

mit U 	 	 � 	, v 	 
 � 
 , dem linken und rechten Strecktensor und
R � SO�	 �
 �, dem Rotationstensor.

�X��

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

U

� �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

R

�
�X��

F
� �x��

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

R
� �

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

v

�

�x��

(1.1.47)

Die Rotation R ist, genauso wie der Deformationsgradient F ein sogenannter
two-point Tensor, d.h. er hat ein “Bein” in der Referenzkonfiguration und eins
in der Momentankonfiguration. Diese Objekte transformieren Größen zwi-
schen zwei Konfigurationen und verschieben außerdem den Basispunkt. Die
einfachste Form eines solchen two-point Tensors ist der sogenannte Shifter ��.

�.��
�

�X� 


�X� � ��x�3 (1.1.48)

Dieser bewirkt lediglich einen Paralleltransport eines Vektors W mit Basis-
punkt in X in den identischen Vektor mit Basispunkt in x.

push-pull Operationen

Die Einführung der Begriffe pull-back und push-forward geht auf die dif-
ferentialgeometrische Betrachtung der Mechanik in MARSDEN & HUGHES
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(1983) zurück. HOPPE (1996) hat deren Definition auf isomorphe Abbildun-
gen F 	 	 � 
 zwischen Vektorräumen erweitert. Der pull-back F�BBB eines
Tensors BBB � � �

�
 und der push-forward F�AAA eines Tensors AAA � � �
�	 sind

dann bezüglich des Isomorphismus F � Iso�	�
 � als Abbildungen mit den
Eigenschaften

F�BBB�u�� 3 3 3 � u��FT��� 3 3 3 �FT��� � BBB�Fu�� 3 3 3 �Fu����� 3 3 3 ���� (1.1.49)

� u	 � 	��� � 

� �

F�AAA�Fu�� 3 3 3 �Fu����� 3 3 3 ���� � AAA�u�� 3 3 3 � u��FT��� 3 3 3 �FT��� (1.1.50)

� u	 � 	��� � 

�

definiert. Mit Hilfe von (1.1.49) können folgende Regeln für push-forward und
pull-back Operationen auf Tensorprodukte von Vektoren hergeleitet werden:

F��A� B��F��A� � F��B�� (1.1.51)

F��a� b� �F��a�� F��b�3 (1.1.52)

Aus (1.1.11) folgt dann, daß push- und pull-Abbildungen auf alle Tensoren an-
gewendet werden können. Für die Tensoren zweiter Stufe sei hier eine Über-
sicht der push-pull Beziehungen gegeben:

C � �
� � �

� � F��C� � F�TAF��� �F��C���� � �����
�

���	��
���

	

� (1.1.53)

c � �
� � �

� � F��c� � FTcF� �F��c���	 � �������
�
	 (1.1.54)

U � � � �
� � F��U� � FUF��� �F��U��

�

� � ����
�
	��

���
	

� (1.1.55)

v � � � �
� � F��v� � F��vF� �F��v���	 � �������	

�
��

�
	 (1.1.56)

S � � � � � F��S� � FSFT� �F��S��
��

� ���

�	��	 (1.1.57)

s � � � � � F��s� � F��sF�T� �F��s���	 � ��������
�������	�� (1.1.58)

Desweiteren kann gezeigt werden, daß die Reihenfolge von push-pull Opera-
tionen und der Inversion eines Tensors vertauscht werden kann:

F��a��� � �F��a���� � F��A��� � �F��A��
��
3 (1.1.59)

Außerdem kann man leicht folgende Regeln für verknüpfte Abbildungen her-
leiten:

�AB���W� � A� �B��W�� � W � 	� (1.1.60)

�AB���w� � B� �A��w�� � w � 
 3
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Nützlich ist auch noch folgende Transformationseigenschaft der Überschie-
bung eines Vektors v � 	 mit einem Kovektor� � 	� unter dem push-forward
mit einer isomorphen Abbildung A 	 	 � 


�v��	 � v� � A��v�A����� (1.1.61)

was leicht anhand von (1.1.49) überprüft werden kann. Über (1.1.51) kann dies
auf beliebige skalarwertige Überschiebungen von Tensoren auf dualen Räum-
en erweitert werden.

Objektivität von Tensorfeldern

Mittels der push-pull Beziehungen können die in Abschnitt 1.1.1 dargestell-
ten Zusammenhänge weiter verallgemeinert werden, da die dort hergeleiteten
Beziehungen nur für Tensoren bis zur zweiten Stufe auf der Momentankonfi-
guration gelten.

Dazu sei die Bewegung eines Körpers � in referentieller Beschreibung x �
��X� �� betrachtet. Dieselbe Bewegung wird in einem anderen Bezugssystem
gemäß (1.1.32) dargestellt als

x� � ���X� ��� � c��� 
 q�����X� ��� �� � �� 
� (1.1.62)

falls man davon ausgeht, daß die Referenzplazierung ���
unabhängig von

der Wahl eines Beobachters ist, was im Folgenden immer vorausgesetzt wer-
den soll. Die beiden Bewegungen � und �� unterscheiden sich nur durch ei-
ne Starrkörperbewegung und eine Zeitverschiebung. Wenn zwei Bewegungen
über eine Gleichung der Form (1.1.62) zusammenhängen, heißen sie äquiva-
lente Bewegungen. Aus (1.1.62) ergibt sich das Transformationsgesetz für den
Deformationsgradienten:

F� � q F3 (1.1.63)

Die Transformationsbeziehungen aus Abschnitt 1.1.1 lassen sich unter Zuhil-
fenahme eines Tensors der Momentankonfiguration beliebiger Stufe ttt zusam-
menfassen zu

ttt� � q��ttt�� ttt�� ttt � �����3 (1.1.64)

Für einen Tensor beliebiger Stufe SSS in der Referenzkonfiguration ist die Ob-
jektivität gegeben, wenn eine Beobachtertransformation die Größe unverändert
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läßt

SSS� � SSS� SSS��SSS � �����3 (1.1.65)

Da two-point-Tensoren sich durch das Tensorprodukt in Eulersche bzw. La-
grange’sche Tensoren aufspalten lassen, sind für die “Beine” in der Ausgangs-
bzw. Momentankonfiguration (1.1.65) bzw. (1.1.64) sinngemäß anzuwenden,
wie in (1.1.63) zu sehen.

Mit Hilfe von (1.1.64) und (1.1.65) kann außerdem gezeigt werden, daß
das push-forward eines objektiven Tensors der Referenzkonfiguration einen
objektiven Tensor der Momentankonfiguration ergibt.

Es sei aaa � ����� das push-forward mit Hilfe des (objektiven) Deformations-
gradienten F eines objektiven Tensors AAA � �����. Es soll gezeigt werden, daß
aus AAA� � AAA folgt, daß aaa� � q��aaa�

aaa� � F�
� �AAA

�� � F�
� �AAA� � �qF���AAA� � q� �F��AAA�� � q��aaa� (1.1.66)

Somit erfüllt aaa die Objektivitätsbedingung (1.1.64). �

Deformationsmaße

Die Deformation eines Körpers ändert die Längen von im Körper eingebette-
ten Vektoren (Tangentenvektoren) und deren Winkel zueinander. Diese Längen
und Winkel werden in der Momentankonfiguration mit Hilfe des inneren Pro-
duktes bzw. der Metrik g gemessen. Der Metriktensor ist ein kovarianter Ten-
sor zweiter Stufe g � 


� � 

� . Die Darstellung dieses Tensors bezüglich der

Referenzkonfiguration mit Hilfe des pull-backs ergibt dann ein Maß für die
Deformation des Körpers

C � F��g� � FTgF� (1.1.67)

das als rechter Cauchy-Greenscher Deformationstensor bekannt ist. Auf ähn-
liche Weise kann man durch das push-forward der Metrik der Referenzkonfi-
guration G � 	

� � 	
� in die Momentankonfiguration ein Deformationsmaß

erzeugen

c � F��G� � F�TGF��� (1.1.68)
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daß als Cauchyscher Deformationstensor bezeichnet wird. Mit Hilfe der pola-
ren Zerlegung und g � R��G� kann einen Zusammenhang zwischen C� c und
U� v aufgezeigt werden

C � F��g� � U��G� � UTGU� (1.1.69)

c � F��g� � v��g� � v�Tgv��3 (1.1.70)

Das kommutative Diagramm (1.1.71) verdeutlicht, wie einige der häufig ver-
wendeten Deformationsmaße durch push- und pull Beziehungen aus den Me-
triken g und G entstehen

b
v� � g

v� � c

��
��
��
��
��
��

��
�

F�

�

��
��
��

��
��
��
��
�

F�

�

c

R�

�

U� � G

R�

�

U� � B�

R�

�

(1.1.71)

wobei b der räumliche Fingersche Deformationstensor und B der referentielle
Fingersche Deformationstensor sind.

Verzerrungsmaße

Hier seien zunächst zwei Verzerrungsmaße eingeführt, die auf natürliche Weise
aus den oben eingeführten Deformationsmaßen resultieren. Zum einen kann
mit Hilfe von C die Metrik der Momentankonfiguration mit der Metrik der
unverformten Konfiguration verglichen werden. Dies liefert ein Maß für die
Verzerrung des Körpers

E �
.

2
�C � G�� (1.1.72)

den sogenannten Greenschen Verzerrungstensor. Der Faktor �
�

dient der Nor-
malisierung und wird weiter unten diskutiert. Der Vergleich der Metriken in
der Momentankonfiguration ergibt den Almansischen Verzerrungstensor

e �
.

2
�g � c�3 (1.1.73)

Die Wahl der Reihenfolge der Differenzenbildung in (1.1.72) und (1.1.73)
dient auch der oben erwähnten Normalisierung. Außerdem gilt

e � F��E�3 (1.1.74)
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Die oben präsentierten Verzerrungsmaße entstehen auf natürliche Weise aus
dem geometrischen Ansatz. Man kann verallgemeinerte Verzerrungsmaße de-
finieren (XIAO, BRUHNS & MEYERS 1998A), die auf dem rechten Cauchy-
Greenschen Verzerrungstensor C bzw. dem linken Cauchy-Greenschen Verzer-
rungstensor b � �v����c� � VTgV basieren: EC � f�C� bzw. eb � f�b�. Dabei
muß f den folgenden Bedingungen genügen:

(i) f ist objektiv;

(ii) f ist eine isotrope Tensorfunktion;

(iii) f ist monoton steigend;

(iv) f��� � � und f ���� � �
�
� .

Hierbei bezeichnet � die Identitätsabbildung auf 	 bzw. 
 . Bedingung (iii)
schreibt vor, daß eine Verlängerung eines Linienelementes des Körpers stets
zu einem Anwachsen des Verzerrungsmaßes führt. Aus Bedingung (iv)� folgt,
daß für einen unverformten Körper alle Verzerrungsmaße verschwinden. Be-
dingung (iv)� sorgt dafür, daß für kleine Verzerrungen alle Verzerrungsma-
ße identisch mit dem Verzerrungsmaß der linearen Elastizitätstheorie sind. Es
kann z.B. die Klasse folgender Verzerrungsmaße betrachtet werden:

E� �
.

2�
�C� � ��� e� �

.

2�
�b� � ��� � �� �� (1.1.75)

E� �
.

2
ln C� e� �

.

2
ln b� � � �3

Für� � . erhält man den Greenschen und den Almansischen Verzerrungsten-
sor, für � � � den referentiellen und räumlichen Hencky-Verzerrungstensor,
der weiter unten diskutiert wird.

Aus Gründen der Konsistenz werden im hier vorgestellten Rahmen nur die
aus den Metriken resultierenden Verzerrungstensoren Anwendung finden.

Zeitableitung des Deformationsgradienten

Die materielle Zeitableitung des Deformationsgradienten kann mit Hilfe der
materiellen Geschwindigkeit als

�̇�
�X� �
@

@�

@��

@7�

���
X
�
@��

@7

�X�� Ḟ�X� � 
XV�X� (1.1.76)
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geschrieben werden, mit 
X, dem Gradienten bezüglich der Koordinaten der
Referenzkonfiguration. Die Vorwärtstransformation dieses Objektes in die Mo-
mentankonfiguration ergibt den Geschwindigkeitsgradienten l 	 	 � 	

l�x� � Ḟ F�� � 
v�x�� 9���x� � �̇�
��
���
� � �

�
���x�� (1.1.77)

wobei das Komma vor einem Index die partielle Ableitung nach diesem Index
bedeutet.

Der assoziierte Geschwindigkeitsgradienten l� � gl kann in einen sym-
metrischen Anteil d � Sym�
 �
 �� und einen schiefsymmetrischen Anteil
w � Skw�
 �
 �� zerlegt werden

l� �
.

2
�gl 
 lTg� 


.

2
�gl � lTg� � d 
 w� (1.1.78)

wobei die symmetrische und antimetrische Gruppe definiert sind durch

Sym�
 �
 ��	�� A � Lin�
 �
 �� � A � AT�� (1.1.79)

Skw�
 �
 ��	��� � Lin�
 �
 �� �� � ��T��

d nennt man Streckgeschwindigkeitstensor und w Drehgeschwindigkeitstensor.

Objektive Zeitableitungen

Ausgangspunkt soll hier sein, zu zeigen, daß die materielle Zeitableitung eines
Tensors der Referenzkonfiguration objektiv ist. Dies gelingt durch die direkte
Differenzierung der (identischen) Komponenten von TTT� � TTT, was auf�
ṪTT
��

� ṪTT (1.1.80)

führt. �

Die materielle Zeitableitung von objektiven Tensoren der Momentankonfi-
guration ist hingegen im Allgemeinen nicht objektiv. Dies sei beispielhaft an
einem objektiven Tensor zweiter Stufe a� � q a qT gezeigt

ȧ� �
˙q a qT � q ȧ qT 
 q̇ a qT 
 q a q̇T � ȧ� 
 a�q q̇T 
 q̇ qT a�3 (1.1.81)

Mit 
 � q̇ qT � Skw�
 �
 ��, dem schiefsymmetrischen Spintensor zu q
vereinfacht sich dies zu

ȧ� � ȧ� � a�


 a�� (1.1.82)
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was eindeutig nicht objektiv ist. Viele objektive Zeitableitungen sind im we-
sentlichen Korrekturen, die zur materiellen Zeitableitung addiert werden, um
deren Objektivität zu erreichen. Gleichung (1.1.80) bietet zusammen mit Glei-
chung (1.1.66) einen Rahmen, um die Herleitung von objektiven Zeitableitun-
gen zu formalisieren. Und zwar kann man außer dem Deformationsgradienten
F jeden Isomorphismus I � Iso�	 �
 � benutzen, um Größen der Momen-
tankonfiguration in die Referenzkonfiguration zurückzuziehen, dort die ma-
terielle Zeitableitung durchzuführen und das Ergebnis wieder nach vorne zu
transformieren. Falls das pull-back des Tensors in die Referenzkonfiguration
objektiv ist, dann ist es auch die so konstruierte Zeitableitung. Zeitableitun-
gen dieses Typs sind Lie-Ableitungen. Bezüglich eines Isomorphismus I ist
die Lie-Ableitung eines Tensors ttt � � �

�
 definiert als

�I ttt � I�
�

˙I��ttt�
�

� I � Iso�	 �
 �� ttt � � �
�
 3 (1.1.83)

Als solche Isomorphismen können zum Beispiel der Deformationsgradient F
oder die Rotation R dienen. Mit F erhält man für einen kovarianten Tensor
c � 


� � 

� die sogenannte Cotter-Rivlin-Rate

�Fc � F�T

�
d
d�
�FTcF�

�
F�� � ċ 
 lTc 
 cl� (1.1.84)

mit l dem Geschwindigkeitsgradienten. Für einen kontravarianten Tensor s er-
gibt sich die Olroyd-Rate

�Fs � F
�

d
d�
�F��sF�T�

�
FT � ṡ � ls � slT3 (1.1.85)

Mit R erhält man sowohl für ko- als auch für kontravariante Tensoren zweiter
Stufe die Green-Naghdi-Rate

�Ra � R�T

�
d
d�
�RTaR�

�
R�� � ȧ 
�Ta 
 a�� (1.1.86)

mit � � ṘR��. Wenn in (1.1.86) R durch RLog ersetzt wird, erhält man
die sogenannte logarithmische Rate oder XBM-Rate. Diese Rate wurde in
jüngeren Arbeiten von XIAO, BRUHNS & MEYERS (1999, 2000) hergelei-
tet und ausführlich diskutiert. In dem hier gewählten Rahmen kann man sie
ausdrücken durch

�RLoga � R�T
Log

�
d
d�
�RT

LogaRLog�

�
R��

Log � ȧ 
�T
Loga 
 a�Log� (1.1.87)
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mit

��
Log � w 


��

��"

�
. 
 ��
D�"�

. 
 ��
D�"�



2

ln��
D�"�

�
b
d�b"3 (1.1.88)

Hierbei bezeichnen die �
 die Eigenwerte des linken Cauchy-Greenschen De-
formationstensors b � vTgv ,� die Anzahl ungleicher Eigenwerte und b
� b"
die entsprechenden Eigenprojektionen. Die Rotation RLog gewinnt man aus der
tensoriellen Differentialgleichung

ṘLog � �RLog�Log� RLog

��
���

� ��3 (1.1.89)

Streckgeschwindigkeitstensor und Verzerrungsrate

Es fällt auf, daß man sowohl bei der Wahl der Verzerrungstensoren, als auch
bei der Wahl der objektiven Zeitableitungen aus einer Menge von möglichen
Kombinationen wählen kann. Eine wichtige Forderung schränkt diese Menge
erheblich ein, nämlich daß die objektive Zeitableitung des gewählten Verzer-
rungsmaßes den Streckgeschwindigkeitstensor ergeben soll. Diese Forderung
resultiert daraus, daß beide Größen die Rate der Längenänderung von Lini-
enelementen der Momentankonfiguration beschreiben. Bis jetzt sind nur zwei
Kombinationen von Raten und Verzerrungsmaßen bekannt, die diese Eigen-
schaft aufweisen. Die XBM-Rate des räumlichen Hencky-Verzerrungsmaßes
h � .D2 ln b und die Lie-Rate bezüglich F des Almansischen Verzerrungsten-
sors e:

d � �Fe �
.

2
�Fg� (1.1.90)

d � �RLogh � ḣ 
 h�Log ��Logh3 (1.1.91)

In dieser Arbeit werden nur Lie-Ableitungen bezüglich F benutzt, da der
Deformationsgradient in dem hier präsentierten geometrischen Rahmen die
natürliche Verknüpfung der Anfangs- und Momentankonfiguration bildet. In
einem kartesischen Rahmen, in dem duale Räume nicht unterschieden werden,
sind nur Lie-Ableitungen bezüglich orthogonaler Transformationen (z.B. R,
RLog) zulässig, die dann die Klasse der mitrotierenden Zeitableitungen bilden.
XIAO, BRUHNS & MEYERS haben gezeigt, daß in einem solchen Rahmen
die oben dargestellte Kombination aus XBM-Rate und räumlicher Hencky-
Dehnung, die einzig zulässige ist (XIAO, BRUHNS & MEYERS 1997; XIAO,
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BRUHNS & MEYERS 1998A; XIAO, BRUHNS & MEYERS 1998B; XIAO,
BRUHNS & MEYERS 1999).

1.2 Thermo-mechanische Bilanzgleichungen

In diesem Abschnitt sollen die wichtigsten dynamischen Gleichungen für einen
Körper dargestellt werden. Zusammen mit den Grundgleichungen der Thermo-
dynamik bilden sie das Gerüst für eine Beschreibung der Kräfte und den dar-
aus resultierenden Deformationen des Körpers. Dieser Zusammenhang wird in
Abschnitt 1.3 behandelt. Die Bilanzgleichungen werden in diesem Abschnitt
nur in der räumlichen Beschreibung, d.h. in der Momentankonfiguration, an-
gegeben. In Kapitel 2 werden diese Bilanzgleichungen für alle drei dort entste-
henden Konfigurationen präsentiert.

1.2.1 Massenerhaltung

Für einen beliebigen Körper E gibt es ein skalares Maß �, das Masse des
Körpers E genannt wird, so daß

��E� � �3 (1.2.1)

In dem hier betrachteten Kontext der kontinuumsmechanischen Beschreibung
von Körpern, seien Punktmassen, wie sie typisch sind für die Beschreibung dy-
namischer Prozesse in der klassischen Mechanik starrer Körper, ausgeschlos-
sen. Dann kann man die Masse schreiben als

��E� 	�

�
�

��� (1.2.2)

mit �� dem Massenelement. Die Masse��E� ist unabhängig vom Beobach-
ter und der Konfiguration, die der Körper einnimmt, sie ist also eine zeitun-
abhängige objektive Größe

d
d�
��E� � �3 (1.2.3)

Dies ist der Massenerhaltungssatz. Er gilt auch für einen beliebigen Teilkörper
� � � mit Rand @� .
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In der Momentankonfiguration kann man ein zeitabhängiges skalares Feld
)�x� �� einführen, daß eine Parametrisierung von �� darstellt und somit ei-
nem Volumenelement der Momentankonfiguration �� eine Masse �� zuord-
net. Damit kann die Masse des Körpers dann als

��C� 	�

�
#����

)�x� ���� (1.2.4)

geschrieben werden Das skalare Feld ) wird Dichte des Körpers genannt. Der
globale Massenerhaltungssatz nimmt dann die Form

d
d�

�
#����

)�x� ���� �
�

#����

�)̇
 ) divẋ��� (1.2.5)

an. Für die Umformung in den zweiten Ausdruck wurde die Rate eines Volu-
menelementes

d
d�
�� � div ẋ �� (1.2.6)

benutzt, mit div dem Divergenzoperator der Momentankonfiguration: divẋ �

0̇��� � l��. Diese Gleichung kann direkt über die Eigenschaft des Volumen-
elementes als differentielle 3-Form gezeigt werden (MARSDEN & HUGHES

1983) oder mit Hilfe einer Variablensubstitution durch �� � ���, wobei
� � det F als Jacobi-Determinante der Transformation �� aufgefaßt wird. Hin-
reichende Glattheit des Feldes ) vorausgesetzt kann (1.2.5) in lokaler Form
aufgestellt werden:

)̇
 ) divẋ � x � �����3 (1.2.7)

1.2.2 Spannungstensor und Impulsbilanz

Spannungsvektor

Was die Kontinuumsmechanik von der Punktmechanik unterscheidet ist das
von CHAUCHY (1823) eingeführte Konzept der Spannung, das die Interaktion
eines Materials mit dem umgebenden Material in Form von Kontaktkräften
auf dessen Oberfläche beschreibt. Diese Kontaktkraft auf eine Oberfläche wird
durch einen Vektor t�x� �� n�, den Cauchyschen Spannungsvektor beschrieben,
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der die Kraft pro Einheitsfläche auf ein Flächenelement mit der Normalen n
angibt. Die resultierende Kontaktkraft auf einen Teilkörper � � � mit dem
Rand @� ist dann gegeben durch das Oberflächenintegral


� �

�
$#����

t�x� �� n��
� (1.2.8)

mit dem Flächenelement �
 von @�����. Außer Kontaktkräften kann auch
noch eine externe Volumenkraft auf den Körper wirken, die durch eine Volu-
menkraftdichte b�x� �� hervorgerufen wird (ein typisches Beispiel hierfür ist
die Gravitationskraft). Für die resultierende Volumenkraft gilt


� �

�
#����

b�x� ��)�x� ����3 (1.2.9)

Die resultierende Kraft auf den Teilkörper ist dann


 � 
� 
 
�3 (1.2.10)

Impulsbilanz

Die Bewegungsgröße oder auch der Impuls eines Teilkörpers � � � ist defi-
niert als

� �

�
#����

ẋ)�x� ����3 (1.2.11)

Wenn t und b sich stetig mit der Zeit ändern, kann die Impulsbilanz in der
Form

�̇ � 
� d
d�

�
#����

ẋ)�� �
�

#����

b)�� 

�

$#����

t�
 (1.2.12)

dargestellt werden.

Spannungstensor

Um (1.2.12) lokalisieren zu können muß man den funktionalen Zusammen-
hang t von n näher spezifizieren. Dies liefert Cauchy’s Fundamentalsatz:
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Vorausgesetzt, t ist stetig in x, dann ist seine Abhängigkeit von n linear, d.h.
es existiert ein kontravariantes Tensorfeld zweiter Stufe 	 � � �

�	, so daß

t�x� �� n� � �	�x� ��� n	� ���x� �� n� � *���x� ��4� (1.2.13)

gilt.

Aus Gleichung (1.2.13)� wird ersichtlich, daß die Flächennormale n ein
Kovektor ist. Dies ist in Übereinstimmung mit der Beobachtung, daß eine
Flächennormale sich unter einer Deformation nicht wie ein im Material ein-
gebetteter (Tangential)-Vektor transformiert. Physikalisch gesehen sind auch
nur solche kontravarianten Spannungstensoren sinnvoll, da diese ein Flächen-
element �a � n�
 in einen Spannungsvektor t�
 � 	�a � 	 abbilden. Diese
Kopplung des Spannungstensors an das Flächenelement als Bezugsgröße muß
später auch bei den push-pull Beziehungen für die Spannungstensoren berück-
sichtigt werden (s. Abschnitt 1.3.6).

Bewegungsgleichung

Mittels (1.2.13) erhält man lokal, falls Impulssatz und Massenerhaltung erfüllt
sind, Cauchy’s Bewegungsgleichung

)ẍ � )b 
 div	 � x � ������ �div	�� � *����3 (1.2.14)

1.2.3 Drehimpulsbilanz

Der Drehimpuls oder Drall eines Körpers ist definiert als

� �

�
#����

�x� ẋ�)��3 (1.2.15)

Das äußere Moment durch Volumenkräfte und Kontaktkräfte ist gegeben durch

� �

�
#����

�x� b�)��

�

$#����

x� t�
3 (1.2.16)

Für stetige Verläufe von b und t gilt die Drehimpulsbilanz in der Form

�̇ � �� d
d�

�
#����

�x� ẋ�)�� �
�

#����

�x� b�)�� 

�

$#����

x� t�
3 (1.2.17)
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Wenn Massenerhaltung und Impulssatz erfüllt sind, ist der Drallsatz dann und
nur dann erfüllt, wenn

	T�x� �� � 	�x�� *�� � *�� � x � ������ (1.2.18)

d.h. wenn der Cauchysche Spannungstensor symmetrisch ist1.

1.2.4 Energiebilanz

Um die physikalische Interpretation der einzelnen Terme in der Energiebilanz
zu ermöglichen, spaltet man diese wie folgt auf:

� �

�
#����

.

2
�ẋ� ẋ	)�� �� kinetische Energie� (1.2.19)

� �

�
#����

�)�� �� innere Energie� (1.2.20)

� �

�
#����

�b� ẋ	)�� 

�

$#����

�t� ẋ	�
 �� mechanische Leistung� (1.2.21)

� �

�
#����

�)��


�
$#����

��
 �� zugeführte Wärme3 (1.2.22)

Hierbei ist � die spezifische innere Energie, � die spezifische Wärmeerzeugung
und � der Wärmezufluß. Wiederum für stetige Verläufe gilt die Energiebilanz

�̇ 
 �̇ � �
�3 (1.2.23)

Mit Hilfe des Cauchyschen Postulates, angewandt auf den Wärmestrom der
über @����� in die Probe fließt, führt man den Wärmestromvektor q ein:
� � �qn. Wenn der Massenerhaltungssatz, Impulserhaltungssatz, Drehimpul-
serhaltungssatz und die Energiebilanz erfüllt sind, ergibt sich die lokale Ener-
giebilanz zu

)�̇ � 	 	 d � divq 
 � � x � ������ divq � 5���3 (1.2.24)

1Dies gilt nur für Kontinua ohne oder mit skalarer Mikrostruktur. Weiterführendes zu mikromorphen Kontinua
findet man in HOPPE (1996)
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1.2.5 Zweiter Hauptsatz der Thermodynamik

Entropieungleichung

Folgende Größen werden eingeführt:

� �

�
#����

#)�� �� Entropie� (1.2.25)

� �

�
#����

.

F
����

�
$#����

.

F
qn�
 �� Entropieerzeugung und -zufluß�

(1.2.26)

mit # der spezifischen Entropie. Der Versuch einer physikalischen Deutung
der Entropie soll hier nicht unternommen werden, vielmehr sei auf ERICKSEN

(1991) verwiesen. Dort finden sich auch weitere Grundlagen der Thermody-
namik der Festkörper. Die Entropieungleichung lautet

�̇ � �� (1.2.27)

d.h. wenn Entropiezufluß und -erzeugung verschwinden gilt �̇ � �. Die totale
Entropie eines Systems kann nicht abnehmen, was dem zweiten Hauptsatz der
Thermodynamik entspricht. Für glatte Verläufe kann die Entropieungleichung
in lokaler Form

)#̇ � .
F
�� div

q
F

� x � ����� (1.2.28)

geschrieben werden. Durch Einführung der spezifische Entropieerzeugungsra-
te "̇ � )# � )�DF 
 div�qDF�, reduziert sich die lokale Entropieungleichung
zu

"̇ � � � x � �����3 (1.2.29)

Clausius-Duhem Ungleichung

Wenn man aus (1.2.24) und (1.2.28) die Wärmeerzeugung � eliminiert und
über eine Legendre-Transformation die freie Energiedichte - 	� � � F# de-
finiert, erhält man, wenn Massenerhaltung, Impulsbilanz, Drehimpulsbilanz,
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Energieerhaltung und Entropieungleichung erfüllt sind, die Clausius-Duhem
Ungleichung

)�#Ḟ 
 -̇� � 	 	 d 

.

F
q 
 
F � � � x � �����3 (1.2.30)

Für isotherme Prozesse (F � const.) vereinfacht sich (1.2.30) zu

)-̇� 	 	 d � � � x � ����� (1.2.31)

1.3 Thermodynamik mit internen Variablen

Die hier dargestellt Theorie der Thermodynamik beruht in erster Linie auf Ar-
beiten von COLEMAN (COLEMAN & NOLL 1963; COLEMAN 1964A; CO-
LEMAN 1964B; COLEMAN & GURTIN 1967), im Rahmen der nichtlinearen
Feldtheorie der Mechanik (non-linear field theories of mechanics) (TRUES-
DELL & NOLL 1965). Es soll hier allerdings nicht im allgemeinen Rahmen
der Materialien mit schwindendem Gedächtnis (materials with fading memory)
gearbeitet werden, da dies Geschichtsfunktionale voraussetzt, sondern es soll
davon ausgegangen werden, daß sich das Gedächtnis eines Materials mit Hilfe
von sogenannten internen Zustandsvariablen darstellen läßt. Eine Diskussion
dieser Theorie im Vergleich zur klassischen Thermodynamik irreversibler Pro-
zesse findet man bei KESTIN & RICE (1970).

1.3.1 Zustand und interne Variablen

Der Zustand eines Körpers � im thermodynamischen Gleichgewicht ist defi-
niert durch die Angabe der beobachtbaren Zustandsvariablen �x� F�x��
F�x��,
d.h. dem Ortsvektor und des Temperaturfeldes auf �����. Außerdem sind zur
Beschreibung des Zustandes noch � sogenannte interne Zustandsvariablen
AAA�� 3 3 3 �AAA% nötig, so daß der gesamte Zustand des Materials durch die Anga-
be von �x� F�
F�AAA	� beschrieben wird. Die internen Variablen können Skalare,
Tensoren zweiter, vierter usw. Stufe sein. Die Einführung von Vektoren, Tenso-
ren dritter Stufe usw. als interne Variablen führt zu Konflikten mit der Annah-
me, daß polare Medien und andere Materialien mit tensorieller Mikrostruktur
ausgeschlossen werden. Die internen Variablen ermöglichen es, Informatio-
nen über mikroskopische Vorgänge im Material, wie z.B. Versetzungen, Risse,
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Poren etc. über Mittelungsvorgänge in die Materialbeschreibung einfließen zu
lassen, so daß mit einer endlichen Zahl von internen Variablen der Einfluß
dieser Vorgänge auf die makroskopischen Zustandsvariablen erfassen werden
kann. Dennoch bleibt die Wahl des Satzes der internen Variablen weitgehend
beliebig und muß an die zu modellierenden Vorgänge im jeweiligen Materi-
al angepaßt werden. Günstig ist es, die internen Variablen so zu wählen, daß
ihnen eine ’meßbare’ physikalische Bedeutung zukommt, zumindest auf einer
mikroskopischen Ebene (MANDEL 1980). Dies trifft zum Beispiel auf Poren-
volumenverteilungen und ähnliche Größen zu, die im Schliffbild einer Pro-
be zu ermitteln sind. Das bedeutet, daß interne Variablen prinzipiell meßbare,
aber nicht kontrollierbare Größen sind. Durch das Aufbringen von Randspan-
nungen, Randverschiebungen, Wärmestrom auf dem Rand usw. lassen sich die
internen Variablen nicht “einstellen”.

1.3.2 Thermodynamischer Prozeß und Konstitutivgleichungen

Um die thermo-mechanischen Bilanzgleichungen zu lokalisieren, mußten au-
ßer �)� x� F�
F� zusätzliche Felder eingeführt werden: Der Spannungstensor
	�x� ��, der Wärmestromvektor q�x� ��, die spezifische innere Energie ��x� ��
und die spezifische Entropie #�x� ��. Die Dichte kann mit Hilfe des Massener-
haltungssatzes und Verwendung der referentiellen Beschreibung für Prozesse
ohne Massendiffusion aus dem Gleichungssystem eliminiert werden. Das Sy-
stem von neun Funktionen

(1) Ortsvektor x � ��(� ���

(2) Cauchyscher Spannungstensor 	 � 	�x� ���

(3) Volumenkraftdichte b � b�x� ���

(4) spezifische innere Energie � � ��x� ���

(5) Wärmeflußvektor q � q�x� ���

(6) Wärmezufluß � � ��x� ���

(7) spezifische Entropie # � #�x� ���

(8) absolute Temperatur F � F�x� ���
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(9) Vektor der internen Variablen � � �AAA��x� ��� 3 3 3 �AAA%��

ist dann und nur dann ein thermodynamischer Prozeß, wenn diese neun
Funktionen in Einklang mit der Impulsbilanz (1.2.14) und der Energiebilanz
(1.2.24) stehen. Der Wärmezufluß � und die Volumenkraftdichte b seien gege-
bene Felder. Dann müssen zur Vervollständigung des Gleichungssystems noch
fünf Auswirkungsfunktionen (response functions) angeben werden:

- � �-�F� g�G� F���� (1.3.1)

# � �#�F� g�G� F���� (1.3.2)

	 � �	�F� g�G� F���� (1.3.3)

q � �q�F� g�G� F�
F���� (1.3.4)

�� � f�F� g�G� F�
F���3 (1.3.5)

Die Gleichungen (1.3.1)-(1.3.4) nennt man auch konstitutive Beziehungen (das
Dach über den Funktionen hebt den Unterschied zwischen der Funktion und
ihren Werten hervor). Gleichung (1.3.5) ist offensichtlich eine Evolutionsglei-
chung der internen Variablen, d.h. es kann keine konstitutive Gleichung für
die internen Variablen angeben werden, da nur ihre Raten, nicht aber ihr Werte
direkt kontrolliert werden können. Dies ist in Übereinstimmung mit der An-
nahme, die internen Variablen würden die Geschichte des Materials beschrei-
ben, ohne auf den Formalismus der Gedächtnisfunktionale zurückgreifen zu
müssen. Gleichungen (1.3.1)-(1.3.5) widersprechen nicht Truesdell’s principle
of equipresence, nach dem eine unabhängige Variable, die in einer konstituti-
ven Gleichung vertreten ist, dies in allen sein soll, sofern dies nicht physikali-
schen Gesetzen oder der materiellen Symmetrie widerspricht. Vielmehr haben
COLEMAN & GURTIN (1967) gezeigt, daß das Fehlen des Temperaturgradi-
enten 
F in (1.3.1)-(1.3.3) eine Konsequenz der positiven Entropieproduktion
(1.2.29) ist.

Die Aufnahme der Metriken g und G in �- ist notwendig, da man diese
als “Maßstab” der Deformation benötigt. Außerdem benötigt man diese als
inneres Produkt, um z.B. mit Hilfe der Invarianten der Deformation in der Re-
ferenzkonfiguration die materielle Symmetrie des Materials zu beschreiben.
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1.3.3 Materielle Bezugsindifferenz

Diese sehr allgemeine Form der Konstitutivgleichungen kann eingeschränkt
werden durch das Prinzip der materiellen Objektivität (principle of materi-
al frame-indifference). Dieses fordert, daß ein zulässiger Prozeß nach einem
Wechsel des Bezugssystems ein zulässiger Prozeß bleiben muß (NOLL 1958),
also nichts anders als die Objektivität der Auswirkungsfunktionen. Durch die
Transformationsgesetze (1.1.63)-(1.1.65) ergibt sich mit dem orthogonalen
Tensor� (die unübliche Bezeichnung soll eine Verwechslung mit dem Wärme-
stromvektor q verhindern)

�-�F� g�G� F��� � �-��F� g�G� F������ (1.3.6)

�#�F� g�G� F��� � �#��F� g�G� F������ (1.3.7)

��	�T�F� g�G� F��� � �	��F� g�G� F������ (1.3.8)

��q�F� g�G� F�
F��� � �q��F� g�G� F��
F������ (1.3.9)

��f�F� g�G� F�
F��� � f��F� g�G� F��
F����� (1.3.10)

Das push-forward der Evolutionsgleichung und der internen Variablen kann
nicht näher spezifiziert werden, ohne Kenntnis deren physikalischer Interpre-
tation. Aus diesen Identitäten gewinnt man die reduzierte Form der Auswir-
kungsfunktionen. Die Tatsache, daß der push-forward einer objektiven Größe
wiederum eine objektive Größe ergibt, wird benutzt, um mit Hilfe des Defor-
mationsgradienten F alle Prozessgrößen in der aktuellen Konfiguration darzu-
stellen:

- � �-�g� c� F���� (1.3.11)

# � �#�g� c� F���� (1.3.12)

	 � �	�g� c� F���� (1.3.13)

q � �q�g� c� F�
F���� (1.3.14)

�� � f�g� c� F�
F���3 (1.3.15)

Anzumerken ist, daß von nun an davon ausgegangen wird, daß in der Evolu-
tionsgleichung nur objektive interne Variablen Verwendung finden. Für diese
gilt weiterhin die oben dargestellte Forderung, daß diese nur Tensoren gera-
der Stufe sein können, da gezeigt werden kann, daß Tensoren ungerader Stufe
(1.3.10) nicht erfüllen.
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1.3.4 Konsequenzen des zweiten Hauptsatzes

Wenn man nun diesen Satz von Auswirkungsfunktionen in die Clausius-
Duhem Ungleichung (1.2.30) einführen will, muß zuerst die materielle Zeita-
bleitung der freien Energiedichte berechnet werden. Dies gelingt mit Hilfe der
Kettenregel

-̇ � ��-�g� c� F��� (1.3.16)
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wobei � die Kontraktion über alle Indizes bezeichnet.. Mit Hilfe von (1.1.90)
und �c � F��Ġ� � � ergibt sich
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Daraus resultiert folgende Clausius-Duhem-Ungleichung

�2)
@ �-
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� 	� 	 d 
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 )�#


@ �-
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�Ḟ 


.

F
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F � � (1.3.18)

� x � ������
die für alle thermodynamisch zulässigen Prozesse des betrachteten Materials
erfüllt sein muß. Aus dieser Gleichung werden nun die konstitutiven Geset-
ze mit Hilfe einer Prozedur hergeleitet, die auf COLEMAN & NOLL (1963)
zurückgeht.

Da (1.3.18) für alle Prozesse erfüllt sein muß, kann man sich auf solche
beschränken, die homogene Deformationen und homogene Entropieverteilun-
gen aufweisen, so daß F und # unabhängig vom materiellen Punkt ( und somit
seinem Ort x sind. Aus (1.3.2) folgt dann die Homogenität des Temperaturfel-
des F und damit das Verschwinden des Temperaturgradienten 
F � �. Durch
diese Annahmen reduziert sich (1.3.18) zu

�2)
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@g
� 	� 	 d 
 )

@ �-
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� ��
 )�#


@ �-

@F
�Ḟ � �3 (1.3.19)

Die Einschränkung auf einen isothermen Prozeß (Ḟ � �), der die internen
Variablen unverändert läßt (�� � f � �), vereinfacht Gleichung (1.3.19) zu

�2)
@ �-

@g
� 	� 	 d � �3 (1.3.20)
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Für beliebige Verzerrungssraten d ist dies nur zu erfüllen durch

	 � 2)
@ �-

@g
3 (1.3.21)

Dies ist die hyperelastische Spannungs-Dehnungs-Beziehung in der Momen-
tankonfiguration, die auf anderem Weg von DOYLE & ERICKSEN (1956) ge-
funden wurde und deshalb auch Doyle-Ericksen-Gleichung genannt wird. Man
postuliert nun, daß (1.3.21) auch für nicht-isotherme Prozesse und solche, die
die internen Variablen nicht unverändert lassen, gilt, und faßt somit (1.3.21) als
konstitutive Gleichung auf. Wenn diese nun in (1.3.19) eingesetzt wird, erhält
man

)
@ �-

@�
� ��
 )�#


@ �-

@F
�Ḟ � �3 (1.3.22)

Wenn ein Prozeß wiederum die internen Variablen unverändert läßt, führt dies
auf

# � �
@ �-

@F
3 (1.3.23)

Dies führt dann die Clausius-Duhem-Ungleichung (1.3.18) zurück auf die re-
duzierte Dissipationungleichung
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� ��
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F
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F � � � x � ������ (1.3.24)

die man auch in der Form

�	 
��' � �� �	 � �)
@ �-

@�
� ��� ��' � �

.

F
q 
 
F (1.3.25)

darstellen kann, mit �	 der Dissipation aufgrund der Evolution der internen
Variablen, und ��', der thermischen Dissipation. Im Folgenden wird )@ �-D@�
kurz durch yyy bezeichnet und h steht kurz für �
FDF .

1.3.5 Dissipationsfunktion und Fließgesetz

Wenn man annimmt, daß es keine Kopplung zwischen dem Wärmeaustausch
und der Entwicklung der internen Variablen gibt: �� � f�g� c� F���, dann
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kann man �	 bzw. ��' als Dissipationsfunktionen einführen und die dissipati-
ven Mechanismen trennen

�	���� g� c� F� � �yyy � �� � �� ��'�q� g� c� F� � �h 
 q � � (1.3.26)

Diese Dissipationsfunktionen sollen quasi-homogene, stetige, positiv definite
und konvexe Funktionen von �� bzw. q (als Variablen) und der thermody-
namischen Zustandsvariablen (als Parameter) sein. Auf diese Weise wird der
zweite Hauptsatz automatisch erfüllt. Die vorgenannten Eigenschaften sorgen
dafür, daß die sogenannte Normalenregel, bzw. das Prinzip der maximalen Dis-
sipation (VON MISES 1928; HILL 1948; DRUCKER 1951; ZIEGLER 1958)
wie folgt ausgedrückt werden kann

yyy � @���	� h � '@q�
�'� ' � ��'�@q�

�' 
 q���� (1.3.27)

wobei das Symbol @ hier das Sub-Differential konvexer Funktionen bezeich-
net (MOREAU 1970). In diesem Zusammenhang wird yyy treibende Kraft auf die
Evolution der internen Variablen genannt. Über eine Legendre-Fenchel Trans-
formation gewinnt man die zu �	 und ��' konjugierten Potentiale �	 und ��'

und kann (1.3.27) in der üblicheren Form

�� � @yyy�
	�yyy� g� c� F�� q � '̃@h�

�'�h� g� c� F�� '̃ � ��'�@h�
�' 
 h���

(1.3.28)

schreiben. Wenn man als thermisches Potential

��' � GF�h�� (1.3.29)

einführt, ergibt sich das isotrope Fourier-Gesetz

q � GFh � �G
F3 (1.3.30)

Den in der Elastoplastizität üblichen Formalismus einer Fließgrenze erhält
man, wenn�	 als positive, homogene Funktion vom Grad eins eingeführt wird.
Man kann �� und yyy als Koordinaten eines Euklidischen Raumes �� und sei-
nes Dualraumes � �� auffassen. GERMAIN (1973) hat gezeigt, daß dann gilt�	

	�
�� � � � yyy � � 
 @�
�� �� � � yyy � 
�����

	 �
@�	

@����
� yyy � @�	�

(1.3.31)
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wobei @� � �
�
� eine geschlossene konvexe Fläche ist, die den Ursprung

enthält. Daraus folgt, daß die duale (konjugierte) Funktion �	�yyy� verschwin-
det, wenn yyy � � 
 @� , und unendlich wird, wenn yyy im Inneren von � ist.
Falls @� eine Fläche mit stetiger Tangentialebene und �	 stetig differenzierbar
bezüglich yyy ist undÆ
�	�yyy� � � � yyy � @��
�	�yyy� H � � yyy � �� (1.3.32)

dann lautet das sogenannte Fließgesetz:�	

	�

yyy � �� �� � ��

yyy � @�� �� � �̇
@�

@yyy
� �̇ � �� (1.3.33)

mit �̇ einem skalaren Koeffizienten, der aus der Elastoplastizität als plastischer
Multiplikator bekannt ist2. Die Fließfunktion ��yyy� stellt eine Parametrisierung
des Raumes � �� dar, wobei ��yyy� � � eine implizite Darstellung der Fläche @�
ist. Insofern bewirkt (1.3.33), daß eine Evolution der internen Variablen nur
dann stattfindet, wenn eine bestimmte Grenzfläche im Raum der treibenden
Kräfte erreicht wird. Erst dies gibt der zur Aufstellung der Doyle-Ericksen-
Gleichung benutzten Forderung einer Deformation ohne Entwicklung der in-
ternen Variablen einen physikalischen Sinn.

1.3.6 Konjugierte Spannungs- und Dehnungsmaße

Wenn man den Energiesatz (1.2.24) auf mechanische Prozesse beschränkt,
kann die differentielle Spannungsleistung eines Massenelementes durch

d� � �̇ d� � 	 	 d
.

)
d� � 	 	 d �� (1.3.34)

ausgedrückt werden. Dieselbe Spannungsleistung kann man auch mit Hilfe des
Volumenelementes �� � ��� der Referenzkonfiguration ausdrücken

d� � � 	 d
.

)�
d� � � 	 d ��� (1.3.35)

2Der übergestellte Punkt soll betonen, daß das Evolutionsgesetz (1.3.33) im Gegensatz zu viskoelastischen
bzw. viskoplastischen Formulierungen, bei denen die Evolution der internen Variablen auch von der Deformati-
onsrate abhängt, keine charakteristische Zeitskala impliziert (MAUGIN 1992)
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wobei ausgenutzt wird, daß der Massenerhaltungssatz � � )�D) liefert, mit )�,
der Dichte der Referenzkonfiguration. Hierüber wird ein Spannungstensor der
Momentankonfiguration � � �	 definiert, der Kirchhoffschen Spannungsten-
sor. Mit Hilfe von (1.1.61) kann man (1.3.35) umformen zu

d� � � 	 d �� � F���� 	 F��d��� � S 	 D �� (1.3.36)

und erhält so die Spannungsleistung mit Hilfe von Tensoren der Referenz-
konfiguration, dem zweiten Piola-Kirchhoffschen Spannungstensor (2. P.-K.)
S � F���F�( und der referentielle Verzerrungsrate D � Ė � .D2Ċ. Man
nennt die Paare �	� d�, �+� d� und alle Paare von Spannungen und Dehnun-
gen, die sich aus push- und pull-Beziehungen aus diesen Paaren entwickeln
lassen konjugierte Spannungs-Dehnungs-Paare, weil sich aus deren dualer
Verknüpfung jeweils die Spannungsleistung pro Volumen-(Massen)-Einheit
der Referenz- bzw. Momentankonfiguration ergibt. Werden diese Spannungs-
Dehnungs-Paare in der Clausius-Duhem-Ungleichung benutzt, können ent-
sprechende Doyle-Ericksen Gleichungen, die auf diesen Paaren beruhen, her-
geleitet werden (HOPPE 1996). Allerdings ist die Anwendung dieser Glei-
chungen eingeschränkt, da, wie bereits oben dargelegt, die Forderung, daß die
objektive Zeitableitung des gewählten Dehnungsmaßes die Verzerrungsrate er-
geben soll, nur durch zwei Dehnungsmaße und deren korrespondierende Raten
erfüllt wird (s. Gleichung (1.1.90)). Eine weitere Paarung, die oft verwendet


�

�

��

n
N t

T

���� ���

Abbildung 1.3: Spannungsvektor mit korrespondierendem Flächenelement

wird, beruht auf dem pull-back nur eines “Beines” des Kirchhoffschen Span-
nungstensors

d� � � 	 d �� � P 	 �gḞ���� (1.3.37)
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mit dem 1. Piola-Kirchhoffschen Spannungstensor (1. P.-K.)

P � FS � �F�(� (1.3.38)

der keinen objektiven Spannungstensor darstellt. Mit Hilfe des 1. P.-K. und
Nansons’s Formel

�a � n�
 � �F�(�A � �F�(N�� (1.3.39)

kann somit der Cauchysche Spannungsvektor mit dem referentiellen Flächen-
element verknüpft werden (s. Abb. 1.3)

���
 � /������3 (1.3.40)

Der 2. P.-K. verbindet dann den referentiellen Spannungsvektor T mit dem
referentiellen Flächenelement

T�A � SN��3 (1.3.41)
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2.1.1 Kontinuumsschädigungsmechanik . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

2.1.2 Klassifikation und Bibliographie der CDM Modelle . . . . . . . . . 47
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Prinzip der Dehnungsäquivalenz – Effektivspannungskonzept . . . 57
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In diesem Kapitel sollen zunächst kurz die grundlegenen Annahmen und
Modelle der Kontinuums-Schädigungsmechanik wiedergegeben werden, um
dann in Zusammenhang mit den Effektivspannungskonzept nach MURA-
KAMI (1988) den in der vorliegenden Arbeit verwendeten Schädigungs-
Deformationsgradienten zu motivieren. Der aus der Einführung dieses
Schädigungs-Deformationsgradienten resultierende Rahmen wird im dar-
auffolgenden Abschnitt präsentiert.

2.1 Schädigungsmechanik

Im Rahmen dieser Arbeit soll keine umfassende Übersicht über die Literatur
der Schädigungsmechanik gegeben werden, sondern nur eine kurze Zusam-
menfassung (eine detaillierte Übersicht und Diskussion der umfangreichen Li-
teratur findet man in SKRZYPEK (1999)). Vielmehr sollen einige Konzepte,
wie das der fiktiven, ungeschädigten Konfiguration (MURAKAMI 1988), her-
ausgegriffen und diskutiert werden, um die grundlegenen Defizite aufzuzei-
gen. Die physikalischen Schädigungsmechanismen werden in Zusammenhang
mit der Bruchmechanik in Kapitel (3) diskutiert. Hier soll nur anhand zweier
zyklischer Zug-Druck Kurven zwischen zwei wesentlichen, voneinander ab-
zugrenzenden Schädigungsarten unterschieden werden. Auf Abbildung 2.1 ist
das Versagen unter zyklischen Zug-Druck Wechselbeanspruchungen zu sehen.
Der deformationsgesteuerte Versuch bringt eine anfängliche Spannung auf, die
unterhalb der Fließgrenze des untersuchten rostfreien Stahls A 316 liegt. Den-
noch ist bei hoher Lastzyklenzahl (� B . 
 .�)) ein Absinken des Elastizitäts-
moduls zu beobachten. Diese Art der Schädigung, bei der die maximale Span-
nung unterhalb der Fließgrenze liegt wird spröde Schädigung genannt, hier
bei hochzyklischer Ermüdung (high-cycle fatigue). Auf Abbildung 2.2 ist die
Art der Lastaufbringung identisch, und ein ähnlicher rostfreier Stahl A316 L
wird untersucht. Jedoch wurde das Lastniveau so gewählt, daß der Werkstoff
deutliche plastische Formänderungen erleidet. Dementsprechend wird diese
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Abbildung 2.1: Zyklische Zug-Druck-Kurven beim high-cycle fatigue eines rostfreien A 316
Stahls (nach J. DUFAILLY)

Abbildung 2.2: Zyklische Zug-Druck-Kurven beim low-cycle fatigue eines rostfreien A 316 L
Stahls (nach J. DUFAILLY)

Schädigung als duktil bezeichnet. Diese führt bereits bei niedriger Lastspiel-
zahl zum Versagen (� H .����) und der dargestellte Ermüdungsversuch wird
als niedrigzyklische Ermüdung (low-cycle fatigue) bezeichnet. Dies verdeut-
licht, daß die Mechanismen der spröden bzw. duktilen Schädigung vom Lastni-
veau abhängen, und auch ein relativ duktiler Werkstoff unter high-cycle fatigue
Versagen kann.

In Zusammenhang mit der Diskussion der grundlegenen Schädigungsmo-
delle wird von der Notation in Kapitel 1 zum Teil abgewichen und die übliche
Notation für lineare Probleme kleiner Verzerrungen benutzt, da die meisten
vorgestellten Modelle ihrerseits nicht in einem finiten Rahmen präsentiert wor-
den sind.



46 KAPITEL 2. EIN FINITER RAHMEN FÜR SCHÄDIGUNGSMODELLE

2.1.1 Kontinuumsschädigungsmechanik

Dem Versagen einer Struktur auf der Makroskala gehen in fast allen Fällen he-
terogene, irreversible Prozesse auf einer untergeordneten Skala, hier zunächst
als Gegensatz zur Makroskala Mikroskala genannt1 voraus. Für eine kontinu-
umsmechanische Betrachtung eines Materials auf der Makroskala idealisiert
man das Material als aus materiellen Punkten und ihren infinitesimalen mate-
riellen Nachbarschaften bestehend. Die Spannungen, Dehnungen und die Ver-
teilung des Materials in einer infinitesimalen Nachbarschaft eines typischen
Partikels sind als einheitlich anzusehen. Welche Skala bei einem bestimmten
Material als mikroskopisch2 anzusehen ist, ist eine Frage der Modellierung.
Wenn man ein Metall auf einer Skala betrachtet, auf der einzelne Körner dar-
stellbar sind, sind die Spannungs- und Dehnungsfelder nicht mehr glatt, sie
weisen Fluktuationen auf. Trotzdem ist ein einzelnes Korn der kontinuumsme-
chanischen Beschreibung als Einkristall zugänglich (ASARO & RICE 1977;
ASARO 1983; LE, SCHÜTTE & STUMPF 1998) d.h. die Wahl der Betrachtung
der Phänomene auf einer Mikroskala impliziert nicht, daß diese Vorgänge auf
dieser Skala einer Beschreibung durch die Kontinuumsmechanik nicht mehr
zugänglich sind. Eine untere Grenze der Längenskala ist allerdings erreicht,
wenn einzelne Versetzungen oder Fehlstellen “sichtbar” werden. Auf dieser
atomaren Skala verliert die Kontinuumsmechanik ihre Gültigkeit und die Bin-
dungskräfte zwischen den Atomen bzw. Molekülen müssen modelliert werden.
Abbildung (2.3) zeigt zwei verschiedene Möglichkeiten der Wahl einer Mi-
kroskala. Bezüglich der Mikroskala II und der Makroskala wird Mikroskala I
auch häufig als Mesoskala3 bezeichnet. Die Existenz von Hohlräumen, Poren,
Rissen, Scherbändern etc. auf einer mikroskopischen Skala wird als Schädi-
gung (damage) bezeichnet. Der Prozeß der Entstehung und des Wachstums
dieser Poren, Risse usw. wird Schädigungsevolution (damage evolution) ge-
nannt. Die mikromechanischen Evolutionsgleichungen dieser Defekte können
wiederum auf Phänomenen einer noch tieferen Skala, z.B. der atomaren Skala
basieren (Kohäsivkräfte auf die sich öffnenden Rißufer u.ä.) Die Kontinuums-
Schädigungsmechanik (continuums damage mechanics, CDM) nimmt an, daß
der Schädigungszustand eines Volumenelementes eines Materials prinzipiell

1*�+�́
 �� lang (Distanz); *,+-�́
 �� klein
2Die Begriffe mikroskopisch und makroskopisch sollen hier für Phänomene stehen die auf der jeweiligen Ska-

la beschrieben werden. TRUESDELL[1992, S.5]:”The word ’makrosopic’ is often used but is misleading because
the scale of the phenomenon has nothing to do with whether or not they can be seen (
+�./ ,̃0)[. . . ]”

3*/́
�
 �� in der Mitte
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Makroskala

Mikroskala II

Mikroskala I

�

�

atomare Skala

Pore

Korn

Atomgitter

Riß

Riß

Abbildung 2.3: Materieller Punkt � mit zwei verschiedenen Mikroskalen und der atomaren
Skala

durch die Anzahl, Abmessungen und Anordnung der Poren, Risse etc. be-
stimmt ist. Über geeignete Homogenisierungs-(Mittelungs)-Vorschriften wer-
den dann die Kontinuumsfelder der übergeordneten Skala gewonnen, zu de-
nen dann außer den Spannungs- und Dehnungsfelder noch geeignete Felder
hinzukommen, die die Auswirkungen der Mikrodefekt-Konfiguration auf der
Makroskala beschreiben. Diese internen Variablen werden als Schädigungsva-
riablen (damage variables) bezeichnet.

2.1.2 Klassifikation und Bibliographie der CDM Modelle

Die folgende Übersicht aus SKRZYPEK (1999) klassifiziert die Modelle der
Kontinuums-Schädigungsmechanik mit den entsprechenden wichtigsten Ar-
beiten.
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Referenz Mikroskopische Mechanismen und
Eigenschaften

Elastisch-spröde Schädigung (elastic-brittle damage)
Krajcinovic & Fonseka (1981)
Sidoroff (1981)
Mazars (1985)
Marigo (1985)
Lemaitre (1985)
Litewka (1985), (1989)
Litewka (1989)
Grabacki (1991), (1994)
Najar (1994)
Murakami & Kamiya (1997)

Entstehung und Wachstum von mikrosko-
pischen Rissen durch elastische Deforma-
tionen. Änderung der effektiven Steifig-
keit bzw. Nachgiebigkeit durch Absinken
des E-Moduls mit der Schädigungsevolu-
tion (Metalle, Fels, Beton, Komposita)

Elastisch-plastische Schädigung (elasto-plastic damage)
Gurson (1977)
Suquet (1982)
Cordebois & Sidoroff (1982)
Tvergaard (1981),(1988)
Rousselier (1981),(1986)
Lemaitre (1984),(1985)
Dragon & Chihab (1985)
Chow & Lu (1992)
Voyiadjis & Kattan (1992)
Murzewski (1992)
Mou & Han (1996)
Saanouni, Forster & Hatira (1994)
Taher, Baluch & Al-Gadhib (1994)

Entstehung, Wachstum und Verschmel-
zung von mikroskopischen Hohlräum-
en durch (große) plastische Formände-
rungen. Verknüpfung von Gleitbändern,
Ablösung von Partikeln aus dem Matrix-
material, Partikelbruch. Zusammenwach-
sen von Hohlräumen in porösen Medien
beim Vorliegen von Scherbändern (Metal-
le, Komposita, Polymere)

Schädigung durch Splittern (spall-damage)
Tetelman & jr. McEvily (1970)
Gurland (1972)
Davison, Stevens & Kipp (1977),(1978)
Johnson (1981)
Grady (1982)
Perzyna (1986)
Nemes, Eftis & Randles (1990)

Elastische und elasto-plastische Schädi-
gung unter impulsiven Lasten. Aus-
breitung von plastischen Schock-
wellen. Kopplung zwischen Entste-
hung/Wachstum von Hohlräumen und
Spannungswellen. Zusammenwachsen
der Mikrorisse vor dem Fragmentie-
rungsprozeß. Völlige Separation durch
Ausbreitung von Makrorissen durch das
hochgeschädigte Material.
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Referenz Mikroskopische Mechanismen und
Eigenschaften

Ermüdungs-Schädigung (fatigue damage)
Manson (1954)
Coffin (1954)
Lemaitre (1971)
Manson (1979)
Lemaitre (1996)
Dufailly & Lemaitre (1995)
Skoczeń (1996)

Entstehung und Wachstum von transgra-
nularen Mikrorissen in der Umgebung der
Oberfläche. Hoch-zyklische Ermüdung
(Zyklenzahl � ��
): Einfluß der makro-
skopischen Plastizität ist vernachlässig-
bar. Sehr niedrige Zyklenzahl (� ��) Ri-
ßentstehung durch Gleitbänder in Körnern
in der Nähe der Oberfläche. Anschlie-
ßende transgranulare Ausbreitung in den
transgranularen Gleitebenen.

Kriech-Schädigung (creep damage)
Kachanov (1958)
Rabotnov (1969)
Leckie & Hayhurst (1974)
Hayhurst et al. (1975),(1984)
Trapzyński, Hayhurst & Leckie (1981)
Krajcinovic & Fonseka (1981),(1982)
Chaboche (1979),(1981),(1988)
Murakami (1983)
Stigh (1985)
Zang & Lee (1993)
Kowalewski et al.(1994),(1996)
Needleman, Tvergaard & Giessen (1995)
Naumenko (1996)
Altenbach et al. (1990),(1997)
Altenbach et al. (1997)

Entstehung und Wachstum von mikro-
skopischen Hohlräumen und Rissen
innerhalb von metallischen Körnern (duk-
tile transgranulare Kriech-Schädigung
bei niedrigen Temperaturen) oder an
den Korngrenzen (sprödes intergranulare
Schädigung bei hohen Temperaturen)
durch Korngrenzgleiten und Diffusion.

Schädigung durch Kriech-Ermüdung (creep-fatigue damage)
Chrzanowski (1976)
Lemaitre & Chaboche (1975),(1985)
Plumtree & Lemaitre (1979)
Wang (1992)
Dunne & Hayhurst (1992),(1994)
Lin, Dunne & Hayhurst (1996),(1999)

Schädigung induziert durch wiederhol-
te mechanische und thermische Bela-
stung bei hohen Temperaturen. Schädi-
gung durch zyklisches Kriechen gekop-
pelt mit plastischen Formänderungen. In-
teraktion von intergranularen Hohlräum-
en mit transgranularen Rissen. Bildung
von Gleitbändern bei niedrigen Tempe-
raturen gekoppelt mit Mikrorißentwick-
lung durch Kriechen bei hohen Tem-
peraturen (Metalle, hochlegierte Stähle,
Aluminium-Legierungen, Kupfer)



50 KAPITEL 2. EIN FINITER RAHMEN FÜR SCHÄDIGUNGSMODELLE

Referenz Mikroskopische Mechanismen und
Eigenschaften

Anisotrope Schädigung (anisotropic damage )
Sidoroff (1981)
Ladeveze (1990)
Lis (1992)
Chaboche (1993)
Chaboche, Lesne & Moire (1995)
Chen & Chow (1995)
Voyiadjis, Venson & Kattan (1995)
Murakami & Kamiya (1997)

Schädigungsinduzierte Anisotropie oder
Schädigung von anisotropen Materiali-
en (Komposita). Unilaterale Schädigung.
Anisotrope elastisch-spröde Schädigung.
Nichtproportionale und zyklische Lasten.
Effektive Zustandsvariablen und Schädi-
gungstensoren (Beton, Anisotrope Kera-
miken, Komposita)

Schädigung durch Korrosion (corrosion damage)
Tetelman & jr. McEvily (1970)
Knott (1973)
Schmitt & Jalinier (1982)

Intergranulare Korrosion, Degradation
durch Umwelteinflüsse, Entwicklung von
Mikrorissen unter Angriff von korrosiven
Medien

Strahlungsschädigung ( irradiation damage )
Tetelman & jr. McEvily (1970)
Gittus (1978)
Tomkins (1981)
Murakami & Mizuno (1992)

Schädigung durch Bestrahlung mit Neu-
tronen und �-Strahlen in Form von Hohl-
raumbildung. Duktiles Kriechverhalten
unter Bestrahlung und anschließende Ver-
sprödung.

Schädigung durch thermisches Kriechen ( thermo-creep damage)
Ben-Hatira, Forster & Saanouni (1992)
Saanouni, Forster & Hatira (1994)
Ganczarski & Skrzypek (1995),(1997)
Kaviany (1995)
Skrzypek & Ganczarski (1998)

Gekoppelte thermo-elastisch-
viskoplastische Schädigung. Einfluß
der Schädigung auf den Wärmetransport
im Material. Änderung des Temperatur-
gradienten durch Schädigung.

Tabelle 2.1: Klassifikation der Schädigungsliteratur nach SKRZYPEK (1999)

2.1.3 Schädigungsvariablen

Eindimensionale Flächen-Schädigungsvariable

Um den graduellen Deteriorationsprozeß einer Mikrostruktur durch Mikroriß-
und Mikroporenentstehung und -ausbreitung in einem materiellen Punkt / zu
charakterisieren hat, KACHANOV (1958) den Kontinuitätsparameter - ein-
geführt. Dieser Parameter setzt für eine Schnittebene mit der Normalen n die
durch Mikrorisse und Poren reduzierte Fläche Æ�̃ in Bezug zur totalen (un-
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�
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�

�

�

� Æ�

Æ�̃Æ��

Punkt �

Abbildung 2.4: Materieller Punkt � mit dazugehörigem geschädigtem Mikrovolumenelement

geschädigten) Fläche Æ�

- �
Æ�̃

Æ�
� - � ��� .�� (2.1.1)

so daß- � . dem ungeschädigten Material und- � � einer verschwindenden
Restfläche entspricht. Um konsistent zu den weiter unten vorgestellten Schädi-
gungsvariablen zu bleiben wird der Schädigungsparameter � eingeführt, der
die geschädigte Fläche �� auf die ungeschädigte Fläche bezieht. Innerhalb ei-
nes Volumenelementes ist das Schädigungsmaß offensichtlich von der Höhe 0
der Schnittfläche in Richtung n abhängig, so daß als Schädigungsmaß

��/� n� � max
�
��/� n� 0� � Æ��

Æ�
� � � ��� .� (2.1.2)

eingeführt wird, wobei � � . � - � � dann den ungeschädigten Zustand
beschreibt und � � . die totale Schädigung als Verschwinden der Restfläche
des Materials in diesem Punkt. Das Material im Ausgangszustand wird stets als
ungeschädigte Referenz herangezogen, obwohl es bereits Fehlstellen enthält.
Diese sind jedoch in der Beschreibung des Materials bereits enthalten, z.B.
über den Elastizitätsmodul des ’ungeschädigten’ Materials.
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�

�

�

Æ�

Æ��

Abbildung 2.5: Mikrovolumenelement mit Poren

Eindimensionale Volumen-Schädigungsvariable

Für die Schädigung durch Mikroporen benutzte GURSON (1977) den Poren-
volumenanteil in einem Mikrovolumenelement als Maß für die duktile Schädi-
gung eines Materials (s. Abb. 2.5)

� �
Æ��

Æ�
3 (2.1.3)

Hier bezeichnet Æ� das ungeschädigte Volumen und Æ�� das Volumen der
Poren. Diese Variable ist über

� � ���� (2.1.4)

korreliert zur Flächen-Schädigungsvariable von KACHANOV.

Effektivspannung

RABOTNOV (1968) betrachtete ein geschädigtes Mikrovolumenelement (s.
Abb. 2.6), das durch eine Zugkraft t � n� belastet wird. Die Definition der
Spannung ohne Berücksichtigung der Schäden lautet

* �
�

Æ�
(2.1.5)

Wenn man nun berücksichtigt, daß die Defekte die Fläche, auf der effektiv die
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Æ�

Æ��

t

n

Abbildung 2.6: Geschädigtes Mikrovolumenelement unter einachsigem Zug

Last angreift, reduzieren, gilt für den Fall, daß alle Defekte geöffnet sind, d.h.
daß sie keine Spannungen übertragen

*̃ �
�

Æ�� Æ��
�
*

.�� � (2.1.6)

mit dem Schädigungsparameter � nach Gl. (2.1.2). Dies ist die Definition der
effektiven Spannung für den einachsigen Zug. Festzuhalten ist, daß die “effek-
tive” Fläche Æ�� Æ�� für verschiedene Arten der Schädigung (Risse, Poren,
Scherbänder etc.) einer mikromechanischen Interpretation bedarf, da die reine
Flächenreduktion eventuell nicht mehr der entscheidende Faktor ist.

Geometrische Definition des Schädigungstensors

Aus (2.1.2) ist leicht ersichtlich, daß das skalare Schädigungsmaß � von der
Orientierung der Schnittfläche abhängt. In Richtung der Normalen n gilt die
skalare Gleichung

Æ�̃ � �.���n��Æ� (2.1.7)

MURAKAMI & OHNO (1981) folgend kann diese Gleichung auf drei-
dimensionale Probleme erweitert werden, indem man diese Gleichung für
drei orthogonale Richtungen n�� n�� n� aufstellt

Æ�̃	 � �.��	�Æ�	� = � .� 2� �3 (2.1.8)
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In einem allgemeinen Koordinatensystem kann dies als

ÆÃ � ñÆ�̃ � �������nÆ� � �������ÆA (2.1.9)

geschrieben werden, mit dem symmetrischen Schädigungstensor

��� �

��
	��

�	�n	 � n	�3 (2.1.10)

Der Spannungsvektor t läßt sich nun über Cauchy’s Lemma (1.2.13) entweder
mit Hilfe des ungeschädigten Flächenelementes oder mit dem geschädigten
Flächenelement ausdrücken

t � 	ÆA � 	̃ÆÃ� (2.1.11)

wodurch der Effektivspannungstensor 	̃ definiert wird

	̃ � 	�� �������3 (2.1.12)

Die Natur dieses oft als “unsymmetrisch” bezeichneten Spannungstensors,
die in diesem linearen Kontext nicht offensichtlich wird, wird in Zusammen-
hang mit dem später präsentierten finiten Rahmen der Schädigungsmechanik
erläutert. Mit Hilfe eines symmetrischen Schädigungstensors zweiter Stufe ist
es offensichtlich möglich, schädigungsinduzierte Anisotropien bis hin zur Or-
thotropie durch drei orthogonale Symmetrieebenen zu beschreiben. Der Fall
der isotropen Schädigung, z.B. durch kugelförmige Poren, wird erreicht, wenn
��� ein Kugeltensor��� � �� ist.

Schädigungstensoren vierter Stufe

Um Gleichung (2.1.12) auf allgemeinere Fälle anisotroper Schädigungs-
zustände zu erweitern, haben CHABOCHE (1978), LECKIE & ONAT (1981)
und andere Schädigungstensoren vierter Stufe eingeführt. Dies gelingt in di-
rekter Analogie zu (2.1.12) durch

	̃ � ����� ��� ��� 	 	 � ��� 	 	 (2.1.13)

mit ��� dem Einheitstensor vierter Stufe, dem Schädigungstensor vierter Stufe
��� und dem Schädigungseffekttensor ��� . Es bleibt festzuhalten, daß diese Ver-
allgemeinerung zunächst nur rein formaler Art ist, insbesondere da die Sym-
metrien von ��� offensichtlich von der Interpretation des verwendeten Effektiv-
spannungstensors abhängen, die aber, wie oben dargelegt, in diesem linearen
Rahmen nicht konsistent erfolgen kann.
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Klassifikation der CDM-Literatur nach Schädigungsvariablen

Im Folgenden eine Klassifikation CDM-Literatur nach den verwendeten
Schädigungsvariablen.

Referenz Schädigungsmechanismus
Skalare Schädigungsvariablen

Kachanov (1958) Kriechen (isotrop)
Kachanov (1974) Kriechen (anisotrop)
Rabotnov (1968),(1969) Kriechen (anisotrop)
Martin & Leckie (1972) Kriechen (anisotrop)
Hayhurst & Leckie (1973) Kriechen (isotrop)
Davison, Stevens & Kipp (1977) spalling, elastisch
Gurson (1977) elastisch-plastisch
Trapzyński, Hayhurst & Leckie (1981) creep (nicht-proportional)
Lemaitre & Chaboche (1978) Kriechen(anisotrop)
Chaboche (1988) Kriechen, Ermüdung, duktil, spröde (ani-

sotrop)
Lemaitre (1987),(1996) generell
Rides, Cocks & Hayhurst (1989) Auswirkung der Kriechschädigung auf

elastische Eigenschaften
Randy & Cozzarelli (1988) Rißfortschritt
Murakami & Mizuno (1992) Kriechen unter Bestrahlung
Zang & Lee (1993) Hochtemperatur-Kriechen

Skalar: ���� [Kachanov] (isotrop)

Kontinuität: � �
��


��

Schädigung: � � �� �

Effektivspannung: �̃ �
�

�
�

�

���
Verteilung auf der Einheitskugel: ��n�

��n� � �� (isotrop)
�� �

�
��

��n�
� (fast isotrop)
Vektorielle Schädigungsvariablen

Davison, Stevens & Kipp (1973) spalling, elastisch
Kachanov (1974):(1986) Kriechen
Krajcinovic & Fonseka (1981) elastisch, spröde
Krajcinovic (1983) generell, Kriechen
Singh & Digby (1989) spröde, anisotrop
Lubarda & Krajcinovic (1993) generell

Vektor: ���� [Kachanov]
� � ���

� � ���

�̃� �
��

��
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Referenz Schädigungsmechanismus
zweistufiger Schädigungstensor

Murzewski (1957),(1958),(1992) quasi-homogene Metalle (stochastischer
Ansatz)

Rabotnov (1969) Kriechen
Vakulenko & Kachanov (1971) plastisch-spröde
Murakami & Ohno (1981) Kriechen
Kachanov (1972) elastisch
Dragon & Mróz (1979) spröde-plastisch
Cordebois & Sidoroff (1982) elastisch, elastisch-plastisch
Betten (1983) generell, Kriechen
Litewka (1985)(1987),(1989) Kriechen (anisotrop)
Kondaurov (1988) elastisch (orthotrop)
Murakami (1983)(1987),(1988) Kriechen, Ermüdung
Karihaloo & Fu (1989) Beton
Chow & Lu (1992) elastisch-plastisch, anisotrop
Lis (1992) (nicht-proportionale Lasten)
Chaboche (1993) schädigungsinduzierte elastische Aniso-

tropie
Lis & Litewka (1996) schädigungsinduzierte elastische Aniso-

tropie
Zheng & Betten (1996) Übersicht über Effektivspannungen
Murakami & Kamiya (1997) Elastisch-spröde Anisotropie
Skrzypek & Ganczarski (1998) Elastisch-spröde Anisotropie

Tensor zweiter Stufe: � �
��

�����n�n� [Murkami&Ohno]
� � ���

	̃ � �
�
�������� � 	� 	 � �������	

Rißdichte-Tensor: ��n� � ������� [Krajcinovic]
��� �

�
��

��n�����
�

vierstufiger Schädigungstensor
Chaboche (1982) Kriechen
Leckie & Onat (1981) Kriechen
Simo & Ju (1987) generell
Chow & Wang (1987) generell, anisotrop
Krajcinovic (1989) generell, anisotrop
Lubarda & Krajcinovic (1993) generell, anisotrop
Schieße (1994) elastisch-plastisch, anisotrop
Chen & Chow (1995) Schädigungseffekt-Tensor, anisotrop
Voyiadjis & Park (1996) anisotrope Schädigung, plastisch
Qi & Bertram (1997) Einkristall, anisotrop

Schädigungstensor vierter Stufe: ��� [Chaboche]
Elastizitätstensor ��� : �̃�� ���� � � ����� ��� � � ���

Schädigungseffekt-Tensor ��� : 	̃ � ����� ��� ��� � 	̃ � ��� ���� � � 	

Rißdichte-Tensor: ��n� � ������������� [Krajcinovic]
� ���� �

�
��

��n���������
�

achtstufiger Schädigungstensor
Chaboche (1981) Kriechen, Ermüdung

Tabelle 2.2: Übersicht der Schädigungsvariablen (nach Skrzypek, 1999)



2.1. SCHÄDIGUNGSMECHANIK 57

2.1.4 Äquivalenzprinzipien

Der (mechanische) Zustand eines geschädigten Körpers wird durch die Felder
der linearen Dehnung �, der Cauchy-Spannung 	 und des Schädigungsmaßes
��� beschrieben: ���	���� � . Um den Zusammenhang mit dem ungeschädigten
Ausgangszustand herzustellen, wird eine fiktive, ungeschädigte Konfiguration
eingeführt, so daß in dieser Konfiguration derselbe Zustand beschrieben wird

���	���� � � ��̃� 	̃���� � �� � ��̃� 	̃�� (2.1.14)

mit der Effektivspannung 	̃ und der Effektivdehnung �̃. In dieser ungeschädig-
ten Konfiguration sollen auch die Parameter und konstitutiven Gesetze des un-
geschädigten Materials Geltung haben, sofern die entsprechenden effektiven
Größen benutzt werden. So soll zum Beispiel der Elastizitätsmodul in die-
ser Konfiguration dem des jungfräulichen Materials entsprechen. Über weitere
Annahmen kann dann der Schädigungseffekttensor gewonnen werden. Die-
se Annahmen entsprechen jeweils sogenannten Äquivalenzprinzipien, d.h. be-
stimmte Größen werden als von der Schädigung unbeeinflußt betrachtet.

Prinzip der Dehnungsäquivalenz – Effektivspannungskonzept

Das Prinzip der Dehnungsäquivalenz (principle of strain equivalence) lautet
(CHABOCHE 1978):

Die Dehnung, die mit einem geschädigten Zustand unter einer aufgebrach-
ten Spannung	 verbunden ist, ist äquivalent zur Dehnung des ungeschädigten
Zustandes unter der Effektivspannung 	̃ (s. Abb. 2.7).

Die lineare Spannungs-Dehnungs-Beziehung des jungfräulichen Materials
läßt sich mit Hilfe des elastischen Steifigkeitstensors ausdrücken durch

	 � ���
� 	 �3 (2.1.15)

Im geschädigten Material liegt dann der geschädigte Elastizitätstensor vor

	 � �̃��
�
	 �3 (2.1.16)

Mit Hilfe des Prinzips der Dehnungsäquivalenz

�̃�	̃� �� � ��	���� � (2.1.17)
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� � �̃�̃

��   ̃ �  

�̃ � ����� ��� ��� � �

!̃"� !"� � �

Abbildung 2.7: Eindimensionale Veranschaulichung der Dehnungsäquivalenz

kann die Spannungs-Dehnungs-Beziehung bezüglich der ungeschädigten Kon-
figuration wieder mit dem ungeschädigten Elastizitätstensor dargestellt werden

	̃ � ���
� 	 �3 (2.1.18)

Wenn man hier � aus (2.1.16) einführt, ergibt sich

	̃ � ���
� 	 �̃��

���
	 	3 (2.1.19)

Aus der Definition der Effektivspannung (2.1.13) ergibt sich dann der Schädi-
gungstensor zu

��� � ���� �̃��
�
	 ��� ��� (2.1.20)

und daraus folgt der Zusammenhang zwischen geschädigtem und un-
geschädigtem Elastizitätsmodul

�̃��
�
� ����� ��� � 	 ��� �3 (2.1.21)

Wenn die Betrachtung auf orthotrope Schädigungszustände beschränkt wird,
kann ein Zusammenhang zwischen dem Schädigungstensor vierter Stufe und
dem Schädigungstensor zweiter Stufe nach MURAKAMI (1988) hergeleitet
werden.

��� �������3 (2.1.22)

Prinzip der Spannungsäquivalenz – Effektivdehnungskonzept

Das Prinzip der Spannungsäquivalenz (principle of stress equivalence) lautet
(CORDEBOIS & SIDOROFF 1979; SIMO & JU 1987):



2.1. SCHÄDIGUNGSMECHANIK 59

�� � �̃ � �
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Abbildung 2.8: Eindimensionale Veranschaulichung der Spannungsäquivalenz

Die Spannung, die mit einem geschädigten Zustand unter einer aufgebrach-
ten Dehnung � verbunden ist, ist äquivalent zur Spannung des ungeschädigten
Zustandes unter der Effektivdehnung �̃ (s. Abb. 2.8).

Die inverse Spannungs-Dehnungs-Beziehung des geschädigten Materials

�̃ � ���
��� 	 	 (2.1.23)

wird mit dem Prinzip der Spannungsäquivalenz

	̃��̃� �� � 	������ � (2.1.24)

durch

� � �̃��
���

	 	 (2.1.25)

ausgedrückt. Mit 	 aus (2.1.23) ergibt sich

�̃ � ���
��� 	 �̃��

�
	 �3 (2.1.26)

Aus einer zu (2.1.13) äquivalenten Definition der Effektivdehnung

�̃ � ����� ��� � 	 � (2.1.27)

gewinnt man den Schädigungstensor vierter Stufe

��� � ���� ���
��� 	 �̃��

�
(2.1.28)

und daraus folgt der Zusammenhang zwischen geschädigtem und un-
geschädigtem Elastizitätsmodul

�̃��
�
� ���

� 	 ����� ��� �3 (2.1.29)
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Abbildung 2.9: Eindimensionale Veranschaulichung der Energieäquivalenz

Prinzip der Äquivalenz der elastischen Energie

Das Prinzip der Äquivalenz der elastischen Energie (principle of complemen-
tary energy equivalence) lautet (CORDEBOIS & SIDOROFF 1979):

Die elastische Energie, die mit einem geschädigten Zustand unter einer auf-
gebrachten Spannung 	 und der daraus resultierenden Dehnung � verbunden
ist, ist äquivalent zur elastischen Energie des ungeschädigten Zustandes, wenn
im elastischen Potential die Effektivspannung 	̃ und Effektivdehnung �̃ benutzt
werden (s. Abb. 2.9).

Aus der komplementären elastischen Energie in der geschädigten und un-
geschädigten Konfiguration

,� �
.

2
	 	 �̃��

���
	 	� ,̃� �

.

2
	̃ 	 ��� ��� 	 	̃ (2.1.30)

erhält man für einachsigen Zug,

* � �̃!� *̃ � �!̃� (2.1.31)

aus dem Prinzip der Äquivalenz der elastischen Energie

,̃� � ,� � *̃ �
�
��̃��*� !̃ �

�
�̃���!3 (2.1.32)

Aus diesem Prinzip folgt also sowohl eine Effektivspannung als auch eine Ef-
fektivdehnung. Die direkte Verallgemeinerung von (2.1.32) auf Tensoren vier-
ter Stufe liefert

	̃ � ����� ��� ��� 	 	� �̃ � ����� ��� � 	 � ��� � ���� ��̃��
�
���� 	 ���� ������3

(2.1.33)
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Für orthotrope Schädigungszustände und den daraus folgenden Schädigungs-
tensor zweiter Stufe haben CORDEBOIS & SIDOROFF (1982) unter anderem
den folgenden symmetrischen Effektivspannungstensor vorgeschlagen

Ĩ � ����������� 	 	 	 ������������ (2.1.34)

dessen Form nicht in direktem Zusammenhang mit dem Prinzip der Ener-
gieäquivalenz steht und darüberhinaus nicht weiter physikalisch motiviert wur-
de. Der Zusammenhang zum Schädigungstensor vierter Stufe läßt sich über

��� � ���� �� �������� � ���������� (2.1.35)

herstellen.
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2.2 Multiplikativer Rahmen für spröde Schädigung

In diesem Abschnitt wird ein durch die Unzulänglichkeiten der klassischen
Kontinuumsschädigungsmechanik motivierter Rahmen für spröde Schädigung
vorgestellt, der einen konsistenten Zusammenhang zwischen geschädigter und
fiktiver, ungeschädigter Konfiguration über eine Schädigungsabbildung her-
stellt. Durch die Angabe eines hyperelastischen Potentials werden, der Proze-
dur von COLEMAN & NOLL (1963) folgend, die konstitutiven Gesetze ther-
modynamisch konsistent abgeleitet.

2.2.1 Motivation

Wie in der Zusammenfassung der Ansätze der Kontinuumsschädigungsmecha-
nik deutlich wurde, ist eine skalare, isotrope Schädigungsvariable nicht mehr
ausreichend, wenn man durch Risse oder ellipsoide Hohlräume geschädigte
Materialien beschreiben will. MURAKAMI führte hierfür den Schädigungsten-
sor zweiter Stufe ��� ein (vgl. Abschnitte 2.1.3 und 2.1.4), der eine effektive
Spannung

	̃ � 	�� ������� (2.2.1)

liefert, die auf das geschädigte Flächenelement bezogen ist. Im Rahmen des
Effektivspannungskonzeptes ist diese Spannung auf der fiktiven, ungeschädig-
ten Konfiguration definiert. Wie bereits oben angemerkt, wird diese Spannung
oft als unsymmetrisch bezeichnet und verschiedene Autoren haben Symmetri-
sierungen dieser Spannung vorgeschlagen

� 	̃ � ����������� 	 	 	 ����������� (CORDEBOIS & SIDOROFF 1982)

� 	̃ � ��������� 	 	 	 ��������� (BETTEN 1986)

� 	̃ � �
�

�
	�� ������� 
 ���������	� (MURAKAMI 1988)

und dabei die Natur des “unsymmetrischen” Effektivspannungstensors ver-
nachlässigt. Dieser geht aus einer Transformation der infinitesimalen Bezugs-
fläche des Cauchyschen Spannungsvektors in die fiktive, ungeschädigte Kon-
figuration hervor (s. Glg. (1.3.39)) und ist somit ein Spannungstensor vom Typ
des 1. Piola-Kirchhoffschen Spannungstensors P (vgl. Glg. (1.3.40)). Da 	̃ al-
so offensichtlich die Natur eines two-point-Tensors aufweist (der 1.P.-K. hat
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seine “Beine” in zwei verschiedenen Konfigurationen P � 
 � 	) ist der Be-
griff “Symmetrie” unangemessen und eine Symmetrisierung nach MURAKA-
MI (1988) ergibt eine Größe, die kein Tensor mehr ist. Wenn aber 	̃ ein two-
point-Tensor ist, muß ��������� eine Abbildung repräsentieren (� ist somit ei-
ne Einheitsabbildung, ein Shifter und kein Einheitstensor). Dies stellt die Mo-
tivation dar, eine ungeschädigte Konfiguration im Sinne von Abschnitt 2.1.4
einzuführen, die dann durch einen Deformationsgradienten induziert wird, der
zwischen der geschädigten und ungeschädigten Konfiguration abbildet. Auf
einem solchen Deformationsgradienten basierend, wird anschließend ein kon-
sistenter Rahmen erarbeitet, in dem, ohne die Beliebigkeit einer besonderen
Symmetrisierung oder eines speziellen Äquivalenzprinzips, Stoffgesetze für
Materialien erarbeitet werden können, die Schädigungsprozessen unterliegen.
Im Folgenden werden die Betrachtungen im Wesentlichen auf spröde Schädi-
gung beschränkt, bei der Entstehung und Wachstum von Mikrorissen, getrie-
ben durch elastische Deformationen und Spannungen, der dominante mikro-
mechanische Schädigungsvorgang ist.

2.2.2 Multiplikative Zerlegung des Deformationsgradienten

Um den Prozeß eines Körpers mit Mikrorissen mit Hilfe eines Schädigungs-
Deformationsgradienten zu beschreiben, wird in der referentiellen Beschrei-
bung diejenige Plazierung als Referenzplazierung gewählt, in der der Körper
“ungeschädigt” ist. Ein tatsächlicher Körper wird, auch wenn er als jungfräuli-
che Probe vorliegt, stets Fehlstellen bzw. Mikrorisse aufweisen. Diese sind
aber bereits in den erfaßten Eigenschaften, wie z.B. dem Elastizitätsmodul, ent-
halten. Ungeschädigt ist der Körper also stets zu Beginn des betrachteten Pro-
zesses. Der Schädigungsprozeß besteht vielmehr in der Entstehung neuer und
der Ausbreitung vorhandener Fehlstellen. Ein solcher Prozeß ist in Abbildung
2.10 skizziert. In Punkt 1 liegt der Körper in jungfräulichem Zustand vor (es
ist bereits ein Mikroriß vorhanden, dessen Einfluß im “ungeschädigten” Ela-
stizitätsmodul enthalten ist). Der Körper wird belastet und seine Spannungs-
Dehnungs-Kurve zeigt linear-elastisches Verhalten. Bei einer Grenzbelastung
*� ist eine kritische Last erreicht, um den Rißfortschritt einzuleiten. Im wei-
teren Belastungsprozeß wird der Riß also wachsen, und ein Teil der elasti-
schen Energie des Körpers für das Rißwachstum verbraucht. Als Folge dessen
wird das Materialverhalten “weicher”, weil der Elastizitätsmodul stetig kleiner
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Abbildung 2.10: Die Spannungs-Dehnungs-Kurve eines durch wachsende Risse geschädigten
Materials

wird. Während des Entlastungsvorgangs zeigt der Körper wieder linear ela-
stisches Verhalten, allerdings mit geändertem Elastizitätsmodul aufgrund des
längeren Risses. Bei gleicher Last liegt also im Punkt 4 eine größere Defor-
mation als im Punkt 2 vor. Im lastfreien Zustand 5 sind keine bleibenden De-
formationen des Körpers zu beobachten, er unterscheidet sich von Zustand 1
lediglich durch den längeren Riß. Wenn man diese Probe erneut belastet und
unterhalb der Grenze für Rißfortschritt bleibt, liegt wiederum linear-elastisches
Verhalten entlang der Geraden 1/5-4 vor. Dies führt zusammen mit der Forde-
rung, Schädigung durch eine Abbildung zu repräsentieren, auf eine multipli-
kative Zerlegung des Deformationsgradienten in Analogie zur finiten Elasto-
plastizität:

F � F�F�� ��
 � ��������
���
� (2.2.2)

die die drei in Abbildung 2.11 dargestellten Konfigurationen induziert: Die
ungeschädigte Referenzkonfiguration, die geschädigte Zwischenkonfiguration
und die momentane Konfiguration. Im Gegensatz zur finiten Elastoplastizität,
bei der in der spannungsfreien Zwischenkonfiguration eine bleibende Defor-
mation F� vorliegt, liegt hier der Körper in der Zwischenkonfiguration unde-
formiert, aber mit geänderter Mikrostruktur vor. Die Trennung in eine Schädi-
gungsdeformation F� und eine elastische Deformation F� ist hier einer ener-
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Abbildung 2.11: Die drei durch die Zerlegung F � F�F� induzierten Konfigurationen

getischen Art, in der Weise, daß F� für den Teil der Deformation steht, des-
sen Energie beim Entlastungsvorgang wiedergewonnen wird, wohingegen F�

für den Anteil der Deformation steht, dessen Energie dissipiert bzw. in mi-
krostrukturellen Änderungen gespeichert wird. Das Vorliegen einer permanen-
ten Deformation ist weniger mit einer multiplikativen Aufspaltung des Defor-
mationsgradienten verbunden, sondern vielmehr mit der Annahme einer Form
für die freie Energiedichte, wie später gezeigt wird. Diese Form führt in der
finiten Elastoplastizität auf eine Spannungs-Dehnungs-Beziehung, in der der
elastische Anteil der Verzerrungen enthalten ist. Wie aus Abbildung 2.10 zu
entnehmen ist, kann die freie Energie für diesen Schädigungsprozeß über den
Entlastungsvorgang definiert werden, so daß in dieser die Spannungen mit der
totalen Verzerrung gekoppelt sind.

Im Gegensatz zu dem jüngst von STEINMANN & CAROL (1998) vorge-
schlagenen finiten Rahmen nichtlinearer Schädigungsmechanik, basierend auf
zwei mikroskopischen und zwei makroskopischen Konfigurationen, sind al-
le hier benutzen Konfigurationen “makroskopisch”. Die zugrunde liegende
Motivation des dort präsentierten Modells stellt das Prinzip der strain ener-
gy equivalence dar, so daß dort nicht vom Konzept der Äquivalenzprinzipien
abgerückt wird.

In der referentiellen Beschreibung liegt der multiplikativen Zerlegung des
Deformationsgradienten die folgende Zerlegung der Bewegung zugrunde

���X� � ����x̄� Æ ��� �X�� 0� � �A���
�
�
�A�� �

�
�
7

��
� (2.2.3)

mit x̄� � ���7
�, dem Positionsvektor der Zwischenkonfiguration. Die In-
dizes der Zwischenkonfiguration werden mit kleinen griechischen Buchsta-
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ben bezeichnet, und die Größen der Zwischenkonfiguration mit überstrichenen
Kleinbuchstaben. Mittels (2.2.3) kann der Schädigungs- und der elastischen
Deformationsgradient in Analogie zu (1.1.36) bzw. (1.1.37) definiert werden:

F� 	 �x�� � �x̄�̄�� F�� ���� �����
 �
@�A���

@7

� (2.2.4)

F� 	 �x̄�̄� � �x��� F� � ���� ������ �
@�A���

@0̄�
� (2.2.5)

wobei �̄� die Plazierung des Körpers in der geschädigten Zwischenkonfigurati-
on bezeichnet. Um die Größen der drei Konfigurationen ineinander zu transfor-
mieren, werden wiederum push- und pull-Operationen benutzt, jetzt mit Hilfe
von F� und F�. Für die Verknüpfung der push-pull Operationen gilt aufgrund
von (2.2.2)

F��T�T�T� � �F���
�
�F����TTT�

�
3 (2.2.6)

Die Anwendung des polare Zerlegungssatzes auf die beiden Deformationsgra-
dienten liefert

F� � R�U� � v̄�R�������
 � �������C
���
 � ��̄������

���
� (2.2.7)

F� � R�ū� � v�R�� ������ � �������J̄
���� � ��������

����� (2.2.8)

mit R��R� der elastischen, bzw. Schädigungsrotation und entsprechenden ela-
stischen bzw. geschädigten linken und rechten Strecktensoren. Für die Rota-
tionen gilt die multiplikative Zerlegung

R � R�R�� ��
 � ��������
���
3 (2.2.9)

Das folgende kommutative Diagramm veranschaulicht die daraus resultieren-
den Zusammenhänge
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(2.2.10)
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2.2.3 Deformations- und Dehnungsmaße

Mit Hilfe von push- und pull Operationen basierend auf den zwei Deformati-
onsgradienten F� und F� kann man analog zum Vorgehen bei der Definition
der Deformationsmaße in Kapitel 1 aus den Metriken der drei Konfigurationen
g� ḡ und G folgende Deformationsmaße gewinnen:

C � F��g� � F(gF� C
� � �
�

8���

�
� (2.2.11)

C� � F���ḡ� � F�(ḡF�� �C��
� � �����
8̄����
����� (2.2.12)

c � F��G� � F�(GF��� c�� � �����
��
���
������ (2.2.13)

c� � F���ḡ� � F��(ḡF���� �ce��� � ��������8̄����
������� (2.2.14)

c̄� � F���G� � F��(GF���� �c̄���� � ������
��
���
������� (2.2.15)

c̄� � F���g� � F�(gF�� �c̄���� � ������8����
����3 (2.2.16)

Die Zusammenhänge veranschaulicht das folgende Kommutativdiagramm:
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(2.2.17)

Aus dem Vergleich der Metriken innerhalb einer Konfiguration ergeben sich
mit Hilfe von (2.2.17) die folgenden elastischen, Schädigungs- und totalen Ver-
zerrungsmaße
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ē �
.

2
�c̄� � c̄��� ē� �

.

2
�ḡ � c̄��� ē� �

.

2
�c̄� � ḡ�� (2.2.18)

E �
.

2
�C � G�� E� �

.

2
�C� � G�� E� � �F����ē��� (2.2.19)

e �
.

2
�g � c�� e� � �F����ē��� e� �

.

2
�g � c��� (2.2.20)

die die folgenden additiven Aufspaltungen der totalen Verzerrung in elastische
und Schädigungsanteile liefert

ē � ē� 
 ē�� E � E� 
 E�� e � e� 
 e�3 (2.2.21)

Hierbei ist anzumerken, daß lediglich (2.2.21)� eine exakte Aufspaltung in rein
elastische und rein schädigungsinduzierte Anteile liefert, da e� und E� kei-
ne rein schädigungsinduzierten bzw. rein elastischen Verzerrungsmaße sind.
Deshalb erscheint es günstig, ē� und ē� als primäre Variablen für konstituti-
ve Gesetze zu verwenden. Eine anschließendes push-forward ergibt dann die
Gleichungen in der beobachtbaren, momentanen Konfiguration, ein pull-back
überführt die Gleichungen in die ungeschädigte Referenzkonfiguration.

2.2.4 Geschwindigkeit und Raten

Die totale, elastische und schädigungsinduzierte Geschwindigkeit werden ana-
log zu (1.1.29) durch die Zeitableitung der Bewegung und darauffolgende
Transformation des Fußpunktes des Geschwindigkeitsvektors definiert

v�x� �� � V Æ ���� � V����� �x�� ��� �� �
@

@�
A�� �7� ��

��
1
� (2.2.22)

v��x� �� � v̄� Æ ����� � v̄������� �x�� ��� ��̄��� �
@

@�
�A���

��0̄� ��
��
�̄
� (2.2.23)

v̄��x̄� �� � V� Æ ����� � V������� �x̄�� ��� ����� �
@

@�
�A�� �

��7� ��
��
1
3 (2.2.24)

Aus der Zerlegung der Abbildungen (2.2.3) gewinnt man dann die folgende
Zerlegung der Geschwindigkeiten

v � v� 
 F���v̄
�� � v� 
 F�v̄�� (2.2.25)

woraus ersichtlich wird, daß die Geschwindigkeitsvektoren der Momentankon-
figuration nicht additiv in rein elastische und rein schädigungsinduzierte Teile
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aufspaltbar sind, da der Vektor F�v̄� offensichtlich von der elastischen Defor-
mation abhängt. Durch ein pull-back auf die Zwischenkonfiguration ergibt sich
wiederum eine additive Aufspaltung

v̄ � F���v� � F���v�� 
 v̄� � F���v� 
 v̄�3 (2.2.26)

Eine ähnliche Aufspaltung gelingt auch für den Geschwindigkeitsgradienten.
Für diesen erhält man in der Momentankonfiguration

l � ḞF�� � Ḟ�F��� 
 F�Ḟ�F���F��� � l� 
 F���l̄
��� (2.2.27)

was keine natürliche additive Aufspaltung darstellt. In der Zwischenkonfigu-
ration hingegen

l̄ � F���l�� 
 l̄� � l̄� 
 l̄� � F���Ḟ� 
 Ḟ�F��� (2.2.28)

gelingt die gesuchte Zerlegung.

Die Lie-Ableitung bezüglich des Geschwindigkeitsfeldes v bzw. Deforma-
tionsgradienten F war oben durch

�ttt � F�

�
˙F��ttt�
�

(2.2.29)

definiert worden. Auf ähnliche Weise kann die Lie-Ableitung von Tensoren der
Zwischenkonfiguration t̄tt durch push- und pull-Operationen mit Hilfe von F�

definiert werden

�̄t̄tt � F��

� �

F���t̄tt�
�
3 (2.2.30)

Die Lie-Ableitungen kann über die Geschwindigkeitsgradienten mit der ma-
teriellen Zeitableitung verknüpft werden (MARSDEN & HUGHES 1983). Für
die Lie-Ableitung eines Tensors ttt � � �

��� ergibt sich

��t�������23���' � ṫ������23���' � t4�����23���'9�4 � �alle hochgestellten Indizes�
(2.2.31)


 t������43���'942 � �alle tiefgestellten Indizes�3

In der Zwischenkonfiguration erhält man analog für einen Tensor t̄tt � � �
��̄�

��̄t̄������/56���7 �
˙̄t�����/56���7 � t̄8����/56���7�9̄

���8 � �alle hochgestellten Indizes�
(2.2.32)


 t̄�����/86���7�9̄
��85 � �alle tiefgestellten Indizes�3
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Die totale Verzerrungsrate der drei Konfigurationen spaltet man mit Hilfe
dieser Lie-Ableitungen wie folgt auf:

d̄ � �̄ē � �̄ē� 
 �̄ē� � d̄� 
 d̄�� (2.2.33)

d � �e � �e� 
 �e� � d� 
 d�� (2.2.34)

D � Ė � Ė� 
 Ė� � D� 
 D�� (2.2.35)

wodurch deutlich wird, daß eine natürliche Aufspaltung in elastische und
schädigungsinduzierte Anteile über die Lie-Rate der Verzerrungsmaße nicht
gelingt, da d̄� � �̄ē� von der schädigungsinduzierten Geschwindigkeit v̄�

abhängt. Wenn die elastische Verzerrungsrate d̄� allerdings als symmetrischer
Anteil von l̄� ausgedrückt wird

d̄� �
.

2

�
ḡl̄� 
 l̄�(ḡ

�
� (2.2.36)

so hängt diese nur vom elastischen Deformationsgradienten und seiner Rate
ab. Dasselbe gilt analog für

d̄� �
.

2

�
ḡl̄� 
 l̄�(ḡ

�
� (2.2.37)

obwohl auch �̄ē� vorher schon nur den Schädigungs-Deformationsgradienten
und seine Rate enthielt.

Für die Herleitung der konstitutiven Gleichungen sind die folgenden Bezie-
hungen nützlich, die man direkt aus (2.2.29) bzw. (2.2.30) und (2.2.11) erhält

�g � 2d� �c � �� �c� � 2d�� (2.2.38)

�̄ḡ � 2d̄�� �̄c̄� � �� �̄c̄� � 2d̄3 (2.2.39)

2.2.5 Bilanzgleichungen

Um den thermodynamischen Betrachtungen des nächsten Abschnittes einen
konsistenten Rahmen zu bieten, werden hier die Bilanzgleichungen (Massen-
erhaltung, Impulssatz, Drallsatz, Energieerhaltung, Entropieproduktion), so-
wie ihre lokalisierten Formen für alle drei Konfigurationen angegeben. Für die
aktuelle Konfiguration war in Anschnitt 1.2 der folgende Satz von Gleichungen
angegeben worden:

d
d�

�
#����

)�x� ���� � � (Masse)� (2.2.40)
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d
d�

�
#����

ẋ)�� �
�

#����

b)��

�

$#����

	n�
 (Impuls)� (2.2.41)

d
d�

�
#����

�x� ẋ�)�� �
�

#����

�x� b�)�� 

�

$#����

x� �	n��
 (Drall)�

(2.2.42)

d
d�

�
#����

��

.

2
�ẋ� ẋ	�)�� �

�
#����

�� 
 �b� ẋ	�)�� (2.2.43)




�
$#����

��	n� ẋ	� qn��
 (Energie)�

d
d�

�
#����

#)�� �
�

#����

�

F
)���

�
$#����

qn
F
�
 (Entropie)� (2.2.44)

sowie in lokalisierter Form

)̇
 ) div ẋ � � (Masse)� (2.2.45)

div	
 )b � )ẍ (Impuls)� (2.2.46)

	 � 	T (Drall)� (2.2.47)

	 	 d 
 )� � )�̇
 div q (Energie)� (2.2.48)

	 	 d � )-̇ � .
F

q 
 
F
 )#Ḟ (Entropie)� (2.2.49)

- � �� #F (Freie Energiedichte)3 (2.2.50)

Der Punkt über einer Größe der Momentankonfiguration bedeutet deren mate-
rielle Zeitableitung bezüglich der Momentankonfiguration

˙� � � @D@�� � 
 v 
 
� �3 (2.2.51)

Durch pull-back Operationen können diese Gleichungen bezüglich der un-
geschädigten Referenzkonfiguration angegeben werden. Hierbei ist zu berück-
sichtigen, daß das Volumen- bzw. Flächenelement auch zurücktransformiert
wird (vgl. Abschnitt 1.3.6). Der Massenerhaltungssatz bleibt in obiger Form
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bestehen, das anfängliche Dichtefeld )��X� wird auf dem Gebiet ����� vor-
geschrieben.�
#����

)�x� ���� �
�

#����

)��X��� (Masse)� (2.2.52)

�
#����

�̈�)��� �

�
#����

B)���

�

$#����

PN�� (Impuls)� (2.2.53)

d
d�

�
#����

X� V)��� �

�
#����

�X� B�)��� 

�

$#����

X� �PN��� (Drall)�

(2.2.54)

d
d�

�
#����

�� 

.

2
�V�V	�)��� �

�
#����

��
 �B�V	�)��� (2.2.55)




�
$#����

��PN�V	 � QN��� (Energie)�

d
d�

�
#����

#�)��� �
�

#����

�

$
)����

�
$#����

QN
$
�� (Entropie)3 (2.2.56)

In lokalisierter Form gilt

)� � )� (Masse)� (2.2.57)

Div P 
 )�B � )��̈� (Impuls)� (2.2.58)

S � F��P � PTF�T � ST (Drall)� (2.2.59)

S 	 D 
 )�� � )��̇
 Div Q (Energie)� (2.2.60)

S 	 D � )�K̇ � .
$

Q 
 
X$
 )�#�$̇ (Entropie)� (2.2.61)

K � �� #�$ (Freie Energiedichte)� (2.2.62)

wobei die groß geschriebenen skalaren Größen nur ihren Bezugspunkt ändern,
z.B. ��X� �� � �����X� ���. Wichtig für die thermodynamischen Betrachtun-
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gen ist die Darstellung der Bilanzgleichungen in der geschädigten Zwischen-
konfiguration, die man auf ähnliche Weise gewinnt.

d
d�

�
#
� ���

)̄�x̄� ����̄ � � (Masse)� (2.2.63)

d
d�

�
#
� ���

˙̄x)̄��̄ �
�

#
� ���

b̄)̄��̄

�

$#
� ���

p̄n̄�
̄ (Impuls)� (2.2.64)

d
d�

�
#
� ���

�x̄� ˙̄x�)̄��̄ �
�

#
� ���

�x̄� b̄�)̄��̄ 

�

$#
� ���

x̄� �p̄n̄��
̄ (Drall)�

(2.2.65)

d
d�

�
#
� ���

��̄

.

2
� ˙̄x� ˙̄x	�)̄��̄ �

�
#
� ���

��̄
 �b̄� ˙̄x	�)̄�̄ (2.2.66)




�
$#
� ���

��p̄n̄� ˙̄x	� q̄n̄��
̄ (Energie)�

d
d�

�
#
� ���

#̄)̄��̄ �
�

#
� ���

�̄

F̄
)̄��̄�

�
$#
� ���

q̄n̄
F̄
�
̄ (Entropie)� (2.2.67)

sowie in lokalisierter Form

˙̄)
 )̄ div ˙̄x � � (Masse)� (2.2.68)

divp̄ 
 )̄b̄ � )̄ ¨̄x (Impuls)� (2.2.69)

s̄ � F���p̄ � p̄TF��T � s̄T (Drall)� (2.2.70)

s̄ 	 d̄ 
 )̄�̄ � )̄ ˙̄�
 div q̄ (Energie)� (2.2.71)

s̄ 	 d̄ � )̄ ˙̄- � .
F̄

q̄ 
 
̄F̄
 )̄#̄ ˙̄F (Entropie)� (2.2.72)

-̄ � �̄� #̄F̄ (Freie Energiedichte)3 (2.2.73)

Hierbei bedeutet der Punkt über einer Größe der Zwischenkonfiguration die
materielle Zeitableitung bezüglich dieser Konfiguration:

˙� � � @D@�� � 
 v̄� 
 
̄� �3 (2.2.74)
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Die oben benutzte Kirchhoff-Spannung der Zwischenkonfiguration s̄ hängt mit
dem 2.P.-K. und der Kirchhoff-Spannung wie folgt zusammen:

s̄ � F�� �S� � F�� ��� 3 (2.2.75)

Die Spannung p̄ stellt also einen Tensor vom Typ eines 1.P.-K. in der Zwi-
schenkonfiguration dar.

2.2.6 Freie Energiedichte und konstitutive Gleichungen

Alle konstitutiven Gleichungen für das Material mit spröder Schädigung wer-
den aus der freien Energiedichte abgeleitet. Diese wird in der geschädigten
Zwischenkonfiguration postuliert, weil dort die additive Aufspaltung der tota-
len Verzerrung auf natürliche Weise möglich ist. Betrachtet werden nur iso-
therme Prozesse, so daß die freie Energiedichte in folgender Form postuliert
werden kann

-̄ �
.

)̄
L̄�c̄�� ḡ� c̄��� (2.2.76)

wobei L̄ die freie Energie pro Einheitsvolumen der Zwischenkonfiguration be-
deutet. Diese funktionelle Form stellt sicher, daß L̄ von der vorhergegangenen
Schädigung nur durch den Parameter c̄� � F���G� abhängt. Die Funktion ei-
nes Parameters spielt c̄� deshalb, weil seine Rate verschwindet (�̄c̄� � �) und
demzufolge keine thermodynamisch konjugierte Kraft (treibende Kraft) auf
dieses Maß existiert. Die Aufnahme von c̄� in die freie Energiedichte entspricht
der Aufnahme der Metrik G in die freie Energiedichte, die benötigt wird um
die Invarianten z.B. des Elastizitätstensors zu generieren. Auf diese Art und
Weise übernimmt c̄� die Rolle eines Strukturtensors, der von BOEHLER ein-
geführt wurde (BOEHLER & SAWCZUK 1976; BOEHLER 1977; BOEHLER

1987A; BOEHLER 1987B; BOEHLER 1987C), und den BONGMBA (2001)
und BRUHNS & BONGMBA (2001) benutzt haben, um ein anisotropes Materi-
algesetz für plastische Schädigung zu formulieren. Der Einfluß der Temperatur
auf das Schädigungsverhalten soll hier vernachlässigt werden, so daß nur iso-
therme Prozesse betrachtet werden, für die die Clausius-Duhem Ungleichung
(2.2.72) sich zu

s̄ 	 d̄ � )̄ ˙̄- � � (2.2.77)
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vereinfacht. Die Rate der freien Energie erhält man wie folgt

˙̄- � �̄-̄ �
.

)̄
L̄ ḡ�� 	 d̄� 


.

)̄

�
@L̄

@c̄�
	 �̄c̄� 


@L̄

@ḡ
	 �̄ḡ

�
� (2.2.78)

wobei der erste Term aus

�̄
.

)̄
� )�

˙det F� � )�
@ det F�

@�����

��̇���
 � )� det F�������
���̇

���
 (2.2.79)

�
.

)̄
�9̄���� �

.

)̄
8̄����̄����

gewonnen wird. Die Rate �̄c̄� � F��
�
Ġ
�

verschwindet, so daß sie bei der
Herleitung der konstitutiven Gleichungen keine Rolle spielt. Nachdem man
(2.2.78) in (2.2.77) einsetzt und von (2.2.38) Gebrauch macht, erhält man�
2)̄
@-̄

@c̄�
� s̄
�
	 d̄ 


�
L̄ ḡ�� 
 2

@L̄

@ḡ

�
	 d̄� � �3 (2.2.80)

Wenn nun die in Abschnitt 1.3.4 vorgestellte Prozedur von COLEMAN

& NOLL (1963) benutzt wird, gewinnt man die Spannungs-Dehnungs-
Beziehung zu

s̄ � 2)̄
@-̄

@c̄�
� (2.2.81)

mit s̄ der Kirchhoff-Spannung der Zwischenkonfiguration. Diese Beziehung in
(2.2.80) eingesetzt, führt dann auf die Dissipationsrate

�̄� � k̄� 	 d̄� � �� (2.2.82)

�̄� wird Schädigungsdissipationsrate genannt. k̄� bezeichnet die treibende
Kraft der Schädigung

k̄� � ḡ���̄� (2.2.83)

die im wesentlichen der Eshelby-Tensor der Zwischenkonfiguration �̄ ist (ES-
HELBY 1951; MAUGIN 1993)

�̄ � �)̄ -̄ ī 
 c̄�s̄3 (2.2.84)

Die detaillierte Herleitung der treibenden Kraft wird im Anhang A angegeben.



76 KAPITEL 2. EIN FINITER RAHMEN FÜR SCHÄDIGUNGSMODELLE

Das Prinzip der maximalen Dissipation wir dann wie folgt definiert

k̄� � @d̄
�̄
��d̄�� ḡ�� (2.2.85)

wobei das Symbol @ Moreau’s Sub-Differential bezeichnet (vgl. Abschnitt
1.3.5). Durch eine Fenchel-Transformation ergibt sich das zu �̄� konjugier-
te Schädigungspotential �̄�, und das Fließgesetz kann in der üblichen Form

d̄� � @k̄
�̄
��k̄�� ḡ� � �̇�

@�̄�

@k̄�
� (2.2.86)

angegeben werden, mit �̇� dem Schädigungsmultiplikator.

Durch Anwendung des Prinzips der maximalen Dissipation wird ein Stoff-
gesetz mit der Beschränkung auf assoziative Fließregeln formuliert. Für den
Zusammenhang der Schädigung mit den weiter unten in Kapitel 3 beschrie-
benen Gleichungen der Rißausbreitung und vor allem, um einen thermo-
dynamisch sinnvollen Mikro-Makro-Übergang zu vollziehen, ist diese Be-
schränkung wesentlich. Ziel der weiter unten angestellten mikromechanischen
Betrachtungen auf Grundlage der Bruchmechanik ist es, das Potential �̄� und
daraus eine Evolutionsgesetz der Schädigung, physikalisch sinnvoll herzulei-
ten.

2.2.7 Elastische Eigenschaften des geschädigten Materials

Freie Energiedichte für kleine elastische Deformationen

Um den Einfluß der Schädigung auf die elastischen Eigenschaften eines Ma-
terials zu untersuchen, ist es, insbesondere für die hier betrachtete Klasse
von Materialien, angemessen ein linear elastisches Verhalten vorauszusetzen.
Die freie Energiedichte wird über den Entlastungsvorgang eines geschädigten
Körpers konstruiert. Da der Körper im unbelasteten Zustand spannungsfrei ist
und keine bleibenden Verformungen aufweist und der Entlastungsvorgang ein
rein elastischer Prozeß ist, kann die freie Energiedichte als quadratische Form
bezüglich der totalen Dehnung durch

-̄ �
.

2)̄
ē 	 �̄��

�
	 ē (2.2.87)

ausdrückt werden. Dies ist im Gegensatz zu elasto-plastischen Modellen mit
linearer Elastizität, bei denen an dieser Stelle eine quadratische Form der ela-
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stischen Verzerrungen Anwendung findet. Aus der Forderung der freien Ener-
giedichte als quadratische Form resultiert ein Schädigungsanteil

-̄� � -̄�ē� � �� �
.

2)̄
ē� 	 �̄��

�
	 ē�� (2.2.88)

der eine reversible Energie darstellt, die in einer Änderung der inneren Struk-
tur des Materials gespeichert wird. Aus (2.2.81) gewinnt man die Spannungs-
Dehnungs-Beziehung zu

s̄ � )̄
@-̄

@ē�
� �̄��

�
	 ē� (2.2.89)

so daß eine Entlastung des Körpers in einen spannungsfreien Zustand auch ein
Verschwinden der totalen Verzerrungen zur Folge hat.

Geschädigter Elastizitätstensor

Zur Vereinfachung der Betrachtungen wird angenommen das ungeschädigte
Material sei isotrop, so daß der Elastizitätstensor der ungeschädigten Refe-
renzkonfiguration mit den Lamé’schen Konstanten � und & als

���
�
� � �G

�� �G�� 
 &

�
G���̄G�� 
 G�� �̄G��

�
(2.2.90)

geschrieben werden kann, bzw. in Indexnotation

�� ���

� ! � � �
�� ! 
 &

�
�
 ��! 
�
!�� 

�
3 (2.2.91)

Den geschädigten Elastizitätstensor gewinnt man daraus durch ein push-
forward mit dem Schädigungs-Deformationsgradienten

�̄��
�
� F�� ����

�
�� (2.2.92)

� �F��G�� � F��G�� 
 &

�
F��G���̄F��G�� 
 F��G�� �̄ F��G��

�
3

Mit Hilfe von (2.2.11) und der Vertauschung von push-forward und Inversi-
on (1.1.59) ergibt sich als push-forward der inversen Metrik der (geschädigte)
Finger-Tensor der Zwischenkonfiguration

F��G�� �
�
F��G

���
� c̄��� � b̄�3 (2.2.93)
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Hiermit erhält man den geschädigten Elastizitätstensor als

�̄��
�
� �b̄� � b̄� 
 &

�
b̄��̄b̄� 
 b̄� �̄ b̄�

�
(2.2.94)

bzw. in Indexnotation

��̄ ����6Æ � � ��̄������̄��6Æ 
 &
�
��̄���6��̄���Æ 
 ��̄���Æ��̄���6

�
3 (2.2.95)

Dies macht einen Vorteil des hier vorgestellten Rahmens, gegenüber klas-
sischen Schädigungsmodellen deutlich. In dem vorgestellten Rahmen
ist man durch ein einfaches push-forward mit Hilfe des Schädigungs-
Deformationsgradienten in der Lage, den geschädigten Elastizitätstensor
zu gewinnen, ohne ein Äquivalenzprinzip postulieren zu müssen. Eine ähn-
liche Form des geschädigten Elastizitätstensors erhielten CAROL, RIZZI &
WILLAM (2001) durch die Einführung einer Symmetrisierung der Effektiv-
spannung nach CORDEBOIS & SIDOROFF (1982) und vor ihnen VALANIS

(1990) über die Annahme der freien Energiedichte in einer speziellen Form
(zur Diskussion dieser Ansätze siehe Abschnitt 2.2.8). Allerdings wurde in
beiden Arbeiten keine Schädigungsabbildung eingeführt. In der oben, bei der
Diskussion der klassischen Schädigungsmodelle, verwendeten Notation kann
man die Ergebnisse von VALANIS (1990) und CAROL, RIZZI & WILLAM

(2001) ausdrücken durch:

�̄��
�
� �������� � �� ����� 
 &

�
��������̄������� 
 ������� �̄ �������

�
3

(2.2.96)

Notation von Tensoren vierter Stufe

Um die Eigenschaften des geschädigten Elastizitätstensor zu untersuchen, ist
es vorteilhaft in einem Rahmen zu arbeiten, der von MEHRABADI & COWIN

(1990) vorgeschlagen wurde, um Symmetrieeigenschaften anisotroper Mate-
rialien zu untersuchen.

Der dreidimensionale Elastizitätstensor vierter Stufe besitzt die Symmetrien

��̄ ����6Æ � ��̄ ����6Æ� ��̄ ����6Æ � ��̄ ����Æ6� ��̄ ����6Æ � ��̄ ��6Æ��� (2.2.97)

die folgen, wenn der Spannungstensor symmetrisch ist ((2.2.97)�), der Deh-
nungstensor symmetrisch ist ((2.2.97)�), bzw. wenn die thermodynamische
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Forderung, daß das Material für einen geschlossenen Lastpfad keine Arbeit
leistet ((2.2.97)�), erfüllt ist. Deshalb hat der Elastizitätstensor nur 2. un-
abhängige Komponenten, die die jeweils 	 unabhängigen Komponenten des
Spannungs- und Dehnungstensors verbinden. Man kann also (2.2.89), zunächst
in der Standard-(Voigt)-Notation,	
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(2.2.98)

die Spannungen und Dehnungen als Vektoren und den Elastizitätstensor als
Matrix darstellen. Die hier involvierte Matrix erfüllt nicht die Transformations-
regeln eines Tensors zweiter Stufe. Für die Notation nach WALPOLE (1984)
�
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(2.2.99)

hingegen haben MEHRABADI & COWIN (1990) gezeigt, daß diese 	�	Ma-
trix die Komponenten eines symmetrischen Tensors zweiter Stufe im sechsdi-
mensionalen Raum sind, so daß (2.2.89) als tensorielle Gleichung mit Vektoren
und Tensoren im sechsdimensionalen Raum geschrieben werden kann

�̄s � ˆ̄
���

e 	 ˆ̄e3 (2.2.100)

Symmetrien des geschädigten Elastizitätstensors

Die Symmetrien des geschädigten Elastizitätstensors lassen sich anhand sei-
ner Eigenwerte und Eigentensoren untersuchen. Mit Hilfe der Darstellung
(2.2.100) gelingt dies auf einfache Art und Weise, da, wie MEHRABADI &
COWIN (1990) gezeigt haben, die Eigenwerte von �̄

���
� und �̄��

�
identisch sind,

und den sechsdimensionalen Eigenvektoren über (2.2.99) dreidimensionale Ei-
gentensoren zugeordnet werden können.
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Untersucht wird also das Eigenwertproblem, das entsteht, wenn man nach
Dehnungszuständen sucht, für die die Spannungen und Dehnungen kollinear
sind

s̄ � %ē bzw. �̄s � % ˆ̄e3 (2.2.101)

Dies führt auf�
�̄
���
� �%�̄���

�
�̄e � 0� (2.2.102)

wobei �̄��� den Identitätstensor im sechsdimensionalen Raum bezeichnet. Nicht-
triviale Lösungen dieses Problems findet man bekanntermaßen durch

det
�
�̄
���
� �%�̄���

�
� �3 (2.2.103)

Wenn im Eigen-Koordinatensystem des geschädigten Finger-Tensors b̄� ge-
arbeitet wird, kann man diesen in Diagonalform darstellen

�b̄�� �

	
��� ��

��

�
� 3 (2.2.104)

und die sechsdimensionalen Komponenten des geschädigten Elastizitätsten-
sors ergeben sich zu
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(2.2.105)

Offensichtlich sind die letzten drei Eigenwerte von �̄
��� �

%9 � 2&����� %) � 2&����� %: � 2&����3 (2.2.106)

Die verbleibenden drei Eigenwerte werden mit Hilfe der sich aus der oberen
linken �� � Unterdeterminante ergebenden charakteristischen Gleichung (ein
Polynom 3. Grades in %) zu

%	 �
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�
��� � ��� cos

�
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�
��� 2M=�

�
� = � . 3 3 3 �3 (2.2.107)
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bestimmt, mit

�� � ����� 
 �
�
� 
 �

�
����
 2&�� (2.2.108)
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Wenn �� �� �� �� ��, dann sind alle sechs Eigenwerte verschieden und es
liegt eine orthotrope Materialsymmetrie vor. Obige Ausdrücke vereinfachen
sich erheblich, wenn ein doppelter Eigenwert von b̄� vorliegt, z.B. �� � ��.
Dann liegen nur vier verschiedene Eigenwerte von �̄

��� � vor, nämlich

%� � 2&����� %� � 2&�
�
�� (2.2.109)
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�
und das geschädigte Material weist transversal-isotrope Symmetrie auf. Im ein-
fachsten Fall sind alle drei Eigenwerte von b̄� identisch (�� � �� � ��) und
b̄� reduziert sich auf einen Kugeltensor4 und es liegt isotrop geschädigtes Ma-
terialverhalten mit den Eigenwerten

%� � 2&�
�
�� %� � ���
 2&���� (2.2.110)

vor. Dies sind gerade die Eigenwerte von ���
�
�, mit dem Faktor ��� versehen.

Dieser Fall beschreibt die häufig verwendete isotrope Schädigung, bei der z.B.
beim Effektivspannungskonzept ��� �� mit einen skalaren Faktor �. � �� multi-
pliziert den geschädigten Elastizitätstensor ergibt.

2.2.8 Bezug zur klassischen Schädigungsmechanik

Bei der Motivation des hier vorgestellten Rahmens wurde bereits auf die
Unzulänglichkeiten der klassischen Schädigungsmechanik hingewiesen.
In diesem Abschnitt soll nun versucht werden mit dem hier eingeführ-
ten Schädigungs-Deformationsgradienten und der damit verbundenen un-
geschädigten Referenzkonfiguration, eine konsistente Symmetrisierung der

4Man kann leicht zeigen, daß dies die einzige Möglichkeit ist, einen fünffachen Eigenwert von �̄
��� 	 zu erhalten
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Effektivspannung vorzuschlagen. Darüberhinaus wird ein Bezug zwischen
dem Verzerrungsmaß der Schädigung und dem Schädigungstensor zweiter
Stufe hergestellt. In diesem Zusammenhang werden auch Schädigungstenso-
ren höherer Stufe diskutiert.

Symmetrischer Effektivspannungstensor

MURAKAMI & OHNO (1981) führten den Schädigungstensor zweiter Ord-
nung über die Flächenreduktion ein

ñÆ�̃ � �� �����nÆ�3 (2.2.111)

In der Notation des oben präsentierten Rahmens, in der die ungeschädigte Kon-
figuration die Referenzkonfiguration und die geschädigte Konfiguration die
Zwischenkonfiguration (als Ausgangspunkt der elastischen Deformation) ist,
kann man diese Gleichung durch

�A � �� ������ā (2.2.112)

ausdrücken. Dieselbe Flächentransformation kann mit Hilfe des Schädigungs-
Deformationsgradienten über Nanson’s Formel

�ā � det F� 
 F��(�A (2.2.113)

ausgedrückt werden. Ein Vergleich der Gleichungen (2.2.112) und (2.2.113)
führt auf den Schädigungs-Deformationsgradienten

F� �
.�

det �I ������I �����
T (2.2.114)

bzw. den Schädigungstensor

��� � ��
.

det F�
F�T3 (2.2.115)

Daraus ist nun eindeutig erkennbar, daß der Effektivspannungstensor nach
MURAKAMI & OHNO (1981)

	̃ � 	�� ������� (2.2.116)

in dem hier präsentierten Rahmen dem 1.P-K. entspricht, wenn man kleine ela-
stische Deformationen voraussetzt (F� � �), so daß der Unterschied zwischen
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der Zwischenkonfiguration und der Momentankonfiguration vernachlässigbar
wird.

P � det F� 
 	̄ F��( � 	̄���������� (2.2.117)

wobei 	̄ die Cauchy-Spannung der Zwischenkonfiguration ist (die unter obiger
Annahme der Cauchy-Spannung entspricht). Die naheliegendste Möglichkeit
einen symmetrischen Spannungstensor der ungeschädigten Konfiguration zu
erhalten ist dann der 2.-P.K.

S � F���P �
�

det �� ����� 
 ��������T	���������� (2.2.118)

der auf ähnliche Art von BONGMBA (2001) hergeleitet wurde und bis jetzt kei-
ne Anwendung in klassischen Kontinuums-Schädigungs-Modellen fand. Eine
zweite Möglichkeit ist die Verwendung von 
, dem gewichtetem 2.P.-K.


 � det F��� 
 S �
�

det ������� 
 S � ��������T	�� �������� (2.2.119)

was für einen symmetrischen Tensor ��� der Symmetrisierung nach BETTEN

(1986) entspricht.

Schädigungstensoren vierter und achter Stufe

Als allgemeiner Effektivspannungstensor wurde von CHABOCHE (1978) und
anderen

	̃ � ����� ��� ��� 	 	 (2.2.120)

vorgeschlagen und auf diese Art und Weise der Schädigungstensor vierter Stu-
fe eingeführt. Für die drei verschiedenen Effektivspannungen P, S und
 ergibt
sich hierfür

��� P � ���� det F�
�
F��� � �� � (2.2.121)

��� S � ���� det F�
�
F��� � F��(

�
� (2.2.122)

��� � � ����
�
F��� � F��(

�
3 (2.2.123)

Die Verwendung anderer Schädigungstensoren vierter Stufe führt somit auf Ef-
fektivspannungen, die nicht mehr mit Hilfe einer Abbildung, sondern mittels
einer Projektion in die ungeschädigte Konfiguration transformiert werden. Die
beobachtbare Abbildung F� wäre dann lediglich die räumliche Komponente
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solch einer Projektion. Nach Meinung des Autors erfordert eine Kontinuums-
mechanik, die Projektionen anstelle von Abbildungen benutzt, einen eigenen,
noch zu entwickelnden Rahmen, und ist ohne eine solche Grundlage mathe-
matisch nicht abgesichert. Ähnliches gilt für den von CHABOCHE (1981) vor-
geschlagenen Schädigungstensor achter Stufe, der sogar den geschädigten Ela-
stizitätstensor projiziert.
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3.2.1 Singuläres Feld des abgeknickten Risses . . . . . . . . . . . . . . . 97

3.2.2 Variationsprinzip . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99

3.2.3 Definition der treibenden Kraft . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101

3.2.4 Gleichgewichtsbedingungen des Risses . . . . . . . . . . . . . . . 103

3.2.5 Berechnung der treibenden Kraft . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103

3.3 Simulation der Rißausbreitung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107

3.3.1 2-D Riß in einer unendlichen Scheibe . . . . . . . . . . . . . . . . 107

3.3.2 Rißausbreitungssimulation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108

3.1 Grundlagen der Bruchmechanik

3.1.1 Physikalische Bruchvorgänge

Sowohl elastische, als auch bleibende, d.h. plastische Deformationen, die auf
atomarer und kristalliner Ebene stattfinden, bewahren den Zusammenhalt der

85
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Materie. Bruch zerstört, per definitionem, diesen Zusammenhang durch die
Erzeugung von flächen- oder volumenhaften Diskontinuitäten im Material. Er
wird auf einer Skala beschrieben, die mindestens der Größenordnung von Kri-
stallen entspricht 1. Die hier betrachteten Mikrorisse sollen deshalb eine Größe
in der Ordnung von Mikrometern bis zu hundertstel Millimetern aufweisen.
Makrorisse dagegen sollen in der Größenordnung von Millimetern bis hin zur
Größe des betrachteten Bauteils liegen2. Die zwei Hauptmechanismen des lo-
kalen Bruchs sind der Sprödbruch durch Klaffungen und der duktile Bruch,
der aus lokalisierten großen plastischen Deformationen resultiert.

Sprödbruch

Beim sogenannten Sprödbruch ist der Bruchmechanismus die Trennung von
interatomaren Bindungen, ohne erwähnenswerte plastische Deformation des
gesamten Körpers (s. Abb. 3.1). Diese Bruchart tritt dann ein, wenn an der
Rißspitze genug elastische Energie zur Verfügung steht um die Atomebenen
zu trennen. Dies wird erleichtert durch Gitterfehler, wie z.B. Versetzungen,
oder zufällige geometrische Imperfektionen, die zu Spannungskonzentrationen
führen. Vorherrschend ist der interkristalline Bruch entlang bestimmter kristal-
lographischer Ebenen, z.B. (100) für Eisen. Ein Versetzungsstau an den Korn-
grenzen, der auch ohne signifikante plastische Deformation des Gesamtkörpers
entstehen kann, kann zum sogenannten intergranularen Bruch führen.

Duktiler Bruch

Der duktile Bruch entsteht als Folge einer plastischen Instabilität bei großen
lokalen, plastischen Formänderungen in der Nähe von kristallinen Defekten.
In Abhängigkeit der Defektdichte kann ein Material, welches Anzeichen eines
duktilen Bruchs zeigt, global ein duktiles oder sprödes Verhalten aufweisen.
Möglich ist z.B. die Bildung eines Mikroscherbandes im Kristall (ASARO &
RICE 1977; LE, SCHÜTTE & STUMPF 1998). In diesem wird durch die lokal
konzentrierte plastische Deformation die Defektdichte so groß, daß Material-
trennung, d.h. ein Sprödbruch im Mikroscherband, auftritt (s. Abb. 3.2).

1Eine Ausnahme hiervon stellt evtl. die Beschreibung des Bruchvorgangs eines monokristallinen Pro-
benkörpers dar.

2Diese Größenordnungen stellen natürlich nur Anhaltspunkte dar. Der tatsächliche Übergang, hängt von der
Größe des zu modellierenden Bauteils, von der Diskretisierung und vielem mehr ab.
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Abbildung 3.1: Sprödbruch durch Spaltung in einem schwach legierten Stahl (nach Pineau)

Ermüdungsversagen eines Polykristalls

Der Bruch eines Bauteils unter Betriebsbedingungen beinhaltet gewöhnlich
mehrere verschiedene Mechanismen, die interagieren. Das Versagen durch
Ermüdungsbruch stellt hierbei einen der wichtigsten Mechanismen dar. Beim
Ermüdungsbruch können für die Modellierung mehrere Stadien unterschieden
werden.

Entstehung von Mikrorissen Betrachtet sei ein polykristallines Material unter
periodischer Belastung. Selbst wenn die maximale Last deutlich unter der
Grenze für plastische Verformungen liegt, ist das Material in der Nähe von
Defektstellen durch Spannungsüberhöhungen zyklischen, plastischen Mikro-
deformationen ausgesetzt. Diese Gebiete wiederum blockieren das Wandern
von Versetzungen. Diese dissipativen Mechanismen können zu lokalen Tem-
peraturerhöhungen führen, die zum relaxieren der Mikrospannungen führen.
Je nachdem welcher der beiden Mechanismen im Material gerade der vor-
herrschende ist, führt dies zu einer lokalen Ver- oder Entfestigung des Ma-
terials. Diese Vorgänge können dann auf vielfältige Art, z.B. durch Verset-
zungsanhäufungen an Fehlstellen oder Korngrenzen, durch Mikroscherbänder
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(a) (b)

Abbildung 3.2: (a) Interkristalliner Sprödbruch durch Kriechen in Cr-Mo Stahl (nach Pineau).
(b) Interkristalliner duktiler Bruch in einer Iconel 718 Legierung (nach Pineau)

(s.o.) dazu führen, daß in einem Korn oder entlang der Korngrenze ein Mi-
kroriß entsteht. Diese Mikrorisse haben oft eine Orientierung von �NRÆ zur
Hauptspannung, was der Entstehungsrichtung von Scherbändern in Einkristal-
len entspricht (ASARO & RICE 1977; LE & SCHÜTTE 1998). Dieser Mi-
kroriß wird typischerweise eine Länge haben, die in der Größenordnung eines
Korns des Polykristalls liegt.

Wachstum von Mikrorissen Die wichtigste Phase des Versagens durch
Ermüdung bildet die Ausbreitung der Mikrorisse (s. Abb. 3.3). Diese Pha-
se beinhaltet das Wachstum der Mikrorisse von der Länge der Korngröße bis
zu einer Länge, die auf der Makroebene modelliert werden muß. Die Risse
werden ihre Ausbreitungsrichtung gemäß der sich ändernden Spannungen und
Dehnungen anpassen. Beobachtet wird, daß diese schließlich in einer Rich-
tung senkrecht zur größten Hauptzugspannung wachsen. Ab einer bestimmten
Länge wird der Mikroriß bei einer gegebenen Beanspruchung instabil und
wächst explosionsartig. Spätestens dies stellt den Übergang zum Makroriß dar.

Wachstum von Makrorissen Das Wachstum eines Makrorisses basiert auf dem-
selben Mechanismus wie die Mikrorißausbreitung. Die Spannungskonzentra-
tion an der Rißspitze führt zu lokalisierten plastischen Deformationen die
schließlich zu einer Materialtrennung an der Rißfront führen. Durch zyklische
Belastungen unterhalb der kritischen Last des Risses breitet sich dieser stabil
aus. Bei einer kritischen Länge bzw. Last wird auch dieser Riß instabil und
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(a) (b)

Abbildung 3.3: Schwingstreifen (nach Pineau): (a) in rostfreiem austenitischem Stahl; (b) in
einer Iconel 718 Legierung

zerteilt das Bauteil in zwei oder mehr Teile.

3.1.2 Rißnahfeld der linear-elastischen Bruchmechanik

Wichtige Grundlage für die Untersuchung des Verhaltens des Risses ist die
Kenntnis der Verformungs- und Spannungsfelder in der direkten Umgebung
der Rißspitze. Um diese zu ermitteln, betrachtete WILLIAMS (1957) das
asymptotische Feld eines zweidimensionalen Risses in einer unendlichen Plat-
te (s. Abb. 3.4). Die Ermittlung des asymptotischen Feldes erfolgt mit Hilfe
der Airy’schen Spannungsfunktion � (in Zylinderkoordinaten) für den ebenen
Dehnungszustand:

*�� �
.

�
��� 


.

��
��55� (3.1.1)

*55 � �����

*�5 �
.

��
��5 �
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�
���5�

*;; � '�*�� 
 *55�3

Das Komma vor einem Index bedeutet die partielle Ableitung bezüglich dieses
Index. �� F bezeichnen lokale Polarkoordinaten mit Ursprung in der Rißspit-
ze. Die x-Achse fällt mit den Rißufern zusammen. Die Kompatibilitätsbedin-
gungen, das Hooke’sche Gesetz und die Gleichgewichtsbedingungen werden
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�
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Abbildung 3.4: Riß in unendlicher Platte

erfüllt, wenn

SS� � � (3.1.2)

gilt. Die Spannungsfunktion wird in folgender Form angenommen:

� � ����,�T� � �8��,�T�� � B �3 (3.1.3)

Die Bedingung � B � sorgt für beschränkte Verschiebungen für � � �. Glei-
chung (3.1.2) führt dann auf

� � �8��
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Die Randbedingungen für spannungsfreie Rißufer lauten

*�5��M� � *55��M� � � (3.1.5)

und führen auf das folgende Gleichungssystem für die vier Koeffizienten
�
��	
��(� �� cos() ��(� �� cos() �(� �� sin() �(� �� sin()
��(� �� cos() ��(� �� cos() ��( � �� sin() ��(� �� sin()
�(� �� sin() �(� �� sin() �(� �� cos() �(� �� cos()
��(� �� sin() ��(� �� sin() �(� �� cos() �(� �� cos()



���

�
��	
��

��

��

��



��� �

�
��	
�

�

�

�



��� �
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Nichttriviale Lösungen ergeben sich durch die Bedingung, daß die Determi-
nante der Koeffizientenmatrix verschwinden muß:

�N �9 ����8� �9 �.
 ��
� sin�2 M ��� � �3 (3.1.7)
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Diese Gleichung hat als zulässige Lösungen

� � 4D2� 4 � .� 2� �3333 (3.1.8)

Das Resultat � � �
�

ergibt singuläre Spannungen in der Rißspitze und domi-
niert somit das Rißnahfeld. Setzt man diese Lösung in die Koeffizientenmatrix
ein, kann man zwei Konstanten eliminieren. Das asymptotische Spannungs-
und Verschiebungsfeld ergibt sich dann zu

J� �
��

&

�
�

2M
cos
F

2

�
. � 2'
 sin�

F

2

�
(3.1.9)



���

&

�
�

2M
sin
F

2

�
2� 2'
 cos�

F

2

�

U�

�
���

J< �
��

&

�
�

2M
sin
F

2

�
2� 2'
 cos�

F

2

�
(3.1.10)



���

&

�
�

2M
cos
F

2

�
.� 2'
 sin�

F

2

�

U�

�
���

*�� �
���
2M�

cos
F

2

�
.� sin

F

2
sin
�

2
F

�
(3.1.11)



����
2M�

sin
F

2

�
.� sin

F

2
sin
�

2
F

�

U�.��

*<< �
���
2M�

cos
F

2

�
.
 sin

F

2
sin
�

2
F

�
(3.1.12)



����
2M�

sin
F

2
cos
F

2
cos
�

2
F
U�.D

�
���

*�< �
���
2M�

sin
F

2
cos
F

2
cos
�

2
F (3.1.13)



����
2M�

cos
F

2

�
.� sin

F

2
sin
�

2
F

�

U�.D

�
��3

Der Faktor
�
2M wird aus historischen Gründen eingeführt. Die Koeffizien-

ten �� und ���, die die Stärke des singulären Spannungsfeldes bestimmen,
heißen Spannungsintensitätsfaktoren (IRWIN 1957). Eine Untersuchung der
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Modus I Modus II Modus III
(mit ���) (mit ���) (mit ���)

Abbildung 3.5: Die drei Rißmodi mit ihren charakteristischen Spannungsverteilungen

Verschiebung der Rißufer an der Rißspitze zeigt, daß für �� �� �� ��� � � ein
symmetrischer Modus mit einer Rißöffnung in Form einer Parabel vorliegt. Für
�� � �� ��� �� � liegt ein Modus vor, der die Rißufer gegeneinander verschiebt,
d.h. Schub in der Ebene. Es gibt noch einen dritten Modus, durch Schub gegen
die Rißebene, für den der Spannungsintensitätsfaktor (SIF) ���� verantwortlich
ist.
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Entsprechend den SIFen, die für die einzelnen Modi verantwortlich sind, nennt
man diese Mode I, Mode II bzw. Mode III; diese sind in Abbildung 3.5 dar-
gestellt. In einem realen Material können die Spannungen natürlich nicht un-
endlich groß werden. Selbst bei sehr spröden Materialien, wie Glas, treten an
der Rißspitze plastische Zonen von einigen Mikrometern auf. Wenn die pla-
stische Zone allerdings klein ist gegenüber der Zone, die vom Rißnahfeld do-
miniert wird, behält die linear-elastische Lösung trotzdem ihre Gültigkeit (s.
RICE (1974)).
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3.1.3 Rißausbreitungskriterien

Innerhalb des oben dargestellten lokalen Konzeptes wird Rißwachstum dann
erwartet, wenn z.B. für Mode I der SIF �� einen kritischen Wert ��� über-
schreitet.

�� H ��� � Riß im Gleichgewicht (3.1.17)

�� � ��� � instabiles Rißwachstum

Für ebene Verzerrungszustände ist ��� ein Materialkennwert, für ebene Span-
nungszustände hängt ��� von der Probendicke ab.

Eine weitere Betrachtungsweise bietet die Energie eines Körpers mit ei-
nem Riß. Die Grundlagen hierfür gehen auf GRIFFITH (1920) zurück. Dieser
betrachtete die Energiefreisetzung eines Körpers mit einem wachsenden Riß.
GRIFFITH (1920) stellte fest, daß Rißwachstum möglich ist, wenn die ela-
stische Energie, die durch das Rißwachstum frei wird, ausreicht, um den ge-
samten Energiebedarf für das Rißwachstum zur Verfügung zu stellen. Für eine
Platte mit Riß, die erst belastet wird, deren Enden dann fixiert werden und in
der anschließend der Riß um �
 wächst, ergibt sich

� �
d 
d


�
dKRiß

d

� �3 (3.1.18)

W ist hierbei die elastische Energie des Körpers, KRiß die Energie, die für das
Rißwachstum benötigt wird. G wird Energiefreisetzungsrate oder auch treiben-
de Kraft für das Rißwachstum genannt. Die Energie, die beim Rißwachstum
verbraucht wird, ist �, der Rißwiderstand. Die Energiegleichung (3.1.18) im-
pliziert dann, daß � mindestens so groß sein muß wie �, damit Rißwachstum
möglich ist. Wenn � eine Konstante ist, bedeutet das, daß � für Rißwachstum
einen kritischen Wert�� überschreiten muß. Für einen innenliegenden Riß der
Länge 2
 in einer unendlichen Scheibe unter Zugspannungen *� kann ein
direkter Zusammenhang beider Kriterien ermittelt werden. Für diese Problem-
stellung gilt ((WESTERGAARD 1939; IRWIN 1957))

�� � *�
�
M
 (3.1.19)

und

� � 2
M
 *�

�

�. � '���
3 (3.1.20)
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Abbildung 3.6: J-Integral auf der Kontur *

Offensichtlich sind also das lokale SIF-Kriterium und das globale Kriterium
der Energie miteinander verknüpft. Die Energiefreisetzungsrate einer Rißspit-
ze ist gerade die Hälfte des Ausdrucks in (3.1.20), so daß man für den ebenen
Verzerrungszustand findet

� �
���

�. � '���
3 (3.1.21)

Diese Beziehung, auch IRWIN’s Formel genannt, gilt auch, wenn die Enden
nicht fixiert werden, dann erhöht sich allerdings die elastische Energie der
Scheibe und der Energiezufluß zur Rißspitze enthält einen Anteil aus der Ar-
beit der “toten” Last

� �
d

d

��Last � � 3 (3.1.22)

� hat die Einheit einer Energie pro Flächeneinheit bzw. einer Kraft pro
Rißlänge, weshalb� auch als treibende Kraft für das Rißwachstum bezeichnet
wird. RICE (1968B) hat gezeigt, daß diese treibende Kraft durch das wegun-
abhängige J-Integral berechnet werden kann

� �

�
=

�:dV� � 
 	 
 u���<� � (3.1.23)

mit : der Verzerrungsenergiedichte pro Volumeneinheit und � der äußeren
Normalen, der die Rißspitze umschließenden Kontur (s. Abb.(3.6)).
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Für ein ideal sprödes Material kann die Energie für das Rißwachstum auf
die Oberflächenenergie der Rißoberflächen beschränkt werden

KRiß � 2"
 � � �
dKRiß

d

� 2"3 (3.1.24)

In vielen realen Materialien wird sich, wie bereits oben erwähnt, durch die
Spannungsüberhöhung an der Rißspitze eine plastische Zone ausbilden. Bei
der Rißausbreitung wird dann Energie für die Ausbildung der neuen plasti-
schen Zone benötigt. Wenn die Energie, die hierfür benötigt wird, proportional
der Rißverlängerung bleibt, d.h. weiterhin � � dKRißDd
 gilt, behält der obige
Ansatz für den Rißwiderstand weiterhin seine Gültigkeit.

Die obige Darstellung der Energieverhältnisse beim Rißwachstum und
des Verhaltens eines Körpers mit einem Riß basieren auf der Annahme der
selbstähnlichen Rißausbreitung. Diese Betrachtung schließt also zunächst Ris-
se unter gemischten Modus I/II Belastungen aus. Durch die Schubbelastung
des Modus II könnten die Risse jedoch bei der Ausbreitung abknicken. Des-
weiteren findet die Verknüpfung des lokalen Feldes mit der globalen Ener-
giebetrachtung erst beim Aufstellen des Ausbreitungskriteriums statt. Um ei-
ne allgemeine Lösung des Problems eines Körpers mit einem Riß zu finden,
haben sich variationelle Formulierungen als vorteilhaft erwiesen (LE 1989;
LE 1990; STUMPF & LE 1990; LE & SCHÜTTE 1998; LE, SCHÜTTE &
STUMPF 1999). Diese ermöglichen ein besseres Verständnis der Rißausbrei-
tung und sind darüberhinaus auch auf nichtlinear-elastische Materialien bei
großen Formänderungen anwendbar. Viele Wissenschaftler haben sich seit-
dem mit der tiefgreifenden Analogie zwischen Energiefreisetzungsrate einer-
seits und treibender Kraft auf die Rißspitze andererseits beschäftigt (MAU-
GIN 1993; MAUGIN 1995; GURTIN & PODIO-GUIDUGLI 1996; GURTIN &
PODIO-GUIDUGLI 1998).

In jüngeren Arbeiten wurde speziell die linear-elastische Lösung näher un-
tersucht (LE & SCHÜTTE 1998; LE, SCHÜTTE & STUMPF 1999). Die trei-
bende Kraft bzw. das Rißausbreitungskriterium werden in diesen Arbeiten kon-
sistent aus dem Variationsproblem eines Körpers mit einem Riß hergeleitet und
ergeben die Erweiterung der Griffith’schen Energiefreisetzungsrate auf dreidi-
mensionale Probleme mit abknickenden Rissen. Dies unterscheidet dieses Kri-
terium wesentlich von anderen Rißausbreitungskriterien für mixed-mode Bela-
stungen, die weitgehend auf ad-hoc Annahmen basieren. Man kann Kriterien
unterscheiden, die auf der Annahme basieren, die maximale Tangentialspan-
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nung wäre verantwortlich für die Rißausbreitung (ERDOGAN & SIH 1963;
WILLIAMS & EWING 1972; FINNIE & SAITH 1973), von denen die maxi-
male Hauptdehnung als ausschlaggebend betrachten, z.B. FISCHER (1984).
SIH (1974) stellte ein Kriterium vor, daß auf der Annahme basiert, der Riß
breite sich in die Richtung aus, in der die Dehnungsenergiedichte minimal ist.
Auf Energiedichten basierende Kriterien findet man auch bei RADAJ & HEIB

(1977) und DE S. JAYATILAKA, JENKINS & PRASAD (1977). Das Haupt-
problem dieser Kriterien besteht darin, daß sie nicht auf der konsequenten,
mechanischen Analyse eines Körpers mit einem Riß beruhen, und somit ei-
ne gewisse Beliebigkeit aufweisen. Die Evolution der Makrorisse in Abschnitt
(3.3) und insbesondere der Mikrorisse in Kapitel 4 soll aus diesen Gründen mit
Hilfe des Kriteriums aus LE & SCHÜTTE (1998) geschehen. Deshalb sei die
Herleitung dieses Kriteriums im Folgenden wiedergegeben.

3.2 Variationsprinzip der Bruchmechanik

Um die treibende Kraft auf den Riß zu bestimmen, muß der Energiezustand
des Körper vor und nach der Rißausbreitung verglichen werden. Für kleine
Rißverlängerungen hängt der Energiezustand stark von den singulären Span-
nungsfeldern und den Dehnungsfeldern in der Nähe der Rißspitze ab. BILBY

& CARDEW (1975) haben gezeigt, daß die Spannungsintensitätsfaktoren (SI-
Fen) nach dem Abknicken, für eine gegen Null laufende Zusatzrißlänge, nicht
die SIFen vor dem Knicken ergeben (vgl. auch WU (1978A),WU (1978C),
AMESTOY & LEBLOND (1992) und LEBLOND (1993)). Es stellt sich heraus,
daß die Grenz-SIFen Funktionen der SIFen vor der Rißausbreitung und des
Knickwinkels sind. Diese Tatsache ist die Hauptschwierigkeit bei der Bestim-
mung der treibenden Kraft auf abknickende Risse.

In PALANISWAMY & KNAUSS (1978) wird die Berechnung der Ener-
giedifferenz durch numerische Methoden vorgeschlagen. HUSSAIN, PU &
UNDERWOOD (1974) waren die Ersten, die für den zweidimensionalen Fall
Irwin’s Formel angaben und hierbei die SIFen durch diejenigen nach dem
Abknicken ersetzten (siehe auch WU (1978B),GUPTA (1976), HAYASHI

& NEMAT-NASSER (1981) und ICHIKAWA & TANAKA (1982)). MAUGIN

(1993) hat das Abknicken des Risses vernachlässigt, während GURTIN &
PODIO-GUIDUGLI (1998) die Abhängigkeit der treibenden Kraft vom Knick-
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winkel nicht berücksichtigten.

Die Resultate von WU (1978A) und LEBLOND (1993) werden in Kombi-
nation mit der Variationstechnik von LE (1989) benutzt, um Irwin’s Formel
für den dreidimensionalen Fall herzuleiten, die die SIFen der drei Rißmodi am
abgeknickten Riß enthält. Daß Rißausbreitungskriterium sagt dann aus, daß der
Körper mit dem Riß sich im Gleichgewicht befinden wird, solange die maxi-
male Größe der treibende Kraft kleiner oder gleich der Oberflächenenergie 2",
bzw. dem Rißwiderstand (siehe oben) ist. Die Richtung der treibenden Kraft
fällt beim sich ausbreitenden Riß zusammen mit der Richtung, in die diese
ihren Maximalwert annimmt.

3.2.1 Singuläres Feld des abgeknickten Risses

Betrachtet sei ein dreidimensionaler Körper, der den Bereich �� � �
�̄ des
dreidimensionalen Euklidischen Raumes einnimmt, mit dem äußeren Rand @�
und dem inneren Rand �̄ � � � @� . Die Fläche � beschreibt die Rißfläche in
der Ausgangskonfiguration. Der Körper wird belastet, so daß er das Verschie-
bungsfeld J	�0�� (0�� 0�� 0� sind Kartesische Koordinaten) mit den zugehöri-
gen Spannungen *	��0>� aufweist. Die Indizes =� >� W� 3 3 3 durchlaufen 1,2,3,
und für wiederholte Indizes gilt die Summationsvereinbarung. Die herrschen-
den Gleichungen sind die Gleichgewichtsbedingungen (ohne Volumenkräfte)

*	��� � �� (3.2.1)

und das Hooke’sche Gesetz

*	� � �J>�>Æ	� 
 &�J	�� 
 J��	�3 (3.2.2)

Die Randbedingungen auf dem äußeren Rand @� sind

J	 � � auf @�?� (3.2.3)

*	�4� � �	 auf @��� (3.2.4)

mit @�? und @�� disjunkten Teilen von @�, wobei J	 die Verschiebungen, �	
die aufgebrachten Lasten und4	 die Komponenten der äußeren Normalen sind.
Es werden nur solche Belastungsbedingungen betrachtet, die spannungsfreie
Rißufer garantieren. Dann sind die Randbedingungen auf den Rißufern

*�	�4� � � auf @�3 (3.2.5)
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Abbildung 3.7: Der Anfangsriß mit dem lokalen Koordinatensystem

Die Indizes 
�� bezeichnen die Grenzwerte von Größen auf beiden Seiten
von � , 4	 ist die Normale in Richtung 
. Die singulären Spannungs- und Deh-
nungsfelder (3.1.11)-(3.1.16) können vereinfacht durch

*	� � ����
����	��F��
2M�


U�.�� J	 � ����

�
�

2M
����	�F� 
U��� (3.2.6)

angegeben werden. �� F bezeichnen, wie oben, lokale Polarkoordinaten mit Ur-
sprung in der Rißspitze, in der Ebene senkrecht zur Rißfront (s. Abb. 3.7), und
die griechischen Indizes laufen über die drei Modi �� ��� ���. Die Bruchfläche
wächst auf die neue Fläche �@ an, die mit Ausnahme von Punkten auf @�
glatt sein soll (s. Abb. 3.8). Im dreidimensionalen Fall muß diese Annahme
nicht gültig sein; die Bildung von Kanten in der Rißfront, die eigene Singu-
laritäten aufweisen können, wird dadurch aber von den hier angestellten Be-
trachtungen ausgeschlossen. Es wird angenommen, daß sowohl Glg. (3.2.1)-
(3.2.4) als auch die spannungsfreien Randbedingungen auf �@ erfüllt sind. Die
Spannungs-Dehnungs-Felder in der Nähe der neugebildeten Rißfront @�@ sind
gegeben durch

*�	��� � �
�
���

����	����F
���

2M��

U�.�� (3.2.7)

J�	� � �
�
���

�
��

2M
����	��F

�� 
U����� (3.2.8)
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Abbildung 3.8: Gewachsener Riß mit dem verschobenen und gedrehten Koordinatensystem

mit ��� F� Polarkoordinaten im gedrehten und verschobenen Koordinatensystem
(s. Abb. 3.8). Die gestrichenen Größen sind bezogen auf dieses Koordinaten-
system. Der Radius des Bereiches für den Glg. (3.2.8) Gültigkeit hat, ist von
der Größenordnung X und schrumpft zusammen mit X gegen Null. Die Span-
nungsintensitätsfaktoren tendieren aber für X� � nicht zu denen vor dem Riß-
fortschritt (BILBY & CARDEW 1975; WU 1978A; WU 1978C; AMESTOY &
LEBLOND 1992; LEBLOND 1993). Die Grenzwerte von ����� für X� � wer-
den mit ��

��� bezeichnet. Sie lassen sich durch

��
��� � ������������ (3.2.9)

ausdrücken, mit ��������, der Matrix der Knickwinkelfunktionen. Die �����
sind universelle Funktionen des Knickwinkels � (LEBLOND 1993), d.h. die
Funktionen hängen nicht von der konkreten Geometrie des Körpers mit Riß
bzw. der Art der Lastaufbringung ab.

3.2.2 Variationsprinzip

Mit I � � sei eine virtuell erweiterte Bruchfläche bezeichnet, für die �A �

�
Ī gilt. Mit �����A��� soll der Sobolev-Raum aller quadratisch integrierba-
rer Verschiebungsfelder auf �A mit verschwindenden Verschiebungen auf @�?
bezeichnet werden. Durch die fehlende Glattheit der Region �A erlaubt die Be-
dingung der quadratischen Integrierbarkeit singuläre Deformationsgradienten
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in Punkten auf @I. Betrachtet sei die Menge �A, definiert durch

�A � �w � w � �����A���� �:�
	 �:

�
	 �4	 � �� 0	 � I�3

Die Bedingung �:�
	 � :

�
	 �4	 � � sorgt dafür, daß keine Durchdringung der

Rißufer stattfindet. Die Menge aller zulässigen Konfigurationen wird durch

� �
�
A	�

�A3

definiert. Für ein beliebiges Verschiebungsfeld w � �A wird dann das Funktio-
nal der Gesamtenergie wie folgt

��w� �
�
��

 �!	��:	�����

�
$��

�	:	 �



�
A

2"�
 (3.2.10)

definiert, mit

 �!	�� � �.D2��!�		 
 &!	�!	�� (3.2.11)

der elastische Energiedichte und

!	� � �.D2��:	�� 
:��	�� (3.2.12)

dem Dehnungsfeld. Das zweite Integral in (3.2.10) entspricht der Arbeit der
äußeren Lasten �	. Das dritte Integral kann als die Energie des Risses interpre-
tiert werden (vgl. Glg.(3.1.24)).

Betrachtet sei die einparametrige Familie der zulässigen Verschiebungen
w�X� � � mit den Sprungflächen �@, die die folgenden Bedingungen erfüllen

�@� � �@ � � für X� B X B �� �@ � � wenn X� �3
Die Variation des Energiefunktionals (3.2.10) kann man wie folgt definieren:

Æ� �
d
dX
��w�X��

����
@��

3 (3.2.13)

Das Variationsprinzip der Bruchmechanik besagt: Ein Körper mit einem Riß
kann sich nur dann im Gleichgewicht befinden, wenn die Variation seines Ener-
giefunktionals Æ� nicht-negativ wird für alle Familien von zulässigen Verschie-
bungsfeldern (LE 1989; LE 1990; LE, SCHÜTTE & STUMPF 1999).

Æ� � �� � w�X� � �3 (3.2.14)
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Abbildung 3.9: Parametrisierung und Integrationsbereich

3.2.3 Definition der treibenden Kraft

Um die Konsequenzen aus (3.2.14) herzuleiten, muß die Variation (3.2.13) be-
rechnet werden. Die Schwierigkeit liegt hierbei in den veränderlichen Integra-
tionsvolumina ��� bzw. Integrationsoberflächen �@. Um diese Bereiche und
Flächen zu fixieren, wird eine Familie von Parametrisierungen V	�0	� X� ein-
geführt (LE 1989), die �� in ��� transformieren, und � in �@. Diese erfüllen
die Bedingungen

V	�0	� X� � 0	� wenn X � � oder 0	 � @�3
Eine geschlossene Kurve, die durch die Abbildung V	�0	� X� in die anfängli-
che Rißfront @� transformiert wird, wird mit Y@ bezeichnet. Weil ein Knicken
des Risses in @� zugelassen wird, können die Funktionen V	�0	� X� ihre Glatt-
heit auf Punkten von Y@ verlieren. Wenn man diese Parametrisierung als eine
Art Variablenwechsel benutzt, kann (3.2.13) berechnet werden. Die Variation
der freien Energiedichte ergibt sich zu (LE 1989; LE, SCHÜTTE & STUMPF

1999)

Æ

�
���

 �!	��w�X���� � lim
@��

�
��

�*�	�Æ:	�� 
 &
�
	�ÆV	�����3 (3.2.15)

Hierbei ist

&�	� � �*��>J
�
>�	 
 

�Æ	� (3.2.16)

der Eshelby-Tensor der linearen Elastizitätstheorie (ESHELBY 1951). Weil das
Spannungsfeld *�	� und der Verschiebungsgradient J�	�� auf @� und auf der Kon-
tur Y@ singulär sind, wird der Integrationsbereich �� durch �' mit � � XD2
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Abbildung 3.10: Der Riß mit dem lokalen Koordinatensystem

ersetzt (s. Abb. 3.9). Nach Anwendung des Gauss’schen Integralsatzes und
Grenzübergang X� � ergibt sich

Æ

�
���

 �!	���� �

�
��

��*	���Æ:	�&	���ÆV	���


�
�

���*�	�Æ:
�
	 
*

�
	�Æ:

�
	 �4�


 ��&�	� 
 &
�
	��4�ÆV	��



�
$��

*	�Æ:	4� �
� lim
@��

�
$�

��	ÆV	 �<3 (3.2.17)

Hier bezeichnet �< das Längenelement, und ��	 entspricht dem �-Integral

��	��� �

�
=

&�	�G��< �

�
=

��*�>�J
�
>�	G� 
 

�G	��<� (3.2.18)

mit � der Kontur mit Radius � � XD2, die den Punkt auf @� umläuft und G	 der
Einheitsnormalen auf �. Anzumerken ist, daß die Integrale auf Konturen, die
Punkte von Y@ einschließen verschwinden, wenn X � �, weil das Spannungs-
feld bzw. das Verschiebungsgradientenfeld in deren Umgebung eine Ecken-
Singularität aufweist, die schwächer ist, als die Quadratwurzel-Singularität der
Rißspitze. Gemäß Gleichung (3.2.17) können die �	��� � ��	��� als die Kom-
ponenten der treibenden Kraft auf die Rißspitze interpretiert werden, so daß
der letzte Ausdruck in (3.2.17) der Arbeit der treibenden Kraft bei virtueller
Rißausbreitung ÆV	 entspricht. Aus (3.2.8), (3.2.9) und (3.2.18) ist ersichtlich,
daß die treibende Kraft vom Knickwinkel � abhängt.
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3.2.4 Gleichgewichtsbedingungen des Risses

Die Variation der anderen Terme in (3.2.10) kann leicht berechnet werden (LE

1989). Die Gleichungen (3.2.1)-(3.2.5), die auch für Körper ohne Riß gelten,
kann man damit aus dem Variationsprinzip (3.2.14) gewinnen. Wenn man diese
in Gleichung (3.2.14) einführt, reduziert sich diese zu

Æ� �

�
$�

�2"'	 � �	�ÆV	 �< � �� (3.2.19)

mit '	 der Einheitsnormalen auf @� , die in Richtung der transversalen Rißaus-
breitung zeigt (s. Abb. 3.11). Weil das Funktional (3.2.10) invariant in Bezug
auf die Parametrisierungen V	�0	� ist, kann gezeigt werden, daß

�	+	 � �� (3.2.20)

wobei +	 den Tangentialvektor an die Kurve @� bezeichnet. Gemäß der varia-
tionellen Ungleichung (3.2.19) kann der Körper mit dem Riß � sich nur dann
im stabilen Gleichgewicht befinden, wenn

�� � max
#

��	� � 2"� (3.2.21)

weil ÆV	'	 � �. Dies bedeutet: Der Riß wird sich solange im Gleichgewicht
befinden, wie die maximale Größe der treibenden Kraft ��	�, d.h. die Energie-
freisetzungsrate��, kleiner oder gleich der doppelten Energiedichte 2" ist. Die
Ausbreitungsrichtung ergibt sich aus (3.2.21).

Somit ist gezeigt, daß man dieses Prinzip der maximalen Energiefreiset-
zungsrate aus dem Variationsprinzip (3.2.14) herleiten kann. Anzumerken ist,
daß im dreidimensionalen Fall, daß Kriterium (3.2.21) lokalen Charakter hat,
und somit an jedem Punkt der Rißfront zu überprüfen ist.

3.2.5 Berechnung der treibenden Kraft

Das �-Integral wird nun auf das lokale, verschobene und gedrehte Koordinaten-
system 0�	 bezogen, dessen Achsen mit den Vektoren '	� #	� +	 zusammenfallen.
Hierbei ist #	 senkrecht zu '	 und +	 (s. Abb. 3.11). In diesem Koordinatensy-
stem ist die Größe der treibenden Kraft gegeben durch

��	� � lim
@��
���� � lim

@��

�
=

��*�>���J
�
>����G�� 
 

�G����<3 (3.2.22)
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Abbildung 3.11: Das Dreibein �"�"�

Durch Einsetzen der bekannten Funktionen ����	����F�� und ����	��F�� in die Glei-
chungen (3.2.6) und (3.2.8) erhält man die treibende Kraft zu

��	� �
.� '�

�
����

��
� 
 ���

���
� 


.

.� '
���

����
��3 (3.2.23)

Mit Hilfe der Gleichung (3.2.9) wird nun die maximale Größe der treibenden
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Abbildung 3.12: Die 3-D Bruchgrenzfläche

Kraft und deren Richtung �max bestimmt, wobei die folgenden Ausdrücke für
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Abbildung 3.13: Bruchgrenzflächen für 0��� � const
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mit� � �DM (vgl. AMESTOY & LEBLOND (1992), Glg. (66) und LEBLOND

(1993), Glg. (9)). In Abbildung 3.12 wird die dreidimensionale Bruchgrenz-
fläche nach Gleichung (3.2.23) dargestellt. Abbildung 3.13 zeigt verschiedene
Bruchgrenzkurven für ���� � const. Die Bruchgrenzkurve ���� � � findet
gute Übereinstimmung mit den Resultaten von PALANISWAMY & KNAUSS

(1978). Schließlich zeigt Abbildung 3.14 die Knickwinkel �max, für die die
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Abbildung 3.14: �max als Funktion von (� und (�

maximale Energiefreisetzungsrate erreicht wird, in Abhängigkeit der mixed-
mode-Parameter

�� �
�����

�� 
 �����
� �� �

������

�����
 ������
� (3.2.29)

wobei die Absolutwerte genommen werden, um den Wertebereich der Parame-
ter auf ��� �� � ��� .� zu beschränken.
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3.3 Simulation der Rißausbreitung

Um die Möglichkeiten der oben dargestellten Gleichungen für die Rißausbrei-
tung zu demonstrieren, werden in diesem Abschnitt die obigen Gleichungen
auf den Fall eines zweidimensionalen Risses in einer Scheibe angewandt. Die
Ergebnisse einer darauf basierenden numerischen Simulation der Rißausbrei-
tung dienen auch als Grundlage für das im nächsten Kapitel hergeleitete Evo-
lutionsgesetz der Schädigung.

3.3.1 2-D Riß in einer unendlichen Scheibe

Beim zweidimensionalen Problem einer Scheibe mit innenliegendem Riß hat
man nur noch die Modi I und II vorliegen. Dementsprechend wird nur ein
mixed-mode-Parameter

� �
�����

��
 �����
(3.3.1)

benötigt. Gleichung (3.2.23) vereinfacht sich dann zu

��	� �
.� '�

�
����

� �
� 
 ���

���
��3 (3.3.2)

Die für die Richtung der maximalen Energiefreisetzungsrate

�� � max
#

��	� � 2"� (3.3.3)

maßgebenden Maxima max# ��	� können mit Hilfe der Funktionen
���� ���� ���� ��� leicht numerisch bestimmen werden. Der resultierende Graph
des Knickwinkels in Abhängigkeit vom mixed-mode-Parameter ist in Abbil-
dung 3.15 zu sehen und fällt zusammen mit der Kurve �� � � in Abbildung
3.14.
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Abbildung 3.15: Knickwinkel �max in Abhängigkeit von (

3.3.2 Rißausbreitungssimulation

Durch eine Kurvenanpassung kann der Graph aus Abbildung 3.15 mit einem
relativen Fehler kleiner 2% durch folgende Funktion repräsentiert werden:

���� � sgn�����
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� sin��
��� � 
9 tanh�
2


9
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�
(3.3.4)


� � �3P�O		��	Q2.	R.QR (3.3.5)


� � �3�OPP2RN�.OR.QPON


� � �3O.PN�O	���P�P	Q	


9 � .�3.RQPQONQRP�NP�P

Untersucht wurde das Rißausbreitungsverhalten eines Risses unter einachsiger
Zuglast von der Anfangslänge 2
 � .�� , der sich bis zu einer Gesamtlänge
von 2
 � N�� ausbreitet. Der Riß wurde um �� � �Æ� ��Æ und 	�Æ gegenüber
der Senkrechten zur Lastachse angestellt, so daß der anfängliche Anteil des
Mode II zunahm. Mit Hilfe des Standard Finite-Elemente Programmes AN-
SYS wurden die Spannungs- und Verschiebungsfelder des Problems berechnet
und daraus über die Spannungsintensitätsfaktoren der mixed-mode-Parameter.
Gleichung (3.3.4) lieferte die jeweils nächste Ausbreitungsrichtung. Simuliert
wurden Schrittweiten von N%� Q% und .	% der anfänglichen Rißlänge. Abbil-
dung 3.16 zeigt einen typischen Schritt der Finite Elemente Berechnung.
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Die Abbildung 3.17 zeigt das Rißausbreitungsverhalten für die verschiede-
nen Schrittweiten. Die Schwankungsbreite durch numerische Ungenauigkeiten
kann gut aus der Kurve �� � �Æ abgelesen werden, die als analytische Lösung
eine gerade Linie senkrecht zur Zugachse hat. Bei beiden mixed-mode Rissen
steht jeweils zu Beginn der Ausbreitung ein relativ scharfer Knick, der die Riß-
ausbreitungsrichtung unter die Orthogonale zur Lastachse führt, der sich beide
Risse im weiteren Verlauf der Ausbreitung dann asymptotisch annähern. Das
Ausbreitungsverhalten ist so gut wie gar nicht von der gewählten Schrittlänge
abhängig, so daß die jeweiligen Graphen fast nicht zu unterscheiden sind. Die
Tendenz des Risses sich unter Mode I auszubreiten, bestätigen auch die Gra-
phen des mixed-mode-Parameters �, der sich in wenigen Schritten � � � nähert
(s. Abb. 3.18). Der Parameter � zeigt allerdings eine leichte Abhängigkeit von
der Schrittweite. Je kürzer diese ist, umso schneller kann sich � dem Null-
wert annähern. Dies gilt äquivalent auch für den Knickwinkel (s. Abb. 3.19).
Der “effektive” Winkel �eff ist nicht physikalisch motiviert und ist einfach der
Winkel, den die Verbindung der beiden Rißspitzen mit der Senkrechten zur
Lastachse bildet. Dieser “effektive” Winkel zeigt noch einmal die Drehung
des Risses auf, die ihn asymptotisch orthogonal zur Lastachse ausrichtet; diese
Drehung wiederum ist nicht abhängig von der Schrittweite (s. Abb. 3.20).
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Abbildung 3.16: FEM-Diskretisierung der Rißausbreitungssimulation (mit v. Mises-
Spannungen). Oben: Gesamtproblem. Unten: Detailansicht des abgeknickten Risses
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Abbildung 3.17: Rißausbreitungskurven für 1� � �Æ" ,�Æ und 2�Æ bei verschiedenen Schritt-
weiten
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4.3.2 Äquivalenz zu Paris’ law . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 132
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In diesem Kapitel sollen die Gleichungen der Rißausbreitung, wie sie in
Kapitel 3 dargestellt werden, als Grundlage der mikromechanischen Betrach-
tungen dienen. Aus diesen mikromechanischen Betrachtungen werden dann
mittels einer geeigneten Homogenisierungsvorschrift das Dissipationspoten-
tial der Schädigung und das Schädigungs-Evolutionsgesetz abgeleitet. Hier-
zu werden zunächst verschiedene Homogenisierungsansätze für Körper mit
Rissen, vor allem basierend auf Untersuchungen von KACHANOV, diskutiert
(KACHANOV 1992; KACHANOV 1993; MAUGE & KACHANOV 1994). An-
schließend wird ein eigener Homogenisierungsansatz präsentiert, der über die
Äquivalenz der Mikro- und Makrodissipation die thermodynamische Konsis-
tenz der Homogenisierung sichert.

4.1 Mikromechanik der Rißausbreitung

Aus Gründen der Einfachheit soll hier nur ein Schädigungsgesetz für ebe-
ne Probleme hergeleitet werden. Dies hat den Vorteil, daß diesem Schädi-
gungsgesetz nur die wesentlich einfacheren Gleichungen der zweidimensio-
nalen Rißausbreitung zugrunde liegen. Bei ebenen Rißproblemen eines Ein-
zelrisses in einer Platte reicht, zumindest für die Beschreibung eines geraden
Anfangsrisses, die Angabe zweier Parameter, nämlich der Rißlänge 2
 und
einer Orientierung bezüglich eines Koordinatensystems durch einen Winkel
�. Bei dreidimensionalen Rissen sind für das einfache Problem eines ellip-
tischen Innenrisses bereits fünf Parameter erforderlich, die beiden Hauptach-
sen, der Normalenvektor auf die Rißebene und ein Winkel, der die Rotations-
Orientierung der Hauptachsen bezüglich des Normalenvektors angibt. Hinzu
kommt, daß bei dreidimensionalen Rißproblemen die Spannungsintensitäts-
faktoren (SIFen) entlang der Rißfront variieren und die Gleichgewichtsbedin-
gung somit punktförmig zu erfüllen ist. Wie in Zusammenhang mit den Homo-
genisierungsansätzen weiter unten diskutiert wird, ist es sinnvoll, das Verhalten
eines Einzelrisses in einer Einheitszelle zu untersuchen.
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4.1.1 Gleichungen der 2-D Rißausbreitung

Aus oben dargelegten Gründen wird also das Problem eines zweidimensio-
nalen Risses in einer unendlichen Scheibe betrachtet (s. Abb. 4.1). Wenn man
von einem geraden Anfangsriß ausgeht, erhält man das einfache Problem eines
Risses der Länge 2
, der zur x-Achse einen Winkel � aufweist.

2

�

	�

Abbildung 4.1: Angestellter gerader Riß in unendlicher Scheibe

Die SIFen (am nicht abgeknickten Riß) für dieses Problem fand bereits IR-
WIN (1957) zu

�� �
�
M
 *�77� (4.1.1)

��� �
�
M
 *�7E� (4.1.2)

mit den auf die Rißebene projizierten (im Unendlichen angreifenden) Span-
nungen

*�77 � *
�

�� sin� �
 *��� cos� � 
 *��� sin 2�� (4.1.3)

*�7E �
.

2
�*��� � *

�

��� sin 2�
 *��� cos 2�3 (4.1.4)

Wie in Zusammenhang mit der Rißausbreitungssimulation erwähnt, wird nur
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noch ein mixed-mode-Faktor benötigt

� �
�����

�� 
 �����
� (4.1.5)

wobei hier der Absolutwert von��� genommen wird, um Risse mit Schublasten
in beiden Richtungen zuzulassen, und somit ein Abknicken des Risses nach
links oder nach rechts. Die Abhängigkeit des Knickwinkels von � ist bereits
oben durch folgende Funktion angegeben worden

�max � sgn�����

�

��

� � 
� sin��
��� � 
9 tanh�
2


9
��

�
� (4.1.6)


� � �3P�O		��	Q2.	R.QR�


� � �3�OPP2RN�.OR.QPON�


� � �3O.PN�O	���P�P	Q	�


9 � .�3.RQPQONQRP�NP�P3

Der Term sgn����� erscheint, um die Änderung der Knickrichtung bei umge-
kehrtem Vorzeichen der Schublast *7E auf den Riß zu bewirken. Damit wird
dann die treibende Kraft auf den Riß bestimmt

�� � max
#

��	� �
.� '�

�

�
���

���max��
� 
 ���

����max��
�
�
3 (4.1.7)

Über die Einführung eines Dissipationspotentiales in Abhängigkeit der Ener-
giefreisetzungsrate für die Rißausbreitung kann dann eine Evolutionsgleichung
für die Rißlänge


̇ � �8�
�����̇� (4.1.8)

angegeben werden.

Diese einfache analytische Form geht allerdings schon nach den ersten Aus-
breitungsschritten verloren, da für Risse mit mehreren Knicken keine analyti-
schen Ausdrücke für die SIFen zur Verfügung stehen. Aus dem obigen Glei-
chungssystem kann also nicht die gesamte Trajektorie des Risses bestimmt
werden. Vielmehr ist hierzu eine Finite Elemente Analyse des mehrfach abge-
knickten Risses notwendig, wie sie in Abschnitt 3.3 demonstriert wurde. Da
nun aber das Verhalten des Körpers mit Riß als mikromechanische Grundla-
ge einer makroskopischen Schädigungsanalyse dienen soll, wäre eine Rißaus-
breitungssimulation auf Gaußpunkt-Ebene für eine FEM-Simulation des Ma-
kroprozesses notwendig. Solch ein Verfahren ineinander geschachtelter FEM-
Analysen haben FEYEL & CHABOCHE (2000) vorgeschlagen und mit Hilfe
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der Routinen aus 3.3 könnte eine solche Analyse durchgeführt werden. Die
hierfür benötigte Rechenleistung ist allerdings äußerst groß, so daß im folgen-
den Abschnitt eine alternative Vorgehensweise vorgeschlagen wird.

4.1.2 Ersatzrißmodell

Wie im vorhergehenden Abschnitt dargelegt, sind die Gleichungen für einen
geraden Riß relativ einfach analytisch darzustellen. Deshalb wird nun der ab-
geknickte Riß in jedem infinitesimalen Schritt seiner Ausbreitung wiederum
durch einen geraden Riß ersetzt (s. Abb. 4.2). Dieser Ersatzriß soll gewisse

$
�


�

$�

1



1


1

Abbildung 4.2: Abgeknickter Riß und äquivalenter Ersatzriß

Eigenschaften des dazu äquivalenten, abgeknickten Risses aufweisen. Solche
Eigenschaften könnten sein (Größen des Ersatzrisses sind durch einen überge-
stellten “Hut” gekennzeichnet):

� identische SIFen ���� ���� � �
�
� � �

�
���

� identische treibende Kraft ��� � ���

� identischer mixed-mode-Faktor �� � �� �
���
���

��
� 
 ���

���
�

� identischer infinitesimaler Rißzuwachs ��
 � �
�
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� identische Dissipation durch Rißwachstum.

Wie Abbildung 4.2 zu entnehmen ist, gibt es nur zwei Parameter des Ersatz-
risses, die angepaßt werden können: �
 und ��. Somit können nicht alle obigen
Eigenschaften gleichzeitig erfüllt werden. Deshalb ist zu entscheiden, welche
essentiell für die mikromechanischen Eigenschaften des Risses und insbeson-
dere für die Homogenisierungsprozedur und die daraus folgende Schädigungs-
evolution auf der Makroebene sind.

Auf mikromechanischer Ebene ist eine offensichtliche Forderung, daß die
Evolution der Rißlänge für den abknickenden und den Ersatzriß identisch sein
muß:

��
 � �
3 (4.1.9)

Dies ist notwendig, um weiterhin eine sinnvolle Interpretation der Rißlänge zu
ermöglichen und damit den Anschluß an bekannte Rißausbreitungsmodelle,
wie z.B. Paris’ law (Paris 1962), zu erhalten.

Die zweite Forderung ist thermodynamischer Natur und direkt mit der wei-
ter unten vorgeschlagenen Homogenisierungsprozedur verknüpft: Der Ersatz-
riß und der abknickende Riß sollen bei ihrer Ausbreitung dieselbe Dissipation
aufweisen:

��F	ß � �F	ß3 (4.1.10)

Die infinitesimale Dissipation des abknickenden Risses läßt sich leicht mit Hil-
fe der treibenden Kraft (auf die beiden Rißspitzen) für die Rißausbreitung aus-
drücken

�F	ß � 2�
�
̇ (4.1.11)

Die Dissipation des geraden Ersatzrisses erhält man aus der Energie, die für
seine Erzeugung verbraucht wurde. Bei selbstähnlicher Rißausbreitung gilt

�-Riß � 2

� ��
�

�����
� (4.1.12)

wobei der Faktor 2 wiederum aufgrund der zwei Rißspitzen erscheint. ��� be-
zeichnet die erste Komponente des oben präsentierten J-Integral-Vektors, wel-
che identisch mit dem bekannten J-Integral ist (ESHELBY 1951; CHEREPA-
NOV 1967; CHEREPANOV 1968; RICE 1968A; RICE 1968B)

��� �
.� '�

�

�
���� 
 �����

�
3 (4.1.13)
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Die SIFen ��� und ���� ergeben sich aus Glg. (4.1.1)-(4.1.4). Die Dissipation des
Ersatzrisses läßt sich dann durch

��Riß � �̇-Riß
�
�
� ��

�
(4.1.14)

angeben, wobei die Energie nur von der Rißlänge �
 und dem Winkel �� abhängt

��Riß �
@ �-Riß

@��

���

��


@ �-Riß

@�


��


��
3 (4.1.15)

Wenn nun die erste Forderung (4.1.9) benutzt wird, kann das Wachstum des
abknickenden Risses beschrieben werden, indem in jedem Schritt der gerade
Teil des abknickenden Risses als Ausgangspunkt der Drehung des Ersatzrisses
angenommen wird

������� � �3 (4.1.16)

Auf diese Weise gewinnt man die folgende Differentialgleichung für die Dre-
hung des Ersatzrisses während seiner Ausbreitung

���

�

� 2

�
�� ����

�
D
@ �-F	ß

@��
3 (4.1.17)

4.2 Mikro-Makro Übergang

Im folgenden werden einige Homogenisierungsansätze für Körper mit Rissen,
wie sie z.B. von KACHANOV (1992) diskutiert werden, angegeben, und ihre
Eignung für die Formulierung eines Schädigungsgesetzes diskutiert. Eine Be-
wertung der Homogenisierungsansätze muß über die von KACHANOV (1992)
angegebene hinausgehen, da für ein Schädigungsgesetz nicht nur die korrekte
Wiedergabe von homogenisierten Eigenschaften, wie dem Elastizitätsmodul,
als Momentaufnahme wichtig ist, sondern auch die Tauglichkeit zur Formulie-
rung eines Evolutionsgesetzes im oben präsentierten finiten Schädigungsrah-
men.

4.2.1 Nicht-interagierende Risse

Die einfachste Annahme, um das Problem eines Einzelrisses in einer Einheits-
zelle zu homogenisieren, ist die, daß die Risse nicht interagieren. Wenn das
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ungeschädigte Material isotrop ist, ist somit auch die Matrix, in die der Riß
eingebettet ist, isotrop. Die Spannungen, die auf den Riß wirken, sind die des
makroskopisch aufgebrachten Spannungs-Fernfeldes 	�, da Einflüsse der in-
homogenen und singulären Felder der benachbarten Risse vernachlässigt wer-
den. Für einen geraden Riß kann das Problem dann analytisch behandelt wer-
den. Die Energie des Risses ist (Gl. (4.1.12))

�-Riß � 2

� ��
�

�����
3 (4.2.1)

Somit kann die (komplementäre) freie Energiedichte der Einheitszelle als

- � -� 

.

�
�-Riß (4.2.2)

geschrieben werden, mit -� der freien Energiedichte des ungeschädigten
Körpers, � der Fläche der Einheitszelle. Es wird gefordert, daß die Energie,
die für das Rißwachstum benötigt wurde, durch das elastische Potential der
Einheitszelle zur Verfügung gestellt wurde. Der Nachgiebigkeitstensor ergibt
sich dann zu

���
��� �

@�-

@	� @	 � ���
���
� 
 S��� ���� (4.2.3)

wobei ��� ���� der ungeschädigte Nachgiebigkeitstensor ist und

S��� ��� �
.

�

@� �-Riß

@	� @	 (4.2.4)

die Änderung des Nachgiebigkeitstensors aufgrund des Risses darstellt. Der
bekannte Zusammenhang zwischen dem J-Integral und den SIFen

�� �
.� '��
��

�
��� 
 �

�
��

�
� (4.2.5)

mit �� dem Elastizitätsmodul und '� der Poissonszahl der Matrix, führt mit
Hilfe von (4.1.1)-(4.1.4) auf

�-Riß �
.� '��
��
M
�

�
�
.

2
�*��� � *

�

��� sin 2�
 *��� cos 2��� (4.2.6)


 �*��� sin� �
 *��� cos� �
 *��� sin 2���
�
3
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Daraus erhält man die Änderung des Nachgiebigkeitstensors aufgrund des Ris-
ses (die Notation entspricht der von MEHRABADI & COWIN (1990) für den
2-D Fall)

S��� ��� �
.� '��
��

M
�

�

�
� 2 sin� � � sin 2�� sin N�

� 2 cos� � sin 2�
 sin N�
sin 2�� sin N� sin 2�
 sin N� 2

�
� 3

(4.2.7)

Dieses Ergebnis für einen einzelnen Riß in einer Einheitszelle, belastet durch
ein homogenes Fernfeld, hat einen größeren Anwendungsbereich als erwar-
tet (KACHANOV 1992). Dies geht auf zwei Tatsachen zurück. Die erste ist
der wesentliche Unterschied zwischen der Annahme von nicht interagieren-
den Rissen (non-interacting cracks) und der Annahme der kleinen Rißdichte
(dilute concentration/ small crack density), 
�D� � .. Die zweite Annah-
me linearisiert nämlich in der Rißdichte und kann deshalb a priori nicht für
große Rißdichten gelten. Für die erste Annahme hat KACHANOV (1992) je-
doch gezeigt, daß, wenn die Positionen der Risse statistisch unabhängig sind,
sich die gegenläufigen Effekte von Spannungsüberhöhung und Spannungsab-
schirmung der Risse weitgehend egalisieren. Die Ergebnisse, die unter dieser
Prämisse gewonnen werden, gelten also auch für große Rißdichten.

4.2.2 Schemata für interagierende Risse

In diesem Abschnitt werden einige Homogenisierungsansätze diskutiert, die
die Interaktion der Risse untereinander in angenäherter Form berücksichtigen
sollen.

Selbstkonsistentes Schema

Hier wird eine repräsentative Inhomogenität (Einschluß, Hohlraum, Riß) in ei-
ne Matrix eingefügt, die die effektiven (elastischen) Eigenschaften aufweist,
so daß der Einfluß der Interaktion mit den umgebenden Inhomogenitäten
durch eine geänderte Steifigkeit des umgebenden Materials repräsentiert wird
(BRUGGEMAN 1935; ESHELBY 1957; KRÖNER 1958; BUDIANSKY 1965;
HILL 1965; HASHIN 1968). BUDIANSKY & O’CONNEL (1976) haben die
Methode für Rißprobleme mit zufälligen Rißorientierungen entwickelt. GOT-
TESMAN, HASHIN & BRULL (1980) haben die Methode auf eine orthotrope
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Matrix erweitert und HORII & NEMAT-NASSER (1983) haben die Metho-
de auf 2-D reibungsbehaftete Risse angewendet. Die Methode führt für Risse
stets zu einer Reduktion der Steifigkeit des umgebenden Materials, unabhängig
von den Positionen der Risse. Ein Abschirmungseffekt kann also nicht wie-
dergegeben werden. Ein Nachteil der Methode ist, daß der Typ der Aniso-
tropie und die Orientierung ihrer Anisotropieachsen a priori festgelegt wer-
den muß. Diese sind außer bei zufälligen Rißorientierungen (Isotropie) und
parallelen Feldern von Rissen (Orthotropie, deren Achsen mit den Rißnor-
malen und -tangenten zusammenfallen) nicht offensichtlich. Außerdem muß
das entsprechende Rißproblem eines Risses in einer anisotropen Matrix, des-
sen Orientierung nicht mit den Anisotropieachsen zusammenfällt, gelöst wer-
den, was für den allgemeinen Fall nach Kenntnis des Autors nicht analytisch
gelöst ist und deshalb numerisch behandelt werden muß. Der vorhergesagte
Steifigkeitsabfall für wachsende Rißdichten ist gegenüber anderen Schemata
sehr groß, da Interaktionen nur in Form einer Steifigkeitsreduktion des Um-
gebungsmaterials berücksichtigt werden können. Dies führt für viele Rißan-
ordnungen zur Vorhersage von sogenannten “cut-off”-Punkten der Rißdich-
te, bei denen der Elastizitätsmodul verschwindet, z.B. im isotropen 2-D Fall
) � .D�



	 


�	�� � .D/= � �3�.Q. KACHANOV, MONTAGUT & LAU-
RES (1990) betonen, daß diese Ergebnisse nicht in Einklang mit numerischen
Experimenten von 2-D Rißfeldern stehen und demonstrierten, daß der wirkli-
che Interaktionseffekt ziemlich stark von diesen Vorhersagen abweichen kann.
Ähnliche Kritik gilt auch für das differentielle Schema (eine Übersicht findet
man bei HASHIN (1988)), bei der die Rißdichte in infinitesimalen Schritten
�) erhöht wird, und die sich ergebenden Differentialgleichungen für den Ela-
stizitätsmodul in Abhängigkeit von der Rißdichte integriert werden. Ein Vorteil
dieser Methode gegenüber dem selbstkonsistenten Schema ist, daß es keinen
“cut-off”-Punkt voraussagt.

Methode von Mori-Tanaka / Methode des effektiven Feldes

Die auf MORI & TANAKA (1973) zurückgehende Methode wird vornehmlich
in der Mechanik der Komposit-Materialien eingesetzt. BENVENISTE (1986)
hat sie auf 2-D Rißprobleme angewendet. Die Analyse wird wiederum auf
einen einzelnen Riß in einer Einheitszelle reduziert. Hierbei wird der Riß
in die ungeschädigte Matrix eingefügt, und durch ein effektives (Spannungs-
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/Dehnungs)-Feld belastet, daß nicht dem aufgebrachten Fernfeld entsprechen
muß. Für Risse geht diese Methode auf KANAUN (1974) zurück (s. auch (KA-
NAUN 1980)). Ein Vorteil dieser Methode ist, daß das Belastungsfeld inhomo-
gen sein kann, und somit Informationen über die Positionen der umgebenden
Risse in das Ergebnis einfließen können. Die dadurch entstehenden Probleme
würden allerdings äußerst komplex. Wichtig anzumerken ist, daß für den Fall
eines homogenen, effektiven Feldes, die Vorhersagen dieser Methode mit der
oben präsentierten Näherung der nicht-interagierenden Risse zusammenfallen.
Dies ist eine Konsequenz der Tatsache, daß für eine Einheitszelle mit einem
Riß unter Spannungs-(Dehnungs)-Belastung die mittlere Spannung (Dehnung)
nicht zunimmt.

Modelle zweiter Ordnung in der Rißdichte

KACHANOV, MONTAGUT & LAURES (1990) diskutieren zwei Modelle die-
ses Typs, das von HUDSON (1980) und das von JU & TSENG (1992) (s. auch
HUDSON (1981) und HUDSON (1986)). Diese berechnen die effektiven Stei-
figkeiten für zufällig orientierte und parallele Risse, mit einer Genauigkeit bis
zur zweiten Ordnung in der Rißdichte. KACHANOV (1992) stellt heraus, daß
das Model nach HUDSON (1980) bei höheren Rißdichten physikalisch nicht
sinnvolle Ergebnisse liefert, da dann die Steifigkeit zunimmt. Bei dem Modell
von JU & TSENG (1992) scheint das Problem sich überschneidender Risse
nicht ausreichend berücksichtigt worden zu sein.

Abschließend soll hier bemerkt werden, daß außer der Methode von MORI

& TANAKA (1973) bzw. KANAUN (1980) (die für homogene Effektivfel-
der mit der Näherung für nicht-interagierende Risse zusammenfällt) keine der
näherungsweisen Methoden für Rißprobleme großer Rißdichten befriedigende
Ergebnisse liefert. Deshalb soll bei dem weiter unten vorgestellten Homogeni-
sierungsverfahren von der Näherung der nicht-interagierenden Risse Gebrauch
gemacht werden. Dies hat den Vorteil, daß die im vorhergehenden Abschnitt
dargestellte Mikromechanik des Risses in der Einheitszelle das Problem aus-
reichend beschreibt, da diese Näherung genau auf as Problem eines Einzel-
risses in einer unendlichen Scheibe führt. Allerdings haben alle bisher hier
präsentierten Homogenisierungsmethoden den Nachteil, daß sie für “Moment-
aufnahmen” entwickelt wurden, d.h. um möglichst gut den Elastizitätsmodul
eines durch eine bestimmte Anordnung von Rissen geschädigten Körpers zu
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bestimmen. Für ein Schädigungsgesetz ist jedoch die Evolution der Makro-
größen in Abhängigkeit der Evolution des Risses von entscheidender Bedeu-
tung. Hierbei muß insbesondere sichergestellt werden, daß der zweite Haupt-
satz der Thermodynamik, sowie das Prinzip der maximalen Dissipation sowohl
auf der Makroebene als auch auf der Mikroebene erfüllt werden. Ziel der Ho-
mogenisierung ist es deshalb nicht, direkt den geschädigten Elastizitätsmodul
anzugeben, sondern vielmehr ein Evolutionsgesetz der Schädigung abzulei-
ten, aus dem dann durch Integration des Stoffgesetzes die Änderung des Ela-
stizitätsmoduls folgt. Deshalb wird im folgenden Abschnitt ein Homogenisie-
rungsverfahren für eine durch einen wachsenden Riß geschädigte Einheitszelle
vorgeschlagen, welches diese Forderungen explizit erfüllt.

4.2.3 Äquivalenz der Dissipation

Das Schädigungsevolutionsgesetz wurde bereits in Gleichung (2.2.86) präsen-
tiert

d̄� � �̇�
@�̄�

@k̄�
3 (4.2.8)

Das Ziel ist es nun, �̇� und �̄� in Übereinstimmung mit der oben präsentierten
Mikromechanik unter Berücksichtigung der obigen Diskussion der Homoge-
nisierungsvorschriften herzuleiten.

Hierfür werden die folgenden Annahmen getroffen, die direkt mit der oben
präsentierten Mikromechanik in Einklang stehen. Wir betrachten eine Ein-
heitszelle der Fläche � und der Dicke �, die einen Riß der Länge 2
 enthält,
der gegenüber der x-Achse um einen Winkel � angestellt ist. Die Risse in
benachbarten Einheitszellen werden nicht berücksichtigt. Vielmehr wirkt auf
die Einheitszelle ein homogenes Fernfeld, so daß von der Näherung der nicht-
interagierenden Risse Gebrauch gemacht wird.

Um eine direkte thermodynamische Konsistenz der Schädigungsevolution
auf der Makroebene mit der Rißausbreitung auf der Mikroebene zu gewährlei-
sten, wird die Äquivalenz der Mikro- und Makrodissipation gefordert:

�� � k̄� 	 d̄� �
-̇Riß

�
�
2��
̇

�
3 (4.2.9)

Hierdurch wird deutlich, warum als Bedingung für den Ersatzriß die thermo-
dynamische Äquivalenz des abgeknickten und des Ersatzrisses nötig war (Gl.
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�max

1

n�

t�

�

�

Abbildung 4.3: Rißspitze mit Normalenvektor n� und Ausbreitungsrichtung t�

(4.1.10)), denn ohne diese thermodynamische Äquivalenz, würde die obige
Forderung nicht mehr als physikalisch sinnvoll erscheinen.

Die nächste Forderung folgt aus dem Zusammenhang zwischen dem sich
ausbreitenden Riß und der daraus resultierenden Änderung der elastischen Ei-
genschaften. Bei einem geraden Riß ist bekannt, daß dieser die Struktur nur
senkrecht zum Riß schädigt, die Eigenschaften in Ausbreitungsrichtung des
Risses bleiben unbeeinflußt, d.h. der Elastizitätsmodul in Ausbreitungsrich-
tung des Risses ändert sich nicht. Dies wird äquivalent für einen Riß, der
sich unter mixed-mode Bedingungen ausbreitet, wie folgt definiert: Die ein-
zige Komponente der Rate des Schädigungstensors, die nicht verschwindet, ist
diejenige senkrecht zur momentanen Rißausbreitungsrichtung

d̄� � �̄�����n� � n��3 (4.2.10)

Abbildung 4.3 verdeutlicht diesen Zusammenhang und führt den Vektor der
momentanen Ausbreitungsrichtung t� und den Normalenvektor auf die neu am
abgeknickten Riß entstehenden Rißufer n� ein. Die Wahl der anderen Rißspit-
ze führt offensichtlich auch auf obige Gleichung. Diese Forderung stellt keine
Einschränkung der mixed-mode Rißausbreitung dar und impliziert keine Mode
I Rißausbreitung, vielmehr stellt sie eine Einschränkung der Wirkung des sich
ausbreitenden Risses auf die Materialeigenschaften dar. Diese Bedingung darf
nicht verwechselt werden mit dem häufig für spröde Schädigung von Beton
angewendeten Schädigungsevolutionsgesetz, bei dem sich Schädigung senk-
recht zu den Hauptzugspannungsrichtungen entwickelt (ORTIZ 1985; YAZ-
DANI & SCHREYER 1988; YAZDANI 1993). Diese Arbeiten beinhalteten kei-
ne mixed-mode Ausbreitungsregel für Mikrorisse, sondern die dort vorgestell-
ten Schädigungsmodelle entsprechen vielmehr einer Rißentstehung senkrecht
zu den Hauptzugspannungsrichtungen und der selbstähnlichen Ausbreitung
dieser Mikrorisse.
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Obige Annahme über den Einfluß des Rißwachstums auf die Schädigung
(4.2.10) vereinfacht Gl. (4.2.9) zu

W̄���� 
 �̄���� � 2�
�
̇

�
3 (4.2.11)

Um eine direkte Analogie zwischen den treibenden Kräften auf Mikro- und
Makroebene zu etablieren, wird gefordert, daß die treibende Kraft auf die Riß-
spitze pro Flächeneinheit der Einheitszelle der treibenden Kraft für die Schädi-
gung entspricht:

W̄���� � �
2���

�
3 (4.2.12)

Das negative Vorzeichen muß hier eingeführt werden, damit eine Verlängerung
des Risses zu einem Anwachsen der Schädigung und damit zu einem Abfall
der Steifigkeit führt. Die Breite der Einheitszelle erscheint, da die Rißfront die
Länge � aufweist. Wenn dieser Zusammenhang der treibenden Kräfte in Glei-
chung (4.2.11) einführt wird, ergibt sich das Evolutionsgesetz der Schädigung

d̄� � �

̇

�
�n� � n��� (4.2.13)

Hieraus kann dann der Multiplikator

�̇� � �

̇

�
(4.2.14)

und das Schädigungspotential

�̄� � �W̄���� �� �̄
�
� (4.2.15)

identifiziert werden, mit �̄�� der “Fließgrenze” der Schädigung. Gleichung
(4.2.12) in das Schädigungspotential eingeführt

.

2

�

�

 �̄� � �� �

.

2

�

�
�̄��� (4.2.16)

zeigt, daß die “Fließbedingung” der Schädigung der Gleichgewichtsbedingung
des Risses entspricht (bis auf einen skalaren Faktor), wenn man die Fließgrenze
mit der Oberflächenenergie identifiziert:�D2� 
�̄�� � 2". Auf diese Weise wird
das Prinzip der maximalen Dissipation automatisch sowohl auf der Mikro- als
auch auf der Makroebene erfüllt.
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Mikrospannung

Um die aus der linear-elastischen Bruchmechanik bekannten Gleichungen be-
nutzen zu können, wurde in obigen Abschnitten als Symbol für die Spannung
auf der Mikroskala 	 verwandt. Diese Spannung ist jedoch nicht identisch mit
Cauchyspannung des makroskopischen Rahmens. Vielmehr ist aufgrund der
Annahme nicht-interagierender Risse, und somit einer ungeschädigten (isotro-
pen) Matrix, die auf die Einheitszelle wirkende Mikrospannung 	� diejenige
Spannung, die bei einer aufgebrachten Deformation der Einheitszelle im un-
geschädigten Material vorgelegen hätte:

	� � �̄��
�

� 	 ē� (4.2.17)

d.h., daß der Einheitszelle die Deformation der Makroskala aufgeprägt wird.

4.3 Evolutionsgesetz der Rißausbreitung

Was nach der Kopplung der Rißausbreitungsgleichungen mit dem makrosko-
pischen Schädigungsrahmen noch zu spezifizieren bleibt, ist ein Evolutionsge-
setz für die Rißlänge 
. Um mit dem dann entstehenden Satz von Gleichun-
gen zyklische Lebensdauerberechnugen durchführen zu können, wird hier eine
Generalisierung des Evolutionsgesetzes von PARIS (1962) benutzt. Paris’ law
stellt eine Evolutionsgleichung für die Rißlänge in Abhängigkeit der Schwing-
spielzahl � dar:

d

d�

� 
���max � ���
7� (4.3.1)

mit ��max, dem sich aus der maximalen Last-Amplitude ergebenden SIF und
�� einem Schwellwert der Rißbelastung für den Rißfortschritt. 
 und # sind
Materialkennwerte.

4.3.1 Generalisiertes Paris’ law

Eine thermodynamische Generalisierung des Paris’ laws findet man bei LE-
MAITRE & CHABOCHE (1990). Der Vorteil einer solchen Generalisierung
liegt darin, daß man sich nicht auf zyklische Belastungsverläufe mit konstanter
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Lastamplitude beschränken muß, sondern beliebige Zeitverläufe der Last be-
schreiben kann. Grundlage der thermodynamischen Beschreibung ist, wie im
obigen Abschnitt, das Fließgesetz, bzw. Dissipationspotential, der Rißausbrei-
tung:

�Riß � �̃
� ��� (4.3.2)

mit

�̃� �
��
�� �

�
��
�

��
� (4.3.3)

wobei ��
�, wie weiter unten deutlich wird, den Grenzwert des Rißfortschritts

für eine Anfangsrißlänge 
� darstellt. Das Dissipationspotential stellt, wie in
der assoziierten Plastizität, die “Fließgrenze” für die Rißausbreitung dar:

�Riß H �� kein Rißfortschritt�

�Riß � �� stabile Rißausbreitung3

�� entspricht einem sich entwickelnden Grenzwert für �̃�, d.h. einer Verfesti-
gungsfunktion. Die Verfestigungsfunktion haben LEMAITRE & CHABOCHE

(1990) in folgender Form postuliert:

�� � 
 ����7� (4.3.4)

wobei # und 
 � Materialkennwerte sind, und # identisch mit dem entspre-
chenden Kennwert des Paris’ laws (4.3.1) ist. Für den Parameter 
 � gilt der
Zusammenhang


 � �
�

 


�
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����7

3 (4.3.5)

Hierbei ist � � der äquivalente Elastizitätsmodul � �:

� � �

�	

	�
� für den ebenen Spannungszustand�

�

.� '�
für den ebenen Dehnungszustand3

(4.3.6)

Die Evolutionsgleichungen für 
 und � können wie folgt ausgedrückt werden:


̇ � �̇�
@�Riß

@�̃�
� �̇�� (4.3.7)

�̇ � ��̇�
@�Riß

@��
� �̇�� (4.3.8)
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mit �̇� dem Multiplikator der Rißausbreitung. Die Konsistenzbedingung �̇Riß �

�, d.h., daß während des Belastungsvorganges die Fließbedingung erfüllt blei-
ben muß, führt über

�̇Riß �
@�Riß

@�̃�

˙̃�� 

@�Riß

@�
�̇ � ˙̃�� �

d��

d�
�̇� � � (4.3.9)

auf


̇ � �̇� � � ˙̃��	Dd�
�

d�
� (4.3.10)

wobei � 	 die MCAULEY-Klammern sind

�
	 �
Æ

 � falls 
 B ��

� � sonst.
(4.3.11)

Durch Integration des Zusammenhangs

�̇ � �̇� �
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2
 �
D
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(4.3.12)

zu
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�
�̃�
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�7��
(4.3.13)

und Einführen desselben in (4.3.10) erhalten wir schließlich die gesuchte Glei-
chung für den Rißfortschritt in Abhängigkeit der treibenden Kraft


̇ �
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 �

�
�̃�


 �

�7����
� ˙̃��	3 (4.3.14)

Die Fließfunktion können wir mit Hilfe von (4.3.13) zu

�Riß � �̃
�
�
.� ��̃�D
 ��

��7��
�

(4.3.15)

vereinfachen.

Die Bedeutung von ��
� kann man aus

�̇ � �̇� � 
̇ � d� � d
 (4.3.16)

erschließen, indem man diese Gleichung mit der Anfangsbedingung ��
 �


�� � � zu

� � 
� 
� (4.3.17)
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integriert. Dies führt mit (4.3.2) auf

�Riß�
 � 
�� �
��
�� �

�
��
�

��
� (4.3.18)

mit der (anfänglichen) Bedingung für Rißfortschritt �� � ��
�.

4.3.2 Äquivalenz zu Paris’ law

Abschließend soll gezeigt werden, daß das Fließgesetz (4.3.2) für monotone
Lastzyklen auf eine, dem Paris’ law äquivalente Gleichung führt. Dies gelingt
durch Integration der Evolutionsgleichung (4.3.14) über ein Zeitintervall S�,
mit dem Maximalwert ��

max und dem Minimalwert ��
min von ��:
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Falls man ��
min kleiner als den Grenzwert ��

� wählt, erhält man mit dem Zu-
sammenhang zwischen �� und �� für selbstähnliche Rißausbreitung

�� �
�.� '�����
�

(ebener Dehnungszustand) (4.3.21)

exakt Paris’law (vgl. Gl. (4.3.1))

d

d�

�
.
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73 (4.3.22)

4.3.3 Berechung der Schädigungsevolution

Zur Berechnung der Schädigungsevolution (4.2.13)

d̄� � �

̇

�
�n� � n�� (4.3.23)
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benötigt man zum einen die momentane Rißausbreitungsrichtung, die sich aus
Abbildung 4.3 zu

n� �

�
� sin�� 
 �max�

cos�� 
 �max�

�
(4.3.24)

ergibt. Desweiteren hängt die Schädigungsevolution entscheidend von der
Evolution der Rißlänge


̇ � �8��̃�� ˙̃�� (4.3.25)

ab. Um die hierzu benötigte Zeitableitung von �̃� zu bestimmen, sollen
zunächst die funktionellen Abhängigkeiten von �̃� betrachtet werden. Über
Gleichung (4.1.7) hängt �̃� von den SIFen am geknickten Riß ��

=� � � �� ��

ab. Diese wiederum ergeben sich über Gleichung (3.2.9) aus den SIFen am
ungeknickten Riß �A� I � �� �� und dem Knickwinkel �max:

�� � �����
=� � �

� ���
=��A� �max�� (4.3.26)

� �� ��A�	
�� 
� ��� �max����A��� 3

Da der Knickwinkel über den mixed-mode Faktor � auch von den SIFen �A
abhängt (s. Gl. (4.1.5)), und diese, wie in obiger Gleichung bereits angegeben,
von den Spannungen 	�, der Rißlänge 
 und dem Anstellwinkel � (s. Glg
(4.1.1)-(4.1.4)), ergibt sich schließlich folgende funktionelle Abhängigkeit

�� � �� �	�� 
� �� 3 (4.3.27)

Die gesuchte Zeitableitung erhält man dann zu

�̇� �
@��

@


̇

@��

@�
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@	�
	 	̇�3 (4.3.28)

Der erste Term ergibt sich wegen der linearen Beziehung �� � 
 zu

@��

@

�
��



3 (4.3.29)

Der zweite Term kann mit Hilfe der funktionellen Abhängigkeiten in Glei-
chung (4.3.26) durch

@��
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@��
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�
@��
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� �

max��� 
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(4.3.30)
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ausgedrückt werden und ähnlich dazu der dritte Term
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�
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@	�
� (4.3.31)

wobei über die wiederholten Indizes der Rißmodi �� I zu summieren ist. Die
Zeitableitung des Anstellwinkels kann mit Hilfe der Differentialgleichung
(4.1.17) als

�̇ �
@�

@


̇ �

�
2
�
�� ����

�
D
@ �-F	ß

@��

�

̇ (4.3.32)

geschrieben werden. Dies ergibt dann folgende Form der Rißevolutionsglei-
chung
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Unter Berücksichtigung von Gleichung (4.2.17) gewinnt man folgende Schädi-
gungsevolutionsgleichung
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� 	 d̄ � �̄�� 	 d̄ (4.3.34)

4.4 Kontinuums-Tangentialoperator

Ähnlich der finiten Elastoplastizität muß zur Lösung des Makro-
Randwertproblems die Spannungs-Dehungs-Beziehung in Ratenform formu-
liert werden. Die Lie-Ableitung der Spannungs-Dehungsbeziehung (Abschnitt
2.2 Gl. (2.2.89))

s̄ � �̄��
�
	 ē (4.4.1)

ergibt sich mit �̄b̄� � � und �̄ē � d̄ zu

�̄s̄ � �̄��
�
�b̄�� 	 d̄� (4.4.2)



4.4. KONTINUUMS-TANGENTIALOPERATOR 135

wobei die funktionelle Abhängigkeit des geschädigten Elastizitäsmodul expli-
zit angegeben wird, um zu betonen, daß simultan zur Spannungs-Dehungs-
Beziehung noch die Evolution des geschädigten Finger-Tensors integriert wer-
den muß. Dies erfolgt über den Zusammenhang

˙̄b
�
�

d
d�

�
F�G��F�T

�
� l̄�b̄� 
 b̄� l̄�T3 (4.4.3)

Die durch den schädigungsinduzierten Spintensor w̄� bewirkten Rotationen R�

haben auf das Materialverhalten keine Auswirkung, wenn das ungeschädigte
Material in der Referenzkonfiguration als isotrop angenommen wird. Darüber-
hinaus würden schädigungsinduzierte Rotationen bei Entlastung verschwin-
den, wodurch sie physikalisch nicht von der elastischen Rotation R� zu unter-
scheiden sind, da lediglich der symmetrische Anteil der Deformation über b̄�

Einfluß auf das geschädigte Materialverhalten hat. Deshalb kann man obige
Evolutionsgleichung wie folgt vereinfachen:

˙̄b
�
� ḡ��d̄�b̄� 
 b̄�d̄�ḡ��3 (4.4.4)

Mit d� aus Gleichung (4.3.34) ergibt sich

˙̄b
�
� �ḡ���̄b̄� 
 b̄� �̄ ḡ��� 	 �̄�� 	 d̄� (4.4.5)

so daß die Gleichungen (4.3.32), (4.4.2), (4.4.5) als gekoppeltes Differential-
gleichungs-System zu integrieren sind. Die Normale auf die Ausbreitungsrich-
tung erhält man aus dem funktionellen Zusammenhang

n� � n�����max���� � n��	�� ��3 (4.4.6)

Die expliziten Ausdrücke, die sich mit Hilfe der Matrix der Knickwinkel-
funktionen (3.2.24)-(3.2.27) und der Gleichung für �max���, Gl. (4.1.6) erge-
ben, können durch längere, aber elementare Umformungen gewonnen werden.

4.4.1 Unilaterale Schädigungsbedingungen

Es ist bekannt, daß sich ein Körper mit Riß, bei dem der Riß auf Druck bela-
stet wird, sich anders verhält, als unter einer Zuglast. In Modellen, bei denen
sich die Risse senkrecht zu den Hauptzugspannungen bilden und ausbreiten,
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wird dies durch das Konzept der positiven und negativen Projektionen berück-
sichtigt, daß von LADEVEZE & LEMAITRE (1984), ORTIZ (1985) und MA-
ZARS (1986) eingeführt wurde, und daß von SIMO & JU (1987), YAZDANI &
SCHREYER (1988), JU (1989), STEVENS & LIU (1992), LUBARDA, KRAJ-
CINOVIC & S. MASTILOVIC (1994), SCHREYER (1995) und anderen weiter-
entwickelt wurde. Hierbei wird über den positiven Projektionsoperator ���� der
Spannungstensor 	 so abgebildet, daß nur die auf positiven Eigenwerten und
dazugehörigen Eigenprojektionen basierenden Anteile verbleiben:

	� � ���
� 	 	� (4.4.7)

mit

�
�
	�>4 �

.

2
�?�	�?

�
�� 
 ?

�
	�?

�
���� S� �

��
=��

���=
�	=� (4.4.8)

wobei die �=
 die Eigenwerte von 	 sind, � die Anzahl verschiedener Ei-
genwerte und 	= die dazugehörigen Eigenprojektionen. � bezeichnet die
Heaviside-Funktion. Entsprechend kann man für Druckbelastungen eine ne-
gative Projektion 	� definieren. Das Schädigungspotential hängt dann bei
Körpern mit unterschiedlicher Zug- und Druckfestigkeit unterschiedlich von
diesen Spannungsanteilen ab. Bei ORTIZ (1985) findet man z.B. ein Fließge-
setz der Form

� �
.

2
W	� 	 	� 


.

2
	� 	 	�� (4.4.9)

wobei der Parameter W das Verhältnis der unterschiedlichen Bruchfestigkeiten
widerspiegeln soll. Für die Ausbreitung von mixed-mode-Rissen, wie sie hier
betrachtet wird, ist dieser Ansatz nicht ausreichend. Viemehr soll eine unila-
terale Bedingung mit Hilfe der Mikromechanik der Rißausbreitung angegeben
werden.

Ein solche Bedingung basiert auf den SIFen des Mikrorisses. Wenn nämlich
der SIF für Mode I kleiner als null wird ( �� H �), steht der Riß unter Druckbe-
anspruchung. Die Rißufer sind, zumindest an der Rißspitze, in Kontakt. Eine
zusätzliche Mode II-Belastung (��� �� �) führt dann zu einem Reibproblem
an den Rißspitzen. Um diese Komplikation zu vermeiden, kann man von per-
fekt haftenden Rißufern ausgehen, d.h. eine beliebig große Mode II-Belastung
vermag bei negativem �� kein Abgleiten der Rißufer aufeinander zu erzeu-
gen. Um diesen Effekt zu erreichen, muß man in der Evolutionsgleichung der
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Rißlänge den Term����� einführen. Mit Hilfe der Gleichungen (4.1.1)-(4.1.4)
kann man dies durch die Spannung *�77 ausdrücken. Schließlich erhält man aus
(4.2.17) eine Bedingung für die Dehnungen:


̇ � ��ē 	 �n� n�� 
 �̄�� 	 d̄� (4.4.10)

die dafür sorgt, daß unter Druck keine Evolution der Schädigung stattfindet. n
ist die Normale auf den Riß

n �

�
� sin�
cos�

�
(4.4.11)

Zu berücksichtigen ist darüberhinaus der Effekt, daß ein Riß unter Druck-
beanspruchung, der obige, perfekt haftende Rißufer aufweist, zu keiner Ände-
rung im Elastizitätsmodul führt. Deshalb muß der geschädigte Fingertensor
b̄� für solche Belastungen der inversen Metrik der Zwischenkonfiguration ḡ��

entsprechen. Der nach obiger Differentialgleichung (4.4.5) berechnete Tensor
wird unter dieser Annahme wie folgt modifiziert:

�̄b
�
� ḡ�� � �ḡ�� � b̄�� 
��ē 	 �n � n��3 (4.4.12)
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4.5 Numerische Simulation

Im folgenden Abschnitt soll das im vorhergehenden Abschnitt angegebene
Gleichungssystem eines durch Mikrorisse geschädigten Körpers für einen ein-
achsigen Zugstab integriert werden. Dieser enthält einen Mikroriß mit einem
Anfangswinkel gegenüber der Zugachse. Untersucht werden sowohl monoto-
ne als auch zyklische Zugversuche von ungeschädigtem bzw. vorgeschädigtem
Material. Dabei wird für zyklische Versuche der Einfluß des Reihenfolgeeffek-
tes betrachtet. Abschließend wir die Lebensdauer eines Zugstabes unter zykli-
scher Belastung berechnet.

4.5.1 Monotoner Zugversuch

Zunächst soll das Verhalten im monotonen Zugversuch anhand eines relativ
“zähen” Materials demonstriert werden. Die Bezeichnung “zäh” rührt daher,
daß das Material große Rißverlängerungen erträgt, ohne daß diese Risse insta-
bil würden, d.h. das Material weist eine hohe Bruchzähigkeit auf. Der Riß weist
anfänglich einen Winkel von � � ��Æ gegenüber der x-Achse auf. Der Zugver-
such wird als dehnungsgesteuert, mit vorgegebener Deformation J<, simuliert,
um den Versuch bis hin zur spannungsfreien Trennung des Materials untersu-
chen zu können. Die Materialdaten des ersten Beispielmaterials sind zusam-
men mit der resultierenden Spannungs-Dehnungskurve in Abbildung 4.4 an-
gegeben. Zu spezifizieren sind die elastischen Konstanten des ungeschädigten
Materials, z.B. der Elastizitätsmodul � und die Poissonszahl '. In Zusammen-
hang mit der Mikrorißausbreitung sind dann noch eine Anfangsrißlänge 
�, der
Anfangswinkel �� und die anfängliche Grenzwert der Rißausbreitung ��

� an-
zugeben. Der angegebene Schwellwert *� entspricht der Spannung, für die das
ungeschädigte Material durch beliebig viele Zyklen belastet werden kann, oh-
ne eine Schädigungsakkumulation zu bewirken. Diese Spannung fällt zusam-
men mit der Dauerfestigkeitsgrenze im Wöhler-Diagramm (WÖHLER 1860).
Aus Gleichung (4.3.21) und (4.1.1)-(4.1.4) folgt dann mit 
� und � der Grenz-
wert ��

�. Die Parameter des Paris’ law 
 � und # vervollständigen den Satz der
Parameter. Aufgetragen ist in Abbildung 4.4 die Cauchy-Spannung gegenüber
der Ingenieurs-Dehnung X � S9D9� in Prozent. Die maximal erreichbare Span-
nung im Zugversuch entspricht der Bruchspannung im spannungsgesteuerten
Versuch und beträgt für das betrachtete Beispielmaterial *� � .�P	3QMPa.
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Das unphysikalische Durchschwingen der Spannungs-Dehungskurve in den
Druckbereich beruht auf numerischen Ungenauigkeiten und ist keine Konse-
quenz des Modells.

��� ��� ��� ��� ��� ���

���

���

���

	��

����

����

����

�̄�MPa�

��%�

Abbildung 4.4: Spannungs-Dehnungs-Kurve eines Beispielmaterials

Material 1

! � $�23 � ��
 MPa 4 � �5,

�� � � � ���� mm 1� � ,�Æ �� � $�MPa

� � � ���6N mm�������� 7 � ��8

�� � �,32�8MPa

Abbildung 4.5 zeigt die relative Verlängerung des Mikrorisses, den Win-
kel � des Ersatzrisses, den Knickwinkel �max (der als Absolutwert aufge-
tragen ist), den mixed-mode-Parameter �, die Komponente des geschädigten
Fingertensors in Richtung der Zugachse �̄��� und den daraus resultierenden,
geschädigten Elastizitätsmodul in Zugrichtung � (relativ zum ungeschädigten
Elastizitätsmodul). Der Graph der relativen Rißverlängerung zeigt deutlich das
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explosionsartige Rißwachstum ab einer Dehnung von ca. ! � �3N%, ab der im
Spannungs-Dehnungs-Diagramm bereits starke Abweichungen vom linearen
Verhalten festzustellen sind. Diese explosionsartige Rißausbreitung führt bei
der Dehung von ! � �3NR�% zur maximal ertragbaren Spannung des Materi-
als und schließlich bei einer Dehnung von ca. ! � �3R2% zur spannungsfreien
Materialtrennung. Währenddessen dreht sich der Riß so, daß er sich gegen
Ende des Versuchs beinahe senkrecht zur Zugrichtung ausbreitet (� � �).
Dies ist in Übereinstimmung mit der Reduktion des mode-mixity-Faktors �, der
ein ähnliches Verhalten aufweist und zu verschwindenden Knickwinkeln �max

führt. Der Finger-Tensor sowie der resultierende Elastizitätsmodul zeigen bis
zu einer Dehnung von ca. ! � �3�R% ein sehr langsames, fast linear abfal-
lendes Verhalten. Ab der Dehnung, bei der die maximale Spannung erreicht
wird, fallen beide Größen schnell und ungefähr linear auf Null. Bei einem
spannungsgesteuerten Versuch würde somit der makroskopisch durch einen
Steifigkeitsabfall beobachtbare Schädigungsprozeß nur den Bereich zwischen
! � �3�R� �3NR% ausmachen.
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Abbildung 4.5: Einachsiger Zugversuch eines Beispielmaterials
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4.5.2 Zyklischer Zugversuch und Reihenfolgeeffekt

Im nächsten Versuch wird ein anderes Beispielmaterial zyklisch durch Zug-
Schwell-Lasten belastet. Hierfür wurden die Materialparameter so justiert, daß
das Material ein wesentlich spröderes Verhalten aufweist, um die gewünschten
Effekte der zyklischen Belastung anhand weniger Zyklenzahlen demonstrieren
zu können (� � 2���) .

Test des Ausgangsmaterials

Zunächst wird das anfänglich ungeschädigte Material wieder einem monoto-
nem Zugversuch unterzogen, um die Bruchspannung des Ausgangsmaterials
zu bestimmen. Die resultierende Spannungs-Dehnungs-Kurve zeigt Abbildung
4.6. Die Bruchspannung findet man zu *� � .2OP3Q. Da dieses Beispielmate-
rial bei wesentlich kürzeren Rißlängen instabil wird (
̇�
D
� � �� � �),
war es hier aufgrund numerischer Schwierigkeiten nicht möglich, den Span-
nungsabfall in der Spannungs-Dehnungs-Kurve über das das Maximum der
Spannung hinaus zu verfolgen. Die Ergebnisse dieses Versuchs finden sich in
Abbildung 4.7. Der Winkel �, der Knickwinkel �max und der mode-mixity-
Faktor � zeigen ein etwas anderes Verhalten als bei Material 1; diese fallen mit
anwachsender Steigung und zeigen für den Versagenspunkt die Tendenz, mit
beliebig großer Steigung auf den Nullwert zu fallen. Der Schädigungstensor
und der Elastizitätsmodul zeigen ein ähnliches Verhalten, ändern sich jedoch
bis zum Bruch nur deutlich unter einem Prozent.
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Abbildung 4.6: Spannungs-Dehnungs-Kurve des “spröderen” Ausgangsmaterials für die zy-
klischen Versuche

Material 2

! � $�23 � ��
 MPa 4 � �5,

�� � � � ���� mm 1� � ,�Æ �� � $�MPa

� � � ���N mm�������� 7 � $�9

�� � �$:3�8MPa
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Abbildung 4.7: Zugversuch des “spröderen” Ausgangsmaterials für die zyklischen Versuche

Belastungsfolge a): Last niedrig, hoch

Dieses Material wird nun durch eine Lastfolge belastet, um den Einfluß von
Reihenfolgeeffekten auf den Ablauf des Schädigungsprozesses und die re-
sultierende Restbruchspannung zu beobachten. Auch die zyklischen Versu-
che werden dehnungsgesteuert simuliert. Zunächst wird das Material mit ei-
ner Zug-Schwell-Last beaufschlagt, die für das ungeschädigte Material einer
Spannung von *� � �2MPa entspricht. Nach � � .��� Zyklen wird das
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Material mit einer wesentlich höheren Last von *� � .	�MPa, wiederum für
� � .��� Zyklen belastet. Die Verläufe dieser Lastfolge findet man in Ab-
bildung 4.8. Es wird deutlich, daß die Spannung *� so gering über *� liegt,
daß kaum eine Rißverlängerung und somit auch keine Änderung der anderen
Größen für diese Lastamplitude zu verzeichnen ist. Das Verhalten unter der
sich daran anschließenden höheren Lastamplitude zeigt ähnliche Tendenzen,
wie bei der monotonen Belastung von Material 1. Die Verläufe der Winkel und
von � fallen fast linear gegen null. Durch die Wahl der Materialparameter des
“spröderen” Materials 2 ist bereits bei dieser geringen Schwingspielzahl eine
Änderung des Elastizitätsmoduls von ca. R% zu beobachten.
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Abbildung 4.8: Untersuchung des Reihenfolgeeffektes:a) Last niedrig, hoch

Anschließend wird das durch diesen Prozeß geschädigte Material bis zum
Bruch gezogen (s. Abbildungen 4.9 und 4.10). Die Restbruchspannung be-
trägt *� � RRQ3�MPa und somit nur noch NR% der Bruchspannung des un-
geschädigten Ausgangsmaterials.
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Abbildung 4.9: Spannungs-Dehnungs-Kurve des geschädigten Materials aus a)

Material 2 nach Lastfolge a)

! � $�23 � ��
 MPa 4 � �5,

�� � 9�9,,$ � ���� mm 1� � ���9Æ �� � $�MPa

� � � ���N mm�������� 7 � $�9

�� � 998�,MPa

Die Verläufe der anderen Funktionen sind ähnlich denen des Ausgangsma-
terials, lediglich die absolut zu beobachteten Änderungen sind größer als bei
denen des ungeschädigten Materials.
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Abbildung 4.10: Verhalten des geschädigten Materials aus a)

Belastungsfolge b): Last hoch, niedrig

Dasselbe Material wird nun durch die umgekehrte Lastfolge *� � .	�Z/
;
� � .��� , dann *� � �2Z/
;� � .��� belastet. Die Verläufe dieser um-
gekehrten Lastfolge zeigt Abbildung 4.11. Man erkennt, daß bei dieser Lastfol-
ge die Vorschädigung durch *� ausreicht, um eine beträchtliche Schädigungs-
evolution unter der niedrigen Lastampitude *� zu erreichen. Unter Lastampli-
tude *� zeigt sich bei allen Variablen ein Verhalten ähnlich der hohen Lastfolge
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im vorherigen Versuch. Dann allerdings führt die niedrige Last zu einer fast li-
near anwachsenden Rißlänge um noch einmal ca. 2�%. Dies bewirkt zwar fast
keine Änderung der Rißorientierung �, der Elastizitätsmodul fällt jedoch unter
der niedrige Lastamplitude nochmals um ca. .N% seiner Ausgangsgröße.

��

��

��

��

��

��

��� ���� ���� ����

����

�

�

��

��

��

��

��

��� ���� ���� ����
�

��Æ�

�

�

�

�

�

�

��� ���� ���� ����

�����
Æ�

�

����

���

����

���

����

����

���

��� ���� ���� ����

�

�

��� ���� ���� ����

��	

��	��

��	�

��	
�

���

�����

����

���
�

�
�̄�
��

��� ���� ���� ����

���

����

��


��
�

��	

��	�

���

����

�
�̄��

Abbildung 4.11: Untersuchung des Reihenfolgeeffektes:b) Last hoch, niedrig

Ein erneuter Bruchtest (s. Abbildungen 4.13 und 4.12) zeigt eine ge-
genüber Belastungsfolge a) wesentlich niedrigere Restbruchspannung von
*� � �R�3�MPa, also nur noch ca. 2P% der Ausgangsbruchspannung.
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Dies macht deutlich, daß lineare Schadensakkumulationsregeln, wie z.B. die
Palmgren-Miner Regel (PALMGREN 1924), für stark schwankende Lastam-
plituden keine sinnvollen Ergebnisse liefern können, da der Einfluß der Rei-
henfolge der verschiedenen Lastamplituden entscheidend ist.
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Abbildung 4.12: Spannungs-Dehnungs-Kurve des geschädigten Materials aus b)

Material 2 nach Lastfolge b)

! � $�23 � ��
 MPa 4 � �5,

�� � 2�,6$9 � ���� mm 1� � ���$Æ �� � $�MPa
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Abbildung 4.13: Verhalten des geschädigten Materials aus b)

4.5.3 Lebensdauerberechnung

Abschließend soll die Tauglichkeit des Modells für Lebensdauerberechnungen
anhand eines zyklischen Zugversuchs mit konstanter Lastamplitude demon-
striert werden. Für diesen Versuch wird wieder Material 1 (s. Abb. 4.14) ver-
wendet. Die Lastamplitude des dehnungsgesteuerten Versuchs wird mit einer
Spannungsamplitude von *max � ��MPa im ungeschädigten Material verhält-
nismäßig niedrig angesetzt. Das Diagramm der Spannung * über der Zylenzahl
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� in Abbildung 4.14 zeigt deutlich den Abfall der Spannung bei gleichblei-
bender Dehnung durch die Schädigung. Dieser Abfall ist hier bis zur span-
nungsfreien Trennung des Zugstabes in zwei Hälften simuliert worden. Die
Einführung eines Kriteriums für den Übergang eines Mikrorisses in einen Ma-
kroriß, der hier nicht vollzogen wird, würde bereits vor der spannungsfreien
Trennung des Materials zur Bildung eines Makrorisses führen. Der Graph des
Elastizitätsmoduls in Abbildung 4.15 stellt hierbei die Hüllkurve der Span-
nungsmaxima dar. Die Verläufe der übrigen Größen in Abbildung 4.15 unter-
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Abbildung 4.14: Diagramm der Spannung über der Zyklenzahl für Material 1

Material 1 �max � ,�MPa

! � $�23 � ��
 MPa 4 � �5,

�� � � � ���� mm 1� � ,�Æ �� � $�MPa

� � � ���6N mm�������� 7 � ��8

;� � �,���

scheiden sich qualitativ nicht von denen des Zugversuchs desselben Materials
in Abbildung 4.5.



4.5. NUMERISCHE SIMULATION 153

)

�
�

��

���
)�

)��

���� 9��� :��� B��� ����������

�5��

;

)

�)

��

�)

��

��

���� 9��� :��� B��� ����������
;

1�Æ	

�

�

9

)

:

�

���� 9��� :��� B��� ����������

�max�
Æ	

;

���)

���

���)

���

���)

���)

���

���� 9��� :��� B��� ����������

(

;

���

��9

��:

��B

�

���� 9��� :��� B��� ����������
;

<̄���

���

��9

��:

��B

�

���� 9��� :��� B��� ����������
;

!̄5!

Abbildung 4.15: Ergebnisse des zyklischen Lebensdauer-Versuchs

Bei der Lebensdauerberechnung wird deutlich, daß die Änderung des
Elastizitätsmoduls alleine, d.h. ohne zugrundeliegende mikromechanische
Größen, wie hier der Rißlänge, nur beschränkt Auskunft über die Restlebens-
dauer geben kann. Wenn man als Lebensdauer des untersuchten Materials bei
der gegebenen Lastamplitude die spannungsfreie Trennung bei � � .�.��
annimmt, dann sind bei einer Änderung des Elastizitätsmodul auf ca. OO%
seines Ausgangswertes schon ungefähr N2% seiner Lebensdauer verstrichen.



Zusammenfassung und Ausblick

In der vorliegenden Arbeit wurde ein finiter Rahmen für spröde Schädi-
gung vorgestellt. Innerhalb dieses Rahmens wurde, basierend auf der mixed-
mode Ausbreitung von Mikrorissen, ein Kontinuums-Schädigungs-Modell ent-
wickelt, wobei der Mikro-Makro Übergang auf einem Postulat der Äquivalenz
der Mikro- und Makrodissiaption beruhte. Es wurde anhand numerischer Bei-
spiele demonstriert, daß das entwickelte Modell zur Berechnung der Lebens-
dauer eingesetzt werden kann.

Der auf einer multiplikativen Zerlegung des Deformationsgradienten in einen
elastischen und einen Schädigungsanteil beruhende Schädigungsrahmen führ-
te auf die Interpretation der Referenzkonfiguration als fiktive, ungeschädigte
Konfiguration, wie sie in der Schädigungsliteratur Verwendung findet. Die In-
konsistenzen, die durch die Einführung einer solchen Konfiguration in einen
Rahmen kleiner Formänderungen entstehen, motivierten den präsentierten fi-
niten Rahmen. Innerhalb dieses Rahmens wurden dann die konstitutiven Ge-
setze mit Hilfe einer Prozedur von COLEMAN & NOLL (1963) direkt aus
dem Postultat der freien Energiedichte hergeleitet, wodurch die thermodyna-
mische Konsistenz gesichert wurde. Mittels des eingeführten Schädigungsde-
formationsgradienten konnte dann der anisotrop geschädigte Elastizitätstensor
auf einfache Weise durch ein push-forward gewonnen werden. Mit Hilfe des
Postulates der maximalen Dissipation wurde ein assoziatives Schädigungsge-
setz formuliert.

Aufgabe der mikromechanischen Betrachtungen war es, ein Schädigunspo-
tential auf der Makroebene zur Verfügung zustellen. Hierzu wurde zunächst
ein Rißausbreitungsalgorithmus für mixed-mode Risse präsentiert, der direkt
aus dem Variationsprinzip eines Körpers mit einem Riß abgeleitet wird. Das
hieraus folgende Prinzip der maximalen Energiefreisetzungsrate weist meh-
rere Vorteile auf: Zum einen reichte für dessen Herleitung die Beschränkung
aus, daß die bei der Rißausbreitung dissipierte Energie proportional der neu
entstandenen Rißfläche ist, so daß keine ad-hoc Annahmen über die Richtung
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der Rißausbreitung getroffen werden mußten. Zum anderen ergeben sich, vor
allem für den zweidimensionalen Fall, relativ einfache Gleichungen, deren An-
wendbarkeit auf mixed-mode Rißprobleme anhand eine FEM-Implemetierung
demonstriert wird.

Desweiteren weist das Prinzip der maximalen Energiefreisetzungsrate eine
tiefgreifende Analogie zum auf der Makroebene postulierten Prinzip der ma-
ximalen Dissipation auf. Um diese Analogie zu erhalten, wurde der Übergang
von der Mikromechanik des Risses in einer Einheitszelle zur Schädigungsevo-
lution durch ein Homogenisierungsverfahren in Ratenform durchgeführt, das
auf dem Postulat der Äquivalenz der Mikro- und Makrodissipation beruht. Die
Forderung, daß auch die treibenden Kräfte auf die Schädigungsevolution und
die Rißausbreitung äquivalent sein sollen, führte dann zu einem Schädigungs-
potential auf der Makroebene, daß der Bedingung für Rißfortschritt gleich-
kommt. Diese Forderung basiert darauf, daß für die Ausbreitung von Defek-
ten in einem Material sowohl in der “verschmierten” Form des Kontinuums-
Schädigungs-Modells als auch in der diskreten Form der Rißausbreitung, als
treibenden Kräfte sogenannte Konfigurationskräfte, ausschlaggebend sind, die
auf einer Änderung der Konfiguration des Materials beruhen, und nicht auf
seiner Deformation. Deshalb basiert das vorgeschlagene Homogenisierungs-
verfahren auf diesen Konfigurationskräften und der durch sie hervorgerufenen
Dissipation, und nicht auf der Mittelung der sich ergebenden Spannungen und
Dehnungen in der Einheitszelle.

Das durch ein Fließgesetz von LEMAITRE & CHABOCHE (1990) ver-
vollständigte Gleichungssystem wurde für einachsige Zugversuche unter mo-
notoner und zyklischer Belastung integriert. Es wurde gezeigt, daß Reihenfol-
geeffekte wiedergegeben werden können, und daß das Modell für Lebensdau-
erberechnungen eingesetzt werden kann.

Erweiterungen des Modells sind in mehrere Richtungen vorstellbar. Zum
einen können die dreidimensionlen Gleichungen der Rißausbreitung dazu be-
nutzt werden, um ein Schädigungsmodell basierend auf elliptischen Rissen zu
formulieren. Zum anderen wäre die Kopplung mit einem Schädigungsmodell
für duktile Schädigung durch Poren denkbar, um die Ermittlung der Rest-
bruchspannung für Materialien, die große plastische Formänderungen ertra-
gen, realistischer zu gestalten. Für die Berechnung komplexer Bauteilgeome-
trien und Belastungen ist die Implementierung in einen FEM-Code vorzuneh-
men. Schließlich muß für den Übergang zur Makrorißausbreitung ein passen-
des Kriterium formuliert werden.
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mechanik und ihre Anwendung bei der werkstoffmechanischen Bauteil-
analyse. Tech. Mechanik 11(2), 81–93.

Altenbach, J., H. Altenbach & K. Naumenko (1997). Lebensdauer-
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Mechanik 12(4), 353–364.

Amestoy, M. & J. B. Leblond (1992). Crack paths in plane situations-ii.
detailed form of the expansion of the stress intensity factors. Int. J. Solids
Structures 29, 465–501.

Asaro, R. & J. Rice (1977). Strain localization in ductile single crystals. J.
Mech. Phys. Solids 25, 309–.

Asaro, R. J. (1983). Crystal plasticity. Journal of Applied Mechanics 50,
921–934.

Ben-Hatira, F., C. Forster & K. Saanouni (1992). Prediction of flow locali-
zation and failure in finite elastoplasticity with damage. Eur. J. of Finite
Elements.

Benveniste, Y. (1986). On the Mori-Tanaka method in cracked solids. Mech.
Res. Comm. 13(4), 193–204.

Betten, J. (1983). Damage tensors in continuum mechanics. J. Méc. Théor.
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LITERATUR 161

Forman, R., V. Kearney & R. Engle (1967). Numerical analysis of crack
propagation in a cyclic–load structure. ASME Trans. J. Basic Eng. 89D,
459.

Ganczarski, A. & J. Skrzypek (1995). Concept of thermo-damage coupling
in continuum damage mechanics. In R. B. Hetnarski and N. Noda (Eds.),
First Int. Symposium Thermal Stresses ’95, Hamamatsu, Japan, pp. 83–
86.

Ganczarski, A. & J. Skrzypek (1997). Modeling of damage effect on he-
at transfer in solids. In R. B. Hetnarski and N. Noda (Eds.), Sect. Int.
Symp. Thermal Stresses ’97, Rochester Inst. of Technology, Rochester,
New York, pp. 213–216.
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Anhang

Herleitung der treibenden Kraft

In der Rate der freien Energiedichte (2.2.78) in Abschnitt 2.2 erschien der Term

@L̄

@8̄��

der zur Berechung der treibenden Kraft auf die Schädigung benötigt wurde.
Die Herleitung dieser Ableitung wird hier im Detail angegeben. Man kann
obigen Term als

@L̄

@8̄��
�
@L̄

@����/I

@����/I
@�
��
�

@�
��
�

@8̄��

schreiben. Zunächst berechnet man

@L̄

@����/I
�
@L̄

@�Ȳ��6Æ

@�Ȳ��6Æ

@����/I

mit Hilfe von (2.2.81) zu

@L̄

@����/I
�
.

2
+̄6Æ
@
�
������J6��

����KÆ
JK
�

@����/I
3

Die benötigete Ableitung berechnet man aus der Identität F�F��� � � zu

@������J6

@����/I
� �������J/ ��

����J63

Damit erhält man

@L̄

@����/I
� ��Ȳ��/Æ+̄

Æ6������IÆ 3
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Aus Gleichung (2.2.13) kann man leicht die Ableitung @C�D@F� berechnen,
so daß

@L̄

@�
��
�
�
@L̄

@����/I

@����/I
@�
��
�

� �
.

2
8̄/�+̄Æ6������
6 ��

������3

Wenn man wiederum Gleichung (2.2.13) benutzt, gelangt man schließlich zu

@L̄

@8̄��
�

@L̄

@�
��
�

@�
��
�

@8̄��
� �
.

2
8̄�Æ�Ȳ��Æ6+̄

6��

was die Ableitung war, die benutzt wurde um Gleichung (2.2.83) herzuleiten.
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