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Kapitel 1
Einleitung

Technische Konstruktionen unterliegen stindig steigenden Anforderungen in bezug auf ihre
Bearbeitungsgenauigkeit, Sicherheit und nicht zuletzt auf ihre Wirtschaftlichkeit. Einherge-
hend mit einer Entwicklung hin zu immer leichteren Bauteilen werden die Konstruktionen
neben statischen und quasistatischen Belastungen im zunehmendem Mafle dynamischen Be-
anspruchungen ausgesetzt. Zusatzlich zur statischen Analyse ist somit eine Untersuchung
des Schwingungsverhaltens einer Konstruktion notwendig.

Die im folgenden betrachteten Strukturen besitzen linear-elastisches Verhalten und lassen
sich mit Hilfe von partiellen Differentialgleichungen beschreiben. Mit der stindigen Wei-
terentwicklung leistungsfahiger Rechner werden seit den sechziger Jahren im zunehmenden
Mafle numerische Berechnungsmethoden zur Losung strukturdynamischer Probleme im In-
genieurwesen eingesetzt. Fiir die rechnergestiitzte Analyse eines mechanischen Systems sind
besonders diejenigen mathematischen Modelle geeignet, die das zu untersuchende System-
verhalten mit einer beschriankten Anzahl von Freiheitsgraden beschreiben. Da ein kontinu-
ierliches System eine unendliche Anzahl von Freiheitsgraden besitzt, ist eine Diskretisierung
des durch die analytischen Differentialgleichungen abgebildeten Gebietes z.B. mit Hilfe von
Differenzengleichungen oder finiten Elementen notwendig. Die Eigenschaften des Systems
werden dann durch gewohnliche Differentialgleichungen angenahert.

Das am weitesten verbreitete numerische Berechnungsvefahren zur Losung physikalisch-
technischer Probleme ist die Methode der finiten Elemente (FEM). Die Struktur wird bei
diesem Verfahren durch Verschiebungen und Krifte an einer endlichen Anzahl von diskreten
Punkten dargestellt. Die Spannungen und Verschiebungen einer Struktur, und damit das
Strukturverhalten, werden mit Hilfe von Ansatzfunktionen innerhalb bestimmter Teilberei-
che (Elemente) beschrieben. Werden fiir das gesamte Bauteil gleichbleibende Struktureigen-
schaften gewihrleistet, so gilt fiir finite Elemente-Ansitze das gleiche Konvergenzverhalten
wie fiir Ansétze iiber die Gesamtstruktur.

Zur ausreichend genauen Darstellung von Systemen mit Bereichen unterschiedlicher struktu-
reller Eigenschaften ist jedoch eine Diskretisierung mit einer grofien Anzahl von Freiheitsgra-
den notwendig. Die Gréfie der anfallenden Datenmenge - Gleichungssysteme der Dimension
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n = 10* bis n = 10° sind nicht unrealistisch ([45]) - kann dazu fiihren, da8 eine Losung des
Differentialgleichungssystems nicht mehr wirtschaftlich oder iiberhaupt nicht mehr moglich
ist. Aus diesem Grund wurden zur Verringerung des Rechen- und Speicheraufwands ver-
schiedene Reduktionsverfahren entwickelt.

Das Ziel der Reduktionsmethoden ist es, die Anzahl der zur Abbildung des Systemverhal-
tens bendtigten Gleichungen so zu reduzieren, dafi die Giite der urspriinglichen Approxi-
mation zumindest in einem bestimmten (Frequenz-)Bereich unverdndert bleibt. Durch die
Aufteilung einer grofien und/oder komplizierten Struktur in kleinere Teilstrukturen ist eine
Systemanalyse wirtschaftlich an den Teilsystemen maglich. Ein solches Vorgehen wird als
Substrukturtechnik bezeichnet.

Eine Reduktion der Freiheitsgrade der Teilsysteme und damit die der Freiheitsgrade des
Gesamtsystems kann mit Hilfe der Kondensation erfolgen. Da bei der Analyse grofler Sy-
steme mit vielen Freiheitsgraden hiufig nur das Systemverhalten an wenigen Punkten von
Interesse ist und zudem &uflere Erregungen nicht an allen Freiheitsgraden auftreten, wurden
Kondensationsverfahren entwickelt, die diese passiven Koordinaten aus dem Gleichungssy-
stem eliminieren. Werden bei der Kondensation keine Ndherungen eingefiihrt, so bleibt die
Genauigkeit der dimensionsreduzierten Systembeschreibung gegeniiber der urspriinglichen
Darstellung unveréndert.

Zur statischen Analyse linear elastischer Systeme ist die Berechnung einer Steifigkeitsmatrix
und die Losung eines linearen Gleichungssystems erforderlich. Die Anwendung der Kondensa-
tion und der Substrukturtechnik fiihrt bei der statischen Untersuchung der Konstruktion zu
einer Beschreibung des Teilsystemverhaltens mit nur wenigen Freiheitsgraden. Das Zusam-
menfiigen der einzelnen Substrukturen ergibt den gegeniiber der unkondensierten Darstellung
unverdndert genauen Verformungszustand des Gesamtsystems.

Zur Beschreibung des dynamischen Systemverhaltens ist zusétzlich zur Berechnung der Stei-
figkeitsmatrix die Erfassung der Tragheitseinfliisse durch eine Massenmatrix notwendig. Um
die Dampfungseigenschaften einer Struktur abzubilden, kann zudem die Einfithrung einer
Dampfungsmatrix erforderlich sein. Neben einem erhohten Speicheraufwand sind jetzt zur
Lésung des resultierenden Eigenwertproblems (Berechnung von Eigenwerten und -vektoren)
rechen- und speicherintensivere Algorithmen notwendig als bei der statischen Analyse.

Um die Trigheitseinfliisse der Massen in einem dimensionsreduzierten Gleichungssystem er-
fassen zu koénnen, ist eine einmalige Kondensation, d.h. eine Kondensation fiir eine feste
Frequenz, nicht mehr ausreichend. Um das Systemverhalten fiir den gesamten Frequenzbe-
reich mit unveriinderter Genauigkeit wiederzugeben, ist eine frequenzabhingige, sogenannte
exakte dynamische Kondensation notwendig. Hierbei entstehen Gleichungssysteme, die
im hohen Mafle nichtlinear von der Frequenz abhéingig sind. Die Bestimmung der Eigenwerte
und -vektoren ist iterativ durchzufiihren, wobei in jedem Iterationsschritt ein Gleichungssy-
stem von der Grofle der aus der Systembeschreibung eliminierten Freiheitsgrade zu l6sen ist.
Die Kondensation erfolgt im Frequenzbereich, eine algebraische Darstellung des reduzierten
Gleichungssystems im Zeitbereich ist nicht unmittelbar méglich. Aus diesem Grund verblei-
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ben die kondensierten Gleichungen im Freqeunzbereich, womit die Verwendungsmoglichkei-
ten der Formulierung stark eingeschriankt sind.

Im Rahmen dieser Arbeit wird ein neues Verfahren zur Kondensation linearer Differential-
gleichungssysteme wie sie bei Verwendung der FEM entstehen vorgestellt. Die Kondensation
erfolgt dabei unter Verwendung der Substrukturtechnik an rechentechnisch gut handhab-
baren Teilstrukturen. Es wird sowoh! eine effiziente Losung der Eigenwertaufgabe als auch
eine fiir weitere Untersuchungen (Zeitbereichssimulationen, Einsatz in der Regelungstechnik)
gut handhabbare Darstellung der freiheitsgradreduzierten Gleichungssysteme angestrebt. Die
Tauglichkeit der kondensierten Systemdarstellung zur Beschreibung dynamischer Systeme
wird abschliefend anhand von einfachen Rechenbeispielen aufgezeigt.

Neben dem Verfahren der Kondensation sind zahlreiche weitere Verfahren zur Aufwandsver-
ringerung bei der Eigenwertlésung und zur dimensionsreduzierten Systemdarstellung aus der
Literatur bekannt. Es soll daher im folgenden zunichst eine kurze Ubersicht der wichtigsten
Verfahren gegeben werden, anschlieflend wird das Ziel der Arbeit prizisiert.

1.1 Stand der Forschung

Die Ordnungsreduktion von Gleichungssystemen spielt sowohl bei der Eigenwertanalyse in
der Strukturdynamik als auch bei der Simulation dynamischer Vorgénge sowie beim Reg-
lerentwurf eine grofie Rolle. Aus der Literatur sind eine Vielzahl von Reduktionsverfahren
bekannt.

Ein wesentlicher Unterschied zwischen der Reduktion der Systemordnung in der Regelungs-
technik und bei strukturdynamischen Aufgaben besteht darin, dal in der Regelungstech-
nik im allgemeinen das Systemverhalten als bekannt vorausgesetzt wird, wohingegen in der
Strukturdynamik das Schwingungsverhalten erst mit dem reduzierten Ansatz bestimmt wer-
den soll. Eine Ubersicht von Reduktionsmethoden in der Regelungstechnik im Frequenz-
und Zeitbereich sowie eine ausfiihrliche Angabe von Literatur bis 1990 enthilt [84]. Eine
Aufstellung von Verfahren zur Ordnungsreduktion in der Strukturdynamik bis 1993 wird in
[77] angegeben.

Zur Losung der Eigenwertaufgabe grofier Systeme in der Strukturdynamik wird der Umstand
ausgenutzt, dafl flir den Ingenieur im allgemeinen nur einige wenige Eigenfrequenzen inner-
halb des gesamten Spektrums interessant sind. Zur Ermittlung der Figenwerte und -vektoren
wird daher ein Eigenwertproblem erzeugt, das in der Ordnung gegeniiber dem Ausgangspro-
blem stark verringert ist, den zu untersuchenden Frequenzbereich jedoch ausreichend genau
approximiert.

Neben den eingangs erwdhnten Methoden der Kondensation und der Substrukturtechnik wer-
den zur Lésung des linearen Eigenwertproblems grofier Strukturen die Lanczos-Methode
(1921, 193], [79], [15], [13], [16], [55]) und die Subspace-Iteration ([5], [93]) eingesetzt. Bei
diesen iterativen Verfahren wird mittels einer Transformation ein Eigenwertproblem geringer
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Ordnung erzeugt (vgl. Kapitel 2.1).

Bei dem Verfahren der Modalsynthese werden zur Darstellung von Substrukturen modale
Koordinaten benutzt. Die Beschreibung des Teilstrukturverhaltens geschieht durch Ansatz-
vektoren im Sinne des Ritz-Verfahrens, wobei die Vektoren Eigenformen der Teilstruktur
([34], [6], [71], [112], [47], [14], [46], [31], [50], [94]) aber z.B. auch Lanczos-Vektoren ([2],
[17], [13]) sein konnen (vgl. Kapitel 2.4). Die Grofie des entstehenden Gleichungssystems
ist abhéngig von der Anzahl der im Ansatz verwendeten Vektoren. Bei einem unvollstandi-
gen Ansatz wird das Schwingungsverhalten der Struktur niherungsweise beschrieben. Die
Giite der Approximation wird im wesentlichen von der Art der verwendeten Ansatzvektoren
bestimmt (vgl. Kapitel 2.4). Liegen modale Parameter einer Teilstruktur aus einer Rech-
nung oder einem Experiment vor, so kénnen die Daten zur Beschreibung des Gesamtsystems
verwendet werden ([73], [74], [57]).

Im Unterschied zu dem Modalsynthese-Verfahren wird bei der exakten dynamischen
Kondensation eine Verringerung der Dimension des Gleichungssystems erreicht, ohne die
Anzahl und die Genauigkeit der ermittelbaren Eigenwerte einzuschrinken. Die Kondensati-
on findet im allgemeinen an Substrukturen statt. Die Losung der Eigenwertaufgabe fiir das
Gesamtsystem erfolgt iterativ und ist mit einem hohen Rechenaufwand verbunden. Zur Auf-
wandsverringerung bei der exakten dynamischen Kondensation wurden zahlreiche Verfahren
entwickelt. Das wohl bekannteste ist die statische Kondensation von Guyan ([36]) und
IRONS ([48]). Durch eine einmalige Kondensation bei der Kreisfrequenz w = 0 und der da-
mit einhergehenden Vernachldssigung von Massentriagheitseinfliissen der Teilstruktur gelangt
man zu einer leicht handhabbaren Systemdarstellung. Bei ungeddmpften Strukturen ergibt
sich eine lineare Eigenwertaufgabe; der einfachen Formulierung steht jedoch ein eingeschrank-
ter Giiltigkeitsbereich der ermittelbaren Eigenfrequenzen gegeniiber (vgl. Kapitel 2.3.1). Zur
Verringerung des Rechenaufwandes bei der iterativen dynamischen Kondensation werden
Eigenformen der an den beizubehaltenden (Master-)Freiheitsgraden fest eingespannten Teil-
struktur zur Beschreibung des reduzierten Gleichungssystems benutzt ([90], [66], [81]). Damit
kann der Rechenaufwand bei der iterativen Eigenwertlosung fir die Gesamtstruktur reduziert
werden, es ist jedoch fiir jede Substruktur eine Eigenwertaufgabe zu l6sen, deren Gréfe der
Anzahl der aus dem Gleichungssystem entfernten (Slave-)Freiheitsgrade entspricht. Werden
nur einige wenige Teilstruktur-Eigenformen des unteren Spektrums berechnet, 148t sich eine
weitere Aufwandsverringerung erreichen. Fiir die unteren Eigenwerte und die zugehorigen Ei-
genformen des Gesamtsystems lassen sich sehr gute Niaherungen erzielen (vgl. Kapitel 2.3.1).
Auf die Verwandtschaft von Kondensationsverfahren, die Eigenformen der Teilstruktur zur
Systembeschreibung verwenden, und Modalsynthese-Verfahren wird in [101] hingewiesen.
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1.2 Ziel der Arbeit

Mit Hilfe der exakten dynamischen Kondensation ist die Darstellung eines grofldimensio-
nierten Gleichungssystems ohne Einschriankung der Genauigkeit mit wenigen physikalischen
Koordinaten moglich. Dem Vorteil eines in der Dimension stark reduzierten Gleichungssy-
stems steht der Nachteil einer analytisch schwer handhabbaren Formulierung gegeniiber.
Die Darstellung des kondensierten Gleichungssystems findet bisher im allgemeinen im Fre-
quenzbereich statt, wodurch die Verwendungsmoglichkeiten der Systemformulierung stark
eingeschrinkt sind. Die iterativ durchzufiihrende Losung der nichtlinearen Eigenwertaufgabe
erfordert einen hohen Rechenaufwand, da die Kondensation fiir jeden einzelnen Frequenz-
schritt erfolgen muB. Fiir jeden Iterationsschritt werden die Matrizen des Ausgangssystems
vollstindig benétigt, der Bedarf an Speicherplatz kann daher gréfler sein als der fiir das
unkondensierte Gleichungssystem.

Zur Systemidentifikation und fiir Simulationsrechnungen im Zeitbereich wére eine Darstel-
lung der kondensierten Gleichungssysteme der Substrukturen sowie des Gleichungssystems
der Gesamtstruktur in Form von linearen Differentialgleichungen giinstig. Einer Darstellung
mit linearen Differentialgleichungen im Zeitbereich entspricht eine Formulierung mittels Po-
lynommatrizen im Frequenzbereich.

Durch die Formulierung des bei einer frequenzabhiangigen Kondensation entstehenden Glei-
chungssystems mit Hilfe von Polynommatrizen wird eine kompakte und analytisch gut hand-
habbare Systemdarstellung erwartet. Die Eigenschaften von Polynommatrizen sind ausfiihr-
lich untersucht worden, und zur iterativen Losung des Eigenwertproblems fiir diese Matrizen
wurden eine Reihe von effektiven Verfahren entwickelt (siehe z.B. [114], [59], [27], [33], [51],
[103]).

Ziele dieser Arbeit sind daher:

# Es soll eine Kondensationsvorschrift aufgestellt werden, die eine analytische Systembe-
schreibung sowohl im Frequenz- als auch im Zeitbereich ermdglicht. Die Systemdarstel-
lung soll mittels Polynommatrizen bzw. mit linearen Differentialgleichungen erfolgen.

e Die Kondensation soll analytisch, d.h. frequenzabhéngig, an einer Substruktur durch-
gefiihrt werden. Die Kopplung der Teilstrukturen zu einer Gesamtstruktur soll ebenfalls
analytisch moglich sein.

o Durch die Formulierung des kondensierten Gleichungssystems einer Substruktur mit
wenigen ausgewdhlten Teilstruktur-Eigenformen soll eine weitere Aufwandsverringe-
rung erreicht werden. Das Schwingungsverhalten der Gesamtstruktur soll dabei in
einem interessierenden Frequenzbereich mit ausreichender Genauigkeit approximiert
werden.
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1.3 Inhalt der Arbeit

Die Kapitel 2 und 3 enthalten die der Arbeit zugrundeliegenden Verfahren und mathemati-
schen Werkzeuge. Das sind zum einen Methoden wie die Substrukturtechnik und die Kon-
densation (Kapitel 2), die zur effizienten Analyse strukturdynamischer Aufgaben eingesetzt
werden. Zum anderen werden Grundlagen zur Rechnung mit Polynommatrizen (Kapitel 3.1
bis 3.4) sowie die Faktorenzerlegung einer Polynommatrix (Kapitel 3.5) angegeben. Im Ka-
pitel 3.6 wird ein neues Naherungsverfahren fiir Polynommatrizen hergeleitet. Basierend auf
der Beschreibung eines kondensierten Gleichungssystems mit Hilfe von Polynommatrizen
gelingt im Kapitel 4 die Formulierung einer neuen Kondensationsvorschrift.

Die Kapitel sind im einzelnen wie folgt aufgebaut:

Im Kapitel 2 werden die Methoden der Kondensation und der Substrukturtechnik dargestellt
und damit die Grundlagen fiir die weiteren Betrachtungen geschaffen. Es wird zunéichst das
Vorgehen bei der exakten dynamischen Kondensation betrachtet. Es folgt eine Ubersicht
verschiedener Naherungsansitze sowie die Angabe von Giiltigkeitsbereichen der Ndherungen.
Hierbei sind insbesondere Verfahren von Interesse, die auf eine Systembeschreibung mittels
Eigenformen einer Teilstruktur fithren. Es werden die Grundlagen der Substrukturtechnik
dargestellt und eine Ubersicht verschiedener Vorgehensweisen aufgezeigt.

Das bei einer dynamischen Kondensation entstehende Gleichungssystem 188t sich mit Hil-
fe einer gebrochenrationalen Polynommatrix darstellen. Kapitel 3 enthélt die Grundlagen
zur Rechnung mit Polynommatrizen und 148t sich in zwei Abschnitte unterteilen. Im ersten
Abschnitt wird die Eigenwertaufgabe bei Polynommatrizen betrachtet, Methoden zur Linea-
risierung der Matrizen angegeben und die Eigenschaften der linearen Matrizen aufgezeigt.
Zur Losung des nichtlinearen Eigenwertproblems von Polynommatrizen werden verschiedene
Verfahren angegeben, dabei wird insbesondere auf die Rayleigh-Quotienten-Iteration einge-
gangen. Im zweiten Teil des Kapitels wird ein Verfahren zur Faktorisierung einer Polynom-
matrix aufgezeigt. Mit Hilfe der Faktorenzerlegung einer Polynommatrix wird anschlieflend
ein neues Verfahren zur Approximation dieser Matrizen hergeleitet. Die Ndherung der Po-
lynommatrizen erfolgt dabei durch die nur teilweise Beriicksichtigung der Eigenwerte und
-vektoren der Matrizen. Fiir ein kondensierten Gleichungssystems wird gezeigt, daf iber
die faktorisierte Formulierung einer Polynommatrix eine frequenzbewertete Naherung eines
linearen Schwingungssystems moglich ist.

Im Kapitel 4 wird zunéchst die Darstellung eines frequenzabhingig, analytisch kondensier-
ten Gleichungssystems mit Hilfe einer gebrochenrationalen Polynommatrix angegeben. Es
werden das Eigenwertspektrum sowie die Eigenschaften der Formulierung im Zustandsraum
untersucht. Das im Kapitel 3 hergeleitete Verfahren zur Faktoren- bzw. Spektralzerlegung
und zur Ndherung einer Polynommatrix wird im vierten Kapitel auf die gebrochenrationale
Polynommatrix eines kondensierten Gleichungssystems angewendet. Durch die Umordnung
des Spektrums des Gleichungssystems 148t sich die Realisierung einer kondensierten System-
darstellung mit einer minimalen Anzahl von Variablen im linearen Zustandsraum angeben.
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Durch das Vernachldssigen von Eigenwerten und -formen des dimensionsreduzierten Glei-
chungssystems ist eine ausreichend genaue Approximation des Schwingungsverhaltens eines
dynamischen Systems innerhalb eines bestimmten Frequenzbereichs méglich. Die Konden-
sation erfolgt an Teilsystemen einer Gesamtstruktur. Es werden zur Darstellung und Ap-
proximation der Substruktureigenschaften Eigenformen der Teilstruktur als Ansatzvektoren
verwendet. Es 14t sich somit eine Kondensationsvorschrift fiir lineare dvnamische Systeme
angeben. Die analytische Kopplung einzelner Substrukturen zu einem Gesamtsystem gelingt
mit Hilfe von Koppelelementen. Die Eignung der Kondensationsvorschrift zur Beschreibung
dynamischer Systeme wird anhand einfacher Beispiele nachgewiesen. Durch die Anwendung
der Kondensation auf die Substrukturen eines Biegebalkens und eines Rahmens 148t sich der
Giiltigkeitsbereich fiir die gendherte Modelldarstellung aufzeigen.

Der Anhang enthilt Erginzungen zu den Kapiteln 2 bis 4. Es wird die umerische Stabi-
litdt bei der Faktorisierung einer Polynommatrix untersucht. Es werden zudem Verfahren
zur Inversion einer Polynommatrix angegeben. Herkémmliche Verfahren zur Inversion einer
Polynommatrix werden mit der Inversion einer faktorisierten Polynommatrix verglichen.



Kapitel 2
Kondensation und Substrukturtechnik

Es wird das Verfahren der Kondensation sowie die Substrukturtechnik vorgestellt. Beide Me-
thoden werden gemeinsam genutzt, um den Aufwand zur Losung grofler Gleichungssysteme,
wie sie z.B. bei Verwendung der Finite Elemente Methode (FEM) entstehen, zu verringern.

Mit Hilfe der Kondensation wird die Dimension eines Gleichungssystems reduziert. Wurde
ein Bauteil unter Anwendung der Substrukturtechnik in kleinere Teilstrukturen zerlegt, ist
eine effektive Anwendung der Kondensation auf die Teilsysteme moglich.

Die Anwendung der Kondensation auf Teilstrukturen bildet den Rahmen fiir alle folgenden
Betrachtungen.

2.1 Vorbemerkungen

Die aus der diskreten Modellbildung mit der FEM resultierenden Bewegungsgleichungen fiir
ein lineares zeitinvariantes System lauten

Kx(t) + Cpx(t) + Mx(¢t) = £(t). (2.1)

K, Cp und M sind die Steifigkeits-, Ddmpfungs- und Massenmatrix mit der Dimension nxn.
x(t) ist ein (n x 1)-Vektor mit den Koordinaten der Verschiebungen und Verdrehungen
und f(¢) ein (n x 1)-Vektor der duBeren Erregungskrifte und -momente. Die Anzahl der
Freiheitsgrade und damit die Grofie des Differentialgleichungssystems wird durch die Anzahl
der Elemente des Vektors x(t) bestimmt.

Im folgenden werden ungeddmpfte Systeme betrachtet, so dafi die Dampfungsmatrix Cp =0
ist. Mit der Annahme einer harmonischen Bewegung und Erregung der Struktur, lassen sich
mit Hilfe der Beziehungen

x(t) = %(w)e™ . f(t) = f(w)e’ (2.2)
die Bewegungsgleichungen (2.1) im Frequenzbereich wie folgt darstellen:

(K — AM) x(w) = D(V)%(w) = f(w). (2.3)
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Hierbei ist A = w? und w die Eigenkreisfrequenz. Die Matrix D(}) wird aufgrund ihrer
Frequenzabhingigkeit auch als dynamische Steifigkeit bezeichnet.

Da die folgenden Betrachtungen vorwiegend im Frequenzbereich stattfinden, werden in1 wei-
teren die Vektoren %(w) und f(w) als x und f dargestellt und Vektoren im Zeitbereich mit
x(t) und f{t) gekennzeichnet.

Eigenwertanalyse

Die Losung des homogenen Gleichungssystems (2.3) (f = 0) fiithrt auf die lineare Eigenwert-
aufgabe

(K- AM)x=0. (2.4)
Fir die Eigenwerte
0< A <A .. < Ay (2.5)
ergeben sich aus
(K-XxM)x; =0 (2.6)

n linear unabhingige Eigenvektoren x,,...x,. Die Eigenwerte A; sind die Nullstellen der
charakteristischen Determinante

p(A) =det (K — AM) = 0. (2.7)

Im Rahmen dieser Arbeit werden die im Anhang B fiir einen Balken und einen Stab angege-
benen Steifigkeitsmatrizen und konsistenten Massenmatrizen verwendet. Die Matrizen sind
symmetrisch und positiv definit (M) bzw. positiv semidefinit (K), d.h. alle Eigenwerte sind
positiv und reell bzw. Null.

Die Losung der Eigenwertaufgabe (2.6) liefert die Eigenwerte und -vektoren eines linearen
Systems. Anhand dieser, als modale Parameter bezeichneten, Grofien lassen sich wichtige
Eigenschaften eines Schwingungssystems erkennen.

Die Grofle und Verteilungsdichte der Eigenwerte sowie das Aussehen der Schwingungsformen
lassen Aussagen iiber die Anfélligkeit einer Struktur zu. Wird ein Bauteil durch von auflen
angreifende Kréfte erregt, konnen durch einen Vergleich der Erregerfrequenzen und der An-
griffspunkte der Erregungen mit den Eigenfrequenzen und den Eigenformen Aussagen iiber
die Beanspruchung der Struktur getroffen werden (Resonanzverhalten). Unter Ausnutzung
der Orthogonalititseigenschaften der Eigenvektoren gelingt eine Entkopplung der Schwin-
gungsanteile. Die einzelnen Schwingungsformen kénnen getrennt betrachtet werden. und es
kann eine Auswahl von Schwingungsformen erfolgen, die zur Systembeschreibung benutzt
werden. Werden nur wenige bestimmte Eigenformen zur Beschreibung der Struktureigen-
schaften in einem interessierenden Frequenzbereich verwendet, 148t sich eine Reduktion des
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Gleichungssystems erreichen. Diese Eigenschaft wird z.B. bei der Losung grofier Differential-
gleichungssysteme 1. Ordnung genutzt. Beim Reglerentwurf fiir dynamische Systeme werden
sogenannte modale Regelungen eingesetzt, wobei man zum einen die Entkopplungseigen-
schaften der Eigenvektoren ausnutzt und zum anderen versucht, direkten Einfluf} auf die
Eigenwerte der Struktur zu nehmen, um so die Systemeigenschaften zu beeinflussen. Die
modalen Parameter konnen auch zur Schadenslokalisation und zur Schadensfriiherkennung
bei Bauteilen eingesetzt werden ([63]).

Das lineare Eigenwertproblem (2.4) wurde insbesondere fiir symmetrische Matrizen ausgiebig
untersucht, und zu seiner Losung stehen zahlreiche Algorithmen zur Verfiigung. Neben der
Symmetrie wird die, aufgrund der Kopplung einzelner Strukturen, bei der FEM entstehende
Bandstruktur der Matrizen ausgenutzt.

Die explizite Berechnung der Polynomkoeffizienten der Determinante (2.7) ist aufwendig und
fiihrt bereits bei Gleichungssystemen geringer Gréfie zu grofien Differenzen in den Betrigen
der Koeflizienten und damit zu schlecht konditionierten Polynomen. Verfahren zur Losung
des Eigenwertproblems (2.4) vermeiden im allgemeinen die Berechnung der charakteristi-
schen Determinante.

Eigenwertloser wie der QR- oder der QZ-Algorithmus ([115], [100]) ermitteln gleichzeitig
sdmtliche im Spektrum enthaltenen Eigenwerte und -vektoren. Die Giite der berechneten
Eigenwerte ist abhingig von der Kondition des Eigenwertproblems, die Algorithmen verlan-
gen, dafBl die Systemmatrizen vollstindig im Arbeitsspeicher untergebracht werden.

Da der Bedarf an Speicherplatz mit dem Quadrat und die zur Eigenwertlosung bendtigte
Rechenzeit ungefdhr mit der vierten Potenz zur Anzahl der Freiheitsgrade steigen ([30]),
ist es glinstig, Verfahren zur Eigenwertermittlung einzusetzen, die weniger speicher- und re-
chenaufwendig sind. Fiir die Beschreibung der dynamischen Eigenschaften einer Struktur mit
einigen tausend Freiheitsgraden ist oftmals die Ermittlung einiger (hundert) unterer Eigen-
frequenzen und Eigenformen ausreichend. Dies ist im wesentlichen damit zu begriinden, daf
die Schwingungsanteile bei den héheren Frequenzen schnell abklingen oder {iberhaupt nicht
angeregt werden. Aufgrund der Vielzahl moglicher Schwingungsformen komplexer Bauteile
ist jedoch bereits zur Erfassung der unteren Eigenschwingungsformen eine gleichméfiig feine
Diskretisierung der Struktur und damit eine grofie Anzahl von Freiheitsgraden notwendig.

Verfahren wie die von Misessche Iteration und die Inverse Iteration ([23], [115]) konvergieren
bei Vorgabe eines geeigneten Startvektors gegen den betragshochsten bzw. betragsniedrigsten
Eigenwert im Spektrum (vgl. Kapitel 3.4). Zur Berechnung von weiteren Eigenwerten muf
eine, bei groflen Matrizen aufwendige, Deflation bzw. eine Spektralverschiebung erfolgen.

Die bereits Eingangs erwidhnte Subspace-Iteration und das Lanczos-Verfahren gehdren zu
einer Gruppe von Verfahren, die einen Unterraum des gesamten Eigenwertproblems betrach-
ten. Die Subspace-Iteration wird benutzt, um die ersten (vier bis 20) Eigenwerte und -
vektoren grofler bandformig besetzter Gleichungssysteme zu bestimmen ([66]). Die modalen
Parameter werden bei Vorgabe von N&herungsvektoren simultan iterativ bestimmt, wobei in
jedem Schritt ein Eigenwertproblem reduzierter Grofie zu losen ist. Beim Lanczos-Verfahren
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wird ebenfalls mit Hilfe von einigen wenigen Ansatzvektoren eine Ahnlichkeitstransformation
durchgefiihrt, wodurch eine tridiagonale Matrix erzeugt wird. Die sogenannten Lanczosvek-
toren werden rekursiv aus bereits ermittelten Vektoren berechnet und stellen Naherungen
der gesuchten Eigenvektoren dar. Mit dem Lanczos-Verfahren werden sowohl die Eigenwerte
im unteren wie die im oberen Spektrum gut approximiert. Das Verfahren wird oft als das
beste zur Berechnung von sehr grofien, diinnbesetzten, symmetrischen Matrizen bezeichnet

([66]).

Mit Hilfe des Verfahrens der Kondensation a8t sich die, aufgrund einer feinen Diskretisierung
mit der FEM hohe Freiheitsgradanzahl eines Gleichungssystems wieder reduzieren.

2.2 Exakte dynamische Kondensation

Durch die Dimensionsverringerung grofler Gleichungssysteme ist ein wirtschaftlicherer und
handlicherer Umgang bei der Losung dieser Systeme, insbesondere bei der iterativen Losung
des Eigenwertproblems, moglich. Eine Reduzierung der Freiheitsgradanzahl kann mit Hilfe
der Kondensation erreicht werden.

Eine Kondensation oder Verdichtung der Strukturmatrizen K und M in (2.3) fiihrt auf Ma-
trizen mit einer verringerten Dimension. Die Beschreibung der Eigenschaften einer Struktur
erfolgt dann lediglich durch einen Teil der Komponenten des Vektors x. Das in der Di-
mension verringerte Gleichungssystem soll dabei das Verhalten der Struktur mdglichst ohne
Informationsverlust beschreiben.

- :r @ - Master-Freiheitsgrad
- Slave-Freiheitsgrad

—®- *— 4

Abbildung 2.1: In Master- und Slave-Freiheitsgrade unterteilte Plattenstruktur

Zur formalen Durchfithrung der Kondensation ist die Partitionierung des Gleichungssystems
(2.3) in m beizubehaltende Master-Freiheitsgrade x,, und s = n — m zu entfernende Slave-
Freiheitsgrade x, notwendig. Um einzelne Strukturen, die auf wenige Freiheitsgrade kon-
densiert wurden, miteinander koppeln zu konnen, miissen mindestens die entsprechenden
Koppelknoten zu Master-Freiheitsgrade gewiihlt werden. In Abbildung [?] wurde eine Plat-
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tenstruktur auf die Randfreiheitsgrade kondensiert, das Aneinanderfiigen weiterer Struktu-
ren an die Platte ist damit moglich. Im Rahmen dieser Arbeit wird sich anf das Losen der
Eigenwertaufgabe einer Struktur beschrinkt, Im weiteren sollen daher dfiere Krifte nur an
den Master-Freiheitsgraden angreifen, die Slave-Koordinaten sind lastfrei. Die Gleichungen
(2.3) lassen sich dann wie folgt angeben:

K'mm Kms Mmm Mms xm fm
— A = , (2.8)
Ksm Kss Msm Mss Xs 0
oder kompakter
Do (A) Dps(A Xom £
() (A) _ (2.9)
D;n(A) Dyi(A) Xs 0

mit Dy, () = K;; — AM,;; ¢,§ = m,s. Aus der unteren Zeile von (2.9) erhilt man die
Beziehung zwischen den Slave- und Master-Freiheitsgraden

xs = Tg(A)xp (2.10)
mit der dynamischen Transformationsmatrix

Ta(A) = =Dys(A) " Dym(N) - (2.11)

Wird ein System lediglich durch die Master-Freiheitsgrade x,,, beschrieben, ist es moglich bei
Vorgabe der Vektorkomponenten x,, und eines Parameters A die Koordinaten des Vektors
Xs zu berechnen und damit den gesamten Zustand des Systems zu rekonstruieren.

Mit Hilfe der frequenzabhéngigen Matrix Ty4()) 148t sich eine Transformationsbeziehung
angeben, mit der sich das Ausgangsgleichungssystem (2.3) auf einen Unterraum verringerter
Dimension projezieren 148t

Xm 1

X = = Xm = T(A) X, . (2.12)
Xs Ty(A)

Wird die Beziehung (2.12) in (2.9) eingesetzt, ergibt die Linksmultiplikation der Gleichungen
mit TT()\) einen Ausdruck
D,um(A) Dyus(A) I

Xm = ( I TT()) ) fm (2.13)
Dsm(’\) Dss(/\) Td()\)

(1 170 .

und damit das reduzierte Gleichungssystem der Dimension m

Dy (N)Xm = £ (2.14)
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mit der kondensierten dynamischen Steifigkeitsmatrix

Dy(A) = Ki(A) — AM,(A). (2.15)

Die in der Dimension reduzierten Strukturmatrizen sind von der Frequenz abhangig.

Mk()\) = Mpm + MmsTd()\) + Tg‘()‘)Msm + Tg()\)MssTd()‘) ’ (2~16)
Ki(A) = Kun +KnTa(A) + Tg (ANKem + Tg (MK Ta(d). (2.17)

Das formale Multiplizieren von links mit T7 (A) ergibt sich durch die Forderung nach gleicher
kinetischer und potentieller Energie von kondensierter Struktur und Ausgangssystem

1 1

Eon = é—xTMx:ixgle(/\)xm, (2.18)
1 1
Ei = §xTKx=§x£Kk()\)xm. (2.19)

Werden die kondensierten Gleichungen (2.14) mit der exakten Transformationsmatrix Ty(A)
ermittelt, lautet die in A nichtlineare dynamische Steifigkeitsmatrix

D (A) = Dy (A) = Dins (A) D {A) D (A) (2.20)

Die nichtlineare Eigenwertaufgabe
Dy (M) Xy = 0 (2.21)

liefert die gleichen Eigenwerte und -formen, wie die urspriingliche Aufgabe (2.4) fiir die
unkondensierten Ausgangsgleichungen, weshalb das Vorgehen auch als exakte dynamische
Kondensation bezeichnet wird.

Sind die Ausgangsmatrizen symmetrisch, bleibt die Symmetrie auch bei dem kondensierten
Gleichungssystem erhalten, eine Bandstruktur der Systemmatrizen geht bei der Kondensa-
tion jedoch verloren.

Die Dimension der kondensierten Systemmatrix D;(A) hat sich gegeniiber der der Origi-
nalmatrix D(A) um die Anzahl der Slave-Freiheitsgrade auf m = n — s verringert. Der
Berechnungsaufwand gegeniiber dem Ausgangssystem ist jedoch nicht unbedingt geringer
geworden. Zur iterativen Losung des nichtlinearen Eigenwertproblems (2.21) ist in jedem
Schritt die inverse frequenzabhiingige Matrix D, }(A) zu ermitteln. Um eine explizite Be-
rechnung der Inversen zu vermeiden, erfolgt die Bestimmung der Transformationsmatrix
T4()) durch das Auflésen des Gleichungssystems

Dss(/\)Td()\) = Dsm()‘) . (2'22)

Werden nur wenige Koordinaten als Master-Freiheitsgrade gewihlt, ist die Dimension dieses
Gleichungssystems und damit der Aufwand zur Berechnung von Ty4()) entsprechend groS.
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Die Ermittlung der kondensierten Matrix Dy () erfordert in jedem Iterationsschritt zahlrei-
che Matrizenoperationen. Da die Matrizen K und M zur iterativen Losung der Eigenwert-
aufgabe vollstindig gebraucht werden und zudem weiterer Speicherplatz fiir die Rechenope-
rationen bendtigt wird, hat sich der Speicheraufwand gegeniiber den Ausgangsgleichungen
nicht verringert.

Zur Reduzierung des Berechnungs- und Speicheraufwands fiir die kondensierten Gleichun-
gen wurden unterschiedliche Vereinfachungen bei der Kondensation eingefiihrt. Einige dieser
Ansétze sollen im folgenden dargestellt werden.

2.3 Mafinahmen zur Aufwandsverringerung bei der Kon-
densation

Die groBte Schwierigkeit bei der Berechnung der kondensierten Gleichungen (2.14) liegt in der
Ermittlung der Transformationsmatrix T4(A) und der damit verbundenen Inversion der fre-
quenzabhingigen Matrix D,(A). Daher ist eine Aufwandsverringerung bei der Kondensation
im allgemeinen gleichbedeutend mit einer Ndherung in T4(A) bzw. einer ndherungsweisen
Berechnung der Matrix D 1(A).

Eine Aufwandsverringerung bei der Kondensation 148t sich durch folgende Mafinahmen er-
reichen:

e Vereinfachung der Kondensationsvorschrift.

e Erzeugung gut behandelbarer Eigenwertaufgaben, so dafl die kondensierten Gleichun-
gen mit einem moglichst geringen Aufwand gelést werden konnen.

Eine Vereinfachung bei der Kondensationsvorschrift kann durch die einmalige Erfassung von
Tréagheitseinfliissen in der dynamischen Transformationsmatrix Ty(A) erreicht werden. Eine
verbesserte Darstellung der exakt kondensierten Gleichungen ergibt sich durch die Formu-
lierung mit Hilfe von Eigenschwingungsformen einer Struktur.

Fiihrt das kondensierte Gleichungssystem auf die Losung einer linearen Eigenwertaufgabe,
konnen Standard-Algorithmen zu Berechnung der Eigenwerte und -vektoren angewendet
werden. Die in der Kondensationsvorschrift enthaltenen Vereinfachungen haben jedoch eine
Einschrinkung des Giiltigkeitsbereichs sowie eine geringe Genauigkeit der approximierten
Eigenfrequenzen zur Folge.

Von der Kondensationsvorschrift wird weiterhin eine ausreichend genaue Beschreibung des
Schwingungsverhaltens in einem interessierenden Frequenzbereich gefordert.

Zudem wird die statische Genauigkeit der kondensierten Systeme verlangt, da eine genaue
Erfassung des statischen Verschiebungszustandes Voraussetzung fiir eine brauchbare Néhe-
rung der unteren Eigenfrequenzen ist.
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2.3.1 Niaherungen bei der Kondensation

Der Grad der durch eine Kondensation erreichten Verdichtung ist im wesentlichen von der
Naherung in der Kondensationsvorschrift abhingig. Je grofer die Vereinfachungen bei der
Kondensation sind, desto wichtiger sind im allgemeinen die Anzahl und die Lage der Master-
Freiheitsgrade. Die Auswahl der Master-Koordinaten erfolgt aufgrund von Erfahrungen,
durch Versuche und ist teilweise automatisierbar ([67], [49], [48], [43], [97]).

Fiir T4()) = 0 geht das Gleichungssystem (2.14) iiber in die stark vereinfachte Beziehung
Dom(AN)xm = £ (2.23)

In diesem Fall kann das Gleichungssystem nur dann das Schwingungsverhalten der Struktur
ausreichend genau beschreiben, wenn die Kopplung zwischen Master- und Slave-Freiheitsgraden
vernachlissighar gering ist.

Werden bei der Kondensation lediglich die Massentrégheiten beriicksichtigt, die alleine durch
die Masterfreiheitsgrade erfaflt werden, entsteht eine rein statische Beziehung zwischen den
Master-und Slave-Freiheitsgraden Ty()\) = —~K 'K, es ergibt sich das kondensierte Glei-
chungssystem

(Km'm - KsmK;lesm - f\Mmm) X = fm (2-24)

Weitere Vereinfachungen in den Strukturmatrizen ergeben sich, wenn bei der Modellbildung
die sogenannte "lumped mass”-Methode verwendet wird ([106]). Hierbei ist die Massenma-
trix M eine Diagonalmatrix; die Massenbelegung der Struktur wird mittels Punktmassen
an den Knoten beschrieben. Die Matrizen M,,, und M,,, fallen somit wiederum aus den
kondensierten Gleichungen heraus. Fiir die Berechnung mdoglichst genauer Eigenwerte und
-vektoren in einem gréfleren Frequenzbereich ist jedoch die Verwendung konsistenter Mas-
senmatrizen sowie die vollstindige Beriicksichtigung der Massentrégheiten notwendig.

Weniger weitreichende Vereinfachungen entstehen, wenn in der Matrix Ty(A) die Frequenz
A durch einen festen Naherungswert A ersetzt wird.

Td(:\) = “Dss(j‘)_lem(;\) . (2'25)
Aufgrund der Frequenzunabhingigkeit der Transformationsmatrix ergibt sich fiir die konden-
sierten Gleichungen ein lineares Eigenwertproblem. Da die alleine durch die Slave-Freiheitsgrade
erfaffiten Tragheitskrifte fiir den gesamten Frequenzbereich nur ndherungsweise beriicksich-
tigt werden, héngt die Qualitdt der ermittelten Eigenwerte direkt von der Ndhe zum N&he-
rungswert X ab. ROHRLE bezeichnet dieses Vorgehen als einmalige Kondensation, im Ge-
gensatz zu der iterativen Kondensation mit verschiedenen A-Werten und gibt in [86] Fehler-
schranken und Giiltigkeitsbereiche an.

Fiir A = 0 stellt die Niherung (2.25) die nach Guyan [36] bekannte Kondensation dar. Bei
dieser auch als statische Kondensation bezeichneten Methode werden die Massentréighei-
ten in der Transformationsmatrix vernachlissigt, d.h. zur Niherung der Struktur werden
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ausschliefflich statische Ansatzvektoren benutzt.

Ti=-K K. (2.26)

Es ergibt sich das kondensierte Gleichungssystem
(Ko — AMg) X = £, (2.27)
mit den symmetrischen Matrizen

Ko = Kpm— KK K (2.28)

5

Mc = Mpm — MK Ko — K K M + K KU MK K. (2:29)
Aufgrund der einfachen Kondensationsvorschrift und der Moglichkeit zur Losung des entste-
henden linearen Eigenwertproblems mittels Standardverfahren wird die statische Konden-
sation in der Praxis hiufig angewendet. Wegen der Niherung (2.26) ist der Giiltigkeitsbe-
reich der Gleichungen (2.27) jedoch stark eingeschrinkt. Die Genauigkeit der Eigenwerte der
Aufgabe (K¢ — AMg) X, = O nimmt aufgrund der vernachlissigten Massentragheiten mit
steigender Frequenz ab. Wie spiter gezeigt wird, endet der Giiltigkeitsbereich der Naherung
(2.27) beim kleinsten Eigenwert A;; der an den Master-Freiheitsgraden gefesselten (Sub-
)Struktur. Eine VergroBerung des Giiltigkeitsbereichs ist durch eine entsprechende Auswahl
der Master-Freiheitsgrade moglich. Je geringer der Verdichtungsgrad bei der Kondensation,
desto steifer wird die Slave-Struktur und desto héher liegt deren niedrigste Eigenfrequenz.
Dabher ist die Giite der erzeugten Niherung bei diesem Verfahren im wesentlichen von der
Wahl der Master-Freiheitsgrade abhéingig. Eine wesentliche Steigerung der Approximati-
onsgiite der Eigenwerte und -vektoren bei der statischen Kondensation kann mit Hilfe von
Rayleigh Funktionalen fiir die exakte dynamische Kondensation erreicht werden ([88]). Eine
Ubersicht von weiteren MaBnahmen zur Verbesserung der Naherung enthilt [81].

Wird in der Transformationsmatrix T4()A) nur die inverse Matrix D;}(\) fiir einen festen
Wert A berechnet

Td(/\a 5\) - '—Ds—sl <:\)Dsm(/\) 1 (230)

ergibt sich ein Gleichungssystem mit einer Polynommatrix Dy()) 3. Grades. Wird A = 0
gewihlt

Td(’\a O) = _Ks—lesm(’\) 3 (231)
erhdlt man das kondensierte Gleichungssystem
D (), 0) = Kg — AMg + A?A; + XA, (2.32)

mit den Matrizen K5 und Mg aus der statischen Kondensation nach Guyan und den Ma-
trizen
A, = B'M,,B,+BIM,,B; - M,,;B,, (2.33
A, = BJM,B;. (2.34)
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B, und B, werden dabei aus den Gleichungen
KB, = K, KBy = M, (235)

bestimmt. Das Verfahren liefert genauere Ergebnisse als die vorher genannten. Es sind je-
doch die Losung einer kubischen Eigenwertaufgabe sowie zahlreiche Matrizenoperationen
erforderlich womit der Aufwand gestiegen ist.

Bine weitere Moglichkeit zur vereinfachten Berechnung der kondensierten Gleichungen be-
steht darin, die inverse Matrix D! () ndherungsweise mit Hilfe einer Reihenentwicklung zu
bestimmen. Wird die Reihe nach dem ersten Glied abgebrochen, entspricht dies der stati-
schen Kondensation.

Die Matrix Dgs{A) beschreibt das an den Master-Freiheitsgraden gefesselte System (siehe
Abbildung 2.3):

D, (\)xs = (Kgs — AM;) x5 = 0. (2.36)

Die Inverse der Matrix D () 148t sich in der unendlichen Reihe

D\ = - (I- KM, K] (2.37)
- - (1 KM, + 2 (KM, 4 ) K (2.38)
= 3 ¥ (KiML) K (2.39)
=0
entwickeln ([7]).
Mit
Tu(A) = Ko Kom + A N (K5 M) K/ A (2.40)
1=0

148t sich die kondensierte dynamische Steifigkeitsmatrix dann wie folgt ausdriicken:

D:(\) = K¢ — A\Mg - MATY" 3 (K7 IM,,) KA, (2.41)
=0
mit
A =M, — (Ki'M,,) ' Kon. (2.42)

Die Matrix (I — AK'M,,)”™" 148t sich durch Losen der Eigenwertaufgabe (2.36) mit Hilfe
der Modalmatrix X, der Eigenvektoren x, ; und der Spektralmatrix A; mit den Eigenwerten
Asi in der Form

(T-2KM,,) = (- AXA7 X' M,,) (2.43)
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angeben. Wird Gleichung (2.43) von links mit X, und von rechts mit X ! multipliziert,
ergibt sich die Diagonalmatrix

(T-2a7) " =T42A,+ (0A7) + ... (2.44)

Die Reihe (2.44) und damit auch (2.39) konvergieren nur dann, wenn fiir simtliche Werte
A/ As,i in (2.44) die gleiche Entwicklung der Diagonalelemente

(L= A =14 M A+ M A) 4 5 i=1,2, .0 (2.45)

gilt. Da dies aber nur fiir A\/A;; < 1 zutrifft ([7]), endet der Giiltigkeitsbereich der Reihe
(2.39) beim niedrigsten Eigenwert der Aufgabe (2.36), d.h. die Entwicklung (2.39} ist nur
fiir Frequenzen Ay < A5 giiltig. Wird die Reihe (2.39) an der Stelle ¢ abgebrochen, hingt die
Giite der Ndherung vom Verhiltnis des untersuchten Frequenzbereichs zu A;; ab. Das bedeu-
tet, je kleiner der Ausdruck A/J; 3, desto geringer ist der entstehende Fehler. Da die statische
Kondensation in der Reihenentwicklung (2.39) als Sonderfall (i = O) enthalten ist, endet auch
deren Giiltigkeit beim betragsniedrigsten Eigenwert des an den Master-Freiheitsgraden fest
eingespannten Systems.

2.3.2 Berechnung der kondensierten Gleichungen mit Hilfe von
Eigenschwingungsformen

N

Abbildung 2.2: Auf die Koppel-Freiheitsgrade kondensierte Substruktur

Aufgrund der nur ndherungsweisen Erfassung der Beziehung zwischen den Master- und Slave-
Freiheitsgraden, fiihren die im vorherigen Abschnitt angegebenen Verfahren zu erheblichen
Einschrankungen im Giiltigkeitsbereich der kondensierten Gleichungen. Bei den im folgen-
den beschriebenen Kondensationsverfahren erfolgt, ausgehend von der exakten dynamischen
Kondensation, eine Beschreibung der inversen Matrix D,,(A)~! mit Hilfe von Eigenformen
der zu kondensierenden Struktur. Es ergibt sich dadurch eine vereinfachte Schreibweise des
kondensierten Gleichungssystems, desweiteren kénnen durch das nicht Beriicksichtigen von
Eigenformen Niherungslosungen erzeugt werden, wodurch eine weitere Aufwandsverringe-
rung ohne zu grofen Genauigkeitsverlust maoglich ist.

Wird die, durch die Gleichungen (2.1) beschriebene und in der Abbildung 2.2 dargestellte,
Struktur an den Master-Freiheitsgraden (hier die Koppel-Freiheitsgrade) gelagert, ergibt sich
die in Abbildung 2.3 dargestellte Struktur.



2.3 Mafinahmen zur Aufwandsverringerung bei der Kondensation 19

7 % \\:
. \
'// )
/ \
Z \
7 \

Abbildung 2.3: An den Master-Freiheitsgraden gelagerte Slave-Struktur

Die an den Master-Freiheitsgraden fest eingespannte Struktur wird durch die Differential-
gleichungen

K yo%,(t) + My, %, (t) = 0 (2.46)

beschrieben und im weiteren als Slave-Struktur oder Slave-System bezeichnet. Werden die
Gleichungen (2.46) in den Frequenzbereich transformiert, ergibt sich die Eigenwertaufgabe

(Kss ~ AM) %, = Dyg(\)x, = 0. (2.47)

Zur Losung des linearen Eigenwertproblems fiir das Slave-System kénnen Standard-Eigenwertloser
verwendet werden. Die Bigenvektoren der Slave-Struktur x, ; werden in der Modalmatrix X,

und die entsprechenden Eigenwerte ), ; in der diagonalbesetzten Spektralmatrix A, zusam-
mengefafit. Die Vektoren werden folgendermaflen definiert

XM, X, = I,
X_gTKssXs = A,. (248)

Die dynamische Steifigkeitsmatrix der Slave-Struktur D, (A) 148t sich in der folgenden Weise
angeben

D,,(\) = X;TXT (K,, — \AM,,) X. X' = X; T (A, — A X!, (2.49)

s

Die Inversion der Matrix D,,()) ergibt den Ausdruck

Ds—sl(’\) = (Kys — /\I\/Iss)_1 = X, (A; — )\I)_l XST . (2.50)

Zur Berechnung der inversen Matrix D;!(\) aus der Formulierung von D, (A), mit Hil-
fe der modalen Parameter, ist somit lediglich die Inversion einer Diagonalmatrix A; — Al
erforderlich.

Von LEUNG [66] und PETERSMANN [81] wird ein Verfahren vorgeschlagen, das zur Konden-
sation sowohl die Eigenformen des Slave-Systems als auch den im Ruhezustand geltenden
statischen Zusammenhang x, = —K_,'K,,,X,, benutzt. Die Herleitung des Verfahrens kann,
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wie von den beiden oben genannten Autoren gezeigt, auf verschiedene Arten erfolgen, soll
hier jedoch nicht angegeben werden.

Wird die Beziehung (2.50) in die kondensierten Gleichungen (2.20) eingesetzt, ergibt sich
nach einigen Umformungen und unter Verwendung der Normierungen (2.48) das Gleichungs-
system

[KG — AMg + A2G (A, — A GT] X = £, (2.51)

mit den Matrizen K und Mg aus der statischen Kondensation nach Guyan und der kon-
stanten Matrix der Dimension m X s

G = Mpu, X, — Kme X, AL (2.52)

Die zu invertierende Matrix ist jetzt nur noch diagonal besetzt, wodurch eine einfache Be-
rechnung moglich ist. Das dargestellte Vorgehen erfordert die vollstandige Losung der Ei-
genwertaufgabe (2.47) fiir die Slave-Struktur.

Eine Aufwandsverringerung kann erreicht werden indem, dhnlich wie bei der modalen Ana-
lyse, nur eine bestimmte Anzahl unterer Eigenformen der Slave-Struktur zur Berechnung der
kondensierten Gleichungen verwendet werden. Im Unterschied zum Verfahren der modalen
Analyse dndert sich durch das Weglassen der Eigenformen jedoch nicht die Dimension des
Gleichungssystems.

Der durch die Approximation entstandene Fehler kann durch eine Untersuchung des Terms
MG (A, - M) GT (2.53)

abgeschitzt werden.

Die einzelnen Elemente der Matrix (2.53) lauten

a(N) = 3 A (Asp = N7 gingin (2.54)
k=1

Liegt der gesuchte Eigenwert in der Ndhe der k-ten Eigenfrequenz A;, hat diese Schwin-
gungsform der Slave-Struktur einen grofleren Einflufl auf die Gesamtlosung als die {ibrigen.
Anders formuliert: je weiter das interessierende Spektrum der Struktur-Eigenfrequenzen von
dem des Slave-Systems entfernt ist, desto geringer ist der Anteil der Slave-Eigenformen an
der Schwingung. Eine grobe Abschitzung der im Ansatz noch zu beriicksichtigenden Slave-
Eigenformen kann durch die hochste zu berechnende Frequenz A, gegeben werden:

/\s,ma:c = 2/\maz:- (255)

Mit der Beriicksichtigung der Slave-Eigenfrequenzen bis zum Doppelten der interessierenden
Eigenfrequenz ist ein Eigenfrequenzfehler bei unter 2% zu erwarten ([24]).
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Es ist anzumerken, dafl die gendherten Eigenfrequenzen der Struktur {iber denen bei ei-
ner vollstidndigen Beriicksichtigung aller Slave-Eigenformen liegen. Dies ist darauf zuriick-
zufithren, dafl durch das Weglassen der Slave-Eigenformen dem System ein Teil seiner Beweg-
lichkeit genommen wird, was eine Versteifung der Struktur zur Folge hat. Das betragméfi-
ge Uberschatzen der Eigenfrequenzen aufgrund von aufgepriigten Zwingungen wurde von
CoLLATZ [9] und COURANT [10] bewiesen. Oberhalb der hochsten beriicksichtigten Slave-
Eigenfrequenz A, ., mufl dies jedoch nicht mehr gelten. Die gendherten Eigenfrequenzen
konnen dann sowohl nach oben als auch nach unten von denen bei einem vollstindigen
Ansatz abweichen. Dies ist darauf zuriickzufithren, daff oberhalb der Frequenz A .. Eigen-
frequenzen {ibersprungen werden konnen ([86]).

Von LEUNG [66] wird der Vorschlag gemacht, die Elemente der inversen Matrix
D;}(A) = X, (A, — AI)"' X7 durch die Schreibweise
1 1 A A2

As,i—)\zis—,i+g+m (2.56)
darzustellen. Mit der Normierung (2.48) ergeben sich dann die Matrizen
X, ATXT = K7}, (2.57)
XATX] = K'MK], (2.58)
und die Inverse der Matrix D, () in der Form
DMV = K - KM K + A2XA72 (A, - D) X (2.59)
Dieser Ausdruck wird in die kondensierten Gleichungen
[Dam(X) = Dins (D (A)D (V)] X = £ (2.60)

eingesetzt.

Werden bei der Berechnung der Inversen Matrix (2.59) nicht sdmtliche Slave-Eigenformen
beriicksichtigt, ergeben sich wiederum Niherungen. Aufgrund des Ansatzes (2.56) bleibt die
gendherte Matrix D;}(A) fiir A = 0 genau. Fiir eine gleiche Anzahl verwendeter Eigenfor-
men liefert das Verfahren bei gleichem Giiltigkeitsbereich eine etwas bessere Ndherung als
die Formulierung (2.51). Die Steigerung der Konvergenz ist dabei auf die zusétzliche Bertick-
sichtigung der inversen Steifigkeitsmatrix K;! zuriickzufithren. Es ist anzumerken, daff bei
der Berechnung von (2.59) mit einem unvollstindigen Satz von Eigenformen, aufgrund der
Erweiterung (2.56), zusitzlich konjugiert komplexe oder negative Eigenwerte als Losung auf-
treten kénnen, die jedoch auBierhalb des untersuchten Frequenzbereichs liegen.

Die Verwendung der Eigenformen der Slave-Struktur zur Berechnung der kondensierten Glei-
chungen erfiillt die Forderung nach einem moglichst grofien Geltungsbereich des reduzierten
Gleichungssystems. Der Aufwand zur Erzeugung und Losung der kondensierten Formulierung
kann dadurch jedoch gréfier werden, als der zur Lésung des unkondensierten Gleichungssy-
stems.

Die Vorteile der reduzierten Systembeschreibung kénnen genutzt werden, wenn die Konden-
sation in Verbindung mit dem Verfahren der Substrukturtechnik verwendet wird.
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2.4 Substrukturtechnik

Zur Analyse und Identifikation komplizierter und/oder grofier Strukturen sind oftmals sehr
viele Freiheitsgrade notwendig. Dies kann dazu fithren, daf§ die Berechnung der Gesamt-
struktur, aufgrund des hohen Speicherplatzbedarfes und langer Rechenzeiten, in geschlos-
sener Form nicht mehr wirtschaftlich oder iiberhaupt nicht moglich ist. Wird die Struktur
in einzelne Teilsysteme, sogenannte Subtrukturen zerlegt, besitzen diese eine geringere An-
zahl von Freiheitsgraden. Eine weitere Reduktion der Substruktur-Freiheitsgrade kann, wie
bereits gezeigt, durch das Verfahren der Kondensation geschehen.

Bei der Verwendung der Subtrukturtechnik zur Losung grofler statischer Probleme liefert die
Analyse der Teilstrukturen die gleichen Ergebnisse wie fiir die Gesamtstruktur. In Verbin-
dung mit der Kondensation der Teilstrukturen auf die Randfreiheitsgrade ist eine Verringe-
rung des Speicherplatzbedarfes ohne Genauigkeitsverlust moglich. Eine ausreichend genaue
Beschreibung des dynamischen Verhaltens einer Substruktur durch deren Randfreiheitsgrade,
fithrt, aufgrund der iiber die gesamte Teilstruktur gleichmé8ig verteilten Tragheitseinfliisse,
zu frequenzabhidngigen Gleichungssystemen. Zur Berechnung der Eigenwerte und -vektoren
des Gesamtsystems ist, wie in den vorherigen Kapiteln 2.2 und 2.3 gezeigt wurde, ein nicht-
lineares Eigenwertproblem iterativ zu l6sen. Da die Kondensation und die Kopplung der
Substrukturen in jedem Iterationschritt erfolgen, ist die Losung des Eigenwertproblems re-
chenaufwendig.

Das grundsitzliche Vorgehen bei der Substrukturtechnik ist in Abbildung 2.4 dargestellt.

Zerlegen der Struktur in Substrukturen J

R

FE-Modelle der Substrukturen

'

Freiheitsgradreduktion der Substrukturen

1

Kopplung der Substrukturen J

1

Analyse der Gesamtstruktur

v

(Riicktransformation der Ergebnisse anf Slave-FG

Abbildung 2.4: Prinzipielles Vorgehen bei der Substrukturtechnik

Der entscheidende Schritt hierbei ist die Reduktion der Freiheitsgrade der Teilsysteme. Der
dazu in den Teilstrukturen verwendete Ndherungsansatz bestimmt {iber die Genauigkeit der
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Beschreibung der Gesamtstruktur. Da fiir den Zusammenbau der Teilstrukturen die Rand-
freiheitsgrade an den Elementgrenzen als Kopplungsknoten dienen, miissen diese Koordina-
ten zur Beschreibung der Substruktur beibehalten werden (vgl. Abbildung 2.5). Die Wahl
der Anzahl und der Lage der Master-Freiheitsgrade ist somit nicht willkiirlich und zudem
entscheidend fiir die Abbildungsgenanigkeit des dynamischen Systems. Eine Ubersicht von
Kriterien zur Auswahl der Freiheitsgrade wird in [24] angegeben. Bei der Beschreibung der
Substrukturen ist eine sorgfiltige Definition der Schnittstellen Voraussetzung, um somit die
Kompatibilitat der zu koppelnden Teilstrukturen zu gewéhrleisten. Ein Zusammenfiigen an-
grenzender Strukturen im Koordinatensystem der Gesamtstruktur ist dann ohne Probleme

® - Master-Freiheitsgrad
- Slave-Freiheitsgrad
I
m
. 2 &
I

. 4

moglich.

Abbildung 2.5: Aus drei Substrukturen (I, II und III} zusammengesetzte Platte

Die wichtigsten Vorteile der Substrukturtechnik lassen sich wie folgt zusammenfassen:

» Eine zeitlich und ortlich getrennte Entwicklung von Bauteilen ist moglich. Die Mo-
difikation einzelner Baugruppen (Variantenuntersuchung) kann durchgefithrt werden,
ohne daB jedesmal das gesamte System neu untersucht werden muf.

o Es kann eine Parallelisierung von Prozessen bei der Losung des Eigenwertproblems
erfolgen.

e Durch die Verwendung von identischen Strukturen, sogenannten Copystrukturen, ist
eine mehrmalige Verwendung einer berechneten Substruktur moglich.

e Durch die geringe Anzahl von Freiheitsgraden der Substrukturen ist ein wirtschaftli-
cheres Arbeiten moglich. Die Untersuchung des dynamischen Verhaltens der einzelnen
Teilstrukturen kann zunéchst unabhéngig von der Gesamtstruktur erfolgen. Die ermit-
telten Daten fiir die Substruktur kénnen dann zur Berechnung der Eigenschaften der
Gesamtstruktur benutzt werden.

o Die Identifikation eines Gesamtsystems mit experimentellen Verfahren ist wegen des
hohen Aufwands oft nicht moglich. Die Untersuchungen kénnen jedoch mit vertretba-
rem Aufwand an den Substrukturen durchgefiihrt werden.

o Ist eine Riicktransformation auf die aus dem Gleichungssystem eliminierten Freiheits-
grade notwendig, kann diese fiir jede Substruktur getrennt erfolgen.
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e Nichtlineare und lineare Gebiete einer Struktur konnen durch verschiedene Substruk-
turen crfafit werden.

Im folgenden werden einige Richtlinien die bei der Substrukturtechnik zu beachten sind zu-
sammengefait. Bei der Aufteilung einer Struktur in Substrukturen sollte beachtet werden,
daf die Substrukturen sich méglichst einfach und mit geringem Aufwand, berechnen lassen.
Weiterhin sollte das Schwingungsverhalten der Teilstruktur nach Méglichkeit bereits Aus-
sagen iiber das Verhalten der Gesamtstruktur zulassen (siche Abbildung 2.6). Sehr grofe
Unterschiede der Steifigkeit und Massentrigheit zwischen einzelnen Substrukturen gilt es
zu vermeiden. Durch die Darstellung des Gleichungssystems der Gesamtstruktur in Form
von Differentialgleichungen, unterliegt eine weitere numerische Behandlung wenigen Ein-
schrinkungen. Eine Kopplung der Teilstrukturen sollte weitestgehend automatisch moglich
sein ([30], [24]).

Rotor 2 ,/// 7

|
|

|

Gleitlager % — __E- —_
A
N

Fundament N N §
und \ RA_\ N

Sohlplatte

Gz

Boden

S

{
Q

Z(/(

\ G NN SRS/ N S AN
N yd
~ pd
~ -

Abbildung 2.6: In Substrukturen zerlegtes Systen: Rotor-Fundament {[30])
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2.4.1 Ubersicht der Verfahren

Die in der Substrukturtechnik verwendeten Verfahren lassen sich grob in zwei Gruppen
aufteilen:

Die erste Gruppe verwendet zur Reduktion der Substrukturgleichungen die Methoden der
Kondensation. Dazu gehoren u.a. die Verfahren von GUYAN [36], IRONs [48], ROHRLE [86]
(vgl. Kapitel 2.3.1). Die Giite der Gesamtstrukturbeschreibung hingt bei diesen Methoden
im wesentlichen von der verwendeten Niherung bei der Erzeugung der kondensierten Glei-
chungen ab. Um brauchbare Resultate zu erzielen, ist eine sorgfiltige Auswahl der Master-
Freiheitsgrade notwendig, da sonst untere Eigenfrequenzen verloren gehen konnen ([43]). Um
bestimmte Eigenschwingungen mit ausreichender Genauigkeit beschreiben zu konnen, ist
ebenfalls die Wahl entsprechender Master-Koordinaten notwendig, da mit der Wahl der Ko-
ordinaten auch eine entsprechende Verteilung der Energie stattfindet. Diese Nachteile treten
nicht auf, wenn die gegeniiber den Ausgangsgleichungen exakte kondensierte Beschreibung
(2.14) benutzt wird. Die Verfahren von LEUNG , PETERSMANN (vgl. Abschnitt 2.3.2) und
RUGE [90] verwenden zur Darstellung der reduzierten Gleichungssysteme die Eigenformen
der an den Master-Koordinaten fest eingespannten Struktur. Dagegen werden unter Ver-
wendung der Methode von Kron die Eigenformen der freischwingenden Substruktur zur
Systembeschreibung benutzt ([98], [29], [19]).

Neben dem Verfahren der Kondensation werden bei der Substrukturtechnik auch die Ver-
fahren der Modalsynthese angewendet. Bei den Modalsyntheseverfahren werden zur Be-
schreibung der Gesamtstruktur modale Parameter der Teilstrukturen benutzt. Die Anzahl
der modalen Koordinaten kann durch die Vernachlidssigung von Schwingungsformen der Teil-
strukturen verringert werden, hierdurch ist eine Aufwandsverringerung und eine Reduktion
der Systemordnung moglich. Die Eigenwerte und -vektoren der Teilstrukturen kdnnen sowohl
rechnerisch als auch experimentell ermittelt werden. Auf die Verwandtschaft von Modalsyn-
theseverfahren und Verfahren der Kondensation wird unter anderem von [81] hingewiesen.
Eine Ubersicht von Verfahren der Modalsynthese wird z.B. von den Autoren [76], [11] sowie
von [30] gegeben. Zur Reduktion der Substruktur werden bei den Verfahren der Modalsyn-
these Ansatzvektoren im Sinne des Ritz-Verfahrens verwendet (siehe Tabelle 2.62). Die Ver-
fahren lassen sich weiter unterteilen in solche, die die Eigenformen der Slave-Struktur einer
Teilstruktur benutzen ([47], [14], [44]), Verfahren, die die Eigenformen der freischwingenden
Substruktur verwenden ([34], [46]) sowie hybride Methoden ([6], [111]).

Diejenigen Verfahren, die die Eigenformen der an den Master-Koordinaten gefesselten Sub-
struktur zur Beschreibung verwenden, liefern i allgemeinen die besten Ergebnisse ([6]). Das
gilt sowohl fiir Verfahren, die zur Beschreibung der Substruktur kondensierte Gleichungssy-
steme verwenden, als auch fiir die Modalsynthese-Methoden.

Das Modalsynthese-Verfahren von GralG und BAMPTON [14] ist direkt vergleichbar mit
der kondensierten Formulierung (2.51). Zur Transformation wird die folgende Beziehung
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Kondensation
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Frequenzabhiingige Kondensation
X :T(;\.) Xm

Y

Niherung durch unvollstindige
Losung der EWA

(K- "M )x,=0

kondensiertes Gleichungssystem

Dk(}") Xm= fm

|

Ausgangsgleichungen

Modal-Synthese

(K' ;»M)x:f

Niherung durch unvollstindige
Lésung der EWA
(Kg- AMg)x,=0
oder
(K- \M)x =0

!

Transformation auf
modale Koordinaten

X = Xq
oder
X5 =Xst

Y

Gleichungssystem in
modalen oder
phys. und modalen
Koordinaten

(A- AB)z=f

Abbildung 2.7: Anwendung der dynamischen Kondensation und der Modalsynthese-

Verfahren in der Substrukturtechnik
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verwendet

X ) | 0 X
- " (2.61)

Xy ”K;lesm X, s

mit den Modalkoordinaten q; der Slave-Struktur.

Wird (2.61) in die Gleichungen (2.9) eingesetat, ergibt sich die Formulierung in physikalischen
Master-Koordinaten und Modalkoordinaten

K 0 M; G X f
¢ Y ¢ - ™, (2.62)
0 A GT 1 qs 0

Werden die Modalkoordinaten aus der oberen Zeile von (2.62) durch die Beziehung
a4 = A (A, = AD)'GTx,, (2.63)
eliminiert, entsteht das kondensierte Gleichungssystem (2.51).

Sind die Randfreiheitsgrade einer Substruktur physikalische Freiheitsgrade, lassen sich, beim
Zusammenfiigen der Elemente (2.62) zu einer Gesamtstrukur, die Kompatibilitidtsbedingun-
gen an den Elementgrenzen alleine durch diese Koordinaten erfiillen. Die modalen Koor-
dinaten der einzelnen Teilsysteme bleiben im gekoppelten Gleichungssystem erhalten. Fir
eine Struktur, die aus zwei Substrukturen o und § besteht, und deren Masterkoordinaten
gleichzeitig die Kopplungskoordinaten sind, ergibt sich mit den Bedingungen an den Kopp-
lungsknoten

x& = x5 = x%%, fo 47 =28 (2.64)
das Gleichungssystem
Ke+K:S o0 o0 @+ M, Ge G xb fa.f
0 A 0 | —A GeT I 0 @ |=| o | (265
0 0 AP G#* 0 1 q’ 0

(2.65) fiihrt auf eine lineare Eigenwertaufgabe, wobei die Dimension der Matrizen durch das
Vernachlassigen von Slave-Eigenformen der Substrukturen gegeniiber dem urspriinglichen
System entsprechend verringert werden kann.

Werden die unteren Eigenformen der freibeweglichen Substruktur als Ansatzvektoren be-
nutzt, lassen sich die Eigenfrequenzen oftmals bereits im unteren Frequenzbereich nur sehr
unbefriedigend abbilden ([30]). Dies ist im wesentlichen dadurch begriindet, da§ die Statik in
diesem Fall nur dann genau abgebildet wird, wenn alle Vektoren im Ansatz verwendet wer-
den. Um den statischen Verschiebungszustand auch mit einem reduzierten modalen Ansatz
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wiedergeben zu kénnen, wurde von MACNEAL [71] eine Residualverschiebung eingefiihrt,
die den Einfluf} der nicht beriicksichtigten Eigenformen erfassen soll. Fiir untere Frequenzen
lassen sich mit diesem Ansatz gute Ergebnisse erzielen ([30]). Modifikationen des Verfahrens
werden von CHANG und GRAIG [8] und Y00 und HAuG [112] angegeben.

Ein Nachteil der Modalsynthese-Verfahren ist die Beschreibung des Systemverhaltens un-
ter Verwendung von Modalkoordinaten. Die Dimension der Gleichungssysteme ist somit
abhangig von der Anzahl der beriicksichtigten Eigenformen. Sind die Koppelfreiheitsgrade
keine physikalischen Koordinaten, mufl vor dem Zusammenbau der Teilsysteme eine Trans-
formation in physikalische Koordinaten durchgefiihrt werden ([68]). Aus diesen Griinden ist
es schwierig, die Methoden in FE-Techniken zu integrieren ([66]).

Die Verfahren der Kondensation und der Modalsynthese werden von HASSELMAN [41], [42]
auf modal geddmpfte und von LEUNG [66] auf allgemein gedimpfte Systeme erweitert. Die
Behandlung nicht-konservativer Systeme wird von HALE [37] und HALE und BERGMAN [38]
sowie von LEUNG [66] behandelt.

In Tabelle 2.1 sind verschiedene Methoden der Kondensation und der Modalsynthese auf-
gefiihrt, wobei diese sich im wesentlichen durch die Transformationsmatrix T(A) unterschei-
den.
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Xom
Verfahren Transformation =
X5
Statische Kondensation I
Xm
(GuyaN ) (2.27) K 'K,
D ()) mit I
Xm
A=X=0(232) -K'D,.(Y)
( I mit A
Reihenentwicklung (2.41) Xm s
K K + A2, N (K;SLMss)l KA nach (2.42)

Ansatz mit Ritz-Vektoren

GRAIG, BAMPTON (2.62)

LEUNG, PETERSMANN (2.51)

Exakte dynamische

Kondensation (2.14)

LEUNG (2.60)

( I 0 Xm mit Ritzvektoren @

\ -K 'K, © y und Ritzkoordinaten y

/ I 0 Xm
K 'K, X J\a )
I 0 Xom

, mit q = A(A; - A\I) GTx,,

—K;Slem Xs) q
)

\ _Ds—sl ()\)Dsm()\)

r

Xm , mit D' nach (2.59)

\ ~Di}()Dm(A)

Tabelle 2.1: Vergleich von Verfahren der Modalsynthese und Kondensation ([66], [81])
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2.4.2 Berechnung der Eigenwerte der kondensierten Gleichungen

Die Losung der nichtlinearen Eigenwertaufgabe

eines kondensierten Gleichungssystems erfolgt durch die Berechnung der Determinante det [Dg(A)]
mit Hilfe iterativer Verfahren, wie dem Newton-Verfahren, der Regula Falsi oder dem Se-
kantenverfahren ([100], [20]). Eine Aussage iiber die Anzahl der Nullstellen unterhalb eines
Wertes Ar ist dabei durch den Trigheitssatz von Sylvester ([28]) moglich.

Die Determinanten-Verfahren unterscheiden sich im wesentlichen durch ihre Konvergenzord-
nung und dem jeweiligen Rechenaufwand, wobei das Newton- und das Sekanten-Verfahren
eine hohere Konvergenzordnung besitzen als die Regula Falsi (vgl. Kapitel 3.4). Ein Vorteil
des Sekanten-Verfahrens gegeniiber dem herkdémmlichen Newton-Verfahren besteht darin,
daf keine expliziten Ableitungen des charakteristischen Polynoms berechnet werden miissen.
Ein weiterer Vorteil ist die Konvergenz des Sekanten-Verfahrens gegen mehrfache Nullstellen.
Bei dem auf einer Newton-Iteration beruhenden Spur-Verfahren wird eine explizite Berech-
nung der Ableitungen ebenfalls vermieden ([59], [81]).

Die Konvergenz des Sekanten- und des Spur-Verfahrens ist nur fiir stetige Determinanten-
verlaufe gewihrleistet. Bei der exakten dynamischen Kondensation nach (2.14) bzw. bei den
Darstellungen unter Verwendung der Slave-Eigenformen (2.51} oder (2.60) treten bei der
Berechnung der Nullstellen der Determinante

p(A) = det [D(A)] (2.67)

Unstetigkeiten in Form von Polstellen auf. Diese Unendlichkeitsstellen sind die Nullstellen
des Slave-Systems. Durch Multiplikation der Determinate (2.67) mit dem charakteristischen
Polynom der Slave-Struktur dy(}) = [Tj=; (A — A;) lassen sich die Polstellen unterdriicken.

Die Abbildungen 2.8 und 2.9 zeigen die Determinantenverldufe einer durch die dynamische
Kondensation berechneten Matrix Dg()) (in zehn finite Elemente unterteilte und auf die
Randkoordinaten kondensierten Balkenstruktur mit E = 127, [ = 1m, 4 = 1m?, ps = 1),
In Abbildung 2.8 wird der Verlauf mit Unstetigkeiten und in 2.9 der um die Polstellen berei-
nigte Determinantenverlauf dargestellt. Ein nochmaliges Konvergieren gegen einen bereits
ermittelten Eigenwert A; kann vermieden werden, indem die Determinante durch den Faktor
A — A; dividiert wird.



2.4 Substrukturtechnik

31

] H
ol
2F
£
t 1. Bugenfrequenz Slave-System 2. Eigenlrequenz Slave-System
of
F .
o F 4. Eigenfrequenz Struktur
< P
s
s 2r
= E
-4 E . Eigenfrequenz Struktur
-5F
E. P A R S SO SURPRNN VAR SN NN S R S WA YUY SN0 T SO VOO UU S Y S ST ST YA VOANY DU UYWAY SR SO ST SO S I ST W
a 5 ! 1.5 P 2.5 3 35
Q7

Frequenz  A=w® in [57]

Abbildung 2.8: Determinantenverlauf det[D(A)] mit Pol- und Nullstellen

| F
1.0
.8
<
g .6
kf
-
z 4
-
.2
3. Eigenfrequenz Strukiur
: 4. Eigenfrequenz Struktur
’ A
E.|.‘+4....|.#lx1|l.4j...|.4.1..1.1‘.§L

g 5 ! 1.5 z 2.5 3 3.5
LI

2
Frequenz Aaw’ in [s7]

Abbildung 2.9: Um die Polstellen bereinigter Determinantenverlauf det[D(A)]ds(A)



32 Kondensation und Substrukturtechnik

2.4.3 Riicktransformation auf die Slave-Freiheitsgrade

Die mit Hilfe der kondensierten Gleichungen ermittelten Eigenvektoren liefern zunéchst ledig-
lich die Vektorkomponenten mit den Master-Koordinaten. Die Bestimmung der vollsténdi-
gen Eigenformen geschieht mit Hilfe einer Riicktransformation. Dazu kann die zur Reduktion
verwendete Beziehung

X; = Ta( )X (2.68)

benutzt werden. Es ist zu beachten, daB die, durch die Riicktransformation berechneten,
Eigenvektoren nicht mehr unbedingt orthogonal sind.

Die Riicktransformation  auf die Slave-Koordinaten ist ebenfalls iiber die exakte Beziehung

x, = D7 () Dym(A)Xim (2.69)

5
moglich.

Unter Verwendung der Reihenentwicklung (2.39) 18t sich zeigen, daf die genédherte Ei-
genfrequenz zwischen den zwei Slave-Eigenwerten liegen muB, die die exakte Eigenfrequenz
eingrenzen ([24]). Das bedeutet, die Giiltigkeit der Transformation ist auf den Bereich

/\3,,' <AL /\511'+1 (270)

beschrinkt.



Kapitel 3
Polynommatrizen

In diesem Kapitel werden Eigenschaften von Polynommatrizen untersucht. Polynommatrizen
entstehen z.B. durch die Abbildung linearer Mehrgréfiensysteme im Frequenzbereich und sind
von grofler Bedeutung bei der Untersuchung der dynamischen Eigenschaften einer Struktur.

Wie spéter in Kapitel 4 ausfiihrlich gezeigt wird, fithrt die exakte dynamische Kondensation
linearer Gleichungssysteme ebenfalls auf Polynommatrizen. Durch die im folgenden aufge-
zeigten Eigenschaften der Matrizen wird eine analytische Behandlung der kondensierten
Gleichungssysteme im Frequenzbereich maglich.

Das Kapitel gliedert sich in zwei Teile:

e Im ersten Teil werden die Eigenwertaufgabe speziell fiir Polynommatrizen betrachtet,
die Eigenschaften linearer Polynommatrizen aufgezeigt und Algorithmen zur Losung
des Eigenwertproblems von Polynommatrizen angegeben.

¢ Im zweiten Teil des Kapitels wird gezeigt, wie durch die Anwendung von Sitzen zur
Faktorenzerlegung einer Polynommatrix eine Spektralzerlegung der Matrix ohne vor-
herige Linearisierung moglich ist. Es werden verschiedene Vorgehensweisen bei der
Faktorisierung einer Polynommatrix aufgezeigt und die numerischen Eigenschaften der
Verfahren untersucht. Durch die Darstellung einer Polynommatrix als das Produkt li-
nearer Matrizen, sogenannter Linearfaktoren, ist eine Betrachtung einzelner Teile des
Eigenwertspektrums und damit eine modale Analyse einer Polynommatrix moglich.
Es wird ein Verfahren zur Gradreduktion einer Polynommatrix vorgestellt, wobei die
Approximation der Matrix durch einen Teil ihrer Eigenformen erfolgt.
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3.1 Vorbemerkungen

Definition einer Polynommatrix

Unter einer Polynommatrix F(A) wird eine Matrix der Dimension m x m verstanden, deren
Elemente Polynome vom skalaren Parameter A sind. Eine solche Matrix 148t sich auch in
Form eines Polynoms vom Paramnieter A angeben, dessen Koeffizienten konstante m x m
Matrizen sind. Ist p die hochste Potenz von A in den Elementen von F(A), so spricht man
von einer Polynommatrix vom Grad p.

F(A)=A¢+ A1 A+ ... + A\, (3.1)

Die Koeffizientenmatrizen Ag, A, ..., A, werden im weiteren als reell, jedoch nicht unbe-
dingt als symmetrisch angenommen. Die Matrizen kénnen von beliebig kleinem Rang sein,
die sogenannte Leitmatrix A, ist mindestens vom Rang Eins.

Beispiele fiir Polynommatrizen

Polynommatrizen htheren Grades (p > 1) treten z.B. bei der exakten dynamischen Konden-
sation auf. Die in der Dimension reduzierte dynamische Steifigkeitsmatrix lautet

Dy(A) = Dmm(A) — Dins (/\)Ds_sl()\)Dsm(/\) . (3-2)

Die inverse Matrix D_}(A) 148t sich mit Hilfe der Modalmatrix X, und der Spektralmatrix
A; des Slave-Systems angeben. Werden die Summenterme der kondensierten dynamischen
Steifigkeitsmatrix (3.2) mit einem gemeinsamen Nenner dargestellt, erhdlt man die gebro-
chenrationale Polynommatrix

Do (M) dg(A) — D (M) X (A, — A .XSTDsmA
Di()) = (Mds(A) (;S(A)(A Jos ) (3.3)
oder kurz
_F())
D.(A) = AR (3.4)

Die Polynommatrix F(A) im Z&hler von (3.4) hat die Dimension m X m und den Polynomgrad
p = s-+1, wobei m die Anzahl der Master- und s die Anzahl der Slave-Freiheitsgrade ist. Die
Eigenschaften der Matrix F(\) werden ausfiihrlich im nachfolgenden Kapitel 4 untersucht.

Bei der Untersuchung von geschwindigkeitsproportional (viskos) geddmpften Schwingungen
mit Hilfe der FEM ergibt sich die quadratische Eigenwertaufgabe

(K+DA+MM)x=0 (3.5)

mit A = jw.
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Bei rotierenden Bauteilen kdnnen aufgrund von Kreisel-, Zentrifugal- und Lagerkréften un-
symmetrische Steifigkeits- und Ddmpfungsmatrizen auftreten ([86]), die Eigenwerte sind
dann nicht mehr unbedingt reell. Unter Verwendung der sogenannten modalen Dampfung
lassen sich fiir Systeme, die zu einer quadratischen Eigenwertaufgabe fithren, die Entkopp-
lungseigenschaften der Eigenvektoren unmittelbar nutzen, wenn angenommen wird, da8 sich
die Ddmpfung proportional zu K und/oder M verhélt:

D =oK+ AM. (3.6)

Eine genauere Bestimmung der modalen Parameter als mit der FEM kann durch die Ver-
wendung von frequenzabhingigen Systemmatrizen erreicht werden. Bei der dynamischen
Element Methode (DEM) werden frequenzabhiingige Ansatzfunktionen zur Berechnung der
Strukturmatrizen benutzt ([103], [88]). Mit der Massenmatrix M(A) = Mg -+ M + MpA? +
...+ M, 1077 und der Steifigkeitsmatrix K(A\) = Ko+ Ki A+ Ko A2+ ...+ K,_1 A7~} ergibt
sich das Eigenwertproblem p-ter Ordnung

(A0+A1)\+‘..+Ap)\p)x:0 (37)

mit X = w?.

Fiir einen Balken wird in [103] das kubische Eigenwertproblem
(~K+MX+FoX* + F3)%)x =0 (3.8)

mit A = —w? angegeben. Die Matrizen K und M entsprechen den Matrizen, die bei der FEM
anfallen. In [103] wird gezeigt, daB die mit der DEM berechneten Ndherungen stets kleiner
oder gleich denen sind, die mit der FEM ermittelt werden und daher genauere Eigenwerte
liefern.

Polynommatrizen entstehen ebenfalls bei einer ndherungsweisen Beschreibung von Matri-
zen, deren Elemente nichtlineare Funktionen eines reellen oder komplexen Skalars sind, mit
Hilfe der Taylor-Reihe. Durch die Approximation der Funktionen mit Hilfe von Polynomen
gelingt eine Algebraisierung der Gleichungen und man erhilt Zugang zu zahlreichen nume-
rischen Methoden. Als Beispiel sei die Taylor-Schur-Entwicklung bei der Eigenwertanalyse
von Gleichungen genannt, die sich bei der Randelementmethode (REM) ergeben ([62]).

3.2 Eigenwertaufgabe - Begriffe und Definitionen

Die Eigenvektoren oder auch Eigenformen einer Polynommatrix F()) ergeben sich als nicht-
triviale Losungen x; # 0 aus der Eigenwertaufgabe

Die Vektoren x; werden Rechtseigenvektoren genannt. Die sogenannten Linkseigenvek-

toren ergeben sich als Losungen der Eigenwertaufgabe

yiF(A) =07 (3.10)
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oder mit der transponierten Matrix FT()) aus
FT'(\)yi=0. (3.11)

Fiir symmetrische Matrizen F () sind Rechts- und Linkseigenvektoren identisch.

Das homogene Gleichungssystem (3.9) besitzt nur dann nichttriviale Lésungen x; # 0, wenn
fiir die charakteristische Determinante von F(A)

det [F(A)] = p(A) =po+ P A+ ...+, A" = l_n[(/\ — i) =0 (3.12)

=1
gilt.

Die Eigenwerte A; von F()) sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms und fiir die
Eigenwertaufgaben (3.9) und (3.10) gleich. Das charakteristische Polynom p(A) ist vom Grad
n und besitzt eine entsprechende Anzahl von Nullstellen. Fiir [ voneinander verschiedene
Eigenwerte A; gelten die Grenzen

0<I<n<mp<oo. (3.13)

Ein Koeffizientenvergleich der Ausdriicke auf der linken Seite in (3.12) liefert die Beziehungen

Pn = det (Ap) (314)

Dy = det (Ao) = (—l)n /\i- (315)

=1
Fiir eine reguldre Leitmatrix A, ergibt sich hieraus die Anzahl der in F(A) enthaltenen
Eigenwerte n = mp und es gilt die Einschrinkung

1<n=mp. (3.16)

Regularitét einer Polynommatrix

Fiir eine singuldre Leitmatrix A, fehlt der Koeffizient des charakteristischen Polynoms bei
der hochsten Potenz A". Je nach Rangabfall der Leitmatrix nimmt der Grad des Polynoms
dann ab, und es existieren entsprechend weniger Eigenwerte. Ist A, nicht singulér, so wird
die Matrix F(A) als reguldr bezeichnet. Bei der Erzeugung des speziellen Eigenwertpro-
blems (Kapitel 3.3.3) und bei der Linearisierung (Kapitel 3.3) wird eine regulére Leitmatrix
vorausgesetzt.

Ist die Matrix A, singuldr und Ay regulir, 148t sich durch das Ersetzen von A durch ¢ = A™!
eine regulire Matrix ¥ (¢) erzeugen:

IS

F()x=(Ap+A,1(+ ... + AP T+ Ay(")x=0. (3.17)
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Das charakteristische Polynom p(A) = det [F(C)] hat den Polynomgrad n = mp und besitzt
entsprechend dem Rangabfall von A, zusitzliche Nullstellen bei ( = 0 als Losung. Die
Eigenvektoren bleiben beim Ubergang von der Aufgabe F(A\)x = 0 zu F(¢)x = 0 unverindert
erhalten.

Es ist anzumerken, daf} fiir Matrizen F()), deren Eigenwerte alle von Null verschieden sind,
die Moglichkeit besteht, durch eine Transformation eine reguldre Matrix zu erzeugen. Dieses
Vorgehen wird im Anhang A.1 dargestellt.

Aus py = det (Ay) 1a8 sich erkennen, daff fiir eine singulire Matrix Ao mindestens ein
Eigenwert bei Null existiert. Besteht das charakteristische Polynom (3.12) lediglich aus einem
konstanten Koeffizienten p(A) = pg, existieren iiberhaupt keine Eigenwerte. In diesem Fall
ist { = 0. Eine Polynommatrix, deren Eigenwerte alle von Null verschieden sind, wird nicht
singuldr genannt. Entsprechend versteht man unter einer singuliren Polynommatrix eine
Matrix, die mindestens einen Eigenwert bei Null besitzt.

Rangabfall einer Polynommatrix

Einen wichtigen Sonderfall stellen die sogenannten einfachen Polynommatrizen dar. Die
Definition der Matrizen geschieht iiber den Rangabfall der Matrix bei einem Eigenwert A;.
Der Rangabfall oder auch Defekt d; der singuldren Matrix ¥ (A;) kann fiir den Eigenwert };
nicht groBler sein als dessen Vielfachheit v;

1<d; < v (3.18)

Erzeugt ein Eigenwert der Vielfachheit v; einen entsprechenden Rangabfall bei der Matrix
F()\;), so ist d; = v; und der Eigenwert nichtdefektiv. Sind simtliche voneinander verschie-
dene | Eigenwerte nichtdefektiv

di:’l}i; 'i=1,2,...,l, (319)
spricht man von einer einfachen oder einfach strukturierten Matrix F()).

Da der Rangabfall einer einfachen Matrix F(A) der Dimension m x m nicht groBler als m sein
kann, mufl die maximale Vielfachheit eines Eigenwerts kleiner oder gleich m sein. Fiir eine
Matrix F(\;) mit dem Defekt d, = v; lassen sich ebensoviele linear unabhéingige Vektoren x;
bzw. yI finden. Da Polynommatrizen der Dimension m und mit einem Polynomgrad p > 1
mehr als m Eigenvektoren besitzen kénnen, sind diese nicht linear unabhiingig {mehr als
m Vektoren sind in C™ linear abhingig). Fiir einfache und reguldre Matrizen F(}) lassen
sich jedoch immer m linear unabhingige Vektoren finden und zu einer Modalmatrix X
zusammensetzen ([59]).

Fir eine Matrix F(};) mit dem Rangabfall d; = 1 gibt es genau einen linear unabhingigen
Eigenvektor x;, alle iibrigen sind zu diesem proportional. Der Eigenvektor wird durch die
Vorgabe einer Vektorkomponente ermittelt und gibt eine Richtung vor.

)El' = CX;. (320)
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Die Léinge des Vektors wird durch den Faktor ¢ bestimmt und kann beliebig gewihlt werden.

Fiir einen Rangabfall d; > 1 existieren entsprechend d; linear unabhingige Eigenvektoren

(1) (2 (ds)

X, X, X

Anmerkungen zu defektiven Eigenwerten:

Die allgemeine Losung mit d; freiwdhlbaren Parametern ¢ stellt ein Vektorgebilde dar, das
einen d,-dimensionalen Eigenraum als Losung zum Eigenwert A; aufspannt

X; = c1x§” +oxt + . +egxi®) (3.21)

i 11

Besitzt die Matrix F(A;) bei einem Eigenwert A; der Vielfachheit v; einen Rangabfall d; < v
so ist der Eigenwert defektiv, es fehlen v = v; — d; Eigenvektoren. Diese kdnnen bei linearen
Eigenwertaufgaben als sogenannte Hauptvektoren aus der Rekursionsformel

Fo)x] =x]7Y T=1,2,...,v (3.22)

bestimmt werden ([114]), wobei die Tatsache ausgenutzt wird, daf sich der Rangabfall einer
Matrix F(A) = A — BA durch Potenzieren erhoht.

3.3 Lineare Polynommatrizen

Im folgenden werden Darstellungsmoglichkeiten fiir im Parameter A nichtlineare Matrizen
F(A) als lineare Abbildungen angegeben. Im Zeitbereich entspricht dies der Darstellung von
Differentialgleichungssystemen der Ordnung p > 1 im linearen Zustandsraum.

Mit Hilfe der wichtigen Eigenschaft der Orthogonalitit der Eigenvektoren einer linearen
Polynommatrix ist eine Diagonalisierung der Koeffizientenmatrizen und damit eine Spek-
tralzerlegung einer Polynommatrix moglich.

3.3.1 Linearisierung im Frequenzbereich

Die nichtlineare Eigenwertaufgabe F(A)x = 0 mit F(\) = ¥, A;\* kann durch die Ver-
groBerung der Dimension von m auf mp in ein lineares Eigenwertproblem

(A-BMNz=0 (3.23)

iiberfithrt werden.
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A und B sind symmetrische Matrizen der Form

0 0 0 -A, 0
0 0 A, -A,, ©
A = ,
0 -—A, ~A;, -A; O©
A, -A,, ~A; —A; 0
0 0 0 0 A
[0 o 0 0 -A,
0 o 0 -A, —A,,
B = : : : . (3.24)
0 0 -A, A, A,
0 -A, ~A; —A; -A,
~A, —Ay -A; -A, —A;

Bei einer reguldren Matrix B kann die allgemeine Eigenwertaufgabe (3.23) in die spezielle
Aufgabe

(C-1Nz=0 (3.25)

mit C = B! A iiberfithrt werden. Die Matrix C hat dabei die Gestalt einer (Frobenius’schen)
Begleitmatrix

( ~AJA, L —ASTA, . . —AS'A, —AS'AL —ASTA \
I 0 0 0 0
€= ? I ’ ? ? . (3.26)
0 0 I 0 0
0 0 0 I 0
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Der expandierte (mp x 1)-Vektor z ergibt sich zu
( A-ix
AP 2x
7 = : : (3.27)

AX

Neben den beiden Linearisierungen mit den Matrizen A und B bzw. C existieren noch
zahlreiche weitere Moglichkeiten. Die Darstellungen zeichnen sich insbesondere durch Spie-
gelungen an den Haupt- und Nebendiagonalen der Matrix C aus.

Die Abbildung der nichtlinearen Eigenwertaufgabe (3.9), als ein lineares Eigenwertproblem,
ist dquivalent zu der Darstellung eines Differentialgleichungssystems der Ordnung p > 1 als
Systeme 1. Ordnung im Zustandsraum, die Matrix C entspricht dann der Zustandsraumma-
trix A.

3.3.2 Zustandsraumdarstellung

Ein zeitinvariantes, kontinuierliches System, das sich durch lineare Differentialgleichungen
p-ter Ordnung

drx(t) dP~1x(t) dx(t) 10 dy(t)
I T + Ap_lw .+ A‘_ET + Aox(t) = B,,—dt;— .+ B; 7 + Boy(t)
(3.28)
beschreiben 1aft, kann im Zustandsraum durch die Gleichungen
z(t) = Az(t)+ By(t), (3.29)
x(t) = Caz(t) +Dy(t) (3.30)

abgebildet werden.

Hat das System m Ein- und Ausgangsgrofen y(t) und x(t), so ist z(¢) der Zustandsvektor
mit mp Komponenten. Die sogenannte Zustandsraummatrix A ist eine Matrix der Grofie
mp X mp, die Matrix B hat die Dimension mp x m und C die Dimension m x mp. Die
Durchgangsmatrix D hat die Grofie m x m.

Es gibt verschiedene Mdglichkeiten, ein lineares Differentialgleichungssystem in eine &qui-
valente Zustandsraumbeschreibung zu {iberfiihren. Die im folgenden fiir die Differentialglei-
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z(t) z (1)
yt) —t> b / ¢’ x(1)
A
-

Abbildung 3.1: Zustandsraumdarstellung eines Ein-Grofien-Systems

chung (3.28) mit je m Ein- und Ausgangsgréfien angegebene Darstellung wird auch Beob-
achtungsnormalform genannt.

o I 0 0 0
0o 0 I 0 0
A = ,
O o0 0 0 I
~Ay —A; A, ~Aps —Ap
(1 o o o o) B,.,-A,,B,
A,y 10 0 0 B,.»- A, B,
B =
A, A; A, I o B, - A;B,
\ AL A Ay A Bo - A¢B,,
C= (o ..0, D=B,. (3.31)

Weitere Darstellungsformen der Matrizen A, B, C und D werden im Anhang C angegeben.

Ubergang in den Frequenzbereich
Die Zustandsraumgleichungen lassen sich mit Hilfe der Laplace-Transformation

La(t) = /0 " esta(t) = Z(s) (3.32)
im Bildbereich darstellen. Angewendet auf (C.1) egibs sich fiir Z(¢y) = 0 die Formulierung

sZ(s) = AZ(s) + BF(s). (3.33)
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Fiir eine harmonische Erregung f(t) = fe Jut mig f(ty) = 0 wird der Laplace-Parameter zu
s = jw. Mit (3.30) und jw = X liBt sich die folgende Ubertragungsfunktion im Frequenzbe-
reich angeben

x =H(\)f (3.34)
mit der Ubertragungsmatrix
HM)=C(A-1I))"'B+D. (3.35)
H(\) 148t sich als eine gebrochenrationale Polynommatrix darstellen

_Ro+RiA+ .+ RN

= 3.3
HO = v ans . v dv (3:35)

Besitzen die Polynome im Zahler und Nenner keine gemeinsamen Nullstellen, entsprechen die
Nullstellen des Nennerpolynoms von H(A) den Eigenfrequenzen des abgebildeten Systems. Ist
das gradniedrigste Nennerpolynom von (3.36) identisch mit dem charakteristischen Polynom

p(X) = det (A — D) , (3.37)

ist die Zustandsdarstellung mit den Matrizen A, B, C und D eine Realisierung niedrigster
Ordnung. Eine Darstellung mit einem Minimum an Zustandsvariablen erfiillt die Eigenschaf-
ten der Steuer- und Beobachtbarkeit.

Steuer- und Beobachtbarkeit

Es werden die Begriffe der Steuer- und Beobachtbarkeit von Systemen, die durch eine Ein-
Ausgangsgrofienbeschreibung dargestellt werden, definiert. Die Eigenschaften der Steuer-
und Beobachtbarkeit eines Systems kénnen als Kriterium dienen, um festzustellen, ob zur
Beschreibung eines Systems eine minimale Anzahl von Eigenformen verwendet wird. Steuer-
und Beobachtbarkeit einer Systemdarstellung sind Voraussetzungen fiir die numerische Be-
handlung eines linearen Systems im Zustandsraum.

Unter dem Begriff der Steuerbarkeit versteht man, dafl die Zustandsgrofien z(t), ausgehend
von einem beliebigen Anfangszustand z{ty), durch bestimmte Eingangsgrofien f(¢;) auf einen
Zustand z(t;) iiberfiihrt werden konnen. Die Losung des Differentialgleichungssystems (C.1)
lautet

t
2(t) = A=tz 4 [ ALIBE(1)d7 . (3.38)

to

At—1g)

e 2z ist die Losung fiir das homogene Gleichungssystem mit zg = z(tp) und

G(t~7)= / " eAlt-Tp (3.39)

to



3.3 Lineare Polynommatrizen 43

die Antwort des Systems auf einen Dirac-Impuls 6(¢). Bei Vorgabe eines Zustands z{#,) und
eines Endzustandes z(¢;) = 0, muf} somit fiir ¢, = 0 aus

t
0=eAligy+ [ eAC-DBf(7)dr (3.40)

t=0

der Vektor der Eingangsgroen f(¢) bestimmt werden kénnen. Dies ist genau dann der Fall,
wenn die Zeilen der Matrix

F(t) = e*'B (3.41)

linear unabhiingig sind. Mit der Taylor-Entwicklung e®t = T+ At+ A%t/2!+ A3¢3/3! ... LBt
sich die Bedingung durch die Forderung nach einer nicht-singuléren Matrix

U=(B AB A’B ... An—lB) (3.42)

mit dem Rang n angeben. U ist die sogenannte Steuerbarkeitsmatrix.

Unter der Beobachtbarkeit eines Systems versteht man, wenn bei Kenntnis der Eingangs-
grofien f(t) und der Ausgangsgrofen x(t) der Anfangszustand z(#g) im Intervall ¢, <t < ¢
eindeutig bestimmt werden kann. Die Zustandsgrofien zum Zeitpunkt ¢ > t; mit ¢ = 0
lassen sich durch die Beziehung

Ax(t) = Ceht (3.43)

angeben, wobei Ax(t) aus
Ax(t) = x(t) — :0 Cer="B(r)f(r)dr — DE(#) (3.44)
bestimmt werden kann. z(t,) 148t sich aus der Gleichung (3.44) berechnen, wenn die Vektoren
der Spalten
G(t) = Ce? (3.45)

linear unabhingig sind. Diese Bedingung ist identisch mit der Forderung nach einem Rang
n der Beobachtbarkeitsmatrix

CA
V= CAZ2 . (3.46)

\ CAn—l
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3.3.3 Orthogonalititseigenschaften

Nach einer Linearisierung einer Polynommatrix oder bei der Untersuchung ungeddmpfter
schwingungsfahiger Systeme mit Hilfe der FEM entsteht das lineare Eigenwertproblem

FA)x=(A+BM)x=0. (3.47)

Die Eigenwertaufgabe (3.47) wird auch als allgemeine Eigenwertaufgabe bezeichnet. Ist
B =1, ergibt sich die spezielle Eigenwertaufgabe

(A+INx=0. (3.48)

Die Eigenwertprobleme (3.47) und (3.48) sind Spezialfille der Aufgabe (3.9), womit die dort
angestellten Betrachtungen auch hier gelten. Die Eigenvektoren der linearen Eigenwertaufga-
be besitzen, im Unterschied zur nichtlinearen Aufgabe, die Eigenschaft der Orthogonalitét,
eine Transformation von (3.47) bzw. (3.48) auf Diagonalform oder im Fall defektiver Eigen-
werte auf die sogenannte Jordan-Form ist somit méoglich.

Defektive Eigenwerte, d.h. d; < v;, treten z.B. bei Systemen mit kritischer Dampfung auf
([62]). Hier wird jedoch davon ausgegangen, daff simtliche Eigenwerte nichtdefektiv sind,
also d; = v; ist und somit eine einfache Matrix F()) vorliegt. Weiterhin wird eine regulére
Leitmatrix B vorausgesetzt bzw. angenommen, dafl eine solche Matrix stets erzeugt werden
kann (vgl. Kapitel 3.1). Die allgemeine Eigenwertaufgabe (3.47) kann somit durch Linksmul-
tiplikation mit der Kehrmatrix B! auf die spezielle Aufgabe (3.48) iiberfiihrt werden.

(B'A+INx=0. (3.49)

Transformation auf Diagonalform

Wie bereits bei der Berechnung der inversen Matrix D}(A) gezeigt wurde, kénnen mit Hilfe
der modalen Parameter die Matrizen A und B der linearen Eigenwertaufgabe

(A +Bl)x = 0; yT(A +B)) =0T (3.50)
aufgrund der Orthogonalitdtseigenschaften der Eigenvektoren diagonalisiert werden.

Werden die m Eigenvektoren x; bzw. y, als linear unabhingig vorausgesetzt, ergeben sich
fiir zwei verschiedene Eigenwerte \; # A, die Gleichungen

AX}C = /\kak (351)

y/ A=y \B. (3.52)

Durch die Erweiterung der ersten Gleichung mit x; und der zweiten mit y! erhilt man die
Beziehungen
yi Axy =y MBxg (3.53
yIAx, = yI\Bx,. (3.54)
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Werden die beiden Ausdriicke subtrahiert, ergibt sich der Ausdruck
0= (A — /\i)YiTBXk (3.55)
und damit wegen A, # A
0=y!Bx,. (3.56)
Daraus folgt, dal die Rechts- und Linkseigenvektoren x; und y; eines Matrizenpaares A, B
fiir zwei verschiedene Eigenwerte A; # Ay B-orthogonal oder fiir B = I orthogonal sind.

Werden die Vektoren x; bzw. y; zu sogenannten Modalmatrizen zusammengefafit

Y = (ylayZ:""Jyr?;;)a (357)
X = (x1,X2,-.-,%Xm) (3.58)

und die Eigenwerte in der diagonalbesetzten Spektralmatrix A angeordnet
A =diag[Ar, A2, 0], (3.59)
lassen sich die Vektoren x, und y; so normieren, dafl die folgenden Beziehungen gelten

Y'BX =1 YTAX =A. (3.60)

Damit kann die allgemeine Eigenwertaufgabe (3.50) durch eine sogenannte Aquivalenztrans-
formation

x = Xq (3.61)

und anschlieBender Multiplikation der Gleichungen von links mit Y7 auf Diagonalform
fiberfiithrt werden.

YT(A+BN)Xq=(A-I\)gq=0. (3.62)

Sind die Matrizen A und B symmetrisch und somit Y = X, lassen sich die Gleichungen
(3.62) vereinfachen zu

XTA+BANXq=(A-INq=0. (3.63)

Besitzt die Matrix F(A) mehrfache Eigenwerte, konnen die Rechts- und Linkseigenvektoren
X und Y immer so definiert werden, dafl die Normierungen (3.60) gelten. Dieses Vorgehen
wird auch als Biorthonormalisierung bezeichnet ([114]).

Fiir symmetrische Matrizen A und B muf die Aussage x!Bx; = 0 bei mehrfachen Eigen-
werten jedoch nicht mehr gelten. Mit Hilfe einer regularen Blockdiagonalmatrix D 5 148t sich
jedoch die folgende Normierung durchfiihren

DIXTBX =1; DIXTAX =A. (3.64)
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Die Komponenten des Vektors q werden Modalkoordinaten genannt. Durch die Transfor-
mation in die Modalkoordinaten wird eine Entkopplung des Gleichungssystems in m skalare
Gleichungen erreicht. Stellen die Eigenvektoren Schwingungsformen dar, lassen sich diese
getrennt voneinander betrachten. Werden einzelne Schwingungsanteile nicht angeregt oder
klingen diese aufgrund hoher Eigenwerte schnell ab, kann durch das Vernachlissigen dieser
Eigenformen eine Reduktion des Gleichungssystems stattfinden. Werden k& < m Vektoren
beriicksichtigt, hat die Modalmatrix X die Dimension m x k und Y7 die Gréfe k x m. Das
reduzierte Gleichungssystem der Dimension k& x k lautet

Y7(A+BNXq=(A-I\)q=0 (3.65)

mit
? = (Y1, ¥2, - ¥k)» (3.66)
X = (X1,X2,---,Xk) (3.67)

und
A =diag[\y, Mg, ..., A (3.68)

Eine Riicktransformation in die Ausgangskoordinaten ist iiber die Beziehung

q=Y"Bx (3.69)
moglich.
Mit Hilfe der Rechts- und Linkseigenvektoren x; und y; 148t sich die sogenannte Spektral-

zerlegung einer linearen Polynommatrix angeben:

F(O)=A-AB=) (M- NZ, (3.70)
i=1
Z; sind die Eigendyaden oder Eigenprojektionen der Polynommatrix F(}), die wie folgt
definiert sind:

Bx;y!B
il A Bnad .71
Die Dyaden besitzen die Eigenschaften
n TL

Mit Hilfe der Eigendyaden Z; 14t sich somit sowohl fiir die Matrix A als auch fiir B ei-
ne Spektralzerlegung angeben. Bei linearen Polynommatrizen ist es also moglich, die Ko-
effizientenmatrizen gleichzeitig auf Diagonalform zu transformieren. Fiir Matrizen F()) =
Ao+ A A+ ...+ A,) vom Polynomgrad p > 1 ist eine gleichzeitige Diagonalisierung von
mehr als zwei Koeflizientenmatrizen im allgemeinen jedoch nicht moglich (Ausnahme: diago-
naldhnliche Polynommatrizen, die z.B. bei modal geddmpften Mehrmassenschwingern (3.5)
mit einer Ddmpfungsmatrix (3.6) auftreten (vgl. [114])). Fiir Polynommatrizen mit p > 1
wird im Kapitel 3.5 ein Verfahren zur Spektralzerlegung der Matrix angegeben.
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Ergénzende Anmerkungen zu Eigenprojektionen:

Fir B = I (spezielles Eigenwertproblem) gilt I = Y7, Z, und es lassen sich dann die
folgenden Identitdten angeben:

0 fir 15

Z, fir 1=j (8.73)

AF = Zn:)‘fzia f(A) = if(%)zi, Z,Z; = {
=1 i=1

Es ist somit moglich Matrizenfunktionen f(A) durch skalare Funktionen f(};) auszudriicken,
80 ist z.B.

n
et =3 ez, (3.74)
=1

3.4 Eigenwertloser

Zur Ermittlung der Eigenwerte und -vektoren der linearen Eigenwertaufgabe
(A—-BMNx=0, (3.75)

konnen, unter Ausnutzung der Symmetrie und Bandstruktur der Matrizen A und B, Stan-
dardalgorithmen verwendet werden. Diese sind ausgiebig untersucht worden und werden in
zahlreichen Programmpaketen angeboten (z.B. NAG, LAPACK).

Das nichtlineare Matrizeneigenwertproblem
F(A)x=0 (3.76)

mit der Polynommatrix F(\) = >7_, A;)* der Dimension m X m mit p > 1 lafit sich unter
Verwendung der Linearisierung (3.24) in die lineare Eigenwertaufgabe

(A+BMN)x=0 (3.77)
bzw. in die Aufgabe
(C+IN)x=0 (3.78)

mit den expandierten, symmetrischen Matrizen A, B, bzw. mit der nicht-symmetrischen
Matrix C der Dimension mu x mu iiberfiihren. Es kdnnen somit Algorithmen zur Losung
der linearen Eigenwertaufgabe eingesetzt werden. Durch die Linearsierung steigt jedoch die
GroBe der Matrizen und somit auch der (Arbeits-)Speicherbedarf. Daher ist es giinstig,
Verfahren zu Eigenwertldsung zur verwenden, die mit der urspriinglichen Matrizendimension
arbeiten.

Die Eigenwerte der Aufgabe (3.76) sind die Nullstellen der Determinante

p(A) = det [F(N)] . (3.79)
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Mit Hilfe iterativer Verfahren, wie dem Sekantenverfahren oder dem Newton-Verfahren, wer-
den, ausgehend von geeigneten Startwerten, die Nullstellen der Determinante angenéhert. Die
Vorgabe geeigneter Startwerte setzt die Kenntnis der ungefihren Lage der Nullstellen vor-
aus. Eine grobe Abschatzung der Lage der Nullstellen von p(A) kann mit Hilfe von Intervall-
schachtelungsverfahren, wie z.B. dem Bisektionsverfahren oder der Regula Falsi geschehen.
Diese Verfahren konvergieren aufgrund der EinschlieBungseigenschaft nur gegen Nullstellen
in einem gewihlten Intervall I = [a,b], besitzen jedoch eine niedrige Konvergenzordnung.
Verfahren mit verbesserten Konvergenzeigenschaften sind z.B. das Newton-Verfahren mit
quadratischer Konvergenz oder das Sekanten-Verfahren mit einer Konvergenzordnung von
1,682 (siehe Tabelle 3.1).

Verfahren Konvergenzordnung
Bisektion 1
(einfache) Regula Falsi 1

Newton 2
Sekanten 1.682
Inverse Iteration 1
Simultane Iteration 1
Rayleigh-Quotienten-Iteration 2

Tabelle 3.1: Vergleich der Konvergenzeigenschaften von iterativen Verfahren zur Losung der
nichtlinearen Eigenwertaufgabe ([103], [20])

Man unterscheidet weiterhin zwischen global und lokal konvergenten Verfahren. Zu den global
konvergenten Verfahren gehéren die Inverse Iteration sowie die Simultane Iteration ([103]).
Diese Verfahren berechnen die Nullstelle, die den geringsten Abstand zu dem gewihlten
Startwert aufweist. Die inverse Iteration erweist sich als das sicherste Verfahren zur Be-
rechnung eines Eigenvektors und damit eines Eigenwerts von F(A) ([103]). Die Simultane
Iteration ermittelt die betragsgrofiten Eigenwerte und -vektoren der Matrix F(A) und ist
auch fiir die Berechnung mehrfacher Eigenwerte geeignet. Wurden die betragsgrofiten Eigen-
werte ermittelt, lassen sich nach einer entsprechenden Transformation auch beliebige Teile
des Spektrums von F(A) berechnen. Der Nachteil der beiden letztgenannten Verfahren ist
ihre nur lineare Konvergenz.

Das Sekanten-Verfahren, das Newton-Verfahren und die Rayleigh-Quotienten-Iteration stel-
len lokal konvergente Verfahren dar. Die beiden letztgenannten Verfahren sollten jedoch nur
bei Kenntnis von sehr guten Nidherungen der Nullstellen verwendet werden. Die Rayleigh-
(Quotienten-Iteration ist dabei ein schnell und sicher konvergierendes Verfahren, das fiir hin-
reichend genaue Naherungen von Eigenwert und -vektor quadratisch gegen den dem Start-
wert nichstliegenden einfachen Eigenwert konvergiert.
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Im Rahmen dieser Arbeit werden zur Ermittiung der Eigenwerte einer Polynommatrix F(A)
das Sekanten-Verfahren, sowie zur Nachiteration die Rayleigh-Quotienten-Iteration verwen-
det. Das Sekantenverfahren sowie Modifikationen des Verfahrens (z.B. das Anderson-Bjorck-
Verfahren) sind weit verbreitet und werden z.B. in [20], [62] angegeben und hier nicht niher
erliutert. Weniger bekannt ist das Verfahren der Rayleigh-Quotienten-Iteration fiir nichtli-
neare Polynommatrizen. Diese Methode wird im folgenden kurz dargestellt.

Rayleigh-Quotienten-Iteration

Der Rayleigh-Quotient der Matrix F()) 148t sich mit Hilfe der, aus der Linearisierung (3.23)
gewonnenen, symmetrischen und reellen Matrizen A und B wie folgt angeben
zTAz

R(z) =~ (3.80)

Wird vorausgesetzt dal B definit ist, so sind die Eigenwerte A; die Extremwerte des Rayleigh-
Quotienten, d.h. Werte, die die Bedingung % = 0 bei den Eigenvektoren z; erfiillen:

A\ = R(z:). (3.81)

Wird der Rayleigh-Quotient (3.80) statt mit einem Eigenvektor z mit einem beliebigen von
Null verschiedenen Vektor w gebildet
wlAw

R(w) = —rge> (3.82)

stellt R(w) eine sehr gute Niherung fir den Eigenwert A; dar, dessen Eigenvektor dem
Vektor w am néchsten ist. Das &3t sich damit begriinden, dafl der Fehler des so ermittelten
Eigenwerts kleiner ist als der Fehler des entsprechenden Vektors ([23], [115]).

Mit dem Rechtseigenvektor

PR
Nix
z = : (3.83)

AX

X

lassen sich jetzt fiir den Nenner und Zihler des Quotienten (3.80) die folgenden Ausdriicke
ableiten
zTAz = —xT[F(A) - F()\)]x, (3.84)
z’Bz = —xTF'(\)x (3.85)
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mit F/()) = £A,

Werden die Gleichungen (3.84) und (3.85) in den Ausdruck (3.80) eingesetzt, ergibt sich der
verallgemeinerte Rayleigh-Quotient fiir eine Polynommatrix

xTF(A)x

R(X,/\) :/\—m

(3.86)

Fiir den einfachen Eigenwert A; und den Eigenvektor x; ist der Nenner xIF'();)x; von
Null verschieden, wenn die Leitmatrix von F()) reguldr und sidmtliche Eigenwerte von F())
nichtdefektiv sind. Der Quotient (3.86) wird dann zu

R(xis A) = i (3.87)

Der Rayleigh-Quotient in der Form (3.86) wird jetzt in Verbindung mit der Inversen Iteration
zur Bestimmung der Eigenwerte und -vektoren der Matrix F(A) benutzt.

Die Iterationsvorschrift fiir die Inverse Iteration lautet
Wit = F7H(Ag)wy . (3.88)

Hierbei wird das von Misessche Potenzverfahren mit der Iterationsvorschrift wy; = F(Ax)wy
auf die Matrix F~!(\;) angewendet. Wie bereits in Kapitel 3.1 erwihnt, sind die Eigenvek-
toren der Aufgaben

[F(Ae) = Al wy = 0; [1/AF(Ae) = we =0 (3.89)
bzw.
[F (%) = 1/ 0] wi =0 (3.90)

identisch. Das Potenzverfahren von von Mises konvergiert gegen den zum betragsgrofiten
Eigenwert der Matrix F~!()\) gehdrenden Eigenvektor. Vorausgesetzt \; ist eine Ndherung
zum gesuchten Eigenwert \;, so ist F(Ax) reguldr. Der betragsgrofite Eigenwert der Matrix
F~1(\) ist dann o = 1/ (A; — Ax). Somit konvergiert die Inverse Iteration gegen den zum
inversen Shift o = 1/ (A; — Ax) gehorenden Eigenvektor.

Zu dem verbesserten Vektor wy,; wird in einem zweiten Schritt der zugehorige Eigenwert
mit Hilfe des Rayleigh-Quotienten bestimmt.

Wit TF (M) Wip

Akl = Ap — (3.91)

W£+1F'()‘k)wk+1 '

Die Eigenvektoren werden dabei in jedem Schritt wie folgt normiert:

wliwg = 1. (3.92)
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Als Abbruchkriterium dient

Aer1 = M < eps, (3.93)
Akt1

wobei eps die Rechengenauigkeit darstellt.

Fiir einen reellen Eigenwert wird der Startvektor wg ebenfalls reell gewdhlt, wobei
xTwy # 0 (3.94)

gelten muf.

Zur Berechnung komplexer Eigenwerte sind komplexe Startwerte notwendig, da die Rechnung
sonst im reellen bleibt. Als Startvektor fiir reelle Eigenwerte kann z.B. w? = (11 ... 1)7
vorgegeben werden. Ist der Eigenwert Ay bereits eine sehr gute Niherung des gesuchten
Eigenwerts, konvergiert das Verfahren auch fiir ungiinstig gewéhlte Startvektoren wy. Um-
gekehrt konvergiert das Verfahren bei Vorgabe einer guten Niherung fiir x; auch fiir einen
ungenauen Eigenwert Ag.

Ein Beweis fiir die Konvergenz der Rayleigh-Quotienten-Iteration fiir Polynommatrizen wird
u.a. in [103] angegeben.

Folge linearer Eigenwertprobleme

Als eine Erweiterung der Rayleigh-Quotienten-Iteration lafit sich die Losung einer Folge
linearer Eigenwertprobleme ansehen. Das nichtlinearen Eigenwertproblem F(A)x = 0 wird
auf die Ldsung einer Folge linearer Eigenwertprobleme

F(\)z = 0Gz (3.95)

zuriickgefiihrt. Fiir einen Eigenwert A; wird die Matrix F();) singular, fiir die Eigenwert-
aufgabe (3.95) ergibt sich der erste Eigenwert bei #; = (. Die Matrix G kann beliebig
gewihlt werden, sie darf nur nicht singulér sein (z.B. G = I). Das Verfahren gliedert sich
in zwei Schritte. Zuerst wird, ausgehend von einem Startwert wg als Eigenwertndherung
der betragskleinste Eigenwert 6, ., fiir die Aufgabe F(w;)z = 6Gz und der entsprechende
Eigenvektor z; z4+; bestimmt. Dies kann z.B. mit Hilfe der inversen Iteration oder mit dem
Lanczos-Verfahren geschehen. Im zweiten Teil des Iterationsschritts wird die Eigenwertnéhe-
rung verbessert, wobei wgy1 = f{wk, 614+1, Z1 k+1) iSt. Die verbesserte Niherung kann z.B.
mit Hilfe der Rayleigh-Quotienten-Iteration berechnet werden ([103]).
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3.5 Faktorenzerlegung einer Polynommatrix

Fiir eine einfache und regulire Polynommatrix vom Grad p und mit der Dimension m x m
FOO)=Ag+ A D+ A0+ ...+ AN (3.96)

wird gezeigt, wie durch sukzessive Abspaltung der Eigenwerte der Matrix eine Faktorenzer-
legung in der Form

FOO) = AX (AL - ADXT X (M- A)X5! .. X,(A I — Ap)X;1 (3.97)

erreicht werden kann. Die Eigenwerte und -vektoren werden dabei blockweise zu p Spektral-
matrizen A, und Modalmatrizen X, der Dimension m zusammengesetzt.

Die Grundlagen fiir die Faktorenzerlegung einer einfachen und reguliren Polynommatrix
F()) werden in den Arbeiten von FALK [22] sowie von LANCASTER [59] angegeben. Die
Satze zur Faktorisierung einer Polynommatrix in den Abschnitten 3.5.1, 3.5.2 und 3.5.3
beruhen im Wesentlichen auf dem von FALK beschriebenen Verfahren zur Reduktion von
Polynommatrizen [22].

3.5.1 Abspaltung eines Linearfaktors einer Polynommatrix

Die Eigenwertaufgabe fiir die Polynommatrix (3.96) lautet

Das charakteristische Polynom p(A) = det [F(})] ist vom Grad n = mp und besitzt fiir eine
reguldre Leitmatrix A, ebenso viele Nullstellen.

Fiir einen Eigenwert A; lassen sich vom Parameter A abhingige Vektoren ij (A) bzw. v;(\)
so angeben, daf ein Linearfaktor A — A; aus der Matrix F()) abgespalten werden kann.

yiTE(A) = (A = 2)w;T () F)x; = v;(A) (A= Xy). (3.99)

Die Elemente der Vektoren w;(A) und v;(A) sind Polynome vom Polynomgrad p — 1.

Werden fiir m Eigenwerte A; die entsprechenden Links- bzw. Rechtseigenvektoren zu Modal-
matrizen Y bzw. X zusammengefaf}t

Y:(yl, Y2, ... ,ym); Xz(xl, Xz, ... ,xm), (3.100)
lassen sich die vektoriellen Formulierungen (3.99) durch die Matrizengleichungen
YTF(\) =DM)W\, FA)X = V(A)D(A) (3.101)
mit den Diagonalmatrizen

D)) =Ir—A: A=diagh, Az oeey Awl (3.102)
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ersetzen. Die Polynommatrizen W () bzw. V(A) haben gegeniiber F(\} einen um eins ver-
ringerten Polynomgrad.

Da fiir eine symmetrische Matrix F(A) Links- und Rechtseigenvektoren identisch sind und
damit WT(X) = V(1) ist, bzw. im nicht symmetrischen Fall einfach mit F7()\) gerechnet
werden kann, werden die folgenden Herleitungen nur fiir die Rechtseigenvektoren X angege-
ben.

Wird der rechte Ausdruck in (3.101)
FA)X = V(A)D()) (3.103)
von rechts mit der inversen Modalmatrix X! multipliziert, ergibt sich eine Darstellung
F(\) = VIADM)X !, (3.104)
Die Polynommatrix F(A) setzt sich aus einer Matrix V() vom Polynomgrad p—1 und einem
linearen Faktor D(A)X ™! mit m abgespaltenen Eigenwerten und -vektoren zusammen. Das
Spektrum der Matrix F(A) wurde somit auf die Matrizen V(A) und D()) verteilt. Die noch

unbekannte Matrix V(\) mit dem um m Eigenwerte reduzierten Spektrum kann wie folgt
bestimmt werden:

Fiir einen Polynomansatz

V(A) =CNX=(Co+CiA+ ... +C, 1 ¥ HX, (3.105)
lautet (3.104)

F()) = (Co+Cih+ ... +C, X HXD(N)X L. (3.106)
Die Koeffizientenmatrizen von C(A) lassen sich durch einen Koeflizientenvergleich der lin-

ken und rechten Seite in (3.106) ermitteln. Ausgehend von der Koeffizientenmatrix bei der
héchsten Potenz von A ergibt sich die nach Horner bekannte Rekursionsformel

A, +CXAXT=C,_; i=p—1,...,1,0 (3.107)
mit
C,.1=A,. (3.108)

Die Reduktionsvorschrift (3.107) 148t sich anhand des folgenden Matrizenschemas verdeut-
lichen:

0 0 0
I 0 0
(CO Cl s Cp—l) = (AO Ay... Ap) .;\ 1 ... 0 (3109)
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mit
A =X ATX, i=1,...,p—1. (3.110)

Die Matrix D(A) enthilt die aus der Matrix F(A) abgespaltenen Eigenwerte, und die Eigen-
wertaufgabe XD(A\)X™'x = 0 liefert die entsprechenden Eigenvektoren. Die Rechtseigen-
vektoren entsprechen denen der Eigenwertaufgabe F(A)x = 0, die Linkseigenvektoren sind
im allgemeinen nicht mit denen der Aufgabe y TF()\) = 0 identisch.

Die normierte Spektralmatrix A = XAX ™! mit den abgespaltenen Eigenwerten besitzt die
Eigenschaft

F(A)=0 (3.111)

und entspricht der sogenannten ” Rechts-Losenden” (right solvent) der Polynommatrix F(}),
wie sie von LANCASTER [59] angegeben wird.

Das Spektrum der reduzierten Polynommatrix C(\) enthilt die restlichen m(p — 1), ge-
geniiber der Ausgangsmatrix F()) unverinderten, Eigenwerte. Die entsprechenden Eigen-
formen des Eigenwertproblems C(A\)x = 0 sind, wie spéter gezeigt wird (Kapitel 3.5.3), in
die Vektoren der Aufgabe F(\)x = 0 durch eine Transformationsbeziehung iiberfiihrbar.

Durch die hier gezeigte Abspaltung von Eigenwerten einer Polynommatrix F()) ist es moglich,
beliebige Blécke von m bekannten Eigenwerten und -vektoren der Matrix in Linearfaktoren
zusammenzufassen. Durch die Abspaltung weiterer Linearfaktoren einer reduzierten Matrix
148t sich eine vollstdndige Faktorisierung der Matrix F () erreichen.

3.5.2 Vollsténdige sukzessive Faktorisierung einer Pelynommatrix

Wird der Matrix F(A) der Index 1 zugeordnet, lautet diese nach dem ersten Reduktionsschritt
F'()) = F}(A)XD(\)X™! (3.112)

mit
F2A) =Co+CA+ ... +C, 371, (3.113)
Durch das wiederholte Anwenden der Reduktionsvorschrift (3.107) auf die jeweils aktuelle
Matrix F¥(A) wird eine stetige Faktorisierung der Matrix F(A) erreicht. Die fortlaufende

Reduktion der Matrix F¥()) gelingt durch eine sukzessive Abspaltung der Linearfaktoren
X,D,(\)X ! aus der Matrix:

F(A) = F)X,D,(VX[! (3.114)
F(A) = FPA)X:D(N)X;' X Di(N)X;H

F(A) = F/(N)X,mDm(NXJ L XD (W)X XDy ()X
F(A) = FXD,NXT . XDy(AX5 XDy ()X
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Mit F#*! = A, ergibt sich die vollstéindige Spektralzerlegung einer Polynommatrix

F(A) = AX,D,(N)X,' ... XoD(M)X;' XD (M)X]. (3.115)

Durch die sukzessive, blockweise Abspaltung von Eigenwerten einer Polynommatrix F())
wird deren vollstdndige Faktorisierung erreicht. Es 148t sich eine Spektralzerlegung einer
Polynommatrix vom Grad p > 1 ohne vorherige Linearisierung der Matrix angeben, die
Dimension der Matrix bleibt wihrend der Rechnung unveréndert.

Die Reduktion einer Polynommatrix wurde blockweise fiir jeweils m Eigenwerte durch-
gefiihrt, eine Abspaltung einzelner oder in Blécken k£ < m zusammengefafiter Eigenwerte
ist jedoch ebenfalls moglich und wird in [22] beschrieben. Wie spéter in Kapitel 3.6 gezeigt
wird, ist eine ndiherungsweise Beschreibung der Eigenschaften eires dynamischen Systems mit
einem Teil der Linearfaktoren einer kondensierten dynamischen Steifigkeitsmatrix moglich.
Voraussetzung dazu ist das Zusammenfassen von jeweils m Eigenvektoren zu regulidren Mo-
dalmatrizen X,,.

Das Abspalten der Eigenwerte einer Polynommatrix F(A) kann in beliebiger Reihenfolge
geschehen. Fiir eine einfache und regulire Matrix F()) (die Leitmatrix A, ist reguldr und
simtliche Eigenwerte sind nichtdefektiv) lassen sich mp Eigenvektoren x, der aktuellen Ma-
trix F(A)” immer zu p reguliren Modalmatrizen X, zusammenstellen ([22]).

Es hat sich gezeigt, daf bei dicht zusammenliegenden Eigenwerten die Fehler in den Koeffizi-
entenmatrizen der reduzierten Matrix so grof§ werden konnen, dafl es zu einer Verschiebung
des in der reduzierten Matrix verbleibenden Eigenwertspektrums kommt. Bei einer zu grofien
Abweichung des Spektrums von der urspriinglichen Lage ist die Reduktion instabil.

Die Empfindlichkeit einer Polynommatrix gegeniiber Rundungsfehlern in den Matrizenele-
menten ist auf die betragsmiBig grofie Differenz der Elemente verschiedener Koeffizientenma-
trizen A; zuriickzufiihren. Die Verwendung des Horner Schemas (3.107) stellt eine Moglich-
keit dar, die Rundungsfehler bei der Auswertung der Polynommatrix zu verringern. Durch
das abwechselnde Multiplizieren und Addieren wird eine direkte Aufsummierung von be-
tragsmafig stark unterschiedlichen Termen und die Ausloschung kleiner Betrage vermieden
(vgl. Kapitel 3.5.4).

Fiir reelle Matrizen F()\) mit komplexen Nullstellen, z.B. Strukturen mit Dampfung, kann
die hier gezeigte Reduktion unverindert angewendet werden. Eine vollstindige Reduktion
mit reellen Zahlen wird fiir komplexe Eigenwerte in [22] angegeben.

Weitere Anmerkungen zur Reduktion

Mit Hilfe der angegebenen Reduktionsvorschrift fir die Polynommatrix F()) ist eine fortlau-
fende Gradreduktion der Matrix moglich. Dies kann zur Losung der Eigenwertaufgabe

F(A)x; =0; i=12,...,pm (3.116)
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genutzt werden. Wurden m Eigenwerte und Vektoren der Matrix F(A) bestimmt, kénnen
diese aus der Matrix abgespalten werden. Anschliefend ist die Eigenwertaufgabe fiir eine
reduzierte Matrix

Fi(\)x; = 0; i=12,...,(p—v)m (3.117)

zu 16sen, wobei sich der Aufwand entsprechend verringert.
Weiterhin ist zu bemerken, dafl sich die Matrix X, aus den Rechtseigenvektoren der Poly-
nommatrix F¥(A) zusammensetzt. Aufgrund der Transformationseigenschaft

A=X'AX, (3.118)

der Modalmatrix X, entspricht die inverse Modalmatrix X! im allgemeinen nicht der Ma-
trix Y der Linkseigenvektoren von F*()). Die Inversion der Matrix X, a8t sich umgehen,
wenn die Linkseigenvektoren des Linearfaktors X, D, (A)X; ! bestimmt werden. Die Eigen-
wertaufgabe fiir einen abgespaltenenen Linearfaktor lautet

(A, ~I)X,'x; =0 (3.119)
bzw. mit den Linkseigenvektoren

y; Xu(A, = Ij) = 0. (3.120)

Die Linkseigenvektoren y]T lassen sich so normieren, dafl
vI=Xx;! (3.121)

gilt.

Durch die Darstellung einer Polynommatrix in der faktorisierten Form (3.115) ist es moglich
die inverse Matrix F~!()) in folgender Weise anzugeben:

F71()) = XiDI ()X XD H()X5! . XD ()X TA T, (3.122)

Die Ausdriicke D;'()) sind hierbei einfach zu invertierende Diagonalmatrizen. Im Anhang
A.2 wird das Vorgehen zur Inversion einer Polynommatrix durch Linearisierung dargestellt,
wie es z.B. von LANCASTER [59] angegeben wird. Die auf der Linearisierung der Polynom-
matrix basierende Inversion setzt eine Normierung der Eigenvektoren mit den expandierten
Matrizen der Dimension mp X mp voraus. Bei dem hier gezeigten Verfahren gelingt die In-
version einer Polynommatrix F(A) durch die Inversion mehrerer linearer Polynommatrizen
geringer Dimension. Diese Vorgehensweise ist eine numerisch giinstige Alternative zu den
bisher benutzten Verfahren.

Im Anhang A.2 werden, anhand einer bei der Kondensation entstandenene Polynommatrix,
die beiden Vorgehensweisen (Linearisierung und Faktorisierung) verglichen.
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3.5.3 Rekursive Bestimmung der Linearfaktoren einer Polynom-
matrix

Rekursive Bestimmung der Vektoren eines Linearfaktors

Bei der Faktorisierung einer Polynommatrix F(A) durch das wiederholte Anwenden des Re-
duktionsschemas (3.107) werden die Eigenwerte der Matrix nicht veréindert, die Eigenvekto-
ren x; werden jeweils aus der reduzierten Matrix F**!()) berechnet und sind im allgemeinen
nicht mit denen der Matrix F¥()) identisch.

Die Ermittlung der Eigenvektoren der Originalmatrix F(A) aus den Vektoren der reduzierten
Matrix F**!()) kann iiber die zuvor abgespaltenen Linearfaktoren geschehen. Damit ist
gleichzeitig die Transformation der Eigenvektoren der Originalmatrix auf die Vektoren der

reduzierten Matrix bzw. auf die Vektoren eines Linearfaktors X, D, 1 (\X;}, moglich.

Sind )Ocj die Eigenvektoren der Original-Eigenwertaufgabe
F(3)%=0;  j=1,...,om, (3.123)

konnen diese mit Hilfe einer Transformation T();) fcj: x; in die Vektoren x; iiberfiihrt
werden. x; sind die Eigenvektoren der Eigenwertaufgabe fiir eine Polynommatrix F**1(A)
mit dem um (p — v)m Eigenwerte und -formen gegeniiber der Matrix F()) reduzierten
Spektrum.

F"* 1 (A\)x; = 0; j=1, ..., (p=vim. (3.124)
Die Eigenwertaufgabe einer teilweise faktorisierten Polynommatrix F(A) fiir den (v + 1)-ten
Reduktionsschritt lautet

F(\) X= F**(0) X, Do () X5 XD ()X, - XDy (4) X! %; = 0. (3.125)

v

Der Ausdruck F¥*2();)X,1D,41(};) entspricht der Matrix F**!(};) der Eigenwertaufgabe
(3.124). Ist A; ein Eigenwert der Vielfachheit v;, wird vorausgesetzt, daf dieser weder im
Spektrum der Matrix F**?()) noch in den Matrizen D,(};),... ,Da(};),D;y(};) des unter-
klammerten Teils von (3.125) enthalten ist. In diesemn Fall entspricht der unterklammerte
Teil der Gleichung (3.125) fiir einen Eigenwert A, der Matrix F**'()) dem Einheitsvektor e,
mit der j-ten Komponente ungleich null. Dies 148t sich daran erkennen, daf fiir den Eigen-
wert A; die j-te Spalte der Matrix D,.;(A;) zu null wird. Die Gleichungen (3.125) kdnnen
dann nur zu null werden, wenn

D, (A)e; =0 (3.126)
gilt. Der unterklammerte Teil von (3.125) lautet somit

XoLX, D, ()X XD ()X =, (3.127)
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Multipliziert man den Ausdruck von links mit X, ;,, ergibt sich der Vektor x; der reduzierten
Matrix F+1(),)

XVDU(AJ)X;] Cen X1D1 (AJ)X—I_I }OC]: X,,Hej =X (3128)
oder kurz

T(\;) X=X, . (3.129)

Mit Hilfe der Transformationsbeziehung (3.129) lassen sich die Vektoren einer reduzierten
Matrix F**'()) aus den zuvor abgespaltenen Linearfaktoren X,D,(};)X;! und den Ei-
genvektoren der Eigenwertaufgabe fir die Ausgangsmatrix F()) (3.123) bestimmen. Die
Beziehung (3.129) gilt unter der Voraussetzung, dafi in jedem Reduktionsschritt mehrfa-
che Eigenwerte in einer gemeinsamen Spektralmatrix zusammengefafit werden, da sonst die
Transformationsmatrix T();) singuldr werden kann.

Fiir eine regulare Matrix T(};) gilt
%= T(A) 7% . (3.130)

Es lassen sich somit die Vektoren einer reduzierten Matrix F“*! in die entsprechenden Vek-
toren der Ausgangsmatrix F()) transformieren.

Vollstindige rekursive Faktorisierung einer Polynommatrix

Die Vektoren des Eigenwertproblems fiir die Matrix F**1()\) (3.124) sind gleichzeitig die Vek-
toren des Linearfaktors X,.1D,4(},)X; ;. Ausgehend vom ersten Linearfaktor X;D; ()X}
mit den Eigenvektoren der Originalaufgabe (3.123), lassen sich alle folgenden Faktoren v > 1
aus zuvor ermittelten Faktoren, also rekursiv, berechnen:

o .
X, = X;; j=1...,m

F(\) = FO)XDi(3)X{!

X; = X1D1()\j)X1'1 }OC]‘; ]=m+1,,2m
F(O) = F(N)XDo(3) X3 XDy ()X

X, = Xu_lD,,_l(Aj)X;_ll...XlDl()\j)X.I_I )OCJ, ] = vm + 1_,...,l/m+m

F()) = F*(O)X,D, )X XoDa(A) Xy ' XDy (A) X1
(3.131)
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Werden simtliche v = p Linearfaktoren ermittelt, ist F#*1(X) = A, und es kann die
vollstindige Produktzerlegung der Polynommatrix F(A) angegeben werden:

F(A) = A,X,D,(3)X;" ... X,Dp(A) X5 X, Dy (A) X[ (3.132)

Das Spektrum der Polynommatrix F(A) wird alleine durch die Matrizen X, D, ();)X;? er-
fafit. Die Normierung der Linearfaktoren erfolgt durch die Leitmatrix A ,. Fiir eine vollstandi-
ge rekursive Zerlegung einer Polynommatrix in ihre Linearfaktoren miissen somit die Eigen-
werte und -vektoren der Ausgangsmatrix F(A) sowie deren Leitmatrix A, bekannt sein. Die
Faktorisierung der Polynommatrix F()) ist ohne eine explizite Kenntnis der Koeflizienten-
matrizen Ay, ... A, ; moglich.

3.5.4 Numerische Stabilitidt der Faktorisierung

Bei der sukzessiven und bei der rekursiven Faktorisierung einer Polynommatrix F()) kommt
es aufgrund einer endlichen Maschinengenauigkeit zu Rundungsfehlern. Es hat sich gezeigt,
daf} die Fehler je nach verwendeter Methode unterschiedlich grof§ sind. Die Ursachen dafiir
werden im folgenden untersucht.

Sukzessive Faktorisierung

Bei der Berechnung der reduzierten Matrix F**!()\) aus F¥()) kann es aufgrund von Run-
dungsfehlern zu einer Verschiebung des in F¥*1()) verbleibenden Eigenwertspektrums kom-
men. Bei einer zu grofien Abweichung der Eigenwerte von Originalmatrix und reduzierter
Matrix ist die Reduktionsfolge (3.115) instabil.

Es hat sich gezeigt, daf§ die Reihenfolge, in der die Eigenwerte abgespalten werden, einen
entscheidenden Einfluf} auf die Stabilitdt der Reduktion hat.

Der wesentliche Grund fiir eine fehlerhafte Berechnung einer, um die aus F*{ ) abgespalte-
nen Eigenwerte reduzierten Matrix F**1()) liegt in der Verteilung der Eigenwerte der Ori-
ginalmatrix F(A) = ¢_; A;)* und der damit verbundenen Empfindlichkeit der Eigenwerte
gegeniiber Verdnderungen in den Koeffizientenmatrizen A;.

Bei gleichen Vorzeichen und groflen Differenzen der Eigenwerte einer Polynommatrix entste-
hen grofie Betragsunterschiede in den Elementen verschiedener Koeffizientenmatrizen. Die
endliche Maschinengenauigkeit fithrt zu Rundungsfehlern bei der sukzessiven Berechnung
der Matrix F**1(}) aus der Matrix F¥()).

Obwohl die Reduktion der Polynommatrix F()) mit dem gut konditionierten Horner-Schema
(3.107) stattfindet, werden die Koeffizientenmatrizen der reduzierten Matrix F**1(}) mit zu-
nehmender Anzahl der Rechenoperationen fehlerhafter bestimmt. Da jede Koeffizientenma-
trix AYT! mit Hilfe unterschiedlich vieler Operationen berechnet wird, sind auch die Fehler
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in den Matrizen unterschielich groff. Die Koeffizienten A% werden nach Schema (3.107) aus
der Ausgangsmatrix F'()) wie folgt ermittelt:

Al = Al+AJA+ .+ AL AT ALAYY
A? = AJ+AJA + ...+ AN

A, = Al +AA
A2, = Al (3.133)
mit A = X, AJX7L

Zur Bestimmung der Matrix A2 werden p — 1 Summanden addiert, dagegen kann die Leit-
matrix A2 ohne Rechnung und damit unveréndert genau der Leitmatrix A} von F'(}A) zu-
geordnet werden.

Die Koeffizientenmatrizen bei den jeweiligen Potenzen von A haben einen unterschiedlich
starken Einflufl auf die Genauigkeit der einzelnen Eigenwerte. Die betragsniedrigen Eigen-
werte sind stirker von den Koeffizientenmatrizen bei den niedrigen A-Potenzen abhéngig,
wohingegen die betragshoheren Eigenwerte empfindlicher auf relative Verdnderungen in den
Koeffizientenmatrizen bei den héheren Potenzen reagieren.

Das Reduktionsschema (3.133) fiihrt als erstes zu einer fehlerhaften Berechnung der Elemente
der Matrizen A? bei den niedrigen A-Potenzen und somit zu fehlerhaften betragsniedrigen
Eigenwerten der reduzierten Matrix F2(}).

Beispiel:

Eine Struktur, bestehend aus fiinf finiten Balkenelementen, wird auf die Randkoordi-
naten kondensiert (E =125, 1= 1m, A =1m?, py = 1;"193-). Nach (3.4) ergibt sich bei
einer exakten dynamischen Kondensation und mit den Randbedingungen des einseitig
eingespannten Balkens eine Polynommatrix

9.5039E+37 1.4255E+38 4.5075E4+35 —1.5812E+36 ]\
1.4255E+38 2.8511E+38 —1.5812E+36 —9.4985E+36

(2.2094E+32 1.2305E+33 ) 32 ( —2.4577E+28 1.9108E+29 ) 32

F(3)

1.2305E+33 1.2411E+34 1.9108E+29 2.7463E+30

. ( 8:6116E+23 8.8682E+24 ) N ( ~1.1177E+18 —1.5011E+19 )/\5

(8.8682E+24 1.6877E+26 —1.5011E+20 —3.6209E+21
( 5.9902E+15 1.0264E+15 ) X ( —1.3775E+08 —2.9605E+09 ) N

+

1.02641E+15 2.9925E+16 -2.9605E4+09 —1.0088E-+11

1.3168E+02 3.4984E+03 ) ¥ ( —4.2521E-05 —1.3734E-03 ) 0

| 3.4984E403 1.3542E+05

—1.3734E-03 —5.8803E-02
(3.134)
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Die Losung der Eigenwertaufgabe F(A)x = 0 liefert den niedrigsten Eigenwert bei
A1 = 12.36 und den hichsten bei Mg = 2234660.96. Fiir A = A} = wird (3.134) zu

1.4255E+38 2.8511E4-38 —1.9536E+37 1.1740E+38
7.1724E+10 1.9055E+12 —2.8626E+05 —9.2461E+06
1.9055E+12 7.3761E+13 —9.246106E+ —3.9588E+08
(3.135)

F() = (9.5039E+37 1.4255E+38> ( 5.5713E+36 —1.9536E+37)
) =

und fiir A = A5 ergibt sich die Matrix

(o) = 9.5039E+37 1.4255E4-38 1.0072E+42 —3.5334E+42 \
1877\ 1.4255E+38 2.8511E+38 —3.5334E+42 2.1225E+43

11886E+52 2.1755E+54 |  ( ~5.9089E +52 ~1.9085E + 54
2.1755E+54 8.42122E+55 —1.9085E + 54 —8.1715E + 55
(3.136)

Es 148t sich erkennen, dafl bei A = A; die Koeflizientenmatrizen bei den niedrigen Potenzen
von A an Einflul gewinnen. Bei A = A3 wirken sich dagegen die Summanden bei den hohen
A-Potenzen stiarker auf die Gesamtsumme aus.

Es hat sich als numerisch giinstig erwiesen die Eigenwerte in der Rethenfolge Ay, Ag, ..., A,
abzuspalten, wobel A\, < Ay < ... < Ap, ist. Eine Abspaltung der Eigenwerte in der
Reihenfolge Am,, Amp—1. ... , A1 fithrt dagegen sehr schnell zu groen Rundungsfehlern in den

Koeflizientenmatrizen der reduzierten Polynommatrix und zu einer instabilen Reduktion.

Besitzt die Matrix F()\) mehrfache und/oder dicht zusammenliegende Eigenwerte in ihrem
Spektrum, kann es, aufgrund der besonderen Empfindlichkeit dieser Nullstellen gegeniiber
Storungen in den Koeflizientenmatrizen, giinstig sein, diese Eigenwerte jeweils in einem
Schritt gemeinsam abzuspalten.

Im Anhang A.4 werden fiir eine durch die exakte dynamische Kondensation entstandene
Polynommatrix F(A) vom Grad p = 19 mit der Dimension 4 x 4 Eigenwerte in unterschied-
licher Reihenfolge abgespalten. Die Matrix F(A) liefert die Eigenwerte fiir eine ungefesselte,
aus zehnfiniten Balkenelementen zusammengesetzte, Struktur sowie die Eigenwerte der an
den Randkoordinaten gefesselten Slave-Struktur. Das Eigenwertspektrum der Matrix setzt
sich aus 22 Eigenwerten der Struktur sowie 18 dreifachen Slave-Eigenwerten zusammen (vgl.
Kapitel 4.1.2).

Da im unteren Spektrum der Matrix F()) die einfachen Eigenwerte der Struktur und die
mehrfachen Eigenwerte des Slave-Systems nahe beieinander liegen (siehe Abbildung 3.2),
wirkt sich die Abspaltung von einem oder mehrerer dieser Eigenwerte entsprechend stark
auf die Genauigkeit der im Spektrum verbleibenden Eigenwerte aus.

Bei der sukzessiven Reduktion der Polynommatrix F(A) hat sich gezeigt, dafl es giinstig ist.
mehrfache Eigenwerte immer gemeinsam in einem Schritt abzuspalten und die Reihenfolge
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Abbildung 3.2: Eigenwertspektrum von A = 0 bis A = 10% einer kondensierten Polynomma-
trix F(A) vom Grad p =19, Dimension m = 4

nicht alleine von der Grofie des Betrags der Eigenwerte abhingig zu machen. In Abbildung
3.3 sind der dritte Eigenwert der Struktur und der erste dreifache Eigenwert des Slave-
Systems zu erkennen. Beide Eigenwerte liegen im Spektrum dicht zusammen. Werden zwei
Eigenwerte des dreifachen Slave-Eigenwerts aus F(\) abgespalten, verschieben sich die in
der reduzierten Matrix F?()\) verbliebenen Eigenwerte aufgrund von Rundungsfehlern. In
Abbildung 3.4 ist zu erkennen, dafl der jetzt einfache Slave-Eigenwert und der in der Néhe
befindliche Struktur-Eigenwert in F2(A) dichter zusammenriicken.
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Abbildung 3.3: Nahe beieinanderliegender einfacher Struktur- und dreifacher Slave-Eigenwert
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Abbildung 3.4: Einfacher Struktur- und einfacher Slave-Eigenwert nach der Abspaltung von
zwei Eigenwerten des dreifachen Slave-Eigenwerts

Es hat sich ebenfalls als numerisch vorteilhaft erwiesen, mehrfache Eigenwerte vor einem
benachbarten einfachen Eigenwert abzuspalten, da insbesondere mehrfache Eigenwerte emp-
findlich auf Rundungsfehler in den Koeflizientenmatrizen reagieren (vgl. Anhang A.4)..

Eine deutliche Verbesserung der Stabilitdt bei der Reduktion einer, durch die dynamische
Kondensation entstandenen, Polynommatrix F(A) 148t sich durch die Formulierung der Ma-
trix mit dem inversen Parameter { = A~? erreichen.

Sukzessive Faktorisierung mit den inversen Eigenwerten

Um die betragsniedrigen Eigenwerte durch die reduzierte Matrix F¥(A) moglichst genau ab-
zubilden, ist es giinstig, die Koeffizientenmatrizen AY bei den niedrigen A-Potenzen moglichst
fehlerfrei zu berechnen. Dies gelingt durch die Formulierung der Matrix F(A) mit Hilfe des
inversen Parameters { = A71.

Wird die Eigenwertaufgabe
FA)x =(Ag+A1 A+ ... +AN)x=0 (3.137)
durch den Parameter A dividiert, so gehen die Punkte A in Punkte ¢ = A~! iiber
FO)x=(A,+ A, 1(+ ... A" + ACP)x =0, (3.138)

die Rechts- bzw. Linkseigenvektoren bleiben jedoch gleich.

Die Faktorisierung der Matrix F(¢) erfolgt durch Abspaltung der Eigenwerte ¢;. Nach der
Faktorisierung wird die Spektralverschiebung wieder riickgéngig gemacht, und es ergibt sich
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die Darstellung

F(A) = AjX,1(A,m = ADXE L Xo(Ar - ADXS ' Xy (A - ADXTH. (3.139)

Der Vorteil der Reduktion mittels der inversen Eigenwerte liegt in der weniger fehlerhaften
Berechnung der Koeffizientenmatrizen bei den niedrigen Potenzen von A (d.h. bei den hohen
Potenzen von ¢ = A™1).

Das Schema zur Berechnung der reduzierten Matrix mittels der inversen Eigenwerte sieht
wie folgt aus:

A2 = AL+ ALLATT 4 L+ ANATTD p ATATY
5 A - A —(p—2
AZ, = Al L+ AL AT L+ ALATOTY

A? = Al+AlAT! (3.140)
A = A} (3.141)

mit A, = X AKX

Bei der Reduktion mit Hilfe der inversen Eigenwerte werden die Koeffizientenmatrizen der
niedrigen A-Potenzen (d.h. der hohen Potenzen von () durch weniger Rechenoperationen
ermittelt, die Matrix A, bleibt bis zum letzten Reduktionsschritt unverandert (A% = Ay).

Die Koeffizientenmatrizen bei den niedrigen A-Potenzen haben, wie bereits erwahnt, einen
grofleren Einfluff auf die betragsniedrigen Eigenwerte A; als die Matrizen bei den hohen A-
Potenzen. Die bei einer kondensierten Matrix dicht zusammenliegenden und daher empfind-
lichen Eigenwerte des unteren Spektrums werden bei einer Darstellung der Polynommatrix
mit dem inversen Parameter A~!, weniger fehlerhaft berechnet. Da die betragshohen Eigen-
werte weiter auseinander liegen und daher weniger empfindlich auf Rundungsfehler in den
Koeflizientenmatrizen reagieren, ist die Reduktion mit dem Parameter ( insgesamt stabiler
(vgl. Anhang A.4).

Eine moglichst fehlerfreie Berechnung der Koeffizientenmatrizen bei den niedrigen Potenzen
von A ist Voraussetzung fiir eine genaue Berechnung der betragagsniedrigen Eigenwerte und
-vektoren. Eine genaue Bestimmung der Linearfaktoren fiir die unteren Eigenwerte ist dann
wichtig, wenn, wie spater gezeigt wird (Kapitel 3.6), eine Naherung der Polynommatrix mit
den modalen Parametern des unteren Spektrums erfolgen soll.

Rekursive Faktorisierung

Die Polynommatrix F(}) des kondensierten Gleichungssystems (3.4) kann unmittelbar aus
den rekursiv zu ermittelnden Linearfaktoren

X, D,(MNX;' mit D,(A)=M-A,; v=1,...,p (3.142)
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zusammengesetzt werden.

Sind die modalen Parameter der Originalmatrix F(A) bekannt, lassen sich die Originaleigen-
vektoren durch die Beziehung

x; =X, 1D, O)XS L XDy ()X XD ()X % j=1, ... ,mp (3.143)

auf die Vektoren der jeweiligen Linearfaktoren transformieren.

Wird vorausgesetzt, dal die Originaleigenvektoren )ocj genau ermittelt wurden, so hingt die
Genauigkeit der Vektoren x; alleine von den Eigenschaften der Transformationsmatrix

Tj = Xu——lDu—l(/\])X;El - X.QDQ(/\J)XQ_IX]Dl(/\])Xl—I (3144)

ab.

Enthalten die bereits ermittelten Linearfaktoren einen Eigenwert in der Nihe eines abzu-
spaltenden Eigenwerts A;, kann T; schlecht konditioniert sein. Es ist daher sinnvoll, nahe
beieinanderliegende Eigenwerte in einem gemeinsamen Linearfaktor zu erfassen.

In Tabelle 3.2 sind die kleinsten Singulérwerte der Transformationsmatrix T; fiir die ersten
Linearfaktoren jeweils bei einer Reduktionsfolge A1 (siche Anhang A.4) und einer Anordnung
(Reduktionsfolge C)

Al = dlag [/\37 /\s,l;‘/\s,la )\s,l]
Ar = diag[Ag, As2, As 2, As 2]
Az = diag[Az, As1s, As s, As 18]

Alg = dlag [Al, /\2, /\21, /\22] (3145)

dargestellt.
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Reduktionsfolge Al Reduktionsfolge C
Red.-Schritt v | Eigenwert A; | svnz(T;) | Eigenwert A;  sv,(T;)

1 0.0 (2) ; 500.597 -
500.597 - 500.598 (3) -
3805.42 - - -

2 500.598 (3) | 8.4834E-08 3805.4 4.0100E-01
14644.5 4.1306E-01 3805.5(3) 4.0101E-01

3 3805.5 (3) | 3.7692E-07 14644.5 6.0198E-02
40135.8 1.3612E-01 | 14646.4(3) | 2.0873E-01

4 14646.4 (3) | 1.8062E-07 40135.8 9.0535E-02
90042.3 4.8566E-02 | 40154.9 (3) | 9.0613E-02

) 40154.9 (3) | 2.3780E-06 90042.3 6.4571E-02
177108.1 2.0994E-02 | 90158.2 (3) | 6.4702E-02

6 90158.2 (3) | 4.4788E-06 177108.1 3.9306E-02
317430.8 1.0624E-02 | 177626.0 (3) | 3.9531E-02

Tabelle 3.2: Kleinste Singulérwerte sv,, der Matrix T; bei den Eigenwerten A, (Vielfachheit
v; in Klammern) bei unterschiedlicher Zusammensetzung der Linearfaktoren X, D, (A)X!

3.6 Niherung einer Polynommatrix mit einem Teil ih-
rer Linearfaktoren

Besitzt eine Polynommatrix F(A) mit der Dimension m x m einen Polynomgrad p > 1, 148t
sich mit den, in den vorherigen Abschnitten hergeleiteten, Zerlegungssatzen eine Aufteilung
des Eigenwertspektrums in einzelne Linearfaktoren der Matrix erreichen.

Durch das Vernachldssigen bestimmter Linearfaktoren kann eine Reduktion des Spektrums
und damit eine Verringerung des Polynomgrades von F(A) stattfinden. Eine méglichst feine
Reduktion einer Polynommatrix durch das Vernachlissigen von Linearfaktoren setzt einen
hohen Polynomgrad und/oder eine geringe Dimension der Matrix voraus.

Polynommatrizen mit diesen Eigenschaften ergeben sich bei der exakten dynamischen Kon-
densation. Die Anwendung des im folgenden dargestellten Naherungsverfahrens auf die Po-
lynommatrizen kondensierter Gleichungssysteme erfolgt in Kapitel 4.

3.6.1 Grundlegende Betrachtungen

Das Vernachldssigen von Linearfaktoren einer Polynommatrix F () entspricht dem Vorgehen
bei der modalen Reduktion eines linearen Gleichungssystems. Das bedeutet zur Approxima-
tion einer Matrix F(A) in einem bestimmten Parameterbereich werden nur einige wenige
Eigenformen benutzt.
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Zur Reduktion des Polynomgrades von F(A) wird das Spektrum der Matrix in einen zu
beriicksichtigenden und einen zu vernachléssigenden Teil aufgeteilt.

Wird mit Hilfe der sukzessiven Reduktion nach dem Hornerschema (3.107) oder durch die
Rekursionsfolge (3.131) ein Teil der Eigenwerte aus dem Spektrum einer Polynommatrix
F(A) abgespalten, lautet diese nach u Reduktionsschritten

F()) = FFYAX,D X XDa(A) X5 XD ()X (3.146)

wobei FAH1()\) = T774 A"\ eine gegeniiber F()\) um my Eigenwerte reduzierte Matrix
ist.

Der Polynomgrad der Matrix F(\) kann reduziert werden, indem ein Teil des Spektrums
vernachldssigt wird. Beschreibt F(A) die Eigenschaften eines dynamischen Systems, soll die
approximierte Matrix F(x\) die Eigenwerte und -formen enthalten, welche das Systemverhal-
ten in einem interessierenden Frequenzbereich ausreichend genau approximieren.

Die geniherte Matrix F()) kann prinzipiell auf zwei Arten erzeugt werden:

1. Abspaltung der zu vernachlissigenden Eigenwerte

Werden die aus dem Spektrum zu entfernenden Eigenwerte aus der Polynommatrix F(})
abgespalten, enthalt die Matrix F#*1()) das zur Niherung benutzte Eigenwertspektrum.

F(A) = FFLYOF, (). (3.147)

F.(}) ist eine noch zu bestimmende Restmatrix, die den Fehler, der durch das Vernachlissi-
gen der abgespaltenen Eigenwerte entsteht, beriicksichtigt.

Die in der reduzierten Matrix F#*1()) verbliebenen Eigenwerte sind mit denen in F()\) iden-
tisch. Wie in Abschnitt 3.5.3 gezeigt wurde, liefert die Matrix F#™1(\) zu dem Eigenwert
A; im allgemeinen nicht die gleiche Eigenform wie die Originalmatrix F(A). Die zur N&he-
rung verwendeten Eigenformen stimmen somit nicht mit denen des abzubildenden Systems
iiberein. Eine Transformation der Original-Eigenvektoren auf die zur Ndherung verwendeten
Vektoren ist ohne Kenntnis der vernachlissigten Eigenformen nicht moglich. Eine unmittel-
bare Ndherung der Systemeigenschaften mit experimentell ermittelten modalen Parametern
kann nicht stattfinden.

Oftmals ist es ausreichend, das Schwingungsverhalten einer Struktur mit einer geringen An-
zahl unterer Eigenformen zu beschreiben. Ubersteigt die Anzahl der zu vernachlissigenden
Eigenwerte die der in F()\) verbleibenden, ist eine Approximation in der Form (3.147) un-
wirtschaftlich, da die in der Ndherung nicht zu beriicksichtigenden Eigenwerte und -formen
berechnet werden miissen.
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1. Ansatz mit den abgespaltenen Eigenwerten

Mit dem Ansatz

F()) = FT(/\)X‘LDM()\j)X;l XDy (M) X5 X Dy ()X (3.148)

wird die Matrix F(A) mit Hilfe der abgespaltenen Eigenwerte und -formen genihert. Die
Matrix F,(A) soll den Fehler kompensieren, der durch das Vernachlissigen der Eigenwerte
und -formen der reduzierten Matrix F#*!()\) entsteht.

Die modalen Parameter der Eigenwertaufgabe F(A)x = 0 stimmen mit denen fiir die Origi-
nalmatrix F(A) iiberein, wobei das Vorgehen dem bei einer modalen Reduktion entspricht.
Die Eigenwerte und -vektoren kénnen fiir ein dynamisches System sowohl aus einem Rechen-
modell als auch aus experimentellen Daten bestimmt werden.

Werden maximal die Hélfte der moglichen Eigenformen zur Ndherung benutzt, ist der Re-
chenaufwand geringer als bei einem Ansatz (3.147).

Wie spiter gezeigt wird (Kapitel 4), ist es mit Hilfe des Ansatzes (3.148) moglich, das
dynamische Verhalten einer Gesamtstruktur in einem interessierenden Frequenzbereich mit
wenigen Schwingungsformen einer Teilstruktur ausreichend genau zu beschreiben.

3.6.2 Darstellung der Eigenschaften eines dynamischen Systems
mittels Linearfaktoren

Die Modalanalyse wird bei linearen Systemdarstellungen angewendet. Durch eine Transfor-
mation eines linearen Gleichungssystems in modale Koordinaten findet eine Entkopplung
der Gleichungen statt. Die einzelnen Schwingungsformen kdnnen getrennt betrachtet und
anschlielend durch eine Riicktransformation wieder zu einem Gleichungssystem in physika-
lischen Koordinaten erginzt werden.

Bei der Zerlegung einer Polynommatrix in ihre Linearfaktoren findet keine Entkopplung der
Gleichungen und somit keine Trennung einzelner Schwingungsformen statt. Die einzelnen Li-
nearfaktoren kénnen jeweils als ein geschlossenes Teilsystem betrachtet werden. Die Inversen
der Linearfaktoren sind dann Teiliibertragungsfunktionen (siehe Abbildung 3.5):

H;(\) = X;D (VX5 i=1,...,p (3.149)

¥ > ) —> ¥

Teilsystem

Abbildung 3.5: Linearfaktor als Teilsystem
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Das Gleichungssystem
F(A)x=u (3.150)

beschreibt das dynamische Verhalten einer aus den Teiliibertragungsfunktionen (3.149) zu-
sammengesetzten Struktur. Das erste Teilsystem lautet

x! = X, D)X (3.151)
mit den Eingangsgrofen u und den Ausgangsgrofien x!. Die weiteren Systeme ergeben sich
zu

x? = XDy ()X ! (3.152)
x* = X;D;'(NX;'x? (3.153)
xt = XMD;I()\)X;IX““1 . (3.154)

Die Ausgangsgrofien eines Teilsystems j sind jeweils mit den Eingangsgréfien des folgen-
den 7 + 1 identisch. Werden die einzelnen Systeme miteinander gekoppelt, so sind die Ein-
gangsgroflen des ersten Teilsystems die Eingangsgrofien und die Ausgangsgrofien des letzten
Teilsystems die AusgangsgroBen des gekoppelten Systems (siehe Abbildung 3.6).

x! x? x"!

u > HO) /> B —> - > H.() —> ¥

Gesamisystem

Abbildung 3.6: Kopplung von Linearfaktoren zu einem Gesamtsystem

Da ein Teilsystem keinen Einfluf auf das vorhergehende hat, werden diese auch als riickwir-
kungsfrei bezeichnet. Die Kopplung einzelner Teilelemente ergibt das Ubertragungsverhalten

xH = X#D;I(A)X;l L XD XS X DTN X T . (3.155)
Der Ausdruck (3.155) enthilt alle Eigenwerte und -formen des Gesamtsystems. Da die Lénge

der Eigenvektoren beliebig gewihlt werden kann, ist zur vollstindigen Beschreibung der
Systemgleichungen noch eine Normierung des Gleichungssystems notwendig.

Fiir ein mechanisches System kann die Normierung durch die statische Beziehung
x = H 'x* (3.156)
erfolgen.

Fiir ¢ = p entspricht die Kopplung der einzelnen Teilsysteme einer vollstindigen Faktorisie-
rung der Matrix F()).

F(A)=X:D,(A)X ' XD (V)X ... X,D,(MX;'Hex = u. (3.157)
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Unvollstindige Beriicksichtigung der Linearfaktoren

Das Weglassen von Linearfaktoren in (3.157) fiihrt zu einer Naherung der Matrix F()) und
kann mit dem Vernachléssigen der Eigenschaften einzelner Teilsysteme bei der Beschreibung
des Gesamtsystems verglichen werden. Die Reihenfolge, in der die zur Approximation des
Gesamtssystems benutzten Teilsysteme gekoppelt werden, ist dabei beliebig.

Wird eine Matrix aus p < p Linearfaktoren zusammengesetzt, lautet die in der Ordnung
reduzierte Matrix

F()) =F,(M)X,D,(A)X:' ... XoDa (M) X3 XD (M) XTH (3.158)

Zur Faktorisierung der Matrix F()) miissen die zu beriicksichtigenden modalen Parameter
berechnet und eine geeignete Normierungsmatrix F,()) bestimmt werden. Enthilt die re-
duzierte Matrix F#*1()) die zu vernachlissigenden Eigenwerte und -formen, lassen sich mit
dem konstanten Ansatz

F, = F#1()) = F¥*(0) (3.159)

die statischen Anteile der nicht beriicksichtigten Linearfaktoren erfassen; die Systembeschrei-
bung geniigt der Forderung nach statischer Genauigkeit einer Struktur (vgl. Abschnitt 2.4).

Durch eine Erh6hung des Ansatzgrades der Matrix F,.(A) kann das Spektrum der reduzierten
Polynommatrix 17“()\) um entsprechend viele Eigenwerte erweitert und die Genauigkeit der
Niherung in einem bestimmten (Frequenz-)Bereich verbessert werden. Je nach Wahl von
F,(A) kénnen jedoch zusitzlich physikalisch nicht deutbare Eigenfrequenzen im Spektrum
von F(/\) auftreten. Liegen diese innerhalb des interessierenden Spektrums, miissen sie von
den eigentlichen Eigenwerten des Systems unterschieden werden.

3.6.3 Ermittlung der Linearfaktoren

Durch die unvollstindige Beriicksichtigung der Linearfaktoren einer Polynommatrix F(\)
148t sich der Grad der Matrix reduzieren. Die Approximation einer Polynommatrix mit
einem Teil ihres Eigenwertspektrums setzt die Kenntnis der zur Ndherung benutzten Eigen-
werte und -vektoren voraus. Aus den modalen Parametern kénnen dann die Linearfaktoren
der Matrix berechnet werden. Die Normierung der Faktoren geschieht durch die Normie-
rungsmatrix F,(}).

Bei Beriicksichtigung von p < p Linearfaktoren ergibt sich die Niherung

FO) =F,(W)X,. D, (WX, XD (VX5 X, Dy (M) X7 (3.160)
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Die Ermittlung der Linearfaktoren einer Matrix F()A) kann erfolgen durch:

e Sukzessive Abspaltung der Eigenwerte aus der Matrix F())

e Rekursive Ermittlung der Linearfaktoren.

Das Vorgehen zur Bestimmung der Normierungsmatrix F, () ist von der zur Berechnung
der Linearfaktoren verwendeten Methode abhéngig.

Sukzessive Faktorisierung

Bei einer sukzessiven Faktorisierung einer Polynommatrix mit dem Horner-Schema (3.107)
ist es erforderlich, in jedem Reduktionsschritt v aus einer Matrix F¥()\) eine neue, um die
abgespaltenen Eigenwerte verminderte, Matrix F¥*1()\) zu berechnen. Neben den abzuspal-
tenden Eigenwerten und -vektoren miissen die Koeffizientenmatrizen der Polynommatrix
bekannt sein.

Nach g Reduktionschritten ergibt sich eine teilweise faktorisierte Matrix

F()) = FF ()X,D,(M)X;! ... X,Da(V)X; X, Dy (A X7 (3.161)

Die Matrix F#+1(}) ist aus der Reduktion bekannt, so dal unmittelbar die Normierungsma-
trix

F, = F#1(0) = AL (3.162)

angegeben werden kann, welche den statischen Zustand des Systems genau wiedergibt.

Die Normierung der Linearfaktoren mit der Matrix A5*' setzt voraus, daff Eigenwerte bei
Null in den Linearfaktoren erfafit werden.

Eine Verbesserung der Genauigkeit von F()) kann duch die Beriicksichtigung weiterer Glieder
der reduzierten Matrix F#*1()) erreicht werden:

F.(\) = AbT 4 A (3.163)

In dem Ansatz (3.163) ist eine singulire Matrix A5 zulissig, vorausgesetzt A¥*! ist regulir.

Rekursive Faktorisierung

Bei einer rekursiven Bestimmung der Linearfaktoren miissen lediglich die zur Naherung
benutzten Eigenwerte und -vektoren einer Polynommatrix bekannt sein. Die Vektoren eines
Linearfaktors werden durch eine Transformation aus den bereits ermittelten Linearfaktoren
nach der Rekursionsfolge (3.131) berechnet.
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Die Koeffizientenmatrizen der Matrix ¥ () miissen zur Ermittlung der Linearfaktoren nicht
explizit vorliegen, es ist jedoch eine geeighete Normierung der Eigenvektoren notwendig. Zur
vollstdndigen Bestimmung einer gendherten Matrix (3.160) mufl daher eine Normierungsma-
trix F.()\) bestimmt werden.

Besitzt die Originalmatrix F()) keine Nullstellen bei A = 0, ist F(0) reguldr und es 148t sich
der statische Zusammenhang

F, =F*"(0) = F(0)X,D; ' (0)X;' ... X,D7'(0)X;'X,D; 1 (0)X; " (3.164)

angeben.

Beschreibt die Matrix F()) ein System, das mindestens einen Eigenwert bei A = 0 besitzt,
ist die Matrix F(0) singulir, die Bestimmung von F, kann dann nicht mehr nach der Formel
(3.164) erfolgen.

Durch Abspaltung der Eigenwerte bei Null aus der Matrix F()\) im ersten Reduktionsschritt
kann eine regulire Matrix F2()) erzeugt werden.

F()) = F2 Q)X D, (W)Xt (3.165)

Zur Normierung der gendherten Polynommatrix 1af3t sich der statische Zusammenhang
F, = FA(0)X, D (0)X;" ... XsD5 1 (0)X;'XD5 1 (0) X5 (3.166)

angeben (vgl. Anhang A.3).

Weitere Glieder der Koeffizientenmatrizen von F,()) lassen sich durch die im Anhang A.3
angegebenen Formeln bestimmen.

Das gezeigte Vorgehen setzt die Kenntnis simtlicher Koeflizientenmatrizen von F () voraus.
Eine giinstigere Vorgehensweise stellt die Faktorisierung der singuldren Matrix F(A) mit
Hilfe der inversen Eigenwerte dar, es ist dann eine Normierung der zur Naherung benutzten
Linearfaktoren bei Kenntnis von zwei Koeffizientenmatrizen der Matrix F(A) moglich.

Rekursive Faktorisierung mit den inversen Eigenwerten

Im Falle einer singuldren Matrix F(}) ist es giinstig die Linearfaktoren der gendherten Matrix
F()) statt mit einer konstanten Matrix F, mit einer linearen Polynommatrix

F,(A) =F. 0+ F, ;A (3.167)

ZU normieren.

Es wird der folgende Niherungsansatz gemacht:

F()) = F,(\X, 1D, (NX;1, . XoDo (V)X X, Dy ()X (3.168)
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Zur Bestimmung der Matrix F,.()\) miissen die ersten beiden Koeffizientenmatrizen der Aus-
gangsmatrix F(A), d.h. Ay und A, bekannt sein. Die Faktorisierung der Polynommatrix
F()) erfolgt mit Hilfe der inversen Eigenwerte. Die Matrix F(A) lautet mit dem inversen
Parameter { = A7}

F(QO)=A,+...+A ("1 + A, (3.169)

Werden aus der Matrix F(¢) u — 1 Linearfaktoren mit den zur Niherung verwendeten Ei-
genwerten ¢; = A;* abgespalten, erhilt man die Matrix

F(Q) = (A% + ..+ ARCPe 4 ARG X, DL (VX L X DTN (X (3.170)
bzw. wieder mit dem Parameter )\

FO) = (A +AD+ .+ A X, D (VX XD ()X (3.171)

Die Niherung der reduzierten Matrix F#()) erfolgt durch die ersten beiden Koeffizienten-
matrizen Af und A¥. Die Matrix A} ist gegeniiber der Ausgangsmatrix unverdndert

AL = A,. (3.172)

Zur Berechnung der Koeffizientenmatrix A% aus F(¢)) nach dem Reduktionsschema (3.107)
werden lediglich die Matrix Ay und die abgespaltenen Eigenwerte und -vektoren bendtigt,
nach u Schritten ergibt sich

113
A=A +A)) X AKX (3.173)

v=l

Damit erhilt man eine Normierungsvorschrift

73
F.(A)=Ag+ (Ai +ApY X,,A;IXU‘I) A. (3.174)

v=1

Vergleich der Vorgehensweisen

Die sukzessive Bestimmung der zur Niherung einer Matrix F(A) benutzten Linearfaktoren
setzt die Kenntnis sdmtlicher Koeffizientenmatrizen A; der Polynommatrix voraus. Da in
jedem Reduktionsschritt v die gesamte Matrix F()\) vorliegt, lassen sich die abgespaltenen
Linearfaktoren mit Hilfe der reduzierten Matrix F#*1()\) normieren. Fiir hohe Polynomgrade
kann die Matrix F(A) schlecht konditioniert sein, die Auswertung der Polynommatrix bei der
sukzessiven Abspaltung der zur Ndherung benutzten Eigenwerte fiihrt zu Rundungsfehlern.
Die Stabilitat der sukzessiven Reduktion einer Matrix F()) ist von der Dichte und der Ver-
teilung des Spektrums sowie von der Reihenfolge abhingig in der die Eigenwerte abgespalten
werden.
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Zur rekursiven Ermittlung der zur Naherung von F(A) verwendeten Linearfaktoren miissen
lediglich die Eigenwerte und -vektoren des jeweiligen Linearfaktors bekannt sein. Zur Nor-
mierung der Linearfaktoren mufl noch eine geeignete Matrix gefunden werden. Besitzt die
Polynommatrix F()) keine Eigenwerte bei Null, kann die Matrix F(0) zur Normierung der
Linearfaktoren verwendet werden. Erfolgt bei einer singularen Polynommatrix F()) die Fak-

torisierung mit Hilfe der inversen Eigenwerte, miissen mindestens die ersten beiden Koefh-
zientenmatrizen von F(A) zur Normierung der gendherten Matrix F()) bekannt sein.

In Abbildung 3.7 ist der Ablauf bei der Naherung einer Polynommatrix mit Hilfe von suk-
zessiv abgespaltenen und rekursiv ermittelten Linearfaktoren schematisch dargestellt.

sukzessive Abspaltung

Polynommatrix
F(\)

Y

modale Parameter

rekursive Faktorisierung

. e o
7\1, lz,...,lm“ ; X1, X2,.00Xmy

F(A)
FA)X,D (20X,

F*'(3) X.Du( MK X Dy (A X

1
1

Normierung der Lincarfaktoren:

zB. F, = F*"'(0)

\

X=X - j=1,...,m

-1 =1 4
Xj=xv_]DV_1( }\j )X w—] o Xl Dl( )\'j)xl Xj ;

j=vm+l,..,vm+m

— X, D (MK v=lep

Y

Normierung der Linearfaktoren:

zB. F,=F(0)
{bei inverser Faktorisierung)

Naherung
F(») =F (\) X,D(})X, .. X,D,(} )X,

Abbildung 3.7: Ndherung einer Polynommatrix mit Hilfe ihrer Linearfaktoren
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3.6.4 Niherung einer Polynommatrix am Beispiel der dynami-
schen Steifigkeitsmatrix eines kondensierten Gleichungssy-
stems

Anhand der Formulierung (3.4) eines exakt kondensierten Gleichungssystems

F(/\)x_— A0+A1/\+A2/\2+...+Ap/\p
ds(A)" bo+biA+ B AT+ b, A

x =1 (3.175)
soll die Tauglichkeit von Linearfaktoren zur Approximation einer Polynommatrix {iberpriift
werden.

Zur Ndherung der Matrix F(\) werden y < p Linearfaktoren mit den mu unteren Eigenwer-
ten des Spektrums aus der Matrix F(\) abgespalten.

Nach 1 Reduktionschritten lautet die Matrix F(A)
F(A) = F““(/\)XuDu(/\)X;] XD VXX D (VX (3.176)
mit einer reduzierten Matrix

FAlX) = AT+ AV 4+ L+ AT e, (3.177)

Die Matrizen
D,(A)=A,-1); v=1 ...,u (3.178)

enthalten y Eigenwerte der Struktur, sowie (u—m) dreifache Eigenwerte des Slave-Systems,
in den Modalmatrizen X, sind die jeweils aus den Matrizen F¥{A) abgespaltenen Vektoren
enthalten.

Die reduzierte Matrix F#*1()\) enthilt die zu vernachlissigenden Eigenformen der Matrix
F()), hier die oberen Eigenschwingungen der Struktur. Die zur Beschreibung des betrach-
teten Frequenzbereichs wesentlichen Eigenformen sind in den Linearfaktoren X, D, (\) X!
enthalten.

Es wird der folgende Ansatz gemacht:

FOO =P (0)X,D DX L XDy (WX XD ()X (3.179)

Die Matrix F#+1()) stellt eine Naherung der Matrix F#*1()) dar und soll den Fehler kom-
pensieren, der durch das Vernachldssigen der abgespaltenen Eigenwerte entsteht.

Die Matrix F#*1()\) kann von beliebigem Ansatzgrad sein, die Forderung nach statischer
Genauigkeit der approximierten Gleichungen wird mit dem Ansatz

Fatl = prtl(Q) = ApH! (3.180)
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erfillt.

Durch die Beriicksichtigung einer weiteren Koeffizientenmatrix der reduzierten Matrix Frtl (A)

FAi()) = AT 4 AL (3.181)

erhoht sich die Abbildungsgenauigkeit der Naherung F () im unteren Frequenzbereich (vgl.
Tabellen 3.4 und 3.5), es kénnen jedoch zusitzliche Eigenwerte im betrachteten Frequenz-
bereich auftreten, welche von den gesuchten Eigenwerten unterschieden werden miissen. Es
ist zu beachten, dafl sich bei einem Ansatz (3.181) der Polynomgrad der geniherten Matrix
F()\) um eins erhoht.

Ein in zehn finite Elemente unterteilter Balken (E = IHNf, I=1m, A=1m? py = 1;7'%%) wird
auf die Randkoordinaten kondensiert. Die Polynommatrix F()) im Z&ahler des kondensierten
Systems

F())

ds()\)x =f (3.182)

hat die Dimension m = 4 und ist vom Grad g = 19.

Zur Niherung werden jeweils die unteren um-+m Eigenformen des freischwingenden Balkens
und die unteren pm Slave-Eigenformen benutzt. Werden die ersten beiden Spalten und Zeilen
aus der Matrix F(\) gestrichen, erfiillt die Systemmatrix die Randbedingungen des einseitig
eingespannten Balkens.

Die Abspaltung der Eigenwerte geschieht nach der Reduktionsfolge A3 in Tabelle A.5 im
Anhang. Die zur Ndherung der Matrix F(A) benutzten Eigenwerte sind in der Tabelle 3.3
angegeben.

Es ist anzumerken, dafl im jeweils letzten Reduktionsschritt v = p vier Struktur-Eigenwerte
abgespalten wurden, d.h. bei einem Ansatz y = 1 werden die ersten Eigenwerte der Struktur
A1 bis A4, bei einem Ansatz p = 2 die Struktur-Eigenwerte A, bis A5 sowie der erste dreifache
Eigenwert der Slave-Struktur ), beriicksichtigt. Fiir 4 = 18 werden simtliche Struktur-
und Slave-Eigenformen zur Berechnung benutzt, womit die ermittelten Eigenwerte denen
der FEM-L0Osung entsprechen.

Die gendherten Eigenwerte sind in den Tabellen 3.4 und 3.5 jeweils fiir den Ansatz (3.180)
und (3.181) dargestellt. Es 148t sich erkennen, daff mit einer zunehmenden Anzahl in der
Néherung beriicksichtigter Linearfaktoren v die Abbildungsgenauigkeit zunimmt.

Bei einer Ermittlung der Eigenwerte mit den Ndherungsansitzen (3.180) und (3.181) zeigt
sich, daf8 jeweils die unteren Eigenfrequenzen gut approximiert werden. Fiir eine gleiche
Anzahl] verwendeter Eigenformen wird durch die zusétzliche Beriicksichtigung der zweiten
Koeffizientenmatrix F#+1()) = A4 + A¥*1) eine Steigerung der Genauigkeit erreicht (vgl.
Tabellen 3.4 und 3.5), wobei sich der Polynomgrad der Matrix F um eins erhoht hat.

Vergleicht man nur die Ergebnisse fiir gleiche Polynomgrade der Matrizen F()) mit den
unterschiedlichen N#herungsansitzen (z.B. u = 2 Tabelle 3.4 und g = 1 Tabelle 3.5), 148t
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sich erkennen, dafl insbesondere die unteren Eigenwerte durch den Ansatz (3.181) besser
approximniert werden.

Die mit einem unvollstindigen Ansatz berechneten Eigenwerte nihern den genauen Ei-
genwert (v = 18) sowohl von oben als auch von unten an. Bei den Ansiitzen, die Slave-
Eigenformen zur Naherung der Struktur verwenden (vgl. Kapitel 2.3.2), findet durch das
nicht Beriicksichtigen der Schwingungsfornen eine Versteifung der Struktur statt, dem Sy-
stem wird ein Teil seiner Beweglichkeit genommen, die Eigenwerte unterhalb der hdchsten
noch beriicksichtigten Slave-Eigenfrequenz werden gegeniiber dem vollstindigen Ansatz zu
hoch ermittelt. Mit der Beriicksichtigung der genauen Eigenwerte der Struktur wird diese
Versteifung wieder aufgehoben, das System wird wieder ”weicher”.

Struktur-Eigenwerte Ay
0.00 0.00 500.597 3805.42  14644.5 40135.8 90042.3 177108.1
317430.8 529547.6 817223.1 14412424

Slave-Eigenwerte A x
- - - - 500.598 3805.52 14646.4 40154.9
90158.2 177626.0 319274.8 534936.8

Tabelle 3.3: Zur Naherung der Matrix F(A) benutzte Eigenwerte

P Eigenwerte A;

1 |12.887 802.73

2 | 12.246 495.85 5936.15

3 | 12.401 480.69 3853.61 21301.7

4 112345 488.04 3778.39 14743.1 55324.6

5 {12.370 484.18 3827.80 14563.7 40310.7 119154.6

6 | 12.357 486.36 3796.03 14706.0 39985.8 90341.4 227119.7

7 112365 485.04 3816.84 14601.0 40278.1 89836.9 177670.8 396772.5

8 112.360 485.87 3802.99 14676.1 40045.3 90326.7 177000.3 318615.3 642861.7
9 | 12.363 485.23 3814.09 14612.1 40259.4 89822.5 177887.6 317648.7 532325.1
18 | 12.362 485.55 3808.48 14645.1 401454 90100.2 177366.4 318348.1 532219.7

Tabelle 3.4: Eigenwerte des einseitig eingespannten Balkens mit dem Ansatz FAT1(\) =
A4'!, bei Beriicksichtigung der ersten um + m Struktur- und pm (dreifachen) Slave-
Eigenformen (vollstandiger Ansatz: y = 18)
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Eigenwerte A;

12.364
12.362
12.362
12.362
12.362
12.362
12.362
12.362
12.362

WO 00 =1 O U b W N HT

373.04
486.28
485.52
485.54
485.55
485.54
485.55
485.55
485.55

3692.71
3828.22
3807.40
3808.45
3808.57
3808.43
3808.51
3808.46

12254.4
14918.2
14633.0
14645.4
14645.8
14644.6
14645.6

29138.3
40154.9
40061.3
40149.8
40147.7
40141.5

97761.6
82702.2
89597.3
90128.2
90114.8

241812.6
183886.4
174130.0
177467.6

414773.1
321759.5 663363.9
337405.0 534696.4

—
a0

12.362

485.55

3808.48

14645.1

40145.4

90100.2

177366.4

318348.1 532219.7

Tabelle 3.5: Eigenwerte des einseitig eingespannten Balkens mit dem Ansatz Frt1()) =
ASTH + A¥TIA, bei Beriicksichtigung der ersten um + m Struktur- und pm (dreifachen)
Slave-Eigenformen (vollstindiger Ansatz: u = 18)



Kapitel 4

Anwendung der Faktorenzerlegung
auf das kondensierte
Gleichungssystem

Es wird ein Verfahren zur Darstellung eines kondensierten Gleichungssystems mit einer mi-
nimalen Anzahl von Zustandsraumvariablen hergeleitet. Zur Berechnung der reduzierten
Gleichungen werden lineare Polynommatrizen (Linearfaktoren) mit Hilfe von modalen Pa-
rametern rekursiv erzeugt und aufmultipliziert.

Die Kondensation erfolgt an Substrukturen, eine Aufwandsverringerung gelingt, dhnlich wie
bei der Modalanalyse, durch das Weglassen bestimmter Eigenformen eines Teilschwingungs-
systems. Die Darstellung eines Teilsystems und die des Gesamtsystems finden ausschlieBlich
in physikalischen Koordinaten statt.

Da sowohl die Eigenformen der Substruktur als auch die der Slave-Struktur eines Teilsystems
zur Approximation des Gesamtsystemverhaltens benutzt werden, 148t sich das Verfahren im
Rahmen der Substrukturtechnik den hybriden Methoden zuordnen.

Es wird wie folgt vorgegangen:

e Das bei der dynamischen Kondensation entstandene Gleichungssystem wird mit Hilfe
einer gebrochenrationalen Polynommatrix dargestellt. Es werden das Eigenwertspek-
trum der Matrix sowie die Eigenschaften der Darstellungsform untersucht.

e Durch die Aufspaltung des Spektrums der gebrochenrationalen Polynommatrix 148t
sich eine Formulierung des kondensierten Gleichungssystems mit Hilfe von Polynomma-
trizen minimaler Ordnung angeben. Die Systemdarstellung kann durch die sukzessive
Reduktion einer Polynommatrix oder durch die rekursive Ermittlung von Linearfakto-
ren der Matrix erzeugt werder.

o Es werden Moglichkeiten zur Naherung der Polynommatrizen minimaler Ordnung mit
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Hilfe ihrer Linearfaktoren aufgezeigt sowie geeignete Normierungsvorschriften angege-
ben.

e Durch die Beschreibung des dynamischen Verhaltens einer Struktur mit Hilfe von Po-
lynommatrizen, welche durch die Ermittlung ihrer Linearfaktoren bestimmt werden,
wird die Formulierung einer Kondensationsvorschrift méglich.

e Die Kopplung der kondensierten Teilsysteme zu einem Gesamtsystem erfolgt mittels
unkondensierter finiter Elemente.

e Anhand einfacher Strukturen wird die Eignung des kondensierten Gleichungssystems
zur Beschreibung des dynamischen Verhaltens einer Struktur verifiziert.

4.1 Darstellung eines kondensierten Gleichungssystems
mit Hilfe einer gebrochenrationalen Polynomma-
trix

4.1.1 Herleitung der gebrochenrationalen Steifigkeitsmatrix eines
kondensierten Gleichungssystems

Es soll die im Kapitel 3.5 hergeleitete Faktorenzerlegung einer Polynommatrix auf die dyna-

mische Steifigkeitsmatrix der exakt kondensierten Bewegungsgleichungen (2.3) angewendet

werden. Dazu mufl die kondensierte Steifigkeitsmatrix D, () in Form einer (unecht)gebrochenrationale
Matrix dargestellt werden.

Die Anwendug der dynamischen Kondensation auf die Systemdarstellung einer schwingungsfihi-
gen Struktur ergibt ein in der Dimension reduziertes Gleichungssystem

Di(\)x =f. (4.1)

x ist der Vektor der Master-Koordinaten, f der Vektor der an den Master-Freiheitsgraden
angreifenden Krifte und Momente.

Die exakte dynamische Kondensation fiihrt auf eine Steifigkeitsmatrix

Di(}) = [Dpm(A) ~ Dins(A)D;) (A)Dem(M)] - (4.2)

Eine niherungsweise Berechnung der kondensierten Gleichungen (4.1) durch die unvollsténdi-
ge Beriicksichtigung von Eigenformen der Slave-Struktur 148t sich mittels der Formulierung

Di()) = [KG ~AMg + MG (A, - A) ' GT] (4.3)

erreichen (vgl. Kapitel 2.3.2).
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Die Elemente d;; der Matrix Dg(A) sollen nun mit Hilfe der (unecht)gebrochenrationalen
Funktionen

ij zp_l By )
=0 YI

dargestellt werden. Dazu ist eine Inversion der dynamischen Steifigkeitsmatrix des Slave-
Systems Dy;()\) notwendig.

iji=1,...,m (4.4)

Die inverse Matrix D;}(\) kann mit Hilfe der modalen Parameter des Slave-Systems formu-
liert werden.

D' (M) = (Ko — AMo) ™" = X, (A, - AD) 7' XT (4.5)

Mit Hilfe der adjungierten Matrix Dy, 4(A) und der Determinante dy(A) = det [Dg(\)]
lautet (4.5)

( dsa,l(/\) 0 \
dsa,2(/\)

» X, (A, = AD), ;XTI 0 dsa,s(A)
D) =——gry = EREY - ue

As1 < As2 < ... < A5 sind die Eigenwerte des Slave-Systems und dg()\) ist das charak-
teristische Polynom des Slave-Systems. Die Elemente d,;(A) der diagonalbesetzten Matrix

(A, — AlI),,; setzen sich aus Linearfaktoren

dia1(A) = (hoz—N(hez—A) ... Ao — A)
deaz(d) = (1= Nz =A).r.(os — A)

dﬁa,s(/\) = ()‘S,l - /\)(/\5,2 - /\) v (/\s,s—l h )‘)
mit s — 1 Nullstellen A, ; zusammen.

Werden die Summenterme der dynamischen Steifigkeitsmatrix Dy () auf einen gemeinsamen
Nenner gebracht, ergibt sich der Ausdruck
Dim (A)ds(A) — D (A) X (As = AL) XIDom(A)  FO)

Di(A) = 40 Loy @D

Das kondensierte Gleichungssystem (4.1) kann nun in Form einer gebrochenrationalen Poly-
nommatrix dargestellt werden.

F()\) . Apy0+AF11/\+ +AF”0/\‘O

= =f. 4.8
ds()\)x bo+ 0 A+ ... +by_g At (48)
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(Um Verwechslungen mit den Koeflizientenmatrizen der spiter verwendeten Matrix A(A)
zu vermeiden, werden die Koeffizientenmatrizen der Matrix F(A) im weiteren zusétzlich mit
dem Index F' versehen.)

Das charakteristische Polynom der Slave-Struktur d;()) ist vom Grad p— 1 = s; die Zahler-
matrix F()) besitzt den Polynomgrad p, quadratische Koeffizientenmatrizen Ag; der Di-
mension m und die Ordnung mp.

4.1.2 Das Spektrum des kondensierten Gleichungssystems

Es wird das Spektrum der kondensierten Gleichungen betrachtet, die sich mit Hilfe der
gebrochenrationalen Matrix (4.8) beschreiben lassen.

Das Gleichungssystem (4.8) besitzt im Nenner der linken Seite das charakteristische Polynom
des Slave-Systems ds(A). Bei einer exakten dynamischen Kondensation sind die s Eigenwerte
der Slave-Struktur die Nullstellen des Polynoms

)= T1O = Aey)- (4.9)

i=1

Die Zahlermatrix F () ist vom Polynomgrad p = s+ 1 und hat die Dimension m x m, die
Eigenwerte des Systems sind durch die Polynommatrix F()A) gegeben.

Die Losung der Eigenwertaufgabe
F(A)x=0 (4.10)

liefert fiir Vektoren x # 0 die n = m+ s Struktur-Eigenwerte der unkondensierten Ausgangs-
gleichung. Aufgrund der Formulierung des kondensierten Systems als gebrochenrationale Po-
lynommatrix sind die s Eigenwerte des Slave-Systems (m — 1)-fache zusétzliche Losungen
der Eigenwertaufgabe.

Das gesamte Spektrum der Polynommatrix F()A) lautet

m+s 3

det [F(A)] = p(A) = po+ PiA+ .. + PpA™ = P [T A= X)) JT(A = As )™ 0. (4.11)
1

i=1 j=

Die Ordnung des nichtlinearen Eigenwertproblems der kondensierten Gleichungen (4.10) ist
gegeniiber der Ordnung n der urspriinglichen linearen Eigenwertaufgabe (2.4) auf n+(m—1)s
angewachsen.

Eine Verringerung des Polynomgrades von F()) kann, ohne grofle Einschrankung der Ge-
nauigkeit, in einem interessierenden Frequenzbereich durch das Beriicksichtigen von wenigen
bestimmten Slave-Eigenformen bei der Kondensation erreicht werden (vgl. Kapitel 3.6). Wer-
den zur Ermittlung der kondensierten Gleichungen ¢ < s Eigenformen der Slave-Struktur
verwendet, sind die in F()) enthaltenen Struktur-Eigenwerte Ndherungen und ihre Anzahl
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betrigt m + o. Die Slave-Eigenwerte bleiben unveréndert erhalten, lediglich ihre Anzahl hat
sich verringert.

) =TI = As) (4.12)

J=1

Das Spektrum der gendherten Matrix lautet

- m-to a
det [F(A)] =qN) =g+ @A+ ..+ Gmid™ = gms [T 0= X) [T = A )™, (4.13)
=1 I=1

wobei ¢ = ¢ + 1 der Polynomgrad der Matrix F(A) ist.

Die in der Matrix F()) (F())) enthaltenen Eigenwerte sind simtlich nichtdefektiv, d.h.,
der Rangabfall einer singuliren Matrix F();) (F()\;)) bzw. F(),;) (F()s;)) entspricht der
Vielfachheit eines Eigenwerts A; bzw. A, ;. Ist die Massenmatrix M des unkondensierten
Ausgangssystems regular, ist auch die Leitmatrix von F(X) (F())) regulir.

4.1.3 Eigenschaften der gebrochenrationalen Formulierung

Durch die Formulierung des kondensierten Gleichungssystems (4.1) mit Hilfe der Polynom-
matrix F(A) und der Determinante d,() ist eine Darstellung der Gleichungen im Zeitbereich
und damit eine Realisierung im Zustandsraum méglich.

Die kondensierten Gleichungen in der gebrochenrationalen Darstellungsweise (4.8) lassen sich
in Form einer Ein-Ausgangsgrofiendarstellung angeben:

Fx = d,(Vf (4.14)
Aro+Arpd+ . +ApMNx = [bo+bA+ ... +b N7 E. (4.15)

Die Erregungen f sind die Ein- und die Verschiebungen x die Ausgangsgroflen des Systems.

f > d.() F () E——> x

Abbildung 4.1: Ein- Ausgangsgroflendarstellung des kondensierten Gleichungssystems



84 Anwendung der Faktorenzerlegung auf das kondensierte Gleichungssystem

Unter Anwendung der inversen Fourier-Transformation, mit A = w?, ergibt sich im Zeitbe-
reich ein Differentialgleichungssystem p-ter Ordnung.

Aro+Apih+ ... +Ap X)X = [botbid+ ... +5,0 N7 f (4.16)
d?x(t) d?x(t) d*f(t) d%r=Df(t)
Ap,ox(t) + AF,l a2 + ...+ AF’p_-dtQT = bgf(t) +b 72 + ...+ bp_l——dm .

(4.17)

Die Ableitungen der rechten Seite in (4.17) entstehen, wenn versucht wird, ein lineares Sy-
stem mit weniger Zustandsvariablen auszudriicken als im Zustandsraum notwendig sind.
Die hochste Ableitung der rechten Seite, d.h. die der Eingangsgrofien, ist von der Ordnung
2(p— 1) und damit um die Ordnung zwei geringer als die hochste Ableitung auf der linken
Seite, d.h. die der Ausgangsgrofien. Das ist darauf zuriickzufiihren, dal das urspriingliche
(nicht kondensierte) Differentialgleichungssystem von 2. Ordnung ist.

Wird unter der Ordnung des kondensierten Systems der Grad des Nennerpolynoms der
Frequenzgangdarstellung

R())

H(\) = d,(\NF'(A) = a0

(4.18)
verstanden, ist die Ordnung des Gleichungssystems (4.17) grofer als die des unkondensierten
Ausgangssystems.

Die Nullstellen des charakteristischen Polynoms
d(A) =det[F(A)] =0 (4.19)
sind die Eigenwerte des kondensierten Systems.

Die Berechnung der Nullstellen der Determinante d(A) liefert, wie im vorherigen Abschnitt
gezeigt, neben den Eigenfrequenzen der Struktur noch zusétzliche Lésungen. Aufgrund des
gleichnamig gemachten Nenners in (4.7) werden der Systembeschreibung (m — 1)-fach die
Eigenwerte des Slave-Systems hinzugefiigt, die Ordnung des Differentialgleichungssystems
(4.17) ist somit nicht minimal. Die unmittelbare Darstellung der Gleichungen (4.17) mit den
Zustandsraummatrizen A, B, C nach Kapitel 3.3.2 fiihrt auf eine Realisierung mit einer
Anzahl von Zustandsvariablen, die weitaus grofier sein kann als die des Ausgangssystems.

Durch die Formulierung eines linearen Systems mit den Matrizen A, B, C im Zustands-
raum, konnen die Eigenschaften des Systems mit Hilfe der Zustandsraummethoden unter-
sucht werden. Die Darstellung ist zudem giinstig zur Simulation des Systemverhaltens mit
dem Computer. Werden zur Berechnung der kondensierten Formulierung nur wenige Eigen-
formen der Slave-Struktur verwendet, kann eine erhebliche Reduktion der Systemordnung
erreicht werden, der Beschreibungs und -Rechenaufwand gegeniiber dem Ausgangssystem
wird entsprechend verringert. Voraussetzung fiir eine rationelle Darstellung des Systems im
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Zustandsraum ist jedoch eine Realisierung mit einer minimalen Anzahl von Zustandsraum-
variablen.

Eine minimale Realisierung des kondensierten Gleichungssystems la8t sich mit Hilfe einer
Faktorisierung der Polynommatrix F(A) und einer Umordnung des Spektrums der gebro-
chenrationalen Matrix F(A)/ds(A) erreichen.

Neben einer minimalen Realisierung des kondensierten Gleichungssystems soll eine weitere
Ordnungsreduktion durch die Vernachldssigung bestimmter Linearfaktoren der Matrix F(A)
erfolgen.

Da F()) eine einfache und regulire Polynommatrix ist, kann eine Umordnung des Spek-
trums, sowie eine Ndherung der Matrix durch die in Kapitel 3.5 hergeleiteten Sitze zur
Faktorisierung einer Polynommatrix erreicht werden.
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4.2 Berechnung eines kondensierten Gleichungssystems
minimaler Ordnung

4.2.1 Herleitung der Systemmatrizen minimaler Ordnung

Aufgrund der Darstellung des kondensierten Gleichungssystems mit Hilfe einer gebrochen-
rationalen Matrix ist in einfacher Weise eine Formulierung der Gleichungen im Zeitbereich
moglich. Die Formulierung des Gleichungssystems im linearen Zustandsraum fiihrt jedoch
auf Matrizen, die grofler sind als die fiir das unkondensierte System.

Die gegeniiber den unkondensierten Ausgangsgleichungen hdhere Systemordung entsteht
durch die Inversion der dynamischen Steifigkeitsmatrix D,(A) des Slave-Systems. Das kon-
densierte Gleichungssystem lafit sich wie folgt angeben:

F(O)  Dun(Wds(A) = Ding(N)Xs (A = AL) 1 XDy (V)

ds(A) do(A)

o x=f. (4.20)

Die Kondensation des linearen Ausgangssystems beruht auf der Inversion der frequenz-
abhangigen Matrix D, ().

A-T\)
( Jaa xT. (4.21)

D) = (Ky — MM, ) = X, (A, — IV XT = X"‘—d(_x)_

D;,()) ist die dynamische Steifigkeitsmatrix der Slave-Struktur mit der Dimension s X s.
Das Spektrum der adjungierten Matrix (A; — AI) .. enthdlt (s — 1)-fach die s Eigenwerte

adj
des Slave-Systems.
Durch die Transformation
(A — 1N, G())
D, AD A Dsn(A) = Dy (M) X, —m— 229X TP (X) = 4.22

in (4.20) wird die Dimension der adjungierten Matrix auf die Anzahl m der Master-Freiheitsgrade
verringert. Die Matrix G(A) ist vom Polynomgrad s + 1, die Anzahl der im Spektrum von
G(A) vorhandenen Slave-Eigenwerte hat sich auf (m — 1)s reduziert.

Mit (4.22) lautet das kondensierte Gleichungssystem (4.20)

Dimm(A)ds(A) — G(A)
ds(A)

x=f. (4.23)

Die Matrix G(A) wird in die Matrizen G,{\) mit dem Slave-Spektrum und G7+!{\) mit
einem restlichen Spektrum aufgeteilt.

Dinm(A)ds(A) — Gs(A)GIM (M)

RE x=f. (4.24)
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Die Matrix G?*!()) ist eine um die (m—1)s Eigenwerte der Slave-Struktur reduzierte Matrix
mit dem Polynomgrad s+ 1 — 7. G()) setzt sich aus den Linearfaktoren der {(m — 1)-fachen
Eigenwerte der Slave-Struktur zusammen.

Gy(A) = X, 1D, (NX7; - - X 2Dy 2(A) X5 Xe 1D 1 (M) XS (4.25)

Die Inversion der Matrix G,(}) und die anschlieBende Multiplikation der Matrix mit der
charakteristischen Determinante d;()) fiihren, wie im folgenden Kapitel 4.2.2 noch ausfiihr-
lich gezeigt wird, auf eine Polynommatrix B()\) in deren Spektrum die s Slave-Eigenwerte
einfach enthalten sind.

B(})) = d,(A)G;H(N). (4.26)

Wird das kondensierte Gleichungssystem (4.23) von links mit B()) multipliziert, ergibt sich
der Ausdruck

[BO)Dmm(3) — G™ (V)] x = BOE (4.27)
oder kurz

AMNx =BO)E. (4.28)

Das Spektrum der Matrix A()) besteht aus den Eigenwerten der Struktur, das der Matrix
B()) enthilt die einfachen Eigenwerte des Slave-Systems.

y+1 Y
1=0 j=0

Eine vollstindige Aufteilung des Spektrums des kondensierten Gleichungssystems in der

dargestellten Weise ist nur moglich, wenn die Anzahl der Slave-Eigenwerte ohne Rest durch

die Matrizendimension teilbar ist.
(m—-1)s

]

n=~— v==; n,v€NN. (4.30)
m m

Da spéter eine Naherung der Gleichungen mit nur wenigen Eigenformen erfolgt und unter der

Voraussetzung geringer Matrizendimensionen, d.h. bei einer grofien Verdichtung des linearen

Ausgangssystems, stellt die Forderung (4.30) keine wesentliche Einschrankung dar.

Es ist anzumerken, dafl auch bei Symmetrie der unkondensierten Ausgangsmatrizen K und
M die Matrizen A(A) und B()\) im allgemeinen nicht symmetrisch sind, die Links- und
Rechtseigenvektoren fiir eine Eigenwertaufgabe A(A)x = 0 bzw. eine Aufgabe B(A\)f =0
sind nicht mehr identisch.
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Berechnet man aus (4.28) die Frequenzgangmatrix

- R())
A=A B = 5 4.31
H(Y) = A ()B(Y) = 25 (431)
sind samtliche Nullstellen des charakteristischen Polynoms d()) Eigenfrequenzen des Systems
(sieche Abbildung 4.2).

f ——> ATWBO) > X

Abbildung 4.2: Ein- AusgangsgroBendarstellung des kondensierten Gleichungssystems mini-
maler Ordnung

Die Darstellung mit den Matrizen A(A) und B(A) entspricht im Zeitbereich einer Zustands-
raumrealisierung mit einer minimalen Anzahl von Zustandsvariablen, die Formulierung (4.28)
ist somit irreduzibel. Systeme dieser Art besitzen die Eigenschaft der Steuer- und Beobacht-
barkeit (vgl. Kapitel 3.3.2).

Die Berechnung der Polynommatrizen A()) und B()) eines kondensierten Gleichungssy-
stems kann auf zwei Arten erfolgen:

o durch sukzessive Abspaltung der Slave-Eigenwerte aus der Matrix F()) und anschlie-
Bender Inversion der abgespaltenen Linearfaktoren oder

e durch die rekursive Ermittlung der Linearfaktoren der Matrizen A()A) und B(A) aus
den Eigenwerten und -vektoren der Matrizen

Beide Vorgehensweisen werden im folgenden dargestellt.

4.2.2 Berechnung eines Gleichungssystems minimaler Ordnung durch
sukzessive Abspaltung der Slave-Eigenwerte

Ein kondensiertes Gleichungssystem minimaler Ordnung 148t sich mit Hilfe der Matrizen
A()) und B(X) darstellen. Die Matrizen werden im folgenden durch sukzessive Abspaltung
der Slave-Eigenwerte aus der Matrix F(A) der gebrochenrationalen Formulierung (4.8) eines
kondensierten Gleichungssystems berechnet.

Dazu werden aus der Matrix F(A) die Linearfaktoren Y, ,D; ,(A)Y;,; v=1;..., 17,
7 = s(m — 1)/m mit den modalen Parametern der Slave-Struktur von links abgespalten:

1
ds(A)
1

mY5,1D5,1(A)Y;}YS,ZDS‘Q(A)YS‘}...YS,UDS,,?(A)Y;,;F”“()\)X = f. (4.33)

F)x = £ (4.32)
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In den Diagonalmatrizen D, ,()) werden die (m — 1)-fachen Slave-Eigenwerte A, ; zusam-
mengefafit.

Ds,u()‘) = As,j - I)‘: V= 1’ sy 7] (434)
mit

AS,J. = dla‘g [As,l) )‘s,lu BRI} As,l) /\‘S,]J As,?]
-A-s,2 = dlag [)‘3,21 )‘5,2, LI )‘5,21 /\5,37 )‘3‘3]

As,n = dlag [)\s,s—-l, )‘s,s: vy /\5,57 /\s,s: /\s,s] . (435)

Die Modalmatrizen Y, enthalten die Linkseigenvektoren der Eigenwertaufgabe
yTF*(A,;) =07, (4.36)

die Vektoren y]T werden entsprechend der Eigenwerte A, ; in den Modalmatrizen angeordnet.

Wird das Gleichungssystem (4.33) von links mit den Inversen der linearen Terme Y, D, (A) Y,

sowie mit dem charakteristischen Polynom der Slave-Struktur d,{A) multipliziert, ergibt sich
mit der um die Slave-Eigenwerte reduzierten Matrix

FT () = A(\) (4.37)
das Gleichungssystem

ANx = d(N) Y, DA NYSD L Y DA YYDV Y. (4.38)

Das Spektrum der Polynommatrix A(A) enthilt die einfachen Eigenwerte der Struktur und
ist somit von minimalem Grad. Der Polynomgrad der Matrix auf der rechten Seite des Glei-
chungssystems (4.38) ist hingegen nicht minimal, die Nullstellen in Nenner und Zahler lassen
sich gegeneinander kiirzen. Um eine teilerfremde rechte Seite, d.h. eine Matrix minimaler
Ordnung B(A) zu erhalten, mufl das Eigenwertspektrum in Linearfaktoren neu angeordnet
werden.
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Beispiel:

Fiir ein kondensiertes Gleichungssystem mit der Dimension m = 3 lauten die ersten
zwel invertierten Linearfaktoren in (4.38)

-1

Aeg — A 0
Y, D o(NY Y DAY = Y, Ass — A Y;!
0 Ao — A
-1
Aeg — A 0
Y, Aot = A Yr
0 Ao — A
B 1
()\5,1 - /\)(/\5,2 - /\)(/\5,2 - /\)()‘5,3 - )‘)
As3— A o )
Y, Aoz — A Y;!
0 As2 = A
Y o )
Y, Ag2 — A Y7
0 As1 — A

. Co+CiA+ X2
BN ERES SIS T v pypenp VR CE

Drei Linearfaktoren A;2 — A im Z&hler von (4.39) lassen sich bei einer Umordnung
des Spektrums gegen den entsprechenden Faktor im Nenner kiirzen, dazu werden drei
Eigenwerte A; aus der Matrix Cy + C; A + I\? abgespalten:

Aoz — A 0
Co+ CA+IM = (C2+1M) X Moz — A X1 (4.40)

0 Aoz — A

Fiir eine diagonalbesetzte, regulire Modalmatrix X errechnet sich die Koeffizienten-
matrix CZ nach dem Reduktionsschema (3.107) aus

Ci=C;+1)5. (4.41)
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Die abgespaltenen Linearfaktoren A, » — A werden jetzt gegen den entsprechenden Fak-
tor im Nenner von ({4.39) gekiirzt, es ergeben sich die ersten beiden invertierten Line-
arfaktoren zu

Ci+1)
()‘s,l - /\) ()\.9,2 - /\) ()‘5,3 - )\) .

YS,QD;;()\)Y_IYSJD;,I()\)Y;% =

8,2

(4.42)

Werden auf die gezeigte Weise immer jeweils m — 1 Linearfaktoren in den Gleichungen (4.38)
zu einem linearen Term der Art (CZ+1)\), zusammengefafit, entsteht das Gleichungssystem

Cl+1)), ... (CZ+1)),(C2 + 1)),

_ (
A = N 0 - e ) 44
= (CE4+1)), ... (C2+IN),(C2+ 1IN f (4.44)
oder kurz
AN)x =B (4.45)

mit dem Polynomgrad v = s/m.

Die Berechnung der Matrizen A(A) und B()A) durch sukzessive Abspaltung der in F(A)
mehrfachen Eigenwerte der Slave-Struktur ist aufwendig und kann aufgrund von Rundungs-
fehlern bei der Reduktion der Matrix F()) ungenau sein. Neben der Abspaltung der (m— 1)-
fachen Slave-Eigenwerte ist eine weitere stiickweise Reduktion der inversen Linearfaktoren
zur Bestimmung der Matrix B()) notwendig. Die Abspaltung der nahe bei den Struktur-
Eigenwerten liegenden mehrfachen Slave-Eigenwerte aus der Polynommatrix F(A) bewirkt,
aufgrund von Rundungsfehlern, eine Verschiebung des in der reduzierten Matrix A (X) ver-
bleibenden Eigenwertspektrums der Struktur (vgl. Kapitel 3.5.4). Es hat sich gezeigt, da$
die Matrix B(X) bis zu Polynomgraden der Matrix F(A) von p = 15 bei einer Dimension
m = 4 (acht finite Balkenelemente) mit ausreichender Genauigkeit zu bestimmen ist, die
Struktur-Eigenwerte in der Matrix A()) kénnen jedoch bereits stark fehlerbehaftet sein.

Eine Alternative zur sukzessiven Faktorisierung einer Polynommatrix ist die rekursive Er-
mittlung der Linearfaktoren.
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4.2.3 Berechnung eines Gleichungssystems minimaler Ordnung durch
rekursive Berechnung der Linearfaktoren

Die Matrizen A(A) und B(A) werden durch die rekursive Berechnung ihrer Linearfaktoren
ermittelt.

Die vollstindige Faktorisierung des kondensierten Gleichungssystems minimaler Ordnung
lautet

AMNx = B\ (4.46)
mit
AN = AuXen Dy (VX5 - XeDa(W) X XD (M) X (4.47)
B(\) = B,Z;,D,,(NZ} ... Z;3D,2(N)2;3Z,1D, 1 (NZ;) (4.48)
Die Vektoren der Modalmatrizen X,; v =1, ..., y+1bzw. Z, ,; # =1, ..., v werden durch
Transformation der Eigenvektoren der Originaleigenwertaufgaben
A(X) X=0: i=1,....n (4.49)
und
B(\,) f;=0; j=1 ... s (4.50)
bestimmt.

Berechnung der Matrix A())

Die Matrix A(A) entsteht durch die Abspaltung der modalen Parameter der Struktur von
rechts aus der Matrix F()A) der gebrochenrationalen Darstellung des kondensierten Glei-
chungssystems (4.8)

F(\) = F"’*Q(/\)XA,HDATH(/\)X;}rl XDy (XX D ()X (4.51)
= F™2(NA(N). (4.52)
Die Eigenwertaufgabe A();) X;= 0 entspricht somit fiir die Eigenwerte der Struktur der
Aufgabe
F(\) x=0, (4.53)
d.h. die Linearfaktoren
X, D, (NX v=1...,v+1 (4.54)

lassen sich aus der kondeunsierten Matrix F()) berechnen.
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Die Diagonalmatrizen D, (A) werden mit jeweils  Struktur-Eigenwerten gebildet
D,(AN)=A,—-1X (4.55)
mit
Ay = diag[A1, Ag, .. A
A; = diag[dmi1, dma2, - -0y Aom)

Ay = diag [)‘-ym+1: Aymt2s -« oy /\n] ; (4.56)

die Modalmatrizen X, werden entsprechend aus den Vektoren x; zusammengesetzt und
lassen sich aus den Eigenvektoren x; der Originaleigenwertaufgabe (4.53) und bereits ermit-
telten Linearfaktoren berechnen.

x; = X, 1D ()XY, - KD (M) XX D ()X X v =2, ..., v+ 1. (4.57)

. . . . . - . . [¢] Q
Die Matrix X; wird ohne Transformation direkt aus den Originaleigenvektoren X;,... ,Xp,

gebildet.

Zur vollstdndigen Bestimmung der Matrix A(A) ist eine Normierung der aus F()) abge-
spaltenen Linearfaktoren notwendig, dazu muf die konstante Leitmatrix von A(A) A,
ermittelt werden.

Bei einer vollstindigen Faktorisierung der Matrix F(A) sind die Leitmatrizen von A(A) und
F()) identisch:
A, 1=Ar,, (4.58)

die Leitmatrix der reduzierten Polynommatrix F7*2()\) mit dem Slave-Spektrum ist dann
eine Einheitsmatrix.

Die Matrix B()) errechnet sich aus der Inversen der Matrix F7*2()), womit sich die Leit-
matrix von B()) zu B, =1 ergibt.

Berechnung der Matrix B(})

Die Eigenwerte und -vektoren der Matrix B()) ergeben sich als Losungen der Eigenwertauf-
gabe

o

B{A;) £;,=0, (4.59)

d.h. durch das zu Null setzen der Auslenkungen der Master-Freiheitsgrade x in (4.46).

Die Nullstellen des charakteristischen Polynoms det[B{\)] = 0 sind die einfachen Eigenwerte
As,; der Slave-Struktur.
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M, M,
7 i
Qy v &

Abbildung 4.3: Lagerkrifte und -momente eines an den Master-Freiheitsgraden fest einge-
spannten Balken

Die Eigenvektoren f)j entsprechen den Kréften und Momenten an den Einspannstellen der
an den Master-Freiheitsgraden gefesselten freischwingenden Struktur (vgl. Abbildung 4.3).

Die Matrix B(A) ist zuniichst unbekannt, die Eigenformen qu der Eigenwertaufgabe (4.59)
lassen sich jedoch aus den Eigenvektoren )acs,j des Eigenwertproblems fiir das Slave-System
und dem unkondensierten Ausgangssystem ermitteln.

Die Eigenwertaufgabe fiir die Slave-Struktur lautet
(Kos — M), ;) X, ;= 0. (4.60)
Aus dem inhomogenen Teil der unkondensierten partitionierten Ausgangsmatrix (2.8) erhilt

man fiir verschwindende Master-Koordinaten x,, (hier x) die Beziehung zwischen den Erre-
gungen an den Master-Freiheitsgraden und den Verschiebungen der Slave-Koordinaten zu

(Kms — Mpshe i) Xo=f; . (4.61)
Sind die modalen Parameter der Slave-Struktur bekannt, lassen sich hieraus die Vektoren
o
der Eigenwertaufgabe B()\; ;) f;,= O bestimmen.

Die in ihre Linearfaktoren zerlegte Matrix B(\) lautet
B(\) = ByZ,, D, (NZ,} ... Z, 5D 2(N)Z;3Z,1D, 1 (N Z;; . (4.62)

Die Faktoren
Z,,D,,(NZ;,; v=1 ...,y (4.63)
werden wie folgt bestimmt:
Die Diagonalmatrizen
D,.(A) = A, — 1) (4.64)
setzen sich aus jeweils m Eigenwerten der Slave-Struktur zusammen.
Ay = diag[Agy, Asoeo-s Agm)
Ao = diagDsmirs Asma2s - -5 Aszm)

As1’y+1 = diag [/\s,('y—l)m+1a )\s,('yn-l)m+2: RN )\s.s] ’ (465)
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Die Modalmatrizen Z;, werden entsprechend aus den Vektoren f; gebildet. Die Vektoren

lassen sich aus den Eigenvektoren i(‘)j der Eigenwertaufgabe (4.59) und zuvor ermittelten
Linearfaktoren berechnen.

f, =20 1D 1(Mef)255 1 - Zs2Dsa(Ms ) 2732,1 D1 (A )25 1 £5 - (4.66)
Die Matrix des ersten Faktors Z,; wird unmittelbar aus den Eigenvektoren fl, AU iqm Zu-
sammengesetzt.

Fiir eine Normierung der Matrix A{A) nach (4.58) erhilt man die Leitmatrix von B()) zu

B,=1. (4.67)
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4.3 Niherung der kondensierten Gleichungen mit Hilfe
von Struktur- und Slave-Eigenformen

Eine Aufwandsverringerung bei der Berechnung der Matrizen A()\) und B(A) kann erreicht
werden, wenn nicht simtliche Linearfaktoren der Matrizen beriicksichtigt werden.

Das Weglassen von Eigenformen der Struktur ist vergleichbar mit dem Vorgehen bei der
Systemreduktion mittels der Modalanalyse. Im Gegensatz zur bekannten modalen Reduktion
werden hier jedoch nicht nur die Eigenformen der eigentlichen System-Struktur zur Ndherung
verwendet, sondern zusitzlich die der Slave-Struktur.

Das kondensierte Gleichungssystem 148t sich durch die gebrochenrationale Formulierung

F(A)
ds()‘)x =f, (4.68)
sowie in der Form
ANx=BW)f. (4.69)

angeben.

Eine erste Aufwandsverringerung kann bereits bei der Berechnung des kondensierten Glei-
chungssystems {4.68) erfolgen. Werden bei der Ermittlung der Gleichungen (4.68) nur ein
Teil der Slave-Eigenformen beriicksichtigt, entstehen Ndherungen, der Grad der Polynom-
matrix F(A) und des Polynoms ds()) verringern sich entsprechend. Die Matrizen A()) und
B(A) konnen aus der so gendherten Formulierung entweder durch sukzessive Abspaltung
der Slave-Eigenwerte (vgl. Abschnitt 4.2.2) oder durch die Ermittlung der Linearfaktoren
der jeweiligen Matrix (vgl. Abschnitt 4.2.3) berechnet werden. Da das Systemverhalten mit
Hilfe einiger weniger Slave-Eigenformen approximiert wird, sind die Struktur-Eigenwerte in
A()A) Néaherungen.

Eine weitere Moglichkeit zur Reduktion der Ordnung des kondensierten Gleichungssystems
(4.68) bzw. (4.69), ergibt sich durch die in Kapitel 3.6 dargestelle Ndherung einer Polynom-
matrix mit einem Teil ihres Eigenwertspektrums. Durch die unvollstindige Faktorisierung
einer Polynommatrix kénnen Eigenwertgruppen aus dem Spektrum der Matrix entfernt wer-
den. Die Reduktion kann sowohl bei den Matrizen A()) und B(\) als auch bei der Matrix
F(\) erfolgen.

Eine Approximation der Matrix F(A) mit einem Teil ihrer Linearfaktoren kann durch suk-
zessive Abspaltung oder durch rekursive Berechnung der Faktoren geschehen. Aufgrund der
mehrfachen Slave-Eigenwert im Spektrum von F(A) ist eine Faktorisierung der Matrix F()
jedoch aufwendig, fiir eine kompakte Darstellung des kondensierten Gleichungssystems ist
zudem die Ermittlung der Matrizen A()) und B()\) Voraussetzung.
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4.3.1 Kriterien zur Reduktion

Das kondensierte Gleichungssystem soll durch eine bestimmte Anzahl von mu < mp LEi-
genformen beschrieben werden. Dazu mufl zunéchst geklirt werden, welche Eigenformen zu
berticksichtigen sind und welche vernachlassigt werden konnen.

Das Weglassen der Eigenformen bei den hohen Frequenzen entspricht dem Vorgehen bei der
Modalanalyse. Bei diesem Verfahren wird davon ausgegangen, dafl sich die Schwingungsant-
wort eines Systems mit einigen ausgewihlten dominanten Eigenformen beschreiben laft.

Fiir die Dominanz eines Eigenwerts wird in der Regel die Entfernung von der imaginéren
Achse als Kriterium verwendet ([69]). Dabei wird beriicksichtigt, dafl ein weiter (links) von
der imaginiren Achse entfernter Eigenwert einen schneller abklingenden Anteil in einem
Schwingungsvorgang hervorruft als ein naher gelegener.

Die Wirkung einer Eingangsgrofie auf eine Ausgangsgrofie bei einer bestimmten Eigenfre-
quenz 48t sich anhand der Partialbruchzerlegung des Frequenzgangs im Modalraum erken-
nen und wird von L1TZ [69] durch ein sogenanntes Dominanzmaf beriicksichtigt.

Weitere Verfahren benutzen zur Auswahl der zu beriicksichtigenden Eigenformen normierte
Eigenvektoren. In [78] werden verschiedene solcher Verfahren angegeben. Beim Modal Ass-
urance Criterion (MAC) (][21]) werden Daten von bereits untersuchten dhnlichen Modellen
zur Normierung der Eigenvektoren verwendet.

Wird eine Substruktur durch bestimmte Eigenformen genihert, sind die Eigenschaften des
Gesamtsystems fiir die Wahl der Substruktur-Eigenformen entscheidend. Ist das Systemver-
halten der Gesamtstruktur im unteren Frequenzbereich von Interesse, miissen die Eigenfor-
men im unteren Spektrum der Substrukturen beriicksichtigt werden.

4.3.2 Niaherung der kondensierten Gleichungen minimaler Ord-
nung

Wie in Kapitel 4.2.3 dargestellt, lassen sich mit Hilfe der modalen Parameter der Struktur
und des Slave-Systems die Linearfaktoren der Matrizen A(A) und B()\) des kondensierten
Gleichungssystems minimaler Ordnung

A(\)x =BW\Wf (4.70)

berechnen.
Eine teilweise Faktorisierung der Matrizen A()) mit g+ 1 < v+ 1 Linearfaktoren und B(A)

mit 4 < 7y Linearfaktoren fiihrt auf eine Darstellung

A(N) = A*P(N)X 0D (VX5 - XD ()X X D (W)X (4.71)
B()) = B*T(A)Z, D, u(NZ], ... Z; 3D 2(NZ;5Z,, D1 (NZ;]] (4.72)
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Die zur Beschreibung des Systemverhaltens in einem bestimmten Frequenzbereich benotigten
Eigenschwingungen sind in den Linearfaktoren der Matrizen A(A) und B(A) enthalten.

Das nicht Beriicksichtigen einzelner Linearfaktoren entspricht fiir die Matrix A(A) dem Ver-
nachlassigen von Eigenwerten und -formen der Struktur (Eigenfrequenzen A; und Vektoren
x; ) und fiir die Matrix B(A) dem Vernachléssigen der modalen Parameter des Slave-Systems
(Eigenfrequenzen A, ; und Vektoren fj).

Es ldft sich fiir die Polynommatrizen A(A) und B(\) der folgende Niherungsansatz angeben:

AN)x =B (4.73)

mit
AQ) = A NXD(NXGL L XD (XX D ()X (4.74)
B()) = B,(NZuDsu(NZ7 ... Zs 2Dy 2 (N Z;32,:D, 1 (N Z5] (4.75)

Die Spektralmatrizen A, werden jeweils aus m Eigenwerten der Struktur und die Matrizen
A, aus jeweils m Eigenwerten der Slave-Struktur zusammengesetzt, die entsprechenden
Eigenvektoren eines Linearfaktors werden zu den Modalmatrizen X, und Z;, erginzt (vgl.
4.2.3).

A.(}) und B,(}) sind noch zu bestimmende Matrizen, die den Fehler kompensieren sollen,
der aufgrund der vernachlissigten Eigenschwingungen in den Matrizen A#*2(\) und B#™1(A)
entsteht. Mit Hilfe der Matrizen A,(\) und B,{)\) werden die zur Niherung des Systems
benutzten Linearfaktoren normiert. Die Matrizen sind im weiteren entweder konstant oder
lineare Polynommatrizen und sollen das statische Systemverhalten genau wiedergeben.

Normierung des approximierten Gleichungssystems

Wird verlangt, dafi das Gleichungssystem (4.73) die statischen Verschiebungen genau wie-
dergibt, lassen sich die Normierungsmatrizen A,.(A) und B,.()) durch einen Vergleich des
exakt kondensierten Gleichungssystems in der Form

A(Nx = BOVS (4.76)
mit der Darstellung (2.51)
[Ke+Mah+GT (A, - IN TGN x = f (4.77)
ermitteln.

Die Matrizen K¢ und Mg errechnen sich aus der statischen Kondensation nach Guyan (vgl.
Kapitel 2.3.1); fiir A = 0 werden die statischen Verschiebungen in der Darstellung (4.77)
genau wiedergegeben

KG}C =f. (478)
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Wird die inverse Matrix der Slave-Eigenwerte (A, — IA) ™" ausgerechnet und die Gleichungen
(4.77) auf einen gemeinsamen Nenner gebracht, ergibt sich die Darstellung

(K +McA) dy(3) + G” (A, — IN),, GX’] x = 1. (4.79)

adj

1
ds(A)

Der Ausdruck (K¢ + MgA) ds(A) wird bei den Slave-Eigenfrequenzen A = A, ; zu Null. Wird
die Matrix B(A) durch Abspaltung der Linkseigenvektoren fiir die Slave-Eigenwerte A = A, ;
aus der Zahlermatrix in (4.79) berechnet, werden dazu lediglich die Matrix GT (A, — 1)) . G
und das Polynom d;()) im Nenner von (4.79) benétigt.

adj

Multipiziert man das Gleichungssystem (4.79) von links mit einer Matrix B*(A) ergibt sich
der Ausdruck

GN|x=B"(M)f.  (4.80)

B*(\) (Ko + McA) + B*(0)——(NGT (A, — 1))

adj

ds(A)

Die Matrix B*()) besitzt das gleiche Eigenwertspektrum wie die Matrix B(), die einzelnen
Koeffizientenmatrizen der beiden Polynommatrizen konnen sich jedoch voneinander unter-
scheiden.

B*()) ist die inverse Polynommatrix fiir den Teil der gebrochenrationalen Matrix
zoyG 7 (A —1)),; G mit dem Spektrum der Slave-Eigenwerte, so daf die Gleichungen
(4.80) ohne Nenner formuliert werden kénnen:
[B*() (Kg +Mg)) + C(A)X?] x = B*(V)f (4.81)
bzw.
A*(A)x =B*(\)f. (4.82)

Wird das Gleichungssystem (4.82) so normiert, da die Leitmatrix von B*(A) zur Einheits-
matrix wird, sind A*(A) und B*()) mit A()\) und B(A) aus (4.28) identisch.

Die Gleichungen (4.82) sollen jetzt jedoch derart normiert werden, daf§ die erste Koeffizi-
entenmatrix von B*(}) eine Einheitsmatrix ist und somit die erste Koeflizientenmatrix von
A*()) der Steifigkeitsmatrix bei der statischen Kondensation entspricht:

Al =Kg; B =1. (4.83)

Werden die Matrizen A*()A) und B*(A) mit u < -y Linearfaktoren genahert
AT()) = XD (X - XeDa (M) XX, Dy (W) X! (4.84)
und

B*(\) = Z,,D; ,(NZ;}, ... Zs2D,2(N 2732, D1 (MZ; (4.85)
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ergeben sich durch einen Koeffizientenvergleich mit (4.80) die konstanten Normierungsma-
trizen
A, = KgA*(0)™! (4.86)
B, = B'(0)7'. (4.87)

Das mit den Linearfaktoren X,D,(A)X;! und Z;,D,,(A)Z;} und den Definitionen (4.86)
und (4.87) genaherte Gleichungssystem (4.73) gibt den statischen Verschiebungszustand ei-
ner Struktur genau wieder. Fiir Systeme mit Eigenwerten bei Null ist die Matrix K¢ jedoch
singular, eine Normierung der Matrix A()) auf die gezeigte Weise ist dann nicht mehr
moglich.

Normierung der Linearfaktoren bei einer singuldren Matrix Kg

Im Fall einer singuliren Matrix K kann die Matrix A()) statt mit einer konstanten Matrix
A, mit einer linearen Polynommatrix A,(A) = Ao+ A, ;) normiert werden. Dabei wird
vorausgesetzt, daf} sich eine reguldre Matrix A, finden 148t, was im folgenden dann der Fall
ist, wenn die Massenmatrix Mg aus der statischen Kondensation regular ist.

Fiir die approximierte Matrix A{)) wird der folgende Ansatz gemacht:

AN = (A g+ A AN, (4.88)
Wird die Matrix B*(A) mit einem Teil ibrer Linearfaktoren gendhert, 148t sich das konden-
sierte Gleichungssystem schreiben als

[B*(3) (Kg + Mg)) + C(W) A x = B ()f . (4.89)
Die Matrix C(2) ist eine gebrochenrationale Polynommatrix, die das Spektrum der Slave-
Struktur enthilt, welches nicht in der Matrix B*()\) enthalten ist.

Die ersten beiden Koeffizientenmatrizen der linken Seite von (4.89) entsprechen denen einer
ungendherten Matrix A(A). Fiir eine Matrix Bf = I lauten die ersten beiden Koeflizienten-
matrizen von A ()

Ay =Kg; A, =Mg +BlKg. (4.90)

Mit dem inversen Parameter ¢ = 1/ 146t sich die Matrix A (A) wie folgt angeben:
AQ)=A o+ .+ AN 4+ ANTH2, (4.91)

Werden aus A(C ) 1 Linearfaktoren mit den zur Ndherung benutzten Struktur-Eigenwerten
G = A;! abgespalten, ergibt sich nach p Schritten eine teilweise faktorisierte Matrix

AQ = ATQA© h (492)
= (AB, .. AL AR A ((), (4.93)
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bzw. wieder mit dem Parameter A

AN} = APIAY(N) (4.94)
= (A5 AN AR TP AN (N, (4.95)

Die Matrizen A4T' und A¥"™" entsprechen den ersten beiden Koeffizientenmatrizen einer
um die zur Niherung benutzten Struktur-Eigenwerte verminderten Matrix A#*!()). Die
Koefizientenmatrix A4"" ist gegeniiber der der Ausgangsmatrix Ao unverindert

AT = Ay =Kg, (4.96)

die Koeffizientenmatrix A**!' ergibt sich bei einer sukzessiven Reduktion der Matrix A(¢)
nach dem Horner-Schema (3.107) zu

-1
A=A+ A Y X AKX (4.97)

v=1

Mit Ag=Kgund A; = Mg + 1~3‘{ aus (4.90) 148t sich schreiben

~ ”—1
AT =Me+BKs+ K Y X, AIXE (4.98)

v=]

Die vollstdndige Normierungsvorschrift lafit sich jetzt wie folgt angeben:

Ao+ Anh = [AFT 4+ AT AY(0) (4.99)
~ I'L_l -
= |Kg+ (MG +BiKs + K¢ Y qupx;l) /\} A*(0)™' (4.100)
v=1
und
B, = B (0)!. (4.101)

Sind die zur Naherung benutzten modalen Parameter der Struktur und des Slave-Systems
bekannt, ist mit den Matrizen (4.100) und (4.101) eine geeignete Normierung der Matri-
zen A()\) und B()\), moglich. Zur Berechnung der Normierungsmatrizen (4.100) und (4.101)
miissen die Matrizen K und Mg aus der statischen Kondensation bekannt sein. Die Matri-
zen K und Mg entsprechen dabei der Steifigkeits- und Massenmatrix einer Struktur, die
alleine durch Knoten an den Master-Freiheitsgraden diskretisiert wird.
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4.4 Kondensation mit Hilfe von Linearfaktoren

Die Darstellung des linearen Schwingungsverhaltens einer Struktur mit Hilfe der FEM fiihrt
auf ein Gleichungssystem

(K- M)x, =1,, (4.102)
wobei n die Anzahl der Systemfreiheitsgrade ist.

Ein schwingungsfahiges lineares System 148t sich allgemein durch die Ein- Ausgangsgrofien-
darstellung

A(MNx =B(N\)f (4.103)
beschreiben.

Werden zur Darstellung der Systemeigenschaften einige wenige Freiheitsgrade, sogenannte
Master-Freiheitsgrade benutzt, hat das Gleichungssystem (4.103) die Dimension m = n — s,
wobei s die Anzahl der gegeniiber den urspriinglichen Gleichungen (4.102) nicht abgebildeten
Slave-Koordinaten ist.

Die Polynommatrizen A(A) und B(A) lassen sich in lineare Faktoren zerlegen. Die Linear-
faktoren werden aus Eigenwerten und -vektoren des Schwingungssystems bestimmt, wobei
die Eigenwertaufgabe A(A)x = 0 die modalen Parameter der freibeweglichen Struktur liefert
und die Aufgabe B(A)f = 0 die Eigenwerte und -vektoren der an den Master-Koordinaten
gelagerten Struktur als Losung hat. Eine Freiheitsgradreduktion gegeniiber dem Ausgangs-
system (4.102) findet statt, wenn die Linearfaktoren alleine aus den Vektorkomponenten der
Master-Freiheitsgrade bestimmt werden, die Berechnung der einzelnen Faktoren erfolgt dann
rekursiv.

Eine vollstindige Beriicksichtigung der modalen Parameter fiihrt auf Matrizen

pt+1 ‘
AQQ) = AN, (4.104)
=0
= AX, 1 Dpn(NX;3 - XeDo (WX XD (A)XT (4.105)
IJ .
B()) = Y BN (4.106)
7=0
= B,Z,,D,,(NZ;, ... Zs2D;2(N)Z;3Z,,D,,(NZ;] (4.107)

mit -+ 1= n/m bzw. p=n/s.

Werden jeweils u + 1 < n/m Eigenformen der Struktur und u < n/s Schwingungsformen
des Slave-Systems beriicksichtigt, findet eine Niherung des kondensierten Gleichungssystems
(4.103) statt.

Durch die Linearfaktoren X,D,(A)X;' und Z,,D, ,(A)Z;} der Matrizen A(}A) und B())
werden die Schwingungsformen, d.h. das dynamische Verhalten der Struktur, erfaflt. Werden
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einzelne, durch ein Element (4.103) dargestellte, Strukturen zu einem gréfieren System zu-
sammengefiigt, beschreibt (4.103) das Systemverhalten einer Substruktur. Damit die Uber-
gangsbedingungen an den Koppelstellen zweier Substrukturen erfiillt werden konnen, ist
es erforderlich, daf8 die entsprechenden (Rand-)Freiheitsgrade der Teilelemente zu Master-
Freiheitsgraden gewihlt wurden. Eine Mindestanzahl an Master-Freiheitsgraden, sowie deren
Ort ist somit festgelegt. Soll das Schwingungsverhalten im unteren Frequenzbereich des Ge-
samtsystems betrachtet werden, sind die betragsniedrigen Struktur- und Slave-Eigenwerte
bei der Ermittlung der Substrukturen zu beriicksichtigen.

Neben den Schwingungsformen mufl die genaue Statik der Teilsysteme erfafit werden, dies
kann durch eine Normierung der Linearfaktoren mit Hilfe der Steifigkeitsmatrix K und der
Massenmatrix Mg erfolgen. Die Matrizen Ks und Mg entstehen bei der Approximation des
Strukturverhaltens mit den Ansatzfunktionen eines einzigen finiten Elementes und ergeben
sich bei der statischen Kondensation des Gleichungssystems (4.102).

Besitzt das Schwingungssystem keine Eigenfrequenzen bei Null lautet die Normierungsvor-
schrift

A, = KgA“(0)™, (4.108)
B, = B*(0)! (4.109)
mit
A*(0) = XD (0)Xz} ... XoD2(0)X; X, Dy (0)X7 (4.110)
B*(0)' = Z,D;1(0)Z;1Z,:D,30)Z;5 ... Z,,D;L0)Z;. (4.111)

Bei nicht gelagerten Substrukturen treten Starrkdrperbewegungen auf, zur Normierung der
Linearfaktoren werden sowohl die in diesem Falle singulédre Steifigkeitsmatrix K¢ als auch
die Massenmatrix Mg verwendet. Der Ansatz fiir die Matrix A()) lautet dann

A(}) = A NXD,NXSH L XD (W)X X Dy ()X (4.112)
mit

A(0) = Ag+An) (4.113)

ll

{KG + (MG +BKe+Ke Y XL,A,,X;l) /\} A0)'.  (4.114)
v=1

Ein Vorteil der hier dargestellten Kondensation besteht darin, daff fiir den Aufbau der Sy-
stemmatrizen A (A) und B()) lediglich ein Teil der modalen Parameter der Substruktur und
der Slave-Struktur, sowie eine geeignete Normierungsmatrix, bekannt sein miissen. Die moda-
len Parameter kénnen dabei rechnerisch mit Hilfe eines FE-Modells, aber auch experimentell
ermittelt werden.

Die rechnerische Ermittlung der Eigenwerte und -vektoren der Matrix A()\) kann durch die
Losung der Eigenwertaufgabe (K — \;M)x,,; = 0 des Systems mit n Freiheitsgraden oder
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durch Losung der kondensierten Gleichungen Dy ();)x; = 0 erfolgen. Bei grofien Systemord-
nungen ist die Ermittlung der Eigenwerte aufwendig, durch die Anwendung der Substruk-
turtechnik wird der Aufwand jedoch reduziert.

Zur Berechnung der Matrix B()) miissen die Slave-Eigenwerte As,; und die entsprechenden
Eigenvektoren qu bekannt sein. Werden in dem partitionierten Ausgangssystem (2.3) die

Auslenkungen an den Master-Freiheitsgraden zu Null gesetzt, lassen sich die Vektoren fj aus
der Beziehung

(K‘ms - Mms)\s,j) Xs,j :fj (4115)

bestimmen. Gleichung (4.115) gibt den EinfluB der Slave-Struktur auf die kondensierte Struk-
tur wieder. Zur Berechnung der Matrix B(A) ist somit die Lésung des Eigenwertproblems
(Kms — MinsAs ;) X5, = 0 des Slave-Systems notwendig. Der Aufwand zur Bestimmung der
modalen Parameter der Slave-Struktur wird wiederum durch die Verwendung der Subtruk-
turtechnik reduziert.

Die modalen Parameter der Subtruktur und des entsprechenden Slave-Systems lassen sich
prinzipiell auch aus experimentellen Daten bestimmen. Es miissen die Eigenwerte und -
formen der freischwingenden Substruktur ermittelt werden, wobei lediglich die Vektorkom-
ponenten der Masterfreiheitsgrade zu bestimmen sind. Neben den Eigenfrequenzen der Slave-
Struktur, sind die Krafte und Momente an den fest eingespannten Master-Freiheitsgraden
der freischwingenden Substruktur zu bestimmen. Es ist anzumerken, dafl die Realisierung
einer an den Master-Koordinaten fest eingespannten Struktur in der Praxis nur anndhernd
moglich ist ([24]). Eine Verifizierung der Tauglichkeit der hier gezeigten Vorgehensweise fiir
experimentelle Daten ist daher noch nachzuweisen.

Die Kondensation eines Gleichungssystems mit Hilfe von Linearfaktoren ist in Abbildung
4.4 schematisch dargestellt.
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F Substruktur
A 1
freie Struktur: Ermittlung der Slave-Struktur:
)\.]: )\-ZJ ] }\-,] relevanten }\.5'1 » )\-5’27 -'-;7\.5’71
X} Xgs Xy modalen Parameter £Es .. fs,n
f
X, D,(M) X, Zoy Dsny (M) 2,

v=l, ..,k u=n/m

Rekursive Berechnung
der Linearfaktoren

v=l,., i pw=n/m

Normierung mit den Matrizen
aus der statischen Kondensation

l(G)I\(IG

Systemmatrizen in Master-Koordinaten

AW x=B(Mf

Abbildung 4.4: Kondensation einer Substruktur mit Hilfe von Linearfaktoren
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4.4.1 Kopplung von Teilsystemen

Es werden Mdoglichkeiten zur Kopplung von Systemen angegeben, die durch die allgemeine
Ein-Ausgangsgrofiendarstellung

A(N)x =B (4.116)

beschrieben werden, wobei A(A) und B(A) Polynommatrizen vom Grad g+ 1 und g mit der
Dimension m x m sind

pt1 _

A = Y AN, (4.117)
1=0
# )

B(\) = Y BX. (4.118)
=0

Werden in den Vektoren der Teilstrukturen die Koppelfreiheitsgrade mit dem Index & ge-
kennzeichnet, 148t sich bei der Kopplung zweier Teilstrukturen « und £ an den Schnittstellen
die Ubergangsbedingung

x$ = x5 (4.119)
angeben. Weiterhin mufl an den Koppelknoten das Kraftegleichgewicht
0 +17 =1, (4.120)
erfiillt werden, wobei f; von auflen an das System angreifende Kréifte darstellen.

Die kondensierte Systembeschreibung in der Form (4.116) unterscheidet sich durch die Kopp-
lung der Komponenten des Erregungsvektors von der urspriinglichen, unkondensierten Dar-
stellung des Systems, mit n Freiheitsgraden. Das Kraftegleichgewicht kann jetzt nicht mehr
einfach durch das Addieren der jeweiligen Krifte an den Kopplungskoordinaten erfiillt wer-
den, da dazu ein Auflosen des Gleichungssystems nach dem Erregungsvektor notwendig ist.

Prinzipiell lassen sich zwei Methoden zur Kopplung von Elementen angeben, welche durch
die allgemeine Ein- Ausgangsgroffendarstellung (4.116) beschrieben werden:

¢ Kopplung fiir einen festen Parameter A = A;

o Analytische Kopplung.

Bei der Kopplung fiir einen festen Parameter wird eine Teilstruktur (4.116) durch konstan-
te Matrizen A()X;) und B();) bei der Frequenz A = )\; beschrieben. Die Gesamtstruktur
liegt nur fiir diesen Punkt vor, die Eigenwerte des Gesamtsystems werden mit Verfahren
zur iterativen Nullstellensuche ermittelt. Zur Erfiillung der Kopplungsbedingungen an den
Schnittstellen, wird die Matrix B();) invertiert. Liegen die Eigenwerte der Gesamtstruktur
in der Nihe der Slave-Eigenwerte einer Teilstruktur, kann B(};) schlecht konditioniert sein



4.4 Kondensation mit Hilfe von Linearfaktoren 107

und eine Invertierung von B();) zu ungenauen Ergebnissen fiihren. Entsprechen die Master-
freiheitsgrade den Randfreiheitsgraden der Teilstruktur, ist B()\;) von geringer Dimension,
es miissen nur Matrizen geringer Grofle invertiert werden.

Bei der analytischen Kopplung erfolgt das Zusammensetzen und die Beschreibung der Teilsy-
steme in Form von Polynommatrizen im Bildbereich bzw. als Differentialgleichungssysteme
im Zeitbereich. Die Beschreibung des Gesamtsystems erfolgt ebenfalls in Form von Poly-
nommatrizen bzw. als Differentialgleichungssystem, zur weiteren numerischen Behandlung
des Gleichungssystems stehen dann zahlreiche Verfahren zur Verfiigung.

Im folgenden wird eine analytische Kopplung von Teilsystemen (4.116) realisiert. Damit dies
ohne eine Inversion der Polynommatrix B()) gelingt, werden die einzelnen Teilstrukturen
nicht direkt, sondern mit Hilfe von Elementen verbunden, deren rechte Seite entkoppelt ist
{siehe Abbildung 4.5). Das ist z.B. bei finiten Feder-Masse-Elementen der Fall, welche durch
die Gleichungen (K — AM)x = f dargestellt werden.

Es ist anzumerken, dafl die Kopplung von Teilsystemen, die durch die Gleichungen (4.116)
dargestellt werden, grundsitzlich durch das Verfahren von Kron moglich ist. Die einzelnen
Elementmatrizen werden dabei zu einer sogenannten Kron-Matrix zusammengesetzt. Die
Grofle dieser Matrix ergibt sich aus der Summe der einzelnen Matrizendimensionen der
Teilsysteme. Es lassen sich hiermit jedoch nur die Eigenwerte der gekoppelten Struktur
ermitteln, welche durch die Losung einer nichtlinearen Eigenwertaufgabe berechnet werden.
Fiir Strukturen, die durch lineare Polynommatrizen dargestellt werden, wird das Verfahren
in [96] beschrieben.

Kopplung der Teilstrukturen mit Hilfe von Koppelelementen

Zur Herleitung der Kopplungsbeziehungen werden die Gleichungen der Teilsysteme wie folgt
partitioniert:

AL(A) ALK | [ x
A% () AN x

—

BY, () B () i
By BR8]}
BL(A) BL(Y | |

W]

Ein Koppelelement wird durch die Gleichungen

Kin K M;; M, \ X5 _ Dyi(A) Dio(A) X5 _ fe
Ko Ko My My, x5 D2i(A) Dga(d) x{ flf

(4.122)

beschrieben. (Die Frequenzabhangigkeit der Matrizen A;;(A), B;;(A) und Dj;()A) wird im
folgenden aus Griinden der Ubersichtlichkeit nicht extra gekennzeichnet.)

Die Kompatibilitatsbedingungen zwischen den einzelnen Elementen werden durch identische
Koordinaten von Teilstruktur und Kopplungselement an den Elementgrenzen erfiillt. Das
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Substruktur

Substrukiur Koppelelement
My 05 Migs Mgl Mo ML
Voo |
= a 1 fi b
Q, wi Q, wh Qlk W Q. Ql; wh

Abbildung 4.5: Kopplung zweier Balken-Substrukturen mit einem Koppelelement

Kriftegleichgewicht an den Koppelknoten liefert

bzw. nach den unbekannten Erregungen der Teilsysteme f5* und ff aufgelost

(81
£ — PSS £ — Duxg - Dlzxg

fg
£

fro —

fi1
fk2

5+ £
7 +1f

ff - sz - Dux’f —_ D12Xf '

(4.123)
(4.124)

(4.125)
(4.126)

Mit den Beziehungen (4.125) und (4.126) konnen die Erregungen f¢ und f° aus den Glei-

chungen (4.121) eliminiert werden:
ADXT + ALx3
A xT + ASxy
Al + Al
AZX] + Al

Es ergibt sich das gekoppelte System

nfi’ + Bhfn — BLDnxy + B‘szlZXf

Bglff! —+ Bngkl - B§2D11x§‘ —+ Bglezx'f
B\ + BY,fio — B D2yxg — BY Dyx?
B, £} + Boofis ~ B§1D21X§ - B§1D22Xf-

[ At A%+B3Dy  BgDu 0 By, B, 0 0 )
A% A%+ Bs,Dy, B%Dio 0 o _ By Bg, O 0
0 BiDa A, +B{Dn Aj 0 o B B
\ 0 BiDa A5 +B;Dn A 0 0 Bj B )
oder kurz

mit den Vektoren

af _

fr
fio

fob

(4.131)

(4.132)

(4.133)
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Die Matrizen A*?(\) und B**(}) sind nicht symmetrische Polynommatrizen der Dimension
m®+mP. A% ()) hat den Polynomgrad max (,u“, uﬁ) und B®?()\) entsprechend den um eins

verringerten Grad max (,u,a — 1, 4P - 1).

Die Losung des nichtlinearen Eigenwertproblems
AP (\)x* =0 (4.134)

liefert die Eigenwerte und -vektoren des Gesamtsystems. Die modalen Parameter der ge-
koppelten Struktur kénnen durch die im Kapitel 3.4 angegebenen Verfahren zur Losung des
FEigenwertproblems fiir nichtlineare Polynommatrizen ermittelt werden.

Durch die Verwendung von Kopplungselementen deren rechte Seite entkoppelt ist, lassen
sich ebenfalls Lagerungen der gekoppelten Struktur realisieren.

Zur Vermeidung eines Aufsummierens von betragsmifBig zu unterschiedlichen Matrizenele-
menten, ist es giinstig Koppelelemente zu verwenden, die dhnliche Materialeigenschaften und
Abmessungen wie die finiten Elemente der Substrukturen aufweisen.

4.4.2 Anwendungsbeispiele

Anhand von einfachen Beispielen wird die Eignung der in den vorherigen Abschnitten aufge-
zeigten Naherungsansitze zur Beschreibung der dynamischen Eigenschaften einer Struktur
uberpriift.

Aus Balken und Stdben bestehende Gebilde werden zunéchst in einzelne Substrukturen zer-
legt und anschlieflend auf ihre Randfreiheitsgrade kondensiert. Zur Berechnung der Teilsyste-
me werden unterschiedlich viele Eigenformen der freibeweglichen und der an den Réndern
fest eingespannten Substruktur verwendet. Die Gesamtstruktur wird aus den so gendher-
ten Elementen aufgebaut und die Eigenwerte und -formen mit denen der genauen System-
Darstellung, d.h. der FEM-Losung verglichen.

Substrukturen

Die einzelnen Substrukturen werden aus jeweils elf finiten Balken- bzw. Stabelelmenten zu-
sammengesetzt und auf die Randkoordinaten kondensiert.

FEine aus Balken- oder Stabelementen bestehende Teilstruktur wird durch die Gleichungen

AT N)x? = BY(\)I? (4.135)
mit den Polynommatrizen
ptl ,
Ai()) = Z AN (4.136)
=0

u
B(A) = ) BIX (4.137)
1=0
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dargestellt.

Die Freiheitsgradanzahl eines unkondensierten Stabelements betragt n, = 12, die eines Bal-
kenelements n;, = 24. Die Matrizen A%\) und B?()) haben fiir einen Stab die Dimension
ms = 2 und fiir einen Balken die Dimension m, = 4. Bei der vollstindigen Beriicksichtigung
der Linearfaktoren der Matrizen ergibt sich der Polynomgrad p+ 1 = ny/m, = ny/mp = 7.

Die Substrukturen sind zunéachst nicht gelagert und kénnen Starrkdrperbewegungen ausfiihren.
Die Matrix B?(\) wird so normiert, dafl B = I ist, die Normierung der Linearfaktoren der
Matrix A()) erfolgt durch die Matrix A4(A) = A, + A], ) Dazu miissen sowoh! die (sin-
guldre) Steifigkeitsmatrix K¢ als auch die Massenmatrix Mg bestimmt werden. Die Matrizen
K¢ und Mg errechnen sich aus der statischen Kondensation nach Guyan. Bei Balken und
Stédben entsprechen K und Mg der Darstellung der Teilstruktur mit einem finiten Balken-
bzw. Stabelement.

Durch die Verwendung gleicher Substrukturen, muf} die Berechnung der Matrizen A%(A) und
B?(A) nur einmal erfolgen, wodurch der Rechen- und Speicheraufwand gering gehalten wird.

Die Teilstrukturen haben jeweils die Kennwerte:

I = 1m
E = 2.1-1011&2
m
kg
pa = 7850;’?
A = 0.0001m?
I = 83310719t

Koppelelemente

Zur Kopplung der Teilstrukturen werden unkondensierte finite Elemente des Stabes bzw.
des Balkens benutzt. Die Freiheitsgradanzahl eines Koppelelements entspricht der Anzahl
der Masterkoordinaten einer kondensierten Substruktur.

Xy H
(Kk + Mk/\) = . (4.138)
XE+1 fg—l-l

Die Materialkenngrofen und der Querschnitt der Koppelelemente sind identisch mit denen
einer Substruktur. Die Linge eines Koppelelements betriagt I, = 0.1m. Durch die Wahl dhn-
licher Elementlangen fiir die finiten Elemente einer Subtruktur und fiir ein Koppelelement,
wird das fehlertrichtige Aufsummieren betragsmafig stark unterschiedlicher Matrizenele-
mente vermieden.
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Die Lagerung der Gesamtstruktur wird durch Koppelelemente realisiert, eine Berechnung
zusitzlicher Substrukturen wird somit vermieden.

Berechnung der modalen Parameter einer Teilstruktur

Zur Erzeugung der Matrizen A?(A) und B?()) einer Substruktur miissen die modalen Para-
meter der freien Teilstruktur und der entsprechenden Slave-Struktur bekannt sein. Bei der
Ermittlung der Eigenwerte und -vektoren der Eigenwertaufgaben

(K—-MA)xZ =0 (4.139)
und

(KL, —MIN)xI=0 (4.140)
einer Substruktur kommt hier der QZ-Algorithmus zum Einsatz.

Fiir groflere Strukturen (einige hundert Freiheitsgrade) sind z.B. die Subspace-Iteration oder
das Lanczos-Verfahren geeignete Methoden zur Berechnung der ersten, zur Systembeschrei-
bung benutzten, unteren Eigenwerte und -vektoren einer Substruktur.

Eine Substruktur ist in den folgenden Beispielen entweder aus Balkenelementen oder aus
Balken- und Stabelementen zusammengesetzt. In der Tabelle 4.1 sind die Struktur- und
Slave-Eigenwerte der einzelnen Elemente angegeben.

Die Eigenwerte und -formen werden jeweils blockweise zu Linearfaktoren ergénzt. Dabei
besteht der v-te Block fiir einen Balken aus jeweils vier Eigenwerten und -formen und der
fiir ein Stabelement aus je zwei modalen Parametern.

Die Eigenwerte bei Null, d.h. die Starrkorperverschiebungen, werden durch die Normierungs-
matrix K¢ erfafit und miissen daher nicht in den Linearfaktoren beriicksichtigt werden. Auf-
grund der Normierung mit der Matrix A%(A) = Af;+ Af, X werden, neben den Starrkdrper-
bewegungen, noch hoherfrequente Eigenformen abgebildet. Bei der Beriicksichtigung der
ersten fiinf Blocke v = 1 bis v = 5 sind das die Schwingungsformen des Blockes bei v = 6,
womit der Ansatz mit v = 5 Linearfaktoren vollstindig ist.

Die Eigenwerte einer Substruktur, sowie die Aufteilung der Eigenwerte auf die v Linearfak-
toren sind in Tabelle 4.1 angegeben.

Berechnung der modalen Parameter des Gesamtsystems

Zur Berechnung der modalen Parameter einer aus den Elementen (4.135) und (4.138) zu-
sammengesetzten Struktur ist die Losung der Eigenwertaufgabe

A(Nx=0 (4.141)

notwendig.
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Block-Nr. | Struktur-Eigenfrequenzen f; in [Hz] | Slave-Eigenfrequenzen f; ; in [He]

v Balken Stab Balken Stab

0 0.0 - - -

0.0 0.0 - -

1 53.16724 3669.735 53.1672 3669.735
146.5792 7414.387 146.5803 7414.387
287.4883 - 287.4993 -
475.7294 - 475.7934 -

2 712.0177 11309.790 T712.2775 11309.790
997.5107 15431.431 998.3419 15431.431
1333.844 - 1336.078 -
1722.656 - 1727.881 -

3 2162.731 19847.260 2173.402 19847.260
2625.443 24597.168 2640.738 24597.168
3419.661 - 3452.874 -
4043.691 - 4112.219 -

4 4805.357 29645.746 4918.296 29645.746
9688.936 34791.676 5862.673 34791.676
6708.709 - 6961.906 -
7884.347 - 8232.907 -

d 9231.302 39540.380 9676.280 39540.380
10741.585 43045.484 11243.331 43045.484
12338.098 - 12778.961 -
13771.449 - 13972.316 -

6 17208.499 44360.175 - -
17225.168 - - -

Tabelle 4.1: Aufteilung der Eigenfrequenzen von Balken und Stab einer Substruktur (mit
A=w?und f = w/(27))
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Zur Losung der Eigenwertaufgabe (4.141) kénnen die in Kapitel 3.4 angegebenen Algorith-
men fiir Polynommatrizen verwendet werden.

Als ein sicheres Verfahren zur Bestimmung der Eigenwerte und -vektoren einer Polynom-
matrix A(A) hat sich die Rayleigh-Quotienten-Iteration erwiesen. Das Verfahren konvergiert
quadratisch fiir Naherungswerte nahe bei den zu ermittelnden Eigenwerten. Von dem Start-
vektor wird lediglich verlangt, dafl dieser nicht orthogonal zu dem Eigenvektor des gesuchten
Eigenwerts ist.

Die Berechnung geeigneter Startwerte fiir die Rayleigh-Quotienten-Iteration erfolgt mit Hilfe
des Sekanten-Verfahrens. Die Iteration mit dem Sekanten-Verfahren lieferte nach 3 bis 5 Se-
kantenschritten ausreichend genau Ndherungswerte, als Starvektor fiir die Rayleigh-Iteration
wurde der Einsvektor wo = (11 ... 1)7 benutat.

Der Polynomgrad der Matrix A(A) kann je nach Niherung soweit reduziert sein (Polynom-
grade kleiner zehn), dafl es wieder giinstig sein kann Verfahren zur Losung der linaerisierten
Eigenwertaufgabe zu verwenden. Dabei wurde hier der QZ-Algorithmus ([115], [100]) aus der
NAG-Programmbibliothek eingesetzt. Der Algorithmus gehort zu den sogenannten globalen
Eigenwertlosern, das bedeutet es werden samtliche im Spektrum enthaltenen Eigenwerte und
-vektoren simultan ermittelt. Aufgrund schlecht konditionierter Matrizen A()) lassen sich
fiir hhere Polynomgrade nur grobe Eigenwertndherungen berechnen, man erhilt jedoch eine
gute Ubersicht iiber das gesamte Spektrum, Die mit dem QZ-Algorithmus ermittelten Ei-
genwerte stellen im allgemeinen geeignete Startwerte fiir die Rayleigh-Quotienten-Iteration
dar.

Biegebalken

Ein einseitig eingespannter Balken wird aus drei Substrukturen zusammengesetzt. Die ein-
zelnen Teilsysteme werden durch Koppelelemente verbunden, wobei ein zusdtzliches Element
zur Erfiillung der Randbedingungen an der Einspannstelle benotigt wird. Auf diese Weise
wird die Ermittlung der modalen Parameter einer einseitig gelagerten Substruktur vermie-
den.

Die Gesamtstruktur ist in Abbildung 4.6 dargestellt, wobei lediglich die Orte der Master-
Freiheitsgrade eingezeichnet wurden. Die Anzahl der Freiheitsgrade einer Substruktur wurde
von ng = 24 auf m, = 4 reduziert, die am Rand fest eingespannte Gesamtstruktur 148t sich
durch Matrizen der Dimension 12 x 12 beschreiben. Der Polynomgrad der ungenéherten
Matrix A()) betrigt 4 = 6 und der der Matrix B()\) ¢ = 5. Eine FE-Modellierung des
Gesamtsystems fiihrt, unter Beriicksichtigung der Koppelelemente, auf Matrizen der Grofle
72 x 72.

Die Eigenwerte und -formen des zusammengesetzten Systems werden fiir einen Frequenzbe-
reich von 0-300 Hz ermittelt. Die genaue Losung, unter Beriicksichtigung von v = 5 Line-
arfaktoren der Matrix A?()), zeigt, dafi insgesamt 12 Eigenwerte im untersuchten Bereich
liegen . Die Eigenfrequenzen und die Fehler fiir verschiedene Ndherungen sind in der Tabelle
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1=3,3m
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Abbildung 4.6: Aus drei Substrukturen (1, 2, 3) und Koppelelementen (k) zusammengesetzter
Balken

4.2 aufgefiihrt.

Fir die statische Kondensation (¢ = 0) und einem Ansatz mit den ersten vier Slave-
Eigenformen (v = 1) wurden zusétzlich zu den Eigenwerten die Eigenformen der Gesamt-
struktur ermittelt. Die Verschiebungen w(x) sind in den Abbildungen 4.7 und 4.8 bzw.
4.9 fiir die Master- und Slave-Freiheitsgrade dargestellt. Zur Riickrechnung auf die Slave-
Komponenten der Vektoren wurde die exakte Beziehung zwischen den Master- und Slave-
Koordinaten (2.69) verwendet.

Bei der Kondensation fiir ¥ = 0 wird der Einflu8 der Slave-Struktur auf das Gesamtssy-
stem alleine durch die statischen Verschiebungen erfafit. Die ersten drei Eigenformen ktnnen
mit dem Verfahren gut approximiert werden, die Uberlagerung der Schwingungsformen der
Slave-Struktur wirkt sich nur wenig aus. Entsprechend ist der Eigenfrequenzfehler unter
1%. Die vierte Eigenform weist jedoch bereits eine deutliche Abweichung gegeniiber dem si-
nusformigen Schwingungsverlauf eines kontinuierlichen Bernoulli-Balkens auf. Ab der fiinften
Eigenfrequenz ist der Fehler so grofi (18.5 %), dafi eine brauchbare Abbildung des Schwin-
gungsverhaltens nicht mehr méglich ist.

Fiir eine N&herung unter der Verwendung von vier Slave- und Struktur- Eigenformen (v = 1)
bleibt der Fehler bis zur 9. Eigenfrequenz unter 1%. Die Eigenformen geben das Schwingungs-
verhalten entsprechend gut wieder. Ab der 10. Eigenfrequenz ist ein deutlicher Anstieg des
Fehlers zu bemerken, dieser bleibt jedoch bis zur 14. Eigenfrequenz unter 2% (vgl. Abbil-
dung 4.10). Die 10. Eigenfrequenz (f,10 = 194.428 Hz) liegt in der Néhe der halben maximal
beriicksichtigten Slave- und Struktur-Eigenfrequenzen f, 4 = 475.793 Hz bzw. fg = 475.728
Hz. Die 15. Eigenfrequenz (f, ;5 = 453.570 Hz) liegt knapp unterhalb dieser Frequenzen
und ist, bel einem Fehler von 3.2175%. die letzte noch ausreichend genau approximierte
Eigenfrequenz, alle weiteren wurden mit einem Fehler grofier 20% ermittelt.



4.4 Kondensation mit Hilfe von Linearfaktoren 115

Bei der Verwendung eines Ansatzes v = 2 ist ebenfalls ein deutliches Ansteigen des Ei-
genfrequenzfehlers in der Nihe der halben maximalen Eigenfrequenzen der Struktur (fiq =
1722.656 Hz) und des Slave-Systems (f,s = 1727.8813 Hz) festzustellen. Bis zur Eigenfre-
quenz fy = 910.810 Hz bleibt der Fehler unter 1%.

Die Frequenzfehler fiir die Ansédtze v = 1, ¥ = 2 und v = 3 sind in Abbildung 4.10 dar-
gestellt. Es wurden die Bereiche gekennzeichnet, die unterhalb der maximalen bzw. halben
maximalen Slave-Eigenfrequenz fs,,., eines Blockes v liegen. Es 148t sich erkennen, dafl
die Teilstruktur-Eigenfrequenzen Grenzen fiir Bereiche verschiedener Genauigkeit angeben.
Somit ist eine vorherige Abschéitzung des Giiltigkeitsbereichs der Niherung moglich. Es ist
anzumerken, daf hier aufgrund der Nihe der Slave-Eigenfrequenzen zu den Eigenfrequenzen
der ungefesselten Substruktur eine Abschéitzung des Giiltigkeitsbereichs ebenso mit letzterem
moglich ist.

Durch die Verwendung von exakten Eigenformen der ungefesselten Teilstruktur zur Ndherung
des Gesamtsystemverhaltens ist zu beobachten, daf die geniherten Eigenfrequenzen ober-
und unterhalb der exakten Frequenzen liegen kénnen (vgl. Kapitel2.3.2).
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Abbildung 4.10: Eigenfrequenzfehler bei der Analyse eines einseitig eingespannten Balkens
bei verschiedenen Niherungen mit » =1,...,3 Linearfaktoren

Rahmen

Mit Hilfe der kondensierten Gleichungen
ANx=BWM)f (4.142)

wird das Schwingungsverhalten eines an seinen Enden fest gelagerten Rahmens untersucht
(vgl. Abbildung 4.11).

Der Rahmen wird aus drei gleichen Substrukturen zusammengesetzt. Eine Substruktur wird
dabei durch je elf finite Balken- und Stabelemente beschrieben. Da die Schwingungsformen
von Balken und Stab entkoppelt sind, miissen die Modalmatrizen der Linearfaktoren jeweils
aus vier Balken- und zwei Stab-Eigenformen aufgebaut werden. Die Aufteilung der zur Nahe-
rung benutzten modalen Parameter der Struktur und des Slave-Systems ist in Tabelle 4.1
angegeben.

Die kondensierten Matrizen haben die Dimension 6 x 6 und der Polynomgrad der Matrix
A%(}) einer Substruktur ist bei Verwendung aller Eigenformen p = 6. Die Kopplung der ein-
zelnen Teilstrukturen geschieht wiederum mit Hilfe der Koppelelemente (4.138). Zwei weitere
Koppelelemente werden zur Lagerung des Rahmens benétigt. Damit wird die Gesamtstruk-
tur mit 18 Freiheitsgraden beschrieben. Werden sidmtliche Eigenformen einer Teilstruktur
beriicksichtigt, hat die Matrix A(A) der Gesamtstruktur den Polynomgrad p = 6 und B())
den Grad p = 5.

Es werden insgesamt 13 Koeffizientenmatrizen der Dimension 18 x 18 (4212 Matrizenele-
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Abbildung 4.11: Aus drei Substrukturen (1, 2, 3) und vier Koppelelementen (k) zusammen-
gesetzter Rahmen

mente) zur Beschreibung der Rahmenstruktur benotigt. Die FE-Modellierung der Gesamt-
struktur fiihrt bei gleicher Diskretisierung auf je eine Massen- und Steifigkeitsmatrix der
Dimension 108 x 108 (223328 Matrizenelemente).

Zur Schwingungsanalyse des an seinen Enden gelagerten Rahmens wurden die Eigenfrequen-
zen zwischen 0 und 1300 Hz bestimmt (siehe Tabelle 4.3). Mit einem vollstindigen Ansatz
von Teilstruktur-Eigenformen (v = 5) ergab sich die hichste Eigenfrequenz zu foy = 1270.570
Hz.

Wird die Kondensation mit einem statischen Verschiebungsansatzes (v = 0)
(Guyan-Kondensation) durchgefiihrt, 148t sich lediglich die erste Eigenfrequenz gut abbilden.
Bis zur fiinften Eigenfrequenz ergaben sich Fehler zwischen 8% (f,5) und 20% (f,4). Fiir
die hoheren Frequenzen ergaben sich Fehler von 63% und 90%.

Durch die Verwendung der ersten vier Slave- und Struktureigenformen (v = 1) wird eine
deutliche Verbesserung der Genauigkeit erreicht. Die ersten sieben Eigenfrequenzen werden
mit sehr guter Genauigkeit approximiert. Ein deutlicher Anstieg des Eigenfrequenzfehlers
zeigt sich ab der 8. Eigenfrequenz (fs = 179.13 Hz). Bis zur 13. Eigenfrequenz (fs = 386.70
Hz) bleibt der Fehler unter 2% (siehe Abbildung 4.12). Dies ist zugleich die letzte Frequenz
unterhalb der hochsten noch beriicksichtigten Teilsystem-Eigenfrequenzen der Struktur und
des Slave-Systems, sdmtliche hoheren Eigenfrequenzen werden nur ungenau wiedergegeben.

Bei einem Ansatz v = 1 ist die Polynommatrix A(A) vom Grad y = 2. Zur Bestimmung der
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Eigenwerte und -formen der Rahmenstruktur ist ein kubisches Eigenwertproblem zu lésen.
Die Linearisierung der Matrix A(A) fiithrt auf eine expandierte Matrix der Dimension 36 x 36.
Wird ein globaler Eigenwertloser wie der QZ-Algorithmus zum Einsatz gebracht, hat sich
die Grofle der in der Rechnung benutzten Matrizen auf 33% der unkondensierten Matrizen
reduziert. Sollen nur die ersten zehn Schwingungsformen der Struktur untersucht werden,
1afit sich durch Anwendung der genaherten kondensierten Formulierung eine deutliche Auf-
wandsverringerung erreichen.
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Abbildung 4.12: Eigenfrequenzfehler bei der Analyse des an den Enden eingespannten Rah-
mens bei verschiedenen Naherungen mit v = 1,...,3 Linearfaktoren

Bei einem Ansatz v = 2 mit je acht Eigenformen der Struktur und des Slave-Systems 148t
sich erkennen, daf der Fehler oberhalb des halben noch zur Niherung verwendeten Slave-
Eigenwerts einer Balkensubstruktur (f,..,/2 = 860 Hz) auf iiber 2% ansteigt, wohingegen
bis zur 19. Eigenfrequenz ( f1y = 808.62 Hz) der Eigenfrequenzfehler unter 1% liegt.

Werden die ersten 12 Eigenschwingungsformen der Substruktur und des entsprechenden
Slave-Systems im N&herungsansatz verwendet, lassen sich alle 24 Eigenfrequenzen des Ge-
samtsystems mit ausreichender Genauigkeit approximieren. Bei einem Polynomgrad der Ma-
trix A()) von p = 4 ergibt das linearisierte Gleichungssystem Matrizen der Dimension
72 x 72. Eine Aufwandsverringerung wird daher nur bei einer iterativen Losung der Eigen-
wertaufgabe fiir die Matrix A()) erreicht.

In Abbildung 4.12 werden die absoluten relativen Fehler fiir die Ansétze v = 1 bis v = 3 ge-
geniibergestellt. Es sind deutlich die Bereiche zu erkennen, in denen der Eigenfrequenzfehler
fiir die einzelnen Niherungsansétze stark zunimmmt (8., 14. und 20. Eigenfrequenz).

Wie beim Biegebalken liegt auch bei einem einseitig eingespannten Rahmen die Grenze des
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Giiltigkeitsbereiches der Niherung (Eigenfrequenzfehler unter 2%) bei der halben maximalen
noch beriicksichtigten Slave- bzw. (Sub-)Struktur-Eigenfrequenz.
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Eigenfrequenzen f; in [Hz] (Fehler |(f; — f)|/f: in [%))
v 1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10 11 12
0] 7.03263 26.3698 48.2347 68.0351 107.655 162.487  232.625
(0.2252) (10.612) (10.798) (19.817) (8.0205) (63.03)  (89.42)
1| 7.0168 23.84211 38.1764 43.5400 84.8972 99.6994 122.8216 177.0547 205.189 230.959  301.697  340.246
(0.0002) (0.0099) (0.0147) (0.0146) (0.0558) (0.0377) (0.0119) (1.1632) (1.2023) (1.2665) (1.9799) (1.1242)
2| 7.01682 23.8397 38.1709 43.5338 84.8505 99.6621 122.8067 179.0787 207.609  233.823 307.617  344.048
(0.0000) (0.0001) (0.0002) (0.0002) (0.0007) (0.0003) (0.0001) (0.0343) (0.0368) (0.0420) (0.0566) (0.01946)
3| 7.01682 23.8397 38.1708 43.5337 84.8496 99.6614 122.806 179.145 207.696 233.935 307.850  344.167
(0.0000) (0.0000) (0.0000) (0.0000) (0.0002) (0.0002) (0.0002) (0.0038) (0.0049) (0.0057) (0.0191)  (0.0150)
41 7.01682 23.8397 38.1708 43.5337 84.8498 99.6617 122.8069 179.1412 207.6898 233.9273 307.8064 344.127
(0.0000) (0.0000) (0.0000) (0.0000) (0.0000) (0.0000) (0.0000) (0.0014)  (0.0018)  (0.0021) (0.0048)  (0.0034)
51 7.01682 23.8397 38.1708 43.5337 84.8498 99.6617 122.806 179.138 207.686 233.922 307.791  344.115
v 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24
1] 386.702 557.795 734.320 791.503 874.965 1327.557
(0.4771)  (5.9836) (26.946) (19.216) (18.076) (64.174)
2 { 388.630 473.482 529.974 583.668 669.413 743.468 805.468 862.772 976.374 1042.396 1156.587 1228.198
(0.0192) (0.7321) (0.6975) (0.9022) (0.8267) (0.3310) (0.3903) (3.6629) (1.9997) (3.3757) (2.3663) (3.3348)
3| 388.605 469.594 525.740 577.553 662.103 739.550 807.365 901.922 1001.760 1091.494 1173.030 1284.938
(0.0126) (0.0948) (0.1069) (0.1550) (0.2742) (0.1976) (0.1557) (0.7085)  (0.5483) (1.1753) (1.4233) (1.1308)
4 | 388.566 469.811 526.008 577.969 663.319 740.524 808.2545 900.4556 1001.5998 1090.339 1163.594 1279.861
(0.0026) (0.0487) (0.0558) (0.0829) (0.0911) (0.0662) (0.0458) (0.5447) (0.5322) (1.0683) (0.6074) (0.7312)
b | 388.556 470.0407 526.303 578.449 663.923 741.015 808.625 895.577  996.297 1078.814 1156.568 1270.570

Tabelle 4.3: Eigenfrequenzen des beidseitig gelagerten Rahmens (3 Substrukturen, 4 Koppelelemente) unter Verwendung von v Line-

arfaktoren
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Diskussion der Rechenergebnisse

Anhand eines Biegebalkens und eines Rahmens wird die Tauglichkeit des vorgestellten Kon-
densationsverfahrens zur Berechnung der Eigenwerte und -vektoren der Strukturen nachge-
wiesen. Die Berechnung der Eigenwerte und -vektoren erfolgt dabei durch Lésung der Eigen-
wertaufgabe A (A\)x = 0 der jeweiligen Gesamtstruktur. Die Matrix A(A) wir dabei analytisch
durch die Kopplung einzelner Substrukturen mittels Koppelelementen ermittelt. Die mit Hil-
fe weniger Substruktur-Eigenformen berechneten Eigenfrequenzen der Gesamtstruktur wei-
sen in einem bestimmten Frequenzbereich eine hohe Genauigkeit auf. Ein deutlicher Anstieg
des Frequenzfehlers bei einer unvollstindigen Beriicksichtigung der Substruktur-Eigenformen
148t sich oberhalb der halben maximal beriicksichtigten Substruktur-Eigenfrequenz feststel-
len. Der Fehler bleibt fiir Eigenfrequenzen des Gesamtsystems unterhalb dieser Grenzfre-
quenz unter 2%.

Die bei der Eigenwertanalyse erzielte Genauigkeit ist mit der bei den Verfahren von PE-
TERSMANN (2.51) oder LEUNG (2.60) (vgl. Kapitel 2.3.2) vergleichbar. Auch hier werden
zur Approximation der Struktureigenschaften die Eigenformen der Slave-Struktur verwendet.
Fiir die Eigenfrequenzen der Gesamtstruktur bleibt dabei erfahrungsgeméifl der Frequenzfeh-
ler bis zu der oben erwahnten Grenzfrequenz ebenfalls unter 2% ([24]). Zusétzlich zu den
Eigenformen der Slave-Struktur einer Substruktur werden bei dem hier vorgestellten Verfah-
ren die Eigenformen der freien Substruktur als Ansatzvektoren fiir die Ndherung verwendet.
Aufgrund der Lage der Master-Freiheitsgrade (hier die Koppelknoten der Substrukturen),
liegen die Eigenfreuenzen der Slave-Struktur und der freien Struktur dicht zusammen (vgl.
Tabelle 4.1). Aus diesem Grund lieferten Vergleichsrechnungen mit dem hier dargestellten
Verfahren und dem nach PETERSMANN (2.51) sehr dhnliche Ergebnisse. Ein unmittelba-
rer Vergleich der beiden Verfahren ist jedoch nicht sinnvoll, da das Kondensationsverfahren
nach PETERSMANN ausschliefllich zur Eigenwertanalyse eingesetzt wird. Die hier gezeigte
Methode fiihrt jedoch auf ein allgemein verwendbares Gleichungssystem, das heifit das kon-
densierte Gleichungssystem kann aufgrund der Darstellung mittels Polynommatrizen sowohl
zur Eigenwertanalyse als auch zur Zeitsimulation und zur Systemregelung verwendet werden.
Dadurch, dafl die Eigenwerte und -vektoren der freien Substruktur ermittelt werden miissen,
entsteht gegeniiber dem Verfahren von PETERSMANN ein zusitzlicher Rechenaufwand. Die-
ser Mehraufwand 148t sich jedoch durch die Verwendung der Substrukturtechnik und durch
die allgemeinere Darstellungsform eines kondensierten Gleichungssystems rechtfertigen.



Kapitel 5
Zusammenfassung

Das Verfahren der Kondensation (Verdichtung) wird zur Freiheitsgradreduktion von linea-
ren Differentialgleichungssystemen eingesetzt. Die Gleichungssysteme konnen z.B. bei der
Beschreibung des Schwingungsverhaltens einer mechanischen Struktur mit Hilfe der Metho-
de der finiten Elemente. Im Rahmen der Substrukturtechnik wird das Schwingungssystem
in Teilstrukturen aufgeteilt. Die Kondensation erfolgt dann an den Teilstrukturen. Das di-
mensionsreduzierte Gleichungssystem wird dabei im Frequenzbereich mit Hilfe von Poly-
nommatrizen und im Zeitbereich mit Hilfe linearer Differentialgleichungen aunsgedriickt. Die
Polynommatrizen werden mit den Eigenwerten und -formen der Substrukturen approximiert.

Es sind zunéchst aus der Literatur bekannte Kondensationsverfahren vorgestellt worden.
Bei dem Verfahren der dynamischen Kondensation erfolgt die Dimensionsverringerung des
Gleichungssystems einer Substruktur durch eine frequenzabhéngige Transformation. Findet
hierbei kein Informationsverlust statt, ist die kondensierte Formulierung gegeniiber der Aus-
gangsformulierung unverdndert genau. Es entsteht jedoch ein Gleichungssystem mit einer
zu invertierenden frequenzabhingigen Matrix. Die Darstellung des reduzierten Gleichungs-
systems verbleibt daher im Frequenzbereich, eine analytische Kopplung der Teilstrukturen
und damit eine parametrische Darstellung der Gesamtstruktur finden nicht statt. Zur Bestim-
mung der Eigenwerte und -vektoren der Gesamtstruktur ist ein nichtlineares Eigenwertpro-
blem iterativ zu 16sen. Da die iterative Losung mit der exakten dynamischen Kondensation
einen hohen Rechen- und Speicheraufwand erfordert, wurden zahlreiche Naherungsverfah-
ren entwickelt. Durch die Vernachldssigung von Triagheitskraften bei der Kondensation (z.B.
statische Kondensation) lassen sich lineare oder kubische Eigenwertaufgaben erzeugen. Der
dabei entstehende Fehler fiir die Eigenwerte schrinkt jedoch den Giiltigkeitsbereich der kon-
densierten Formulierung stark ein. Durch die Beschreibung eines kondensierten Gleichungs-
systems mit Hilfe der Eigenformen der Substruktur ist eine Aufwandsverringerung moglich.
Wird lediglich ein Teil der Substruktur-Eigenformen beriicksichtigt, ergeben sich in einem
bestimmten Frequenzbereich Naherungen hoher Genauigkeit. Der Eigenfrequenzfehler fiir
die Gesamtstruktur liegt in diesem Frequenzbereich unter 2%.

Ziel dieser Arbeit ist eine Darstellung des kondensierten Gleichungssystems mit Hilfe von
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Polynommatrizen sowie eine frequenzbewertete Ndherung der Formulierung. Die Eigenwert-
aufgabe fiir Polynommatrizen, Verfahren zur Losung der Eigenwertaufgabe sowie die Lineari-
sierung der Matrizen werden aufgezeigt. Uber die Darstellung einer Polynommatrix héheren
Polynomrades als das Produkt linearer Polynommatrizen ist eine Spektralzerlegung der Ma-
trix moglich. Die linearen Polynommatrizen, sogenannte Linearfaktoren, lassen sich dabei
aus den Eigenwerten und -vektoren der nichtlinearen Polynommatrix rekursiv berechnen. Es
wird gezeigt wie durch Vernachlédssigen von einzelnen Linearfaktoren eine Polynommatrix
approximiert werden kann. Auf diese Weise erhilt man eine Ndherung der Polynommatrix
fiir einen interessierenden Bereich des Eigenwertspektrums. Zur vollstindigen Bestimmung
der gendherten Polynommatrix ist noch eine Normierung der Linearfaktoren notwendig. Es
werden Moglichkeiten zur Bestimmung von Normierungsmatrizen fiir den Fall aufgezeigt,
daf} die Polynommatrix statisch (d.h. bei A = 0) genau sein soll.

Es wird die Darstellung des kondensierten Gleichungssystems mit Hilfe von zwei Polynomma-
trizen realisiert. Es wird jeweils eine Polynommatrix fiir die Darstellung der Ausgangsgrofien
(Verschiebungen) und Eingangsgrofien (Kréfte) einer Struktur bendtigt. Die Systemdarstel-
lung erfolgt dabei mit einer minimalen Anzahl von Zustandsvariablen, d.h. die Formulierung
ist im Zustandsraum von minimaler Ordnung. Die Polynommatrizen werden aus den Ei-
genwerten und -formen einer Substruktur ermittelt. Diese modalen Parameter werden dabei
zunichst blockweise zu reguldren linearen Polynommatrizen, den Linearfaktoren, ergénzt.
Die Multiplikation der einzelnen Linearfaktoren ergibt dann die Polynommatrix mit dem
gesamten Eigenwertspektrum. Es werden dazu die Eigenwerte der Substruktur benotigt.
Desweiteren miissen die Eigenwerte der sogenannten Slave-Struktur ermittelt werden. Die
Slave-Struktur ist die an den im kondensierten Gleichungssystem verbleibenden Freiheitsgra-
den gefesselte Substruktur. Die zu den Eigenwerten passenden Eigenformen werden jeweils
mit den zur kondensierten Systembeschreibung verwendeten Freiheitsgraden, den sogenann-
ten Master-Freiheitsgraden, zusammengesetzt. Die Eigenformen bestehen zum einen aus den
Verschiebungen der Substruktur an diesen Master-Koordinaten (Polynommatrix der Aus-
gangsgrofien) und zum anderen aus den bei einer Behinderung der Verschiebungen an den
Master-Koordinaten auftretenden Lagerkriften (Polynommatrix der Eingangsgrofien). Zur
Normierung der Polynommatrizen miissen noch die Steifigkeitsmatrix sowie bei Struktu-
ren mit StarrkOperformen die Massenmatrix aus der statischen (GUYAN-)Kondensation des
Gleichungssystems bekannt sein.

Da oftmals nur ein Teil des Frequenzbereichs des Gesamtsystems fiir die Systemanalyse von
Interesse ist, 148t sich eine Aufwandsverringerung bei der hier gezeigten Kondensation durch
das Beriicksrichtigen nur weniger Eigenwerte und -formen der Substrukturen erreichen.

Die analytische Kopplung einzelner Substrukturen wird mit Hilfe von {unkondensierten) fini-
ten Elementen realisiert. Mit diesen Koppelelementen lassen sich ebenfalls Randbedingungen
erfiillen.

Anhand einfacher Beispiele (einseitig fest eingespannter Balken und beidseitig fest einge-
spannter Rahmen) wird die Tauglichkeit der dargestellten Kondensationsvorschrift zur Be-
schreibung linearer dynamischer Systeme aufgezeigt. Es konnte dabei festgestellt werden, dafl
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eine a priori Beurteilung des Giiltigkeitsbereichs einer approximierten Systemdarstellung mit
Hilfe der im Naherungsansatz beriicksichtigten Eigenfrequenzen und -formen mdglich ist.
Als ein Grenzwert fiir die Giiltigkeit der Néherung erwies sich die halbe hochste im An-
satz beriicksichtigte Eigenfrequenz einer Substruktur. Bis zu dieser Eigenfrequenz ergaben
sich Frequenzfehler unter 2%. Oberhalb dieser Grenze lief3 sich ein deutliches Ansteigen des
Fehlers erkennen.

Das in dieser Arbeit vorgestellte Verfahren stellt eine neue Herangehensweise bei der Kon-
densation linearer schwingungsfihiger Systeme dar. Fiir die Berechnung der auf wenige
Freiheitsgrade kondensierten Gleichungen miissen die Eigenwerte und die entsprechenden
Eigenvektoren der Substrukturen bekannt sein, sowie eine geeignete Normierungsmatrix er-
mittelt werden. Durch das Weglassen von Eigenformen ergeben sich Niherungslosungen mit
einer hohen Genauigkeit. Im Gegensatz zu modalen Reduktionsverfahren (2.B. GRAIG UND
BaMpTON (2.62)) findet die Systemdarstellung jedoch ausschliefilich in physikalischen Ko-
ordinaten statt. Damit wird eine anschauliche Darstellung des kondensierten Gleichungssy-
stems erreicht.

Bei Verwendung iterativer Verfahren zur Eigenwertlosung (z.B. Rayleigh-Quotienten-Iteration
(3.86)) bleibt die aufgrund der Kondensation verringerte Matrizendimension erhalten. Der
fiir die Rechnung bendtigte Arbeitsspeicherbedarf ist dann entsprechend stark reduziert.
Durch die Formulierung mittels Polynommatrizen ist das kondensierte Gleichungssystem
analytisch einfach handhabbar. Damit unterscheidet sich das hier dargestellte Verfahren we-
sentlich von den herkdémmlichen Kondensationsverfahren hoher Genauigkeit (z.B. PETERS-
MANN (2.51) oder LEUNG (2.60)). Die Darstellung des kondensierten Gleichungssystems
mittels zweier Polynommatrizen entspricht einer Zustandsraumrealisierung mit einer mi-
nimalen Anzahl an Zustandsvariablen. Durch die Formulierung des dimensionsreduzierten
Gleichungssytems mittels Polynommatrizen 188t sich dieses in einfacher Weise in den Zeit-
bereich transformieren. Die kondensierten Gleichungen sind damit zahlreichen numerischen
Verfahren zugénglich.

Ausblick

Die Polynommatrizen des kondensierten Gleichungssystems werden aus den modalen Pa-
rametern einer Substruktur berechnet. Die Ermittlung der Parameter erfolgt im Rahmen
der Arbeit rechnerisch. Die zum Aufbau der Polynommatrizen benotigten Eigenwerte und
-vektoren lassen sich jedoch ebenfalls experimentell bestimmen. Damit kann die vorliegen-
de Arbeit als eine Grundlage sowohl zur Analyse als auch zur Identifikation dynamischer
Systeme (Modalsynthese) dienen.



Anhang A

Erginzungen zum Kapitel
Polynommatrizen

A.1 Berechnung einer regulidren Polynommatrix

Es wird eine Polynommatrix F()\) = Y7, A;\* mit singuldrer Leitmatrix A, in eine regulére
Matrix F(A) transformiert, wobei vorausgesetzt wird, dal die Polynommatrix F(A) nicht
singulir ist (d.h. keine Eigenwerte bei Null besitzt).

Die Matrix F(A) wird dazu mit einer Matrix, deren Eigenwerte alle gleich Null sind, multi-
pliziert.

Beispiel: Die Matrix

10 10 00
A) = 2 Al
F=(o3) (o 1) (5 1) =
mit einer singuldren Leitmatrix A, wird von rechts mit der singuldren Matrix
00 01
G(/\)—(lo)+(00)/\ {A.2)
multipliziert, es ergibt sich die reguldre Polynommatrix
- 00 01 01
A = = 2 A3
F(A) = FA\)G()) (10)+(10)A+(10)/\ (A.3)

mit einem zus#tzlichen Eigenwert bei Null ([103]).
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A.2 Inverse einer Polynommatrix

Die Losung der Zustandsraumdifferentialgleichung (C.1) erfolgt im Frequenzbereich durch
das Aufstellen der Ubertragungsmatrix ().

x = HMf . (A.4)

Eine Realisierung der Systembeschreibung im Zustandsraum ergibt die gebrochenrationale
Polynommatrix

H()\) =CT(A-1I)\"'B. (A.5)

In der Strukturdynamik wird die Matrix H{A) auch als dynamische Nachgiebigkeit be-
zeichnet und entspricht der Inversen der dynamischen Steifigkeit D()). Die Polstellen der
charakteristischen Determinante p(A) = det[H(X)] entsprechen den Eigenfrequenzen der
Struktur.

Die Ubertragungsmatrix H()) wird z.B. bei der Systemidentifikation als Ansatz fiir ei-
ne Black-Box-Identifikation linearer Mehrgroflensysteme im Frequenzbereich verwendet. Sie
spielt ebenfalls eine entscheidende Rolle bei der Steuerung und Regelung dynamischer Sy-
steme.

Die wesentliche Aufgabe bei der Berechnung von H(A) aus einer Systemdarstellung

F(\)x = f (A.6)

mit einer nichtlinearen Polynommatrix F(A) besteht in der Ermittlung der Inversen von
F()).

Die Berechnung von F~1()) erfolgt zunichst fiir eine lineare Matrix F()) = A — BJ, an-
schlieflend wird hieraus der allgemeine Fall abgeleitet.

Da die analytische Inversion von Polynommatrizen einen hohen Rechenaufwand beansprucht,
wird eine Moglichkeit zur Aufwandsverringerung angegeben.

A.2.1 Berechnung der Inversen mittels Linearisierung

Eine einfache und reguldre Matrix F(A) = A — B\ mit Eigenwerten \; kann bei Normierung
der Rechts- und Linkseigenvektoren X bzw. Y nach

Y'BX =1; YTAX =A
wie folgt dargestellt werden (vgl. Kapitel 3.3.3):

YTA-BO)X=A-1\. (A7)
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Die n Eigenwerte von F()) sind in der Matrix A diagonal angeordnet. Zur Berechnung der
Inversen der Matrix ist dann die Inversion einer Diagonalmatrix notwendig.

X HA-BA)'Y T=A-a0"". (A.8)

Die Multiplikation des Ausdrucks (A.8) von links mit X und von rechts mit Y7 ergibt die
inverse Matrix F~1(\).

F!A=(A-BN!1=XA-A)'YT, (A.9)

Wie in Kapitel 3.3 gezeigt, 148t sich die Polynommatrix F(A) = 7, A;\" auf die lineare
Form A — B expandieren, es besteht die Moglichkeit auf diese Weise Matrizen von Polynom-
graden p > 1 zu invertieren. Dabei kann aus der Inversen der linearisierten Matrix direkt
die inverse Matrix F(\)™! angegeben werden. Eine ausfiihrliche Herleitung der folgenden
Formeln wird z.B. von LANCASTER [59] aufgezeigt und wird hier nicht durchgefiihrt. Nach
der Linearisierung besitzen die expandierten (mp x mp)- Modalmatrizen R und L die Form

XAt YA
XAr? YAP?
XA YA
X Y
mit den (m X mp)-Matrizen der Rechts- und Linkseigenvektoren
X: (Xla XQ, ---7xmp) ] Y:(yl} y21 Lty y'fnp) (All)

und der Spektralmatrix der mp Eigenwerte A.

Vorausgesetzt F(\) ist eine einfache und regulire Polynommatrix, kénnen die Matrizen R
und L wie folgt definiert werden:

LTAR = A; L'TBR=1. (A.12)

Die Inverse von F()) errechnet sich unmittelbar aus der Inversen der linearisierten Matrix
zu

FIAN=XA-M)'YT, (A.13)

Partialbruchzerlegung der inversen Matrix

Durch die Summenform

mp )
FO)=XA-A)T YT =3 ——— Ij‘/\‘ ,

i=1

(A.14)
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mit den Eigenwerten A; und den Eigendyaden D; 148t sich eine Spektralzerlegung der inversen
Polynommatrix in Form einer Partialbruchzerlegung angeben.

Die Dyaden D, haben die Dimension mp x mp, den Rang Eins und sind wie folgt definiert:

D; = x;y]; 1=1,2,...,mp. (A.15)

Aufwandsverringerung bei der Inversion

Der Aufwand zur Erzeugung einer inversen Matrix F~!(\) 148t sich verringern, wenn lediglich
p < mp Summenterme der Partialbruchzerlegung {A.14) beriicksichtigt werden.

FO) =Y - ‘AA (A.16)

=1

Beschreibt F~!()) das Ubertragungsverhalten eines dynamischen Systems, wird das System-
verhalten, entsprechend den beriicksichtigten Eigendyaden, in einem bestimmten Frequenz-
bereich approximiert. Soll z.B. bei einem Schwingungssystem nur der untere Frequenzbereich
betrachtet werden, lassen sich durch das Vernachlissigen der Summenterme fiir hohe Eigen-
werte A; Ndherungen mit oftmals ausreichender Genauigkeit angeben.

Beispiel: Inversion einer kondensierten Polynommatrix

Bei der Darstellung eines, mittels der exakten dynamischen Kondensation, reduzierten Glei-
chungssystems entsteht eine Darstellung
F(A
o
ds(A)
mit einer gebrochenrationalen Polynommatrix F(A) (vgl. Kapitel 4.1.1). Diese Matrix hat
im folgenden die Dimension 4 x 4, das Eigenwertspektrum besteht aus sechs Struktur-

=f (A.17)

Eigenwerten A; und zwei Slave-Eigenwerten A ; der Vielfacheit v; = 3.
Die Frequenzgangmatrix lautet

H(\) = dNF')) =d, )X (A-IN)'YT (A.18)
d; \ 7

= d,(\)X YT (A19)
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mit den Linearfaktoren der Struktur-Eigenwerte
di =X — X i=1,2,...,6 (A.20)
und den Faktoren der dreifachen Slave-Eigenwerte
dsg = Asj = Aj i=12. (A.21)
Werden in der Matrix G(A) alle Terme, die den Parameter A beinhalten, zusammengefafit,
ergibt sich mit der ausformulierten Matrix (A — IX)7! in {A.18) die Matrix
G()) = d,NA-1N"

dy. . .dsd3(\) 0

o dy() dy ... dsd3(N)
d(\) d(A)ds 1d5

Lo ANE, 2, )

[ da...dad() 0\
1 dy ... dsdy(N)
—dN d(A)ds.2

0 d(\)d;

(A.22)

d(A) ist das charakteristische Polynom des Systems mit den einfachen Eigenwerten der Struk-
tur als Nullstellen. Die Diagonalmatrix G(A) hat einen minimalen Polynomgrad und man
erhilt die Frequenzgangmatrix H(A) als echt gebrochenrationale Matrix

H(\) = XGN YT, (A.23)
Anmerkung zur Inversion einer kondensierten Polynommatrix:

Das oben gezeigte Vorgehen ist nur dann sinnvoll, wenn die kondensierten Gleichungen ei-
ner mit der FEM berechneten Struktur mit Hilfe von Naherungsansitzen ermittelt wurden.
Liegen die exakten Ausgangsgleichungen in der partitionierten Form

Dmm(A) Dps(A) Xm Xon T T frm
= A-IN{X,, X;|= A24
( Dym(A)  Diss(A) Xs X ( )( m 5) 0 (A.24)
vor, 148t sich fir die dynamische Steifigkeit in den Master-Koordinaten unmittelbar der
Ausdruck
HO)) =Dl () =X, (A- 2 XT (A.25)

angeben.
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A.2.2 Berechnung der inversen Polynommatrix durch Faktorisie-
rung

Die Berechnung der Inversen einer in ihre Linearfaktoren zerlegten Polynommatrix F())
erfolgt durch Inversion der einzelnen Faktoren. Das Vorgehen wird am Beispiel der gebro-
chenrationalen Formulierung einer aus der dynamischen Kondensation entstandenen Poly-
nommatrix dargestellt (vgl. 4.1.1).

Das in der Dimension reduzierte kondensierte Gleichungssystem mit der faktorisierten Matrix
F()) lautet

F()\) ALK (I = A)XT L XG(I - Ag) XX (IX - AXTH

= Ao )Oh = Noz) o h— Depd) x=f. (A.26)

Wird der Ausdruck von links mit den Inversen der Linearfaktoren multpliziert, ergibt sich
die Frequenzgangdarstellung

x = F\)'d,(N)f (A.27)
= X(IA ~ A)TIXT X (I — A) XS L X I - A TIX A
A=A ) (A= Ag2) oo (A= A5 p)E. (A.28)

Fiir Dimensionen m > 2 ist die Ordnung des Frequenzgangs nicht minimal, d.h. die rechte
Seite des Gleichungssystems (A.28) ist nicht teilerfremd. Das Spektrum der Matrix F(})
148t sich in Linearfaktoren so anordnen, dafl Faktoren aus Nenner und Zahler der rechten
Seite in (A.28) gegeneinander gekiirzt werden kénnen. Dazu wird ein Slave-Eigenwert A, ;
der Vielfachheit m — 1 in einem Block abgespalten.

Die ersten p — 1 Spektralmatrizen A;' enthalten einen mehrfachen Eigenwert des Slave-
Systems und werden jeweils um einen Struktur-Eigenwert A; ergénzt.

Al = diag [A\]}

8,77

Adao A A (A.29)

8,7 8,3

Die ersten p— 1 Linearfaktoren im Zéhler und Nenner von (A.28) lassen sich zu Ausdriicken
der Form

A=A,
X e 1
E.(A) =T-A)RA =X = . A=Dej - 1
ey
A=A A-ds )
peow ey

(A.30)

zusammnienfassen.
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Werden die Diagonalelemente in (A.30) mit einem gemeinsamen Nenner aufgeschrieben,
erhilt man p — 1 Briiche

A=A

E,()) = (A.31)

X =,

Die restlichen m Struktur-Eigenwerte A; lassen sich in einer weiteren Spektralmatrix A,
zusammenfassen und ergeben nach der Inversion den Ausdruck

B em(A)
B = R0 =) O Apem) (A52)

mit

a(d) = (A= dpr1) A= Aps2) oo (A= Aprmos) (A.33)
e2(A) = (A=2)A=Ap2) o (A= Appmet)

em(/\) = (/\ - )‘p)()\ - )‘p+1) T (/\ - /\p+m—2) :

Wird die rechte Seite in (A.28) mit Hilfe der Matrizen E,()\) ausgedriickt, ergibt sich die
echt gebrochenrationale Matrix
G(})

x =HQX)f =Wf = XE{()XTXE(NX;! . XE (XA, (A34)

Das Spektrum der Matrix G{)) enthélt die Struktur-Eigenwerte der Vielfachheit m — 1 und
die einfachen Slave-Eigenwerte. Das Nennerpolynom d()) ist das charakteristische Polynom
der Struktur mit den einfachen Struktur-Eigenwerten als Nullstellen.

Handelt es sich bei der dargestellten Struktur um ein System mit zwei oder mehr Eigenwerten
bei Null, werden die ersten Koeffizientenmatrizen {(Gg, Gy, ...) der Polynommatrix G(A)
vollstdndig zu Null. Da diese Zahlernullstellen sich mit den Nullstellen des Nennerpolynoms
d(A) kiirzen lassen, verringert sich der Polynomgrad von G{A) und d(A) entsprechend; die
Eigenwerte der Struktur sind immer einfache Nullstellen in d{}).

Es ist anzumerken, dafi ein kondensiertes System

A(N)x = BOf (A.35)
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bereits eine minimale Zustandsrealisierung darstellt, die Matrizen A(A) und B(A) sind von
minimalem Grad (vgl. Kapitel 4.2). Die Inverse der Polynommatrix A(A) 148t sich durch
die Inversion ihrer Linearfaktoren berechnen, und es ergibt sich unmittelbar die teilerfremde
Frequenzgangmatrix

H(A) = A(A)B()). (A.36)

Durch die faktorisierte Darstellung einer Polynommatrix F(\) ist eine Inversion der Matrix
ohne den Umweg {iber eine Linearisierung méglich. Die Berechnung der Inversen findet aus-
schliefllich mit Matrizen der Dimension m statt, eine aufwendige Normierung von, aufgrund
einer Linearisierung, groBdimensionierten Modalmatrizen entfallt.

A.3 Bestimmung von Koeflizientenmatrizen einer re-
duzierten Polynommatrix mit Hilfe von Linear-
faktoren und der Ausgangsmatrix

Sind ein Teil der Eigenwerte und -vektoren sowie die Koeflizientenmatrizen einer Polynom-
matrix F()) bekannt, lassen sich hieraus unmittelbar die Koeflizientenmatrizen einer um
diese modalen Parameter reduzierten Matrix F#*1(\) berechnen.

Die Matrix F()) lautet

F(A)=Ag+A A+ ... + AN, (A.37)

Werden y Linearfaktoren der Matrix F(A) abgespalten, ergibt sich eine teilweise faktorisierte
Matrix

F(A) = FFO)X.D, WX XD (W)X XDy ()X ! (A.38)
= (A7 AT L FASVTE B+ Bid + .. + B (A39)

Die Koeffizientenmatrizen der Matrix F#*1()) lassen sich mit Hilfe der aus F()) abgespal-
tenen Linearfaktoren und den Koeffizientenmatrizen von F(A) berechnen.

Aus den Gleichungen (A.37) und (A.39) ergeben sich durch Koeffizientenvergleich die Bezie-
hungen

AYTIB, = A, (A.40)
A¥MBy+ ASTIB, = A, (A.41)
AT'Bo+ AYTIB + AFTB, = A, (A.42)
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Die Koeffizientenmatrizen der Matrix F#*!1()) lassen sich dann wie folgt angeben:

At = Ag(By)! (A.43)
AT = (A - AFTB)(Bo) ! (A.44)

A = (A - A B, — AyBy)(By)™! (A.45)

A.4 Ergidnzungen zur numerischen Stabilitit bei der
sukzessiven Faktorisierung einer Polynommatrix

Der Einflul der Eliminationsfolge der Eigenwerte auf die Stabilitdt der sukzessiven Reduktion
einer Polynommatrix F(A) soll an den kondensierten Gleichungen eines freischwingenden
Biegebalkens iiberpriift werden.

Ein Biegebalken wird in zehn finite Elemente (22 Freiheitsgrade) unterteilt und auf die Rand-
koordinaten kondensiert. Der Balken hat die Kenngrofien £ = 1%, l=1m, A=1m? py =
11—';%. Es ergibt sich damit im Z&hler des kondensierten Gleichungssystems F(A)/d;(A)x = f
die Polynommatrix

F(A) =Ag+A M+ ...+ AN (A.46)

mit einen Polynomgrad p = 19 und der Dimension m = 4. Das Eigenwertproblem F(A\)x = 0
hat die Ordnung mp = 76, das Spektrum von F(}A) setzt sich aus 22 Struktureigenwerten
AL =2 < A3 < ... < Ay, sowie 18 dreifachen Slave-Eigenwerten A3, < A, < ... < Al
zusammen (vgl. Kapitel 4.1.2).

Die Beurteilung der Stabilitit einer sukzessiven Reduktion kann durch einen Vergleich der
Eigenwerte der Matrix F**!()\) mit denen der Originalmatrix F()) erfolgen. Nimmt die
Abweichung der Eigenwerte mit der Anzahl der Reduktionschritte zu und wird dabei eine
bestimmte Genauigkeit unterschritten, ist der Algorithmus instabil. Wurden die abzuspal-
tenden Eigenwerte aus der Matrix F()) berechnet, kann ein Vergleich der Singuldrwerte der
Matrizen F(A;) und F¥*1();) beim Eigenwert ); als ein geeignetes Kriterium zur Beurtei-
lung der Genauigkeit der Reduktion dienen. Im unteren Frequenzbereich liegen Struktur-
und Slave-Eigenwerte in F()) dicht beieinander. Je héher der Polynomgrad von F(A), d.h.
je grofler die Anzahl der Modell-Freiheitsgrade ist, desto naher riicken die Eigenwerte des
Slave-Systems und die der Struktur zusammen. Die Eigenwerte des Slave-Systems haben
in F(A) die Vielfachheit m — 1. Diese mehrfachen Nullstellen sind sehr sensitiv gegeniiber
geringen Verdnderungen in den Koeffizientenmatrizen der Polynommatrix ([109]). Riicken
nun die Struktur-Eigenwerte immer dichter an die mehrfachen Slave-Eigenwerte, erhoht dies
die Empfindlichkeit beider Nullstellen.

Im folgenden sind in Tabellenform verschiedene Reduktionsfolgen aufgefiihrt. Je Reduktions-
schritt wird das Spektrum mit den abzuspaltenden Eigenwerten A; sowie in Klammern der
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(m —v; + 1)-te Singuldrwert von F¥();) angegeben, wobei v; die Vielfachheit des Eigenwerts
darstellt. Die Singuldrwerte wurden jeweils auf den grofiten Singuldrwert normiert. Es ist
zu beachten, dal zur Reduktion jeweils die Eigenwerte der Originalmatrix F(A) verwendet
wurden. Verschiebt sich die Lage des aktuellen Eigenwerts A; in F¥(\) gegeniiber der in
F(A), so werden die v, kleinsten Singularwerte der Matrix F¥();) entsprechend grofler. Als
Abbruchkriterium dient der (m — v; + 1)-te Singuldrwert sv; der zu reduzierenden Matrix
F“();). Der Algorithmus wird bei Singuldrwerten sv; > 1.0 - 107 abgebrochen. In Tabelle
A.2 sind die Slave- und in Tabelle A.1 die Struktur-Eigenwerte von F(A) zusammengefafit.

] A sulF(A;)]
1,2 0.00 (8.1164E-12), 1.9326E-12

3 | 500.597 1.2595E-15
4 3805.42 4.2060E-16
5 | 14644.50 7.1000E-17
6 40135.89 8.1479E-17
7 90042.37 8.5293E-17
8 | 177108.18 1.2886E-18
9 | 317430.83 3.0109E-16
10 529547.60 2.5945E-16
11 | 817223.12 7.5009E-16
12 | 1441242.41 1.2082E-15
13 | 2086227.83 1.1043E-15
14 | 3042284.28 9.1646E-16
15 | 4395539.87 1.3539E-15
16 | 6295645.08 2.2768E-15
17 | 8946198.00 2.9777E-15
18 | 12574434.19 1.5701E-15
19 | 17268665.05 5.4922F-16
20 | 22407860.50 4.6343E-17
21 | 35786125.58 1.6556E-18
22 | 35919109.15 2.9443E-18

Tabelle A.1: Kleinste Singularwerte svy {sv3) der Matrix F(A;) bei den Struktur-Eigenwerten
Aj

Beim Vergleich der Reduktionsfolgen ist festzustellen, daf} es giinstiger ist, mehrfache Eigen-
werte gemeinsam in einem Schritt abzuspalten (siehe A1l und A3) und nicht die Reihenfolge
alleine von der Grofle des Betrags abhingig zu machen (A2). Dies ist damit zu erkldren,
daf§ die mehrfachen Eigenwerte am empfindlichsten auf Fehler in den Koeflizientenmatrizen
reagieren. Es hat sich weiterhin als giinstig erwiesen, mehrfache Eigenwerte vor einem be-
nachbarten einfachen Eigenwert zu faktorisieren, wie dies in der Reduktionsfolge A3 geschah.
Weitere mogliche Reduktionsfolgen ergaben schlechtere Ergebnisse und werden darum hier
nicht aufgefiihrt.
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As,j

SU[F()‘S,]')]

WO 00 1 O O b W N

— e e
Tk W~ O

16
17
18

000.598
3805.52
14646.49
40154.97
90158.29
177626.04
319274.82
534936.84
827801.92
1473746.54
2169431.32
3214033.61
4722658.81
6876868.20
9898247.40
13948271.58
18805691.18
23282337.75

3.8308E-14, 9.5849E-16, 1.1862E-16
2.1046E-14, 1.6107E-16, 1.8930E-17
2.8882E-14, 3.4707E-16, 1.3278E-16
8.2638E-15, 2.7578E-16, 4.4708E-17
1.5721E-14, 2.1150E-16, 6.7975E-17
4.3045E-14, 2.6449E-16, 1.3962E-16
1.8995E-13, 2.3627E-16, 4.2994E-17
4.3200E-13, 9.5010E-16, 1.0414E-16
4.5883E-13, 1.1737E-15, 6.4896E-16
2.2911E-13, 2.1684E-15, 1.8682E-15
7.5865E-13, 3.2388E-15, 2.2121E-15
6.8947E-12, 2.6023E-15, 1.6420E-15
9.6623E-12, 5.9850E-15, 9.6048E-16
9.9065E-12, 9.1773E-15, 8.4481E-16
1.0198E-11, 8.3766E-15, 8.0153E-16
6.7369E-12, 7.2497E-15, 7.7039E-16
5.9650E-12, 4.8729E-15, 2.0940E-15
1.0052E-12, 1.0214E-14, 2.4418E-15

Tabelle A.2: Kleinste Singularwerte svs, svs, svs der Matrix F(),;) bei den Slave-

Eigenwerten A, ;

Red.- Spektrum A, Nullstellen F¥(A)
schritt v | (j-ter Singulirwert) (su[F*(\)))

1 AL, Az, Ag, Ag 0.0 0.0 500.597 3805.42
(svs, svs, SU4, 8v4) | (8.1164E-12) | (1.9326E-12) | (1.2595E-15) | (4.2060E-16)

2 A5, As 1y As,1s As 1 14644.50 500.598 500.598 500.598
(Sv4, SU2, SV, SU3) | (7.6992E-17) | (2.4125E-09) | (2.4125E-09) | (2.4125E-09)

3 A5y As2, As,2s As,2 40135.8 3805.52 3805.52 3805.52
(504, SVg, SUz, 5Us) | (1.3810E-15) | (7.7403E-10) | (7.7403E-10) | (7.7403E-10)

4 A6y As 3y As 35 As 3 90042.3 14646.4 14646.4 14646.4
(svy, SV, SU2, SUp) | (1.2427E-15) | (7.3131E-11) | (7.3131E-11) | (7.3131E-11)

5 A7y Asds sy Ass 177108.1 40154.9 40154.9 40154.9
(804, SV, SU2, sv3) | (1.1962E-15) | (3.1318E-10) | (3.1318E-10) | (3.1318E-10)

6 Ag, X5 Aass Ao 317430.8 90158.2 90158.2 90158.2
(8v4, SU2, SUp, sU2) | (2.3465E-15) | (4.6742E-10) | (4.6742E-10) | (4.6742E-10)

7 Aoy Aoy Ass Ass | 520547.6 177626.0 177626.0 177626.0
(504, SU2, U, SV2) | (1.3629E-15) | (1.1064E-08) | (1.1064E-08) | (1.1064E-08)

Tabelle A.3: Reduktionsfolge Al
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Red.- Spektrum A, Nullstellen F¥(A)
schritt v | (j-ter Singuldrwert) (su[FZ.,(A)])

1 A1, A2y Azl As g 0.0 0.0 500.597 500.598
(svs, Sug, SU4, SV2) | (8.0062E-12) | (8.0062E-12) | (1.2595E-15) | (3.8308E-14)

2 As 1 As,1y Ay As 2 500.598 500.598 3805.4 3805.5
(503, 503, SUs, 5U2) | (1.3423B-14) | (1.3074E-13) | (4.4828E-10) | (4.4828E-10)

3 As,2y As,2, Asy Ag 3 3805.5 3805.5 14644.5 14646.4
(svs, Sus, Sv4, 5U2) | (4.0234E-15) | (3.1306E-11) | (1.9029E-10) | (1.9029E-10)

4 Aoss Ao Ay Ag g 14646.4 14646.4 40135.8 40154.9
(svs, SUs, 504, 502) | (5.8438E-12) | (4.7058E-10) | (9.7073E-08) | (9.7073E-08)

Tabelle A.4: Reduktionsfolge A2
Sukzessive Faktorisierung einer Polynommatrix mit den inversen Eigenwerten

Bei der Reduktion der Matrix F(¢) mit dem inversen Parameter ¢ = A~! (vgl. 3.138) ist zu
beachten, daB die Leitmatrix A singulir ist, wenn F()\) Eigenwerte bei Null besitzt (z.B. un-
gefesseltes System). Das bedeutet, es existieren fiir F(¢) Eigenwerte bei ¢; — oc. Es ist daher
notwendig, die Eigenwerte von F()\) bei Null aus dem Spektrum zu entfernen, um somit eine
reguldre Matrix A% zu erzeugen. Geschieht dies beispielsweise im ersten Reduktionsschritt,
ist die Leitmatrix A2 der reduzierten Matrix

FA(O) = A2 + ... + AN+ AjC! (A.47)
regulir und F2(¢) kann vollstindig faktorisiert werden.

F2(Q) = AZX,1 (AL — ADXGY L XG(AT! - ADX XA - ADXS . (A48)

Die Reduktion wird nun fiir die Matrix (A.46) durchgefiihrt. In den Tabellen A.6 und A.7
sind die Eigenwerte und die jeweiligen (m — v, 4+ 1)-ten Singuldrwerte bei den einzelnen
Reduktionsschritten fiir die verschiedenen Reduktionsfolgeh aufgefithrt. Die Folgen B1 und
B2 in den Tabellen A.6 und A.7 entsprechen fiir den Parameter { der Folge A3 fiir den Pa-
rameter A und haben sich fiir die numerische Behandlung als am besten geeignet erwiesen.
In der Reduktionsfolge B1 werden die Nullstellen bei A = 0 im ersten Reduktionsschritt
abgespalten, in der Folge B2 erfolgt dies im letzten Zerlegungsschritt. Die berechneten Sin-
guldrwerte in den Tabellen A.6 und A.7 zeigen, dafi die Zerlegung nun wesentlich stabiler
ist. Es ist zu beobachten, daf§ die Singuldrwerte fiir die mehrfachen Nullstellen nach eini-
gen Reduktionsschritten zwar groffler werden, dann jedoch nicht weiter anwachsen. Entfernt
man die niedrigsten Struktur-Eigenwerte bereits im ersten Reduktionsschritt (Reduktions-
folge B1), so zeigt sich, daBl dies Einfluf} auf die Genauigkeit der betragshohen Eigenwerte
¢; von F(¢) bzw. auf die betragsniedrigen Eigenwerte A; von F¥(A) hat. Die mehrfachen
Slave-Eigenwerte in der Ndhe der abgespaltenen Struktur-Eigenwerte sind nicht mehr ge-
nau; die (m — v; + 1)-ten Singuldrwerte fiir diese Eigenwerte werden gegeniiber den vor-
hergehenden Reduktionsschritten wieder grofier (Reduktionsschritte 18 und 19). Geschieht
die Abspaltung der Nullstellen A\; = A, = 0 erst im letzten Reduktionsschritt (Reduktions-
folge B2), so werden ab irgendeinem Reduktionsschritt (hier Schritt 8) die Singuldrwerte
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einer Polynommatrix 141
Red.- Spektrum A, Nullstellen F¥(\)
schritt v | (j-ter Singuldrwert) (sv[FY(A)])
1 AL As 1s A1y As ) 0.0 500.598 500.598 500.598
(5Us, S02, 5U2, SUn) | (8.1164E-12) | (3.8308E-14) | (3.8308E-14) | (3.8308E-14)
2 A2, As 2, As 2y As 2 0.0 3805.5 3805.5 3805.5
(sv4, U2, SU, 5V3) | (2.3753E-13) | (1.2389E-13) | (1.2389E-13) | (1.2389E-13)
3 A3, As 35 As s Asd 500.597 14646.4 14646.4 14646.4
(sv4, 8U2, SV, 5v7) | (1.0822E-14) | (1.1256E-13) | (1.1256E-13) | (1.1256E-13)
4 Agy As gy As g Asa 3805.4 40154.9 40154.9 40154.9
(504, 02, SUa, s02) | (7.5164E-15) | (4.7333E-14) | (4.7333E-14) | (4.7333E-14)
3 A5y As,5: As5r As s 14644.5 90158.2 90158.2 90158.2
(suy, sV, SV, s13) | (1.3600E-15) | (1.2726E-13) | (1.2726E-13) | (1.2726E-13)
6 A6, As.6r Asss Mo 40135.8 177626.0 177626.0 177626.0
(5va, 5V, $U2, 505) | (1.6672E-15) | (1.0598E-13) | (1.0598E-13) | (1.0598E-13)
7 Ay Aot Asrs Aot 90042.3 177626.0 | 177626.0 | 177626.0
(svy4, SV, SU, SU5) | (4.6489E-16) | (1.6667E-13) | (1.6667E-13) | (1.6667E-13)
8 A6 Ao Ao Ao s 177108.1 534936.8 534936.8 534936.8
(sv4, SUy, SUq, 8U3) | (6.7085E-16) | (2.5641E-13) | (2.5641E-13) | (2.5641E-13)
9 Ao Aoy Aogs Aso | 317430.8 | 8278019 | 8278019 | 827801.9
(5v4, 02, SU2, $02) | (1.8068E-16) | (6.5400E-13) | (6.5400E-13) | (6.5400E-13)
10 A10y As,105 As,105 As,10 029547.6 1473746.5 1473746.5 1473746.5
(8v4, 02, 5V, 8v7) | (1.7129E-16) | (1.2517E-12) | (1.2517E-12) | (1.2517E-12)
11 A1, As 115 As 115 As 11 817223.1 12169431.3 2169431.3 2169431.3
(sv4, SU9, SV, 5v2) | (3.7584E-17) | (1.5558E-11) | (1.5558E-11) | (1.5558E-11)
12 A12, As12, As 12, As 12 1441242.4 3214033.6 3214033.6 3214033.6
(5va, 503, STz, sv2) | (2.9419E-16) | (2.9318E-11) | (2.9318E-11) | (2.9318E-11)
13 A13, As 13, As,135 Ag,13 2086227.8 4722658.8 4722658.8 4722658.8
(svs, SUg, SU9, 5v2) | (4.2383E-16) | (7.0712E-12) | (7.0712E-12) | (7.0712E-12)
14 A4, As,145 As 14, As14 3042284.2 6876868.2 6876868.2 6876868.2
(U, Svg, SUz, SU2) | (5.3960E-16) | (4.2493E-11) | (4.2493E-11) | (4.2493E-11)
15 | Aus, Asass Asass dons | 4395530.8 | 9898247.4 | 90898247.4 | 9898247.4
(5Ug, 50, T2, sv5) | (5.3791E-16) | (2.0487E-11) | (2.0487E-11) | (2.0487E-11)
16 A16, As,165 As 16, As,16 6295645.0 13948271.5 13948271.5 13948271.5
(svs, 5Vg, 502, 5v5) | (1.5582E-16) | (1.9091E-11) | (1.9091E-11) | (1.9091E-11)
17 A18, As 185 As 18, As,18 8946198.0 18805691.1 18805691.1 18805691.1
(sv4, ST, SV, sU9) | (3.2574E-16) | (7.8993E-11) | (7.8993E-11) | (7.8993E-11)
18 A8y A5 18y X518y As18 | 12574434.1 23282337.7 23282337.7 23282337.7
(5U4, 502, 502, 505) | 1.6803E-16) | (6.2793E-11) | (6.2793E-11) | (6.2793E-11)
19 A19, A2, Aoty Agg 17268665.0 | 22407860.5 35786125.5 35919109.1

(804, SV4, 8Vg, SU4)

(1.5198E-16)

(4.8238E-17)

Tabelle A.5: Reduktionsfolge A3

(3.1260E-15)

(6.1379E-16)
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wieder kleiner. Die Lage der mehrfachen Slave-Eigenwerte A7y bleibt in der reduzierten Ma-
trix F*8(¢) unverdndert gegeniiber der Ausgangsmatrix F(}), da die Struktur-Eigenwerte
in der Nihe dieser Slave-Eigenwerte noch nicht abgespalten wurden. Die vier niedrigsten
Struktur-Eigenwerte A; bis A4 in der reduzierten Matrix F*()) bleiben ebenfalls exakt er-
halten (Reduktionsschritt 19) und kénnen somit im letzten Schritt aus F°()\) abgespalten
werden.

Zusammenfassung der Ergebnisse

Eine stabile Reduktion der Polynommatrix F() ist im wesentlichen abhingig von der Ver-
teilung der Eigenwerte im Spektrum und damit von der Reduktionsfolge. Die mehrfachen Ei-
genwerte der Slave-Struktur sind sehr empfindlich gegeniiber Stérungen, d.h. Fehlern in den
Koeffizientenmatrizen. Dies gilt insbesondere fiir die beragsniedrigen Nullstellen von F(A),
da dort die Slave- und Struktur-Eigenwerte besonders dicht zusammenliegen. Wird in der
Reduktionsfolge zuerst ein Struktur-Eigenwert, der in der Nahe eines Slave-Eigenwerts liegt
abgespalten, so wird die Lage des mehrfachen Slave-Eigenwerts dadurch beeinflut. Aus dem
mehrfachen Slave-Eigenwert werden m — 1 einzelne Eigenwerte oder es enstehen konjungiert
komplexe Eigenwerte. Aus diesem Grund sollte die Abspaltung mehrfacher Eigenwerte in ei-
nem Reduktionsschritt geschehen. Nahe zusammenliegende Struktur- und Slave-Eigenwerte
sollten ebenfalls in einer Spektralmatrix zusammengefafit werden. Ist dies nicht moglich, so ist
es giinstiger, erst den mehrfachen Slave-Eigenwert abzuspalten. Wird die gesamte Reduktion
mit den Matrizen F“()) durchgefiihrt, liefert die Reduktionsfolge A3 die besten Ergebnisse.
Die mehrfachen Eigenwerte entfernen sich im Beispiel (A.46) (Polynomgrad von p = 19 und
Dimension m = 4) jedoch mit jedem Reduktionschritt weiter von ihrer urspriinglichen Lage.
Die Reduktion ist somit eigentlich instabil, die geforderte Genauigkeit konnte jedoch ein-
gehalten werden. Eine stabile Reduktion konnte bei Polynommatrizen mit Polynomgraden
bis p = 13 (sieben finite Balkenelemente, Dimension m = 4) erreicht werden. Die Lage der
mehrfachen Eigenwerte blieb dann wahrend der gesamten Reduktion nahezu unverdndert.
Mit Hilfe der inversen Formulierung konnten die bei einer dynamischen Kondensation an-
fallenden Polynommatrizen bis zu einem Polynomgrad p = 64 (25 finite Balkenelemente,
Dimension m = 4) stabil faktorisiert werden.
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einer Polynommatrix 143
Red.- Spektrum A, Nullstellen F(A)
schritt v | (j-ter Singuldrwert) (sv[F();)))
1 A1, Ag, Az, Ay 0.0 0.0 500.597 3805.4
(svus, Svs, Sug, SU4) | (8.1164E-12) | (8.1164E-12) | (1.2595E-15) | (4.2060E-15)
Spektrum Aj! Nullstellen F*(¢)
(j-ter Singularwert) (sv[F* ()
2 Aj1ss Asiss Asise Azp | 23282337.771 | 23282337.771 | 23282337.77! | 35919109.1"!
(sv, U2, SUz, SU4) | (4.2921E-12) | (4.2921E-12) | (4.2921E-12) | (4.3124E-17)
3 17> Asirs Asi7s Az | 18805691.171 | 18805691.171 | 18805691.17" | 35786125.5
(svq, U9, SU9, SU4) | (2.2592E-11) | (2.2592E-11) | (2.2592E-11) | (7.7263E-18)
4 Aile> Asler Aaies Az | 13948271577 | 13948271.57 | 13948271.57" | 22407860.5~"
(svs, sug, 5vg,8v4) | (9.1137E-12) | (9.1137E-12) | (9.1137E-12) | (7.0324E-17)
5 15 Asis Asiss Alg | 9898247.471 | 9898247.471 | 9898247.47' | 17268665.07
(svq, SUg, SU3, 8V4) | (2.1286B-11) | (2.1286E-11) | (2.1286E-11) | (1.4906E-16)
6 slo Asin Asias Als | 6876868.271 | 6876868.271 | 6876868.271 | 12574434.17!
(sv2, SU2, 8V, sv4) | (2.0174E-11) | (2.0174E-11) | (2.0174E-11) | (1.0603E-16)
7 i3 Asis Asis ATy | 4722658.871 | 4722658.871 | 4722658.87! | 8946198.077
(svy, sV, SV, sv4) | (2.1359E-11) | (2.1359E-11) | (2.1359E-11) | (3.2617E-16)
8 As12, A1 Asiz Ale | 3214033.67' | 3214033.671 | 3214033.67' | 6295645.07!
(5vg, 8V, 89, SU4) | (5.2083E-11) | (5.2083E-11) | (5.2083E-11) | (1.9007E-16)
9 Asin Asin Asin Als | 2169431371 | 2169431.371 | 2169431.37! | 4395539.87
(svq, SVa, 819, sU4) | (1.0854E-11) | (1.0854E-11) | (1.0854E-11) | (3.6712E-17)
10 105 Aolos Asloy ATs | 1473746.571 | 1473746.57! | 1473746.57! | 3042284.27!
(Svg,sv2,svg svg) | (3.3014E-11) | (3.3014E-11) | (3.3014E-11) | (5.1113E-17)
11 T8 Ao Aoe, Als | 827801.97! | 827801.97! | 827801.97' | 2086227.8
(svg, SUg, Svg, 8vs) | (1.2686E-11) | (1.2686E-11) | (1.2686E-11) | (2.2936E-16)
12 TB Asgs Asg Al | 534936.871 | 534936.87! | 534936.87! | 1441242.47!
(svg, SU2, SU9, sv4) | (2.0952E-11) | (2.0952E-11) | (2.0952E-11) | (7.2087E-17)
13 T Asds Aets AL 319274.8=%1 | 319274.87! | 319274.87! 817223.17¢
(svg, sUg, svz, svg) | (1.9838E-12) | (1.9838E-12) | (1.9838E-12) | (4.0472E-16)
14 Asbs A Asgs ATg | 177626.071 | 177626.07' | 177626.07' | 529547.67
(svg, SUq, SUg, sv4) (3.6845E-12) | (3.6845E-12) | (3.6845E-12) | (7.1670E-17)
15 Asdr Aog Ao Ag 90158.271 90158.21 90158.271 317430.87
(su2 sug,svg,sm) (1.4996E-13) | (1.4996E-13) | (1.4996E-13) | (1.5871E-16)
16 Mg Aois s> A5 40154.971 40154.97! 40154.971 177108.17}
(svg, U, SV, 5v4) | (1.9990E-13) | (1.9990E-13) | (1.9990E-13) | (1.0158E-17)
17 T3 Ass Asas AT 14646.471 14646.471 14646.471 90042.37!
(5vy, SV9, SV, 304) (1.9948E-14) | (1.9948E-14) | (1.9948E-14) | (8.2876E-18)
18 Ao Asgs Aoy Mg 3805.571 3805.57! 3805.571 40135.87!
(swg, SUg, SUs, 5114) (1.7958E-10) | (1.7958E-10) | (1.7958E-10) | (1.8629E-16)
19 Tl AT AsT AT 500.5981 500.598 1 500.598 1 14644.57!

(sv2, Sva, SU3, SU4)

(3.1438E-09)

(3.1438E-09)

(3.1438E-09)

(6.8166E-16)

Tabelle A.6: Reduktionsfolge B1; Reduktion mit inversen Eigenwerten { = 3.
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Red.- Spektrum A}! Nullstellen F*(()
schritt v | (j-ter Singuldrwert) (sv[F(¢))
1 cls Aeis Aais Az | 23282337.7°1 | 23282337.771 | 23282337.77% | 35919109.17}
(svg, SUg, sU2, sv4) | (5.8056E-13) | (5.8056E-13) | (5.8056E-13) | (1.3919E-18)
2 Asirs Asar Asir Az | 18805691.17% | 18805691.171 | 18805691.17" | 35786125.57
(svg, Sv2, 8V, 5v4) | (3.6433E-12) | (3.6433E-12) | (3.6433E-12) | (3.3871E-18)
3 Aiiss Asies Astes Azg | 13948271.571 | 13948271.57! | 13948271.57" | 22407860.57"
(sva, SUg, U2, sU4) | (1.2198E-11) | (1.2198E-11) | (1.2198E-11) | (4.6684E-18)
4 T15: Asls: Arls Ale | 9898247.471 | 9898247.47' | 9898247.471 | 17268665.07
(52, SV, SV, 8U4) | (9.5549E-12) | (9.5549E-12) | (9.5549E-12) | (7.1897E-18)
5 sl Asis sl e | 6876868.271 | 6876868.27! | 6876868.271 | 12574434.17"
(sva, SUg, SUp, sU4) | (2.4687E-11) | (2.4687E-11) | (2.4687E-11) | 3.2600E-18
6 T3 Asiss Asiss ALy | 4722658.871 | 4722658.87! | 4722658.87' | 8946198.0""
(sva, svg, Sva, suq) | (8.4639E-12) | (8.4639E-12) | (8.4639E-12) | (4.6421E-17)
7 o120 sz Ay loy Al | 3214033.671 | 3214033.67' | 3214033.67' | 6295645.07"
(svg, SU2, SU9, SU4) | (1.2633E-11) | (1.2633E-11) | (1.2633E-11) | (8.5424E-17)
8 Asib Asin sl Als | 2169431.371 | 2169431.37' | 2169431.37' | 4395539.87"
(v, svz, svg, sv4) | (2.4289E-12) | (2.4289E-12) | (2.4289E-12) | (2.9882E-17)
' 9 AsiosAslos Asdos Ae | 1473746.571 | 1473746.571 | 1473746.570 | 3042284.27
(8vq, Sg, SU2,5v4) | (3.4077E-12) | (3.4077E-12) | (3.4077E-12) | (7.9123E-17)
10 w8 Aodr Asds ALr 827801.971 827801.971 827801.971 | 2086227.87!
(8U2, SUq, U9, SU4) | (3.8866E-12) | (3.8866E-1) (3.8866E-1) | (1.7662E-18)
11 i Asds Asy A2 534936.81 534936.87} 534936.871 | 1441242.47!
(svq, Vg, Uz, 5v4) | (3.7256E-12) | (3.7256E-12) | (3.7256E-12) | (4.0056E-17)
12 Asts st Ast, ALY 319274.871 319274.871 319274.871 817223.171
(5vg, SV, SUp, sU;) | (1.7454E-12) | (1.7454E-12) | (1.7454E-12) | (3.0590E-17)
13 75 Ae6 Aues Ao 177626.07 177626.07 177626.071 | 529547.67"
(52, SU3, sV, su4) (1.3274E-13) | (1.3274E-13) | (1.3274E-13) | (4.6924E-17)
14 Asss Aoas Ao Ag " 90158.271 90158.271 90158.271 317430.871
(.5112, S’Ug, Svg, 3’04) (1.7612E-13) | (1.7612E-13) | (1.7612E-13) | (1.4737E-17)
15 Asds Mods Aty Ag ! 40154.971 40154.971 40154.971 177108.17¢
(sva, Svg, U2, 5v4) | (3.5809E-14) | (3.5809E-14) | (3.5809E-14) | (1.0133E-17)
16 T3 Ard Ar AT 14646.471 14646.4™ 14646.471 90042.37*
(sv3, svg, 53, sv4) (1.3888E-14) | (1.3888FE-14) | (1.3888E-14) | (1.1788E-18)
17 Ai Avas Ase Mg 3805.57* 3805.571 3805.571 40135.87!
(sv2, Svg, Sz, sv4) | (4.9053E-14) | (4.9053E-14) | (4.9053E-14) | (9.5587E-17)
18 Aol A Avts Ay 500.5981 500.598~! 500.598~! 14644.571
(5v9. 8V, SUg, sv4) | (4.35234E-14) | (4.35234E-14) | (4.35234E-14) | (1.6480E-16)
Spektrum A, Nullstellen F¥ ()
(j-ter Singuldrwert) (sv[F*(A))])
19 A1, Ao,y Az, Ag 0.0 0.0 500.597 3805.4
(svs, sus, sug, svy) | (8.0046E-12) | (8.0046E-12) | (1.9652E-14) ' (9.7588E-16)

Tabelle A.7: Reduktionsfolge B2: Reduktion mit inversen Eigenwerten ( = §



Anhang B

Elementmatrizen

E = FElastizitdtsmodul

I = Flichentragheitsmoment
] = Elementlinge

m == Masse

pqg= Dichte

A = Querschnittsfliche.

Balken

Steifigkeitsmatrix K und konsistente Massenmatrix M eines Balkenelements:

M .0,

El

= 5

Qw

x:(¢l W ¢ wr)T’

41 —61 212 61
EIl -61 12 —-61 -12
212 —61 41° 61

61 -12 61 12

t=(m @ M oQ)

—13l1

M9,

)

Qrw,

( 412 —-221 -31° —131}

156 131 54
131 4] 221

54 221 136 /

(B.1)

(B.2)
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Stab

Steifigkeitsmatrix K und konsistente Massenmatrix M eines Stabelements B:

E A
iam N,u N.u
— [———————d-
xu
r4

(B.4)



Anhang C

Zustandsraumdarstellungen

Im folgenden werden in Ergdnzung zur Zustandsraumdarstellung

2(t) = Az(t)+By(t), (C.1)
x(t) = Cz(t) +Dy(t) (C.2)

aus Kapitel 3.3.2 (Beobachtungsnormalform 1) drei weitere Darstellungsformen aufgezeigt.
Die Matrix A hat dabei jeweils die Dimension n x n. Die Matrix B hat die Grofle n x m
und die Matrix C die Dimension m x n. D ist eine quadratische Matrix der Dimension m.

Steuerungsnormalform 1

(0 1 o o o (o)
0 0 I 0 0 0
A = , B= )
0 0 0 0 I 0
—-Ay —A; Ay -A, 2 —A,, I/
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Steuerungsnormalform 2

00O 0 —-A,, I\
I 00 ... 0 -A, 0
A = , B= , D=0,
000 ..0 -A 0
000 ... 1 -A ) \ 0 )
/ -1
I Ay A, ... A,y A,
0 I 0 ... Ay s A,
C = (BO B, ... B, Bn_1> : (C.4)
0 0 o ... I Ay
0o 0 0o ... O I
Beobachtungsnormalform 2
( -A; 1 0 ... 00 ( B, )
-A; 01 ... 00 B,
A = , B= ,
-A,, 00 ... 01 B,
\—An-l 0 0 . 0 O B,
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