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Vorwort

Der Untersuchung und Beschreibung des inelastischen Verhaltens von Werkstoffen
und Strukturen kommt innerhalb der Mechanik eine stindig wachsende theoretische
und praktische Bedeutung zu.

Zum Zwecke des gemeinsamen Austausches der bisher an den verschiedenen
Einrichtungen gewonnenen Erkenntnisse sowie insbesondere zur Information und
Forderung des wissenschaftlichen Nachwuchses fand deshalb in der Woche vom 15.
~ 19. September 1997 im Physikzentrum Bad Honnef ein Seminar “Grofle plastische
Forménderungen” statt. Nach entsprechenden Veranstaltungen in den Jahren 1977,
1979, 1982, 1985, 1988, 1991 und 1994 war dies bereits das achte Seminar zu diesem
Thema. _

Wie in den Vorjahren wurden inhaltlich die folgenden Schwerpunkte gesetzt:

e physikalische und kontinuumsmechanische Grundlagen inelastischen Material-
verhaltens,

e die Berechnung grofier plastischer Forménderungen mit Hilfe analytischer so-
wie numerischer Methoden,

e experimentelle- Grundlagenuntersuchungen und
e technische Anwendungen.

Das vorliegende Heft enthélt die Kurzfassungen der auf diesem Seminar gehalte-
nen Vortrige. Es soll damit jedem Teilnehmer die Gelegenheit geben, sich nochmals
in aller Rube mit dem Vorgetragenen auseinanderzusetzen. Die vorgenommene Rei-
hung der Beitrige gibt dabei den zeitlichen Ablauf des Seminars wieder. -

Das Gelingen einer Tagung wird neben dem wissenschaftlichen Programm, zu
dem die Teilnehmer selbst .durch Vortrag und intensive Diskussion beitragen, ganz
entscheidend auch durch die Organisation der Veranstaltung bestimmt. Es ist mir
deshalb ein Anliegen, meinem Mitarbeiter, dem Herrn Dr.-Ing. P. Schiefle, recht
herzlich fiir seine Miihe im Zusammenhang mit der Vorbereitung und Durchfithrung
des Seminars zu danken.

Bochum, M#rz 1998 . Otto T. Bruhns
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Unterschiedliche Zugéinge zur finiten Plastizitiit
" Albrecht Bertram

Einleitung

Ziel dieses Beitrages ist es, verschiedene klassische Ansitze der finiten Plastizitiit in einen
gemeinsamen Rahmen zu stellen und darin auf ihren Gilltigkeitsbereich zu untersuchen und
zu vergleichen. Dazu wird eine Rahmenordnung aufgestellt fiir Materialmodelle, die die cha-
rakteristischen Merkmale elastoplastischen Materialverhaltens aufweisen(s. [1, 2, 7, 11]). Als
solche seien benannt: (1) die Existenz von elastischen Bereichen, und (2) die Gleichheit des
elastischen Verhaltens innerhalb dieser Bereiche. Im Sinne der Rationalen Mechanik soll die-
se Rahmenordnung auf einer Systematik beruhen, in der die Deformationsprozesse als unab-
héngige Variablen, die Spannungs-Antworten hingegen als abhéingige gew#hlt werden. Dabei
wird eine materielle Darstellung der Variablen aus Invarianzgriinden bevorzugt.

Materialien mit isomorphen elastischen Bereichen

Der rechte Cauchy-Green-Tensor C berechnet sich aus dem Deformationsgradienten F gemif
C = F" F. Als leistungskonjugierten materiellen Spannungstensor S benutzen wir die Zuriick-
ziehung des Cauchyschen Spannungstensors T auf die Bezugsplazierung S = F' T F7, der
symmetrisch und invariant gegen Euklidische Transformationen (Beobachterwechsel, iiberla-
gerte Starrkbrperbewegungen) ist. Es ist ein seit langem bekanntes Ergebnis der Rationalen
Mechanik, daB sich fir alle einfachen Materialien die momentanen materiellen Spannungen
als Funktional des C-Prozesses darstellen lassen bei identischer Erfiillung des Prinzips der
materiellen Objektivitit. Eine Formulierung in F selbst wiirde dies nicht leisten und ist des-
halb ungiinstig.

Annahme 1. Das Material befindet sich zu jedem Zeitpunkt eines beliebigen Deformations-
prozesses in einem elastischen Bereich {&,, h,}, wobei
o &, eine abgeschlossene, wegzusammenhiingende Untermenge des Dehnungsraums der
symmetrischen positiv-definiten Tensoren ist, die die momentane Konfiguration enth#lt:
C(t) e &;
& hyein elastisches Gesetz definiert anf &) ist, das die momentanen Spannungen liefert:
S() = h,[C()] .

Dabei soll sich das Material auch fiir alle ProzeBfortsetzungen, die in &, bleiben, elastisch
verhalten, d.h. der elastische Bereich bleibt solange konstant und die Spannungen sind weiter-
hin durch h, gegeben. VerldBt dagegen der C-ProzeB den ehemaligen elastischen Bereich
durch Uberschreiten der Grenzen von &, so wechselt es zwangsl4ufig in einen anderen. Wir
bezeichnen derartige Zustiinde als Fliefzustinde, die plastische ProzeBabschnitte kennzeich-
nen.

R & - 1 ¢ - ' idins. i .. ol 4z




Bei vielen metallischen Werkstoffen stellt man experimentell fest, daB sich die elastischen
Konstanten im elastischen Bereich selbst nach groBen plastischen Deformationen nur ver-
nachliissigbar wenig gefindert haben. Wir wollen dies priizise fassen in der

Annahme 2: Sind {&3, ho} und {&,, by} zwei elastische Bereiche, so soll es eine invertierbare
lineare Abbildung P geben, so da8 die Beziechung

0)) h(C) =P ho(®" C P) P7

fiir alle C aus den Definitionsbereichen gilt.

Diese Gleichung heiBt (elastische) Isomorphie-Bedingung, wihrend wir P plastische Trans-
formation nennen wollen (s. [12]). Letztere ist die zentrale plastische (innere) Variable in un-
serer Theorie. Wir k8nnen némlich als Konsequenz aus Annahme 2 einen beliebigen elasti-
schen Bereich, also beispielsweise auch den anfinglichen, auswihlen, und mittels () alle an-
deren auf diesen zuriicktransformieren. Der Vorteil dieses Vorgehens besteht darin, daB die
Zeitabhiingigkeit von h, wihrend der FlieBzustdnde auf die Zeitabhéngigkeit von P tibergeht,
was natiirlich viel praktischer ist. Fiir P, das wihrend elastischer ProzeBabschnitte konstant
und wihrend plastischer veréinderlich ist, wird eine Entwicklungsfunktion p bendtigt, fiir die

PP =p@,C,C")

angesetzt wird. p kann geschwindigkeitsabhéngig oder -unabhiingig sein. Mit den Material-
gleichungen A2y und p ist unser Modell vollstindig determiniert.

Als Beispiel wihlen wir die Kristallplastizitiit. Dort ist die FlieBgrenze dadurch gekenn-
* zeichnet, daB die Schmid-Spannung eines Gleitsystems {d, n”} darstellbar als

7 = | sp(SC d, ® n%|

einen kritischen Wert 7,%erreicht. Filr die plastische Transformation setzt man die Scherung in
den aktive Gleitsystemen mit

PP'=Y -y%d,®n®
@

an, worin ¥"* die Scherrate des o-ten Gleitsystems ist, die durch ein einachsiges Gesetz mit
dem ProzeB der Schmid-Spannung in demselben Gleitsystem verkniipft ist. Fiir weitere De-
tails s. [3, 4, 7].

Die multipliikative Zerlegung

Wir wollen im weiteren dieses Rahmen-Modell fiir plastische Materialien mit (isomorphen)
elastischen Bereichen benutzen, um den Ubergang zu einigen klassischen Ans#tzen zu finden
und diese einzuordnen. Am weitesten verbreitet ist zweifellos das Konzept der entspannten
Zwischenplazierung im Zusammenhang mit einer multiplikativen Zerlegung, fiir das meistens
LEE [8] zitiert wird, obwohl es bereits frither zu finden ist. Grundidee ist dabei, den defor-



mierten Korper in eine Plazierung zu bringen, in der er lastfrei ist. Da dies i. allg. nicht global
gelingt, fordert man dies wenigstens filr den betrachteten Punkt und seine infinitesimale Um-
gebung. Es ist sofort klar, daB diese Charakterisierung nicht eindeutig ist, da jede iiberlagerte
Starrkrperbewegung wieder in eine lastfreie Plazierung flihrt.

Wihlt man die Bezugsplazierung so, daB das elastische Referenzgesetz in ihr spannungsfrei
ist, also hy(I) = O ist, dann gilt fiir den momentanen elastischen Bereich auch h,,(P'T Py=0.
Ist @ eine beliebige Rotation, so definiert F, := Q P’ eine solche entspannte Zwischenplazie-
rung, und mit F, :=F F,," folgt die multiplikative Zerlegung F = F, F,. Berechnet man flir den
momentanen elastischen Bereich die Cauchyschen Spannungen, so erh#lt man

T=F h(C)F =F P hy(®® CP)P'F' =F. Q h(Q" C. Q) Q" F,

mit C, := F,_,T F. . Fiir die spezielle Wahl = I wird hieraus T =F, ky(C,) F., was der Gl. 18
von LEE entspricht. Da jedoch P i. allg. nicht-symmetrisch ist, sind weder F, noch F, sym-
metrisch. Lediglich fiir elastisch-isotrope Materialien ist 44 eine isotrope Tensorfunktion und
Q kann so gewihlt werden, daB F, immer symmetrisch ist. Man sieht aber, daB man bei ani-
sotropen Materialien grundsitzlich nicht mit einer symmetrischen inneren Variablen aus-
kommt. Ublicherweise wird dann der Geschwindigkeitsgradient zerlegt gem#8

L=FF'=L.+L,
mit L, := F," F,”. Dies ftihrt mit den gemachten Identifikationen auf
L, =F,F,"F' =F.F,'F, ' F/=FPQ"Q"P'F/ -FP° P’ F/,

was ebenfall unsymmetrisch sein sollte und den sog. plastic spin als antimetrischen Anteil
enthilt.

Wihlt man wieder Q = I und berechnet den 2. Piola-Kirchhoff-Tensor beziiglich der Zwi-
schenplazierung, so erhélt man, plastische Inkompressibilitit vorausgesetzt,

Tz =detF)F.' TF. = po/p ho(C.),

was dem Vorschlag einer isoklinen Zwischenplazierung von MANDEL [9, 10] entspricht.
Man sicht, dafi bei dieser speziellen Wah| dieses Spannungsma8 nicht mehr explizit von einer
plastischen Variablen abhlingt. MANDEL setzt dann eine Entwicklungsgleichung fir F,’ F,,"
an, was auch bei anisotropen Materialien vollig ausreichend ist.

Die additive Zerlegung
Wir definieren
B =%hE, F,-=%@® P’ -1

und
E’ tiber die additive Zerlegung des Greenschen Verzerrungstensors
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EC=E*+F

nach GREEN/NAGHDI [5, 6]. Berechnet man damit den 2. Piola-Kirchhoff-Tensor bezliglich
der Bezugsplazierung

T =py/o 1 (C)=po/p P ho(P" CP) P’
=po/p ' Q holQ"F,” CE° +2E”+ D) F,” Q1 Q"F,”
= g(E°, ¥,

so erkennt man wiederum, da eine symmtrische plastische Variable wie E? nicht ausreichend
zur Beschreibung von anisotroper Plastizit#t ist.
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‘Thermodynamically Consistent Formulation of Finite
Deformation Anisotropic Plasticity Laws

O. Hausler!, Ch. Tsakmakis!s

! Forschungszentrum Karlsruhe
Institut fiir Materialforschung II
D-76021 Karlsruhe, Germany

2 Technische Universitit Darmstadt
Institut fiir Mechanik
D-64289 Darmstadt, Germany

1 Introduction

The aim of this paper is to elaborate on a recent constitutive theory for anisotropic plastic flow
based on phenomenological thermodynamics. The theory, which is an outgrowth of recent
work on thermoplasticity (e.5. Tsakmakis [3], and references quoted therein), is detailed
in Tsakmakis [4] and in Hausler and Tsakmakis [2] and is summarized here in Section 2.
It is phenomenological in nature and thermodynamically motivated. Evolution equations
governing the model response are introduced as sufficient conditions in order for the Clausius
Duhem inequality to be satisfied in every admissible process. A specific feature is that the
yield function and the flow rule are expressed in terms of the so-called Mandel stress tensor.
Also, two spin tensors are introduced, describing the rotation of reference frames related to
the elasticity law and the kinematic hardening rule, respectively.

Throughout this paper, 1 represents the identity second order tensor, AT denotes the
transpose of A and A - B is the inner product of the second order tensors A and B. Finally,
AT-1 = (A~1)T, and §(t) denotes the material time derivative of the time function f(t).

2 Anisotropic Plastic Flow — A Phenomenological Approach

The starting point of the second constitutive model, which takes into account elasticity, is the
multiplicative decomposition of the deformation gradient tensor F = F,F,. For independent.
rigid body rotations Q and Q, superposed to the actual and intermediate configuration,
respectively, we have

F_')F.=QF Y Fe'—)F;=QF86T L] Fp"')F;=6Fp i (1)
In formulating the theory we will make use of the strain tensors

r 1 A 1 _ —- A - A

re=§(F§’Fe—1),r,,=§(1—F;-’,’ 1F,,l),r=1‘e+r‘,,, 2)

which are referred to the plastic intermediate configuration.

We choose the free energy function ¢ in the form 1 = 4, +1p, with the plastic part 1, as-
sumed to vary with plastic deformations only. Confining attention to isothermal deformations
with a uniform temperature distribution, the Clausius-Duhem inequality reduces to

A
S‘D—QRQI’:T'I‘—DR'IPe‘QR"/’pZO ) (3)

2% el F ik o seer i 2 R
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where 8 is the weighted Cauchy stress tensor, gp, is the mass density in the reference configura-
tion and T = F;1SFI~! is the second Piola-Kirchhoff stress tensor with respect to the plastic
intermediate conﬁgura.tlon The tensor D is the symmetric part of L = FF~! = D + W,
satisfying the relation

A,
FIDF, = I=0I+1IT+1L, , (4)
L, = FF1=D,+W, , (5)

A .
D, = =T, +LIT, +1,L, . (6)

2.1 Elasticity law

Here, we account for a given initial anisotropy by assuming that ). depends on F, and &, i.e.
e = P, (Fe, ®), for increasing plastic deformations, The second order tensor & represents
a rotation (&7 = ®~1) operating between the reference and the current configuration. It
is defined such as to rotate the reference frame of the elasticity law, as well as to satisfy
the transformation rule ® —+ ®* = Q®. Taking into account full invariance requirements
according to Casey and Neghdi [1], it is readily shown that 1. must be of the form

=ge(fy) , T.=0TD& . (7)
Using this fact, it can be deduced from (3) that

(’i‘ ~ entb‘;"bfe @T) =P 4 W+ PsDyp—gptp—0 (ﬁe@gr'f’“ ‘I’T) ®aT >0, (8)
e

where Ps and P, are the symmetric and antisymmetric part of the Mandel stress tensor
P = FTF, T, respectively. By means of standerd arguments, we conclude from (8) that

- Me
T = L ) 8
e @
Dias = Ps-Dyp—opip+Ps- (W, - 887) >0 . (10)

Eg. 9 represents the elasticity law governing the material response.

2.2 Kinematic hardening law — flow rule

For simplicity, the material response is assumed to exhibit kinematic hardening only. Then,
following steps analogous to those in Section 2.1, ¢, is postulated to depend upon two second
arder tensors ¥ and A in the form Pp = qbp(ATYA) $p(¥), where Y is a strain tensor with
respect to the plestic intermediate configuration, representing shape changes due to kinematic
hardening, while A is assumed to be a rotation tensor operating between reference and plastic
intermediate configuration. This, indeed, describes the material rotation or the anisotropic
material response due to kinematic hardening. Similar to (9), we formally introduce an
internal stress tensor Z through the potential relation

7= gRA%zAT . (11)
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Furthermore, according to the definiton of P, a back stress tensar £ of Mandel type may
be introduced by

E=(1+29)% . (12)
We assume that % depends linearly upon Y, ie.

-~

QR?YP =C [Y] (13)

where C = conast is a fourth order tensor with inverse M, such that Y=M [gn%] . On

introducing these relations into (10) and rearranging, we obtain
@rDint = (135 - ES) 'ﬁp +PA . (Wp - i’Q’T) - éA . (Wp - AAT)

v
+ATZA . (ATﬁ,,A -M [AT Z AD >0 , (14)

<

where Z:= 7 — ]:,,Z - Zf;,,. Clearly, the inequalities
) (Ps—&)-Dyp20,

i) PA.(W —é@T)-éA.(v‘vp-AAT)zo,
. . 4
i) ATZA. (ATD,,A—M [ATZ AD >0,

are sufficient conditions for the validity of (14). [Analogous conditions for the isotropic case
have been derived by Tsakmakis ([3])]. Condition i) may be satisfied if a normality rule
D, ~ 5"1.,% is assumed to apply, with f = f(Ps — £,...) being a convex yield function. Also,
condition ii) may be satisfied if (W, — ®®7) and (W, — AAT) are assumed to be positive
v
proportional to P4 and —¢ 4. Finally, condition iii) is fulfilled if ATD,A — M[AT Z A] is
positive proportional to the tensor M[ATZA], provided that M is a positive definite fourth
order tensor. On choosing the proportionality factor to be bs, with b representing a material
parameter and 4 = \/%ﬁp . ﬁ,,, we obtain

% = é[f)p]-béz , (15)
¢[p,] = a(c[a™d,A])AT . (16)

2.3 Simple shear

In order to check the capability of the model outlined above, we consider simple shear with
vanishing elastic strains, as well as orthotropic anisotropy in both the yield function f and
the function 4. Also, rate dependent constitutive properties (viscoplesticity) are assumed
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Figure 1:.Shear stress and normal stress versus shear strain

by chosing for 4 a constitutive law of the overstress type. Figure 1 shows predicted responses
for the shear stress 012 and the normal stress oz with respect to the shear strain 4. It is
concluded, that the model predicts physically plausible responses.
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Multiplikative Thermo-Viskoplastizitit —
eine Analogie zur Elastoplastizitit

Stefanie Reese

Institut fiir Mechanik (AG IV), Technische Universitit Darmstadt,
Hochschulstr. 1, D-64289 Darmstadt

1. Einleitung

Ratenabhingige Effekte werden bei plastischem Materialverhalten haufig nur in bestimm-
ten Temperaturbereichen beobachtet. Bei Metallen und Legierungen zum Beispiel ist dafiir
die Erwérmung der Probe auf ungefdhr ein Drittel der Schmelztemperatur erforderlich.
Bei Polymeren liegt dieser Temperaturbereich unterhalb der sogenannten Glasiibergang-
stemperatur, die sich jedoch je nach der speziellen chemischen Zusammensetzung des
Polymers unter- oder oberhalb der Raumtemperatur befinden kann.

Viskoplastizitatsmodelle wurden in der Vergangenheit in der Regel fiir Metalle entwickelt.
Eine ausfiihrlicher Literaturiiberblick ist in dem Ubersichtsartikel von Krempl (1987) ent-
halten. Dabei lassen sich zwei wesentliche Vorgehensweisen erkennen. Wahrend bei der
einen Gruppe von Modellen die Fliefirichtung von der Gesamtspannung bestimmt wird
(Modelle des “Perzyna-Typs”), geht bei dem “unified approach” nur die sogenannte Uber-
spannung in die Evolutionsgleichung fiir die inelastische Verzerrung ein. Das vorliegende
Modell ist der zweiten Gruppe zuzuordnen und basiert rheologisch auf der Parallelschal-
tung eines Prandtl-Reuss-Elementes mit einem Maxwell-Element. Daraus ergibt sich der
Bingham-Korper als Sonderfall, wenn der Dampfer und das Reibelement sich nicht un-
abhéngig voneinander bewegen diirfen. Modelle ohne elastischen Bereich lassen sich kon-
struieren, indem die Fliefigrenze zu Null und die Steifigkeit der entsprechenden Feder auf
einen sehr groflen Wert gesetzt wird.

Das vorgestellte Konzept hat den Vorteil, dafl es thermodynamisch konsistent ist, thermo-
mechanische Kopplungen auf einfache Weise berficksichtigt werden kénnen und schlielich
die Implementation in ein Finite-Element-Programm {ibersichtlich und effizient bleibt.
Das numerische Beispiel in dem vorliegenden Beitrag beschiftigt sich mit dem thermo-
viskoplastischen Materialverhalten von Metallen. Das Modell ist aber auch fiir die Be-
schreibung des thermomechanischen Verhaltens von Polymeren geeignet, was schon von
Lion (1997) gezeigt wurde. Wird die Fliefigrenze sehr hoch gesetzt, erhilt man ein Modell
zur Beschreibung der finiteri Viskoelastizitdt von Polymeren (siche Reese & Govindjee
(1996)). Um den Anwendungsbereich mdéglichst flexibel zu halten, werden sowohl grofie
elastische als auch grofie inelastische Deformationen zugelassen. Des weiteren ist die volle
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thermomechanische Kopplung zwischen mechanischen und thermischen Feldgrofien ent-
halten. Die Implementation eines ahnlichen Modells in einen Finite-Element-Code wurde
schon von Keck & Miehe (1997) diskutiert, allerdings nur fiir isotherme Probleme. Eine
alternative thermodynamische Formulierung findet sich in der Arbeit von Lion (1997),
in der auch die Anpassung an Experimente ausfiihrlich besprochen ist. In dem vorlie-
genden Beitrag wird insbesondere die Anwendung des Modells in Verbindung mit der
Finite-Element-Methode beschrieben.

2. Konstitutive Gleichungen

Ausgehend von dem oben beschriebenen rheologischen Modell 1a88t sich bei kleinen De-
formationen die Gesamtverzerrung additiv in einen jeweils elastischen (e., bzw. €.,) und
einen inelastischen Anteil (&;, bzw. &;,) aufspalten. Die Verzerrungsenergie wird dann im
eindimensionalen Fall durch die Beziehung ¥ = 1 E (s—r:,'p)z-{-% En(e—¢€iy)? = Vp+U,
dargestellt. Dabei beschreibt ¥, die Federenergie des Prandtl-Reuss-Elementes, wohin-
gegen W, der Verzerrungsenergie in der Maxiwell-Feder entspricht. Wenn grofie Deforma-
tionen und Temperaturénderungen beriicksichtigt werden, nimmt die Verzerrungsenergie
die Form ¥ = ¥, (F;.7-C-F3!,0)+ ¥ (F7 - C-F;},0) an, wobei die multiplikative
Zerlegung des Deformationsgradienten F = Fg, - Fip = Fq, - Fy, in elastische (Fep, Foy)
und inelastische Anteile (F,, F;,) angenommen wird. Bei isotropem Materialverhalten
reduziert sich die Darstellung auf ¥ = \ilp, (bep, ©) + W, (bev, ©). Die “elastischen™ lin-
ken Cauchy-Green Tensoren bg, und b, sind mit by, = Fep - FI, = F - C! - FT und
by = Fe - FT = F - C;! - FT gegeben. Einsetzen der Verzerrungsenergiefunktion in
die Clausius-Duhem-Form der Entropiebilanz liefert konstitutive Gleichungen § = 2 g—g—,
n = —% fiir den zweiten Piola-Kirchhoff Spannungstensor und die Entropie 7. C bezeich-
net den rechten Cauchy-Green-Tensor und © die absolute Temperatur. Eine hinreichende
Erfiillung der Clausius-Duhem-Ungleichung wird durch die Annahme des Fourierschen
Gesetzes fiir den rdumlichen WarmefluB q = —k grad © (k¥ Warmeleitfahigkeit) und die
Evolutionsgleichungen (£, bes = F - C;! - FT)

e anh
= afpr ’

0Dyis

1 -1 _
~5 (Laba) - b3 = = 2 1)

N

1
_‘2‘ (ﬁvbep) * b;pl

gewahrleistet. Hier wurde der Kirchhoff-Spannungstensor 7 in einen Prandtl-Reuss-Anteil
Tor =2F- S—:g - FT und einen Maxwell-Anteil 7, = 2F- %%1 -FT aufgespalten. Das pla-
stische Potential @, ist durch die Fliefifunktion gegeben, das sogenannte viskoelastische
Potential ®.4, wird entsprechend der Arbeit von Reese & Govindjee (1996) gewdhit. Die
Struktur der Evolutionsgleichung (1 b) ist analog zu der einer assoziierten Fliefregel in
der Plastizitét. Dies erweist sich bei der Implementation des Modells in einen FE-Code
als extrem vorteilhaft.
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8. Algorithmische Aspekte

Bei der numerischen Behandlung des oben beschriebenen konstitutiven Modells miissen
zwei wesentliche Aspekte beachtet werden. Der erste Punkt betrifft die Bestimmung der
inneren Variablen mit Hilfe der Evolutionsgleichungen (1). Aufgrund der Tatsache, dafl
die Struktur der beiden Gleichungen gleich ist, kann die Zeitintegration in derselben Weise
durchgefiihrt werden. Im Rahmen der Elastoplastizitat wurden zu diesem Zweck bereits ef-
fiziente Algorithmen entwickelt, die nun nahezu unverandert ibernommen werden kdénnen.
Dabei wird die Temperatur, genauso wie die sogenannte “Trial”-Verzerrung, als globale
Variable behandelt und auf lokaler Ebene konstant gehalten. Die lokale Zeitintegration
unterscheidet sich deshalb nicht wesentlich von der im isothermen Fall.

Des weiteren miissen die Impuls- und die Energiebilanz in schwacher Form geldst werden.
Die schwache Form der Impulsbilanz lautet

[ e— —~1\& kb _ = h gk _
/5321'.(F §C - F 1)+ v /asg,,T Sub dA* = 0.

Der Index k zeigt an, daB es sich hier um die diskrete Form der Bilanzgleichung handelt.
Der thermomechanische Kopplungseffekt ist in der Temperaturabhéngigkeit des Kirchhoff-
Spannungstensors T = ¥ (bgy,, bey, ©) versteckt. Im einzeinen resultiert der Einfluf der
Temperatur auf die Deformation aus der thermischen Warmeausdehnung, der Tempera-
turabhangigkeit der mechanischen Materialparameter und schliellich aus der Temperatu-
rabhangigkeit der Viskositat.

Die diskrete Form der Energiebilanz ist gegeben durch

h b h ik ok ko _ R AR U A h_
/Bg.lq grad 0" dV +/Bg( wh, +uh, — b &) 60" qv /ngq.sedA 0,

wobei die Grofilen win, und wegy Mit Wiy = (T, — O %%‘l) : %,C,,bw ‘bl 4+ (1, — O 8;'—5 :

3 Lobep bz} und wey, = O (%+%§l) : d definiert sind. Der Tensor d stellt den Deforma-

tionsgeschwindigkeitstensor dar. Die zwei Terme wjy; und wey, beschreiben die Dissipation

von mechanischer Energie in Warme. Die Grdfle des zweiten Terms wird dabet wesentlich

durch das Geschwindigkeitsfeld bestimmt, wohingegen der erste Term insbesondere durch

die Evolution der inneren Variablen beeinflut wird. Die Deformationsabhingigkeit von

Wine Und Wey sowie des Warmeflusses und der Warmekapazitat ¢ beschreiben den Einfluf-
der Deformation auf die Temperatur.

Die schwachen Formen werden mit Hilfe des Newton-Verfahrens geldst, was die konsisten-
te Linearisierung der zwei Gleichungen erfordert. Der Tangentenoperator ist nur aufgrund
der thermomechanischen Kopplung nicht symmetrisch, da die inelastischen Materialge-
setze jeweils auf einem Potential basieren.

L& B RS RIS F i)t Smn ibg
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4. Beispiel

Als Beispiel wird die Zusammendriickung eines Stahlblockes untersucht. Die Randbedin-
gungen werden so gewahlt, da sich der obere Rand nicht horizontal verschieben kann.
Der Temperaturzustand kann sich frei entwickeln mit der Einschrinkung, da8 die Tempe-
ratur am oberen Rand konstant bleibt. Ein eventueller Warmeaustausch mit der Umge-
bung wurde nicht beriicksichtigt. Fiir beide Elastizitatsgesetze (Prandtl-Reuss- Anteil und
Maxwell-Anteil) wurde ein kompressibles Neo-Hooke-Modell gewahlt. In der Abbildung ist
die Temperaturverteilung fiir die gleiche Belastung aber verschiedene Belastungsgeschwin-
digkeiten dargestellt. Je groBer die Belastungsgeschwindigkeit, desto geringer steigt die
Temperatur an und desto steifer verhalt sich das System. Dies kann damit erklart werden,
da8B fiir eine sehr langsame Belastung die Spannung im Maxwell-Element vernachlassigbar
ist und die Belastung allein von dem Prandtl-Reuss-Anteil aufgenommen werden muf. Bei
schneller Belastung “tragt”™ der Maxwell-Anteil mit, so da:die Deformation geringer ist.

e
\
,_- \
AGyuux = 15.9 K AOae = 177 K
F=30kN/s F=03kN/s
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Plastifizierung von Metallen durch Elastomere
HARTMUT PAWELSKI

Institut fiir Mechanik, Universitit Hannover,
Appelstrafie 11, 30167 Hannover

Experimentelle Grundlagenuntersuchungen zum Reibkontakt zwischen Elastomeren und Me-
tallen bei groBen Formanderungen

Bei einigen Sonderverfahren der Metallumformtechnik werden auch Elastomermaterialien
als Wirkmedium eingesetzt. Beispiele sind Tiefziehen oder Biegen mit Elastomermatrize
oder Innenhochdruckumformen mit Elastomer im Innenraum, [1] und [2]. In der Regel
ist dabei das scherweiche, aber wenig komprimierbare Elastomer vollstindig von Metall
umschlossen, so dafl sich ein derart hoher hydrostatischer Druck im Elastomer ausbildet,
dafl es zur Plastifizierung des Werkstiicks kommt.

Der Reibkontakt zwischen Elastomeren und Metallen unter diesen extremen Bedingungen
hat mit dem bekannten Reibverhalten bei kleinen Driicken wenig gemeinsam, insbeson-
dere {iber die Wechselwirkung mit Oberflichenrauheit und Schmierung. Im Folgenden
werden zwei Experimente zur Reibungsmessung vorgestellt, die zwei charakteristische
Umformfélle abdecken, und so gewéhlt wurden, dafl die Bestimmung der Reibungszahlen
noch {iber direkte analytische Beziehungen mdglich ist. Die Versuche wurden in Zusam-
menarbeit mit dem Max-Planck-Institut fiir Eisenforschung in Diisseldorf durchgefiihrt.

Der Streifenziehversuch mit Elastomerkissen

Beim Streifenziehversuch zur Reibungsmessung nach [3] wird das zu verformende Metall
durch einen sich in Zugrichtung verengenden ebenen Ziehspalt gezogen, wobei Zug- und
Querkriifte gemessen werden. Allein anhand statischer Uberlegungen 148t sich dann ohne
Kenntnis eines Stoffgesetzes die mittlere Reibungszahl u zwischen dem Metall und den
Ziehbacken berechnen.

Durch Ausriistung der Ziehbacken mit Elastomereinlagen ist es gelungen, Abbildung
1, dieses Prinzip auch auf den Elastomer-Metall-Kontakt anzuwenden. Im Gegensatz zu
Versuchen mit Vollbacken tritt bei den Backen mit Einlage das Problem auf, dafl zwei ver-
schiedene Reibpaarungen vorliegen, nfimlich Stahlbacke-Streifen (mit Reibunggszahl pug,)
und Elastomer-Streifen (mit gg). AuBerdem entsteht durch Verformung des Elastomer-
kissens eine nicht-ebene Wirkfliche. Mit Hilfe von Streifentheorie zur Berechnung der
Druckverteilung auf die Backen in Kombination mit FEM zur Bestimmung der Elasto-
merverformung konnte gezeigt werden, daf sich die Gesamtreibungszahl

_ Fz/(ZFQ) —tana

h= 1+Fz/(2FQ) tan o M

in sehr guter Naherung einfach als gewichtetes Mittel der Einzelreibungszahlen ergibt:

(Ag + Age) b= Ap g + Ass tise - (2)
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Wihrend die Fliche der Elastomereinlage A bekannt ist, 188t sich die Fliche des Kon-
taktes mit der Stahloberfliche As; nach dem Ziehen anhand des gut sichtbaren Abdrucks
auf der Backe ausmessen.

Geht man von quaderférmigen Proben aus, muff zunéchst eine Ziehangel angewalzt wer-
den, so daf8 der Streifen durch die Backen gesteckt werden kann. Danach wird ein Teil
mit einem Stahlstiick anstelle der Elastomereinlage gezogen. Nach Gleichung (1) wird
80 ugs bestimmt. Danach wird mit Elastomereinlagen weitergezogen und mit dem nun
gemessenen mittleren y durch Einsetzen in Gleichung (2) pg extrapoliert.

Es wurden bisher Versuche mit Aluminium 99,5 und VLGQ-Weichgummi (Schubmodul
nur(!) G=1,3 N/mm?) sowie Polyurethan mit Harten von 82 und 90 Shore A ausgefiihrt.
Die Hohe der Aluminiumstébe wurde dabei von 15 mm auf etwa 11 mm reduziert. Beispiele
einiger gemessener Reibungszahlen fiir Kissen aus Gummi zeigt Abbildung 2.

Einen station#fren Ziehzustand mit niedrigen Reibungszahlen erreicht man nur dann, wenn
eine geniigende Schmierschicht aufrechterhalten werden kann. Dies gelingt besonders gut
bei mittleren Rauhtiefen der Streifenoberfliche (Rz=15 bis 20 pm), nicht zu niedriger
Viskositat des zur Schmierung verwendeten Walzls (7>0,5 Pa s) und Kalk als Schmier-
stofftriiger. Bei Polyurethan wurde dann ein extrapoliertes pr=0,07 bis 0,08 erreicht.
Bei grofleren Rauhtiefen steigt g langsam (0,08 bis 0,09 bei Rz=40 um) bei kleineren
Rauhtiefen steil an (ug >0,2 bei Rz=4 pm). Auflerdem sind Art und Orientierung der
Rauheiten von Bedeutung.

Charakteristisch fiir den Streifenziehversuch ist die {iberall vorhandene Relativbewegung
von Metall gegenilber dem Elastomer, verbunden mit einer schnell fortschreitenden Ab-
nutzung der Elastomeroberfliche, erkennbar am wihrend des Ziehens ansteigenden p. Bei
dem im folgenden behandelten Versuch tritt hingegen teilweises Haften auf.

Der Flachstauchversuch mit Elastomerkissen

Beim Flachstauchversuch wird eine quaderformige Metallprobe zwischen zwei rechteckigen
Stempeln gestaucht. Sind die Reibverh&ltnisse oben und unten verschieden, so verkriimms
sich die Probe zunehmend wéhrend des Stauchens (tribologische Asymmetrie). Anhand
des Verkritmmungswinkels &z kann man auf den Unterschied der Reibungszahlen oben
und unten schliefien, jedoch nicht auf deren absoluten Werte (,Reibungswaage“). Diese
kénnen jedoch fiber die Stauchkrafterh6hung abgeschéitzt werden.

Auch hier ist es mdglich, einen oder beide Stempel mit Elastomerkissen auszuriisten, Ab-
bildung 3. Mit Hilfe einer umfangreichen oberen Schrankenrechnung, der ein in z;- und
z5-Richtung jeweils quadratischer und in zg-Richtung linearer Geschwindigkeitsansatz zu-
grundeliegt, konnte durch Entwicklung nach den Reibfaktordifferenzen Am=m,—m, und
Ampg=(mg —m,)—(mg—m,) ein letztlich vergleichsweise einfacher analytischer Zusam-
menhang flir die Rotationsgeschwindigkeit der starr angenommenen Seitenteile hergeleitet
werden, der sogar noch zum Winkel als Funktion des Stauchfaktors h/hg integrierbar war:

a = -g— {1—§+0( 2)] [Am+k k AmE+O(Am%E))] ln%. (3)

2
& 28
&
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Abbildung 1: Streifenziehversuch mit Elastomerkissen. Kréfte beim Ziehen von Alumini-
um 99,5, Ziehbacken mit Weichgummieinlagen.

Neben den aus der Abbildung hervorgehenden Bezeichnungen treten hierbei noch das
Verhiiltnis aus Kissentiefe zur Tiefe des gesamten Kontakts ks/43 sowie der Breitungsanteil
[ in z3-Richtung auf. Ein §=1/2 entspriiche dabei gleicher Verteilung des Flusses auf z;-
und z3-Richtung bei Reibungsfreiheit.

Fiir Am =0 (gleiche Reibfaktoren zwischen Stempelmetall und Werkstiick) ist so durch
Messung des Winkels «, der Breitung # und der Endhthe A die Berechnung des Elasto-
merreibfaktorenunterschieds Ampg mdoglich. Zwei- und dreidimensionale FE-Simulationen
bestitigten niherungsweise den Zusammenhang fiir kleine m zwischen 0 und 0,2.
Insbesondere kann man der Gleichung entnehmen, dafl der Breitenanteil des Elastomer-
kissens k;/¢, quadratisch eingeht. Also ist es sinnvoll, die Seitenstege des Stempels so
schmal wie méglich auszufiihren, ohne daf sie wihrend des Versuchs abbrechen.

Erste erfolgreiche Versuche mit Aluminium 99,5 und Polyurethan (Shore 90 A) wurden
durchgefiibrt. Im Vergleich zum Streifenziehen werden gréSere Abnahmen bei geringerer
.Schidigung der Elastomereinlage erreicht.
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Abbildung 2: Streifenziehen von Aluminium 99,5, Ziehbacken mit Weichgummieinlagen.
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Reibungszahlen bei Variation der Oberflichen- und Schmierverhiltnisse.

Abbildung 3: Tribologisch asymmetrischer Flachstanchversuch mit Elastomerkissen.
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Die Bedeutung der Kompatibilitatsbedingung fiir
mikropolare, elastisch-plastische Reibungsmaterialien

W. Ehlers, S. Diebels & W. Volk
Universitat Stuttgart, Institut fiir Mechanik (Bauwesen), Lehrstuhl I, D-70550 Stuttgart

1 Motivation

Eine kontinuumsmechanische Beschreibung von mehrphasigen Reibungsmaterialaien kann mit
Hilfe der Theorie Poréser Medien (TPM) erfolgen (siche z. B. Ehlers [2]). Im Rahmen der
klassischen Mischungstheorie (Standardformulierung) ist der materielle Punkt nach dem Ho-
mogenisierungsprozeB der Triger der physikalischen Eigenschaften (Dichte, Impuls, ...) und
besitzt drei translatorische Freiheitsgrade. Es ist bekannt, daB bei Lokalisierungsphanome-
nen, wie 2. B. Scherbandbildung, die physikalische Breite der Lokalisierungszonen mit Hilfe
der Standardformulierung nicht erfaBbar ist, da die Breite der Bander durch mikroskopische
Kontaktkrifte hervorgerufen wird, die mit Reibungseffekten zwischen den einzelnen Kérnen
verbunden sind und die in der Standardformulierung nicht beriicksichtigt werden. Im Rahmen
einer mikropolaren Beschreibung werden die Effekte, die auf der endlichen GréBe der einzel-
nen Partikel beruhen, ebenfalls einem HomogenisierungsprozeB unterzogen. Als Ergebnis erhilt
man ein makroskopisches Kontinuum, das zusitzlich unabhingige rotatorische Freiheitsgrade
besitzt, die nicht aus dem Verschiebungsfeld bestimmbar sind. Im folgenden wird die Kinema-
tik mikropolarer Reibungsmaterialien vorgestellt und eine Kompatibilitatsbedingung zwischen
den mikropolaren DeformationsmaBen hergeleitet. Es wird gezeigt, daB diese Kompatibilitats-
bedingung einen entscheidenden EinfluB auf eine elastisch-plastische Formulierung besitzt.

2 Kinematik

Die aktuelle Plazierung x eines materiellen Punktes kann durch seine Lage X zu einer Referenz-
zeit o und eine zugehdrige Bewegungsfunktion x eindeutig dargestellt werden. Die zusatzlichen
rotatorischen Freiheitsgrade kdnnen durch ein begleitendes starres Dreibein (Direktoren) be-
schrieben werden. Die Direktoren &;, 7 = 1,2, 3, der aktuellen Konfiguration kénnen durch ihre
Lage Z; in einer Cosserat-Konfiguration in Zusammenhang mit einer eigentlich orthogonalen
Abbildung R (Cosserat-Rotationstensor) bestimmt werden:

X = X(x, t)$ 55 =§-E€- (1)

Versieht man den betrachteten Kérper mit konvektiven Paramterlinien &%, so sind die natiirli-
chen kovarianten Basisvektorén a; der aktuellen Konfiguration bzw. h; der Referenzkonfigu-
ration als Tangentenvektoren an die Paramieterlinien definiert. Entsprechend kann man eine
duale oder kontravariante Basis a’ bzw. h’ definieren:

8X ox ., 8¢ . o
h.{.zﬁ,a,‘.:%,h.—a—x,a.——'a—x. (2)
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Der Deformationsgradient F' bildet ein Linienelement der Referenzkonfiguration in das ent-
sprechende Linienelemnt der aktuellen Konfiguration ab (kovarianter Vorwértstransport) und
erhalt unter Verwendung der natiirlichen Basis folgende Form

F:=%=Gradx=I+Gra.du=a.-®h". (3)

Hierin bedeutet ,,Grad” die Gradientenbildung beziiglich der Referenzkonfiguration, u ist der
Verschiebungsvektor. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit wird gefordert, daB die Direk-
toren &; und die Basisvektoren a; der aktuellen Konfiguration iibereinstimmen (Diebels &
Ehlers [1]). Diese Annahme hat zur Folge, daB die Direktoren der Cosserat-Konfiguration

E; =h zeitabhingig sind. Der Cosserat-Rotationstensor beschreibt somit den kovarianten
Vorwartstransport von der Cosserat-Konfiguration zur aktuellen Konfiguration:

R = a® Ei =:Rija4®hj. (4)

Unter Verwendung der Gleichungen (3) und (4) kann man den nicht-symmetrischen Cosserat-
Deformatinstensor U definieren, der den kovarianten Vorwirtstransport von der Referenz- auf
die Cosserat-Konfiguration beschreibt:

U :=RTF =h;®h’ = &, h; ®h’. (5)

Ein korrespondierendes VerzerrungsmaB, das im undeformierten Zustand verschwindet, lautet:

A =1- 07 =&, Wnehi, &, = RT, — &, (6)

Als weiteres DeformationsmaB bietet sich die Einfilhrung des Kriimmungstensors an, der im
vorliegenden Fall auf der aktuellen Konfiguration definiert wird:
3 — _ . .

K := [R gra.d RT]Q‘ = ngkai ® a’® ak. (7)

Das Symbol ,grad” bedeutet die Gradientenbildung beziiglich der aktuellen Konfiguration.
Der Kriimmungstensor ist schiefsymmetrisch beziiglich der ersten beiden Basisvektoren und

3
kann somit eineindeutig mit dem Permutationstensor E auf den zweistufigen (axialen) Tensor
K abbgebildet werden:

K = -lEK] K = —[EKP (8)

Bei der elastisch-plastischen Formulierung fiir groBe Deformationen wird im folgenden von der
Annahme ausgegangen, daB sowoh! F als auch R muitiplikativ in einen elastischen und einen
plastischen Anteil aufgespalten werden kénnen (Steinmann [4]):

F =: F.F,, R =R.R,. (9)
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F und R beschreiben jeweils den Transport eines Linienelements von der Referenzkonfigura-
tion bzw. der Cosserat-Konfiguration zur aktuellen Konfiguration. Es erscheint daher sinnvoll,
beide MaBe in der gleichen Art zu zerlegen. Als Folge kann man die Existenz einer Zwischen-
konfigurationen und einer Cosserat-Zwischenkonfiguration motivieren (siehe Abb. 1).

Die Zwischenkonfiguration ist definitionsgemaB spannungsfrei beziiglich des symmetrischen
Anteils des Spannungstensors und inkompatibel in der Form, daB in der Regel kein plastisches
Verschiebungsfeld existiert. Die Cosserat-Zwischenkonfiguration ist momentenspannungsfrei

und spannungsfrei beziiglich des antimetrischen Anteils des Spannungstensors infolge der lo-
kalen Drallbilanz (siehe z. B. Diebels & Ehlers [1]).

Referenzkonf. Zwischenkonf. aktuelle Konf.

”n

Zwischenkonf,"

Abbildung 1: Konfigurationen der elastisch-plastischen Formulierung

Als Folge der multiplikativen Zerlegung von F und R erhilt man in Analogie zur additiven Zer-
legung des Green-Lagrangeschen Verzerrungstensors der Standardformulierung eine additive
Zerlegung der Verzerrungs- und KriimmungsmaBe:

— — — 3 3 3
A=A+A, K =K.+K,, K=K, +K,. (10)

3 Die mikropolare Kompatibilitatsbedingung

Im folgenden wird durch kinematische Uberlegungen eine Kompatibilititsbedingung zwischen
dem Verzerrungs- und KriimmungsmaB hergeleitet, die dann fiir eine elastisch-plastische For-
mulierung verwendet wird.

Der Gradient des inversen Deformationsgradienten ist wegen der Schwarzschen Vertauschungs-
regel symmetrisch beziiglich des 2. und 3. Basisvektors:

grad F! = —gradgradu = (grad F)T. (11)
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Einsetzen der Gleichungen (5) - (7) in Gleichung (11) liefert nach einigen Umformungen eine
Form der gesuchten Kompatibilitatsbedingung:

(E K2 - (B K2F A —a)F |. (12)

3
Der Tensor A entsteht durch den Vorwirtstransport der ersten beiden Basisvektoren von
.grad A" auf die aktuelle Konfiguration und kann somit ebenfalls additiv in einen elastischen

und plastischen Anteil zerlegt werden.

3 B _ 3 3

A = {F[(grad A)T RT]B}2 =A, + A,. (13)
(12) ist eine tensorielle Gleichung 3. Stufe, bei der jedoch der symmetrische Anteil beziiglich
der letzten beiden Basisvektoren verschwindet. Somit sind von den urspriinglich 27 skalaren

Gleichungen nur neun voneinander unabhingig. Aus diesem Grund kann man (12) nach K
aufldsen (vgl. Ehlers & Volk [3]):

IR 3 1 32

K = S {(E[A +(A) - A2 (14
Einsetzen von (10) in (14) und separieren nach elastischen und piastischen Anteilen liefert
3 3 3 13 3 23

K. = J{E[A. +(A)T — (A)"]}4

1 3 3 3 :119 3 :ara 2

K, = E{E [Ap +(A)T — (Ap)T]}2

Aus Gleichung (15) erkennt man, daB bei einer konstitutiv vorgegebenen Evolutionsgleichung

fiir A, die Evolutionsgleichung fiir K,, direkt aus Gleichung (15) bestimmbar ist. Eine formale

Linearisierung von (12) - (15) liefert entsprechende Ergebnisse fiir den geometrisch linearen
Bereich (siehe Ehlers & Volk [3]).

(15)
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1 Einleitung

Die numerische Analyse des finiten elastisch-plastischen Deformationsverhaltens kristalliner
Festkorper basiert hiufig auf der Betrachtung einfacher mikromechanischer Schermech-
anismen in vorgegebenen Kristallebenen, die dann zu isochoren inelastischen Dehnun-
gen fiihren. Bei in Briinig [1] vorgestellten numerischen Simulationen werden nach dem
Schmid-Gesetz die jeweiligen Flielbedingungen mit zu den kristallographischen Verset-
zungen konjugierten mikromechanischen Scherspannungen formuliert, woraus vereinfachte
mechanische Modelle resultieren. Diese sind jedoch nicht immer geeignet, experimentelle
Beobachtungen und Ergebnisse numerisch abzubilden. Zum Beispiel berichten Spitzig
et al. [2] von eindimensionalen Zug- und Druckversuchen, bei denen plastische Volu-
menzunahmen zu beobachten waren. Auch wurden hierbei in den Druckversuchen be-
tragsméiBig grofere FlieBspannungen als in den Zugversuchen gemessen. Dariiberhin-
aus fiihrten Barendreght und Sharpe [3] sweidimensionale Belastungsversuche mit Zink-
Kristallen durch, wobei die kritische Scherspannung beim erstmaligen plastischen Flieflen
um bis zu 30% kleinere Werte gegeniiber dem einfachen Zugversuch aufwies. Diese exper-
imentellen Resultate sollen mit Hilfe numerischer Simulationen wiedergegeben werden.
Daher ist es erforderlich, aufwendigere kinematische Hypothesen und verallgemeinerte
Flieffbedingungen zu formulieren sowie diese in das kontinuumsmechanische Modell und
das in [1] vorgestellte Rechenprogramm zu implementieren.

2 Kontinuumsmechanische Modellierung

Die kinematischen Grundgleichungen zur Beschreibung des beobachteten elastisch-plasti-
schen Verhaltens kristalliner Festkorper basieren auf der Annahme, daf die makromech-
anischen inelastischen Dehnungen allein durch kristallographische Deformationen her-
vorgerufen werden. Nach Nemat-Nasser [4] und Iwakuma und Nemat-Nasser [5] wird
die Rate des plastischen Anteils des auf die Zwischenkonfiguration bezogenen Greenschen

3 F o ASEERei & ¥ s EBA W 32 miX- o TaNT _ i B AN e R oFe b4t s
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Verzerrungstensors
!
P

E =) (N4 (1)

[~ 4

direkt aus der kristallographischen Scherrate ¥ gewonnen. In Gl. (1) symbolisiert

N® = symm {6(m" ®n%) +a, & é_l (n” ®n%) + a, tofe! (m*®m*?) + a3 b}

(2)
assozilerte kristallographische Einheitsverzerrungen bzgl. des unverformten Kristallgit-
ters, wahrend & den elastischen Cauchy-Green-Tensor und die orthonormalen Basen n®
und m® die Normale der Scherebene bzw. die Scherrichtung des Systems o kennzeichnen.
In Gl. (2) beschreibt der erste Summand isochore plastische Deformationen, wihrend mit
den zusitzlichen Termen die inelastische Volumenzunahme berechnet wird. Die kinema-
tischen Parameter ay, a2 und as werden aus Experimenten gewonnen.

Das makromechanische elastische Materialverhalten wird unter der Voraussetzung der
Existenz einer elastischen Potentialfunktion % durch das hyperelastische Stoffgesetz

§_x oo x 02

. L R U S 3
f oy ©)

el
- of
el
erfafit, wobei § und £ den’ makromechanischen Spannungs- und elastischen Verzer-
rungstensor, ; die Dichte sowie C den Tensor der elastischen Moduln jeweils bezogen
auf die Zwischenkonfiguration darstellen. Das plastische Flieflen in jedem Schersystem

wird bei mehraxialen Spannungszustinden mit Hilfe der von Briinig [6] vorgeschlagenen
mikromechanischen Vergleichsspannung

™™ = o5, + b a':n+bg.73p , 4)
beschrieben, die ebenfalls in der Form
-1
=8 .M, M*=symm{Em°®n%) +5, EE @) +5E}  (5)

angegeben werden kann. In Gl. (4) bezeichnen 62, und 62, die mikromechanische Scher-
bzw. Normalspannung im jeweiligen Schersystem o, und p stellt die hydrostatische Span-
nung dar. Der Materialparameter by erfafit den durch die mikromechanische Normalspan-
nung hervorgerufenen Widerstand des kristallinen Materials gegen das plastische Scheren
und kann somit als mikromechanischer Reibkoeffizient angesehen werden. Dariiberhin-
aus kann der Einflul des hydrostatischen Spannungszustands auf kristallographische Ver-
setzungsmechanismen mit Hilfe des Stoffparameters b, beriicksichtigt werden. In dem
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Schersystem « tritt nun plastisches Flieflen auf, sobald die mikromechanische Vergleichss-
pannung die momentane Fliebedingung

T = f mit 75 = Y (A (6)
B
erfiillt, wobei die Matrix h*? die jeweiligen Verfestigungsmoduln enthilt. Es wird nun aus
(4) ersichtlich, daB das FlieBgesetz (1) nicht zur aktuellen FlieBbedingung (6) assoziiert
ist, da die kinematischen Parameter a; und die konstitutiven Parameter b; normalerweise
nicht identisch sind.

Das elastisch-plastische Werkstoffverhalten des kristallinen Kérpers wird nun durch Kom-
bination des elastischen und plastischen Stoffgesetzes (Gl. (3) und (4)) erfaBt. Dabei er-
folgt die Integration der Ratengleichungen nach der Methode des plastischen Prediktors,
die sich durch hohe Genauigkeit sowie numerische Effizienz und Stabilitit auszeichnet. Die
kontinuumsmechanischen Grundgleichungen werden in ein nichtlineares Finite-Element-
Programm implementiert, dessen Losung auf einem Newton-Raphson-Algorithmus basiert.
Aufgrund der konsistenten Linearisierungen der nichtlinearen Gleichungen werden nur
wenige Iterationen zur hinreichend genauen Berechnung des Gleichgewichtszustands bens-
tigt, so daB die Rechenzeiten fiir die aufwendigen elastisch-plastischen Auswertungen in
den jeweiligen Gaufipunkten relativ kurz gehalten werden kénnen.

3 Numerische Simulationen

Basierend auf dem vorgestellten kontinuumsmechanischen Modell wurden zahlreiche nu-
merische Simulationen durchgefiihrt, die in Briinig [6] sowie Briinig und Obrecht [7]
ausfiihrlich dokumentiert sind. Die wesentlichen Aspekte sollen hier zusammengefaBt
werden.

Die numerischen Simulationen der zweiaxialen Zugversuche mit Zinkkristallen nach [3]
zeigen, dafl mit einer modifizierten mikromechanischen Fliefilbedingung (Gl. (4)) das
globale Last-Dehnungsverhalten gut wiedergegeben werden kann. Eine auf dem Schmid-
Gesetz basierende Rechnung hingegen fiihrt zu einer drastischen, iiber 30%-igen Uber-
schétzung der von der Probe aufnehmbaren Spannungen. Auch bei der Simulation der in
[2] vorgestellten einaxialen Zug- und Druckversuche beschreibt die modifizierte Fliefibe-
dingung (4) das unterschiedliche Plastizierungsverhalten im Zug- und Druckbereich. Die
Annahme eines assoziierten Fliefigesetzes fiihrt hierbei zu einer deutlichen plastischen
Volumenzunahme, die jedoch viel grofier als die gemessenen ausfiel. Daher missen die
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kinematischen Parameter in Gl (2) unabhingig von der FlieBbedingung ermittelt wer-
den, was dann auf ein nichtassoziiertes Fliefgesetz fiihrt. Numerische Studien haben
dariiberhinaus gezeigt, da die erweiterten kinematischen und konstitutiven Modelle (Gl.
(2) und (4)) einen starken Einfluf auf das Lokalisierungsverhalten aufweisen. So fiihren
anwachsende konstitutive Parameter b; auf einen drastischen Abfall der globalen Span-
nung, bei der die Lokalisierung initiert wird. Zum Beispiel wird fiir den relativ kleinen
Parameter b, = 0,10 ein Abfall der kritischen Spannung von tiber 20% verglichen mit
einer Berechnung nach dem Schmid-Gesetz ermittelt. Daneben resultieren aus steigenden
kinematischen Parametern a; deutlich kleinere Dehnungen der Probe beim Einsetzen der
Lokalisierung.
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Zusammenfassung

Metallische Werkstoffe sind im allgemeinen polykristallin aufgebaut. Die Kristalle verhalten sich
sowohl elastisch als auch plastisch anisotrop. Von einem gemeinsamen Bezugsystem ans betrachtet
besitzen die K8rner abh#ingig von der jeweiligen kristallographischen Orientierung verschiedene Ei-
genschaften. Durch den Zwang zur kompatiblen Verformung kommt es bei Belastungen des Materials
zu inhomogenen Dehnungsverteilungen, die stark lokalisiert auftreten kénnen und als Vorstufe von
Schidigung technische Bedeutung besitzen. Da es nach theoretischen Erkenntnissen bei den Deh-
nungglokalisierungen zu Gitterrotationen kommt, deren Einfluf§ nicht zu vernachliissigen ist, wurde
das nichtlineare geometrische Verhalten durch die Theorie der grofien Deformationen in dem darge-
stallten 3D-FEM-Modell berticksichtigt. Im Rahmen einer DFG-Forschergruppe wurden Experimente
an speziellen kfz-Polykristallproben sowie deren Simulationen durchgefithrt. Die ersten Ergebnisse
werden dargestellt.

1 Vorstellung der Modellgleichungen

Zur Beschreibung der Spannungsinderungen bei kristallplastischen Vorgéngen wird nach ARAVAS und
AIFANTIS [1] das hypoelastische Stoffgesetz in Verkniipfurig mit der Jaumannschen mitrotierenden Zeit-
ableitung verwendet:

! ED% + Wtg — g W™ — (det(F))

- ~ el ol . ol
= Joi(F) det(F) ocx ED*+ W% —cW™™. (1)

o

Unter der Voraussetzung kleiner elastischer Verzerrungen ist die Determinante von F gleichbleibend
ungefihr Eins und ihre zeitliche Anderung deshalb Null. Die elastischen Eigenschaften des jeweiligen
Kristalls werden mittels des Tensors # in lokalen Koordinaten beschrieben. Der Tensor wird aufgrund
der symmetrischen und orthotropen Eigenschaften von kfz-Kristallen durch die drei elastischen Kon-
stanten €13, ¢12 und gy bestimmt. Da die Transformation zwischen globalen und lokalen Koordinaten
durch den Tensor a = a(Y;, W) beschrieben wird, kann der globale Elastizititstensor B durch die
Vorschrift )

Eijkl = Qi Qnj Qok Gyl Brnop A (2)
bestimmf werden. Der Transformationstensor @ ist zum einen von drei Eulerwinkeln, welche in T; zu-
sammengefafit sind und die Verdrehung zwischen globalen und lokalen Koordinaten beschreiben, zum
anderen von der Starrkérperrotation W7 abhiingig, die die Gitterdrehung wiedergibt. Wird der De-
formationsgradient iiber den Produktansatz

F =RU® F* (3)
zerlegt, 158t sich der Geschwindigkeitsgradient L wie folgt durch drei Summanden beschreiben:

L=FF'=RRT +:RUGI(U”1)‘1-RT: + RUSF” (F?)" (U%)"'RT . (4)
rotat. elast./rotat. elast./rotat. fvisko.

Diese drei Summanden werden aufgrund der verschiedenen Deformationsmechanismen im weiteren durch
die Indizes ( )™, ()* und ( )*? gekennzeichnet. Nach einer Zerlegung des Geschwindigkeitsgradienten
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L in seinen symmetrischen Anteil D und seinen antimetrischen Anteil W ist es méglich, die gesuchten
Beitriige D® und W™ durch folgende Gleichungen zu bestimmen:

D¢ = D-D7, (5)
ol __ _ el

W = W— WY &’6" (6)
]

wobei der Anteil W unter der Voraussetzung kleiner elastischer Verzerrungen zu vernachlssigen ist.
Die viskoplastischen Anteile lassen sich nach HARDER [2] durch die tensoriellen Beziehungen

122
- = (s (s) ( a)) A
D" = 22(17&’ ®n® +nl® @ m! )) 49 und (7
=1
1 12

8=1
bestimmen. Der Gleitsbenennormalenvektor n(*) und der Gleitrichtungsvektor m(®) des jeweiligen Gleit-
systems (s) werden iiber Entwicklungsgleichungen bestimmt, mit Hilfe des Tensorprodukts verkniipft
und anschlieBend mit der entsprechenden Abgleitrate "y("’) multipliziert. Die Summation iiber die zwdlf
Gleitsysteme entspricht der Superposition der Einfachgleitungen. Die kinetische Gleichung

()
2 T
0t ()" e {1 1} ity ®

(s)
70
die aus der Orowan-Beziehung abgeleitet wurde und keine explizite Fliefigrenze besitzt, beschreibt die
Abgleitrate in Abhiingigkeit der effektiven (7\;) und der kritischen Schubspannung 7§ jedes Gleitsy-
stems. Die Werkstoffparameter 4y und % besitzen eine physikalische Bedeutung und kénnen deshailb
in ihrer Gréflenordnung abgeschétzt werden. Dies fithrt bei ihrer Anpassung zu einer Verkleinerung
des Wertebereichs und des numerischen Aufwandes. Zur Beschreibung der effektiven Schubspannungen
wird die Differenz 4uflerer und innerer Spannungen auf das jeweilige Gleitsystem projiziert:

i) = det(F) (0~ o1n) n) M & (0~ o4ie) D) . (10
Unter der Voraussetzung kleiner elastischer Verzerrungen ist die Determinante von F' ungefihr Eins.

Die weitreichenden, inneren Spannungen o, beschreiben den Wechselwirkungsmechanismus von Ver-
setzungen durch deren Aufstan oder Bildung energetisch giinstiger Versetzungsstrukturen. Der Tensor

12
Ckin = Z 0 (m(") ®n® + @ m(‘)) (11)
s=1
entsteht durch Superposition der Riickspannungstensoren der einzelnen Gleitsysteme, wobei sich die
Rtickspannung Q(®) tiber eine Entwicklungsgleichung bestimmt, die wiederum in Abhangigkeit von der
Abgleitrate und der Riickspannung selbst formuliert wird. Die Riickspannungen haben einen anisotropen
Charakter, da sie Abgleitprozesse je nach Abgleitrichtung behindern oder begiinstigen kénnen. Die
Bezugsgrofie der kinetischen Gleichung, die kritische Schubspannung Té“), ist vergleichbar mit einer
Fliefigrenze und wird durch folgende Gleichung bestimmt:

12
) = Gby| D Aerp(® . (12)
r=1

Der Schubmodul G, der Betrag des Burgersvektors b und die Wechsslwirkungsmatrix A, sind Werkstoff-

parameter, die Versetzungsdichte p{*) wird mittels einer Entwicklungsgleichung fiir jedes Gleitsystem

bestimmt. Es ergibt sich somit ein aus 33 gekoppelten nichtlinearen Differentialgleichungen bestehendes
System:

= 0 (0’ N2 Ps IJy

é = E(J)Q’B’—I—)I

Q= Q(U:Qaﬂsﬁs
T=1(c,0,p1). (13)
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Abbildung 1: Versuchsaufbau Abbildung 2: FE-Modell mit Zwillingen
2 Versuchsaufbau und FE-Modell

Die flache Zugprobe aus Cul5at%Al, die in der Abbildung 1 dargestellt ist, hat eine Dicke von ca.
200pum. Der durchschnittliche Korndurchmesser betréigt 600um. Bei dem Beobachtungsfeld mit ei-
ner Grofe von 1,6 x 1,2mm? handelt. es sich sowohl auf der Vorder- als auch auf der Riickseite um
den identischen Bereich. Die Korn- und Zwillingsgrenzen dieser Bereiche dienen als Vorlage fiir das in
Abbildung 2 dargestellte FE-Modell. Die Probe wurde mit einer gleichméBigen Geschwindigkeit von
1,15um/s bei Raumtemperatur verformt und die daraus resultierende Kraft gemessen. Auf der einen
Seite der Probe wurde mittels einer optischen Ganzfeldmefimethode (s. BERGMANN [3]) die Dehnungs-
verteilung ermittelt. Auf der gegeniiberliegenden Probenseite wurde die Entstehung und Entwicklung
von Gleitlinien beobachtet und deren Struktur nach der Verformung mit Hilfe eines Kraftmikroskops
eingehend untersucht. Die Orientierung der Koérner bzw. der Zwillingsbereiche wurden fiber EBSP
(Electronic Backscattering Pattern) bestimmt. Die einzelnen Fragmente in der Abbildung 2 stellen
die K&rner des simulierten Probenbereichs dar und bestehen aus 3D-FE-Elementen. Die aufgefunde-
nen Zwillinge wurden entsprechend ihrer Oberflichenstruktur ebenso wie Korngrenzfléichen parallel zur
Dickenrichtung modelliert. Durch Eliminieren der doppelten Knoten werden die einzelnen K&rner fest
mit ihrem Gegenfiber gekoppelt. Das so entstandene, geschlossene FE-Netz wird an seinen Randknoten
mit den aus der Messung stammenden Verschiebungen beaufschlagt. Die unterschiedlichen Eigenschaf-
ten der Kbrner ergeban sich aus den verschiedenen Kristallorientierungen und das Werkstoffmodell ist
fiir die gesamte Probe einheitlich.

3 Ergebnisse

Die in Abbildung 3 dargestellten Léngsdehnungen £;; zeigen ein deutliches Band mit lokal stark erhdhten
Verformungen, das von der oberen linken zur untern rechten Ecke verliuft. Die {ibrigen Bereiche sind
demgegentiber nur gering verformt. In der FE-Analyse (Abbildung 4) wurde qualitativ das gleiche
Verhalten berechnet. Quantitativ stimmen die Dehnungen nach beiden Ermittlungsmethoden sehr gut
fiberein, im Scherband herrschan beiderseits 10 — 15% Lingsdehnungen. Betrachtet man die globale
Spannungs-Dehnungskurve, welche in Abbildung 5 dargestellt ist, sieht man, dafi sowohl im Experiment



Abbildung 3: Dehnungslingsmessung Abbildung 4: Ergebnis FEM-Analyse

als auch in der Anlyse der Vorder- und Rfickseite das Flieflen bei gleich grofien Spannungen beginnt,
allerdings verfestigt das simulierte Metall stirker als die reale Probe.

Vorderselte
Bgcksene

"—""d”‘-"
Experiment

| T |

60.010.010&30.:)40.;]50.;)60}!78[1]

Abbildung 5: Spannungs-Dehnungsverlauf

4 Ausblick

Fiir die Zukunft ist eine dreidimensionale Modellierung der Koérner bzw. der Zwillingsebenen geplant.
Die notwendig gewordenen Erweiterungen des Pre-Prozessors werden bereits erarbeitet. Des weitaren
gind differenzierte Anpassungen der Modellparameter an Einkristall-Versuche und eine Erweiterung des
Werkstoffmodells auf inhomogene Gleitung (s. PLESSING [4]) notwendig, um das physikalisch nichtlineare
Verhalten der Legierung besser beschreiben zu kdnnen.
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1. Einflibrung

In realen Bauteilen sind die Materialeigenschaften im allgemeinen nicht homogen verteilt. Bei
einer Bauteilbeanspruchung entstehen dadurch inhomogene Verzerrungs- und Spannungsfel-
der. Diese Felder sind experimentell und rechnerisch nur sehr aufwendig zu bestimmen, Ziel
einer Mikro-Makro-Untersuchung soll es deshalb sein, ein Ersatzmodell mit homogener Mate-
rialverteilung derart anzugeben, daB makroskopisch gleiches Maierialverhalten vorliegt. Wird
das makroskopische Materialmodell aus einer Mittelung fiber hinreichend viele Mikrostrukiure-
lemente gewonnen, so daB sich makroskopisch tatsiichlich das gleiche Materialverhalten ergibt,
spricht man von der Homogenisierung eines repriisentativen Volumenelements (RVE).

2. Makroskopische Grifien

Die Berechnung makroskopischer GriBen erweist sich als besonders bequem, wenn die mate-
ricllen Punkte cines Kbrpers 2 in der Bezugsplazierung g ein Parallelepiped bilden und die
Abweichungen der Momentanplazierung x; von einem Parallelepiped, die durch die Ortsvek-
tordifferenzen w = x ~ FX beschrieben werden, der folgenden Bedingung genfigen:

[Gradwdv=0. ¢y

x2(%)
Dabei werden mit %, X und FX nacheinander dic Ortsvektoren eines materiellen Punktes in
der Momentanplazierung, in der Bezugsplazierung und in der Plazierung, die durch die homo-
gene Deformation mit F aus der Bezugsplazierung hervorgeht, bezeichnet. Die Berechnungs-
vorschrift filr den makroskopischen Deformationsgradienten ¥ =Vi I FdV ergibt sich

0 x,(2)
unmittelbar mit dem GauBschen Satz flir einfach zusammenhfingende Gebiete aus (1), denn
dann gilt

[w®ngdA=0. @

. oxp(2)

Gleichung (2) ist erftillt, wenn die Fluktuationen w der Randpunkte, die in der Bezugsplazie-
rung entgegengesetzte Flichenmormalen haben, gleich sind. Ein derartiger Ktirper 148t sich an

72 e e e chgs 6o . ., I, TR . Lo asbes 34 R
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seinen Réndern, immer mit solchen K&rpern periodisch fortsetzen, die durch Translation inein-
ander Qiberflihrbar sind. Wenn die Canchyschen Randspannungsvektoren ¢ die Bedingung
[wetda=0 3
(%)

erfiillen, ergibt sich unter Beachtung von t = T m und div T = 0 ans der Leistungséiquivalenz
zwischen RVE und homogenen Ersatzmodell die Vorschrift zur Berechnung der makroskopi-
schen Cauchy-Spannung T

F=l [Tdv. 4
(%)

Gleichung (4) ist fiir beliehige periodische Berandungen unter Beachtung von (2) erfiillt, wenn
die materiellen Punkte, die auf gegentiberliegen Rindern in jeder Plazierung gleiche Fluktuati-
onsgeschwindigkeiten haben, betragsgleiche und entgegengesetzt gerichtete Spannungsvekto-
ren ¢ besitzen. Darin enthalten sind die Sonderfiille konstanter und verschwindender Randfluk-
tuationen. AuBierdem gilt (4) anch fiir spannungsfreie Rinder, d.h. fiirt = 0.

3. Materialmodell auf Mikroebene

Die Mikrostrukturelemente sollen aus Materialien mit zueinander isomorphen elastischen Be-
reichen bestchen. Ein solches Material 1i6t sich vollstiindig durch die Angabe eines elastischen
Referenzgesetzes und einer Entwicklungsgleichung fiir den materiellen Isomorphismus ange-
ben. Zur Beschreibung von kubisch filichenzentrierten Kristalliten wird ein in C lineares Ge-
setz, welches die kubische Symmetrie des Materials berlicksichtigt, verwendet

S = Ky(C-C) = PKR(P'CP-C)P". (6))

Die invariante Spannung S = F'TF " ist durch Zuriickzichen der Cauchy-Spannung T auf die
Bezgsplazierung definiert (ausflihrliche Darlegung des Konzepts in [1]). K; beschreibt die
zeitabhiingige Steifigkeitstetrade im momentanen elastischen Bereich &, die fiber die inelasti-
sche Transformation P materiell isomorph mit der konstanten Steifigkeitstetrade KR im Refe-
renzbereich &g verknipft ist. C und C, sind die rechten Cauchy-Green-Tensoren in der momen-
tanen und der entlasteten Konfigura-tion, wobei die entlastete Konfiguration invariant unter
Wechsel des elastischen Bereichs ist. Die Entwicklungsgleichung filr P exgibt aus der Gleitsy-
stemtheorie fiir knbisch-fliichenzentrierte Kristallite, Bei Beschriinkung auf die vier Oktaeder-
Gleitebenen erfolgt die Beschreibung des inelastischen Materialverhaltens durch 12 Gleitsyste-
me o. Bs gilt:

0 Vita| < Tias

—Ju (6)
Z—Ftﬂdﬂ- ®nu Vl1a| 2 Th .
ool

PPt
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Flr die orthonormierten Eulerschen Gleitsystemvektoren d®, und n™* berechnen sich die
Schmidschen Schubspanmungen T, mit o= sp(Td",®n™). Bei der entsprechenden Lagrange-
schen Formulierung, Te= Yesp(SCd,®n”) mit den zugehbrigen Gleitrichtungen d, = Pdyg und
Gleitebenenormalen n® = P 'n%, kann bei kleinen elastischen Deformationen der aus dem Pla-
zierungswechsel resultierende Normierungsfaktor ¥,=1 gesetzt werden. Mit Festlegung eines
Referenzgitters lassen sich die Gleitsysteme sfmtlicher Anfangsorientierungen mit einem or-
thogonalen Anfangswert fiir P aus den Referenzgleitsystemen d.z®n™ erzeugen. Die Scherra-
te i, wurde mit dem Bingham-Ansatz [1, =n"sign(z, )T, —7,,| modelliert (siche [2]). Das
Vorhandensein der Viskositiit 1| erm8glicht das numerische Lsen der tensorwertigen gewthn-
lichen Differentialgleichung (6) mit einem expliziten Verfehren. Die Realisierung isotroper
Verfestigung erfolgt durch eine Entwicklungsgleichung flir die kritische Schubspannung Ty
nach [3]. AuBerdem wird noch eine Entwicklungsgleichung fUr die akkumulierte Summe der
Gleitungen {I benStigt

. 12 h,-h . 1 Va=8,
T, = h +(h, —h p2| —0 S it =
™ ;[ s +(hy —hg)sec [Tu 1, p-]]qublp'ﬂl mit gog {1,4 Vo B,

)
ﬁ=§|lla|- (8)

Der in eckigen Klammern stehende Ausdruck beschreibt die Verfestigungsrate, deren Verlauf
durch die vier Materialkonstanten hg, h,, Txo und %, festgelegt wird.

4. Numerische Lisung

Die Finite-Element-Diskretisierong des Ortes mit dem Prinzip der virtuellen Verriickungen zur
numerischen Approximation der schwachen Lisung von diw(T) = 0 filhrt auf die Forderung
nach Krifftegleichgewicht in jedem Knoten:

Y ko =ky mit  kyg = Vi Th*by, = VioFeSobya- )

Beitriige zur Knotenkraft ky licfern alle durch die GauB-Legendreschen Quadraturformeln
festgelegten Integrationsstilizstellen @ in den am Knoten N angrenzenden Elementen.

Die Steuerung der Deformation erfolgt durch Vorgabe von F zur Festlegung der Knotenver-
schiebungen, deren Fluktuationen wy verschwinden sollen. Bei Vorgabe eines konstanten glo-

balen Geschwindigkeitsgradienten L, z.B. mit sp(L )=0 fir isochore Prozesse, berechnet sich
die Verschiebung uy zum Zeitpunkt t+At bei total Lagrangescher Formulierung durch

UNeas = (ﬁ»m - I)XN = (ﬁgeW(Ai) - I)XN , WeINn WN= 0. - (10)
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Der Tensor exp(AtL)14Bt sich gemiB [4] numerisch exakt durch Reihenentwicklung angeben.
Aus (9), (6), (7) und (8) entsteht unter Beachtung von  =(F—I}X, +w, und Einfithrung

der beiden Supervektoren W = (Wiyeees Wn(N) und Ag = (Pa, Ta@se--» Te12@» ﬁ@) eine Anfangs-
wertaufgabe flir das folgende gewbhnliche nichtlineare Algebro-Differentialgleichungssystem:

Ykn(wAq)=ky (11a)
(]
Ag+gwAq)=0. (11b)

Mit wenig Speicherplatzaufwand lassen sich fiir (11b) explizite numerische Einschriitl8sungen
ermitteln, die nach jedem Zeitschritt in (11a) eingesetzt werden. Die Euler-Vorwiirts-Losung
van P in (11b) ist im allgemeinen nicht unimodular, Zu ihrer Sicherstellung geht in (11a) nur
ibr Distorsionsanteil ein, wobei die Konsistenzordnung wegen der Spurfreiheit der rechten
Seite von (6) erhalten bleibt.

Die Lisungen 5 des resultierenden nichlincaren algebraischen Systems (11a) werden mit dem
Newton-Raphson-Verfahren iterativ gewonnen. Verwendet man in jedem Newton-Schritt ei-
nen direkten Gleichungsltiser, hingen Speicherplatz und Rechengeschwindigkeit unmittelbar
van der Ausnutzung vorhandener Bandstrukturen ab. Wird der gesamte Rand homogen de-
formiert, erhiflt man bei der Knotennumerierung eines aus Witrfeln zusammengesetzten Qua-
ders, in der Reihenfolge Zeilen-Spalten-Ebenen, eine konstante Bandbreite. Bei periodisch
fortgesetzten Strukturen, liegt bei einer solchen Reihenfolge keine Bandstruktur mehr vor.
Eine Bandstruktur mit blockweise quadratisch abfallender Bandbreite 148t sich jedoch durch
schalenweise Numericrung des Quaders von auBlen nach innen erzeugen, indem das Quader-
netz als eine Folge ineindergestellter Hohlquader betrachtet wird.

homogener Rand | periodischer Rand
Zeilen, Spalten, Ebsnen | schalenweiss von AuBSen nach Innen
g5 | 542 min: 80 max: 361

Beisplel: Bandbreite der unbekannten Fluktuationen einer 7x7x7 Knoten-Warfel-Struktur

Ein Beispiel flir eine Texturrechnung nach dem hier beschriebenen Verfahren und ausfiihrliche
Literaturhinweise werden in [1] angegeben.
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Randbedingungen und Anfangsorientierungen fiir
Polykristallsimulationen mit Finiten Elementen
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1 Einleitung

Das globale Verhalten mikroskopisch inhomogener Materialien (z.B. Polykristalle) kann
durch Mittelung iiber sogenannte reprisentative Volumenelemente (RVE) berechnet
werden. Die dafiir erforderliche Bestimmung des mikroskopischen Spannungs- und Ver-
zerrungsfeldes erfolgt z.B. mit Finiten Elementen an einem Modell des heterogenen
Aggregats.

Ein solches Modell sollte in der Lage sein, makroskopisch isotropes Verhalten darzustel-
len. In der vorliegenden Arbeit wird untersucht, in welchem Mafle dies in Abhéngigkeit
vom betriebenen Aufwand gelingt. Dabei beschrianken sich die Untersuchungen auf die
makroskopische elastische Steifigkeit bei kleinen elastischen Verzerrungen.

Analog zum Vorgehen in [5] wird das Verschiebungsfeld in einen homogenen, durch den
makroskopischen Deformationsgradient F bestimmten Anteil und einen inhomogenen
Fluktuationsanteil w aufgeteilt:

u(P) = (F -I)- X(P) + w(P). (1)

X ist der Ort des Punktes P in der Bezugslage. Ist die globale Impulsbilanz fiir das
Aggregat erfiillt und verschwinden die Fluktuationen auf dem Rand (w(8B) = 0) oder
sind sie periodisch (w(0B-) = w(8B..)), so ist die makroskopische Cauchy-Spannung
T gleich dem Mittelwert der lokalen Cauchy-Spannung iiber das Volumen in der Mo-
mentanplazierung s:

~ 1
== T(P)dV.
T=g [ TP ©

2 Randbedingungen

Fiir die Aufbringung der makroskopischen Deformation im FE-Programm bietet sich
eine Formulierung mit Fluktuationen w; als Freiheitsgraden an [4]. Die Knotenver-
schiebungen sind analog zu (1) u; = (F — I) - X; + Agew,. Die Matrix (Az) ordnet
die Systemfreiheitsgrade den Knotenfluktuationen zu und verbindet die Knotenresidu-
en F; = Ay fy mit den Systemresiduen fy. Die resultierende Systemsteifigkeit ist mit
derjenigen der klassischen Verschiebungsformuliemng auf einfache Weise verkniipft:

Prinzipiell sind die folgenden Typen von Fluktuatlonsra.ndbedingungen geeignet:

(3)

1
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e Verschwindende Fluktuationen im ganzen Aggregat. Das fiilhrt auf eine
homogene Deformation und entspricht der Taylor-Theorie in der Plastizitit und
dem Voigtschen Mittelwertkonzept in der Elastizitéit. Mit diesen Randbedingun-
gen erhilt man eine obere Schranke fiir die Aggregatsteifigkeit. Das Rechenmodell
enthilt keinerlei innere Freiheitsgrade und ist daher sehr schnell auszuwerten. For-
mal wird allen Knoten der nichtexistente Freiheitsgrad 0 mit wy, = 0 zugewiesen.

e Verschwindende Randfluktuationen, realisiert durch Zuordnung von wy zu
allen Randknoten. Die Randverschiebungen sind damit durch- die globale Defor-
mation festgelegt. Nur im Inneren des Aggregats werden inhomogene Deforma-
tionen zugelassen.

e Periodische Randfluktuationen. Den bei periodischer Strukturfortsetzung
einander entsprechenden Knoten wird jeweils die gleiche Fluktuation w, zuge-
wiesen. Dadurch geht die Bandstruktur verloren (Abb. 1), was jedoch bei der
Verwendung iterativer Loser keine Rolle spielt. Der Rand kann sich unter Wah-
rung der Periodizitdt der Aggregatgeometrie frei verformen. Zur Unterdriickung
von Starrkérpertranslationen ist eine beliebige Fluktuation w, = 0 zu setzen.

Abbildung 1: Besetzung der reduzierten Systemmatrix flir ein RVE mit 7 x 7 x 7 Kno-
ten bei Standardnumerierung (Zeilen, Spalten, Ebenen). Links: verschwindende Rand-
fluktuationen, 125 x 3 Freiheitsgrade. Rechts: periodische Randfluktuationen, 215 x 3
Freiheitsgrade.

3 Anfangsorientierungen

Ziel ist die Erzeugung von Orientierungen mit moglichst guter Gleichverteilung im Ori-
entierungsraum SO(3), um ein makroskopisch isotropes Aggregat simulieren zu kénnen.
Zur Darstellung von Rotationen werden die sogenannten EULER-Parameter verwendet:

(gx) = (n1 sin /2, ny sin /2, ng sin /2, cos /2). (4)

Darin sind ¢ der Drehwinkel gegentiber einer Bezugslage und n; die kartesische Kom-
ponenten der zugehdrigen Drehachse n = n;e;.
Der Winkelabstand zwischen zwei Orientierungen g und gf:

4
cospia/2 =) al} (5)
§=1
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induziert eine konstante Metrik im Vierdimensionalen. Daher kénnen die gy als Kom-
ponenten EUKLIDischer Einheitsvektoren gedeutet werden: q = gyex € £, mit |q| = 1.
Daraus 148t sich das folgende Verfahren zur Erzeugung gleichverteilter Orientierungen
aus gleichverteilten Zufallszahlen ableiten:

1. Erzeuge Quadrupel aus gleichverteilten Zufallszahlen g, € [—1,1]

2. Normiere alle Quadrupel mit ./g;g; < 1 auf Betrag 1 und verwirf die restlichen.
Das ergibt gleichverteilte Vektoren q und damit (wegen der konstanten Metrik)
gleichverteilte Orientierungen.

4 Elastische Aggregateigenschaften

Die globale Steifigkeit C wird durch den Vorwarts-Differenzenquotienten approximiert
und auf Spektralform transformiert [6]:

8
T=C--E mit C=) LN;®N;. (6)

i=1

Darin sind T die globale Cauchy-Spannung, E der linearisierte Verzerrungstensor, A;
die Eigenwerte (Hauptsteifigkeiten) und N; die Eigentensoren der Steifigkeit. Der Kom-
pressionsmodul K = Ag/3 ist beim Einkristall und beim Aggregat unabhingig vom
Mittelungsverfahren immer gleich [3]. Daher geniigt es, Mittelwert Ap und Standard-
abweichung op der zu deviatorischen Eigentensoren gehérenden Eigenwerte A;... A5
zu untersuchen:

52»\ 0p = Z(/\« Ap)?. (7)

z_l

Die relative Lage von Ap beziiglich der oberen Grenze 2Gy nach Voigt und der unteren
Grenze 2Gr nach Reuss ist geeignet als normiertes Ma8 fiir die Modellsteifigkeit. Die
Grenzen kéhnen als Mittelwerte tliber die deviatorischen Hauptsteifigkeiten des Einkri-
stalls gewonnen werden: 2Gy = 1/5 30 | Mgk, 2Gr = 5[> e, Aipk] ™} Als Anisotro-
piemaBl wird die auf den Wert fiir den Einkristall bezogene Standardabweichung der
deviatorischen Eigenwerte benutzt:

Ap — 2Gp

§i= 2Gy — 2CGp

€ [0, 1], A= O'D/O'EK € [0, 1] (8)

5 Ergebnisse und Diskussion

Der Einflul der Diskretisierungsfeinheit und der Randbedingungen auf die relative
Steifigkeit S wurde an einem Aggregat aus 64. wiirfelférmigen Koérnern untersucht.
Diese wurden mit je 5, 40 oder 320 Tetraeder-Elementen mit konstanten Verzerrungen
diskretisiert. Bei steigender Zahl von Elementen pro Korn kann das sich einstellende
inhomogene Verschiebungsfeld immer besser approximiert werden, so dafl die globale
Steifigkeit sinkt. Von Konvergenz kann jedoch auch bei 320 Elementen pro Korn noch
nicht gesprochen werden. Der versteifende Einfluf§ der homogenen Fluktuationsrandbe-
dingungen ist selbst bei der grofiten der hier gerechneten Strukturen (20480 Elemente)
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Abbildung 2: Links: Relative deviatorische Steifigkeit als Funktion der Modellfreiheits-
grade. Rechts: Anisotropie A als Funktion der Orientierungsanzahl.

signifikant (Abb. 2 links). Daher werden z.B. in [2, 1] periodische Randbedingungen
verwendet.

Es zeigt sich, daB die Isotropie des Aggregats im wesentlichen von der Zahl der Anfangs-
orientierungen bestimmt wird. Verschiedene Zufallsorientierungen streuen innerhalb ei-
nes gewissen Bandes, was einen Ansatzpunkt zur Optimierung solcher Verteilungen sein
konnte. Die Feinheit der Diskretisierung und die aufgebrachten Randbedingungen be-
einflussen die A-Werte nur im Prozent-Bereich. Daher kann die elastische Anisotropie
eines Aggregats bereits mit dem Voigt-Modell gut abgeschétzt werden. Orientierungs-
zahlen iiber 1000 senken die Anisotropie nur noch unwesentlich (Abb. 2 rechts).

Ein gutes RVE-Polykristall-Modells sollte ca. 1000 moglichst fein diskretisierte Kérner
bei periodischen Randbedingungen enthalten. Dies ist als Mindestanforderung ffir in-
elastische Simulationen zu betrachten.
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1. Einleitung

Gegenwirtig ist in der Kontinuumsmechanik der Trend zu erkennen, die inneren Mate-
rialstrukturen zu beriicksichtigen. Bezogen auf metallische Werkstoffe bedeutet dies eine
Modellierung des kristallinen Aufbaus des Materials. Stoffgesetze werden auf der Basis ei-
nes reprisentativen Volumenelementes (RVE), das eine Vielzahl von einzelnen Kristalliten
enthilt, formuliert. Die Orientierung der Kristallite wird durch eine Funktion (Orientie-
rungsverteilungsfunktion, vgl. [2]) oder durch N, einzelne Orientierungen vorgegeben. Im
Hinblick auf geringe Rechenzeiten sollte Nso klein wie mdglich sein.

Wihrend in der Praxis eine Texturmessung erforderlich sein wird, um eine der Realitéit
entsprechende Orientierungsverteilung vorgeben zu kénnen, wird im Rahmen theoreti-
scher Arbeiten, wo mehr die Aspekte der Modellbildung im Vordergrund stehen, meistens
eine Verteilung mit globalem isotropen Materialeigenschaften als Anfangsverteilung po-
stuliert. Damit wird es erforderlich eine Verteilung zu generieren, die diese Anforderungen
erfiillt.

2. Berurteilungskriterien

Grundsétzlich sind alle Methoden geeignet, die eine Abweichung vom isotropen Mate-
rialverhalten aufzeigen. In Bezug auf die mechanischen Eigenschaften bietet es sich an
zwischen elastischen und plastischen Eigenschaften zu unterscheiden, wobei jeweils das
Problem vorliegt, fiir das RVE die makroskopischen oder globalen Materialeigenschaften
mit einem geeigneten Mittelungsverfabhren zu berechnen.

Die elastischen Materialeigenschaften werden durch den linearen Zusammenhang zwischen
Spannung ¢ und Dehnung e formuliert: 0;; = Cjjriexs baw. €;5 = Sijriox , der sowohl fiir
den einzelnen Kristalliten als auch fiir das RVE giiltig sein soll. Die Einkristallkonstanten
der vierstufigen Tensoren C und S kénnen aus Tabellen der Literatur entnommen werden,
Die entsprechenden Werte fiir das RVE werden entsprechend der von Hill vorgeschlagenen
Methode als Mittelwert der Reuss- und Voigt-Nédherung berechnet:

. AV 1 R 1 : 1. H 1 /=R v
VOIgti Cin = M EC?:J'H Reuss: ikl = F’; Z‘Sijkl Hﬂl:gﬁjkl = 5 (Sijkl + ijkl) .
Mit den Ugm bzw. den §gk‘ kann der Elastizitéitsmodul F fiir jede beliebige Belastungs-
richtung des RVEs berechnet werden. Als Beurteilungswert fiir die elastische Anisotropie
wird die Kennzahl
_ Fpw— Brmin Ag =0 = elastische Isotropie,

" Bans — E<ioos Ag =1 = Anisotropie des Einkristalls

Ag
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eingefiihrt. Der Bezug auf die Extremwerte des Einkristalls stellt sicher, dafl dieser Wert
nur von der OV und nicht von den Kristallkonstanten abhiingt. Die Visualisierung der
Anisotropie kann durch eine Darstellung als Elastizitéitsmodulkdrper erfolgen, wobei zur
Berechnung bevorzugt Einkristallkonstante verwendet werden sollten, die eine eventuell
vorhandene Anisotropie hervorheben, z.B. Kupfer.

Die plastische Anisotropie wird durch die Anwendung der Taylor-Theorie, die detailliert
in [5] oder [7] beschrieben ist, beurteilt. Diese Theorie eignet sich besonders, da eine
Plastifizierung in mindestens fiinf Gleitsystemen postuliert wird. Methoden, die die Ani-
sotropie auf Basis der ersten potentiellen Gleitsysteme beurteilen sind nicht geeignet. Mit
dem Taylor-Modell wird ein Zugversuch fiir beliebige Richtungen e berechnet und die
Differenz der dazu senkrecht auftretenden Spannungen zum Maximalwert ins Verhiltnis
gesetzt. Damit wird die Beurteilungsgrofie

Ap(e) = loyy(e) — 0zz(€)] ez Ap =0 = plastische Isotropie,
S loxx(€)|mas Ap =1 = pl Anisotropie des Einkristalls

gebildet.
3. Methoden zur Generierung

Die nachfolgend aufgefiihrten Methoden erheben nicht den Anspruch auf Vollstindigkeit.
Selbstverstindlich existieren weitere Methoden, die nicht genannt werden. Ebenso sind
Variationen oder Kombinationen der Methoden denkbar. Zur Beschreibung der Orientie-
rung eines Kristalliten werden die drei Eulerwinkel ¢;, ¢, @2 benutzt.

3.1 Random-Verteilungen

Eine vielfach benutzte Methode besteht darin, die in den meisten giingigen Compilern
verfiigbaren Zufallszahlengeneratoren zu benutzen. Mit jeweils drei Zufallszahlen wird ein
Satz Eulerwinkel aus den Bereichen

@ € [0,27] , ¢ € [0,7] und w2 € [0, 27]

erzeugt. Bei dieser Methode muf zun#chst sichergestellt sein, daB die erzeugten Zahlen
wirklich gleichverteilte Zufallszahlen sind. Sofern dies erfiillt ist, mufl die nichtlineare
Wahrscheinlichkeit des zweiten Eulerwinkels beriicksichtigt werden. Dies gelingt durch
eine Transformation des zweiten Eulerwinkels ¢ gem#f £ = cos¢. Der durch ¢, £ =
cos ¢, - aufgespannte Orientierungsraum ist bei einer isotropen Verteilung bzw. bei einer
grauen Textur gleichm#Big mit Punkten belegt, [2]. Verteilungen, die nach dieser Methode
generiert werden zeichnen sich i.a. dadurch aus, daf ausreichende Isotropie nur bei sehr
grofien N, erreicht wird. '

3.2 Eulerraumdiskretisierung

Im Prinzip ist bereits die o.g. Methode eine Eulerraumdiskretisierung. Speziell sind je-
doch die Methoden gemeint, die zusétzlich die Symmetrien der Kristallite und der Probe
beriicksichtigen und nur den relevanten Eulerraum diskretisieren. Wegen der kubischen
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Kristallsymmetrie, die sich aus den zwei, drei und vierfachen Symmetriedrehachsen des
Kristalliten ergibt, reicht bereits 1/24 des urspriinglichen Eulerraumes aus. Beriicksichtigt
man ferner eine Probensymmetrie, verbleibt der von Pospiech [6] angegebene Bereich

@1 € [07/2] , @€ [0, arccos (%ﬂ und w2 € [0,7/2] .

Dieser Bereich wird von Harren [4] und Miiller [5] diskretisiert, wobei in [5] die nicht-
lineare Bereichsgrenze ignoriert wird. Harren erzeugt mit dieser Methode eine OV mit
385 Orientierungen, wihrend Moiiller wesentlich grober diskretisiert und nur 32 bzw. 128
Orientierungen erhilt. Obwohl diese Methode gezielt die Symmetrie der Kristallite beriick-
sichtigt, liefert sie nicht die erwarteten Ergebnisse.

3.3 Fixierung globaler Achsen

Diese Methode geht auf Asaro und Needleman [1] zuriick und beruht auf der Grundidee
das Standarddreieck der stereografischen Projetion regelméflig mit Durchsto8punkten glo-
baler Y-Achsen zu belegen. 65 Punkte werden vorgegeben, wobei die verbleibende Dreh-
freiheit mit einem Zufallszahlengenerator fixiert wird. Weitere 120 Basen werden durch
Drehung um jeweils £120 Grad erzeugt. Mit einer [100]-Orientierung sind das insgesamt
196 Orientierungen. Harren [3] greift dieses Verfahren auf, erweitert es jedoch auf alle
globalen Achsen. Mit einer gréberen Diskretisierung erhilt er Verteilungen mit N, = 300
und N, = 489 Kristalliten. In [3] werden die gemittelten elastischen Konstanten angege-
ben, so daf8 die Anisotropie mit dem Kennwert Ag beurteilt werden kann. Angesicht der
benutzten Anzahl von Orientierungen sind diese Verteilungen als schlecht zu beurteilen.

3.4 Kugelteilungsstrategie

Diese wurde von Miller vorgeschlagen und ist ausfiihrlich in [5] beschrieben. Grundidee
ist, dafl die lokalen Gittervektoren aller Kristallite bei einer isotropen Verteilung einen
gleichméBigen Igel bilden sollten. Um dieses Ziel zu erreichen, wird die Halbkugel der
Projektionskugel in gleichgrofie Flichen eingeteilt, deren Schwerpunkte etwa gleich grofie
Abstéinde aufweisen. In diesen Punkten werden nach einem bestimmten Schema die lokalen
Basen befestigt.

3.5 Kreisteilungsstrategie

Diese Strategie ist eine vereinfachte Version der Kugelteilungsstrategie und wird ausfiihr-
lich in [7] beschrieben. Die Grundidee und die Methode der Basenbefestigung der Kugeltei-
lungsstrategie bleiben erhalten. Die Punkte auf der Kugel werden durch ein vereinfachtes
Verfahren gewonnen. Dabei wird die Projektionsebene in etwa gleich groie Flichen geteilt
und die Punkte auf der Kugel durch eine flichentreue Projektion der Flichenschwerpunkte
ermittelt. :

3.6 Optimierung der elastischen Eigenschaften

Bei dieser Methode wird ausgehend von einer [100]-Orientierung eine zweite so gewihlt,
dafl Ag minimal wird. Dieses Vorgehen wird solange wiederholt, bis die gewiinschte Anzahl
von Orientierungen oder eine gewisse Giite der Verteilung erreicht ist. Fiir die Vorgabe
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der (n+ 1)ten Orientierung wurden zwei Verfahren gewiihlt. Bei der Variante a) wird ein
Kristallit inkrementweise um jeweils 3 Grad gedreht. Bei einem entsprechenden Drehin-
tervall und einer Vertauschung der globalen Achsen fiihrt das auf 2700 Orientierungen,
die {iberpriift werden. Bei Variante b) werden 5000 Random-Orientierungen probiert.

4. Vergleichende Bewertung und Ausblick

In Bild 1 sind die Kennwerte Ag und Ap fiir die vorgestellten Strategien in Abhéingigkeit
der Anzahl der Orientierungen aufgetragen. Man erkennt deutlich, daf die Optimierungs-
strategie erwartungsgeméifl die Verteilungen mit den besten Werten fiir Ag liefert. Hierbei
zeigt sich, daB die Variante b) besser ist. Ebenfalls annehmbar sind die Verteilungen der
Kugel- und der Kreisteilungsstrategie. Alle anderen Verteilungen sind ungiinstiger. Bei
den plastischen Eigenschaften wird deutlich, da8 von den Optimierungsstrategien die Me-
thode b) deutlich bessere Werte liefert, was allerdings an der Anzahl der angebotenen
Orientierungen liegen kénnte. Die Kreis und die Kugelteilungsstrategie liefern hier die
besten Werte. Eine merkliche Verbesserung ist hier h8chstens durch eine Optimierungs-
strategie hinsichtlich der plastischen Eigenschaften zu erwarten.

0.3+ 4- Opt. a) 0.3+
4- Opt. b) O
AE 'l < Euler Ap 1
§ J Random O ° 0
0.2 @ Kugel m 0.2 S O
_J O Krels A
O Fix = 7 Q\
N\
E 0.1+ A~QA\ o I3
®--As p_a-R
O o 9
0.0 T T 1 1.1 . T 1T T 1
0. 20. 40. 60. 80. 100.120. 140. 180. 180. 200.
Ny

Bild 1: Anisotropiewerte Az und Ap als Funktion von N,
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Simulation des Verformungsverhaltens polykristallinen Eises

H.-J. Becker,
Lehrstuhl fiir Technische Mechanik, Ruhr-Universitdt Bochum, D-44780 Bochum

Der vorliegende Aufsalz seizt sich das Ziel, zu einem vertieften Verstdndnis des Tragverhallens
polykristallinen Bises beizulragen. Ausgangspunkt ist das Verformungsverhallen eines Bestandleils
aem Polykristall, eines einzelnen monokristallinen Eiskorns. Die aus diesem Verhallen gewonne-
nen Rdckschlisse finden ihre Bestdtigung an einem Modell-Polykristall, der aus 64 Eiskérnern
zusammengeselzt isl. Die Binsetzmdglichkeiten dieses Modell-Polykristalls fir die Anpassung an
Versuche mit polykristallinem Eis werden diskutiert.

1. Monokristall

Die hexagonale Mikrostruktur des monokristallinen Eises wird durch die sogenannten basalen Ebe-
nen senkrecht zu der charakteristischen Richtung i gebildet (BISCHOFF-BEIERMANN UND BRUHNS
[1)). Ahnlich einem Stapel Spielkarten kénnen diese Ebenen bzw. Karten sehr leicht aufeinan-
der abgleiten, wohingegen der Monokristall einer Last senkrecht zu den basalen Ebenen einen
viel groferen Verformungswiderstand entgegensetat (vgl. das ,Spielkarten-Modell“ in Abb. 1 und

A iﬁ,?/—n;» ™ n
_ Lt -
ﬂ ’,' 75 =konst.
Z '.'
) Karten — . I
== = ____ Zeit Y
Abb. 1: Spielkarten-Modell Abb. 2: Kriechversuch und Versuch mit 4 = konst.

MICHEL [2]). Versuche mit konstanter Spannung r zeichnen sich durch die Zunahme der Abgleitge-
schwindigkeit 93 aus (s. Abb. 2). Bei Versuchen mit konstanter Gleitrate ¥ spielt deren elastischer
Anteil 4, im Zusammenhang mit dem Maximum eine Rolle (die Aufspaltung ¥ = ¥, + 4» liegt
dem Stoffgesetz fiir den Monokristall zugrunde, s.u.). Diese Experimente sind durch einen mehr
oder weniger stark ausgeprigten Spannungsabfall gekennzeichnet. Beide Kurvenverlaufe lassen sich
mikromechanisch mit der zunehmenden Entfestigung des Kristalls infolge des Anstiegs der Verset-
rungsdichte erklren.

Fir das Stoffgesetz zur Beschreibung monokristallinen Eises wird der Tensor der Verzerrungsge-
schwindigkeiten nach Gl. (1) in einen elastischen und den inelastischen Anteil aufgespalten. Bei der
objektiven Zeitableitung im hypoelastischen Stoffgesetz (2) handelt es sich um die verallgemeinerte
Jaumannsche Zeitableitung mit w als Tensor der Rotationsgeschwindigkeit der basalen Ebenen.
Fiir die inelastische Verformung wird das Werkstoffgesetz (3)-(6) von BISCHOFF-BEIERMANN [3]
mit der Versetzungsdichte A als interne Variable angesetgt. Dabei projeziert der Einheitstensor
4. Stufe I® den beliebigen Spannungszustand & in den gweidimensionalen Unterraum der basalen
Gleitung. Dort 148t sich die maximale basale Schubspannung 7; {iber die Gleichung von Orowan
mit der basalen Abgleitrate 43 in Beziehung setzen (vgl. Gl. (4)). Das Stoffgesstz schreibt sich mit
den Materialparametern b, kyp, G, d und 4; folgendermaBen:

d=da+db (1)
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" mit
do=C'%, G=6-wot+ow (2)
und .
=g, 3
n=biv(n), v(n)==ken, 4
A= (a'_é'b /p(’r’)?d?——,\) %v[n), BA =mT, (5)
0

rn=Lo baw. =R @cii+7ic @i 276 Q7i(fici) und n, = ﬂ%rb Ty . (68)
Da die inelastische Verformung mit der basalen Abgleitung als Hanptverformungsmechenismus
nur einen Freiheitsgrad besitzt, féllt der Probenaufhéingung im einaxialen Zug/Druck-Versuch an
monokristallinen Eisproben eine besondere Bedeutung zn. Dies 188t sich durch die Modifizierung
des erwéhnten Spielkarten-Modells veranschaulichen: Nachdem der Kartenstapel zu einer Raute
verschoben worden ist, wird eine rechteckige Versuchsprobe herausgeschnitten (vgl. Abb. 3).
Um einen einaxialen Druckversuch in Rich-
tung der Probenléingsachse zu simulieren, wer-
den die Karten wieder zurfick nach links ver-
schoben (fiir Zug nach rechts). Dabej lassen
gich.die abgeschnittenen Karten und die ge-
strichelten Linien als Fiihrung verwenden, Die
zuvor rechteckige Probe verformt sich zu einer
Raate. In der Zeichnung in Abb. 4b sind die
Léngsachsen der verformten Proben miteinan-
der zur Deckung gebracht. Im Versuch witrde = Abb. 3: Modifiziertes Spielkarten-Modell
das eine rotierbare, d.h. eine die Neigung dex
oberen und unteren Stirnseite der Probe nicht . \
behindernde Probenaufhfngung voraussetzen. ' rotierber  rotationsfest
Gegentiber der vertikalen Lastrichtung haben 4
sich die basalen Ebenen viel stirker gedreht, ‘ ﬁ
-
entgegengesetzte Richtung auszuweichen ver- (a) (¢) (d)
sucht, werden sich die Kdrner gegenseitig stark

als fitlr den Fall der rotationsfesten Proben- P
aufhingung (s. Abb. 4¢ und vgl. Abb. 4a mit i

verspannen. Ein mehraxialer Eigenspannungs-  Abb. 4: Einflu der Probenaufhéngung
zustand wird sich aufbaunen.

<t— Druck/Zug —=

d). Wird die Stirnseitenneigung unterdrilckt,
antwortet die Probe mit seitlichem Auswei- | ]
chen. Ist innerhalb des Polykristalls das Nach- L
barkorn gerade so orientiert, daf es in die

2. Polykristall

Aus 64 Rechteckk8rnern wird der Modell-Polykristall in Abb. 6 zusammengesetzt. Jedes Korn
wird durch das vorgestellte monokristalline Stoffgesetz beschrieben. Die einzelnen Kristalle unter-
scheiden sich nur in der Orientierung ihrer basalen Ebenen, die per Zufallsgenerator vorgegeben
wird., Mit Hilfe einer Finite-Elemente-Berechnung wird ein weggesteuerter Druckversuch mit der
konstanten Geschwindigkeit é = —1.4 - 10~%s~! simuliert. Bis zu € = —Au/2b = —1% wird der
Polykristall gestaucht.
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Die vorgegebene Verformung konzentriert sich vor allem auf ein schrégliegendes Band, das sich
von der linken oberen Ecke bis zum rechten Rand des Polykristalls erstreckt. Dort haben A), die
Verdnderung der anfinglichen Versstzungsdichte Ag = 10 mm~2, und damit die basale Abgleitung
stark zugenommen (vgl. Abb. 6). Die Rotation Ad der basalen Ebenen zeigt, dafl sich im Polykri-
stall eine Textur ausbildet (positives A4 entspricht einer Drehung im Uhrzeigersinn). Z.B. 1aft die
Vergrdfierung eines Korns in der Mitte des Polykristalls erkennen, dafl sich seine Gestaltinderung
nicht durch eeitliches Ausweichen sondern durch die offenbar weniger stark behinderte Neigung
seiner Stirnseiten vollzieht. Wie in einer rotierbaren Probenaufhédngung (vgl. Abb. 4) kann so das
Korn seine basalen Ebenen tendenzie]l senkrechter zur Drucklastrichtung orientieren, maximal um
A9 = 4°. Ein weiteres basales Abgleiten wird erschwert. Der Verformungswiderstand steigt.

e —t AX[1/mm?  A) Ad[°]
AN NN < 0.0E400 : < —-4.0
MYYMYAIH to 4.0E405 ito—2.4
dudl Au to 8.0E+05 to —0.8
b PRI to 1.2E+06 08
NI NN ¢ to
B 22 N 1.8E+08 e 24
INIRAEIN .w2.0E+06 [Hto 4.0
THWRRER z) [ >20E+08 > 4.0
ANNNNNNNNNNNNN
Abb. 5: Polykristall Abb. 8: Verdinderung A der Versetzungsdichte und Rotation Ad
o [MPa) o o022 [Z], loaz| [MPe]
< -8.0 : 107 1
to —5.2 8§t
to =24
to-0.40 6 .
E‘ to 8.2 41 1
il to 6.0 2 N~
& > s , ] . Sl
' ‘ 05 ] [%]
Abb T Exgenspannungen o11, 029 und 1, Hauptspa.nnung ol ‘Abb. 8: Verglemh

Durch eine schlagartlge Entlastung wird der aus der Verspannung der einzelnen Kristalle rcsultie—
rende mehraxiale Ehgenspannungézusta.nd offengelegt (vgl o11 und o32-in Abb. 7). Die Werte der
Eigenspannungen variieren zwischen -8 bis 6 MPa bei einer makroskopischen Spanming von ca.
-4 MPa. Eine starke Spannungsumlagerung von den dunklen zu den weifl unterlegten Stringen hat
stattgefunden (vgl. #23). Die Zugeigenspannungen in den dunklen Bandern von ¢1; sind verant-
wortlich fiir die in Druckversuchen beobachteten Spaltrisse, die sich parallel zur Drucklastrichtung
bilden kénnen. Durch Superposition dieser dunklen Biinder mit den ebenfalls dunklen Strangen
von ogs-entsteht die-charakterigtische Zellstruktur in der Abbildung-der 1. Hauptspannung o;.
Die schlechter orientierten Bereiche stehen unter Druck und erzeugen in den-sie umgebenden
Zellwinden Zugspannungen.

Abb. 8 vergleicht die Entwicklung der o23-Spannung (I) in der Mitte des heransgezoomten Korns
mit der makroskopischen Spannurig ¥ (ITI) diesés Korns im einaxialen Druckversuch (rotationsfe-
ste Probenaufhéngung) und mit X (IX) des.Polykristalls. Im Gegensatz zu dem monokristallinen
.Experiment kommt es bei der makroskopischen Spannung des Polykristalls.nicht mehr zu solch
einem starken Spannungsabfall nach dem Maximum.:Im Anschlufl daran ist wieder ein Anstieg,
eine Art Verfestigung zu beobachten.
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3. Diskussion

Soll der vorgestellte Modell-Polykristall fiir die Anpassung an Versuche mit polykristallinem Eis
varwendet werden, sind die Form der Kdrner, ihre Anzah] und die notwendige Feinheit der Diskre-
tisierung zu bestimmmen. Abb. 9 vergleicht andere Kornformen und -anordnungen mit dem bisher
betrachteten Rechteck-Gitter, RG genannt, anhand des Verlaufs der makroskopischen Spannung
(fiir 84 K&rner). Die Unterschiede sind als verhélinism#Big gering zu bewerten, da die Kurven
in einer Bandbreite liegen, innerhalb derer die Ergebnisse von Versuchen an polykristallinem Eis
streuen.

|Z| [MPa) |Z| [MPa] Elemente pro Korn:
3.8 1 3G 14 ¢ 4
: WB
MB 12
34 1 =~ gﬁ 10 . 16
1 8l
3.0 J . | 84
a6t | : . 256
1| WA [II] MA RG 1
2.2 4 N80} 1 2 4
! — 3 0 ¢ t -+t
| 0.8 1.0 e [%] 08 1.0 18 20 |¢[%]
Abb. 9: Vergleich der Kornformen Abb. 10: Einflufl der Netzverfeinerung

An cinem ,etwas kleineren® Polykristall aus 20 Kdrnern im simulierten Druckversuch soll der
Aufwand in der FE-Diskretisiarung in Abb. 10 demonstriert werden. Die Kurven nihern sich mit
gunchmender Netzverfeinerang immer stirker aneinander an, Eine Grenzkurve ist frithestens fiir
eine weitere, wenn nicht erst nach zwei weiteren Verfeinerungsstufen zu erwarten, d.h. bei insge-
samt ca. 20000 bzw. 80000 finiten Elementen (isoparametrische Vier-Knoten-Scheibenelemente).

Aufwandssteigernd wirkt sich zudem aus, da8 filr die Anpassung an plananisotropes polykristalli-
nes Eis eine grofie Anzahl von K8rnern erforderlich ist. Erste Untersuchungen geigen, daB z.B. 64
Korner bei weitem noch nicht ausreichen, um fiir unterschiedliche per Zufallsgenerator armittelte
Kornorientiernngen Kurvenverliufe zu erhalten, die iiber das Spannungsmaximum hinaus mitein-
ander ibereinstimmen. Deshalb scheint sur Zait bei vertretbaren Aufwand nur die Anpassung an
Varsuche mit Eis-Polykristallen m8glich zu sain, die ans wenigen K8rnern aufgebaut sind. Dabei
dirfte es besonders vielversprechend sein, sich auf die Modellierung der mikromechanischen Effekte
wie 2z.B. der Bildung von Kleinwinkelkorngrenzen und der Entwicklung von Mikroschédigung zu
konzentrieren.
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Zur Berechnung plastischer Formfinderungen bei
Schalenverschneidungen

R. Eberlein, Institut fiir Mechanik IV, TU Darmstadt

1 Motivation

Die Berechnung grofler plastischer Forméiinderungen bei Schalentragwerken ist in den ver-
gangenen Jahren ein wesentlicher Forschungsschwerpunkt in der Festkdrpermechanik ge-
wesen. Es sind entsprechend vielfiiltige Finite—Elemente-Konzepte (FE-Konzepte) fiir
Schalen in der Literatur vorgestellt worden. Eine aktuelle Ubersicht #iber den Stand der
Forschung ist in EBERLEIN [1997] zu finden. Dabei unterscheiden sich die vorgeschlagenen
Schalenmodelle weniger in der konstitutiven Beschreibung groSer plastischer Verzerrungen,
als vielmehr in der Verwendung unterschiedlicher Parametrisierungskonzepte.

Unter Schalenverschneidungen versteht man im allgemeinen Flichentragwerke, die nicht in
jedem Punkt durch eine eindeutige Flichennormale charakterisiert sind. Man denke hierbei
z.B. an Walzprofile aus dem Stahlbau. Das Ziel dieses Beitrages ist es nun, ein zur Be-
schreibung von Schalenverschneidungen gecignetes Parametrisierungskonzept vorzustellen,
das dann die Berechnung grofier plastischer Forminderungen in nicht glatten Schalenstruk-
turen erlaubt. In der Tat ist nach Wissen des Autors eine solche Elementformulierung in
der Literatur bislang nicht vorgestellt worden. .

2 Kinematik — Parametrisierung

Zur vollstdndigen kinematischen Beschreibung einer Schale gehrt die Berechnung der Ver-
zerrungsmafe im Schalenraum S. Der Schalenraum ist dabei wie folgt definiert:

S = {x e R'|x = p(X(¢",£,£°),1)}. (1)

Damit ist die Position eines materiellen Punkfes X € & durch die Abbildungsfunktion
o(X (&, €2, £3), 1) eindeutig beschrieben. Der materielle Punkt X sei dabei parametrisierbar
durch die konvektiven Koordinaten (£!, £?,£8). Grundlage jeder Schalenkinematik ist also
die Form der Abbildung (X, 1).

Die hier gew&hlte kinematische Grundannahme orientiert sich an klassischen Schalentheo-
rien, d.h. entlang des Schalendirektors d wird linear in Dickenrichtung der Schale interpo-
Kert (vgl. NAGHDI [1972]):

x(€',6%,6%,1) = d(e, 4 1) + £d(€,E%08) ;3 e=¢. (2)

Dabei bezeichnet ¢ den in der Momentankonfiguration auf die Schalenmittelfliche M (¢ =
0) bezogenen Ortsvektor. Mit (2) kann man dann die tangential an den Parameterlinien
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¢! = konstant liegenden, kovarianten Basisvektoren g; in S berechnen:

Ba = $atlds = 8a+éda ; g = d 3)

Der Deformationsgradient F kann unter Berfcksichtigung von (3) schliefllich angegeben
werden in der Form

F = 3,G°+d®G*+£(d, ® GY), (4)

wobei durch Grofbuchstaben der anf die Ausgangskonfiguration bezogene Ortsvektor X

sowie die kontravarianten Bagisvektoren G! bezeichnet werden. Damit ist die kinematische

Beschreibung einer Schale vollstindig angegeben. Alle weiteren Verzerrungsgrofien kdnnen

mit (4) bestimmt werden.

Um nun den Deformationsgradienten F nach (4) explizit berechnen zn kdnnen, missen der

Ortsvektor ¢ und der Schalendirektor d aus (2) in geeigneter Form parametrisiert werden.

Die Parametrisierung eines materiellen Punktes X € M geschieht klassischerweise durch

die drei Komponenten des Verschiebungsvektors u = ¢ — ®. Fiir den Direktar d sind

dagegen mehrere Moglichkeiten denkbar. Es sollen hier zwei Varianten niher betrachtet

werden:

Variante I: Klassisches 6-Parameter-Konzept
In Analogie zum Ortsvektor ¢ wird ein Verschiebungsvektor w eingefiihrt. Uber
d = N + w wird somit der Normaleneinheitsvektor IN bezfiglich der Ausgangskon-
figuration mit dem Direktor d verbunden. Gegenfiber N erfihrt d wihrend der
Deformation eine Drehung und eine Lingeninderung. Es gilt also [|d|| $# 1, so da8
damit Dickenverzerrungen in einer Schale beriicksichtigt werden. Das 6-Parameter—
Konzept eignet sich somit anch zur Beschreibung dicker Schalen. Ferner ist zu
erwihnen, da durch w eine Rotation um die Lingsachse des Direktors (Drillfrei-
heitsgrad) unberiicksichtigt bleibt. Durch die drei Komponenten von u und w ist
schliefilich das 6-Parameter-Konzept definiert.

Variante II: 5/6-Parameter-Konzept
Dieses Konzept, welches die Berechnung von Schalenverschneidungen ermdglicht,
geht von einem inextensiblen Direktorfeld aus, d.h. die Deformation von d ist durch
¢ine reine Rotation darstellbar: d = RN. Es gilt dann ||d|| = 1. Somit werden keine
Dickenverzerrungen in der Schale beriicksichtigt und das 5/6-Parameter—Konzept
bleibt auf diinne Schalen beschriinkt. Gesucht wird nun eine geeignete Parametrisie-
rung des Rotationstensors R. Filr ein inextensibles Direktarfeld gilt aber:

d-d=0 << d=6xd (5)

Dabei bezeichnet der Drehgeschwindigkeitsvektor 8 die Direktorwinkelgeschwindig-
keit. Mit Hilfe der aus der Starrkérperdynamik bekannten Rodrigues—Formel kann
man R in Abhéngigkeit von 8 parametrisieren (siche z.B. GRUTTMANN [1996]). Die
Parametrisierung von d erfolgt also durch die drei Vektorkomponenten des Drehge-
schwindigkeitsvektors 8 und liefert damit zusammen mit u ein 6-Parameter-Konzept.
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Darin ist auch die Drillrotation um die Direktorlingsachse enthalten. Man kann nun
aber zeigen, daf im Bereich glatter Schalen (eindeutige Flichennormale) eine Drill-
steifigkeit nicht existiert (siche z.B. EBERLEIN [1997]). In diesen Fillen mu8 dann
der Drillfreiheitsgrad eliminiert werden, da ansonsten das enstehende Gleichungssy-
stem singulfir werden wiirde. Diese Elimination erhilt man durch Darstellung der
Vektorkomponenten von # bezliglich einer lokalen kartesischen Basis in jedem Ele-
mentknoten. Der Drillfreiheitsgrad um die Hochachse (senkrecht ans M herauszei-
gend) wird dann durch Setzen von Randbedingungen entsprechend eliminiert. Die
6-Parameter-Theorie im Bereich von Verschneidungen reduziert sich somit fiir glatte
Schalenflichen zu einer 5-Parameter—Theorie.

Finite Plastizitit

Bei der konstitutiven Beschreibung wird generell von grofien plastischen Verzerrungen aus-
gegangen. Dabei wird als wesentliche Annahme die multiplikative Zerlegung des Defor-
mationsgradienten F in einen elastischen und einen plastischen Anteil vorausgesetzt. An
dieser Stelle sei nur der Algorithmus zur Spannungsberechnmung angegeben.

N Preprocessing
Gegeben: bey—1, Fr—1 und ap—y zur Zeit t,
Berechne: bf =fbeey f mit f=FF;}, ; o =ap
- I
Elastischer Pridiktor

™ =2e %‘bﬁb:'bg ; qtr=—g%‘a=a"
!

v
®<0 >0
=1 ; g=q" ischer or
Return-Mapping—Algorithmus:
Hauptachsenform ~» 7335 ¢
v
Postprocessing
3
1-=Z,-‘nitr®n‘ﬁ' ’ C=C‘jun,"'®n§'®nf®nf"
=1

Bei der Spannungsberechnung wird von der fiir Metallplastizit8t gut geeigneten von Mises—
Flielbedingung mit linearer isotroper Verfestigung ausgegangen

%:Hdevr”—ﬁ(w—q) : g=-Ka. (6)
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Den elastischen linken Cauchy—Green—Tensor b, kann man anch tiber den inversen plasti-
schen rechten Canchy-Green-Tensor C;" bestimmen:

b =F.F; =FC,"FT, )

Wihrend bei der klassischen 6-Parameter—Theorie von einem dreidimensionalen Verzer-
rungszustand ausgegangen wird, mufl beim 5/6-Parameter-Konzept auf Grund der nicht
vorhandenen Dickenverzerrungen ein ebener Spannungszustand (733 = 0) zngrundegelegt
werden.

An dieser Stelle miiten nun die FE-Formulierungen diskutiert werden. Es werden 4-
Knoten-Elemente mit bilinearen Ansatzfunktionen verwendet. Durch geeignete Zusatz-
mafnahmen (ANS-, EAS-Methode) wird lockingfreies Deformationsverhalten gew#hrlei-
stet. Filr weitere Details sei hier auf GRUTTMANN [1996] und EBERLEIN [1997] verwiesen.

4 Zusammenfassung

Durch ein geeignetes Berechnungsbeispiel (Biegedrillknicken eines U-Profils) konnte die
Gilltigkeit des 5/6-Parameter-Modells gezeigt werden (vgl. dazu BETSCH [1996] und
EBERLEIN [1997]). Auf die Unbrauchbarkeit der 6-Parameter-Formulierung wurde ex-
plizit hingewiesen. Beim betrachteten U-Profil bedeutet dies konkret ein vdllig anders-
geartetes Deformationsverhalten im Vergleich zum 5/6-Parameter—-Konzept. Schlieflich
konnte der Einflufl plastischer Verzerrungen beim diskutierten U-Profil herausgearbeitet
werden. Hier ist insbesondere die im Vergleich zum rein elastischen Fall geringere Ver-
drehung des freien Endes sowie das weniger stark ausgeprigte Beulen im Obergurt in der
Nihe der Einspannung zu nennen. Gegenstand weiterer Untersuchungen wird folgerichtig
die genaue Quantifiziernng plastischer Verzerrungen bei Schalenverschneidungen sein.
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Berechnung von Blechumformprozessen auf der
Grundlage der Abbildung von Flichen

E. Kullig, J. Brummund, R. John, G. Landgraf, V. Ulbricht
TU Dresden, Institut fiir Festkérpermechanik

Es wird eine Néherungsmethode zur Berechnung von Blechumformprozessen
vorgestellt, die einen schnellen Uberblick iiber die im Blechteil auftretenden
Spannungen und Verzerrungen liefert. Ausgangspunkt bildet ein Einschritt-
verfahren [1], welches fiir starr-plastisches Materialverhalten auf mehrere Um-
formstufen erweitert wurde. Die prinzipielle Vorgehensweise wird fiir die Mem-
brantheorie an einem zweistufigen Umformproze8 erliutert [2], eine Erweite-
rung auf die Biegetheorie ist prinzipiell méglich.

1. Modellierung des Umformprozesses

Die grundlegende Vorgehensweise besteht darin, den Umformproze§ als Abbildung von
Fléchen zu modellieren. Dazu wird die Schalenmittelfliche zu verschiedenen Zeitpunkten
des Umformvorganges unabhéingig voneinander vorgegeben und durch eigene (GAUSS’sche
Koordinaten beschrieben (Bild 1).

| 7
LA/ me 00/1

Bild 2. Verformungsabbildung im Parame-
terraum fiir einen zweistufigen Umform-
prozef

- Ausgangszustand
Bild 1. Schalenmittelflichen fiir

einen zweistufigen Umformprozess, - Zwischenzustand
GAuss’sche Koordinaten - Momentanzustand

Zur Kennzeichnung der Position des materiellen Teilchens, das eindeutig durch die Koor-
dinaten des Ausgangszustandes ZX identifiziert werden kann, werden die eineindeutigen
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Funktionen
? =53 =) A N.EN() , F=25EF) - analog (1)

eingefiihrt (Bild 2). Die Parameter p2, sind innerhalb des Modells die gesuchten Gréfen.
Als Formfunktionen N; werden 2d-Basis-Splines verwendet.

2. Kinematische Beziehungen

Das Blechbauteil wird im Rahmen einer Schalentheorie unter Verwendung der Norma-
lenhypothese beschrieben. Ausgehend von der Darstellung der Schalenmittelfliche 7 als
Funktion der GAuss’schen Koordinaten #X,z4, z* ergeben sich die Tangentenvektoren
und Metriktensoren der Flichen zu

A A 5 1 ¥ u
dx = To,K dx = ToA ar = Tou (2)
A A Z Z M M
A - Z - - M -
dxr = dk - G Gan = Gp - dg Qg = Gy - G (3)

Aus der Kombination zwischen Geometriebeschreibung der Schalenmittelfliche und dem
Verformungsansatz (1) kénnen die logarithmischen Dehnungen bzw. Dehnungsinkremente
berechnet werden [3]. Zunsichst ergeben sich die Streckungsinkremente a), = d¥,/d3,
und die Gesamtstreckungen Az = dhé‘a/dﬁa innerhalb der Tangentialebene (o, & = 1,2)
aus den Hauptachsentransformationen

(&KL — AA%,(ZLKL) Ci' =0 mit: &KL = c_,’i;ci%kl gKL = c!‘}c?&Aﬂ (4)
ok ozt
(EKL — AgaKL) CaL =0 CIk{ = -6_57 CII} = W_ R (5)

Die logarithmischen Dehnungen berechnen sich dann aus

A =Inad, wa=1Inls . (6)
Da die Blechdickenrichtung entkoppelt iﬂfg f(z)lgen die lo}ga.{ithmischen Dehnunggsinkremen-
te bzw. -gesamtdehnungen aus Apg =Inh/h, @5 =Inh/h.
3. Stoffgesetze |

Da innerhalb des Simulationsmodells der Proze8 beim Ubergang zwischen zwei Zust&inden
eliminiert ist, muf} das Stoffgesetz einen Zusammenhang zwischen Spannungen und Verzer-
rungen vermitteln, d.h. das plastische Materialverhalten wird mit der Deformationstheorie
beschrieben [4]. Dabei wird von einem Potential der Form

0 AW}'
0 A

A

mit: poAVV; = / Ty d(A%) (7)
0

Ta = Po
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mit AWy als Forménderungsenergie pro Masseneinheit ausgegangen. Fiir den ebenen
Spannungszustand ergeben sich unter Annahme einer normalen Anisotropie fiir die Be-
rechnung der KIRCHHOFF’schen Spannungen die Beziehungen

(1+R)? (1+R)? R
1128 1ror De(aen + o pavr). (8)

E, ist der plastische Sekantenmodul und R das Verhéltnis zwischen Quer- und Dicken-
dehnung im Blech.

R
T = Ey(apr + H—RAQOH), T =

4, Lésungsverfahren

Bei Vernachlissigung Sulerer Belastungen folgt mit (7) aus §(aW;) = 0 die Erfiillung der
Gleichgewichtsgleichungen und statischen Randbedingungen der Membrantheorie.

Die Parameter der Verformungsabbildung (1) werden aus der Minimiernng der Form#nde-
rungsenergie gemif

oWy = [ [ maw; WE 5a5” = sWy ) = min ©)

berechnet. Hierfiir wurde ein konjugiertes Gradientenverfahren mit einer effizienten Linien-
suche entwickelt. Die Berechnung der Ableitungen der Forménderungsenergie nach den
Parametern p.,, p2, erfolgt mit dem automatischen Differenzieren [5].

5. Beispiel

Als Beispiel wird das Tiefziehen einer Rechteckwanne betrachtet, wobei aus Symmetrie-
griinden nur eine Viertelwanne berechnet werden braucht (Bild 3).

Bild 3. Umgeformtes Blech bei gréter Ziehtiefe (kon-
vektive Koordinaten des Ausgangszustandes)

Geometrie und Material:

Wanne: 600 x 500 mm
- Ziehtiefe: 100 mm
Ziehringradius: 14 mm
Stempelradius: 10 mm
Ausgangsblechdicke: 0.8 mm
Material Stl4p

Die Simulation wurde in 5 Umformschritten mit jeweils einer Zunahme der Ziehtiefe von
20 mm durchgefiibrt. Die Geometriebeschreibung erfolgte fiir jede vorgegebene Schalen-
mittelfliche mit einem Makroelement. Fiir die GAvss-Integration zur Berechnung der
Forménderungsenergie wurden 576 Integrationasstiitzstellen verwendet. Bei der Minimie-
rung wurden im Verformungsansatz (1) ungefihr 680 Freiwerte verwendet.
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In Bild 4 sind die Verzerrungen entlang einer Schnittlinie unter 45° zur-Stempelecke

dargestellt.
0.8
T | [a& ] [ 1
Boden BR|| Zarge Flansch
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2
a6 | - 0 Sl --oo-edem Bild 4. Vergleich zwi-
"o 80 - 100 180 200 2580 300 350 400 schen Simulation und
Abstand von der Mittellinle in mm Experiment. [6]
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Nichtlineare Schalentheorie mit plastischer
Anisotropie

R. John, T. Pyttel und V. Ulbricht!
Technische Universitit Dresden, Institut fiir Festkérpermechanik

Die hier vorgestellte Schalentheorie basiert auf der konvektiven Beschreibung. Ubersichtliche Glei-
chungen, einfache kinematische Zusammenhénge und gut interpretierbare kinetische Gréfien kenn-
zeichnen diese kérperfeste Darstellung. Ausgehend von den Grundgleichungen des dreidimensiona-
len Kontinuums wird durch materielle Zeitableitung und Elimination der fir eine zweidimensionale
Kontinuumstheorie unzuldssigen Grifen eine Geschwindigkeitsformulierung des Feldproblems der
geometrisch und physikalisch nichtlinearen Schale abgeleitet. Ein Deformationsgesetz, formuliert als
tensorlineare Beziehung zwischen TRUESDELLscher Spannungsgeschwindigkeit und Deformations-
geschwindigkeit vervollst@ndigt den Gleichungssatz. Die Beschreibung von danisotropen Materialver-
halten basiert auf einer dem Kontinuum zugeordneten Substruktur [1].

1 Schalentheorie

Als unabhingige Variablen werden die fest mit dem materiellen Teilchen verbundenen, zeit-
lich konstanten Parameter * sowie die Zeit ¢ verwendet. Konsequenter Weise sind die Form
der Koordinatenlinien, das Basisvektorsystem und die Metrik von der Zeit abhingig.

Die Position eines materiellen Teilchens des Schalenraumes beschreibt bei Verwendung der
Normalenhypothese der Ortsvektor

A0, 1) = 7(6°,1) + 6°h(8°, 1) 7(6°,t) a=1,2, A=1,2,3 . (1)
Durch materielle Zeitableitung des Ortsvektors (1) folgt die Verschiebungsgeschwindigkeit

3=+ (@ + %ﬁ) . @)

Die Bestimmung der Koordinaten der Verschiebungsgeschwindigkeit der Schalenreferenz-

fliche v sowie der Koordinaten des die Verdrehung des Normalenvektors 7 kennzeichnenden
Vektors @ erfolgt auf der Grundlage des Variationsprinzips [2]

§II; + 6TI, + 6T, = 0 mit (3)

SIL = / {359 g+ 2% ddpa } dA
M

+ / [ (wP6da + dpubcs®) 4+ 5] 561, + mPbssh b+ m W 5] B } dA
M

1Kontakt: Technische Universitét Dresden, Institut fiir Festkérpermechanik, 01082 Dresden, Mail: john-,
pyttel-, ulbricht@mfkrsl.mw.tu-dresden.de
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§IL, = 5/,\" (V385 + D, +wa) dA,
M

Hierbei bezeichnen n®®, m@ die SchnittgréBen der Schale, n°® und m*# die objektiven
SchnittgréBengeschwindigkeiten, dys und d.s die Deformationsgeschwindigkeiten der Scha-

lenbezugsfliche, byp die Koordinaten des Kriimmungstensors, P und § die Belastungsvekto-
ren pro Flécheneinheit der Schalenbezugsflaiche und N und M die Belastungsvektoren pro
Léngeneinheit des Randes. Durch 4II, wird die aus der Normalenhypothese resultierende
Zwangsbedingung im Variationsprinzip beriicksichtigt.

2 Deformationsgesetz

Fiir die Bereitstellung eines elastisch-plastischen Deformationsgesetzes in der Form
Vo a a Yo a a
R0 = g 4 f s P = g P @

wird von der tensorlinearen Beziehung zwischen TRUESDELLscher Spannungsgeschwindig-
keit und Deformationsgeschwindigkeit & = C : d und einem Satz zugeordneter Evoluti-
onsgleichungen der inneren Variablen des dreidimensionalen Kontinuums [3] ausgegangen.
Die Aufteilung der kinematischen Grélen in einen elastischen und einen plastischen Anteil
basiert auf der entsprechenden multiplikativen Zerlegung des Deformationsgradienten. Fiir
die Beschreibung materieller Anisotropie wird dern Kontinuum eine Substruktur zugeord-
net. Diese Substruktur kann als ein zusétzliches Koordinatensystem verstanden werden. Die
Geschwindigkeiten mit denen sich die inneren Variablen des Deformationsgesetzes &ndern
beziehen sich auf dieses Koordinatensystem. Eine zeitliche Anderung der Substruktur wird
auf der Grundlage der plastischen Winkelgeschwindigkeit definiert. Dieses Vorgehen erlaubt
bei kinematischer Verfestigung und der Verformungsvorgabe des ebenen einfachen Schubs
eine Unterdriickung des bekannten Oszillierens der Spannungskoordinaten.

Die konstitutiven Beziehungen des dreidimensionalen Kontinuums werden ausgehend von

den Annahmen &% = 0, dos = 0 und dsz = };h fiir den Fall des ebenen Spannungszu-
standes modifiziert. Alle konstitutiven Ansétze sollen das Prinzip der Objektivitat erfiillen
und folgen daher dem Konzept der isotropen Tensorfunktionen. Die spezifische elastische
Ergénzungsenergie fiir die Beschreibung von elastisch isotropem Materialverhalten kann mit
der in T quadratischen Beziehung U*(T) = do I:T? + d; (I: T)? angegeben werden. Die
Ausfiihrung der partiellen Differentiation dieser Energie nach dem Spannungstensor T und
die Einarbeitung der Annahmen beziiglich der 3-Richtung erméglicht die Bestimmung der

T [

G T

i
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2 b5
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Koordinaten des elastischen Anteils des Verzerrungstensors in der betrachteten Ebene
ESE” = e [do (YsaYoy + VpYary) + 201 ¥pares] T (5)

und senkrecht dazu E53 = p, 2d; yss 7.,5’.?’5". Die Beschreibung von plastischem, kinematisch
und isotrop verfestigendem Material gelingt mit dem Spannungsdeviator S sowie den Struk-
turtensoren & und € mittels der FlieBbedingung

3 alry o
= [ ss(5%7 = @) (S - ) + ora($° — gP| —oB(eD) =0 . (6)

Ausgehend von der assoziierten Fliefiregel 148t sich die plastische Deformationsgeschwindig-
keit durch partielle Differentiation der FlieBbedingung in der Form

PZﬁ = A 3’7::1’756(‘561 - ‘,’h) l,?paa = A 333 Ya3 (.§'33 - 9‘33) (7)
bestimmen. Fiir die plastische Winkelgeséhwindigkeit W? wird unter Beachtung der Regel
der Aquiprisenz der einfachste lineare Ansatz

Was = Aot (Yasg"'Wip = Non@™1s8)  Wha=0 (8)

£ &

gewihlt. Die Verfestigungsgesetze liefern die Entwicklungsgleichungen der Strukturtensoren
a und €5, Der lineare Ansatz c?x =X (b I+5, a+ b—3'];) kann durch eine entsprechende Wahl
der Koeffizientenfunktionen b; an die Verfestigungsgesetze nach FREDERICK- ARMSTRONG
bzw. PRAGER

o°f = A(bs 7a5]y;;q,7'rﬁ)_Lpasqﬁﬁ_Lpﬁsgh c:!&':l = A(bs ,733N<n, ,733) Lp3 aas_Lpa 33 (9)

angepaBt werden. Die Beziehung €2 = ) 2 ¢,(S, @) basiert auf der plastischen Deformations-
leistung,.

Den Zugang zu der Beschreibung plastisch orthotropen Materialverhaltens liefern die Struk-
turtensoren zweiter Stufe A und A Die in [3] symbolisch angegebenen Ansitze fiir die
Flieibedingung und die pla.stlsche kae]gesc.hwmd.lgkelt lassen sich nach Einarbeitung der
Annahme des ebenen Spannungszustandes in der Form

fz a4 [410’5211604275?61 - (410321%’;411521&’ + 4201621&42'151:81)/ 2]

0 (Ruog T Bs T2~ G (faog " s TT)]2

ar (41')'5?&705?& - 41aﬁ?ﬁ041'7521h) (10)
a (&qﬁTﬁ a’YaSTM - AzapT""Az«,sZ"") - 0'%‘(53)

Wzﬁ = A Cy (A2a-'y Mﬁ - Ala-y = AZSﬁ) %3 =0

angeben. Die Koordinaten der Strukturtensoren werden mit den die Substruktur kennzeich-
nenden Basisvektoren € = (*17, zu

+ + 1
>

A; = A0, = Endm = BB 1yTuT (11)
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bestimmt. Bei plastischer Orthotropie kennzeichnet die Substruktur die Orthotropieachsen,
woraus die Maglichkeit, eine zeitliche Anderung dieser Orthotropieachsen zu beschreiben,
resultiert.

Fiir die Einbeziehung der konstitutiven Beziehungen in die Variationsgleichung (3) werden
zunéchst die objektiven Schnittgréfengeschwindigkeiten 728 und m*® durch die Koordinaten
der TRUESDELLschen Spannungsgeschwindigkeit dargestellt. Die Einarbeitung des fiir den
ebenen Spannungszustand modifizierten Deformationsgesetzes liefert die gesuchten Zusam-
menhénge zwischen den Schnittgréengeschwindigkeiten und den Deformationsgeschwindig-
keiten der Schale (4). Die darin enthaltenen Gréfien 4?1"&*5 werden als Schalensteifigkeiten
bezeichnet.

3 Numerische Umsetzung und Beispiel

Kernstiick des nichtlinearen Anfangs- Randwertproblems ist ein lineares Randwertproblem
fiir die Verschiebungsgeschwindigkeiten. Die Diskretisierung dieses Randwertproblems, wel-
ches in Form der Variationsaufgabe (3) gegeben ist, erfolgt mittels der Methode der finiten
Makroelemente. Durch materielle Zeitableitung der entsprechenden Definitionsgleichungen
konnen fiir alle interessierenden Zustandsgrofien Zuwachsgleichungen angegeben werden. Die-
se Gleichungen lassen sich mit den Evolutionsgleichungen des Deformationsgesetzes in ein
Differentialgleichungssystem erster Ordnung einordnen, das mit dem Verfahren von RUNGE-
KuTTa II iiber die Zeit integriert wird. Das folgende Beispiel demonstriert die Moglichkeiten
des implementierten Deformationsgesetzes anhand einer orthotropen Scheibe, die an beiden
Enden durch gleichméafligen Zug belastet ist. Die Scheibe reagiert zunichst mit dem darge-
stellten nach rechts Neigen. Durch die Beeinflussung der mit dem Winkel ¢ beschriebenen
Lage der Orthotropieachsen wihrend der Deformation kommt dieses nach rechts Neigen ab
w = 45° zum Stillstand und es setzt ein nach links Neigen ein.

i ! - | -
i |
L L L
v =38° p = 49° @ = 57° v = 68° @ =175°
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Eine verbesserte Schalentheorie
und ihre Anwendung
auf Probleme der Kriechmechanik

Andrei Sichov
Martin—Luther-Universitat Halle-Wittenberg

In der vorliegenden Arbeit wird die Langzeitfestigkeit von Flachentragwerken bei auf-
tretenden Kriechprozessen analysiert. Dafiir wird eine Schalentheorie unter Berticksichti-
gung der geometrischen Nichtlinearitit und der Schubverzerrungen [5] auf Probleme der
Kriechmechanik angewendet. An ausgewahlten Beispielen werden die Mdoglichkeiten der
verwendeten Schalentheorie diskutiert und die erhaltenen Ergebnisse mit Lésungen nach
der KIRCHHOFF-LOVE-Theorie verglichen.

1 Grundgleichungen

Betrachtet wird eine Rotationsschale mit einer axialsymmetrischen Belastung in den or-
thogonalen krumimlinigen Koordinaten ¢),£2,{. Die Koordinatenachsen £;,§; fallen mit
der Hauptkriimmungslinien zusammen und die Koordinatenachse ¢ ist zur Mittelfliche
senkrecht. Die Geometrie des Schalenraumes wird durch die Laméschen Koeffizienten
A, Az und die Hauptkriimmungen ki, k; definiert. Der Verschiebungsvektor des Schalen-
raums v* wird durch den Verschiebungsvektor der Mittelfliche » und den Differenzvektor
w dargestellt [2]:
v° =9v+ (w.

Wihrend der Verformung wird der Schalenquerschnitt gedreht und um den Schubwinkel
geneigt. Die Verwdlbungen des Schalenquerschnittes und die Dickenverzerrungen werden

nicht berficksichtigt. Die Komponenten des GREENschen Verzerrungstensors «;; sind
durch zweidimensionale Verzerrungsmae aug, fag, Vo definiert [2]:

1
1= +(fu (1l 2), M3 = 575

o1 = 0v1 + kyvs + 93/2, az = Y1 + kava, Y1 =Wy — P,

B = Biwy + ke, P2z = pwi + keazs, 1 = —0O1v3 + kvn,
wobei 8i(...) = A7'8(...)/0& und ¢ = A;'61A; sind. Es wird vorausgesetzt, da
die Schubverzerrungen #, in Schalendickenrichtung konstant sind. In der klassischen
KIRCHHOFF-LOVE~Theorie werden diese vernachléssigt. Der unterstriechene Term ent-
spricht der geometrischen Nichtlinearitdt. Die hier betrachtete Variante der geometrisch
nichtlinearen Schalentheorie kann bei Durchbiegungen in der Gréenordnung der Schalen-
dicke und bei kleinen Schalenverzerrungen angewendet werden.

Die Schalengleichgewichtsbedingungen lauten [5]:

Sinyy + Y(nn — n2a) + k1g1 + p1 =0,

01q1 + Yq1 — kiny1 — kanag + ps = 0,
Simay + P(mi — maa) — g1 — nuer+ ¢ =0.
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Die Gleichgewichtsbedingungen enthalten die Schalenschnittgréen: n.s — Kréfte in der
Ebene, g, — Querkrifte, ma,s — Momente, p; ~ duere Lasten, ¢, — auere Lastmomente.
In den Gleichgewichtsbedingungen ist der Term infolge der geometrischen Nichtlinearitdt
unterstrichen.

Unter Annahme infinitesimaler Verzerrungen kénnen die Gesamitverzerrungen %;; in
einen elastischen 'yg und einen Kriechanteil 75’ additiv zerlegt werden:

T =5+

Damit folgen die konstitutiven Gleichungen fiir Schalen in der Form:

Eh
nu = T 2 {011 + Vazz} - nllﬂ:[ (1 & 2), ¢ = KGhy — ‘If-ra

1

may = 12(1 {/911+Vﬂ22} mi (1o 2),
mit £ als Elastizitatsmodul, v — Querkontraktlonsza.hl, G = m - Gleitmodul, ~ -

Schalendicke. D1e Gleichungsanteile n¥7, ¢¥", m¥7, entsprechen den Integralen der Kriech-
verzerrungen £ fber die Schalendicke

E h/2 T k i
mi =m0 [ ,0f t vl e, dr=eG [ ol

E 2
mii = 15 [, 08 vl (1o 2).

Die Gleichungen fiir die Schubkomponenten enthalten einen Schubkorrekturfaktor «, der
5/6 gesetzt wurde.

. Zur Beschreibung des Kriechens und der Schidigung wird das Modell nach
KACHANOV—RABOTNOV [4] mit einem phinomenologischen Schadigungsparameter be-
trachtet. Die Konstitutiv— und Evolutionsgleichungen werden fiir die Geschwindigkeiten
der Kriechverzerrungen 47 und der Schadigungsvariable d wie folgt formuliert:

a3 AR sy 5 Blog)
T T A —d)m ol T—dy’

wobei o} = 1/3/28 -+ 8 die VON MISES Vergleichsspannung und 8 Spannungsdeviator
sind. A, B,n,m,r,k,! sind werkstoffspezifische Kennwerte, die experimentell identifiziert
werden miissen.

Das beschriebene Grundgleichungssystem entspricht einer Anfangs—Randwertaufgabe.
Die Ldsung der Anfangsaufgabe wird mit der Einbettungsmethode vierter Ordnung nach
MERSON erzielt. Diese Methode ermdglicht eine Auswertung des lokalen Fehlers. Dadurch
wird eine automatisierte Schrittweitenwahl realisiert. Die Randwertaufgabe wird durch
ein bertragungsmatrizenverfahren mit diskreter Losungsorthogonalisierung nach GoODU-
NoV gelést. Die Orthogonalisierung des Ldsungsvektors erhdht die numerische Stabilitat
der Losung. Die Berechnungsmethoden sind in [1] beschrieben.
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2 Numerische Beispiele

Numerische Untersuchungen der Langzeitfestigkeit von Flichentragwerke wurden fiir
zwei Beispiele durchgefithrt. Die Kennwerte des Kriechmodells wurden fiir eine Alu-
miniumlegierung bestimmt [3}: A = 0.335 - 10-7 MPa™"/h, B = 1.9 - 107 MPa™™ /h,
n=m=k=1[=3,r=14, K =65 GPa, v =0.3.

. }
Bl 2 ' !
iRl L | Ry v
'R | ] I
| | - - - ! -
Abb. 1: Kreisringplatte Abb. 2: Zylinderschale

Als erstes Beispiel wird eine diinne, eingespannte Kreisringplatte unter Querbelastung
(Abb. 1) betrachtet. Die Einspannung erlaubt Verschiebungen in der Plattenebene.
Folgende geometrische Gréen und Belastung wurden angenommen: h =3-1073 m, R =
4:1072 m, By =1:10"%2 m, p3 = —0.3 MPa.

30 vs/h . : 10 -8 ; — :
Kirchhoff-Love-theorle ) . Kirchhoff-Love-theorle *
256 | i < /’, 08 | '/
| Ve - /’
20 ; L P4
] iw - ’ r 0.6 2 /"1
1.6 ’. e "] L b’
! l i - 0.4 _:V’ ——
1 -’ T - L~
1.0 = E Lo
2~ 22
0.6 o4 geometrisch — 02 2 geometrisch ﬁ
/ _ nichtlineare Theorle g _ _nichtlinears Theorie
L - 1 e i 1 l A [} 1] 1 i . I 1
0 0
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
t, (b) £, (b)
Abb. 3: Zeitlicher Verlauf Abb. 4: Zeitlicher Verlauf
der maximalen Durchbiegung der Schidigung

Auf den Abb. 3 und Abb. 4 sind die zeitlichen Verldufe der maximalen Plattendurch-
biegung fiir den Punkt 1 (am Innenrand) und des Schidigungsparameters im Punkt 2 (ma-
ximale Beanspruchung) dargestellt. Die Losung des geometrisch nichtlinearen Problems
liefert eine Verzogerung des Verschiebungswachstums und der Schadigungsakkumulation
im Vergleich zur Losung der klassischen Theorie, welche durch den Einflu der Membran-
kréfte erklart werden kann. Die Membrankrifte wirken der Plattenbiegung entgegen und
werden im Rahmen der klassischen Theorie nicht beriicksichtigt.

Als zweites Beispiel wird eine Zylinderschale mittlerer Dicke (Abb. 2) betrachtet.
Die Schale ist an der Randern eingespannt und durch Innendruck belastet. Folgende
geometrische Groen und Belastung wurden angenommen: A =210 m, R=1m, L =2
m, ps = 32 MPa.
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Abb. 5: Zeitlicher Verlauf Abb. 6: Zeitlicher Verlauf
der Vergleichsspannung nach VON MISES der Schadigung

Auf den Abb. 5 und Abb. 6 sind die zeitlichen Verldufe der Vergleichsspannung nach
VON MISES und des Schadigungsparameters im maximal beanspruchten Punkt darge-
stellt. Die Losung der klassischen Schalentheorie liefert eine Unterschatzung der Scha-
lenlebensdauer im Vergleich zur Losung nach der Schubverzerrungstheorie. Dieser Effekt
kann durch Unterschiede im Niveau der maximalen Spannungen aufgrund der geringeren
Schalensteifigkeit bei Beriicksichtigung der Schubverzerrungen erklért werden.
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Anpassung eines Schadigungsmodells an \Waéhlerkurven
iim elastischen Bereich

Lothar Schreiber, Institut fiir Mechanik, Universitdt Gh Kassel

Fir ein Schadigungamodell, das hauptséchlich von Spannungen, genauer gesagt, von Nor-
malspannungen angetrieben wird (andere Einfliisse wie Temperatur und Vorgeschichte
greifen nur indirekt {iber Parameter ein) und sonst in keiner Weise an ein bestimmtes
Materialmodelle gekoppelt ist, stellen die Informationen, die zu den unterschiedlichsten
Materialien in Wéhlerkurven gesammelt sind, einen nicht zu ignorierenden Fundus dar.
Dabei ist es allerdings nicht das Ziel, die zwei Geraden in der einfach logarihmischen
Darstellung solcher Kurven nachzuahmen, die das {ibliche Modell der Werkstofftechnik
sind und wiederum auf dort vertretenen Modellvorstellungen beruhen. Die Anpassung
zielt eher auf die Originalmefidaten, die hinter den Wéhlerkurven stehen.

Das hier betrachtete Schadigungsmodell arbeitet mit einer Schadigungsvariablen, die
als Vektor die Normale aller in einem reprisentativen Volumenelement gemittelten Mikro-
rifflachen repréasentiert. Der Betrag dieses Vektors d nimmt Werte zwischen 0 und 1 an,
um den vollstandig ungeschadigtenen Zustand und den Zustand, der keinerlei Tragfahig-
keit hat, zu beschreiben, folgt also in diesem den Gedanken von Kachanov und Lemaitre.
Eine weitere Analogie ist, dafi zwischen zwei Spannungszustanden unterschieden wird:
den effektiven Spannungen T, fiir die das werkstoffentsprechende Stoffgesetz gilt, und
den Spannungen T, die in die Impulsbilanz eingehen, bzw. im Experiment makroskopisch
zu beobachten sind. Der Unterschied zwischen beiden, T, ist schadigungsabhangig.

A

T=T-T) 1)

Um der oft beobachteten Tatsache Rechnung zu tragen, dafi manche Werkstoffe dauer-
wechselfest sind, also unterhalb eines bestimmten Spannungsniveaus beliebig viele Last-
wechsel ertragen, wird eine Schadensschwelle dhnlich einer Fliefifliche im Spannungs-

raum eingefiihrt, z.B. X
S=L(T)-k >0 (2)

Schadigung tritt nur auf, wenn mit T' die Schadensschwelle § = 0 fiberschritten wird,
und wird dann von dem Teil von T' angetrieben, der liber sie hinausragt.

i = (T ez (3)
@ = {55
5 = {pw§ Amax > 0
0

Darin ist p,, ein Materialparameter, Amax das (1 — /& /Ia(T))-fache vom graften Ei-
genwert von T und 2.y der zugehorige Eigenvektor, auf 1 normiert.
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Der zweite Teil des Schadensmodells betrifft die schadigungsabhangige Differenz zwi-
schen der wahren und der effektiven Spannung,.

Th = dy(iz+21) (4)
Z = n®n
o

= 37

Ein Biegebalken konstanten Querschnitts A = bk, der an einem Ende fest eingespannt
ist und am anderen Ende die Verdrehung ¢ = ¢paxf(t) aufgeprigt bekommt, erfahrt
entlang seiner Ausdehnung eine konstante Kriimmung

K = Kpay | (t) (5)
und, unter Voraussetzung einer Bernoulli-Kinematik, die Dehnung
€ = Kpax2f (t) (6)

Die einzige Spannung, die entsteht,
6 = Etpaczf (t) (7)

ist gleichzeitig Hauptspannung Amax und gehért zum Eigenvektor # = (1,0,0), der damit
die Orientierung von d festlegt.

d = (d,0,0)
d = 2s(2,8) - ko) wenn & > 1/ko

Fiir eine gegebene Funktion f(¢) a8t sich mit (7) der Zuwachs der Schadigung Ad
wahrend einer Periode T an jeder Stelle z ausrechnen, sofern z auflerhalb der Grenzen
+ 24 liegt, innerhalb deren die Schadensschwelle S = 0 (vgl. 2) nie {iberschritten wird.

Vo
A ®)

Angegeben sind die Félle einer Sigezahn- bzw. Sinussteuerung, f(¢) € [—1, 1], fiir einen
dauerwechselfesten Werkstoff (1/ko > 0) und einen nicht dauerwechselfesten.

ZO=

Ségezahn Exzenter (Sinus)
P ] BT o vk =0

E%@(l — %)(C ~1) %T@(( cos a.rcin% + arcsin % —2) | Vko >0
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Der Verlauf ist in den zwei nicht dauerwechselfesten Fillen offensichtlich linear in 2,
in den beiden anderen geht er fiir wachsende z schnell in einen anndhernd linearen
Verlauf iiber. Das ist, um es vorwegzunehmen, nicht konsistent mit Beobachtungen von
Werkstoffkundlern, die die Risse an Biegewechselfestigkeitsproben auch kurz vor dem
Bruch nur bis in geringe Tiefe verfolgen kénnen.

Da der Zuwachs der Schadigung pro Zyklus nur vom Ort, aber nicht von der Zyklen-
zahl oder anderem abhangt und die geometrischen Randbedingungen in ihrem gesteckten
Rahmen bleiben (@max, £max konstant), ist die maximale Lastwechselzahl nyg,y dann er-
reicht, wenn in der meist beanspruchten Faser (z = %) die Schadigung auf 1 angewachsen
ist. Das ist der Fall fiir

Sagezahn Exzenter (Sinus)
4F 4F v _
2uTT T, , T vk =0
v
Mmax = (9)
Tk Tk v
Pwlo | pulo . 1 . 1 T Vo >0
? COs arcsin — 4+ arcsin — — —
3

Das sind abklingende Kurven fiir o, die, linear {iber einer logarithmischen Skala fiir die
Lastwechselzahl n,,,x aufgetragen, bei immer gleicher Anfangssteigung mit dem einzigen
Parameter p,,T' nur zu hoheren oder niedrigeren Lastspielzahlen hin verschoben werden
kénnen (s.u. im Bild die diinngezeichneten Linien).

Das bisher vorgestellte Modell hat zuwenig Freiheiten, um alle Phanomene, die Werk-
stoffkundler bei Biegewechselfestigkeitsversuchen beobachten zufriedenstellend zu be-
schreiben, unter anderem auch nicht den im Versuch kaum feststellbaren Abfall des
wirksamen maximalen Biegemomentes in der Probe bei zunehmender Lastwechselzahl
n. Das vorgestellte Modell ergibt einen linearen Zusammenhang.

M(n) = /;am(z,n)sz

&
2/(1 — d(2,n))Efmaxz® dz

3 §
= 2]5'7;;,[,,“./“2:2 dz —2]5‘10,,1,;,,./nAcl(z)z:2 dz
0 0

- 7/

Mo

3

f Ad(z)22 dz
b}

M(n)
M, - TR

P I o o
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Wenn bei 7 = nimay in der Auflenfaser d = 1 gilt, ist der Verlauf von d(2) = nyaAd(z) =
2t und der Endwert M (numasz)/Mo ist mit 1 viel zu klein.

Die einfachste Anderung am Modell ist, die Matrialkonstante py, durch eine Funk-
tion der Spannung zu ersetzen. Hier wiederum die einfachste Moglichkeit, die nur einen
weiteren Parameter einfithrt, ist ein Potenzansatz dhnlich einem Kriechgesetz.

Bisher (vgl. 3): d = ((Ez‘%&zm“))
Anderung: d = (w (A%l)a Zmas))
Finaxialer Fall: d = p, ("—}@) ;5> vk

Der Zuwachs pro Lastzyklus ist danach (Sagezahn):
(KMZ)G ' \/k_O =0

1 p,T
Ad(z) = 5—~ “ at1
2ot (@) (=D Fmaxzo = Y2, (=1 (/B> 0

und die maximale Lastwechselzahl ergibt sich (vgl. 9) als Kehrwert davon und mit z = %:
2a+1) 1

T (2) (1 _ 3@) "

(10)

[

Darin gilt der letzte Bruch nur, wenn o > /k > 0 ist. Die beiden Parameter p,,T
und e, die die letzte Gleichung (10) im Vergleich zu (9) enthalt, erdffnen wesentlich
groflere Moglichkeiten, wenn es daran geht, MeSidaten aus Wechselfestigkeitsversuchen
anzupassen, vorausgesetzt, die Versuche wurden an Proben konstanten Querschnitts

unter sdgezahnformiger Lastfiihrung gemacht.
Das resultierende Biegemoment nimmt immer noch linear mit der Anzahl der Last-

wechsel ab, der auf den Anfangswert bezogenen Endwert ist M(nmas)/Mo = ;33 bzw.
M (nmax) /Mo = %’% bei dauerwechselfesten Materialien (v = o /v/ko).
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Zur Beschreibung des duktilen Riflfortschritts
in einem Kreiszylinderrohr
H. BAASER, D. GRoSs, Institut fiir Mechanik, Technische Universitdt Darmstadt

1 Einleitung

In industriellen Anwendungen kommt es durch verschiedenartige Beanspruchungen hsufig
zu Versagen wesentlicher Abschnitte einer Struktur. Bei diesen Strukturen handelt es sich
oft um Stahlbleche oder diinnwandige Tragwerke, die als Schalen modelliert werden kénnen.
Das Tiefziehen von Blechen stellt dabei eine der méglichen Belastungsarten dar. Eine andere
Art der (Uber-) Belastung von Material ist in Abb. 1 dargestellt. Ein Rohr ist aufgrund einer
Uberlastung durch Innendruck in axialer Richtung aufgerissen.

In diesem Beitrag soll die Modellierung eines sol-
chen Versagensvorgangs mit Hilfe der Methode der
finiten Elemente vorgestellt werden. Dazu werden
finite Schalenelemente verwendet. Als Konstitutiv-
gesetz wird ein Kontinuumsschidigungsmodell ver-
wendet, um das Materialversagen beschreiben zu
konnen. Als Beispiel wird ein Rohr unter Innen-
druck modelliert, in dem ein Riff in axialer Rich- Abbildung 1: Rohrleitungsbau
tung voranschreitet. Fiir ideal-plastisches Materi-

alverhalten kann mit diesem Modell auch eine Riflverzweigung simuliert werden.

2 Schalen— und Schidigungsmodell

Zur Modellierung des Druckrohres als Schalenstrukutur werden finite Elemente verwendet,
die in [3] vorgestellt sind, und deren Leistungsfshigkeit dort dargestellt ist. Es handelt sich
‘dabei um 4-Knoten—Elemente, die auf dem isoparametrischen Konzept beruhen. Als Frei-
heitsgrade an den Elementknoten werden jeweils die Verschiebungen in drei Raumrichtungen
und zusétzlich jeweils zwei Verdrehwinkel verwendet, die die Verdrehung der Schalennorma-
len beschreiben. Eine Beschreibung von Biegewirkungen innerhalb der Schale wird dadurch
ermdglicht.

Als Schiidigungsmodell kommt in dieser Beitrag das Modell nach GURSON zur Anwendung,
das in [5] vorgeschlagen und in [7] modifiziert worden ist. Dieses Modell besiert auf der
auch in Experimenten zu beobachteten Tatsache, dafl ein duktiler Versagensprozef§ durch
die Bildung, das Wachstum und schlielich die Vereinigung von Mikroporen stattfindet. Der
Volumenanteil f dieser Poren wird als Schiidigungsvariable benutzt. Dabei wird eine zur
v. MisEs-FlieBfunktion

o

. %e ™ Ok =2 _ 1
& = Z& 420, comh (2 ) + (0.7 ~ 1 =0 (1)
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um zwei Terme erweiterte FlieBfunktion (1) verwendet, wobei o, = ($5;78:)!/? die einaxiale
Vergleichsspannung, s;; = 035 — %O'kk(sij den Spannungsdeviator und f* den effektiven Poren-
volumenanteil bezeichnen. ¢; ist ein Materialparameter und o, die aktuelle Flie8spannung
des Matrixmaterials. Die Konstitutivgleichungen dieses Materialgesetzes bestimmen sich
weiterhin aus einer additiven Zerlegung des Dehnungsinkrements, wobei der elastische An-
teil aus dem HooxkEschen Gesetz und der plastische Anteil aus der assoziierten Flieiregel
zu erhalten ist. Als Evolutionsgleichung fir die Schidigungsvariable f wird ebenfalls eine
additive Zerlegung in einen Wachstums— und einen Neubildungsanteil verwendet, die sich
wie folgt zusemmensetzen:

: . : 1 /e —ey)’ .

fwachetum = (1 — f) -éx und  fNeubildung = ;anﬁ - exp [—5 (M—SN—N) } &y (2)
Dabei bescheibt €% die plastische Vergleichsdehnung des Matrixmaterials, die sich aus der
Forderung der Gleichheit der plastischen Arbeitsinkremente auf mikroskopischer und ma-
kroskopischer Ebene bestimmt. fxy, ey und sy sind wiederum Materialparameter.

3 Integration der Konstitutivgleichungen

Ausgehend vom in [3] verwendeten Verzerrungsmaf fiir die vorgestellte Schalenformulie-
rung, dem GREEN-L.AGRANGEscher Verzerrungstensor E = %(FTF —I), erhélt man
durch die Integration der Konstitutivgleichungen (1)-(2) den dazu konjugierten 2. P1OLA-
KIRCHHOFFschen Spannungstensor. Die Integration der Konstitutivgleichungen erfolgt hier
nach einem Vorschlag in [1] mit einem impliziten EULER-Schema, das sich fiir eine solche
Problemstellung als besonders giinstig erwiesen hat. Dabei wird der Spannungstensor mit
Hilfe seines Druck— und Deviatoranteils in p = —10;;0;; und ¢ = 4/3s58;; zerlegt, und alle
(inneren) Variablen in Abh#éngigkeit dieser Gréflen bzw. deren Inkremente formuliert. So
erhilt man auf Elementebene an jedem Integrationspunkt ein nichtlineares Gleichungssy-
stem fiir die Unbekannten Ap, Ag, Af und Aely, das dort mit einem NEWTON-Verfahren
gelost wird. Die konsistente Linearisierung dieses Algorithmus’ fihrt zur Elementsteifig-
keitsmatrix, womit fiir das globale, nichtlineare Gleichungssystem quadratische Konvergenz
erzielt wird.

4 Nichtlokales Modell: Regularisierung

Bei der Beschreibung von entfestigendem Materialverhalten mit der FE-Methode kommt
es zu einer Abhingigkeit der Resultate von der gewéhlten Elementierung. Dieses als Netz-
abhingigkeit bekannte Phinomen ist in letzter Zeit von verschiedenen Autoren (siehe u.a. [2],
aber auch [6] und [4]) behandelt worden. Allen Modellen gemeinsam ist die Einfihrung einer
zusitzlichen charakteristischen Linge, die das Problem regulorisiert und in einem gewissen
Rahmen zu netzunabhéingigen Losungen fiihrt. Um dieses Problem hier zu behandeln, ist
eine Methode gew#hlt, die auf einer Mittelung der Schidigungsvariable itber das zu betrach-
tende Gebiet 2 basiert und bereits bei [2] verwendet wird. Diese Mittelung wird hier als
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Nachlaufrechnung jedem ausiterierten Lastschritt angeschlossen. Dabei wird das Inkrement
Af,. fiir die Schiidigungsvariable an jedem Integrationspunkt x nach der Vorschrift

[Afule)- ol6-x) a020e) x\2
Afx) = mit  (x) = exp [— (F) ] (®)
[ets—x)a06) L

und der charakieristischen Linge I, modifiziert und dem Algorithmus fiir den nfichsten Last-
schritt zur Verfliigung gestellt. Obwohl es sich dabei im Sinne der Iteration um einen expli-
ziten Vorgang handelt, hat er sich in diesem Zusammenhang dennoch als numerisch stabil
und ausreichend erwiesen, weil die Iteration jedes Zeitschrittes selbst, wie oben beschrieben,
weiterhin implizit erfolgt.

5 Beispiel: Rohr unter Innendruck

Als Beispiel soll hier der axiale Rififfortschritt in einem unendlich langen Kreiszylinderrohr
mit der Wandstirke ¢ = 1 mm und dem Durchmesser d = 100 mm betrachtet werden, das
durch Innendruck belastet wird. Modelliert wird hier —-wie unten in den Ergebnissen zu
sehen— ein Rohrausschnitt der Breite [ = 15 mm und einem Winkel von 2a = 2-10° bei einer
Anfangsrifilinge von g, = 5 mm. Als Materialparametersatz werden Gréflen verwendet, die
einen Baustahl StE 460 beschreiben und schon in [6] und [4] erfolgreich benutzt worden sind.
In Abb. 2 ist der oben beschriebene Rohrausschnitt zu sehen. Dargestellt sind hier die v.
Mises-Vergleichsspannung und die Sch&digung bei einem Rififortschritt von Aa = 4.5 mm.
Deutlich wird sowohl die Spannungsverteilung als auch die streifenfSrmige Erh8hung der

BTYREGB 3
Ma

BTREABYY
a 00 0.008:
Mexo {ACER

Abbildung 2: Vergleichsspannung und Schidigung

Schiidigungswerte in direkter Nihe des Rifipfades. Andert man den Verfestigungsexponen-
ten flir das Matrixmaterial von N = 7 zu N = 20, was einem annfhernd ideal-plastischen
Verhalten nahe kommt, 188t sich mit dieser Modellierung eine Riflverzweigung abbilden, wie
gie auch in der Realitit an Versuchen mit ghnlichen Materialeigenschaften zu beobachten
ist. Diese Bifurkation ist in Abb. 3 dargestellt.
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Abbildung 3: Rifiverzweigung bei ideal-plastischem Matrixmaterial

6 Zusammenfassung

Mit Hilfe finiter Schalenelemente auf Basis einer 5-Parameter—Theorie und einemn Schédi-
gungsmodell ist hier die Modellierung eines Versagensprozesses in dfinnwandigen Strukturen
gezeigt worden, wie sie in der Anwendung bei Umformvorgfingen oder im Druckleitungs-
ban vorkommen. Um eine Netzunabhfingigkeit der Resultate zu erzielen, ist eine nichtlokale
Regularisierung fiir die Schiidigungsvariable verwendet worden. Das Modell ist sowohl zur
Simulation des geraden Rififortschritts als auch fir Rilverzweigungen bei ideal-plastischern
Material angewendet worden. Die vorgestellten Algorithmen launfen numerisch stabil und
sind effektiv einsetzbar.
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Analyse der Spannungsumlagerung in
diinnwandigen Bauteilen infolge von Kriech- und
Schidigungsvorgingen

K. Naumenko

Martin-Luther-Universitdt Halle-Wittenberg, Fachbereich Werkstoffwissenschaften,
06099 Halle (Saale)

1 Einleitung

Fiir diinnwandige Bauteile, die bei erhthten Temperaturen eingesetzt werden, sind
Kriechverzerrungen sowie Schiédigungsevolution dominante Faktoren, die ihre Betriebs-
dauer beeinflussen. Einerseits findet infolge der Verzerrungszunahme eine wesentliche
Spannungsumlagerung statt, insbesondere wenn méfige Verformungen in einem Bau-
teils zugelassen sind. Dadurch kénnen Biegespannungen, die im elastischen Ausgangs-
zustand dominieren, im Verlauf des Kriechprozesses deutlich abnehmen. Andererseits
kann die Werkstoffschidigung, deren Evolution im wesentlichen vom Spannungsniveau
sowie von der Art des Spannungszustandes abhéngig ist, zu einem vorzeitigen Versagen
filhren. Modelle zu Lebensdauerabschitzungen in diinnwandigen Bauteilen werden bei-
spielsweise in [1] und [2] behandelt. Das Ziel der nachfolgenden numerischen Analyse
ist, die Besonderheiten der Spannungsumlagerung sowie der Schidigungsentwicklung
in Flachentragwerken zu illustrieren. Basierend auf einem mechanismen orientierten
Werkstoffmodell sowie einer Schalentheorie unter Einbeziehung finiter Durchbiegungen
wird ein exemplarischer KriechprozeB in einer Rechteckplatte beispielhaft simuliert.

2 Konstitutives Modell

Zur Beschreibung des Kriechverhaltens einer Aluminiumlegierung wurden in [3] die
nachfolgenden Konstitutiv- und Evolutionsgleichungen vorgeschlagen, wobei die domi-
nanten Mechanismen der Kriechdeformation und der Schidigungsentwicklung durch
drei innere Zustandsvariablen charakterisiert werden

o 3 A s . [Bo*M(1-H)

€ _2(1—w)“a"’MS [ 1-9 '

. oM (1 _
H= he 4 sin.h[————Bo (L H)] (1——H—),

oM (1 — w)" 1-& H,

é:%(l—di)“,
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. DA o1 \¢.., . . [Bo®™(1~H) (
w-—(l—w)“(o”M) Nsmh[ 1-¢ ’
__ Bo"™M(1-~ H) Bo*M(1 - H)
n=— 5 coth[——l__ds ,
N=1 fir o1 >0, N=0 fiir o0 <0,

0<w<0.3, 0P <], 0<H<LH.,
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Hierbei ist € der Tensor der Kriechverzerrungsgeschwindigkeit, 8 der Spannungsde-
viator, 0®™ die Vergleichsspannung nach von Mises, oy die gréfte Hauptspannung, H
die innere Verfestigungsvariable, @ die innere Variable, die die Alterung der durch Par-
tikel verstirkten Mikrostruktur kennzeichnet, und w ist die Schidigungsvariable, die
Hohlraumbildung und -wachstum charakterisiert. A, B, H., H,, K., D sind Werkstoff-
kennwerte. Die physikalische Motivation des Werkstoffmodells (1) sowie eine Methode
der Parameteridentifikation wurden in [3], [4] ausfiihrlich diskutiert. Die Kennwer-
teermittlung fiir beide Modelle wurde in [3], basierend auf vorhandenen einachsigen
experimentellen Kriechkurven einer Aluminiumlegierung, fiir den Spannungsbereich
von 227 bis 262 MPa und fiir ein Zeitintervall von 0 bis 1000 h vorgenommen. Mit den
Werkstoffkennwerten A = 2.960 - 107! h~!, B = 7.167 - 10~2 MPa"!, h, = 1.370 - 105
MPa, H* = 0.2032, K. = 19.310- 10~h~}, D = 6.630 liefert das Modell (1) eine gute
Ubereinstimmung mit einachsigen Kriechkurven, vgl. [3].

3 Anfangs—Randwertproblem

Die eingefiithrten Konstitutivgleichungen sind Grundlage fiir die Analyse diinnwandiger
Flichentragwerke. Zu diesem Zweck wird eine Schalentheorie auf der Basis der
Kirchhoff-Love-Hypothesen sowie unter Annahme kleiner Verzerrungen verwendet.
Geometrisch—nichtlineare Anteile in den Schalengleichungen sind durch Einbeziehung
finiter Durchbiegungen beriicksichtigt. Die Grundgleichungen der Schalentheorie
unter Einbeziehung der Kriechverzerrungen sowie ein darauf basierendes Anfangs—
Randwertproblem sind in [1] und [2] formuliert. Die Lésung von Kriechproblemen
erfolgte fiir zwei Sonderfille der Schalentheorie (flache Schalen und Platten mit recht-
eckigem Grundriff sowie rotationssymmetrische Schalen). Spezielle Lésungsans#tze so-
wie Ergebnisse numerischer Tests wurden in [1] und [5] diskutiert.

4 Numerisches Beispiel

Betrachtet wird eine Quadratplatte unter Querbelastung, die auf einer Fléche 4 x 6
in der Plattenmitte verteilt ist, Bild 1. Als Randbedingungen wird das Verschwin-
den der Durchbiegungen und Neigungen an allen Rindern angenommen. Dabei soll
jedoch die Verschieblichkeit in der Ebene gewdhrleistet sein. Fiir die vorgegebenen
geometrischen Gréfen h = 2-10"2 m, [ = 1 m, § = 0.6/ mit [ als Plattenlange und »
als Platendicke sowie die Belastungsgréfie ¢ = 0.65 MPa ist die maximale Vergleichs-
spannmung im Ausgangszustand gleich der oberen Grenze des Spannungsbereiches, fiir
den die einachsigen Kriechversuche durchgefiihrt wiirden. Die maximale Durchbie-
gung ist schon nach der elastischen Verformung vergleichbar mit der Plattendicke, Bild
1. Somit wurde eine deutliche Durchbiegungszunahme im Verlauf des Kriechprozes-
ses simuliert. Die Berechnungen wurden bis zum Erreichen einer kritischen Grofle
der Schidigungsvariable w durchgefiihrt. Die Zunahme der Membrankréfte bei finiten
Durchbiegungen sowie die Relaxation der Biegemomente infolge des Kriechprozesses
fiihren zum Spannungsausgleich im Mittelpunkt der Platte, Bild 2. Die Spannungs-
verteilung fiber die Plattendicke, die im elastischen Ausgangszustand ein Biegemoment
und eine kleine Membrankraft liefert, wird am Ende des Kriechprozesses konstant. Fiir
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Bild 1: a Teilbelastete Quadratplatte im kartesischen Koordinatensystem; b Zeitverlauf
der maximalen Durchbiegung
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Bild 2: a Spannungsverteilungen iber die Dicke im Mittelpunkt der Platte; b Zeit-
verliufe der Spannungen in verschiedenen Diskretisierungspunkten des Plattenquer-
schnitts



- 78 -

die Spannungen an der Auflenseite z = —h/2 ist dabei ein Vorzeichenwechsel zu erken-
nen, Bild 2. Die Schidigungsevolution ist im Modell (1) nur im Falle einer positiven
Hauptspannung mdglich. Daher ist die Verteilung der Schidigungsvariable an beiden
PlattenauBenseiten unsymmetrisch, Bild 3. Die Schidigungsbereiche dominieren an
der Plattenseite z = h/2, Bild 3, in deren Mittelpunkt ein kritischer Zustand entsteht.
Im Mittelpunkt der Plattenfliche 2 = —h/2 beginnt eine Schadigungsentwicklung erst
ab einem Zeitpunkt, wenn die Spannungen gréfier als Null werden.

026

02 |

0186 |

0.1

0.06

120 140 180 £.10~%)h

Bild 3: Zeitverlfufe der Schidigungsvariablen in zwei Punkten der Platte und
Schidigungsverteilung an den Plattenauflenseiten (1: z = y = 0.5], 2 = h/2; 2:
z=y=05l, z=—h/2)
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Homogenisierung in der Schidigungsmechanik mit
Makroelementen

Karsten Tiirke, Universitit Karlsruhe (T.H.), Institut fiir Technische
Mechanik/Festigkeitslehre, D-76128 Karlsruhe

1 Grundlagen

Unter dem Begriff der Kontinuums-Schadensmechanik wollen wir im folgenden die Ho-
mogenisierung mikromechanischer Defekte - das seien Inhomogenitéten wie Risse, Poren,
Hohlriume, Einschliisse - sowie die makroskopische Beschreibung dieser Defekte durch
eine oder mehrere innere Variable, den Schidigungsoperator D, verstehen. Durch diese
Vorgehensweise umgeht man die explizite Darstellung und Evolution der Defekte, wie dies
z.B. mit bruchmechanischen Ansétzen méglich ist. Diesem eleganten Zugang steht jedoch
das Problem gegeniiber, den Schidigungsoperator physikalisch sinnvoll zu definieren.
Eine rein thermodynamische Betrachtungsweise des Problems ist unzureichend, da die
explizite Darstellung der beiden bendtigten Potentiale ¢ (erweitertes thermoelastisches
Potential) und ¥ (Dissipationspotential) fiir ein konkretes Material meist nicht bekannt
ist, vgl. Lemaitre und Chaboche [1].

Auf der makroskopischen Ebene kann die Schidigung als Reduktion der materialspezi-
fischen Steifigkeit interpretiert werden. Die Schwierigkeit dieser Betrachtungsweise liegt
darin, daf8 die makroskopische Bestimmung des geschiidigten Materialoperators C nur in
Spezialfillen méglich ist. Bei duktilen, d.h. makroskopisch plastifizierenden, Materialien
kénnen Zug-Entlastungsdiagramme ausgewertet werden. Eine vollstindige experimentelle
Erfassung anisotroper Effekte ist jedoch auf diesem Weg nicht realisierbar. Bei spréden
Materialien wie Beton, Keramiken oder Kohlenstoff~-Werkstoffen ist ein makroskopischer
Steifigkeitsverlust durch Schiidigungen generell kaum detektierbar.

Zur notwendigen Modellierung mikromechanischer Effekte betrachten wir ein représen-
tavives Volumenelement (RVE) auf dem sog. Mesoniveau, d.h. das Material wird als
Kontinunum aufgefait, das durch Inhomogenitéten in Form von Mikrorissen, Hohlriumen
usw. gestort ist. Auf diesern Mesoniveau ist eine experimentelle Bestimmung der Schidi-
gungsgeometrie durch optische Verfahren auch In situ méglich. Die eigentliche Schwie-
rigkeit besteht darin, aus diesen Beobachtungen Riickschliisse auf den makroskopischen
Verlust an Steifigkeit zu ziehen. Hierzu bietet sich zum eine analytische Auswertung liber
das Taylor-Modell oder die Selbstkonsistente Methode (vgl. Krajcinovic und Sumarac [2])
an. Zum anderen kann eine numerische Auswertung mit der Finiten Element Methode
(FEM) oder der Randelementmethode (BEM) vorgenommen werden. Beide Vorgehens-
weisen beinhalten entweder starke Vereinfachungen bzgl. der Anordnung und Wechselwir-
kung der Schidigungen oder bedingen einen extrem hohen Rechenaufwand.
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2 Homogenisierung mit Makroelement-Technik

Das im folgenden dargestellte Konzept basiert auf einer Finiten Element Methode. Hierbei
wird ausgenutzt, da die Variationsformulierung der FEM eine ,,natiirliche” Homogeni-
sierung in Form einer Einzelsteifigkeitsmatrix iiber das finite Element darstellt. Wenn
es gelingt, den lokalen Effekt (Spannungskonzentration) einer Inhomogenitiit mit einem
Steifigkeitsoperator zu beschreiben, kann die Homogenisierung effektiv iiber ein , kleines”
FE-System durchgefiihrt werden.

- Makroelement
- 4=—(Homogenisierung
=L »im Kleinen™)
] . S
LT T~ normales
' ‘ *,| Verschiebungselement

Abbildung 1: RVE in diskreter Darstellung

Die in Abbildung 1 im Nahfeld der Mikroschédigungen plazierten sog. Makroelemente
mfissen spezielle Eigenschaften haben, um den Steifigkeitsverlust addquat an die um-
liegenden Dreieckselemente (mit konventionellen polynomialen Verschiebungsansiitzen)
weiterzugeben.

Zur Konstruktion der Makroelement-Steifigkeit wird die von Schnack und Tiirke [3] ent-
wickelte Gebietszerlegung mit FEM und BEM verwendet. Mit dieser nichtkonformen
Kopplungsmethode und durch Kondensation der inneren BE-Freiheitsgrade gelingt es,
fiir beliebige Kerb- oder Riflgeometrien eine priizise Elementsteifigkeit in Abhingigkeit
von den #ufleren FE-Freiheitsgraden zu generieren. Mit der Arbeit von Hofmann [4] ge-
lang ein Durchbruch in Hinblick auf die Effektivitit der Methode. Es ist nun mdoglich,
fiir eine charakteristische Kerb- oder Riflform die entsprechende Makroelement-Steifigkeit
nur einmal zu berechnen und in einer Makroelement-Bibliothek abzuspeichern. Fiir eine
Strukturanalyse konnen die Daten aus der Bibliothek eingelesen und an der gewiinschten
Position durch beliebige Translation und Rotation positioniert werden. In Abbildung 2
wird die Einsparung an Rechenzeit bei eingelesener Makroelement-Steifigkeit (MAKBIB.)
gegeniiber der urspriinglichen Version mit direkter Berechnung (SUPNEU.) deutlich.
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! FE-Netzgenerierung ' Fein- ' Gleichungslésung !
:+Gesamtsteiﬁgkeits- :gitter- : auf Grobgitter

matrix probl. | (Cholesky)
[s] | NETZKOP3 | COUPBAND | STEIFCO | SUPERBESS | STLVOR | STVERUV | STLNACH
user 0,08 " 0,16 0,14 39047 0,10 0,13 0,03
SUPNEU. | sys 0,03 0,06 0,07 069 0,11 0,08 0,09
CP-Zeit 0,11 0,22 021 301,16]_ 021 0,21 0,12
user 0,07 0,15 0,17 053] ~913 0,16 0,04
MAKBIB. | sys 0,04 0.0 0,03 013 004f._ 003 0,05
CP-Zeit 0,11 0,20 0,20 066]_ 017] a9 0,09
[s] | SPANNE2 | SPANNSUP | NETZINN | BEMINLIN | “~_
user 0.17 085| 551 22087 T~~o TNl
SUPNEU. | sys 0,04 0,11 0,05 0,07 "~ CP-Zeit-
CP-Zeit 021 0,96 5.56 229,94 Ersparnis
user 0,16 3,74 525 227,78
MAKBIB. | 8y® 0,05 0,15 0,08 0,07
CP-Zeit 0.21 3,89 5,33 227,85
I Spannungsaus- | Innenpunkt- |
:wertung auf : ?;Sﬁzzug_g g
Feingitter
element

Abbﬂdung 2: Auswertung der Rechenzeiten

Da die rechenzeitintensive Innenpunktauswertung im Makroelement fiir die Homogenisie-
rung nicht erforderlich ist, ist eine Strukturanalyse auch mit einer Vielzahl von lokalen
Inhomogenitéten sehr effektiv zu realisieren. Voraussetzung ist das Vorhandensein einer
umfangreichen Makroelement-Bibliothek (mehrere hundert Elemente), um fiir jede cha-
rakteristische Kerb- oder Rififform die bend6tigte lokale Steifigkeit einlesen zu k&nnen.

Auf dieser Basis ist ein numerischer Homogenisierungsschritt realisierbar. Fiir den allge-
meinen Fall der Anisotropie eines 3D-Kontinuums sind unter der Annahme der Existenz
eines elastischen Potentials 21 Stoffkonstanten zu bestimmen. Diesen 21 elastischen Kon-
stanten lassen sich 36 geometrisch zugingliche technische Konstanten zuordnen. Eine
systematische numerische Bestimmung des allgemeinen anisotropen Stoffgesetzoperators
fiir das geschiidigte RVE léuft nun folgendermasSen ab:

1. Simuliere das Verformungsverhalten des geschidigten RVE's (ermittelt aus opti-
schen Experimenten) unter alleiniger Spannung ¢, = 1 mittels der beschriebenen
Makroelement-Technik.
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2. Bestimme die gemittelten Komponenten des Verzerrungstensors des RVE’s aus den
Werten der £ = 1,...,m finiten Elemente bzw. Makroelemente Vi gemi8:

1 m
E_ijsz/EijdV

k=1 i

3. Aus den Komponenten &;; bei der Belastung o, = 1 lassen sich die technischen
Konstanten Ez., Vay, Vaz, Nzgzy Nz,zys Ta,z2 (V1. Lekhnitskii [5]) ermitteln.

4. Wiederhole die Schritte 1-3 fiir die weiteren einachsigen Grundbelastungen o, =1,
0, =1, 7y, = 1, 73; = 1, 75y = 1 und ermittle so alle technischen Konstanten.
Redundante Werte kénnen als Indikator fiir die Genauigkeit der Simulation heran-
gezogen werden.

Das vorgestellte Konzept wird fiir systematische Untersuchungen zur Bestimmung des
Schidigungsoperators D auf der Basis von optischen Auswertungen auf dem Mesoniveau
fiir sprode Werkstoffe verwendet. Anschliefend wird die Simulation der Schédigungskine-
tik D = D(eo,6,D,...) mit besonderem Augenmerk auf die Abhingigkeit der Schidi-
gung von der Belastungsgeschichte bei nichtproportionaler Belastung angegangen. Es ist
zu ermitteln, ob die Beriicksichtigung weiterer Gedéchtnisterme in den Entwicklungsglei-
chungen notwendig ist.
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Numerische Simulation der Ausbreitung adiabatischer Scher-
bidnder

Thomas Nerzak, Ruhr—Universitit Bochum, Lehrstuhl fitr Technische Mechanik, D-44780 Bochum

1 Einleitung

Als eine typische Erscheinungsform einer lokalisierten plastischen Deformation beobachtet man Scher-
biinder in unterschiedlichen Materialien, wie z.B. Metallen, Polymeren, Epoxidharzen und Geomateri-
slien. Neben Rissen und Poren sind Scherbénder ein wichtiger Mechanismus, der zur Schwéichung oder
Fragmentierung einer belasteten Struktur fithren kann. Die sogenannten adiabatischen Scherbénder ent-
stehen anfgrund lokaler Erw#rmung und durch Spannungskonzentrationen, z.B. an Fehlstellen des Mate-
rials. Bei hohen ProzeBgeschwindigkeiten liegen quasi-adiabate Zusténde vor, da die entstehende Wirme
nicht schnell genug abtransportiert werden kann, so da8 es in Folge zur thermischen Entfestigung, zur
Lokalisierung der plastischen Deformation und zur Ausbreitung eines Scherbandes kommt. Abhfingig von
den Materialeigenschaften und der Belastung beobachtet man nachfolgend hiufig eine Materialtrennung
durch Poren— und Rifibildung entlang des Scherbandes (Bild 1).

Bild 1: Scherband mit Poren— bzw. Rifibildung, ans BA1 und Dobpp (1992)

2 Materialmodellierung

Das hier varwendete Materialmodell basiert auf einem Kontinuums-Schiidigungs—Modell, das von BRUHNS
(1989), DI1EHL {1989) und FORNEFELD (1990) entwickelt wurde. Die Beschreibung des Materialverhaltens
wird hierbei in zwei Phasen unterteilt. Die erste Phase umfafit den Belastungsprozef} bis zum Zeitpunkt
der Entstehung eines Makrodefektes. Von einem Makrodefekt sprechen wir in diesem Zusammenhang,
wenn eine charakteristische Grdfe dieses Defektes so gro wird, da8l dieser nicht mehr innerhalb eines
sinnvol]l gewahlten repréisentativen Volumenelementes homogenisiert werden kann. Das Materialverhal-
ten kann in dieser ersten Phase durch eine Kontinuumstheorie mit Berficksichtigung von Schiidigungsein-
fiissen modelliert werden. Das Materialverhalten nach der Entstehung eines Makrodefektes wird durch
eine sogenannte Fragmentierungstheorie modelliert, die die Ausbreitung von Makrodefekten mit Metho-
den der Bruchmechanik beschreibt.

Das Kontinuums-Schidigungs-Modell ist ein fiir grofie Deformationen formuliertes, viskoplastisches
Stoffgesetz mit internen Variablen zur Beschreibung der Mikrostrukturénderungen. Es kBnnen nichtiso-
therme Prozesse modelliert werden. Das Stoffgesetz ist mit dem zweiten Hauptsatz der Thermodynamik
vertriglich und fir grofie Deformationen formuliert. Das Modell umfafit einen Dehnratenbereich von
quasistatischen bis hin zu sehr hohen Belastungsgeschwindigkeiten (1075 < |é| < 10%%).
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Einfltisse der Mikroschidigung werden durch eine tensorwertige Variable fiir Mikro-Scherb&nder beschrie-
ben. Dieser Scherband-Schadigungs—Tensor wird als gerichteter Volumenanteil der Mikro—Scherbénder
am Gesamtvolumen des repriisentativen Volumenelementes interpretiert. Zur Erliuterung zeigt Bild 2
das représentative Volumenelement (AV) mit einem einzelnen Mikro-Scherband, stellvertretend fitr eine
Anzah] statistisch verteilter Mikro—Scherbénder in AV.

1

AV

! N
SR, Sy

: O0Va

Bild 2: Repriisentatives Volumenelement mit einzelnem Mikro—-Scherband

Das Gesamtvolumen eines als quaderférmig angenommenen Mikro-Scherbandes wird entsprechend der
Anteile der Begrenzungsflichen Aa,, Aayy A, mit der Vorschrift (1b) auf die Teilvolumina 6V, ani-
geteilt. Den Teilvolumina werden dann mit Gleichung (1a) die Dyaden aus den Hauptachsen &,; des
Quaders zngeordnet. Anschlielend wird {iber alle Mikro-Scherbinder des repriisentativen Volumenele-
mentes summiert. Der Scherband-Schiidigungs—Tensor Z° enth#lt damit die Summe der gerichteten
Volumenanteile aller Mikro-Scherbiinder des repriisentativen Volumenelementes.

ZZ{ é“'m"'} it OVas = Aa,+ﬁ:i+Aa3 Ve @

a =1

Mit der vorgestellten Interpretation des Mikro—Scherband-Schidigungsmafles wird tiber die Definiti-
on eines maximal zulfissigen Mikro—Scherband—~Volumenanteils ein Versagenskriterium abgeleitet. Die-
ses Versagenskriterium soll hier verstanden werden als Grenze des Gtiltigkeitsbereiches der Beschrei-
bung durch das Kontinuums-Schidigungs-Modell. Die Forderung fiir die Giiltigkeit des Kontinnums—
Schidigungs-Modells lautet: zmax < Zjyj¢. Das Kriterium ist mit Hilfe des grofiten Eigenwertes zmax
des Scherband-Schiidigungs—Tensors formuliert. Der Grenzwert 7). entspricht dem maximal zulkissigen
Mikro-Scherband-Volumensanteil im reprisentativen Volumenelement. Bei Uberschreitung des Grenz-
wertes nehmen wir an, dafl die Mikro—Scherbéinder in der Ebene, die durch die zu zmgx korrespondie-
rende Hauptrichtung festgelegt ist, zn einem Makro—Scherband zusammenwachsen. Dem entstehenden
Makro—Scherband wird dann mit dem zmax zugeordneten Eigenvektor eine Orientierung zugewiesen.

Die konstitutiven Bezichungen zur Modellierung des Makro—Scherbandverhaltens werden aus Kompati-
bilititsgriinden aus dem Kontinnums-Schadigungs—Modell abgeleitet und an das experimentell zu beob-
achtende Verhalten eines Makro—Scherbandes qualitativ angepafit. Vereinfachend werden hierbei Schidi-
gungseinflitsse, Verfestigungseffekte durch Versetzungsbewegungen und Auswirkungen anderer Struk-
turfinderungen vernachléssigt. Neben der Definition des Scherbandmaterials erfordert die B@ch:elbung
der Ausbreitung des Makro-Scherbandes noch einen Ansatz fiir die Ausbreitungsgeschwindigkeit &, um
das instabile Verhalten eines Makro—Scherbandes beschreiben zu kénnen. Die Ausbreitungsrichtung &,
in der Makro—Scherband-Ebene wird durch den aktuellen Spannungszustand festgelegt.

[ 18

_ TsB
© = Fssl @

In Gleichung (2) kennzeichnet Fsp den resultierenden Schnbspannungsvektor in der Makro—Scherband-
Ebene. Als Ansatz fiir den Betrag der Ausbreitungsgeschwindigkeit eines Makro~Scherbandes wird

é = cé mit

_ _Xah - O —
= Tyxah’ falls h=G —2y >0, (3)

gewhhlt. Dieser Ansatz ist thermodynaimisch konsistent und mit x.o > 0 bezliglich k beschrénkt. x.1, Xc2
und 2+ sind materialspezifische Gréfien. Gy wird als abkfirzende Schreibweise fiir ein Volumenintegral
um die Scherbandspitze verwendet, des Informationen ther den Spannungs— und Schidigungsznstand,
die Versetzungsdichte und die Temperatur sowie einen Beitrag aus den Oberflichenkriiften enthalt.
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3 Simulation

Zur Charakterisierung des Materialverhaltens zeigt Bild 3 den Verlauf der Axialspannung und der Tem-
peratur bei Berilcksichtigung des Versagenskriteriums fitr den homogenen Zugversuch. Bei diesen Simu-
Iationen wird zunkchst das Kontinuums-Schidigungs—-Modell verwendet. Bei Exreichen des kritischen
Wertes des Mikro—Scherband-Volumenanteils erfolgt ein Wechsel auf das Materialmodell fiir Makro—
Scherbiinder. Die strichpunktierten Linien deuten das Verhalten des Kontinuums-Schidigungs—-Modells
ohne Beriicksichtigung des Versagenskriteriums an. Spannungs— und Verzerrungsgrifen werden jeweils
normiert auf die Fliefispannung und die zugehdrige FlieBdehnung des Kontinuums-Schidigungs—Modells
bei quasistatischen Prozessen (o5 = 300 MPa, &5 = 1.42857-1073),

o 6 K]

360
340

320
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>3
—_ 0 Pt —
20 40 80 80 100 Ef 20 40 80 80 100 €5

Bild 3: Axialspannung und Temperatur filr £ = 107%,10°,10%,10%,10¢,10° 1

Als Beispiel fiir die Simulation des Strukturverhaltens bei Hochgeschwindigkeitsdeformationen unter
Berticksichtigung der Ausbreitung adiabatischer Scherbéinder sollen nachfolgend die Ergebnisse der FE-
Sirmuletion eines Durchschlagversuches présentiert werden. Bild 4 zeigt anhand eines exialsymmetrischen
FE-Modells schematisch den Aufban eines solchen Versuches. Ein zylinderfSrmiger K8rper st8it hier-
bei senkrecht auf eine am Rand eingespannte Kreisplatte. Es wird eine adiabate ProzeBfilhrung vorausge-
, setzt. Der auftreffende Zylinder wird durch ein visko-

? plastisches Materialmodell ohne Berticksichtigung von
v Schidigungsentwicklung modelliert. Das Zylindermo-
Zylinder: Kreisplatte: dell zeigt ein verfestigendes Materialverhalten mit ge-
ms kg m ringer Geschwindigkeitsabhiingigkeit. Die quasistati-

’ sche Fliefispannung befrigt 1340 MPa. In der nachfol-

R =15 mm h =10 mm gend gezeigten Simulation soll das Deformations~ und
v =200 m/s / Schidigungsverhalten der Kreisplatte anhand des Ver-
’ suches mit der Aufprallgeschwindigkeit v = 200 m/s

' 4_»? untersucht werden. Hierzu werden die Verl#ufe der

y von Mises—Vergleichsspannung und der Temperatur

! fir verschiedene Zeitpuukte in dem dunkel unterleg-
Bild 4: FE-Modell eines Durchschlagvarsuches ten Teil der Kreisplatte (r = 0 — 20 mm) dargestellt.

In Bild 5 ist zum Zeitpunkt t = 1 s im Spannungsplot die durch die Platte hindurchlaufende Druckwel-
le zu erkennen, Das Spannungsniveau erreicht im Zentrum der Druckwelle Werte von tiber 1000 MPa.
Im Randbereich des Zylinders ist bereits eine Makro—Scherbandzone entstanden, vor deren Spitze sich
ein Spannungsmaximum von ca. 1600 MPa ausbildet. Nachfolgend breitet sich dieses Makro—Scherband
ann#ihernd in vertikaler Richtung aus. Nach 5 us hat sich das Scherband zu gut einem Drittel {iber die
Plattenhbhe ausgebreitet. Vor der Scherbandspitze erreicht die Vargleichsspannung einen Maximalwert
von ungefshr 2000 MPa. Zum Zeitpunkt t = 20 us ist das Scherband durch die gesamte Plattenbreite
hindurchgelaufen. Die Deformation lokalisiert in der schmalen Zone des Scherbandes, die ibrigen Be-
reiche zaigen nur geringe Deformetionen. Die Temperatur erreicht Werte von 1200 K in der Mitte der
Scherbandzone. Die Entwicklung der Schidigung bleibt fast ausschliefilich auf den schmalen Bereich des
Makro—Scherbandes beschrankt. Deutlich zu erkennen ist das Abgleiten des von dem Zylinder getroffenen
Bereiches der Platte. Hiermit wird das Ausstanzen eines zylinderférmigen Teils der Kreisplatte angedeu-
tet. Fiir weitere Berachnungen wére es sinnvoll, das vorliegende Modell mit einem Bruchkriterium zu
koppeln, um die vollstéindige Perforation dar Kreisplatte simulieren zu kénnen.
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Bild 5: Vergleichsspannung und Temperatuor fiir den Durchschlagversuch mit v = 200 m/s
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On the Localization Analysis of Frictional Materials

Matthias Lambrecht & Christian Miehe

Institut fiir Mechanik (Bauwesen) Lehrstuhl I
Universitét Stuttgart, 70550 Stuttgart, Pfaffenwaldring 7, Germany

1. Motivation

Localized failure in the form of shear band formation can often be observed in
fricitonal materials such as soils or other types of mean-stress dependent solids. The main
characteristic of frictional materials consists of the dependence of the yield—shear stress
7 on the normal stress ¢ which is expressed by the well-known Mohr—Coulomb failure
criterion: 7 < tan® o + ¢ where ® denotes the angle of internal friction and c the cohesion.
A further typical property of many frictional materials is their dilatancy, i.e. the change
in volume being associated with shear distortion. The dilatancy angle ¥ represents the
uplift-angle in a shear band. The goal of this paper is to derive closed analytical formulas
for the critical inclination angle 0.4 of a shear band for a simple compression test in
dependence of the angle of internal friction ® and the angle of dilatancy ¥ for plane
stress and plane strain conditions, respectively.

2. A Modified Drucker-Prager-Type Model

In what follows, we apply a spectral representation of isotropic non-associated elasto-
plasticity at small strains. The formulation provides a compact interface to concrete model
problems in terms of constitutive functions for the free energy, the yield criterion and the
plastic potential formulated in terms of principal strains and principal stresses. The con-
stitutive equations for non-associated plasticity are summarized in Table 1.

The basis for the following localization analysis is a non-associated elastoplastic
hardening model of the Drucker-Prager-type proposed by LAMBRECHT & MIEHE [1998].
In what follows we specify the yield criterion function ¢ and the plastic potential function
X

2.1, The Yield Criterion Function

The yield criterion function ¢ assumes the form

6= \/%\/5@ + &3(B) — By(s; B) (1)
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Table 1. Isotropic Non—Associative Plasticity in Spectral Form.

elastic strains € = sym[Vu] — &# =33 em; @ n;

1 free energy ¥ = (€1, €2, €35 A)

2 siresses o = Y 3.,0:n; ® n; with 0; = ng_i
3 micro stress B = ngv.A

4, flow eriterion ¢ = (ﬁ(al, 09, 03; B)

5. plastic potential  x = x(01,02,03; B)

6 flow rule & =3 dgin; ®n;

7 evolution A = z\ﬁ,/}%ﬁ + %+ 55

8. loading conditions A >0, ¢<0, Ap=0

in terms of the mean stress s, the deviatoric principal stress §; and the isotropic hardening
variable B. In this equation summation over repeated latin indices of the principal stress
space is assumed. The key-modification consists of the second term under the square root
which provides a smoothing-out of the peak of the Drucker-Prager cone. The function S,
in (1) is a mean-stress-dependent material function of the particular form

B4(3; B) = My(Smaz — 9) (2)

where the material parameter 8,,,, € R.; is the maximum poassible mean stress for &4 = 0.
The slope M, is a function of the internal hardening variable B, i.e. My = M 4+ B, where
M 4o represents the initial slope. The internal hardening variable B is a saturation-type
function

B(A) = (Mg oo — Mpo)[1 — exp(—A/7)] . ‘ (3

2.2. The Plastic Potential Function

In order to define the flow direction of the non-associated model under consideration
we introduce the plastic potential function

2= /2/f6:5: + a2 — By(s) . (4)
The function f, in (4) is 2 mean-stress-dependent material function of the form
ﬁx(s) = My (8maz — 8) (5)

in analogy to (2). Here M, denotes the constant slope of the cone which characterizes the
plastic potential hypersurface.
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3. Localization Analysis

The term localization is commonly used to refer to situations where strain concentra-
tions occur within a critical zone as a consequence of a bifurcation of a local constitutive
behaviour of the material. The necessary condition for the loss of general material stability
in an elastoplastic continuum is the loss of positive definiteness of the second order work
as pointed out by DRUCKER [1950] and HILL [1958, 1962]. A general limit-type material
bifurcation will occur when the elastoplastic tangent tensor C® in the rate constitutive
equation which relates the stress-rate to the rate of total strain obtains a zero eigenvalue,
i.e. det[C®] = 0. In addition to that, a specific condition for localized material bifurcation
has been formulated by THOMAS [1961], HILL [1962] and RICE [1976]. In the context of
displacement—compatible singular surfaces they pointed out that the onset of localization
occurs when the localization tensor @ := 7 - C® - 4 which depends on the orientation
vector 7 of the singular surface S and the elastoplastic tangent tensor C® obtains a zero
eigenvalue, i.e. det[Q] = 0.

3.1. Elastoplastic Tangent Tensor for Plane Problems

We introduce the following convention. Latin indices take the values 1, 2 and 3,
while greek indices include only the in-plane components and take the values 1 and 2,
respectively. In the three—dimensional space the elastoplastic tangent tensor is given by
Cii = Cijiy — 1/D CipnaNymngop Copyy With the abbreviation D = Ngyma o opiyen + H.
Here ngi; and n,;; represent the components of the normal stress tensors which are ob-
tained by deriving the y1eld—cntenon function ¢ and the plastic potential function ¥ by
the principal stresses, i.e ng = Y3 16 n®n; and 0y, = T3, %: N ® n;. Furthermore
H = ¢, B z/),AA X8 denotes the hardening modulus which is positive, zero or negative for
strain-hardening, ideal, and strain-softening plasticity, respectively. The elastic tangent
tensor assumes the form Cfg 5 = p(dx0j1 + udsi) + (16 — 2/344) ;50 with the compression
modulus x and the shear modulus .

Following RUNESSON & OTTOSEN & PERIG [1991] we consider the plane stress con-
dition oy = 03; = 0 and the plane strain condition £;3 = £3; = 0. In case of plane stress
the elastic tangent tensor is obtained by proper part-inversion of the three-dimensional
version and assumes the form C;50; = 1(8aySps+0asdpy) +2/(3k—24) / (BK+44)daplys. As
a consequence, only the in-plane components of the normal stresses ng o3 and ny o occur
in the components of the elastoplastic tangent tensor for plane stress, i.e. C7g7 = C 55, —

1/ D% Cg B nymaigu Cpys With DP¢ = ngyCiL) ng+ H. In contrast, in the case of pla.ne
strain the components of the elastoplastic tangent modulus Caﬂ,ﬂ, are established essen-
tially by deleting the appropriate components in the three—dimensional version of Cffkt
corresponding to the vanishing strain rate components. As a consequence, the in—plane
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and the out~of-plane components ng;; and n,;; occur in the components of the elasto-
plastic tangent modulus of plane strain, i.e. Cogh; = Cagys — 1/ D Cf grn ToymnTigopCopys
with DP? = nﬁjc.fjkmw + H. '

3.2, Critical Hardening Modulus

The localization condition assumes for two—dimensional plane problems the form
det[Qap] = det[Nag — 1/(s + H) capp] =0 (6)

where we have introduced the abbreviations for (i) the plane stress condition Npp =
Ty Co s, 8 = NgmaCrluNy, Ca = MnCrli Ny, Dp = 1 Crlp, My, and for (ii) the
plane strain condition Nag = 74C, 0575, 8 = NgmnCrpnppixops Ca = oxCinopMyop, Ps =
NgmaConpufu. The orientation vector 7, of the singular surface S can be expressed by
the inclination angle 0, i.e. i, = —sinf and 7, = cosf. Equation (6) can be solved to the

hardening modulus H and we obtain
H=—-3+cq N;ﬂl Dg . (7)

Equation (7) implies for each inclination angle § a certain hardening modulus H for
which the localization condition det[Qag] = 0 is satisfied. The critical hardening modulus
coincides with the maximum value of all these hardening moduli, i.e. Hp = max H(6).
Generally, we have to distinguish two cases. First, if the existing hardening modulus H is
lower or equal as the critical hardening modulus (H < H,.y), localization occurs along a
singular surface with the inclination angle 8..;. Second, if the existing hardening modulus
H exceeds the critical hardening modulus (H > He-y), localization does not occur.

For pure principal stress modes equation (7) can be recast in the form H(f) =
K (A cos'6 + B cos’0 + C) with K > 0 and 8 € [0, n/2]. Here, the constant K depends
on the elastic moduli ¥ and p, the constants A, B and C on the elastic moduli and
the components of the normal stresses. All constants are explicitly determined for plane
stress and plane strain problems. A straight—forward algebraic manipulation shows that
the critical hardening modulus assumes a maximum value for § = arc cosy/—B/2A and
we finally obtain for the critical hardening modulus and the critical inclination angle 6.3
the results Heyy = K(C — B%/4A) and tan?,4 = —1 — 2A/B, respectively.

Appling these formulas to the modified Drucker-Prager model, we obtain closed
form representations of the critical hardening modulus and the critical inclination angle.
The read for plane stress

How = $o(1+0)(l - My)?

1 .
_3\/6_ 611/ (Gubr)2 + My + M, (8)

ta.nzﬁw = T .
3v6 5‘22/(5’&5‘&1)5 + My + MX
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and for plane strain

14+v. 3 ! _
Ho = 2 2820001, — MYP — (1= 1)(3VB b/ (G} + Ity + DY

3\/— 6 (6u + Vﬂas)/(akztm)2 + (1 + X/)(M¢ + Mx) )
3v/6 (62 + VUSS)/(Uszkz)2 + (1 + v)( M, + Mx)

ta.n"’ Bm-,t

These formulas are in analogy to those presented by RUNESSON & OTTOSEN & PERIG
[1991].

4. Application for the Simple Compression Test

In this section we determine the critical hardening modulus H,;; and the critical
inclination angle f..; for the simple compression test under plane stress and plane strain
conditions on the basis of the modified Drucker—Prager plasticity model. Considering ideal
plasticity, the initial and the final slope of the yield—criterion are identical, i.e. My = Mg
which yields H = 0. The slopes My and M, are matched to the compression point of the
Mohr-Coulomb criterion, i.e. Mg = 65in<I>/ (3 — sin®) and M, = 6sin¥/(3 — sin¥) where
® denotes the angle of internal friction and ¥ the dilatancy angle.

4.1. Plane Stress Conditions

For simple compression under plane stress conditions, the deviatoric stress tensor
assumes the form & = %q e ®@e; — %q e ® e+ %q e3 ® ez where ¢ denotes a positive
stress constant. Inserting this deviatoric tensor in equation (8), we obtain the terms

Hergy = 2u(1 + v) (sin®/(3 — sin®) — sin¥ /(3 — sin¥))? (10)

for the critical hardening modulus and

1+ [ 28in®/(3 — sin®) + 26in¥/(3 — sin¥) | )
2 — [ 2sin®/(3 — sin®) + 2sin¥/(3 — sin¥) |

ta.nzﬁmm =

for the critical inclination angle. Obviously, the critical hardening modulus takes only
values greater than the existing hardening modulus, i.e. Heyy > H = 0. Therefore, for
a simple—compressed material under plane stress conditions, the onset of localization
coincides with the onset of plastification.
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4.2. Plane Strain Conditions

For plane strain conditions, the stress component o33 is a priori unknown. As a
consequence, the deviatoric stress tensor tekes the form & = (% g— 3033) e, @ e +
(—2g - 1ow3) e2 ® ez + (3 g + 2033) e3 ® eg where g again denotes a positive stress
constant. We first assume that the localization occurs at the onset of plastification. This
assumpition implies 033 = —vg at the onset. Inserting then the deviatoric stress tensor
into equation (9), we obtain the critical hardening modulus

Hese = $5(1+ V)7 (Mgo — My)? = (8+ Mo + My )" (12)

with the abbreviations y = [2/(1—1/)]% and 6 = (3—6v)/(2—v+ 1)%. It can then be shown
that this critical hardening modulus gets negative values for M, > [(vy—1)My—48]/(v+1).
When considering ideal plasticity, the critical hardening modulus is then higher than the
existing hardening modulus. Therefore, localization cannot occur for this assumption.
However, it is still possible that localization occurs if the plastic deformation proceeds.
Then, the value of the stress component o33 depends on the shape of the applied yield—
hypersurface. Indeed, a decisive stress ratio €. = ogs/o1; for the onset of localization,
where the critical hardening modulus becomes equal to zero, can be determined. This
critical ratio takes the form

1 k[ 38 1P k=—1 i My < (y—1)/(y+1)My
bt =3%3 [36—5‘%.“} with { F=41  My>(r-1/(r+ DMp D

2 2
and Eqs = (v — 1)Myo — (v + 1) M,,. This ratio is bounded by the meximum possible
stress ratio £;,,; which depends on the shape of the yield surface. If My > 1.5, the critical
gtress ratio for the onset of localization £ can be higher than the maximum stress ratio
€maz = [(—9—2M2%) +3,/12M3, — 27]/[2(—9+ M},)]. In this case, no localization occurs,
For it < €mas, the formulas for the critical inclination angle f..; can be summarized as
follows .

Ci+ (1 + V)(Mw + Mx]

2 g = —
ot erit = = Gy (T4 1) (Mgo + M)
—62+6v+3 —612+6v—6 _
C=_—rTwre Cp = if M, <M
! VVZi—-v+1 2 w2 —-yv+1 X =
with
== 1+€m‘ —_ =, 2_£crit . =

with M = [(y — 1)Mgo — 8]/(7 +1).
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5. Numerical Example

We now compare the derived analytical solutions with a numerical calculation for
a simple compressed test specimen under plane strain conditions. Here, we apply an
accompaning numerical localization analysis as proposed by MIEHE & SCHRODER [1994).
The specimen with width/height = 102.5/303.1 mm is discretized by 555 Q1-E5-type
finite elements. The cohesion ¢ is 52 KN/m? and Poisson’s ratio v = 0.3. We perform
calculations for two different combinations of the friction and the dilatancy angle. Firstly,
® = ¥ = 26° is assumed which represents associated plasticity. Secondly, & = 26° and
U = 0 characterizes non-associated plasticity.

Bcris

Figure 1: Shear band formation with localized elements and distribution of the equivalent
plastic strains. a.) Non—associated case (@ = 26°, ¥ = 0) and b.) Associated case ($ = 26°,
@ = 26°).

Figure 1 depicts the localized elements and the equivalent plastic strains for the
two cases mentioned above. The numerically computed inclinations of the shear bands
coincide with the critical direction of the localized elements.

The monogram depicted in Figure 2 visualizes the dependence of the inclination
angle 0 on the friction angle ® and the dilatancy angle ¥ for the simple compression test
under plane strain. Comparing the inclination angle .4 of the localized elements to those
of the presented analytical solutions depicted in Figure 2, we observe an exact coincidation.
In fact, we obtain as critical inclination angle for the associated case ..y = 64.6° and for
the non-associated case 0.4 = 51.7°,
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Ocrit
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8% + U = 36°
75° |
- ¥ = 30°
[ T = 26°
0.,,-a 72 65° e v =20
L =0
7} 29
crdt N 3 o< T =0
450 [l ] 1 | E——
0 10° & = 26° a0 2

Figure 2: Inclination Angle of the Shearband for the Simple Compression Test
under Plain Strain. The figure visualizes the dependence of the inclination angle of the
shearband .4 on the friction angle @ for different dilatancy angles ¥.
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Einflufl von Modellskalierung und Versuchsplanung auf
die Identifizierbarkeit von Werkstoffparametern

C. Zorn*, F. Thielecke**

*Institut fiir Allgameine Mechanik und Festigkeitslehre, TU Braunschweig
**Institut fiir Flugmechenik, DLR. Braunschweig

Zusammenfassung

Bei der Identifizierung von Werkstoffparametern wird das Modellverhalten durch Variation der enthal-
tenen Parameter im Sinne einer Zielfunktion mdglichst ,gut* mit experimentellen Daten in Einklang
gebracht. Man stellt héufig fest, daB trotz einer hinreichend umfangreichen Versuchsdatenbasis einige
Parameter schlecht bestimmt bzw. mit anderen korreliert sind. Man spricht vom Identifizierbarkeits-
problem. Ein Modell fiir Hochtemperaturkriechen von Reinstaluminium wird im Stichprobenraim
untersucht. Der Einflu von Modellskalierung und Versuchsplanung auf die Identifizierbarkeit der
Werkstoffparameter wird dabei deutlich.

1 Viskoplastisches Werkstoffmodell

Oeff

o—-o;\"
. fo—oi
e = C ( E )
. . o \™
g; = H. Eie — R ('E) (1)

Es wird das Modell (1) fiir Hochtemperaturkriechen in Ratenformulierung untersucht. Die kinetische
Gleichung beschreibt den Zusammenhang zwischen der effektiven Spannung 0,55 und der inelastischen
Dehnrate €;. Die effektive Spannung ogsy ist die Differenz aus der &ufleren Spannung ¢ und einer
inneren Riickspannung o;, die den Verfestigungszustand des Materials beschreibt. Fiir die Entwicklung
der inneren Riickspannung sind ver- und entfestigende Vorgiinge berlicksichtigt. Das Modell enthilt
fiinf Werkstoffparameter C, n, H, R und m sowie den Elastizitdtamodul E. Im Bereich des stationfiren
Kriechens andern sich die innere Riickspannung o; und die inelastische Dehnrate é;, nicht. Zur Be-
schrejbung reicht die kinetische Gleichung aus, Sie stellt fiir diesen Bereich ein Funktionenmodell dar,
wobei é;c als Beobachtungsgréfie und o5y als Eingangsgrofie aufgefalt werden. Fiir eine Betrachtung
im Stichprobenraum ist die logarithmische Formulierung (2) der kinetischen Gleichung vorteilhaft.

Ing;e = 1nC'+n-ln£;—.';"l (2)

2 Numerisch erzeugte Versuchsdaten

Fiir eine Identifizierbarkeitsstudie ist es sinnvoll, keire realen Versuchsdaten zur Identifizierung heran-
zuziehen, Es werden vielmehr Kriechkurven mit einem als ,,wahr” angenommenen, plausiblen Parame-
tersatz 8* simuliert. Der Simulation wird ein normalverteiltes Mefirauschen mit Standardabweichung
B = 0,01 iiberlagert. Es folgt die Re-Identifizierung der Modellparameter. Die gefundene Parame-
terschitzung @ ist 80 einem direkten Vergleich mit den ,wahren” Modellparametern §* zuginglich. Man
kann bei dieser Vorgehensweise von einem kompatiblen Modell und bekannter Mefifehlerverteilung aus-
gehen.
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3 Parameteridentifizierung mit statistischer Analyse

Die numerische Bestimmung der Modellparameter fiihrt auf die Minimierung einer Fehlerquadrat-
Zielfunktion als Ma8 fiir die Abweichung der Simulation von den Mefiwerten (vgl. THIELECKE [1]).
Unter den Voraussetzungen, dafl ein kompatibles, lineares Modell und ein unabhiingiges normalverteil-
tes Mefirauschen vorliegt, ist die Parameterschétzung 8 ebenfalls normalverteilt. Die Voraussetzung
eines linearen Modells ist fiir inelastisches Werkstoffverhalten nicht erfiillt. Man erhilt jedoch eine
Naherung fiir die Verteilung der Parameterschitzung, wenn man am Losungspunkt linearisiert. Der
Mittelwert dieser Verteilung ergibt sich zu §*. Mit 8% als Varianz des Mefirauschens berechnet sich die
Kovarianzmatrix V; zu:
%5} %

%o
1 n

Damit ergeben sich die Standardabweichung 4; und der Korrelationskoeffizient p;; zu:

[><
I

Yy = (XT-X) - mis = (X1 .0 X)) @)

Vi;
6 = V'V pij = -LV (4)
VVii - Vi

Durch die Kenntnis der Schitzverteilung ist es méglich, eine Vertrauensregion um die Parame-
terschitzung anzugeben, innerhalb derer der normalerweise unbekannte ,wahre” Parametersatz liegt.
Diese Region hat unter den getroffenen Voraussetzungen die Form eines Ellipsoids.

Anwendungsbeispiel. Mathematisch geschen ist ein nichtlineares Werkstoffmodell fast immer iden-
tifizierbar. In der Praxis zeigt sich jedoch, dafi bestimmte Parameter sehr schlecht bestimmt sind
und dafl es hochkorrelierte Parameterpaarungen gibt. Die Vertrauensregion ist dann fiir die unsiche-
ren Parameter sehr groff. Bei nahezu linearer Korrelation sind die beteiligten Parameter nicht ge-
trennt voneinander identifizierbar. Es kann prinzipiell nur eine Linearkombination geschéitzt werden.
Die Parameter aus Tabelle 1 beschreiben im Zu-
sammenhang mit Gleichung (1) das Kriechver-
halten von Reinstaluminium bei 650 K. Neben

0,8 —
05| Kriechversuche -

dem ,wahren” Parameterwert ist eine beispiclhafte 04 o =60 Nimf
Schiatzung angegeben. Fiir jeden Parameter ist die

Breite eines 95%-Vertrauensintervalls (VI) angege- 4 03

ben. Die Breite ist auf den Schéitzwert des Para- 02

meters bezogen. Die Parameter C und R sind in
diesem Beispiel sehr schlecht identifizierbar. Dies
auflert sich auch in einer ungenauen Schitzung.

| swahrer” Wert | Schitzung | 95%-VI
E | 5,72E+04 - - lei| €C [ n [ H{R | m
C 2,36E+19 2,44E+19 | 42,03% C || 1,00
n | 548E+00 | 5,48E+00 | L,61% n || 1,00 | 1,00
H 1,07E4-01 1,08E4+01 | 2,74% H | 075 | 0,72 | 1,00
R 7,16E+09 7,53E+09 | 58,49% R | -0,72 | -0,74 | -0,39 | 1,00
m 2,68E400 2,68E-4-00 | 1,83% m | -0,72 | -0,73 | -0,39 | 1,00 | 1,00

Tabelle 1: Parameter (unskaliert) Tabelle 2: Korrelationen (unskaliert)

Tabelle 2 gibt die Korrelationen wieder. Die Parameter C, n sowie R, m sind jeweils (nahezu) linear
korreliert. Man kann insgesamt von einem schlecht gestellten Problem sprechen. Ein #hnliches Bild
zaigt sich fiir die Parameter C und n auch beim stationfiren Modell (2).
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4 Geometrische Deutung im Stichprobenraum

Die Problematik 148t sich anschaulich im Stichprobenraum (DRAPER & SMITH [2]) deuten. Es wird
allgemein das nichtlineare Funktionenmodell = f (61, 62, t) mit den zwei Parametern 8; und f betrach-
tet. Der Vektor z =y + e gibt die Realisierung eines Experimentes mit drei Mefizeitpunkten ¢; bis {3
wieder. Er ist die Summe des Vektors y (Modellwerte an den drei Zeitpunkten) und einem Fehlervek-
tor e, der aus dem Mefirauschen resultiert. Fiir drei Mefizeitpunkte kann 2 in einen dreidimensionalen
Stichprobenraum eingetragen werden (Abb. 1).

3,

Abbildung 1: Stichprobenraum Abbildung 2: linearisierter Lésungsraunm

Der Punkt Z kann als eine Stichprobe aufgefafit werden. Das Modell 4 beschreibt mit zwei Para-
metern einen zweidimensionalen, gekriimmten Unterraum des Stichprobenraumes, den sogenannten
Lésungsraum. Aufgrund der Nichtlinearitit ist das Parametergitter im Lgsungsranm im allgemeinen
gekriimmt. Die Fehlerquadratsumme stellt das Quadrat des Abstandes eines Parameterpunktes im
Lésungsraum und dem Punkt Z dar. Die Parameterschitzung § mit der geringsten Fehlerquadratsumme
ist also durch das Lot vom Punkt Z in den Losungsraum gegeben. Ein im Punkt der Parameterschitzung
0 linearisiertes Modell wird durch die Tangentialebene an den Lésungsraum représentiert. Die Sensi-
tivitatsvektoren X; und X, {vgl. Gleichung (3)) legen im linearisierten Lsungsraum ein geradlinig,
schiefwinkliges Parametergitter fest. Da der MeBfehler ¢ unabhiingig normalverteilt ist, liegen Punkte §
gleichen Wahrscheinlichkeitaniveaus auf Kreisen mit dem Mittelpunkt 8* (Abb. 2). Der ,,wahre” Para-
metersatz §* ist normalerweise unbekannt. Da aber der Abstand zwischen 8* und 8 einem bestimmten
Wahrscheinlichkejtsniveau entspricht, liegen im Umkehrschluf die Punkte 8* gleicher Wahrscheinlichkeit
auf Kreisen mit dem Mittelpunkt §. Es ergeben sich kreisfSrmige Vertrauensregionen im Lisungsraum.,
Die Abbildung einer kreisfSrmigen Vertrauensregion im Lésungsraum in den orthonormierten Parame-
terraum ergibt im allgemeinen eine ellipsenfrmige Vertrauensregion. Lineare Korrelation zwischen 6;
und 6 ist durch parallele Vektoren X; und X, gekennzeichnet. Eine unkorrelierte Parameterschiitzung
erhiilt man, wenn orthogonale Sensitivititsvektoren vorliegen.

5 Einflul von Modellskalierung und Versuchsplanung

Fiir die Untersuchung des stationaren Kriechmodells (2) lassen sich die Sensitivititsvektoren analytisch
bestimmen. Wihrend die Ableitung nach C einen vom Versuchsplan unabhiingigen Vektor in Richtung
der Raumdiagonalen exgibt, ist der Sensitivitdtsvektor beziiglich n von der Wahl der Eingangsgrofien
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abhingig. Um eine geringe Korralation der Parameterschiitzung zu erhalten, wird ein Vektor X, gesucht,
der moglichst orthogonal zu X; ist.

8lInég 8lnége etV

lﬂcé. Jeff(l) é é a-efftl) lpa E .

X, = alnaé Oeff @ = é ) Xo = 8 mﬁé. Oeff @ = ln_%aa 2
N (3)

05be (oess® o Bltic (ggps®) In Zebf—
Versuchsbereich: 1K, < ooy < 41,  —» -1t < n=¥f < 9

Innerhalb des Versuchsbereiches weicht jedoch der Vektor X, auch bei optimiertem Versuchsplan nur
wenig von der Raumdiagonalen ab (ca. 3°). Hierin ist die Ursache fiir die hohe Korrelation zwischen C
und 7 zu sehen, Wahlt man im Werkstoffmodell statt des E-Moduls eine Bezugsspannung oy, die in der
selben Griflenordnung wie die zu skalierende effektive Spannung liegt, so ist im selben Versuchsbereich
ein Versuchsplan (5) zu finden, der einen zur Raumdiagonalen senkrechten Vektor X, und somit eine
unkorrelierte Parameterschiatzung garantiert.

oegsM = ou; oo™ = oF: oepy

on2 .
® = (5)
eff

Eine Verallgemeinerung auf das vollstéindige Modell (1) fiir Hochtemperaturkriechen soll in der Form
vorgenommen werden, dafl Argumente vorhandener Formfunktionen auf die Gréflenordnung Eins skaliert
werden. Der E-Modul wird in der Modellgleichung durch eine Bezugsspannung oq ersetzt, die in der
Groflenordnung der effektiven Spannung und der inneren Riickspannung liegt. Die Modellgleichung
stellf sich dann in der Form (6) mit transformierten Parametern C und R dar.

. 5 (o —o\" . = C
b= (2w 0= S
~ S\ ™ - R
6; = H-é — R- (g:;) mit R = B oo™ (6)
Tabelle 3 gibt die skalierten Parameter und die Vertrauensintervalle wieder., Man erkennt die deutliche
| ,wahrer” Wert | Schiitzung | 95%-V1 |
o0 || 2,00E+00 - - lpi| € | n | H | B | m |
[o] 9,36E-06 9,35E-06 | 1,890% C | 1,00
n 5,48E4-00 5,48E4+00 | 0,72% n || -045 | 1,00
H 1,07E+01 1,08E+01 | 2,74% H {025 | 0,72 | 1,00
R 8,16E-03 8,18E-03 | 2,16% R || 0,54 | -0,80 | -0,41 | 1,00
m 2,68E+4-00 2,68E+00 | 1,83% m || 0,656 | -0,73 | -0,39 | 0,85 | 1,00
Tabelle 3: Parameter (skaliert) Tabelle 4: Korrelationen (skaliert)

Qualitétsverbesserung der Parameterschitzungen € und R. Zudem liegen die Werte nun in einer intuitiv
zugénglichen Gréfenordnung. Die problematischen Parameterpaarungen C, n bzw. R, m weisen fiir das
skalierte Modell eine wesentlich geringere Korrelation auf (vgl. Tabelle 4). Weitere Analysen zum Einfluf§
der Versuchsplanung und Modellskalierung finden sich in [1].
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U. BENEDIX

Identifikation von Materialparametern mit semianalytischer
Sensitivitidtsanalyse

Es wird eine Methode vorgestellt, die Materialparameter aus dem Vergleich ezperimentell
und numerisch ermittelter lokaler und integraler Kraftgroflen zu bestimmen. Zur Mini-
mierung der mit den Vergleichsgrofen definierten Zielfunktion wird ein deterministisches
Optimierungsverfahren mit semianalytischer Sensitivitdisanalyse verwendet. Aus Versu-
chen an geraden Biegeproben sind Aussagen tber den Flieflbeginn sowie die Fliefkurven
be: einachsiger Beanspruchung bekannt. Die in Egzperimenten an gekerbten Biegeproben
bestimmten Verzerrungen lings des Ligaments stellen die Belastung fiir die punktweise
Integration des Deformationsgesetzes dar. Die Materialparameter wurden fir ein Defor-
mationsgesetz mit isotroper und kinematischer Verfestigung unter Bericksichtigung der
kinematischen Anfangsanisotropie identifiziert.

1. Berechnungsverfahren

Eine neuartige Methode zur Identifikation von Materialparametern ist die Anpassung nu-
merischer an experimentell ermittelte inhomogene Verschiebungsfelder, s. z.B. [1, 2, 3].
Parallel dazu kdnnen die Materialparameter aber auch aus dem Vergleich experimentell
und numerisch ermittelter Spannungen bestimmt werden. Fiir eine gekerbte Biegepro-
be stehen lastschrittweise die gemessenen Verzerrungen in Punkten des Ligaments zur
Verfiigung [2]. Damit lassen sich durch Integration des Deformationsgesetzes fiir kleine
Verzerrungen

cit6+Ai8L ¢ =0
k- dglo,k) = 0 (1)
Flo,g) = 0
die Spannungen o und inneren Variablen s fiir alle Vergleichsorte und Lastschritte in
Abhéngigkeit der verwendeten Materialparameter berechnen. Die Zeitdiskretisierung von
(1) mit dem impliziten Euler-Verfahren fihrt auf das nichtlineare Gleichungssystem

c3t-. a'n' — o) + A QFr At — Ag, = 0
2 - (Onp1 — o) S i +1

Bnt1 — Bn — Anp1 o1 AL = 0 )

F(o'n+1, m‘l7-'l"1) =0
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welches mit dem Newton-Verfahren geldst wird [4]. Durch numerische Integration der
Spannungen {iber den Querschnitt lassen sich die integralen Kraftgréfien Biegemoment
und Normalkraft bestimmen. Als experimentelle Vergleichswerte stehen die aus den Flie8-
kurven entnommenen Spannungen an der unteren und oberen Kerbe sowie das Biegemo-

ment und die Normalkraft zur Verfiigung,.

Zur Identifizierung der Materialparameter p durch Minimierung der Zielfunktion mit Hilfe
von Gradientenverfahren werden die Ableitungen do /O0p benétigt, welche durch eine
implizit-analytische Sensitivititsanalyse dhnlich wie in [1, 5] gewonnen werden. Ausgehend
vom Gleichungssystem (2) in ausiterierter Form

G (zn+1 (p)y zn(p), p) =0 (3)

wobei

z = (0', K, ;\)T (4)
den Zustandsvektor der Unbekannten darstellt, erhdlt man durch implizite Differentiation

a Z,,,.H -1 a G 6 zn
op (Vzas G) ~3p ~ V2 G) 3 » ()
BT M bekanne pheen,

Zur Berechnung der Ableitungen ist damit fiir jeden Parameter lediglich ein lineares Glei-
chungssystem zu ldsen, wobei die Systemmatrix bereits in zerlegter Form vorliegt. Die
Ableitungen werden dabei mit derselben Genauigkeit berechnet wie die Funktionswer-
te. Die verwendete, in den Integrationsalgorithmus eingebettete Sensitivititsanalyse ist
damit wesentlich effektiver und genauer als eine numerische Sensitivititsanalyse.

Als Optimierungsmethode hat sich das Levenberg-Marquardt-Verfahren als besonders ge-
eignet erwiesen.

2. Approximation der Zug- und DruckflieBkurven

Untersucht wurde ein Stahlblech aus X6 Cr NiTi18-10, wobei eine Anfangs-Anisotropie
infolge des Walzprozesses auftrat. An geraden Biegeproben wurden die einachsigen FlieB-
spannungen sowie die Richtungen der plastischen Deformationsgeschwindigkeiten gemes-
sen. Die darans berechnete Anfangs-FlieBort-Kurve ist in den Druckbereich verschoben
(Bild 1), [2].

Meflwerte fiir die einachsigen FlieSkurven stehen fiir Zug aus dem Zugversuch sowie fiir
Zug und Druck aus dem Biegeversuch zur Verfiigung [2]. Die Druckflieispannungen sind
im gesamten Bereich der FlieSkurven betragsmiBig grofler als die ZugflieBspannungen.
Eine konstante Differenz zwischen Zug- und DruckflieBkurven 1afit sich bei kinematischer
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Verfestigung nach Prager durch die Wahl entsprechender Anfangswerte fiir die Riickspan-
nungen beschreiben.

Bei den Optimierungsrechnungen zeigte sich eine gewisse gegenseitige Abhangigkeit der
Parameter des verwendeten Potenzansatzes fiir die isotrope Verfestigung. Abhilfe brachte
die Verwendung eines arctan-Ansatzes, da dieser das Anfangsverhalten der FlieBkurven
sowie deren asymptotisches Verhalten besser beschreibt (Bild 2).

Da fiir einen monotonen Belastungsproze keine eindeutige Trennung der isotropen und
kinematischen Verfestigung mdglich ist, ergeben sich mehrere “optimale” Lésungen.

S0 800
MPa] [pPa ]
" AV " e e
100 / a0
/ \\ Zug
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~200
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Bild 1: Anfangs-FlieBort-Kurve bei Bild 2: Vergleich gemessener und
0,01 % Offset-Dehnung. berechneter FlieSkurven.

3. Auswertung der Messungen an gekerbten Biegeproben

Die Verwendung gekerbter Biegeproben erlaubt die Einbeziehung inhomogener Spannungs-
Verzerrungs-Zustande in die Materialparameteridentifikation. Ein Wechsel der Belastungs-
richtung erlaubt die eindeutige Trennung der isotropen und kinematischen Verfestigungs-
anteile.

Fir die gekerbten Biegeproben wurden die Verschiebungsfelder mit Hilfe des Moiré-
Verfahrens bestimmt [2]. Die Auswertung der Moirébilder langs der Isotheten liefert Orte
gleicher Verschiebungskomponenten. Um MeBwerte der Verschiebungen bzw. der Verzer-
rungen an vorgegebenen Vergleichsorten zu erhalten,- wurde eine ebene Approximation
mit Hilfe von FE-Ansétzen durchgefiihrt [5]. Die darhit ermittelten Verzerrungen lings
des Ligaments stellen die Belastung bei der punkt- und lastschrittweisen Integration des
Deformationsgesetzes (1) dar. Einen Vergleich der gemessenen und der mit dem optimalen
Parametersatz berechneten bezogenen Spannungen infolge Langskraft und Biegemoment
zeigt Bild 3.
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Bild 3: Bezogene Spannungen infolge
Langskraft und Biegemoment.

4. Schlufifolgerungen

Die Identifikation von Materialparametern ist mit der hier vorgestellten Methode prinzi-
piell mdglich. Von Vorteil sind die kurzen Rechenzeiten sowie ein tieferer Einblick in die
Wirkung von Parameteranderungen und verschiedenartiger theoretischer Ansatze. Die
gleichzeitige Beriicksichtigung der Mefiwerte der einachsigen Flieflkurven und der inho-
mogenen Spannungs- Verzerrungs-Zustinde macht die Verwendung einer multikriteriellen
Zielfunktion erforderlich.
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Zum Eindringversuch mit kugelférmigem Indenter

K. Briimer

1. Einleitung

Zur Bestimmung der mechanischen Eigenschaften von Werkstoffen kommen neben
konventionellen auch andere Verfahren zum Einsatz, bei denen gezielt groBe Verzerrungen im
Material erzeugt werden. Eines dieser Verfahren ist der Eindringversuch, bei dem ein
Profkérper in die Probe gedriickt und diese in der Regel plastisch verformt wird. Ein Vorteil
des Eindringversuches sind die auftretenden groBen hydrostatischen Driicke, die die
Verformbarkeit des Materials verbessern. Dadurch lassen sich wesentlich groBere
Verzerrungen als die GleichmaBdehnung des Zugversuches erreichen. Die groBen
Verzerrungen liegen jedoch nur lokal vor, so daB wegen der groBen Gradienten die
Auswertung nicht so einfach ist wie bei homogenen Feldern. Um aus der Kraft-Verschiebungs-
Kurve des Eindringversuches auf die Spannungs-Dehnungs-Kurve eines Materials schlieBen zu
konnen, bedarf es einer detaillierten Modellierung des Eindringvorganges unter
Bertcksichtigung von geometrischer und physikalischer Nichtlinearitdt. For die dazu
notwendige numerische Simulation des Eindringversuches bietet sich die Finite-Elemente-
Methode an.

2. Vorteile kugelfdrmiger Indenter

In Anbetracht der groBen Gradienten von Spannungen und Verzerrungen in der Nahe des
Kontaktbereiches ist eine groBe Anzahl Finiter Elemente notig, damit eine sinnvolle
Modellierung erreicht wird. Die Beschrinkung auf rotationssymmetrische Probleme fithrt zu
einer sinnvollen Begrenzung des numerischen Aufwandes.

Kugelfdrmige Profkdrper haben auBerdem den Vorteil, daB im Verlauf des Eindringens
(unterschiedliche Eindringtiefen in Relation zum Indenterradius) unterschiedliche Abschnitte
der Spannung-Dehnungs-Kurve dominant werden, wodurch sich mehr Informationen wihrend
eines Versuches gewinnen lassen als bei selbstdhnlichen Anordoungen wie zB. dem Vickers-
Indenter. Wegen des Fehlens einer Spitze gibt es keine dazugehOrige Singularitdt, und es
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werden spezielle Geometriefebler wie z.B. Spitzenverrundungsfehler oder Dachkantenbildung

vermieden.

3. Einfliisse auf die Kraft-Verschiebungs-Kurve

Die Kraft-Verschiebungs-Kurve hat integralen Charakter, so daB sich die Frage nach der
Eindeutigkeit der inversen Aufgabenstellung ergibt. Daher sind zusétzliche Informationen (z.B.
Verschiebungsfelder) von Interesse. Andererseits miissen neben der Spannungs-Debnungs-
Kurve auch die Einflisse anderer Groen untersucht werden. In der vorliegenden Arbeit sollen
in erster Linie Aussagen zum ReibungseinfluBl gemacht werden.

4. Numerische Untersuchungen

Die numerische Simulation hat den groBen Vorteil, daB nicht nur eine Kraft-Verschiebungs-
Kurve, sondern auch eine Feldldsung vorliegt, und Parametervariationen einfach moglich sind.
Fehler konnen unter anderem dadurch entstehen, daB eine endliche Probe mit idealisierten
Randbedingungen modelliert wird, Kontaktelemente die realen Kontaktverh#ltnisse nur bedingt
wiedergeben, oder die Nachgiebigkeit des Indenters und seiner Halterung nicht korrekt erfat
wird.

Zur numerischen Simulation kam das FE-System ANSYS 5.3 zum Einsatz. Da besonders das
Verhalten der zu prifenden Materialien bei groien Verzerrungen interessierte, muflten grofe
Eindringtiefen bis ca. 15 Prozent des Radius der Indenterkugel simuliert werden. Um den
ReibungseinfluB in Relation zum EinfluB des Anstieges der Spannmungs-Dehnungs-Kurve
abschiitzen zu kdnnen, wurden verschiedene Varianten berechnet, bei denen sich die 5-e-Kurve
erst oberhalb einer Dehnung von zehn Prozent lediglich im angenommenen folgenden Anstieg
(Tangentenmodul) unterschied. Es wurden verschiedene Coulombsche Reibfaktoren u
zwischen 0 und 0.2 verwendet, wobei die Resultate beziglich der Kraft-Verschiebungs-Kurve
far u > 0.05 kaum voneinander abweichen (Abbildung 1). Die Ergebnisse machen deutlich,
daB bei groBen Eindringtiefen die Reibung einen #hplich starken Einfluf auf die Kraft-
Verschiebungs-Kurven hat wie der Tangentenmodul. Die Reibung beeinflut die Ver-
schiebungsfelder an der Oberfliche erheblich, und zwar bereits fiir geringe Eindringtiefen, bei
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Abbildung 1: Einflasse von Tangentenmodul und Reibung auf die Kraft-Verschiebungs-Kurve

denen die Reibungsverhiiltnisse noch unerheblich fir die Kraft-Verschiebungs-Kurve sind.
Durch die in Abbildung 2 dargestellten Verschiebungsverliufe nach erfolgter Be- und
Entlastung wird deutlich, daB durch das Vorhandensein von Reibung zwischen Indenter und
Probe die radialen Verschiebungen stark verringert werden. Da jedoch auch der
Tangentenmodul erhebliche Auswirkungen auf die Aufwdlbung am Rand des Eindruckes hat,
muB der EinfluB der Reibung von dem der o-e-Kurve separiert werden. Dabei zeigt sich, daB
im reibungsfreien Fall bzw. bei kleinerer Reibung die Aufwolbung stirker in der Nihe des
Indenters konzentriert ist als im Falle groBerer Reibung, bei der die Wulst ausgedehnter und
flacher ist (Abbildung 2).

Untersuchungen mit dem Verfahren der Grauwertanalyse, das ein Verschiebungsbild an der
Oberfliche liefert, erwiesen sich jedoch bislang wegen eingeschriinkter Genauigkeit als nicht
aussagekriiftig genug, um den EinfluB des Reibwertes zu analysieren.

Bei der numerischen Simulation unter Annahme eines vorgegebenen Re.lbfnktors wird bei
wiederholter Be- und Entlastung der Effekt beobachtet, daB der uater Reibung bei
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Abbilding 2: Verschiebungsverlaufe an der Probenoberfliche nach Entlastung

vorgegebener Eindringtiefe festgestellte Wert der Kraft in den folgenden Zyklen nicht mehr
erreicht wird. Die bei der Wiederbelastung ermittelte Kraft entspricht ziemlich genau
detjenigen unter Annahme eines reibungsfreien Kontaltes.

5. Zusammenfassung und Ausblick

Um aus der Kraft-Verschiebungs-Kurve eines Eindringversuches auf die Spannungs-
Dehnungs-Kurve auch fir groBe Verzerrungen schlieBen zu kénnen, ist es notwendig, den
ReibungseinfiuBl zu separieren, woflir Losungsvorschlige unterbreitet wurden. For die Zukunft
ist vorgesehen, stirker experimentelle Untersuchungen einzubeziehen und die Gtite der
Korrelation zwischen o-e-Kurve und F-s-Kurve zu untersuchen.

Korrespondenzadresse: Dipl.-Ing. K. Briimer, TU Chemnitz, Institut fiir Mechanik,
Professur Festkdrpermechanik, 09107 Chemnitz, e-mail klaus.brasmer@mb1.tu-chemnitz.de
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Experimentelle Ermittlung des Verhéaltnisses
von gespeicherter Energie zu inelastischer
Arbeit in Festkorpern

DIRK HELM und PETER HAUPT
Institut fiir Mechanik, Universitdt Gesamthochschule Kassel

1 Einleitung

In Metallen kann Energie in der Struktur durch Gitterdefekte gespeichert werden. Bei
Temperaturen unterhalb der halben Schmelztemperatur und ausreichend grofier mecha-
nischer Beanspruchung ist die Wanderung, die Produktion und das Ausldschen von Ver-
setzungen der dominante Energiespeicherungs- und Energiefreisetzungseffekt. Dies liegt
daran, daB Versetzungen stets mit lokalen Verinderungen der Atomabstéinde verbunden
sind, wodurch die gespeicherte potentielle Energie verandert wird. In anderen Tempera-
turbereichen, in speziellen Legierungen (z.B. in Formgedichtnislegierungen) oder in ganz
anderen Materialien (z.B. in Kunststoffen) sind sehr unterschiedliche Deformationsmecha-
nismen dominant, die aber ebenfalls Energiespeicherungen in der Struktur erméglichen.

Die experimentelle Bestimmung der in der Struktur gespeicherten Energie besitzt ei-
ne recht lange Tradition. Fine Zusammenfassende Darstellung findet sich in BEVER et
al. [1973]. Zum damaligen Zeitpunkt stand fest, dafl der in der Struktur gespeicherte
Energieanteil von der Deformationsgeschichte abhéngt und lediglich bis zu 15% der in-
vestierten inelastischen Arbeit betrégt. Im Gegensatz dazu werden in neueren Arbeiten,
z.B. von CHRYSOCHOOS et al. [1989] und OLIFERUK et al. [1985], etwas andere Ergeb-
nisse prasentiert: Bis zu 70% der investierten inelastischen Arbeit wird in der Struktur
gespeichert und nicht in Wérme umgewandelt. Des weiteren zeigt das Verhaltnis von ge-
speicherter Energie zu inelastischer Arbeit bei geringen inelastischen Deformationen ein
Maximum. Nach dem Maximum wird das Verhéltnis monoton kleiner.

2 Herleitung und Umsetzung des Meflverfahrens

Die Grundlage des Verfahrens zur Messung der Warmeproduktion ist die Energiebilanz
in Form der Warmeleitungsgleichung

. . - ) ] N )
caﬂ-idivgmdﬂ=1T.Ei-L%spT—(%.m+zg—¢qk). (1)
P P ) P vk-:,] /1]
w5 We W

Zu ihrer Herleitung wird die Freie Energie % = 7,Z'(E.,, 6,Bi,q,...,qn), lineare Thermo-
elastizitat, die Annahme kleiner Temperaturanderungen §( X, t) = 0y + 9(X, 1) sowie die
additive Zerlegung der -Verzerrungen in einen elastischen und einen inelastischen Anteil
E = E.+E; vorausgesetzt. c, ist die spezifische Warmekepazitit bei konstanter Spannung,
¥ die Temperaturédnderung, A die Wirmeleitzahl, p die Dichte, T der Spannungstensor, 8,
die zeitlich und raumlich konstante Bezugstemperatur und & der Wiarmeausdehnungskoef-
fizient. Die g sind Innere Variable vom Dehnungstyp. Die rechte Seite der Warmeleitungs-
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gleichung, bestehend aus der inelastischen Spannungsleistung w; dem thermoelastischen
Kopplungsterm w, und der Spannungsleistung w,, die zu den gespeicherten Energien fithrt,
wird als Wéarmeproduktion u = p(w; — we — ws) bezeichnet und verdeutlicht die experi-
mentellen Beobachtungen: Nicht die gesamte investierte inelastische Spannungsleistung
wird in Warme umgewandelt, sondern nur der um den thermoelastischen Kopplungsterm
und die gespeicherte Spannungsleistung verminderte Anteil.

Die direkte Bestimmung der Wiarmeproduktion aus gemessenen Temperaturdaten ist
unter Verwendung der Warmeleitungsgleichung (1) méglich, wenn die vorkommenden
Zeit- und Ortsdifferentiationen des Temperaturfeldes numerisch berechnet werden. Dabei
treten allerdings einige Probleme auf: Zum einen erfordert die Bestimmung der Orts-
ableitungen mehrere TemperaturmeSpunkte und zum anderen kann die numerische Dif-
ferentiation von MeBdaten mit groflen Fehlern behaftet sein. Aus diesem Grund wird in
dieser Arbeit ein anderer Weg beschritten: Die partielle Differentialgleichung (1) wird
fiir die Bedingungen in einer Zug-Druck-Torsionspriifmaschine geldst. Die Materialpro-
ben kénnen Zylinder oder diinnwandige Rohre (Probenhéhe k) sein. Unter Vernachlassi-
gung der Einspanneinfliisse ist die Annahme eines homogenen Spannungs- und Ver-
zerrungsfeldes gerechtfertigt. Das umgebende Medium Luft oder Isolationsmaterial ist
_ein sehr schlechter Warmeleiter, so dafi der konvektwe Wirmeflufl iiber die Mantel-
fliche vernachlissigt werden kann. Hierdurch erglbt sich die eindimensionale Form der
Wairmeleitungsgleichung (2). In der verwendeten Priifmaschine kdnnen die Einspannungen

gekiihlt werden, wodurch die Tem-
e t) A 9 oa(2,1) = —1-;u(t) o) peratur an den Einspannstellen
auch wihrend des Experimentes

! — . konsta.nt bleibt. Die Lésung des

Bn(2) = fK (@, m)u(r)dr = Au(t) @) Wa.rmeleltungsproblems fithrt auf

. eine VOLTERRAsche Integralglei-
- (G ) (U—;—‘E) (ti—r)(\ Chung 1. Art fiir die Temperatur

K(t’ m) = mrcMZ1 25 — ) ; in Probenmitte ¥y, (3). Dabei wird

' ‘ deuthch da8 die Temperatur von
der Geschichté der Wirmeproduktion abhéngt. Die gesuchte Wa.rmeproduktlon folgt dann
bei beka.nnten Temperaturdaten in der Probenmitte durch die Umkehrung der Abbildung
(3): u(t) = A7 9iy(2). Allerdings ist die Inverse von A unstetig. Daher bewirken kleinste
Stoérungen in.- den Temperaturmefidaten sehr grofle. Abweichungen in der Warmeproduk-
tion u(t). Abhilfe verschaffen Regularisierungsverfahren (2.B. Louls [1989)), bei denen
der :Operator: A so verindert wird, daf er eine stetige Inverse Ry, besitzt. Hierzu muf}
die verallgemeinerte Inverse Af (Gl. (5)), mit den Eigenwerten A, und den Eigenvektoren

e, des Operators A™A sowie den
u=(A"A)1 A" I, = By fulen, (5) transformierten und skalierten Ei-

‘('_2—’ 7;2—:1 \/—( i f )e,, ( ) genvektoren f, = TA en, gebil-

det werden. A* ist darin der zu A
adjungierte Operator. Die Eigenwerte des hier betrachteten Operators A*A haben die
Eigenschaft hm An = 0, so da8 die verallgemeinerte Inverse At immer noch unstetig ist.
Reg’\ﬂa.nmerungsverfa.hren beheben die Unstetigkeit der verallgemeinerten Inversen durch
die Einfiihrung eines Filters:

(o]

Z

11....

At

V) By Jaden = Ry, B (6)
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Dabei wichtet die Filterfunktion in Abhangigkeit vom Filterparameter f, die Wurzel der
Eigenwerte /A, wodurch der Regularisierungsoperator Ry, stetig wird. Die Durchfiihrung
des Verfahrens zur Rekonstruktion der Warmeproduktion «(t) erfolgt numerisch, und zwar
durch Approximation des Integraloperators (3) mit einer Trapezregel. Im Gegensatz zu
(8) enthélt das hierdurch entstehende Gleichungssystem 9,, = A% einen stetigen Ope-
rator A. Das schlecht gestellte Rekonstruktionsproblem wird infolge der Diskretisierung
allerdings nicht verbessert, sondern nur verlagert: Die Unstetigkeit des Operators A geht
fiber in die schlechte Kondition der Matrix A. Der Regularisierungsoperator kann ana-
log zu dem kontinuierlichen Operator Ry, gebildet werden. Selbstverstandlich besitzt der
Operator ATA nicht mehr unendlich, sondern lediglich endlich viele Eigenwerte.

Die Spannungsleistung w,, die fiir die Energiespeicherungen in der Struktur aufge-
bracht werden mu8, folgt aus der Warmeproduktion u, wenn die inelastische Spannungs-
leistung w; und der thermoelastische Kopplungsterm w, aus einem mechanischen Experi-
ment bestimmt werden kann:

wsz—iu(t)—}-w;—we:—%u(t)—']—a(é—-%)+T(‘__)_—& (7)

Dabei wurde angenommen, dafl sich das elastische Materialverhalten mit einer linearen
und isotropen Elastizitdtsbeziehung beschreiben 1Bt und sich die inelastischen Defor-
mationen unter Volumenerhaltung entwickeln. In (7) ist € die Axialdehnung, o die Nor-
malspannung, £ der Elastizitdtsmodul, v die Scherdehnung, v die Schubspanrung und
1 der Schubmodul. Die Integration der inelastischen Spannungsleistung w; und der ge-
speicherten Spannungsleistung ws iiber der Zeit ergibt die inelastische Arbeit sowie die
gespeicherte Energie.

3 Anwendung des Mefiverfahrens

Die Anwendbarkeit der Methode zur Ermittlung der gespeicherten Energie wird anhand
eines monotonen dehnungsgesteuerten Zugversuches mit einer Dehnungsgeschwindigkeit
von 0.4%s™! an einer Aluminiumlegierung AIMgSil demonstriert. Um Fertigungseinfliisse
auszuschlielen wurde die Probe vor dem Experiment bei 410°C diber 2 Stunden weich-
geglitht. Abbildung 1 zeigt die gemessenen Spannungsdaten iiber der Zeit. Deutlich ist
ab einer Spannung von ca. 60 MPa inelastisches Verhalten erkennbar. Der zugehorige
Temperaturverlauf ist in Abbildung 2 dargestellt. Zu Beginn tritt der thermoelastische
Kiihleffekt infolge der wirkenden Zugspannungen auf. Nach einem relativ flachen Mini-
murm steigt der Temperaturverlauf aufgrund des dissipativen Charakters der inelastischen
Deformation stark an. Die durchgezogene Linie stellt den geglitteten Temperaturverlauf
dar. Dieser wird zur Rekonstruktion der Warmeproduktion verwendet, weil die Mefida-
ten des Thermoelementes mit zu groflen Stérungen behaftet sind. Ziel ist es natiirlich in
der Zukunft, mit besseren Temperaturmefiverfahren, den gemessenen Temperaturverlauf
direkt zur Rekonstruktion der Warmeproduktion zu verwenden.

Die rekonstruierte Warmeproduktion ist in Abbildung 3 dargestellt. Fiir die Filterfunk-
tion wurde ein Tiefpafifilter gewdhlt, der sehr kleine Eigenwerte A, einfach abschneidet.
Diese Vorgehensweise ist allgemein unter dem Begriff abgeschnittene Singuldrwertzerlegung
bekannt. Bei der angewendeten Regularisierung blieb lediglich der kleinste Eigenwert un-
beriicksichtigt. Ohne Regularisierung wiirden in dem Verlauf der Warmeproduktion starke
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Oszillationen auftreten. Physikalisch zeigt der Verlauf der Warmeproduktion zu Beginn
den thermoelastischen Kiihleffekt und danach einen starken Anstieg infolge der inelasti-
schen Deformationen.

Aus der rekonstruierten Warmeproduktion sowie den Spannungs- und Verzerrungs-
mefldaten kann die gespeicherte Energie und die inelastische Arbeit ermittelt werden. Das
Verhaltnis von gespeicherter Energie zu inelastischer Arbeit ist in Abbildung 4 iiber der
inelastischen Arbeit aufgetragen. Deutlich ist die Deformationsabhangigkeit der gespei-
cherten Energie sowie ein Maximum bei geringen inelastischen Deformationen erkennbar.
Hier wird ca. 75% der investierten inelastischen Arbeit in der Struktur gespeichert und
lediglich 25% in Wiarme umgewandelt. Mit zunehmender Deformation wird das Verhéltnis
nach dem Maximum monoton kleiner.
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Formulierung und Integration von Materialgleichungen der
Thermoplastizitit und Thermoviskoplastizitit bei groflen
Deformationen

W. Jansohn!, Ch. Tsakmakis?®3
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Universit#t Karlsruhe (TH)
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3 Institut fiir Materialforschung II, Forschungszentrum Karlsruhe

1 Einleitung

Die hier vorgestellte konstitutive Theorie basiert auf der multiplikativen Zerlegung des Deforma-
tionsgradienten in einen thermoelastischen und einen inelastischen Anteil F = Fy4F,. Ferner wird
des Konzept der dualen Variablen [2] zugrundegelegt. Der Verzerrungstensor bzgl. der Zwischen-
konfiguration ist dann durch I' = I‘d +I‘,,, nnt Lo = 1/2(FLFg — 1), T, = 1/2(1 - FI-IF; 1)

und seine Geschwindigkeit durch I‘—I‘d + I‘,,, mit ()2 = () + Ly () + (Vp, Ly = F,,F‘l
gegeben. Verzerrungstensoren in der Momentankonfiguration ist die Oldroyd-Ableitung (- VA =
()" + LT() + ()L mit L = FF-! zugeordnet.

8 = (detF)T bezeichue den gewichteten Cauchy Spannungstensor, T den 2. Piola—Kirchhoff
Spannungstensor bzgl. der Zwischenkonfiguration und P = (1 + 20';)T den Mandelschen Span-
nunstensor bzgl. der Zwischenkonfiguration. Die Spannungsgeschwindigkeiten in der Zwischen-
konfguration bzw. der Momentankonfiguration sind durch die Oldroyd-Ableitungen (*)V = (%)' -
Lp() = ()Lg, ()Y = () = L{-) — ()L gegeben.

Fearner bezeichnet im folgenden (-)’ die partielle Ableitung der Gr8fe (-) nach der Temperatur.

2 Materialgleichungen

Zur Formulierung thermomechanisch konsistenter Materialmodelle wird die Cla,usius—Duhem—

Ungleichung betrachtet. Bei Fourierscher Warmeleitung genligt es dann die Ungleichung T. I‘
—po(% + nu8) > 0 zu betrachten [4], wobei pp die Dichte in der Ausgangskonfiguration und 7o die

spezifische Entropie kennzeichnet. Wird eine freie Energiefunktion 4() = tet(T'et, 8) + ¥ (r, Y, )
zugrundegelegt, dann folgt fiir rein thermoelastische Prozesse mit Standardargumenten von Co-
leman, Noll und Gurtin T = poBihe /0T et, e = —Oet/86. Unter der Annahme, da$ diese
Potentialbeziehungen auch bei inelastischen Deformationen gelten, reduziert sich die Clausius-
Duhem—Ungleichung auf die Dissipationsungleichung. Fiir den inelastischen Teil der freien Ener-
gie betrachten wir den Ansatz ¢, = (1/2p0)(c? Y + y2 + 2hr), der die thermodynamisch
konjugierten Spannungen Z = py8t,/3Y, k = poBiy,/Or bestimmt.
Mit Hilfe der Variablen der kinematischen Verfestigung vom Mandelschen Typ E=(01+

2Y)Z = Z + (2/c)ZZ (zu dieser Definition siehe [6]) wird eine v.-Mises FlieSfunktion F' =

(P &,k) = /3/2||(P — &)P|| - k formuliert und die plastische Debnungsgeschwindigkeit durch

1= 5/2]3(P — &)P/||(P — &)P|| vargegeben. § wird bei Plastizitat durch die Konsistenzbedin-
gung, bei mGoplastmtﬁ.t durch die Evolutionsgleichung § —-< F >™ /5 bestimmt.

v
Die Dissipationsungleichung A+ B >0, A = (P g) r,, ~kt,B=1%- (rp -1z +gz) ist
dann fiir alle Prozesse erfiillt, wenn die Terme A und B nie negativ sind.
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Unter Einbeziehung der Normalenregel kann gezeigt werden, da der Term A nie negativ ist,
wenn die Ungleichung § > # erfiillt ist. Fiir » wird die Evolutionsgleichung 7 = ¢(1 — (8/7)(k —
h))s — (w/v)(k — h), ¢ < 1, (fir Plastizitdt = = 0) vorgegeben.

A

v A o -
Der Term B ist nie negativ, wenn I', —(1/¢) Z +(c¢//3)20 = xZ, x > 0 gilt. Wird der
Proportionalititsfaktor durch x := (b/c)s + (p/o)| Z]"~! (fir Plastizitst p = 0) vorgegeben,

resultiert die Evolutionsgleichung Z— c I‘ —~b3Z + (¢ /c)6)| Z||> 1 Z.
In der Warmeleitungsgleichung ¢ = wy + T + wy kenn die thermoelastische Kopplung
Wep = —9(322,[;/602) die Warmezufuhr ¥ und die dissipierte Spannungsleistung wy = wp — &5 =

(1/p0)P- I‘ _v. -(8(sh— B8] 80) | OY ) —#(8(sh ~ 684/ 88) /Or) unterschieden werden. Die zeitliche
Entmcklung der Temperatur ist somit durch die freie Energie bestimmt.

3 Vereinfachtes Materialmodell

Im folgenden werden die thermoelastischen Verzerrungen als klein angenommen, d.h. ||[Fef| < 1.
Dann folgt P = (1 + 2I';)T ~ T. Die freie Energiefunktion wird derart gewshlt, dag in der Mo-
mentankonfiguration ein Hookesches Gesetz 8 = C[A,] und ein lineares Warmeausdehnungsgesetz
A; = a(f — 6p)1 resultiert.

Zur numerischen Umsetzung in eine Materialroutine zum FEM-Programm ABAQUS miissen

Elastizitéts— und Warmeausdehnungsgesetz durch S= C[A — A, — Ay), A¢ = (o/(0—60) + )01 =
o, 1 approximiert werden.
_ Zusétzlich wird in der Definition der kinematischen Verfestigung der nichtlineare Term in
Z vernachlissigt £ = (1 +2V)Z = Z = Z + (2/¢)2Z ~ Z. Das Materialmodell ist weiterhin
thermodynamisch konsistent, falls der Wertebereich des Materialparameters b auf Werte gréfier
/6 beschréinkt bleibt [5].

4 Materialroutine

Zur Integration der Materialgleichung wird in ABAQUS der Hughes-Winget—Algorithmus ange-
wandt [3]. Mit Hilfe des durch das Anfangswertproblem (AWP) Q = WQ, Q(t) = 1 definierten
orthogonalen Tensors Q wird die bar—Transformation eines symmetrischen Tensors zweiter Stufe
definiert X = QTXQ. Differenzieren dieser Beziehung zeigt, da8 die bar-Transformation die
Jaumann—-Ableitung in eine materielle Zeitableitung fiberfiihrt.
Eine quivalente Darstellung eines mit Oldroyd-Ableitung formulierten AWP X= M]D], Xq =
X (t) ist somit durch das bar-Transformierte AWP X = XD +'ﬁ_+ﬂ[ﬁ] X = X (&) zusammen
mit dem AWP fiir Q gegeben.

Die Integration des AWP verliuft in zwei Schritten. Mit der Mittelpunktsregel wird das
den Transformationstensor Q bestimmende AWP geldst und so Q; am Inkrementende bestimamt.
Eine Transformation des bar-transformierten AWP mit Q, fithrt auf ein AWP formuliert mit
Variablen bzgl. der Momentankonfiguration X = XD + DX + M[D], Xy = Q:XoQ7. Die
numerische Integration dieses AWP liefert schlieBlich die gesuchte Gréfle zur Zeit ¢t + At X; =
X; = X(A¢,Qy), Ac = T2 Ddr.

Wendet man die bar-Transformation auf die Materialgleichungen des vereinfachten Materi-
almodells an und transformiert die bar—transformierten konstitutiven Gleichungen und die An-
fangswerte mit Q; in die Momentankonfiguration, dann resultiert das in Tabelle 1 angegebene
AWP. Hier kann ein thermoelastischer, ein inelastischer und (bei Viskoplastizitéit) ein die stati-
sche Erholung kennzeichnender Anteil unterschieden werden.
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Tabelle 1: Konstitutive Gleichungen nach Anwendung des Hughes—Winget Verfahrens.

§= DS+SD+C [D—a*é1] —2p\/§ANé

Z= DZ+ZD+%éZ +(\/ch—bZ).é —~pllZ|° ' Z
k—h= (k—R)(Y/7)6 +¢(y—Bk—h)é —m(k—h)" .
bel Plastiz&t
R m
8= <%> bei Viskopl.
thermoelastischer Antail inelastischer Anteil statische Erholung

Zur Losung dieses AWP wird ein Operator-Split—Verfahren angewandst.

Der erste, thermoelastische Anteil wird mit der Mittelpunktsregel integriert. Die Zustands-
variablen am Ende des thermoelastischen Schritts kdnnen in AbhAngigkeit des Verzerrungsinkre-
ments, des Temperaturinkrements Af = §At und des Transformationstensors berechnet werden
'S; = '81(Ae, A8, Qy), 21 = 'Zi(Ac, MG, Qy), k1 = ki(Ae, AG, Q)01 =5 (Ac, A6, Q) .

Das Ergebnis des thermoelastischen Teilproblems ist der Anfangswert des zweiten, inelasti-
schen Teilproblems. Befindet sich die Spannung mnerha.lb des t.hermoela.stlschen Berelchs, blex-
ben die Zustandsvariablen unveréndert F < 0: 81 = 81 R Zl = Z1 s k1 = k1 . sy = 31,
fir F > 0 werden die Differentialgleichungen des inelastischen Teilproblems mit dem Implizit-
Euler—Verfahren integriert. Das resultierende nichtlineare Gleichungssystem kann analog zu [1]
auf eine nichtlineare Gleichung'® ="® (As, A6, Q1,{;) = 0 fiir { = Aty/3/28|p1ar reduziert
werden. Diese Gleichung wird iterativ gel6st und anschlieBend aus dem verbleibenden linearen
Gleichungssystem die Zustandsvariablen am Ende des inelastischen Teilproblems bestimmt.

Die Losungen des inelastischen Teilproblems smd die rte des dritten' die statl-
sche Erholung kennzeichnende Teilproblems mSo = 81 ,sz = 21 ‘m ki , 8 = 31
Das nach impliziter Integration resultierende nichtlineare Gleichungssystem kann auf zwei un-

[0

abh#ngige nichtlineare Gleichungen reduziert werden' I' =""T (As A9, Qy, "Mk ) =0,"® =

" (As, A9, Q1,||‘"z1||) = 0. Diese Gleichungen werden iterativ geldst. Die Zustandsvaria-
blen am Ende des dritten Teilschritts und somit dJ(l}I lg&suchte Lﬁsung des zug'lmdeﬁelegten AWP
kénnen anschlieflend direkt bestimmt werden 8; ="'S; ,Z; = 21 k= k1 ,81 = 8p.

Dieser Algorithmus wurde als UMAT-Subroutine in das FEM-Programm ABAQUS imple-
mentiert. Die konsistente Linearisierung des hier vorgestellten Integrationsverfahrens sichert die
quadratische Konvergenz bei der numerischen Integration der Feldgleichungen [4]. Ferner sei auf

die in [4] durchgefiibrte Verifikation der Materialroutine hingewiesen.

5 Simulation eines Zugversuchs mit perfekter zylindrischer Probe

Als Abschlu8 sej die Simulation eines Einschnfirvorgangs einer zylindrischen Zugprobe gezeigt. An
der AuBenkante des Zugstabs wurde ein gleichm#Biger Wiarmeibergangskoeffizient vorgegeben.
Ferner wurde das viskoplastische Materialmodell zugrundegelegt und mit steigender Temperatur
ein linearer Abfall der Verfestigungsparameter vorgegeben.

Im Verlauf der Deformation bedingt die Dissipation den in Abbildung 1 gezeigten Tempera-
turanstieg in der Probe. Die dissipierte Warme kann iiber den Rand hin abflieflen, im Innern stellt
sich eine leicht erhdhte Temperatur ein. Dadurch und aufgrund der Temperaturabhéngigkeit der
Verfestigungsparameter verfestigt das Material zur Probenmitte hin geringer und die inelastische
Deformation ist grofier. Bei einer Dehnung von 24% wird der Beginn der Einschnfirung durch
erste deutliche Temperaturunterschiede angezeigt. Als Folge der Lokalisierung treten dann in der
Probe deutliche Temperaturunterschiede auf.
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Abb. 1: Temperaturverteilungen im zylindrischen Zugstab; (e;: globale technische Dehnung).
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A thermodynamic formulation of elastoplasticity
"~ with kinematic hardening at large deformation

BOB SVENDSEN
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1. Introduction

In this short paper, we outline a recent thermodynamic formulation of elastoplasticity
with kinematic hardening at large deformation (SVENDSEN, 1997a,b). Alternative such
thermodynamic formulations at large deformation can be found in, e.g., DoGUI & SIDO-
ROFF (1985), HAUPT (1995), and TSAKMAKIS (1996). As shown recently (ARNDT et al.,
1997; SVENDSEN et al., 1997), this thermodynamic-hyperelastic approach encompasses a
wide variety of classical hardening models (i.e., linear, Armstrong-Frederick, etc.) and
is straightforward to implement numerically, requiring in particular no rate equations for
the stress or back-stress.

2. Formulation

Assuming isothermal conditions for simplicity, the deformation gradient F' represents
the basic “external” ar “observable” independent constitutive varieble in this work. In the
non-polar, internal-variable-based approach to hyperelastic elastoplasticity taken here, the
dependent constitutive variables then depend on F' as well as a set (P, §) of deformation-
like internal variebles, where P represents' the plastic transformation, and & & “vec-
tor” of additional such variables accounting for the effect of such inelastic processes as
isotropic and kinematic hardening. On this basis, the basic constitutive relations satisfy-
ing material-frame indifference and the dissipation rate inequality include the forms

Y = ¢(01Ps$)a
§ = 20,

for the referential free energy density %, and second Piola-Kirchhoff stress S, as well as
those

2.1)

P = LP(C,P,ﬁ,C')P,

é = é(C.P,&C'),

for the evolution of the internal variables, C := F"F representing the right Cauchy-Green
deformation tensor as usual. As usual, the constitutive functions in (2.2) represent rate-
independent material behaviour when they are positive homogenous functions of C of

(2.2)

! Here, we are using MANDEL's (1972, 1974) notation for this quantity. Its relation to the usual plastic
deformation “gradient” F, is briefly discussed below.
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degree 1. Note that the system (2.1)-(2.2) is “closed” in the sense that, given concrete,
physically reasonable forms for (2.1); and (2.2), we could solve the latter relations in a
given deformation process (F, F) for (P, £), and so obtain S via (2.1)3. Since such forms
are in general not available to us, however, further constitutive assumptions are necessary.

On the basis of rheological models for kinematic hardening and other considerations
(e.g., DOGUI & SIDOROFF, 1985; MAUGIN, 1992; HAUPT, 1995), we split ¢ into elastic
4, and plastic 1, parts, i.e.,

P(C, P,§) =44(C, P) + %4(P,§) . (2.3)

As is the case in crystal plasticity, we next assume in the more general phanomenological
context being considered here that P does not affect the form of the elastic constitutive
relation (2.1),. As discussed in detail by SVENDSEN (1997a,b), this will in fact be the
cese when the elastic part 9, of 9 in (2.3) takes the special form?

%(C, P) = p,(P""CP™") (2.4)

yielding the form § =29 = 2Py @, p-Top-t P~7 for the elastic constitutive rela-
tion. The restriction (2.4) then yields the simplified form S; = 2¢ ¢, of S =2¢%g,
with C, := P""CP™}, 8§, := PSP" and @, = ¢,(C.). Further, since P’""‘C’P‘l =
(FP_I)T(FP' 1), (24) also implies that the particular combination E := FP~! of F and
P in the form C, = E"E is directly associated with the elastic response of the material.
Since the constitutive forms S, = 2¢ ., and ¢, = ,(G;) coincide with those commonly
assumed in the ususal formulation of hyperelastoplasticity as based on the elastoplastic
decomposition F = FF, of F, we see that, at least from the material behaviour, the
assumption that P preserves the form of 29 ¢ lies behind the decomposition F = R E,.
In this case, then, we may a&ocnatedethI';, and B with E. On the otherha.nd in
lieu of such an assumption, there is no reason from a constltutlve point of view to relate
P and F to each other via a relation of the form E = FP™! at all.

Besides the reduced form (2.4) for 4, the assumption that P does not affect the form
of (2.1)s, together with the form (2.3) for 1, results in that

—bp=2C 0P ~thp=[M-X|P" (2.5)
for the quantity —i p thermodynamicelly conjugate to P in the plastic dissipation rate
density . . )

6P=5P(C,P’€ac)=_'§b.P‘P_¢,f‘£ ' (2A6)
where
M :=2C g (2.7)

2This condition on the form of the dependence of 4}, on P represents a particular kind of material
isamorphism (e.g., NOLL, 1967, 1972}, in particular, P then represents an elastic material isomorphism;
ses also BERTRAM (1993).
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represents the MANDEL (1972, 1974) stress tensor, and
X = %'PPT (2.8)

the center of the elastic range of the material, i.e., the so-called back stress. Indeed,
substituting (2.5) into (2.6) yields the form

G=[M—X]-L,— - & (2.9)

for the plastic dissipation rate density, implying that M — X is conjugate to L.

The results (2.7) and (2.8) imply that neither M nor X are in general symmetric
(i.e., with respect to the Euclidean metric); sihce e, 18 Symmetric, however, M is
not an arbitrary linear transformation, but rather satisfies the auxiliary condition M =
C,M"C;" implying that only six of its nine components are independent, i.e., that it is 6-
dimensional (e.g., LUBLINER, 1986). In the case of elastic isotropy, however, 1 is isotropic
with respect to the intermediate configuration, in which case ¢, ¢, &nd G, commute, and
(2.7) implies that M is then symmetric. A second consequence of the isotropy of 1 with
respect to the intermediate configuration is the reduction of 4, to the form

%(P,§) = ¢ (G, §) (2.10)

(SVENDSEN, 1997b), where C. := P"P is the plastic right Cauchy-Green deformation
tensor. This last reduction leads in turn to the symmetric form

X =2Py, c P" (2.12)

for X from (2.8). Assuch, the isotropy of 1) with respect to the intermediate configuration
leads to the symmetry of both M and X in the current formulation.
Finally, as an example of ¢,, consider its form

%(Go,Y) = }¢Cp ¥ - § In(det(G)) (212)

- in the case of the Armstrong-Frederick kinematic hardening model at large deformation
(SVENDSEN, 1997a). Here, ¢ represents the Armstrong-Frederick parameter controlling
linear kinematic hardening, and ¥ represents a deformation-like internal variable whose
evolution determines the saturation of X, given by

Y= b[% Gl - YD, (2.13)
with b the corresponding Armstrong-Frederick saturation parameter, and I, the sym-
metric part of L, as usual. Together, (2.11) and (2.12) yield the form

X =2Pg, ¢ P" =c[PYP" -} (2.14)

for X. As shown by (2.12), the above form of the Armstrong-Frederick model at large
deformation in combination with isotropic elasticity arises from a form for ¢ that is
isotropic with respect to both the intermediate and reference configurations.
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1. Introduction

We discuss aspects of the formulation and numerical implementation of homoge-
nization methods for the simulation of macroscopic thermomechanical material response
of heterogeneous materials, Homogenization approaches based on average theorems as
outlined e.g. by Hill [1972], Suquet [1986], Bruhns [1993], Nemat—~Nasser and Hori [1993]
are recast into a straightforward computational procedure for micro-macro—transitions at
large strains. The proposed concept is suitable for the numerical analysis of macroscopic
phenomena of materials with complex microstructures, such as texture developments in
metallic polycrystals or overall properties of granular and composite materials.

In this paper we focus on the simulation of metal thermoplasticity at finite strains.
The underlying goal is a comparative study of different approaches to micro-macro—
transitions in the context of the simulation of texture developments. Here, the basic
concept is to endow the macroscopic continuum locally with a representative microstruc-
ture which represents a polycrystalline aggregate, i.e. a representative assembly of single
crystal grains. The deformation of this microstructure is determined by the local defor-
mation at a typical material point of the macro—continuum. The macroscopic extensive
variables like the stresses and the dissipation are then defined as volume averages of their
microscopic counterparts defined on the representative microstructure. In the computa-
tional procedure proposed here, we evaluate these averages in a straightforward manner.
The numerical implementation bases within the general setting on a finite element dis-
cretization of the macro—continuum which is locally coupled at each Gauss point with a
finite element discretization of the attached microstructure.

In order to set up this framework, we consider in Section 2 first the macroscopic
initial boundary value problem of large strain thermoplasticity and point out aspects of
its finite element implementation on the basis of an operator splitting algorithm. We
investigate then in the Section 3 possible formulations of the locally attached micro-
scopic initial boundary value problem which is governed by the micro-macro—transition
mentioned above. Here, we propose a unified representation which includes the Taylor-
type transition as well as general approaches with homogeneous and periodic boundary
conditions of the microstructure.
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2. Macroscopic Initial Boundary Value Problem

Let @ : B — S denote the nonlinear deformation map of the macro-continuum
B c R® at timet € Ry and F = V& := 02/0X the associated tangent map with
Jacobian J = det[F] > 0. # maps points X € B onto points & = #(X,t) € S of
the current configuration § C R3. With regard to a set up of the macroscopic initial
boundary value problem we consider first the field equations of coupled thermoplasticity,
which can be written as a first—order evolution system

<. Q1 8-
i

1l

P-V/p } in 8. (1)
-Q.V/e+Dle

These equations cover essentially the definition of the velocity field and the field equa-
tions of the balance of momentum and energy. In order to obtain a compact formulation,
we have neglegted in (1)3 the body force term and in (1); the source term and terms
associated with the latent thermoelastic heating whose influence is usually small in metal
plasticity. The initial density g of a representative polycrystal as well as simple macro-
scopic constitutive assumptions for the heat capacity ¢ > 0 and heat flux @ of the form

e=§&9) and Q=—k@)(FF). VI @)

with isotropic conductivity k > 0 are assumed to be a priors known within the present
study. In contrast, the macroscopic first Piola-Kirchhoff stresses P and the mechanical
dissipation D are assumed to be defined by the volume averages

P:=—‘17/BPdV and f)::—l‘;‘LDdV. 3)

of associated variables P and D defined at X € B of a representative micro-structure B
attached to the point X € B of the macro-continuum B. V := vol(B) denotes the volume
of the micro-structure. This representative microstructure consists of an assembly of
single crystal grains. The deformation of the micro—structure is driven by the macroscopic
deformation gradient F" and the temperature J as described in detail in Section 3. Observe
that (3) shifts the constitutive assumption for the macroscopic quantities from the macro-
scale to the micro—scale, where P and D are determined by the constitutive model of
single—crystal thermo-plasticity discussed in Section 4.

We regard the right hand side of (1) as a function of the primary variables {2, ,9},
the deformation field, the velocity field and the temperature field. Consider a time interval
At := 1,y — t, € R, where the solution at time £, is assumed to be known. Then the
initial boundary velue problem of coupled thermo-plasticity is completed by the initial
conditions {&, », d be=tn) = {Zn,Bn, 9,} for the primary variables. The essential boundary
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conditions for the deformation and the temperature field are # = & on T'; and 9 = 9 on
T's. Finally, one has to take into account boundary cond.ltlons for the tractions £ and the
heat exchange g, i.e. £ = P.N=fonT;end g §= QN = jon T, with the decomposition
of the surface T =T, UT, =TyuT,and T, NT, = ¢, Ty N T, ~[D

A solution algorithm for the coupled thermomechanical equations can be based on
an operator split of the first—order evolution system (1), see e.g. Simd and Miehe [1992]
and references therein. This yields for the quasi-static case by applying a backward Euler
scheme to (1)s the following global solution procedure for the coupled problem. We first
solve within an isothermal predictor the balance of momentum

GM:='[3?5£:PJV—GMM=0 (4)

for the mechanical variables {#,%} at time #,4; at frozen temperature {9,}, where we
have introduced the field & of virtual deformations with 6@ = 0 on I';. We then solve
within a heat conduction corrector the balance of energy

Gr = [ {83109 — 3) ~ D] = V68- @} dV — Gy = 0 (5)

for the current temperature {#} at frozen deformation {,®}, where 69 denotes a field of
virtual temperatures with 69 = 0 on Ty.

" The spatial description of the weak forms (4) and (5) is performed in terms of mized
finite elements which avoid pathological locking effects associated with the incompressible
plastic flow. For the plane problems under consideration, we use here the so—called Q1P0
mean-dilatation 4-node quadrilateral element for the discretization of (4), see e.g. Miehe
[1994] and references therein for a comparative review of this element type. In the case
of an application of Newton-type algorithms for the solution of the nonlinear problem
(4) we compute the local macroscopic consistent tangent moduli numerically based on the
procedures outlined in Miehe [1996¢c]. When considering the adiabatic case we obtain the
temperature evolution from the local equation

3 = 3, + DAt/&(d) (6)

without solving the boundary value problem (5).

3. Microscopic Initial Boundary Value Problem

Let & : B — S denote the nonlinear deformation map of the representative micro—
structure at time ¢ € Ry and F' = V@& := 08/0X the associated tangent map with
Jacobian J = det[F] > 0. & maps points X € B of the micro-continuum B € R® onto
points & = &(X,1) € S of its current configuration S C R®.
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The macroscopic and microscopic gradients F and F and associated work—conjugate
stress measures P and P, usually denoted as first Piola-Kirchhoff stresses, are related
via the volume averages

F:%LFW and P=%/dev, (1)

where V is the volume of the micro—structure B. Assuming a static equlthrium state of
the micro—continuum governed by the field equation

P.V=0 in B, (8)

& reformulation of (7) using Gauss—type theorems yields F' = ¥ [, ® NdA and P =
o L [55t® X dA. Thus, the volume averages F' and P can be excluswely expressed in terms
of the deformation & and the traction t = P-IN at points X € 0B on the boundary 6B
of the micro-structure with outward normal NN.

The deformation and the temperature of the micro-structure is assumed to be linked
to the local values of the macro~continuum at X € B via the ansatz

e=F.X+®X) ad 9=9 in B. 9)

The deformation consists of a homogeneous part F'- X and a non-homogeneous superim-
posed field (X). As a consequence, we have the relationship

F=F+F with F=va (10)

between the microscopic and macroscopic deformation gradients. Insertion of (10) into
(7); yields the constraint

- - & N- 1 + @ N+t dA =
V/de w®N-dA+y [ wreNtia=0 (11)

for the superimposed deformation field w. Here, we have decomposed the boundary 6B of
the micro—structure into two parts 88 = 8B~ U 8B with outward normals N* = - N~
at two associated points X~ € OB~ and Xt € OB*. The constraint (11) is satisfied by
the alternative conditions

(i) w=0inB ; (i) w=00ndB ; (i) wr=w" ondB. (12)

The first trivial condition enforces a homogeneous deformation of the entire domain of the
maicrostructure and is usually denoted as the Taylor assumption. The second condition
demands homogeneous deformations on the boundary of the microstructure, the third
ansatz states the periodicity of the superimposed deformation field w on 8B. These three
conditions satisfy the so—called averaging theorem, see e.g. Hill [1972], which demands that
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the average of the work (or stress power) decomposes into the product of work—-averages,
ie.

1 o
= — : —P:F=0. 1
V/BPFdV P:F =0 (13)

Using Gauss—theorem based relationships y [z P: FdV = i [yga - tdA and P:F =
v Jog(F + X) - t dA the above statement can be reformulated by using (9), yielding the
expression

=%st-td/&-———/ w™ - rdA+V/ wt ttdA=0.  (14)

This condition is trivially satisfied by the homogeneous conditions (12); and (12);. As-
suming the non-trivial periodic condition (12)s, (14) is satisfied for

tt=—t" on 8B  and therefore @~ Pt*=P~ on 8B, (15)
i.e. for periodic stress states. Assuming a local constitutive equation for the stresses
P= P(F + F, 9, statey) (16)

depending on the local superimposed gradient ' = Vib and a set {statex} of internal
history variables at X € B which develop during the deformation—driven process, we
conclude w* = w~ = F* = F~ = state} = statey = P = P~ which satisfies (15).

Observe that for a given macroscopic deformation map F' the microscopic boundary
value problem is governed by the equilibrium condition (8), the constitutive equation (16)
for the microscopic stresses and the boundary conditions (12) for the inhomogeneous part
w of the deformation up to a constant value which does not affect the stress state. Using
a standard cube-shaped microstructure we therefore choose w = 0 at all corner points of
the cube.

Assuming a field of test functions or virtual displacements §2 with §= = 0 on 8B,
a standard Galerkin procedure yields the weak form of (8)

G:=/BV6w:PdV=O (17)

which can be solved for the inhomogeneous deformation field w. The spatial description of
the weak form (17) is performed in terms of Q1P0 mean-dilatation 4-node quadrilateral
elements which have already been mentioned above. Having solved the boundary problem,
the homogenized stresses and dissipation is computed by evaluation of (3).

Note that the Taylor assumption (12), implies F = 0 in B. The stresses at a typical
point X € B are then obtained from (16) by a pure function evaluation without solving
the boundary value problem based on (17). Assuming a polycrystalline micro-structure
with N grains of equal volume and approximatively constant stress state in each grain,
(8) degenerates to the arithmetic average of the grains

1
= NE&’LR' and D:= —"Eo—l (18)
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4. Numerical Example. Punch Indentation Problem

The example is based on a computational model for large-strain thermo-visco-
plasticity of fec-unit crystals proposed by Miehe [1996a,b]. For the simulations we choose
the isotropic thermoelastic material parameters & = 49.98 kN/mm?, p = 21.10 kN/mm?
and § = 10~ K~'. The hardening is characterized by an evolution equation for the
slip resistances g with an assumed scalar-valued hardening function h(A,d) = [ ho +
N(Teo — To)exp(—nA) ] (1 — w(d — 9,)). For the calculations we choose the parameter
g = 1.4, the initial flow stress 1 = g*(t = 0) = 0.06 kN/mm?, the saturation flow
stress To, = 1.08 kN/mm?, the saturation parameter n = 11.125 and the linear hardening
parameter b = 0.001 kN/mm?. The thermal softening is assumed to take the value
w = 0.001 K~ relative to the reference temperature 99 = 293 K.

i
B
/
V' d
a. N
NA
Wy A
] 1] 3242
b. d. B

Figure 1: a. Initial mesh of the indentation problem. b. Deformed mesh at the final state
t = 0.6s. c. Equivalent plastic strains ih a range of 0.0 — 4.158 at ¢ = 0.3s. d. Equivalent
plastic strains in a range of 0.0 — 7.129 at ¢ = 0.6s.

We consider an adiabatic macroscopic indentation problem under plane strain con-
ditions with associated texture development. The geometry of the specimen is governed
by the relation width/height = 10/5 mm as depicted in Figure la. The boundary value
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problem is solved with the Taylor-type micro-macro—transition (12), on the basis of the
macroscopic definitions (18) for the stresses and the dissipation. Exploiting the symme-
try of the problem, only a half of the system is discretized with 100 Q1P0 mixed finite
elements.

A rigid tool is pressed info the specimen within 60 equal time steps up to the final
state depicted in Figure 1b, characterized by the time ¢ = 0.6 s, where we apply the contact
algorithms outlined in Wriggers and Miehe [1994]. Figure 1c,d depicts the equivalent
plastic strains A at the time ¢ = 0.3s and ¢ = 0.6 s, respectively. We consider textures
in the points A and B in Figure la which have been developed within the described
indentation process. Figure 7 reports the {111} initial orientation distribution and the
final textures in the points A and B.

Figure 2: {111}-Polfigures: 2. Initial orientation distribution. b. Texture development
in point A. c. Texture development in point B.

5. Conclusion

We have proposed a theoretical and computational concept for the implementation
of different possible micro-macro-transitions at finite strains under non—isothermal con-
ditions. The concept bases on a coupled discretization of both the macro—continuum and
a pointwise attached micro—structure and exploits in a straigtforward manner volume
averaging theorems. This approach has been applied to the simulation of the texture de-
velopment in polycrystals under nonisothermal conditions, where a robust fully implicit
stress update algorithm for single crystal thermoplasticity on the micro—structure has
been applied.

Acknowledgement. Support for this research was provided by the Deutsche
Forschungsgemeinschaft (DFG) under grant SFB404/A8.



- 126 -

Computational Micro-Macro—Transitions in Thermoplastic Analysis

References

O.T. BRUHNS [1993] Neue Materialgleichungen der Plastomechanik. Zeitschrift fir ange-
wandte Mathematik und Mechanik 78, pp, T6-T19.

R. HILL [1972] On constitutive macro-variables for heterogeneous solids at finite strain.
Proceedings of the Royal Society London, Series A 326, pp. 131-147.

C. Miehe [1994] Aspects of the Formulation and Finite Element Impelementation of Large
Strain Isotropic Elasticity. International Journal of Numerical Methods in Engineer-
ing, 37, pp. 1981-2004.

C. MIEHE [1996a] Multisurface Thermoplasticity for Single Crystals at Large Strains in
Terms of Eulerian Vector Updates. International Journal of Solids end Structures
33, pp. 3103-3130.

C. Miehe [1996b] Exponential Map Algorithm for Stress Updates in Anisotropic Elasto-
plasticity at Large Strains for Single Crystals. International Journal Numerical
Methods in Engineering 839, pp. 3367-3390.

C. Miehe [1996c] Numerical Computation of Algorithmic (Consistent) Tangent Moduli in
Large-Strain Computational Inelasticity. Computer Methods in Applied Mechanics
and Engineering 134, pp. 223-240.

C. MIEHE AND J. SCHRODER [1997] Computational Micro-Macro-Transitions of Elastic
and Inelastic Materials at Large Strains. Submitted to International Journal of the
Mechanics and Physics of Solids.

S. NEMAT-NASSER AND M. HORI [1993] Micromechanics. QOverall Properties of Het-
erogeneous Materials. Cambridge University Press.

P. PERZYNA [1988] Temperature and Rate Dependent Theory of Plasticity of Crystalline
Solids, Revue Phys. Appl., 28, pp. 445-459.

J.C. S1MS AND C. MIEHE [1992] Associative Coupled Thermoplasticity at Finite Strains:
Formulation, Numerical Analysis and Implementation. Computer Methods in Ap-
plied Mechanies and Engineering, 98, pp. 41-104.

P.M. SUQUET [1986] Homogenization Techniques of Composite Materials, Eds.: Sanchez—
Palenzia, E., and Zaoui, A., Lecture Notes in Physics 272, Springer—Verlag, pp.
193-278.

P. WRIGGERS AND C. MIEHE [1994] Contact Constraints within Coupled Thermome-
chanical Analysis — A Finite Element Model. Computer Methods in Applied Me-
chanics and Engineering 113, pp. 301-319.



~ 127 -

Large—Strain Thermoplastic Analysis of Shell-Like Structures
Christian Miehe & Stefan Schley

Institut fir Mechanik (Bauwesen) Lehrstuhl I
Universitat Stuttgart, 70550 Stuttgart, Pfaffenwaldring 7, Germany

1. Introduction

The paper presents aspects of non—isothermal elastoplastic analysis of shells at large
strains. The two main topics are the construction of a new 8-node brick—type finite shell
element for coupled thermomechanical analysis and the set up of a constitutive framework
of large—strain thermo—elasto-plasticity in shells based on the notion of a plastic metric.

On the side of structural modelling, we focus on a continuum based shell parametriza-
tion based on pure displacement degrees at the top and bottom surface of a shell-like con-
tinuum, see e.g. Schoop [1986], Parisch [1995], Miehe [1997b] and the references therein.
The spatial discretization of this type of shell parametrization can be performed in a
straightforward manner on the basis of a nonlinear 8-node brick-type finite shell element
proposed by Miehe [1997b] and denoted there as the SQ1E5A8 element. The element
bases on a trilinear interpolation (SQ1) of the displacement field and is equipped with
five (E5) gradient-type enhanced strain modes as well as shell-typical assumed strain
modifications on the basis of 8 (A8) assembling points. The element has a well-defined
strain—driven interface to a three~dimensional thermoplastic constitutive model.

On the side of the constitutive modelling, we extend the isothermal framework of fi-
nite strain plasticity in shells proposed by Miehe [1997b)] to the non-isothermal application
under consideration. The constitutive equations are exclusively formulated in a geomeiric
setting relative to the parameter manifold associated with the shell-typical curvilinear co-
ordinate space. The framework is based on the introduction of an a priori six—dimensional
plastic metrie, which is assumed to describe locally the history-dependent inelastic ma-
terial response in the sense of an internal variable formulation, and uses elastic domains
in the space of the plastic foree conjugate to the plastic metric. A key ingredient of
the framework presented here is the representation of the constitutive response functions
in terms of principal strains and principal stresses associated with dual co- and contra-
variant eigenvalue triads defined on the parameter manifold of the shell. The associated
dual vector triads are left and right eigenvectors of a mixed-variant elastic strain tensor
and form a natural basis of the tangent and cotangent spaces of the parameter manifold.
As proposed by Miehe [1997a, b] the eigenvectors are normalized with respect to the plastic
metric which results in an extremely simple representation of the partial thermoelastic
response in spectral form.
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2. Parametrization of the Shell Continuum

We consider a shell as a standard continuum where one dimension — the one in
the thickness direction — is typically of lower order than the other dimensions. As a
consequence, standard local parametrizations of the shell manifolds introduce independent
parametrizations of a reference surface and a shell fiber. This parametrization is typically
carried out in terms of curvilinear coordinates. Therefore, we consider a domain A C R®
which we call the parameter manifold of the shell. This domain has the particular cartesian
structure A = M x H where M C R? is the parameter space of the reference surface
and % C R the parameter space of the shell fiber. Elements 8 € A are called the local
curvilinear coordinates of the shell. The geometric relationships are visualized in Figure
1.

e2

Figure 1. Geometry of a Shell. We denote B, S and A as the Lagrangian, Eu-
lerian and parameter manifold of the shell, where B is associated with an initial
configuration and § with a current configuration of a local patch of the shell. X,
& and ¢ are nonlinear point maps which relate poinis X € B, ® € S and 8 € A.
The associated lincar tangent maps J, j and F relate vectors defined on B, S and
A, respectively. {E;}i=13, {6i}i=1,3 and {E;}i= 3 are standard cartesian covari-
ant bases associated with B, S and A. {Gi}i=1,s and {g,}i=1,3 ave curvilinesr
covarient bases at X € B and » € S, respectively.

The local parametrization of the reference configuration B C R? of the shell is
determined by the map X : A— B. This map is assumed to have the particular form

X = M(6",6%) + 6°D(6",6%) (1)

where M and D are the parametrizations of the Lagrangian reference surface and the
La:gra.ngla.n director field, respectively. Now let J : T A — Tx B with components J4; :=
X4 /86' denote the tangent map of X and J°7 : Tp A — T%B the dual normal map.

We denote ‘
G=J"GI=X;-X; (2)
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at @ € A as the covariant reference metric in the representation with respect to the
parameter manifold. Using geometric terminologies, we view G' as the pull back of the
standard cartesian metric G = §,p of the Lagrangian manifold to the parameter manifold.

The local parametrization of the current configuration S C R® of the shell ot @
given time t € R, is obtained in a completely analogous way and determined by the map
@& : A — 8. Again, this map is assumed to have the particular form

& = (8", 0% 1) + 6°d(6", 6% 1) (3)

where 7i2 and d are the parametrizations of the Eulerian reference surface and the Eulerian
director field, respectively. Now let j : TpA — T,S with components j%; := 82°/86°
denote the tangent map of & and 577 : Tj.A — TS the dual normal map. We denote

C:=jTgj=8;&; 4)

at @ € A as the covariant current metric in the representation with respect to the pa-
remeter manifold. C is the pull back of the standard cartesian metric g = 8, from the
Eulerian manifold to the parameter manifold.

In order to get a strain-like interface with independent non—constant terms of (4)
to three—dimensional constitutive models for the stress response in the shell continuum,
we need a parametrizations of the shell deformation with at least siz local parameters.
We use here a parametrization which introduces two displacement fields % and & for the
description of a pair of associated material points at the top and bottom surface of the
shell continuum, see also Schoop [1986] and Parisch [1995]. The formulation results in
the knear relationships

m=M+@+9)/2 ad d=D +(@-9) (5)

between the Lagrangian and Fulerien reference surfaces and director fields in (1) and (3),
respectively, when H = [D)| is the initial thickness of the shell. Note that (5) induces a
generalized shell displacement vector (0*,0% 1) — 8 := [4, d]T € RS,

The current absolute temperature field is parametrized on the parameter manifold
A of the shell by the map ¥ : A — R,. This map is assumed to have the particular form

§ = B3,,(6%,6%1) + 635,(6*,6%1) (6)

in analogy to (1) and (3), where 9,, and J; are denoted as the membrane temperature
and the bending temperature gradient, respectively.

3. Brick-type Finite Shell Element SQ1E5A8

The spatial discretization of the weak forms of the balance of momentum and energy
is performed by a coupled thermomechanical finite shell element. We here use a brick-type
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ghell element proposed by Miehe [1997b], which meets in a natural format the geometric
constraints of the shell geometry given in (1), (3), (5), (6) above. The element bases
on the classical 3D brick with trilinear interpolation functions where the §*-parameter is
assumed to be associated with the thickness direction of the shell. The element, visualized
in Figure 2, is equipped with 5 enhanced strain modes and 8 assembling points for assumed
strain interpolations.

Within the basic underlying displacement approach we first discretize the geometry

X=Y3,N'X; ad a=YL,Nes (7

with the trilinear interpolation functions N7(6%,62,6%) = N1(6',62) + 6° N(6*,6%). Ob-
serve that these interpolation functions are partitioned in view to a numerical pre-
integration in the thickness direction. This yields Lagrangian and Eulerian Jacobian

J=Y7,X1®VN'  and j=%%,3,@ VN’ (8)

of the displacement model and therefore the current metric and reference metric C =3%g;
and G = JTGJ.

Figure 2. 8-Node Brick-Type Shell Element SQ1ESAS8 in the parameter space.
A = 1,..,4 with (-1,-1,0), (+1,-1,0), (+1,+1,0) and (-1,+1,0) denote assumed
strain points associated with the thickness strain. 4 = 5,...,8 with (0,-1,0),
(0,+1,0), (-1,0,0) and (+1,0,0) denote assumed strain points for the transverse
shear strain interpolation. The element has five internal degrees which govern
enhanced strain modes and eight collocation points for assumed strain modes.

We then introduce an enhanced strain modifications of the membrane and thickness
strains based on the methodology conceptually described in Simé, Armero & Taylor [1992].
With respect to the curvilinear coordinates of the shell continuum we consider an enhanced
Eulerian parameter map with associated enhanced current metric

~

i=Jdc +Jig and C=3Tg3 9)

The non-conforming part is governed by the ansatz j g = joJ g with Jg := Y, a.®V Me
based on the modified gradients VM® := £V M¢(J;1J) of Wilson modes M*(8*,62,6%) =
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L[(6°)* — 1] and the a priori choosen internal degrees

Q) a3 0
) a) = | o i M= | oy i az=| 0 (10)
0 0 (571

which can be eliminated by a typical static condension procedure.

As a third step, we introduce assumed strain interpolations of the transverse shear
and thickness strains as suggested by Dvorkin & Bathe [1984] and Betsch & Stein [1996].
The application to the brick-type element yields modification of reference metric and the
current metric

] ad G=@+[G*—G] (1)

Qpe

[-3.T:4

Qlw

=C+|

an

of the form . .
O = Tha}(1+003)(1+ #63)Ch
é = T3 (14 0202)0113 : (12)

Gotr = X8 A(L+ B0L)CA

The modified metric tensors (11) provide the strain—driven interface to the constitutive
model of thermoplasticity discussed in section 5 below. The modified Eulerian and La-
grangian tangent maps can be recovered based on the polar decompositions

F=[E Ve and  F=[JGVGH (13)

similar to a proposal of Dvorkin, Pantuso & Repetto [1995].
The discretization of the current temperature on the shell continuum is assumed to
have the form

§ = ¥ N9 (14)
in terms of the trilinear interpolation functions defined above. Following a proposal of
Glaser [1996] we assume elementwise constant bending-type temperature to avoid over-
shooting phenomena be redefining NT (6, 6%) = 56} = const. This postuletes a decoupled
membrane-thickness heat conduction response of the shell continuum.

4. A Model of Finite Thermoplasticity in Shells

In the subsequent development we describe the history dependence of the inelastic
material response by means of additional local variables. The evolution of these additional
variables is then governed by constitutive evolution equations. Following the treatments
of Miehe [1997a, b], we denote by G? with the initial condition

G (6;t) = G:=J'GJ (15)
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the covariant plastic metric on the parameter manifold A. GP is assumed to be a symmet-
ric, positive definite tensor field for the phenomenological description of the local plastic
deformation. Its evolution is determined by a plastic flow rule. Observe that the initial
condition in (15) simply states that at the initial time ¢ of the process the plastic metric
is assumed to be identical to the reference metric G in the representation relative to the
parameter manifold A. Note furthermore that the plastic metric can be motivated by
a mutliplicative decomposition of the local deformation gradient F' = F°F? into plastic
and elastic parts in the way G? = JTC?J with C? := F*TF®?,

We now introduce the thermodynamic variables work-conjugate to the current met-
ric C defined in (4) and the plastic metric G introduced above. Let T denote the
contravariant Eulerian Kirchhoff siress tensor work-conjugate to the current metric g in
(4). Then the field S := j~'75~7 is the symmetric Piola convected stress tensor on the
parameter manifold conjugate to the convected current metric C in (4). Furthermore, let
the symmetric field S be the thermodynamic stress-like variable conjugate to the plastic
metric G” introduced above and in what follows denoted as the plastic force. Then the
Eulerian field 77, defined by ¥ := §5757 is the convected plastic force work—conjugate to
the convected Eulerian plastic metric €.

Based on the variables introduced above, a canonical set of constitutive equations
for large-strain elastoplasticity relative to the parameter manifold has been derived by
Miehe [1997b] on the basis of standard thermodynamical arguments. The structure is
summarized in Table 1. Observe that the free energy function ¢ in Table 1 is formulated
in terms of the current metric C and the plastic metric G? in a completely general
context. We restrict this general framework by considering a particular definition of a
mixed—variant (covariant—contravariant) elastic strain measure

E:=C6! (16)

which were introduced by Miehe [1996] and denoted there as metric transformation tensor.
This tensor constitutes an a priori relationship between the current metric and the plastic
metric which is assumed to enter the isotropic free energy function, i.e. we consider
the particular form ¢ = ¢(E A,9). A straightforward exploitation of the constitutive
function for the plastic forces in Table 1 then yields the relation S? := ac,w G?'CS to
the stress S. Recall furthermore that the yield criterion function ¢ has been formulated in
terms of the plastic force S? and the plastic metric GP. We restrict the posmble settings
to a particular dependence of the mixed-variant driving siress tensor 3 := G*S® and
consider the form ¢ = 4)(2 B,Y). Taking into account the relationship of the plastic
force to the stress, we observe that the driving stress is identical to the mixed-variant
Mandel-type stress CS.

Based on the definitions introduced above, we now specify the set of constitu-
tive elastoplastic equations for isotropic response formulated in terms of elastic principal
stretches and principal stresses. We therefore consider the eigenvalue problems

N'E=xN" and EN;=XN; (17)
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TABLE 1. Thermoplasticity on Parameter Space in Spectral Form

freeenergy ¥ = wle1, 6,63, 4,9)
stresses 8 = Y3 44NN oN!
internal foree B = -89
yield function ¢ = éln,m,7,B,9Y)
flow rule 8, = A5 2%:Ni® Ny
evolution &A = AOpé
dissipation D = A Yi_,(nds) — Bé,]
loading A>0;¢<0;2¢=0

associated with the mixed-variant elastic strain tensor introduced in (16). Here {A;}i=1..3
are the elastic principal stretches. {N'}iz1.3 € TpA and {N;}i=1..3 € T§ A are the dual
sets of right and left eigenvectors relative to the parameter manifold A. Note that the dual
eigenvectors are related via N - N; = é'; where &'; denotes the Kronecker symbol. We
assume in addition a normalization of the eigenvectors with respect to the plastic metric,
which plays the role of a reference metric for the elastic response, i.e.

N'.GN' =1 (18)

This induces the relationship N; = GPN'. The normalization (18) with respect to the
plastic metric generates the alternative normalization N*- CN" = A} with respect to the
current metric. This induces the relationship A?N; = CN'. The eigenvalue problems
(17) yield the spectral representation C = Y3 )?N; ® N; of the current metric and
G? = 32 | N;®N;; of the plastic metric, respectively, in terms of the covariant eigenvector
triads. We now assume a particular dependence of the isotropic free energy

% = (e, 62, €3, A, 9) (19)

on the logarithmic elastic principal strains e; ;= }In[A?] and the generic scalar internal
variable A. This results in the spectral representation § = $3},7/A}N {® N* of the
stresses and §* = Y3 7, N'® N of the plastic force relative to the parameter manifold in
terms of the contraveriant eigenvector triads and the principal stresses r; := 9 ;. Assuming
furthermore the dependence X

¢ = ¢(Tll T2y T3, B! 7’) [20)

of the isotropic yield function on' the principal stresses 7; and the conjugate internal
variable B, we obtain by exploition the evolution equation in Table 1 the representation
&G" = )¥3 120:N; ® N; of the flow rule in spectral form.

A fully implicit exponential-shifted integration of the flow rule in Table 1 within a
typical time interval [¢,, tn41] results a stress update algorithm relative to the parameter
manifold of the shell, which can methodically be organized in a geometric pre- and post-
processing and an algorithmic box in the eigenvalue space as outlined in Table 2. The

[T ywerrwmewvges 0 0 (URWETTRAY
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algorithmic box in the eigenvalue space typically consists of a general return mapping
scheme which covers a wide range of possible applications. Details of the stress update
algorithm are given in Miehe [1997a, b].

TABLE 2. Tensorial Stress Update Algorithm on Parameter Manifold

1. Preprocessing. The current metric C and the ¢rial plastic metric G*~'* := G2~ at time
tn+1 are given. Solve general eigenvalue problem

N"(E& ™) = *N" with N".G"N"=1

and compute trial logarithmic elastic strains €} := In[A}].

2. Constitutive Box. Compute elastic strains g;, principal stresses r; and algorithmic moduli
[E;7 in the eigenvalue space by means of a general return mapping scheme.

3. Postprocessing. Compute current elastic principal stretches X; = exple;], update eigen-
vectors N' = (\/3})N™, compute plastic metric

@ =3 NeoN
and get stresses and algorithmic tangent moduli
5 = Eﬁ;m//\?‘ﬂ"@ﬁ“
= YOIVOAIES —2ndy ]33 N o N* @ N @ N

L fy2e 20 _ ™ — — - —
R D) DL L i i; _;‘J’.‘ N" @ N¥* @ (N* @ N* + N¥* @ N*)

(]

5. Example

The numerical example outlined in the Figures 3 and 4 is concerned with a typical
thermoplastic deformation process at large strains, the thermoplastic necking of a thin-
walled tube.

Figure 3a depicts the initial geometry of the half of the tube where a quarter has been
discretized by 40 x 25 brick-type shell elements as described in section 4 above. The shell
intersection is performed by a particular interface element. The tube is clamped at both
ends and then stretched in axial direction within a deformation—controlled process. We
consider adiabatic thermal boundary conditions. A thermoplastic material model based
on the von Mises plasticity model has been applied as outlined in Miehe [1996]. Figure 4
shows deformed configurations of the tube where a necking develops in the middle of the
specimen. The distributions of the equivalent plastic strain and the temperature on the
surface of the shell are displayed. ‘



135

C. Miehe & 8. Schley

:
i mu
. a DY D
N T
. s 8 B
18 .WJ = 8 m £ £ «m ..m
S ) KRB
E 3 % nsascaes g g
lns g il Sy =
: % il sy a o
) :ss.shmtﬁt,n 3
a . sy R s
A SATETEEE g m m 0
i bl T Y m B
12 § N g m mm “m
=
{e .w. 5 m ..W..W.m. 9
- Lo— .
o:g; =
1 LM n.m 2 b3
(5] aga ..W..
. g d5a8
o w e 3 . o= e ] |w
8 Q e = -3 = = =]
m. \D. Q * u.D .m n.m ot
& : i EE 2
m K2 m : A
[=%
I — ,m m m a
- S3g3 B
BRI, g -
AT ‘B m..m w. )
B T (= m <
A T I~ g ‘3 <
1 o .m ] w ~
s 1T ] .m_ nm. & nm. g %
. .m —_ - =~ (4]
= m L9 @ i
m dETRT
2 dX 38 N = R S
Ao - W =9 9,
. —i
TS -3 8 B8
. By Iyl 5 4
%! £585y TEY
. =
§ RS W N
g4 2
< 8




- 136 -

Large-Strain Thermoplastic Analysis of Shell-Like Structures
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Adaptive Bone Remodeling

Stephan Weng, Ruhr-Universitit Bochum, Lehrstuhl fiir Technische Mechanik, Univer-
sititsstr. 150, 44780 Bochum

1 Einleitung

Als lebende Materialien verindern biologischen Strukturen durch Wachstum gezielt ihre
Gestalt und ihre Materialeigenschaften. Unter Beriicksichtigung der funktionalen An-
passung wird die Anderung der Gestalt und der anisotropen Materialeigenschaften von
Knochen in Form einer Evolutionsgleichung formuliert, um damit ein Mittel zur Vorhersa-
ge des Knochenverhaltens, z. B. bei Implantation von Prothesen, zu schaffen. Der Ansatz
wurde in das kommerzielle Finite Element Programm MARC implementiert. Damit kann
die Dichtever#nderung, in Form der Verdnderung der elastischen Eigenschaften, die Um-
orientierung der inneren Struktur, in Form der Ausrichtung der Spongiosab#lkchen bzw.
die Umorientierung der Knochenlamellen entlang der Hauptbeanspruchungsrichtung und
der Flichenumbau in From der Verinderung der Knochengeometrie dargestellt werden.

2 Beschreibung des Materialmodells

Ansatz der Beschreibung des Knochens im allgemeinen und des proximalen Femurs im
speziellen bildet ein hypoelastisches Stoffgesetz der Form

do=C(p,0o)de. (1)

Der, das Stoffgesetz charakterisierende, Steifigkeitstensor C ist abhingig von den inne-
ren Zusténden. Er besteht aus einem skelaren Wert, der proportional zur Dichte ist und
die Einlagerungen des Kalziumapatits in die Kollagenfasern beschreibt und einem ani-
sotropen Anteil, der die Ausprégung der inneren Struktur beriicksichtigt. Zieht man in
Betracht, dafl das Material eine wie auch immer geartete Ausrichtung besitzt und bei der
Beschreibung der Evolution des Knochens Material sowohl aufgebaut als auch, bis zum
verschwinden, abgebaut werden kann, so macht eine Funktion in Form eines Produkt-
ansatz Sinn.

C(p,0) = f(p) - Co(0) (2)

Liegt kein Material vor, so ist die Funktion in Abh#ngigkeit der Dichte f (p) und damit
der Steifigkeitstensor C gleich Null. Andernfalls unterliegt das Material einer zun#chst
beliebigen Ausrichtung, die sich aus den Hauptspannunggrichtungen ergeben soll. Die
Evolutionsgleichung des Steifigkeitstensors C léBt sich dann wie folgt angeben.

Clpa) = f(p) - Cola) + f(p) - Colo) (3)

Der Steifigkeitstensor C(p, &) soll zu Beginn der Entwicklung isotrope Materialeigen-
schaften aufweisen. Somit gilt als Anfangsbedingung:

Ci= (p,7) = Cs,p = Ciso (4)

Die zeitliche Anderung der Funktion f (p) ist abhéingig vom Spannungstensor a(z, y, z, 1),
dem Dehnungstensor &(z, y, z,t) und der Dichte p(z,y, z,t) selbst. Zur Bestimmung der
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Funktion f(p) wird das Knochenumbausignal e nach BEAUPRE et al. (Beaupré u.e., 1990)
genutzt:

A2 /N 1/m
e="; — U} = (%) (Zn;[\/EG'HEL ) — 0. (5)
i=1

Das Signal bestimmt sich aus der Differenz des Referenzgewebestimulus ¥; und dem
téiglich, durch die jeweiligen Belastungen hervorgerufenen, Gewebestimulus W¥,. ¥} re-
présentiert die Intensitéit der mechanischen Beanspruchung des Knochens zur Erhaltung
der zuletzt vorliegenden Struktur. ¥, errechnet sich aus der Summe der Belastungsfille
N der Dehnungsenergiedichte, multipliziert mit der Zyklenzahl der jeweiligen Belastung
n;. Gewichtet wird dieser Ausdruck iiber einen Exponent m, der die Verénderung des
Einflusses der Spannungsamplitude zur Zyklenzahl beschreibt.

¥, bestimmt die Rate des Gewebeumbaus 7 geméifl Bild
3. Das Potential fiir eine Dichteénderung steht in Relati-
on zu der zur Verfiigung stehenden Knochenoberfliche.
Durch die Begrenzung der verfiigharen Oberfliche ver-

Ar P72 .0‘2’5'

7 P P tw laufen Dichtefinderungen bei niedriger oder hoher Po-
4 >t rositdt nur sehr langsam. Dieser Zusammenhang wird
Qewebe-  dead  Gewebe- iber die von MARTIN (Martin, 1984) eingefiihrte Ober-

Bild 3. Umbaugeschwindigkeit n. 1.  fldchendichte S, berticksichtigt.
Fiir die Anderung des Proportionalititsfaktors in From der Funktion f (p) gilt dann:

df(p) _ .o

P2 — is,, ©)

Unter der Annahme, daf der resorbierte und der neu angelagerte Knochen voll minera-
lisiert ist und damit eine Dichte von p besitzt ergibt sich die Dichte#nderung zu:

dp _df(o) .
i dt ” (M

Zur Entwicklung der Auspréigung bzw. Ausrichtung der inneren Struktur wird der hierzu
verwendete tensorielle Anteil €, abhiéingig vom aktuellen Spannungszustand & und des-
sen Hauptspannungsrichtungen definiert. Hierzu ist das folgende Eigenwertproblem zu
16sen:

o-n;=o;n;, fir 1=1,2,3. (8)
Zur Festlegung eindeutiger Eigenrichtungen erfolgt die Formulierung in den Eigenprojek-

tionen P,, (Xiao, 1997). Allgemein gilt:
o1#oaFoz#or P;=n;@n;

P,, a =8, m 01 # 09 = 0. Pi=n18n
0) =09 =03 Py =1

m ist gleich der Anzahl der verschiedenen Eigenwerte. Die Anderung des fiir die Beschrei-

S s e . G
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bung der Materialsymmetrie zustindigen Tensors ergibt sich damit zu:

m
C,=) &(P:QP;). (10)
i=1
Im Fall des hydrostatischen Spannungszustands p erfolgt keine Neuausrichtung der Spon-
giosabilkchen. Ahnlich der Argumentation bei der Einfiihrung der ,,dead zone“ wird auch
hier ein Grenzbereich um die hydrostatische Spannung, beschrieben durch eine Grenz-
spannung o,, angenommen. Innerhalb dieses Bereiches findet keine Verinderung der Aus-
richtung der inneren Struktur statt. Sollte die jeweilige Hauptspannung den Genzwert
p + o, liberschreiten, so soll in diese Richtung eine Versteifung erfolgen. Ein Abbau der
Steifigkeit erfolgt, wenn die Hauptspannung die Grenze p—o, unterschreitet. Die Rate des
Knochenauf- bzw. -abbaus kann durch die Parameter é; und J, festgelegt werden. Durch
die Wahl] von unterschiedlichen Parametern kann gleichzeitig beriicksichtigt werden, da8
Knochenabbau progressiver als Knochenaufbau verlguft (Parfitt, 1984). Das Verhalten
wird sowohl fiir Zug- als auch fiir Druckspannungen gleich angesetzt. Der Zusammen-
hang ist in Bild 4 und Gleichung (11) dargestellt.

81| 0; — p | sign(o; — p) fiir |o:| >|p+ag|
&= 0 fir |[p—oz|< |o:i| <|p+0,] (11)
by | 0 —p | dign(o; —p) fir |p—oy (< |o:|
Ae,
A —p —p+a, p—0o;, P «ﬂ
= 3 h k , f 03
—p—0y 62) & pto,
ol ol e e
= =1 L -1
Knochen- Fliegleich- Knochen- Fliegleich- Knochen-
au gewicht abbau gewicht aufbau

Bild 4. Qualitative Darstellung der Anderung, der inneren Struktur.

Mit diesemn Ansatz reagiert das Material auf eine gerichtete Uberlastung mit einer Verstei-
fung in Richtung der Uberlast und mit einem Abbau von Steifigkeit in Richtung einer zu
geringen Last. Dieses Verhalten korrespondiert mit den Feststellungen von FYHRIE und
CARTER (Fyhrie u.a., 1986). Ausgehend vom isotropen Anfangszustand kann der Steifig-
keitstensor sich zu einem mehr generellem orthotropem Material entwickeln. Orthotrope
Adaption wird auch weiterhin vorhergesagt, solange der Spannungszustand aufrechterhal-
ten bleibt. Somit wird die Adaption durch die Verénderung der Belastungen beeinflufit.
Dies hat eine Neuorientierung der Hauptspannungen zur Folge.

3 Ergebnisse

Exemplarisch werden die Ergebnisse, die Berechnung der physiologischen Dichtevertei-
lung, am zweidimensionalen proximalen Femusmodell vorgestellt. Detailliertere Darstel-
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lung zu simulierten Umbauprozessen sind der Literatur zu entnehmen (Weng u.a. 1997;

Weng, 1997). Die mit Hilfe der anisotropen Evolutions-
gleichung berechnete Dichteverteilung (Bild
3) liefert im Vergleich zu einem Rdntgen-
bild eine sehr gute Ubereinstimmung. Die
klassischen Strukturmerkmale des proxima-
len Femurs konnten nachgebildet werden.
Der Verlauf hoher Dichte vom Kopf, durch
den Hals in die Diaphyse sowie der Bereich
hoher Dichte, der vom lateralen Rand unter-
halb des Trochanter major tiber den latera-
len Rand des Schenkelhalses bis ins Zentrum
des Gelenkkopfes verlauft, und das Wardsche
Dreieck im Bereich geringer Knochendich-
te im Schenkelhals sind gut erkennbar. Die
Wandstirke der Diaphyse und der Markka-
nal sind entsprechend der Anatomie des Fe-
murs realistisch ausgeprigt. Desweiteren lie-

Bild 3. Dichteverteilung des 2-D Modells. gen keine Diskontinuitéten vor.

Im Gegensatz zu dem in der Literatur als ,,Schachbrettmuster” bekannten Dichtevertei-
lungen werden mit der anisotropen Evolutionsgleichung kontinuierliche Dichteverteilun-
gen ermittelt. Mit dem Ansatz werden keine negativen Steifigkeiten erzeugt; es liegen nur
physiologisch sinnvolle Steifigkeiten vor. Uber den zeitlichen Verlauf der Entwicklung ist
die Dichteverteilung stabil und konvergent.
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Ein Bogenléingenverfahren fiir Stabilitéitsprobleme
bei ratenabhiingiger Werkstoffbeschreibung

Burkhard Pollak, 19. September 1997

Technische Universitdt Darmstadt
Fachgebiet Maschinenelemente und Maschinenakustik

1 Einleitung

Der Wunsch nach resourcen- und kostenschonenden Produktentwicklungen und
Produkten fordert die ingenieurwissenschaftlichen Disziplinen zu steter Weiter-
entwicklung von Simulations- und Berechnungsverfahren. Sie bilden — zusammen
mit experimentellen Untersuchungen - die Grundlage weiterer Optimierungen der
Bauteile und Komponenten. Klassische Berechnungsmodelle kdnnen diese Anfor-
derungen oft nicht erflilllen, somit sind neue Modelle und Methoden notwendig.
Die zunehmende Gewichtseinsparung und der Ubergang zu leichteren Werkstof-
fen fiihrt zu einer zusdtzlichen Versagensart. Es kommt zum Knicken, Beulen
oder Durchschlagen von Teilstrukturen der Bauteile. Die Beschreibung dieser
Stabilit&tseigenschaften mufl in den den Berechnungsmethoden zugrundegeleg-
ten Modellen erghnzt werden. Im folgenden wird ein Algorithmus skizziert, der
die Analyse stabilititsgefShrdeter Strukturen mit ratenabhingigem Werkstoffver-
halten auch im Nachbeulbereich (post-buckling) ermdglicht.

2 Environment

Fir die Entwicklung der Algorithmen steht das FEM-Programm FEAP zur Verfli-
gung, das im Quellcode (FORTAN 77) vorliegt und definierte Schnittstellen zur
Erginzung aufweist. Bei den Stabilitdtsuntersuchungen kommt eine von MULLER
[3] vorgestellte Balkenformulierung zum Einsatz. Die kinematischen Annahmen
gehen von kleinen Verzerrungen und grofilen Rotationen eines Balkens in der Ebe-
ne aus. Das eingesetzte, vereinheitlichte Werkstoffmodell geht auf BODNER und
PARTOM [1] zurlick und verwendet 5 Parameter. Die Verfestigung wird als iso-
trop angenommen. Ausgehend von der additiven Zerlegung der Verzerrungsra-
ten in einen elastischen und plastischen Anteil & = é¥ 4+ & wird die FlieSregel
&® = devé” = Adevo formuliert. Entsprechend gilt fiir die zweiten Invarian-
ten D} = A2J,. Fiir die des plastischen Verzerrungstensors wird eine Entwick-
lungsgleichung angegeben und mit Z eine innere Grdfle des Werkstoffmodells mit
entsprechender Entwicklungsgleichung eingefiihrt

n /n
Df = Diexp [ (A2/1,)"] mit A?= %zﬁ (":1)1 )
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Z=2,+ (Zg —.Zl) €xp (—me/Zg) . (2)

3 Stabilititsdefinitionen und -kriterien

Grundlage der Finite Elemente Formulierung ist das Gleichgewicht zwischen in-
neren und &ufleren Lasten

G(u,\)=R(u)~ A\F =0, (3)

wobei die Linearisierung der inneren Kriifte
R die tangentiale Steifigkeitsmatrix KT er-
gibt. Stabilititspunkte sind dadurch gekenn-
zeichnet, daBl diese Steifigkeitsmatrix einen
Rangabfall aufweist, d. h. deren Determinate
verschwindet detK T = 0. Dies resultiert aus
dem Eigenwertproblem (KT — w I ) ¢ = 0.
Dabei sind w; die i-ten Eigenwerte und ¢;
die zugehdrigen Eigenvektoren. Zur Charak-
terisierung der Stabilit8tspunkte werden entweder diese Eigenvektoren oder der
current stiffness parameter

AluTF
p= AuTE' (4)
der Quotient aus dem inneren Produkt zwischen dem Verschiebungszuwachs des

ersten Iterationsschritts und dem Kraftvektor und desselben Produkts flir den
aktuellen Schritt n. Es ergeben sich zur Klassifizierung die Kriterien

¢ Durchschlagspunkt ¢?F #0 oder Sp=0,
o Verzweigungspunkt ¢iF=0 oder Sp#0.

4 Bogenlingenverfahren

Mit Bogenléngenverfahren werden die Iterationsrichtungen bei der L8sung der
Gleichungssysteme (3) besinflufit. Die einfachsten Fille sind die Last- oder Ver-
schiebungssteuerung, die als Sonderfall der Bogenlingenverfahren gelten. Die Idee
ist, zur Gleichgewichtsbedingung eine Nebenbedingung f (u, A) aufzustellen. Da-
mit lassen sich Last und Verschiebung w8hrend des Iterationsprozesses modifizie-
ren, wes die Mdglichkeit mit sich bringt, Durchschlags- und Riickschlagspunkte
zu iberwinden. Ublicherweise verwendet man eine konstante Bogenlinge, die sich
aus den Verschiebungszuwiichsen bestimmt ds = uTu [2]. Mit Hilfe einer Eigen-
wertanalyse in der Ndhe der Stabilititspunkte wird auf eine ausiterierte L3sung
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eines vorherigen Zeitschritts eine St8rung aufgebracht

=2+

"o ®
relevante Eigenwerte "9

um die Simulation auf sekundiren Pfaden fortzusetzen.
Ein solches Bogenlingenverfahren ist nun um die Mdglichkeiten erweitert,

e eine Korrelation zwischen Bogenlinge und und Zeitschritt vorzugeben und

e cine Steuerung (besser Regelung) der Schrittweiten in Abh&ngigkeit der Ite-
rationszahlen bei der Auswertung der Werkstoffgleichungen und der Lésung
des globalen Gleichungssystems zu berilcksichtigen.

erweitert. Kern des erweiterten Algorithmus sind die Beziehungen

— Bt 1\? A
At = (—u UOt.n 1) - 6
Ay U (®)
zur Bestimmung des Zeitinkrements und
At ds°
= Ko ds® M

fiir die Berechnung des Lastfaktors. Dabei beschreibt die Boganlénge ds® die zu
regelnde Bogenliinge des ersten Schrittes. Im klassischen Bogenlingenverfahren
bleibt diese konstant, mit der Schrittweitensteuerung wird sie mit einem skla-
ren Wert multipliziert ds® = ds°f (Ist-, Solliterationszahl). Mit ds’ ist die Bo-
genlinge bezeichnet, die mit den aktuellsten Verschiebungsinkrementen bestimmt
wird. Der Exponent p wird zur Gewichtung von inkrementell Au/At und abso-
lut bestimmter Geschwindigkeit u/¢ verwendet. Er nimmt sinnvollerweise Werte
zwischen 0,7 und 0,9 an. 4o ist eine an der Lasteinleitungsstelle vorzugebende
Verschiebungsgeschwindigkeit.

5 Numerisches Beispiel

In (Abb. 1) ist ein System aus drei Balken gezeigt, die so angeordent sind, da8 ein
Balken als Knickstab betrachtet werden kann, die beiden anderen einen Stabzwei-
schlag, also ein Durchschlagproblem bilden. Es wird die Last-Verschiebungskurve
gezeigt und zwei charakteristische Verformungszustinde sind skizziert. Insbeson-
dere in der Ausschnittsvergrd8erung sind die Unterschiede in den Verl&ufe durch
eine Variation der Belastungsgeschwindigkeit zu erkennen. Die Verl8ufe zeigen
gsowoh! Durchschlag- als auch Rfickschlagverhalten.
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Verschiebungsgsschwindigkeit
: -0.176 mm/s —
-0.0176 mmfs — |
-0.00176 mmfs .-

L |

0 2 4 6 8 10 12 -4 -6

Verschlebung [mm]

Abbildung 1: Drei-Balken-System
6 Ausblick

Bisher ist in der Regel interaktives Eingreifen notwendig, um die Stabilititsana-
lysen auf dem relevanten Lasungspfad durchfiihren zu kdnnen. Dies erfordert vom
Anwender einige Erfahrung. Daher wird angestrebt, die Pfadwechselalgorithmen
dahingehend zu erweitern, dafl die Auswahl der relevanten Eigenwerte (vgl. (5))
zumindest unterstltzt und der Wichtungsparameter hinsichtlich der Grenzen ,,si-
cheres Erreichen des relevanten Ldsungspfads und ,Konvergenz des iterativen
Lasungsalgorithmus® Uberpriift und gegebenenfalls modifiziert wird.
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Zeitintegration viskoplastischer Zweiphasenmodelle

S. Diebels, P. Ellsiepen & W. Ehlers
Universitat Stuttgart, Institut fiir Mechanik (Bauwesen), Lehrstuhl II, D-70550 Stuttgart

1 Modellgleichungen

Reibungsmaterialien, wie z. B. Granulate oder Schaume, lassen sich mit der Theorie
Poréser Medien (TPM) beschreiben. Dabei wird die Mehrphasigkeit dieser Materialien
beriicksichtigt, indem sowohl der Festkérperanteil als auch das Porenfiuid modelliert wer-
den. Die TPM ist als makroskopische Theorie zu verstehen, die mit der Vorstellung su-
perponierter Kontinua arbeitet (Ehlers [2]).

Das hier verwendete Modell besteht aus einem elastisch-viskoplastischen Festkdrper-
skelett, dessen Poren mit einem kompressiblen Fluid gesdttigt sind. Die Bewegung des
Skeletts wird — wie in der Festkdrpermechanik iiblich — durch die Verschiebung us be-
schrieben, wahrend fiir das Fluid eine modifizierte Eulersche Beschreibung verwendet
wird, die auf der Sickergeschwindigkeit wr (Differenzgeschwindigkeit zwischen Fluid und
Festkorper) beruht. Im weiteren wird angenommen, dafl sich der Festkorper mikrosko-
pisch inkompressibel verhalt, p® = konst. Anderungen der Partialdichte p¥ = n%p"F
sind dann nur noch durch Anderungen des Volumenanteils ¥ moglich. Die Massenbilanz
des Festkorpers reduziert sich somit zu einer Volumenbilanz

n® = nis detFg! (1)

mit der Anfangsporositit nss und dem Deformationsgradienten Fs. Der Volumenanteil
der Fluidphase folgt aus der Sattigungsbedingung

nF =1 - nS, (2)

Die Massenbilanz des Fluids kann mit der realen Dichte p*® formuliert werden. Mit der
materiellen Zeitableitung (- - -)% beziiglich der Festkérperbewegung lautet sie:

n” (™5 + pFRdiv (us)s + div(n"p™ wr) = 0. (3)
Die quasi-statische Impulsbilanz fir das Fluid lautet
0 = divTF + pb + pF, (4)

wobei TF der Fluid-Spannungstensor und b die Volumenkrafte sind; p* beschreibt den
Impulsaustausch oder die Wechselwirkungskraft zwischen den beiden Phasen. Aus der
Summe der Impulsbilanzen fiir Fluid und Festkdrper ergibt sich:

o = div(T¥ + T5) + (b* + p%)b. (5)
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Die Struktur der konstitutiven Gleichungen, insbesondere die Aufspaltung in Druck-
terme und deformationsabhéngige Extraanteile, ergibt sich aus der Thermodynamik (Eh-
lers [2]). Bei Vernachlissigung der Reibungsspannungen im als gasférmig angenommenen
Fluid ist der Spannungszustand hydrostatisch:

TF = —nFpPRT mit pfR ~ pFR. (6)

Die Interaktionskraft zwischen den beiden Konstituierenden 138t sich mit der realen Fluid-
wichte 4F® und der Darcy-Permabilitit k¥ folgendermafien angeben
F\2,,FR
pF = pR gradnF — (n IZF’)’

Im Rahmen einer geometrisch linearen Theorie kann fiir die effektiven Festkérperspan-
nungen ein Hookesches Gesetz angenommen werden:

WEg. (7)

TS = —nSp"RI 4+ TS, TS = 2u5Es. + A5(Es. - I)L (8)

Dabei sind 1® und A\° die Laméschen Konstanten des Festkérpers, die in makroskopischen
Versuchen gewonnen werden, und Eg, ist der elastische Anteil des linearen Verzerrungs-
tensors Eg, der additiv in elastische und plastische Anteile aufgespalten wird:

Es = Es, + Eg,. (9)

Fiir die plastischen Anteile wird eine nicht-assoziierte FlieBregel formuliert:

8G . 1 /F(1, Ip, Mp)\”
Es))s = A—+ t A= (2= =ry 10
(Bs s = Agmy it A = 1 (T T2 TD0)) (10

Dabei wurden das von Ehlers [3] vorgeschlagene Einflachenfliefkriterium

B 2 < 0 elastisch
F(I, Ip, Wp) = \/(I)(I, Ip, lp) + BL+el* — & { > 0 viskoplastisch

11
@(I, Ip, ]]ID) = ]Ip(l + 719(]11), ]]ID))m + %aIz + 8214 ( )
$(Ip, Mp) = Ip/I7”
und das plastische Potential nach Diebels et af. [1]

I'(I, Ip) = Ip+ %alz + 8214

verwendet. Es werden die erste Invariante des Extraspannungstensors I sowie die zweite
und dritte Invariante des Spannungsdeviators IIp und IMp bendtigt. Die Materialparameter
a, B, 6, ¢, £, m, n, 0 und 7 sind aus Experimenten (Triaxialversuche) zu bestimmen.
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2 Numerische Losung

In einem ersten Schritt werden die Bilanzen in eine schwache Form diberfiihrt. Die Orts-
diskretisierung geschieht dann im Rahmen eines Galerkin-Verfahrens mit der Methode
der finiten Elemente. Es verbleibt ein semidiskretes Anfangswertpoblem in der Zeit:

[F,(t,u,u',q)] _ [Mu'+k('u,,q)——f] 1 [0] (13)
F2(t1q’qlau) - Aql+g(q,u) 0]

Mit der verallgemeinerten Massenmatrix M, dem Steifigkeitsvektor k& und dem Kraft-
vektor f steht F'; fiir die Bilanzgleichungen, die an den Knoten des FE-Netzes behandelt
werden, F'; reprasentiert die Evolutionsgleichungen der plastischen Variablen und wird
an den Gauf-Punkten behandelt. Die Vektoren # und q beinhalten zum einen die Kno-
tenvariablen, zum anderen die plastischen Geschichtsvariablen an den GauB-Punkten.

e | an Das System (13) stellt ein differential-algebraisches
Gleichungssystem (DAE) dar, zu dessen Ldsung sich
elas oo @ diagonal-implizte Runge-Kutta-Verfahren (DIRK) mit
2 bﬂ — b” geeigneten Stabilitatseigenschaften anbieten (Hairer et
2! s° al. [4]), deren Koeffizienten in einem sog. Butcher-
oo by Schema angeordnet werden. Der entscheidende Schritt
Abb. 1: Butcher-Schema fiir  auf jeder Stufe i des s-stufigen Verfahrens ist die Lésung
ein s-stufiges DIRK eines nicht-linearen Geichungssystems:

(zaz ha M(z —sl)+k(uu+z2’qn+z2)_ | 0
Q 2 = D &ii 5 ‘ 4 ' (14)
r(z z? - A (27— 87) + 9(q, + 2}, un + 2}) 0

£ %35

Ausgehend von bekannten Naherungen u, und g, zum Zeitpunkt ¢, sind U; = u, + 2}
und Q; = q, + z? Naherungen auf der Stufe . Fiir die Zeita.bleitungen erhalt man Nahe-
rungen U' = (2} — 8})/(hnas) und @ = (2% — 82)/(hnas;) mit 8} = h, ;’_'11 ai; Uj
und s? hﬂE-?,:ll a;; @]. Die entgiltige Lsung zum neuen Zeltpunkt tn41 ergibt s1ch
schl:eﬁhch ZU Upp1 = Un + E b U und q,,, = q, + L= b;Q]. Verwendet man statt
der Gewichte b; die Gewichte b., so ergibt sich ein eingebettes Verfahren niedrigerer Ord-
nung. Durch Vergleich der beiden Ldsungen unterschiedlicher Ordnung erhalt man eine
Schitzung fiir den Hauptteil des lokalen Diskretisierungsfehlers, die zu einer Schrittwei-
tensteuerung herangezogen wird.

Das resultierende nicht-lineare Gleichungssystem (14) wird mit einem verallgemei-
erten Block-GauB-Seidel-Newton-Verfahren gelost. Dazu werden zunidchst im Rahmen
eines lokalen Newton-Verfahrens die Gleichungen der Plastizitdt r?(22;2}) = 0 gelost.
Dies entspricht einer elementweisen Auswertung der Materialgleichungen. Im nichsten
Schritt werden die FEM-Knoten-Gleichungen geldst, wobei die Abhangigkeit von den pla-
stischen Evolutionsgleichungen bei der Linearisierung beriicksichtigt wird (algorithmisch
konsistente Linearisierung). Fiir das implizite Euler-Verfahren ergibt sich aus dieser Ver-
fahrensvorschrift das bekannte (elastische) Pradiktor- (plastische) Korrektor-Verfahren,
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In einem Biaxial-Versuch wird durch gezielte Schwachung der Materialparameter am
unteren Rand links der Mitte eine Scherbandbildung angeregt. Bei Berechnung mit einem
Runge-Kutta-Verfahren 3.(2.)-Ordnung spricht die Schrittweitensteuerung zuverldssig an
und verkleinert die Schrittweite sowohl in den Bereichen von Lastdnderungen als auch
bei einsetzender Plastizitdt. Dadurch wird das Scherband automatisch in der richtigen
Lage berechnet. Verwendet man hingegen ein implizites Euler-Verfahren zur Zeitintegra-
tion, dessen Schrittweite Giber die Anzahl der Newton-Schritte je Zeitschritt gesteuert wird
(Anpassung an die Nichtlinearitaten), werden beliebige andere Scherbandlagen ausgerech-
net (vgl. Abb. 2 links). Nur bei Vorgabe einer genligend kleinen, konstanten Schrittweite
gelangt auch das implizite Euler-Verfahren zur Losung, die das Runge-Kutta-Verfahren
sofort liefert (Abb. 2 rechts).

Eular-Verfahren: Norm plast. Verzerrung PANDAS RK-Verfahren: Norm plast. Verzarrung PANDAS

10) 1545397 . Bicpen (C) 1904 T P. Eripen

» 3,500B-02
g 3,130R-02
2,800B-02

> 3.500B.02
3.1308-02
B 2 po0e-02
— 2.4508-02
| 2.1008-02
A 1.7502-82
B 1.q002-02
1.080-02
7.0008-08

3.500R-03

e 0.000Ee00
InsEht e Mechon (Bacemcan), Unbversitl Shuigazt, Lebeshi 11, Prod. Drdng W, Ehiars @t Ay Mechandx (Bacsasen), Unfrecsitht Shmged, Lotustubi I, Prof, Drctng. W. tiees

Abb. 2: Plastische Vergleichsdehnung. Links: Implizit Euler, rechts: DIRK 3(2).
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