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Zusammenfassung

Mit dieser Arbeit wird eine neue Methodik zur Schadenslokalisation bzw. Strukturun-
tersuchung von dynamischen Systemen, dies sind reale Ingenieurbauwerke wie z.B.
Briicken, Schornsteine, Maschinen usw., vorgestellt. Die Strukturuntersuchung erfolgt
dabei auf der Basis von experimentellen Schwingungsmefdaten.

Bisherige dynamische Priifmethoden zur Schadenslokalisation und Untersuchung von
Ingenieurbauwerken sind unter dem Namen Identifikation von dynamischen Systemen
bekannt. Diese Methoden beruhen haufig auf einem Abgleich eines numerischen Mo-
dells (z.B. einer Finite Elemente Methode) iiber gemessene ZustandsgroBen der Struk-
tur (z.B. auf der Basis von Schwingungsmessungen) mit dem untersuchten realen In-
genieurbauwerk. Der Abgleich findet dabei mit geeignet gew#hlten Parametern des nu-
merischen Modells statt. Die Auswahl signifikanter Parameter fiir diesen Abgleich zwi-
schen dem mathematischen Modell und den Mef3grifen ist durchaus kein triviales Pro-
blem. Eine Schadenslokalisation oder Identifikation einer Strukturverinderung stellt
zusitzlich die Anforderung einer iiberschaubaren Selektion geeigneter Beurteilungs-
grofen oder MaBe dar.

Die skizzierten Probleme werden mit der vorgestellten neuen Methodik zur Erfassung
von Strukturverdnderungen dynamischer Systeme umgangen, da diese auf der Basis
eines systemtheoretischen Modellansatzes beruhen. Dieser Modellansatz, in der ma-
thematischen Regelungstechnik als Black box Modellierung oder Klemmenmodell be-
kannt, entwickelt das numerische Rechenmodell als Abbild der realen Struktur aus den
gemessenen SchwingungsgréBen, den sogenannten Input- und OutputgréBen der Black
box. Die Anwendung der verallgemeinerten Singuldrwertzerlegung, als Rechenalgo-
rithmus der numerischen Mathematik, bestimmt unter Beriicksichtigung der verrausch-
ten MeBgr6Ben die Modellparameter, die zunichst leider physikalisch nicht interpretier-
bar sind.

Eine geeignete Umformung der Parameter des Black box Modells, in die neu eingefiihr-
ten und definierten dynamischen Greenschen Einfluf3zahlen,ermdglicht dann eine phy-
sikalische Interpretation'des numerischen Modells. Interessant ist, da diese EinfluB-
zahlen in der Baustatik als statische GroBen unter der Bezeichnung EinfluBlinie bekannt
sind. Der neue numerische Mehrstufenalgorithmus wird ausfiihrlich vorgestellt.

Diese Methodik der numerischen Modellierung von Ingenieurbauwerken ermdglicht
eine handhabbare Untersuchung von Strukturveridnderungen bei dynamischen Syste-
men, mit Hilfe der signifikanten dynamischen Greenschen EinfluBzahlen, Das numeri-
sche Rechenverfahren zur Erfassung von Strukturiinderungen wird anhand von Ergeb-
nissen numerischer Simulationen und realer Messungen erliutert und diskutiert, indem
eine Zusatzmasse als Strukturiinderung lokalisiert wird.
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Kapitel 1

Einleitung

Die Formulierung von mathematischen Modellen ist ein Kernpunkt bei der Untersu-
chung von natiirlichen und kiinstlichen Objekten, deren Ursprung in der Natur und
Technik aufzufinden ist. Die Abbildung der Objekte in die mathematische Sprache dient
dabei sowohl der Analyse als auch der Synthese.

Technische Konstruktionen, kiinstliche Objekte, werden auf der Basis synthetischer
Modelle entwickelt und tiberpriift, wihrend natiirliche Gegebenheiten, existierende Ob-
jekte, mit analytischen Modellen studiert werden. Ziel der Untersuchungen ist es, néhe-
re Informationen und Erkenntnisse iiber die Objekte zu erhalten.

Das Grundproblem ist die geeignete Wahl eines mathematischen Modells, das die Rea-
litat moglichst genau abbildet, aber zugleich eine iiberschaubare Menge an interpretier-
barer Information liefert.

Hier wird das Problemumfeld konkretisiert indem dynamische Systeme anhand von
MeBdaten analysiert werden, um Anderungen in ihrem inneren Aufbau bzw. der Struk-
tur zu erfassen.

Die mathematische Modellierung und Berechnung, die fiir eine Untersuchung von dy-
namischen Systemen erforderlich ist, setzt sich bei der vorgeschlagenen Methode aus
der Verkniipfung von drei grundlegenden theoretischen Gebieten zusammen.

Die Greenschen EinfluBzahlen der Mechanik bilden die Basis der physikalischen In-
terpretation, die Systemtheorie liefert die Theorie der Realisierung von dynamischen
Systemen und die lineare Algebra als Teilgebiet der Mathematik, ermdglicht iiber die
allgemeine Singuldrwertzerlegung die digitale Berechnung.

Mit der Signifikanz der Greenschen EinfluBzahlen wird die Erfassung von Struktur-
verdnderungen mdglich, da die Informationen fiber das dynamische System in kompri-
mierter Form vorliegen. Das Zustandsraummodell der Systemtheorie dient in der Ana-
lyseform der Modellbildung, aus dem die Greenschen Zahlen entwickelt werden.

Die lineare Algebra stellt der Numerik mit der neuzeitlichen Entwicklung der verallge-
meinerten Singulérwertzerlegung ein elegantes Werkzeug zur Verfiigung,



Einleitung

Die neu vorgestellte Berechnungsmethode eignet sich sowohl zur Untersuchung von
dynamischen Systemen als auch der Erfassung von Strukturveriinderungen.

Die erforderlichen theoretischen Grundlagen werden ausfiihrlich beschrieben und an
dynamischen Systemen validiert.

Greensche EinfluBzahlen
Mechanik

SvD
lineare Algebra

Realisierung
Systemtheorie

o In Kapitel zwei wird an einem technischen Objekt, einer Briicke als dynami-
sches System, das Zuordnungsproblem zwischen Mefdaten und vorgegebenem
mathematischem Modell skizziert. Hierbei wird deutlich, daBl die mathematische
Modellbildung das Kernproblem darstellt. Die nach mechanischen bzw. physi-
kalischen Prinzipien aufgestellten Berechnungsmodelle bilden die realen Gege-
benheiten nur unzuliinglich ab. Deshalb wird fiir die weitere Untersuchung von
dynamischen Systemen die Modellierung mit dem Zustandsraummodell der Sy-
stemtheorie bevorzugt, die unter dem Begriff Realisierung oder Black box Mo-
dell bekannt ist.

o In der linearen Algebra ist der numerische Algorithmus der Singulirwertzerle-
gung ( SVD ) entstanden. In der neueren mathematischen Literatur findet man
verschiedene Verallgemeinerungen dieser Theorie. Da die verallgemeinerte Sin-
gulidrwertzerlegung den numerischen Kernalgorithmus einer Realisierung bildet,
wird die SVD und die notwendige Theorie der linearen Algebra ausfithrlich in
Kapitel drei dargestellt.

o Kapitel vier erliutert die Grundlagen der Systemtheorie linearer Systeme mit den
mathematischen Realisierungseigenschaften Beobachtbarkeit und Steuerbarkeit,
die hier liber die Theorie der linearen Algebra prizise dargestellt sind. Der Han-
keloperator als Basis der Realisierungsmethodik bildet das Ende der systemtheo-
retischen Darstellung.

e Die Analyse- und Synthese- Methoden mit dem Zustandsraummodell der Sy-
stemtheorie sind in Kapitel ftinf vorzufinden. Die verallgemeinerte Singuléirwert-
zerlegung wird hier als das ideale numerische Werkzeug zur Untersuchung dy-
namischer Systeme in Zustandsraumform dargestellt.



e In Kapitel sechs werden die drei grundlegenden theoretischen Gebiete SVD,
Realisierung und Greensche EinfluBzahlen zu einer Berechnungmethode assem-
bliert. Die vorgestellte Methodik, zur Untersuchung dynamischer Systeme, wird
dann durch Simulationsrechnungen und reale Messungen an einem speziellen
Versuchsobjekt untersucht, ausfiihrliche Berechnungen finden sich im Anhang.

¢ In Kapitel sieben findet ein interessanter Vergleich, der zum Ende von Kapitel
zwei angedeutet wird, zwischen diskreter Fourier Transformation und Hankel-
matrix statt. Danach wird anhand der MeB3daten aus Kapitel zwei demonstriert,
wie zuverlissig die Berechnungsmethode anzuwenden ist.

Die Arbeit ist so aufgebaut, dal die Kapitel drei bis sechs eigenstiindige Teilgebiete
darstellen, in die jeweils eine spezielle Einleitung einfiihrt. Die Kapitel zwei und sie-
ben bilden eine Einheit, wobei der Kapitelteil sieben die Kenntnis der vorgestellten Be-
rechnungsmethodik erfordert.
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Problemskizze

2.1 Zielsetzung

In den Jahren 1960 — 1970 ist in den Ingenieurwissenschaften mit der Entwicklung
der Digitaltechnik eine Berechnungsmethode mit vielfiltigem Anwendungsméglich-
keiten unter dem Begriff FEM ( Finite Elemente Methode ) entstanden. Dieser Rechen-
algorithmus basiert auf den Grundgesetzen der Mechanik bzw. den physikalischen Er-
kenntnissen, die durch die Mdglichkeit der Diskretisierung mit dem Digitalrechner ihre
Michtigkeit zur Berechnung beispielsweise statischerund dynamischer Vorgéinge zeigt.

Interessant ist die Beantwortung der Frage, inwieweit die Berechungsergebnisse mit
den realen Gegebenheiten iibereinstimmen. Zur Uberpriifung dieser Fragestellung ist es
sinnvoll, einen Vergleich zwischen BerechnungsgroBen und gemessenen realen Groen
des zugrundeliegenden Objektes anzustellen. Damit ist zZum einen eine Aussage liber
die Genauigkeitdes Rechenmodells méglich, zum anderen kann eine nachtréigliche Ver-
besserung stattfinden.

Da dynamische Abliufe sehr komplizierter Natur sind, kann eine Berechnung sehr feh-
lerbehaftet sein. Der Grund ist eine unzureichende mathematische Darstellung der Rea-
Litét, die bei der FEM in der Wahl nur annihernd genauer Theorien bzw. Ansatzfunktio-




Kapitel 2 Problemskizze

nen ihren Ursprung hat. Uber die Messung realer Vorginge ist deshalb die Moglichkeit
gegeben, die theoretischen Regelwerke bzw. die Berechungsmodelle abzugleichen.

Im Ingenieurwesen werden die beschriebenen Ungenauigkeiten der Berechnung bis da-
to allgemein mit heuristischen Sicherheitsfaktoren berticksichtigt. Speziell bei dynami-
schen Fragestellungen sind jedoch auch hier genauere Berechnungen bzw. Einblicke in
komplexe Zusammenhinge anzustreben.

Mit Schwingungsuntersuchungen kénnen im Ingenieurwesen Aussagen tiber den Zu-
stand von realen Strukturen getitigt werden. Die komplexen realen Strukturen sind bei-
spielsweise groBe Turbinen, Maschinen und Rohrleitungssysteme aus dem Maschinen-
bau oder groBe Schomsteine, Tiirme, Gebiude und Briicken aus dem Bauwesen. Die
Kenntnis des genauen Zustands gilt als ein Indikator fiir eine Strukturverinderung. Des-
halb sind beispielsweise Schiden anhand von Schwingungsuntersuchungen lokalisier-
bar oder Maschinenzustandsiiberwachungen planbar bzw. eine allgemeine Vorhersage
iiber die Eigenschaft der Struktur méglich.

Hier soll insbesondere der Gesichtspunkt der Schadensfriiherkennung oder Schadens-
lokalisation betrachtet werden, beispielhaft dafiir ist die RiBlokalisation von Briicken-
bauwerken im Bauwesen. Aus fertigungstechnischen und materialtechnischen Griinden
entstehen bei groBen Briickenbauwerken aus Beton an Betonierabschnitten Koppelfu-
gen. Dies sind bezogen auf die Lebensdauer einer Briicke groe Schwachpunkte der
Struktur, die stindig tiberwacht und nachzubessern sind.

Mit einer Schwingungsuntersuchung kann der Erfolg oder die Notwendigkeit einer
Nachbesserung, die mit einem hohen Kostenaufwand verbunden ist, bestitigt werden.
Ein groBer Vorteil bei der Uberpriifung ist der zerstSrungsfreie MeBvorgang. Denkbar
ist der stindige Einsatz eines Digitalrechners zur Uberwachung der Struktur mit dyna-
mischen MeBdaten.

Um das Vorhaben der Schadensfriiherkennung an Bauwerken zu konkretisieren wurden
MeBstudien auf Autobahnbriicken der A 45 durchgefiihrt. Hierbei stellte sich deutlich
heraus, daB die vorhandene SchwingungsmeBtechnik nicht ausreichend ist, um Briicken
einer GréBenordnung von ca. 600 m Linge realistisch zu untersuchen. Die gemessene
Information mit drei vorhandenen Beschleunigungssensoren ist nicht repriisentativ um
Aussagen tiber den Schwingungszustand zu titigen.

Als Idealfall fiir eine Vorstudie zur Strukturuntersuchung kristallisierte sich die Briicke
Hiickeswagen, siehe Kapitel 2.2.1, heraus. Bezogen auf den erforderlichen Aufwand
der MeB3technik und den erforderlichen MeBablauf erscheint die GréBenordung der ca.
20 m langen FuBgingerbriicke optimal geeignet. Die Strukturinderung der Stahlkon-
struktion wird durch eine Zusatzmasse simuliert. Nach einer anfinglichen dynamischen
Nullmessung wird die Briicke mit der Zusatzmasse belastet, danach erfolgt eine erneute
Schwingungsuntersuchung.

Die Zielsetzung ist durch eine vergleichende Studie der Schwingungsuntersuchungen
den Ort der Strukturiinderung zu lokalisieren, dies ist vergleichbar mit einer Schadens-
lokalisation an der Struktur.



2.2 Briicke Hiickeswagen

2.2 Briicke Hiickeswagen

22,1 Beschreibung des MeBobjektes

Fiir den Zweck der genaueren Studie von dynamischen Eigenschaften einer realen
Struktur wird die FuBgingerbriicke in Hiickeswagen gewihlt, Das MeBobjekt zeichnet
sich durch ein gutes Signalrauschverhiltnis bei Beschleunigungsmessungen aus und ist
fiir die vorhandene, nicht aufwendige, MeBmimik akzeptabel.

Die Briicke ist eine ca. 20 m lange Stahlkonstruktion tiber die Wupper, FluB im Ber-
gischen Land, die als Behelfsbriicke fiir FuBginger dient, direkt daneben eine parallel-
gelegene denkmalgeschiitzte Bogenbriicke, fiir den Fahrzeugverkehr, siehe Fotografien
2.1,2.2,

Fotografie 2.1 Nordansicht der Briicke in Hiickeswagen

Die FuBgingerbriicke ist aus einzelnen Blechen und Profiltrigern zusammenge-
schweilt, Die beiden Briickengelinder bilden die eigentliche Tragkonstruktion, die
durch eine verhiltnismaig weiche Stahlplatte als Gehweg verbunden sind. Die bei-
den Haupttriiger, als Gelidnder fiir den Passanten erkennbar, sind aus U-Profilen und
Einzelblechen zusammengeschweiBt, wobei T-Profile die Beulsteifen bilden. Die
Gehwegplatte ist seitlich an den Haupttrigern angeschweiBt und mit auf der Briicken-
unterseite liegenden Winkelstlicken versteift. Die Gehwegplatte ist zum Zweck der
sicheren Wasserabflihrung mit leichtem Quergefille in die Konstruktion eingepablt.

Die Widerlager der Konstruktion bilden massige Stahlbetonwinkel auf denen die

Briicke an vier Punkten aufliegt, die als Festlager und Loslager konstruiert sind. Die
Haupttriger sind nicht gabelgelagert und deshalb horizontal allseitig frei.
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Besonderheiten der Konstruktion sind erstens ein starker korrosionsbedingt schlech-
ter Allgemeinzustand, zweitens ein einseitig ldngsgeflihrter Kabelkanal unter einem
Haupttriger, drittens die nicht in einer Ebene liegenden Auflagerpunkte, eine Auslo-
tung ergab einen Hohenunterschied von ca. 4 cm an einem Auflagerpunkt, aufgrund
dessen die ideale Lagerbedingung vermutlich unzutreffend ist.

Tabelle 2.1 Querschnittswerte der Briicke in Hilckeswagen

Haupttrigerquerschnittswerte
2

m? m m

0,354-10~% | 0,147-10"! | 2,240 | ST37

Fotografie 2.2 Stidansicht der Brilcke in Htickeswagen




2.2 Briicke Hiickeswagen
Bild 2.1 Querschnitt der Briicke in Hiickeswagen
Schaltt A-A Schaltt B-B
8 20 A
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§
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Fotografie 2.3 Gehweg der Briicke in Hiickeswagen
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2.2.2 Ablauf der Messung

Ziel der Messung ist eine Aussage liber eine Strukturveriinderung zu treffen. Die Ba-
sis fiir die Untersuchung bilden mit einem Digitalrechner aufgezeichnete Beschleuni-
gungssignale. Als Strukturverdnderung an dem MeBobjekt FuBgingerbriicke Hiickes-
wagen bietet sich eine Massenveréinderung bei der dynamischen Untersuchung an. Zum
einen dient eine Zusatzmasse von ca. 350 kg auf dem Gehweg und zum anderen der
nachtriiglich entfernte Kabelkanal jeweils als eine ca. 10 prozentige Verénderung der
Eigenmasse.

Tabelle 2.2 Lastfille
Messung | Kabelkanal | Zusatzmasse
HO mit ohne
HM mit mit
NO ohne ohne
NM ohne ~ mit

Die vorhandenen drei Beschleunigungssensoren erlauben eine zeitsynchrone Messung
auf zwei ausgewihlten Haupttridgerpunkten und einem ReferenzmeBpunkt, der als Be-
zugspunkt von fiinf aufeinanderfolgenden Messungen, die in ihrer Gemeinsamkeit eine
Gruppenmessung bilden, dient. Die Messungen liefern in ihrer Gesamtheit eine Infor-
mation tiber den Zustand der Struktur, Bezogen auf die méglichen Strukturinderungen
und die damit verbundenen Urmessungen oder Nullmessungen sind vier Meivorgiinge
zu protokollieren, siche Tabelle 2.2 und Bild 2.2. Als Erregung fiir die dynamische Un-
tersuchung der Briicke wird ein impulsartiger Vorgang mit einem Fallgewicht aus de-
finierter Hohe genutzt.

Das die Rahmenbedingung, wie Samplefrequenz, Analogfiltereckfrequenz usw., opti-
mal einzustellen sind, ist selbstversténdlich und Vorraussetzung einer jeden sinnvollen
Untersuchung.
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Bild 2.2 Prinzipskizze der MeBpunkte und Lastfille
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2.2.3 MeBergebnisse

Die aufgezeichneten BeschleunigungsmeBdaten werden auf signifikante Verdnderung-
en untersucht, um damit Riickschliisse ilber das MeBobjekt zu erhalten. Bei dynami-
schen Untersuchungen bietet sich das bekannte Verfahren der Modalanalyse an. Hier-
bei werden die Signalparameter Frequenz, Dampfung, Amplitude und Phase als aus-
sagefihige KenngroBen eines MeBsignals gewihit, um den Informationsgehalt zu be-
werten. Die Eigenschaften des untersuchten Objektes bilden sich in den Parametern ab,
damit kann eine Strukturédnderung erkannt werden.

Bei der gewihlten Anderung, die ErhShung der Masse, ist eine deutliche Frequenzre-
duktion und eine Abnahme der Amplitude bei gleichbleibender Schwingungsanregung
zu erwarten, Die Phase bildet ein Hilfsmittel zur Synchronisation einzelner Meflkanile
untereinander, um so die Darstellung von Struktureigenformen zu erméglichen, die
mdglicherweise tiber ihre Knotenverschiebung bzw. Formveriinderung Riickschliisse
auf den Ort der Strukturéinderung ermdglichen.

Die Strukturuntersuchung mit der Modalanalyse ist sinnvoll, wenn die Signalkenn-
groBen anhand des Frequenzspektrums eindeutig selektierbar sind und eine Zuordnung
zwischen den MeBkanilen bzw. den einzelnen unterschiedlichen Messungen innerhalb
von kleinen Frequenzbandbreiten mdglich ist. Liegen jedoch innerhalb eines engbe-
grenzten Spektrums mehrere signifikante Frequenzen als KenngroBen vor, ist eine ein-
deutige Zuordnung der Signalparameter zwischen den MeBkanélen und erst recht zwi-
schen den Mevorgsingen nach einer Anderung der Struktur sehr problematisch bzw.
unmdglich.

Die in den MeBdaten vorliegenden Schwebungseffekte, siehe Bild 2.3, die auf die Be-
sonderheiten der FuBgingerbriickenkonstruktion zurlickzufiihren sind, verursachen in
schmalen Frequenzbandbreiten die zuvor beschriebene Problematik, so da die Inter-
pretation der DatenkenngroBen als sehr schwierig einzustufen ist.

Konstruktiv ist die Briicke aus zwei Haupttriigern und einer Bodenplatte zusammen-
gesetzt . Die Haupttriiger bilden jeweils einzeln ein mechanisches Modell *Balken auf
zwei Stiitzen” und werden iiber die relativ weiche Bodengruppe zu einem komplizierten
dynamischen Koppelsystem zusammengefiigt. Bedingt durch die konstruktiv bauglei-
chen Haupttriiger, fertigungstechnisch allerdings immer unterschiedlichen Stahltriger,
liegen die Trégereigenfrequenzen von beiden Triigern in einem engen Spektralbereich.
Bei dynamischen Erregungen fiihrt der bauartbedingte Energieaustausch zwischen den
Haupttriigern zu Schwebungserscheinungen an der Struktur. !

Die numerische Bestimmung der Parameter gilt, bedingt durch die beschriebenen Ei-
genschaften der MeBsignale, als problematisch, da eine eindeutige Trennung der Signal-
parameter gefordert ist. Eine Selektion der Parameter mit bekannten Verfahren der Re-
chentechnik wie z.B. die FFT (Fast Fourier Transformation) oder die Prony-Methoden,
wird durch die in MeBsignalen immer vorhandenen Rauschanteile zusitzlich erschwert.

Die Tabelle 2.3 zeigt die gemessenen Frequenzparameter der Schwingungsuntersuch-
ung auf, siehe auch [7]. Die Parameter stellen eine erste Anniherung dar und sind stark
fehlerbehaftet. Die Vielzahl von Schwebungsfrequenzen, vorhandene Stérgerdusche
durch die MeBkette, Umwelteinfliisse und vermutete Nichtlinearitéiten, z.B. durch Auf-

I'Tacoma Bridge 1959 USA
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lagerreibung oder Lose in der Auflagerung, enmdglichen, mit den genannten Rechen-
methoden auf der Basis einer modalen Analyse, leider keine zuverlfissigen Aussagen.
Der Parameterfehler liegt zudem in der gleichen GréBenordnung wie die Parame-
teriinderungen hervorgerufen durch eine Zusatzmasse, so daB signifikante Aussagen
tiber eine Strukturédnderung als unglaubwiirdig zu bewerten sind.

Ein Vergleich unter den einzelnen Messungen iiber den Referenzkanal, zur Abstim-
mung und Normierung innerhalb einer MeBgruppe, siche Kapitel 2.2.2, ist nicht prak-
tikabel, da die Parameter nur unzulénglich bekannt sind.

Tabelle 2.3 MeBergebnisse, erste Grundschwingungen

Messung / Frequenz [Hz] Eigenform

HM HO NM NO

6,76 | 697 | 654 | 6,64 1.T
648 | 6,57 | 696 | 7,18 1.B
14,75 | 14,72 | 14,89 | 14,88 N
1545 | 1546 | 1542 | 1544 2
24,67 | 24,62 | 21,62 | 21,61 2B
31,49 | 31,77 | 38,10 | 37,82 2T
45,80 | 45,80 | 45,22 | 44,65 3B

T = Torsionsschwingung
B = Biegeschwingung
? = unbekannt
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Bild 2.3 Lastfall HO MeBsignal : Kanal 1(Ref.), 2, 3 ; norm. Ampl.
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2.2.4 Simulation

Zu Vergleichszwecken mit den MeBergebnissen und einer Unterstiitzung der Interpre-
tation von identifizierten Parametern ist das Eigenschwingungsverhalten mit der Fi-
nite Elemente Methode abgebildet worden. Das Programmsystem MESY [51] erlaubt
die Anwendung einer rdumlichen FE-Simulation mit Timotshenko—Balkenelementen.
Platten— oder Scheibenelemente sind in dem verfligbaren Programmbaukastensystem
nicht enthalten. ’

Die Haupttriiger, auf beiden Seiten der Briicke, bilden bautechnisch beurteilt die eigent-
liche tragende Struktur, diese werden jeweils durch 11 Balkenelemente diskretisiert. Die
weiche Bodengruppe wird aus einem groben Giltterrost mit 35 Balkenelementen gebil-
det, deren Steifigkeiten so gewihlt werden, daBl eine Biegeeigenform und eine Torsi-
onseigenform in einem schmalen Frequenzbereich abzubilden sind. Da iiber die Boden-
bleche keine Querschnittsinformationen vorliegen, ist die Vorgehensweise sinnvoll.

Eine Berechnung der vier Lastfille, siche Tabelle 2.2, und die Darstellung der ersten
Eigenformen zeigt beispielhaft das Bild 2.4 und die Tabelle 2.4.

Tabelle 2.4 Simulation, erste Grundformen

Messung / Frequenz [Hz] Eigenform
HM HO NM NO
6.106 | 6392 | 6.326 | 6.674 1.B
6.826 | 6.993 | 7.015 | 7.163 1.T

21.121 | 21.916 | 21.833 | 22,788 2.B
23.752 | 24.151 | 24.459 | 24.806 2.T
36.361 | 37.428 | 36.399 | 37.468 P
38,676 | 39.499 | 39.514 | 40.521 3B
42,483 | 45.299 | 43.190 | 46.948 3T
45235 | 50.486 | 46.848 | 51.192 4.B7P

53.002 | 55.340 | 53.967 | 56.462 P
55.383 | 55.868 | 56.273 | 56.814 5.B?P
56.284 | 56.593 | 57.610 | 58.020 P

59.812 | 60.898 | 60.640 | 61.661
61.036 | 61.133 | 62.761 | 62.875
64.525 | 66.910 | 65388 | 67.771
65.558 | 66.957 | 68.610 | 70.336
72360 | 73.067 | 73.322 | 73.980
75.067 | 76.004 | 76.803 | 77.790
77.572 | 80.836 | 78.462 | 81.71I
86.610 | 88.272 | 87.595 | 89.283
87.801 | 88.371 | 92.811 | 93.496
P = Plattenschwingung

YW T T W T "W "W VW

T = Torsionsschwingung
B = Biegeschwingung
? = unbekannt
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Bild 2.4 Lastsfall HO Finite Elemente Simulation als Beispiel der ersten Grundformen
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2.2.5 Bewertung

Die Analyse der MeBdaten erlaubt keinen Abgleich mit der Simulation. Die vorliegen-
den MeBdaten ermdglichen keine eindeutige Zuordnung zwischen Messung und der
Simulation, siehe Tabellen 2.3, 2.4 und Bild 2.5.

Uber die zwei niedrigsten Frequenzgruppen kann niherungsweise behauptet werden,
daB Messung und Simulation abzugleichen wiren, doch weitere Parallelen sind nicht
vorhanden. Die Information in den MeBdaten enthalten Frequenzparameter, die in der
Simulation nicht aufzufinden sind.

Da die erhaltenen Informationen zwischen Messung und Simulation duBerst unter-
schiedlich sind, erscheint ein weiterer Interpretationsversuch als zwecklos. Die Signifi-
kanz der Parameter reicht nicht aus, um eine Strukturverénderung der FuBgéngerbriicke
zuverlissig festzustellen. Zum einen liegt das Problem in der unzulinglichen ErfaBbar-
keit der MeBdatenparameter, zum anderen an der fehlerhaften Abbildung der Realitit
mit der Finite Elemente Methode.

Bild 2.5 Zuordnungsproblem
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2.3 Problem der Modellfindung

Der Vergleich zwischen den Parametern der MeBsignale und denen der Simulation 1:8¢
deutlich werden wie problematisch eine mathematische Darstellung der Realitit ist.

Der Abgleich zwischen den modalen Parametern der Messung und denen der Simula-
tion ist bedingt durch die nicht eindeutige Zuordnung unméglich. Sowohl in der Simu-
lation als auch in den MeBdaten sind signifikante ParametergroBen erkennbar, die ein
jeweiliges Vergleichsobjekt entbehren. Besonders deutlich wird dies an der gemessenen
Frequenz von ca. 15 Hz, die mit dem Rechenmodell nicht erreichbar ist, Grundsitzlich
kann man behaupten, daB eine Modellfindung tiber die Parameter Frequenz, Ddmpfung,
Amplitude und Phase nicht gelingen kann, da einige gemessene GroBen nicht mit dem
Finite Elemente Modell berechenbar sind.

Eine Moglichkeit das Problem der Modellfindung zu vereinfachen, ist die Einftihrung
eines Erginzungsmodells, daB dem Modell der FEM als mathematisches Modell hin-
zugefiigt wird. Dieses Ergénzungsmodell ermdglicht mit justierbaren ParametergréBen
einen Abgleich mit der gemessenen Realitit [44]. Ein solcher Abgleich setzt aber eine
ungefihre Kenntnis der realen Abliufe voraus, da dem Ergénzungsmodell ebenfalls ei-
ne mathematische Struktur bzw. physikalische Interpretation zugrunde liegt. Beschreibt
ein Ergéinzungsmodell beispielsweise physikalische Strukturdémpfungseigenschaften,
so kann ein Abgleich zwischen gemessener Realitdt und mathematischem Modell tiber
Déampfungsparameter stattfinden. Beispielsweise wird damit dann die nicht zuzuord-
nende Frequenz von 15 Hz mit einem Parametermodell abgeglichen, dal physikalisch
Dimpfungseigenschaften beschreiben soll. Die Problematik einer mdglichen Fehlerin-
terpretation wird an dem Beispiel deutlich.

Die Problematik der Modellfindung ist im Allgemeinen mit unzureichenden mathe-
matischen Ansétzen verbunden. Die Funktionensysteme, mit denen das mathemati-
sche Modell charakterisiert wird, sind nicht ausreichend, um die Realitit abzubilden. In
den Finite Elemente Methoden sind beispielsweise die Ansatzfunktionen der Elemen-
te unzuldnglich, bei der diskreten Fouriertransformation die nur annihernd richtigen e—
Funktionen, mit dem ein Signal vermessen wird, um das Signalspektrum zu berechnen.

Bei der Diskretisierung der Fouriertransformation kénnen nur wenige Spektrallini-
en genau abgebildet werden, was bei der DFT bekannterweise mit der dquidistanten
Zeitrasterung in Zusammenhang steht.

oo oo
fo= 21—,‘/ (ej‘“ /e‘f""f(ﬂ dt )dm
e e @.1)

=L / (e Fo )do

Bei der diskreten Fouriertransformation wird das kontinuierliche Spektrum mit

e Jkbo)  p_p ... N—1 (2.2)
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auf nur N Funktionen abgebildet.

N-1
Analyse: P‘(km) = # Z e—](kAtD)("N)f("Al)

n=0
N-1

Synthese: fiua) = 3, eHMNAOE, (2.3)
k=0

Ao=Z; k=0,..,N-1; n=0,.,N-1

At Zeitraster

Die DFT lautet in Matrizendarstellung in ihrer Synthesenform mit w = ¢t+/A%A®

- fon) - WO W0l L WON-1) T Fion -
faa wi0 F1a0)
: _ . : | : 2.4
f(nm) : ewkLL : F(kAm)
fiv-nan] | wid-10 e Wl=DO=1) || Fv-n)aa)
oder kurz
[f]= FIF] 2.5)

Durch das dquidistante Ar werden die Ansatzfunktionen fiir die Analyse— bzw. Synthe-
segleichung festgelegt, damit ist eine genaue Berechnung einer Spektrallinie, die nicht
einem Vielfachen von A® entspricht unméglich bzw. nur ndherungsweise gegeben. Hier
wird die begrenzte Abbildungsmdglichkeit sehr klar, die Spalten der Matrix JF sind be-
dingt durch das Zeitraster Ar nicht notwendigerweise Signaleigenvektoren bzw. Funk-
tionen. Deshalb 148t sich mit der DFT oder FFT der Signalverlauf nur ungefihr analy-
sieren als auch synthetisieren.

Eine Verbesserung der mathematischen Darstellung ist zu erwarten, wenn man das Si-
gnal auf die tatsichlichen Eigenvektoren abbilden kann, beispielsweise mit dem Ansatz

@ = edtiod, gL p=0,...,0 2.6)

geddmpfter e-Funktionen mit separierter komplexer Amplitude. Die verbesserte Syn-
thesengleichung mit einem gesuchten Eigenvektorsystem lautet

foy=Y, @ F i n=0,...,
k=0 . 2.7)
— Z O+ jor)Am F,
k=0
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In Matrizenform folgt die Beschreibung

[ fion [ o) @ - Wy | R
Joan @ 9 , F
: _ : : ) : 2.8)
J(nas) @ O 0 Y-y Fin-1y
| fleay | L 95 07 - G-y

beispielsweise fiir N Ansatzfunktionen.

Die Matrix der Eigenvektoren stellt die Vandermondsche Form dar, die fiir unterschied-
liche Eigenwerte immer linear unabhingig ist.

Das dieses Gleichungssystem einen sinnvollen Ansatz fiir eine Berechnungsmethode
liefert wird in Kapitel 7.1 gezeigt.
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Singulirwertzerlegung

3.1 Einleitung

Die Singulidrwertzerlegung ist ein numerischer Algorithmus, der die Zerlegung einer
Matrix A € K™*" in zwei unitire! Matrizen und eine Diagonalmatrix erméglicht. Dies
kann man, bezogen auf rechteckige singulire Formen, als eine Verallgemeinerung der
klassischen Eigenwertzerlegung EVD (Eigenvalue Decomposition)einer quadratischen
Matrix betrachten.

Die Urspriinge der Singulidrwertzerlegung und deren theoretische mathematische Be-
handlung in der Literatur finden sich bei Beltrami, Jordan, Sylvester, Autonne, Eckart
und Young in den Jahren 1873 bis 1936 [39]. Ein erster stabiler Programmkode wird
im Jahr 1969 von Businger und Golub [8] vorgestellt.

In der neueren wissenschaftlichen Literatur wird die Singulidrwertzerlegung einer Ma-
trix mit der Kurzbezeichnung SVD (Singular Value Decomposition) oder OSVD (Or-
dinary Singular Value Decomposition) bezeichnet. Die theoretische Verallgemeinerung
der SVD auf zwei Matrizen A € K™, B € KP*", bezeichnet mit GSVD (Generali-
zed Singular Value Decompostion), wird in den Jahren 1976 und 1981 von Paige [43]
und van Loan [35] beschrieben. Uber den ersten numerisch zuverlissigen Algorithmus
berichtet Paige [42] im Jahr 1986, Fernando und Hammarling [17] in 1987.

lxomplexe unit4re entsprechen reelle orthogonale Matrizen
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Ab hier findet eine Unterscheidung der Zerlegung in eine Produktform PSVD (Pro-
duct Singular Value Decompostion) und eine Quotientenform QSVD (Quotient Sin-
gular Value Decomposition) statt. Die QSVD hat die verallgemeinerte Eigenwertzer-
legung GEVD (Generalized Eigenvalue Decomposition) als eine klassische Parallele
in der Matrizentheorie. Weitere Verallgemeinerungen der Zerlegung auf mehrere sin-

Bild 3.1 Ebenen der Singulidrwertzerlegung

Zerlegungstypen Matrix Ebene
QSVD v PSVD A,B 2
weitere Typen A,B,C,.. 3

guliire Matrizen A; € K"-0*™ j = 1,... k, sowie eine mdgliche mathematische und
sprachliche Vereinheitlichung, sind Gegenstand der augenblicklichen mathematischen
Forschung [39]. Parallelen zu der Theorie der klassischen Eigenwertzerlegung finden
sich keine, weshalb neue Impulse in der Forschung zu erwarten sind. Die Singuldrwert-
zerlegung kann allgemein, je nach Anzahl von Matrizen, wie in Abblildung 3.1 verdeut-
licht, auf drei Ebenen unterteilt werden.

Die Realisierung von numerischen Algorithmen in der dritten Ebene beschiftigen zur
Zeit viele Wissenschaftler der linearen Algebra.

3.2 Die Singuléirwertzerlegung

Die Einordnung der SVD zu allgemein bekannten numerischen Methoden ist wie folgt
méglich.

Eine quadratische Matrix A € K"*” reprisentiert eine lineare Transformation
A: K" =5 K", als eine Abbildung aus einem Zahlenraum K” in K" bezogen auf
eine Basis, siche hierzu auch Kapitel 3.4. Die linearen Transformationen, deren Ei-
genvektoren eine Raumbasis aufspannen kénnen, sind allgemein in einfache () und
speziell als normale (n) mit A*A = AA* sowie hermitische () mit A = A* nach
Matrizen zu klassifizieren [59].

Unter Berticksichtigung der speziellen Jordan kanonischen Form einer Matrix mit ver-
schiedenen () Eigenwerten, ermittelt mit der EVD, gilt A C n C e und u C e, wie Bild
3.2 zeigt. Fiir den Fall 2 und » bilden die Eigenvektoren eine orthonormale Basis, dies
gilt allgemein nicht fiir e.

Die allgemeine Jordan kanonische Formist die Verallgemeinerung fiir mehrfach gleiche
Eigenwerte einer quadratischen Matrix, die eine besondere EVD erfordert,
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Eine rechteckige Matrix A € K™*" beschreibt eine lineare Transformation
A: K" — K" als eine Abbildung aus einem Zahlenraum K" in X™. Die SVD
ermdglicht eine Zerlegung dieser rechteckigen Matrix, die mit der EVD nicht mdglich
ist. Deshalb kann dies, wie die allgemeine Jordan kanonische Form, als eine Verall-
gemeinerung der klassischen EVD, hier bezogen auf nicht quadratische Matrizen,
betrachtet werden.

Bild 3.2 Lineare Transformationen in K"

e einfach
h hermitisch
n normal

u verschiedene EV | N\

Die Singulirwertzerlegung SVD einer Matrix ist wie folgt definiert:

Theorem 3.1 (SVD, Standard Singulirwertzerlegung)
Es sei
A ¢ K™ 3.1)

eine Matrix, dann existieren zwei unitare Matrizen:

U=[ug, -, um] € K™ und V=[vy,--,vs] € K™, (3.2)
so daB fiir p = min(m, n) gilt
U*AV = diag(oy,--+,0p) € R™", (3.3)
wobeicy; 26, 2> ... 206, 20ist.[23] O

Dabei werden die o; als singulire Werte, die u; als links singulidre Vektoren und die v;
als rechts singulére Vektoren bezeichnet.

Als Sonderfille sind zwei direkte Parallelen zwischen der EVD und der SVD vorhan-
den. Mit einer Matrix A € K"*" und den unitiren Matrizen X, U,V € K**” gilt fiir

den hermitischen Fall,

EVD : A =Xdiag(A;,- -, An)X*

34)
SVD : A =Udiag(oy,---,0n)V*,
X = U =V als Eigenvektoren, ; als Eigenwerte und fiir
den normalen Fall,
EVD : A =Xdiag([hl, -+, [ dingle®, o o)X

SVD : A =Udiag(oy,--,00)V*,

X =U, V* = diag(e/™,---,e/%)X* als Eigenvektoren, A; = 6;¢/% als Eigenwerte mit

|[Al| = .
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Andere Matrizen haben keine einfachen Zusammenhénge zwischen Eigenvektoren, Ei-
genwerten und der SVD.

Ein weiterer Zusammenhang zwischen SVD und EVD ist mit dem Produckt
A*A € K"™*" als hermitische Matrix und deren Eigenwerten A, als

EVD: A*A =Xdiag(A,---,An)X*
) (3.6)
SVD: A’A = Vdiag(c?,--,02)V* = VI U* UL, V*

za verdeutlichen.

Theorem 3.2 (Der Rang einer Matrix)

Die Matrix A € K™" habe den Rang r, dann gilt mit den unitéren Matrizen
U € K™™ V € K™ und der diagonal Matrix £, € R™ " die Faktorisierung
der Matrix A

rcl 0

T, = or = U*AV X))

| 0 0]
wobei flr die singularen Werte 6; > 6, > ... 2> 6, > 0 gilt.[23] O
Die SVD einer Matrix kennzeichnet ebenfalls die dyadische Darstellung, mit
U,= U(l:m.l:r) V= V(l:n,l:r) und %, = z(l:r.l:r) , ist
r
A=UL V=Y oy} (3.8)
=1

Die Struktur einer Matrix, als auch die eines linearen Operators, repriisentiert durch eine
solche, wird durch die SVD deutlich offengelegt.

3.3 Die verallgemeinerte Singuliirwertzerlegung

Die verallgemeinerte Singulérwertzerlegung von zwei singuldren Matrizen wird durch
den Algorithmus GSVD vollzogen, dabei soll hier der Quotient von zwei Matrizen
QSVD behandelt werden.

Theorem 3.3 (QSVD, Quotient Singulirwertzerlegung)
Der Quotient zweier singularer Matrizen AB~! ist als eine verallgemeinerte Sin-
gularwertzerlegung darstellbar. Zwei Matrizen,

A e K™ (3.9)

und
B € KP*", (3.10)
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mit gleicher Spaltenanzahl lassen sich in zwei unitire Matrizen:
U=[uy, -,um] € K™*™und V = [vy,-:-,v,] € KP*P, (3.11)
und eine invertierbare Matrix:
X = [Xy,++,Xn] € K™ (3.12)
zerlegen, so daf3

UAX =  diag(o, )0y -Olrgsy o+, 0, 0) € R™7
(3.13)
V'BX = diag(Bla'"1Br1"'1Br+h"'1Bky0) ERpxn

ist und fiir die nichttrivialen Paare der singuldren Werte gilt:

=1, Bi=0 i=1,....n
o<l , Bi>0 i=r+1,...,r+s, (3.149)
=0 , Pi=1 i=rts+l,...k

Mita? +PB? = 1firi=r+1,...,r+sgilt zudem 1 > a4y > ... > 045 > 0 und
0<PBrp1 <...<Prys< 1.[23] O

Die a;/B; = 6; werden auch entsprechend ihrem Verhiltnis als unendlich, normal und
null Paar gekennzeichnet.

Die klassische verallgemeinerte Eigenwertzerlegung GEVD (Generalized Eigenvalue
Decomposition) lautet in der symmetrischen Form

GEVD: (A'A-AB'B)x;=0. (3.15)

Die GSVD beinhaltet mit dem normalen Paar 6; = g'f und den zugehdrigen Vektoren aus

der Matrix X die klassische Zerlegung. Mit Eigenvektoren x; und Eigenwerten A; = 7
giltdann

QSVD: (A*UU*A-0?B*VV*B)x; =0. (3.16)

In Blockmatrizen erscheint die Zerlegung QSVD in der folgenden Struktur.

Theorem 3.4 (QSVD, Rang und Struktur)

Der gemeinsame Rang der Blockmatrix C* = (A*|B*) sei k mit A € K™*" und
B € KP*", dann gilt mit den unitdren Matrizen U € K™"™, V € KP*? und Q €
K"*" und der oberen Dreiecksmatrix R € K**k:

A=UEA(0R)Q*=UEAX_1
3.17)
B=V3 (0R)Q =V 3 X!
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BA o |[ o Ru Rpz RISW
A=U Sa R22 Ry
OA R33
0 0m—kxn—k L ou-kxn—k 0
K o J[ o Rin Rz Rps 1
R
B=V S 22 Ra
Ip Ri;
0 op-kxn—k on—kxn—k 0

Q#

(3.18)

Die Blockmatrizen I4,S4,04 und Og,Sp, Iz entsprechen dabei den singuléren

Paaren o;,p;.[42] O

Es folgt die eine weitere verallgemeinerte Singulidrwertzerlegung von zwei singuliiren

Matrizen, hier jedoch als ein Produkt von zwei Matrizen.

Die PSVD bildet damit das Gegenstlick zn der QSVD in der Ebene zwei.

Theorem 3.5 (PSVD, Produkt Singulirwertzerlegung)

Das Produkt zweier singulédrer Matrizen AB* ist durch eine veraligemeinerte

Singularwentzerlegung faktorisierbar. Zwei vertragliche Matrizen,
A E Kmxn

und
Bt e Knxp'

lassen sich in zwei unitdre Matrizen:
U=[uy,-,uy € K" und V=[v,---,vp] € KP*P,
und eine invertierbare Matrix:
X = [X),°+, Xy € K"
zerlegen, so daB3

U*AX-! = diag(al,---,a,,-~-a,+,,---,ak,0) € K™

V*BX* = diag(Bla"'an”'iBT+h'“:Bk;0) erxn’

ist und far die nichttrivialen Paare der singuldren Werte gilt:

ai=‘\/o_-i ’ Blz\/o—-l i=1,...m
o =1 , Bi=0 i=r+1,...,r+s,
%=0 , Bi=1 i=rts+1,... k.

Mito,B;=o;fliri=1,...,rgitc; > c;iy1.[17]10

3.19)

(3.20)

(3.21)

3.22)

3.23)

(3.24)
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Die o,;8; = 6; werden entsprechend ihrem Verhiltnis als normal und null Paare bezeich-
net. In Blockstruktur erscheint die Zerlegung PSVD in der folgenden Darstellung,.

Theorem 3.6 (PSVD, Rang und Struktur)

Der gemeinsame Rang der Matrix C = AB* sei r mit A € K™*” und B* € K"*?,
dann gilt mit den unitéren Matrizen U € K™™, V € KP*? und Q € K"*", der
oberen Dreiecksmatrix R € K***und R™* = §* :

A =U?3 (0R)Q =1U 3 X!

(3.25)
B =V I (0°)Q =V 5 X
[ Sa o [ o Ry Rz Ry |
I R
A=U A 2 Ry o'
04 Ry
0 om—kxn—k on—lcxn—k 0
) o T (3.26)
Sp 0 0 i)
B=V OB SEI 52 Qt
Iy 31 ng 533
0 op-kxn-k on—kxn—k 0

Die Blockmatrizen S,,I4,04 und Sg,03,I5 entsprechen dabei den singularen
Paaren o, B;.[17] O

Die Bldcke der beiden Zerlegungen QSVD und PSVD #ndern sich mit dem Inhalt der
zu faktorisierenden Matrizen A und B. Die Unterschiede der beiden Zerlegungen in
der zweiten Ebene sind deutlich an den Theoremen 3.4 und 3.6 zu erkennen. Dabei ist
zusitzlich darauf hinzuweisen, daB die Matrix X bei beiden Zerlegungen nicht identisch
ist. Die Faktorisierung von X, in der QR Form, erfolgt aus Griinden der numerischen
Stabilitdc[42].

Eine weitere Verallgemeinerung der Singulirwertzerlegung bildet die dritte Ebene. Hier
werden k dimensionsvertrigliche Matrizen faktorisiert.

Theorem 3.7 (P-Q-SVD, allgemeine Singuliirwertzerlegung?)
Es seien k Matrizen

A} € KX Ay e KMX™ ... Ay € K™-1X™% 3.27)
mit kompatiblen Dimensionen gegeben, dann existieren zwei unitare Matrizen
U € KWX™ V ¢ K**™ (3.28)

und k— 1 quasidiagonale Blockmatrizen

Dj € Rn1_1xnj , j: l’...’k_l (3.29)

2Hjer findet ein Bruch in der Definition der zu faktorisierenden Matrizen statt. Mit A; = A, A,T_ =Bflur
k = 2 entsteht der Bezug zu den Theoremen 3.3 und 3.5 . Ein neuer Vorschlag zur einheitlichen Definition,
der hier beriicksichtigt ist, findet sich in [39].
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[ 0 |
1
0} 2
o
0]
D;= € RY-1%ny
j=1
Ij._l
%
I '
| 0 0 |

mit den diagonalen Bldcken
Il € R7,.... ) ¢ R7T*"
und den Nullblécken
0}. € R’}x'},...’o-;-l € R ey ’ 01 € R("f-l-'i—t-rf)X("j-fi),

wobei _
j
ro=0 ; r;=Rang(A)=Y7

1

ist, und einer weiteren quasidiagonalen Blockmatrix

s 0
0
St
0F
Sk = " ., G Rn;,_lxn,,
st
01’:—1
st-1
| 0 0 ]

mit den diagonalen Blécken
Sle R ... Sk ¢ R
und den Nullbldcken
0l € R4 ,... 061 g ROEI-a | gk @ ROw-1-ni—hx(m-n),

wobei
k Iy
r. = Rang(Ax) = Y7}
i=1

(3.30)

(3.31)

(3.32)

(3.33)

3.34)

3.35)

(3.36)

3.37)



3.3 Die verallgemeinerte Singuliirwertzerlegung

29

ist, und k — 1 nichtsingularen Matrizen
Z, , V; eKWw™ | j=1,--- k-1 |, (3.38)
so daB fir die Faktorisierung der k Matrizen gilt :

A, = U D X!
A, =12, D X!
: (3.39)
A1 = Zia Dy X{!
Ay =2, 8 WV
Dabei gilt fiir eine Produktzerlegung
Z;,=X; (3.40)
und far eine Quotientenzerlegung
Z;,=X;". (3.41)

Die beiden Typen P- und Q-Faktorisierung sind immer und auch in Mischfor-
men moglich, jedoch mit jeweilig unterschiedlichen Matrizen Z; .[39] O

Drei Szenarien sollen beispielhaft das Theorem 3.7 erldutern. Das Theorem 3.3 1dBtsich
als eine Q-Typ Zerlegung einordnen. Fiir die Matrizen

A = D -1 _ ]
e A (3.42)
Ay = X{* 8, V3 = B

gilt der Quotient mit Z; = X[*
AiAy" = UiDIX{TX,8,V3 (343)

als ein Beispiel fiir die zweite Ebene der allgemeinen Zerlegung. Das Theorem 3.5 ist
eine P-Typ Faktorisierung.

Ay = U Dy X‘{l = A
A2 = Xl 82 VE = B
Mit Z; = X erhélt man das Produkt

3.4)

AA; =UDX['XS, V5. (3.45)

An den Gleichungen 3.42 und 3.44 erkennt man deutlich, daB beide Typen einer Fakto-
risierung immer mdglich sind. Eine Mischform bilden beispielsweise die fiinf Matrizen
und deren gemeinsame Zerlegung

A, = Uy D X!

Ay = X; D, X;l
Ay = X5* D3 X7 1 (3.46)
Ay = X5* Dy X!

As = X4 S5 Vi
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Als PQQP-SVD oder PQ?P-SVD gilt damit
A1AAT*A*As = U D D,D3D;S5V5 (3.47)

fiir eine Zerlegung in der Ebene fiinf, in der auch noch die Zerlegungstypen
P*Q°,P*Q!, ..., P! Q*, P° Q* mtglich sind.

Das Theorem 3.7 ist von dem Autor aus Griinden der Vollsténdigkeit mit aufgenom-
men worden. Hiermit findet eine Vereinheitlichung der Singuldrwertzerlegung und de-
ren Definitionen statt [39]. Inwieweit die theoretischen Uberlegungen numerisch zu rea-
lisieren sind, ist aktueller Forschungsstand in der Numerik. Zu der Zerlegung in der Ebe-
ne drei sind keine klassischen Parallelen der EVD vorhanden, daher kénnen in Zukunft
von diesem Themenkreis neue Impulse fiir die angewandte Mathematik erfolgen.

3.4 Singulirwertzerlegung und lineare Abbildung

Der Begriff der linearen Abbildung entspricht dem der linearen Transformation sowie
dem linearen Operator. Eine Matrix A reprisentiert dabei den linearen Operator, der
einen Vektorraum V in einen Vektorraum W abbildet, mit der allgemeinen Notation

f: VoW (348)

einer Abbildung oder speziell fiir eine Matrix A € K™*", die einen VektorraumV € K"
in einen Vektorraum W/ € K™ abbildet

Amxn. KPRy K™, (3.49)
Die Metrik der Vektorraume V und W sei durch die Euklidische Vektornorm

lIX|l2=v<x,x>, x€K (3.50)

bestimmt, die als Skalarprodukt oder inneres Produkt ein MaB, eine Vektorléinge in die
Raumbeschreibung einfiihrt

Es sei V ein Unterraum von K", dann ist V' das orthogonale Komplement zu V und
enthilt alle zu V orthogonalen Vektoren in K", Mit den Vektoren x und y gilt dann

Vvi={x e K" <x,y>=0firalleye V}, (3.51)

dabei ist V. ein nicht leerer Unterraum, da immer der Nullvektor {0} enthalten ist.

Ein Vektorx € K" ist daher immer eindeutig in seine orthogonalen Projektionenv € V
und v+ € V4 der Unterriume Vund V1 aus K” zerlegbar

x=v+v. (3.52)

Ist der Vektorraum K" eindeutig in zwei Unterriume Vund V1 aufzuteilen, dann driickt
dies die direkte Summe
K'=Vevt (3.53)

der beiden Unterriume mit VN VL = {0} aus.
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Die lineare Transformation représentiert durch die Matrix A € K™*” bildet einen Vek-
torx € K" in Ax € K", den Bildraum R(A), ab. Der Bildraum R(A) ist der Wertebe-
reich (range) der Transformation y = Ax, der Nullraum A/ (A) beinhaltet die homogene
Losung Ax = 0 den Kern (kernel) der Abbildung.

R(A) = {y € K™ y= Axflirx € K"}

N(A) = {x € K",Ax=0} (3.54)

Der adjungierte Operator A* € K"*™ beschreibt eine Transformation aus K™ in K"
entsprechend mit R(A*) und N'(A*).

Theorem 3.8 (Fundamentalsatzder limearemAlgebra)
Ein Operator A™*": K" — K™ beschreibe die Abbildung aus einem Vektor-

raum K" in K™, der adjungierte Operator sei A* "*™: K™ — K", dann gelten
far den Euklidschen Vektorraum die grundiegenden Beziehungen [53]

R(A) = N(A*)*
N(A) = R(A*)*
R(AY) = N(A)*
NAH=R(A)L .O

3.55)

Die eindeutige Zerlegung der Vektorriume und der entsprechenden Abbildung 148t sich
durch die eindeutige Zerlegung in Unterriume mit orthogonalen Komplementen cha-
rakterisieren, als

K"=R(A) ® N(A*)
K" = N(A) ® R(A*),
wie Bild 3.3 und 3.4 verdeutlicht,

(3.56)

Bild 3.3 Lineare Transformation

Die lineare Transformation ist allgemein beschreibbar durch die vier Vektorriume bzw.
die Projektionen in diese. Die vier Strukturen stehen dabei in engem Zusammenhang.
Die Spalten einer Matrix A € K™*" stellen die Bilder der Basisvektoren aus dem Raum
K" dar, weshalb der zugehdrige Bildbereich einer Abbildung durch die méglichen Li-
nearkombinationen der Spalten der Matrix beschrieben wird. Die linear unabhiéingigen
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Bild 3.4 Lineare adjungierte Transformation

N

Spalten r kennzeichnen den Vektorraum R(A), den Spaltenraum, iiber die Dimension
dim(R(A)) = r. Der Nullraum A/(A) hat dann die Dimension dim(A(A)) = n—r. Da-
bei gilt die fundamentale Eigenschaft, daB die Anzahl der linear unabhéngigen Zeilen
immer der Anzahl der linear unabh#ngigen Spalten entspricht. Der Rang

rg(A) = dim(R(A)) = dim(R(A*)), (3.57)

die Anzahl der linear unabhingigen Spalten bzw. Zeilen, charakterisiert die Raumdi-
mensionen, fiir die adjungierte Transformation gilt entsprechendes.

Theorem 3.9 (Rang, Struktur einer linearen Abbildung)

Der Operator A € K™*" kennzeichnet eine Abbildung des Vektors x € K" in
Ax € K™. Die Dimensionen der vier Unterrdume R(A),N'(A), R(A*) und N'(A*)
wird Uber den Rang rg(A) = r des Operators bestimmt [563].3

R(A) SpaltenraumvonA:  dim(R(A)) =r

N(A) Nullraumvon A : dim(NV(A)) =n~-r
R(A*) Zeilenraum von A : dim(R(A%) =r

N(A*) linker Nullraumvon A: dim(N(A*))=m—-r O

(3.58)

Drei wichtige Eigenschaften einer linearen Abbildung f: V' — W sind unter anderen
besonders hervorzuheben.

Definition 3.1 (Eigenschaften einer Abbildung)
Eine Abbildung f: V — Wist

e surjektiv (on to), wenn fir jedes v € V folgt f(v) =wals we W,
o injektiv, wenn fiir jedes v, v' € V und f(v) = f(v') folgt, daB gilt v=v',

e bijektiv (one to one) fiir surjektive und injektive Eigenschaften.

3Zeilenraum von A £ Spaltenraum von A”*, linker Nullraum von von A £ Nullraum von A*
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Eine bijektive Abbildung f : V — W hat deshalb eine Umkehrabbildung f-! :
W — V als eindeutiges Urbild, daB in der Matrizentheorie als Inverse dargestellt wird.
Der Zusammenhang zwischen einem linearen Operator und einer Matrix findet tiber die
eindeutige Zuordnung der Basisvektoren statt, mit denen die Vektorridume beschrieben
oder vermessen werden. Dieser Zusammenhang ist eine bijektive Abbildung ® zwi-
schen der eigentlichen Transformation f:  V — W und dem Repriisentanten als Ma-
trix A € K™*", Die Basisvektorensind dabei{v; - - - Vn }, {W) - - - Wm } und bilden jeweils
eine bijektive Abbildung zwischen ¥ und K" bzw. W und K™, so daB gilt

F=®(wy, -, W) AD vy, -+, V). (3.59)
Das kommutative Diagramm verdeutlicht diesen Zusammenhang,.

f

% w
d)(vh""vn) 2 g (D(wh“'iwnl)
" K2 Lk

Die Transformation zwischen Vektorrdumen wird mit Matrizen als Rechenhilfsmittel
filr den Digitalrechner handhabbar. Die linearen Operatoren sind nur beziiglich einer
den Vektorraum beschreibenden Basis definiert, auch wenn oft die kanonische Basis
{e1,">,e,---,e,} mite; € K*: (0,:--,0,¢;,0,---,0) und ¢; = 1 impliziert wird.
Die Basen bilden ein Stiltzgerilst, eine Hilfskonstruktion, zur Beschreibung der Vek-
torrdume.

Beispielhaft sei der Zusammenhang ander linearen Transformation A™*": K" - K™
mit X € V,y € W und den Skalaren &;, ; nochmals verdeutlicht. Mitx = Y, &;v; und

y =2z MW gilt
Matix (A):=[ Av; | - | Aw] (3.60)

als Anwendung der Transformation auf die einzelnen Basisvektoren v; aus dem Raum
V. Dann folgt fiir die lineare Transformation y = Ax mit

m &
¢ | =Matrix (A) | : . 3.61)
MNm En
als die entsprechende Matrizengleichung bezogen auf die Basen {v;} und {w;}. Inden

Spalten einer Matrix stehen daher die Bilder der Basisvektoren v;.

Eine Abbildung A zwischen zwei endlich dimensionalen Vektorunterrdumen K", K™
findet nach dem Fundamentalsatz der linearen Algebra, Theorem 3.8, zwischen vier
Vektorriumen statt. Istdie TransformationA : K" — K™ durch die Matrix A € K™*"
reprisentiert, dann liefert die SVD von A unitire Basen zur Beschreibung der vier fun-
damentalen Unterriume R(A), R+(A) , N1 (A) und A'(A) eines Operators.
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Die Matrix A € K™*" mit dem rg(A) = r ist nach Theorem 3.2 zerlegbar in

% A4
A=[U,U L, 3.62
[U1U;] [ %, ] [ V3 (3.62)
mit den singuléiren Werten -
%, = diag{c},-+,G} (3.63)
und
¥, = diag{0,---,0}. (.64

Die unitiren Untermatrizen U™, U'Z'”‘("_ ), Vi*rund V'z"‘(""’) bilden dann die Basen
zur Beschreibung der Unterriume R(A), R+(A), N4(A) und M (A) der Reihenfolge
entsprechend. Die vier fundamentalen Réume von

A: K'2K" (3.65)
werden wie folgt durch die SVD beschrieben :
Y1 ﬂ) u)

NL(A) : R(A)

Or
Vr — Uu,

(3.66)
VYrel —0’
N(A) : 0
Vo -

Die Struktur von A € K™*", siche Bild 3.3, ist mit der Kenntnis von rg(A) bzw. 6,
und den damit gegebenen Basen der Unterrdume offengelegt, wobei die Abbildungen
zwischen diesen klar durch die jeweiligen Abbildungen unter den Vekoren u; und v;
erkennbar bzw. vereinfacht wird. Die adjungierte Transformation, siehe Bild 3.4,

A*: K"K 3.67)
ergibt in zerlegter Darstellung :

[ )] ﬂ) Vi
NL(AY) : R(A%)

O,
ur — Vr

(3.68)
Ut -2

N(AY) : 0
U —

Verbunden mit der Zerlegung in die vier fundamentalen Unterridume eines linearen Ope-
rators sind die Transformationen auf die jeweiligen Riume, als sogenannte Projektoren.
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Definition 3.2 (Projektor, Projektion auf einen Unterraum)
Ein spezieller Projektor Py, ist eine unitre Projektion auf einen Unterraum/ C
K" wenn fr Py,

RPy)=U
P2 =P, (3.69)
P}, =Py

gilt. Bildet {u,,---,u;} eine unitdre Basis flr den Unterraum &/, dann folgt far

k on*

u;u; k
Py=) ——~=)YP,=UU, (3.70)
=W

als Summe Gber rg(Py,) = 1 Projektoren Py, mitx € K",

Pyxel

(I-Py)xelU™. @70

Ist durch die SVD von A = UZV* die Struktur durch rg(A) = rund [U,U,], [V}, V3]
bekannt, dann gibt es vier surjektive Abbildungen

P’R(A) = U1 U‘ll
P‘R-‘-(A) = UzUé =1I- P‘R,(A) , (3‘72)
Pray = ViV

P‘R,J-(A‘) = V2V§= I_P‘R(A‘)

als unitiire Projektoren auf die fundamentalen Unterriume einer linearen Abbildung A :
K” 4+ K™

3.5 Pseudoinverse und Least Squares Losung

Das Gleichungssystemy = Ax, mit A € K™ " und m > n = rg(A) nennt man iiberbe-
stimmt, wobei die Losung fiir gesuchtes x gefunden wird, indem ersatzweise die Funk-
tion f(x) = ||Ax —y|| mit einer geeigneten Fehlernorm p = 1,2, 0 geldst wird. Wihlt
man p = 2, so lautet die differenzierbare Funktion ®(x) = ||Ax —y||3, mit der Lsung
filr x durch die Gradientengleichung V®(x) = A*(Ax —y) = 0, die auch als Normal-
engleichung

A*Ax=A"y (3.73)
zur Losung von
min_ ||Ax - (3.74)
SR | yll2

bekannt ist. Die Normalengleichung ist bei vollem Spaltenrang ein symmetrisch posi-
tiv definites gut konditioniertes Gleichungssystem. Die Fehlernorm p = 2 hat zudem
den Vorteil, da sie bei unitdren Transformationen U erhalten bleibt und deshalb ein
dquivalentes Problem ||(U*A)x — (U*y)||; einfacher 18sbar sein kann, die Norm ist ei-
ne Invariante unter der Transformation.
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Diese Losung fiir das liberbestimmte Gleichungssystemy = Ax nennt man auch Ldsung
im Sinn der kleinsten Fehlerquadrate (Least Squares).

Allgemeingiiltigkeit hat die Losung durch die Normalengleichung nicht, da voller Spal-
tenrang m > n = rg(A) fiir A € K™*" vorausgesetzt worden ist. Ist das Gleichungs-
system singulir, so hat der Losungsweg iiber die Normalengleichung keine Giiltigkeit,
dam > n > rg(A) bzw. dim(N(A)) # 0, weshalb zu jeder L§sung von y = Ax noch
eine homogene Lisung Ax = 0 aus dem Nullraum addiert werden kann, als ein nicht
eindeutiges Problem zur Bestimmung von x.

Damit das singulire Gleichungssystem Eindeutigkeiterlangt, wird die Zusatzforderung
min ||x||, eingefiihrt. Diese Bedingung bedeutet, daBl der gesuchte Losungsvektor von
allen Mdglichen x € K" die kleinste Euklidsche Vektornorm ||x||, haben soll. Durch
Ausnutzen der eingefiihrten Metrik des Raumes, hier durch die p = 2 Norm, wird das
defekte Problem eindeutig.

Es seiy € K™ und x € K", dann lassen sich die Vektoren eindeutig in die komple-
mentédren Unterrdume, siche Theorem 3.8, zerlegen. Mit

X EN(A)L C K"
izEN(A) C K*

3.75
y1eR(A) C K" (3.75)
y2€ R(A)* C K™
lautet die Zerlegung fiir die Vektorenx und y
X=X, +X, (3.76)
y=y1+¥2 -

in die Komponent'en aus den vier fundamentalen Unterriumen, mit ; L X, und ¥, L §.

Die Basen zur Beschreibung der Unterriume seien durch die unitiren Matrizen Uund V

bzw. deren Untermatrizen U™, U™ ™" ynd v, V;"("’_') gebildet. Die Projektion

der Vektoren x und y auf die Unterriume sind X, L%, und y; 1y, projeziert durch die
: L L

Projektoren Pg (), PR( A) Pg(a+)und PR( A%

y=Ax
UU'y=AVV*x
;n=l P“ly =A 2;1 PV.'x
, n . . @3.77)
(ZretPu+ 22,41 Pu) y=A (3L Py, + Xk Py) X
(Proay+Phay) Y= A (Priay + P a) X
(F1+¥2) = A (%1 + %)
Da dim(R(A)) = dim(R(A*)) = rg(A) = r gilt, ist der Operator A mit
AV,=0 (3.78)

eine eindeutige Transformation zwischen N'*(A) = R(A*) und R(A)

AV, = AV=U, (3.79)
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Bild 3.5 Pseudoinverse

P NN
Ra

0ol @

in den Spaltenraum, siche Bild 3.3. Der Umkehroperator AT die Pseudoinverse, ist folg-
lich mit

AU, =0 (3.80)
eine eindeutige Transformation zwischen A/(A*)* = R(A) und R(A*)

ATy, =ATU=Y, (3.81)

in den Zeilenraum, siehe Bild 3.5. Betrachtet man eine Abbildung A und deren Um-
kehrung nur zwischen Spaltenraum R(A) und Zeilenraum R (A*), so ist eine inverse
Transformation auch im singuléren Fall als LS Lésung immer gegeben.

Der Vektor

xrs = Aly (3.82)
soll die Losung fiir
min_||Ax -y (3.83)
xe K

erfiillen und von allen mdglichen Lésungen x die kleinste Norm ||x||2 haben. Mit
xis=A'y = A'(51+92) = A"§ (3.84)

ergibt sich x¢ direkt als Ldsung von ¥, der projezierten orthogonalen Komponente
von y auf den Unterraum R(A*), der aus allen Vektoren Ax mit x € K" besteht. Unter
der Annahme, daB X' eine weitere Losung ist, gilt

AX =Ax;s=y, (3.85)

entsprechend
A(x —x15)=0. (3.86)

Das bedeutet folglich (x —x.5) € A(A), weshalb mit xzs L (X —xr5) X5 € N(JA) gilt
X = X5+ (x’ —XL5)- (3.87)

Daher ist mit ‘ '
1% ||2 = ||xes] |2+ |[x —xzs]|2 > |[xes]]2 (3.88)



38

Kapitel 3 Singulidrwertzerlegung

sofort ersichtlich, daB ||xzs|| auch die zweite Forderung min||x||, zur eindeutigen
Losung erfiillt. Ist diese lineare Transformation f gegeben, reprisentiert durch die Ma-
trix A, und wird eine Umkehrabbildung f~! gesucht, so stellt die pseudoinverse Matrix
AT diese als LS Lésung f~! dar, bezogen auf die gewihlte Metrik des Vektorraumes.

v f . w v = W
Oy 2D, D S -
KA L gn K" AT gm
v U v U
K — > K" KX gn

Die SVD der Matrix A ermdglicht iiber die Aufteilung der Matrizen U und V, als mdgli-
che Basen der vier fundamentalen Unterriume der Transformation, verbunden mit der
Kenntnis von r = rg(A) eine Offenlegung der Operatorstruktur. Die Matrizen U™,

U'z"x("'_') und V7>, V'z'x("") bilden eine neue Basis in der die Transformation A, bzw.
der Reprisentant die Matrix A, eine einfache Form annimmt.

Das Gleichungssystem y = Ax mit y und x in Raumstruktur zerlegten Komponenten
(1 +§2) = A™7(%1 +%2) (3.89)
vereinfacht sich mit der SVD der Matrix A zu

U (n + ¥y )= I V(X + %)

»] MXm I NBXN

1 o = _ 1 - -
[U;] (n + ¥ )= [V;] ( % + x2 )

N
—
o=
3
X
Q]e
3
o
N——
[
™

) o
SCA

womit eine vollsténdige Entkopplung der Gleichungen vorliegt. Die Pseudoinverse
= Z]" ist dabei klar erkennbar.

Y=+
!

Y — W
NL(A) : R(A)
\ /3 — u,

(3.91)

Yr+1
0 : R(A)
VM —
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Durch die Projektion von y und x auf die raumbeschreibenden Basen gilt

r n
min |[Ax-y|3= Y |oxi—yul*+ ¥, 0% —yaul?, (3.92)
mit den Vektorkomponenten xy; = G; ly,; und xp; = 0 als skalare Gleichung filr die For-
derung

min ||x]3. (3.93)
Die LS Losung und damit die Pseudoinverse sind mit der SVD einfach handhabbar. Ist
der Rang r der Matrix A € K™*" r=m = n, so hebt sich die zweite Summe 3,
auf, Dann liegt die Inverse der Matrix A ohne Ausnutzen der Norm, bzw. der Metrik
des Vektorrauines, vor.
Der Fehler, der bei der LS Losung auftritt, betrigt

Pis= 2, Iyl (3.94)
i=r+l1

Das istder Anteil von y, der in den Nullraumdes adjungierten Operators projeziert wird,
y2€ N(A*) = R(A).

3.6 Der Rang einer Matrix

Der Rang , theoretisch eindeutig durch die von Null verschiedenen Singuldrwerte ge-
kennzeichnet, legt die Dimensionen der vier fundamentalen Unterriume einer linearen
Transformation fest. Bei der digitalen praktischen Verarbeitung von Daten ist die Rang-
bestimmung durch Quantisierungsfehler bzw. Unschirfen kein triviales Problem, da die
theoretische unendliche Genauigkeit nicht existiert.

Definition 3.3 (Matrixnormen)
Die Frobenius Norm und die p = 2 Norm einer Matrix A € K™" lassen sich
durch die singuldren Werte o; wie folgt beschreiben

o A=+, p=min{mn}
® ||A||2= Oi.

Theorem 3.10 (Abstand einer Matrix zu einer rangdefekten Matrix)
Die Matrix A € K™ " hat rg(A) = r und die SVD

A = ULV¥, (3.95)
dann gilt for k < rg(A)
A= ic,-u,-v,?, (3.96)
mit -
min [|A - Bj[z = [|A - A¢l[z = Ors (3.97)

rg(B)=k
als der kleinste Abstand von A zu der defekten Matrix mit dem Rang k <
rg(A)=r.[23] 0
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Praktisch 148t sich zu jedem theoretischen singuliren Wert 6; = 0 eine unendlich klei-
nen Zahl € hinzufiigen, bedingt durch eine Unschirfe der Darstellung. Damit liegt jede
Matrix mit einem kleinstméglichen Abstand € zu Matrizen mit vollem Rang. Deshalb
ist der theoretische Rang bezogen auf die Zahlenquantisierung unbekannt und ist mit
dem Digitalrechner unbestimmbar.

Interessanter ist deshalb die Information wie weit der Abstand (bzw. die N#ihe) zu einer
Matrix mit theoretisch bekanntem Rang ist.

Die numerische Berechnung der singulidren Werte ¢; sind unempfindlich gegen Stérun-
gen, so daB damit eine Rangabschiitzung sinnvoll erscheint.

Fiir eine ungestdrte Matrix A € K™*” mit rg(A) = r = n fiir m > n gilt theoretisch
U*AV = diag{c,--,0,,0,---,0} (3.98)
und fiir die gestérte Matrix A 4-8A = A
U*AV = diag{, --+,6,,0,---,0}. (3.99)

Es ist [41] die berechtigte Annahme zu treffen, daB aus Grilnden der Unempfindlich-
keit der Singulidrwerte gegeniiber Storungen bzw. Fehlern in der numerischer Rechnung
bzw. Zahlendarstellung gilt

i — & < [|8A|l2=01,5a) (3.100)
womit fiir jedes i < r = rg(A) mindestens
|13A|l2 > 0; (3.101)
als Norm der Fehlermatrix dA gelten muB, damit
U*AV = diag{&,--+,6;_1,0,--+,0} (3.102)

gilt und so eine gestorte Matrix A 4 8A = A mit rg(A) < i entsteht.

Mit anderen Worten muB die Stérung durch ||8A ||, mindestens 6; betragen, um einen
Rangdefekt zu verursachen.

In der praktischen Anwendung liegt die gestérte Matrix B € K™*” hiufig als Ersatz
filr B vor. Ein mgliches MaB y zur Abschitzung des Fehlerproblems bietet dann die
Darstellungsgenauigkeit im Digitalrechner bzw. die Quantisierung der Zahlen (D/A-
Wandler bei MeBdaten). Wihlt man den moglichen Fehler als ein Vielfaches der Dar-
stellungsgenauigkeity, so gilt

||B—B||2 < ¥|Bl|2 (3.103)

fiir das MaB} der Abschitzung.
Auf die singuliren Werte bezogen gilt dann

IBll2=61 , |oi—-Gi|<¥51 . (3.104)
Deshalb ist mit der Annahme

Gy > ¥-61,++,Gi > ¥-61,0i41 < Y- 61, -+, Om < Y- Gy (3.105)
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gerechtfertigt zu setzen
0’1#0,'--,0,'750,0’,'4.1=0,-“,O’m=0 . (3.106)

Der numerische Rang der Matrix B ist dann als rg(B) = i anzunehmen, siche Kapitel
6.6.

Ist der Abstand zwischen 6; und G;;, zudem signifikant groB, so ist die Annahme
zusitzlich durch den groBen Unterschied sinnvoll, da dies theoretisch zu erwarten ist.

Die Vorteileder SVD bei der numerischen Rangberechnung gegentiber der Bestimmung
mit der EVD Methode sind leicht zu verdeutlichen. Mit 6} = A; gilt

A*A = VIU'UZV* = VI2V*, (3.107)

als Beziehung zwischen EVD und SVD, siehe Kapitel 3.2. Die Reihenfolge Quadratur
und EVD zur Rangberechnung hat den groBen Nachteil, daB kleine Zahlen € > 0 in der
Nihe der Darstellungsgenauigkeit ybei der Berechnung von €2 unter die Genauigkeits-
grenze von ¥ fallen. Die Matrix mit vollem Rang

A={¢e 0 (3.108)
0

ist mit €2 < y durch ” unnétiges Quadrieren

2 —
aa=|tE 1 = bl (3.109)
1 1+¢€ bezogenauf ¥y | 1 1

von einer singulfiren Matrix nicht zu unterscheiden. Der direkte Berechnungsweg tiber
die SVD ist offensichtlich besser und ratsam.
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Systemtheorie

4.1 Einleitung

Damit dynamische Vorginge der Natur, technischer Konstruktionen, wirtschaftlicher
Abliufe, chemischer Prozesse usw. mathematisch beschreibbar werden, ist es erforder-
lich Abbildungen ihrer Eigenschaften auf mathematische Modelle zu iibertragen. Ei-
ne mégliche Beschreibungsweise bzw. Modellbildung ist die Systemtheorie, deren Ur-
spriinge in den Jahren von 1955 - 1960 zu finden sind.

Die Systemtheorie ist eine abstrakte Modellierung dynamischer Abliufe, die als eine
Verallgemeinerung der Newtonschen Betrachtungsweise gilt. Die Eigenschaften des zu
beschreibenden Problems werden nach dem Kausalitétsprinzip in die mathematische
Sprache tibersetzt, die Abbildung der Dynamik auf der Basis des Ursache-Wirkungs-
FluBes aus der Vergangenheit in die Zukunft untersucht.

Das System als mathematisches Modell verarbeitet Ereignisse, Energie, Information
usw., die als Eingangsgréfen zu definieren sind. Die Umwandlung der Eingéinge durch
das System ist an den Ausgangsgréen meBbar. Der im allgemeinen abstrakte Zustands-
raum koppelt die EingangsgroBen (Input) mit den Ausgangsgrolen (Output) und be-
schreibt als ein Kernmodell die Systemdynamik. Die Input Output Elemente des mathe-
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matischen Modells bezeichnet man als externe Groflen, wihrend der Zustandsraum eine
interne GroBe darstellt. Die Zustandsraumdimension ist dabei im Normalfall kleinster
Ordnung, um den Informationsgehalt aus der Vergangenheitin die Zukunft zu iibertra-
gen.

Das Klemmenmodell ist, in der allgemeinen iiblichen Betrachtung, interpretierbar als
eine Black box. Sind jedoch Teilsysteme der inneren Struktur bekannt, nach Auffas-
sung des Autoren eine synthetische Darstellung beispielsweise durch Finite Elemente
Methoden, gilt die Beschreibung der Systemtheorie auch fiir diese Sonderfille.

Die grundlegende mathematische Formulierung der Systemtheorie ist die Vektordiffe-
rentialgleichung erster Ordnung, die mit Anlehnung an die lineare Algebra ein michti-
ges Werkzeug darstellt, das der digitalen Verarbeitung sofort zugénglich ist.

4.2 Beschreibung dynamischer Systeme

Die Zustandsvariablen spannen einen Vektorraum auf, der sich auf ausgezeichnete Ba-
siskoordinaten bezieht [27] [12]. In einem Vektorraum ist das innere Produkt < -, >
definiert. Ein linearer Operator

L: K} —K (4.1)

ist mit T definiert, als eine Transformation eines Vektors u € K[q!0 q in einen Vektor
y € KP . L(u) =y mit

{‘Dl‘]

t
Y= / Tiousdo . 4.2)
fo

Der adjungierte lineare Operator L' ist iiber

t ¢
< y,L(u) > = //y'(,)T(,'G)u(o) do dt

f
t
)

<

o
[ 4.3)
/u(t)T(a'z)Y(c) dodt
P
u,

L(y) >

definiert und bildet mit T einen Vektor y in einen Vektor u mit L'(y) = u als

¢t
Uy = f T(o,¥(c) 46 (4.4)
to

ab. Die Integralgleichung bildet die Losung der inhomogenen Vektordifferentialglei-
chung erster Ordnung, die in der Systemtheorie [27] als grundlegendes mathematisches
Modell dient. Der Zusammenhang zwischen den Eingangsgré8en (Input) u und den
Ausgangsgréen (Output) y als Differentialgleichung lautet

[*(t) } _ [Am 0 x(:)} @45)
Yo Co 0 JLlu
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und ist allgemeiner zuverstehen, als eine klassische Differentialgleichung. Der Vektor
X bildet die ZustandsgroBe und verbindet liber die Zustandsraumgleichung Input und
Output.
Das adjungierte Vektordifferentialgleichungssystem ist als antikausales System inter-
pretierbar und bildet mit
[’_‘“)] “6)
U

[ 0 ] _ [ ~Aw Cy
0] By 0
die zugehdrige Differentialgleichung des adjungierten intergralen Operators. Die Ma-
trizen A;), B(,) und C,) bilden in ihrer Gesamtheit eine Realisierung

S{Ax), B, Cy}s 4.7)

die ein dynamisches System mit der Impulsantwort T als linearer Operator vollstindig
beschreibt, entsprechend T' und &. Die Input und Output Vektoren u und y sind meB-
bare GroBen des dynamischen Systems, wihrend der Zustandsraum eine nicht meBbare
abstrakte GroBe, beschrieben durch den Vektor x, darstellt. Die homogene Vektordiffe-
rentialgleichung fiir den Zustandsraum lautet

X(1) = A@X(@) 4.8)
mit der Fundamentalmatrix
D1.0) 49)
als Ldsung
G = A0 @) - (4.10)

Die adjungierte Zustandsraumgleichung ergibt sich aus der Forderung, daB das innere
Vektorraumprodukt < -, - > fiir beliebige Anfangsbedingungen konstant ist, mit

%) = —A%() 4.11)
aus dem differenzierten < -, > sofort iiber
d /= ! .,
& ("(x)"(r)) = X()X() T X(o)X(r)

= %0~ Aw)X() + KA X0) 4.12)
=0 .

Die adjungierte Gleichung des Zustandsraum iibertrigt die Originalldsung rilckwiirts
bezogen auf die Zeit. Die zugehdrige Fundamentallésung

D) 4.13)
ergibt sich aus der Forderung

1= %P0
draq—
E{d)(,'lto)d’(t,tu)}

(é‘;‘l’(‘,.‘,o)) D(1s0) + e (;‘1‘;¢(,.,u))

d s-1 -1
G0 T PyA0)

I

d
d:
4.14)
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als Transponierte

]

d, ;v ' -
7 @) = A0 @) - (4.15)
Aus Griinden der eindeutigen Darstellung wird die Gleichung in
D) = ~Ay (1) (4.16)
umbenannt. Damit gilt die Bezichung
Do) = (D)) = Py 4.17)

Mit der Fundamentalldsung fiir den Zustandsraum gilt in integraler Form die Beziehung
zwischen Input u und Qutput y

t
Yo = YO(¢)+fT(¢,G)Ug do
Io
t
= C(‘)(b(‘-lo)x(lo) + f C(t)d)(t,o)Bouo‘ do (4.18)
fo

[
= C0®eo)X(i0) + f C)%(1,)®(10,0)Bola dO
I

mit dem Wichtungsmuster

T(,'0)=... fir r>¢

4.19
=0 t<c , “.19)

als die allgemeine Ldsung der Vektordifferentialgleichung. Die adjungierte Integral-
transformation ergibt fiir die antikausale Realisierung & {—A'(,),C'( ‘),B'( ')} die Glei-
chung

t
Yo =Yo+ f T(0)lo) 40
I

t
=B B ¥ + f By ®(:,0)C(o)to) 4O (4.20)
fo

t
= By D)%) + f B ®(:.0)®8(10) Cioy (o) 40
Iy

mit der Forderung

Ty = flr 021 @4.21)
=0 o<t
fiir den adjungierten Operator
L: K oK, “422)

: : v q i p
bzw. der Wichtung T' zwischen § € K[‘m q und @ € K[w].
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Da die ZustandsraumgréBen nicht direkt meBbar sind, ist die Wahl der Koordinaten
fiir die Raumbeschreibung nicht eindeutig. Es ist moglich Zustandsraumtransformatio-
nen ohne eine Anderung in der Wichtung T, zwischen Input und Output, zu erzeugen.
Verschiedene Systeme mit gleicher Impulsantwort unterscheiden sich damit in den Zu-
standsraumkoordinaten. Die Forderung der Differenzierbarkeit und Invertierbarkeit ist
an die Koordinatentransformation P,y zu stellen, dann gilt mit

X(1) = P, (4.23)
fiir die Realisierung
St{A) B Cy} (4.24)
die transformierte Zustandsraumbeziechung
[ & } _ [ PoAoPn PPy PyBy } [ & ]  @25)
Y(e) CPe 0 u()

als eine von vielen alternativen Realisierungen
Sz{P(-t)lA(,)P(,) - P(_‘)l P(,), P(';)IB(,), C(,)P(,)} . (4.26)

Diese Gruppe von Transformationen, die in dem folgenden kommutativen Diagram dar-
gestellt sind, sind Anlichkeitstransformationen oder Ljapunov Transformationen und
vergleichbar mit der Methode der Variation der Konstanten in der Differentialglei-
chungstheorie.

-~

-~ do
B(s) Pi(o) n b D (1,0 C
q ' ' P
» K" - K" - K" - K" K[‘o"]
&\ -1 -1 D
o, P P() Pl P /]
J% AN
K" K" K" K"
D@, (10,0) f D210
/ ...do
Io
Eine wichtige Zustandstransformation folgt aus der Bedingung
-1 -1p, =
oder gleichwertig
P(,) =AP)- 4.28)

Mit der Wahl von P, = List die Fundamentallosung @, ) eine spezielle Lésung. Mit
Py = @y, hat die Zustandsraumdarstellung die einfache Gestalt

[i(z) ] =[ 0 ‘D('o.')B('):| [ﬁ(z)] (4.29)

Y C)@t,0) 0 )
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mit der bemerkenswerten Eigenschaft, daB der Zustandsraum keine Feedbackvariable
hat,

-

..do
Pio)Biy . b n C)P(euo)
qto.r] K -K - Kﬁo.t]
Die Realisierung
8,{0, <D(,°',)B(,), C( ,)‘D( t.to)} (4.30)

verdeutlicht offensichtlich den Bezug zu der integralen Losungsform. Die Integralglei-
chung erhilt als Losung fiir den inhomogenen Anteil der Vektordifferentialgleichung
mit

t
Yo = / T(1,0)U(0) dO
b

t
= C)Piuw) f D(s,,0)B(0) U(o) 40 4.31)
U]

t
=P f Q(0) V(o) 40
L]

und fiir die adjungierte Transformation
¢
Yo = f T(t)li0) 4O
f
¢
- B“)‘D('-‘ﬂ)f P10,0)C(0) (o) dO (4.32)
f
¢
= Q(,) fp(o)ﬁ(ﬂ) do
)

eine einfache Darstellung. Die Realisierung 8,{0, Q ), Py}

:

...do
Q) n n (0)
Kl 4 K K " Kl
und die antikausale 8, {0, ’PE,), Q'(,)}
t
, ..do ,
Q) fo P

Kn . Kn

q p
K[to.t] K[tn.t]

in diesen Formen verdeutlichen die enge Beziehung zwischen einem Operator und sei-

nem Adjungierten in einem Vektorraum.
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Als Spezialfall zeitvarianter Systeme gilt das stationdre Wichtungsmuster mit

T(t,a) = T(t+‘t.d+‘t) (4.33)

fiir alle ¢, 0, T der reellen Zahlen. Die Darstellung der Vektordifferentialgleichung bzw.
der Integralgleichung vereinfacht sich erheblich. Die Losung der Fundamentalmatrix,
die fiir den allgemeinen zeitvarianten Fall nur in Sonderfillen analytisch bekannt ist,
wird im zeitinvarianten Fall durch die Exponentialfunktion, definiert iiber die unendli-
che Reihe

— )0 —\1 —s\2
eA(:—to)=Ao(’ fo) +A‘(t ) +A2(t h) .

0! 1! 2! ' (“434)
gebildet.
Fiir die Realisierung S{A, B, C} lautet die L§sung mit
A =A
By =B (4.35)
Cy =¢C
und der Fundamentalmatrix
D, ) = €70, (4.36)
Die zugehdrige adjungierte Realisierung §{—A',C’,B'} ist mit
—Ay =-A
C'(‘) = C 4.37)
B(‘) = B
und der Fundamentallésung
By = 170 (438)
ebenfalls bekannt.
Die Transformation in den Zustandsraum vereinfacht sich mit
P,y=P (4.39)
als
X(,) = P&(t) ’ (4.40)

womit diese Koordinatentransformation dennoch nicht eindeutig ist, wie zuvor schon
angemerkt wurde.

4.3 Struktureigenschaften dynamischer Systeme

4.3.1 Steuerbarkeit

Der Begriff Steuerbarkeit beschreibt eine Eigenschaft der mathematischen Darstellung
eines dynamischen Systems. Die Beschreibung ist keine Aussage liber das physikali-
sche Modell, das mit der Systemtheorie mathematisch beschrieben wird.
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Mathematisch betrachtet ist die Steuerbarkeit eine Charakterisierung des Systems
S§{0,P(;), (1)} durch bestimmte Besonderheiten, die durch die lineare Transformati-
on mit dem Systemteil Q(,) und deren Vektorriumen verbunden sind, Diese Struktur-
eigenschaft des mathematischen Systems ist physikalisch mit der Frage interpretierbar,

Bild 4.1 Steuerbarkeit

t
L(u):/Q(c)u(c) do
1o

0

ob eine bestimmte Zustandsinderung in einem Zeitintervall mit minimalem Energie-
aufwand durch eine Steuerung méglich ist.

Die Aussage iiber die Steuerbarkeit ist an den Besonderheiten der linearen Transforma-
tionL: Kj ,— K" definiert durch

L(ll) =/Q(G)ll(o) do (4.41)
b

und den Vektorriumen des Operators zu treffen.

Theorem 4.1 (Fundamentalsatz der Strukturuntersuchung)
Eine lineare Abbildung
L: K[',o’,l] -+ K 442)

ist definiert mit

L@) = [ Eeyzq) do, “43)
b

dann entspricht der Bildbereich R dem der konstanten nicht negativ definiten
symmetrischen Abbildung

f
Wios) = [ Eo)E(q) g, 444)
b

was bedeutet
R(L(z)) = R(w(to,rl))- (4.45)

Die Elemente von E,) bilden kontinuierliche Funktionen auf [#%,#]. Bedingt
durch die Symmetrie des Operators Wy, ., gilt die eindeutige spezielle Zerle-
gung des Raumes K* in

K= R(w(lo.tl)) @N(W(,m,l)).ﬂ (4.46)
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Mit der Kenntnis von Theorem 4.1 hat Kalman [29] einen konstanten kiinstlichen Ope-
rator definiert, wodurch eine Vorschrift zur numerischen Bestimmung der Steuerbarkeit
gegeben ist. Mit der Zustandsraumtransformation

80 = Pluon)Xty  E) = () (4.47)

und der Steuergleichung .
&) = Pl B (4.48)
entsteht fiir das Zeitintervall [#, ] die Gleichung

4 A
iy —80) = | Qei0) 4= [ Bo0)Bo)ie) do- (4.49)
L )

Mit dem speziellen Input
u() = By (%o = By %o (4.50)
konstruiert durch die adjungierte Fundamentalmatrix, entsteht der Operator Wy, ,,) mit

hH

85 = [ @B B0 d5%s

]
“ 4.51)
A& =j Q(o) Q(o) do !-(0
)
Ag = W(‘mq) io
Da mit Theorem 4.1 gilt
R(w(xo,tl)) =R(L(w)) , 4.52)

ist iiber diese Beziehung an dem konstanten Operator Wy, , ) eine Information iiber die
Steuerbarkeit als mathematische Systemeigenschaft abzulesen. Ist der Rang

18(Wig,)) = dim(R(W,,))) <n (4.53)

kleiner als die Zustandsraumdimension r gilt das System als nicht steuerbar. Die Zer-

legung
K'= ’R,(W(,m,l)) SN (w(lu,tl)) 4.54)

verdeutlicht diesen Zusammenhang, da
dim(N (W(,o,,l))) >0 4.55)

fiir ein nicht steuerbares System impliziert wird. Liegt A im Bildbereich der linearen
Transformation
A€ € R(L(u)) = R(W(in)) (4.56)

mit

L(ll) = [ Q(G)U(U) do, 4.57)
)
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ist eine Transformation

AE = O(1p, tl)X(tl) = X(1) (4.58)
durch einen entsprechenden Input u méglich, die physikalisch als Steuerung interpre-
tiert wird.
Ist eine Steuverung mit dem Input u mdglich, dann ist die Energie, zn

4
E= [lluglar 4.59)
f
definiert, minimal. Es gilt
A8 = Wiy )% (4.60)
mit der Pseudoinversen WI‘O‘ %)
%o = w(ftm,l)Ag : 4.61)

als spezieller Inputvektor

Yo = B'(t)d)'(,m,) Xo

4.62)
- f (
= Q0 Winhs
Die minimale erforderliche Energie fiir die Transformation A& ergibt sich zu
il
E= / ||u)|13 do
to
4
- / A5 me.n)g'(o)g(«)wfm.n)& do (*+63)
fo

g T
= A§ Wzrto.n)W('O-‘t)W('u-‘l)Ag
=<K Agi w{tolt[)Ag >’

womit dem kiinstlichen Operator W, , ) ein direkter physikalischer Bezug zugewiesen
wird.

Der Bildraum R(W(, ,)) und der Nullraum A (W, ,,) bilden zwei Unterriume des
Zustandsraumes, die als steuerbare (controllable) und nicht steuerbare Rdume von Kal-
man [28] klassifiziert werden.

Definition 4.1 (Steuerbarkeit, zeitvariantes System)
Eine mathematische Struktureigenschaft von S ist die Steuerbarkeit, die den
Zustandsraum K" in

Xe =R (W)

4.64
Xe= N(w(to,tl)) = Rl(w(to,tl)) ) )

einen steuerbaren und nichtsteuerbaren Unterraum, mit

K'=X.®X; 4.65)
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aufteilt. Eine Aussage (ber die Raumdimensionen ist an dem rg(W,,.)) der
Matrix

4
Weom) = f Pnc)Bo) Bo)Pir0) 40
fo

A (4.66)
= / Q(u) Q'( a) do
)
mdglich. Dabei wird S vollsténdig steuerbar genannt, wenn
rg(W(,M)) =n. (4-67)

Bei zeitinvarianten Systemen S{A,B, C} vereinfacht sich die Untersuchung der Steu-
erbarkeit erheblich. Die Grundlage bildet der folgende Zusammenhang, der eine Spe-
zialisierung von Theorem 4.1 darstellt.

Theorem 4.2 (spez. Fundamentalsatz der Strukturuntersuchung)
Fir ein zeitinvariantes System gilt fir R(W(,,,)) und N(W(,,)) mit

4

W= [ Eq E, do
o (4.68)
= /eF('°_U)G(c) G'(O')e—#(o—m) do
o

eine Vereinfachung ohne Bezug zu einem Zeitintervall {iber

E = [F°G|F'G|...|F*"1G], (4.69)
so daf3
R(w(to.t )) = R(E)
t f (4.70)
N(w(to.tl)) = N(E)
sind. O

Diese Tatsache folgt sofort aus der Exponentialfunktion der Fundamentalmatrix fiir zei-
tinvariante Systeme und dem Satz von Cayley-Hamilton.

Definition 4.2 (Steuerbarkeit, zeitinvariantes system)
Der Zustandsraum K" ist in

X=R(Q)
f “4.71)
EEN(Q ) ]
einen steuerbaren und nichtsteuerbaren Unterraum, mit
K'=X.0X; “4.72)

aufgeteilt. Dabei werden die Raumdimensionen ber rg(Q) bestimmt.

Q =[ABJA!B|...|A™'B] 4.73)
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Das System ist vollstandig steuerbar, wenn gilt
rg(@) =n. 4.74)

Die Struktureigenschaft der Steuerbarkeit fiir eine mathematische Systembeschreibung
kann allgemein ilber die Rangbestimmung einer konstanten Matrix festgelegt werden.
Dies gilt sowohl fiir den zeitinvarianten als auch fir den zeitvarianten Fall. Die Raumdi-
mensionen der Unterréiume einer linearen Transformation sind mit Kenntnis der Rang-
groBe bekannt,

4.3.2 Beobachtbarkeit

Die Beobachtbarkeit bildet eine weitere Eigenschaft der mathematischen Systembe-
schreibung §{0, P,), @(;)}. Der Systemteil P und die damit gegebene lineare Trans-
formation werden mathematisch charakterisiert. Die Besonderheiten, gegeben durch

Bild 4.2 Beobachtbarkeit

(L(x))(sy = Poyx

den Operator und die zugehérigen Vektorrdume, dienen als Grundlage der Untersu-
chung, ob Beobachtbarkeit vorhanden ist. Die lineare TransformationL: K" — Kﬁo q
ist definiert als

(L(x))(,) = ’P(,)x. 4.75)

Aussagen liber die Vektorrdume einer linearen Transformation sind grundsitzlich auch
an dem adjungierten Operator L' : Kﬁo g K" zu treffen, da mit Theorem 3.8 gilt

R(L()) =N(L()*

. (4.76)
N(L() =R(L()*
Der adjungierte Operator ist {iber < -,- > definiert zu
n
L‘ (ﬁ) = f 'P(’o)l-l(o) do, 4.77)
fo

mit ’PE, dem Systemteil des adjungierten System ${0, Py Q'(,)}. Der Begriff Beob-
achtbarkeit entspricht damit dem der Steuerbarkeit des adjungierten Systems. Auf die-
sen Zusammenhang [58] wird in der Literatur nicht immer deutlich hingewiesen.
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Die Strukturuntersuchung auf Beobachtbarkeit ist mit den gleichen mathematischen
Werkzeugen der Untersuchung auf Steuerbarkeit méglich, wobei die Aussagen an den
komplementédren Vektorrdumen getroffen werden.

Definition 4.3 (Beobachtbarkeit, zeitvariantes System)
Eine mathematische Struktureigenschaft von § ist die Beobachtbarkeit, Steu-
erbarkeit S, die den Zustandsraum K" in

Xa = R(W(lo-'l))

- - (4.78)
X5 = N(W(,D',l)) = RJ'(W(,O',I)) )
einen beobachtbaren und nichtbeobachtbaren Unterraum, mit
K'=X,0X; 4.79)

aufteilt. Eine Aussage Uber die Raumdimensionen ist an dem rg(W(,o,,,)) der
Matrix

4
W(,D',l) = \/‘fi)(,o’a)c’(o) C(o)‘—b(to,c) do
fo (4.80)

4
]

mdglich. Dabei wird & vollstandig beobachtbar, & vollstandig steuerbar ge-
nannt, wenn

rg(W(,O',l)) =n. (4.81)

Bei zeitinvarianten Systemen S{A, B, C} bzw. §{—A',C', B'} vereinfacht sich die Un-
tersuchung der Struktur auf Beobachtbarkeit, zudem wird der Zusammenhang mit der
Steuerbarkeit des adjungierten System & besonders deutlich.

Definition 4.4 (Beobachtbarkeit, zeitinvariantes System)
Der Zustandsraum K" ist in

Xo=N(P)* =R(P)

X;=R(P): =N (P) (4.82)

einen beobachtbaren, adjungiert steuerbaren, und nichtbeobachtbaren Unter-
raum mit

K'=X.®X; (4.83)
aufgeteilt. Dabei werden die Raumdimensionen tber rg(P') = rg(P) be-
stimmt.

P =[AC|A'LC|...|A1C]

[ CA? 7
CA! (4.84)

P =

|CA™!
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Das System ist vollstandig beobachtbar, adjungiert steuerbar, wenn gilt
rg(P') = rg(P) =n. (4.85)

Der Autor hat zur Beschreibung der Struktureigenschaft Beobachtbarkeit den Weg iiber
die adjungierte Steuerbarkeit gewihlt, um so eine neue physikalisch zu interpretieren-
de mathematische GroBe, die Beobachtbarkeit, zu vermeiden. Zudem ist unter dem Ge-
sichtspunkt der linearen Algebra eine Darstellung in dieser Form selbstverstiindlich.

4.4 Realisierung

Der Begriff Realisierung beschreibt die Existenz der Transformationsmatrizen A,),
B(s), C(), die einem bestimmten Wichtungsmuster T{1,0) Zugeordnet sind. Ist eine Rea-
lisierung existent, dann beschreibt diese das Input Output Verhalten eines dynamischen
Systems 8. Da der Zustandsraum unbekannt ist, er ist nicht direkt meBbar, bleibt die
Zustandsraumdimension zunichst eine unbekannte GréBe. Deshalb gibt es theoretisch
unendlich viele Realisierungen, die ein identisches Klemmenverhalten aufweisen. Ad-
diert man beispielsweise eine Steuergleichung zu einer gegebenen Realisierung, ohne
das diese einen EinfluB auf den Output nimmt, erhéht sich sofort die Zustandsraumdi-
mension, das Klemmenverhalten bleibt jedoch gleich.

Die Minimalrealisierung hat die Struktureigenschaft der kleinstmdglichen Zustands-
raumdimension zur Beschreibung des Systemverhalten, es darf keine Zustandsraum-
ordnung mdglich sein, die kleiner ist und dabei das gleiche Klemmenverhalten auf-
weist. Grundlage fiir die Bestimmung einer Minimalrealisierung bilden die Strukturei-
genschaften Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit. Sind diese beiden Struktureigenschaf-

Bild 4.3 Struktur der Realisierung

Ll(“)zfg(c)“(a) do (LQ(LI(I-I)))(:) (lc(x))(;)='P(,)X

Input Zustandsraum Output

ten gegeben, dann ist mit minimaler Systemordnung ohne Informationsverlusteine Rea-
lisierung moglich. Bis auf eine mogliche A hnlichkeitstransformation im Zustandsraum
liegen dann die SystemgroBen Ay, By, C() fiir das Wichtungsmuster T, ) als Mini-
malrealisierung fest,

Die Strukturkriterien Steuerbarkeit und Beobachtung klassifizieren den Zustandsraum
in sich vier einander ausschlieBende Teilzustandsraumvektoren bzw. vier Unterriume.
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Diese Aufteilung des Zustandsraum wird Kalman kanonische Zerlegung genannt, das
System & {A(,),B(,), C(,)} unterteilt sich entsprechend in vier Untersystetne.

Definition 4.5 (Kalman kanonische Zustandsform)
Nach Kalman ist der Zustandsraum, Uber die Strukturkriterien Steuerbarkeit
und Beobachtbarkeit, in vier exklusive Zusténde aufteilbar

Xeo € XoN A,
X6 € XcN X5
X0 € XAe N A
4. 5 € XeN X,

Dabei stellen sich die SystemgrdBen nach einer geeigneten Ahnlichkeitstrans-
formation wie folgt dar.

(4.86)

-

AT AL AL AT £ EN

Ay = Ay 0 Ay By, = Bly X() = X1
Al AY 0 Xy | @87

0 AR | 0 L %3

Co=1 o cly o C}|

Die neuen Zustandsraumkoordinaten zeitvarianter Systeme und damit auch
die Struktur sind nicht notwendigerweise zeitunabhangig.

Fiir die erforderliche Koordinatentransformation im Zustandsraum wird von Kalman
[28] eine nichtorthogonale Ahnlichkeitstransformation fiir den zeitinvarianten Fall vor-
geschlagen. Nach Kenntnis des Autors ist das Problem einer stabilen numerischen
Transformation zur Berechnung der Kalman kanonischen Form fiir zeitvariante Syste-
me noch ungeldst.
Eine Minimalrealisierung besteht bezogen auf die Definition 4.5 nur aus dem Teilsy-
stem

S{A{):B():Clyt - (4.88)
Dieses vollkommen steuerbare und beobachtbare Teilsystem entspricht der Impulsant-
wort. Bemerkenswert ist die Tatsache, daB} bei einer blackbox Interpretation, siehe Bild
4.3, bezogen auf die Klemmengroen der Realisierung noch ein zusétzlicher Systeman-
teil hinzutritt, weshalb

11 AI3 A3 ml (1 (I
S{A{) A Ay By Clr Clo} (4.89)

fiir diese Systembetrachtung gilt und daher allgemeiner als die Definition der Impul-
santwort ist.

4.5 Diskrete dynamische Systeme

In der Darstellung von dynamischen Systemen in den vorausgehenden Kapiteln ist im-
pliziert worden, dafl Systemparameter als kontinuierliche Zeitfunktion vorliegen. Die
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diskrete Beschreibung erfalt die Dynamik nur zu bestimmten Zeitpunkten,
< Pp<h<. <K< (4.90)

Eine weitere Vereinfachung bedingt die Forderung der dquidistanten Zeitdiskretisie-
rung.
Ly - =At= konst. > 0 4.91)

Bei der Voraussetzung eines konstanten Eingangs iiber einen Zeitschritt Af stellen sich
diskrete zeitinvariante dynamische Systeme mit der Abkiirzung f, = k als

][5

dar. Die Zusammenh#inge zwischen den zeitkontinuierlichen und diskreten System-
groBen lautet damit wie folgt

X ] 4.92)
u

K=ot
At

= f A=) 45 (4.93)
0

c=cC.

Die Struktureigenschaften dynamischer kontinuierlicher Systeme, Steuerbarkeit und
Beobachtbarkeit, sind direkt auf diskrete dynamische Systeme tibertragbar.

4.6 Der Hankel Operator

Der Hankeloperator [22] [26] stellt eine besondere lineare Transformation dar, wobei
die inhdrenten Komponenten denen der Wichtung T(, ) entsprechen. Der kontinuierli-
che Hankeloperator

L: K‘(’o‘_’) — Kfo'“) 4.94)
ist definiert zu
(L) = [ CA By dr. 4.95)
f
Fiir den speziellen Input, siche Bild 4.4,

=0 t>0

ergibt sichmit t = —-¢

)
Yo = f CAl-0)Al-oIBy,  do 4.97)



4.6 Der Hankel Operator 59

Bild 4.4 Hankeloperator
X2
u y
N\/\—q\ 0 _ . x[ ;
I
Xn
Input Zustand Output
und damit fiir den Qutput ¢ > 0
o
Yo =P _/ Q(o)¥a)d0 (4.98)

als eine Abbildung der Vergangenheit in die Zukunft iiber den Zustand zur Zeit 1.

ty
Yoy=PuXo ; Xo= / Q(0)U(o) dO (4.99)

Die beiden Komponenten P(,), Q) der Hankeltransformation entsprechen denen filr
die Wichtung T, ) der zeitinvarianten Realisierung S{A, B, C} nach einer geeigneten
Ahnlichkeitstransformation im Zustandsraum.

Zum Zeitpunkt 5 gilt fiir die P Komponente

Yo) = 'P(:)Xo =Céet (‘-‘0)7‘0

Yo = CAOxy+ CA! (:1!‘91)(0 + CAZL%)—Z-XO + -
Y(,) = CA1X0 +CA2(’—I:Q)-X0 + CAS-(%):X()-I- >
y(‘) —_ .

(4.100)

und fiir die @ Komponente

o f
Xo = / Q(o)Y(a)d0 = / e“(‘°‘°)Bu(c,) do

1 21
— AO 0 1 1 2 2
=A'B Y1) +A'B Y1) +A’B i) +

f fn—o) f o=
=A% fuigdo-+AB [B=ug do+a2B [y dot -

4.101)
als Darstellung unter Beriicksichtigung der Definition der Matrizenexponentialfunkti-



Kapitel 4 Systemtheorie

on. In Matrizenblockform zum Teitpunkt £, ergibt sich die unendliche Gleichung

L i
Yo) CA® [ A%B I AlB | A% | ... ] ) |
Y | _ | CA! ' U)
Yo | | cA? W, @.102)
y = P Qv

mit [y] € K=*!,[u] € K**1,P € K**"und Q € K"**. Die Matrizen P und Q sind
aus der Strukturuntersuchung in Kapitel 4.3 bekannt.
Die diskrete Parallele der Hankeltransformation wird durch eine zweifach unendliche

Matrix reprisentiert, die ebenfalls von besonderer Form ist. Der diskrete Output y, lau-
tet fiirk=0,1,2,...

Ye= Eéﬂ(k-o)ﬂ"_’)ﬁu{t-l)
1=0 (4.103)

= EA-9) T ACDiu,,_),
=0

und bildet die gleiche Transformation zwischen Vergangenheit und Zukunft wie zuvor
in der kontinuierlichen Darstellung,

Y= éﬁ(k‘a)xo i Xp= ZA(O-I)EU(I_I) 4.104)
=0
Diese unendliche Summe ausgeschrieben fiir die Zeitpunkte / = -0, —1,..., —ec ergibt

den doppelt unendlich diskreten Hankeloperator

[ vo | 'éAO'[x°§|xlrs|,§2§ ...]-u_l-
i _ é;l Uu_2
CA? _
ik - (4.105)
¥ = P QI[i
[yl = H [

mit [§] € K=*!,[§i] € K=*!, P € K**"und @ € K***. Bemerkenswert ist die be-
sondere Form der Hankelmatrix in der blockdyadischen Zerlegung. Die Matrizen P
und @ sind die diskreten Formen fiir die Strukturuntersuchung auf Beobachtbarkeit und
Steuerbarkeit.

Die Hankelmatrix setzt sich aus den Markov—Parametern mit den Blocken

h, = CA*B (4.106)
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zusammen und hat trotz unendlicher Form einen endlichen Rang [19], der der System-
ordnung entspricht. Die Markov-Parameter bilden die unendliche Reihe der diskreten

Ry =C(lz-A)"'B= Y CA*'B+* (4.107)
k=1
bzw. kontinuierlichen
R =C(Is—A)~'B= Y CAF'Bs™* (4.108)
k=1

Systemtibertragungsfunktion R nach der Z- bzw. Laplace- Transformation. Dies ist
hier nur vollstindigkeitshalbererwihnt, da in dieser Arbeit die Markov—Parameter nicht
direkt verwendet werden.
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Realisierung dynamischer Systeme
mit der verallgemeinerten
Singulirwertzerlegung

5.1 Einleitung

Die Systemtheorie gilt als Grundlage fiir die Abbildung dynamischer Abliufe von rea-
len Gegebenheiten in eine mathematische Sprache. Das Zustandsraummodell dient so-
wohl der Analyse als auch zur Synthese der Dynamik. Eine Realisierung beinhaltet al-
le Parameter einer Zustandsraumdarstellung, die bei einer konkreten Untersuchung der
realen Ereignisse in die Berechnungsmethode einflieBen.

Das mathematische Modell der Systemtheorie ermdglicht eine Analyse der Realitiit,
tiber die gemessenen Input und Output Signale, durch eine Black box Realisierung, die
auch als Klemmenmodell bezeichnet wird. Die erforderlichen Systemparameter wer-
den aus dem gemessenen Klemmenverhalten bestimmt. Die synthetische Realisierung
berechnet im Gegensatz dazu die unbekannten Systemparameter aus GesetzmiiBigkei-
ten und Regelwerken spezieller problemorientierter Theorien. Ein bekanntes Beispiel
fiir die synthetische Beschreibungsweise ist die Finite Elemente Methode.

Die Theorie der Singulidrwertzerlegung, mit Ursprung in der linearen Algebra, stellt in
diesem Problemumfeld ein geeignetes mathematisches Werkzeug dar, um die Modell-
struktur der Systemtheorie offenzulegen. Die einzelnen Systemkomponenten sind nach
der Zerlegung direkt zugiinglich und interpretierbar. Vorteilhaft ist dabei zudem, daB ei-
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ne sehr stabile numerische Realisierung fiir den Digitalrechner existiert.

Die erlduterte Black box Realisierung mit der QSVD ist von dem Autoren entwickelt
worden und nach dessen Kenntnis neu.

5.2 Analyse mit dem Zustandsraummodell

Durch die Messung von Input und Output wird das mathematische Modell in der Sy-
stemtheorie als ein Klemmenmodell bestimmt. Die Wahl der Input— und Outputgréen
legt somit den Bezug zwischen der physikalischen Realitit und der mathematischen
Abbildung fest.

Fiir eine Analyse mit dem Hankeloperator der Systemtheorie, siehe Kapitel 4.6, ist ein
spezielles Testsignal als Eingang in das zu untersuchende reale System erforderlich.
Hier bieten sich die Impulsfunktion sowie die Einheitssprungfunktion als Ein— Aus-
schaltvorgang, zu einem bestimmten wihlbaren Zeitpunkt £y an, dabei mufl das System
in einem stationdren Zustand ausharren.

Ein spezielles kontinuierliches Eingangssignal ist die Impulsfunktion oder Delta-

Funktion.
8(,) =co fiirtr=0
=0 firtr#0
Mit den besonderen Eigenschaften als eine verallgemeinerte Funktion oder Pseudo-

funktion bewirkt sie eine Filterung bei der Multiplikation mit iiblichen Funktionen wie
folgt

é.1)

f B()@(z) 41 = Qo) (5.2)

und kann tiber die partielle Integration als Ableitung der Einheitssprungfunktion defi-
niert werden. Das Analogon in der diskreten Darstellung ist die Pulsfunktion.

Die Einheitssprungfunktion ist vergleichbar mit einem Schaltvorgang und als

U(‘—to) =1 fﬁrt > to

53
=0 firr< g (5-3)

definiert,

Wird eine spezielle Eingangsfunktion fiirden Input u € K9 eines dynamischen Systems
derart gewihlt, daB gilt

1 0 0
0 1 0
Uy = : Uspez.s Up, = . Uspez.s --- sUq, = . Uspez. 54
| 0 ] | 0 | 1]

dann 148t sich der Hankeloperator aus den Einzelmessungen, die durch die Aufeinan-
derfolge der separierenden Eingangsgrden entkoppelt vorliegen, aufbauen.

Die i Einzelmessungen, bezugnehmend auf dquidistante diskrete AusgangsgroBen, er-
geben sich fiir den speziellen Input mit

-~

xo=b; , i=1,...,9 5.5)
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aus der Hankeltransformation, siche Kapitel 4.6,

[ = PL[d]

- . (5.6)
[f]=Pxo ; x0=gil]
zum Zeitpunkt £y zu
Yu = CA%; Yi2 = (":,1052 Yig = Cﬁoﬁq
Ya = 65151 Y2 = CA'b, Yo = é‘&lsq 5.7
yar =CA%; ' yp =CA%, ' "' ys, =CA%, 57

Der Zusammenbau der Einzelmessungen, synchronisiert iiber die Zeit, ergibt die Sy-
stemantwort in Blockformulierung

Yuu Yi2 --- Yig CA? [51 b, ... by

2 ... Y é~1
Y1 ¥ 2 | _ - (5.8)
Y Y2 ..o Yy CA?

auf das spezielle Eingangssignal. Die Linearitit der invarianten Zustandsraumdarstel-
lung bedingt eine Zeitshiftinvarianz der Impulsantwort, deshalb 148t sich der Hankel-
operator iiber

Y21 Y22 - - Yoq cA! [5152...5,,] CA° (A [S,Bz...sq]
Y31 ¥s2..-¥3g | CA? _ CA!
Ya1 Y42 ... Yaq CA3 CA?

r}'31)'32---)r’3q CA? [5.52.‘.54] CAC |A? [5152...54]
Ya Ya2---Yag | CA3 _ CA!
¥s1Ys52---Ysq CA* CA?

L . L . L .

69
usw. sofort als unendliche Matrix H; € K™** zusammensetzen, bezogen auf xg; den
Zustandsvektor zum Zeitpunkt 7o als Transformationszeitpunkt aus der Vergangenheit
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in die Zukunft.

Yin Yi2 o Yig | Y21 Y22 - Y4 Yool Yoo2 *** Yoog

¥Y21 Y22 ° - Y2q | ¥31 Y32 Y3q

i, = Y31 Y32+ ¥3g | Ya1 Y42 Yaq
l...
i Yool Yoo2 “** Yeoq
) ) _ _ (5.10)
A AR [&°§|i&1f; AH ]
hy, |y CA!
H = fiy | fig = | &x2
-Em =

Hi= Poulo : Xot

Die Zeitshiftinvarianzkann ebenfalls global auf die gesamte Hankelmatrix angewendet
werden, da der Hankeloperator eine lineare Transformation ist. Die unendliche Matrix
H, € K™** reprisentiert mit

foB ] [ ek [Aorz]xlrs A8 | . ]
A CAl
ﬂ2= ﬁ4 Es = | CA?
(5.11)
i
- = L .

l"'l2= 7502@02 y Xo2

auch den Hankeloperator, hier allerdings mit dem Transformationsbezugspunktxg,. Die
Giiltigkeit der Linearitét erlaubt weitere denkbare Reprisentanten fiir den Hankelope-

rator.
1= Puabos : X

04Q04 +  Xo4 (5.12)

El o]
I
X
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Signifikant ist die Feststellung, daB die Zustdnde Xo;,X0g, - . - X0y ZU den jeweiligen
Zeitpunkten fy, in einem Zustandstransformationsverhiltnis stehen,

X02 = 51!01
Xo3 = 52"01
oi = Aoxo G
fiir die Bedingung
o1 <fn<foz... , 5.14)

gliltig bei dquidistanter Messung und Linearitiit. Da sich grundsitzlich jeder Hankel-
operator dyadisch in die Komponenten P und @ zerlegen 14Bt, gilt allgemein
Hy= PoQo = PAQ
H;, = Py Qo= PAIQ 515
fly = Poyps = PAS G-13)

0

fiir die Voraussetzung der Zeitshiftinvarianz. Die Matrizen P und @ sind linear un-
abhéngige Forimen, sie stellen die Steuerbarkeits- und Beobachtbarkeits- Matrizen dar.
Wihlt man 4 als Bezugspunkt fiir xo;, so lautet die Faktorisierung der zwei Hankelma-
trizen H; und H, tiber die blockdyadische Zerlegung mit £ < f und Xg

A’O
KCe—i)

1

(5.16)

O (O

P
P

O O

P
"

El ==l

)
daxg = A(k_i)in ist.

Theorem 5.1 (Realisierung durch zwei Hankelmatrizen)
Jeder Hankeloperator ist grundsétzlich in zwei linear unabh&ngige Matrizen P
und Q zerlegbar. Unter der Vorraussetzung, daB sich zwei Hankelmatrizen H,
und H;, die den gleichen Hankeloperator von einem dynamischen System re-
prasentieren, in
H;=P,Q =PAQ (5.17)

und

fi, = P8 =PAKIG (5.18)
gleichzeitig dyadisch zerlegen lassen, wobei mit #; < # und x; als Bezugspunkt
der globalen Zeitshiftinvarianz gilt, dann ist eine Realisierung S{A,B,C} be-
stimmbar zu

S
Il

&8 |... ] (5.19)
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mit

C= P(l:p,l:n)v B= Q(l:n,l:q) (5.20)
und

'ﬁﬁ’k = PIPACE-) = R(-1), 5.2

Der Beweis folgt direkt aus der Gltigkeit von Theorem 3.3 als eine dyadische
Zerlegung in der Form

H; =UX""' =uzy X! (522)
und
He= VX~ = Vg X! (5.23)

von zwei Matrizen, mit alleinig gemeinsamen normalen nichttrivialen singul&ren
Wertepaaren und zugehérigen Vektoren, da sich Bildraum und Nullraum fir
den einen darzustellenden Operator entsprechen miissen. O

Mit der QSVD ist die Faktorisierung in drei nicht singulire Matrizen méglich. Damit
ergibt sich aus der gleichzeitigen dyadischen Zerlegung von zwei Hankelmatrizen un-
ter Ausnutzung der globalen Shiftinvarianz eine Realisierung S{A,B, C}, wobei die
Parameter bis auf eine immer mogliche Ahnlichkeitstransformation P bestimmt sind
S{P-'AP,P-'B,CP}. Das Parameteridentifikationsverfahren beschrinkt sich nicht
auf den dargestellten diskreten Fall, sondern gilt auch fiir kontinuierliche Systeme bzw.
Hankelmatrizen mit entsprechenden Mefsignalen.

Bemerkenswert ist die Tatsache, daB die Struktur der Hankelmatrix, die durch die
Markov-Parameter gebildet wird, unberticksichtigt bleibt. Diese Struktur ist bei ver-
rauschten unscharfen Signalen nicht vorhanden. Im Gegensatz dazu ist jede Hankelma-
trix H in eine dyadische Blockform der P und @ Matrizen zu faktorisieren, auch dann,
wenn die inhdrente Struktur durch Rauscheffekte zerstort ist. Deshalb ist ein Ansatz zur
Bestimmung einer Realisierung mit der globalen Shiftinvarianz der Hankelmatrix all-
gemeingiiltiger als Verfahren, die die innere Struktur einer Hankelmatrix ausnutzen. Zu
nennen sind die bekannten Algorithmen von Zeiger und McEwen [60] und Kung {32],
die auf der Grundlage der Realisierung von Ho {25] entstanden sind und deren Modell-
basis auf einer exakten Hankelmatrix aufbaut und daher bei verrauschten Signalen nur
niherungsweise giiltig sind.

Eine Realisierung § {K, B, é} ist mit der QSVD bestimmbar, indem beispielsweise fiir
X02 = AXm gilt

1 =UX"! =U X! = P,@ = PA°Q
2=Vx-‘ =VZH2X-1 = 7329- = 731&1@

I

(5.29)

und damit

= ~(l:p,l:n) = t'J(l:p.l:n)

= Qy(lmvliq) = x(—l!n.l:q) (5.25)
A=Plp, =0

aus der Zerlegung folgt. Diese Darstellung ist exakt giiltig fiir die gemeinsamen nicht-
trivialen normalen singuliren Werte und Vektoren ¢; < 1 und B; > 0, bezogen auf die

%t ™
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mogliche Rechnergenauigkeit y. Die zwei zu faktorisierenden Matrizen werden durch
eine gemeinsame QR-Zerlegung

H,

H;

Qs
Q:

. = =QR= R (5.26)

in der QSVD vorverarbeitet {43], [23]. Diese Vorstufe der allgemeinen Faktorisierung
dient der gemeinsamen Rangbestimmung, damit liegt ebenso der gemeinsame Zeilen-
nullraum A (H,) NA/(H,) fest. Die Bestimmung des gemeinsamen Nullraumes erfolgt
mit der QR-Zerlegung grundsitzlich auf der Basis der Rechnergenauigkeityund erlaubt
deshalb keine Interpretation bei der Rangstimmung, allerdings ist diese Vorstufe in der
allgemeinen Berechnung der Faktorisierung durch eine bessere Rangbestimmung [2]
austauschbar.

Bei der Verarbeitung von verrauschten MeBdaten liegt die Darstellung der Zahlen, be-
dingt durch die Quantisierung des D/A-Wandlers usw., weit oberhalb der Rechnerge-
nauigkeit.

e Digitalrechner: 2732 = 4,50-10~16

5.27
e D/A-Wandler: 2-12=2,44.10"* (5.27)

Die aufgefiihrten Zahlen stellen beispielhaft den groBen Unterschied dar, der sich in
Abhiingigkeit der eingesetzten Hardware und Software dndert.

Die in der QSVD inh#rente QR—Zerlegung, als Vorstufe der Faktorisierung und Rang-
bestimmung, ist durch die Abstimmung auf die Rechnergenauigkeit ¥ fiir eine Mef3da-
tenverarbeitung ungeeignet. Eine Interpretation der vorliegenden Daten und der Rang-
bestimmung ist leider nicht gegeben, wie dies bei der SVD mdéglich ist. Um dennoch
eine Realisierung S{A, B, C} mit der QSVD zu bestimmen muB die Rangbestimmung
bei Daten, die nicht in der Rechnergenauigkeit y vorliegen, tiber eine externe Berech-
nung, die der QSVD vorzuschalten ist, bestimmt werden.

Uber die Rangbestimmung mit der SVD findet eine Trennung der MeBsignale in einen
Signalraum und Rauschraum statt, Diese Strukturierung, bedingt durch die Trennung,
ist dabei mit dem Bildraum und Nullraum einer linearen Transforination vergleichbar.
Die Interpretation ist sinnvoll, da unterhalb der Zahlendarstellung ¥ im Digitalrechner
ebenfalls Rauschen vorliegt, hier jedoch im Vergleich zum MeBrauschen auf einem an-
deren Potential.

Fiir die externe Rangberechnung mit der SVD ist die Annahme zu treffen, da weiBes

Rauschen vorliegt, dann folgt
z ]
=l u u : il, G2
L LV

als die gemessene verrauschte Hankelmatrix Hge; mit der berechneten Faktorisierung.
Die Unterteilung in den Signalraum

y i 17Tz !
SRR

H,
2

2

I‘:’[ge.r = I.:Ige.s‘ + ﬂge.r =
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und den Rauschraum

S PR [C A

istan der Strukturierung {iber die singuliren Werte mit den zugehdrigen Vektoren direkt
ersichtlich. Die singulidren Werte G; bilden dabei einen direkten Bezug zu dem Energie-
gehalt eines Signales, der als Quadratwurzel 6; entspricht. Die Vektoren der Matrix V;
spannen den gemeinsamen Zeilenraum als einen Unterraum auf. Die Projektion, sie-
he Kapitel 3.2, der Daten mit dem Projektor Py, auf diesen Raum selektiert zwischen
Rausch- und Signalgehalt.

ﬁges = ﬁge.rPVI (5'31)
Liegt eine besondere Datenstruktur vor, so kann eine erhebliche Reduktion bei der Be-

rechnung beriicksichtigt werden. Die beiden Hankelmatrizen H; und H, beinhalten
einen groBen Anteil redundanter Information.

s f[ 4 H.
Hy=| . Hy= | . (5.32)
Hy, Ha
Die Teilmatrizen f[l p und lzIZG enthalten die gleichen Daten, so dal mit
H,, =y, (5.33)
der Aufwand bei der Berechnung der SVD stark vermindert werden kann.
i
la
& X Vv,
Hporea= | Hyp | =] U Uy || 7 ‘ (5.34)
5 ||V,
Hy,

Die Selektion zwischen Signal- und Rauschraum erfolgt wie zuvor beschrieben, so dag
fiir die Berechnung der Realisierung S{A, B, C} mit der QSVD die Hankelmatrizen

l:'{la

H, =
H,,

(5.35)

endgtiltig bereit stehen.

5.3 Das synthetische Modell als Realisierung

Das Zustandsraummodell der Systemtheorie stellt eine synthetische Abbildung realer
Vorgiinge dar, wenn die Realisierung S{A, B, C} aus bekannten Teilen zusammenge-
setzt ist. Die Teilsysteme der Struktur werden durch eigenstéindige Prinzipe oder Regel-
werke aufgestellt und in eine Vektordifferentialgleichung erster Ordnung umgeformt.
Eine bekannte synthetische Zustandsraumdarstellung bildet die Finite Elemente Metho-
de [56][57], die aus Teilsystemen wie Massen-, Ddmpfer- und Steifigkeitselementen zu
einer linearen Differentialgleichung zusammengesetzt wird.

M§ ;) + Dy )+ Ky(,) = (5.36)
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Die Gleichung mit der Massenmatrix M € K***, Dimpfungsmatrix D € K*** und
Steifigkeitsmatrix K € K** beschreibt die Beziehungen zwischen den als Eingang
gewihlten KraftgrdBen u(,) € K’ und den Ausglingeny(,) € K°, als WeggrdBen mit
entsprechenden Ableitungen, die als Geschwindigkeit und Beschleunigung zu deu-
ten sind. Die Darstellung als Sonderfall in der Systemtheorie wird direkt klar, wenn
man beachtet, daB fir die Wahl der Koordinaten u, und y(, eine feste Abhingig-
keit gilt. Die Erhdhung der Eingtinge bedingt ebenso die VergréBerung der Anzahl von
Ausgingen und eine Anpassung der Parametermatrizen, diese Abhidngigkeiten sind in
der Systemtheorie unbekannt. Nach Umformung auf eine Vektordifferentialgleichung

( )

Xy = A X9 + B uy,

0 I
-M"IK -M-p

k-
| Sa— |
S
= o
| I

|

gilt dies mit
Yo = [ I 0 ]"(t)’ Yin=Cxq (5.38)

als die Zustandsraumdarstellung der Systemtheorie. Im Gegensatz zur Systemtheorie,
wo der Zustandsraum nicht direkt physikalisch zu deuten ist, wird mit A € K**2,
B € K¥** und C € K**%, der Raum in Beschleunigungen, Geschwindigkeiten und
Wegen beschrieben.

Theoretisch gelten die Finite Elemente Methoden immer als steuerbar bzw. beobachtbar
und bilden so eine Minimalrealisierung. Um die physikalischen Gegebenheiten jedoch
brauchbar abzubilden, ist sehr oft eine groBe Anzahl von Freiheitsgraden unumging-
lich, da die Ansatzfunktionen der Elemente die Realit4t nur ungeniigend darstellt. Durch
den hohen Grad der Diskretisierung wird das Rechenmodell damit nicht steuerbar bzw.
nicht beobachtbar, und somit gibt es ein Modell kleinerer Ordnung bezogen auf die
numerische Darstellungsgenauigkeit y. Die theoretische Minimalrealisierung ist nicht
mehr gegeben, da die Eindeutigkeit bei der Abbildung auf die Ansatzfunktionen bei
groBer Diskretisierungsanzahl redundanzbedingt verloren geht.

Das Zustandsraummodell kann auch beispielsweise aus mehreren Steuergleichungen
oder MeBgleichungen zu einem Gesamtmodell aufgebaut werden, so daB keine Mini-
malrealisierung vorliegt. Durch eine geeignete Ahnlichkeitstransformation der Reali-
sierung kann eine Minimalrealisierung bestimmt werden.

Die Kalman kanonische Form, siehe Definition 4.5, oder die balanced (ausgegliche-
ne) Realisierung und die principal axis (Hauptachsen) Realisierung sind bekannte Zu-
standsformen fiir die Berechnung einer Minimalrealisierung. Die beiden zuletzt ge-
nannten Realisierungsforimen, die bezogen auf die Beschreibung in Kapitel 4.4 neueren
Datums sind und eng mit der Theorie der Singuldrwertzerlegung zusammenhéngen und
deshalb erst hier aufgefiihrt werden, lassen sich wie folgt skizzieren.

Definition 5.1 (balanced, principal axis Zustandsfo‘x_'m)
Eine Realisierung S{A,B,C} liegt nach einer Ahnlichkeitstransformation in
principal axis Form vor, wenn die Matrizen

PP und QQ (5.39)
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diagonale Form haben [40]. Sind zudem die Matrizen nach dieser Transforma-
tion gleich, dann gilt die vorliegende Form als balanced Realisierung.

Mit dem Algorithmus der PSVD, siche Theorem 3.5, ist eine geeignete Ahnlichkeit-
stransformation berechenbar, dabei dient die Hankeltransformation

H=PQ (5.40)
als die Berechungsbasis einer gegebenen Realisierung 8;{A1,B;,C;} mit

[ CiA? |

CiAl
P= | —— Ql=[Ag’BlIA{BI‘...|A';—IBI]. (5.41)

i CIA';—I J

Als Grundlage dient die Tatsache, dal die Eigenwerte und Vektoren als Moden zweiter
Ordnung von

PPQQ (5.42)

bei einer Ahnlichkeitstransformation invariant sind [17]. Die Berechnung erfolgt mit
der PSVD, ohne die explizite Berechnung des Produktes, auf numerisch stabilem Weg.
Die gesuchte kontragrediente Transformation fiir 8;{A, By, C,} lautet

S:{P~'A,P,P'B,CP} = 8,{A;,B;,C;} (5.43)
mit
PP, PP =P,P, = diag{-} (5.44)
und
P1Q,Q P = Q,Q; = diag{-}, (5.45)
da dann
PP, PPP1Q,Q P =P, P,Q,Q; = diag’{-} (5.46)

auf Diagonalgestalt der quadratischen Eigenwerte transformiert wird.
Die PSVD vereinfacht die Ermittlung der Transformation mit

Pi=Up X", Q@ =VIyX. (5.47)

Die gesuchte kontragrediente Transformation wird durch die invertierbare Matrix X ge-
bildet.

P\ P121Q) =X"'E,UUZp X~IXE0, VVE, X'

54
X 5o X (5.48)
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Wiihlt man P = X erhilt man die Diagonalform, in Gestalt der gemeinsamen singuléren
Werte mit

P, =UZp X!
CA? C,A)
CAl C2AL (549)
= = P=UEP,X"X='P2X"X
C AT C,AZ!
und
Q=XZgoV
= [ A?Bl | A}Bl | | A'l'_lﬂl ]
5.50
=p-! [ A, | AlB, | ... | AZ-'B, ] (3-50)
=X"1X3o, V
= X"XQZ
und
sz, 0
; Ip
PyP=1} = '
Op,
0 0
i ) (5.51)
Sh, 0
, 0o
QZQ; = Ezgl = 1
IQl
0 0

Anhand der singuléiren Werte Xp  und g, mit den zugehdrigen Vektoren der Matrix
P = X ist das System S,{A,,B;,C,} in die Teilzustandsriume Xco, X5, Xz und Xz;
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zerlegbar.

Al AR A A B! Xeo
A2l A22 A23 A4 B2 .

s AN I e BT
Az A2 A2 Az B2 x;'ﬁ (5.52)
| AZY AR AP A | B] | | Xz |

G=[c ¢ ¢ o]

2 2 2 2 2 |

Das Teilsystem 8§} {A4!, B, C1} stellt eine principal axis Realisierung als Minimalrea-
lisierung dar. Bei gleichen singuliren Werten, bedingt durch die PSVD, gilt die Reali-
sierung als ausgeglichen. In [16] wird mit der PSVD auf die Kalman kanonische Zu-
standsform transformiert.

Mit Hilfe der Singulirwertzerlegung kann bei der synthetischen Form einer Realisie-

rung der steuerbare und beobachtbare Anteil ermittelt werden, um damit eine System-
reduktion durchzufiihren.
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Erfassung von
Strukturverinderungen

6.1 Einleitung

Fiir die Erfassung von Strukturveréinderungen ist es erforderlich, signifikante Malle zu
definieren, um dariiber Riickschliisse auf eine mogliche Verinderung zu erhalten.

Aus der Schwingungsdifferentialgleichungder Mechanik, dem synthetischen Zustands-
raummodell, sind die Parameter Massen- , Démpfungs- und Steifigkeitsmatrizen als
Strukturkenngroflen eines mathematischen Modells fiir eine Interpretation bzw. eine
Untersuchung direkt zugénglich. Hierbei stellt sich jedoch die Frage, an welchem bzw.,
mit welchem der drei Parameter eine Veréinderung gemessen werden soll, da a prio-
ri grundsétzlich nicht festzulegen ist, wie sich ein dynamisches System veriindert und
woran dies mathematisch erkennbar wird, es sei denn der Fall, da3 durch einen be-
stimmten Modellansatz, wie zum Beispiel mit einem nichtlinearen Ergiinzungsmodell
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zur Dimpfungsmodellierung [44], nur einer der Parameter bevorzugt wird.

In diesem Kapitel werden als MaBe fiir eine Strukturénderung die dynamischen EinfluB-
groBen gewihlt. Die Herleitung dieser GroBen ist direkt aus einer vorliegen Systemrea-
lisierung S{A, B, C} abzuleiten.Die dynamischen EinfluBzahlen ergeben sich aus der
Spektralzerlegung des Operators T, o) der Systemtheorie. In den EinfluBgrdBen, die
auch als Greensche Zahlen in der Mechanik bekannt sind, kann man sich den Infor-
mationsgehalt, den die drei Parametermatrizen der Schwingungsdifferentialgleichung
beschreiben, in komprimierter Form vorliegend denken, weshalb eine Auswahl eines
bestimmten Parameters der Schwingungsdifferentialgleichung nicht erforderlich wird.

Der Ansatz zur Erfassung einer dynamischen System- bzw. Strukturverinderungin die-
ser Form ist nach Kenntnis des Autoren neu und wird hier erstmals mit dieser Darstel-
lung, anhand von Simulationsrechnugen und realen Messungen, untersucht.

6.2 Die dynamischen EinfluBzahlen

Aus der Mechanik bzw. Physik ist die Greensche Funktion als Lsung der Biegediffe-
rentialgleichung bekannt. Die Greensche Losung stellt allgemein, als die Inverse einer
Differentialgleichung bzw. des Differentialgleichungsoperators, die gesuchte Lésung
in integraler Form dar.

In der klassischen Mechanik stellen die sogenannten Deltazahlen §;;, als diskrete Werte
der Greenschen Losung, den EinfluBl einer Einzellast als Ursache j (Input), in Form der
Biegeline (Output) als Wirkung am Ort { dar, Auffallend ist, daB hier das Prinzip von
Ursache und Wirkung direkt studiert werden kann und im Bereich der Baustatik unter
der Bezeichnug EinfluBlinie bekannt ist.

Der Wichtungsoperator T, 4) aus der Systemtheorie ist, als ein integraler Ldsungsope-
rator der Zustandsraumgleichung, vergleichbar mit der Greenschen Lisung. Nach einer
Jordanzerlegung der Zustandsraumgleichung bzw. Ahnlichkeitstransformation in ein-
facher Form, kann pro Systemeigenfunktion i eine Matrix Fi4yy, ;) definiert wer.c.len, die
die Einfliisse zwischen Input und Output des Systems an einer Polstelle der Ubertra-
gungsfunktion darstellt.

Liegt eine Realisierung S{A, B, C} fiir einen dynamischen ProzeB vor, so ist im allge-
meinen der Zustandsraum nur bis auf eine immer mdgliche Ahnlichkeitstransformation
der Zustandsraumvariablen

X =P8 ©.D)

bestimmt, Der Zustandsraum unterliegt, da er nicht direkt meBbar ist, mit seinen Para-
metern keiner physikalischen Interpretierbarkeit, Sonderfille wie in Kapitel 5.3 seien
ausgeschlossen.

Mit der Zustandsraumtransformation der Fundamentalldsung
D) = M) (62)

auf Jordan kanonische Form, unter der Annahme nur einfacher Diagonalform, 148t sich
eine physikalisch zu interpretierende Realisierung § finden.

l=%) = pr1Al-n)p, (6.3)



6.2 Die dynamischen Einflufizahlen

Die Transformationsmatrix P, = konst. dndert die Raumkoordinaten als Eigenvektoren
so ab, daB die Systemeigenwerte der Matrix A in Diagonalform der Matrix J vorliegen.
Die Fundamentallsung liegt damit in entkoppelter Form mit

M(t—%)
Dr) = = ) (6.4)
P=t=%)
vor. Die Systemparameter dndern ihre Gestalt
S {P;'AP,,P;'B,CP,} = 5,{J,P;'B,CP,} (6.5)

entsprechend. Die Fundamentalldsung bildet selber ebenso eine mégliche Zustands-
raumtransformation, siehe Kapitel 4.2. Mit

ell('—"ﬂ)

Pz(:) = ‘D(l,tu) = Jeli=t) (6.6)
t—1y

transformiert sich der Zustandsraum in die Form ohne Feedbackvariable
82{0,P5P7'B,CP Py} = 5:{0,Q(), Py} 6.7

dabei gilt

Q) = D, PT'B =P 1B = o1y

P =CP1® ) = CP, (%) =Fpl-n) (6.8)

hier als Spezialfall der zeitinvarianten Form. Die Integralgleichung als inhomogene
Ldsung der Zustandsraumgleichung 148t sich mit

H
Yoy = f Ts.0) Uo) d0
%
t

= 'P(t) / Q(o) U(c) do (6.9)
]

t
= F'peJ(’—to)/eJ(‘“_o)FQll(c) do
L)

darstellen. Die Beobachtbarkeits- und Steuerbarkeits- Operatoren P(;,) und Q) er-
scheinen in bemerkenswert ausgezeichneter Form, nachdem die Ahnlichkeitstransfor-
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mation durchgeftihrt ist.
Py = tpeii-n | I tp, =10 ]
0y =[ 560 | .. | eiseon |
R - (6.10)
Mot g | e-’»{(‘o—')ﬂp'l ]
Q= : Ply=
| Mg, | eMlo=ig, |

Definition 6.1 (dynamische Einfluizahlen)
Die L&sungsvektorfunktionen in P, und Q) liegen pro Systemeigenfunktion
in entkoppelter dyadischer Form vor.

t

Yo = P f Qo) Yoo
|
t

= FpeJ(“‘°) / CJ(IO_U)FQ U(g) do
%

t
= Z‘/f,PJeM(f-‘o) >< e—};(""")f'gl,-u(d) do (6.11)
Y

i=1

n t

= Zf'p.,‘ >< rQ.i/ k(=) U(o) do
i=1 i
n t

= Zl de,,',' / ehi(t-9) U(o) do
i= %

Die Matrix Fy,,; € KP*4, die sich dyadisch aus den Vektoren fp ; und fg ; flr je-
de Systemeigenfunktion M aufbauen 14Bt, kennzeichnet die dynamischen Ein-
fluBzahlen des Systems. Die im allgemeinen komplexe Matrix beinhaltet die
konstanten Gewichte der Systemiibertragung zwischen Input und Output, als
verallgemeinerte Amplitude und Phase der Systemeigenfunktionen.

Fiir den Spezialfall der einfachen Jordan Form 148t sich der Transformationsoperator
T{4,6) durch seine Spektralzerlegung

Tit0) = 2, Faynse™ =) 6.12)
i=1

in eine einfache physikalisch zu interpretierende Form iiberfiihren.
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Die zeitinvariante Realisierung mit einfachen Eigenwerten kann durch drei Parameter-
gruppen vollig gleichwertig gekennzeichnet werden.

e ABC
e P L (6.13)
® de,,),‘,l,' furi=1,...,n

Die letzte Gruppe liegt in der Form der Greenschen EinfluBzahlen vor, die aus der Phy-
sik und dem Ingenieurwesen bekannt ist. In der Systemtheorie ist dieser Spezialfall ver-
gleichbar mit einer Gilbert Realisierung [20].

Die Integralgleichung erster Art bzw. das Faltungsintegral

n t
yo=3 / Faymie g do (6.14)
i=1
i)

stellt sich nach einer Laplacetransformation [13] wie folgt dar

1

sy = F, ni7 2 Us
Y(s) E; d"(s—?»;) (s) (6.15)

= R(s) U(g)-

Die Systemiibertragungsfunktion R(,) mit einfachen Polen s = A;, in der Darstellung
als Partialbruchzerlegung, und die EinfluBzahlenmatrix Fgy,, ; lassen sich mit

1
R(.r) = ;den.im

Fayns = lim(s - ARy

(6.16)

in Bezug setzen [20]. Die Fy,; bilden die Residuen der Partialbruchzerlegung an den
entsprechenden Nennernullstellen,

Bemerkenswert ist die Tatsache, daB iiber die Transformation in einfache Jordan Form,
Anordnung der Eigenwerte nach fallender Amplitude und Phase im Zeigerdiagramm
des Einheitskreises und Normierung der Eigenvektoren nach der Euklidschen Vektor-
norm, die ansonsten mehrdeutige Zustandstransformation P zu vereinheitlichen ist. Auf
die Berechnung der dynamischen EinfluBzahlen hat die Normierung der Ahnlichkeit-
stransformation keine Auswirkung.

Physikalisch stellt die Spalte j der Matrix F(,,,; den EinfluB an den p Ausgiingen
auf einen selektiven Eingangskanal j mit einer Erregung in Systemeigenfunktion dar.
Der dynamische Fall ist prinzipiell direkt vergleichbar mit der statischen Interpretation
der Deltazahlen. Diese Form der Darstellung, des Operators T, s) eines dynamischen
Systems, bietet deshalb ebenso wie in der Baustatik die EinfluBlinien, eine einfache
Modglichkeit, die dynamische Einfliisse mit den in Definition 6.1 erklédrten dynamische
EinfluBzahlen, zu studieren.
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6.3 Berechnungsablauf

In diesem Kapitel wird der Berechnungsablauf fiir die Bestimmung einer Struktur-
veriinderung beschrieben. Der Vorgang setzt sich aus drei Berechnungsphasen zusam-
men, die jeweils filr eine sogenannte Nullmessung und Systemmessung durchgefithrt
werden. Die Nullmessung bestimmt dabei den Systemoriginalzustand vor einer Struk-
turinderung, die Systemmessung beschreibt eine Messung nach einer erfolgten Struk-
turinderung.

Die grundlegende theoretische Basis ergibt sich aus den Kapiteln 3.2 und 5.2, Kapi-
teln 4 und 5.2 sowie Kapitel 6.2. Die Kernpunkte sind in der linearen Algebra als Sin-
gulirwertzerlegung, in der Systhemtheorie als Realisierung und in der Mechanik als
Greensche EinfluBgréBen zu finden und sind bereits ausfiihrlich beschrieben.

e Nullmessung, Realisierung 8;{A,B, C} bzw. 8({Fayn1, Ai}
o Systemmessung, Realisierung 8,{A,B, C} bzw. 82{F 4y, Ai}
e Differenzbildung von &) und 8,, Interpretation

Fiir beide MeBvorgénge wird eine Realisierung in der Form von dynamischen EinfluB-
zahlen berechnet, siche Bild 6.1. Danach schliefit sich eine Intepretation in der Art einer

Bild 6.1 Bestimmung einer Realisierung, dyn. EinfluBzahlen

1. Selektion von Signal- und Rauschraum, Rangbestimmung (Kap. 3.2, 5.2)

o Aufbau der Gesamthankelmatrix Hg,s.
e SVD, Rangbestimmung, Festlegung des gemeinsamen Zeilenraumes

2. Zerlegung (Kap. 5.2)

e QSVD, Zerlegung der Hankelmatrizen H; Hp
3. Realisierung (Kap. 4)

e Bestimmung der Parameter einer Realisierung S{A, B, C}
4. Dynamische EinfluBzahlen (Kap. 6.2)

e EVD, Ahnlichkeitstransformation, einfache Jordanform

e Dynamische EinfluBzahlen Fgy, 1, A; fiiri=1,...,n

Differenzbildung der EinfluBzahlen zwischen System- und Nullmessung an, die sich
aus der Linearit#t des Modellansatzes begriindet. Die Zuordnung der beiden jeweiligen
Wichtungsmuster einer Realisierung bzw. der Zerlegung

Fapmanhi fliri=1,...,n (6.17)

erfolgt dabei tiber die Systemeigenfunktionen mit den entsprechenden Frequenz- und
Démpfungsparametern.
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Bild 6.2 Ablaufschema der Erfassung von Strukturverinderungen

Sl{den,h )"l} SZ{den,l'i A‘i}
Rangbestimmung
1] svp | 2]
ﬂge, = UIZ‘.,V', ﬁges = Ulzlvll
Zerlegung
1 QsvD | 2]
H =Upg X '=PQ H =Uy X '=PQ
H; = U}:Hzx“ =P0 H; = UZHIX"I =PQ
Realisierung
1 > . 2 ¥
—l C= 'P(l:p,l:n) = U(l:p,l:n) §{.} ’_I C= 'P(l:p,l:n) =.U(1:p.1:n)
— —yw-1l —_ =-X-
B= Q(“L'-lfq) - )f(lin.l:q) B= Q(l:‘r-l,l:q) - ?(1;n,l:q)
A=PP, =0W A=P!P, =0V
\ dynamische EinfluBzahlen

Alt—10) — p—1 Alr—0)p

EVD

Qyy =P~ !B=—1Fg
'P(,) =CPeJ(’~’°) =Fp eJ(’_'°)

!
Yo= Py / Q(o) Y(o) 40
)

!
= deyn-'./ =g do
=1 o

2]

Alt—t0) = p—1Al-10)p

Q) =e1('°_’)P_lB=eJ(’°")FQ
'P(,) =CPJ\—1) =Fp A=)

!
Yn= Py f Qo) o) do
fo

!
n
= Eden,i/eM(‘—u)“(c) do
i=t

Interpretation




82

Kapitel 6 Erfassung von Strukturveriinderungen

6.4 Simulation FEM

6.4.1 FEM-Modell

Das Verfahren zur Erfassung von Strukturverinderungen wird anhand einer Finite Ele-
mente Simulation verifiziert. Dabei stellt das Berechnungsmodell eine einfache mecha-
nische Struktur als einen “Balken auf zwei Stiitzen” dar.

Die dynamische Berechnung zur Erzeugung der Input- und OutputgréBen, die als MeB-
daten fiir eine Realisierung verwendet werden, erfolgt in der synthetischen Form, siche
Kapitel 5.3, der Zustandsraumgleichung durch eine numerische Integration. Die phy-

Tabelle 6.1 Querschnittswerte FEM

Querschnittswerte
m4 m2 n
0,294-10~7 | 0,224.1073 | 2,5 | §T37

sikalischen Parameter der mechanischen Struktur zeigt die Tabelle 6.1. Das FEM der
Simulation bildet damit eine Black box, die mit der Realisierung dargestellt wird.

Nach einer Nullmessung der Simulation, wird das mechanische System mit einer Zu-
satzmasse an einem Knoten belegt. Diese Veriinderung des idealisierten Balkenmodells
soll die Strukturveréinderung simulieren, deren Lage anhand der dynamischen EinfiuB-
zahlen durch eine sogenannte Systemmessung, nach einem Abgleich mit der Nullmes-
sung, erkannt werden soll.

Die KlemmengrdBen der Black box werden dabei im Fall der Realisierung 8x8 an allen
Knoten der FEM Simulation gemessen und im Fall der Realisierung 4x4 an vier aus-
gewihlten Knoten. Die Erregung des Simulationsmodells bildet ein Impuls, die Weg-
groBen der FEM Berechnung idealisieren den Output der Black box.

o FEM 8x8 Realisierung

~ Nullmessung f10
- Masse 1% f10ml
- Masse 5% f10mS
- Masse 10% f10m10

e FEM 4x4 Realisierung

— Nullmessung f104
— Masse 1% f10m14
— Masse 5% f10mS54
- Masse 10% f10m104
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6.4.2 Realisierung 8x8 FEM

Bild 6.3 Simulation Fem 8x8

4D_
- «— H e—|e—1
- -— - e—|e—2
- -—H e|e— 3
- — |- «—|e— 3
555.55 6
- -— - -« |=e—mO
- !—-e-—--.<—<—7
- -— | = |= 8
) g

Die Berechnungen 6.1 bis 6.4 der Realisierung 8x8 FEM zeigen exemplarisch die Dif-
ferenz zwischen Nullmessung und Systemmessung der EinfluBzahlen, die im Anhang
ausfiihrlich dargestellt wird. An der Darstellung der Simulationsergebnisse ist eine
Strukturianderung von 1 % deutlich lokalisierbar. Die Berechnungen mit einer Zusatz-
masse von 5 % und 10 % weisen Zahlenwerte mit gréBeren Betrdgen auf. Dies ist phy-
sikalisch sinnvoll und unterstreicht deshalb die Stabilitit der Rechnung.

+ EinfluBline 7 deutet eindeutig auf die Lage der Strukturversinderung bei 555.55
mm

+ bei allen Systemeigenfrequenzen ist die Signifikanz der dynamischen EinfluBline
7 vorhanden

+ geringe Strukturinderung von 1% mefibar
+ physikalisch sinnvoll auch bei 5 % und 10 % Strukturinderung

+ numerisch stabile Eigenschaften

Die Ergebnisse lassen eine einwandfreie SchluBfolgerung zu und sind grundsitzlich alle
als sehr positiv zu bewerten. Berticksichtigt man zusétzlich die Form der dynamische
EinfluBzahlen, die in den Eigenformen eines mechanischen Modells als "Balken auf
zwei Stiitzen™ erscheinen, so wird die positive Wertung damit untermauert.
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Berechnung 6.1 EinfluBgréBen 10 f10ml
‘ Ordinate : EinfluBgrdBe  Abszisse : Qutput (integer)  Marker : Input (selektiv) |

deltdyn O=l A=2 ++] Xe4d 6«5 £=5 X=7 Z=8
0. L+
-.005 -:
I X f
-.010 ha
-.015 + /
-.020 :
A . o
-.025 L
I~ ")4- ............. )d - Fn
iu4+u4Lp4Lu4Lu4Lu4Lu4Ly4Lu4Lu4Lu4Lu4Lp4Lq4LLq4LuJLu4+u4LU4Lq¢LuJLu4+u4Lu4LL
] 1 2 3 4 5 6 7 8 9
_ 2 Jun 1994~ 26:%
PMIMO {10mi{£10) Eip:33{31) Fre: 14.8353( 14.8966) Dae: -.8925( -.8999)

Berechnung 6.2 EinfluBgréBen £10 £10ml

| Ordinate : EinfluBgroBe  Abszisse : Output (integer)  Marker : Input (selektiv) ‘

del%%n O={ A=2 +=] X-4 0=5 46 X7 Z-8

A2 Ty

.008
.006
.004

.002

-.002

-.004

0 1 2 3 4 S 6 7

9
2 Jun 1994~ 20:%

PMIMO f10mi(£10) Eig:35(35) Fre: 5£9,0294( 59.5969) Dae: -2.6289( -2.6797)
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Berechnung 6.3 EinfluBgro8en £10 f10m1

| Ordinate : EinfluBgrdBe  Abszisse : Output (integer) Marker : Input (selektiv)l

deltdyn O=1l A=2 +=3 X=4 O=5 4=p X=T7 Z-8
.003 [ R
002 E }"
00t F T itz .
0. ‘E— : ": '.' S ‘.“ ‘.:'. ’ X :
-.00l ; E __ K4 ; N oY 3 B ‘:57
-.002 é ii j; e L
- 74 Fn
s e vovs g beringupeibinepren b b g boeopeene b bennprenniiie
0 1 2 3 4 5 6 7 :] 9
2w 196 26:%
APMIMO f10mi(£10) Ei1p:31(33) fre: 133.2106( 134.1809) Dae: -5.5662( -5.6599)

Berechnung 6.4 EinfluBgrsBen £10 £10m1

| Ordinate : EinfluBgréBe  Abszisse : Output (integer) Marker : Input (selektiv) |

deltdyn O=1 A=2 +=3 X=4 0<5 £-6 X=7 Z-A

.0004

.0002

-.0002

-.0004

-.000B6

-.0008

1 1 2 3 4 5 6 7

9
2 Jon 1994 20:7

PMIMO f10m1({10) Eig:29{29) Fre: 238.6781( 238.9486) Dae: -9.8448( -9.8877)
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6.4.3 Realisierung 4x4 FEM

Bild 6.4 Simulation Fem 4x4

2500 B

trrrrr

Die Simulation Realisierung 4x4 FEM ist in den Berechnungen 6.5 bis 6.8 an vier Bil-
dern beispielhaft mit den ersten Systemfrequenzen aufgefiihrt. Die restlichen Berech-
nungen von Nullmessung und Systemmessung und die entsprechende Differenzbildung
sind im Anhang aufzufinden.

Die Zahlenwerte der dynamischen EinfluBlinien fiir die Fem 4x4 Simulationsrechnun-
gen 1%, 5% und 10% sind mit denen der Realisierung 8x8 FEM identisch, wobei die
Zuordnung 1-1, 2-3, 3-6 und 4-8 der MeBkanalnumerierung beriicksichtigt werden muB,
Der Ort der Strukturiinderung liegt nicht direkt an einem MeBkanal, daher sind die Be-
trige der dynamischen EinfluBzahlen kleiner. Der gemessene Informationsgehalt ist, in
Bezug zu der FEM 8x8 Simulation, auf die Hélfte reduziert.

Bis auf die EinfluBzahlen in der Grundsystemfrequenz liefern die dynamischen Einflug-
linien an alle anderen Systemfrequenzen einen zuverlissigen Hinweis darauf, daB die
Strukturdnderung zwischen dem dritten und dem vierten MeBkanal aufzufinden ist.

+ die Gesamtheit der EinfluBlinien weist auf die Lage der Strukturinderung zwi-
schen dem dritten und dem vierten MeBkanal hin

+ die Ergebnisse sind identisch mit der Simulation 8x8 FEM

+ durch die geringere Anzahl von MeBkanilen ist ein Informationsverlust vorhan-
den, der besonders in der ersten Systemfrequenz deutlich wird

Die Ergebnisse sind in ihrer Gesamtheit als sinnvoll bewertbar und lassen die Bestim-
mung der Position der Strukturéinderung zu. Signifikant ist, im Vergleich zu der Simula-
tion 8x8 FEM, der eingetretene Informationsverlust, der an der ersten Systemfrequenz
stark bemerkbar wird.
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Berechnung 6.5 EinfluBgréBen 104 f10m14

| Ordinate : EinfluBgréiBe  Abszisse : Output (integer) Marker : Input (selektiv) |

delidyn o=l A-2 +-3 X=4

0. T

-.0005 +

-.0010 [

-.001S +

-.0020 | N Fn

-

r!n»lntnlrnln»q|!|||||||.|2|rlllnualllllllllll:llln!rl
0 .5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 .5 5

21 Jun 199 16:38
APMIMO {10ml14(£104) Eig:33{31) Fre: 14.8353( 14.8966) Dae: -.8325( -.8999)

Berechnung 6.6 EinfluBgréBen 104 f10mi14

|Ordinate:EinﬂuBg1'68e Abszisse ; Output (integer)  Marker : Input (selektiv) |

delidyn O=l A= +=3 X=4
.0015

.0010

.000S

-.0005
-.0010

-.0015

-.0020
-.0025 \ /

-.0030 \ 4
¥ Fn
I!IlII:llIlll)llllllllllll!lllllIII]Il!IIliIII!I'll!!J

0 .5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
21 Jem 1984 16:39

APMIMO {10m14(£104) Eipg:35(35) Fre: 59.0294( 59.5969) Dae: -2.6289( -2.6797)
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Berechnung 6.7 EinfluBgréBen 104 f10m14

| Ordinate : EinfluBgréBe  Abszisse : Output (integer) Marker : Input (selektiv) |

deltdyn o©=1 A-2 +-3 X-¢

0. -
-.0002
-.0004
-.0006
-.0008
-.0010 A
-.0012

-.0014

LIS N I T 0 B

-.0016

g Fn

]!]Ill!l)llllllllllJlllllilll!llIlllllllllllll;lllllll
+ + + T

0 .5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
27 Jun 1934 16:39

APMIMO {10m14(£104) Fip:31(23) Fre: 133.2106( 134.1809) Dae: -5.5662( -5.6599)

Berechnung 6.8 EinfluBgréBen 104 f10m14

| Ordinate : EinfluBgréBe  Abszisse : Output (integer) Marker : Input (selektiv) |

deltdyn O=1 A2 +«1 X-4
.0004
.0002
0.
-.0002
\\
N/
-.0004 -+ \ /
\ /
\ /
\ /
-.0006 \ /
\ /
\ /
\ /
\ /
-.0008 \ /
\ 7
i Fn
I!lllllll!lllL]llrIllllllllllIhllllll!llll|ll|l!llll!ll
0 .5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.8 S
27 Jaa 196 16:09
APMIMO f10m14(£104) Eig:29(33) Fre: 238.6781( 238.9486) Dae: -9.8448( -9.8877)
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6.5 Messungen realer Versuch

Die Methode zur Erfassung von Strukturénderungen soll an einem realen Versuchs-
modell iiberpriift werden. Im Gegensatz zu den Simulationsrechnungen mu hier mit
Unschédrfen in den MeBsignalen gerechnet werden, die durch die MeBkette verursacht
werden. ! Die Informationen in den MeBsignalen der realen Struktur sind deshalb prin-
zipbedingt fehlerbehaftet.

Das Versuchsmodell, siche Bild 6.1, setzt sich aus zwei konstruktiv gleichen Trigern
zusammen, die durch weiche Blechstreifen gekoppelt sind. Mit diesem Modell soll das
Schwingungsverhalten der Briicke Hiickeswagen qualitativ auf das Labormodell ab-
gebildet werden. Die Querschnittswerte der beiden "Balken auf zwei Stiitzen” sind pro
Triiger der Tabelle 6.2 zu entnehmen. Die weiche Kopplung der beiden ideal gelagerten

Tabelle 6.2 Querschnittswerte Versuchsmodelll

Querschnittswerte
2

m* m m

0,294-10°7 | 0,224-10°3 | 2,5 | ST37

Triger filhrt zu dhnlichen Schwebungserscheinungen, wie dies in den Untersuchungen
zu der Briicke Hiickeswagen vorliegt. Damit kann so die gleiche Problematik an einem
Labormodell [4] [5] studiert werden. Die Schwebungen treten dabei, in Abhéngigkeit
der Koppelungszahl, bei jeder Systemeigenfrequenz auf.

Mit vier Beschleunigungssensoren, die den Systemoutput messen, wird die Struktur,
das Koppelschwingersystem, an einem Balken untersucht. Der angekoppelte Balken-
teil liefert die Schwebungseffekte, die an eine Signalidentifikation harte Anforderungen
stellt, wie aus Kapitel 2.2.3 bekannt ist. Die Erregung, als Input des Systems, bildet eine
impulsartige Anfangsauslenkung,.

e FEM 4x4 Realisierung

-~ Nullimessung mbo2
— Masse 10% mbm2

e FEM 4x4 Realisierung

~ Nullmessung mbo3
-~ Masse 10% mbm3

1Bei der FEM ist digitales Rauschen vorhanden, siche Kapitel 5.2.
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Kapitel 6

Erfassung von Strukturverinderungen

Fotogralfie 6.1 Versuchsstand
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Bild 6.5 Prinzipskizze MeBkette
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6.5.1 Realisierung 4x4 Versuch mbx2

Bild 6.6 Messung mbx2

416 %:
- - - 1
833 ™
- - 2
N
2500 Sl gl
-— 00 | N [=—4
(>
>

Die realen Messungen mbx2 mit den anschlieBenden Berechnungen der Realisierung
von Nullmessung, Systemmessung und EinfluBlinienuntersuchung sind in den Abbil-
dungen Berechnung 6.9 bis 6.13 und im Anhang demonstriert.

Die erwarteten Schwebungserscheinungen werden mit den zwei ersten Systemeigen-
frequenzen zuverlidssig identifiziert. Der hier gegebene Informationsgehalt geniigt je-
doch nicht, um anhand der ersten Formen eine Strukturdnderung zu lokalisieren, dies
entspricht den Erfahrungen der Simulation Fem 4x4 und Fem 8x8.

Die zweite und vierte Systemfrequenz mit der zugehérigen dynamischen EinfluBzah-
lendifferenz deuten eindeutig auf eine Anderung zwischen MeBkanal drei und vier.

Die EinfluBliniendifferenzen an der dritten Systemfrequenz sind vollkommen ausge-
glichen. Dies 148t den SchluB zu, daB die Strukturinderung in einem Knoten der Form
liegen muB, da nur hier kein EinfluB iiber diese Form erkannt werden kann.

Die Strukturiinderung liegt, zusammenfassend, anhand der dynamischen EinfluBzah-
len beurteilt, mittig zwischen dem dritten und vierten MeBkanal bei ca. 625 mm, die
tatséichliche Lage betriigt 700 mm. Damit liefert die Berechnungsmethode sehr prizise
Informationen iiber die Position einer Strukturiinderung.

+ die Ergebnisse sind physikalisch sinnvoll

+ die Erfassung der Strukturinderung einer realen Struktur ist tiber die Berech-
nungsmethode eindeutig mdglich, auch bei problematischen Schwebungser-
scheinungen in den MeBsignalen
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Berechnung 6.9 EinfluBgré8en mbo2 mbm2

|Ordinate:EinﬂuBgr6l3e Abszisse : Output (integer) Marker : Input (selektiv)|

deltdyn O=1 A=2 +=1 X=%

0.

-.005

-.015

-.020

-.025

-.030

A}

\\\A &

N A Fn
I!llIJIIJIL|IIllIllIII\I\I‘I~I’LII/II|IIIII!I]I|IIIllllll!ll

0 .5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.':'3.‘“159‘5 -
PMIMO mbm2(mbo2) Eipg:11(12) Fre: 12.9880( 13.4383) Dae: 1.0597( 1.7866)

-.035

2~ St I A e et S e A B

Berechnung 6.10 EinfluBgréen mbo2 mbm2

| Ordinate : EinfluBgroBe  Abszisse : Output (integer) Marker : Input (selektiv) |

delldyn o=t A=2 +«1 X=4

-.06 A -7 Fn

- -
IEIII!!Illl|II|I!IIIlll]“lﬂ"!'lllllllll![](llllll!llll!ll

0 .5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 .5“‘””‘5 s
PMIMO mbm2(mbo2) Eig:09(10) Fre: 13.7273( 14.5887) Dae: -1.0559( -1.7971)
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Berechnung 6.11 EinfluBgréfen mbo2 mbm2

| Ordinate : EinflugréBe  Abszisse : Output (integer) Marker : Input (selektiv) |

deltdyn oO=L A-2 +-3 X4
.10
.08
.06
.04

.02

0 .9 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

.5 9
B Jun 1994 10110

PMIMO mbm2{mbe2) Eig:07(07) Fre: 51.5227( 56.2768) Dae: -.4969( -.6840)

Berechnung 6.12 EinfluBgréen mbo2 mbm2

| Ordinate : BinfluBgriBe  Abszisse : Output (integer) Marker : Input (selektiv)l

deltdyn o=t A-2 +-3 X4

.04

.03

.02

01

LI IS FLAS L T A I A O B O

~4 \+/ Fn
I!IIII!lIIIIIIII!IlltllIll!lllllllll!llll|II4LI!IIlllll

0 .5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
A Jum 1994 10119

PMIMO mbm2(mbe2) Eig:05(05) Fre: 119.2015( 121.5006) Dae: -7.5921( -5.6028)
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Berechnung 6.13 Einflugroen mbo2 mbm2

| Ordinate : EinfluBgre  Abszisse : Output (integer) Marker : Input (selektiv) |

delidyn o=1L A2 +-1 X4
,00B

1

{ N D Rt A S R e S Sy e I e St A R (B T

.004

.002

[—]
3

-.002

-.004

N Fn

Il||lll|!llllllllllllII|Illl!llll']LIl!)lIlIIIII!III!!II

0 .5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 .5 5
8 Jun 1994 1ni19

PMIMO mbm2{mbo2) Eig:01(01) Fre: 217.6561( 221.2460) Dae: -2.2664( -.5377)
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6.5.2 Realisierung 4x4 Versuch mbx3

Bild 6.7 Messung mbx3
ll:h_
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833 ™
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N
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Die realen Messungen mbx3 dienen als Kontrollmessungen der Untersuchungen in
mbx2. Die Darstellung ist in den Berechnugen 6.14 bis 6.18 als auch im Anhang zu
finden. Die Ergebnisse bestitigen die Messungen und Berechnungen zu den Versuchen
zu mbx2.

Zusitzlich treten hierbei auch Schwebungsfrequenzen in der zweiten und dritten Ein-
fluBzahlenform auf. Die Zahlenwerte, in diesen zusiitzlichen Formen, lassen die gleiche
Interpretation und SchluBfolgerung zu, wie dies in mbx2 demonstriert ist.

+ identische Ergebnisse zu mbx2, reproduzierbare Strukturuntersuchung

+ auch bei Schwebungsformen sinnvolle physikalische Interpretation mdglich
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Berechnung 6.14 EinfluBgréBen mbo3 mbm3

| Ordinate : EinfluBgrsBe  Abszisse : Output (integer) Marker : Input (selektiv) |

deltdyn ©=1 A-2 +-3 X=4

0. 1

-.005

-.010

-.015

~.020

LIS N E S s M B S S B B S B N B e E S B B S H e

Fn

0 O N WS O O DO OO O 2 O T 20 T Y T I Y Y | T T T O T T T 5 T S Y Y Y O A OO |
1 y —t 1

0 .5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
9 Jun 1994~ 20:45

-.025

APMIMO mbm3imbo3} Eig:15(15) Fre: 13.1324( 13.8921] Dae: . 5071¢ .0105)

Berechnung 6.15 EinfluBgréfen mbo3 mbm3

‘ Ordinate : EinflulgréBe  Abszisse : Output (integer) Marker : Input (selektiv) |

del tdyn O=l A=2 +=3 X-4

0.

Fn

-.014 I!lIlI!DIII|IlPI!llIl]lDlllllll|Dlll}lbll|llll!lll|!ll

0 .5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4’59”“9945 steas
PMIMO mbm3imbo3) Eig:13(13) Fre: 13.7914( 14.7672) Dae: -.6715( -.8720)
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Berechnung 6.16 EinfluBgréBen mbo3 mbm3

| Ordinate : EinfluBgréBe  Abszisse : Output (integer)  Marker : Input (selektiv) |

deltdyn o©=1 A=2 +-3 X=4
.10
.08
.06
.04

.02

~.0B6

Fn

lljillljllllllll!lllllllll!llllllIl!klllllll!llil!ll

0 .5 1 1.5 2 2.5 k) 3.5 4 4.9 5
9 Jun 1994 20,45

APMIMO mbm3(mbo3) Fip:09(09) Fre: 51.5234( 56.2806) Dae: -.4841( -.6513)

Berechnung 6.17 EinfluBgroBen mbo3 mbm3

FOrdinate:EinﬂuBgﬁiBe Abszisse : Output (integer)  Marker : Input (selektiv) |

deltdyn 0=l A=2 +<1 X=-4

.04

.03

.02

.01

Fn

l!rlIIIPIIIl'IllLllIlllllll!llll|l4lIIlIIII4LI]ll=v)IIIIl
¢ t + +

ET T F 35 T T VP TV T [T Frv (T T iy rteqr(tiirvyprirrorygy

0 .5 1 1.5 2 2.5 k] 3.5 4 '%Jnmoﬁ ot
APMIMO mbm3(mbe3) Eip:07(058) Fre: 119.2005( 121.5307) Dae: -7.6135( -5.4830)
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Berechnung 6.18 EinfluBgré8en mbo3 mbm3

| Ordinate : EinfluBgrdBe ° Abszisse : Output (integer) Marker : Input (selektiv) |

delldyn O=1 A=2 +=3 X=4
. D06

I I e A I I |

.004

.002

-.002

-.004

\ 7
< Fn

II!'IIIIIlllllIIIIIIII|IllllliIllllll!lllllllll!lllllll
+ 4 + t

0 .5 { 1.5 2 2.5 3 3.5 4 .5““1”45 s
PMIMO mbm3(mbo3) Eip:01(01) Fre: 217.6563( 221.2460) Dae: -2.2663( -.5385)
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6.6 Singulire Werte und Hankelnorm

Wie in den Kapiteln 4.6 und 5.2 ausfiihrlich beschrieben, 148t sich iiber die Zerlegung
der theoretisch unendlich dimensionalen Hankelmatrix eine Realisierung S{A,B,C}
erstellen. Diese Realisierung reprisentiert ein dynamisches Modell. Die Hankelmatrix
hat immer einen endlichen Rang, so daB die Matrix praktisch mit dem Digitalrechner
mit einer endlichen Dimension angenihert bzw. geschitzt werden kann. Der Rang der
Hankelmatrix ist anhand der Auswahl der von Null verschiedenen Singulérwerte zu
bestimmen, siche Kapitel 3.6.

Die Hankelmatrix stellt die Abbildung der Vergangenheit in die Zukunft iiber den Zu-
stand zum Zeitpunkt 4 fiir ein dynamisches System dar, siehe Kapitel 4.6.

[y] = Hla] (6.18)
Wiihlt man fiir den Eingang z. B. die Vektornorm

llil.=1 (6.19)
so ergibt sich fiir die quadratische bzw. p=2 Norm der Hankelmatrix
. 1 (1 [ii] T Afa]
f)}= “—.—2 =max————— . (6.20)
IRz =mex gz [57a]

Mit [ii] als einen Eigenvektorx von H'H bildet der Ausdruck den Rayleigh Quotienten,
der mit dem groBten Eigenwert und zugehdrigem Eigenvektor die quadratische Norm
darstellt,

Die Norm berechnet sich somit aus der Quadratwurzel des maximalen Eigenwertes

ML= i)y = mas 2l (621)

Die Norm ||| |, stellt ein MaB fiir den maximalen Betrag dar, mit dem der Eingang [i],
unter Bezugnahme auf die Vektornorim, vergréBert werden kann, um in den Ausgang
[¥] transformiert zu werden. Liegt der Eingang [ii] z.B. als Eigenvektor x zugehorig zu
Amax Vor, so tritt die maximale Verstirkung um 2.,1,./,3, ein.

Aus numerischen Griinden, siche Kapitel 3.6, wihlt man bei der Berechnung der Norm
die SVD, da hiermit numerisch stabile Ergebnisse,ohne eine tatséchliche Quadratur, be-
rechenbar sind. Die singuléiren Werte entsprechen den Quadratwurzeln der Eigenwerte.

EVD: A/’ =0;:SVD (6.22)
Die Norm ||H||, der Hankelmatrix berechnet sich dann zu
Omax =01 = |[H]|2 (6.23)

wie in Kapitel 3.2 schon aufgezeigt wurde.

Die Gesamtheit der singuliren Werte stellen, wie filr ¢; mit zugehrigem Basisvektor
beschrieben, MaBe fiir die Verstirkung bzw. Ubertragung zwischen Input und Output
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durch die Black Box dar. Die singuliren Werte kennzeichnen damit die Energie, die das
System mit 6; bezogen auf seine Basisvektoren, iibertragen kann.

Deshalb ist es sinnvoll zwischen einem Rauschraum und einem Signalraum bei der
Rangbestimmung, sieche Kapitel 5.2, zu unterscheiden. Der Signalraum wird durch die
signifikanten singuliren Werte gekennzeichnet, wihrend die betragsmiiBig kleinen sin-
guliren Werte den Rauschraum identifizieren, Die Zahlenquantisierung hat dabei einen
starken EinfluB. Die Genauigkeit der Zahlendarstellung y als ein Vielfaches von ¢, bil-
det einen Grenzwert bei der Unterscheidung zwischen Signalraum und Rauschraum,
siehe Kapitel 3.6. Der Potentialunterschied der singuléren Werte stellt mit der Zahlen-
quantisierung ein Kriterium fiir die Selektion der Systemordnung, die die Anzahl der
singuldren Werte aus dem Signalraum kennzeichnet, dar. Das Bild 6.8 verdeutlicht in
einer Skizze den Zusammenhang. Die Zahlenquantisierung y eines D/A-Wandlers und

Bild 6.8 Skizze zur Selektion der Singulirwerte

Rauschraum

eines Digitalrechners betréigt beispielhaft

e Digitalrechner: 2752 = 4,50-1016

(6.24)

e D/A-Wandler: 2-12=12,44.10~*

Die folgenden Bilder zeigen reale Berechnungen von Singulédrwerten mit unterschied-
licher Zahlenquantisierung.

Das Bild 6.9 hat seinen Ursprung in einer Signalsimulation in Rechnergenauigkeit. Die
Schranke Yo, betriigt 1.12- 10~ !4, Hierbei trifft die Genauigkeitsgrenze sehr gut mit der
Anzahl der Systemordnung iiberein.

Das Bild 6.10 entstammt einer realen Messung mit verrauschtem MeBsignal und Zah-
lenquantisierung 12-bit. Die Schranke Yo, betrigt 0.014. Eine Unterscheidung der bei-
den Riume ist hierbei problematischer, da der Potentialunterschied der Singuliirwer-
te abgenommen hat. Es sind jedoch anhand eines treppenférmigen Verlaufes der Sin-
gulirwertkurve oberhalb der Genauigkeitsgrenze singulire Werte von SignalgréBen zu
lokalisieren.
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Grundsiitzlich ist festzustellen, daB oberhalb der Genauigkeitsgrenze ¥o, die Sin-
gulirwerte aus dem Signalraum aufzufinden sind. Diese Auswahl fiihrt immer zu
einem stabilen dynamischen System, welches das tatsiichliche Verhalten ausreichend

beschreibt.

Bild 6.9 Singulirwerte, Signalsimulation

si{gma
'
.01
.0001
000001
AE-07
.1E-09
-1
JAE-13
(1E-15
Anzahl
JAE-17
0 50 100 150 200 250
VDRANG generl Singulsere Werle (256 von 256!
Bild 6.10 Singulirwerte, reale Messung
slgma
10
1
.1
.01
.001
Anzahl
0 20 40 60 a0 100 120 140
= BNy 199166
VDRANG mboss! Singulaere Werie (150 von 1501
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Parallele zur DFT

7.1 Hankelstruktur, Eigenvektoren, DFT

In diesem Kapitel wird die Parallele zwischen der Hankelmatrixzerlegung und der DFT
als ein Spezialfall erldutert. Bei der harmonischen Analyse werden die Ansatzfunk-
tionen als ungedimpfte e-Funktionen fiir eine Untersuchung eines Signales verwen-
det. Zusitzlich bedingt die Diskretisierung mit der dquidistanten Zeitrasterung eines
MeBvorganges die Abbildung auf ein starres Muster von Funktionen mit denen das Si-
gnal vermessen werden soll.

Die nicht justierbaren Ansatzfunktionen, die in einer DFT verwendet werden, sind des-
halb fiir eine Analyse denkbar ungeeignet, wenn das zu analysierende Signal nicht eben-
so aus dem gleichen Funktionensystem aufgebaut ist. Irn Gegensatz dazu liefert die Su-
che nach in demn Signal inhirenten Funktionen eine bessere Darstellungsméglichkeit
und damit eine bessere Analyse.

Die Zerlegung einer Hankelmatrix in eine dyadische Form stellt ein wirksames Hilfs-
mittel bei der Berechnung von Systemen dar, siehe Kapitel 4.6. Aus Kapitel 2.3 ist eine
MefBsignaldarstellung in Eigenvektoren aus gedimpften e—Funktionen bekannt.

[ Jionr) 1 [« of - (p?N—l) ] F
faay 9 0 F

S I I : a.n
Jinary ®% @ 0 Ovey | L Faeny

| fieay | L 05 0T - Oy
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Das Signal wird aus linear unabhéngigen Eigenvektoren zusammengesetzt. Verschiebt
man dieses Signal nur jeweils eine Zeitschritt As so folgt

fuay @ 9

foay | P @

f(3an) 0 o

[ foay | @ 9

fomy | | @0 @i

f(ans) 05 o}
usw.

Ov-1)
(p(lN-l)
On-1)

Pv-1)

On-1)
1)

S
0!
¢

| O(y-1) |

¢ tﬁo—ﬁoéu

L ‘p%N—l) J

| Fin-1) |

12)

Baut man aus den Signalvektoren eine Hankelstruktur auf, so 148t sich die Hankelform
dyadisch in die Eigenvektoren zerlegen, wobei fiany = fiist.

-(p?N—l) ‘p(lN-l) (P%N-l) e

2 -
(po -.-}

ot

8

a,

X a'(N_,) i

(o fi o o fe
h L
ﬁl = h
£
0 97+ Wn-1) | [Fo 1T @ @
i @ O] ‘P(IN-l) F o o
1= .
WOT  9v-1 '
| FL Fin-n)
R ]
. Fy
H1=[ao|81|"'|a(1v-1)]
Fin-yy |
Fiir N Ansatzfunktionen bzw. Eigenvektoren ergibt sich die Dyade
_ N=L ‘
H; = Y Faea,
k=0

1.3)

(74)

der Signalhankelmatrix. Stellt man sich das MeBsignal als OQutput eines SISO Systems
vor, so sind die Eigenvektoren aus den Polstellen ¢; des Systems aufgebaut, die kom-
plexe Amplitude F; ist das Residuum der rationalen Ubertragungsfunktion R(s) eines
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SISO Systems, da gilt

N-1
f= Y R (1.5)
k=0

Die komplett um einen Zeitschritt verschobene Hankelmatrix lautet

Fy ®o a;)
T F ®1 a
Hz:[“°|“l|'“|a(~—l)] . . —1. (7.6)
Fw-1 Pw-1d| By-1) |
Mit den Abkiirzungen
R -
- F
= [0 | arey
5 Fin-1) |
- - a.mn
%o Po
~ a .
Z, = .l : J= P
| an-) | P-1)

folgt mit der Ahnlichkeitstransformation P auf einfache Jordan Form der Systemmatrix
A einer Realisierung

A=pjp! | (7.8)

der Zusammenhang zu Kapitel 4.3, den Beobachtbarkeits- und Steuerbarkeitsmatrizen

f e o s omm 7.9)

als eine Parallele der bekannten Hankelmatrixzerlegung.

Deutlich wird, daB bei der Analyse iiber eine Hankelzerlegung die Shiftinvarianz der e—
Funktionen den Kernpunkt bildet. Hierbei bleibt das Funktionensystem noch justierbar
und kann deshalb signalangepaBt gesucht werden. Dies ftihrt dann zu verstindlicher-
weise wesentlich besseren Analysemdglichkeiten, da nach einer Hankelzerlegung die
Signaleigenfunktionen bekannt sind, im Gegensatz zur DFT, wo diese vorab geschitzt
werden.
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7.2 Beispiel Briicke in Hiickeswagen

Aus Kapitel 2.2.2 ist die Problematik MeBdatenanalyse aus dem Versuch Briicke in
Hiickeswagen bekannt. Mit der Analyse tber eine Hankelmatrixzerlegung kénnen we-
sentlich zuverlissigere Untersuchungen angestellt werden, was im folgenden, anhand
einer Signaluntersuchung mit den Bildern 7.1 bis 7.5 demonstriert wird,

Uber die SVD ist eine stabile Berechnung mit nur wenigen Signaleigenformen méglich,
die das Signal trotz des hohen Rauschgehaltes und dem vermuteten nichtlinearen Si-
gnalanteil sehr gut beschreiben.

Die Simulation des MeBsignales mit nur 12 Signalparametern, siche Bild 7.2 und 7.4
ergibt eine gute Anniherung an die originale Form. Die 12 Parameter bilden dabei die
Parameteranteile an dem Signal, die den hdchsten Energiegehalt beinhalten, da ihr An-
teil an dem Singuldrwertverlauf sehr signifikant ist.

Bei der Wahl von 42 Parametern, siche Bild 7.3 und 7.5, treten weitere Parameter in
Gruppen von nahe zusammenliegenden Frequenzanteilen auf, Im Vergleich zu der syn-
thetischen Darstellung mit nur 12 Parametern bleiben die bereits bekannten Parame-
ter in ihrer GroBenordnung erhalten. Die hinzugetretenen Anteile lassen, durch ihre
Vielfiltigkeitin einer engen Bandbreite, auf einen nichtlinearen Signalanteil schlieBen,
wie in Kapitel 2.2.3 vermutet worden ist, da die parasitiren Parameteranteile durch eine
schwache Anderung der Kernfrequenzen auftreten.

Die Berechnungsmethode bleibt allerdings trotzdem stabil, was auf die guten numeri-
schen Eigenschaften der Singulidrwertzerlegung zuriickzufiihren ist, siche Kapitel 3.6,
da im Gegensatz zu den klassischen Prony Methoden der Schritt der Quadratur bei der
LS- Schitzung entfillt,

Ein weiterer Vorteil ist die implizite Realisierung eines SISO Sytems, die bei der Si-
gnaluntersuchung tiber die Zerlegung der Hankelstrukur entsteht. Stchen mehrere Mef3-
kanile fiir eine Untersuchung zur Verfiigung, dann entsteht mit dem gleichen Berech-
nungsschema der Zerlegung ein MIMO System. Dies ist dann sofort in die Realisie-
rungsform der dynamischen Einflufizahlen tiberfiihrbar und der in Kapitel 6.2 erkliirten
Interpretation zugénglich. Vergleicht man ein SISO System mit einem MIMO System
so wird sofort deutlich, dal die Greenschen Zahlen fiir den dynamischen Fall vergleich-
bar mit verallgemeinerten komplexen Amplituden sind.
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Bild 7.1 HO : Singulirwerte, der Hankelmatrix

3igma
xr
I £
1o
01 =
.00l =
.0001 +
Anzahl
lll_!l!l!lllll]lll!llll|l|llIrlljl[llll!lll!lllll.Lllll!lllI!IIII [}
0 100 200 300 400 500 B00
9 Jun 15994 22.00
SVDRANG mhass! Singulaere Werte (600 van 600)
3igma
5 le
2 -
1 +
I
r o Anzahi
I N YU YOO YO N VORI N A T TN SN YU YU O T S N JS S SN T Y Y SO0 S S Y | 1 Dy 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40
9 Jun 1994  22:00
SVDRANG mhoss]l Singulaere Werte (040 von 600)
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Bild 7.2 HO : Realisierung, 12 Signalparameter

Nr. | Amplitude J Phase | Diémpfung | Kreisfrequenz | Frequenﬂ
12 | 034148413 | -2.91476 -38911 41.23919 | -6.56342
10 | .030788140 | -2.16081 -29177 -43.48720 | -6.92120

8 | .023688019 28177 -2.66506 -196.99592 | -31.35287
6 | .003856425 | 3.10467 -.19609 -209.39638 | -33.32647
4 | 004264059 | 1.06994 -35243 -328.17063 | -52.22998
2 | .014288421 29798 -.74639 -354.45933 | -56.41396
Bild 7.3 HO : Realisierung, 42 Signalparameter
| Nr. l Amplitude Phase | Démpfung | Kreisfrequenz Frequenz

42 | 002355774 | 91970 -41584 -211.32814 | -33.63392

40 | 004168310 | -2.41096 -.13529 -208.75754 | -33.22479

38 | .002063773 | -2.26152 -76331 -220.50721 | -35.09481

36 | .023231730 61443 -2.59992 -195.75072 | -31.15469

34 | .002562845 | 2.18460 -91896 -155.14742 | -24.69248

32 | .003938640 | -.18242 -1.83645 -138.34081 | -22.01762

30 | .005502650 | 1.31615 | -1.12806 9295916 | -14,79491

28 | 029303963 | -2.17223 -25653 -43.50414 -6.92390

26 | 033779748 | -2.86822 -38912 -41.20075 -6.55730

24 | 010428877 | 2.36329 -5.49367 -270.13942 | -42,99402

22 | 009434478 | -2.16038 -2.78417 -281.97744 4487810

20 | .008466830 | 3.00704 -1.34890 -324,19554 | -51.59732
18 | .004389296 | -.44808 - 49586 -329.68507 | -52.47101
16 | .002362915 | 2.07269 -30105 -34041462 | -54.17867

14 | .000154878 83581 19495 -347.16086 | -55.25237
12 | .014054590 .13823 -74101 -354.65589 | -56.44524
10 | .002726937 | -.66743 -.84695 -550.58530 | -87.62837
8 | .003821591 | 293759 -92112 -557.33598 | -88.70278
6 | .004223783 | 1.57037 -1,09465 -588.84093 | -93.71695
4 | 004520326 | 1.10109 -1.18222 -600.79922 | -95.62017
2 | 003657215 | -1.94600 -1.14218 -680.46353 | -108.29913
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Kapitel 8

Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wird eine neue Berechnungsmethode vorgestellt,die sich zur
Untersuchung dynamischer Systeme und der Erfassung von Strukturinderungen eignet.

Die mathematische Modellierung der dynamischen Systeme erfolgt auf der Basis sy-
stemtheoretischer Grundlagen, in Form einer Black box Realisierung. Als numerischer
Kernalgorithmus wird die verallgemeinerte Singulérwertzerlegung QSVD angewendet,
eine neue Weiterentwicklung der Zerlegungsform SVD einer Matrix. Nach einer spe-
ziellen Umformung der Realisierung in die Greenschen EinfluBzahlen, tiber eine Spek-
tralzerlegung des integralen Losungsoperators der Zustandsraumvektordifferentialglei-
chung, ist das Modell physikalisch sehr einfach interpretierbar.

Das dynamische System wird durch die Information der Mef3daten in den Input- und
Output- Kanilen als Klemmenmodell oder Black box Modell repriisentiert. Dies hat den
Vorteil, daB ein Abgleich, mit einem aus speziellen Regelwerken und GesetzméaBigkei-
ten der Physik aufgebauten synthetischen Rechenmodell, beispielsweise der FEM, ent-
fallen kann. Der Abgleich bzw. die Zuordnung zwischen MeBgréBen und synthetischem
Modell ist durchaus kein triviales Problem, wie in Kapitel zwei dargestellt ist.

Bei der synthetischen Form zur Beschreibung des dynamischen Systemverhaltens, bei-
spielsweise mit der Schwingungsdifferentialgleichung zweiter Ordnung, sind die Pa-
rameter Dampfung, Steifigkeit und Masse enthalten. Eine Untersuchung der dynami-
schen Systemeigenschaften hat die drei Parameter zu bewerten, da diese die Systemei-
genschaften beeinflussen. Damit die Interpretation vereinfacht wird, wihlt man h#ufig
einen Parameter aus, um das Systemverhalten zu untersuchen bzw. einen Abgleich zwi-
schen gemessener Realitéit und theoretischem Modell durchzufiihren. Dadurch wird je-
doch impliziert, dal die anderen Parameter vernachléssigbare Einfliisse auf das Schwin-
gungsverhalten haben. Im Gegensatz dazu liegt der Informationsgehalt der drei Para-
meter, nach der Einfiihrung der Greenschen EinfluBzahlen, in komprimierter Form vor,
das Problem der Selektion nur eines Systemparameters existiert hierbei nicht. Dies ist
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ein groBer Vorteil, da das dynamische Systemverhalten an nur einem signifikanten Pa-
rameter beurteilt werden kann.

Die dynamischen EinfluBzahlen eignen sich deshalb hervorragend zur Untersuchung
dynamischer Systeme und der Erfassung von Strukturdnderungen, sie stellen die Infor-
mation der Systemtibertragungsfunktion an den Polstellen dar. Die Charakteristik an
diesen ausgezeichneten Punkten reicht fiir eine Systembeschreibung vollkommen aus.

Das dynamische System wird mit speziellen Testsignalen am Eingang erregt, wobei
gleichzeitig die AusgangsgroBen gemessen werden. Dabei muBl das System in einem
stationdren Zustand ausharren, damit auf einen selektiven impulsférmigen Eingang die
Systemantwort an den Ausgingen gemessen werden kann. Die Shiftinvarianz als spe-
zielle Eigenschaft des Hankeloperators, der aus den gemessenen Ausgangsgroen auf-
gebaut wird, ermdglicht die Identifikation des systemtheoretischen Modells.

Die theoretisch unendliche Hankelmatrix mit endlichem Rang enthilt einen groen An-
teil redundanter Informationen, sowie bei MeBsignalen zusitzliche Rauschanteile. Uber
die Rangbestimmung, mit der Methodik der SVD, kann eine Selektion zwischen Rau-
schraum und Signalraum getroffen werden. Interessant ist dabei, daB man hier prinzi-
piell Signalrauschen und digitales Rauschen vergleichen kann, wenn der Potentialun-
terschied der singulidren Werte beriicksichtigt wird.

Die verallgemeinerte Quotientenform der Singulirwertzerlegung eignet sich ideal um
die Realisierung eines dynamischen Systems zu bestimmen. Dabei werden hier zwei
Hankelmatrizen gleichzeitig zerlegt. Unter Berticksichtigung der Shiftinvarianz der bei-
den Hankelmatrizen sind die Systemparameter des Zustandsraummodells direkt aus
den faktorisierten Hankelmatrizen bestimmbar. Der innere Aufbau einer Hankelmatrix
bleibt hier, im Gegensatz zu anderen Methoden, unberiicksichtigt, da bei verrauschten
MeBdaten diese besondere Strukturierung entfillt. Liegt eine Realisierung vor, so kann
iiber eine grundsitzlich immer mégliche Ahnlichkeitstransformation eine weitere, von
prinzipiell unendlich vielen Realisierungsformen, gefunden werden. Eine mdgliche Zu-
standsraumtransformation ist die einfache Jordan kanonische Form, iber die eine be-
sondere Realisierungsform bestimmbar ist. Aus dieser Realisierungsform kdnnen dann
durch eine dyadische Zerlegung die dynamischen EinfluBzahlen mit den Systemeigen-
funktionen entwickelt werden, die physikalisch gut interpretierbar sind, da sie in inte-
graler Gestalt den Wichtungsoperator des dynamischen Systems repréisentieren.

Das Berechnungsverfahren wird mit Simulationsrechnungen und realen MeBdaten vali-

diert. Die umfangreichen Ergebnisse zeigen stabile numerische Eigenschaften und eig-
nen sich zur Erfassung von Strukturinderungen, was demonstriert wird.

Ein offensichtlicher Nachteil der Methodik ist die Erfordernis spezieller Testsignale als
Systemeingang, die als Ein- Aus- Schaltsignale oder Impulse vorliegen miissen, um ei-
ne Realisierung mit den Eigenschaften der Hankelmatrix zu berechnen. Dieser Nach-
teil kann umgangen werden, wenn man mit einem erhdhten Aufwand an MeBtechnik
die Eingangssignale messen kann. Eine neuartige Methode [38], die auch auf der SVD
basiert, zeigt vielversprechende Ergebnisse.

AbschlieBend ist darauf hinzuweisen, dal die guten Berechnungsergebnisse auf die Me-
thode der Singuldrwertzerlegung zuriickzufiihren sind. Dieser Algorithmus, der in der
Domine der linearen Algebra entwickelt wurde und in neuerer Zeit durch weitere Ver-
allgemeinerungen erweitert wird, hat sehr stabile numerische Eigenschaften. Die An-
wendungen der SVD finden sich zur Zeit in der digitalen Bildverarbeitung, Signalerken-
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nung, Biomedizin und Medizin. Besonders hervorzuheben sind die folgenden Punkte
als ausgewidhlte Anwendungsgebiete.

e Rangbestimmung
o Strukturbestimmung eines linearen Operators
e Least Squares Schétzung

o Ldsung von linearen Gleichungen

Realisierung

e Approximationen niedriger Ordnung

Die weitere Entwicklung auf diesem Gebiet ist duBerst vielversprechend, da zur Zeit
Moglichkeiten tiber Parallelisierungen der SVD Berechnung und die Entwicklung von
speziellen Prozessoren fiir eine Echtzeitanwendung erforscht werden. Weitere neue An-
wendungen sind in der Zukunft mit Sicherheit zu erwarten,
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Anhang A

Symbole und Bezeichnungen

A.1 Formelzeichen

a,b,...
AB,...
A(l:m,l:n)
o,p,o
A

P
diag(-)
dim(-)
81)

f

)

F

?

hy

f'Pl fQ
dem 8ij
H

L(:)

A

N()

J

P, P(,)
P, 'P(,)
Py

Vektoren

Matrix bzw. Operator aus dem Zusammenhang
erste m Zeilen, erste n Spalten von A

singulére Werte
Eigenwert
Eigenvektoren
Diagonalmatrix
Dimension

Dirac Pseudofunktion
Abbildung
Fundamentalmatrix
komplexe Amplitude
Fourier Operator
Markov-Parameter
Greenscher Vektor
Greensche EinfluBzahlen
Hankelmatrix

Linearer Operator
Eigenwerte

Nullraum

Jordan Matrix
Zustandsraumtransformation
Beobachtbarkeitsmatrix
Projektor auf einen Unterraum Y
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Q, Steuerbarkeitsmatrix

g(+) Rang einer Matrix

R Systemiibertragungsfunktion

R(-) Bildraum

S{A,B,C} Realisierung

S{-A',B,C}  adjungierte Realisicrung

pX Matrix der singuliren Werte

t kontinuierlicher Zeitverlauf

T(1,0) Wichtungsmuster, Impulsantwort einer Realisierung
1) Inputvektor

U,v,Q orthonormale bzw. unitire Matrix
V,W,u Vektorriume

w symmetrische Steuerbarkeitsmatrix

y/ Vandermondsche Matrix

\% symmetrische Beobachtbarkeitsmatrix
X(1) Zustandsraumvektor

P 2 steuerbarer Zustandsraum (controllable)
Az nicht steuerbarer Zustandsraum

Ao beobachtbarer Zustandsraum (observable)
s nicht beobachtbarer Zustandsraum

&) transformierter Zustansvektor

&n,e Skalar

Y Outputvektor

A.2 Diverse Sonderzeichen

komplexe Zahlen

aus dem Zusammenhang R oder C
Zahlenkorper der Dimension m X n
reelle Zahlen

Element aus

Schnittmenge

Untermenge

transponiert

konjugiert transponiert

* aus dem Zusammenhang ' oder ¥
L orthogonales Komplement

1 Pseudoinverse

@ direkte Summe von Vektorriumen
|- 1|2 Euklidische Vektornorm

|| ||F Frobenius Norm

<> inneres Vektorprodukt

>< - duBeres Vektorprodukt

adjungiert

~ diskret
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Nullimatrix

A.3 Abkiirzungen

DFT
EVD
FFT
FEM
GEVD
GSVD
OSVD
QSVD
QSVD
SISO
MIMO
SVD

Diskrete Fourier Transformation
Eigenvalue Decomposition

Fast Fourier Transformation

Finite Elemente Methode

Generalized Eigenvalue Decomposition
Generalized Singular Value Decomposition
Ordinary Singular Value Decomposition
Product Singular Value Decomposition
Quotient Singular Value Decomposition
Single Input Single Output System
Multi Input Multi Output System
Singular Value Decomposition
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Anhang B

Darstellung der Berechnungen

1. Singulirwerte, Frequenz und Didmpfung

e Singuldrwerte, Original und Ausschnitt

e Tabelle, Frequenz und Dampfung
2. EinfluBgréfien

e Nullmessung
e Systemmessung

e Systeminderung (interpolierte Differenz als mechanisches Balkenmodell)
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B.1 Realisierung 8x8 , Simulation FEM f10 f10m1

Realisierung fiir ein System mit 8 Eingéingen und 8 Ausgéngen

Nullmessung : 10

Systemmessung : f10m1

e Finite Elemente Simulation

Anderung der Masse von 1% an Knoten 7

Messung an allen FEM Kotenpunkten

Masse liegt an einem Knoten
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Berechnung B.1 Singulirwerte, Frequenz und Démpfung £10

«JE-1D

oo e e g g

hagsh)

I-.u“

T T T —————— | 1.1 £ T~ T3 %
|ﬁ'._ Dimpfung Kreisﬁ'equenz_l Frequenz
36 | 267972 | -37445853 | -59.59693
35 -2,67972 374.45853 59.59693
34 -5.65985 -843.08370 -134.18094
33 -5.65985 843.08370 134.18094
32 -.89985 93.59811 -14,.89660
31 -.89985 93.59811 14.89660
30 -9.88774 -1501.35829 -238.94859
29 -9.88774 1501.35829 238.94859
28 -15.47315 -2353.90181 -374.63511
27 -1547315 2353.90181 374.63511
26 -22.58515 -3409.55108 -542.64691
25 -22.58515 3409.55108 542.64691
24 | -31.23393 -4682.27098 -745.20657
23 -31.23393 4682.27098 745.20657
22 -39.23374 -6186.88070 -984.67265
21 -39.23374 6186.88070 984.67265
20 | -115.45092 | -10187.99636 | -1621.46998
19 | -115.45092 | 10187.99636 1621.46998
18 | -132.67072 | -8414.15698 | -1339,15467
17 | -132.67072 8414.15698 1339.15467
16 | -148.95469 | -12679.94155 | -2018.07538
15 | -148.95469 | 1267994155 | 2018.07538
14 | -204.15753 | -15645.60976 | -2490.07613
13 | -204.15753 | 15645.60976 | 2490.07613
12 | -285.29507 | -19162.00775 | -3049.72825
11 | -285.29507 | 19162.00775 | 3049.72825
10 | 401.25948 | -23293.43034 | -3707.26458
9 | 40125948 | 23293.43034 | 3707.26458
8 -755.57425 | -32876.64665 | -5232.48083
7 -755.57425 | 32876.64665 | 5232.48083
6 -928.66678 | -38548.17950 | -6135.13331
5 -928.66678 | 38548.17950 | 6135.13331
4 | -940.63430 | -36913.62935 | -5874.98658
3 -940.63430 | 36913.62935 | 5874.98658
2 -560.05771 | -27992.19788 | -4455.09666
1 -560.05771 | 27992.19788 | 4455.09666
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Darstellung der Berechnungen

Berechnung B.2 Singulirwerte, Frequenz und Démpfung £f10m1

sipas

-1 ]

S

¥
aeu g

Aazabl

J1ge7

L] 110 ™ »a

E dlfal SIEIMM ¥cete (70 ven T281

Jaes
‘ L]
EVBRANG T18a1 Singulaeere Vecte 1040 ven 7201

| Nr. | Démpfung Kreisﬁ'equean Frequenz
—_— 36 | -2.62893 -370.89288 -59.02944
35 | -2.62893 370.89288 59.02944
34 -.89253 -93.21320 -14.83534
33 -89253 93.21320 14.83534
32 -5.56616 -836.98671 -133.21057
31 -5.56616 836.98671 133.21057
30 | -9.84477 -1499.65881 -238.67811
29 | -9.84477 1499.65881 238.67811
28 | -1547531 | -2351.15476 | -374.19790
27 | -1547531 2351.15476 374.19790
26 | -22.26629 | -3383.54418 | -538.50778
25 | -22.26629 3383.54418 538.50778
24 | -30.28195 | -4636.10824 | -737.85954
23 | -30.28195 | 4636.10824 737.85954
22 | -38.21158 | -6159.05362 | -980.24383
21 | -38.21158 6159.05362 980.24383
20 | -132.67098 | -8414.15954 | -1339.15508
19 | -132.67098 | 8414.15954 1339.15508
18 | -116.71866 | -10155.00465 | -1616.21919
17 | -116.71866 | 10155.00465 | 1616.21919
16 | -149.12304 | -12576.41629 | -2001.59882
15 | -149.12304 | 12576.41629 | 2001.59882
14 | -202.11116 | -15551.70292 | -2475.13039
13 | -202.11116 | 15551.70292 | 2475.13039
12 | -283.93321 | -19145.16512 | -3047.04767
11 | -283.93321 | 19145.16512 | 3047.04767
10 | 402.32061 | -23275.10609 | -3704.34818
9 | 40232061 | 23275.10609 | 3704.34818
8 | -559.48011 | -27885.11133 | 4438.05331
7 | -559.48011 | 27885.11133 | 4438.05331
6 | -928.67029 | -38548.22029 | -6135.13981
5 | -928.67029 | 38548.22029 | 6135.13981
4 | -939.21481 | -36900.28866 | -5872.86334
3 | -939.21481 | 36900.28866 | 5872.86334
2 | -752.29452 | -32784.30562 | -5217.78429
1 | -752.29452 | 32784.30562 | 5217.78429
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Berechnung B.3 EinfluBgréfen £10 f10m1

|Ordinate:EinﬁuBgrtiBe Abszisse : Output (integer) Marker: Input (selektiv)J

deltdyn O©= A-2 +=) X~4 05 @6 M-7 Z-8
-.05

EERERARARENNE N}

Glarrrpeenabornnrqupna i e el bocrrganae it ey

! 2 3 4 5 6

7 a
200y (9 1028

APMIMO £10 FEigenwert:3]  Frequenz : 14.6966 Daempfung :

-.8999

deltdyn ©=1 A<z 421 X-q4 0§ 45 Xa7 Zaf
-.05

-.10

-.15

1 2 3 4 5 6

a
26y 1 WM

PMIMO £10m]  FEipenwerl:33 Frequenz :  14.8353 Daempfung :

-.8925

delldyn ©=t A-2 +e] X4 05 46 X.7 Za8

g, 1+
-.005 |
- “)‘ :-‘
-.010 .-’M
015 | 5
-.020 |
A -'x__ x""
-z |
i [ T Fn
oo o loeendogen b gpofuopandloe g e e ey e
0 1 2 3 4 5 6 7 a 9
23a it N.%
APMIMG f10mi(£10) Eig:33(31) Fre: 14.8353( 14.89661 Dae: -.89251 -.88391
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Berechnung B.4 EinfluBgréBen f10 f10m1

|0rdinate : BinfluBgriBe  Abszisse : Output (integer) Marker : Input (selekti\ﬂ

deltdyn

.10

.09

-.05

3
LIRS IS T S B BN NN B S R T S MO M B RN BN S B R N R |

[N

\
s

N
.
a
) 3
/

o
= ",
- x

O=l A=2 +=3 X=4 025 -5 XN=7 Z-f

APMIMO _£10

»n
Eigenwert:35 Frequenz : 59.5969 Daempfunp : -2.6797

deltdyn

.08

LN B S N B B S e et R e B N NN N R B A S m St e S B

a.
::S.:
-.06
- W . 7
-.10 . e R
bl nnspni b by es e bt ersagaaa e gty

1 2 k] 4 5 ] 1 )

2 Wy U

Ol Ax2 +=) X4 05 #6 XM=-7 Z-B

APMIMO £10m! FEigenwert:35 Frequenz : 59.0294 Daempfung : -2.6289

delldyn
010
.ou8
. 006

.004

a0z

]

LI S B B o

Ot A=2 +=-] XA 65 4= X7 Z-8

"x..-"‘ -

._xn

—~t A
-~ i

-
it . 5

Py fn

1 1 2 3 4 5 [ 7
20 194° N.3

MIMO £10miC£101 Eig:35(35) Fre: 59.02941 59.5969) Dae: -2.62891 -2.6797)
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Berechnung B.S EinfluBgréen 10 f10m1

[Ordinate:EinﬁuBgrﬁBe Abszisse : Output (integer) Marker : Input (selektivﬂ

deltdyn O®«l A=2 +e) Xed 05 4-6 XMeo7 Z-8
.04

-—-——-——\\

.01

.02

.01

-.04
1 2 3 4 5 6 7

2
APMIMO {10 Eipgenwert:33 Frequenz : 134.1809 Daempfunp : -5.6599
deltdyn Oet A2 +<] xof O=5 faF X=7 ZwA

.04

.03

.02

.ol

1 2 3 4 [ 3 7
-]
APMIMO £10m! Elgenwert:31 Frequenz : 133.2106 Daempfung : -5.5662
deltdyn O«t A«2 +2) xed 0=5 @=8 XN=7 Z-f
.003 e

]
I 1.4

.002

.00l

-.00L

-.002

[} 1 2 3 4 5 s 7 ™
PHIMO ¢#10mIC£LD) Evg:31{33) Fre: 133.2106( 134.1809) Dae: -5.5662( -5.65933

9
2.8
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Berechnung B.6 EinfluBgroBen 10 f10m1

| Ordinate : EinfluBgroBe  Abszisse : Output (integer)  Marker : Input (selektiv) |

deltdyn  ©=1 A2 +-3 X=4 05 $ef M7 Zof

.02

-.02

a
20 ey 199 1327

WPMIMD £10 Eigenwert:29 Frequenz : 238.9486 Daempfung : -9.6877
delldyn O=1 A-2 +-) X=4 &=5 #=5 X7 Z-f

1 2 3 4 5 6 7 )
B key o9 140
APMIMO £10m! Efpenwert:29 Frequenz : 238.6781 Daempfung : -9.8448

delldyn ©=l A2 +-) X=4 0-5 #=5 X7 Zap

.0004

.0002

-.0002

-.0004

-.0006

-.0008

0 1 2 3 4 S 6 7

8 thlmg 237
APMIMO f10mi(£101 Fig:29(29) Fre: 238.6781( 238.9466) Dae: -9.84481 -9.88771
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Berechnung B.7 EinfluBgréBen £10 f10ml

| Ordinate : EinfluBgrdBe  Abszisse : Qutput (integer)  Marker : Input (selektiv) l

delldyn O=1 422 +-1 X4 0=5 @5 NeT Zop

.o10

.005

-.005

-.010

'
LINN B S B M N B Dt A Bt I B R B B S B B S T Bt

-.015

Jl{!lme 1:21
APMINO £10 FEipenwert:27 Frequenz : 374.6351 Daempfung : -15.4731

'““0‘{%“ O=l A2 +=] Xe4 O=5 £a5 M=7 Z.8

.005

o
:

-.005

-.010

-.01% Fa
padaarrpreeeloaiagorad g eloger g b orprnna by erspieaedesarpaaaeleis
1 2 3 4 5 6 8
MMy (W M
APMIMO £10m] FEigenwert:27 Frequenz : 374.1979 Daempfung : -15.4753

deltdyn O®=t A=2 +e3 Xed ©-8 -5 M=7 Z-8

S N R B B R S B B B B B L 0 S S 2 2t et B S N S B G 2wt |

. 0004

.0002

-.0002

-.0004

~.0006

[} 1 2 3 4 S 6 ?

9
20w 108 N:)7

APMIMO £10m1C£E01 Eig:27(27) Fre: 374.1978( 374.6351) Dae:-15.47531-16.47311
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Berechnung B.8 EinfluBgréBen £10 f10m1

| Ordinate : EinfluigrdBe  Abszisse : Output (integer) Marker : Input (selektiv) |

delldyn ©al A-2 +=1 X4 0-5 28 M7 Z-8
.008

. 006

.004

.002

o
1

-.002

‘I'l‘;‘l‘l'I'I‘I‘I'I'I'I';'I'III

-, 008 beataaspranatsaraprraa ey rpunrrbonnngueseprpgupranabey s puaata et iatang

2
PMIMO {10 Eipenwert:25 Frequenz : 542.6469 Daempfung : -22.5651

deltdyn O©=t A-2 +=1 X4 0-5 @46 X=7 Zof

.006

.004

.002

-.002

‘l'l'l'i'l||'I']‘ILJ'I'I‘I'I';'I'i'I'f

1 2 3 4 5 6 7 a
Moy 99 MM
APMIMO f10ml Eipenwert:25 Frequenz : 538.5078 Daempfung : -22.2663

deltdyn O©=1 A<2 +21 X4 05 €< X7 Z-8

.0006

.0004

.0002

-.0002

-.0004

o

) ’
L 3L I L LI T L LIRS L L LI L N LA LN BN B

-.0006

a 1 2 3 4 5 6 7

2da 10 AN

PHIMO £10mi{£€10) E1g:25(25) Fre: 538.5078({ 542.6469) Dae:-22.26631-22.5851 |
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Berechnung B.9 EinfluBgroBen £10 {10m1

| Ondinate : EinfluBgroBe  Abszisse : Output (integer) Marker : Input (selektiv) |

delidyn ®a( A-2 +-1 X4 ©-8 2.6 X=7 Z-8
.006

.004

.002

a
20 My i 137

AWPMIMO £i0 Elpenwert:23 Frequenz : 745.2066 Daempfung : -31.2339
delldyn ©=1 A-2 +=1 x4 ©=§ #-6 X=7 Z.§

.006

.004

.002

14:38

0 Ky
APMIMO ¢10ml Figenwert:23 Frequenz : 737.8595 Daempfung : -30.2820

delidyn ©O=( A-=2 4+-) X=4 05 2.6 X-=7 Z-8

.0004

.0002

-.0002

-.0004

-.0006

o 1 2 3 4 5 B 7

9
2 e 4 2:03

APMIMO ¢10mIC£10) Eig:23123) Fre: 737.8595( 745.2066) Dae:-30.26201-31.23391
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Berechnung B.10 EinfluBgréBen f10 f10m1

| Ordinate : EinflugriBe  Abszisse : Output (integer) Marker : Input (selektiv) |

delldyn O©=1 A2 +-) X=4 6=5 -5 M- Z-8
.005

. 004

.003

.002

.00l

-.00¢

-.002

-.004

-.005

8
[t WY

»
PMINO {10 FEipenwert:21 Frequenz : 984.6726 Daempfunp : -39.2337

delidyn ®=1 A-2 +-=3 X-4 05 46 Xe7 Zeof

004 | X
E fé J1 A\
.002 | XY
0. +
-.002 f
-.004 |

1 2 3 4 3 & 7
My e 1.3

MIMO £10m1  Etpenwert:2] Frequenz : 960.2438 Daempfung : -38.2116

deltdyn ©=1 A=2 +-3 X=4 0= £-5 ¥-7 Z-8

.0002

-.0001

-.0002

-.000)

0 t 2 k) 4 s 6 7 8 .
PMIMO £10mi¢£10) Eip:21(21) Fre: 980.2438{ 964.6726) Dae:-38.2116(-39.2337!

!!9 ne
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B.2 Realisierung 8x8 , Simulation FEM £10 f10m5

¢ Realisierung fiir ein System mit 8 Eingiéingen und 8 Ausgingen
e Nullmessung : f10

¢ Systemmessung : f10mS$

¢ Finite Elemente Simulation

Anderung der Masse von 5% an Knoten 7

e Messung an allen FEM Kotenpunkten

Masse liegt an einem Knoten
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Berechnung B.11 Singulirwerte, Frequenz und Dimpfung f10mS5

e

e

B

-

T T T e X T ——— 1T T XT3 2T Y S—
Nr. | Dimpfung | Kreisfrequenz Frequenz
36 | -244744 -357.89890 -56.96138
35 | 244744 357.89890 56.96138
34 -.86402 91,70916 -14,59597
33 -.86402 91.70916 14.59597
32 | -5.26991 -816.74864 -129.98958
31 -5.26991 816.74864 129,98958
30 | -9.70862 -1494.08477 | -237.79098
29 -9.70862 1494.08477 237.79098
28 | -1548315 | -234147660 | -372.65757
27 | -1548315 2341.47660 372.65757
26 | -21.14533 | -3295.62550 | -524.51509
25 | -21.14533 3295.62550 524.51509
24 | -27.82396 | 4507.06621 | -717.32187
23 | -27.82396 4507.06621 717.32187
22 | -36.04352 | -6089.27924 | -569.13889
21 | -36.04352 6089.27924 969.13889
20 | -132.67094 | -8414.16739 | -1339.15633
19 | -132.67094 | 8414.16739 1339.15633
18 | -120.78138 | -10057.71514 | -1600,73508
17 | -120.78138 | 10057.71514 | 1600.73508
16 | -149.04316 | -12311.31061 | -1959.40594
15 | -149,04316 | 1231131061 | 1959.40594
14 | -197.26177 | -15348.81051 | -2442.83906
13 | -197.26177 | 15348.81051 | 2442.83906
12 | -281.02308 | -19108.62671 | -3041.23240
11 | -281.02308 | 19108.62671 | 3041.23240
10 | 40492303 | -23231.72471 | -3697.44382
9 | 40492303 | 23231.72471 | 3697.44382
8 | -557.79304 | -27638.73969 | 4398.84204
7 | -557.79304 | 27638.73969 | 4398.84204
6 | -744.81538 | -32592.66444 | -5187.28365
5 | -744.81538 | 32592.66444 | 5187.28365
4 | 928.68363 | -38548.30534 | -6135,15334
3 | 928.68363 | 38548.30534 | 6135.15334
2 | 936.31572 | -36873.61448 | -5868.61801
1 | 936.31572 | 36873.61448 | 5868.61801
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Berechnung B.12 EinfluBgréBen f10 f10mS

| Ordinate : BinfluBgroBe  Abszisse : Output (integer)  Marker : Input (selektiv)

deltdyn ©=1 A=l +<) X=4 045 4.5 Xe7 Zo8
-.05

-

LInt I T S N

1 2 3 4 5 6 7

APMIMO £10 Eigenwert:31 Frequenz :  14.8966  Daempfunp : -.8999

delldyn ®=1 A7 +=] X=4 0«5 4.6 X7 Z-
-.05

1 2 3 4 5 6 7

APMIMO £10m5  FEigenweri:33 Frequenz :  14.5960 Daempfung :

deltdyn ©=l A=2 423 Xx=4 6=5 4B N=7 Z-B
0.

0 1 2 3 4 5 6 7

APMIMO £10m5( €101 Eig-33(31) Fre: 14.5960( 14.8966) Dae: -.86401




Anhang B Darstellung der Berechnungen

Berechnung B.13 EinfluBgréBen £10 f10mS

| Ordinate : EinfluBgrdBe  Abszisse : Output (integer) Marker : Input (selektiv) |

delidyn  O=i A2 +-3 X=4 0-5 48 X7 Z-p

.10

o
3
LI R N N B B R S E S R Sy SR It ISR SRS SR N W B |

~
-
a
L]
o
~
-]

My IO 102

APMIMO {10 Filpenwert:35 Frequenz : 59.5969 Daempfung : -2.6797
delldyn  O©=l A<2 +=) Xed 8o5 26 X-7 Za8

NERE S )‘
- - "N‘.
10 W - .
r -
.09 F z e N
- - " h N N -
¢ T i -.
-.08 } NG e
“10 [ >
-as L e Fn
Baaloaesrraail ey o i prraaloaargaaechs e piaaalasaa et lons
1 2 ) 4 5 & 7 a

2 My 1% 1548

PMIMO {i0m5 FEigenwert:35 Frequenz : 56.9614 Daempfung : -2.4474
delidyn Oel A2 =) X=4 05 @ef XMoT Zof

T,
.04 P _'_f‘
F
.03 F %
e 7
02 B F
NS
0. +
-.01 [
-2 F
C " ]
-3 |
. g Fn
=204 el o gaa e e e g e gl
0 1 2 2 4 5 & 1 a 8

3o (34 1741

PHIMO £10m5(£101 E1g-35(35) Fre: 56.9614( 59.59691 Dae: -2.44741 -2.67971
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Berechnung B.14 EinfluBgréBen £10 £10mS5

|Ordinate : EinfluBgrdBe  Abszisse : Output (integer) Marker : [nput (selektivﬂ

delt%y;n Onl A2 +=3 X=4 6-5 46 N=7 Z-8

N l-———-n\ /s————i
0 f \
L
02 [
ot F
0. + —_—r———
-.e1 F
.02 k
-.03 [
L Fn
-04 b ligargpaaaadssaa et ie g lerngrrir e gl e danargyraetbers
1 2 3 4 El 6 7 :]
19 2

- ]
APHIMO 10 FEigenwert:33 Frequenz : 134.1809 Daempfung :  -5.6599
deltdyn @« A=2 +=] X=4 0-5 25 X7 Z-8

26 Ky (998 13:46

APMIMO £10m5  Eigenwert:3 Frequenz : 129.9696  Daempfung :  -5,2699

deltdyn O=l A«2 +a! X=4 O=5 @< X=1 Z-8

—

I e
.00 |-
- A H
005 T i AR -
F _ L MY .
-.005 T S - Z =
L ] 7
C A Fn
)
0 1 2 3 4 5 8 7 a 9

3 b 19342

PMIMO ¢10m5(£101 E1g:31033) Fre: 129.9896( 134.1809) Dae: -5.2699! -5.5593)
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Berechnung B.15 EinfluBgr68en £10 f10mS

|—0rdinate:EinﬂuBgrBBe Abszisse : Output (integer)  Marker ; Input (selektiv)|

.02

.01

-.02

deltdyn ©Oel A2 +-1 X=4 &-5 £ X-7 Z-8

! 2 2 4 s s HNHMHILZ
APMINO €10 FEipenwert:29  Frequenz : 238.9466 Daempfung :  -9.8877
deltdyn ©O=l A2 +-]1 X=4 &6 £:5 M=7 Z-b

.02 ;
.ot ;
0. £
-.02 é

1LLl1L114JJJJl4JJJ4JJJJJJJJJ4JJ;1l11LLLLLJJ4JJJ44JJJJJJJJA4AJJJJJJJJAJJAJJJ¢£

1 2 3 4 § 6 ki 8

Whey 1N 1548

APHINO  £10mS

Efpgenwert:29  Frequenz : 237.7910 Daempfung : -9.7086

.002

.00t

=.004

deltdyn Ol A-2 +=1 X=4 &=§ =6 X=7 Z=8

0

{ 2 3 4 5 6 7 8

9
N w17

PHIMO £10mSC£101 Eig:29(29) Fre: 237.7910( 238.9486) Dae: -9.70861 -9.8877)
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Berechnung B.16 EinfluBgroBen £10 f10mS

| Ordinate : EinfluBgrsBe  Abszisse : Output (integer) Marker : Input (selektiv) |

delldyn ©O=1 A<2 +e) X=4 085 £-6 X7 Z-8

.010

.005

-.005

-.010

:
L I B N R B U N B D B S B M B R O B N N B S B B B N B e

-.015

8
20 Moy 1084 132

APMIMO (10 FEipgenwert:27 Frequenz : 374.6351 Daempfung : -19.4731
deltdyn ©=i A-2 +-) X=4 &=5 €6 X7 Z=8

.os [

.00 F y . 4 N\

005 + A ¢ ; e £

0. 4 ) X

-.005 | e, B LS T
L 3 N\ 3 4 e 3

-o10 | 8 fF ‘ ? g )

-.015 + ¥ h\
WMWW

1 2 3 4 S 6 7 a
ey 1M 15,88

PMIMO  £10m5 Eigenwert:27 Frequenz : 372.6576  Daempfung : -15.4832

deltdyn O=t 4«2 +=) X=4 6=5 £-6 M- Z-B

. 002

.00l

-.001

-.002

-.003

0 1 2 3 4 5 6 7 8

]
3hale” i1

PHIMO £10m5(£101 Eig:27(27) Fre: 372.6576f 374.6351) Dae:-15.4832(-15.47311
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Berechnung B.17 EinfluBgréBen £10 f10mS

l:Ordinate : BinfluBgroBe  Abszisse : Output (integer)  Marker : Input (selektiv)l

deltdyn O©=t A=2 +=3 X4 &5 =5 =T Z-§
.008

4

o
SN B S e e S et S e e

.004

.002

-.002

-.004

-.0086

#
=008 bvtone b b e b e b o e
1 2 3 4 5 6 7 8

»
APMIMO {10 FElpenwert:25 Frequenz : 542.6469 Daempfung : -22.5851
deltdyn O©=t A2 +=) x=4 6-5 -5 =T Z-8

.010

.005

-.005

-.010

o
'
L Tl S B e B B B S it M NS B B B S B B S S s DR B |

My 19 15,48
WPHIMO {10m5 FEilpenwert:25 Frequenz : 524.5151 Daempfung : -21.1453

delldyn ®=1 A-2 +2) X4 &5 &6 X-17 Z-B

.004

.003

-002

.001

~.001

-.002

-.003

0 1 2 3 4 5 6 ?

9
S da 19 1102

PHIMO £(0mSC£I01 Eig:25(25) Fre: 524.5151( 542.6469) Dae:-21.14531-22,58511
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Berechnung B.18 EinfluBgroBen 10 f10mS

| Ordinate : EinfluBgroBe  Abszisse : Output (integer) Marker : Input (selektiv) |

delldyn ©=1 A2 +-) X-4 ©=8 -5 X+T7 ZeB
.D0&

004

.002

NNy IMB 1:2

APMIMO €10 FEigenwert:23  Frequenz : 745.2066  Daempfung : -31.2339

delldyn O=f A=2 +=1 X=d 025 @f X7 Z-8
. 008

.006

3

.004

.002

°
4

-.002

-.004

L L A L B L S g

-.006

-.00a

Ny lgﬂ 19:98

APHIMO £10m5 FEigenwert;23 Frequenz : 717.3219 Daempfung : -27.8240
deltdyn ©O=1 A-2 +<) X-4 6-8 @5 X-7 Z-B
.0020

L0015

0010

0005

-.0005

-.0010

-.0015

-.0020

o 1 2 3 4 5 3 7
8 dm 1
APMIMO f10m5(£101 Eig:23(23} Fre: 717.3219( 745.20661 Dae:-27.8240(-31.2339]

g
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Berechnung B.19 EinfluBgréBen £10 f10mS

| Ordinate : EinfluBgrd8e  Abszisse : Output (integer) Marker : Input (selektiv) |

delidyn O=l A=2 421 X=4 0-5 45 X7 Z-8
.005

-004

.003

.002

.001

Q.

-.001

-.002

~.003

-.004

-.005

1 2 3 q 5 6 7.
APMIMO {10  Elgenwert:21  Frequenz : 984.6726 Daempfung : -39.2337
deltdyn Os=l A=2 +-1 Xed 05 45 X7 Z-B

.004

-002

-.002

-.004

8
My 150

APMIMO £10m5 FEigenwert:2! Frequenz : 969.1369 Daempfung : -36.0435

delldyn  O©=1 A2 +-) X=d 65 @5 X7 ZoB

.0010 }
.0005 ;
-.0005 é
F
-.0010 :
L4q4u4p4ulu;uu4u;uLu4u1uLuu¢dLu4u4u4u;u¢u¢u4u+uLULu¢u4uLuu4ULULuL
[\] 1 2 3 4 5 6 7 a 9

e (1998 1043

PHIMO {10mSC£(0} Eig:21(21) Fre: 969.1389( 964.6726) Dae:-36.04351-39.23371
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B.3 Realisierung 8x8 , Simulation FEM 10 f10m10

Realisierung fiir ein System mit 8 Eingéngen und 8 Ausgingen

Nullmessung : 10

Systemmessung : f10m10

Finite Elemente Simulation

Anderung der Masse von 10% an Knoten 7

Messung an allen FEM Kotenpunkten

Masse liegt an einem Knoten
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Berechnung B.20 Singulirwerte, Frequenz und Diampfung f10m10

alga
100

1e-07
JE-n
JEel

Je1y

b Lo b o b

N vt

n

B e | .'

E Ilhl'l Singulesie Veele (726 vot T0) E 11614 Singuleere '::h (’;.nl m‘: ——
| Nr. | Dimpfung | Kreisfrequenz Frequenz
36 -2.26286 -344.11151 -54.76705
35 -2.26286 344.11151 54,76705
34 -83012 -89.90676 -14.30911
33 -.83012 89.90676 1430911
32 -5.02084 -798.19602 -127.03684
31 -5.02084 798.19602 127.03684
30 | -9.59204 -1489.04211 | -236.98841
29 -9.59204 1489.04211 236.98841
28 | -1549146 | -2331.75553 | -371.11042
27 | -15.49146 2331.75553 371.11042
26 | -20.11922 | -3215.47295 | -511.75842
25 -20.11922 321547295 511.75842
24 | -26.37067 | -4417.00604 | -702.98835
23 | -26.37067 4417.00604 702.98835
22 | -3499300 | -6045.52427 | -962.17507
21 | -34.99300 6045.52427 962.17507
20 | -132.67068 | -8414.17312 | -1339.15724
19 | -132.67068 | 8414.17312 1339.15724
* 18 | -124.09965 | -9983.41885 | -1588.91046
17 | -124.09965 | 9983.41885 | 1588.91046
16 | -148.39743 | -12144.67667 | -1932.88532
15 | -148.39743 | 12144.67667 | 1932.88532
14 | -194.44118 | -15241.66386 | -2425.78614
13 | -194.44118 | 15241.66386 | 2425.78614
12 | -279.47434 | -19088.83055 | -3038.08174
11 | 27947434 | 19088.83055 | 3038.08174
10 | 406.52584 | -23205.87013 | -3693.32894
9 | 406.52584 | 23205.87013 | 3693.32894
8 | -556.53630 | -27497.53606 | -4376.36879
7 -556.53630 | 27497.53606 | 4376.36879
6 | -740.59323 | -32493.97442 | -5171.57665
5 | -740.59323 | 3249397442 | 5171.57665
4 | 928.69373 | -38548.34996 | -6135.16044
3 | -928.69373 | 38548.34996 | 6135.16044
2 | -934.83872 | -36860.29696 | -5866.49846
1 | -934.83872 | 36860.29696 | 5866.49846
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Berechnung B.21 EinfluBgroBen 10 f{10m10

| Ordinate : EinfluBgrdBe  Abszisse : Output (integer)

Marker : Input (selektiv)

delldyn ®=1 A=2 +-1 X4 -5 £-f X-7 Z-8
-.05

.10
-. 19
-.20
-.25
-.30
..
-.40

-.45

L 2 0 B 2 0 B 2

1 2 3 4 S ]

’

Fn

a
20 My (94 13,20

PMIMO 10 FEigenwert:31 Frequenz : 14.8966 Daempfunp :

-.6999

deltdyn ©a1 A=2 +-) X4 6-5 £-B X=7 Z-p

1 2 3 4 5 [

8
0 May (9 96:18

WPMIMO £10mi10 FEipenwert:33 Frequenz :  14.3091 Daempfung :

-.8301

delldyn ®={ A2 +=) X4 6.5 2.5 X=T Z=8

0. =
_.05 :
- 10 [ 5 f
s r
- H‘ :I,'
i X
-2 : ‘-..'.. A
X . A
3T Tt Fn
ofonpro b oulbaguabiapinbingun ooy adongsobisapnu e
0 1 2 3 4 5 6 7 a 9
Sha " 110
PMIHO £10mi0(£10) Eig-33(31) Fre: 14.3091( 14.8966) Dae: -.8301t -.8999!
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Berechnung B.22 EinfluBgréBen 10 f10m10

| Ordinate : EinfluBgrBe  Abszisse : Output (integer)  Marker : Input (selektiv) I

deltdyn ®e1 A=2 +e3 x4 08 ¢85 X=7 Z-8

.10 P
.05
0. +
o -.05 t+ RN
- — '-'." . . B -"'
-0 . -
boadaa gl ney el rps s bsagaas g i b,
i 2 3 4 5 & 7 a8
1328

APMIMO #1¢ Eipenwert:35 Frequenz : 59.5969 Daempfung : -2.6797
delldyn O©=1 Ae2 +=1 Xeqd 05 @+ Xo7 Z-8

1 2 3 4 5 6 o o s
PMIMO {10mi0 Eipenwert:35 Frequenz : 54.7670 Daempfung : -2.2629

delldyn O©=t A2 +-1 Xeq 05 -6 Xo?7 Z-8
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.oa e
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I~ ~. -~ Teel o d .ol
- e Tt AT AR T A
- \\_X__-_.k— ~ __.,7 \f =S SRt Zz 7‘,/ ;

-.02 |- . ‘o..___g:_f/
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B R Fn
o uerpntonpeelanponiogaatruepuduap e bon g b log,

o 1 2 3 4 L ] 7

9
L0 147

PMIMO £10m10C£10) Eig:35(35) Fre: 54.7670¢ 59.5969) Dae: -2.2629! -2.6797)
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Berechnung B.23 EinfluBgro8en £10 f10m10

| Ordinate : EinfluBgrdie  Abszisse : Output (integer)  Marker : Input (selektiv) |

deltdyn O©=l A2 +2) X4 &e5 4af X7 Z-B
.04

- /,____,
.0 F
02 [
o |
o —_——
- F
02 |
-
-.03 n
E Fn
S04 vlapnteon oo o el oo boa
1 2 3 4 5 & 7 8
MMy toh )36 |
APMIMO £10 Eigenwert:33 Frequenz : 134.1809 Daempfunpg : -5.6599

deltdyn ©=1 Ae2 +=1 X4 05 @b M- Z-8

.06

.04

.02

-.02

“."!-ﬂ u:1e
APMIMO {10mi0 Eigenwerf:31 Frequenz : 127.0368 Daempfung : -5.0208

deltdyn ©=1 A-Z +a1 X4 6s5 45 Ma? ZeB
.025 oM

.020
.0l5
.010
.005
Q.
-.00%
-.010
-.015

-.020

[ 1 2 J 4 5 8 ? 8

9
LEN e

APMIMO #10mi0C£101 Etg:31(33} Fre: 127.0368( 134.1809) Dae: -5.0208! -5.65931
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Berechnung B.24 EinfluBgr68en £10 f10m10

| Ordinate : EinfluBgréBe  Abszisse : Output (integer) Marker : Input (selektiv)|
delldyn ©=l A«2 +=) X4 ©:5 £ X7 Z-8
Z

\,

o2 B XY G
X\ \ R
N N

1 2 3 4 § 6 7
APMIMO £10 Eipenwert:29 Frequenz : 230.9486 Daempfung : -9.8877

8
Wiy g 1)

delidyn O®at A2 +=3 X4 ©+5 £ X=7 28

.02

.01

-.02

a8
M May 1905 Mil6

APMIMO €10m10  Eipenwert:29  Frequenz : 236.98684 Daempfunp : -9.5920

delldyn ©=1 A=2 +-3 X~ 6-5 4-6 X=7 Z-8
.004

.002

-.002

~.004

-.006

0 1 2 3 4 5 b 7 8

9
9 Jen 1066 (1:48

PHIMO £10mI0C€10} Eig:29(29) Fre: 236.9884( 238.9486) Dae: -9.5920f -9.8877)
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Berechnung B.25 EinfluBgroBen f10 f10m10

rOrdinate: EinfluBgroBe  Abszisse : Oufput (integer) Marker : Input (selektiv)]

deltdyn  o©=1 A2 +-1 X~ 6.5 46 X-7 Z+b

.g10

-.00s

-.010

N
LIS D S B [ N B B B B B A B D n B B B S B B N

-.015

1 2 E) 4 L] 6 7 8
20 May IS8 1327

APMIMO t10 Eigenwert:27 Frequenz : 374.6351 Daempfung : -15.4731

deltdyn ®=1 Ae2 +-3 X=q ©=5 £6 X=7 Z-8

.0158

.o

.00s

! 2 3 4 5 & ’IMIMB 18
APHIMO £10m10 Figenwerl:27 Frequenz ;: 371.1104 Daempfung : -15.4915

deltdyn O=1 A-2 +-3 X4 06 26 X7 Z-B

.¢a4

.ge2

-.002

-.004

-.006

[} 1 2 3 4 5 6 7

9
LW Y]

APMIMO f10m10(£10) Eig:27(27) Fre: 371.1104¢ 374.6351) Dae:-15.4915t-15.4731}
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Berechnung B.26 EinfluBgré6en 10 f10m10

| Ordinate : EinfluBgrBe  Abszisse : Output (integer) Marker : Input (selektiv)|

delldyn  O=1 A2 42l X4 ©-5 @6 M-7 Z-B
.008

.004

.002

-.002

LI L T e B S N S I S B e e

\

\ /
\ \/
h/ i
22008 byl ol pn oo b b e e by
{ 2 3 4 5 6 7
20 Mry (994
APMIMO £10 Eipenwert:25 Frequenz : 542.6469 Daempfung : -~22.5851

delldyn ©=1 A-2 +-1 X4 o5 @-6 X-7 Z-8
015

.010

-.005

-.0l0

TV vy rrrrrrrrr Ty vy v r e T Tt

31 May 1994 9806

APMIMO {10m10 Eipenwert:25 Frequenz : 511.7584 Daempfung : -20.1192
delldyn O=1 A-2 +-) X4 ©-5 @+ X-7 Z-B

.004

.002

-.002

-.004

0 1 2 3 4 5 6 7

L
Ajm 199 1749

APMIMO £10mf0(£10) Eig:25(25) Fre: 511.7584( 542.6469) Dae:~20.1192(-22.58511)
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Berechnung B.27 EinfluBgréBen £10 f10m10

|0rdinate:EinﬂuBgr68e Abszisse : Output (integer)  Marker : Input (selektiv) |

deltdyn oO=l A<2 +-3 X4 ©=5 #-6 M=1 Z-b
006

/ \ ;‘\ 4 X i\
\. LY !I \‘ / \ r

004 £ M i
\ I
\ 1
I

-002

=002 = /0 N N TN S N
-.004

-.006

8
My 1 1271

7
APMIMD €10 FEipgenwert:23  Frequenz : 745.2066 Daempfung : -31.2339

delldyn  ©=1 A=2 +=1 Xx=4 0-5 26 M-1 Z-p
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. 004

.002

Lhe ) LIR I3 i| Tt 7t il | L L L N L B L
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WPMIMO fi10mi0 Figenwert:23 Frequenz : 702.9883 Daempfung : -26.3707

deltdyn  O=1 A=2 +=) X=4 0=5 f=6 X=7 Ze8

.003
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0 1 2 3 4 E] 6 7
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3 Jwu i6 11:9

PMIMG £10m100£10) E1g:23(23) Fre: 702.9883( 745.2066) Dae;-26.37071-31.2339)
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Berechnung B.28 EinfluBgréBen £10 f10m10

| Ordinate : EinfluBgrdBe  Abszisse : Output (integer) Marker : Input (selektiv) |

delldyn Oat A2 +:1 X4 9§ 25 Ne7 Z-8
.005

.004

.002

.001

-.001

-.002

8
1o V3.2

»
APMIMO £10 Eilgenwert:21 Frequenz : 984.6726 Daempfung : -39.2337
deltdyn O=1 A=2 +e3 X4 65 9b X7 Z-8

.004

-.002

-.004

-.006

1 2 3 4 s & ey o’ w7
APMIMO £10mi0 Eigenwert:2} Frequenz : 962.1751 Daempfung : -34.9930

deltdyn ®=( A-2 +-) Xe4 05 2a5 X=7 Z=8
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MIMO £10mi10C£101 Eig-21(2)) Fre: 962.1751( 904.6726} Dae:-34.99301-39.2337!}

L
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B.4 Realisierung 4x4 , Simulation FEM 104 f10m14

Realisierung fiir ein System mit 4 Eingéingen und 4 Ausgingen

Nullmessung : f104

Systemmessung : f{10m14

¢ Finite Elemente Simulation

Anderung der Masse von 1 % an Knoten 7

Messung an ausgewihlten FEM Kotenpunkten

Masse liegt nicht an einem ausgewihlten Knoten
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Berechnung B.29 Singulirwerte, Frequenz und Diampfung 104

o1
it
N1
JC-N

AL S

....... . R WU

L P
L] L [ [ 0 ™ ™ [ L) 13 1" ” » » I | I
{164 Singulacre Werte (08 ven IO {184 Singulacre Yerte 1640 ven 38401

| Nr. | Dimpfung | Kreisfrequenz | Frequenz |

36 | -2.67972 | -37445853 | -59.59693 |
35 | 267972 | 374.45853 59.50693
34 | 0838774 | -1501.35829 | -238.94859
33 | -9.88774 | 150135829 | 238.94859
32 | -.89985 9350811 | -14.89660
31 | -.89985 9359811 14.89660
30 | -5.65985 | -843.08370 | -134.18094
29 | -5.65985 | 843.08370 | 134.18094
28 | -22.58515 | -3409.55108 | -542.64691
27 | 22.58515 | 3409.55108 | 542.64691
26 | -1547315 | 2353.90181 | -374.63511
25 | -1547315 | 235390181 | 374.63511
24 | 3923374 | -6186.88070 | -984.67265
23 | -39.23374 | 6186.88070 | 984.67265
22 | 3123393 | -4682.27098 | -745.20657
21 | -31.23393 | 468227098 | 745.20657
20 | -115.45092 | -10187.99636 | -1621.46998
19 | -115.45092 | 10187.99636 | 1621.46998
18 | -132.67083 | -8414.15720 | -1339.15471
17 | -132.67083 | 8414.15720 | 1339.15471
16 | -204.15753 | -15645.60976 | -2490.07613
15 | -204.15753 | 15645.60976 | 2490.07613
14 | -148.95469 | -12679.94155 | -2018.07538
13 | -148.95469 | 12679.94155 | 2018.07538
12 | 401.25948 | -23293.43034 | -3707.26458
11 | 40125948 | 23293.43034 | 3707.26458
10 | -285.29507 | -19162.00775 | -3049.72825
9 | 28529507 | 19162.00775 | 3049.72825
8 | 928.75785 | -38548.19544 | -6135.13585
7 | 92875785 | 38548.19544 | 6135.13585
6 | -755.57424 | -32876.64665 | -5232.48083
5 | -755.57424 | 32876.64665 | 5232.48083
4 | -940.63419 | -36913.62944 | -5874.98659
3 | 94063419 | 36913.62944 | 5874.98659
2 | -560.05770 | -27992.19789 | -4455.09666
1 | -560.05770 | 27992.19789 | 4455.09666
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Berechnung B.30 Singulirwerte, Frequenz und Diémpfung f10m14

"

Bi-g1]

LIE-81 I L, laa

ea'B ue | ;

@ {1m14 Singulasre Verte (350 ven 0] = = = i1imi4 Slegulsere Verle (340 300}
| Nr. | Dimpfung | Kreisfrequenz | Frequenz
36 | -2.62893 | -370.89288 | -59.02944
35 | 262893 | 370.89288 59.02944
34 | -89253 9321320 | -14.83534
33 | -89253 9321320 14.83534
32 | 556616 | -836.98671 | -133.21057
31 | 556616 | 83698671 | 133.21057
30 | 9.84477 | -1499.65881 | -238.67811
29 | 984477 | 1499.65881 | 238.67811
28 | -1547531 | -2351.15476 | -374.19790
27 | -1547531 | 2351.15476 | 374.19790
26 | -22.26629 | -3383.54418 | -538.50778
25 | 2226629 | 3383.54418 | 538.50778
24 | -3028195 | 4636.10824 | -737.85954
23 | -3028195 | 4636.10824 | 737.85954
22 | -3821158 | -6159.05362 | -980.24383
21 | -3821158 | 6159.05362 | 980.24383
20 | -132.67099 | -8414.15979 | -1339.15512
19 | -132.67099 | 841415979 | 1339.15512
18 | -116.71866 | -10155.00465 | -1616.21919
17 | -116.71866 | 10155.00465 | 1616.21919
16 | -149.12304 | -12576.41629 | -2001.59882
15 | -149.12304 | 12576.41629 | 2001.59882
[4 | -202.LL116 | -15551.70292 | -2475.13039
13 | -202.11116 | 1555170292 | 2475.13039
12 | 28393321 | -19145.16512 | -3047.04767
11 | 28393321 | 19145.16512 | 3047.04767
10 | 40232061 | -23275.10609 | -3704.34819
9 | 402.32061 | 23275.10609 | 3704.34819
8 | 92875764 | 3854823618 | -6135.14234
7 | 92875764 | 3854823618 | 6135.14234
6 | 93921472 | -36900.28875 | -5872.86336
5 | 93921472 | 36900.28875 | 5872.86336
4 | -752.29451 | -32784.30562 | -5217.78430
3 | 275229451 | 3278430562 | 5217.78430
2 | -559.48010 | -27885.11134 | 4438.05331
1 | -559.48010 | 27885.11134 | 4438.05331
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Berechnung B.31 EinfluBgréBen f104 f10m14

(Ordinate : EinfluBgrdBe  Abszisse : Output (integer) = Marker : Input (selektiv) |

deltdyn o=t A-2 +-3 x4
-.05
t
-. 10 :-
s LA Ve
: \\ /I
F N /
-.20 | \, /
C \ /
- \
L . /
-.25 + \ /
X \ y
[ \ /
-.30 N \‘\ I/
[ \ /
N \ /
-3 1 —_—— e — fo
I I YN W N WY YR JURNY NN TN NN SN WA SN AN DUGN SN M S NN N N N0 SN SR N SR SN ST S U N
1 1.5 2 2.5 3 35wt e
APMIMO ¢104 FEigenwert:31 Frequenz : 14.8966 Daempfung : -.8999
delldyn  O©=t A-2 +=1 x4
-_ui 3
-.10 2
s A Va
AN /
L \ /,
-2 [ \, /
. r \ ,
r \, //
.35 1 \ 4
[ \ //
L \ s
| \ 4
C \\ //l
-5 b W Fn
PSR ST TS VAN SN TR SN TN SN JUG TR RS SN SN T SN ST SUN T U PO NN SN SHAE Y TN SN SV N0 S N
1 1.5 2 2.5 a 35wt
APMIMO £10mi4 Eigenwert:33 Frequenz : 14,8353 Daempiunp : -.8925
deltdyn = oO=1 A.2 +-3 xe4
0. +
-.0005 }:
b
-.0010 |-
-.0015 1
-.0020 |- A7 fn
SO0 100 T T T Y TN T 6 0 T Y2 0 T T T O 0 I S I Y N I
0 .5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 45
APMIMO £10m14¢£104) Ejg:33131) Fre: 14.8353( 14.8966) Dae: -.8925( -.8999)
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Berechnung B.32 EinfluBgr6B8en f104 f10m14

| Ordinate : EinfluBgréBe  Abszisse : Output (integer) Marker : Input (selektiv) |

deltdyn o=t A2 +-1 xX=4
.08 -
.06

.04

.02

A\

S , \

\ -
- \ X7

s
t-a

IR I S T T T T T |

y -

-

TS OO DRV O T 25N TR Y |

Fn

2

2.5

3

3.8

4

N My

L

WPMIMO £104 Eipenwert:35 Frequenz :

59.5969

Daempfung :  -2.6797

deltdyn ©O©=i A2 +-1 X4
.08

.06

.04

.02

=]
L I 2 L A L L RN

’
~A

Y DR RN SN S TR Y N S S N A S Y D S |

fn

TSN U WU TG UYWAY U TS TN TR TR N S S N |

1 1.5 2 2.5

3 3.5 4
N tew |

PMIMO £10mi4 FEipenwert:35 Frequenz :

59.02%4

Daempfung : -2.6289

deltdyn
.0015

Ont A2 +=) X4

.0010

.0005

T T T S Ty [T T Ty T I T v T T TP v T v v 1

-, 0005

-.0010

-.0015

-.0020

-.0025

-.0030

T T T T T OO0 0 O 0 20 T I T I I A S )

\ Fn

N R R T T BIS B UN J00 TN W OO0 0% OO0 100 K T Y A I

1] .5 1 1.5 2 2.5

3 1.5 q 4.5 5
Dpajm” wn

PHIMO £10m14(£104) Eig:35(35) Fre: 59.0294(

59.5969) Dae: -2.62891 -2.6797)
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Berechnung B.33 EinfluBgréfen 104 f10m14

[ Ordinate : EinfluBgr$Be  Abszisse : Output (integer)  Marker : Input (selektiv) |

delldyn o=t A-2 +-3 x4

0. ————— e —

-.020

-.025

-.030

Fn

N ST VR SN SN WU WO TR TR SO N [N TR TR TR TR DU TR TR Y DU [N U T TN SR N S SN SR S 0 |

1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
» wy 1 na
APMIMO £104 FEigenwert:29 Freque{_\g : 134,1809  Daempfung : -5.6598

deltdyn oO©=1 A-2 +-3 x4

-.035
Fn

PN VW T TR N Y VU SN TUN TN DN R TR NN S T TR T S TN WO NN SN N S SR T N S N N N
1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
Xl Jen 19 H:S7
APMIMO ¢10mi4 FEigenwert:3]1 Frequenz : 133.2106 Daempfunp : -5.5662

deltdyn O=I A=2 +-) X4

-.0002

-.0004

.0006

.0008

.0010

-0012

.0014

f 4 3
= AL I O AL L L BNLE L L B B2 LN LN BN L |

.001B

5 Fn

TSN I Y T Y T U NV T O 0 O T N I I Y I

0 .5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
210w 194 W: 9

PMIMO £10mi4(£104) Eig:31(29) Fre: 133.2106¢ 134.1809} Dae: -5.5662( -5.6599)
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Berechnung B.34 EinfluBgréBen 104 f10m14

| Ordinate : EinfluBgréBe  Abszisse : Output (infeger)

Marker : Input (selektim

deltdyn

.0t

-0

O=l A=2 +=]1 X4

| I S S T T NN S SN SN N N S U NN NN N S ZS TR T R S N T T T S T R '

1 1.5 2 2.5 K} 3.5 41
Wiy 198 5.0

APMIMO £104 FEipenwert:33 Frequenz : 238.9486 Daewpfung : -9.8877

deltdyn

02

-.0l

O={ A=2 +=) X=4

1 1.5 2 2.5 2 3.5 L]
27 jw it M.

PMIMO £10mi4 FEigenweri:23 Frequenz : 238.6781 Daempfung : -9.3448

delLd
E.ﬂuo“vﬁn

. 0002

-.0ag2
-.0004
-.0006

-.0008

O=l A-2 +=) X=4

0 .5 L 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
Tihalt” W%

PMIMO £10m14(£104) Eig:29(33) Fre: 238.67681( 238.9466) Dae: -9.84461 -9.8877)
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Berechnung B.35 EinflugréBen f104 f10m14

| Ordinate : EinfluBgrsBe  Abszisse : Output (integer)
delldyn

Marker : Input (selektiv) |

O=1 A=-2 ++1 X4

.005

-.005

"
LI 0 U N e Mt M D B S N N B B S S E I B M |

~.015 Fn

T U TS VR SURG JUUT UURE TN TR SN TR TR NN JUNY GNON S QNS SUNN JUN NN MR SN [ SN TN T TN PG U WRNY JUN A S
1 1.5 2 2.5 3 3.8
ey
£104 Elpenwert:25 374.6351 Daemp fung : -15.4731
O=l A7 +=3 X~

APMIMO
de I. lon}%n

Frequenz :

.005

o
L

-.00S

-.010
T . 3

-.015

LN 0 M B Nin Sy S B B B B B B N S B B R N N SN SN B N N N R

Fn

| TN TSN JUNS A VU UG JOUN N TN [T WA N S TN T N Y

F IS [N U S SN S NN N W S T R

1 1.5 2

2.5

3

3.5

N ha !.‘4 14:58

APMIMD (10m]4 Eigenwert:27
delidyn O©=1 A2 +-1 x4
.0003

Frequenz : 374.1979 Daempfung : -15.4753

.0002

-0001

.o0al

~-.0002

-.0003

-.0004

-.0005 -

-.0006

'
TTT TS I T e AT TV AT TS gV T AT [ VY T[TV T T[SV VT [T T v a7 7]

Fn

P TSNS V00 N0 P T O O T T O N O S

-.0007

[] .5 13 1.5 2 2.5 L) 3.5 4 4.’5”-“"5 wn

APMIMO ¢i0m14(£104) E1g:27(25) Fre: 374.1979( 374.6351) Dae:-15.47531-15.4731)
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Berechnung B.36 EinfluBgréBen f104 f10m14

| Ordinate : EinflugrdBe  Abszisse : Output (integer) Marker : Input (selektiv) |

deltdyn ©= A2 +-) x=4
.008

4

.004

.002

-]
;

-.002

-.004

J'l‘l'i‘l'l'l'I‘III'I'I‘T1]'|‘|rl

-.006

Fn

F R JUN TUNG SV0 DA TOUN DO T HONE SN SO0 DUN SEUUN TR TS0 NN TN TURSY U NOO AIDG T UK DU SEUNS DU JUE VU AU SUON O 1

1 1.5 2 2.5 3 1S et
APMIMO  £104  Etpenwert:27  Frequenz : 542.6469 Daempfung : -22.5851

delldyn o©=1 A-2 +-3 x4
.008

~.00a

.006

.004

.002

o
L e L I
]
!
|
1
]
|
)
!
i
1

AN
Fn

[TV JHNU T ANOU JURN JOUY DOV UG DURE DURG U0 10N IO AN TOR GV U MU DG TR ZENF AU VRN R VRN SRVON JHY J S {
1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

. 2 Ja 1900 1484
APMIMD £10mi14 FEigenwert:25 Frequenz : 538.5078 Daempfung : -22.2663

deltdyn  ©=1 A-2 +-) X~

-

.0004

.0002

-.0002

-.0004

-.0006

0 .5 1 1.5 2 2.5 3 1.5 4 4.gJ-"'5 st

PMIMO £10mi4(£104) Eig:25(27) Fre: 538,5076( 542.6463) Dae:-22,2663(-22,5851)
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Berechnung B.37 EinflugroBen 104 f10m14

[ Ordinate : EinfluBgroBe  Abszisse : Output (integer) Marker : Input (selektiv)|

deltdyn ©Oe1 A2 +-) x4

L
-.0030 |-
-.003% X

RN s

L\ /
-.0040 | \ /

- \, /

[ \ /

X AN /
-.0045 | \ /

- N\ /

I \ /

- \\ /'
-,0050 4 \‘_.__,_...-_._.A/ Fn

I U TR VUK SENY GHURN WY NN SN S SUN DU TR DVUR FOVN UM NN T (N N SN N T U TN NUUY U DU JUNY W R N

1 1.5 2 2.5 3 35 e

APMIMO €104 Eipenwerkt:21 Frequenz : 745.2066  Daempfung : -31.2339
deltdyn O« A-2 +-) X-4

-.0030

-.003%

~.0040

-.0045

-.0050 A

LN B D S p e G N M M B B B N B S N N B B S T R B B |

-.0055
i Fn
DU SRS AU JURE TN TR SN SR U NN SUN JRN JUNN S NN R SN N DU TUU00 DR S SR N T T N S S S N R 3
1 1.5 2 2.5 3 1.5 4

27 Sun 196 14,88
APMIMO ¢10m14 Eipenwerl:23 Frequenz : 737.8595 Daempfung : -30.20820

deltdyn O=1 A-2 +-3 x4

0.

-.0001

-.0002

-.0003 N L \ /

-.0004 \ /

.0005 /

\.,+ Fn

|§|11|||r||l..||r||||||||nnn|vvirllll||||Irr.11111:lJL

D .5 1 1.5 2 2.5 3 1.5 4 4.5 S5
275 19 WM

PMIMO {10m14(£104) Eig:23t211 Fre: 737.8595( 745.2066) Dae:-30.2620(-31.2339)
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B.S Realisierung 4x4 , Simulation FEM 104 f10m54

¢ Realisierung fiir ein System mit 4 Eingéingen und 4 Ausgiingen

Nullmessung : {104

Systemmessung : f10m54

Finite Elemente Simulation

Anderung der Masse von 5 % an Knoten 7

Messung an ausgewihlten FEM Kotenpunkten

Masse liegt nicht an einem ausgewihlten Knoten
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Berechnung B.38 Singuliirwerte, Frequenz und Dimpfung f10m54

oo e v

N
Jde-n

4
RLIIR 3

RTAT) [ B AIPPE

TR

™ R s |

E 410054 Singuieere Verle 1380 vea 30)

Aagahl

%.' TR R e —————

16m54 Siogulsese Verlo (140 ven ¥4)

Nr. | Dimpfung | Kreisfrequenz | Frequenz
-— 36 | 244744 -357.89890 -56.96138
35 | 244744 357.89890 56.96138
34 -.86402 91.70916 -14.59597
KX ] -.86402 91.70916 14.59597
32 | -5.26991 -816.74864 -129.98958
31 -5.26991 816.74864 129.98958
30 | -9.70862 -1494.08477 | -237.79098
29 | 95.70862 1494.08477 237.79098
28 | -15.48315 | -234147660 | -372.65757
27 | -15.48315 | 2341.47660 372.65757
26 | -21.14533 | -3295.62550 | -524.51509
25 | -21.14533 3295.62550 524.51509
24 | -27.82396 | 4507.06621 | -717.32187
23 | -27.82396 | 4507.06621 717.32187
22 | -36.04352 | -6089.27924 | -969.13889
21 | -36.04352 6089.27924 969.13889
20 | -132.67096 | -8414.16744 | -1339.15634
19 | -132,67096 | 8414.16744 | 1339.15634
18 | -120.78138 | -10057.71514 | -1600.73508
17 | -120.78138 | 10057.71514 | 1600.73508
16 | -149.04316 | -12311.31061 | -1959.40594
15 | -149.04316 | 12311.31061 | 1959.40594
14 | -197.26177 | -15348.81051 | -2442.83906
13 | -197.26177 | 15348.81051 | 2442.83906
12 | -281.02308 | -19108.62671 | -3041.23240
11 | -281.02308 | 19108.62671 | 3041.23240
10 | 404.92303 | -23231.72471 | -3697.44382
9 | 404.92303 | 23231.72471 | 3697.44382
8 | -557.19304 | -27638.73970 | 4398.84204
7 | -557.79304 | 27638.73970 | 4398.84204
6 | -928.76219 | -38548.32015 | -6135.15570
5 | 928.76219 | 38548.32015 | 6135.15570
4 | -936.31563 | -36873.61457 | -5868.61803
3 | -936.31563 | 36873.61457 | 5868.61803
2 | -744.81538 | -32592.66445 | -5187.28366
1 | -744.81538 | 32592.66445 | 5187.28366
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Berechnung B.39 EinfluBgréBen £104 f10m54

‘ Ordinate : EinfluBgroBe  Abszisse : Output (integer) Marker : Input (selektiv) |

deltdyn ©=t A-2 +-3 x4

-0 |
-0 F
s LA
LR o \ //
L \ /
-.20 |- \\ /
r \ /
- \‘ y
-.25 1 \ /
X \ Vi
C \ /
-3 F \,
L \ /
N \ /
h \ /
-8 © S Fn
1 i 1 i H 1 I3 1 I} '} ) 1 L 1 1 L L 1 L 1 L 1 L i 1 L 4 1 L L L i 1
1 1.5 2 2.5 3 35 et we
APMIMG £104 FEigenwerl:31 Frequenz : 14.8966  Daempfung : -.08999
delidyn o©=1 A2 +-3 x4
-. 05 4+
10 F
L " X 4
-.15 ¢ \\ //
3 \\ s
2 | . /
5 \‘ J
[ \, /
-2 | \\ J/
N \ /
[ \‘ /’
_.30 : \\
N \ K4
C » S
~.35 + "‘—"-—--—-.——_—-_—,--_—2‘ FI'I
t» 1 v 4 ¢ 9y v vo¢ o b oo > 3 ooy v 4 yov oy oy 39 p 34y
1 1.5 2 2.5 3 35 et e
APMIMO £10mb4  Eigenwerl:33 Frequenz : (4.5960 Daenp_fgg‘g : -. 8640

delldyn o=l A2 +1 x4

0.
-.002
-.004
-.008
-.008
-.0L0 A, - Fa
|!|||||||||||||4:;.:11.1:1..|L1]|1|JJ|nlllrouvr|||#
o .3 1 1.5 2 2.5 3 3.5 1 4.5 S
J1 ha 19¢ 1210
PMIMO £10m54(£104) E1p:3313)) Fre: 14.5960( 14.8966) Dae: -.8640{ -.8999)
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Berechnung B.40 EinfluBgréBen 104 £10mS54

| Ordinate : EinfluBgréle ~ Abszisse : Output (integer) Marker : Input (selektiv) ‘

deltdyn ©O=1 A-2 +-} x=~

-.08 .ee _
-y ¥ fn

I VU T RN TN UG SPUGY TN SN AU SO NN TR TN SN SN SN SN SN SO SN NN ST WA TN T T JN JON FUUS JU N

1 1.5 2 2.5 k] 3.5 4
2 ey (300 93,47

APMIMD £104 Eilgenwert:35 Frequenz : 59.5969  Daempfung : -2.6797
delldyn o=l A-2 ++) x=~
.0a _ A

~
- \ ;

—
06 b oo — _,-—"’)\ \
e \
" \\\

.04 \\

\
\ /
N

.02
0.
-.02
\
AR
-.04
AN X
-.06 \ X— _ - =%
Seel ’ \}-' -
~a ’
-.08 S~al ’
~eo ’
.ot
“A Fn
-.10 | IS Y T W YN NN WA SN S NN TR (RN SN NN RN JUN DAY SUN NN UU W SV SHNS NS JHN SUSE SUN T S S 1
1 1.5 2 2.5 3 3.5 41

2,

PMIMO £10m54 FEipenwert:35 Frequenz : 56.9614 Daempfung : -2.4474

deftdyn ©=1 A2 +=3 x=~

—_ -

.005

-.005

-.013

[1} .5 L 1.5 2 2.5 3 3.5 41 4.5 E]
3 Jw 18" 1210

PMIMO £10m54(£104) E1p.35(35) Fre: 56.9614( 59.59%9) Dae: -2,4474f -2.6797)
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Berechnung B.41 EinfluBgréBen 104 f10m54

| Ordinate : EinfluBgrdBe  Abszisse : Output (integer) Marker : Input (selektiv) |

delldyn O« &-2 +-) x4

0. m

fn

TS TR SN TR N SO TR TR SN SN WY NS WA S SUUN SO DUUK IO SHN N [ TN TR WU RN TN UGN WY N N A1
I 1.5 2 2.5 3 3.5 4
0 Way 1996 9847

APHIMO  £104  Eigenwert:29 Frequenz : 134.1809 Daempfung :  -5.6599
deltdyn ®=1 &-2 +-3 X-4

.00%

-.020

-.02%

-.030

-.035

fa

F I GO VR TN SN WY ZSNN W W N SN MY TN NN TN SN Y SN DU SN0t S SN U IS TSN ZSUN JOU MY DU S A

'
L N R S R N R R RN NN N

-.040

1 1.5 2 2.5 2 3.5 4
NHimih 12%
APMIHO £10m54 Eipenwert:31 Frequenz : 129.9896 Daempfung : -5.2699
deltldyn Oet 4-2 +«) x=q
.001

L ’
L0 B IS o B L A W O O A B B

>’ fn

Ll e el g e by ra s lasaa e ba s a1 fra

1] .5 1 1.5 2 2.5 3 3.9 4 4.8 5
3w oW 1102

PMIMO £10m54(£104) Eig:31129] Fre: 128.9896t 134.1809) Dse: -5.2699¢ -5.6599)
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Berechnung B.42 EinfluBgréBen 104 f10m54

| Ordinate : EinfluBgrsBe  Abszisse : Output (integer) Marker : Input (selektiv)J

delldyn O=1 a2 +-) x=4

.02
.01
0.
-.01
-.02

7 SR [ T TN WY (N TN TR VRN U TN N NN N S SR DN SN ST M SN Y N SN TR TN MR GV U SN JON DU 1

t 1.6 2 2.5 3 3.5
» iy 47
APMIMO £104 Eigenwert:33 Frequenz : 238.94686 Daempfung : -9.8877

deltdyn o=t A«2 +-3 x=

.02
.ae
0.
-.01
-.02
Fn
§ DU PR TSN T T S NS TN S S R VY Y SEN TN NS VN TR S N T [ T T N S S S N S
1 1.5 2 2.5 3 3.5

llhl.l4 12.%
PMIMC £10m54 Etgenwert:29 Frequenz : 237.7910  Daempfung : -9.7086

deltdyn  ©O=1 4.7 +-) x=

.00t

-.001L

~.002

-.003

0 .5 1 1.5 2 2.5 ] 1.5 4

4'151h|m5 12:(2
APMIMO {10m54(4104) Eip:20(33) Fre: 237.7910¢ 238.9466) Dae: -9.70861 -9.8877)
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Berechnung B.43 EinfluBgrofen £104 f10m54

| Ordinate : EinfluBgrdBe  Abszisse : Output (integer) Marker : Input (selektiv) |

deltdyn O=t A« ++) x4

_\ p
- /
010 |
.005 T
0. +
-.00s |
-.000 \
: |
-.015 + fn
o SO SO U WA TORNY VU RN TR RN JUN S (N TR SN S TR SN NN SN SR SN [N TS TN Y WY WY T M S T N 1
1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
Ny i 04

APMIMO £104 FEipenwert:25 Frequenz : 374.6351 Daempfung : -15.4731
del tdyn O=1 A=2 +=} X=4
.015

.005

-.00%

-.010

-.015

'
LI U S 0 T B B 2 i R S D B I B B I B e B

fn

U SN TR VRN WY WY WY WA NN SN SN SN SN SN [ SUUN SUNS SN DN N FY SUUS U TR W ST JUN U W G S R N
1 1.5 2 2.5 3 1.5 4
et 100
APMIMO £10m54 Eigenwert:27  Frequenz : 372.6576 Daempfung : -15.4832
deltdyn o=t 4.2 +<1 x4

.8010

.0005

-,0005

-.0010

-.001%

-.0020

-.0025

-.0030

.
I A O I AN

0 .5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 41

45w (99202
PMIMO £10m54(€104) Eig:27125) Fre: 372.6576( 374.6351) Dae:-15.48321-15.4731)
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Berechnung B.44 EinfluBgr8en £104 £10m54

| Ordinate : EinfluBgrdBe  Abszisse : Output (integer) Marker : Input (selektiv) |

delldyn O=f A-2 +s3 x4
.008

. 606

.004

.002

o
e

By —— — —— - ———

~.006

}_
i
=
[ \
L

Fn

LN JSNY TN TS SNV JUURSN IO Y SN AR AN JSNNN TN YN SN VN TN TN TRY R RN JUNY AN SUN EUNG SUON SUUY U SO SN N 1

1 1.5 2 2.5 3 3.5

-.008

4
Wik 199 w07

APMIMO £104 FEigenwert:27 frequenz : 542.6469 Daewmpfung : -22.5851

deltdyn O« A=2 +e3 Xeq

.00%

"

-3
;

-.005

ettt et

.

-.010 N
Fn
[ SR ISR U S Y T S SN SN TN T Y TOSNS TS SN MM WRUUN TN W W T Y R Y SN U VR T TR TN S U Y

1 1.5 2 2.5 3 3.8

4
e % MM

PMIMO £10m54 Etgenwer!:25 frequenz : 524.5151 Daempfung : -21.1453

deltdyn O=1 A2 +=) x4

.002

.001

-.001

-.002

-.003

¢ -5 L 1.5 2 2.5 ] 3.5 4 4.5 5
Dmm” e

MIMO £10mS4¢£104) Eig:25(271 Fre: 524.5151( 542.6469) Dae:-21.14531-22.56511
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Berechnung B.45 EinflugroBien £104 £10mS54

|0rdinate:EinﬂuBgr68e Abszisse : Output (integer) Ma:ker:!nput(selektiv)|

deltdyn O©=1 a-=2 +-) x-4

-.0030 |
!
-.0035
K o A
- /
-,0040 [ AN /
L \\ /,
i AN /
L \ /
-.0045 { N\ /
L \\ /
r N\ /
- \\ //
-.0050 + \‘______-__-___‘/ Fn
et N NN YN SN TR TR SO NN TR SN TN WY SN WO SN SUNY NN SUUD SN A U DU JUNS WU NUNG S0 RN JHNG N N J J
1 1.5 2 2.5 3 3.5 ot e

APMIMO €104 Figenwert:21 Frequenz : 745.2066 Daempfung : -31.2339
deltdyn ©=1 a-2 +-1 x4

-.0030

-.0035

-.0040

-.0045

-.0050

-.0055

-.0060

-.00865

-.0070
N Fn

| SO IS T SO NN S SN A TR T N TN TR Y N SN N S S [ TR T T S T N T 2 N

t 1.8 2 2.5 3 3.5 'll:-l-t4 el
APMIMO £10m54  Eipenweri:23  Frequenz : 717.3219 Daempfung : -27.8240

deltdyn ©=t A-2 +-) X4

a. 1+
L
-.0005 T
-.0010 [
-.0015 1
-.0020
i \+/ Fn
1IllillllllllllllllllllllllllllllIIIIIIIIIlIIlllilll!ll
0 .5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

4.5 ]
L Fo 19 i1

PHIHO ¢10m54t£104) Eig:23(21) Fre: 717.3219¢ 745.2066) Dae:-27.8240(-31.2339)
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B.6 Realisierung 4x4 , Simulation FEM 104 f10m104

e Realisierung filr ein System mit 4 Eingingen und 4 Ausgéingen

Nullmessung : f104

Systemmessung : f10m104

Finite Elemente Simulation

Anderung der Masse von 10 % an Knoten 7

Messung an ausgewiihlten FEM Kotenpunkten

Masse liegt nicht an einem ausgewihlten Knoten
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Berechnung B.46 Singulirwerte, Frequenz und Dimpfung f10m104

",
1

”
~

Je-11

e ke b b )

1

T

«onted1

JHEn

Aazab|
ry

a = 140 )
@ 11184 Siagulacce Vorte 1360 vaa ¥4

bl TP P

S — TR T T ST T
Nr. | Démpfung | Kreisfrequenz Frequenz
36 -2.26286 -344.11151 -54,76705
35 -2.26286 344.11151 54,76705
34 -83012 -89.90676 -14,30911
33 -83012 89.90676 1430911
32 -5.02084 -798.19602 -127.03684
31 -5.02084 798.19602 127.03684
30 -9.59204 -1489.04211 -236.98841
29 -9.59204 1489.04211 236.98841
28 | -15.49146 -2331.75553 | -371.11042
27 | -15.49146 2331.75553 371.11042
26 | -20.11922 -3215.47295 -511.75842
25 | -20.11922 321547295 511.75842
24 | -26.37067 4417.00604 | -702.98835
23 | -26.37067 4417.00604 702.98835
22 | -34.99300 -6045.52427 | -962.17507
21 | -34.99300 6045.52427 962.17507
20 | -132.67082 | -8414.17308 | -1339.15724
19 | -132.67082 | 8414.17308 1339.15724
18 | -124.09965 | -9983.41885 | -1588.91046
17 | -124.09965 | 9983.41885 1588.91046
16 | -148.39743 | -12144.67667 | -1932.88532
15 | -148.39743 | 12144.67667 | 1932.88532
14 | -194.44118 | -15241.66386 | -2425.78614
13 | -194.44118 | 15241.66386 | 2425.78614
12 | -279.47434 | -19088.83055 | -3038.08174
11 | -279.47434 | 19088.83055 | 3038.08174
10 | -406.52584 | -23205.87013 | -3693.32894
9 | 406.52584 | 23205.87013 | 3693.32894
8 | -556.53629 | -27497.53607 | -4376.36879
7 | -556.53629 | 27497.53607 | 4376.36879
6 | -928.76589 | -38548.36306 | -6135.16253
5 | 928.76589 | 38548.36306 | 6135.16253
4 | -934.83863 | -36860.29705 | -5866.49848
3 | -934.83863 | 36860.29705 | 5866.49848
2 | -740.59323 | -32493.97442 | -5171.57665
1 | -740.59323 | 32493.97442 | 5171.57665
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Berechnung B.47 EinfluBgroen 104 f10m104

| Ordinate : EinfluBgrtBe  Abszisse : Output (integer)  Marker : Input (selektiv) |

delldyn ©O=i A2 +-3 x=4
-.05

\ /
& o

U VY SN SS TN TV PR DU DN N S S SN S SN S T OV SN NS AN S S U NN T SN JR N SN N |

L 1.8 2 2.5 3 3.5 4
Wyl mar

| M S I B B B 2nt b B D NN R 20 RO S N I B N A B M e |
N

APMIMO ¢104 Eigenwert:31 Frequenz : 14,8966 Daempfung : -.8999

deltdyn ©=1 A-2 +-1 x-4
-.05

-.20

LI It D B I B S S B B B B I N B S B B SN RO B R D R B §

Fo

YUY DO TS TN N YR TN T GO YUY SN I TN WO W TN R GG TR DU SO N SO S Y N S S TGN S NN

1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
Moy 1998 1212
APMIMO £10m104 FEigenwerl:33 Frequenz : 14.309] Daempfunpg : -.8301

deitdyn  ®=1 A<z +-3 x4

A _.’ Fn

-.020 0 T V00 6 N T T Y O OO T T Y Y I O 09N

a .5 L 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
S nn |

APMIMO £10m104(£104) Eig:33(31) Fre: 14.3091( 14.8966) Dae: -.8301( -.8989)
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Berechnung B.48 EinfluBgréfen {104 {10m104

|«Ordinate:EinﬂuBgrﬂBe Abszisse : Output (integer)  Marker : Input (selektiv) \

deltdyn O« A.7 ++) x=4
.08
.06
-04

.02

Y NS ST YA JOUOT J0000 JHENY VRS UM TV NUNAE SN SN NN N TN ZNNN TS SN WY SU Y SV S O DU |

1 1.9 2 2.5 k] 3.5

2 Ney !ﬂ4 (X 1]

APMIMO £104 FEigenwert:35 Frequenz ;5 59.5969 Daempfung :

-2.6797

deltdyn o©=1 A2 +-) x—4
.08

.06

.04

.02

+

0.

-.02

-.04

l|||-||1l1iisx|||||||]||»||;|‘:|||||r||

~.06
~.08

~. !
T L

| S Y TN Y N YN VAT Y | A RS JUE UK DU YOORS OO0 DR DU JUNY DU SN N N N1

-.10 1

Fn

1 1.5 2 2.5 3 3.5

4
2y Lo 1210

AWPMIMO ¢10m]04 Eigenwert:35 Frequenz : 54.767¢  Daempiung :

-2.2629

deltdyn ©=1 A2 +-3 x=4

.010

-005

-.020 \ 7/

-.025 \

Fn

000 T T N T N YV 5 VY W 0 00 60 0 5 S I 0 T N T Y A

0 .5 1 1.9 2 2.5 3 3.5 4

4.8 S
9 s 1904 19:37

PMIMO ¢10m104(£104) El1g:35(35) Fre: 54.7670( 59.5%9) Dae: -2.2629( -2.6797)
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Berechnung B.49 EinfluBgréBen £104 f10m104

| Ordinate : EinfluBgrdBe  Abszisse : Output (integer)  Marker : Input (selektiv) |

delldyn ©®e1 A2 +-) x4

0. h—— e ————

fn

{ VR Y TR VAN SO [ SN NN SN TN RN SR W WY SO SN SHNN SN NN SN TR NN SHN AU JUNY NN SRNT SENN U B S S 1
B 1.5 2 2.5 3 35 e iwd wa
APMIMO {104 Etpenwert:29 Frequenz : 134.1809 Daemgfung : -5.6539
delidyn o®=1 A-2 +-) x4

.ol

-.04 Fn

{ NN RN PN ORI SN T S TR SN N VU JUN WY VA SN AU SN S N N [N ST S TUVON SO WU S AN B S 1

1 1.5 2 2.5 3 3.5 q
W ey 9w J2a2
APMIMO ¢10m104 Eigenwert:31  Frequenz : 127.0368 Daempfung : -5.0208

delldyn o©e1 A-2 +-3 x-4

.002

-.002

-.004

-.010

-.012

| B S h o s 2 e B 2 e B Ot B 0

0 .5 t 1.§ 2 2.5 bl 1.5 4 4.5
e £9.57

APHIMO £10mI04({104} Eig:31(29) Fre: 127.03668( 134.1809) Dae: -5.0208t -5.6599)
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Berechnung B.50

EinfluBgroBen £104 f10m104

| Ordinate : EinfluBgréBe  Abszisse : Output (integer)  Marker : Input (selektiv) |

delldyn

-.0t

-.02

O=t A7 +-) X4

{ DU VRN DURN JUNY TORUD JUNNN SOV SUUN TR TOUNN N TN TR TN TR SN WY WY NN TN AN SN WY NN TR TR TN N SN FR N |

1 1.5 2 2.5 k] 1.5 4
2o joe ot |

APMIHO {104 FEigenwert:33 Frecuenz : 238.9466 Daempfung :  -9.8877

del tdyn

.02

.0l

-.01

-.02

O=| A«2 +-) X=4

fn

| S YR T S YA TR SN TN TN SN Y TN JS TUUN U P TN TS U DU NW SN T JUUN IO SN TN S AN T DU |

1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
30 My 1908 12,12

APMIMO £10m104 Eigenwert:29 Frequenz : 236.9884 Daempfung :  -9.5920

deltdyn
.003

.002

.001

=
.

I R N N NN AN NN AN RN

O=1 A=2 +=1 x=4

N fn

F SO0 T 0 0 6 T O 2 N A O Y AN O N N A

0 .5 1 1.8 2 2.5 ] 1.5 4 4.5 E)
[ ] ;37

MIMO ¢10m104(£104) Eig:29(33) Fre: 236.986841 230,9486) Dae: -9.5920( -9.8877)
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Berechnung B.51 EinfluBgréBen £104 f10m104

' Ordinate : EinfluBgrBe  Abszisse : Output (integer)  Marker : Input (selektiv) |

deltdyn ©®=1 A=7 +-1 x=~4

.010

.005

~.005

N
IS D N S B B B N N S B S B B N 2 G M e S ¥

~.010 N
————

-.015

fn

{1 T N, S S TR Y JNY T N Y SN YU WURY DUNG JUNY DUNUH UG N Z TN SN T N N S N NN N S DU N |

T T T

1 1.5 2 2.5 a 3.5 4
Wryiw_ wo |
AWPMIMO £104 FEigenwert:25 Frequenz : 374.6351 Daempfung : -15.4731

deltdyn o©=1 A-7 ++3 x»4

.015

.005

.
LIS LN B L2 N M A R e |

\
fn

) T TR TR T TR TN TS VAU N0 JUNNN (RN TR NN TR ZN S N [N NN D GO N UNS JNNS SV T T T S N N |

1 1.5 2 2.5 1 3. 4
N Ray 19 243
APHIMO £10mj04 FEigenwerl:27 Frequenz : 371.1104 Daempiung : -15.4915

deltdyn ©=1 A=2 +-) X-4

.go2

.00t

-.004

/
- fn

IO T T Y N W 00 1O 10 U 4 T Y O 2 W I T W A |

.
[
=
N
1
= B N O 0

0 .5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
(KW, NN

PMIMO £10m104¢ {1043 E1g.27(251 Fre: 371.1104( 374.6351) Dae:-15.4915(-15.4731)
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Berechnung B.52 EinfluBgroBen 104 f10m104

| Ordinate : EinfluBgrdBe  Abszisse : Output (integer)  Marker : Input (selektiv) I

delidyn O~ A-2 +21 x4
.o08

. 006

.004

.002

J‘I'I1i‘|'|'|'|‘|'i'l'l'l'l‘|'l|l

Fn

| I SR SNV SR TN TR TR WA TR TR SO TR SR SR SN SN S WA N SN SUN NN SN VAU DU SV AN ARG DU e N ¥
1 1.5 2 2.5 3 s
APHIMO {104 FEipenwert:27 Frequenz : 542.6469 Daempfung : -22.5851
deltdyn  o©=1 A2 +-1 x-4

.OIOE
005 T
-
0. +
-.005 +
-.DIOE

P RIS HE U TN Y SN SR T TNV SN YA WOt T WA Y VA S (AU S SR I S S T S N

1 1.5 2 2.5 3 1.8 4
3 Moy 19 1213

APMIMO {10mi04 FEtgenwert:25 Frequenz : 511,7584 Daempiung : ~-20.1192

delldyn O=f A-2 +-3 x4

.004

. 002

-.002

-.004

o
! .
Ty YT T T T IS T T T T TV T Ty T Ty V[T T3 v AT T h T3 7y

0 .S 1 1.5 2 2.5 ] 3.5 4 4.5 S
LETWU WY 1l

MIMO £10m104¢£104) Eig:25(27) Fre: 511.7984¢ 542.6469) Dae:-20.1192(-22.5851)




178 Anhang B Darstellung der Berechnungen

Berechnung B.53 EinfluBgréBen £104 £10m104

IOniinate:EinﬂuBgﬁiBe Abszisse : Output (integer)  Marker : Input (selektiv)|

delldyn o©=1 a2 +-) x=4

-.00a0 :'
-.003%8 :
N A
FN /
-.0040 | \ /
i \, /
i AN /
[ N /
-.0045 T N\ /
B \\ ,/’
i AN /
3 \\ //
-.0050 4 | 4 fn
T I TR A U AN SO SO N N SN TR TN JNN TR SN VRN RN SN SO JRY YUY SR W YUY S SUN W S N N |
1 1.8 2 2.5 1 as 4

APMIMO £104 FEigenwert:2] Frequenz : 745.2066  Daempfung : -31.2339
delldyn o©=t a-2 +-) x=4

-.006

~.007

¥ Fn

TS DU SOUY VU NN Y SN MO WY N TS (NN JUUN TS NNS 2N NENU SO SN SN S SN TR TN Y SR N W S S S G )
1 1.5 2 2.5 3 s 4
Mty 198t 1213
APMIMG t10m104 Eigenweri:23 Frequenz : 702.9883 Daeapfung : -25.3707

deltdyn o=i a-2 +-1 x=4

-.0005

-.0010

-.0015

-.0020

~.0025

-.0030

Ny . Fn

TINS5 0 30T N T N T O W T T Y TS I G O O O I 0 O A S A

' M Bt S I R B B et

a .5 L 1.8 2 2.5 3 s 4 4.5 S
Sl »

APMIMO £10m104¢£104) Eig:23(21) Fre: 702.9083( 745.2066) Dae:-26.3707(-31.2339)
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B.7 Realisierung 4x4 , Messung mbo2 mbm2

e Realisierung fiir ein System mit 4 Eingéingen und 4 Ausgingen
e Nullmessung : mbo2

e Systemmessung : mbm2

e Reale Messung am Versuchsstand

e Anderung der Masse von ca. 10 % bei 70 cm

e Messung an einem Koppelschwingerbalken
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Berechnung B.54 Singulirwerte, Frequenz und Dimpfung mbo2

Vert I Vet
1L

T T T T TR Y ———
| Nr. | Dampfung Krcisfrequean Frequenz
13 1.78660 8443546 -13.43832
12 1.78660 84.43546 13.43832
-1.79714 -91.66349 -14.58870
-1.79714 91.66349 14.58870

-.63248 .00000 00000

-.68402 -353.59736 -56.27677
-.68402 353.59736 56.27677

-5.60283 -763.41054 | -121.50056
-5.60283 763.41054 121.50056
-8.97944 -85191328 | -135.58621
-8.97944 851.91328 135.58621
-53771 -1390.12944 | -221.24597
-53771 1390.12944 | 221.24597

—|p|w|sr|lulan]|]e]lv|S|Z
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Berechnung B.55 Singulirwerte, Frequenz und Dampfung mbm2

Vort
[T

EVOLAG sha? Singulaere Varte (668 ven G801

Aaraht

nae ey L

@ wba? Singuiaere Verte (030 vea G80) e
| Nr. | D¥mpfung | Kreisfrequenz | Frequenz
14 08741 00000 .00000
13 1.34536 00000 .00000
12 1.05975 -81.60584 -12.98797
11 1.05975 81.60584 12.98797
10 | -1.05588 -86.25143 -13.72734
9 -1.05588 86.25143 13.72734
8 -49692 -323.72691 -51.52274
7 -.49692 323.72691 51.52274
6 -1.59210 -748.96500 -119.20148
5 -7.59210 748.96500 119.20148
4 -11.39742 -807.24070 -128.47635
3 -11.39742 807.24070 128.47635
2 -2.26643 -1367.57382 | -217.65613
1 -2.26643 1367.57382 217.65613
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Berechnung B.56 EinfluBgréBen mbo2 mbm2

| Ordinate : EinfluBgrdBe  Abszisse : Output (integer)  Marker : Input (selektim

delldyn O=1 A<2 +-3 x=4

-.030

o N T VR SRS TN SO N T NN SN TN N TR SN S N SN U JRN TR 75NN SR TN S MY SN SN T T YU S N 1

1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
1oa (e 13 |
APMIMG mbo2 Eilpenwert:12 Frequenz : 13.4383 Daempfung : 1.7866

den%n Onl A=2 4ol X4

PHIM0 mbm2 FElpenwert:11 Frequenz : 12.9880 Daempfung : 1.0597

deltdyn O=1 A=2 +-3 x4

0. -

-.005

-.010

’
o
un

.2 It S it Bt S I O e 2 i B ¢ M D Bt 20 0 e e

-.020
-, 025
-.030 \
.
\\{\ ’,’/’
.
- Vd
.03s \} ’I/{ :
el .7 n
lllllllllllllllll)lIll\l‘l-'—llAllllllll)illlJLllllll!ll
0 .5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
O it )0:18

APMIMO mbm2imbo2] Eig:11(12) Fre: 12.98801 13.4383) Dae: 1.0597t 1,7866)
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Berechnung B.57 EinfluBgréBen mbo2 mbm2

| Ordinate : EinfluBgrée  Abszisse : Qutput (integer)  Marker : Input (selektiv) |

deftdyn O=1 A2 +<1 x4
-0

\ J
-.28 — e
N o e

VUG NN RN T TR TN T SN TN N N AN TR TN SN N SN NN U IO DU N TN 2 TSN S |

Fn

T SO DR PR )

1 1.5 2 2.5 3 3.5

4
Zalwt  i5:28

MIMO mbo2 FEilgenwert:10  Frequenz :  14.5887 Daempfung :

-1.7971

deltdyn o®=1 A-2 +-3 x4
L

YR RN N SN YO SN ZNN NN YN SN TOUN SN T ZNN TN TOUNN SN I VRN SO TR SOV VR SO W B

1 1.8 2 2.5 3 1.5

zrom? was |

APMIMD mbm2 FEigenwert: 8 Frequenz : 13,7273  Daempfung :

-1.0559

deltdyn ®=i A-2 +-1 x4

-.06 A -

Fn

~ -
PO TN 0 S W T NS0 O S S T . K e N 0 5050 0 0 0 0 0 0 00 O O 0 O S W QT

o .5 1 1.5 2 2.5 3 1.5 4

4.5 5

DJea 998 )9:10

APMIMO mbr2imbo2] Eig:09(10) Fre: 13.7273( 14.5887) Dae: -1.05591 -1.7971)
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Berechnung B.58 EinfluBgroBen mbo2 mbm2

| Ordinate : EinfluBgroBe  Abszisse : Output (integer)  Marker : Input (selektiv)l

deltdyn o= A-2 +-3 x4 ]

-.3

fn

PR SO TR NN NN SN SN VAN NN GUNE SRS N TN U SN N N DN IDUN JNN N NN S W SN SN SHNY NN SN S SN S 1
1 1.5 2 2.5 3 1S5 4
2o 132 |
APMIHO mbo2 Eipenwert: 7  Frequenz : 96.2768  Daempfung : ~.6840
deltdyn  o©=1 A-2 ++3 x4

.3

T I =Y TN S0 TR TP S SR U T N T TSN S S SHE ST SRR ST SO NN U YUY N SO S S S SN S

1 1.5 2 2.5 3 35

PMIMO mbm2 FEigenwert: 7  Frequenz : 51,5227  Daempfunp : -.4969
deltdyn =1 A-2 ++) X4

.10

.08

.06

.04

.02

LI B O 0 1 B e
T oy LR

-.02

-.04

-.06

-.08

fn

(S N

¢ ) 1 1.5 2 2.5 3 3.5 L 4.%’-u!5 -

APMIMO mbm2imbo2! Eig:07(07) Fre: 51,5227( 56.2768) Dae: -.4969! -.6840)

N O T T O Y 0 T A L Ly
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Berechnung B.59 EinfluBgré8en mbo2 mbm2

| Ordinate : EinfluBgréBe  Abszisse : Output (integer)  Marker : Input (selektiv) |

deltdyn O=1 A« +-3 x~

.06

.04

.02

5;
¥ Fn
I T W VN VRN TN YN NN NN NN TS (Y ZSN VNN VN WY NN TN WY UMY SN NN S W TN SN MU TUUK S O TOUS, B 1

1 1.8 2 2.5 3 1.5 i
APHIMO mbo2 Eilgenwert: 5 Frequenz : 121,5006 Daempfung :  -5.6028

1528

deltdyn ©=1 A-2 +-3 x~4
.025

.020
.018
.010

.005

)
TTTT T e T T T T T s T T [ T T T T I e vy T T Ty T iy

0.

-.008

-.010

-.018

~.020

¢ Fn

EER -1 = DU N TRUOK YOUR DURK VRN JNUUN YR VR SN NN YR FUNGH NG SN JUNE NN AN SN SN A NS SN N N N Y U I S

1 1.5 2 2.5 3 15
APMIMO wmbm2 Eigenwert: 5 Frequenz : 119.2015 Daempfung : -7.592f

deltdyn O=t A2 +=) x=4
.04
.03
.02

.01

N ,
N T
-7 ~+ 7 Fn

Y0 T R T I T A T O T OO0 0 0 0 0 O 0 0 3 O 00 Y S T T T S S W T A Y S

0 -5 L 1.5 2 2.5 3 3.8 4 4.5 5
S i 1019

PHIMO mbm2(mbo2} Eig:05(051 Fre: 119.2015( 121.5006) Dae: -7.592[( -5.5028!
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Berechnung B.60 EinfluBgréBen mbo2 mbm2

|Ordinate:EinﬂuBgrﬁBe Abszisse : OQutput (integer) Marker : Input (selektiv)l

delldyn O=1 A=2 +-) x4

. 005

-.005

-.010

-3
L
LI B D G S St AN SR M B S Sy B B S BN R B BN B B RN S

Fn
FURNE VO TR TR S YR RN SN NN TN SUN JUNNY UK AU ISUN ST S SN S TR TR NN GV S SN SN SN NN N SR SN N1
1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

20 1 15: 8
APHIMO0 mbo2 Eilpenwert: 3 Frequenz : 135.9862 Daempfung : -8.97%4

deltdyn ©=1 A+2 +-1 x4
.020

.015

.010

.005

-.00%5

-.010

LI B I B B N N (M B e B B B B |

Fn

(TN TR SN SIDU SR T TN A [ T TR TR S VRN NN T N S Y T

-.015

1 1.5 2 2.5 3 1.5 q
2 Jen 198¢ W28
PMIMO mbm2 FEilgenwert: 3 Frequenz : 128.4763 Daemp fung : -11.3974

delldyn o©=1 A7 +-1 x-4
.o008

.006 -
, TN

.004

.002

Fn

TN I T U A 03T 5 S A N A W

o .5 1 1.5 2 2.5 3 1.5 4 4.5 5
(¥ Wi TN ]

APMIMO mbm2imbo2) Eig:03(03) Fre: 126.4763( 135.5862) Dae:-11.3974t -8.97941
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Berechnung B.61 EinfluBgré8en mbo2 mbm?2

| Ordinate : EinfluBgr8Be  Abszisse : Output (integer)  Marker : Input (selektiv) |

deltﬂ%n Oul Ae2 +=3 X=4

.04
.03
.02

33

~-.0l
-.02
-.03
-.04

-.05

1 1.5 2 2.5 3 3.

APMIMD mbo2 FEtgenwert: |  Frequenz : 221.2460 Daempfung :

-.8317

4
2 Jm 194

15.2

delldyn Ol Ae2 +2) x4
.04
.03
.02

.ol

o
;
L B B e I B 0 20 O

Fn

I T

! 1.5 2 2.5 3 3.

S

APMIMO mbm2 FEipenwert: t Frequenz : 217.6561 Daempfung :

-2. 2664

2ja |ﬂ4 M:23

deltd{n o=l A=2 +=) X%=4
.00

[
o
=3
N

'~ J Gt it 200 Rt I S e S M M At

.004

.002

a
:

-.00a

Fn

Ll g gaaada g g taaa gy raaadaa gt gy

] .5 1 1.5 2 2.5 3 .5 4

4.5
2 Ju i

S

JE:19

PMIMO mbm2imbo2) Eig:01(01) Fre: 217.6561{ 221.2460) Dae: -2.2664!

-.531
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B.8 Realisierung 4x4 , Messung mbo3 mbm3

¢ Realisierung fiir ein System mit 4 Eingéingen und 4 Ausgiingen
¢ Nullmessung : mbo3

e Systemmessung : mbm3

Reale Messung am Versuchsstand

Anderung der Masse von ca. 10 % bei 70 cm

Messung an einem Koppelschwingerbalken
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Berechnung B.62 Singulirwerte, Frequenz und Dimpfung mbo3

nedl

I 1A

a 10 ™ »a “ »a . . s ® (1 L] n » » A0

RIS Y SinguTaa Varts 1600 vt 6600 ! I T T T L ———
| Nr. | Diémpfung | Kreisfrequenz | Frequenz
19 -42796 00000 .00000
18 05701 00000 .00000
17 | 4.31983 .00000 00000
16 .01050 -87.91509 -13.99212
15 01050 87.91509 13.99212
14 -.87200 -92.78488 -14.76717

13 -.87200 92.78488 14.76717
12 | 4.83807 -331.68865 -52,78989
11 4.83807 331.68865 52.78989

10 -65129 -353.62124 -56.28057

9 -.65129 353.62124 56.28057

8 -5.89616 -742.42050 | -118.15989
7 -5.89616 742.42050 118.15989
6 -5.48302 -763.59970 | -121.53067
5 -5.48302 763.59970 121.53067
4 -9.15995 -851.71167 | -135.55412
3 9.15995 851.71167 135.55412
2 -53851 -1390.12971 | -221.24601
1 -.53851 1390.12971 221.24601
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Berechnung B.63 Singulidrwerte, Frequenz und Dampfung mbm3

signs (g
4 r

L
.l E

..... ) ) v b aly

A -m.s:guhu:-&m lm-u mr = o — FTRNG u:) s:'!_n:m n..':; T smn S —
Nr. | Dimpfung | Kreisfrequenz | Frequenz
——— —- 19 -11385 .00000 00000
18 77947 -1.22850 -1.15045
17 77947 7.22850 1.15045
16 50712 -82.51319 -13.13238
15 50712 82.51319 13.13238
14 -67155 -86.65379 -13.79138
13 -67155 86.65379 13.79138

12 | -2.08601 -310.60200 -49.43384

11 -2.08601 310.60200 49.43384

10 -48412 -323.73108 -51.52340
9 -48412 323.73108 51.52340

8 -1.61350 -748.95858 | -119.20046
7 -1.61350 748.95858 119.20046
6 -1.60357 -706.71050 | -112,47647
5 -1.60357 706.71050 112.47647
4 | -11.37443 -807.26282 | -128.47987
3 -11.37443 807.26282 128.47987
2 -2.26631 -1367.57462 | -217.65626
1 -2.26631 1367.57462 217.65626




B.8 Realisierung 4x4 , Messung mbo3 mbm3

191

Berechnung B.64 EinfluBgréBen mbo3 mbm3

| Ordinate : EinfluBgroBe  Abszisse : Output (integer) Marker : Input (selektiv) |

delld%n Oal A2 +=3} X4
-.0

X No———————===

\ —_c'.#’
-4 T

SR N S T SN TR S T SN N TN Y S TR SN SO VU Y NS SN TN N SN N N N 1

fn

1 1.5 2 2.5 3 3.5

4
T e (9941543

APMIHO mbo3 FEtlpgenwert:15 Frequenz : 13.9921  Daempiung :

deltdyn ©al A-2 +-1 x4

-.04

-.05

TTTTT T T T T T Ty AT T[S T T T (A TV T[T T F v [V T T v 7T

-.06

-.07

-.08

'
=]
s

T I S NN TN SN NUN TN S SN S N TN SN TR SN S SN TN TR T S S T S W

1 1.5 2 2.5 2 3.5

APMIMO mbm3 Eipenwert:15 Frequenz : 13.1324 Daempfung :

delldyn oO©=1 A=2 +-) x~4

0 .5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

4. 5
3 e 1904 2,45

PMIHO mbm3imbo3) Eig:15(15) Fre: 13.13240 13.9921} Dae:  .507it

.0105)
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Berechnung B.65 EinfluBgréBen mbo3

mbm3 .

| Ordinate : EinfluBgrifle  Abszisse :

QOutput (integer) Marker : Input (selektiv)J

Oel A=2 +e3 X=4

deltdyn

Fn

P IS N T TR T TG PV U0 SO IO NN A |

2.5 3 1.5 4

3 A9 4,

APHIMO mbod Eipenwert:13

Frequenz :

14.7672  Daempfung : -.8720

deltdyn
-.08 |

O=l A2 ++) X=4

§ D U T T Y T S T R S T )

Fn

1 1.5

2.5 3.5 4
I i WS

APMIKO mbm3  Eigenwert:13

Frequenz :

13.7914  Daempiung : -.6715

deltdyn
0.

O= A-2 +=1 X=4

.010

-.014
0 .5 1 1.5 2 2.5 3 1.5 4 4.5 5
JJaa 9% N2
APMIMO mbm3{mbo3! Eig:13{13) Fre: 13.7914( 14.7672) Dae: -.6715¢ -.B720!
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Berechnung B.66 EinfluBgréen mbo3 mbm3

|—Ordinate:EinﬁuBg|ﬁBe Abszisse : Output (integer)  Marker : Input (selektiv) |

| deltdyn o=t A-2 +-3 x4

.003

.002

.004

-.001

-.002

~.003

TS [ S U N Y NN SE OO TR OO [N JUUR HUSS U U VAN (NN JUN RN SN JUN T S S )

Fn

bt i1 2 1

[
1 1.9 2 2.5 3

l.5 4
T 1o0t 1343

APMIHO wmbo3 FEipgenwert:11 Frequenz : 52,7699 Daempfung :

-4.8381

deltdyn o=t A-2 +-1 x=4

.0020

.0015

.gol10

.0005

-.0005

-.0010

LISEJNS TCJ S S 20 S i B Nt B BN I S B M I 0 ]

Fn
S T T S S 1

1.5 2 2.5 3

1.5 4
i s M:5

PMIMO mbm3 Eigenwert:{1 Frequenz : 49.4338 Daempfung :

-2.0860

deltdyn  ©O=t A2 +-) x=4

.0015
.0010

. 0005

-.0005
-.001¢
-.0015

.0020

e
~

-.0025

L B 2 A L )

VI N S N A O O S U U UG 56 O U T O

Fn

NN NN SN

0 -5 1 1.5 2 2.5 3 a.s 4

4.8 5
Qhaith 2.4

MIMO nbm3imbo3} Eip:11(11) Fre: 49.4338( 52.7699) Dae: -2.0860( -4.83611
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Berechnung B.67 EinfluBgré8en mbo3 mbm3

| Ordinate : EinflubgrdBe  Abszisse : Output (integer) Marker : Input (selektiv) |

delidyn ©Oe1 As2 ++] x4

-3
x Fn

P S S R S S S VS ST S0 U U ST S TS NP S S S S S S S T

1

1.5 2 2.5 3 1.5 4
Y dum \O0%__ 15:43
APMIKD mbo3 FEipenwert: 9 Frequenz : 56,2806  Daempiung : -.6513

delldyn O=i A=2 ++1 x4

-.3 | S T Y Y SR ST T VPO SN NG THT YUY ST TN SH TR SN S S SN TN YA SN S ST S ST A T N

1 1.6 2 2.5 1 s
APMIMG mbm3 Eigenwert: 9 Freguenz : 51.5234 Daempfung : -.4841
deltdyn o=t A-2 +-3 x4

.10

.08

.06

.04

.02

-.02

-.04

3

L L L LI L f||| LI ML BLA LR R LI INL I TR LA LA LN

-.086

-.08

a .5 1 1.5 2 2.5 3 3.6 4

4.5 5
She oW 2048

PMIMO mbm3imbo3! Eig:09(09) Fre: 51.5234( 56.2006) Dae: -.46411 -.65(31
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Berechnung B.68 EinfluBgré8en mbo3 mbm3

| Ordinate : EinfluBgréBe  Abszisse : Output (integer)

Marker : Input (selektiv) |

deltdyn ©=1 4-2 +-3 X4

.06

.04

.02

-.02

-.04

-.06

TN VDU TN DU TORRG U SN JUNY VU JUN NN TN SN SN S WA NN NN DU AN VU ST NN S I N S S N Y

A
£ fn
1
1

1.5 2 2.5 3 3.5 '”-Mq 1548

APMIM0 mbo) Eigenwert: 5 Frequenz : 121.5307 Daempfung : -5.4830

deltdyn ©=1 4-2 +=-) x=4
.025

.020
-015
.010
.009
0.
-.005
-.010
~.015

-.020

¥ fn

[N V1< Y 5 TR TR TN WO SO WU SN SN S TN S SOV N [N N VN Y SN SHY NN SN TN YU PN SN VR JNN S S N N

| 1.5 2 2.5 3 3.5 4
1

PHIMO mbm3  Figenwert: 7 Frequenz : 119.2005 Daempfung : -7.6135

delldyn o= 4-2 +=1 x-4

.04

.03

.02

.0t

e
3

B I B O N 1

I I N O T T O 0 0 0 S O O O 2 T W T S SO 0 A R

0 -9 t 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4'§Jul 5 A48

PMIMO mbm3imba3l Eig:07(05) Fre: £19.2005( 121.5307) Dae: -7.61351 -5,48301
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Berechnung B.69 EinfluBgréfen mbo3 mbm3

| Ordinate : EinfluBgrsBe  Abszisse : Output (integer)  Marker : Input (selektiv) |

delldyn ©O=t A2 +-3 x=~
.0020

.ao1s

0010

.000%

-.000%

-.0010

-.0015 / \
-.0020 / \

-.002%
Fn

TSN I SRR SRR VRN TR TN UMY TR SUN SUND NN TN JUN S SN TN DUUY SUNY GAN SUNN A SN S SR SN MUY HUUS SO U SO SO §

] 1.5 2 2.5 3 3.5 4
Y it IS:H
APNIMO mbo3  Eipenwert: 7 Frequenz : 118.1599 Daempfung : -5.8962

deltdyn ©=1 A2 41 x-4

.0003

.0002

.0001

-.0001

-.0002

-.0003 Fn

TR VR T WY NN S WY SN YU TN DU JUR AN JUN U NN TR S S S S N UUUY DD UK DU JUN SN T N S N

1 1.5 2 2.5 k] 3.5 4
T L9 635
PHIMO mbm3 Eigenwert: 5 Frequenz : 1§2.4765 Daempfung : -1.6036

deltdyn o©=1 A=2 +-1 x=~

.001%

.0010

.0005

0005

-.0010

-.0015

~.0020

L B B O L R

-.0025 ~ F

0 .5 1 1.5 2 2.5 3 2.5 4 -5 i st
PHIMO mbm3imbo3} Eig:05(07) Fre: 112.4765( 118.1599) Dae: -1.60361 -5.8962)
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Berechnung B.70 EinfluBgréen mbo3 mbm3

| Ordinate : EinfluBgrdBe  Abszisse : Output (integer) Marker : Input (selektiv) |

deltdyn ©=1 a-2 +-1 xX=4

.010

L0053

-3
I

-.005

| N A It NS B B B B B S S S TS B B B RS R Em m

-.010

LR

(I T S UG T UK VRN SN S N N NN SR TR YA SN PUUUS TR SR SO U NN T TR S N WU WY M T S

1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
3D 1906 15

APMIMO mbo) FEigenwert: 3 Frequenz : 135.5541  Daempfung : -9.160D

deltdyn ©«1 a-7 +-1 x=4
.020

.05

.010

.005

-3
"

-.005

-.0t0

[ 0 B I M N 0 B B

-.015

U N SN T DU TOUUL YUY JUVRN T UM VAN Y N NN T SN AR G JUROY AU TR TR S N TR NS DAY TR N [ |

ﬁl Fn
1
1 1.5 2 2.5 3 3.5 q

T Jua 19 w5
APMIHO mbm3 Eigenwert: 3  Frequenz : 128.4799 Daempfung : -11.3744

delldyn ©=1 A-2 +-) X4

.008 |-
.005 |
004 |
002 |
0. +
-.002 |
-.004 |-
-.006 |
L
-.008 |
~. 010 I fn
= 0 O T T T T A D O 0 0 O T O T I O G T O A I O I

] .5 { 1.5 2 2.5 ] 3.5 4 1.5 5
CFNT N ]

PHIMO mbm3imbo3 | Eig:03(03) Fre: 126.4799! 135.5541) Dae:-11.3744t -9.16001
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Berechnung B.71 EinfluBgr6B8en mbo3 mbm3

FOniinam: EinfluBgrdBe Abszisse : Output (integer) Marker : Input (selektiv)l

dellcgn O=l A=7 +-) xX-4

.04

.03

.02

.at

~.01

-.02

~.03

~.04

-.05

: tow i mas |
APMIMO mbo3 FEigenwert: | Frequenz : 221.2460 Daempfung : -.5385

delldyn ©=1 A+2 +-1 x=~4

.04

.03

.02

.01

APMIMO mbm3  Eigenwert: | Frequenz : 217.6563 Dsempfung : -2.2663
delld{h 0=l A<2 43 X~
.00

-004 |
-002
o. T
-.002
-.004 |-
~.006 |-
-.008 |-
I~ A
N X Fn
—Illlll_l_lllllllLIIllllllllllllllI(II!IIIllllIlillllll'rJ_L
a .5 L 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5

PMIMO mbm3{mbo3)l Eig:01(01) Fre: 217.6563( 22{.2460) Dae: -2.2663t -.53851
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