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Zusammenfassung:

Unter Einbeziehung von elastisch-viskoplastischen Materialmodellen werden die Feldglei-
chungen in Geschwindigkeiten formuliert. Die entstehenden partiellen Differentialgleichungen
konnen nach einer zeitlichen und ortlichen Diskretisierung mit den Methoden der gewichte-
ten Residuen in ihre schwache Form {iberfithrt werden und bilden die Basis einer Finite-Ele-
ment—Formulierung. Dies geschieht durch Anwendung des Verfahrens von GALERKIN und der
LEAST-SQUARES Methode.

Bei der Zeitintegration dieser Gleichungen kommt besondere Bedeutung der aysmptotischen
Stabilisierung nach BAUMGARTE zu, die ein genaues Einhalten der Nebenbedingungen

ermoglicht.

Vergleiche von eigenen Strukturanalysen mit bekannten analytischen und numerischen Er-

gebnissen aus der Literatur zeigen die Leistungsfahigkeit dieses Konzeptes.

Dummary.

With implementation of some constitutive models describing the elastic-viscoplastic behavi-
our of stainlesss steels, the field equations can be expressed in velocities. After discretization
in time and geometry, these partial differential equations will be transformed into their weak
forms, by applicating the method of weighted residuals. These equations form the basis of
a Finite-Element formulation. Application of the method of weighted residuals will be done

for GALERKIN’s method and the LEAST-SQUARES method.

For integration in time special importance is due to the asymptotic stabilization after
BAUMGARTE. This procedure minimizes the unavoidable errors, inherent to all numerical

integration procedures, and allows a well observing of the auxiliary conditions.

The performance of this concept is assesed by comparison with analytical and numerical

results from literature.
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Bezeichnungen

skalare Gréfien

b Materialparameter (Chaboche-Modell)

C1,Cs Materialparameter (Chaboche-Modell)

() kinematische Verfestigungsfunktion (IA-Modell)

Co Materialparameter (IA-Modell)

D Materialparameter (Chaboche-Modell)

d() kinematische Entfestigungsfunktion, Recovery-Term (IA-Modell)

E Elastizitdtsmodul

F() verallgemeinerte v. MiSES-Fliebedingung

Ji0) 2. Invariante von (7' — a) (IA-Modell)

f dimensionsfreies Fehlermaf}
Gleitmodul

g() isotrope Verfestigungsfunktion (IA-Modell)

9o Wert der isotropen Verfestigungsfunktion bei k = 0 (IA-Modell)

Joa Grenzwert der isotropen Verfestigungsfunktion fiir K — oo(IA-Modell)

ha(?) kinematische Verfestigungsfunktion; Zeitableitung nach PAULUN und
PECHERSKI

J Dichteverhéltnis: Determinante des Deformationsgradienten F'

K isotrope Aufweitung der FlieBfliche (Chaboche-Modell)

k konstanter Anteil des FlieBflichenradius (Chaboche-Modell)

n Materialparameter (Chaboche-Modell)

hydrostatischer Druck



v vr v vy e

QR Sattigungsradius der FlieSfliche (Chaboche-Modell)

Ty %, @ Zylinderkoordinaten

s Wegkéordinate bei Geometrieschnitten (Postprozessing)

tt diskreter Zeitpunkt

w(-) Strukturgedichtnisfunktion (IA-Modell)

Wy Wichtungsfunktion (MWR)

z,Y,2 Kartesische Koordinaten

Oy Vergleichswert der kinematischen Verfestigung

8 Winkel

~ Scherwinkel, Scherung

1572 Materialparameter (Chaboche-Modell)

At diskrete Schrittweite bei numerischer Integration von t* — #+1

8 Kronecker—Symbol

€ Dehnung

n Elementkoordinate

7 Materialfunktion fiir plastischen Spin; allgemein

Pn Materialfunktion fiir plastischen Spin; Zeitableitung nach PAULUN und
PECHERSKI

K isotrope Verfestigung (IA-Modell)

A Uberspannung

A Stabilisierungsparameter (BAUMGARTE)

L Stabilisierungsparameter (OSTERMEYER)

v Stabilisierungsparameter (WEGENER)

v Querkontraktionszahl

€ Elementkoordinate

0 Dichte

Prm Faktor (Runge-Kutta)



&) Uberspannungsfunktion (IA-Modell)
®,() Uberspannungsteilfunktion fiir A > 0 (IA-Modell)
$o(1) Uberspannungsteilfunktion fiir A < 0 (IA-Modell)

Tensoren erster Stufe

Einheitsnormalenvektor auf einer Kérperoberfliche in der Ausgangskon-

figuration

ng, g Einheitsvektoren parallel zu den Eigenvektoren der kinematischen Ver-
festigung LEE-Ableitung

z, richtungstreue Traktion

i Losungsfunktion einer Differentialgleichung (Verfahren der gewichteten
Residuen)

T Ansatzfunktion fiir Anfangs- und Randwertproblem einer Differential-

gleichung (Verfahren der gewichteten Residuen)
—(ﬁ)—w 1l- ] f" E ]- . B-&; [-l]-i Elz; E]—

ren der gewichteten Residuen)

il materieller Geschwindigkeitsvektor = @
T Koordinatenvektor eines Punktes P im euklidischen Raum E3
By materieller Geschwindigkeitsvektor (vorgegebene Randbedingungen)
0 Nullvektor
Tensoren zweiter Stufe
1 Einstensor
D Tensor der Verzerrungsgeschwindigkeiten
Q(e) elastischer Anteil von D
_D_(i) inelastischer Anteil von D
F Deformationsgradient
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L Geschwindigkeitsgradient
L_(i) Geschwindigkeitsgradient; inelastischer Anteil; auf der Zwischenkonfi-
guaration B* definiert
n Einheitsnormalentensor an die Fliefifliche
w Spintensor
w Rotationsmaf einer objektiven Zeitableitung vom JAUMANN-Typ
ﬂ(i) inelastischer Spin
a Gegenspannungstensor, kinematische Verfestigung
ay, innere Strukturvariablen (Chaboche-Modell)
o CAUCHY—Spannﬂngstensor
o’ 1. P1oLA-KIRCHHOFF-Spannungstensor
T gewichteter CAUCHY-Spannungstensor (KIRCHHOFF-Spannungstensor)
T athermischer Anteil des KIRCHHOFF-Spannungstensors
Sonstige Grofien
B Momentankonfiguration
B° Referenzkonfiguration
B* Zwischenkonfiguration
C° Anschauungsraum stetiger Groéfen
Ct Anschauungsraum, in dem die 1. Ableitungen stetiger Gréfen ebenfalls
stetig sind
E? Euklidischer Anschauungsraum
[E] Steifigkeitsmatrix
{e} Knotenlastvektor
g, kovarianter Basisvektor
§“’ kontravarianter Basisvektor
Gij kovariante Metrik

g

kontravariante Metrik



Ze) Operator zur Darstellung des Anfangswertproblems

[T] verallgemeinerte Jacobi-Matrix
T Elemente der verallgemeinerten Jacobi-Matrix
L) Operator zur ]ja.rstellung einer partiellen Differentialgleichung
R Residuum R = L((fz;)
R Residuum des Randwertproblems Rg, =8 (('Ez;)
S() Operator zur Darstellung eines Randwertproblems
{s}i _ Knotenfehlervektor (Stabilisierung nach BAUMGARTE); Zeitpunkt #*
{s:}* 1. Integral des Knotenfehlervektors (Stabilisierung nach OSTERMEYER)
{s; s 2. Integral des Knotenfehlervektors (Stabilisierung nach WEGENER)
{v} Knotengeschwindigkeitsvektor
T Christoffel-Symbol
€ Epsilontensor, Permutationstensor
Vereinbarungen
3 Tensor erster Stufe
0] Tensor zweiter Stufe
(_-)_(n) Tensor n-ter Stufe
[()] Matrix
{0} n-Tupel
T Transponierte von (-)
()1 Inverse von (-
[0} Deviator von ()
[ORNO] verjiingendes Produkt
OX=X0) dyadisches Produkt

1o Tensornorm | () | = /() : ()
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substantielle Zeitableitung

mitrotierende Zeitableitung (allgemein)

J(Y) JAUMANN-Zeitableitung
) Zeitableitung nach PAULUN und PECHERSKI
DV, . .
) Zeitableitung nach DAFALIAS
Lf') Zeitableitung nach LEE, MALLET und WERTHEIMER
ant(-) antimetrischer Anteil eines Tensors
sym(:) symmetrischer Anteil eines Tensors
det () Determinante eines Tensors
div(:) Divergenz eines Tensors (Momentankonfiguration)
grad () Gradient eines Tensors erster Stufe (Momentankonfiguration)
tr () Spur von ()
Indizes
“ Globale Grofe
M(-) Grofle vereinbart auf Elementebene

)
()

{)
O
)
()°
©*

(e)

Ansatzgrofie
Wert einer GroBle zum diskreten Zeitpunkt ¢

inelastische Grofie

elastische Groéfe
GroBe in der Referenzkonfiguration

Grofe in der Zwischenkonfiguration







1. Einleitung

Numerische Verfahren zur Festigkeitsanalyse nehmen mit zunehmender Rechnerkapazitit in
vielen Bereichen des Maschinenbaus und des Bauingenieurwesens einen immer wichtigeren
Stellenwert ein. Aufgrund stindig steigender Anforderungen an die Formgebung von Bautei-
len hinsichtlich ihrer Belastbarkeit und ihres Gewichtes werden immer genauere Methoden

zur Vorhersage des Verhaltens von Strukturen unter komplexen Belastungen benétigt.

Wihrend den Ingenieuren mit der rapiden Entwicklung der Digitalrechner und dem da-
mit verbundenen Kostenriickgang pro Rechenleistung die ntigen Hardware-Hilfsmittel zur

Verfiigung gestellt werden, sind im Bereich der Beschreibung des Strukturverhaltens noch

r3ala \anhk san—1maol
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Hier werden einerseits Materialmodelle benétigt, die in der Lage sind, komplexes Materialver-
halten darzustellen, andererseits numerische Methoden, die diese Materialmodelle zur Analyse

des Strukturverhaltens einsetzen.

Im Bereich der Festkopermechanik haben sich zur Untersuchung von Strukturen die Finite—
Element—-Methoden etabliert. Diese bilden — ausgehend von dem Prinzip der virtuellen

Arbeit — Verfahren, die in Weggréflen formuliert sind.

Die bei einer numerischen Analyse hauptsichlich interessierenden Spannungen werden durch
Differentiation aus den gendherten Verschiebungen ermittelt und sind deshalb sehr ungenau.

Dies trifft besonders auf die fiir Ingenieursanwendungen wichtigen Randspannungen zu.

Eine Verbesserung der Spannungsberechung kann auf verschiedenen Wegen erreicht werden.
Dies sind zum Beispiel die Verwendung gemischter Weggréflen— und Spannungsansitze bei so-
genannten hybriden Elementen. Die Spannungen liegen hier zwar direkt nach dem Losen des
Gleichungssystems vor, es soll aber nicht unerwahnt bleiben, daf die hybriden Formulierungen
i.a. keine monotonen Konvergenzeigenschaften zeigen. Ein anderer Weg ist die Nachbehand-

lung der konventionell ermittelten Spannungen mit speziellen Glattungsalgorithmen.



Gegeniiber diesen Verfahren kann eine Finite-Element—-Formulierung auch direkt aus den
Bilanzgleichungen, ohne die Erstellung von Potentialen, gewonnen werden. Dies geschieht

mit den Verfahren der gewichteten Residuen.

Im Rahmen dieser Arbeit soll mit den Verfahren der gewichteten Residuen eine Finite—Ele-
ment-Formulierung aufgestellt und hinsichtlich ihrer Eignung zur Strukturanalyse untersucht
werden. Dieses Verfahren, das schon von PITZER [11] angewandt wurde, zeichnet sich durch

eine hohe Genauigkeit in der Spannungsberechnung aus.

Im zweiten Kapitel dieser Arbeit werden hierzu die verwendeten Bilanzgleichungen im
Rahmen einer Theorie grofler Deformationen vorgestellt. Es wird hierbei auf die Zerlegung

der finiten Deformation in elastische und inlastische Anteile eingegangen.

Anschlielend werden im dritten Kapitel die zwei verwendeten Materialmodelle kurz vorge-
stellt. Es handelt sich hierbei um einfache Uberspannungs-Modelle, die in der Lage sind,

geschwindigkeitsabhingige Effekte darzustellen.

Im vierten Kapitel wird kurz auf allgemeine Grundlagen der Methoden der gewichte-
ten Residuen eingegangen. Es werden verschiedene gingige Verfahren, die durch die Wahl

unterschiedlicher Wichtungsfunktionen gekennzeichnet sind, vorgestellt. Abschliefend wird

von den allgemeinen Verfahren der gewichteten Residuen auf die diskreten iibergegangen, die

die Grundlage der Finiten-Elemente bilden.

In dem nun folgenden fiinften Kapitel werden die bisher vorgestellten Teile zu einer For-
mulierung zusammengefiigt. Hierzu werden zuerst die Grundgleichungen aus Kapitel 2 in
Verbindung mit den Materialmodellen aus Kapitel 3 in Matrizenschreibweise dargestellt und
anschlieflend nach den unbekannten Geschwindigkeiten aufgelost. Dabei beschrinken wir uns
auf die Darstellung der zweidimensionalen Félle der Axialsymmetrie und des Ebenen Span-
nungszustandes (ESZ). Die Anwendung der Methoden der gewichteten Residuen auf diese
Gleichungen linearisiert das vorhandene Problem und ermdéglicht die Aufstellung einer Stei-
figkeitsmatrix und eines Knotenlastvektors. Zum Ende dieses Kapitels werden die Integral-

gleichungen mittels numerischer Integrationsmethoden in Summenformeln iiberfiihrt.

Kapitel 6 untersucht verschiedene Méglichkeiten, den bisher entwickelten Algorithmus hin-
sichtlich seiner Handhabung zu verbessern. Hier wird im besonderen auf die asymptotische
Stabilisierung der Nebenbedingungen eingegangen. Diese erlaubt groflere Schrittweiten und
erh6ht die Geschwindigkeit der Rechnung merklich, ohne daf} es zu Verlusten der Ergebnisgiite

kommt.




Der nun verbesserte Algorithmus wird als Grundlage eines Finite-Element—Programmes
gewahlt, auf das im 7. Kapitel kurz eingegangen wird. Weiterhin werden noch Pri- und

Postprozessor beschrieben.

Im néchsten Kapitel werden dann verschiedene Berechungen einfacher Strukturen untersucht
und dabei die vorgeschlagenen Algorithmen untereinander und mit anderen zum Teil theore-
tischen Ergebnissen verglichen. Abschlieflend erfolgen noch einige Untersuchungen des Ver-

haltens komplizierterer Strukturen.




2. Mechanischer Rahmen

Es werden im folgenden die notwendigen Grundgleichungen, die den mechanischen Rahmen
zur Beschreibung des Verhaltens deformierbarer Kérper im euklidischen Raum bilden, ein-

gefiihrt und kurz dargestellt.

Hierbei werden die Beziehungen in symbolischer Schreibweise dargestellt. Spezifizierungen auf
den jeweiligen Korperformen angepafite Koordinaten sollen erst bei Einfithrung der Finiten—

Elemente vorgenommen werden.

Nach einer kurzen Beschreibung der Kinematik des deformierbaren Korpers bei groflen De-
formationen werden die nétigen Spannungsmafle im Rahmen dieser Arbeit vorgestellt. An-

schlieflend werden die Bilanzgleichungen des Gleichgewichts und der Randbedingungen ein-

gefiihrt und deren materielle Zeitableitungen angegeben. Die darauf folgende Aufteilung der
Deformation in einen elastischen und einen inelastischen Anteil beendet den materialun-
abhingigen Teil des mechanischen Rahmens. Bei der anschlieBenden Vorstellung verschiede-
ner mitrotierender Zeitableitungen wird mit Einfiihrung des plastischen Spins die elastisch—

inelastische Aufteilung der Deformation bei grofien Forminderungen komplettiert.

2.1 Verformungskinematik

Man betrachte die Abbildung eines Korpers B im euklidischen Raum, der aus der Referenz-
konfiguration B° C E3,#° heraus bis zu einem aktuellen Zustand B C E3,# — der

Momentankonfiguration — deformiert wird.

Ein materielles Linienelement ds° C B° kann dann durch den Deformationsgradienten F

in der momentanen Lage d§ C B abgebildet werden.

d§ = Fds°, d3° = F~'ds (2.1)



Die materielle Zeitableitung dieser Abbildung

(ds) = Fd&° = F F'd5s = Lds (2.2)

liefert die Definition des rdumlichen Geschwindigkeitsgradienten L = grad &. Der symmetri-
sche Anteil von L wird Verzerrungsgeschwindigkeitstensor oder Streckgeschwindigkeitstensor
genannt, wihrend der antimetrische Anteil von L mit Drehgeschwindigkeitstensor oder Spin-
tensor bezeichnet wird [5].

D = symlL, W = antL (2.3)

2.2 Spannungstensoren

Der Spannungstensor — als Feldgr68e — beschreibt die in jedem Punkt wirkenden Span-
nungszustinde aufgrund von volumenhaft wie auch von oberflichenhaft angreifenden Kriften.

Grundlage seiner Definition bildet das CAuCHY-Theorem

tda = @iida, (2.4)

das mit dem Spannungsvektor £ der Oberfliche der Momentankonfiguration B und dem
Normalenvektor 7i auf dem dazugehorigen infinitisemal kleinen Fldchenelement da den
CaucHY-Spannungstensor o (Abbildung 1) definiert.

7

0)

o=y

I3

T2
T

Abbildung 1: Spannungsvektor am verformten Korper

Die Transformation der aktuellen Spannungen auf die Ausgangskonfiguration B° fithrt zu
dem 1. P10LA-KIRCHHOFF-Spannungstensor g°:

tdo = ¢°7°dA (2.5)
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Dieser kann auch in der folgenden Weise dargestellt werden:
o’ = detFgF7T " (2.6)

Zusitzlich zu dem 1. PIOLA-KIRCHHOFF-Spannungstensor wird noch der gewichtete CAU-
CHY-Spannungstensor eingefiihrt, der aus thermodynamischen Griinden in den Stoffgesetzen
verwendet wird.

7 = detFo (2.7)

Im weiteren Verlauf dieser Arbeit werden die materiellen Zeitableitungen der Spannungsmafie

o°, T benotigt. Diese ergeben sich zu:

¢ = J(é+euD- o L") E"

(2.8)
T = J(a+ gtrD)
Die Determinante J des Deformationsgradienten F
gO
J = detF = — (2.9)

4

in den Gleichungen (2.8) gibt das Dichteverhéltnis zwischen Ausgangskonfiguration und

Momentankonfiguration wieder.

2.3 Bilanzgleichungen

Krifte, die auf einem Korper wirken, konnen an seiner Oberfliche oder im Inneren angreifen.
Im Rahmen einer Gleichgewichtsbetrachtung muf§ die Summe aller Krafte auf den Nullvektor
fiihren. Diese Bedingung mufl sowohl auf der Oberflache, wie auch fiir ein beliebiges Kon-

trollvolumen im Korperinneren erfiillt sein.

2.3.1 Die Gleichgewichtsbedingung

Betrachtet man ein Kontrollvolumen im Inneren eines Kérpers B zur Zeit ¢, so lautet die

Gleichgewichtsbedingung bezogen auf die Momentankonfiguration in der lokalen Form:

o0& = dive + ot (2.10)
Wir beschrinken uns auf quasistatische Prozesse, bei denen Beschleunigungen & ver-
nachlissigbar sind, und gehen davon aus, daf8 die volumenhaft angreifenden Krifte £; nicht
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vorhanden, beziehungsweise klein gegeniiber den iibrigen Kréften sein sollen. Dann wird (2.10)

zZu A
0 = dive (2.11)
reduziert. Gleichung (2.11) stellt eine lokale Aussage dar, die auch in ihrer materiellen

Zeitableitung verschwinden muf}, da sie zu jedem Zeitpunkt zwischen der Ausgangs— und

der Momentankonfiguration gilt.

0 = (dive) (2.12)

Umformung von (2.12) liefert die Bedingung des fortgesetzten Gleichgewichts [9], die die

Grundlage des spéter zu entwickelnden FE-Ansatzes sein wird.

—

0= div(g+ otrD - gLT) (2.13)

2.3.2 Randbedingungen

Zur Formulierung der Bilanzgleichungen auf der Oberfliche 98 des deformierbaren Korpers
in der Momentankonfiguration wird diese in Teilgebiete 08,, auf denen geometrische Rand-
bedingungen vorliegen, und in Teilgebiete 08;, die durch duflere Kréifte ausgezeichnet sind,
unterteilt (Abbildung 2).

o8B = 0B, U dB, (2.14)

Abbildung 2: Korperoberfliche — Unterteilung und Randbedingungen
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Die geometrischen Randbedingungen auf der Oberfliche 0B, konnen, da das Gleichungs-
system in Geschwindigkeiten formuliert wird, durch die vorgegebenen Geschwindigkeiten B

vollstdndig charakterisiert werden. Es gilt fiir alle Punkte P auf der Teiloberfliche 88,:
YP € 88, : 0 = 3—d, (2.15)

Die Randbedingungen auf der Teiloberfliche B,, die durch Vorgabe fufierer Lasten aus-
gezeichnet ist, werden iiblicherweise in der Ausgangskonfiguration formuliert, da so Rich-
tungsénderungen aufgrund der Deformation der Oberfliche wihrend der Belastung nicht

beriicksichtigt werden miissen.

Im weiteren Verlauf dieser Arbeit beschrinken wir uns auf richtungstreue Lasten und auf

Druckbeanpsruchungen als ulere Belastungen. Im Falle der richtungstreuen Last £, gilt:

YP € 9B, : 0 = o°i° -, (2.16)

Da sich der Einheitsnormalenvektor 7° des Oberflichenpunktes P in der Ausgangskonfigu-

ration wihrend der Belastung nicht &ndert, lautet die substantielle Zeitableitung von (2.16):

VP € 8B, : 0 = ¢°n° — £, (2.17)

In vielen technischen Anwendungen spielt die Druckbeanspruchung p eine wichtige Rolle. Die-
se zu den nicht konservativen Lasten gehérende Beanspruchung tritt normal zur Oberfliche

auf, was beschrieben werden kann durch:
VP € 9B, : 0 = g°i° +pa’ (2.18)

Bei der Bestimmmung der materiellen Zeitableitung dieser Gleichung ist nun die entspre-

chende Richtungsinderung der Drucklast zu beriicksichtigen. Das Ergebnis lautet [9]:

i Q"r‘i"+fn’i°—p(LT —-trQl) i°
VP € 0B, : (2.19)

= ¢°@+(p1-p (L7 -tD 1)) A°
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2.4 Zerlegung der finiten Deformation

Zur Formulierung von Stoffgesetzen ist eine Trennung der reversiblen und der irreversiblen

Einfliisse auch bei grofilen Form#nderungen wiinschenswert.

Die dazu erforderlichen Annahmen iiber die Zerlegbarkeit der Deformation sind allerdings nur
in wenigen Fillen eindeutig. Im allgemeinen sind sie begriindet auf Hypothesen und gehéren

deshalb in der Bereich der konstitutiven Beziehungen [41].

Grundlage der hier verwendeten multiplikativen Zerlegung des Deformationsgradienten in
einen elastischen und einen inelastischen Anteil sind die Arbeiten von LEE und Liu [30],

sowie von LEE [29)].

Abbildung 3: Diagramm der multiplikativen Zerlegung des Deformationsgradienten F';
die Inkompatibilitdt der Zwischenkonfiguration B* wird symbolisch darge-
stellt.

Die Zerlegung der Deformation der Konfiguration B in einen elastischen und einen plastischen
Anteil

F = F9fp® (2.20)

fiihrt auf eine im allgemeinen inkompatible Zwischenkonfiguration B*, deren Kennzeichnen
ein spannungsfreier Zustand in jedem Punkt ist. Diese Konfiguration ist jedoch nur bis auf
Starrkérperrotationen R eindeutig. Bei der Formulierung der Teilstoffgesetze mufl deshalb

beriicksichtigt werden, dafl aufgrund von (2.20) vorerst auch

F* = RF® wd F“° = FYR7, (2.21)

zugelassen sind.
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Der Anteil _F_(‘) faBit folgende Mechanismen zusammen [55]:
o Geschwindigkeitsabhingige Prozesse:
-viskoplastische Veformungen
-viskoelastische Veformungen
o Verformungswegabhingige Prozesse:
-spontan plastische Prozesse
¢ Spannungsunabhéngige Prozesse:

-thermische Dehnung

(o)
Dementsprechend enthilt F

e spontane,

e vom Spannungsweg unabhingige, sowie

¢ spannungabhéngige Verformungen.

Die Aufsplittung des Geschwindigkeitsgradienten nach (2.2) in einen elastischen und einen in-
elastischen Anteil kann nur dann eindeutig geschehen, wenn zusétzliche Annahmen iiber die

Zwischenkonfiguration getroffen werden. Solange noch Rotationen der Zwischenkonfiguration

in der Art (2.21) zugelassen sind, kann eine eindeutige Unterteilung des Geschwindigkeitsgra-
dienten in einen rein elastischen und einen inelastischen Anteil nicht erfolgen. Im folgenden
soll nun eine spezielle Zwischenkonfiguration mit verschwindender Rotationsgeschwindigkeit

[54] gewidhlt werden.

Unter Verwendung von (2.21) gilt:
E(i)_l) = ant (__-E E(t‘) —F_(i)_l ET'I" _.E_.B__T)
= RRT =ant(F°F’-1) =

(=11

I

o)

=

t
—~~
M,

(2.22)
Schliellich erhilt man:

) (6) () (e) _
+F F'F ' -l'p !
* (i) * (i))

F = 94 f¥ (DY + W () _y

F

Die inelastischen Verformungen sind damit nicht unabhingig von den elastischen. Der
inelastische Geschwindigkeitsgradient Lm, der die gesamten inelastischen Deformationen
beschreibt, wird von links mit E(e)und von rechts mit E(E)‘l multipliziert und so von der

Zwischenkonfiguration B* auf der aktuellen Konfiguration B abgebildet. Damit inelastisches
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Materialverhalten unabhingig von elastischen Deformationen beschrieben werden kann, ist

es also n6tig das Materialverhalten in der Zwischenkonfiguration B* zu beschreiben.

Die Anteile des Verzerrungsgeschwindigkeitstensors und des Spintensors kénnen nun nach
(2.22) bestimmt werden:

(o) (e) (e (e)
= symL = antL
= ant (_E(C) L(i) E(e)_l)

19

. o e (2.23)
Q(l) — Sym(_Ee L_(‘) E(ﬂ)_]_)

Im Falle kleiner elastischer Deformationen konnen die folgenden Niherungen verwendet
werden:

w® 506 bY - DY w" s w® (2.24)

Zur Beschreibung des Materialverhaltens unter grofien Deformationen sind demnach zusétz-
liche konstitutive Annahmen zu treffen, die zur Festlegung des plastischen Spin E(')und zur

Wahl einer entsprechenden mitrotierenden Zeitableitung fiihren.

2.5 Objektive Zeitableitungen

Die Forderung einer Invarianz der zeitlichen Anderung tensorieller Gréfen gegeniiber
Starrkorperrotationen begriindet die Einfiihrung mitrotierender Zeitableitungen!. Nur die
Anderungen in einem mit dem Materieelement mitbewegten System diirfen das Materialver-
halten veréndern. Einfliisse aufgrund von Translation oder Starrkorperrotation des Materie-

elementes miissen ausgeschlossen werden.

Stellt man die mitrotierende Zeitableitung in rdumlichen Bildern dar, so lautet ihre allgemeine

Form, bei Verwendung einer orthogonalen Transformation @, fiir objektive Tensoren A:

A= A-0AQ"-QAQ" (2.25)

Allgemeine Forderungen an objektive Zeitableitungen sowie eine Literaturiibersicht zu diesem

Thema findet man bei WEGENER [55].

Von objektiven Zeitableitungen kann man angesichts ihrer Vielzahl kaum sprechen, der Begriff

hat sich jedoch eingebiirgert.
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Eine héufig verwendete mitrotierende Zeitableitung ist die nach JAUMANN beziehungsweise
ZAREMBA. Hier wird als Rotationsmaf} der Spintensor W (— (2.3)3) verwendet.

Jv

A= A-WA+ AW (2.26)

Gleichung (2.26) kann man als kovariante Ableitung nach der Zeit in einem geeignet

definierten vierdimensionalen Kontinuum deuten [32].

Verformungen mit groffen Rotationen stellen eine geeignete Moglichkeit dar, das Verhalten
objektiver Zeitableitungen zu untersuchen. In der Literatur spielt hierbei besonders der
ebene Scherversuch (ESV), der dort hiufig zur Beurteilung mitrotierender Zeitableitungen
herangezogen wird, eine Rolle. Der ESV ist zwar nicht physikalisch exakt zu realisieren —
am ehesten noch in der Torsion diinnwandiger Rohrproben —, kann aber in vielen Fillen

analytisch untersucht werden.

Bei Verwendung eines Werkstoffgesetzes mit einem kinematischen Verfestigungsansatz nach
DRUCKER und PRAGER (siehe Kapitel 3) und gleichzeitigem Einsatz der JAUMANN-Ableitung
in den Evolutionsgleichungen ergibt der ESV oszillierende Spannungsverldufe der Schub— und
der Normalspannungen [33]. Dieses Verhalten ist darauf zuriickzufiihren, daf} der kinematische

Verfestigungstensor a« bei Verwendung der JAUMANN-Ableitung im ESV kontinuierlich

rotieren kann.

MANDEL [37] weist in seiner Arbeit darauf hin, daf eine Rotation der inneren Materialstruktur
nicht mit der Rotation materieller Koordinatenlinien {ibereinstimmt. Die Konsequenz daraus
ist, daf} verschiedene Ans#tze entwickelt wurden, die diese Rotation der Materialstruktur zu

erfassen versuchen.

Wir beschrénken uns im weiteren auf die Darstellung von Anséitzen, deren Struktur dem
Aufbau der JAUMANN-Ableitung entspricht. Des weiteren werden nur Ansitze vorgestellt,
die Tensorfunktionen fiir den plastischen Spin entwickeln. Auf alternativ begriindete mitro-

tierende Zeitableitungen soll hier nicht weiter eingegangen werden [6], [41], [55].

Die Definition der Rotation der inneren Struktur eines Materials fithrt zu einer eindeutigen
Festlegung der Zwischenkonfiguration B* (siehe Kapitel 2.4) und ist damit den konstitutiven

Beziehungen zuzurechnen.

LEE, MALLET und WERTHEIMER [31] fithren hierzu die Form
A = A-'WA+ A'W (2.27)

ein.




Der modifizierte Spin L_V_V_ wird mit
‘W= W+ DAl Al - AS @ Al D (2.28)

fiir den ESV definiert. 7y ist hierbei der Einhejtsvektor, der zu dem Eigenvektor des maxi-
malen Eigenwertes einer tensoriellen Zustandsgréfie (i.d.R. der kinematischen Verfestigung)
parallel ist. Beim ESV ist hierbei die Normale zur Scherebene die Rotationsachse. Im Fall
einer allgemeinen Belastung wird als Rotationsachse die Richtung des Eigenvektors mit mini-
malem Eigenwert 7i3 als Rotationsachse vorgeschlagen. Damit wird (2.28), unter Verwendung

des Permutationstensors € . [28], zu [55]:

‘W = W+ D@ i - A5 ® A5 D-2D: (i ® (] x A5)) €, A7 (2.29)

Unter der Voraussetzung, dafl der grofite Eigenwert dieses Tensors das Stoffverhalten ent-

scheidend prigt, soll (2.29) die materielle Rotation beschreiben.

DAFALIAS [15] interpretiert die Grofie, um die der Wirbeltensor W reduziert wird, als
plastischen Spin Em. Ausgehend von der allgemeinen Entwicklung einer Tensorgleichung

fiir den plastischen Spin, die in Abhéngigkeit von der plastischen Verzerrungsgeschwindigkeit

_12“) und dem Gegenspannungstensor a entwickelt wird, gibt DAFALIAS folgende Form einer

) P P 7 aitahlol
opJeRtiven uemameitung ah:

A= A-"WA+ AW
D (1) (i)

W = n(g._Qm—Q a)

Der skalare Wert 1 kann hierbei als Scharparameter betrachtet werden, der eine Klasse von

objektiven Zeitableitungen beschreibt (So fiihrt z.B. n = 0 zur JAUMANN-Ableitung. ).

PAULUN und PECHERSKI [45] schlagen fiir diesen Parameter einen Ansatz ' = f(ha, |a|)
(ha: kinematisches Verfestigungsglied nach DRUCKER, PRAGER) vor, der die Forderungen

e keine oszillierende Losung beim ESV,
"o Kontinuitdt: a=0 — na=0
sowie
e asymptotisches Verhalten fiir groBe Scherungen v — 00 — E(‘) - W

erfiillen soll.
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Die gewé&hlte Funktion lautet:

= (2.31)

3
(m+yHlalna)

Anschliefende Vergleichsrechnungen der Torsion eines Zylinders mit freiem Ende ergaben bei
der Wiedergabe der axialen Verlingerung (SwirT—Effekt) eine gute Ubereinstimmung mit
MeBdaten. Die objektive Zeitableitung nach PAULUN und PECHERSKI lautet somit:

A= A-"WA+ AW
‘W= w-"w" (2.32)
"W = aD” - D” @)

Auf dhnliche Definitionen des plastischen Spin, wie man sie z.B. bei DIEHL [16] und
FORNEFELD [26] findet, soll hier nicht weiter eingegangen werden.




3. Materialgesetze

3.1 Allgemeines

Zur vollstdndigen Beschreibung des Verhaltens von mechanischen Kérpern sind neben den
kinematischen Grundgleichungen auch noch Aussagen iiber das Materialverhalten infolge von

Beanspruchungen zu treffen. Hierzu dienen die konstitutiven Beziehungen.

o [100 MPd]
300 T

250+

200+ g

Abbildung 4: Monotone Zugversuche mit unterschiedlichen Dehnungsgeschwindigkeiten;
¢ =107%,10"%,5.10"4,10"3 s~ 1.

Im Rahmen dieser Arbeit soll das Verhalten des austenitischen Stahls AISI 304 (Werk-
stoffnummer 1.49.48) den verwendeten Materialmodellen zugrundegelegt werden. Dies ist
ein hochwarmfester Stahl, der in der Kraftwerkstechnik und der chemischen Industrie ein-
gesetzt wird. AISI 304 zeichnet sich unter hoher Beanspruchung durch irreversibles und ge-
schwindigkeitsabhéingiges Verhalten aus. Insbesondere zeigt dieser Werkstoff ein ausgeprigtes
Kriechverhalten. Die verwendeten ,Stoffgesetze® sollen in der Lage sein, einige der wichtigsten

Eigenschaften dieses Materials wiedergeben zu kénnen (Abbildungen 4 bis 6, Versuchsdaten
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nach WESTERHOFF [12]).

o [100 MPd]
00

-100 . -050 : me[%]

Abbildung 5: Zyklische Zug—/Druckversuche (keine Mitteldehnung); é = 105 s~ 1,

e[%]
|
- -F/_é

Y T T e T e o]

Abbildung 6: Kriechdehnung iiber Zeit (hier weggesteuerte Vorgeschichte); é = 10~%s~1,
o = 186, 205, 245, 320 M Pa.
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3.2 Vorbemerkungen zu den Materialmodellen

Vor Einfiihrung der Materialmodelle in den néchsten Kapiteln sollen folgende grundlegende

Annahmen iiber das Werkstoffverhalten getroffen werden:

e Es ist eine additive Aufspaltung der Gesamtdeformationen in einen elastischen und
einen irreversiblen Anteil méglich.

e Das Materialverhalten sei bis zum Erreichen einer FlieBgrenze elastisch und reversibel.
Geschwindigkeitseffekte sind nur jenseits dieser Fliegrenze zu beobachten und sind den
inelastischen Deformationen zuzurechnen.

e Das Material sei inelastisch inkompressibel.

e Der Zustand des Materials 188t sich durch duflere Variablen, wie Spannung und Tem-
peratur, sowie durch innere Variablen, die die Verdnderungen des Materialverhaltens
aufgrund der Belastungsgeschichte speichern, beschreiben.

e Die Spannungen lassen sich additiv in einen athermischen, geschwindigkeitsunabhéngi-
gen Anteil, der den Gleichgewichtsspannungen bei quasistatischer Prozefifilhrung ent-
spricht, und einen thermisch ektivierten, viskosen Anteil aufspalten.

o Infolge von Beanspruchungen im plastischen Bereich kann sich die Fliefliche sowohl

isotrop aufweiten als auch kinematisch verschieben.

e Fiir sehr kleine Prozeflgeschwindigkeiten sind die viskosen Effekte vernachléssigbar. Es

tritt ein ndherungsweise elastisch—plastisches Materialverhalten ein.
o Die Prozefifiihrung sei ndherungsweise isotherm.

e Zu Beginn der Belastung sei das Materialverhalten isotrop.

3.3 Das elastische Teilstoffgesetz

Ausgehend von (2.20) und (2.22) wird der Verzerrungsgeschwindigkeitstensor additiv aufge-

spalten.

D = Q(e) + Q(i) (3.1)

Aufgrund der Formulierung in Geschwindigkeiten wird zur Beschreibung des elastischen

Verzerrungsanteils das hypoelastische Stoffgesetz verwendet.

{Nd

e 1 1-2
© (v Vo

D’ = G\ T 3050 _1_) (3.2)
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Durch anschlielende Invertierung erhélt man folgende Beziehung fiir die Entwicklung der

gewichteten Cauchy-Spannungen 7.

¥ = 2G (Q“’ +1 ”2 trD _1_) (3.3)

- 1%

Hierbei bezeichnet G den Gleitmodul und v die Querkontraktionszahl. Das Symbol (7) deutet

die Verwendung einer geeigneten mitrotierenden Zeitableitung (siehe Kapitel 2.5) an.
Setzt man (3.1) nun in (3.3) ein und beriicksichtigt die inelastische Inkompressibilitit
o)
trD " =0, (3.4)

so erhdlt man schliefllich die Spannungsgeschwindigkeiten zu:

v 14 (€)
= D - '
T 2G(__+1_2VtrQl (D )) (3.5)
Die McCauley-Klammern () haben hierbei die Bedeutung eines Schalters.

_ [z falls Belastungsbedingung erfiillt,
< * > { 0 sonst. (3.6)

3.4 Das Materialmodell nach Chaboche

Das viskoplastische Stoffgesetz nach CHABOCHE und ROUSSELIER [13] ist ein — in seiner
hier verwendeten Grundversion — einfaches phinomenologisches Uberspannungsmodell mit

modulartig aufgebauten Evolutionsgleichungen.

Innere Variable sind zwei Tensoren ¢, und «,, die das kinematische Verhalten modellieren

sollen, sowie die skalare Variable K, die den Zuwachs des FlieBflichenradius beschreibt.

Ausgehend von einer verallgemeinerten v. MISES-FlieBbedingung fiir die athermischen Span-

nungsanteile T

F( agpgz,K) = (

T
o

- a) (T - ey a) -k K =0 @)

wird die Uberspannung definiert zu:

A= i e e (- ey ag) (4 K) 3 0 (3.8)

Dabei ist 7' der Deviator von 7 und k der FlieSflichenradius des jungfriulichen Materials.




Unter der Annahme, daf} sich der inelastische Anteil der Verzerrungsgeschwindigkeiten Q(i) in

Richtung des Einheitsnormalentensors an die Fliefifliiche

T -a - a

n

— 3.9
|z — o — asl (3.9)

bewegt, wird fiir diesen eine Potenzfunktion der Uberspannung A mit den Materialparametern

D" = \g( (%)n n (3.10)

Die kinematische Verschiebung des Fliefzylinders infolge komplexen Verhaltens des Werk-

D, n gewshlt.

stoffes bei zyklischen Belastungen wird durch die Strukturvariablen a; und @, beschrieben.

Fiir die einzelnen Evolutionsgleichungen dieser inneren Strukturvariablen werden hierzu
jeweils gleiche Ansétze nach ARMSTRONG und FREDERICK [1], mit denen ein verschwindendes

Materialgeddchtnis modelliert werden kann, gewahlt.
v ) ) A" .
a; = (C;D —'rj(ﬁ) o), j=12 (3.11)

Die isotrope Verfestigung, dargestellt durch die skalare innere Variable K, hidngt von der

akkumulierten plastischen Dehnung ab und findet ihren Maximalwert in dem Grenzradius Q,

in den sie asymptotisch {ibergeht.

k = (b@-K)(5)") (312)

Zur Verwendung der mitrotierenden Zeitableitung nach PAULUN und PECHERSKI (2.32)
miissen noch die Funktion Pn und der plastische Spin Pﬂ(l) ermittelt werden. Diese werden
bei Vernachlissigung der Recovery-Terme «;(A/D)"a; in den Evolutionsgleichungen fiir

die kinematischen Verfestigungen (3.11) zu

1377 _ 1
= 1
(€1 + G2+ f3(Ci+ Ol + o) (3.13)
(7) P (i) (1)
‘W o= n((a;+ o)D" — D (a; + ay))

bestimmt.

Materialdaten dieses Modelles nach WESTERHOFF [56] kénnen den Anhingen entnommen

werden.
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3.5 Das Materialmodell nach Bruhns

Das auch unter dem Namen INTERATOM-Modell (IA-Modell) bekannte Stoffgesetz [10],
[11] soll trotz eines moglichst einfachen Aufbaus in der Lage sein, komplexes zeitabhéingiges
wie -unabhéngiges Materialverhalten hinreichend genau darzustellen. Dabei soll es speziell

die Eigenschaften austenitischer Stahle wiedergeben.

Die internen Variablen dieses Uberspannungmodells sind die isotrope Verfestigung «, die
die inelastische Arbeit der athermischen Spannungen 7 darstellt, sowie die kinematische

Verfestigung o, die den back stress bezeichnet.

Die verallgemeinerte v. MIsEs-Fliebedingung lautet somit

F(.:’_-a o, H‘) = f(i, - 2) —g(""‘) (3,]_4)

= (' - a): (¥~ a)~g(x) =0,

wobei g(x) die isotrope Verfestigungsfunktion ist. Die Uberspannung wird definiert zu:

A= f(z-a)-+gk) 20 (3.15)

Wie auch bei dem Modell von CHABOCHE und ROUSSELIER wird von einer verallgemeinerten

Normalenregel fiir die Entwicklung der inelastischen Deformationen ausgegangen.

p® = @(A,A)% af(g; a)
= 20(A,A) n

Der Zuwachs der inelastischen Deformationen wird durch eine noch niher zu bestimmende

Materialfunktion ¢ geregelt. Die Evolutionsgleichung der kinematischen Verfestigung lautet:

Lof(z-2), poy

S (3.17)




Aufgrund der Annahme der Parallelitit der Ableitungen von f(-) nach 7 beziehungsweise

nach 7 kann man fiir (3.17) auch schreiben:

f=(GF e 2 (3.18)

Die Materialfunktion ¢ muf} hierbei den Forderungen

g(fg:[]) = g, > 0
9y
- 3.19
o 2 0 (3.19)

Jim g(k) = goo < 00
geniigen, damit sowohl Séttigungs- als auch Monotoniebedingungen fiir die isotrope Verfesti-
gung erfiillt sind.

Fiir die Entwicklungsgleichung der kinematischen Verfestigung o wird ein verallgemeinerter

Ansatz nach ARMSTRONG und FREDERICK gewidhlt, bei dem jedoch im Gegensatz zur

klassischen Theorie Materialfunktionen anstatt von Konstanten fir Ver=und-Entfestigung

eingebaut sind.

& = (c(x) D -~ d(A) ) (3.20)

Die kinematische Verfestigungsfunktion c(x) hat folgende allgemeine Struktur:

1 9g(k)

(k) = ¢co— =

+ w(A(k)) (3.21)

Hierbei kann man w(A(k)) als Abweichung vom Grenzfall linearer Verfestigung auffassen.
Diese Strukturgeddchtnisfunktion wird zur besseren Simulation des Verhaltens von Stahlen

bei zyklischer Beanspruchung nicht direkt von x, sondern von

A(K) = pi / :,‘,/gg;;) dk+ g (3.22)

abhéngig gemacht,




Der Anfangswert der isotropen Verfestigung zu Beginn eines inelastischen Belastungspfades
Kin,i, sowie die Parameter p; und ¢; miissen jeweils vor jedem neuen inelastischen Belastungs-
pfad belegt werden (UPDATE-Alghorithmus, siehe auch [10]). Nur mit Hilfe dieses Verfah-
rens ist der weiche Ubergang der o-e-Kurve bei Verwendung der konstitutiven Beziehungen
geméas (3.16), (3.18) und (3.20) modellierbar.

Die Uberspannungsfunktion schlieBlich wird zu

B(A,A) = ((<1>1 _ ®,)tanh(ad) + @, + <I>2) (3.23)

[NT I

bestimmt. Der Ansatz nach Gleichung (3.23) erlaubt es, bei einem geeigneten a getrennte

Ansitze der Uberspannungsfunktion fiir Belastungs- und fiir Kriechprozesse zu entwickeln.

Soll, wie auch bei dem Materialmodell nach CHABOCHE, die mitrotierende Zeitableitung nach
PAULUN und PECHERSKI verwendet werden, so miissen noch der plastische Spin PEmund

die dazugehorige Funktion Pn angegeben werden.

P (4}

W Pn(aD(i) - D(i) a)

P

) = (3.24)

[

1
(02(n) + \/gc(n)ll Q ")

Materialdaten und Materialfunktionen fiir den austenitischen Stahl AISI 304 kénnen den

Anhéngen entnommen werden.




ad

4. Die Verfahren der gewichteten Residuen

4.1 Allgemeines

Die Methoden der gewichteten Residuen sind ein seit Beginn dieses Jahrhunderts bekanntes
Verfahren zur Losung partieller Differentialgleichungen. Anwendungen finden sich in der
Strukturmechanik, Dynamik, Fluiddynamik, etc. Der Ursprung dieser Verfahren wird im

allgemeinen mit der Arbeit von GALERKIN (1915) in Verbindung gebracht.

Die Grundannahmen dieser Methoden sollen hier wiedergegeben werden (FAIRWEATHER
[21], FLETCHER [25]). Gegeben sei ein mehrdimensionales Problem, das mit einer linearen
Differentialgleichung, repésentiert durch den Operator £, beschrieben werden kann. Es gelte

in einem Gebiet B:

VEeB: L(d(Z,t) = 0 (4.1)

Die Anfangsbedingungen sowie die Bedingungen auf dem Rand 9B des Gebietes B konnen

enstprechend formuliert werden:

=11

VZeB: Z(u#(&,t%) = (4.2)

(=T}

V@ e oB: S(a(&,1t) = (4.3)

Die Methoden der gewichteten Residuen postulieren nun, daf$ @(&,t) durch einen Ansatz der
Art

N
4 = do(&,t) + Y &;(t)¢;(&) (4.4)
i=1

(

beliebig genau approximiert werden kann. Hierbei wird die Teillésung (&, t) verwendet, um
die Anfangs- und Randbedingungen zu erfiillen. Die ¢; sind bekannte analytische Funktionen
— sogenannte Ansatzfunktionen —, wihrend es sich bei den &@; um zu bestimmende
Koeffizienten handelt.



Einsetzen des Ansatzes (4.4) in Gleichung (4.1) fithrt nun im allgemeinen auf einen von Null

verschiedenen Rest, das Residuum R:

R(alv L-iz,...,t-iN; 5) = ﬂ(a’)

£(do) + Z L(a;t)e;(2)) (4.5)
N A
= L(do) + ) @;(t)L (¢5(&))
j=1
Bei analogem Vorgehen mit den Gleichungen (4.2) und (4.3) erhilt man weiterhin noch die

Residuen der Anfangs— und der Randwertaufgabe:

R, =I(

i
@ (4.6)
R, = S(i

Ublicherweise wird nun ein inneres Produkt ( f, g) definiert:

) = /B fg dB (4.7)

Um nun die unbestimmten Koeffizienten d; zu erhalten, wird das innere Produkt des

Residuums R mit einem Satz von Wichtungsfunktionen wy, gebildet und zu Null gesetzt:
(Rywg) = 0, k=1,...,N (4.8)
Diese Beziehung gibt der Methode ihren Namen.

Aufgrund von (4.8) mufl R orthogonal zu jedem wy, sein. Wenn die Wichtungsfunktionen wy,
ein vollstindiger Satz unabhingiger Funktionen sind, dann muf fiir N — oo das Residuum
R im Mittel verschwinden. Wenn R im Mittel verschwindet und die Ansatzfunktion (4.4)
das Anfangs- und Randwertproblem exakt erfiillt, dann konvergiert die Ansatzlosung (17; im

Mittel gegen die tatsdchliche Losung i, und die L,— Norm

lim L,(4 — i) = lim \//((11)—&)2 dB = 0 (4.9)
B a

N—roo (a) N—=oo

verschwindet. Man spricht bei (4.8) deshalb auch von der schwachen Form der Differential-
gleichung (4.1).




Eine Schwierigkeit bei der Wahl der Ansatzfunktionen liegt darin, diese so zu formulieren,
daf} zwei der aus den Gleichungen (4.1), (4.2) und (4.3) folgenden Residuen niherungsweise
erfiillt sein miissen. Dieses ist besonders bei den Randbedingungen S() nicht einfach
zu erreichen. LEIPHOLZ [35] verwendet deshalb Ansétze, bei denen die Gleichungen der
gewichteten Residuen um Randbedingungen erweitert werden. FINLAYSON und SCRIVEN [22],

bzw. ZIENKIEWICZ [58] schlagen vor, die Summe der Residuen R und R zu minimieren:
(R, wy) +(Rg, @) = 0, k=1,...,N (4.10)

FLETCHER [25] et al. sprechen hierbei dann von einem gemischten Verfahren (mixed me-
thod), im Gegensatz zu der Randmethode (R = 0, R, — min.) oder der inneren Methode
(R — min., R, = 0). PITZER [46] hat bei Verwendung des gemischten Verfahrens verschie-

dene Ansitze fiir die Wichtungsfunktionen wy, @, gewshlt.

4.2 Wahl der Wichtungsfunktionen

Die Verfahren der gewichteten Residuen werden im speziellen durch die Wahl der Wichtungs-

funktionen genauer charakterisiert.

e Ist die Wichtungsfunktion identisch mit der Ansatzfunktion ¢, dann entspricht das
verwendete Verfahren dem Ansatz von GALERKIN.

wy = ¢p, k=1,...,N (4.11)

e Die Wahl der partiellen Ableitung des Residuums R nach den unbekannten Koeffizienten

ar als Wichtungsfunktion beschreibt das Least-Squares—Verfahren.

OR

5‘5};‘, k=1,...,N (412)

Wy =

(4.12) ist dquivalent zu der Forderung, die @ so zu wihlen, dal das Quadrat des

Residuums minimal werden soll:

(R,R) =0 (4.13)

Diese Methode hat sich bei stationfiren Problemen bewahrt, da eine Minimierung des

Fehlerquadrates doch einen kleinen Wert der L, ((&; — 4)-Norm zu implizieren scheint,.



Bei transienten Prozessen miiiten jedoch zur Vollstéindigkeit dieser Annahme noch
zusétzliche Ansatzfunktionen in der Zeit eingefiihrt werden, deren Koeffzienten dann
bei der Bildung der Wichtungsfunktionen zu beriicksichtigen wéiren.

e Die Verwendung der Dirac-Delta—Funktion

wr = 0(Z — &) (4.14)

als Wichtungsfunktion reduziert (4.8) zu der Forderung

R(&x) = 0 (4.15)

und beschreibt die Kollokationsmethode. Eine hiufige Anwendung hierzu findet sich in

den meisten Finite-Differenzen Verfahren.

Auf weitere Verfahren der gewichteten Residuen, wie zum Beispiel die Subdomain-Methode,
Momentenmethode oder spektrale GALERKIN-Verfahren soll hier nicht weiter eingegangen
werden. Beispiele hierzu finden sich bei [17],[22],[25].

Verwendung des Verfahrens von GALERKIN sowie der LEAST-SQUARES-Methode, da diese

Verfahren sich als besonders effektiv erwiesen haben und die Anwendung der Kollokation

zuerst eine Festlegung geeigneter Kollokationspunkte erfordert.

4.3 Diskrete Methoden der gewichteten Residuen

Kann man einfache Probleme noch sehr gut mit den traditionellen Methoden der gewichte-
ten Residuen l6sen, so zeigen sich bei komplexeren Differentialgleichungen oder aufwendigen
Geometrien sehr schnell die Grenzen dieser Verfahren. Bei solchen Aufgabenstellungen haben
sich mit der Entwicklung grofler Rechenkapazitaten die diskreten Methoden der gewichteten

Residuen bewahrt.

Die Differentialgleichungen werden hierbei einer zeitlichen und einer geometrischen Diskreti-

sierung unterworfen:
e Zeitliche Diskretisierung:

Die Bestimmung der zeitabhingigen Koeffizienten @;(t) des Naherungsansatzes (ﬂ; gemif

(4.4) ist bei vielen Problemstellungen nicht geschlossen moglich. Hier hat es sich als sinnvoll



erwiegen, den zu betrachtenden Prozef in geniigend kleine Zeitintervalle zu zerlegen. Betrach-
tet werden dann die @;(t') zu diskreten Zeiten ¢'. Der Zuwachs der Koeffizienten a; von t!

bis tit! = ¢ 4 At* wird dann mittels einer numerischen Integrationsvorschrift bestimmst.

e Geometrische Diskretisierung:

Im Rahmen einer geometrischen Diskretisierung wird der Gesamtkérper B in N einzelne

Teilkorper MBJ- — die Finiten Elemente — zerlegt.

5="8 (4.16)
Jj=1

N
Diese Elemente, die von einfacher Geometrie sind, werden durch geeignete Ansatzfunktionen
approximiert. Aussagen, die aufgrund einer lokalen Formulierung des gegebenen Problems
auf Elementebene gewonnen werden, kénnen dann iiber Inzidenzlisten auf die globale Struk-
tur zuriicktransformiert werden. Diese Vorgehensweise erlaubt es, dal das vorgegebene Pro-
blem allgemein durch ein einzelnes Finites Element représentiert werden kann und so dessen
Betrachtung bei der Formulierung ausreichend ist. Die niedrigere Ordnung der Ansatzfunk-

tionen der diskreten Verfahren der gewichteten Residuen ermdglicht, im Gegensatz zu den

allgemeinen Methoden der gewichteten Residuen, eine effektive numerische Auswertung der
zu berechnenden Integrale. Haben die bei den traditionellen Verfahren der gewichteten Re-
siduen gewonnenen Koeflizienten keine physikalische Bedeutung, so lassen sich die durch die
einfachen Ansatzfunktionen bestimmten Werte vielfach als Knotengrofien interpretieren und

fithren deshalb zu einer direkten geometrischen Aussage.



5. Erstellung einer Finite-Element—Formulierung

In diesem Kapitel soll mit den Verfahren der gewichteten Residuen eine Finite-Element—For-
mulierung, basierend auf dem fortgesetzten Gleichgewicht nach (2.13), entwickelt werden. In

diese Formulierung sollen die Materialmodelle aus Kapitel 3 eingefiigt werden.

5.1 Aufbereitung der Grundgleichungen

Unter Verwendung der Spannungstransformationsbeziehungen nach (2.8) lauten die Bilanz-
gleichungen fiir das fortgesetzte Gleichgewicht und die inkrementellen Randbedingungen
(2.17),(2.19):

Fortgesetztes Gleichgewicht:

0 = div(g+ otrD — g_T)
Richtungstreue Last:
— ks 5.1
VPcoB,: 0O =J(a+atrQ—gLT) FTie—f, ©.1)
Druckbeanspruchung:
WedB,: 0 =J (_é'_+ atrD — o LT) F~Ti°
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Wenn man die unbekannten Spannungsinkremente in (5.1) nach Festlegung einer mitrotieren-
den Zeitableitung (Kapitel 2.5) durch das Stoffgesetz aus (3.5) ersetzt, erhilt man schlieBlich
die Beziehungen:

Fortgesetztes Gleichgewicht:
0 =div (2GJ‘1( —uD1-(D")) (5.21)

IS
+

Richtungstreue Last:
YPedB,: 8= (zGJ-l(_D_+ ~—trD1-(D")) (5.22)

—t,
Druckbeanspruchung:
. . -1 v _ )
VP € 88, : 0 -J(_ZGJ (Q+1_2Vtr1_)__1_ (D )) (5.25)

Der Tensor W in den Gleichungen (5.2) entspricht den RotationsmaBen der in Kapitel 2.5

vorgestellten mitrotierenden Zeitableitungen.

A

Jaumann—Ableitung: W =W

(5.3)
Ableitung nach Paulun: W = W- PU(QQ(‘) - D" )

Sind zu einem diskreten Zeitpunkt t* sowohl die Daten der deformierten Struktur als auch die
Spannungen und die Werte der internen Variablen bekannt, dann enthalten die Gleichungen
(5.2) nur noch die in D und W enthaltenen Gradienten des Geschwindigkeitsvektors & als
Unbekannte.



Im folgenden sollen die Gleichungen (5.2) mit den objektiven Zeitableitungen nach (5.3)
fiir verschiedene Spannungs— und Verzerrungszustinde (die Finiten-Elemente) formuliert

werden.

5.2 Ringelement

Dieses Element soll axialsymmetrische Strukturen unter ebensolcher Belastung darstellen

kénnen.

éa,Z\ Z /

Abbildung 7: Element fiir Rotationssymmetrie

Zur Beschreibung dieser Geometrie ist es dienlich, ein raumfestes Zylinderkoordinatensystem

xt wie folgt einzufiihren:
- =, ¢ = z, z° = ¢ (5.4)
Dessen kovariante Basis erhilt man iiber den Ortsvektor # nach

oF

9 = 7z i=1,3

mit den kartesischen Basisvektoren €; zu:
g; = cosypé€; +sinpéy

go = €3

g; = —rsingé; +rcospéy
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Nach [28] werden die kontravarianten Basisvektoren zu

g = cospé +singé; = g
G =8 = g, (5.6)
== sinpé€&; + cospés) = 2 93

bestimmt. Mit (5.5) und (5.6) lauten die Metriken in kovarianter

1 0 0
gi; = 0 1 0 y
0 0 r?
bzw. in kontravarianter Form: (5.7)
1 0 0
g9 =10 1 0
0 0 %

Zur Bestimmung des Geschwindigkeitsgradienten ist die Kenntnis der CHRISTOFFEL—-Symbole

z 1 n
ik = 59 (9kn,5 + Gnjk = Gik,n) (5.8)

— hier unter Beriicksichtigung der Einstein’schen Summationskonvention — notwendig, da

diese in die kovariante Ableitung der kontravarianten Komponenten eines Vektors &

i I + i Lk
X IJ = x,‘7+].-“7k$ ,

(5.9)
bzw. eines Tensors A

Al = AV 4TL A™ +T] A™

eingehen. Die nicht verschwindenden CHRISTOFFEL-Symbole der betrachteten Geometrie

lauten:

1 _ 3 _ 13 _
I35 = -, g =TIy =

<[ [=

(5.10)

Aus der Bedingung, dafl die mit diesem Element dargestellten Strukturen axialsymmetrisch
sind, und dafl die Belastungen ebenfalls nur rotationssymmetrisch erfolgen, kann man

ableiten, dafl die p-Komponente des Geschwindigkeitsfeldes gleich Null sein mu8.

§ = (v(r,2), v:(r,2), 0)7 (5.11)




Des weiteren verschwinden aufgrund der Beschrinkung auf rotationssymmetrische Belastun-
gen die rp— wie auch die z¢p~Komponenten des CAUCHY-Spannungstensors sowie deren In-

kremente. Dies hat zur Folge, da8 vier unabhingige Komponenten verbleiben.

UTT GTZ O
c=\|o, o0,, O (5.12)
0 0 oy

Aus den Entwicklungsgleichungen fiir die kinematischen Verfestigungen des Materialmodells
nach CHABOCHE (3.11) folgt fiir urspriinglich jungfriuliches Material und die Belastungsvor-

aussetzungen dieses Elementes, dafl die Gegenspannungstensoren der Darstellung

e

Qjrr Qjrz O
i = ajrz ajzz 0 3 j = 1,2 (5-13)
0 0 g

entsprechen. Bei Verwendung des Materialmodelles nach BRUHNS gilt entsprechendes fiir den

kinematischen Verfestigungstensor:

Qrr 0y 0
a=|a,; a, 0 (5.14)

\ 0 0 aw/

SchlieBlich werden zur weiteren Aufbereitung der Grundgleichungen noch die mathematischen

Vorschriften zur Gradienten— und Divergenzbildung bendtigt.

Aus dem Geschwindigkeitsfeld ¥ kann, unter Verwendung von (5.9) und (5.10), der Geschwin-
digkeitsgradient L berechnet werden. Er ergibt sich zu: 4

<

or 0z
gradd = vilj = L = o, Bu. g (5.15)
or 8z
0 0 =
Die Divergenzbildung eines Tensors A erfolgt nach:
Qﬂm+8_Am+ (Arr—Awp)
divA = AY|; = (5.16)

OA,:, + aA,, + lArz
O



Die Anwendung von (5.15) und (5.16) auf das Differentialgleichungssystem (5.2) fithrt zu
einem Gleichungssystem, das nach den partiellen Ableitungen des Geschwindigkeitsfeldes

komponentenweise entwickelt werden kann. Wird ein Operator

Wy . (00 80 8%() () 8%0)\T
D70 = (Br '8z Ordz’ Or?’ 922 (5.17)
eingefiihrt, so kénnen die Differentialgleichungen (5.2) in der Form
Fortgesetztes Gleichgewicht:
r1 9 2719y r
= {Ag}v, + [A7] {D"}(v,) + [A%] {D"}Hv.) - ({a"})
Richtungstreue Last: (5.18)
YPedB,: 0 = {Biu + [B]"{D"}(v) + [B] (D" Hu.) - {b7}
Druckbeanspruchung:
VP EdB,: 0 = {Cyfu, ¥ [CT D Ton) ¥ [CT D Tw;) = (€7}

dargestellt werden. Die Koeffizientenmatrizen und —vektoren haben hierbei folgenden Aufbau:

= (3)

%7 = (Geppr ) -

z z 3 z z 5.19
oo = (B0 - (% K B X Xn) (519
{xz)7T X3 X5 X33 X5 X3

)

Die Werte der einzelnen Koeffizienten konnen den Tabellen 3 bis 11 in den Anhéngen

{z'} =
X = ABC; =z = abc

entnommen werden,



5.3 Element fiir den ebenen Spannungszustand

Dem Element fiir den Ebenen Spannungszustand (ESZ) wird ein raumfestes kartesisches
Koordinatensystem zugrundegelegt, dessen z—y—~Ebene mit der Scheibenmittelfliche zusam-
menfillt (Bild 8). Des weiteren wird dem Element eine in der Ausgangskonfiguration kon-

stante Dicke d° zugeordnet, die klein gegeniiber den iibrigen Abmessungen sein soll.

Abbildung 8: Element fiir den ESZ

Es wird gefordert, da8 der Spannungszustand unabhiingig von der Dickenkoordinate z sein
soll. Dieser Zustand kann bei Scheiben ndherungsweise beobachtet werden. Belastungen
diirfen nur in der Scheibenebene und nicht auf deren Ober— oder Unterseite angreifen. Der

CAucHY-Spannungstensor ist demnach wie folgt besetzt:

Ozz Ozy 0O
O = | Ozy Oyy O (5.20)
0 0 0

Wir fordern weiterhin, dal der CAUCHY-Spannungstensor zu allen Zeiten eben bleiben
soll. Dies impliziert das Verschwinden seiner materiellen wie auch das Verschwinden seiner

objektiven Zeitableitung fiir alle 2~-Komponenten:

. . v v
Ozz Ozy O o Ozz Ogzy O
. . . _ v v

0 0 0 0 0 0
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Betrachtet man die Spannungstransformationsbeziehungen zwischen dem CAUCHY- und dem

KIRCHHOFF-Spannungstensor nach (2.82), so gilt:

Tew Toy O
T = l(g+atrD) = Toy Tyy O (5.22)
0 0 0

Die Stuktur der materiellen Zeitableitung des KIRCHHOFF-Spannungstensors bedingt eben-

falls einen entsprechenden Aufbau seiner objektiven Zeitableitung:

v 4 0
v ‘;a:m ‘me
0 0 0

Hieraus kann man unter Verwendung des Stoffgesetzes nach (3.5) und unter Beachtung der
inelastischen Inkompressibilitat trQ(')= 0 folgende Struktur des Verzerrungsgeschwindig-

keitstensors D ableiten:

(D, D, 0\
D= Dy Dy 0 (5.24)
0 0 D,
Mit:
v 1-2v, o )
D.y = —72—(Deo+Dyy) = T——(Dya = D, (5.25)

Aus der Definition des Verzerrungsgeschwindigkeitstensors (2.3;) ergeben sich damit Bedin-

gungen an das Geschwindigkeitsfeld zu:

v, 3 v,

9z = Oz’ 9z ~ By

(5.26)

Aus (5.26) folgt, daB die z—, bzw. yz—Komponenten des Spintensors W_i.a. nicht verschwin-
den. Dies kann damit erklért werden, dafl infolge unterschiedlicher Spannungsverteilungen in
der zy—Ebene die verformte Scheibe auch eine lokal verdnderte Dicke d erhilt. Diese

Dickendnderungen treten dann in Verbindung mit Rotationen in der xz— bzw. yz—Ebene auf.



Weiterhin folgt aus Verwendung der mitrotierenden Zeitableitungen nach JAUMANN bzw.
PAULUN und PECHERSKI:

- . 0
J 1¥.1:z = gzz = _O'm:cg"li' - Gzy& =0
0z 0z 9
-1y v O, v, (5.27)
J Tyz = Oyz = —0'1;:,15 - O'yya =0

(5.27) ist eine zusétzliche Bedingung, die erfiillt sein muf}, damit bei groflen Deformationen
und unter Verwendung der obigen mitrotierenden Ableitungen sowohl der Spannungszustand
des CAUCHY-Spannungstensors eben bleibt, als auch der Verzerrungsgeschwindigkeitstensor
die in (5.24) beschriebene Struktur beibehalt.

Betrachtet man nun die Transformationsbeziehungen zwischen den Spannungsgeschwindig-
keiten des CAUCHY- und des 1. PIOLA-KIRCHHOFF-Spannungstensors, so erhélt man die

xz—-, und y2-Komponenten zu:

5o =m0 g, O
e o Moy (5.28)
‘o ov, ov,
Oyz = “azy'é}'“gyyw

Die Aussagen in (5.28) sind gleichbedeutend mit der Forderung (5.27) und fithren dazu, da8
der 1. P1oLA-KIRCHHOFF-Tensor ebenfalls eine ebene Struktur beibehilt. Es gilt hiermit:

. 02, 62 0
6° = |o3, 63, 0 (5.29)
0 0

Aus den Evolutionsgleichungen fiir die kinematischen Verfestigungen nach (3.11) bzw. (3.20)
folgt unter der Voraussetzung eines urspriinglich jungfréulichen Materialverhaltens eine

gleichfalls ebene Struktur der mitrotierenden Zeitableitungen der Gegenspannungstensoren.

Materialmodell nach CHABOCHE:

v v
o Qjze Cjzy 0
&; = &jfuy &jyy 01, J= 1,2 (5.30)
0 0 0
Materialmodell nach BRUHNS:
v 7
o Ogg CQgzy 0
&= (8, &, o (5.31)
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Nach diesen Aussagen iiber die Stuktur der benétigten Tensoren sind noch die mathemati-
schen Beziehungen hinsichtlich der Gradientenbildung und Divergenzbildung beziiglich dieser
Geometrie und der Beschriankungen hinsichtlich dem Aufbau der verwendeten Tensoren aus-

zuwerten.

Im Falle kartesischer raumfester Koordinaten degeneriert der Tensorformalismus, und die

Christoffelsymbole verschwinden. Die Bestimmungsgleichungen dieser Operatoren lauten

somit:
Svg vy Ovp
Oz 8y dz
- v v Ov
= =% uhd % ¥
gra.d'u - 8z 9y 0z
_Ovg  _Ovy  Bu,
Oz Oz Oz
(5.32)
8Azq + 8Aya
Oz Oy
. OA 8A
= ==y puhalls '3 '
divA = Oz + 9y
8A;,
oz

Die Anwendung der Vorschriften in (5 32) erlaubt_es, die Differentialbeziehungen er(S.Z)

entsprechend dem Vorgehen in (5.18) komponentenweise zu entwickeln. Diese Gleichungen
kénnen wiederum nach verschiedenen Gradienten des Geschwindigkeitsfeldes separiert wer-

den. Mit Einfiihrung des Operators

2 2 2.\ T
a() 8() () 8*() 8 ('>) , (5.33)

{g]
D) = | ==, —-
D710 (Bw’ By’ 90y’ 932 ByP
werden die Differentialgleichungen in der Form

Fortgesetztes Gleichgewicht:
6 — [Az] lﬂl{D:c}(,uz) + [Ay] [ﬂl{Dz}(vy) _ < {a:c}> (534)

Richtungstreue Last:

WedB,: 0 =[B"" ‘”‘

{D*}Hve) + [BY] {D"}Hvy) — {b°}
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und Druckbeanspruchung:

VPedB: 0 =[C7" (D)) + [CY] (D} wy) - (=} (B34)
dargestellt. Es gelten hierbei folgende Vereinbarungen:

4%] = (ii;;) _ ( 1 Al Al Af 'ffs)

x x x B x
21 A22 A23 A24 25

T _
[AY] = ({A?{}T) = (Agl Azz Azs A§4 Ags) (5.35)
{A%} Ay Ay A Ay Ay
aa:
-
as

Die Matrizen [B?], [BY], [C*] und [C?] sowie die Lastvektoren {6} und {c*} der Randbe-
dingungen haben dieselbe Struktur wie diejenigen des fortgesetzten Gleichgewichts in (5.35).

Die Werte der Koeflizienten konnen den Tabellen 12 — 20 im Anhang entnommen werden.

5.4 Isoparametrische Ansitze

Nach BATHE [2] sind isoparametrische Ansétze besonders effektiv, da Elementgeometrie und
Geschwindigkeitsfeld einheitlich mit ihnen beschrieben werden kénnen. Die Erstellung der An-
satzfunktionen fiir das Element wird fiir den zweidimensionalen Fall mit kartesischen Koordi-
naten ausgefiihrt, da die oben beschriebenen Differentialgleichungen fiir den Rotationskérper

beziehungsweise fiir den ebenen Spannungszustand dieser Geometrieeinschrdnkung geniigen.

Fiir die auf den Verfahren der gewichteten Residuen beruhenden FE-Methoden sind die
Ansatzfunktionen so zu wihlen, daff sowohl die Randbedingungen (s. Kapitel 2), als auch

die Ubergangsbedingungen von Element zu Element erfiillt sind.

Dies heifit, da8 hier die Spannungen beziehungsweise deren Inkremente stetig iiber die

Elementgrenzen hinweg laufen miissen.
05 € CO(B), o;; € (CO(B) (5.36)

Die Stetigkeit der Spannungen bedingt jedoch eine Stetigkeit der partiellen Ableitungen des
Geschwindigkeitsfeldes iiber die Elementgrenzen — man spricht hierbei von C!-Stetigkeit des

Geschwindigkeitsfeldes:
v; € CI(B) (5.37)



VX AGU L W VLU SOLIEL LA RO WA W

Diesem erhohten Stetigkeitsanspruch der hier verwendeten Methode gegeniiber herkémm-
lichen RALEIGH-RITZ-Verfahren mufi mit der Wahl der Ansatzfunktionen Geniige getan
werden. Die Komponenten des Geschwindigkeitsvektors o sollen fiir das hier verwendete

krummlinige Viereckselement mit

, N
(g)i(ﬁ,n) = ;Hk(ﬁm)vu (5.38)

beschrieben werden. £ und 7 sind die elementbezogenen, korperfesten Koordinaten, von
denen die Elementformfunktionen H; abhingen, und v;, beschreibt die Knotenfreiwerte der

Komponenten Qi des Geschwindigkeitsansatzes.

Die Funktionen fiir das Koordinatenfeld (a':; lauten aufgrund des isoparametrischen Ansatzes

wie folgt: N
Ziltn) = ,;Hkxik (5.39)

Interpolationsfunktionen, die im eindimensionalen Fall die geforderte C'-Stetigkeit erfiillen,

sind die kubischen Hermite-Polynome, die auf dem Bereich [—1;+1] definiert sind.

hll) = Z(E—12(e42)  hole) = Z(e—1)2+1)
‘11 ‘% (5.40)
h3(€) = —Z(§+1)2(§—2) ha(§) = Z(§+1)2(§"1)
! h
1 hs
)
-1 0 1

Abbildung 9: Eindimensionale HERMITE-Polynome

FAIRWEATHER [21] nennt derartige mathematische Aufgabenstellungen deshalb auch Her-
mit’sche Probleme im Gegensatz zu den Lagagrange’schen -, die nur eine C—Stetigkeit der

Ansitze erfordern.



Die Ansatzfunktionen des zweidimensionalen Problems kénnen nun durch zyklisches Multi-

plizieren der eindimensionalen Polynome gewonnen werden [46]. Die bikubischen Funktionen

Hj, lauten:

h3(€)hs(n
ha(€)ha(n

= h1(€)hs(n)
= h1(§)ha(n)

)
)
)
)
)
)

Hy(&,m)
Hy(¢,m)
Hg(&,m)
Hg(&,m)

Hyo(é,m) =

Hi3(€,m)
Hi4(€,m)
Hye(€,m)

(
= ha(€)hs(n
ha(§)ha(n

)
)
)
)
)
)
)
)

(5.41)

Die zu den Ansatzfunktionen gehorenden Knotenfreiwerte v;,,z;, (k = 1,16; i = r,z bzw.

i = z,y) kann man als Werte der Knoten ( Freiwerte 1,5,9 und 13 ) bzw. als partielle Ableitung

des Freiwertes nach den Elementkoordinaten £,n an einem Knoten interpretieren. Es gilt:

61v\i
. = — = - = y — = vi
(3‘))1.(5 1,77 Uiy a{ (€=—1n=-1) 2
321)1;
= u; () = v;
(E=—1m=-1) o l(¢=-1m=-y
6('0),'
(E = =-=1) = v = v;
(g),({ +1n 1) = v 9 l(e=+1,1=-1) °
az(v),-
= Ui., - = Uis
(e=+1n=-1) 060 l(e=+1,9=-1)
5 (5.42)
(o
('U (4’.5 +l,n=+ ) Vig B |(e=+1,0=+1) Yiro
Bz(v)i
= Vi, = Ui,
(6=+1,n=+1) 060N l(=+1,9=+1)
6(’0),'
vV = —1, — +1 = U; ~ = i
K4 (§ n ) 13 € l(e=1.=+1) Viyg
32'Ui
= 'Uila () = 'U,,:
(6=—1,=+1) 060 l(e=—1,9=+1) 10

Wir fordern, dafl die geometrischen Transformationsbeziehungen umkehrbar eindeutig sind,

so daf die inversen Beziehungen
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§ = &@y), 1= n=y) (5.43)
bzw.: £ = £(r2), n = n(r,z)

existieren. Wenn wihrend eines Prozesses kein Element entartet, dann folgt aus (5.39) und
(5.43) die Existenz und Regularitét der JACOBI-Matrix. In Anlehnung an PITZER [46] wird

eine verallgemeinerte Jacobi-Matriz [J] eingefiihrt:

(2 & 0 o o0 )
e & 0 0 0
T = | d o BE+uE RE R (5.49)
B 2y (B @
\&F B %R G B
" Deren Inverse lautet:
(& & 0 o 0 )
2 & 0 0 0
T = | & S SRRk £ ak (5.45)
& & 2%x (B (B
\ & W R () )

Entsprechend den globalen Differentialoperatoren nach (5.17),(5.33) wird auf Elementebene

ein lokaler Differentialoperator eingefiihrt.

te _ (30 8 80 8% 82(-))T
{D}() - (85’ 877 9 3581’]’ 052 y 8772 (546)
Es ergeben sich damit folgende Beziehungen:
1o = 710, P70 = 1917 (Do (5.47)

Die Transformationsbeziehungen (5.47) gelten natiirlich auch fiir den Differentialoperator
m{D’"} des Ringelementes. Mit Hilfe von (5.47) kann die geforderte C!-Stetigkeit des

Elementes gezeigt werden:



Die lokalen Ableitungen des Geschwindigkeitsfeldes nach &, an einer Auflenkante des
Elementes sind nur von den Freiwerten der Knoten an dieser Kante abhingig. Da diese
Knotenfreiwerte bei benachbarten Elementen identisch sind, ist auch die JACOBI-Matrix
an dieser Kante stetig. Daraus folgt nach der Kettenregel eine C!-Stetigkeit der partiellen

Ableitungen des Geschwindigkeitsfeldes nach x,y an dieser Kante.

5.5 Steifigkeitsmatrix und Lastvektoren auf Elementebene

Durch Anwendung der Verfahren der gewichteten Residuen, insbesondere des gemischten Ver-

fahrens (4.10), konnen die Differentialgleichungen des Ringelementes (5.18), bzw. des Schei-

benelementes (5.34) linearisiert werden. Diese Vorgehensweise liefert ein Gleichungssystem
der Art:

ls] [E] ls] {v} — [al{e} (5.48)

Die globale Steifigkeitsmatriz bl [E] wird dabei iiber Inzidenzlisten aus den lokalen Element-
steifigkeitsmatrizen t [E] ermittelt. Das Gleiche gilt fiir den globalen Lastvektor te! {e}. Nach
Losung dieses Gleichungssystems erhilt man die globalen Knotenfreiwerte [g]{'v}, die eben-

falls iiber Inzidenzien mit den lokalen Freiwerten nach (5.38) verbunden sind.

Hier sollen nun die Einzelintegrale der lokalen Steifigkeitsmatrix und des lokalen Lastvektors
eines reprisentativen Elementes entwickelt werden. Wir fassen zuerst die lokalen Knotenfrei-

heitsgrade (5.38) zu einem lokalen Vektor zusammen:

[e] T
{v} = (Uwu" ’ ’vwla’vyn"'ivym) (5'49)
[e] T

bzw.: UV} = Urgye vy UrygrUzgs v Vzgg)



Wird der Ansatz fiir das Geschwindigkeitsfeld (5.38) in die Differentialgleichungen (5.34)
[bzw. (5.18)] eingesetzt, erhdlt man die Residuen (hier: ESZ):

Fortgesetztes Gleichgewicht:

[e],R — [Az] [al{,D;c}((Y)x) n [Ay] lﬂl{Dx}((?)y) _ ( {aaz}>

Richtungstreue Last:

VP € a[elBs : le] ) fo] (5.50)

R. = [B]"(D7)(2.) + [B)(D*}(y,) - {7}

Oder Druckbeanspruchung:

v eds,: R, = (€7D (y.) + €1 (D7} (g - (e}

Die Gleichungen (5.50) konnen nach Einsetzen der Transformationsbeziehungen (5.47) in

Summenformen iibertragen werden:

16

“R = 3 14%11T17 DY (H e, M),

j=1

+ (4% 717 "UDHE; (€ m)vy, - ( {a7)})
16 zxT
= > (M) o ey e,

=1

- () 1o @ emm, - ()

VP € 8"'B, :
@l B 16 {BT}T —1 Ie] . (5.51)
R; = J§=1:( { B;}T) [T17" {DY(H; (& m) v
B\, 11 , L
+ ({Bg}T) [J] {D} (HJ(Esn))vyj (b;)

Oder VP € 8B,

16 z T
“IRy = Z(Eﬁ%}r) [T17 DY (H; (€ n))ve

. (199, 1o "y mcemn, - ()

i
3
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Nach entsprechendem Vorgehen erhilt man fiir das Ringelement:

e (o () mcn,

i=1

S0 o e ¢ ()

vP € 8"B, :

16 T
e _ 1o {B1} 11 |
LR«S - _7; (BEO)vrj + ({B;}T) [J] {D}(Hj (f,ﬂ))v,.j (5 52)

r

(0 (o e e - (1)

Oder YP € 8"B,:

16 . T
" =52 (oot (faye) T @G

=1

(190 i e e, - (%)

Mit Wahl einer Wichtungsfunktion (Kapitel 4.2) und anschlieBender Bildung des inneren

Produktes (4.7) werden die dort entstehenden Integrale nach den Knotenfreiwerten separiert.

Dieses soll hier mit den Wichtungsfunktionen nach Galerkin und Least-Squares bei den
Elementen fiir den ebenen Spannungszustand und fiir Rotationssymmetrie durchgefiihrt

werden.

PITZER [46] erreichte in seiner Dissertation die besten Ergebnisse bei Kombination von
GALERKIN-Verfahren (fortgesetztes Gleichgewicht) und LEAST-SQUARES Methode (Rand-
bedingungen). Die dort verwendeten Koeffizienten der Steifigkeitsmatrix und des Lastvektors
konnen leicht durch Vertauschen der entsprechenden Integrale der folgenden Gleichungen

(5.53) bis (5.56) bestimmt werden und sollen hier nicht aufgelistet werden.
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5.5.1 Ebener Spannungszustand

Mit Wahl einer Wichtungsfunktion - (Kapitel 4.2) und anschlieBender Bildung des inneren
Produktes (4.7) werden die dort entstandenen Integrale nach den Knotenfreiwerten separiert.
Man erhilt schlieBlich die einzelnen Steifigkeiten und die Komponenten des Elementknoten-

lastvektors zu:

Verfahren von GALERKIN(i. k = 1,16):

"B = [, HAAD 917 (DHHE) "B

+/ H;{B)" |77 "{D}(H) 48”5,
allg

“EBki1e = g H; {7 (el{D}(Hk)dlelB
+ | BN T (D) (i) 48,
“Eiri6k = g H, {427 (777" D} (H) d'B
s BB D)) a0, (55
[']Ei+16k+16 = g H; {Ag}T 177 Iel{,D}(Hk)de

+/ H;{BY)" (717" "{D}(H:) 48" B,
ollg

e, / H;(a?)d"B+ / H; b® 4" B,
lelg alelp

oo = [, Hio(a)d"B+ [ Hietjad’s,
[‘]B 3[¢]B

Die Gleichungen (5.53) geben die Komponenten der Steifigkeitsmatrix und des Knotenlast-
vektors fiir den Fall der Beanspruchung mit einer richtungstreuen Last wieder. Der Fall einer
Druckbeanspruchung wird wiedergegeben, wenn die Matrizen [B*], [BY] und {b*} durch die

entsprechenden Glieder nach (5.51) ausgetauscht werden.



40 5. brstellung ewner Finite~tlement-Formulierung

Die Verwendung der Wichtungsfunktionen nach der Methode der kleinsten Fehlerquadrate
ergibt die Integrale (¢, k = 1,16):

[e]
Eiti6k+16 = ﬂ

(AN (717 DY) ({AY)T 197 DY (He)
(AT (717 YDy (HEL)) 4"
BT 1717 “DHH)

)

(B4 1717 “{D}(HL)) 4B,

+({AT 977 (DY) B
(B |71 Dy

By 1717 “{DYH

B = [, (D191 DM (AN 7T D))
+({A3)Y" 1717 "(DHH)) ({43} 1717 ADHHL)) 4B
+ [ o, (BT 1T D)) (BT (717 (D)
+({B3}" (717" “(DHH)) ({B5Y 717 "{D}HHL)) dd"B,
“Birrss = [, (4D 117 D)) ({41 717 (D))
+({A3Y 717 "(DHH.)) ({43} 1717 “{D}(H) 4B
+ [ (BT D)) ((BYYT (717" (D))
+({B3)" (717" “{D}H.)) ({BYY 717 "{D}(HW)) 40" B,
“Buaw = [, (14171977 OHE) (4D (717 (D))
+({44)7 (717" " (DHH) ({45} (717 {DH(HL) 4B 6554
+ [ (B 1917 (DyE) ({81 1917 "(DHH)
+({BYY (717 "{D}H.)) ({B5Y 171" “{D}(HL)) d0°B,
( (
( )(
n H;))(
( H;)(

)
)d
)
)

| () ({any" (917 Py )
+(a2 ) ({43} 717" "{D}(H:)) 4B
{B2Y" (7] "{DHHL))
(B3} 191" "(DNH) 07,

—~~ o~

1
+b3
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Teisre = AB (af )({a2)" 717 "(D} ()
+(a5) ({9} 1917 "(D}(H)) a8
+ [ BB Dy)
+53({BY)" (717" “(D}(H,)) dd"'B,.

(5.54¢)

5.5.2 Ringelement

Wie in Kapitel 5.5.1 kénnen auch hier die Einzelintegrale gebildet werden. Man erhilt fiir
das Verfahren von GALERKIN:

t,k=1,16:
B = [, HlA5oHe + (A1) 1T D)) a s
*fmex,gﬂf( Wl + {B1)T (917 "(D}(H)) 48" B,
“Eirrs = g H:{A5)T (7] (D} (Hy) "B
T BB T N s
ol
“Baer = [, H(AnHe+ (457 (77 DUE) B (555)
+ [ o Hi(BroH + (B5Y (71 (D)) 0B,
8'“B
“Bovisens = |, HAARY [T DYHI AT

+ [ HAB3YT 1317 " (DYH) d9”B,
o'“n

ey, = / Hy(a})d" B+ f H;b 40",
(lg olp

M6 » / Hi(a;)d" B+ / H;_16b5d8"'8B,
[e]B a[E]B

(5.55) gibt wie (5.53) die Integrale des gemischten Verfahrens fiir fortgesetztes Gleichgewicht
und der Randbedingung richtungstreuer Last wieder. Im Falle einer Druckbeanspruchung sind
die {B}}, [B"], [B*] und {b"} durch {Cjg}, [C"], [C*] und {c"} in den obigen Integralen

auszutauschen.



Anwendung des LEAST-SQUARES-Verfahrens ergibt ¢, k = 1,16:

“Bu = [, (45oH+ (47717 (D))
(A5oHx + {47} [7]7" "D} HY))

+(A5oH; + {A3}T (717 (D}(H))

(AgoHy + {45} [717" “{D}Hy)) d'

+ [ Bl (BT 917 V(D))
(BloH: + {B}T [7]7" "(D}(Hy))
+(BroH; + {B3} [7]7 "{DNH.))

(BjoHi + {B3}" [717 (D} (Hy)) d6"'B,

(4
(
(
(

[e]
Eikti6 = /

oH: + {AD (717 Y (DHHE))
(AT 1917 “YDY(H))

+(A5oH; + {A3)T [T ”{D}(H))
{437 1777 (DY) o

(5.56)
+/ (Bhakit (B[ 11”(731(111-))

S g ¢>)10:13)
+(ByoH: + {B3)T (717 "D} (H)))
(B} (717" (D} (HL)) 48”8,

(
(
(
“Bassr = [, (ADT[91 (DY)
(A5oHx + {47} (717 " (D}(HL))
+({42)7 (717" {D}(H))
(A5 Hi + {A5)7 (717" (D} (H) ¢"B
+ [ (BT (D E)
(BloH: + {B7}Y" [7]7* “{D}(H)))
+({B3)T 171" (DN H))
(ByoHy + {B3}" (717" "D} (Hy)) d8"B,



Sl e YA

Sl A ¢ Y0
ST 1717 Dy

fe]
Eiti6k+16 = /

({A )
({A )
+({A H;))
({437 (717 (D} (HW) a8
+ [ o (BT 1T D))
({B:YT 1917 "(D}(HL)
({B5}T (717" " (D}H))
({B5YT 1717 "{D}(H,)) do

+
[e] Bs

’ . (5.56fF.)
o= [l (o) (Ao + (AT (17 “(DH(H))

+(ap ) (Ao H; + (A5} 717" DYy (H:)) ¢"
+ [ o (Bl + (BT 197 (D))
+b5(BoH: + {B3}T [717" “(D}(H:)) 48”8,

Yo = [, (o) ({41 (717 (D} H0)

RIS AR T3¢ ) R
+ [ BB "’{v} 1))
+05({B3)" (717 (DY) 46" B,

5.6 Integration der Elementsteifigkeitsmatrix und des Lastvektors

Die Auswertung der Einzelintegrale der Elementsteifigkeitsmatrix und des Knotenlastvektors
soll numerisch erfolgen. Hierzu ist es sinnvoll, die Integrale aus der globalen Ebene in die

lokale Form zu transformieren. Die d B und d MBB,, werden dabei durch d¢ und dn ersetzt.

Hierzu wird die Determinante

Det = |j11j22 —j12j21| (5.57)

aus Komponenten der veraligemeinerten Jacobi—-Matriz gebildet.



Fiir das Ringelement lauten die Volumenintegrale unter Ausnutzung der Rotationssymmetrie

» +1 pt1
. d B = 2%//1" drdz = 27r/ / r(&,n) Det d€ dn (5.58)
‘B zJdr —1J~1

und beim Scheibenelement erhilt man:

L]B 4B = fy / ddzdy = [_ tl /_ 1:1 d(¢,n) Det d¢ dn (5.59)

Die Dicke d der Scheibe in Gleichung (5.59) ist eine von der Belastungsgeschichte abhingende
Grofle und muf zusitzlich bestimmt werden. Aufgrund der Einschréinkungen der Deformation
in 2~Richtung nach Kapitel 5.3 kann die Dehnung in vertikaler Richtung ¢,, und damit auch

die aktuelle Dicke d durch zeitliche Integration von D,, (— 5.25) gewonnen werden.

¢ ) t
/ D,,dt = ¢,, = In (;—o) = d = d°exp (/ D,, dt) (5.60)
0 0

Zur Umformung der Randintegrale auf die lokale Ebene wird noch die Bogenlédnge s zur
Beschreibung der Randkurven in der  — y—, bzw. in der r — 2-Ebene eines betrachteten

Korpers benétigt. Diese ist durch

ds = Vdr2+d22  bzw. ds = /dz?+dy? (5.61)

mit den globalen Koordinaten verkniipft. Auf lokaler Ebene sind Randkurven immer mit
den Auflenrindern der Elemente £ = +1 oder = £1 verbunden. Der Zusammenhang
zwischen ds und d¢, dn bei Verwendung der Elemente der verallgemeinerten Jacobi—-Matriz

der Referenzkonfiguration j5, lautet:

= konst.: ds = (jo )2 + (jo )2 d¢ (5.62)

¢ = konst.: ds = 4/(2) + (2)? dn
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Mit (5.62) kann man die Randintegrale auf lokaler Ebene angeben. Diese lauten fiir das

Ringelement

7 = konst.:
496"'B. = + 0Y2 4 (:0)2
g s = 27 srds =27 g r(€) v/ (53)" + (55) " d¢
€ = konst.:

(e] +1 Y 2
/ do°B, = 27r/r ds =27r/ rin) A (32)" + (i5)" dn
G[G]Ba s 1

und fiir das Scheibenelement

7 = konst.:

[y, 99, = [aas = [ a0 o)+ (o) e

¢ = konst.:

+1
Lo, 408, = [das = [ aw) /62)°2+ (G2) an

-1

(5.63)

(5.64)

Der Normalenvektor auf der Kérperoberfliche #°, der in den Koeffizientenmatrizen der
Randbedingungen (2.17), (2.19) verwendet wird (siehe Tabellen 3 bis 20), soll an dieser Stelle

auch angegeben werden. Nach [8] wird der Normalenvektor aus der Parameterdarstellung der

Randkurve bestimmt. Hierbei kann ausgenutzt werden, daf§ die Komponenten j der JACOBI-

Matrix der Referenzkonfiguration gerade die Ableitungen der Kurvendarstellung nach ihren

Parametern sind. Man erhilt also fiir den Normalenvektor

. ne ) . ne
i’ = ( ;) bzw. i’ = ( ﬁ)
ng ng

die Beziehungen:

n=-1: i’ = 1 (jfz )
()% + ()" \

o2 . (002 \—]
(2)* + (ig)" N

(5.65)

(5.66)



n=+1: @ = - (‘jﬁ)
£=-1: 7 = . (“j;;) o
s O
G2)* +(g)* M

Die sich stindig éndernden Komponenten der Steifigkeitsmatrix und des Lastvektors machen
eine numerische Integration der Volumen— und Oberflichenintegrale nétig. Die Werte der In-
tegrale werden hierbei nur an diskreten Punkten, den Stiitzstellen, ausgewertet. Als besonders
effektives Verfahren hat sich bei isoparametrischen Elementen die GAuss—-Quadratur (opti-
mierte Stiitzstellen und Wichtungsfaktoren) im Gegensatz zu den NEWTON-COTES-Formeln

(vorgegebener Stiitzstellenabstand) bewshrt.

Die Gaufl—Quadratur mit n Stiitzstellen integriert ein Polynom der Ordnung 2n — 1 exakt.
Im Falle des Ebenen Spannungszustandes kann die Loésung des Volumenintegrales durch
ein Polynom 6. Ordnung und im Randintegral durch ein Polynom 5. Ordnung angenéhert
werden. Die exakten Integrationsordnungen ergeben sich damit zu 4 x 4, bzw. 3 x 3. Bei dem
Ringelement erhilt man eine gebrochen rationale Funktion als Interpolationspolynom. Hier

148t sich keine exakte Integrationsordnung angeben.

Bathe [2] schligt fiir ein zweidimensionales 16 Knoten-Element mit 32 Verschiebungsfrei-
heitsgraden (entspricht annihernd den hiesigen Elementen) eine 4 x 4 Gaufi—-Quadratur als

zuverldssige Integrationsordnung und eine 3 x 3 Quadratur fiir reduzierte Integration vor.

Bei den Anwendungen dieser Formulierung hat sich herausgestellt, da in den meisten Fllen
eine 3 x 3 GauB-Quadratur ausreichend ist. Ein Volumenintegral wird dann durch eine

Summenformel

+1 1 my my
/ [ femDetdgdn = 3> wiws frim) Detlg vy (5.67)

k=1 i=1

angendhert. Die Wichtungsfaktoren wj sowie die Stiitzstellen r; hingen hierbei von der

gewihlten Ordnung m,, zur Integration des Volumenintegrals ab. Die Randintegrale lauten:



v

n = konst.:

+1 mr
FEMVOR) + ()" de = S wn frm) ()" + ()7
- k=1 (rem)  (5.68)
¢ = konst.:
+1 YR 012
1 f(ﬁﬂ?) (201) +(;2) d?’) = Zwkf f,rk (21) (]202) (€ra)

Die Ordnung der Gau~Quadratur des Randintegrales m, kann grundsétzlich von niedrigerer
Ordnung sein als m,,. Es hat sich — im Sinne einer einfacheren Datenauswertung (s. Kapitel
7.3) — aber als giinstiger herausgestellt, bei beiden Integralarten diesselbe Ordnung zu

verwenden.

Die Werte der Wichtungsfaktoren wy und der Stiitzstellen r, kénnen fiir die Gau—Ordnungen

3 und 4 der Tabelle 23 in den Anhéngen entnommen werden.

5.7 Zeitintegration der konstitutiven Gleichungen

Das bisher in diesem Kapitel erstellte Gleichungssystem verwendet die zu einem diskreten
Zeitpunkt #* bekannten Zustandsgréfen und bestimmt das zu diesem Zustand gehorende
aktuelle Geschwindigkeitsfeld, das durch die Knotenfreiwerte to {v} reprisentiert wird. Mit
diesen miissen nun die unbekannten Gréfien zu einem Zeitpunkt t* + At? bestimmt werden.

Dies entspricht einer Stoffgesetzintegration um A#’.

Unter Beachtung einer gewdhlten objektiven Zeitableitung konnen die konstitutiven Bezie-
hungen nach den substantiellen Zeitableitungen der Spannungen und inneren Variablen auf-
gelost werden. Der zu integrierende Datensatz umfafit diese Werte sowie deren partielle
Ableitungen nach den globalen Koordinaten r, z bzw. x,y (die partiellen Ableitungen wer-
den zur Bildung der Koeffizientenmatrizen in den Integralen der Steifigkeitsmatrix und des
Knotenlastvektors verwendet). Im Falle des ESZ wird weiterhin noch die Dickeninderungs-
geschwindigkeit der Scheibe (5.60) benétigt.

Die Auflistung dieser Gleichungen fiir die Materialmodelle nach CHABOCHE und nach BRUHNS
bei Verwendung der mitrotierenden Zeitableitungen nach JAUUMANN bzw. PAULUN erfolgt

in den Anhéngen.

Fafit man den Satz der zu integrierenden Gréflen der konstitutiven Beziehungen vereinfachend



zu einem n-Tupel {y} zusammen, dann erhilt das vorliegende System die Form:

{g} = {(FH(7, {y}) (5.69)

i

Da alle Systemgroflen einschliellich der Inkremente auf der aktuellen Konfiguration definiert
sind, bietet sich explizite Zeitintegration an. Der Vorteil dieser Integrationsverfahren liegt
darin, daf§ kein nichtlineares Gleichungssystem gel6st werden muB, wihrend die teilweise be-
grenzte Stabilitédt deren Hauptnachteil ist. Dies ist besonders wichtig, da die zu integrierenden

Materialmodelle steife Differentialgleichungssysteme darstellen.
Ausfiihrliche Untersuchungen zur Zeitintegration finden sich bei BRUHNS und PITZER [11].

Das einfachste explizite Zeitintegrationsverfahren ist die Polygonzugmethode (explizites
Euler—Verfahren)

PHatyy = Yy} + A ). (5.70)

Dieses Verfahren mit der Konsistenzordnung 1 eignet sich jedoch nicht zur Integration

der Materialmodelle, da es sehr instabil ist. Wir wahlen deshalb die auf den klassischen

RUNGE-KUTTA-Ansatz aufbauenden eingebetteten Verfahren. Hierbei werden zwei Runge-
Kutta—Formeln unterschiedlicher Konsistenzordnung verwendet. Die so erhaltenen Ergebnisse
kénnen dann mittels eines Fehlerkriteriums verglichen und zur Schrittweitensteuerung her-

angezogen werden.

{flo = {F}(%,v})

{1 = {FHCH2%, (o} + A8 05 ami {f},)  m=1,5-1
Ay ; ot (5.71)
Pray) = Yy} + A Z b {F} ( Ordnung ¢ )

m=0

) s-1 .
tratfgl = Yy} + AF Z ben {F} ( Ordnung p )

m=0

Im Gegensatz zu dem Verfahren von FEHLBERG [20], bei dem das Kontrollverfahren von h6he-
rer Konsistenzordnung ist, sind die hier verwendeten modernen Runge-Kutta Formeln nach
DORMAND und PRINCE [18] [19] darauf getrimmt, die Formeln der niedrigeren Konsistenz-
ordnung p zu einem Vergleich heranzuziehen und die der hoheren Ordnung g weiterzuver-

wenden. Im Rahmen der.dort entwickelten hoch spezialisierten Formeln haben sich besonders



die Algorhithmen DOPRI RK5(4)7FS und DOPRI RK6(5)8S, die sich durch hohe Stabilitét

auszeichnen, bei der Integration des steifen Differentialgleichungssystems bewihrt.

Eine zusitzliche Effizienzsteigerung erreichen diese Verfahren in Verbindung mit einer auf

Auswertung des aktuellen Fehlers beruhenden Schrittweitensteuerung.

A™er = 0.9 Agel (ei—r)T (5.72)

p ist die niedrigere Konsistenzordnung der Kontrollformel, und err bezeichnet ein geeignetes
Fehlermaf, das zu der Fehlergrenze e ins Verhéltnis gesetzt wird. Es wird davon ausgegangen,
dafl das Verhiltnis von maximalem zu tatséchlichem Fehler moglichst in der Nihe von Eins
sein sollte, und deshalb direkt zur Schrittweitensteuerung herangezogen wird. Der Faktor 0.9
sorgt dafiir, dafl die Fehlerabschitzung auf der ,sicheren® Seite bleibt. Diese Steuerung erlaubt
ein schnelles Anpassen der Schrittweiten an Verédnderungen des Differentialgleichungssystems

und erweist sich als ein gutes Mittel zur Verkiirzung der Rechenzeit.
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6. Naherungsbetrachtungen — Algorithmenverbesserung

Die in dem vorherigen Kapitel vorgestellte FE-Formulierung mit den Verfahren der gewich-
teten Residuen zeichnet sich durch hohe Auflésungsgenauigkeit und durch leichte Handhab-
barkeit bei Spannungsrandbedingungen aus. Der bisher eingefithrte Algorithmus ist jedoch

sehr rechenzeitintensiv.

Um dieses Manko zu beheben sollen im folgenden einige Formulierungen und Niherungsbe-
trachtungen durchgefithrt werden mit dem Ziel, den Algorithmus zu vereinfachen und seine

Geschwindigkeit zu verbessern.

Hierzu gehdren:

Ermittlung der Komponenten der Steifigkeitsmatrix und des Knotenlastvektors und

verkiirzt die Rechenzeit.

e Asymptotische Stabilisierung der Differentialgleichungen: Die asymptotische Stabili-
sierung verbessert das Einhalten von Nebenbedingungen und erlaubt eine VergréBerung

der Schrittweiten bei der Zeitintegration.

e Trennung von Geometrie- und Stoffgesetzintegration: Diese Trennung erlaubt eine
punktweise ausgefiihrte Integration des Stoffgesetzes und verringert damit den Rechen-

aufwand.

e Reduzierte Aufstellung der Steifigkeitsmatrix: In Verbindung mit einem geeigneten
Gleichungsléser wird hierdurch die Rechenzeit erheblich verkiirzt, wobei es in Verbin-

dung mit der asymtotischen Stabilisierung zu keinen Verlusten der Ergebnisgiite kommt.

Bei diesen Formulierungen soll auf eine gleichbleibende Ergebnisgiite und auf eine hinreichen-

de Stabilitit der Algorithmen geachtet werden.



6.1 Update-Lagrange Formulierung der Bilanzgleichungen

Wiéhrend das die Grundlage der hier verwendeten Finite-Element-Formulierung bildende
fortgesetzte Gleichgewicht in der aktuellen Konfiguration definiert ist, sind die Randbe-
dingungen, die im gemischten Verfahren in die Wichtung miteinbezogen werden, auf einer
bekannten Bezugskonfiguration definiert. Zur Beschreibung der Letztgenannten bieten sich
insbesondere die unverformte Ausgangslage oder die bei zeitlicher Diskretisierung zuletzt be-
rechnete Konfiguration an. Die erste Vorgehensweise wird als Total-Lagrange, die zweite

als Update-Lagrange Formulierung eines Problems bezeichnet.

Bei dem hier vorliegenden Problem bietet sich das zweite Verfahren an. W&hlt man die
zuletzt berechnete verformte Lage B' C FE3,# zur Referenzkonfiguration, so gilt, daB der

Deformationsgradient F' zu diesem diskreten Zeitpunkt gleich dem Einstensor ist
F=1 (6.1)
und daff seine Determinante ebenfalls zu Eins wird.

J = detF = 1 (6.2)

Aus (6.1) und (6.2) folgt somit auch die Gleichheit aller verwendeten Spannungsmafe:

o=1= 0° fiir: t=1t (6.3)

Die Gleichungen (5.2) vereinfachen sich somit zu der folgenden Form:

Fortgesetztes Gleichgewicht:

. v ®
0 =d1v(2G(Q_+ 1_2VtrQ_l—(Q ))
+Wa—-cW - g_T)
(6.4)
Richtungstreue Last:
i 2 v _ (1)
VP € 9B,* : 0—2G(Q+1_2Vtr_Q_1_ (D ))



Druckbeanspruchung:
wpeoB: 8 =26(D+ - uD1-(D")) (6.45)

Die Koeffizienten in den Tabellen 3 bis 20 geben Werte nach den Differentialgleichungen (5.18)
und (5.34) fiir die Update-Lagrange Formulierung bei Aufstellen der Steifigkeitsmatrix an

und beinhalten damit diese Einschréinkung der Gleichungen.

6.2 Asymptotische Stabilisierung

Bei den der Finite-Element-Formulierung zugrunde liegenden Differentialgleichungen handelt
es sich um Bewegungsgleichungen, die das momentane Geschwindigkeitsfeld zu einer diskreten

Konfiguration B* C E3, ¢! bestimmen. Dies kann beschrieben werden durch:

{0y = {719}, v} (6.5)

Hierbei ist t.{y} das n-Tupel aller Groflen, die den aktuellen Zustand beschreiben. Es

ist hier zu beachten, dal das Gleichungssystem {f}(:) die materielle Zeitableitung einer

Nebenbedingung {F'}(-) ist. Man spricht deshalb auch von einer abgeleiteten Nebenbedingung.

{10 Hyh) = {(FIyh)  mie {0} = {F}({y}) (6.6)
Die Nebenbedigungen sind in dem hier vorliegenden Fall die Gleichgewichtsbedingung (2.11)

sowie die Randbedingungen nach (2.16) und (2.18). Bei plastischen Stoffgesetzen mit Konsi-
stenzbedingung zihlt die FlieBbedingung ebenso dazu [55].

Bei exakter Integration des abgeleiteten Gleichungssystems wird die Nebenbedingung auto-
matisch erfiillt werden, sofern sie zu Beginn der Integration eingehalten wurde. Anders ist es
jedoch bei numerischer Integration. Unabhingig davon, wie genau die Integrationsroutinen
sind, wird es doch zu Abweichungen kommen. Diese Fehler in den abgeleiteten Bedingungen
nehmen in den ebenfalls einzuhaltenden Nebenbedingungen mit der Zeit iiberproportional

zu, so daf} diese nicht einmal mehr ndherungweise eingehalten werden kénnen.

Numerische Integration: {Err} = {F}('+2ty}) # {0} (6.7)

Bei Finite-Element-Formulierungen mit einem Ansatz nach RAYLEIGH-RITZ wird dieses

Problem normalerweise durch iterative Verfahren (Newton—Raphson, modifizierter Newton-
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Raphson, etc.) behoben [26] [49]. Diese sind noch sinnvoll bei Formulierungen, die als Lésung
ein Verschiebungsfeld ergeben aus.dem man mittlere Geschwindigkeiten fiir ein Zeitintervall

At* bestimmen kann.

Bei einer wie hier vorliegenden Formulierung, die ein Geschwindigkeitsfeld zu der aktuellen
Konfiguration liefert, hat es sich als sinnvoll erwiesen, anders vorzugehen. Man kann die Diffe-
rentialgleichungen so um die Nebenbedingungen erweitern, daf die Losung diese asymptotisch
erfiillt.

Das Verfahren geht auf BAUMGARTE [3] [4] zuriick, der zur Integration von Bewegungsglei-
chungen mit Nebenbedingungen, anstatt generalisierte Koordinaten einzufiihren, die Neben-

bedingung iiber LAGRANGE'sche Multiplikatoren in die Differentialgleichungmit einbezog.

{0} = {F}({g}, "o} + 2 {(F}({w}) (6.8)
Die um die Nebenbedingungen erweiterte Differentialgleichung besitzt eine asymptotische

stabile Losung
{0} = {F}({y})) zu der Anfangsbedingung {0} = {F}("{y}) (6.9)

sofern A > 0 ist.

Die Wirkung des Stabilisators A > 0 148t sich einfach demonstrieren. Ist zu einem Zeitpunkt
¢/ der Fehler der Nebenbedingung zu {F} = {F}(*{y}) # {0} vorhanden, so wird dieser
nach (6.8) zu

(FY = {FY .- fir >y (6.10)
bestimmt und asymptotisch auf {F}(t’{y}) = {0} zuriickgefithrt. Da jedoch im Verlauf
einer numerischen Integration stdndig neue Fehler auftreten, ist die in (6.10) angegebene
Losung der Fehlergleichung nicht exakt. Bei jedem neuen Integrationsschritt kénnen weitere
Fehler hinzukommen. Tatsédchlich zeigt es sich, dafl in den meisten Fillen die Werte der

Nebenbedingungen einen kleinen von Null verschiedenen Wert annehmen.

OSTERMEYER [43] vergleicht den numerischen Prozef} bei der asymptotischen Stabilisierung
mit einem Regelkreis. Hierbei gibt die asymptotische Stabilisierung nach BAUMGARTE einen
P-Regler wieder. Dieser Regler verursacht bei nicht konstanter Stérung des Regelkreises
eine Regelabweichung. Da dieses durch einen integrierenden Anteil in der Regelung behoben
werden kann, schligt OSTERMEYER die Erweiterung der asymptotischen Stabilisierung um

erste Integrale des Fehlers vor. Die zu integrierende Differentialgleichung lautet dann:

0 = {(FYlwh + M {FYCwh+s | AFHTwD d (6.11)
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Dieser sogenannte PI-Regler kann in Abhé.ngigkeit von dem zu stabilisierenden Prozefl noch
um hohere Integrale erweitert werden. WEGENER schlégt in seiner Arbeit die Erweiterung

um das zweite Integral

.ti

0} = {B}WH+ 2 {F) D +u | FHwh e

v (6.12)
v /to /,o {F}("{y}) dr dt*

vor (PID-Regler).

Diese Regelungen sollen dann in der Lage sein, die auftretenden Fehler aufgrund der
vereinfachenden Annahmen der Kapitel 6.3 und 6.4 auszugleichen. Weiterhin sollen sie

verwendet werden, um die Fehler bei grofien Schrittweiten zu verringern.

6.2.1 Bestimmung der Stabilisierungfaktoren

Entscheidend fiir die Giite der erreichten Ergebnisse ist die Auswahl eines geeigneten

Parametersatzes fiir die Stabilisierungsfaktoren- A, ¢ und v. Hierbei gilt, daf zu kleine

Werte keinen Einflufl auf das Verhalten bei der Integration zeigen, wihrend zu grofie das
Differentialgleichungssystem sogar destabilisieren. Die optimale Parameterwahl hingt von
dem ,Ubertragungsverhalten® des ,Regelkreises ab und muf} deshalb individuell ermittelt

werden.

WEGENER. [55] schlidgt vor, die Fehlerentwicklung innerhalb eines Zeitschrittes mit einer

Taylorreihe zu approximieren:

FYE+2w)) = (F)CwD) +AF (FHCuh+3a67 (F) (o)) 619
+5AF (F)(w)) + O(ar)
Aus (6.12) folgt
{FYy}) = -M{FYwh-n [ {FHTw))
i : (6.14)

— /tt /tt (FY("{y}) dr dt*,

Bricht man die Reihenentwicklung (6.13) nach dem linearen Glied ab, dann erh&lt man
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unter Verwendung von (6.14) als erste Niherung fiir den Parameter A der Stabilisierung

nach Baumgarte (u = v = 0) die Beziehung:
{FY**+y)) = 1 - 2at) {F}({w)) (6.15)

Soll der Fehler {F}( *'*+2t{y} ) zum Zeitpunkt ¢ + At verschwinden, dann mu8

1

A= A7

(6.16) .

gewihlt werden.

Mit (6.14) kann man weiterhin die hheren Ableitungen des Fehlers nach der Zeit bestimmen
und in (6.13) einsetzen. Damit wird der Fehler zum Zeitpunkt ¢' + A#* zu:

(F}E+8ty)) =  (F}w))

- AF NENh e [ (I

+v [ t (F)({w}) dr dt*]

t0
) ¢
i2 |- £ f [ AAWA g

|lA.L \/\ [ I IR P T W b nl S T
"'E“" ["\"1-")‘\1.’11‘)"'/‘"/0 ICAN AN R DAL
t

v / / {F}({y}) dr dt*)

- w{FYCN - [ FHCWY dt*] (647

+ gAr° A(M{F}G‘{y})w ROR dt*)

+ (1 — A% (,\ {(F}Yy}) +u /t : {F}(*"{y}) at*

+u / t t (F}({y}) dr dt*)

v {F}(t"{yn]
+0(Ath

Bei Wahl einer Integrationsregel

t ALt )
/t ' (F}( () dt* = {F}({y))At +0(at”) (6.18)
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erhilt man durch Koeflizientenvergleich mit (6.17) folgende Ndherungen fiir die Stabilisierung
nach OSTERMEYER (v = 0):
1 1
A= — = =)\? :
G k= g (6.19)
Zur Bestimmung der Stabilisierung nach WEGENER muS8 fiir die Ermittlung der Koeflizienten
ein Integrationsverfahren, das bis zur zweiten Ordnung exakt ist, gewdhlt werden. Wird die

Trapezregel

ti At i 1 . i A . .3
[ e = (P + FIEp) A+ o) (6:20)
verwendet, erhilt man

1 1 3
p ==X v==\ (6.21)

A= A 2 16

als erste Ndherungen fiir die Stabilisierungfaktoren.

6.2.2 Anwendung der Methoden der gewichteten Residuen

Die Erweiterung des Differentialgleichungssystems um die Nebenbedingungen (2.11), (2.16)
und (2.18) ergibt nach Anwendung der Verfahren der gewichteten Residuen zusétzliche Glie-
der des allgemeinen FE-Gleichungssystems (5.48). Da die Nebenbedingungen keine Ablei-
tungen der Geschwindigkeiten enthalten, gehdren alle Stabilisierungsglieder zur Lastseite des
linearisierten Gleichungssystems. Es ist sinnvoll, diese Glieder separat einzufiihren, da sonst
die aktuelle Schrittweite {iber die Stabilisierungsparameter mit in die Aufstellung des Last-

vektors eingehen wiirde. Das erweiterte Gleichungssystem kann nun zu

{9 [E] (y]{v} — (9]{6} _ /\[g]{s}i 3 M/t:‘ [g]{s} " — VKO'[:' [gl{s} dr dt* (6.22)

angegeben werden. Da die numerischen Flichen— und Zeitintegrationen linearen Charakter
haben, kénnen diese in ihrer Reihenfolge vertauscht werden, und es reicht deshalb, nur den
Knotenfehlervektor {s} auf Elementebene zu berechnen. Die Integrale nach Ostermeyer und

Wegener konnen dann anschlieBend aus diesem ermittelt werden.
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Als numerische Integrationsvorschrift zur Bestimmung der Integrale wird die Trapezregel

verwendet, womit (6.22) zu

[9] [E] [a]{v} - (9] {e} _ /\[ul{s}i .y [ul{sl}i _ Vm{su}i

transformiert wird. Hierbei sind:

. . 1 . . ,
Morp = oy 45 (Mey + ey ) ar

. lg] v 1 . . . . .
Nouy = NP 45 (Ma¥ + oY) AP, =1

(6.23)

und:

o) = "ol = o) = {0}

Il

Die Glieder des Knotenfehlervektors ' {s}* kann man wie die Gliedern des Lastvektors ol {e}

aufstellen. Hierzu werden die Gleichungen (5.51) und (5.52) um die 2-Tupel

Scheibenelement:

@ = (%), en=(F) e - ()

Py

AL N o047

@ =) =) @=(E)

erweitert (Werte in den Tabellen 21 und 22). Die zusétzlichen Integrale zur Bestimmung des

(6.24)

Ringelement:

Knotenfehlervektors auf lokaler Ebene lauten fiir das Scheibenelement bei Verwendung des
Verfahrens nach GALERKIN: ‘

i=1.16:
g, = o a®, d"B+ o b2, 488, (6.25)
5] 8B

[e] [e]
Sit16 = H; a‘jzd B+

H; b%,d0"B,
[e]B B

F:] {e]

Bei der Randbedingung einer Drucklast ist jeweils das zweite Integral in den obigen Gleichun-
gen durch ein entsprechendes Glied auszutauschen. Die Aufstellung des Knotenfehlervektors

fiir das Ringintegral wird hier ebenfalls unterlassen, da sie leicht nachvollziehbar ist.
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Die Verwendung der LEAST-SQUARES Methode ergibt (i = 1,16):

= [, (e (1AL T D))
+(ag ) (Al (717" (D} (H:) d"B
+ f L BB "D} ()
o'"B

o 1p1e [ -1 )) da™
+55([B; (717" “(D}(H.) 4o B, (6.26)

o = [, as (1411717 M(DNE)
+az, (A} [7]7* (D)) 4B
+ [ (BT D))
+b%,([BI (717 (D} (H,)) 4B,

Bei anderen Randbedingungen oder anderer Elementgeometrie gelten dieselben Hinweise wie

bei den Gliedern, die nach dem Verfahren von Galerkin (6.25) erstellt wurden.

6.3 Trennung von Stoffgesetz— und Geometrieintegration

Da die Finite-Element-Formulierung das zu einem diskreten Zeitpunkt ¢ vorhandene Ge-
schwindigkeitsfeld bestimmt; erschlieffit sich das hier vorgeschlagene Verfahren prinzipiell auch
der Integration durch hohere numerische Verfahren wie RUNGE-KUTTA. Das erfordert aber
einen hohen Speicherplatzbedarf, da zu jedem Zwischenschritt dieser Integrationsverfahren
das vollstandige Gleichungssystem nach (6.22) gelost werden mufl. Zudem ist dieses Verfah-
ren sehr zeitintensiv. Trifft man jedoch eine Annahme iiber das Geschwindigkeitsfeld wiahrend
eines Zeitintervalles A’ und damit auch iiber die Deformation, dann ist eine Trennung von

Stoffgesetz— und Geometrieintegration mdglich.

Da die hier verwendeten Stoffgesetze vom Uberspannungstyp jeweils ein steifes Differenti-
algleichungssystem darstellen, sind die zuléssigen Schrittweiten bei einer numerischen Inte-
gration klein. Dies bedingt sehr geringe Anderungen des Geschwindigkeitsfeldes innerhalb
eines Zeitschrittes. Aus diesem Grund wird hier die Annahme eines konstanten Geschwin-
digkeitsfeldes innerhalb eines Zeitschrittes getroffen. Dies ist gleichbedeutend mit der Wahl

der expliziten Euler-Integration

t+atlz) = o} + AF Ho) (6.27)
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fiir die Zuwéchse der Knotenfreiwerte. Prinzipiell konnten auch Mehrschrittverfahren, die
die Geschwindigkeitsfelder der vorherigen Zeitschritte mit verwenden, genutzt werden. In
Verbindung mit der asymptotischen Stabilisierung hat sich jedoch diese Integrationsmethode

als hinreichend stabil erwiesen.

Die nun herbeigefithrte Trennung erlaubt es, die Stoffgesetzintegration gauBpunktweise
durchzufiihren, was dann fiir jeden Punkt mit optimaler Schrittweite und mit relativ geringem

zusitzlichen Bedarf an Speicherplatz durchzufiihren ist.

6.4 Reduzierte Aufstellung der Steifigkeitsmatrix

Die Aufstellung der Steifigkeitsmatrix der hier vorgestellten Finite-Element-Formulierung ist
eine sehr rechenzeitintensive Arbeit. Fiir jedes Element miissen 32 x 32 Integrale ausgewertet
werden. Da auf Iterationen verzichtet wird und statt dessen das mit den Nebenbedingungen
stabilisierte aktuelle Geschwindigkeitsfeld bestimmt wird, miissen die gewé&hlten Schrittwei-
ten bei der Zeitintegration sehr klein bleiben. Der zur Bestimmung des Geschwindigkeitsfeldes
notige Aufwand soll deshalb méglichst klein gehalten werden. Betrachtet man die Koeffizi-

entenmatrizen, die durch Separation des fortgesetzten Gleichgewichts (bzw. der Randbedin-

gungen) nach den verschiedenen Ableitungen des Geschwindigkeitsfeldes entstehen, so stellt
man fest, daB diese aus den elastischen Konstanten und aus aktuellen Spannungen oder deren

Ableitungen bestehen. Ein typischer Koeffizient hat dann die Form:

w 1+v 1 1-2v

1-v
Da die elastischen Konstanten um einige Gréflenordnungen grofer sind als die Spannungen
und da die Zuwichse der Spannungen aufgrund der geringen Schrittweiten auch klein sind,
liegt es nahe anzunehmen, da8 die Anderungen der Elemente der Steifigkeitsmatrix gering
sind. Deshalb erscheint ein Verzichten auf regelmifliges Updaten der Steifigkeitsmatrix bei
Losung des Gleichungssystemes nach (6.22) zuldssig. Tatséchlich hat es sich gezeigt, da
die Steifigkeitsmatrix nur sehr selten wéhrend einer Rechnung neu aufgestellt werden mufi.
Hierbei wirkt sich auch die asymptotische Stabilisierung sehr giinstig aus, da auftretende
Fehler im Gleichgewicht und in den Randbedingungen durch Modifizierung des Lastvektors

aufgefangen werden.

Hingegen fiihrt die Annahme eines ungefihr konstanten Geschwindigkeitsfeldes (d.h. der

Lastvektor dndert sich nicht wesentlich) {iber grofle Zeitintervalle leicht zu irreparablen




Abweichungen vom Gleichgewicht und damit zum Abbruch der Rechnung (siehe Kapitel
7).

Im Hinblick auf die verschiedenen Verfahren der gewichteten Residuen, die bisher vorgestellt
wurden, ist noch zu sagen, dafl die Rechenzeit bei Anwendung der LEAST-SQUARES Methode
durch die Reduzierung der Steifigkeitsmatrixaufstellung nicht wesentlich verkiirzt wird. Dies
ist damit zu begriinden, da8} bei dieser Methode die Koeffizientenmatrizen [A®], [AY], [B*],
[B¥], étc. nach (5.18), bzw. (5.34) bei der Integration der Komponenten des Lastvektors
neu aufgestellt werden miissen, da diese Matrizen mit in die Wichtung eingehen. Einzig die
Integration der Steifigkeitsmatrix aus diesen Komponenten und die Dreieckszerlegung kénnen

unterlassen werden.




7. Angaben zur Programmierung

Die mit der Verwendung einer Finite—Element—Formulieruhg auf Basis der Methoden der
gewichteten Residuen verbundenen speziellen Probleme lieflen es sinnvoll erscheinen, fiir die

hier vorgestellten Gleichungen ein eigenes Programm zu entwickeln.

Hierzu wurden neben dem eigentlichen FE-Programm noch ein Préprozessor zur Erstellung
der Eingabedateien sowie ein Postprozessor zur graphischen- Auswertung der anfallenden

groflen Datensétze erstellt.

[N

Die Programmierarbeiten wurden grofitenteils in FORTRAN 77 ausgefiihrt. Zur graphischen
Darstellung wurde das Graphikpaket FOPLOT des Lehrstuhles fiir Technische Mechanik

verwendet. Die Rechungen wurden jeweils auf SUN-Sparc Workstations durchgefiihrt.

7.1 Das Finite-Element-Programm fiir C!-stetige Kontinuumselemente

Das im Rahmen dieser Arbeit verwendete FE-Programm ist stark modular aufgebaut,
damit es leicht um andere Elementgeometrien oder andere Stoffgesetze erweitert werden
kann. Hierbei wurde auf iibersichtliche Programmierung geachtet. Die Datenverwaltung
geschieht iiber integer*4-Felder, die in ihrer Gréfe durch Anderungen von allgemeinen
Parametern leicht an neue Problemstellungen angepafit werden kénnen. Die Geometrie- sowie
die Stoffdaten werden auf zwei grolen real*8-Feldern jeweils knoten— bzw. gaupunktweise

gespeichert.

Da die Strukturuntersuchungen mit viskoplastischen Materialmodellen i.a. sehr rechenzeitin-
tensiv sind, ist das Programm RESTART-fdhig. Die Haufigkeit von Zwischenspeicherungen
kann hierbei problemangepaft in einer Steuerdatei eingestellt werden. Die groflen Datenmen-
gen der Restart— und der Ausgabedateien (8 Freiheitgrade pro Knoten, 30 Stoffdaten pro
Gaufipunkt [Ringelement, IA-Modell] sind bei allgemeinen Strukturen nicht mehr zu iiber-
blicken und werden deshalb und aus Griinden der Zeit- und Speicherplatzersparnis binir

abgelegt.
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Abbildung 10 zeigt ein vereinfachtes Schema eines Programmschrittes. Auf diesen Ablauf soll

im folgenden eingegangen werden.

N
[ ANFANG

Lesen der Eingabedatéien

Erstellen der Inzidenzien
A\ J

Anufstellung der
Steifigkeitsmatrix
Y ja
LDR-~Zerlegung
der Steifigkeitsmatrix

nein SM neu
erstellen?

-

Erstellung des Last—
und des Fehlervektors

-

Bestimmung von
A, 11, v aus At
und Aufstellung des
stabilisierten Lastvektors

v

Bestimmung des
Geschwindigkeitsfeldes

aus der FE-Formulierung

v

gaupunktweise
Stoffgesetzintegration

ntegrat.;lon nein A#t = Agneu
erfolgreich?

ja




lj& |
Geometrieintegration:
Pralz) =z} + At i)
i+ =g + At
i=i+1
Ati =At"ey

nein

Endzeit
erreicht?

 om )

Abbildung'IO: Ablaufschema des FE-Programmes

Zunichst werden sdmtliche Geometrie-, Material- und Steuerungsdaten eingelesen. Die vor-
handenen Daten eines Belastungschrittes (konstante Lastinkremente, konstante vorgegebene
Knoteneschwindigkeiten) werden auf den Arbeitsfeldern abgelegt, eventuell noch nicht vor-

handene Inzidenzlisten werden erstellt.

Die bei den Methoden der gewichteten Residuen i.a. nicht symmetrische Elementsteifigkeits-
matrix (Element-SM) wird aufgestellt und iiber Inzidenzien in die globale SM eingefiigt.
Vorgegebene Geschwindigkeiten werden hierbei iiber Kondensation der entsprechenden Frei-
heitsgrade beriicksichtigt. Die globale SM wird aus Griinden der Speicherplatzersparnis in
einer Doppel-Skyline-Struktur abgelegt.

Da die Steifigkeitsmatrix nicht in jedem Zeitschritt erstellt werden soll, ist es sinnvoll, einen

Gleichungsloser zu verwenden, bei dem sie nicht jedesmal neu invertiert werden mus.
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Hier hat sich die Links-Diagonal-Rechts Zerlegung (LDR) der SM

LDR-Zerlegung der Steifigkeitsmatrix (o] [E] (Ordnung N x N)
(4]
[E] = [I] [d] [r]

i-1
[s]
di = "Bu-) lijdjry
= (7.1)
1 [s] -
i = ” i “"Zlkjdjj Tji
Jj=1
i—-1

i=1,...,N k=i+1,...,N,

bei der der Lastvektor unverdndert bleibt, bewahrt [40].

Im folgenden werden nun der Knotenlastvektor, der duere Lasten wie auch inelastische
Komponenten beinhaltet, und der Knotenfehlervektor, der die Nebenbedingungen enthilt,

aufgestellt. Mit den Komponenten des Knotenfehlervektors kann der Zuwachs der Stabilisie-

rungsintegrale des letzten Zeitschrittes berechnet werden (siehe auch Kapitel 6.2).

Anschliefend konnen nach Festlegung der Schrittweite At¢ fiir den aktuellen Zeitschritt
die Stabilisierungsfaktoren ), z, v und damit auch der stabilisierte Lastvektor nach (6.22)

bestimmt werden.

Nach Losung des Gleichungssystems (6.22) werden nun die Variablen der Materialmodelle

gauBpunktweise integriert.

Ist diese Integration fiir alle Punkte erfolgreich, dann wird die Geometrieintegration (6.27)
fiir alle Knotenkoordinaten durchgefiihrt. Anschlielend erfolgt ein Update der Referenzkon-
figuration. Die neue aktuelle Schrittweite wird aus dem geometrischen Mittel aller Vorschlag-

schrittweiten der Stoffgesetzintegration nach (5.72) bestimmt.
Ati+1 = (At'ile'u. . At;eu C Atr]t\.reu)l/N (7'2)

Diese Mittelung hat sich als geeignete Wichtung zur Beriicksichtigung der unterschiedlichen

Belastungen in den einzelnen Strukturpunkten erwiesen.

Bei mifigliickter Integration wird die vorgeschlagene Schrittweite zur neuen aktuellen Schritt-

weite At' gewdhlt und nach Bestimmung der neuen Stabilisierungsfaktoren A, u, v wieder bei
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der Berechnung der Knotengeschwindigkeitsfeldes te {v} begonnen.

Nach einem erfolgreichen Integrationschritt wird je nach Voreinstellung entweder die Steifig-

keitsmatrix neu aufgestellt oder der neue Lastvektor sofort berechnet (siehe Kapitel 6.4).

Nach diesem Schema wird bis zum Ende der Berechnung bzw. bis zum Beginn eines neuen

Lastschrittes, der sich durch verédnderte Randbedingungen auszeichnet, fortgefahren.

Zu Beginn eines neuen Lastschrittes wird jedesmal die SM neu aufgestellt, und es werden
die n-Tupel der Stabilisierungsintegrale m{s 1} und tel {s:;} initialisiert. Dies ist wegen der
Kondensation der vorgegebenen Knotengeschwindigkeiten (geometrische Randbedingungen)
n6tig, da dieses Verfahren die Inzidenzilisten der globalen Freiheitsgrade und damit die

Reihenfolge der Komponenten von [g]{e}, tel {s}, ...veréndert.
Die Ausgabearten des FE-Programmes beinhalten

e den vollstindige Datensatz der Struktur zu vorher festgelegten diskreten Zeiten in Form

einer binidren Datei,

e einen vollstdndigen Satz aller Daten der Struktur nach einer vorgebenen Anzahl von

und

e Datensitze eines vorher festgelegten Gaulpunktes {iber der Zeit in sequentieller Form.

7.2 Beschreibung des Priprozessors

Die manuelle Erstellung von Eingabedateien ist bereits bei méaflig groflen Strukturen schwer
durchzufiihren. Dies gilt insbesondere bei den hier benétigten C!-stetigen Elementen. Die

dazu nétigen Vorarbeiten vor Beginn einer FE-Rechnung
¢ Generierung der Knotenkoordinaten,
e Erstellung der Knoten— und Freiheitgradinzidenzlisten,
e Festlegung geometrischer Randbedingungen

und

e Vorgabe der Lastpfade
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soll der Praprozessor iibernehmen, Fiir den ersten Teil der Strukturgenerierung wird ein
Préprozessor des Lehrstuhles fiir Technische Mechanik verwendet [49]. Dieser erméglicht die
Eingabe von Knoten und Elementen fiir C®-stetige zweidimensionale Vierknotenelemente mit
LAGRANGE’schen Interpolationspolynomen. Weiterhin wird eine Bandbreitenoptimierung der
Steifigkeitsmatrix, deren Ergebnis die Freiheitsgradinzidenzliste ist, nach den Algorithmen
von ROSEN [48] und CUTHILL, MCKEE [14] durchgefiihrt.

Eine derart vorbereitete Datei wird nun mit dem eigentlichen Préprozessor fiir C' -Stetigkeit
aufbereitet. Hierzu miissen fiir jeden Knoten zuerst die zusitzlichen Koordinaten ermittelt
werden. Dies muf} sehr sorgfiltig geschehen, da schon geringe Anderungen der Generierungs-
vorschriften grofie Auswirkungen auf die Stabilitit der Rechnung und damit auch auf die
Rechenzeit haben.

Da die Koordinatengenerierung moglichst automatisch geschehen soll, muf noch eine geeig-

nete Vorschrift entwickelt werden. Hierzu wird ein einzelnes Element betrachtet:

Abbildung 11: Knotenschema eines einzelnen Elementes
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Wenn bei diesem die internen Koordinaten £, n deckungsgleich mit den lokalen Koordinaten
eines Vierknoten-Lagrange-Elementes (lineare Interpolation) sein sollen, dann folgt fiir die

lokalen Ableitungen an den Knoten (— 5.42):

Knoten ¢ [{ = —1,n=—1]:

_aﬁ = _ Az _ Xy — g
T =T = I; 6&' -2 = Af - 2
or o = Az zjy — i Pz _ 24 = 0
on 3= An 2 9¢on :
Knoten 7 [§ = 41,1 = 1]
_ Oz _ T i
oz . Tiii — Tis &%z . 0
an 2 9¢on (7.3)
Knoten 443 [ =41, = +1]:
T = Za = T Ox _  _ Tii— Tio
- 9 - [3X) 3€ - 10 = 2
or _ T — Ty &%z
H_’?—mll_—‘)— 5’,657’_=$12=-‘0
Knoten tv [ = —-1.9=
s o= zs = [ g = Titi = Tiv
W 3{ it 14 = 2
Oz Tiy — Ts 8z
) 2 ey ~ s =0

Die Interpolationsbeziehungen fiir die andere Koordinatenrichtung sind entsprechend aus-

zufiithren,

Sind Generierungsvorschriften fiir Einzelelemente bzw. fiir ein Netz von gleich grofien Ele-
menten noch leicht zu ermitteln, so ergeben sich Schwierigkeiten fiir allgemeine Strukturen.
Es muf§ hierbei besonders darauf geachtet werden, dafl die Elemente nicht entarten, d.h.
daB die Jacobi-Matrix [J] in jedem Elementpunkt invertierbar sein soll. Dies ist gew&hrlei-
stet, wenn mindestens eine der generierten lokalen Ableitungen g—‘g, %f—] ungleich 0 ist (%%, %%
ebenso) und die generierten lokalen Ableitungen in der Groflenordnung der Kantenldnge des

kleineren Elementes bleiben.

Dies wird erreicht, indem fiir einen betrachteten Knoten die Abstinde zwischen diesem
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und seinen Nachbarknoten bestimmt werden. Die so erhaltenen Werte werden nun unter

Beachtung einer oberen Schranke gemittelt. Die gemittelte Kantenlénge l,,, wird anschlieBend

{iber einen mittleren Winkel 3,, in Komponenten beziiglich £,n aufgesplittet.

Abbildung 12: Knotengenerierung entlang einer Kante ) = konst., allgemeiner Fall

lm min (%lABy 'g'lBC') %ZAC)

ax 1

5&— 5 coS B I

oy 1,

- ol 7.4
9 3 sin By, I (7.4)

mit:

oS Bm =

Lo —TA Yo —ya

) sin B, =
lac

lac

Gleichung (7.4) gibt die Generierungvorschrift an einem Knoten B mit Nachbarknoten A und

C im allgemeinen Fall in {-Richtung wieder.

Fiir den Fall, daf8 diese Generierungsvorschrift nicht in jedem Punkt ein optimales Ergebnis

liefert, stellt der Priprozessor noch verschiedene weitere Moglichkeiten, einzelne Knotenko-

ordinaten mit geringem Aufwand zu verdndern, bereit.

Die nichste wichtige Aufgabe des Praprozessors ist die Beschreibung von Lagerungen der

Struktur. Dies geschieht durch Vorgabe von Nullgeschwindigkeiten einzelner Freiheitsgra-

de. Aufgrund der C'-Stetigkeit gibt es auch hier verschiedene mégliche Kombinationen von

Freiheiteinschrinkungen, um Lagersituationen zu beschreiben. Vorgegeben sind hierbei ver-

schiebliche drebare Lagerpunkte, feste drehbare Lagerpunkte, Symmetrielinien und verschie-
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dene feste Einspannungen.

Weiterhin erméglicht der Priprozessor noch die interkative Erstellung von Steuerdateien fiir
derart aufbereitete Strukturen. Hier werden Ein- und Ausgabedateien festgelegt, Lasten
vorgegeben und Steuerzeiten sowie Fehlergrenzen eingestellt. Mit diesen Daten wird dann

das FE-Programm gestartet.

7.3 Beschreibung des Postprozessors

Der Postprozessor ist im wesentlichen ein meniigesteuertes Graphikprogramm zur Auswer-
tung der Rechenergebnisse. Er bietet folgende graphische Mdglichkeiten:

e Darstellung iiber verformter/unverformter Struktur.

e Darstellung des Verschiebungsfeldes der Struktur.

e Darstellung des Verlaufs einer Variablen iiber der Struktur (Hohenliniendiagramm).

Variablen kénnen hierbei sein:

Spannungskomponenten,

Vergleichsspannung (g, — (HMH)),

innere Variablen,

Vergleichsverfestigungen (o, — (HMH)),

Materialfunktionen und

elastisch—plastische Grenzen.

Die Vergleichswerte der tensoriellen Groflen werden nach der Gestaltinderungarbeits-

hypothese (HUBER-MISES-HENCKY = HMH)

-~

o, —(HMH) = gg’:g (7.5)

berechnet.

e Darstellung verschiedener isoparametrischer Schnitte durch Gaufipunkte {iber der Geo-

metrie.

o Darstellung verschiedener Gréfien entlang einer Schnittlinie (Verschiebungen, Spannun-

gen, etc.).

e Einlesen von Vergleichskurven und Abspeichern von Schnittkurven.
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Zur Erstellung der Hohenlininen— und Schnittdiagramme werden die Daten der GauSpunkte
einschlieflich der globalen Ableitungen verwendet. Bei den Schnittdarstellungen werden
Werte zwischen den Gauflpunkten mittles dieser Informationen iiber HERMITE-Polynome

interpoliert.

Bei diesen Berechnungen hat es sich als sinnvoll herausgestellt, die gleiche Anzahl von
GauBipunkten auf der Oberfliche wie auch im Inneren der untersuchten Strukturen zu

verwenden (siehe auch Kapitel 5.6).




(s

8. Strukturberechnungen

8.1 Allgemeines

In diesem Kapitel sollen nun einige Ergebnisse vorgestellt werden. Zuerst sollen dabei die
Auswirkungen der Stabilisierung wie auch der reduzierten Aufstellung der Steifigkeitsmatrix
auf die Formulierung anhand einfacher Beispiele untersucht und, wenn méglich, mit analyti-
schen Ergebnissen vetglichen werden. Im zweiten Teil sollen dann noch einige aufwendigere

Untersuchungen vorgestellt werden.

8.2 Vergleichsrechnungen an einfachen Strukturen

Es soll das Verhalten der verschiedenen Finite-Element—Formulierungen anhand einfacher

Beispiele untersucht werden. Diese sind der 'spannungsgesteuerte Zugversuch einer Rohrprobe

sowie einfache Strukturberechnungen mit bekannten elastischen Vergleichslésungen.

8.2.1 Spannungsgesteuerter Zugversuch

Hier sollen verschiedene Simulationen des spannungsgesteuerten Zugversuches einer Rohrpro-
be (Belastungsphase: ¢ = 30M Pas™?', 0s < t < 10s) mit anschlieBendem Halten der Last
(Kriechphase: & =0, 10s < t < 10%s) verglichen werden.

Die Geometrie wird durch ein Zylinderelement mit 4 X 4 GauBpunkten im Innern und 4
Gauipunkten je AuBlenkante dargestellt. Die Werte in den Abbildungen sind einem Gauf-
punkt entommen worden. Abweichungen der Daten verschiedener Gaupunkte voneinander
liegen wihrend der Rechnung unterhalb 0,01M Pa (Spannungen). In den Abbildungen 13

und 14 wird der relative Fehler

f = ;, (8.1)

iiber der Zeit ¢ aufgetragen. Hierbei bezeichnet ¢;, mit der duleren anliegenden Last den
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aktuellen Sollwert und o, den Istwert,

Den Rechnungen liegt dieselbe Programmversion, mit Verwendung des Verfahrens von
GALERKIN sowohl im Inneren wie auch auf der Oberfliche des Elementes, zugrunde. Die
Elementsteifigkeitsmatrix wird nach jedem zweiten Integrationschritt neu aufgestellt. Die
Zeitintegration des Stoffgesetzes erfolgt mit Runge-Kutta DOPRI RK5(4)7FS. Es werden
Daten von PITZER [46] (siehe Anhdnge) fiir 20°C fiir das Materialmodell nach BRUHNS

verwendet,.

Abbildung 13 kann man den Verlauf der Fehlerkurven wihrend der Belastungsphase entneh-
men. Kurve (a) zeigt die Fehlerinderung bei Anwendung der Finite-Element—Formulierung
ohne asymptotische Stabilisierung. Kurve (b) stellt die Ergebnisse bei Anwendung der Stabi-
lisierung nach BAUMGARTE (— Kapitel 6.8) und (c) den Verlauf bei Stabilisierung mit einem
Fehlerintegral nach OSTERMEYER (— Kapitel 6.11) dar.

f[%]
500
—a—{a)
3.00 —e— (b)
—a— ()
100 A
4
- fho Db
\VAL
-100 \\
\ ™
-3.00 \ \
—5.00 020 0.40 0,60 0.80 o0 t[10's]

Abbildung 13: Spannungsgesteuerter Zugversuch: relativer Fehler f {iber der Zeit ¢; Bela-~
stungsphase: Belastung mit & = 30M Pas™!, 0s < t < 10s (a) Rechnung
ohne Stabilisierung, (b) Stabilisierung nach BAUMGARTE, (c) Stabilisie-
rung nach OSTERMEYER.

Alle 3 Kurven zeigen keine groflen Abweichungen der Elementspannung o,, vom Sollwert
wihrend der ersten Belastungszeit. Erst bei einer Zugspannung von ungeféahr 180 M Pa (o5 =

120M Pa) werden die inelastischen Materialgroflen so grofl, dafl es eine gréflere Anderung



des Geschwindigkeitsfeldes im Element eintritt. Dies hat bei allen 3 angewandten Verfahren
eine Abweichung vom Sollwert zur Folge. Bei dem Verfahren ohne Stabilisierung wichst
dieser Fehler kontinuierlich an und betrégt bei Erreichen der maximalen Last schlieflich -3,79
%. Das proportional geregelte Verfahren nach BAUMGARTE zeigt zuerst ein betragsmifBiges
Anwachsen des Fehlers auf -4,077 %, dieser wird jedoch innerhalb von ein paar Zeitschritten
auf fast Null zuriickgefiihrt. Bei der asymptotischen Stabilisierung mit einem zusétzlichen
Fehlerintegral oszilliert der Fehler innerhalb eines kurzen Zeitraumes um den Nullwert, um
anschliefend auf unter 0,1 % zuriickgeregelt zu werden. Die maximale Abweichung vom

Nullwert betrigt bei diesem Verfahren wihrend der Belastungsphase 1,38 %.

f[10]
2.00
—a— (a)
150 /’I —e— (b)
|Ivg —a— ()
1.00 7 !
g
0.50 ’H
r’m/
0.008 /'Prwr--& ..l St
B I e B I D

Abbildung 14: Spannungsgesteuerter Zugversuch: relativer Fehler f iiber der Zeit ¢;

Belastungsphase und Kriechen.

In der anschliefenden zweiten Phase der Rechnung (Kriechbereich) werden die Unterschiede
zwischen den Verfahren mit und dem Verfahren ohne asymptotische Stabilisierung noch
deutlicher (siehe Abbildung 14). Da keine dufleren Spannungsinkremente vorhanden sind,
kann die Verlingerung der Probe nur noch durch den Abbau der Uberspannung und der
damit verbundenen zunehmenden Verfestigung erreicht werden. Hier zeigen sich schnell die
Nachteile des Verfahrens ohne asymptotische Stabilisierung. Da sich die Mechanismen des
Differentialgleichungssystems geéndert haben, &ndert sich die Richtung des Fehlerzuwaches
[Kurve (a)], und der Fehler wird kurzzeitig geringer. Beim Fortfahren der Rechnung wichst

er jedoch kontinuierlich an und erreicht nach 10%s schliellich 17,1 %.



Die beiden hier gezeigten Verfahren mit asymptotischer Stabilisierung gewihren jedoch ein
fast exaktes Einhalten der vorgegebenen Last. Wiahrend der Kriechphase betrigt der Fehler
der beiden Verfahren meist weniger als + 0,05 %.

Bei Verwendung der Stabilisierung nach OSTERMEYER (c) sind jedoch an mehreren Stellen
einige kurzzeitige grofilere Abweichungen vom Sollwert zu beobachten (maximal -2,26 %),
die jedoch zu keiner bleibenden Abweichung fiihren und innerhalb jeweils eines Integrations-

schrittes auf kleine Werte zuriickgefiihrt werden.

e [%]
5.00
A
Vl/ —a— ()
400 ; —e— (b)
ﬂ’ ’—“!lﬂ (C)
)% | o=t
3.00 &=
,/ﬂ-%ﬁﬁ_.-#
2.00 i
100
0008 2 5 2 5 2 5 2 5 2 5
10° 10' 10? 10° 10 10° t[s]

Abbildung 15: Spannungsgesteuerter Zugversuch: Dehnungsantwort ¢ iiber der Zeit; die

punktierte Linie zeigt die Ergebnisse einer Stoffgesetzintegration als Ver-

gleichswert.

Abbildung 15 schlielich zeigt die Dehnungsantwort der verschiedenen Formulierungen auf
die vorgegebene Belastung. Hierbei zeigt sich eine akzeptable Ubereinstimmung zwischen
den beiden asymptotisch stabilen Formulierungen und einem als Vergleichskurve punktiert
eingetragenem Ergebnis einer mit hoher Genauigkeit erfolgten Stoffgesetzintegration. Die

nicht stabilisierte Formulierung gibt jedoch viel zu hohe Kriechdehnungen wieder.

Die bisher gezeigten Abbildungen geben die Ergebnisse des spannungsgesteuerten Zugversu-
ches bei Verwendung des Verfahrens von GALERKIN und regelméBiger Aufstellung der Stei-
figkeitsmatrix wieder. Wahrend einer Kriechrechnung zeigen sich hierbei schon signifikante

Auswirkungen der Modifizierungen des Gleichungssystems aus Kapitel 6.
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Wendet man die dort ebensfalls vorgeschlagene Verringerung der Aufstellungshéufigkeit
der Steifigkeitsmatrix (Abbildung 16) an, dann ergeben sich weitere Auswirkungen auf
die verschiedenen Verfahren. Wihrend die nicht stabilisierte Formulierung noch gréiere
Abweichungen vom Sollwert erreicht (ag; das Differentialgleichungssystem hat sich geindert:
Die Fehlerzuwachsrichtung éndert sich bei jedem Aufstellen der Steifigkeitsmatrix), bleiben

die Ergebnisse der Stabilisierung nach BAUMGARTE (b3) nahezu gleich.

£[107]
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1.00 -
............. (a)
o —— (01)
0.008 T el LIl o B— )
| " —— ()

-0.50

-100
I

-1.50 AN

-2.00

N
~!

-2.5

8 5 3 5

0]
10° ° 1 * 10 ° 100 ° 00 F ° 10° t[s)

Abbildung 16: Spannungsgesteuerter Zugversuch: Reduzierte Aufstellung der Steifigkeits-
matrix (f = 0s,10s,1000s); Die Kurven (a), (b) aus Abbildung 14 zum

Vergleich mit eingezeichnet (punktierte Linien).

Wihrend die Stabilisierung nach BAUMGARTE bei reduzierter Bestimmung der Steifigkeitsma-
trix keine wesentlich verdnderten Ergebnisse liefert, versagt die Stabilisierung nach OSTER-
MEYER schon nach wenigen Schritten. Diese Vereinfachung des Gleichungssystems ist also
hierfiir nicht zulissig. Betrachtet man die Rechenzeiten! (Tabelle 1) dieser Algorithmen, so
erweist sich die Stabilisierung nach BAUMGARTE bei gleichzeitig reduzierter Aufstellung der
Steifigkeitsmatrix als die sinnvollste Kombination zum Erreichen von hoher Genauigkeit und

kurzer Rechenzeit.

Dies ist hier nur sinnvoll, um &hnliche Algorithmen unter vergleichbaren Umstinden zu
bewerten. Im vorliegenden Fall wurde die CPU-Zeit auf derselben Maschine bei Verwendung

einer Programmversion bestimmt.
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SM nach 2 Schritten | SM 3x insgesamt

Keine Stabilisierung 395,2s 153,7s
BAUMGARTE 365,0s 254,45
OSTERMEYER 569,8s —_—

Tabelle 1: Vergleich der CPU-Zeit einiger Finite-Element-Formulierungen am Beispiel des

spannungsgesteuerten Zugversuches.

8.2.2 Das unendliche lange dickwandige Rohr unter Innendruck

8.2.2.1 Elastische Vergleichsrechnungen

Eine einfache Moglichkeit, das Strukturverhalten einer Finite-Element-Formulierung zu
untersuchen, besteht darin, Probleme auszuwihlen, bei denen analytische Losungen vorliegen.
Ein solcher geometrisch nicht linearer Fall ist das unendlich lange dickwandige Rohr unter

Innendruck. Die bekannte elastische Losung (z.B. LEHMANN [34]) lautet:

() -1
Orrp, = —Di R 2
(%) -1
2
Rg
_ (B (82)
Oppry, = Di Z\2
(f) -1
2v
Ozzpp, = Di Y
(%) -1

Ausfiihrliche Untersuchungen der Wiedergabequalitiit eines C'-stetigen Elementes fiir ver-
schiedene Diskretisierungen findet man bei PITZER [46]. Wir beschrinken uns deshalb auf
Darstellung des dickwandigen Rohres mit vier Elementen (3 x 3 Gauipunkte), die schon eine
hohe Wiedergabegiite erreicht und bei PITZER fiir eine viskoplastische Analyse verwendet
wurde. Aufgrund der verschieden grofien Elemente ergibt sich eine Ungleichverteilung der
GauBpunkte (siehe Kapitel 7.2). Dies erlaubt eine gute Darstellung der Spannungsgradienten

am Innenradius und damit eine hohe Abbildungsgenauigkeit.

Abbildung 17 gibt die Finite-Element Losung dieses Problems bei Verwendung des Verfahrens
nach GALERKIN im Vergleich zur analytischen Spannungsverteilung nach (8.2) wieder. Diese
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Abbildung 17: Dickwandiges Rohr unter Innendruck: Elastische Spannungsverteilung
iiber dem Querschnitt (p = 60M Pa); Durchgezogene Linie FE-Lésung,
punktierte Linie theoretische Losung (weitgehend deckungsgleich); Gauf-

punkte symbolisch dargestellt.

punktiert dargestellten Kurven sind mit den numerisch ermittelten fast identisch. Die Lage
der Gaufipunkte wird mit den Symbolen gekennzeichnet. Werte zwischen den Gauipunkten
werden unter Verwendung der in diesen Punkten bekannten Spannungsableitungen iiber

HERMITE-Polynome interpoliert.

Die Steifigkeitsmatrix wurde einmal zu Beginn der Rechnung erstellt. Da die verschiedenen
Verfahren mit oder ohne Stabilisierung fiir dieses Problem nahezu gleiche Ergebnisse liefern,

werden diese Verfahren hier nicht miteinander verglichen.

Die Abweichungen zwischen der Finite-Element Lésung und den analytischen Werten der
Radial- und Umfangsspannungen werden in Abbildung 18 dargestellt. Verwendet wird hierbei
das Fehlerma8

g—0

flo) = —**. (8.3)

Es ist zu erkennen, dafl der Spannungsfehler iiber dem Querschnitt durchweg unter 1 %
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Abbildung 18: Dickwandiges Rohr unter Innendruck: Fehler der Spannungsverteilung
f(o) iiber dem Querschnitt.

8.2.2.2 Viskoplastische Untersuchung

Die hier beschriebene Belastung des dickwandigen Rohres unter Innendruck kann als ein
typischer Vorgang in einem Kraftwerk aufgefal3t werden. In einer Anlaufphase wird das Rohr
mit einem Innendruck beaufschlagt (Zustand (1), p = 150MPa, t = 20s), anschlieend
wird dieser iiber einen Zeitraum konstant gehalten. Der Zustand (2) beschreibt dann die

Spannungsverldufe iiber den Querschnitt nach 105s Haltezeit.

Die folgenden numerischen Simulationen dieses Betriebsvorganges erfolgen mit dem Verfahren
von Galerkin. Verwendet wird das Runge-Kutta DOPRI Verfahren RK5(4)7FS. Die Steifig-
keitsmatrix wird einmal zu Beginn der Rechnung und ein zweites Mal zu Beginn der Haltezeit

aufgestellt.

Das Auftreten von hohen inelastischen Beanspruchungen und langen Haltezeiten eignet
sich, wie auch der spannungsgesteuerte Zugversuch, zur Untersuchung der verschiedenen

Stabilisierungsmafinahmen.
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Da fiir viskoplastische Untersuchungen keine analytischen Ergebnisse vorliegen, kénnen die
verschiedenen Berechnungen nur untereinander verglichen werden. Einzig das Einhalten der
Randbedingungen kann die Giite der numerischen Untersuchung dokumentieren. Besonders
signifikant ist hierbei die Radialspannung am Innenradius des Rohres. Diese mufl mit dem
Druck im Gleichgewicht sein und kann leicht zu einer Fehleruntersuchung herangezogen

werden.
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Abbildung 19: Dickwandiges Rohr unter Innendruck: Fehler f(o,.) — (8.3) an der In-

nenkante (r = R;). Dargestellt sind Feinintegration (a) punktiert, sowie

die Verfahren ohne Stabilisierung (b), Stabilisierung nach BAUMGARTE
(c) und Stabilisierung nach OSTERMEYER (d).

Abbildung 19 zeigt die Verldufe des Fehlers f(o,.) nach Gleichung (8.3) an der Innenkante
gegeniiber der Zeit fiir vier verschiedene Vorgehensweisen. Kurve (a) gibt eine Vergleichsre-
chung ohne Stabilisierung wieder, die mit erhGhter Genauigkeit — die Steifigkeitsmatrix wird
nach 2 Zeitschritten neu aufgestellt, der zuldssige Integrationsfehler betrigt 10~% — durch-
gefiihrt wurde. Kurve (b) zeigt den Fehlerverlauf der Rechnung ohne Stabilisierung, Kurve
(c) die BAUMGARTE-Stabilisierung und (d) die Stabilisierung nach OSTERMEYER. Bei den
Kurven (b) — (d) wurde die Steifigkeitsmatrix nur zu den Zeiten ¢t = 0s und ¢ = 20s neu
aufgestellt. Der zulissige Zeitintegrationsfehler fiir Gleichung (5.72) betrigt 10~2. Bis zum
Erreichen der Plastizititsgrenze treten keine signifikanten Unterschiede zwischen den Kurven

auf. Bei einsetzender Plastifizierung des Innenradius wird das Geschwindigkeitsfeld zuerst
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falsch berechnet, bei den Kurven (a), (¢) und (d) jedoch aufgrund der kleinen Schrittweiten,
bzw. der Stabilisierung dieser Fehler so schnell reduziert, da8 keine bleibenden Abweichungen
auftreten (Fehler < 2 %). Anders ist es dagegen bei der Rechnung ohne Stabilisierung (b).
Der Fehler bei beginnender Plastifizierung des Innenradius wird nur langsam geringer und
pendelt sich schliefilich wiahrend der Haltezeit bei ca. -6 % (Ao, = 9,0M Pa) ein.

Betrachtet man die zu den Kurven (a)-(d) gehérenden Spannungsverldufe iiber dem Radius
(Abbildungen 20 bis 22), dann erkennt man die Auswirkungen des nicht stabilisierten
Fehlers in den Nebenbedingungen [Kurve (a)]. Dieser Fehler fithrt zu einer Verringerung
der maximalen Umfangsspannung [Zeitpunkt (1)], und im weiteren Verlauf der Rechnung zu

starken Abweichungen der Umfangsspannungen an der Innenkante.

Bei Anwendung der verschiedenen Stabilisierungsmafinahmen (Abbildungen 21 und 22) sind
dagegen kaum Abweichungen zur Vergleichsrechnung festzustellen. Beide Verfahren geben die
Umlagerungen der Spannungen gut wieder. Da diese Rechnungen die Nebenbedingung besser
einhalten als die wesentlich zeitaufwendigere Vergleichsrechnung, liegt es nahe anzunehmen,
daBl die Verfahren mit asymptotischer Stabilisierung exaktere Ergebnisse liefern, als bei der
Verbindung von héherer Integrationsgenauigkeit und hiufigem Updaten der Steifigkeitsma-

trix.
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Abbildung 20: Dickwandiges Rohr unter Innendruck: Radial- und Umfangsspannungen

iiber r — R; zu 2 Zeiten. Vergleichskurve (punktiert) — Keine Stabilisierung
[Kurve(b)]
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Abbildung 21: Dickwandiges Rohr unter Innendruck: Radial- und Umfangsspannungen

iiber r — R; zu 2 Zeiten. Vergleichskurve (punktiert) — Stabilisierung nach
BAUMGARTE [Kurve(c)]
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Abbildung 22: Dickwandiges Rohr unter Innendruck: Radial- und Umfangsspannungen
iiber r — R; zu 2 Zeiten. Vergleichskurve (punktiert) — Stabilisierung nach
OSTERMEYER. [Kurve(d)]
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Vergleicht man die CPU—Zeiten dieser Berechnungen miteinander, so kann man wie beim
spannungsgesteuerten Zugversuch (siehe Tabelle 1) feststellen, daB die Stabilisierung nach
BAUMGARTE eine optimale Kombination aus kurzer Rechenzeit und hoher Integrationsge-

nauigkeit liefert.

CPU-Zeit
Vergleichsrechnung 249,4s
Keine Stabilisierung 30,4s
BAUMGARTE 34,55
OSTERMEYER 91,5s

Tabelle 2: Vergleich der CPU-Zeit einiger Finite-Element-Formulierungen am Beispiel des

dickwandigen Rohres unter Innendruck.

8.2.2.3 Vergleich Galerkin — Least—Squares

Hier soll, anhand des dickwandigen Rohres unter Innendruck, kurz auf die beiden verschiede-
nen Wichtungsarten nach GALERKIN, bzw. nach der LEAST-SQUARES Methode eingegangen

werden.

In einer vergleichenden Rechnung soll deshalb der gleiche viskoplastische ProzeB, wie in
dem vorhergehenden Kapitel, unter Verwendung der LEAST-SQUARES Methode, gerechnet
werden. Hierbei wirken sich die Randbedingungen unterschiedlich auf die numerischen

Ergebnisse der beiden Verfahren aus.

Dies soll anhand der geometrischen Randbedingung einer Symmetrielinie verdeutlicht werden.
Diese sind dadurch bestimmt, da8i neben den Verschiebungen in Richtung der Symmetrielinie
nur Streckungen tangential und normal zur Symmetrielinie erlaubt sind. Scherungen beziiglich
der Normalen oder der Tangente sind dagegen ausgeschlossen. Dies wird numerisch durch

Verringerung der Freiheitsgrade eines Knotens erreicht.

Bei dem Verfahren von GALERKIN werden die besten Ergebnisse erzielt, wenn diese Symme-

trielinie als AuBlenkante betrachtet wird und in der Steifigkeitsmatrix beriicksichtigt wird.

Bei der LEAST-SQUARES Methode hingegen fiihrt die Behandlung einer solchen geometri-

schen Randbedingung als AuBenkante zu einer falschen Wiedergabe des Strukturverhaltens.
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Diese Unterschiede in den Auswirkungen des Zusammenspiels von geometrischen und
Kraftrandbedingungen fithren dazu, da8 fiir diese Verfahren die Steuerdateien unterschiedlich

aufbereitet werden miissen.

Um vergleichbare Ergebnisse mit der LEAST-SQUARES Methode zu erreichen, wird deshalb
eine modifizierte Steuerdatei verwendet und der glefche Versuch mit Belastungsphase (p =
7,5MPas™!, 0 <t < 20s) und anschlieBender Haltezeit (p =0, t < 105s) durchgefiihrt.

o [10MPa]
8.00

6.00

Abbildung 23: Dickwandiges Rohr unter Innendruck: Vergleich GALERKIN Verfahren
und LEAST-SQUARES Methode. Spannungsverliufe an der elastisch—

plastischen Grenze.

Abbildung 24 zeigt die Ergebnisse der beiden Verfahren an der elastisch—plastischen Grenze.
Der Unterschied der Spannungsverlgufe liegt hier im Bereich der Abbildungsgenauigkeit und

braucht deshalb nicht weiter behandelt werden.

Vergleicht man jedoch die viskoplastischen Ergebnisse dieser beiden Verfahren bei maximaler
Last [Abbildung 24, Kurven (1)] miteinander, so zeigen sich schon Differenzen. Besonders
die Umfangsspannungen unterscheiden sich am Innenradius. Die Abweichung betrégt hier
ungefdhr 9M Pa. Nach der Haltezeit werden diese jedoch wieder abgebaut, bis die Ergebnisse
am Ende der Haltezeit fast wieder deckungsgleich sind.

Zur besseren Einschitzung dieser Differenzen wird zusétzlich noch einmal eine Diskretisierung
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Abbildung 24: Vergleich GALERKIN Verfahren und LEAST-SQUARES Methode: Span-
nungsverlidufe bei maximaler Last (1) und nach 10°s Halten der Last (2).
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Abbildung 25: Vergleich GALERKIN Verfahren und LEAST-SQUARES Methode: Umfangs-
spannung bei maximaler Last. Vergleichsrechnung mit doppelter Element-

zahl ist punktiert eingezeichnet.

des Rohres mit 8 Elementen vorgenommen. Hier verschwinden dann die Unterschiede in
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den Ergebnissen der beiden Methoden wieder. Die Ergebnisdifferenzen sind hier also mit
einer zu groben Diskretisierung zu erklaren. Abbildung 25 zeigt deutlich, dafl das Verfahren
von GALERKIN bei 4 Elementen zu hohe Werte liefert, wihrend die Ergebnisse der LEAST—
SQUARES Methode zu gering ausfallen.

Betrachtet man die Ergebnisgiite, so ergeben sich hier keine wesentlichen Unterschiede zwi-
schen diesen beiden Verfahren. Da aber die Aufstellung des Lastvektors bei dem LEAST-
SQUARES Verfahren, im Hinblick auf die reduzierte Aufstellung der Steifigkeitsmatrix (Ko-
effizienten aus der Gleichgewichtsbedingung gehen mit in die Wichtung ein siehe Kapitel
6.4), wesentlich aufwendiger ist, und da die bei diesem Verfahren auftretenden Abhéingigkei-
ten zwischen geometrischen und Kraftrandbedingungen nicht immer richtig getrennt werden
kénnen, wird bei den folgenden Rechnungen mit gréBeren Strukturen auf die Anwendung des

LEAST-SQUARES Verfahrens verzichtet.
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8.2.3 Das dickwandige Rohr mit freiem Ende unter Innendruck

Ebenso wie beim unendlichen dickwandigen Rohr unter Innendruck, ist auch beim endlichen

Rohr eine analytische Losung des Problems bekannt. Sie lautet:

Trrpr = —Pi (%1)2_1

(1)

A (8.4)
Ovpp, = Di E%;:gz—l

Ozzpy = 0

Stellt man dieses Rohr in kartesischen Koordinaten dar, so kann es durch einen Kreisring
in der xy—Ebene beschrieben werden. Da das Problem symmetrisch ist, reicht es einen

Viertelkreis zu betrachten und diesen mit dem Scheibenelement zu diskretisieren.

Y
30.00 -
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e o 12127
a o]
9 o ) 10500
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| 4500
0.00 - = 3000
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Abbildung 26: Dickwandiges Rohr unter Innendruck: Spannungsverteilung bei Erreichen
der elastisch—plastischen Grenze (p = 60MPa); 0, — HMH iiber der

Geometrie aufgetragen.

Abbildung 26 stellt eine Diskretisierung mit 45 Elementen (3 x 3 Gaufipunkte) in der Nihe
der FlieBgrenze (p = 60M Pa) dar. Es ist die Vergleichsspannung nach HUBER-V. MISES—

HENCKY (7.5) iiber der Geometrie in Form eines Hohenlininendiagrammes aufgetragen.
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Abbildung 27: Dickwandiges Rohr unter Innendruck: Streuung der Radial- und Umfangs-
spannungen (p = 60M Pa); Linienziige stellen die analytische Losung nach
(8.4) dar.

Die Qualitdt der Berechnung ist an der Kreisbogenform der einzelnen Hohenlinien schon
gut zu erkennen. Zu einer genaueren Untersuchung werden die Spannungswerte in den
einzelnen Gaufipunkten einer Spannungstransformation auf Zylinderkoordinaten unterzogen,
und gegeniiber der analytischen Lésung aufgetragen. Das Ergebnis dieser Transformation ist
in Abbildung 27 dargestellt. Hierbei sind Abweichungen von der analytischen Radialspannung
in der Nihe der Innenkante zu erkennen. Diese Streuung ist ein Effekt, der nur in der Néhe

der Symmetrielinien auftritt und sich schon in kurzer Entfernung verliert.

Eine weitere Moglickeit zur Untersuchung der Abbildungsgenauigkeit dieser Formulierung
ergibt sich durch den Vergleich dieser Berechnung mit den Ergebnissen, die man erhilt,
wenn diese Geometrie direkt mit Ringelementen diskretisiert wird. Als Vergleichsgeometrie
wird deshalb das dickwandige Rohr mit freiem Ende mit 5 Ringelementen diskretisiert.
Dabei haben die Ringelemente dieselben Grofilenverhiltnisse untereinander wie bei der hier
diskretisierten Struktur (radiale Richtung). Abbildung 28 stellt diese Geometrie bei Erreichen
der elastisch~plastischen Grenze dar. Beide Berechnungen erfolgen mit 3 x 3 Gaufpunkten

unter Verwendung der Stabilisierung nach BAUMGARTE.

Im Zuge einer viskoplastischen Untersuchung dieser Struktur wird das Rohr innerhalb von

20s einer Belastung mit Innendruck bis zu 150M Pa unterworfen. AnschlieBend wird diese
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Abbildung 28: Dickwandiges Rohr unter Innendruck: Diskretisierung mit 5 Ringelemen-
ten. Dargestellt ist die Vergleichsspannungsverteilung o, — HMH nach
(7.5) iiber der Geometrie bei Erreichen der elastisch-plastischen Grenze.

Die Verformung ist mit dem Faktor 200 vergroflert dargestellt.
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Abbildung 29: Dickwandiges Rohr unter Innendruck: Vergleich der Spannungsverldufe im
Schnitt A-B mit Vergleichskurven (Schnitt C-D) zu drei Zeiten.




Last bis zu einer Zeit 10%s gehalten.

Abbildung 29 stellt den Verlauf der Radial- und Umfangsspannungen der beiden viskoplasti-
schen Berechnungen beim Erreichen der elastisch—plastischen Grenze, bei der maximalen Last
und am Ende der Haltezeit dar. Die Ergebnisse der Berechnung mit Scheibenelementen sind
dem Schnitt A-B aus Abbildung 26 entnommen. Die Ergebnisse aus der Berechnung mit

Ringelementen sind punktiert (Schnitt C-D) wiedergegeben.

Bei beiden Berechnungen werden die Randbedingungen, sowie die Spannungsumlagerungen
wihrend der Haltezeit gut wiedergegeben. Bemerkenswert ist auch hier die Ubereinstimmung

der beiden Ergebnisse.




8.3 Allgemeine Strukturuntersuchungen

Nach den Untersuchungen an einfachen Strukturen, die das Ziel hatten, die in Kapitel 6
vorgestellten Moglichkeiten der Algorithmusoptimierung zu vergleichen, soll in diesem Teil

das Verhalten einiger Strukturen mit komplexeren Spannungszustinden betrachtet werden.
Folgende Vereinbarungen gelten im allgemeinen fiir die nachfolgenden Berechnungen:

e Es wird das Verfahren von GALERKIN verwendet.

Die Rechnungen erfolgen mit 3 x 3 GauBpunkten im Inneren der Struktur und mit 3
GauBSpunkten auf dem Rand.

Die Steifigkeitsmatrix wird zu Beginn eines jeden neuen Lastschrittes neu aufgestellt,

ansonsten nicht.

Es wird die Stabilisierung nach BAUMGARTE verwendet.

Der zuléisssige Fehler bei der Zeitintegration betrédgt 1072,

8.3.1 Kragscheibe

Die quadratische Kragscheibe wird in dieser Beispielrechnung mit einer naherungsweise
parabolischen Spannungsverteilung in vertikaler Richtung an ihrer Auflenkante belastet. Dies

entspricht dem Angriff einer Einzelkraft.

Abbildung 30 zeigt die verwendete Diskretisierung der Scheibe mit 30 Elementen. Es ist
das zehnfach vergroflerte Verschiebungsfeld, sowie die Vergleichsspannung bei Erreichen der
maximalen Last iiber der Geometrie aufgetragen. Deutlich werden die Spannungsmaxima am

Rand, wie auch der fast lastfreie Teil in der Mitte der Einspannung dargestellt.

Die Spannungsverldufe entlang der Schnitte A-B und C-D werden in Abbildung 31 aufgetra-
gen. Deutlich ist das Einhalten des vorgegebenen Spannungsprofils (oyor = punktierte Linie;
Schnitt A-B) zu erkennen. Auch der weitere Verlauf der Schub—, wie auch der Normalspan-

nungen wird gut (C-D) wiedergegeben.
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Abbildung 30: Diskretisierung einer quadratischen Kragscheibe (Seitenlinge =20mm),
belastet mit einer parabolischen Spannungsverteilung. Darstellung des
Verschiebungsfeldes und der Vergleichsspannung o, — HMH.
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Abbildung 31: Spannungsfelder entlang der Schnitte A-B und C-D nach Abbildung 30

aufgetragen iiber der Schnittkoordinate s.
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8.3.2 Der dickwandige Druckbehilter

Der dickwandige Druckbehélter unter Innendruck wird hiufig zur Untersuchung von Materi-
almodellen, bzw. von Finite-Element-Formulierungen herangezogen. Diskretisierungen dieser
Struktur findet man bei [7], [49], [51], [53], [59] et al. . Von besonderem Interesse ist hierbei
die Arbeit von SCHWESIG [52], da dort ebenfalls Untersuchungen mit Materialmodellen fiir

AISI 304 vorgenommen wurden. Dies erlaubt einen Vergleich der numerischen Simulation.

; | 88
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Abbildung 32: Druckbehélter: Diskretisierung mit 36 Ringelementen. Belastungspfad:
p=100MPas ', 0<t<1s; p=0MPas™1,1 <t<10%s.

Abbildung 32 zeigt die hier verwendete Diskretisierung der Struktur mit 36 Elementen.

Weiterhin kann ihr der vorgegebene Belastungspfad entnommen werden.

Bei der Beanspruchung des dickwandigen Druckbehélters mit Innendruck treten komplexe
Spannungszustinde auf, die sich durch hohe Spannungskonzentrationen im Bereich der
gekriimmten Querschnittsteile, sowie durch Nebenmaxima im Bereich des Behilterdeckels

und im Torus an der Innenkante der Struktur auszeichnen.

Vergleicht man die in Abbildung 33 dargestellte Spannungsverteilung bei Erreichen der ma-
ximalen Last mit der von SCHWESIG (Abbildung 34,) berechneten, so erkennt man trotz der
unterschiedlichen Materialmodelle eine gute qualitative, wie auch quantitative Ubereinstim-
mung. Sowohl die maximalen Werte an der Innenseite der Kriimmung, wie auch das Minimum
an der Auflenseite werden bei beiden Untersuchungen &hnlich wiedergeben. Dies gilt eben-
so wie die 200M Pa-Isolinie, die bei beiden Untersuchungen einen fast iibereinstimmenden
Verlauf hat.
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Abbildung 33: Druckbehilter: Verteilung der Vergleichsspannung o, — HMH bei Errei-
chen der maximalen Last (t = 1s). Die Verformung der Struktur ist mit

VergroBerungsfaktor 10 dargestellt.

onir t=10°

Waerkstoftgesetz nach Hart
Anfangstestigkeil G; « 200 N/mm?

e e z
Retatonsochse 899 ] ﬁi_;n
4
. t = 10°s
635 150 100 50 %0
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2 Werkstoff : Parameter - 50
§ 175
& aistaess nach 130/
§ T«773K
I S — i
Rotationsachse 8538 130 mm

Abbildung 34: Druckbehilter: Verteilung der Vergleichsspannung nach SCHWESIG.
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Abbildung 35: Druckbehilter: Verteilung der Vergleichsspannung o, — HMH nach 10%s
Halten der Last. Die Verformung der Struktur ist mit Vergrofierungsfaktor
10 dargestellt.

bleiben auch nach dem Ende der Haltezeit bestehen (vergleiche Abbildungen 34, und 35).

Beide Berechnungen ergeben eine &hnliche raumliche Verteilung der Spannungsminima und

~maxima und stimmen auch quantitativ bemerkenswert gut iiberein.

8.3.3 Die gelochte Scheibe

Eine weitere hiufig untersuchte Struktur ist die gelochte Scheibe. Die hier untersuchte Geo-
metrie wurde u.a. von ZIENKIEWICZ [59], POHE [47], TIRPITZ [53] als Anwendungsbeispiel
fiir Finite-Element~Formulierung und Materialmodelle verwendet. Aus Symmetriegriinden
braucht nur ein Viertel der Struktur diskretisiert werden. Dies geschieht mit 45 Scheibenele-

menten.

Die Struktur wird mit einer Linienlast in z-Richtung belastet (10M Pas~!, 0 < ¢t < 10s).

Diese Belastung wird dann fiir die 105s konstant gehalten.




et e e g ere mree = — —e—— e —

oo—(HMH)
259.35

y ! 24500
10.00 -
. 21000
| 175.00
500 -
140,00
1 105.00
0.00 - 70,00
T A A S 521

Abbildung 36: Gelochte Scheibe bei maximaler Zugbelastung (o,,=100MPa) Diskretisie-

rung mit 45 Elementen. Vergrofilerungsfaktor der verformten Geometrie ist
50.
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Abbildung 37: Gelochte Scheibe nach 10%s Halten der Last.

Aufgrund dieser Vorgaben bildet sich an der Symmetrielinie parallel zur y-Achse am
Lochinnenrand ein Spannungsmaximum. Diese Spannungsiiberh6hung geht einher mit einer

Einschniirung der Scheibe (Abbildung 36). An der Symmetrielinie parallel zur z—Achse fallt



dagegen die Spannung im Inneren ab und nur am Lochinnenrand bildet sich ein lokales
Maximum der Vergleichsspannung o, — HM H. Bei konstant gehaltener Last erfolgen die zu
erwartenden Umlagerungen der Spannungen. Die lokalen Maxima nehmen ab, wihrend der
elastische Bereich immer kleiner wird. Dies geht einher mit einer weiteren Einschniirung der
gelochten Scheibe (Abbildung 37).
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8.3.4 Vergleich zweier Zugproben

Abschliefiend soll das Strukturverhalten von diinnwandigen Hohlzylinderproben zur Untersu-
chung der Materialeigenschaften von Stdhlen analysiert werden. Hierbei handelt es sich um

zwei unterschiedliche Bauarten, auf deren Eigenschaften hier eingegangen werden soll.
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$23
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37
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Abbildung 38: Hohlzylinderprobe mit Meflkragen nach KIKILLUS.

Die erste hierbei betrachtete Probe wurde von KiKiLLUS [27] bei seinen Versuchen eingesetzt.
Es handelt sich hierbei um eine Probe, die mit Kragen versehen ist (,Kragenprobe“), um eine
externe Mefleinrichtung aufzunehmen (siehe Abbildung 38). Aufgrund der Probensymmetrien
reicht es den halben Querschnitt der Proben zu diskretisieren. Dies geschieht bei der
Kragenprobe mit 151 Ringelementen. Hierbei mufl auf eine besonders gute Modellierung des
Kragenfufles, sowie der Einspannfliche geachtet werden, da an diesen Stellen die hdochsten

Spannungsgradienten zu erwarten sind.

Um einen Zugversuch moglichst realistisch nachzuvollziehen wird nun das Modell an der Ein-
spannstelle belastet. Die aufgebrachte Last entspricht in etwa der zu erwartenden Flachen-

pressung. Abbildung 39 stellt diesen Zustand nach Beendigung des Einspannvorganges
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Abbildung 39: Diskretisierung der Kragenprobe und Spannungsverteilung der Vergleichs-

spannung o, — HMH (— 7.5) nach Beendigung des Einspannvorganges.

{t—=103), SoWit

spannbereich und die damit verbundene Flichenpressung zu erkennen.

Im weiteren Verlauf der numerischen Simulation wird die Belastung an der , Einspannung*
fiir einen Zeitraum (10s < t < 200s) unversindert gelassen. Dies erlaubt eine Spannungsum-
lagerung in diesem Bereich und verbessert das numerische Verhalten bei dem eigentlichen

Zugversuch.

Nach dieser Ruhezeit wird nun der eigentliche Zugversuch durchgefiihrt. Hierbei wird die
gesamte Einspannung mit konstanter Geschwindigkeit v, = 1072mms~! axial verlingert.
Am Ende der Belastungszeit (¢ = 400s) betrigt die Verlingerung der Halbprobe somit 2mm

( = Gesamtverlingerung der Probe 4mm).

Die Spannungsverteilung bei maximaler Verlingerung der Probe kann Abbildung 40 ent-
nommen werden. Es ist zu erkennen, dal die maximalen Spannungen nun im. Bereich der
MeBlinge auftreten. Nebenmaxima der Vergleichsspannung kénnen noch in den Radien be-
obachtet werden. Infolge des kleinen Radius am Kragenfuf} fallen dort die Spannungen rasch

auf Werte im Bereich der FlieBgrenze des Materials ab.

Zur besseren Bewertbarkeit des Strukturverhaltens der Kragenprobe wird zuséitzlich die
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Abbildung 40: Durch Zug belastete Hohlzylinderprobe mit MeBkragen (¢ = 400s,
Verlédngerung der halben Probe 2mm, VergroBerungsfaktor fiir verform-
te Geometrie 10).
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Abbildung 41: Standard Hohlzylinderprobe mit gleicher Einspannungs- und MeBléingén—

geometrie wie Kragenprobe.

Geometrie einer Hohlzylinderprobe ohne MeBkragen (,Normalprobe*) mit 109 Elementen

diskretisiert.

Damit die aus numerischer Sicht kritische Diskretisierung der Einspannung von der Kra-
genprobe iibernommen werden kann, wird dieser Bereich mit den gleichen Abmessungen
konstruiert (Abbildung 41).



Aus diesem Grund, und wegen der besseren Vergleichbarkeit der Ergebnisse, ist darauf

verzichtet worden eine schon erprobte Hohlzylinderprobe zu modellieren.

30.00

20.00

10.00

0.00

Abbildung 42: Diskretisierung der ,Normalprobe“ und Spannungsverteilung der Ver-

gleichsspannung o, — HMH (= 7.5) nach Beendigung des Einspannvor-

ganges.

Im folgenden wird diese Probe den gleichen Belastungen unterworfen, wie auch die Probe
mit MeBkragen. Abbildung 42 zeigt die Diskretisierung mit 109 Elementen, sowie die

Spannungsverteilung am Ende des Einspannvorganges.

Das anschlieende Ergebnis der Simulation eines geschwindigkkeitsgesteuerten Zugversuches
kann der Abbildung 43 entnommen werden. Hier ist zu erkennen, daf8 aufgrund des gréfleren
Probenradius im Ubergang zwischen MeSlinge und Fuf der Probe die Spannungen nicht so

schnell abfallen, wie bei der anderen Probe mit MeBkragen.

Von besonderem Interesse bei der Untersuchung des Strukturverhaltens dieser Proben ist
der Mefifehler bei der Wegaufnahme. Die Einfiihrung des Kragens ist ja erfolgt um spezielle
Wegaufnehmer moglichst nah an der Mefllinge zu plazieren. Bei der Normalprobe erfolgt die
Wegaufnahme, wenn nicht externe Wegaufnehmer (z. B. Setzdehnungsaufnehmer [12], ...)
verwendet werden, iiber die Einspannung. Dadurch geht unter anderem auch die elastische
Verformung des Probenfufles mit in die Wegaufnahme ein und verfilscht das Ergebnis. Um

diese Fehler abschétzen zu kénnen sind am Ende der MeBlange die mittleren Verschiebungen
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Abbildung 43: Normalprobe bei maximaler Verlingergung (t = 400s, Verlingerung der

halben Probe 2mm, VergroBlerungsfaktor fiir verformte Geometrie 10).

Uy, der beiden Proben bestimmt worden (Schnitte A-B in den Abbildungen 39 und 42). Aus

diesen und den Verschiebungen in den MeBipunkten u,,, (Kragenspitze, bzw. Einspannung)

wird der Fehler

f = Upp — UML \ (8.5)

Upmr

bestimmt und iiber der Zeit aufgetragen.

Abbildung 44 gibt diesen Fehlerverlauf wieder. Es ist zu erkennen, dafl nach einem Anfangs-
bereich, in dem die Meflwerte noch sehr klein sind, und ein relativer Fehler deshalb nicht sehr
aussagekraftig sein muf}, die Abweichung zwischen tatséchlicher Verlingerung der Meflinge

und MefSwert ndherungsweise konstant ist.

Zur weiteren Verringerung des Fehlers bei der Berechnung der axialen Dehnung bezieht
KIKILLUS [27] die Verschiebungen bei der Dehnungsberechnung auf eine modifizierte Aus-
gangsmeBlinge Iy = 104,8mm(Zug). Hiermit und durch einen zusétzlich auf 204 300 M Pa
verringerten E—-Modul soll der Fehler bei der Berechung der aktuellen Dehnung wéihrend

einer elastisch—plastischen Belastung der Probe weiter ausgeglichen werden.
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Abbildung 44: Fehler f nach (8.5) iiber der Zeit.

Bei der hier durchgefithrten Simulation eines Zugversuches betréigt der E-Modul nach PITZER
[11]:

E =~ 197000 M Pa

Legt man dieses Verhiltnis der E-Moduli einer ersten Ndherung zur Modifizierung der

Bezugslidnge zugrunde, dann erhéilt man:

lo = 101mm (8.6)

Abbildung 45 stellt die Differenz zwischen mittlerer Dehnung im Mefibereich und berechneter
Dehnung aus den MeSpunktdaten [Kurve (a)]

2ump  2uUpg

8@ = oo ~ 100 ®.7)
sowie die Differenz bei modifizierter Bezugslinge [Kurve (b)]
2u 2u
Aep) = M= (8.8)

lo 100

graphisch dar.




QT YOI YICHLIY SWTHECT L WYPTUUCT pFaviy

Ae[107]
500

4.00 o (a)

(b)

3.00

- —a/.——ﬂ/
e S

100 200 300 400 5 [%]

Abbildung 45: Kragenprobe: Dehnungsdifferenzen zwischen mittlerer Dehnung der Mef3-
linge und Dehnung im Mefpunkt; (a) Bezugslinge 100mm; (b) Be-
zugslinge lp, aufgetragen iiber der mittleren axialen Dehnung in der

Meflénge.

Dehnungsermittlung durch Modifizierung der MeBllange deutlich verringert werden kann.




9. Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurden, ausgehend von einer Theorie grofier Deformationen, die Feldglei-

chungen in Geschwindigkeiten beschrieben.

Die im folgenden eingefiihrten Materialmodelle, zur Beschreibung elastisch-viskoplastischen
Werkstoffverhaltens nach CHABOCHE und ROUSSELIER, beziehungsweise nach BRUHNS ver-

vollstindigten den Satz der Grundgleichungen.

Durch zeitliche und ortliche Diskretisierung konnten diese Grundgleichungen nach Anwen-
dung der Methoden der gewichteten Residuen in eine linearisierte Form iiberfiihrt werden. Um
hierbei die Ansatzfunktionen von den Krifterandbedingungen zu befreien wurden die Grund-

gleichungen der Finite~Element—Formulierung im gemischten Verfahren um diese Randbedin-

gungenerweitert:

Spezifiziert wurden die allgemeinen Finite-Element Gleichungen dann fiir die geometrischen
Sonderfille des rotationssymmetrischen Kérpers unter ebensolcher Belastung und des Ebenen

Spannungszustandes.

Den erhéhten Stetigkeitsanforderungen dieser Formulierung wurde durch Einfiihrung eines

Hermite’schen, isoparametrischen Vierknotenelementes geniige getan.

Im folgenden wurden verschiedene Mbglichkeiten untersucht, das numerische Verhalten die-
ser Formulierung zu verbessern. Hierbei kommt besondere Bedeutung der Stabilisierung nach
BAUMGARTE zu. Dieses Verfahren erlaubt es, die durch numerische Integration auftretenden
Fehler in den Nebenbedingungen, zur Korrektur der Lésung heranzuziehen und so die Bewe-
gungsgleichungen asymptotisch zu stabilisieren. Dadurch konnte bei der Integration weitge-
hend auf Iterationen verzichtet werden. Weiterhin erlaubte die asymptotische Stabilisierung

eine Vergréfierung der Schrittweiten, ohne dafl das Gleichungssystem instabil wurde.

Schlieflich konnte aufgrund einer Abschitzung iiber die Gréflenordnung der einzelnen Kom-
ponenten der Steifigkeitsmatrix untereinander auf ein regelmifliges Updaten dieser Matrix

verzichtet werden.
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Diese Mafinahmen zusammen erhéhten wesentlich die Effektivitdt des Algorithmus, indem

sie einerseits seine Stabilitét forderten, andererseits die Rechenzeit wesentlich verkiirzten.

In den nachfolgenden Strukturuntersuchungen konnte dann mit dem spannungsgesteuerten
Zugversuch und anhand des dickwandigen Rohres unter Innendruck die Genauigkeit der
verschiedenen Formulierungen untersucht werden. Hierbei zeigte sich, daf§ die Stabilisierung
nach BAUMGARTE die gewiinschten Effekte zeigte. Die Erweiterung der Stabilisierung um das
erste Integral nach OSTERMEYER konnte die Ergebnisgiite nicht mehr wesentlich verbessern.

Dieses Verfahren wurde bei gréfleren Schrittweiten sogar instabil.

Bei einem Vergleich der beiden verschiedenen hier angewandten Wichtungsarten wurde fest-
gestellt, daBl die LEAST-SQUARES Methode eine gewisse Sensibilitdt gegeniiber Randbedin-

gungen zeigte, was bei komplexeren Strukturen zu falschen Ergebnissen fiihrte.

Hingegen zeigte sich das Verfahren von GALERKIN in der Lage, auch bei Strukturen mit
komplexen Spannungsverteilungen das Materialverhalten im Rahmen des Modelles korrekt
wiederzugeben. Hierzu wurden eigene Berechnungen anderen, aus der Literatur bekannten,

Ergebnissen gegeniiber gestellt.

Eine Erweiterung des Progammpaketes auf andere Materialmodelle und andere Geometrien

scheint sinnvoll, da hier eine Alternative zu iiblichen Finite-Element—Verfahren vorliegt, die

gut als Vergleichsverfahren verwendet werden kann.

Im Hinblick auf eine weitere Arbeit mit dieser Methode wird es jedoch sinnvoll sein Methoden
und Kriterien zu entwickeln, mit denen die C!-stetige Koordinatengenerierung bewertet und
weiter automatisiert werden kann, da diese entscheidend fiir die Qualitdt der numerischen

Ergebnisse ist.

Schlieflich ist es mit diesem Verfahren aufgrund der modularen Programmstruktur leicht
moglich, weitere Randbedingungen oder andere Elementtypen in die Finite-Element—Formu-

lierung einzubauen.



Anhénge

Materialdaten SS 304 (Chaboche-Modell)

Wiedergegeben sind hier Materialdaten fiir den austenitischen Stahl SS 304 (Werkstoffnum-
mer 1,49.48). Die Experimente, sowie die Anpassung wurden von WESTERHOFF [56] fiir 25° C
durchgefiihrt.

elastische Materialdaten:

E = 206000 [MPa]
v= 027 -]
oo = k= 1517 [M Pa]

srtddeanlaatianha Matarialdantans
VISKODIGSTISCREIviavel It avC I,

Oy = 238200 [MPa
v = 20816 -]

Cy = 3388 [M Pa
Yo = 4.896 [-]
b= 0.72 [-]

Q = 158.381 -]

D = 203.184 [M Pa]
= 6.319 [
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Materialdaten und —funktionen fiir SS 304 (IA-Modell)

1. Daten nach WESTERHOFF [12] fiir den austenitischen Stahl SS 304 bei 25° C; Anpassung
an das Stoffgesetz nach BRUHNS.

Materialfunktionen:
9{s) = go+ (9o — g0) (1 —€™")

C(K,) __?_EEt _lag
" 3E-E, 20k
Ee, .wemn €< @
o) = mzdfj £ sonst.

A A\ _
(I)"(A)=7-"'E'(1+Zj) , j=1,2

d(A) = dyet

go = -:2,’-03
elastische Materialdaten:
E = 206000 [M Pa]
v= 027 [-]
oo = 150.0 [M Pa]
plastische Materialdaten:
a = 3500 [M Pal)
b= 19041 [M Pal)
c= —0.11889 [M Pal)
¢y = 0.0025 [MPa™]
goo = 69354 [M Pa?)
viskoplastische Materialdaten:
cq1 = 0.13.1073 [-]
cs1 = 4.7339 [M Pa]
7= 2.5.1072% [s71]
cgo = 0.3 103 [—]
cse = 5.0 [M Pa)
42 = 1.0.10726 [s~Y
dy = 1.05-107° [s~4

dy = 2.0 -]
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2. Daten nach PITZER [11] fiir den austenitischen Stahl SS 304 bei 20° C; Anpassung an das
Stoffgesetz nach BRUHNS.

Materialfunktionen:
In(1+ k)
= 2 1-— ;
9(k) = go+ 2co (1+'c1n * c2)1+c1 ln(1+n))
_2E-E; 10g
k) =35 "EF, 30k
_ Eeg, wenn &< 2
o(e) = ﬁ—LE‘jjjzdl =, sonst.
A A\
‘I)J(A) —7jE (1 E) ) j=12
d(A) =0
2
go = 503
_ g E. Etoo
@ = 3E-E
elastische Materialdaten:
E = 197400 [M Pa]
v= 0278 [-]
oo = 118.5 [M Pa]
inelastische Materialdaten:
Eioo = 2083 [M Pal]
dy = 1544 [M Pal]
dy = 1.885.107% [-]
¢y = 0.634 [-]
co = 1.034 [-]
C41 = C49 = 0.22 [MP(L]
€51 = Cya = 14.2 ‘ [MPa]

M = Y2 = 1081073 [s71]
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Allgemeines zu den Koeffiziententabellen

In den folgenden Anhéingen werden die Differentialgleichungssysteme der gegebenen Element-
typen nach den Koeffizienten der zu einem diskreten Zeitpunkt t* unbekannten Geschwindig-
keiten aufglost. Hierbei wurde in den Tabellen 3 bis 20 schon von den Vereinfachungen der
Gleichungssyteme aufgrund Verwendung einer Update-Lagrange Formulierung (s. Kapitel
6.1) Gebrauch gemacht.

Koefhiziententabellen fiir das Ringelement

Die folgenden Tabellen enthalten die Werte der Komponeten der 6 x 2-Matrizen der
Gleichungen (5.18):

7. (Dgl. in »-Richtung) 7« (Dgl. in 2-Richtung)
0 (U‘P(P - 2G11—;2':/) Flf 0
n | (G- on)i- B |0
o | -H(%e %) (6 + §(0ms = o))~ 2
+5 (%= - %)
3 —Ors Gl + 5(022 — 0rr)
" 2G{sL —orr 0
i G- 3(0m +0:2) —0Ors

Tabelle 3: Koeffizienten des 2-Tupels {Ag} und der Matrix [A"] nach Gleichung (5.18;)
[Separation des fortgesetzten Gleichgewichtes nach den Gradienten der Ge-

schwindigkeit v, im rotationssymmetrischen Fall]




L L

LATILRTLYC

?. (Dgl. in r-Richtung)

A3, (Dgl. in 2-Richtung)

z
*1

z
*2

z

*3

z
*4

z
*5

1(080ny _ 80z ) _ 80py _ Grz
2 Oz Oz or r
0

G +3(0m —022)
—Oyz

0

(G- Fomton) ) 2= 5(%+ %)

_Bop, _ 80 _ orz
or Oz r
—Orz

G- %(arr + dzz)

1—
2G 1_2”'/ - 0'22

Tabelle 4: Koeffizienten der Matrix [A®] nach Gleichung (5.18;) [Separation nach v,] (s.0.)

a} (Dgl. in r-Richtung) a} (Dgl. in 2-Richtung)
® @ O _,0 ) ® ®
Allgemein | 2G( 2z + 2o 4 D2 "Dee ) 2G(25ex + 2pus + Lox)
zusétzlich
plast. Spin +W,fi) (2(%’—;&i + g—,’f‘) a—gj‘ - '8%2‘) +Wr(;) (‘9—3:‘ - 83:” + Feaztes +2ag;,)
) 0 * )
+8_‘gf"20'rz + 2%‘(0':: - o'rr) +§'W5'$‘”(0'zz - O'rr) + Q‘%%"zo'rz
Tabelle 5: Koeffizienten des Teillastvektors {a”} nach Gleichung (5.18;) (s.0.). In der
zweiten Reihe sind zusétzliche Glieder, die zu den Lasttermen addiert werden
miissen, wenn an Stelle der mitrotierenden Zeitableitung nach ZAREMBA-
JAUMANN eine Ableitung nach (2.30) oder nach (2.32) verwendet wird.
T. (Dgl. in r-Richtung) Bj, (Dgl. in 2-Richtung)
‘o 2G5 2= 20 T4 %
Ig (G+ %(Gzz _O'rr))ng (G"" %(Urr +0'zz))n2 _O'rzng
-3 0 0
. 0 0
.5 0 0

Tabelle 6: Koeffizienten des 2-Tupels {Bj} und der Matrix [B"] nach Gleichung (5.185)

(s.0.)
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?. (Dgl. in r—Richtung)

B3, (Dgl. in z-Richtung)

z
B*l
z
*2
z
*3
z
*4

z
B*S

"'Urzng + (G - %(Urr + Uzz))n(z)

2G1_'_’2Vn‘r’ — OpyY
0
0

0

(G + (o - a,,))n:
(264 - 0.2)ng

0

0

0

Tabelle 7: Koeffizienten der Matrix [B*] nach Gleichung (5.18;) (s.0.)

b] (Dgl. in r-Richtung)

b5 (Dgl. in z-Richtung)

Allgemein

2G (D ne + Dyyn2) + £y,

rr°r rz "z

(%) (3)

2G(D,,n2 + D,,n2) +1,,

zusitzlich

plast. Spin

+W:;) (20',-277/'2 + (Uzz - O'rr)ng)

Q)

+W.., ((azz - Urr)n: - 20”712’)

Tabelle 8: Koeffizienten des Teillastvektors {b"} nach Gleichung (5.185) s. auch Tabelle 5.

C7. (Dgl. in r-Richtung) Cs3, (Dgl. in 2—Richtung)
0 (2G1—"2u + p) E’r; (ZGﬁ + p) Er;'
T (2GIIT‘2"; - ar,.)n,‘.’ —Or N7 + (2G = + P) n;
Ta (G + 3 (02 - a,r))n‘; (G - Lo +022) — p)n‘,’ -y 02
3 0 0
x4 0 0
5 0 0
Tabelle 9: Koeffizienten des 2-Tupels {Cj} und der Matrix [C"] nach Gleichung (5.183)

(s.0.)




Ci. (Dgl. in r-Richtung)

C%, (Dgl. in z-Richtung)

Z
*]

%
*2

Z
*3

z
x4

z
*5

~0ran + (G — 3(ovr +042) - p)n;’
(2Gﬁ +p) ng — op,n?

0

0

0

(G+ 4(ow - 02:) )2
(2645 — o2a s

0

0

0

Tabelle 10:

Koeflizienten der Matrix [C*] nach Gleichung (5.183) (s.0.)

¢i (Dgl. in r-Richtung) c5 (Dgl. in 2-Richtung)
Allgemein | 2G (Di',) n? + D\ n?) ~ pn? 2G (Df.'z) ne + DY) ng) — pn?
zusétzlich
plast. Spin +W,(i) (207,12 + (022 ~ 07 )02) +W,f:) ((02z = Ore )2 — 20,,02)

Tabelle 11:

Koeffizienten des Teillastvektors {c"} nach Gleichung (5.183) s. auch Tabelle 5.
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Koeffiziententabellen fiir ESZ

Die folgenden Tabellen enthalten die Werte der Komponenten der 5 x 2-Matrizen der
Gleichungen (5.34):

7. (Dgl. in z-Richtung) A3, (Dgl. in y—Richtung)
Jil zz aa’mu
. A:l - gw - "oy 0
z _1(&114_0;&1) .1.(2'_11_3_%1)_2&1
*2 2\ 8y dy 2\ 8z Oz Oy
1 1 1 1-2
Al —Oay T G +3 (Uyle: - UM)
f4 (2G - a:c:c) 1_% —O'Iy-l—_'_'_-;
s G- %(%z + 0yy) —Ozy

Tabelle 12: Koeffizienten der Matrix [A®] nach Gleichung (5.341) (Separation des fortge-
setzten Gleichgewichtes nach den Gradienten der Geschwindigkeit im ESZ)

A}, (Dgl. in z-Richtung) AY, (Dgl. in y-Richtung)
w5 (% )
Al 0 _2:97_:1 - %‘:’L
A GHZ + 10022 - 0y el
AY, — Oy G- %(am + ayy)
AY, Oy (26 -0y ) 55

Tabelle 13: Koeffizienten der Matrix [AY] nach Gleichung (5.34;) (s.0.)
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Fes

e LIvy o

af (Dgl. in z-Richtung) a§ (Dgl. in y-Richtung)
) Q) ) Q)
Allgemein | 26 (25s= + 25=x) 2G(Zp2r + 25
) () ()
aD v (8D 8D
+ou i (5 + ) +ou 2 (%5 + %52)
o (t) 10 10
+0zy 11 2 ( + 5" BD t0zy 11 2 (% + a_gy_)
(t) (') ) ()
v (8D, , 9Dy, aD 8D
+2G1— ( + oz ) +2G1-—u( 8y + ——551')
zusétzlich
® ®
plast. Spin| +2 (W:y) %’L + —”—BW azy) +2 (W,ﬁ; %?’- + __y_avg; amy)
i) d (%) Boza
s (% - %) s (%2 - %)
0] Q)
Wy oW,
" (9yy = Oaz) +—52t (0yy = Oua)

Tabelle 14: Koeffizienten des Teillastvektors {a*} nach Gleichung (5.34;) (s.0.). In der
zweiten Reihe sind zusétzliche Glieder, die zu den Lasttermen addiert werden
miissen, wenn an Stelle der mitrotierenden Zeitableitung nach ZAREMBA-
JAUMANN eine Ableitung nach (2.30) oder nach (2.32) verwendet wird.

¢ (Dgl. in z-Richtung) B3, (Dgl. in y-Richtung)
2 (26525 - 0aa )3 26 £ n? — gy
o) (G + 2(oyy — am))ng (G ~1(op + ayy))ng — OgyNy
.3 0 0
f4 0 0
o5 0 0
Tabelle 15: Koeflizienten der Matrix [B®] nach Gleichung (5.342) (s.o.)
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B, (Dgl. in z-Richtung) B3, (Dgl. in y-Richtung)
BY, (G = 3(0us +0u0) )15 — o2y (G + 4 (0ae = 044) )2
By, 2G 1% + ng — ozyng (2G1+U - O‘yy)’n;
Bl 0 0
BY, 0 0
Bl 0 0

Tabelle 16: Koeffizienten der Matrix [BY] nach Gleichung (5.342) (s.0.)

¥ (Dgl. in z-Richtung) b3 (Dgl. in y-Richtung)
Allgemein (D:; (261 +riZ) (D‘y‘; (26+% +pi22)
+D,, (265 +p2) ) ng +D;; (2655 +pi2) ) ng
+ 26D 1 + 4 + 2GDgyng + 1ty
zusétzlich
plast. Spin W:y), (205yng + (Oyy — 022)N) W:y) ((oyy = Ozz)n2 — 204yn?)

Tabelle 17: Koeffizienten des Teillastvektors {b”} nach Gleichung (5.342) s. auch Tabel-

le 14.
Cf, (Dgl. in z-Richtung) C3,. (Dgl. in y-Richtung)
) (2Gl_+y — Oz —plf—u)ng (2Gl%u +p11':_—2:)n§ — OgyNy
z (G + 3 (oyy — om))nz (G — (022 + oyy) —p) ng — Oeynd
*3 0 0
4 0 0
*5 0 0

Tabelle 18: Koeffizienten der Matrix [C®] nach Gleichung (5.343) (s.0.)




144 Anhange
CY, (Dgl. in z-Richtung) CY, (Dgl. in y—Richtﬁ'ng)
cy, (6 = §(00e + o) = )1y = 0eyng | (G +4(00n — 033) )2
CY, (2G - -}-pl1 2:) ~ OzyNy (2G1—1—U — Oy — pﬁ)ng
cv, 0 0
Cly 0 0
cv, 0 0

Tabelle 19:

Koeffizienten der Matrix [C¥] nach Gleichung (5.343) (s.0.)

¢; (Dgl in z-Richtung) ¢ (Dglinm 7—Richtung)
Allgemein (D;'; (2G1 v+ pll__zu") (D“’ (2G v_ pl= 2;)
M v 1-2v . o ) v . o
+D, (2G el vy ) - p) ng +D,., (2G +pl= o ) p) ny
+2GDYng +2GDyng
zusétzlich
plast. Spin W(') (202412 + (oyy — Ozz)n2) W(‘) ((oyy = 02z)ng — 204yn3)

Tabelle 20:

Koeffizienten des Teillastvektors {c®} nach Gleichung (5.343) s. auch Tabel-

le 14.
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Koeffizienten der Stabilisierungsglieder

Auffiihrung zusétzlicher Koeffizienten aus der Erweiterung des Differentialgleichungssystems

um die Nebenbedingungen nach Kapitel 6.2:

Ebener Spannungszustand:

Dgl. in z—Richtung

Dgl. in y-Richtung

T

6_am+%1

80,,]‘ + aam‘

a’s *

b, OzxMy + OuyNy — tox OuyNy + TyyNy — Loy
o o o o o

c3, Oualg + OxyNy + PNy TzyNg + OyyTy + Py

Tabelle 21: Koeffizienten der zusétzlichen Glieder bei Erweiterung des Differentialglei-
chungssystemes um die Nebenbedingungen (asymptotische Stabilisierung).
Gleichgewicht: {a®}; richtungstreue Last: {b7}; Drucklast: {c®}. Darstellung

des Ebenen Spannungszustandes (ESZ). ‘

Rotationssymmetrie:

Dgl. in r-Richtung Dgl. in z-Richtung
a;* 3_0m+8_¢7u+ (O'rr"‘o'cptp) 8_0u+6_6u_+ 70rz
b;, Orp2 + 0p 02 — 4 Ozl + 02n0 — sy
Chy OreN2 + 0,05 + pn2 OrzNl + 0,02 + pn?

Tabelle 22: Koeffizienten der zusétzlichen Glieder bei Erweiterung des Differentialglei-
chungssystemes um die Nebenbedingungen (asymptotische Stabilisierung).

Gleichgewicht: {a%}; richtungstreue Last: {b;}; Drucklast: {c}}. Darstel-
lung des rotationssymmetrischen Zustandes unter rotationssymmetrischer Last

(Ringelement).



Aufbereitung der konstitutiven Beziechungen

Fiir C!-stetige Finite-Element-Formulierungen geniigt es nicht, die im Stoffgesetz enthalte-
nen Spannungs— und Verfestigungsgeschwindigkeiten zu kennen. Die zur Losung der Gleich-
gewichtsbeziehungen (5.51), bzw. (5.52) notige Kenntnis der Ortsableitungen der Spannungs-
tensoren, wie auch der Verfestigungen, erfordert eine Erweiterung der zu integrierenden Glei-
chungen um diese Ableitungen. Die hierzu benétigten partiellen Ableitungen des Verzer-
rungsgeschwindigkeitstensors, wie auch des Spintensors sind aus dem Geschwindigkeitsfeld
des Elementes zu bestimmen und werden hier nicht explizit angefithrt. Es ergeben sich fol-

gende Beziehungen (Scheibenelement):

0
Wy ) Tay

v

(Dya + Dyy + D) — ( Dy )) +2(W,y —

(#)
Ty

2G (Day - (D

) + Wy = W) 1y = 7o)

v

(%) - 10+ 2+ 5+ ) - O5)
N 2(3;‘? - 32‘33 )Tey + 2(Way - Wm‘i})a;;”

() - > (5-52)
(o o) 1 ) o~ Wi (2 - 2

(%) - 20 (e 2 (R4 2, 902) (205
g T W) G
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. (i)
(arm) _ 9 (8Dm, L (6Dm L Dy aDu) _ (8D >)

Ay Oy 1-2v\ 9y Oy Oy Oy
oW,y 3W,§2 O
252 = g rew + AWy = W) 5

07y oD,, 0D,
(%)_w(% oy !
(i)
. (Bme _ BWEy
oy 9y

- (i)
(aTyy) _ 9 (aDyy LV (BDM L Dy aD,,) _ (%D )

)(‘ryy — Toz) + (Way — W;;))(ag;y - %ﬁ)

0y Oy 1-2v\ 8y Oy Oy Oy

0Ty

Oy

W, OW,,
_ 2( _

(%)
ay ay )T?By - 2(Wm‘y - me)

Beim Ringelement werden x gegen r, y gegen z und z gegen ¢ ausgetauscht. Zusatzlich zu

den bisherigen Gleichungen kommen noch die Beziehungen in ¢-Richtung hinzu:

. v 0]
Top = 2G (Dw + I_(Drr +Das 4+ Dyy) = ( Dy )

17
av

7

: (%)
(arw) _ 20 (aDW LY (aDr,. LD apw) ~ oD, >)

or 1-2v\ Or or or or

. (¥
8 oD,, 8D, 8D oD
(aTW) - 2G( g:¢+1—l}2u( 5t a t aet) (2 )

Die um die partiellen Ableitungen erweiterten Evolutionsgleichungen koénnen ebenso ent-

wickelt werden. Hierbei mufl nach den verschiedenen Materialmodellen unterschieden werden.
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Materialmodell nach Chaboche:

Kinematische Gréflen (j = 1,2):

Ujge =
O)
Qjoy =
_ )
Qjyy = Cijy — Y5 yy — 2(Way —
ox T 9z I Bz
)
ow,, oW
+ 2( drx Oz

' ()
00; zy _ C_aDmy _ Bajgy
7 bz 7 ox

(3)
Cija: — V% o + 2(Wwy -

20 ) 0y + AWy = Way)

(%)
me )amy

()
Cijy — V0 oy + (me - me)(ayy - a‘“’)

C))
me )amy

Baj xy

oz

Ty

e w e f\ff’(‘)
(Ume o
oz

ox

i

. ()
(aajyy) C,aDyy _ jaajyy

o, 7 00;
xy )(ajyy - Qjag) + (Wey — me)( 7Yy

Q

ox

Oz

or 7 oz Ox
0)
ow,, W, (), 00j gy
_2( o B )any 2(Wey — W,y) P
‘ 0
By Ci 8y oy
OW,, OWe 1,00 oy
+2(5 2 = 5 Yoty + AWy ~ Way) =5
Ba;- zy 3D:; 902y
oy =G oy ~ 0y
o)
oW, OW,, W\ (0ajyy O0jaq
+( 3y - 3y )(aayy_ajmy)+(wmy_wzy)( By - By
L. )
0y '3D vy Bayy
Oy - By K Oy
any BW:y) (%) aajmy
=2 Ty e 2 ey~ W) )

)
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Zusstzliche Gleichungen bei Verwendung des Ringelementes:

0
%ee = CjDyy — Y% ey
. )
940 ) _ C,aDw __,y_aajw
or 7 or 7 or

. )
0jpp\ _ C_aDw _,Y,aajw
Oz .7 7 9z

Skalare Grofien:

¢ = sa-(8)
=o(@-05(3)" &% - %))

)
) -+(0-03(3)" % - 5))

0y Ody\D

SchlieBlich werden hier noch die Gleichungen fiir die inelastischen Verzerrungsgeschwindig-

keiten und den inelastischen Spin bendtigt:

o
il
Ny
Pt
ol =
N’
S
]

—

i)

oD _ fimAymoh, , fi(Ayon
8z ~ V2D\D dxr = 2\D/ &z
oD" SVELYES L PRVETE
dy ~ V2D\D oy — 2\D/ &y
W::(:;;) =N ((almy + a2zy)(D3(;; - D:(::::) + D:(:g)/(ala:z +Q2gr —Qlyy — a2yy))
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8W,,(;;) =?ﬂ((a ta )(D(‘)—D(i))+D(‘)(a G — e — ))
——31,‘ 9z lzy 22y vy Tz sy\Glazx 2xx 1lyy 2yy
oai ;- dag 0] O]
M (( 5t + et ) Dy = D)
BD(i) 3D(‘)
yy Tz
+(almy+a2zy)( Oz Oz )
aD;,
+ —aT(alm:c + agpe — Ul yy — 0523,/3,/)
) (001 5o 00 ¢z Oay yy day vy
D”y( Oox + oz oz 0z )
BW,(f) an ® 0 (¥
3yy - 79@ ((alzy + 20y)(Dyy = Dyz) + Doy(@102 + 0220 — 1y ~ a2yy))
o1 » dag . 6 ()
+7](( 3yy+ ayy)(Dyy—Da:a:)

6[&2__3[%”

rr

+ (al Ty + a2my) (—6'y_" ay
(%)

ry
+ (alzm+a2mz — Olyy "a2yy)

Oy
+D(i) (Balm + 003 3o _ 0a yy 3 Bazyy)

Oy Oy Oy Oy
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Materialmodell nach Bruhns:

Kinematische Verfestigung:

)

Age = ¢(k)Dyy — d(A) gy + 2(Wyy — W;;))azy
oy = c(k)Dgy = d(A)atay + (Way — W,y )0y = @ez)
ayy = o(r)Dyy — d(A)atyg — AWy — Wiy )iay
(5) - 2o £ e
+ 2( 3‘;;"” - 3232 )amy +2(Way — Wi;))ag;”
(%52) = %5+ ootz - S
(G- 32‘153 )y — aws) + (W = Wig) (P )
(%52) - et + Geginl; - - 23k,
-2(Z5t - T - 0y - 2
(3g_y) — o(x) 335; + ggg—; “- (A)ag—;’” - g—i%a
+2(a‘;;“y - av;;,ﬁ;’ Yoty + 2AWay — Wi;))a—g-;—’i
(%) = 9y Dol g DOR,
(G- 3‘;’53 ) (= ) + (W = W) (T2 — Z522)
(%) = o5+ - a0 - G5
~2(T2 - 3‘;33 ey = 21y - Wey) 252
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Zusitzliche Gleichungen bei Verwendung des Ringelementes:

()
app = c()D,, — d(A)ap,

aaw ad OA

— d(4) T BA or Yo

- @
g, _ 0D,, 0Oc Ok (.)
( Br ) =) T aear L

- ap®
(aaw) — o) gw L8 dc aan — d(A) day,, O8d A

9z K 9z 9z OA 9z ¥

Skalare Groflen:
20(A)/g

Ii
BQBA 1 Og 0k
( ) TN A by =

( 080 o\ 1 990k

=2V TN Sanay
Die Strukturgedéchtnisfunktion A(x) zur besseren Beschreibung des BAUSCHINGER-Effektes

ist mit der internen Variablen nach (3.22) verkniipft. Diese Gleichung wird in die folgende

Form iiberfithrt und ergénzt den Satz der zu integrierenden Gréfien:

() = (&) - st
(5) i () - miear)

Die Gleichungen fiir die inelastischen Verzerrungsgeschwindigkeiten und den inelastischen

Spin lauten:

) 1
D" =20A)—F%=(7' - a)
( )ﬁ(
)
oD _8®oA 1, _s8f, 1 /81 da
R T TV A A O B E s G by il
op" _  8®oA 1 af

—= (1~ a)— ‘P(A)f"
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() (1) O] ()
Wy =n(lal) (ay(Dyy — Do) + Doy(@ea — )

(4)

ow, on 0 0 ®
_BQI_y = 'a_m_ (azy(Dyy - Da::c) + D:z:y(a-‘lm - ayy))
(1) (1)
00y , Q) 0Dy, 9D,
+n (a_a;(Dw = Dze) +°"=y( dx 9z
aDt) @ (B0gy O
2y _ OQzg _ OQyy
Y 0ns = ayy) + Dzy( o )
oW on 0] 0] )
Y — 1 . —
By = By (azy(Dyy D,,) +Dzy(0‘m a’s:z./))) |
00y , () ) oD, oDy
+1n (a_y(Dyy —Dzz)+a-‘¢y( ay ay

+

BD:; 0 (O0gy  Oayy
(e = ) + Dy (o= = 0t




GauBi—Quadratur

n Tk Wi
3 | —0.77459 66692 41483 0.55555 55555 55556
0.00000 00000 00000 (.88888 88888 88889
0.77459 66692 41483 0.55555 55555 55556
4 | —0.8611363115 94053 0;34785 48451 37454
—0.33998 10435 84856 0.65214 51548 62546
0.33998 10435 84856 0.65214 51548 62546
0.86113 63115 94053 0.3478548451 37454

Tabelle 23: Stiitzstellen r; und Wichtungsfaktoren wy der GauB-Quadratur Formeln fiir

die Ordnungen n = 3,4. Weitere Werte kénnen [2],[8] entnommen werden.
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